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Introduction

Cet ouvrage contient de nombreux exercices qui portent sur diverses matieres de base
en mathématique nécessaires pour aborder des études en sciences. Il s’adresse a des
étudiants entamant des études supérieures.

L’ouvrage débute par un « petit test ». Le lecteur le réalisera. .. ou non, selon son choix.
L’objectif de ce test est de donner une idée au lecteur/utilisateur du niveau qu’il maftrise.
Il est basé sur de longues années de pratique.

L’ouvrage se poursuit avec un chapitre constitué de problemes élémentaires. Nous enten-
dons par 1a des questions relatives a la bien utile « régle de trois », a de petits problémes
qui se posent dans la vie courante, a des questions de logique de base, ... Nous avons fait
en sorte que ces problemes soient présentés selon une complexité croissante (contexte
plus large, nécessitant une analyse, une modélisation et une identification des données
utiles plus poussées), en termes de gestion des données et d’étendue des outils concernés
pour les résoudre.

Les chapitres suivants sont tous organisés selon la méme structure : un rappel de la
théorie et des notations qui y sont utilisées, des exercices de base résolus en détail, une
liste d’exercices pour s’entrainer (semblables aux exercices de base) et leurs solutions,
des exercices plus élaborés, résolus également.

Précisons ce que nous entendons par « plus élaborés ». Il s’agit en fait d’exercices qui
demandent davantage de réflexion et présentent tous un aspect qui les rend plus com-
plexes a résoudre. Certains concernent des résultats théoriques, d’autres des applications
contextualisées. Ils brassent tous plusieurs compétences et outils.

En fin d’ouvrage apparait une annexe constituée de deux parties. L’une reprend quelques
notations ; on sait tous que selon les pratiques, elles peuvent grandement différer !
L’autre reprend des informations complémentaires sur des mathématiciens célebres, des
compléments d’informations quant au contexte dans lequel certains problémes sont ap-
parus, et parfois des notes sur I’histoire de leur résolution. Afin de ne pas alourdir la
présentation de 1’exercice, nous avons préféré les rassembler dans une annexe.

Présentons brievement chacun des chapitres qui suivent celui consacré aux problémes
élémentaires (premier chapitre).

Le deuxieme chapitre reprend des bases a maitriser et, notamment, des manipulations
de systeme métrique.

Le troisieme chapitre présente une étude générale des fonctions. Il débute par les notions
et définitions de base et se poursuit par des exercices utilisant des outils fondamentaux
tels que les limites, la dérivation et la primitivation.

Le quatrieme chapitre présente une étude de base du calcul intégral.
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Le cinquieme chapitre traite d’équations différentielles. Il est essentiellement consacré
aux équations différentielles linéaires a coefficients constants, outil trés important en
sciences, qui permet déja de multiples modélisations.

Le dernier chapitre (annexe) contient quelques précisions de notations ainsi que
quelques informations bibliographiques et historiques.

Dans la bibliographie, outre les ouvrages consultés, nous citons les sites sur lesquels
nous avons puisé des idées ou des informations. Nous nous excusons par avance aupres
des auteurs/concepteurs si nous avons omis de citer I'un ou 1’autre.

Nous tenons a remercier treés vivement toutes les personnes qui sont intervenues d’une
maniere ou d’une autre dans la genése et la conception de cet ouvrage, ainsi que Madame
Laetitia Herin pour sa disponibilité et son aide.

La vraie science est une ignorance qui se sait.
Montaigne.

Peu importe votre lenteur d’aller, a condition que vous ne vous arrétiez pas.
Confucius.



Les dix commandements
en mathématique

1. Bien organisé tu seras.

2. Les notions apprises tu approfondiras.

3. Conditions nécessaire et suffisante jamais tu ne confondras.
4. Des fonctions élémentaires les caractéristiques tu connaftras.
5.Ala question tu répondras, la marche a suivre te guidera.

6. A la cohérence de ta phrase mathématique attentif tu seras.
7. A calcul et raisonnement, sens critique toujours tu allieras.
8. Avant d’appliquer un théoréme, les hypothéses tu vérifieras.
9. Gagner en autonomie et efficacité tu devras.

10. Aux cours tu écouteras, a la maison tu travailleras.
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Test préliminaire

Ce petit test est destiné a attirer 1’attention du lecteur sur certains points fondamentaux
qui donnent lieu parfois a de « mauvaises interprétations », ainsi que sur la grande im-
portance de la lecture compléte des énoncés et sur la bonne compréhension de tous les
termes.

La résolution des questions est facilitée par le fait que pour chacune d’entre elles, un
seul item proposé contient une réponse correcte.

Enoncés
Niveau 1

1. La racine carrée de (—2)> est égale a

(a) =2

(b) 2

(c) -2

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
2. Le sinus du réel 7

(a) n’existe pas

(b) est un nombre négatif plus grand que —1

(c) est un nombre défini a un multiple de 2z pres

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

3. Quand on dit que la radiation en UV a augmenté de 60 %, cela signifie que la
radiation a été

(a) multipliée par 3/5
(b) divisée par 8/5
(c) divisée par 5/8
(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
4. Un terrain carré a une aire égale 2 81 m?. Son périmetre est alors égal a
(a) 20,25 m
(b) 36 m
(c) 40,50 m
(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
5. La valeur absolue de la somme de deux réels est égale a
(a) la somme des valeurs absolues de chacun d’eux
(b) la différence des valeurs absolues de chacun d’eux
(c) la somme des carrés de chacun d’eux

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
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Niveau 2

1. Si r est un nombre réel, alors la racine carrée de r* est égale a

(@ r
(b) —r

©) \r

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

. Le cosinus du carré d’un nombre réel est égal au

(a) carré du cosinus du réel
(b) double du cosinus du réel
(c) double du produit du sinus et du cosinus du réel

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

. Un rectangle a une aire de 60 m?. Sa longueur est 4 m plus grande que sa largeur.

Le périmetre du rectangle vaut alors
(a) 6m

(b) 28 m

(¢) 32m

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

. Si le carré d’un réel négatif r est un réel plus grand ou égal a 1, alors ce réel est

toujours

(a) plus grand ou égal a 1

(b) plus petit ou égal a —1

(c) plus grand ou égal a —1 et plus petit ou égal a 1

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

. Si x est un réel strictement positif, alors la valeur absolue de —2x + x?

vaut toujours

(a) 2x — x?
(b) x* —2x
(c) 2x + x?

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

Niveau 3

cececsccannnncncnsnnne

1. Si x désigne un réel, alors I'inégalité x> > |x| est

(a) équivalente a dire que la valeur du réel x est strictement supérieure a 1
(b) une condition suffisante pour que le réel x soit strictement supérieur a 1
(c) une condition nécessaire au fait que le réel x soit strictement supérieur a 1

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
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2. Pour que le carré d’un nombre réel soit plus petit ou égal a celui-ci,
(a) il suffit que le réel soit plus petit ou égal a 1
(b) il est nécessaire que le réel soit plus petit ou égal a 1
(c) il suffit que le réel soit positif
(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
3. La somme des carrés de deux réels est toujours
(a) plus grande ou égale au produit de ces réels
(b) plus grande ou égale a la somme de ces réels
(c) plus petite ou égale au produit de ces réels
(d) plus petite ou égale a la somme de ces réels
4. L’expression sin (arcsin (r /2)) est égale a
(@ =/2
(d) 1
© 0
(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte
5. L’expression arcsin (sin (6 /7)) est égale a
(@) —xz/7
(b) #/7
(c) 6x/7

(d) aucune des réponses précédentes n’est correcte

Solutions

Niveau 1

1. La réponse correcte est (b), a savoir y/(—2)? = 2.
De fait, la racine carrée d’un réel positif (ici (—2)> = 22) est le réel positif dont le
carré est le nombre de départ.

2. La réponse correcte est (d).
De fait, le sinus d’un réel est un réel toujours défini. Comme le nombre 7, étant
compris entre 27z et 2z + x /2, son sinus est positif.

3. La réponse correcte est (c).
De fait, augmenter un nombre de 60 % revient a lui ajouter 6/10 = 3/5 de sa valeur,
ou encore a le multiplier par 1 + 3/5 = 8/5, donc a le diviser par 5/8.

4. La réponse correcte est (b).
De fait, puisque 1aire du carré vaut 81 m?, la longueur de son c6té est égale 2 9 m et
par suite son périmetre mesure 4 X 9 = 36 m.
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5.

La réponse correcte est (d).

Voici des contre-exemples pour les autres items.

Pour (a) : |[r + (—=r)] =0et |r| + | — | = 2|r| > 0 quel que soit le réel non nul r.
Pour (b) : |r+r| =2|r| > 0et |r| — |r| = 0 quel que soit le réel non nul r.

Pour (c) : |r + r| = 2|r| et ¥> + r? = 2r> = 2|r|> = 2|r| si et seulement si r = 0 ou
|r] = 1.

Niveau 2

1.

wm

La réponse correcte est (d).

De fait, la racine carrée de r? est égale a la valeur absolue de r, donc pas toujours
égale a r ou a —r (cela dépend du signe de r). Et enfin, I’expression \/; n’est définie
que si r est positif !

. La réponse correcte est (d).

Voici des contre-exemples pour les autres items.

Pour (a) : on acos(zr) = —1 et cosz(\/;) > 0.

Pour (b) : pour tout réel dont le cosinus est strictement plus grand que 1/2, le double
de ce cosinus est strictement plus grand que 1 et n’est donc égal au cosinus d’aucun
réel.

Pour (c) : d’une part, on a sin(z) = 0. D’autre part, on a cos(z?) # 0 : en effet,
puisque 7* € ]37t, 3+ (xn/ 2)[ et que la fonction cosinus est strictement croissante
sur cet intervalle, on a cos(z?) < cos (37 + (x /2)=0.

. La réponse correcte est (c).

De fait, désignons par L la mesure de la longueur du rectangle. Vu 1’hypothese sur
la mesure de sa largeur, I’expression du fait que son aire est égale a 60 m? s’écrit
L (L —4) = 60. Les deux solutions de cette équation du second degré sont de signes
opposés ; la solution positive est égale a 10. Il s’ensuit que le périmetre du rectangle
estégala2x 10 + 2x6 = 32m.

. La réponse correcte est (b).

De fait, I’expression de I’hypothése est > > 1, ce qui revient a écrire
(r—1) (r+1) > 0. Comme r est négatif, la simplification par r — 1 conduit a
I'inégalité r + 1 < 0, c’est-a-dire r < —1.

La réponse correcte est (d).

De fait, les expressions (a) et (b) peuvent prendre des valeurs strictement négatives,
donc ne peuvent étre égales a la valeur absolue d’un réel. Comme x > 0, on a en
effet d’une part 2x — x> > 0 < x < 2etd’autre part x> —2x > 0 < x > 2. Enfin,
six >2,ona|x?—2x| = x?—2x et x> — 2x # x> + 2x, donc (c) est également une
réponse incorrecte.
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Niveau 3

1. La réponse correcte est (c).
De fait, si x est un réel strictement supérieur a 1, alors il est égal a sa valeur absolue
et strictement plus petit que son carré.

2. La réponse correcte est (b).
De fait, si r est un réel tel que > < r, alors r est positif et I’inégalité précédente
implique r < 1.

3. La réponse correcte est (a).
De fait, si x et y désignent deux réels, on a |x| > |y| ou |y| > |x|. Des lors, dans le
premier cas, on obtient

2, .2 2 2 2
x“+y = x7+ |yl = |x]7 = |xy| = xy
et dans le second cas, on obtient
2, .2 2 2 2
x“+y = x|7+ |yl = |yl” = [xy] = xy.

4. La réponse correcte est (d).
De fait, comme la fonction arcsin est définie uniquement sur I’intervalle [—1, 1] et
que x /2 n’appartient pas a cet intervalle, I’expression donnée n’a pas de sens.

5. La réponse correcte est (b).

De fait, on a arcsin(sin(x)) = x si et seulement si x € [—n: /2, 7/ 2], donc
. ( (67[)) . ( < 6717))
arcsin ( sin [ — arcsin ( sin (7 — —
7 7
n(sin(7))
= arcsin (sin( =
7

T

7

carz/7 € [—7:/2,71/2].






Chapitre

Problémes élémentaires

€) Rappels théoriques

Ce chapitre utilise des notions rudimentaires de calcul (« régle de trois », mise en équa-
tion de base, utilisation de notions élémentaires de géométrie plane). Les notations sont
standards.

a Exercices de base résolus

Cette section répartit les exercices en niveaux de complexité croissante.

2.1 Niveau 1

Enoncés

1. A I'occasion d’une foire aux vins, une grande surface propose une offre « Deux
bouteilles achetées, la troisieme gratuite ». Pour un lot de 3 bouteilles, quel est le
nouveau prix d’une bouteille dont le prix affiché avant la promotion était 12 € et
quel est le pourcentage de la remise ?

2. Sur une carte a I’échelle 1/2 500, la distance (en ligne droite) entre deux points
est égale a 4 cm. A quelle distance réelle en kilomeétres cela correspond-il ?

3.Ala météo, on annonce une nuit de pluie. Le lendemain, sur la terrasse, on mesure
une hauteur de 1 mm d’eau par métre carré. A combien de litres par metre carré
cela correspond-il ?

4. Quand !’eau se transforme en glace, son volume augmente d’un quinziéme. Quelle
quantité d’eau, exprimée en litres, faut-il pour obtenir 1,280 m? de glace ?

Solution

1. Le prix de deux bouteilles avant remise est 2 X 12 = 24 € ; puisqu’on regoit en fait 3
bouteilles, le prix par bouteille aprés remise est 24/3 = 8 €.

La remise de 4 € sur 12 € est donc une remise égale a un tiers du prix, c’est-a-dire a
peu pres 33,3 %.

2. Selon I’échelle, 1 cm sur la carte correspond a 2 500 cm = 0,025 km dans la réalité.
Des lors, 4 cm correspondent a 4 X 0,025 = 0,1 km.

La distance réelle entre deux points distants de 4 cm sur une carte a 1’échelle 1/2 500
est donc de 0,1 km.
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3. Comme 1 mm = 103 m, le volume d’eau sur la terrasse est égal 2 1073 x 1 =
1073 m3= 1 dm? =1 litre.

Ainsi, 1 mm d’eau par m? correspond a 1 litre par m?.

4. Soit x la quantit¢é demandée en litres; la transformation de cette eau en glace va

donner un volume de x + % = %x litres. Comme 1 m*® = 103 1, la quantité d’eau
demandée doit donc vérifier I’égalité

16

—x = 1280.

15"
Cette équation a pour solution

_ 1280 x 15 = 1200.
16

Il faut donc 1200 litres d’eau pour obtenir 1,280 m? de glace.

2.2 Niveau 2
Enoncés

1. Un laborantin doit préparer 18 ml d’une solution qui contient 3 % de glucose. Il a
deux types de solution a sa disposition, I’une contenant 10 % de glucose et 1’autre
seulement 1 %. Combien de millilitres de chaque type de solution doit-il prendre
pour obtenir ce qu’il désire ?

2. Deux petits bateaux téléguidés partent du méme point sur un lac. Leur vitesse est
respectivement égale a 3 et 4 metres par minute. Si I’un se dirige vers le nord et
I’autre vers 1’est, combien de temps faut-il attendre pour que la distance entre les
deux soit supérieure a 10 metres ?

3. Vous faites du shopping et vous avez un coup de coeur pour une piece de collection.
Celle-ci est cependant un peu chere. Vous savez par ailleurs qu'une augmentation
des prix va survenir la semaine qui suit et que cette augmentation sera de 30 %.
Mais ensuite, ce sera la période des soldes et vous savez que les prix vont alors
chuter de 30 %. Vous étes de toute fagcon décidé a acquérir la piece ; pour débourser
le moins possible, achetez-vous avant I’augmentation de prix ou attendez-vous les
soldes ? Pourquoi ?

b

Lindsay a trois fois ’dge que Nacer avait quand elle avait 1’age actuel de Nacer.
Quand Nacer aura 1’dge de Lindsay, ils auront ensemble 112 ans. Quels sont les
ages actuels de Nacer et de Lindsay ?
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Solution

1. Soit x le nombre de millilitres de la solution contenant 10 % de glucose. Le nombre
de millilitres de la solution contenant 1 % de glucose est donc (18 — x). Cela étant,

on a

10 1 3
10 L sy x1
100 ¥ T 100 187X = 1gp X 18

ce qui est équivalent a
10x+18—x=54©9x =36 x=4.

Ainsi, le laborantin doit prendre 4 ml de la solution contenant 10 % de glucose et
14 ml de la solution & 1 % pour obtenir 18 ml de solution a 3 %.

2. Supposons que les deux bateaux partent de ’origine d’un repere orthonormé. Apres
t minutes, I’'un se trouvera au point de coordonnées (0, 37) et 1’autre au point de
coordonnées (4t,0). La distance en metres entre ces deux points est donnée par
V1612 + 912 = 5¢ et elle sera supérieure a 10 metres si ¢t > 2. Ainsi, au-dela de
2 minutes la distance entre les deux bateaux est supérieure a 10 metres.

3. Soit P le prix actuel de la piece convoitée. Apres 1’augmentation, son prix sera de

30
P+ —P
* 100

et lors des soldes, il sera de

pap 30 (p 305y _p 0, 0L
100 100 100 100 100

Pour débourser le moins possible, il faut donc attendre les soldes puisqu’on ne paiera
alors que 91 % du prix actuel.

4. Soient x et y les ages actuels respectifs de Lindsay et de Nacer, comptés en années.
Lindsay étant plus dgée que Nacer, la différence entre leurs dges est x — y. Dés lors,
on peut donner les informations de 1’énoncé a propos des ages sous la forme

Lindsay Nacer

Actuellement X y

Ily a (x-y) ans x—=(x=-y)=y |y-(x—-y=2y-x

Dans (x-y) ans || x +(x —y) =2x —y y+x—-y)=x

Ainsi, la traduction de I’énoncé en équations donne le systeme (.S)

x=32y—x)
2x—-y)+x=112.



Chapitre 1 ¢ Problémes élémentaires

10

Cs

est un systtme de deux équations linéaires a deux inconnues qui se résout

directement :

2x =3y 2x =3y x =48
(S)©{3x—y=112 < 3x—§x=112 y =32

Ainsi, actuellement, Nacer a 32 ans et Lindsay a 48 ans.

2.3

Niveau 3

Enoncés

1.

N

Lors de la construction de 1’élément central d’une abbaye (jardin en plein air et
promenade pour les jours de pluie), afin de conserver les surfaces, les architectes
procédaient de maniere bien précise, selon la méthode suivante.

Supposons que le jardin soit carré. On trace alors le cercle dont le centre est le
centre du carré et qui passe par les quatre sommets de ce carré. On construit en-
suite un second carré, de méme centre, de cotés paralleles a ceux du premier et
tangents au cercle que 1’on vient de tracer. La « promenade » couverte est la partie
située a I’intérieur du second carré en dehors du jardin. Son aire est la méme que
celle du jardin. Pourquoi ?

Kevin et Camille prennent le train chaque matin pour se rendre a leur travail.
Kevin parcourt une distance de 20 km tandis que Camille n’en parcourt que 15.
Les deux trajets sont cependant de méme durée car la vitesse moyenne du train de
Kevin est de 25 km/h plus élevée que celle du train de Camille. Quelles sont les
vitesses moyennes de chaque train ?

. Enimprimerie, une des classifications standards des formats de papier s’ appelle le

systeme ISO A. Les feuilles A4 bien connues font partie de ce systeme, de méme
que les A3, A5, etc. On passe du type A4 au type A5 en divisant le plus grand des
cOtés du rectangle par 2 ; on procede ainsi successivement pour passer d’un type
a I’autre.

Vous préparez un envoi postal standard dont le poids ne doit pas excéder 100 g.
Le papier employé est de la catégorie commerciale « 80 g/ m? », ce qui signifie
qu’un metre carré de papier pese 80 g. Sachant qu’une feuille AO a une aire de
1 m? et que ’enveloppe utilisée pese 20 g, combien de pages A4 pouvez-vous
glisser dans I’enveloppe ?

. Une ligne droite de 1300 m relie les points A et B. Lee part du point A dans la

direction du point B a la vitesse constante de 6 km/h. Kayla part une minute plus
tard du point B dans la direction de A, a la vitesse constante de 12 km/h. Combien
de temps apres son départ Lee rencontrera-t-il Kayla ?
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Solution

1. Si c estlalongueur d’un coté du carré inscrit (jardin), alors 1’aire du jardin vaut ¢2. Un
diametre du cercle a la méme longueur qu’une diagonale du carré inscrit mais égale-
ment la méme longueur qu'un c6té du carré circonscrit. Par application du théoréme
de Pythagore! dans un des triangles rectangles formés par une diagonale et deux co-
tés consécutifs du carré inscrit, on a D* = 2¢2 si D est la longueur d’un diametre du
cercle.

Dés lors, I’aire du carré circonscrit vaut D?> = 2¢? et 1’aire de la promenade, diffé-
rence entre I’aire du carré circonscrit et celle du carré inscrit, vaut 2¢> — ¢2 = c2.
Ainsi, I’aire du jardin est égale a 1’aire de la promenade.

2. Notons ¢ le temps en h du trajet, v, la vitesse moyenne du train de Camille et v, la
vitesse moyenne du train de Kevin en km/h. La mise en équation des données conduit
au systéme suivant

vt = 15
v, = 25+4v,.

11 se résout facilement de la maniére suivante

vt = 20 v, = 20/t t = 1/5
vt = 15 e v, = 15/ e = 20x5=100
v, = 25+, 20/t = 25+(15/1) v, = 15x5=75.

La vitesse moyenne du train de Camille est donc 75 km/h et celle du train de Kevin
100 km/h.

3. L’aire d’une feuille A(i + 1) vaut la moitié de 1’aire d’une feuille Ai puisqu’on divise
la longueur d’un des cdtés par 2. Comme I’aire d’une feuille AO vaut 1 m?, I’aire
d’une feuille A4 vaut 1 x (1/2)* = 1/16 m2.

Sachant que 1 m? de papier pése 80 g, une feuille A4 pése donc 80 x 1/16 =5 g.
Comme I’enveloppe pese 20 g, le nombre de feuilles A4 dans I’enveloppe est égal a
100 — 20

= 16.
5

1. Voir ’annexe.

11
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Ainsi, on pourra mettre 16 feuilles A4 dans I’enveloppe.

4. Une vitesse de 6 km/h correspond a 6 000 m/60 min = 100 m/min et donc celle de
12 km/h correspond a 200 m/min.

Soit ¢ le temps en minutes mis par Lee pour rencontrer Kayla. Le temps en minutes
mis par Kayla pour rencontrer Lee est donc #— 1. La distance en métres parcourue par
Lee vaut 100t et celle parcourue par Kayla vaut 200(¢ — 1). Ensemble ils parcourent
1 300 m. Des lors, le probleme se traduit par 1I’équation suivante qu’il faut résoudre.
On a successivement

1007 +200(r — 1) = 1300 < 3007 — 200 = 1300 « 3007 = 1500 & ¢t = 5.

Ainsi Lee rencontrera Kayla 5 minutes apres son départ.

Exercices pour s’entrainer

Enoncés

Niveau 1

1. Un tonneau rempli a moitié d’eau pese 56 kg. Rempli aux deux tiers d’eau, il pese
un centieme de tonne de plus. Quelle est la capacité en hectolitres de ce tonneau
et quelle est la masse en grammes du tonneau vide ?

2. Au mois d’aolt 2009, a ’occasion des championnats du monde d’athlétisme a
Berlin, le Jamaicain Usain Bolt établissait un nouveau record du monde du 100 m
en parcourant la distance en 9, 58 secondes. A quelle vitesse moyenne exprimée
en kilometres par heure cela correspond-il ?

3. Un missile est lancé en mer sous un angle de 45 degrés et vole en ligne droite a
une vitesse constante de 75 m/s. Combien de temps mettra-t-il pour atteindre une
altitude de 4,5 km ?

Niveau 2

1. Lors d’une interrogation, un étudiant doit répondre a 100 questions d’un QCM.
Pour toute réponse correcte, il obtient 1 point et pour toute réponse incorrecte,
on lui retire 0,25 point. Sachant qu’il obtient 53,75 comme note finale et qu’il est
obligé de répondre a toutes les questions, quel est le nombre de réponses correctes
fournies ?

2. Si on compte les arbres d’un jardin par groupes de 8, il en reste 5 et si on les
compte par groupes de 7, il en reste 2. Sachant que le nombre de groupes de 7
dépasse de 3 celui des groupes de 8, combien d’arbres y a-t-il dans ce jardin ?

3. Un touriste observe un monument depuis le sol. Il évalue une premiere fois I’angle
d’élévation du monument et trouve 60°. Il recule de 100 m et son évaluation donne
alors 45°. Quelle est approximativement la hauteur du monument ?
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Remarque. Le touriste est supposé tres petit par rapport au monument; dans le

calcul, on peut donc négliger sa taille.

Niveau 3

1.

b

Une équipe de 18 ouvriers travaillant au méme rythme 8 heures par jour a pavé
une rue de 150 m en 10 jours. Combien faut-il d’ouvriers travaillant au méme
rythme 6 heures par jour pour paver une rue longue de 75 m en 15 jours, rue de
méme largeur que la précédente ?

Trois vannes coulant ensemble dans un bassin le rempliraient en un certain
nombre d’heures. La premiére seule mettrait le double de temps ; la deuxiéme
6 heures de plus que les trois ensemble ; la troisieme seule, 15 heures de plus. En
combien de temps le bassin pourrait-il étre rempli par chacune des trois vannes ?
Et par les trois réunies ?

. Pour réparer des dégats dans une pelouse, un jardinier compte ensemencer d’herbe

un terrain triangulaire dont les c6tés mesurent 10 metres, 6 metres et 7 metres.
Sachant qu’il faut compter 500 g pour 25 m?, combien de grammes de semences
doit-il acheter ?

Solution

Niveau 1
1. La capacité du tonneau est de 0, 6 hl et vide, il pese 26 000 g.
2. La vitesse moyenne vaut 37,578 km/h.

3. Le temps mis pour atteindre cette altitude vaut 4 500 \/5 /75 = 60 \/5 secondes,

donc approximativement 85 secondes.

Niveau 2
1. Il a fourni 63 réponses correctes.
2. I1'y a 149 arbres.

3. La hauteur du monument est de 236,6 métres.

Niveau 3
1. 11 faut 8 ouvriers.

2. Il faut 3 heures pour remplir le bassin avec les vannes réunies, 6 heures pour la

premiére seule, 9 heures pour la seconde seule et 18 heures pour la troisieme seule.

3. Pour réparer les dégats dans la pelouse, il doit acheter 413,25 grammes de semences.

13
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Outils de base

€) Rappels théoriques

1.1 Nombres réels

Faisons une premiére remarque de vocabulaire et de notation : on désigne par N I’en-
semble des naturels, encore appelés entiers positifs, par Z 1’ensemble des entiers, encore
appelés entiers relatifs, par R 1’ensemble des réels et par C I’ensemble des complexes'.
Cela étant, nous supposons que les connaissances de base sur les nombres réels sont
connues. Insistons tout de méme sur certains points qui, trop souvent, sont sources
d’erreurs.

— Quand on multiplie les deux membres d’une inégalité par un réel négatif non nul, il
faut changer le sens de 1’inégalité.

— Laracine carrée d’un nombre réel positif est le réel positif dont le carré est le nombre
de départ. La notation employée est le symbole \/_ Si a est un nombre réel, on a
donc Va? = |a| etnon Va? = +a!

1.2 Equations et inéquations

Une équation polynomiale du premier (resp.? second) degré en 1’inconnue complexe z
est une équation du type

az+b=0 (resp.azz+bz+c:0)

ol a est un complexe non nul et b, ¢ des complexes. L’équation du premier degré possede
une unique solution, a savoir le complexe

_b
a
et I’équation du second degré possede toujours deux solutions, a savoir
—b + ZO _b - ZO

t
2a ¢ 2a

ou z, est un complexe dont le carré est égal & b*> — dac ; cette expression est appelée
discriminant ou réalisant. Rappelons que la somme des deux solutions est donc égale a
—b/a et que leur produit est égal a c/a. Par ailleurs, insistons sur le fait qu’on ne peut
manipuler des inégalités que si les coefficients et la variable sont des réels !

1. Cet ensemble sera défini dans la sous-section 1.7 de ce chapitre.
2. L’abréviation resp. est utilisée pour respectivement.

15
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1.3 Polynémes et fractions rationnelles

Voici quelques rappels relatifs a ces notions.

Tout polyndome a coefficients réels se factorise en un produit de puissances naturelles de
polyndmes a coefficients réels du premier degré et de polyndmes a coefficients réels du
second degré ne possédant pas de zéro réel.

Un polyndme P est divisible par le polyndme x — x — a si et seulement si a est un zéro
de P.

Une fraction rationnelle est dite propre lorsque le degré du numérateur est strictement
inférieur a celui du dénominateur et que les numérateur et dénominateur n’ont pas de
zéro commun. Parmi les fractions propres, on définit les fractions simples, lesquelles
jouent un rdle important dans la primitivation. Il s’agit de fractions du type

A Ax+ B
(ax + b)r’ (ax? + bx + c)?

ou les coefficients sont des réels (a # 0), p € N, et ou le polynome du second degré du
dénominateur n’a pas de zéro réel.

Enfin, toute fraction rationnelle propre se décompose en fractions rationnelles simples
selon une forme bien précise et qui dépend de la factorisation du dénominateur (voir
fractions précédentes).

1.4 Coniques

Les coniques sont des courbes du plan qui peuvent étre définies de différentes maniéres.
La plupart du temps, on les introduit soit comme des lieux géométriques, utilisant la no-
tion de foyer, de directrice et d’excentricité, soit comme étant I’ensemble des points du
plan dont I’équation cartésienne est une équation du second degré en deux variables
(abscisse et ordonnée des points) dans un repere orthonormé du plan. Dans ce cas,
quand on choisit bien le repere, ces équations prennent une forme simple, dite « ca-
nonique ». Nous les rappelons ici, ainsi que I’expression de I’excentricité, de I’équation
des directrices et des coordonnées des foyers correspondants.

Equation canonique d’une ellipse (non dégénérée')

ou a et b sont des réels strictement positifs. Si @ = b, il s’agit bien siir d’un cercle. Si
a > b, on définit le réel ¢ comme suit

c = Va2 -b?

1. Une conique est dite dégénérée si aucun point ou un seul couple vérifie son équation ou bien si
I’équation est celle d’une ou de deux droites.
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et I’excentricité e par

e = —.
a
Les foyers F’ et F sont les points dont les coordonnées sont respectivement (—c, 0) et
(c,0) et les directrices sont les droites d’équation cartésienne

d: x=-=, d: x==.
Sia<b,ona

c=Vh—a, e:%, F'(0.—c), FO.c) d:y=-L a:y=2
e

22 Y
StE=1_foy
F1(0.¢)
Y 2 P
(va E"’ﬁ*l

(~a,0) (a,0)

(0¢ 71))

a>b

Equation canonique d’une hyperbole (non dégénérée)

X2 )

az b

ol a et b sont des réels strictement positifs. On définit le réel ¢ comme suit

c=Va*+ b
et ’excentricité e par

e = —.
a
Les foyers F’ et F sont les points dont les coordonnées sont respectivement (—c, 0) et
(c,0), les directrices sont les droites d’équation cartésienne

a a

d: x=-2, d:. x=-
e e

17
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et les asymptotes sont les droites d’équation cartésienne

y=--x, y=-x
a
Si I’équation est
XYoo
a® b2 ’

Equation canonique d’une parabole (non dégénérée)

y* =2px
ou p est un réel non nul. Le foyer est le point de coordonnées (p/2,0), la directrice a
pour équation cartésienne x = —p/2 et I’excentricité est égale a 1.
Si I’équation est

x* =2py,

le foyer est le point de coordonnées (0, p/2), la directrice a pour équation cartésienne
y = —p/2 et I’excentricité est égale a 1.

18
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Yy =2px

c X o = 2py
(p/2,0)

Fe (0,p/2 X

Dans chaque cas, la conique est le lieu des points dont le rapport entre leur distance a
un foyer et a la directrice correspondante est égal a 1’excentricité.

1.5 Trigonométrie

Dans une premiere approche, les fonctions cosinus et sinus sont définies en tout réel
x de fagon géométrique respectivement comme abscisse et ordonnée du point que ’on
place, dans un repere orthonormé, sur le cercle trigonométrique en partant de (1, 0) eten
reportant une longueur d’arc égale a |x| dans le sens inverse des aiguilles d’une montre
si x > 0 et dans le sens des aiguilles d’'une montre si x < 0.

Y \ Y \
(cos(x), sin(x))

||
(Lo X D, ¢

9 1 0 1

x>0 <0

Il est utile de rappeler les propriétés essentielles de ces fonctions :

cos?(x) + sinz(x) = 1 (Pythagore),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y), sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

quels que soient les réels x, y. Bien slir de nombreuses autres égalités sont aussi tres
utilisées ; elles découlent des précédentes. Par ailleurs, il ne faut pas non plus oublier
les valeurs des sinus et cosinus des « angles associés ».

19
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Les fonctions tangente et cotangente sont alors définies a partir des fonctions sinus et
cosinus, en tout réel ot le dénominateur ne s’annule pas, par

sin(x) cos(x)

tan(x) = 030’ cotan(x) = )

Leurs propriétés découlent bien siir de celles des fonctions sinus et cosinus.

Les valeurs dites « remarquables » sont reprises dans le tableau suivant.

x |[0] n/6 | z/4 | z/3 | x/2
sin || 0] 172 | V272 V3/2] 1
cos || 137222 172 | 0
tan || 0| V3/3] 1 V3| -

cotan || — | /3 1 [V3/3] 0

Au chapitre 3, nous définirons rigoureusement les fonctions sinus et cosinus, a partir de
la fonction exponentielle.

1.6 Calcul vectoriel

Nous utiliserons les bases du calcul vectoriel « géométrique », a savoir addition de vec-
teurs, multiplication d’un vecteur par un nombre réel, produit scalaire, produit vectoriel,
bases et composantes dans une base. Nous ne ferons pas appel a la notion générale plus
abstraite d’« espace vectoriel ».

Dans la littérature, les notations utilisées pour désigner la norme (longueur) d’un vec-
teur, le produit scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs peuvent étre bien
différentes. Voici ce qui sera utilisé dans cet ouvrage, respectivement pour la norme,
le produit scalaire et le produit vectoriel de vecteurs Z, z:

IZIl, Zez, ZAZ.

Rappelons que le produit scalaire de deux vecteurs est égal a la somme des produits des
composantes respectives des vecteurs dans n’importe quelle base orthonormée. Rap-
pelons aussi que le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur qui dépend de
I’orientation dans laquelle on travaille ; dans une base orthonormée de 1’orientation choi-
sie, les composantes du produit vectoriel Z A z’ sont données A partir des composantes
des deux vecteurs de départ Z, z par

! / / ! / /
(2,2 — 2325, 232) — 212}, 2,2, — 2,2})

ol (z,, z,, z3) sont les composantes de Z et (z’l, z’z, zg) celles de z’.
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1.7 Nombres complexes

L’ensemble des complexes est I’ensemble des couples de réels, c’est-a-dire
C :={(@a,b) : a,beR}.

muni d’une addition et d’une multiplication, généralisant ce qui est défini pour les
nombres réels. Une grande différence cependant réside dans le fait qu’il n’y a pas de
relation d’ordre dans C.

Le réel a s’appelle la partie réelle du complexe (a, b) et le réel b s’appelle la partie
imaginaire du complexe (a, b). Si z est un complexe, la notation habituelle pour désigner
ses parties réelle et imaginaire est respectivement Rz et Fz. Un réel est un complexe
dont la partie imaginaire est nulle. Le conjugué d’un complexe est le complexe de méme
partie réelle et de partie imaginaire opposée. Le module d’un complexe est la racine
carrée de la somme des carrés de ses parties réelle et imaginaire ; ¢’est donc un réel
positif ou nul.

Le complexe i est défini par i = (0, 1) ; on peut alors écrire
z=(a,b)=a+ib, abeR.

Il a la particularité de vérifier la relation

et de permettre une manipulation algébrique aisée des opérations entre complexes.
L’introduction des complexes et des opérations entre eux permet d’obtenir la propriété
essentielle suivante : pour tout complexe non nul, il en existe exactement deux (opposés
I’un de I’autre) dont le carré est le complexe de départ. Cette propriété n’est bien entendu
pas valable quand on ne travaille qu’avec des nombres réels !

1.8 Suites numériques

Une suite numérique est une application qui, a tout naturel (ou a une partie dénombrable
de N) associe un nombre (réel ou complexe). Une notation standard est la suivante :
x,, (m € N).

a Unités de mesure

Exercice 1

1. Compléter les phrases suivantes en frangais.

(a) 10° correspond a ... (b) 0,0001 correspond a....
(¢) 10° correspond a ... (d) 10~ correspond a ...
(e) 1072 correspond a ... (f) 10'? correspond a ...

(g) « mille millards de mille sabords » correspond a ... de sabords
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2. Compléter les phrases suivantes en ajoutant I’écriture numérique sous forme d’un
entier ou d’un nombre décimal.

(a) Un millieme s’écrit ... (b) 10° s’écrit ...
(¢) Un centieme s’écrit ... (d) 1 milliard équivaut a ... millions

(e) Un milliard vingt millions s’écrit ...

3. Ecrire I’expression suivante sous la forme d’une seule puissance de 10.

10° x 107 x 10"3

Solution

1. Les phrases complétes sont

(a) 10 correspond 2 un million (b) 0,0001 correspond a un dix-millieéme
(¢) 10° correspond a un milliard (d) 10~ correspond a un milliardieéme
(e) 1072 correspond a un centiéme (f) 10'? correspond a un billion

(g) « mille millards de mille sabords » correspond a un billiard de sabords.

2. Les phrases complétes sont
(a) un millieme s’écrit 0, 001 (b) 10° s’écrit 1
(¢) un centieme s’écrit 0,01 (d) 1 milliard équivaut a 1 000 millions
(e) un milliard vingt millions s’écrit 1020 000 000

3.0na
10° x 107% x 10" = 10'.
Exercice 2
Dans le tableau suivant, il est question de conversion d’unités de mesure. Pour chaque
item, on demande d’indiquer le nombre exact donnant la conversion.
Forme décimale Puissance de 10
(a) 543,5hm = 5,435x 10" mm
(b) % dm = ... m
© ... km = 805%x10™*m
@ % km = ... cm
(e) 481,96 dm’ = 4,8196x 10~ ha
® 32,5cm? = ... a
(2) 17 m? = km?
g Bm = e
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Forme décimale Puissance de 10
(h) 0,25m? = 2,5x10" ml
i ... hl = 4x10*cm’
G 2,75m = ... mm3
(k) 4800cl = ... kl
() I kg = 17x10%dg
(m) 35cg = 3,510 kg
m ... mg = 4x107"t
Solution
Forme décimale Puissance de 10
(a) 543,5hm = 5,435%x 10" mm
(b) % dm = 3,75%x10%m
(¢) 0,0000805km = 805x10™*m
(d) %km = 4,6x10*cm
(e) 481,96 dm? = 4,8196x 107 ha
® 32,5cm? = 3,25x107a
® ;—Z m* = 6,8x1077 km?
(h) 0,25m? = 2,5x10° ml
@ 0,4hl = 4x10*cm’
Gy 2,75m? = 2,75 % 10° mm?
(k) 4800cl = 4,8x1072kl
M 0,17kg = 17x10%dg
(m) 35cg = 3,5x107*kg
(m) 400 mg = 4x107"t
Nombres réels
3.1 Exercices de base résolus
Exercice 1
Que valent les expressions suivantes ?
@ V(-n)* (b) V(-4
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Solution
On a

@ V(-n)* = 7° (b) V(—4)* = —4.
Exercice 2

1. Pour quelles valeurs du réel x I’expression V/4x? est-elle définie ?
2. Peut-on affirmer que V/4x? = 2x quel que soit le réel x ? Justifier votre réponse.
3. Si x est un réel négatif, que vaut \/4x2?

Solution

1. L’expression V/4x2 est définie pour tout réel x car 4x? est un réel positif.
2. On ne peut pas I’affirmer car le premier membre est positif alors que le second est
positif ou négatif selon la valeur de x. Cette égalité est vraie si et seulement si x > 0.

3. Si x est un réel négatif, alors V/4x? = 2|x| = —2x.

Exercice 3

1. Si n est un naturel non nul et si x est un réel, comparer les réels (—x)>" et —x*" :
sont-ils égaux ou différents ? Justifier votre réponse.

2. Méme question avec (—x)>"*! et —x2"+!,

Solution
1. Ces réels ne sont égaux que si x = 0. Sinon le premier est strictement positif tandis
que le second est strictement négatif.
2. Ces réels sont égaux pour tout réel x puisque
(_x)2n+1 — (_1)2n+1x2n+1 — _x2rl+1
Exercice 4
Si r est un réel négatif, que vaut la valeur absolue de —r + r> ?

Solution

Comme r est négatif, le réel —r + r? est positif donc égal a sa valeur absolue.

Exercice 5

On donne des réels x, y et on considere les inégalités

@x>*<y> et (Bx<y.
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En justifiant, répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes.

1. Quels que soient x, y, I’inégalité (a) est une condition suffisante pour que I’inéga-
lité (b) soit vraie.

2. Quels que soient x,y, I’'inégalité (a) est une condition nécessaire pour que
I’inégalité (b) soit vraie.

3. Quels que soient x, y, I’inégalité (b) est une condition suffisante pour que 1’inéga-
lité (a) soit vraie.

4. Quels que soient x,y, I'inégalité (b) est une condition nécessaire pour que
I’inégalité (a) soit vraie.

5. Quels que soient x, y, les deux inégalités sont équivalentes.

Solution

1. L’affirmation est fausse car (a) peut étre vérifié et pas (b); par exemple pour
x=-1,y=-2.

2. L’affirmation est fausse car (b) peut étre vérifié et pas (a); par exemple pour
x=-2,y=-1

3. L’ affirmation est fausse car (b) peut étre vérifié et pas (a) (voir le cas précédent).

4. L’affirmation est fausse car (a) peut étre vérifié et pas (b) (voir le premier cas).

5. Les deux inégalités ne sont bien slir pas équivalentes (voir tous les exemples
précédents).

Exercice 6

Ecrire les sommes suivantes a 1’aide d’un symbole sommatoire.

@s, =24+44+6+8+10+12+144+16 (b)s, =3-9+4+27—-81+243

Solution

(a) La somme s, est la somme des 8 premiers naturels pairs non nuls ; par exemple, elle
peut s’écrire sous la forme

8
Z 2k.
k=1

(b) La somme s, est la somme alternée des 5 premieres puissances naturelles non nulles
de 3 ; par exemple, elle peut s’écrire sous la forme

5
Z(_l)k+1 3k'
k=1
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3.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Calculer la valeur des expressions suivantes (x € R).

@ V4?2 V8?2  (© Va2  @V83  (e) V-8x3

Exercice 2

1. Le cube d’un réel et de son opposé sont-ils toujours égaux ?
2. Si r est un réel négatif, que vaut v/(—r)3 ?
3. Soit » > 0 et soit a € R. Décrire sous forme d’intervalle 1’ensemble des réels

dont la distance a a est inférieure ou égale a r.

4. Si x est un réel négatif, que vaut la valeur absolue de Vxd + %22
5. Chacune des affirmations suivantes est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

Pour que le carré d’un réel soit plus grand ou égal a celui-ci,
(a) il suffit que le réel soit positif.

(b) il suffit que le réel soit négatif.

(c) il faut que le réel soit positif.

(d) il faut que le réel soit négatif.

Exercice 3

1. On considére la somme

s;=143+5+7+9+11.

(a) Exprimer cette somme en frangais.
(b) Comment note-t-on de facon générale un terme de cette somme ?
(¢) Ecrire cette somme a 1’aide d’un symbole sommatoire.

. On considére la somme

52=1—l+l—l L
2 4 8 16
(a) Comment caractériser chacun des termes de cette somme sans tenir compte
de son signe ?
(b) Dans une somme, comment peut-on passer alternativement d’un terme positif
a un terme négatif ?

(c) Ecrire s, a I’aide d’un symbole sommatoire.

3. On considére la somme

4
53 = Z(—3)2j-
=1
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(a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?

(b) Que vaut le terme correspondanta j = 2?

(¢) Que vaut cette somme ?

(d) Si j varie de 0 a 20, quelle formule pratique peut-on utiliser pour calculer la
somme ? L’appliquer sans calculer le résultat numérique final.

4. On considére la somme
7
si= Y (V32
=2

(a) Combien de termes cette somme comporte-t-elle ?
(b) Que vaut le terme correspondanta / =3 ?
(¢) Que vaut cette somme ?

Solution 1

Les expressions sont égales aux valeurs suivantes.

(a4 (b) 4 (c) 2|x| (d) 2x (e) —2x
Solution 2

1. Non. Le cube d’un réel a le méme signe que le réel ; le cube d’un réel et de son opposé
sont donc égaux si et seulement si le réel est nul.

2. 2.

3.[a—-r,a+r].
Vxd + X3

5. (a) Faux (par exemple, avec r = 1/2,onar? <r).
(b) Vrai car le carré d’un réel étant toujours un réel positif, il est plus grand que tout
nombre négatif.
(¢) Faux (par exemple, on a r < r pour tout réel r strictement négatif).
(d) Faux (par exemple, avec r = 2, on a r> > r).

4. = x+x°] = |x(1+x%)] = =x (1 +x?).

Solution 3

1. (a) C’est la somme des six premiers naturels impairs.
(b) On peut le noter 2n — 1 avec n € Ny ou 2n + 1 avec n € N.
(c) Par exemple, on peut noter cette somme sous la forme

5

2}%+1)

n=0
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2. (a) Chaque terme de la somme est une puissance naturelle de 1/2.
(b) On peut passer alternativement d’un terme positif a un terme négatif grice a un

facteur du type (—1)" avec n € N.
(c) Par exemple, on peut noter cette somme sous la forme

4 lk
k(=
()

3. (a) Cette somme comporte quatre termes.

(b) Le terme correspondant a j = 2 vaut (—3)* qui est égal a 81.

(¢) L’évaluation de cette somme donne

9+92+9°+9*=9(1+9+9+9%) = 9x820 =

(d) On peut utiliser la formule suivante, dans laquelle g est un réel (ou un complexe)

et M est un naturel non nul :

M-1 1—gM™ |

S 1
qu: =g qF
m=0 M si q=1.

On obtient alors

20
1—921 92 — ]
—3)% 9 = = :
Z‘o( ) Z <

4. (a) Cette somme comporte Six termes.
(b) Le terme correspondant a / = 3 vaut (\3/5)2.
(c) Cette somme vaut 6({/5)2 c’est-a-dire 6 \3/5

3.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Y a-t-il un terme indépendant dans 1’expression
18

(x2 - l) ?
x
Si la réponse est affirmative, quelle est sa valeur ?

Solution

Le développement du bindme de Newton' donne

(-4 =z ()"

1. Voir I’annexe.
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ol C{S est le nombre de combinaisons possibles de 18 éléments distincts pris j a j.
L’éventuel terme indépendant est donc celui pour lequel 2j = 18 — j, c’est-a-dire pour
j = 6. Comme 6 est bien un naturel compris entre O et 18, le terme indépendant est
égal a

18X 17X 16X 15x 14 x 13

6 12 _ —
CS (D% = 2 = 18 564.

Exercice 2

i Démontrer que \/5 n’est pas un nombre rationnel.
Solution

Supposons que \/5 soit un nombre rationnel. Alors il existe deux naturels non nuls p, g
premiers entre eux, tels que

Vi-t
q

Il s’ensuit que p?> = 2¢* donc que p* est un nombre pair. Le carré d’un nombre impair
étant un nombre impair, cela implique que p soit un nombre pair donc qu’il existe un
naturel 7 tel que p = 2n. De p> = 24 on déduit alors que 2n*> = ¢, donc que q est pair
aussi (par le raisonnement précédent). On obtient ainsi une contradiction puisque p et g
sont premiers entre eux. D’ou la conclusion.
Une autre facon de procéder est la suivante.

Définissons I’ensemble de naturels strictement positifs £ comme suit

E = {neNO ion ZGNO}.

Si \/5 est rationnel, I’ensemble E est non vide. Mais si n € E, alors n\/E - nek
car c’est un naturel strictement positif et (n\/z — n) \/5 = 2n—nV2 € N;.Ona

aussi 0 < n\/z — n < n. Ceci entraine que E n’a pas de plus petit élément. Mais tout
sous-ensemble non vide de naturels a un plus petit élément. D’oll une contradiction.
Notons que cette derniére méthode permet également de prouver que \/5 n’est pas ra-

tionnel puisque \/5 —1 < 1 etméme, en toute généralité, que laracine carrée d’un naturel
est soit un naturel, soit un nombre irrationnel, comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 3
Soienta € N, b € N, et x €]0, +o0] tels que

x*> = ax+b.

Montrer alors que x est naturel ou irrationnel.
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Solution

Supposons que x n’est pas un naturel. On a alors la décomposition
x = ny+ry, avec ny €N et ry€]0,1[.
Cela étant, posons
E = {neNo : anNO}

et montrons que si un naturel » appartient a E alors il en est de méme pour le réel nr,.
De fait, puisque nx est naturel, d’une part on a

0 < nrg = n(x—ny) = nx—nny, €N,
et d’autre part
0 < nrgx = n(x—ny)x = nx2—nn0x = n(ax+b)—nnyx = nb+(a—nynx € N,.

En itérant, on obtient donc que les naturels nrg (k € Ny) appartiennent tous a I’ensemble
E. Cette suite nrg (k € Ny) est donc constituée de naturels strictement positifs et est
strictement décroissante puisque r, € ]0, 1[, ce qui est impossible.

Dés lors I’ensemble E est vide et x est donc irrationnel.

Exercice 4

Soient N € N, un polyndme P a coefficients entiers de degré au plus N — 1 et un
réel x tels que

N = P(x).

cecccccccce.

Montrer alors que x est entier ou irrationnel.

Solution

Si N =1, c’est clair. Considérons donc N > 1.

Supposons que x ne soit pas un entier. On a alors la décomposition
X = ny+ry avec ny€Z et ry€]0,1][.
Cela étant, posons
E={neN,: nx*€7 vk=0,....N -1}

et montrons que si un naturel n appartient a E alors il en est de méme pour le réel nr,.
De fait, puisque nx est naturel, on a premicrement

0 < nry = n(x—ny) = nx—nny €N,
Ensuite, d’une part, pour tout k =0,..., N —2,0na

0 < nrgx* = n(x —ny)x* = nx**' —nngx* € N,



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

Nombres réels

puisque, étant donné que 'on an € E, les nombres nx**! et nx* sont naturels. Et d’autre
part, on a

N-1 N N-1

= n(x — nO)xN_1 = nx" — nngx = nP(x) - nnOxN_1

0 < nrgx eN

vu les propriétés de P et n € E. En itérant, on obtient donc que les naturels nr’(;

(k € Ny) appartiennent tous a ’ensemble E. Cette suite nr’g (k € Ny) est donc consti-
tuée de naturels strictement positifs et est strictement décroissante puisque r, € 10, 1[,
ce qui est impossible.

Deés lors I’ensemble E est vide et x est donc irrationnel.

Exercice 5

1. Montrer que si deux naturels sont des sommes de carrés de naturels, alors leur
produit I’est aussi.

2. Montrer que tout naturel impair est la différence de deux carrés de naturels.

3. Montrer que si k est naturel, alors 4k + 3 n’est jamais la somme de deux carrés
de naturels.

4. Un résultat attribué a Fermat' est celui-ci : tout nombre premier de la forme
4k + 1 (k € N) est somme de deux carrés de naturels. Cette propriété étant ad-
mise, en déduire que si, dans la décomposition en facteurs premiers d un naturel,
tous les facteurs du type 4k + 3 sont a une puissance paire, alors le naturel est la
somme de deux carrés de naturels.

5. Admettons qu’un naturel est la somme de deux carrés de naturels si et seulement
si, dans sa décomposition en facteurs premiers, tous les facteurs du type 4k + 3
(k € N) sont a une puissance paire. En déduire qu’un naturel est la somme de deux
carrés de naturels si et seulement s’il est la somme de deux carrés de rationnels.

Solution
1. Supposons que #, n;, n, et m, m;, m, soient des naturels tels que
R ) 2
n=mn+n, e m=m+m.

On obtient alors

2.2

2.2 2.2 2.2
nymy + nim, + n,m; + n,m,

(n%m? + n%m% - 2n1n2m1m2) + (n%m% + n%m% + 2n1n2m1m2)

(nlm1 —n2m2)2 + (n1m2+n2m1)2

d’ou la conclusion.

1. Voir I’annexe.
2. Laréciproque est vraie mais la preuve sort du cadre de cet ouvrage.
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Remarque. Si on connait les nombres complexes, on constate aisément que le ré-
sultat est facile a obtenir. De fait, n et m apparaissent comme les carrés des modules
des complexes (n,, n,) et (m;, m,) et le produit du module de complexes est égal au
module du produit de ces complexes.

Pour tout naturel n, on a

2n+1 = (n+ 1> —n?

et on conclut.

. Soient des naturels n,, n,. Ecrivons

ng =2k, +j, et n,=2k,+j,
avec ki, k, e Net j, j, € {0,1}. On obtient des lors
ni+nl = 4(k+ k4 kijy +kyjp) + T+
qui est un naturel de la forme
4k, 4k+1 ou 4k+2

ol k € N. On peut donc conclure.

. Tous les naturels peuvent s’écrire sous la forme 4k, 4k + 1, 4k + 2 = 2(2k + 1) ou

4k + 3, avec k € N. Les nombres premiers sont donc de la forme
4k +1, 4k+3 avec ke N.
Tout naturel est donc le produit de puissances naturelles de facteurs du type
2, 4k+1, 4j+3

ou k, j sont des naturels et 4k + 1, 4j + 3 sont premiers. Bien sir 2 = 1 + 1 est la
somme de deux carrés de naturels. Par le résultat de Fermat, il en est de méme pour
4k + 1. Et bien sfir on a (4j 4+ 3)*> = (4j + 3)> + 0. Vu la partie 1 de cet exercice,
on déduit que le produit de naturels qui sont des sommes de carrés de naturels est
encore une somme de carrés de naturels. En particulier, toute puissance naturelle
d’un naturel somme de carrés de naturels est aussi une somme de carrés de naturels.
On peut donc conclure.

Soit un naturel # et deux rationnels q,, g, tels que

2, .2
n =q,+gq,.

Si g est le plus petit commun multiple des dénominateurs des rationnels, on a alors
¢n = n% + ng

ou n;,n, € N.II s’ensuit que les puissances de naturels de type 4k + 3 dans la
factorisation de g”n en facteurs premiers sont paires. Cela étant, la factorisation de ¢?
en facteurs premiers donne nécessairement des puissances paires puisque ce naturel
est un carré. Ainsi, les puissances de naturels de type 4k + 3 dans la factorisation de
n en facteurs premiers sont nécessairement paires et ce naturel est dés lors la somme
de deux carrés de naturels.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

@ Equations et inéquations

Exercice 6

Cet exercice permet de voir comment se comportent les approximations des racines
de naturels par des nombres rationnels : si la racine carrée de n € N, n’est pas un
naturel et si les naturels p, g (¢ # 0) vérifient

-

q -2
alors prouver que ’on a
‘B —\/n| > 2 .
q 5¢> \/ﬁ

Cela montre que lorsqu’on approche des racines carrées de naturels par des rationnels,
les dénominateurs « croissent assez vite ».

Solution

Notons tout d’abord que puisque la racine carrée de n n’est pas un naturel, alors c’est
un nombre irrationnel (voir I’exercice 3 de cette sous-section 3.3). Dés lors, comme le
réel ¢* |(p?>/q*) — n| est en fait un nombre naturel non nul, on a

A (2+v3)

»
——n

7 5|7
q

q

Cela étant, de I’inégalité

§+\/ﬁ = ‘E—\/ﬁ+2\/ﬁ

5
+24/n < \/;,

p
< |£ =
_‘q\/;

q 2
on déduit que
p \/— 1 2
- — n| > > .
’q ¢ (w/@)++/n) SV
a Equations et inéquations
4.1 Exercices de base résolus
Exercice 1
Résoudre les équations suivantes (x est I’inconnue réelle).
(@) r2x — + = _X (b)64x2 +1=0
3 Vd )
©64x3+1=0 d2x—-==1
X
(e) 64x* =16 =0 ) —4x+4=—x2
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1 1
® T =7 Wy x+l=-""7-2x+

(i)1§x=x2—2x+1 () x(x + 1) = =3x

Solution

(a) On a successivement

| —
§

w
+
—_

zrzx—l——i L= 7[2x+£— l
3 oz T 3 T 3’

La solution est donc le réel
-
3(x3+1)
(b) Cette équation n’a pas de solution car, puisque x représente un réel, le membre de
gauche est toujours strictement positif.

(c¢) La solution réelle est la racine cubique de —1/64, a savoir —1/4.

(d) L’équation est définie si x € R;. On a successivement
x—2=1e 22 -2=xetx#0 & 2 —x—2=0etx £0.
X
Il s’agit d’une équation du second degré dont le discriminant vaut 1 + 16 = 17. Les
solutions sont donc les réels

1++/17 ot 1—+/17
4 4
(e) En divisant les deux membres par 16 et en utilisant un produit remarquable, on

obtient

64x—16 =0 & 2x—D2x2+1) =0 © 2x>=1=0 o (V2 x=1)(V2x+1) = 0.

Les solutions sont donc les réels

(f) On a successivement
Adx+4=-x* o x*-4x4+44=0 x-2°=0 & x=2.
La solution est donc le réel 2.
(g) Etant donné la présence des dénominateurs, on doit chercher les solutions parmi les
réels différents de —1 et 1. Pour tout x différent de —1 et 1, on a
1 1

= o x-1l=x-1 o x=-Dx+)=x-1) © x+1=1 < x=0.
x—1 x2-1

La solution de cette équation est donc 0.
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(h) Etant donné la présence du dénominateur, on doit chercher les solutions parmi les
réels différents de 1. Cela étant, pour de tels réels, on a successivement

x+1=

11—2x+6 o Xol=1+(x-1)6-2x)
x_

& xX*-1=14+8x-2x>-6
o 3x?—-8x+4=0.

Cette équation du second degré posseéde un discriminant égal a 16. Il s’ensuit que
les réels qui la vérifient sont

8-4_2  8+4_

6 3 6

(i) Etant donné la présence du dénominateur, on doit chercher les solutions parmi les

2.

réels différents de 1. Cela étant, on a alors successivement
8

1—-x

La solution est donc le réel —1.

=x’=2x+1 © 8=(1-x)(1-x)> ©8=(1-x) ©1-x=2 & x=—1.

(j) On a successivement
Xx+ 1P =-3x & x(x+ 1)’ +3x=0 & x((x+12+3)=0 & x=0

car le second facteur du membre de gauche est un nombre réel strictement positif
quelle que soit la valeur de x. La solution de I’équation est donc 0.

Exercice 2

Résoudre les équations suivantes (A et x sont les inconnues réelles).

@ |- A+V2l=]-24] () |[A2—|4%|+1=0 © A2 —14%|-1=0

1
lx =11

P @x-1= © [xlxl =1 =3lx = 1]+2 ® = |xlx+3x = -1

Solution

(a) On a successivement!

2
l—A+V2|=|-24] o (—A+ 2) — 442
o (-A+v2-24 (—A+\/§+2A):0
V2
& A=— ou A=—\/§

1. Une autre résolution est possible en appliquant Vx,y € R : |x| = |y| © x = you x = —y.
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(b) L’équation n’a pas de solution car le membre de gauche est un réel strictement
positif.
(¢c) On a

‘A2—|A4|’—1:0 o A2—A*=1 ou A2 — A*=—1.

Ce sont deux équations du second degré en la variable A%. La premiére n’a pas de
solution car son discriminant est strictement négatif. Le discriminant de la seconde
vaut 5 ; ainsi la solution de la seconde équation en A est A2 = (1 + \/g)/ 2. Les
solutions de I’équation de départ sont donc les réels

[14+4/5 o IVAERS
2 2

(d) Comme la valeur absolue d’un réel est toujours un nombre positif et comme on est
en présence de |x — 1| au dénominateur, on doit chercher les solutions parmi les

réels strictement plus grands que 1. Cela étant, un réel x > 1 est donc solution si et
seulement si (x — 1)|x — 1| = (x — 1)> = 1 ou encore si et seulement si

O=(x—17-1e x=1-Dx=-1+1)=0 & x(x-2)=0.

La solution est donc le réel 2.

(e) Six <0, on ales équivalences suivantes
|x|x|—1| =3x—1]+2 < |—x2—1| =3(1—x)+2
& x*+1=5-3x
& x*+3x-4=0.
On obtient donc une équation du second degré dont le discriminant est égal a
9+16 = 25 = 52 ; le réel négatif qui en est solution est donc le réel (-3—-5)/2 = —4.
Si x € [0, 1[, on a les équivalences suivantes
|x|x| —1| =3x-1]+2 < |x2— 1| =3(1—x)+2
& 1-x*=5-3x
& x*-3x+4=0.
On obtient donc une équation du second degré dont le discriminant est 9 —16 = -7,

nombre strictement négatif. Il n’y a donc pas de solution.
Si x > 1, on a les équivalences suivantes

|x|x|—1|=3|x—1|+2 PN ’x2—1|=3(x—1)+2
o x*P-1=3x-1
& xX>=3x=0
s x(x—=3)=0.

Dans ce cas, la solution est donc le réel 3.
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En conclusion, les solutions de 1’équation donnée au départ sont les réels

-4 et 3.

(f) Cherchons les réels strictement négatifs vérifiant 1’équation. On doit donc résoudre
x> +3x+1=0,

équation du second degré dont on ne garde que les éventuelles solutions strictement
négatives. Comme le discriminant de cette équation est égal a 5, il y a toujours deux
solutions réelles, a savoir

3+V5 _ 3-4/5 3-v5  3+45

2 2 et 2 T2

Comme ces deux solutions sont des réels strictement négatifs, on peut les conserver.

Cherchons a présent les réels positifs vérifiant cette équation. On doit donc résoudre
-x*+3x+1=0,

équation du second degré dont on ne garde que les éventuelles solutions positives.
Comme le discriminant de cette équation est égal a 13, il y a toujours deux solutions
réelles, a savoir les nombres

3+v13 _3-/13 o 3-/13 _3+4/13
-2 2 -2 2

Comme on ne doit garder que les solutions positives, on ne conserve que le nombre

3+4/13
——

En conclusion, I’équation de départ possede trois solutions réelles, a savoir les réels

3445 3-4/5 o 3+4/13
2 2

2

Exercice 3

Soit A un parametre réel.
1. Pour quelle(s) valeur(s) de A existe-t-il un seul réel x vérifiant 1’égalité

X+ Ax+4=07?
2. Pour quelle(s) valeur(s) de A n’existe-t-il pas de réel x vérifiant I’égalité
PP H2282x+1=07
3. Résoudre I’équation suivante en fonction de 4 (x est I’inconnue réelle)

Ax|lx =1 =x-1.
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Solution

1. L’égalité donnée est une équation du second degré en la variable x ; celle-ci possede
une seule solution si et seulement si son discriminant est nul, ¢’est-a-dire

P —4r=24-4=0.
[’égalité donnée est donc vérifiée pour un seul réel x si et seulement si 4 = 0 ou
A=4
2. Si A =0, I’égalité n’est vérifiée pour aucun réel x.
Si A # 0, ’égalité est une équation du second degré en la variable réelle x et elle

n’a pas de solution réelle si et seulement si son discriminant est strictement négatif,
autrement dit si et seulement si

AA* — AN =4 = D) =4 A =-DUA+1) < 0
ou encore si et seulement si
Ae]-1,0[uU]0,1[.

Il n’y a donc pas de réel vérifiant 1’égalité donnée si et seulement si A est un réel de
I’intervalle

1-1,1[.

3. Si 4 =0, cette équation possede 1’unique solution 1.
Considérons alors le cas 4 # 0. Comme 1’équation fait intervenir la valeur absolue
|x — 1|, résolvons-la en considérant les cas x < 1 et x > 1.

— Dans le cas x < 1, la valeur absolue de x — 1 est égale a —x + 1. L’équation est
donc équivalente a

laquelle a pour solution le réel —1/A. Comme x < 1, on doit avoir
—%<1 & A<—-loui>0.

Il s’ensuit que I’équation posséde une solution si et seulement si
A€]—o00,—1[U]0,+o0[

et que celle-ci est égale a
1

-5

— Le réel x = 1 vérifie bien siir I’équation, quelle que soit la valeur de 4.

— Dans le cas x > 1, la valeur absolue de x — 1 est égale a x — 1. L’équation est donc
équivalente a

Ax =1,
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laquelle a pour solution le réel 1/4. Comme x > 1, on doit avoir

%>1©O<ﬂ<1.

Il s’ensuit que I’équation possede une solution si et seulement si
A€10,1]

et que celle-ci est égale a

D

En conclusion, les solutions de I’équation de départ en fonction du parametre A sont
données comme suit.

— Si A < —1, il y a deux solutions, a savoir les réels

—l et 1.
A

— Si A € [-1,0], il y a une unique solution, a savoir le réel
1.

— Si 4 €]0,1[, il y a trois solutions, a savoir les réels

—= 1 et l
A

— Si A €[1,+o0[, il y a deux solutions, a savoir les réels

Exercice 4

Résoudre les inéquations suivantes (x est I’inconnue réelle).

1 -1 -1
2> b) x% > 1+ —— <
(a) x”>x (b)x*>x+ +x—1 (C)Zx—l_x—Z

Solution

@Onax*>x & x?

I’ensemble

—x = x(x — 1) > 0. Dés lors, les solutions sont les réels de

] —00,0]U[1, 4ocol.
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(b) Pour x # 1, on a successivement

1 2_1+1
Rextlt— o XX F
x—1 x—1
2 x*
S xXT 2
x—1

200 1) — 12
- x“(x—=1) x>0

x—1
2(x —
x=(x 2)20
x—1

=4

_2>O.

X
< x=0 ou

Il s’ensuit que les réels qui sont solutions de cette inéquation sont ceux de I’ensemble

{OJUul—o00, 1[U[2,4+00[ =] — 00, 1[ U [2,400].

(¢) Pour x # 1/2 et x # 2, on a successivement

-1 < -1 e 0< 1
2x—1 7" x—-2 2x—1 x-2
—(x+1
2x—-D(x=-2) —
x+1

<
Rx—-D(x-2) —

Une étude du signe du numérateur et du produit des deux facteurs du dénominateur

X -1 1/2 2
x+1 - 0 + + + + +
2x - D(x—-2) + + + 0 - 0 +
x+D/x-Dx=-2)|- 0 + & - A +
conduit a I’ensemble des solutions
=00, 1] u]l 2[
9 2’ .
Exercice 5
Résoudre les inéquations suivantes (x est I’inconnue réelle).
1 1
a)|3x-2|>3 b >
(@) |3x ~2] ey S Ee T
©)|x*+x-2|<1—-x @x|x|-1>3|x—1|+2
1
2x =2 —x+ 1] > —1] >
@2x—2|—-x+1]>x ® |x |_|x+1|
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Solution

(@) Si|x|>a(a>0)alors |[x| >a < (x < —a ou x> a).
Des lors, on a successivement

3x—-2|>3 & 3x-2<-30u3x-2>3
& x< -1 ou x > é
3 3
Les réels qui vérifient cette inéquation sont donc ceux de I’ensemble
]—oo,—l U]§,+oo[.
3 3

(b) Onas5x —2x2 =3 = =2 (x —1) (x — 3/2). Il s’ensuit que dés le départ, il faut
exclure les réels 1 et 3/2 de 1’ensemble des solutions puisque 1’inéquation n’est pas
définie en ces réels. De plus, comme la valeur absolue d’un réel est un réel positif, le
second membre est positif. Le premier doit donc I’étre aussi et, des lors, les solutions

doivent étre cherchées parmi les réels strictement plus grands que 1.

Cela étant, pour x > 1,0n a
1 > 1

> o [5x—2x*=3|>x-1.
x—1" |5x —2x% - 3|

On a aussi

5x—2x2—3=—2(x—1)<x—

Jsixeli

|5x—2x2=3| = 3
) si xe]—m,l]u[5,+oo[.

\SNRON] S P RON)

~Sx 425 43 =2(x = 1) (x -
Des lors, d’une part, pour x € ] 1, 3/2[, on a

3
5x—2x2=3|>x-1 o —2(x—1)<x—§) >x—1
& 2(x-3/2)>1
S “2x>-2
S x<1,
et cette derniere inégalité n’est vérifiée pour aucune valeur de x strictement supé-
rieure a 1. [l n’y a donc pas de solution dans ce cas.
D’autre part, pour x > 3/2, on a

I5x—2x2—3|>x-1 & 2(x—1)<x—%>2x—1 o 2321 x>2;

les solutions dans ce cas sont donc tous les réels plus grands ou égaux a 2.

En conclusion, ’ensemble des solutions de 1’inéquation de départ sont les réels de
I’intervalle

[2, +o0l.
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42

(¢) Comme la valeur absolue d’un réel est un réel positif, les solutions doivent étre

cherchées parmi les réels plus petits ou égaux a 1. Cela étant, on a
X+x-2=(x-1)(x+2),

donc

|x2+x—2|— —(x=Dx+2) si xe[-2,1]
Tl x=D((x+2) si x€]l—o00,-2]U[l,4o].

Des lors, d’une part, pour x €] — oo, —2], on a
+x-2]<l-x & x-Dx+2)<1l-x
S —(x+2)<1
S x>-3;
les solutions dans ce cas sont donc les réels de I’intervalle [—3, —2].
D’autre part, pour x € [-2, 1[, on a
2+x-2]<l-x & (1-x)(x+2)<1-x
S x+2<1
S x<-1;

les solutions dans ce cas sont donc les réels de I’intervalle [—2, —1].

Finalement, comme 1’inéquation est vérifiée pour x = 1, on obtient
[-3,-1]u {1}

comme ensemble de réels qui vérifient I’'inéquation.

(d) Comme le membre de droite est un réel strictement positif quel que soit le réel x,

il n’y a pas de solution lorsque x est un réel négatif car dans ce cas le membre de
gauche est un réel négatif.
Cela étant, pour x €]0, 1],ona |[x—1| = 1 —x et 'inégalité donnée est équivalente a

xlx|-1>30-x)+2e x>—1 > 5-3x
ou encore a
x> +3x—-6>0.

Le polyndme x — x? + 3x — 6 posséde les zéros —(3 + V/33)/2 et (=3 + 1/33)/2;
I’inégalité ci-dessus est donc vérifiée si et seulement si

3+4/33 —3+14/33
<_T ou xZT.

Comme —(3 + V/33)/2 est un réel négatif et comme (-3 + /33)/2 est un réel
strictement plus grand que 1, il n’y a pas de solution pour I’intervalle considéré.
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Pour x > 1,ona |x — 1| = x — 1 et les équivalences suivantes

x|x]=123|x-1]+2 & x*—-1>3x-1)+2
o xP—-1>3x-1

s x(x—=3)>0.

Comme x > 0,onax(x—3) >0 & x—3 > 0 et finalement les réels x > 1 qui
vérifient cette inégalité sont ceux de I’intervalle [3, +oo[.

En conclusion, les réels qui vérifient I’inéquation de départ sont ceux de I’intervalle
[3, +ool.
(e) On a immédiatement
2x =2|—-x+1] 2 x ©x>2|x-1|.

Comme le membre de droite est un réel positif, celui de gauche doit I’étre aussi et
les solutions doivent étre cherchées parmi les réels positifs.
Cela étant, pour 0 < x < 1,on a

x>-2x+2 & 3x>2,

ce qui conduit a I’intervalle [2/3, 1[ dans ce cas.
Pour x > 1,ona

x>2x-2 & x<2,

ce qui conduit a 'intervalle [1, 2] comme ensemble de solutions dans ce cas.

En conclusion, les réels qui vérifient I’'inéquation de départ sont ceux de I’intervalle

[%,1[u[1,2] - [%2]

(f) Etant donné la présence de |x + 1| au dénominateur, on doit chercher les solutions

parmi les réels différents de — 1. Cela étant, pour x # —1, I’'inégalité est équivalente a

x—1]|x+1] >1e |x*—1] > 1.
Pourx < —1loux>1,0ona
X-1>1 & x*>2
S X E ]—oo,—\/g] U [\/5,+oo[.
Pour -1 < x < 1,ona
1-x*>1 o 0>x> & x=0.

En conclusion, les solutions sont les réels de 1’ensemble

oAU V| U
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4.2 Exercices pour s'entrainer

Exercice 1

Résoudre les équations suivantes.

(@ —2x+ % = —3x (b) 2x> +5x> = 3x =0 (c) (x — 1)? = (=2x + 3)?
i
| @ x+2]=|-x+1] (x|x*=x> ) x|x| +2x+1=0
Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes.

2 _
@-2x+320 () 2x3 +5x% = 3x < 0 (c)%<
-x
1 1

d 2>4 -3l<2

()x+1>_x+2 (e) x* > ® [x-3] <

@) |x|(=x +2) < |x]>+x (h) x|x|* > x? @ x—-1x>-x+4
Exercice 3

Si a et b sont des réels non nuls tels que

1 1
—_ < -,
a b

peut-on dire que a > b ? Justifier la réponse.

Exercice 4

On donne 1’équation suivante, dans laquelle x désigne I’inconnue réelle et A un
parametre réel

X 4+2Ax+1=0.

Pour quelles valeurs de A cette équation
1. n’a-t-elle aucune solution réelle ?

2. a-t-elle deux solutions distinctes strictement négatives ?

Solution 1
@ S ={-7/5) (b) S = {-3,0,1/2} (© S = {4/3.2)
@) S = {-1/2} © S ={0.1) (ﬂS={1—xf2}
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Solution 2

(@) S =|-0,3/2] (b) S =1]-00,-3]U [0,1/2] () S =[2,+o0[
@S =]-1,1/2[ U12,+o0[ (&) S =]-00,-2]U[2,+00[ () S =]1,5[
(® S ={0}u[1/2, 400 (h) S = {0} U [1,+oo[ (i) S =[2,+o0]
Solution 3

Non. Par exemple, on a 1/(—2) < 1/10 mais on n’a pas -2 > 10.

Solution 4

1. Il n’y a pas de solution si et seulement si [A] < 1 c’est-a-dire si et seulement si
Ae]-1,11.
2. Il y a deux réels distincts négatifs qui vérifient 1’égalité si et seulement si 4 > 1.

4.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Résoudre I’équation suivante en fonction du parametre réel 4 (x est I’inconnue réelle)

Axt+1=x|.

Solution

Remarquons que I’équation s’écrit aussi
Ax)> = x| +1=0.

Cela étant, pour 4 = 0, ’équation est 1 = |x| et est vérifiée par les réels —1 et 1.

Pour 4 # 0, I’équation est une équation du second degré en la variable |x| dont le
discriminant est égal a 1 — 4 4.

— Lorsque 1 — 44 < 0, c’est-a-dire lorsque 4 > % il n’y a aucune solution réelle.
— Lorsque 1 — 44 = 0, c’est-a-dire 1 = l, on a

AxP=1x]+1=0 & [x]*—4|x| +4=0 & (x| -2)>=0;
les solutions sont donc les réels —2 et 2.

<L 1 . .
— Lorsque 1 — 44 > 0, c’est-a-dire lorsque 4 < T les solutions sont les réels x dont la
valeur absolue est égale a

1++/1-44 1-v/1-44
01=T ou 02:—.
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Le produit de ces réels est égal a 1/4, de méme que leur somme. Lorsque 4 > O,
a, et a, sont donc strictement positifs ; il s’ensuit que pour A € ]0, 1/4 [ I’équation
posseéde quatre solutions, a savoir les réels

AV Em Ve

Lorsque 4 < 0, a, et a, sont de signes contraires et comme dans ce cas a; < 0, on
a a, > 0. Il s’ensuit que pour 4 < 0, I’équation posséde deux solutions, a savoir les
réels

V. Vo

En conclusion, les solutions de 1’équation de départ en fonction du parametre A sont les
suivantes.

— Si A € ]—0,0[, il y a deux solutions, a savoir les réels

V& Vo

— Si 4 =0, il y a deux solutions, a savoir —1 et 1.

-Side ]0, 1/4 [ il y a quatre solutions, a savoir les réels

—Va,  Va, o
— Si A =1/4,il y a deux solutions a savoir —2 et 2.
-Site ] 1/4, 400 [ il n’y a pas de solution réelle.
Exercice 2

Résoudre I’équation suivante en fonction du parametre réel A (x est I’'inconnue réelle)

Ax|x| 4+ 3x = A

eccccmecccne

Solution

Pour A = 0, cette équation s’écrit 3x = 0; elle a donc 1’unique réel 0 comme solution.

Considérons a présent le cas 4 # 0.

— Cherchons les réels positifs x vérifiant I’équation.
On doit donc résoudre 1’équation

XX +3x—4=0

en la variable réelle x et ne garder que les réels positifs.
Cette équation est une équation du second degré dont le discriminant est égal a

A, =9+4)%
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Comme A; > 0, I’équation possede toujours deux solutions réelles, a savoir les
nombres

- VA
A

2

RSV
VA

X]= 2

et X, =
Le produit de x; et x, étant égal a —1, ces nombres sont toujours de signes oppo-
sés et on ne doit donc garder que 1’'un d’entre eux, a savoir celui qui est positif. En
conclusion, dans le cas considéré ici, I’'unique solution est le réel

-3 -4 3+ V9 +44° ,
X = 21 == 7 s A<0

et

Xy si A>0.

B3 VA 3409442
-

2 24

Cherchons a présent les réels strictement négatifs x vérifiant I’équation.
On doit donc résoudre 1’équation

—AxP+3x—-1=0

en la variable réelle x et ne garder que les réels strictement négatifs.
Cette équation est une équation du second degré dont le discriminant est égal a

A, =9—4)%
(a) Lorsque A, < 0, c’est-a-dire lorsque % < |4], il n’y a aucune solution réelle.

(b) Lorsque A, = 0, c’est-a-dire lorsque |4| = % la solution est le réel %
c’est-a-dire

(c) Lorsque A, > 0, c’est-a-dire lorsque 4| < % les solutions sont les réels

_3-VA 3404 B4VA 3-40-ap
B T 24 '

BT T 22 4 22

Le produit de x; et x, étant égal a 1, ces réels sont toujours de méme signe et
on ne doit donc les garder que s’ils sont négatifs ; comme leur somme est égale a
3/ 4, on ne les garde que lorsque 4 < 0.
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En conclusion, les solutions de 1’équation donnée en fonction du parametre A sont don-
nées comme suit.
-Site ]—oo, -3/2 [ il y a une seule solution, a savoir le réel

34+ V9 +442

22

xl =
—Si A =-3/2,1l y a deux solutions, a savoir les réels

x =1+V2 e -1l

-Side ]—3/2, O[, il y a trois solutions, a savoir les réels

3409442 3+V9-42  3-19-42

1= 2 0 22 T 22

—Si A =0, il y a une seule solution a savoir 0.

-Sile ]0, 3/2[, il y a une seule solution, a savoir le réel

o= =34+ V9 + 442

2= = ~. -
22

—Si A=3/2,il y a deux solutions, a savoir les réels

x=\/§—l et 1.
2

-Site ]3 /2,400 [, il y a une seule solution, a savoir le réel

=34 V94442

2= 22

Exercice 3. Le nombre d'or

Le nombre d’or est le réel défini comme suit. Il s’agit du rapport entre deux longueurs
(la plus grande au numérateur) telles que le rapport entre la somme de celles-ci et la
plus grande soit égal au rapport entre la plus grande et la plus petite. On le désigne
par

O.

Que vaut le nombre d’or! ?

1. Le nom « nombre d’or » et la notation ® sont apparus au début du XX° siecle. La notation fait réfé-
rence au sculpteur grec Phidias, décorateur du Parthénon d’Athénes ot I’on peut retrouver la présence
du nombre d’or. Euclide y fait aussi référence dans un de ses ouvrages. Les Grecs n’avaient pas de nom
spécifique pour ce nombre.
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‘ JE NE SAIS

MATS ! PAS ENCORE

QU‘EST-CE QUE MAIS GA VA
C'EST QUE GA AL OTIR DE L‘OR

PHIDIAS ?

i
;’aﬁ ,W'x\; AN
‘ . ( RN OHTR PN
v V" KD

Solution

Désignons par L la plus grande longueur et par / la plus petite. Le probléme est donc de
déterminer L/I tel que

L
Posons x = L/I. L’égalité précédente devient alors

L _ L+l
!

x = 1+l ou encore x> —x — 1 = 0.
X

La seconde forme est une équation polynomiale du second degré en la variable x dont

les solutions sont
1-v5 1+45
2 2
Le nombre d’or étant positif par définition, on obtient

L _1+41/5

12

Les premiéres décimales de ce nombre irrationnel sont données par
1+4/5

o = > = 1,6180339887498948...
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e Systemes d’'équations et d’'inéquations
linéaires

5.1 Exercices de base résolus

Exercice 1
Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants et interpréter graphiquement la
solution.
y+rx=0 2x—y+1=0
b
(a){Zy—x=3 (){4x—2y+5=3
2x—y+1=0 y+2x+2z=2
d
(c){4x—2y+5=0 (){y—2x+22=0
Solution

(a) On a successivement

y+ax=0 y=-—-7rXx
{2y—x=3 < {—2ﬂx—x:3

3
x=-
y=—-nx 2r +1
< {—(27[+1)x:3 T ),
2+ 1

La solution du systeme est donc le couple

<_ 3 3z )

2r+ 12z +1/°
Dans un repere du plan, il s’agit du couple des coordonnées cartésiennes du point
d’intersection des droites d’équations y + zx = 0 et 2y — x = 3.

(b) On a successivement

2x—y+1=0 2x—-y+1=0
2x—y+1=0.
{4x—2y+5=3 < {4x—2y+2=0 © 2x-y+l1=0

Les solutions du systéme sont donc les couples
(x,2x+1), x eR.

Dans un repere du plan, il s’agit des coordonnées cartésiennes des points de la droite
d’équation cartésienne y = 2x + 1.
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(¢) On a successivement
2x—y+1=0 - 4x =2y =-2
4x -2y+5=0 4x — 2y = -5.

Aucun couple de réels ne vérifie simultanément les deux égalités ; il n’y a donc pas
de solution. Les deux équations sont en fait celles de droites paralleles distinctes.
(d) On a successivement

{y+ X+z - { y+3z

y—2x+4+2z=0 2x =y+2z
y=—3—z+1
I 2
x=X+z.
| 2
y=—3—z+1
o 4 .21
=+
| *TiT2
Les solutions sont donc les triplets
z 1 3z
" A~ A 1’ )9 R.
(4+2 5 + 1,z zZ €

Dans I’espace muni d’un repere, il s’agit des coordonnées cartésiennes des
points d’une droite, intersection de deux plans sécants d’équations cartésiennes
y+2x+z=2ety—2x+2z=0.

Exercice 2

On donne les systemes d’inéquations linéaires suivants.

y<2x+1)

x+2y>-3x+4 y>2x-1)
@){y—xSZ ™1 <2-xn
y>-2(x+1)

Dans un repere, représenter 1’ensemble des points du plan dont les coordonnées car-
tésiennes (x, y) vérifient ces systemes. Déterminer la forme d’une inéquation (non
linéaire) équivalente au systéme (b).

Solution

(a) On a successivement

x+2y>-3x+4 - 2x+y>2 - y>2-2x
y—x<2 y<2+x y<2+x
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La représentation graphique des couples vérifiant le systéme précédent est obtenue
a partir des graphiques des droites d’équations cartésiennes

y=2-2x, y=2+x

en prenant les points qui constituent 1’intersection des régions du plan délimitées
par ces droites et spécifiées par les inégalités du systeme.

v //
/

y=x+2 / X
0
0

///

©

(b) Commeona |r| <e & —e <r < ¢ pour tous réels r et € (si € < 0 aucun réel r ne
vérifie ces inégalités bien siir), la premiere et la quatrieme inéquation sont ensemble
équivalentes a 1’inéquation

vl <2(x+1)
et la seconde et la troisieme sont ensemble équivalentes a 1I’inéquation
Iyl < 2(1-x).

Les membres de gauche des deux inégalités précédentes étant positifs, x+1et 1 —x
sont positifs et des lors x € [—-1, 1].

Par ailleurs, on a
2x+1) 2 2(1-x) @ x > 0.

Des lors, si le couple (x,y) est solution du systtme, on a x € [-1,1],
|yl £2(1 —x) =2(1 — |x]|) si x est positif et |y| < 2(x + 1) = 2(1 — |x]) si x est
négatif. Réciproquement, si le couple (x, y) esttel que x € [—1, 1] et |y| < 2(1—|x|)
alors il est aussi solution du systeme.
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D’apres la discussion précédente, le systeme est donc équivalent a I’'inéquation

Iyl < 2(1 = |x|).

Bien siir, on peut aussi directement représenter graphiquement les droites d’équa-
tions cartésiennes

y=2(x+1), y=2(x-1), y=2(1-x), y=-2(x+1)

et ensuite considérer les points qui constituent I’intersection des régions du plan
délimitées par ces droites et spécifiées par les inégalités du systeme.
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5.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1
Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants et interpréter graphiquement la
solution.

@ 2y=x++/7 ®) 3x—=2y+2=0
2x—y+1=0 6x+5=1+4y
3x-2y+2=0 x+2y+1t=2t

d
(c){6x+5=4y (){t—2x+2y=0
Exercice 2

1. Si on considere I’équation 2y + x + 3z = 6, comment peut-on représenter graphi-
quement 1’ensemble des solutions dans un repere cartésien de 1’espace ? Quel est
le nom donné a un tel ensemble ?

2. Sion a un systeme formé de deux équations du type de 1’exercice 1, quelles situa-
tions peut-on avoir graphiquement ? En déduire le type d’ensemble de solutions
dans chacun des cas.

3. Résoudre le systeme

2y+x+3z=6
2y—x+5z=0.

Exercice 3

On donne les systémes d’inéquations linéaires suivants.

x—1<1+y
Ix+2y<—x+1
@ { XTSTXF ®{ x+y>0
y—3x<3
x—1<1-y

Dans un repere, représenter I’ensemble des points du plan dont les coordonnées

cartésiennes (x, y) vérifient ces systemes.

Solution 1

(a) La solution est I’ensemble a un élément

{(z222)

Les coordonnées de ce seul élément sont les coordonnées cartésiennes du point

d’intersection de deux droites sécantes du plan.
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(b) La solution est I’ensemble

S = {(x,3x2+2) P xeR}.

Il s’agit de I’ensemble des coordonnées cartésiennes des points d’une droite.

(c) L’ensemble des solutions est vide. Les équations sont celles de deux droites
paralleles distinctes.

(d) La solution est I’ensemble

S = {4y,y,6y) : yeR}.

Il s’agit de I’ensemble des coordonnées cartésiennes des points d’une droite qui est
I’intersection de deux plans sécants.

Solution 2

1. On a la représentation suivante

X

Cet ensemble est un plan.

2. Trois cas sont possibles :
(a) deux plans sécants ; ils ont une droite de points en commun et leur ensemble de
solutions dépend d’un parametre.
(b) deux plans paralleles confondus; ils ont tous leurs points en commun et leur
ensemble de solutions dépend de deux parametres.
(c) deux plans paralleles distincts ; ils n’ont aucun point en commun et leur ensemble
de solutions est I’ensemble vide.

3. L’ensemble des solutions est donné par S = {(z+3,3/2 -2z,z) : z € R}

Solution 3

(a) Lareprésentation graphique des couples vérifiant le systeme est obtenue a partir des
graphiques des droites d’équations cartésiennes

3x+2y=1, y=3+3x.
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La représentation de ces couples solutions est la suivante, les points des « bords »
étant compris dans 1’ensemble.

3v+2y=1

Z

(b) Lareprésentation graphique des couples vérifiant le systeéme est obtenue a partir des
p graphiq p y p
graphiques des droites d’équations cartésiennes

x—-y=2, x+y=0, x+y=2.

La représentation de ces couples solutions est la suivante, les points des « bords »
étant compris dans 1’ensemble.

T—y=2

5.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

On suppose que X et Y sont des naturels strictement inférieurs a 100. William est né
en I’année X et Yoko est née en I’année Y du méme siécle. Quand William aura Y

ans, Yoko aura X ans. Pourquoi ?
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Solution

Etant donné la symétrie du probleme, quitte a permuter les notations, on peut supposer
que X <Y.

Cela étant, comme la différence d’age entre William et Yoko est égale a |Y — X| =
Y — X, quand William aura Y ans, Yoko en aura Y — (Y — X) = X, ce qui explique
bien le « phénomene ».

Exercice 2

Jean et Sarah ont une fille. Lorsqu’elle est née, ils avaient respectivement 27 et 25 ans.
Depuis que Jean a 41 ans, il remarque que, tous les 11 ans, son age et celui de sa fille
sont des nombres dont les chiffres sont inversés. Ce fait ne se passe jamais avec Sarah.
Comment expliquer cela ? Plus généralement, quelle est la condition nécessaire et
suffisante sur I’4ge d’un parent pour que cela se produise ? Et quel est le nombre
d’années a attendre entre deux occurrences successives de cette situation ?

TU AS OUBLIE
TON LIVRE OuT !
DE MATHS ? MATS, TAT

MON LIVRET
DE FAMILLE

Solution

Soient x et y deux naturels tels que x € {1,...,9} ety € {1,...,9}. Le « phénomene »
observé s’écrit

(I0x+y)—(10y+x) = P

57



Chapitre 2 ¢ Outils de base

ou P estl’age d’un parent a la naissance de I’enfant, 10x+y son d4ge au moment considéré
et donc 10y + x celui de sa fille. Avec ces notations, on a nécessairement x > y. Cela
étant, comme

(10x+y)—(10y+x) = P < 9x-y) = P,

la situation décrite se produit si et seulement si P est un multiple de 9. Cela explique
déja pourquoi cela se passe avec Jean mais pas avec Sarah.

Puisque x — y € N, si on augmente x d’une unité, on doit nécessairement augmenter y
d’une unité. Cela explique donc pourquoi il s’écoule bien 11 ans entre deux occurrences
successives de la situation.

Pour savoir a partir de quel age de Jean cela commence a se produire, il suffit de chercher
la premigre valeur de x € {1, ...,9} pour laquelle on peut trouver un y € {1,...,9} tel
que 9(x—y) =27.Comme 9(x—y) =27 & x—y=3,ils’agitdoncde x =4ety = 1.

a Polynémes et fractions rationnelles

6.1 Exercices de base résolus

Exercice 1
Factoriser les polyndmes donnés explicitement ci-dessous en un produit de poly-
ndmes a coefficients réels du premier degré et du second degré sans zéro réel.

(@) x> - 2x + 1 b)x*—x—1 (©)x’ +38

d) =2 +7x>2=Tx+2 e)x*+x*-2 ) 16x* + 1

Solution
(a) Pour tous réels r, s, ona (r + s)> = r? 4 2rs + s. On obtient donc directement
x*=2x+1 = (x— 1)~

(b) Le discriminant de ce polyndme est égal a 5; ses deux zéros réels sont donc les
nombres

1+/5 o 1-/5
— .

2

) -)

On obtient donc la factorisation

-x-1= <x—
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(c) Pourtousréelsr, s,onar’+s> = (r+s) (r>—rs+s2). On obtient donc directement
X +8 = (x+2) (x*—2x+4),
ce qui acheve la décomposition puisque le polynome du second degré n’a pas de

z€ro réel, son discriminant étant négatif.

(d) L’expression donnée s’annule en x = 1; le facteur x — 1 est donc présent dans la

factorisation et la division du polyndme de départ par ce facteur donne

23 4T —Tx+2 = (x=1) (—2x2+5x—2).

Cela étant, le discriminant du polyndme du second degré étant égal a 9, ce polyndme

possede les deux zéros réels
-5+3 1 -5-3
= —= et

—4 2 —4

On obtient donc la factorisation

23+ T —Tx+2 = (x—1)(=2) (x—%) (x=2) = (1=2x) (x=1) (x—2).

(e) Considérons le polyndme donné explicitement par y — y> + y — 2. Comme son
poly Y P

discriminant est égal a 9, il possede deux zéros réels, a savoir
—-1+3 -1-3
L 1 et

2 2

Le polyndme de départ se factorise donc de la maniere suivante

Xtex?=2 = (x*-1) (x¥*+2) = x=D@x+1D (x*+2),

= -2

ce qui acheve la décomposition puisque le polyndme du second degré n’a pas de
z€ro réel.

(f) On a successivement
16x*+1 = 16x* +8x> —8x*+1
= (16x*+8x*+1) — 8x?
= (42 +1)° - 822
<4x2+1—2 2x> (4x2+1+2\/§x),

ce qui acheve la décomposition puisque les polyndmes du second degré n’ont pas

de zéro réel, leur discriminant étant négatif.

Exercice 2

Soient des réels a, b, s, p tels que
a+b=s e ab=p.
Montrer alors que a et b sont les zéros du polynome

xn—>x2—sx+p.
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Solution

On a

xz—sx+p = x>—(a+b)x+ab = (x—a) (x—b)

et on conclut immédiatement.

Exercice 3

Déterminer les réels r, s, t pour que le polyndome P soit divisible par le polynome Q
et déterminer le quotient de la division.

@PX)=x>+rx*+2rx3 +5x2—Tx+2s et OXx)=x2+x-2
(b) P(x) =3x*+rx> —=rx =35 et Qx)=x>+sx>2+tx+7
(©) P(x)=8x0 —rx*+4x2-21 et O(x)=x*>-3

Solution

(a) La division euclidienne donne

x4 rxt 2 4 sx? = Tx + 25
= (F+x=2) (FHE-DEH I+ +5-5))

+((r—s+4)x+2(i’+25—5)>-

Il s’ensuit que le polyndme P est divisible par le polyndme Q si et seulement si r et
s vérifient le systéme

r—s+4 =20

r+2s = 5.

La solution est r = —1 et s = 3. Le quotient est donc le polyndme donné
explicitement par

x> =2x24+2x—3.

On peut aussi procéder de la fagon suivante. Comme Q(x) = (x +2)(x — 1), P est
divisible par Q si et seulement si P(—2) = 0 et P(1) =0, ce qui donne 65 — 18 =0
et3r+3s—-6=0.

En résolvant le systéme formé par ces deux équations, on obtient s = 3 et r = —1.
Des lors, en effectuant la division de P(x) = x> — x* —2x> + 3x? — 7x + 6 par Q(x),
on obtient le quotient trouvé précédemment.
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(b) La division euclidienne donne

3xt+rx® —rx =35
= (x3 + sx% +1x + 7) <3x +(r— 3s)>
+ ((—3z s 4 3% 4 (=1 — 21 — rt 4 3s0)x + (=35 — Tr + 21s)) .

Il s’ensuit que le polyndme P est divisible par le polyndme Q si et seulement si r, s, ¢
vérifient le systeme

—3t—rs+3s2 =0
—r—=21-rt+3st =0

-5—-r+3s = 0.
On obtient successivement

3t—rs+3s2 =0 r=3s-5
—r=2l—-rt+3st =0 & 3 3s2-3t-s53s-5) =0
—5—-r+3s =0 —3s+5-21—-t(B3s—=5)+3st =0

r=3s-5

S < =3t+5s =0
5t—3s = 16.

Y

La solutionest r = 4, s = 3 ett = 5. Le quotient est donc le polynome donné
explicitement par

3x —5.

(c) D’apres la forme des polyndmes donnés, considérons

P'(y) = 8y’ —ry*+4y-21 et Q'()) = y-3, VyeR.
Le polyndme P’ est divisible par Q' si et seulement si P’(3) = 0 c’est-a-dire, si et
seulement si
8x27-9r+12-21=08%x3—-r—-1 =0,

donc si et seulement si r = 23.

Cela étant, on pourrait utiliser la division euclidienne pour trouver le quotient mais
on peut procéder directement comme suit. On a

8y® —23y* +4y—21 (8y’ —=24y*) + (y* +4y-21)
= 8y’(y-3) + -+
= (-3 (8 +y+7).

Il s’ensuit donc que le quotient demandé est le polyndme donné explicitement par

8x* +x2+7.
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Exercice 4
Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples a
coefficients réels.
1 X 3
a) — b) ——— c
()x2—4x+4 ()—x2+2x+3 ()x3+1
x?+1 x? =2 2
d e &«
()3x+1 ()x2+2 (f)x(x2—4x+4)
2x* +4 x3 =2 . -2
_ h ) ——
(g)x3—x2+x—l ()x3—x2 ()(x2+1)(x+1)2
Solution
(a) Comme x> —4x+4 =(x—2)’,ona
! = ! Vx e R\ {2}

x2—4x+4 (x-2)?%
qui est une fraction rationnelle simple.
(b) On a la factorisation
—x*+2x+3 = 3—x)(x+1).
La fraction donnée étant une fraction propre, on sait qu’il existe des réels uniques
A, B tels que
X _ X _ A + B
—x24+2x+3 B-x)(x+1) 3—x x+1°
On obtient alors successivement, pour tout réel différent de —1 et 3,

x _ A + B
—x24+2x+3 3-x x+1

Vx € R\ {-1,3}.

& x=AKx+1)+ B3 —-x)
& x=(A-B)x+(A+3B).

Etant donné les propriétés des polyndmes, cette égalité est vraie pour tout réel et
équivalente au systéme d’équations linéaires

A-B =1
A+3B = 0.
Résolvons ce systeme. On a
A-B =1 A=1+8B B =-1/4
= =
A+3B =0 4B = -1 A=1-1/4=3/4.

X _ 3 _ 1
—x2+2x+3 43-x) 4(x+1)

pour tout réel x différent de —1 et 3.
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Cet exercice peut se résoudre directement de la maniere suivante :

X _ X
—x24+2x+3 B-x)(x+1)
x+1-1
G-x)(x+1)
x+1 1

G-xx+1) G-+

1 _l( 1 + 1 )

3—x 4\x+1 3-x
3 1

43-x) 4x+1)

pour tout réel x différent de —1 et 3.

(¢) Le dénominateur de la fraction se factorise sous la forme (x + 1)(x* — x + 1); la

fraction est donc définie sur R \ {—1} puisque le polynéme du second degré qui
apparait au dénominateur n’a pas de zéro réel.

Cela étant, la fraction donnée n’est pas propre ; on effectue donc d’abord la division.
On a

x3 _(x3+1)—1_1_ 1 1
x3+1 x3+1 x3+1 x+DE2=x+1)
La fraction 1/(x? + 1) étant une fraction propre, on sait qu’il existe des réels A, B
et C uniques tels que
1 A Bx+C
= +
X+l x+1 x2-x+1
On obtient alors successivement, pour tout réel x différent de —1,
1 A Bx+C
= +
xX+1 x+1 xZ—x+1

, VxeR\{-1}.

& 1=A* —x+D+Bx+C)x+1)

o 1=(A+Bx*+(-A+B+CO)x+(A+0C).

Vu les propriétés des polyndmes, cette égalité est vraie pour tout x réel et équivalente
au systeme d’équations linéaires

A+B =0
-A+B+C =0
A+C = 1.
Résolvons ce systeme. On a
A+B =0 B =-A A=1/3
—-A+B+C =0 4 C=1-4 <4 B =-1/3
A+C =1 0=-A-A+1-A C = 2/3.
Ainsi,
1/3 —x/3+2/3 -
L 1B xB+as 1 X2 vxeR\ (-1}

¥+l x+1 x2—x+1 3x+1) 3x2-x+1’
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Finalement, on a

x3 —1- 1 + x—=2
x3+1 3x+1)  3x2-x+1)

Vx e R\ {-1}.

(d) La fraction donnée est définie pour tout réel x différent de —1/3 ; comme le degré du
numérateur est supérieur a celui du dénominateur, ce n’est pas une fraction propre.
La division des polyndmes donne

10
93x + 1)

2+1 X
3x+1 3

—$+ Vx €R\ {-1/3}

ce qui acheve la décomposition demandée.

(e) La fraction donnée est définie pour tout réel x mais comme le degré du numérateur
est égal a celui du dénominateur, ce n’est pas une fraction propre. On doit donc
effectuer la division. On a directement, pour tout réel x,

-2 _ P42-4 _ 4
x2 42 x2 42 x2+2

ce qui acheve la décomposition.

() Le dénominateur de la fraction se factorise sous la forme x(x — 2)?; la fraction est
donc définie sur R \ {0,2}.

La fraction donnée est une fraction propre ; il existe donc des réels uniques A, B et
C tels que

2 2 A B, C

= = +—7
x(x2—4x+4)  x(x—-2?2 x x-2 (x—2)2

Vx e R\ {0,2}.

On obtient donc, pour tout réel x différent de O et 2,

2 A, B __cC
x(x=2)2 x x-2 (x=2)?

o 2=A(x=2)"+ Bx(x—2)+Cx.

Vu les propriétés des polyndmes, 1’égalité précédente est également vraie pour tout
x réel. En évaluant alors la relation pour x = 0, x = 2 et, par exemple, x = 1, on a

2 = 4A A = 1/2 A 1/2
2 = 2C sS4 C =1 < C =1
2 = A-B+C B A+C-2 B -1/2.
Ainsi, on a finalement
2 ! ! ! Vx € R\ {0,2].

Y —dxtd) 2 20— T
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Cet exercice se résout directement de la maniére suivante. Pour tout réel x différent
deOet2,0na

2 _ 2=x+x
x(x2—4x+4)  x(x—2)2
_ 2—x X
o ox(x =22 x(x—2)
1 1

T x(x—2) + (x —2)2

B 1<1_ 1 )+ 1
T o2\x x-2/ (x-2p
1 1 1

—_— + s
2x  2(x—-2) (x-=2)?

ce qui acheve la décomposition.

(g) Quel que soit le réel x, on a

W-xt+x-1=xx-D+x-1) = (x=DE>+1).

La fraction donnée est donc définie quel que soit le réel x différent de 1. Cela étant,
comme cette fraction est propre, on sait qu’il existe des réels A, B, C uniques tels
que

2x2+4 A Bx+C
xX3=x24+x-1 x-1 x2+1

, VYxeR\ ({1}
On obtient alors, pour tout réel x différent de 1,

2x* + 4 A+ 1)+ Bx+C)(x—1)
= (A+B)x*+(C—-B)x+(A-0C).

Vu les propriétés des polyndmes, cette égalité est vraie pour tout x réel et équivalente
au systeme d’équations linéaires

A+B =2
-B+C =0
A-C = 4.
Résolvons ce systeme. On a
A+ B =2 A+B =2 2A =6 A=3
-B+C =0 ©4 C=81B &4 C =8B &4 B = -1
A-C =4 A-B =4 2B = -2 C = —-1.

Ainsi, on a finalement

2x2 + 4 3 x+1
= - , VxeR\({l1}.
W3-x2+x-1 x-1 x2+1 i
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3 — x? = x%(x — 1), la fraction est définie pour tout réel différent de 0

et 1. Cependant, comme le degré du numérateur est égal a celui du dénominateur, la
fraction donnée n’est pas une fraction propre et on doit d’abord effectuer la division.
On peut toutefois effectuer la division et la décomposition directement comme suit.

(h) Comme on a x

On a successivement, pour tout réel x différent de O et 1,

=2 X -x?+x?-2
x3—x2 X3 — x2
2 _
= 1+x—2
xX(x—1)
- | 2
x—1 x%2x-1)
1 x—1-x
= 1+
x—1 x2(x — 1)
1 2 1
= 14 +=-2—
x—1 x2 x(x—1)
B x—1 x2 x—1 x
x—1 x x2
(i) Le dénominateur ne s’annule que lorsque x = —1. La fraction donnée est donc

définie quel que soit le réel x différent de —1. Cela étant, comme cette fraction est
propre, on sait qu’il existe des réels A, B, C, D uniques tels que

-2 A B Cx+D
= + s
2+ Dx+1)2 x+1 (x+1)2  x2+1

Vx e R\ {-1}.

On obtient alors, pour tout réel x différent de —1,

-2 A+ D2+ D)+ B2+ 1)+ (Cx + D)(x + 1)?

= AP+ x>+ x4 1)+ B>+ 1)+ (Cx> +2Cx* + Cx + Dx* + 2Dx + D)

(A+C)x*+(A+ B+2C+ D)x>*+(A+C +2D)x+ (A+ B+ D).

Vu les propriétés des polyndmes, cette égalité est vraie pour tout x réel et équivalente
au systeme d’équations linéaires

A+C =0
A+B+2C+D =0
A+C+2D =0
A+B+D = -2.
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Résolvons ce systeme. On a

A+C =0 A+C =0
A+B+2C+D =0 o D=0
A+C+2D =0 A+B+2C =0
A+B+D = -2 A+B = =2
A -C
o B=-2-A
2C = 2
D=0
A=—1
o JB=-1
CcC =1
D = 0.

Ainsi, on a finalement

2 1 1 x
- < @ = _ - + , VxeR\{-1}.
2+ D(x+ 12 T+l GrlE T ERAMAD

6.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1
Factoriser les polyndomes suivants en un produit de polyndmes a coefficients réels du
premier degré et du second degré sans zéro réel.
(a) 3x® — 26x% + 52x — 24 (b) 2x* + 9x? —2x — 24
() x* +4x3 — 17x% = 24x + 36 (d) x> —5x +2
() x* =5x> +5x>+5x -6 ) 5x* — 6x3 —19x2 + 24x — 4
(@ x> —4x*+4x3 — x> +4x -4 (h) x*—x2+1
Exercice 2

Déterminer le reste de la division du polynéme P par le polynome Q.
@Px)=x—x+1 e Ox)=x>-1
b)) Px)=x"-x2 et OX)=x>—-2x2—x+2
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Exercice 3
Décomposer les fractions rationnelles suivantes en fractions rationnelles simples a
coefficients réels.
1 x 3x? +1
a) — b c) ——
()x2+6x+9 ()x2+x—6 © -1
x3 x2-3 x249
d e -~ Tz
()x3— ()x2+1 (f)x(x2+6x+9)
x2+x+10 x> +2 . 2
_ h i) ———
(g)x3+x2+4x+4 ()x3+x2 ()(x2+1)(x—1)2
Solution 1
On a

@ (x-2)(x—-6)3x-2)

©x—Dx+2)(x—3)(x+06)
(@) (x = D(x + D(x = 2)(x = 3)
(@ (x—D(x=22x*+x+1)

h)x*=x2+1 = x*+2x*+1)-3x7

Solution 2

(@) —x+2 (b) 340(x*> — 1)

Solution 3

On a les décompositions suivantes

() x+2)(x+4)(2x —-3)

@) (x —2)(x + 1 = V2)(x + 1+ V2)
Ox-—Dx-2Dx+2)5x-1)

= (2+1-13x02+1+13x)

(a)(x_:3)2,VxeR\{—3} (b)%<x3_3 x_2>,VxelR\{—3,2}
(c)3(x+1)+%,VxeR\{l} (d)1+%<xi1—xzj_-;i1>,‘v’xeR\{1}
(e)1—xzi+l,v)ceu% (f)i—ﬁ,weﬂ%o\{—ﬂ
(g)xil—;;i,VxeR\{—l} (h)1—%+%+x+q,v)ceu%o\{—1}
(i)x__11+(x—11)2 S VxeR\ (1)
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6.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Par récurrence sur n € N, démontrer que ’on a
n—1
X' =y = (x—y) z xkyn=1-k
k=0
pour tous! x,y € R.

Solution

Démontrons tout d’abord cette égalité pour y = 1.

Elle est bien sir valable pour n = 1. Supposons donc qu’elle le soit pour # et montrons
qu’elle le reste pour n + 1. On a successivement

xn+1_1 — xn+1_xn+xn_1

n—1
= X"(x-1 + (x—l)Zxk
k=0

(x=1) Z xk.
k=0

On peut donc conclure dans ce cas.

Cela étant, I’égalité est bien siir valable pour y = 0. Pour y # 0, on a

n n—1 k
y y = \y
donc
n—1
X"y = (x—y) Z xkyn—l—k
k=0
et on conclut.

Exercice 2

Montrer que le polyndme x + x" — x"~2 — 2x + 2 (n naturel > 2) est divisible par le
polynéme x + (x — 1)? et déterminer le quotient.

1. Cela reste bien siir valable pour x, y € C.
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Solution

On a immédiatement
X" —x"?—2x+2 = x"? (xz— 1) - 2(x-=-1
= (x-1) (x"_l + x"2 — 2)
= (x-1) ((x"—1 P 1)).

Cela étant, comme on a (voir I’exercice précédent)
k-1
k _ J
x=1=(x-=1) X
Jj=0

quel que soit le naturel strictement positif k, on obtient la factorisation

n—2 n-3 n—3
X" X" 2x 42 = (x—1)° (ij+2x’> = (x—1)? (x"'2+22xj>.
j=0 =0 Jj=0

On a donc bien la divisibilit¢ annoncée et le quotient est le polyndme Q donné
explicitement par
n=3

0() =x"2+2 Y x.

J=0

Exercice 3

Soit un polyndme P et soient des réels a, b avec a # b. Exprimer le reste de la division
de P par le polyndme D : x +— (x — a)(x — b) en fonction de a, b et P(a), P(b).
En déduire le reste de la division de P par x — (x — 1)(x — 2) sachant qu’en divisant
le polyndme P successivement par les mondmes x — x — 1 et x — x — 2, on obtient
respectivement 6 et 18 comme reste.

Solution

La division du polyndéme P par le polynome D donne I’existence d’un polynome Q et
de réels r, s uniques tels que

Px) = (x—a)(x-0b0x)+ rx+s, VxeR.

Il s’ensuit que

ra+s = P(a)
rb+s = P(b),
ce qui donne
_ P(a)-P(b)
B a—>b
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et

P(a) — P(b)b _aP(b)—bP(a)
a—b B a—b ’

On obtient donc la forme générale de rs + 1.

s = P(b)—

Appliquons cela au cas particulier demandé. Avec a = leth = 2, ona P(1) = 6 et
P(2) = 18, donc le reste demandé en particulier a pour expression explicite

P()-PQ) . PQ)-2P(1) _
—1 —1

12x -6 = 6(2x — 1).

Exercice 4
Soit le polyndome
P: x> 24x3 —26x> +9x — 1.

On désigne ses zéros par a, b, c. Déterminer les valeurs de

l+l+l et de l+L+l
a b ¢ a b

Solution
Comme a, b, ¢ sont les zéros du polyndme P et que le coefficient du terme en x> est
24, on a I’égalité
P(x) = 24(x—a)(x—b)(x—rc)
= 24(x* - (a+ b)x + ab)(x — ¢)
= 24(x’ = (a+ b+ c)x* + (ac + bc + ab)x — abc);

en identifiant les coefficients, on obtient

a+b+c—§—E
_24_9123

b bc = — ==

ab + ac + bc o

be = —.

we =g

Des lors, en divisant les deux membres de la seconde égalité par abc, on obtient
immédiatement

1 1 1
- +-4+- =0
c b a
Cela étant, on a
<l+l+l)2 — l+L+l+2(L+L+L)
a b ¢ az b 2 ab ac bc
1 1 1 2
= —+—=+—=+—(c+b+a),
az b2 2 abc(c @)
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donc

1 1 1 13
—+—=+4+— =81-48x —= = 81-4x%x13 = 29.
a2 b2 c2 12

Exercice 5

Démontrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F (dans laquelle les numérateur
et dénominateur n’ont pas de zéro commun) telle que

F’(x) = x

pour tout réel n’étant pas un zéro du dénominateur de F.

Solution

Supposons que I’égalité soit vraie. Si p, g sont respectivement les degrés des numérateur
et dénominateur de F, on a

2p=2q = 2(p-q = 1,

ce qui n’est pas possible puisque p et g sont des naturels.

Exercice 6

Soient les polynomes P, P,, P; donnés explicitement par
P(x)=(x—D(x =27 P(x)=x(x—-2)% Pyx)=x(x-1).
Trouver des polynomes Q,, Q,, Q5 tels que

QIPI +Q2P2+Q3P3 = 1

Solution

La solution est immédiate en pensant a la décomposition en fractions simples ! En effet,

la fraction rationnelle
1
x(x = D(x =2)%’
étant une fraction propre, on sait qu’il existe des réels A, B, C, D tels que
1 A B C D

_— = =+ + + , VxeR\({0,1,2}.

G- De-2  x xoitiataoy WERMOLY
Onaenfait A=-1/4, B=1, C =-3/4, D = 1/2. En multipliant les deux membres
de 1’égalité par x(x — 1)(x — 2)?, on obtient donc, pour tout réel x différent de 0, 1, 2,

1 = A(x-D(x-2)*+ Bx(x —2)>+ Cx(x — 1)(x —2) + Dx(x — 1)

= AP/(x)+ BP,(x) + (C(x —2)+ D) Py(x).

x€R\{0,1,2}
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Vu les propriétés des polynomes, cette égalité est vraie pour tout réel x et des lors on a
O,P+0,P+0:P=1
avec

O,x)=A4A, O,(x)=B, 0O;(x)=C(x-2)+D.

Exercice 7
Pour quelles valeurs des paramétres «, ff, ¥, 6 le polynome
xxtraxP + x4 yx+6
est-il divisible par le polyndme x — x> + 1?2
Solution
La division euclidienne donne
e P +yx 46 = (PHDE P Hax+f-1) + —x+5—f+1;

ainsi, on a la divisibilité demandée si et seulement si le reste est nul, c’est-a-dire si et
seulement si

a=y e pf—-0=1.

Exercice 8

i Si un polyndme a coefficients entiers posseéde un zéro entier, montrer que ce z€ro est
¢ un diviseur du terme indépendant.

Solution

En effet, si

P:xe ibjxj
=0

est divisible par (x — a) (a € Z) alors

n—1

P(x) = (x — a)0(x) = (x — a) 2 cexk.
k=0

Comme les termes indépendants sont égaux, on a b, = —ac et le terme indépendant de
P est un multiple de a.
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Exercice 9

Factoriser les polyndmes suivants en un produit de polyndmes a coefficients réels du
premier degré et du second degré sans zéro réel.

(@) x*-3x-2 (b) 8x> +8x2 -1 ©Ox*+x+x>+x+1

Solution

(a) Comme le polyndome est de degré 4 et qu’il n’a pas de zéro entier, et puisque le
coefficient de la quatrieme puissance de la variable est 1, on sait qu’il existe des
réels r, 1, s, s’ tels que

xt=3x=-2

P H+rx+r)P+sx+5)
= X+ + I+ +rsxt s’ x+ PP+ sx+ 1S
= X+ G+ +E s+ + s+ s)x+ s

quel que soit x € R. Ces dernieres égalités ont lieu si et seulement si

s+r=0
s'+rs+r =0
rs' +r's=-3
Fs'==2.
Résolvons ce systeme. On a
s+r=0 s =-r
s'+rs+r =0 s+ =02
! / < A / /
rs' +r's=-3 r(s —r')=-3
rs'=-2 rs'=-2
s=-r
s+ =r?
S S 3
s'—r=-=
’
s’ =-2
s=-r
1 3
s’:—(rz——>
2 r
S 3 1 3
r’:—<r2+—>
2 r
4 9
rf— = =-8.
“ rz
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Cela étant, on a successivement

Fodo8 e P182-9=0
2
& r-rr+97-9=0
& rPr-Dr+1D + 907 -1)=0
s P -D0r"+r+9) =0,
ce qui donne r = 1 ou r = —1 puisque le discriminant du polyndme y + y*> 4+ y+9

est négatif.

Des lors, les solutions du systeme de départ sont

r=1 r=-—1
s=-1 s=1

P =2 o M
s'=-1 s’ =2.

Finalement, on obtient

X 3x-2 = (P xt 2P —x—1) = (P x+2) <x _L= \/§> <x Ly \/§>

2 2
puisque le discriminant du premier facteur est négatif.

On peut aussi procéder de la maniére suivante.

Pour tout x, on a successivement

x=3x=2 = X - P+2x+D+P+2x+1) —3x=2
= x4—(x+1)2)+x2—x—1

xz—x—l)(x2+x+1) + x>—x-1
) (x* +x+2)

Il
—~ o~~~

=

[\S] (S}
|
=
|
p—

est le nombre d’or.
(b) Comme le polyndme est de degré 3 et qu’il n’a pas de zéro entier, on sait qu’il existe

des réels r, s, s’ tels que

8x3 +8x% — 1 8(x* + x> — 1/8))
8(x+r) (x> +sx+5)

8(x° 4+ (r + )x*> 4+ (rs + s)x + rs’)
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quel que soit x € R. Ces dernieres égalités ont lieu si et seulement si

r+s=1
rs+s' =0
rs' =—1/8.
Résolvons ce systeme. On a
-1
r+s=1 r‘@
rs+s'=0 o s:1+L
,  —1 8s’
= I S
8s'  64s?

Cela étant, on a successivement
6457 -85 —1=0 < (6457 +1)=24s +1)=0
& (@s'+1D(165% —4s'+1)-24s'+1)=0
o @s'+1D16s% -4 —1)=0.

En poursuivant les calculs, on obtient les valeurs de r, s et s’ mais les calculs sont
assez longs.

Cependant, on peut procéder comme suit :

8x> +4x* +4x* -1
= 4x*2x+ 1D + Qx+D@2x—-1)
= 2x+D@x>+2x-1

= (2x+1) <2x+ 1+2\/§> <2x+ 1_2\@)

= Q2x+1) Qx+®) <2x—é>

8x3 +8x2—1

1+4/5
o LTV5
2
est le nombre d’or.
(¢) Le polyndme x — x* + x* + x> + x + 1 n’a pas de zéro réel car dans R, on a
x-DE*+3+x+x+1) =x-1=0 o x=1.
Dés lors, il existe des réels uniques r, ¥/, s, s’ tels que

P+ x+1 = P Hrx+r) P +sx+5), VxeR

avec r2 —4r' < 0ets?2 —4s' < 0.
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On peut bien siir encore utiliser la méthode par identification des coefficients. Ce-
pendant, les calculs sont relativement longs et surtout . .. fastidieux. Procédons donc
d’une autre maniere.

Pour x # 0, on peut écrire
1 1
x4+l = x2<x2+x+1+—+—>.
x x2
Comme on a

on obtient
4.3, .2 2 1\2 1
XTHx"+x"+x+1 =x <x+—>+<x+—)—1 .
On factorise alors le polyndme du second degré

ye Y +y-1

Les zéros de ce polyndome sont les réels
-14+4/5

1+5
2 )
ou @ désigne le nombre d’or introduit dans I’exercice 3 de la sous-section 4.3 de ce
chapitre. Il s’ensuit que 1’on a
x4+l = X (x+l+¢>) (x+l—l)
X
2 2_ X
= (X +Ox+1 ( Xy 1) .
(x X ) -3
Comme
O —4<0 et — —4<0,
P2

on ne peut pas factoriser davantage dans ce cadre.

Remarque. Cette factorisation peut bien siir étre obtenue également en utilisant les
racines complexes de I'unité mais la résolution précédente présente I’intérét d’étre
menée uniquement en utilisant les nombres réels. Cela sera traité dans la partie
relative aux nombres complexes.

Exercice 10. Résolution d'une équation du troisieme degré particuliére!

L’équation dont il est question est

P +px4+qg=0

1

. Voir ’annexe : Cardan et Dal Ferro.
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ou p, g sont réels. En fait, toute équation du troisieme degré peut €tre ramenée a une
équation de ce type ; il s’agit donc d’un exercice qui présente un grand intérét (et est
chargé d’histoire. ..).

1. Montrer que pour tous réels A, B on a
(A+B) = A+ B*+3AB(A+ B)
et en déduire que, lorsque a,b € R avec b > 0, on a
X =3Va2—bx+2a

avec

x = Va+ Vb + Va- Vs

2. En déduire que si p et g sont des réels tels que (¢%>/4) + (p>/27) > 0 alors une
solution de I’équation

X +px+qg=0

3 q ¢ P 3 q q>  p
——+\ T+ +\ -5\ 5t
\/2 4 27 \/2 4 27

3. En guise d’application, montrer que

3 = {/9+4\/§ + {/9—4\/5

est

en utilisant I’équation

xX*=3x—-18 = 0.

Solution

1. La premiere partie résulte d’une simple manipulation : on a en effet
(A+ B) = A>+3A’B+3AB*+ B> = A’ + B> +3AB(A + B).
Cela étant, posons

A=\3/a+ b et B=\3/a—\/3.

En tenant compte de la notation

x = Va+ Ve + Va- b

I’application de I’expression précédente donne

x> = (A+B) = A>+ B> +3ABx. (%)
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Comme on a

AB+B =@+ Vb +@—-Vb=

et

AB=</a+\/Z {/a—\/z = \S/(a+\/5)(a—\/;) = \/3 a’—b,
I’égalité (*) devient
X = (33a2—b> x + 2a

et on conclut.

. Avec
p=-3Va2-b et q = —2a,

le point précédent montre que le réel

\3/a+ b + \3/0_\/5

X +px+q = 0.

est solution de 1’équation

Pour conclure, il suffit donc d’exprimer a et b en fonction de p et g. On a

( q
3 a=-z
2y — _ 2
(25 -
a = —q 33%_17:_[)
,a:_g
2
0y 2 3
¢ _, P
| 4 27
( q
GZ—E
= ) 3
bzq_+p_
L 4 27

et on peut donc conclure.

. On a la factorisation
X =3x—-18 = (x=3)(x*+3x+6), VxeR.

Comme le discriminant du polyndome du second degré est égal a —15, il n’y a pas de
zéro réel. La seule solution réelle de I’équation x> — 3x — 18 = 0 est donc 3. D’aprés
ce qui précede, avec p = -3 etg=—18ona

q

-1-9 « "Z P Vo 1=+81-1=45,
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donc

__4q_ Ly L
a=-2=9 « Vb = 4+27_4\/§

et on conclut.

Exercice 11

Soit P un polyndme. Montrer que pour tout réel! a, le polyndme P— P(a) est divisible
par x — x — a (donc en particulier P est divisible par x — x — a si et seulement si
P(a) = 0).
En déduire qu’il existe des coefficients a, ... , a, tels que

n

P(x) = Z a;(x — ay.

J=0

Solution
Si
P(x) = 2 b, x*
k=0
alors
Pa)= ) b d* et P(x)-Pl@)= ) b (x'-d.
k=0 k=1
Comme

p—1
xP —a = (x —a) Z xP~mgm Vpe Nos
m=0

on conclut en ce qui concerne la premicre partie.

En ce qui concerne la conséquence, un argument de récurrence permet aisément de
conclure. En effet, pour n = 1 on a

P(x) =b;x+ by = by(x —a)+ (bya+ by)

et on trouve bien la forme indiquée. Supposons a présent que la forme soit correcte
pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a n et montrons qu’elle le reste pour un
polyndome P de degré n+1. Vu ce qui précede, il existe un polyndme Q de degré n tel que

P(x) = P(a)+ (x —a)Q(x).

1. Bien sir cela est encore correct dans I’ensemble des complexes.
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Cela étant, I’hypothese de récurrence fournit des coefficients ay, ... , a, tels que

n

0(x) = Y a;(x—ay.

Jj=0
Deés lors

n+1

P(x) = P()+ Y ajx—ay*' = P(a)+ Y a; ,(x—ay
j=0 Jj=1

et on conclut.

Coniques

7.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

Dans un repere orthonormé, on considere les équations cartésiennes suivantes.
x? 2 2 x? 2 2 2
(a)Z—y =4 (b)x=y"+2 (c)z+y =4 (dx*+y"+y=0
¥ ¥
() x* = -y (f)z—x2=4 (8 y=x) (h)z+x2=4

Quelles sont celles qui sont I’équation cartésienne d’un cercle, d’une ellipse, d’une
i hyperbole, d’une parabole ? Dans le cas des cercles, en déterminer le centre et le
i rayon.

Solution

A I’exception du cas (g), toutes les expressions pourraient étre des équations de coniques
car elles sont toutes de la forme P(x, y) = 0 ou P est un polynéme du second degré en
les variables x et y.

(a) L’équation s’écrit aussi

22
X _¥r_,

16 4
qui est I’équation canonique d’une hyperbole.

(b) L’équation
Y =x

est I’équation canonique d’une parabole 7. La courbe d’équation cartésienne

y*> = x — 2 est donc une parabole obtenue 2 partir d’une translation de P de deux

unités dans le sens des abscisses croissantes.
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(¢) L’équation s’écrit aussi
S
qui est I’équation canonique d’une ellipse.
(d) Ona
*+yP+y=0 < x2+y2+y+l=l < x2+(y+l>2=l.
4 4 2 4
La courbe d’équation cartésienne x> + y> + y = 0 est donc le cercle de centre
(0,—1/2) et de rayon égal a 1/2.
(e) L’équation donnée est vérifiée uniquement par 1’origine des axes. Il s’agit donc d’un
seul point : c’est une conique dégénérée.

(f) L’équation s’écrit aussi

ry_x2_
16 4 7
qui est I’équation canonique d’une hyperbole.

(8 Ona
yxy—-1)=0 & y=0ouxy=1

L’équation y = 0 est celle de ’axe des abscisses et I’équation xy = 1, équiva-
lente 3 y = 1/x, est celle d’une hyperbole dont on trouve une équation canonique
en effectuant une rotation des axes (voir 1’exercice 9 de la sous-section 9.3 de ce
chapitre).

(h) L"équation s’écrit aussi

2 2
y x_=1’

16 4
qui est I’équation canonique d’une ellipse.

Exercice 2

1. Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement chacune des ellipses re-
pérées a I’exercice précédent et déterminer les coordonnées cartésiennes de leurs
points d’intersection avec les axes.

2. Déterminer les coordonnées cartésiennes des foyers et la valeur de I’excentricité
des ellipses représentées ci-dessus.

3. Déterminer les coordonnées cartésiennes des foyers, des points d’intersection avec
les axes, les équations cartésiennes des asymptotes et la valeur de I’excentricité
des hyperboles repérées dans 1’exercice précédent.

4. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement ces hyperboles et leurs
asymptotes.
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5. Déterminer les coordonnées cartésiennes du foyer des éventuelles paraboles re-
pérées a I’exercice précédent et les représenter graphiquement dans un repere
orthonormé.

Solution

1. L’ellipse d’équation
2
X 2
—+y =4
7ty
intersecte les axes aux points de coordonnées (4, 0), (—4,0) et (0, 2), (0, —2).
L’ellipse d’équation
2
y 2
—+x"=4
1 x
intersecte les axes aux points de coordonnées (2,0), (—2,0) et (0,4), (0, —4).
Leur représentation graphique est la suivante.

Y

o

-

[e]

2. Les foyers de I’ellipse d’équation (c) ont pour coordonnées (2 \/5 0) et (—2\/5, 0);
son excentricité vaut \/5 /2.
Les foyers de I’ellipse d’équation (h) ont pour coordonnées (0, 2\/5) et (0, —2\/5) ;
son excentricité vaut \/5 /2.

3. L’hyperbole d’équation cartésienne

2
L _x2=4

4

ades foyers de coordonnées (0, 2\/5) et (0, -2 \/g) et des sommets (points d’intersec-
tion avec les axes) de coordonnées (0, 4) et (0, —4). Les asymptotes ont pour équation
cartésienne y = 2x et y = —2x. Enfin, ’excentricité vaut \/5 /2.
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L’hyperbole d’équation cartésienne

x2

2
2 _2=4
77

a des foyers de coordonnées (2\/5, 0) et (-2 \/g 0) et des sommets de coordonnées
(4,0) et (—4,0). Les asymptotes ont pour équation cartésienne x = 2y et x = —2y.
Enfin, I’excentricité vaut \/g /2.

4. La représentation graphique des hyperboles d’équation cartésienne

2 2
Y 2 X 2
4 et — —y =4
4 4 Y

est la suivante.

5. La parabole d’équation cartésienne
x=y"+2

a un foyer de coordonnées (9/4,0).

La représentation graphique de cette parabole est la suivante.

Y

\

O 2

@ =y +2
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Exercice 3

1. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement les ensembles A et B

© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

donnés par

A:{(x,y)e[F\E2 : ngetx22y221—4x2}
et

B:{(x,y)ele : x+y§0€ty+1—x220}.

Pour I’ensemble B,

(a) déterminer son ensemble E, (resp. E,) de variation des abscisses (resp. des
ordonnées).

(b) a abscisse (resp. ordonnée) fixée dans E, (resp. E|) donner I’ensemble de
variation des ordonnées (resp. des abscisses) de ses points.

(c) donner deux descriptions analytiques en se servant des items précédents.

. Décrire analytiquement les ensembles bornés fermés hachurés A ci-dessous en

commengant par I’ensemble de variation des abscisses puis, a abscisse fixée,
I’ensemble de variation des ordonnées.

Faire de méme en commencant par I’ensemble de variation des ordonnées.

Y
1
(a) L’une des courbes délimitant
I’ensemble est une parabole et .
I’autre une ellipse.
I
Y
(b) L’une des courbes délimitant
I’ensemble est un cercle. 1
0 X
/1 0 1
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(¢) L’une des courbes délimitant
I’ensemble est une hyperbole.

// /// s

Solution

1. La représentation graphique est la suivante.

7 \%J/

Y=

Les points des bords sont compris dans A et dans B.
Considérons alors I’ensemble B. On a
@) E, = [—(1 +1/5)/2. (-1 + \/5)/2] et E, = [—1,(1 + \/5)/2].

(b) Si x est fixé dans [—(1 + \/g) /2, (=1 + \/g) / 2] , alors les ordonnées varient dans
Iintervalle [x% — 1, —x].
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Si y est fixé dans [—1,(1—\/5)/2], alors les abscisses varient dans

=Y+ L,V/y+ 1] et si y est fixé dans [(1—/5)/2,(1++/5)/2], alors les

abscisses varient dans I’intervalle [—4/y + 1, —x].

(¢)Ona
{(x,y)ele X E [_1_\/5,_1+\/§] , Y E [xz—l,—x]}

2 2

B

{(x,y)€R2 Ly [—1,1_2‘6]  xe [—\/y-i-_l\/y-i-_l]}
u{(x,y)eR2:ye [1_\/§,I+\/§],x€[—\/m,—x]}.

2 2

2. (a) L'ellipse a pour équation cartésienne x>/4 + y*> = 1 ou encore x> + 4> = 4;
celle de la parabole est y> = 1 + x. Dés lors, ’ensemble A fermé hachuré est décrit
analytiquement par

{((x,y) €R? : x € [-1,0], y € [-V1+x, V1 +x]}

2. X _x2
U{(x,y)elR.xe[O,Z],yel\/l 4,\/1 4]}

{(x,y)e R?>:ye[-1,1], xe [y - 1,21 —yz]}.

A

(b) Le cercle de rayon 1 centré au point de coordonnées (0, 1) a pour équation carté-
sienne x> + (y — 1)*> = 1 et la droite représentée a pour équation y = 2x+2. L’un des
points d’intersection entre ces deux courbes a pour coordonnées (0, 2). L’abscisse du
second point d’intersection entre ces courbes est le réel —4/5, zéro strictement né-
gatif de I’équation x? + (2x +2 — 1)> = 1 équivalente a 5x> + 4x = 0. Son ordonnée
est2/5.

Des lors, I’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par

{wner :xe [—1,—%],ye [1-Vicea e Vieel)
U{(x,y)e[R2 ix € [—%,O],ye [2x+2,1+M]}
e ve L] xe [ 31

A

(¢) L’hyperbole a pour équation x> — y> = 1. Dés lors, 1’ensemble fermé hachuré est
décrit analytiquement par
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A

{(x,y)eR2 Cx€]= oo, 11, ye]—oo,—\/xz—u}
U{(x,y) eR*: x€[-1,0], y€]—0,0]}
= {(x,y)eR2 1 yE]-00,0], x € [— 1+y2,0]}.

7.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Dans un repere orthonormé, on considere les équations cartésiennes suivantes.

@G+ +x—y*=2 B x+y>-x-»"=0 (c)(x —21)2 =y

x>y +4y=0 (€9 —16x2 = —)? (ﬂ—%—x=1
2

(g)y—x=xz—y2 (h)%—xzzl ) 2x* 4+ x2y? = x?

Déterminer la nature des courbes que ces équations représentent.

Exercice 2

Représenter graphiquement les courbes dont les équations cartésiennes sont données
dans I’exercice précédent. S’il s’agit de coniques, en déterminer 1’excentricité, les
éventuels points d’intersection avec les axes, les coordonnées cartésiennes des foyers

et les éventuelles asymptotes.

Exercice 3

donnés par
A={(x,1) €R*: x<0, —=x—=2<y<2, x*+)* >4}
et
B={(x,y) eR*: x< -1, %Syﬁ\/—_x},

Pour chacun de ces deux ensembles,
ordonnées).

variation des ordonnées (resp. des abscisses) de leurs points.
(c) donner deux descriptions analytiques en utilisant les items précédents.

variation des abscisses.

1. Dans un repere orthonormé, représenter graphiquement les ensembles A et B

(a) déterminer leur ensemble E. (resp. E,) de variation des abscisses (resp. des

(b) a abscisse (resp. ordonnée) fixée dans E, (resp. E|) donner I’ensemble de

2. Décrire analytiquement I’ensemble borné fermé hachuré suivant en commengant
par ’ensemble de variation des ordonnées puis, a ordonnée fixée, I’ensemble de
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Faire de méme en commengant par I’ensemble de variation des abscisses.

(©

Solution 1

(a) L égalité s’écrit aussi X2 +y*=1;il s’agit donc de I’équation cartésienne du cercle
centré a l’origine et de rayon 1.

(b) Le membre de gauche de 1’égalité est en fait égal a 4xy. L’égalité est donc équiva-
lente a (x = 0 ou y = 0) et caractérise donc les points situés sur les axes du repere.

(c) 1l s’agit de I’équation cartésienne de la parabole obtenue par la translation « d’une
unité dans le sens de I’axe des abscisses » de la parabole d’équation cartésienne

canonique y = x?.

(d) L’équation s’écrit aussi
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il s’agit donc de I’équation d’une hyperbole, obtenue par translation « de deux
unités dans le sens de I’axe des ordonnées » a partir de I’hyperbole d’équation
cartésienne canonique

X
4

INDS

(e) 1l s’agit d’une hyperbole.

(f) 1l s’agit de la parabole obtenue par la translation « d’une unité dans le sens de I’axe
des abscisses » de la parabole d’équation canonique y> = —9x.

(g) L’égalité est équivalente a y — x = (x — y)(x + y) ; elle caractérise donc deux droites
d’équations cartésiennes y = x et x + y = —1.

(h) 11 s’agit d’une hyperbole.

(i) L égalité caractérise les points de 1’axe des ordonnées et une ellipse.
Solution 2
(a) Il s’agit d’un cercle ; I’excentricité est donc nulle. Les points d’intersection avec les

axes ont pour coordonnées (—1,0), (1,0), (0,—1), (0, 1) et le foyer est le centre d’un
cercle qui, dans le cas présent, est I’origine du repere.

(+y)’+(z—y?*=2

X

-
N

B
¥

(b) Le graphique consiste simplement a tracer les axes du repere !

(¢) Comme il s’agit d’'une parabole, I’excentricité est égale a 1. Les coordonnées car-
tésiennes des points d’intersection avec les axes X, Y sont respectivement (1,0)
(c’est le sommet de la parabole) et (0, 1). Le foyer a pour coordonnées (1, 1/4).
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(d) L’excentricité de cette hyperbole est égale a \/5 Ses intersections avec I’axe des
ordonnées ont pour coordonnées (0, 0) et (0,4) ; il n’y a pas d’intersection avec 1’axe

des abscisses. Ses foyers ont pour coordonnées (0, —2\/5 + 2) et (0, 2\/5 +2).

(e) L’excentricité de cette hyperbole est égale a \/17. Les points d’intersection avec
’axe des abscisses ont pour coordonnées (—3/4,0) et (3/4,0); il n’y a pas d’inter-
section avec 1’axe des ordonnées. Ses foyers ont pour coordonnées (—34/17/4,0) et

(3v/17/4,0).

(f) Comme il s’agit d’une parabole, I’excentricité est égale a 1. Les coordonnées du
seul point d’intersection avec les axes sont (—1,0) : c’est le sommet de la parabole.
Le foyer a pour coordonnées (—13/4, 0).
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(g) La représentation est le graphique de deux droites. Les coordonnées des points
d’intersection avec les axes sont (0, 0), (0, —1) et (—1,0).

y—z=1"—y

(h) L’excentricité de cette hyperbole est égale & 1/10/3. Les points d’intersection avec

I’axe des ordonnées ont pour coordonnées (0, —3) et (0, 3) ; il n’y a pas d’intersection

avec I’axe des abscisses. Les foyers ont pour coordonnées (0, —4/10) et (0, v/ 10).

ol X
2 0 2
N
"
/ \
/A Y
/ \
/ \
/ \
y=3x, 4 \
/ \
/ -5 \
/ \
"y -6 \
142 \
/ y——I'Q:l‘
79 \

(i) La représentation graphique est celle d’une droite et d’une ellipse. L’excentricité de
I’ellipse est égale a \/5 /2. Ladroite est en fait I’axe des ordonnées et les points d’in-

tersection de I’ellipse avec les axes ont pour coordonnées (— \/E /2,0), (\/5 /2,0),
(0,-1), (0, 1). Les foyers ont pour coordonnées (0, —\/5/2) et (0, \/5/2).
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Y
221 + acgguz = g2

Solution 3

1. On a les représentations suivantes.

Y_
y=2
1 y=v-r 1Y
y:*; 2
1]
0 X
5 4 3 2 1 0
]
r=-1

Les points des bords sont compris dans A et dans B.

Pour I’ensemble A, on a les réponses suivantes.

(@) E, =[-4,0]et E, =[0,2].

(b) Si x est fixé dans [—4, —2] alors les ordonnées varient dans [—x — 2, 2] ; si x est
fixé dans [—2, 0] alors les ordonnées varient dans [V/4 — x2,2] et si y est fixé dans
[0, 2] alors les abscisses varient dans [—2 — y, —v/4 — 2].

(¢) Vu ce qui précede, des descriptions analytiques de I’ensemble sont

A = {(x,y)eR’: xe[-4,-2], ye[-x-2,2]}
u{(x,y) e R? : x € [-2,0], y € [V4 — x2,2]}

et
A= {(x,y)eR2 . ye[0.2], xE[—2—y,—\/4—y2]}.

Pour I’ensemble B, on a les réponses suivantes.

(@) E, =]—oco,—1]et E, =]0, +ool.

(b) Si x est fixé dans ] — co, —1] alors les ordonnées varient dans [—1/x, \/—_x] ;siy
est fixé dans ]0, 1] alors les abscisses varient dans ] — oo, —1/y] et si y est fixé dans
[1, +oo[ alors les abscisses varient dans | — oo, —y?].
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(¢) Vu ce qui précede, des descriptions analytiques de I’ensemble sont
B = {(x,y) ER?:x€]l-0,-1], ye [-1/x, \/—x]}
et

B = {(x,»ER?:y€]0,1], x€]—00,—-1/y]}
U{(x,y) € R? iy e [1,400[, x €] — o0, —)*]}.

. (a) Les droites passent par des points qui ont respectivement pour coordonnées

0,1), (0,—1) et (2,0). Les droites qui délimitent 1’ensemble ont pour équation
x+2y—2=0,x—2y—2 = 0etellipse a pour équation x>/4 + y> = 1 ou
encore x° + 4y* = 4.

Des lors, I’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par 1’'union des deux
ensembles suivants

{(x,y)e R2:ye[-1,0], x € [—2\/1 —y2,2y+2]}

et
{(x,y)e R2:yel0,1], x € [—2\/1— 2,—2y+2]}

ou encore par I’union de

{(x’y) ER*:xe[-2.0l ye [_\/L?’ \/L?] }

etde
{(.y) eR* 1 x€0,2], y€ [x/2-1,-x/2+1]}.

(b) L’ellipse a pour équation x> + y*/4 = 1 ou encore 4x? + y> = 4 et la parabole a
pour équation y> = —4x. Le point d’intersection entre les deux courbes est le point

de coordonnées <(l - \/g)/Z, -\ -2+ 2\/5)

Des lors, ’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par ’'union de
N )
{(x,y) eR’:ye [—2,—\/ —2+2\/§| , X E [—Ty,O] }
»
{(x,y)eRz:ye ~V=2+2v5,0 _Z’O]}
ou encore par
1—4/5
{(x,y)eR2 xe [ 2\/—,0] yel-2vi-e -2 —x]}.

(c) Les points B, D et E ont respectivement pour coordonnées (—2,0), (—8, —3) et
(0, —1). La droite passant par D et B a pour équation x — 2y + 2 = 0 et celle passant

et de

, X €
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par B et E a pour équation x + 2y + 2 = 0; la parabole a pour équation 1 — y* = x.
Des lors, I’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement par 1’union de

{x,yyeR*: ye[-3,-1], xe[2y-2,1-y"]}
et de
{(x,y) eR* : y e [-1,0], x € [2y - 2,2y — 2]}

ou encore par I’union de

{(x,y)e R : x e[-8,-2], y € [—\/:,%+1]}
et de

{(x,y)e R : x e[-2,0], y € [—m,—g—l]}.

7.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

On se place dans un repere orthonormé du plan.

1. Quelle est I’équation cartésienne de la parabole dont le foyer a pour coordonnées
(0, 1/4) et pour directrice la droite d’équation y = —1/4?

2. Soit P un point de la parabole et Q la projection orthogonale de P sur la directrice
d. Montrer que la tangente a la parabole au point P est la bissectrice de 1’angle
formé par If{P\Q si F est le foyer de la parabole!.

Solution

1. Un point P de coordonnées (x, y) appartient a la parabole si et seulement si la distance
entre ce point et la directrice est égale a la distance entre ce point et le foyer. Vu les
données, on obtient donc que P(x, y) appartient a la parabole si et seulement si

2 2

col-i) - o)

On a alors successivement

2 2

S N )
x+<y4 _<y+4 < =y <y4
s x2—<+l+ —1)(+1— +1)
RIS AN ACAERE

et cette derniere égalité est I’équation cartésienne de la parabole.

1. Voir I’annexe : miroirs ardents.
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O 1

2. Soit P(x, x(z)) un point de cette parabole. Le triangle F PQ étant isocele, la médiatrice

du segment [FQ] passe par P et elle est aussi la bissectrice de 1’angle @ Son
équation cartésienne est

y- x(z) = 2x0(x — Xp)-

Montrons que cette droite est bien la tangente en question en montrant que son
intersection avec la parabole est réduite a un point, a savoir P. On a successivement

{ y—xé = 2x0(x — xg) - y = X3 = 2x0(x = x,)
= 2
y=x X3 + 2xp(x — xp) = x?
y—x(z) = 2x0(x — xp)
<
x2—2x0x+x(2)=0
y—x(z) = 2x¢(x — xp)
S
(x—x0)*=0
2
y=Xx
PN 0
x=x0

et il n’y a qu’un point d’intersection. La droite est bien la tangente a la parabole au
point P.

Notons que si on connait la notion de dérivée (voir la section 5 du chapitre 3), on
peut utiliser le fait que le coefficient angulaire de la droite tangente en un point d’une
parabole dont 1’équation s’écrit sous la forme y = ax? + bx + c est égal a la valeur de
la dérivée en 1’abscisse du point. Dans le cas présent on a tout simplement y = x2,

donc I’équation de la droite tangente au point de coordonnées (x, xé) a pour équation
2
y—x5 = 2xp(x = xp)

qui est celle de la bissectrice trouvée précédemment.

Exercice 2

Soit une ellipse £ et soit un point P du plan. Quel est le lieu du milieu du segment
[PQ] lorsque Q est un point qui parcourt £ ?
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Solution

Fixons un repere orthonormé de telle sorte que 1’équation cartésienne de I’ellipse soit

avec a > b > 0. Notons (x, y,) les coordonnées du point donné P dans ce repere. Cela
étant, un point M (x, y) appartient au lieu si et seulement s’il existe des A, u tels que

-

A+ x
X =
2
) _ Kt
)
2 2
2w
az  b?

donc si et seulement si

2x —x0)* 2y —y)*
—+ =
a? b2

(-3), 0-3)

+
a?/4 b2 /4

1.

Cette égalité s’écrit aussi

=1,

ce qui permet de bien visualiser la nature du lieu : il s’agit de I’ellipse dont le centre
est le milieu du segment joignant P au centre de &, dont les distances maximale
et minimale au centre sont respectivement égales a a/2 et b/2 (« demi-grand axe et
demi-petit axe »).

Y AP
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Exercice 3

N

On donne une droite d tangente a un cercle C. Quel est le lieu des points
dont la distance a C est égale a la distance a d ? Représenter graphiquement ce

lieu.
Solution

Remarquons tout d’abord que seuls les points extérieurs au cercle peuvent faire partie
du lieu.

Cela étant, deux situations se présentent, en fonction des demi-plans définis par la
droite d.

D’une part, un point du lieu qui est dans le demi-plan différent de celui dans lequel
se trouve le cercle est nécessairement sur la droite orthogonale a la droite d pas-
sant par le point d’intersection entre d et le cercle, car la longueur de I’hypoténuse
d’un triangle rectangle est strictement plus grande que celle de chacun des autres co-
tés. Et réciproquement, tout point de ce demi-plan situé sur cette droite fait partie du
lieu.

D’autre part, si P est un point du lieu qui se trouve dans le méme demi-plan que le cercle,
la distance de P au centre du cercle est égale a la distance entre P et d augmentée
du rayon du cercle. Ainsi, P se trouve sur la parabole dont le foyer est le centre du
cercle et dont la directrice est la droite parallele a d située a une distance de d égale au
rayon du cercle et située dans le demi-plan défini par d qui ne contient pas le cercle. Et
réciproquement, les points de cette parabole font bien partie du lieu.

dir
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G Trigonomeétrie

8.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

On considere un réel x appartenant a I’intervalle ] — z /2, 0] vérifiant tan(x) = —4/3.
Sans utiliser de calculatrice, déterminer la valeur des trois autres nombres trigono-
métriques.

Solution
On a
1 3
t = = ——,
cotan(x) tan(x) 4
1 3
cos(x) = ————— = = car cos(x) >0
V1 + tan?(x)
et

sin(x) = —\/1 —cos?(x) = —% car sin(x) <0,

mais on peut aussi calculer sin(x) en utilisant I’égalité sin(x) = tan(x) cos(x).

Exercice 2

1. Pour quelle(s) valeur(s) du réel x I’expression

1

tan(x) + cotan(x) — sin(x) cos(x)

est-elle définie ?

2. En simplifiant cette expression, montrer qu’elle est indépendante de x.

Solution

1. Vu les dénominateurs intervenant dans 1’expression, elle est définie pour
xeR\{%ﬂ : keZ}.

2. On a successivement
1
sin(x) cos(x)
sin(x)  cos(x) 1
cos(x)  sin(x) B sin(x) cos(x)
sin®(x) + cos?(x) — 1
sin(x) cos(x)

tan(x) + cotan(x) —
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Exercice 3

Si x estun réel appartenant a [z /2, z[\ {37 /4}, transformer les expressions suivantes
de telle sorte qu’elles ne contiennent plus qu'un seul facteur faisant intervenir la
fonction trigonométrique sinus ou cosinus.

. in(x + )
(a) V/cotan?(x) cos® ( x + z (b)V/cos?(x) | sin(2x)| + s S
( 2 ) V1 + tan2(2x)

Solution

(a) Puisque cotan(x) est un nombre négatif, on a

4/ cotan?(x) cos? <x + E) = —cotan(x) sinz(x)

2
= —cos(x) sin(x)
sin(2x)
7

(b) Puisque x est dans ]z /2, z[\{37/4}, on a sin(2x) < 0 et cos(x) < 0. Ainsi, on
obtient

VcosZ(x) | sin(2x)| + sin(x + x) N S
V1 + tan?(2x)

= sin(2x) cos(x) — [cos(2x)]| sin(x)
{ sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x) = sin(3x) si x € |x/2,3x/4[

sin(2x) cos(x) — cos(2x) sin(x) = sin(x) si x € |3x/4, n[.

Exercice 4

Prouver que

4sin<7—ﬂ)cos<llﬂ) = \/5— 1.

24 24

Solution

En utilisant 1’égalité
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
on obtient

sin(x + y) + sin(x — y) = 2sin(x) cos(y).

100



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

Deés lors, on a

4 sin <7—”> cos (11—”)
24 24

Exercice 5

(a) sin(4x) = cos(2x) avec [ =]0,2x]

(b) cos(4x) = cos(2x) avec I =[x, 3x]

(¢) cos(2x) = 3sin(x)+2 avec [ =[x, 3x]
(d) sin(x) +1 =cos(x) avec I =[x, 2x]

(e) cos?(x) + cos(5x) + cos(x) = sin2(x) avec I = [0, %]

Solution

(a) On a successivement

sin(4x) = cos(2x) < 2sin(2x)cos(2x) = cos(2x)

< cos(2x) = 0 ou sin(2x) = L

Examinons les deux dernieres égalités. On a d’une part
cos2x)=0 & ke Z : 2x=§+k7r & IEZ: x

et d’autre part

sin(2x)=% s JdkeZ . 2x

c’est-a-dire

. 1
2x)== & JkeZ.
sin(2x) 3 (S b 2 B

Des lors, 1’équation de départ a pour ensemble de solutions

kez}U{l"—zﬂm:kez}U{

Sx
Sz{f KZ
11y 12

2

e Trigonométrie

Résoudre les équations suivantes (x est I’inconnue réelle). Puis, parmi toutes les so-
lutions de chacune, déterminer celles qui appartiennent a I’intervalle 1.

T T
_+k_
4 2
z+2k7r0u2x—5—7r+2k7r

6 6 ’

V] S

— + kroux==—+knr.

—+kﬂ:keZ}.

101



Chapitre 2 ¢ Outils de base

Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [0, 2] sont
7 7w Sz 3z 13z 5z lizn Iz

PPN TR TR R TR
(b) On a successivement
cos(4x) =cos(2x) & TJkeZ :.4x=2x+2knr ou 4x = —2x+ 2kx

& 3FkeZ:x=kn ou x=k§.
L’équation de départ a donc pour ensemble de solutions
s ={,X:kez}.
3
Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [z, 37] sont
4r Sz r 8rm
Ty 5 5 27[9 S A
3°°3 3°°3

(¢) Onacos2x)=1-2 sinz(x). Des lors

, 3.

cos(2x) = 3sin(x) + 2 < 2sin’(x) + 3sin(x) + 1 = 0.

Cela étant, les solutions de I’équation polynomiale 2X? +3X + 1 = 0 étant les réels
—let—1/2,0na

cos(2x) = 3sin(x) + 2 < 2(sin(x) + 1) <sin(x) + %) =0.
Ainsi
cos(2x) = 3sin(x) + 2 < sin(x) = —1 ou sin(x) = —%.
Examinons les deux égalités de droite. On a d’une part
sin(x)=-1 & 3dke”Z: x=377r+2k7r
et d’autre part
sin(x)=—% & dke”Z :x= 7?7r+2k7r0ux= 11?”+2k7r.
L’équation de départ a donc pour ensemble de solutions

3z . Tr . 11z .
S={7+2kﬂ' : keZ}U{F+2kn : keZ}U{T+2kn L kez).
Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [z, 37] sont

3n Ir 1z

2767 6

(d) On a successivement

sin(x)+ 1 = cos(x) & 2sin<
. <x
& sin( =
2
. (x
S sin| =
2
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Examinons les deux dernieres égalités. On a d’une part
sin<§) =0 3keZ:J=kn & HEZ:x=2kn

et d’autre part

s(2) = -5 (3)

(3) =« (3+3)
< cos(=) =cos(=+=
2 2 2

X T X X X T
dkeZ: ===+=+4+2k Z=_Z_Z 40k
< 3 2+2+ 7rou2 > 2+ ya
e EIkeZ:x=—%+2k:r.

L’équation de départ a donc pour ensemble de solutions
s={(2kr : kez)J{-S+2%n : kez}.
(2kn YU -7 + 2k

Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [z, 2] sont

37”, 2.

(e) Quels que soient les réels a, b, on a

cos(a) + cos(b) = 2 cos (a +

?)eos (437)

cos(2a) = cos*(a) — sin’(a).

et

On obtient donc successivement

cos?(x) + cos(5x) + cos(x) = sin’(x)
= (COSZ(X) - sinz(x)) + (cos(Sx) + cos(x)) =0
< cos(2x) + 2cos(3x)cos(2x) =0

< cos(2x) (1 +2cos(3x)) =0

S cos(2x) =0 ou cos(3x) = —%.

Examinons les deux dernieres égalités. On a d’une part
cos2x)=0 o 3FkeZ: 2x=%+kﬂ

T T
S dke”Z i x==+k=
YTATYS

et d’autre part
1 27 27
cos(3x):—§ s dkeZ: 3x:?+2k7zz ou 3x=—?+2k7t

2w V3 2 T
dkeZ : x="=+2k= = - +2k=.
= S X 9 + 3 ou x 9 + 3
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L’équation de départ a donc pour ensemble de solutions I’union des trois ensembles

suivants
T /1 2r T 2z T
2okl s kez), {Trul i kez) e {-F4ul:kez).
{5+43 9 T3 © 9 T3
Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [0, n/ 2] sont
m 2r 4m
497 9°

Exercice 6

Pour quelles valeurs du réel x € [0, 2x] les inégalités suivantes sont-elles vraies ?

(a) sin(x) >sin’(x) (b) cos(2x) <2 —sin*(x) (c)2sin®*(x) = 3sin(x)+1>0

(f) tan(x) < tan’(x)

i (d) sin(x) > cos(x)  (e) sin(x) >
cos(x)

[lustrer la solution de (d) sur un cercle trigonométrique.

Solution

(a) Pour x € [0,2x], 0n a
sin(x) > sin’(x) < sin(x) (1 —sin(x)) > 0;

deés lors si sin(x) = 1, ¢’est-a-dire si x = 7 /2, I’inégalité est vérifiée et si sin(x) # 1,
comme | —sin(x) > 0, I’'inéquation est équivalente a sin(x) > 0, qui a pour ensemble
de solutions [0, z]. Les réels de [0, 2x] qui vérifient I’inégalité sont donc ceux de
I’intervalle [0, ].

Remarquons que cette inéquation aurait pu étre résolue encore plus rapidement :
d’une part puisque sin?(x) est un réel positif quel que soit x, elle ne peut étre vérifiée
que lorsque sin(x) est positif, donc pour des réels x de [0, 7] ; d’autre part, puisque
le sinus d’un réel est toujours inférieur a 1, on a sin?(x) < sin(x) quel que soit le
réel x de [0, x].

(b) Ona

cos(2x) < 2 —sin®(x) © 1—2sin’(x) <2 —sin’(x) & —sin’(x) < 1.

Le carré d’un réel étant toujours positif, cette inégalité est donc vérifiée quel que
soit le réel x.
Remarquons qu’on aurait pu également procéder plus rapidement en notant que,
puisque le carré du sinus d’un réel est compris entre 0 et 1, on a toujours
2 — sin?(x) > 1 et comme le cosinus d’un réel est toujours inférieur ou égal a 1,
onacos(2x) <1<2-— sinz(x) quel que soit x.

(¢) Les solutions de I’équation polynomiale 2X? —3X + 1 = 0 étant les réels 1/2 et 1,
on a

2sin?(x) = 3sin(x) + 1> 0 & (sin(x) — 1) (sin(x) - %) > 0.
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Sisin(x) = 1, I’'inégalité est vérifiée. Si sin(x) # 1, comme on a alors sin(x)—1 < 0,
on obtient

2sin’(x) — 3sin(x) + 1 > 0 < sin(x) — % <0.

Si on ne considere que des réels de [0, 2x], cette inéquation a pour solution les réels

de I’ensemble
V3 kY4
051U %2

On obtient donc que les réels de [0, 2] qui vérifient I’inégalité de départ sont ceux

de I’ensemble
V3 T S
21U g U]

(d) Pour x € [0, 7r/2[ U ]37r/2, 271] on a cos(x) > 0 et pour x € ]7:/2, 37:/2[ on a

cos(x) < 0. Des lors, pour x € [0, 7r/2[ U]37Z'/2, 27r], ona
sin(x) > cos(x) < tan(x) > 1 < «xe€ [%,%[
et, pour x G]ﬁ/2,3ﬂ/2[, ona

sin(x) > cos(x) © tan(x) <1 o xe]” 5”].

27 4
Enfin, le cosinus s’annule en 7 /2 et 37 /2 et on a sin(x/2) = 1 et sin(3x/2) = —1.
En conclusion, les réels de I’intervalle [0, 2] qui vérifient I’'inégalité de départ sont
donc ceux de I’intervalle

7 Sx

eyl
Voici une autre méthode de résolution de cette inéquation.
Comme on a cos(x)=sin (z/2—x) et sin(x)— sin(y)=2 sin ((x—y)/2) cos ((x+y)/2)
quels que soient les réels x et y, on obtient successivement

sin(x) > cos(x) < sin(x) — sin (% — x) >0

=Y Zsin <¢> CcOS <X'|'ﬂ'2¢> ZO

s ZQ sin<x—£>20
2 4
. T
s -=12>0
s1n<x 4)_
s HkEZszﬂ'SX—%Sﬂ-I-Zkﬂ

o akez:%ulmsxg%”wkn.

Des lors, dans [0,2z] I’'inéquation est vérifiée par les réels de 1’ensemble
[7[/4,57[/4].
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(cos(m/4), sin(mw/4))

c‘os(x) X

(cos(x), sin(z))
(cos(bm/4), sin(5m/4)

(e) Dans [0, 27], les réels 7 /2 et 37 /2 ne peuvent vérifier I’inéquation, celle-ci n’y étant

pas définie.

Cela étant, pour x € [0, 7r/2[u]37r/2, 27r] onacos(x) > Oetpour x € ]7:/2, 37:/2[
on a cos(x) < 0. Des lors, pour x € [O, 7r/2[ U]37r/2, 27r], on a

sin(x) > S sin(2x) > 2,

cos(x)

ce qui est impossible. Et pour x € ]zr/2, 37r/2[, on a

< sin2x) <

A
»N

sin(x) 2 cos(x)

ce qui est toujours vrai.

En conclusion, les réels de I’intervalle [0, 2] qui vérifient I’'inégalité de départ sont
donc ceux de I’intervalle
n 3z
551

(f) Dans [0, 27], les réels 7 /2 et 37 /2 ne peuvent vérifier I’inéquation, celle-ci n’étant

pas définie en ces réels.

Cela étant, comme le carré d’un nombre réel est toujours positif, I'inégalité est vé-
rifiée pour les réels de I'intervalle [0, 2z] pour lesquels la tangente est définie et
négative, a savoir les réels de I’intervalle

0UJA U e

Pour tan(x)>0 et x€[0, 27]\{x/2,37/2}, ¢ est-a-dire pour x€ |0, z/2[U] x, 37 /2|,
ona

Sz 37
472 [ ‘

En conclusion, les réels de I’intervalle [0, 2z] qui vérifient ’inégalité de départ sont
donc ceux de I’ensemble

{U[EEIUIEAULEF{U]F 2]

tan(x) < tan’(x) & 1 <tan(x) & x€ [4 Z[U[
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On peut aussi résoudre cette inéquation de la fagon suivante, sachant qu'un produit
de deux facteurs est positif si et seulement si ses facteurs sont de méme signe. On a
successivement

tan(x) < tan’(x) < tan(x)(tan(x)—1) >0
< (tan(x) > Oet tan(x) > 1) ou (tan(x) < Oet tan(x) < 1)
< tan(x) > 1 ou tan(x) <0

o EIkEZ:%+k7r§x<%+k7rou%+k7r<x$7r+k7r.

Ainsi, dans [0, 2] I’inéquation est vérifiée par les réels de 1’ensemble
T T Sz 3« 3
(U 3UIS AU T U] F 2]

8.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

1. Pour quelles valeurs du réel x les deux membres de 1’égalité suivante sont-ils
définis ? Démontrer ensuite cette égalité.

2 (7: x) (ﬂ' x)
=tan(—— =) +cotan( = — =
cos(x) 4 2 4 2

2. Pour quelles valeurs du réel x les deux membres de 1’égalité suivante sont-ils

définis 7 Démontrer ensuite cette égalité.

1
sin(x)

= cotan (%) — cotan(x)

Calculer ensuite 1’expression

1 1 1 1
sin(x) * sin(2x) * sin(4x) * sin(8x)"

Exercice 2

Résoudre les équations suivantes (x est I’inconnue réelle). Ensuite, pour chacune des
équations, déterminer les solutions qui appartiennent a I’intervalle [—7[ /2, 7/ 2].

(@) 1 4 cos(x) = sin(x) (b) cos(2x) cos(4x) = sin(2x) sin(4x)
(c) cos(x) + sin(x) = \/6/2 (d?2 sinz(x) = 3 cos(x)

(e) cos(2x) + sin(x) =0 (f) sin(x) + sin(3x) = 2 sin(2x)

(g) 2 sin*(x) + sin(2x) = 0 (h) sin(3x) cos(2x) + sin*(x) = 1/2
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Exercice 3

1. (a) Rapprocher I’expression sin*(x) — 2 sin®(x) cos2(x) 4 cos*(x) d’un produit re-
marquable qui permettrait de simplifier cette expression. Lequel envisager ?
(b) Transformer I’expression précédente en utilisant la formule trouvée pour
simplifier au maximum cette expression.

2. (a) Parmi les formules de trigonométrie, quelle est celle qui permet de transformer
un double produit de cosinus ? La citer.
(b) Prouver que

4 cos (31—”)c0s (11—7‘7> = \/E— \/5

24 24

3. (a) Si un produit de deux facteurs est positif, que peut-on affirmer a propos de ces
facteurs ?
(b) Transformer sin(4x) en un produit de facteurs dont deux sont des fonctions
trigonométriques.
(c) Résoudre I’inéquation sin(2x) > sin(4x).
(d) Parmi toutes les solutions, déterminer celles qui appartiennent a I’intervalle
[0, ].

Exercice 4

Pour quelles valeurs du réel x € [0, 2x] les inégalités suivantes sont-elles vraies ?

(a) 1 + sin(x) < cos(x) (b) sin(x)cos(x) > 1/2
(¢) sin(x/2) + cos(x) < 1 (d) sin(3x) — sin(x) > 2 cos(2x)
Solution 1

1. Les deux membres de I’égalité sont définis pour
b1
X # E + kﬂ', keZ.

L’égalité se démontre (par exemple) en utilisant la formule

tan(a) + tan(b)

tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)

puis en utilisant les formules reliant le carré des tangentes et le carré des fonctions
sinus et cosinus. On peut aussi remplacer les fonctions tangente et cotangente par
leur définition en sinus et cosinus.

2. Les deux membres de I’égalité sont définis pour tout réel qui n’annule pas les
dénominateurs, a savoir pour

x#kr, ke ”Z.
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Cela étant, on obtient directement la preuve de 1’égalité en utilisant la définition de
la fonction cotangente et les propriétés de base des fonctions sinus et cosinus.

L’expression définie pour tout x # kz /8 (k € Z) est égale a

cotan (%) — cotan(8x).

Solution 2

(a) Cette équation a pour ensemble de solutions

S = {r+2kn : keZ}U{§+2k7r: keZ}.

Des lors, la solution qui appartient a ’intervalle [_77[ %] est Z.
(b) Cette équation a pour ensemble de solutions
s={Z+kl: kez}.
12 6

Des lors, les solutions qui appartiennent a I’intervalle [%ﬂ %] sont

b

ot —x X X X 3%
127 47127127 47 127
(c) Cette équation a pour ensemble de solutions

Sx
S:{l 2krt k Z} {— 2kt k Z}.
12+ T S U 12+ T (S

sont —, —

Des lors, les solutions qui appartiennent a 1’intervalle [_—” 2 12

z] T Sr
272

(d) Cette équation a pour ensemble de solutions

_” . 7[ .
S={T+2kn. keZ}U{§+2k7z. keZ}.

Des lors, les solutions qui appartiennent a 1’intervalle [%ﬂ, %] sont _T”,

Wiy

(e) Cette équation a pour ensemble de solutions
T . - . T .
S={§+2k7r. keZ}U{?+2krz : keZ}U{Z+2kﬂ L kez).

Des lors, les solutions qui appartiennent a 1’intervalle [_77[, %] sont %r, %
(f) Cette équation a pour ensemble de solutions

S:{kf: keZ}.
2

Des lors, les solutions qui appartiennent a I’intervalle [_7” %] sont _77[ 0, %
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(g) Cette équation a pour ensemble de solutions

S = {kr : keZ}U{_T”+k7r: kez}.

Des lors, les solutions qui appartiennent a 1’intervalle [_—7[ %] sont _Tﬂ 0.

(h) Cette équation a pour ensemble de solutions

2k Sz 2krm
S:{z KZ ok Z} {1 Kz Z} {— Kz z}.
Tk kezpUi 3 czy U5+ <

Des lors, les solutions qui appartiennent a I’intervalle [_7” %] sont
Iz —& % Z &
187 4718 47 18°

Solution 3

1. (a) On peut envisager le carré d’une différence de deux termes donc, par exemple,
I’expression > — 2rs + s> = (r — 5)?, r, s € R.
(b) L’expression donnée peut donc s’écrire sous la forme

(cos?(x) — sinz(x))2 = cos?(2x).

2. (a) Pour transformer un double produit de cosinus, on utilise la formule

cos(r + s) + cos(r — s) = 2cos(r)cos(s), r,s € R.

3. (a) Si un produit de deux facteurs est positif alors les facteurs sont de méme signe,
tous deux positifs ou tous deux négatifs.
(b) On a la formule sin(2x) = 2 sin(x) cos(x), x € R.
(c) L’ensemble des solutions est donné par

kLJ ([—% +k7z,k7r] U [% +k7r,%+k7r]).
€z
(d) Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [0, 7] sont les réels de I’ensemble

{0} U [z/6,7/2) U [57/6.x].

Solution 4

Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [0, 2] sont les réels des ensembles sui-
vants.

(a) |37/2,2x] (b) ¥ (pas de solution)
(© [x/3,57/3| U{0,2z} (@) [z/4,3x/4] U [57/4, 77 /4|
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8.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Soient a, b, ¢ trois réels de I’intervalle ]0, z[ qui désignent les mesures des angles
d’un triangle.
1. Démontrer que si on a

tan(b) — L(C)
1 —cos(c)
alors le triangle est isocele. Qu’en est-il de la réciproque ?
2. Démontrer que si on a
. sin(b) + sin(c)
sin(@) = ————=
cos(b) + cos(c)
alors le triangle est rectangle en a. Qu’en est-il de la réciproque ?

3. Démontrer que le triangle est rectangle si et seulement si

sin®(a) + sin®(b) + sin’(c) = 2.
Solution

1. Tout d’abord, remarquons que comme ¢ € ]0, z[, le dénominateur qui apparait n’est
pas nul et tan(b) n’est défini que si b # /2.
Cela étant, on a successivement
sin(c)

tan(b) = ——— < sin(b) (1 — cos(c)) = sin(c) cos(b)
1 —cos(c)

S sin(b) sin(c) cos(b) + cos(c) sin(b)

< sin(b) = sin(b + c¢).
Pour b, ¢ €]0, #[ la derniere égalité est vraie si et seulement si
b=x-(b+o).

Comme la somme des mesures des angles d’un triangle vaut z, I’égalité implique
bien que la valeur de la mesure du troisieme angle est égale a b, donc que le triangle
est isocele.

La réciproque est fausse. De fait, précédemment on a établi que

_ sin(e) _ _
tan(b) = —1—cos(c) S b=a—-(b+c) © b = >

o

Des lors, si a = b alors on abien b = 7 — (b+ ¢) mais si a = c ou b = c, cette égalité
n’a lieu que si le triangle est équilatéral.

2. Remarquons tout d’abord que comme b, ¢ €]0, z[, le dénominateur qui apparait dans
I’énoncé n’est jamais nul.
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Cela étant, on a successivement
sin(b) +sin(c)  sin((b +¢)/2) cos((b—c¢)/2)
cos(b) +cos(c)  cos((b+ ¢)/2) cos((b—c)/2)
sin((b+ ¢)/2)
cos((b+c¢)/2)
cos(a/2)
sin(a/2)’
la derniere égalité étant obtenue en utilisant le fait que la somme de a, b, ¢ vaut z. 11
s’ensuit que ’on a

sin(b) + sin(c) o 2sin <£> cos (a) _ cos(a/2)

cos(b) + cos(c) 2)~ sin(a/2)’

sin(a) = >

Comme a € 10, z[, on a cos(a/2) # 0; des lors

__ sin(b) + sin(c) fay_ 1 .afa) _ 1
Sln(a)_—COS(b)+COS(C) & 2s1n(2> = sin(f) & sin (2> =5
2

Comme a € ]0, z[, on a

z
=]

()
N
|
N—
Il
|
2.

=]
—~
N
N—
I
ol
[\

¢

S S}
Il
NEFNES

Comme les développements précédents sont des équivalences, I’égalité de 1’énoncé
est donc bien équivalente au fait que le triangle soit rectangle en a.
3. Comme a + b+ ¢ = =, on a sin(c¢) = sin(x — (a + b)) = sin(a + b). On obtient alors
successivement
sin®(a) + sin*(b) + sin’(c) = 2
sinz(a) + sinz(b) + sinz(a +b) =2
% <1 —cos(2a) + 1 — cos(2b) + 1 — cos(2(a + b))) =2
cos(2a) + cos(2b) + cos(2(a + b)) = —1
2 cos(a + b) cos(a—b) +2cos’(a+b)—1=—1
cos(a + b) (cos(a — b) + cos(a+ b)) =0
cos(a + b) cos(a) cos(b) =0

¢t ¢ ¢ ¢ ¢ O

< cos(a) cos(b) cos(c) =0.

Comme a, b,c € 10, z[, on a

T T T
cos(a) cos(b) cos(c) =0 © a== ou b== ouc=—.
2 2 2
Des lors 1’égalité annoncée est bien correcte.
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Exercice 2

(b)

Solution

(a) Enraison de la présence de la fonction tangente, I’équation n’est définie que pour les
réels x qui n’annulent pas la fonction cosinus, a savoir pour x # z/2+ kr, Vk € Z.

e Trigonométrie

Résoudre les équations suivantes (x est I’inconnue réelle). Puis, pour chacune, déter-
miner les solutions qui appartiennent a I’intervalle [—z, 7].
(a) 2sin(2x) + cos(2x) = 2sin®(x) + 3 tan(x)

tan(x) — sin(x)
tan(x) + sin(x)
(c) tan’(x) —4tan(x)+1 = 0

= 2 —2cos(x)

Cela étant, on a successivement

25sin(2x) + cos(2x) = 2sin’*(x) + 3 tan(x)

=4

¢ ¢ ¢ ¢

<

sin(x)

4sin(x) cos(x) + 1 — 2sin*(x) = 2sin*(x) + 3
cos(x)

4sin(x) cos*(x) + (1 — 4sin’(x)) cos(x) = 3sin(x)

4 sin(x) (1 — sinz(x)) + (1 — 4sin2(x)) cos(x) = 3sin(x)
sin(x) — 4 sin’(x) + cos(x) — 4 sin*(x) cos(x) = 0

sin(x) + cos(x) — 4 sinz(x) (sin(x) + cos(x)) = 0

( sin(x) + cos(x)) (1 -4 sin2(x)) =0

sin(x) + cos(x) = 0 ou 4sin*(x) = 1.

Examinons les deux dernieres égalités. On a successivement

sin(x) + cos(x) =0 < cos(x) = sin(—x)

et

4 sinz(x) =1 & sin(x)= % ou sin(x) = _1

S cos(x)=cos<§+x)
& IkezZ: x=—%—x+2kﬂ
S

akeZ:x=—%+lm

2
N EIkeZ:x=%+k7zoux=—%+k7z.

Les solutions sont donc les réels de 1’ensemble

T . T . T .
S={—Z+k7r : keZ}U{g+kﬂ : keZ}U{—g+k7r : keZ}.
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Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [—z, 7] sont

Sr = =w m 3m 5z

5 466 4 6

(b) En raison de la présence de la fonction tangente et du dénominateur du premier
membre de 1’égalité, I’équation n’est définie que pour les réels x tels que

cos(x) #0, sin(x)#0 et cos(x)#—1,

c’est-a-dire pour
7
X # kz, Vk e Z.
En multipliant numérateur et dénominateur par cotan(x), on a successivement

tan(x) — sin(x)

- =2 —2cos(x)
tan(x) + sin(x)
I —cos(x) B
< T()s(x) = 2(1 — cos(x))

< 1 —cos(x) =0o0ul + cos(x) :%
& cos(x) =1 ou cos(x) = _1
2
S EIkEZZx=2k7t0ux=2?ﬂ+2kn'0ux=4?ﬂ+2k7r.

Comme x # kx/2, Vk € Z, les valeurs x = 2kx sont a rejeter et des lors les
solutions sont les réels de I’ensemble

S={2?”+2k7z : keZ}U{‘%ﬂ+2k:r L kez).
Les solutions qui appartiennent a ’intervalle [—x, 7] sont
2 22
37 3°

(c) Notons que les solutions cherchées doivent appartenira R\ {z/2+ kn : k € Z}.

Cela étant, comme on a

1
tan’(x)+1 = ———,
) cos2(x)
on obtient successivement
tan?(x) — dtan(x) + 1 = 0 & — 430X _
cos?(x) cos(x)
< 4sin(x)cos(x) = 1
& 2sin(2x) = 1
. 1
= 2x) = =
sin(2x) 3
& ez : 2x:%+2k7r ou 2x=%”+21m
o FKeZ : x=L +kr ou x= % +kn.

12 12
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Les solutions sont donc les réels de 1’ensemble

Sx
S:{i kr  k Z} {— kr  k Z}.
=k € U 5+ €

Les solutions qui appartiennent a I’intervalle [—x, ] sont
Ur 7x oz 5z
127 127 127 12°
Exercice 3
Montrer que le quotient de la mesure d’un c6té d’un triangle et du sinus de la mesure

de I’angle opposé est égal au diametre du cercle circonscrit au triangle. On en déduit
bien siir que ce quotient est toujours le méme quel que soit le coté choisi au départ.

Solution

Notons a la longueur d’un c6té du triangle et « la mesure de 1’angle opposé a ce coté.
Sachant que la mesure de 1’angle « au centre » vaut deux fois celle de 1’angle inscrit qui
intercepte le méme arc et que le centre du cercle circonscrit a un triangle est le point
d’intersection des médiatrices de ce triangle, on a

% = Rsin(a)

ou R désigne la longueur du rayon du cercle. On peut donc conclure.

Voici une autre fagon de prouver cette propriété.

Soit le triangle ABC et soit f la mesure de I’angle CBA. Par A, on trace la droite ortho-
gonale au segment [C A] et par B celle orthogonale au segment [C B] ; on note D leur
point d’intersection. Le triangle C B D étant rectangle en B, le milieu O de I’hypoténuse
est le centre du cercle passant par C, D et B ; notons R la longueur du rayon de ce cercle.
De méme, le triangle CAD est rectangle en A et a la méme hypoténuse que le triangle
CBD. Le point O est donc également le centre du cercle passant par C, D et A. Ainsi,
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les points A, B, C, D sont sur le méme cercle. Cela étant, la mesure de 1’angle CDA
est f puisque les angles C BA et C D A interceptent le méme arc. Il s’ensuit que, dans le
triangle rectangle CDA, on a

CA = 2Rsin(f)

et on peut donc conclure.

Exercice 4. Le nombre d'or ® et les grandeurs associées

Pour I’introduction du nombre d’or, voir 1’exercice 3 de la sous-section 4.3 de ce
chapitre.

On appelle « triangle d’or » (resp. « gnomon d’or »!) un triangle isocéle dont le rap-
port entre la mesure commune a deux cOtés et la mesure du troisieme coté est égal
au nombre d’or (resp. a son inverse). Si L et / désignent respectivement ces mesures,
onadonc L/l = ® (resp. L/l =1/®)avec ® = (1 + \/g)/Z.

1. Soit un triangle isocele dont les mesures des angles sont notées f, a, @. Montrer

que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) le triangle est un triangle d’or
(b)a=2p

(c) 2cos(a) = 1/Det2cos(f) =P
dp=xn/5eta=2x/5

2. Soit un triangle isocele dont les mesures des angles sont notées 6, y, y. Montrer

que les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Le gnomon d’or est encore appelé « triangle d’argent ».
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(a) le triangle est un gnomon d’or
(b) 6 =3y
(c)2cos(y)=®et2cos(6)=1—-
@y==n/5 6=3xn/5
3. Montrer que dans un pentagone régulier, le rapport entre la mesure de la longueur
d’une diagonale et de celle d’un co6té est égal au nombre d’or.

Solution

Commencons par établir quelques relations vérifiées dans un triangle isocele. Désignons
par [, L, L les mesures des cotés et par a,, a,, a, les mesures des angles respectivement
opposés a ces cotés. Cela étant, comme on a # = 2a; + a, on obtient

sin(a;) sin(a,) _ 2sin(a,) cos(a,)

L [ / ’
donc
/
2 = —
cos(a;) 7
et
2 I’
cos = —cos(2a;) =1 —2cos =1-—.
(ay) (2a,) (a)=1->>
1 5
Comme ® = +2\/_, ona ®? =@ + 1, donc
D =2D41 of DP=2-
P2

puisque @ =20 + 1 =2(® +1)— 1 =20 - 1.

Dans les points (c) des deux premiers items, il suffit donc de trouver la valeur de cos(a)
et de cos(y).

1. Visualisons la situation.

Cela étant, I’équivalence (b) < (d) est claire car puisque 2a + ff = z, on a
a=2f & S5f=n <& ﬂ:% et a:z?”.
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Par ailleurs, I’équivalence (a) < (c) est claire aussi d’apres le préambule car le
triangle est d’or si et seulement si L/I = @.

Montrons a présent I’équivalence entre (a) et (b), c’est-a-dire que le triangle est d’or
si et seulement si @ = 2.

Notons tout d’abord que 1’on peut supposer dés le départ que «, f € 10, z/2[ car si
le triangle estd’oralors 0 < ff < @ < 7 /2 etsi a = 2§ alors bien stir a, f € 10, 7 /2]
car2a + f = =.
Cela étant, comme f = 7 — 2@, on a

a=2p

& cos(a) = cos(2f) = 2cos*(f) — 1
S cos(a) =2 ( —2cos’(a) + 1)2 -1

< cos(a) = 8cos*(a) — 8 cos’(a) + 1.

Posons x = cos(a) et factorisons le polyndome

x - 8x*—8x*+1-x.

Comme ce polyndme s’annule en x = 1, il est divisible par x — x — 1 ; faisons donc
d’abord apparaitre ce facteur puis poursuivons. On a successivement!

8x*—8x2—x+1

8x*(x*—1) — (x—1)

= (x—-D(Bx+1) - 1)

= (x—=1(8x +8x*—1)

= (x=1(8x +4x* +4x* 1)

- (x- 1)(4x2(2x+ 1) + 2x+ 1)2x - 1))
= (x-DQRx+1) (4" +2x—1)

1

= 4(x-DQ2x+1) (x+%> (x—§>.

Comme a €]0, 7 /2[, cos(a) > 0; on obtient des lors

a=2p

& cos(a) = 8cos*(a) — 8cos’(a) + 1

1 Vs5-1

Par ailleurs, puisque, d’apres le préambule,

on obtient finalement

=3 = — =
cos(a) D 1
L2 2 cos(a)
L 2

a=2f & é=2cos(a):%,

c’est-a-dire que le triangle est d’or si et seulement si @ = 2.

1. On pourait procéder d’une autre maniere si, au départ, on voyait que le polynome est aussi divisible

par x + 1/2.
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2. Visualisons la situation.

l
Cela étant, I’équivalence (b) < (d) est claire car puisque 2y + 6 = z, on a
§=3y © Sy=1 © y=% et 5:3?”.

Par ailleurs, 1’équivalence (a) < (c) est claire aussi vu le préambule car le triangle
est un gnomon d’or si et seulement si //L = ®.

Montrons a présent 1’équivalence entre (a) et (b), c’est-a-dire que le triangle est un
gnomon d’or si et seulement si 6 = 3y.

En fait, on y arrive facilement vu I’exercice sur les triangles d’or. De fait, d’une part,
si 6 = 3y, alors

2y+6=n donc y= %
et dés lors
l V1
L_» =2 (—) — ®.
T cos(y) cos 5

D’autre part, si le triangle est un gnomon d’or, alors

%:é:Zcos(y),
donc
y=£, 5=n—2y=3—ﬂ=3y.
5 5

On peut aussi procéder directement a partir d’une factorisation de polynome. Comme
§=n-2y et cos(3y)=4cos’(y)—3cos(y),
ona

5=3y & cos(r—2y)=4cos’(y) —3cos(y)
o —2cos’(y) + 1 = 4cos’(y) — 3 cos(y)
&  4cosP(y) +2cos’(y) —3cos(y) — 1 = 0.

On considere ensuite le polyndome

x> 4x3 +2x* - 3x -1
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qui se factorise sous la forme

) 1
4 +2x* -3x—-1=4 1( ——)( ——)
x” + 2x b’ (x+)x2 x+2

3. Montrons que le rapport entre la mesure de la longueur d’une diagonale et de celle
d’un coté est égal au nombre d’or.

Nous présentons ici deux méthodes.

Désignons par A, B, C, D, E les sommets d’un pentagone régulier convexe. Soient
aussi respectivement / et L les mesures des cotés et des diagonales.

Meéthode 1

Dans le triangle isocéle BAE, les mesures des angles! sont égales a

3_7[ T — (371'/5) _r 4
57 2 55
Il s’agit donc d’un gnomon d’or, c’est-a-dire que ’on a
) 1

S=— oL =0
L o

d’apres ce qui précede. On peut donc conclure.

_____ b
-7 .
. ~
T ~
// .- \\
C //-- _____ 71".‘» \\
/. B \
@ - l \
’ 5 o \

/ . \
/ ‘. \
! Y
1 o
1 "

Il L 3T IA
\ -
\ 5 V!
\ S
\\ B
N /
\ ’
v L l )/
@ .. =
D N 5 7
N T o ’
< ... .
S 7/
~o 0 Tt /-
S~ = ¢
E

Méthode 2

Soit I I’intersection des diagonales AD et BE.

(a) Montrons tout d’abord que le triangle ABI est isocele.

Soient « et y respectivement les mesures des angles TAB et AIB. Tracons aussi la
diagonale CE.

1. Voir I’exercice 8 de la sous-section 9.1 de ce chapitre (propriétés des polygones convexes).
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Les égalités suivantes sont obtenues en utilisant les propriétés de mesures d’angles
déterminés par une sécante et deux droites paralleles (voir ’exercice 8 de la sous-
section 9.1 de ce chapitre) et aussi en utilisant le fait que tout c6té d’un polygone
régulier convexe est parallele a la droite passant par les sommets adjacents a ceux du
cOté considéré. Ainsi, on obtient

y:mes(@) et a:mes(ﬁ).

Comme les mesures des cotés [ EC] et [ E B] du triangle B EC sont égales, ce triangle
est isocele ; il s’ensuit que

y = mes (E/B\C) = mes <E/C\B) =a
et on conclut.
(b) Cela étant, comme les triangles EA B et EAD sont égaux, les mesures des angles

sont égales ; il s’ensuit que les triangles EIA et EAB ont des angles de méme
mesure ; ils sont donc semblables et on obtient

En posant x = L/, on obtient donc

x = 1 & x*-x-1=0.
x—1

La seule solution positive de cette équation est
1+4/5
xX=—-",
2

c’est-a-dire le nombre d’or.
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Exercice 5. Construction d’un pentagone régulier

A partir de la régle et du compas, construire un pentagone régulier.

v
,/n% =y AT

S UN MATHEMATICIEN
DANS LA SALLE ?

Solution

On trace un cercle C de centre O et de rayon R, puis deux diametres orthogonaux [AC]
et [BD]. On trace ensuite le cercle C’ de centre I, milieu de [O A] et de rayon R/2, puis
la droite d passant par B et I. La droite d coupe le cercle C’ en deux points ; désignons
ces points par E et F, en considérant que la distance entre B et E est inférieure a celle
entre Bet F.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Trigonométrie

Soient alors C; et C, les cercles de centre B et de rayon égal a la distance entre B
et E pour C, et égal a la distance entre B et F' pour C,. Ceux-ci coupent le cercle C
respectivement en D, D, et D3, D, (voir la figure).

Montrons que le polygone de sommets D,, D,, D5, D, D, est un pentagone régulier.
Comme le pentagone est inscrit dans un cercle, il suffit de prouver que ses cotés sont
de méme mesure ou, ce qui revient au méme, que les angles au centre qui interceptent
les arcs définis par les sommets sont tous de méme mesure (voir 1’exercice 8 de la sous-
section 9.1 de ce chapitre).

Par construction on a

— R*> 5R? — R
BIY=R*+—==" et EI=7;
(BI) ty =1 ¢ 2
des lors
S — 5 -1
BE=-BI-R R Vs - R
2 2
et

BF = BI + = R| ——— | = RD.

— _— R V5+ 1
2 2

Les triangles isocéles BOD, et BOD; ont donc des cotés de mesures respectivement
égales a
R, R, — et R, R, RD;
il s’ensuit que BO D, est un triangle d’or et BO D5 un gnomon d’or. Les mesures de leurs
angles sont donc respectivement (voir 1’exercice 4 de la sous-section 8.3 de ce chapitre)
2z 2z m  E Z 3%
5575 575 5°
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Il s’ensuit que

—— 3z =« 2r —— 3z 2z
mes(D20D3) = ?—g = ? et mes<D3OD) = 77:—? = ?
La symétrie de la construction donne
mes (D,0D,) = Z+Z=2%
S 5575

et
—— — 2 — —— 2
mes <D10D4) = mes <D20D3) == <D4OD) = mes <D0D3> =<
d’ou la conclusion.

Voici une autre méthode.

On trace un cercle C de centre O, de mesure de rayon égale a R et deux diamétres
orthogonaux. On désigne par I et J deux points d’intersection de ces diametres avec C
(voir la figure). On trace ensuite le cercle passant par J et centré en A, point de la droite
O1 situé du coté opposé a I par rapport a O a une distance R/2 de O. Ce cercle coupe
la droite OI en deux points car AJ = \/R2+ R2/4 = R\/§/2 < 3R/2; on note B
celui qui est situé sur le segment [O1]. Par le point C, milieu du segment [O B], on trace
alors la droite parallele a OJ et on note D un des points d’intersection de celle-ci et
de C. A Iaide du compas, on reporte alors la longueur / du segment [ D] sur le cercle
C. Montrons que cette construction aboutit a un pentagone régulier. Comme la figure
construite est inscrite dans un cercle et a ses cotés de méme mesure, il suffit de montrer
que 5/ vaut le périmetre d’un pentagone régulier.
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On commence par calculer /. Par construction, on obtient les relations suivantes

— - —

— 2 —\2 —2 —2
> = DI = DC +CI = DC +(R—0c) et DC = R*-0C :

des lors
— —\2 PR
> = R>-0C + <R—OC) - 2R(R—OC>
et il ne reste plus qu’a obtenir la longueur ocC.
D’apres la construction, comme on a
—2 —_— 5R?
AB = AJ = —,
4
on obtient
_ OR S — 5R 5-1
oc = 98 _ L(ap-R) - LRy ! VSR_RY_ V-1,
2 2 2 2 2 4
donc
— 5-14/5
I’ = 2R (R—oc) - 2\/_ R,

Cela étant, dans un polygone convexe régulier ayant n cotés, si x désigne la mesure de
I’angle au centre et R le rayon du cercle dans lequel ce polygone est inscrit, le périmetre
est donné par

2nsin (E) R.
n
Pour terminer, on doit donc montrer que
5/ 10sin (%),

2 5

c’est-a-dire
2 ( ) _5-45
sin“ | =) = s
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On peut faire cela de la maniere suivante. La trigonométrie donne
sin(5x) = sin(x) (16sin*(x) = 20sin’(x) +5 ).
Ainsi, on obtient
0 = sin(z) = sin (%) (165in* (%) — 20sin? <§) +5) ;
notons aussi que comme z/6 < z/5 < n/4,o0na
sin? (£> € 1 l]
5 421"

Cela étant, on a

16Y2 —20Y +5 = 16<Y—5+8\/§> (Y—S_S\/g>

et

(9]
+
P

Dés lors

.2 <ﬂ') 5-—- \/g
sin“ (=) =
5
et on conclut.
Exercice 6

Montrer que

2c0s<2—”) -1
5 O] 2

Solution

Nous présentons ici plusieurs méthodes (qui ne sont sans doute pas exhaustives).

Méthode utilisant le pentagone régulier

Dans un pentagone régulier convexe, la mesure de chaque angle est égale a 3z /5 (voir
I’exercice 8 de la sous-section 9.1 de ce chapitre). Les mesures des angles du triangle
isocele BAE sont donc égales a 3z/5 et = /5 et par conséquent celles du triangle d’or
EBD sont égales a 3z /5) — (n/5) =2z /5 et x/5. Ainsi, on a
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_ V5ot

2

Méthode utilisant la technique « polynomiale » utilisée pour les triangle et gnomon
d’or (voir I’exercice 4 de la sous-section 8.3 de ce chapitre).

Si on utilise le résultat directement, alors c’est immédiat d’apres les équivalences
prouvées.

Cependant, on peut noter que ceci peut se faire directement avec la trigonométrie (qui
se trouve d’ailleurs dans la résolution concernant les triangle et gnomon d’or).

L’idée est de considérer deux réels r, s €]0, z[ vérifiant 2r + s = x (voir les mesures
des angles dans les triangles isoceles) et a caractériser quand on a r = 25 ou s = 3r.

Méthode utilisant la factorisation d’un polynome de degré 4

Dans I’exercice précédent ou sont présentées deux méthodes permettant de construire
un pentagone régulier, on montre que

o (x -5
i (5) -

en se servant de la factorisation d’un polynome de degré 4. On obtient alors directement

cos(2”> = 1—251n2<”> = 1—5_\/g = \/g_l.

5 4 4

Méthode utilisant les nombres complexes

Ici, nous renvoyons a un exercice de la sous-section consacrée aux nombres complexes
(voir I’exercice 3 de la sous-section 10.3 de ce chapitre).
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Exercice 7

Les fonctions D, (n € N) suivantes, appelées « noyau de Dirichlet! » sont trés
célebres en analyse du signal, plus précisément dans la théorie des séries trigono-
métriques de Fourier?. Elles sont définies par

sin((2n + 1)x)
sin(x)

D, (g) =1 +2I;cos(kx)

quel que soit le réel x qui n’est pas un multiple entier de « et quel que soit n € N,,.

D,(x) = . x#kn, VkeZ.

Montrer que ’on a

Solution

Montrons ces égalités par récurrence.

Pour n = 1, on a bien 1’égalité annoncée car

sin(3x/2) sin(x) cos(x/2) + cos(x) sin(x/2)
sin(x/2) sin(x/2)

= 2cos?(x/2) + cos(x)

= 14+ 2cos(x).

Supposons donc que 1’égalité soit vraie pour le naturel » et démontrons qu’elle reste
valable pour n + 1. On a successivement

sin ((2n + 3)x/2)

sin(x/2)
sin ((2n + 1)x/2) cos(x) + cos ((2n + 1)x/2) sin(x)
sin(x/2)
sin ((Zn + 1)x/2) (1 -2 sinz(x/Z)) + 2cos ((2n + 1)x/2) sin(x/2) cos(x/2)
sin(x/2)
- D, (g) — 2sin ((2n+ 1)x/2) sin(x/2) + 2 cos ((2n + 1)x/2) cos(x/2)

- D, (%) +2cos((n + 1)x)

= 142 Z cos(kx) + 2cos((n+ 1)x)
k=1
n+1

= 142 ) cos(kx);
k=1

on peut donc conclure.

1. Voir I’annexe.
2. Voir I’annexe.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Calcul vectoriel, droites dans le plan, un peu de géométrie plane

a Calcul vectoriel, droites dans le plan, un peu de
géométrie plane

9.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé.

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par le point de coordon-
nées (1, 0) et orthogonale a la droite d d’équation 2x + y + 2 = 0. Représenter
graphiquement ces deux droites.

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite d; passant par les points de co-
ordonnées (2, 3) et (1, 2) ainsi qu’une équation cartésienne de la droite d, passant
par (2, 3) et (2,0). Représenter graphiquement ces deux droites.

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite parallele a la droite d’ d’équa-
tion x = 2y — 1 et passant par le point de coordonnées (—1, 1). Représenter
graphiquement ces deux droites.

Solution

1. Puisque 2x+y+2 =0 & y = —2x — 2, le coefficient angulaire de d est égal a
—2. Celui de la droite demandée est donc égal a 1/2 et une équation cartésienne est
y—0=(x—1)/2 ou encore

x—-2y—1=0.

La représentation graphique est la suivante.

20 +y+2=0 Y

r—2y—1=0

2. Un vecteur directeur de d; a pour composantes les différences des coordonnées des
deux points donnés, a savoir (2—1,3—2) = (1, 1). Une équation cartésienne est donc
x—1_y-=2
1 1
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ou encore
x—y+1=0.

Comme d, passe par deux points distincts ayant la méme abscisse, elle est parallele
a I’axe des ordonnées et a pour équation cartésienne

x—=2=0.
JY
2
1
. X
32/-1 0 1 3
14
z—y+1=0 z2—92=0

3. Comme la droite dont on demande une équation est parallele a d’, elle a le méme
coefficient angulaire que d’ et une équation est donc de la forme

x=2y+m

ol m peut étre déterminé en exprimant que le point de coordonnées (—1, 1) est sur
cette droite. On obtient donc la relation —1 = 2 + m, ce qui donne m = -3 et
finalement une équation est x = 2y — 3 ou encore

x—2y+3=0.

Y r—2y+3=0

/1 0 ! z

r—2y+1=0
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Exercice 2

On donne un repere orthonormé et on considére la droite d’équation cartésienne
2x+y+2=0.

1. Déterminer les composantes d’un vecteur directeur de cette droite.

2. Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point de cette droite.

3. Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de cette droite.

4. La droite donnée passe par le point de coordonnées (— \/5 2\/5 — 2); a quelle
valeur du parameétre correspond ce point ?

Solution

1. L’équation de la droite peut se mettre sous la forme

_y+2
===,

un vecteur directeur de cette droite a donc pour composantes (1, —2).

X
1

2. En prenant par exemple y = 0 pour ordonnée, on trouve 1’abscisse x = —1. Ainsi le
point de coordonnées (—1, 0) est sur cette droite.

3. Vu les deux points précédents, on peut immédiatement donner des équations para-
métriques, a savoir

x==1+4r
R.
{ y=0-2r=-2r €

4. Vu les équations paramétriques données au point précédent, ce point correspond a

r=1- \/5
Exercice 3

—
1. Quelles sont les composantes des vecteurs O A et OB dans la base correspondant
au repere orthonormé ci-dessous ?

2. Déterminer les composantes de AB dans la méme base.

0 1 " I
|
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Solution

— . L
1. Les vecteurs OA et OB ont respectivement pour composantes les coordonnées des

points A et B, a savoir (4, —1) et (3, 2).

2. Le vecteur AB a pour composantes les différences entre les coordonnées des points

Bet A, c’est-a-dire 3—-4,2+1) = (-1, 3).

Exercice 4

Soit la base du plan définie par les vecteurs i et 0.

S

oo 2.
1. Soient x = Zu —
oient ¥ = 3

dans la base u, .

U et x’ = 2X — u. Déterminer les composantes de X et de x’

N =

2. Représenter X dans la base donnée.

3. On considére le vecteur y. Le décomposer comme combinaison linéaire des
vecteurs i et U puis en déterminer les composantes dans cette base.

Solution

1. Comme

-
X=Zu—-0 et X =2-u=-Uu—-0-u=

NMES

S S
u-—0,

W | =

w1
N[ =

les composantes de X sont (2/3, —1/2) et celles de x' sont 1/3,-1).

. Voici la repésentation demandée.

. Les cotés du parallélogramme ayant servi & décomposer le vecteur ¥ ont des lon-

gueurs de mesure égale 4 2/3 de la longueur de # et 3/4 de la longueur de 5. Dans
ce cas, les composantes de y dans la base i, U sont (—2/3,3/4).
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S

Exercice 5

On fixe une base orthonormée de I’espace, notée LTI 172 LT3 et on donne les vecteurs

- — —

- _ 1. o
x=§u1+2u2, y=u +u, —u;.

Les composantes demandées ci-dessous sont a considérer dans la base u), i, it5.
1. Déterminer le produit scalaire des vecteurs X et y et le produit vectoriel ¥ A X.

2. Déterminer les composantes des vecteurs suivants.
Z=2—JAX, w=FePNX, T=XAFAX)

3. Déterminer les composantes de la projection orthogonale du vecteur X sur la droite

vectorielle engendrée par ) + u,.
Solution

1. Dans la base orthonormée donnée, les composantes des vecteurs X et y sont respec-
tivement

1
—,2,0> ¢ (1,1.-1).
<2 et ( )

Leur produit scalaire est donc égal a
1 5
=+2+0==>
2 2

et leur produit vectoriel

FAR = (042)i, + <—%—0)172 + (2—%)@ -2 - L4

2. Les composantes de 2y et de A X sont respectivement
1 3
2,2,-2) et <2, -, —) ;
( ) 75

des lors celles de Z sont

(2-2. 24 %, —2—§> _ (o,é, —z).

2 2 22
Etant donné les composantes de X et de ¥, leur produit scalaire est égal a
(1/2) +2 = 5/2. Les composantes de 0 sont donc égales a celles de X multipliées

par 5/2, a savoir
5
(Z’S’()) '
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Vu la premiére partie de cet exercice, les composantes du produit vectoriel y A X sont
(2,—1/2,3/2). Les composantes de 7 = X A (¥ A X) sont donc

3 17
217y
(3-3-3

3. La projection orthogonale dont il est question est le vecteur

Xe( +ip)

() + ).

-

lla) + i3 12
Les composantes de ce vecteur dans la base u], u,, i3 sont donc

Xeo (), +u,) 5/2 55
e 0= Faro=(3.30)

—

lluy + w12
Exercice 6
On se place dans I’espace et on considére des vecteurs X et y avec X # 0. On définit
alors y* par

I1X112

=l
<!

ERE X.

Montrer que y* et X sont orthogonaux et illustrer graphiquement ce fait.

Solution

Les vecteurs sont effectivement orthogonaux car

XeVo o o o oo oo
|7c||2x.x = yex—yex = 0.

-

y

*

- > -
eX = yeXx —

En fait, y* est obtenu en retirant au vecteur ¥ sa projection orthogonale sur la droite
vectorielle engendrée par X.

Exercice 7
On se place dans I’espace et on considere des vecteurs X et y. S’ils sont orthogonaux,

montrer que
- - - - 2—»
XA (FAX) = [IXI1%).
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Solution

Si I'un des deux vecteurs X, y est nul, il est clair que 1’égalité est vraie car chaque
membre de celle-ci est en fait le vecteur nul.

Cela étant, supposons maintenant qu’aucun des deux vecteurs ne soit nul. D une part,
par définition du produit vectoriel, le vecteur X A (37 A 55) est orthogonal 4 y A X. 1l
s’ensuit que ¢’est une combinaison linéaire de X et y. Par ailleurs, toujours par définition
du produit vectoriel, il est orthogonal a X. Il s’ensuit que ¢’est un multiple de y. Il existe
donc un réel r tel que

Comme

IXA(FAZ) Il = IIXI 1Y A Xl sinCz/2) = X 1]

puisque X et y sont orthogonaux, et comme
7yl = Irl 15
on obtient
r=—lXI* ou r = |IX|*
En utilisant I’orientation de 1’espace, on obtient que r est positif ; ainsi, finalement
XA (YAX) = [IXI%Y.

Exercice 8. Quelques propriétés des polygones convexes

Rappelons que, par définition, un polygone convexe est régulier si ses cotés ont méme

mesure et s’il est inscriptible dans un cercle. Cela étant, montrer que

1. la somme des mesures des angles d’un polygone convexe de n cOtés est égale a
(n—-2)rx.

2. un polygone convexe dont les cotés sont de méme mesure est inscriptible dans un
cercle si et seulement si tous ses angles sont de méme mesure.

3. un quadrilatere convexe est inscriptible dans un cercle si et seulement si la somme
des mesures de ses angles opposés est égale a z.

4. dans un polygone régulier convexe, un coté est toujours parallele a la diagonale
passant par les sommets adjacents a ceux du c6té considéré.

Solution

1. Un polygone convexe de n cOtés posséde n sommets. A partir de 1'un de ses
sommets, noté A, on trace toutes ses diagonales (segments de droite joignant deux
sommets non consécutifs) pour diviser le polygone en triangles. On trace ainsi
(n — 3) diagonales qui divisent le polygone en (n — 2) triangles. Ainsi, la somme des
mesures des angles du polygone est égale a la somme des mesures des angles des
triangles, c’est-a-dire (n — 2)x.
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2. Si le polygone convexe dont les c6tés sont de méme mesure est inscriptible dans un
cercle, alors le centre du cercle et deux sommets consécutifs forment un triangle et
ce triangle a les mémes mesures quels que soient les sommets choisis au départ. En
prenant trois sommets consécutifs, on forme ainsi un angle du polygone et I’égalité
des triangles donne I’égalité des mesures des angles du polygone.

Réciproquement, supposons que le polygone convexe posséde des cotés de méme
mesure et des angles de méme mesure. Les triangles formés par trois sommets
consécutifs sont donc isoceles et ils sont tous égaux. L’intersection des médiatrices
issues du sommet qui est I’intersection des deux cotés de méme mesure pour deux
triangles consécutifs est le centre du cercle cherché comme on le voit par exemple
en répétant la construction de proche en proche.

3. Notons «, a’ deux angles opposés du quadrilatére inscrit. La somme de leurs mesures
est égale a la moitié de la somme des mesures des angles au centre qui interceptent
le méme arc que a, «’. Comme la somme des mesures des deux angles au centre est
égale a 2, on conclut.
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Montrons la réciproque. Soit un quadrilatere ABC D ; notons a, ff,y, 6 les mesures
des angles correspondants. Par hypothése on a donc

a+y = = f+0.
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Notons D’ le point d’intersection du cercle et de la droite passant par A et D
et montrons que D = D’. Puisque les points A, B, C, D’ sont les sommets d’un
quadrilatere inscrit, on a

p+6 = n,

donc I’hypothése § + § = x entraine 6 = §’ donc nécessairement aussi D = D’.

. Désignons par A, B, C, D des sommets consécutifs d’un polygone régulier

convexe ; considérons le coté [ BC] et la diagonale [A D]. Prouvons que les droites
BC et AD sont paralleles.

Le quadrilatére convexe ABC D est inscrit a un cercle; ses angles opposés sont
donc supplementalres Comme les angles du polygone ont tous méme mesure, les
angles ABC et DCB ont également méme mesure. Dés lors, les angles BAD et
CDA ont aussi méme mesure. Ainsi, le quadrilatere ABC D est un trapeze isocele
et les droites BC et AD sont paralleles.

On peut aussi prouver cette propriété de la facon suivante. Soit I le point d’inter-
section des droites AB et C D. Comme les mesures des angles ABC et BCD sont
égales, le triangle BIC est isocele. Comme les segments [AB] et [C D] sont de
méme longueur, le théoréme de Thales' (réciproque) implique le parallélisme entre
les segments [BC] et [AD].

1. Voir I’annexe.
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9.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

On se place dans le plan muni d’un repere orthomormé.

Soient les points A(0,4), B(—3,1) et C(4,—1).

(a) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point M, centre du cercle circonscrit
au triangle ABC (point d’intersection des médiatrices du triangle).

(b) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point G, centre de gravité du triangle
ABC (point d’intersection des médianes du triangle).

(¢) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point H, orthocentre du triangle
ABC (point d’intersection des hauteurs du triangle).

(d) Vérifier que ces trois points sont alignés'.

Exercice 2

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé et on considére la droite
d’équation cartésienne 2y = 3x + 4.

(a) Déterminer les composantes d’un vecteur directeur de cette droite.

(b) Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point de cette droite.

(c) Déterminer des équations paramétriques cartésiennes de cette droite.

(d) La droite passe par le point de coordonnées (2 \/5, 3 \/5 + 2); a quelle valeur du
parametre correspond ce point ?

Exercice 3

g On fixe une base orthonormée de 1’espace, notée uy, i, 3.
. = 1 - - -
(@) Sia= U = 3u,, quelles sont les composantes de a dans cette base ?

1. La droite passant par ces 3 points porte le nom de droite d’Euler (voir I’annexe).
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(b) Sib= —u; + u, — 2u3, quelles sont les composantes de b dans cette base ?

(c) Déterminer le produit scalaire a o b.

(d) Déterminer le produit vectoriel bAG.

() Déterminer les composantes des vecteurs X = 2b — b A 3d, § = (@ » 2b)d et
Z=aA(bAa).

Exercice 4

(a) Dans une base orthonormée du plan, déterminer les composantes de la projection
orthogonale du vecteur de composantes (—1,2) sur la droite vectorielle engendrée
par le vecteur de composantes (1, 3). Représenter ces vecteurs.

(b) Dans une base orthonormée de I’espace, déterminer les composantes de la pro-
jection orthogonale du vecteur de composantes (0, 1,—2) sur la droite vectorielle
engendrée par le vecteur de composantes (—1,2, —2).

Solution 1

Les coordonnées des points sont M (11/18,7/18), G(1/3,4/3) et H(—=2/9,29/9). La
droite GH a pour équation 51x + 15y — 37 = 0O et le point M est bien un de ses points

puisque ses coordonnées vérifient I’équation de la droite. Les trois points sont donc bien
alignés.

Solution 2

(a) Un vecteur directeur de cette droite a pour composantes (2, 3) (ou tout autre multiple

non nul) .

(b) Le point de coordonnées (0, 2), par exemple, est un point de cette droite.

(¢) Des équations paramétriques cartésiennes de cette droite sont données, par exemple,

par

x=2r
R.
{ y=3r+2 I E

(d) Vu les équations paramétriques données au point précédent, ce point correspond a

r=1/3.

Solution 3

(a) Dans cette base, les composantes de @ sont (—1/3,-3,0).

(b) Dans cette base, les composantes de b sont (-1,1,-2).

(¢) Le produit scalaire @« b vaut —8/3.

(d) Le produit vectoriel b A d est le vecteur de composantes (—6,2/3,10/3) ; on a donc

- o 2. 10
b/\a=—6u1+§u2+?u3.
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(e) Les composantes des différents vecteurs sont les suivantes.

3(16, 0, —14), )7<§, 16, o), z<_10, 10 _ﬁ>
9 9 9

Solution 4

(a) Le vecteur aa pour composantes (1/2,3/2).

Y

3

=l

2

o
a

SN

14

) X

K] 3 i 2

(b) Le vecteur a’ a pour composantes (—2/3,4/3,—4/3).

9.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

On fixe une base quelconque du plan, notée u;, i, et on donne les vecteurs

- — —

- 1. -
x=5u]+2u2, y=u, —u,.

1. Montrer que les vecteurs i) + u, et u; — u, forment encore une base du plan.
2. Déterminer les composantes des vecteurs X et y dans cette nouvelle base.

3. Déterminer le produit scalaire des vecteurs X et y & partir de leur expression dans
la base uy, u, .

Solution

1. Etant donné un vecteur X, on doit montrer qu’il existe des coefficients uniques r,, r,
tels que

X =r + )+ ry(i, — ).
Montrons I’unicité. A partir de 1’égalité précédente, on obtient
X = (ry +ruy + (ry = ryi.

Par ailleurs, comme LTl LTZ constituent une base, il existe des coefficients uniques x,
et x, tels que

X = XUy + XUy
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Il s’ensuit que

X|=I‘]+r2 et szr]_rz,

donc
x|+ X, X — X,
r1:—2 et r2:—2

Réciproquement, les coefficients

X, +Xx
1 2
F= et ry =

Xy — Xy

donnent bien
X =r@ + )+ ry(u — ).

2. Comme x; = 1/2etx, =2,0na

_1/2+2 5 _1/2-2 3
nET TRt T Ty
Les composantes de X dans la nouvelle base sont donc (5/4, —3/4) et celles de y

sont (0, 1).

3. Dans la base i}, u;, vu les propriétés de linéarité du produit scalaire, on a

<l

. 1. - N 1, - 3. o -
Xey = (§u1+2u2)'(u1_”2) = 5””1”2"'5”1’“2_2””2”2-

Exercice 2. Produit mixte et double produit vectoriel

On donne les vecteurs X, ¥, Z.
1. Démontrer que

2. Démontrer que

Solution

1. Considérons une base orthonormée ¢;, ¢,, €; et désignons par (x;, x,, x3) (resp.

1> ¥2» ¥3)s (24, 2y, 23)) les composantes du vecteur X (resp. y, Z) dans cette base.
On a alors'

(XAY)eZ z1(X¥3 = X3¥5) — Zo(X1y3 — X3¥1) + 23(X1¥; — X,)1)
= x;(023 = ¥323) — X,(0123 = ¥321) + x3(0125 — p2y)

= Xe(JAD).

1. En fait cette propriété résulte d’une propriété des déterminants des matrices carrées ; dans le cas
présent, le produit scalaire dont il est question est égal au déterminant de la matrice de dimension 3
dont les lignes (ou les colonnes) sont formées par les composantes des trois vecteurs impliqués.
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2. En reprenant la base orthonormée et les notations précédentes, le vecteur YA Z a pour

composantes
(3223 = Y322, V321 = Y1235 V123 = V2Z1)-
La premigre composante du vecteur X A (¥ A Z) est donc
(X225 + x323)y1 — (X235 + X3¥3)Z4
(x12; + X925 + X323)¥; — (1] + X0 + X313)Z,

(Ro2)yi = (R+7) 21,

De méme, la deuxieéme composante de ce vecteur est

X3Yp23 = X3YV325 — X1 Y122 + X1 )p 2y
= (X712 +x323)y, — (X1 y1 + X3¥3)25
= (x12] + X925 +X323)¥5 — (X1 Y] + X¥5 + X33)25
= (XeZ)y,— (X)) 2,

Enfin, la troisieme composante est

X1Y3Z1 = X1 V123 — X223 + X3)32,
= (x1Z1 + xzzz)J’3 =y + x2y2)z3
(x12) + X925 + X323)¥3 — (1Y) + X0 + X3)3)23

Ces composantes sont celles du vecteur (X « Z) j— (X » ¥) Z; on a donc bien I’égalité
annoncée.
Voici une autre maniere de procéder.

Il est possible d’établir cette égalité sans passer par les composantes des vecteurs
dans une base.

SiZ= 6, alors chaque membre de 1’égalité est le vecteur nul ; I’égalité a donc lieu.

Si Z # 0, alors les vecteurs

Ny
[¢]
=
<!
.
Ny
Ny

sont orthogonaux et on a

-

V*ANZ = YAZ—

Posons

S
1]
=1
>
—_
<
>
N
S—"
1]
=1
>
/N
<
%
>
ny
N—
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Par définition du produit vectoriel, i0 est orthogonal au vecteur y* A Z ; il s’ensuit que
¢’est une combinaison linéaire de y* et Z donc

—

. w';* - WeZ -
w = = y > V4
lly*11? Izl

y* et Z étant non paralleles puisqu’ils sont orthogonaux. Calculons les deux produits
scalaires apparaissant dans le membre de droite de I’égalité. Pour cela, nous utilisons
les propriétés démontrées en 1 ci-dessus et dans 1’exercice 7 de la sous-section 9.1
de ce chapitre. On a successivement

Doy = <2A(¢Aa>.jﬁ

et de méme

)

[ ]

Ny

Il
N

=l

I
|
2u

Cela étant, en utilisant I’expression explicite de y*, on obtient finalement

W o= FeDy — Fey)Z
Y e o o VeZ I L L VeZ
= (x-z)y—(xoz)ﬁ}Z”zz—(x-jz')z+(x-z)ﬁ)2”22

(%) 5 (3+3) %

Exercice 3

On considere un cercle C de centre O et deux diametres orthogonaux [AB] et [C D]
de ce cercle. Un point variable P parcourt le cercle. On note Q I’intersection des
droites AP et C D. Déterminer le lieu de I’orthocentre du triangle O PQ.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Calcul vectoriel, droites dans le plan, un peu de géométrie plane

Solution

Choisissons le repere orthonormé déterminé comme suit : I’origine des axes est le centre
du cercle, le vecteur AB définit I'axe X , le vecteur CD définit ’axe Y et I'unité est égale
au rayon du cercle.

La symétrie du probleme permet de ne considérer que des points P d’ordonnées positives
dans un premier temps. Par ailleurs, le cas ou P coincide avec A, D ou B ne doit pas étre
pris en considération car la question posée n’a alors pas de sens. Ainsi, on est amené a
considérer les points P de coordonnées

r,V1-r2), re]l-1,0[U]0,I1[.

La droite passant par A et P a pour équation cartésienne

V1-
= — +1
V=11 ( )-
Dés lors les coordonnées de O sont

0 V1-—r2

’

Notons hp et h, les hauteurs du triangle O PQ respectivement issues des sommets P et
Q.Pourr €] —-1,0[U]0, 1[, les équations cartésiennes correspondantes sont

Ny ) V1i-r2 r

hg * y— =— X.
1+r 1/1_’.2

Les coordonnées (x, y,) de I’orthocentre sont donc

y0=\/1_r2, Xo = — \/1—r2 /— \/1—r2 1

et elles vérifient 1’ égalité
o+ D>+ y;=1

On déduit de ce qui précede que tout point du lieu est un point du cercle centré en
A(—1,0), de rayon 1, dont I’équation cartésienne est

x+1D*+y*=1
a I’exception des points de coordonnées (-2, 0), (0,0), (—1, 1) et (—1, —1) par symétrie.
Pour conclure, il reste 8 montrer que tout point du cercle d’équation

x+1)?+y* =1,

al’exception des points de coordonnées (-2, 0), (0,0), (-1, 1), (—1, —1), fait bien partie
du lieu. Soit R(x,, y,) un tel point. En posantr = 1 + xy,onar € ] - 1,0[ U ]O, 1] et
les coordonnées de R s’écrivent aussi
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(r—l, 1—r2) ou (r—l,—ﬂ).

Vu les calculs précédents, le point R est I’orthocentre obtenu par la construction initiale

a partir du point de coordonnées (r, V/ 1 — r2) ou du point de coordonnées (r, —V/'1 — r?)
et fait donc partie du lieu.

On peut aussi résoudre cet exercice de la maniére suivante, sans passer par la géométrie
analytique.

Bien sir, si P est I’un des points A, B, C, D il n’y a pas de triangle et il ne faut donc pas
envisager ces cas.

Cela étant, on désigne par R ’orthocentre du triangle O PQ. Par définition de 1’ortho-
centre d’un triangle, la droite OR est orthogonale a la droite AP. De plus, le triangle
APB est rectangle en P puisque le segment [AB] est un diametre du cercle et que
P appartient au cercle. Il s’ensuit que les segments [OR] et [ P B] sont paralleles ; par
construction, les segments [OB] et [ PR] sont aussi paralleles. On obtient des lors que
le quadrilatere O RP B est en fait un parallélogramme. Lorsque P parcourt le cercle (a
I’exception des points A, B, C, D), le point R parcourt donc lui aussi un cercle, obtenu
par la translation de vecteur OA du cercle de départ (sauf A, B, C, D).

Exercice 4

Soient deux droites orthogonales X et Y, sécantes en O. Sur X, on fixe les points A
et B, différents de O, de telle sorte que 1’on ait OA = 20B. Pour tout P €Y,on
définit le point Q tel que 3@ = OP. Déterminer le lieu des points communs aux
droites AP et BQ lorsque P parcourt Y.
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Solution

Choisissons le point O comme origine du repere et les droites X et Y comme axes du
repere, ’orientation étant choisie de telle sorte que le vecteur unité de I’axe X soit OB.
Ainsi, le point B a pour coordonnées (1, 0) et le point A a pour coordonnées (2, 0).

Cela étant, un point P appartient a I’axe Y si et seulement si ses coordonnées s’écrivent
(0,4), 4 € R. Dans ces conditions, le point Q a pour coordonnées (0, 1/3), la droite
AP a pour équation cartésienne

A
= —— — 2
y=-5(x=-2)
et la droite BQ a pour équation cartésienne
A
=—=(x-1).
y=-3&-D

Il s’ensuit que le lieu cherché est I’ensemble des points L de coordonnées cartésiennes
(x,y) pour lesquels il existe 4 € R tel que

y=-2(x-2)
y=—§u—1)

Par conséquent, si L(x, y) est un point du lieu, il existe 4 € R tel que

y=—§u—m
0=Ax—4).

On en déduit que si A = 0 alors y =0 etsi A # 0 alors x = 4.

Réciproquement, si y = 0 alors le point de coordonnées (x, 0) est un point du lieu quel
que soit le réel x (il suffit de prendre A = 0) et si x = 4 alors (4, y) est aussi un point du
lieu quel que soit le réel y (il suffit de prendre 4 = —y).

En conclusion, le lieu demandé est I’ensemble des points de I’axe X et de la droite
d’équation cartésienne x = 4.
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Q(0,\/3
o A(2.0) X

o1 B(1,0)

Exercice 5

On se place dans un repere orthonormé du plan. Pour tout 4 € R, on considere le
cercle C, de centre (4,0) tangent a I’axe Y et le cercle I'; de centre (4, A) tangent a
I’axe X . Démontrer que le lieu des points d’intersection de C, et I, est une union de

deux droites (et donner les équations cartésiennes de celles-ci).

Solution

Le point de coordonnées (x, y) appartient au lieu si et seulement s’il existe 4 € R tel
que

(x=A2+y? =
x=—A+@-ar=4

ou encore si et seulement si

{ (x—A)?+y* = A2 )

AMA=2y)=0.
Il reste donc a éliminer le parametre A.

Supposons qu’il existe A, x, y vérifiant le systeme. Si 4 = 0, alors x = y = 0. Sinon,
A = 2y et la premicre équation donne

(x—2y7+y =4y & (x-2y° =3y
= x—2y:\/§y ou x—2y:—\/§y.

Comme (0,0) vérifie aussi ces équations, on conclut donc qu’un point du lieu est
nécessairement sur 1’une des droites d; ou d, d’équation cartésienne

d : x=Q2+V3y, 4 x=2-V3)y

Réciproquement, si (x, y) sont les coordonnées cartésiennes d’un point de d, ou d,, alors
(x = 2y)? = 3y* ou encore

(x — 2y)2 + y2 = 4y2.

148



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Calcul vectoriel, droites dans le plan, un peu de géométrie plane

En posant A = 2y, on obtient que 4, x, y vérifient le systeme (*), donc que (x, y) sont
bien les coordonnées cartésiennes d’un point du lieu.
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Exercice 6

On se place dans un repere orthonormé du plan et on donne les points A(—a,0) et
B(a,0) (avec a > 0). On considere le cercle C de diameétre [AB], P un point de C,
d la tangente en A au cercle C, Q le (ou un des) point(s) d’intersection de d et de
la tangente a C en P et M le point d’intersection de la droite passant par B et Q et
de la parallele a I’axe Y passant par P. On demande le lieu des points M lorsque P

parcourt C.

Solution

La représentation graphique de I’énoncé est la suivante.
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Vu les données, I’équation du cercle est x> + y* = a? et celle de la droite d est x = —a.
Notons (4, i) les coordonnées cartésiennes d’un point quelconque P du cercle.

Une équation cartésienne de la tangente au cercle au point P est donc

X—A _ Y H
avec la convention habituelle.
Lorsque u = 0, seul le cas A = —a est a considérer car pour 4 = a, d et la tangente en
P(a,0) sont paralleles ; pour ces valeurs particulieres (4 = O et 1 = —a), d et la tangente

en (—a, 0) sont confondues ; tous les points de d jouent donc le réle de O et on en déduit
que la droite d fait partie du lieu.
Pour u # 0, la résolution du systeme

X
xX—A _ Y~ H
—u y)

I
|
Q

fournit les coordonnées de Q, a savoir

0 <—a, i+ a)>
U

puisque A% + u?> = a>. On obtient ainsi I’équation de la droite d’ passant par B et Q, a
savoir

x—a _ Ky

—2a  a(A+a)

Il s’ensuit que les coordonnées d’un point M du lieu, a I’exception de ceux de la droite

d/

d, sont celles de la solution du systeme

X = 1
x—a _ Wy
—2a  a(A+a)
lequel est équivalent a
x = A
a>—A _u
Y 2u 2

ou # # 0. On obtient donc une autre partie du lieu en éliminant les parametres (4, )
qui sont tels que 4> + u? = a® et u # 0. Vu la forme du systéme précédent, on obtient
immédiatement que I’équation cartésienne de cette partie du lieu est

x2 y2

+
a>  a’/4

qui est I’équation cartésienne d’une ellipse privée de deux points.

=1 avecx #a, x# —a,
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Finalement, le lieu est constitué de la droite d et des points de ’ellipse d’équation
cartésienne

privée du point B.

N
AN

A(—a,0)

Exercice 7

Considérons a nouveau le nombre d’or @ introduit dans I’ exercice 3 de la sous-section

4.3 de ce chapitre.

1. On appelle « rectangle d’or » un rectangle dont le rapport entre la mesure de la
longueur et celle de la largeur est égal au nombre d’or. Avec régle et compas,
construire un rectangle d’or a partir d’un carré et a partir d’un rectangle dont la
longueur est égale a deux fois sa largeur.

2. Avec regle et compas et a partir d’un carré, construire un « triangle d’or » , c’est-
a-dire un triangle isocele dont le rapport entre la mesure commune a deux cOtés et
la mesure du troisieme coté est égal au nombre d’or ou a son inverse. Le triangle
donnant lieu au rapport égal a I’inverse du nombre d’or est plutdt appelé « gnomon
d’or ».

3. Avec regle et compas, construire un rectangle d’or a partir d’un triangle d’or et

cececeses

vice versa.
Solution
1. On construit un carré de coté de mesure /. On trace alors un arc de cercle centré au

milieu d’un c6té et qui passe par les sommets du c6té opposé du carré. Lintersection
de cet arc avec le prolongement du c6té du carré ou se trouve le centre du cercle se
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situe exactement a une distance /® du sommet du carré qui se trouve de 1’autre coté
du centre du cercle. En effet, le rayon du cercle est égal a / \/g /2, donc la distance
entre le point d’intersection et le sommet du carré mentionné est €gale a

1<%+§> = ID.

P

Pour traiter la deuxieme partie de la question, on trace tout d’abord un rectangle dont
les mesures des cOtés sont / et 2/ et ensuite une de ses diagonales ; désignons par
A, B les extrémités de cette diagonale. On trace ensuite un arc de cercle de centre A
et de rayon / ; cet arc intersecte la diagonale en un point, noté I. Le rectangle dont les
mesures des cotés sont d’une part 2/ et d’autre part la longueur du segment joignant
I a B est un rectangle d’or. En effet, la mesure de la diagonale étant égale a / \/g,
celle du segment joignant I & B est égale a l\/g -l = l(\/g —1). On a donc bien

A 205+ W5+
s-1n o 371 2

21 B
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2. A partir d’un carré dont la mesure du coté est /, on reprend la construction précédente
pour obtenir un segment de mesure égale a /®, donc aussi un segment de mesure

e Calcul vectoriel, droites dans le plan, un peu de géométrie plane

égalea ld -1 =1/D.

On trace alors un cercle dont le rayon a comme mesure / et dont le centre est un
sommet du carré (noté A) et un cercle dont le rayon a comme mesure //® et comme
centre un des sommets du carré adjacent a2 A. Chacun des deux points d’intersection
des deux cercles et les deux sommets utilisés forment un triangle d’or. En effet, deux

cOtés ont comme mesure / et le troisieme a comme mesure / /®.

P

Si on effectue la méme construction que la précédente mais avec des cercles de me-
sure de rayon égale a I /®, on obtient un gnomon d’or car deux c6tés ont comme
mesure [ /® et le troisiéme a comme mesure /.

’

’
’
1

® \

3. La construction des triangles d’or a partir d’un rectangle d’or s’effectue comme dans

la construction précédente puisqu’on dispose des valeurs / et [®.
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Supposons maintenant que 1’on dispose d’un triangle d’or et notons L la mesure
commune a deux cotés et / la mesure du troisieme coté. On prolonge le c6té de mesure
I d’une longueur / de part et d’autre de ce coté de telle sorte que les deux sommets du
triangle qui sont sur ce coté soient les milieux de deux segments de longueur 2/. On
trace les médiatrices de ces segments ainsi que les cercles de rayon de mesure égale
a L dont les centres sont ces deux sommets. L’intersection des médiatrices et des
cercles permet d’obtenir un rectangle d’or. Le rectangle formé par le c6té de mesure
[ du triangle et deux points d’intersection situés « d’un méme coté » de ce segment a
en effet / et L comme mesures pour ses cOtés.

Terminons par une remarque : il existe de nombreuses autres facons de construire ces
figures ; le nombre d’or est en effet vraiment « magique » et posséde de nombreuses
propriétés dont plusieurs seront étudiées par la suite.

Exercice 8

Considérons a nouveau le nombre d’or ® introduit dans I’exercice 3 de la sous-section

4.3 de ce chapitre.

1. (a) Etant donné un rectangle d’or, montrer que si on retire un carré de coté égal a
la largeur de ce rectangle, on obtient encore un rectangle d’or.

(b) De méme si, a un rectangle d’or, on juxtapose un carré de coté égal a la
longueur du rectangle, montrer qu’on obtient encore un rectangle d’or.

(c) Montrer qu’un triangle d’or (resp. un gnomon d’or) peut toujours &tre divisé
en un triangle d’or et en un gnomon d’or.

2. Montrer que si L est la mesure de la longueur d’un rectangle d’or et / celle de la
largeur, alors la mesure des largeurs des rectangles d’or successifs obtenus par le
procédé décrit en (a) est égale a [/®" = L/®"*! (donc la mesure des longueurs
est L/®").

De méme, pour la construction (b), les longueurs des rectangles d’or successifs
sont égales a Ld" = [®"! (donc la mesure des largeurs est [®").
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3. Soient deux rectangles d’or construits consécutivement comme indiqué dans
les processus décrits précédemment. Montrer que leurs diagonales (issues de
sommets « opposés ») sont orthogonales.

L

4. Montrer que les diagonales (issues de sommets « opposés ») de deux rectangles
d’or construits consécutivement comme indiqué dans les processus décrits précé-
demment sont toutes des segments des deux droites prolongeant les diagonales de
départ.

Solution

1. (a) Visualisons.

Le carré a enlever a un c6té de mesure /. Le nouveau rectangle a donc des cotés de
mesure / et L—/. Cette derniere valeur est un nombre strictement inférieur a / puisque
L/l = ® < 2. Le rectangle obtenu a donc une longueur de mesure / et une largeur
de mesure L — I. Comme ®* = @ + 1, on obtient

/ 1

L—-1 b1
et le nouveau rectangle est bien un rectangle d’or.

(b) De méme pour cette construction, les longueur et largeur du nouveau rectangle
ont respectivement pour mesure L + / et L ; comme

L+l 1
=l o+ — = o,
L ®
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on obtient bien que le nouveau rectangle est encore un rectangle d’or.
L

Remarquons que les deux processus sont en fait analogues ; tout dépend du point de
départ adopté.

(¢) Visualisons.

B l C

Soient un triangle d’or, L la mesure commune a deux c6tés et / la mesure du troisieme
coté ; on a donc L = [®. Notons A le sommet qui est a I’intersection des deux cotés
de méme mesure et notons les deux autres B, C. Si I désigne le point situé sur le
cOté [AB] a une distance / de A, alors le triangle de départ et le triangle de sommets
B, I, C sont semblables. De fait, ils ont un angle commun compris entre deux cotés
qui sont tels que

L _L_g

/D /
Le triangle de sommets B, I, C est donc isocele et ses cOtés ont pour mesures /, / et
/@ ; c’est donc un triangle d’or. Enfin, le triangle de sommets A, C, I estun gnomon
d’or car ses cotés ont pour mesure /,/ et L.

On procede de fagon analogue a partir d’un gnomon d’or.
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2. (a) Si X et x sont respectivement les mesures des longueur et largeur a une étape
donnée, le processus décrit conduit a un rectangle dont la largeur a une mesure
égale a

X—x = x<§—l) — x(@—1) = %.

A chaque étape, la mesure de la nouvelle largeur est donc égale a celle qui précede
divisée par le nombre d’or. Si / est la mesure de la largeur au départ, la mesure de la
largeur a 1’étape n est donc I /®".

(b) Si X et x sont respectivement les mesures des longueur et largeur a une étape
donnée, le processus décrit conduit & un rectangle dont la longueur a une mesure
égale a

X 1
X+x=X(1+3) = x(1+ ) = xo,
x X @

A chaque étape, la mesure de la nouvelle longueur est donc égale a celle qui précede
multipliée par le nombre d’or. Si L est la mesure de la longueur au départ, la mesure
de la longueur a I’étape n est donc LD".

3. Preuve utilisant la géométrie (sans intervention de géométrie analytique)
Puisqu’on a L = [/® dans un rectangle d’or, les angles aigus @, f des deux triangles
rectangles formés par une diagonale et les sommets qui ne lui appartiennent pas ont
une tangente et une cotangente qui est égale a ®. Ces mesures a et f sont donc
toujours les mémes, quelles que soient les mesures des cotés du rectangle d’or. La
somme « + f étant égale & 7 /2, le triangle formé par I’intersection des diagonales et
deux de leurs extrémités est donc un triangle rectangle en ce point d’intersection.

R

Preuve avec la géométrie analytique
Fixons un repére orthonormé dont I’origine est un des sommets du rectangle et dont
les axes sont déterminés par les deux cotés qui le contiennent.
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o l L

Dans ce repere, les points qui déterminent les diagonales dont il est question ont pour
coordonnées (0, 1), (L,0) = (I®,0)et (/,0), (L,I) = (ID,]). Des vecteurs directeurs
ont donc pour composantes (@, —1) et (® — 1, 1). Comme

O(P-1)-1=d*-Dd-1=0,

on conclut que ces droites sont bien orthogonales.

. Raisonnons sur la construction pour laquelle il s’agit de prendre des rectangles de

plus en plus petits. Soit d,, une diagonale d’un rectangle d’or R, et soit d, la diago-
nale du rectangle d’or R, de I’étape suivante, comme indiqué par la construction. A
I’étape suivante, les diagonales d, et d, respectivement des rectangles R, et R, sont
orthogonales. La diagonale d, est donc paralléle a d,. Comme elle passe par un des
deux sommets du rectangle R, qui se trouve sur d,, la diagonale d, est une partie
de d,,.

Remarque. Le point d’intersection entre les deux diagonales (a chaque étape) est le
« centre » d’une spirale logarithmique dont une approximation est construite comme
sur la figure suivante (cette approximation est appelée la « spirale de Fibonacci! » ou
encore la « spirale d’or »).

Soient L et/ tels que L/l = ®. Dans le carré de coté I, on construit un arc de cercle
de rayon [ et de centre en un sommet du carré de départ (cf dessin ci-dessous). Dans
le carré de co6té L — [ = I/®, on fait de méme mais cette fois le centre du cercle est
le sommet « en bas a gauche ». Dans le carré suivant, on fait encore de méme mais
avec le centre du cercle au sommet « en haut a gauche » et on poursuit ainsi de suite
la construction.

1. Voir ’annexe.
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Exercice 9

xy =1

xl

X -

Solution

Une équation cartésienne canonique d’une hyperbole s’écrit

X2 y'2

az b2

avec a, b > 0. On peut aussi écrire cette équation sous la forme

x Y x Y
— 4+ = ——=) =1
(a b) <a b

Ainsi, si on pose

x Y
x = =+=
a b
x Y
y - ; - 39
on définit x" et y’ en fonction de x et y par
) a
X = Z(x+
5 (x+)
yo o= 5G&-».
On obtient
no0
_ Y
w=lbe a%

On donne un repere orthonormé. Montrer que 1’équation cartésienne

est celle d’une hyperbole. Plus précisément, dans un repere orthonormé plus « ap-
proprié », c’est I’hyperbole d’équation cartésienne canonique
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Les relations du premier systéme caractérisent un changement de repere du plan en
conservant 1’origine des axes. Les composantes des vecteurs de la nouvelle base sont
(a/2,a/2) et (b/2,—b/2); des lors le nouveau repere est orthonormé si et seulement si

ab—ab=0 et a*=2=0»,

c’est-a-dire si et seulement si

a=b=\/§.

Y’ Y X/
1 9
) g zy =1
O 1 X
12 12
«”  y®
2 2

Exercice 10

Dans un repere orthonormé du plan, on considere 1’équation cartésienne
Ax> + By’ +2Cxy+ Dx+ Ey+ F = 0
ou A, B, C, D, E, F sontdes réels avec (A, B,C) # (0,0, 0).
1. Montrer que le polynome
A (A=A)(B-21)-C?

possede toujours deux zéros réels (notons-les 4, et 4,).
2. Lorsque A; = 4,, quelle est la nature de la courbe dont 1’équation cartésienne est
donnée ci-dessus ?
3. Lorsque 4, # A,, résoudre le systeme d’équations
{ (A=ADx+Cy = 0 )
Cx+B-A)y = 0

et montrer que si (x;, y;) est solution, alors (—y,, x;) est solution du systéme

{(A—/lz)x+Cy =0

Cx+(B-1)y = 0. ()

4. Soit une solution (x,, y,) du systeme (*) vérifiant x> + y7 = 1. Montrer que le
changement de repere caractérisé par les relations

x = xx' =y
y = nx¥+xy
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conduit a I’existence de réels D', E’ tels que
AX*+By*+2Cxy+Dx+Ey+F =0 < A x*+4,)*+D'x'+E'y+F =0.

5. On se place dans le cas 4; # 4,. Sauf cas dégénérés, montrer que si 4,4, < 0
(resp. 4,4, > 0), alors I’équation
Ax> + By +2Cxy+ Dx+ Ey+F = 0

est celle d’une hyperbole (resp. ellipse) et que si A, ou 4, est nul, alors il s’agit de
I’équation d’une parabole.

6. Montrer que, sauf cas dégénérés, 1’équation
Ax2+By2+2ny+Dx+Ey+F =0

est celle d’une hyperbole (resp. ellipse, parabole) si et seulement si

AB—-C?* < 0 (resp. AB—-C? >0, AB-C? = 0).

Solution

La méthode présentée pour résoudre cet exercice utilise des notions de base revues pré-
cédemment. Bien siir, des connaissances du calcul matriciel (et plus précisément de la
diagonalisation) permettent de conclure plus rapidement.

1. Le polyndme donné est un polyndme du second degré qui a aussi pour expression

A*—(A+B)A+ AB-C>.
Son discriminant est égal a
(A+ B —4AB—-C% = (A— B> +4C?*;
comme il est positif, le polyndme admet toujours deux zéros réels.
2. Les deux zéros sont égaux si et seulement si le discriminant du polyndme est nul ;
dans le cas présent, cela est équivalent a
A=B et C=0.

Ainsi on a
AX* + By’ +2Cxy+ Dx+ Ey+ F =0
& Ax*+ Ay + Dx+Ey+F=0

D \? E\> D>+ E?
N A( —> A( —) - 2+E _F
Xtox) TAVT 4A

Ainsi, en fonction du signe du membre de droite, la courbe est un cercle, un point ou
est vide.

3. Rappelons que puisque A, et A, désignent les zéros du polyndme donné au point 1,
on a

(A=) (B=-4) =C* et (A-A)(B-Ai) = C.
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Cela étant, d’une part, lorsque C = 0, on a nécessairement (A = A, ou B = 4,) et
(A = 4, ou B = 4,). Puisque 4, # 4,, cela implique que I’'on a

A=A et B=4, ou B=/\ et A=4,.

Considérons le cas A = 4, et B = 4,. Le systeme (¥) est alors équivalent a I’'unique
équation y = 0 et le systeme (**) a I'unique équation x = 0. Les solutions du
systeme (*) sont donc les couples qui s’écrivent (r, 0) avec r € R et celles du systéme
(**) sont les couples qui s’écrivent (0, r) avec r € R.

Danslecas A = 4, et B = 4;, le systeme (*) est équivalent a I’'unique équation x = 0
et le systeme (**) a I’'unique équation y = 0. Les solutions du systeme (*) sont donc
les couples qui s’écrivent (0, r) avec r € R et celles du systeme (**) sont les couples
qui s’écrivent (r,0) avec r € R.

Dans ces deux cas donc, si (x;, y,) est solution de (*) alors (—y;, x,) est bien solution
de (*¥).

D’autre part, lorsque C # 0, on a successivement

([ A-)

(A=A)x+Cy = 0 yE=-—c
Cx+(B-A4)y = 0 (B=A4)(A- 1))
x — x =0

C

A_ﬂl
- X

< 3 C

y =
(C2—B-ADA-A))x =0

-

Les solutions du systéme (*) sont donc les couples qui s’écrivent
r(C.-A+4), reR.
Par ailleurs, quel que soit le réel 4, on a
P—(A+B)A+AB-C* = (A=A) (A—4y) = A= (A + 1) A+ A4y,
donc
A+B = A +4 e AB-C? = Ai,.
Des lors, vérifions que (A — 4, C) est solution de (**). On a

(A=L)A=1)+C* = —(B=1)(A-1)+C* =0
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et
C(A=1)+(B—-1)C = 0.

Donc si (x,, y;) est solution de (*) alors (—y;, x;) est bien solution de (**).

. Ceci est simplement le résultat du remplacement des variables x et y en fonction des

variables x’ et y'.

On a successivement

xZ — (XIX, _ ylyl)Z — x%xl2 _ 2x1y1x'y' + y%yIZ’
V¥ o= (X +x))? = yx2+2x, 9 X'y + %32,
xy = () =y )X +xY) = x;yx+ (X% - J’%)xlyl —x 7

Prouvons que le coefficient de x'? est égal a A,, ¢’est-a-dire que
AXT 4+ By? +2Cx,y; = A;.

Comme (x;, y;) est solution du systeme (*), on a

Ax  +Cy, = A1x; et Cx;+ By, = Ay,.
Il s’ensuit que
(Ax; + Cypx; + (By; + Cxy,
Alx% + Aly% = ﬂl(xf + y?
= ,{1

Ax% + Byf +2Cx,y,

puisque x% + y% =1.
Prouvons a présent que le coefficient de y'? est égal a 4,, ¢’est-2-dire que
Ay% + Bx% —=2Cx,y, = Ay.
Comme (—y,, x;) est solution du systéme (**), on a
Ay, —Cx; = A4y, et Bx; —Cy, = AXx,.

Il s’ensuit que

Ayr + Bx? —2Cxyy; = (Ay, — Cx))y, + (Bx; — Cy))x,
= /lzyf + Azx% = ﬂz(x% + y%)
= ,12

puisque x% + y% =1
Enfin, en tenant encore compte du fait que (x;, y,) est solution du systeme (*), on
obtient que le coefficient de x’y’ est nul :

—2Ax,y; +2Bxy, + 2C(x% - y%) = 2 ((—Axly1 - Cy%) + (Bx;y, + Cx%))

= 0.
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On obtient donc les équivalences suivantes

Ax* + By’ +2Cxy+ Dx+ Ey+ F =0
& x4+ 4?2+ DX =y, V) + E(p X' +x,Y)+ F=0
& x4+ Ay? 4+ (Dx, + Ey)x' + (=Dy, + Ex,)y + F=0

et on conclut.
5. On utilise la nouvelle forme de I’équation obtenue dans la partie 4 de cet exercice.

Traitons le cas 4,4, # 0. On a les équivalences suivantes

WX+ LY*+ DX +EY +F=0

D DIZ E’ EIZ DIZ E/Z
& M+ =AX+= )+ 4|V +—V+—= |+F-—-—"=
: ( A 4/1% 2\ Ay Y 42% 44, 44

2 2
Dl El D12 EIZ
e MMX+=) +4L|(V+—=—) =-F+—+—.
1<x 2/11> 2<y 2/12> 4x, 41,

Lorsque 4,4, < 0, si le second membre de la derniere égalité est nul alors 1’équation
est celle de deux droites sécantes. Dans le cas contraire, une simple translation du
repere permet d’obtenir la forme canonique d’une hyperbole.

Lorsque 4,4, > 0, si le second membre est nul alors un seul point du plan a des coor-
données qui vérifient I’équation. Dans le cas contraire, si le signe du second membre
est opposé au signe de A, et A, alors aucun couple (x’, y') ne vérifie I’équation ; si le
signe du second membre est le méme que celui de 4, et A, alors une translation du
repere permet d’obtenir la forme canonique d’une ellipse.
Si A, =0 alors A; # 0 et on a les équivalences suivantes
Mx*+D'x'+Ey+F=0
s x’2+2’x’+D—,2+£/y'+£—D—/2—
A 42 A A 4x
=3 <x’+£>2+£/y’=—£+l)—,2.
24, A A4

Si E' # 0, une translation du repére permet alors d’obtenir la forme canonique d’une
parabole. Si E' = 0 et si le second membre de 1’égalité est nul alors I’équation est
celle d’une droite parallele a 1’axe des ordonnées ; si le second membre de 1’égalité

est négatif, aucun couple (x’, y') ne vérifie I’équation et s’il est positif alors 1’équation
est celle de deux droites paralleles.
Bien siir, le cas A; = 0 se traite de maniére analogue.

6. Rappelons que I’on a (voir partie 3 de cet exercice)
A+B =) +4 e AB-C* = A,

La propriété énoncée dans la partie 5 permet alors de conclure.
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Nombres complexes

10.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

1. Dans le plan complexe, quelle est I'interprétation graphique du module d’un
nombre complexe ? Que dire de la représentation d’'un nombre complexe et de
son conjugué ?

2. Que peut-on dire des puissances naturelles de i ?

3. Si z est un nombre complexe non nul, comment transformer I’expression 1/z de
telle sorte que le dénominateur soit réel ?

4. Siz=a+ib(a,b € R), en donner la forme trigonométrique. Quel lien peut-on
faire avec les coordonnées polaires ?

5. Quelles différences y a-t-il entre la résolution et les solutions d’une équation du
second degré dans R et dans C ?

Solution

1. Le module d’un complexe correspond a la longueur du vecteur joignant 1’origine des
axes du repere et le complexe positionné dans le plan. Le conjugué d’un complexe
est le point du plan obtenu en appliquant une symétrie orthogonale au complexe par
rapport a I’axe X.

Y
b=z z=(a,b)=a+1ib
! 2|
X
0 1 a=Rz=Nz
-b=9z

z=(a,-b)=a—1id

2. Tout naturel n peut s’écrire de maniere unique sous la forme n = 4m + k, ou m est
un naturel et ou k vaut 0, 1, 2 ou 3. On obtient donc

1 sik=0
no o Am ok sk i sik=1
A R

—i  sik=3.

3. 11 suffit de multiplier numérateur et dénominateur par le conjugué de z : on a

1_2z2 _ =

z z.z  |z|?
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4. La forme trigonométrique d’un nombre complexe est trés étroitement liée aux coor-
données polaires d’un point du plan : si z = a+ib avec a, b € R et si (r, 0) désignent
les coordonnées polaires du point du plan de coordonnées cartésiennes (a, b) alors

z=Va*>+b* (cos(@) +isin¥)), 6 € [0,2x][.

o

Pour résoudre une équation du second degré dans C, il faut chercher les racines
carrées d’un complexe.

Une équation du second degré a coefficients réels et variable réelle n’a pas toujours
de solution. Une équation du second degré a coefficients et variable complexes a
toujours deux solutions.

Lorsque les coefficients et la variable sont réels, 1’étude du signe de b*> — 4ac per-
met de dire si I’équation possede des solutions réelles (cela a lieu si et seulement si
b? — 4ac > 0).

Exercice 2

Déterminer les parties réelle et imaginaire, le conjugué et le module de chacun
des complexes suivants. Représenter ces complexes dans le plan muni d’un repére
orthonormé (« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire »).

zp=i+1, zy=(=i+1)(=1-20), = AT zs = (1 —i)%
Solution
On a directement
Rz, =1, [Jzy=1, z,=1-1i, |zll=\/5
Ona
Zy=i+2i*—1-2i=-3-1i,
donc
Rz,=-3, Sz,=-1, Z;=-3+i, |z|=10
Ona
1+i I+i 1 1.
ST Eirnarn . 2 272"
donc
Rz; =3, ‘523=%’ _3:151» |z3| = i‘i'i:g-
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Ona
L= ir =i —1—i_i+i2_—1+i_—_1+li
YT+ =14 -1=-i 2 T 2 T2 27
donc
1 1 -1 1 1 V2
2)114:——, 524—5, 4_7—51, |Z4|: Z+Z:T.
Ona
zs = 1—2i+i* = -2i,
donc
Rz5=0, S[zs=-2, z5=2i, |z5]=
Y
14 aZl
Z4e e 23
X
0 1
.22
02’5
Exercice 3

Déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants et les représenter dans
le plan muni d’un repere orthonormé (« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire »).

Zy = %(\/5— 0.

secccccccce:

Solution

Zl = _i,

Z2=i+1,

Vu les valeurs remarquables des fonctions sinus et cosinus, on a directement

z —cos(—£>+isin<
L 2
Z, = 2 \/5
, = — | =

V2 \ 2
z —cos(—£>+isin<——
3T 6 6

2

8

£) = o

>:

2

3 ..
—)+151n<

)
2 2

#iE) = VA (o (5) w1 (3)

cos(“—”) +isin<11—”>
6 6 /°
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Y
1 022
X
0 1
023
214

Exercice 4

On suppose que a est un nombre réel. Déterminer les parties réelle et imaginaire, le
conjugué et le module de chacun des complexes suivants. Représenter ces complexes
dans le plan muni d’un repére orthonormé (« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire »)
en supposant que a appartient a I’intervalle [z /2, z[.

1

z; = cos(a) — i sin(a) 2 Cos(a) — i sin(a)

z3 = (cos(1) + i sin(1))(cos(ar) — i sin(a)) z4 = sin(2a) — i cos(2a)

Solution

On a directement

Rz, =cos(a), Sz, = —sin(a), z, = cos(a) + i sin(a)

et

|z,| = \/cosz(a) + sin’(a) = 1.
Ona

- cos(a) + i sin(a) — cos(a) + i sin(a).

cos2(a) + sin*(a)

donc
Rz, = cos(a), Jz, = sin(a), z, = cos(a) — i sin(a)

et

|z,| = \/cosz(a) + sin’(a) = 1.
Ona

z; = cos(l)cos(a) + sin(1) sin(a) + i(cos(a)sin(1) — sin(a) cos(1))

cos(l —a) +isin(1 — a),
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donc
Rz; =cos(l —a), Jz; =sin(l — a), z; = cos(l —a) —isin(l — a)
et
|z3| = \/c052(1 —a)+sin’(1 —a) = 1.
Ona
Rz, = sin(2a), Sz, = —cos(2a), z, = sin(2a) + i cos(2a)
et

|z, = \/ sin?(2a) + cos2(2a) = 1.

Cela étant, représentons graphiquement ces complexes. Vu la valeur du module, les
points représentatifs de chacun des complexes donnés se situent sur le cercle de rayon 1
centré a I’origine du repere. On a aussi

Rz, = cos(—a), Fz, = sin(—a) avec —a € ]—ﬂ', —%] ,
Rz, = cos(a), Jz, = sin(a) avec a € [% ﬂ'[,
Rz; =cos(l —a), Jz; =sin(l — a) avec l—ae]l—n,l—g],

et

Rz, = sin(2a) = cos(x /2 — 2a) = cosQRa — 7 /2)
Sz, = —cosRar) = —sin(x /2 — 2a) = sin(Qa — z/2)

avec2a—rn/2 € [7[/2, 3z/2 [ Comme un radian correspond a un peu plus de 57 degrés,
on obtient la représentation suivante.

24

<1 23
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Exercice 5

Résoudre les équations suivantes et représenter les solutions dans le plan muni d’un
repere orthonormé (« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire »).

@z2+8=0 ®2722+1=0
(c)z22+2=iz dz2-z+14+i=0
(e z2—(1-2i)z=1+i Hz*+1=0

Solution

(a) On a directement
2248=0 o z2=8> & z=2V2iouz=-2V2i

donc les solutions sont les complexes 2\/5 i et —24/2 i, qui sont situés sur I’axe

« imaginaire pur ».

e 1

—2V/2 ¢
(b) La résolution algébrique donne
2722 4+1=0 & (Bz+1)92°-3z+1)=0 © z=-1/3 ou 922 —-3z+1=0.

Puisque le discriminant de la deuxi¢éme équation vaut —27 = 27i2, les solutions de
I’équation donnée sont
343v3i  1+4/3i o 3-3v3i  1-4/3i
18 6 18 6
L’ensemble des solutions de 1’équation de départ est donc

11 1

s={-5¢(1+1V3). < (1-1V3)}.

35 (1+1V3).g(1-iv3
Cette écriture des solutions ne permet pas une représentation immédiate de celles-ci.
L’écriture trigonométrique va faciliter le travail. De fait, comme on peut écrire

1+ 3i—cos<”)+'sin<ﬂ>
2 3) =\ )

(os(5) -15n(5)))

~1/3,

on a aussi

= (b4 o (5)vri5)

W | —
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Cette écriture permet de préciser rapidement que les trois points images des solu-
tions, ayant 1/3 pour module, sont situés sur un cercle de centre a 1’origine du repére
et de rayon 1/3. Ce sont les sommets d’un triangle équilatéral dont I’'un des sommets
a pour coordonnées (—1/3,0).

Y
1
T S (14 iV3)
AR
7
, -
A
. - =
K i 6
/ - |
e X
I~ 0 1
,5‘\\ .\_\v 6 !
't')-.’l//
R L e
6
(c) Le discriminant de 1’équation du second degré z> — iz + 2 = 0 est égal a

(—i)> — 8 = =9 = (3i)?. Dés lors, les solutions de I’équation sont les complexes

i+ 3i i—3i
=2i et = —i,
2 2
qui sont situés sur I’axe « imaginaire pur ».
(d) Le discriminant de 1’équation du second degré z> — z 4+ 1 +i = 0 est égal a
1 —4(1 +i) = =3 — 4i. Cherchons les complexes qui ont ce discriminant comme

carré, c’est-a-dire cherchons les réels x et y tels que
(x+iy)* = =3 —4i.
On a successivement

(x+iy)’=-3-4i o x*-y +2xy=-3-4i

2_ 2 _
N {x y 3

{ x*—4 = -3x2
=4

L’équation du second degré X2 + 3X — 4 = 0 posséde les solutions —4 et 1; dés
lors on obtient

4_4:_32
(x+iy)’=-3-4i o {x ~ x

x=1 ou x=-1

xy=-2 xy=-2

N x=1 ou x=-1
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Il s’ensuit que les solutions de 1’équation de départ sont les complexes

1+ (1-2i) i et 1—-(1-2i) _
2 2
Leur représentation graphique est la suivante.
Y
i
X

@] 1

1—1

(e) Le discriminant de I’équation du second degré z% — (1 — 2i)z — (1 + i) = 0 est égal
A(1 =2 4+4(1+i)=1-—4—4i+4+4i = 1. Les solutions de I’équation sont
donc les complexes

%(1—2i+1):1—i et %(1—21'—1):—1'.
Leur représentation graphique est la suivante.

Y,

1

1—4
(f) On a

Z4+1=0 <o 22=iouz’=-i

Une résolution algébrique des deux équations du second degré est la suivante.
Cherchons d’une part les réels x et y tels que

(x +iy)? =i.
On a successivement

(x+iy)’=i © x*—y" +2ixy=i

x2—y?=0
< {2xy:1
4x*-1=0
O\ 2y=1
o {x=\/§/2 Ou{x:—\/z/2
2xy =1 2xy =
x=12/2 x=-12/2
@ {y=\/5/2 o y=-V2/2.
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Cherchons ensuite les réels x et y tels que
(x +iy)* = —i.
Avec le méme type de calcul que dans le cas précédent, on obtient
(x+iy’=—i & x*—y +2xy=—i

x2—y*=0

2xy = —1

x=1v72/2 x=-12/2

& ou

y=-V2/2 y=V2/2.

L’ensemble des solutions de 1’équation de départ est donc

S={\/E v V2 \/E(—1+i)}.

T(l+i), —7(1+i), 7(1—1’), -

Cette écriture des solutions donne rapidement la représentation graphique ; notons
que ’on a aussi

\/5(1+i):cos<%>+isin<%) et %(1—[):cos<%)—isin<%),

2
donc
v q .. (T T .. (T
S = {cos(—)+1s1n(—>,—cos(—)—zsm(—),
4 4 4 4
cos(z)—isin<£> —cos<£>+isin<£)}
4 4/’ 4 4 ’

Cette écriture permet de préciser rapidement que les quatre points images des solu-
tions, ayant 1 pour module, sont situés sur un cercle centré a I’origine du repere et de
rayon 1. Ce sont les sommets d’un carré dont I’'un des sommets a pour coordonnées

(V2/2.v/2/2).

Y
1
= (=144) =y [t
p (i [T
SO i
S I
:’ I | ' X
L % E
N o
N I
VI ket
—— 1+ Al
5 (1+1) i 5 (1)

Exercice 6

Reprenons les noyaux de Dirichlet (voir 1’exercice 7 de la sous-section 8.3 de ce
chapitre)
sin((2n + 1)x)

D, = sin(x)

, XFkrn, VkeZ.
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Montrer que ’on a

n(3) -2

k=—n

quel que soit le réel x qui n’est pas un multiple entier de 2z.

Solution

On a successivement

n 2n .
. » . » 1= e1(2n+1)x
z elkx = ginx § elkx = Tinx ; —
k=—n k=0 ¢

inx_—ix/2 1— ei(2n+1)x
e e —_—
e—ix/2 _ oix/2

e—i(2n+l)x/2 _ ei(2n+l)x/2

e~ ix/2 _ oix/2

- 0 (3);

on peut donc conclure.

10.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Déterminer les parties réelle et imaginaire, le conjugué et le module de chacun
des complexes suivants. Représenter ces complexes dans le plan muni d’un repere
orthonormé (« X = axe réel » et « Y = axe imaginaire »).

2i+1 3 -3i+1 j2018
_ B =

T MTh BTTTT O T 113

1
zy ==, zy=i(=i+3), z;
i

Exercice 2

Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes suivants et les repré-
senter dans le plan muni d’un repere orthonormé (« X = axe réel » et « Y = axe
imaginaire »).

2 =V2-iV2,  z,=—-\B343i, zy=(-1+iV3)V3+i),

-2 —2i
Zp =, ZS =

/3 +i 1+
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Exercice 3
Résoudre les équations suivantes.
@z>-6z+13=0 () 22+ 2-3i)z—6i=0
©22=>1-i)(z-2) d)z>+3z42i=0
(e)z>—-125=0 ®z+729=0
Solution 1
z | Rz | 3z z |z z | Rz | 3z z |z
z;| 0 | =1 i 1 z, | 0 | -1 i 1
| 1| 3 |1-3i|+10 5| =2 | 1| =2—i | /5
3 4| 3+4i 1 3 | -1-3i| V10
z;| = | -2 1 | —— | = vy
5 5 5 10 | 10 10 10
Y -Z2
-Z5 1
Z6 X
0 1T
21 =249 *23
Solution 2
zy =2 (cos(Tx/4) + i sin(Tx /4)) Z, = 2\/5 (cos(2z/3) + i sin(2z/3))
zy =4 (cos(5z/6) +i sin(5x/6)) z4 = cos(x/6) + i sin(x/6)

zs = V2 (cos(5z/4) + i sin(57/4))

175



Chapitre 2 ¢ Outils de base

23.

Solution 3
Si S est I’ensemble des solutions, on a

(@S ={3-2i3+2i} (b) S ={3i,-2} @S ={-2i1+1i}

M5 = {3131 2/3 40, =23 +0), 3=V3+0.2(V3- ) |

10.3 Exercices plus élaborés
Exercice 1
On considére I’équation z* —3z3 + (2 —i)z> +3z -3 +i =0.

1. Montrer que cette équation a des solutions réelles.

2. Résoudre I’équation.

Solution

1. On a successivement

aeR estsolution < da*—=3a3+Q2-Na*>+3a-3+i=0
& a* -3 +2d° +3a-3+i(-a*+1)=0
=3 +2a*+3a-3=0
< 2
—a-+1=0.

L’équation —a® + 1 = 0 admet les solutions réelles 1 et —1 ; comme ces nombres
vérifient aussi a* — 3a® + 2a% + 3a — 3 = 0, ce sont les deux solutions réelles de
I’équation de départ.
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2. En divisant le polyndéme z + z* — 3z3 + 2 — )z + 3z — 3 + i par
(z—-1)(z+1)=z% -1, on trouve

=322 4+Q2-0N2*+3z=-3+4+i = (2= 1) (z*=-3z+3 ).

Il reste donc a trouver les zéros du second facteur, c’est-a-dire a résoudre une équa-
tion polynomiale du second degré. En appliquant la méthode standard, on trouve les
solutions

1—-i, 241
Les solutions de I’équation de départ sont donc les nombres
1,1, 1—i, 2+

Exercice 2

{ Déterminer I’ensemble des complexes ¢ pour lesquels 1’équation
i
§ izZ+cz+1 =0

admet au moins une solution réelle.
Solution

Le réel x est solution de 1’équation si et seulement si

ix2+ RIx +iSe)x +1 =0 © X>+GSe)x =0 et Ro)x+1 =0
1
" Re

& x =-8c et x =
< (Ro). (Se) = 1.
Les complexes ¢ dont le produit des parties réelle et imaginaire est égal a 1 sont donc

ceux pour lesquels I’équation a au moins une solution réelle ; ils se situent sur une
hyperbole équilatere.
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Exercice 3

Montrer que

cos(Z) =Yoo L _ L
5/ 4 4 20

ou @ est le nombre d’or (voir I’exercice 3 de la sous-section 4.3 de ce chapitre).

Solution

Rappelons que (voir I’exercice 1 de la sous-section 6.3 de ce chapitre) pour tous
complexes a, b et tout naturel non nul #, on a

n—1

a"— b = (a—b)Zakb"_l_k.
k=0

Des lors, en posant

Zy = cos(z—”>+isin<2—7[>
o~ 5 5)°

on obtient
zg—l = (zo—l)(zg+zg+z(2)+zo+1).
Comme
5Q2r) .. [5Q@n)
5 _ _
ZO—COS<?)+ISIII< 5 =1,
on obtient
4 3 2 _
zo+zo+zo+zo+l =0,
donc aussi
1 1
+z+l+—+5 =0
ZO Z
0
Mais on a
2
zé+i = <z0+i) -2
2
Zy Zg

et dés lors (*) devient

2
<Zo+zi> +Zo+zl—1=0
0 0

Cela étant, les solutions de I’équation du second degré

Y4+y-1=0
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sont les nombres (\/g —1)/2et —(\/g + 1)/2; comme cos(2x/5) est positif, vu que
1/zq = cos(—2x/5) + isin(—2x /5) = cos(2x /5) — i sin(2x /5), on obtient finalement

V5ot

2

1 2r
ZO+Z_ = 2cos<?> =
0

et on conclut.

Plusieurs autres manieres d’effectuer le calcul de cos(27/5) ont été présentées aupara-
vant (voir I’exercice 6 de la sous-section 8.3 de ce chapitre).

Exercice 4

{ Montrer que tout polyndme de degré impair a coefficients réels admet au moins un
zéro réel.

Solution

Si z est un zéro d’un polyndme a coefficients réels, alors son conjugué z; est aussi zéro
du polyndme. Comme le degré du polyndme est impair, il posséde un nombre impair de
z€ros. Des lors il y a au moins un zéro réel.

Suites numériques

11.1 Exercice de base résolu

Exercice. Nombre d’or et suite de Fibonacci

On définit la suite a, (n € N) de la manicre suivante :

ay=a, =1, a,=a, +a,, n>2.

Cette suite a, (n € N) s’appelle la suite de « Fibonacci » et elle est intimement liée
au nombre d’or @ (voir I’exercice 3 de la sous-section 4.3 de ce chapitre).

Si n est un naturel, démontrer que 1’on a

1.®" = q, | ®+a,, Vn>2

2.an:%(q>"—<;}j"), Vi > 1

n
2 _
3. Zak =a,a,,,, Vn
k=0

4. ai -a,a,, =" Vn2>1
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Solution

Avant d’aborder la preuve des propriétés énoncées, donnons explicitement les premicres
valeurs des éléments de cette suite :

1. Prouvons cette égalité par récurrence.
L’ égalité annoncée est vérifiée pour n = 2 car elle s’écrit simplement

PP=0+1

et on a bien les coefficients adéquats car g, = a; = 1.
Supposons alors que 1I’égalité soit vraie pour les naturels inférieurs ou égaux a n et
montrons qu’elle reste vraie pour #n 4+ 1. On a successivement
o = dO" = ®(a, P+a,,)
2

= an_IQ + an_2¢

= ag, (®P+1)+a,,D

= (an—l + an—Z)q) +a,

= aq®+a,,
et la relation est donc bien vérifiée.
On peut donc conclure que 1’égalité est vraie quel que soit le naturel n supérieur ou
égal a 2.

2. Prouvons cette égalité par récurrence.

L’égalité annoncée est vérifiée pour n = 1 car on a

e

Supposons alors que I’égalité soit vraie pour les naturels inférieurs ou égaux a n et

montrons qu’elle reste vraie pour n 4+ 1. On a

Apy1 = an+an—1
—1\" _1\n—1
_ L<®,,_(1) s D )
\/g dn q)n—l
1 n n—1 n—l< 1 1 ))
= —(o"+0" — (=1 -—)).
( ( ) Pr-1 P

Vs
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Par ailleurs, puisque ®*> = 1 + ® et 1 = 1/®? + 1/®, on obtient

i+ = @il 4@ -
T =0T+ et Di-1 @it D

Deés lors, il vient

n+1

(v +0t -0 (- 5))

1
n+1 n—1
(‘D - DT o )

n+1 n+1 1
=)

o e e

et la relation est donc bien vérifiée.

On peut donc conclure que 1’égalité est vraie quel que soit le naturel » supérieur ou
égala 1.

. Prouvons cette égalité par récurrence.

L’égalité annoncée est vérifiée pour n =0 cara, = a; = 1.

Supposons alors que 1’égalité soit vraie pour les naturels inférieurs ou égaux a n et
montrons qu’elle reste vraie pour n + 1. On a directement

n+l n

2 _ 2 2 _ 2 — —
2 ar = 4, + Z a, = a4, + a,a,.1 = an+1(an+1 + an) = Qp1Gpp0
k=0 k=0

et la relation est donc bien vérifiée.
On peut donc conclure que 1’égalité est vraie quel que soit le naturel ».

L’interprétation graphique de cette relation est la suivante : le fait de juxtaposer n+ 1
carrés de cotés ag, ay, ... a, conduit a un rectangle de cotés a, et a,,, ; I’égalité 3
traduit 1’égalité des aires.
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4. Prouvons cette égalité par récurrence.
L’égalité annoncée est vérifiée pourn =1 cara, = a;, = 1 eta, = 2.

Supposons alors que I’égalité soit vraie pour les naturels inférieurs ou égaux a n et

182

montrons qu’elle reste vraie pour n 4+ 1. On a

2
an+1 — 4,8y

- 2.2
= a,+a,  +2a,a,,

2

= an—l

— 2
= a, ,+2a,a,,

+2a,a,_,

2
= (an + an—l) — 4,0,
—a, (an+l + an)
—4,0p4
—a, (an + an_l)
2
n

—_ 2
= a,_,taa,  —a

= an_l (an_l +an) - ai

2
a4y, 1941 — 4,

_ 2
= —(an

- an—lan+1)

= —(-1)' = (D™

et la relation est donc bien vérifiée.

On peut donc conclure que I’égalité est vraie quel que soit le naturel n plus grand ou

égala 1.

11.2 Exercice pour s’entrainer

Exercice

Démontrer par récurrence que I’on a

n

. nn+1 . ) nn+1)2n+1
j;;:%et ;Jzz( )6( )

quel que soit le naturel strictement positif .
Solution
C’est direct par simple calcul.
11.3 Exercices plus élaborés
Exercice 1. Un probléeme de découpage ...

Voici une illustration de la propriété

ai —a,_ 10, = (D", Vn>1

ecccccccococscccccccccnce

chapitre).

ou a, (n € N) est la suite de Fibonacci (voir I’exercice de la sous-section 11.1 de ce
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On trace un carré de coté de mesure 8 et on dessine a I’intérieur des petits carrés de
cOté de mesure 1; on a donc 8 X 8 = 64 petits carrés. On découpe alors I’intérieur
du carré de départ en quatre parties comme indiqué sur le schéma suivant. Comme
si on avait un puzzle, avec les différentes pieces, on construit un rectangle dont les
cOtés ont pour mesure 5 et 13. Ce rectangle est formé de ... 13 X 5 = 65 petits carrés.
On a en effet, pour n = 5,

8§X8 — 5%x13 = —

D’ou vient ce carré supplémentaire ?

UN PROBLEME
DE DECOUPAGE ?
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Solution

Il s’agit en fait d’une illusion ! La mise en place des pieces du puzzle pour constituer
le «soi-disant » rectangle ne reconstruit en fait pas le rectangle complet : le sommet
opposé a I’angle droit de chacun des trapezes du puzzle ne se situe pas sur la diagonale
du rectangle, I’'un est « en dessous » et I’ autre « au-dessus » de cette diagonale. Il manque
donc une petite surface pour recouvrir le rectangle.

Pour s’en convaincre sans risquer d’étre trompé par la représentation graphique, on peut
procéder en utilisant la géométrie analytique. Fixons un repere orthonormé dont les axes
sont formés a partir de deux c6tés du rectangle comme indiqué sur la figure suivante.
Les sommets dont il est question précédemment ont pour coordonnées (5, 3) et (8, 2) et
la diagonale a pour équation cartésienne y = (=5/13)(x — 13). On a bien

5 40 5 25
——5-13)= — 3 t ——@®-13)==—= 2.
RO~ =g >3 p8-1=73 <
Y
\\
Ity
1 L7 \\
\ X
O 1
Exercice 2

Soit a, (n € N) la suite de Fibonacci (voir I’exercice de la sous-section 11.1 de ce

chapitre).

1. Montrer que la construction du rectangle a partir du carré de mesure de coté égale a
a, via le « puzzle » du premier exercice de cette sous-section conduit & un rectangle
de surface plus petite que celle du carré lorsque 7 est pair et de mesure plus grande
lorsque n est impair.

2. Illustrer le point précédent en positionnant les sommets des trapezes par rapport
a la diagonale du rectangle.

3. Montrer que l’illusion de I’exactitude de la reproduction est rapidement trés
grande lorsque n augmente.
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Solution

1. Le coté du carré de départ a comme mesure a,, ; le rectangle « reconstruit » a partir
de ce carré découpé a respectivement a,_, et a,,; = a, + a,_; comme mesures de
largeur et de longueur. Ainsi pour se convaincre du fait énoncé, il suffit de reprendre
les égalités

2 .
a, —a, 14, = (_l)n’ ne N0 >

. i Xercl us- ion, cométri 1qu
2. Comme dans le premier exercice de cette sous-section, la géométrie analytique
permet d’apporter une réponse a la question.

De fait, fixons un repere orthonormé dont les axes sont formés a partir de deux cotés
du rectangle comme indiqué sur la figure suivante.

Yl Yi
On Gn-1
I~
I~
\ Uy —2 ™~
P I~ Q
\ T~
\ X
Up—2 L
|1 Up—1 Gp, An+1
//
L X casn=>5
Ap—2 Gp—1 Qp, o

Dans le carré de départ, les deux trapézes sont égaux ; comme a, = a,_; + a,_,, les
mesures des trois cotés consécutifs qui se coupent a angle droit valenta,_,,a,_,,a
Ainsi, les points P, Q dont il faut examiner la position par rapport a la diagonale ont
respectivement pour coordonnées

n—1°

(an—l’ an—Z) et (an—l ta,—a, ,a, | — an—2) = (an’ an—3)'

Cela étant, I’équation cartésienne de la diagonale considérée du rectangle est
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Ainsi, I’ordonnée du point de la diagonale dont 1’abscisse est égale a a,_; vaut

an-1 _ 14,
(an+l - an—l) -
a a
n+1 n+1
_ an—l(an—l + an—2)
Api1

D" +a,a,+a,.,0,,

|
(-1 )n—l +a, 20,1

a

n+1
-1 n—1
L eV

Ayt

= n—-2

et celle du point de la diagonale dont I’abscisse est égale a a, vaut

a
n—1
(an+l - an) .
Apti
En remarquant que I’on a aussi
2
a1 _ an—l
(an+l an—l) = Oy~
Apt1 Ayy1
a
n—1
= Gy~ = (a1 — an),
ayy1
on peut en déduire I’égalité
=n! |
n—2 T = 4,1 — (an+1 - an)
Ay Ay
ou encore
n—1
Ap_1 _ (_1)
(an+1 - an) = 4y, —ayp — .
Apt1 Qi

L’ordonnée du point de la diagonale dont I’abscisse est égale a a, vaut donc

a1 (a a ) = a a (_l)n_l
n+l — “%n - n—1" %27
Apy1 (]
_—
= an_3 + ( ) .
Ayt

On peut alors conclure aisément. De fait, si n est impair, alors

a
n—1
(an+1 _an—l) > a, 5
ayt1
et
a
n—1
(an+1 an) < a,_s;
Apt1
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de méme, si n est pair, alors

a
n—1
(an+1 - an—l) < a,,
ay11
et
a
n—1
—_ (an+1 - an) > a,_s.
Ant1

Ainsi, lorsque n est impair, 1’aire du carré est plus petite que celle du rectangle
puisque les trapézes ne « remplissent pas » le rectangle. C’est le contraire lorsque
n est pair.

I1 s’agit d’estimer le module de la différence entre les ordonnées de P, Q et des points
de la diagonale qui ont respectivement la méme abscisse, ¢’est-a-dire

—_ (an+1 - an—l) — a4y et (an+1 - an) —a,_3|-

an+l an+l
Le calcul a I’item 2 de cet exercice donne
an—l

n_+1 (an+l - an—l) —apo| = = (an+l — an) —a, ;| = ~

a,-1

quel que soit n. L’expression explicite de a,,; étant (voir I’exercice 1 de la sous-
section 11.1 de ce chapitre)

ap .y = L (q)n+l _ (_1)n+lL) ,

\/g (I)n+1

on obtient bien que 1/a,,, devient rapidement petit lorsque » augmente puisque
o > 3/2.
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Fonctions

€) Rappels théoriques

1.1 Définitions de base

La définition précise de la notion de limite des valeurs d’une fonction est suppo-
sée connue, de méme que les propriétés de base concernant la limite d’une somme,
d’un produit, d’un quotient. La notion de « cas indéterminé » est aussi supposée
connue.

Les notions de continuité et de dérivabilité d’une fonction sont des cas particuliers de
limites. Nous utilisons la notation Df pour désigner la dérivée d’une fonction f et
D f(x) pour désigner la valeur de cette dérivée au point x.

Si f est une fonction continue sur un intervalle I =]a, b[, elle admet toujours une pri-
mitive sur cet intervalle, c’est-a-dire qu’il existe une fonction (en fait beaucoup !) dont
la dérivée est égale a la fonction de départ sur I. Une telle primitive est notée généra-

lement / f(x)dx, x €]a, b[. 1l faut bien noter que les symboles / et dx n’ont aucune

signification en soi ici. Il s’agit juste d’une notation.

1.2 Propriétés et théorémes fondamentaux

Sans en rappeler le contenu, notons qu’il faut bien connaitre notamment le théoréeme de
1"Hospital' pour le calcul de certaines limites, le théoréme des valeurs intermédiaires, le
théoréme des bornes atteintes, le développement limité de Taylor? (et le cas particulier
du théoreme des accroissements finis, du théoréme de Rolle3).

1.3 Fonction exponentielle

Nous rappelons ici la définition de la fonction exponentielle faisant intervenir les séries.
Il importe de bien se rappeler les propriétés de cette fonction, surtout quand elle est
considérée sur R. Nous donnons ensuite la définition rigoureuse des fonctions sinus et
cosinus.

1. Voir I’annexe.
2. Voir I’annexe.
3. Voir ’annexe.
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La fonction exponentielle est la fonction

On utilise la notation exp pour désigner cette fonction mais bien souvent on écrira
exp(z) = e*.
On définit alors les fonctions sinus et cosinus par

cos(x) = Re™, sin(x) = FJe™*, x eR.

1.4 Limites et dérivées des fonctions élémentaires

Rappelons ici quelques cas fondamentaux de limites et de dérivées.

lim arctan(x) = _z lim arctan(x) = z
X——00 2 X—400 2
lim arcotan(x) = =« lir+n arcotan(x) = 0
X——00 X—=>+00
lim ¢ = 0 lirgl e = 4o
lim In(x) = — lim In(x) = 4o
x—0* x—+00
m m—1 1 m
Dx" =mx""", x e R(m € Ny) Dx_m:_W’XERO(mENO)
Dcos(x) = —sin(x), x € R Dsin(x) = cos(x), x € R
Dtan(x)=+, x # 2 vknvkez D cotan(x)= — i , X#*knVke”Z
cos2(x) 2 sin”(x)
Darcsin(x):;, xe]-1,1[ Darcos(x):—;, xel-1,1]
V1-—x2 VI1—x2
D arctan(x) = ! , xeR D arcotan(x) = —;, xeR
x2+1 x2+1
De*=¢*, xeR DlIn(x) = l, x € ]0, +oo[
X

Dx"=De""®=px""! x €10, +c0[ (r € R)

1.5 Suites numériques

Rappelons que toute suite numérique réelle, x,,(m € N) croissante (resp. décroissante)
et majorée (resp. minorée) converge vers une limite finie, ce qui signifie qu’il existe un
nombre x tel que, quel que soit € > 0, il existe M € N tel que |x,, — x| < € quel que
soitm > M.
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Rappelons aussi la définition de la « convergence vers 1’infini » : la suite x,, (m € N)
converge vers I’infini si, quel que soit R > 0, il existe M € N tel que |x,,| > R quel que
soitm > M.

a Eléments de base relatifs aux fonctions

2.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

Représenter graphiquement les fonctions suivantes données explicitement, toutes
définies sur R.

f1() =—x*+2x+3 fr(x) =—-f1(x) f3() = f1(=x)
fa(x) = | £1(0)] fsx)=filx—1)  fe(x) = f1(x)+2

H
§
H
§
H
§
H
H
H

Solution

La fonction f;
La fonction f; est un polyndme du second degré a coefficients réels dont les zéros
sont —1 et 3; elle a donc pour représentation graphique la parabole coupant ’axe X
en les réels —1 et 3, d’axe d’équation cartésienne x = 1 et de sommet de coordonnées
(1, £(1) = (1,4).

Y

h

La fonction f,
Vu sa définition, la fonction f, a pour graphique le symétrique de celui de f; par rapport
alaxe X.
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i

La fonction f;
Vu sa définition, la fonction f; a pour graphique le symétrique de celui de f| par rapport
alaxeY.

Y

La fonction f,
Par définition de la valeur absolue d’un réel, on a

{fl(x)=—x2+2x+3 si f,(x) >0

J4(x) 5 )
—f1(x)=x"=2x-3 s fi(x) L0

fix)==x*+2x+3 sixe[-1,3]
—fl(x)=x2—2x—3 six€]—o0,—1]U][3, +o0l.
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Le graphique de f, est donc celui de f; sur I’intervalle [—1, 3] et celui du symétrique
du graphique de f| par rapport a I’axe X sur les intervalles ] — co, —1] et [3, +oo].

Y

Ja

f 1\\%

La fonction f;
Vu sa définition, la fonction f5 a pour graphique celui de f translaté d’une unité dans
le sens de I’axe des abscisses.

Y

La fonction f;
Vu sa définition, la fonction f, a pour graphique celui de f; translaté de deux unités
dans le sens de 1’axe des ordonnées.
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Exercice 2

Déterminer le domaine de définition, la parité, la périodicité et le graphique des
fonctions suivantes données explicitement.

fi0) =cos(xrx)  fo(x) = | sin()] f3(x) = cos? (%)
Jf4(x) = arcos(x) f5(x) = arcos(cos(x)) Jfe(x) = cos(arcos(x))
Solution

La fonction f;

Comme la fonction cosinus est définie sur R, paire et de période 27, la fonction f, est
également définie sur R, paire et de période 2. Son graphique est analogue a celui de la
fonction cosinus, avec une oscillation plus grande puisque la période est plus petite que
celle du cosinus.
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La fonction f,

Comme les fonctions sinus et valeur absolue sont définies sur R, il en est de méme pour
la fonction f,. De plus, la fonction sinus étant impaire et la fonction valeur absolue étant
paire, la fonction f, est paire. Enfin, comme on a

sin(x + ) = — sin(x)

quel que soit le réel x, la fonction f, est périodique de période z. Son graphique est
celui de la fonction sinus lorsque celle-ci est a valeurs positives et le symétrique du
graphique de la fonction sinus par rapport a I’axe des abscisses lorsque la fonction sinus
est a valeurs négatives.

Y

La fonction f;
La fonction cosinus étant définie sur R et paire, il en est de méme pour la fonction f.

Comme
2(x) _ 1 cos(x)
o8 (2) “2 T

la fonction f3 est périodique de période 2. Son graphique est donc celui de la fonction
cosinus, un peu « aplati » (toutes les ordonnées sont divisées par 2) et translaté d’une
demi-unité dans le sens de 1’axe des ordonnées.

x eR,

La fonction f,

La fonction f, est définie uniquement sur I’intervalle [—1, 1], qui est un ensemble borné ;
elle ne peut donc pas étre périodique. Par ailleurs, on a arcos(—1) = z et arcos(1) = 0;
la fonction n’est donc ni paire, ni impaire. Cela étant, comme f, est 'inverse de la
fonction cosinus définie sur [0, 7], son graphique s’obtient par une symétrie orthogonale
par rapport a la premiere bissectrice.
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La fonction f;

Comme la fonction cosinus est définie sur R et est a valeurs dans [—1, 1], domaine de
définition de la fonction arcosinus, la fonction f5 est définie sur R. Par ailleurs, comme
la fonction cosinus est paire et de période 2, la fonction f5 I’est aussi. Enfin, pour tout
réel x € [0,2x[, on a

_ _ X six € [0, 7]
J5(x) = arcos(cos(x)) = { arcos(cos(Qr — x)) =2xr —x six € [x,2x].
Le graphique de la fonction f5 est donc le suivant.
Y<
’ fs
1 X
4 3 2 1 0 1 2 '3;‘— 4 5 6 7

La fonction f;
Comme la fonction arcosinus est définie sur [—1, 1] et la fonction cosinus sur R, la
fonction f est définie sur I'intervalle [—1, 1]. Cet intervalle étant borné, elle n’est pas
périodique. Comme
arcos(x), x € [-1,1] et cos(x), x € [0, x]
sont inverses 1’une de 1’autre, on a
fe(x) = cos(arcos(x)) = x, Vxe[-1,1].

La fonction est donc impaire et son graphique est le suivant.
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s

Exercice 3
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement.
fi)=V=x4x-6  frt)=In(x*-1) £5(x) = arcsin (In(x))
fa(x) = ﬁ f5(x) = arcos (2e™ — e¥) fe(x)=1+/—-1+ lnz(x)
f+(x) = In (arcsin(x)) fix)=V-x2+x+6 folx) = ————
e —e+1

Solution

La fonction f;
Comme la fonction racine carrée est définie sur [0, +oo[ et comme un polyndme est
défini sur R, la fonction f; est définie sur

(xeR : =x>+x—-6>0).

Comme le discriminant du polyndme est strictement négatif et comme le coefficient de
x? est négatif, ce polyndme est toujours strictement négatif. La fonction f; n’est donc
pas définie.

La fonction f,
Comme la fonction logarithme est définie sur ]0, +oo[ et comme un polyndome est défini
sur R, la fonction f, est définie sur

(xeR : x*-1>0} =]—o00,—1[U]l,+0o0l.

La fonction f;
Comme la fonction arcsinus est définie sur [—1, 1] et comme la fonction logarithme est
définie sur ]0, +o0[, la fonction f5 est définie sur

{xeR : x>0et In(x) € [-1,1]}.
Comme on a

—1<h(x)<1 <

Q| =
IA
=
IA
o
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le domaine de définition de f5 est I’intervalle

¢

—el.

e

La fonction f,

Comme le domaine de définition de la fonction logarithme est I’intervalle ouvert
10, +o00[, comme celui de la fonction racine carrée est ’intervalle [0, +o0o[, comme tout
polyndme est défini sur R et comme une fraction est définie en dehors des zéros de son
dénominateur, le domaine de définition de f, est ’ensemble

(xeR : x#1, |x—=1]#1 et 4—9x>>0}.

Cela étant, on a

[x-1=1 © x-1=1loux-1=-1 & x=2o0ux=0
et
R 22
4-9x2>0 o (243092-3x)>0 <o xe[—g,g .

Il s’ensuit que le domaine de définition de la fonction f, est I’'union de deux intervalles,
a savoir

La fonction f;
Comme la fonction arcosinus est définie sur [—1, 1] et comme la fonction exponentielle
est définie sur R, la fonction f5 est définie sur

{(xeR : 27 —-¢* € [-1,1]}.
Cela étant, on a

—eX e 4+2 >0

—1<2e ¥ —e"<1 & —e<2-e"<e o
eX+ex—2 > 0.

Vu la fagon dont le systeme se présente, en remplacant e* par y, on effectue tout d’abord
la résolution suivante :

{ Y 4+y+2 >0 { -(-2)(y+1) 20
Y+y-220 Y+ -1 20
& yel-1.21n (1= 0, -21U [l +ol )
& yell,2].
Il s’ensuit que I’on a
—1<2e™-¢e"<1 o ¢fe[l,2] © xe€][0,In(2)];
la fonction f5 est donc définie sur I'intervalle

[0, In(2)].
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La fonction f;

Comme le domaine de définition de la fonction logarithme est I'intervalle ouvert
10, +o00[ et comme celui de la fonction racine carrée est I’intervalle [0, + oo, le domaine
de définition de la fonction f est

{(xeR : x>0 etln(x) €] —oco0,—1]U[1,+00[}.

Cela étant, pour x > 0, on a

Inx)<-1 & xXZ<

Q| =

et
Inx)>1 & x>e.

La fonction f est donc définie sur
o.2] ute,+eol.
e

La fonction f;
Comme la fonction arcsinus est définie sur [—1, 1] et comme la fonction logarithme est
définie sur ]0, +oo[, la fonction f; est définie sur

{(xeR : xe[-1,1] et arcsin(x) >0} =1]0,1].

La fonction fg
Comme la fonction racine carrée est définie sur [0, +oo[ et comme un polyndome est
défini sur R, la fonction f; est définie sur

(xeR : —x*+x+6=(x+2)3-x)>0} = [-2,3].

La fonction f,
Comme la fonction exponentielle est définie sur R, la fonction racine carrée sur [0, +oo[
et toute fraction en dehors des zéros de son dénominateur, la fonction f, est définie sur

{(xeR : e¥—e+1>0} = {xEIR : ez"—1+e">0}.

Cela étant, le polyndme du second degré y +— y*> + y — 1 a pour zéros les réels
—(1+ \/g)/2 et (\/g — 1)/2 et est strictement positif sur

[t

, +oo
2

On obtient ainsi

1+v5] 1v5-1
X1+ >0 o e"e]—oo,— +2\/_[U \/_ ,+oo[

S x€ |ln > ,+oo|
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la fonction fq est donc définie sur I’intervalle
In \/g —! +
,+oo]|.
2

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement
et les représenter graphiquement, uniquement en se servant des symétries et des

Exercice 4

représentations graphiques des fonctions logarithme et exponentielle.

ln(l), In (ex), exp (—In(1/|x])).
x

1
exp(x)’

Solution

La fonction x — In(1/x) est définie sur ]0, +oo[ et on a
1
In (—) = —In(x), Vx> 0.
x

Il s’ensuit que son graphique est obtenu a partir de celui de la fonction In par une symétrie
orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

La fonction x — In(ex) est définie sur ]0, +oo[ et on a
In(ex) = In(e) +In(x) = 1+1In(x), Vx>O0.

Il s’ensuit que son graphique est obtenu a partir de celui de la fonction In par une
translation d’une unité dans le sens des ordonnées.
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La fonction x — —1/ exp(x) est définie sur R et on a

1
exp(x)

= —exp(—x), VxeR.

Il s’ensuit que son graphique est obtenu en deux étapes. La premiére consiste a partir
du graphique de la fonction exponentielle et a appliquer une symétrie orthogonale par
rapport a 1I’axe des ordonnées ; on obtient alors le graphique de la fonction x — exp(—x).
La seconde consiste a appliquer une symétrie orthogonale de ce dernier graphique par
rapport a I’axe des abscisses.

y=-exp(—z)\ vy U = exp(r)

y=— exp(*w);’f

La fonction x — exp(—In(1/|x|)) est définie sur R, et on a

exp <—ln <|17|>> = exp(n(|x]) = |x|, Vx€e€R,.

Il s’ensuit que son graphique est le suivant.

Y] y = exp(=In(1/|z]))
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2.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Représenter graphiquement les fonctions suivantes données explicitement, toutes

définies sur R.

1) = x/(x = 2)?

Jfa(x) = |f1(x)|

Exercice 2

|x]

Exercice 3

f1(x) = sin(2zx)

fa(x) = arcsin(2x)

Exercice 4

£, =In ( ln(tan(x)))

1
S0 = T
vV 1
frn = L2

Vx+2

fio(x) = arcos (x> = 1)

fr(x) = —f1(%)
fs) = filx+1)

f3() = f1(=x)
Jfe(x¥) = f1(x) =3

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement
et les représenter graphiquement, uniquement en se servant des symétries et des
représentations graphiques des fonctions logarithme et exponentielle.

In(x)—1, In <i> , | —=In(=x)|, —exp(x)+1, exp(x—1), exp(x)-—2.

Déterminer le domaine de définition, la parité, la périodicité et le graphique des
fonctions suivantes données explicitement.

Sf>(x) = | cos(x)|

f5(x) = arcsin(sin(2x))

£3(x) = sin® (%)

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement.
Dans les cas de fg, fq. fio €t f;;, mentionner de quelles fonctions élémentaires
chacune de ces fonctions est la composée.

1 —2e*
1+ 2e

fo0) =In (x i+ x2)

J>(x) = arcsin(e”) f>(x) = arcsin

f5(x) =1In(e* — )

x+1
x+2

f11(x) = arctan (In(x))

f3(x) =

fo(x) =1n (x2 +x - 6)
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Exercice 5

orthonormé.

A =241 L0 =x-1 HE®=2 fi0=lx-1]

Exercice 6
1. Soient une fonction g définie sur I’intervalle [—1, 0] et la fonction

[ iy= f(y) =g(n(y - 2)).

(a) Déterminer le domaine de définition de f.

(b) Si elle existe, que vaut I’image de 3 par f sachant que

g-D=3, g(-1/2)=4 et g0)=77

2. Méme question pour g défini sur I’intervalle [0, 4] et

fixe f(x)=g(V10x — x?)

sachant que

g0)=-5 g2=V3 et gB3) =V

Exercice 7

Si elles sont définies, simplifier les expressions suivantes au maximum.

(a) In (cos? 27/3)) + In ( sin27z/3)) (b) cotan (In(e3*/2))

(©) exp(2In(3e)) (d) arcos ( V2 /2)

(e) arcos (cos (61/5)) (f) arcotan (\/5 )

(g) cotan (arcotan (z /2)) (h) arcotan (cotan (8z /7))

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement,
ainsi que leur image (x est une variable réelle). Dans chaque cas, déterminer la
fonction inverse, si elle existe; au besoin, réduire le domaine de définition pour
pouvoir en définir une. Représenter alors f et son inverse dans le méme repere
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Solution 2

Solution 1

On a les représentations suivantes.

‘,\‘y f 1

o

Le domaine de définition de la premiere fonction est ]0, +oo[, celui de la deuxiéme est
R, et celui de la troisiéme est ] — o0, 0[.

Cela étant, on a les représentations graphiques suivantes.

Y

Y= ln(’_a;)
|
X
o A1
" y=1In(z)—1 1
y=1In (—)
||
Y
y=|—In(~2)| y = In(z)
1
o A

Y

Le domaine de définition des trois fonctions exponentielles est R.
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yi y=-exp(z) Yl
! Jy=exp(z—1)
M X Y= exp(;v)1 X
o 1 (¢} 1
Y= exp(z) — 2
y=—exp(z)+1
Solution 3
Fonction | Domaine de définition | Parité Période
fi R impair 1
/o R pair /2
/3 R pair 4r
fa [-1/2,1/2] impair | non périodique
fs R impair /2
Les graphiques sont les suivants.
Y
N1

2 1 Ao
N s
-
-
-~ A

y = sin(z)
Y
f2
/v X
5 %, T 0 1 \\z 3 i 75 6 7 \é\
4 N 7 N

// N 7 N
~o_ - , \\‘7///
y = cos(z)
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Y
f )
0 ) ’// \\\ i & i X
] \\\—7/;:cos(>) DS g
ﬂ/}; fa /_,.,
— X
y=siner,”” /-
’./ —m/27T
4
/2 1
f5
' 0 " ' ' X
i
Solution 4
Fonction | Domaine de définition Fonction | Domaine de définition
fi Ui /4 + ke, /2 + kexl b ] - 0,0]
kEZ

Ve ] = o0, —In(2)] fa R\ {-2, 0}

/s 11, +oo[ fe ]

/7 [—1,+oo[ fs =00, =2 [U[-1,+00[

fo ] — 00, =3[ U 12, +oo] o [-v2.V2]

Vit 10, +oo[
Si on note la fonction donnée par fog alors on a successivement
—pour fg : x = \/(x+1)/(x+2), les fonctions g : x — (x+1)/(x+2) et

Fiye )y

—pour fy x> In(x>+x —6),les fonctions g : x> x>+ x—6¢et f : y> In(y)
—pour f, : x> arcos(x? — 1), les fonctions g : x — x?> — L et f : y > arcos(y)
—pour f}; : x> arctan(In(x)), les fonctions g : x — In(x) et f : y > arctan(y).
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Solution 5
Fonction | Domaine de définition Image Fonction inverse
fi R R 1_1 Txe (x=1)/2
[ R [—1,+o0[ | pas d’inverse (voir ci-dessous)
1 R, R, Jhixe2/x
fa R [0,4+00[ | pas d’inverse (voir ci-dessous)

Si on restreint le domaine de définition de f, a ’ensemble [0, +oo[ par exemple, alors

la fonction f,, : [0, +0o[— [—1,40c0[ : X x2 — 1 admet une fonction inverse donnée

par f;' : [=1,+00[—= [0,+00[ : x >

x+ 1.

Si on restreint le domaine de définition de f, a ’ensemble [1, +co[ par exemple, alors

la fonction f,, : [1,+o00[—= [0,4+0c0[ : x = x — 1 admet une fonction inverse donnée
par f;' 1 [0,+0c0[= [1, 400 : x> x + L.

Les graphiques sont les suivants.

fi

f4r
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Solution 6

1. (a) Le domaine de définition de f est I'intervalle [2 + (1/e), 3].
(b) Puisque 3 appartient au domaine de définition de f,ona f(3) = 7.

2. (a) Le domaine de définition de f est [0,2] U [8, 10].
(b) Puisque 3 n’appartient pas au domaine de définition de f, I'image de 3 par f
n’existe pas.

Solution 7

Les expressions sont définies et ont respectivement les valeurs suivantes.

() % In3—3n2 (b) 0 (€) 9¢? d) %”
4x T p 4 b4
(e) ? ® g (g) 5 (h) 7

2.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

1. Soient f et g deux fonctions croissantes sur un intervalle I. La fonction fg I’est-
elle encore ? Si la réponse est affirmative, le démontrer. Dans le cas contraire, en
donner une justification ainsi qu'une (des) condition(s) sous laquelle (lesquelles)
elle I’est.

2. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle | —r, r[ ou r > 0. Etudier la
parité des fonctions f + g et fg dans le cas ou les deux fonctions f, g sont paires
(resp. impaires, une paire et I’autre impaire).

Solution

1. La réponse est négative et I’exemple qui suit le justifie. La fonction f = sin est
croissante sur [0, /2], ainsi que la fonction g = — cos ; cependant, ona (fg)(0) =0
et (fg)(x/4)=-1/2.

Cela étant, si les deux fonctions sont a valeurs positives, le produit est encore
croissant. De fait, si f et g sont définis sur I, & valeurs positives et si x < x/, alors

fg(x) < f(xNg(x) < f(x)g(x).

On peut aussi remarquer que si les fonctions sont définies sur I, a valeurs négatives
etsi x < x/, alors

f)g(x) > f(xNg(x) = f(xNg(x");

des lors fg est décroissant.
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2. Dans le cas ou les deux fonctions sont paires, leur somme et leur produit sont bien

sfir pairs aussi car on a
(f +8)(=x) = f(=x) + g(=x) = f(x) + g(x) = (f + &)%)
et
(f&)(=x) = f(=x)g(=x) = f(x)g(x) = (fg)(x)

quel que soit x € | — r, r[.

Dans le cas ou les deux fonctions sont impaires, alors leur somme 1’est aussi et leur
produit est pair car on a

(f+8(=x) = f(=x)+g(=x) = =f(x) —g(x) = =(f + &)%)

et

(f&)(=x) = f(=x0)g(—x) = (=1 f(x)g(x) = (fg)(x)
quel que soit x € | — r, r[.
Dans le cas ou f est pair et g impair, leur produit est impair car on a
(fe)(—=x) = f(—=x)g(—x) = —f(x)g(x) = —=(fg)(x)

quel que soit x € ] — r, r[. Quant a leur somme, on a

(f +8)(=x) = f(=x) + g(=x) = f(x) — g(x)

quel que soit x € ] —r, r[. Ainsi, si la somme est paire, alors g est identiquement nul.
Si la somme est impaire, f est identiquement nul. Pour f(x) = x* et g(x) = x, f + ¢
n’est ni pair ni impair ((f + g)(—1) =0, (f + g)(1) =2).

Exercice 2

S’il existe, déterminer ’inverse de la fonction f : x — x|x|. Représenter alors f
et son inverse.

Solution

Cette fonction est définie sur R et elle s’écrit aussi

2 1 20
f(x):{xz S1 X

—X six <0;

elle est injective sur R. Cela étant, on a directement

N V£ six >0
/ (x)_{—\/—_x six < 0.
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Limites

3.1 Exercices de base résolus

Exercice 1

(a) 1ir+n (=x* + 2x)

)
© lim 2x° + 5x
x>—c0 X243

(e) limexp (l )
x—0 X

cotan(x)

(g) lim

x—0 sin(3x)

@ xl—l;r—noo In(x2)

(k) lim arctan(
x—=1+

2 _
(m) lim all
x—1- |1 —xl

)

(@ ygrpm log,(3)

. . [ x
(s) lim arcsin <
x—1 X

(0) lim <\/1 Fxt+2x2— \/2x2+3>

Déterminer si les limites suivantes sont envisageables. Si la réponse est affirmative
et si elles existent, les déterminer sans utiliser le théoreme de 1’Hospital.

(b) lim

x—=2 X2 _
1 6

@) lim #
X—>—00 X

() lim ex <—L)
itk FP\ T2

(h) lim 22

x—=0 sin(2x)

G4) XETwln (| —x+7r|)

1)) x_l)ll‘lil/z In(arctan(x))
[x=2] -1
x2 -4

») liI+n (In(3x + 2) — In(3x))

.
@ lin

(r) lim u exp <;>
U——00 u—1

exp(2x)

t) li
( ) x—1>r-+l:loo exp(xz)

(v) lim logyy(7)
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Solution

(a) La fonction donnée est un polynome ; elle est donc définie sur R, ensemble non
majoré ; la limite est donc envisageable.

Ona
X—+00 X—>+00 x

(b) La fonction donnée est une fraction rationnelle ; elle est donc définie en dehors des
zéros du dénominateur, qui sont ici les réels —2 et 2. Cette fraction est donc définie
sur R\ {—2,2}, ensemble qui rencontre tout intervalle ouvert contenant 2. La limite
est donc envisageable.

Ona
— =1lim S S =00
-2 x2 -4 x-2 (x—-2)(x+2)
On peut préciser que
1 1

lim =—0c0 et lim
x—>2- x2 —4 x=2+ x2 — 4

= +o00.

(¢) La fonction donnée est une fraction rationnelle ; elle est donc définie en dehors des
z€ros du dénominateur. Dans le cas présent, il n’y a pas de zéro réel ; ainsi la fonction
est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite est donc envisageable.

Ona

. —2x%+5x X (=24 5/x) . =2+(5/x)
lim —— = lim ——— = lim —— = -2,
x—-c0 x2473 x—>—00 x2 (1 + 3/)(?2) x——oo ] 4 (3/x2)

(d) La fonction x — /1 + x6 /x> est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite est
donc envisageable.

On a
V1 +x6 x|/ (1/x5) + 1
im Y2 _ i %:— lim V(1/x0) +1=-1.
X——00 X2 X——00 X X——00

(e) La fonction x +— exp(l/x) est définie sur R,. Puisque tout intervalle ouvert
contenant 0 rencontre ce domaine, la limite est envisageable.

On a
lim = =400 et lim exp(y) =+o0;
y—=+oo
ainsi, vu le théoreme des limites des fonctions de fonction, on obtient
. 1 .
lim exp (—) = lim exp(y) = +o0.
x—0* X y—+o00

Par ailleurs, on a aussi

lim 1 =-o00 et lim exp(y)=0;
x—0" X y——00
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dés lors, vu le théoréme des limites des fonctions de fonction, on obtient
. 1 .
lim exp (—) = lim exp(y) =0.
x—0— X y——00
La limite n’existe donc pas.

(f) La fonction x +— exp (—1/(x + 2)) est définie sur R \ {—2}, ensemble non majoré ;
la limite est donc envisageable.

On a

. 1 .
1 =0 t 1 -y»=1;
x—1>1-’l-noo x+2 ¢ yl—l;% exp( y)

vu le théoréme des limites des fonctions de fonction, on obtient

. 1 .

Jim exp (~5) = limewt-y) = 1

(g) La fonction cotan est définie sur R \ {kx : k € Z} et la fonction x — sin(3x)
est définie sur R et s’annule en les multiples entiers de z /3. Il s’ensuit que la fonc-
tion x — cotan(x)/ sin(3x) est définie sur R \ {kz/3 : k € Z}, en particulier sur
A= ]—71' /3, 0[ u ]0, /3 [ Puisque tout intervalle ouvert contenant O rencontre A,
la limite peut &tre envisagée.

Comme on a
limcos(x) =1 et lim(sin(x) sin(3x)) = 0,
x—0 x—0
on obtient directement
cotan(x) . cos(x)
Y aF = — 5, = to.
x—-0 sin(3x) x—0 sin(x) sin(3x)

(h) La fonction tan est définie sur R\ {x/2 + kx:k € Z} et la fonction x — sin(2x) est
définie sur R et s’annule en les multiples entiers de 7 /2. Il s’ensuit que la fonction
x — tan(x)/ sin(2x) est définie sur R\ ({kz/2 : k€ Z} U {n/2+kn : k€ Z})
= R\ {kx/2 : k € Z}, enparticulier sur A = ]—ﬂ/Z,O[U]O, /2 [ Puisque tout
intervalle ouvert contenant O rencontre A, la limite peut étre envisagée.
On obtient alors directement
tan(x) i sin(x) . 1 1

xl—>0 sin(2x)  x—0 cos(x) 2sin(x)cos(x)  x—0 2 cos2(x) - 2
(i) La fonction x — 1/In(x?) est définie sur
{xeR : x¥*>0 et In(x*)#0} =R\ {-1,0,1}.

Puisque cet ensemble n’est pas minoré, la limite est envisageable.
Ona

lim x> =+4c0 et lim In(y) =40 ;
y—=+oco

X——00
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ainsi, vu le théoréme des limites des fonctions de fonction, on obtient

lim ——— = lim 1 =0t
x—-c0 In(x2)  y—+oo In(y)

(j) La fonction x +— In (| -x+ 7r|) est définie sur R \ {z}; cet ensemble n’étant pas
majoré, la limite est envisageable.

Pour x > 7z, on a In (| —-x+ ﬂl) = In (x — 7r) ; des lors, on obtient directement

lim In(j—x+x]) = lim In(x—7) = +oo.

(k) La fonction x +— arctan(l/(x — 1)) est définie sur A=R \ {1}. Puisque tout
intervalle ouvert contenant 1 rencontre A N ]1,+oo[ = ]1,+oo[, la limite est
envisageable.

On a

lim 1 =400 et lim arctan(y) = <£>_ ;
x—1+t x —1 y—+00 2

ainsi, vu le théoreme des limites des fonctions de fonction, on obtient

lim arctan( 1 ) = lim arctan(y) = (E)_.
1t x—1) 7 ot >

(1) La fonction x — In (arctan(x)) est définie sur {x € R : arctan(x) > 0} = ]0, +oo[.
Comme cet ensemble ne rencontre pas tous les intervalles ouverts contenant —1/2,
la limite n’est donc pas envisageable.

(m) La fonction x +— (x> — 1)/|1 — x| est définie sur R \ {1}. Comme tout intervalle
ouvert contenant 1 rencontre (R \ {1}) N] — o0, 1[ =] — o0, 1[, la limite peut étre
envisagée. On aurait également pu dire que tout intervalle du type ]r, 1] (avec r < 1)
rencontrant le domaine R \ {1} , la limite peut étre envisagée.

Pour x < 1,ona
-1  (x=-D&x+1)

= = —(x+1
T T—x x+1)
et des lors
2
x° — .
x—1- |1 —_ xl xinlfl_(x + )

(n) La fonction x — (|x — 2| — 1)/(x* — 4) est définie sur R \ {-2,2}. Comme tout
intervalle ouvert contenant 2 rencontre cet ensemble, la limite peut étre envisagée.

Ona

tim (=21 -1) o linle-4) =0
il s’ensuit donc directement
[x —=2| -1
lim ———— = oo.

=2 x2—-4
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On ne peut pas préciser davantage car le dénominateur est positif si x > 2 et négatif
si x < 2 etdes lors
|[x —2| -1 . x=2]=1

lim ———— = —o0 et lim ——— = +o0.
x-2t x2—4 x—>2-  x2—4

(o) La fonction x +— \/ 1+ x+2x2— \/2x2 + 3 est définie sur
{(x€R:1+x+2x*>0 et 2x2+3>0} =R,

Cet ensemble n’étant pas minoré, on peut calculer la limite en —co. Comme
Iim V1+x+2x2=4c0 et lim V2x2+3 = 400,
X—>—00 X—>—00
on a I’indétermination « co — oo ». Pour lever cette indétermination, on multiplie le
numérateur et le dénominateur par le « bindme conjugué » de 1’expression. Ainsi,

(\/1+x+2x2—\/2x2+3)(\/1+x+2x2+\/2x2+3)
lim f(x) = lim
X eo X eo VI4x+2x2+V2x2+3
. l+x+2x2-2x2-3
= lim
R b x+2x2 4+ /2x2 + 3

= lim x—2

TRV x|+ V2 |
X

(p) La fonction x — In(3x + 2) — In(3x) est définie sur ]0, +oo[, ensemble non majoré.
La limite est donc envisageable.

Cela étant, la fonction s’écrit aussi
3x+2

In(3x +2) —In(3x) = In ( ) . Vx>0
Vu le théoréeme des limites des fonctions de fonction, on a immédiatement

(3x+2) = limIn(y) = In(1) = 0.
X y—»l

lim In
X—400

XETw (In(3x +2) — In(3x)) =

(q) Lafonction y - log (3) = In(3)/ In(y) est définie sur ]0, 1[ U ]1, +oo[. Cet ensemble
n’étant pas majoré, la limite est envisageable.

On a directement

lim log,(3) = 0

y—=+o0

car lim In(y) = +oo0.
y—=+o
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(r) La fonction u — uexp(l/(u — 1)) est définie sur R \ {1}, ensemble non minoré ; la
limite est donc envisageable.

Vu le théoréeme des limites des fonctions de fonction, on a

lim exp (

U—>—0

ull) = ylir(g{eXp(y) =1;

on obtient donc directement

. 1
lim uexp( 1) = —00.
u_

(s) La fonction x — arcsin ((x2 -1/(x - 1)) est définie sur

x2—1

{XEIR x#1 et

=x+1 € [—1,1]} = [-2,0].

Comme tous les intervalles ouverts contenant 1 ne rencontrent pas cet intervalle, la
limite n’est pas envisageable.

(t) La fonction exponentielle est définie sur R et ne s’annule pas; la fonction
x > exp(2x)/ exp(x?) est donc définie sur R, ensemble non majoré. La limite est
donc envisageable.

Ona
2
M = exp(2x—x2), Vx eR
exp(x?)
et
lim 2x — x%) = —o0.
Xx—+00

Vu le théoreme des limites des fonctions de fonction, on obtient dés lors

exp(2x)

= lim ex = 0.
A oped) T p(»)

(u) Remarquons tout d’abord que la fonction donnée s’écrit aussi explicitement

(ﬁ)x = exp <x1n(\/§/2)) .

2

Elle est donc définie sur R, ensemble non majoré. La limite est donc envisageable.

Comme In( \/E /2) < 0, on obtient directement

lim (iE) = 0.
x—+00 2

(v) Remarquons tout d’abord que la fonction donnée s’écrit aussi explicitement

In(r)

IOgln(x)(ﬂ) - m
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Elle est donc définie sur
{xeR : x>0, In(x)>0et Inx)#1}={xeR : x>0, x>1 et x #e}
= J1,e[ U ]e,+o0[.

Tout intervalle de type [1, r[ (ol ¥ > 1) rencontre cet ensemble ; la limite en 11 peut
donc étre envisagée.
Ona

lim In(x) =0" et lim In(y) = —o0;
x—1* y—0*
vu le théoreme des limites des fonctions de fonction, on obtient

) ) In(x) . In(r)
lim log),(7) = lim ——— = lim =
x>l x>+ In(In(x))  »-0* In(y)

3.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

1. Traduire en symboles mathématiques 1’égalité suivante. En donner une interpré-
tation graphique.

1iI(I)1+ In(x) = —o0

2. En utilisant les limites relatives aux fonctions élémentaires, déterminer la valeur
des limites suivantes par application du théoréme des limites des fonctions de

fonction.
. -1 . . 1
I (=) ® I tan (—— )
@lmer(T)  ® Inggg Ok eeen (s
Exercice 2
Déterminer si les limites suivantes sont envisageables. Si la réponse est affirmative
et si elles existent, les déterminer sans utiliser le théoreme de 1’Hospital.
. )
(a) xllgl* x2 — 9 (b) x1—1>r—noo( A 3X)
VI +x? tan (x)
lim —— d
© x_l,r_noo x @ Xﬁéglzr cos(3x)
(e) lim (\/x +4x2 — \Vax2 + 1) {3 linll/2 In(arcsin(x))
X—>—00 X—>—
2 _ \1—
(@ lim 2 (h) lim ———
x—2+ |2 — xl X——00 m
. .. cotan(x) o
lim —— lim In(] — 2x —
)] Jim, S () Jim n(| = 2x — x|)
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a2

(k) lim (In(4x — 1) — In(4x)) @) lim X T4
X=+oo x—+oo 2x2 41

(m) lim lo <l> () lim u ex (—” )
y—+oo g'v T U——00 p u+1

. 1
o i oo ()

Solution 1

1. En symboles mathématiques, la définition de lim In(x) = —co est donnée par

X—

Ve>03dyp >0 telque 0<x<y=In(x)<—e.

L’interprétation graphique est la suivante.

Y
‘ y = In(z)
14
n X
ol TN '
—€ : y = —€£

2. La limite (a) n’existe pas, la limite (b) vaut 0* et la limite (c) vaut (—z/2)".

Solution 2

Toutes ces limites peuvent étre envisagées a I’exception des limites (f) et (h) ; elles sont
respectivement égales aux valeurs suivantes.

@ -0 (b) —c0 (0 —co (d) —oo (e)(—i) (@) 4"

O(2) Gro ®0 0(-2) Mo - @I

3.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Démontrer que

cecece

lim sin(x)
x—+00
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n’existe pas et que

lim (x+sin(x)) = +o0.
X—>+00

Solution

D’une part, comme la fonction sinus est bornée, il est clair que la limite ne peut pas étre
infinie. Montrons qu’elle ne peut étre finie non plus en procédant par contraposition.

Si cette limite vaut r # 0, alors il existe R > 0 tel que
. r
| sin(x) — r| < %, Vx> R;

cela est impossible car il existe m € N tel que mz > R et dans ce cas on aurait
| sin(mrz) — r| = |r| < |r|/2, ce qui est impossible puisque r # 0.

Pour I’autre cas, il suffit de noter que
[x + sin(x)| > x — | sin(x)] > x — 1

quel que soit le réel x > 0.

Exercice 2. Théoréme de I'étau’

Soient f, g, h trois fonctions continues sur un intervalle I C R, a valeurs réelles et
telles que

f(x) < h(x) < gx), Vxel.

Si la limite en a de f et de g est égale au réel r, alors il en est de méme pour la
fonction h.

ecececcecescnnnnanannannne

Solution

Supposons d’abord que « soit un réel de I’intervalle I ou ’'une de ses extrémités. Soit
alors € > 0. On doit trouver n > 0 tel que
|A(x)—r] <€, Vxelnla—n,a+n]
ou encore
— < h(x)—r <e, Vxelnla-—-na+n]
Vu I’hypothese, il existe 5, > 0 tel que
|f(x)—rl <€ Vxelnla—mnya+nl
et

lgx)—r] < e, Vxelnla—nya+nl

1. Ce théoreme est aussi appelé théoréme du gendarme ou théoréme du sandwich.
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Il s’ensuit alors que 1’on a
- Z f)—r L h(x)—r < gx)—r <&, Vxelnla—rnga+nl

et on peut donc conclure en prenant # = 7.

L’argumentation s’adapte bien sir directement lorsque « = —co ou a = +o00.

Exercice 3

Sachant que! In(x + 1) < x quel que soit x > 0, démontrer que
M

. 1
lim — = 4o0.
M-+ m
m

Solution
Comme on a
In(x+1) <x, Vx>0,

il s’ensuit que pour tout M € N,;, on obtient
<, /1

> Yin(-+1)
m=1 m
M

=Y (ln(m +1)— ln(m)))

m=1

M

3
15
3=

= In(M +1).
Comme
lim In(y) = +o0,
y—=+o0

on obtient finalement

et on peut conclure.

1. De fait, comme la fonction x +— In(x + 1) est continiment dérivable sur ] — 1, +oo[, le théoreme
des accroissements finis permet de dire que pour tout x > 0 il existe u € [0, x] tel que

x—0 x
1 1) = In(1 = .
ax+ D =M+ = o

Comme u > 0,onal/(u+1) < 1 eton conclut.
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Exercice 4

¢ Montrer que tout polyndme de degré impair a coefficients réels admet au moins un
z€ro réel.

Solution

Cet exercice a déja été traité dans le chapitre 2 (voir I’exercice 4 de la sous-section 10.3 :
utilisation des nombres complexes). Nous présentons ici une autre méthode de résolution
(utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires).
Notons P le polynome et supposons d’abord que le coefficient du terme de degré maxi-
mal soit positif. Comme le polyndme est une fonction continue sur R, a valeurs réelles
et est de degré impair, on a
lim P(x)=—oc0 et Ilim P(x)=+o0;

X—>—00 X—+00
le théoreme des valeurs intermédiaires permet donc de conclure directement.
L’argumentation s’adapte bien str directement lorsque le coefficient du terme de degré
maximal est négatif.

a Suites numériques

4.1 Exercice de base résolu

Déterminer si les suites suivantes convergent. Si la réponse est affirmative, en déterminer

la limite.
m
eN b
@ e O

@V2meNy (&) {/m(meNy (f)m(\/1+1/m—1>(meN0)

m

meN) (c)2" (meN)

Solution
(a) Pour tout naturel strictement positif m, on a

<m 1
m4+1"m

Cela étant, pour tout € > 0, il existe un naturel M tel que 1/ < M. Dé¢s lors, on

obtient
0" <leloe wmswm
m+1"m~ M
et la suite converge donc vers 0.
(b) Quel que soit le naturel m, on a
m 1 -2m+1-1 1 1
= X —————— = -2 4 ————.
1-2m 2 1-2m 2 2(1 —2m)
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On a aussi
0<|— —|=—1 <1
2(1 —2m) 22m—1) = 2m
deés lors (voir le cas précédent), la suite 1/(2(1 — 2m)) (m € N) converge vers 0. La
suite de départ converge donc vers —1/2.

Vm e N ;

(¢) Quel que soit le naturel strictement positif m, on a
m
M=% Cl >C! =m.
m m
j=0

Par ailleurs, quel que soit R > 0, il existe M € N, tel que M > R. Dés lors, on a
2" >m> R, Ym>M

et la suite converge donc vers +co.
(d) Quel que soit le naturel strictement positif m et le complexe z, on a

m—1
-1 = (z—l)sz.
i=0

Deés lors, on obtient

donc aussi
1 > {2-130
m

quel que soit le naturel strictement positif m. Comme la suite 1 /m (m € N,)) converge
vers 0, on en déduit que la suite {"/5 (m € N,) converge vers 1.
(e) Quel que soit le naturel m > 2, on a

= ()= (1) = B () 2 ()

donc aussi
4 2 ( 2
- > > [ A/m— 1) .
m m—1 \/_
Comme la suite 1/m (m € N;) converge vers 0, on en déduit que la suite
{/m (m € N,) converge vers 1.
(f) On connait le comportement des suites qui sont formées a partir de chaque facteur de

la suite donnée mais un passage direct a la limite ne permet pas de conclure puisque
’on obtient formellement « +co . 0 ».

Cela étant, quel que soit le naturel strictement positif m, on a

ol JioL ), ra/m-1 1 .
VT Jir/m+1  Tem+1
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sous cette forme, un passage direct a la limite conduit a la conclusion que la suite
de départ converge vers 1/2.

4.2 Exercice pour s'entrainer

Exercice

Déterminer si les suites suivantes convergent. Si la réponse est affirmative, en
déterminer la limite.

\/m+

cos(m)

1
(meN\{1}) (b)

(a) ﬁ 2 (meN) (c) cos™(x/4) (m € N)
@ V27 (m € Ny) © YmmeNy) B $ (m € Ny)
Solution

(a) La suite converge vers 1.

(b) La suite converge vers 0.

(c) La suite converge vers 0.

(d) La suite converge vers 2 (en fait la suite est constante; tous ses termes sont
égaux a 2).

(e) La suite converge vers 1.

(f) La suite converge vers I’infini.

4.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1

Soient a, (n € N) la suite de Fibonacci (voir I’exercice de la sous-section 11.1 du
chapitre 2) et ® le nombre d’or (voir I’exercice 3 la sous-section 4.3 du chapitre 2).
Quel que soit le naturel n, on pose

Démontrer que

1. la suite x,, (n € N) est strictement croissante,

2. la suite x,,,; (n € N) est strictement décroissante,

3.ona
Aopt2

= Xopt1o Vn € N’
Ay Don+1
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4. ona

Solution

1. et 2. Etant donné la définition de la suite de Fibonacci, on a

a a,_
R P B R T P!
an an n xn—l
a,1
donc
1 1 Xn—
xn—l 1+ 1 1+xn_2
'xn—2

quel que soit le naturel n > 2. Cela étant, quels que soient les réels strictement positifs
r et s, comme

r s
r<s ©r+rs<s+rs ©r(l+s)<s(l+r) & < ,
1+r 1+
on obtient
x X, _
X, <X, p, < < n2
I+x, 1+x,,

X X,
& 14—l <1422
1+x, I+x,,

S X0 <x, (%

et, de la méme maniére

X, > X, 0 © X0 > X, (¥%)
quel que soit le naturel » > 2. Comme
a 5 a 2
X3=_4=—<x1=_2=—=2
a; 3 a 1
et comme
a 3 a 1
x2:—3:—>x0=—1:—=1,
a, 2 a 1

la relation (*) permet de conclure par récurrence a la décroissance de la suite
Xo,41 (n € N) et la relation (**) permet de conclure par récurrence a la croissance de
la suite x,, (n € N).

3. Rappelons (voir précédemment) que, quel que soit le naturel n > 2, on a

Xp—2

X, =1+ ——.
1+x,,

n

223



Chapitre 3 ¢ Fonctions

Posons f(x) = —X  Onadonc
14+x

x,=1+f (xn_z)
quel que soit le naturel n > 2 et, étant donné la relation PI=0P+1,
o} 1

1 P)=14+ ——=14+—-=0.
+/(®) +1+d) +<I)

Cela étant, on a (voir les parties 1 et 2 précédentes)
r<s © 1+ fr) <1+ f(s)
quels que soient les réels strictement positifs r et s. Des lors
Xgy < @ & 1+ [(xy,) < 14 f(P) & x3p < @
et
Xopp1 > @ @ 1+ f(x041) > 1+ F (D) & x5 > @

quel que soit le naturel n. Comme

a

1

les relations précédentes permettent de conclure par récurrence que les inégalités
annoncées en 3 sont exactes.

b

Nous présentons ici deux preuves différentes.

Voici la premiere.

Comme la suite x,, (n € N) est croissante et majorée par @, elle converge vers un
réel [, ; de méme, comme la suite x,,,; (n € N) est décroissante et minorée par @,
elle converge vers un réel /;.

Par ailleurs, vu les points précédents, on a

Xp—2

x, =1+ —
I+x,,

n

pour tout naturel n > 2. En considérant cette égalité pour les naturels pairs d’une part
et les naturels impairs d’autre part, puis en passant a la limite, on obtient

L
L=1+—
1+ L
ot L peut €tre remplacé par /, et /;. On a
L=1+—L el-1=-L o> 1=Le’L-1=0s L=0
1+ L 1+L

Il s’ensuit que /; = I, et que la suite x, = a,,,/a, (n € N) converge bien vers le
nombre d’or.

Et voici la seconde preuve.

La forme explicite de a, (voir I’exercice de la sous-section 11.1 du chapitre 2) est

a, = %(cb”—(—n”%) - %(q)n_*_(_l)nﬂé

), Vi € Ny,

224



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

o Suites numériques

Deés lors, on a

1 1
n+1 _1\yn+2 _1\n+2
an+1 (D + ( 1) Q)n+1 q) 1 + ( 1) (I)2n+2
X = = =
" a +1 1 411
n @n + (_1)” E 1 + (_1)n @

quel que soit le naturel strictement positif 7. Comme ® > 1, la suite @ (k € N)
converge vers 0 et on obtient finalement que la suite x, (n € N) converge vers ®.

Pour illustrer les exercices précédents, voici un tableau reprenant les premiéres valeurs
de x, = a,,,/a,. Rappelons que

1+4/5

® = —— = 1,6180339887498048...
n e | x = aui/a,
0 1 1
1|1 2
2 | 2 3/2=15
3 3 5/3=1,66667
4 5 8/5=16
51 8 13/8=1,625
6 || 13 | 21/13=1,61538
7| 21 | 34/21=1,61905
8 || 34 | 55/34=1,61765
9 || 55 | 89/55=1,61818
10 || 89 | 144/89=1,61798
11 || 144 | 233/144=1,61806
12 || 233 | 377/233=1,61803
13 || 377 | 610/377=1,61804

Pour poursuivre [Dillustration, voici un tableau reprenant la suite croissante
Xo, = Gy,,1/ @, (n € N) et la suite décroisante x,,,; = a5,,,/a5,,; (n € N).

n 0 1 2 3 4 5 6
X,, 1 1,5 1,6 1,61538 | 1,61765 | 1,61798 | 1,61803
X, || 2| 1,66667 | 1,625 | 1,61905 | 1,61818 | 1,61806 | 1,61804
Exercice 2

Si @ désigne le nombre d’or (voir I’exercice 3 de la sous-section 4.3 du chapitre 2),
démontrer que

225



Chapitre 3 ¢ Fonctions

226

et aussi que

s im Y- = @ lim L _
H M—+o0 @2m M-+ @2m+1
i =0 m=0
Solution
Pour tout M € N, on a
I UL ey T
founr 1-(1/D) oM+l

car de ®> = ® + 1 on tire
I=2 44
o @2
Comme ® > 1, la suite 1/®M*! (M € N) converge vers 0 et on conclut en ce qui
concerne la premiere limite.

La seconde s’obtient de 1a méme maniére :
M

1 l=a/e)Mt 1
Z@ - 1 —(1/d?) =@ (1_q)2(M+1))

m=0
et on conclut de méme.

La troisieme limite est alors évidente par division par ®.

Exercice 3. Théoréme de Cesaro!

Si la suite x,, (m € N,) converge vers | € R, alors la suite des moyennes

m
1
VYV = —Zxk (m e Np)
mi=

sescccccccccnnnanannanan

converge aussi vers /.

Solution

Pour tous my, m € N, my < m, ona

(x = 1)

k=1
Cela étant, pour tout € > 0, il existe m; € N, tel que

m

V=1 = l(ZO(xk—l)+ Z(xk—l)>.
m k=1

1
m k=my+1

€
Ix,, — 1] < > Ym > my,

1. Voir ’annexe.
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donc

RS 3
|y =1 < E(lek_ll + E(m_mo)>

k=1

En prenant ensuite M, > m,, tel que

on obtient finalement

et on conclut.

E) Dérivées

g

1
=2 I =1 <

|ym_l| SE,

my

© Dérivées

1 I3
<—§ =1+ =, Vm>m,.
< - [, | > m > mg

k=1
L Vm> M,
2
VYm > M,

5.1

Exercice 1

Exercices de base résolus

fi(x) = x* = 5x

1
S = e 13
fs(x) =

Vxz-1

f7(x) = cos(rx) e**
fo(x) = sin(cos(x))
f1,(x) = sin(cotan(x))
f13(x) — earcos(x)
fis(x) =
fr7(x) = x>
f1o(x) = (In(4))*
fa(x) =

Cod

In (ex — e‘xz)

£ =(x+ DB -x)
fu0) = V1 -2x

fo(x) = xsin*(3x)
f3(x) = tan*(x)

f10(x) = arctan(cos(x))
f12(x) = V/sin(2x)
fra(x) =)

f16(x) = e

f15(0) = In(x* + x = 2)
Fao(x) = In(x*)

1
S = i 11

On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. En déterminer le
domaine de définition, de dérivabilité et en calculer la dérivée premiere.
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Solution

Les fonctions f; et f,
Ces fonctions sont des polyndmes ; elles sont définies et dérivables sur R et on a
immédiatement

Dfi(x)=2x-5, Df(x)=G-x)—(x+1)=-2x+2, VxeR.

La fonction f;
Cette fonction s’écrit aussi

1 1
3(x2+2x+ 1) 3(x+1)2

f(x) =

Vu les propriétés des fractions rationnelles, elle est donc définie et dérivable sur R\ {—1}
et, sur cet ensemble, on a

2

Df;(x) = _—3(x+ 1)3-

La fonction f,
Vu les propriétés de la fonction racine carrée, cette fonction est définie sur I’intervalle
] — 00, 1/2] et est dérivable sur I’intervalle ] — o0, 1/2[ ; sur ce dernier, on a

Dfix)= ——=2 =1

Wi-2x  Vi-2x

La fonction f;
Vu les propriétés de la fonction racine carrée, cette fonction est définie et dérivable sur

{xeR : x*>1} = {x€R : |x|>1} = J-00,—1[U]I, +o0].
Sur cet ensemble, on a

Dfy(x) = —%(xZ— 322 = -

X
2—DVx2—1

Les fonctions f; et f;
Comme les fonctions polynomiales, sinus, cosinus et exponentielle sont définies et
dérivables sur R, les fonctions f, et f; sont définies et dérivables sur R et on a

Dfs(x) = sin2(3x) + 6x sin(3x) cos(3x) = sin2(3x) + 3xsin(6x), Vx€R
et

Dfy(x) = ( — msin(zx) + 2cos(7rx)> ¥, VxeR.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Dérivées

La fonction fg
Cette fonction est définie et dérivable sur 1’union des intervalles ] /24 kn,n/2+ kx [
(k € Z) et, sur cet ensemble, on a

Dfy(x) =2 tan(x) _ sin(x)

cos2(x)  cos3(x)

Les fonctions f et f;,
Comme les fonctions sinus, cosinus et arctangente sont définies et dérivables sur R, les
fonctions fy et f, sont définies et dérivables sur R et on a

Dfy(x) = —cos(cos(x)) sin(x), VxeR

et

sin(x)

— ., Vx€eR.
1 + cos?(x)

Dfip(x) =—

La fonction f|,;

Comme la fonction sinus est définie et dérivable sur R, la fonction f; est définie et
dérivable sur le méme ensemble que la fonction cotangente, a savoir sur I’union des
intervalles |kx, (k + 1)z[ (k € Z). Sur cet ensemble, on a

Df,(x) = _cos(cotan(x))‘

sinz(x)

La fonction f;,
Comme la fonction sinus est définie et dérivable sur R et que la fonction racine carrée
est définie sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, 4+oo[, la fonction f/, est définie sur

(xeR : sin2x) >0} = | [k,r,(szr 1)%]
kez

et dérivable sur

[xER : sin2x)>0} = U]kn,(2k+1)§[.
keZ

Sur cet ensemble, on a

cos(2x)

1/ sin(2x)

Df12(x) =
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La fonction f;

Comme la fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et comme la fonction
arcosinus est définie sur [—1, 1] et dérivable sur ] — 1, 1[, la fonction f,5 est définie sur
[—=1,1], dérivable sur ] — 1,1[ eton a

earcos(x)

\/l—xz’

Dfj5(x) = — Vxel-1,1[

La fonction f,
Comme la fonction exponentielle est définie et dérivable sur R, la fonction £, I’est aussi
etona

Df(x) =e*e“), VxeR.

La fonction f5
Cette fonction s’écrit aussi

fis0) = ) = o
Elle est donc définie et dérivable sur R et on a
Dfs(x) =2xe*, VxeR.

La fonction f4
Par définition, on a x* = e¥"®_ x > 0; la fonction f, s’écrit donc aussi

fre(x) = e

Elle est donc définie et dérivable sur ]0, +oo[ et, sur cet ensemble, on a

xln(x))

Dfs(x) = ¥ Dx* = ¢ x* (In(x) + 1).

La fonction f,,
Par définition, on a x* = e¥"®_ x > 0; la fonction f,, s’écrit donc aussi

Fia(x) = 0D = e,

Elle est donc définie et dérivable sur ]0, +co[ et, sur cet ensemble, on a
Df,(x) = x™)D(n(x)e""™))
= x (X" + In()x*(In(x) + 1))
x4 X In(x) + x*x&) In(x).
La fonction f5
Comme la fonction logarithme est définie et dérivable sur ]O, +oo[, la fonction fg est
définie et dérivable sur

{xeR : X¥*+x-2=(x—-1D(x+2)>0} =]—00,—2[U]1,+oo[

et sur cet ensemble, on a

2x+1

D = —.
S15() X2+ x-2
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La fonction fo
La fonction f,q s’écrit aussi

f19(x) — exln(ln(4))_
Ainsi, elle est définie et dérivable sur R et on a
Dfo(x) = In(In(4))e* "™ = In(In(4)) (In(4))*, Vx € R.

La fonction f,,
Comme la fonction logarithme est définie et dérivable sur ]0, +ool, la fonction f,, est
définie et dérivable sur
{xER : x4>0} = R,
etona

4x3 4
D =—=—-, VxeR,.
fZO x4 x 0

On peut aussi remarquer que I’on a
fo0(x) =1n(x*) =4In(|x]), Vx €R,.

La fonction f,,
Comme la fonction logarithme est définie et dérivable sur ]0, +ool, la fonction f,; est
définie et dérivable sur

{xeR:e"—e‘xz>0} = {xeR:e">e—"2}
= {xER : x>—x2}
= {xeR : x(x+1)>0}
= ]—o00,—-1[U]0, +o0o[
et, sur cet ensemble, on a

e + 2xe™*
Dfy(x) = ————.

oX — =X
La fonction f,,

La fonction logarithme est définie et dérivable sur ]O,+oo[, donc la fonction
x — In(1 — x) est définie et dérivable sur ] — oo, I[. Cela étant, pour x < 1, on a

1.

nl-x)+1=0o In(l-x)=-1 l—-x=e¢! & x=1-¢";
il s’ensuit que la fonction f, est définie et dérivable sur
]—oo,l —e_l[u]l —e_l,l[.
Sur cet ensemble, on a
1
(1 =x)(n(1 = x) + 1)?

szz(x) =
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Exercice 2. Exemples fondamentaux a bien connaitre pour la suite

1. Montrer que

lim 000 _
x—0 X
En déduire que
lim tan(x) ~
x—0 X
2. Montrer que
1
im 29 _ o yrso.

x—>+00 X"

En déduire que, quel que soit le réel strictement positif r, on a
X

. . e .
lim x"In(x) = 0, lim — = 400 et lim |x|¢ = 0.
x—=0+ x—+o00 X’ X——00

On résume ces résultats en disant que

« toute puissance antagoniste domine le logarithme en 0 et +co »
et que

«1’exponentielle domine toute puissance antagoniste en —oo et +00 ».

Solution

1. La fonction x — sin(x)/x est définie sur R, et tout intervalle ouvert contenant 0
rencontre cet ensemble ; la limite en 0 peut donc étre considérée.

Cela étant, comme on a
limsin(x) = sin(0) =0 et limx=0,
x—0 x—0

un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur ne permet pas de
conclure puisqu’on obtient la forme indéterminée « 0/0 ». Cependant, cette forme
se préte bien a I’utilisation du théoréme de I’Hospital puisque les numérateur et dé-
nominateur sont des fonctions dérivables sur R et que la dérivée du dénominateur ne
s’annule pas. Comme on a

. Dsin(x) . cos(x)
lim ——— = lim —— = 1,
x-0 Dx x—0 1

le théoreme de 1’Hospital donne
. sin(x) . Dsin(x)
lim —— = lim ———— = 1.
x-0 X x-0  Dx
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Enfin, comme
tan(x) 1 sin(x)

X cos(x) x
I’utilisation de la propriété qui affirme que la limite d’un produit de deux fonctions
est égale au produit des limites de chacune d’entre elles lorsque ces limites sont finies
permet de conclure :
. tan(x) . 1 . sin(x)
lim = lim lim .
x—0 X x—0 COS(X) x—=0 X

. La fonction x — In(x)/x" (r > 0) est définie sur ]0, +oo[, ensemble non majoré ; la

limite en 400 peut donc étre considérée.

Les limites des numérateur et dénominateur étant infinies, on est dans le cas indéter-
miné « oo /o0 ». Cependant, cette forme se préte bien a I’utilisation du théoreme de
I’Hospital puisque les numérateur et dénominateur sont des fonctions dérivables sur
10, +oo[ et que la dérivée du dénominateur ne s’y annule pas. Comme on a

. DlIn(x) . x~! . 1
lim ———= = lim = lim — = 0,
x—+00  Dx’ x—+o0 pxr—1 x—=+o00 rx”

le théoréme de 1’Hospital donne

. In(x) . DlIn(x)
lim = lim ———< =
x—=+00 x’ x—=+00 Dx’

0.

Etablissons a présent les résultats annoncés et qui découlent de ce qui précede.
La fonction x — x"In(x) est définie sur ]0, +oo[ et tout intervalle ouvert du type
10, a[ (a > 0) rencontre cet ensemble ; la limite en 0% peut donc étre considérée.

En utilisant le théoréme qui régit les limites des fonctions de fonction, on a directe-
ment

1
lim (In(x)) = lim - 1In <1> =~ lim 1O _ )
x—0* y—+too Yr y yotoo  yr
La fonction x +— e*/x" est définie sur ]0, +oo[, ensemble non majoré ; la limite en
+o00 peut donc étre considérée.
Comme x" = exp(rln(x)), on a e/x" = exp(x — rln(x)) = e* "™ De plus,
ona

lim (x—rin(x)) = lim <x <1 - rln(x))) = +o00.
x—>+00 x—+00 X

Vu le théoréme des limites des fonctions de fonction, on obtient donc
X

. e . . y
lim — = lim e lim e’ = +o0.
x—+o00 X’ x—+00 y—>+o0

(x—r1In(x)) —

La fonction x +— |x|"e* est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite en —co
peut donc étre considérée.
Vu le théoréeme des limites des fonctions de fonction, on a directement

J

lim |x’e’ = fim & = im L =0

X—>—00 x—>—00 e y—+oo @Y
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Exercice 3

Soit f une fonction continfiment dérivable sur ]a, b[, a valeurs réelles. On donne la
représentation graphique de sa dérivée ci-dessous.

Y

Qf—— i —
o

Lorsque c’est possible, répondre aux questions suivantes. Si les données ne per-
mettent pas de répondre, en expliquer la raison.

1. Déterminer les zéros de f.

2. Déterminer le signe de f.

3. Ou la fonction f est-elle croissante ? Ou est-elle décroissante ? Pourquoi ?

4. Ou la fonction f est-elle concave, convexe ? Pourquoi ?

Solution

1.

Il n’est pas possible de déterminer les réels o la fonction f s’annule car, quelle que
soit la constante r, la fonction f + r a la méme dérivée que f.

. Méme réponse que dans le cas précédent.
. Si une fonction est a valeurs réelles et dérivable, alors elle est croissante (resp. dé-

croissante) sur un intervalle ouvert si et seulement si sa dérivée y est positive (resp.
négative). Des lors la représentation graphique de la dérivée permet de déterminer la
monotonie de la fonction puisqu’il suffit de déterminer les intervalles pour lesquels
le graphique se situe « au-dessus » ou « en dessous » de 1’axe des abscisses.

Cela étant, vu la représentation donnée, la fonction f est croissante sur ]a, k[ et
décroissante sur |k, b[, et méme sur ]a, k] et [k, b[ du fait de la continuité de f en k.
Si une fonction est a valeurs réelles et dérivable, alors elle est convexe (resp. concave)
sur un intervalle ouvert si et seulement si sa dérivée premiere y est croissante (resp.
décroissante). Des lors la représentation graphique de la dérivée permet de déter-
miner la concavité de la fonction puisqu’il suffit de déterminer les intervalles ou la
dérivée est croissante ou décroissante.

Cela étant, vu la représentation donnée, la fonction f est concave sur ]a, c] et sur
[e, b[ et convexe sur [c, e].
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Exercice 4

Le graphique suivant représente la position x en fonction du temps ¢ d’un mobile qui
se déplace de maniere rectiligne.

X

Si r et s sont deux constantes réelles strictement positives, laquelle des expressions
suivantes décrit le mieux 1’accélération y du mobile ?

@y®»=0 b y)y=r ©y@)=-s
@) y(t) =r+ st (e) y(t) =r — st ®) y(t) =1

Solution

La représentation graphique est celle d’une fonction concave, donc de dérivée seconde
a valeurs négatives. L’accélération étant la dérivée seconde de la distance parcourue,
c’est la proposition (c) qui est correcte.

Exercice 5

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement,
le domaine de dérivabilité, le domaine ou elles sont deux fois dérivables, leurs éven-
tuelles asymptotes, leurs monotonie et concavité, leurs éventuels extrema et points
d’inflexion au graphique. Sur base des résultats, esquisser les graphiques dans un
repere orthonormé.

1 1+x
f1(0) = % +3x —9x — 13 fr(x) = E1n(1_x)
_ 1 + sin(x) _ 3

f3(x) = Tln(x) f4(x) = xexp(—x)
fs(x) = V/x(x=1) fe(x) = x*In(x)

_ x3 _ 1
fx) = 2 -1 Jox) = —x2+x+6
_ In(x) _ o xP+x

fg(x) = X f10(x) = |x|+1
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Solution

La fonction f;

La fonction est un polyndome du troisieme degré a coefficients réels. C’est donc une fonc-
tion définie et indéfiniment dérivable sur R dont la représentation graphique intersecte
I’axe des abscisses au moins une fois. Elle ne possede pas d’asymptote et on a

lim f;(x)=—-oc0 et lim f(x) = 4o0.
X——00 XxX—+00

Cela étant, on a
Df,(x) = 3x* +6x — 9 = 3(x — 1)(x + 3), D*f,(x) = 6(x + 1), Vx € R.

L’étude du signe de la dérivée premiere conduit a dire que f; est croissant sur | — oo, —3]
etsur [1, +oo[, décroissant sur [—3, 1], qu’elle admet un maximum en —3 et un minimum
en 1. Les valeurs de f| en ces points sont

f1(=3) =14, fi(1) =—18.

Vu les signes différents de ces nombres et la continuité de la fonction sur R, on en déduit
que le graphique intersecte trois fois 1’axe des abscisses. Enfin, 1’étude du signe de la
dérivée seconde donne un point d’inflexion en —1 en lequel la fonction vaut f(—1) = -2
et permet d’obtenir que la fonction est concave sur I’intervalle ] — oo, —1] et convexe sur
I’intervalle [—1, +oo].

Sa représentation graphique est la suivante.

Y

i
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La fonction f,
La fonction est définie et indéfiniment dérivable sur

{xer :1-xz0, i” >0} =1-111

-x
Il n’y a donc pas d’asymptote oblique ; il y a cependant deux asymptotes verticales, a
savoir les droites d’équation x = —1 et x = 1 car

lim f,(x) = —o0, lim f,(x) = +o0.

x—=>(=D* x—1-
Cela étant, on a
1 /1—-x\ 0=x)+(1+x) 1
Dfy(x) = = ( ) = . Vxel-1,1
L0 =5 (1% (1—x) [ xel-Li

et

DAyt = —2 . Wxel- LI

g (1—x2)’ T

La dérivée premiere étant toujours a valeurs strictement positives, la fonction est stric-
tement croissante et il n’y pas d’extremum. La dérivée seconde s’annule en le seul réel
0. Vu son expression, elle a le méme signe que la variable ; la fonction est donc concave
sur ] — 1, 0], convexe sur [0, 1[ et a un point d’inflexion en 0 en lequel elle vaut 0.

Sa représentation graphique est la suivante.

Y

|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I o) L X
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I |
| |
|
|

La fonction f;
Comme la fonction sinus est définie et indéfiniment dérivable sur R, la fonction f; est
définie sur

{xeR © sin(x) # 1 et 1+S—m(")>o}

1 —sin(x) —
et indéfiniment dérivable sur

{xeR Dosin(x) #1 et 1+s—in(x)>0}.

1 — sin(x)
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Cela étant, comme la fonction sinus est a valeurs dans [—1, 1], est égale a 1 en les réels
(n/2)+2kr (k € Z)eta—1enlesréels (—x/2)+2kn (k € Z), les ensembles précédents
sont respectivement égaux a

R\{%+2k7z : keZ}
et

R\({%H/m:keZ}U{_—Z”HIm:kez}) - R\{%+k7z:kez}.

Par ailleurs, la fonction sinus étant périodique de période 2z, la fonction f; I’est aussi
etil n’y a pas d’asymptote oblique. Etudions f5 sur I’ensemble

[_z z[u z 3_,[]
2’2 2721
Comme on a
li =
x_l)I”T}zf3(x) +00,

la droite d’équation x = 7z /2 est asymptote verticale.

Etant donné que la fonction s’annule en —z /2 et en 37 /2 et qu’elle est toujours a valeurs
positives, elle admet un minimum global en ces points.

Par ailleurs, pour tout x € | — z /2, z/2[U]x /2,37 /2[,0on a

_ / 1 + sin(x)

S = 1 — sin(x)
_ (1 + sin(x))?
1- sinz(x)

1 + sin(x)
| cos(x)|

1 + sin(x)

cos(x)
3 1 + sin(x)

cos(x)

sixel]l—-xz/2,x/2

six €]x/2,3x/2].

Des lors, pour la dérivée premicre on obtient

cos?(x) + (1 + sin(x)) sin(x) 1 +sin(x)

DJs(x) = cosZ(x) cos2(x)

sixel]—-xz/2,n/2[ et
1 + sin(x)
c0s2(x)

Df3(x) = -

six € |z /2,3x/2[. La fonction est donc croissante sur | — /2, z /2[ et décroissante sur
17/2,37/2].
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En ce qui concerne la dérivée seconde, on a

D2 £3() cos?(x) + 2 (1 + sin(x)) cos(x) sin(x)

cos*(x)
cos?(x) + 2sin(x) + 2 sin*(x)
cos3(x)
1 + 25sin(x) + sin*(x)
cos3(x)
(1 + sin(x))?
cos3(x)

sixe]—-x/2,n/2[et

D7) = s

cos3(x)
six €]z /2,37 /2[. Comme cette fonction ne s’annule pas sur les intervalles sur lesquels
elle est définie, il n’y a pas de point d’inflexion. Enfin, comme les valeurs du cosinus
sont positives sur | — z /2, z /2[ et négatives sur ]z /2, 3z /3[, on conclut que la fonction
[ est convexe.

Sa représentation graphique est la suivante.

—/2 0 [r/2 ‘ 3m/2

La fonction f,
Comme la fonction exponentielle est définie et indéfiniment dérivable sur R, la fonction
fa lest aussi et il n’y a donc pas d’asymptote verticale.

Cela étant, vu les propriétés de la fonction exponentielle, on a immédiatement
lim f,(x) = 0;
x—+00
I’axe des abscisses est donc asymptote horizontale en +oco. Par ailleurs, on a

lim /1) =400 ;
X——00 X

il n’y a donc pas d’asymptote oblique en —oco etona lim f,(x) = —oo.
X—>—00
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La dérivée premiere est
Df,(x) = exp(—x) —xexp(—x) = (1 —x)exp(—x), VxeR;

elle s’annule en x = 1, est positive pour x < 1 et négative pour x > 1. La fonction est
donc croissante sur | — oo, 1], décroissante sur [1, +oo[, a un maximum en x = 1 et la
valeur de ce maximum est f,(1) = 1/e.

La dérivée seconde est
D’ f,(x) = —exp(=x) — (1 — x)exp(—x) = (x —2)exp(-x), Vx€ER;

elle s’annule en x = 2, est négative pour x < 2 et positive pour x > 2. La fonction

admet donc un point d’inflexion en x = 2 en lequel elle vaut f,(2) = 2/ 2, est concave
sur | — o0, 2] et convexe sur [2, +oo].

Sa représentation graphique est la suivante.

Y
J1 X

0 1 2

La fonction f;
La fonction est définie sur

{(xeR : x(x—1)>0} =]—00,0]U[l,+o0
et indéfiniment dérivable sur
]—c0,0[U]l, +00l.

Elle n’admet pas d’asymptote verticale mais deux asymptotes obliques. De fait, on a
successivement

. fs(x) Vx(x—1) xy/1=(1/x)
lim —— = m — = lim ——
X—+00 X X—+00 X X—+00 X
= lim 1—l = 1,
Xx—+00 X
—1)=x2
lim (fs0)—x) = lim 2&ZD=x
X—+00 X—+00 X(X _ 1) +X
= lim —X = —%,
X*+°°x< 1—(1/x)+1)
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. fs(x) Vx(x—=1) . —xy/1=(1/x)
lim =— = lim ——— = lim ——M—
X——00 X X——00 X X——00 X
= — lim 1- 1 = -1,
X——00 X
—1) = x2
lim (fs0)+x) = 1 Xx—D—x

X—>—0

TR N x(x—=1)—x
x

= lim = l
e —x(m+1> 2

Des lors, les droites d’équation cartésienne

1 1

=x—=- et =—Xx+ =

Y 2 Y 2

sont respectivement asymptotes obliques en +oo et en —oo.
Etant donné que la fonction s’annule en O et en 1 et qu'elle est toujours 2 valeurs

positives, elle admet un minimum global en ces points, lequel vaut bien sir 0.

Cela étant, la dérivée premicre est

2x -1
Dfs(x) = ———,
24/x(x = 1)
elle ne s’annule pas, est négative pour x < 0 et est positive pour x > 1. La fonction est
donc décroissante sur ] — oo, 0] et croissante sur [1, +oo][.

Vx €] —00,0[U]l,4+o00[;

La dérivée seconde est
24/x(x = 1) = 2x — D227 (x(x = 1))"1/2
2x(x — 1)
dx(x — 1) — x —1)?
Ax(x = DV/x(x = 1)
1
= —4x(x - 1)m, Vx €]—00,0[U]l,+00[;

comme elle est toujours négative, la fonction est concave.

D*f4(x)

Sa représentation graphique est la suivante.

ol -

241



Chapitre 3 ¢ Fonctions

242

La fonction f;

La fonction est définie et indéfiniment dérivable sur ]0, +co[. Comme on a
lim f¢(x) = 0,
x—=0*

la fonction admet un prolongement continu en O par O et n’a donc pas d’asymptote
verticale. D’autre part, on a

m J6e(X)

x—+00 X

= liIP (xIn(x)) = 40

et il n’y a donc pas d’asymptote oblique non plus. On peut aussi remarquer que le gra-
phique intersecte 1’axe des abscisses en 1 puisque la fonction est nulle en ce point et
que le graphique est « au-dessus » de cet axe lorsque x > 1 et « en dessous » lorsque
0<x<1.

Cela étant, la dérivée premicre est
Dfg(x) = 2xIn(x)+x = x2In(x)+1), Vx>0

etona
s L
\/E.
La fonction logarithme étant croissante, on obtient que la dérivée de f, est négative
pour0 < x <1/ \/E et positive pour x > 1/ \/E. La fonction est donc décroissante sur

]0, 1/\/5], croissante sur [1/\/2, +oo[ et a un minimum global en x = 1/\/5, dont la
valeur est f <1/\/Z) =—1/(2e).

La dérivée seconde est

Dfs(x) =0 & ln(x)=—% S x=e

D’ fo(x) = 2In(x)+3, Vx>0;
elle s’annule en x = 1/ (e\/;), est négative pour 0 < x < 1/ (e\/Z) et est positive
pour x > 1/ (e\/5>. La fonction est donc concave sur ]O, 1/ <e\/z>], convexe sur
[1 / (e\/z> , 400 [ et posséde un point d’inflexion en 1/ (e\/g) en lequel elle est égale a
2 (1/e\/5) = -3/2¢Y).

Sa représentation graphique est la suivante.

Y
1 i
0,5
X
0] 1
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La fonction f;
La fonction f; est définie et indéfiniment dérivable sur le complémentaire des zéros du
dénominateur, c’est-a-dire sur

R\ {-1,1}.
Cette fonction étant impaire, on I’étudie sur [0, 1[ U ]1, +oo[. Pour obtenir son graphique

complet, on effectue une symétrie centrale par rapport a I’origine des axes.
Comme on a

lim £7(x) = oo,
elle admet la droite d’équation cartésienne

x=1
comme asymptote verticale. De plus, on a

L 27
1m =

x—o00 X

. . X

1 et Ilim (f7(x) —x) = lim =0;
X—>00

des lors, la droite d’équation cartésienne

y=x

est asymptote oblique en +oo0.

Cela étant, la dérivée premiere est

3x3(x? — 1) —2x* _ x2(x* - 3)
(x2 = 1)? (x2 = 1)?

Df;(x) = , Vxe[0,1[Uu]l,+oo[;

cette fonction s’annuleen x = Oeten x = \/5 elle est positive sur [\/5 400 [ etnégative
sur [0, \/5] \ {1}. I s’ensuit que la fonction f; est croissante sur [ 3,4+ [ et qu'elle

est décroissante sur [0, 1] et sur ] 1, \/g [ On a un minimum local en \/5 valant 3 \/5 /2.

La dérivée seconde est

(4x? — 6x)(x*—1)—(x* = 3xP)4x _ 2x(x? +3)
(x2=1)3 G

D’fy(x) = , Vxel[0,1[U]l,+ool.

Cette fonction s’annule en x = 0 et a le signe du polyndéme x +— x(x* — 1) ; elle est donc
négative sur [0, 1[ et positive sur {0} U]1, 4+oo[. Il s’ensuit que la fonction f, possede
I’origine comme point d’inflexion, est concave sur [0, 1[ et convexe sur |1, +oo[.
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Sa représentation graphique est la suivante.

La fonction fg
La fonction est définie et indéfiniment dérivable sur le complémentaire des zéros du
dénominateur, ¢’est-a-dire sur

{xeR : =x’+x+6 = (x+2)3-x) #0} = R\ {-2,3}.

On peut immédiatement noter que la fonction est a valeurs positives pour x €] —2, 3[ et
a valeurs négatives pour x €] — o0, —2[U]3, +oo[ et ne s’annule pas. Par ailleurs, d’une
part comme
. 1 . 1
lim ——— = o et lim——— = oo,
x=-2 (x +2)(3 = x) =3 (x+2)3—x)

elle admet les droites d’équation cartésienne
x=-2 et x=3

comme asymptotes verticales. D’autre part, comme

. 1 . 1
im — = t  lim ———— =
N 120G -% ¢ AR x+)G-x

I’axe des abscisses est asymptote horizontale en —oo et en +co.

il

Cela étant, la dérivée premiere est
2x — 1
Dfg(x) = ————,
J5x) (—x2 4 x + 6)2
elle s’annule en x = 1/2, est négative sur ’ensemble ] — o0, 1/2] \ {—2}, est positive
sur ’ensemble [1/2, +oo[\{3}. La fonction est donc décroissante sur | — oo, —2[ et sur

Vx e R\ {-2,3};
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1—-2,1/2], croissante sur [1/2, 3[ et sur ]3, +oo[ et admet un minimum localen x = 1/2,
dont la valeur est fg(1/2) = 4/25.

La dérivée seconde est

2(—=x>+x+6)=2Q2x - )(—2x+ 1)

D’fy =
Ts (—x2 + x +6)3
O 2=x*+x+6+4x7 —4x+ 1)
B (=x2 + x + 6)3

23x* =3x+7)

eixroy XERM23)

Comme le discriminant du numérateur est strictement négatif et le coefficient de x>
positif, il s’ensuit que la dérivée seconde a le signe de f;. La fonction est donc convexe
sur | —2, 3[, concave sur | — oo, —2[ et sur |3, +oo[ et ne posséde pas de point d’inflexion.

Sa représentation graphique est la suivante.

La fonction f,
La fonction f, est définie et indéfiniment dérivable sur

10, +o00[
etona
. oo In(x) )
Jig S = Jig =% = oo

I’axe des ordonnées est donc asymptote verticale. Par ailleurs, comme on a également

. In(x)
lim =

X—>+00 X

0,

I’axe des abscisses est asymptote horizontale.
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Cela étant, la dérivée premicre est

sy = 239, was0:

elle s’annule en x = e, est positive sur ]0, e] et est négative sur [e, +oo[. La fonction fy
est donc croissante sur ]0, e], décroissante sur [e, +oo[ et admet un maximum global en
x = e, dont la valeur est 1/e.

La dérivée seconde est

x — (1 —In(x)) 2x _3 —21In(x)

D fo(x) = — - = Vx>0;
X

3

elle s’annule en x = ¢3/2 = ¢4 /e, est négative sur ] 0, e\/g] et est positive sur [e\/;, 400 [
La fonction posséde donc le point d’inflexion de coordonnées (e/2,(3/2)e™*/?), est
concave sur ]0, e\/z] et convexe sur [e\/z, +0o0 [

Sa représentation graphique est la suivante.

Y

1

La fonction f,

La fonction f, est définie sur R et est indéfiniment dérivable sur R,. Comme elle est
continue sur R, examinons la dérivabilité en 0. Malgré la présence de la valeur absolue,
elle est également dérivable en O grice a la présence du facteur x au numérateur. De fait,
ona

. fio(h) = f10(0) ) hth+1) . h+1
lim ——————— = lim ———— = lim
h—0 h =0 h (|h| +1) h—0 |h| + 1

En remarquant que si x < 0, on peut écrire

X2 +x=24+2  (x=-DEx+2)+2
f10(x)— =
1—x 1—x
= —2—x+12 , Vx<0,
—-x
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on a aisément

1 si x>0

ﬁ si x <O0.
- X

Cette dérivée est bien siir dérivable sur R, ; comme elle est continue en 0, examinons

encore la dérivabilité en 0. On a

D) = Dfig(©®) _

lim
h—0* h
et
. Dfip(h) = D f1,(0) . 21 —-h)?+2
lim = lim ———
h—0- h h=0- h(l — h)?
. 2—h
= lim
n—0- (1 — h)?

= 4;

la fonction n’est donc pas deux fois dérivable en 0.

Cela étant, sur [0, 4+oo[, on a f},(x) = x; sa représentation graphique est donc claire
puisqu’il s’agit de la droite d’équation cartésienne y = x considérée uniquement pour

des abscisses positives. Etudions donc la fonction sur ]—00,0[.Ona

. o) Cox(x+1D
lim ——/= = lim ————= =
x—o— X x——c0 x (1 — x)

et

lim (—2+12 ) - .

X——00 - X

xl—i}zloo (flo(X) + X)

la fonction f, admet donc la droite d’équation cartésienne

y=-x-2
comme asymptote oblique en —co.
Cela étant, la dérivée premicre est
2—(1-x)? 2—142x—x2 —x24+2x+1
Dfio(x) = 2 = B = 2
(1-x) (1-x) (1-x)

’
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Vx < 0.
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Le numérateur est un polyndme du second degré dont le discriminant est égal a
8; ce polyndme s’annule donc en x; = (-2 + 2\/5)/(—2) = 1- \/5 et en
X, = (=2 - 2\/5)/(—2) = 1+ \/5 est positif pour x € [x}, x,] et négatif en de-
hors de cet intervalle. Puisque le dénominateur de la dérivée est toujours strictement
positif, on en déduit que la fonction f,, considérée uniquement sur ] — oo, 0], est dé-
croissante sur ] — oo, x, ], croissante sur [x,, 0] et admet un minimum global en x,, dont
la valeur est f,(x,) = 2V/2 - 3.

La dérivée seconde est

2 _ _ 2 _ 4 )
Dflo(x)—D< 1+(l—x)2> (1—x)3’ Vx<0;

elle est donc toujours positive. Il s’ensuit que la fonction f;, n’a pas de point d’inflexion

et est convexe sur | — 00, 0].

Sa représentation graphique est la suivante.

BN f1o

Exercice 6

On donne les fonctions f, g et A de maniere explicite par
fx)=-x>+x>—10x + 1,
g(x) = sin'®(x) — cos? (%) ,

N S

%100 4 x50 —1°

Parmi les graphiques suivants, quel est celui (ou quels sont ceux) qui peut (peuvent)

étre celui (ceux) de f ? Pourquoi ? Si aucun ne convient, en expliquer la raison.

h(x) =

Méme question pour la fonction g et pour la fonction A.
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Solution
Voici une maniere de procéder pour répondre a la question.

La fonction f

La fonction est un polyndme de degré impair ; elle est donc définie sur R, y est indé-
finiment dérivable et son graphique intersecte au moins une fois 1’axe des abscisses.
Remarquons d’emblée que les graphiques f| et f5 ne peuvent représenter la fonction
proposée car dans un cas, il s’agit du graphique d’une fonction qui n’est définie que sur
un intervalle fermé et dans I’autre, il s’agit du graphique d’une fonction périodique. Le
graphique f, ne représente pas non plus la fonction f puisque f(0) = 1. Comme on a

Df(x)==3x>+2x—-10<0 et D*f(x)=—-6x+2=2(1 —3x), VxeR,

la fonction f ne possede qu'un seul zéro, est strictement décroissante, convexe sur
] — o0, 1/3], concave sur [1/3,+oo[ et son graphique posseéde un point d’inflexion de
coordonnées (1/3, f(1/3)) = (1/3,—-61/27). Comme f(0) = 1 > 0, on peut méme
immédiatement préciser que le zéro de f est un réel strictement compris entre O et 1 /3.
Comme seul le graphique def; possede les caractéristiques repérées précédemment,
c’est le seul possible pour étre représentatif de f.

La fonction g

La fonction est définie et indéfiniment dérivable sur R ; elle y est également paire. Parmi
les graphiques proposés, deux pourraient convenir a savoir ceux de g, et gs, les autres
étant des graphiques de fonctions impaires ou ni paires ni impaires. Comme z est un
zéro évident de la fonction g, seule la fonction g, pourrait convenir.

La fonction A
La fonction étant paire, seuls les graphiques h, et h, peuvent convenir.
Le dénominateur de la fonction s’écrit aussi

h(x) = |x["+|x° -1 = H(|x]°) avec H@®=r+1-1

La fonction H possede deux zéros réels de signes différents; le zéro positif est
<\/§ - 1) /2. Sionpose x, = ( (\/g - 1) /2)1/50, h* s’annule en x,, et en —Xx,. Ainsi,
la fonction A est définie sur R \ {—x, x,} et posséde les asymptotes verticales d’équa-
tion x = —x; et x = x,. Les limites en —co et en +oo sont nulles ; I’axe des abscisses
est donc également asymptote horizontale en —oo et +o0. Par ailleurs, la fonction vaut
—1 en 0 et s’écrit

1 1

T T ) )

ou x; < 0. Dés lors, puisque le dénominateur est une fonction croissante pour x > 0,
la fonction est décroissante sur [0, x,[ et sur ]x,, +oo[; de plus elle est négative pour
x € [0, xy[ et positive pour x € ]x,, +oo[. Parmi les graphiques proposés, aucun ne
répond a ces propriétés.
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Exercice 7

Montrer qu’on a les inégalités suivantes.

X2 X4
(a) cos(x) + TR

De méme, montrer qu’il existe des constantes positives r, ¥’ et ¥ telles que

N
Vx eR (b)ln(x)+l§x—,Vx,s>0
s s

< r|x|3’ Vxe[_l’lL x?éo

@) L_M_l < rx%, Vxe[-1,1], x#0

———=| < r'xs, Vxel[-1,1], x #0.

Solution

(a) Posons

4 2
f(x) = %—cos(x)-kl—%, xeR

et montrons que cette fonction admet 0 comme minimum global ; on aura donc

4 2
f(0)=05%—cos(x)+1—x7, Vx € R

et on pourra conclure.
Comme la fonction est paire, on peut se contenter de montrer que f(x) > 0 pour
tout x > 0. Cela étant, f est indéfiniment dérivable sur R et on a

. x?
Df(x)=§+sm(x)—x, sz(x)=7+cos(x)—1,

D3 f(x) = x — sin(x), D*F(x) = 1 — cos(x).

La dérivée d’ordre 4 est positive pour tout x, donc la dérivée d’ordre 3 est croissante
sur R ; des lors

D’f(x) > D’f(0)=0, Vx>0.
Cette inégalité implique que la dérivée d’ordre 2 est croissante sur [0, +oo[, donc
vérifie

D*f(x) 2 D*f(0)=0, Vx20.

De méme, cette inégalité implique que la dérivée d’ordre 1 est croissante sur
[0, +00[, donc vérifie

Df(x)>Df(0)=0, Vx>0.
Enfin, cette inégalité implique que la fonction est croissante sur [0, +oo[, donc vérifie

f(x)= f(0)=0, Vx>0.
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On peut bien siir procéder d’une autre maniere si on connait le résultat appelé dé-
veloppement limité de Taylor ; son utilisation ici permet de conclure trés aisément.
De fait, la fonction cosinus est indéfiniment dérivable sur R et on a

D cos(x) = —sin(x), D*cos(x) = — cos(x), D3cos(x) = sin(x), D*cos(x) = cos(x).
Il s’ensuit que pour tout réel x, il existe un réel u compris entre O et x tel que
3
x 2 4

i 4
cos(x) = Z —'D’ cos(0) + %D“ cos(u) =1-— i r cos(u).

& 2 4

Puisque les valeurs du cosinus sont toujours inférieures a 1 et que x* est positif, on
obtient ainsi

0~

X 4

cos(x)—1+ > Vx € R.

< _x S
- 4!
(b) Posons

S

fx) = X —Inx), x> 0.
s
La fonction f est indéfiniment dérivable sur ]0, +oo[ et on a
1 x5 —1

Df(x) = x*1—= = , Vx>0.
X X

La dérivée s’annule en x = 1, est négative sur ]0, 1] et positive sur [1, +oo[. Des
lors, la fonction f est décroissante sur |0, 1], croissante sur [1, +oo[ et admet un
minimum global en x = 1. Ainsi

f(1>=§ < f(x). Vx.s>0.

(c) , (d), (e) Les exercices (c), (d) et (e) peuvent étre résolus en se servant du dévelop-
pement limité de Taylor. Pour cela, les résultats suivants sont utilisés : pour tout réel
x, il existe des réels u et v compris entre O et x tels que

3 5
sin(x) = x — % + % cos(u),
2 4
cos(x) = 1— % + % cos(v),
et un réel w compris entre 0 et 2x tel que
. 1 — cos(2x) 1 /2x)? @Qx)* 2x)°
2 — - = —
sin“(x) = 2 = 5 ( > a0 + e cos(w)
4 5,6
= x*- x? + 26_)'6 cos(w).
La premiere égalité implique aussi
sin(x) _ sin(x) > 1- 1_ l, Vxe =L 1L x £0
x X 2 2
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puisque on a

——+x—cos(u) Vx € [-1,1].

x2 4 1
‘ 6 5! =7

Cela étant, pour (c), on a alors successivement

11 x| _ |6x — 6sin(x) — x? sin(x)|
sin(x) x 6] 6|x sin(x)|
x5 I
B 6x —6x+x3—6 5—cos(u)—x + Z — ycos(u)
- 6|x sin(x)|
) <—g cos(u) + é) x4 — %gu)xﬁ
B 6| sin(x)|
6 1 3 cos(u) s
. <—§ cos(u) + 6) 5 X o
—_ 3 - )
d’ou I’inégalité (c).
Pour (d), on a
1 cos(x) 1 6sin2(x) 6x?% cos(x) — x% sin (x)
x? sin’(x) 6 6x2 sin’(x)
Cela étant, on a aussi
6 sin’(x) — 6x2 cos(x) — x> sin’(x)
= 6x>—2x"+ = 2 = x%cos(w) — 6x° + 3x* — —6 cos(v) — x* +—6 — 2_x cos(w)
- 5! 4 3 6!
5 5.8
= (% cos(w) — icos(v) + ;) 6 _ 26_)'C cos(w)
et
)
sin“(x) S 1
x2 T4

Ainsi, on obtient finalement, pour 0 < |x| < 1,

(il cos(w) — = cos(v) + - ) 6 — i—slcos(w)x8

1 cos(x) 1
6x2 sin®(x)

2
3

2 1 1\ , 23
(5' cos(w) y cos(v) + 3) ol cos(w)x*

/
rxz

IA

et on conclut.

254



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Dérivées

Enfin, pour (e), on a

1 11 _ 3x*—3sin’(x) — x?sin’(x)

sin?(x) x> 3 3x2 sin®(x)

Cela étant, on a aussi

3x% = 3sin’(x) — x? sin’(x)

4 5.6 4 5,6
= 3x2-3 <x2 X 2—xcos(w)> —x? <x2 X 2—xcos(w)>

3 6! 3 6!
24 1\ ¢ 2° 3
<—§ cos(w) + §> x° - ol cos(w)x
et
sinz(x) 1
x2 T4

Ainsi, on obtient finalement, pour 0 < |x| < 1,

_2 1Y 6_2 8
( 5 cos(w) + 3 ) X =2 cos(w)x

3x2 sin’(x)
4
3

4 5
<—% cos(w) + %) x? - %cos(w)x4

" x2

IA
~

et on conclut.

Exercice 8

Calculer les limites suivantes, si elles sont envisageables et si elles existent. Si ce
n’est pas le cas, en donner la raison.

@ lim 2% (b) lim xIn (2+ l)
x=-00 X+ 1 x—+00 X
(©) lim arcsin(2x) @ lim V3 In (\/§>
X— X x—=0*
In(1 2
© lim n(1/|x|) ® lim 3x% + 1
Xm0 [ x——co arctan(x? + 2)
In(x — 2
(@) lim |1 — 1| In( = 1) M) lim DX =2
1+ x—2- |2 - XI

~ocos(x)— 1+ %2 ) )
@) lln(l)—3 () lim (In(|2 — x|) — In(x?))
xX— X X—+00
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(k) lim L+ <5 (1) lim 20X) —sin()
X sm(x) =0 x3
. le . )
(m) lim — (m) lim ye™
U—+00 e3u yo—oo
© Jtim ) lim —
X—+00 \/W X——00 /1 n x_2
(@) lim sin(x) (r) lim (x + sin(x))

Solution

(a) La fonction x — cos(x)/(x + 1) est définie sur R \ {—1}, ensemble non minoré ;
la limite en —oo peut donc étre considérée.
Un passage direct a la limite au numérateur et au dénominateur ne permet pas de
conclure car la limite en I’infini de la fonction cosinus n’existe pas. Cependant, on

a
cos(x) < 1 C VxE—l:
x+1 [x + 1]
des lors, comme
im ! = lim ! =0,
x——o00 |x + 1| x——00 —x — 1
le théoreme de 1’étau donne
cos(x)

x—-00 x4 1

(b) La fonction x — xIn (2 + (1/x)) est définie sur I’ensemble

{XGR D x#0 et 2+l>0} = {xeR x#0 et 2x+1 >O}
X x
= ]—00,-1/2[U]0,+o0[,
ensemble non majoré ; la limite en +oc0 peut donc étre considérée.

Comme on a

Iim x = 400 et lim In <2+l) = lir%ln(2+y) =In2) > 0,
X y=

X—>+00 X—>+00

on obtient directement

lim <xln<2+l)) = +o0.
X—+00 X

(¢) La fonction x +— arcsin(2x)/x est définie sur [—1/2,0[ U ]O, 1/2] et tout intervalle
ouvert contenant O rencontre cet ensemble ; 1a limite en O peut donc étre considérée.

Cela étant, comme on a

hII(l) arcsin(2x) = arcsin(0) =0 et Ilimx =0,

x—0
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un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur ne permet pas de
conclure puisqu’on obtient la forme indéterminée « 0/0 ». Cependant, cette forme
se préte bien a I'utilisation du théoréme de 1’Hospital puisque les numérateur et
dénominateur sont des fonctions dérivables sur | — 1/2,1/2[ et que la dérivée du
dénominateur ne s’annule pas. Comme on a

limDarcsm(2x) — lim 2 "

x—0 Dx x=0 /1 — 42

le théoreme de 1’Hospital donne
arcsin(2x) . Darcsin(2x)
m———- = lim——=

x—0 X x—0 Dx

= 2.

(d) La fonction x — V/x31In ({/;) est définie sur ]0, +oo[ et les intervalles du type

[0, r[ (avec r > 0) ont une intersection non vide avec cet ensemble ; la limite en 0
peut donc étre considérée.

En utilisant la propriété disant que « toute puissance antagoniste domine le loga-
rithme en O » , on obtient immédiatement que la limite demandée vaut 0.

(e) La fonction x — In(1/|x])/V x? est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite
en —oo peut donc étre considérée.

Pour tout réel x strictement négatif, on a
In(1/|x)) _ _In(=x)

In(1
LA/ L InG)
X——00 \/; y=too Yy

En utilisant la propriété disant que « toute puissance antagoniste domine le loga-

donc

rithme en +o0 » , on obtient immédiatement que

o /D LG

X—>—00 ——+00
x2 Y y

0.

(f) La fonction x — (3x?+ 1)/ arctan(x? +2) est définie sur R, ensemble non minoré ;
la limite en —oo peut donc étre considérée.

En passant directement a la limite aux numérateur et dénominateur, on obtient

lim Gx2+1)

2
lim — L = 2 lim G+ D) = +o.
x——co arctan(x* + 2) lim arctan(x” + 2) T x>=co
X—=>—00
(g) Lafonction? — |1—¢|In(¢>—1) est définie sur |—oco, —1[ U ]1, 4+co[ et les intervalles
du type [1, [ (avec r > 1) ont une intersection non vide avec cet ensemble ; la limite
en 1t peut donc étre considérée.
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Pour tout réel ¢ strictement plus grand que 1, on a
1 —fIn2=1) = (1) (ln(t— 1) + In(z + 1)).

Cela étant, comme

lim (( = It + 1)) = 0. In(2) =0,

examinons
tlirlrl (t=Dn@—1)) = )}Lr& (xIn(x)) .

Un passage direct a la limite dans les deux facteurs ne permet pas de conclure car
on est dans le cas indéterminé « 0 X oo ». Mais I’expression

In(x)
x~ 1’

>0

xIn(x) =

fournit le cas indéterminé « oo /oo » et se préte alors bien a I’utilisation du théoréme
de I’Hospital puisque les numérateur et dénominateur sont des fonctions dérivables
sur ]0, +oo[ et que la dérivée du dénominateur ne s’y annule pas. On a

DlIn(x) .ox! .
im = lim = —lim x = 0,
x—0+ D(x_l) x>0t —x—2 x—=0+

donc
lim (¢ = Dn@ = 1) = lim (xIn(x)) = 0.

Dés lors, 1a limite demandée vaut 0.

(h) La fonction x +— In(x — 2)/|2 — x| est définie sur ]2, +oo[ ; les intervalles du type

]r,2] (ot r < 2) ne rencontrent pas cet ensemble ; la limite en 2~ ne peut donc pas
étre considérée.

(i) La fonction x +— (cos(x) —1+(x?% 2)) /x> est définie sur R, et tout intervalle

ouvert contenant 0 a une intersection non vide avec cet ensemble. La limite en O
peut donc étre considérée.

Un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur ne permet pas de
conclure car on est dans le cas indéterminé « 0/0 ». Cela étant, cette forme se préte
bien a I'utilisation du théoréme de 1’Hospital puisque les numérateur et dénomi-
nateur sont des fonctions dérivables sur R, et que la dérivée du dénominateur ne
s’annule qu’en 0. On a

D (cos(x) —1+(x*/2)) —sin(x)+x 0
m lim —————

= LK=>»

x—0 Dx3 x—0 3x2
et on ne peut donc pas encore conclure. On a

. D (=sin(x) + x) —cos(x)+ 1 0
Iim ———— = lim———— = «—»
x—0 3Dx2 x—0 6x

et on ne peut toujours pas conclure. Cependant,
sin(x)

. D(=cos(x)+1) )
Iim———— 2 = lim—< =0
x—0 6Dx x=0 6
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et on peut enfin conclure par trois applications successives du théoréme de I’Hos-
pital :

D(—=cos(x)+ 1)

0 = lim
x—0 6DX
. —cos(x)+1
= lim—
x—=0 6x
. D (=sin(x) + x)
= lim——
x—=0 3Dx2
. —sin(x) + x
= lim —
x—=0 3x2
. D(cos(x) =1+ (x*/2))
= lim
x—=0 Dx3
cos(x) — 1+ (x%/2)
= m .
x—0 X3

Remarquons qu’on aurait pu également procéder comme suit, sans recourir au
théoréme de 1’Hospital : on a (voir ’exercice 7 de cette sous-section 5.1)

x2

cos(x)—1+7 < x* VxeR,

donc

cos(x) — 1+ (x*/2)
3

< Ixl, Vx#0

et on conclut directement que

. cos(x) — 1 +(x%/2)
lim =
x—0 x3

0

par le théoréme de 1I’étau.

(j) La fonction x ~ (In(|2 — x|) — In(x?)) est définie sur R \ {0,2}, ensemble non
majoré ; la limite en +oo peut donc étre considérée.

Cela étant, on a directement

2 -
lim (In(]2 - x]) = In(x*)) = lim 1n<| x') = lim In(y) = -
Xx—+00 2 y—0*

X—+00 X

en utilisant le théoréme des limites de fonctions de fonction et

.2 =x] . ox=2
lim = lim = 0%,
Xx—>+00 X X—>+00 _x2

(k) La fonction x — (1 + cos(x))/ sin(x) est définie sur R \ {kx : k € Z} et tout
intervalle ouvert contenant 7 a une intersection non vide avec cet ensemble ; la
limite en z peut donc étre considérée.
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Un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur ne permet pas de
conclure car on est dans le cas indéterminé « 0/0 ». Ecrivons alors la fonction d’une
autre maniere. Pour tout réel x qui n’est pas un multiple entier de z, on a

1 +cos(x) 2 cos?(x/2) _cos(x/2)
sin(x) 2 sin(x/2) cos(x/2)  sin(x/2)
il s’ensuit alors directement
2
M = li C_OLX/) = lim cotan(x/2) = O.
x—r  sin(x) x—= sin(x/2) x—7

(1) Lafonction x — (tan(x) — sin(x))/x> est définie sur A = Ry\{z/2+kx : k € Z}
et tout intervalle ouvert contenant O a une intersection non vide avec cet ensemble ;
la limite en O peut donc étre considérée.

Cela étant, pour tout réel x € A, on a

tan(x) —sin(x) _ sin(x) % 1 % 1 — cos(x)
x3 - X cos(x) x2
. .2
_ sin(x) y 1 y 2sin“(x/2)
x cos(x) x2
. . 2
_ sin(x) y 1 y 1 y sin(x/2) ‘
x cos(x) 2 x/2
Pour conclure, il suffit donc de se rappeler que
lim sin(t) —
t—0 1
car on a alors
e . . M\ 2
lim tan(x) — sin(x) _ 1 lim sin(x) y 1 v sin(x/2)
x—0 x3 2 x-0 x cos(x) x/2

1 1
= =X1IXx1Ix1 = =.
2 2

Remarque. Si on évalue immédiatement cette limite en utilisant le théoreme de
I’Hospital, puisqu’un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur
donne la forme indéterminée « 0/0 », on est amené a évaluer

(1/ cos*(x)) — cos(x)
m
x—0 3x2

qui nécessite encore des manipulations, pour finalement encore faire appel au
théoréme de 1I’Hospital. On peut bien sir aussi conclure par cette méthode.

(m) La fonction u — u?/e’* = u?/exp (3u) est définie sur R, ensemble non majoré ;
la limite en +oo peut donc étre considérée.
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Un passage direct a la limite aux numérateur et dénominateur ne permet pas de
conclure car on est dans le cas indéterminé « oo /oo ». Ecrivons alors

2 2/3\ 3
LA <” > . Vuel0,+oo.

eu
On conclut alors immédiatement que la limite est égale a O car

lim (u*e™) = 0.

u—+00
(n) La fonction y +— ye‘y2 = yexp(—y?) est définie sur R, ensemble non minoré ; la
limite en —oo peut donc étre considérée.

Un passage direct a la limite dans les deux facteurs qui constituent la fonction ne
permet pas de conclure car on est dans le cas indéterminé « 0 X oo ». Cela étant, on
peut écrire

1
yexp(=y*) = 5 yexp(—y*), Vy#0.
On conclut alors immédiatement que la limite est égale a O car
lim (y*exp(—y")) = lim (texp(-1)) = 0.
y—>—00 t—+00

(o) La fonction x — exp(x)/+/exp(x?) est définie sur R, ensemble non majoré ; la
limite en +o00 peut donc étre considérée.

Les limites des numérateur et dénominateur étant infinies, on est dans le cas in-
déterminé « co/oco ». On peut alors procéder comme suit : pour tout réel x, on

a
2

_Xp) = exp(x) exp (—x2/2) = exp <x— x_> ;

Vexp(x?) 2
deés lors, comme lir+n (x - x? / 2) = —o0, le théoreme des limites des fonctions
de fonction donne

2
lim _ o) = lim exp <x - x_> = lim exp(y) = 0.
X—>+00 X—+00 2 y—>—00
exp (x2)

(p) La fonction x — x/v/1 + x2 est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite en
—oo peut donc étre considérée.

Les limites des numérateur et dénominateur étant infinies, on est dans le cas
indéterminé « oo /oo ». On peut alors procéder comme suit : on a

x —_—

X _ X _ 1
Vit Va1 —xJad+1 o +1

donc on obtient directement

Vx <0,

lim lim -1.

x _ 1 _
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Notons que méme si les hypotheses du théoréeme de 1’Hospital sont remplies, son
utilisation ne permet pas de conclure car

Dx V1+x2 DV1 + x2 x

= et D = N Vx (S Ro.
D1+ x2 X X V1+x2
(q) La fonction sinus est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite en —co peut
donc étre considérée.

Cela étant, comme la fonction sinus est a valeurs dans ’intervalle [—1, 1], la li-
mite éventuelle ne peut étre infinie. Elle ne peut pas non plus étre finie : de fait, si
lim sin(x) = r, alors Ve > 0, il existe R > 0 tel que

X—>—0

[sin(x) —r| <e Vx<-—R.

Par conséquent, en prenant un naturel pair m tel que % —mz < —R, sionremplace

sin<£—m7r) —-r
2

Puisque ceci est valable quel que soit € > 0, cela implique » = 0 d’une partetr = 1
d’autre part!

x par —mz (resp. % — mr), on obtient

| sin(—mz)—r| = |r] < & et =|l-r|<Le

(r) La fonction x — x + sin(x) est définie sur R, ensemble non minoré ; la limite en
—oo peut donc étre considérée.
Cela étant, on a directement

x+sin(x) < x+1, VxeR

donc
lim (x + sin(x)) = —oo
puisque lim (x+1) = —oo.
Exercice 9

Montrer que I’on a

En déduire que

Solution

Comme la fonction exponentielle est une fonction croissante, on a

X

&> xt=e"Y Yx>0 & x > elnx), VYx>O0.
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Etudions alors la fonction

fx) = , x>0.
X
Cette fonction est indéfiniment continiment dérivable sur |0, +oo[ et comme

1 —In(x) >0 sixe]0,e]
Df(x) = —— )
X <0 si x€le,+o[
elle est strictement croissante sur |0, e], strictement décroissante sur [e, +oo[ et admet
un maximum global en x = e, lequel vaut f(e) = 1/e. Dés lors
f(x)< f(e), Vx>0 ouencore eln(x)<x, Vx>0

et on a I’égalité si et seulement si x = e.

Cela étant, comme on a e® > x° pour tout x > 0 et I’égalité si et seulement si x = e,
on obtient

a>x* Vx>0 = a*>e’>a° = e'=ad° = a=e

et on conclut.

Exercice 10

Un commercant vend en moyenne 100 jeux vidéo par mois au prix unitaire de 50
euros. Cependant, chaque réduction de 1 euro sur le prix unitaire lui permettrait d’en
vendre 5 supplémentaires. A quel prix unitaire devrait-il vendre ses jeux pour que
son revenu total soit maximum ? Combien en vendrait-il alors ?

PATIENTEZ !
C‘EST COMBIEN JE NE LE SAIS
A L‘UNITE ? PAS ENCORE !
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Solution

Soit x € N, le nombre d’euros de réduction sur le prix unitaire. Celui-ci vaut alors
(50 — x) euros. A ce prix, le commercant vend (100 + 5x) jeux et son revenu total est
égal a

R(x) = (100 + 5x) (50 — x) = 5000 + 150x — 5x°.
En fait R est une fonction indéfiniment continiiment dérivable sur R et on a
DR(x) =150 — 10x.

Cette dérivée s’annule en x = 15, est positive pour x < 15 et négative pour x > 15;
cette valeur donne donc bien lieu a une valeur maximale pour R. Ainsi, pour avoir un
revenu total maximum, le commercant doit vendre au prix unitaire de 35 euros et il
vendra 100 + 5 X 15 = 175 jeux en moyenne par mois.

Exercice 11

Une source lumineuse ponctuelle est située en un point .S. Son éclairement au point
P est égal au quotient de I’intensité de la source par le carré de la distance entre les
points P et S. On suppose que le quotient des intensités de deux sources lumineuses
situées aux points A et B distants d’une longueur L est égal au quotient de 8 par 27.
Sur le segment [A B], quel est alors I’emplacement du point qui regoit 1’éclairement
minimum ?

Solution

Soit P un point du segment [ A B] situé a une distance x > 0 du point A et donc a une
distance L —x > 0 de B. Si on note I, I'intensité lumineuse de la source située en A
et I celle de la source située en B, I’éclairement en P produit par la source en A est
égal a

1
E,x) =4
X

et celui produit par la source en B est égal a

I

EB(X) = m

L’éclairement en P est donc égal a

I

m, X € ]O,L[

1,
E(x) = E;(x)+ Eg(x) = ;+
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Comme I,/I; = 8/27, on obtient

8 + 1
27x2 (L —x)?

E(x) = IB< ) x €10, L[.

Cette fonction est indéfiniment contintiment dérivable sur R\{0, L} et, dans cet en-
semble, on a

-16 2
DE(x) = IB<27x3 + (L—x)3>

— (L - x))’ + (3x)°

= s~

_ o, (3x — 2L + 2x) (9x2 4 6x(L — x) + 4(L — x)?)
27x3(L — x)3

_ o, (5x —2L) (7x* = 2Lx +4L%)

27x3(L — x)3

La dérivée premiere s’annule si et seulement si x = 2L /5, le polyndéme du second degré
du numérateur étant toujours strictement positif. Le dénominateur étant toujours stric-
tement positif lorsque x € ]0, L[, la dérivée est donc négative sur ’intervalle 10,2 L /5]
et positive sur [2L /5, L[. Le réel 2L /5 donne donc lieu a la valeur minimale de 1’éclai-
rement et le point qui regoit I’éclairement minimum est situé aux 2/5 de la longueur du
segment [A B] a partir du point A .

Exercice 12

Un fabricant de conserves utilise des boites métalliques cylindriques d’un litre.
Quelles sont les dimensions a donner a une boite pour que la tdle nécessaire a sa
fabrication ait la plus petite aire possible sachant que les disques formant le fond et
le couvercle sont découpés dans des carrés, le déchet étant perdu ?

Solution

Soit R le rayon du cylindre et H sa hauteur, exprimés en centimetres. Puisque un litre
correspond a un volume de 1000 cm?, on a

1000
TR’

zR°H = 1000 <& H =

Laire de la tole nécessaire a la fabrication de la bofite est donc égale a

A(R) = 22R)* + 2zRH = 8R*> + &ROO, R>0.
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Cette fonction est indéfiniment continliment dérivable sur R, et on a

DA(R) = 16R - 2?% = 16 (R—%) = 16%
La dérivée premiére s’annule donc en le seul réel R = 5, est négative pour R < 5
et positive pour R > 5. Cette valeur de R donne bien lieu a un minimum des va-
leurs de la fonction et ainsi, les boites auront un rayon de 5 cm et une hauteur de
1000/257 =40/7 ~ 12,73 cm.

. VR#0.

Exercice 13

On donne une bobine de rayon R > 0 et on y fait passer un courant électrique. Sur
un aimant situé a une distance x du centre de la bobine, ce courant exerce une force
dont I’expression est

kx

F(x) = (xz + R2)5/2

ol k est une constante strictement positive. A quelle distance du centre de la bobine

la force exercée sur I’aimant est-elle maximale ?
Solution

L’expression F(x) définit une fonction F dérivable sur R et on a
DF(x) = k(x* + RH)™? — 5x(x* + R kx
= k(x* + R + R* - 5¢%)

R? — 4x2
(x2 + R2)7/2
(R—-2x)(R+2x)

(x2 + R2)1/2
Cette dérivée s’annule en x = —R/2 eten x = R/2; cependant, elle ne doit étre étudiée
que sur ’intervalle [0, +oo[ puisque x représente une distance. Comme la dérivée est

positive pour 0 < x < R/2 et négative pour x > R/2, le réel R/2 donne donc lieu a la
valeur maximale de la force.

Exercice 14

Un navire doit parcourir une distance de K kilometres. Parmi toutes les dépenses,
on considere celle du combustible et celle du personnel. La dépense horaire du com-
bustible est proportionnelle au carré du module v de la vitesse du navire ; elle sera
notée Cv? oll C est une constante strictement positive et oll v est exprimé en km/h.
Le salaire horaire du personnel est constant et égal a P euros. Déterminer la vitesse

du navire pour que la dépense totale soit minimale.
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P
[éﬁ” NOUS PARTIRONS

v DES QUE J‘AURAT
TROUVE LA BONNE
VITESSE !

A JITESSR

Solution

Soit N le nombre d’heures mis par le navire pour parcourir la distance K a la vitesse v.
En fonction de la vitesse v, la dépense totale est alors donnée explicitement par

d(v) = N (Cv* + P).
Comme K = Nuv, on a aussi
K 5 P
dw) = = (o + P) = K(cv+ =), vo>o.
v v

La fonction d est une fonction indéfiniment continliment dérivable sur ]O, +co[ et on a

Ddw) = K(c-2) = K%
(VEo-VF) (VEur vP)

= K

3 , Yu>O0.

Cette dérivée s’annule en v = 4/ P/C, est négative pour 0 < v < 4/ P/C et positive
pour v > \/P/C. Le réel 4/ P/C donne donc la valeur minimale pour la dépense. La
vitesse recherchée est, des lors, v/ P/C km/h.

Exercice 15

Afin de réduire au maximum le frottement d’un fluide contre les parois d’un canal
a 'intérieur duquel il s’écoule, on congoit ce dernier de telle sorte que ’aire de la
surface de contact soit minimale. Quelles doivent étre les dimensions d’un canal
parallélépipédique ouvert dont 1’aire de la section transversale est donnée ?
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Solution

Notons A la hauteur du canal, [/ sa largeur, L sa longueur et A D'aire de
la section transversale. L’aire de la surface de contact est donc égale a
2Lh+ LI =2Lh+ L(A/h). Définissons alors la fonction .S comme suit

S(h) = L(2h+%>, h> 0.

Le probléeme posé demande de minimaliser cette fonction. La fonction S est dérivable
sur ]0, +oo[ et on a

A
DS(h) = L(2—ﬁ), Vh > 0.

Cette dérivée s’annule en 2 = 1/ A/2, est négative pour 0 < h < 4/A/2, positive pour
h > \/A/2. Le réel \/A/2 donne donc la valeur minimale pour I’aire .S et la relation
entre les largeur et hauteur est

5.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

En appliquant la définition, montrer que f : x + 4x? — x est dérivable en —1 et
donner la valeur de sa dérivée en ce point.

.
H
H
H
]
.
H
H
:

Exercice 2
On donne des fonctions par les expressions explicites suivantes. Pour chacune d’entre
elles, en déterminer le domaine de définition, de continuité, de dérivabilité et en
calculer la dérivée premiere.
x3 1
= —— 4 - @
S0 = =7 S0 = G =0
£5(x) = arcsin (\/1 — x2) £20 = V143
f5(x) = xsin (x?) fox) = (x = (e* — ™)
f7(x) = arctan(tan(x)) Sfe(x) = cos(sin’(x))
_ 2 _ l) _ 1
Jo(x) = arcos (x 2 o) = arctan(x) — r /4
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fuw=(v2-1)
f13(0) = In (In*(x))

Fi5(x) = 5

Exercice 3

ye f) =g(\/y2 - 1)-

Exercice 4

cas, en donner la raison.

(@) lim sin(2x)
x-0t x — 1

. 1
© Jim exp (=)
In(4/1xD

x3

(e) lim

X—>+00

(g)t 1%51)_(1 +0)In(* - 1)

2 _ -
(@) lim In(x* —3x —4)
X—+00 x+1
&) lim 1 — sin(x)

x—x/2  COoS(x)

. 1
) fim u exp (=)

(0) lim —ZPX)

= fexp(x?)

© Dérivées

f12(x) = In (1 = In(x))
f14(x) = (In(x))""™

fre(x) = .t
In(x2 + x — 2)

1. On donne la fonction g dérivable sur |—1, 1[ etlafonction f : t — f(t) = g(In(?)).
(a) Déterminer le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable.
(b) Calculer la dérivée de f en fonction de la dérivée de g.
(¢) Mémes questions si g est dérivable sur ]0,3[ et si f est la fonction

(d) Mémes questions si g est dérivable sur ]0, 7r/3[ et si f est la fonction

am fla)=g (arcos(\/l _ a)).
2. Soit F : t — F(t) = f(x(¢)) avec x(3) = 2, Dx(3) = 5et (D,f)(2) = —4. En
supposant F dérivable en 3, que vaut (DF)(3) ?

Calculer les limites suivantes si elles sont envisageables et existent. Si ce n’est pas le

(b) lim x*In (3 + i)
x2

X—+00
@ iy V5 ()

2 _
@ lim —2X =1
x—=—co arcotan(x2 + 1)

2
() lim ¥ =3
x—3" |3 — xl

@ Jim_(1n13 ~ <) ~1n (V>2))

@ lim cotan(x) — cos(x)
x-r/2 (x—r/2)3

(n) yETm log v 4

(p) lim (sin(x)) <"
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Exercice 5

.
H
.
i

Déterminer une équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction
x — tan(x) au point d’abscisse —z /4. Représenter cette fonction et cette tangente.

Exercice 6

On donne le graphique suivant (x € ]a, m[). On considere alors trois cas : dans le
premier il s’agit de celui d’une fonction, dans le second, il s’agit de celui de sa dérivée
et dans le troisieme, il s’agit de celui de sa dérivée seconde. Pour chaque cas, on
désigne la fonction par f|, f5, f5.

o e k m

Lorsque c’est possible, répondre aux questions suivantes. Si les données ne per-

mettent pas de répondre, en expliquer la raison.

1. Déterminer les zéros de f}, f5, f3.

2. Déterminer le signe de f|, f,, f.

3. Ou la fonction f; (resp. f,, f3) est-elle croissante ? Ou est-elle décroissante ?
Pourquoi ?

4. Ou la fonction f| (resp. f,, f3) est-elle concave, convexe ? Pourquoi ?

5. Déterminer les zéros, le signe et la monotonie de D f|, D*f.

Exercice 7

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes données explicitement,
leurs domaines de continuité et de dérivabilité, leurs éventuelles asymptotes, leurs



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

fix) =
Jf3(x)

fs(x) =
f7(x) =
fo(x) =

Exercice 8

sin(x) + cos(x)

x3e~*

VX3 =2x2 +x
exp(—x?)

e ¥l sin(x)

© Dérivées

monotonie et concavité, leurs éventuels extrema et points d’inflexion au graphique.
Sur la base des résultats obtenus, esquisser les graphiques dans un repere orthonormé.

fo(x) = 4cos*(x) — 8cos(x) + 3
fa(x) = xIn(x)
fe(x) = exp(%)
-1
fe(x) = exp(g)

x|x —1|

A Py T

Une lentille convexe est caractérisée par une distance focale f. Si un objet se trouve

a une distance p de la lentille, son image sera située a une distance g liée a p par la

relation 1/f = 1/p+1/q. Sila distance focale vaut 3 cm et que p croit, quelle est la
vitesse de variation de g lorsque p vaut 33 cm ?

7/’(:7//37~/9§

I
~

\rﬁ“@rmL ‘ !

Solution 1

Ona

4

JE NE
COMPRENDS v
RIEN, C'EST D

TROP CONVEXE
POUR NOUS )

LES CONCAVES!

li

L LCLE D = fD)

h—0 h

= lim(4h — 9) = 9.

Comme cette limite existe et est finie, la fonction est dérivable en —1. La limite valant
—9, la dérivée de cette fonction en —1 vaut —9.
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Solution 2

Dans ce qui suit, on rappelle la forme explicite de la fonction et les quatre données
suivantes sont successivement le domaine de définition A, le domaine de continuité B,
le domaine de dérivabilité C et I’expression explicite de la dérivée premiere.

La fonction f; donnée par f(x) = —(x*/2) + zx

A =B =C =R;Df(x) = -3x*/2 +x.

La fonction f, donnée par f,(x) = 1/((x + 1)(3 — x))
A=B=C=R\{-1,3};Df,(x) = 2(x = 1)/((x + 1)’3 = x)?).
La fonction f; donnée par f;(x) = arcsin (M )
A=B=[-1,1];C =]-1,0[U]0,1[;

Dfs(x) = 1/V1-x2 six<0 et Dfs(x) = —-1/V/1-x2 si x>0.
La fonction f, donnée par f,(x) = m

A=B=R;C =R\ {-1}; Dfy(x) = x2/3/(1 +x3)2

La fonction f; donnée par f5(x) = x sin(x?)

A =B =C = R;Dfs(x) = sin(x?) + 2x% cos(x?).

La fonction f; donnée par fo(x) = (x — 1) (e* —e™)

A =B =C =R;Dfg(x) = xe*¥+(x—2)e".

La fonction f; donnée par f,(x) = arctan(tan(x))
A=B=C=R\{(n/2)+kr:keZ};Df(x) = 1.

La fonction f; donnée par fy(x) = cos (sin’(x))

A =B =C =R;Dfy(x) = —sin (sin’(x)) sin(2x).

La fonction f, donnée par fo(x) = arcos(x?> — (1/2))
A=B=[-1/3/2,1/3/21;C =1-/3/2,1/3/2[;

Dfo(x) = —4x//(3 = 2x2)(1 + 2x2).

La fonction f,, donnée par f|,(x) = 1/(arctan(x) — z/4)

A =B =C =R\ {l1};Dfy(x) = —1/((x* + 1)(arctan(x) — z/4)?).
La fonction f,; donnée par f|,(x) = (\/5 - 1>x

A=B=C=R;Df,x) = 1n<\/5—1) (\/5—1>x.
La fonction f;, donnée par f},(x) = In(1 — In(x))
A=B=C =10e;Dfpx) = —1/(x(1 — In(x))).

La fonction f,; donnée par f5(x) = In (In*(x))

A =B =C =]0,1[{U]l,+00[; Dfj5(x) = 2/(xIn(x)).
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La fonction f;, donnée par f,(x) = (In(x))"™

A = B = C =]l,+oo[; Df14(x) = ((1 +In(In(x)))/x) X (In(x))"™
La fonction f;5 donnée par f}5(x) = x"®

A =B =C =]0,+00[; Df15(x) = x"® x (21n(x)/x).

La fonction f;, donnée par f4(x) = 1/4/In(x? + x — 2)
A=B=C= —oo,—(1+\/E)/2[u (=1 +V13)/2, +o0
2x+1

2(x2+x=2)In (x> +x-2) ln(x2+x—2)'

s

Dfg(x) = -

Solution 3

1. (a) Le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable est ] 1/e,e [
(b) Sur son domaine de dérivabilit€, on a D f(#) = D ,g(¥)| ) X (1/1).

(¢) Le plus grand ouvert dans lequel f est dérivable est 1’ensemble
]—\/ 10, -1 [ U ] 1,V 10[; sur cet ensemble, sa dérivée vaut

y
Df(y) = Dtg(t)ltz\/yz__l X ﬁ

(d) Le plus grand ouvert sur lequel f est dérivable est ]0, 3/ 4[ ; sur cet ensemble, sa

déliVée vaut |
Df(a) s Dug(u)lu_—arcos(\/ 1_a) X <T> .
2 a —da

2. La dérivée de F en 3 vaut —20.
Solution 4

Voici les domaines de définition des fonctions et les limites demandées.

Domaine de définition Limite Domaine de définition Limite
(@ R\ {1} 0~ (b) R, +00
© R\ {2) - @R, 0*
(e) 10, +oo[ 0 HR +00
(g ]—o00,—1[U]l + oo 0 (h) 13, +o0[ pas de sens
(i) ] =00, —1[ U ]4, +o0[ 0 G R\ {0, 3} 0
& R\ {zx/2+krn : ke Z} 0 OR\{zn/2+kr :keZ} -1/2
(m) R\ {1} +oo || (n) 10, I[ U ]I, +oo[ 0*
(o) R 0t || (o) |12k, 7 + 2kl 1

keZ
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Solution 5

Une équation cartésienne de la tangente au graphique de la fonction
x + tan(x) au point d’abscisse —z/4 est 2x — y — 1 + (x/2) = 0; le graphique
de cette fonction et de cette tangente est le suivant.

Y y:2z71+g

Solution 6

1.

Le zéro de f est 0.

Par ailleurs il n’est pas possible de déterminer les zéros de f, ni de f5 car quel que soit
leréel r, les fonctions f,+r et f3+r ontlaméme dérivée que f, et f5, respectivement ;
des lors, la donnée du graphique des dérivées de f,, f; ne permet pas de déterminer
ou f,, f; s’annulent.

. La fonction f; est positive sur ]a, 0] et négative sur [0, m[.

Il n’est pas possible de déterminer le signe de f, ni de f; (voir ci-dessus).

. La fonction f est croissante sur ]a, b] et sur [k, m[, décroissante sur [b, k].

Dans le cas ou le graphique est celui de D f,, il permet de dire que la fonction f,, est
croissante sur ]a, 0] et décroissante sur [0, m][.

Le graphique de la dérivée seconde D? f5 ne permet pas de déterminer la monotonie
de la fonction f; (par étude du signe de sa dérivée premiere puisque la fonction est
dérivable) car on a D? f3 = D(D f5 +r) quel que soit le réel r.

. La fonction f, est concave sur ]a, c] et [d, e], convexe sur [c, d] et [e, m][.

La fonction f, est concave sur [b, k], convexe sur ]a, b] et [k, m][.

La fonction f; est convexe sur ]a, 0] et concave sur [0, m][.

. Les zéros de la dérivée de f sont les réels b, d et k puisque la tangente au graphique

de cette fonction aux points ayant ces abscisses est horizontale. La fonction D f est
positive sur ]a, b] et sur [k, m[, négative sur [b, k] ; elle est décroissante sur ]a, c] et
[d, e] et elle est croissante sur [c, d] et sur [e, m[.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Dérivées

Les réels ¢, d et e sont des zéros de la dérivée seconde puisqu’ils donnent lieu a
des points d’inflexion. Mais cette dérivée seconde peut avoir d’autres zéros puisque
son annulation est une condition nécessaire mais non suffisante pour avoir un point
d’inflexion. La dérivée seconde est positive si f| est convexe, ¢’est-a-dire sur [c, d ]
et sur [e, m[ et elle est négative si f| est concave, c’est-a-dire sur ]a, c] et [d, e]. Le
graphique de la fonction ne permet pas directement de déterminer la monotonie de
la dérivée seconde.

Solution 7

La fonction f;

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R, périodique de pé-
riode 27 et n’a pas d’asymptote. Sur [0,27] : elle est croissante sur [0, 7 /4] et sur
[5z/4,2x], décroissante sur [z /4,57z /4] et a un minimum global en 57 /4, un maxi-
mum global en z/4; elle est convexe sur [3z/4,7x /4], concave sur [0,3x/4] et sur
[77/4,2x] et admet les points d’inflexion d’abscisses 3z /4 et 7z /4.

La représentation graphique est la suivante.

Y T

1 fi }
7T4/ 5 /4 X
/ 0 T4 3r/d ' : ' /4 On/d | 1ln/4 '

La fonction f,

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R, périodique de
période 2z, paire, n’a pas d’asymptote, a le méme signe que celui de la fonction
x = 1 —2cos(x). Sur [0, z] : elle est croissante, admet un minimum global en 0, un
maximum global en 7 ; elle est convexe sur [0, 2z /3], concave sur [2x /3, ] et admet
un point d’inflexion d’abscisse 27 /3.

La représentation graphique est la suivante.

Y<

[¢]
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La fonction f;

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R, elle admet 1’axe des
abscisses comme asymptote horizontale en +co et f3(x) et x ont le méme signe quel
que soit x. Croissante sur ] — o0, 3], décroissante sur [3, +oo[, elle admet un maximum

global en 3, est concave sur | — oo, 0] et sur [3 - \/g 3+ \/5] , Convexe sur [O, 3 - \/g]

et sur [3 + \/5 +00 [ et a les points d’inflexion d’abscisses 0, 3 — \/5 et3+ \/5
La représentation graphique est la suivante.

Y<

La fonction f,

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur ]0, +oo[, elle se pro-
longe continfiment en 0 par 0, elle n’a pas d’asymptote et est a valeurs négatives sur
[0, 1] et positives sur [1, +oo[. Décroissante sur [0, 1 /e], croissante sur [1/e, +ool, elle
admet un minimum global en 1 /e et est convexe sur [0, +oo].

La représentation graphique est la suivante.

Y

1

La fonction f;

Cette fonction est définie, continue sur [0,+oo[, indéfiniment dérivable sur
10, 1 U ]1, +oo[, n’a pas d’asymptote et est a valeurs positives. Croissante sur [0, 1/3] et
sur [1, +oo[, décroissante sur [1/3, 1], elle admet un minimum global en O et en 1 ainsi
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qu’un maximum local en 1/3 ; elle est concave sur [0, 1], convexe sur [1, +oco[ et n’a pas
de point d’inflexion.
La représentation graphique est la suivante.

Y
fs

La fonction f;

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R, admet I’axe des
ordonnées comme asymptote verticale, la droite d’équation y = 1 comme asymptote
horizontale en —oo et en +o0 et est a valeurs positives. Décroissante sur ] — oo, O[ et sur
10, +o0[, elle est prolongée par O en 0, continue a gauche en 0 et admet un minimum
global en 0 ; elle est concave sur | — o0, 0], convexe sur ]0, +oo[ et n’admet pas de point
d’inflexion.

La représentation graphique est la suivante.

Y

La fonction f;

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R ; elle est paire, ad-
met I’axe des abscisses comme asymptote horizontale en —oo et en +oo et est a valeurs
positives. Croissante sur ] — oo, 0], décroissante sur [0, +oo[, elle admet un maximum

global en 0; elle est convexe sur ]—oo,—\/i/z] et sur [\/5/2,+oo[, concave sur

[— \/5/2, \/5/2] et présente des points d’inflexion d’abscisses —\/5/2 et \/5/2
La représentation graphique est la suivante.

Y

M fr
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La fonction fg

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R, et est paire. Si on la
prolonge en O par 0, elle est aussi dérivable en 0. Elle admet la droite d’équation y = 1
commme asymptote horizontale en —oo et en +oo et est a valeurs positives. Décroissante
sur |—oo, 0], croissante sur [0, +oo[, elle admet un minimum global en 0 ; elle est concave

sur ]—oo, —\/3/2] et sur [\/3/2, +oo[, convexe sur [—\/3/2, \/3/2] et présente des

points d’inflexion d’abscisses —4/3/2 et 1/3/2.
La représentation graphique est la suivante.

La fonction f,

Cette fonction est définie, continue et continiment dérivable sur R, admet 1’axe des
abscisses comme asymptote horizontale et est impaire. Vu la parité, examinons la
fonction sur [0, +oo[. Croissante sur les intervalles du type [2kz,z/4 + 2kx] et
[5m/442kn,2(k+1)x], décroissante sur les intervalles du type [z /4+2kn, Sz /4+2kn]
(k € Z), elle admet un maximum et un minimum globaux respectivement en 7 /4 et
5x /4, des maxima locaux en z /4 + 2kx (k € Z;) et des minima locaux en 5z /4 + 2kx
(k € Z;); 1a concavité est la méme que celle de la fonction — cos.

La représentation graphique est la suivante.

Y

0,1

@]
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La fonction f,

Cette fonction est définie, continue et dérivable sur R \ {2}. Si on la prolonge par 1 en
0, elle est aussi dérivable en 0. Indéfiniment dérivable sur R \ {1,2}, le graphique est
une demi-droite sur | — oo, 1] ; elle admet la droite d’équation x = 2 comme asymptote
verticale, la droite d’équation y+x+1 = 0 comme asymptote oblique en +o0. Croissante
sur |1,2[ et sur ]2,2 + \/E[, elle admet un maximum en 2 + \/5 et est décroissante sur
12 + \/5 +oo[ ; enfin, elle est concave sur [1,2[ et convexe sur ]2, +oo[ et n’a pas de
point d’inflexion.

La représentation graphique est la suivante.

Y
104
fio
i X
(@) 1

|
|
|
|
|
|
|
|
T ™
|
|
|
|
|
|
|
|
;

Solution 8

Si la distance focale vaut 3 cm et que p croit, la vitesse de variation de ¢ lorsque p vaut
33 cmest égale a —1/100. La distance g de I’image décroit donc a la vitesse de 1/100 cm
pour une variation de 1 cm de p.

5.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1
1. Ou la fonction f; : x = x4/|x| est-elle dérivable ? Quelle est I’expression
explicite de la dérivée ? Représenter graphiquement la fonction f; dans un repere
orthonormé.

2. Soit la fonction f, donnée par

0 six <0
S = { e V¥ six>0.

Démontrer qu’elle est indéfiniment dérivable sur R. Que valent ses dérivées en
0 ? Représenter graphiquement cette fonction dans un repere orthonormé.

3. Ou la fonction f; : x > arcsin(sin(x)) est-elle dérivable ? Quelle est I’expres-
sion explicite de la dérivée ? Représenter graphiquement la dérivée dans un repére
orthonormé.
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Solution

1. La fonction s’écrit aussi

x\/—_x six <0

fix) =40 six=0
x\/; six>0;

vu cette expression, on peut immédiatement dire que f; est dérivable sur R, et que

2\/—x six <0
3 —
Dfix) = { g\/— six>0 ) IxI.
VX x

Examinons alors la dérivabilité en 0. On a

mﬁw+m—ﬁ@zﬂmhfﬂzg%ﬂm:0;

I’'on a

li
h—0 h h—0
la fonction est donc dérivable en O et
Df,(0) = 0.
Sur le graphique, on voit qu’ il y a effectivement une tangente en 0, a savoir I’axe des
abscisses.
Y
Iy
14
' X
) 1

. L’expression de f, permet de dire tout de suite qu’elle est indéfiniment dérivable sur

R, et que I'on a

0 six <0
e /x/x* six > 0.

Df,(x) = {

Montrons alors que la fonction est dérivable en 0. On a

h) — £,(0 ~1/h ,
fim 2R =L@ e = lim Ae™ =0
h—0t h h—0* h h' -+
et
LW £H0 o0
lim 227227 _ fim - = 0;
h—0- h h—0- h
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des lors f, est bien dérivable en O et

Df,(0) = 0.

Pour obtenir la valeur de n’importe quelle dérivée en 0, une récurrence s’impose.
Tout d’abord, il nous faut obtenir la forme générale d’une dérivée quelconque sur
10, 4+0c0[. On a

Dfyx) = =¥ et Dfy(x) = (—% + é)e'l/", Vx > 0.

Démontrons alors par récurrence que pour tout naturel strictement positif n, il existe
des constantes réelles r,, ;UG=1..n telles que

n

ro.
D" fy(x) = Z L etlx x> 0.

n+j
=
Vu les calculs précédents, cette égalité est vraie pour n = 1 (et méme pour n = 2).
Supposons donc qu’elle soit vraie pour n et démontrons qu’elle reste vraie pour n+ 1.
On a successivement

D™ f,(x) = DD"fy(x)

Z e
xn+j

I,
- R S
— xn+/+l xn+/+2
n+1
_ _Z(Vl+1)r 1/X+Z ryj—1 —l/x
4 xht+i+l xhti+l
n+1
xh+l+j
Jj=1
avece
Fpv11 = _(n + 1)rn,1’ Fotinel = Vun
et

rn+1,j=_(n+j)rn,j+rn’j_1, j=2,...,n.

Montrons enfin que toutes les dérivées de la fonction sont nulles en 0. C’est vrai pour
la dérivée d’ordre 1. Supposons alors que ce soit vrai pour toutes les dérivées jusqu’a
I’ordre n et démontrons que

Dn+ 1 f2 (0) —
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On a
n n n+1
lim D" f,(h) — D" f,(0) _ 1 Z Tt o~ 1/h
h—0t h h—>0+ hn+l+j
n+1
= h,l_i)r_{_loo rn+1,j (h’)n+2+j e—h/
j=1
=0
et
D" f,(h) — D" f,(0
lim fo(h) fz()= | 9_0,
h—0- h h—0- h

d’ou la conclusion.

0,51 fo

Le graphique de la fonction montre bien qu’en 0, le « raccord » se passe de facon tres
réguliere, ce qui est expliqué par I’existence des dérivées, et leur annulation.

. Puisque la fonction arcsin est définie sur [—1, 1] et que la fonction sin, définie

sur R, est a valeurs dans I'intervalle [—1, 1], la fonction f; est définie sur R. De
plus, étant donné que la fonction arcsin(x) (x € [—1, 1]) est la fonction inverse de
sin(x) (x € [-x/2,x/2]), on a, pour k € Z,

fs(x)

arcsin(sin(x))

x — 2kn six e [—%+2k7z,% +2k7r]

Qk+Dr—x sixe [—%+(2k+1)75,%+(2k+1)7[].

Sur tous les intervalles ouverts du type indiqué ci-dessus, la fonction est un polyndme
du premier degré ; elle y est donc dérivable et on a, pour k € Z,

1 Sixe]—%+2k7r,%+2k7r[
DfS(X): T T
-1 sixe]—5+(2k+1)7r,§+(2k+1)7r[.

Elle n’est cependant pas dérivable aux extrémités des intervalles. On a par exemple

[3((x/2)+h) = f3(=/2) 7—((x/2)+h) - (x/2)

Pl A = Jm A
= lim — = -1
h—0* h
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et
I f((7/2)+h) — f3(x/2) . ((x/2)+h) = (x/2)
im = lim
h—0- h h—0+ h
= lim—- =1
h—-0t h

Les autres cas se traitent bien stir de la méme maniére.

Y
B 1 Dy
' ' ' ' ' X
—3m/2 —m/2 O /2 3m/2
714

Exercice 2

Soient les naturels non nuls m et n et la fonction définie explicitement par
f(x) = V/x.

En fonction de m et n, rechercher le domaine de définition et de dérivabilité de f
ainsi que I’expression explicite de sa dérivée premicre.

cececececrnncncncncncs

Solution
Si m est impair, cette fonction est définie sur R quel que soit #n. Examinons sa dérivabilité
en un point quelconque x, € R, c’est-a-dire étudions la limite

m

v/ xr— g/x"

. 0
lim .
X=X X — xo

Rappelons que 1’on a
J-1
a' = = (a=b) ) b, VabeCetl N,
Jj=0

Ainsi, avec a = x, b = x, et J = n, on obtient

de méme, avec a = {/x", b = {/x" et J = m, on obtient
0

m—1
n_on _ (2/in_ mfyn nj/m n(m—=1=j)/m
X xO = < X xo) Zx xO .
j=0
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Ainsi, on a d’une part

n—1
k. n—1-k

X — X m—1
Z xnj/mx"(m—l—j)/m
0
Jj=0

quel que soit x # x,,. D’autre part, on a aussi

n—1
lim Zxkxg_l_k = nxg_1
X=X

k=0

et

m—1
lim anj/mxg(m—l—j)/m — mxg(m—l)/m — mxg—(n/m)_
j=0

X—)xo

Il s’ensuit que la fonction est dérivable en x, # 0 et que sa dérivée en ce point est égale a

n
n em-1 _ n Yo

0

m m X
Si x, = 0 alors
)
0 si—>1
m xn xn/m m
lim = lim = s —
x—=0 X x-0 X 1 Stn=m

. n
oo si—<1.
m

La fonction est donc dérivable en O si et seulement si n > m et dans ce cas la valeur de
cette dérivée est nulle si n > m et vaut 1 si n = m.

Traitons le cas ol m est pair. Si n est pair, alors la fonction est définie sur R et on a

fG) = Alx|"

Les manipulations précédentes peuvent étre répétées. On obtient que la fonction est dé-
rivable sur R, et est dérivable en O si et seulement si n > m. L’expression de la dérivée
est alors

n 1/ m)—
Df(x) = ;|x|< fm=1,

Si n est impair, alors la fonction est définie sur [0, +o0[ et les manipulations précédentes
peuvent aussi étre répétées. On en arrive a la conclusion que la fonction est dérivable
sur |0, +oo[, dérivable a droite en O si et seulement si n > m et

Df(x) = %|x|<"/m>-1.
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Exercice 3

Démontrer les égalités suivantes, en spécifiant le domaine sur lequel elles sont va-
lables.

(a) arctan(x) + arctan (%)

2
2
(b) arctan(x) = arcsin S

V1+x2

. (e —e* e —e ™™
(¢) arcsin (| ———— ) = arctan { ———
er+e 2

Solution

(a) La fonction donnée explicitement dans le membre de gauche (notons-la f) est
continiiment dérivable sur R, et vérifie

Dfo) = ——-—1 L L _ vier,
x2+1 2( 1) x24+1 x2+1
x(1+—
%2
Des lors, il existe une constante réelle r telle que

fx) =r, ¥x>0

et une constante réelle r_ telle que
f(x) =r_, Vx<O.

En évaluant la premiere égalité en x = 1, on obtient

T T T
re=lM=7+7=3
En évaluant la deuxieme égalité en x = —1, on obtient
T T T
ro=lEh=mg =3
Il s’ensuit que
1 T
arctan(x) + arctan <—> = P Vx > 0.
x
(b) Comme
X = ] <1
V1 +x2 V1 +x2
quel que soit le réel x, la fonction
X > arcsin
1+ x2

est continiment dérivable sur R. Par ailleurs, la fonction arctangente est continfi-
ment dérivable sur R également. Dés lors, les fonctions données sont toutes les deux
continfiment dérivables sur R.
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Cela étant, on a successivement

L ViER- (2TER)

Darcsin| —— =
<\/1+—x2 V1= (/1 +x2) I+

— \/1+x2;;
\/1+x2 1+X2
_ 1
1+ x2

Cette expression étant également celle de la dérivée de la fonction arctangente, on
obtient I’existence d’une constante réelle r telle que

. X
arctan(x) = arcsin| ——— ) + r, Vx €R.

V1+x2

En prenant cette égalité en x = 0, on obtient r = 0 et finalement

. X
arctan(x) = arcsin| —— ), VxeR.
1+ x2
(¢) Comme
ef —e™¥ er—e™™
_ | L
eX +e7X eX +e™*

quel que soit le réel x, la fonction
e —e™*
X > arcsin <—>
eX +e*¥
est continiment dérivable sur R. Par ailleurs, la fonction arctangente est contin{i-
ment dérivable sur R également. Dés lors, les fonctions données sont toutes les deux
continiiment dérivables sur R.
Cela étant, posons
e —e ™
f(x) = ——, xeR.
eX+e™*
Quel que soit le réel x, on a successivement

(e* + e"‘)2 — (e — e"‘)2

Df(x) = -
(eX+eX)
(et ter—e) (" te T —e+e)
(eXx + e"‘)2
L
(eXx + e"‘)2
et
X -x\2 _ X _ ,—X)\2
l—f) = CHET @2 pr,

(e +e™)2
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Il s’ensuit que
eX—e™*
eX +e X )

D arcsin(f(x))

_ Df(x) VDI®
= ——— = f(x)
V1= f2(x)

= L, Vx € R.
eX + e X

D arcsin <

Par ailleurs, on a

X _ ,—X X —-X
Darctan(u> ete

X — e=*\2
2 <1 + <—2 ) >
2(e* +e7)
442 —24 e
2(e* +e7)
2

= m, Vx € R.

Deés lors, on a

. [ef—e™*
D arcsin (

) = Darctan(i>, Vx eR
eX 4+ e™* 2

et il existe donc une constante réelle r telle que

. (eX—e™ eX —e™*

arcsin (—> = arctan (—) +r, VxeR.
eX e 2

En prenant cette égalité en x = 0, on obtient r = 0 et finalement

. [eX—e™* ef—e ™
arcsin (—) = arctan (—) , VxeR.
eX + e 2

Exercice 4

Déterminer une relation de récurrence pour le calcul des dérivées successives des
fonctions suivantes données explicitement. Dans chaque cas, spécifier I'intervalle
sur lequel on travaille.

fi(x) = e Jfo(x) = arctan(x)

Solution

La fonction f;
Cette fonction est indéfiniment continiment dérivable sur R et on a

Df(x) = 2xe* = 2xf,(x), Vx€R.
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En utilisant la formule de Leibniz!, on obtient ainsi directement

Dn+l fl(x)

2 CID/x D" £, (x)
j=0
= 2xD"f,(x) + 2nD""' f,(x),

quels que soient le naturel strictement positif # et le réel x.

La fonction f,
Cette fonction est indéfiniment continiment dérivable sur R et on a

D) =

, ¥YxeR,
+1

donc aussi
(14x%) Dfy(x) = 1, Vx€eR.

Comme les dérivées d’un polyndme de degré 2 sont nulles a partir de celles d’ordre 3,
la formule de Leibniz donne

D" < (14x%) sz(x)>

D CID (1+x%) D" fy(x)
Jj=0

CY (14x%) D™ £,(x)+C) D (1+x*) D" f,(x)+C2D* (1 + x*) D" f,(x)

(14x%) D™ f3(x) + 2nxD" f5(x) + n(n— D)D" £5(x),
quels que soient le réel x et le naturel n > 2. Ainsi, on obtient finalement la relation
(14x*) D™ f(x) + 2nxD" f5(x) + n(n—1)D""' fo(x) = 0,

quels que soient le réel x et le naturel n > 2. On vérifie aussi immédiatement que cette
égalité reste valable pour n = 1.

Exercice 5
i Déterminer la valeur en O de toutes les dérivées de la fonction arcsin.
Solution

La fonction f : x + arcsin(x) appartient a C (] — 1, 1[) et on a successivement

Df(x) = ——— Vxel-1I[

1 —x2

1. Voir ’annexe.
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et
X X

2 —
Df(x) = (1 — x2)3/2 T 1=

xsz(x), vxel-1,1[
Deés lors, on a

(1-x)D*f(x) = xDf(x), Vxe]-1,1[. (%)
D’une part, la formule de Leibniz donne

D" ((1 =)D/ ()
- Z C/D/(1 = xH) D" f(x)
7=0

= CYX1-x)D"?f(x) — 2xC) D" f(x) — 2C2D" f(x)

= (1=x)D"™f(x) = 2xnD"™' f(x) = n(n = 1)D"f(x),
quels que soient le réel x € | — 1, 1] et le naturel n > 2 car les dérivées d’ordre supérieur
a 3 d’un polyndme de degré 2 sont nulles ; on vérifie aussi immédiatement que cette

égalité reste vraie pour n = 1.
D’autre part, elle donne aussi

" (xDf () Y ¢ Dix D 4o
j=0

= C'xD"'f(x) + C! D"f(x)

= xD"'f(x) + n D"f(x),

quels que soient le réel x € ] — 1, 1] et le naturel » strictement positif car les dérivées
d’ordre supérieur a 2 d’un polyndme de degré 1 sont nulles.

Il s’ensuit qu’a partir de la relation (*) précédente, on obtient
(1 =x)D"™?f(x) — 2xnD™' f(x) — n(n—1)D"f(x) = xD"' f(x) + nD"f(x)
Oou encore
(1-x)D"*2f(x) — @n+ 1) x D" f(x) — n* D"f(x) = 0,

quels que soient le réel x € ] — 1, 1] et le naturel » strictement positif. En considérant
cette égalité en x = 0, on a alors

D2 f(0) — B*D"f(0) = 0, VneN,.
Cela étant, on a
f(O)=arcsin(0)=0 et DfO)=1;

ainsi, a partir de la formule de récurrence entre les dérivées en 0, on obtient finalement
aussi

D" f(0)=0
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et

(2m))?
221 (1)’

D f(0) = 2n—1’Qn—-3)*...3 =

quel que soit le naturel strictement positif n.

Exercice 6

1. Dans un repere orthonormé, un triangle rectangle est formé en utilisant le point
de coordonnées (—1, 0), un point de 1’arc du cercle de rayon 1 centré a I’origine
situé dans le premier quadrant et sa projection orthogonale sur I’axe des abscisses.
Quelle est I’aire maximale (resp. minimale) d’un tel triangle ? On demande aussi
une représentation graphique de ce probleme et de sa solution.

2. Quels sont les réels strictement positifs dont la somme de 1’inverse et de cinq fois
le carré est minimale ?

Solution

1. Un point quelconque P de I’arc de cercle dont il est question a pour coordonnées
cartésiennes (cos(0), sin(0)) avec 6 € [0, = /2]. La projection orthogonale de ce point
sur I’axe des abscisses a donc pour coordonnées (cos(8), 0). Il s’ensuit qu’en fonction
du point P, I’aire du triangle en question est égale a

(1 + cos(0)) sin(6)
> )

Le probléme posé consiste donc a maximaliser et minimaliser la fonction f donnée
par

(1 + cos(0)> sin(8)

fO) = 5 =

(2 $in(0) + sin(ze)), 6 e [0, %] .

FNgp-

\p (cos(B), sin(6))

\
!

M@ﬁ X

o—
-1 (@) cos(6) 1

La fonction est dérivable sur R et on a

(cos(e) + cos(29)> VOER;

N =

Df ) =
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ainsi,
Df(@)=0 < cos(20) = —cos(h)
< cos(20) = cos(w — 0)

& dkeZ : 20=x7—-0+2kn ou 20 =0—n+2kx
2k +1
& ez : 9=@ ou 6=k - .
Comme on ne doit considérer cette fonction que sur [0, 7 /2], le seul réel de cet
intervalle qui annule la dérivée est
/3

g.

Cela étant, comme la fonction D f est décroissante sur I’intervalle [0, 7 /2], on a

0=Df <§> <DfO) si 6Oe [o,g]
et

pr@)<pf(5)=0 si 0el52].
fO)<Df 3 si 37

Il s’ensuit que f est croissant sur [0, z /3] et décroissant sur [z /3, /2] ; dés lors en
/3 la fonction f correspondant a I’aire du triangle atteint un maximum ; celui-ci

vaut
3 3vV3
f(%) = % (1+cos(7r/3)> sin(z/3) = %x%xg = T\/_
Enfin, la fonction est nulle (évidemment vu l'interprétation graphique!) lorsque
68 = 0 sinon elle est toujours a valeurs positives. L’aire atteint donc un minimum

en § =0eten @ = z/2 et vaut respectivement O et 1/2.

Y
1T ~~ L P (cos(n/3), sin(m/3))

»Pl (cos(m/2), sin(m/2))

-

~
N
N
\
\
\

P, (cos(0); sin(0)) X

-1 0 cos(m/3) 1 -1 )

. Notons x les réels a chercher. La traduction de 1’énoncé conduit a définir la fonction

fx) = l+5x2, x>0
X

et a en rechercher les minima éventuels. Cette fonction étant dérivable sur ]0, +oo[,
on a

Df(x) = —éﬁ-le, Vx>0

et ainsi

1
f(x) 0 < Ox 2 S X 0
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De plus,
DFX)<0 © 10x<—4 o X<t <4
- X2 10 — V10
et de méme

Dfx)>0 o x>1 €

=

La fonction est donc décroissante sur ]0, vV1/ 10] et croissante sur [\3/ 1/10, +0 [

Le réel 4/1/10 est donc celui qui minimalise la fonction, donc celui qui répond a la
question.

Exercice 7

Dans un repere orthonormé du plan, on donne la parabole P d’équation cartésienne

1. Déterminer I’équation cartésienne d’une tangente quelconque a la courbe P.

2. Déterminer le lieu des points a partir desquels les tangentes menées a la courbe
P sont orthogonales entre elles.

3. Montrer que le lieu est en fait la directrice de la parabole.
Solution
1. La courbe P est la représentation graphique de la fonction
2
f(x) = XZ’ x€R.

La fonction f étant dérivable sur R, la tangente au graphique de f au point de co-
ordonnées (A, u) = (A, A2/4) a pour coefficient angulaire Df(A) = 1/2; I’équation
cartésienne de cette tangente est donc

2
2 —Zx=2
Y- 2(x )
Oou encore
e
y=3 2)

Il s’ensuit que toute tangente a P est une droite d’équation cartésienne

y =mx —m*

ol m est un parametre réel.

2. En utilisant I’expression précédente pour I’équation d’une tangente, on obtient qu’un
point P(x, y) est un point du lieu si et seulement s’il existe un réel non nul m tel que

y = mx — m?
1 1 ()
y=——x——.
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Cela étant, pour x, y réels et m réel non nul, on a (« élimination » du parametre m)

_ 2
y—mxl—m @{y:mx—mz {y=mx—m2

y=—dix_L mly = —mx — 1 (1 +m)y = —(m® + 1)

m m?2
ce qui implique y = —1. On peut donc dire qu’un point P du lieu a des coordonnées
cartésiennes (x, y) qui vérifient

y=-—1.
Démontrons maintenant que la droite d’équation cartésienne y = —1 est bien le lieu.
Vu ce qui précede, il reste & montrer que tout point P(x,, —1) de cette droite se trouve

a I’intersection de deux tangentes a la courbe P, ces tangentes étant orthogonales.
Vu le systeme (*), cela revient & montrer I’existence d’un réel non nul m tel que

Etant donné X, cette équation du second degré en m posséde effectivement deux
solutions réelles (et le produit de ces deux solutions est égal & —1).
Ona
x> =4y = (P+2y+1) - (P =-2y+1) = ¢+ 1) —(y- D~
Des lors, un point de coordonnées (x, y) appartient a la parabole si et seulement si
G+17 =X +@-17%

c’est-a-dire si et seulement si la distance entre ce point et le point de coordonnées
(0, 1) est égale a la distance entre ce point et la droite d’équation cartésienne y = —1.
Cette droite est donc bien la directrice de la parabole.

Exercice 8. Evolution de population en présence de « facteurs limitants »

Dans la nature, 1’accroissement d’une population est modulé par la disponibilité des
ressources alimentaires, par la prédation, par les facteurs du milieu. Tous ces é1é-
ments peuvent avoir un effet défavorable sur la croissance de la population et faire
varier les taux de natalité et de mortalité. C’est ce que 1’on appelle des « facteurs
limitants ».

Un modele largement utilisé en écologie est celui de Verhulst'. Selon ce modele,
le « taux de croissance » R de la population prend en compte la capacité biotique
maximale, qui est fonction des facteurs limitants du milieu,

R(t) = r<1—N7(t)>,

. Voir I’annexe.
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ou N(#) est la population au temps ¢, r est une constante strictement positive qui
représente le taux d’accroissement intrinséque! et K est 1’effectif maximum de la po-
pulation dans le milieu?. On constate que ce modele rend compte du fait que lorsque
N est petit, R est proche de r et que quand N est proche de K, R est proche de 0.

La vitesse D, N () d’accroissement de la population est alors donnée par

t
DN =Rt) Nt)=r <1 - %) N(@). (%)
Les fonctions N qui vérifient une telle relation s’écrivent
K
Nt )y=————, t20
® 14 cpe™"
avec
K- N(©)
CO -
N(0)

et K > N(0). La justification de cette affirmation sera traitée dans le chapitre 5 a
I’exercice 3 de la section 4.

1. Représenter graphiquement N.
2. Vérifier que ces fonctions N vérifient bien I’égalité (*).

3. Discuter la monotonie (et les éventuels extrema) de la vitesse d’accroissement de
la population en fonction de la valeur des données K et N (0).

COURS, COURS,
JE CROIS VOIR

‘&4 1 UN MECHANT FACTEUR
4 LIMITANT !
~ W@ M§

?’V\ 27| , e N ,
3% /‘5/9%%? NN =

pv
I LA A ST

<

1. C’est le coefficient multiplicateur de la population a chaque génération s’il n’y a aucune contrainte
du milieu sur I’évolution de la population ; par exemple r € [4; 50] pour les insectes, € [0, 3; 8] pour

les petits mammiferes, r € [0,05; 1, 5] pour les oiseaux, r € [0,02; 0, 5] pour les grands mammiferes.
2. K est encore appelé « capacité biotique du milieu ».
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Solution

1. Le graphique de N est du type suivant lorsque 2N (0) < K, cas le plus naturel (voir
discussion au point 3).

Y
N

2. Remarquons tout d’abord que la dérivation de N ne pose aucun probléme. En effet, il
s’agit d’une fonction qui est indéfiniment continiment dérivable puisque le dénomi-
nateur (et le numérateur) a cette propriété et ne s’annule pas car ¢, > 0. Pourr € R,
ona

Kcgre™
DN@) =

(14 cper)?

K coe—rt
"1 +cge™ 1+ cye™™
I+cpe -1

1+ cpe™"

r N(t) <l—w>,

r N(t)

K
d’ou la conclusion.

3. La «vitesse d’accroissement de 1’effectif » est la dérivée de N. On a
N(t N2(t
DN(t) = r 1—i N@®O=r{N@® - ® , Vt>0
K K
et il s’agit donc d’étudier la monotonie de cette fonction. On a

DN() = r<1— ZN(’)> DN() = PN() (1— 2N(”) (1 _N_<’>> ;
K K K

comme 0 < N(f) < K quel que soit z, D> N(¢) a donc le signe de

- 2N(@)
X

En reprenant I’expression explicite de N, on voit donc que I’on doit étudier le signe
de la fonction

2N(@®) coe" -1
H=1- = , t>0.
S® K 1+ cye™""
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Cela étant, on a successivement

) 20 & ce—12>0
S ¢y > e
& ln(co) = In L—1 > rt
N(0)

Lorsque

— -1 <1,

N(0)
on adonc f(t) < 0quel que soit le réel positif 7 ; dés lors, D> N est a valeurs négatives
et la vitesse d’accroissement est toujours décroissante.
Lorsque

f s’annule en

o = %m(%—l),

est a valeurs positives pour ¢t € [0,1,] et négatives pour t € [¢,, +oo[. La vitesse
d’accroissement est donc croissante sur I’intervalle [0, #,], atteint son maximum en
t, et décroit ensuite.

Les figures suivantes représentent les deux cas précédents.
Y Y

Exercice 9

sececccccce.

Démontrer que pour tous réels positifs x, y et tous réels strictement positifs p, g tels

quep~' +¢'=1,ona

xP g
LY

p q

296

. Cette inégalité est appelée « inégalité de Young » ; voir I’annexe pour Young.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Dérivées

Solution

Cette inégalité est bien siir vraie pour x = 0 et y = 0. Remarquons aussi que la condition
sur p, g implique nécessairement p,q > 1.

Fixons alors les réels strictement positifs p, g, y et considérons la fonction f définie sur
10, +oo[ par

xP M
[ = 2+ —xy.
p q
Cette fonction est dérivable sur ]0, +oo[ et on a
1
Dfx)=x""1-y=0 o x=yr, Vx>0
de mé&me que
D*f(x)=(p-Dx"? > 0, Vx>0.
Le zéro de la dérivée premiére est donc un minimum global pour f et ainsi

f(x)=x7f+y;q—xy2f<yﬂ+l), Vx > 0. (%)

Comme g = p/(p—1),0na

P
e —1 q e q q
D =S
p q p q
et la relation (*) donne bien 1’inégalité annoncée.

Exercice 10

1. Soit f : x — ax* 4+ bx*> + ¢ (a,b,c € Ry). A quelles conditions la fonc-
tion f admet-elle un maximum et pas de minimum ? Les conditions sont-elles
nécessaires ?

2.5it f i x> x>+ px—1(p €R). A quelles conditions la fonction f admet-
elle un maximum, un minimum et trois zéros distincts ? Les conditions sont-elles
nécessaires ?

3. Déterminer tous les réels m qui impliquent que le graphique de

f i x x> —1—m(x — 1) soit tangent & I’axe des abscisses.
Solution

1. Comme la fonction est dérivable sur R, examinons le probleme a I’aide de sa dérivée
premiere. On a

Df(x) = 4ax® +2bx = 2x (2ax2 + b) .

Selon les signes de a et b, I’équation D f(x) = 0 posséde une ou trois solutions : la
seule solution 0 si a et b sont de méme signe et trois solutions si a et b sont de signes
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opposés. Cela étant, comme la dérivée s’annule en tout extremum, si f admet un
maximum et pas de minimum, alors a et b sont nécessairement de méme signe. De
plus, vu I’expression de la dérivée et comme on parle d’existence d’un maximum,
le signe de la dérivée doit €tre opposé a celui de x ; cela implique que le signe de a
et de b doit étre négatif.

Montrons alors que la condition est aussi suffisante. C’est direct puisque si a et b
sont strictement négatifs, I’étude de la dérivée permet immédiatement de conclure.
On peut aussi traiter cet exercice en remarquant que si on pose F(y) = ay® + by + ¢
alors f(x) = F(x?) et on doit seulement examiner le polyndme du second degré F.

i [ f (si a et b positifs)
\ |

\
I
o 7/ 1
f (si a et b de signes opposés) ,’ il
i

0 '
I

2. Comme la fonction est dérivable sur R, examinons le probléme a 1’aide de sa dérivée
premiere.

Supposons que f posseéde un maximum, un minimum et trois zéros distincts. Sa déri-
vée a pour expression explicite D f(x) = 3x?+ p; comme elle s’annule, on a néces-

sairement p < 0 et la fonction est croissante sur ] —00, — —p/3] , sur [\/—p/’j‘, +00 [
et décroissante sur [—\/ -p/3.\/—-p/ 3] . La valeur minimale locale de f est

3
—p -p —p 2p [-p
= ) 4y /L1 =22 g
s 3 \V 3 P\ 3 3\ 73

et la valeur maximale locale est

3
-p -p -p 2p [-p
AL =) —p /o= R
I~V \V 3 P\ 3 3V 73
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Clairement, quel que soit le réel négatif p, on a

-p 2p [—p
— |=51/5 -1 <0
! 3 3 3

Des lors, comme la fonction posseéde trois zéros distincts, on doit nécessairement
avoir aussi

=22 )=22 022 21 5o,
3 3V 73

c’est-a-dire
—4p® > 27.
Cela étant, les conditions
p<0 et 4p°+27<0

sont aussi suffisantes pour que f admette un minimum, un maximum et trois zéros
distincts. De fait, I’étude de la dérivée donne I’existence des extrema et le fait que

lim fo)=-o0, f|=1/Z2)>0, f{+/Z2)<0, lim f(x)=+c
X——00 3 3 X—>+oo
donne I’existence des zéros en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires.
Y fip=2)
10 I‘
i f(sip=-1)
1
81 [ [I
_I !
jl /’ f (Sl p= 76)
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3. La fonction étant dérivable sur R, son graphique posséde effectivement une tangente

en chaque point.

Cela étant, un réel m donne I’existence d’une tangente a I’axe des abscisses si et

seulement si le systeme

Df(x)=0
fGx)=0

en ’inconnue x possede une solution. Compte tenu de la forme explicite de f, ce

systeme s’écrit aussi

3x2=m=0
(x=1) (¥*+x+1-m)=0.

Cela étant, un réel x vérifie le systeme si et seulement si m > 0 et

X =

fx)=0

e

ou encore si et seulement si

m
X=—4/=
w 1ri

x—_ ﬂ
ou - 3

fx)=0

x = m
ou 3

X?+x+1-m=0

m
X=—4 /=
ou 3

X24+x+1-m=0

Ceci conduit au fait qu’il y a une solution x si et seulement si m est tel que

m=3 ou

c’est-a-dire

300
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Exercice 11

On définit la suite u,, (n € N) suivante par récurrence :
up=—= et u,=sin (un_l) (n € Np).

1. Montrer que cette suite converge vers 0.

2. En utilisant ’inégalité

1 1 1

< xPP,vx e [-1,1]
sin®(x) x* 3

établie précédemment (voir I’exercice 7 de la sous-section 5.1 de ce chapitre),
montrer qu’en fait

lim <\/;un) = \/5

n—+00

Solution

1. Comme la fonction x — x — sin(x) est strictement croissante sur ]0, 2z[ et que les
valeurs du sinus d’un réel sont toujours inférieures a 1, on a x — sin(x) > 0 pour tout
x > 0. Il s’ensuit que la suite définie ci-dessus est décroissante et minorée par 0 ; elle
est donc convergente. Si / désigne sa limite,onal € [0, 1] et
!/ = lim u, = lim sin (un_l) = sin(/) ;
n—+oo n—+oo
par conséquent / = 0.
2. L’inégalité rappelée donne lieu a

L 1.1

sin’ (un) u 3

des lors, puisque la suite u, (n € N) converge vers 0, on obtient

< u,>, VneN;

fim (—— L) =1
n—+o0o sin2 (un) u2 3 :

Cela étant, pour tout naturel n» > 2, on a
1 1 1 1 1 1
==+ (55 ) = 1+ 25
n 1 k

1+Z 21

= \ sin (uk 1) u,_,
Vu le résultat nommé théoréeme de Cesaro (voir I’exercice 3 de la sous-section 4.3 de
ce chapitre), on en déduit que

<

n
lim — = fim (2423 (——-—)) =0+
n—+oo nun n—+o00 n n ) sin (uk—l) 1
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Et par conséquent, on obtient bien

lim \nu, = V3.

n—+oo

Exercice 12

i Soit f : R — R une fonction périodique deux fois continiment dérivable. Montrer
| qu’il existe deux fonctions convexes dont la différence est égale a f.

Solution

La dérivée d’une fonction dérivable périodique est périodique car si g est dérivable et
périodique de période T, on a

gx+T+h—gx+T) _ | 8&x+h)—gl) _ Dg(x).

h h—0 h

Dg(x +T) = lim

Il s’ensuit que la dérivée seconde de f est périodique et continue sur R, donc bornée.
Soit alors un réel strictement positif r tel que

‘sz(x)| <r VxeR.

o= (re) - (3).

2 2
1) = f(x) + r"? folx) = r"?, xR

On écrit alors

Les fonctions

sont convexes sur R car leur dérivée seconde est positive ; elles permettent donc de
conclure.

Exercice 13

Pour tout s > 0 on considére les fonctions

fi(x) = x{— In(x), x>0.

cseccscencnccncnnce

Effectuer une étude compléte de ces fonctions f en terminant par une représentation
graphique.

Solution
Quel que soit s > 0, les fonctions f sont indéfiniment dérivables sur ]0, +co[. Comme

lirg+ f(x) = 400,
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les fonctions f, admettent toutes 1’axe des ordonnées comme asymptote verticale. De
plus, comme on a (voir I’exercice 7 de la sous-section 5.1 de ce chapitre)

xr
In(x) <=, Vr,x>0,
,
on obtient
s s s/2 s/2
fo=%-mx > = -2 =T _(x»?-2), vx>0
S s s s

donc aussi, puisque s > 0,
lim f(x) = +o0.
X—>+00

Par ailleurs, comme lim In(x)/x =0,o0na
X—>—+00

0 sis<1
X
1imM=llim =41 sis=1
X—>+00 X S x—>+00 .
400 sis>1
et aussi
lir+n (x=In(x) —x) = —o0.

Les fonctions f; n’admettent donc pas d’asymptote oblique, quel que soit s > 0.
Cela étant, les dérivées premieres des fonctions f, sont
1 x*

pfx) = x» =L = X1 yeso,
X X

quel que soit s > 0, elles s’annulent en x = 1, sont négatives sur ]0, 1] et positives sur
[1, +oo[. Les fonctions f; sont donc décroissantes sur ]0, 1], croissantes sur [1, +-oo[ et
possedent un minimum global en x = 1, lequel vaut f (1) = 1/s.

Les dérivées secondes sont

sx! —(x*=1)  (s—Dx*+1
x2 B x2

D*f(x) = , Vx>0.

Si s > 1, ces fonctions sont toujours strictement positives; les fonctions f
sont donc convexes sur ]0,+oco[. Si s € 10,1[, les fonctions D? f, s’annulent en
x=xy= (- $)~1/s_ sont positives pour x € 0, X,] et négatives pour x € [x,, +o0[ ; il
s’ensuit que les fonctions sont convexes sur ]0, x, ], concaves sur [x,, +oo[ et possedent
un point d’inflexion en x,,.
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Exercice 14

Soient des réels p, g. Montrer que le polyndme P donné explicitement par
P(x) = x>+ px+gq

admet un seul zéro réel si et seulement si le « discriminant »

2 3
| p
A= 42
4727

est positif.
Solution

Si p est positif, on a A > 0 et le polyndme admet un seul zéro réel puisque sa dérivée
est toujours positive.
Considérons donc p < 0. On a

DP(x) = 3x* + p,

donc si on pose r = 4/—p/3, la dérivée est nulle en r et —r, positive pour |x| > r et
négative pour |x| < r. Le polyndme P est donc une fonction croissante sur ] — co, —r] et
[r, +oo[ et décroissante sur [—r, r] (donc P(—r) > P(r)). Il s’ensuit que le polyndme P
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n’a qu'un zéro réel si et seulement si P(—r) et P(r) ont le méme signe car le graphique
de P ne peut alors intersecter I’axe des abscisses qu’en un seul réel.

Cela étant, vu la forme particuliere de P, on a

P(—r) P(r) = (—r3 —rp+ q) (r3 + pr+ q)
- _5_ 21”,4 _ p2r2 4 qz
3 3 3
14 p P 2
= —=-2=+=+
7 “9T3 1
4 3
= 2P + qz.
27
La conclusion s’ensuit aussitot.

Y| psi A>0 YI Psi A<0
/\0 . /\ | .
p=-05 p=-2
2 q 1 2 q —0,4

Exercice 15

On donne le polyndome P par
Px) = x—a)x—-ay)...(x—a,), x€R

ol ay, a,, ..., a, sont des réels.
1. Exprimer les fonctions .S et .S, suivantes en utilisant P et ses dérivées.

n n

S@=Y ——  S50=Y——  xeR\{a,...a,).

2
k=1 % 7 o c-a)

2. Démontrer que si r est un zéro de la dérivée de P mais pas de P, alors il existe
des réels positifs 4, ..., 4, tels que

iﬂk =1 et zn:ﬂkak =r.
k=1 k=1

3. Soient m, M respectivement le plus petit et le plus grand des zéros de P.

Démontrer que si r est un zéro réel de la dérivée de P, alors r € [m, M].
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Solution

1. La dérivée de P est donnée explicitement par

n n n
P(x)
pPix) = ) ] x-ap =)} , VxeR\{ay,....a,}.
k=1 j=1, j#k k=1 %
Il s’ensuit immédiatement que
DP(x
S,(x) = (x)
P(x)
et
DP DP(x))? — D>P(x)P
.00 = DS, = —p (2P _ (PG (X)P(x)
P(x) P2(x)
quel que soit le réel x différent de a,, ... , a,.
2. Le réel r est différent de a,, ..., a, et annule la dérivée de P. Ainsi, en utilisant le

point précédent, I’expression de la valeur de .S, en r donne

DP(r) _ 51

0 =
P(r) k=1

Sy(r) =

r_ak'

On obtient alors successivement

n

=

0 = —
klr_ak k:l(r_ak)
n n

- 3t

a
“leTay @

(r— ak) =

Ainsi, en posant

0 -1
1 H
H= — et 4 = ——, k=1,...,n
(1; (r— ak)z) k (r—a;)?

I’égalité (*) donne

et on peut conclure puisque les 4, sont des réels positifs tels que

k=1

3. Sirestunzérode P, c’est]’'un des g, etonabien r € [m, M]. Sir n’est pas zéro de
P, vu le point précédent, il existe des réels positifs 4, ..., 4, tels que

i/lk =1 et iﬂkak =r.
k=1 k=1
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On obtient alors directement
n n n
k=1 k=1 k=1

Remarque. Si tous les zéros du polyndome P de degré n sont simples, alors, vu le théo-
reme de Rolle, la dérivée posséde n — 1 zéros simples, situés entre les zéros de P. On
conclut donc immédiatement que r € [m, M.

Exercice 16

7

Pour quelles valeurs de a le polyndme x — (x + 1) — x” — a admet-il un zéro réel

! de multiplicité strictement plus grande que 1 ?
Solution

Désignons ce polyndme par P. S’il admet un zéro r de multiplicité au moins égale a 2,
alors il existe un polyndme Q tel que

P(x) = (x—r)’Q(x), Vx€R.
Il s’ensuit que P(r) = DP(r) = 0. On a alors successivement

{ r+1)"=r"—a=0 - { r+1)"=r"—a=0

Tr+1)°-7r=0 r+1)?=r>

f 1
r=—§

T ) () =
[ \2 2)
( 1
r=—=

o L_j
L26

On montre alors que cette valeur de a conduit a ce que P soit divisible par
x + (x+1/2)? en effectuant la division euclidienne. Bien siir, si on connait la caractéri-
sation de la multiplicité qui utilise I’annulation de dérivées, alors on conclut directement
car en fait le polyndme admet un zéro réel de multiplicité strictement plus grande que 1
si et seulement s’il existe r € R tel que P(r) = DP(r) = 0.

Exercice 17

i Montrer qu'un polyndme P de degré N admet a comme zéro de multiplicité « < N
| sietseulement si D/P(a)=0pourj=0,...,a—1et D*P(a) # 0.
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Solution

Si P admet a comme zéro de multiplicité « alors (par définition) il existe un polyndme
O de degré N — a qui ne s’annule pas en a tel que

P(x) = (x—a)*0(x), VxeR.
La formule de Leibniz pour les dérivées d’un produit de fonctions donne alors la
propriété annoncée sur les dérivées.

Réciproquement, supposons que D/ P(a) = O pour j = 0,...,a — 1 et D*P(a) # 0.
Comme le développement de Taylor de P a I’ordre N + 1 en a donne

N .
D’ P .
P = Y 22Dy veer,
=
on obtient immédiatement
N .
D/P .
P(x) = (x—a)* Z - (a)(x -a)™ VxeR.
= !
En définissant Q par
N .
D/’ P(a) -
0w = ) —— (-
j=a ’

on peut conclure. De fait, d’une part Q(a) = D* P(a) # 0 et d’autre part le degré de Q
est bien N — « car le coefficient de x¥~* est DN P(a)/N'!, non nul puisque le degré de
Pest N.

@O Primitives

6.1 Exercices de base résolus

Exercice 1
Primitiver les fonctions suivantes données explicitement. Dans chaque cas, spécifier
I’intervalle sur lequel on travaille.
fi1(x)=V1-2x fo(x)=x sin?(3x) Sf3(x) = sin(xx) e
falx) = m f5(x) = tan(x) fe(x) = tan’(x)
—2x2
fr0 = — Fox) = — f5() = sin(3x) cos(2x)
7 3—e 2 8 sin(x) K
J10(x) = In(x) J11(x) = arcsin(x) J12(x) = In(|x])




© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Primitives

3

f1360) = x]x| f1a(x) = In(x?) fis0) = 5
3
f16(x) = xzx_ 1 f17(x) = \/3 (1 —x)* f18(x) = COSS(X)
Solution

La fonction f;
La fonction f| : x> y/1 —2xestcontinuesur {x e R : 1-2x >0} =]—-00,1/2];
elle est donc primitivable sur | — oo, 1/2].

Par une primitivation par substitution, on a

/ 1 -2xdx _71/(—2) 1 -2xdx

|V
231

2 3
%1 (1-2x)3, x€]—00,1/2[.

t=1-2x

14

La fonction f,
La fonction f, : x = x sin?(3x) = (x /2)(1 — cos(6x)) est continue sur R et y est donc
primitivable. Par une primitivation par combinaison linéaire puis par parties, on a

/x sin2(3x) dx = %/xdx—%/xcos(Gx) dx
= %—%/xD(Sm(;x)) dx
_ XX §in(6x) + = / sin(6x) dx
4 12 12
~ XX §in(6x) — —= cos(6x), x € R.
4 12 72

La fonction f;
La fonction f3 : x + sin(zx) e** est continue sur R et y est donc primitivable. Par deux
primitivations par parties successives, on a

P(x) = / sin(zx) e** dx

2x
= %sin(nx)— z / cos(zx) e** dx

2
2x 2x 2
- % sin(rx) — % % cos(7x) — (%) / sin(rx) e dx
2x 2x 2
~ % sin(zx) — % % cos(zmx) — (%) P(x).
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On a donc

. 7[2 e2x .
+ T P(x) ~ — (2sin(zrx) — « cos(xnx)),

c’est-a-dire

4 e .
P(x) =~ — (2sin(zrx) — & cos(xx))
4 + 72
e2x
~ (4 - ”2> (2sin(zrx) — 7 cos(xx)), x € R.
La fonction f,
La fonction f : x — _1 est continue sur
8x3 + 2x

(xER: 8 +2x#0} = {x € R : 2x(4x* + 1) £0} = Ry ;

elle est donc primitivable sur ] — oo, O[ et ]0, +oo[. Puisque la fraction est propre et que
tous les coefficients sont réels, il existe des réels uniques A, B, C tels que

I _ A Bx+C

8x3 +2x 2x  4x2+1

, Vx eR,.

Vu les propriétés des polyndomes, on a donc, quel que soit le réel x

AGX*+ D)+ (Bx+C)2x=1 & (@AA+2B)x*>+2Cx+A=1

4A+2B =0
S 2 2C=0
A=1
A=1
&S 3 C=0
B =-2.

On a donc

11 -2
8x3+2x 2x  4x2+1
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Ainsi, par primitivation par décomposition linéaire puis par substitution, on a sur
] — o0,0[ ou ]0, +o0[

1 1 2x
——  dx = - - d
/8x3+2x * /<2x 4x2+1> *
l/larx—/ 2 g«
2 X 4x2 +1

1 1 8x
=1 - = d
2 n(lxD 4 _/ 4x2+1 X

l1n(|x|)— %ln(4x2 +1).

R

2
Deés lors,
1 1 )
—In(—x)— =In4x“+ 1), x €] — 0,0
/ L el 4
———— dx =
Bx® +2x %ln(x) - iln(4x2 +1), x €10, +ool.

La fonction f;
La fonction f5 : x +— tan(x) est continue sur les intervalles du type

]—§+kﬂ',£+kﬂ'[

2

ou k € Z. Elle est donc primitivable sur chacun d’eux. Travaillons sur

I =]—f,£[.
2’2

Comme la dérivée de la fonction cosinus est I’opposé de la fonction sinus, une
primitivation par substitution donne immédiatement

/tan(x)dx = —/DLS(X)dx ~ —In(cos(x)), xe€l.

cos(x)

La fonction f;
La fonction fg : x + tan?(x) est continue sur les intervalles du type

]——+k7r +k7r[

ou k € Z. Elle est donc primitivable sur chacun d’eux. Travaillons sur

I = ]—f,f[.
2°2
On a directement
1= 2
/tanz(x) dx = /M dx ~ tan(x)—x, x€lI.
cos2(x)
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La fonction f;
La fonction f; : x +— xe >/ (3 - e'2x2> est continue en dehors des zéros du dé-

. N . . —Ix2
nominateur, ¢’est-a-dire sur R puisque e

primitivable sur R. On a directement

—2x2 —2x2
xe 1 De
/ 3—e2@ = 4 / 3—e2¢ ax
/Dln <3 - e_zxz) dx

%111(3—(2"2), x € R.

< 1 < 3 pour tout réel x. Elle est donc

IS

[bd

La fonction fg

Lafonction fg : x — 1/ sin(x) est continue en dehors des zéros du dénominateur, c’est-
a-dire sur les intervalles du type lkz, x + kz[ ou k € Z. Elle est donc primitivable sur
chacun d’eux. Travaillons sur

I =10,x[.

On a successivement
/ . 1 dx = / sin(x) dx
sin(x) sin®(x)

/ D cos(x)

- [ ——————dx
1 — cos2(x)

1 / D cos(x) N D cos(x) dx

2 1 —cos(x) 1+ cos(x)

- —%/(—Dln(l — cos(x)) + DIn (1 + cos(x))) dx

T (Lzcos™) o
2 1 + cos(x)
La fonction f,

La fonction fy : x — sin(3x) cos(2x) est continue sur R. Elle y est donc primitivable.
La trigonométrie permet de se ramener a des primitivations directes. De fait, comme
on a

R

sin(3x) cos(2x) = % (sin(5x) + sin(x)), x€R

on obtient immédiatement

/ sin(3x) cos(2x) dx % / (sin(5x) + sin(x)) dx

14

—% cos(5x) — %cos(x), x € R.
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La fonction f,
La fonction x +— In(x) est continue sur ]0,+oo[. Elle y est donc primitivable. Par
primitivation par parties, on obtient

/ln(x) dx = /Dx In(x) dx = xln(x)—/dx ~ xIn(x) —x, x€]0,+ool.

La fonction f};
Lafonction x — arcsin(x) est continue sur [—1, 1]. Elle est donc primitivable sur ]—-1, 1[.
Par primitivation par parties, on obtient

/ arcsin(x) dx = / Dx arcsin(x) dx

x arcsin(x) — / X ax
V1-—x2
)
x arcsin(x) + 1 bl = x)

2 V1-x2
xarcsin(x) + V1 -x2, xe]-1,1][.

dx

[bd

La fonction f;,
Lafonction f}, : x = In(|x|) est continue sur R. Elle est donc primitivable sur ]—oco, 0]
et sur 0, +oo[. Sur ]0, +oo[, on utilise bien sir la fonction f :

/ln(lxl) dx ~ xIn(x) —x, x€]0,+o0[.
Sur ] — o0, 0, il suffit de noter que D In(—x) = 1/x et dés lors
/ln(lxl) dx ~ xIn(—x)—x, x€]—-00,0[
La fonction f;;

La fonction f}; : x — x|x| est continue sur R. Elle y est donc primitivable. Comme
on a

3 xI3
/xzdxz x? ~ u, x>0

/x|x|dx: 3 3 3
—/xzdxz XL ﬁ, x<0
3 3

et comme la fonction x — |x|? est dérivable en 0, on en conclut que

3
/x|x|dx: %, x €R.
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La fonction f,
La fonction f}, : x — In(x?) est continue sur R, ; elle est donc primitivable sur ]— oo, O
et sur ]0, +oco[. Comme on a

In(x?) =21In(|x]), x € Ry,

on peut tout de suite conclure en utilisant la fonction f|, : on obtient

2x In(x) — 2x, x € ]0, 4+oo[
/1n(x2) dx ~
2xIn(—x) —2x, x €]—00,0[.

La fonction f5

La fonction f}5 : x = x3/(x?+1) est continue sur R. Elle y est donc primitivable. C’est
une fraction rationnelle pour laquelle le degré du numérateur est plus grand que celui
du dénominateur ; afin de la primitiver, effectuons tout d’abord la « division ». On peut
bien sir utiliser la division euclidienne mais vu la forme de la fonction, on a directement

¥ x(x24+1-1) B

= X , VYxeR.
x2 41 x2+1 x2+1

La fraction rationnelle du membre de droite dans 1’expression précédente est une
fraction simple et la primitivation est aisée : on a

3 2
/ d dx=/xdx—%/Dln(x2+1) dxzx?—%ln(x2+1), x € R.

x2+1

La fonction f4
La fonction f : x = x>/(x? — 1) est continue en dehors des zéros du dénominateur,
c’est-a-dire sur R\ {—1, 1}. Elle est donc primitivable sur ] — oo, —1[, sur ] — 1, 1[ et sur
]1, 4+o0[. La fonction est une fraction rationnelle pour laquelle le degré du numérateur
est plus grand que celui du dénominateur ; afin de la primitiver, effectuons tout d’abord
la « division ». Ici encore, on peut bien siir utiliser la division euclidienne mais vu la
forme de la fonction, on a directement
¥ x(x2—1+1)

X+
x2 -1 x2 -1 x2

X s VxeR\(-L1}

Cela étant, une primitive de la fraction rationnelle du membre de droite s’obtient de la
facon suivante

2 _
/ X dx:lfwdx:%muxhu), xeR\ {-1,1}.

x2 -1 2 x2 -1
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Finalement, des primitivations directes donnent

x2 1

/ E . 7+§ln(x2—1), xX€E€]—oo0,—1[ oux €]1,4+00[

X2 —1 2
%+%ln(l—x2), xel]l-1,1[
La fonction f,,
La fonction x — /(1 — x)* est continue sur R. Elle y est donc primitivable. Cela étant,

la forme de la fonction permet de conclure tout de suite par une primitivation immédiate :
on a en effet
/3(1—x)4dx /3(x—1)4dx

/(x —D*3dx

%(x - 173

— 1)
M{/x—l, x € R.

7

R

[hd

La fonction fg
La fonction fg3 : x + cos’(x) est continue sur R. Elle y est donc primitivable. La
trigonométrie permet de se ramener a des primitivations directes. De fait, comme on a

cos’(x) = cos(x) (1 —sin*(x)) = Dsin(x) (1 —sin’(x)), x€R,

on obtient directement

.3
/ cos’(x) dx =~ sin(x) — s1n3(x)’ x € R.

6.2 Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Primitiver les fonctions suivantes données explicitement. Dans chaque cas, spécifier
I’intervalle sur lequel on travaille.

f1(x) = In(x)/x fr(x) = x3 + x sin(2x) f3(x) = x> sin(3x*)
f1(x) = cos’(3x) fs(x) = xIn2x + 1) Sfe(x) = arcos(x)
.3
f7(x)= Bx —4)e™ Sfs(x) = \/; In(x) So(x) = w
sin“(x)
F10(x) = xV/1 +3x2 f11(x) = x arctan(x) fn(x) =n*
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. _o2xr4+6x—1 _ 1
Tal®) = = ey YT T e
_143x _ 4x+3 . 2x
g flb(X)_Zx-f-l f17( x) = W f18(x)— T+ x4
Exercice 2

1. Quelle est la primitive de x — 3x> 4+ x qui prend la valeur 5 en —2 ?
2. Quelle est la primitive de y — sin(3y) qui prend la valeur 2 en 0 ?

Exercice 3

Sans effectuer la primitivation, montrer que 1’égalité suivante est correcte et préciser
les intervalles sur lesquels on travaille.

/ x+4 ~ln<|x+1|>
C-x)x+1D (2 —x)?

Solution 1

Dans ce qui suit, on rappelle la forme explicite de la fonction et les deux données sui-
vantes sont d’une part I’intervalle de primitivation et d’autre part I’expression explicite
d’une primitive.

La fonction f; donnée par f;(x) = In(x)/x;
10, +00[ ; In*(x)/2

La fonction f, donnée par f,(x) = x* + x sin(2x) ;
4
R; XZ - %cos(2x) + % sin(2x)
La fonction f; donnée par f;(x) = x> sin(3x*) ;
R; —% cos(3x%)
La fonction f, donnée par f,(x) = cos*(3x);
x  sin(6x)
R; =+
2 12
La fonction f5 donnée par f5(x) =xIn(2x + 1);

4x? X2 x
-1 Linex+ - 4%
] Heo [ g n@x+D-7+7

La fonction f; donnée par f¢(x) = arcos(x);

1—=1,1[; x arcos(x) — V1 — x2
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La fonction f; donnée par f;(x) = Bx —4)e™;
R;(=3x+1)e™

La fonction fg donnée par f3(x) = \/; In(x);

2x\/_ 4X\/;
9

X
10, +o0[ ; —= In(x) —

La fonction f, donnée par f,(x) = (sin’(x) — 1) / sin?(x) ;
U]kﬂ', (k + x| ; — cos(x) + cotan(x)

kez
La fonction f;, donnée par f,(x) = xV/1 + 3x?;
R: L1 5302
9
La fonction f;; donnée par f;,(x) = x arctan(x);
x2+1 x
R; arctan(x) — >

La fonction f;, donnée par f,,(x) = z*;
R; 7~ /In(x)

La fonction f,; donnée par f;(x) = x*;
10, +oco[ ; x™*! /(z + 1)

2x24+6x—1
2+ Dx+2)°

1= 00, —2[ U] =2, +0o[:In (\/(x2+ 1)3/|x+2|>

La fonction f;5 donnée par f15(x) = 1/(1 —2x + x?);
]=oco, 1[U]l,+oo[; =1/(x = 1)

La fonction f, donnée par f,(x) =

La fonction f;, donnée par f4(x) = (1 +3x)/(2x + 1);

|-o0.—1/2[ U |-1/2,+00]; 3%—%1n(|2x+1|)

La fonction f;, donnée par f};(x) = (4x + 3)/(x* + 3x?);
]—oo,—3[U]—3,0[U]0,+oo[;ln<|x|/|x+3|> —(1/x)

La fonction f;g donnée par f14(x) = 2x/(1 + x*);
R ; arctan(x?)

Solution 2

e Primitives

1. La primitive de x +~ 3x® + x qui prend la valeur 5 en —2 est la fonction

x> Bx*/4) + (x%/2) - 9.

2. La primitive de y + sin(3y) qui prend la valeur 2 en O est la fonction

y = —cos(3y)/3+7/3.
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Solution 3

Pour le prouver, il suffit de montrer que la dérivée du membre de droite possede
(x+4)/((2 — x)(x + 1)) comme expression explicite ; on travaille sur ] — oo, —1[, sur
1—1,2[ ou sur ]2, +ool.

6.3 Exercices plus élaborés

Exercice 1!

On considere un projectile P se déplacant librement dans le champ de la pesanteur.
On néglige la résistance de I’air de telle sorte que le projectile n’est soumis qu’a la
pesanteur, supposée constante. Dans ce cas, la loi de mouvement de Newton? affirme
que le « vecteur position » ¥ du projectile vérifie I’égalité

DF(1) = g
ol ¢ représente le temps et ol g représente la pesanteur. Si on désigne par (x, y, z)

les composantes de 7 dans un repére orthonormé dans lequel ’axe Z est orienté
parallelement a la pesanteur, mais dans le sens opposé, on obtient

Dx(f) = 0
D’y = 0
Dz(1) = -g

oll g est la norme? de g. A partir de I'origine des axes, on lance le projectile vers le

haut avec une vitesse initiale 7, et on suppose avoir choisi les axes horizontaux de

telle sorte que la premiere composante de cette vitesse initiale soit positive et que la
seconde composante soit nulle.

1. Déterminer les coordonnées de P a chaque instant et en déduire 1’équation car-
tésienne de sa trajectoire. De quel type de courbe s’agit-il? En donner une
représentation.

2. On suppose que le sol est horizontal. Déterminer alors la portée du tir*. En sup-
posant ensuite que la norme de la vitesse initiale est constante, déterminer I’angle
de tir qui donnera la portée maximale.

3. Déterminer I’altitude maximale atteinte par le projectile. En supposant ensuite que
la norme de la vitesse initiale est constante, déterminer I’angle de tir qui donnera
I’altitude maximale.

1. Cet énoncé est inspiré d’un document de 2011 de I’Université de Savoie, contact : Richard Taillet,
Richard.Taillet@univ-savoie.fr

2. Voir I’annexe.

3. g ~9,81 m/s?

4. La portée du tir est la distance entre ’origine et le point ou le projectile retombe sur le sol.


mailto:Richard.Taillet@univ-savoie.fr
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4. En supposant que la norme de la vitesse initiale est constante, déterminer 1’équa-
tion cartésienne de la courbe séparant les points qui peuvent étre atteints par le
projectile de ceux qui ne le peuvent pas.

secccomencnce

ou VAsS-TU

i

CQ\ /\mum‘;

Solution

1. 1l s’agit d’un probleme de deux primitivations directes successives : il existe des
constantes réelles x,, X, ¥y, V1, 2o, Z; telles que

x() = x;t+x
o = yt+y
)
z(t) = —g?+zlt+z0

mais on peut préciser davantage car on dispose d’informations sur les conditions
initiales. En effet, dans ce qui précede on a

x0)=0=x, y0)=0=y, z2(0)=0=z
car au départ le projectile est a I’origine des axes et de méme
Dy(0) =0 =y,

car le repere est placé de telle sorte que la seconde composante de la vitesse initiale
soit nulle. En fonction du temps ¢ > 0, le projectile se meut donc dans le plan formé
par les axes X et Z selon les relations
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x(t) = xt

z(t)

Il

|
+
A
-

Notons que 1’on peut aussi écrire

Dx(0) = x; = pycos(d) et Dz(0) = z; = v,sin(d)
ol v, est la norme de la vitesse initiale et & € [0, /2] la mesure de 1’angle entre la
vitesse initiale et le sol.

Cela étant, 1’équation cartésienne de la trajectoire du projectile P s’obtient par éli-
mination du parametre ¢ : un point de coordonnées cartésiennes (x, z) appartient a la
trajectoire du projectile si et seulement s’il existe ¢ > O tel que

X = Xlt
t2
c’est-a-dire si et seulement si
z
z = Lx - izx2 et x>0
X1 2xl

pour autant que x; # 0. Il s’agit d’une partie de parabole concave.
VA

0 X

0

Dans le cas x;, =0 (ce qui correspond & un tir vertical, c’est-a-dire 6 =r/2),
le projectile se déplace uniquement verticalement et sa trajectoire est un seg-
ment de 1’axe Z, celui compris entre l’origine et le point de coordonnées
(0,0.22/(2g)) = (0,0,0%/(22)).

2. La portée étant déterminée par le fait que le projectile retombe sur le sol, elle est
donnée par x(t,) ou #, est la solution non nulle de I’équation

0=z = —g—t2+zlt,
2

a savoir

2z 2v, sin(6)

g g

La portée est donc égale a

2z, 2x,z, 20(2) cos(0) sin(0) U% sin(26)
x(ty) = x <—> = = = .

g g 4
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Si v, est constant, elle est maximale lorsque I’angle de tir donne la valeur 1 pour
sin(26), c’est-a-dire 0 = x /4.

On aurait bien sr aussi pu procéder en utilisant la trajectoire : la portée est
déterminée par la solution non nulle de 1’équation (en x)

. En fonction du temps, ’altitude (par rapport a un plan horizontal passant par

I’origine) est donnée par la fonction

)
20 = =& +z1, 120
2
Cette fonction est dérivable sur R et on a Dz(t) = —gt + z, ; la dérivée s’annule donc

ent = z, /g, elle est positive sur I’intervalle ] — o0, z, /g] et négative sur [z, /g, +ool.
La valeur z, /g donne donc bien lieu au maximum de 1’altitude, lequel est égal a
2 22
i _ v, sin )
28 28

Comme on pouvait s’y attendre, 1’angle de tir donnant 1’altitude maximale est z /2
(tir vertical).

On aurait bien sir aussi pu procéder en utilisant la trajectoire : 1’altitude maximale
est atteinte au sommet de la parabole.

. Notons tout d’abord que, vu la réponse a la premiere question, ne sont concernés que

des points dont I’abscisse est positive.

Cela étant, si x;, = 0, c’est-a-dire si & = x/2 (tir vertical), alors (vu la pre-
micre question) le projectile se déplace uniquement verticalement et sa trajectoire
est un segment de 1’axe Z, celui compris entre I’origine et le point de coordonnées
(0,0.22/(2g)) = (0,0,0%/(22)).

Supposons maintenant que x; # 0, c’est-a-dire  # z /2. Un point de coordonnées
(x, z) (x > 0) peut alors étre atteint avec une vitesse initiale de module égal a v, si et
seulement s’il existe 8 € [0, z/2[ tel que

_ % g 2
z = —x - =2 x
X1 ZX%
v, sin(0) g 5
= - X
vy cos(6) 203 cos2(0)
= tan(@)x — £ (tan2(0)+ l)x2
2U(2)
2 2
= -5 tan(0) +xtan(e) - £
20 203
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Pour x # 0, on obtient donc une équation du second degré en I’inconnue tan(8) ;
celle-ci possede des solutions réelles si et seulement si

2 2

X 2

x> - g_z %x2+z = x? l—g—4x2——§z > 0,
200 2110 Uy Uy

c’est-a-dire si et seulement si

Il faut alors encore examiner si I’équation du second degré a des solutions positives
car on doit chercher § € [0, #/2[. Comme le coefficient de tan?(6) et le terme in-
dépendant ont le méme signe, les deux solutions ont le méme signe et comme les
coefficients de tan(8) et de tan’() sont de signes opposés, elles sont positives.

Enfin, un point de coordonnées (0, z) peut étre atteint avec une vitesse initiale de
module égal a v, si et seulement s’il existe § € [0, 7 /2] tel que

2 2
z = =8 tan26) +xtan@) — £X = 0
203 20(2)

on trouve donc seulement I’origine des axes. En conclusion, la courbe qui sépare les
points qui peuvent €tre atteints par le projectile de ceux qui ne le peuvent pas est la
parabole d’équation cartésienne

Les points situés « au-dessus » de cette courbe ne peuvent pas étre atteints et ceux qui
sont « en dessous » le peuvent, pour autant que leur abscisse soit strictement positive.

Ci-dessous on trouve la représentation de quelques trajectoires dont celle (en poin-
tillé) qui correspond a la portée la plus grande. La courbe de séparation des deux
régions (atteintes ou non) est clairement visible aussi.

trajectoire de plus

grande portée
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Exercice 2

Primitiver les fonctions continues suivantes.
1 1
[1(x) = ——=, xR fo(x) = ———, x €]1,+o0[

\/1+x2, x2—1

f3(x) = \/_ , x €10,400[ fu(x)=V1-x% x€][0,1]
\/_+1

_ 1
fs(x) = (1+2x2) 1+x2 xER folx)= Ty x € R\ {In(3)}
f= 2o xR\ (1) fl) = —— e |-n/2.7/2|

cos(x) (14 cos2(x))’

(14 x)?

Solution

La fonction f;
La fonction g(¢t) = tan(t), t € I = ]—7[/2, 7t/2[ établit un changement de variable
entre I etRetona

1
Dg(f) = m, Viel.

Ainsi on obtient, pourt € | — n /2, x /2],

V 1+ x2 x=g(t)

1
dt
/cosz(t)\/1+tan2(t)
/\/00520

cosz(t)

/ 1
cos(?)
_ / cos(t) dt
1- sinz(t)
_ 1 Dssin(t) Dssin(t)
- 2/ <1—sin(t)+ 1+sin(t)> ar
1 < 1+ sin(t)))
=In{ ————=).
2 1 —sin(?)

Cela étant, on a aussi, pourt € | — 7 /2, n /2],

R

1+sin(®) (1 +sin())?

1 — sin(?) cos?(?)
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| 2
= <cos(t) + tan(t))

2
<\/ 1 +tan(r) + tan(t)> .

Il s’ensuit que

/;dx ~ 1n<x+\/1+x2), x €R.
V1+ x?

Un autre changement de variable s’obtient en posant v/ x2 + 1 = —x + ¢. En élevant les
deux membres de cette égalité au carré, on a 1’égalité équivalente x> + 1 = x? + 12 — 2tx
avec t > x et donc aussi

2—1

X = .

2t

Des lors, la fonction g(¢) = (- 1)/Q21), t € I =10, +o00[ établit un changement de
variable entre I et R et on a

47 -2 +2 12 +1

2 7 Viel.

Dg(t) =

Ainsi on obtient, pour ¢ € ]0, +oo/,

1 _ 1 +1
V14 x2 x=g(t) — +t

2t

2
_ / 2t Xt+1dt
1472 212

[t
t

In(?).

1R

Il s’ensuit que

[1d

/;dx ln<x+\/x2+1), x € R.
V1+x2
La fonction f,

La fonction g(t) = 1/cos(t), t € I = ]O, z/ 2[ établit un changement de variable entre
Iet]l,+oo[etona

sin(f)

—, Vtel.
cos2(1)

Dg(t) =
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Ainsi on obtient, pour t € 10, 7 /2],

(/ 1 dx) _ cos(t) y sin() dt

/ L4
cos(?)

L’exercice précédent a fourni, pour t € ] —n/2,7/2 [,

1 1
/ cos(l) dt ~ In <—cos(t) + tan(t)) .

Des lors, il reste a écrire cette égalité en fonction de x, moyennant la relation

1
cos(t)

On obtient immédiatement

1
/—dx ~ ln(x+\/x2— 1>, x €]1, +o0].
Vxz-1
De fagon analogue au cas précédent, un autre changement de variable s’obtient en posant
Vx2 =1 = —x+1. En élevant les deux membres de cette égalité au carré, on a I’égalité
équivalente x> — 1 = x? + t> — 2tx avec ¢ > x et donc aussi
2 +1
X = .
2t

Dés lors, la fonction g(r) = (12 + 1) /(2t), t € I =]1,+4o0[ établit un changement de
variable entre I et ]1,+oo[ et on a

42 =212 -2 2 -1
Dg(t) = g =5 Vie .

Ainsi on obtient, pour t € ]1, +o0[,

1 1 -1
V=1 [ ot

2t

2t 2-1
X dt
/ 21 2¢2

In(?).

Il
\
~ | —

Sy

[hd

Il s’ensuit que

/;dx ~ ln(x+\/x2—1>, x €11, +oo[.
x

21
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La fonction f;

La fonction g(t) = \3/t_4, t € I =]0, +oo[ établit un changement de variable entre I et
10, +oo[ eton a

Dg(r) = Dt*? = % '3, viel.

2/3
/t—t1/3 dt
t+1

/t+1—1dt
t+1

(t=In@+1)).

Ainsi on obtient, pour t € ]0, +oo[,

Ve -

b

WA WIh Wi

Il s’ensuit que
/de ~ i<v4x3—ln(1+ V4x3>), x>0.
Vx3+1 3

La fonction f,

La fonction x +— V/1 — x2 est continue sur [0, 1]. Elle est donc primitivable sur ]0, 1[.
La fonction g(t) = sin(¢) avec t € I = ]0, #/2[ établit un changement de variable entre
ITet]O,1[etona

Dg(t) = cos(t), Vtel.

= / \V1- sinz(t) cos(?) dt
= /cosz(t) dt

_ /1+cos(2t) it

Ainsi, on obtient, pour ¢t € 10, z/2[,

(/=50

x=g(t)

2
sin(21)
4
sin(?) cos(t)
—

—+

I
2
Ly
2

Il s’ensuit que

3 — 2
/dezarcsm(x)+x”l X xelo 1L

2 2

On peut aussi procéder comme suit. Pour x € [0, 1[, on a

2
V1-x2 = \/ I - \/x = Darcsin(x) + xDV1 — x2.
1 —x2 1 —x2
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Notons F une primitive de x — /1 — x2. On obtient dés lors
F(x) ~ arcsin(x) + xV1—-x2 — F(x),
donc la fonction

arcsin(x) 4 xV1—x2
'—)

2 2
est une primitive de x — /1 — x2 sur I’intervalle 10, 1[.
La fonction f;

La fonction g(r) = tan(t), t € I = ]—7[ /2,7/2 [ établit un changement de variable entre
TetRetona

1
Dg(l) = m, Viel.

Ainsi on obtient, pourt € ] — /2, /2],
1

/ (1+2tan?(1)) V/1+tan?(r) cos?()
/ cos?(t) 1/cos2(t)
(

cos2(f) + 2 sin’(t)) cos(7)

_ / cos(?) it
1 + sin’(?)

~ arctan (sin(?)).

dt

1
dx
<-/ (1 +2x)V1 +x2 >X:g(,)

Cela étant, on a aussi, pourt € | — 7 /2, n /2],

sin(?) = cos(¢) tan(t) = ﬂ.

V1 + tan?(¢)

Il s’ensuit que

X =~ x € R.

/ I d arctan <;) s
(1+2x)V1+x2 V1+x2
La fonction f;

Pour tout x # In(3), on a successivement

- _1
e?* — 3ex eX(ex —3)

SR

T3 \ex =3 ex
1( e _x>

= —(————e¢
3\1—3ex

= éDln(ll —3e7D+ %De‘x.
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Il s’ensuit que, sur les intervalles ] — oo, In(3)[ et ]In(3), +oo[, on a
1 I PR | —x
/mdxf— ge +§ln(|1—3e |)

La fonction f;
Une primitivation par parties permet de conclure rapidement. En effet, sur les intervalles
]—oco,—1[et]—1,4+00[,0n a

/ xe dx = —/xe"D !
(1+ x)2 1+x

dx

X X X
_ __xe +/e+xe dx
1+ x 1+ x
X
= X 4 / e’ dx
1+x
xe* X
- +e
1+ x
ex
T 14x
La fonction fg
Sur I’intervalle considéré, on a
1 _ | cos(x)
cos(x) (1 +cos2(x))  cos(x) 1+ cos2(x)’

A partir de 13, la primitivation est immédiate :

/ sin(x) / ( D cos(x) D cos?(x) )
dx = - + dx
cos(x) (1 + cos?(x)) cos(x) 2(1 + cos?(x))

—1In(cos(x)) + In (\/ 1+ cos2(x)) .

R
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Calcul intégral

Rappels théoriques

1.1 Notations et définitions dans le cas d’un intervalle
fermé borné

Afin de ne pas alourdir la théorie, on se place dans le cadre des fonctions continues
d’une variable réelle.

Si [a, b] est un intervalle fermé borné de R, on appelle « découpage a la Riemann' » de
cet intervalle la donnée

— d’un naturel strictement positif M,

—de M — 1 points x; < x, < ... < xp_; de Ja, b[

— de M points r; € [a,x,], 7y € [X,X5] ..., 7y € [Xp4_1, D]
et on pose a = x;, b = x,,. Si ce découpage est noté ¢, sa largeur est le nombre

L(c) = sup (xm - xm—1)~

1<m<M

On considere alors I’expression suivante

M
S, £) =D FI) X = Xy
m=1

Cette somme dépend du choix des x,,, des r,, et de f. Si f est a valeurs réelles, elle
représente la somme des aires des rectangles (avec leur signe, car f(r,,) peut étre négatif)
de cotés x,, — x,,_, et f(r,) (m=1,..., M).

1. Voir ’annexe.
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/

T ; - pogun T6.. T =
a 1:L'1 4 D) "3 xrs3 T4 x4T5 s ,6-7;6 T X7 8 b

L’idée est de regarder ce qui se passe lorsqu’'on prend des découpages dont la largeur
tend vers 0, pour « coller » au mieux a la représentation graphique. Dans le contexte
actuel (fonction continue sur [a, b]), on démontre que la limite

M (n)

lim Y (x, = X,/ ()
m=1

n—+co

existe et est finie quelle que soit la suite de découpages o, (n € N;) dont les largeurs
L(c,)sonttellesque lim L(c,) = 0. Onditdans ce cas que «la fonction est intégrable »
n—>+oo

sur [a, b]. Ces limites sont toutes é€gales et on appelle intégrale de f sur [a, b] leur valeur
commune. La notation employée pour cette intégrale est

b
/ f(x)dx.

D’apres la construction géométrique, si f est a valeurs positives, 1’aire de la surface
délimitée par le graphique de f, I’axe X et les droites verticales d’équation cartésienne
X = a,x = b sera définie comme étant I’intégrale de f sur [a, b].

11 faut tout de suite remarquer que 1’on pose

b a
/ f(x)dx = —/ f(x)dx
a b

lorsque b < a et que le x qui intervient dans la notation est une « variable muette ». Par
ailleurs, quand a = b, on pose que I’intégrale est nulle.
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Rappels théoriques

1.2 Notations et définitions dans le cas d'un intervalle
non fermé borné

On considere toujours le cas des fonctions continues. Pour simplifier, on considere le cas
I = [a, b[ ; les définitions et propriétés se généralisent de facon naturelle aux autres cas.

Soit f une fonction continue sur I = [a, b[. Par définition, on dit qu’elle y est intégrable
lorsque la limite

,lir?/ |/ ()| dx

t
est finie. Dans ce cas, on montre que la limite lirgl / f(x) dx est également finie et sa
t—=b-
a

b
/ f(x)dx

valeur, notée

est appelée intégrale de f sur I.

1.2.1 Vocabulaire

Pour b € R, on utilise I’expression « f est intégrable en b~ » lorsque f est intégrable
sur un intervalle du type [a, b[ (b > a) et on utilise I’expression « f est intégrable en
+00 » lorsque f est intégrable sur un intervalle du type [a, +oo[ (a € R). Bien siir on a
des expressions analogues pour at et —oo si on travaille sur un intervalle ]a, b] (b > a).

1.3 Propriétés

On considere le cas d’un intervalle I en toute généralité, dont les extrémités (finies ou
non) sont notées a, b. Les propriétés les plus classiques de 1’intégrale sont les suivantes.
Elles permettent notamment les calculs explicites dans certains cas.

1.3.1 Propriétés de base

b c b
/f(x)dx=/f(x)dx+/f(x)dx

quels que soient ¢ € [a, b] et f intégrable.

On a

On a aussi (linéarité de 1’intégrale)

b b b
/(clfl(x)+c2f2(x)) dx = cl/ f1(x)dx + c2/ So(x) dx

quels que soient les complexes c,, ¢, et les fonctions intégrables f, f5.
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Vis-a-vis des inégalités, on a aussi

b b b b
/ £ dx| < / 1l dx et / F(x) dx < / ¢(0) dx

si f et g sont des fonctions a valeurs réelles, intégrables et telles que f < g sur [a, b].

Il est aussi bien utile de noter que la définition de I’intégrabilité permet de dire tout de
suite qu’'une fonction est intégrable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire le
sont et qu'on a

b
91(/ f(x)dx>

ab
S(/ f(x)dx>

Notons enfin que si une fonction est continue sur un intervalle ]a, b[ avec a,b € R et
admet un prolongement continu aux bords de I’intervalle, alors elle est intégrable sur
]a, b[ et son intégrale coincide avec celle du prolongement continu sur [a, b].

b b
/ER(f(x)) dx = /(%f)(X) dx,

b b
/S(f(X))dx = /(Sf)(X)dX-

1.3.2 Techniques d’'intégration

En ce qui concerne les propriétés appelées « techniques d’intégration », les plus cou-
rantes sont les suivantes.

Intégration par variation de primitive

Si f est intégrable sur ]a, b[, alors!
b
/ f(x)dx = lim F(x) — lim F(x)
a x—=b xX—a
ou F est une primitive de f sur ]a, b[. Une notation usuelle pour cette valeur est [F ]z .

Intégration par parties

Si f, g sont des fonctions dérivables sur un intervalle ouvert contenant ]a, b[ et si deux
des expressions intervenant dans 1’égalité suivante existent (pour les limites, on demande
que chacune soit finie), alors

b b
/ S)Dg( dx = (lim f(x)g(n) — lim f(x)g(x)) / Df(x)g(x) dx.

Intégration par changement de variable

Si f estintégrable sur ]a, b[ et si g est une bijection continfiment dérivable de ]c, d[ sur
]a, b[ dont I’inverse est aussi continiment dérivable, alors

b d
/f(X)dx =/ f(g(x) | Dg(x)| dx.

1. Rappelons que dans le présent contexte on ne considere que des fonctions continues.
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1.3.3 «Critéres pratiques » d'intégrabilité

Dans divers cas, il est tres intéressant de pouvoir étudier 1’intégrabilité d’une fonction
continue sans passer par la définition. Nous faisons ici quelques rappels. Un seul type
d’intervalle est considéré ; les résultats concernant les limites a gauche sont bien siir
analogues avec les changements naturels adéquats.

Critere de comparaison

Si F est a valeurs positives et est intégrable sur I et si f est continu sur I, f y est
intégrable lorsque | f| < F sur I.

Cas de base

Sia,b € R (a < b), alors la fonction f; : x + 1/(x — a)* est intégrable sur ]a, b] si et
seulement si s < 1 et est intégrable sur [b, +oo[ si et seulement si s > 1.

Critéres pratiques

Des deux résultats précédents, on déduit ce que 1’on appelle des « critéres pratiques »
pour étudier 1’intégrabilité ou la non-intégrabilité d’une fonction.

Une fonction f est intégrable
—en a* il existe s < 1 tel que la limite 1im+(x — a)’| f (x)] existe et est finie
X—a
— en 4oo lorsqu’il existe S > 1 tel que la limite lim x5|f(x)| existe et est finie.
X—+00

Une fonction f n’est pas intégrable
—en a* lorsque la limite lirn+ (x — a)| f(x)| existe et differe de O
X—=a
—en +oo lorsque la limite lim x| f(x)| existe et differe de O.
X—>+00

Notons un cas particulier du dernier point précédent : si une fonction admet une limite
non nulle en +oo0, alors elle n’est pas intégrable en +co.

e Exercices de base résolus

Exercice 1

montrer que si f est impair sur [—a, a] alors son intégrale y est nulle et que si f est

l On donne un réel strictement positif a et une fonction f continue sur [—a, a]. Dé-
H pair sur [—a, a] alors son intégrale vaut deux fois celle sur I'intervalle [0, a].

Solution

La fonction f étant continue sur le fermé borné [—a, a], elle est intégrable sur cet inter-
valle. Cela étant, le changement de variable x = g(¢f) = — entre I'intervalle ] — a,0[ et
10, a[ fournit directement
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a 0 a
/ f(x)dx / f(x)dx + / f(x)dx
—a —a 0
/af(—t)dt+ /af(x)dx
0 0

—/af(t)dt + /af(x)dx =0 si f est impair
0 0

/f(t)dt+/ f(x)dx=2/ f(x)dx si f estpair.
0 0 0

Exercice 2

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période 2. On pose

1
a=/ f(x)dx.
0

En fonction de a, exprimer 1’intégrale

2018
/ f(x)dx
1789

en supposant que f est une fonction impaire.

Solution

La fonction étant continue sur R, elle est intégrable sur tout ensemble borné fermé. La
fonction étant impaire, on est incité a utiliser ce fait et a ramener I’intégrale (ou du moins
une partie) sur un intervalle symétrique par rapport a I’origine. La moyenne arithmétique
des bornes de I’intégrale étant égale a 3807 /2 = 1903, 5 et f étant périodique de période
2,ona f(x) = f(x —1904) quel que soit x et on obtient

2018 2018
I= / f(x) dx / £(x = 1904) dx
1 1

789 789
114

f@)dt
115

115 115

f(0) dt — () dt
—115 114
115

f(@) dt.

114

En effectuant un nouveau changement de variable et en utilisant a nouveau la périodicité
de f, on obtient finalement

115 115

1
I =- f@dt=- f(t—114)dt:—/ f(u) du = —a.
0

114 114
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Exercice 3

demande alors de déterminer la valeur de son intégrale sur celui-ci.

f1(x) = x> +3x, [-2,1] f(x) =3xe™, [-1,0]
f3(x) = xe>, [0,1] f400) = V3 +2x. [ 3]
fs0 =sin’(x), | 7.5 foto = '), 7.5
) = xcos(x), [0, 7] f3(0) = sin() cos’(x), [0, ]
folx) = ; [3,5] Jro() = aresin(x), [~1,1]

i) = 5= [3VEV3] fam = \/4_ (-1, V3]
- X

Si3(x) = ——, [0,1] f12(x) =1In(x), [1,€%]
ln(x) B sin(x) T
S1s00 = [ehe] J1et0) = cos3(x)’ [_Z g]
fi7(0) = |x=1], [-1,2] f18(x) = |x = 1|In(|x + 1|), [0, 2]
Solution

La fonction f;
Une primitive a pour expression explicite

x* 3x2

=+ =
4 2
L’intégrale de f, s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

/ (x* +3x)dx———
La fonction f,

Une primitive a pour expression explicite

3 -
—=e .

2
L’intégrale de f, s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

0
/ 3x e~ dx=§<l—1>.
-1 2 e

On donne explicitement les fonctions et intervalles suivants. La fonction est chaque
fois continue sur l’intervalle fermé borné donné; elle y est donc intégrable. On
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La fonction f;
On integre par parties et on obtient

! ! 2 ! 2
/ xe2x dx = l/ XD€2X dx = e_ _ l/ er dx = e +1,
; 2/, 2 72/, 4

la derniére intégrale s’obtenant directement par variation de primitive.

La fonction f,
Une primitive a pour expression explicite

% (3 +2x)%%.

L’intégrale de f, s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

3
/ \/3+2xdx=£.
12 3

La fonction f;
Comme

sin?(x) = %(1 — cos(2x)),

une primitive a pour expression explicite
x  sin(2x)

2 4
L’intégrale de f5 s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

/3 —34/3+6
/ sin(x) dx = 2_2V2*+0
» 24

La fonction f;
Comme

tan*(x) = sin’(x) _l=cos’(x) _ 1

cos2(x)  cos2(x)  cos(x) ’
une primitive a pour expression explicite
tan(x) — x.

L’intégrale de f, s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

/3
/ tanz(x)dx=\/§—1—£

/a 12°

La fonction f;
On utilise I’égalité

x  sin(2x)
2 4

cos?(x) = %(1 +cos(2x)) = D (- +
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et on intégre par parties. L’intégrale de f; est ainsi égale a

/2 2 /2 : 2 2
/0 xcosz(x)dx=%—/0 (%+Smix)) dx=%,

la derniére intégrale s’obtenant directement par variation de primitive.

La fonction fg
Une primitive a pour expression explicite

1 3
3 cos”(x).

L’intégrale de f; s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a
/2 1
/ sin(x) cos?(x) dx = —.
0 3

La fonction f,

Ona
x—1 =x—2+1 — 1+ 1 ‘
x—=2 x—=2 x—=2

Ainsi une primitive sur I’intervalle considéré a pour expression explicite

x + In(x — 2).

L’intégrale de f,, s’obtient par variation de primitive ; on a

5
/ =1 iy =24 m0).
s 2

X —

La fonction f,

La fonction arcsin étant une fonction impaire sur [—1, 1], son intégrale sur cet intervalle

est nulle.

La fonction f|;
Une primitive a pour expression explicite

et (3)
—arctan | = ).
3 3

L’intégrale de f|, s’obtient par variation de primitive ; on a
V3
1
/ dx =
3v3 9+ x2
La fonction f,,

Sur I’intervalle considéré, une primitive a pour expression explicite

"(3)
arcsin ( = ).
2

K
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L’intégrale de f|, s’obtient donc directement par variation de primitive ; on a

/\/5 1 . <\/§> . <1> T T =
——dx=arcsin| — | 4arcsin(=)=Z+= =2
L Viie 2 2)737%6 72

La fonction f;
On a
1 = = il = 1Dln (x2+ 1) —iDarctan(x), VxeR.
x+i X241 2 ’
L’intégrale de f,; s’obtient par variation de primitive ; on a

/ b In2) .«

dx = —i—.
o X +i 2 4
La fonction f;,

Une primitive de la fonction In a pour expression explicite

x In(x) — x.

L’intégrale de f|, s’obtient par variation de primitive ; on a
2

e
/ In(x) dx = ezln(ez)—e2+1 =2%-+1 = e +1.
1

La fonction f5
Pour tout x > 0, on a

In(x)

= In(x) DIn(x) = %Dlnz(x).

L’intégrale de f,5 s’obtient par variation de primitive ; on a

/ lnix) dx = %(1“2(")‘1“2(%)) = %(1—1) = 0.

La fonction f4
Pour tout réel x qui n’annule pas le dénominateur, on a

sin(x)

_ _1 2
o5’ () = tan(x) Dtan(x) = 2Dtan (x).

L’intégrale de f¢ s’obtient par variation de primitive ; on a
z/3 .
/ sin(x) dx = l(tan2 <£>—tan2 (—£)> = l(3—1) = 1.
—z/4 €OS3(x) 2 3 4 2

La fonction f;,
Pour tout réel x, on a

x—1] = 1-x six<l1
- x—1 six>1.

338



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Exercices de base résolus

L’intégrale de f; s’obtient par variation de primitive ; on a

2
/|x—1|dx /(1—x)dx+/(x—1)dx
-1
24 (3-35)-1

>
>

3
= 14 =
"2

La fonction f5
Pour tout réel x € [0,2],0on a

1=x)In(x+1) six<l1
[x = 1|In(]x+1|) =
(x=1DIn(x+1) six>1.
Primitivons par parties la fonction
x> (x—=DIn(x+1), x>1.
Ona

/(x— DIn(x+1) dx

% / D(x* = 2x)In(x + 1) dx

2 _ 2 _
= X 2x 1n(x+1)—l/x 2xdx

2 2 x+1
= x2;2x 1n(x+1)—%/<x—3+x_3i_1)dx
~ "2;2" 1n(x+1)—Z+37x—%ln(x+l)
~ xz_+ln(+l)—x£+37x

par décomposition en fractions simples.
L’intégrale de f,g s’obtient par variation de primitive ; on a

2

/ |[x = 1|In(]x + 1]) dx
0
1 2
= —/ (x=DIn(x+1) dx + / (x=DIn(x+1) dx
0

ln(+1)——+—

X2 -2x - x2 3x
2 4 2

0

x2—2x— x2 3x
—1 1) — 2 24
+[ > n(x+1) 1 + 2]1

4In(2) — %ln(3) - %
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Exercice 4

Sur les intervalles correspondants, étudier I'intégrabilité des fonctions suivantes

données explicitement.

@e, R (b) In(x), 1]0,4oo]
© 2, 0,11 @ == Jo.f]
© 2 04l 0 GL 101U+l
@< 01 @l 10,40l
x x

Solution

(a) La fonction donnée est continue sur R et a valeurs positives.

Traitons la question de son intégrabilité en passant par la définition. On a

t

t
/exdx=e’—1,t>0 donc  lim e dx = +©
0

t—>+00 0

et

0 0
/e"dx=1—e’,t<0 donc lim efdx = 1;
t

t——00 t

des lors, la fonction est intégrable en —co et ne I’est pas en +oo.

On peut aussi recourir aux criteéres pratiques : on a

lim x%¢* = 0 et lim e = 40
X—=>—=00 X—>+00

des lors la fonction donnée est intégrable en —oo et ne 1’est pas en +oo.

(b) La fonction donnée est continue sur ]0,+oo[, a valeurs positives sur [1, +oo[ et

négatives sur ]0, 1].
Comme

lirP In(x) = +o0,

la fonction In n’est pas intégrable en +oo.
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Par intégration directe, on a

1 1
/ [In(x)| dx = —/ In(x)dx = 1+tln()—t, Vre]o,1],

donc

1
lim/ [In(x)| dx = 1
t—0* ¢

et la fonction In est donc intégrable en 0.
On peut aussi procéder en utilisant un critére pratique : on a

lim <\/§| ln(x)|> = - lim (\/Eln(x)> - 0;
la fonction In est donc intégrable en 0.

(c) La fonction donnée est continue et a valeurs positives sur I’intervalle ]0, 1] et

sin(x)

lim

x—0+ X

1.

La fonction donnée admet donc un prolongement continu en O; elle est donc
intégrable sur I’intervalle considéré, a savoir ]0, 1].
(d) La fonction donnée est continue et a valeurs positives sur I’intervalle ]0, x/ 2] et

. 1
Iim | x —
x—=0+ ( s1n(x)>

La fonction n’est donc pas intégrable en 0.

(e) La fonction donnée est continue sur I’intervalle considéré, a savoir ]0, +co].
Son intégrabilité en +o0 est directe en utilisant le critere de comparaison car on a

< 1 Vx > 0,

= i

X

sin(x)

2
la fonction x — 1/x? étant intégrable en +oo.

Etudions I’intégrabilité en 0* en utilisant la définition. Par une intégration par
parties, on a

i

Cela étant, on a lirréx (cos(x)/x) = liII(l) cos(x) = 1; il s’ensuit que la fonction
X—> X—

sin(x)

. . 1
dx=/ 51n(2x) dx=—sin(1)+sm(t)+/ cos(x) dx. Vielo.1].
‘ t

X t X

x2

x — cos(x)/x n’est pas intégrable en O (critére de non-intégrabilité). Par consé-
quent, on a

1
lim
—0t P

et la fonction donnée n’est donc pas intégrable en 0.

sin(x) L cos(x)

dx = 400

dx = —sin(1) + 1 + lirgl/
=0t

X ; X

(f) La fonction donnée est continue et a valeurs positives sur ’'union des intervalles
considérés.
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L’intégrabilité en 0 s’obtient directement par le critére de comparaison (par
exemple) car on a
V2

< 2|hl(x)|7 Vx € 0,7

In(x)
x2—1

et I’on sait (d’aprés I’exercice (b) précédent) que la fonction In est intégrable en O*.
Bien sir, on peut aussi procéder en utilisant un critere pratique.

L’intégrabilité en +oo s’obtient rapidement en utilisant un critére pratique car on a

) In(x) ) x2 In(x)
3/2 _
x1—1>¥knw <X x2 — 1> - x1—1>I+¥lw x2 -1 x \/_
X
2 1
- lim = x fim &)
X—>+00 x2 —_ X—>+00 x
= 1 x lim &)
x—+00 ~
= 0.

Par ailleurs, comme!

In(x) — lim <1n(x) —In(1) y 1
x—1

lim
x—1 x+1

x—1 x2—1

1 1
) = (DIn)(1) X 5 =73
la fonction admet un prolongement continu en 1.
Finalement, on obtient que la fonction donnée est intégrable sur 1’union des
intervalles considérés.
(g) La fonction donnée est continue et a valeurs positives sur I’intervalle considéré et,
vu la décroissance de la fonction cosinus sur [0, 7], on a

4 2
x X X 4
Comme la fonction x — 1/x n’est pas intégrable en 0, on conclut aussi & la non-
intégrabilité en O de la fonction donnée.

(h) La fonction donnée est continue et positive sur I’intervalle considéré. De plus, on a

<er, Vx>1

et

1
< —, Vx>0.
Vxoo/x
L’intégrabilité de x — e~ en +oo et celle de x — 1/ \/; en 0 permettent alors de
conclure a I’intégrabilité de la fonction donnée sur I’intervalle ]0, +oo].

1. Pour trouver la limite, on peut aussi faire appel au théoreme de 1’Hospital.
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Exercice 5

Si les intégrales suivantes existent, en

2 4x2—9

+o0 1
@) /0 —(x2 12 dx

+00 4
k —d
()/0 Al

Solution

(a) La fonction f
[x =1 = x—-1
lors on a

x—1

\/;

+o0 1
—d
(g)—/z x2+2x+10 X

e Exercices de base résolus

déterminer la valeur.

0
w [,
-1

0
(d) /

+o0 1
——dx
(f)/2 x2+2x+1

/3
(h) / sin(2x) e* dx

0 /
of;

dx
4x2+9

arctan(x)
12

In(x?)

x> (x=1)/ \/; est continue sur l’intervalle ]0,4], on a
< 3six € [l,4]et|x—1| =

1—x <

1six €]0,1]; deés

3

N

Vx €10,4]

et la fonction f| est donc intégrable sur I'intervalle ]0, 4].

Cela étant, une intégration directe par variation de primitive fournit

4x—l
o

x — In(]x|)/|x]| est

(b) Lafonction f, :
ona

In(x)) _
]

t
i [ Lo,
—=0mJp x]

Comme

3 In(—x)

- [ d) et

continue sur I’intervalle [—1, O[, et sur celui-ci,

— = —%D (In(=x))*.

_ 1. o2
=~ 3 i -0 =

—00,

la fonction f, n’est pas intégrable sur I’intervalle considéré et ’intégrale n’existe

donc pas.
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(c) Lafonction f; : x +— xIn(x) est continue sur ]O, e] et une primitive est

F; @ x— %xz In(x) — ixz.

Comme f5 a un signe constant sur ]0, 1] et sur [1, e] et que I’on a

e 1 e
lim/ xIn(x)dx = lim/ xIn(x) dx + / xIn(x) dx
=0+ J, =0+ J, i
= F(1)- tlirgl F() + F;(e) — F5(1)

2

e
= <0,
4
la fonction f; est intégrable sur ’intervalle considéré et son intégrale est égale a

e? /4.
(d) La fonction f, : x + 1/(4x>+9) est continue sur R, y est a valeurs positives et
une primitive est donnée par

1 2x
e Lartan (),
4 x»—>6arcan 3

Des lors, I’application directe de la définition conduit a affirmer I’intégrabilité de f,
et a trouver la valeur de I’intégrale qui est

0
i 1 1 . 2t T
IBEUOO/[ 239 dx = E(O—tkﬂoarctan(?)) = o

(e) Lafonction f5 : x— 1/ (4x? — 9) est continue sur [2, +oo[, & valeurs positives et

on a

1 =l< 1 ):L n<2x—3>
4x2 -9 6 \2x—-3 2x+3 12 2x+3/°
Dés lors, I’application directe de la définition conduit a affirmer I’intégrabilité de f5
et a trouver la valeur de I’intégrale qui est

t
lim/ L x = i(lim 1n(2’_3)—1n<1)>
>+ [, 4x2 -9 12 \t=+ 2t+3 7

< Llr-n(d)

1
= ().

(f) La fonction fg : x — 1/(x*> + 2x + 1) est continue sur [2, +oo[, y est a valeurs
positives et on a
1 1 1

X2+2x+1  (x+12 x40
Des lors, I’application directe de la définition conduit a affirmer I’intégrabilité de f,
et a trouver la valeur de I’intégrale qui est

1
3

[OSH T

t
lim/;dx=—lim L+
t=+00 [, x2+2x+1 t—+oo f + 1
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(g) Lafonction f; : x+— 1/ (x? 4 2x + 10) est continue sur [2, +oo[, y est & valeurs
positives et on a

1 1 1 <x+1)
= = —Darctan .
x2+2x+ 10 (x+1)2+9 3 3

Des lors, I’application directe de la définition conduit a affirmer I’intégrabilité de f,
et a trouver la valeur de I’intégrale qui est

t
lim / S S dx = 1 ( lim arctan (t+ 1 ) - arctan(l))
i=+o [ x2+2x+10 3 \r=too 3
- r_rTr _ =
6 12 12°

(h) La fonction f5 : x + sin(2x) e* est continue sur | — oo, # /3] et on a
[sin(2x)| e* < e*.

La fonction x +— e* est a valeurs positives, continue sur R et est intégrable sur
] — o0, /3] comme on le voit en appliquant directement la définition par exemple.
Ainsi I’inégalité précédente permet d’affirmer que la fonction fy est intégrable sur
I’intervalle considéré.

Cela étant, on peut calculer I’intégrale en intégrant par parties (deux fois) :

/3
/ sin(2x) e* dx
- /3
= / sin(2x) De* dx
/3
= sin(%r) ™3 — 2/ cos(2x) e* dx
/3
= sin(%) ™3 — 2cos (%T) ™3 — 4/ sin(2x) e* dx
,\/5 ﬂ/3
= |5 +! ™3 — 4 / sin(2x) e* dx,

donc

/3 \/5 1
in2x)e*dx = | — + = /3,
[oo sin(2x) e* dx (10+5>e

Cela étant, si on connait les nombres complexes et la fonction exponentielle
complexe, cet exercice peut aussi étre résolu comme suit. On a

sinx)e* = 3 (e(2i+1)")

et la fonction x +— e@*D* est aussi intégrable sur 1'intervalle considéré par la
méme justification que précédemment. Ainsi, par variation de primitive, on obtient
directement
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346

z/3
/ sin(2x) e* dx

[Se]

</ (21+1)x dx)
e2m/3 /3
B < 2i+1 )

cos(27r/3) + isin(2z/3) (1- 2i)> /3

)2 ()

%
C(t) e

(i) La fonction fy : x = 1/(1 + x?)? est continue sur R et on a

<1
(1+x2)2

Le critere de comparaison permet donc d’affirmer I’intégrabilité de f, sur [0, +oo[.

< L, Vx # 0.
)

Cela étant, pour tout réel x on a

1 _ol+xr-xr 1 K2
(1 + x2)2 (1 + x2)? 1+x2 (14 x2)?
1 X 1

T+x2 2 14x2
Puisque les deux fonctions qui interviennent dans la somme précédente sont
également intégrables sur I’intervalle considéré, on a

+00 1 +o0 1 +oox 1
/ —“dx = / 2dx+/ ED 2dx
0 (1 4+ x%) 0 1+ x 0 1+ x

+00
—1/ ! dx
2 Jy 1+ x2

Cette intégrale peut aussi étre calculée par le changement de variable
x = tan(¢), t € ]0,z/2[ qui établit une bijection entre ]0,+oo[ et ]0, z/2[. Des

lors, on a
+o0 /2
/ 1 _gx = / cos*(t) L
o (1+x2)? 0 cos2(?)

1 /2
= —/ (cos(2t) + 1) dt
2 Jo

BN 0N

1 b4
= + =
sin(7)

4
T
4
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(j) La fonction f), : x ~ arctan(x)/ (x? + 1) est continue sur R et & valeurs positives

sur [0, +o0[ ; on en trouve tout de suite une primitive car

t
M = 1 Darctan’(x), Vx € R.
x2+1 2

Des lors, on obtient directement I’intégrabilité de f,, et la valeur de I’intégrale en
appliquant la définition ; on a

t t
. arctan(x . ) 2
lim ¥ dx= 1 lim D arctan®(x) dx = 1 lim a.rctanz(t):”—.
=400 J x2 41 2 t—>+o0 0 2 t>+co 8
(k) La fonction f;; : x = 4/(x* + x? + 1) étant continue sur R, positive et majorée

par la fonction x — 1/x* en tout réel non nul, elle intégrable sur R.

Cela étant, on a la factorisation
2
4x?+1 = 2% +1-x2 = (x2+1) —-x? = (x2+x+1) (xz—x+1),

donc, dans le cadre réel, la décomposition des fractions rationnelles propres en
fractions rationnelles simples fournit I’existence de réels A, B, C, D tels que

4 _ Ax+ B + Cx+D’ Vx € R.
x4+ x24+1 x2+x+1 x2—x+1
Apres calculs, on obtient ainsi
4 _ 2x+2 2x-=2 . VxeR.
xt+x2+1 x24+x+1 x2—x+1

Afin de procéder a l’intégration par variation de primitive, transformons cette
expression comme suit :

4 _ x4+l 1 2x—1 I
X+ x2+1 xX2+x+1 x>+ x+1 x2—x+1 x2—x+1
_ 2x +1 1 _ 2x—1 1
X24+x+1 (x+1/2243/4 x2—x+1 (x—1/2)2+3/4
4/3
= Dln(x2+x+1)+ /
(@x+1)/V/3)2 +1
4/3

—Dln(xz—x+1) +
2
_ plp (X tx+l
x2—x+1

+ i Darctan(zx—-'_l) + i Darctan(zx_ 1).
V3 V3 V3 V3

(@x—1)/V3PR +1
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Il s’ensuit que I’intégrale de la fonction f;; vaut

+o0
[ o ax
o x*+x24+1
. x4+ x+1
= lim {In| ——
x—+oo x2—x+1

2 2x + 1 2x —1
+— | arctan| ——— ) +arctan| ——
V3 ( ( V3 > < V3 >>>
- <ln(1) + % (arctan(\/g/3) + arctan(—\/§/3)>>

_2

V3
(1) La fonction f;, : x +— In(x?)/x? est continue sur R, & valeurs positives sur
1= o0,—1].
On obtient I’intégrabilité et la valeur de I’intégrale de f|, en appliquant la définition
et en utilisant une intégration par parties ; on a

~1n (x? 1 n(=
lim ( )dx = 22 lim/ LI
t

t——00 t x2 t—>—00 x2

-1
= =2 lim In (—x) Dl dx
t——o00 X

t

-1
— .2 lim <0— ln(t ’)> + 2 lim iz dx

t——00 I——oco J, X
-1 1
= =2 lim/ D— dx
1--c0 [, X

= (—1— lim 1)
t——o0 f
= 2

Exercice 6

Calculer I’aire des parties du plan dont une description analytique est donnée ci-
dessous. Donner aussi une représentation graphique des ensembles dans un repére
orthonormé.

(a {(x,y) eER?>:xe[-1,2],y€ [xz,x+2]}
(b) {(x, yeR?:xe [%,ﬂ] , cos’(x) <y < sinz(x)}

()] {(X, NeR?:0<x< e—ly]}

@) {(x.y) € R*: y e [0,2x], |x| <sin(y)}
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Solution

(a) On se place dans un repere orthonormé. Tout d’abord, remarquons que 1’on a

<x+2 & xX*-x-2<0 o (x-2)(x+D<0 & xe[-1,2].

Cela étant, les bords de I’ensemble sont formés des points de la partie du graphique
de la parabole d’équation cartésienne y = x> et du segment de la droite d’équation
¥ = x + 2 dont les abscisses sont comprises dans I’intervalle [—1, 2]. L’ensemble
est représenté ci-dessous en hachuré.

Par ailleurs, la fonction x +— x + 2 — x? étant continue sur R est intégrable sur
[—1,2]; une intégration directe par variation de primitive fournit

g 9
/ (x+2-x})dx = >

1

ce qui est la valeur de I’aire demandée.

(b) On se place encore dans un repere orthonormé. Remarquons d’abord que pour
x € [7[/3,7r] on a

cos?(x) < sinz(x) =1—-cos’(x) < cos’(x)< %
2 2
& ——— <cos(x) < \/——
2 2
o xelZ 3_,,]
374 1

Cela étant, on représente les fonctions x + cos?(x) et x +> sinz(x) en partant des
fonctions sin et cos. Comme on a

1 + cos(2x)

203 —
cos“(x) = > ,
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350

la représentation de x — cos?(x) s’obtient en représentant la fonction x - cos(2x),
puis en translatant celle-ci d’une unité dans le sens des ordonnées croissantes, et
enfin en prenant la moitié des ordonnées obtenues. Ensuite, comme on a

sinz(x) =1 — cos?(x),

la représentation de x +— sinz(x) s’obtient a partir de celle de x +— cos?(x) en
appliquant une symétrie orthogonale par rapport a I’axe X puis en appliquant une
translation d’une unité dans le sens des ordonnées croissantes.

Ainsi, on obtient la représentation suivante pour I’ensemble donné (les points du
bord sont compris dans 1’ensemble).

x=m/3 x=m

Par ailleurs, la fonction x — sin’(x) — cos?(x) étant continue sur R est intégrable
sur [z/3,37/4];0na

3z /4 3w /4
/ (sin*(x) — cos*(x)) dx - / cos(2x) dx
/3 /3

= (0 (F)-n(5))
\/§+2.

4

L’aire hachurée vaut donc
V3+2
Y

(c) On se place dans un repere orthonormé. Remarquons que I’ensemble peut aussi étre
décrit de la facon suivante

{(x,y) € R* : x> Oet In(x) < —|y}
{(x,y) eR* : x€]0,1] et |y| < —In(x)}
{(x,y eR*: x€]0,1]et In(x) <y < —In(x)} .

Laire a calculer (si elle existe) est donc celle de la partie du plan située entre la repré-
sentation graphique de la fonction logarithme et de son opposé, lorsque la variable
appartient a I’intervalle ]0, 1]. Comme la fonction logarithme est effectivement
intégrable sur cet ensemble, I’aire existe et vaut

1 1 1
—/ In(x) dx — / In(x) dx = —2/ In(x) dx = 2.
0 0 0
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Remarquons qu’étant donné la définition de I’aire d’une partie du plan et I’énoncé
initial, on peut bien siir aussi calculer cette aire de la fagon suivante :

+00 +o0
/ e Mdy = 2/ e”Vdy = 2.
- 0

(d) On se place dans un repere orthonormé. Remarquons que 1’ensemble peut aussi étre

décrit de la facon suivante :

{(x, yeR?:ye[0,xz], xe[-1,1]et —sin(y) <x < sin(y)}

{(x, y) . y€E [0, 7r/2] , x €[-1,1]et —y <arcsin(x) < y}

U {(x,y) Ty E [n/z,n] ,xe€[-1,1]et y—m <arcsin(x) <7« —y}
{(x,y) 1 ye [0,z/2], x € [-1,1] et |arcsin(x)| < y}

u{(x,y) : y€ [r/2,z], x € [-1,1] et |arcsin(x)| < 7 — y}

{(x, ¥ :yel0,x], x € [~1,1]et |arcsin(x)| < y < 7 — | arcsin(x)| } .

Comme la fonction arcsin est continue sur I’intervalle borné fermé [—1, 1], sa valeur
absolue ’est aussi et est donc intégrable sur cet intervalle ; I’aire existe donc et vaut

1 1
/ <7r —2|arcsin(x)|> dx = 2/ (r — 2arcsin(x)) dx,
-1 0

puisque la fonction est paire. Une primitive de la fonction arcsin étant la fonction
x — xarcsin(x) + V1 — x2, on obtient

1
2/ (r — 2arcsin(x)) dx = 27r—4(%—1> = 4.
0

Remarquons qu’étant donné la définition de 1’aire d’une partie du plan et I’énoncé
initial, on peut bien s{r aussi calculer cette aire de la fagon suivante

/ ’ (sin(y)+sin(y)) dy = —2(cos(r) — cos(0)) = 4.
0
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- Yy =m— |arcsin(z)|

y = |arcsin(x)|

T T T T
-1 0 1 2 3

Exercice 7

Si les intégrales suivantes existent, en déterminer la valeur.
1 3 72
(@) / Viex2dx (@) / — L i @ / S
0 0 /X (1+x) 0o 2+sin@)

Solution

N

(a) La fonction a intégrer est continue sur [0, 1]. Elle est donc intégrable sur cet
intervalle.

Cela étant, la fonction g(f) = sin(¢), t € I =]0, z/2[ établit un changement de
variable entre les intervalles I et ]O, 1[. On obtient ainsi

1 /2
/ V1-x2dx / \/1 = sin®(7) | cos(t)| dt
0 0
/2

/2 21
/ cos>(f) dt = / LS() dt
0 0 2

_ oz, [sin(zr)]”/2

49

4 4 |,

ce qui représente I’aire d’un quart de disque de rayon 1.

Remarque. Cet exercice aurait pu étre résolu sans changement de variable. De fait,
pour x € [0, 1[,on a

2 2
V1i-x2 = l=x _ ! - X = Darcsin(x) + xDV1 — x2.
\/l—x2 \/1—x2 \/1—x2

Ainsi, une primitivation par parties donne

arcsin(x) + xV1 — x2
V1-x2dx ~

2 2
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=z
2 4’

(b) La fonction a intégrer est continue sur I’intervalle ]0, 3] et on a

<— <L
\/;(1+x) \/;

L wxens)

Le critere de comparaison permet de conclure a I’intégrabilité de la fonction a

intégrer.

Cela étant, la fonction g(t) = 12, t € I =10, \/5 [ établit un changement de variable
entre les intervalles I et ]0, 3[. On obtient ainsi

3 V3
/ ;dx = / 2 dt = 2 arctan(\/_)
0 \/x(1+x) o 11+

(c) La fonction a intégrer est continue sur I’intervalle fermé borné [0, x/ 2] ; elle y est
donc intégrable.

Comme pour tout t € ]0, 7r/2[ ona

Cela étant, la fonction g(x) =

2 tan(t/2)

sm(t) = HTW .

2 arctan(x), x € I =]0, 1[ établit un changement de

variable entre les intervalles I et ]0, /2 [ On obtient successivement

/2
/

1

2 + sin(?)

1 /”/2 1 + tan?(t/2)
2 Jo 1+tan®(t/2) + tan(z/2)

/1 1+ x2 1
= X dx
o 1+x24+x 1+x2

1
= / I dx
0 x2+2(x/2)+(1/4)) +(3/4)

s

_ i/ o
I 0 x+1/2)\?
( V32 ) +1
= 2z (arctan(\/g) — arctan <£>>
\/5 3
V3

O
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Exercice 8

Pour tout naturel n, on pose

1 3n42
I, = / X dx.
0o x3+1

In + In+l'

1. En fonction de n, calculer

2. Quelle est la valeurde 1,,, I, I, ?

Solution

Remarquons tout d’abord que les fonctions a intégrer sont continues sur l’intervalle
fermé borné [0, 1] donc qu’elles y sont intégrables.

1. On a successivement

L 3p42 3n+5
X + x
I,.+1,,, = / 3—dx
0 x3+1

L 3n+2
/ X 1+ x%) dx
0

x3+1

1
= /x3”+2 dx
0

1
3n+1)

2. On a directement

1 2 1 In(2
10=/ X dx:l/ Din(x* +1) dx = 22,
0 x3+1 3 0 3

D’apres la partie (1), on obtient

1 _ 1-In(2) 1, 2I@)-1
I = 3-1 = — et L= g-l="—

Exercice 9

Si elle existe, déterminer la valeur de 1’intégrale

+0o0
1
dx
/1 x2 —2xcos(3) + 1

Solution

La fonction f : x + 1/(x* —2xcos(3) + 1) est continue sur R car le dénominateur est
une fonction continue sur R qui ne s’annule pas puisque A = 4cos’(3) —4 < 0. On a
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en outre
. 2 _ : 2 _
Jim (21 @) = lim (/) = 1.

La fonction f est donc intégrable sur [1, +oo[.
Cela étant, on a

foo = L = 1
x? —2xcos(3) + 1 x2 = 2x cos(3) + cos?(3) + sin*(3)
_ 1
B (x — cos(3))? + sin’(3)
= — ! D arctan (LOS@)>
sin(3) sin(3)

donc

/+°° ! dx = ! <Z — arctan (—1 — COS(3)>>
1 x2 —2xcos(3) + 1 ~ sin(3) \ 2 sin(3) '

Cette derniere expression peut étre simplifiée comme suit. On a

1 —cos(3) 2 sin2(3/2)  tan <§>
sin(3)  2sin(3/2)cos(3/2) 2

Comme 3/2 appartient a I’intervalle ] —r/2,7/2 [ on obtient

+o0
/ 1 T—3
dx = - .
1 x2—=2xcos(3)+1 2sin(3)
Exercice 10

Montrer que, quel que soit le naturel strictement positif n, on a

/”/2 sin((2n + 1)x) — sin((2n — 1)x) dx
0

- = 0.
sin(x)

En déduire que

/”/2 sin(@n+D)x) - _ x
o Sin(x) Y T3

quel que soit n € N,,.
Solution

Tout d’abord, notons que quel que soit le naturel strictement positif m, la fonction
sin(mx)
sin(x)

est intégrable sur I’intervalle ]0, x/ 2] car elle y est continue et admet un prolongement
continu en 0. Les intégrales a évaluer existent donc.
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Cela étant, en utilisant les propriétés des fonctions trigonométriques, on a

sin((2n + 1)x) — sin((2n — 1)x) = 2cos(2nx) sin(x),

donc
/2 sin((2n + 1)x) — sin((2n — 1 /2
/ sin((2n + )x). sin((2n — 1)x) dx = 2/ cosnx) dx
0 sin(x) 0
/2 .
_ 5 / D sin(2nx) dx
0 2n

- %(sin(nﬂ) — sin(0))
= 0

quel que soit le naturel strictement positif #. Dés lors

/”/2 sin(n+ x) /”/2 sin((2n = x)
0 0

, VYneN,.
sin(x) sin(x) X " 0

En itérant cette égalité, on obtient finalement

/2 . /2 /2
/ M“/ S?‘l(x)dx:/ ldx = £,
0 sin(x) o  sin(x) 0 2

Remarque. Les fonctions D, (n € N) données par

sin((2n + 1)x)

D) = 5%

portent le nom de « noyau de Dirichlet » et sont tres célebres en analyse du signal, plus
précisément dans la théorie des séries trigonométriques de Fourier.

Exercice 11

Déterminer la valeur des limites suivantes en utilisant la définition de I’intégrale.

m—+00 m+k m—+o0 mm(m+1)/2

m 2 3 m 1/m?
@ lim Z 1 M) lim <1><2 X33 ... Xm )
=1

ceccccnccne.

Solution

(a) Pour chaque m, la somme peut s’écrire
1 ¢ 1
m kz:; 1+ (k/m)’
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Considérons alors la fonction

f i xe

Celle-ci est continue sur [0, 1] et on a

m

- S (A) =TS (4,

k k=1 k=1

Comme
Ee[u,ﬁ, 0<—< <m—1<1, Vm, k € Ny, k <m
m m m m m

et comme

lim sup (E—k—_1> = lim 1 = 0,

m—+0oo 1<k<m

on a, par définition de I’intégrale,
oo ook k-1 k
St - am S (E-550 (8
m—1>I-+I—loo = m+k m—1>IPoo I; m m J m
1 oy
/0 S(x)dx /0 2 (2)
(b) Pour tout m € N, posons

m2
. <1X22><33...><m”’>1/

mm(m+ 1)/2

In(r,,)

Y In(kh) - w ln(m)>

1]
5~|*
AN T N
M=

»‘

5

z

|

)

)
RN
M-

»
N——
N

[
§N|H
M=
=
=3
—
3=
SN———

lxw k., [k

2 —1n<—), Vm € N,
m Z m m " 0
Considérons alors la fonction

g . x> xIn(x).

Celle-ci est continue sur 1’intervalle ]0, 1] et, comme lirg+ g(x) = 0, elle admet un
X—

prolongement continu sur [0, 1]. En procédant comme pour I’item précédent, on
obtient alors
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m

. . 1 k k
lim 1 lim — Y X1 <—)
im In(r,) im Z p n

m—+o00 m—+o00 m o m

lim Z 1 g <£>
m—>+ook=1 m m

1 1
/ gx)dx = / xIn(x) dx = _1
0 0 4

puisqu’une primitive de g est donnée par

x2In(x) x2
2 4"
Finalement, on a
lim In(r,)
lim r, = lim elNm) = ¢ mtoo = e V4

m—+oo m—+oo

Exercice 12

¢ Un point matériel se déplace a la vitesse v(f) = 2t+4 m/s. On demande de calculer la
i distance parcourue aprés les dix premiéres secondes et d’en donner une interprétation
i graphique.

EXERCICE
NUMERO 12
SUR LA VITESSE,
A VOS GRAPHIQUES
PARTEZ !
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Solution

La physique nous dit que la fonction vitesse est la dérivée de la fonction déplacement (ou
« distance parcourue »)!. Ainsi, la distance parcourue exprimée en métres apres les dix
premieres secondes est la valeur en 10 de la primitive de la fonction vitesse qui s’annule
en 0, a savoir

10
/ (2t+4)dt = 140.
0

Cette valeur est représentée graphiquement par I’aire comprise entre I’axe des abscisses
et le graphique de la fonction v(¥) = 2t + 4, t € [0, 10], qui est un segment de droite.

Exercice 132. La projection (cylindrique conforme) de Mercator?

Tout systeéme de projection cartographique introduit des altérations de longueurs,
dites altérations linéaires, vis-a-vis des mesures réelles effectuées a la surface de la
terre (supposée sphérique en premicre approximation). Ces altérations provoquent
a leur tour des altérations d’angles ou de superficies dans le plan de projection. En
maftrisant correctement les altérations linéaires, il est possible de conserver soit les
angles (projections dites conformes), soit les superficies (projections dites équiva-
lentes). Le probleme posé a Mercator consistait a conserver les angles ; une projection
conforme s’imposait donc.

La facon la plus simple de reporter des coordonnées sur un plan consiste a faire fi-
gurer les images des méridiens comme des verticales et celles des paralleles comme
des horizontales. On obtient ainsi un canevas cartésien dans lequel les longitudes ap-
paraissent selon les abscisses et les latitudes selon les ordonnées. Cette disposition
est obtenue en projetant les points de la surface terrestre sur un cylindre tangent a
I’équateur*. Une fois le cylindre coupé selon une verticale et déployé, 1’équateur ap-
parait comme une droite horizontale le long de laquelle les images des méridiens sont
des droites orthogonales a 1’équateur espacées régulierement ; 1’espacement entre
les images des paralleles dépend quant a Iui du type de projection. Mercator avait
donc comme objectif de déterminer comment espacer les images des paralleles pour
conserver la propriété de conformité.

1. Pour mémoire, I’accélération est la dérivée seconde de la fonction déplacement.

2. Cet exemple est tiré du cours de cartographie mathématique du Professeur J.-P. Donnay (Université
de Liege); le texte suivant s’inspire largement des notes qu’il nous a fournies mais n’engage que les
auteurs du présent recueil. Nous tenons a remercier le Professeur J.-P. Donnay pour sa collaboration
efficace et constructive.

3. Voir I’annexe.

4. 11 est possible d’utiliser d’autres surfaces et d’obtenir aussi des projections conformes mais seule

celle de Mercator permet de conserver les loxodromies comme des droites. Une loxodromie, c’est-a-
dire une route a cap constant, est une route qui coupe tous les méridiens avec le méme angle.
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Si on considere un point de la spheére qui a 4, @ respectivement pour longitude et
latitude, le point de la carte obtenu par la projection de Mercator posséde 1’ordonnée

Q
= Rinfin (3 +3))
y n | tan 2+4

ol R est le rayon de la terre. L’abscisse, quant a elle, est égale a R4 a 1’équateur.
La recherche rigoureuse de cette forme explicite et la preuve que cette projection est
conforme sort du cadre de cet ouvrage (elle peut se faire en utilisant la projection
stéréographique). Notons cependant qu’en procédant comme suit, on peut avoir une
idée de I’origine de cette expression.

L’étude des transformations conformes montre que lorsqu’on effectue une telle trans-
formation, les altérations linéaires sont identiques dans toutes les directions (mais
changent selon les points). Partons donc de la.

Soient deux points A, B de la sphere situés sur le méme méridien ayant respecti-
vement (4, @), (4, @ + &) pour longitude et latitude et A’, B’ ayant respectivement
(x,¥), (x,)) pour coordonnées cartésiennes sur la carte. L’ altération le long d’un
méridien, notée A, est alors égale a

_1A'B Y-y
|AB| RS

Si on consideére maintenant deux points A, D sur le méme paralléle et qu’on note
respectivement (4, @), (4 + 1, ) leurs longitude et latitude et A’, D’ ayant respecti-
vement (x, ¥), (x’, y) pour coordonnées cartésiennes, 1’altération le long du parallele,
notée k, est égale a

_JA'D'| ¥ —x
~ |AD|  Rcos(p)y
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puisque la mesure du rayon d’un parallele est €gale a R cos(@).
A proximité de I’équateur, on a ainsi

- 1
cos(@)
puisque x” — x ~ Ry. Si les altérations sont les mémes, on obtient ainsi
/ —_—
Ré6 cos(@)
quel que soit 6 > 0. Un passage a la limite donne alors
Y = . +6)—
T A (e ) b ) R NP
6—~0 6 5—0 o cos(p)

ol y est la notation utilisée pour la fonction qui, a tout point de latitude ¢, associe
son ordonnée sur la carte.

L’ordonnée d’un point proche de 1’équateur et dont la latitude est ¢ est donc donnée
par une primitive de ¢ — R/ cos(g). L’ordonnée étant nulle pour ¢ = 0, on obtient
donc

? 1
y(p) = R/ du.
o cos(u)

Que vaut y(@)?
Solution

Comme
1 —tan?(u/2)
1 +tan?(u/2)’

le calcul de cette intégrale peut s’effectuer par le changement de variable

cos(u) =

g(®) =2arctan(z), t € I =]0,tan(ep/2)[

entre les intervalles I et 0, ¢l.
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On obtient des lors

tan(p/2) 2
W) R/ 1+¢ ) 1 it
0

1-12 1+

tan(p/2) 1 1
= R/ (= +) @
o 1—1 1+1¢

- R 1<’1+t_<(p/2>’>
1 —tan(p/2)
= R ln<

(2 +2))
tan(a + b) =

puisque

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

Onag@ €]—r/2,x/2[ puisqu’il s’agit d’une latitude (d’un point qui n’est pas le pdle).
Des lors
tan (

S

T
=) >0
+4)

et on obtient finalement

S

(@) =R In (tan(— + %))

[\

Exercice 14

Montrer que, quel que soit le naturel n, on a

1
/ (In(x))" dx = (=1)"n!.
0

Solution

Remarquons tout d’abord que ’intégrale existe car les puissances de la fonction lo-
garithme sont intégrables sur ]0, 1]. En effet, ces fonctions sont continues et de signe
constant sur ]J0, 1] et on a

lim Vx (In(x)" = lim (x1/@" In(x))" = 0.

Cela étant, la relation s’obtient par récurrence. Pour n = 0, les deux membres sont égaux
a 1 puisque, par convention, 0! = 1.
Pourn=1,0na

1
/ In(x)dx = In(1) -1 — lir(r)l (xIn(x) —x) = —1
0 x—0t
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et, si la relation est vraie pour n, on a

1
/ (In(x))"*! dx
0

1
/ Dx (In(x))"*! dx
0

1
= lim (x (In())"™") = (n+ 1)/0 x

1
= —(n+ 1)/ (In(x))" dx
0

= —(m+DED"n! = D)+ DL

Exercices pour s’entrainer

()"
X

Exercice 1

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période 2. On pose

1
a=/ f(x)dx.
0

En fonction de a, exprimer I'intégrale

2018
/ f(x)dx
1789

en supposant que f est une fonction paire.

Exercice 2

Si les intégrales suivantes existent, en déterminer la valeur.

2
(a)/ V2x — 1 dx (b)/ x+4
1

2
+00
(c)/ Z;dx (d)/( x+—) dx
0 x+x+1

+00 1 2r 5
(e) /2 Zix_2 dx ® /0 sin“(y) dy
/2 1 +o0
(2 / —— dx (h) / e dt
z/4  sin“(x) 0
+o0 1
@) / e gy G) / In(x?) dx
0 0
() / 1 (In(x))® dx a JELS! dx
0 2 (x—1)
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2 & /4 3
(m)/e_ldx (n)/ oSy
0o e +1 0 2+sin®(x)
+o0 1 /2 1
(0) /0 x2+x-2 dx ) /0 3 — cos(x) dx
/3 /2
(@) / cos?(x) dx (r) x?| sin(x)| dx
/4 —-r/2
e 5 -2 1
(s) —/_lxln(x)dx (t) [oo x2—2x—3dx
0 /3
(u) / xe X dx ) tan’(x) dx
-0 -r/3

Exercice 3

1. Calculer I’aire de la partie du plan dont une description analytique est
{(x,y) eR?* : x €[0,27], cos(x) < y < sin(x) }
et en donner une représentation graphique dans un repere orthonormé.
De méme, calculer I’aire des parties du plan dont une description analytique est

A={(.y€eR® : xe[lel, —In(x) <y <In) },
B={(x,y) €R? : x € [-n/4,0], tan(x) < y < sin(x) }
et en donner une représentation graphique dans un repere orthonormé.

2. Calculer I’aire de la partie du plan hachurée suivante et donner une représentation
analytique de cette partie.

T T
-1 0 1

y=1+v1-2a?

De méme, calculer I’aire des parties du plan hachurées suivantes et en donner une
représentation analytique.




© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

(a) Les courbes représentées sont des paraboles.

yet-------o---oa

Exercices pour s’entrainer
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3. Calculer I’aire de la partie du plan délimitée par les graphiques des fonctions
f, g, h données explicitement par

f(x) =2, g(x) = x, h(x) =

et donner une représentation graphique de cette partie du plan.

4. Calculer I’aire de la partie du plan délimitée par les graphiques des fonctions f, g
données explicitement par

[ =4-x  gx)=x-|x|

et donner une représentation graphique de cette partie du plan.

5. Calculer I’aire de la partie du plan délimitée par les graphiques des fonctions f, g
données explicitement par
(a) f(x) = arctan(x), g(x)= arcotan(x), x € [—1,1]
(b) f(x) = xe™™, g(x) =0, x>0
et donner une représentation graphique de ces parties du plan.

Exercice 4

1. Dans un repere orthonormé, calculer le volume du cone de révolution de rayon R
et hauteur 4 engendré par la rotation d’un triangle rectangle autour d’un des cotés
de I’angle droit pris comme axe de rotation.

2. Dans un repere orthonormé, calculer le volume de la sphere de rayon R.

3. Dans un repere orthonormé, calculer le volume du solide engendré par la ro-
tation autour de 1’axe des abscisses de la surface plane dont une description
analytique est

tesses mnnnnannnnenannenannenanans

{(x,y) eR?: xe€[0,1], ye [x*/2+ x —3,0]}.
Représenter cette surface.
Exercice 5

Déterminer si les fonctions suivantes données explicitement sont intégrables sur les
intervalles considérés.

(@) f,(x)=1n (1 + iz) 10,+00[  (b) f,(x) =tan(x), |0,7/2|

© f3(0) = —— ( 5 10,11 (d)/4(x) =

(©) f5(x) = 10,11 ) fo(x) = S
1—x 2cos_2(x) + sin“(x)

(8) f7(x) = tan(x), [z, 37/2] (h) f5(x) = % [0, ool

(@) fy(x) = xe™cos(x), [0,+00[ (i) f1(x) = 55—, ]—c0,-2]
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Exercice 6

m
. 1
@ m]—]>r-+l—]oo <m Z k2 + m2>

k=1
m—+o0

(c)lim<21 L. 1)

m—+0o

(b) lim (m_32k2
k=1

Solution 1

Si f est une fonction paire, I’intégrale vaut 229 a.

Solution 2

@) % 3V3-1) (b) 6+ In(7)

3
© 2 \/; il () %(7 +In(4))
© 2 ®
@1 (h)2
@2-1 G) -2

e

73

k)2 M %
(m) 21n(é* + 1) — 2 — 21n(2) @) > ‘2/5 arctan (2
(0) non intégrable en 1 ) g arctan( \/5)

3v/3-6
(@ % (®) 2(z - 2)

2

0 ® ; 1n(s)
(u) non intégrable en — oo V)0

Déterminer les limites suivantes en utilisant la définition de I’intégrale.
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Solution 3

1. Dans un repére orthonormé, la représentation graphique de I’ensemble donné est la

suivante.
Y
PRt EREN
7 <. y = cos(z)
s . - X
4 0 1 ‘(\// s 75 6
s=m/t ¢ .
v & sin(x)
14 ~L__L-
x = bm/4
L’aire est égale a 2\/5.

Dans un repere orthonormé, la représentation graphique de I’ensemble A donné est
la suivante.
Y z=1 r=ce

2] y = In(z) —

-2 y = —In(z) L

L’ aire est égale a 2(e* + 1).
Dans un repere orthonormé, la représentation graphique de I’ensemble B donné est

la suivante.

Y
y = tan(x)
x=-m/4
1
y = sin(x)
, X
b 0 1 2
/ ~14
B

L aire est égale a (In(2) + V/2 — 2)/2.

2. La description analytique de 1I’ensemble est

{((x,y) eR?>: x* <y <VI1-x2}.
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L’intersection des courbes d’équation cartésienne y = V/1 — x2 et y = x? est formée
de deux points dont les abscisses sont —r, et ry, ou!

et I’aire est égale a

arcsin(rg) + rgy/1 — rS - %rg.

(a) La description analytique de 1’ensemble est
{(x,y) ER? : x> =2x <y < —x* +4}.
L aire est égale a 9.
(b) La description analytique de I’ensemble est
() eER:0<y<x+1, x2+)? <25).
Laire est égale a
25z 25 ( 3 )

2+ —— — —arcsin
4 2

(c) La description analytique de I’ensemble est

{(x, ) ER? : x> = (9/)x +5 <y < V25— x2}.
L aire est égale a
64 25

22 — 3 + 5 arcsin (%)

. Dans un repere orthonormé, la représentation graphique de 1’ensemble délimité par

les fonctions données est la suivante.

Y
y== o
5]
Y= 21,

2

y==x
N

X
0

2 1 0 1 é
L aire est égale a 7/6.
1. Un calcul direct permet d’obtenir que r, = ch ou @ est le nombre d’or.
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4. Dans un repére orthonormé, la représentation graphique de I’ensemble délimité par
les fonctions données est la suivante.

L aire est égale a 10 (l + \/5/3)

5. (a) Dans un repere orthonormé, la représentation graphique de I’ensemble délimité
par les fonctions données en (a) est la suivante.

r=1

L’ aire est égale a .

(b) La représentation graphique de 1’ensemble délimité par les fonctions données
en (b) est la suivante.

Laire est égale a 1.
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Solution 4

1. Le volume de ce cone est 7 R*>h/3.
2. Le volume de cette sphere est 47 R3/3.
3. Le volume du solide engendré par la surface hachurée ci-dessous est égal a 1697z /30.

Y

14

y=—-+z-3

SIS

NN

Solution 5

(a) La fonction f; est intégrable sur I’intervalle donné.
(b) La fonction f, est intégrable en 0 mais pas en /2.
(c) La fonction f; n’est intégrable ni en 0" ni en 1.

(d) La fonction f, est intégrable sur I’intervalle donné.
(e) La fonction f5 est intégrable sur I’intervalle donné.
(f) La fonction f est intégrable sur I’intervalle donné.
(g) La fonction f; est intégrable en #* mais pas en 37 /2.
(h) La fonction fg est intégrable sur ’intervalle donné.
(i) La fonction f, est intégrable sur I’intervalle donné.

(j) La fonction f), est intégrable sur I’intervalle donné.

Solution 6

(a) /4
(b) 1/3
(©) In(2)/2
d) (4/e)?
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@) Exercices plus élaborés

Exercice 1

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période 2. On pose

1
a=/ f(x)dx.
0

Si m, n sont des naturels strictement positifs, si m est impair, n pair et sin —m > 2,

/n fx)dx

en fonction de a, en supposant que f est une fonction impaire.

exprimer |’intégrale

Faire de méme lorsque f est pair.

Solution

La fonction étant continue sur R, elle est intégrable sur tout ensemble borné fermé et
les intégrales qui apparaissent dans I’énoncé sont donc des réels (ou complexes).

Cela étant, notons que la valeur de I’intégrale d’une fonction périodique sur un intervalle
de longueur égale a la période est indépendante de I’intervalle. De fait, si f, continu sur
R, est de période T' > 0 on a, quels que soient a, b € R,

a+T b b+T a+T
/ f(x)dx = / f(x)dx + fx)dx + f(x)dx
a a b b+T
b b+T b+T
= / f(x)dx + f(x)dx — f(x)dx
a b a+T
b b+T b
= / f(x)dx + f(x)dx — / f(x)dx
ab+T ’ ‘
= f(x)dx.

b
Cela étant, en utilisant d’abord la périodicité et ensuite le fait que f soit impair, on

obtient successivement
(n—-m-3)/2

n m+2(j+1) n
/ f(x)dx 2 / f(x)dx + / f(x) dx
m j=0 m+2j n—1

(n—m-3)/2

1 n
> / f(x)dx + / f(x)dx
j=0 -1 n—1
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/ f(x)dx

/f(x)dx

—/ f(x)dx
0

—a.

Lorsque la fonction est paire, on a

(n—m=3)/2

n m+2(j+1) n
/ f(x) dx D / f(x)dx + / f(x)dx
m j=0 m+2j n—1

(n—m— 3)/2

= /f(x)dx+/ f(x)dx

(n m—3)/2

= 2 Z a + f(x)dx

= (n—m—l)(x+/f(x)dx
-1
= (n—ma.
Exercice 2

Soient a,b € R avec a < b et soit f une fonction continue sur I’intervalle [a, b].
Montrer que si 'intégrale de | f| sur I'intervalle est nulle, alors f est identiquement
nul sur celui-ci.

Solution

Si x;, est un point de I'intervalle ou f ne s’annule pas, alors la continuité de f implique
I’existence de 6 > O tel que f(x) # 0 quel que soit x € [a,b] N [x, — 6, xy + 6]. 1
s’ensuit que 1’on a

inf {b,xy+6} b
0</ If(X)Idxs/ lf(x)]dx = 0,

sup{a,x,—6}

ce qui est impossible. La conclusion s’ensuit.
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Exercice 3

Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable sur I’intervalle I de R, alors on a

2 1
< </|J’(x)|2 dX> </|g(>6)|2 dX>-
1 1

cescccmnnncnnnn

/ f(0)g(x) dx
I

Solution

Remarquons tout d’abord que si f et g sont de carré intégrable sur I alors fg I’est aussi
car |fg] < |fI* + |gl*.
Cela étant, quel que soit c € C,on a

0< /|f(x)+cg(x)|2 dx
1

[ (50 + cato) (769 + ca) ax

/ fOOf(x)dx +¢é / f(x)g(x) dx + ¢ / F(0g(x) dx + || / g(x)g(x) dx
I I I I

/ P dx + 2R (e' / f(x)@dx) £ lef? / g0 dx
I I I

/ FCOP dx + 2| / FORG) dx| + lef / £GP dx.
I I I
Si ¢ est réel, on a des lors

05/|f(x)|2dx + 2¢
I

IA

/ f(0)g(x) dx
1

+ c2/|g(x)|2 dx.
I

Lorsque / / lg(x)|? dx # 0,il s’agit donc de I’expression d’un polyndéme du second de-
gré en c a coefficients réels qui garde toujours le méme signe. Des lors son discriminant

2
- 4</|f(X)I2dX> </|g<x)|2dx) <0,
1 I
2
< ( / Ok dx) ( / 12002 dx>
1 I

Lorsque / I lg(x)|>dx = 0,onag = 0, donc I'intégrale du membre de gauche est nulle

est négatif, c’est-a-dire

/ f(x)g(x)
I

ce qui donne bien siir

4

/ f(x)g(x) dx
1

et on conclut.

également et on conclut aussi.

1. Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I’annexe) et est due au
fait que la loi (f, g) / ; J(x)g(x) dx est un produit scalaire dans I’espace des fonctions de carré
intégrable sur I ; I’inégalité est en fait valable pour tout produit scalaire.
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Exercice 4

Pour tout naturel n, on pose

/2
w, =/ sin”(x) dx.
0

Montrer que!

/2 1 X" 1 1 Xn_l
W= [ Cesmax = [ E_ax= 1/ dx,
0 0 A /1 _x2 2 0 1-—x

! AL x2\"
W1 = /0(1—x2)" dx = 7/} (1—7> dx,
n

+o0
Wy, = '/0 (1 +x*)™dx.

Solution

Les premiéres égalités s’obtiennent par les changements de variable
T T T
n=2-r:]o.2[ = ]3],
aw=3-r: |05~ ]0.2
. V4
g,(t) = arcsin(?) : 10, 1[— ]0, 5 [,

&) = /v 10, 1[=10,1].

De fait, comme

/2
W, = / sin”(x) dx
0

/2 pu
w, = / sin” (——t) dt
0 2

/2
/ cos"(¢) dt,
0

1

on a

sin” (arcsin(?)) it

0 V1-1¢
1 n
| A=
0 VI1I-1¢?

1. Les premicres égalités établissent un lien entre I’intégrale de Wallis W, et I’intégrale eulérienne
B(r,s) = /01(1 —x)1x"Vdx (r,s > 0) car elle s’écrit W, = (1/2)B(1/2,(n + 1)/2).
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——dy
0 41—y 2\/}

1 , n—1
2 0 l_y

Les secondes égalités s’obtiennent par les changements de variable

g,(t) = arcos(r) : 10,1[— ]o, %[

_J . N
8= = o. va| = 1011
De fait, on a

/2
Woper = /0 sin?™* (x) dx
z/2 2n+1
/ (\/1—cos2(x)) dx
0
1 2n+1
/(\/1—12) 1 dt

V1-12

0

1

(1 =" dt
0

1002
Vi Jo )

La troisieme égalité s’obtient par le changement de variable

g,(¢) = arcotan(?) : ]0, +oo[— ]0, % [

De fait, on a

/2
W, , = /0 sin®"~2(x) dx

/2 1

= / — dx
0 (1+ cotan?(x))
+o0

_ / 1 1 dt
0 (1+t2)"-' 14172

+oo
/ (1+1)™" dt.
0
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Exercice 5

Si elle existe, déterminer la valeur de I’intégrale

/2
/ cos(2x) In(tan(x)) dx.
0

Solution

La fonction f : x +— cos(2x) In(tan(x)) est continue sur ]O,n / 2[. Notons qu’elle
s’écrit aussi
f(x) = cos(2x) (In(sin(x)) — In(cos(x)))
= cos(2x)In(sin(x)) — cos(2x)In(cos(x)), x € ]0,7r/2[.
Vérifions ’intégrabilité de f en 0*. Comme la fonction x + cos(2x) In(cos(x))

est continue sur ’intervalle [0, z/2[, il suffit de vérifier I’intégrabilité de la fonction
x +— cos(2x) In(sin(x)) qui, au voisinage de 0, est a valeurs négatives. On a

lim Vx| InGsin(x))] = — lim 1/x In(sin(x))
_ In(sin(x)) ©
- x—0* x_1/2 - (o]

~ cos(x) x\/;
= 2lim ————
x—-0t  sin(x)

- 2xlir(r)1+ (\/;COS(X)> xlirg* sin(x)
= 2x0x1 =0

si on leve I’indétermination en utilisant le théoreme de I’Hospital.
Ainsi on obtient

lim, (\/§|cos(2x) ln(sin(x))l) — 0,

donc I’intégrabilité de f en O%.
Vérifions I’intégrabilité de f en (x/2)~. Comme la fonction x +— cos(2x) In(sin(x))
est continue sur ’intervalle ]0, 7 /2], il suffit de vérifier ’intégrabilité de la fonction
x > cos(2x) In(cos(x)). D’apres ce qui précede, on a
In (sin <£ — x))‘
2

lim Z _x|In cos lim 112—
x—(z/2)~ 2 * | ( (X))l x—(z/2)~ 2 x

ylir(r)1+ \/} | In(sin(y))| = O,

donc

. T
x-»llf/lz)— < 5~ x | cos(2x) ln(cos(x))|> = 0.
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Ainsi, f est aussi intégrable en (7 /2)".

Cela étant, une intégration par parties donne

/2
/ cos(2x) In(tan(x)) dx
0

1 /2
= 3 / D sin(2x) In (tan(x)) dx
0

% x-»l(if/lz)f ( sin(2x) In (tan(x))) - % ;}LI(I)1+ ( sin(2x) In (tan(x)))

1 /”/ 2 sin2x)
. ) gx
2 Jo  tan(x)cos?(x)
1 /”/2 2 sin(x) cos(x)
——dx
0

2 sin(x) cos(x)

2

T

2
caron a

lirgl+ ( sin(2x) In (tan(x)))
= 1ir(1)1+ (sin(2x) In(sin(x)) — sin(2x) ln(cos(x)))
= 2 lir(r)l+ (cos(x) sin(x) ln(sin(x))) -2 lir(r)l+ (cos(x) sin(x) ln(cos(x)))
= 2 1i1;1)1+ (cos(x) sin(x) ln(sin(x)))
= 2 Jim (yIn(y)
0

et de méme

im ('sin(2x) In (tan(x)))

= 2 lm (cos(x) sin(x) In(sin(x))) — 2 Jim ( cos(x) sin(x) In(cos(x)) )

-2 lim (cos(x) sin(x)ln(cos(x)))

x—>(7/2)”
= =2 lim ( sin(y) cos(y) In(sin(y)))
y—0t
= 0.
La valeur de I’intégrale est donc —z /2.

Exercice 6

Montrer que

/2
/ In(cos(x)) dx = — 7@
o 2
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Solution

La fonction x — In (cos(x)) est continue sur [O, z/ 2[, a valeurs négatives au voisinage
de z/2 et

x-»l(iglzy ( % — x | In(cos(x)) |>

lim (v/y |In(sin(»)1)

. In(sin(y)) 0
= —lim —~= = «—»
y—0+ y—1/2 00
. yy/ycos(y)
= 2lim ——
y—0t  sin(y)
= 2 lim lim cos
I SinGy) st VY eos®)
= 2X1x0 =0,

ce qui établit son intégrabilité en (x/2)~.

Cela étant, posons

/2
I = / In (cos(x)) dx.
0

Comme cos(x) = sin (z/2 — x), la fonction g(t) = #/2 —t, t € I =]0, z/2[ établit un
changement de variable entre I et ]0, 7 /2[ ; on obtient

/2
I = / In (sin(?)) dt,
0

/2 .
/ n <sm(2x)> dx
0 2

/2
/ In(sin(2x)) dx — Z In(2).
o 2

donc

21

Cela étant, comme sin(y) = cos (z/2 — y), on a aussi

/2 b3
/ In (sin(2x)) dx l'/ In (sin(y)) dy
0 0

2

1 /2 1 T
= —/ In(sin(y)) dy + —/ In (sin(y)) dy
2 0 2 /2

1 /2 1 /2

= —/ In (sin(y)) dy + —/ In (cos(?)) dt
2 Jo 2 Jo

= 1.

Deés lors

/2 .
a7 = / 1n<sm(2x)> dx = I — 7r1n(2),
; 2 2
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donc

I = _n'ln(2)'

Exercice 7

Montrer que

+o0
/ In(x) dx = 0.
0 1+ x2

En déduire que pour tous a, b > 0 on a

/ ** In(ax) dx = 7 In(ab)
0

PR 2b

Solution

La fonction f : x + In(x)/(1 + x?) est continue sur ]0, +oo[ et vérifie

. : x| In(x)| :
tim (VE1reo) = Jim \/1—+x2 = lim (Vamne) = 0
et

) X\/;ln(x)
lim ————
x=+00 ] 4 x2

i In(1/y)

im —— %77

y-0* yﬁ(l +(1/y%)
. /yIn()

Iim ——

y=0t y2 41

~ lim (v 1)

= 0.

Jim (x* 1 f0)l)

Elle est donc intégrable sur I’intervalle considéré.

Cela étant, la fonction g;(¢¥) = 1/¢, t € I =]0, 4+oo[ établit un changement de variable
entre I et ]0,+oo[; on a

+oco +oo 1 lt +00
/ )y = / nd/) 1, / In(® 4.
o l1+x2 o 1+(1/?) 2 0o P+1

+o0 1
/ nx) dx = 0.
0 1+ X2

donc
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Enfin, la fonction g,(t) = bt, t € I = ]0,4oo[ établit un changement de variable entre
Iet]O,+o00[;0na

+oo +oo
/ In(ax) dx = / In(abt) b dt
o x2+b? o b2+ b?
1 /+°° In(ab) + In(?)
1412

b Jo
+o00 +oo
_ ln(ab)/ 1 gt + 1/ In(?) dt
b Jo 141 blog 1+1¢

_In(ab) /+°° 1 it
b Jo 1+¢

7 In(ab)
2b

dt

Exercice 8

Montrer que

2 2
/ (o) dx < 22 o / In(x) dx
3/2 2 1

et que, quel que soit le naturel n plus grand ou égal a 3, on a

n—1
" In(n) / "
1 dx < In(k) + < 1 dx.
'/3/2 n(x) dx ,;2 n(k) > 1 n(x) dx

En déduire une estimation des valeurs des éléments de la suite’

|
S, = —2 —  (neN,).

n"e "v\/n

Solution

Les premicres inégalités s’obtiennent de fagon immédiate en utilisant la croissance et la
concavité de la fonction logarithme :

2 2 2 2
/ In(x) dx < In(2) ldx = ln;2) = ln(2)/ (x—1dx < / In(x) dx.
3 1 1

/2 3/2

Considérons alors le cas n > 3. D’une part, puisque la fonction logarithme est concave,
on a

In(x) > In(k)+ (x — k) (In(k + 1) = In(k)), Vx € [k, k+1],

1. On démontre en fait également par un procédé standard que cette suite converge vers une limite
finie. Cependant, pour en déterminer la valeur, qui est \/Z, on a recours a un outil supplémentaire, a
savoir des propriétés des intégrales de Wallis. Ceci sera développé dans 1’exercice 9 de la section 4 de
ce chapitre.
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donc

k+1 k+1 k+1 1
1 dx 2> In(k) + (x — k)1 dx = = (In(k) +In(k +1
/k n(x) dx /k (o) + (= in (=) ) dx = 3 (In(k) +Intie + 1)

quel que soit le naturel strictement positif k (cette inégalité exprime en fait que, sur
[k, k + 1], «’aire de la surface sous le graphique de la fonction logarithme » est plus

grande que celle du trapeze représenté dans le graphique suivant).

Y

y=In(z)

In(k+1)

In(k)

o k k+1

Il s’ensuit que

n n k
/ In(x) dx Z / In(x) dx
1 e J k-1

! Y (InGk = 1) + In(k))
2 k=2

v

n—1
= Zln(k) + l1n(n),
k=2 2

ce qui démontre 1’inégalité de droite.
D’autre part, la concavité du logarithme donne aussi

In(x) < In(k) + (x — k)(D1In)(k) = In(k) + % -1, Vx,k>0

(cette inégalité exprime en fait que le graphique de la fonction logarithme est « toujours
en dessous » de toutes les tangentes), donc

k3 k3 X
/ In(x) dx < / <ln(k)+ x_ 1) dx = In(k)
k k—% k

_1
2

quel que soit k > 0. Il s’ensuit que

n n—1 k+% n
/ In(x) dx Z / In(x) dx + / In(x) dx
3 k=2 k—% n—%

/2
n—1 n
Zln(k) + / In(x) dx
k=2 n—=yz

2

IA

IA

n—1

Z In(k) + 1 In(n),
k=2 2
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la derniére majoration venant du fait que la fonction logarithme est croissante.

Y 5
] In(z) dx _
./?:/2 (2) y = In(x)

X
0 /1 3/2 5
Y 4
Zln(k) + = 1In(5) y = In(z)
k=2
T e ECECECarar ey
In(3)
In(5)/24
In(2)
X
0 1 2 3 4
Y 5
/ In(z) dz y = In(x)
1 -
1
X
O 1 5

Cela étant, établissons des inégalités permettant d’encadrer les valeurs des éléments de
la suite S, (n € Ny).
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D’une part on a

n—1
Y in(k) + In(n) In((n—1) +
k=2 2

In(n!) — ln;n)

()

D’autre part, par intégration par variation de primitive, on obtient

In(n)

' _ = 3 (3) 43 2 (et
/3/21n(x)dx—nln(n) n 2ln<2)+2 —ln(ne e)

avec

et
/ In(x)dx = nln(n) —n+1 = In(en"e™).
1

Deés lors, on a

!
In (n"e‘”ek) < In (n_) <In(en"e™)

ou encore
k n!

< ———<e
n”e—”\/;

quel que soit le naturel n > 3.!
Exercice 9. Intégrales de Wallis?
1. Déterminer une relation de récurrence entre les intégrales de Wallis

/2
W, = / sin"(x) dx, neN.
0

En déduire que I'on a

T 2k -1 z (2n)!

w, === =2 . VneN,,
2 2k 2wy
o2k (2"n!y?

Wipet = = Vn e N,

2k + 1 Qn+ 1!’

1. Des valeurs approximatives de e*, \/2x et e sont respectivement 2,43 — 2,50 — 2,718.
2. Voir I’annexe.
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et

W,W,_, = 2’”—” Vn e N,.

2. Montrer que les limites suivantes sont finies et en déterminer la valeur en utilisant
les propriétés de la suite W, (n € N).

. VV,,+1 . T
@ lim - =1 (b) Jim uW, = /3
T 4K2 T . n!
¢) lim —— == (d)lim — = V2
( ) n—+0o0o0 kH] 4k2 — 1 2 ( )n—>+oo nt e \/; 7

Remarque. La limite (d) est appelée formule de Stirling! et permet de lever bien
des indéterminations de limites lorsque le théoréme de I’Hospital est inopérant.
En fait, elle est vraiment importante car elle donne le comportement asymptotique
de n! en utilisant des puissances.

Les intégrales de Wallis ont été introduites notamment pour obtenir une fagon
d’approcher 7 par des produits de nombres rationnels (cf (c)).

Solution

1. Remarquons que les intégrales de Wallis W, existent car il s’agit d’intégrales de
fonctions continues sur un intervalle fermé borné. On a

/2 ju /2
I/VO=/ ldx = =, VVl=/ sin(x) dx = 1
0 2 0

et, pour tout naturel strictement positif #,

7/2 /2
W, =/0 sin”“(x) dx /0 sin”(x) sin(x) dx

/2
- / sin”(x) D cos(x) dx
0
/2
= n/ sin" !(x) cos?(x) dx
0

/2
= n / sin”'(x) (1 -sin’(x)) dx
0

= nW,_ —nW,
donc
n
Wi = nt 1 W1
Cette relation et les valeurs W, = z/2 et W| = 1 permettent donc de trouver W, a
partir des W; d’indices inférieurs a n.

1. Voir ’annexe.
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Cela étant, a partir de la relation de récurrence, on obtient

2n—1 2n—1 2n—-73
W, = —W- = X W,
m n 2D 2n 2n—1)
L2k —1 T g 2k—1
-~  w.,. == =
g 2k 07 2 g 2k

dont on déduit

2k-1)
1

k=

[Teo

k=1
H(2k -1 H(2k)
k=1 k=1

(1)

2n)!
Qrnly?

n

NTES

SN

ST

De méme, on a

2n 2n 2n—2
I/I/2n+l

= W, ,= X
n+1 P41 T 2n—1

o2k o2k
sz+1W1 - H2k+1’

k=1 k=1

dont on déduit

[Teo
k=1

ﬁ(Zk +1)
k=1

n 2
k=1
ﬁ(Zk +1) ﬁ(Zk)
k=1 k=1

(2"n?
Qn+ D!
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Passons a la derniere égalité a démontrer. Pour tout naturel strictement positif #, on a

n—1_n-=-2
WW, = xS W LW,
n—2
= w._ W
n n=2""n-3

n—2_ n-3_ n-—-4

= X X w._.W
n n—2"n=3 "N
n—4

= w._ W
n n—4 -5

n
(1 . L
= WyW, sinestimpair

W W, sinestpair

si n est impair

ST

X
0=

W, sin est pair

S SI= S 3

\

x
2n
2. (a) Puisque la suite W, (n € N) est décroissante (sin™*!

positifs, on a

(x) < sin"(x)) et a éléments

W S W < W, VrneN,
donc aussi, vu la relation de récurrence,

n+1 _ Wi < W

= <1, VmneN.
n+2 w, — W, —
Des lors, le théoréme de I’étau donne
w,
lim —* = 1.
n—+oo

n

(b) D’apres le point (1) précédent, on a W, W,_, = xn/2n. Dés lors, quel que soit n,
ona

donc

(c) D’apres la formule de récurrence, on obtient

n

7T 2k —1 2k
Wa = SIIEL o W =[]

2 1 ok 2K+
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quel que soit le naturel strictement positif # ; il s’ensuit que

Wzn+1 -
- = = = , VneN,,
H2k+1n2k—1 H4k2 =T
donc
n 2 w-
lim” 4k = Z fjm 22l _
n—+co ol 4k2 -1 2 n—o4o WZn 2

(d) Pour tout naturel strictement positif n, posons
n!
n"e=" \/Z

Cherchons une relation entre cette expression et celle des W,. On a

S, =

S,, = _@emt (s,)” =

n
22nn2ne—2n \/2n

(n!)?

—’
n2ne—2nn

donc

Sy w2 Van
(S,)° ()22 2 z

Ainsi on obtient

S2 n 1 T 1

li = —4/z = —

n—+0oo (Sn)2 T 2 \/E

puisque, d’apres (b), lirll \/;VV,, = 4/7/2. Si on montre que la suite S, (n € N)

converge vers une limite finie r, on aura alors

. SZn r 1
lim = — = —,
-

n—+oo (Sn ) 2 r2

donc
r= Vi

ce qui permet de conclure.

Montrons donc que la suite S, (n € N) converge vers une limite finie. Cette suite
étant minorée (par 0), sa convergence est assurée si on montre qu’elle est décroisante.
Cela est fait dans ce qui suit.
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Pour tout naturel strictement positif #, on a successivement

1)!
S, = Sn+l: (n+ )

n!
= ————= 2
ne="\/n (n+ Dy+len=1y/n+ 1
1

1
>
myn T (e Vn+ 1
n+1)'vn+1
n"\/;

1 n+%
& (1+—> > e
n

=4

1 1
- - > 1.
= (n+2>ln(l+n) >1

Des lors, si on montre que la fonction

f n|—><n+%)ln<l+%>

est décroissante sur [2, +oo[, on pourra conclure car alors

= (e d(1+8) = o= ((+ (1)

> lim (;1n<1+1))
t—=+co t

> lim ln(l—+x)
x—0 X

> 1

quel que soit n > 2 et la suite étudiée est donc décroissante.

Montrons donc la décroissance de f. Cette fonction f est continfiment dérivable sur
]—1,+cc[etonya

1 1
n+— n+_
Df(n):1n(1+1)——2 — 1n(1+l)__2
n/ 21+ 31 n)  n(l+n)
= ln(l+l)—i_;_
n 2n 2(n+1)

Comme on a aussi’

x2 X3

In(1 <xX—=—+=, Vx>0,
n(l+x) <x 2+3 x>

. 2 3 .
1. Cela peut se prouver en montrant que la fonction x - x — = + X? —In(1 + x) est croissante sur
[0, +oo[ ou encore en utilisant le développement limité de Taylor : quel que soit x > —1 il existe u
compris entre x et 0 tel que

2 3 4
n(l+x)=x-2 4+ X
) =x= o+ - a1
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on obtient
1 1 1 1 1
D < —-—— - =
W L Y R PR TR
1 1 1 1

2n 2n " 33 2n+1)
3n2(n+1)=3n(n+1)+2(n+1) - 3n

6m3(n+1)
33 +3n* =30’ -3n+2n+2-3n°
6n3(n+1)
= 27" o Wns2
6n3(n+ 1)

La fonction f est donc bien décroissante sur [2, +oo[ et on peut conclure.

Exercice 10

Montrer que, pour tout réel strictement positif n et tout x € ] — n, n[, on a

(1+3) e <(1-2)
n n
En déduire que

v x2\" Vi 2 Vi x2\ ™"
/ <1——> dx S/ e dx < / <1+—) dx, Vn>0
0 n 0 0 n

et

Suggestion : utiliser les propriétés des intégrales de Wallis.

Solution

Démontrons que les inégalités données au départ sont correctes. Remarquons tout de
suite que comme on a

12X

(Hz)n _ enln<1+%) . (1_£>—n _ e—nln( n)

n n

et que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont croissantes et inverses
I’une de I’autre, les inégalités sont vérifiées si et seulement si

nln<1+z) <x S—nln(l—z), Vx| <n
n n
ou encore

In(l+y) <y <-In(l—-y), V]y|<l (%)
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Considérons alors la fonction
fiypy—In(l+y);
elle est indéfiniment continiiment dérivable sur ] — 1, +oo[ et sa dérivée premiere est

1 y
D =]1-—=—y>-1.
Sy 1+y 1+yy

Vu I’étude du signe de cette dérivée, la fonction admet un minimum absolu en O et des
lors

f=y-In(l+y) = f(0)=0, Vy>-1

La premiere inégalité de (*) est donc obtenue. La seconde en découle puisque si
|ly| < 1, alors | — y| < 1, donc

In(1 —y) < -y,

Oou encore

y<-=In(1-y).

En exprimant les inégalités pour x = —> (¢ € [0, \/;]), on obtient

Vi 2\" Ve Vi 2\
/ <1 ——) dt < / e dt < / <1+—> dt.
0 n 0 0 n

Cela étant, d’apres 1’exercice 4 de cette section 4, on a

Vi oy
/ <1_t_> dt = \/;%rwl
0 n

et

Comme on a

on obtient

. . n 1 /= \/;
Jm v/n W, = lim (\/2,1—“ Van+l W> = \@\E= 7
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et

n—+oo n—+oo 2n—2

lim \/n Wy, , = lim ( n \/2n—2VV2n_2> =4/1 f=ﬁ.

- est intégrable sur [0, +oo[, on a

+o0 \/Z T
/ e dt = lim e dt = %
0

n—+00 0

Ainsi, puisque t - e

Exercice 11

Soit une fonction f deux fois continiment dérivable sur un intervalle ouvert I de R.
Montrer que pour tout réel x de cet intervalle et tout réel htelque x + h € I,ona

1
fx+h) = f(x)+th(x)+h2/ (1 = 1) (D*f)(x + th) dt
0
et

f(x) 2 (resp. <) f(xq) + (x = x) D f(xq)

quels que soient x, x, € I lorsque la dérivée seconde est a valeurs positives (resp. a
valeurs négatives) sur 1.

Solution

Notons tout d’abord qu’étant donné x € I et tout réel A tel que x + h € 1, la fonction
t — (1 —1)(D*f)(x + th) est continue sur I’intervalle fermé borné [0, 1] et y est donc
intégrable.

Cela étant, I’égalité s’obtient directement par deux intégrations par parties. On a en effet,
avec F(t) = (Df)(x +th) et G(t) = f(x + th),

1
h/ (1 —1) (DF)(t) dt

0

1
—h(Df)(x) + h/ F(t) dt
0

1
h? / (1 —1) (D*f)(x + th) dt
0

1
—h(Df)(x) + / (DG)(1) dt
0
= —hDf(x)+ G(1) — G(0)
= —hDf(x)+ f(x+h)— f(x),

d’ou la conclusion.

Les inégalités s’ensuivent immédiatement puisque le terme contenant 1’intégrale est de
signe constant sous 1’hypothése supplémentaire du signe de la dérivée seconde.
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Exercice 12

Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs positives. Montrer que, quel que
soit le naturel n > 1,0on a

1 n 1
(/ymwﬁ s/‘ﬂmm
0 0
1 n+1 1 n
(/qf%ﬂm) s(/'f“%0m>
0 0

avec la convention 0" = 1.

et

Solution

Si f est la fonction nulle, les inégalités sont bien siir exactes.

Supposons donc que la fonction f ne soit pas identiquement nulle. Dans un premier

temps, supposons que
1
/ f'@)dt = 1.
0

D’apres I’exercice 9 de la sous-section 5.3 du chapitre 3, on sait que

x? 7

xy < —+ Z

P q

quels que soient les réels positifs x,y et les réels strictement positifs p,q vérifiant

(1/p) + (1/g) = 1.1l s’ensuit que

ﬂ0=fmxlsz) !

+1--, Vire[0,1],
n

donc

! 1 1
/'fMdt§—+l——=1.
0 n n

1
Dans un second temps, supposons que / f"() dt # 1. On définit alors la fonction g
0

par

-, 1€ [0,1].

1 1/
< f(s) ds>
0
1
/’ﬂmdt=h
0

Comme on a
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394

ce qui vient d’étre fait donne

1
/ gydt <1,
0
1 1 1/n
/ f@®dr < < f"(S)dS>
0 0

et la premiere inégalité est donc démontrée.

c’est-a-dire

La seconde s’en déduit. De fait, étant donné n > 1, en posant

n+1
n
et en utilisant la premiere inégalité (avec f” et p), on obtient

n+1 n

1 P 1 1 T 1 ;
< / f”(t)dt> </ f””(t)dt©< / f”(t)dt> s( | dr)
0 0 0 0
Oou encore
1 n+l1 1 n
(/ f”(t)dt) < (/ f"“(t)dt>
0 0

et on obtient ainsi la seconde inégalité annoncée.

Exercice 13

Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs positives et non identiquement nulle.
Montrer que

1
/ f @) dt ) 1/
lim 01— = lim (/ f@ dt) = sup f(o).
n—+o00 n—+o00 0 1€[0,1]
/ (@) dt
0

Solution

Posons
Iflle = sup f();
1€l0,1]
il s’agit d’un réel non nul car la fonction est continue sur [0, 1] et non identiquement
nulle.
Notons ensuite que les deux limites existent et sont finies car les suites qui interviennent

sont croissantes et majorées. De fait, on a d’une part 0 < f(r) < | f]l pour tout
t € [0, 1], donc
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1 1/n 1 1
</ f"(t)dt> < Iflle et /f"“(t)dt < ||f||°o/ fh@) dt
0 0 0

quel que soit n € N,,. D’autre part, la croissance de la suite

1 l/n
( / () dt> (n €Ny
0

est assurée par la seconde inégalité de I’exercice 12 de la section 4 de ce chapitre ; celle

de 1’autre suite, a savoir
1
/ fn+1(t) dt
0

O (heNy

1
/ () dt
0

résulte d’une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I’exercice 3 de la
section 4 de ce chapitre). De fait, on a

1 2 1 2 1 1
</ f”“(t)dr) = (/ f("/2)+1(t)f”/2(t)dt> < / f””(t)dt/ fr@ dt.
0 0 0 0

Par conséquent, on obtient

1 1
/ fn+1(t) dt / fn+2(t) dt
0 < 0

1 1
/ (@) dt / @) dt
0 0

Cela étant, dans un premier temps, supposons que

sup f(¥) = 1.

t€(0,1]

ce qui permet de conclure.

D’apres I’exercice 12 de la section 4 de ce chapitre, quel que soit le naturel n > 1, on a

1
| 1/n /f"“(t)dt
( f”(t)dt> <= <
0

<1.
/ (@) dt
0

Montrons que

et on pourra alors conclure dans ce cas.

Quel que soit € € 10, 1[, 'ensemble {¢t € [0,1] : f(¢#) > €} contient un intervalle
1, non réduit a un point car la fonction est continue sur [0, 1] et prend la valeur 1 en
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au moins un point (vu le théoréme des bornes atteintes) ; soit 7, la longueur d’un tel
intervalle. Comme on a

1/n 1 1/n
er/" < < / 1o dt) < ( / R0 dr> ,
I, 0

en passant aux limites, on obtient

1 1/n
e < lim </ 1) dt) .
n—+oo 0

Comme cette inégalité est valable quel que soit € € ]O, 1[, on obtient

1 1/}1
1 < lim </ @) dt>
n—+00 0

Pour obtenir le cas général, il suffit de considérer la fonction
f@
SUP,eqo.17 £ (X)
et de lui appliquer le résultat obtenu pour les fonctions dont la borne supérieure sur

I'intervalle est égale a 1.

et on conclut dans ce cas.

g = te€[0,1]

Exercice 14. Intégrale de Dirichlet

1. On consideére la fonction « sinus cardinal » définie par

sin(x)

X
Montrer que cette fonction n’est pas intégrable en +oco mais que la limite

r .
lim / SINC)
t—+o00 0 X

existe et est finie!. Elle est notée

—+oco -
/ sin(x) dx.
0 X

lim /[ sin(x) dx = /+°° sinz(x) dx.
t—+00 0 X 0 x2

3. Montrer que, quel que soit le réel strictement positif r, on a
.
. sin(x
lim / ) dx
t—>+00 r X

1. La limite porte le nom d’intégrale de Dirichlet (voir I’annexe) et ces fonction et limite apparaissent
notamment dans des problémes de physique ondulatoire.

2. Montrer que

396



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

Solution

o Exercices plus élaborés

1. La fonction donnée est continue sur ]0, +oo[ et admet une limite finie en O (a savoir

1). Elle est donc intégrable sur tout intervalle ]0, ¢] pour ¢ > 0.
Cela étant, pour t > 1, 0n a

/ sin(x) dx = _/ D cos(x) dx = —Coj(t)+cos(1)—/ cosgx) dx.
1 1 1

X X X

Comme la fonction

. cos(x)

2
est intégrable sur [1,+oo[ (elle y est continue et majorée par la fonction x + 1/x?)
et comme

lim cos(t) _

t—+o00 t

0,

on conclut que la limite étudiée existe et est finie.

Pour montrer que la fonction x — sin(x)/x n’est pas intégrable en +oo, on peut par

exemple procéder comme suit. Quel que soit le réel strictement positif x, on a

sin(x)
X

o sinf(0) _ 1—cos@x) _ ‘1—005(2x)
- B B 2x

X 2x
Ainsi, si on montre que la fonction
1 — cos(2x)
X —
2x
n’est pas intégrable en +oo, on pourra conclure.

On a
11— 2 " Dsin(2
/de _ ln(,)_/ Dsin(2x)
1 X 1 2X
in(2t in(2 "sin(2
— () — sin( )+ sin( )_l/ sin(2x) dx.
2t 2 2 /i x2
Comme la fonction
sin(2x)
H
X2

est intégrable sur [1,+oo[, la limite du dernier terme est finie quand ¢ tend vers
I’infini. Dés lors, on a

"1 —cos(2 in(2f) sin(2 "sin(2
lim cos(2x) dx = tim (In@)- sin( t)+sm( )_l/ sin(2x) dx
—+oo f, X =400 2t 2 2/, x2
. sin2) 1 [+ sin(2x)
= IHElmln(t) + > E./l 2 dx

= +oo.
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La fonction x — (1 — cos(2x))/(2x) n’est donc pas intégrable en +oo et ainsi
x + sin(x)/x ne I’est pas non plus.

2. La fonction x — sinz(x) / x2 est continue sur ]0, +oo[ et admet une limite finie en 0 ;
elle est intégrable en +oo car son module est majoré par la fonction x — 1/x2. Cela
étant, pour tout ¢ > 0, on a

t 2 t
/ sin”(x) dx = —/ sinz(x)Dl dx
0 x? 0 X

) t .
_smt(t) +/ 2 sin(x) cos(x) dx
0

.2 t .
2
_sin (t)+/ sin(2x) dx
0

t X

~ sin’(¢) N /2’ sin(x)
0

t X

X

dx,

donc

400 - 2 t 2 [
/ S gy = lim / S gy = lim / S0
0 xz t—+00 0 x2 t—+00 0 X

3. Quels que soient les réels ¢, r tels que t > r > 0, on a

t_: t
/ sin(x) I = — / D cos(x) I
. X P X

t
_ _cos(t) 4 cos(r) _/ cos(x) dx.
t r . X2
donc
t . t
/Sm(x)d <1 Ly lae 2
. X r . X2

d’ot la conclusion en passant a la limite sur .

Exercice 15. Calcul de I'intégrale de Dirichlet

1. Soit f une fonction continfiment dérivable sur un intervalle ouvert contenant
[0, 7z /2]. Montrer que I’on a

/2
lim sin(nx) f(x)dx = 0.

n—+o00
2. Rappelons que I’on a (voir I’exercice 10 de la section 2 de ce chapitre)
#/2 sin ((2n + 1)x) J x
A sin(x) Y=
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o Exercices plus élaborés

A partir de ces égalités, montrer que

7/2 sin ((2n + l)x) z
lim — —dx = =.
n—+oo [q X 2

En déduire la valeur de I’intégrale de Dirichlet, a savoir

/_’+°° sin(x) _ 7«
0 X - 2

Solution

1. Quel que soit le réel non nul n, une intégration par parties donne

/2
/ sin(nx) f(x) dx
0

1 /2
- _1 / D cos(nx) f(x) dx
0

n

/2
_Mf<£) + 1O l/ cos(nx) Df(x) dx,
n n Jo

n 2

donc

/2
0< / sin(nx) f(x) dx
0

2 V4
< = sup [f(X)| + = sup |Df(x)
1 xef0,x/2] 2n xe0,7/2]

Le théoreme de I’étau permet de conclure.
2. Considérons tout d’abord la fonction f définie par
1 1

sin(x) x’

fl) =

Cette fonction est définie et continfiment dérivable sur | — x, O[U]0, z[. Montrons
qu’elle se prolonge en une fonction continiment dérivable sur | —z, z[. Tout d’abord,
comme on a

lim f(x) = 0

(voir I’exercice 7 de la sous section 5.1 du chapitre 3), elle se prolonge en une fonction
continue sur | — z, z[. Ensuite on obtient que la fonction prolongée est dérivable en

0 car
. f(x)=0 . 1 1 1
lim ——— = lim - - — - =
x~0 X x=0 \ xsin(x) x2 6

(voir I’exercice 7 de la sous section 5.1 du chapitre 3). Enfin, la dérivée est continue
sur | — , z[ car on a explicitement

l si x=0
Df(x)
_eos) L L g s
sin®(x) x2
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avec

lim 1 cos(x)\ 1
=0\ x2  gin%(x) -6
(voir I’exercice 7 de la sous section 5.1 du chapitre 3).

Cela étant, puisque la limite qui définit I’intégrale de Dirichlet existe, on applique
le résultat obtenu dans la premiere partie de cet exercice avec f et en considérant n
naturel (pour utiliser le rappel) ; on obtient

/2

0 = lim sin((2n+1)x)< ! —l> dx
0

n—+o0o sin(x) X

. ( #/2 sin ((2n + 1)x) #/2 sin ((2n + 1)x) >
= lim / — ~dx - / —~ dx
n—+oo \ [ sin(x) 0 x

#/2 sin ((2n + Dx)

= Z _ lim —— dx
2 n—-+oo 0 X
T ) Q2n+1)x/2 sin(u)
= = — lim du
PR u
z
2

—+o0 -
3 / sin(x) dx
0 X

et on peut donc conclure.

Exercice 16. Intégrales de Fresnel!

Selon la théorie de Fresnel, 1a modélisation du phénomene de diffraction conduit a
étudier des intégrales du type (ici simplifi€)

n
)
/ e ™ dx, n>0
0

ou plutot a évaluer leur comportement lorsque n tend vers I’infini. En fait, ce type
d’intégrale représente 1’amplitude des ondes percues en un point apres diffraction.
En considérant les parties réelle et imaginaire, on est amené a étudier les limites

n n

lim cos(x?)dx et lim sin(x?) dx.
n—+oo 0 n—+oo 0

1. Montrer que ces limites existent et sont finies mais que les fonctions x - cos(x?)
et x — sin(x?) ne sont pas intégrables en +oo.
2. Relier les limites précédentes et
n
. cos(Ax
lim % dx
n—>+oo 0 X

bl

A étant un réel non nul.

. Voir ’annexe.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

o Exercices plus élaborés

3. En utilisant le fait que

n n 1 +o0 1
lim / cos(x?) dx — i lim sin(x?) dx = —/ —— dx,
n—>too [ n—+oo fo \/; 0 x2 + i
montrer que

n n
lim cos(x?)dx = lim / sin(x?) dx
n——+oo 0 n——+oo 0

et déterminer la valeur de ces limites.

Solution

Remarquons tout d’abord que comme les fonctions sinus et cosinus sont continues sur
R, elles sont intégrables sur tout intervalle du type [0, n], ou » est un réel strictement
positif.

1. Cela étant, quel que soitn > 1,0n a

/n cos(x?) dx = /" Dsin(x?) dx = sin(n?) _sin(l) 4 /” sin(x2) i
1 1 2x 2n 2 )

Comme lim sin(nz)/2n = 0 et comme la fonction x + sin(x?)/x? est intégrable
n—+o0o

sur [1, +oo[ (elle y est continue et de module majoré par la fonction x — 1/x?), la
limite
n
lim cos(x?) dx

n—+o00 0
existe et est finie. On procede de méme pour la seconde : on a

" " D cos(x?) cos(n?)  cos(1) /" cos(x2)
2
dx = — | 288D 4 - - dx.
/] sin(x”) dx /] o x o + > T x

Comme lim cos(nz)/ 2n = 0 et comme la fonction x + cos(x?)/x? est intégrable
n—+oo

sur [1,+oo[ (elle y est continue et de module majoré par la fonction x — 1/x?), la

limite

lim / sin(x?) dx
n—+co o

existe et est finie.

Montrons 2 présent que les fonctions x + cos(x?) et x + sin(x?) ne sont pas
intégrables en +o0. On a

1 + cos(2x?)

0< > = cos?(x?) < |cos(x2)', Vx eR
et
1 — cos(2x?
0< % = sin?(x?) < |sin(x2)|, Vx € R.
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Vu ce qui vient d’étre fait, la limite

lim / cos(2x?) dx
1

n—-+o0o
existe et est finie ; il s’ensuit que

"1 2x?2 "1- 2x?2

n—+oo 1 2 n—+oo 1 2

donc que les fonctions étudiées ici ne sont pas intégrables en +co.

. Comme la fonction cosinus est paire, on a cos(4x) = cos(|4|x) quel que soit le réel

x ; on considere alors d’abord A > 0.

Cela étant, la fonction x +— cos(4ix)/ \/; est continue sur ]0,+oo[ et y est de
module majoré par la fonction x +— 1 /\/;. Il s’ensuit qu’elle est intégrable sur
tout intervalle du type ]0,n], ou n est un réel strictement positif. La fonction
gty =1*/A, te I =10, \/E[ établit un changement de variable entre I et ]0,n[;

on a

n Vin 2 Vin
t
cos(4x) dx = / costr) 2t dt = i/ cos(t?) dt.
UVES o 1/Vi A Vi Jo
Il s’ensuit que, quel que soit le réel A non nul, on a
" cos(Ax) 2 !

lim dx = —— lim cos(x?) dx.

n—+oo [ \/; \/Wn—>+oo 0

. La fonction

1
[ ixe
x2+i
est continue sur R et on a
1 1 1
—| = <=, Vx #0;
x“+1 x4 41 X

I’intégrabilité de f sur R s’ensuit.

Cela étant, on a
/+oo 1 dx /+w x2 —i dx
0 x2 + i 0 x4 + 1

En définissant I et J par

+0o0 xz +00 1
1 = / dx e J = / dx,
0 X4 +1 0 X4 +1

dx =
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on a donc

I = \/; lim /0 cos(x’)dx et J= \/;nl-lgloo/o sin(x?) dx.

n—+o0o

De plus, la fonction g(r) = 1/¢, t € ]0, +oo[ établit un changement de variable entre
10, +o0[ et ]0, +o0[ ; on obtient

+001 1 +o00 t2
o 2 (/H+1) 0o 41

donc les deux limites sont égales.

Cela étant, pour obtenir la valeur de I et J, on utilise alors la technique classique de
la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. On a

X*4+1 = X*2x%+1-2x% = (x2 + 1)2—2x2 = (x2 +1+ \/5x> <x2 +1- \/5x>

et

2
1 + 1 =2x+1

xz—\/§x+1 x2+v2x+1 xt+1

/+oo< 1 1 >
+ dx
0 x2—\/5x+1 xX2+4/2x+1

+oco 2 2
5 + > dx
0 (\/Ex—l) +1 <\/§x+1) +1

i( lim arctan (\/Ex - 1) +Z 4+ lim arctan (\/5x+1) - E)
\/5 X—+00 4 X—+00 4

= Vo

Des lors, on a

21+ J)

On en conclut que

I =J = n
et par suite
lim ncos(xz) dx = lim nsin(xz) dx = ﬁ\/; = 1./z
n—+oo 0 n—+oo 0 4 2 2
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Exercice 17. Paradoxe de la trompette de Gabriel

IL EST POSSIBLE DE REMPLIR L'INTERIEUR
DE CETTE TROMPETTE AVEC UN VOLUME
DE PEINTURE FINI, MATS IL EST IMPOSSIBLE
D‘EN PEINDRE LA SURFACE LATERALE
\ AVEC UNE QUANTITE FINIE!

f O)/ JE CROIS

??i QUE C’'EST
/ DLI PIPEAU I}

& aia

Wm‘

% @é<

Une « trompette de Gabriel! » (ou solide hyperbolique aigu) est un ensemble de
I’espace construit par la rotation autour de 1’axe des abscisses de la courbe plane
d’équation cartésienne

1
(x+ 12’

ol a est une constante strictement positive.

x>0

y:

Si les fonctions qui figurent dans les intégrales suivantes sont intégrables, le volume

de cet ensemble est égal a
+oo 1
V,==x / —— dx
o (x+ 1)

et I’aire de la surface latérale est égale a

+oo 1 a2
A, = 27:/ +1dx.
o (x+D*V (x+ 1)2+2

1. Les représentations page suivante ont été trouvées sur Internet (https ://philosophicalmath.
wordpress.com/2017/ 07/02/gabriels-horn/et https ://www.pinterest.fr/pin/416442296785167935/).


https://philosophicalmath.wordpress.com/2017/07/02/gabriels-horn/
https://philosophicalmath.wordpress.com/2017/07/02/gabriels-horn/
https://www.pinterest.fr/pin/416442296785167935/
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o Exercices plus élaborés

1. Déterminer toutes les valeurs de a > 0 pour lesquelles la trompette posséde une
aire latérale finie.

2. Il existe des valeurs de @« > 0 pour lesquelles la trompette possede un volume
fini mais une aire latérale infinie. On arrive ainsi au paradoxe selon lequel il est
possible de remplir I'intérieur de la trompette avec un volume de peinture fini,
mais qu’il est impossible d’en peindre la surface latérale avec une quantité finie
de peinture ! Déterminer toutes les valeurs de @ qui conduisent a ce paradoxe.

Solution

1. Laire latérale A, est finie si et seulement si la fonction

a?
(x + 1)2a+2 + 1

est intégrable sur ]0, +oo[. Comme cette fonction est continue sur [0, +oo[, seule I’in-
tégrabilité en +oo doit étre examinée. Si on utilise le « critére pratique », la fonction
est intégrable en +o0 s’il existe 8 > 1 tel que la limite

0

Jim, (1£,600) = Jim (<£,0) = Jim | =

a?
(X + 1)2a+2 + 1

existe et soit finie.
Cela étant, comme

a2

lim m+l

X—>+00
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et comme la limite

existe, on a

Jim (x7£,()) =

lim
x—>+o0 \ (x4 1)

0

(x + 1)20+2 +1
x? . 1

im —— = lim —.
x—+o0 (X + 1)0‘ X—+oo x¥—0

im ———— X lim
x—=+o0 (X + 1)0‘ X—+00

Cette limite est finie si et seulement si @ — € > 0. Il s’ensuit qu’il existe 8 > 1 tel que
lim,_, (x9 fa(x)) existe et est fini si et seulement si a > 1.

Il reste donc a étudier le cas 0 < @ < 1. Comme on a

. . 1 1 si a=1
lim xf,(x)= lim = .
X—+00 fa( ) x—+oo xa—l { 400 si a<l,
on obtient directement que f, n’est pas intégrable en +oo lorsque a < 1.
Par conséquent, I’aire A, est finie si et seulement si a > 1.

2. La fonction

1

S = T 1)

est continue sur [0, +oo[ quel que soit @ et intégrable en +oo si et seulement si 2a > 1.
Ainsi, le volume V,, est fini si et seulement si a > 1/2.

D’apres le point 1, le paradoxe se produit donc lorsque

a€]0,1]0]1/2,+oo[=]%,1].

Exercice 18. Profondeur de pénétration dans un milieu résistif

On considere une particule initialement déposée sans vitesse initiale a la surface d’un
milieu résistif et qui pénétre dans celui-ci sous ’action de la pesanteur. La loi de
variation de la vitesse en fonction du temps ¢ est donnée par

! >0

v =te '+ ———, >
. (2 + 1)

et est esquissée sur la figure suivante.
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de pénétration ?

Solution

ordonnées

o Exercices plus élaborés

v(t)

abscisses

1. Calculer la profondeur de pénétration

x(t)=/ v(r)dt
0

de la particule en fonction du temps ¢.

2. Montrer que la profondeur de pénétration de la particule dans le milieu résistif
reste finie lors d’un passage a la limite en 4+oc0. Que vaut la profondeur maximale

1. La fonction v est continue sur [0, +oo[ ; elle est donc intégrable sur tout intervalle
fermé borné inclus dans [0, +oo[. La profondeur de pénétration x est donc bien définie

sur [0, +oo].

Cela étant, puisque chaque terme est intégrable sur le borné fermé [0, 7], ’intégrale
de la somme est égale a la somme des intégrales et on a successivement

x(1)

quel que soit ¢ > 0.

—(t+1De "+

T
+ = 1)2> dr
t t
/Te_TdT-i-/ SC—P
0 o (z241)?
! 1
[—Te_f]to+'/0 e tdr+ 3

P 1
—te™! — [e"]o - E/o D(72+1> dr

—(t+1)e"+1——[ ! ]

"D (72 + 1)
0 (T2+1)2

1

2072+1],
3__ 1
27 2@+ 1)

407



Chapitre 4 ¢ Calcul intégral

408

2. D’une part on doit vérifier que la limite tlim x(¢) est finie, ce qui est le cas puisque
—>+00

. 3 1 3
lim (—(+1)e’'+2 ——— | = 2.
xir?o<( LA 2(t2+1)> 2

D’autre part, comme Dx(¢) = v(¢) > O pour tout ¢ > 0, la fonction x est croissante
et la borne supérieure de ses valeurs est donc

. 3
tlg—noo X(I) N 5

(maximum non atteint).

Exercice 19

Soit .S un solide compris entre les plans d’équations cartésiennes x = aetx = b
dans un repere orthonormé.

Si A est une fonction continue sur ]a, b[ qui, a chaque x €]a, b[, associe I’aire de la
coupe transversale de .S par un plan orthogonal a I’axe des abscisses en x, alors le

volume de S est donné par
b
V= / A(x)dx.

Un chapiteau dont I’emprise au sol est un disque de rayon R est dressé comme suit.
Deux poteaux sont plantés en des points diamétralement opposés de la base circu-
laire et reliés entre eux par un céble horizontal tendu a une hauteur A. La toile du
chapiteau est ensuite déposée sur ce cble et fixée tout le long du cercle de base. La
toile ainsi tendue définit un espace intérieur dont les sections par des plans verticaux
orthogonaux au cable horizontal sont des triangles isoceles de base variable et de
hauteur A.

Calculer le volume intérieur du chapiteau.
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Solution

En choisissant le repere orthonormé de maniere telle que

— Dorigine O soit au centre de la base circulaire,
— T’axe des abscisses soit parallele au cable horizontal de fixation,
— I’axe des ordonnées soit orthogonal a I’axe des abscisses dans le plan de la base,

— I’axe des cotes soit parallele aux poteaux et dirigé vers le haut,

la circonférence de la base circulaire a pour équation cartésienne x> + y*> = R2. Dés
lors, pour tout x € [—R, R], la section du chapiteau par un plan orthogonal a I’axe des
abscisses en x est un triangle de hauteur 4 dont la base a pour extrémités les points

(x, -VR2- x2> et (x, VR? - x2>. L’aire d’un tel triangle étant donnée par

A(x)=%<2 R2—x2)h= R2—x2h,

la fonction A est une fonction continue sur I’intervalle borné fermé [— R, R]. Elle y est
donc intégrable et le volume du chapiteau est égal a

R R
V=/ A(x)dx:h/ VR?2 - x2dx.
-R -R

La fonction g(¢) = Rsin(t), t € I =] — x/2, x/2[ établit un changement de variable
entre I et | — R, R[ ; on obtient

/2 /2
V=nh / \/ R? — R?sin’*(r) Rcos(r) dt = hR? / cos(1) dt
—r/2

—r/2

puisque

\/ R? = R2sin%(t) = V/RZ cos?(r) = R| cos(t)| = Reos(t), Vi€ ]—g [

YRS

Comme ’intégrand est une fonction paire, on obtient finalement

=ZhRr2
2

/2 : z/2
V = hR? / (1 + cos(2t)) dt = hR [r + Sm;zr)]
0 0

Remarquons que cet exercice peut étre résolu directement a 1’aide de la géométrie. En
effet, I’aire de chaque section triangulaire est égale a la moitié de celle de la section rec-
tangulaire du cylindre. Comme le volume s’obtient par intégration de I’aire des sections,
le volume du chapiteau est égal a la moitié de celui du cylindre.
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JE sUIs ... J’AT UN CIRQUE QUT
DOCTEUR EN CHERCHE QUELQU’UN
MATHEMATIQUE ! POUR MONTER LEUR

/T, NOUVEAU CHAPITEAU !

Exercice 20

Soit une fonction f : R — R, continue sur R et & valeurs strictement positives et
soit F une primitive de f sur R. Si

lim F(x) =+
Xx—+0co
alors
lim G(x) =+,
X—+00

ou G désigne une primitive de la fonction x — f(x)/F(x) sur ]x,, +oo[ si F s’annule
en x; et sur R si F ne s’annule pas.

Solution

Notons tout d’abord qu’au vu des hypotheses, la fonction F s’annule au plus en un
point puisqu’elle est strictement croissante. Prenons aussi comme convention que si F
ne s’annule pas, la notation x,, sera assimilée a « —oo » chaque fois que nécessaire. Il
s’ensuit que F est strictement positif sur ]x,, +oo[, donc que la fonction G est strictement
croissante sur cet intervalle et admet par conséquent une limite en +oo.

D’une part, remarquons que, quels que soient a, b > x;;, , on a

b b
A4S dx > ! / f(x)dx =M:1_M'
o F() F(b) J, F(b) F(b)

D’autre part, puisque lim F(x) = 4+oc0 et que G est croissant, quel que soit a > X, il
X—+00

G(b) — G(a) =

existe R > a tel que

G(b) — G(a) > % Vb > R.
Cette inégalité implique que la limite de G en +oco qui existe, est nécessairement égale
a+oo.
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V4

Equations
différentielles

€) Rappels théoriques

Une équation différentielle est une équation qui fait intervenir des fonctions données
et les dérivées d’une fonction inconnue. Une telle équation sera dite linéaire si toute
combinaison linéaire de solutions est encore solution de 1’équation.

1.1 Définitions

Une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 1 (resp. 2) est une
équation différentielle du type

aDf +bf =g  (tesp. aD’f +bDf +cf = g)

ou g est une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R, ou a, b, c sont des
complexes (a non nul) et ou f désigne 1’inconnue (fonction dérivable (resp. deux fois
dérivable)) sur I. L’ équation homogene associée est I’équation considérée avec g = 0;
cette équation est linéaire. Le polynéme caractéristique associé est le polyndme

z+—az+b (resp. z + az* 4+ bz +¢)
et I’équation caractéristique associée est I’équation polynomiale

az+b=0 (resp. az’ + bz + ¢ = 0).

1.2 Propriétés
Structure générale de ’ensemble des solutions

Si fp désigne une solution particuliere de 1’équation différentielle, alors I’ensemble des
solutions est I’ensemble des fonctions

{ S+ fp o fg solution de I’équation homogéne} .

Structure de I’ensemble des solutions des équations homogénes

Une fonction f est solution de I’équation homogene d’ordre 1 si et seulement si elle
s’écrit sous la forme

cpe™, xel

ol z, = —b/a est la solution de 1’équation caractéristique et ol ¢, est une constante
complexe arbitraire.
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Notons z,, z, les solutions de I’équation caractéristique dans le cas de ’ordre 2. Lorsque
z| # z,, une fonction f est solution de 1’équation homogene d’ordre 2 si et seulement
si elle s’écrit sous la forme

cef 4 e, xel

ou ¢, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.
Lorsque z; = z,, une fonction f; est solution de I’équation homogene d’ordre 2 si et
seulement si elle s’écrit sous la forme

(e x+ce™*, xel

ou ¢, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Les fonctions x +— e** et x — e®* (resp. x — xe“* et x — e%¥) sont appelées
solutions fondamentales ; dans la suite nous les désignerons par u; et u,.

Remarque. Dans le cas des équations homogenes d’ordre 2, lorsque les coefficients
a, b, ¢ sont réels et que le discriminant A = b> — 4ac du polyndme caractéristique est
strictement négatif, on sait que les zéros de ce polyndme sont des complexes conjugués ;
il s’agit des complexes
—-b+iy/-A —-b—iv-
Z; = ——————, Zy = ———.
! 2a 2 2a
Dans ce cas, les solutions de 1’équation homogene peuvent aussi s’ écrire
V-A V-A

x | + ¢,sin x , x€l1I
2a

b
f(x) = e %" | ¢ cos
ou ¢y, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Recherche d’une solution particuliére

Etant donné une fonction g, une solution particuliere de 1I’équation d’ordre 1 est
b
Gy(x)e ", xel

ol G|, est une primitive de la fonction a~'g(x) e®/®*, x € I. La fonction G|, est donc
en fait une primitive de la fonction C qui vérifie I’équation

Ce o* = lg(x), xel.
a
Etant donné une fonction g, une solution particuliere de 1I’équation d’ordre 2 est
G () u(x)+Gy(x)uy(x), xel

ou G,,G, sont des primitives des fonctions C;,C, respectivement, lesquelles sont
solutions du systéme

{ Ci () (x) + Cy(x)uy(x) =0
C,(x)Du;(x) + Cy(x) Duy(x) = a~ ' g(x).
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Vu la facon dont sont obtenues ces solutions particulieres, cette méthode est appelée
«méthode de variation des constantes ».

Le cas des « exponentielles-polynomes »

Dans le cas ou le second membre (c’est-a-dire la fonction g dans la définition des
équations différentielles ci-dessus) est une fonction dite « exponentielle-polynome »,
c’est-a-dire une fonction du type

glx) = P(x)e*™, xeR

ou @« € C etou P est un polynome, on déduit du résultat précédent qu'une solution
particuli¢re de I’équation est de la forme

O(x)e™, xeR, Q étant un polynome de méme degré que celui de P
lorsque a n’est pas zéro du polyndme caractéristique,
Ox)xe™, xeR, Q étant un polyndme de méme degré que celui de P
lorsque @ est zéro simple du polyndme caractéristique,
o(x) x*e™, x€R, Q étant un polyndme de méme degré que celui de P

lorsque « est zéro double du polyndme caractéristique.

Autres équations

Les équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre plus élevé se
traitent de maniere tout a fait analogue. Par ailleurs, il existe une multitude d’autres
types d’équations différentielles ! Le but de cet ouvrage n’est pas d’en présenter une
théorie compléte ; nous donnerons cependant quelques exemples par la suite.

a Exercices de base résolus

Exercice 1

1. L’équation différentielle
(D,y)* =2y
est-elle linéaire ?
2. Montrer que la fonction g(t) = 312 -6t +2, t € R, vérifie le systéme
(Dy)? =12(y+ 1)

y0)=2
¥2)=2.
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3. Montrer que' la fonction
1 ] T
t) =cotan(t) — ——, t € 0,—[
50 O~ S 2
vérifie 1’équation
dy
2—+4+y =-1.
ar "7
4. Montrer que la fonction u : x = ¢, e“*, x € R, (¢}, ¢, € C) vérifie I’équation
différentielle
v(x)D*v(x) — (Dv(x))* = 0.
Solution

1. Cette équation n’est pas linéaire car une combinaison linéaire de solutions de cette
équation n’est pas solution de ’équation. Par exemple, la fonction t + #2/2 est
solution alors que la fonction ¢ — #> ne 1’est pas.

2. On a g(0) = 2 et g(2) = 2 ainsi que Dg(t) = 6t — 6 (t+ € R), la fonction g étant
dérivable sur R. En remplacant Dy et y respectivement par Dg et g dans le systeme,

les trois équations sont vérifiées.
3. La fonction donnée est dérivable sur ] 0,7/2 [ et pour tout réel 7 de cet intervalle, on a
—1 + cos(?)
Dg(t) = —
sin“(?)

d . P . .
En remplacant d_)t} et y respectivement par Dg(¢) et g dans I’équation donnée, celle-ci
est vérifiée.

4. La fonction u est indéfiniment continiment dérivable sur R et on a
Du(x) = ¢, ¢, 27, D*u(x) = ) (c2)2 e,
En remplagant dans 1’équation donnée, on constate que cette derniere est vérifiée.
Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant I’intervalle sur lequel
on travaille.

@4Df(x)+2if(x)=0 (b) D*f(1) =21 (1)
(© D*f(u)=0 (d) D*f(x)+ Df(x) = 2f(x) =0
(4D f(x) = f(x)=0 ® D*f(x)+f(x)=0

P 3N 92z . . 2
1. Les dérivées premiere et seconde de f(x), x € I s’écrivent parfois Z—f, Z—g, x€el.
X X
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Solution

Les solutions des équations précédentes s’obtiennent directement en cherchant les zéros
des polyndmes caractéristiques correspondants et en reprenant la forme des solutions
données dans le rappel théorique.

(a) L’équation caractéristique est 4z + 2i = 0 et sa solution est le complexe —i /2. Les
solutions sont donc les fonctions

f(x) = ce™? xeR
ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

(b) L’équation caractéristique est zZ2 — 2 = 0 et ses solutions sont —\/5 et \/5 Les
solutions sont donc les fonctions

f(t):cle_\/i’+c2e\/§’, teR

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(¢) L équation caractéristique est z> = 0 et sa solution, double, est 0. Les solutions sont
donc les fonctions

fWy=cu+c,, uelR

ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(d) L’équation caractéristique est z2 + z — 2 = 0 et ses solutions sont —2 et 1. Les
solutions sont donc les fonctions

f(x)=¢ e_2x+c2ex, x€R

ol c, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(e) L'équation caractéristique est 4z> — 1 = 0 et ses solutions sont —1/2 et 1/2. Les
solutions sont donc les fonctions

f(x)=¢ e_x/2+c2ex/2, x€eER

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(f) L’ équation caractéristique est zZ + 1 = 0 et ses solutions sont —i et i. Les solutions
sont donc les fonctions

f)=ce™+ce", xeR

ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires. Comme les coefficients sont
réels, on peut également écrire les solutions sous la forme

f(x) =c¢| cos(x)+ ¢, sin(x), x € R

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.
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Exercice 3
Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant I’intervalle sur lequel
on travaille (donner également les solutions réelles de 1’équation (g)).
(@) iDf(x)=3f(x)=1+x+x?
(b) Df(x) +if(x) = sin(x)
(©) Df(x)+3f(x) =e* + cos(x)
(d) D*f(x) = e
(@) D*f(x)+ Df(x) —2f(x) = e* + 4x%e> + 1
(®) 4D*f(x) = f(x) = cos*(x) = 1/2
(8 D*f(x) + f(x) = xe**
(h) D?f(x) + 2D f(x) + f(x) = (2 + cos(x))e™™

Solution

Les solutions des équations précédentes s’obtiennent en cherchant les solutions des
équations homogenes associées et des solutions particulieres.

(a) L’équation homogene associée est
iDf —3f=0;

I’équation caractéristique est donc iz — 3 = 0 et sa solution est —3i. Les solutions
de I’équation homogene sont donc les fonctions

fa(x) = ce* xeR

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

Cherchons une solution particuliere. Le second membre est un polyndéme, donc
une fonction « exponentielle-polyndme » et 0 n’est pas solution de 1’équation
caractéristique. Il s’ensuit qu’une solution particuliere a la forme

fp(x)=Ax>+Bx+C, xeR

ou A, B, C sont des constantes a déterminer.

On a

Dfp(x) =2Ax + B,
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donc
iDfp—3fp(x)=14+x+x*
& 2iAx+iB—3Ax2—-3Bx-3C=1+x+ x?

3A=1

o {2iA-3B=1
iB—3C=1
u
A=-1/3

& 2 B=-(3+2)/9
C =—(7+3i)/27.

Une solution particuliere de 1’équation de départ est donc donnée par la fonction
1 , 342 7+ 3i
3 9 27
Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
1 o, 3+2i 7+ 3i
—=x" = —Xx - ,
3 9 27
ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

, x €R.

f(x) =ce 3™ x€eR

(b) L’équation homogene associée est
Df+if=0;

I’équation caractéristique est donc z + i = 0 et sa solution est —i. Les solutions de
I’équation homogene sont donc les fonctions

fux) = ce™™ xeR
ou encore
S (x) = c(cos(x) —isin(x)), x € R

ol ¢ est une constante complexe arbitraire. Les coefficients de I’équation homogene
ne sont pas réels, mais le second membre peut s’écrire sous la forme

ix —ix

sin(x) = —.e
2i
Cherchons successivement une solution particuliere des équations dont le second
membre est
eix _ e—ix
207 2i

Pour le second membre « e’ /(2i) », fonction du type « exponentielle-polyndme »,
comme i n’est pas solution de 1’équation caractéristique, on sait qu’une solution
particuliere est de la forme

fpl(x) = A, x eR
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ou A est une constante a déterminer. On a

Dfp(x) = iAe™,

donc
eix . . eix —1
Dfp(X)+ifp(x)=— & iAde™"+ide" = — & A= —.
! ! 2i 2i 4
Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction
eix
—, x€eR
4

ou encore

cos(x) + i sin(x)

——

Pour le second membre « —e™'* /(2i) », encore du type « exponentielle-polyndme »,

comme —i est solution de 1’équation caractéristique, on sait qu’une solution parti-
culiere est de la forme

, x €R.

fpz(x) = Bxe™ xe€R
ou B est une constante a déterminer. On a

Dfp(x) = (—iBx + B)e™™,

donc
e—ix ix ix e—ix i
Dfp(x)+ifp(x)=-— < (—iBx+ B)e " +iBxe™" = - S B=—.
fp@) +ifp(0= -5 & ( ) oy :

Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction

ix —ix

—e ", xeR

2

ou encore
%(cos(x) —isin(x)), x € R.

Finalement, les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
) cos(x) +isin(x) = ix .
S (x) = c(cos(x) — i sin(x)) — % + ?(cos(x) —isin(x)), x € R
ol ¢ est une constante complexe arbitraire, ou encore

f(x) = <c’+ %)cos(x)+ <—i (c’ + %) + %)sin(x), x€R

ol ¢’ est une constante complexe arbitraire.
(c) L’équation homogene associée est
Df+3f=0;
I’équation caractéristique est donc z + 3 = 0 et sa solution est —3. Les solutions de
I’équation homogene sont donc les fonctions

fu(x) = ce™ xeR
ol ¢ est une constante complexe arbitraire.
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Cherchons successivement une solution particuliere des équations dont le second
membre est

e*,  cos(x).

Pour le second membre « e* », fonction du type « exponentielle-polyndme », comme
1 n’est pas solution de I’équation caractéristique, on sait qu’une solution particuliere
est de la forme

fP](x) =Ae*, xeR

ou A est une constante a déterminer. On a

Dfp (x) = Ae",
donc
Dfpl(x) +3fP1(x) =e" © dAe" =" © A= %
Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction
ex
—, x eR.
TR

Pour le second membre « cos(x) », comme il s’écrit aussi « Re™ » et que les coef-
ficients de I’équation homogene sont réels, une solution particuliere est donnée par
la partie réelle d’une solution particuliere de 1’équation

Df(x)+3f(x)=e".

Comme le second membre est une fonction du type « exponentielle-polynome »
et que i n’est pas solution de I’équation caractéristique, on sait qu’une solution
particuliere est de la forme

fp(x)= Be™, x eR
ou B est une constante a déterminer. On a
B ix
Dfpz(x) = iBe",

donc
3—i
10 °
Une solution particuliere de I’équation de second membre « cos(x) » est donc donnée
par la fonction

Dfp(x)+3fp(x)=e” ©iBe™ +3Be™ = ¢ & B =

R (3 i eix> = icos(x)+ €L sin(x), x € R.

10 10 10
Finalement, les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
X
fx)=ce ™+ ez + 13—0 cos(x) + % sin(x), x € R

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.
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(d) L’équation homogene associée est

D’f=0;

I’équation caractéristique est donc z2 = 0 et sa solution, double, est 0. Les solutions
de I’équation homogene sont donc les fonctions

Su(X)=cx+c, xER

ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.
La fonction e*, x € R est une solution particuliere évidente.

Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
fX)=cx+c,+e", xER

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(e) L’équation homogene associée est

Df+Df-2f=0;
1’équation caractéristique est donc z> 4+ z — 2 = 0 et ses solutions sont —2 et 1. Les
solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions
fux)=c e +ce", xER
ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Cherchons successivement une solution particulieére des équations dont le second
membre est

e, 4x?e®, 1.
Pour le second membre « e* », fonction du type « exponentielle-polyndme », comme

1 est solution de I’équation caractéristique, on sait qu'une solution particuliere est
de la forme

fP](x) = Axe*, x eR
ol A est une constante a déterminer. On a
Dfp(x) = A(x + De¥,  D*fp(x) = A(x +2)e*,
donc
D’fp(x)+ Dfp(x)—2fp(x) =€ & 34c" =¢" & A= %

Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction
X

*, x € R.
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Pour le second membre « 4x?e?* », encore du type « exponentielle-polynome »,
comme 2 n’est pas solution de I’équation caractéristique, on sait qu'une solution
particuliere est de la forme

fp(x) = (Bx* +Cx+ E)e™, x €R
ou B, C, E sont des constantes a déterminer. On a
Dfp(x) = (2Bx+C +2Bx*+2Cx +2E)e™
= (2Bx*+2(B+ CO)x+C +2E) &>

et
D2 fp(x) = (4Bx +2(B+C)+4Bx> +4(B + C)x +2C + 4E) o2
= (4Bx2 +402B +C)x +2B +4C + 4E) o2,

donc
D fp,(x)+ Df p, = 2fp,(x) = 4xe™

o (4Bx2 +(10B +4C)x + 2B +5C + 4E) % = 4262

4B =4
o 2 10B+4C=0
2B+5C+4E =0

B=1
& 9 C=-5/2
4E = —2+25/2

™

B=1
& 3 C=-5/2
E =21/8.

\

Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction
25 21 > 2
x“—=x+—)e”, xeR.
(=353
Pour le second membre « 1 », ¢’est immédiat : la fonction constante
x> =172
convient.
Finalement, les solutions de I’équation donnée sont donc les fonctions
5 21 1

f(x):cle_2x+(c2+§>ex+<x2—5x+§>ezx—5, xeR

ol ¢; et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(f) L’équation homogene associée est

AD’f -1=0;
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1’équation caractéristique est donc 4z> — 1 = 0 et ses solutions sont —1/2 et 1/2.
Les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions

fu) =c e+, e xeR

ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.
Le second membre s’écrit aussi
cos2x)+1 1 cos(2x)
T2 27 27
Cherchons donc une solution particuliere de I’équation dont le second membre est

2ix
M:m(e_)’ x € R.

x € R.

2 2

Comme les coefficients de 1I’équation homogene sont réels, une solution particuliere
est donnée par la partie réelle d’une solution particuliere de I’équation
e2ix

7

Comme le second membre est une fonction du type « exponentielle-polynome »

4D’ f(x) = f(x) =

et que 2i n’est pas solution de 1’équation caractéristique, on sait qu’une solution
particuliere est de la forme

fp(x) = Ae*™, x €R
ou A est une constante a déterminer. On a successivement

Dfp(x) = 2iAe*™ et D*fp(x) = —4Ae*™,

donc
eZix . . e2ix
4D2fP(x) — fP(x) = 7 = _16A621X _ Ae21x —
o —174c4 = O
1
S A=-——.
34

Une solution particuliére de I’équation de départ est donc donnée par la fonction

—S%S{ez"x = —3L4 cos(2x), x €R.

Les solutions de I’équation donnée sont donc les fonctions

f)=c e ey - % cos2x), xe€R

ol ¢; et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(g) L’équation homogene associée est

D’f+f=0;
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1’équation caractéristique est donc z> + 1 = 0 et ses solutions sont —i et i. Les
solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions

fuxX)=ce ™ +c e, xeR

ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Le second membre « xe?

* » est une fonction de type « exponentielle-polyndme »
et 2 n’est pas solution de 1’équation caractéristique ; on sait donc qu’une solution

particuliere est de la forme
fp(x) = (Ax + B)e*™*, x € R
ou A et B sont des constantes a déterminer. On a
Dfp(x) = QAx+A+2B)e¥ et D fp(x)= (4Ax +A(A + B)) 2,

donc

5SA =1

2 — oy p2X X = xe?*
D p(+fp() = xe™ & (543 + @A +5B)) ¢ = xe™ & {4A+5B =0,

ce qui fournit immédiatement
A=—- et B=——-A=-——.
5 25
Une solution particuliere est donc la fonction
X 4 ) 2x
= ——)e*, xeR.
(5 25
Les solutions de I’équation donnée sont donc les fonctions

—i i X 4 2
xX)=ce™+c e”‘+<———)ex, x€eR
f 1 2 5 25
ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires. Les solutions réelles sont

données par

1 4 4
5

f(x) = ¢} cos(x) + ¢ sin(x) + (% - %) e, xeR

ol c; et cé sont des constantes réelles arbitraires.

(h) L’équation homogene associée est
D*f+2Df+f=0;

I’équation caractéristique est donc z>+2z+ 1 = (z+ 1)? = 0 et son unique solution
est —1. Les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions

fux)=(x+c)e™, xeR

ol ¢; et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Cherchons successivement une solution particuliere des équations dont le second
membre est

2e7*,  cos(x)e .
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Pour le second membre « 2e™ », fonction de type « exponentielle-polynome »,
comme —1 est zéro double de I’équation caractéristique, on sait qu’une solution
particuliere est de la forme

fp(x)=Ax’e¢™, xeR
ou A est une constante a déterminer. On a

Dfp(x) = (2Ax — Ax*)e™ et D*fp (x) = 2A — 4Ax + Ax)e™,

donc
D*fp (x)+ 2D fp (x) + fp (x)
= (2A—4Ax+ Ax* +4Ax — 2Ax* + AxD)e™™
= 2Ae .
Ainsi

D’fp(X)+2Dfp(X)+ fp(x) =27 & A=1.
Dans ce cas, une solution particuliere est donc donnée par la fonction
x’e”*, x€eR.

Pour le second membre « cos(x)e™ = R (e1+)%) », comme les coefficients de
I’équation sont réels, une solution particuliere sera fournie par la partie réelle d’une
solution particuliere lorsque le second membre est donné par e~!*)*, Cette fonc-
tion est de type « exponentielle-polyndme » et, comme —1 + i n’est pas solution de
I’équation caractéristique, on sait qu'une solution particuliere est fournie par une
fonction du type

fp(x) =BT, xeR
ou B est une constante a déterminer. On a
Dfp(x) = (=1+i)Be™™ et D’fp (x) = (=1+i)’ BeT"** = —2i Be1+Y,
donc
D fp,(X) +2Dfp (x) + fp (x) = €7 & —BelTHY = 7Y o B =],
La partie réelle de cette fonction particuliere fp est donc
—ReH* = _cos(x)e™, x €R.

Finalement, les solutions de I’équation donnée sont les fonctions

f(x) = (clx +c,+ x> — cos(x)) e, xeR

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.
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Exercice 4

Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant I’intervalle sur lequel
on travaille.

@ DfW-fW=—— ®) DI -2f()=——
__ o €
© DIO+f0=1— @ D)~ f() = 2
© Df()+f()=—— () Df(x)~6Df(x)+9f(x)= T X*2
COS X X

Solution

Dans ces exercices, le second membre n’étant pas une fonction du type « exponentielle-
polyndme », on utilise la méthode de « variation des constantes » pour trouver une
solution particuliere.

Par ailleurs, il ne faut pas oublier que les constantes peuvent différer d’un intervalle a
I’autre.

(a) L’équation homogene est Df — f = 0 et le polyndme caractéristique z — z — 1 a
pour zéro le réel 1 ; les solutions de 1’équation homogene sont donc les multiples de
la fonction exponentielle.

Recherchons une solution particuliere. La fonction x — e™* /(1 — ¢*) est continue
sur Ry, ; elle est donc primitivable sur les intervalles | — oo, O[ et ]0, +-o0[. Sur chacun
de ceux-ci, on a

e~ 1 1 1
dx= | ——dx = (—+ )d
/l—ex X /e"(l—ex) X / ex  1—e* X
= /e‘x dx —/ e dx
I —e>

—e*—=In(]1 —e7)]).

[bd

Une solution particuliere est donc donnée par
—ef (e +In(Jl—e])) = —-1-e"In(|[1 —e7]), xeR,.
Des lors, les solutions de 1’équation de départ sont les fonctions
f)=(C—-In(e*=1)e* -1, x eR,

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

(b) L’équation homogene est Df — 2 f = 0 et le polyndme caractéristique z — z — 2 a
pour zéro le réel 2 ; les solutions de 1’équation homogene sont donc les multiples de
la fonction e**, x € R.
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Recherchons une solution particuliére. La fonction x — e™2¥ /(1 — ™) est continue
sur Ry ; elle est donc primitivable sur les intervalles ] — oo, O[ et ]0, 4+-o00[. Sur chacun
de ceux-ci, on a

—2x
/e—dx=/;dx = /( ! —i)dx
1—e>x e*(ex—1) ex—1 e
= /de—/e_xdx
] —ex

In(|[1—e*)+e™.

[bd

Une solution particuliére est donc donnée par
e +In(|[l—e)) = e +e¥In(Jl —e™*]), x€R,.
Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
fx)=(+In(Jle™* —1])e¥ +¢* x € R,

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

(c) L’équation homogene est Df + f = 0 et le polyndme caractéristique z — z+ 1 a

pour zéro le réel —1 ; les solutions de 1I’équation homogene sont donc les fonctions
fu®=ce’, t€R

oll ¢ est une constante complexe arbitraire.

Cherchons une solution particuliere sur R. La fonction ¢ +— ¢'/(1 + ey étant
continue sur R, elle y est donc primitivable. Sur R, en travaillant par substitution,
on a

1
/ 1+ee2f dtz[/ 1+1u2 d”]uze,z[ar“an(uﬂmﬁarctan(es

et, ainsi, une solution particulieére f, est donnée par
fp(x) = arctan(e’) e, 1t € R.
En conclusion, les solutions de 1’équation donnée sont les fonctions
f@ = (c + arctan(e’)) e, teR

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

(d) L’équation homogene est Df — f = 0 et le polyndome caractéristique z — z — 1 a

pour zéro le réel 1 ; les solutions de 1’équation homogene sont donc les multiples de
la fonction exponentielle.

Recherchons une solution particuliére. La fonction x — 1/ sin(x) est continue sur les
intervalles du type I, =lkn, m + kx| (k € Z). Sur chacun de ceux-ci, en travaillant
par substitution, on a

/.1 dx=/5in(x)dx=/ﬂdx=—[ Ldr] .
sin(x) sinz(x) 1- COSZ(X) -7 1 =cos(x)
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La décomposition en fractions simples permet d’écrire

1 1 1 1 1+1¢
dt = + dt ~ =1 — ).
/1—1‘2 /<2(1—t) 2(1+:)> 2“(‘1—t‘)
On a donc, sur chacun des intervalles 1,
/ NS S ‘M ~n
sin(x) 2 1 — cos(x)

Ainsi, sur I'union des I, une solution particuliere est la fonction donnée explicite-
ment par

1 — cos(x)
14 cos(x) |

1 — cos(x)
1 + cos(x)

X

1 — cos(x)

= 1 M X I
fxX)=|c+In T coso) e,xEU X

ou ¢ est une constante complexe arbitraire.

(e) L’équation homogene est D> f + f = 0 et le polyndme caractéristique z — z> + 1
a pour z€ros les complexes —i et i ; les solutions de 1’équation homogene sont donc
les fonctions

e +ce™, xeR
ou encore
¢, cos(x) + ¢, sin(x), x€R

ol ¢, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Recherchons une solution particuliere. La fonction x — 1/ cos(x) est continue sur
les intervalles du type I, =1—x/2+kx,n/2+ kx| (k € Z); cherchons une solution
particuliere sur ces intervalles. Commengons par résoudre le systéme

0
1/ cos(x)

C,(x) cos(x) + C,(x) sin(x)
—C,(x) sin(x) + C,(x) cos(x)
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en tout x € U I,. On a successivement
kez

C(x)cos(x) + Cy(x) sin(x) =0
—C;(x)sin(x) + C,(x) cos(x) = 1/cos(x)

C,(x) cos(x) + Cy(x) sin(x) =0

{ —C,(x) cos(x) sin(x) + C,(x) cos?(x) =1
C,(x) cos(x) + C,y(x) sin(x) =0

{ C,(x) (sin*(x) + cos?(x)) = 1

{ C,(x) = —tan(x)
C,(x)=1.

Ainsi, sur chacun des intervalles I,, une primitive de C; est la fonction
x  In(| cos(x)|) et une primitive de C, est la fonction x — x. Sur 1'union des
1, une solution particuliere est la fonction donnée explicitement par

In(] cos(x)|) cos(x) + x sin(x).

Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions

¢, cos(x) + ¢, sin(x) + In(] cos(x)[) cos(x) + x sin(x)

= (¢; +1In(] cos(x)|)) cos(x) + (¢, + x) sin(x), x €& U I,
kez

ou ¢y, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

(f) L’équation homogene est D> — 6Df + 9f = 0 et le polyndme caractéristique
z+ z2—6z2+9 = (z — 3)* a 3 pour zéro double; les solutions de 1’équation

homogene sont donc les fonctions
(c;x+c)e™, xeR

ou ¢y, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Recherchons une solution particuliére. La fonction x +— (9x% +6x +2)/x* est conti-
nue sur R ; cherchons sur cet ensemble une solution particuliere. Commencgons par
résoudre le systeéme

C, (x)xe>* + Cz(x)e3" =0
C,(x)(1 + 3x)e>* + 3C,(x)e** = (9x* + 6x + 2) /x>

428



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

e Exercices de base résolus

en tout x # 0. On a successivement

C, (x)xe> + Cz(x)e3x =0
{ C,(x)(1 + 3x)e** +3C,(x)e** = (9x? + 6x +2)/x°
Cy(x) = —xC;(x)
{ C(x)d+ 3x)e™ — 3x C (x)e** = (9x? + 6x +2)/x°
G (x) = —x Cy(x)
{ C,(x) = e (9x2 + 6x +2)/x>.

Sur R, primitivons a présent chacun des termes formant la fonction C,. On a

—-3x —3x —-3x
/e2 dx=—/e_3XDldx=—e —S/e dx
x X X X

et

—-3x
¢ dx = _1 52_3"Di dx
x3 2 x2

e

Il
|
S
= &
|
| W
|
o
=1 4
=
|
w
(o)
=1 L
=
Q
)
N————

|
|
[
|
w
=
(O8]
ml
w
=
1\©
[
|
o
=
QU
=

On obtient donc

2

3
_3x —3x -3x
9/e dx+6/e dx+2/e dx
X x2 x3
—3x —3x —3x
9/e dx—6<e +3/e dx>
x x x
e—3x 36—3)( 9 e—3x
+2(-—+ +2 d
< 2x? 2x 2/ x

e—3x 3e—3x

x2 x
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et aussi

2
/Cz(x)dx=—/xC1(x)dx=—/Me_3xdx

x2

—3x —3x
—9/e_3"dx—6/e dx—Z/ezdx
X X
—3x —3x —3x
3e‘3"—6/e dx—2<—e —3/" dx>
X X X

26—3x
P

~ 37 4
Ainsi, sur R, une solution particuliere est donnée explicitement par
xe3x/C(x)dx + e3x/C(x)dx = —l—3+3+2 =1
1 2 = =
x x x
Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
3x 1
(c;x+c)e™+—, x€R,,
x

ou ¢y, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Exercice 5

1. Résoudre I’équation différentielle
iDf(x)+3f(x)=2x+1i

en précisant I’intervalle sur lequel on travaille.
Déterminer ensuite la solution qui s’annule en 1.

2. Résoudre I’équation différentielle
2D?f(x) + Df(x) = 2x

en précisant I’intervalle sur lequel on travaille.
Déterminer ensuite la solution qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée premiere vaut 0
en l.

Solution
1. I’équation homogene associée est
iDf+3f=0;

I’équation caractéristique est iz+3 = 0 et son zéro est 3i. Les solutions de I’équation
homogene sont donc les fonctions

fu(x)=c S xeR

ol ¢ est une constante complexe arbitraire.
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Cherchons une solution particuliere sur R puisque le second membre g:x +— 2x+ i
est une fonction continue sur R. Comme on peut écrire g(x) sous la forme
(2x + i)e®, produit d’un polyndme du premier degré et d’une exponentielle dont le
coefficient O de I’argument n’est pas solution de 1’équation caractéristique, il existe
une solution de la forme

fp(x)=Ax+B, x€R
ou A et B sont des constantes a déterminer. Puisque D fp(x) = A,ona

3A=2 A=2/3

iDfp(x)+3fp(x) =2x+i © iA4+3Ax+3B =2x+i & {iA+3B=i < B=i/9.

Ainsi, on obtient une solution particuliere

2x i
==+ - R
Sp(x) 3 +9,x€

et les solutions de 1’équation donnée sont les fonctions
i 2x
fX)=ce*+ ==+ - xeR
39
ol ¢ est une constante complexe arbitraire.

Déterminons la solution f qui s’annule en 1, c’est-a-dire telle que f(1) =0.On a

ce’ + % + é = O@ce3[+—6;l =0oc= __69_’(3—3(
La solution cherchée est donc la fonction
6+i 3i(x—1) 2x i
=-— +=+_-,xeR.
f(x) 9 e 3 9 X

. L’équation homogene associée est

2D*f +Df =0;

I’équation caractéristique est 2z +z = 0 et ses solutions sont —1 /2 et 0. Les solutions
de I’équation homogene sont donc les fonctions

) =c +ce™? xeR

ou ¢, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Cherchons une solution particuliecre sur R puisque le second membre
g . x — 2x est une fonction continue sur R. Celui-ci est une « exponentielle-
polyndme » et O est une solution de 1’équation caractéristique. Il s’ensuit qu'une
solution particuliere est de la forme

fp(x)=(Ax+ B)x = Ax>+ Bx, x€R
ou A et B sont des constantes a déterminer. On a

Dfp(x) =24Ax+ B et D*fp(x)=2A,
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donc

2D fp(x) + Dfp(x) =2x & 2(QA)+2Ax+ B =2x
2A-Dx+4A+B=0

A=1
4A+B=0

A=1
&
B=-4

Ainsi, une solution particuliere est donnée par la fonction

¢

fp(x) = x?—4x, xeR
et les solutions de I’équation donnée sont les fonctions
fX)=c;+ce?+x*—4x, x€R

ol ¢; et ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Déterminons la solution f qui vaut 1 en 1 et dont la dérivée premiere vaut O en 1. On
doit donc résoudre le systeme

f=1

Df(1)=0.

On a
f(h=1 et e P41 -4=1
Df(1)=0 (=¢,/2) e 2 +2-4=0
cl+c2/\/z =4
=4
~c,/(2V/e) =2
o {‘32:_4\/z
c,=4-(-4)
- {cz——4\/g
;=38

La solution recherchée est donc

fx)=8—-4y/ee ™ + x> —4x, x €R.
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Exercice 6. Distribution verticale du phytoplancton

De facon treés simplifiée, on peut décrire la distribution verticale P du phytoplancton
dans ’océan au moyen du modele

kD?>P(z) —yP(z) + pe™% =0

DP0)=0
lim P(z) eR
Z—>+00

ou z désigne la profondeur (z = 0 a la surface), k est le coefficient de diffusion
turbulente, y le taux de mortalité (broutage par le zooplancton) du phytoplancton, u
le taux de croissance maximum et « le coefficient d’extinction de la lumiere dans la
colonne d’eau. Les parametres «, y, p et a sont des constantes strictement positives.
1. Déterminer P dans le cas général ol y # a’k.

2. Déterminer P dans le cas particulier oll y = a’k.

Solution

1. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients constants
d’ordre 2. L’équation homogene associée est k D>P(z) — yP(z) = O et le poly-
ndme caractéristique z +— kxz> — y a pour zéros —\/J//_K et 1/y/k. Les solutions de
I’équation homogene sont donc les fonctions

Py(z) = eV 4, eVI/Mz 2 e R

ou c;, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Cela étant, cherchons une solution particuliere. Comme le second membre
g . z — —pe % est une « exponentielle-polyndme », produit d’un polynéme de
degré 0 et d’une exponentielle dont le coefficient —a de I’argument n’est pas zéro du
polyndme caractéristique puisque y # ka2, une solution particuliére est de la forme

Po(z)=Ae™, zeR
ol A est une constante a déterminer. En substituant cette expression dans I’équation
donnée, on a successivement

u

KAd?e ™™ —yAe ™ = —pe™ o (ka’-yp)A=-u o A= —.
Yy —ka

Les solutions de I’équation de départ sont donc les fonctions (adaptées au contexte,
a savoir z > 0 et fonction a valeurs réelles)

P(Z) = Cle_(\/y/_'(> z + C2€<\/J//_K) z + L —az

e %  zel0,4+o0[
y —ka?
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ol les constantes ¢, ¢, sont des constantes réelles arbitraires. Déterminons les valeurs
des constantes en utilisant les données supplémentaires. De fait, d’'une part on a

(v

lim P(z) = liErn ce =0eR & ¢ =0
Z—>+00

z—+00

D’autre part, on a successivement

DP0)=0 < —c, \/ze_(\/y/_’()z - Se ™ =0
K

Yy —Ka

(04
SR A 7
K y—kKka
[04
R cl=_\/2_#2'
Y v —Kka

Ainsi, lorsque y # ka?, la solution du probléme est donnée par la fonction

P(z) = Lz (e_‘“ - a\/ge_\/y/_”) , z¢€][0,+o0l.
Yy —Ka Y

2. Lorsque y = ka2, I’équation donnée au départ s’ écrit

z=0

kD?>P(z) — ka*P(z) = —pe %
et les solutions de I’équation homogene associée sont donc les fonctions
Py(z) =cie™ + e, z€R

ou ¢y, ¢, sont des constantes complexes arbitraires.

Cela étant, cherchons une solution particuliere. Cette fois, le coefficient de I’expo-
nentielle du second membre g : z +— —pe % est un zéro simple du polynome
caractéristique. Des lors, une solution particuliere est de la forme

Pp(z) = Aze™™, z€eR
ou A est une constante a déterminer. Pour tout z € R, on a
DPp(z) = Ae™™ (1 —az) et DZPP(z) = Ae™*(=2a + a’z) ;

des lors on obtient successivement

KkAe (=2 + a’z) — ka’*Aze % = —pe™¥
& KkA(-2a+a’z) —ka’Az=—p
e A= L.
2ak

Ainsi, les solutions de 1’équation de départ sont donc les fonctions (adaptées au
contexte, a savoir z > 0 et fonction a valeurs réelles)

P(z) =cie™ " + e + 2Lze_“z, z € [0, +o0[
aK
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ol c¢;,c, sont des constantes réelles arbitraires. Déterminons les valeurs des
constantes en utilisant les données supplémentaires. De fait, d’une part on a encore

lim P(z) = lim e = 0eR & ¢ =0.

Z—>+00 Z—>+00

D’autre part, on a successivement

DP0)=0 < ((—ozc1 + ZaLK(l - az)) e"”)z =0

=0
& —ac) + SL
20k
u
=4 c| = .
'™ 202k

Ainsi, lorsque y = ka? , la solution du probléme est donnée par la fonction

H H _ H -
P(z) = et —ze ¥ = 1+az)e ™, ze€]0,+oo[.
@) 202k 20k 2a21<( ) [ [

Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes, en spécifiant I’intervalle sur lequel
on travaille.

(@) Df(x) = cos(x) +2f(x) (b) 2D f(x) + 4f (x) = e

(© D*f(x) = f(x) =1+ () 9D*f(x) - Df(x) =1

(€) D*f(x) —4f(x) =1+ () D’ f(x) +4f(x) = sin(4x)

(g8) D>f(x) + Df(x) = xe* (h) D’ f(x) +2Df(x)+ f(x) = 1 +sinx

M) 9D f(X)+6Df () + f(x)=e3 () iD*f(x) - f(x) =&

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes,en spécifiant 1’intervalle sur lequel
on travaille.

P @D+ 0=

sin(x)

() D2 f(x) — f(x) = —

c0s2(x) eX +ex
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Exercice 3
Résoudre les systemes suivants, en spécifiant I’intervalle sur lequel on travaille.

( AD’f(xX)+ f(x)=x>+x+2
(@4 f(0)=0
Df(0) =2

( AD’f(x)+ Df(x) = x
by f(H=1
DF(1) =0

iDf(x)+2f(x) = 3i
© { fA)y=i

Exercice 4

1. Soit r > 0 et la fonction y(x) = Vr2 — x2, x € [-r,r]. Montrer qu’elle vérifie
I’équation différentielle

yD,y+x=0, x€]l—r,rl.

2. Dans certaines conditions, la température de surface y d’un objet change au cours
du temps selon un « taux » proportionnel a la différence entre la température de
I’objet et celle du milieu ambiant, que ’on suppose constante et que 1’on note y,,.
On obtient ainsi 1’équation différentielle

Dy(t) = k(yy — y(1))

ol k est une constante strictement positive. Cette équation est appelée « loi du
refroidissement de Newton » et elle est utilisée notamment pour déterminer le
temps écoulé entre la mort d’un individu et la découverte de son corps.

Résoudre cette équation et montrer alors que la température de 1’objet se rapproche
de la température ambiante au fur et & mesure que le temps passe.

Solution 1

Les solutions sont les fonctions suivantes.

(@) f(x)=ce* —(2/5)cos(x)+(1/5)sin(x), x € R ol ¢ est une constante complexe
arbitraire.

(b) f(x) = (c+x/2)e >, x € R ol c est une constante complexe arbitraire.

(©) f(x) = cje™ + c,e¥ — x> — 3, x € R ol ¢|,c, sont des constantes complexes
arbitraires.

(d) f(x)=c; +c,e° —x, x € Rol ¢y, c, sont des constantes complexes arbitraires.
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(e) f(x)=ce >+ (c2 + x/4) e**—1/4, x € Rolc,, ¢, sont des constantes complexes
arbitraires.

®) f(x) = cje ™ + c,e?™ — (1/12)sin(4x), x € R ol ¢,c, sont des constantes
complexes arbitraires (ou encore ¢, cos(2x) + ¢, sin(2x) — (1/12) sin(4x), x € R).

(8) f(x) =cj+c, e +(x/2-3/4) e*, x € Rouc, etc, sont des constantes complexes
arbitraires.

(h) f(x) =(;x+c)e*+1—-(1/2)cos(x), x € R ol ¢, et ¢, sont des constantes
complexes arbitraires.

@) fx)=(1x+c, + (x2/18))e"‘/3, x € R ol ¢, et ¢, sont des constantes complexes
arbitraires.

G) f(x) = cle(\/a/z)(_l”)x + cze(ﬁ/z)(l‘i)x — (1 +i)/2)e*, x € Rou ¢ et ¢, sont des
constantes complexes arbitraires.

Solution 2

Les solutions sont les fonctions suivantes.
@) f(x) = (c;+x)cos(x)— (¢, + In(| cos(x)|) sin(x)) , x € J 1-7/2+kx, n/2+kx[
kez

ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes arbitraires qui peuvent varier en fonction
de I'intervalle.

(b) f(x)=(c; —(A/HIn(1 + e 2))e* + (c; — (1/4)In(1 +e*))e™, x ER ol ¢, ete,

sont des constantes complexes arbitraires.

Solution 3

Les solutions des systemes sont les fonctions suivantes.
(@) f(x) =6cos(x/2)+2sin(x/2)+ x>+ x -6, x €R.
(b) f(x)=x*/2 —4x+33/2 - 121794 x e R,

(©) f(x)=(=i/2)e*>"D +3i/2, x eR.

Solution 4

1. La fonction y est dérivable sur | — r, r[ et, sur cet intervalle, on a

—X

V2 —x2

2. Les solutions de cette équation sont les fonctions y(t) = ce ™  +y,, t € R ol c est
une constante réelle arbitraire d’apres le contexte. Comme k > 0,ona lim y(r) = y,.
t—>+o0

yD,y+x=Vr?—x2 +x=0.

437



Chapitre 5 ¢ Equations différentielles

@) Exercices plus élaborés

Exercice 1

Depuis un recensement de la population d’un pays, on constate que la vitesse
d’accroissement de la population est, a tout instant, proportionnelle au nombre d’ha-
bitants a cet instant. Apres combien de temps depuis ce recensement cette population
aura-t-elle triplé sachant qu’elle a doublé en 50 ans ?

J‘AT UN GROS
PROBLEME AVEC
LLES RECENSEMENTS
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~ SUR LUT !

Solution

Si P(t) désigne la population au temps ¢, I’équation différentielle qui traduit I’énoncé
est

DP@) = kP(t)

ol k est une constante réelle. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients
constants d’ordre 1 homogene. Ses solutions sont les fonctions

P@t) = cé, teR

ou ¢ est une constante réelle arbitraire non nulle vu le contexte. Cela étant, I’expression
du fait que la population a doublé en 50 ans est

P(50) = 2P(0) < ¢’ = 2¢,
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ce qui permet d’obtenir la valeur de k, a savoir

K = ln(Z).
50
La traduction de la question posée est la suivante : on cherche ¢ tel que
P@) = 3P(0)

et on obtient alors successivement

P(t) = 3P0) & ce' =3¢ & kt = In(3) & t= ln](€3)‘

Puisque la valeur de k est connue, on conclut que, depuis le recensement, la population
aura triplé apres 50 1n(3)/In(2) ~ 79,248 ans, donc environ 79 ans.

\
e

PRETE POUR
L'EXERCICE 2 ? | OUT !

VAS-Y !

Exercice 2

La vitesse initiale d’une balle roulant sur un sol horizontal est égale a 10 m/s. Vu les
frottements, la vitesse décroit avec un taux constant de 2 m/s%. Quand la balle sera
arrétée, quelle distance aura-t-elle parcourue depuis son point de départ ?

Solution

Notons v(?) la vitesse de la balle en m/s au temps ¢ en secondes. Puisque la vitesse initiale
est égale a 10 m/s, on a

v(0) = 10

439



Chapitre 5 ¢ Equations différentielles

et comme elle décrofit avec un taux constant de 2 m/s2, on a
Du(t) = -2.

On obtient ainsi qu’il existe une constante c telle que v(f) = =2t + ¢, ¢t € R et puisque
v(0) = 10, on obtient ¢ = 10. Ainsi

u(t)==-2t+10, t e R.

La balle sera a I’arrét lorsque sa vitesse sera nulle, c’est-a-dire au temps ¢, = 5. Cela
étant, si on désigne par e(?) la distance parcourue au temps ¢, on a

De(t) = v(t) = -2t+10, t € R,
donc
e(t) = —t* + 10t + ¢(0), 1 € R.
Quand la balle sera arrétée, comme e(0) = 0, elle aura donc parcouru une distance de

e(ty) — e(0) = =5 +10X5=25m.

Exercice 3

Reprenons I’exercice du chapitre 3 traitant de I’évolution des populations en présence
de «facteurs limitants » (voir I’exercice 8 de la sous-section 5.3 du chapitre 3).

Compte tenu du probleéme posé, on doit donc résoudre I’équation différentielle
N(t
DN(t) =r <1 - %) N()

ol r est une constante strictement positive dépendant du type de population concerné,
ot K > 0 est I’effectif maximal de la population et ou N est la fonction inconnue
(population), définie et continue sur [0, +oo[, dérivable sur ]0, +oo[ et telle que

K> N(1), Vit>0.

Etablir que les solutions sont les fonctions
K

N({t) = ——, t>0
1+ cye™"
ol
. _k-NO
7 NO
Solution

La preuve du fait que les fonctions données sont effectivement solutions de I’équation
figure au chapitre 3 (voir I’exercice 8 de la sous-section 5.3 du chapitre 3).
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Montrons a présent que si une fonction N (avec les propriétés imposées) vérifie
I’équation, alors elle s’écrit nécessairement comme indiqué. On a, pour ¢ > 0,

N

o Exercices plus élaborés

DN(t)=r <1 - %) N()
& DN =~ (K=N®) N@
KDN(1)
54

¢

No (K-NG@)

1 1
DN® <N(t) txC N(t)> =7
DIn(N() — DIn(K — N(t)) = r

Dln <N—(I)> =r
K- N@®)

deeR :

A’ >0 :

3’ >0

A’ >0 :

A’ >0 :

N(@) _
In <K——]V(t)> =rt+c

N©®H
—— = (e
K- N
© N@t) = c'e" (K — N (1))

Kc'e"
1+ce?
Kk
1+(/c e

rt

N() =

N() =

En passant a la limite pour ¢ — 0%, on obtient

donc

_ K
NGO = L+ 1/
1 _ K-N(©
¢ N

et on a bien la forme de N indiquée dans I’énoncé.

Exercice 4

ceccccccece.

Soit une fonction g
différentielle

R — R, continue et bornée. Montrer que 1’équation

Df+f =g

admet une unique solution bornée.
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Solution

L’équation différentielle donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients
constants d’ordre 1 dont I’équation homogene est D f + f = 0. L’ensemble des solutions
est donc I’ensemble des fonctions qui s’écrivent

e <c + / e'g() dt) ,XxER
0

oll ¢ est une constante complexe arbitraire.
Des lors, si ¢ € C est tel que

f(x) = > <c + /xe’g(t)dt>, x€eR
0

est une fonction bornée sur R, alors

lim (e*f(x)) =0 =c+ li / e'g() dt,
X—>—00 X=>= Jo

0
c =/ e'g(t) dt

puisque la fonction ¢ — €’g(t) est intégrable en —oo. On obtient donc 1’unicité.

donc

Pour terminer, montrons que la fonction

f(x) = e_"/ e'gt)dt, x eR

[Se]

est bornée. C’est immédiat car si M > 0 est tel que |g(x)| < M pour tout x, alors

If(x)ISe"‘M/ ddi = M.

Exercice 5

Soit une fonction f : R — R, continliment dérivable. Montrer que si

lim (f@)+Df) =0

alors
lilzl f(x) =0 et lirJP Df(x) = 0.
Solution
Posons

g(x) = f(x)+Df(x), x €R.
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N

La fonction f est donc solution de 1’équation différentielle linéaire a coefficients
constants d’ordre 1

DF +F=g.

Vu la forme des solutions d’une telle équation, il existe donc ¢ € C tel que

flx) =e* <c + /X e'g() dt> )
0

lim e™* = 0,
X—>+00

Comme

il reste a vérifier que si

lim g(x)= 0

X—>+00

alors

lim e"‘/ e'g(t)dt = 0.
0

Xx—+00

Soit € > 0. Comme la limite de g en +o0 est nulle, il existe A > 0 tel que |g(¥)| < € si
t > A. On obtient donc

X A x
e_"/ e'g(t) dt‘ < e_"/ e'lg()| dt + ee_x/ e dt
0 0 A
A
= e_x/ e'lgn)| dt + ee”™ (e* —e?)
0
A
< e_x/ elgt)| dt + ¢
0

pour tout x > A. Il existe ensuite N > A tel que

A
e_x/ e'lgt)| dt < e, Vx> N.
0
La conclusion s’ensuit.

Exercice 6. Application de la loi du refroidissement de Newton

Un médecin arrivant sur le lieu d’un crime constate que la température du cadavre est
de 32 °C et que la température de 1’air ambiant est de 18 °C. Deux heures plus tard, la
température du cadavre est descendue a 26 °C. En utilisant la « loi du refroidissement
de Newton » (voir I’exercice 4 de la section 3 de ce chapitre) et en supposant que la
température du corps au moment du déces était de 36 °C, déterminer le temps écoulé

depuis la mort de la victime jusqu’a I’arrivée du médecin.
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JE PRENDS
SA TEMPERATURE
POUR SAVOIR
A QUELLE HEURE
IL AETE
REFROIDI !

B
A,

Solution

En notant T'(¢) 1a température (en degrés Celsius) du corps a I’instant ¢ (en minutes), le
taux de refroidissement du corps DT vérifie la loi de Newton

DT() = k <Tair - T(z))

ol Ty, = 18 et et ou k est une constante de proportionnalité.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 1. Le po-
lyndme caractéristique associé est z — z + k et s’annule uniquement en —k ; ainsi,
I’ensemble des solutions de 1’équation homogene est 1’ensemble des fonctions

Ty (t) = ce™, teR

ou ¢ est une constante réelle arbitraire. Comme le terme indépendant est la fonction
constante g : t +— 18k qui est continue sur R, on peut chercher une solution par-
ticuliere de I’équation différentielle sur R. On constate directement que la fonction
t = Tp(t) = Tyir = 18 en est une. Ainsi, la température du corps est donnée par

T(t) = Ty (1) + Tp(t) = ce™ + 18, teR.
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Considérons a présent que le cadavre est décédé au temps ¢ = 0 et notons 7, le temps (en
minutes) écoulé entre le déces et I’arrivée du médecin. Vu les données du probleme, on
obtient alors successivement

T(0) =36 c+18=36

T(t,) =32 o { ceMa418 =32

T(t,+120) =26 ce kU A120) 118 = 26
c=18

& 4 18e7Ma =14
18e_k’ae_120k =8

N\ 7

c=18
& 3 % =14/8
e M = 14/18

c=18
& 9 k=In(7/4)/120
t, =120 (n(9/7)/ In(7/4)).

Autrement dit, on a 7, = 53, 89. Par conséquent, le temps écoulé depuis la mort de la
victime jusqu’a I’arrivée du médecin est 54 minutes.

Exercice 7. Mouvement d'une corde a sauter

La forme prise par une corde a sauter mise en rotation par deux enfants placés aux
extrémités de la corde et synchronisant leurs mouvements est la représentation de la
fonction x — y(x) vérifiant

D <T(x)Dy(x)> + p()ty(x) =0, x €]0,][ et yO0) =) =0

ou / désigne la distance entre les deux enfants, @ la vitesse de rotation de la corde,

x € [0,/] — T'(x) la tension dans la corde et x — p(x) la masse de la corde par unité

de longueur. On suppose que T'est dérivable sur ]0, /[.

Déterminer les vitesses w et les formes de la corde associées pour lesquelles il y a

effectivement une rotation

1. lorsque la tension dans la corde et la masse par unité de longueur sont des
constantes strictement positives.

2. lorsque la tension dans la corde est donnée par x — T(x) = e** et que la masse
unitaire de la corde varie selon la loi x = p(x) = pye** oll p, est une constante
strictement positive.
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Solution

1. Dans le cas ol la tension dans la corde est constante, c’est-a-dire T(x) = T pour

tout x € [0,/], ’équation donnée est I’équation différentielle linéaire a coefficients
constants homogene

TD*y(x) + po’y(x) =0, xe]0,I[.

Le polyndme caractéristique z — Tz + pw? a pour zéros les complexes —iw+/p/T
et iw/p/T ; les solutions sont donc les fonctions

y(x) = cle_[“’V”/T" + czeia’ PITx xelo,l]

y(x) = ¢, cos (a)\/; x> + ¢, sin <a)\/; x> , x€]0,/[

ou ¢;, ¢, sont des constantes réelles arbitraires, vu le contexte.

ou encore

Déterminons les fonctions qui satisfont aux conditions données. On a successivement

=0 =0
) =0 ¢, sin <a)l p/T> —0
& a=0 =0
=0 sin(a}l p/T>:0

C1=O C1=0
< ou
=0 dkeZ . wl\/p/T = kn.

La fonction identiquement nulle est évidemment solution : elle correspond au cas
ou la corde est parfaitement tendue entre ses extrémités, ce qui ne permet pas une
rotation de la corde a proprement parler. Les vitesses critiques permettant une rotation
de la corde sont donc celles correspondant aux autres solutions, a savoir les vitesses

T kn

, keZ
p 1

a)k=

qui correspondent aux formes données par

Vi(x) = ¢, sin (a)k\ / % x) = ¢, sin (@), x €1]0,1],

ou k est un entier.
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En pratique, de maniére naturelle, c’est le premier mode, c’est-a-dire k = 1, qui
apparait ; il s’agit du cas ou la corde forme « un seul pont » entre ses extrémités.

Y k=1 Y k=2 Y k=5

C21 Co Co
x . WAL

I AV AT

2. Dans ce cas-ci, on a

D (eszy(x)) + p0e2xa)2y(x) =0 o e*D*y(x)+2e**Dy(x)+ poezxcozy(x) =0
& D?y(x)+2Dy(x) + pocozy(x) =0.

On doit donc encore traiter une équation différentielle linéaire a coefficients constants

homogene d’ordre 2. Le polyndme caractéristique est z — z2 + 2z + pyw? et, selon

le signe de son discriminant A = 4 — 4p w? = 4(1 — p,w?), les solutions prennent
des formes différentes.

Cas ou A > 0, ¢’est-a-dire pyo® < 1
Dans ce cas, le polyndome caractéristique a pour zéros les réels

—1=14/1 - py@? et —144/1-pya?;

les solutions sont donc les fonctions

1) = e, LTIV VI o,

’

ou c;,c, sont des constantes complexes arbitraires que 1’on prendra réelles étant
donné le contexte.

En tenant compte des conditions données au départ, on obtient successivement

y(0)=0 - c,+¢c,=0
D =0 I D G
cy=—¢
=N Cl [e<—1— 1—p0w2)1 3 e<—1+m)l ~0

Cl=0
02=0.

Ainsi, I’unique solution est la fonction identiquement nulle (corde tendue).
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Cas ou A = 0, c’est-a-dire pyw’ = 1
Ici, le polyndme caractéristique a le zéro double —1; les solutions sont donc les
fonctions

yx)=(c;x+cye™, xe€]0,l[

ol ¢, ¢, sont des constantes réelles arbitraires, vu le contexte.

En tenant compte des conditions données au départ, on obtient successivement

»(0)=0 c; =0 ¢, =0
{ yH=0 < { cle™ =0 < ¢, =0.

Ainsi, I’unique solution est encore la fonction identiquement nulle.

Cas ou A < 0, c’est-a-dire pyw® > 1
Le polyndme caractéristique a pour zéros les complexes conjugués

=1 —iy/pyw? -1 et —14iy/pyw* —1;

les solutions sont donc les fonctions

EENmr=" (-1 =)

¥(x)=ce + cye , x€]0,1[

ou encore

y(x)=e" <C1 cos <\/Pow2 -1 x) + ¢y sin <\/Pow2 -1 x>> , x€]0,/[

ou c;, ¢, sont des constantes complexes arbitraires, que ’on prendra réelles avec la
seconde expression étant donné le contexte.

En tenant compte des conditions données au départ, on obtient successivement

=0 _ =0
y()=0 e‘lczsin< pow? — 1 )=O
sl a=0 =0
=0 sin( p0w2—11>:0

Cl = 0 Cl = 0
= ou
¢, =0 dk e Z : \/pyw?*—11=knr.
Ainsi, on retrouve la solution identiquement nulle, mais également des solutions non
nulles correspondant aux vitesses

22 + 12

, keZ.
pol?

a)k=

448



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

o Exercices plus élaborés

Les formes correspondantes de la corde sont donc modélisées par les représentations

graphiques des fonctions

yi(x) = cpe”* sin <\/p0a)i -1 x) = c,e” sin (kzlr_x) , xelo,lf,

ou k est un entier.

Y k=1 Y k=2 Y k=5

Co Co CoA
| NA o
1 7 \/ Y

449






o)
=
=}
=
7]
5]
5]
Q
7]
=]
=}
=
=
=]
=]
=}
s
=
2
31
=
=]
g
o
o
=
e
5
=
|
=
=}
=}
=
a
©

Annexe

€) Notations et appellations

1. L’ensemble des naturels est noté N; si on enléve 0, I’ensemble est alors noté N,.
De méme pour les entiers, a savoir Z et Z,. Pour I’ensemble des nombres réels et
complexes, ce sont les notations R et C qui sont utilisées.

2. Notations pour le produit scalaire, le produit vectoriel et la norme : si X et y sont deux
vecteurs, leurs produits scalaire et vectoriel sont respectivement notés

Xey, XAy
et la norme est notée

I1%]I-

w

Si f désigne une fonction, il ne faut pas confondre fof (composition) et 2 qui est
la notation utilisée pour x — (f(x))?. Ainsi, par exemple, nous utiliserons aussi la
notation sin’(x) et cos?(x) pour désigner le carré de sin(x) et de cos(x).

4. Soit P : x — ax? + bx + ¢ un polyndme du second degré ; le nombre
A = b* — dac

est appelé discriminant ou réalisant du polynome.

5. La notation AB désigne la longueur du segment d’extrémités A, B. Ce segment est,
quant a lui, noté [AB].

6. Pour alléger le texte, nous avons régulierement écrit resp. a la place de respective-

ment.

7. Une fonction d’une variable réelle qui est dérivable est aussi continue. Ainsi, si
une fonction est dérivable a tous les ordres, toutes ses dérivées sont continues. Dés
lors, les fonctions indéfiniment dérivables sont donc exactement les mémes que les
fonctions indéfiniment continiment dérivables.

Informations bibliographiques et historiques

La plupart des informations bibliographiques sont extraites de Wikipedia.

2.1 Cardan et Dal Ferro

Dal Ferro est né a Bologne en 1465 et y décédé en 1526 il a été professeur d’arithmé-
tique et de géométrie a I’université de Bologne.
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Jérome Cardan est un mathématicien, astrologue, joueur, inventeur et médecin italien
né en 1501 et mort en 1576 a I’issue d’une vie tumultueuse. On lui doit par exemple
I’invention des joints de transmission, et les « cardans » des automobiles portent donc
son nom. C’est dans son célebre ouvrage Ars Magna qu’a été publiée la méthode de
résolution des équations cubiques, découverte indépendamment par Dal Ferro puis Tar-
taglia, et celle des équations de degré 4 due a son disciple Lodovico Ferrari. Grace a
Abel et Galois, nous savons depuis le début du XIX¢ siecle qu’il n’existe pas de formule
de résolution de I’équation générale de degré 5.

L’équation du deuxiéme degré ax? + bx + ¢ = 0 n’a pas de racines réelles précisément
quand le discriminant b> — 4ac est négatif, donc quand les formules de résolution n’ont
pas de sens dans ’ensemble des réels. Mais le troisieme degré nous confronte a un
phénomene radicalement différent. C’est lorsque le discriminant 4p* + 274> est négatif,
donc lorsque la formule de Dal Ferro trouvée vers 1500 et souvent appelée formule de
Cardan n’a « plus de sens », que I’équation a trois racines réelles. Ceci est démontré dans
le chapitre 3. Ainsi, Bombelli considére en 1579 I’équation x> —15x —4 = 0 et ose écrire

4= \3/2+ V-121+ \3/2— V-121.

Il faudra environ deux siécles de plus pour que les nombres complexes soient pleine-
ment acceptés. Notons encore que chaque nombre complexe a trois racines cubiques,
et qu’il faut donc préciser comment ces racines cubiques se combinent pour que la
formule de Dal Ferro donne bien trois racines (et non neuf). Ce travail sera fait par
Euler, avant d’étre approfondi par Lagrange puis Galois.

2.2 Cauchy

Augustin Louis Cauchy est un mathématicien francais, membre de I’Académie des
sciences et professeur a I’Ecole polytechnique ; il est né a Paris le 21 ao(it 1789 et mort a
Sceaux le 23 mai 1857. Né un mois apres la prise de la Bastille et décédé sous le Second
Empire, il connaitra bien des régimes politiques. Royaliste, il s’exilera pourtant de 1830
a 1838 pour ne pas préter serment a Louis-Philippe dont il ne reconnait pas la 1égitimité.
Cauchy a été 1’'un des mathématiciens les plus prolifiques de tous les temps, avec pres
de 800 parutions et 7 ouvrages. Ses recherches couvrent I’ensemble des domaines ma-
thématiques de I’époque. On lui doit notamment en analyse I’introduction des fonctions
holomorphes et des criteres de convergence des suites et des séries entieres. Ses travaux
sur les permutations ont été précurseurs de la théorie des groupes. En optique, on lui
doit des travaux sur la propagation des ondes électromagnétiques.

2.3 Cesaro

Ernesto Cesaro est un mathématicien italien, né le 12 mars 1859 a Naples et mort tra-
giquement a Torre Annunziata, le 12 septembre 1906, en essayant de sauver son plus
jeune fils de la noyade. Il est connu pour ses contributions a la géométrie différentielle
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et a la théorie des séries. Les moyennes de Cesaro ont été congues pour donner un sens
a la somme de certaines séries divergentes.

2.4 Dirichlet

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet est un mathématicien allemand, né le 13 février
1805 a Diiren (Allemagne) et mort le 5 mai 1859 a Gottingen (Allemagne). Etudiant a
Paris de 1822 a 1826, il y croisa Abel qui le qualifia de “mathématicien treés subtil”. Il a
apporté de profondes contributions a la théorie des nombres, en créant le domaine de la
théorie analytique des nombres, et & 1a théorie des séries de Fourier et d’autres sujets en
analyse mathématique ; il est crédité d’étre I’un des premiers mathématiciens a donner
la définition formelle moderne d’une fonction.

Pour la petite histoire : son grand-pere paternel avait émigré a Diiren apres avoir quitté
Richelette, village voisin de Liege en Belgique. C’est de la que vient son patronyme
Lejeune Dirichlet : « le jeune de Richelette ».

2.5 Euler

Leonhard Euler est un mathématicien et physicien suisse, né le 15 avril 1707 a Béle
(Suisse) et mort le 18 septembre 1783 a Saint-Pétersbourg (Empire russe). Euler a fait
d’importantes découvertes dans des domaines aussi variés que le calcul infinitésimal
et la théorie des graphes. Il a également introduit une grande partie de la terminologie
et de la notation des mathématiques modernes, en particulier pour 1’analyse mathéma-
tique, comme la notion de fonction mathématique. Il est aussi connu pour ses travaux
en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie. Ses oeuvres
completes constituent plus de 80 volumes.

2.6 Fermat

Pierre de Fermat est un magistrat, physicien et mathématicien francais né dans la
premiere décennie du X VII® siecle a Beaumont-de-Lomagne (France) et mort a Castres
(France) en janvier 1665. Il a trés peu publié et c’est par sa correspondance que nous
connaissons ses travaux en théorie des nombres, en analyse et en optique. On lui attribue
en particulier le résultat concernant la décomposition des nombres premiers du type
4k + 1 en somme de carrés de naturels.

2.7 Fibonacci

Leonardo Fibonacci est un mathématicien italien né vers 1175 a Pise et y décédé en
1250. 11 avait, a I’époque, pour nom d’usage « Leonardo Pisano ». Il est encore ac-
tuellement connu en francais sous I’équivalent « Léonard de Pise » et se surnommait
parfois lui-méme « Leonardo Bigollo » (bigollo signifiant « voyageur » en italien). Des
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son plus jeune age, il a accompagné son pere a Bejaia (Bougie) en Algérie, ou il a ap-
pris la numération de position et découvert son efficacité. S’il est bien connu pour la
suite de Fibonacci, il a surtout joué un réle d’une importance considérable en introdui-
sant le savoir mathématique des musulmans, et en particulier les chiffres indo-arabes,
en Europe.

2.8 Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier est un mathématicien et physicien frangais né le 21 mars
1768 a Auxerre et mort le 16 mai 1830 a Paris. Egyptologue et Préfet du département de
I’Isére sous le Premier Empire, il est également mathématicien. Il est connu pour avoir
formalisé la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction quel-
conque en une série trigonométrique convergente. Ces décompositions sont appelées
séries de Fourier ; la méthode de calcul permettant de passer de facon réversible d’une
fonction a la série trigonométrique correspondante est une transformation de Fourier.
Cette méthode tres féconde est devenue incontournable en théorie du signal, imagerie
numérique, compression de données, dans 1’exploitation des systemes 3G, 4G.

2.9 Fresnel

Augustin Fresnel est un ingénieur et physicien frangais, né en 1788 a Broglie (France)
et mort en 1827 en France également, a Ville-d’Avray. Il est célebre pour sa théorie
ondulatoire de la lumiere, laquelle s’oppose a la théorie corpusculaire d’Isaac Newton.
La mécanique quantique moderne réconciliera ces deux points de vue.

2.10 de L'Hospital

Guillaume Francgois Antoine de L"Hopital, parfois orthographié de L.’ Hospital, marquis,
est un mathématicien frangais né en 1661 a Paris et y décédé en 1704. 11 est connu pour
la régle qui porte son nom : la regle de L’Hopital, qui permet de calculer la valeur d’une
limite pour une fraction ou le numérateur et le dénominateur tendent tous deux vers
zéro. 11 est aussi ’auteur du premier livre en francais sur le calcul différentiel Analyse
des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes.

2.11 Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz est un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien,
diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand né a Leipzig le 1¢ juillet
1646 et mort a Hanovre le 14 novembre 1716. Esprit polymathe, il occupe une place
primordiale dans I’histoire de la philosophie et I’histoire des sciences (notamment des
mathématiques) et est souvent considéré comme le dernier « génie universel ». Leibniz
est également un précurseur de la logique moderne.
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2.12 Mercator

Gérard Mercator est un mathématicien, géographe et cartographe, né en Belgique en
1512 et mort en Allemagne en 1594. 1l est connu pour la projection de Mercator qui
représente le globe terrestre de facon conforme, c’est-a-dire en respectant les angles,
mais qui augmente fortement les surfaces lorsqu’on s’approche des pdles.

2.13 Newton

Isaac Newton est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astronome et
théologien anglais, puis britannique. Il est né en janvier 1643 a Woolsthorpe Manor
(Royaume-Uni) et décédé le 31 mars 1727 a Londres. C’est une figure emblématique
des sciences. 1l est surtout reconnu pour sa théorie de la mécanique classique, pour
sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Gottfried
Wilhelm Leibniz, du calcul infinitésimal. Mais il a produit de nombreux autres travaux.

2.14 Pythagore

Pythagore est un réformateur religieux et philosophe grec qui serait né aux environs de
580 av. J.-C. a Samos, une ile de la mer Egée au sud-est de la ville d’Athénes ; on établit
sa mort vers 495 av. J.-C., a I’age de 85 ans. Il aurait été également mathématicien et
scientifique selon une tradition tardive. La vie énigmatique de Pythagore permet diffici-
lement d’éclaircir I’histoire de ce réformateur religieux, mathématicien, philosophe et
thaumaturge. Il n’a jamais rien écrit ; I’authenticité des quelques lignes qu’on lui attribue
n’est pas établie.

2.15 Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann est un mathématicien allemand, né le 17 septembre
1826 a Breselenz, Etat de Hanovre, et mort de tuberculose le 20 juillet 1866 a Selasca,
hameau de la commune de Verbania (Italie). Influent sur le plan théorique, il a apporté de
nombreuses contributions importantes a 1’analyse et a la géométrie différentielle, dont
certaines ont permis par la suite le développement de la relativité générale. La conjecture
qu’il a formulée en 1859 - appelée maintenant Hypotheése de Riemann - est considérée
comme le probleme ouvert le plus important des mathématiques.

2.16 Rolle

Michel Rolle est un mathématicien francais né a8 Ambert (France) le 21 avril 1652 et mort
a Paris le 8 novembre 1719. Il est principalement connu pour avoir établi, en 1691, dans
le cas particulier des polynomes réels a une variable, une premiere version du théoréme
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qui porte maintenant son nom. Il inventa aussi, pour désigner la racine n-ieme d’un réel
x, la notation normalisée : \/;

2.17 Schwarz

Hermann Amandus Schwarz est un mathématicien allemand né le 25 janvier 1843 a
Hermsdorf, en Silésie, et mort le 30 novembre 1921 a Berlin. Ses travaux sont marqués
par une forte interaction entre I’analyse et la géométrie.

2.18 Stirling

James Stirling est un mathématicien écossais né en mai 1692 & Garden pres de Stirling
et mort le 5 décembre 1770 2 Edimbourg. A Londres en 1730, Stirling publie ses princi-
paux travaux, précurseurs de 1’analyse numérique, sous le titre Methodus differentialis,
sive tractatus de summatione et interpolatione serierum infinitarum. Ils concernent les
séries, avec I’addition, la somme, I’interpolation et les puissances carrées. L.’équivalent
asymptotique de n!, pour lequel Stirling est le plus connu, apparait dans cet ouvrage et
fournit un lien profond entre les nombres entiers, le nombre e et le nombre z.

2.19 Taylor

Brook Taylor est un homme de science anglais, né a Edmonton, aujourd’hui un quartier
de Londres, le 18 aofit 1685, et mort a Londres le 29 décembre 1731. Principalement
connu comme mathématicien, il s’est aussi intéressé a la musique, a la peinture et a
la religion. Il a ajouté aux mathématiques une nouvelle branche appelée « calcul de
différences finies », a inventé 1’intégration par parties et découvert les séries appelées
« développements de Taylor ».

2.20 Thales

Thales de Milet, appelé communément Thales, est un philosophe et savant grec né a
Milet vers 625 av. J.C. et mort vers 547 av. J. C. dans cette méme ville. Philosophe de la
nature, il passe pour avoir effectué un séjour en Egypte, ot il aurait été initié aux sciences
égyptienne et babylonienne. On lui attribue de nombreux exploits arithmétiques, comme
le calcul de la hauteur de la grande pyramide ou la prédiction d’une éclipse, ainsi que
le théoréme de Thalés. Il fut I’auteur de nombreuses recherches mathématiques, notam-
ment en géométrie. Thales est un personnage semi-légendaire dont ne subsiste aucun
écrit. On estime cependant qu’il a pu s’écarter des discours explicatifs délivrés par la
mythologie pour privilégier une approche naturaliste caractérisée par I’observation et la
démonstration.
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2.21 Verhulst

Pierre-Francois Verhulst est un mathématicien belge né a Bruxelles le 28 octobre 1804
ety décédé le 15 février 1849. En 1838, il propose « le modele de Verhulst » qui décrit
I’évolution des populations animales grace a un modele non exponentiel. C’est dans la
publication de 1845 qu’il nomme la courbe obtenue « courbe logistique », sans donner
I’explication de ce terme.

2.22 Wallis

John Wallis est un mathématicien anglais, né le 23 novembre 1616 a Ashford et mort
le 28 octobre 1703 a Oxford. Ses travaux sont précurseurs de ceux de Newton. Ils
concernent principalement le calcul différentiel et intégral ; on lui doit également 1’in-
troduction du symbole co. Notons qu’il est également précurseur de la phonétique, de
I’éducation des sourds et de I’orthophonie.

2.23 Young

William Henry Young est un mathématicien anglais né a Londres le 20 octobre 1863 et
mort a Lausanne le 7 juillet 1942. Ses études ont principalement porté sur la théorie de
la mesure, les intégrales de Lebesgue, les séries de Fourier et le calcul différentiel. 11 a
apporté de brillantes contributions a I’analyse complexe.

2.24 Miroirs ardents

La preuve de cette propriété est attribuée a un contemporain et correspondant d’Archi-
mede nommé Dositheos, habitant Alexandrie et probablement Juif car son nom est la
traduction grecque du prénom Matthieu. Le probleme était important pour la construc-
tion de « miroirs ardents », un grand probleme de I’époque : les miroirs sphériques étaient
plus faciles a construire, mais moins efficaces que les miroirs paraboliques.

Quant aux « miroirs ardents », notons qu’on désigne ainsi deux miroirs métalliques
concaves aux foyers desquels on peut placer des corbeilles, I'une contenant des
charbons ardents, I’autre de I’amadou (le plus souvent). Ils permettent d’enflammer des
matériaux a distance.
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