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Introduction

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux dérivées partielles
(parfois appelée équation différentielle partielle et abrégée en EDP) est une équation différentielle
dont les solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines
conditions concernant leurs dérivées partielles.

Les EDPs ont été probablement formulées pour la premiere fois lors de la naissance de la méca-
nique rationnelle au cours du 17eme siecle (Newton, Leibniz...). Ensuite le "catalogue" des EDP
s’est enrichi au fur et a mesure du développement des sciences et en particulier de la physique. S’il
ne faut retenir que quelques noms, on se doit de citer celui d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes,
pour les équations de la mécanique des fluides, ceux de Fourier pour I’ équation de la chaleur, de
Maxwell pour celles de I'électromagnétisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de
la mécanique quantique, et bien stir de Einstein pour les EDP de la théorie de la relativité. Un pas
de géant a été accompli par L. Schwartz lorsqu’il a fait naitre la théorie des distributions (autour
des années 1950), et un progres au moins comparable est du a L. Hormander pour la mise au
point du calcul pseudo différentiel (au début des années 1970).

Aussi, les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur étude
occupe les mathématiciens depuis le dix-huitieme siecle avec les travaux d’Euler, d’Alembert, La-
grange et de Laplace..., au fil de cette derniére quarantaine d’années beaucoup de phénomenes et
de problémes modernes physiques, mécaniques, biologiques et technologiques ont été modéliser
par des équations aux dérivées partielles (EDPs), elliptiques, paraboliques ou hyperboliques. Ces
équations correspondent a la traduction mathématique des lois de la physique :

Mécanique des fluides : équations de Navier-Stockes.

Electromagnétisme : équations de Maxwell.

Thermique : équation de la chaleur

Mécanique quantique : équation de Schrodinger. ..

Contrairement aux équations différentielles ordinaires (EDOs), les conditions initiales ne suffisent



pas a assurer l'unicité de la solution. Il faut également fournir des conditions aux limites, ou la
condition aux limites est appliquée en tout point de la frontiére du domaine sur lequel on souhaite
résoudre les équations (et non en un point unique). Il n’est pas possible de déterminer la solution
en partant simplement d’'un seul point de la limite du domaine et en progressant a l'intérieur de
celui-ci, car la solution est également conditionnée par sa valeur en tous les autres points de la
frontiere.

Ce cours décrit quelques outils pour 'étude des équations aux dérivées partielles linéaires, ces
outils sont utilisés pour obtenir des solutions analytiques explicites pour quelques exemples et
modeles de problemes d’EDPs de diverses natures (elliptique, parabolique ou hyperbolique) li-

néaires avec des conditions initiales et aux limites.



Chapitre 1

Outils pour la résolution des problemes

d’équations aux dérivées partielles

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base d’ana-
lyse utilisés tout le long de ce travail, a usage permanent dans les prochains chapitres. Ces impor-
tantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théorémes, corollaires et lemmes. Pour
plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1- Inégalité de Cauchy avec ¢ :

Qu’on appelle aussi e-inégalité
9 2 1 2 . . /
lzy| < 3 |z|” + 2 ly|”, pour tout ¢ > 0 et x, y arbitraires (des réels).
5

2- Lemme de Gronwall :
Si a, b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0,7'), comme la fonction b soit non-
décroissante sur (0,7), et A € L'(0,T), A > 0, il s’ensuit a partir de :

t

a(t) <b(t) + /)\ (s)-al(s)ds, (1.1)

0

alors
a(t) <b(t)-exp(A(t)),

ou

Preuve. On met
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Alors, pour tout ¢ € [0, 77, 'estimation

9 k(1) = A(f) exp (A (1) (a<t> - / A(s)a(s) ds) <A () b(E) exp (“A (1))

résulte de (1.1) et A(¢) > 0. Avec k(0) = 0 par définition, I'intégration sur ¢ conduit a
t
k(t) < / A (5) b(s) exp (—A (s)) ds.
0
Encore, pour une autre fois on utilise (1.1),

exp (—A () (a(t) — b(t)) < exp (—A (1)) / A(s)a(s)ds = (t) < / A (5) b(s) exp (A (s)) ds.

Donc, on trouve
t

a(t) —b(t) < / A(s)b(s)exp (A (t) — A(s))ds, (1.2)

si b est non-décroissante sur (0,7), de (1.2) et en vertu de A(¢) > 0, on obtient

a(t) < b(t) —|—/0 A(s)b(s)exp (A (t) —A(s))ds

<o [ie 2 >exp<A<t>—A<s>>ds}

< b(t) {1+exp / 55 P ( ())]d}
< b(t) [L+exp (A(t) [—exp (—A (t)) + 1]

< bt e (A (D).

Qui prouve le lemme. =

Proposition 1.1 Soit (1), une suite d’éléments de L? () et T' € L? (), 1 < p < +o0.
Supposons que
T; — T dans L” ().

Alors,
T, — T dans D' ().

En particulier; soit (f,), une suite de fonctions de carré intégrable sur R™ . Si (f,), converge vers f

dans L? (R™), alors (f,), converge au sens des distributions vers f.

Preuve. linégalité de Holder montre que pour toute fonction test ¢, on a

(T, &) = (T, 9)| < /|fn () = f @)[|o (@) de < |9l 2@n) 1o = [l L2@n) -
R”
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Comme (f,) converge vers f dans L? (R"), le second membre tend vers 0 quand n tend vers

I'infini, et donc on obtient
lim (Ty,,¢) = (T}, 9).

n—--—4oo
|

On a aussi
Proposition 1.2 Lopérateur de dérivation D, o € N"| est continu sur D’ (2), c’est-a-dire
T, — T dans D' () = D*T; — DT dans D' (Q).
Ceci découle immédiatement du fait que
(DT}, ) = (—1)°N{T, D) — (=1)* (T, D) = (D°T, ),

puisque D*p € C§° (Q2) pour tout o € N™ et tout ¢ € C§° ().

1.1 Les séries de Fourier

Soit f(z), une fonction définie dans l'intervalle [—[, /| et déterminée a I'exterieure de cet intervalle
par f(z + 2l) = f(z), c-a-d que f(x) présente une période 2I, la série de F' on le développement
de F' qui correspond a f(z) et définie par :

% + ;(an Cos nl—ﬂx + by, sin nTﬂa:), (1.3)

ou les coéfficients de F, a,, et b, soit :

1.1.1 LDidentité de Parseval

I'égalité de Parseval dite parfois théoreme de Parseval est une formule fondamentale de la théorie
des séries de Fourier. On la doit au mathématicien francais Marc-Antoine Parseval des Chénes
(1755-1836). Elle est également appelée identité de Rayleigh du nom du physicien John William
Strutt Rayleigh, prix Nobel de physique 1904.

Cette formule peut étre interprétée comme une généralisation du théoréme de Pythagore pour

les séries dans les espaces de Hilbert.

1.1. Les séries de Fourier
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Dans de nombreuses applications physiques (courant électrique par exemple), cette formule peut
s'interpréter comme suit 'énergie totale s’obtient en sommant les contributions des différents har-
moniques. Cette formule aura deux types d’applications, des calculs de série (comme Dirichlet),
mais aussi des applications physiques (car la norme de f correspond a la valeur efficace du signal

et elle est liée a '’énergie du systéme).

Théoreme 1.1 Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T = 2, alors on

a. ) I 2d - ag 0o ) bz (1 4)
] =3+ S ) .

-l

Définition 1.1 Une fonction f admet une discontinuité de premiére espéce en un point x, Si les
limites a droite et a gauche de x, existent. (Celles-ci ne sont pas forcément égales sauf en cas de

continuité).

Théoreme 1.2 Soit f : R — R une fonction périodique de période T satisfaisant aux conditions

suivantes (appelées conditions de Dirichlet) :

— D 1) Les discontinuités de f (si elles existent) sont de premiére espéce et sont en nombre fini dans
tout intervalle fini.

— D 2) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors la série de Fourier associée a f est coverge vers :

f(z+0)+ f(z—0)
2

f(zx) si  x estun point de continuté
si x est un point de discontinutée.

Les notations f(z + 0) et f(z — 0) représentent respectivement les limites a droite et a gauche de

f au point z.

1.1.2 Série de Fourier de deux variables

On peut par exemple dévellopper f(z,y) en une double de série de Fourier en sinuse :

f($7y> = Z ZanSiH %x - sin %ya

m=1n=1
ou

n

4 I lo
B, = — / f(z,y) - sin "y sin —Wydxdy.
l2[1 0 0 ll l2

Des résultats identiques peuvent étre obtenues dans le cas de développement en cosinus ou en
sinus contenant a la fois des terms en sinus et en cosinus formules élémentaires de trigonométrie
_ 1
cosacosb = 5[cos(a — b) + cos(a + b)],

sinasinb = £[cos(a — b) — cos(a + b)].

1.1. Les séries de Fourier ||J
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1.2 Fonctions orthogonales

1.2.1 Fonctions orthogonales et ensembles orthonormées

Définition 1.2 Deux vecteur A et B sont dits orthogonaux (perpendiculaire) si
A-B=0,

on peut définir deux fonctions A(z) et B(x) comme orthogonale dans [a, b] si

par exemple :

1/
—/ (cosmx)%l:c = 1,
1) 8T

1/
—/ (sinnlx)zdx = L
1)

Exemple 1.1 Les fonctions suivantes sont orthogonaux

I
/sinnTﬂx-sinnl—Wmda: = 0, sin#m
0
l l

Définition 1.3 Un ensemble de fonctions {¢,(x)}, k = 1,2, 3... présentant ces propriétés :
[P 6m(@) - du(a)dz =0, nAm
L (Gp(@)?de =1, m=1.2,..

"chacune des fonctions de cet ensemble est orthogonale a toutes les autres fonctions de l'ensemble" est

l
nm nm ,
/ cos—x-cos—zxdr = 0. sin#m
0

dite ensemble orthonormé dans [a, b] (base orthonormée dans L? [a, b]).

1.2.2 Orthogonalité par rapport a une fonction poids

Définition 1.4 Un ensemble de fonctions {¢,(z)}, k = 1,2, 3... présentant ces propriétés :

b
/ () - () - w(z)da
5mn

' ot w(xz) > 0.
1 St n=m

:{0 si n#m

1.2. Fonctions orthogonales E
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est orthonormale par rapport a la fonction densité w(x) dans ce cas U'ensemble m = 1,2, .... est un

ensemble orthonormé dans |a, b].

1.2.3 Relation entre 'orthogonalité et la densité dans les espaces de Hil-
bert

Proposition 1.3 Soit M un sous-espace vectoriel de Uespace de Hilbert F. Alors M est dense dans F

si et seulement si, M+ = {0} .

Preuve. Supposons d’abord que M est dense dans F. Soit f € M+ C F, soit (f,).en une suite
d’éléments de M qui converge vers f. On a (f, f,,) = 0 pour tout n € N. En passant a la limite,
on en conclue que f = 0, ce qui donne M+ = {0} .

Réciproquement, supposons que M+ = {0}. Alors on a (M L)L = {0} = F, et comme M C M
il s'en suit que (M)l C M+, et donc (Ml)L C ((H)L)L, alors ((M)L)L — M, alors on trouve
(MY)' ' cM—= FCcM.Dou F=1. u

1.2.4 Develppement de fonction en séries orthonormées
De méme qu’un vecteur r a trois dimensions peut étre développé en un ensemble de vecteur

orthogonaux sous la forme :

r = Cl’l + 02] + 03]{7

On peut imaginer de développer la fonction f(x) en un ensemble de fonctions ortonormées :

f2) =3 Cu-6,(x), a<a<b

1>1

de telles séries appelées séries orthonormées sont des généralisation des séries de Fourier puis

multiplions les deux membres précédents par ¢,,(z) et intégrons sur [a, b] on obtient :

[ 1o =ci,

qui sont appelés coefficients de Fourier.

1.2. Fonctions orthogonales
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1.3 Problemes de Strum-Liouville

En mathématiques, la théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier de probléeme des équa-

tions différentielles linéaires scalaires d’ordre deux de la forme

Lp(x) L] + [g(z) + Mr(2)ly=0 a<az<b
ary(a) + asy'(a) =0 , (1.5)
B1y(b) + Boy'(b) =0

ol p(x), q(z) et r(z) des fonctions données appartiennent a C'(a,b) ot A est un paramétre réel
indépendant de z, est appelé un probleme de valeurs aux limites de Sturm-Liouville.

En pratique de tels systémes apparaissent quand on résout des EDPs par la méthode de séparation
des variable et dans ce cas A est la constante de séparation.

Une solution non-trivial du systeme n’existe en général que pour un ensemble particulier de
valeurs du paramétre, ces valeurs sont dites caractéristique en valeurs propres du systéme, en

chaque valeur propre correspond une fonction propre.

Remarque 1.1 Sip(x),q(x) sont des réeles alors les valeurs propres sont réelles. De plus les fonctions propres
forment un ensemble orthonormé par rapport a la fonction de densité r(x) qui est généralement prise

non-négative c-a-d r(z) > 0.

1.3.1 Probléemes de Sturm-Liouville réguliers, périodiques et singuliers

Dans les trois problémes énumérés ci-dessous, on formule les hypothéses suivantes. On suppose
que les fonctions p(z), p'(z), ¢(z) et r(z) sont continues sur 'intervalle a < z < b, et que p(x) > 0
et r(x) > 0 sur l'intervalle borné a < x < b.

Un probleme de Sturm-Liouville régulier sur [a, b]

On suppose en outre que p(z) > 0 et r(x) > 0 au niveau des extrémités de I'intervalle.

Trouver des nombres A pour lesquels il existe une solution non triviale de 'TEDO
(p(@)y) + (a(z) + Ar(2)) y(2) =0 a < a <b,
avec les conditions aux limites régulieres

any(a) + oy’ (a) =0, of+a3#0
B1y(b) + By’ (b) = 0; »6% + ﬁg #0

Exemple 1.2 ¢+ Ay =0, y(—7m)=y(n), y'(—7) =y (7).

1.3. Problémes de Strum-Liouville
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Dans ce cas, le probléeme de Sturm-Liouville peut étre résolu, avec les résultats suivants :
— Les valeurs propres \,, n € N associées aux fonctions propres y,(z) solutions de I'équation

différentielles sont réelles et peuvent étre ordonnées
A< A< A< <A< ol =i 0.

— Les fonctions propres y,,(z) sont orthogonales par rapport a la fonction du poids r(x), et peuvent
étre normalisées a 'unités pour former une base de Hilbert de I'espace L?[a, b].

— Chaque fonction propre y,(z) possede exactement n zéros sur l'intervalle [a, b].

Un probleme Sturm-Liouville périodique sur [a, b]

On suppose en plus que p(a) = p(b).

Trouver des nombres \ pour lesquels il existe une solution non triviale de 'EDO
(p(z)y") + (q(x) + Ar(z)) y(2) =0 a <z <,

avec les conditions aux limites régulieres

Exemple 1.3 "+ Ay =0, y(0)=0, y(1)=0.

Un probléme Sturm-Liouville singulier sur [a, b]

Un probleme de S-L est dite singulier si sur un intervalle fini, au moins une des propriétés de
régularité échouante ou sur un intervalle infini (—oco, + o), (a, + c0) et (—o0, b).
Aussi un probléme SL singulier est trouver des nombres A pour lesquels il existe une solution non
triviale de ’ODE
(p(@)y) + (a(z) + Ar(2) y(2) =0 a < x < b,
avec I'un des trois types de conditions aux limites suivants :
— Type 1 : p(a) = 0 et B1y(b) + B,y'(b) = 0.
- Type 2 : p(b) = 0 et ayy(a) + asy’(a) = 0.
— Type 3 : p(a) = p(b) = 0. Ensuite, il n’y a pas de conditions aux limites spécifiées, mais les

solutions doivent étre des fonctions bornées sur I'intervalle [a, b].

Exemple 1.4 (de type 3) Léquation différentielle ordinaire de Legendre
0
ox

avec A=n(n+1),n=1,2,..

(1-2*)y'(2) +Ay(z) =0, -1<z<1,

1.3. Problémes de Strum-Liouville



Chapitre 1. Outils pour la résolution des problémes d’équations aux dérivées partielles

Théoreme 1.3 Soit {¢, : n € N} Uensemble de toutes les fonctions propres d’'un probléme régulier

de Sturm-Liouville (1.5), normalisées par

[ =1

Soit f € C?[a,b] une fonction qui satisfait les conditions aux limites de (1.5). Alors

:ZDn-gpn(:U), a<xz<b

n>0

Du= [ 1)o@

et la série converge normalement sur [a, b|.

avec

1.4 Les fonctions de Bessel et Legendre

1.4.1 Les fonctions de Bessel

Définition 1.5 Soit v € R,v > 0, on appelle équation de Bessel d’indice v 'équation suivante sur
10, 00] :

22y +ay + (22 —v*)y = 0. (1.6)
On appelle fonction de Bessel de premiére espéece d’indice v, la fonction J, définie par la série suivante

(convergente) :

Jo(z) =

00 ( 1)1: v+2k
Z (3)

KT (v+k+1)

O

(=1 ( 1

2 4
_ (E)U [ oD (5) (12) +(3) T T
’ 5) " e T

Aussi, on définit J_,, par

r= (3)

Définition 1.6 On appelle fonction de Bessel de second espéce d’indice v, la fonction Y, définie par :

2
i) (25) CEnRY
A P (5)T e

Y, (x) = lim cos(am)J,(z) — J_a(x).

a—v sin(ar)

1.4. Les fonctions de Bessel et Legendre
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Théoreme 1.4 Si v est entier toutes solution de U’équation différentielle de Bessel suivante :
22y +xy + (22 = n?)y =0,
est de la forme (les fonctions de Bessel d’ordre v) :
y(x) =a Jp(x) +by,(x), n>0.

Si v n’est pas entier toutes solution de (1.6) est de la forme

y(x) =a J,(x) +b J_,(x).

1.4.2 Les fonctions de Legendre
Définition 1.7 Léquation différentielle linéaire du second ordre a coefficients variables suivante :
(1 —22)y" — 2xy' +n(n+ 1)y =0, (1.7)

est connue sous le nom " équation de Legendre ". Ses solutions sont appelées " fonctions de Legendre

n

Si n est nul ou entier positif, ces fonctions sont appelées " polynéomes de Legendre "

Définition 1.8 La solution générale de (1.6) dans le cas particulier oil le paramétre n € N est un
entier est donnée par les polynomes de Legendre

1 dr
vo) = Fal) = ot

qui sont définis uniquement pour x € [—1,1] puisque les points x = 1 sont des points singuliers

[(z* = 1)"] : Formule de Rodrigues

réguliers de cette équation différentielle (1.6).

Définition 1.9 La solution générale de (1.6) est donnée par

y(x) = C1Py(z) + CoQ, (),

ot P,(x) et Q,(x) sont respectivement les fonctions de Legendre de 1 ére et de 2 éme espéces de degré
n. Les ¢, (x) ne sont pas bornés en x =" 1 et donnée par :
Si|xz| < 1etn > 1paire:

(n—1)(n+2) 23

(-1)22-4-6-...-n T — .
Pule) = (n=3)(n=1) (n+2)(n-4)
1-3:5-..-(n—1) | + X 5
Sin > 2 impaire :
(@) (-1)"2 2-4-6-...-(n—1) 1 — netl) g2
€Tr) = i
Pn 1-3-5 . (n) +(n72)n(7’;!+1)(n+3) 24 4+

1.4. Les fonctions de Bessel et Legendre
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Remarque 1.2 Léquation (1.6) est obtenue par exemple a partir de 'équation de Laplace Au = 0

exprimée en coordonnées sphériques (p, 0, ¢) quand on suppose que u est indépendant de ¢.

Théoreme 1.5 Une propriété importante des polynomes de Legendre est leur orthogonalité. Il est

possible de montrer, pour tout m, n entiers, que :

2

(FuP) = [P Pl o = {

1 0 si n#m

sin=m

1.4. Les fonctions de Bessel et Legendre
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Introduction aux équations aux dérivées

partielles linéaires

2.1 Qu’est-ce qu’une EDP?

On peut difficilement étudier les équations aux dérivées partielles (E.D.P) dans une totale géné-
ralité comme on peut le faire pour les équation différentielles ordinaires (E.D.O), car le domaine
étant trop vaste. Heureusement, les équations aux dérivées partielles les plus intéressantes pro-
viennent de la modélisation d'un nombre restreint de phénomeénes :

e Le transport : convection de chaleur dans un liquide, convection d’un polluant dans I'atmo-
sphere ...

e La diffusion : diffusion de la chaleur dans un solide ...

e Les vibrations : son dans l’air, vibration des structures ...

e Léquilibre : calcul de I'équilibre d’une structure soumise a des forces ...

On verrait qu’a chacun de ces phénomenes correspond a une catégorie d’équations aux dérivées
partielles. I'étude est restreinte aux équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre inférieur ou

égal a 2.

Définition 2.1 Soit u = u(x,y, ...) une fonction de plusieurs variables indépendantes en nombre fini.
Une équation aux dérivées partielles pour la fonction u est une relation qui lie :

* Les variables indépendantes (x, vy, ...).

* La fonction "inconnue" u (variable dépendante).

ot
w

Un nombre fini de dérivées partielles de u.

(2.1)

ou Ou *u 0*u 9%u ) 0

<x7y7 ’u7 ax7 8y7 781'2’ ayQ? 7axay7

16
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L' “equation (2.1) est considérée dans un domaine 2 de I R"™. Les solutions de I’ ‘equation aux dérivées

partielles (2.1) sont les fonctions qui vérifient cette équation dans ).

Définition 2.2 Ordre d’une EDP est défini exactement de la méme facon que pour une EDO, c’est

Uordre le plus élevé parmi toutes les dérivées partielles de UEDP
ou ou __ »
Exemple 2.1 3% + 5+ = 0 d'ordre 1.

Définition 2.3 EDP linéaire : Si u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et " a la puis-

sance 1" dans UEDP celle-ci est dite linéaire.

Définition 2.4 EDP non-linéaire : Si l'une des dérivées intervient comme argument d’une fonction
non-linéaire ou la relation entre les dérivées partielles est non-linéaire. Par exemple elle fait intervenir

le carré d’une dérivée ou bien on multiplie par une fonction qui dépend elle-méme de la solution.

Définition 2.5 EDP semi-linéaire : est une EDP non-linéaires mais dont la partie principale est

linéaire par rapport a u

Définition 2.6 EDP quasi-linéaire : est une EDP linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre

le plus é€levé de la fonction w.

Exemple 2.2 On s’intéresse ici aux EDPs quasi-linéaires du premier et du second ordre, donc du type
auy + buy +c =0,

ou bien

AUgg + DUy + Clyy +d = 0.

Le terme quasi-linéaires signifie que les équations sont linéaires par rapport aux dérivées d’ordre le
plus é€levé, ce qui veut dire que a, b et ¢ sont dans le premier cas des fonctions des variables indépen-
dantes x,y et de la fonction inconnue u, et dans le deuxiéme cas que a, b, c et d sont des fonctions de

x,y,u et des dérivées partielles premieéres u, et w,,.

Exemple 2.3 Soit u = u(x,y) ;

e ou .
— St = 0 d’ordre 1 est linéaire.

- g—; + g—; + sinu = 0 d’'ordre 1 est semi-linéaire.

- g 22272‘ + expx = 0 d’'ordre 2 est linéaire.

- ot u% = 0 d'ordre 2 est quasi-linéaire.

- Lt (@>2 = Inz d’ordre 3 est non-linéaire.
0z29y Y2

2.1. Qu'est-ce qu'une EDP?
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- (1 —ay) 2 812 + 3(%82/ (Inx) % — &% = 0 d’ordre 2 est linéaire.
- (% 23;; +u? (expx) = 0 d’ordre 2 est semi-linéaire.

— Qu.y fu gy“ = 0+ sinu = 0 d’ordre 2 est quasi-linéaire.

- 822@ + (%) In (9 ) d’ordre 3 est semi-linéaire.

2.2 (lassification des équations

Définition 2.7 a, b, ¢ étant trois fonctions définies dans un ouvert de R?, et F' une fonction définie
dans un ouvert de R5, on appelle équation aux dérivées partielles semi-linéaire du second ordre,

d’inconnue f, une équation de la forme

82 82u 0*u ou Ou

Définition 2.8 Une équation telle que, dans un domaine ) :

bz(x,y) - a(x7y>c($vy) > 07

est dite hyperbolique dans ce domaine.

Exemple 2.4 c¢ étant un réel strictement positif, U'équation des ondes
Pu 0%
—_— C [
ot? 0x?

est une équation aux dérivées partielles hyperbolique.

=0,

Définition 2.9 Une équation telle que, dans un domaine ) :

b (x,y) = a(z, y)c(z,y),

est dite parabolique dans ce domaine.

Exemple 2.5 « étant un réel strictement positif, 'équation de diffusion
dp 0 6(,0 _o,
ot or \"ox

est une équation aux dérivées partielles parabolique.

Définition 2.10 Une équation telle que, dans un domaine 2 :

b (x,y) < a(z,y)c(z,y),

est dite elliptique dans ce domaine.

2.2. Classification des équations
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Exemple 2.6 Léquation de Laplace
0%u N Pu
oz oy?
est une équation aux dérivées partielles elliptique.

0,

2.3 Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy

Définition 2.11 On appelle courbes caractéristique de (c) les courbes réguliéres de R?, dont une

représentation paramétrique est
T = xc(t) y Y= yc<t)7
et telles que :

(@o(t)c(@e(t), ye(t)) — 220 ()y()b(we(), ye() + (ye(t))*alze(t), ye(t)) = 0.

Les courbes caractéristiques sont donc celles sur lequelles il n’est pas possible de faire porter les

conditions initiales d'un probléme de Cauchy.

Définition 2.12 Une courbe N, de R?, dont une représentation paramétrique est v = x(t), y =

yo(t), n’est pas caractéristique en aucun point si, pour tout t de son domaine de définition

(26 (t)) (o (t), yo(t)) — 225(£)yn()b(zo(t), yo(t)) + (yo(t))*alwo(t), yo(t)) # 0.

2.3.1 Calcul pratique

Théoreme 2.1 Si la fonction a n'est pas identiquement nulle, les courbes caractéristiques de (¢) sont

les solutions de 'équation

dy 2 dy
&(l‘,y) % —Qb(a:,y)%—i—c(a:,y):()

Théoreme 2.2 Si la fonction c n’est pas identiquement nulle, les courbes caractéristiques de (<) sont

les solutions de 'équation

c(x,y) (d_a:>2 —2b(x y)d—x +a(z,y) =0
) dy ) dy ) .

Théoreme 2.3 Si les fonctions a et ¢ ne sont pas identiquement nulles, les courbes caractéristiques

de (¢) sont les droites x = Constante, y =Constante.

2.3. Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy
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Preuve. Soit C' : © = x.(t),y = y.(t) une courbes caractéristique de (¢). On considére un para-

métre ¢, tel que, au voisinage V;, de ¢ :

alw.(t), yelt)) # 0.

Si 2/, sannulait dans V;,, alors, d’apres la définition 2.9. d’une courbe caractéristique, on devrait

avoir
(I(.%’C(tg), yc(to)) (y(,:(tO))z =0

et donc y.(ty) = 0, ce qui entre contraduction avec la régularité de la courbe caractéristique.
Par suite, dans un domaine ou ¢ ne s’annule pas on a :

La tangente a C' n’est pas verticale : C' peut étre assimilée la courbe représentative d’une fonction
r =1 =1z.(t)
y=yg(x):
y = 9(x) = ye(t)

Par suite :

oy Ay ()
gwwnm—fw. (2.3)

[

2

En divisant la relation (R) membre & membre par (z.(¢))?, on obtient :

dy\? d
a(z,y) (%) — 2b(z, y)% +c(z,y) = 0. (2.4)

On démontre de méme les deux autres théoremes.

On voit que la recherche de caractéristiques (dans les cas non triviaux, i.e.a = 0) se ramene a la
résolution d’un probleme du second ordre en %
Lexistence de solutions réelles dépend alors du signe du discriminant réduit b2 —ac, qui caractérise
la nature de ’équation aux dérivées partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristique réelles, dans le cas parabolique une

caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques copmlexes conjuguées :

2 dy _ b Vb2—ac
b*—ac>0= 2 =+ ¥

poura%()? b2—CLC:0:>%:§ . (2.5)
b2_ac<O:>j_z:§j:i\/m

a

Exemple 2.7 On considere 'équation :

82f O

o2 "oy O

olt C est une constante réelle.

2.3. Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy
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Cette équation est hyperbolique dans R? tout entier.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy 2
YWY 120,
(dm) !

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

Ce sont donc les droites

y = *x + Constante.

Exemple 2.8 On consiére 'équation :

0*f o*f
20°] _ 20°) _
Yorr " oy? ¢

ott C' est une constante réelle.

Pour cette équation :

b — ac = z2y>

Cette équation est donc hyperbolique en dehors des axes de coordonnées.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy2
2 (YN _ 2
y(dx) 22,

Iy a donc deux familles de courbes caractéristiques :

d
dy _@ o W_ T
de y dx Y
ou encore :
xdx = £ydy.

Ce sont donc les courbes

z? + y? = Constante.

Exemple 2.9 On considére 'équation suivante :

o0 f 0*f 0*f
2 9 2 —
vy * Iy@x@y +y oy? 0

2.3. Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy
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comme on a

b’ — ac = (xy)* — 2%y* = 0,

'équation est donc paarabolique sur R2.

La courbe caractéristique est donnée par :

d
Y _ Y oY _ Constante.
dv = =z
Exemple 2.10 On consideére U'équation :
o*f *f  df
“ L2l 0% 4 fo.
or?  0y? + dx +f
On identifie :
a(z,y) =1
b(z,y) =0
V(z,y) € R*: ()
C(ZL‘, y) = -1

= bz(ﬂj,y) - a(:my)c(x,y) =1>0
Léquation donnée est hyperbolique.

Les courbes caractéristiques sont données par :

dy\?
— ] -1 =0
dy
= e +1 = y = +o + Constante.
T

2.3.2 Equations de dimension supérieure

Dans le cas d’équation aux dérivées partielles impliquant 3 variables (mais toujours d’ordre 2), la

démarche est similaire lorsque les termes d’ordre deux sont de la forme :

0 f 0 f o f 0 f 0 f 0 f
2B 2D 2F F—

Ox? + Oxdy + Cay2 + 0x0z * Oy0z * 022’

ou (A, B,C, D, E, F) sont des fonctions de (z,y, 2).

On étudie les valeurs propres de la matrice suivante :

A

A B D
B C FE
D E F

Dans un domaine ot toutes les valeurs propres sont du méme signe on parle de probléme ellip-

tique.

2.3. Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy
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Dans un domaine ot une valeur propre est nulle et les autres de méme signe, on parle de pro-
bleme parabolique.
Dans un domaine ot au moins deux valeurs propres sont de signe opposés, on parle de probleme

hyperbolique.

2.3. Courbes caractéristiques et probleme de Cauchy



Chapitre 3

Problemes paraboliques

3.1 Modélisation d’équation de la chaleur avec des conditions

aux limites : "Conduction thermique"

3.1.1 Le phénomene

On considere une barre mince de longueur L, constituée d’'un matériau homogene (fer, cuivre,
aluminium, béton, verre ...) et isolée thermiquement sur toute sa longueur et a 'extrémité droite.
On traitera d’abord le cas d’une barre de fer. On cherche donc I’évolution au cours du temps de la
température u dans cette barre.

Au temps initial (¢ = 0), la barre est a température ambiante de 7},. extrémité gauche "x,” est
chauffée a certain température 7, pendant une durée de temps déterminée ¢..

On veut connaitre la répartition de la température dans la barre en fonction du temps.

3.1.2 Modélisation mathématique

On suppose que du fait de I'isolation, la température est la méme dans toute la section de la barre.
La fonction u(x,t) donne la température au point x a I'instant . On note aussi le temps de fin de
mesure par ty. Si la barre a une conductivité thermique homogene et en absence de sources de

chaleur, u vérifie

ou 0*u
— —k—=0 0L, t>0
ot Vo =0 el Il >0,
ou
k=,
pc

24
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avec « le coefficient de conductivité thermique, p la masse volumique et ¢ la chaleur spécifique

du matériau considéré.

ou
ot

dépend des températures aux instants précédents. Le second terme ka — est le terme de diffusion

Le premier terme <* et le terme d’évolution qui traduit le fait que la température a l'instant ¢

ou de conduction de la chaleur qui traduit le fait que la température en un point dépend de celle
des points voisins.

A Textrémité gauche ”z,” la condition au limite est une condition de Dirichlet

u(0,1) = g (t)
avec
9(t) = (Te = Ta) Loz + Ta-
Alors qu’a lextrémité droite ”z;” on a une condition de Neumann

ou

p (L,t) =0 pourt > 0,

qui traduit l'isolation de cette extrémité (le gradient de température est nul au point isolé).
La condition initiale s’écrit
u(z,0) =T, Yxe[0,L].

3.1.3 Position du probleme

On cherche donc une fonction qui soit une solution unique du probléme suivant :

u_kPu=0, xe]0,L[,te]ot],
u(z,0) =T, vz € [0,1],
u(0,t) =g (t), vt € 10,4,
Du ([, ) =0, vt €10,

3.2 La méthode de séparation des variables

Fourier a découvert une méthode pour résoudre les probleme initiales et aux valeurs limites
Sa solution I'a amené a proposer l'idée audacieuse selon laquelle toute fonction réelle définie
sur un intervalle fermé peut étre représentée par une série de fonctions trigonométriques. C’est
ce qu'on appelle aujourd’hui la série de Fourier. D’Alembert et le mathématicien suisse Daniel
Bernoulli (1700-1782) avaient en fait proposé une idée similaire avant Fourier. Ils ont affirmé

que les vibrations d’une corde finie peuvent étre formellement représentées comme une série

3.2. La méthode de séparation des variables
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infinie impliquant des fonctions sinusoidales. Ils ont toutefois omis de voir la généralité de leur
observation.

La méthode de Fourier pour résoudre I’équation de la chaleur fournit une méthode pratique qui
peut étre appliquée a de nombreux autres problémes linéaires importants. La méthode nous per-
met également de déduire plusieurs propriétés des solutions, telles que le comportement asymp-
totique, la régularité et bien posée. Historiquement, 'idée de Fourier était une percée qui a ouvert
la voie a de nouveaux développements scientifiques et technologiques. Par exemple, 'analyse de
Fourier a trouvé de nombreuses applications en mathématiques pures (théorie des nombres, théo-
rie de 'approximation, etc.). Plusieurs théories fondamentales en physique (la mécanique quan-
tique en particulier) sont fortement basées sur I'idée de Fourier, et toute la théorie du traitement
du signal est basée sur la méthode de Fouriers et ses généralisations.

Néanmoins, la méthode de Fourier ne peut pas toujours étre appliquée a la résolution de pro-
blemes différentiels linéaires. La méthode est applicable uniquement pour les problemes avec
une symétrie appropriée. De plus, 'équation et le domaine doivent partager la méme symétrie et,
dans la plupart des cas, le domaine doit étre borné. Un autre inconvénient découle de la repré-
sentation de la solution en une série infinie. Dans de nombreux cas, il n’est pas facile de prouver
que la solution formelle donnée par cette méthode est bien une solution appropriée.

Enfin, méme dans le cas ou on peut prouver que la série converge vers une solution classique, il
peut arriver que le taux de convergence soit tres lent. Par conséquent, une telle représentation de
la solution peut ne pas toujours étre pratique.

La méthode de Fourier pour résoudre les EDPs linéaires est basée sur la technique de séparation
des variables. Laissez-nous décrire les principales étapes de cette technique.

Nous cherchons d’abord des solutions ’EDPs homogene appelées solutions de produit (ou solu-

tions séparées). Ces solutions ont la forme spéciale
u(z,t) = X (x) T (1),

et en général, ils devraient remplir certaines conditions supplémentaires. Dans de nombreux cas,
ces conditions supplémentaires ne sont que des conditions aux limites homogenes. Il se trouve
que X et T devraient étre des solutions d’EDOs linéaires qui sont facilement dérivés de 'EDP
donnée. Dans la deuxieme étape, nous utilisons une généralisation du principe de superposition
pour générer, a partir des solutions séparées, une solution plus générale de 'EDE sous la forme
d’une série infinie de solutions produits. Dans la derniere étape, nous calculons les coefficients de
cette série.

Puisque la méthode de séparation des variables repose sur des idées profondes et implique égale-

ment plusieurs étapes techniques, on présente dans le présent chapitre la technique pour résoudre

3.2. La méthode de séparation des variables
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plusieurs problemes relativement simples sans grande justification théorique. Comme la méthode
de Fourier repose sur la construction de solutions d'un type spécifique, nous introduisons vers la
fin du chapitre la méthode de I'énergie, qui sert a prouver que les solutions que on a construites

sont vraiment uniques.

3.3 Etude du probleme de Dirichlet homogene pour une équa-

tion de la chaleur

Considérons le probléeme de conduction thermique suivant dans un intervalle fini

Uy — kuy, = 0, 0<zxz<L,t>0, (3.1)
uw(0,t) = wu(L,t)=0, t>0, (3.2)
u(z,0) = f(z), 0<z<L. (3.3)

ou f est une condition initiale donnée et k est une constante positive. Pour rendre (3.2) cohérent

avec (3.3), nous supposons la condition de compatibilité

f(0) = f(L) = 0.

Le probleme défini ci-dessus correspond a I'évolution de la température u(x,t) dans une tige
thermoconductrice unidimensionnelle homogene de longueur L (c’est-a-dire que la tige est étroite
et isolée latéralement) dont la température initiale (au temps ¢ = 0) est connu et est tel que ses
deux extrémités sont immergées dans un bain a température nulle.

Nous supposons qu’aucune source interne ne chauffe (ou ne refroidit) le systeme. Notez que le
probléme (3.1) — (3.3) est un probleme initial de valeur de calcul linéaire et homogeéne. Rappelons
également que la condition limite (3.2) est appelée condition de Dirichlet, a la fin de la présente
section, nous aborderons également d’autres conditions aux limites.

Nous commencons par rechercher des solutions de I'EDP (3.1) qui répondent aux conditions aux
limites (3.2) et ont la forme spéciale

u(a,t) = X (2)T(t), (3.4)

ol X et T sont des fonctions des variables x et ¢, respectivement. A cette étape, nous ne prenons
pas en compte la condition initiale (3.3). Evidemment, la solution zéro ne nous intéresse pas
u(x,t) = 0. Nous cherchons donc des fonctions X et 7" qui ne disparaissent pas a I'identique.
Différencier la solution séparée (3.4) une fois par rapport a ¢ et deux fois par rapport a = et
substituer ces dérivés dans ’'EDP. On obtient alors

XT, = kX,,T. (3.5)

3.3. Etude du probléeme de Dirichlet homogéne pour une équation de la chaleur
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Nous procédons maintenant a une étape simple mais décisive-la séparation des variables-. Nous
déplacons d’'un coté de 'EDP toutes les fonctions uniquement sur = et de l'autre les fonctions qui

ne dépendent que de ¢. Nous écrivons donc

T, X
T X (3.6)

Puisque z et ¢t sont des variables indépendantes, différencier (3.6) par rapport a ¢ implique qu’il

existe une constante dénotée par A\ (appelée constante de séparation) telle que

Ty Xa

ﬁ = X = —)\. (3’7)
Iéquation (3.7) conduit le systeme d’EDO suivant
d*X
— = XX 0O<z<lL, (3.8)
dz?
ar
— = =MT t>0 3.
7 >0, (3.9)

qui ne sont couplés que par la constante de séparation.\. La fonction u vérifie les conditions aux
limites (3.2) si et seulement si
u(0,t) = X(0)T'(t) =0,

et
u(L,t) = X(L)T(t) = 0.

Puisque u n’est pas la solution triviale u = 0, il s’ensuit que

Par conséquent, la fonction X devrait étre une solution du probléme des valeurs limites

2X
“L AN =0 O<a<[, (3.10)

dx?
X(0) = X(L)=0. (3.11)

Considérons le systeme (3.10) — (3.11). Une solution non triviale de ce systeme s’appelle une
fonction propre du probléme avec une valeur propre.

Le probléme (3.10) — (3.11) est appelé un probleme de valeur propre. La condition aux limites
(3.11) est appelée (comme dans le cas EDP) la condition aux limites de Dirichlet.

Notez que le probléme (3.10) — (3.11) n’est pas un probleme de valeur initial pour un EDO (pour
lequel on sait qu'’il existe une solution unique). Il s’agit plutot d’un probleme de valeur limite pour

un EDO. Il n’est pas clair a priori qu’il existe une solution pour toute valeur de A\. D’autre part, si

3.3. Etude du probléeme de Dirichlet homogéne pour une équation de la chaleur
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nous pouvons écrire la solution générale de 'EDO pour toute ), il suffit de vérifier pour quelle A
il existe une solution qui satisfait également les conditions aux limites.
Heureusement, (3.11) est assez élémentaire. C’est une EDO linéaire du second ordre a coefficients
constants, et sa solution générale (qui dépend de )\) a la forme suivante
1.Si A <0, alors

X (x) = aexp <\/—)\:1:> + Bexp— (\/ —Aa:) ,
2. Si A =0, alors

X(z) = a+ Bz,
3.Si A >0, alors
X(z) = acos (\/X:c> + Bsin <\/Xx> :

ol «, § sont des nombres réels arbitraires.
Nous supposons implicitement que \ est réelle et nous ne considérons pas le cas complexe (bien
que ce cas puisse en fait étre traité de la méme maniere), donc on a :

Valeur propre negative (A < 0) La solution générale peut étre écrite sous une forme plus com-

mode : au lieu de choisir les deux fonctions exponentielles comme systéme fondamental de solu-
tions, nous utilisons la base {sinh (v/—Az) , cosh (vV/—Az)} .
Sur cette base, la solution générale pour A < 0 a la forme

X (x) = acosh <\/—_)\a:> + Esinh <\/—_)\x> . (3.12)

La fonction sinh s a une racine unique a s = 0, alors que cosh s est une fonction strictement
positive. Puisque X (x) devrait satisfaire X (0) = 0. il en résulte @ = 0. La deuxieme condition aux
limites X (L) = 0 implique que 3 = 0. Par conséquent, X (z) = 0 est la solution triviale. Autrement
dit, le systeme (3.10) — (3.11) n’admet pas de valeur propre négative.

Valeur propre nulle (A = 0) Nous affirmons que A = 0 n’est pas non plus une valeur propre. En

effet, dans ce cas, la solution générale est une fonction linéaire
X(x) = a+ Pz,

qui (dans le cas non trivial X # 0) disparait au plus en un point, il ne peut donc pas satisfaire aux
conditions aux limites (3.11).

Valeur propre positive (A > 0) La solution générale pour A > 0 est

X(x) = acos <\/Xm> + [sin (\/Xx> : (3.13)

En substituant cette solution a la condition aux limites X (0) = 0, on obtient & = 0. La condition
aux limites X (L) = 0 implique

sin (\/XL> — 0.
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Donc

VAL = nrw,

ol n un entier positif. Nous n’avons pas a examiner le cas n < 0, puisqu’il correspond au méme
ensemble de valeurs propres et de fonctions propres. Par conséquent, A est une valeur propre si

et seulement si

2
A= <%7T> Cn=1,2,3..

Les fonctions propres correspondantes sont

nmwT nm 2
X, (2) = sin 22\, = (—) ~1,2,3..
() = sin 7 7 n

Rappelons de I'algebre linéaire qu'une valeur propre a une multiplicité m si 'espace constitué de
ses vecteurs propres est m-dimensionnel. Une valeur propre avec la multiplicité 1 s’appelle simple.
En utilisant la méme terminologie, nous voyons que les valeurs propres ), pour le probléme des
valeurs propres (3.10) — (3.11) sont toutes simples.

Parlons maintenant de 'EDO (3.9). La solution générale a la forme
T(t) = Bexp (—kAt).

Remplacant ), on obtient

nmw

T,(t) = B, exp (—k <T>2t) , n=1223.. (3.14)

Du point de vue physique, il est clair que la solution de (3.9) doit se désintégrer dans le temps,
il faut donc avoir A > 0. On aurait donc pu deviner a priori que le probleme (3.10) — (3.11)
admettrait seulement des valeurs propres positives.
Nous avons ainsi obtenu la suite suivante de solutions séparées

up (x,t) = Xp(x)T,(t)

2
- anin$exp <—k (”—Lﬂ) )t, n=123.. (3.15)

Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

2
u(x,t) = ZB" sin m;x exp (—k (%) t) , (3.16)
n>1

de solutions séparées est également une solution de ’équation de la chaleur qui satisfait les condi-

tions aux limites de Dirichlet.
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Considérons maintenant la condition initiale, supposons qu’il ait la forme

nmTL
g B, sm—

n>1

c’est-a-dire qu'’il s’agit d'une combinaison linéaire des fonctions propres, ensuite, une solution au
probleme de chaleur (3.1) — (3.3) est donnée par

ZB sm—exp ( k (ngr)Qt) .

n>1
Nous sommes donc en mesure de résoudre le probleme pour une certaine famille de conditions
initiales, il est naturel de demander maintenant comment résoudre des conditions initiales plus
générales.
Tidée brillante (bien que pas tout a fait justifiée a ce moment-la) de Fourier était qu'’il était possible
de représenter une fonction arbitraire f satisfaisant les conditions aux limites (3.2) comme une
«combinaison linéaire» infinie unique des fonctions propres sin ("7%).

L
Autrement dit, il est possible de trouver des constantes B, telles que

ZB sin@ (3.17)

Une telle série est appelée une série (généralisée) de Fourier (ou série) de la fonction f par
rapport aux fonctions propres du probléme, et B,, n = 1,2... sont appelés les coefficients de
Fourier (généralisés) de la série.

Le dernier ingrédient nécessaire a la résolution du probléme est le principe de superposition
généralisée. Nous généralisons le principe de superposition et 'appliquons également a une série
infinie de solutions séparées. Nous appelons une telle série une solution généralisée d’EDP si la
série converge uniformément dans chaque sous-angle contenu dans le domaine ot la solution est
définie.

Dans notre cas, le principe de superposition généralisée implique que '’expression formelle

b 2
u(x,t) = Z B, sin ? exp (—k (%) t) , (3.18)
1

est un candidat naturel pour une solution généralisée du probléeme (3.1) — (3.3). Par «solution
formelle», nous entendons que si nous ignorons les questions de convergence, de continuité et
de fluidité et si nous procédons a des différenciations et des substitutions terme par terme, nous
voyons que toutes les conditions requises du probléme (3.1) — (3.3) sont satisfaits.

Avant de prouver que, dans certaines conditions (3.18) est effectivement une solution, nous de-

vons expliquer comment représenter une fonction «arbitraire» f sous la forme d’une série de
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Fourier. Autrement dit, nous avons besoin d'une méthode pour trouver les coefficients de Fourier
d’une fonction donnée f. De maniére surprenante, on peut facilement répondre a cette question
en supposant que la série de Fourier de f converge uniformément, fixons m € N, multiplier I'ex-
tension de Fourier (3.17) par la fonction propre sin (”—2””) , puis intégrez 'équation terme par terme
sur [0,L]. On a

L L
/sin mgxf(x)dx = Z Bn/ sin mzx sin ?dw. (3.19)
0 =19
Il est facile de vérifier que
r 0
/sin m;rx sin ?dm = { L Z i Z (3.20)
0 2
Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par
L
/Sin mzxf(x)dx
0
B, = >—
/ sin? mzxdx
0
L
2
= z/sin mzxf(x)dx, m=1,2... (3.21)

Il s’ensuit en particulier que les coefficients de Fourier et série de Fourier de f sont uniquement
déterminés. Par conséquent, (3.18) avec (3.21) fournit une formule explicite pour une solution
(formelle) du probleme de chaleur. Notez que nous avons développé un outil puissant ! Pour une
condition initiale donnée f, il suffit de calculer les coefficients de Fourier correspondants pour

obtenir une solution explicite.

Exemple 3.1 Considérez le probléme :

Up — Uy = 0 O<zx<L,t>0, (3.22)
uw(0,t) = u(L,t)=0 t>0, (3.23)

T 0<z< E,
u(r,0) = f(r)= - 2 (3.24)

T—r —<z<m.

2
La solution formelle est
u(x,t) = Z B,, sinmx exp (—mzt) , (3.25)
m=1
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ol
20
B, = —/f(a:) sin mzdx
T
0
/2 T
2 , 2 :
= — [zsinmzdr + — | (7 — x)sinmadr
T T
0 w/2
2 [—=mcosmz N sin mzx ﬂ/2+ 2 [—(mr—2z)cosmx sinmz]”
o m m2 |, 7r m m? |
4 mm
= sin ——
m?2 2’
or
0 m = 2n,
sin mr _ . , (3.26)
2 (-1)" m=2n-—1
oun = 1,2,...Par conséquent, la solution formelle est
u(x,t) (3.27)

= Zun (x,t)

= %Z ((2;1—21)2“1 [(2n — 1) z]exp (— (2n — 1) t).

n=1
Nous affirmons que, en supposant que la série de Fourier converge vers f, la série (3.27) est bien une

solution classique. Pour vérifier cette affirmation, supposons

_4 N —(_1)n+1 i —1)x
flz) = - 2n 17 sin[(2n — 1) x]. (3.28)

n=1

Les fonctions obtenues en additionnant uniquement de nombreux termes de la série de Fourier.

Puisque
u(z,t)|
414 (- 2
= —|= ———sin|{(2n—1)xzjexp— (2n — 1) ¢
Wﬂ;(2n—1)2 ( )7l exp = )
4
29
m(2n —1)

il résulte du M-test de Weierstrass que la série (3.27) converge uniformément vers une fonction conti-

nue dans la région
{(z,) |0 <z <mt>0}.
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En substituant u dans les conditions initiales et aux limites, et en supposant que le développement de
f de Fourier converge vers f, nous obtenons que ces conditions sont bien satisfaites.
Reste a montrer que la série (3.27) est différentiables par rapport a t, deux fois différentiables par

rapport a z, et satisfait U'équation de la chaleur dans le domaine.
D:={(z,t)[0<z<mt>0}.

Fixons € > 0. Nous montrons d’abord que la série (3.27) est différentiables par rapport a t, deux fois

différentiables par rapport a x et satisfait U'équation de la chaleur dans le sous-domaine
D.:={(z,t)|0<z<mt>c}.

Par exemple, nous montrons que (3.27) peut étre différencié par rapport a t pour t > . En effet, en

différenciant u,, (x,t) par rapport a t, on obtient que

|(un(2,1)),]
= 4(271—_1)2sin n—1)z]exp — (2n —1)°
= |2~ Dalexp - (20 - 1)

4
< —exp—(2n—1)%¢.
7T

Depuis la série

4
—exp—(2n —1)%¢,
m

converge, il en résulte par le M-test de Weierstrass que pour chaque ¢ > 0 la série E (un(x, 1)),
converge vres u; uniformément dans D.. De méme, on peut montrer que u a une dérivée continue du

second ordre par rapport a x obtenue par différenciation terme par terme. Par conséquent

Ut — Ugy = Z (un)t o Z (un)x:c

= > {(un), = (un),,}
= 0,

ol dans la derniére étape nous avons utilisé la propriété que chaque solution séparée u,(x,t) est
une solution de Uéquation de la chaleur. Ainsi, u est une solution de la EDP dans D.. Puisque ¢ est
un nombre positif arbitraire, il en résulte que u est une solution de 'équation de la chaleur dans le
domaine D.

Comme le terme général u, décroit de facon exponentielle dans D., il est possible de différencier

(3.27) terme par terme en un ordre quelconque relatif a = et t. La série correspondante converge
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uniformément dans D, vers le dérivé approprié. Notez que k les différenciations par rapport a x et
¢ les différenciations par rapport a t contribuent au facteur général de la série a un facteur d’ordre
O (n’““l), mais en raison du terme exponentiel, la série correspondante est convergente.
La conclusion importante est que, méme pour la condition initiale non lisse f, la solution contient
finalement beaucoup de dérivés vis-a-vis de x et t et qu’elle est lisse dans la bande D. Le manque de
régularité des données initiales disparait immédiatement, cet effet de lissage est également connu pour
les problémes paraboliques plus généraux, contrairement au cas hyperbolique, ot les singularités se
propagent le long de caractéristiques et persistent en général dans le temps.
Un autre résultat qualitatif que nous pouvons déduire de notre représentation concerne le compor-
tement de la solution dans le temps (c’est-a-dire le comportement dans la limite t — +00). Ce
comportement est directement influencé par les conditions aux limites, en particulier, cela dépend de
la valeur propre minimale du probléeme de valeur propre correspondant. Dans notre cas, toutes les
valeurs propres sont strictement positives, et de (3.18) et la convergence uniforme dans D, il s’ensuit
que

lim u(xz,t) =0, V0<z<L.

t—00

Par conséquent, la température le long de la tige converge vers la température imposée aux extrémites.

3.4 Résoudre un probleme de Dirichlet non homogéne pour

une équation de la chaleur

Soit I’équation de la chaleur non homogene suivante

du 0*u

F 5@ + p(z) (3.29)
u(a,t) = A, u(bt)=B (3.30)
u(z,0) = f(z). (3.31)

Pour résoudre ce probléme il faut mettre la solution v comme de somme du deux solutions comme
suit
u(z,t) = v(x,t) + w(x),

ou w est la solution du probleme suivant

puw"(z) +p(x) =0, w(a)=A, w(b) =B,
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et v est la solution du probleme suivant

v 0%
v(a,t) = 0, v(b,t) =0, (3.33)
v(z,0) = f(x)—w(x). (3.34)

Remarque 3.1 Pour voir pourquoi il suffit de substituer u par v+w dans le probléme (3.29) — (3.31),

on trouve
ow+w) 0 (v+w)
o~ e T (5:35)
v(a,t) +w(a) = A, v(bt)+w(b) =B, (3.36)
v(z,0) +w(x) = f(x). (3.37)
ce qui imlique
dv  Ow v Q*w
ot =7 {a_ * %} Tr@). (3.38)
v(a,t) +w(a) = A, v(bt)+w(b) = B, (3.39)
v(x,0) +w(x) = f(x). (3.40)
) ., ow 9*w )
Maintenant, comme w = w(z) est indépendant det, On a i 0et i w"(z). Donc, ce qui
T
précede réduit a
v 0% "
E = 6@ + ,BW (X) + p(x). (341)
v(a,t) = A—w(a), v(b,t) =B —w(b), (3.42)
v(z,0) +w(x) = f(z)—w(z). (3.43)

Maintenant, il est clair que pour étre capable de résoudre pour v en utilisant la séparation stan-

dard des variables, tous les termes en gras doivent étre 0. Ainsi, w résout

pw"(x) + p(x) =0, w(a) = A, w(b) = B. (3.44)
Remarque 3.2 On note que w peut étre résolu comme suit :
pw"(z) +p(x) = 0 (3.45)
L w () = _p(x)
1
= w(z)= ——//p(m) + Cix + Cs.
Maintenant, On peut utiliser
w(a) = A, w(b) =B (3.46)

pour decider C et Cs.
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Exemple 3.2 Resoudre le probléme suivant :

ou 0%u

il 382+X O<z<m t>0 (3.47)
w(0,8) = u(m,t)=0,t>0 (3.48)
uw(z,0) = sinz, 0 <z <. (3.49)

Solution 3.1 Premiérement on trouve que w(x) satisfait
3w’ +x =0, w0)=w(r)=0. (3.50)

La solution générale est donnée comme suit :

56'3

w = —1—8+01:1:+C’2 (351)
Posons
w(0) = w(m) =0,
on obtient
2
Cy=0,01 = —.
2 sy V1 18
Alors
Lo 2 2
= (2 — 7). 52
w 18(3: ) (3.52)
Maintenant on pose v = u — w on a besoin de résoudre
v 0%
— = 3— 3.53
ot Ox?’ (3.53)
v(0,t) = o(mt) =0, (3.54)
u(z,0) = sinz+ 12<I2 — 7). (3.55)
On obtient
K,=-n* X,=sin(nz), n=1,2,3,... (3.56)
et besoin d’élargir
sin x —|— x — 72 Z by, sin(nx) (3.57)
De toute évidence, tout ce que on doit faire est
1x—8(x2 —7?) = ; by, sin(nx). (3.58)
Apres ¢a, b, peut étre obtenu par
~ 1, n=1
by, = b, + : (3.59)
0, n>1
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On calcule

Donc

Résoudre

ona

2 s
— / £(xQ — 72) sin(nz)dzx
. 18

2 ™
“or ), %(mQ—WQ)dcos(nx)

2 [z, 5, - i 2 72
- {18(9& —7%) cos(nx) |§ —/0 Cos(nx)<6 ~ 13 dx

2 s 2 2
e [0 —0-— /o cos(nx) (% — 71T_8) da:]

2 .
3,31, patr
— 5250, impair

. o n=1 +{ o5, N pair

—5%5, nimpair

2 .
a3, npatr
+ 3n ) )
— n impair

2 N
e 3t n= sze 2" n pair
T?’L(t) = + 2 73n2t . . °
—=e n impair

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Finallement
v(x,t)
2 2
— 3t 3nct ;
= e “'sin(z) + Z 3,3¢ sin(nx)
n pair
2
— Z 3,3° 3% sin(na)
n impair
=~ 2 >
= e 3t Slﬂ(l‘) + ; 3(21{;)3673(2’6) tSin(?kCL’)
— i 2 e 3Rt gin((2k — 1))
3(2k —1)3
k=1
2 e 12K gin (2kx)
= e sin(x) + = 4k . (3.64)
(@) 3 ; —ﬁe*?’(%*l)% sin((2k — 1)x)
Retour a u
u(z,t) (3.65)
= e gin(w)
L2 = e 12 sin (2kx)
3~ —ﬁe*?’(%*l)% sin((2k — 1)x)
+5@? %)
Exemple 3.3 Résoudre le probléeme suivant
ou 0?u
— = 3—+5 t 3.66
T 3(9x2+ ,0<z<m t>0 ( )
u(0,t) = w(mt)=1,t>0 (3.67)
u(z,0) = 1, 0<z<m. (3.68)
Solution 3.2 Premiérement on trouve que w(z) tel que
3w"+5=0, w(0)=w(r) =1 (3.69)
La solution général est
)
w(z) = —6332 + Cix + O,. (3.70)
Posons
w(0) = w(mr) =1,
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on obtient -
T
Co=1,C = 5
alors
w(z) = —%(W —z)+ 1 (3.71)
On pose
v=u—w,
on résout
v 0%
a = 3@,0<[E<7T,t>0 (3.72)
v(0,t) = wo(mt)=0,t>0 (3.73)
) )
v(z,0) = 1— {g(w—x)qu} :g(x—w),0<x<7r, (3.74)
on obtient
K,=-n* X, =sin(nz), n=1,2,3,... (3.75)
et on développe
T s )
F(m —7) = ; by, sin(nx). (3.76)
Par des calcules, on trouve
2 s
b, = ;/0 [%(m - W)] sin(nz)dx
_ 2 x(z — m)d cos(nx)
 3nrm ),
= —% {x(x — ) cos(nx) |§ —/0 cos(nz)d[x(z — 71')]:|
- 0—-0-— /W(Qx — ) cos(nx)
 3nm 0
_ 2 7r(231: — ) cos(nx)dx
-~ 3nm J,
_ 2 (2x — ) cos(nx) |§ —2 /7r cos(nx)dx
~ 3nm 0 0
5 i 2 i
= 3.- [W(—l) —(—7m) — Esm(nw) \0}
5 . 32 n pair
= —[(-D)"+1] = no . (3.77)
3nm 0, n impair
Maintenant on résout
E .
T' 1 30°T, = 0, Ta(0) = { 3o PAT (3.78)
0, n impair
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ona

10 ,—3n?t ;
T : air
T (t) = { € o P (3.79)
0, nimpair
Cela méne a
10 — 5
v(z,t) = Tg(;r%e_?’”% sin(nx) = ; ﬁe_mkzt sin(2kx). (3.80)
Alors
u(z,t) =v+w = io: ie_l%% sin(2kx) + 5—x(w —xz)+1 (3.81)
’ 23}, 6 | '

3.5 La méthode de I’énergie et 'unicité

La méthode de I'énergie est un outil fondamental dans la théorie des EDPs. une de ses principales
applications est de prouver le caractere unique de la solution des problémes initiaux de valeur
limite. La méthode est basée sur le principe physique de la conservation de I’énergie, bien que
dans certaines applications, 'objet que nous appelons mathématiquement «I’énergie» ne soit pas
nécessairement I'énergie réelle d’un systéme physique.

Rappelons que pour prouver le caractere unique des solutions a un probléme différentiel linéaire,
il suffit de montrer que la solution de '’EDP homogene correspondante avec des conditions ini-
tiales et aux limites homogenes est nécessairement la solution zéro. Laissez-nous décrire la mé-
thode de I’énergie. Pour certains problemes homogenes, il est possible de définir une intégrale
d’énergie non négative et fonction non croissante du temps ¢. De plus, pour ¢ = 0, 'énergie est
nulle et, par conséquent, ’énergie est nulle pour tout ¢t > 0. En raison de la positivité de 'énergie
et des conditions initiales et limites nulles, il en résultera que la solution est nulle.

Nous démontrons la méthode énergétique pour les problemes qui ont été étudiés dans la présente

section.

Exemple 3.4 Considérons le probleme de Neumann pour la corde vibrante

Uy — Uy = F(x,t) 0<z<L,t>0, (3.82)
uz (0,t) = alt) t>0, (3.83)
ug (L,t) = b(t) t>0, (3.84)

u(z,0) = f(z) 0<z<1L, (3.85)
u(z,0) = g(x) 0<axz<L. (3.86)

3.5. La méthode de I'énergie et I'unicité



Chapitre 3. Problémes paraboliques

Soit uy, us deux solutions au probléme. Par le principe de superposition, la fonction w := u; — ug est

une solution du probléme

Wy —Cwey = 0 0<ax<L,t>0, (3.87)
w, (0,8) = 0 t >0, (3.88)

w, (L,it) = 0 t>0, (3.89)
w(z,0) = 0 0<z<IL, (3.90)
wy(z,0) = 0 0<z<L. (3.91)

Définir Uénergie totale de la solution w au temps t comme
Et) = /(wt + w?) da. (3.92)

Le premier terme représente 'énergie cinétique totale de la chaine, tandis que le second terme repré-

sente l’énergie potentielle totale. Clairement, E est donné par

L

E'(t) = g /wt—i-cw dx
0

L
= / (wtwtt + czwxwmt) dx. (3.93)
0

Or

9
ox
28

¢ — (wpwy) — wywy.

ox

2 2
CWWyy = C [ (wxwt)—wmwt}

En substituant cette identité a (3.93), nous avons

L
E'(t) = cz/% (wywy) da
0

= & (wawy)|} . (3.94)

La condition aux limites (3.88) — (3.89) implique que E’ (t) = 0, donc E(t) = constante, et I’énergie
est conservée.
Par contre, puisque pour t = 0 nous avons w(x,0) = 0, il en résulte que w,(x,0) = 0. De plus, nous

avons aussi wy (z,0) = 0. Par conséquent, Uénergie au temps t = 0 est nulle. Ainsi, E(t) = 0.

3.5. La méthode de I'énergie et I'unicité
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2
T

> 0, et puisque son intégrale sur [0, L] est nulle, il s’ensuit que w?+c*w? =

Depuis e(z,t) := w?+c*w
0, ce qui implique que w; (z,t) = w, (x,t) = 0. Par conséquent, w(x,t) = constante. Par les conditions

initiales w(z,0) = 0, on a w(x,t) = 0. Ceci compléte la preuve de l'unicité du probléme (3.82)-(3.86) .

Exemple 3.5 Modifions un peu le probleme précédent et, au lieu du probleme de Neumann (non

homogeéne), considérons les conditions aux limites de Dirichlet. :
u(0,t) = a(t), u(L,t) =b(t) t>0.

Nous utilisons la méme intégrale d’énergie et suivons les mémes étapes. On obtient pour la fonction

w
E'(t) = & (wewy)]5 . (3.95)

Puisque
w(0,t) = w(L,t) =0,
il s’ensuit que
’U}t<0, t) = U)t<L, t) = O,
donc,
E'(t) =0,

et aussi dans ce cas Uénérgie est conservée. le reste de la preuve est exactement le méme que dans

Uexemple précédent.

Exemple 3.6 La méthode de l’énergie peut également étre appliquée aux probléemes de conduction

thermique. Considérons le probleme de Dirichlet

u — kug, = Flx,t) 0<x<L,t>0, (3.96)
u(0,t) = a(t) t>0, (3.97)
u(L,t) = b(t) t>0, (3.98)
u(z,0) = f(z) 0<z<IL, (3.99)

Comme nous Uavons expliqué plus haut, nous devons prouver que si w est une solution du probleme
homogeéne a zéro conditions initiales et aux limites, alors w = 0. Dans le cas présent, nous définissons

l'énergie comme suit :
L

E(t) = E / wdz. (3.100)

0
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La dérivée temporelle E' est donnée par

d |1
E/ — . - 2
(t) pn 2/w dx
0

L

= /wwtdx
0
L

= /kzwwmdx. (3.101)

0

en intégrant par parties et en remplagant les conditions aux limites, nous avons

L
E'(t) = kwwﬂé—/Kwidm
0

L
= —/ngdazgo,
0

par conséquent, U'énergie n’augmente pas. Puisque E (0) = 0 et E(t) > 0, il s’ensuit que E = 0. Par
conséquent, pour tout t > 0, nous avons w(.,t) = 0 et l'unicité est prouvée. La méme preuve peut

également étre utilisée pour le probléeme de Neumann et méme pour la condition limite du troisieme
type :

u(0,t) — au,(0,t) = a(t),

u(L,t) + Bug(L,t) = b(t),

pour tout t > 0, a condition que «, 3 > 0.

3.6 Lexistence et I'unicité de la solution pour un probleme de
Dirichlet pour une équation de la chaleur par la méthode
d’inégalité d’énergie

3.6.1 Introduction

Lobjectif de cette section est 'étude d’un probleme de Dirichlet pour une équation parabolique
(équation de la Chaleur). On montre I'existence et 'unicité de la solution forte. La démonstration
est basée sur une inégalité d’énergie et sur la densité de I'ensemble de I'image de l'opérateur

engendré par le probleme étudié dans I'espace d’arrivée F'.

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
chaleur par la méthode d’'inégalité d'énergie
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3.6.2 Position du probleme

Dans le domaine rectangulaire Q1 = (0,1) x (0,7), avec T' < oo. On va considérer '’équation de

la chaleur. On cherche donc une solution au probléme

Ou— Au= f, dans Qr
u(z,0) = ¢ (z), z€(0,1) (P)
u(0,t) =u(l,t) =0, t€[0,T]

telle que
ou  0%*u
avec la condition initiale
lu =u(z,0)=p(x), x€(0,1), (3.103)
la condition au limite de Dirichlet
w(0,t) =u(1,t) =0, t € [0,T] (3.104)

ou ¢, f sont des fonctions connues.

3.6.3 Estimation a priori

Dans cette sous section, on montre I'existence et 'unicité de la solution du probléme (3.102) —
(3.104). La démonstration est basée sur une estimation a priori et sur la densité de 'ensemble
des valeurs de 'opérateur engendré par le probléeme (P). Le probléme (P) peut étre écrit sous la
forme opérationnelle suivante :

Lu=F, (3.105)

ou L = (L, /), avec un domaine de définition D (L) constitué de fonctions u € L? (Qr), telles que
ou 0%u
ot’ oz~ _
B dans F, ou B est I'espace de Banach des fonctions u € L? (Q7) et dont la norme :

€ L? (Qr) et u satisfait les conditions de limite dans (P), l'opérateur L est considéré de

2 2 2
Julz = HuxHL2(QT) + H“HL2(0,1)>
est finie, et I est 'espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ¢) dont la norme :
2 2 2
”:FHF = HfHL2(QT) + HSDHLQ(OJ) )

est finie.

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
chaleur par la méthode d’'inégalité d'énergie
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Théoréeme 3.1 Pour toute fonction u € D (L), on a Uestimation
[ull g <m || Lullp, (3.106)

oll m est une constante positive indépendante de u tell que :

m: \/m[ 1 (5 max (£,1)))

min(3, 1)

cesT,

Preuve. Multipliant I'équation (3.102) par le multiplicateur Mu suivant :
Mu = u,
et en intégrant sur le domaine @), = (0,1) x (0,7), ot 7 € [0,7, on obtient :
/(atu — Au) - Mudxdt
Q-

= /@u(m,t) ~u(x, t)dxdt — /Au(mﬂf) -u(x, t)dxdt

= /f(x,t) ~u(x, t)dzdt.
Qr

En utilisant une intégration par parties, on obtient :

1

/@u(az,t) ~u(x, t)dedt = %/ <u2(x t) z g) dx.
Q-

0

D’apres la condition initiale

u(z,0) = ¢ (x),
et
[1@- e =
on trouve : ) .
Owu(x,t -ux,tdxdt:1 uQx,Td:c—l 2(z)dx,
Q[()() 20/() Qo/sou
et

—/um(.r t) - u(x, t)dxdt

T 1

/ w(@, t) (ug(z, 1) [225) dt—// (—(us(z,1))?) dadt.

0 0

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
chaleur par la méthode d'inégalité d'énergie
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D’apres la condition au limite de Dirichlet, on a :

T 1
—/um(x,t) cu(x, t)dzxdt = //(ux(x,t))dedt,
Q- 00
donc
/(@u cu— Au - u)dzdt
QT
= /8tu ~udxdt — /Au - udxdt
ol Q-
. 1 . 1 1
— 5/7,62(%,7')(156 - 5/902(a:)d:1:+ //(um(a:,t)fdxdt
0 0 00
= /f(:c,t) -u(x, t)dxdt,
QT
alors

T

— /j(ux(x,t))dedt - %qu(x,T)dz

1

_ /f(x,t)-u(x,t)dxdt—i— %/QOQ(x)d%

Qr 0
. S . € 1

et en utilisant I'inégalité de Cauchy avec ¢, on trouve (i.e : | ab |< 3 | a|? + % | b |*; Ve > 0;
£

Ya,b et

T 1

/ / (e odrdr = [z 2o

0 0
on obtient :

2 2
||u$||L2(QT) + 5 ||u||L2(0,1)

€ 2 1 2 1 2
< 2 ”uHL?(QT) + % Hf”LQ(QT) + 3 ||90HL2(0,1) :
On applique le lemme de Gronwall (i.e ¢; f1 + c2fo < c3f3 + ¢4 / fo(t)dt <= f1 + f2 < cf3) avec
0

. mf.iX(C?); c1) eeiT
min(cq, ¢2)

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
chaleur par la méthode d'inégalité d'énergie
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1
dans ce cas f, = / u?dx, d'ou

0

2 2 2 2
Hux“L2(QT) + HUHL2(0,1) <c (HfHL2(QT) + H‘PHH(OJ)) J

avec € 11
. maXgze(o,1] (27maX (25’ 2)>) e
min(%, 1)

N|m

T-
ce qui équivalent
lully < el Fl%,

alors

lullp <m || Fllp aveem = Ve,

d’ot1 P'unicité de la solution. =

Remarque 3.3 Linégalité (3.106) donne lunicité de la solution comme suit :

soit uy , up deux solutions alors

Lu1 =F
= L(ul - U?) = 07
LUQ =F

donc
s — sl < 0l p = flur — wallp < 0= w1 = s,

Ce qui donne lunicité de la solution.

3.6.4 Etude de l’existence de la solution

Montrons maintenant I’existence de la solution

Proposition 3.1 Lopérateur L de B dans F est fermable.

Preuve. Soit {u,},.y € D(L) une suite telle que :

u, — 0 dans B, (3.107)
et
Lu, — (f;y) dans F, (3.108)
il faut démontrer que
f=0etp=0.

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
chaleur par la méthode d'inégalité d'énergie
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La convergence de u,, vers 0 dans B entraine :

u, — 0 dans D' (Qr) - (3.109)
D’apres la continuité de la dérivation de D' (Q7) dans D (Qr), (3.109) implique :

Lu, — 0 dans D' (Qr). (3.110)
Par ailleurs, la convergence de Lu, vers f dans L? (Q7) engendre :

Lu, — f dans D' (Qr). (3.111)

En vertu de I'unicité de la limite dans D' (Q7), on conclut de (3.110) et (3.111) que f = 0.
Ensuite, il s’engendre de (3.108) :

tu,, — o dans L*(0,1). (3.112)
D’un autre coté, d’apres :

2 2 2
[unllp = [1(un)ellz2(qr) + llunllz2g)
2

> ||Un||L2(o,1)

2
> Hun($>0)HL2(o,1)

2

2 HSO(x)HB(o,l)v

puisque u,, — 0 dans B alors ||u,|% — 0 dans B on obtient alors :
le(@)]] <0,

on conclut que
¢ =0.
]
Soit L la fermeture de L, et D(L) le domaine de définition de L.

Définition 3.1 La solution de I’équation
Lu = F,

est dite solution forte du probléme (P) .
théoeréme 3.1 est valide pour une solution forte, i.e. ; on a I'inégalité :
ul| ; < m || Lu|| ,Vu € D(L). (3.113)

Par conséquent, cette derniére inégalité entraine les corollaires suivants :

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
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Corollaire 3.1 La solution du probléme (3.102) — (3.104) si elle existe, elle est unique et dépend

continitment de F € F.

Corollaire 3.2 Lensemble des valeurs R(L) de U'opérateur L est égale a la fermeture R(L) de R(L).

Preuve. Soit z € R(L), alors il existe une suite de Cauchy {z,}, . dans F constituée des éléments
de 'ensemble R(L) telle que

lim z, = z.
n—-+4o0o

Il existe alors une suite correspondante u,, € D(L) telle que
Lu,, = z,.
De l'estimation (3.106), on obtient :
lup = ugll g < m || Lu, — Lug||p — 0,

quand p et ¢ tendent vers l'infini. On peut déduire que {u,}, . est une suite de Cauchy dans B,
ainsi il existe u € B telle que

lim w, = u dans B.

n—-+oo
En vertu de la définition de L (lim,, ;o t, = u dans B, si lim,, ;o L, = lim,, ;o 2, = 2, alors

lim,,_, ;o0 L, = z et comme L est fermé donc Lu = 2), la fonction u vérifie que :
u€ D(L), Lu = 2.

Ainsi z € R(L), alors
R(L) C R(L).

Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu’il est complet (tout sous-espace complet d’'un
espace métrique (non nécessairement complet) est fermé).

Il reste a démontrer 'inclusion inverse.

Soit = € R(L), alors il existe une suite de Cauchy {z,} dans F constituée des éléments de
lensemble R(L) telle que

lim z, =z,
n—-+o0o

ol z € R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d’un espace complet F, donc R(L) est complet.

11 existe alors une suite correspondante u,, € D(L) telle que

Lu,, = z,.

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
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De I'estimation (3.113), on obtient :
lup — uqgll 5 <M qup — ZuqHF — 0,

quand p et ¢ tendent vers l'infini. On peut déduire que {uy,}, . est une suite de Cauchy dans B,
ainsi il existe u € B telle que

lim wu, = u dans B.

n—-+00

Une fois encore, il existe une suite correspondante {L (u,)}, .y € R(L) telle que
Lu,, = Lu,, sur R(L). ¥n.

Donc
lim Lu, = z.
n—-+oo

En conséquence z € R(L), et alors on conclut que
R(L) C R(L).

n
Pour démontrer I'existence de la solutions, on doit prouver que R(L) est dense dans F' pour tout
u € B et pour tout arbitraire F = (f, ) € F.

Théoreme 3.2 Pour chaque F = (f, ) € F, le probléme (3.102) — (3.104) admet une solution forte

unique u =L ' F.

. 4 N4 . . 7 Ea . . ——1
Preuve. En vertu de I'inégalité (3.113), il s’ensuit que 'opérateur L. admet un inverse continu L

et comme 'ensemble R(L) est fermé (En raison du corollaire 3.2), d’ou il suffit de démontrer la
densité de 'ensemble R(L) dans l'espace F' pour le cas particulier oti D (L) = B est réduite a
Dy (L), ou Dy (L) = {u, we€ D (L) : fu = 0}. Dans ce but, on démontre la proposition suivante :

Proposition 3.2 Si, pour w € L? (Qr) et pour tout u € Dy (L), on a
/ Lu - wdzdt = 0, (3.114)
T

alors w s’annule presque partout dans Q.

Preuve. Le produit scalaire de F' est défini par :

1
(Lu,w), = Lu - wdzdt + / (Cu) (wo) de. (3.115)
Qr 0

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
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Iégalité (3.115) peut s’écrit comme suit :

2
O dadt — [ T ot = 0, (3.116)
Qr ot Qr Oz
. Ou O%*u ) . .. .. )
ouu, o g € L (Q), avec u satisfait les conditions aux limites de (P). De (3.116), on obtient
I'égalité :
0 02
/ L wdadt = / . wdadt. (3.117)
Qr ot Qr ox
On met

t

u(z,t) = /z(a:,T)dT,
0
d’apres (3.117) on a I'égalité

82(/tz(a:,r)d7)

/ z - wdxdt = / 57 - wdxdt. (3.118)
Qr T z

Au cours de I'établissement de la fonction w.et a partir de 'égalité (3.118), on donne la fonction

w en terme de la fonction z comme suit :
w = z(x,t). (3.119)

Donc, w € L* (). Et 2 satisfait aux mémes conditions que la fonction u dans (P).

Remplacant w dans (3.118) par sa représentation (3.119), par l'intégration par parties avec l'utili-

/szdT
0

ox

sation de conditions de la fonction z, on obtient :

/ z(x,t) - z(x, t)dxdt = z(z, t)dxdt, (3.120)

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
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/ZQ(w,t)dxdt (3.121)
Qr t .
T 8(/z(1‘,7')d7')
:/ 0 pe - z(z,t) dt
0
x=0

alors
ey 2
/ 22(x,t) dodt = ——/ / z<x’7)d dx,
. 2 ox
0o \0
donc
. 1 t 2
—5/ /z(x,T)dT dx <0.

0 \0
Il devient, donc z = 0 dans )7, qui donne w = 0 dans Q7. Cela fait la preuve de la proposition. m
Revenons maintenant a la démonstration du théoreme 3.2.
On considére une fonction W = (w,wp) € R(L)* et pour tout v € D(L) = B, alors W vérifie
I'égalité :
(Lua w)F
1
= / Lu - wdxdt + / (u) (wo) dz (3.122)
Q 0
= 0.

Puis. On doit prouver que W = 0. On suppose u € Dy(L) dans (3.122), on obtient :

/ Lu-w drdt =0, u € Dy(L).
Q

De la proposition 3.2, on déduit que w = 0. Ainsi (3.122) prend la forme :

/1 (fu) (wo) dx = 0,u € D(L). (3.123)

3.6. L'existence et I'unicité de la solution pour un probleme de Dirichlet pour une équation de la
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Puisque I'ensemble des valeurs de 'opérateur ¢ est dense partout dans I'espace de Hilbert F' avec

([ [wu)?}f ,

I'égalité (3.123) implique que wy = 0. Donc W = 0 implique R(L) = F.

la norme

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.2.
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Problemes elliptiques

4.1 LDéquation de Laplace sur un rectangle (2D)
Le probleme considéré est le suivant
0%u

G (x,y) + G (2,y) = 0
u(x,0) = fi(z), u(z, N) = fa(x)
w(©0,9) = 01(y), w(M,y) = 92(y)

Nous allons couper ce probleme en quatre problemes ayant chacun une seule condition non-

M, 0<y<N
M ) 4.1)
N

o o o
INININ
INCININ

x
x
Y

homogene :
)

TH(w,y) + TE () =0
(F1):§ w(z,0) = fi(z), wi(z,N) =0 ;
(0

U1 ?J) Oul(M?/)—O

P4 (,y) + Z(x,y) = 0

(PQ) ( O) 0, UQ(JJ,N):fQ(Z‘) )
\ ug(0,y) =0, ua(M,y) =0
[ Zu(e ,y>+g2—;f<x y) =0

us(,
uz(0,y) = 91( ), U3(M y) =0
T(,y) + T (w,y) =0
(Py) : ¢ uz(z,0) =0, uz(z, N) =0
| u3(0,y) =0, us(M,y) = ga(y)
Siwu;,i=1,2,3,4 est une solution de probleme (P;) alors u = uy + uy + us + u4 est une solution
du probléme (4.1).
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On va ullustrer la méthode de séparation des variables pour résoudre (P;).
Le méme type d’analyse peut étre fait pour les trois autres problémes. Alors, pour résoudre le

probléme (P;), posons
ui(z,y) = X(2)Y (y) # 0,

il vient
X"Y + XY" =0,
ou
X'@) Yy
X(x) Y(y) '

Donc on obtient
X"+ XX =0etY” —\Y =0,

d’ot le premier probléme de Sturm-Liouville :

X"+ XX =0
: (4.2)
X(0) = X(M) =0
La résolution de ce probleme (4.2) d’équation différentielle ordinaire est donnée par
X(x) = Cycos Ax + Cysin Az,
les conditions
= O’
et
X(M) = Cysin \M
g 07
implique que
sin \M =0 = AM = nm,
ce qui donne
Ay = % n € N,
alors
Xn(x) = C,sin %:}3 4.3)

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D)
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La résolution du deuxieme probleme de Sturm Liouville

{ Y’ — (2)’y =0

Y(N)=0

)
est donnée par

Y(y) = Cse™ 3 4 Cyeit?,
en utilisant Y (N) = 0, on trouve
Y(N) = Cze™ s N 4 Cues =0,

ce qui donne

2nt N
O3 = —Cyexp ( nn ) '
Alors
2ntN\  —nr o
Yaly) = _C4eXP< al )eMy + Cypenr?
nm _ N _ N
Y, (y) = 20en? [exp (M) ~exp (_M
M
s — N
Yuly) = 2C,e 3 sinh (M) )
M
Donc
U (2, y) = Ay sin (%x) . sinh (mT(?JT_
ou .
Ay, =20,Cyexp (%) '

M

N))’

)

uy,(z,y) est une solution qui satisfait toutes ses conditions. D’abord par l'utilisation du théoreme

de superposition, on trouve :

ui(z,y) = i/ln sin (%x) . sinh (W) .

Reste calculer A,,.

Pour satisfaire la derniere condition u,(x,0) = fi(x), on a d’une part

ua(,0) = fi() = 3 Ausin (27 ) -sinh (_ﬁ) ,

n>1

(4.4)

4.5)

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D)
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et d’autre part, développons f;(z) en série de Fourier en sinus, on obtient
nm nm
_ sin (254 - sinh (__ ), 4.6
nE>1 Q, sin (Mx> sin M!L‘ (4.6)

tel que

2 M . /nm
oy, = M/o fi(z) sin <M£U> dz,

de (4.5) et (4.6) on trouve :

2 M . nm .
An= M sinh (—2Y) /0 fi(z)sin (Mﬂf) dr  Vn €N

Ainsi, on va obtenir une solution formelle du (P ); en procédant de facon similaire, on obtient des

solutions formelles aux problémes (P;) : i = 2,3, 4, ces solutions sont :
us(z, ZB sin (Mx> sinh (My>

avec

B, = Msmh / fo(z) sin —xdm
et ( )
nmw nm(x — M
)= 3 Cusin (20y) i (MDY,
us(z,y) ; sin ( 7y ) - sin ( N )
avec
2 N nm
C, = in —uydy,
NSth( mrM)/O gl(y)snl Ny Y
et
ZD sin (Wy> sinh (n;\rfx>7
n>1
avec ) N
nm
D,=— in —uydy.
NSlIlh(mrM)/O 92(y)81n Ny Y

Finalement la solution du (4.1) est donnée par :

u(z,y)

S () [Ausion (") 4, ()]

n>1
o (223) [wsion (2520 i (722

ou A,, B,,C, et D, données comme précédemment.

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D)
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Exemple 4.1 Résoudre l'équation de Laplace dans le domaine rectangulaire : {0 < x < 7,0 <y

avec les conditions aux limites de Dirichlet :

u(o,y) = u(my) =0 O0<z<7
u(z,0) =0, u(0,7) =ax(x —m) O<y<m
Solution 4.1 On pose
u(z,y) = X(@)Y(y) #0,
Upe = X"V, uy, = XY".
Donc, on trouve
Ugy = X"Y, 1y, = XY,
ce qui donne
XY +XY" = 0
X// Y/l
= 4+ =0
X * Y
X// Y//
= —=——=-X€eR
X Y ©
Ensuite, on a
u(o,y) = X(0)Y(y) = 0= X(0) =0,
u(my) = X(m)Y(y) =0= X(7) =0
D’ott le probléme de Sturm-Liouville suivant :
X"+ AX =0,

X(0)=X(m)=0.

d’apres la valeur propre A, on distingue trois cas

Le premier cas : \ = 0; la solution générale pour ce cas a la forme
X(x) = Ciz+ Cy,

on calcule les constantes C; et Cy comme suit :

X(r) = Cyr=0=C,=0.

<7}

“4.7)

(4.8)

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D)
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Alors la solution est triviale dans ce cas.

Le deuxiéme cas : \ < 0; la solution générale pour ce cas a la forme
X(x) = Cle_ﬁx + C’geﬁ‘”,
on calcule les constantes C; et Cy comme suit :

X(O) = Cl+02202>02:—01,
X(r) = Ci(eVM = Cpe¥™) =0= C; = 0.

Alors la solution est triviale dans ce cas.

Le troisiéme cas : \ > 0, A = w?; la solution générale pour ce cas a la forme
X(z) = C) coswzx + Cysinwe,
on calcule les constantes C et Cy comme suit :

X(0) = C;=0,
X(m) = Cysinwr=0;

ce qui implique (pour éviter les solutions triviales)
sinwm =0= wr =nm, n=1,2,3, ...

donc w = n et A = n?.

Alors les fonctions propres du probléme de Sturm Liouville (4.8) sont

X, (z) = Cy, sinnax.

D’apres
Y . Y
Yy =Y S oy =
ona
Y" —n?Y =0, (4.9)
avec
Y (0) = 0. (4.10)

Donc la résolution de (4.9), donne

Y(y) = C’ge_”y + O4€ny.

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D) [}
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De (4.10), on obtient
Y(O) :Cg+04:0=>04:—03,

donc, on trouve
e —e™

Y. (y) = 2C; ( 5

) = —2(3 sinh ny.

On résulte que

up(z,y) = Apsinne - sinhny, Vn=1,2,3,...

D’abord par le principe de superposition, il vient

u(z,y) = Z A, sinnx - sinh ny.
n>1
Maintenant ; on passe a calculer A,
De part, on a
u(z,m) = Z A, sinhnr - sinhne = x(x — 7) ;

n>1

En developpant z(x — ) en série de Fourier en sinus :

r(r—7) = Z oy, sinna,

n>1
ou
2 [T .
a, = — | xz(r—m7)sinnzde
T Jo
—4
= (-1 -1
(-1t )
B 0 , n=2m
% , n=2m+1
Alors
0 i =2
A, sinhnt = " " ,m € N*
% st n=2m+1

Finalemen, on résulte que la solution est :

8 Z sin(2m + 1)z - sinh(2m + 1)y

u(z,y) = — (2m + 1) sinh(2m + 1)

m>0

4.1. L'équation de Laplace sur un rectangle (2D)



Chapitre 4. Problémes elliptiques

4.2 Probleme de Laplace dans les coordonnées polaires (Do-

maines circulaires)

Il est préférable d’écrire le probléme en coordonnées polaires plutot qu’en coordonées carté-
siennes notamment si la frontiére est circulaire.

Les coordonnées polaires sont définies comme suite :

x = pcost
y = psinf ’

Si on pose

on trouve

Le Jacobien est

O(z,y) cosf) —psind
J = = =P
d(p,0) sinf pcosf
Iéquation de Laplace
0%u 0%u

Au= o (2,y) + a—yg(ﬂf,y) =0,
devient 'équation aux dérivées partielles suivant en coordonnées polaires :

A 82u+182u+18u 0
U= ——-— _— _— =
op*  p296°  pap

Donc ; cherchons des solutions de 'équation aux dérivées partielles suivante :

{ V2u = 0; O<p<R,—7m<O<m
u(R,0) = f(0)
Pour des causes physiques on a :
- <A1> .
U(p, 7T> - u(p7 _7.‘—)7
et 9 5
u u
%(pv 7T> - %(pa _7T>7
et
- (42)

lu(p, )| est bornée si p — 0.

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)



Chapitre 4. Problémes elliptiques

Cherchons des solutions sous la forme

u(p,0) = o(p)S(0),
il vient
Viu = 0
/! 1 / 1 1
= 0S+-05+ =05 =0
p p

Q//_f_%gl S,,
20

Pour que la solution U(r, §) appartienne a la classe C?, il faut imposer deux conditions de pério-
dicité :
(Ay) : S(m) = S(—m)etS' (7) = S'(—m),
(As) : |o(p)| bornée lorsque p — 0.

Donc, on obtient un probléeme de Sturm Liouville et probléme d’équation différentielle ordinaire

de deuxiéme ordre suivantes :

" 1 7 A -
(1) : g pe=0
lo(p)| est bornée si p — 0

S"+ANS =0
(P2):q S(m) = S(—)
S'(r) = S'(—)

Pour le probléme (/7), on distingue 3 cas :
1/si A =0ou \ < 0, les solutions sont triviaux.
2/ si A > 0, alors, on obtient
S(h) = acos VAG + bsin VAG.

On utilise les conditions aux frontieres, et que
S'(0) = VA (—a sin VA0 + b cos \/XH) :

on trouve
acos VAT + bsin VAT = acos VA — bsin VA,

et

VA (—asin VAT + beos \/Xﬂ'> =V <asin VAT + beos \/Xﬂ') .

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)
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Alors, on obtient

bsin vVAr =0
VdasinVir =0’
ce qui implique

\/XW:mr:>)\n:n2,Vn€Z.

Les fonctions proposer sont :
Sn(0) = a, cosnb + by, sinnd.

Iéquation de P, prend la forme

,OQQII‘FPQI—TLQQZO-

Péquation de type Cauchy-Euler dont des solutions particuliere du type (p — p“) s’écrit comme
suit :
Q(p) = Cnpn + an_na

Car I’équation caractéristique est donnée par :
m? —n?=0.

ce qui donne deux racines distinctes m = +n.

Ensuite, I'existence de o(0) entaine que
Dy =0, (lim|o(p)| < oo.

Alors, on trouve que
2a(p) = Cup".

Finalement, on a le systeme de solutions suivants

’

{ Sn(0) = a, cosnb + b, sinnd
Sn(/)) = Chpp"

Finalement une solution possible est
u(p,0) = p"[a, cosnb + S, sinnd).

D’apres le principe de superposition, on trouve :

w(p,0) = > 0.(p)Sn(p)

n>0

= Z p" o, cosnb + B, sinnf).

n>0

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)
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De part ; l'utilisation du condition u(R, ) = f(#); donne :

u(R,0) = ZR"[ancosn9+6nsinn0]

n>0
= ap+ Z R"[ov, cosn + 3, sinnd).
n>1
et d’autre part, on a
F(0) = Ay + Z[Zn cosnb + B, sin nf]

n>1

ou les A, et B, sont les coéfficients de Fourier de f données comme suit :

’Z(L: LT f(0)dd

A, :%f f(0)cosnbdf, n=1,2, ...
B, = %f f(0)sinnddd, n=1,2, ...

Donc la solutions finale est donnée comme suit :

u(p,0) = Ao + Z p"[Ay cosnb + B, sinn), (4.11)
n>1
ol .
= L s
A, = ! [T f(0)cosnbdd, n=1,2,... .
R7117T 4
B, = T S f(0)sinnfdd, n=1,2,...

On peut toujours exprimer v comme une intégrale. En effet :

p" A, cosnf = P

&) cosnb cosnédé, Vn > 1
Rm

p" B, sinnf = Pi) §)sinndsinnédE, Vn > 1

il résulte :

p"[Ay cosnd + B, sinnd|

= Rp:W /: f(&)[cosnb cos n& + sinnb sin n&|d§

i
~ | s costnio - )i

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)
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la solution (4.11) devient :

Car :

Donc

u(p,8) = Ag+ = ZRH/ f(&) cos(n(f — £))d¢

= Ay+-— / (Z—cos ))) d¢
= Ao+ = /f ZRe{ 95)}d§

= Ay +— / f(& { < ez’(@—&))n}dg
n>1
~ A2 /f {1__;?5}45,

Zx 1, pour lz] < 1.

n>1

’ 1 [ plcos(0 — &) 4 isinn(0 — §)]
Ay + —/ f(6) RG{R_p[COS(e—g) Jrz'sinn(@—f)]}dg

Rpcos( — &) — p°
_/ J(0)do + = /f R? — 2]%pc0s(9—€)—l—,02alS

1 Rpcos(f — &) —
;/_ﬁ f(f){ TR 2Rpcos(f — &) —l—pz}dé

Finallement, on trouve que

avec

/Kp,e &) F(€)de,

R2 cosw — p?

27‘(’R2 —2Rpcosw + p?’

K(p,w) =

Cette expréssion appelée le noyeau de poisson.

Exemple 4.2 Soit

Q = {(z,y) eR*: 2> +¢* < 1},
Q = {(p0):0<p<1,0<0<2r}.

Résoudpre le probléeme de Diriclet suivant :

Au =0 sur
u(1,0) = g(f) pour 0<6<2m '

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)
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Solution 4.2 On peut résoudre le probléme par la méme méthode précédente par mettre R=1. Mais

ici on utilise la méme méthode de séparation de variables avec un petit changement dans la résolution

du probléme.

Donc ; le probleme en coordonnées polaire donnée comme suit :
Upp + %up + /%UQQ =0 sur Q
u(1,0) = g(0) pour 0<6<2rm
l’équation de Laplace sera
p2upp + pu, + ugg = 0.
Soit le changement de variable : p = ¢~ *, alors, on a

Ou dp

—t
Up = ——— = U,py = —€ U
ap at pPFt 14
puis, on a
_ —t _ -t —2t
uy = (—eu,) =€ u,+e “uy,
2
Uy = PUp+ P Upp.

Donc on a Uéquation elliptique :

Uy + ugg = 0,

Soit

ut,0) = T(t)o(t),
alors . p

T e

de

¢"(0) + Ao(6) = 0,
ona

¢,(0) = a, cosnb + b, sinnb,

telle que

A, =n?,n €N,
de cette valeur de A, ; on résoudre
T"(t) — n*T(t) = 0.
Si
n = Oa TO(t) = C’Ot + d07

4.2. Probléme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires)
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alors
To(p) = —Coln p + do.
Et si
n#0, T,(t) = Che™ + dye™™,
alors

Tn(p) = Cup ™" + dpp".

Donc on trouve :

up(p,0) = To- ¢y = (—Colnp+ dy)ay,
un(p,0) = T, ¢, = (Cop™™ 4+ dyp")(a,cosnd + b, sinnf),

mais que u est bornée lorsque p — 0, donc
C,=0,n=012..
Uo(p, 0) = dpay,
un(p,0) = dpp"(a,cosnb + b, sinnd).
Par le principe du superposition, on obtient :

u(p,0) =aog + Z p" (@, cos nf + by, sin nf).

n>1
Ensuite ;
u(1,0) =Gy + Y _(ay, cosnd + b, sinnd) = g(0),
n>1
olt
B 1 27
ap = %/0 9(9),
1 2T
a, = —/ g(0) cosnbdb,
T Jo
» 1 2
b, = —/ g(0) sinnddo.
T Jo

4.2. Probleme de Laplace dans les coordonnées polaires (Domaines circulaires) [
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4.3 [Déquation de Laplace dans les coordonnées cylindriques
(3D)

Pour étudier le probléme de Laplace dans une domaine de R, il est préférable d’utiliser les coor-
données cylindriques.

Alors, on a I'équation de Laplace en coordonnées cylindriques :

0*u  10u 10%u d%*u B

T ) 4.12
3p2+pap+p2802+822 (4.12)
Si on postule une solution de la forme
u(p,0,z) = P(p)p(0)Z(z),
I'équation (4.12) devient :
1/ 1 / ]‘ /! 1
P'6Z + P07 + PY'Z + PoZ" =0, (4.13)

En divisant par P¢Z, il vient :
P
Sttt =0, (4.14)

puis, on peut écrire
P// 1 P’ 1 ¢l/ ZI/

Puisque le membre droite ne dépend que de z; tandis que le membre gauche ne dépend que de p
et . Il résulte que chacun des membres doit étre égale 4 une constante soit —\?, ce qui donne

1"

P’ 1P 1¢"

2
?—i_;F—i_;E—_)\ , (4.16)
et
7" —NZ = 0. (4.17)
Multiplions (4.16) par p? on obtient
P// Pl "
P trs T % = =A%, (4.18)
qui peut étre écrit
PII P/ /i
p2? +r 5+ Np? = —%. (4.19)

4.3. L'équation de Laplace dans les coordonnées cylindriques (3D) [5g]
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Comme précédement les deux membres ne dépendant que d’une seul variable, ils doivent étre
égaux a une constante disons N2, ce qui donne

1" /

P P
2L o N2 = N2

Pp T Pp
et
¢+ N?%p =0, (4.20)
d’ou
p*P" + pP + (\2p? — N?)P =0, (4.21)

qui est I'expression de I'équation de Bessel, ou P remplace y, p remplace = et N remplace n,

maintenant si on pose Ap = z dans (4.21), il vient
22+ xy + (2 — p?)y = 0.
La solution général de (4.21) est de la forme :
P(p) = AvJu(Ap) + BiYu(Ap).
P(0) < oo et P(R) = 0, et comme P est bornée a p = 0, alors B; = 0, ce qui donne

P(p) = A1J,(Ap). (4.22)

Pour montrer que B; = 0, on doit calculer Y},(0). On a

cos(am)Jy(z) — J_o(x)

a—p sin(am)
donc
Y,(0) = lim cos(om){a(O) — J,a(O)’
a—p sin(ar)
et comme J,(0) =0,ona
—J,Q(O)
Y, = —-F — +o0.
u(0) sin(p) >

La condition P(R) = 0 implique que A;.J,(Ap) =0et A =\, = QT’f’“, Vk=1,2,..
Donc
Pue(p) = Ardu(Nuxp)-

Remarque 4.1 Les «,,, sont les racines d’ordre k de J,,.

4.3. L'équation de Laplace dans les coordonnées cylindriques (3D)
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Ensuite ; on cherche les solutions de (4.20; ot on a :

¢ + 10 =0
o(m) = ¢(-m)
¢'(m) = ¢/ (—)

ce qui implique que
¢(0) = Ay cosnf + Bysinnf, Vn=0,1,2,...

Aussi, on résolut 'équation (4.17) avec la condition au limite suivante :
7"+ N7 =0
Z0)=0 '

Z(z) = Agsinkz. (4.23)

on obtient la solution sous la forme :

Par le principe de superposition (sommant sur n et k a la fois), on trouve

—~

,2) 4.24)

u

Y

Mg

Jn(Ankep) sin kA, z(Ang cosnb + By sinnf),

0
00
k=1

0

3
I

8

NE

ZAnkJ nkp)] cosnb +

Z Bk Jn( )\nkp)] sin n@} sin k2.

k=1

3
Il
=)

La condition u(p, 0, L) = f(p,0) donne

f(p,0) = Z C, cosnf + D, sinnf, (4.25)
n>0
ou
k>1
Dy = BukJu(Ankp) sinkAn L.
k>1

On remarque que (4.24) est une série de Fourier, donc il vient

- Qﬂf f(p,0)dd, n=0
" % f)cosnfdd, n=1,23,..

1
D, = — f(p,Q)smn@dQ n=0,1,2,..

En utilisant les propriétés du developpement en série de Bessel.

4.3. L'équation de Laplace dans les coordonnées cylindriques (3D)
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Théoreme 4.1 Si f et f’ sont continues par morceaux dans Uintervalle [0, R], il existe un développe-

ment en série de Bessel de la forme

Z Ay nkl'

k>1

telle que
Onk

R )
ol A\p1, An2, An3, ... sont les racines positives de la fonction de Bessel J,, et

A / Jn(Anpz)zd.
- RQJELH Q) fle ’

Ay, est appelés les coéfficients de Bessel de la fonction f(z), donc on obtient

)\nk =

9 R
R2J2 1 (ovnr) sin k(i L) /0

R pm
WRZJQH(%i)Smk(/\nkL) I J7 pf(p,0)Jn(Ankp) cosnbdfdp, n > 1

A = Cndn(Murp)pf(p,0)dp

: " (4.26)
R T ,
7rR2JT2L+1(Oéni) sink(Ap,L) fO f—ﬂ' pf(ﬂa G)Jn(/\nkp)dedp n=0
ou 2 )
By = n D, J,(Auip)pdp. 4.27)
’ R2Jg+1(ank) sin k(Ani L) /0 (Ankp)pdp

A partir de (4.26) et (4.27) nous obtenons la solution de (4.24).

4.3. L'équation de Laplace dans les coordonnées cylindriques (3D)
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Problemes hyperboliques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'’équation d’onde unidimensionnelle sur la ligne réelle. La forme
canonique de I'’équation d’onde sera utilisée pour montrer que le probleme de Cauchy est bien
posé. De plus, nous allons tirer des formules simples explicites pour les solutions de plusieires
problémes aux limites . Aussi, on discute également certaines propriétés importantes des solutions

de I’équation des ondes qui sont typiques des problemes hyperboliques plus généraux.

5.2 Résolution des problemes hyperboliques par la méthode
de D’Alembert

5.2.1 Forme canonique et solution générale
I'équation d’onde homogene en dimension 1 (spatiale) a la forme
Uy — Uy =0, —c0<a<z<b<oo, t>0, (5.1)

ol ¢ € R est appelée la vitesse d’onde, pour obtenir la forme canonique de I'équation d’onde, on
définit les nouvelles variables

E=x+ct, n=1a—ct,

et on pose w(&,n) = u(x(&,n),t(§,n)) donc on obtient

up = wey + wyny

- C(Wg - wﬂ)a

73
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et
Uy = wfgx + Wnyly
= Wwe+ Wy,
et
uy = (wee — 2wey + way),
Upe = Wee + 2Wey + Wy
D’ou
Uy — Clypy = _402W§n
= 0.

C’est la forme canonique de I'équation d’onde. Puisque

(we)y =0,

il s’ensuit que
we = f(£),
et alors

o= / F(E)d + Gl).

Par conséquent, la solution générale de I'équation w¢,, = 0 a la forme suivante

w(&n) = F(&)+Gn),

ou F,G € C*(R) sont deux fonctions arbitraires. Ainsi, dans les variables de l'origine, la solution

générale de I'équation d’onde est
u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct). (5.2)

Autrement dit, si u est une solution de ’équation d’onde unidimensionnelle, il existe deux fonc-
tions réelles F, G € C? tel que (5.2) est vérifiée.

Pour un ¢, > 0 fixé, le graphe de la fonction G(z — cty) a la méme forme que le grape de la
fonction G(x), sauf qu’il est décalé vers la droite d’'une distance ct,. Par conséquent, la fonction
G(z — ct) représente une onde se déplacant vers la droite avec la vitesse ¢, et cela s’appelle une
onde en avant. La fonction F'(x — ct) est une onde se déplacant vers la gauche a la méme vitesse,

on I'appelle une onde en arriere. En effet ¢ peut étre appelé la vitesse des ondes.

5.2. Résolution des problémes hyperboliques par la méthode de D’'Alembert
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Péquation (5.2) démontre que toute solution de I'équation d’onde est la somme de deux ondes
progressives. Cette observation nous permettra d’obtenir des représentations graphiques des so-
lutions (la méthode graphique).

Discutons plus en détail de la solution générale (5.2). Considérons le plan (z,t). Les deux familles

de droites suivantes

xr —ct = constant,

Tz 4+ ct = constant,

sont appelés les caractéristiques de '’équation d’onde.

On arrive maintenant a 'une des propriétés les plus importantes des caractéristiques.

Supposons que pour un temp fixé ¢y, la solution u est une fonction suffisamment réguliere sauf
en un point (xg, tg). Clairement, soit F' n’est pas réguliére a x, + cty, et / ou la fonction G n’est
pas réguliere a xy — cto. Il y a deux caractéristiques qui passent par le point (xg, o), ces sont les
droites

r—ct = x9— cly,

r+ct = x4+ ctp.

Par conséquent, pour tout temp ¢; # t, la solution u est suffisamment réguliére sauf en un point

x4 qui satisfait
r_ —cty = xg— cly,

Ty +cty = xo— clp.

5.2.2 Le probleme de Cauchy homogéne et la formule de d’Alembert

Le probleme de Cauchy pour '’équation d’onde homogene unidimensionnelle est donné par

Uy — gy = 0, —o<r<oo, t>0 (5.3)
u(z,0) = f(x), —00 < T <00 (5.4)
u(z,0) = g(x), —oco<zr<o0 (5.5)

Une solution a ce probleme peut étre interprétée comme I'amplitude d’'une onde sonore se pro-
pageant dans un tuyau tres long et étroit, qui en pratique peut étre considéré comme un milieu
infini a une dimension. Ce systeme représente également la vibration d’'une corde infinie. Les
conditions initiales f et g sont des fonctions donnés qui représentent I'amplitude u, et la vitesse

u; d'une corde en temp t = 0.
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Une solution classique du probleme de Cauchy (5.3) — (5.5) est une fonction « qui est deux fois
différentiable pour tous ¢t > 0, telle que u et u, sont continues dans le demi-espace ¢ > 0, et
tels que (5.3) — (5.5) sont satisfaits. De maniere générale, les solutions classiques doivent avoir
des propriétés de régularités minimales afin de satisfaire toutes les conditions données au sens
classique.

Rappelons que la solution générale de '’équation d’onde est de la forme
u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct). (5.6)

Notre objectif est de trouver F' et G telle que les conditions initiales (5.4) et (5.5) sont satisfaites.

En remplacant ¢ = 0 dans (5.6), on obtient
u(z,0) = F(x) + G(x) = f(z). 5.7)
Différencier (5.6) par rapport a ¢ et en remplacant par ¢ = 0, on trouve
u(x,0) = cF'(x) — ¢G'(z) = g(x). (5.8)

Lintégration de (5.8) sur [0, z] donne
1
F(z)+ G(z) = —/g(s)ds +C, 5.9

ou C = F(0) — G(0).
Les équations (5.7) et (5.9) donnent les solutions suivates :

Fla) = %f(x)—i—%/g(s)ds—i—%, (5.10)
0
1 1/ C
G(x) = §f(x)—2—c g(s)ds—E. (5.11)
0

Par substituant ces expressions de F' et GG dans la solution générale (5.6), on obtient la formule

flx+ct)+ flx—ct) N 1 /”d (5.12)

u(z,t) = 5 % g(s)ds,

—ct

qui s’appelle la formule de d’Alembert.
Notez que parfois (5.10)—(5.11) sont également utiles, car ils nous donnent des formules explicites
pour les ondes en avant et en arriere.

Les exemples suivants illustrent l'utilisation de la formule de d’Alembert.
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Exemple 5.1 (Exercice d’illustration) Considérons le probléeme de Cauchy

Ut + Uge = 0; —oco <z <+oo, t>0,
(0 —oo<x<—1,
z+1 —1<2<0,

u(x,0) = T) = -

(x,0) f(z) 12 0<z<l
\ 0 1<x<oo,
.
0 —oo<zr<-—1

u(z,0) = g(x) = 1 —1<z<1
0 l<zr<oo

1. Evaluer u au point (1, 1).

2. Discuter la régalutitée de la solution wu.

1. En utilisant la formule de d’Alembert, on trouve que

L fG)+f(3) 1
N 2

1
u(,2

g(s)ds.

_|_
N |

Puisque 2 > 1 il s’ensuit que f(2) = 0. D’autre part, 0 < 1 <1, donc f(1) = 1, évidemment,

3 1 1
/ g(s)ds :/ lds = 3

2

Ainsi
1, _1
27 2

2. La solution n’est pas classique, puisque u ¢ C'. Mais la fonction v est une solution généralisée

u(1,

du probléme. Noter que méme si g ne soit pas continu, cependant la solution u est une fonction
continue. Les singularités de la solution se propagent le long de caractéristiques qui intersectent
avec la ligne initiale ¢ = 0 aux singularités des conditions initiales. Il ya ce sont exactement les
caractéristiques (les droites)  +¢ = —1,0, 1. Par conséquent, la solution est réguliére dans un

voisinage du point (1, %) qui ne coupe pas ces caractéristiques.

Exemple 5.2 Soit u(x,t) la solution du probléme de Cauchy

U — Uy = 0 —oco <z <oo,t>0,
1 Jz| <2

u(z,0) = flz)= o,
(2,0) = f(x) {O o
1 |z| <2

u(x,0) = g(z) = -
t(z,0) (x) {0 2] > 2
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(a) Trouver u(3).
(b) Discuter le comportement en temps long de la solution.
(¢) Trouver la valeur maximale de u(x,t), et les points oil ce maximum est atteint.

d) Trouvez tous les points ot u € C2.

(a) Puisque

) = LEEREIEZI L L [ gis)as,
2 6 r—3t
il s’ensuit que pour x =0 et t = %, on a
1 fG)+fEF) 12
0.2) — 2 2 - d
(0, 5) ;g ot
1+1 1 (2
- —2 + 6/1 lds
2
T
= &
(b) Fixer ¢ € R et calculer lim; ., u(¢,t). Clairement,

§+3t 2
lim g(s)ds / lds = 4.
t=00 Je 3¢ —2
Dongc,
li t) = 2
m u(,t) = 2.

(c) Rappelons que pour toutes les fonctions réelles f, g,
max { f(z) + g(z)} < max f(z) + max g(z).

Il se trouve que dans notre cas particulier, il existe un point (z,t), ol tous les termes de (5.11)
atteignent leur valeur maximale simultanément, et donc a un tel point, le maximum de u est
atteint.
Effectivement,

max { f(x + 3t)} =1,

qui est atteint sur la bande
—2<z+3t <2

De méme,
max {f(z —3t)} =1,
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qui est atteint sur la bande
—2<z-3t <2

z+3t 2
max {/ g(s)ds} = / lds = 4,
T—3t -2

et il est atteint a l'intersection des demi-plans = + 3t > 2 et x — 3¢t > 2. lintersection de tous ces

Tandis que

ensembles est ’ensemble de tous les points qui satisfait les deux équations

z+3t = 2,
r—3t = —2.

Ce systéme a une solution unique a (z,¢) = (0, 2). Ainsi, la solution v atteint son maximum au

: 2 N 2 5
point (0, 3), ol u(0, 3) =3
(d) Les conditions initiales sont régulieres sauf aux points x = £2. Par conséquent, la solution est

réguliere a tous les points qui ne sont pas sur les droites
T3t =—-2 g3t=2

La fonction u est une solution généralisée continue par morceaux pour un temps fixe ¢ > 0.

Le probleme de Cauchy est bien posé découle de la formule de d’Alembert.

Théoreme 5.1 Fixer T' > 0. Le probléme de Cauchy (5.3) — (5.5) dans le domaine —oo < x < 00,
0 <t < T est bien posé pour f € C*(R), g € C*(R).

Preuve. lexistence et 'unicité découlent directement de la formule de D’Alembert. En effet, cette
formule nous fournit une solution, et nous avons montré que toute solution du probléme de
Cauchy est nécessairement égale a la solution de d’Alembert. Notez que de les hypotheses de
régularités (f € C*(R), g € C'(R)), il s’ensuit que

u € C*R x (0,00)) NCHR x [0, 00)),

et par conséquent, la solution de D’Alembert est une solution classique. Par contre, pour f € C'(R)
et que g est localement intégrable, la solution de D’Alembert est une solution généralisée.

Il reste a prouver la stabilité du probleme de Cauchy, c’est-a-dire que nous devons montrer qu'un
petit changement dans les conditions initiales entrainent un petit changement dans la solution.
Soient u;, i = 1,2 deux solutions du probléeme de Cauchy avec les conditions initiales f; , g;,

1 = 1, 2. Maintenant si

|fi(z) = fo(z)] <0 et |gi(z) — g2(z)] <9, Vo €R,
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alors pourtout x e Ret0 <t <7T,ona

|u1(x,t) - U2($,t)|
i+ ct) = fole+ )] | |file—ct) = fole —ct)

<
= 2 2
1 x+ct
RO
< 1(6+5)+ 12 to
2 20"

(14 T)s.

Par conséquent, pour ¢ > 0, on pose § < . Ensuite, pour tous z € Rand 0 <t < T, on

€
(1+1T)
obtient

lug (z,t) — ug(z, t)| < e.

Remarque 5.1 Le probléeme de Cauchy est mal posé sur le domaine —oco < x < oo, t > 0.

5.2.3 Le probleme de Cauchy pour ’équation d’onde non homogene
Considérons le probléme de Cauchy suivant
Uy — gy = F(1,t), —oco<r<oo, t>0 (5.13)

u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(z). —c0 <z <0 (5.14)

Ce probléme modélise, par exemple, la vibration d’une trés longue chaine en présence dune force
externe F'.

Proposition 5.1 Le probléme de Cauchy (5.13) — (5.14) admet au plus une solution.

Preuve. Supposons que u; et uy sont des solutions du probléme (5.13) — (5.14). Il faut prouver

que u; = uy. La fonction u = u; — us est une solution du probleme homogene

U — gy = O, —o<r<oo, t>0 (5.15)

u(z,0) = 0, w(x,0)=0. —oc0o<x <0 (5.16)

D’autre part, v(x,t) = 0 est également une solution du méme probléme (homogene). Par le
théoreme 5.1, u = v = 0, par conséquent, u; = us.

Ensuite, en utilisant une formule explicite, on prouve, comme dans le cas homogene, 'existence
d’une solution du probleme de Cauchy (5.13) — (5.14).
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A cet effet, rappeler la formule de Green pour une paire de fonctions P, () dans le domaine 2 avec

une frontiere réguliere I :

/ / (Q(2,1), — Pla, 1)) dzdt — f P2 t)dx — O, t)dt].
Q
I
Soit u(x,t) une solution du probléme (5.13) — (5.14). Intégrer les deux cotés de I'EDP (5.13) sur

un triangle caractéristique A avec un sommet supérieur fixe (zo, t). Les trois arétes de ce triangle

(base, arétes droite et gauche) seront désignées par B, R, L,respectivement On a

—//AF(x,t)dxdt://A(c2um—utt)dxdt.

En utilisant la formule de Green avec Q = c?u, et P = u,, on obtient

- [ [ Pz

= j{(utdx — ugdt)

T
— /+/ +/(utd:c+02uxdt).
B R L

Sur la base B on a dt = 0, donc, en utilisant les conditions initiales, nous obtenons

/ (updx + 02umdt)
B

xo+cto
= / u(z,0)dx

o—cto

zo+cto
= / g(x)dx.

o—cto

Sur le bord droit R, = + ¢t = x¢ + ctg, et dv = —cdt. Par conséquent,

/ (widz + P dt)
R

= —c/(utdt+u$dx) = —c/ du
R R

= —C[U(:Eofo) — U(l'o + cto, 0)]
= —clu(zoto) — f(zo + cto)].

De méme, sur le bord gauche L,z — ¢t = x¢_cty, impliquant dz = cdt, et

/(utdx + uydt)
L

= c/(utdt—l—umdx) :c/du
L L

= clu(xog — cto, 0) — u(xo, to)]

= c[f(x — cty) — u(xg, to)].
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Dongc,

- [ [ Ptz

ro+-cto
= / g(z)dz + c[f(xo — cto) + f(xo + cto) — 2u(zo, to))].

0—cto

Résoudre pour v donne

U(l‘o, to)
f(xo — Cto) —|— f(ﬂ?o + Cto)

1 J:o+cto
+2— dx+—// (x,t)dxdt.
c _

xo—cto

Nous obtenons finalement une formule explicite pour la solution en un point arbitraire (x, ) :

u(z,t) (5.17)
f(z = ct) + f(z+ct)

1 :H—ct
L= ds+_// (&, 7)dEdr.

20 r—ct

Cette formule s’appelle également la formule de d’Alembert.
Il reste a prouver que la fonction u dans (5.17) est en effet une solution du probleme de Cauchy. Du

principe de superposition, il en résulte que u dans (5.17) est la solution souhaitée, si et seulement

(@, t) = i//F(g,T)dng
_ /O / +(:t) (€. 7)dedr,

est une solution du probléeme de Cauchy

si la fonction

Uy — gy = F(x,t), —o<r<oo, t>0 (5.18)

u(z,0) = 0, w(z,0)=0. —c0o <z <00 (5.19)

Nous allons prouver que v est une solution du probleme de valeur initiale (5.18) — (5.19) en

supposant que F' et F, sont continus. Clairement

v(z,0) = 0.
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Pour prendre des dérivés, on utilise la formule

0 " e
— t
i [, G nas

= Gt), ) (t) — Gla(t), )d'(t) + / L G(e t)de.

Par conséquent,

(1)
_ %/:F(é,t)dw%/o [F(a+ et = 7).7) + Fla = cft = 7),7)}dr
- %/O [F(z+c(t—7),7) + Fz —c(t —7),7)]d7.
En particulier,

v(z,0) = 0.

En prenant la dérivée seconde par rapport a ¢, on a

vl )
— F(z,t) + g /Ot[Fx(a: Vet —1),7) — Fu(z — e(t — 1), 7)]dr.
De méme,
vaot) = o Ot[F(x belt —7),7) - Fla — et — ), 7)]dr,
vaa( ) = 2% Ot[Fm(az belt—7),7) — Fuw — et — 7), 7)]dr.

Donc, v(z, t) est une solution de I'équation d’onde non homogene (5.18), et les conditions initiales
homogenes (5.19) sont satisfait. Notez que toutes les différenciations ci-dessus sont justifiées a
condition que F, F, € C(R?). =

Remarque 5.2 (1) Notez que pour F' = 0 les deux formules de d’Alembert coincident, et en réalité,
nous avons obtenu une autre preuve de la formule d’Alembert (5.12).

(2) La valeur de u en un point (xg, to) est déterminé par les valeurs des données, données sur tout le
triangle caractéristique dont le sommet supérieur et le point (xg,ty). C’est le domaine de dépendance

du probléme non homogeéne de Cauchy.

Théoreme 5.2 Fixer T' > 0. Le probléme de Cauchy (5.13) — (5.14) dans le domaine —oo < x < 00,
0 <t < T est bien posé pour F, F, € C(R?), f € C*(R), g € C*(R).
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Preuve. Rappelons que le caractére unique a déja été prouvé et que I'existence découle de la
formule de d’Alembert. Il reste a prouver la stabilité, c’est-a-dire qu’il nous faut montrer que de
petits changements dans les conditions initiales et la force externe entrainent un petit changement
dans la solution. Pour ¢ = 1,2, soit u; étre la solution du probleme de Cauchy avec la fonction

correspondante £}, et les conditions initiales f;, g;. Maintenant si

|Fy(2,t) — Fa(x,t)] < 0,
[fi(e) = faz)] < 6,
91(2) = ga(2)] <0,

pourtoutz € R, 0 <t < T, alorspourtoutz € R,0<t<7T,ona

ui(z,t) — ua(z, 1)
filx 4+ ct) — folz + ct)
2
+f(x —ct) ; f(z —ct)

1 x+ct

+3 191(s) = ga(s)| ds

/ / IFi(€,7) — Fol€, )| dedr

1
_2 —ct?
< (5 +9) + ctd + 2Cct o

IN

2

T
< (1+T+—

)0

Par conséquent, pour une donnée ¢ > 0, nous choisissons § < —=——. Ainsi, pour tout z € R et
(1+T+%57)
0<t<T ona

lug (z,t) — us(z,t)| < e.

Notez que ¢ ne dépend pas de la vitesse des vagues c. m

5.2.4 Résolution du probleme d’équations d’ondes avec des conditions aux
limites

Maintenant on va résoudre le probleme de Cauchy avec des conditions aux limites, mais en demi-
plan [0, +o0].
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Probleme de Dirichlet homogene

Le probléme de Dirichlet au valeur limite homogéene s’écrit comme suit :

2 _
Ut — C Uy -

u(z,0) =

0
¥
U(z) Vx>0,
0

0 <z < +o00,t>0,
(x) Vx>0,

t>1,

La solution est donnée par modifier la formule de D’Alembert

On a que dans I'étude précedentes, la solution est donnée par :

Ou

u(z,t) = C(x + ct) + D(x — ct),

X

1 1

S () + o [,
Xo

1 1 i

59 (X) = - W),
Xo

(5.20)

alors sit > 0,z > 0, il faut trouver les valeurs de D(z — ct) pour tous les valeurs —oo < = — ¢t <

+00, et C'(x + ct) aussi, malheureusement D(x — ct) existe si z — ct > 0, c’est-a-dire x > ct.

Mais la question c’est : si z < ¢t que faisons nous ? ici on applique la condition au bord «(0,¢) = 0

pour trouver D(x — ct). Alors, on remplace «(0, t) dans la solution générale (5.20), on obtient

alors

On pose

alors

si

u(0, 1)

= C(ct)+ D(—ct)
-0,

D(—ct) = —=C(ct).

—ct = z,
D(z) = =C(=2),
z=x —ct,

5.2.
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on obtient
D(x —ct) = —C(ct — z),
et
ct—x
Dl —ct) = —5elet—a) - 5. [ W)t
z—ct)=—gpldt—1) - :
Alor la solution est
u(z,t)
= C(z+ct)+ D(x —ct)
z+-ct ct—x
= peloras o [w@d - Je— - o [ v
TP Ty P\ T Ty ’
d’ou
1 1 z+ct
u(z,t) = 3 [o(z+ct)—@(ct —x)] + % / U(&)de, x < ct.
ct—x
Alors la solution générale est donnée par :
( 1 1 T+ct
§[¢(x+ct)+go(x—ct)]+%/\If(f)df x> ct.
u(z,t) = et
1 1
5[90(x+ct)—g0(ct—x)]+%/\IJ(S)df x < ct.
\ ct—x

Probleme de Dirichlet non-homogene

Soit le probleme d’equation d’onde avec une condition au limite de Dirichlet non-homogene :

Uy — CUyy =0 0<2<+4oo,t>0,
u(z,0) =p(x) 0>u,
u(z,0) = U(x) 0>z,
u(0, 1) —P(t) t>0,
On a

X

C(X) = 2p(X)+ o [w(e)de

— ¥ 2 ’
Xo
X

DX) = to0x)- 2 [wee

- Q¥ 2 ’
Xo
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et
u(z,t) = C(x +ct) + D(x — ct).
Six —ct >0, alors x > ct et donc

x+ct

() = % (o (2 + ct) + o (z — ct)] + 2% / W(E)de.

x—ct
Sixz —ct <0, alors x < ct, dans ce cas on va chercher la valeur de D(z — ¢t) ol on a besoin

d’utiliser la condition initiale :

u(0,t) = C(ct) + D(—ct)

= (1),
on pose
—ct =2 <0,
on a donc
C(=2) + D(z) = p(t),
d’ou
D(z) = p(t) - C(=2)
= p(—) - C(-=2),
alors
Dle—ct) = p(—2) = Clet - )

alors la solution générale est donée par

z+ct

oo+ ct) = plet =)+ 5 [ WO+

ct—x

ct—=x

N | —

Probleme de Neumann non-homogene

Soit le probleme d’equation d’onde avec une condition au limite de Neumann non-homogene :

Uy — Uy =0 0<x<+oo,t>0,
u(z,0) = () 0>z,
uy(x,0) = U(x) 0>z,
u,(0, 1) = q(t) t>0.
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Pur résoudre ce probleme, on detingue 2 cas :
1)Siz<ct:0na

u(z,t) = C(x +ct)+ D(x — ct),

tout d’abord, on va déterminer D(z — ct) en utilisant la condition de Neumann, on a

d’ou

on pose

uz(x,t) = Cp(x + ct) + Dy(z — ct),

q(t) = Cy(ct) + Dy(—ct),

il vient alors

d’ou

Posons

et soit h = z, on obtient alors
[patwin= [o=yin- [ cu-nyn
0 0 0
z _h z
D(z) — D(0) = /Q(T)dh — /(Jx(—h)dh
0 0
—h
y = —)y
C
p— k:7

on obtient

donc

0 0 (5.21)
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D’autre part, comme D est continue, alors
lim D(z) = lim D(z
z—0t ( ) z—0~ ( )’
d’ou
1

52(0) — 0(0) + D(0) = 30 (0).

ce qui donne
C'(0) = D(0). (5.22)

En remplacant (5.22) dans (5.21) , il vient

Alors

u(x,t)
= %[¢(x+ct)+go(ct—x)]

ct—zx
x—+ct ct—x C
L / €)d€ + / v —c [ty
0
2) Si z > ct, la solutin est
x+ct
o t) =l +plo = o)) + 5 [ WO
x—ct

5.3 Résolution d’un probleme hyperbolique non homogene par

la méthode de séparation des variables

I est possible de mettre a niveau la méthode de séparation des variables en méthode de résolu-
tion d’EDPs non homogenes. Cette technique s’appelle aussi la méthode des série des fonctions

propres. Par exemple, considérons le probléme

Upp — Ugy = COS 27X cOS 27t O<z<1,t>1,
(0,1 =u,(1,¢t =0 t>1,
uz(0,1) U (1,1) (5.23)
uw(z,0)  f(x) = cos® 0<z<1,
w(z,0)  g(x) = 2cos 21z 0<z<1,
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Dans la section précédente, nous avons trouvé le systéme de toutes les fonctions propres et les

valeurs propres correspondantes du probleme homogene. Elles sont
X, (z) = cosnrz, A\, = (nm)> n=0,1,2, ...

Rappelez l'affirmation de Fourier. selon laquelle toute fonction raisonnable satisfaisant les condi-
tions aux limites peut étre développée de maniére unique en séries de Fourier (généralisées) en
ce qui concerne le systeme des fonctions propres du probleme. Puisque la solution u (z,¢) du pro-
bleme (5.23) est une fonction double différentiable satisfaisant les conditions aux limites, il en

résulte que pour un ¢ fixe, la solution u peut étre représentée par
u(z,t) = —TO )+ ZT COSNTL, (5.24)

ou T,,(t) sont les coefficients de Fourier (dépendant du temps) de la fonction u(.,t). Il faut donc
trouver ces coefficients.

Substituant (5.24) a 'équation d’onde (5.23) et de différencier la série terme a terme implique que

—TO )+ Z (T 4+ n*7*T,) cos nmx

= cosnmtcos 27r:17. (5.25)

Notez que dans I'exemple actuel, le coté droit de I’équation est déja donné sous la forme d’'une
série de Fourier. Le caractere unique de I'extension de Fourier implique que les coefficients de
Fourier de la série du coté gauche de (5.25) sont égaux aux coefficients de Fourier de la série du

coté droit. En particulier, pour n = 0 on obtient 'EDO :
) =0, (5.26)

dont la solution générale est
TO (t) = A[) + Bgt

De méme nous obtenons pour n = 2
Ty + 47Ty = cos 27t. (5.27)
La solution générale de cette EDO de second ordre linéaire non homogene est la suivante :
T5(t) = Ay cos 2wt + By sin 27t + % sin 27t.

Pourn #0,2,0n a
T +n°n°T, =0, Vn#0,2. (5.28)

5.3. Résolution d'un probleme hyperbolique non homogéne par la méthode de séparation des variables



La solution est
t
T, (t) = Ay cos 2t + B, sin 2nt + o sin27t, Vn #0,2. (5.29)
T

Remplacer les solutions de (5.26), (5.27) et (5.28) par (5.24) implique que la solution du probleme

est de la forme

Ag+ Bot  t -
% + - sin 27t cos 2mx + Z (A, cosnwt + B, sinnnt) cos nwx. (5.30)
m

n=1

Substituant (5.30) dans la premiere condition initiale (5.23), nous obtenons

A [ee)
u(z,0) = 70+2Ancosn7rx
n=1

= COS2 ™

1
= 3 + 3 cos 2Tz,

donc,

1
Aozl, A2:§, An:OVn#O,Z

En différenciant (terme par terme) la solution w vis-a-vis de ¢ et en substituant u; (z,0) a la

deuxiéme condition initiale de (5.23), on trouve

Ut (1:’0)
= & —l—imrB COSNTXL
2 n

= 2cos2rzx.

n=1

Par conséquent,
1
By=—, B,=0 Vn#2.
™

finalement

1 1 t+4
u(z,t) = 54— (500527#—!- ;r

Il est clair que cette solution est classique car la série de Fourier (généralisée) ne comporte quun

sin 27rt) cos 2mx.

nombre fini de termes lisses non nuls, de sorte que toutes les opérations formelles sont justifiées.
Notez que 'amplitude de la corde vibrante croit linéairement dans ¢ et qu’elle est non-bornée si

t — o0.
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