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Avant-propos 

Cet ouvrage, qui pourrait s’intituler « Matrices réelles et complexes, propriétés 

algébriques et topologiques, applications », est consacré à l’étude de l’espace 

vectoriel M, (K) des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels ou complexes 
du point de vue algébrique et topologique. Cette étude est un préalable important 

à tout bon cours d’analyse numérique. 

Des connaissances de base en algèbre linéaire sont amplement suffisantes pour 

la lecture de cet ouvrage. 

Le public visé est celui des étudiants du deuxième cycle universitaire et des 

candidats à l’agrégation externe et interne de mathématiques. 

La synthèse proposée est, je pense, un bon moyen de réviser ses connaissances 

sur les espaces vectoriels normés et l’algèbre linéaire. Les candidats à l’agrégation 

trouveront tout au long de cet ouvrage de nombreux exemples d’applications des 

résultats classiques souvent proposés dans les leçons d’oral. Par exemple, si dans 

une leçon sur le groupe orthogonal on pense à mentionner la compacité de ©, (R) 

il faut avoir réfléchi à quelques exemples d’applications de ce résultat. En suivant 

cette idée je me suis efforcé de faire suivre chaque résultat classique et important 

d’un certain nombre d’applications. 

Chaque chapitre est suivi d’une liste d’exercices corrigés. Une bonne utilisation de 

ces exercices consiste bien évidemment à les chercher au préalable puis à confronter 

les résultats obtenus aux solutions proposées. 

Le premier chapitre est consacré à l’étude des espaces vectoriels normés et 

particulièrement au cas de la dimension finie. L'étude des propriétés topologiques de 

l’espace vectoriel M, (K) et l’application aux méthodes itératives de résolution des 

systèmes linéaires et de recherche des valeurs et vecteurs propres utilisent quelques 

résultats de ce chapitre. Le théorème du point fixe de Banach est utilisé dans l’étude 

des systèmes différentiels linéaires. 

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés à l’étude des valeurs et vecteurs propres 
des matrices réelles ou complexes. Les résultats importants sont le théorème 

de décomposition des noyaux et les divers théorèmes de réduction à la forme 

triangulaire ou diagonale. 
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C’est au chapitre 4 qu’on aborde l’étude des propriétés topologiques de l’espace 

vectoriel M, (K). On y introduit les notions de norme matricielle induite par une 
norme vectorielle et on démontre quelques résultats classiques de densité et de 

connexité. 

Pour ce qui est des applications de ce chapitre, je me suis limité à l’analyse 

numérique linéaire. Pour une application aux groupes de Lie, le lecteur intéressé 

pourra consulter l’ouvrage de Mnéimné et Testard [11]. 

Les chapitres 5 et 6 sont deux chapitres importants de l'analyse numérique 

linéaire. On s’intéresse aux méthodes directes et itératives de résolution des 

systèmes linéaires et aux méthodes de calcul approché des valeurs et vecteurs 

propres d’une matrice carrée réelle ou complexe. 

Enfin le chapitre 8 est une application à l’étude des systèmes différentiels linéaires 

à coefficients constants ou non et à l’exponentielle d’une matrice. L’exponentielle 
d’une matrice y est définie à partir de l’étude des systèmes différentiels linéaires à 
coefficients constants. 

Un grand merci à René Adad qui a lu et critiqué une première version de ce 
travail et à Dominique Barbolosi pour ses remarques toujours judicieuses. 

Mes remerciements vont aussi à toute l’équipe d'EDP Sciences pour la qualité 
de leur travail. 

Jean-Étienne ROMBALDI 
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Notations 

corps des nombres réels. 

corps des nombres complexes. 

partie réelle du nombre complexe z. 

partie imaginaire du nombre complexe z. 

corps des nombres réels ou complexes. 

algèbre des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K. 

coefficient binomial. 

sous-espace vectoriel engendré par une partie X d’un espace 

vectoriel. 

dual algébrique de l’espace vectoriel E. 

norme sur un K-espace vectoriel. 

produit scalaire sur un espace euclidien ou hermitien. 

espace vectoriel E sur K muni de la norme ||:||. 
espace vectoriel des fonctions définies sur l’ensemble X, à 

valeurs dans l’espace vectoriel normé E et bornées. 

espace vectoriel des applications continues définies sur l’inter- 

valle [a, b] (a < b) et à valeurs dans l’espace vectoriel E. 
vecteur gradient de la fonction différentiable 4 en x. 

suite à valeurs dans un espace vectoriel E. 

espace vectoriel des endomorphismes de l’espace vectoriel E. 

groupe des endomorphismes orthogonaux de l’espace vecto- 

riel E. 

application linéaire identité. 

noyau de l’application linéaire u. 

image de l’application linéaire u. 

déterminant de l’endomorphisme u. 

polynôme minimal de l’endomorphisme u. 

ensemble des valeurs propres de l’endomorphisme u. 

trace de l’endomorphisme u. 

espace vectoriel des matrices à n lignes et n colonnes à coeffi- 

cients dans K. 
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Da (K) 

GLn (K) 

On (R) 
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det (A) 

T A 

sp (À) 
p (A) 

ensemble des matrices diagonalisables à n lignes et n colonnes 

à coefficients dans K. 

groupe des matrices inversibles à n lignes et n colonnes à 

coefficients dans K. 

groupe des matrices orthogonales. 

groupe des matrices de rotations. 

groupe des matrices unitaires. 

matrice unité d’ordre n. 

transposée de la matrice À. 

adjointe de la matrice À. 

déterminant de la matrice A. 

polynôme minimal de la matrice À. 

ensemble des valeurs propres de la matrice À. 

rayon spectral de la matrice À. 

trace de la matrice À. 

quotient de Rayleigh-Ritz associé à la matrice À. 
exponentielle de la matrice À. 
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| Espaces vectoriels normés 

Dans tout ce chapitre K désigne le corps des réels ou des complexes. 

1. Normes sur un espace vectoriel réel ou complexe 

Dans ce paragraphe E désigne un espace vectoriel sur K de dimension quelconque 

(finie ou non). 

Définition 1.1 : Une norme sur E est une application : 

[UE R 

Cire el 

qui vérifie les propriétés suivantes : 

VreE, (r|l=0= :—=0); 

VAEK, VreE, |A =/Ilxl, 
VzeE, VyeE, |z+yl<xl+lyll. 

On notera (E, ||:||) l'espace vectoriel £ muni de la norme ||:||. 

Remarque 1.1 : Une norme sur E est nécessairement à valeurs dans R*. En effet 

pour tout x dans E on a : 

"0= fe æl <2|el. 
Proposition 1.1 : Pour toute norme sur E on a : 

VreE, VyeE, [xl -llyll<lx-vl. 

Démonstration : On a pour tous x,y dans E : 

el = x — y + vi < le — vi + ll, 

y = Ily — x + < x — y} + xl, 
et en conséquence : 

— le — y <cll — lyll < Îz — y. e 

qi 
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Exemple 1.1: Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie n > 1 et 

B = {e:,...,e,} une base de E. On peut définir sur E les trois normes classiques 
suivantes (exercice 1.1) : 

Il Ms S Ill) 

Exemple 1.2 : Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie nr > 1 et 

B = {e1,...,e,} une base de E. Pour tout réel p > 1 l’application : 

nm 

1 re lie 
nt 

définit une norme sur E (exercice 1.2). 

Remarque 1.2 : On peut montrer (exercice 1.3) que pour tout x dans E on a, 

avec les notations des exemples 1.1 et 1.2, lim (xl, = |x||.…. 
p—+00 12 

Exemple 1.3 : Sur l’espace vectoriel C° ([a,b],K) des applications continues sur 
l'intervalle [a, b] (a < b) et à valeurs dans K les application suivantes : 

Ti 
[ab] 

b 

Fo H \f (I dé, 

fe Ill 

définissent des normes (exercice 1.4). 

Exemple 1.4 : Sur l’espace vectoriel C°([a,b],K) des applications continues sur 
l'intervalle [a,b] (a < b) et à valeurs dans K, pour tout réel p > 1, l'application : 

PATES ju dæ 

définit une norme (exercice 1.5). 

Remarque 1.3 : On peut montrer (exercice 1.6) que pour toute fonction f dans 

C°(la,b],K) on a lim |fl, =|flLe- p—+00 

12 
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Les normes ||-||, des exemples 1.1 et 1.3 sont des cas particuliers de normes 
déduites d’un produit scalaire (voir le paragraphe 3, page 82). 

2. Topologie associée à une norme 

Pour ce paragraphe, (E,||:||) est un espace vectoriel normé. 
Une norme sur un espace vectoriel normé permet de définir une topologie c’est- 

à-dire une famille d’ouverts. 

Définition 1.2 : On dit qu’une partie O de (E,||:||) est un ouvert si cette partie est 
vide, ou si elle est non vide et si pour tout a dans © il existe un réel r > 0 tel que : 

Par) Kre0 reel ro; 

On dit aussi que tout point de © est intérieur à ©. 

Définition 1.3 : On dit qu’une partie F de (E, ||:||) est un fermé si son complémen- 
taire dans E est un ouvert de E. 

Définition 1.4 : On dit qu’une partie À de (E,||:||) est connexe si toute inclusion 
A C O1 UO» avec Où, O2 ouverts de E tels que ANO:NO2 = Ÿ entraîne ANO: = 0 

(et AC O2) ou AN O2 = 0 (et AC O1). 

Il est facile de vérifier qu’une partie À de (E, ||:||) est connexe si toute inclusion 
AC Fi UF avec F1, F2 fermés de E tels que ANFNF2 = 0 entraîne AN F, = 

(et À C F2) ou AN F2 = Ÿ (et AC Fi). 

“ Définition 1.5 : On dit qu’une partie non vide À de (E, ||:||) est connexe par arcs si 
pour tous points x,y de À on peut trouver une application continue y définie sur 

[0,1] et à valeurs dans A telle que y (0) = x et (1) = y. 

On peut vérifier qu’un ensemble connexe par arcs est en particulier connexe. 

Définition 1.6 : On dit qu’une partie non vide À de (E,||.||) est convexe si pour 
tous points x,y de A le segment : 

my] ={({-t)z+iy|0<t<1} 

est contenu dans A. 

Une partie convexe de Æ est en particulier connexe par arcs. 

On peut également définir les notions de convergence pour les suites et les séries 

ainsi que la notion de continuité pour les fonctions définies sur E et à valeurs dans 

K ou dans un autre espace vectoriel normé. 

Dans le cas d’un espace vectoriel normé de dimension finie, ces notions ne 

dépendent pas du choix d’une norme comme on va le voir dans le paragraphe 5, 

page 25. 

Définition 1.7 : On dit qu’une suite (tn),en d'éléments de (E, ||:|) est convergente 

s’il existe x dans E tel que im zh — x|| = 0. Une suite non convergente est dite 

divergente. 

13 
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Si une suite (æn),en d'éléments de (E,||||) est convergente alors sa limite est 
unique et on peut noter zx — lim ae 

n— +00 

Cette notion dépend a priori de la norme choisie sur Æ. Considérons par exemple 

la suite de fonctions (fh),,-N définie sur [0, 1] par : 

1 
—nrtin Site 0] 

n 
În (x) = il 

n 

Ona lim {fhl, =0et lim {fn = +0, c’est-à-dire que cette suite converge 
n—+00 n—+00 

vers la fonction nulle pour la norme ||, et diverge pour la norme {|| 

Définition 1.8 : On dit qu’une partie non vide B de (E,||:|) est bornée s’il existe 
une constante À > 0 telle que ||x|| < À pour tout x dans B. 

Il est facile de vérifier qu’une suite convergente est bornée. 

La démonstration du théorème suivant est également élémentaire. 

Théorème 1.1 : Soit F un sous-ensemble non vide de (E, ||). Cet ensemble est 
fermé si et seulement si pour toute suite d'éléments de F qui converge vers x dans 

E onaxerF. 

Définition 1.9 : On dit qu'une suite (xn),,.n d'éléments de (E,||:||) est une suite 
de Cauchy si pour tout réel € > O0 on peut trouver un entier ne tel que pour tous 

entiers p,q on à : 

ba na MIE net il email e 

En utilisant l’inégalité triangulaire on déduit immédiatement que toute suite 

convergente dans un espace vectoriel normé est de Cauchy. Mais en général la 

réciproque est fausse (exercice 1.11). 

Définition 1.10 : On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ||.) est complet, ou que 
c’est un espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente. 

On rappelle que (K,|-|) est complet. De ce résultat on déduira que tout espace 
vectoriel normé de dimension finie est complet. 

Un exemple important d’espace de Banach est donné par le résultat suivant. 

Théorème 1.2 : Soient X un ensemble non vide, (E,||:||) un espace vectoriel normé 
et B(X, E) l’espace vectoriel des fonctions bornées de X dans E normé par ||f||L = 
sup || f (x)||. L'espace vectoriel normé B(X, E) est complet si et seulement si E est 
zEeX 

complet. 

14 
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Démonstration : Supposons E complet. Soit (fn), une suite de Cauchy dans 

l’espace vectoriel normé (B(X,E), ||). Pour tout € > 0, il existe un entier n. 
tel que : 

Vn2nVmzn,VreExX, |fn(x) — fm(x)| <e (11) 

Pour x fixé dans X, la suite ( f (x)), en St de Cauchy dans l’espace complet E 

et converge donc vers un élément f (x) dans Æ. En faisant tendre m vers l’infini 
dans (1.1), on déduit que : 

VrEX ,Vn>n, [fn(x)-f(x)l<e 

C'est-à-dire que la suite (fh),,.N converge uniformément vers f sur X. 
En écrivant que : 

IF GES IF (œ) — fre (@)I + fre @US €+ [ne 

pour tout x dans X, on déduit que f est dans B(X,E). Ce qui achève de prouver 

que (B(X,E), ||) est complet. 

Réciproquement supposons que (B (X,E), Ill) soit complet. Si (Yn)hen St 

une suite de Cauchy dans E alors la suite de fonctions constantes (fh),.n définies 

par fn (T7) = Yn est de Cauchy dans B(X,E) et elle converge uniformément vers 

une fonction f nécessairement constante. La valeur prise par f est alors limite de 

la suite (/n),en dans E. C'est-à-dire que E est complet. Le 

CO 

Définition 1.11 : Soit (x»),-n une suite d'éléments de (E,||||). On appelle sous- 

suite ou suite extraite de (En)nen toute suite es où @ est une application 

strictement croissante de N dans N. 
Si la suite ni en converge on dit alors que sa limite est une valeur d’adhé- 

rence de la suite (ïn),en- 

Définition 1.12 : On dit qu’une partie non vide C de (E, ||) est compacte si de toute 

suite de points de C on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément 

de C (propriété de Bolzano-Weierstrass). 

Théorème 1.3 : Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé (E,||||) est 

fermée et bornée. 

Démonstration : Soient C unë partie hon vide de E et (x,),,-N une suite d'éléments 

de C qui converge vers x € Æ. Si C est compacte on peut alors extraire de 

(rolsex une suite qui converge vers un élément de C et, comme toute suite 

extraite de (&n),en Converge nécessairement vers x, on déduit que x est dans 

C. En conséquence C est fermée. 

Si C est non bornée on peut alors trouver pour tout entier n positif un élément zh 

dans C tel que |x,|| > n. Mais alors pour toute fonction 4 strictement croissante 

de N dans N on a : 

VneN, toc) | >p(n)>n 

et lim ton) | — +00. En conséquence C n’est pas compacte. Bi 
n— +00 

15 
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Remarque 1.4 : On verra qu’en dimension finie la réciproque du théorème 1.3 est 

vraie. Mais en dimension infinie une partie fermée bornée n’est pas nécessairement 

compacte (exercice 1.12). 

On rappelle un résultat important sur KR. 

Théorème 1.4 (Bolzano-Weierstrass) : De toute suite bornée de nombres réels on 
peut extraire une sous-suite convergente. 

La démonstration peut se faire en utilisant le principe de dichotomie. Si [ao, bo] 

est un intervalle réel qui contient tous les éléments de la suite (x,),,-n, on le coupe 

en deux parties égales et on garde une de ces parties qui contient des x, pour une 

infinité d’indices n. En réitérant ce procédé on construit deux suites adjacentes 

(an)nen €t (ôn)hen et une application strictement croissante de N dans N telles 

que chaque intervalle [a,, b,] contient un terme To(n): La suite Gas en St alors 

convergente. 

De ce théorème on déduit immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 1.1 : Les compacts de K sont les fermés bornés. 

Ce corollaire s'exprime en disant que K est localement compact. 

Définition 1.13 : Soient C une partie non vide d’un espace vectoriel normé (E, ||||) 

et f une fonction définie sur C à valeurs dans un espace vectoriel normé (F, +11). 
On dit que f est continue en xo € C si : 

Ve>0, Mm>0[Vrec, |z- <n=/|f(x) - f(æ)|!<e. 

On dit que f est continue sur C si elle est continue en tout point de C. 

Cette notion de continuité dépend du choix des normes sur E et F (exercice 1.13). 

Une définition équivalente est donnée par la proposition suivante. 

Proposition 1.2 : Soient C une partie non vide d’un espace vectoriel normé (E, ||-||) 
et f une fonction définie sur C à valeurs dans un espace vectoriel normé (F, +11). 
La fonction f est continue sur C si et seulement si pour toute suite (En) en 

d'éléments de C qui converge v i = |l q verge vers x E C on a im f (tn) = f(x) dans (F, ||). 

Dans le cas particulier des fonctions définies sur un compact et à valeurs réelles 
on a le résultat important suivant. 

Théorème 1.5 : Soient C un compact d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) et f une 
Jonction définie sur C à valeurs dans R. Si. f est continue alors f est bornée et 
atteint ses bornes. C'est-à-dire qu'il existe x1 et x2 dans C tels que : 

RUE inf f(), f (æ2) = sup f (x). 
zeC 
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Démonstration : Soit (y),en une suite dans f (C) avec yn = f(x») pour tout 

n € N. De la suite (r,),,-:N dans le compact C on peut extraire une suite (Zo(n)) 

qui converge vers un élément x de C. Avec la continuité de f on a alors : 
neN 

int mer if (ct). 
n— +00 n— +00 

En conséquence f (C) est compacte. En particulier f (C) est une partie non vide 
bornée de R et donc admet une borne inférieure et une borne supérieure. Notons : 

m= inf f(x), HP) 

Il reste à montrer que m et M sont dans f (C). 
Par définition de la borne inférieure m, pour tout entier n > 0 on peut trouver 

zh dans C tel que : 

1 
ME f(an) <m+—. 

De la suite (x,),,n ainsi définie dans le compact C on peut extraire une sous-suite 

(ae EN qui converge vers un élément x, de C. On a donc pour tout entier n > 0: 

il 
m _ 12%) TE p(n)’ 

avec lim (n) = +oco. On a donc, avec la continuité de f : 
n— +00 

f(x) = im, f tn) — M. 

On procède de manière analogue pour la borne supérieure. a 

Pour tout intervalle réel [a, b] on désigne par C° ([a, b], E) l’espace vectoriel des 
fonctions continues définies sur [a,b] et à valeurs dans E. On munit cet espace 
vectoriel de la norme de la convergence uniforme définie par : 

VfEC°(labl,E), fl = sup [If (#1. 
tE{a,b] 

f 

Théorème 1.6 : Si E est un espace de Banach, alors pour tout intervalle réel [a, b] 

l’espace vectoriel normé (C° ([a,b],E), ||) est complet. 

Démonstration : Pour montrer que (C°([a,b],E), ||.) est complet il suffit de 

montrer que c’est un fermé de l’espace vectoriel normé complet (B ([a,b],E), ||: 12) 

(théorème 1.2). 
Soit donc (fn),en une suite de fonctions continues de [a, b] dans E qui converge 

uniformément vers f € B([a,b],E). Pour tout e > 0 on peut trouver un entier ne 

tel que : 

Vase ne, als fl <e 

di 
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Pour +, x0 dans {[a, b] on a alors : 

If (æ) — F(xo)ll < IF (x) — fne (&) + Ifne (&) — fn. (xo)| 

+ Îlfn. (to) — f (xo)|| 

<2|f — fnelloo + [ne (&) — fne (to) 

2€ + ||fn. (t) — fn. (to)||: 

La fonction f,, étant continue on peut trouver un réel 7 > 0 tel que : 

€ [a,b] et [x — xol < n = ||fn. (x) — fn. (xo)|| < €. 

On déduit alors que : 

2 € [ab] et x — xl <= ||f (æ) — f (æo)|| < 3e. 
C'est-à-dire que la fonction f est continue. 

On a donc ainsi prouvé que C°([a,b],E) est un fermé de l’espace complet 

(B([a,b],E), ||), et qu'il est donc lui aussi complet. ñ 

Définition 1.14 : Soient (E, ||-||) et (F,||-||”) deux espaces vectoriels normés. On dit 
qu'une application f définie sur E et à valeurs dans F est un homéomorphisme s1 

elle est continue bijective d’inverse f! bijective. 

3. Le théorème du point fixe de Banach 

Définition 1.15 : Soit (E, ||.) un espace vectoriel normé et F une partie non vide 
de E. On dit qu’une application ç : F — E est strictement contractante s’il existe 
une constante À € [0, 1[ telle que : 

VGyEFxE, [p(x) -v(y)ll < Àlx-7yl. 

On dit aussi que @ est À-contractante. 

Définition 1.16 : Soient (E,||-||) un espace vectoriel normé, F une partie non vide 
de E et p une application de F' dans F. On dit qu’un élément x de F est un point 
fixe dep s0(r)=7x. 

Théorème 1.7 : Si (E,||:||) est un espace vectoriel normé complet, F une partie 
fermée de E et $ : F — F une application À-contractante avec À € [0,1{, alors 
g admet un unique point fixe y € F et ce point fire est la limite de toute suite 
(Zn)hen d'approximations successives définie par : 

EF, 

VIRENX LT OU 
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Démonstration : Pour l’existence du point fixe, on montre que la suite (x,),,-n est 

de Cauchy dans (E, ||:||). 

Pourg =D 1 012. 

te Lol cg = tail + Peph — ls 

avec pour tout k > 1: 

cri — cl = Île (tx) —6 (xx-1)| 
rap SL st Îx1 — ol . 

Ce qui donne : 

q=—1 M (1— XP lee < [SE | es = of = ET Jr — ro] 
k=p 

Ne 
< a < Nm 0 

sa À€ [0,1|. 
On a donc ainsi montré que la suite (x), est de Cauchy dans E et donc 

qu’elle converge vers un élément x € F puisque E est complet et F° fermée dans E. 

Avec la continuité de 4 on déduit que w (x) = x, c’est-à-dire que x est un point 

fixe de @. 

Si y € F'est un autre point fixe de 4 alors : 

Ie — yll = Île (x) — ei < Az — y] 

et nécessairement x = y si À € [0,1|. = 

Remarque 1.5 : Si(E,||:|) est un espace de Banach et F une partie fermée de 
E, alors une application ç : F — F telle que [lp (x) — @(y)|| < ||x — y|| pour tous 
x y dans F n’a pas nécessairement de point fixe dans F. Par exemple, la fonction 

: il 
p définie sur F = [1,+oo[ par g(x) = x + : est telle que 0 < $'(x) = 1 — < 1 

pour tout x € F. Avec le théorème des accroissements finis on déduit alors que 

Le (x) — w(y)l < (x — y| pour tous x Æ y dans F et l'équation @ (x) = x n’a pas de 
solution dans F. 

Mais dans le cas où F est compacte on a un unique point fixe limite de toute 

suite d’approzimations successives (exercice 1.15). 

Lemme 1.1 : Soient p € N — {0} et (xn),en une suîte de points dans un espace 

vectoriel normé (E,||:||) telle que pour tout r € {0,...,p —1} la suite extraite 

(Tip+r)jen converge vers x € E. La suîte (tn),en Converge alors vers x. 
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Démonstration : Soit e > 0. Pour tout r € {0,...,p — 1}, on peut trouver un entier 

jr tel que : 

VS 2 ÿrs  [Eptr — ti] < €. 

Onnotee— EX : jr. Tout entier n € N s'écrit de manière unique n = jp +r 
<r<p— 

avec je Netre{0;...,p— 1} et pour j > j on a |lx, — x] < e. On déduit donc 
que : 

Vn _ (Je LE 1)p, Zn ai x || E: 

On à ainsi prouvé que la suite (x,),N converge vers æ. = 

Théorème 1.8 : Soient (E,||||) un espace vectoriel normé complet etw:E—E#E 
telle qu'il existe un entier p € N — {0} pour lequel @P = Yo -.-0 @ soit strictement 

Les, mm” 

p fois 

contractante. L'application & admet alors un unique point fixe et ce point fixe est 

la limite de toute suite d’approrimations successives. 

Démonstration : L'application w? est strictement contractante sur l’espace complet 

E et admet donc un unique point fixe x € Æ. De (x) = x on déduit que 

pPp(x)) = p(w?(x)) = px) et w(x) est aussi point fixe de w. On a donc 
nécessairement @ (x) = x du fait de l’unicité du point fixe de w?. L'application 

admet donc un point fixe dans E. 

En considérant que tout point fixe de 4 est aussi point fixe de @P (si @(x) = x 

alors @P (x) = g@P-l(p(x)) = P-l(x) = ... = x) on déduit que g admet un 
unique point fixe dans E. 

Si (Zn)nen est définie par xo € E et zn+1 = p (xx) pour tout n € N, on a alors 

pour tout r € {0,...,p—1} et tout je N: 

D ee) CN 
c’est-à-dire que (Tip+r);en est une suite d’approximations successives pour ? de 
valeur initiale ”" (x0). On a donc lim Tjp+r = Z pour tout r € {0,...,p—1} ce 

j—+00 

qui équivaut à dire que lim x, = x. si 
Nr TOON 

4. Applications linéaires continues 

L'étude de la continuité est plus simple dans le cas particulier des applications 
linéaires. 

Théorème 1.9 : Soient (E,||.|), (F, +1) deux espaces vectoriels normés et u une 
application linéaire de E dans F. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) u est continue en 0; 
(ii) u est continue sur E ; 
(iii) u est bornée sur la sphère [resp. boule] unité de (E, 1-11) ; 
(iv) il existe une constante réelle c telle que : 

V&eE, u(x)| <clxl. 
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Démonstration : 

(i) = (üi) Si u est continue en 0, pour € > 0 donné on peut trouver 7 > 0 tel que : 

zeE, [xl<n = lu(@)l<e 

En utilisant la linéarité de u on déduit alors que pour to, x dans E tels que 

x — zoll < 7 on à [lu (x) — u(xo)|| < €, ce qui prouve la continuité (et même 
la continuité uniforme) de f sur E. 

(ii) = (iü) Si uw est continue sur E elle est en particulier continue en 0 et il existe 
un réel 7 > 0 tel que : 

zeE, fal<n = u(&)l <1 

Pour tout x dans la sphère [resp. boule] unité de (E,||-||) on a |[x|| = 1 [resp. 
Ixi| < 1] de sorte que ||nx|| = n (resp. [nx|| < n] et avec la linéarité de u on 

: 1 Je 
déduit que |[u (x)|| < =. On a donc ainsi prouvé que u est bornée sur la sphère 

1 
[resp. boule] unité de (E, ||:||). 

(ii) — (iv) Si u est bornée sur la sphère [resp. boule] unité de (E, ||:||), il existe un 

réel c > 0 tel que |[u (x)||’ < c pour tout x € E tel que |x|| = 1 [resp. ||x|| < 1]. 
l 

En remarquant que pour tout vecteur x non nul dans Æ le vecteur Œl* est 
æ 

dans la sphère (et la boule) unité de (ÆE,||:||) et en utilisant la linéarité de u 

on déduit que |[u(x)|” < c|[x||, cette inégalité étant aussi vérifiée pour x = 0. 
(iv) = (i) Cette implication est évidente. ë 

Une application linéaire continue est donc caractérisée par le fait d’être bornée 

sur la sphère unité. Pour cette raison une telle application est également appelée 

opérateur borné. La norme d’un tel opérateur borné est alors définie par : 

ul = sup [u(x)|'. 
xzeE 

Iz|l=1 

Corollaire 1.2 : Soient (E, ||:|) et (F, |") deux espaces vectoriels normés et u 
une application linéaire surjective de E dans F. Les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(à) u est un homéomorphisme de E sur F'; 

(ii) il existe des constantes réelles strictement positives a et B telles que : 

VreE, alxl <u(x)| <8lxl: 

(iii) il existe des constantes réelles strictement positives à et 5 telles que : 

@GeE, (al=n + a<lu(&)l<£. 
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Démonstration : 

(i) = (üi) Si u est un homéomorphisme de E sur F alors u et u_! sont continues 
et il existe deux constantes 8 > 0 et y > 0 telles que : 

VreE, {u(x)| <Blxl, 

Ver, lu-'(y)|] <lyl'. 

Comme tout vecteur x de E s’écrit de manière unique x = u ! (ÿ) avec y dans 

F, on déduit des inégalités précédentes que : 

1 
RAR DEEE [lu (x) < 81e. 

(üi) = (iü) Cette implication est évidente. 

(ii) = (i) Les inégalités ||u (x)|” < 8 pour x dans la sphère unité de E signifient 
que l’application linéaire uw est continue. En remarquant que pour tout vecteur 

1 
æ non nul dans Æ le vecteur Œi° est dans la sphère unité de (E,||:||) et en 

x 
utilisant la linéarité de u on déduit des inégalités (ïïi) que : 

V&eE-—{0}, alxl <lu(x)| <£lx|, 

ces inégalités étant encore vérifiées pour æ = 0. Si u(x) = 0 on a alors 
nécessairement æ = 0, (a > 0), c’est-à-dire que l'application linéaire u est 

injective. Cette application étant supposée surjective, on déduit que c’est un 

isomorphisme de E sur F. Tout vecteur x de Æ s’écrivant de manière unique 

x = u (y) avec y dans F, les inégalités a ||x|| < ||u (x)||’ pour tout x dans E 
1 

sont équivalentes à ut (y) |] < a y|l” pour tout y dans F, ce qui équivaut à 

la continuité de u—!. = 

Définition 1.17 : On dit que deux normes ||:|| et ||:||" sont équivalentes sur un espace 
vectoriel E si l’application identité : 

FONCÉ DER CE AE 
z > z 

est un homéomorphisme. 

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes de £. 

Du corollaire 1.2 on déduit facilement le résultat suivant. 

Théorème 1.10 : Deux normes |||| et ||||” sur un espace vectoriel E sont équivalentes 
si et seulement si il existe deux constantes réelles à et B strictement positives telles 
que : ; 

VTeE, alxl <[xl <81xl. 
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De ce résultat on déduit que deux normes équivalentes sur E définissent la même 

topologie. 
Dans ce qui suit on va voir qu’une application linéaire de rang fini est continue si 

et seulement si son noyau est fermé. De ce résultat, conséquence de la complétude 

de K, on va déduire que sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes 

sont équivalentes. Une autre démonstration, plus classique, de cette équivalence des 

normes en dimension finie est une conséquence de la compacité locale de K. 

On va tout d’abord caractériser les formes linéaires continues sur un espace 

vectoriel normé. 

Lemme 1.2 : Si © est une forme linéaire non nulle sur un K-espace vectoriel E, 

alors il existe un vecteur non nul a dans E tel que : 

E = ker (o) @ Ka. 

Démonstration : La forme linéaire @ étant non nulle, on peut trouver un vecteur 

a dans Æ tel que w(a) Æ 0. Ce vecteur a est nécessairement non nul. Pour tout 

p(x) vecteur x dans Æ, le vecteur h = x — ——a est dans le noyau de 4 et en écrivant 
(a) 

que z = h + _ era on déduit que E = ker () + Ka. Si x est dans ker (4) N Ka 
P 

on a alors x = Àa et Ap(a) = p(x) = 0 avec p(a) £ 0, ce qui entraîne À — 0 et 
x = 0. On a donc ker (9) N Ka = {0} et E = ker (y) ® Ka. = 

Théorème 1.11 : Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Une forme linéaire @ sur 
E est continue si et seulement si son noyau ker (4) est fermé dans (E, ||||). 

Démonstration : Soient @ une forme linéaire continue sur E et (x»),-N une suite 

de points de ker (4) qui converge vers x € E. Avec la continuité de & on a @(x) = 
lim q(xzn) = 0, c’est-à-dire que x € ker (y). On a donc ainsi montré que si 

n—+00 

est continue alors son noyau est fermé. On peut aussi dire que ker (4) est un fermé 

comme image réciproque du fermé {0} par l’application continue . 
Supposons réciproquement que ker (4) soit fermé dans (E,||-||). Dire que 4 est 

non continue équivaut à dire qu’elle n’est pas bornée sur la sphère unité de (E, ||-||). 
Dans ce cas on peut trouver une suite (x), de points de E telle que : 

VREN, [tal = 1, lp (tn)| > n. 

On considère une décomposition E —'ker (4) @ Ka avec (a) 0 et on écrit, pour 

tout entier n, Tn = Yn + Ana avec Yn € ker (g) et Àn = Le € K. Pour n > 1on 

a [y (tn)| > n > 0 et on peut écrire a = Nm + 2n AVEC 2n = Du € ker (4). 

Mais on a alors pour tout entier n > 1 : | 

ag = test = 1 - le@ : kta) 
l'An | An | lp (&n)| n 

et a n’appartenant pas à ker (@) est limite d’une suite de points de ker (4), ce qui 

est en contradiction avec ker (4) fermé. On a donc ainsi montré que si ker (4) est 

fermé dans (E, ||:||) alors 4 est continue. # 
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Lemme 1.3 : Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire 
de E dans F. L'application u est de rang r si et seulement si il existe des 
formes linéaires sur E, 4@1,...,w, linéairement indépendantes et des vecteurs de 
F, &,...,a, linéairement indépendants tels que : 

VreE au Ÿ gi ia 
i=1 

Démonstration : Si u € L(E,F) est de rang r, alors son image Im(u) est un 
sous-espace vectoriel de F de dimension r et, en notant {a1,...,a.} une base de 
Im (u), pour tout x dans E, on peut trouver des scalaires uniquement déterminés 

- 
Pi(x),...,4r (x) tels que u(x) = D w; (x) a; . De la linéarité de u et de l’unicité 

i=1 
de l'écriture d’un vecteur dans une base on déduit que les applications Pi Sont 
linéaires. 

Supposons le système {41,...,ç-} dans E* (dual algébrique de E) lié avec, par 
1e 

exemple, @1 = ÿ À;y; . On a alors, pour tout x dans E : 
i=2 

u (x) = D Xpi ©) ai + > Fi (x) ai = > 6: (x) (Aiai + a) 

et le système de r — 1 vecteurs {jai + ai | 2 < i < r} engendre Im (u), ce qui est 
en contradiction avec dim{Im (u)) = r. Le système {1,.…., &-} est donc libre. 

La réciproque est évidente. = 

Théorème 1.12 : Soient (E,||||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace 
vectoriel fermé de (E,]||:||). Pour tout sous-espace vectoriel G de dimension finie 
dans E,, le sous-espace vectoriel H = F + G est fermé dans (E, ||.||). 

Démonstration : On procède par récurrence sur la dimension p > 1 de G. Pour 
p = l'il s’agit de montrer que pour tout vecteur non nul a de E,H =F+Ka 
est fermé. Si a € F alors H = F est fermé. On suppose donc que a & Fetona 
alors H = F @® Ka. Tout vecteur x de H s'écrit de manière unique x — y+vp(x)a 
avec y € F'et 6(x) € K. De l’unicité d’une telle écriture on déduit que est 
une forme linéaire sur H. De plus le noyau de étant ker (0) — F fermé dans 
(E, [:11), c’est donc aussi un fermé de (4, ||.||) et ç est continue de H dans K. De 
cette continuité et de la complétude de K on va déduire que H est fermé. Soit done 
(n)hen une suite de points de H qui converge vers x € E. Tout vecteur x, s'écrit 
Tn = Yn + (Xn) a où (yn),en est une suite de points de F. La suite (En )nen étant 
convergente dans E, elle est de Cauchy et, avec la continuité de w, on déduit que 
la suite (ge (an))2 en St de Cauchy dans K. Le corps K étant complet, on déduit 
que la suite ( Go) en COnverge vers un scalaire À. On déduit alors que la suite 
(Yn)nen Converge vers y = x — }a. L'espace F étant fermé, on a y € F et x = y+)a 
est dans H. On a donc ainsi montré que H est fermé. 

Supposons maintenant le résultat acquis pour tous les sous-espaces vectoriels de 
E de dimension p > 1 et soit G de dimension p + 1. En notant {a1,...,a,+1} une 
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base de G& on peut écrire : 

P 

H=F+G=|F+Œ@Ka;|+Kan 
j=1 

et on conclut facilement avec l'hypothèse de récurrence et l'étude du cas p = 1. 

Corollaire 1.3 : Soit (E, ||:||) un espace vectoriel normé. Tout sous-espace vectoriel 
de dimension finie de E est fermé dans E. 

Démonstration : Il suffit de prendre F = {0} dans le théorème 1.12. = 

Théorème 1.13 : Soient (E, ||), (F,||-|") deux K-espaces vectoriels normés et u 
une application linéaire de E dans F de rang fini. L'application u est continue si 
et seulement si son noyau ker (u) est fermé dans (E, ||:||). 

Démonstration : Si u est continue alors ker (u) est fermé dans (E, ||) comme image 
réciproque du fermé {0} de (F, 1-11) par l’application continue u. 

Réciproquement, supposons que ker (u) soit fermé dans (E,|||). L'application 
linéaire u étant de rang fini, il existe des formes linéaires 41,...,4, linéairement 

indépendantes dans E* et un système libre {a1,...,a,.} dans F tels que u = 
Te T 

> ga. On a alors ker(u) = f ker(y;) € ker(p;) pour tout j compris entre 
i=1 j=1 
1 et r. On peut alors écrire que ker (p;) = ker(u) ® H,; et la restriction de u à 

H; est injective (u(x) = 0 et x € H; équivaut à x € ker(u) N H;) de H; dans 
Im (u) qui est de dimension finie. En définitive, pour tout j compris entre 1 et r le 

sous-espace vectoriel H; est de dimension finie dans Æ et, avec le théorème 1.12, 

on déduit que ker (p;) = ker (u) © H; est fermé et donc que la forme linéaire w, 
1 

est continue. La continuité de u = Ÿ° v;a; en résulte alors immédiatement. E 
i=1 

Corollaire 1.4 : Soient (E,||:||) un espace vectoriel normé de dimension finie et 

(F, +1) un espace vectoriel normé. Toute application linéaire de E dans F est 
continue. | 

Démonstration : Si E est de dimension finie alors toute application linéaire u de E 

dans F est de rang fini. De plus, avec dim(Æ) = dim{ker (u)) + dim(Im (u)), on 
déduit que ker (u) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de Æ. Il est donc 
fermé et u est continue. ‘ m 

5. Espaces vectoriels normés de dimension finie 

Lemme 1.4 : Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1, {e1,...,e,} une 
base de E et ||, la norme définie sur E par : 

nm 

Va= Sim EN al: max [ri . 
41 mt 

La boule unité B, et la sphère unité Sk sont compactes dans (E, ||:||..). 
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Démonstration : Soit (x(®)) une suite dans B, (resp. S] avec, pour tout 
kEN 

ke N, x) — (27) . Pour tout entier j compris entre 1 et n on a: 
M /1<j<n 

EM < po, «1 
È ! (k) 

De la suite bornée Eh on peut alors extraire une sous-suite (E : 
kEN kEN 

qui converge vers un scalaire x1 vérifiant |x1| < 1. Puis de la suite bornée 

(e1(&)) (2(k)) 
To on peut extraire une sous-suite | z qui converge vers 

kEN kEN 

un scalaire x2 vérifiant |x2| < 1. Et en continuant ainsi on extrait une suite 

(2 GP telle que : 
kEN 

k 
Well 2e le 2 (x ) = z;, 

k—>+00 

avec |t;| <1.Onaalors lim 2 (F%) —ti| —Uoùr-(r;),2 est dans Be 
k—+oo 1% == 

[resp. S.], c’est-à-dire que la suite ze) converge vers æ dans B. [resp. 
kEN 

Se]. On a donc ainsi montré que B, [resp. S<] est compacte dans (E,||-|..). 

Lemme 1.5 : Soient (E, ||:||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel 
fermé de E distinct de E. Pour tout x dans E on note : 

d(x, F)= inf fe = y: here 

Pour tout réel e > 0 il existe un vecteur x dans la sphère unité de (E, ||:||) tel que 
d(x, F)>1—e. 

Démonstration : Pour € > 1 le résultat est évident. On suppose donc que € € ]0,1[. 
Si Fest fermé dans E alors pour tout y € E — F on a d(y,F) > 0 (exercice 1.18). 

dl 
Pour € € ]0,1] on a 5 > let pour y € E — F on peut trouver 2 € F tel que : 

— € 

| dr o<d(yF)< y] < 2). 
1 k 

Le vecteur x = Tu] (y — z) est alors dans la sphère unité de (E,||:||) et pour 

tout vecteur t € F' on a : 

te rene) 21 1 
avec u = z2+{|ly —2||t € F, de sorte que : 

L d(y,F let = yo > vec 
y — 21] y — 21] 

On a donc d(x,F) = inf fæ —t#|21—e. = 
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Le théorème qui suit donne plusieurs caractérisations des K-espaces vectoriels 

de dimension finie. l 

Théorème 1.14 : Soit E un espace vectoriel sur K. Les assertions suivantes sont 

équivalentes. 

(i) E est de dimension finie sur K. 
(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes. 
(iii) Quelle que soit la norme choïsie sur E toute forme linéaire définie sur (E, ||||) 

est continue. 

(iv) Quelle que soit la norme choïsie sur E, la sphère fresp. boule] unité de (E, ||:||) 
pour cette norme est compacte. 

(v) Quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de (E,||||) sont les 
fermés bornés. 

Démonstration : 

(i) = (ü) On suppose que E est de dimension finie et on se donne deux normes 

let |: sur Æ. L'application linéaire Id : (E, ||.) — (E, ||”) (resp. Id : 

(E, +1) — (E,||:|})] étant de rang fini à noyau fermé, elle est donc continue. 

L'application Id : (E, ||.) — (E,||:|") est donc un homéomorphisme, c’est-à- 

dire que les normes ||-|| et ||:||” sont équivalentes sur E. 
(ii) = (ii) On suppose que toutes les normes sur Æ sont équivalentes. Si ||:|| est 

une norme sur Æ et @ une forme linéaire sur E alors l’application : 

N:xr |x| +lv(x)| 
définit une norme sur Æ. Elle est donc équivalente à {|| et il existe une 
constante & > 0 telle que : 

VxeE, Ni(x)<al|xl. 

On a donc : 

V&eE, |p(x)| <(a—1){xl|, 

ce qui équivaut à la continuité de la forme linéaire . 

(iü) = (iv) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur Æ toute forme 

linéaire sur ÆE est continue. Si (Æ,{:|) est de dimension infinie on peut 
trouver un système libre infini dénombrable {e, | n € N} tel que |le,|| = 1 
pour tout n € N. En désignant par G un supplémentaire dans E de H — 

Vect {e, | n € N} on définit la forme linéaire sur E par : 

VaeG, (ec )=0, 

VneN, (en) =n. 

L'application linéaire ainsi définie n’est pas bornée sur la sphère unité de 

(E, ||:|}) et en conséquence n’est pas continue, ce qui est en contradiction avec 
l'hypothèse de départ. L'espace vectoriel E est donc de dimension finie. 

On a donc ainsi montré que les assertions (i), (ii) et (äi) sont équivalentes. En 
particulier si (ii) est vérifiée alors toutes les normes sur Æ sont équivalentes et 
la compacité de la sphère [resp. boule] unité de (Æ, ||:||) résulte de la compacité 
de la sphère {resp. boule] unité de (E, ||:||.). 
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(iv) — (v) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur Æ, la sphère {resp. 
boule] unité de Æ pour cette norme est compacte. On sait déjà que toute 

partie compacte d’un espace vectoriel normé (Æ,{||-||) est fermée et bornée 
(théorème 1.3). Réciproquement, soit C une partie non vide fermée et bornée 
dans (Æ,||||). Il existe une constante À > 0 telle que |[x|| < À pour tout x 

1 
dans C et pour toute suite (x), de points de C, la suite Tr est 

neN 

dans la boule unité de (E,||:||). Cette boule étant compacte, on peut extraire 
1 « 

une sous-suite 20) qui converge vers y € ÆE. La suite GS 2e 
neEN 

converge alors vers x = 4 et x € C puisque C est fermée. On a donc ainsi 

montré que C est compacte dans (E, ||-||). 
(v) = (i) On suppose que quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de 

(E, |||}) sont les fermés bornés. Si E est de dimension infinie on peut trouver un 
système libre infini dénombrable {e, | n € N}. Pour tout entier n, on désigne 
par Æ, le sous-espace vectoriel de E engendré par {ex | 1 <k < n}. On a alors 
E, G E, pour g > p. De plus chaque Æ, est de dimension finie dans E, 

donc fermé dans E et aussi dans E,,1. En utilisant le lemme 1.5, on peut 

construire une suite (x,),., dans la sphère unité de (E, ||-||) telle que x» € En 
1 

et dar En) > 2 pour tout n > 1. Mais alors, on a : 

NI 
VD 14147 zplle da, Bar) > 

et il est impossible d'extraire de la suite (x,),-, une sous-suite convergente, 

ce qui est en contradiction avec la compacité de la sphère unité (c’est un fermé 

borné) de (E,||:||). L'espace vectoriel E est donc nécessairement de dimension 
finie. = 

Remarque 1.6 : L'équivalence (i) & (iv) est le théorème de Riesz. 

On peut donc conclure que sur un espace vectoriel de dimension finie on a une 

seule topologie compatible avec la structure d’espace vectoriel. 

Une autre démonstration de l’équivalence des normes en dimension finie, basée 
sur la compacité locale de K, peut se faire comme suit. 

On désigne par E un espace vectoriel de dimension finie sur K, par ep ee, 
une base de E et on note ||. la norme définie sur E par : 

nm 

Va —= ÿ me SE, Ace jpax [A 
i=1 1. 

On sait déjà que la boule unité et la sphère unité de (E, ||.) sont compactes 
(lemme 1.4). 

Lemme 1.6 : Pour toute norme ||:|| sur E l’application : 

(Elle) —+ R 
T > xl 

est continue. 
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10 

Démonstration : Pour tout x = Y° xje; dans E on a : 
j=1 

Ie <8lxlle , 

10 

où 8 — ÿ_ |le;|| > 0. On a donc pour x et y dans E : 
j=1 

[ll — gi < Ie — gl < 8x - vhs 

et la continuité en résulte. 5 

On retrouve alors le résultat suivant. 

Théorème 1.15 : Toutes les normes sur E sont équivalentes. 

Démonstration : Il suffit de montrer que toute norme ||.| sur Æ est équivalente à 

Ile 
nm 

On a déjà vu que pour tout x = ÿ x;e; dans E on a : 
i=1 

nm 

LS AE ie Pire" 
j=1 

On a également vu que la sphère unité 

So = {TEE xl, =1} 

est compacte dans (E, ||-||.) et que l'application x + ||x|| est continue de (E, ||:||...) 
dans R. On peut donc poser : 

ain le = dir 41 inf lell= im all 

où (Zn),en est une suite de points de 5. 

La sphère unité S, étant compacte, on peut extraire de (En)nen une sous-suite 

CSS qui converge vers x dans S<. On a alors a = |x|| > 0. 

Enfin, pour tout x dans E — {0},on a > a soit ax. < [xl FI. 
D'où l’équivalence des normes. # 

Corollaire 1.5 : Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet. 

Démonstration : En reprenant les notations qui précèdent il suffit de montrer que 

(E, ||:1) est complet, ce qui se déduit immédiatement du fait que K est complet. m 
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Remarque 1.7 : Avec l’équivalence des normes sur un espace vectoriel de dimen- 

sion finie on peut retrouver le fait que si (E,||:|) est un espace vectoriel normé 

de dimension finie et (F, +11) un espace vectoriel normé de dimension quelconque 
alors toute application linéaire de E dans F est continue (corollaire 1.4). En effet 

si {e1,...,en} est une base de E pour toute application linéaire u de E dans F on 
nm 

a, pourstout z 0 gite EN 
1 

POI < D tel < (asex le) les < (max el) cel 
<Li<n 

(les normes ||:||, et ||:|| étant équivalentes, il existe donc à > 0 tel que, pour tout x 
dans E, on aît ||x||, < æ||x||) et la continuité de u en résulte. 

6. Exercices 

Exercice 1.1 : Vérifier que les applications x + ||x||, (k = co, 1,2) de l'exemple 1.1 
définissent bien des normes sur E (espace vectoriel de dimension finie sur K). 

Solution : Il est clair que pour k = æ et k = 1 les applications x + ||x||, définissent 
bien des normes sur Æ. 

Pour k — 2, on utilise le produit scalaire hermitien défini sur le C-espace vectoriel 

E par : 

V&yEEz, (x|y) =D 

et l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire : 

Vésghe role nel 
j=b 

nm 

2 
DE = Ill llyll 
j=1 

(voir le paragraphe 7, page 96). En écrivant pour tous vecteurs x,y dans E que : 

2 2 2 
Ie + ll = file + 2R (x | y)) + [lylle, 

avec R((x | y)) < [(x | y)| < [til [lyll», on déduit que : 

2 2 
x + yl < QEAE + [lyll)" 

On a donc l'inégalité RRIPUSSS pour ||:|,. Les autres propriétés d’une norme se 
vérifient facilement. 

On peut aussi utiliser le ae de l’exercice L'2'avec p= q —"2 
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; : L 
Exercice 1.2 : Soient p et q deux réels strictement positifs tels que — + - — 1. 

PRG 

1. En utilisant la concavité de la fonction In montrer que : 

VAE(0,1], VueR*, VueR*', vu! *<j}u+(1—X)u (12) 

2. Soient x et y dans C”. En utilisant (1.2) avec 

it ei PA 
D’ Us n ; À ; 

> 1x1 > lyl° 

pour x et y non nuls montrer l'inégalité de Hôlder : 

n n . n . 

Sr < (Sr) (Sur) | 
21 21 i=1 

3. Montrer que pour tous x,y dans C" on a : 

n n 5 [n 4 
> cel Its + gl < ta sr) os [te + ur) ù 

i=1 i=1 i=1 

4. Déduire de ce qui précède que pour tout réel p > 1 l’application 

1 > 

le 5 mr) 
2=1 

définit une norme sur C7. 

Solution : 

1 
1. La fonction In est indéfiniment dérivable avec In” (t) — TZ < 0 pour tout réel 

t > 0. On déduit donc que cette fonction est concave sur ]0,+co{, c’est-à-dire que 

pour tout réel À € [0,1] et tous réels u, v strictement positifs on a : 

In(Au + (1—A)v) > Aln(u) +(1—A)In(v), 

ce qui peut aussi s’écrire n(Au + (1 — À) v) > In (AVE?) ou encore, du fait que 

la fonction exp est strictement croissante sur ]0,+o0{[, u\vl-} < Au + (1 — À). 

Cette inégalité est également vérifiée pour u = 0 ou v = 0. 

2. Pour tous vecteurs x, y dans C7 on note : 

e,= (Sr) a bi, = (Star) | 
1=1 
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1 1 
En prenant À — - dans (1.2), on a 1 — À = à et : 

P 

jl 
Vus10% ur 0; UPUE < =u + -v. 

Si x et y sont deux vecteurs non nuls dans C”, en prenant pour tout entier à compris 

entre let n : 

…. He 
tem 1 P l'RET ES A an 

T ot FEMMES Tr 
j=1 j=1 

dans l’inégalité précédente, on obtient : 

el ul C1 el 1 lyl° 
let, ol, Pelle © a lue 

En faisant la somme de toutes ces inégalités on obtient : 

SE TPE til lil < = Fe 
Iz||, D Es p 2 Vel a [y 

Puis avec À ml _ $ Im Lie 1 on déduit que uis av = = — + - — uit qu 
TE DIS 

n 

gi] < D lellul < Ill, llylle 
=] 

cette inégalité étant encore réalisée pour x = 0 ou y = 0. 

Remarque 1.8 : L’inégalité de Hôlder s'écrit, en notant (x | y) le produit scalaire 
hermitien canonique de C?, 

Je Fyl < ll, lvl - 

Pour p = q — 2 on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz et cette inégalité est 
encore valable pour p = 1 et q = +0. 

3. Pour x,y dans C” on a, en utilisant l’inégalité de Hôlder : 

œ nm : n $ 

D Hill + m7 < D air) D li + ir) | 
de i=1 i=1 

soit, avec (p—1)q =p: 

D 1 te < (Sr) 5 É. ru) 
il 

1 
q 
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4. On vérifie facilement que x + ||x||, définit une norme sur C”. On suppose donc 

LR EL 
que p > 1 et on note g le réel défini par - + - — 1. Pour x,y dans C” on a : 

Des. 7 

nm Lo nm 

D _ri+ulP< D ri + fre] + Sri + ml Juil. 
i=1 i=1 i=1 

Ce qui donne avec l’inégalité précédente : 

2 

(le +vl,) < (el, +) (le + vs)", 

soit, avec p — = ie 
q 

le + y, < ll, + llyll, 

On a donc l'inégalité triangulaire pour ||:||,. Les autres propriétés d’une norme se 

vérifient facilement. 

Exercice 1.3 : Montrer que pour tout x dans €” on a lim |x|, = |x|.…. 
Pp— +00 2, 

Solution : Pour x dans C” et tout entier à compris entre 1 et n on a {x;[? < ||x|f2.. 

Il en résulte que |x||, < n? Ix|l. D'autre part il existe un entier k compris entre 
m 

1 et n tel que [|x||,. = [zx et, avec |xx[? < 32 |x:[?, on déduit que {x < Ir]. 
i=1 

On a donc : 

1 

VreC”, rl <lrl, <a? xl - 

Ce qui montre au passage que les normes ||-||,. et ||:]|, sont équivalentes et par 

transitivité que pour tous réels p > 1 et q > 1 les normes ||], et ||], sont 

équivalentes sur C7. 

Avec lim n° — 1 pour tout entier n > 1 on déduit que lim xl, = til 
p—++00 p—+00 

Exercice 1.4: Vérifier que les applications f — || f||, (k = ©, 1,2) de l’exemple 1.3 

définissent bien des normes sur E (espace vectoriel des applications continues sur 

l'intervalle {a,b] (a < b) et à valeurs dans K. 
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Solution : Il est clair que pour k = æ et k = 1 les applications f + || f||, définissent 
bien des normes sur Æ. Pour f + || f||, on utilise le fait que l’application @ + 

b b 
1 w(t) dt est une forme linéaire positive avec ‘ p(t) dt = 0 équivalant à 6 = 0 

a a 

si Y est une fonction continue à valeurs positives ou nulles. 

Pour k = 2, on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans E : 

V(A9 € E?, fre al < fue lg (EI dé < fl gl 

qui entraîne l’inégalité triangulaire pour |||,. Les autres propriétés d’une norme 
se vérifient facilement. 

On peut aussi utiliser le résultat de l’exercice 1.5 avec p = q = 2. 

Exercice 1.5 : Montrer que sur l’espace vectoriel E = C° ([a,b] ,K) des applications 

continues sur l'intervalle [a,b] (a < b) et à valeurs dans K, pour tout réel p > 1, 
l’application 

définit une norme. 

Solution : Pour p = 1, on sait déjà que f + ||f|, définit une norme sur E. On 
suppose donc que p > 1 et on se donne deux fonctions f,g non identiquement 
nulles dans Æ. 

On applique l’inégalité de convexité : 

VU = UV y 0) ur Us - Lay. di 
P q 

FU 
où g est tel que — + — — 1, à : 

| 

LEP _ Le 
Ar Iglo | 

pour tout { dans [ab], ce qui donne : 

FOI lg CN 2 11FOP 119) < — 

TA, Ugls ©» AR 

En intégrant sur [a, b] on obtient : 

+ 

a lg 

b 

l - 
: : 

Fm / Ve Goi de 34 3 = 
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On a donc l'inégalité de Hülder : 

frs 70 dt < fue )| lg (#)1 dt < IIfIL lala» 

cette inégalité étant encore réalisée pour f = 0 ou g = 0. 

Pour f,g dans E on a, en utilisant l’inégalité de Hôlder : 

b 

| LEONE +9 OP di < If], | +9] 
a 

soit, avec (p — 1) q = p: 

JOUE +407 * à < 141,14 + gl 
On déduit alors que : 

b 

If+ dB = [17 © +9 @P à < (IF, + lal,) 1 +81 

soit, avec p — pe dy: 
q 

If + gl, < IF, + ligl, - 

On a donc l'inégalité triangulaire pour ||:||,. Les autres propriétés d’une norme se 
vérifient facilement. 

Exercice 1.6 : Montrer que pour toute fonction f dans E = C°([a,b],K) on a : 

im [le = fl 
Solution : On suppose f non identiquement nulle. On à, pour tout réel p > 1 : 

“ 

Wreld, 0<If(G)<If) + (0<IfI, SF a)). 
La fonction f étant continue sur le compact [a, b|, il existe donc un réel x9 € [a, b] tel 
que |f (xo)| = ||f|l..- Pour € > 0 donné, il existe n > 0 tel que 0 < |f (xo)|—-|f (x)| < 
e pour tout x € Lo = [a, b] N [xo — 7, to + 7]. On a alors, en notant a la longueur 
de l'intervalle Lo : 

b 

1 ff ds > ï FOI 

> (If (wo) — 9° de > alle — 7. 
To 
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Ce qui donne en définitive, pour tout € > 0 : 

1 

(lle 9er <Ifl < fl @ — a)? : Lo] 

Comme Him (fe 90 = If —eet tm fe a)" = fl, on 
déduit qu’il existe un entier po tel que : 

Vo > po fl 2 AMIE 

On a donc ainsi prouvé que lim (fl ) = ie 

Exercice 1.7 : Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles définies et continues 

sur l’intervalle [a, b], la fonction g étant à valeurs strictement positives. Calculer 

lim for 
p Pr +FoCo 

Solution : La fonction g étant continue et à valeurs strictement positives sur le 

compact [a,bj,onam=— inf g(x) >0et M = sup g(x) > 0. Puis avec : 
zE[a,b] æE{[a,b] 

mlff <glff <MIfP, 

on déduit que : 

ms |lfIl, < | gvf| <M° ||, 

On en déduit alors, en utilisant le résultat de l’exercice 1.6, ton im | ï 9. 

I Flo: 

Exercice 1.8 : Soit (tn),en une suite dans un espace vectoriel normé (E, ||:||). 
Montrer que cette suite converge vers x dans (E, ||:||) si et seulement si toute suite 
extraite converge vers x (une suite convergente a une unique valeur d ’adhérence). 

Solution : Si lim Tn = &, alors pour tout réel € > 0 il existe un entier n. tel que 
nm CO 

tn — x|| < € pour tout n > ne, et pour toute application @ : N — N strictement 
croissante on à : 

RATE pin)>n>ne = ton) — til < €. 

On a donc AR To(n) — T, pour toute suite extraite de (x), cn: 

Réciproquement, si toute suite extraite de (x:),-N converge vers x, alors en 
particulier la suite (x,),cN converge vers x. 
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Exercice 1.9 : Soit (tn),en une suite dans un espace vectoriel normé (E, ||||). 
Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de cette suite est un fermé dans 

Solution : On désigne par A l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (x,),, 2N- 

TEA & Ve>0, VneN, P>n; x, -x| <e 

(tout voisinage de x contient des x, pour une infinité d'indices p). 

Soit x € À, alors : 

de > 0, An.EN]| Vp>sn, x || >e 

et B(a,<) C E — À. En effet, pour tout y€ B(x,5);on a: 

€ € 
Vpzn lla-yl>læ-2l-ly-alze-s = 

et donc y # À. On a donc ainsi montré que À est fermé. 

Exercice 1.10 : Soit (x»),en une suite dans un espace vectoriel normé de dimension 

finie (E,||:1). Montrer que cette suite converge dans (E, ||) si et seulement 
si elle est bornée, elle n’admet qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence et si 

lim Îæn+1 —ænl = 0. 

Solution : La condition nécessaire est une conséquence immédiate des définitions. 

Soit {a1,a2,...,an} la suite finie des valeurs d’adhérence de la suite (x,),,en- 
1 

Pour e=- min {|la; —-a;|| > 0, on peut trouver un entier k. tel que : 
A 1<i#5<p 

lei — cel <é 
p 

zx E(JB(a,e), 
il 

VE> ke 

où B (a;,e) désigne la boule fermée de, centre a; et de rayon €. Si j est un entier 

tel que xx, € B(a;,e), on à alors : 

VhE 0% EtB\(a;,e). 

En effet le résultat est vrai pour k.. Supposons-le vrai pour k > k. et soit à tel que 

æp1 € B(a,e). Si à j, alors : 

teæi — 2x] 2 Îlai — all — Îtxs1 — all — tx — a] Z de —e— € = 26, 

ce qui est en contradiction avec ||t4+1 — æx|| < €. On à donc à — j. On a donc ainsi 
montré que lim zx =a@;. 

k—+00 
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Exercice 1.11: Pour tout réel p > 1, on note E = C° ([a, b] ,K) l’espace vectoriel 
des applications continues sur l'intervalle [a,b] (a < b) et à valeurs dans K et on 
munit cet espace de la norme : 

Ale 

Montrer que (£, I) n’est pas complet. 

Solution : On désigne par (fn), la suite de fonctions définies sur [0, 1] par : 

1 
1 i0<æ<:, 

LR il TT 
fn (x) = n(S+-e) 2 

Je: 
0 Ses 

DT 

Pour tout réel p > 1 et pour tout entier m > n, on a : 

2 te 1+1 
D 2 1 de + seau ss 

fn — fmll, = (m - 1) LE T + n AC x 

1 
nl US + 

4% 

1 p 1 p+1 a nel (p+1)m m (p+l)n m 

1 1 1 Ne 
MAD; LT 

On en déduit alors facilement. que cette suite est de Cauchy dans (£, Il-|| 2 

D'autre part la suite de none (fe) n>2 Converge simplement vers la fonction 

f définie sur [0, 1] par : 

1 Hochet 
f(x) = f LS 

OMS TEE 
2 

Cette fonction n’appartient pas à Æ, mais étant continue par morceaux sur [0, 1] elle 

est quand même Riemann-intégrable. Si la suite (f,),, converge dans (£, Il: ) 

vers une fonction g, on peut alors écrire : 

IAE lee 
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avec : 

+ 

PHONE G+5-<) % 

Dos 
(p+l)n 

VI al 

Di 

Et en passant à la limite quand n tend vers l'infini on déduit que || f — gl 0 

Par continuité on déduit alors que f = g sur [0,1] — {5} avec f discontinue en 

1/2 et g continue en ce point, ce qui est impossible. On a donc ainsi montré que 

(£, ll) n’est pas complet. 

Exercice 1.12 : En considérant la suite de fonctions (fn),en définie sur [a, b] par 

fn (x) = cos(nx), montrer que la boule unité de E = (C°([a,b],R), ||.) n'est 
pas compacte. 

Solution : Il est clair que pour tout entier n la fonction f, est dans la boule 

unité de E. En remarquant que pour n assez grand on peut toujours trouver un 

kT b—a sl 
entier k tel que — € {a,b] (pour n assez grand on aura n——— > 1 et il existe 

n T 
Te 0 

ke ntne] NN) on déduit que | fh|l,, = 1 à partir d’un certain rang. 
NE à 

Il s’agit de montrer que la suite (f,),,-N n’admet aucune sous-suite uniformément 

convergente (1.e. pour la norme {|-|,,.) sur [a, b]. 
: : L 

Supposons que l’on puisse extraire une sous-suite ( farah en dui converge 

uniformément sur [a,b] vers une fonction f. La fonction f est alors continue sur 

[a, b] et pour tout intervalle [a, x] C [a, b] on a : 

n— +00 
[r@ du= alim INC (t) dt 

1 
lin Jin, 0 (en(e (n) 2) = sin(p (n)a)] = 0 

et f est nécessairement la fonction nulle, ce qui est en contradiction avec 

cle — 1 à partir d’un certain rang. 

Exercice 1.13 : Montrer que l'application f — f (a) est continue de C°([a, b] ,K) 
muni de ||:||. dans (K, |), mais non continue sur C° ([a,b] ,K) muni de ||-||.. 
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Solution : La continuité de cette application linéaire, pour la norme ||:|., résulte 

de l'inégalité |f (a)| <||fILL vérifiée par toute fonction f dans C° ([a, b] , K). 
La suite de fonctions (f,),-, définie sur [0, 1] par : 

—nx + 1 SOS 
fn (&) = Pol 

dr 
Sir 

0 £z< 

est telle que lim HAS 0ieE lim fn (0) = 1. Donc l’application f + f (0) 
n— +00 nm OO 

n’est pas continue pour ||-||.. 

Exercice 1.14 : Montrer que l'application f + f' (0) définie sur (C' ([0,1],K),|-|,) 
et à valeurs dans (K,|:|) n’est pas continue. 

Solution : Pour tout entier n > 1 la fonction f, : x + est dans la boule 
nx 

ln 
unité de (G (10,1],K), ||) avec f} (0) = n. On en déduit que cette application 
linéaire n’est pas bornée sur la boule unité et donc qu’elle n’est pas continue. 

Exercice 1.15 : Soit C'un compact d’un espace vectoriel normé (E, ||-||) et ç : C — 
C' telle que : 

V(ay)eC?, x Ay= {o(x) -v(y)l <lIx -vl. 

1. Montrer que @ admet un unique point fixe dans C. 

2. Ce point fixe est-il limite d’une suite d’approximations successives ? 

3. Ce résultat est-il encore vrai si on suppose seulement C complet ? 

Solution : 

1. L'application x + ||p (x) — x|| étant continue sur le compact C,, il existe À € C 
tel que : 

PORN ES TATOEE 
Si @ (À) £ À alors |p (À) — p(p (D) < JA — (AI avec w (À) € C, ce qui est 
contradictoire avec la définition de À. On a donc w (À) = À. 

Si u À est un autre point fixe de @, alors | À — u{| = || (À) — p(u)|| < IX — ul, 
ce qui est impossible. En conclusion, admet un unique point fixe dans C. 

2. Soit (tr),en une suite d’approximations successives définie par la donnée de 
to € Cet par la récurrence z5+1 = p (tn). S'il existe no € N tel que tn, = À, alors 
la suite est stationnaire. On suppose donc que x, Æ À pour tout n. On a alors 
O < [ni — À] = [lp (tn) — (À) < [tn — À] pour tout n. C’est-à-dire que la 
suite (|lzn — Al]),en est strictement décroissante minorée par 0, et qu’elle est donc 
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convergente vers un réel d > 0. La suite (LS) étant dans le compact C', on peut 

en extraire une sous-suite CU EN qui converge vers y. On a alors : 

lu AI = im |fcuç — A] = d, 
n—++00 

le) AZ, lim Île (tem) — A] = lim Item —AÏ=d (13) 

Si y Z À, alors |A —ç(u)] = [p(A)-p(u)l < IA-yul = d, ce qui est 
contradictoire avec (1.3), donc y = À et d = 0. C’est-à-dire que lim D À 

n— +00 

3. Le résultat du 1. est faux si on suppose seulement que C est complet, comme 

sur R+ (2 (2) — 6 (I < le montre l’exemple de la fonction 6 : rt x + 

Ix — y| avec les accroissements finis). 

Exercice 1.16 : Soient (E,||:||) un espace vectoriel normé complet tp: E = E 
telle qu'il existe à, B € ]0, 1[ avec a + B < 1 et : 

VyeE, [p(x)-p(yl<alptx) -xl +816) - y. 

Montrer que ÿ admet un unique point fire dans E. 

Solution : Soit (z),.-n la suite définie par to € E et zn41 = (tn). On a : 

VREN", [tai — Tail <a Tn+1 — nl + BÎltn — Tn1||. 

Soit : 

VEN, [nan € Iles nl 

avec Eu € ]0,1[. On en déduit alors que la suite (En)nen est de Cauchy et qu’elle 

converge vers x € E. 

Puis avec : 

tn — 6 IS a fltne — znll + 811p (x) — xl 

et en faisant tendre n vers l'infini, on déduit que : 

O<fr-vp(x)| <Ble(x) — x 

et w(x) = x. C'est-à-dire que x est point fixe de . 

Siye E est un autre point fixe de 4 alors : 

x — y = 1e (x) - ei < alle (z) — xl + 61e (y) — vi = 0 

et x = y. Donc y admet un unique point fixe dans E. 
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Exercice 1.17 : Montrer que les normes f + ||f||, (k = c,1,2) de l'exemple 1.3 
(sur l’espace vectoriel E des applications continues sur l'intervalle [a, b] (a < b) et 
à valeurs dans K) ne sont pas équivalentes. 

Solution : On se place sur [a, b] — [0, 1] et on considère la suite de fonctions (f,),-1 
définie par : 

il 
_nrtin sixe on] 

n 
TO 1 

n 

On a Em, IL =0et Lim, fall = +00. Donc les normes ||, et ||], ne 

sont pas équivalentes. 

Soit (fn),>1 la suite de fonctions définie sur [0,1] par : 

; 1 
Vn Six € L +) ; 

În (x) — ji 

0 SITE ËE 1 : 
n?2 

On a Lim, lfnlle = 0 et A, lfnils = +00. Donc les normes ||], et ||:]|, ne 

sont pas équivalentes. 

Soit (fn),>1 la suite de fonctions définie sur [0,1] par : 

5 2 . 1 

—niz+ns size jo. : 
n 

1 
0 sec [su]. 

n 

On a in, lfnil, = 0 et Li lfnlle = +00 . Donc les normes ||], et ||:||, ne sont 

În (x) = 

pas équivalentes. 

Exercice 1.18 : Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Pour toute partie non vide 
F de E, on note d(x, F) — inf x — y]. Montrer que si F est fermée dans (E, ||.||) 

y 
alors pour tout x EE — F on a d(x,F) > 0. 

Solution : Pour x € E — F', on note 0 = d(x,F). Par définition de la borne 
inférieure, pour tout entier n > 0 on peut trouver un élément Tn de F' tel que : 

1 
Ô < x —-zæx,l| < 0 +=. 

n 

On a alors lim |x—-zx,| = 6. Si ô = 0 alorsx = lim x, € F, puisque F est n—+00 n—+00 

fermée, ce qui contredit x € E — F. On a donc 6 > 0. 
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Exercice 1.19 : Soit (E,||||) un K-espace vectoriel normé. L'espace vectoriel 
produit E x E est muni de la norme : 

y) |, y)il = max (xl, lvl) - 

Montrer qu'une application bilinéaire u : EX E — E est continue si et seulement si 

il existe une constante À > 0 telle que [lu (x, y)|| < À ||x|| ||y|| pour tous x, y dans E. 

Solution : Si l'application u est bilinéaire et continue alors u (0,0) = 0 et u est 
continue en (0,0). Il existe donc un réel 7 > 0 tel que : 

GYyEEXE, [axl<m Uyl<n =  llu(x,y)l<1. 

Pour x, y dans E — {0}, on a : 

eleve pv HE —x|| = net |—y| = n, donc [ul —x,—=7y || < 1, 
| x] Iyll el [gl 

et, avec la bilinéarité de u, on déduit que : 

V(&y)EEXxE, [u(x,y)l <Alx| lvl, (14) 

l 
où À —= 2° 

n 
Réciproquement, supposons (1.4) vérifiée. Pour xo, x, yo et y dans E, on a : 

lu (x, y) — u (to, Yo)|| = |lu (x — to, y) + u (xo, y — yo)| 

< [ju (x — to, y)|| + [lu (to, y — vo)|l 

< X{||x — æoll |lyll + IItoll Ily — goll), 

ce quientraîne lim u(x,y) = u (xo, Y) et la continuité de u sur E x E. 
(z;y)—(z0;vo) 

Exercice 1.20 : Montrer qu’un sous-espace vectoriel strict de dimension finie d’un 

espace vectoriel normé est d'intérieur vide (l’intérieur d’une partie C d’un espace 

vectoriel normé est le plus grand ouvert contenu dans C). 

Solution : Soient (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel 
strict de E de dimension n. Si l'intérieut de Fest non vide il existe alors un élément 

a de F'et un réel r > 0 tels que : 

B(a;r)={xeEl||æ-al <r}cF. 

La boule fermée de centre 0 et de rayon r est alors aussi contenue dans l’espace 

vectoriel F comme translatée de B (a,r). Le sous-espace vectoriel F, de dimension 

n, étant strictement contenu dans E, il existe un système libre {e1,...,En+1} dans 

E constitué de n +1 vecteurs que l’on peut supposer tous de norme 1. Mais alors le 

système {re1,...,Ten+1} est un système libre contenu dans B(0,r), donc dans F, 

ce qui est en contradiction avec F de dimension n. En conséquence, un sous-espace 

vectoriel strict de dimension finie d’un espace vectoriel normé est d’intérieur vide. 
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Exercice 1.21 : Montrer qu’un compact dans un espace vectoriel normé de dimension 

infinie est d'intérieur vide. 

Solution : Soient (E,||-||) un K-espace vectoriel normé et € un compact dans 
(E,|||]). Si l’intérieur de C est non vide il existe alors un élément a de C et un 
réel r > 0 tels que : 

B(ar)= {mer alec 

La boule fermée de centre a et de rayon r est alors compacte comme fermé dans 

un compact. On déduit alors que la boule fermée de centre 0 et de rayon r est 

compacte comme image du compact B(a,r) par la translation de vecteur —a 

(application continue), puis que la boule unité de (E,||:||) est compacte comme 
image du compact B (0,r) par l’homothétie de rapport 1/r (application continue). 

Mais on sait que la compacité de cette boule unité équivaut à dire que E est de 

dimension finie (théorème de Riesz). En conséquence un compact dans un espace 
vectoriel normé de dimension infinie est d’intérieur vide. 

Exercice 1.22 : Montrer qu’un hyperplan dans un espace vectoriel normé est dense . 
ou fermé. 

Solution : Soient (E,||||) un K-espace vectoriel normé et H un hyperplan de E. 
L’adhérence H de H dans E est un sous-espace vectoriel de Æ qui contient H. On 
a alors deux possibilités : soit H = H et dans ce cas H est fermé, soit H = E et 
dans ce cas H est dense dans E. 

Exercice 1.23 : On note E = C°(|a,b],R) l’espace vectoriel des applications 
continues sur l'intervalle [a, b]. (a < b) et à valeurs dans R et on munit cet espace 
de la norme : 

HE IPS = Mapa )| 
xE|[a,b] 

Soient f une fonction appartenant à E—{0} et B (0,2 ||f||) la boule fermée de centre 
0 et de rayon 2||f||. Montrer qu’il existe un polynôme P dans R, [x] N B (0,2|f|) 
tel que : 

If Pl =, ee ES Qe 

On dit que P est un polynôme de meilleure approximation de f dans R, [x], pour 
la norme de la convergence uniforme. 

44 



1. ESPACES VECTORIELS NORMÉS 

Solution : L'ensemble B,, ; = R; (x]NB(0,2||f||) est la boule fermée de centre 0 et 
de rayon 2||f|| dans l’espace vectoriel R, [x] muni de la norme de la convergence 
uniforme. Cet espace vectoriel étant de dimension finie, égale à n + 1, on sait 

que cette boule est compacte. L'application Q + ||f — Q{|,, étant continue sur le 
compact B,, de R, [x] est minorée et atteint sa borne inférieure, c’est-à-dire qu’il 
existe un polynôme P dans B, tel que : 

8= int |f— Ole = If — Pl: 
Pour tout polynôme Q dans R, [x] on a soit Q € B,,,$ et alors || f — QI, > 6, soit 
Q & Bh,s et alors : 

ROIS IOlS Ie 22e le = AE 

et en remarquant que 0 € B,, on déduit que ||f|., = ||f — 0], > 6. En définitive 
on à bien ||f — Q|,,., > 6 pour tout Q dans R, [x] et donc : 

HAN . = PI Qi US — Ole = UF — Pl 

Remarque 1.9 : Le polynôme P est uniquement déterminé par f (voir ref. [2], 
exercice 21.4). 
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2 Polynômes minimal 
et caractéristique. 
Sous-espaces 
Caractéristiques 

On note K le corps des réels ou des complexes et on désigne par E un K-espace 

vectoriel de dimension n > 1. 

Pour toute partie non vide X de Æ on désigne par Vect(X) le sous-espace 
vectoriel de E engendré par X. 

On note L(E) l’algèbre des endomorphismes de E et M, (K) l'algèbre des 
matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K. 

On note Id [resp. Z,] l’endomorphisme {resp. la matrice] identité. 
Le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme d’algèbres de L(E) 

sur M, (K). 
Cet isomorphisme est réalisé de la façon suivante. Si B = {e:,e2,...,e,} est 

une base de Æ, alors à tout endomorphisme uw de E on associe . (iabtiée A°= 

(no) dans M (K) définie par : 

Vieira u(e)=dercies. 

i—1 

À toute matrice À dans M, (K) est associé l’endomorphisme de K”, que nous 

noterons encore À : 

A: K?—K7 

ZT Hy= Az. 

On désigne par K[X] l’algèbre des polynômes à coefficients dans K. 
Un polynôme non nul est dit unitaire si son coefficient dominant est égal à 1. 

On rappelle que K[X] est un anneau euclidien, donc principal et factoriel. Un 

résultat qui nous sera utile est le théorème de Bézout qui dit que deux polynômes À 

et B sont premiers entre eux dans K [X] si et seulement si il existe deux polynômes 

U et V tels que AU + BV = 1. 

Pour tout endomorphisme uw de E, la sous-algèbre de L(E) engendrée par u 

est constituée des endomorphismes vu — P(u) où P est dans K[X]. On note 
naturellement K [u] cette algèbre et il est facile de vérifier qu’elle est commutative. 

Précisément on à : 

V(P.Q)EK[XŸ, (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u). 
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1. Définitions et premières propriétés 

L’espace vectoriel £ (E) étant de dimension n?, on déduit que pour tout endomor- 

phisme u de E la famille fu [0 SRE n?} est liée, ce qui se traduit en disant qu’il 

existe un polynôme P non nul tel que P (u) = 0. On déduit donc que l’ensemble : 

Tu = {P EK[X]| P(u) = 0} 

n’est pas réduit au polynôme nul. Cet ensemble étant le noyau du morphisme 

d’algèbres P + P(u), c’est donc un idéal de K[X]. L’anneau K[X] étant principal 
on peut donner la définition suivante. 

Définition 2.1 : Pour tout endomorphisme u de E, on appelle idéal annulateur de 

u l'idéal T,,, et polynôme minimal de u le générateur unitaire de cet idéal. On note 

Ty Ce polynôme. 

On a donc : 

lu = {P EK[X]| P(u) =0} = K[X]ru 

et 7, est le polynôme unitaire de plus petit degré annulant u. 

On définit de manière analogue le polynôme minimal d’une matrice À € M, (K). 

Si u € L(E) a pour matrice À dans une base de E, alors À et u ont même 
polynôme minimal. 

Définition 2.2 : Soit u un endomorphisme de E. On dit que À dans K est une valeur 

propre de u s’il existe un vecteur non nul x dans E tel que u(x) = Xx. 

On dit alors que x est un vecteur propre de u associé à la valeur propre À et que 

le sous-espace vectoriel de E Ex = ker (u — AId) est le sous-espace propre associé 
à À. 

L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et est noté sp(u). 

Il est facile de vérifier que'si À est une valeur propre de l’endomorphisme u et 

si æ est un vecteur propre associé, alors pour tout polynôme P € K[X|, on a 

P(u)x = P(A)x. C'est-à-dire que x est un vecteur propre de P(u) associé à la 
valeur propre P (À). . 

Réciproquement, pour K = C, toute valeur propre de P(u) s'écrit P (À) où À est 
une valeur propre de u (exercice 2.3). 

Définition 2.3 : Soit À une matrice d'ordre n à coefficients dans K. On dit que À 

dans K est valeur propre de A s'il existe un vecteur non nul x dans K” tel que 
Ar = ÀT. 

On dit alors que x est un vecteur propre de À associé à la valeur propre À et que 

le sous-espace vectoriel de K® Ex = ker (A — ÀT,) est le sous-espace propre associé 
à À. 

L'ensemble des valeurs propres de À est appelé le spectre de A et est noté sp (A). 
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Un scalaire À € K est valeur propre de u € L(E) [resp. À € M, (K)] si et 
seulement si u — AÏd [resp. À — AJ,] est non inversible, ce qui équivaut à dire que 
le polynôme caractéristique de u [resp. A] P, (t) = det (u — tId) [resp. Pa (t) = 
det (A — {1,)] est nul pour t = À. On déduit alors que le spectre de u [resp. A] est 
une partie finie de K ayant au plus n éléments. Pour K = R ce spectre peut être 
vide, mais pour K = € le théorème de d’Alembert-Gauss nous dit qu’il est non 
vide. 

Si u € L(E) a pour matrice À dans une base de E, alors À et u ont même 
polynôme caractéristique et mêmes valeurs propres. 

Lemme 2.1 : Soit u un endomorphisme non nul de E. Si F est un sous-espace 
vectoriel de E stable par u, alors le polynôme caractéristique de la restriction de u 
à F° divise celui de u. 

Démonstration : On désigne par B1 une base de F complétée en une base de E 

A1 À ; 
0 Ai) où À est la 

matrice, dans la base B;, de la restriction de u à F (F est stable par u) et le 
polynôme caractéristique de u s'écrit : 

F4) — det (Ai = X Ih,) det (A3 + NT) : 

B = B:1 U B:. Dans cette base la matrice de u est À = ( 

On en déduit alors que P, est un multiple du polynôme caractéristique de la 

restriction de u à F. = 

Théorème 2.1 : Soient u un endomorphisme de E et À € K une valeur propre de 

u. Si À a pour multiplicité a en tant que racine du polynôme caractéristique de u 
on à alors : 

1 < dim(ker (u — Ad)) < a. 

Démonstration : Si À est valeur propre de w alors le sous-espace vectoriel E)\ = 

ker (u — ATd) n’est pas réduit au vecteur nul et sa dimension est supérieure ou égale 
à 1. Ce sous-espace vectoriel étant stable par u, le polynôme caractéristique P; de 

la restriction de u à E divise le polynôme caractéristique P,, de u (lemme 2.1). En 

remarquant que P\(X) = (À - X N où Ô est la dimension de ÆE;, on déduit alors 
que : 

ô 
Pa(X) = (1 - X) Q(X) 

et la racine À de P, étant de multiplicité «, on a nécessairement 6 < a. & 

Théorème 2.2 : Soit u un endomorphisme de E. Les valeurs propres de u sont les 

racines de son polynôme minimal. 

Démonstration : Si À € K est une valeur propre de u et x un vecteur propre (non 

nul) associé, de l'égalité : 

Ur, (u)G)= rx, (Oz 

avec x £ 0 on déduit que 74 (À) = 0, c’est-à-dire que À est racine de 74. 
Réciproquement, si À est racine de ñ, alors ñ, s'écrit my(X) = (X — })Q(X) 

et, avec ru(u) — (u — AÏd) o Q(u) = 0 et le caractère minimal de r,, on déduit 
que u — ÀId est non inversible, ce qui équivaut à dire que À est une valeur propre 

de u. G 
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Définition 2.4 : Soit u un endomorphisme de E. La multiplicité d’une valeur propre 

de u en tant que racine de son polynôme minimal est appelée l’indice de cette valeur 

propre. 

Définition 2.5 : On dit qu’un endomorphisme u dans L(E) fresp. une matrice À 
dans Mn (K)/ est nilpotent resp. nilpotente] s'il existe un entier p strictement 
positif tel que uP=!.Z 0 et uP = 0 fresp. AP! Z O0 et AP = 0]. On dit que p est 
l’ordre de nilpotence de u fresp. de A]. 

Il est facile de vérifier que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme 

nilpotent. 

2. Localisation des valeurs propres 

Le théorème qui suit donne un premier résultat qui permet de localiser les valeurs 

propres d’une matrice réelle ou complexe. 

Si À est une matrice d’ordre n supérieur ou égal à 2 à coefficients réels ou 

complexes, on note : 

ee LÉ <i< = ep [ae L; DE (A SF SRE ne nIAE DE 
3—= 

JA 

Cj= = NS SO 

i#j 

Théorème 2.3 (Gerschgôrin-Hadamard) : Soient A dans M, (K) et À dans € une 
valeur propre de À. Il existe un indice i € {1,2,...,n} tel que : 

[À nn Qi < L;. 

Démonstration : Soient À € C une valeur propre de À et x un vecteur propre 

associé dans C” avec ||x|,. — 1. Pour à € {1,2,...,n} tel que [x;| = |x||,., on a : 

n 

D Gt; —= (À = Gi) Ti 

TE 

j#i 

nm 

et [À — Gi < ub|=L:: = 

j=1 
ji 

L’exercice 2.10 est une application du théorème de Gerschgôrin-Hadamard au 
calcul des valeurs propres d’une matrice. 

Corollaire 2.1 : Pour toute valeur propre À € € de A € M, (K) on a : 

JA] < min {L,C}: 
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Démonstration : Le théorème de Gerschgürin-Hadamard nous dit que toute valeur 
propre de À est dans l’un des disques |A — a;;| < L;. Ce même théorème, appliqué 
à la transposée de À qui admet les mêmes valeurs propres que À, nous dit que 
toute valeur propre de À est dans l’un des disques |A — a;;| < C;. 

On peut alors écrire que pour toute valeur propre À de À on a : 

[A] < [À _ Gé] 5 la & L; + la < De 

De manière analogue, on à |A] < C. On a donc bien || < min {L, C'}, pour toute 
valeur propre À de À. = 

Une généralisation du théorème de Gerschgürin-Hadamard est le théorème 
d’Ostrowski qui suit. 

Lemme 2.2 : Soit À dans M, (K). S'il existe un réel a € [0,1] tel que : 

Ve NER ERLe CES, 

alors À est inversible. 

Démonstration : Si À n’est pas inversible alors 0 est valeur propre et, avec le 

théorème de Gerschgürin-Hadamard, on déduit qu’il existe des indices à et j compris 

entre 1 et n tels que la] < L;, [a;;| < C;. Ce qui démontre le résultat pour a = 0 
et a = 1. 

On suppose maintenant que à € |0, 1{ et que À est non inversible. 
On désigne par x un vecteur propre non nul associé à la valeur propre 0. Le 

vecteur x est alors solution non nulle du système linéaire : 
n 

Dane EEE) 

JL 

et on à : 

nm 

he) ele s:<n): 
j=1 
JA 

Avec LACT® < a;l, pour tout à € {1,2,...,n}, on déduit que : 
nm 

DEC EUE) SDL LÈRE 1); 
j=1 
JA 

l'inégalité étant stricte pour tous les indices à tels que x; Æ 0. On utilise alors 
1 

l'inégalité de Hôlder (avec p = = etdgi=— 

TECTETDE 

ee à exercice 1.2), ce qui donne pour 
—@ 

nm 

: e 
Cale Nolart (lassl s l;1) 

j=1 
Ji 

a 10 

n nm : 

Der Del 
j=1 j=1 
ji ji 
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soit : 

1—@ 

1 

L°0 ee LEA (AE rEm) 
j=1 
EL 

Si x; £ 0, alors l'inégalité est stricte et L; > 0. On déduit donc que : 

1 LE 1 

Gall ere 
j=1 
ji 

l'inégalité étant stricte pour x; £ 0 et évidente pour x; = 0. 

En additionnant ces inégalités, on aboutit à : 

nm à nm nm ï nm 

NC Sr eee Le 

Ji 

ce qui est impossible. La matrice À est donc nécessairement inversible. = 

Théorème 2.4 (Ostrowski) : Soit A dans M, (K). Pour tout réel a € [0,1] et toute 
valeur propre de À, EC, il existe à € {1,2,...,n} tel que : 

[À TR Gi < LCR 

Démonstration : Si À est valeur propre de À alors À — XI, est non inversible et, 

avec le lemme 2.2, on déduit que pour tout réel a € {0, 1] on peut trouver un indice 

i € {1,2,...,n} tel que [a;; — À] < LC E 

Remarque 2.1 : Pour à = 1, on retrouve le théorème de Gerschgôrin-Hadamard. 

Corollaire 2.2 : Soit A dans M, (K). Pour toute valeur propre de À, À € C, il 

existe à € {1,2,...,n} tel que : 

A < (Li + laiil) (Ci + lai). 
1 

Démonstration : En prenant a = 5 dans le théorème d’Ostrowski, on peut trouver 

ie 02 …,n} tel que [ai; — À] < 4/L;C;. On déduit alors que : 

DAT laiil + VLiOi < (lai + Li) (lail + Co), 

la dernière inégalité résultant de 24/L;C; < C; + L,;. E 

Définition 2.6 : Une matrice réelle ou complexe A est dite à diagonale strictement 
dominante si : 

VHEULO", Ch) Parle D lasl. 
Fil 

Ji 
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Les matrices à diagonale strictement dominante se rencontrent dans de nombreux 
problèmes, par exemple dans le problème de l’interpolation par des fonctions splines 
cubiques ou dans les problèmes de résolution d'équations aux dérivées partielles par 
des méthodes de discrétisation par différences finies. 

Corollaire 2.3 : Une matrice réelle ou complexe à diagonale strictement dominante 
a toutes ses valeurs propres non nulles dans C. En conséquence elle est inversible. 

Démonstration : Soient À une matrice à diagonale strictement dominante et À une 
valeur propre de À dans C. Le théorème de Gerschgürin-Hadamard nous dit qu’il 
existe un indice à € {1,2,...,n} tel que : 

[À — ail < È a] . 

er 

On ne peut donc avoir À = 0 si À est à diagonale strictement dominante. = 

3. Le théorème de Cayley-Hamilton 

Lemme 2.3 : Soient u un endomorphisme non nul de E et x un TON non nul 

dans E. On note E, le sous-espace vectoriel de E engendré par {u“(x )lke N} 

(sous-espace cyclique  . par x) et p. le plus petit entier strictement positif 

tel que le système B; — eQuh(r )I0O<EKk < pr — 1} soit libre. Le système B, est alors 
une base de E, et en notant : 

Pz—1 

Ta (t) = tre — 2 agt” 

le polynôme défini par uP=(x) = S axu*(x), mr; est le polynôme minimal et 

(—1)P:7; le polynôme caractéristique de la restriction de u à Ex. 

Démonstration : On a F, — Vect (B:\CE,.. 

Par définition de l’entier p,, le système B, est une base de F, et uP=(x) € F,. 

On déduit alors, par récurrence sur k, que uwP=*K{x) € F, pour tout entier naturel 

On doneF..-1#.: 

On a r;(u)(x) = 0 et, K[u] étant commutatif : 

ra(u) (u*(x)) = 0 

pour tout entier 4. Donc m; (up, ) AU: 

SiQ EK,,-1 [t] - {0} annule u, alors Q(u)(x) = 0 et le système B, est lié, ce qui 
contredit la définition de p,. En conclusion, r, est le polynôme minimal de ue 
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Ensuite, en écrivant que la matrice de u,#, dans la base B, est : 

ON ao 

Lai a 

Az; = ; 
0 

OR Apy—1 

on déduit que (—1)?+7x, est le polynôme caractéristique de u,_ . En effet, en notant 

PA = P(ao. ap, 1) Ce polynôme caractéristique et en le développant par rapport 

à la première ligne, on a : 

Fa0,.…. ape -1) (t) un —
t OR Se) (t) 2 (—1}2: 109 

Pz—1 

et par récurrence PA, (t) = (—1)P= (e — N out) = 
k=0 

Théorème 2.5 (Cayley-Hamilton) : Soit u un endomorphisme de E de polynôme 

caractéristique P,. On a alors P,(u) = 0. 

Démonstration : Pour tout x € E le sous-espace cyclique E, étant stable par u, le 

polynôme caractéristique 7, de ur, divise celui de u. C'est-à-dire que P, = Q7z 

et Pu(u)(x) = Qu) o za (u) (x) = 0. 
On a donc ainsi montré que pour tout x € E, on a P, (a) (x) = 0 et donc que 

Peu) =0: 8 

Remarque 2.2 : La démonstration précédente du théorème de Cayley-Hamilton 

est en fait valable pour tout corps commutatif K. 

Corollaire 2.4 : Soit u un endomorphisme de E de polynôme caractéristique P, et 

de polynôme minimal Tr. 

Le polynôme nr, divise le polynôme P,. Il est donc de degré inférieur ou égal à n. 

Démonstration : Le polynôme minimal divisant tout polynôme annulateur de u, 

on déduit du théorème de Cayley-Hamilton que x, divise le polynôme caractéris- 

tique P,. 5 

Remarque 2.3 : On retrouve le fait que les racines de mr, sont valeurs propres 

de u. 

Remarque 2.4 : Le corps des nombres complexes étant algébriquement clos 

(théorème de d’Alembert-Gauss), pour K — € le polynôme caractéristique de 
l’endomorphisme u s'écrit : 

P 

Pa(X) = (1) [[(X - x), 
k=1 

avec ax € N — {0} et les Àx deux à deux distinctes (tout polynôme à coefficients 
complexes est scindé sur C). Le polynôme minimal mr étant un diviseur de P, est 

également scindé sur € et il s’écrit : 

p 

= [N( (Xe ni 
kil 

avec 1 < x < @x. 
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Remarque 2.5 : Dans le cas où l’endomorphisme u est inversible, le théorème de 

Cayley-Hamilton nous donne un moyen de calculer l'inverse de u si on connaît son 
polynôme caractéristique P,. 

En effet, l'égalité P,(u) = 0 avec P,, (t) = 3° axt* donne : 
k=0 

ue 1 Pratt 

On peut aussi remarquer que l'inverse de u est un polynôme en u. 

Remarque 2.6 : Le théorème de Cayley-Hamilton permet également de calculer 

A? pour tout entier p supérieur ou égal à n en fonction de I,, A,...,A°°1, En 
nm 

effet pour p = n, de Pa(A) = S ax AF = 0 avec ay = (—1)" on déduit que 
k=0 

n—1 

AT = (—1)%#1 SN ax AF et pour p > n la division euclidienne de XP par PA, 
k=0 

XP = QP4 +R avec R=0 ou R #0 et deg(R) < n, donne AP = R(AÀ). 

4. Méthodes de calcul du polynôme caractéristique 

On décrit tout d’abord la méthode de Souriau qui donne un algorithme de 

calcul du polynôme caractéristique d’une matrice réelle ou complexe. On peut 

ensuite utiliser, pour les matrices de taille raisonnable, une méthode numérique de 

résolution d’une équation polynomiale pour en déduire des valeurs approchées des 

valeurs propres. 

Si PA désigne le polynôme caractéristique de la matrice À, on note : 

(—1)" Pa (À) = det (An — À) = X° + pa A + 2 + pn_1À + Pr. 

Lemme 2.4 (formules de Newton) : Soit À une matrice réelle ou complexe de valeurs 

propres complexes distinctes ou confondues À1,...,À,. En notant pour tout entier 

naturel k : 

s, = Tr (4°) => 

et en utilisant les notations qui précèdent, on a : 

Sy + P19k-1 + +Dx 191 +Dk=0 (1<k<n). 

Démonstration : Voir l'exercice 2.14. = 

Remarque 2.7 : En utilisant le fait que pour toutes matrices À, B dans M, (K) 

on a Tr(AB) = Tr(BA), on peut déduire des formules de Newton que AB et BA 
ont même polynôme caractéristique (exercice 2.15). 
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On définit les suites de matrices (Ax)icgen (Bricpe, et la suite de scalaires 

(ak)1cpen de la manière suivante : 

À; = À, AT — — Tr (A1), B: —= À: n 11», 

AB nd ar 

Le résultat qui suit permet alors de calculer très simplement le polynôme caracté- 

ristique de À ainsi que l'inverse de À dans le cas où cette matrice est inversible. 

Théorème 2.6 : Avec les notations qui précèdent, les coefficients (ax),c,2, sont les 

coefficients du polynôme caractéristique de A. Si de plus À est inversible, alors son 

ù 1 
inverse est A1 = ——pB,,_:. 

An 

Démonstration : On procède par récurrence sur k. 

Pour k = 1, on à a = —'Tr(A) = p1. 

Supposons que @&; = p; pour j =1,...,k — 1, avec k > 1. Par définition, on a : 

Az = Byr-14 = Aÿ_1A + ax_1A 

et par récurrence il vient : 

ANA SONT RON Qk_1À, (2.1) 

soit 

= Af+p A +... + px 14, 

Tr (Ax) = Ir (A*) D: Ir (Arc?) Here pra Tr (A) : 

t 

On en déduit alors que : 

1 
Ak — À (Sx + PaSk-1 +: + px 191). 

Avec les formules de Newton, cela s’écrit ax = px. 

En prenant k = n dans (2.1) on a : 

An AY GATIT. La, A 

et Bn — An + anln = (—1)"P4 (A) = 0 avec le théorème de Cayley-Hamilton. On 
È ] —1 

déduit donc que l'inverse de À est A7! = _pB,_.. æ 
An 
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La méthode de Krylov donne un autre algorithme de calcul du polynôme 
caractéristique et de l’inverse. 

On garde les notations qui précèdent, et on note, pour tout vecteur u de R” et 
pour tout entier naturel k, uy — Au. Avec le théorème de Cayley-Hamilton on 
déduit que, quel que soit le vecteur u, les coefficients p; sont solutions du système 
linéaire : 

Piün-1 + Paun-2 + --- + Pnug = —Un. 

En prenant u de manière aléatoire, on a toutes les chances que le système ci- 
dessus soit non dégénéré, de sorte que les coefficients du polynôme caractéristique 
s’obtiennent comme solution d’un système linéaire. 

Toujours avec le théorème de Cayley-Hamilton, on déduit que l'inverse de À est 
donné par : 

1 

Pn 
AÿS T. (A + p\ AT? HS do) © 

La méthode de Leverrier donne un autre algorithme de calcul du polynôme 
caractéristique et de l’inverse. 

En utilisant les formules de Newton, les coefficients px apparaissent comme 

solutions d’un système triangulaire inférieur, la matrice de ce système se calculant 
facilement avec les Sy, — Tr (A*). 

5. Le théorème de décomposition des noyaux 
p 

Théorème 2.7 : Soient p un entier supérieur ou égal à 2 et P — Il P;, dans K[X!, 

k=1 
les polynômes P} étant deux à deux premiers entre eux. Pour tout endomorphisme 

u de E on a : 

ker(P(u)) = Œ ker(Pe(u)). 
k=1 

Démonstration : On procède par récurrence sur p > 2. 

Pour p = 2, les polynômes P, et P sont premiers entre eux et le théorème de 

Bézout nous dit qu’il existe deux polynômes À et B tels que AP; + BP; = 1. On 

a alors : 

Au) o Pi(u) + B(u) o Po(u) = Id 

et pour tout x € ker(P(u)), on a : 

dd — (Au) o P, (u)) (x) + (B(u) Oo P(u))(x), (272) 

za = (A(u) o Pi(u))(x) € ker(Pe(u)), 
z1 = (Bu) o Po(u))(x) € ker(Pi(u)), 
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du fait de la commutativité de K[u]. On a donc ainsi montré que : 

ker(P(u)) = ker(P(u)) + ker(P>(u)), 

l'inclusion ker(Pi(u)) + ker(Po(u)) € ker (P(u)) étant évidente. 
De l'égalité (2.2) on déduit immédiatement que : 

ker(P.(u)) Nker(Py(u)) = {0}. 

On a donc bien la somme directe : 

ker(P(u)) = ker(P.(u)) @ ker(P>(u)). 

On conclut par récurrence sur p en considérant que si P, est premier avec P2,...,P, 

alors il est premier avec leur produit. = 

p 
Remarque 2.8 : Dans le cas où P(u) = 0, on a E = @ ker(P;(u)). 

6. Sous-espaces caractéristiques 

Soit u dans £(E) tel que son polynôme caractéristique s’écrive : 

p 

P(X D" TN (XX), 

avec ax € N — {0} et les À; deux à deux distinctes. Le polynôme minimal de w 
s'écrit alors : 

p 

=) en) 
El 

avec 1 < Üx < @x. 

Une telle écriture de P, est assurée pour K = €, mais pas nécessairement pour 
K =R. 

Définition 2.7 : Avec les notations qui précèdent, on appelle sous-espaces carac- 

téristiques de u les sous-espaces vectoriels Nx — ker(u — \;1d)°* pour tout 
ÉD" pr 

Théorème 2.8 : Avec les notations qui précèdent, on a les résultats suivants : 

p 
(Let ® Nz. 

Pour tout k€ {1/2,:°.,p} on à: 

(ii) Ne = ker(u — \kId)* ; 
(iii) À4 est la seule valeur propre de la restriction de u à N4 ; 
(iv) dim (Nx) 1%, 

(v) la restriction de u — \K1d à N4 est nilpotente d'indice By. 
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Démonstration : 

(i) 

(ii) 

(ii) 

(iv) 

De P,(u) = 0 et du théorème de décomposition des noyaux on déduit que 
p 

OM. 
k=1 

On pose, pour tout k € {1,2,...,p}, My = ker (u — DUR) et on a : 

P P 

Me CN, E=@ON=@M, 
k=1 k=1 

donc : 

1 < dim (My) < d m(Ne), 

P 

nn LA (Nx) )=S dim(M 

k=1 k=1 

et nécessairement My = N;. 

Soit À une valeur propre de u|n, . C’est aussi une valeur propre de u. Il existe 

donc j € {1,2,:: «p}'tel que À = À; et: un‘vecteur x € N4.— {0} tel. qüe 
(u — À;Id) (x) = 0. On a alors x € NN N,; — {0} et nécessairement j = k 
CNOMIN = T0 Pere) 
Soit dy — dim(N,), pour k € {1,2,...,p}. De ce qui précède on déduit 
que le polynôme caractéristique de u\n, € L(N£) (N& est stable par u) est 

p 
P,(X) = (Az — X)%. De E = @ Mr, les Nx étant stables par u, on déduit 

k=1 
P 

ques = IL et de = @. 

k=1 
Pour tout k € {1,2,...,p}, on note : 

VE = (u = Xld) y, € L(Nx) 

et on à px ONE See Eine SL Dour une 12e D; 

AR = 0, alors le polyngme (X — Àg) SET) II (X — À, A annule u puisqu'il 
J=1 

jFk 

annule tous les un, et E — & Nz, ce qui contredit le fait que II (X — ae 
+ k=1 

est le polynôme minimal de uw. On a donc He Æ 0 et vx est nilpotent 

d'indice Bx. æ 

Du théorème précédent on va déduire que tout endomorphisme d de E dont 

le polynôme caractéristique est scindé sur K se décompose de manière unique 

comme somme d’un endomorphisme diagonalisable d (un endomorphisme est 

diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale) 

et d’un endomorphisme nilpotent v avec d et v qui commutent. 
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Lemme 2.5 : Avec les notations qui précèdent, pour tout k compris entre 1 et p, le 
P 

projecteur rx de E sur N4 parallèlement à @ N,; est un polynôme en u. 
j=1 
j#k 

p 
Démonstration : Les polynômes P4(X) — I (X — De (lus hu Dr étant 

j=1 
j#k N 

premiers entre eux dans leur ensemble, on peut donc trouver des polynômes 
P 

Q1, Q2,...,Q, tels que à: QxPx = 1 (théorème de Bézout). On a alors : 
k=1 

P 
Id = Ÿ Qu) o P;(u) 

k=1 

et tout x de E s'écrit x — ja (Qr(u) o Pk(u))(x) avec : 
k=1 

(Qx(u) o Pk(u))(x) € Ker (u — XId)F = N,. 

C'est-à-dire que (Qy(u) o P&(u))(x) est la projection de x sur N4 parallèlement à 
P 
® N,;. On a donc : 
j=1 
JÆk 

ñk = Qu) o PK(u) € K[u]. = 
p 

Les projecteurs 7; de ÆE sur N; parallèlement à @ N; sont les projecteurs 
j=1 
jh 

spectraux de u. 

Théorème 2.9 (Dunford-Schwarz) : Soit u un endomorphisme de E dont le poly- 
nôme caractéristique est scindé sur K. Il existe un unique couple (d,v) d’endomor- 
phismes de E tel que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et 
u = d+v. 

Démonstration : Sur chaque sous-espace vectoriel Nz, on a vu que l’endomorphisme 
UK = (u — Xld)n, est nilpotent et, en notant dy = Axldin, , on a UN, = de + Uk 
avec dx diagonalisable, vx nilpotent et deux = vxdy . 

P 
On définit alors les endomorphismes d et v par d — DO AEmpet =, di 

k=1 
L’endomorphisme d est diagonalisable (4 = dx sur N), l'endomorphisme v 

est nilpotent (v — vx sur N4), d et v commutent puisqu'ils sont dans l’algèbre 
commutative K [u] et u = d + v. 

Il reste à montrer l’unicité d’un tel couple (d, v) . 
Soit (d’,v’) un autre couple d’endomorphismes vérifiant les mêmes conditions 

que (d,v). Comme u = d’+v' et d’ et v’ commutent, ils commutent avec u donc 
avec d et v qui sont des polynômes en uw. On a alors d — d' = y! — v, avec d — d’ 
diagonalisable comme somme de deux endomorphismes diagonalisables qui com- 
mutent (exercice 3.3) et v’ — v nilpotent comme somme de deux endomorphismes 
nilpotents qui commutent. Et nécessairement d — d' = v’ — y — 0 . D’où l’unicité 
de la décomposition. = 
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Pratiquement, la décomposition de Dunford-Schwarz d’un endomorphisme de E 

dont le polynôme caractéristique est scindé sur K passe par le calcul des projecteurs 

spectraux 74. Pour ce faire il suffit de disposer d’un polynôme annulateur de u de 
la forme : 

P 

ILE À)" ; 

avec mx > PK pour tout k compris entre 1 et p où les À4 sont les valeurs propres de u 

et 84 est la multiplicité de À; comme racine du polynôme minimal (on peut prendre 

pour polynôme P le polynôme caractéristique, ou mieux le polynôme minimal, 

de u). 

À partir de la décomposition en éléments simples : 

Mk 

rm Fa 
KIA 

en posant, pour tout 4 compris entre 1 et p : 

De 
= 

BE 

on obtient : 

PX) ZX) 
et la décomposition de Bézout : 

p 

DO 
k=1 

qui permet d’obtenir les projecteurs spectraux : 

= (QkP) (u). 

p 
On a alors u = d + v avec d = Ÿ Am et u=u—d. 

k=1 
La décomposition de Dunford-Schwarz d’un endomorphisme uw de Æ dont le 

polynôme caractéristique est scindé sur K permet le calcul de ses puissances 

successives. En effet comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du 

binôme de Newton pour écrire : 

Vr>1, uw =(d+v) = D chat ours 
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Le calcul des puissances successives de l’endomorphisme d peut se faire dans une 

base de diagonalisation ou en utilisant les propriétés des projecteurs pour écrire 

que : 

f p 

Vie, = (Sun) DATE 

k=1 

et le calcul des puissances successives de l’endomorphisme nilpotent v s'arrête à 

v1— 1 où q est son indice de nilpotence. 

On peut aussi calculer v” avec : 

p #* P 

Vr>1, v’ (ua ) = (u-\ld) x 
k=1 k—1 

Avec l'exercice 2.16 on a un exemple de tels calculs. 

1. Exercices 

On note toujours K le corps des réels ou des complexes et on désigne par E un 

K-espace vectoriel de dimension n > 1. 

Exercice 2.1 : Soit P une matrice inversible de M, (C). On définit les matrices 
réelles R et J par R = Re(P) et J = Im(P). Montrer qu’il existe un réel À tel 
que la matrice R + AJ soit inversible. En déduire que si À, B dans M, (R) sont 

semblables dans M, (C) alors elles sont semblables dans M, (R). 

Solution : Si le polynôme &(X) = det (R + XJ) s’annule pour toute valeur réelle il 
est alors identiquement nul et @(i) = det (R + iJ) = det (P) — 0, ce qui contredit 
P inversible. Il existe donc des réels À tels que 4 (À) = det (R + AJ) Z 0. 

Si À, BE M, (R) sont semblables dans M, (C) il existe alors une matrice P 
inversible dans M, (C) telle que À = P-!BP. On a alors, en notant R la partie 
réelle de P et J sa partie imaginaire : 

(R+iJ)A=B(R+iJ) 

et, en identifiant parties réelles et parties imaginaires, RA — BR, JA = BJ. Pour 
tout réel À tel que R + AJ soit inversible on a alors (R + AJ) À = B(R+ ÀJ), ce 
qui prouve que les matrices À et B sont semblables dans M, (R). 

Exercice 2.2 : Montrer que pour tout endomorphisme u de E il existe un sous-espace 
vectoriel de E de dimension 1 ou 2 stable par u. 
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Solution : Le polynôme minimal x, se décompose dans l’anneau factoriel K[X] en 
produit de facteurs irréductibles, ces facteurs étant de degré 1 ou 2 (K = R ou C). 

Si 7, admet un facteur irréductible de degré 1, ce dernier est de la forme X — À avec 
À dans K et À est une valeur propre de u. Il est alors facile de vérifier que pour tout 

vecteur propre x dans Æ — {0} associé à cette valeur propre la droite vectorielle 
D = Kzx est stable par u. Si tous ces facteurs irréductibles sont de degré 2, ils sont 

de la forme X?+bX + cet le polynôme r, s'écrit ru(X) = (X?+bX + c) Q(X). 
De l'égalité : 

0 = ru(u) = (u° + bu + cId) o Q (u) 

et du caractère minimal de 7, on déduit que l’endomorphisme u? + bu + cId n’est 

pas injectif, c’est-à-dire que son noyau n’est pas réduit à {0}. Pour tout vecteur x 

non nul dans ce noyau on vérifie alors que F = Vect {x,u(x)} est un sous-espace 
vectoriel de dimension 2 stable par u. En effet on sait déjà que F est de dimension 

1 ou 2. Si F est de dimension 1 alors x est vecteur propre de u et la valeur propre 

correspondante est racine de 7, ce qui contredit le fait que 7, n’a pas de facteur 

irréductible de degré 1. On a donc F de dimension 2. Avec w?(x) + bu(x) + cx = 0 
on déduit que u?(x) est dans F, ce qui entraîne que F est stable par u. 

Exercice 2.3 : Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, u un endomor- 

phisme de E et P un polynôme de degré strictement positif à coefficients dans C. 

Déterminer les valeurs propres de P(u). 

Solution : Si À € C est valeur propre de u alors pour tout entier naturel k, il est 

facile de vérifier que À est valeur propre de u*. On déduit alors que pour tout 

polynôme P à coefficients dans C, P (À) est valeur propre de P(u). 

Si u € Cest valeur propre de P(u) alors, en notant Q(X) = P(X) — y, 

l’endomorphisme Q(u) est non injectif. En écrivant, dans C[X], que Q(X) = 

P 
a [[ (X — À)", on déduit qu’il existe un indice à tel que l’endomorphisme u—\;1d 

i=1 
soit non injectif, c’est-à-dire que À; est une valeur propre de u ét, avec Q = 0, 

on déduit que u = P(À;). En définitive, on a sp(P(u)) = {P (À) | À e sp(u)}. 

Exercice 2.4 : Soient À et B dans M, (K). En remarquant que : 

AB AL RO) ANAL) BE CAT 
B NN 0 CU) 

montrer que AB et BA ont même polynôme caractéristique. 
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Solution : On a : 

(AT dut AE) et de (Fe ot ) 
B LV 

A Te ROSES 

a) le 
BAIE NAME 
LA 222000 

D'AENXTNNE | 
0 oe 

( = (—X)" det (BA — A,). 

det 

det 

Il en résulte que AB et BA ont même polynôme caractéristique. 

Exercice 2.5 : Montrer qu’une matrice À € M, (K) est de rang r si et seulement 
180 
0 0 

En déduire que pour toutes matrices À et B dans M, (K), AB et BA ont même 
polynôme caractéristique (considérer d’abord le cas où À = À, Ve 

si elle est équivalente à À, = ( Ve où 1, désigne la matrice identité d’ordre r. 

Solution : Soient u € £ (K”) de matrice À, de rang r, dans la base canonique de K??, 
H un supplémentaire de ker(u) dans K”, donc de dimension r, Br=' {ess fer 
une base de Æ et B2 une base de ker(u). Le système u (B1) = {u(e:1),...,u(e,)} 
est alors libre dans K° (si 57 Au(ez) = 0, alors À Xe e HA ker(u) = {0} et 

k=1 k=1 
tous les À; sont nuls du fait que B: est libre) et il se complète en une base de K” : 

B=— Qu (er) Sue) RER RTEUr 

La matrice de u dans les bases B: UB3 et B a alors la forme indiquée. La réciproque 
est évidente. 

Pour À = À,, en écrivant B = ( 

Mae (K);'ona" ; 

Bi 
B3 

au fB ue K BUIO an (8 À), sa (8 0) 

ie avec B; dans M, (K) et B, dans 
4 t 

et 

det (AB — \,) = (—X)""" det (B1 — M4) = det (BA — À1,). 
Dans le cas général, on a À = PA,Q (le cas À = 0 est trivial) et, en notant Py le 
polynôme caractéristique de la matrice M } on a : 

_ Pas = Pet, osP}p- = Pa(8P) = Posr)a. = Potspa,@o-1 = Paa. 
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Exercice 2.6 : Montrer que pour toute matrice À dans M, (K) il existe une infinité 

de scalaires À tels que À — XI, soit inversible. En utilisant ce résultat, montrer 

que pour toutes matrices À et B dans M, (K), AB et BA ont même polynôme 

caractéristique (considérer d’abord le cas où la matrice À est inversible). 

Solution : L'application polynomiale À + det (A — ÀAJ,) ayant au plus n racines 
dans K, il en résulte que ce déterminant est non nul pour une infinité de valeurs 

de À et que pour ces valeurs la matrice À — ÀJ,, est inversible. 

Si À est inversible, alors AB et BA = A! (AB) A sont semblables et elles ont 
donc même polynôme caractéristique. 

Pour À dans M, (K) il existe une infinité de scalaires À tels que À — À, soit 
inversible et pour ces valeurs de À on a, en notant Py le polynôme caractéristique 

de la matrice M, P(4-x1,)B8(X) = Pg(a-r,) (X). Pour tout x fixé dans K on a 
donc deux polynômes en À qui coïncident pour une infinité de valeurs. Ils sont donc 

égaux et À = 0 donne P4g (X) = PBA(X). 

Exercice 2.7 : Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et u,v dans L(E). 

1. Montrer que si u et vu commutent alors ils ont un vecteur propre en commun. 

2. Montrer que siuov—vou = u alors u et v ont un vecteur propre en commun. 

3. Montrer que si uov—vou = œu + Bu alors u et v ont un vecteur propre en 

commun. 

Solution : 

1. Sur C l’endomorphisme u a au moins une valeur propre et, avec la condition 

uov—= vou, on vérifie facilement que l’espace propre E (u, À) est stable par 

v. La restriction de v à E(u, À) définit alors un endomorphisme de E (u, À) et 

cet endomorphisme admet des valeurs propres dans C. Tout vecteur propre de la 

restriction de v à E (u, À) associé à l’une de ces valeurs propres est alors un vecteur 

propre commun à u et v. 

2. Siuov—vou— u on vérifie alors par récurrence que pour tout entier naturel 

k strictement positif on au*ov—vwuo u* = kuF. En effet, le résultat est vrai pour 

k — 1 et en le supposant vrai pour k > lona: | 

utHlou—vourti=uo (ut ou—vou) +{(uov—vou)ou* 

= u 0 (kuË) +uou* =(k+1)u. 

Ce résultat peut se traduire en disant que l’application linéaire définie sur L(E) 

par : 

DI'WHRWOU—VOU 

est telle que : 

VE > drink. 
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Si u* est non nul pour tout entier k > 1 alors chacun de ces vecteurs de £ (E) est 
un vecteur propre de 4 et cet endomorphisme de £L(E) a une infinité de valeurs 

propres, ce qui est impossible. Il existe donc un entier k > 1 tel que u* = 0, ce 

qui entraîne que u n’est pas injectif et 0 est valeur propre de uw. Avec la condition 

uov—vou = u on vérifie alors facilement que le noyau de u est stable par v. Tout 

vecteur propre de la restriction de v au noyau de u est alors une vecteur propre 

commun à u et v. 

On peut aussi montrer que la condition uov—vou = u entraîne que u n’est pas 

inversible. En effet, si u est inversible on peut alors écrire que : 

v=u lo(v+Id)ou 

et on en déduit que v et v + Id ont même polynôme caractéristique. En notant P, 

le polynôme caractéristique de v on a alors : 

V\EC, P, (À) = det(v+ Id — XId) = P,(X—1). 

On déduit alors par récurrence que P, (k) = P, (0) pour tout entier naturel k, le 
polynôme P, étant non constant, ce qui est impossible. On à donc ker(u) Z {0} 
et on conclut comme dans la démonstration qui précède. 

3. D’après ce qui précède on peut supposer @& et 8 non nuls et la condition uw o vu — 
vou = au + Bu peut s’écrire : 

nee (ee) e (A) d'OS ENT AE TRE. 

Avec ce qui précède on déduit alors qu’il existe un vecteur non nul x dans le noyau 
de au + Bu qui soit un vecteur propre de v, c’est-à-dire que : 

(out). 

On à alors u(x) = —— x et x est un vecteur propre commun à u et v. 
a 

Exercice 2.8 : Soient a, 6 dans K et A(a, B) — (ae Eh la matrice d’ordre n 
supérieur ou égal à 3 définie par : 

Gi = , 

dij = Q. | sij € {1,2,...,n} — {i}. 
“et2.….n.| 

1. Calculer A (a, B) = det(A (a, 8)). 

2. Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres avec leur multiplicité 
de la matrice À (a, B). 

3. Calculer le polynôme minimal de la matrice A (a, B). 

4. Dans le cas où la matrice A (a, B) est inversible, calculer son inverse. 

5. Calculer A(a, 8)° pour tout entier naturel k. 
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Solution : 

1. La matrice A (a, 6) est de la forme : 

Émaan(t a 

at ane a 

Où Een TI 

DT LAN AUD 

En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne on a : 

JE RD AL, 2 il 
DNA E- à 

A (a, 8) = det(A(a, 8)) = 8+(n-1a ; 
OS OÙ LE à 

dl source de D 

Puis en retranchant la première colonne aux colonnes 2 à n on obtient : 

A(a,8)= (8+(n—1)a)(8- a)". 
2. Le polynôme caractéristique de À (a, 8) est donné par : 

P(a,8)(X) = A (a, 8 -— X) 

=)" (x (BE) a)) (eo) 

Les valeurs propres de À (a, B) sont donc À = B+(n—1)a et À = 5 — a. Pour 

a = 0, la matrice À (0,3) est celle d’une homothétie et À = A2 = G est valeur 

propre d’ordre n de cette matrice. Pour à # 0, À est valeur propre simple et A2 

est valeur propre d’ordre n — 1. 

On peut aussi remarquer que A (a, B) + (a — B) 1h = aA(1,1) avec A(1,1) de 

rang 1. On déduit donc que 0 est valeur propre d’ordre n — 1 de A(1,1) et que 

Tr(A (le 1)) = n—1est valeur propre simple. On retrouve alors facilement les 

valeurs propres de À (a, B). 

3. Si à = 0 alors A (a, 6) = BI, et son polynôme minimal est : 

T(a,8)(X) = À — B. 

Pour @ non nul, on à : 

A(a,8) - (Ba) = a 
A(a,B)—(B+(n—1)a)l = a 

avec A(1,1) A(1,1— n) = 0. La matrice À (a, B) n'étant pas celle d’une homothé- 

tie, on déduit que son polynôme minimal est : 

T8) = (X = (8 0))(X -(8+(n-1)a)). 
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4. Pour à = 0, on à A(a,B) = BI, et cette matrice est inversible si et seulement 

si 8 Z 0 avec A(a,B) 7" = 1I,. 
On suppose que a est non nul. Dans ce cas, la matrice À (a, 5) est inversible si 

et seulement si 5 Æ a et 6 Æ —(n — 1) a et son polynôme minimal est (4,8 (X) = 
(X — A) (X — X). L'égalité (2,8) (A (a, B)) = 0 donne alors : 

A(a,B) "= ue ((u1 + 2) In — A (a, B)) 

= A so A ne À2 à B) R A(-a6 d (n rw 1) a). 

RE a —0,on a A(a, 6) = GI, et pour tout entier naturel k, on a A (a, 8)* = 

u . suppose que @ est non nul. Pour k = 0 et k = 1, on a : 

A(a, 8) = axA (a, 8) + ble 
avec : 

(Go, 00) (0e OR ON 

Pour k > 2, la division euclidienne de XF par R(a,6)(X) S’écrit : 

XF — QXÎT(a,8)(X) + a X + by, 

avec : 

À AP nqit st 
Ak — a ; 

À = À na 

AXE nn A) A2 ai A1 D PRE S 
ÿ À = À na (x Au ) 

Et on a : 

VkEN, A(a,B)* = aœA(a,B)+bln. 

On peut aussi écrire : 

il VKEN, A(a,Bÿ = — ((4 (a,8)= XI) DUT EN (a, 8))) 

il il 
(= (4 (a, 8) — Xl) et Cu _ À (a, B)) sont les projecteurs spectraux ), ou 

encore : 

VKEN, A(a,B)° = = (MA (1,1)-XA(L1-n)). 
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Exercice 2.9 : 

1. Pour toute matrice complexe À = ((a;;)) d’ordre n supérieur ou égal à 2 1<i,j<n 
et pour tout nombre complexe t, on note A; = ((ai; +t)) . Montrer que : 1<i,j<n 

VteC, det(4;) = det (A) +tS(4), 

la constante réelle S(A) ne dépendant que des coefficients de A. 

2. Soient a,b,c des nombres complexes et M (a, b,c) = (Grise la matrice 

d'ordre n supérieur ou égal à 2 définie par : 

Mii — b, 

WELL 2 nm 1€ 1111,...,n}, 

Mme Sie let LR 

(a) En prenant, pour a £ c, A = M (a, b,c), t = —a et t = —c dans la question 

précédente, calculer le déterminant de M (a, b, c). 

(b) Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres de M (a, b, c). 

Solution : 

1. En notant C; la colonne numéro j de À, T le vecteur de composantes toutes 

égales à t, et en utilisant la n-linéarité du déterminant on déduit que : 

det (A+) = det (C1 + T,.….,Cn + T) = det (A) +#8 (4), 

où on a noté : 

SA) =D (CE NOTE CICR), 
j=1 

E désignant le vecteur de composantes toutes égales à 1. 

2. La matrice M (a, b,c) s'écrit : 

TS Q Q 

a b c c 

M (a, b, c) = 

A CES à DC 

CN SSP a b 

(a) Pour a = c, la matrice M (a,b, a) est symétrique et ce cas a été étudié avec 

l'exercice 2.8. Dans ce cas, on à : 

det(M (a, b, a)) = (b+(n — 1) a) (b — Re 

Pour a £ c, en prenant À = M (a,b, c) dans la question précédente, on a : 

det(A_+) = (b— a)" = det (A) — aS (4), 
det (A_Q) = (b— c)” = det (A) — cS (A). 

On en déduit facilement que : 

c(b= a) abc)". 
c—a 

det(M (a, b, c)) 
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(b) Pour a = c, le polynôme caractéristique et les valeurs propres de la matrice 

M (a, b, a) ont été calculés à l'exercice 2.8. On suppose donc que a £ c. Dans ce 

cas, le polynôme caractéristique de M (a, b, c) est donné par : 

PatNUDE crea) sabre) 

C—=@ 

Pour a = 0 ou c = 0, la matrice M (a,b,c) est triangulaire avec b pour valeur 

propre d'ordre n. Pour a # 0 et c Z 0, on a : 

Pipelb—a)=a(a-c)"" #0; Pipe(b—c) =c(e— a)" ! £0. 

On peut donc écrire que les valeurs propres de M (a, b,c) sont définies par : 

(=) y 
b—À—c C 

En notant w1,...,w, les racines n-ième dans C de : (qui est non nul), on déduit 

alors que les valeurs propres de M (a, b, c) sont : 

(comme a £ c, on a wyx Z 1). 

Exercice 2.10 : Soient a,b dans R et A(a,b) la matrice réelle d’ordre n supérieur 
ou égal à 2 définie par : 

GET 0) 0 

D ga D 

A(0,b}=11N0 0 

bbuha, D 

D RO TT 

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de A (a, b). 

Solution : On peut écrire À (a,b) — al, + bA (0,1). Il suffit donc de considérer le 
cas où (a, b) = (0,1). 

La matrice A (0,1) est symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont 
réelles. Avec le théorème de Gerschgôrin-Hadamard, on déduit que pour toute 
valeur propre À € R on a |A] < 2. Une telle valeur propre peut donc s’écrire À = 
2 cos (a) avec à € [0, x]. Si x est un vecteur propre non nul associé ses composantes 
sont solutions de la récurrence : 

Bt ALES GE Ù (CE SM 
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avec les conditions aux limites zo = 0 et tn+1 = 0. 

Le polynôme caractéristique de cette récurrence est : 

P(r) = r? —2cos(a)r +1, 

soit P(r) = (re) (r = e-"*). Les racines sont donc r1 — cet ra en. Ce 

qui donne : 

ika zx = er + ce Fa (0<k<n+1). 

Avec zo = 0, on déduit que € = —c. Avec zn+1 = 0 et (c1,c2) (0,0), on déduit 

: Di 
ue sin((n +1 — Wet o— 

. (( )a) Gi: n +1 
avec 1 < 7j <n. 

Les valeurs propres de À (a, b) sont donc : 

kT 
À b= 2b ——— 1 SkN). &£ (a, b) = a + cos (2) (1 SkN) 

L'espace propre associé à À4 (a,b) est la droite engendrée par le vecteur vx) de 

composantes : 

(EN AR  SS Er 
v = sin (52) REC EESn)e 

Exercice 2.11 : Soit u un endomorphisme de E nilpotent d'ordre 2. Montrer que si 

B = {u(e1),...,u(e,)} est une base de Im(u), alors elle se complète en une base 

B= {u (Cou ee car de ker(u) et le système : 

B— en) mule). ect ec) 

est une base de E. Écrire la matrice de u dans cette base. 

Solution : De u? — 0 on déduit que Im(u) est contenue dans ker(u). On peut donc 

compléter B1 en une base B2 de ker(u). En utilisant le théorème du rang on à : 

card (B>)=n-Tr=7T+9?, 

et on déduit que p = n — 2r et card(B) = n. Il suffit donc de montrer que le 

système B est libre. Si 

m T p 

DRE Tr Ÿ_ Bru (ex) + S rex = 0, 
k=1 k=1 k=1 

te 

en appliquant u on à ÿ) axu (ex) — 0 et tous les ax sont nuls. Le système B2 étant 

k=1 
libre on en déduit ensuite que tous les /% et les 7, sont nuls. En conclusion, le 

système B est libre et c’est une base de E. 

La matrice de u dans cette base est alors : 

0: 0Z 1 pese PR 

mL 
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Exercice 2.12 : Soient a1,...,a, des scalaires. Calculer le polynôme caractéristique 
et le polynôme minimal de la matrice : 

ONE EM) 0 

OO 1 

PT 

OS RD 0 [ 

Qi 2... den a, 

Solution : On désigne par u € £(K") l’endomorphisme que définit la matrice A 
dans la base canonique {e:1,...,e,} de K” et on a : 

ee aie, 
U(ex) = ex -1+aren (2<Kk<n). 

Par récurrence sur k € {1,...,n — 1} on déduit alors qu’il existe des coefficients 
@x,; tels que : 

nm 

k 
u"(e:) =e;-+ ù RyEz. 

j=n—-k+1 

En effet, le résultat est vrai pour £ — 1 et, en le supposant acquis pour k € 
1 n-2}/onas 

nm 

HE ee Dore ÿ+ dr; (e;- 1 +a;e,) 
PR 

n 

— En-(k+1) + ÿ Ak+1,5€5- 
j=n-k 

On déduit alors que le système ler, en)s ul (en)} est libre dans K”? 
(la matrice du système {u”-l(e,),...,u(e,) ;€n} dans la base {ei,..….,e,} est 
triangulaire inférieure de diagonale unité) et le polynôme minimal de w est 
nécessairement de degré supérieur ou égal à n. Ce polynôme étant de degré au 
plus égal à n (théorème de Cayley-Hamilton), il en résulte que deg (ra) = net 
TA = (—1)" Pa où PA désigne le polynôme caractéristique de A. 

En notant P4 — Pa,….an) €t en développant ce déterminant par rapport à la 
première colonne, on a : 

Parsan)(À) = =X Piao.,an)(À) + (—1) "Tan, 

° n 
et, par récurrence, PA(X) = (—1)" (x — x), 

k=1 

12 



2. POLYNÔMES MINIMAL ET CARACTÉRISTIQUE. SOUS-ESPACES CARACTÉRISTIQUES 

Exercice 2.13 : Montrer que l’inverse d’une matrice triangulaire supérieure fresp. 

inférieure] et inversible est une matrice triangulaire supérieure fresp. inférieure]. 

Solution : Résulte immédiatement du fait que A! est un polynôme en À. 

Exercice 2.14 : Soit P(X) = X" +pXl+...+p, 1X +p, un polynôme 

unitaire de degré n > 2 à coefficients dans C. On désigne par À,...,X, les racines 

complexes de P et par (ox),-42, les fonctions symétriques élémentaires des racines 

définies par : Vi 

TA ed 5% À de (SE En 

1<i<...<ir En 

On définit également les fonctions (Sx)icz<n par : 

Se ee AMEN EEE < 6). 
i=1 

On notera ox pour ox (A1,..., Mn) et Sx pour Sg (A1, ..., n). 

1. Montrer que : 

Ne 2. ne p; = (—-1)’o;. 

2. Pour tout entier à compris entre 1 et n on désigne par P, le polynôme de degré 

n — 1 défini par : 

P(X)= (X — À) P(X). 

(a) En écrivant que P(X) = P(X) — P(XÀ), montrer que pour tout entier k 
compris entre 1 et n — 1 le coefficient de X"-*-1 dans P,; est donné par : 

k 

ir = +) (1) 0;X *. 
j=1 

nm 

(b) En écrivant le polynôme dérivé de P sous la forme P' = Y2 P;, montrer que 
| i=1 

pour tout entier k compris éntre 1 et n — 1 on a : 

n 

(1) (n — k) ox = Do 
i=1 

(c) Déduire de ce qui précède que pour tout entier k compris entre 1 etn on a : 

Sos une (RTE 0; 

puis que : 

Sr + P19k-1 + °°: + pk-191 + Pkk = 0 

(formules de Newton). 

1 
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Solution : 

1. On procède par récurrence sur n > 1. Pour ce faire on note À = (11,...,)»), 
= (A,..., Ân_1) et on exprime, pour tout entier k compris entre 0 et n, on,x (À) 

en fonction de À, et des on_1,; (N') (0 < j < n — 1). On vérifie facilement, en 

posant 0n,0 (À) = 1, que : 

On,0 (À) C0 (x) = E 

On,k (À) — On—1,k (x) F NO etre (x) CL = k = nm — 1) ; 

Tan) = 0 1 Cle (223) 

Pour n = 1, on à P(X) = X — À1 = X — 011 (À). Supposons le résultat acquis 
pour n — 1 > 1. On a alors : 

P(X) = [IX - _ Il (X —À)(X - À) 

Ne NC CPP AO) RE 

Lu (=1)am (x) ÀS 

et on conclut alors avec les identités (2.3). 

2. (a) On a : 

GRAF) EPA) SPC SPC) 

Donc : 

RE Me ul AT P(X) EEE MINT NET CU nn TS ee om ji 

où pour tout entier p strictement positif : 

ee à er HAT ASE en HN nn AË 

est un polynôme de degré p — 1. On déduit donc que pour tout entier k compris 
entre 1 et n — 1 le coefficient de XF! dans P, est donné par : 

k 

Ai,k = À En Ÿ_(-1)0,X 9. 

Fi 

74 



2. POLYNÔMES MINIMAL ET CARACTÉRISTIQUE. SOUS-ESPACES CARACTÉRISTIQUES 

(b) On a : 

n—1 n 

PER AT Lier drXT ia = À 
j=1 ail 

et en identifiant les coefficients de X"-*-1, pour tout entier k compris entre 1 

et n — 1, on déduit que : 

(1 (RE) où = D aie. 

(c) L'identité précédente peut s’écrire, pour tout entier k compris entre 1 et 

n — 1: 

k—1 

(—1)* (n — k) ox = Sx + D (—-1) 0582; + (—1)*nox, 
j—1 

ou encore : 

Sx — 019k-1 +--: + ŒnDrdcrs ae (—1)Fo4k — (0); 

En utilisant les égalités p; — (—1)/0;, on déduit que, pour tout entier k compris 

entre 1 et n — 1, on à : 

Sr + p19k-1 +" + px-191 + Dxk = 0. 

Pour k = n l'identité s’obtient en écrivant que pour tout entier à compris entre 

1 et n on a : 

0 = P(Xx) = X? + pATTT ++ Pn-14i + Pn 

et en faisant la somme de toutes ces égalités. 

Exercice 2.15 : En utilisant les formules de Newton (exercice 2.14), montrer que 

pour toutes matrices À, B dans M; (K) les matrices AB et BA ont même polynôme 

caractéristique. 

Solution : On note : 

PAaB (à) 4 Er eu + piXt Le + Pn-1À + Pn) ) 

Pa (À) =D ME GATE PEN EE qn) 

les polynômes caractéristiques des matrices AB et BA. 

On a : 

pi = — Tr (AB) = -Tr (BA) = qi. 
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Supposons que p; = q; pour tout entier j compris entre 1 et k — 1 avec 2 < k < n. 

On à alors, en utilisant les formules de Newton relatives à la matrice AB : 

kpe = — (Sr + p1S8-1 + --- + px-191) 

= — (Sy + gSp-1 + --- + qx-191) 

avec, pour tout entier j compris entre 1 et k — 1 : 

Le n (4 (8 aBÿ”)) À m (2 (4Bÿ”) s) TT ((84ÿ) 

On déduit alors que kpx = kg. 
On a donc ainsi montré par récurrence que AB et BA ont même polynôme 

caractéristique. 

Cette démonstration est valable pour tout corps commutatif K. 

Exercice 2.16 : Écrire la décomposition de Dunford-Schwarz de la matrice : 

10 
DÉARED A=|5 9 1 01<#40). 

DO RATE 

En déduire un calcul de A" pour tout entier r strictement positif. 

Solution : Le polynôme caractéristique de A est Pa(X) = X(X —1)° et son 
polynôme minimal est x4 (X) = X (X — 1)”. On a la décomposition en éléments 
simples : 

qui donne la décomposition de Bézout : 

1=(X-—1)" + (2X — X?) 

et les projecteurs spectraux : 

4 2 2 
m1 =(A-1), T2 = 2A — À 

(on à 71 + 72 = 14). On obtient alors la décomposition À = D + V avec : 

1/10 10) 0 0 0 0 
22 MED MEN : SA OO AT 

D=m= |) 5 AO lee ÜtO0 000 
0. Oise SN OkÜ 0: 0 
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Pour r0,0na: 

AD CET UT 

(DE 0) avec D'= 15 Im =D. Soit : 

MONET 

Vr>2, A=D(lLtrV)— é : . : 

0 0 1 0 
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3 | Réduction 

des endomorphismes 
et des matrices 

On garde les notations du chapitre 2. 

1. Trigonalisation 

Définition 3.1 : On dit qu’un endomorphisme u € L(E) est trigonalisable s'il existe 

une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire. 

Si u € L(E) a pour matrice À dans une base B = {e:,e2,...,e,} et si de 
plus u est trigonalisable il existe alors une base B’ = {fi, f2,..., fh} dans laquelle 
la matrice T de u est triangulaire. On sait alors que les matrices À et T' sont 

semblables, c’est-à-dire qu’il existe une matrice d'ordre n à coefficients dans K 

inversible P telle que T — PAP. Ce qui nous amène à poser la définition suivante. 

Définition 3.2 : On dit qu’une matrice À d'ordre n à coefficients dans K est 

trigonalisable si elle est semblable à une matrice triangulaire. 

Deux matrices semblables ayant même déterminant on en déduit qu’elles ont 

même polynôme caractéristique. En conséquence, si la matrice À est semblable à 

une matrice triangulaire T alors les termes diagonaux de T sont les valeurs propres 

dé À. 

On en déduit également qu’une matrice à coefficients réels n’ayant pas toutes 

ses valeurs propres réelles n’est pas trigonalisable dans M, (R). Par exemple la 

0 1 cd 
de valeurs propres complexes à et —i n’est pas trigonalisable dans M2 (R). 

Une conséquence importante du théorème de d’Alembert-Gauss est que pour 

K — C tout endomorphisme et toute matrice sont trigonalisables. 

matrice : 

Lemme 3.1 : Soient E un C-espace vectoriel de dimension n > 2 et u un 

endomorphisme de E. Il existe un hyperplan de E stable par u. 
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Démonstration : Le corps C étant algébriquement clos, on en déduit que w admet 

au moins une valeur propre À € C. L’endomorphisme u — Ad est alors non injectif 

et son image Im (u — ÀZd) est un sous-espace vectoriel de dimension inférieure ou 
égale à n — 1. Il existe donc un hyperplan H de E qui contient Im (u — A]d). On 
a alors : 

VxeE, u(x)-AxeH 

et 

VreH, u(x)=(u(x)-Arx)+Xxe H, 

c’est-à-dire que H est stable par u. = 

Théorème 3.1 : Si E est un C-espace vectoriel de dimension n > 1 alors tout 

endomorphisme de E est trigonalisable. 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de E. Pour n = 

1 le résultat est évident. Supposons-le acquis pour les espaces vectoriels complexes 
de dimension n—1. Si u est un endomorphisme sur l’espace vectoriel complexe E de 
dimension n > 2 alors il existe un hyperplan H de E stable par w et la restriction v 
de u à H est trigonalisable, c’est-à-dire qu’il existe une base B1 = {e1,e2,...,en_1} 
de H dans laquelle la matrice de v est triangulaire supérieure. Pour tout vecteur 
En € E — H le système B = {e:,e2,...,e,} est une base de E et la matrice de u 
dans cette base est triangulaire supérieure. mi 

Corollaire 3.1 : Soient E un C-espace vectoriel de dimension n > 1 et u un 
endomorphisme de E. La trace de u est égale à la somme des valeurs propres 
de u et le déterminant de u est égal au produit des valeurs propres de u. 

Corollaire 3.2 : Toute matrice à coefficients complexes est trigonalisable. 

On a déjà vu que le résultat du théorème 3.1 est faux si le corps de base est R. Ce 
qui est important dans la démonstration précédente c’est que u admet des valeurs 
propres ainsi que la restriction de u à tout sous-espace vectoriel de Æ stable par u, 
ce qui est une conséquence du fait que tout polynôme de C[X] est scindé sur C. 
Pour K —R on a le résultat suivant, valable en fait pour tout corps commutatif. 

Théorème 3.2 : Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et u un 
endomorphisme de E. L’endomorphisme u est trigonalisable sur R si et seulement 
si son polynôme caractéristique est scindé sur R. 

Démonstration : On note P, le polynôme caractéristique de w. Il est clair que si 
u est trigonalisable alors son polynôme caractéristique est scindé sur R (raisonner 
avec la matrice de u dans une base de trigonalisation). 

Réciproquement, si P, est scindé sur R alors u admet au moins une valeur propre 
1€ R et comme dans le cas complexe on montre qu’il existe un hyperplan H de 
E qui est stable par u. En utilisant le lemme 2.1 on déduit que le polynôme carac- 
téristique de la restriction de u à H est également scindé sur R. La démonstration 
se termine alors par récurrence comme dans le cas complexe. = 
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Corollaire 3.3 : Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et u un 

endomorphisme de E. Si u est trigonalisable et si F est un sous-espace vectoriel 

de E stable par u alors la restriction de u à F est aussi trigonalisable. 

Corollaire 3.4 : Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et u un 

endomorphisme de E. Si u est trigonalisable alors la trace de u est égale à la 

somme des valeurs propres de u et le déterminant de u est égal au produit des 
valeurs propres de u. 

Corollaire 3.5 : Toute matrice à coefficients réels dont le polynôme caractéristique 

est scindé sur R est trigonalisable. 

2. Diagonalisation 

Définition 3.3 : On dit qu’un endomorphisme u € L(E) est diagonalisable s’il existe 
une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale. 

Si u € L(E) à pour matrice À dans une base B = {e1,e2,...,e,} et si de plus 
u est diagonalisable il existe alors une base B° = {f1, f2,..., fA} dans laquelle la 
matrice D de u est diagonale. On sait alors que les matrices À et D sont semblables, 

c’est-à-dire qu’il existe une matrice d’ordre n à coefficients dans K inversible P telle 

que D — P-!AP. Ce qui nous amène à poser la définition suivante. 

Définition 3.4 : On dit qu’une matrice À d'ordre n à coefficients dans K est 

diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale. 

Une condition suffisante de diagonalisation est donnée par le résultat suivant. 

Théorème 3.3 : Si u est un endomorphisme de E ayant n valeurs propres distinctes 

dans K alors u est diagonalisable. 

Démonstration : Si u a n valeurs propres distinctes alors ces valeurs propres sont 

toutes simples et chaque sous-espace propre de u est de dimension 1. Il est facile 

de vérifier que ces sous-espaces propres sont en somme directe. Il en résulte alors 

que u est diagonalisable. æ 

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un endomorphisme soit diago- 

nalisable sont données par le résultat suivant. 

Théorème 3.4 : Soit u un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) l’endomorphisme u est diägonalisäble ; 
(ii) si À1,...,X, sont les valeurs propres de u deux à deux distinctes dans K, 

p 
alors E = @ ker (u — Ak1d) ; 

k=1 
(iii) si À1,...,X, sont les valeurs propres de u deux à deux distinctes dans K, 

alors Ÿ dim(ker (u — A41d)) =n; 
=1 

(iv) le a caractéristique de u est scindé sur K de racines deux à deux 
distinctes À1,...,)X, dans K, chaque Àx (1 < k < p) étant de multiplicité 

ax = dim(ker (u — A&1d)) ; 
(v) il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples dans K ; 

(vi) le polynôme minimal n,, est scindé à racines simples dans K. 
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Démonstration : 

(i) & (ü) Si u est diagonalisable il existe alors une base de E : 

B= fée MP era 

formée de vecteurs propres avec : 

u(er,;) = rer; (<k<p,1<j<@), 

où les À1,..., À, sont les valeurs propres distinctes deux à deux de u. On déduit 
p 

alors facilement que E = @ ker(u — A41d) avec dim(ker (u — A41d)) = @. 
k=1 

La réciproque est évidente. 

(ii) & (ii) Cette équivalence est évidente (les espaces propres sont en somme 
directe). 

p p 
(ii) = (iv) Si D dim(ker(u — ÀK1d)) = n alors E = @ ker(u — \1d) et le 

k=1 k=1 
UE 

polynôme caractéristique de u s'écrit P, (X) — El (X — À)". 
k=1 

(iv) = (v) Du fait que dim(ker (u — A41d)) est égale à la multiplicité de À; on 
p p 

déduit que 5] dim(ker (u — À;1d)) = n et donc que E = @ ker(u — \;1d). 
k=1 k=1 

On a alors P (u) = 0 avec P(X) = Il (X — À4) scindé sur K à racines simples. 

(v) = (vi) Le polynôme minimal fi é diviseur de tout polynôme annulateur, 

il est également scindé sur K à racines simples si (v) est vérifié. 

(vi) = (i) Si le polynôme minimal de uw s'écrit my (X) = II (X — À4), les Àx étant 

deux à deux distincts, alors le théorème de dpt des noyaux donne : 

à P 

b= Œ ker (u = Aid). 
k=1 

c’est-à-dire que u est diagonalisable. = 

3. Espaces vectoriels euclidiens 

Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur R de dimension n > 1. 

Définition 3.5 : On appelle produit scalaire euclidien sur E toute application 

pp: EXE - R 

Gym) 
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qui vérifie les propriétés suivantes : 

e pour tout x dans E l'application y — &(x,y) est linéaire et pour tout y dans E 

l'application x + @(x,y) est linéaire (& est une forme bilinéaire sur E) ; 

ep(x,y) = p(y,x) pour tous x,y dans E (p est symétrique) ; 

ep(x,x) > 0 pour tout x dans E (4 est positive) ; 

e pour x dans E, @(x,x) = 0 équivaut à x — 0 (4 est définie). 

On note en général : 

(&,y) (x |y) 

un tel produit scalaire. 

Définition 3.6 : Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie 

muni d’un produit scalaire euclidien. 

Exemple 3.1 : L'espace vectoriel R° est muni de sa base canonique {e1,...,en}. 
nm nm 

On se donne un vecteur w dans R° et pour x = ŸÙ xreg, y = ÿ° yrex dans R”° on 
k=1 k=1 

note : 

mr 

(x | y) = Ÿ_wrTkUr. 
k=1 

L'application ainsi définie est un produit scalaire sur R' si et seulement si toutes 

les composantes de w sont strictement positives. 

Si tous les coefficients wx sont égaux à 1, le produit scalaire obtenu est appelé 

produit scalaire canonique de R?. 

Dans la suite de ce paragraphe ÆE désigne un espace euclidien et on note pour 

tout x dans E, |x|| = 4/({xlx). 

Théorème 3.5 (inégalité de Cauchy-Schwarz) : Pour tous x,y dans E on a : 

le y) < Ici full, 

l’égalité étant réalisée si et seulement si x et y sont liés. 

Démonstration : Pour x, y fixés dans Æ on désigne par P la fonction polynomiale 

définie par : 

2 2 2 
P(t)= le +tyl = y +2(xly)é+ el" 

On a alors P(t) > 0 pour tout réel { et nécessairement le discriminant de ce 
polynôme de degré 2 est toujours négatif ou nul, soit : 

2 2 2 
@ly) — rl gl <O, 

ce qui équivaut à |(x | y)| < [xl |lyll. 
Si x et y sont liés il est clair que l'égalité est réalisée. Réciproquement, si légalité 

est réalisée alors le polynôme P admet une racine réelle À et x+Ay — 0, c’est-à-dire 

que x et y sont liés. . a 
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Théorème 3.6 (inégalité de Minkowski) : Pour tous x,y dans E on a : 

I + gl < el + vil, 

l'égalité étant réalisée si et seulement si x — Ày avec À > 0 (on dit que x et y sont 

positivement liés). 

Démonstration : On a : 

2 2 2 
x + gl = 1x +2{x | y) + Il] 

et avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

2 2 2 2 
le + gl" < le + 21e gl + gl = (el + Al) 

ce qui équivaut à æ +yl < [xl] + y. 
L'égalité est réalisée si et seulement si (x | y) = |[x|| ||y|| ce qui entraîne |[(x | y)| = 

Ix|| Ily|| et il existe un réel À tel que x = Ày. Si x = 0 l'égalité est réalisée et si 

z #0 on a À ||” = [A I|y|* avec |yl| 2 0, done À = |A] > 0. = 

Corollaire 3.6 : L'application x + ||x|| = ,/({x|x) définit une norme sur E. 

Les deux égalités qui suivent sont utiles en pratique. 

Proposition 3.1 : Pour tous x,y dans E on a : 

it 2 2 2 
@luy) = (le + — I — gli 

1 2 2 = 2 (le +ul? zu), 

2 2 2 2 le + 02 + Ile — gl? = 2 (le? + lu?) : 
La deuxième identité est l'égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique des 

normes réelles déduites d’un produit scalaire (exercice 3.4). 

Remarque 3.1 : Pour x et y non nuls, on a : 

(æ|y) 1 < =—— < 1. 
Ill lu 

Il existe donc un unique réel 0 dans [0, x] tel que : 

(æ | y) = cos (8) ||x|| [vil - 

On dit que 6 est la mesure dans [0,x] de l’angle que font les vecteurs x et y dans 
E — {0}. 

Pour 0 = —, on a (x | y) = 0 et on dit que les vecteurs xet y sont orthogonaur. 

= NI3 Définition 3. 

(x |y) = 0. 
: On dit que deux vecteurs x et y dans E sont orthogonaux si 
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Le résultat suivant se démontre facilement. 

Théorème 3.7 (Pythagore) : Les vecteurs x et y sont orthogonaur dans E si et 
seulement si : 

Ie +4 = el + gl? 

Définition 3.8 : On appelle famille orthogonale dans E toute famille {e; | i € I} de 

vecteurs de E telle que (e; | e;) = 0 pour tous i,j dans I tels que i Æ j. Si de 
plus |le;|| = 1 pour tout i € I on dit alors que cette famille est orthonormée ou 
orthonormale. 

Remarque 3.2 : Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En 

effet si {e; | à € I} est une telle famille et si 3° je; — 0, où J est une partie finie 
JET : 

de TI, on a alors pour tout k € J : 

de (5 | a) = 4 [lexll?, 
jeJ 

avec ||ex|| Æ 0 et nécessairement Àx = 0. 

Théorème 3.8 (procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) : Pour toute 
famille libre {x1,x2,...,x,} dans E, il existe une unique famille orthonormée 

énEr- ep CE telle guess: 

Vectie remet =NVectd Sr) 
“ee (22...) | 

(tk | ex) > 10. 

Démonstration : On procède par récurrence sur p > 1. Pour p = 1, on a 

nécessairement e1 = Az avec À € R* et 1= |le1||? = X2|[x1||, donc À? = ce 
1 

ce qui donne deux solutions pour A1. La condition supplémentaire (x1 | e1) > 0 

entraine X > Oet on a l’unique solution e; = = 

Supposons p > 2 et construite la famille orthonormée {e:,e2,...,e,_1} vérifiant 

les conditions : 

Véct {e1;..…, VOL TI The te f2.-1| ram ss k} 
(Tk | ek) > (. 

Si {e!, EMA CL ep} est une solution à notre problème on a alors nécessairement 

e = ex pour tout k compris entre 1 et p—1 (unicité pour le cas p—1). Les conditions 
Vect {e:,...,ex} = Vect{x1,...,x4} pour tout k compris entre 1 et p entraînent : 

pl 

Ep — Ses Le ADS. 

j=1 
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Avec les conditions d’orthogonalité : 

Viefl...,p-1}, (ele) =0 
on déduit que : 

X\j+Ap(tple;) =0 (<j<p—1). 

et 

p—1 

A | DL (r, lee Au. 

j=1 

Du fait que x, € Vect{21,...,2%,_1} = Vect{e:,-..,e,_1} on déduit que y, 40 
et la condition |le,|| = 1 donne : 

ME 7 Tel 
La condition supplémentaire : 

1 le 1 
des (T ep) je e)=S 

P j=1 P 

entraîne À, > 0. Ce qui donne en définitive une unique solution pour e». Ki 

Si on désigne par € = {e1,...,eh} la base canonique de R” qui est muni de sa 

structure euclidienne canonique avec le produit scalaire : 

(x, y) + (x | y) = dcr, 
Een 

alors tout système orthonormé F — {f1,..., fn} est une base de R° (ce système 

est libre formé de n vecteurs) et la matrice de passage Q de la base canonique € 

à la base F est telle que ‘NN — J,. En effet les colonnes de ( sont formées des 

composantes des vecteurs f; dans la base € et le coefficient d’indice (4, j) de ‘QQ 

est (fi | f5) = is. 
Définition 3.9 : On dit qu’une matrice carrée À à coefficients réels d'ordre n est 

orthogonale si *AA = I,. On note O, (R) l’ensemble des matrices orthogonales. 

On peut également dire qu’une matrice orthogonale est la matrice de passage de 

la base canonique de R” à une base orthonormée où R" est muni de sa structure 

euclidienne canonique. 

Remarque 3.3 : Oh (R) est ur sous-groupe multiplicatif de GL,, (R) et l’applica- 
tion À + det (À) réalise un morphisme de groupe de On (R) sur {—1,1}. Le noyau 
de ce morphisme est un sous-groupe distingué de O, (R) appelé groupe des matrices 
de rotation. Il est noté Of (R). 
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On note ©, (R) le sous-ensemble de ©, (R) formé des matrices telles que 
det (A) = —1. 

Corollaire 3.7 : Toute matrice À € GL, (R) s'écrit de manière unique À = AT, 
où ( est une matrice orthogonale et T une matrice triangulaire supérieure à 

coefficients diagonaux strictement positifs. 

Démonstration : L'espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne cano- 

nique avec le produit scalaire : 

(x, y) (x | y) =D nn 

On désigne par € = {e1,...,en} la base canonique de R° et par C1,...,Ch les 

colonnes de la matrice À (ce sont des vecteurs de R”). Si À € GL, (R) alors le 
système C = {C1,...,C,} est une base de R” et on peut lui appliquer le procédé de 

Gram-Schmidt. Il existe donc une base orthonormée F = {f1,...,f,} de R” telle 

que Vect{f1,..., fr} = Vect {C1,...,C%} pour tout k € {1,...,n}, ce qui entraîne 
que la matrice de passage 7; de la base C à la base F est triangulaire supérieure 

et la matrice de passage (? de la base canonique € à la base F est orthogonale. 

En considérant que À est la matrice de passage de la base canonique € à la base 

C, on a (relation de Chasles pour les matrices de passage) : 

HE PE Elec = dl UE, 

avec (? orthogonale et T triangulaire supérieure. 

En considérant que les termes diagonaux de T sont les : 

t55 = (C1) (A<j<n), 

on déduit que Test à termes diagonaux strictement positifs si on a de plus les 

conditions (C; | f;) > 0 pour tout j € {1,...,n}. 
S’il existe deux décompositions À = AT et À = (/T' avec (, (/ orthogonales et 

T, T' triangulaires supérieures alors la matrice À = T'T-1 = tQ/Q est triangulaire 

supérieure orthogonale et A1 = ‘A, à la fois triangulaire supérieure et inférieure, 

est donc diagonale et oithon és Les termes diagonaux de À sont donc égaux à 

+1. Si on suppose de plus que T et T” sont à termes diagonaux strictement positifs 
il en est de même de À et nécessairement À — 1,, ce qui donne T = T' et ( = (. 
D'où l’unicité de la décomposition. & 

Remarque 3.4 : Cette décomposition est parfois notée À = QR avec Q orthogo- 

nale et R triangulaire supérieure de termes diagonaux strictement positifs et appelée 
décomposition QR de la matrice A. Cette décomposition conduit à un algorithme 
de calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique réelle moyennant certaines 

conditions. 

Théorème 3.9 : Dans un espace vectoriel E euclidien de dimension n tout système 
orthonormé peut se prolonger en une base orthonormée. 
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Démonstration : Soit {e:,...,e,} un système orthonormé dans E. Si p = n 
c’est une base de Æ. On suppose donc que 1 < p < n. Ce système étant 

libre dans E, il se prolonge donc en une base {e1,...,ep, Zp41,...,2%n} de E. Le 

procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fournit, vu l’unicité, le système 

orthonormé {e1,...,€p,€p+1,...,€n} qui est une base de Æ (c’est un système libre 
à n éléments). & 

Remarque 3.5 : Si{e1,...,e,} est une base orthonormée de E alors tout vecteur 
1 

x de E s'écrit x = Y[ Akeg avec Àx = (x | ex) pour tout k compris entre 1 et n et 
k=1 

If = D IA. 
k=1 

Corollaire 3.8 (Schur) : Soit À une matrice réelle d'ordre n > 0 dont toutes les 
valeurs propres sont réelles. Il existe alors une matrice orthogonale ( telle que 

tQAQ soit triangulaire supérieure. C’est-à-dire que la matrice À se trigonalise dans 

une base orthonormée. 

Démonstration : On procède par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat est 

évident. Supposons-le acquis pour n — 1 > 1 et soit À une matrice réelle d’ordre n 

dont toutes les valeurs propres sont réelles. On note u l’application linéaire ayant 

À pour matrice dans la base canonique de R”. Si À; est une valeur propre de u et 

e1 un vecteur propre associé unitaire, on complète {e:} en une base orthonormée 

Bi = {e1,...,e,} de R”. La matrice de passage (, de la base canonique à cette 

base est orthogonale et la matrice de uw dans B; s’écrit : 

A = “An = (A ni 

avec a € Min-1(K) (ensemble des matrices à une ligne et n — 1 colonnes) et 
B1 € Mi (K). 

Le polynôme caractéristique de À (égal à celui de A:) est alors donné par : 

122 (À) —= (À & À) det (Bi Ge Xl) : 

On en déduit alors que la matrice B1 a toutes ses valeurs propres réelles. On 

peut donc utiliser l’hypothèse de récurrence pour écrire qu’il existe une matrice 

orthogonale d'ordre n — 1 (/ telle que ‘0, B1Q; = T2 soit triangulaire supérieure. 

Sun ) est alors orthogonale d’ordre n et : La matrice = : (6 Q, 

À a AT G ton DE 1 A1 OA AN = ( 0 rm _ ( 0 % 

est triangulaire supérieure. = 
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4. Réduction des matrices orthogonales 

Pour ce paragraphe, on désigne par E l’espace vectoriel R”, par {e1,e2,...,e,} la 

base canonique de E et le produit scalaire euclidien canonique de E est noté : 

(x, y) = 5 se Due) > (x |y) = Div. 

La norme associée est la norme euclidienne notée x — |x||.. 

Un endomorphisme u € £L(E) est dit orthogonal si : 

V(ay)eE?, (u(x)lu(y)) = (xl). 

La matrice d’un endomorphisme orthogonal dans une base orthonormée de E est 

une matrice orthogonale. 

On note © (FE) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E. 

Lemme 3.2 : Soit u € £L(R"). Il existe un sous-espace vectoriel P de R” de 

dimension égale à 1 ou 2 et stable par u. 

Démonstration : Voir l’exercice 2.2. = 

Lemme 3.3 : Soient E un espace vectoriel euclidien et u € O(E) un endomorphisme 

orthogonal. Il existe des sous-espaces vectoriels de E, P1,..., P,, de dimension égale 
; 

à 1 ou 2, deux à deux orthogonaux et stables par u, tels que E = @ P;. 
j=1 

Démonstration : On procède par récurrence sur la dimension de E, n > 1. 

Pour n = 2, le résultat est évident. Supposons-le acquis pour tout endomor- 

phisme orthogonal sur un espace vectoriel euclidien de dimension p comprise entre 

letn—1,avecn > 2. 

Si P, est un sous-espace vectoriel de E non réduit à {0} de dimension au plus 

égale à 2 stable par u, endomorphisme orthogonal, alors P;- est stable par u. En 

effet u(P,) C P et u € GL(E) entraînent u (P1) = P, (un isomorphisme conserve 

la dimension), donc tout y € Fr s'écrit y = u (x) avec x € Pi et pour tout z € pe 

on à : 

(u(z) | y) = (u(z) l'u(x)) = 1x) = 0, 

c’est-à-dire que u(z) € Pj-. 

Comme 0 < dim(P;-) < dim(Æ), on peut trouver des sous-espaces vectoriels 

de E, P,...,P,, de dimension au plus égale à 2, deux à deux orthogonaux et 
e 

stables par la restriction de u à PE, donc par u, tels que P; = SEE On a alors 
I—= 

E=P@P;i- ® Pj. = 
J—= 
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Théorème 3.10 : Soit À une matrice orthogonale d'ordre n > 2. Il existe une matrice 

orthogonale P telle que : 

LOS SOEUR 

0 —I, 0 

OL RD 0 
PT'AP = 

0 OR 0 

0 

DUREE 0 0 OCR 

où, pour tout k € {1,.:.,r}, on a noté : 

pre ee (0x) —sin 

sin(0;)  cos(6x) 

avec 0x € ]0,2x[ — {x}. 

Démonstration : On procède par récurrence sur n > 2. 

Pour n = 2, dire que À — É est orthogonale équivaut à : 

GED = CPE, ad +e=b@ += 1, 

ac + bd = 0, ab + cd = 0. 

2 On déduit alors que b? = 1—a? = c?, a? = 1—b? = , donc c = eb, d = na, avec €, 

dans {—1,1} tels que en = —1. Ce qui entraîne À — É aa OÙ A = É : ) 
b b —a 

avec a? + b? = 1. Réciproquement, les matrices de l’une de ces deux formes sont 
orthogonales. 

Dans le premier cas on peut poser a + cos(8) avec 4 € [0,2r| et À = 
E (8) —sin (4) 

sin(@)  cos(4) 
| . Dans le deuxième cas la matrice À est symétrique de valeurs 

O —1 
Supposons le résultat acquis pour toute matrice orthogonale d'ordre p compris 

entre 2 et n — 1 et soit À une matrice orthogonale d’ordre n > 2. 
On désigne par u l’endomorphisme orthogonal ayant À pour matrice dans la 

base canonique de E = R” muni de sa structure euclidienne canonique. 
Si u admet 1 ou —1 comme valeur propre, pour tout vecteur propre x associé à 

propres 1 et —1, est donc orthogonalement semblable à D — É k ): 

cette valeur propre, le sous-espace vectoriel (Rx) est stable par uw. En effet, pour 

tout y dans (Rx)-,on a: 

(u(y) 1x) = +(u(y) l'u(x)) = Æ(y| x) =0 
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et il existe une base orthonormée B de (Rx) dans laquelle la matrice de la 

restriction de u à (Rx) est de la forme : 

Len Onde more 60 

ET CD 

$ Ouen O0Ë mire. 140 0 

0 0 R 0 

0 

Out, 20-0220 R T 

1 
Dans la base orthonormée (or) UB la matrice de u est 4” — Ch ue ) , qui 

T||2 
est bien de la forme souhaitée. 

Si toutes les valeurs propres de u sont complexes non réelles, alors dans une 
me 

décomposition E — @ P; du type lemme 3.3 tous les sous-espaces vectoriels Px 
k=1 

sont de dimension 2 et la restriction de w à chacun des P4 a ses valeurs propres 

complexes non réelles. D’après l’étude du cas n — 2 (les P; sont stables par u), on 

déduit alors qu’il existe une base orthonormée de P; dans laquelle la matrice de u 

est de la forme : 

cos (04) —sin(®x) 
Re ; 

sin(@x)  cos(8x) 

avec 0x € ]0,2x[ — {x}. En réunissant toutes ces bases, on obtient une base 

orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est 

RAM are HO 

0 R2 Ve ; 

AA & 
. . rs 0 

0 Dr 

Remarque 3.6 : On a p = dim(ker(A = T,))'et q'="dim(ker(A+ Ih)) avec 

p+g+92r = n. De plus À € Of (R) fresp. À € O, (R)/ si et seulement si q est 

pair fresp. impair]. 

5. Réduction des matrices symétriques réelles 

On garde les notations du paragraphe 4, page 89. 

Définition 3.10 : Une matrice réelle À est dite symétrique si tA = A. On dit qu’elle 

est symétrique positive si on a de plus (Ax | x) > 0 pour tout x € E. On dit qu’elle 

est symétrique définie positive si on a de plus (Az | x) > 0 pour tout x € E — {0}. 
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On peut associer une forme quadratique à une matrice symétrique À en posant : 

VB le 

La forme polaire associée est alors définie par : 

VOGUE, play) = 3 (a(x +9) (x) —q(u)) = (Ar |). 
Si À est positive, on alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

Va yEE*, lp(x,y)l<a(x)a(y). 
Le cône isotrope de q est définie par : 

g'{0}={xeElaq(x) =0}. 

Pour À positive, on a g_! {0} — ker (A). En effet, si q(x) = 0, on a alors : 

IAæll2 = (Az | Az) = (A(A4z) | x) = p (4, x) < q(Ax) q(x) = 0 
et Az — 0. La réciproque est claire. 

Théorème 3.11 : Soit À une matrice symétrique réelle. Les valeurs propres de A 
sont toutes réelles et À se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-à-dire qu'il 
existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que À = PDP, 
les coefficients diagonaux de D étant les valeurs propres dans R de la matrice A. 

Démonstration : Soit q : æ > q(x) = (Ax | x) la forme quadratique associée à 
la matrice À. Elle définie une application continue de E dans E et elle atteint son 
maximum sur la sphère unité de Æ (qui est compacte puisque Æ est de dimension 
finie). On peut donc poser : 

X=sup{q(a)|æeE, [al =1} 
et on à À = q(xo) avec ||xoll, = 1. 

On en déduit alors que la forme quadratique 

mit (x) = X|xll5 — q(x) = (Ax — Axr) 
est positive. 

Le vecteur x9 qui est dans le cône isotrope de q est alors dans le noyau de 
An — A. On a donc ainsi montré que À est une valeur propre réelle de À et To un 
vecteur propre réel associé. 

Une récurrence sur la dimension n > 1 de E permet alors de montrer que À se 
diagonalise dans une base orthonormée. En effet, du fait que : 

(Az | &o) = (x | Axo) = A (x | to), 

on déduit que l’hyperplan H — (Rro)+ est stable par À et que, dans une base 
adaptée à la décomposition E = Rxo @ H, la matrice de l’application linéaire 

associée à la matrice À dans la base canonique est de la forme 4/ = à ni avec 

B symétrique réelle d'ordre n — 1. On applique alors l’hypothèse de récurrence à 
la matrice B pour conclure. = 
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Remarque 3.7 : La démonstration de ce théorème de diagonalisation des matrices 

symétriques réelles est une adaptation au cas de la dimension finie d’un résultat 

plus général de diagonalisation d’un opérateur autoadjoint compact sur un espace 

de Hilbert. Précisément, si u est un endomorphisme autoadjoint compact sur un 

espace de Hilbert E alors u a toutes ses valeurs propres réelles et E est somme 

hilbertienne des espaces propres de u (voir ref. [6], p. 125). 

Avec l'exercice 3.7 on propose une autre démonstration du théorème précédent. 

Corollaire 3.9 : Une matrice symétrique réelle est définie positive [resp. positive] si 

et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives fresp. positives]. 

Une autre caractérisation des matrices réelles symétriques définies positives est 

donnée avec l’exercice 3.6, page 111. 

Théorème 3.12 : Une matrice symétrique réelle à diagonale strictement dominante 

A ((&5)) Re est définie positive si et seulement si a;; > 0 pour tout i compris 

entre 1 et n. 

Démonstration : Supposons que a;; > 0, pour tout à compris entre 1 et n. On sait 

déjà que les valeurs propres de À sont réelles. En reprenant la démonstration du 

théorème 2.3, on a : 

[À — al < Je [aij| < ai 

jÆi 

et nécessairement À > 0. La matrice À a donc toutes ses valeurs propres strictement 

positives, ce qui équivaut à dire qu’elle est définie positive. 

La réciproque provient de l'égalité a;; — (4e; | e), où {e1,...,en} désigne la 

base canonique de R?. = 

6. Tridiagonalisation des matrices symétriques réelles. 

Méthode de Householder 

On a vu que toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable à une 

matrice diagonale, donc tridiagonale. L'avantage de la méthode de tridiagonalisa- 

tion due à Householder, décrite dans ce paragraphe, est qu’elle fournit un procédé 

algorithmique simple de réduction à la forme tridiagonale d’une matrice symétrique 

réelle sans avoir à calculer ses valeurs propres. Cette réduction est utilisée pour 

calculer des valeurs approchées des valeurs propres d’une matrice symétrique réelle 

(méthode de Givens-Householder, paragraphe 4, page 248). 

Pour n > 2, l’espace vectoriel R” est muni du produit scalaire euclidien canonique 

(. |) et de la norme euclidienne associée ||-|. On désigne par {e1,e2,...,en} la base 

canonique de R”. Pour tout réel «, le signe de a est défini par : 

1 si & > 0, 

signe (@) = 4 0 si à = 0, 

—1 sia<0. 
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Définition 3.11 : On appelle matrice de Householder toute matrice réelle de la 
forme : 

hé £ de 9TÈt, 

où u est un vecteur unitaire dans R”. 

Si, pour tout vecteur unitaire u € R”, on note P, la matrice de Householder qui 
lui est associée et H, l’hyperplan orthogonal à u dans R?, on a alors : 

Vire His Pat 9 {(utu)r=re 2e) 

et, avec P,u — —u, on déduit que P, est la symétrie orthogonale par rapport à 
l’hyperplan Æ,,. En particulier l'inverse de P, est donné par PME PNES PA 

Lemme 3.4 : Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n > 2. En utilisant les 
notations qui précèdent, on a : 

PREND Ne (u'u +utv) 

où vu = Mu — {u| Mu) u. 

Démonstration : On a : 

PMP, = PMP, = M — 2utuM — 2Mutu + AutuMu ‘tu, 

avec : 

utuM — u (‘uMu) u =u" (Mu) -u(u| Mu) u = uv 

et 

Mu‘u—u (‘uMu)'u = (Mu — (u| Mu) u) u = vu, 

d’où le résultat. = 
Dans ce qui suit, on se donne une matrice symétrique réelle À — ((a)), io 

d'ordre n > 3. Li 
On note : 

@11 

LT — : 

Gn1 

la première colonne de À et : 

0 

@21 
LEE @11€1 — è ) 

Gn1 

y® = x0) + signe (ar) ]x 2 |] €, 

7: i y) — 
Plans CURE 

PE es Tee! 
L 

où u®) = (2) pour y2) Z 0. Enfin on note A1 — PI AP, = ((a},)) 
y] DOVE 
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Lemme 3.5 : Avec les notations qui précèdent, la matrice A1 est symétrique avec 

Gi = 0 pour = 3,40 

Démonstration : Si U —0Mloiste;: — 0'pour tout 1 = 3,4. net Aj — À 

vérifie bien la condition voulue. On suppose donc que y®) 4 0. 

On a A1 = PAP, et À; est symétrique puisque P, et À le sont. 

La première colonne de À; est donnée par Aie; = Pi APiei. Avec e1 € (Ry®), 

on a Pie = e1 et Aie = PiAes = Pix. 

Si on note y0) = x0) + 20), avec 202) = signe (a21) |x@) |] €2, On à : 

(0 no 22) N (20 + 20 | 7@ — 22) z Je x J20| : 

donc : 

P. (x®) + 20)) = (2) _— 20), 

P, (x®) _ 2121) = x0) _ 0) 

et P.x@) = —20) = - signe (a21) x 2) | e2. Ce qui donne en définitive : 

Pix — P; (ane: + 5) = @j1€1 — signe (a21) [FO] ep. 

C'est-à-dire que : 

@11 — 1 

ah = 4 — signe (a1) x 2 |] site 2, = 

0 ST ES 1: 

Théorème 3.13 : Soit À une matrice symétrique réelle d'ordre n > 3. Il existe n —2 

matrices orthogonales P1, P2,...,P,-2 telles que : 

REP P Le PAP Pre 

soit tridiagonale. 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur n > 3. Pour n = 3, la matrice À est 

déjà tridiagonale. On suppose donc le résultat vrai pour les matrices symétriques 

d'ordre n — 1 > 3. 

Avec les notations du lemme 3.5, on a : 

@11 Gi> 0 CL 0 

1 1 1 1 
Gg1 29 A3 +: An 

1 1 1 
AN aUr ons Or D Le 

1 1 1 
0 an2 an3 Ann 
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cette matrice étant symétrique ainsi que la matrice d’ordre n — 1 : 

Avec l'hypothèse de récurrence, on peut trouver des matrices orthogonales Qo. 
Q3,...,Qn-2 telles que T1 = QE 7 OBQ: .. Qn_2 Soit tridiagonale. On pose 
alors : 

de 0 0 

0 
LÉ = : ; 

: @; 

0 

pour 7 —=2,53.. nn 2et. 

@11 al 0 : MO 

a 

Get AN. Ti 

0 

On a alors : 

PERL PAP PSP OPA PIE DRE E 

/. Espaces vectoriels hermitiens 

Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur C de dimension n in 

Définition 3.12 : On appelle produit scalaire hermitien sur E toute application 

@: Psdss C 

(æ, y). «+ p(z.y) 

qui vérifie les propriétés suivantes : 

e pour tout y dans E l'application x + @(x,y) est linéaire ; 

ep(y,x) = p(x,y) pour tous x,y dans E ; 

ep(x,x) > 0 pour tout x dans E; 

e pour x dans E, @(x,x) = 0 équivaut à x = 0. 
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On note en général : 

y) (x | y) 
un tel produit scalaire. 

Définition 3.13 : Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie 

muni d’un produit scalaire hermitien. 

Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace hermitien et on note, pour 

tout x dans E, ||x|| = \/{x|x). 

Théorème 3.14 (inégalité de Cauchy-Schwarz) : Pour tous x,y dans E on a : 

le lu)l < Ill lg, 
l’égalité étant réalisée si et seulement si x et y sont liés. 

Démonstration : Pour x, y fixés dans Æ on pose : 

(x | y) = pe” 
avec p = [(xæ | y)| € R* et 0 € [0,2x[. On désigne par P la fonction polynomiale 
définie par : 

0, 112 2 2 
VER, P(t)={fx+te"y| = {y} 6 +21(œ lv) + ll. 

On a alors P(t) > 0 pour tout réel { et nécessairement le discriminant de ce 
polynôme de degré 2 est toujours négatif ou nul, soit : 

2 2 1. 112 
le Fu — xl gl < 0, 

ce qui équivaut à |(x | y)| < [|| ||y||. 
Si x et y sont liés il est clair que l'égalité est réalisée. Réciproquement, si l'égalité 

est réalisée alors le polynôme P admet une racine réelle À et x + ÀeŸy — 0, c’est- 

à-dire que x et y sont liés. = 

Théorème 3.15 (inégalité de Minkowski) : Pour tous x,y dans E on a : 

Ie + vil < xl + lg, 
l’égalité étant réalisée si et seulement si x = ÀAy avec À > 0 (on dit que x et y sont 

positivement liés). 

Démonstration : On a : 
2 2 2 

Ie + y = xl +2R (x | y) + [vil 
et avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :' 

2 2 2 2 
le + y < el + 21lll all + y = (el + al)", 

ce qui équivaut à ||x + || < [x] + [lyll. 
L'égalité est réalisée si et seulement si : 

R(z|y) = (xl y)l = xl y, 
ce qui entraîne |({x | y)| = ||x|| ||y|| et il existe un nombre complexe À tel que x = À. 
Si x — 0 l'égalité est réalisée et si x 0 on a: 

2 2 R(e 19) = R(Alyl?) = AI 
avec ||[y|| 0, donc R (À) = |A] et À est un réel positif. = 
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Corollaire 3.10 : L'application x + |[x|| = 4/(x|x) définit une norme sur E. 

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux vecteurs x et y dans ÆE sont 

orthogonaux si (x | y) = 0. 
Le théorème de Pythagore est encore vrai sous la forme : si les vecteurs x et y 

sont orthogonaux dans E alors : 

2 2 2 
le + = el + ul 

2 2 2 
æ + y = xl + lvl La réciproque étant fausse dans le cas hermitien (l'égalité 

entraîne seulement R (x | y) = 0). 
On définit, comme dans le cas euclidien, les notions de familles orthogonale et 

orthonormale. 

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. 

Théorème 3.16 (procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) : Pour toute 

famille libre {x1,x2,...,x,} dans E, \ existe une unique famille orthonormée 

ei, e2, ep} © E telle que: 

Vectier..Nesh=Wecrich hi ah 
“en2..m.| 

(Tk | ex) > 0. 

Démonstration : La démonstration est analogue à celle du théorème 3.8. ® 

Si on désigne par £ = {e1,...,e,} la base canonique de C” qui est muni de sa 

structure hermitienne canonique avec le produit scalaire : 

nm 

(,u) x |) = NV rite, 
k=1 

alors tout système orthonormé Æ = {f1,...,f,} est une base de C” (ce système 
est libre formé de n vecteurs) et la matrice de passage U de la base canonique € 

à la base F est telle que U*U = I,,, où U* — ((ux,)) - désigne la matrice 
1<i,j<n 

adjointe de la matrice complexe U — ((u;)) nn définie par : 

Uij = Uji (A <if<n): 

En effet les colonnes de U sont formées des composantes des vecteurs f; dans la 
base € et le coefficient d’indice (i,j) de U*U est (f; | fi) = di. 

Définition 3.14 : On dit qu’une matrice carrée À à coefficients complexes d’ordre n 
est unitaire si U*U = I,. On note U, (C) l’ensemble des matrices unitaires. 

On peut également dire qu'une matrice unitaire est la matrice de passage de 
la base canonique de C” à une base orthonormée où C” est muni de sa structure 
hermitienne canonique. 

Remarque 3.8 : U, (C) est un sous-groupe multiplicatif de GL,, (C) et l’appli- 
cation À ++ det(A) réalise un morphisme de groupe de U, (C) sur le groupe 
multiplicatif des nombres complexes de module 1. 
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Corollaire 3.11 : Toute matrice À € GL, (C) s'écrit de manière unique À = UT où 
U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure à coefficients 

diagonaux strictement positifs. 

Démonstration : La démonstration est analogue à celle du corollaire 3.7. # 

Théorème 3.17 : Dans un espace vectoriel E hermitien de dimension n tout système 

orthonormé peut se prolonger en une base orthonormée. 

Démonstration : La démonstration est analogue à celle du théorème 3.9. h 

Corollaire 3.12 (Schur) : Soit A une matrice complexe d'ordre n > 0. Il existe alors 
une matrice unitaire U telle que U* AU soit triangulaire supérieure. C'est-à-dire 

que la matrice À se trigonalise dans une base orthonormée. 

Démonstration : La démonstration est analogue à celle du corollaire 3.8. = 

8. Réduction des matrices normales 

On note {e1,e2,...,e,} la base canonique de C” et le produit scalaire hermitien 

canonique de C” est noté : 

nm nm 

T,) = (Snadiue) (x | y) =D em 
= ei 

La norme associée est la norme hermitienne notée x -— |x||. 

Définition 3.15 : Une matrice complexe À est dite hermitienne si A* = À. On dit 

qu’elle est hermitienne positive si on a de plus (Ax | x) > 0 pour tout x € E. On 
dit qu’elle est hermitienne définie positive si on a de plus (Ax | x) > 0 pour tout 

ze E — {0}. 

Définition 3.16 : Une matrice complexe À est dite normale si A*A = AA*. 

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices 

normales. 

Lemme 3.6 : Les valeurs propres d’une matrice hermitienne fresp. hermitienne 

positive] sont réelles [resp. réelles et positives]. 
Les valeurs propres d’une matrice unitaire sont de module égal à 1. 

Démonstration : Soient À € Mi, (C) hermitienne, À € € une valeur propre de À 

et x € C” un vecteur propre non nul associé. On a : 

À Iel5 = (4x |) = (æ | A'x) = (| Az) = Xlelle, 

donc À = À et À € R. Si de plus À est positive alors À xl? =4{Ar] r\>:0javec 

x Æ 0 entraîne À > 0. 

Soient À € M4 (C) unitaire, À € C une valeur propre de À et x € C* — {0} un 

vecteur propre associé. On à : 

D lellé = 114215 = (Az lAx) = (x |A* Az) = Ir 

et nécessairement |À| — 1. a 
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Théorème 3.18 : Si À est une matrice complexe normale, alors elle se diagonalise 

dans une base orthonormée, c’est-à-dire qu'il existe une matrice unitaire U et une 

matrice diagonale D telles que À = UDU*, les coefficients diagonaux de D étant 

les valeurs propres dans € de la matrice A. 

Démonstration : On montre tout d’abord que pour toute valeur propre À € € 

de À, le sous-espace propre associé E\ — ker (A — ÀJ,) est stable par A* et que 

son orthogonal ES est stable par À et par A*, ce qui permet de raisonner par 

récurrence sur l’ordre n de la matrice À. 

Pour tout x € E\ on a, puisque À est normale : 

AA AT Ar 

et A*x € E,. C'est-à-dire que E, est stable par A*. 

Soient x € EX et y € E;. Si À est normale, on a alors A*y € E; et : 

(Az | y) = (x | A’y) = 0, 

c’est-à-dire que Ax € E;: et ES est stable par À. Puis en écrivant que : 

(Az | y) = (x | Ay) = (x | Ay) = A (x | y) = 0, 

on déduit que A*x € Ej et Ef est stable par A*. 

On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension n de l’espace vectoriel 

euclidien Æ. 

Pour n — 1 le résultat est évident. Supposons-le acquis pour toute matrice 

normale d'ordre p € {1,...,n — 1}. Soient À une valeur propre de À et FE) l’espace 

propre associé. Si E = E alors À est une homothétie et toute base orthonormée 

de E convient. Si E\ # E, alors E est de dimension p € {1,...,n—1} et la 

restriction B de À à E est un endomorphisme normal de Eÿ (une matrice est 
identifiée à l’application linéaire qu’elle définie dans la base canonique de E). Il 
existe donc une base orthonormée de E- formée de vecteurs propres de B, donc 
de A. En complétant cette base par une base orthonormée de E\ on obtient une 
base orthonormée de Æ formée de vecteurs propres de À. = 

Remarque 3.9 : Si À est une valeur propre de A alors la stabilité de ES par A* 
est en fait vraie pour toute matrice A. 

Du fait qu’une matrice hermitienne ou unitaire est normale on déduit les résultats 
suivants. 

Corollaire 3.13 : Une matrice hermitienne fresp. unitaire] a ses valeurs propres 
réelles fresp. de module 1] et se diagonalise dans une base orthonormée. 

De ce résultat on déduit l’existence d’une racine carrée pour une matrice 
complexe hermitienne positive. 

Corollaire 3.14 : Si À est une matrice complexe hermitienne positive, alors il existe 
une unique matrice hermitienne positive B telle que À = B?. 
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Démonstration : La matrice À étant hermitienne positive, elle a toutes ses valeurs 

propres réelles positives et se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-à-dire 

qu’il existe U € U, (C) et (1,..., An) € (R*)” tels que À = UDU*, avec : 

AIN, HETO 

0 À 
DEA? 

0 

0 DreAS 

En posant : 

0 VX 

0 

0 A UReT 

et B = UAU*, on a B? = À, la matrice B étant hermitienne positive (ses valeurs 

propres sont positives). 

Si P est le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par P (À;) = À; pour 
tout à € {1,...,n} (le degré de P est p — 1 où p est le nombre de valeurs propres 

distinctes de À), alors 

P(A)=UP(D)U* =UAU* = B. 

C'est-à-dire que B est polynomiale en À. 

Si C'est une autre racine carrée de À hermitienne positive, on a alors C? = À 

et C commute avec À, donc avec B. En définitive les matrices B et C commutent 

et sont diagonalisables, et on sait alors qu’elles sont simultanément diagonalisables 

(exercice 3.3), c’est-à-dire qu’il existe une matrice P dans GL, (C) telle que C — 
PTP-!let B = PAP! avec TL et À diagonales à coefficients réels positifs. De 

C? = A = B?, on déduit alors que [? = À ? et I — À du fait que ces matrices sont 

diagonales à coefficients réels positifs. Et en définitive B — C. 5 

Remarque 3.10 : 

(4) Une matrice réelle symétrique et positive admet également une unique racine 

carrée symétrique positive. 

(ii) On montre de manière analogue que si À est une matrice complexe hermi- 

tienne fresp. réelle symétrique] positive, alors pour tout entier k > 0, il existe 

une unique matrice complexe hermitienne [resp. réelle symétrique] positive B 

telle que À = BF. De plus, si À est définie positive, il en est de même de B. 

De ce résultat on peut déduire l’existence de la décomposition polaire d’une 

matrice réelle ou complexe inversible. Précisément on a le résultat suivant. 

Corollaire 3.15 : Toute matrice complexe fresp. réelle] inversible A peut s’écrire de 

manière unique À = UH fresp. À = (SJ où U fresp. (] est une matrice unitaire 

fresp. orthogonale] et H fresp. S] une matrice hermitienne [resp. symétrique] définie 

positive. 
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Démonstration : On démontre le résultat dans le cas complexe, le cas des matrices 

réelles se traitant de manière analogue. 

Si À = UH, alors A*A — HU*UH = H? et H est la racine carrée de la matrice 

hermitienne définie positive A*A ((A*Ax | x) — | Az > 0 pour x non nul). La 

matrice U est alors donnée par U — AH! (A inversible entraîne H inversible). 
On a donc, en cas d’existence, l’unicité des matrices U et H. 

Si À € GL,(C), alors A*A est hermitienne définie positive et elle admet une 
unique racine carrée hermitienne définie positive H. En posant U — AH !,on a 

A=UH et: 

U‘U = (4H!) (A*A)H-1=(H") AH = H H=I, 

c’est-à-dire que U est unitaire. = 

9. Forme réduite de Jordan des matrices complexes 

Dans le cas complexe on peut affiner le théorème 3.1 de trigonalisation comme on 

va le voir dans ce paragraphe. 

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension n > 2 sur C et on 

désigne par E* le dual algébrique de E, c’est-à-dire l’espace vectoriel des formes 

linéaires sur E. 

L’orthogonal dans Æ d’une partie non vide Y de E* est le sous-espace vectoriel 

Y° de E défini par : 

Y°= {1e Vo eo 

La base duale de {e:,e2,...,e.} est la base de E*, notée {eï,es,...,e*} définie 
par : 

VReHl M0. In MAUVE Ÿ mer, (xt) =. 
i=1 

Pour tout endomorphisme uw €.L(E), on note tu € L(E*) le transposé de u défini 
par : 

VpEE", ‘u(o)=pou. 
Si u € L(E) a pour matrice À dans la base canonique alors la matrice de ‘u dans 
la base duale est ‘A. 

Lemme 3.7 : Si u € L(E) est nilpotent d'ordre p > 0 alors tu € L(E*) est aussi 
nilpotent d’ordre p. 

Démonstration : Pour u,v dans L(E), on à ‘(uo v) = ‘vot u. On a donc (tu)? — 
t(uP) = 0 et (tu)? = * (uP-1) 0, c’est-à-dire que tu est nilpotent d'ordre p. s 

Lemme 3.8 : Soit u un endomorphisme de E nilpotent d'ordre p > 0. Il existe x 
dans E tel que le système {x,u(x),...,uP—! (x)} soit libre dans E. 
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Démonstration : On a uw?! Z 0. Il existe donc un vecteur non nul x dans E tel 

D 

que 4 l(x) £0. Si 5 Azu#(x) = Oralors : 
k=0 

HET Se Ë Xruf a) = Aou! (x) 
k=0 

(u? = 0) et A9 = 0. Si p = 1 c’est fini, sinon, en supposant que A9 = ... = À; — 0 

p=1 : 
pour0<j<p—-2,ona Y ÀeuF(x) = 0, et, en appliquant w?-?"Ÿ à cette 

k=j+1 

dernière égalité, on obtient À;;iu? =! (x) = 0 et Àj41 = 0. D'où le résultat. = 

Lemme 3.9 : Soit u un endomorphisme de E nilpotent d'ordre p > 0. Il existe 

peËE*etxzeE tels que l’espace vectoriel F = Vect{x,u(x),...,u?? (x)} et 

l’orthogonal G dans E de H — Vect {v: ENS, (tu)? (#)} sont stables par u 

avec E = F6 G: 

Démonstration : L’endomorphisme tu étant nilpotent d’ordre p, il existe une forme 

linéaire w € E* telle que (tu)? (&) Z 0, c’est-à-dire que y o uw?! £ 0 et qu'il 

existe donc x dans Æ tel que w (uP-!(x)) # 0. 

On a nécessairement u?—! (x) £ 0 et avec le lemme 3.8 on déduit que les espaces 

vectoriels F et H sont de dimension p. 

Du fait que u et ‘u sont nilpotents d’ordre p, on déduit que F est stable par u 

et que H est stable par ‘u. 

Pour tout y dans Get tout & € {0,1,...,p—1},ona: 

tuf (o) (y) = g (u* (y)) = 0 

et tuk (o) (u(y)) = ç (u*t! (y)) = 0 (uP = 0), donc u (y) € G. C'est-à-dire que G 

est stable par u. , 

p—1 

Soit y= 5 AxuË (x) € FNG.Ona0 = (w" (y)) = Àog (uP-! (x)) et Ào = 0. 
k=0 

En supposant que À =... = À; =0 pour0<3j<p—2 (si p = 1 c’est fini), on a 

D 
y= D Auf (x), 0 = (ui? (y)) = Xjhg (UP! (x)) et Àj41 = 0. On a donc 

k=5+1 

FnG = {0} et avec les dimensions (dim (F) = p, dim(G) = n — dim (H)=n-p) 

on déduit ueE=F@G. mi 

De ces lemmes on déduit les résultats suivants. 
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Théorème 3.19 : Si u € L(E) est nilpotent d'ordre p > 0, alors il existe une base 
de E : 

=D UC: 

telle que chaque sous-espace vectoriel E; — Vect (B;) soit stable par u et la matrice 

de la restriction de u à E; est : 

De0 MOD Er 

dyut0 #7 0 

am | 0 0|eM,,(C), 

1 00 0 

O6 OÙ ON 

avecp; dim (EE 0); 

Démonstration : On procède par récurrence sur n = dim(E). Pour n = 1, on a 
u — 0 et le résultat est trivial. Supposons-le acquis pour les espaces vectoriels de 
dimension strictement inférieure à n. Avec les notations du lemme 3.9, la matrice 
de ur (Fest stable par u) dans la base B1 = {x,u(x),...,uP-1(x)} est : 

0 OS GO EE A0 

115.8 0er 0 

= | 0e LEA OEM): 

LRO VO 

D SO HO 

et, en complétant cette base par une base BG de G, la matrice de uw dans la base 

B1 U Ba est À — 7 a) OÙ An-p € Mhn-» (C) est la matrice de u|a dans 

Ba. L'hypothèse de récurrence permet alors de conclure. E 

Théorème 3.20 : Soit u € L(E)—{0} tel que son polynôme caractéristique s’écrive : 

p 
PA D" [I (X -X)%, 

avec ax > 0 et les Àx distinctes deux à deux. 

Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme : 

nauDe (et 0 

DT 
AZN (3.1) 

0 Del 
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QUEC : 

As A0 0 Se 0 

Ek,2 À& 0 

NE e {1 2....ph0 CINE: M A0" (0), 

Ek,ar—1 Àk 0 

0 .. 0 Ek,ak À& 

où ex; € {0,1} (forme réduite de Jordan). 

Démonstration : On sait que si on désigne, pour tout k € {1,2,...,p}, par My = 

ker (u — ÀA;1d)°* les sous-espaces caractéristiques de u où ax est la multiplicité de 
p 

x comme racine du polynôme minimal, on à E — @ N4. Chaque sous-espace 
k=1 

vectoriel V4 est de dimension @x stable par u, À4 est la seule valeur propre de la 

restriction de u à NZ et la restriction de u — À;1d à N4 est nilpotente d’indice ax. 

On déduit alors qu’il existe une base B; de N4 dans laquelle la matrice de la 

restriction de u — À£1d à N,4 est de la forme : 

DAC 0 0 

€k,2 0 0 

Je = HO UN 0|eM,, (C) 

Ébrasei 0 0 

ou 0 ÉD ar LU 

Dans la réunion de ces bases, la matrice de u a la forme indiquée. = 

Corollaire 3.16 : Toute matrice non nulle À d'ordre n à coefficients complexes est 

semblable à une matrice triangulaire de la forme (3.1). 

10. Exercices 

Exercice 3.1 : Soit u un endomorphisme de E diagonalisable. Montrer que si F est 

un sous-espace vectoriel de E stable par u alors la restriction de u à Fest aussi 

diagonalisable. 

Solution : Dire que u est diagonalisable équivaut à dire que son polynôme minimal 

mr, est scindé sur K à racines simples. Si Fest stable par u alors la restriction v de 

u à F est un endomorphisme de F annulé par le polynôme 7, qui est scindé sur K 

à racines simples. Il en résulte que v est diagonalisable. 
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Exercice 3.2 : Soit u un endomorphisme de E diagonalisable de valeurs propres 

deux à deux distinctes À1,...,À, (1 < p < n). Montrer que pour 1 < k < p la 
projection de E sur le sous-espace propre ker (u — A;1d) est donnée par : 

p 

salle 
= 1 

AE 

l a 1 
(utiliser la décomposition en éléments simples de —): 

No) d 
_ 

avec A = 

S.S, FH 

Solution : Si u est diagonalisable alors son polynôme minimal s’écrit : 

p 
eh CC) 

où À1,...,Àp (1 < p < n) sont les valeurs propres deux à deux distinctes de u. La 

; ee M . 1 
décomposition en éléments simples de — : 

Et fe 

[On e 

OL OL — , permet d’obtenir l'égalité de Bézout : 

S.S. Fm 

k=1 
S.S, Il Eole 

En considérant que pour tout k € {1,...,p} et tout x € E on a : 

P+ 

(u— Ad) [[(u — À;1d) x = ru (u)x =0, 
Gal 

JFk 
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p 
on déduit que ax [[ (u — À;1d) x € ker (u — À,1d) c’est-à-dire que les projecteurs 

j=1 
JFK 

pk S’écrivent : 

: 1 
Pr — II CPR 

j=1 nr 
jh ll k — À;j) 

Ed 

En particulier ces projecteurs sont des polynômes en u. 

Exercice 3.3 : Soit {u; |i € 1} une famille d’endomorphismes de E (I est un 

ensemble d'indices non nécessairement fini). On suppose que les u; commutent 

deux à deux et sont diagonalisables. Montrer qu'il existe une base commune de 

diagonalisation. 

Solution : On procède par récurrence sur la dimension n > 1 de E. Pour n — 1 le 

résultat est évident. On suppose que E est de dimension n +1 et que le résultat est 

acquis pour les espaces vectoriels de dimension inférieure ou égale à n. Si tous les 

u; sont des homothéties alors le résultat est clair. Sinon, soit j dans J tel que u; 

ne soit pas une homothétie. On a alors la décomposition en sous-espaces propres : 

P 
EE Mker (u; — Àkld). 

k=1 

L’endomorphisme u; n’étant pas une homothétie chaque sous-espace propre est 

de dimension inférieure ou égale à n. Comme tous les u; commutent à u;, chaque 

sous-espace propre est stable par u; pour tout à dans 1 et la restriction de chaque 

u; à chaque ker (u; — Ax1d) est diagonalisable. On peut donc appliquer, pour tout 

entier k compris entre 1 et p, l'hypothèse de récurrence à la famille des restrictions 

des u; à ker (u; — A,1d), ce qui permet de construire une base de diagonalisation 

de ker (u; — Ak1d) commune à toutes les restrictions de u; à cet espace. La réunion 

de ces bases donne alors une base de diagonalisation commune à tous les u;. 

Exercice 3.4: Soit (E,{|||) un “espace vectoriel normé réel. On note : 

2 2 
Is + gl + = yl E) = U u(E) (zv)#(00) 2 (Ile F lyll?) 

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 

ü) vayer, [e+uy+le-vl? =2(|lel? + wi?) Cdentité du parallé- 
logramme). 

(ii) La norme ||:|| dérive d’un produit scalaire sur E. 

(iii) u(E)=1. 

(iv) Pour x,y fixés dans E, ||r + ty|? est un trinôme en t. 
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Solution : 

(i) = (ü) On définit la fonction (- | -) sur E x E par : 

1 2 2 9) (lu) = 3 (lle + — Ile vil?) . 
Il est facile de vérifier que cette application est symétrique ((x | y) = (y | x)) 

et définie positive ((x | x) — |x||* > 0 avec égalité si et seulement si x = O). 
En utilisant l'identité du parallélogramme on va montrer que cette application 

est bilinéaire. C’est donc un produit scalaire et la norme |||| en dérive. 
Avec l'identité du parallélogramme on a, pour (x,y,2) dans E* : 

A((&+21%) +(2—2| y) 
= [le +2+ 4 lle +2? + lle -2+ ul le = 2 - y? 

= (le +o+ 2 + lle + — 21) — (lle = y + 2 + lle = y = 21°) 
= 2 (le + gl? + 1121?) — 2 (le = vi +2?) 
= 8(x|y). 

Soit : 

@+zly)+(r—2|y) =2(x| y). 
Ce qui donne pour 2 = x : 

V(x,y) € E>°, (2x | y) =2(x|y). 

l 1 
En posant u — e (x + y), v = à (x — y), on a alors : 

(œ@+yl2) = (Qu|z) =2{(u| 2) ={(u+vu|z)+{(u—v| 2) 
= (&|2)+(yl2). 

On a donc, pour tout (x, y, 2) dans ES : 

G+ylz)=(x|2)+{(yl2). 
Par récurrence on déduit alors que : 

V(x,y)€E?, VneN-—#{0}, (nt | y) =n(x | y). (3.2) 

Avec (0 | y) = 0 et (—x | y) = —(x | y), on déduit que (3.2) est valable pour 

tout entier n dans Z. Puis, avec (x | y) =n 2 | 7 pour tout entier n > 0, 

on déduit que (3.2) est valable pour tout r € Q. Enfin, avec la densité de Q 
dans R et la continuité de l’application : 

y (ea) = à (Île + vf — le = y) 
on déduit que (3.2) est valable pour tout r € R. Ce qui achève de prouver que 
l'application (- | -) est bilinéaire. 
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(ü) = (ii) Si la norme dérive d’un produit scalaire on vérifie facilement qu’on a 
l'identité du parallélogramme et l'égalité p(E) = 1. 

(ii) = (i) Si p(E) = 1, on a alors : 

ver, |e+yl+ le -yl? <2(lelf + lp) - 
En posant u = x + y, vu = x — y, on a : 

(221? + 1291? = lu + 01 + lu vf 
< 2 (lle? + ll?) =2(lz+9lf + le vf), 

soit 2 (||2|* + |Iyl?) < Ile + y? + llx — gif et l'égalité. 
On 4 donc les équivalences (5) = {(ü) & (ïi). 
L'implication (ïi) — (iv) est évidente. Pour conclure, on va montrer que 

(iv) = (). 
Pour x, y fixés dans E on peut écrire, pour tout réel £ : 

P(t) = |z + ty? = at? + 2bt + c. 

Le coefficient c est donné en faisant £ = 0, soit c = ||x||?, et le coefficient a est 

donné par : 

20 1 à À 
dE CR He ab le lg 

On déduit alors que : 

Ie + y? + - y = PO) +P(-1 =2(a+c) 

= 2 (Ile + Ill?) ; 
c’est-à-dire l'identité du parallélogramme. 

Exercice 3.5 : 

1. Montrer que l'application (A, B) + (A|B) = Tr(A'B) définit un produit 

scalaire sur M, (R). Ke y 

2. Montrer que pour toute forme linéaire $ € M, (R)” il existe une unique matrice 

CE M, (R) telle que : 

VAEM,(R), y(4)=T(4C). 

3. Montrer que l’application déterminant, det : M, (R) — R, est différentiable et 

que sa différentielle u est donnée por : | 

VAE M,(R),VHEM,(R), u(A)(4)=T (H*C), 

où C est la comatrice de la matrice À. 

4. Soit Y une fonction définie sur un intervalle réel I à valeurs dans Mn (R) et 

dérivable. Montrer que la fonction f :t+—+ det(Y (t)) est dérivable et calculer sa 

dérivée. 
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Solution : 

1. Pour toutes matrice À, B dans M, (R), on a : 

ABLE + Gijbis; 
1<i,j<n 

c'est-à-dire que (: | -) est le produit scalaire euclidien de M, (R) = R”’. 

2. La base canonique {E; ; | 1 < 4, < n} de M, (R) est orthonormée pour ce pro- 

duit scalaire. Pour toute forme linéaire 6 € M, (R)” et toute matrice À € M, (R), 
on à : 

p(A)=6 | D GENE EETCE 
1<1,j<n 1<1,j<n 

où CE MA (R) est définie par C = Ÿ) p(E;;)E:;,;. On a donc ainsi montré 
1<i,j<n 

que l’application : 

CH (gc:A-— (AC) 

est surjective de M, (R) sur M, (R)”'. Cette application étant linéaire et les espaces 
vectoriels M4, (R) et M, (R)” étant de même dimension on en déduit que c’est un 
isomorphisme. C’est-à-dire que pour toute forme linéaire ÿ € M, (R)° il existe 
une unique matrice C € M, (R) telle que : 

VAEM,(R); GE (A)= T7 (4°C) : 

Remarque 3.11 : Ce résultat est vrai sur tout corps commutatif K. 

3. L'application det est continûment dérivable comme fonction polynomiale des 
coefficients, donc différentiable. Notons u sa différentielle. Pour toute matrice À € 
Mn (R), u (A) est une forme linéaire sur M, (R), et il existe donc une unique 
matrice C' telle que u (A) (H) = Tr(H‘C) pour tout H € M, (R). 

Pour H = E;,; (1 < i,j < n) on a Tr(H!C) = cj, c'est-à-dire que C — 

((u(4) (Bis) Fe — Il s’agit donc de calculer les u (A) (E; ;), pour 1 < i,j < n. 

La différentielle de l’application det en À s’écrit : 

u(4= D SE (A)dr,, 
L 

13e n Da" 

où on a noté dr;; — E}; (base duale de la base canonique de M, (R)). On a donc : 

WA) _- (A) = lim det (A +4E,; ;) — det (À) 

Dee 
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En notant À; la colonne j de la matrice À, {e1,...,e,} la base canonique de R? 

et en utilisant la n-linéarité du déterminant, on a : 

det (A cs tE;,;) = det (A1, .. ET F3 Us et + An) 

= det (A) + tdet (A1, 5 0 rl ee, Ati ce .; An) 

et 

Ô det 
Cie 

3 02 
(A) = det (A1, oo. A es li. …. An) 

(cofacteur (4, j) de À). On a donc : 

VHEM,(R), u(A)(A) =Hutio), 

où C est la matrice des cofacteurs de la matrice À. 

4. La fonction f est dérivable sur / comme composée de fonctions dérivables, avec : 

Mer, fO=ame' eo) D Em, 0. 
Ôt; 

1<i,j<nt 

C'est-à-dire que : 

TE ss det(li  Mee Vins eds 

1<i,j<n 

n n 

— Ÿ_det Fr ... AY; DE De Vin co 6 se) 

J=1 2=1 

NEC SERRES SE 
j=1 | 

Exercice 3.6 : Soit À € M,(R). On appelle sous-matrices principales de A les 

matrices : 

Ap— ((ai))acs er ee a 

et déterminants principaux les réels Ax = det (Ax). 

Montrer qu’une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si 

tous ses déterminants principaux sont strictement positifs. 
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Solution : Si la matrice À est symétrique définie positive alors il en est de même 

de toutes ses sous-matrices principales. En effet, pour tout entier k compris entre 

fi € R’ est non nul et let n, six est un vecteur non nul de R, le vecteur x! = ( 

(Aie | 5) = A0; 

On déduit alors que toutes les valeurs propres de la matrice Ax sont strictement 

positives et det (Az) > 0 pour tout entier k compris entre 1 et n.' 

Pour la réciproque on procède par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat 

est évident. Supposons-le acquis pour les matrices symétriques d’ordre n — 1 > 1 

et soit À une matrice symétrique réelle d’ordre n ayant tous ses déterminants 

principaux strictement positifs. On désigne par {e1,...,e,} la base canonique de 

R”. Avec l’hypothèse de récurrence on déduit que la matrice symétrique À, _1 est 

définie positive et la restriction à l’espace vectoriel H engendré par {e1,...,en_1} 

de la forme quadratique q : x + (Ax | x) est définie positive. Il existe alors une 
base {f1,...,fn-1} de H orthonormée pour gx et la matrice de q dans la base 

Os ..) fsient s'écrit : 

PS0 a 

0 
AE 

: An—1 

HET EX An 

En posant : 

n—1l 

În = En — dif: 
i=1 

le système {f1,...,fn_1, Fe est une base de R” orthogonale pour gq et la matrice 
de q dans cette base s'écrit : 

He Eu) 0 

AU 0 

10 

DA MON LE 

Le déterminant de la matrice 4” est du même signe que celui de À, c’est-à-dire 
positif. En conséquence, la forme quadratique q est définie positive et la matrice À 
symétrique définie positive. 
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Exercice 3.7 : On se place dans (R”, (- | -)) euclidien, on note ||:||, la norme associée 
et on désigne par Si la sphère unité de R" pour cette norme. 

Soit À une matrice réelle symétrique d’ordre n. On lui associe la forme quadra- 
tique q définie par : 

Vr ER ax) =\Ar |'c). 

1. Montrer que l'application q est bornée sur S1 et atteint ses bornes. On note 

= do) — … q(x), où xo dans R” est tel que |[to|l) = 1. 

2. On se donne un vecteur x1 dans (Ro) N S1 et pour tout réel 8 € [-T,r] on 
note : 

ze = cos (0) xo + sin (0) x1. 

En utilisant les inégalités q (xo) < g(xo) montrer que : 

VOE[-r,T], 2cos(6)sin (8) (Axo | x1) < sin? (8) (q(xo) — q(x1)) 

et en déduire que (Axo | æ1) = 0. 

3. Déduire de ce qui précède que À se diagonalise dans une base orthonormée. 

Solution : 

1. L'application q étant continue en tant qu’application polynomiale, elle est donc 

bornée et atteint ses bornes sur la sphère unité S, qui est compacte dans R”. 

2. On a x9 € S! pour tout 0 € [—T,x], donc : 

g (æ&e) = cos? (8) q (xo) + 2 cos (8) sin (9) (Axo | z1) + sin” (8) q(x1) < q(xo), 

ce qui entraîne : 

2 cos (8) sin (8) (Axo | t1) < sin? (0) (g (to) — q(æ1)). 

On déduit alors que : 

VOE]0,r[, 2cos(8)(Axo | xi) < sin (8) (q (xo) — g(x1)), 

VO € ]-r,0[, 2cos (0) (Axo | x1) > sin (8) (q (xo) — q(æ1)). 

En faisant tendre @ vers 0 par valeurs positives et négatives, on déduit que 

(Azxo | t1) = 0, c’est-à-dire que x1 € Are 

3. On déduit de ce qui précède que pour tout x appartenant à {rom {0}, 
1 

appartient à { Axo}” (il suffit de prendre æ1 = Er c’est-à-dire que {to} € 

{ Aro}. Il en résulte que : 

R (Axo) = {Axo}*" C {xo} — = Ro 
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et en particulier il existe À € R tel que Azo = Àxo, ce qui signifie que xo est un 
vecteur propre de À. 

La matrice À étant symétrique, l’orthogonal de xo dans R” est stable par À et 

il suffit d’appliquer le raisonnement précédent à cet orthogonal pour conclure par 

récurrence. 

Exercice 3.8 : Soit À = (C1,...,Ch) € M, (C) où Cx désigne la colonne k de A. 
Montrer l'inégalité d’Hadamard : 

Idet (4)] < TT 1ICxll, 
k=l 

en notant ||-|| la norme hermitienne sur C" (on peut utiliser le procédé d’orthogo- 
nalisation de Gram-Schmidt). 

Solution : Si det (A) = 0, le résultat est alors évident. 
On suppose que det (4) £ 0. Dans ce cas le système {C1,...,Ch} est une base 

de C” et le procédé de Gram-Schmidt nous permet alors de construire une base 
orthogonale {ÆE1,...,E,} de C” telle que : 

k—1 
E=Ci; VkEf{2,...,n}, E=Cr+S Es. 

j=i 

Un déterminant étant inchangé si on ajoute à une colonne une combinaison linéaire 
des autres, en notant N — (E:,...,E,) € M, (C), on a det (A) = det (N). 

On note D = N*N et on a : 

Ex als do ini ete 

0 HE ue | | El | 

0 

0 Le (WOMEN 

de sorte que : 

Idet (4)F = Idet (N)F? = det (D) = JT IE? 
k=1 

On a donc : 

idet (4)] = JT I Exl. 
k=1 

Enfin, avec : 

| k—1 

IC = El} + SCA EP > IEP, 
j=1 
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on déduit que : 

jdet (4) < [T ICxl. 
kil 

Exercice 3.9 : Montrer qu’une matrice À d'ordre n > 0 à coefficients complexes est 

normale si et seulement si il existe un polynôme P à coefficients complexes tel que 
AP (A). 

Solution : Une matrice normale se diagonalise dans une base orthonormée, c’est- 

à-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que 

D = U*AU. En notant À, A2,..., À, les éléments diagonaux deux à deux distincts 

de D (ce sont les valeurs propres de À) avec 1 < p < n, et en désignant par P le 

polynôme d’interpolation de Lagrange défini par : 

PRÉC AI PUS) = A MIE ES DR 

On A" 

D* = P(D)=U*P(A)U 

et 

P(A) =UD*U* = (UDU*)* = A*. 

La réciproque est évidente. 

Exercice 3.10 : Soit À une matrice d'ordre n > 0 à coefficients complexes. 

1. Montrer que A est la matrice nulle si et seulement si Tr (AA*) — 0. 

2. Montrer que la matrice À est hermitienne si et seulement si AA* — 47 

Solution : 

1 SinA= ((a5)) 1<i,jen 0 à alors : 

Ed A) Er Re as; 
1<i,j<n 

(carré de la norme hermitienne de C®), et Tr(AA*) = 0 équivaut bien à À — 0. 

2. Soit A € M, (C) telle que AA* = A?. En posant B = À — A*,on a: 

BB* =A*A-— (4) 

et 

Tr(BB*) = (4*4) - Tr ((4*Ÿ) 

= Tr(44*) Tr ((4)) = Tr (aa - (AY), 
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avec : 

* 2 AA*= (AA "= (A?) (AD Ee 

On déduit donc que Tr(BB*) = 0 et B = O0, c’est-à-dire À = A*. La réciproque 
est évidente. 

Exercice 3.11 : Soit À € GL, (C). Montrer qu'il existe deux matrices unitaires 
U,V et une matrice diagonale D à coefficients réels strictement positifs telles que 
A = UDV* (décomposition singulière de la matrice A). 

Solution : La matrice A*A est hermitienne définie positive (en effet, pour x non 

nul on a (A*Ax | x) — Az > 0). Il existe donc une matrice unitaire V telle que 
VA) =EA, où 

AT 0 0 

0 À 
A = 

0 

0 DU 

avec À € R? pour tout à € {1,...,n} (la matrice À est inversible). En notant 
W = AV, on a alors W*W — D?, où : 

VA Ut 

0 VX 
DE 

0 

0. 2, TON 

et, avec U*U = DW*WD-! = D-1D?D-1 = I,, on déduit que la matrice 
U = WD=* est unitaire. 

Ce qui donne en définitive U* AV = D-IW*W = D-1D? = D, avec D diagonale 
à coefficients réels strictement positifs. 

Exercice 3.12: Soient À et B deux matrices hermitiennes positives dans M, (C). 
Montrer que : 

0 < (AB) < Tr(A)Tr(B) 

(on peut d’abord considérer le cas où la matrice À est diagonale). 
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Solution : Si {e:,...,e,} désigne la base canonique de C”, alors pour toute matrice 

A = (as) pa dans M, (C) on à a;; = (Ae; | e;) pour 1 < i,j < n. Dans le 

cas particulier où À est hermitienne positive on a alors a;; = (4e; | e;) > 0 pour 

SE 

Si À est diagonale hermitienne positive, alors : 

A O0 0 

0 À 
A ; 

0 

0 0x 

avec À; € R* pour tout 1. Et pour toute matrice B € M, (C) hermitienne positive, 

on à b;; > 0 pour tout à et | 

0 < Tr(AB) = < 5 x.) D n) = Tr(4)Tr(B). 

Dans le cas général, on sait que si À est hermitienne positive, alors toutes les valeurs 

propres de À sont réelles positives et il existe une matrice unitaire U telle que : 

À O0 0 

0 
EL DÉTOUR 

0 

0 OS 

avec À; € R° pour tout i. 

En remarquant que AB = UDU*B = U(DU*BU)U* est semblable à 

D(U*BU) = DC, on a Tr(AB) = Tr(DC). Mais D est diagonale hermitienne 
positive et C hermitienne positive unitairement semblable à B. Donc : 

Tr (AB) = Tr (DC) < Tr(D)Tr(C) = Tr(4)Tr(B). 

Exercice 3.13 : Montrer que l'application définie sur My (C) par : 

Ar |lAÏ, = VTr(4*4), 

est norme (norme de Schur) et qu'elle est sous-multiplicative, c’est-à-dire que 

AB, < ||Al, BI, pour toutes matrices À et B appartenant à M, (C). 
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Solution : Pour toute matrice À dans M, (C), on a : 

AI: = Tr (474) = SM, 
ij=l 

c’est-à-dire que {||-||, est la norme hermitienne de M, (C) identifié à C””. 
Pour toutes matrices À, B dans M, (C), on a : 

|ABI? = Tr(B* (A*AB)) = Tr((4* AB) B*) = Tr((4* 4) (BB*)) 

et, les matrices A*A et BB* étant hermitiennes positives, on n peut utiliser le résultat 

de l’exercice 3.12 pour écrire que : 

IABIS < T(4*A) Tr (BB*) = [AÏS IIB*1S = IAÏS IIBIÉ - 

Ce qui prouve que la norme de Schur est sous-multiplicative. 

Remarque 3.12 : On peut aussi montrer ce résultat directement en écrivant que : 

I|ABIS = »2 Sal < Ÿ (Etui) 
24 EI 291 

et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

|ABIÈ < De (Sur ) (Sr) = |AÏS BIS 
Fe 1,9=1 

Exercice 3.14 : Montrer que toute matrice à coefficients réels ou complexes est 
semblable à sa transposée (utiliser la décomposition de Jordan sur C). 

Solution : On se place tout d’abord dans le cas où À est un bloc de Jordan complexe 
de la forme : 

EE 0 

CRARS 0 

AA] 00 0 

1 

0 00 22 

L’endomorphisme u associé à la matrice À est alors défini dans la base canonique 
fe - end de C'par: 

u (e1) = Xe, | 

ue) = ej 1 Rein), 
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Dans la base {e,,...,e1} l'endomorphisme u a pour matrice ‘A. 
Si À est une matrice complexe quelconque, on sait qu’elle est semblable à une 

matrice de la forme : 

© S 

= =). © 

oO = re 

où les J; sont des blocs de Jordan du type précédent. Chacun de ces J4 étant 

semblable à sa transposée on en déduit facilement que À est semblable à sa 

transposée. 

Le résultat est encore valable pour les matrices réelles du fait que deux matrices . 

réelles qui sont semblables sur € le sont sur R (exercice 2.1). 
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4 L'espace vectoriel normé 
M (K) (K = R ou C) 

Dans ce chapitre, on note K le corps des réels ou des complexes. 

Pour tout entier n strictement positif on note M, (K) l’espace vectoriel des 
matrices à n lignes et n colonnes à coefficients dans K et GZL, (K) le groupe 

multiplicatif des éléments inversibles de M, (K). 
On note 1, la matrice identité d’ordre n. 

Une matrice À est identifiée à l’endomorphisme de K” qu’elle définit dans la 

base canonique. 

Pour tous i, j compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les coefficients 

sont nuls sauf celui d'indice (i, j) qui vaut 1. La famille {E; ; | 1 <i,j < n} est alors 
une base de M, (K). 

1. Norme matricielle induite par une norme vectorielle 

Dans ce paragraphe, on se donne une norme x + ||x|| sur K” et on note : 

B={reK"| al <1}, 
S={xek"|lx] =1}, 

la boule unité et la sphère unité de (K”, ||:||). 
On sait que sur un espace vectoriel normé une application linéaire est continue si 

et seulement si elle est bornée sur la sphère unité et qu’en dimension finie la sphère 

unité est compacte et tout endomorphisme est continu. On peut donc définir pour 

toute matrice À la quantité : 

AI] = sup || Az . 
zES 

Théorème 4.1 : Pour toute norme x + ||x|| sur K”, l’application : 

At [AI = sup || Ax]| 
xesS 

définit une norme sur My (K). 
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Démonstration : L'égalité || A|| = 0 équivaut à || Ax|| = O0 pour tout x dans $. En 

remarquant que pour tout x dans K” on a —x € S et en utilisant la linéarité de 
||] 

À, on déduit que À = 0. 

La vérification des autres propriétés d’une norme ne pose pas de problèmes 

particuliers. = 

Définition 4.1 : L'application : 

Ar ||A| = sup ||Az| 
zES 

est la norme matricielle induite par (ou subordonnée à) la norme vectorielle x 

el. 
L'espace vectoriel M, (K) étant de dimension finie, on sait que toutes les normes 

sur cet espace sont équivalentes, c’est-à-dire qu’on a une seule topologie sur cet 

espace compatible avec la structure d’espace vectoriel. 

Les deux exemples qui suivent nous permettent de calculer effectivement les 

normes matricielles induites par les normes vectorielles ||-|. et ||:||.. 

Lemme 4.1 : La norme matricielle induite par ||]. est définie par : 

VAEMPNRIT MIA Jnax 2 fasse 

Démonstration : Posons 

a = max a 
1<i<n fais - 

Si À — 0 alors à = 0 et le résultat est évident. On suppose donc À non nulle. 
Pour x dans S, (sphère unité de (K”,||:||,)), on a : 

n 

Az, — de dau) OZ 

I= 

Pour montrer que à < ||A|\, il suffit de trouver un vecteur x dans S, tel que 
nm 

Az] = à. Soit k compris entre 1 et n tel que a = 5° |a;|. On pose, pour tout 
Di 

3j compris entre 1 et n : 

Qkj : 
—T gi Griæ0) 

Tj = laxs| 
0 Si 4x; = 0. 

On a alors | Ax|,, — a. En effet, comme A est non nulle il existe un indice j 
compris entre 1 et n tel que az; # 0, donc |x||., = 1 et, en notant y = Ax, on a : 

n 

MREAEI Te ty] = Ÿ az; a 
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soit, avec pour à = k : 

nm nm 

bel = D axes] = D larsl = a. 
j=1 j=1 

On'a donc bien | Az|} = a et AS = à. mi 

Lemme 4.2 : La norme matricielle induite par ||:|, est définie par : 

mn 

VAE MA (K), [Al = ne . lassl. 
2 — 

Démonstration : Posons : 

rt Ur. : laisl- 

Pour x dans S; (sphère unité de (K”,||||,)), on a : 

Az; = . Se < 21e > (ail < > kr] = 
= 1081 

Pour montrer que 8 < ||A||,, il suffit de trouver un vecteur x dans 51 tel que 
nm 

| Ax|l, = 8. Soit k compris entre 1 et n tel que 6 = Y[ lax|. Pour x — ex (k-ième 
1 

vecteur de la base canonique de K”?) on a : 

nm nm nm 

Az = DC asxs| = D lai = 8 
i=1 |j=1 i=1 

On a donc bien | A||, = 8. “ & 

Remarque 4.1 : On a ||A|, = ||A*|,, où A* désigne la matrice adjointe de À. 

Lemme 4.3: Pour toute matrice P dans GL, (K) l'application : 

> lelle = IP al 
définit une norme sur K” et la norme matricielle induite par cette norme est définie 

par : 

VAE Ma(K), l|lAle = /|P "A4P|4 
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Démonstration : Il est facile de vérifier que ||} définit une norme sur K?. 
On peut aussi remarquer que P est la matrice de passage de la base canonique 

de K?, B = {e,e2,...,e,}, à une base B' = {el ,e,,...,e!,} et, en notant : 

Li x 

LEE EIRE 

Le re 

les coordonnées du vecteur x dans les bases respectives B et B’ ,Ona: 

Ille = PTXT, = IX - 

Pour toute matrice À dans M, (K), on a : 

PF sexo} tp xekr-ç PIX, ? 

soit, en posant X — PX' : 

lAÏ = IAA hp 4) — su ami — — x = PF vert) Ale . 
Le théorème suivant nous donne quelques propriétés des normes matricielles 
induites par une norme vectorielle. 

Théorème 4.2 : Soit À + ||A|| une norme sur M, (K) induite par une norme 
xt |tilsur Ke. Ona: 

A VA EM (RNIA| I AR EEE (4.1) 
xEB æeK?—{0} Ir |] 

VreK", VAEM(K), |A < [AI xl. (4.2) 

VAEM(K), VBEM,(K), |AB| <||A| 21. (43) 

Wall = 1 , 
Il existe x dans S tel que || A|| = || Ax||. 

AI] = inf {a € R* | Vx e K”, Az] < a ||x||}. (4.4) 

Démonstration : L'égalité (4.1) résulte de l'inclusion S C B et de la linéarité de A. 
L'inégalité (4.2) se déduit facilement de (4.1). 
De (4.2) on déduit que pour toutes matrices À, B dans M, (K) on a : 

VTEK”, |ABz| <|A|||Bx| < |A] 21 xl. 
D'où l'inégalité (4.3). 

Pour tout x dans S on a ||Z,x|| = ||x|| = 1. On déduit donc que ||7,|| =%1. 
Du fait qu’en dimension finie la sphère unité est compacte et qu’une fonction 

continue sur un compact admet une borne supérieure qui est atteinte on déduit 
qu’il existe x dans S tel que ||A| = || Ax||. 
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On note 

D={aeRt|VrekK”, |Ax| <alxl}. 

On a D Z (, car ||A| € D. Donc D admet une borne inférieure comme partie non 
vide et minorée de R* et inf (D) < ||A||. 

Soient a € D et x dans S tel que |A] = || Ax|. On a alors : 

A] = Az] < a xl = à, 

soit || A|| < &. On en déduit donc que ||A|| < inf (D) et ||A| = inf (D). de 

La propriété (4.3) se traduit en disant que toute norme matricielle induite par 

une norme vectorielle est sous-multiplicative. 

En fait, pour toute norme A ++ || A|| sur M, (K) il existe une constante réelle 
À > 0 telle que : 

V(A BR) E M, (K) x M, (K), |ABI < ANA BI 

(exercice 4.1). 
Il existe quand même des normes qui ne sont pas sous-multiplicatives (exer- 

cice 4.2). 
Une norme sous-multiplicative n’est pas nécessairement induite par une norme 

vectorielle. Par exemple la norme de Schur est sous-multiplicative (exercice 3.13) 
et n’est pas induite par une norme vectorielle du fait que pour tout entier n > 2 

on a [all, = VA #1. 

2. Le groupe topologique GL,(K) 

L'espace vectoriel M, (K) est muni d’une norme quelconque (elles sont toutes 

équivalentes). 

Lemme 4.4 : L'application det : M, (K) — K est continue. 

Démonstration : L'application déterminant est continue comme fonction polyno- 

miale des coefficients m;; d’une matrice M. = 

Théorème 4.3 : L'ensemble GL;(K) est un ouvert dense de M, (K). 

Démonstration : L'ensemble GL, (K) est un ouvert de M, (K) en tant qu’image 

réciproque de l’ouvert K* par l’application continue déterminant. 

La fonction polynomiale z -— det (A — z1,) a au plus n racines dans K. Il existe 

donc un entier ko tel que : 

1 
VE > ko, det (4 à Fi) 40 

1 : 
et A— lim 44, avec les A; = À — —], inversibles pour tout k > ko. # 

0 
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Ce théorème peut aussi se montrer en utilisant la caractérisation des matrices 
de rang r donné (exercice 4.3). 

Théorème 4.4 : L'application A —> AT est continue de GL, (K) dans GL, (K). 

Démonstration : L'application M + C'(M) qui associe à une matrice M sa 
comatrice C (M) est continue de M, (K) dans M, (K) car ses composantes sont 
des fonctions polynomiales des coefficients m;;. On en déduit alors que l’application 

1 
M M1 sn D (M) est continue de GL,, (K) dans GL, (K). 7 

Remarque 4.2 : La continuité de (U,V)-— UV et M + M! peut se traduire 
en disant que la topologie de GL, (K) est compatible avec sa structure de groupe. 
On dit aussi que GL, (K) est un groupe topologique. 

Théorème 4.5 : Le centre de M, (K) est formé des homothéties et celui de GLn (K) 
est formé des homothéties non nulles. 

Démonstration : Soit À — ((a5)), ci,jen dans le centre de M, (K), c’est-à-dire 

commutant avec toutes les matrices. On à AËE;; = E;;A pour tous i,j et, en 
désignant par {e; | 1 << n} la base canonique de K” : 

n n 

AP;e, — Ae; — ) AkiEk —= E;Ae, —= PE | ù ir) —= Qi jEi- 

kR=1 k—1 

Donc axi = 0 pour k€ {1,...,n} — {i} et a; = a;;. C'est-à-dire que À = ÀZ,. 
On peut aussi remarquer que si À est dans le centre de M, (K), alors À commute 

à tout projecteur p, sur la droite Kz. On en déduit alors que toutes les droites 
sont stables par À et À est une homothétie. 

Avec la densité de GL, (K) dans M, (K) et la continuité du produit matriciel, 
on déduit que toute matrice dans le centre de GZ, (K) est aussi dans le centre de 
My (K). C’est donc une homothétie et son rapport est non nulle puisqu'elle est 
inversible. ë 

Remarque 4.3 : Ces résultats sont en fait valables sur tout corps commutatif. 
Pour le cas de M, (K), la démonstration est identique. 

Soit À dans le centre de GL, (K). Pour tout B € M,(K), le polynôme 
det(B—AI,) a au plus n racines dans K et il existe un scalaire À € K tel 
que B — AT, soût inversible. On a alors A(B — X,) = (B — ,) À, c’est-à-dire 
AB — ÀA = BA — A et AB = BA. Donc À est dans le centre de My (K). 

% 

Corollaire 4.1 : Les groupes multiplicatifs GL, (R) et GL, (C) ne sont pas iso- 
morphes. 

126 



4. L'ESPACE VECTORIEL NORMÉ M, (K) (K = R ou C) 

Démonstration : Si © : GL,(R) —+ GL,(C) est un isomorphisme de groupes 
multiplicatifs, alors il induit un isomorphisme du centre de GL,, (R) sur celui de 
GLy (C) (dire que À est dans le centre de GZL,, (R) équivaut à dire que AM = MA 
pour tout M € GL, (R), ce qui équivaut à : 

VMEGLA(R), p(A)p(M)=çp(M)e(A), 

encore équivalent à : 

VM EGLh(C), w(A4)M = My(A) 

et donc équivalent au fait que y (A) est dans le centre de GL, (C)). On aurait alors 
un isomorphisme de groupes multiplicatifs de R* sur C*, ce qui est impossible (j est 

d'ordre 4 dans C* et il n’y a pas d’élément d’ordre 4 dans R*). & 

Corollaire 4.2: Il existe une base de M, (K) formée de matrices inversibles. 

Démonstration : V = Vect(GL, (K)) est un sous-espace vectoriel fermé de M, (K) 

(on est en dimension finie) qui contient GL, (K). Il contient donc son adhérence, 
c’est-à-dire M, (K). Donc V = M, (K) et du système générateur GL, (K) on peut 
extraire une base. æ 

Remarque 4.4 : Ce résultat est encore valable sur un corps commutatif infini. En 

effet, il existe une infinité de scalaires À € K tels que, pour tous 1, j dans Lorie 

E;j + An € GLn(K). Pour un tel À € K le système : 

BE EP; PA | LÉ 10) 

est une base de M, (K). En effet l’égalité : 

1% dij (E;; Se APE) = 0 

1<1,j<n 

entraîne a;; = 0 pour 1<ifj<n et 

nm n 

ii + ADRus E;; —\() 

i=1 j=1 

nm nm 

ae Ex), donc ai + À Y aj; = 0 pour touti € {1,...,n} et en sommant 
i=1 j=1 

nm n 

on a (1+nÀ) SD a;; = 0, ce qui donne Ÿ° a;; — 0, en choisissant À € K tel que 
j=1 j=1 

1+n) 240 et a;; = 0 pour tout 1. Le système {E;; + Ah | 1 <i,j <n} est donc 

libre et c’est une base car il est formé de n°? éléments. 

Corollaire 4.3 : Pour n > 1, ü n'existe pas de norme sur MA (K) telle que 

|P-TAP| = |A pour tout A dans M, (K) et tout P dans GL, (K). 
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Démonstration : Supposons que pour toutes matrices À dans M, (K) et P dans 
GLn (K) on ait | P-!AP| = |A]. En appliquant cette égalité à PA et P, on a 
AP] = ||PA|. Par densité de GL, (K) dans M, (K) et continuité du produit 
matriciel, on déduit que || AP|| = ||PA|| pour tous À, P dans M, (K). Mais ce 
dernier résultat est impossible pour n > 1. En effet E52Eu = 0 et E11E12 0. 

De la densité de GL, (K) dans M, (K), on peut déduire une généralisation 
à M, (K) du théorème de décomposition polaire des matrices inversibles (corol- 
laire 3.15). Pour ce faire on utilise le lemme suivant. 

Lemme 4.5 : L'ensemble U, (C) fresp. O, (R)/ des matrices complexes unitaires 
fresp. réelles orthogonales] est compact dans M, (C) /resp. M, (R)/. 

Démonstration : On munit l’espace vectoriel M, (K) de la norme matricielle Il-1L 
induite par la norme hermitienne ou euclidienne de K”. Du fait qu’une transfor- 
mation unitaire ou orthogonale conserve la norme hermitienne ou euclidienne de 
K” on déduit que pour toute matrice À unitaire ou orthogonale on à ALES 
On déduit donc que Z4, (C) [resp. ©, (R)] est borné dans (M, (K), 1). De plus 
cet ensemble est fermé comme image réciproque du fermé {7,} de M, (K) par 
l’application continue À + 4*A. En conclusion, 4, (C) [resp. ©, (R)] est compact 
dans (M, (K) , ||-||2) en tant que fermé borné (on est en dimension finie). # 

Corollaire 4.4 : Toute matrice A € M, (C) fresp. À € M, (R)/ peut s’écrire À — 
UH fresp. À = QS] où U fresp. Q] est une matrice unitaire [resp. orthogonale] et 
H Jresp. S] une matrice hermitienne [resp. symétrique] positive. 

Démonstration : Toute matrice À € M, (K) peut s’écrire À = L lim 4% où (A4z);en 
+00 

est une suite de matrices inversibles. Avec le théorème de décomposition polaire 
(corollaire 3.15), on peut écrire, pour tout entier k, A = U;H4 [resp. Az = Qz5;] 
où (Ux)gen lresp. (Qx)zen] est une suite de matrices unitaires [resp. orthogonales] 
et (Hk)zen lresp. (Sk)zenl une suite de matrices hermitiennes [resp. symétriques] 
définies positives. De la suite (U4),-\ (resp. (Qx)zen] dans le compact 4, (C) [resp. 
On (R)] on peut extraire une sous-suite (Tete [resp. (et) gent qui converge 
vers une matrice U € U, (C) [resp. A € ©, (R)]. De Hy = Us" Ar = U} Ag (resp. 
Die (A4 — #(Q;A;] et de la continuité du produit matriciel, on déduit que la 
suite (H(&))pen (resp. (Heu) al est convergente. La limite H [resp. S] de cette 
suite est une matrice hermitienne [resp. symétrique] positive et À = UH [resp. 
A=INST. æ 

Remarque 4.5 : Si À est de rang r < n, alors la décomposition ci-dessus n’est 
pas unique. En effet, on peut diagonaliser la matrice hermitienne (resp. symétrique] 
positive H fresp. S] dans une base orthonormée {ei |1<i<n} avec He; = Xe, 
fresp. Se; = Xe;] pour 1 < i < n où ); = 0 pour 1 <i<n-—r et À; > 0 sinon 
(si À n’est pas inversible alors il en est de même de H fresp. S] et O est valeur 
propre de H fresp. S]). Les Ue; resp. Qe;] sont alors uniquement déterminés pour 
n—r+l<i<n, mais pour 1<i<n—7r iny a pas unicité. 
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En désignant par HT (C) [resp. SŸT(R)] l’ensemble des matrices complexes 
[resp. réelles] d’ordre n hermitiennes [resp. symétriques] définies positives, le 
théorème de décomposition polaire des matrices inversibles peut s'exprimer comme 

suit. 

Théorème 4.6 : L'application (U,H) + UH fresp. (Q,S) —> AS] réalise un 
homéomorphisme de U, (C) x HT (C) fresp. On (R) X SŸT (R)/ sur GL, (C) /resp. 

. GL, (R)|. 

: Démonstration : On fait la démonstration dans le cas des matrices réelles inver- 

sibles, le cas complexe se traitant de manière analogue. 
On sait déjà que toute matrice À € GL, (R) s'écrit de manière unique À = QS 

avec ( € O, (R) et S € ST (R). On déduit que l'application 4 : (A,S)-— AS 
réalise une bijection de ©, (R) x S* (R) sur GL, (R). 

Cette application est continue car ses composantes sont des fonctions polyno- 

miales des coefficients w;; de {et s,, de S. Il reste à montrer que y"? est continue. 

Soit (4x)zen une suite de matrices dans GL, (R) qui converge vers À. On note 
@ (Ar) = (Q:,5x) pour tout & € N et 67! (À) = (A, S). De la suite (Qz),:N 
dans le compact ©, (R) on peut extraire une sous-suite ((,,4)) qui converge 

kEN 

vers une matrice ® € ©, (R). De Sx = ‘(x A4, on déduit que la suite (Sa) 

converge vers S’ — {(/A. La matrice S’ est symétrique positive comme limite d’une 

suite de matrices symétriques positives et elle est définie puisque inversible. 

On a alors la décomposition polaire À = Q/S'. Cette dernière décomposition 

étant unique, on a nécessairement (/ — (1. 

On a donc ainsi montré que la suite (Qz),eN à une unique valeur d’adhérence 

dans le compact ©, (R). Elle converge donc vers { et (Sksen = (OxAr)ren 

converge vers {QA = S. C'est-à-dire que la suite ((Qz, She Ste Ch) 

converge vers (Q,S) = w"!(A) et w7} est continue. a 

Théorème 4.7 : L'ensemble GL, (C) est connexe par arcs. 

Démonstration : Soient À  B dans GL, (C). Le polynôme 

P(2) = det((1-z2)A+2B) 

est de degré inférieur ou égal à n. Il a donc au plus n racines distinctes 21,...,2 

dans C. On note A —=C—-{2,...,2}. 

On a {0,1} C A car P(0) = det(A) £ 0 et P(1) = det(B) # 0. De plus 

parmi les droites D, — {2 Cp ER} cha {z — | +pel:pe R} avec 

0 < a,B < Tr, il en existe une infinité qui ne rencontrent pas {21:22} ebtelles 

que D, N Ag # 0 (Fig. 4.1, page suivante). 

En choisissant deux telles droites, le chemin formé de la juxtaposition des 

segments [0,7] et [7,1] permet alors de joindre continûment les points 0 et 1 dans 

(. On note w : [0,1] — ce chemin et on définit Ÿ : [0,1] — M, (C) par : 

Velo,1l, v(t=(1-yp(t))A+vw(t)B. 

Cette application est continue et P (D (t)) Z 0 pour tout t € [0,1] (d (t) est dans 

Q), c’est-à-dire que Ÿ est une fonction continue qui relie À et B dans GL, (C) 

(y (0) = A et # (1) = B). 
On a donc ainsi prouvé que GL,, (C) est connexe par arcs. = 
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Figure 4.1. 

Remarque 4.6 : On peut aussi montrer la connerité de GL, (C) en utilisant le 
théorème de trigonalisation des matrices complexes (exercice 4.8). 

Remarque 4.7 : L'ensemble GL, (R) n’est pas connexe (exercice 4.9). 

Des résultats sur la réduction des matrices unitaires complexes et orthogonales 
réelles on déduit les résultats de connexité suivants. 

Théorème 4.8 : Le sous-groupe U, (C) de GL, (C) formé des matrices unitaires est 
connexe par arcs. 

Démonstration : Une matrice unitaire à toutes ses valeurs propres de module 1 et 
se diagonalise dans une base orthonormée. Pour tout À € U, (C) il existe donc une 
matrice diagonale : 

eh GO et D 

0 e’02 

D = 

0 

On 0016 

et une matrice unitaire U € U, (C) telles que À = UDU*. En posant, pour tout 
te [0,1], y(t) = UD (#}U*, où : 

CU FOSC O0 

0 eit02 

D (t) = | as 

0 ss L'0t'ettén 
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on définit un chemin continu dans U, (C) qui relie Z, et A. Ce qui prouve la 
connexité par arcs de U, (C). æ 

Théorème 4.9 : Les composantes connexes du sous-groupe Oh (R) de GLh (R) formé 
des matrices orthogonales sont Of (R) et Oz (R). 

Démonstration : On sait que pour toute matrice orthogonale À, il existe une matrice 

Q dans ©, (R) et une matrice : 

dot PE 

Dr 

D t|M0Pe0ENr (0) Os Mie 

| 0 

0 «7 0 (CO FA 

cos (0) —sin(6x) 

sin(@x)  cos(6x) 

{x}, telles que À = AD!Q. Si de plus À € Of (R) alors q est nécessairement pair 
et la matrice D peut s’écrire : 

où pour tout k € {1,...,r}, R(6x) = | | avec 0; dans ]0, 2r[— 

DR ATO END 
p=l'b'enDeeop lt 

D MOTS 

avec : 

0  R(o) 0  R(6:) 
Di = ,D2 = , 

0 0 

0 LANRIONRR EE) 0 RUE AMD A FR 107) 

avec a; = 7 pour tout j. En posant, pour tout { € [0,1], 7 (4) = AD (t)° Q, où : 

Le. 0 0 
Do NO eDIO QU 

avec : 

D Vo | 
1 (4) : 2 (t) à 

0 0 R(ta) 0 0 R(t0,) 
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on définit un chemin continu dans Of (R) qui relie Z, et À. Ce qui suffit à prouver 
la connexité par arcs de Of (R). 

Pour toute matrice À € O7 (R) (par exemple À = Ne ke D l'application 

M += AM réalise un homéomorphisme de O{ (R) sur ©,, (R). On en déduit alors 
que ©}, (R) est connexe par arcs. 

On à O,(R) = Of(R) U ©, (R), avec Of (R) et O7 (R) fermés (images 
réciproques de 1 et —1 respectivement par l’application déterminant) connexes 

disjoints dans ©, (R). Ce sont donc les composantes connexes de ©, (R). = 

3. Propriétés topologiques de l’ensemble des matrices 
diagonalisables de A4, (C) 

rm m 

Définition 4.2 : Si P(X) = 5 az X* et Q(X) = D bX* sont deux polynômes 
k=0 k=0 

non nuls dans K[X] avec a, £ 0 et b, + 0, on appelle matrice de Sylvester de P 
et Q la matrice du système de vecteurs : 

{P, XP PAP MRPIO SO" NO) 

dans la base canonique de Kh}m_1[X]. On note S(P, Q) cette matrice, et son 
déterminant est appelé le résultant de P et Q et est noté res (P, Q). 

Lemme 4.6 : Soient P et Q deux polynômes non nuls dans C [X]. Ces polynômes 
ont une racine commune dans € si et seulement si il existe deux polynômes non 
nuls U et V tels que deg (U) < deg (Q), deg (V) < deg (P) et UP + VQ =0. 

Démonstration : Si À est une racine commune à P et Q, il existe alors deux 
polynômes non nuls P, et Qo tels que : 

P(X)=(X—-2)P(X), Q(X)=(X -NQ(X). 

En posant U = Qo, V = —P, on a UP + VQ = 0 avec deg (U) = deg (Q) —1 et 
deg (V) = deg (P) — 1. 

Réciproquement, supposons qu’il existe deux polynômes non nuls U et V tels que 
UP = —VQ avec deg (U) < deg (Q) et deg (V) < deg (P). Si P et Q sont premiers 
entre eux alors P divise V (théorème de Gauss), ce qui est impossible du fait que 
deg (V) < deg (P). P et Q ne sont donc pas premiers entre eux et nécessairement 
ils ont une racine commune dans C. = 

Théorème 4.10 : Deux polynômes non nuls P et Q ont une racine commune dans 
C si et seulement si res (P,Q) = 0. 
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Démonstration : En reprenant la démonstration du lemme précédent, on pose : 

m—1l n—1 

DD = DE ee LEA) ED sluE) 
k=0 k=0 

où n est le degré de P et m celui de Q. La condition UP + VQ = 0 avec U et V 

non nuls est équivalente à : 

mL m1 

S[uX*P(X)+ D uX Q(X) = 0, 
k=0 k=0 

avec les ux et vx non tous nuls, ce qui équivaut à dire que le système : 

{XEP(X) XI QAR) 0 LEE m1 0<Yÿ Sin 1} 

est lié dans Cyim_1[X], ce qui est encore équivalent à dire que le résultant de P 

et Q est nul. 

En conclusion, P et Q ont une racine commune dans € si et seulement si 

res (P,Q) = 0. Œ 

On désigne par D’, (C) l’ensemble des matrices M € M, (C) ayant n valeurs 

propres distinctes dans C et par D, (C) l’ensemble des matrices diagonalisables de 

Mn (C)- 

Théorème 4.11 : L'ensemble D, (C) est l’intérieur de Dh (C). 

Démonstration : Une matrice M € M, (C) est dans D’ (C) si et seulement si son 

polynôme caractéristique Py n’a que des racines simples dans C, ce qui équivaut 

à dire que w(M) = res(Pmu, Py) # 0. L'ensemble D, (C) est donc un ouvert de 

Mn (C) comme image réciproque de l’ouvert C* par l'application continue @ (g 

est une fonction polynomiale des coefficients de M). 

Une matrice ayant n valeurs propres distinctes est diagonalisable, on a donc les 

inclusions D/, (C) € D, (C) et D/ (C) € DA (C) puisque D, (C) est ouvert. 

Supposons qu’il existe À € D, (C) ayant une valeur propre À d'ordre supérieur 

ou égal à 2. On peut alors trouver une matrice inversible P telle que À = PDP" 

où : 

A DM Up 

CARO 7210 

0 

0 O0 D 

Pour tout entier k > 0, on pose : 

A pra0 0 

\ 1 0 À3 

Ap= k |, D;— 
À 0 

0 Om 
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Le polynôme minimal de D4 est un multiple de celui de Ay, c’est-à-dire de (X — À)” 
(si P(Dy) = 0, alors P (Az) = 0 et P est un multiple de ra, ). En conséquence, la 
matrice D; et la matrice A; = PDxP71 ne sont pas diagonalisables (une matrice 

est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal est scindé à racines 
Oo 

simples). Comme À — nie A}, on ne peut pas avoir À € D, (C). Donc toutes les 

matrices de D, (C) ont n valeurs propres distinctes et D, (C) € D’, (C). 

En définitive, D, (C) = D! (C). = 

Théorème 4.12 : Les ensembles D’, (C) et D, (C) sont denses dans M; (C). 

Démonstration : Toute matrice À € M, (C) est semblable à une matrice triangu- 
laire supérieure, c’est-à-dire qu'il existe une matrice P inversible et une matrice 

Li t12 se bre 

0 L92 . è 

Hriaugulaire 1 |." telles que À = PTP-!, On pose 
: Û ot dot 

0 0 tan 

alors : 

1 si Les — tj 

a — pour tous : £ j dans {1,...,n!, 

inf {| = L;l ; 1 < ta < n, Us £ Dh sinon, 

et on définit la suite de matrices (7%),,, par T4 = T + A, où : 

a 
E Dent) 

a DTrSe 
À y — 2k 

; me 0 

a 
CAN DRE 

nk 

Pour tout entier k > 0 la matrice T, a toutes ses valeurs propres distinctes (si 
a a 

ét e avec Et Aloe. 

GAL il a 
ES 5-5<È<a 

ce qui contredit la définition de a) et donc 74 € D’, (C) et elle est en particulier 
diagonalisable. On à alors, avec la continuité du produit matriciel, À = lim Az, 

, k— +00 

où pour tout # > 0 la matrice 47 = PT,P-! est dans D’, (C) et diagonalisable. 
D'où la densité de D,, (C) et D, (C) dans M, (C). Le 
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Remarque 4.8 : L'ensemble D, (R) des matrices diagonalisables de M, (R) n’est 

pas dense dans M, (R) (exercice 4.11). 
De manière plus précise on peut montrer que l’adhérence de D, (R) est l’ensemble 

Ta (R) des matrices trigonalisables de M, (R) (exercice 4.12). 

L'application qui associe à une matrice M € M, (K) son polynôme caractéris- 

tique est continue (les coefficients de ce polynôme sont des fonctions polynomiales 

des m;;). On peut alors se poser la question de savoir s’il en est de même pour 

l'application qui associe à une matrice son polynôme minimal. De la densité de 

D/, (C) dans M, (C) on déduit que la réponse est négative. 

Corollaire 4.5 : Pour n > 2, l'application qui associe à une matrice À € M, (C) 

son polynôme minimal n’est pas continue. 

Démonstration : Supposons que l’application À -—> r4, qui associe à une matrice 

A de My (C) son polynôme minimal, soit continue. Avec la densité de D, (C) 

dans M, (C), on peut écrire que 1, = Lime Ar où (Ar)gen est une suite de 

matrices à valeurs propres deux à deux distinctes. Avec la continuité de A+ m4, 

on aurait alors T7, — Jim rA,. Mais pour toute matrice M dans D, (C) on a 
00 

ru = (—-1)" Pm (polynôme caractéristique). On aurait alors, avec la continuité de 

At PA : 

N—=1)= —) in — Jim P4, = Pr, =(X-1)" ( )=m, = lim mA = lim Pa, = Pr =( 1, 

ce qui est impossible pour n > 1. 

Donc, pour n > 1, l'application A+ TA n’est pas continue. = 

4. Rayon spectral d’une matrice complexe 

Définition 4.3 : Soit À une matrice d’ordre n à coefficients complexes. Le rayon 

spectral de A est le réel : 

An AL 

Le rayon spectral p (A) est le rayon du plus petit disque centré en 0 du plan 

complexe contenant toutes les valeurs propres de la matrice À. 

Lemme 4.7 : Si A € M, (C) est une matrice normale alors : 

Al2 = 2 (A): 
Démonstration : Une matrice normale À € M, (C) se diagonalise dans une base 

orthonormée. Il existe donc des scalaires {A1,...,À,} et une base orthonormée 

de C" {e1,...,en} tels que Aex = Àxex pour tout k € {1,...,n}. Pour tout 
m 

OL Tirer CC jielque Iz|2 = x? = 1, on a alors : 
k=1 k=1 

Al = D Ir Al < (AP = (A) 

On peut donc conclure que |A, < p (A). 

Si & € {1,...,n} est tel que p(A) = [A4|, alors p(A) = ll = || Aez|, avec 

Ilexll = 1, Donc [Al = p(A): = 
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L'égalité |A], = p(A) est valable en particulier pour À complexe hermitienne 
ou unitaire et pour À réelle symétrique ou orthogonale. 

Théorème 4.13 : Pour toute matrice À € M, (C), on a : 

IA: = 4/114*Al = 1/2 (4*A). 

Démonstration : Pour tout x € C” tel que xl — 1, en utilisant l'inégalité de 
Cauchy-Schwarz, on a : 

Ax|2 = (x | A*Aæ) < [fæll, | A*Az|, 
< |] |A" A elle = 1A*A 

ce qui entraîne AIS < | A*AÏ, < |A |4*Î2 et Al < 14°}. En appliquant 
cette inégalité à 4*, on obtient || A*|, < ||A|,, ce qui donne : 

14°] = Al 
On déduit donc que : 

IA < 114*All, < Ill 14% = 1AI2, 

ce qui entraîne BTE — || A*A|,. La matrice A*A étant normale (elle est hermi- 
tienne), on a aussi | A*A|, = p(A*A). Donc : 

(A2 = 4/14 All, = 1/2 (4*A). = 
Définition 4.4 : Pour toute matrice À € M, (K), les racines carrées positives des 
valeurs propres de A*A sont appelées les valeurs singulières de A. 

Remarque 4.9 : On peut définir la norme matricielle subordonnée à la norme 
euclidienne ||-|, sur R? par : 

VAE M, (R), Allo R — Sup Il Ax|l2 r - 
Îlœ 2,R—1 

À priori cette norme pourrait être différente de celle induite par la norme eucli- 
dienne ||], < de C" que nous avons définie par : 

IAlb,o = sup ||Az| 20%) 
IE 2,C=1 

20 = ltlar + Iylèr pour tout z = x + iy e Cr. 
En fait, il n’en est rien. En effet, pour tout x € R” on a RES lelbere 

Al c " Al Re; donc Al R = All c- Et pour z = x + iy € C?, on a : 

où ||z| 

2 2 2 2 2 2 2 2 IA2l,c = 1x2 + 1lAylom < AIR (Ille ï lylzn) = JAÏ2r 122,0 » 

donc |A c < [Allo 
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Lemme 4.8 : Si pour tout réel Ô > 0, on note : 

AD Late 

0 6 
Ds = 

0 

a 0 oi 

alors pour toute matrice À = ((a;;)) dans My (K) on a : 
1<i,5<n 

. pau 

D; ADs = (6° een 

Démonstration : La multiplication à droite par D; a pour effet de multiplier la 

colonne numéro j par 6/1 et la multiplication à gauche par Da a pour effet de 

diviser la ligne numéro à par 6-1. Il en résulte que le coefficient d’indice (à, j) de 

D;'AD; est DO a; = 0 a. 5 

Lemme 4.9 : Soit À une matrice d'ordre n à coefficients complexes. Pour tout réel 

€ > 0 il existe une matrice d'ordre n à coefficients complexes et inversible PF. telle 

que la matrice T: = P-!AP. soit triangulaire supérieure avec : 

nm 

Te = (ete pH! 2 (ble: 

j=i 

Démonstration : On peut trouver une matrice inversible P à coefficients complexes 

telle que T = P-!AP soit triangulaire supérieure. Pour tout réel Ô > 0, on pose : 

TO ETE 0 

0:46 
IDE 

0 

0 00 

et on a alors : 

LU MO e  0 et, 

0. to 
DD) 

Dee 

0 .….. 0 bn 

La matrice T5 est semblable à la matrice À et, en notant T5 — (is en on à 

lim té = 0 pour 1 <i< j<n, et on peut donc choisir > 0 tel que : 
ô—0 

Ye CIN TT, SE fé] < €. 
j=i+1 
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Une autre façon de procéder est de considérer l’endomorphisme u de K” cano- 

niquement associé à la matrice À et une base {e,...,e,} dans laquelle la matrice 
T' de u est triangulaire supérieure. Pour tout réel 8 > 0, on note B5 = {ei,...,e!,} 
la base de K? définie par €; = 077 le; et on a : 

1 j 

Vi EL ni u (e;) 0 Je Non 

G=il Ci 

Pour à > 0 assez petit la matrice de u dans B5 a alors la forme souhaitée. æ 

Théorème 4.14 : Soit À une matrice d'ordre n à coefficients complexes. 

1. Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a : 

p (4) £ |A, 
l’inégalité pouvant être stricte. 

2. Pour tout € > 0, il existe une norme matricielle induite par une norme 
vectorielle telle que : 

AI < p (A) + €. 
3. p(A) = inf}.Jenw ||A|, où W désigne l’ensemble de toutes les normes matricielles 
induites par une norme vectorielle. 

Démonstration : 

1. Soit À une valeur propre de À qui vérifie p(A) = |À| et x un vecteur propre 
associé dans C” de norme 1. On a alors : 

Az] = Az] = JAI < |A, 
d’où p (4)  |fA|| 

En prenant À — ; à on a p(A) =0et |A] > 0. 0 0 

2. En utilisant le lemme 4.9, pour tout réel € > 0 on peut trouver une matrice 
inversible P: telle que Te — P-FAP. soit triangulaire supérieure avec : 

nm 

1 — (222, ue ne ll QE: 

\ | j=i+1 

On associe alors à la matrice P. la norme matricielle : 

Mr |M|? = | PMP, 
(lemme 4.3) et on a : 

Ale = IPS" APe, = Telle 
nm 

= max À fun, féil+ Ù lé; 1<i<n-—1 
j=i+1 

Ste PUINnAX lé, 
1<i<n 

soit ||A||> < p (A) + € puisque les t;; sont les valeurs propres de À. 

3. Résulte de ce qui précède. = 
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Remarque 4.10 : De l’équivalence des normes sur Mn (C) on déduit que pour 

toute norme sur M, (C), il existe une constante a > 0 telle que p(A) < a|A| 
pour tout À € M, (C). Mais on peut avoir p(A) > ||A|. Par exemple, pour n = 2 
avec la norme : 

At |A =  . la; | 
mr? - 

. cos (4) —sin (6) 
et la matrice À — , On Œ 

sin(8)  cos(6) 

A] = max {[cos (9)| , [sin (8)|} < 1 = p (A), 

s0€E Jo. : U 

Théorème 4.15 : L'application p, qui associe à toute matrice de M, (C) son rayon 

spectral, est continue. 

Démonstration : On munit M, (C) d’une norme matricielle induite par une norme 

vectorielle. 
Si (Tk)zen est une suite de matrices triangulaires supérieures qui converge vers 

une matrice T', alors T est également triangulaire supérieure et il est facile de 

vérifier que la suite (p(T4)), en converge vers p (T°). 

Soit (4x)zen une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans M, (C). 

On veut montrer que la suite (p (Ak)), EN CONverge Vers p(A) dans R. Pour ce 

faire on va montrer que cette suite est bornée et admet p (A) pour unique valeur 

d’adhérence. 

Avec les inégalités p (Az) < || 4x|| et la convergence de la suite (4x),eN on déduit 

que la suite (p MERE est bornée dans R. 

Soit (o (4w)). une sous-suite convergente de (p AD) Dans M, (C) 

on sait que toute matrice se trigonalise dans une base orthonormée (théorème de 

Schur), il existe donc, pour tout entier naturel 4, une matrice unitaire U, telle 

que la matrice Ty, = UX AKUE soit triangulaire supérieure. Dans le compact U, (C) 

on peut extraire de (Uou)y en Une sous-suite (Uo())y EN qui converge vers une 

matrice unitaire U. La suite (Totx)) ken Converse alors vers la matrice T = U*AU 

qui est triangulaire supérieure. On a alors : 

= = ll ie —. lin A — im A ; p(A)=p(T)= imp (To(x) P (Act) p (4,0) k—+00 k—+00 

On a donc ainsi montré que la suite bornée (p(Ax)), en admet p (A) pour unique 

valeur d’adhérence. Cette suite converge donc vers p (A). me 

Lemme 4.10 : Soient 61,...,0, des réels deux à deux distincts dans [0,27|{ et 
P 

£ 2 + . = :kO . . = 

a1,..., a» des réels. On définit la suite (ux)xen Par ux = L ajeïk6s, Si Lim uk — 

0, alors tous les a; (1 < j < p) sont nuls. 
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p +00 
Démonstration : Pour z € C on a [uxz*| < (£ 2) 21° et du fait que 5° |2[* < 

j=1 k=0 
+00 

+00 pour |z| < 1 on déduit que l’on peut poser f (z) = 5 uxz* pour |z| < 1. On 
k=0 

a alors : 

+ 

28 
P > Sn Ge) ES das D, 

JE nl 0 a Il 

Ce qui donne, pour tout j € {1,...,p}: 

P 

= (1-28) fl) (1-26) D (la < 2). 
TJ 

—10; En prenant z — pe ‘3, avec 0 < p < 1, on obtient en faisant tendre p vers 1 : 

a = lim (ip) f (pe), 

puisque les 4. sont deux à deux distincts dans [0,2+{. 
Comme , im ux = 0, pour tout € > 0 on peut trouver un entier ko tel que 

— +00 

lux| < € pour tout & > ko. Ce qui donne, pour |z| < 1 : 

ko +00 elz . DE Tue À 1e D + SE 
k=0 k=ko+1 

ko 
€ 

k=0 

igaveci0 sp < 1: 

bi ko 

— p)|f (pe *%)] < (1-0) 5 wi) Here 
k=0 

Et pour z = pe 

pour p voisin de 1. On a donc lim (1 — p) f (per) — 0 et a; = 0 pour tout p—+ 

Jedi W 

Théorème 4.16 : Soit A dans M, (C), les conditions suivantes sont équivalentes : 

(t) lim Ar =0. 
k—+00 

(ii) Pour toute valeur initiale xo, la suite (xx) ken définie par tk+1 = Axy, pour 
ki 0; A vers le vecteur nul. 

(iii) p(A) < 
(iv) I ns au moins une norme matricielle induite telle que || A|| < 1. 
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(v) La matrice I, — À est inversible et la série de terme général AF est conver- 

gente de somme (I, — À. 

(vi) La matrice I, — À est inversible et la série de terme général Tr (A*) est 

convergente de somme Tr fée — A)°). 

(vii) im Tr (A) = 0. 

Démonstration : 

(i) = (üi) Résulte de : 

æxll = || Afxo|| < |A“ 1] livoll 
(ii) = (ii) Supposons qu'il existe une valeur propre À de À telle que |A] > 1. Si x 

est un vecteur propre non nul associé à À, en écrivant que zx = AFxo = Xxo, 

on voit que la suite (xz),-N ne converge pas vers 0. 
(ii) = (iv) Soit € > 0 tel que p(A) +e < 1. Il suffit de prendre une norme 

matricielle induite telle que | A|| < p (A) + € (théorème 4.14). 
(iv) = (i) En prenant une norme matricielle induite qui vérifie ||A|| < 1 et en 

écrivant que 14] < ||A||, on déduit que lim A0 
k—+00 

On a donc montré que les assertions (i) à (iv) sont équivalentes. 
(ii) = (v) Si p(A) < 1 alors 1 n’est pas pi propre de À et I, — À est inversible. 

En notant, pour tout entier p, S. = A, 

(LA) S = Len AtES 

avec lim (In — AP+1) — ],. En utilisant la continuité du produit matriciel, 
Pp—+00 

on déduit alors que : 

lim S,= lim (ln — Are) pe) 
p—+00 p— 

+00 Eh 
c’est-à-dire que >) A =(1, — A) . 

k=0 
+00 

(v) = (vi) La convergence de la série 37 Af entraîne lim AF = 0 et en consé- 
n k=0 k— +00 

quence p (A) < 1. En notant {A,..., À, } les valeurs propres de À, on à pour 

tout entier p : 

n p+l TN, 

Ur 
k=—0 k=0 j=1 j=1k—0 j=1 J 

avec |X;| < 1 pour tout j. On déduit alors que la série de terme général Tr (A°) 

est convergente avec : 
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1 
En considérant que les To. pour 1 < j < n, sont toutes les valeurs propres 

m5 

de (1, — A on déduit que : 

Sn ne 4e . 
k=—0 

(vi) = (vi) Résulte immédiatement du fait que le terme général d’une série 
convergente tend vers 0. | 

(vü) = (ii) Supposons que p (A) > 1. On note {A1,..., À, } les valeurs propres 
de À avec : 

Ml=...={1Al=2(4)> IX) G >) 

(dans le cas où p < n). 
On à alors : 

» Ée JE CA) j=1 j=1 JP 

1 = Na ca A) à free ( ) ob 
(o (4))° + 2 p(A)} k-+o0 

| À À En notant {e*”1,...,e%: | l’ensemble des valeurs prises par a ie | PA" A) 
avec les réels 0; deux à deux distincts dans [0,2x|, on a : 

j ik0; = die DD: 
j=1 p (A) = k—+00 

les coefficients a; étant des entiers strictement positifs, ce qui est impossible 
d’après le lemme 4.10. On a donc p(A) < 1. & 

Corollaire 4.6 : Quelle que soit la norme choisie sur M, (C) on a : 

x st 
=; ( k }) s 

PES RENE 
Démonstration : On travaille tout d’abord avec une norme matricielle induite par 
une norme vectorielle. 

i À = ——— Soit € > 0 et PA) A 

_ _P(A) : k\ — en pe COR (AË) = 0 et 

KeN|Vk=R |A] =: 

On a alors : 

VRiE KA At STARS) 
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1 
k 

Puis, avec p (A) — C (4f)) < LAËI*, on déduit que : 

VE>R, p(A)< [AFF <p(4+e, 
c’est-à-dire le résultat. 

Pour toute norme sur M, (C), il existe deux constantes a > 0 et 5 > 0 telles 

que |A], < ||AÏ < B||A|, pour toute À € M, (C) (toutes les normes sont 
équivalentes sur un espace vectoriel de dimension finie). On a alors : 

vk>0, af LA*fé < [A#|Ÿ < 8 [JAf]* Ir: 

avec  lim-ar = — Jim B* =1et Lim … (AHIË) = = p (A). Donc : 
k—+00 

na (A) Ath s 
Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant la décomposition D + N de Dunford- 

Schwarz (exercice 4.22). 

5. Le théorème de Perron-Frobenius 

Le théorème de Perron-Frobenius nous donne une condition suffisante sur les 

coefficients d’une matrice réelle pour que sa valeur propre dominante soit unique. 

Dans ce cas on dispose d’un algorithme de calcul de cette valeur propre dominante : 

la méthode de la puissance itérée (paragraphe 2, page 237). 

La démonstration de ce théorème utilise les lemmes qui suivent. 

Lemme 4.11: Siz1,...,2n sont des nombres complexes tels que : 

AR (4.5) 
A 

alors il existe un réel 0 € |, x] tel que : 

Veil An elle 

Démonstration : Chaque zx (1 < k < n) peut s’écrire 4 = pre*?r avec px = |z| > 0 

et 04 E]-7,"]. 
On a alors : 

nm 

er D zx [7 + 2 \Z PjPk COS (4; — 04), 

k=1 1<j<k<n 

mr TT 2 

Sa ) = Ë tu ln A 
1=1 4=1 1<j<k<n 
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et la relation (4.5) est équivalente à : 

> pp (1 — cos (8; — 0)) = 0. 
1<j<k<n 

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls, on en déduit que p;px = 0 

ou cos (0; — 04) = 1 pour 1 < j £ k < n. Pour j # k tels que p; et px soient non 
nuls, on à alors cos (0; — 04) = 1 avec —7 < 8; —64 < 7, ce qui équivaut à 4; = 64. 

En notant 0 cette valeur commune on peut prendre 0; = @ pour les indices 4 tels 

que px = 0 et on a alors zx = pre = |z,|e*° pour tout entier # compris entre 1 

et n. = 

Lemme 4.12 : Si À est une matrice d’ordre n > 2 à coefficients réels strictement 

positifs alors p(A) est non nul. 

Démonstration : Si p(A) = 0 alors toutes les valeurs propres de A sont nulles et 

son polynôme caractéristique est donné par P4 (X) = (—1)" X”. Avec le théorème 
de Cayley-Hamilton on déduit alors que A" = 0, ce qui est contradictoire avec le 

fait que tous les coefficients de À sont strictement positifs. On a donc p(A) > O0. 

Théorème 4.17 (Perron-Frobenius) : Si À est une matrice d'ordre n > 2 à 
coefficients réels strictement positifs alors p(A) est l’unique valeur propre de A 
de module maximal et l’espace propre associé est une droite vectorielle engendrée 
par un vecteur à composantes réelles strictement positives. 

Démonstration : On montre tout d’abord que si y € C"— {0} est un vecteur propre 
associé à une valeur propre À € C telle que p (A) = |A], alors toutes les composantes 
de y sont non nulles et le vecteur x € R° de composantes x; — |y;| (1<3<n)et 
aussi un vecteur propre associé à À. 

Soit donc y € ker (A — ÀJ,). On a : 

nm 

Da =dw (1<i<n) 
j=1 

et 

2 n 

All < D all (A<i<n) 
j=i 

(les coefficients a;; sont tous strictement positifs). Supposons que : 

nm 

jæl 

On peut alors trouver un réel € > 0 tel que : 

Vie{l,...,n}, (M+e)lul < da lyl. 
il 
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Si x est le vecteur de composantes x; = ||, on a alors, en notant (Ax), la 
composante numéro À du vecteur Az : 

Ve ne (ler. (AT). 

Par récurrence sur k > 1, on déduit alors que : 

Vie{l,...,n}, (IN+6/"x < (AËr),, 

en notant (Afz). la composante numéro à du vecteur AËx. 

En effet, le résultat est vrai pour k — 1 et, en le supposant vrai pour k > 1, 

on à : 

(AFE>) = Dan ( (A x), = (be) der 
j=1 

soit : 

(AT), > (+9 (47), > (A+ æi. 

On déduit alors que : 

VE 1, (DFE) SU < N (4x), 
i=1 i=1 

ce qui s'écrit aussi : 

Ve>1, (M+9" lea <fAËell, < [4Ë], le: 
Le vecteur x étant non nul, on aboutit àT: 

Vk>1, (|A+e) < ||4*|,, 

ou encore : 

vk>1, (A+ < [4], 

ce qui contredit im PUR #5 (A) = |: 

On a donc FF qu’il existe un indice à € {1,2,...,n} tel que : 

nm 

Da; = Az, 
Ti 

ce qui peut encore s’écrire : 

n nm 

Dyil = D agi] = D ais lyil. 
j=1 J=1 
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Avec le lemme 4.11, on déduit alors que x est proportionnel à y, c’est-à-dire qu’on 

peut trouver un vecteur propre æ associé à la valeur propre À de composantes 

positives. 

nm 

Si l’une des composantes x; du vecteur x est nulle, avec Ÿ a;;x; = At; = 0, 
jai 

aij > Oet x; > 0 pour tout j, on déduit alors que x = 0, ce qui est faux. On a 

donc x; > 0 pour tout i € {1,2,...,n}. 
n ë 

Ensuite avec ÿ° dijtj — Àt;, les coefficients a;; et x; étant tous strictement 
j=1 

positifs, on déduit que À est un réel strictement positif. 

On montre ensuite que l’espace propre ÆE\ associé à la valeur propre À est une 
droite vectorielle. 

Si x,y sont deux éléments non nuls de E) alors toutes leurs composantes sont 

non nulles et il existe à € C — {0} tel que x1 — ay = 0. D’après ce qui précède, 

on a nécessairement x — ay = 0. En effet, x — ay est un vecteur propre associé à À 

et s’il est non nul toutes ses composantes sont non nulles. On en déduit donc que 
E, est de dimension 1. 

On montre enfin que À = p (A) est valeur propre simple de À. 

Si À est valeur propre de À de multiplicité supérieure ou égale à 2, en tenant 
compte de dim(Æ1) — 1 et en réduisant la matrice À à la forme triangulaire 

supérieure, on déduit que pour tout x € (R:)" N Ex on peut trouver y € C” 
non colinéaire à x tel que Ay = x + Ày. Comme À, À et x sont réels, on a aussi 

13 5 Aÿ = z+Aÿet A = x + ÿ avec y + ÿ € R”. On peut donc trouver 

un vecteur z € R” k que Az = x À2. Pour à > 0 assez grand, on aura alors 
nm 

se u=z+axe€ (Ri) et Au = x + Au. Les composantes des vecteurs considérés 
étant toutes positives, on a : 

Au}, = ||} + A lull . 

Pour € > 0 tel que [x], > efu|;, on a alors : 

Au, > (A+ €) [lull, . 

Par récurrence, on en déduit que : 

VK2>1, (A+e)* ul, < || Aful, < |[AË|, ul, . 

L 
Le vecteur u étant non nul, on déduit quel Af|* > (À+e), ce qui est en 

1 

tradicti imalArllse = contradiction avec Lim |A] = 9 (4) = JAI 

On à donc ainsi montré que À est valeur propre simple de À. & 
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6. Conditionnement d’une matrice 

Quand on étudie un système linéaire de n équations à n inconnues à coefficients 

réels ou complexes, on peut se poser la question suivante : si x € K” est solution du 

système Az = b, comment sera modifiée cette solution si les coefficients du second 

membre ou de la matrice sont modifiés ? 

Considérons par exemple le système Ax — b, avec : 

OT ER RRET 32 

ROME CO ED 23 

n SEC IDE ie Se 

RO O0 31 

1 

de solution x = 1 . Si on modifie le second membre en : 

d 

321 

22,9 
b + 6b — 331 |” 

30,9 

c’est-à-dire que b est donné avec une erreur relative de 0,3%, alors la solution 

devient : 

9,2 
"106 

4,5 
11 

x + Ôx — 

On a donc une erreur relative sur x de l’ordre de 1 000 %. 

De même si on perturbe la matrice en prenant : 

10 7 8 14107 9 
7,08 5,04 6 5 
8 5,98 9,81 9 
6,99 4,99 9 9,98 

A +0A = 

et, en gardant le second membre initial, la solution devient : 

28.1 
137 
4 
22 

TÔT 

Le théorème et la définition qui suivent permettent d'étudier plus en détail cette 

question. 
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Théorème 4.18 : Soient x  ||x|| une norme sur K!, A+ ||A|| la norme matricielle 
induite, À une matrice dans GL, (K) et x dans K” solution du système Ar = b. 

Si x + 0x est la solution du système perturbé Ay = b + 6b, on a alors : 

ee 1 or < |A] | AT (4.6) 

Si x + x est la solution du système perturbé (A + 0 A) y = b, on a alors : 

8x] 1 NAÏ ——— < LA 215 (4.7) 

Démonstration : Supposons que À (x + ôx) = b+06b et Ax = b. On en déduit alors 

que 8x = A7'6b et |6x|| < || A1] |[6b||. De même b = Ax donne |b|| < |[A|| ||. 
L’inégalité (4.6) s’en déduit alors immédiatement. 

Supposons que (À + 6 A) (x + ôx) — b et Ax = b. On en déduit alors que 6x = 

— A" 6A (x + 6x) et |ôx|| < || A71|| |6A]| ||x + 6x||. D'où l'inégalité (4.7). = 

Ce qui nous amène à poser la définition suivante. 

Définition 4.5 : Soit À + ||A| une norme matricielle induite par une norme 
vectorielle x + ||x|. Si À est une matrice réelle ou complexe inversible, alors 
le conditionnement de A relativement à cette norme est la quantité : 

l 

een asge 
Remarque 4.11 : Le conditionnement n’est défini que pour une matrice inversible 
et dépend du choix d’une norme matricielle. 

On notera cond,., cond; et cond: les conditionnements associés respectivement 
aux trois normes classiques de K”. 

Le mauvais conditionnement d’une matrice n’est pas lié à un déterminant voisin 
de 0. Dans le cas de l'exemple précédent, la matrice est symétrique définie positive 
de déterminant égal à 1. 

Les valeurs propres de la matrice À sont 0,01, 0,84, 3,86 et 30,3. Le condition- 
nement, relativement à la norme euclidienne, est alors : 

01 
cond: (À) © D 83% 10 *. 

Le théorème suivant résume quelques propriétés du conditionnement. 

Théorème 4.19 : Soit À + ||A|| une norme matricielle induite par une norme 
vectorielle x ++ |Ixl|. Pour toute matrice inversible A à coefficients réels ou 
complexes, on a : 

cond (À) € ]0,1]. 

cond (A) = cond (47°). 

Va e K*, cond(æA) = cond (A). 
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Démonstration : En écrivant que AA || = 1, on déduit que 1 < |A] 1471]. 
C'est-à-dire que le conditionnement est un réel non nul compris entre 0 et 1. Les 

autres propriétés sont des conséquences immédiates de la définition. Fi 

Remarque 4.12 : Un système sera bien conditionné si cond (A) est voisin de 1 
et mal conditionné si ce conditionnement est proche de 0. 

Dans le cas de la norme hermitienne, le conditionnement d’une matrice peut se 

calculer en fonction de ses valeurs singulières (les valeurs propres de A*A). 

Théorème 4.20 : Soit À une matrice inversible à coefficients réels ou complexes. 

On a alors : 

condo (A) = 4 ass 
Hmax 

OÙ fimin /TESP. Himax | est la plus petite resp. plus grande] valeur propre de A*A. 

Pour À normale, cn a : 

nl 
2 (4) -max |À;l|° 

1<i<n 

où les À; sont les valeurs propres de A. 

Démonstration : On a ŒTE = p(A A) =. .et; 

12 SNS el 1 JATAË = 0 (47° 47) = (449) = 

Ce qui donne : 

1 pes Hmin 

Date ee PE 
Si À est normale alors A7! est aussi normale et | A|, = p(A), 

ne : : s : : | 

la, = (47) 2 
1<i<n 

Ce qui donne : 

min |À;| 
d> (À) 1 1<i<n : 

cond2 en ee ns FAT TA Te — ex 1 
Remarque 4.13 : Si la matrice À est unitaire complexe ou orthogonale réelle, 

alors || A], = 1471], — 1 et cond2 (A) = 1. 
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1. Quotient de Rayleigh-Ritz et hausdorffien 

Un outil intéressant pour l’étude des matrices hermitiennes est le quotient de 

Rayleigh-Ritz. Il nous permettra d’étudier le problème du conditionnement des 

valeurs propres dans le cas des matrices hermitiennes. 

Dans ce paragraphe, C7 est muni de sa structure hermitienne canonique et on 

note Si la sphère unité de (C7, ||:||,). 

Définition 4.6 : Soit À une matrice complexe. On appelle quotient de Rayleigh-Ritz 

associé à cette matrice l’application : 

(Az|z). Ra:xzEeCT— {0} RA(z) — Iz|2 

Définition 4.7 : Soit À une matrice complexe. On appelle hausdorffien de À la partie 

de € définie par : 

H(A) = R4 (C7 — {0}). 
Par linéarité, on vérifie facilement que le hausdorffien d’une matrice À est aussi 
défini par : 

Le résultat qui suit nous donne une définition variationnelle des valeurs propres 

d’une matrice hermitienne. 

Théorème 4.21 (Rayleigh-Ritz) : Soit À une matrice hermitienne de valeurs 
propres (réelles) : 

AE ALES ERA 

et {e1,€2,...,en} une base orthonormée de vecteurs propres associés avec, pour 
tout entier k compris entre 1 et n, Aex = reg. On a : 

}pæ ip {Ra(a) RENE RARES {0}} (i<k<n-—1), 

GR = sup{ RA (x) |x € Cr — {0}}- 

Ne inf{ Ra (x) |x e C? — {0}}, 

Nr inf { Ra(x) |æ € Vect{e:,.…. ER _ {0}} SES n): 

Démonstration : Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a : 

RA(er) Aer eh À 

On note V, = C” et pour k compris entre 1 et n — 1 : 

Ve = Vect {estime es L 
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Soit À un entier compris entre 1 et n. Tout vecteur x dans V4 s'écrit : 

k 

TX — ) T;je;; 

7 

et si ce vecteur est non nul on a : 

k 

Y À; D T° 

RA(E) = = — < h— = y. 
D > 
j=1 j=1 

Avec RA (ex) = Àx, on déduit que : 

Àk = sup{RA(x) | x € V4 — {0}}. 

Les identités avec les bornes inférieures se montrent de manière analogue. # 

Corollaire 4.7 : Si À est une matrice hermitienne de valeurs propres : 

A ANS En 

alors : 

H (A) = [A Xl: 

Démonstration : Du théorème de Rayleigh-Ritz, on déduit que H (A) C [A, |. 

En écrivant tout À € [A1, À,] sous la forme À = (1 —t) À +tX, et en posant 

x = V1—te; + Vte, (notations du théorème 4.21), on a ||x|, = 1 et Ra(x) = À. 
On a donc [A1, An] C H (À). 

Une autre façon de voir les choses est de dire que la sphère unité de C” étant 

compacte et connexe et son image par la fonction continue R4 étant compacte 

et connexe dans R, c’est donc un intervalle fermé borné. Les valeurs propres À: 

et À, étant les bornes inférieure et supérieure de cette image, il en résulte que 

H(A)= [A1, a]. æ 

Ce corollaire s’interprète en disant que si À est une matrice hermitienne, pour 

tout vecteur non nul x dans C” il existe au moins une valeur propre de À inférieure 

ou égale à RA(x) et au moins une valeur propre supérieure ou égale à RA(x). 
Dans le cas d’une matrice hermitienne on a vu que le hausdorffien est compact 

convexe et contient le spectre de À. En fait ce résultat est général. 

Lemme 4.13 : Pour toute matrice complexe À et tout scalaire æ, on a : 

H(aA)=aH(A), H(A+alh) = H(A)+{a}. 

Démonstration : Il suffit de le vérifier. Es 

Théorème 4.22 : Pour toute matrice complexe À, le hausdorffien H (A) est une 

partie compacte et connexe de € qui contient le spectre de A. 
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Démonstration : Le hausdorfñen # (A) est compact comme image de la sphère 
unité S1 (compacte dans C?) par l’application continue RA. 

Pour toute valeur propre À de À, on peut trouver un vecteur propre associé 

unitaire x et on a : 

ÀA=\AT|T) HAT) Er TEA 

On a donc sp (A) C H (A). 
Montrer que # (A) est convexe revient à montrer que pour tous x, y dans S: le 

segment [RA(x), RA (y)] est contenu dans # (A). 
Si RA(x) = RA (y) ce segment est réduit au point RA(x) qui est bien dans # (A). 
On suppose donc que RA(x) # R4 (y). Dans ces conditions le système {x, y} est 

libre (en effet y = Àx entraîne [A] = 1 et Ra (y) = [A] Ra(x) = Ra (x)) et pour 
tout réel t compris entre 0 et 1, le vecteur z(t) = tx + (1 —t)y est non nul. On 
peut alors poser : ; 

p(t) = RA(Z (t)) 
et on définit ainsi une fonction continue de {0, 1] dans € à valeurs dans # (A). 

On suppose dans un premier temps que RA(x) = 1 et Ra (y) = 0. 
La matrice À peut s’écrire À = H; + iH) avec H1 et H> hermitiennes (prendre 

1 l H, = : (A — A*) et Ho — 2 (A — A*)) et pour tout z dans C” on a : 

(Az | z) = (Hiz | z) +i(Hoz | 2) 

avec (Hz | z) et (H2z | z) réels. 
Du fait que Ra(x) et R4 (y) sont réels on déduit alors que (Hox | x) et (Hoy | y) 

sont nuls et pour tout réel { compris entre 0 et 1 on a : 

(Hoz (6) | 2(4)) = 2R (Hz | y)t (1 —t). 
Quitte à remplacer x par Àx avec || = 1 (ce qui ne change pas RaA(x)), on peut 
supposer que (H2x | y) est imaginaire pur de sorte que : 

VÉER, (Hoz(t)|z(t)) =0 
et 

VER, (Az(t)|z2(t)) = (Hiz(t)|z(t)) ER. 

La fonction w est donc à valeurs réelles, continue sur [0,1] avec @ (0) = 0 et 
g(1) = 1. Le théorème des valeurs intermédiaires nous dit alors que @ prend 
toutes les valeurs entre 0 et 1, c’est-à-dire que : 

[RA(&), Ra (y)] = [0,1] € 4 ([0,1]) € H (4). 
Dans le cas général, avec R4(x) Æ RA (y), on peut trouver des scalaires a, B tels 
que : 

GRA(z) +8 =1, 
QRA (y) + 8 = 0. 
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Ce qui peut aussi s’écrire, en tenant compte de ||x|, = |[y|l, = 1 : 

Ce Fe 
((@A + 61) y | y) = 0. 

En posant B = àA + BI,, on a alors Rg(x) = 1 et Rg (y) = 0 et ce qui précède 
nous dit que : 

[0,1] C H(B) = aH(A)+1{8}, 

c’est-à-dire que tout réel t compris entre 0 et 1 s’écrit & = ay + B avec 1 € H (A). 
En écrivant que : 

ho 
RA(æ) — Ra (y) RA(z) — Ra (y) 

on obtient pour tout £ € [0,1] : 

__ _W—Ra(y) _ __ RA(z) 4 
RA(z)— Ray) RA(x) — Ra (y)° 

et 

tRa(x) +(1—-t)Ra(y)=uE H(A). 

On a donc bien [RA(x), RA (y)] C H (A). Ce qui achève de prouver que #H (A) est 
convexe. a 

Corollaire 4.8 : Soit À une matrice complexe de trace nulle. Il existe une matrice 

unitaire U telle U* AU ait tous ses termes diagonaux nuls. 

Démonstration : On procède par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat est 

évident. 
On le suppose acquis pour n — 1 > 1 et on se donne une matrice À — 

Ka) dans M, (C) de trace nulle. On note u l’endomorphisme de C? 

défini par la matrice À dans la base canonique. 

Pour tout entier à compris entre 1 et n on à : 

Œji — (Ae; | ei) e H (A), 

c’est-à-dire que # (A) contient tous les termes diagonaux de À. Avec la convexité 

de # (A) on déduit alors que : 

L 
1 nm 

—— À ii 2 0 AT ) 2 € H(A) 

Il existe donc un vecteur unitaire f1 tel que (A f1 | f1) = 0. On complète ce vecteur 

en une base orthonormée de C”, {f1,..., fn}, et dans cette base la matrice de u 

est de la forme : 

e 0 a 
A1 = US AU: = é à : 

153 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

où U, est une matrice unitaire, a une matrice à une ligne et n — 1 colonnes, b une 

matrice à n — 1 lignes et 1 colonne et C’ une matrice carrée d’ordre n — 1. Comme : 

0= TA) = TA) = (0, 

on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à la matrice Cet il existe une matrice 

unitaire U, d’ordre n — 1 telle que la matrice US CU: soit de trace nulle. En posant 

1 : À rs , 
UE ( L ) on définit une matrice unitaire d’ordre n et la matrice : 

0 Un 

XTTX "se. 0 a’ 

est unitairement semblable à la matrice À et de trace nulle. = 

8. Conditionnement du problème de valeurs propres 

Dans ce paragraphe on va voir que les problèmes de valeurs propres sont bien 

conditionnés pour les matrices hermitiennes. 

Le résultat qui suit nous donne une autre caractérisation variationnelle des 

valeurs propres d’une matrice hermitienne. Contrairement à la caractérisation de 

Rayleigh-Ritz elle ne fait pas intervenir les vecteurs propres. 

Pour tout k compris entre 1 et n, on désigne par E4 l’ensemble des sous-espaces 

vectoriels de dimension k de C7. 

Théorème 4.23 (Courant-Fischer) : Soit À une matrice hermitienne de valeurs 
propres : 

AA ce An: 

Pour tout entier k compris. entre 1 et n on a : 

À& inf {pu A (V) [VE Ex}, 

avec : 

LA (V) = sup {RA(x) | x € V — {0}}. 
Démonstration : On désigne par {e1,e2,...,e,} une base orthonormée de vecteurs 
propres de la matrice À, avec, pour tout entier k compris entre 1 et n, Aex = Àgey. 

On note V, = C? et pour k compris entre 1 et n — 1 : 

PV, =Vect {es En} : 

On à vu que À4 = sup {R4A(x) | x € Vx — {0}} = 4 (Vx). On déduit donc que : 

À > a =inf{u(V)|VE Er}. 

Soit V € E}, on a : 

dim (V N Ve) = dim (V) + dim (V4L;) — dim(V +V;L) 

=n+1-dim(V +V;-.) 0: 
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Donc V NV;L, #£ {0} et pour tout y € V NV, — {0} on a: 

À = inf{Ra(x) |x € Vi, — {0}} < Ra (y) < sup{Ra(x) | x € V — {0}}, 

c’est-à-dire que : 

VV E Ex, À < sup{RA(x) [ze V —{0}} =ua CP) 

SOI AE < @x et Àz = QG. = 

On note H, (C) l’ensemble des matrices hermitiennes. 

Corollaire 4.9 : Soit À : [a,b] + H, (C) une application continue. Si pour tout t 
dans [a,b] on note : 

D ANeArEn,(t) 

les valeurs propres de A(t) rangées dans l’ordre croissant, alors les fonctions x 

sont continues de [a,b] dans R. 

Démonstration : Pour t € {a, b], soit {es (t),e2(t),...,en (t)} une base orthonor- 
male de vecteurs propres de A(t), avec A(t)eg(t) = ÀAx(t)ex(t). On note V4 (t) 
l'espace vectoriel engendré par {ei (t),...,ex (t)} (l’orthogonal de {exy(t),..., 
en (t)}). En utilisant le théorème de Courant-Fischer, on peut écrire que pour tous 

t,to dans {a, b] on a : 

8 (t) = inf {ua (V) | V € Ex} 

< pat (VE (to)) = sup {Ra( (x) | x € V4 (to) — {0}}. 

Avec R4(:)(t) = RA(to) (x) + Rat-A@&)(t), on a alors : 

Xe (t) < sup {Rato)(t) + Rat AG) (T) | & € V (to) — {0}} 
< sup {Rat)(t) | & € Ve (to) — {0}} + ax (to), 

où on à noté : 

ox (to) = sup {RAA (€) | & € Va (to) — {0}}. 

Mais on a aussi : 

sup {RA(&o(&) | & E Va (to) — {0}} = À (to), 

donc : 

Ag (t) < Xx (to) + ax (bo), 

avec : 

ax (to) < sup {RA(- A(t)(T) | © € CT — {0}} 

= sup MSA ee À (to)}zle) lee 0} 2 
Il2 

£ ||A (€) — À (to)ll: : 
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On a donc montré que pour tous t,to dans {a, b] on a : 

Ar (£) < Ar (to) + Î|A (£) — A (to)|l - 

En permutant les rôles de t et to, on déduit que : : 

Ar (€) — Àx (bo)| < |A (£) — À (to)|l2, 

ce qui suffit à prouver la continuité de À4. & 

Remarque 4.14 : Ce résultat peut s’interpréter en disant que de petites perturba- 

tions sur les coefficients d’une matrice hermitienne n’engendreront que de petites 

perturbations sur les valeurs propres. Ce qui revient à dire que le problème de 

valeurs propres est bien conditionné dans ce cas. 

Remarque 4.15 : Si les valeurs propres d’une fonction continue À définie sur 

[a,b] et à valeurs dans H, (C) définissent des fonctions continues, en général il 
n’en est pas de même des vecteurs propres (exercice 4.24). 

Pour toute matrice À dans #, (C), on note : 

AA (À) See (4) 

ses valeurs propres rangées dans l’ordre croissant. 

Corollaire 4.10 (Weyl) : Soient À, B deux matrices hermitiennes. Pour tout entier 
k compris entre 1 et n on a : 

Àx (4) + À (B) < A (A+B) < Àg (À) + À, (B): 

En particulier pour B positive, on a : 

4 (4) < X (A+ B). 
Démonstration : On à, pour tout entier k compris entre 1 et n : 

A6 (A+ B)=inf {pars (V)|V € Ex}, 

avec, pour tout V € Ex} : 

LA+B (V) = sup{Rasg(x) | x € V — {0}}. 

En écrivant que : 

Ra+B(x) = RA(x) + RB(x) > Ra(x) + M (B), 

on déduit que : 

LA+B (V) > ua (V) + (B) > À (A) + À (B) 

et 

Ar (4) + À (B) < X(A+B). 
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En remarquant que les valeurs propres de la matrice —B sont les A, (—B) = 

—)h_4471 (B) et en appliquant l'inégalité précédente au couple (A + B,—B), on 
obtient : 

Ak(4A+B)+A(-B)<X(A+B-B), 

soit : 

AR(APB) AL (A)+X, (B). 

Pour B positive, on a A. (B) >0 et 

Xk (4) <X(A+B)-X(B)<X(A+B). m 

Corollaire 4.11 : Pour tout entier k compris entre 1 et n, l’application : 

Ar À (4) 

est continue de Hn (C) dans R. 

Démonstration : Soient À, B dans H, (C). On a : 

—p(B) < À (B) < À (A+B)-Ar(A) <X,(B) <p(B), 

c’est-à-dire : 

JAx (A + B) — x (A) £ p(B) = [Bb 

et la continuité de À£ en découle. Œ 

En écrivant l’ensemble H+ (C) des matrices hermitiennes définies positives sous 

la forme : 

HIDE N X$" (R*) 
k=1 

et en utilisant la continuité des applications À4, on déduit que HT (C) est ouvert 

dans Hh (C). 

9. Exercices 

Exercice 4.1 : Montrer que pour toute norme A ||A|| sur M, (K) il existe une 

constante réelle À > 0 telle que: 

V(4,B) € Ma (K) x Mn (K), |AB] < AÏAÏ BI: 

Solution : L'application bilinéaire (4,B) -— AB étant continue de (Ma (K))° 

dans M, (K) (en dimension finie toute application bilinéaire est continue), il existe 

donc une constante réelle À > 0 telle que : 

V(4,B) € M, (K) x M, (K), [AB] < AÏAN BI 

(exercice 1.19). 
On peut aussi travailler tout d’abord avec une norme sous-multiplicative (par 

exemple ||:|,) puis utiliser le théorème d’équivalence des normes sur M, (K). 
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Exercice 4.2 : Montrer que la norme de M, (K) A+ _. la:;| n’est pas sous- 
i,3< 

multiplicative. 

Solution : Par exemple, dans le cas n = 2, avec : 

al b O0 

4= (0 a): 2=(0 0): 
ab +1 o ) &: 

ha>1,b> 1 om a AB = ( 0 0 

IAB] = ab +1 > ||A|||B|| = ab. 

Exercice 4.3 : Montrer la densité de GL,, (K) dans M, (K) en utilisant le fait que 

: à Ex 0 
toute matrice de rang r est équivalente à À, — ( 0 k 

1 
Solution : Soit À €-M, (K) de rang r. Si r = 0, alors À = 0 = lim gr: Si 

k—+o0o 

r > 0, alors il existe deux matrices inversibles P et Q telles que À = PA,Q, où 

0,20 0 Tin 

tous les cas on peut écrire À comme limite d’une suite de matrices inversibles. Donc 
GLn (K) est dense dans M, (K). 

1.40 > 0 
A; — ( “ ): On a alors A — lim PM4Q, avec My = 1 . Dans 

k—>+00 k 

Exercice 4.4 : Déduire de la densité de GLh (K) dans M, (K) que si À et B sont 
deux matrices dans M, (K) alors AB et BA ont même polynôme caractéristique. 

Solution : Si À est inversible, alors AB et BA = A1 (AB) A sont semblables. Elles 
ont donc même polynôme caractéristique. Dans le cas général, on peut écrire que 
A= li im M4 où (My)pen est une suite de matrices inversibles. Les matrices MB 

et BM4 5 donc même polynôme caractéristique et, avec la continuité du produit 
matriciel et du déterminant, on peut alors écrire que, pour tout À dans C, on a : 

det(AB—M,)= lim det(M,B — Mn) 

— lim det(BMy — ÀI,) = det(BA— À,), 
k— +00 

c'est-à-dire que AB et BA ont même polynôme caractéristique. 

Exercice 4.5 : Soient À € M, (C) et A = UH une décomposition polaire de la 
matrice À avec U unitaire et H hermitienne positive. Montrer que la matrice A 
est normale si et seulement si U et H commutent. 
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Solution : Dans tous les cas, on a : 

AAA HP. 

Si les matrices U et H commutent, on a alors : 

AA* = UHHU* = H? = A*A, 

c’est-à-dire que la matrice À est normale. 

Réciproquement, on suppose que la matrice À est normale. 

La matrice X = UHU* est hermitienne positive ((Kx | x) =(H (U*x) | U*x) >0 
puisque H est positive) avec : 

KA= WHHU*Z< AA —A"A= H?, 

On a donc H? — K? avec H et K hermitiennes positives, ce qui entraîne H = K 

du fait de l’unicité de la racine carrée hermitienne positive (corollaire 3.14). On à 

doc UHUF=H ee UH = HU; 

Exercice 4.6 : Déduire le théorème de Cayley-Hamilton de la densité de D, (C) dans 

Mt, (C). 

Démonstration : Pour toute matrice À € M,(C), on note P4 son polynôme 

caractéristique. 

Si A € M, (C) est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une 

matrice diagonale : 

0 per UD 

DR : 
D = 

0 

0 NE. 

telles que À = PDP. Ce qui entraîne : 

Pa(X)=[I[Ux-X), Pa(4)= PPa(D)P=0. 
k=1 

Une matrice quelconque À € M, (C) peut s’écrire À — po Ar, où (Ak)gen est 
OO 

une suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité de l'application M + 

Pu (M) de My (C) dans M, (C) (les composantes de cette application sont des 

fonctions polynomiales des m;;), on déduit alors que : 

A (A) = je PAS (Ax) = (. = 
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Exercice 4.7 : Soit @ une forme linéaire sur M, (K) telle que y (AB) = y (BA) 
pour toutes matrices À, B dans M, (K). 

1. En notant {E;;|1<i,j <n} la base canonique de M, (K), montrer que 
p(Ex) = p(E;;) pour tous i,j compris entre 1 et n. On note À cette valeur 
commune. 

2. Montrer que @(A) = ÀTr(A) pour toute matrice À dans M, (K) (on peut 
d’abord supposer que la matrice A est diagonalisable). 

3. Soit u un endomorphisme de M, (K) tel que u(=sdioetia( AB) =@(BA) 
pour toutes matrices À, B dans M, (K). Montrer que u conserve la trace. 

Solution : On rappelle que si {e; | 1 <i <n} désigne la base canonique de K”, 
alors la matrice E;; est définie par : 

Où Si RE ge 

EM LSIRE 3, 
VE Lite hs Eye = | 

1. Pour à 7) dans {1 ob PR on à E;; PE: = E;; et Pb; = E;;. On déduit alors 

que : 

PE) = (EE) = p(ExE:;) = p(E;;). 

On peut donc poser À = &(E;;) pour tout à compris entre 1 et n. 

2. Si D est une matrice diagonale, elle s’écrit : 

et 

p(D) = >, p (Ex) = AD A = (D) 

Si À est une matrice diagonalisable, elle s'écrit À = PDP"! avec P inversible, D 
diagonale et 

p(4)= 6 (PDP) = (DPT'P) = p(D) = XTr(D) = Tr (4). 

Enfin, si À est quelconque dans M, (K), elle peut s’écrire comme limite d’une suite 
(Ak)pen de matrices diagonalisables et, avec la continuité des formes linéaires Y et 
Tr, on déduit que : 

p(4)= lim (Ar) = À lim Tr (4x) = ATr (4). k—+00 

Remarque 4.16 : Ce résultat est en fait valable pour tout corps commutatif de 
caractéristique nulle. 
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3. On définit la forme linéaire @ par w (A) = Tr(u (A)) pour toute matrice À dans 

My (K). On a alors y (AB) = 6 (BA) pour toutes matrices À, B dans M, (K) et 

g (A) = XTr(A), c’est-à-dire que Tr(u(A)) = À Tr (A) pour toute matrice À dans 

Mn (K). Enfin, avec u (1,) = 1, on déduit que À — 1. 

Exercice 4.8 : Montrer que GL, (C) est connexe par arcs en utilisant le fait que 

toute matrice complexe est semblable à une matrice triangulaire. 

Solution : Pour toute matrice À € GL, (C), il existe une matrice P € GL, (C) et 

une matrice triangulaire supérieure T' — ((m:)) Li, telles que À = PTP 1. On 

note, pour tout j € {1,2,...,}, m;; = p;e% avec p; > 0 et on définit un chemin 

continu @ : [0,1] — GL, (C) par : 

Patte pr (Lee Pin (t) 

Vte [0,1], gt) = i à 
no 1 (E) 

0 _ 0 Pnn (t) 

où 

“Le EM; Si QUE 7 LE 

Ms G—tjetéi +éms; sii=j. 

On a alors @(0) = 1», &@(1)=Tety:tr—+ Pp(t) P-' est un chemin continu qui 

relie la matrice identité à la matrice À dans GL, (C). 

Exercice 4.9 : Montrer que GLa (R) n’est pas connexe. 

Solution : Si GL, (R) est connexe, alors son image par l’application continue 

déterminant est un connexe de R (théorème des valeurs intermédiaires). Or cette 

image est R* non connexe dans R. Donc GL, (R) n’est pas connexe. 

Exercice 4.10 : Montrer que pour tout r € {0,1,...,n} l’ensemble À, des matrices 

de My (C) de rang r est connexe par arcs. 

Solution : Deux matrices sont de même rang si et seulement si elles sont équiva- 

lentes. Donc pour toutes matrices À,B dans 4, il existe P et Q dans GL, (C) 

telles que B = PAQ. Si y et y2 sont deux fonctions continues de [0,1] dans 

GLn (C) telles que 71 (0) = L4, 72 (0) = In, (1) = P et y2(1) = Q, alors 

y it n(t) A7 (t) est un chemin continu qui relie À et B dans À,. Ce qui 

prouve que À, est connexe par arcs. 

161 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

Exercice 4.11 : Montrer que l’ensemble D2(R) des matrices diagonalisables de 
M (R) n’est pas dense dans M: (R). 

; b 
Solution : L'application @ : M2 (R) — R qui associe à une matrice M — ( re 

le discriminant de son polynôme caractéristique : 

(M) = (a — d)° + 4be 

(résultant de Py et P},) est continue, donc : 

Mais pour A; dans D; (R) ou dans D: (R), on a 6(Ax) > 0 et pour À à valeurs 
propres complexes non réelles, on a w (A) < 0. Une telle matrice À ne peut donc 
être limite d’une suite de matrices de D; (R) ou D: (R). 

Exercice 4.12 : On désigne par Tn (R) l’ensemble des matrices trigonalisables de 
Ma (R) et par 0 : Ta (R) — R° l'application définie par 0 (M) = (À,2,..., À) 
où A1 < A2 <... < À, sont les valeurs propres de la matrice M. 

1. Montrer que Ti (R) est fermé dans M, (R) (on peut montrer que si (Tk)zeN 
est une suite de Th (R) qui converge vers T € M, (R), alors la suite (8 (Te)} es 
est bornée dans R° et en déduire que le polynôme caractéristique de T est scindé 
sur R). 

2. Montrer que Th (R) est l’adhérence de l’ensemble D, (R) des matrices diagona- 
lisables de M, (R). 

Solution : On munit R" de la norme ||. et M, (R) de la norme matricielle 
induite. On a alors : 

VM ET (R), 16 (M) = 2(M) = max [Mel < M OO 

1. Si (Tk)yen est une suite dans 7, (R) qui converge vers T € M, (R), la suite 
(8 (T k)) en SSt bornée dans R” et on peut en extraire une sous-suite (e (Tet)) 

kEN 
qui converge vers À = (A1,...,An) € R'. D'autre part, le polynôme caracté- 

nm 

ristique d’une matrice M € T,{(R) s’écrit sous la forme Py (X) = Y aj X1, 
1=0 

les coefficients a; étant des fonctions continues de 0 (M) (fonctions polynomiales 
symétriques élémentaires des racines). De lim 0 (Te) — À, on déduit alors que 

k—+00 
nm 

sin, Pr, (À) = El (A; — X). L'application qui associe à une matrice M son 
j=1 

polynôme caractéristique est continue (ses composantes sont des fonctions polyno- 
nm 

miales des m;;), donc AUS Pr — Pr et le polynôme Pr(X) — I (À; — X) 
: 3=1 

est scindé dans R[X], ce qui éntraîne que T € 7, (R). On a donc ainsi prouvé que 
Th (R) est fermé dans M, (R). 
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2. On a D,(R) € T(R) avec 7x (R) fermé, donc D,(R) € 7 (R). Une 
démonstration identique à celle du théorème 4.12 permet de montrer l'inclusion 

Ta (R) € Dy (R). D'où l'égalité D, (R) = 7n (R). 

Exercice 4.13 : Soient À et B deux matrices normales dans My (C). Montrer que : 

p(AB) < p(A)p(B). 

Solution : On a p(AB) < ||AB|, < |A, |Bll = P(A)p(B) si À et B sont 

normales. 

+00 

Exercice 4.14 : Soient Ÿ° axz* une série entière de rayon de convergence R > 0 et 
k=0 

A € My(K). Montrer que si p(A) < R alors la série de terme général ax AF est 

convergente et que si p(A) > R, elle est divergente. 

Solution : Supposons que p (A) < R. On sait qu’il existe une norme matricielle ||:|| 

subordonnée à une norme vectorielle telle que p(A) < ||A|| < R (théorème 4.14). 

On a alors : 

+00 

Sal IAÏŸ < +00 
k=0 

et, avec 4] = | AI pour tout entier naturel k, on déduit que la série de 

terme général ax A* est normalement convergente, donc convergente, dans l’espace 

complet M, (K). 

Si p(A) > R, alors la suite (lan? (4)), è n’est pas bornée. Avec p(A)* = 
€ 

p (AŸ) et [ax LA# || > lak| p (AŸ), on en déduit que la suite (lar| A Die n’est 

pas bornée et la série de terme général ax AF est divergente. 

Exercice 4.15 : On désigne par F l’ensemble des matrices non inversibles de 

My(C). On munit M, (C) de la norme matricielle induite par la norme her- 

mitienne canonique de C” et pour toute matrice À € M, (C), on note : 

d(A,F)= inf A — Ml. 

1. Montrer que pour toute matrice M € F on peut trouver un vecteur unitaire x 

tel que : 

dl 
pneu (Ale MAYER 
14=1b ê 
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2. Soient À e GL, (C) et XŸ,X2,..., X2 les valeurs propres de la matrice A* A avec 
:D< À < À2 <... < À). On rappelle qu'on peut écrire À = UDV* où U,V sont 

deux matrices unitaires et : 

Are D 0 

0 À 
D = 

0 

0 D 

(exercice 3.11). 

(a) Montrer que : 

1 
ATEE la, = À 

(b) On pose Mo = UDoV*, avec : 

OVOORTE ER ED 

0 À 
0 = 

0 

0 Om 

Montrer que || A — Ml, = À. 

: 1 
(c) Déduire de ce qui précède que d(AF}= AT, 

2 
Solution : 

1 Si ME F, alors 0 est valeur propre de M et il existe un vecteur unitaire x tel 
que Mzx = 0. On a alors : 

AT], Az: AT Az] 1 (A — M) x|| lle É = nm ie j : IA] 14771 |A 
1 1 tb. <|A=M|), pourtoute MS F7 Donc, = Sd (AE): A7] la 

2. La matrice A*A est hermitienne définie positive. Ces valeurs propres sont donc 
toutes réelles strictement positives. On peut donc les noter À DE dat À. 

(a) On a : 

Ale = 79" 47], = Ja] AE = (a) 4] = Jca4 1 
1 = p ((AA*) 7) = 

p (| 7) min min (X2) ai 
1<k<n 

Ce qui donne A1], _ 
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(b) OnaMWM € F et: 

IA — Mollà = ? ((A — Mo) (A — M)') = p (U (D - DoY U*) 

= p((D - De)) = À. 

J if 
C'est-à-dire que | A — Mol, = À1 = AT ; 

2 
1 

(c) On peut donc conclure à l'égalité d(A,F) = AT 
2 

Exercice 4.16 : On désigne par À la matrice réelle d'ordre n supérieur ou égal à 2 

définie par : 

1 0 OT 

it 1 0 0 

1— 0 

| 1 0 

0 CET É 

1. Calculer les valeurs propres de ‘AA. 

2. Calculer ||A|,.. 

Solution : 

1. On a: 

Duty LOL MEL 

HR oi 

PAA= 0 0 

—] 2 —1 

—1 0 —1 2 

Les valeurs propres de la matrice symétrique réelle ‘AA sont réelles et le théorème 

de Gerschgürin-Hadamard nous dit que toute valeur propre À de cette matrice est 

telle que |A — 2] < 2. On peut donc écrire une telle valeur propre sous la forme : 

À = 2(1 — cos (8)) = asin? (5) 

avec 0 € [0,7]. 
De det (A) = 0 (en développant suivant la première ligne) on déduit que 0 est 

valeur propre de ‘AA, ce qui correspond à 0 Oon PT. 
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Si À est une valeur propre non nulle, on a 0 € ]0,x| et un vecteur propre associé 

x de coordonnées xx (1 < k < n) est défini par les relations de récurrence : 

Tk1 + (À — 2) vx + Tru = 0 (RER) (4.8) 

avec les conditions aux limites ïo = Zn et Zn+1 — 1. Tout revient à chercher les 

suites réelles (x4),-N périodiques de période n et vérifiant la récurrence (4.8). Le 

polynôme caractéristique de cette récurrence, P (r) = r? — 2cos(8)r + 1, a pour 
racines r1 = e*° et r> = e_?. On obtient donc les solutions définies par : 

VEN, zx = cet + Ge-ike 

les coefficients a et 5 étant tels que xx € R et tyin = %n pour tout entier naturel 
k. Des conditions x; € R pour tout entier k on déduit que (a — B)sin(k@) = 0 
et & — B. La condition xo = x, donne 2acos(n0) = 2a et, si on s’intéresse à 
une solution non nulle, on a nécessairement à 4 0 et cos (n0) = 1, ce qui donne 

2T 
0 = ÿj— avec 0 < j < n — 1. On à donc ainsi montré que la matrice ‘AA an 

n 
valeurs propres simples données par : 

À; = 4sin? (52) (0 < PE ne). 
n 

21Ona 

2 SL 29, 
Al; = yp(AA) — 
IA P{ ) 2sin ( ) Si n = 2p + 1. 

T 

2h 

Exercice 4.17 : Montrer les inégalités suivantes pour toute matrice À € Ma (QE 

1. |AÏ) < VAN, IA: 
1 
Er Ale < A2 < VA IA. 

1l \ 

3. 2e Al: < Al < AA. 

Solution : 

1. On note X?,X2,...,X2 les valeurs propres de la matrice A* A avec : 

DAT TS IE À 

et on a |A], = À,. En désignant par e, un vecteur propre de À associé à la valeur 
propre À, et unitaire pour ||-||., on a : 

I AÏz = Ml = [Men = 14 4e < AI llAlle : 

Puis, avec |4*|,. = |A];, on déduit que |A, < VIIAÏ, |AÏ:, l'égalité étant 
réalisée pour À = 1,. 
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2. Pour tout x dans C? on a : 

2 2 
n n 

ASS a ae L D ail lr;l 
i=1 |5=1 i=1 \ j5=1 

et, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que : 

; nm mn nm nm nm 

2 2 2 
IAzle < D | Stef SC | =D (DE le 

i=1 \ j=1 j=1 i=1 \ 5=1 

Il en résulte que : 

2 2 
nm nm nm nm nm 

2 2 
IAE DA Sal | < Dal] <nr[ max Dual 

i=1 | j=1 i=1 \ 5=1 Re ji 

soit : 

< : UV 
Al = va max ) ; lai vVn Al ; 

3= 

nm 

D'autre part il existe un indice à tel que ||A|., = 1 |&;| et en utilisant l'inégalité 
j=1 

de Cauchy-Schwarz on obtient : 

nm nm 

2 AI = D laÿl-1< Va) D la 
j=1 j=1 

En désignant par {e1,...,e,} la base canonique de CT ona: 

mr D) 

D lil = |lA*eills - 
Ji 

Ce qui donne en définitive : 

IAI < vnllA'eill < VallA'le= Va liAll: 

3. Ces inégalités se déduisent des précédentes avec : 

1A* Le = Al: 1A*Î2 = lle: 

167 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

Exercice 4.18 : Soient a, B des réels et A(a, B) = (a) ere la matrice réelle 
d'ordre n supérieur ou égal à 3 définie par : 

Qii — 8, VIE EDR, w . 
FA " (Ps si ER AnRoaite 

1. Calculer le rayon spectral p (a, B) de A (a, 8). 

2. On suppose que aB > 0. Comparer ||A (a, 8)|., |A (a, 8)|; et |A (a, 8)|l. 
Solution : 

1. On a vu (exercice 2.8) que les valeurs propres de la matrice À (a, ) sont données 
par À =B+{(n—1)a et À = B — à. Le rayon spectral de À (a, 5) est donc : 

p(a, 6) = max {|B+(n—1)a|,[8 — a}. 
Ce qui donne quatre possibilités : 

(a) à < 8, B> —(n—1)a. Alors : 

p(a, B) = max {6 + (n — 1) a,8 — a} 

26 (AD'esra0 

| [fÆa si à < 0. 
(b) a < 8, B<-—(n—1)a. Alors : 

p(a,B) = max{-B-(n—-1)a,6 - a} 

—B—-(n—-1)a si 8 < -*—Ÿa, 

Per 6 > "a 

(c) a >B,B>—-(n—1)a. Alors : 

p(a,B) = max{8+(n—1)a,a-8} 

B+(n-1)a si 8 > "a, 

+ ap si 8 < -" Ÿa. 

(d) a > 8, B<—(n—1)a. Alors : 

p(a,B) = max{-B-(n-1)a,a —.B} 

is La si à < 0, 

a—f6 si à > (. 

Ce qui peut être résumé avec la figure 4.2, page ci-contre. 

2. La matrice À (a, 8) est symétrique réelle, donc p (a, 8) = ||A (a, B)|h. Si a8 > 0 
On à : 

p(a,8) = 181 + (n —1)lal = |A (a, 8)|l; = |A (o, B)1s = |A (a, 8) - 

) 
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À Ê 

p=-B-(n-1)a 

P=s nada 
Figure 4.2. 

Exercice 4.19 : Calculer le rayon spectral et le conditionnement pour la norme 

matricielle induite par la norme euclidienne de la matrice : 

DRE Diérrte ot 650 
A «00 dont Où da itoueD 

A = | 

DAS. OO: SE TM 220 
DA ORAUE 2 

Solution : On a vu (exercice 2.10) que les valeurs propres de À sont : 

i) He (5) (A<k<n). 

Le rayon spectral de À est donné par : 

k 
A = 2 2008 | 1 

n + 
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et le conditionnement pour la norme matricielle induite par la norme euclidienne 

par : 

nus CA) sr (rs) 
Xe AE nT 

AG 0 

(la matrice À est symétrique définie positive). 

On peut remarquer que lim cond: (A) = 0, c’est-à-dire que la matrice À est 
n— +00 

mal conditionnée pour les grandes valeurs de n. 

Exercice 4.20 : Pour tout entier n supérieur ou égal à 2 l’espace vectoriel R’ est 

muni de sa structure euclidienne canonique avec le produit scalaire : 

(y) (& | y) = D 

de norme associée notée ||-||.. 
On désigne par H, la matrice de Hilbert d'ordre n définie par : 

POSTER 
1<i,j<n 

1. Montrer que H, est la matrice dans la base canonique de R;_1[X] du produit 
scalaire défini par : 

L 

(PO) PlrO = el (t dt. né 
2. Qu'en déduit-on pour les valeurs propres de H, ? 

On désigne par R, le quotient de Rayleigh-Ritz associé à la matrice H, et par 
Pn SON rayon spectral. 

Dans ce qui suit on écrit la matrice H,,1 sous la forme : 

Fe C? 
1,5 — tC 1 ; 

FONSAE EE 

avec : 
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Un vecteur x’ de R"*1 est écrit sous la forme : 

< 
ve s 

Tn+1 

3. Montrer que la suite (ph), est croissante. 

avec x € R? et th11 ER. 

4. Soit x’ € R"*T tel que ||x’|, = 1 et x # 0. Montrer que : 

2 

Ra+1 (2°) € pn |t|2 +241] Calle elle + nl 

5. On désigne par q la forme quadratique définie sur R? par : 

V(u,v) ER°, q(u,v) = pau? +2 Call, uv + SRE r 

Calculer sup q(u,v). 
(u,v)ER? 

u?+v2—1 

6. Déduire de ce qui précède que : 

1 
On+1 < Ont Calle < pa + 2e û 

Solution : On désigne par {eo,...,en_1} la base canonique de R, _: [X] définie par : 

VE {0,...,n- 1}, e(X)=xX". 

1. La matrice du produit scalaire (P,Q) + (P | Q) dans la base canonique de 
Rh-1 [X] est la matrice de coefficients : 

1 

#3 1 7) x: 
(és | e; 1) = ES dt = eye (1 < 1,7 < n) . 

0 

C’est bien la matrice de Hilbert d’ordre n. 

2. On en déduit alors que la matrice réelle H,, est symétrique définie positive et 

ses valeurs propres sont réelles strictemént positives. 

3. La matrice H,, étant symétrique réelle de plus grande valeur propre p,, on a 

(théorème 4.21) : 

Pn — sup À} (x) $ 
æER?—{0} 

Soit x € R° — {0} et x’ € R°*! défini par x = x; pour j compris entre 1 et n et 

+1 = 10xOn à alors r°=£ 0 et: 

Ra(z) = Rn+i Gi) < Pn+1 

Le vecteur x étant quelconque dans R” — {0} on en déduit que py < Pn+1. La suite 

(Pn)n>2 est donc croissante. 
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4: On" 

Tn+1 
(Hire | x’) — (His = EntiOn | x) Cl (ic, | x) de nu :) 

soit : 

PET Dour 
(Hans | 2°) = (Hnt | 2) + 2œnr (On | 2) + ET 

Ce qui s'écrit, x’ € R"*! tel que ||x’|, = 1 et x Æ 0: 

2 
2 Th+1 Ras (2°) = Ra(e) |frllo + 2œna (On | 2) + EE: 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a : 

Tn+1 (On 1%) < |tn41] (On | &)] < Itn+1| ]Cnlle il 

et, avec fn = sup À,(x), on aboutit à : 
æERT—{0} 

2 
Rata (2) < pn til + 21n+1| |Cn la [lle + 2 

2n + nt 

5. La matrice de la forme quadratique q dans la base canonique de R? est donnée 
Dar. 

4 | Pn Cul | 
= Ge “ 

Ces valeurs propres sont : 

DANSE Par) +41Calle 

On en déduit que : 

sup q(u,v) = à DDR jee ET 
(u,v)ER? = 2n +1 2n +1 Cie 
u?+v?=1 

6. Soit x’ € R"*! tel que Ras (x) = pay et KL = Nora E ) avec 
n+1l 

x 7 0 et de ce qui précède on déduit que : 

Pnt1 < (ti, ltnml) < sup q(u,v). 
(u,v)eR? 
u?+v?—1 
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En écrivant que : 

2 
1 2 1 ee 4 < _ /(- x) du Call = |Pn ns + 2|Call 

et en remarquant que : 

4 + V13 
HE Pi ae 

6 

on déduit que : 

À | . 1 

PRE on EURE 
et 

Pn+1 < Pn + Calle - 

Enfin, avec : 

. 2n 

1 dt 1 IS <= is 2 EP #  2n 
nm 

on déduit que : 

1 
DAS 0 ess — 0 

V?2n 

Exercice 4.21 : On reprend les notations de l’exercice 4.20. On munit l’espace 

vectoriel R[X] du produit scalaire défini par : 

(PQ (P1Q= | PHQ( dt, 

la norme associée étant notée ||:||. 
On note {ex | k E N} la base canonique de R[X] définie par : 

VREN, eæ(X)= X*. 
Pour tout entier n strictement positif on désigne par Ô, la distance de en à 

Rr_1[X]. On rappelle qu'il existe un unique polynôme P € R;_1[X] tel que 

ôn = ||len — P|| et que ce polynôme est aussi caractérisé par en — P € (Rh-1 [Xl }es 
On note : 

1 

PR) OIROX TE 
j=0 

et on associe à ce polynôme la fonction rationnelle f définie par : 

n—1 
il a; 

D = Ed: 
f () t+n+l Drrjri 
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1. Calculer f (k) pour tout entier k compris entre 0 etn 

2. En écrivant la fonction f sous la forme : 

Q(t) 

en déduire la valeur de Ôn. 

3. On désigne par un la-plus petite valeur propre de la matrice de Hilbert H, et 

on note : 

18 == 

—An—1 

1 

(a) Montrer que : 

2 
nie 
ze 

(b) Montrer que : 

De 
201 re Lise 

(Gr) 2(n—1) 

(c) Montrer que : 

jl 1 
COR (E,,), << + 

or 2 (4+ V13) 151 
Solution : 

1. Pour tout entier nature k On à : 

1 

p= fra s Da jen le: = P\e,): 
0 HE 

2l re 
De en — PE (Ra-1[X]) on déduit que f (k) = 0 pour tout entier k compris entre 
l'Ebr=iers 

f(n)= (en -P|e)= ler — PI? 

2. En réduisant au même dénominateur, on peut écrire 

so= 20 
IT +5) 
j=1 

) 
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avec Q € R; [X]. La fonction f s’annulant en 0,1,...,n — 1, il en est de même du 

polynôme Q, et ce dernier s’écrit : 

En utilisant le fait que : 

li F AIRIS G+Fa ED (t) = 

on déduit que : 

(2n)! 

" @s 

2 (n!)° 
a  N) —— 
eo (2n +1) ((2n)!)” 

On a donc : 

Et D 
Van +1(2n)! 

3. On désigne par R, 41 le quotient de Rayleigh-Ritz associé à la matrice symétrique 

réelle H, +1. 

(a) On sait alors (théorème 4.21) que : 

Hn+1 = Ra (9) < Rn#1(x), inf 
yERr+I—{0} 

avec : 

2 

R : (Hair | ï) 6 téHsac rs ler ÉE P|| £-: 6? 
n+1(t) = > EL DH | 2 7] 2 

xl [lo xl It]l2 

(Ha est la matrice dans la base canonique du produit scalaire de R, [X]). On 

a donc bien : 

62 

Un+1 < S: 

Il 

(b) Du fait que |x}, > 1 on déduit de ce qui précède que : 

(n!)° ÉD lu 

(n+1)((2n)) 22 +1 (C3) 
2 

Hn+1 < ôn 7. 
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D'autre part avec : 

nl E (n+1) 
62 4 (2n + 1) (2n +3) 

et avec : 

4 (2n + 1) (2n + 3) = 16n° + 32n + 12 

> 15(n°+2n +1) 

on déduit que : 

Il 
rs TL 

et 

1 n—1 1 1 n—1 

EE = = 
e (3) IS (3) 

On a donc : 

: il 1 

Fa = 19 j5n1 

(c) La matrice H, étant symétrique réelle et la suite (p,),:2 étant croissante 

(exercice 4.20), on déduit que : 

1 L 
cond (Hh) = HER PR 

Pn — Pa 2(4+V13) 1571 | 

Exercice 4.22 : En utilisant la décomposition de Dunford À = D + N avec D 

diagonalisable, N nilpotente et DN = ND, montrer que pour toute matrice À € 

My (C) on a : 

5 1 

(A) ul ( k :) | 
FE ESS 

Solution : On a la décomposition de Dunford À = D + N avec D diagonalisable de 
mêmes valeurs propres que À, N nilpotente et DN = ND. Pour tout entier k > n, 

ona MF —t0et 

AN (DEN) ES CDN DEN RC EN 
j=0 =0 

Ce qui donne, en posant a — max {DIT INF } 
0<j<n 

nm 

AË] SDS TD INIÉ Sad Sc LE" |. 
j=0 ÿ=0 
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Pour tout j € {0,1,...,n}ona: 

CRE). (EE) SRE, 

donc : 

IA < o(n + 1) |1D" |] 
et 

Vk>n, 04) < |AËÉ < (a(n+1))Fk€ [IDE IfÀ, 
avec Lim (a (n + 1))SkE = let 

1 F2 

ja (D*-"E = in (lD*-"E-n k—+00 k—+00 

Il lim (|D*-"F 7) = (D) = p(4). 
k—+oo 

Donc lim (ILA#II* 1e p (À). 

Exercice 4.23 : Pour toute matrice À dans M, (C) on désigne par H(A) le 
hausdorffien de À. 

1. Montrer que si À est diagonale alors H (A) est l’enveloppe convexe du spectre 

de À. 

2. Montrer que pour toute matrice À dans M, (C) et toute matrice unitaire U on 

a H(U*AU) = H (A). 

3. Montrer que pour toute matrice normale À, H (A) est l’enveloppe convexe du 

spectre de À. 

Solution : 

1. Soit À une matrice diagonale de valeurs propres À1,...,À,. Pour tout vecteur 

x dans la sphère unité de (C”, ||:||,), on a : 

Ra(x) = (Az | x) = D tP À 

avec 0 < |x;|? <1et pe, x,[? = 1. Il en résulte que H (A) est l’enveloppe convexe 

du spectre de À. 

2. Pour tout vecteur x dans la sphère unité S1 de (C”,{||,), on a : 

(U* AUz | x) = (Ay | y) 

avec y = Ux qui décrit tout S1 quand x décrit $1 pour U unitaire. On déduit alors 

que H (U* AU) = H (A). 
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3. Si À est une matrice normale elle se diagonalise alors dans une base orthonormée, 

c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire U telle que la matrice D = U* AU soit 

diagonale. On a alors H (A) = H (D) qui est égale à l’enveloppe convexe du spectre 
de D. Comme À et D ont même spectre on déduit que # (À) est l’enveloppe convexe 

du spectre de À. 

Dans le cas où la matrice À est hermitienne on retrouve légalité # (A) = [A1, A] 

où À est la plus petite valeur propre de À et À, la plus grande. 

Exercice 4.24 : Soit À : [0,1] — S2(R) définie par : 

alor AC) (se sh 

avec : 

0 sit = 0, 0 SD} 

L — 1 , b(t = S 1 a (t) e_® cos () SE AU) @) e7Ë sin () CHE OS 

1. Montrer que À est continue et pour tout t dans [0,1] calculer les valeurs et 

vecteurs propres de A (t). 

2. Montrer que les vecteurs propres de At) ne définissent pas des fonctions 

continues en 0. 

Solution : 

1. La fonction À est continue sur [0, 1] et, pour tout t dans {0, 1], les valeurs propres 

de A (t) sont données par : 

0 al) 
A) = Ua it20,! À2 (t) = — A (t). 

Ce sont des fonctions continues sur [0,1]. On peut leur associer les fonctions 
vecteurs propres suivantes : 

cos (5) sin (5) 

Vte]0,1], eat) = 7 |, 20= Qi 
sin (à) — COS (5) 

a@= (5): a) = (9). 

Il est clair que ces fonctions vecteurs propres ne sont pas continues en (. 
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Exercice 4.25 : Soient À, B deux matrices hermitiennes et (a, b] un intervalle réel. 
Pour tout t € [a,b] on pose A(t) = A+1tB. Montrer que la fonction qui à tout réel 
t dans [a,b] associe la plus petite valeur propre de A(t) est concave. 

Solution : Pour tout t € [a,b], on désigne par {ei (t),...,e, (t)} une base ortho- 
normée de vecteurs propres associée aux valeurs propres (réelles) À (#),...,n (t) 
de A (t) avec A(t) ex (t) = A4 (t) ex (t) pour tout & = 1,2,...,n. 

nm 

Pour tout vecteur x = Ÿ je; (t) de norme 1 et tout t € [a, b], on a : 
j=1 

C'est-à-dire que : 

VtE a,bl, (Ax|x)+t(Br|x) > À (t). 

En prenant x = e: (to) pour to € [a, b], on a : 

A (to) = (4e: (to) | €1 (o)) + to (Bex (to) | ex (to)) 
VE [a, b] ; À (t) << (Aer (to) | €] (to)) +4 (Be: (to) | €] (to)) à 

Ce qui peut s’écrire, en posant bo = (Bei (to) | e1 (to)) : 

VtE [a, b] : À (t) < À (to) + bo (£ = to) à 

Pour u,v dans [a, b] et 0 € [0,1], on a alors : 

À (u) < Ai (u +08 (v — u)) — 00 tu) bone 

A (v) < A (u + 0 (v — u)) + (1—0)(v—-u) bou 

et 

(1 — 8) Ai (u) + A1 (v) < Ai(u +8 (v — u)). 

C'est-à-dire que la fonction À1 est concave. 
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9 | Systèmes linéaires 

Dans ce chapitre, on désigne toujours par K le corps des réels ou des complexes, 

n est un entier supérieur ou égal à 2 et {e1,e2,...,e,} désigne la base canonique 

de K7. 

Pour ?, j entiers compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les coeffi- 

cients sont nuls sauf celui d’indice (4, j) qui vaut 1. La famille {E; ; | 1 <i,3 <n} 
est alors une base de M, (K). 

Une matrice est notée À = ((a;;)) , où l'indice ? est le numéro de la ligne 
1<i,3<n 

et j celui de la colonne. 

On note 1, la matrice identité d’ordre n. 

1. Position des problèmes et notation 

On s'intéresse dans ce chapitre à la résolution de systèmes linéaires, Az = b, den 

équations à n inconnues à coefficients dans K et au problème de l’inversion d’une 

matrice de GL, (K). 
On distingue deux catégories de méthodes de résolution d’un système linéaire, 

les méthodes directes et les méthodes itératives. 

Si on suppose une précision infinie, les méthodes directes conduisent à la solution 

exacte du système en un nombre fini d'étapes alors que les méthodes itératives ; 

donnent toujours une approximation de la solution, la solution exacte étant obtenue 

en un nombre infini d'étapes. 

Les méthodes directes ont un caractère exact, mais pour les grands systèmes, la 

propagation des erreurs d’arrondis en diminue l'efficacité. 

Les méthodes itératives sont bien adaptées au cas des matrices creuses (avec 
beaucoup de termes nuls), car ces méthodes ne transforment pas la matrice de 

départ, contrairement aux méthodes directes. 

Pour l’aspect programmation on pourra consulter [16] ou [5]. 

Exemple 5.1 : Une méthode directe, la méthode de Cramer 

Si on note, pour j = 1,2,...,n, À; la matrice déduite de À en remplaçant par 

b sa colonne numéro j, alors la solution du système Ax — b est donnée par les 
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formules de Cramer : 

det (4;) 5 
a — il 2 see . 

T; det (A) (5 2 ,n) 

En calculant un déterminant par la formule : 

det(4)= Ÿ_ sign(o)[[ a; 
OESn 

où 8n désigne l’ensemble des permutations de {1,2,...,n} et sign (o) la signature 
de o, cela nécessite n!(n — 1) multiplications et (n! — 1) additions, donc environ 
nn! opérations élémentaires. Comme il y a n + 1 déterminants à calculer puis n 

divisions à faire, on aura donc un total d’environ n?n! opérations élémentaires à 

effectuer, ce qui peut être beaucoup trop important pour de grandes valeurs de n. 

Les méthodes directes sont plutôt adaptées aux « petits systèmes » (n < 50) et 

les méthodes itératives aux « grands systèmes ». 

Les méthodes décrites dans ce chapitre sont utilisées pour la résolution des 

systèmes non linéaires par la méthode de Newton-Raphson et pour résoudre des 

problèmes d’interpolation et d’approximation. 

Les méthodes itératives sont utilisées en relation avec les méthodes de différences 

finies et d’éléments finis pour la résolution de certaines équations aux dérivées 

partielles linéaires. 

Remarque 5.1 : Si la matrice À et le vecteur b sont à coefficients complexes, en 

écrivant À = C+iD, b=a+iB et x = £ + in, avec C, D, a, B,Ë,n à coefficients 

réels, la résolution du système de n équations à n inconnues à coefficients complexes 

Ax = b se ramène à un système de 2n équations à 2n inconnues à coefficients réels : 

@ e)()-(5) 
On peut donc se contenter de ne considérer que les systèmes à coefficients réels. 

Remarque 5.2 : Si la matrice À est inversible, les colonnes de A! sont les 
solutions des n systèmes linéaires : 

En effet, en notant, pour tout j = 1,2,...,n, C; la colonne numéro j de A, 

on à : 

AA! — (AC, AC2, ..., ACn) — (énie. De) Gi In. 

C'est-à-dire que le calcul de l’inverse d’une matrice se ramène à la résolution 

simultanée de n systèmes linéaires de même matrice. Le coût du calcul de l'inverse 

d’une matrice d’ordre n est donc n fois supérieur à celui de la résolution d’un 

système linéaire de n équations à n inconnues. Pour cette raison il est déconseillé, 

d’un point de vue numérique, d’inverser une matrice si cette opération ne s'avère 

pas nécessaire. 
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2. Problèmes numériques liés à la résolution des systèmes 
linéaires 

La précision des ordinateurs n'étant pas infinie, un algorithme de résolution 

numérique d’un système linéaire ne donnera pas, en général, une solution exacte 

mais seulement une approximation de cette solution. 

D'autre part il sera important de savoir évaluer le temps de calcul nécessaire à 

un tel algorithme. 

Les erreurs numériques sont de trois types : 

e les erreurs sur les données (pour des données expérimentales) ; 

e les erreurs d’arrondis (calculs en virgule flottante) ; 

e les erreurs de troncature. 

Les erreurs d’arrondis vont s’accumuler au cours des calculs. Il est donc important 

de connaître le nombre d’opérations élémentaires que nécessite un algorithme. 

Un système Ax = best dit (théoriquement) dégénéré si det (A) — 0. Mais vérifier 
cette condition de manière exacte nécessite une précision infinie. Il faut donc définir 

un concept de dégénérescence numérique d’un système linéaire. 

Un système sera dit numériquement dégénéré, si la valeur de son déterminant 

calculée en machine est non significative (c’est-à-dire trop petite ou trop grande). 

Exemple 5.2 : La matrice de Hilbert d’ordre n est définie par : 

(=) 
147 = L 

1<i,j<n 

C’est une matrice symétrique définie positive, donc non dégénérée. En fait, on a : 

4 

det(H,) —= Se 

mn 

où Pn — nl k! (exercice 5.2). 
k=1 : 

Pour n grand, on a det(H,) 
dégénéré, mais non dégénéré. 

machine — 0 et le système est numériquement 

Des exemples de calculs de déterminants de matrices de Hilbert, en utilisant, 

d’une part la décomposition LR et d’autre part la formule de Hilbert sont donnés 

dans le tableau 5.1, page suivante. 

Dans la pratique, les coefficients de la matrice et du second membre ne sont 

connus que de façon approximative. Un problème important est donc de savoir si 

de petites variations sur ces coefficients peuvent entraîner de grosses variations sur 

la solution. La notion de conditionnement d’une matrice (paragraphe 6, page 147) 

nous fournit un outil qui permet d’analyser ce problème. 

Les matrices de Hilbert sont mal conditionnées (exercice 4.21). 
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Tableau 5.1. 

n Déterminant formule Déterminant calculé avec LR 

1 1.000 000 000 000 00 E+00 1.000 000 000 000 00 E+00 

2 8.333 333 33333333 E—02 8.333 333 33333333 E—02 

3 4.629 629 62962963 E—04 4.629 629 629 62961 E—04 

4 1.653 439 153 43915 E—07 1.653 439 153.439 30 E—07 

5 3.749 295 13251509 E—12 3.749 295 13251290 E—12 

6 5.367 299 887 358 69 E—18 5.367 299 886 820 88 E—18 

@ 4.835 802 623 926 12 E—25 4.835 802 61566227 E—25 

8 2.737 050 113 79151 E—33 2.737 050 232 581 96 E—33 

9 9.720 234 311 925 00 E—43 9.720 263 356 547 86 E—43 

10 2.164 179 226 431 49 E—53 2.164 369 970 64480 E—53 

nl 3.019 095 334 44935 E—65 3.024 497 147 71783 E—65 

12 2.637 780651 25355 E—78 2.708 748 828 405 69 E—78 

13 1.442 896 518 791 14 E—92 Pivot trop petit dans LR 

14 4.940 314 914 590 83 E—108 Pivot trop petit dans LR 

15 1.058 542 743 069 72 E—124 Pivot trop petit dans LR 

16 1.419 139 211 44317 E—142 Pivot trop petit dans LR 

in 1.190 271 24270300 E—-161 Pivot trop petit dans LR 

18 6.244 860 614123 11 E—182 Pivot trop petit dans LR 

19 2.049 343 733 318 12 E—203 Pivot trop petit dans LR 

20 4.206 178 95662473 E—226 Pivot trop petit dans LR 

21 5.398 986 241 900 04 E—250 Pivot trop petit dans LR 

3. Cas des matrices triangulaires 

On suppose pour ce paragraphe que la matrice 

supérieure et à coefficients réels ou complexes. 

Le système Ax = b s'écrit alors : 

Qiiti + GiHiTitt + + GinEn =; 

avec d;; Z 0 pour tout = 1,2,...,n. 
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La résolution de ce système se fait alors «en remontant » : 

bn 
Tn = —, 

Ann 

n 

b; — D dijT;j 

j—=1i+1 

D hi). 
ii 

Pour un système triangulaire inférieur, on procède de même « en descendant ». 

Pour le calcul de l’inverse d’une matrice triangulaire on utilise le fait que les 

colonnes de A7! sont les solutions des systèmes Ax = e; avec à compris entre 1 et 

n. Ce qui donne, si À est triangulaire inférieure, pour les coefficients de U = A! : 

1 
en noué 

Qii 

k—1 

> Gkjui 

a le 1). 
Akk 

Si la matrice À est triangulaire supérieure la matrice ‘A est alors triangulaire 

inférieure et on peut écrire : 

AT! = 14) 

4. Matrices de dilatation et de transvection. Opérations 
élémentaires 

Définition 5.1 : On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme : 

D OA: 

avec L<i£ji<nerek. 

Définition 5.2 : On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme : 

avec 1 <i<net À E K*. 

Définition 5.3 : On appelle matrice élémentaire une matrice de dilatation ou de 

transvection. 

Lemme 5.1 : Une matrice élémentaire est inversible avec : 

DO) (A) 
pour une matrice de transvection, et : 

aan (] 
pour une matrice de dilatation. 
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Démonstration : Pour 1 <i£j <net À € K on a : 

2 p2 Taj O) Ti (A) = In = NEË, 
avec E, — 0. En effet pour tout entier & compris entre 1 et n on a : 

ces Ur Be = 0 si k £ j, 
s & sik= j, 3 Eje =0 sik= 5. 

Le deuxième résultat est évident. = 

Pour toute matrice À € M, (K) on note L; (1 < à < n) sa ligne numéro à (c’est 
une matrice à 1 ligne et n colonnes) et C; (1 < j < n) sa colonne numéro 3 (c’est 
une matrice à n lignes et 1 colonne). On écrira : 

Li 
A : ou A= (Ci 00 0 63) 

La 

On appelle matrice déduite de À par opération élémentaire sur les lignes de À toute 
matrice de la forme : 

Li 

avec 1 < i < net À € K*, c’est-à-dire que la matrice À; (À) est déduite de la 
matrice À en multipliant sa ligne numéro ? par À, ou de la forme : 

Li 

avec 1£iÆ7<netÀEeK, c'est-à-dire que la matrice A;; (À) est déduite de la 
matrice À en ajoutant à la ligne numéro : la ligne numéro j multipliée par À. 

On appelle matrice déduite de À par opération élémentaire sur les colonnes de 
A toute matrice de la forme : 

A (= (Ci GE AC AC NeMOS)E 
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avec 1 < j < net À € K*, c’est-à-dire que la matrice A! (À) est déduite de la 
matrice À en multipliant sa colonne numéro j par À, ou de la forme : 

AAC ie NC, CRC On ut Cr): 

avec 1 <i£j<net À € K, c’est-à-dire que la matrice 4; (À) est déduite de la 
matrice À en ajoutant à la colonne numéro 7 la colonne numéro à multipliée par À. 

Lemme 5.2 : Avec les notations qui précèdent on a : 

A; (1) = AD; (à), 45; (à) = AT; (à). 
Démonstration : Le coefficient d’indice (p,q) du produit de matrices D; (À) À est 
obtenu en faisant le produit de la ligne p de D; (À) par la colonne q de À, ce qui 

donne, en notant @,,4 Ce coefficient : 

ED LT SPAM DS ER, 

+ ÀÂdig Sip=i, 1<q<n. 

On a donc bien À; (À) = D; (À) A. 
Les autres égalités se montrent de façon analogue. = 

Remarque 5.3 : On sera amené à utiliser deux autres types d'opérations élémen- 

taires que sont les permutations de lignes ou de colonnes. En fait ces opérations 

se déduisent des précédentes. Par exemple, pour permuter les lignes à et j où 

1<i<j<n on effectue les opérations suivantes : 

L: L; L: L: 

in bye Last, 1 L; 

, R|L+Llr : F+ : + : 

Le Lit —L; —L; Li 

La 15 D LD 

ce qui revient à effectuer les produits o 

D; (—D Ti (1) Ti (1) Ts (1) À: 

La matrice D; (—1) Ti; (1) Ti (—1) Ti; (1) est la matrice de permutation qui a pour 

action de permuter les vecteurs e; et e;. Elle s'écrit plus simplement : 

Pij = In — (Eù + Ejj) + (Eij + Es). 

De même la permutation des colonnes à et j est obtenue avec : 

AT;; (1) Ti (—1) Tij (À) D: (—1). 

Le produit de matrices Ti (1) Ti (—1) Ti; (1) D: (—1) est la matrice de permutation 

(Pie Rs 
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L'ensemble des matrices de dilatation ou de transvection forme un système 

générateur du groupe multiplicatif GL, (K). 

Théorème 5.1 : Pour toute matrice À € GL,(K) ÿ existe des matrices de 
transvection Pi}. P,ret O1... OQStellestques 

A= P.... P.Dn(det (4))Q:...Q. 

Démonstration : On procède par récurrence sur n > 0. Pour n = 1 le résultat est 

évident. On le suppose vrai sur GL,-_1 (K). 

On se ramène tout d’abord au cas où a21 Z 0. Si a21 = 0, la matrice À étant 

inversible, il existe alors un indice à € {1,3,...,n} tel que a; 2 0 et la matrice 
Ti (1) À (déduite de À en ajoutant la ligne à à la ligne 2) est telle que son coefficient 
d'indice (2,1) est non nul. 

Une fois ramené à a21 # 0, on se ramène à a11 = 1 en remplaçant la première 

ligne L\ par Li + ÀL2 (multiplication à gauche par T2 (À)) où le scalaire À est 
choisi tel que a11 + Àa) = 1. 

Ensuite, pour tout à € {2,3,...,n}, en remplaçant la ligne L; par L; — a:1L: 

(multiplication à gauche par Ti1 (—a;1)), on annule le coefficient d’indice (4, 1). 

On peut donc trouver des matrices de transvection P,,..., P, telles que : 

Le 0 Gi 

0 HO 7 

Fr PiLA= 

0 An2 :.. Ann 

De manière analogue, en multipliant à droite par des matrices de transvection, 
Q1,..., Qn; on obtient. 

TAUPE 0 LOC Er 0 

0: on bb 0 

: ; dE $ ‘ B 

OU A 0 

avec det (B) — det (A), puisque det (P) — 1 pour toute matrice de transvection 
P. On peut alors conclure en appliquant l'hypothèse de récurrence à la matrice 
BE GLh-1 (K). 5 

En désignant par GLŸ (R) [resp. GL,, (R)] l’ensemble des matrices d’ordre n 
à coefficients réels de déterminant strictement positif [resp. négatif] on déduit du 
théorème précédent le résultat suivant. 

Corollaire 5.1 : Les ensembles GLY (R) et GL,, (R) sont connexes par arcs et ce 
sont les composantes connexes de GL, (R). 
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Démonstration : Soit À € GL (R). Elle s'écrit : 

1) D:(del4)Or. ©. 

P4 et Q; étant des matrices de transvection. 

Pour toute matrice de transvection T = T;; (À) et tout t € [0,1], on note T(t) — 
T;; (À) et on définit l'application 7 : [0,1] — M, (R) par : 

Vs € [0,1], II P(DA( [I x) 
c EL 

A(t) = D, (tdet (A) + (1 —t)). ( 

Pour tout t € [0,1], on a det(y(t)) = tdet (A) + (1—+t) > 0 du fait que A € 
GL} (R). De plus 7 est continue avec y(0) = I, et (1) = À. On a donc ainsi 
prouvé que GL;: (R) est connexe par arcs. 

Pour toute matrice À € GL, (R) (par exemple À = D, (—1)) l’application 
M — AM réalise un homéomorphisme de GL (R) sur GL;, (R). On en déduit 
alors que GL; (R) est connexe par arcs. 

Avec GLn (R) = GLi (R) U GL, (R), les ensembles GL} (R) et GL,, (R) étant 
des ouverts connexes disjoints, on déduit que ce sont les composantes connexes de 

GLy (R). ms 

Ce résultat permet de définir une orientation sur R”. On dit que deux bases B 

et B! de R” définissent la même orientation si la matrice de passage de B à B' est 

dans GL (R). 

5. Méthode des pivots de Gauss 

En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes du système linéaire Ax = b 

(permutations et combinaisons linéaires de lignes, c’est-à-dire des opérations qui 

ne vont pas changer l’ensemble de ses solutions), on le transforme en un système 

triangulaire supérieur Rx = c. Du fait qu'une permutation de lignes change le 

déterminant de signe et que d’ajouter un multiple d’une ligne à une autre ne 

change pas ce dernier, on a : 

det (A) = det (R) = + TL 

L'intérêt de cette méthode est surtout pédagogique. Dans la pratique il est 

préférable d’utiliser la méthode LR (paragraphe 7, page 192) quand cette dernière 

peut s’appliquer, ou la méthode de Gauss-Jordan (paragraphe 10, page 198). 

On note ici L; la ligne numéro à du système linéaire Ax — b. 

Étape 0 — On se ramène à un système tel que a11 soit non nul. 

Si pour tout à = 1,2,...,n, on à ai = 0, alors det (A) — 0 et c’est fini. Sinon, il 

existe à > 1 tel que a;1 soit non nul, et en permutant les lignes 1 et à (sii = 1,on 

(1 à 
ne fait rien) on se ramène à un système Az = bÜ), avec ay non nul. 
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Le coefficient a est le premier pivot. 

On à alors det (A) — + det (AG), avec le signe moins si et seulement si il y a 
une permutation des lignes 1 et à avec 2 > 1. 

Étape 1 — Élimination de +1 dans les équations 2,...,n. 

On effectue pour cela les transformations élémentaires suivantes : 

(1) 
1) 1 a; (i ur LOS Re 

Gi 

et, après une éventuelle permutation des lignes 2 et à > 3, on obtient le système 

AG)x = b0), avec a) non nul où : 

(DE PC () 
dy A2 -.. Ar 

2 2 D do LV 

0 a? RE a®) 

Le coefficient a est le deuxième pivot. 

Étape k — Élimination de x dans les équations k + 1,...,n. 
À la fin de l'étape k — 1, on a obtenu le système A(%)x = b(X), avec : 

ae afin db gli e 
2 2 2 

0 a? fie as) sas a) 

AG) — . . * . d 

0). ..00 at) LS al) 

jm ab partit andere) 
et at) non nul. 

Le coefficient ai) est le pivot numéro k. 
On effectue alors les transformations élémentaires suivantes : 

(k) (k) ae (k) Lo Le 4 Le (RE le n)s 
Axk 

puis une éventuelle permutation des lignes & + 1 et j > k + 1 pour se ramener à 
ae 4 nOn nul. 

Au bout de n— 1 étapes, on est donc ramené à un système triangulaire supérieur 
AG: 

De plus, on à det (A) = (—1)? det (Aî)), où p est le nombre de permutations 
qui ont été nécessaires pour avoir des pivots non nuls et det (A(%)) est le produit 
des pivots. 
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Remarque 5.4 : Pour éviter de faire une division par un nombre trop petit, dans 

le choix du pivot, on aura intérêt, à l’étape k — 1, à permuter la ligne k avec la 

ligne j > k telle que : 

la;x| — max {|a;k | | = Re 

de manière à avoir le pivot le plus grand possible en valeur absolue. 

Si ce maximum est trop petit, alors le système est numériquement dégénéré. 

On peut donner un ordre de grandeur du nombre d’opérations élémentaires que 

nécessite la méthode de Gauss. 
k 

ik 
(k) 

Akk 
demandent (n — k) divisions, (n — k)” multiplications et (n — k)” additions. 

(n —1) 
2 

nl 

Ce qui donne un total de Ÿ° n—k = 2 
k=1 

Les opérations 0) _ L® _ L®) (i=k+1,...,n), à l’étape numéro k, 

divisions et un nombre d’additions 

n—1 es Æ 

et de multiplications égal à 2 52 (n — k)° = DE 
k=1 

RUES Il nous faut donc —— opérations élémentaires pour aboutir 

à un système triangulaire supérieur. Puis la résolution de ce dernier système 

nécessite n divisions et n (n — 1) additions et multiplications, soit n? opérations 

élémentaires. 

En résumé, la résolution d’un système de n équations à n inconnues par la 

méthode de Gauss va nécessiter un nombre d’opérations qui est un O (n°). 

6. Résolution des systèmes linéaires à coefficients entiers 

Si la matrice À et le vecteur b sont à coefficients entiers relatifs, en modifiant la 

méthode de Gauss, on peut calculer la solution x de façon exacte comme vecteur 

à coefficients dans Q]. 

On procède comme suit. 

Étape 0 — Après une éventuelle permutation de lignes, on à obtenu le système 

AOx = b0) à coefficients dans Z avec un premier pivot non nul. 

Étape 1 — Élimination de x1 dans les équations 2,...,n. 

En effectuant la division de la ligne 1 par le premier pivot, on perd le caractère 

entier du système. Il est préférable de procéder comme suit : 

e garder la ligne 1; 

+ 10 + af — af 5, pour à = 2... 1 
Ce qui donne le système A()x = b@), avec un deuxième pivot non nul (au prix 

d’une éventuelle permutation). 

Étape 2 — Élimination de x2 dans les équations 3,...,n. 

Si on procède de la même façon pour cette étape, on constate que les coefficients 

de la matrice AG) et du vecteur b6) sont divisibles par le premier pivot. On peut 
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donc s’autoriser une division par ce premier pivot pour cette étape 2, ce qui aura 

l’avantage de diminuer les coefficients obtenus. 

Étape k — Élimination de zx dans les équations k& +1,...,n. 

Cette étape est décrite par les formules : 

(x) () (k) ,(k) 
(k+1) (afpaf ij — dix A; ) 

SE ETS T5 —%, 
Ak_1,k-1 

pouri—=k+1,...,net j =k+1,...,n+1 (en prenant b comme:colonne numéro 
AL) 

Ce qui donne au bout de n — 1 étapes un système triangulaire supérieur à 
coefficients entiers qui peut se résoudre de façon exacte dans Q”. 

Calcul du déterminant — Au signe près, on a : 

det (4) : (a) det (4), 

det (4®) = (4) F det (4®) . en af? det (40) 
Gp 

De proche en proche, on à alors : 

H APE => (TI sx) det (A 

ce qui donne, en tenant compte de l’expression de det (AG) comme produit des 
pivots : 

det (4)=(=1 al). 

1. Décomposition LR (méthode de Crout) 

Définition 5.4 : On appelle sous-matrices principales d’une matrice À € M, (K) 
les matrices : 

Ak = (20e (k = 1, .. le 

Les déterminants principaux sont les Ax = det (Az). 

Si tous les déterminants principaux de À sont non nuls alors, dans la méthode 
de Gauss, tous les pivots seront non nuls et il ne sera pas nécessaire de faire des 
permutations de lignes (on ne s'occupe pas de la taille des pivots). Réciproquement, 
si tous les pivots sont non nuls, alors tous les déterminants principaux sont non 
nuls. 

Exemple 5.3 : Si À est à diagonale strictement dominante alors toutes les SOUS- 
matrices principales de À sont àussi à diagonale strictement dominante et donc 
inversibles. On en déduit donc que pour À à diagonale strictement dominante, la 
méthode de Gauss ne nécessite pas de permutations de lignes. 
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Exemple 5.4 : Si À est symétrique définie positive, 1l en est de même de toutes 

les sous-matrices principales de A. Donc, pour À symétrique définie positive, la 

méthode de Gauss ne nécessite pas de permutations de lignes. 

La méthode des pivots de Gauss est basée sur les résultats suivants. 

Lemme 5.3 : Soit A € M, (K) de coefficient a11 non nul. Il existe des matrices de 

transvection P:1,...,P, telles que : 

d11 12 din 

le in 
1e … P,A = 

0 at) D 
Démonstration : En reprenant les notations du paragraphe 5, page 189, le passage 

de la matrice À, de premier terme a, non nul, à la matrice unité A) se fait en 

multipliant à gauche la matrice À par les matrices de transvection : 

PU TD) TEEN) 

où on à noté : 

(1 

uns 
a11 

C'est-à-dire que : 

@11 12 din 

Par os 
TR 55e P,A — = 

0 at) an 

Remarque 5.5 : On a rg(A) = 1+rg(BÜ)), en notant : 

(1) 
A2 

EU : 

al 
On'a Pl, 11: Pi = avec : 

1 OS 

21 T1 40 

Ana 
À ni OÙ 

La matrice F, est une matrice de Frobenius. 

(1) 
don 

cé 

0 

0 

(m0 

Ont 

Définition 5.5 : On appelle matrice de Frobenius une matrice carrée d’ordre n qui 

ne diffère de l'identité que par une colonne (ou une ligne). 
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Théorème 5.2 : Toute matrice À € GL, (K) peut être réduite à la forme triangulaire 
supérieure en la multipliant à gauche par des matrices de transvection ou de 

dilatation de la forme D; (—-1). 

Démonstration : C’est la transcription matricielle de l’algorithme de Gauss. 

On peut aussi raisonner par récurrence sur n > 1 en utilisant le lemme précédent. 

En multipliant au besoin la matrice À par une matrice de permutation (produit 

d’une matrice de dilatation par trois matrices de transvection) on se ramène au 
cas où le coefficient a: est non nul. On conclut alors facilement en utilisant le 

lemme 5.3 et l'hypothèse de récurrence. = 

Dans l’hypothèse où tous les déterminants principaux de la matrice À sont non 

nuls (on n'effectue pas de permutations de lignes dans la méthode de Gauss), le 

résultat précédent s'exprime en disant qu’il existe des matrices de Frobenius de la 

forme : 

Fi =] TAC) 
i=k+1 

a®) 
(Air = — . avec les notations du paragraphe 5, page 189) telles que : 

Axk 

AN 2 ET 

où À est une matrice triangulaire supérieure. 

La matrice produit F,_1...F; est triangulaire inférieure à diagonale unité. 
1 ; # 

En notant L = (F,_1...F) , on a alors la décomposition À — LR avec L 

triangulaire inférieure à diagonale unité et R triangulaire supérieure. 

Théorème 5.3 : Une matrice inversible A possède une décomposition À = LR, 
avec L triangulaire inférieure à diagonale unité et R triangulaire supérieure, si 
et seulement si tous les déterminants principaux de À sont non nuls. Une telle 
décomposition est unique etiles coefficients diagonaux de R sont donnés par : 

T11 — 11, 

" det(Ax) re 
Der (RE 0 

où les Ax désignent les sous-matrices principales de A. 

Démonstration : Si tous les déterminants principaux de À sont non nuls on a vu 
que la matrice À admet une décomposition LAR. 

Pour k — 1,...,n, on peut décomposer les matrices À, L et R par blocs de la 
façon suivante : 

À = =— = 

É ne £ ee “is # É M 
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où Ar, Lx et Rx désignent respectivement les sous-matrices principales de À, L et 

R. Le produit À = LR donne alors Ax = L4R4 et : 

k 

det (A4) = det (Lx) det (Rx) = det (Rx) = [ [ra 
2 

L’unicité de la décomposition LR provient du fait que si À = LR et À = L’R', avec 
L, L' triangulaires inférieures de diagonale unité et R, R' triangulaires supérieures, 

alors L'1L = R'R°! est à la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure 
de diagonale unité et c’est alors nécessairement l’identité. 

Inversement, si la matrice inversible À admet une décomposition LR, alors R 

est aussi inversible et la décomposition par blocs faite précédemment nous montre 

que tous les déterminants principaux de À sont non nuls. = 

Pour obtenir pratiquement la décomposition LR on peut procéder par coefficients 

indéterminés, c’est-à-dire qu’on écrit À = LR, qu’on effectue le produit et qu’on 

identifie, ce qui donne, en effectuant les calculs dans l’ordre indiqué : 

T15 — Qij (dk 

il ; 
LG, n), il au ( ) 

puis Dour k —2,.#°n 

me > Lait (j=Kk,...,n) 

et 

avec L;; = 1. 

En utilisant la décomposition À — LR, le système Ax — b équivaut aux deux 

systèmes triangulaires : 

Ly=b (triangulaire inférieur), 

Rx=y (triangulaire supérieur). 

La méthode obtenue est appelée méthode de Crout. Cette méthode est intéressante 

pour résoudre en parallèle plusieurs systèmes linéaires de même matrice À, car la 

décomposition LR ne fait pas intervenir le second membre. 

En utilisant la décomposition À = LR, on a A 1 = R-1L-! et il suffit alors 

d'utiliser les procédures d’inversion des matrices triangulaires du paragraphe 3, 

page 184. 
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8. Décomposition LD'L des matrices symétriques réelles 

On suppose dans ce paragraphe que la matrice À est inversible symétrique et qu’il 

n’y à pas de permutations dans la méthode de Gauss. 

Dans la décomposition LR de À, on a det(R) = det(A) £ 0, donc tous les 
termes diagonaux de À sont non nuls et on peut écrire À sous la forme R = DR!, 

où D est diagonale et R’ est triangulaire supérieure à diagonale unité (il suffit de 
diviser chaque ligne de À par son terme diagonal). On a donc À = LDR/, puis, en 

écrivant que *À = A et en utilisant le fait que la décomposition LR est unique, on 

déduit que R' = ‘L. 
On a donc pour toute matrice symétrique À, dont tous les déterminants prin- 

Cipaux sont non nuls, la décomposition unique À = LD'L, la matrice L étant 

triangulaire inférieure et à diagonale unité et la matrice D diagonale. 

Remarque 5.6 : Cette décomposition nous donne un moyen de calculer la 

signature de la matrice symétrique réelle A. 

On rappelle qu’une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles 

et que, pour À inversible, le couple d’entiers (p, q) formé du nombre p de valeurs 

propres strictement positives et du nombre q = n —p de valeurs propres strictement 

négatives est uniquement déterminé par À. Ce couple d’entiers est la signature 
de À. 

L'égalité A = LD'L avec L inversible se traduit en disant que les matrices 
A et D sont congruentes et le théorème de Sylvester nous dit que deux matrices 
congruentes ont même signature. On a donc : 

sign (4) = sign (D) = (p,n —p), 

où p est le nombre de termes strictement positifs de la diagonale de D. 

Remarque 5.7 : La matrice À est définie positive si et seulement si tous les 
coefficients de D Sont strictement positifs. 

Comme pour la décomposition LR, on trouve les coefficients de Z et D par 
identification, ce qui donne di = ay et, pour à = 2,...,n: 

k= : , SEE St Gad). 
J 

1 

EI 

* dl : 

(a = LudkLye) 
L 

9. Décomposition de Cholesky des matrices symétriques réelles 
définies positives 

L'espace vectoriel R° est muni de sa structure euclidienne canonique. 
Dans le cas où la matrice À est symétrique définie positive, la décomposition 

LD*L permet de montrer le résultat suivant. 
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Théorème 5.4 : Une matrice réelle À est symétrique définie positive si et seulement 
si il existe une matrice B triangulaire inférieure et inversible telle que À = B‘B. 

De plus une telle décomposition est unique si on impose la positivité des coefficients 

diagonaux de la matrice B. 

Démonstration : Si À est symétrique définie positive, dans la décomposition LD'L, 

on a alors d; > 0 pour tout à — 1,...,n. On peut donc écrire D = D’? et, en posant 

B = LD’, on a À = BB avec B triangulaire inférieure, la diagonale de B étant 
formée des +4/d;. 

Inversement, si À — BtB, alors À est symétrique et pour tout vecteur x non 

nul, on a : 

(Arr) =\D'Br fe) = Bel Br) 0, 

puisque B est inversible. æ 

Le calcul effectif des coefficients de B se fait par identification, ce qui donne : 

j—1 
(as D bte) 

k=1 

b;; 
at 

ASS DTUES 2 
bé; = Gi à bi 

k=1 

bij = Get, ir etl), 

Le nombre d'opérations dans la décomposition de Cholesky est un O (a): En effet, 

il y a n racines carrées à calculer, 

n et 
Dei po) divisions, Il 

c 2 
i—=1 

n DE n : - 
i (à —1)(i—2) 

> PA Ji Le (i-1+ ; 

=] FE i=1 à 

i(i— 1) additions, 
oi NI 

a: NÈgE il 

n (2n° + 3n + 1) 
6 opérations. et autant de multiplications. Ce qui donne un total de 

Le déterminant de À se calcule avec : 

b 

det (4) = ][ 6%. 
Ai 

La résolution du système Az — e se ramène à la résolution de deux systèmes 

triangulaires. 

Pour calculer l'inverse de À il suffit d’inverser la matrice triangulaire B. 
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10. Méthode d'élimination de Gauss-Jordan 

La méthode de Gauss-Jordan est une variante de la méthode de Gauss. Elle consiste 

à se ramener à un système diagonal à l’aide de transformations élémentaires. 

À l'étape k, on ne se contente pas seulement d'éliminer le coefficient de zx dans 

les lignes k + 1 à n, mais on l’élimine aussi dans les lignes du dessus soit 1 à £ — 1. 

Ce qui donnera au bout de n étapes un système diagonal. 

Description de la k-ième étape du calcul (1 < k < n) — À la k-ième étape, on est 
au départ dans la situation suivante : 

LUDO de Open tee RE RD ARS, 

k k k 
Delais a LEE AE oo Hu. — pu), 

4 arr Re az = pU) 

(k) k) _ E(k) 
TOR LETTRE TE a EA 7 pos 

2e a rx +. + arr = bU) 

On peut supposer que al) est le pivot maximal, sinon, il suffit de permuter avec 
une des lignes suivantes. 

On commence par extraire xx de la k-ième équation : 

k k k GR 
(x) à 

Apk 

- TR — 

que l’on reporte ensuite dans les autres équations, ce qui donne : 

(k+1) pÜr +1) (k+1) 
T1 + Fair TkHt + An ‘En = 

(k+1) k+1 k+1 
Th1 + QE _ nd pyiTki ++ . = pe 

St aeiTR EI A atle, = DE 

(k+1) (k+1) __ 2(k+1) 
+ @hketeh À FE ntn = bp 

+abhiæen + +ale, = 6040 

AVÉC DO MR Le 71: 

heat k 
(k+1) _ Ckj (kH1) UN ) 
kj + | (k)? k = Mi: 

Ok ay 
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étpour € {1,...,n}4{k}, je {k+1,.:;n}: 

k+1 k k) _(& de Je co 2 a)  L pie [£ pt) J apte), 

On obtient alors directement la solution, après la n-ième étape : 

T1 — pl) 

En — pl). 

11. Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires 

Étant donné un système linéaire Az = b de n équations à n inconnues, la matrice 

À étant supposée inversible, on veut construire une suite (EAU) LREN d'éléments de 

R’” qui va converger vers la solution x de ce système, le calcul de chaque x(%) étant 

plus simple que la résolution directe du système. 

Pour ce faire, on écrit la matrice À sous la forme À = M—N, où M est facilement 

inversible, et la résolution de Ax = b est ramenée au problème de point fixe qui 

consiste à trouver x dans R” solution de x = M1Nx + Mb. 
Pour résoudre ce problème, on utilise la méthode des approximations successives, 

c’est-à-dire qu’on considère la suite (x0)) REN définie par : 

x) ER”, 
: (5.1) 

28) = M-INx®) + Mb. 

Si cette suite converge, c’est nécessairement vers la solution de Ax — b. 

Une méthode itérative de résolution du système linéaire Ax = b est donc définie 

par le choix d’une décomposition À = M — N. 

Définition 5.6 : Si À est une matrice réelle inversible, on dit que la méthode itérative 

associée à la décomposition À = M —N, avec M inversible, est convergente si pour 

tout x) € R?, la suite (@®)en définie par (5.1) est convergente. 

Les principaux problèmes posés par les méthodes itératives sont les suivants : 

e À quelles conditions portant sur la matrice M, la suite définie par (5.1) converge- 

t-elle ? 

e Comment choisir M facilement inversible? 

e Quelle est la rapidité de la convergence? 

Le théorème qui suit nous donne une condition nécessaire et suffisante de 

convergence de la suite définie par (5.1). 

Théorème 5.5 : Soient À = M — N une matrice inversible avec M inversible et 

p (MN) le rayon spectral de la matrice MN. La méthode itérative associée à 

la décomposition À = M — N converge si et seulement si p (MIN) Ed 
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Démonstration : On pose B = MN et on suppose que p(B) < 1. En écrivant 
que l’équation Az — b équivaut à x = Bx + Mb, on déduit que : 

VkEN, 26) _328B (20 4 x) = pH (0 F ;) 

converge Avec p(B) < 1 on déduit que in BF — 0 et donc que la suite EURE 

vers +, quelle que soit la valeur initiale (0) (corollaire 4.16). 
Réciproquement, si la méthode associée à la décomposition A = M-Nest 

convergente, alors pour tout vecteur y(0) € R” la suite (y), EN définie par 

yle+1) = By) pour tout entier k est convergente vers le vecteur nul, ce qui équivaut 
à p(B) < 1 (corollaire 4.16). = 

Remarque 5.8 : S'il existe une norme matricielle telle que ||B|| < 1, alors la 
méthode itérative correspondante est convergente puisque p(B) < ||B||. 

Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a : 

(eo 2] 18 (9 2) < 124160 = 2]: 
On peut donc utiliser |.B* | pour avoir une idée de la vitesse de convergence d’une 
méthode itérative. De manière plus précise, on peut remarquer que : 

k,,(0) (k) 

oerr-{0} [#0] yoerr-{0} || 
la suite CPE étant définie par y(*+1) — By). Ce qui peut aussi s’écrire, en 
notant x la solution de Ax = b : 

(EE 
NO on Eee 

soern-{r} [a — x| 

D'autre part, on sait que p(B) = lim (IL8411À) (corollaire 4.6). 
k— +00 

Ces considérations nous amènent à donner les définitions suivantes. 

Définition 5.7 : Soit A = M —'N une matrice inversible avec M inversible telle que 
p (MIN) < 1. La quantité : 

Ro (MIN) =-In(p(MTIN)) 

est appelée le taux asymptotique de convergence de la méthode itérative associée à 
la décomposition À = M — N. 

Pour toute norme matricielle ||.|| induite par une norme vectorielle et pour tout 
entier k strictement positif tel que | B*| < 1, la quantité : 

A 
est appelée le taux moyen de convergence pour k itérations et pour la norme 1-1] de 
la méthode itérative associée à la décomposition À = M - N. 
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On a bien sûr : 

RECMINYE im Ra (MN). 

La méthode itérative associée à la décomposition À = M — N sera d’autant plus 

performante que R& (M EN ) est grand. 

12. Méthode de Jacobi 

SE A — ((a)) 32 on choisit M — D matrice diagonale définie par di; = &i 

pour tout à = 1,...,n. Il faut donc supposer que tous les coefficients diagonaux de 

A sont non nuls. 

L’algorithme de construction des z(*) est alors le suivant : 

2 (TD = nu PR CAC )E 

. 

Remarque 5.9 : Le calcul des composantes de zK+1) nécessite de garder en 

mémoire le vecteur xK). Une itération va donc immobiliser 2n cases mémoires. 

Remarque 5.10 : On peut décider d'arrêter les itérations à un rang Maxlter 

donné ou lorsque 

(elec a) 
(où € est une précision donnée). 

b. 
Remarque 5.11 : Comme valeur initiale, on peut prendre x) = ((#)) ; 

Has 

Dans le cas particulier des matrices à diagonale strictement dominante, on a le 

résultat suivant. 

Théorème 5.6 : Si la matrice À est à diagonale strictement dominante, alors la 

méthode de Jacobi converge. 

Démonstration : Une matrice à diagonale strictement dominante ayant tous ses 

termes diagonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Jacobi. 

Si J = DIN, avec A=D-N,ona: 

nm 

TL 2=ax D Net 
lee = RE 22 l'a 

JE 
ji 

et la méthode de Jacobi est convergente. = 
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13. Méthode de Gauss-Seidel 
On choisit pour matrice M le triangle inférieur de A. C'est-à-dire que M est définie 
par : 

Mij = 0, POULET EN, 

Mij = Gij, pou il<ji<i<n. 

En notant À — M — N, le vecteur x +1) est solution du système triangulaire 

inférieur Max) = NxE) + b. D'où l'algorithme de Gauss-Seidel : 

rl n 
k 

ae UT) is Das . 5 ail hs bel, An) 
= j=iHl 

Remarque 5.12 : Cet algorithme est en fait une amélioration de l’algorithme de 

+ on utilise les composantes 1 à t — 1 de Jacobi. En effet, dans le calcul de x 

zK+1) (alors que dans la méthode de Jacobi ce sont celles de x) qui sont utilisées) 
et les composantes i + 1 à n de x) {comme dans la méthode de Jacobi). Cet 
algorithme sera donc en général plus performant que celui de Jacobi. 

Remarque 5.13 : Pour une itération on garde seulement n termes en mémoire. 

Les théorèmes qui suivent nous donnent des conditions suffisantes de convergence 
de la méthode de Gauss-Seidel. 

Théorème 5.7 : Si la matrice À est à diagonale strictement dominante, alors la 
méthode de Gauss-Seidel converge. 

Démonstration : Une matrice à diagonale strictement dominante ayant tous ses 
termes diagonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. 

Soient À à diagonale strictement dominante, G = M-!N, À € C une valeur 
propre de G et x € C” un vecteur propre non nul associé. On a alors Nx = M es 
c’est-à-dire : 

nm à 

= 5? GijEj = À ÿ jt; CRT TTL 
‘ Frs” J=i+1 

nm 

OX 5 AnjT;: 

j=1 

Si on suppose que |À| > 1, en prenant à tel que xl, = xl, on déduit que : 

JA lat < JS laisl IA, 
HE 

ce qui contredit le fait que la matrice À est à diagonale strictement dominante. Le 
rayon spectral de G est donc strictement inférieur à 1 et la méthode de Gauss-Seidel 
converge. | = 

Théorème 5.8 : Si la matrice À est symétrique définie positive, alors la méthode de 
Gauss-Seidel converge. 
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Démonstration : Une matrice symétrique définie positive ayant tous ses termes 

diagonaux strictement positifs, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. 

Soient À symétrique définie positive, À € C une valeur propre de G = MIN et 

x € C” un vecteur propre non nul associé. En écrivant À = D+E + F, où D est 

la diagonale de À, E le triangle inférieur strict, F le triangle supérieur strict et en 

notant (- | -) le produit scalaire hermitien canonique de C”, on a : 

(x Arh= {x | Dr)+4(x | Ex) + (x | Fa). (52) 

Puis, avec Fx = —À(Dr+Ex) (M=D+E, N = -F), on déduit que : 

| Az) = (1-3) ({x | Da) + (œ | Ez)), 
donc À £ 1 (puisque (x | Az) > 0) et 

1 

TN 
(x| Az) =(x|Dr)+(x| Ex). (5.3) 

Par conjugaison complexe de (5.2), en considérant que À et D sont hermitiennes 

et que *E — F on déduit que : 

1 

1 — À 
( LAT) = Dre [Fr (5.4) 

En faisant (5.3) + (5.4) — (5.2), on en conclut que : 

1- AP ——, (x | Az) = (x | Dr). Ep (e 142) = {| Da 

Avec (x | Ax) > 0 et (x| Dx) > 0 (A et D sont définies positives) on déduit que 

JX| < 1. Le rayon spectral de G est donc strictement inférieur à 1 et la méthode de 

Gauss-Seidel converge. ë 

Remarque 5.14 : De manière générale, quand les méthodes de Jacobi et de Gauss- 

Seidel sont convergentes il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut 

que la méthode de Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge comme 

102 2 

le montre l’exemple de la matrice A= TI 1 1 

2€ 1 

Pour la méthode de Jacobi toutes les valeurs propres de J sont nulles et pour la 

022 2 

méthode de Gauss-Seidel, on a G = | 0 2 —3 | avec les valeurs propres 0, 

0 —-2 4 

0,35 et 5,64. 

Remarque 5.15 : Dans le cas des matrices tridiagonales les méthodes de Jacobi 

et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément et dans le cas de la conver- 

gence c’est la méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide (exercice 5.9). 
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14. Méthode de relaxation 

On pose À = D+E+F, où D est la partie diagonale de À, E sa partie triangulaire 

inférieure stricte et F sa partie triangulaire supérieure stricte. On suppose toujours 

que la matrice À est inversible et que tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. 

En vue d’accélérer la convergence de la méthode de Gauss-Seidel, on introduit 

un paramètre dans la matrice G=—(D+ÆE) "F. Précisément, on pose : 

4 
Mau= =D E.A = Mi ele MoN, 

w 

où w est un paramètre réel non nul à préciser. On a alors : 

Ly = (D+wE) * ((1-w)D -wF). 

Le vecteur z(*+1) est alors la solution du système triangulaire : 

(D +wE)x®#) = ((1 -w) D= wF)2®) + wb. 

Ce qui donne l’algorithme de calcul : 

gr 2 (2 u)e 0 Da (= ,n), ? t 

où a TD est donné par les formules de Gauss-Seidel en fonction des composantes 

1 à i — 1 de x) et des composantes à + 1 à n de x), soit : 

2—1l n 
A(k+1) (k+1 k 

it; = ù dijT; ss Ù ai5t 1 DRE TEE AN 
3=1 j=i+1 

Ce qui peut encore s’écrire : 

a) 2 D) _ GEkT) (k > 0), 

où £*H) est le vecteur résidu défini par : 

à 41 n 
k+1 k+1 k , 

.. LE 2 + Ds" bi CL en) 

Comme test de convergence on peut prendre IE (k) | < €, où € > 0 est une précision 
donnée, une norme matricielle étant choisie. 

Une condition nécessaire sur w pour que la méthode converge est donnée par le 
résultat suivant. 

Théorème 5.9 : Avec les notations de ce paragraphe, la méthode de relaxation 
correspondante ne peut converger que si w € ]0, 2[. 
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Démonstration : Si À1,...,), sont les valeurs propres de L,,, on a alors : 

nm 
det((1—w) D —-wF) 

IT in det(D+wE) Fe 

et p(Ly) > [w—1|. = 

Dans le cas où la matrice À est symétrique définie positive, la condition nécessaire 

du théorème précédent est aussi suffisante. 

Théorème 5.10 (Ostrowski, Reich) : Soit À une matrice symétrique définie positive. 
Avec les notations de ce paragraphe, la méthode de relaxation correspondante est 

convergente si et seulement si w € ]0,2]. 

Démonstration : Si la matrice À est symétrique définie positive alors a;; > 0 pour 

tout à compris entre 1 et n. On peut donc définir la suite (x) REN de la méthode 

de relaxation. 
Avec le théorème précédent, il nous suffit de montrer que la méthode converge 

si w € ]O, 2]. 
En reprenant les notations du début de ce paragraphe, on a À = M,, — N,,, avec 

1 1 
M,=-D+EenN, — (£-1)2-r 

; & & 

On note (- | :) le produit scalaire hermitien canonique de C”. 
Soient À € C une valeur propre de L,, = MSN, et x € C" — {0} un vecteur 

propre associé. 

On a N,,x = ÀM,x et 

(x | Ax) = (x | Mux) — (x | Nux) = (1— À) (x | Mux). 

La matrice À étant symétrique définie positive, on en déduit que À # 1 et 

1 

en) 
x | Az) = 

& 
(x | Dr) + (x | Ex). (5.5) 

Par conjugaison complexe, en considérant que À est hermitienne et que EE; 

on déduit que : 

— (æ | 47) = E(e| De) + (| Fa). (5.6) 

Enfin, avec À = D + E + F, on.peut aussi écrire : 

(AGENT | Dr) Fe Ex) + (x |Fo) (5.7) 

En faisant (5.5) + (5.6) — (5.7), on en conclut que : 

(L=nP) EST RE r (2-1) (œil Dr); 

En tenant compte de la positivité de À et D et du fait que w € ]0,2[, on déduit 

que |À| < 1. 
On a donc ainsi montré que p(L.,) < 1 et que la méthode de relaxation associée 

converge. a 
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Remarque 5.16 : Pour w = 1, on retrouve le fait que la méthode de Gauss-Seidel 

converge pour les matrices symétriques définies positives. 

Dans le cas des matrices tridiagonales symétriques définies positives on peut faire 

une étude plus précise. 

Lemme 5.4 : Pour toute matrice M = ((m;;)) dans M, (K) et pour tout 
1<i,j<n 

scalaire t la matrice M(t) — (ms, (#))) définie par : 
1<i,j<n 

Mij (t) — Émis (1 < 1 < n) , 

est semblable à M. | 

Démonstration : Il suffit de remarquer que M(t) = P(t)MP(t) *, avec : 

Lu 0 0 

ONE 
P(t) = € GLy (K) 

0 

0 Ve 

pour t non nul. = 

On suppose dans ce qui suit que la matrice À est tridiagonale symétrique définie 
positive. 

Les coefficients diagonaux de À sont alors tous non nuls et on peut définir les 
matrices J = —-D-1(E + F) (méthode de Jacobi) et : 

1 ane 
L;,=|-D+E —-1)]D-F 

w w 

(méthode de relaxation). 
On désigne par P7 le polynôme caractéristique de J et par Pr, celui de:L/;: 

Lemme 5.5 : Soit À tridiagonale symétrique. définie positive. Avec les notations de 
ce paragraphe, pour tout w € R* et tout À € C* on a : 

2 Æ 
Pr, (X) =w"\"P) (=) 

WA 

Démonstration : On a : 

Pr, (À) = ere arte 

Soit : 

Ce 

PE () = det(D) det CHEN) 
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où H,,,x1 est la matrice tridiagonale : 

1 —w — HF, Ne ete" fps 
w 

En utilisant les notations du lemme 5.4, on peut écrire, pour À € C*, que : 

aan) = af (3) 
1 1—w — 

UE <= —————D-E—- - avec A (5) ( = E r) 

Ce qui donne, en tenant compte de : 

ie P d AUD ED) et(E+F+uD), 

X +w —1 
Pr, (N) = &" XP; | ——— |: 

4 ( ) S ù ( w À ré 
Lemme 5.6: Soit À tridiagonale symétrique définie positive. Avec les notations de 

ce paragraphe, on à : 

PJ (à) Lx TT ( — uk) 

avec 0 < pu < ua <... < Up < 1 dans R, Te et : 

p 
Pi (ON) = (1) (+0 — 1) [[((A +w — 1) -wpEx). 

k=1 

C'est-à-dire que les valeurs propres de L,, sont 1 —w d’ordre supérieur ou égal à q 

et les À (r,w), X2(ux,w) pour k = 1,...,p, où les À (ux,w) (i = 1,2) sont les 

racines de : 

Del) -uuA— 0! (5.8) 

Démonstration : Pour la forme du polynôme caractéristique de J, voir l'exercice 

5.9. Il reste à montrer que toutes les valeurs propres de J sont réelles. Si u € C 

est une valeur propre de J et x € €" — {0} est un vecteur propre associé, on a 

alors (1 — u) Dr = Ax et (1—w)(Dx | x) = (Ax | x). Les matrices À et D étant 

symétriques définies positives, on déduit que y est réelle et 4 < 1. Comme —y est 

aussi valeur propre de J on déduit que || < 1. 
En utilisant le lemme 5.5, on a pour À € C* : 

2 ge D 2 2 

none ar (Et) (EE) —) 
P 

= (—1)" (Ÿ +w —1 )'IIK(( (GE out} — péuw?X), 
k=1 

ce qui équivaut à : 
P 

Pa, (à) = (—1)"( (X+w-1Y TITI, ( (CA + w — 1) — ur X). & 
k=1 

207 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

Lemme 5.7 : Pour u € ]0,1[, w € ]0,2[, on considère l’équation en À : 

(un =0r=0 (5.9) 

2 

le Leu 
Pour w € ]0,wo (u)[ l'équation (5.9) admet deux racines réelles distinctes : 

et on pose wo (u) = 

Wu? — 2 (w — 1) — wyry/w2u? — 4w +4 qu = PEUT D UOTE ANT 
WU? — 2(w—1) +wp uw? —Aw+A4 (Cent 

2 À (uw) 

pour w = wo (u) elle admet une racine double : 

À2 (4, w) = 

wi? 

2 À (4,w) = Ai (u,w) = — (w —1) =wo(u) —1 

et pour w € Jwo (y) ,2[ elle admet deux racines complexes conjuguées : 

Wu? — 2 (uw — 1) — ivyuy/—w2u? + 4w — 4 
À (u, w) = 2 ) 

Wu? — 2 (w — 1) +iwuy/—w2u? +4w—4  (w — 1) 

2 À (u,w) 

avec : 

Ji (,w)| = | As (uw) = w — 1. 
Démonstration : À y € ]0,1| fixé, le discriminant de (5.9) : 

A) (wo? u? — 4w + 4) 

a une seule racine dans ]0, 2 : 

(a) = —7— u) = ————— 0 (4 IMC 

Le calcul des racines de (5.9).est alors immédiat. # 

Théorème 5.11 (Young, Varga) : Si À est symétrique définie positive et tridiagonale, 
alors : 

1. les méthodes de Jacobi et de relatation pour w € ]0, 2[ sont convergentes ; 

2 
2. en posant r = p(J) et wo (Tr) = —}—>, on a : 

w?r2 — 2 (w — 1) + wryw2r? — 4w + 4 0 
= 5 si 0 < w < wp(r), 

w —1 00 (Tr) SE: 

C'est-à-dire que la fonction w:-— p(Ls) a l'allure indiquée par la figure 5.1, 
page ci-contre, et que la valeur optimale du paramètre de relaration est wo (r) avec 
p (Le) = wo (r) — 1. 
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e Y 
Figure 5.1. 

Démonstration : 

1. La matrice À étant symétrique définie positive, on sait alors que r = p(J) € [0,1 

et que la méthode de Jacobi converge. Pour w € ]0,2[ la méthode de relaxation 
converge d’après le théorème 5.10. 

2. Si r — O0, alors toutes les valeurs propres de J sont nulles et 1 — w est la seule 

valeur propre de L,, d’après le lemme 5.6. Et dans ce cas on a p(L,,) = [1 —-wl 
(Fig. 5.2). 

p(L.) À 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

ess 
> [02] 1 

Figure 5.2. 

Si r € ]0,1[, d’après les lemmes 5.6 et 5.7 on a pour w € Jw(u),2[ C ]1,2{, 

p (Lu) = |1 —w| = 1-w. Si w € ]0,wo (u)[, en remarquant que la fonction u -— 

À (u,w) est décroissante et y ++ A2 (u,w) croissante sur R*, on déduit avec les 

notations du lemme 5.6 que les valeurs propres de L,, vérifient : 

Xi (Up, w) <... < Ai, w) < 1 —w < À (pr, w) < < À2 (Up, W) 

et p(Lu) = 2 (Up,w) = À2(r,w). m 
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Remarque 5.17 : Du point de vue numérique il est préférable de surestimer la 

valeur optimale de w du fait que la pente de la demi-tangente à droite en wo (r) est 

égale à 1 alors qu’elle est infinie à gauche. 

Remarque 5.18 : Si on sait calculer la valeur optimale de w, ce choix n’est pas 

judicieux dès la première itération. Le procédé d'accélération de convergence de 

Tchebychev consiste à changer de paramètre w à chaque itération de la manière 

suivante. Pour première valeur de w, on prend wi = 1, puis à l’étape suivante on 
L 

prend w2 = nr: et aux étapes suivantes on prendra : 
ete 

2 
1 

ORPI ° 
me )” uk 

4 

La suite (wx),en converge en fait vers wo (r) et le procédé de Tchebychev va 
diminuer, en général, le nombre d’itérations. 

Remarque 5.19 (méthode de relaxation par blocs) : Lorsque la dimension 

du système est très grande, on aura intérêt à partitionner la matrice À en blocs, ce 

découpage étant adapté à la forme particulière de À. On a donc : 

Au A2 se Am 

A1 A9 ee A29m 

PA —= A —— , ; Ë . ) 

Abel ol 

nm 

où A;; est une matrice à n; lignes et n; colonnes, avec Sn; = n, les matrices 
i=1 

A; étant supposées inversibles. Le second membre b et l’inconnue x sont alors 

partitionnés de manière analogue, soit : 

B: X1 
Ba Xo 

b—= dr 

Be Ke 

Le système à résoudre peut alors s’écrire par blocs : 
m 

D AFRO: (HA En) 

ei 

Et les formules pour la méthode de relaxation s’écrivent : 

X KE+H1) = X() =. g=tr+1) (k &- 0), 

où EH) est le vecteur résidu défini par : 

2 n 

(EH) 1 k+1 (k) : SP SA AA EN AE XD: nel ne 
j=1 j=i 

Cette méthode sera intéressante si les À;; sont facilement inversibles. 
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La méthode de relaxation est utilisée pour la résolution d’une équation aux 

dérivées partielles de type elliptique par la méthode des différences finies. On aura 

à résoudre des systèmes tridiagonaux par blocs, les matrices blocs de la diagonale 

étant tridiagonales et les autres diagonales. 

15. Méthodes de descente et de gradient 

L'espace vectoriel R’ est muni de sa structure euclidienne canonique. On note 

(- |-) le produit scalaire euclidien, ||, la norme associée et l’espace vectoriel 
M (R) est muni de la norme matricielle induite par ||-||.. 

On désigne par {e1,e2,...,e} la base canonique de R°. 

On rappelle qu’une fonction @ définie sur un ouvert non vide © de R" et à 

valeurs réelles est dite différentiable en x € © s’il existe une forme linéaire L sur 

R’” telle que : 

p(z+h)=+(x) +L(h)+o(|Al]) 

pour tout h dans un voisinage de 0. 

Le vecteur gradient de 4 en x est le vecteur noté dy (x) défini par : 

VheR", L(h)=(dp(x)|h): 

Dans la base canonique de R” ce vecteur s’écrit : 

Fe 

On dit que la fonction w est différentiable sur © si elle est différentiable en tout 

point de ©. 

On dit la fonction @ admet un minimum [resp. maximum] local en x5 € © s’il 
existe un voisinage ouvert V de x dans © tel que : 

VreV, œo(x)>vp(xo) [resp. VreV, (x) < (x) 

On dit la fonction @ admet un extremum local en x € © si elle admet un minimum 

ou un maximum local en xo. 

On rappelle enfin un résultat donnant une condition nécessaire pour qu’une 

fonction différentiable en un point d’un ouvert de R” admette un extremum local 

en ce point. 

Théorème 5.12 : Soient © un ouvert non vide de R”, & une fonction définie sur 

© à valeurs réelles et différentiable en un point xo € O. Si admet un ertremum 

local en xo alors le vecteur gradient dy (xo) est nul. 
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Démonstration : On suppose que w admet un maximum local en xo. 

L'ensemble © étant ouvert, pour tout vecteur h € MR’ il existe un réel a 

strictement positif tel que la fonction : 

fit ç(xo+th) 

soit définie sur |—a, a[. Cette fonction est dérivable en 0 avec f” (0) = (dy (xo) | À). 
En écrivant que : 

t—0 t SU 
t>0 

4 É Fa 
on déduit que f’ (0) = 0. 

On a donc ainsi montré que (dy (xo) | h) = 0 pour tout À € R”, ce qui équivaut 
à dy (to) 0: = 

Définition 5.8 : On appelle fonctionnelle quadratique sur R° toute fonction définie 
sur R” à valeurs réelles telle que : 

RER", p()=,(4rl2)- (Ia), 

où À est une matrice symétrique réelle d’ordre n et b un vecteur de R”. 

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne une matrice symétrique réelle définie 

positive d’ordre n, un vecteur non nul b dans R” et on note w la fonctionnelle 
quadratique associée. 

Pour tout réel À on désigne par H\ l’hyper-quadrique d’équation @ (x) = À. 
La matrice À étant inversible, le système linéaire Ax — b admet une unique 

solution que nous noterons u. 

On a écarté le cas b = 0 qui donne la solution triviale u = 0. 

Du fait que la matrice À est symétrique, on déduit que pour tout vecteur 6 € R? 

et tout réel £, on a : 

1 
pg(u +tô) = 5 (A6 16)€ + (Au—b|6)t+çp(u) 

1 : 
et avec Au = b, œ(u) = Le (Au | u), on obtient : 

: (Au | u). (5.10) 
1 

plu+iô) => (4616) —> 

Le vecteur u étant non nul (on à pris b non nul), on a (Au | u) > 0 (la matrice À est 
définie positive) et pour à non nul le vecteur u +tô appartient à l’hyper-quadrique 
H si et seulement si t{ est solution de l'équation polynomiale de degré 2 : 

(A6 | 6)t? =21+ (Au | u). 
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Pour À positif ou nul on a deux solutions réelles : 

_ 2À + (Au | u) 

Re 

Le vecteur Ô étant quelconque dans R” — {0}, on déduit que pour tout réel À positif 

ou nul l’ensemble #) est un hyper-ellipsoïde de centre u. 

Lemme 5.8 : La fonctionnelle quadratique & associée à la matrice À et au vecteur 

b est différentiable sur R? avec : 

Vx ER”, dp(x) < Az —b. 

Démonstration : En utilisant la symétrie de la matrice À, on a pour tous vecteurs 

z,h dans R” : 

e(z+h)=p()+(4r—b|#)+ 5 (4 |) 

et avec |(AR | k)| < |[AIL IIh|2, on déduit le résultat. - 

Remarque 5.20 : Le vecteur gradient dy (x) — Ax — b est aussi appelé vecteur 

résidu et souvent noté r (x). 

Remarque 5.21 : Pour tout réel À positif ou nul le vecteur dy (x) est dirigé suivant 
la normale à l’hyper-ellipsoide H) passant par le centre u. 

Théorème 5.13 : La solution u du système linéaire Ax = b est le vecteur qui réalise 

le minimum global de la fonctionnelle quadratique . 

Démonstration : En utilisant (5.10) avec t = 1 et d = x — u on à pour tout vecteur 

x dans R” : 

= (Au): 
NI 

p(x) = 

La matrice À étant définie positive, on en déduit que : 

" 1 

VrER"—{0}, p(r)>-5(Au|u) = p(u), 

ce qui entraîne que w atteint son minimum en uw et que ce minimum est unique 

sur R”. 

Réciproquement si @ admet un extremum global en x € R” alors dp(x) = 0, 

c’est-à-dire que x est solution de Ax = b et nécessairement x — u. Cet extremum 

est un minimum et il est unique. 5 
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La résolution du système linéaire Az — b est donc équivalente à la résolution du 

problème d’optimisation sans contraintes qui consiste à déterminer le vecteur u de 

R” solution de : 

e(u)= inf (x). 

Le principe des méthodes de descente pour résoudre ce type de problème consiste 

à construire une suite de vecteurs (xz),en destinée à converger vers la solution 
cherchée u telle que le passage de xx à xx41 se fait en résolvant un problème de 

minimisation plus simple à une variable. 

À chaque itération on se donne une direction de descente 64 € R” — {0} et on 
cherche à minimiser la restriction de @ à la droite passant par x4 et dirigée par Ôg, 

c’est-à-dire qu’on veut minimiser la fonction d’une variable réelle : 

tr 8 (t) = p(xr + tôk). 

En remarquant (grâce à la symétrie de la matrice A) que : 

1 
pr (6) = 5 (46e | 8x) É + (di (œx) | dk) É + 6 (œx) 

est un polynôme de degré 2 à coefficient dominant strictement positif (la matrice 

À est définie positive et le vecteur ô4 est non nul), on calcule facilement la valeur 

de t{ qui réalise le minimum de la fonction w4 sur R. Cette valeur est donnée par : 

(de (æx) | 6x) 
De 

En notant : 

rr = dp(xe) = Atx — b = A(xyx — u) 

le vecteur résidu d’ordre k, le vecteur +411 s'écrit : 

Ô Sen = 5 | ôk) nrerese 
Ad | 6x) 

Lemme 5.9 : Avec les notations qui précèdent, lé vecteur rx11 est orthogonal au 

vecteur 0x. 

Démonstration : On à : 

TRE Atk11 — b = Axy — b + tr AÔg = Tr + tr AÔk 

et 

(rx | ôx) 
(Aôk | Ôk) 

Remarque 5.22 : Pour n = 2, le vecteur rx41 = dp(xxr) est orthogonal à 
l’ellipse H,,(x,,,) €t dk orthogonal à rx+1 est donc tangent à cette ellipse. 

(rkæ1 | 0x) = (rx | x) — (Aôk | 8x) = 0. = 
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C’est le choix des vecteurs de descente qui va définir une méthode. 

En prenant 04 = e1, on obtient, en notant ca les composantes du vecteur xx 

dans la base canonique de R” : 

> (&) 
LTk+1 = Tk — 7 15%; b1 | e1, 

“al 

ce qui donne les formules : 

(k+1) 
d11T; de d15T; LE b, 

TAN = G D TL) 

En remplaçant le vecteur xx; par le vecteur, encore noté x}, de composantes 
k k 

x! doi x! 2 sé. x) et en prenant 04 = €2, on obtient pour la deuxième composante 

de Tx+1 : 

nm 

k+1 k+1 k 
227$ ) = _anx he Sat! lag b2, 

j=3 

les autres composantes de xx étant inchangées. 

En continuant ainsi avec e3,...,€en on retrouve les formules de Gauss-Seidel 

- (paragraphe 13, page 202). On sait que pour À symétrique définie positive cette 

méthode est convergente. 

Le théorème qui suit nous indique comment choisir des directions de descente 

qui assurent la convergence de la méthode. 

On note : 

DEA TED CÉSEESNT 

les valeurs propres de la matrice À rangées dans l’ordre croissant. 

Lemme 5.10 : Avec les notations qui précèdent, pour tout vecteur x dans R” on a : 

2 
(Az |z) 2 À |x||2. 

Démonstration : La matrice À, symétrique, se diagonalise dans une base orthonor- 

mée { f1, f2,..., fn} avec Afx = ÀK.fk pour tout entier k compris entre 1 et n. Dans 

cette base on à : 

nm 

T — 5 Qkfk; 
k=1 

Ax = es axÀkfk) 
ET 

de sorte que : 

(Az | &) = Doi > À Det - = À ES = 
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Théorème 5.14 : Soit (x4),en la suite de vecteurs définie par : 

zo € R”, 

(re | Ok) VkEN, x = LR — 0%, 

où Tr = ATk — bd est le vecteur résidu d’ordre k et Ôk un vecteur unitaire dans R?. 

S'il existe un réel a strictement positif tel que : 

VRE Nr) = lle (5.11) 

alors la suîte (xx),en converge vers la solution u du système linéaire Ax = b. 

Démonstration : Si il existe un entier naturel ko tel que rx, soit nul alors la suite 
(zk)pen est stationnaire sur u à partir du rang ko et c’est terminé. 

On suppose donc rx non nul pour tout entier naturel k. 

On remarque tout d’abord que les inégalités (5.11) entraînent 0 < a < 1. En 
effet avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a (rg | 6x) < [xl [rkll = [rxll, ce 
qui entraîne a < 1 puisque r£ est non nul. 

Avec les inégalités : 

1 1 VREN, [te — ul < = (A(xx — u) | x — u) = —ey, 
À À 

il suffit de montrer que la suite (ez),-N converge vers 0 sur R. 
Pour tout entier naturel k on a : 

ex = (Az; —-b|z-u) ={r;|xe u) 

et avec (rg+1 | 6x) = 0 on déduit que : 

(rx | Ôk) 
= — — ES = —_ : Ek+1 (re | Tr —u (A6 | x) k (rk+1 | Tx — u) 

(rx | ôk) 
ere A0. (Gé trati ide 
(Aôk | ôx) k (démonstration du lemme 5.9) on déduit que Avec Tg41 = Tk — 

(rx | 0x) 
RE RE SRE 

Enfin avec la symétrie de la matrice À et Au — b on peut écrire que : 

(Aôk | Tk 0) —= (ôk | ATk — b) —= (ôk | Tk) 

et 

5)? 

Ek+1 — Ek — no lôr) ; 
AÔk | Ôk) 
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Avec l’hypothèse r; non nul pour tout entier naturel k on déduit que ex est non 

nul pour tout entier naturel k et l’égalité précédente s'écrit : 

re | 6x)? ek41 = €k ( & a) (5.12) 

Avec les inégalités : 

(re | 0x) > alrklo, 
(Aôk | 6x)  ||AÏl [l6kll2 = HA =An 

1 
ex = (rk | A rx) < |A, llralle = Urkllo 

on déduit que : 

ce qui s'écrit aussi : 

ex+1 < (1 — cond: (A) œ er. 

Avec a et cond2 (A) dans l'intervalle ]0, 1] on déduit que : 

VkeN, 0<er < Be 

avec 8 = 1—condb (A) à? € [0,1[. Il en résulte que Lime ex =0et im Tk = U. M 

En désignant par 4; la mesure dans [0,7] de l’angle des vecteurs r£ et Ôôg, la 

condition (5.11) s’écrit : 

VkeN, ,cos(0g) > a 

T 

avec à € ]0,1]. En particulier on a 64 € [, 9 | et les vecteurs rx et 0, ne sont pas 

orthogonaux. 

Le cas 0 = O0 est réalisé pour 67 = rx (et donc à = 1) en supposant . 

Irxll 

toujours rx; non nul. La méthode obtenue pour ces choix de vecteurs de descente 

est la méthode de plus profonde descente ou méthode du gradient (= db) 

à paramètre optimal. 

Le théorème précédent nous dit que cette méthode est convergente et nous donne 

une majoration de l’erreur, ce qui est résumé par le résultat suivant. 

217 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

Théorème 5.15 : Soient À une matrice réelle symétrique définie positive d’ordre n, 

b un vecteur non nul dans R° et (xx),en la suite de vecteurs définie par : 

zo € R”, 

LE SÛ TE =MAtz — b =0, 

VKEN, œu= AE 
he (Arg | Tr) 

La suîte (xr)Len converge vers la solution u du système linéaire Ax = b et une 
majoration de l’erreur est donnée par : 

VkEN, {xx ul, < y(1— cond2(4)) 

où y est une constante réelle. 

La méthode du gradient conjugué de Hestenes et Stiefel consiste à construire la 

suite (xk)ren de la manière suivante 

ra ECS EE D 

NI 

zo € R”?, 

Tk si, fie AT 0 = 0; 

VkEN, xxry1 = (rx | dk) 
Th — ———""" Ô4 S1 Tk £ 0, 

(AÔk | Ôx) 

avec les vecteurs de descente ô;, pour k > 1 (quand ils existent), choisis dans le 

plan engendré par les vecteurs orthogonaux rz et ô4_1 de la forme : 

Ôx = Th + 1x0 1; 

. 1 ôk)” 
le coefficient tx; étant déterminé de sorte que le coefficient 1 — — (rx | dx) qui 

intervient dans la formule (5.12) soit minimum. 
Si à l'étape k > 1 le vecteur r4 est non nul alors le vecteur ex = (rx | xx — u) est 

déjà déterminé et avec l’orthogonalité des vecteurs rx et ôx_1 (lemme 5.9) on a : 

| 2 
(re lôr) = (re | Tr + kdk-1) = |ralle 

qui est également déterminé. Il s’agit donc de trouver t; € KR qui minimise la 
fonction polynomiale de degré 2 : 

P4 (t) = (Aôk | x) = (40524 | ôp=1) € +2(467-: | Tr) t + (Are | rx). 

Cette fonction atteint son minimum en : 

(A1 | rx) 
(Aôk-1 | 661) 

On préfère écrire que le réel {4 est déterminé par : 

(Aôk-1 | TR AP tkôk-1) = 0, 

ty = — 

ce qui équivaut à : 

(Aôk-1 | &) = 0. (5.13) 
La matrice À étant symétrique définie positive, l’application (x,y) — (Ax | y) 
définit un produit scalaire sur R” et la condition (5.13) signifie que les vecteurs ô4 
et 0-1 sont orthogonaux pour ce produit scalaire. 
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Définition 5.9 : Si À est une matrice réelle d’ordre n symétrique définie positive, 
on dit que deux vecteurs x,y dans R” sont A-conjugués si (Az | y) = 0. 

En définitive le vecteur de descente 64 est défini par : 

(Aôg-1 | Tk) dur, her PRIE 
RP DORE Ôk-1 

et on a 0x 0 avec 04 et 4-1 qui sont A-conjugués. 

Lemme 5.11 : Avec les hypothèses et notations qui précèdent on a : 

(rk+1 | dk1) = 0, 

(rk+1 | rx) = 0, 
12 

___Ürells À 
æ 2 

Irx-11l2 

Démonstration : On a, en utilisant l’expression de r7:1 obtenue dans la démons- 

tration du lemme 5.9 : 
4 

(Tk | Ôk) 
(re+1 | 0x1) = (Tr | dk-1) — (Aôk | x) 

(AÔk | Ok-1) , 

avec {rx | 0k-1) = 0 et : 

(AÔk | 6x1) = (Aôx-1 | 6x) = 0, 

ce qui donne bien (rg+1 | ôk-1) = 0. 

Le vecteur rx11 est donc orthogonal aux vecteurs 04-1 et Ôx, il est donc 

orthogonal au vecteur rx; qui appartient au plan engendré par les vecteurs x: 

et dk. 

Avec : 

(Aôk-1 | 0x1) 
À0pi = ———<— (7x — TK), ns Le (re — Tk-1) 

{rx | rk-1) = 0 et (rx | 6k_1) = 0, on déduit que : 

A0 eos AS re ee PEN 
one à La | Op 

Apr | Op) = — << (rx 1 | (Aôk-1 | 6x1) ae UNE 

et 

2 Ps 
Re | Ôk-1) 

es 2 
Enfin avec ô64 = rx + tx08-1 et (re | 6x1) = 0, on déduit que (rx | ô&) = frxll2 et 

2 
LE 

Irx 112 
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En résumé, à l’étape k > 1, en supposant toujours que r4 est non nul, le calcul de 

tk+1 Se fait de la manière suivante : 

(re 
Irx-11l2 

Tk EE hi Ôk 
É (Aôk | ôk) 

dk = Tr + 1 

(5.14) 

Pour l’initialisation on se donne un vecteur xo dans R” et on prend &6 = ro. 

Lemme 5.12 : Avec les hypothèses et notations qui précèdent, pour j compris entre 

0 et k, les vecteurs r; sont deux à deux orthogonaux et les vecteurs 6; sont deux à 

deux A-conjugués. 

Démonstration : Si ro = Axo — b est non nul, on pose alors 66 = ro et on peut 

construire les vecteurs z1,r1 et 01, le vecteur r1 étant orthogonal à 65 = ro et le 

vecteur 01 A-conjugué avec 60. 

Supposons le résultat acquis jusqu’à l’ordre j — 1 avec j compris entre 2 et k. Il 

s’agit alors de montrer que (r; | 6;) = 0 et (A6; | 6;) = 0 pour à compris entre O0 et 
dt. 

On sait déjà que ces égalités sont ie pour i=j—l. 
On a : 

(r;=1 | 051) 
— 2 —— A6. 
Wide 

Tj = in 

et avec (r5-1 | T;-2) = 0i reste : 

en iO Te 
(rs | T5-2) = DCE (A0; ==), 

Pour 7 — 20H a fn — 0 et: 

(Aûi | ro) = (Aô: | 00) 0 

Pour j > 2,ona: 

rs=21l3 
Tj-2 = Üj-2 — 2053 

Ir De al 

et avec l'hypothèse de récurrence on aboutit à : 

(A6 nl el Irs-2le 145 16, 5-1 | r5-2) = (A6 | 052) = Ir? 2 (A65-1 | 6;-3) = 0. 
j—31l2 

Ona done re fr2)= 10. 
D'autre part, on a : 

é 
(46; SE 2) = (05 | Aj-2) = (+ I ol 30; a 14) = (r; | A6;_o) 

Irj-11l2 
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et avec : 

(r;-2 | 5-2) 
(A6;-2 | dj-2) 

T1 = Tj-2 + A;j-) 

On à : 

dial) RE on 
(r5 | Adj-2) = (ryailére) (rs Tia) = Tr; | r5-2)) = 0 

{5-2 | 652) = IIrs-2ll2 # 0). 
On a donc (A6; | 6-2) = 0. 
De manière analogue on montre que (r; |r;) = 0 et (46; | 6;) = 0 pour à — 

Te 0 = 

Les vecteurs r; étant deux à deux orthogonaux et non nuls pour j compris entre 

0 et k, on a nécessairement k < n — 1 (dans R’ il n’est pas possible d’avoir plus de 

n vecteurs orthogonaux non nuls, puisqu’un tel système est nécessairement libre), 

c’est-à-dire que le vecteur r, est nécessairement nul. Précisément il existe un entier 

p compris entre 0 et n — 1 tel que r, £ 0 et r,41 = 0, ce qui équivaut à Az, 41 = b 

et Axzx = b pour tout & > p+1. En d’autres termes on a obtenu le résultat suivant. 

Théorème 5.16 (Stiefel) : La méthode du gradient conjugué converge en n itérations 

au plus, c’est-à-dire que la suite de vecteurs (xk)Len définie par (5.14) avec x0 € R” 
et 80 = ro est stationnaire à partir d’un rang p < n sur la solution du système 

linéaire Ax = b. 

16. Exercices 

Exercice 5.1 : Soient à, B dans K et A(a, 6) — (Ge la matrice d'ordre n 

supérieur ou égal à 3 définie par : 

ai = B, 

di Mi NEA Mn} {it 
Mel 2. an), 

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et B pour que la matrice 

A (a, B) soit inversible. 

2. On suppose que A (a, B) est inversible. Résoudre le système A (a, B) x = e dans 

les deux cas suivants : 

(a) Toutes les composantes de e valent 1. 

(b) e est un vecteur quelconque. 
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Solution : 

1. Le déterminant de A(a,6) est A(a,B) = (B+(n—1)a) (8 — a)" (exer- 
cice 2.8). On en déduit que la matrice A (a, B) est inversible si et seulement si 

BfaetBÆ-(n-1l)a 

2. (a) En ajoutant les lignes 2 à n à la première équation, on obtient : 

De 
Puis, en retranchant cette équation aux équations 1 à n, on obtient : 

1 

B+tn-Da 

(b) En effectuant les mêmes opérations qu’en 2(a), on aboutit à : 

as (e) 

DE Se 

Mel rer 

OU (CNE Puis 
1=1 

Exercice 5.2 : Pour tout entier n > 1, on note H, la matrice de Hilbert d’ordre n 
définie par : 

LL 
1<i,j<n 

Vel 
1. Calculer le coefficient de : 

TT 

Ver rl 

dans la décomposition en éléments simples de 
n 

la fraction rationnelle : 

2. On note À, = (la) jen la matrice d’ordre n définie par : 

1 

Re) as MEME 

I = 12 RE en 
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(a) Montrer que det (A,) = CE, det (H,). 

(b) Montrer que det (A,) = Rh-_1 (n) det (Hh_1). 

nm 

3. En posant, pour tout entier n > 1, ®, — II k!, montrer que : 

k=1 

pi 
det (H st. 

( n)= DE 

1 
4. Montrer que pour tout entier n > 1, det (H,) < nu 

n 

Solution : 

1. La décomposition en éléments simples de R, s'écrit : 

Àkn 
RE TES 

k=0 

avec 

Mn = lim ((x+%k) R, (x)). 
z——k 

te ; 1 
Et en particulier le coefficient de je est donné par : 

z+n 

Meier. 

2. On a, en notant hi; = — pour à, compris entre 1 et n : 
Perl 

PR ir he Ul) 

MR lin 1 MR AET (2) 
= : 

Rni =houe Rnn—1 Rai (n) 

avec : 

n—1 n—1 

= ù ÀAbn LEE 
k=0 

ou encore Rn-1(i) = She 1n-1hù,; pour tout à = 1,2,. 
= 

(a) Si on note C; la colonne numéro j de H,, alors la colonne numéro n de 

An est Rene linéaire des C1, Co,..., Cn. Le déterminant étant une forme 

n-linéaire alternée, on en déduit que : 

det (An) = ÀAn-1,n-1 det (Hn) = Gr 1) det (Hn) - 
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(b) D'autre part, on a Rh_1 (i) = 0 pour à — 1,2,...,n — 1. En développant le 
déterminant suivant la dernière colonne on en déduit alors que : 

det (4,)=R,-1(n)dt(4,m) 

3. On déduit de ce qui précède que 

er (n) 
det (H,) = det (Hn_1), 

De Da 

>) =") 
AVOON  — ADS CR un) NE Ce qui donne : 

((n —1)!) (2n —1)! 

(@-1) 
FE © En - DIGn = 27 det (HE Je 

Par récurrence, on déduit alors que : 

((R-1l(n=2n%.2)% st, 
d C EL — = . 

CCE (On 1) Q@n—2)1...321 di 

4, On a : 

((n —1)!(n — 2)!...21)° 
HT.) Sr = 2 

Fu”) (2n — 1)! (2n —2)1...nl? 

2k)! 
soit, avec C#, — = 

RH DE I TEE det (H,) — Ve é et(Hn) (2 NC A Or ss) cr, | sci 31e 

k! 
En posant Ÿy = +1) GE ——, On a det (H Ts 

Avec CÀ, > 1 on déduit que y < 1 et : 

2 (n —1)! 1 
de (ni Ces 

(=D 1 1 
À Dieppe Le) 

C'est-à-dire que det (H,) tend vers 0 très vite quand n tend vers l'infini. 

Exercice 5.3 : Montrer que pour tout r € {0,1,...,n — 1} l’ensemble À, des 
matrices de My (R) de rang r est connexe par arcs. 
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Solution : Pour r = 0, le résultat est clair. Pour À de rang r > 1, il existe P et Q 

dans GL, (R) telles que À = P É ; 

prendre P et Q dans GLŸ (R). En effet, si P est dans GL,, (R), alors la matrice 

Le 0%:: 0 

0 : £ 
P ES FA 0 = PJ est dans GL (R) et en remarquant que, pour r < n, 

Re Qu 1 

JA, = À,, on à À = PJA,Q. De même pour Q. 

On déduit alors la connexité de A4, de celle de GL (R) comme dans l’exer- 
cice 4.10. 

) Q = PA,Q. En fait, pour r < n, on peut 

Exercice 5.4 : Soit 

une matrice tridiagonale à coefficients réels ou complexes dont tous les déterminants 

principaux sont non nuls. 

Donner un algorithme de calcul du déterminant de la matrice À. 

Décrire un algorithme de résolution du système linéaire Az —'e qui utilise la 

méthode de Gauss sans échange de lignes. 

Solution : En notant D, le déterminant principal d’ordre 4 d’une matrice tridia- 

gonale d’ordre n et en développant D} suivant la dernière ligne on a : 

Dy = ax Dr-1 — bgC-1 Dr. 

Ce qui donne, avec les valeurs initiales D, = 1 et D; = a, un algorithme de calcul 

très simple. 

Si tous les déterminants principaux de la matrice À sont non nuls on sait alors 

que la méthode de Gauss peut s'effectuer sans permutation de lignes (une telle 

permutation ferait perdre le caractère tridiagonal), et qu’on n’aura à chaque étape 

qu’une ligne à traiter et pour chaque ligne seulement deux opérations. 

À l'étape k de la méthode, la ligne L} du système devient : 

Le — Melr-1 (Rem, 

225 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

avec ME = - Ce qui donne les formules de transformations : 
Ak—1 

by = 0, 

A — Ok — MECk—1; 

cx inchangé, 

Ek — Ek — MkEk—1. 

Le système triangulaire supérieur obtenu sera bidiagonal et aura pour solution : 

En 
Dh ee 

do — (= cirin) Gne1 1): 
Qi 

Cette méthode de résolution d’un système tridiagonal est la méthode de double 
balayage de Cholesky. 

Le produit des a; donnera, en fin d'opération, le déterminant de la matrice À. 

Exercice 5.5 : On reprend les notations de l’exercice 5.4. 

Décrire un algorithme de résolution du système Ar = e qui utilise la décomposi- 
tion LR. 

Décrire un algorithme de calcul de l’inverse de À qui utilise la décomposition LR. 

Solution : Si tous les déterminants principaux de la matrice À sont non nuls on sait 

alors que cette matrice admet une décomposition LR avec L triangulaire inférieure 
à diagonale unité et R triangulaire supérieure. 

On cherche les matrices L et R sous la forme bidiagonale, soit : 

L, , 0-0. MD di Mig sDbnlétdonts 0 

Lot. POI POSER 0 d r2 
EL | 01 DEN SU ONE CR INC Re 0 

3 ad PNEU, PU SN IRAN 2 

Ü ESA ONE DR El RO EL A 

On effectuant le produit À — LR et en identifiant avec les coefficients de À, on 
obtient alors : 

di US 

1 =C (el nb), 

puis : 

b: 
De E JE 

it qd GER 
dj+1 = an —r;Liy, 
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On en déduit alors une méthode de résolution d’un système tridiagonal utilisant la 
décomposition LR. Soit donc à résoudre le système linéaire Ax = e. 

Tout d’abord, on résout le système linéaire Ly = e, ce qui donne : 

Yi — €, 

Yj = €j — Ljy;-1 Ci nie 

Puis on résout le système linéaire Rx = y, ce qui donne : 

2 He 
nm qe 

(y; — r;t41) mnt 
d; (5 nm 1 nt) 

Lj — 

On a A = R IL 1. En utilisant les résultats du paragraphe 3, page 184, on sait 

que les coefficients de U — R1 et V — L-! sont donnés, pour j compris entre 1 

CL IDArE | 

L ; ; 
De Vi = 0 Gti Ù), 

j 
TiUi+1,5 ur. un 

Der CÉETSATeL Uj5 = 1, 
4 

HOUSE Len); Du (= le 

Les coefficients de W — A7! sont alors donnés par : 

n 

Wij — DE UikVUkj (1 < 1,9 < n) ; 

k=max(i,) 

Exercice 5.6 : On note A, la matrice symétrique réelle d'ordre n > 2 définie par 

An = (CAE avec : 

Gin Jet AG POUPEE EN; 

Gij = ji POULE RS Nn: 

1. Calculer det (A;). 

2. Calculer l'inverse B, de la matrice An. 

3. Donner la décomposition LR de An. 
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Solution : 

1. On a : 

n n—1l DUT 

n—1 n—-1 DEN 

An = ; : Ê É 

2 2 ee 

1 IL call) 

En retranchant la deuxième ligne à la première, on déduit que : 

Vn>2, det(A,)= det(4,_1) 

et par récurrence : 

Vn. 2 2, Mit ATEt 

2. La matrice À, est inversible dans M, (Z) (son déterminant vaut 1), c’est-à-dire 
que les coefficients de 4,1 sont entiers. Après quelques expériences numériques on 
fait l'hypothèse que : 

100 0 

2j} Qu 7e 

AE B; = 0 0 

EVANS ARE) 

0 OR 

Pour vérifier cette hypothèse, il suffit de vérifier que la colonne numéro j de B, est 
solution du système linéaire A,x = e; où e; est le j-ième vecteur de base canonique 
de R?. 

8. Si 4, — LR, alors 4,7 — RL? avec L' = L-1 triangulaire inférieure 
à diagonale unité et R/ = R°! triangulaire supérieure. La matrice B, étant 
tridiagonale, on cherche les matrices L/ et R’ sous la forme : 

LOU SR MS Dom: 

Lis L'ANTONES (USE 

bee 40 de Fe re n0r ln" enb.0 0 

LRO INT D MÉGERE UT 

0 D 0 0 d’ 

Par identification des coefficients dans le produit 471 = R-1L-1, on obtient : 

a 

HOMO ee TS Pa: ITR Fa NRC 
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On vérifie alors que l’inverse de la matrice R’ est la matrice : 

mur ul 2APL 

DR ue 
n TU 

R=1|10 

DE: COR 
32 45 

0 0-56 L 
2 

et que l’inverse de la matrice L/ est la matrice : 

l 0 OS EE 0 

n—1 
l 0 0 

n 

L = 

2 2 0 

n n— 1 

1 1 L 
— — 1 
n RL 2 

Exercice 5.7 : Soient a,B dans K avec B Z 0 et A(a,B) — (one la 

matrice d'ordre n supérieur ou égal à 3 définie par : que 

Qii = D, 

ao .sii 11,2, nd). 
Vie 12 ::.n+, 

1. Calculer le rayon spectral de la matrice J intervenant dans la méthode de Jacobi 

(on peut utiliser les résultats de l’exercice 4.18). 

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A (a, B) pour que 

la méthode de Jacobi converge. 

3. Montrer que si la méthode de Jacobi converge alors celle de Gauss-Seidel 

converge aussi. 

Solution : On pose D = BI, et N = D — A(a,/B). La matrice intervenant dans la 

méthode de Jacobi est alors donnée par : 

Den AT a to : J= DEN a( 5.0) 

229 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

1. Le rayon spectral de J est donné par : 

a [al J)=p |A 5.0) (0 LE TACE ]= es 

2. La méthode de Jacobi est convergente si et seulement si le rayon spectral de J 

est strictement inférieur à 1, ce qui équivaut à [5] > (n — 1) |a| encore équivalent 
à dire que la matrice À (a, B) est à diagonale strictement dominante. 

(exercice 4.18). 

3. Si la méthode de Jacobi converge alors A(a,B) est à diagonale strictement 
dominante et la méthode de Gauss-Seidel converge aussi. 

Exercice 5.8 : On garde les notations de l’exercice 5.7 et, en utilisant les notations 

de l’exercice 2.9 (question 2), on pose M = M(a,B,0), N = M — A(a,B), et 
G= MIN désigne la matrice qui intervient dans la méthode de Gauss-Seidel. 

1. Calculer le polynôme caractéristique de G. 

2. Montrer que 0 est valeur propre de G et calculer le produit des valeurs propres 

non nulles dans le cas où à est non nul. 

3. Montrer que si |a| > |6| alors la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas. 

Solution : 

1. Le polynôme caractéristique de G est : 

Pa (À) = det (MN — A) = det (M7!) (—-1)" det (M) -— N). 

Soit, en utilisant les notations et les résultats de l’exercice 2.9 : 

(DATE) ATX (AT 0) Fr (1° det(M (Aa, ÀB,a)) = Br =) EU 

Ce qui peut aussi s’écrire : 

Ce (à- &) + (à- à) - (i- S) x 
Pe(à) = (-1)" - - É 

soit : 
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MOTS 

MP À 
Pc(0)=0,  Pé:(0) = lim co +. 

Si à est non nul il en résulte que 0 est valeur propre simple de G et, en écrivant 

Pa sous la forme : 

n 

Pe(X) = (-D"Xx[[(û- x), 
1—2 

on déduit que le produit des valeurs propres non nulles de G est donné par : 

nm a” 

ID 
nm 

3. Si |a| > |B| alors [Lx > 1, donc p(G) > 1 et la méthode de Gauss-Seidel ne 
i=2 

converge pas. 

Exercice 5.9 : Soit : 

(021 C1 0 ae 0 

b2 a2 C2 

A= || À 0 

Det Ce TAN CL 

une matrice tridiagonale à coefficients réels ou complexes d'ordre n 2 3, les 

coefficients a; étant tous non nuls. 

1. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice J qui intervient dans la 

méthode de Jacobi s'écrit P3 (À) = P (X?) À où P est un polynôme tel que P (0) 

soit non nul. 

2. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice G qui intervient dans la 

méthode de Gauss-Seidel s'écrit Pa (X?) = À" PJ (à). 

3. Montrer que p (G) = (p(2))” et Ro (G) =2R% (J) et conclure. 
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Solution : On désigne par D la partie diagonale de À, par E sa partie triangulaire 

inférieure stricte et par F sa partie triangulaire supérieure stricte, de sorte que 

la matrice À s'écrit À = E + D + F. La matrice qui intervient dans la méthode 

de Jacobi est alors donnée par J = —D-1(E + F) et celle qui intervient dans la 

méthode de Gauss-Seidel par G=-(D+E) "F. 

1. Le polynôme caractéristique de J est défini par : 

Pj(À) = det(-D'(E+F)- A) 

= (1) dtfDr)de (2 HD) 

la matrice M = E + F + ÀD étant tridiagonale. Avec les notations du lemme 5.4, 
on à M(—1) = -E —- F + 1D et : 

det (M) = det(M (—1)) = (—-1)" det(E + F — D). 

On déduit donc que Py (—À) = (—1)" P7 (À) et on peut écrire Py (À) = P (X) 4, 
où P est un polynôme tel que P (0) soit non nul. 

2. Le polynôme caractéristique de G est défini par : 

Pa (À) = det (- (Den Mn) 

= (—-1)" det((D +E) ") det(F +A(D+E)), 

avec M = F+A(D + E) tridiagonale. Pour À > 0, avec les notations du lemme 5.4, 
On à : 

m (==) = VA(B+F)+AD= VA(E+F+ Va) . 

et 

det (M) = DE G = (VA) " det (E+r+ Va). 

Donc : 

AU De" det(E+F+)D) 

. 
== dt(D+E)// (À) det (D) = XP (À) . 

3. C’est une conséquence immédiate de ce qui précède. 
La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1, ce qui équivaut à 

p(G) < 1 donc à la convergence de la méthode de Gauss-Seidel. En conclusion, les 
méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément et dans 
le cas de la convergence c’est la méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide. 
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Exercice 5.10 : Soit À une matrice réelle d’ordre n > 2 telle qu’il existe un réel a 

strictement positif avec : 

VxeR”, (Ax|x) > al|x|l5. (5.15) 

1. Montrer que pour tout vecteur b dans R” le système linéaire Ax — b admet une 

unique solution u € R?. 

2. Soient 0 un réel et (xr),en la suite de vecteurs définie par : 

€ R? CS (5.16) 
Vk EN, Zx+1 = Tr — 0 (Azx — b). 

2a 
Montrer que pour 0 € | 0, TAË | la suite (tr)Len Converge vers u. 

2 

Solution : 

1. Avec l'inégalité (5.15), on déduit immédiatement que l’équation Az — 0 équivaut 

à x — 0, ce qui équivaut à dire que la matrice À est inversible. En conséquence 

pour tout vecteur b dans R” le système linéaire Az = b admet une unique solution 

u € R7. 

2. On note rx; — Axx — b le vecteur résidu d’ordre k. La suite (zx),eN converge vers 

u si et seulement si la suite (rx),en Converge vers le vecteur nul. En remarquant 

que : 

PÉTER Es OArk — QE = OA) Tk; 

on déduit que rx = (In —0A)" ro pour tout entier naturel k et la suite (rk)pen 

converge vers le vecteur nul quelle que soit la valeur initiale ro si et seulement si 

p(1n — OA) est strictement inférieur à 1. Avec p (1, — 0A) < ||], — 8A||,, on déduit 

que si ||Z, — 0A||, < 1 alors la suite (tx),en converge vers u. 

Pour x € R” tel que |x|, = 1, on a : 

IG — 84)æ|? = |Az15 6 — 2 (4x | x) 8 + [xl 
< ||AÏ2 Ikellz 02 — 20 [elle 8 + Ilælle = Allo 8? — 208 + 1 

et pour | AIS 62 — 2a0 + 1 < 1, ce qui équivaut à 0 < avec 0 > 0,on a 2 
ILAll2 

|, — 8AÏ, < 1. En conséquence p (1, — 8A) < 1 et la suite (tk)ren converge 

vers U. 
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Exercice 5.11 : Soient À une matrice réelle d’ordre n > 2 symétrique définie positive 

de valeurs propres rangées dans l’ordre croissant : 

D'ARTS? 

et b un vecteur dans R’. 

1. Montrer que la matrice A vérifie la condition (5.15) de l'exercice précédent. 

2. Montrer que la suite de vecteurs (xx),en définie par (5.16) dans l’exercice 
précédent converge vers la solution u du système linéaire Ax = b quelle que soit la 

valeur initiale xo si et seulement s1 0 € le ee Ë 
nm 

2 
3. Montrer que, pour xo donné, le meilleur choix de 0 € E “| (i.e. celui qui 

nm 

assure la convergence la plus rapide) est 09 = Ve DE et calculer le rayon spectral 
1 n 

Po de la matrice I, — 600AÀ. 

4. Calculer les valeurs de 0 et po pour la matrice : 

genektiu Pot 0 

NAT 

AE 0 0 

bite 1 
0 D EN 

Solution : 

1. Voir le lemme 5.10. 

2. Dans l'exercice précédent on à vu que la suite (x) ken COnverge vers u quelle 
que soit la valeur initiale z9, si et seulement si p (1, — OA) est strictement inférieur 
à 1, ce qui équivaut à dire que pour tout entier j compris entre 1 et n on a : 

SERA EEE 

2 
ce qui équivaut à 0 > 0 et 0 < 7» Soit soc o à. 

nm nm 

3. Le meilleur choix de 0 est celui qui minimise le rayon spectral : 

p (In — 0A) = _. [1 — 8À;] = max (|1— 0x] ,|1 — 8X,|). 

En dessinant le graphe de la fonction : 

0 max (|1 = Ox|,11 — 0,1); 
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on voit facilement que cette fonction atteint son minimum en 4 = ESS avec : 

(T0 A ÿ= jets ns) Po = Pin 0 12 ALAIN 

Un (Qr=X)= (x) a Ân — À1 | 

1<j<n À + Àn À + An 

Ce qui s'écrit aussi : 

jar ; 7 À, l—cond2(4) 
0 = = . 

Fe A _1+ cond (4) 

An 

La méthode (méthode de descente à paramètre constant de Richardson) sera donc 
rapidement convergente pour une matrice bien conditionnée, c’est-à-dire telle que 

cond: (A) est voisin de 1. 

4. Les valeurs propres de la matrice À sont données par : 

kT 26 kT DUR LT posé SUR NN Er AU 02 2c0s (2) Asin ) RTS nn) 

(exercice 2.10). On a donc : 

1 

EC) 
(rein) Ge) 

00 = 
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6 | Calcul approché des valeurs 
et vecteurs propres 

1. Introduction 

Le problème de la détermination des valeurs propres d’une matrice est en général 

beaucoup plus difficile que celui de la résolution des systèmes linéaires. 

Tout d’abord nous allons étudier la méthode de la puissance itérée qui permet de 

calculer la valeur propre de plus grand module d’une matrice réelle sous certaines 

hypothèses. Puis en itérant ce procédé on peut en déduire les autres quand elles 

sont toutes distinctes en module. Cette méthode, peu performante, est à utiliser 

pour les matrices ayant toutes leurs valeurs propres distinctes ou si on en cherche 

seulement à calculer quelques-unes d’entre elles. 

D’autres méthodes sont les méthodes de Rutishauser, de Givens et Householder 

et de Jacobi, qui reposent sur le principe suivant : on construit une suite (Ax),-N de 

matrices toutes semblables à la matrice À, donc ayant les mêmes valeurs propres, 

qui converge vers une matrice plus simple (diagonale pour Jacobi, tridiagonale 

pour Givens et Householder, triangulaire pour Rutishauser) encore semblable à 

la matrice À. Les valeurs propres cherchées sont alors les termes diagonaux de la 

matrice limite, dans le cas des méthodes de Jacobi et de Rutishauser. 

Les problèmes posés par ces méthodes sont : 

e savoir décrire le passage de Az à Ax41 aussi simplement que possible, c’est-à-dire 

avec un coût de calcul peu élevé ; 

eles valeurs propres doivent être bien conservées (stabilité numérique de la 

méthode). 5 ; 
Comme pour le chapitre 5, on pourra consulter [16] ou [5] pour la programmation 

des méthodes décrites dans ce chapitre. 

2. Méthode de la puissance itérée 

La méthode de la puissance itérée permet le calcul du rayon spectral de la valeur 

propre de plus grand module d’une matrice réelle quand cette valeur propre 

dominante est unique. 

Par exemple, le théorème de Perron-Frobenius (théorème 4.17) nous dit qu’une 

matrice réelle à coefficients strictement positifs a une valeur propre dominante 

unique. 
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Théorème 6.1 : Soit À une matrice d’ordre n > 2 à coefficients réels telle que 

la valeur propre À; de module maximal soit unique. Cette valeur propre est alors 

réelle et simple, l’espace propre associé est une droite vectorielle et 

R° = ker (A — A1,) ®Im(A—Al,), 

le sous-espace vectoriel Im (A — À11,) étant stable par À. 

Démonstration : On note À, À2,...,, les valeurs propres de À dans C, avec : 

P(A)= [A] > Al 2 As] 2 2 Jan: 

La valeur propre À est nécessairement réelle et simple (la matrice À étant réelle, 

son spectre est stable par conjugaison complexe et À, est l’unique valeur propre de 

module maximal). 
On note : 

FE; = ker (A — À1,), F = Im(A — Al). 

La valeur propre À1 étant simple, l’espace propre associé E1 est nécessairement de 
dimension 1. 

De plus, il est facile de vérifier que les sous-espaces vectoriels E1 et F; sont 
stables par À. 

Pour montrer que E1 et F1 sont en somme directe, il suffit de montrer que leur 

intersection se réduit au vecteur nul (théorème du rang). 
Si y € EN Fi, il existe alors un vecteur x € R” tel que y = (A — X\1,)zx et 

(A — Al,) y = 0. Le vecteur x est alors dans le noyau de (A — À1,)°. 
Les valeurs propres de A1 = À — Àl, sont 0,12 — À1,...,)2 — À,, là 

valeur propre nulle étant simple. La matrice A? à donc pour valeurs propres 

0, (A2 — de 5.) (A2 — ie la valeur propre nulle étant simple. On déduit alors 

que ker (A?) est de dimension 1 et, avec {0} ZÆ ker(A1) C ker (4?), que 

ker (41) = ker (4°). Il en résulte x € ker (A1) et y = 0. On a donc E1 NF = {0} 
et R7 — E; @ F 1e = 

Remarque 6.1 : De manière plus générale, on peut montrer que si À est une 
valeur propre de À d’ordre p > 1, alors les sous-espaces vectoriels ker (A — XIE 
etIm(A—1,)" sont stables par À, supplémentaires dans R” et dim (ET 26 
(exercice 6.1). 

Dans ce qui suit, on munit R° d’une norme quelconque et À désigne une matrice 
d'ordre n > 2 à coefficients réels telle que la valeur propre À1 de module maximal 
soit unique. En particulier cette valeur propre est unique. 

On note : 

FE; — ker (A ni A11n) , F tn (A ea Alan) 

et on définit la suite (x()), | de vecteurs de R° par : 
kEN 

zO =e+f : aveciene Eu=d0i Nef e Fi 
1 (ehbelne af = 4706) VIEN 470] Ax\°/. 

238 



6. CALCUL APPROCHÉ DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES 

On verra au cours de la démonstration du théorème 6.2 que cette suite est bien 
définie. 

On note, dans la base canonique de R”, e; ; les composantes du vecteur e1, Le 

celles de x(%) et (Az), celles de Ar). 

On a alors le résultat suivant qui permet de calculer une valeur approchée de la 

valeur propre de plus grand module et d’un vecteur propre associé. 

Théorème 6.2 : Avec les notations ci-dessus, on a : 

(i) lim A7 ® |] NN =p (A): 

(ii) . TC = un Jim ZORH) = y = signe(li)v1 où v1 est un vecteur 
—+ +00 

ete non nul associé à À. 

( Ar) . 
fai) Pour tout € {1,2,-..,n} telque e1,; 5 0, on a lim =D = À]. 

k— +00 T; 

Démonstration : On identifie une matrice à l’endomorphisme de R? qu’elle définit et 

on note B la restriction de À à F1. D’après le théorème 6.1, B est un endomorphisme 

de F\ de valeurs propres À2,...,Ay. 

On a AxO) = ei + Bf1 £ 0, donc x) est bien défini. Par récurrence, on 

voit que z*) est bien défini avec une projection non nulle sur E1. De manière plus 

précise, on à : 

Az) = Xte + Btf £0, 

core hi k(0) VkEN, 

eo? 
x 

En effet, le résultat est vrai pour k = 1 et, en le supposant vrai pour & > 1,on a: 

AE ta AT euteB nf s0 

et 

bi he Akt1%0) 2 0, 

Te Eat 

de sorte que : 

| A$a 0 |] 1 461,0) 1 k+1,,(0) k L' Ghrhamtinsr 
UE Ar OL AËz T0] A0” 

Pour tout k > 1, on a : 

Akx(0) — Xfe: e B'f e X (e1 + fx), 

‘he B 0 du fait ( L ) SL i Owt — 0 du fait que p | — : 
LE us fx Lo (x ) ñ A1 

239 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

En écrivant : 

SU ral he) see Ed rer Et 
en RAR fe) 

on déduit que : 

Ar 1e | 
| |leñets s | 

et lim 4x0) | = |A]. On déduit aussi que : 
k—+00 

lim zE) = y, = Le lim xerH) eee AÉSUTSS 
k— +00 Île | k— +00 Île || 

Enfin avec : 

À 
Art)= made () A — À ; ET 

on déduit que lim (Azx(%) — Ax(%)) = 0, 
k—+00 

Comme e; # 0, il existe j € {1,2,...,n} tel que e1; # 0 et pour Æ assez 

grand on à A Z 0. Avec lim (42%) .— NT) — 0, on déduit alors que 
k—+00 J J 

Ax)). 
lim er — À. E 

Remarque 6.2 : En général on n’a pas d'informations sur le sous-espace propre E: 
de sorte qu’en prenant x) quelconque dans R" sa projection sur E1 peut être nulle 
et théoriquement la méthode décrite ci-dessus ne donnera pas le résultat espéré. En 
fait F\ est un hyperplan de R”, donc de mesure nulle, et en prenant x(°) quelconque 
dans R” on a très peu de chances de tomber sur F1. 

Si x(0) est dans F1, à cause des erreurs d’arrondis, au bout de quelques itérations 
on sort de cet hyperplan, maïs la convergence peut être lente. Une autre façon 
d'éviter ce type de problème est de prendre deux valeurs différentes de x(°) et de 
garder celle qui donne la convergence la plus rapide. 

Remarque 6.3 : La méthode de la puissance itérée est en fait une adaptation de la 
méthode de Bernoulli pour calculer la racine de plus grand module d’un polynôme, 
quand cette dernière est unique. 

Remarque 6.4 : Si la matrice À est inversible, en appliquant la méthode de la 
puissance itérée à la matrice Al, on a un moyen de calculer la valeur propre du 
plus petit module de À (quand cette dernière est unique). La méthode obtenue est 
aussi appelée méthode de la puissance inverse. Dans la pratique on évite d’inverser 
A et on utilise la suite définie par : 

zO = en + fn avec en € ker (A — À, 1,) — {0}, 

FE IMmAN 1) 

ï 1), avec AutD = 30), Vk E N, x(k+1) —= Rey ; 
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Le calcul approché des autres valeurs propres peut se faire en utilisant la méthode 
de déflation dans l’hypothèse où les valeurs propres de À vérifient : 

[| > || _ l\3| SAR > ln | L 

La matrice À est alors diagonalisable avec des valeurs propres réelles et simples. 
Soit e1 un vecteur propre associé à A1 de norme euclidienne égale à 1. On va 

vérifier que les valeurs propres de la matrice B — A— 11 ‘ei = ((@i; — Me Sen) 
sont 0,2,...,,. On appliquera alors la méthode de la puissance itérée à cette 
nouvelle FL pour obtenir une valeur approchée de À, puis on continuera ainsi 
pour obtenir des valeurs approchées des autres valeurs propres. 

Lemme 6.1 : Avec les notations qui précèdent, si ey est un vecteur propre de À 
associé à À1 de norme euclidienne égale à 1 alors les valeurs propres de la matrice 
B = À — Xe; ‘ei sont 0, 2,...,)n. 

Démonstration : Pour tout j = 1,2,...,n, À; est aussi valeur propre de ‘A. On 
désigne alors par f; un vecteur propre de ‘A associé à À,. 

En écrivant que : 

1 f)= es |) = à (eu | *A) = À {es 1 5}, 

on déduit que (e: | f;) = 0 pour tout j compris entre 2 et n. On a alors pour tout 
j compris entre 2 et n : 

FBf; = ‘Af; — Xe ‘ef; = X;f; — Ai (er | jen = Xif;, 

c’est-à-dire que À; est valeur propre de ‘B. C’est donc aussi une valeur propre 

de B. 

Enfin : 

Be; — Ae: = Me tefe, = Aie = À (er | e1) €1 — 0, 

c’est-à-dire que 0 est valeur propre de B. & 

3. Méthode de Jacobi pour les matrices symétriques 

On se donne, dans ce paragraphe, une matrice À symétrique réelle. Elle est donc 

diagonalisable avec ses valeurs propres toutes réelles. 

Le principe de la méthode de Jacobi consiste à construire une suite de matrices 

de rotations planes (R(04)), e\ telle que pour k tendant vers l'infini, la suite de 

matrices (Ax),en définie par : 

Ao = À 

Au = R(64)  AR(®%) (k>0), 

converge vers une matrice diagonale. Comme chacune des matrices A; est semblable 

à la matrice À, on déduit que les valeurs propres de À sont les termes diagonaux 

de la matrice limite. 
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Cette méthode est bien adaptée aux matrices symétriques de petite taille. 

Pour toute matrice M — ((mis)) d’ordre n > 2 et à coefficients réels, on 1<i,j<n 

désigne par ||M||, = Tr (MM)? la norme de Schur de M. 

On vérifie facilement qu’on a | M|, < ||W||,, où |-||, désigne la norme matricielle 
induite par la norme euclidienne et | MR], = || RM|, = ||M|\, pour toute matrice 
orthogonale R. 

Pour tout réel 4 € [—T,x| et tout couple d’entiers (p, q) tels que 1 <p <q<n, 
on note R},4 (0) la matrice de rotation d’angle 0 dans le plan défini par les vecteurs 
e» et e4 de la base canonique de R”. Cette matrice s’écrit : 

15 0 0 

Rp,q (0) = 0 Pp,q (8) 0 ) 
0 0 P 

où on à posé : 

C 0 —$ 

Pp,g (0) = | 0 Lo-p+1 0 ) 
S 0 C 

avec c = cos (8) et s = sin (6). 

Pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n > 2, M = ((m5)) on 
1<i,j<n? 

note : 

Ma (8) = Rp, (CA MRp,q (0) . 

s 
Pour une matrice symétrique M, le produit M,,, (8) est facile à calculer. La 

multiplication à gauche par R,4 (0)! — tRp.q (0) modifie seulement les lignes 
pet q de M et la multiplication à droite par R, 4 (8) change seulement les colonnes 

p et q de M. Ce qui donne pour les coefficients de M, 4 (0) = ((m/,)) : 
“ | 1<i,j£n 

Méj = Mi Gp ifa j#p j #0), 

Mép = CMip + SMiq CET EUR 
/ ap 2 Mpp = CMpp + Mag + 2S8CM pq; 

Miq — Mig — SMip (i F P, d F q) ; 
VERRE TS? 2 Mag = SMpp + C'Maq — 28CMpq) 
PRReE D A2 2 _ Mpg = (c 8 de SC (Mpp — Maq): 

la matrice M,,4 (0) étant symétrique. 

De plus on à ||M,,9 (8)|, = IM||.. 
L'idée de la méthode de Jacobi est de déterminer 0 de manière à annuler les 

coefficients m,, et Mon de Mp,q (0). 
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Lemme 6.2 : Soit (p,q) € N° tel quel <p<q<net Mpa Æ 0: 

j FT 
(i) Il existe un unique réel 0 € ]-5 = — {0} tel que m,, — 0. 

(ii) t = tan(@) est l’unique solution dans ]-1,1] — {0} de l'équation du second 

degré t? + 20pqt — 1 = 0 où on a posé by = Lena 
L 2Mpq 

(iii) c — cos(@) et s — sin(@) peuvent se calculer de manière algébrique avec 
1 

CE 
IE 

Démonstration : 

(i) La condition m/ pa — OÙ équivaut à : 

(cos (8)? — sin (0)°) ina SD) Cos (0) (12, m0) 10: 

: : TT Ù 5 
Si Mpg 0, alors 0 £ 0. Si Myp = Mag, On prend alors 4 — 4 CE SIM» 7 Mao 

la condition ci-dessus s’écrit : 

2 
tan (20) — = ne À 

pp — Mag 

T 
et cette équation admet une unique solution 0 € É, : | — {0}. 

(ii) On déduit facilement de (i) que { = tan (8) € ]—1,1]—{0} et qu’il est solution 
de l’équation du second degré t? + 2b,,4t — 1 — 0. Cette équation admet deux 
racines réelles : 

1 
Li = “da + ER — 

bat 1 hb2, 

ei 1 
CR TU 
DTA 

La racine de valeur absolue inférieure à 1 est : 

signe (bpq) 

1/024 + 1 + lbpql 

avec la convention signe (0) — 1. 

D 

(ii) Avec cos (0) = a et sin (0) — cos (#) tan (8), on déduit que c — 
1 + tan? (6) 

et s — {c. # 

1+8 
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0 5 
Remarque 6.5 : En remarquant que T = tan (5) Tes les formules donnant 

les coefficients de M, 4 (0) se simplifient pour donner finalement : 

M = Mi G£pifg jf jF0), 

Min = Mip + 8 (Mig — TMip) Gp, #0), 

Mpp = Mpp + ÉMpqs (6.1) 
Up s 3 

Mig = Mig — 8 (Mip + TMig) (EP, 14), 

Mag = Mag — TMpg 
DAS Mpg = 0: 

Dans ce qui suit, À désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n > 3 de valeurs 

propres (réelles) A1, À2,...,1n. On lui associe la suite de matrices symétriques 

(Ak)ren définie par Az = (C2) et 

1<i,j<n 

A9 = À, 
Apy1 = R(6) * AxR(6%) (k> 0), 

où À (64) est la matrice unité si ai) — 0 et une matrice de rotation À, 4 (0x) avec 
1<p<q<n tels que : 

(&) 
1] 

at) — Max a 
pq 1<i<j<n 

et 0 € | _ | — {0} tel que aWt 1) = 0, 

On décompose chaque matrice A; sous la forme A4 = D}y + Ex où D£ est la 

partie diagonale de A4}. 

Lemme 6.3: Avec les notations qui précèdent, on a lim Ex = 0. 
; k— +00 

Démonstration : En utilisant les formules simplifiées (6.1), on a : 

nm x 2 nm 

I Dk4115 = se UE Es la 
el i=1 . =] 

1#p;1#q 

2 2 2 
k k cr eff 

avec : 

2 2 2 2 

at) + jat+1) = [af + tal] + [a — taf) 
2 2 

= k k k k = [af + [ef +20 (al — af + no), 
le réel t4 étant l’unique solution dans ]—1, 1] — {0} de l'équation +? +2b4tx —1 = 0. 
On a alors : 

12 DR) (RTE) EE 
App au 0h tk pq 
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et 

2 2 2 2 2 
k+1 k+1 k lat | sat?) re] + [a] +2 la? 

ce qui donne : 

2 
HDelè = Dal? + 2/0) 

On peut aussi constater que : 

k+1 k+1 
Ée nn. | 

k+1 
ap à (a) 

… cos (0x) sin(6x) ai) a%) cos (84) —sin (6x) 

—sin(&) cos(8)/ \a@ af) \sin(&)  cos(@x) 

et par conservation des normes on à immédiatement : 

2 2 2 2 2 2 k+1 k+1 k+1)[° | (& k k 
lag | + lt ) +2 at | F at) à. EA +2 ja] 

On conclut alors avec as —0. 

D'autre part, on a || 44|? = ||Dx||? + ||Ex||? avec || Az||, = |A], pour tout k > 0. 
On déduit alors que : 

2 2 lEkulè = 1Exle — 2 [af 
En utilisant le fait que aa est de module maximal dans E4, on déduit que : 

2 
I El < (r? -n) lat) pq 

et 

2 2 Balls (2-2) EE. 
Par récurrence on a alors : 

SUPER TES j 
IBuIe < (1- ) 1e. nn 

Il en résulte que lim |Ezl, =0pourn>3et lim Ex =0. Fi 
k—+00 k—+00 

Pour montrer que la suite des matrices diagonalés (D;),.N est convergente on a 

besoin du résultat suivant, qui sera aussi utilisé pour calculer les vecteurs propres 

de la matrice À. 

Lemme 6.4 : Soit (tn), une suîte dans un espace vectoriel normé de dimension 

finie (E, ||:1). Cette suite converge dans (E, ||||) si et seulement si elle est bornée, 

elle n’admet qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence et si Ai, [Tn+1 — Tnll = 0. 
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Démonstration : Exercice 1.10. E 

Théorème 6.3 : Avec les notations qui précèdent, la suite (Ag),en converge vers 
une matrice diagonale D, de termes diagonaux dÿ = X;{;ÿ) pour à = 1,2,...,n, où 

À,)2,..., Mn sont les valeurs propres de À et o une permutation de {1,2,...,n}. 

Démonstration : D’après le lemme 6.3, il est équivalent de montrer que la suite 

(Dr)gen converge vers la matrice D,. 

Avec ||D£|, < || 44, = || A|.,, on déduit que la suite (Dz),eN est bornée. 

Avec 

0, sii£fpifg, 
(&+1) _ (k) k 5 

ii T0 à tan (0x) a, S1 7 — D, 

—tan(%)ape, sii=q, 

[tan (0£)| < 1 et las? < || El, nn 0, on déduit que lim (Dx}1 — Dy) = 0. 
+00 k—+00 

Pour montrer que la suite (D};),-N est convergente il nous reste donc à montrer 

qu’elle n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence (lemme 6.4). 

Soit (Det) pen 
D diagonale. Avec Lime E,(#) = 0, on déduit que im Ayçey = D. Si Pe (Qi) 

une suite extraite de (D};),e\ qui converge vers une matrice 

désigne le polynôme caractéristique de À,,4), on a Jim Px (À) = det (D — ÀI,) 
—+ +00 

avec P; (À) = det (A — AJ,) puisque À et 4,,(4) sont semblables. On a donc montré 
que D et À ont le même polynôme caractéristique, donc les mêmes valeurs propres. 

La matrice D étant diagonale, les termes diagonaux de D sont donnés par d? = 

À) pour tout à = 1,2,...,n, où o est une permutation de {1,2,...,n}. Le nombre 

de ces permutations étant fini, on déduit qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs 
d’adhérence. = 

Pour calculer une famille‘ de vecteurs propres de À, on désigne par (P}) ken là 

suite de matrices orthogonales définie par Px = R(65) R(61)...R(64) pour tout 
ke =210: 

On suppose que toutes les valeurs propres de À sont distinctes. On désigne par 

D la matrice diagonale de termes diagonaux d; = À; pour à = 1,2,...,n et par 

P = (Ci,C2,...,Cn) une matrice orthogonale telle que D = P-!AP, où C'; désigne 
la colonne numéro j de P. 

Théorème 6.4 : Avec les notations ci-dessus, on a : 

(D EG 0e ner ET 
k—+oo k—+00 

(ii) La suite (Pr),en converge vers une matrice P, = (LOG; EC ses 

Ce) où o est une permutation de {1,2,...,n}, le vecteur Co) étant 
un vecteur propre associé à la valeur propre ASC): 
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Démonstration : 

(i) Avec lim Dz = D, et l’hypothèse que les valeurs propres de À sont deux à 
k— +00 

deux distinctes, on déduit qu’il existe un entier ko tel que : 

<i j< L 

k 
Avec las | < ||Ex|l,  — 0, on déduit alors que : 

k—+00 

G) (k) — à b gg 

| K = 24 () k— +00 ce 

et 

tan (ue __ signe (dx) 
DL 0 

1/b£ lee lb} | AA 

Onatdonc tm oo Deere T7 
k—+00 k—+oo 

(ü) Ona |P;|, = 1 (P4 est orthogonale) et, avec P541 — Px = P£(R (60x41) — In), 

on déduit que Jim (Pr41 — Px) = 0. 
00 

Il nous reste donc à montrer que la suite (P£),eN n’a qu'un nombre fini 

de valeurs d’adhérence (lemme 6.4). Soit (Poe en Une suite extraite de 

(Pk)xen qui converge vers une matrice orthogonale Q. Avec l'égalité À,,(x) — 

HRR AP on déduit que : | 

“PAP; = De = lim | A8 = tQAQ. 

Les valeurs propres de À étant deux à deux distinctes, on a nécessairement 

Qi (HO); LC D RC) D'où le résultat. = 

D'un point de vue numérique, le calcul du maximum des termes non diago- 

naux de Ay à chaque étape n’est pas intéressant car il augmente le temps de 

calcul. On préfère procéder de la manière suivante : à l'étape k du calcul, la 

n(n—1) 
2 

transformations de Jacobi en prenant pour valeurs successives de (p, q) les valeurs 

(1,2),(1,3),...,(1,n);(2,3),...,(2,n);...;(n — 1,n). Un tel calcul est appelé un 

balayage. 

ÉnPnotenttopis tac 
1<i<j<n 

une précision donnée. 

On peut alors montrer que la convergence devient très rapidement quadratique. 

matrice Ax_1 étant construite, on construit la matrice A4 en effectuant 

a ij |» On arrête les itérations quand S% < €, où € est 
nl 

En pratique, on n’effectuera pas de transformation de Jacobi si af +07 OÙ 

à g k 
o est un seuil donné. Usuellement, on prend la valeur o — Sn? seulement pour 
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les trois premiers balayages, puis, à partir du quatrième, on décide que a%) =10héi 

las ee a et las] < €! au) | avec €” assez petit. 

Le caleul de la matrice P,, donnant les vecteurs propres de À, se fait avec les 

relations : 

(k+1) (&) 
Dis Pi; jp, F9; 

k , 
Do  =Pp +8 (9 1 rpf)) MANS 158 RATS 

k k ph = = (0 +), 
ot tan dk : UT — _—— — . 

2 l1+c 

4. La méthode de Givens et Householder 

Soit À une matrice symétrique réelle d’ordre n > 3. Au paragraphe 6, page 93, 

on a décrit l’algorithme de Householder qui permet de calculer effectivement une 

matrice T tridiagonale semblable à la matrice À. Le calcul des valeurs propres de T' 

nous donne alors celles de A. La méthode de Givens (ou de bissection) nous fournit, 

sous certaines conditions, un algorithme dichotomique de calcul des valeurs propres 

d’une matrice tridiagonale symétrique. La méthode de la puissance inverse permet 

ensuite d’obtenir des vecteurs propres associés. 

Dans ce paragraphe on se donne une matrice : 

Al = Où api px ife 0 

bn-2 An—1 bei 

0 ste 0 b;,-_1 An 

à coefficients réels, tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-à-dire 
telle que : 

Vie, 2, 6 nee A0 

Une telle matrice est de type Hessenberg irréductible et on sait alors qu’elle admet 
n valeurs propres réelles simples (exercice 6.2). 

De plus, avec p (4) < |A], où p (A) désigne le rayon spectral de À, on déduit 
que toutes les valeurs propres de la matrice À sont dans l'intervalle (ao, bo] = 

[- 1Alle » Allo]: 
Pour tout k = 1,2,...,n,-on note A; — ((as) er la k-ième sous-matrice 

principale de À et Py (À) = det (Ax — ÀI;) son polynôme caractéristique. P, admet 
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donc k racines réelles distinctes (la matrice Az vérifie les mêmes propriétés que la 
matrice À) que l’on range comme suit : 

Ài,k < À2,k ILE Àkk- 

Les valeurs propres de À sont les À; = À;, pour j = 1,2,...,n. 
En développant P; (À) suivant la dernière ligne on obtient la relation de récur- 

rence : 

POSE E Pi (À) = ai — À, 

P% (à) —= (ak — À) ee) (À) n COR (à) (k = 7 ... ,n) : 

Pour k > 1, le coefficient dominant de P, (À) étant égal à (—1)* ÀË, on déduit que : 

lim P,(A)= lim (-1)* = +0. 
À— —00 À——00 

Lemme 6.5 : Pour k = 2,...,n, les racines de P,_1 séparent celles de P4, dans le 
sens Où : 

AE SALES 1) 

AR A DE SA 1e elle D Ne 0), 

MEL ALL. 

Démonstration : Pour k = 1, on a P, (À) = a — À qui admet une racine réelle 
À1:1 — Q- 

Pour k = 2, on à P>(À) = (ai — À) (az — À) — b?, avec im P3 (À) = +oo, 

Pa(Ai11) = P> (a) = —bf <0 et lim, P3 (À) = +00. Avec le théorème des valeurs 

intermédiaires, on déduit donc que P; admet une racine réelle ÀA12 < À11 et une 

racine réelle À22 > À1,1. On a donc montré que la racine ÀA11 de P; sépare les deux 

racines de P>, avec P5 (11) = 1 > 0. Ce qui est schématisé par la figure 6.1, page 

suivante. 

Supposons le résultat vrai pour p = 2,...,k — 1, avec P4_2(À;K-_1) du signe de 

(—1}" pour tout 5 = 1,...,k— 1. Avec im Px (À) = +oo et 

PACE 0 Pr On) 0, 

on déduit qu'il existe une racine de P4, A1,x < M,#-1 telle que Pk_1 (A) > 0, 

puisque P;_1 (À) > 0 sur J—-co, X,k-1. | 

Pour AR 2) 6m a PAU LETN —b?_, Px-2(X;x-1) du signe de (—1) 

CP (AE) = —b?_, Px-2(À;#H1,8-1) du signe de (1000: On en déduit alors 

que P4 admet une racine À;41,8 € ]Àjk-1; Àj41,8-1| (Fig. 6.2, page suivante). 

Si j est impair, alors P4-_1(À;41#) < 0 et si 7 est pair alors P£_1(A;418) > 0. 

C'est-à-dire que P4_1 (Àj11,4) est du signe de (—1)’. Er 

Enfin Pr 1x4) — —b?_, Py-2 (k-1,-1) est du signe de (—1) et 

ra PAA) = EL * co. On a donc une racine de P#, Akx € JÀk-1,#-1, +00|, 
À— +00 

telle que Px_1 (x) soit du signe de ED À D'où le résultat. = 
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j impair 

Figure 6.2. 

On note, pour tout réel X et tout entier k compris entre 0 et n : 

) signe (P} (à)) RPAUAEÆ O0! 

8x1 (À) si P, (À) = 0, 

et Ny (À) désigne le nombre de changements de signes entre deux termes consécutifs 

de la suite (so (ss Or. vor (À)). 

En remarquant que PF (À) Z 0 et que, pour k = 1,...,n, on a P4_1 (À) £ 0 si 
Px (A) = 0, on déduit que la fonction 54 est bien définie et à valeurs dans {—1,1} 
avec 80 (À) = 1 pour tout réel À. 

Lemme 6.6 : Avec les notations qui précèdent, on a 

de — 1 A Eee 

: —1] SiÀE JA, +oo!, 
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chpounioutk = 2.44nx 

1 si € ]-00, x], 

a CCE mA NT ul U(LeN <E-d), 
(1 SE], +oo] 

Démonstration : Le résultat sur s1 est évident. 

Avec im Px (À) = +oo on déduit que Px (À) > 0 sur J—-cæ, A#[ pour tout 

entier k compris entre 1 et n. Et avec 114 < À1,k-1 on conclut que sx (À) = 1 sur 

]—0o, À1,kl. 

Pour tout entier k compris entre 2 et n et tout entier 7 compris entre 1 et 

k — 1, P, est du signe de (—1)” sur lÀ5,k, À;+1,kl. En considérant que À;h18 € 

Dir ir-1l on déduit que sx (AÏE= (—1) sur ]À,4, Àjukl pour tout k = 
3,...,n et tout. j = 1,2,...,k —1. Pour k = 2, le résultat.est encore valable 

puisque 52 (À2,2) = 81 (À2,2) = —1. 
Enfin, avec lim P£(À) = (1) oo, on déduit que sx (À) — (—-1)* sur 

À— +00 

lt) +oo|. = 

Lemme 6.7 : Pour tout réel À et tout entier k compris entre 1 etn, Nx (À) est égal 

au nombre de racines de P4 qui sont strictement inférieures à À. 

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur k > 1. 

Pour H="1lon"a" 

(1,1) si À <a =, 
(Ll) sa =, 

(so (À) , S1 (à)) = 

et 

0 si À < ALT: 

Ni (à) = 
1 siÀ> A. 

Le résultat est donc vrai pour k — 1. 

Supposons le résultat vrai pour 4 — 1 compris entre 1 et n — let soit AE R. 

SANS pe (= 0e, k = 1), alors F; (À) > 0 pour tout entier 7 

compris entre 1 et & et (so (A),51(À),...,8k (A)) = (1,1,...,1). C'est-à-dire que 

Ng (À) = 0 et c’est bien le nombre de racines de P, strictement inférieures à À. 

Si AE lÀ;#, À;H1,8] pour un entier j € {1,2,...,k— 1}, on distingue alors deux 

cas en fonction de la position de À par rapport à Àj#-1 € JA; Àj+1,kl. 

Si À € JÀ,k,À;,4-1), on a alors j — 1 racines de P4-_1 strictement inférieures 

à À. C'est-à-dire, avec l’hypothèse de récurrence, que Ne) = 1° En 

tenant compte de 8x1 (À) = (—1)/7" et sx (À) = (—1)”, on déduit que N4 (À) = 

Nx_1 (À) +1 = j et c’est bien le nombre de racines de P; strictement inférieures 

à À. | 

Si AE JA;,x-1, À;+1,#], On à alors j racines de P4-1 strictement inférieures à À. 

C'est-à-dire, avec l’hypothèse de récurrence, que Nx-1 (À) = j. En tenant compte 
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de 8g-1 (À) = (—1) et sx (À) = (—1)”, on déduit que N4 (À) = Ny-: (À) = j et 

c’est bien le nombre de racines de P4 strictement inférieures à À. 

Enfin, si À > Ag > Àg_1K-1, alors, avec l’hypothèse de récurrence, on déduit 

que Nx_1 (À) = k — 1. Avec 5x_1 (À) = (—1)*"? et sx (À) = (—1), on déduit que 
N# (À) = Nx-1(À) +1 = k et c’est bien le nombre de racines de P, strictement 
inférieures à À. = 

Pour tout réel À, on désigne par N (À) le nombre de racines de P, qui sont 
ao + bo 

strictement inférieures à À et on note co = le milieu de l’intervalle [ao, bo] = 

[Ille » Allo]: 
Lemme 6.8 : Soit i un entier compris entre 1 et n. Si N (co) > à alors À; € [ao, Co], 
sinon À; € [co, bo]. 

Démonstration : Du lemme 6.7, on déduit que si À; € [co, bo], alors N (co) <i—1, 
et si À; € [ao, ©], alors N (co) > à. D'où le résultat. = 

Pour à fixé entre 1 et n — 1, on note [a1,b1] la moitié de l'intervalle [ao, bo] qui 
contient la valeur propre À; et par récurrence on construit une suite ([az, b]) k>1 
d’intervalles emboîtés telle que : 

bo — &o 
2k ? re 

À = (ax, by] : 

Il suffit en effet de reprendre le raisonnement du lemme 6.8 avec chaque intervalle 
(ar, by]. 

On a alors : 

A dim ag = lim bi imre,, 
k—+oo k—+0o0 k—+00 

où on a noté c4 le milieu de l’intervalle [a, bx] (théorème des suites adjacentes). 
Le calcul des vecteurs propres associés peut se faire ensuite en utilisant la 

méthode de la puissance inverse. 

Soient à € {1,2,...,n} fixé èt À un réel qui vérifie : 

DA ERNEST 
1<j#i<n 

On se donne un vecteur x, non orthogonal au sous-espace propre associé à À; et 
on définit la suite de vecteurs (xx),en par : 

Vk > 0, (A = À) LTk+1 = Lk. 

: k 
Lemme 6.9 : Avec les notations. qui précèdent, la suite pr ) s) 

Tk 
kEN 

converge vers un vecteur propre non nul associé à la valeur propre X,. 
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Démonstration : On remarque que si xzg:1 = 0, alors xx = 0. On déduit donc par 

récurrence que si zo Z£ 0 alors xx 0 pour tout entier k. 

Soit {f1, f2,..., fn} une base orthonormée de vecteurs propres avec Af; = À;f; 
nm 

pour tout j — 1,2,...,n. Pour tout entier k, on note zx = 3 x;xf;. Avec 
El 

AR 1 (A— À )try1 = Tr, on déduit que x; x41 Vie et par récurrence _ 

L À O t al écri : 1 jk = = %t;0. On peut alors écrire que zx = ——yx;, où yx est le 
(A5 — À) (Ai — À) 

nn 
Ve 

o sij Zi, 

k 
vecteur de composantes y;,7 — ( ) z;j,o. On à alors : 

lim y; = 
k—+00 Ti,0 si 9 — ds 

avec x? Z 0. C’est-à-dire que pui Yk = Liofi est un vecteur propre non nul 
(ee) 

associé à la valeur propre À;. On déduit alors que : 

k 
ss signe (À; — À) 1 im y = si LAN in Izxl TE [ yx = signe (x; 0) f: Œ = 

k—+00 lyx 

Remarque 6.6 : Si la matrice À n’est pas irréductible, on peut alors la découper en 

blocs de matrices irréductibles et l’algorithme de Givens permet encore de calculer 

les valeurs propres. 

5. Exercices 

Exercice 6.1 : Soient À € M, (K) et À une valeur propre de À d'ordre p 7 1. Mon- 

trer que les sous-espaces vectoriels N\ = ker (A — AI, )” et Mx = Im(A— AL) 

sont stables par À, supplémentaires dans K” et que N, est de dimension p. 

Solution : Avec la commutativité de K [A] on vérifie facilement que les sous-espaces 

vectoriels N\ et M, sont stables par À. 

On a vu (théorème 2.8) que M, est de dimension p et avec le théorème du rang 

on déduit que M, est de dimension n — p. 

Enfin, en notant Pa (X) = (X — À)? Q (X) le polynôme caractéristique de À, le 

polynôme Q étant premier avec (X — À)?, on peut trouver des polynômes U et V 

tels que : 

U(X)(X-)P+V(X)Q(X) =1 

(théorème de Bézout) et tout vecteur x de K” s'écrit : 

x = U (4) (4 — M)? (x) + V (4)Q (4) (x) 

avec U (A) (A — A,)? (x) € Mx et V (4)Q (A) (x) € Nx. On a donc K? = N\+M; 

et la somme est directe en considérant les dimensions. 
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Exercice 6.2 : On appelle matrice de Hessenberg une matrice À à coefficients 

complexes qui vérifie a;; = 0 pour j < i — 1. On dit que À est irréductible si 
ds 0lpounaitouti= ne 

1. Montrer que si À est une matrice de Hessenberg irréductible, alors pour toute 

valeur propre de À, l’espace propre associé est de dimension 1. 

2. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréductible sont 

simples si et seulement si la matrice est diagonalisable. 

3. Soit : 

A = 0 Fons A 7 0 

bn_2 An—1 ver 

0 se 0 bh-1 An 

une matrice à coefficients réels, tridiagonale symétrique et irréductible. 
(a) Montrer que les valeurs propres de À sont simples. 
(b) Décrire un algorithme de calcul de l’espace propre associé à une valeur propre 
de À. 

4. Soit : 

EE OR é, É 0 

Cn—1 An—1 bn-1 

DRE 0 ex cs 

une matrice tridiagonale à coefficients complexes. 
(a) Donner un algorithme de calcul du polynôme caractéristique de À. 
(b) Montrer que A admet les mêmes valeurs propres que la matrice : 

a .Gobi 0 NOT 0 

1 2 C3b) 

B — 0 de NC Fo 0 

1 An—1 Cnôn—1 

(Sr 0 1 a 

(c) Montrer que si a; € R pour tout i — 1,2,...,n et C,1b; € R* pour tout 
à = 1,2,...,n — 1, alors À admet n valeurs propres réelles simples et est 
diagonalisable. 

(d) Que peut-on dire si a; € R pour tout i = 1,2,...,n et Ci+10; € R* pour tout 
ie 1230 RUE 
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Solution : 

1. Soient À une matrice de Hessenberg irréductible, À un complexe et : 

Gi — À  G12 a13 2 din 

G21  G22 — À Q23 

= A AI; — 0 É ee + An—2,n 

An—1,n-2 An-in-1 — À An—1,n 

0 LS 0 Gnni De A 

Si B, est la matrice extraite de À) en supprimant la première ligne et la dernière 

colonne, soit : 

G21 22 — À  G93 ne ( 

0 a32 a33 — À 

B; = 0 + de An—2,n 

0 din 2 Mi te À 

0 - 0 0 An,n—1 

n : 

On a det (B)) = ge Z 0. On a donc ainsi montré que : 

i=2 

VAeC, rang(A;) >n—1, 

ou encore : 

ViEcC, dim(ker (A — An)) it 

En particulier, pour À valeur propre de À on a : 

dim(ker (A — AMh)) = 1. 

2. On sait que la matrice À est diagonalisable sur C si et seulement si pour toute 

valeur propre À de À, la dimension de ker (A — Xlh) est égale à la multiplicité de 

À comme racine du polynôme caractéristique de A. Avec ce qui précède on déduit 

alors que la matrice À est diagonalisable si et seulement si toutes ses valeurs propres 

sont simples. 

3. (a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est 

diagonalisable. Si de plus elle est tridiagonale et irréductible alors toutes ses 

valeurs propres sont simples. 

(b) Soit À une valeur propre de A et x € R° — {0} un vecteur propre associé. 

On a alors : 

&aiZ] AR b1T2 —= Àt1, 

beat 1 + oxte +bktkn = Àtx (2<k<n— 1), 

bn-1€n-1 + AnEn — ÂTn. 
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Si Zn — 0, alors avec l'hypothèse b; 0 pour tout à = 1,...,n — 1, on déduit 
que tous les x; sont nuls. On peut donc prendre x, = 1 et (x1,%9,... » Tn—1) est 
solution du système triangulaire supérieur : 

bk1t1 + (ax — À) tx + bktes1 =0 (2<k<n—72), 
bn-2%n-2 + (ani S À) Tn—1 = —bn_1; 

0 TER 1 — À An - 

La solution de ce système peut se calculer avec l’algorithme : 

À — An 
Ln-1 — ) 

É be 

en ARMOR ENT ES 
Gen 

On retrouve le fait que l’espace propre associé à la valeur propre À est de 
dimension 1. 

4%(a)S1 pour tout £— 1,2,.. non désigne par A4 la matrice principale d’ordre 
k de À, alors la suite ie k<n des polynômes caractéristiques des Az vérifie 
la récurrence : 

Po (À) —= Il, Pi (À) ts À; 

P& (À) = (ax — À) Pe-1 (X) — brie Pe 2 (X) (2<k<n). 
(b) Le polynôme caractéristique de la matrice B s’obtenant avec la même 
récurrence que celui de À en utilisant les mêmes conditions initiales, ces deux 
polynômes sont donc identiques. 
(c) En utilisant deux fois le résultat précédent, on voit que À admet les mêmes 
valeurs propres que la matrice : 

ai V@b 0 ee 0 

V@b 2 Vesbe 

(— 0 re e ve 0 

VC =10n-26. An 1 .VCnbn 1 
0 me À 0 Cnôn-1 An 

La matrice C étant symétrique tridiagonale et irréductible, elle est donc dia- 
gonalisable avec n valeurs propres réelles simples. La matrice À admet donc n 
valeurs propres réelles simples et est diagonalisable. 

a —b; 0 

(dhS6it As 107 0 —b2 |,avec a ER, b; > 0 pour à — 1,2. Son polynôme 
0 1 a 

caractéristique est : 

PO) = (a— À) (X — al +b +b) 

et pour a? — 4(b; + b2) — 0 la matrice À admet une valeur propre double et donc 
n’est pas diagonalisable. 
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Exercice 6.3 : Soit : 

ANT 0e CT de 0 

Cn—1 An-1 DE 

Or 0 Ce. an 

une matrice tridiagonale à coefficients complexes telle que a; € R pour tout i = 

PE netc 00e RT -rountouti = 1,2, 7.1. 

1. Montrer que À admet les mêmes valeurs propres que la matrice : 

ai Cobi 0 ne 0 

LG cher 0 0 

B= | 0 F 0 

0 lACA cb, et 

0 0 De An 

Dans tout ce qui suit, on suppose que : 

ai b 0 .. 0 

1 a2 bo : 

AOÛ 0 

GET 0 0 

HI 0 1 

DEA-0 0 

la apOx1 1 

0 0 END 

On définit alors une homotopie de D vers À en posant : 

Webi At =D 

2. Calculer les valeurs propres de D. 

3. Montrer que, pour tout t dans [0,1], A(t) admet n valeurs propres réelles 

simples. 
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4. Montrer qu'il existe une fonction continâment dérivable : 

Pass PANAIOME ER 

telle que le polynôme caractéristique de A(t) s’écrive : 

vt € [0,1], = |I0= SE 
j=1 

Pour tout t dans [0,1] et j = 1,2,...,n, on pose y; (t) = P(f; (t) ,t) et on a alors 
p; (t) = 0 sur [0,1]. 

5. Montrer que pour tout j = 1,2,...,n, f; est solution sur [0,1] d’une équation 

différentielle avec condition initiale. 

6. Donner un algorithme de calcul de toutes les valeurs propres de la matrice À. 

Solution : 

1. Voir l’exercice 6.2. 

2. En utilisant les résultats de l'exercice 2.10, on déduit que les valeurs propres de 
la matrice D sont données par : 

Ab 20 (RO) E7)} 

avec 0 — un, 
n +1 

3. Pour tout t dans [0,1], on a : 

ta] 1—-t+tb 0 do 0 

1 ta) 1—t+tb 

At) = 0 É° Nr de 0 

1 tan-1 1—t+tb,: 

0 + 0 1 tas 

et cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu'elle est irréductible 
avec 1 —t+#b; > 0 pour tout t € [0,1] et tout à = 1,2,...,n (exercice 6.2). 

4. Soit to € [0,1] et Ào une valeur propre de A et On a P(Ao,to) = 0 et 

ax (do, to) £ 0 puisque Ào est racine simple de P (:,to). Le théorème des fonctions 

implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert Y de to dans [0, 1] et une 
fonction continâment dérivable : 

F= (fi... fn): Vo — R° 

tels que 

nm 

MeV, P(At)= [[(A- fr (6). 
k=1 
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6. CALCUL APPROCHÉ DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES 

Les valeurs propres de A (t) étant toutes simples, on peut supposer que fi (t) < 

f2 (€) <...< f, (€). Avec cette condition la fonction f est unique. 

L’intervalle [0,1] étant compact, on peut trouver une partition du type : 

[O, 1] = (ao, bo U [a1, b1[ U AE [a», bb] ; 

où 

= <= <bi-=d. EA= GE =, 

telle que, pour tout k = 0,1,...,p, il existe une unique fonction continûment 

dérivable : 

fa = Cfiks rec Li) Q [ax, bx] RE 

avec : 

2H fe 

tel) JC ET 20) 

Vt € [ax, dx], 

La fonction f définie sur [0,1] par : 

LE) = (fix (6), fax ()) si t € [ax, bk] 

nm 

est alors continûment dérivable et P (À,t) "I (A — jf; (t)) pour tout t € [0,1]. 

5. En dérivant la relation @; (t) = 0 par rapport à t, pour tout j = 1,2,...,n, on 

déduit alors que f; est solution du problème de Cauchy : 

f; (0) = a5, 

OP 
TA ft), 4 

3@ Re (te (0.1) 
3x 66) 

9 OP 
La simplicité des valeurs propres de A (t) nous garantit que 3x (f; () LOU 

[0,1]. 

6. Le calcul du polynôme caractéristique P (À,t) se fait en utilisant la récurrence : 

Au PIC) = ta - À, 
P,(X, 0 tar) Pen Qit) = (1=tbtbe) Pea0ut) à (k=2,...,n). 
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En dérivant par rapport à À et à t, on obtient l’algorithme suivant de calcul des 
dérivées partielles de P : 

. (À t) = 0, . 2 (À, t) = 0, 

POb= 1 P0n= 

PT (A, = (tar — JL (), 0) — Pa (5 = (144 tbe) (2,9, 

(A2) = (fe — A) PL), 2) + ax Pie (A0 
one 

= (1-1 PT 0 9 (Per (05). 
ot 

En utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, on peut alors calculer des valeurs 
approchées des valeurs propres f; (1) de la matrice A. 
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7 Systèmes différentiels 
linéaires et exponentielle 
d'une matrice 

Pour n € N— {0}, l’espace vectoriel C” est muni d’une norme quelconque notée 

En donnés un ouvert ( de R x C” et une fonction continue 

f: A  — Cr 

Guy) + f(y), 
on dit qu’une fonction y : 1 —+ R définie sur un intervalle réel Z est solution du 

système différentiel : 

ui PNEU), (1) 

si cette fonction est dérivable sur I avec : 

Vel, (ty(t))eR et y'(t) = f(t,y()). 

Le problème de Cauchy associé à ce système et aux conditions initiales (to, Vo) 

consiste à rechercher les solutions de (7.1) qui vérifient y (fo) = Yo. 

Pour tout intervalle réel [a, b] on désigne par C° ([a, b], C”) l’espace vectoriel des 

fonctions continues définies sur [a,b] et à valeurs dans C”. On munit cet espace 

vectoriel de la norme de la convergence uniforme définie par : 

Vy EC (la,bl,C*), ul = sup Iy()|. 
tE[a.b] 

On rappelle que l’espace vectoriel Æ muni de cette norme est complet (théo- 

rème 1.6). ù 

1. Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants 

Pour tout réel strictement positif à, on note E, = C°([-a, a], C") et on munit cet 

espace vectoriel de la norme de la convergence uniforme ll 

On se donne une matrice non nulle À € M, (C), un vecteur y9 € C” et on définit 

l'application ç : E, — E, par : 

t 

EE Vre(-al, e(u)(0 = 4 /u(u) du + 
0 
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Lemme 7.1 : /l existe un entier p strictement positif tel que l'application itérée 

@P = po-.-04 soit strictement contractante. 
Las 

p fois 

Démonstration : Pour y,z dans E,, et t dans [—-a, a] on a : 

t 

le) — (2) ON = |A fut — 2) du 

LA 

0 

IAÏT fly (u) —z(u)ll du! < [AN y — 21 lé, / 
où A+ ||A|| est la norme matricielle induite par la norme vectorielle x + ||x||. 

Par récurrence sur k > 1, on déduit que : 

k 

VE > 1,44€ [aa], ke*(9)(8 — ef (2) 9] < JAN 
En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k = 1 et, en le supposant 

acquis pour # > 1, on a pour tout t € [—-a, à] : 

le 1 — 681 (2) || < IA j le*(u) (a) — ef (2) (|| du 

< AJ AT IAL es mo jul* dal, 

avec : 

Ë él el 
k k dul=—= du = - fu u f" ee 

oe 0! À 

Ce qui donne : 

k+1 

PAOCEP EC CIERS SET EEE 
On déduit alors que : 

En ane (LAI a) 2 1, fe") OL < y — 

k 
et, avec lim Je 

k—+00 k! 

y? est contractante. 

— 0, on déduit que pour p > 1 assez grand l’application 
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On considère le problème de Cauchy : 

ie — Ay(t) (te[-a,a)), (7.2) 

Lemme 7.2 : Si une fonction y définie sur [—-a,a] est solution de (7.2), elle est 
alors de classe C® sur [-a, à]. 

Démonstration : Soit y € C! ([—-a, a] ,C”) solution de (7.2). 
On vérifie, par récurrence sur k > 1, que y est de classe C* pour tout k > 1. 

Le résultat est vrai pour 4 — 1. En le supposant acquis pour k > 1, on déduit de 

y! = Ay que y est de classe C*+1 avec y +1) = Ay), æ 

Lemme 7.3 : Une fonction y définie sur [—a, a] est solution de (7.2) si et seulement 

si c’est un point fire de l'application ç dans E,. 

Démonstration : Si y € C!([-a,a],C") est solution du système différentiel (7.2), 

pour tout t € [—-a,a]ona: 

t t 

ve) = [1 (0 du + y (0) = 4 futu) du + = 2) 0, 
0 0 

c’est-à-dire que y = p(y). 

Réciproquement, si y € E, est point fixe de 4, alors y (0) — y et y est de classe 

C1 sur [—a, a] avec y = Ay. & 

Le problème de Cauchy (7.2) est donc équivalent au problème du point fixe 

y = (y) sur Ex. 

Lemme 7.4 : Pour tout réel strictement positif &, le problème (7.2) admet une 

unique solution y définie par y = Lime (yx) où la suite de fonctions (yk)£en Est 

définie par : 

ko 

VkeN,vtel-a,al, ylt) = > 14 Yo, 
«' j—0 

la convergence de la suite de fonctions (Yk)pen Vers y étant uniforme sur [—a, à]. 

Démonstration : Pour p assez grand, l’itérée y? de y est contractante. Le théorème 

du point fixe itéré (théorème 1.8) nous dit alors que @ admet un unique point fixe 

donné par y = lim (y) dans (Ea, LL) (c’est-à-dire que la suite de fonctions 
k—>+00 

(yx)Len converge uniformément vers 7 Sur [-a, al), où (yk)çen est une suite 

d’approximations successives de y définie par : 

VtE [-a, a], yo(t) — Yo; 

VkEeN, yr+1 = P (Uk): 
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Par récurrence, on a facilement : 

k « 

th 2 
VKEN, Vtef-a,al, y(t) = | 9 —Aÿ | %. 

= Ÿ 

t 

En effet, pour k = 1, on a y(t) — A fu du + yo = (tA + Z,)% et en supposant 

0 
le résultat acquis pour 4 > 1 : 

Le OPE ben | EH 

YkH1(t) = A] D 14? | % du+%o = | S A let. = il nl 
0 J J 

Théorème 7.1 : Le problème de Cauchy : 

1) = Au(t tEeR y(t)= Ay(t) (ER), (7.3) 
y (0) = Yo, 

admet une unique solution définie par : 

VtEeR li Ë A tER, ‘yG)= lim 2 j4 | ve. 

Démonstration : Pour tout réel & > 0, on note y, la solution de (7.2) sur [-a, a. 
Si 0 < à < B, alors y, et la restriction de Ys à [—a, a] sont solutions du même 

problème de Cauchy. Une telle solution étant unique on déduit que les fonctions 
Ya et Ys coïncident sur [—-a, a]. On peut donc définir sur R la fonction y par : 

k— +00 

k : 

s 4 #0: MER, 19 = veto = im | DTA | vo 
F0 

où « > 0 est tel que £ € [—a, a]. Cette fonction est bien solution de (7.3) sur R. = 

Corollaire 7.1 : L'ensemble SA des solutions du système différentiel y = Ay est un 
sous-espace vectoriel de dimension n de C® (R,C”). 

DA À El) CD un en} est une base de C" et st, pour tout entier k compris entre 1 et 
n, la fonction yr est la solution du problème de Cauchy : 

de = Ay(t) (ER), 

alors {y1,Y2,...,Yn} est une base de Sa. 
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Démonstration : Il est clair que l’ensemble S4 des solutions sur R du système 
différentiel y” — Ay est un sous-espace vectoriel de C® (R,C”). Le théorème 7.1 se 
traduit en disant que l’application y -— y (0) réalise un isomorphisme de S4 sur 

C7. Donc S41 est de dimension n. 

Pour montrer que le système {y1,y2,...,7} est une base de S1, il suffit de 
montrer qu'il est libre. 

nm nm 

L'égalité 9° Azyx = 0 équivaut à 9 Agyx(t) — 0 pour tout réel t et t — 0 
k=1 k=1 

nm 

donne ÿ° Àgex = 0, ce qui entraîne 4 = 0 pour tout k € {1,2,...,n} puisque 
k=1 

{e1,e2,...,e,} est libre. Le système {1,%2,...,yn} est donc une base de S4. 

2. L’exponentielle d’une matrice 

Théorème 7.2 : Pour toute matrice À € M,;(C), on peut définir une unique 

fonction de classe C®, E4 : R — M, (C), telle que : 

E Sd; 

VER, E(t) = AE4A(t). 

Cette fonction est définie par : 

+00 ,k 

LR VtER, Eat) = 14 3 

k—=00 0 

Démonstration : On note {e1,e2,...,e,} la base canonique de C” et on définit la 

fonction matricielle E4 = (C1,C2,...,Cn) en disant que la colonne numéro j de 

E1, notée C;, est la solution sur R du problème de Cauchy : 

Le = Ay(t) (ER), (5) 

ce qui se traduit matriciellement par (7.4). 

Réciproquement, si Æ est solution de (7.4), alors ses colonnes vérifient le 

système (7.5) et elles sont uniquement déterminées. 

Pour j € {1,2,...,n}, la solution de (7.5) est de classe C® et est donnée par : 

p +E À 

C; (= lim x14 Ej- 

k=0 

On déduit donc que la fonction E4 est de classe C® avec, pour tout réel # : 

p #* 3 +00 #F : 

= 1 71 — — A", PA = tn (54) 
la convergence étant uniforme sur tout compact de R. E 
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On note, pour tout réel t, EA(t) = et et la matrice 

est appelée l’exponentielle de la matrice A. La convergence de cette série est 

uniforme sur tout compact de M, (C). En effet, si on note ||:|| une norme sous- 
multiplicative sur M, (C), pour tout compact C de M, (C) il existe une constante 
M > 0 telle que |A] < M pour toute matrice À dans C et, avec.: 

+00 1 ; +00 1 +co 1 J ju 

D AMIE NAIAIES EHESS 
= k=0 k=0 

d 

k! 
On en déduit alors que l'application À + ef est de classe C® sur M, (C). 
Le calcul de l’exponentielle d’une matrice est simplifié dans le cas d’une matrice 

diagonalisable. En effet, si la matrice À € M, (C) est diagonalisable, il existe alors 
une matrice inversible P et une matrice diagonale : 

on déduit que la série de terme général — AŸ est uniformément convergente sur C. 

A 0 0 
0 0 

DE es ; 

0 V2, 

telles que À = PDP”?. En utilisant la continuité du produit matriciel, on déduit 
facilement que e4 — PeP P-1 est également diagonalisable avec : 

ei 0 0 

0 e*? 0 
eu —= 4 

0 «O0 er 

Ce calcul se simplifie également dans le cas des matrices nilpotentes. En effet, si la 
matrice À est nilpotente d'ordre p on a : 

Remarque 7.1 : Pour toute matrice A dans M, (C), la matrice eA étant limite 
d’une suîte de polynômes en À, c’est donc un élément de l’adhérence de C [A] dans 
Mn (C). Le sous-espace vectoriel C [A] étant de dimension finie dans M, (C) est 
Jermé et donc confondu avec son adhérence. On déduit donc que eÀ est un polynôme 
en À, c’est-à-dire qu'il existe un polynôme RA dépendant de À tel que e4À = RA (A). 
En fait il n’est pas possible de trouver un polynôme R tel que e4 = R (A) pour toute. 
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matrice À. En effet, si un tel polynôme existe en notant p son degré on a pour toute 

matrice À et tout réel t : 

p+1 tk p 

etA — 2 .. + o (2e) = Ÿ_rrt AP 

0) k=0 

et, avec l’unicité du développement limité d’ordre p+1, on déduit que nécessairement 

AP#1 = 0 pour toute matrice À, ce qui est impossible (prendre par exemple À = I,). 

Avec la continuité de l’application M + My et le théorème 7.1, on déduit que 

la solution du problème (7.2) est la fonction y définie par : 

VLER, y(t) = ego. 

De manière plus générale, pour tout {6 € R, le problème de Cauchy : 

é. = Ay(t) (ER), ds 
y (to) = Yo, 

admet pour unique solution la fonction y définie par : 

VER, y(t) = elt-to)Amy,. 

En effet, la fonction y est solution de (7.6) si et seulement si la fonction z définie 

par : 

VER, z(t)=yf(t+to) 

est solution de (7.3), et on sait que ce problème admet pour unique solution la 

fonction z définie par : 

VER, z(t)= et. 

C’est-à-dire que la solution du problème (7.6) est donnée par : 

VER, y(t)=2(t—t0) = et"). 

Lemme 7.5: Si A, B sont deux matrices qui commutent dans M, (C), on a alors : 

PANE EN ADR 

Démonstration : On définit les fonctions Y et Z par : 

Ver OV) set) () = ce 

Ces fonctions sont dérivables sur R avec : 

VERT AD) (0 71) Aedcice e‘ABe!?. 

Du fait que À et B commutent et que l’application X + XB est continue, on déduit 

que etAB = Bet. On a donc Z/(t) = (A+B) Z(t). Finalement, avec Y (0) — 

Z (0) = In, on déduit que YŸ = Z (unicité de la solution du problème de Cauchy), 

c'est-à-dire que e(4+B) = etAetB pour tout réel t. On démontre de manière 

analogue que et(4+B) = etBetA (on peut aussi utiliser la commutativité de Aet B 

et la continuité du produit matriciel pour montrer que eA et eP commutent). 4 
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Si les peer A et B ne commutent pas, en général il n’y pas d’égalité entre 
eÂ+B, e4eB et ePeA (exercices 7.1, 7.2 et 7.3). 

En re la décomposition de Dunford-Schwarz À = D +V, avec D diagona- 
lisable, V nilpotente et DV = VD, on a, en notant p l'indice de nilpotence de la 
matrice V : 

3 

D 

eÀ — = D 

k=0 

la matrice eP étant facilement diagonalisable si on sait diagonaliser D. 
En fait 7 LR de Dunford-Schwarz de la matrice À permet d’obtenir 

celle de e4 

Lemme 7.6: Si À = D+V est la décomposition de Dunford-Schwarz de la matrice 
À, alors celle de e* est donnée par : 

EPS EP EME ME 

avec el diagonalisable et e (eV — 12) nilpotente. 

Démonstration : Comme les matrices D et V commutent, on a : 

eÀ = ePeV = eP : .D (e” Jr) 

On à vu que la matrice e? est diagonalisable. D’autre part, avec la continuité du 
produit matriciel on déduit que les matrices V et e? commutent et on peut écrire 
que : 

P pP 

TIENNE UE nr (<e >. nt 
RL 

; 2: 4 
la matrice VW commutant avec e? 5 D Il en résulte que la matrice 

k=1 À: 
e? (CE —- 1) est nilpotente. Les matrices e? et e2 (eV — 1) commutant, on à 
obtenu ainsi la décomposition de Dunford-Schwarz de e4 (cette décomposition est 
unique). = 

Lemme 7.7 : L Da lion exp : À ++ e4 est de classe C® de Mn(C) dans 
GLn(C). Plus précisément, pour toute matrice À € Mn (C), la matrice eÀ est 
inversible d’inverse e À. 

Démonstration : Résulte de : 

1,,= é = éeN r & 

Le calcul du déterminant de e pour toute matrice A permet de retrouver le 
caractère inversible de e. 

Lemme 7.8 : Pour toute matrice A € M, (C) on a det (e}= emtar 
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Démonstration : Pour À € M, (C) diagonalisable on a À — PDP! avec P 
inversible et D diagonale de valeurs propres À,..., An. On a alors e4 = PeP P-1 

et 

det (e) = det (e = Ie À = ee Fe EC 

Si À est matrice quelconque dans M, (C), on peut l'écrire À — Jim Âk, 
— +00 

où (Ax)zen est une suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité des 
applications exponentielles complexe et matricielle et de l’application trace, on 

déduit que : 

det (e4) —, lim det (a) = Jim el4r) = MA), 
k— +00 k—+00 

On peut aussi utiliser une trigonalisation de la matrice À. & 

Lemme 7.9: Si 1€ C est une valeur propre de la matrice À € M, (C), alors pour 

tout réel t, et est valeur propre de etA et pour tout vecteur propre associé x € C”, 

la solution du problème de Cauchy : 

! + y(D= AY) (ER), a 
y(0) = x, 

est la fonction y définie par : 

VPER ST) —e € 

Démonstration : Soit x € C” — {0} un vecteur propre associé à la valeur propre 
À de À. Pour tout k € N, on a AËx = fx et, avec la continuité de M ++ Mr, 

+00 a +00 4h J 
Pr À Fi 2 A x = et\x. C'est-à-dire que x est un vecteur propre 

de et associé à la valeur propre et”. 

La solution du problème (7.7) est y(t) = et{x = etix. = 

Théorème 7.3: Si A € M, (C) est diagonalisable de valeurs propres deux à deux 

distinctes À,..., 9 (1 < p <n), alors les solutions du système différentiel Us AY 

sont les fonctions définies par : 

P 

VLER, y()= > e#Cy, 

où les Cx sont des vecteurs de C7. 

Démonstration : On désigne par {1,...,un} l’ensemble des valeurs propres de A 

et par {e1,...,e,} une base de vecteurs propres associée. Avec le corollaire 7.1 et le 

lemme 7.9 on déduit que {e‘#1e,,...,e#"e, } est une base de l’espace . solutions 

de y = Ay, c’est-à-dire que toute solution de ce système s'écrit WE à arelrter, 

p 
ou encore, en regroupant les valeurs propres identiques, que y(t) = S ekiCy avec 

Cy dans ker (A — Àx1,) pour tout k € 11; 18 p}. = 
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Lemme 7.10 : Soient A € M, (C) admettant une seule valeur propre À € C et 
TA(X) = (X — \)° le polynôme minimal de À avec 1 < a < n. Les solutions du 

système différentiel y! — Ay sont les fonctions définies par : 

VÉER, y(t) = D. (AA, ) oo 

me 4 
où yo € C”. Ce qui revient à dire que etÀ — as LI (dite x)" 

=0 

Démonstration : Toute solution de z! = (A — re z s'écrit : 

+00 ,k Re 
He ASE (At Se n=) 5 (4- XL mn 20; 

k=0 k=0 

du fait que (A — ÀJ,) est nilpotente d’ordre a. 

On en déduit que toute solution de y — Ay s'écrit : 

a—1 
4 4 y(t) 2 etAy _ et(A An) etMn ue et Sd — à (A= T. D = 

k—0 . 

p 
Théorème 7.4: Soit À € M, (C) de polynôme minimal x À (X) = II (X — À), 

k=1 
les racines À1,..., À, étant deur à deux distinctes dans C. Les solutions du système 
différentiel y = Ay sont les fonctions définies par : 

p 
EG UE) = ee IA) 

où, pour tout k € {1,...,p}, P4 désigne une fonction polynomiale de degré inférieur 
ou égal à ax — 1 et à valeurs dans C?. 

Démonstration : Pour tout k € {1,...,p} on note Ex = ker (A — Al)" le 
sous-espace caractéristique associé à la valeur propre À4. D’après le théorème de 

se p 
décomposition des noyaux, on a C? = @ Ex. 

k=1 
Soit y solution de y = Ay. On peut écrire, de manière unique : 

P 

0) —= De TE, 

k=1 

avec ty € Ex pour tout k € {1,...,p}. Si, pour k € {1,... ,p}, on désigne par y 
la solution du problème de Cauchy : 

a = Ay(t) (tER), 
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p 
alors z = ÿ° yx est solution du même problème de Cauchy que y. On a donc, du 

k=1 
P 

fait de l’unicité de cette solution, y = S yx. Mais, d’autre part, on a : 
k=1 

Ak — 1 j 

= ere etre Mh)re— eAt es - An re. 
0 

du fait que (A — Xln) xx = 0 pour tout j > ax. Ce qui donne, en notant : 

HR t 
Pt) = >, a (A — Dee Ur 

nil 
J 

P 

y(t) = D ext P, (+). = 
Kill 

Dans la démonstration précédente, le vecteur xx est la projection de y (0) sur 

ker (A — Àx1,)*. En notant 7, cette projection (projecteur spectral), on en déduit 

que : 

p ax —1l ti 

AS ei | SN (AA) re 
k=1 j=0 J° 

On peut retrouver ce résultat en utilisant la décomposition de Dunford-Schwarz 

(paragraphe 6, page 58). En effet la matrice A Ft A = D +V;, avec D 

diagonalisable, V nilpotente et DV = VD. On a alors eA = ePeV, Puis, en écrivant 

que : 

p 
D — 52 ÀAETk; 

Vr > 0, : 
144 —= + (A = À) Tk) 

k=1 

on obtient : 

UT est P p ei 

PS nr SES) =D (D) me Dern 
r=0 FT k=i k=1 \r=0 

et L 

+o ] +00 1 P r 

el — ds —VT — D. Sn dé (A — Àrlh) TE 

r=0 T! Ho TN 

p ax —1 1 p k—1 1 

SE AU-unm) = UE aan) 
k=1 —0 k=1 T—=0 r! 

(la restriction de À — A1, à ker (A — Xk1n)°" est nilpotente d’indice ax). 

Enfin, avec les propriétés des projecteurs, on déduit que : 

P ar —1 
1 r 

= She dé (A — Al) }* 

r=0 
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3. Un algorithme de calcul de l’exponentielle d’une matrice 

Soit À € M, (C) de valeurs propres 1,...,)X, dans C. On lui associe la suite de 
matrices (Bx);<,<, définie par : 

Bi = 1», 

Br (A1, BE (IÉRE REA) 

k—1 
On a alors (A — À,1,) Br = 0. En effet, on a By, — II (A — À;1,) pour tout 

j=i 

EL nec pourné =: 

(AU TSRNE II (AS Pfd) re 0 
= 

d’après le théorème de Cayley-Hamilton. 

Y1 

Théorème 7.5 : Avec les notations qui précèdent, si VE : est la solution du 

Un 
problème de Cauchy : 

16) =JyNNLE RE JE = Ju (ER) a 
y (0) nn El; 

où 

À11 1020 0 
1 

LU 
0 

D —= 0 0 ; ER ) 

Desert 
0 

0 0 1 Xe. 

on à alors : 
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2 . 7 Démonstration : Il suffit de montrer que la fonction y = 5° y, B4 est solution du 
k=1 

même problème de Cauchy que et. 

Pour { = 0 on a y(0) = ÿ° yx (0) Bx = B1 = I, et pour toutte R: 
k=1 

y'(£) dy k(É)Bx = Ayi(t) a (yx1(t) + Aryk(t)) Br 
k=1 k=2 
n n—1 

Sue )Br + dut) )Br4, 
k=1 k=1 

avec : 

ui 

D ve(t) Br = Su) )(A — Xlh) Bk 
k=1 

nl Al 

= AN y(t)Br — J xyr(t) Br 
k=1 k=1 

Ce qui donne en définitive : 

y'(t) AnYn(t)Bn + Ay(t) — Yn(t)ABn 

= Ay(t) — yn(t) (A — Anln) Bn = Ay(t). 

nr 

On peut donc conclure que etÀ = 5 y(t)Bk. æ 
k=1 

4. Équations différentielles linéaires d'ordre n 

On considère l'équation différentielle d'ordre n linéaire à coefficients complexes 

constants : 

y (8) = ay(#) + ay/(t) + Hay (Et) (ER). (7.9) 

Cette équation différentielle peut se ramener à un système différentiel linéaire M 

AY de matrice : 

0ere,.0 0 

028 ON ST 0 

A— F 

( m0 0 1 

a 2 Gn—1 An 
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En effet, si y € C"'(R, C) est une solution de l'équation différentielle (7.9), alors la 
fonction vectorielle Y € CT (R, C”) définie par : 

yi(t) y(t) 
ya(t) y'(t) 

HER IUIENNANNIEE 

Un(t) y D (+) 

est solution de : 

ya(t) 

VER, Y'()= |: — AY(t), 
Yn(t) 
ayi(t) + ayo(t) + --: + anYn(t) 

où la matrice À est définie par : 

OT NO D 0 

0” 2010 0 

A | 

0 0 0 1 
1 2 -." Ant An 

V1 

; Y2 : Réciproquement, soit Y = |. € C!(R,C”) solution du système différentiel 

Un 

Y’ = AY. En posant y = Y%, on a : 

g'= y... y = y et y = ag + age + +: + anYn. 

C'est-à-dire que y est solution de (7.9). 

Théorème 7.6 : Les solutions de l'équation différentielle (7.9) sont de la forme 

p 

VOTES TETE) 
k=1 

où A1,..., 9 sont les racines deux à deux distinctes du polynôme : 

TA (X) = X°E No a X* 
| KL 

de multiplicités respectives a1,...,a, et chaque P4 est une fonction polynomiale 
de degré inférieur ou égal à ax — 1. 
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Démonstration : On sait que toute solution du système différentiel Y’/ = AY s'écrit : 

P 

DA SF HE), 
k=1 

où À1,...,Y Sont les valeurs propres deux à deux distinctes de A et, pour tout 

k € {1,...,p}, Hx est un polynôme à coefficients dans C” de degré strictement 

inférieur à la multiplicité ax de À; comme racine du polynôme minimal de À. 

Avec les notations de ce paragraphe, le polynôme minimal de la matrice À est 
défini par : 

n 

TA (X) EC = N ax 

k=1 

(exercice 2.12). On déduit donc que toute solution de l’équation différentielle (7.9) 
est de la forme : 

Dane (1) 
k=1 

où À1,...,/ sont les racines deux à deux distinctes du polynôme T4 et, pour tout 

kE {1,...,p}, P£ est un polynôme de degré strictement inférieur à ag. = 

Le polynôme 7 1 est appelé le polynôme caractéristique de l’équation différentielle 

d'ordre n (7.9). 

5. Systèmes différentiels linéaires à coefficients non constants 

Soient [a, 8] un intervalle réel fermé borné, to € [a,6], K : [a, D Ciel 
h : [a,B] — C" deux applications continues. On désigne par po = Co (lo, DAC) 

l’espace des fonctions continues de [a, 6] dans C” muni de la norme de la conver- 

gence uniforme et on définit LADOHe on w:E = E par: 

VyeE, Vtela,f], u frere u) du +h(t). 

Lemme 7.11 : Avec les notations qui précèdent, il existe un entier p strictement 

tif tel que l’apolication &P = wo-:-:04 soit contractante. En conséquence, positif tel q pp p a 
p fois 

l'application © admet un unique point fire dans E. 

Démonstration : Il est clair que pour toute fonction y continue sur {a;, 6] la fonction 

g(y) est également continue sur [a 6]. 
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Pour y, z, dans E et t dans [a, 5] on a : 

le) — 8 () OI = | JE (2) (y(u) — 2 (u)) du 

< À] [ ly(u) - 2 (I du 

< Ally zllé lé — tol, 

où À= sup |Æ(t,u)|. Par récurrence sur 4 > 1, on déduit que : 
(t,u)ela,8f 

AE t5l)" VE La, 81, [le*(u) (0 = ef (2) (of < ER 4, 
En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k — 1 et, en le supposant 
acquis pour k > 1, on a pour tout t € [a, 6] : 

le - 1 ( 21 <a] 140 * (2) (u)|| du 
t 

À k < AT Iy- ll | [le tof du 
to 

AVEC: 

tot" 

ST Ed 20e 

Ce qui donne : 

(AE — to)" le + (y)(E) — pÉtU (2) (&)|| < RTE LES y — 2] 

On déduit alors que : 

Vk > 1, Ile (y) œr lies € sa). lys 

k 

et,avec lim Gén su El = 0, on déduit que pour k > 1 assez grand l’application 
CO . 

pr est contractante. 

Le théorème du point fixe itéré (l’espace (E, ||-||.,) est complet) nous dit alors 
que @ admet un unique point fixe dans E. Œ 
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Lemme 7.12 : Soient [a, 6] un intervalle réel fermé borné et 

A:[a,6]— M;(C), b:{a,8]— C”, 

deux applications continues. Pour tout to € [a, 8] et tout yo € C” le problème de 
Cauchy : 

_. = Aft)y(t)+b(t) (Ela,f]), 
(7.10) 

y (to) — Yo; 

admet une unique solution. 

Démonstration : Dire que y € CT ([a, B],C”) est solution de (7.10) équivaut à dire 
que pour tout t € [a, 6] on a : 

t t t 

v(®) = ] 1 (u) du + y(to) = [ Atu)y(u) au+ fo(u) du + 
to to to 

c’est-à-dire que y = p(y) où y est définie par : 

t 

Ho: ru) eu) Mal 2 fr A 
to 

On déduit alors de ce qui précède que (7.10) a une unique solution. mi 

Dans ce qui suit I est un intervalle réel et À : 1 — M, (C), b : I — C” sont 
deux applications continues. 

Théorème 7.7 : Pour tout to € I et tout yo € C” le problème de Cauchy : 

fa = A(t}y(t)+b() (tel), 

y (to) = Yo,’ 
(7.11) 

admet une unique solution. 

Démonstration : Pour tout intervalle fermé borné J C I contenant to, on note yy 

la solution de (7.10) sur J. Si J, et J2 sont deux tels intervalles, du fait de l’unicité 

de la solution du problème de Cauchy sur un intervalle compact on déduit que 

yu, (t) = yy,(t) pour tout t € J1 N Ja. On peut donc définir sur 1 la fonction y par 

y(t) = yr(t) où J est n'importe quel intervalle compact contenu dans J et tel que 

to € J. Il est alors clair que y est solution de (7.11) et que ce problème admet une 

unique solution dans C1 (1,C"). a 

Corollaire 7.2 : L'ensemble Sy des solutions sur l'intervalle T du système CHAR 

y'(t) = A(t)y(t) est un espace vectoriel de dimension n sur C. 

Un ensemble de solutions {y1,...,Yn} est une base de Sy si et seulement si il 

existe to € I tel que le système de vecteurs {ya (to) ,- - : ; Yn (to)} soit une base de C7. 
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Démonstration : Du théorème 7.7 avec b = 0, on déduit que Sr est non vide et 

que, pour tout fo € 1, l’application linéaire  : y y (to) réalise un isomorphisme 

de Sr sur C7. Il en résulte que S7 est un espace vectoriel de dimension n sur C. 

Si le système {y1 (to) , ... , Yn (to)} est une base de C” alors son image réciproque 
{y1,...,Yn} par l’isomorphisme 4% est une base de Sr. = 

Remarque 7.2 : Ce résultat peut se traduire en disant que si l'application w : t 

det (ya(e), Le UE) s’annule en un point alors elle est identiquement nulle. 

Corollaire 7.3 : Soit u une solution particulière sur l'intervalle I du système 

différentiel avec second membre : 

v'(#) = A(t)y(t) + b(e). (7.12) 

Toute autre solution de ce système s'écrit z = u + y où y est solution du système 

différentiel sans second membre (ou système homogène) y'(t) = A(t)y(t) sur 
l’intervalle I. 

Démonstration : Il est clair que pour toute solution z de (7.12) la fonction y = z—u 
est solution de y — Ay. On déduit que si {y1,...,y,} est une base de solutions de 
y" = Ay sur I alors toute solution de y — Ay + b s'écrit : 

n 

is de À&Yk + U, 

il 

où les scalaires À; sont uniquement déterminés par 2 (to), le point to étant donné 
dans 1. Es 

Définition 7.1 : Soit {y1,...,yn} une base de l’espace vectoriel des solutions sur 
l’intervalle T du système différentiel y'(t) = A(t)y(t). On appelle wronskien de cet 
ensemble de solution, la fonction : 

We TERRE 

t +  w(t) = det(yi(t),...,yn(t)). 

Théorème 7.8 : Avec les notations qui précèdent, le wronskien w est solution de 
l’équation différentielle : 

w'(t) ="Tr(A(t))u(t) (ET). 

Pour tout to € I, on a w(t) = w(to)e9® (HET), où : 

t 

16) frac) dx. 

to 

Le wronskien d’une base de solutions sur I du système y'(t) = A(t)y(t) ne s’annule 
jamais. 
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Démonstration : Les y; étant de classe C! et l'application déterminant de classe 
C® on déduit que w est de classe C! avec : 

nm 

w’ = Ÿ_det ( CPE Ur Un) 
Tl 

n 

Ta (y1, SU AU ms Un) 

(exercice 3.5). 
Pour tout t € I l’application : 

nm 

Pt: (V1,...,Yn) N det(n,..., yen, A(t)y5, sm) 
j=1 

étant n-linéaire alternée sur (C”)"” est proportionnelle au déterminant, c'est-à-dire 

qu’il existe une constante À(t) € C telle que : 

VE = (ÿiee.sün) € (C")", pe (Y) = A(E) det (Y). 

Cette constante est égale à 4 (J,), soit, en notant {e1,...,e,} la base canonique 
de C7 : 

1 | 

nm 

2.4 et( Err editer Le) 

. (A). | 

On a donc en définitive : 

tel, w'(t)="Tr(A(t))w(t). 

Soit, pour to fixé dans I, g:tt+ rt (x)) dx la primitive de Tr (A) nulle en to. 

to 

On a w’(t) = g'(t)w(t) et (w(t}e-20) = 0 pour tout { € I. On déduit donc qu’il 

existe une constante C € C telle que w(t) = Ce) et t = to donne C = w (to). On 

a donc : 

EI, w(t) =w(to) et). 

On sait que {y1,...,yn} est une base de solutions si et seulement si le système 

de vecteurs {y1 (to) ,..,Yn (to)} est une base de C”, ce qui équivaut à dire que 

w (to) 0, qui est encore équivalent à w(t) £ 0 pour tout t € I. On a donc ainsi 

montré que le wronskien d’une base de solutions ne s annule jamais sur 1. E 

279 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

6. Méthode de variation des constantes 

Théorème 7.9 : Si le système {y1,...,Yn} est une base de l’espace vectoriel des 
solutions du système y'(t) = At)y(t) sur l'intervalle I, alors la fonction y définie 
sur Î par : 

y(t) = D X(t)yi(t) 

est solution particulière sur l'intervalle T du système différentiel avec second 
membre y'(t) = Alt)y(t) + b(t) si et seulement si, pour tout t € I, le vecteur 
QUE X,(t)) est solution du système linéaire : 

du X(E)yi(é) = b(E). 
mn 

Démonstration : y — ÿ° À;y; est solution particulière sur l’intervalle Z du système 
i=1 

différentiel y = Ay + b si et seulement si : 

nm nm 

D Xiui + D Xi = Ay +b, 
2—=1 i=1 

: nm n 

avec D, y = D À Ay = Ay. Ce qui équivaut à dire que pour tout t € I le 
i=1 i=1 

vecteur (A (t),..., A, (t)) est solution du système linéaire : 

D M uu(e) = 0(b). 

Le déterminant de ce système étant le wronskien de la base de solutions 
{y1,...,Yn}, il n’est donc jamais nul et on à une unique solution. E 

Corollaire 7.4 : Soient p, q,r : I — C continues. 
L'ensemble des solutions sur l’intervalle I de l’équation différentielle d'ordre 2 : 

Y" = py' + qy (713) 

est un espace vectoriel de dimension 2 sur C. 
Di Fe v} est une base de solutions sur l'intervalle I de l'équation différentielle 

y" = py'+qy, alors la fonction y définie par y(t) = X(t)u u(t)+yu(t)v(t) est solution 
sur l’intervalle T de l’équation différentielle avec second membre y! = py +qy+r 
si, pour tout t € I, (X'(t),p'(t )) est solution du système linéaire de deux équations 
à deux inconnues : 

de (Eu a + (Ou = 

A'(u'(e) + n'(Eju'(e) = 6 
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Démonstration : La fonction y est solution de (7.13) si et seulement si la fonction 

2 Che) est solution du système différentiel z/ — Az où A= sé ») est continue 

de I dans M2 (C). On déduit alors que l’ensemble des solutions de (7.13) est un 
espace vectoriel sur C de dimension 2. 

Si {u,v} est une base de solutions sur I de y” — py! + qy alors le couple 

u U É . à 
£ = ne TU o )} est une base de solutions sur 1 du système différentiel 

z' = Az (il est facile de vérifier que le système {z,w} est libre). 
La fonction Z = Àz + uw est solution de Z/ — AZ + b si et seulement si pour 

! Fe 

tout t € I le vecteur ë est solution de \'(t)z (t) + p'(t)w(t) = b(t), soit : 
(+) 

N'(éju(e) + n° (€) v(E) = 0, 
N'(é}u!(t) + p'(é)v'(#) = r 

Dans ce cas on a alors, en posant y = Àu + uv : 

_ MT PAPAUR EDEN fre 
rue (Jen) 

z= (YA Az48= y 
y” py +qy+r 

C’est-à-dire que la fonction y = Àu + uv est solution sur 1 de y” = py' + qy +r.m 

(e). 

et 

Remarque 7.3 : Le wronskien du système différentiel z! — Az est w(t) — 
t t 

w (to) e9() où g(t) = fat Mdr Jr) dx. Et en considérant que ce 

to t 
wronskien est w(t) = det(z(t),w (t)) on déduit que : 

u(t}v/(t) — u/(t)u(t) = w (to) el). 

Ce résultat peut être utilisé pour calculer une solution de base v connaissant une 

solution u. 

7. Surjectivité et injectivité de l’exponentielle matricielle 

On a vu que pour toute matrice À € M, (K) la matrice eÂ est inversible 

(lemme 7.7) et avec det (e4) — e(4), on déduit que si À est à coefficients réels 

alors e est dans l’ensemble GL (R) des matrices réelles d’ordre n de déterminant 

strictement positif. 

On note W,, (K) l’ensemble des matrices à coefficients réels ou complexes d’ordre 

n qui sont nilpotentes. 

Définition 7.2 : On dit qu’une matrice À € M, (K) est unipotente si la matrice 

A — I, est nilpotente. 
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On note £, (K) l’ensemble des matrices à coefficients réels ou complexes d’ordre 
n qui sont unipotentes. 

+00 

Lemme 7.13 : Si f(z) = 5° az* est une série entière de rayon de convergence 
k=—0 

R > 0, alors pour toute matrice À € M, (C) telle que p(A) < R la série de terme 
général ax AF est convergente. 

Démonstration : Voir l’exercice 4.14. = 

Remarque 7.4 : Avec les notations du lemme précédent, pour p(A) < R, la 
+00 

matrice f (A) = 32 ax AF est en fait un polynôme en A, dont les coefficients 
k=0 

dépendent de A. En effet, f (A) est dans l’adhérence de C [A] qui est fermé dans 
Mn (C) en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé de dimension 
finie. 

En partant du développement en série entière de la fonction logarithme com- 
plexe : 

MAHAEN en (An) 

on peut définir la fonction logarithme matricielle, sur l’ensemble des matrices À € 
My (C) telles que p (A) < 1 par : 

+00 (Œtr 

In (I, + A) = DL 

En particulier on a In (1,) = 0 et pour toute matrice nilpotente À, en notant p un 
entier naturel tel que 42*1 — (, on a : 

De 
k LA TS In (J, + À) = 

3 Il a 

Lemme 7.14 : Pour toute matrice À € M, (C) telle que p(A) < 1, on a : 

enUn+4) LT + A 

Démonstration : Pour tout x € KR, on a : 

+00 

= Ù agr*, 

k=0 

1 
Gore DOUr tout entier naturel k et pour tout réel x tel que |x| < 1, on a : 

pe 

(+) = Dirt, 
j=1 
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Eye avec D; — nn oe pour tout entier naturel j non nul. 

On peut alors écrire pour k > Let |x| < 1 : 

(n(1+x)) De 

et 

+00 +00 

EN Gr Eee 
= j=k 

+00 j 

=1+x +Y (Su) x). 

at 

Avec e"U+%) = 1 + x, on déduit alors que : 

j 

VE 22, Dr ox 0: 

En écrivant, pour À € M, (C) telle que p (A) < 1 que : 

+00 J) 

er Un HAE = ne A 2 2 je mis) Aÿ, 

k=1 

on déduit que e"{Un+4) = 7, + À. a 

Lemme 7.15 : Pour toute matrice À Ee N, (C) on ae € LA (C) et 

VtER,. In(e*)=tA. 

Démonstration : Si À € W, (C), il existe p € N tel que AP*! = 0 et eA= T7, +V, 

avec : 
p 

1 k—1 RME 
1 

qui est nilpotente. On a déni eÀ € Ln (C). 

Pour tout réel t, on a également et4 = I, + V(t) € La (C) avec : 

p 
ge A 

k=1 

telle que V(t}P+! = 0. La fonction V est dérivable sur R ainsi que la fonction y 

définie par : 

Lex es 

g(t) = Im(et4) -tA = Es (t)° —tA 
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avec : 

e/(#) =V'(E 5 (=D vo) 2 4 
k=1 

Il est facile de vérifier que : 

(Un + V(#)) 5 no veu) = ln, 
k=1 

c’est-à-dire que : 

D (CD Ve SE ET EE ARE et 
k— 1 

et avec : 

V'(8) = (eff — a) — Ac? 

on déduit que w’(t) = 0 pour tout réel t. On a donc : 

VER, p(t)=4p(0) =In(7;) = 0, 

ce qui équivaut à In () = {A pour tout réel t. = 

Théorème 7.10 : L’exponentielle matricielle réalise une bijection de N, (C) sur 
Ln (C) d’inverse le logarithme matricielle. 

Démonstration : On sait déjà que l’exponentielle matricielle envoie Nh (C) dans 
Ln(C) et que pour toute matrice À € Nan (C) on a elUr+4) = 7, + À avec 
B = M(1, + A) € N,(C), ce qui prouve que l’exponentielle matricielle réalise 
une surjection de W,, (C) sur £, (C). 

Si A1,42 dans W, (C) sont telles que e41 = e42, alors In CE) ne 
c’est-à-dire, d’après le lemme précédent avec t = 1, que A1 = A2. L’exponentielle 
matricielle restreinte à W,, (C) est donc injective. = 
Corollaire 7.5 : Pour tout nombre complere X non nul et pour toute matrice À € 
NA (C) il existe une matrice X € M, (C) telle que : 

+ = NM 

Démonstration : Soient À e C et À € NW, (C). On sait que la fonction exponentielle 
complexe est surjective de C sur C*, il existe donc un nombre complexe tel que 
À = el et en posant : 

ÉD (a+ 54), 

On à : 

eee +4) NA (z, … 4) = XI, + A. - 
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Théorème 7.11 : L’exponentielle matricielle réalise une surjection de M, (C) sur 
CL (C). 

Démonstration : Le théorème de réduction de Jordan nous dit que toute matrice 

A € GL, (C) est semblable à une matrice bloc de la forme : 

Ji 0 CE 0) 

ja [moe | 

0 
0 wie 

avec Jx = ÀAgln + V4, pour tout entier k compris entre 1 et p, la matrice V4 étant 

nilpotente et Àx étant valeur propre de A. Comme la matrice À est inversible, tous 

les Àz sont non nuls et on peut trouver des matrices à coeflicients complexes X} 

telles que e** — J. 

Si À — PJP-! avec P inversible, en définissant la matrice X par : 

X: 0 TS 0 

Géer |60 rt pars 
Re : 

0 Dr: 

Ona*: 

ex*1 0 0 

X. 

2 PRG ES] DD QUens PE LIPS = À. E 
0 

0 Order 

Remarque 7.5 : Il est facile de vérifier que l’exponentielle matricielle définie sur 

My (C) n’est pas injective. Par exemple, pour tout entier relatif k on a e?iKTln = 

I,, c’est-à-dire que l’équation e* — I, a une infinité de solutions dans M, (C). 

En fait les solutions sont les matrices semblables aux matrices 2inK où K est une 

matrice diagonale d’ordre n à coefficients entiers relatifs (exercice 7.14 Ve 

Le théorème précédent nous permet de retrouver la connexité de GLn (C). 

Corollaire 7.6 : GL, (C) est connexe par arcs. 

Démonstration : Soient A1, A deux matrices dans GL, (C). Il existe deux matrices 

X1, X2 dans M, (C) telles que eX1 — A, et e*? = A2. L'application 4 définie sur 

[0, 1] par : 

g(t) = eU-t)XittX2 

est alors un chemin continu dans GLA (C) qui relie A1 et 42. = 
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On déduit aussi l'existence d’une racine p-ième pour toute matrice inversible. 

Corollaire 7.7 : Soit p un entier naturel non nul. Pour toute matrice À € GLa (C) 
il existe une matrice X € GL, (C) telle que XP = À. 

Démonstration : Il existe une matrice Y € M, (C) telle que e* = À. En posant 

Xe, os XeCL.(ChtAr ed E 

Si on se restreint aux matrices complexes hermitiennes [resp. réelles symétriques] 
l’exponentielle est injective et son image est l’ensemble des matrices complexes 
hermitiennes définies positives [resp. réelles symétriques définies positives]. 

Théorème 7.12 : L’exponentielle matricielle réalise une bijection de l’ensemble des 
matrices complexes hermitiennes sur l’ensemble des matrices complexes hermi- 
hennes définies positives. 

Démonstration : Il est facile de vérifier que l’exponentielle d’une matrice hermi- 
tienne est également hermitienne. De plus si X est hermitienne alors ses valeurs 
propres À1,...,), sont réelles et celles de e* sont les réels strictement positifs 
eù,...,e", en conséquence la matrice e* est définie positive. 

Soit À = UDU* une matrice hermitienne définie positive où U est unitaire et 
D diagonale de valeurs propres réelles strictement positives U1,...,un. On note 
P le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par P (ui) = n(;) pour tout 
i € {1,...,n} (le degré de P est p — 1 où p est le nombre de valeurs propres 
distinctes de A). La matrice X = P(A) = UP(D)U* est hermitienne et telle 
que e* — À. Si Ÿ est une autre matrice hermitienne telle que e* = À, alors Y 
commute avec À, donc avec X qui est polynomiale en A. En définitive les matrices 
X et Y commutent et sont diagonalisables, on sait alors qu'elles sont simultanément 
diagonalisables (exercice 3.3), c’est-à-dire qu’il existe une matrice P dans GLy (C) 
telle que X = PAP" et Y — PAP! avec À et À diagonales à coefficients réels. 
De e* — eŸ on déduit alors que eÀ — el et À — À du fait que ces matrices sont 
diagonales à coefficients réels et que l’exponentielle réelle est bijective de R sur 
R?. On a donc X = Y, c’est à dire que l'équation eŸ — À à une unique solution 
hermitienne. = 

8. Exercices 

Exercice 7.1: Comparer e4+B, e4eB et eBeA pour les matrices : 

Hi 1 
4 (Go) 8=( 5). 
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Solution : Les deux matrices ont même polynôme caractéristique : 

P(X)=X(X -1). 

Avec le théorème de Cayley-Hamilton on déduit qu’elles vérifient les équations 

M? = M et donc MF = M pour tout entier k supérieur ou égal à 2. Il en résulte 

que : 

f=B+(e-1DA= (6 Sopyue S=h+(e-08=( ae 

Ce qui donne . 

ie ee 1e Se Se te 

| À + 
D'autre part, la matrice À + B — 0 A a pour polynôme caractéristique 

P(X) = X(X — 2), ce qui entraîne, en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton, 

(A+B) =2(A+B), et 
L A) MB 2h43 (8 -1)(4+8 = (S 4 

est différent de e4eP et de ePe4. 

Exercice 7.2 : Soient À, B dans M, (C). Montrer que et(A+B) = etAetB pour tout 

réel t si et seulement si À et B commutent. 

Solution : Pour tout réel t on a : 
2 

CR Ph BY +o(t?) 

A 

etAetB I, +t(A+B)+ 7 (4+24B+B)+0(f) 

et, du fait de l’unicité du développement limité d’ordre 2, l'égalité et(4+B) = etAetB 

est réalisée si et seulement si (À + BY — A+2AB+B, ce qui équivaut à AB = BA. 

Exercice 7.3: Pour toutes matrices À, B dans M, (C) on note : 

[A, B] = AB — BA. 

1. Soient À, B dans M, (C) telles que [A, [A, B]] = 0. Montrer que : 

Vert ct Be =B PA" 

2. Soient À, B dans Man (C) telles que [A, [A, B]] = [B,[B, A]] = 0. Montrer que : 

HER e-t(At+B)etActB — er AB. 

3. Soient À, B dans M, (C) telles que [A, AB, [B, A]] = 0. Montrer que : 

en L eAtB = eAeBe L[A,B] 

287 



ANALYSE MATRICIELLE. COURS ET EXERCICES RÉSOLUS 

Solution : 

1. On note Y(t) = ef Be-tA pour tout réel t et on a : 

LEGER. (he ABLE 

Si de plus on a [A, [A, B]] — 0, alors les matrices À et [A, B] commutent, ce qui 
entraîne que les matrices etÀ et (A, B] commutent de sorte que : 

VÉER, Ÿ’(t)=[4,Blet4e-tA = [4 B] 

et, avec Ÿ (0) = B, on déduit que Y(t) = B +4[A, B]. 

2. On note Y(t) = e-#(A+B)etACtB ot Z(+) = eTlAB] pour tout réel t. On a : 

VLER, Z7(t)=t[4,B]Z(t), 

MER) FOj=et PIE pemmnetpee) 
= e-t(A+B) (=D e'ABe-tÀ) etAetB 

Avec l’hypothèse [A, [A, B]] =0 on déduit. que —B+eipe 2414, B] et : 

VEER, nr (ete ATEN A NB] cfAets, 

Enfin, avec l’hypothèse |A, [A, B]] NB: A]] = 0, on déduit que [A, B] et A+B 
commutent, ce qui entraîne que |A, B] et e-t(A+B) commutent de sorte que : 

VreR (6) = AB} KG: 

Avec Y (0) = Z (0) = I, on déduit que Y et Z sont solutions du même problème 
de Cauchy, ce qui donne Y (t) = Z(#) pour tout réel t. 

3. En faisant { — 1 dans l’égalité précédente on à : 

28 1 e(A+B),40B = HAE] 

ce qui équivaut à : 

ie eAtE = eAeBe-4lAE] 

Exercice 7.4 : Montrer que pour toute matrice À € My (C) on a : 
L le 

lim fe + A) = eA, 
P P—+00 
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Solution : On pose, pour tout entier naturel p : 

ANS CAL 
A,={(1+-4A) = Se VE AM 

p UD 

On note ||:|| une norme sous-multiplicative sur M, (C). 
Pour tout entier naturel p, on a : 

… P 1 Ce 

ef — 4,1 < 52 HR de n = IAIÉ, 
k=0 k=p+1 k! 

avec : 

+00 + : 

= D) SIA 2,0 
k=p+1 

on déduit que : 

P 1 C* À p 

e4 — 4, < D (& - a) jAÏS + € = el (i : 1) Fo 

Exercice 7.5 : Soit À € MA(C) diagonalisable de valeurs propres deux à deux 

distinctes À1,...,An (1 <p <n). Montrer que : 

VER, e'4 = De IT CAO TA 
Jj=1 

jFk 

où les coefficients ax € C s'expriment en fonction des valeurs propres de À. 

Solution : En reprenant les notations du théorème 7.3, le vecteur C% est la 

projection de y(0) sur ker (A — à ). Lu désignant par px cette projection, on 

déduit alors du théorème 7.3 que et4 nn ektp,. D'autre part, on sait que ces 
k=1 

Ê s 1 : 
projecteurs s’écrivent px = ax [[] (A — À;1,) où ax = me (exercice 3.2). 

fe Î ex) 
F8 

Ce qui donne en définitive : 

DE (A — À;1h) 

2h 
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L 0-1 

: À ORET (20 
Exercice 7.6 : Soit À — 0 RIRE MA (C). 

0 0 Le 

1. Calculer et4 pour tout t ER. 

2. Résoudre le système différentiel y! — Ay. 

Solution : 

1. Le polynôme caractéristique de À est P4(X) — X (X — 1)°. L'espace propre 
1 

associé à la valeur propre 0 est Eo = C : et l’espace propre associé à la valeur 

—1 

€ propre 1 est E1 = C . La matrice À n’est donc pas diagonalisable 

OO Oo OH OO OH © 

et, comme 

C* = ker (A) © ker(A — 1), 

on déduit que : 

2 < dim (cer (A- L)) < dim (er (4 1)) 2 É 

Donc ker (A — 1,)° = dim (er (A — L)) est de dimension 3 et 

C* = ker À @ ker (A — 1,)? 

(le polynôme minimal de À est x4 (X) = X (X — 1)°). 

Pour tout x € ker À et pour tout y € ker (A — LE On à : 

etAx — x} | 

CF y = ete y = ef (y +4(4 — Li) y). 
Tout vecteur z € C{ s'écrit z = x + y où : 

= (A®7,) 2€ ker A 

y= A(214 — A)zEker(A-1,) 

(l'identité de Bézout (—X +2) X + (X — 1)” = 1 permet d’obtenir les projections 
sur les sous-espaces caractéristiques) et : 

ez=x+e(y+t(A-T)y) 

= (A— 1H) 2 +et(A(214 — A)2+4(A — Is) A (214 — À) 2). 
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En écrivant que : 

A(21:—-A)=A-—A(I; — À), 

(APT) ANR — A) = -A(A =) FA(ASH) = A(A- 1), 
on déduit que : 

etAz=(A- 1) z+et(Az+(t-1)A(A- H)z). 

Enfin, de : 

0 0 10 =1 LUN OROD 

DR EU À 0 0 OO 

CR NN GEAR Sets)? 
0 O0 —1 1 OO OMO 

on déduit que : 

ROM en ci 

etA — 0 e’ te? 0 

OMR O e’ 0 

REPAS 1 

2. Les solutions de y — Ay sont alors données par : 

ae! + (7 — 6) ( — et) 

y(t) = e yo = (6 ds i 
y(et—-1)+6 

lp OEM 

‘ : OL NE Ch 7 ny 
Exercice 7.7 : Soit À — 0 0 ol MA (C). Calculer e‘” en utilisant 

DU El D 

l’algorithme du paragraphe 5, page 272. 

Solution : On a Pa(X) = X (X — D donc Ar — 0 4 = — 7): —1Ler 

PONT NA A 

ere) er ere) OS © = © SIOLCLS 

Ba=(A-143) A=0 

(le polynôme minimal de À est X (X — 1e 
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La solution de (7.8) est donnée par : 

(le calcul de y4 n’est pas nécessaire puisque B4 = 0). 
On a alors : 

ép..0 He e —1 

0 et 0 
0 0 # 0 
ÜLe 0e 1 1 

Exercice 7.8 : En utilisant les résultats de l’exercice 2.8, calculer l’exponentielle de 
la matrice A(a, B) = (ee d'ordre n supérieur ou égal à 3 définie par : 

Qii = B, 
M EA1.25- En 4 

{ } ss 5j El 2eme dt}, 

où à, sont des nombres complexes donnés. 

Solution : Pour a = 0, on À (@ Ü) = Let eA(e,6) — er, 

On suppose que à est non nul et dans ce cas on a (exercice 2.8) 

| 1 VkEN, A(a,B)°.= - (XA (1,1) -)XŸA(1,1- n)) 

avec A1 = B+(n—1)aet À2 = B — &. Ce qui donne : 

1 
A(a,6)  - 2 À 1 À 2 e à (e2A(1,1) -eA(1,1 n)) . 

Exercice 7.9 : Montrer que le système différentiel y! = — Ay a toutes ses solutions 
bornées sur R si et seulement si À est diagonalisable avec toutes ses valeurs propres 
imaginaires pures. 
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Démonstration : Si À est diagonalisable à valeurs propres imaginaires pures alors 

; . ! 2 . 

toute solution de y — Ay est de la forme y(t) = ÿ e"“ktCy avec les y réels et 
= 

pour tout t E R on a : 

P P 

y < D le#et| ICI = DIE = M. 
k=1 k=1 

C'est-à-dire que toute solution de y — Ay est bornée. 

Si À admet une valeur propre À de partie réelle non nulle, alors pour tout vecteur 

propre associé x € C” — {0} la fonction y définie par y(t) = ex est une solution 
de y — Ay telle que : 

VER, [y =e*®* el 
€ 

et pour R (À) > 0 [resp. R(À) < 0 li te A = pour (À) > Ofresp. R(X) <OJona, lim {y(#)l = +oo resp. lim _ |y(#)| 
+oo|. C’est donc une solution non bornée. 

Si À n’est pas diagonalisable, il existe une valeur propre À de À telle que 

ker (A — I,) © ker (A — IA) et on peut trouver un vecteur non nul x € C” tel que 

(A—1,)x 0 et (A—1,) x = 0. La solution du problème de Cauchy y = Ay, 
y(0) = %, estlalors : 

y(t) Meta ln) M (rt (A = T,)æ) 

et 

lu > RCA — Zn) gl — el): 

C’est donc une solution non bornée. 

On a donc ainsi montré que le système différentiel y = Ay a toutes ses solutions 

bornées sur R si et seulement si À est diagonalisable avec toutes ses valeurs propres 

imaginaires pures. = 

Exercice 7.10 : Montrer que si Aeë My (C) est telle que A* = —A alors toutes les 

solutions de y — Ay sont bornées sur R. 

Solution : Si A* — — À alors la matrice 44 est hermitienne. Elle est donc diagonali- 

sable à valeurs propres réelles. Les valeurs propres de À sont donc imaginaires pures 

et avec le résultat de l'exercice 7.9 on déduit que toutes les solutions de y = Ày 

sont bornées sur R. 

Exercice 7.11 : Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice À pour 

que le système y! = Ay ait toutes ses solutions bornées sur R*. 
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Solution : On à vu avec l'exercice 7.9 que s’il existe une valeur propre À de À de 
partie réelle strictement positive, alors on peut construire une solution de y = Ay 
non bornée sur R*. 

Supposons que toutes les valeurs propres de À soient de partie réelle négative 
ou nulle. On note À1,...,À, les valeurs propres de partie réelle nulle (quand il 
en existe) et À,41,...,X, celles de partie réelle strictement négative (quand il en 
existe), les Àx étant deux à deux distinctes. 

P 
Le polynôme minimal de À s'écrit alors ra (X) — I (X — À)°* et toute 

ke 
p 

solution de y” — Ay est de la forme y(t) — De“tP;(t) avec Ps(t) = 
k=1 

ax—1 4] : 
S + (4 — \xl,) xx. Une telle fonction est bornée sur R+ si et seulement si 
j=0 J° 
OT Qi — le 

En définitive toutes les solutions de y/ — Ay sont bornées sur R+ si et seulement 
si toutes les valeurs propres de À sont de partie réelle négative ou nulle, celles de 
partie réelle nulle étant racines simples du polynôme minimal de A. Ce qui est 
encore équivalent à dire que la matrice À est semblable à une matrice de l’une des 
trois formes suivantes : 

De PAT 

EU RlE es, 70 . 

04 te8) <a RE en 
“4, | 0 st AND ni UNIT 

0 0 e°n 7 

0 OZ 

ou 

- J 0 0 

0. : D 0 

0 De, 

À ET 0 

0 ÀE& €2 0 

avec J =). 77 WA , R(Ax) < 0, €; € {0,1}. 

0 + AO À& En—1 

0 MrO she 

Exercice 7.12 : Pour À et B dans M, (C) on désigne par PA,8 l'application de 
Mn (C) dans My (C) définie par : 

D4,p(X) = AX + XB. 
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1. Donner les solutions du problème de Cauchy : 

É = Pap(Y)(t) (ER), (7.14) 
"(DE 

où C est donnée dans M, (C) (on peut utiliser Z(t) = Y(t)e-t8). 

2. On suppose que toutes les valeurs propres de À et B sont de partie réelle 

strictement négative. On se donne une matrice C € M, (C) et Y est la solution 
de (7.14). L'espace vectoriel My (C) est muni d’une norme matricielle induite par 

une norme vectorielle sur C?. 

(a) Montrer qu'il existe deux constantes a > 0 et B > 0 telles que : 

VER, |Y(t|| < Ber%. 

(b) Montrer qu'il existe X € M, (C) telle que C = BA B (X). 

(c) En déduire que DA B est un isomorphisme. 

Solution : 

1. Le problème (7.14) étant un problème de Cauchy (M, (C) est identifié à 

C'”), il admet donc une unique solution Y € C®°(R, M, (C)). On définit Z € 

C®(R, Ma (C)) par : 

VrER F7 (dre? 

et pour tout te Ron a: 

Z'(t)= Y'(tje tr. - Y(t)Be 8 

= (AY(t)+Y(t)Bje {8 — y(t)Be-t? = AZ(), 

avec Z (0) = C. On a donc Z(t) = et*C' et la solution du problème (7.14) est 

bee Ce. 

2. (a) En reprenant les notations de la démonstration du théorème 7.4, on a 

ann 

ÉSIE = a me De Ar )p 

ÿ=0 

_u= max R(X)<0,v= max |A— XF Ilpkll. De : 
1<k<p 1<k<p 

O<j<ax—1 

lim e?! let|| = 0), 
t—+00 
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on déduit qu’il existe 8 > 0 tel que |[et{|| < e-%1t8 où «1 = £. On a une 

majoration analogue pour la matrice B avec des constantes a2 et B2. On déduit 

alors la majoration de la solution de (7.14) : 

vteR, [I <|let4| |le5||lCI < e-**g, 

avec à = 01 + @2 et B = B162 ||C||. 

(b) Soit Y solution de (7.14). En intégrant on a : 

b 

6 =A y du+ ] Y (u) du B +C. 

0 0 

+00 

De |Y(t)|| < e-°%*8 on déduit que l'intégrale Î Y (u) du est convergente et 

0 
que, lim Y(t) = 0. En faisant tendre t vers l'infini dans l’identité ci-dessus, on 

— +00 

déduit alors que : 

+00 +00 

-C=A | Y() du+ ] Y(u) du B, 

0 0 

+00 

c’est-à-dire C = PS4, 8 (X) avec X = — | Y (u) due M, (C). 

0 

(c) Le résultat de la question précédente se traduit en disant que ® A,B est 
surjective. Cette application étant un endomorphisme de M, (C) on déduit que 
c’est un isomorphisme. 

Remarque 7.6 : Une autre démonstration consiste à utiliser le fait que 
sp (4,8) = sp (A) +sp(B). 

Exercice 7.13 : Montrer que les fonctions : 

+00 : +00 > 

u(t) =f ef cos(tz”) dx, v(t) = f et" -sin(tr de, 
0 0 

sont bien définies, de classe C! sur R et solutions d’un système différentiel que l’on 
résoudra. 
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+00 

Solution : De la convergence de l’intégrale | eve dx, on déduit que la fonction : 
0 

+00 ! 

w:tr 4 eGt-12 4x 
0 

est bien définie sur tout R. Il en résulte que u = R(w) et v = S(w) sont bien 
définies sur R. 

OO 

En dérivant formellement, on a w’(t) — | ix2et-1# 4. De la convergence 
0 

+00 

de l'intégrale ï 2e * dx on déduit que la fonction 
0 

+00 : = 

yitr | ir?eCt-07 dx 
0 

est bien définie sur tout KR. 

Pour teRet hE R*, on a : 

avec : 

gihe” 1 2) Ne (hr?) 4 : ALES ne oO L < |k|z RE me ! 
| h h n>2 Li n>2 

1 
et pour |h| < = : 

2 

eihæ° 2 

à — ix?| <|h|z*e7. 

Ce qui donne en définitive : 

+00 2 
ee ne w(t+h) —w(t) w(t) yo] < 1H ed D D 

h cm, 

La fonction w est donc dérivable sur R de dérivée y. On en déduit alors que les 

fonctions u et v sont dérivables sur R de dérivées : 

+00 : +00 me . 

w(t) = - | ze ® sin(tr*) dx, v'(t) a) HéNE cost )de. 
0 0 

: 1)? k : 
Une intégration par parties (où on dérive et-1)2" par rapport à la variable x) 

donne : 

w(t) =-2(t+i)w'(t), (7.15) 
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ce qui équivaut au système : 

u(t) = —2(tu/(t) — v’(t)), 
u(é) = —2(u/(t) + tv/(t)), 

encore équivalent au système différentiel : 

2(1+2) u'(t) = —tu(t) — v(#), 
(2 (1+8) v(t) = u(t) — tu(t). 

On a de plus les conditions initiales : 

+00 

u (0) =] e% dr = À v (0) = 0. 
0 

L’équation (7.15) entraîne (w° (t+5)) = 0, soit w°(tæ1),=,C,.oùC estune 
T T 

constante complexe. Avec w (0) — on déduit que C = is et : 

DD 2 Tr 1 

M 70 eee 
T t 

Dee 7:16 
Taie (ES 

C’est à dire que (Le =0*) est solution de l’équation polynomiale de degré 2 : 

ul as É : 
T° — — T—(—=) — — 

41+4 8 (1e) 

Ce qui donne : 

rltvVIirié 

ea 
ae _rvi+é-1 

AS (He) 

La fonction continue u ne s’annule jamais, elle garde donc un signe constant et 
ce signe est celui de u (0), c'est-à-dire le signe positif. De (7.16) on déduit que la 
fonction uv est impaire du signe de t. Ce qui donne en définitive : 

VIS 

(LASER 

net) VITE Vi+8- =: 
4) = — 
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7. SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES ET EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE 

Exercice 7.14 : Déterminer toutes les solutions dans M, (C) de l’équation e* = I,. 

Solution : Soit X € M, (C) telle que e* = I,. On a la décomposition de Dunford- 
Schwarz X = D + V avec D diagonalisable, V nilpotente et DV = VD. Cette 

décomposition permet d'obtenir celle de e* : 

ee +e{e —1,),. 

avec e? diagonalisable et e? (87 — 12) nilpotente (lemme 7.6). Avec l’unicité de 

cette décomposition, on déduit que e? — I, et eŸ = I,. La première égalité avec 

D diagonalisable entraîne que D est semblable à une matrice 2ir K où K est une 

matrice diagonale à coefficients entiers et la deuxième égalité entraîne V = 0. En 

effet si p est le plus petit entier naturel non nul tel que VP — 0, en supposant p > 2, 

l'égalité : 

Po Ekf 
Va ke 

e no DM 1 

k—1 

p—1 of ne : 
entraîne ÿ) ane — et en multipliant par VP-?, on aboutit à WP! = 0 ce qui 

k=1 À: 
est en contradiction avec la définition de p. On a donc p = 1 et V — 0. 

On a donc ainsi montré que les solutions dans M, (C) de l’équation ee 

sont les matrices semblables à une matrice 2i7K où K est une matrice diagonale 

à coefficients entiers. 
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