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AVANT-PROPOS

L’ensemble «cours + exercices corrigés » qui forme la trame de ce livre représente
grosso modo un cours d’analyse générale qui est envoyé aux étudiants inscrits a la
Licence de Mathématiques Tél¢-Enseignement (T.E.) de I’Université de Provence.

Analyse générale signifie : topologie et analyse fonctionnelle élémentaires.

De maniere plus précise, le programme qui est traité est le suivant :

e espaces métriques et introduction 2 la topologie générale,

e espaces vectoriels normés et espaces de Banach (sans les « grands théorémes »),

e cspaces de Hilbert (théorie élémentaire, sans théorie spectrale).

La finalit€¢ de cette analyse générale est d’une part de fournir un cadre adéquat
aux notions d’analyse introduites en D.E.U.G. et, d’autre part, d’introduire toutes les
notions de base nécessaires aux autres modules d’analyse de la Licence : espaces de
Banach et espaces de Hilbert pour la théorie de 1a mesure et les probabilités, connexité
pour 1’analyse complexe, et . . . tout pour le calcul différentiel.

Inutile d’insister sur le caractere fondamenial de cet enseignement.

Par rapport au «cours + exercices» effectivement envoyé aux étudiants du T.E, le
livre est infiniment plus riche : j’al ajouté une centaine d’exercices, les lectures, les
problémes, les lectures-problémes. Ce matériel provient pour 1’essentiel de sujets de
devoirs, de partiels, et d’examens donnés dans cet enseignement au fil des années.

J’ai ajouté aussi le chapitre XV, et le chapitre XXI qui est un avatar de divers
problémes donnés en devoir.

Bref, tout le contenu de ce livre a été testé sous une forme ou sous une autre aupreés

d’étudiants travaillant seuls.

T ai aussi ajouté un petit dictionnaire des mathématiciens cités dans Ie cours, car je suis choqué
de constater que les futurs mathématiciens ignorent souvent tout de I’histoire de leur science, et
sont incapables de dater — méme approximativement — les résultats importants.

Un index était indispensable pour s’y retrouver dans un vocabulaire assez abondant (mais,
heureusement, tous ces mots n’ont pas le méme intérét, et certains pourront étre oubliés sans
inconvénient).

T ai enfin ajouté deux annexes : 1’une concernant 1’algebre linéaire (chap. X), I’autre
les nombres réels (chap. XV).

Le cours s’est beaucoup amélioré au cours de quelques quinze ans d’utilisation, en
particulier grice a des échanges épistolaires assidus avec les étudiants.

Pendant longtemps, ce cours €tait calligraphié (et mon écriture laisse a désirer quant
a sa lisibilité .. .). Comme il a été accueilli trés favorablement, parfois méme avec
enthousiasme (mais oui !), par ses nombreux utilisateurs (de 120 a 200 chaque année),
il m’a semblé intéressant de le taper, puis de le compléter, et enfin de le rendre disponible
a tous les étudiants en le proposant 2 un éditeur.

Avec ses 239 exercices (dont certains sont de petits problémes) et ses 30 problemes,
tous pourvus d’une solution trés détaillée, ce livre présente un matériel considérable
pour assimiler le cours et s’entrainer 4 1’examen (ou & un concours).

Un tel matériel était introuvable jusqu’a présent en librairie, ce qui me semble une
excellente raison pour 1’éditer.

Quelques mots sur le télé-enseignement sont indispensables pour comprendre la
structure de ce cours.
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Il s’agit d’un enseignement par correspondance destiné a tous ceux qui, pour une
raison sérieuse, nc peuvent pas suivre des cours classiques dans une université :
activité salari€e, service national, handicap physique, éloignement de toute université
en France, étudiants 2 1’étranger, maternité, prison, ctc.

Lorsque la Licence T.E. fut créée, il fut convenu qu’elle ne devait en aucun cas étre
une «licence au rabais». Mais il fallait tenir compte des réelles difficultés qu’il y a
a travailler seul, surtout si I’on a par ailleurs une activité salariée (ce qui est le cas
d’une grande majorité du public T.E.), et tenir compte des étudiants qui reprennent
leurs études apres avoir abandonné toute activité mathématique depuis de nombreuses
années (10 ans est courant, 20 ans n’est pas exceptionnel).

D’autre part, il fallait également que 1’étudiant sorti récemment du D.E.U.G., celui
qut dispose de tout son temps, celui qui « pige » vite — bref, le « fanatique » — trouve
maticre 2 satisfaire sa 1égitime envie de connaissances et de culture.

Conséquence de ces desiderata divergents, le cours se présente de la maniére
suivante : chaque chapitre contient une partie cours qui en principe est le cours stricto
sensu, celui qu’il est nécessaire de connaltre pour réussir 4 I’examen, et des exercices

dits «indispensables ».

Le contenu exact du cours est précisé dans I'introduction propre a chaque chapitre, caril arrive
que certaines parties de ce cours soient plus ou moins facultatives (par exemple. des parties des
chapitres XII, XIV, XVI, XVII peuvent étre ignorées). I’ introduction propre a chaque chapitre
donne également une liste des exercices « indispensables » (on reviendra la-dessus).

A c0té de ces activités nécessaires (partic «cours + exercices indispensables »),
I’étudiant peut, s’il le désire, si son temps libre le lui permet, et s’il n’éprouve pas de
difficulté particuliere, approfondir ses connaissances en étudiant les parties facultatives
du cours et en résolvant les exercices dits « complémentaires ».

L’aspect «enseignement a plusieurs vitesses» est accentué dans le livre, puisque
le lecteur peut «aller plus loin» en étudiant les lectures, en résolvant les lectures-
probléemes et les problemes.

Sous le nom de lecture-probléme le lecteur trouvera les théorémes d’analyse un
peu limites dans le cadre de la Licence : le théoréme de Stone-Weierstrass, celui de
Tietze-Urysohn, 1’existence de partitions de I'unité, le groupe fondamental ... ou bien
des résultats importants qui ne sont pas encore assez enseignés : le principe d’Ekeland

par exemple.

11 va de soi que le lecteur qui ne suit pas le T.E. et qui utilise ce livre comme complément 2
un cours pris dans une université doit adapter le présent cours a celui qui Iui est dispensé . . .
Ce qui ne sera pas bien difficile.

A présent qu’est précisé 1’usage de ce livre, je voudrais apporter quelques informa-
tions concernant le cours et sa rédaction d’une part, les exercices d’autre part, et il doit
étre clair que j’attache autant, sinon plus, d’importance aux exercices qu’au cours.

LE COURS

Le cours proprement dit représente une tentative peut-étre un peu folle : celle de
tout écrire, de fagon a ce que les étudiants aient I’impression de suivre at home un vrai
cours oral avec ses caractéristiques : redites plutdt que références numérotées (celles-
ci existent aussi, mais elles sont réduites), retours en arriére, résultats importants bien
mis en évidence, démonstrations détaillées avec minutie, remarques et commentatres,
mises en garde, garde-fous, recettes, moyens mnémotechniques, etc.

Ce cours se caractérise aussi par la multiplicité des exemples qui suivent chaque
définition d’objet mathématique nouveau : 1’expérience m’a prouvé que les étudiants
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aiment beaucoup — et ils ont bien raison — €tre immédiatement convaincus de 1’ utilité
d’un nouveau venu dans le cours.

De méme, les exercices corrigés voudraient ressembler & de vraies séances de T.D.
(avec des tentatives de réponse a la fameuse question : « pourquoi procéde-t-on ainst
et pas autrement ? »), et les problémes corrigés a de vraies séances de correction de
devoirs (vues comme des compléments culturels).

Le cours se veut le plus simple possible. Pour cela, j’ai écarté les résultats qu’ on peut
considérer comme limites en Licence : le théoréme de Stone-Weierstraf3, le théoréme
de Tietze-Urysohn. Je les al donnés en lecture-probléme, et j’espere bien sir qu’un

grand nombre d’étudiants les regarderont.

Le théoréeme de Stone-Weierstral n’est vraiment indispensable que si I’on veut étudier les
algebres de fonctions ; un cours de Maitrise consacré a ce sujet pourra commencer par ce résultat.
Sinon, tous ses corollaires usuels peuvent &tre obtenus a partir du théoréme de Weierstra}, ou en
modifiant 1égérement la démonstration de ce théoréme. Quant au théoré¢me de Tietze-Urysohn,
il en existe des démonstrations trés courtes qui peuvent &tre données au moment ol I’on en
a réellement besoin (distributions, topologie algébrique, par exemple). J’ai écarté les familles
sommables parce que je préfere que les étudiants sachent peu de choses, mais des choses justes,
sur les séries.

L’existence des bases hilbertiennes n’est donc prouvée que pour les espaces de
Hilbert séparables, ce qui n’est pas une catastrophe.

En fait, il ne subsiste dans le cours qu'un nombre tr¢s restreint de résultats
difficiles : le théoréme de Weierstral (c’est surtout la forme trigonométrique qui est
difficile, d’ailleurs), le théoréme « compact (= précompact + complet) <= propriété
de Lebesgue <= propriété de Weierstral3 », et le théoréme de Ascoli-Arzela.

Une mauvaise nouvelle : le cours doit étre appris ! Lors des examens de 1a Licence
T.E. les documents ne sont pas autorisés.

Que le cours doive étre d’une certaine maniére appris par cceur est une vérité
en général mal comprise des ¢tudiants. Beaucoup pensent que dans la vie courante,
ie. en dehors de la situation artificielle créée par les examens, on dispose d’une
documentation, et que ce n’est donc pas la peine de surcharger sa mémoire. Mais
contrairement 2 ce qu’on pourrait penser, les mathématiciens professionnels ne font
pas appel en permanence a des références écrites : la plupart d’entre eux préferent
retrouver un résultat qu’ils pensent connu plutdt que d’aller chercher dans les livres si
le résultat en question s’y trouve ; ¢’est le bon réfiexe.

D’autre part la mémoire ne fonctionne correctement que si elle est sollicitée en
permanence. Les gérontologues donnent des exercices de mémorisation 2 leurs patients
pour leur éviter un vieillissement prématuré . . .

En fait, le travail n’est pas aussi considérable qu’on pourrait le craindre. La plupart
des démonstrations qui auront pu sembler délicates en cours d’année paraftront
«triviales» 2 la fin de ’année. Quelques démonstrations (indiquées dans le texte)
doivent &tre connues par ceeur parce qu’il n’est pas évident de retrouver 1’ astuce et/ou
parce que celle-ci se retrouve fréquemment dans les exercices et probleémes.

I1 faut donc connaitre par coeur les définitions et les résultats (au moins ceux indiqués
«importants » !), ainsi que les exemples fondamentaux (d’espaces de Banach, d’espaces
de Hilbert, . ..).

Au sujet des exemples, des mises en garde, commentaires, qui suivent les définitions :
il ne faut pas les apprendre, ils sont destinés a vous aider momentanément et ils vous
paraftront évidents quelques chapitres apres; vous serez alors capables d’en créer
vous-mémes d’aussi convaincants, peut-étre méme plus convaincants.
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Par contre, les exemples classiques d’espaces de Banach, par exemple, doivent bien

sir étre connus.
Dans la version manuscrite de ce cours, le vocabulaire mathématique €tait économisé a

I’extréme. Dans cette version destinée A un public plus étendu, toute notion qui apparait, aussi
fugitivement que ce soit, fusse une seule fois dans un exercice, recoit son nom, d’ou I'intérét de
I’index. Le lecteur décidera lui-méme du sort a réserver a tous ces mots . . .

Bien entendu, les notions & connaitre impérativement sont clairement (je 'espere 1)
indiquées. Par ailleurs, le cours n’est pas « ciblé» Mathématiques Pures ou Mathémati-
ques Appliquées : j’ai essayé de faire en sorte qu’il soit suffisant quelle que soit la suite
des ¢tudes envisagées.

Une autre particularit€ de ce cours est qu’on a évité de cumuler les difficuli€s, par
exemple en faisant appel le moins possible a 1a théorie de 1a mesure : j"ai généralement
préféré parler de £P plutdt que de LP. Le lecteur qui a bien compris 1’intégrale de
Lebesgue n’aura aucune difficulté 3 intégrer ses connaissances a ce sujet dans le présent
cours, et vice-versa.

Un autre exemple de simplification : je n’envisage pratiquement que les espaces
préhilbertiens réels ; le lecteur n’éprouvera pas de difficulté majeure 2 ajouter des
barres de conjugaison, des R¢ et des Im lorsque le besoin s’en fera sentir (théorie
spectrale par exemple, ou mécanique quantique).

Le fait d’éviter les espaces de Lebesgue introduit toutefois une difficulté : I’ étudiant ne dispose
que d’un nombre trés limité d’exemples d’espaces de Hilbert. De ce fait, le chapitre XIX sur les
bases hilbertiennes se complique puisqu’il faut distinguer soigneusement ce qui est vrai dans
tout préhilbertien de ce qui n’est vrai que dans un Hilbert. Il 0’y a pas d’inconvénient a ce que
les étudiants ne retiennent de XIX que ce qui a trait aux espaces complets, a condition qu’ils Ie
disent clairement (2 un examinateur ou dans leur copie).

Ce cours n’est nullement un frait¢é d’Analyse, et il ne prétend pas prendre les
mathématiques a leur début : je suppose que le lecteur connait le cours de D.E.U.G,
qu’il connait la significationde €, C,V, ==, .. ., qu’il connait 1’algeébre linéaire, qu’il
sait développer une fonction en série enti¢re, calculer un déterminant, etc.

Toutefois, pour certaines notions fondamentales du cours, comme celle de suite,
je reprend les choses a z€ro, mais je passe alors rapidement sur les résultats niveau
D.E.U.G. pour insister sur les notions notoirement mal assimilées en D.E.U.G (suites
extraites et points d’accumulation), et pour élever le niveau du débat (travail dans les

e.v.n. de dimension infinie, introduction de lim sup, par exemple).

En ce qui concerne Ia notion de cardinal d’un ensemble, je ne suppose pas la connaissance
d’un cours de D.E.U.G, et je ne fait pas non plus de cours : je suppose connue intuitivernent la
notion d’ensemble fini, j’ appelle dénombrable tout ensemble en bijection avec N, et je suppose
qu’il existe des ensembles qui ne sont ni finis ni dénombrables. Le seul résultat qui sera utile, a
savoir que toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable, sera admis.

Je laisse pour la Maitrise les résultats utilisant 1’axiome du choix (mais j’admet
que tout espace vectoriel admet une base algébrique !), et les résultats supposant une
connaissance intime des espaces métriques complets (théorémes de Baire). Je ne pense
pas qu’il soit bon de déflorer certains sujets, cela risque de donner par 1a suite aux
étudiants une fallacieuse et dangereuse impression de « déja vu ». Par contre, je donne
en exercice un théoréme de Hahn-Banach dans les espaces de Hilbert, car ¢’est une
excellente occasion d’utiliser le théoréme de projection sur les convexes fermés.

Conformément 2 la tradition dans un cours classique, je ne donne pas la provenance
des résultats et de leur démonstration, ni des exercices et problémes ; disons que 80% du
contenu du cours et des exercices provient, avec les retouches voulues, des références
données dans la bibliographie (plus quelques ouvrages en anglais dont j’ai jugé inutile
de donner la liste), le reste est personnel ou tiré de livres ou d’articles dont je n’ai
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plus le souvenir. La part d’originalité de ce livre réside surtout dans le présentation des
choses, peu dans le contenu.

Enfin, j’ai essayé de faire un peu moderne (sic) en introduisant du vocabulaire,
des notions, qui correspondent aux mathématiques de notre époque ; par exemple, j’ai
introduit le vocabulaire de base de I’ optimisation, prouvé quelques résultats d’analyse
convexe, parlé d’applications a valeurs ensemblistes, donné en probleme-lecture le
principe de Ekeland, etc. Quelques indications sur ce qu’est la recherche mathématique
contemporaine (exemples de problémes ouverts) sont données. J’ai donné aussi des
exemples de généralisations bidon, c’est-a-dire a éviter.

En gros, chaque chapitre représente une semaine de travail, 2 1’exception du chapitre
XIV (trois semaines). A titre purement indicatif : on peut estimer que chaque chapitre
demande une dizaine d’heures de (véritable ...) travail, exercices indispensables
compris.

LES EXERCICES

Tout a été mis en ceuvre ici pour que 1’étudiant consacre le moins de temps possible &
la compréhension du cours — activité assez passive — et s’attelle le plus vite possible
a la recherche des exercices, activité véritablement mathématicienne, personnelle et
créatrice. Les exercices doivent absolument occuper une place de choix dans le travail
d’un chapitre. Mais il n’est nullement indispensable de faire tous les exercices !

Je donne une liste d’exercices indispensables au début de chaque chapitre, mais 13
aussi il s’agit d’une indication ; chaque lecteur fera ce qu’il voudra ... et surtout ce qu’il
pourra ! “Indispensable” signifie : qui doit (ou devrait) étre fait pour parvenir a une
bonne compréhension du cours ; cela ne signifie pas du tout : exercice standard qu’on
retrouvera sous une forme plus ou moins dissimulée a 1’examen.

Ceux que vous choisissez de faire doivent &tre étudiés avec soin, et &tre complétement
rédigés. Ne vous contentez pas de penser que vous « savez faire » . . . La rédaction vous
apportera souvent un démenti douloureux ! Ne vous laissez jamais aller a lire 1a solution
d’un exercice avant de 1’avoir cherché trés longuement :

solution lue = exercice foutu.

Laissez plut6t tomber 1’exercice récalcitrant en vous proposant d’y revenir ultérieu-
rement; il sc peut que longtemps apr¢s tel exercice «infaisable» vous semble
complctement évident. Il n’est pas mauvais de réfiéchir & un exercice tout en faisant
du footing, ou du vélo, ou en bricolant, essayez !

Conservez des exercices vierges pour les révisions : vous disposez d’une bonne réserve
d’exercices corrigés, mais elle n’est pas inépuisable.

Pour chaque exercice, un degré de difficulté est indiqué. Bien entendu ce classement
est tres subjectif, et dépend du degré d’astuce, de 1’imagination, du passé (connais-
sances) de chacun. Les résultats démontrés en exercice ne sont pas, bien sir, 2 appren-
dre. Les exercices se partagent en exercices théoriques et en exercices pratiques : les
premiers sont destinés a entrainer les étudiants a la réflexion, les seconds & développer
leur technique. 11 faut résoudre un peu de chaque type d’exercices. Il ne faut surtout
pas mépriser la technique !

En ce qui concerne les problémes, 2 titre indicatif, il y en a trois A faire en T.E.
Rappelons que 1’énoncé d’un probléme doit toujours étre lu en entier, et médité, avant
d’écrire quoi que ce soit.

Tel qu’il est ce cours présente encore sans doute quelques défauts, et contient
éventucllement des erreurs qui ne sont pas de simples fautes de frappe. Mais je pense
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qu’il peut rendre bien des services, en particulier aux €étudiants qui travaillent seuls (il
a €t1é écrit spécialement pour eux !), mais aussi a tous ceux qui aiment disposer d’un
ouvrage de référence 2 ¢6té du cours pris a 1’ université.

Les étudiants de Sup et Spéciales y trouveront des compléments qui peuvent les
intéresser, et de nombreux exercices qui ne figurent pas dans les annales des concours.
Les étudiants de Maitrise seront heurcux d’y retrouver les résultats malencontreusement
oubliés. Ce cours peut étre utile aussi aux étudiants qui préparent le C.A.P.E.S, et les
Agrégatifs y trouveront des exemples et quelques idées pour agrémenter leurs legons.
Enfin, les ingénieurs qui ont regu une formation trop utilitaire peuvent s’initier sans
trop de douleurs a I’analyse moderne grice a ce cours.

Certains lecteurs jugeront peut-étre inquiétante 1’épaisseur de ce cours : s’ils ont
lu attentivement les lignes qui précédent, ils auront compris que la longueur du texte
résulte de la multiplicité des éléments d’information destinés a les aider dans leur
travail.

L’épaisseur du cours ne doit pas €tre source d’angoisse . . .

Un dernier point : le cours est agrément€ d’une quarantaine de dessins. Bon
nombre de ces dessins ne sont pas A leur place naturclle mais se trouvent au verso
de I’introduction & chaque chapitre, cela pour éviter une page blanche.

Je pense qu’il faut faire des tas de dessins, el toute circonstance ou il est utile d’en
faire un est signalée, éventuellement avec des indications sur le dessin qu’il convient
de faire ; le lecteur est pri€ de prendre son crayon et de dessiner, il ne regrettera pas ce
petit effort. Il me reste 1’agréable plaisir de remercier tous les étudiants et étudiantes
qui m’ont signal€ des erreurs ou des formulations ambigués, suggéré des changements,
ou qui m’ont simplement encouragé en me faisant part de leur satisfaction.

T accueillerai avec plaisir toute remarque ou suggestion concernant cet ouvrage.

Le lecteur peut écrire au C.M.I. 39, rue Joliot-Curie 13453 Marseille cedex 13, ou
envoyer un ¢-mail 4 sonntag@ gyptis-univ-mrs.fr.

Le manuscrit original était tapé avec un logiciel assez pauvre : il a été transposé en
TEX et mis en forme par Christian Lebceuf'; c’est grice a lui si ce livre est d’aspect
aussi agréable. Je tiens également 4 remercier Christian pour les nombreuses corrections
d’erreurs et les amélioration du texte qu’il m’a suggérées.

Les éditions Ellipses ont apporté tous leurs soins a ce livre : qu’elles soient ici
remercides.

Il ne me reste plus qu’a vous souhaiter une lecture agréable et fructueuse.

Yves Sonntag
(Les Pennes Mirabeau, juillet 1997)

Harmonie .. .

La valeur d’une discipline mathématique est déterminée par ses applications aux
sciences expérimentales

C. Runge, Dissertation doctorale, Berlin 23-4-1880.
Lavaleur d’une discipline mathématique ne peut pas étre mesurée par ses applications

aux sciences expérimentales
F. Rudio, Dissertation doctorale, Berlin 23-4-1880.



CHAPITRE 1

DISTANCES ET ESPACES METRIQUES
Introduction

Ce premier chapitre est consacré aux notions — fondamentales dans ce cours —
de distance et d’espace métrique, ainsi qu’a quelques notions qui 8’y rattachent
directement (boules, distance d’un point & un ensemble, ...). En principe la notion
de distance et celle d’espace métrique ne devraient pas étre étrangéres a un étudiant
titulaire du D.E.U.G ... Mais nous partons de zéro.

Toutefois, au niveau des exemples et des exercices, nous utilisons pas mal de résultats
de D.E.U.G. qu’il est important de revoir si nécessaire.

Dans toute la suite du cours nous partirons toujours d’un (ou plusieurs) espace(s)
métrique(s) qui servira (ont) de cadre a notre étude : c’est dire I'importance de la
notion.

De nombreux exemples sont 12 pour vous persuader que nous n’étudions pas des
notions qui ne s’appliqueraient qu’a un nombre restreint d’objets mathématiques ; la
pénurie d’exemples est génératrice de doutes déprimants (est-ce que cela sert 2 quelque
chose 7 au moins de temps en temps 7).

Toutes les notions introduites ici sont indispensables pour la suite, & part les
définitions (3.2.1) et le vocabulaire de I’optimisation qui peut attendre.

La Lecture peut étre ignorée, en premicre . . . lecture !

Il n’y a pas de difficulté dans ce chapitre qui ne contient presque pas de
démonstrations, simplement quelques vérifications simplistes. Il suffit d’apprendre . . .

& Exercices indispensables : 1.1,1.2,1.4,1.6,1.7,2.2,24,3.1,3.4, 3.6.
& Exercices de compléments particulierement intéressants : 1.3, 1.8, 2.1, 2.3, 2.6 (joli).

Les autres exercices ne sont pas inintéressants . .. Sinon nous ne les aurions pas
donnés !

Nous proposons une Lecture sur le plongement isométrique de tout espace métrique
(E, d)dans B, (E, R), etun probléme surla “régularisée de Hausdorff”” d’une fonction.

Un dernier conseil : les démonstrations “a € prés”, ¢’est-a-dire invoquant un argument
du type :

« pour tout € > 01l existe a = a(e) € A tel que d(u, A) < d(u,a) < d(u, A) +€»
sont LN.D.IL.S.PE.N.S.A.B.L.ES, il faut les assimiler au plus vite, et les rechercher
plutdt que les fuir (elles vous rattraperaient de toute fagon !).

Ne croyez pas que «tout est fini», que c’est la Catastrophe, sous prétexte que
vous ne savez pas par quel bout prendre un des exercices ! Cet ouvrage a justement
pour but, a travers les diverses activités proposées, de vous amener au niveau de
compréhension/connaissances nécessaires.

BON COURAGE ET BON TRAVAIL !
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CHAPITREI

DISTANCES
ET ESPACES METRIQUES

1. DISTANCES

Définition 1.1.

Soit £ un ensemble non vide quelconque.

Une distance sur E est une fonction d : £ x E — R, définie sur le produit
cartésien F x F, a valeurs dans I’ensemble R des nombres réels, vérifiant les cing
propriétés suivantes :

(1.1) Yue E,Yve€ E:d(u,v) >0 [positivité]

(1.2) Yue E:d(u,u)=0 [nullité sur la diagonale]

(1.3) d(u,v) =0implique v =v [séparation]

(1.4) Yu e E,Vv € E:d(u,v) =d(v,u) [symétrie]

(1.5) Yue E,Yve E,Yw € E: d(u.v) < d(u.w)+ d(w, v) [inégalité
triangulaire]

Pour v € E et v € E donnés, le nombre réel positif ou nul d(u, v) est appelé
distance de u a v.
Nota : On dit parfois métrique a la place de distance.

Commentaire :

En général seule la propriété (1.5) pose des difficultés (parfois grandes) de
vérification. Il arrive toutefois que (1.3) ne soit pas complétement évidente : il convient
de faire tres attention 2 cette propriété essentielle.

Terminologie :

SiI’on n’impose pas (1.3), on dit que d est une semi-distance sur E ; si1’on autorise
une semi-distance d & prendre la valeur 400, on dit que d est un écart sur E. Il existe
d’autres généralisations de la notion de distance, dont nous ne parlerons pas ici.

Si une distance d vérifie la propriété (1.5-bis) suivante :

]
(1.5-bis) Vu € E,Vv € E,Vw € E : d(u,v) < max{d(u, w), d(w,v)},
propriété plus contraignante que (1.5), on dit que d est ulsramétrique.

& Exercice 1.1. (trés facile) Supposons que d vérifie (1.1.2.3.5), mais pas (1.4). Démontrez

que les fonctions d' et d” définies par :
d'(u,v) = 3[d(u,v) + d(v,u)] et d" (u,v) = max{d(u,v),d(v, u)}

sont des distances sur F.

& Exercice 1.2. (trés facile) Supposons que d vérifie (1.1,2,3) et

(1.5):Yu € E,Yv € E,Yw € E : d(u,v) < d(w,u) + d(w,v).
Démontrez que d est une distance sur F.

& Exercice 1.3. (facile) Soit d une semi-distance sur . Démontrez que la relation suivante

sur E: u = v si et seulement si d(u,v) = 0



12 Chapitre I

est une relation d’équivalence sur E. Notons F' I’ensemmble quotient E /~. Poura € Feth € F,
posons : 6(a,b) = d(u,v), ol u est un représentant quelconque de la classe a, et ol v est un
représentant de b. Démontrez que & est bien définie, ¢’est-a-dire que 6(a, b) ne dépend pas du
choix des représentants, et que é est une distance sur F.

Propriétés fondamentales d’une distance d sur un ensemble E

(1.6) Yue€ E,Yw e E,Yw € E:{d(u,v) > |d(u.w)— d(v, w)|
[seconde inégal ité triangulaire]
(17) Vu1 (S E, Yug € E, e ,‘v’up c Lk d(ul. Up) < ZlSkSP—l d(uk, uk+1)

[inégalité triangulaire généralisée]

Démonstrations :

(1.6) : Vu,v,w € E : d(u, w) < d(u,v) + d(v, w), d’apres (1.5), d’ou :
d(u,v) > d(u,w) — d(v,w); d(v,w) < d(v,u) + d(u,w) = d(u,v) + d(u, w),
d’apres (1.5) et (1.4), d’ou : d(u,v) > d(v, w) — d(u, w) = —[d(u, w) — d(v, w)] et,
finalement : d(u, v) > |d(u, w) — d(v, w)|. ¢

(1.7) : La démonstration sc fait par récurrence. Le résultat est vrai pour trois points
Uy, Uz, u3, d’apres (1.5). Supposons-le vrai pour (p — 1) points, et démontrons-le pour
ppoints : d(ug, up) < d(ur, Up—1) + d(up—1, up), d’apres (1.5) ;
d’apres ’hypothese de récurrence : d(u1, Up—1) < D <p<p2 d(Uk, uk1) et, donc :

d(u1, up) < Z1§k5p—2 d(ug, ug+1) + d(up~1, up) = Z15k5p_1 d(Uk, Uk+1)- ¢

Exemples de distances

Exemple 1.1. On prend pour E le plan, ou bien 1’espace a trois dimensions de la
géométrie élémentaire ; on suppose choisie une unité de longueur. La “distance” au
sens usuel du terme est effectivement une distance au sens du présent cours.

Soient A, B, C trots points :

d(A, B) < d(A,C)Y+d(C, B),d(A, B) > |d(A, C)—d(C, B)|, etles autres inégalités
obtenues par permutation circulaire de A, B, C, sont des inégalités bien connues entre
les longueurs des cOtés d’un triangle.

Exemple 1.2. £ = R"™, n entier > 1.
Soient x = (€1,&2,..., &) ety = (m, 72, .., 1) dans R™ :

(1.8) d(z,y) :==+/(&1 —m)? + (&2 — )% + - - +(& — )2 = /1<Z< (& — m:)?

définit 1a tout 2 fait classique distance euclidienne sur R™.

En particulier, pour n =1 :
(1.9) d(&,n) := |€ — 1| = valeur absolue de (€ — 77} = max{{ —n,n— &} estla
distance usuelle sur R.

La distance euclidienne est la distance du plan (n = 2) et de ’espace (n = 3) quand
on identifie le plan & R? et ’espace 2 R3, en choisissant des axes de coordonnées et
une unité de longueur.

Exemple 1.3. Sur E = C, on considerera la distance :
(1.10) d(z,2') := |z — 2’|, ou | - | désigne le module.
Siz=a+iff = (o, B)etz = o/+8 = (,),d(z,2') = \/(a— )2 + (B — B)?
n’est autre que la distance euclidienne, dans R?, de (o, 8) & (¢, B').

®
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Exemple 1.4. Soit E # () un ensemble arbitraire. Posons :
1.11) b(u,v) :=1siu# v, 6(u,v) :=0siu=mw.
Cette distance est appclée la distance discrete sur E.
& Exercice 1.4. (tres facile) Vérifiez que la distance é discréte est une distance ultramétrique.

Commentaire :

Cette distance n’a pas un grand intérét pratique puisqu’elle se contente de dire si deux
points sont distincts ou pas ! Son intérét est d’ ordre théorique d’une part, pédagogique
d’autre part. Elle sert & fabriquer des exemples, des mises en garde, des garde-fous.
25 Un bon réflexe : testez-la surtoute définition nouvelle faisant intervenir une distance.

¢ Exercice 1.5. (tres facile) Soit F' I'ensemble des polyndmes réels de degré < 2. Pour
P(z) = az? + bz + cet Q(z) = d/z? = bz + ¢ dans E, on pose : d(P,Q) = 3sia # d,
dP,Q)=2sia=detb#V,.d(P,Q)=1sia=d,b=betc#£d,d(P,Q)=0siP = Q.
Démontrez que d est une distance ultramétrique sur E.

Exercice supplémentaire (sans solution) : sur £ = R™ étudiez la fonction d définie pour
a=(o,...,0m),b=(f,...,B) par d(a,b) =nombre de couples (e, ;) tels que c; # S;.

Exemple 1.5. Soient F et F' deux ensembles, ct soit f : £ — F une application
injective. On suppose donnée une distance d sur F'. La formule :
(112)  8(u,0) := d[f (u), f(v)]
définit une distance é sur F, appelée distance transportée par f (de F sur E). Par
exemple, toute fonction strictement monotone ¢ : R — R définit une distance d, sur
R par : dy(€.7m) = |p(€) — @(n)l- '

& Exercice 1.6. (trds facile) Vérifiez les affirmations de I'Exemple 1.5.

- Exemple 1.6. Adjoi'gnons a R les deux symboles —oo et +o00 (avec, pour tout §
réel : —oo < € < +00) pour ebtenir la droite étendue £ = R (notation classique).

On munit souvent E de la distance : d(§,7) = |¢(§) — @(n)], ou p(&) = 1_4£-T§—|
prolongée & R par ¢(—o0) = —1 et p(+400) = +1. On peut tout aussi bien utiliser la
fonction 1 (€) = Arctan(£) prolongée par ¢(—oo) = —m /2 et par ¢(+00) = + /2.
& Exercice 1.7. (tres facile) Vérifiez ce qui doit I'étre dans I’exemple ci-dessus.
Exemple 1.7. On pose E = RU {w} = R¥ (compactifié d’Alexandrov de R), ou
w (qui ne désignera jamais un réel), vérifie V€ € R : |€| < w. Une distance sur E est
€ — = 1
s d(€,w) = ——>d(w,w) = 0, pour
\/1_,_&2'\/1_’_772 (¢ w) /—1+§2 ( ) p

& Exercice 1.8. (assez facile, calculatoire) Vérifiez I’exemple 1.7. Aidez-vous de la figure
constituée par le cercle C d’équation z2 + 32 = 1 (ce sera E) et par la droite d’équation y = 0
(ce seraR) ; considérez P = (0, 1) et construisez une fonction f : R#* — C [voir Exercice 1.6].

donnée par : d(&,n) =
tous £, r7 dans R.

2. ESPACES METRIQUES

Définition 2.1.
Un espace métrique est un couple constitué par un ensemble non vide E ct par

une distance d sur E.
On dit souvent que E est muni de 1a distance d.

Un espace métrique sera en général noté (E,d) ou bien E4. On pourra le noter
simplement E si 1a distance d ne fait aucun doute. On abrégera parfois espace métrique
en e.m. (pas em, ne pas oublier les points s.v.p.).
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Commentaire :

Sur un méme ensemble F on peut définir une infinité de distances (méme si E est
fini, car si d est une distance sur F, A.d en est une aussi, pour tout A > 0). Par exemple,
on peut envisager £ = R™ muni de la distance euclidienne mais aussi &/ = R™ muni
de la distance discréte : les propriétés des deux espaces métriques (R™, dist. eucl.) et
(R™, dist. discréte) seront bien différentes !

Il convient donc de distinguer soigneusementles diverse.m. (E, d), (E, d1), (E, d2),
(E,6) ...qu’on peut étre amené a envisager a partir d’un méme ensemble E.

Par contre, si la distance d ne fait aucun doute, on peut se dispenser de la noter. Par
exemple — sauf mention contraire explicite — 1I’e.m. R sans plus de précision sera
(R, d) avec d(&, 17) = |€ — 7|, 1a distance dite usuelle ; de méme I’e.m. R™ sera (R, d)
ot d est la distance euclidienne ; de méme I’e.m. C sera (C, d) ou d(z,2') = |z — Z/|
(distance définie par le module).

w5 Le lecteur s’habituera petit a petit aux nécessités de précision ou, au contraire,
aux habitudes/usages d’imprécision et d’abus de langage sans lesquels tout texte
mathématique serait pédant et/ou illisible.

Il est & noter que 1’espace métrique (E, 6), ot E est arbitraire et ou 6 est la distance
discréte, est dit discret (adjectif), mais on ne dit pas qu’il s’agit de “I’espace discret”,
cette notion reléve de la topologie générale [voir le Chap. VI].

Terminologie :

Soit (E, d) un espace métrique et soit F # () une partie de ’ensemble E. L’espace
métrique (F, 6) ol 6 désigne la restriction djpxp de dd F x F C E x E est appelé
sous-espace métrique de (E, d).

On dit que F est muni de la distance induite par celle de E. On note simplement d
1a distance induite.

Remarque :
Avec le vocabulaire de 1I'Exemple 1.5 la distance induite est la distance transportée

sur F' par I'injection naturelle j : ¥ — E,u +— u.

On notera qu’on n’a pas défini 1a notion de sous-espace métrique, celle-ci relevant de la
topologie générale. C’est la notion de sous-espace topologique qui est intéressante ; mais
il se trouve qu’un sous-espace topologique d’un espace métrique peut &tre décril par une
distance : Ia distance induite. D’ ot Ia terminologie (commode) introduite.

Exemple 2.1. Soit £ = R™ “usuel”, c’est-a-dire muni de la distance euclidienne.
Soit (pour fixer les idées) le sous-ensemble F' de R™ suivant : '
F: {.’13:(61,62,...,&”) cR"™ /V’L: 1,2,...,?12&,‘ ZO}
(F, d) ou d est la distance euclidienne restreinte aux points de F' est un sous-espace

métrique de R™ ; par contre (F;,6) ou 6 est la distance discréte sur F' n’est pas un
sous-espace métrique de R™.

Distances équivalentes

Parfois deux distances différentes d et 6 sur un méme ensemble F sont assez
“ressemblantes” pour que les espaces métriques (E, d) et (E, 6) possédent les mémes
propriétés pour certains objets mathématiques définis par d d’une part, par 6 d’autre
part. Il existe plusieurs notions de “ressemblance”, voici la premiére [¢f. Chap. VIII
pour deux autres notions] :

-
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Définition 2.2.

Soient d et § deux distances sur un méme ensemble E. det 6 sont dites équivalentes
s’il existe deux constantes réelles ¢ > 0 et C' > O telles que :

(2.1) Vue€ E,Yw € E:|cd(u,v) < 6(u,v) < C.d(u,v) |soit :

2.2) ‘v’ueE,‘v’vEE,avecu;év:cgd( U)SC.

Commentaire :

Sur I’ensemble de toutes les distances possibles qu’on peut définir sur F, 1a relation
“d équivalente & 6 est effectivement une relation d’équivalence (vérifiez).

Exemple 2.2. Sur F = R, la distance usuelle d et 1a distance discréte 6 ne sont pas
équivalentes. En effet, supposons qu’il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que pour tous &, 7
dansRona:c.é6(&,n) < |€—n| < C.6(¢ n).Faisons€ =0etn =1/n (nentier > 1);
I’inégalité de gauche ¢.6(0,1/n) = ¢ < 1/n pour tout 1 est impossible car ¢ > 0. De
méme pour 1’inégalité de droite, en faisant £ = 0etp=n:n < C.6(0,n) = C pour
tout 7 est impossible.

Exemple 2.3. Prenons 2 présent un cercle £ de centre O de rayon r > 0. Pour u
et v deux points de ce cercle, posons : d(u, v) = longueur (euclidienne) de la corde
joignant » 2 v, et : 6(u, v) = longueur (euclidienne) du plus petit arc joignant v a v. 11
est facile de vérifier que d et 6 sont deux distances sur E. d et 6 sont équivalentes en
raison de I’inégalité bien connue :

longueur de Parct? T
= Tongueur de 1a corde = 2

& Exercice 2.1. (facile) Faites un peu de trigonométrie pour prouver tout cela.

& Exercice 2.2. (assez facile, petite difficulté pour a)) Soit E # () un ensemble, et soit 6 une
distance sur E. Soit, d’autre part, ¢ : [0, +00[— R une fonction croissante, telle que ¢(0) = 0,
w(t) # O pour tout t > 0, et vérifiant pour tous s,¢ > 0: (s +t) < ¢(8) + ¢(¢).

Démontrez que la fonction composée d = ¢ o § est une distance sur E.

Démontrez que les fonctions suivantes possédent les propriétés exigées pour ¢ :

t
o <

aAt—t*avecl<a<l, b)tr—+1+t,

cyt—In(1+t), d) ¢ — min{1, t}.

Distances «naturelles» sur un produit cartésien fini

Soient (Ey,d1),. - -, (En,dy) unnombre fini d’espaces métriques. On se propose de
déterminer des distances « raisonnables » sur le produit cartésien E := Ey x - - - x E,,.
Nota : On ne définit pas une notion d’espace métrigue produit, on n’a pas non plus défini

un sous-espace métrigue. La raison de cette attitude apparaitra dans le cours de topologie

générale ou seront définies en toute généralité les notions de sous-espace d’un espace
topologique et de topologie produit.

Pour u = (ul;...,un) € Eetv=(v1,...,v,) € E, posons :
2.3 61(u, U) = dl(ul,vl) + -+ dn(un,vn),

24 b2(u, v) := \/[d1 (u1,v0)]2 + - - - + [dn(tn, vn) 2,
2.5 0o (U, v) := max{d; (u1,v1), - - -, dn(Un, vn)}-

O s’agit du plus petit arc, bien sir.
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Vous pouvez vérifier tout de suite les axiomes d’une distance pour les trois fonctions
proposées, et vérifier qu’elles sont équivalentes deux a deux. Mais vous pouvez aussi
attendre I’exercice 2.3.

Explication des indices 1, 2, co :
Soit p un nombre réel > 1, 6, définie par :

n 1
2.6 |6p(uv) == ( LT vi)lP)'7?

est une distance sur £ = Fy x --- x E,, qu’on appelle parfois distance de Holder
(ou : hdldérienne) d’ordre p. Voila pour les indices 1 et 2.

Admettant provisoirement ce résultat non évident [¢f. Exerc. 2.3], nous allons démon-
trer que toutes les distances de Holder sont équivalentes entre-elles. Pour cela, il suffit
de démontrer qu’elles sont toutes équivalente & ., €t nous prouverons au passage
que :
(27) Yu€ E,Yv € E: lim 6,(u,v) = (U, v)
p—o0

d’ou I’explication de I’indice co.

On aeneffet : max {di(ui, 0} }P < 3" [di(wi, v3)]P < n. max {di(wi,v;)}P, Cest

YN =1 ~Ntsn

évident, d’ol en prenant la puissance 1/p (la fonction ¢t +— £, o > 0, est croissante
sur [0, +-00[ ) :
2.8) Yuc€ E,Yu € E : §oo(u.v) < 8p(u.v) < nl/P.6 (u,v)

lim (n!/P) = 1 fournit immédiatement lim &, (u,v) = 6o (u, v).
p—r00 pP—00

Nota : On a admis que 1m_aa({(ali(u,-, 'U,-))p} = [max{d;(ui, v;) }]?.: C’est 2 justifier (trds
<z<n

facile, faites-Ie).

5= Toutes les fois qu’on aura affaire & un produit fini d’espaces métriques, on pourra
le munir d’une des distances 6, au choix. C’est souvent d, qui est choisie (box metric
des anglo-saxons), mais ce choix est arbitraire.

& Exercice 2.3. (pas facile, mais important) Soient a, b réels > 0, et soit p réeltel que p > 1;
on définit ¢ réel > 1 par : %— + % = 1 (g est appelé le conjugué de p).
Démontrez que :
(29 ab<@ ¥
D q

Soient ay,...,an et by, . ... b, des réels > 0. Démontrez les deux inégalités :
2100 Y aibi < (D (a:)?) Ve, (>(a)9) 1 [inégalité de Holder]
=1 =1 =1

(2.11) (i(ai + b)) Ve o (f:(ai ) Ve (i(bi)p)l/p [inégalité de Minkowski]
=1 - i=1 =1

Application : Les fonctions 6,, 1 < p < oo définies ci-dessus sont bien des distances.

& Exercice 2.4. (assez facile) Soit (E;,d;), i = 1,2,... une famille infinie dénombrable
[e.9)
d’espaces métriques. On pose E = H E; (produit cartésien F; X --- x E,, x - --). Démontrez

2=1
que la fonction d : ¥ x F — R définie par :
Yu,u = (ug,..-,%i,...) € E,Yv,v=(v1,...,0,...) EE,
w1 di(uz, vi)
(212)  d(u.v) "?_%21 X T gt
est une distance sur F.
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Indication : Pour I'inégalité triangulaire, on utilisera le fait que si v, 3, -y sont des réels > 0O tels
o B Y oo
ue a < ona: < + a vérifier).
qea<fty Tva ST+ T 147 )

Applications d’un espace métrique dans un autre
Soient (E, d) et (F, é) des espaces métriques, et soit f : E — F une application.

Définitions 2.3.

1. On dit que f est une isométrie si :

(2.13) VYu€ E,Yv € E: §[f(u), f(v)] = d(u.v)

2. On dit que deux espaces métriques sont isométriques s’il existe une isométrie
surjective de I’un sur 1’autre.

3. f est dite lipschitzienne de constante (ou : de rapport) X s’il existe A réel > 0
tel que :

(2.14) Yue E,Yv € E: 6(f(u), f(v)) < Ad(u,v)

Nota : On précise ou non “de constante A”, selon les besoins de précision.

Si A =1, on dit que f est contractante (ou : est une contraction), et si A < 1, on
dit que f est strictement contractante.

Commentaires :

1. Une isométrie est toujours injective car :
flu) = f(v) == 6[f(u), f(v)] =0 = d(v,v) = v =v;
mais clle n’est pas en général surjective.
[prendre A C Eg, A# Eetj: (A, daxa) — Ea,ur j(u) =u.]

2. Si (E, d) et (F, 6) sont isométriques, du point de vue de la théorie des espaces
métriques ils sont indiscernables, puisque toutes leurs propriétés sont les mémes, mais
leurs éléments peuvent étre de nature trés différente (suites dans 1’un et fonctions
dans 1’autre, par exemple). Voir Lecture apres la partie cours ; on reviendra sur cette
question.

3. Exemple d’application contractante : Soit (E,d) un e.m. et soit x € E fixé. La
fonction f : E — R définie par f(u) = d(u. z) est une contraction a valeurs dans R
usuel, cela d’apres la seconde inégalité triangulaire (1.6).

4. Dire que les distances d et 6 sont équivalentes sur £, revient & dire que 1’ application
Idg : Eq — Es,u v Idg(u) = u, est lipschitzienne de constante C, et que I’ appli-
cation Idg' : Es — Eg,v — Idg' (v) = v, est lipschitzienne de constante 1/c.

[cet C de (2.1), (2.2)].

(4
1+ |t
contractante, et que sa restriction a [0, +oo[ est sous-additive, i.e. vérifie pour tous s,t > 0 :
f(s+1t) < f(s) + f(b).

& Exercice 2.6. (plut6t difficile) Soit (F, d) un espace métrique et soit A # () une partie de
E. Soit f : A — R une fonction lipschitzienne sur A :

I réel > 0,Va € A, Vb € A:|f(a) — f(b)| < Ad(a,b).
Pour tout ¢ € A et pour tout v € E, on pose : fo(u) = f(a) + Ad(a,u), puis :
g(u) = inf{fo(u) / o € A}. Démonirez que g est une fonction de E dans R (2 valeurs
finies), dont Ia restriction 2 A est égale a f, et qui vérifie :

Yu € E,Yv € E : |g(u) — g(v)] < Md(u,v).

& Exercice 2.5. (tres facile) Démontrez que Ia fonction R — R, £ +— f (t) = est
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Autrement dit : toute fonction lipschitzienne sur une partie quelconque (# () de E peul étre
prolongée en une fonction lipschitzienne sur F, avec la méme constante (alors qu’on aurait pu
penser que Ia constante de g serait nécessairement plus grande que celle de la fonction f).

3. QUELQUES NOTIONS QU’ON PEUT DEFINIR

A I’AIDE D’UNE DISTANCE

Soit (E,d) un espace métrique. On peut définir immédiatement, en s’inspirant
de la géométrie du plan et de I’espace ordinaires, un certain nombre de notions
mathématiques. Par exemple celles qui font 1’objet du présent paragraphe, mais il
y en a bien d’autres : voir les exercices, et 1a suite du cours.

Définition 3.1.

Soit E un espace métrique. Etant donnés un point 4 € F et un nombre réel p
strictement positif, les sous-ensembles de E notés :

(3. B(u, pl:={v € E /d(u,v) < p},
(3.2) B(u,p|l = {v € E /d(u,v) < p},
(3.3) S(u, p) :={v € E /d(u,v) = p},
sont appelés, respectivement :
boule ouverte de centre v et de rayon p,
boule fermée de centre u et de rayon p,
sphére de centre « et de rayon p.

Nota : “ouverte” et “fermée” sont des adjectifs qui trouveront ultérieurement [Chap. V
et VI] une explication.

Remarque :

Puisque, par définition, p > 0, les boules ouvertes ou fermées ne sont pas vides car
elles contiennent au moins leur centre. Par contre, une sphére peut étre vide.

Exemple 3.1. Soit £ = R, muni de la distance usuelle d(s,t) = |s —|. Ona:
(B4) B(s.pl=]s—ps+pl, B(s,pl =[5~ p,s+pl, S(s,p) = {5~ p,s+p}

Exemple 3.2. Soit E # (} arbitraire, muni de la distance discréte. Vérifiez, c’est

facile, que :

(3.5) B(u,p[={u}sip<1,B(u,p[=Esip>1;
B(u,p]l = {u}sip <1, Bu,p]=Esip>1;
S(u,p)=0sip<1,S(u,p)=E\{u}sip=1,Su,p)=0sip>1.

Exemple 33. Soit E = R? = R x R, et on munit chaque exemplaire de R de la
distance usuelle. On peut considérer sur E les distances de Holder définies dans le § 2

Pour tout préel > 1 :

Vz = (&n),Vy = (0,7) : &p(z,9) = (€ ~ 0|P + |n — 7P) /P et:
boo(z, y) = max{|§ — of, [n— 7l}.

Pour une raison tres simple, qui sera donnée dans le prochain chapitre, on peut se
contenter ici d’étudier les boules et les spheres de centre I’origine O = (0. 0) et de
rayon 1.

Les spheres sont des courbes fermées simples (i.e. sans point double) d’équation :
5p(0,1) ={(s,t) / |s|P + |t|P = 1} pour 1 < p < oo,

Se0(0,1) = {(s,t) / max{|s|, [t[} =1}.
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Les boules ouvertes [resp. fermées] sont constituées par 1’ensemble des points
enfermés par les sphéres, sphére non comprise [resp. comprise]. Les sphéres sont
faciles a dessiner (tenir compte des symétries pour enlever les valeurs absolues) :

Sy est le carré de sommets (1, 0), (0,1), (—1,0), (0, 1), S5 est le cercle de centre
(0,0) et de rayon 1, S, est le carré de sommets (1, 1), (—1,1), (—=1,-1), (1, —1).

Pour 1 < p < 2, S, est une courbe «anguleuse » située entre le carré S et le cercle
S;. Pour 2 < p < oo, Sp est une courbe de type «ovale patatoide » comprise entre
le cercle S et le carré S.,. Le lecteur.est convié a dqssiner soigneusement toutes ces
courbes sur un méme graphique.

¢ Exercice 3.1. (facile) Etudiez les boules et spheres dans les exercices 1.5, 1.7,1.8.

& Exercice 3.2. (trés facile) Soit F' # () un ensemble muni de deux distances d et §. Notons Be
et B? les boules correspondantes aux deux distances. Démontrez que si d et § sont équivalentes

ona: Yu € E,¥Yp > 0,30 >0 : B®u,q| C B¥u,p|,et:
Yu € E,Yp > 0,30 > 0 : B(u, o] C B%(u, gl.

Définition 3.2.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie non vide de E. Pourtout . € E
on note d(u, A) et on appelle distance de v a A le nombre réel > 0 :

(3.6) |d(u,A):=inf,ecsd(u,a)=inf{d(u,a) / a € A}
(3.7)  On prolonge la notion en posant : d(u, ) = +oo pour tout u € E.

5= Artention ! En général il n’existe pas un a € A tel que d(u, A) = d(u. a). Erreur
trés fréquente . . .
Ce qui «remplace» cette propriété « manquante », c’est que — par définition de inf —

ona,pour A # (0 :
3.8) Ve>0.3da=a(e) € A:d(u,A) <d(u,a) < d(u,A) +e¢.
* De plus, si un tel ¢ existe, il n’est pas en général unique.

\' -
Propriété - )
(3.9) Pourtout A # 0, Vu € E,Yv € E :||d(u, A) — d(v, A)| < d(u, v)

¥

Démonstration -
C’est une généralisation de 1a seconde inégalité triangulaire qu’ on retrouve en faisant
A={vw},weE.
VYu € E,Yv € EVa € A:d(u,a) < d(u,v) +d(v,a),d’on :
d(u, A) = 22,& d(u,b) < d(u, a) < d(u,v) + d(v,a) et d(v,a) > d(u, A) — d(u, v).
Donc -d(u, A) — d(u,v) minore I'ensemble {d(v.a) / a € A} et comme la borne
inférieure de cet ensemble — i.e. d(v, A) —est le plus grand des minorants :
d(v, A) > d(u, A) — d(u,v).D’od : d(u. A) — d(v, A) < d(u,v).
On peut refaire 1a démonstration en intervertissant les roles de w et v pour obtenir
d(v, A) — d(u, A) < d(u,v). d’on, finalement, |d(u, A) — d(v, A)| < d(u,v). ¢

En d’autres termes, la fonction f4 : £ — R définie par fa(u) = d(u, A), A # (),
est contractante.

& Exercice 3.3. (facile) Soit 4;,4 € I, I quelconque, une famille de parties non vides de E.
On pose A = | J,; As. Démontrez que pour tout w € F on a : d(u, A) = inf;q d(u, 4;). En
déduire que si B est une partie non vide de F on a [¢f. (3.17)] : d(A, B) = inf;ey d(A4;, B).
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Evidemment, si u € A : d(u, A) < d(u,u) = 0d’ ot d(u, A) = 0 ; mais on n’a pas
en général d(u, A) =0=u € A
Définitions 3.3.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie de E. On appelle adhérence
de A et on note adh(A) le sous-ensemble de E défini par :
(3.10) adh(A) :={u€ E /d(u,A) =0}

En particulier, puisque d(u, #) = +oo pour tout u, on a : adh(f}) = 0, et puisque
d(u, E) =Opourtouty, € Eona:adh(E)=FE.

Tout point de adh(A) est dit point adhérent 2A.
(3.11) On dit qu'une partic A de F cst fermée si elle est égale A son adhérence.
(3.12) Onditqu’une partie A de E est ouverte si son complémentaire par rapport
Ak, EEA = FE'\ A, est fermée.
Commentaire :

Les notions d’ouvert et de fermé sont tellement importantes qu’elles feront 1’objet
de deux chapitres entiers : les chap. V et VI. Notons que (} et E sont 2 1a fois fermés
et ouverts ; d’autres parties peuvent avoir cette propriété : si un ensemble est muni de
1a distance discréte toute partie est 2 la fois fermée et ouverte. Par contre, une partic
quelconque n’est en général ni fermée ni ouverte : par exemple dans R usuel ’intervalle
[0, 1] n’est ni fermé ni ouvert (¢f. Prop. 3.1 pour s’en convaincre).

Nous allons donner des caractérisations importantes de 1’adhérence et des parties
ouvertes :

Proposition 3.1. Soit E un espace métrique, et soit A # (} une partie de E.
1. we€adh(A) <= [Vp>0:DB(u,p[NA#T0],
2. Aecstouverte <> [Vu € A,dp > 0: B(u,p[ C A].

Démonstrations :
1. Soit u € adh(A) : d(u, A) = 0; donc — par définition de inf — pour tout p > 0 il
existe a € A tel que d(u,a) < p, d’oit: a € AN B(u, pl.

Réciproquement, pour tout entier n > 1, soit a, € AN B(u,1/n[ # 6, on a
donc : d(u,A) < d(u,a,) < 1/n, d’ou en passant 3 la limite quand n — oo,
0 < d(u,A) <0,soit: d(u, A) = 0. ¢
2. Aest ouverte ssi F \ A est fermée, ssi E\ A = adh(F \ A), ssi pour tout u € A on
a:d(u, E\ A) > 0.Soitu € Aetsoitp := 1d(u, E\ A) ; montrons que B(u, p[ C A.
Soit v € B(u, p) :

d(u, E\ A) —d(v, E\ A) < d(u,v) < p=d(v,E\A)>2p—p=p>0,dou
v¢adh(E\A)=FE\Aetv € A.

*Réciproquement, si pour tout u € A il existe p > 0 tel que B(u, p[ C A, montrons
que A est ouverte, i.e. que E \ A est fermée, i.e. que E \ A = adh(E' \ A), ie. que
toutu € A=FE\ (E\ A) vérifie d(u, E \ A) > 0.

Soitw € Aetsoit B(u, p[ C A;pourtoutv € E\Aonav ¢ B(u, p[,d’ ot d(u, v) > p,
etd(u, E\ A) =inf{d(u,v) Jv e E\ A} >p>0.4

Propriétés :

(313) SiAC EetB C E vérifient AC Bona:Vu € E : d(u, B) < d(u, A).
(3.14) Pourtout AC E,toutwu € E: d(u, A) = d(u, adh(A4)).

i



Distances et espaces métrigues 2]

(3.15) Sipourtoutu € Eonad(u,A) =d(u,B), Aet B non vides,ona:
adh(A) = adh(B).
Démonstrations :

(3.13) est évident. Quant 2 (3.14), A C adh(A) implique — par (3.13) — que
d(u,adh(4)) < d(u,A). Ensuite, pour tout v € adh(A) on a d(v,A) = 0 et
d(u, A) = d(u,A) — d(v,A) < d(u,v), d’oit en prenant I’inf sur v € adh(A) :
d(u, A) < d(u, adh(A)).

(3.15) : si u € adh(A4), d(u,adh(A4)) = 0 = d(u, A) = d(u.B) = d(u.adh(B)),
d’ot : w € adh(B) et adh(A) C adh(B). De méme adh(B) C adh(A4), d’ou le
résultat. ¢

Boules généralisées (ou : élargissements, ou . . . saucisses de Minkowski)

La notion de distance d’un point a un ensemble permet de généraliser les notions de
boule et de sphere.

Soit A # () et soit un p > 0. On appelle boule ouverte [resp. boule fermée, resp.
spheére] (généralisée) de centre A et de rayon p ’ensemble suivant :
(3.16) B(A,p[:={u€ E/d(u,A) < p},
[resp. B(A,p] :=={u € E [ d(u, A) < r},resp. S(4,p) :={u € E / d(u, A) = p}]
Définition 3.4.

Soit (E, d) un espace métrique et soient A, B deux parties non vides de E. On
note d(A, B) et on appelle distance de A 4 B le nombre réel > 0 :
(3.17) d(A, B) :=infac s d(a, B) = infypep d(b, A) = infoc 4 infpe p d(a. b)
= infye p infaea d(a, b) = inf{d(a, b) / (a,b) € A x B}.

Commentaire :

Cette terminologie (classique) est trés regrettable car d( A, B) ne définit pas du
tout une distance sur 2% \ {(}}. Les américains disent “gap”, qu’on peut traduire par
“écartement” ou “espacement”, et C’est mieux ainsi.

& Exercice 3.4. (facile) Trouvez des exemples simples (dans R ou R? usuels) ot d(A,B)=0
malgré que AN B = .
Montrez que la propriété d( A, B) < d(A, C) + d(C, B) est grossierement fausse [de méme
pour |d(u, A) — d(u, B)| < d(A, B) 1.
Démontrez que d( A. B) = inf{d(u, A) + d(u, B) / u € E}.

& Exercice 3.5. (assez facile) Soit (F, d) un espace métrique et soient A, B des parties non
vides fermées de E vérifiant d(A, B) # 0. i, A)
Pour tout u € E on pose : f(u) := e A+ dwB)

E > Rtelleque: fla=0,fis=1L,YVWweE:0< f(u) <1.

Démontrez que f est une fonction

d(u, v) .
d(A, B)

¢

(plus difficile) Démontrez qu'on a Vu, v € E : |f(u) — f(v)| <

Définition 3.5.

Soit (E, d) un espace métrique et soit A une partie non vide de E. On note
diam(A) et on appelle diametre de A le nombre réel > 0 :
(3.18) diam(A) := sup,¢ 4 SUPye 4 d(a.b) = sup{d(a.b) / (a.b) € A x A}
(3.19) Toute partie non vide A d’un e.m. vérifiant diam(A4) < oo sera dite
bornée.

On considere 1a partie vide () comme un borné de diametre 0.
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Si I’espace métrique (E, d) tout entier est borné, on dit souvent que la distance d est
bornée. Par exemple la distance discrete est bornée, 1a distance usuelle sur R : non.

Propriétés :

e (3.20) diam(A)=0<= A={alouA=90:

en effet, s’il existe a # b dans A on adiam(A) > d(a, b) > 0.1a réciproque est claire.
e AC B = diam(A) < diam(B).

e diam(B(u, p[) < 2p. diam(B(u. p]) < 2p, diam(S(u, p)) < 2p, maisiln’y a pas
égalité en général entre ces trois quantités, ni égalit€ avec 2p (voir formules (3.5) ).

e Onaaussi: diam(AU B) < diam(A) + d(A, B) + diam(B), et : A est borné ssi
dp>0.Jue E: AC B(u,p.

La notion de borné€ dépend de maniere essentielle de la distance choisie : dans R,
pour la distance d usuelle, IR n’est pas borné ( !), mais R est borné dans R muni de la
distance (cf. Exercice 2.2,b)) d/(1 + d) ; mais si deux distances sont équivalentes leurs
bornés sont les mémes.

& Exercice 3.6. (tres facile) Vérifiez les assertions ci-dessus.

Par analogie avec la formule donnant d(A, B) il est tentant de remplacer un des inf
par un sup, ou les deux inf par des sup . ..C’est ainsi qu’on introduira (uniquement
pour des exercices ! Réservez pour une seconde lecture)

(3.21) e(A,B) :=sup{d(a,B) / a € A} qu’on appelle excés de Hausdorff de A
sur B. Evidemment on a en général e( B, A) # e(A, B), et ces quantités peuvent ne
pas étre finies.

Pour v € E, on pose :
r(u, A) := sup{d(u,a) / a € A}, puis 7(A, B) := inf{r(a,B) / a € A} qu'on
appelle le rayon de Chebyshev de A relatif & B. Evidemment ces quantités peuvent
étre infinies, et (B, A) # r(A, B) en général.

Enfinl on posera (notion non classique) : diam(A, B) := sup{d(a, b) / (a,b) € AxB}

qu’on appellera “diameétre comnun a A et B”.

& Exercice 3.7. (tres facile) diam(., .) définit-il une distance sur les parties bornées non vides
de E?
Soit A # () une partie bornée de E, démontrez que (., A) est une fonction contractante,

« & Exercice 3.8. (plutot difficile, & réserver éventuellement pour plus tard) Soit (£, d) un
espace métrique dont la distance est bornée [¢f. (3.19)]. et soit F I’ensemble de toutes les parties
fermées non vides de E,

1) Démontrez que la fonction h définie sur F x F par : h( A4, B) := max{e(A, B),e(B, 4)}
est une distance sur F. le( A, B) est défini dans (3.21)].

2) Démontrez que h( A, B) = sup,,. g |d(u, A) — d(u, B)|.

h est appel€e la distance de Hausdorff. Remarquez qu’on peut renoncer a I’hypothése que d est
bornée si I’on restreint h a B, ensemble des parties non vides fermées et bornées de F.

3) Démontrez que e( A, B) = inf{p > 0 / A C B(B, p|} (¢f. (3.16) pour B(B, pl).

Vocabulaire de I’ optimisation (réservez en seconde lecture)

Toutes ces notions prennent naturcllement leur place dans une branche des
mathématiques, appelée optimisation, qui s’occupe «en gros» du probléme de cal-
culer le minimum (resp. maxinmum] d’une fonction (8’il existe !), et 2 défaut de calculer
I’'inf [le sup], puis a déterminer — s’il en existe — les points ou le min [max| est aueint.

De maniere précise, soit f : £ — R, une fonction définie sur un ensemble FE, et
soit A % {) une partic de E. L’optimisation pose les deux problémes fondamentaux
suivants :
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[Inf] Calculer u(f, A) :==inf{f(a) / a € A},

[Sup]  Calculer v(f, A) :=sup{f(a) / a € A} et, éventuellement :

[Inf] Déterminer ’ensemble Argmin(f, A) := {a € A/ f(a) = u(f, 4)}.
[Sup] Déterminer I’ensemble Argmax(f, A) := {a € A/ f(a) =v(f, A)}.

Ces deux ensembles sont souvent vides.

Ainsi, si (E,d) est un espace métrique, et si w est un point fixé de F, on a :
d(u, A) = p(f, A) ot f(v) := d(u,v). Les points de Argmin(f, A) := Pa(u) sont
appelés les points de meilleure approximation de u par rapport & A, ou projections de
U sur A.

Insistons sur le fait qu’ils peuvent ne pas exister [voir sur ce sujet le Chap. XVII].

Si Aestune partienon vide bornée de E, etsiu, € Eestfixé,ona:r(u, A) = v(g, A)
ot g(v) := d(u, v). Les points de Argmax(g, A) := Fa(u) sont appelés les points de
A les plus éloignés de u.

On a aussi d(A. B) = u(h, A), ot h(v) := d(v. B), et aussi 7(A. B) = p(k, A), on
k(v) := r(v, B); Argmin(k, A) est appelé le centre de Chebyshev de A. Etc.

Un exemple trés important d’espace métrique

Soit A un ensemble non vide quelconque, d’une part. Soit (F, d) un espaee métrique,
d’autre part. Nous noterons (A, E) I'ensemble de routes les applications f : A — E
qui sont bornées, c¢’est-a-dire qui vérifient : diam[f(A)] < co.

On peut munir B(A4, F) d’une distance «naturelle» appelée distance uniforme,
définic ainsi :

(3.22)Vf € B(A,E),Vg € B(A,E) :
doo (f.9) = suPeea dlf (a). 9(a)] = sup{d[f(a). g(a)] / a € A}

L intérét de 1’espace métrique (B(A. E), dw ). qu’on peut noter B, (4, E), est de
constituer un vaste fourre-tout, tel qu’un grand nombre d’espaces métriques wsuels
apparaissent comme cas particuliers ou comme sous-espace métriques de cet espace.

Voir 1a Lecture aprés la partie cours pour un autre point de vue.

Vérification du fait que d.., est bien une distance
e En guise “d’axiome (1.0)” de 1a notion de distance, il faut vérifier que :
Vf € B(A,E),VYg € B(A, E) : sup,c 4 d[f(a), g(a)] est un réel (i.e. est < co).
Mais diam[f(A)] = a < oo et diam[g(A)] = 8 < oco; donc pour tout a dans A et
pour un bg fixé dans A on a — propriété (1.7) de d :
d[f(a), g(a)] < d[f(a), f(bo)] + d[f(bo), g(bo)] + d[g(bo), g(a)]
< a+d[f(bo), g(bo)] + B,

d’ol : sup,e 4 d[f(a), g(a)] < a+d[f(bo). g(bo)] + B < co.
e (1.1)Va € A: d[f(a), g(a)] > 0 car d est une distance, et donc a fortiori :

SuPae 4 d[f(a), g(a)] = 0. ¢
e (1.2)Va € A: d[f(a), f(a)] = 0 car d est une distance et donc :

SUP,e 4 d[f(a), f(a)] =sup,ca{0} =0. ¢
e (1.3) sup,¢ 4 d[f(a), g(a)] = 0 implique d[f(a), g(a)] < O pour tout & € A, d’ot —
puisque d est une distance — f(a) = g(a) pour tout a € A, d’o f = g par définition
de 1’égalité de deux applications. 4
e (1.4) Puisque d est une distance, d[f(a), g(a)] = d[g(a), f(a)] pour tout a € A et
donc sup,c 4 d[f(a), 9(a)] = supac 4 dlg(a), (a)]. ¢
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e (1.5) Soient f, g. h dans B( A, E). Pour tout a € A — puisque d est une distance :
d[f(a), g(a)] < d[f(a), h(a)] + d[h(a), g(a)]

< supgeq d[f(a), h(a)] + supye 4 dlh(a), g(a)] ;=7 € R.
Donc {d[f(a), g(a)] / a € A} est majoré par v, et sup,¢ 4 d[f(a), g(a)] est le plus
petit des majorants de cet ensemble, d’ot : sup,¢ 4 d[f(a), g(a)] < . ¢
En conclusion do, est bien une distance sur B(A. E).

Remarque :

Nous avons développé cet exemple de maniére presque . . .indécente parce qu’il
s’agit du premier chapitre, et surtout parce que nous voulions attirer votre attention sur
le maniement de “sup”.

Une rédaction «normale» doit &tre bien plus courte : quand une propriété est
évidente, on écrit qu’elle est évidente, et c’est tout. N’en profitez pas pour esquiver de

cette facon les démonstrations qui vous génent !
Les correcteurs de copies savent d’aprés le reste de la copie ce qui est évident pour

vous et ce qui ne I’est & coup sir pas . . .

Fin de la partie cours du chapitre 1

Tout e.m. E est isométrique a un sous-e.m. de B (E,R)

Nous allons démontrer, 2 titre d’exercice, et a titre culturel, que tout espace métrique
(E, d) est isométrique & un sous-espace métrique d’un espace métrique de la forme
Boo (A, F) ot F estun certain espace métrique. En fait on peut prendre tout simplement
A:=FEetF :=Rusuel!

Pour réaliser cette identification, fixons une fois pour toutes un élément % de F.
Ensuite a tout x € E on fait correspondre une fonction f; : £ — R en posant pour
toutv € E: f(v) = d(v,z) — d(v,%).
f= est bien définie sur E ; ¢’est méme une fonction continue sur £, mais nous n’aurons
pas besoin de cette notion non encore définie ici.

Prouvons qu’elle est bornée :
|f2(v) = fa(w)] = |d(v, %) — d(v, %) — d(w, z) + d(w,T)|

< |d(v, ) — d(v, @)| + |d(w, ©) — d(w, B)| < 2d(x, ),
d’apres 1a seconde inégalité triangulaire appliquée deux fois.
Donc : diam f,(E) < 2d(z,u), et f est bornée. Par conséquent f,, € B(E, R), pour
toutx € E.
Considérons a présent Iapplication ® : Eq — B (E,R), z — &(z) := f,.
P est une isométrie. En cffet :
dos[®(2), B(y)] = suP,ep|[@(2)](v) ~ [2(W)](v)] = suPyer | f2(v) — fy (v)]

= sup |d(v, 2) ~ d(v,) - d(v,y) +d(v, 8)| = 5up |d(v, 2) ~ d(v, )| < d(z,1);

vE vE

mais, d’autre part : sup,eg | f=(v) — fy(0)] > |f=(2) — fy(z)| = d(z, v).
Donc do, [®(), ®(y)] = d(z, y) pour tout z, tout y. Q.E.D.
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Considérons G := {f, | z € E} € B(E,R), muni de la distance d., induite par
« (E, R). ® établit une isométrie surjective de I’espace métrique (E, d) sur I'espace
métrique (G, do ), et le résultat est établi. ¢

Devinette : Une boule peut-clle contenir une autre boule de rayon strictement
supérieur ?
Réponse : QUL Soit N muni de la distance induite par celle de R usuel.

B(2,2] ={0.1,2,3,4} et B(0, 3] = {0,1,2,3} C B(2,2].

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Seule I'inégalité triangulaire (1.5) pour 4" n’est pas tout & fait évidente. Pour la vérification
détaillée des axiomes d’une distance, voir dans Ie cours “Un exemple important d’espace
métrique”, et la solution des exercices 1.3, 1.6, 2.2, 2 4,

On veut démontrer que : Vu, v, w € E : d"(u,v) < d"(u,w) + d"(w, v)

i.e. :max{d(u, v),d(v,u)} < max{d(u,w),d(w,u)} + max{d(w,v),d(v,w)}.

(1.5) pour d implique : d"(u, v) < max{d(u, w) + d(w, v), d(v, w) + d(w, u)}.

Posons « = d(u, w), f = d(w,v),£ = d(v,w),n = d(w,w). Il ne nous reste qu’a vérifier que
pour quatre réels > 0, a, 3, &, 7, on a I'inégalité :

max{a + 5, & + n} < max{a,n} + max{/3,£}, ce qui est facile a voir :

a < max{a,n}, B < max{B,{} = o+ f < max{amm} + max{B,£}, et:

¢ <max{¢, B}, n < max{n,a} = {+n < max{q,n} + max{F,¢}, dou:

max{a + §,¢ +n} < max{a,n} + max{3,£}. ¢

% Exercice 1.2.

Si I'on prouve la symétrie (1.4), (1.5”) donne (1.5). et d sera une distance. Faisons w = v
dans (1.5") : d(u,v) < d(v,u) + d(v,v) = d(v,u), en utilisant (1.2). D’autre part, (1.5’ )
étant vraie pour tous u, v,w, on a aussi : d(v,u) < d(w,v)+ d(w,w); faisons w = w :
d(v,u) < d(u,v) + d(u, u) = d(u, v). Donc d(v,u) = d(u, v) et on a terminé. +

% Exercice 1.3.

= est une relation d’équivalence sur. F, car :
o éflexivité : u ~ u <> d(u,u) = 0, Vérifié, car (1.2),
e symétrie : u & v < d(u,v) —-0(:>d('u u) =0 v~ u,car(14),
o transitivité : [u ~vetv mw| = [d(u,v) =0etd(v,w) =0 =
d(u, w) < d(u,v) + d(v,w) = 0, car (1.5), = d(u,w) =0 = u =~ w.
Soient a et b deux classes d’eqmvalence i.e. deux éléments de I' = F /=, I'ensemble quotient.
Siue€ a et v € b, on aposé 6(a, b) = d(u, v). Pour que § soit bien définie ainsi, il faut vérifier
quesi v’ € aetv € b sont deux autres représentants on a §(a, b) = d(v/, v/').
Soient donc u, v’ € a'etv,v’ € b,ona: d(u,v') =0etd(v,v')=0.0na:
d(u,v) < d(u,v') +d(u/,v') + d(v/,v) = d(v/, V'), et, de merme :
d(v', ) < d(W, u) + d(u,v) + d(v, V) = d(u,v),
d’ott : d(u, v) = d(v/, V'), et le résultat. +
Vérifions que 6 est une distance sur F,

(1.1) §(a,b) = d(u,v) > 0,00 u € a, v € b sont des représentants arbitraires.

(1.2) §(a,a) = d(u,u') = 0, ot u. v’ € a.

(1.3) &(a,b) = 0 = d(u,v), pour tous u € a, v € b, implique v = v pour tous u, v, et donc
a=>0.

(1.4) 6(a, b) = d(u,v) = d(v,u) = é(b,a), avecu € a, v € b.

(1.5)Va,b,c € FetVu €Ea,v €Eb,w Ec:
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6(a, b) = d(u, v) < d(u, w) + d(w,v) = 8(a,c) + 6(c,b). +
Les seules difficultés de 'exercice consistaient o se souvenir de la notion d’ensemble quotient
et & penser Q vérifier que & est bien définie, un point crucial.

% Exercice 1.4.

On a posé §(u,u) = O pour tout u € E et §(u,v) = 1siu # v (1.1) & (1.4) sont clairs.
Démontrons (1.5-bis) qui, rappelons-le, implique clairement (1.5).

Linégalité &(u,v) < max{é(u,w),é(w,v)} se prouve aisément en examinant tous les cas
possibles . . . qui sont peu nombreux : si 6(u. w) oud(w, v) vaut 1 I’inégalité est vérifiée puisque
8(u.v) vaut O ou 1; si §(u.w) = é(w,v) =0onawu =v =w, d ot §(u,v) = 0 et I'inégalité
est encore vérifiée. Terminé. ¢

% Exercice 1.5.

Le seul probleme est I'inégalité ultramétrique (1.5-bis). Démontrons-la en discutant cas par cas.
Soient P, Q et R(z) = a"z? + bz + . Posons 6 := max{d(P, R),d(R, Q)}.

 Si # = 3 : de toute manitre d(P, Q) < 3. et I'inégalité est vérifiée.

e Si @ = 2 : cing situations sont possibles a priori pour le couple (d(P, R),d(R, Q)), 2 savoir ;
(2.2), (2.1), (2,0), (0.2) et (1,2) ; en éliminant les situations symétriques (2, 2), (2,1), (2,0)
seulement sont a étudier. Mais dans ces trois casona:a=d’ eta’ = o/, d’ot: ¢ = @/, et donc

d(P,Q) <2=06. 3
e Si 0 = 1 : trois situations sont possibles : (1, 1), (1,0), (0,1), mals (1,0) et (0 1) sont
symétriques, et il reste (1,1) et (1,0). Dansces deuxcasona:a=a"etb=1,a" =d' et

b'=V.Doa=detb="¥etdoncd(P,Q)<1=06.
eSif=0:d(P,R)=d(R,Q)=0,douP=Q=Retd(P,Q)=0=20.+

Vous pouvez maintenant généraliser a 'ensemble des polynémes de degré < n, n quelconque,
et méme a l'ensemble de tous les polynomes.

% Exercice 1.6.

Yu € E : §(u,v) = d[f(u), f(v)] 2 0;Vu € E: 6(u,u) = d[f(u), f(u)] =0;

8(u,v) = 0=d[f(u), f(v)] = f(u) = f(v) = u=wvsi festinjective;

Vu,v € B 8(u,v) = d[f(u), ()] = dlf(v), fw)] = 6(v,u)}

Vu,v,w € E : §(u, v)=d[f(u), f(v)] < d[f(w), f(w)]+dlf(w), f(v)] = §(u, w)+6(w,v). ¢
Remarque : si f n’est pas injective, d estune semi-distance.

Si ¢ : R — R est strictement monotone, ¢ est injective. En effet si ¢(£) = ¢(n) ona€ = 7 car
E<n = @) <p@metn <& = @(n) < (&) si @ est strictement croissante ; méme
raisonnement si ¢ est strictement décroissante.

D’apres ce qui précede, dy(€,7) = |@(€) — @(n)| définit pour toute fonction stricterment
croissante une distance sur R.

Ainsi & — @(€) = &, & > @(£) = Arctan(€), € — @(£) = sh(£), etc. ¢

% Exercice 1.7.

11 suffit, d’apres I'exercice précédent, de vérifier que les fonctions ¢ et ¢ sont des injections de
R dans R, ce qui est évident. I est 2 noter que ¢ est une bijection de R sur [—1, 4-1], d’inverse
o ()= | 7 i €]-1. 41, g7 (1) = —o0, ¢ 1 (+1) = +co.

1) estune bl]CCthI‘l de R sur [—7/2, + /2] dont vous n’aurez pas de peine 2 définir I'inverse ! ¢

% Exercice 1.8.

On va utiliser I'exercice 1.6 en définissant une fonction injective f : R* 5 C, ot Cest le cercle
d’équation 22 + y* = 1. Pour cela 3 ¢ € R on fait correspondre le point m = (¢, 0), puis le
point M = (X,Y') qui est I'intersection de C' et de la droite joignant P = (0, 1) 3 m. Faites une
figure !
Onpose alors f(&) = M sié € R et f(w) = P. 11 est clair que f est une bijection.

2
N
1+ &2 1+ é
deux points f(£) = M et f(n) = M’ :

Un petit calcul montre que X = . Calculons 1a distance euclidienne entre
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2% 2n \*, (€1 721\ \
de(M, M) = \/(1 TE 1+772) + (1+§2 - 1+772) = (aprés quelques calculs sur
Ies polyndmes) = ——————————— -1 +£)(1 472
polyndmes) (1+§2)(1+n2)\f(§ (1 +£2)(1 +7?)
de(M,M") =2 £l = 2.d(&,7). Le calcul de d(w, &) est laissé au lecteur. d est

/1 + 62 /1 + 772

une distance car c’est, au coefficient % pres, la distance euclidienne d,, de R? induite sur Ie cercle
C.¢

Le méme exercice se pose pour R? auquel on adjoint un “point 2 I'infini” w, qu’on identifie
a la sphére S d’équation 22 + 32 + 22 = 1, R? étant identifié au plan z = 0. L’application
f!:8 — R¥ gappelle la projection stéréographique @ partir du pole nord P = (0,0,1).
On obtient ainsi une représentation plane du globe terrestre, au pdle nord pres. Généralisation
évidente 3 R™. Il ne vous est pas interdit de mettre tout cela en formules . . .

% Exercice 2.1.

On prend comme parametre ’angle 6 que fait Ou avec Owv. Cet angle, exprimé en radians, est
compris entre O et 7. Par définition méme du radian, on a : 6(u, v) = r6. Il est facile de calculer
d(u, v) = d par la formule :

@ =72 +72— 2r.r.cosf = 2r%(1 — cos @) = 4r? sin’ %
8 0 s

Donc : = r = —2_ est compris entre 1 (§ = 0) et 7/2(0 = 7).

d 2rsin g sin %

Nota : le fait que d est effectivement une distance est évident. ¢

% Exercice 2.2.
(1.1) Yu,v € E: d(u,v) = ¢[6(u, v)] > 0, car ¢(0) = 0 et ¢ est croissante, d’ott ¢(£) > 0
pour tout £ € [0, +o0[.
(1.2)Vu € E: d(u, u) = ¢[6(u, u)] = ¢(0) = 0.
(1.3) d(u,v) =0 = ¢[6(u,v)] =0 = &(u,v) =0 = u = v, car § est une distance et
[p(§) =0 = {=01
(1.9 VYu,v € E : d(v,u) = ¢[6(v, )] = ¢[6(u,v)] = d(u, v) car § est une distance.
1.5)Yu,v,w € E :
(s, v) = 8w, v)] < @l6(u,w) + 8w, )] < Gl6(w, )] + Pl8(w, V)]
< d(u, w) + d(w, v) car § est une distance, ¢ est croissante, ¢ est sous-additive.

d = o § est une distance sur F. ¢
a) Cest la seule difficulté réelle de cet exercice. Il faut prouver que pour tous &, 77 réels positifs
etpourtout @ €10, 1Jona: (£ +n)* <€*+ >
Sif#0:((+n)" =LA+ P*=E0+P;mais1+F>Ldou(1+F* <1+ 7
[dessinez t — t* pour 0 < o < 1]et (§ +7)* <&*(1+ Zgl)
Supposons que £ > 7 (ce qu’on peut toujours faire ; si £ < 7 on inverse les Oles de £ et 7)) :
0< ? <l = 151 < (Zgl)"‘ [encore t — t*],d’ou :
E+m™ <€+ (%) =€+~ CQED.

Une autre méthode consisterait a étudier la fonction de £ > 0, ) étant un parametre positif ou
nul: g(¢) = (€+7)* =€ -7 0<a <1
g =all+n)* " —ag* =0 +n)* ' — &> <Ocaré +9 > &
Dont g est décroissante sur [0, +oof et g(¢) < g(0) = 7™ — 5* = 0, d’ou le résultat cherché. +
) £+7 € 7
Th ety ST+E T Tag 00

, d’ou le résultat en ajoutant membre a2 membre les

b) 11 faut démontrer que pour tous &, 7 réels > 0 :

£ > £ 4" > 1
1+& " 14+&+n  14+n 1+&+7
deux inégalités. ¢
c) Linégalité¢ In(1 + £ +n) < In(1 + &) +1n(1 + n) avec £ > 0, > 0 est évidente car le
second membre vaut ln((l +&)(1+ 77)) =1n(1+£& +7+£n) > In(1 + £ +7), puisque In est
une fonction croissante. ¢
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d) min{1,£ 47} > min{1, £} +min{l. 5} est évidente : il suffit d’envisager bétement tous les
caspossibles : £ < L.p <leté+n<1,etc ¢

% Exercice 2.3.

Démontrons I’inégalité (2.9) : Soienta > 0,b > 0, etsoientp > 1, g > 1 vérifiant % + % =1,
1_4_1_p—1 __pD
soit si I’on veut : q =1 p=p = 4= p—1-
q
Etudions pour s > 0 1a fonction f dépendant du paramdtre ¢ > O suivante : f(s) = + tq st
[méme techmque que dans I’exercice 2.2 a). il faut “intuiter” la bonne fonction].
1 1
F(s)= psp ' —t= s —ts’annule pour so = t71. Si s <71 : P~ <tet f'(s) <O,

tandis que si s > 7T ;- gpl >tetona f'(s) > 0. Donc la fonction f atteint un minimum en
s0. Ce minimum vaut : .

q 1 1 +

fsy=g P+ L =+ by p 1= T —pe =0,
Par conséquent, pour tout s > 0 (et t > 0 quelconque) : f(s) > f(so) =0, soit : % + t—; > st,
d’ou I'inégalité cherchée. ¢
Pour p = g = 2 on trouve I'inégalité bien connue et souvent utile : ab < %(12 + %b2 quon
obtient immédiaterment en écrivant (a — b)? > 0. Une conséquence assez souvent utilisée est
9
quepourtout e > 0ona:ab < 7(1 €+ bTe (vérifiez).
Démonstration de (2.10) : Soient nn nombres réels > 0 : a4, . .., a, et 7 nombres réels > 0 :
biy .. . bn.
—1 L -1

Posons pour 1 < k < n: oy := ag. (Za, )7 et B = bi (b)Y,

i=1
ﬁk

et appliquons (2.9) : axfx < implique :

b(Z) “”-(;bﬂ) "’_ (gaf) b (on)”

On somme sur I'indice Ic":

Z akbk (Z aip) —llp. (Z biq) -1/q <
k=1 i1 i=1

b o) (Som) ™ + 10 (S = p+ -
—1 i= -1 i1

D’ou I'inégalité (2.10), dite de Hdolder. ¢
Passons a (2.11) :
> (ak +be)P = (ax + b )(ar + bi)P!

k k

= ar(ak +be)P1 + > bi(ar + bi)P?
k k

< (; ai) 1/p (;(ak n bk)(p_1)q) 1/q 4 (Z bﬁ) 1/p (;(ak + bk)(phl)q)llq

k
[on applique deux fois l’inégalité de Holder].

Comme (p—1)g =

> (o +be)? < (Z ax?) (Z(ak + b)) "+ () (S ak + ba)r)
< (o +0uy) L [(Sew) " + (S 0) ]

Soit = (S tak + b)) ™7 < (S a?) Y + (b)Y et 1 — 1/g = 1,

d’ou Pinégalité (2.11), dite de Minkowski. ¢

Cette inégalité démontre, en particulier, que la fonction &, de (2.6) est bien une distance sur un
produit fini d’espaces métriques.

Les inégalités (2.10) et (2.11) sont valides en remplacant les sommes finies par des sommes
infinies (séries) dans des espaces de suites convenables (¢f. Chap.Il) et aussi par des sommes
continues, i.e. des intégrales. Par exemple pour des fonctions continues [a,b] — Rona:
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JP1r@-g@) de < (217 de) " (J2 19(0)1 dt) " (Holder et -
(217t + g@lr ) ? < (21 £ dt)"" + (S lg()IP dt) " Minkowski

cela pour p réel > 1 et % + % = 1. Toutes ces inégalités se démontrent de la maniére exposée
ci-dessus, el il est recommandé de retenir la méthode.

% Exercice 24.

L’exercice consiste 2 munir d’une distance « raisonnable» un produit infini (dénombrable)
d’espaces métriques. € Raisonnable » veut dire que cette distance définit bien la topologie produit
(voir cours de topologie générale). 11 faut d’abord vérifier que d(u, ’U) est bien définie, i.e. non

infinie! Vi = 1,2,..., M < 1et, dong, d(u,v) < Z = 1. Les propriétés
1+ d; (us, vi) i 2

(1.1)(1.2)(1.4) d’une distance sont trivialement vérifiées. Si d(u,v) = 0 on a d;(u;,v;) = 0
pour tout i, d’ou u; = v; et u = v. Seule I'inégalité triangulaire (1.5) pose un (petit) probleme :
on va prouver que pour tout ¢, et pour tous u;, v;, w; ona :
difui, Vi) . di(us, Ws) di(ws, vi)
L+ di(us,v) — 1+di(us,w;) 1+ di(ws, v;)
En appliquant I'inégalité triangulaire a2 d; on a 2 montrer que pour a, b, ¢ trois réels positifs
Ard . _a b C < Py

ou nuls vérifiant ¢ < b + c ona: T4 a < 1 7 + T1¢- Une méthode p'eu ¢légante,
mais efficace, consiste a réduire au méme dénominateur et a ramener la vérification a :
a — (b+c¢) — (2bc + abc) < 0 qui est évidemment assuré. Une méthode plus jolie consiste

A considérer la fonction f(t) = IL—i—t pourt > 0: f(t) = (l—it_)f > 0 et donc f est

)-I-

(strictement) croissante ; on en déduit que :
b c
+

—__btc _ b c
fla) < f(b+c) = T+btc Txbrc  Txbre=T+b Tre:

% Exercice 2.5.
POl]It>0:f(t):1L_}_t - f’(t):(l——il—t_)_g <1,
1

pourt =0: f'(0) = hﬂohﬂ)%— (1+|h| 0):1.

Donc pour ot t € R: f'(¢) = (—lillW; et |f'(t)] = f'(t) < 1. On applique Ia formule des

accroissements finis : | f(s) — f(¢)| < sup [F/(P)|s—t] = |f(s)— f(#)| <|s—t|et fest
7E|s,t]

contractante. ¢

Pour tous s,t > 0: f(s+1¢) = l—f—i‘—j—t = 1+:99+t+

l+s+t>1481+s+t>1+1t ¢

4 S 4
<
1+s+t — 1+s+ 1+tcalr

% Exercice 2.6.
g(u) = inf{fo(u) / a € A} = inf{f(a) + Md(u,a) / a € A}.
Commencons par démontrer que g est finie, i.e. > —oo. Soit u € F fixé. Par définition de
inf :Ve > 0,90 € A : g(u) < f(u) < g(u) +¢. Faisant € = 1:3a; € A tel que
9(u) + 1= flo1) + Md(o1,u) = g(u) > f(ar) + Md(a1,u) — 1 > —o0. ¢
Vérifions que u — f,(u), E — R, est A-lipschitzienne pour touta € A :
Va € AYVue E\VveFE:
|fa(u) = fa(v)] = |f(a) + Ad(a, u) — f(a) — Ad(a, )| = A|d(a, ) —d(a, v)|
< Ad(u,v) [seconde inégalité triangulaire].

Donc:Va € A,Vu € E,Vv € E;
fo(u) < fa(v) + Ad(u,v) = infpca fol(u) < infaca folv) + Ad(u, v)

— g(u) < g(v) + Md(u,v) —> g(u) — g(v) < Ad(u, v).
Partant de fo(v) < fo(u) + Ad(u,v), on obtient de méme g(v) < g(u) + Ad(u,v), et en
définitive : Vu € E,Vv € E : |g(u) — 9(v)| < Ad(u, v). g est X-lipschitzienne. +



30 Chapitre 1

Vérifions que g est un prolongement de [ a E entier, L.e. que g4 = f.

9(u) = infaca fo(u) < falu)pourtousu € E,a € A = g(u) < f(a)+Ad(a,u);siv € A
on peul faire ¢ = uetona: g(u) < f(u) + Md(u.v) = f(u).

Ensuite, pourtous u € A,a € A ;

|f(w) = f(a)] < Ad(u,a) = f(u) — f(a) < Md(u,a) = f(u) < f(a) + Ad(u.a)

et en passant a I'inf : f(u) < infaea[f(a) + Ad(a-u)] = g(u).

Finalement g(u) = f(u) pour toutu € A, +

~ & Exercice 3.1.

Pour Ies boules et spheres de I’ exercice 1.5, on raisonne comme pour celles de ladistance discrete
en raisonnant sur les rayons possibles. Par exemple. en prenant P(z) = az? + bz + ¢ comme
centre :

pour0 < p < 1, B(P,p] = {P}: B(P,1] = {Q € E/Q(z) = az?® + bz + ¢, ¢ quelconque } ;
pour 1 < p< 2 B(Pr]= BPl]

B(P,2] = {Q € E/Q(z) = az®> + Yz + ¢, b et quelconques } ;

pour 2 < p < 3, B(P,r] = B(P,2]; B(P, 3] E,etc. ¢

Dans les exercices 1.7 et 1.8, il n’y a pas d’autre difficulté que la longueur des calculs. On
simplifiera un peu en se limitant 2 des rayons assez petits ; examinez particulierement B(+-o0. [

pour 1.7 (par exemple, pour 0 < p < 7/2, B(+00, g :]ta_ip’ +0o0] Yet B(w, p[ pour 1.8, ¢

% Exercice 3.2.

Par hypothese : ¢, C réels > 0. Vu,v € E : c.d(u,v) < §(u,v) < C.d(u,v).

v € Bi(u, p[<= d(u,v) < petv € B(u, o[ §(u,v) < 0.

Posons ¢ := c.p; pour v € Bé(u,c.p[ ona:d(u,v) < % 6w v) < %.c.p = p, soit :
Bé(u.c.p| € B*(u, g.

Posons ¢ := £1 et soit v € BHu, &[ : 6(u,v) < Cd(u,v) < C.gv =p,etL:

B(u. & C B%(u, pl. ¢

% Exercice 3.3.
A= UieI A;.
Viel:A; c A = Vj€l:du,A;)>du, A) = infjerd(u, A;) > d(u, A). Ensuite,
par définition de d(u, A) = infaca d(u, a) Ve >0,Ja € A:d(u, A) < d(u.a) < d(u, A) +e.
Par définitionde A: 3k € I tel que @ € Ay, d’ou * )
infier d(u, A;) < d(u, Ar) < d(u,a) < d(u, A) + €.

Comme I'inégalité a lieu pour tout € > 0 il vient : inf;cy d(u, 4;) < d(u, A), et on a Ie résultat
cherché. ¢
d(B, A) = inf d(b, A) = inf inf d(b, A;) = inf inf d(b, A;) = inf d(B, A;). ¢

beB beB iel icl beB icl

% Exercice 34.

e Dans E/ = R muni de la distance usuelle, on prend A = {2,3 sy M,. .. et
B = {2+2,3+3,4+4,...,n+— }ClalrementAﬂB (?).maispourmEA:

d(m, B) = infy»y |p + ; —m| = %, etd(A, B) =inf,cad(m, B) =infpea{l/m} = 0. ¢

Un autre exemple ; dans R? euclidien on prend :

A={(z,0) /z€eR}etB={(z,y) [z € Ry ER y>e"}.

Dessinez ! AN B =, mais :

d(A,B) < ir;%de[(:t, 0).(z.e7®)] = il;fo[(:t —xz)2 4+ (0—e=)?]V/2 = 1nf e =04

o ’inégalit€ triangulaire est manifestement fausse : il suffit de prendre dans R usuel : A = [0, 1],
B=123],C=][1,2,o0na:

d(A.B)=1>d(A,C)+d(C,B)=0+0=0.+

e Pour |d(u, A) — d(u, B)| < d(A, B),prendre A =[1,2], B=[0.3],u =4. ¢

e Comme d(a, A) = 0 pour tout a € A [¢f. (3.10)], on peut écrire :
d(A, B) = inf{d(a, A) + d(a, B) / a € A} > inf{d(u, A) +d(u, B) [ u € E}.
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Soit maintenant . € E fixé, et soit € > 0 arbitraire ; d’aprés (3.4), il existe a € A tel que
d(u,a) < d(u, A) +¢, etilexiste b € B tel que d(u,b) < d(u, B) +€.Ona:
d(A, B) < d(a,b) < d(a,u) + d(u,b) < d(u, A) + £+ d(u, B) + €
< d(u, A) +d(u, B) + 2.
Comime cette inégalité a lieu pour tout € > 0, il vient : d(A, B) < d(u, A) + d(u, B).
Comine cette derniére inégalité a lieu pour tout v € F, on a bien :
d(A, B) < inf{d(u, A)+ d(u, B) |u € E}. ¢

% Exercice 3.5.

Par hypothése, d(A, B) > 0 : cela implique que AN B =_{). Comme A, B sont fermés :
d(u,A)=0 <= u € Aetd(u, B)=0<=u € B.
d(u, A) + d(u, B) = 0 <= u € AN B, ce qui est impossible ; donc f est définie sur F entier.

Mestclairque f(u) =0 u €A, f(u)=1uw€ B,etque 0 < f(u) < 1 pour tout
u€FE. ¢

d(u, A d(v, A N
fw) = £(v) = g, A)( +d2u By ~ A)( +d2'u, B =D
ot N := d(u, A)d(v, A) + d(u, A)d(v, B) — d(u, A)d(v, A) — d(u, B)d(v, A)
— d(u, A)d(v, B) — d(u, B)d(v, A), . :

et D := [d(u, A) + d(u, B)].[d{v, A) + d(v, B)).
Comme |d(u, A) — d(v, A)| < d(u,v), ¢f. (3.9) :
N < [d(v, A) + d(u, v)]d(v, B) — d(u, B)d(v, A)

< d(v, A)[d(v, B) — d(u, B)] + d(u, v)d(v, B) [et par (3.9) 2 nouveau]

< d(v;.A)d(u, v) + d(u, v)d(v, B) = d(u, b)[d(v, A) + d(v, B)] .

' . d(v; A) + d(v, B
Donc : (1) = f(0) < dit ) re—ay 3 gt B oo A9 T B
d(u, v)
= d(u A) + d(u, B)

A présent : d(z, A) — d(y, A) < d(«, y) [toujours (3.9)] implique :
inf,epld(z, A) — d(y, A)] < infzep d(z,y) = d(y, B) == d(A, B) —d(y, A) < d(y, B).
On adonc :
0 < d(A, B) < d(u, A) +d(u, B),d’ou: f(u)— f(v) < d(T}B_) d(u, v), et par symétrie entre

wetv:|f(u) — f(v)] < ;EX:% C.QED. _0

% Exercice 3.6.

Soienta € Aetb € B. Soient u,v € AU B.

Siu,v € A: d(u,v) < diam(A) < diam(A) + d(A, B) + diam(B). De méme si u,v € B.
Siu€ Aetv € B:d(u,v) < d(u,a)+ d(a,b) + d(b,v) < diam(A) + d(a,b) + diam(B) ;
demémesiu € B,v € A

D’ou : diam(A U B) < diam(A) + d(a, b) + diam(B), et cela est vrai dans tous les cas, pour
tousa € A, b € B. Donc :

diam(A U B) < diam(A) + d(A, B) + diam(B). ¢

Si A est contenu dans une boule B(u, p, v € E': Aestborné avec diam(A) < 2p, évidemment.
Réciproquement, si A est borné, supposons que A contienne deux points aumoins (si A = {a}, -
A C B(a,p| pour tout p), et soit v € FE quelconque. D’apres la formule ci-dessus :
diam(A U {u}) < diam(A) + diam({u}) + d(A, {u}) = diam(A) + d(u, A). D’ol pour
toutv € A : d(u,v) < diam(A U {u}) < diam(A) + d(u, A) := p < +oo par hypothése, et
p > Ocar diam(A) > 0. On peut donc écrire : A C B(u, diam(A) + d(u, A)]. ¢

% Exercice 3.7.

Soit E' un ensemble non vide et soit £ 'ensemble de toutes les parties bornées non vides de F.
Pour A, Be€ &, ona:

diam(A, B) = sup(apycaxp d(a,b) < diam(A U B) = sup, e aup d(u. v) < +00

d’apres Pinégalité de P'exercice 3.5.

Notons que I'inégalité diam(A, B) < diam(A U B) peut étre stricte : dans R? (euclidien)
prenons A = {(0,—1), (0,+1)} et B = {(+1,0)}; diam(4, B) = v2 et diam(AU B) = 2.
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Evidemment diam( A, B) > 0, et diam( B, A) = diam(A, B). Démontrons I'inégalité triangu-
laire. Pourtout o € A, b€ B,ce C':
d(a.b) < d(a,c) + d(c, b) < diam(A4, C) + diam(C, B)

= diam(A, B) < diam(A, C') 4+ diam(C, 13).
Enfin. diam(A. B) = 0implique A = B = {z}.
«diam » est proche d’unc distance . . . Mais ce n’cn est pas une caron a

diam(A, A) = diam(A) # 0, en général.

La propriété (1.2) n’est pas vérifiée. ¢
Lafonction v +— 7(u, A) = sup,. 4 d(u. a). ot Aestun borné, est contractante. En effet, soient
u,vdans Fetsoita € A:
d(u,a) < d(u,v) + d(v, a) < d(u,v) +7(v, A) = r(u, A) < d(u,v) +7(v, A); il ne reste
plus qu’a pennuter Ies roles de w et v pour obtenir le résultat :
|r(u, A) —r(v, A)] < d(u,v). ¢

% Exercice 3.8.
1) e(A. B) = sup,,c 4 d(u, B) estun nombre réel, évidemment > 0, puisqu’on suppose A # ().
B # 0, d bornée.
e(A, A) = 0carYu € A: d(u, A) = 0 [cf. 1a Définition 3.2].
Sie(A, B) =0,onaVu € A:d(u, 3) =0,donc Vu € A:u € adh(B) = B [voir (3.10) et
(3.11)], soitenfin: A C B.
Soit maintenant h( A, B) : c’est un réel > O, vérifiant :
h(A, A) =0, h(A. B) = h(B, A) pour tous A, Bde F.
Sih(A,B)=0,onae(A,B)=0 = AC Becate(B,A)=0 = B C A,soit A= B.
Remarquons maintenant que si e(.,.) vérifie I'inégalité triangulaire, il en est de méme pour
h(.,.). Démontrons donc que e(A. B) < e(A. C) + ¢(C, B) pour tous A, B. C dans F et nous
aurons prouvé que h est une distance sur F.
Posons £ := e(A, C) ety := e(C, B). Il nous sulhit de prouver que :
Ve > 0.Vu € A : d(u, A) £ &+ 7+ £, etnous aurons gagné !
Draprés (3.9) :
Yu € A, Vw € C : |d(u, B) — d(w. B] £ d(u,w) = d(u, B) < d(u,w) + d{w, B) ; mais
Yw € C: h=e(C, B) = sup, ¢ d(z. B) > d(w, B),d ot
() YueAVweC:du, B) <du,w)+n.
Drawre part : (*) VYu € A: £ =sup,. 4 d(z,C) > d(u, C).
Enfin: Vu € A, u fixé : d(u, C) = infyec d(v, ) implique
(*) Ve > 0,3w(u,¢e) € C:d(u,C) <d(u,w) < d(u, C) + £ [définition borne inférieure].
On adonc, d’apres (°) et (#):
Yu € A, Ve > 0: d(u, B) < d(u,w) +n < du.C) + € +n < &+ 1+ € [derniere inégalité
d’apres (*)]. La démonstration est terminée. ¢
2) Si I'on prend directement comme définition
h(A, B) = sup,.cp |d(u, A) — d(u, B)),

il est facile de démontrer que b est une distance sur F, mais on perd alors I'interprétation
géométrique de h [faites des dessins !]. Mais d’autre part la nouvelle écriture de h est intéres-
sante . . . De toute fagon nous sommes ensemble pour démontrer des inégalités !
Remarquons qu’il suffit de prouver que e( B, A) = sup,.g[d(u, A) — d(u, B)] (pas de valeur
absolue ) car :
h{A. B) = max{e(A, B), e(B, A)}

= max{sup,gl[d(u. B) — d(u. A)], sup,_g[d(n, A) — d(u, B]}

= max{sup,.g[d(u. B) — d(u. A)], — infycp[d(u. B — d(u, A)]}

= SUDycE |d(u’ A) - d(’uv B)l

(i) e(B, A) = sup,,_p d(v, A) = sup,gld(v, A) —d(v, B)), car d(v, B) = O pour v € B,
e( B, A) < supygld{v, A) — d(v. B)],car B C E.
(i) Yu€eEVaeAVbe B:

d(u,a) < d(u,b) +d(b,a) = d(u, A) < d(u,b) + d(b, A) [en prenant I'inf sur ¢ € A], et :
d(b, A) < sup,.gd(v, A),d’ot, Vu € E,Vb € B:
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d(u, A) < d(u,b) + sup,ep d(v, A) =
d(u, A) < infpep d(u,b) + sup,ep d(v, A) = d(u, B) + sup,g d(v, A).
Finalement Vu € E : d(u, A) — d(u, B) < sup,.p d(v, A) =
sup,cgld(u, A) — d(u, B)] <sup,eg d(v, A). Cest fini. ¢
3) Soient o := e(A, B) = sup, 4 d(u, B)et f:=inf{p >0/ A C B(B, p]} ; on veut prouver
que o = 3. Il est facile de voirque o = 0 < 8 = 0,cara = 0 <= A C B. Supposons donc
a>0.
D’une part :
Vu€eA:d(u,B)<a = Yu€A:u€ B(B,a] = ACB(B,o] = a>0.
D’autre part, Ve > 0: AC B(B,B8+¢] = Ve >0Vu€A:du.B)< f+e =
Vu € A:d(u, B) <8 = a=sup,e d(u,B) <G ¢

PROBLEME

Régularisée de Hausdorff d’une fonction

Soit (E, d) un espace métrique. Soit f : E — R une fonction vérifiant les propriétés
suivantes :
() N existe ug € E tel que : f(uo) < +o00,
(*x) Pour tout u € E, pour tout A € Rtels que f(u) > ), il existe p > 0 tel que :
pour tout v € B(u, p] : f(v) > A,
(x = x) Il existe aéel > O et 5 € R, il existe u; € E tels que :
pourtout u € E : f(u) > —a.d(u, ur) + B.
Pour tout entier n > 1, on définit, pour tout % € F :
fo(u) :=inf{ f(z) + n.d(u,2) | z € E}.
1) Démontrez que pour tout . > 1 et pour tout u € E, ona: fn(u) < 4oo.

2) Démontrez qu’il existe [V entier > 1 tel que : pour tout n > N et pour tout v, € E :
fu(u) > —oo.
Remarque : d’apres 1) et 2), on aura donc pour tout n > N : f, : 2 — R. Dans tout
ce qui suit, on supposera que 7. > V.
3) Démontrez que pour tout n > N et pour wout u € F, toutv € F :
() = Fal0)] < md(u.v),

autrement dit que f,, est lipschitzienne de rapport 7.
Indication : soit € > 0, écrivez que f,,(u) est un inf et majorez f,,(v) — f,(u).
4) Démontrez que pour toutn > m > N ona:Vu € E: frn(u) < ful(u) < f(u).
Soit u € E fixé. Que peut-on dire de la suite ( fa(w)), ?
5) Démontrez que, pour tout u € E fixé, ona: lim (f,.(u)) = f(u).

N—>00

Indication : on pourra démontrer que pour tout A réel < f(u) ona f,(u) > X pour
tout n assez grand.

CORRIGE du PROBLEME

1) D’apres (x) et par définition de inf : f,,(u) < f(uo) + n-d(u, up) < 4oc. ¢

2) Soit u € E arbitraire. f,(u) == inf{f(2) +n.d(u, z) | z € E}. Grice a (x * ),
Vze B: f(z) > —a.d(z,u1) + B = f(2) +n.d(u.2) > —a.d(z,u) + B+ n.d(u, 2).

Mais d(z,u1) < d(z,u) + d(u,u;) [inégalité triangulaire]. Donc :
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F(2) +n.d(u, 2) > —a.d(z,u) — a.d(u, w) + B+ n.d(u, 2)
> (n— a).d(u, 2) + f—a.dlu,u) > 0~ a.d(u,w)
la demitre inégalité étant valide si (n — a).d(u, 2) > 0, soit n > a.
Prenons N = [ partie entiére de & | + 1. Pour tout n > Nettoutu € E':
fn(u) > ﬁ“ a.d(u, Ul) > —00. ¢
3) Soient u,v € E,etn > N, Soit £ > 0 arbitraire,
fa(uw) = inf{f(2) + nd(u,2) | z € E} € R implique qu’il existe z. € FE tel que :
f(ze) +n.d(u, ze) < fn(u) + € [noter que f(z.) € R]. On peut donc écrire :
f"(’U) - fn(u) < f(zi) +n.d('u, ZE) - f(zi) - n'd(uv zé) +e
< nld(v, ze) — d(u, ze)] + € < n.d(u,v) +¢,
en utilisant la seconde inégalité triangulaire.
Comme Pinégalité est vraie pour toute > 0,0na: fo(v) — fu(u) < n.d(u, v). En échangeant
les roles de u et v, on a aussi f,(u) — fu(v) < n.d(u,v), d’ob, finalerment :
|fn () = fu()] < nd(u,v). ¢
4 Soitu € E.m<n = Vz€E: f(2) +m.d(u,2) < f(2) + n.d(u,z) =
inf,ep[f(2) + m.d(u, 2)] < inf,ep[f(2) + n.d(u, 2)], soit: frm(u) < folu).
fa(u) = infep[f(2) + n.d(u,2)] < f(u) + n.d(u,u) = f(u). Par conséquent la suite
( fn(u))", pour tout w € FE fixé, est une suite croissante et majorée de nombres réels : elle

est donc convergente dans R,etona:
9(w) = lim_ fu(w) = SuPpetinzn fulu) < f(u). ¢

5) Le cas ot f(u) = —oo est trivial. Assurons-nous que I'indication conduit bien au résultat
voulu. Si f(u) = +o0, on aura prouvé que pour tout entier p on a f,,(u) > p pour tout n assez
grand, et donc que hrn fal(u) = +00. Si f(u) € R, on aura prouvé que pour tout € > 0, en

prenant X = f(u)—eg, on aura fa(u) > f(u) —¢€, pour tout n assez grand, soit (¢ > 0 arbitraire)
Hm fa(u) > f(u). et le résultat d’apres 4).

Soit donc A réel tel que A < f(u). Par (+*) il existe p > Otel que : Vv € B(u, p] : f(v) > A
Ecrivons :
falu) =inf{f(2) + n.d(v,2) / 2z € E}
= min {inf{ f(2) + n.d(u, 2)/z € B(u, p|},inf{f(2) + n.d(u, 2)/z € E\ B(u, p]}}.

Vz € B(u,p| : f(z) > X = f(z)+n.d(u,2) > XA+ n.d(u,z) > Xcarn.d(u,z) > 0;
donc : inf epug[f(2) + n-d(u, 2)] > A
Soit 2 € E\ B(u, p} : d(u, 2) > p.
f(2) + n.d(u, 2) > —a.d(z,u) + B+ n.d(u, 2) par ()

> —a.d(z,u) — a.d(u,u) + 6+ n.d(u, 2)

> (n—a)d(u,2) — a.d(u,u) + S

>(n—a)p—aduu)+ > A
La derniére inégalité étant valable si :
np 2> ap + a.d(u,v) — f+ A<= n > (1/p)lap+ad(uv,u) — B+ N =N
Donc, pour tout n > N : inf{ f(z) + n.d(u,2) / z € E\ B(u,p|} > A, et en définitive :
Jn(u) > min{A, A} = X pour tout n» > IV;. ¢
Remarques :
Lafonction f,, s’appelle régularisée de Hausdorff de la fonction f. Ilest intéressant de construire
cette suite ( f,,) de fonctions “réguli¢res” (finies ; lipschitziennes donc “trés” continues, cf. Chap.
VII) qui converge simplement vers f. Si I’on remplace I’entier 7 par un réel v > 0, ce qui est
loisible, on généralise I’exercice 2.6 (prolongez f : A — R par o0 sur E'\ A).
Notons que les hypothéses faites sur f nesont pas tres restrictives : () dit que f n’est pas identique
a+o00; (*x) dit que f est continue en un sens faible [elle est “semi-continue inférieurement™] ;
enfin (* * %) affirme que f est un peu mieux que minorée (voir pour £ = R ce que signifiec la
condition (dessin !)).

Fin du chapitre I



CHAPITRE IT

NORMES et ESPACES VECTORIELS NORMES
Introduction

Ce second chapitre, trés important, est consacré 2 deux exemples particuliers mais
tout & fait fondamentaux d’ espaces métriques : Ics espaces vectoriels normés (cn abrégé
e.v.n.)etles espaces préhilbertiens qui sontdes e.v.n. « spéciaux », trés spéciaux méme,
mais aussi trés importants.

Ne perdez jamais de vue qu’un e.v.n. est avant tout un espace vectoriel ! Alors qu’un
espace métrique peut étre un ensemble quelconque, sans aucune structure algébrique.

Les normes sont des objets plus agréables & manier que les distances, car ce sont des
fonctions d’une seule variable, au lieu de deux pour les distances.

Comme pour le premier chapitre, il y a peu de démonstrations, ct le cours est trés
facile a étudier. Les exemples classiques d’e.v.n. sont @ connaitre : si vous n’ avez pas
d’exemples précis a 1esprit, 1a suite du cours vous semblera abstraite, aride, sans grand
intérét . .. ;

Supporteriez-vous d’étudier en détail 1a classification de Linné sans connaitre ni
plante ni animal ?

Les notions introduites relatives 2 la convexité sont trés importantes : elles revien-
dront constamment dans la suite du cours, et dans les cours de Maitrise.

& Exercices indispensables : 1.1, 2.1, 2.3, 2.4, 3.1 (premiére partie), 3.2,5.2,5.5.6.2.
& Exercices complémentaires : 3.1 (seconde partie), 5.1, 5.3, 5.4, 5.6, 6.3.

La Lecuure (caractérisation des espaces préhilbertiens parmi les e.v.n.) est particu-
lierement intéressante et instructive, mais elle n’est pas vraiment indispensable pour
la suite.

Il y a un probléme qui est consacré 4 1a notion de jauge de Minkowski ou : « comment
fabrique-t-on les normes ?». Vous pouvez le commencer, quitte 2 attendre les chapitres
V et VI pour le terminer.

Rappelons que les étudiants qui ne disposent pas de beaucoup de temps, ainsi que
les étudiants qui éprouvent de la difficulté a suivre, peuvent se limiter aux activités
strictement indispensables : cela n’affecte enrienleurs chances & unexamen de Licence.

BON COURAGE ET BON TRAVAIL!



36 Chapitre IT

A

sous-niv(f,o.) E

sous—niv(f, o) = projg (épi(f) N (E x {a}))

Exercice 6.1

Exercice 3.1
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CHAPITRE 1T

NORMES
ET ESPACES VECTORIELS NORMES

1. NORMES

Définition 1.1.
Soit E un espace vectoriel sur un corps K qui sera soit le corps R des nombres
réels soit le corps C des nombres complexes. Une norme sur E cst une fonction
N : E — R, définie sur F avaleurs dans 1I’ensemble R des nombres réels, vérifiant
les cinq propriétés suivantes :

1.1) YueE:Nu)>0 [positivité]

1.2) N(0)=0 [nullité a I’ origine de E]
(1.3)  N(u) =0implique u =0 [séparation]

(1.4) VYue E,VXAeK: N(Owu) = |A.N(u) [homogénéité]

(1.5) Yue E,Yvoe E: N(u+v) < N(u)+ N(v) [inégalité triangulaire
ouinégalité de convexité]

Pour u € E donné, le nombre réel > 0, N(u) est appelé norme de .

(1.6) Notons que pour wout u € E :

N(—u) = N[(—1).u] = |=1|.N(uv) = 1.N(u) = N(u).
Commentaires :

1. Contrairement au chapitre I, E désigne ici un espace vectoriel (réel ou bien
complexe), et non un ensemble quelconque ! 1! La notion de norme est beaucoup plus
«spécialisée» que celle de distance.

2. Lanotion de norme généralise celle de longueur dans le planet 1’ espace ordinaires
érigés en espaces vectoriels par le choix d’axes de coordonnées.

3. Les seules difficultés de vérification des axiomes d’une norme sont (1.5), parfois
trés difficile a prouver, et (1.3) parfois non triviale. Ne pas oublier qu’une fonction
FE — R candidate a étre une norme doit en premier licu étre & valeurs réelles, en
particulier ne pas prendre la « valeur» +oo ! Si 1’on autorise IV a ne pas vérifier (1.3),
on obtient 1a notton plus générale, mais aussi plus difficile & manipuler, de semi-norme.

4. Dans (1.4), |A| désigne la valeur absolue de A [ |A| = max{—\, +A} ] si le corps
des scalaires de E est K = R et, si le corps des scalaires de E est K = C, |A| désigne
le module de A [ si A = o+ if3 avec o, Bréels ona: || = /a2 + 52 ].

Question de notation :

Le plus souvent, on ne note pas une norme avec une lettre, ici IV, mais plutft avec un

signe rappelant la valeur absolue et le module : en général ||u||, parfois simplement ||

dans certains livres. Nous utiliserons dorénavant || - ||. Si1’on en a besoin on introduira
[ s 18- Hls 11T 111 [E11 (C))s ete.
Définition 1.2. : Distance associée a une norme

Soit E un espace vectoriel sur K, et soit || - || une norme sur E. On associe a cette

norme, de maniére naturelle, une distance d sur F par la formule :

1.7) |Vu€ E,Yv € E:d(u,v) := ||lu—1|.
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Cette distance est dite associée a la norme || - ||. Sauf indication contraire, lorsqu’ on
parle de distance pour un espace vectoriel muni d’une norme, ¢’ est de cette distance
dont il s’ agit.

Vérification :
d est bien une fonction positive de £ x E dans R.
d(u,u) = |lu —ul = ||0|| =0,etd(v,v) =0= |lu—v| =0= uv—v =0 (par

(1.3)) = u=w.
d(v,u) = []o - ]| = lu—oll = d(u, v) par (1.6).
d(u,v) = [lu— ol = lu—w+w—2] = |[(u—w) + (w - V)

< u—wll + [lw 2| = d(u, w) + d(w, v).
d est effectivement une distance sur E. 4
Remarquons que la distance associée a une norme vérifie des propriétés particulieres
que n’a aucune raison de posséder une distance quelconque sur E (penser a la distance
discrete !). En effet ;
(1.8) Vue EsYove E\Nwe E:du+w,v+w) = ||lu+w— (v+w)
= ||lu — v|| = d(u,v) [invariance de d par translation]
(1.9) VYue E,Yo € E,V) € K:d(Du, ) = ||du— 2| = |A-||lu— o
= |A\].d(u, v) [homogénéité de d]
& Exercice 1.1. (tees facile) Démontrez, réciproquement, que si une distance d sur un espace

vectoriel E' (a priori sans norme) vérifie (1.8) et (1.9), il existe une norme || - || sur E telle que
d est la distance associée [au sens de la définition 1.2] a cette norme.

Propriétés importantes d’une norme

(1.10) Vue E,Yv € E:||lu—v| = |llull — ||v||| |[seconde inégalité triangulaire]
1.11) Yum € E,...,Vu, e EEVZ €K, ...,V €K:

7 n
| 52 Xewill < 57 |l l|will | [inégalité triangulaire généralisée)
i=1 =1

Démonstrations :
(1.10) Remarquons que ||u|| = d(0, w). La formule (1.6) du Chapitre I nous permet
d’écrire, en faisant w = 0 : d(u, v) > |d(0, u) — d(0, v)|, ce qui est le résultat voulu.
(1.11) On procéde par récurrence en utilisant (1.4) et (1.5).4

v Grice a la notion de distance associée, les normes nous fournissent autant
d’exemples de distances, avec I’avantage d’une plus grande simplicité d’écriture :
une seule variable au lieu de deux.

2. ESPACES VECTORIELS NORMES

Définition 2.1.
Un espace vectoriel normé 1éel [resp. complexe] est un couple constitué par un
espace vectoriel E réel [complexe] et par une norme sur I’espace vectoriel E.

),

On abrégera souvent espace vectoriel normé en e.v.n. Un e.v.n. sera noté (E, || - |

ou E"." .

I1 ne faut pas qu’il y ait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E ; si I’on
ne précise pas le corps, cela signifie que les résultats concernent aussi bien un e.v.n.
réel qu’un e.v.n. complexe.
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Terminologie :

Soit (E, || - ||) un e.v.n. et soit F' un sous-espace vectoriel de E. La restriction || - || ¢
delanorme || - || 2 F est une norme sur F. Le couple (F, || - ||7) est appelé sous-espace
vectoriel normé (en abrégé : sous-e.v.n.) de (E, || - ||)-

Remarquons que la distance associée 2 || - || est la restriction 2 F' de la distance
associée a , et donc qu’ un sous-e.v.n. est en particulier un sous-espace métrique.

Définition 2.2,

Deux normes sur un méme espace vectoriel £ seront dites équivalentes si les
distances associées sont équivalentes. Soit : || - || et ||| - ||| sont équivalentes ssi il
existe ¢ > 0 et C > O tels que :

2.1) (Vu€ E:clul <|||ul|| < C||ull

Opérations sur les parties non vides d’un espace vectoriel

Notons ici que les boules et sphéres dans les e.v.n. possédent la propriété de se
ramener simplement aux boules et sphéres centrées a 1’origine et de rayon 1. De
mani¢re précise, si A et B sont des parties non vides d’un e.v.n. E sur K = R ou C,
etsi A € K, on note :

22 |A+B={a+b/ac AbeB}let:|\A={)a/ac A}

Si A = {a}, on note a + B plutdt que {a} + B. Avec ces notations :

(23) B(u,p|=u+ pB(0,1].
De méme pour B(u, p] et pour S(u, p).
Les opérations introduites (appelées parfois opérations de Minkowski) ne munissent

pas ’ensemble des parties non vides de E d’une structure algébrique intéressante. En
particulier A + (—A) # {0} (Exemple ?).

& Exercice 2.1. (trés facile) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé réel ou complexe, et
soient u, v dans F vérifiant |u + v|| = ||u|| + ||v||- Démontrez que pour tous ¢, 3 réels > 0 on
a:|lau+ B = allull + B-||vl-

& Exercice 2.2. (tres facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, soient u, v dans F, et soit

p € R. Démontrez que : lim [||(n +p)u+v|| — ||nu+ ’U”] = p|lul|.

& Exercice 2.3. (difficile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. réel ou cormplexe. Démontrez que pour tous
u, v non nuls de F on a les inégalités suivantes :

1 U v
D) |lu =l = 5 maxyllull, |Vl §-|| 7 — 75
2 { H flull vl

>

1 u v r
@ ol = 7 (el + o) 7oy — o

Démontrez que la constante % dans (1) ne peut pas €tre remplacée par une plus grande
constante. De méme pour 1 dans (2).

& Exercice 2.4. (assez facile) Soit (E, || -||) une.v.n. sur R ou C. Démontrez que les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(1) YVue E\YveE: [u Foet|u]| = |v| = 1] = |lu+v|| <1,
(2) YweEYveE: [’U #0et|u+ | =lul| + ||’U||] = u = A avec A réel positif ou
nul.
Remarque : Un e.v.n. peut posséder les propri€tés (1) <=- (2) ou bien ne pas les posséder ; dans
le premier cas, on dit que F est strictement convexe.
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3. EXEMPLES D’ESPACES VECTORIELS NORMES

Exemple 3.1. £ = R". Dans le chapitre I, R™ était considéré comme un simple
ensemble : ici nous le considérerons comme un espace vectoriel réel.
e =1.Soit || - || une norme arbitraire sur R : ||€]| = ||€.1]| = |&].]|1]| (d’apres (1.4)).
Donc les scules normes possibles sur R sont toutes de la forme £ — «.|¢| odt « est un
réel > 0 quelconque. Toutes ces normes sont bien siir équivalentes. L.a norme usuelle
de R sera la valeur absolue (o = 1), De la méme facon, toutes les normes sur C
considéré comme espace vectoriel sur C (et non sur R !) sont de la forme z — .|z
ol o est unréel > 0, et ot | - | désigne le module. Celui-ci sera la norme usuelle de C.

1)

Nota :
La forme particuliere des normes sur R provient du fait qu’on a imposé 2 | - | de 1a définition
(1.1) d’étre la valeur absolue dans le cas d’un espace vectoriel réel. On pourrait généraliser
en disant que | - | doit étre siinplement une norroe sur R vérifiant 1a propriété multiplicative
|€.77] = |€]-|m]- 1l existe effectivement sur R des normes multiplicatives (ondit des valuations)
autres que la valeur absolue. Nous ne considérerons pas ici une telle généralisation.

e 1, > 2. Soient maintenant 7 espaces vectoriels normés (E;, || - ||;) sur le méme corps
K. On peut considérer le produit cartésien £ = ][] E; comme un espace vectoriel
1<i<n

sur K avec les opérations usuelles :
Vu = (U1, ---,Un) € E,Vo = (v1,...,0,) € EEVAEK:
U+ v=_(u1+ 01, ., Un +vn), A= Qup,..., \un).
Soit d; la distance associée (Déf.1.2) & la norme || - ||; de E;. Sur E on peut placer
une des distances de Holder 6,,1 < p < oo, introduites dans le Chapitre I [formules
(2.3,4,5,6)]. Ces distances sont associées, voir Exercice 1.1, a des normes sur F que
nous noterons naturellement || - ||,.
Application : On considére E = R"™ comme 1’espace vectoriel produit :

E =R x --- xR, n fois, chaque exemplaire de R étant muni de 1a norme usuelle, i.e.
la valeur absolue. On obtient grice & ce qui préceéde les normes htldériennes sur R™ :

Pour tout z = (&1,...,&,) € R™:

(3.1) pour tout préel > 1:flzll, = (3 &[7) /" fet :[llz]lo = Jmax (&
=1 RN 1

On sait, d’apres les résultats du Chap. I que ces normes sont toutes équivalentes.
Pour F = C"™ espace vectoriel sur C on a les mémes normes en remplagant les valeurs
absolues par les modules.

& Exercice (tres facile, sans solution) Dessinez les sphéres unité correspondantes aux normes
suivantes sur R? :
u flully + [|wlleos w = llully + llull2, w = flullz + lluflco-

Pendant que nous sommes dans les espaces de dimension finie, imaginons des normes
possibles sur ’espace vectoriel réel E des matrices a = (¢y,5),1 <4 <m,1 <j < n,
réelles (par exemple). ¢ est I'indice de ligne, j celui de colonne. Une idée consiste &
considérer I’espace des matrices comme un produit R™ x --- x R™ (r fois) ou bien
R”™ x - - - x R"™ (m fois), ¢’est-a-dire a considérer les colonnes ou bien les lignes comme
des vecteurs. On norme ces vecteurs, obtenant ainsi une ligne ou une colonne de réels
positifs ou nuls et on norme les vecteurs particuliers obtenus. Par exemple, on pourra
prendre :

lallco,1 = ()|t = lg%n(ézmlai’j

), ou bien :
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lalli,o = > [ max e |], ou bien encore :

1<i<n 1<i<m

lallz2 = [ > (X |ai,j|2)]1/2 = /tr(ta.a), ou tr est la trace (somme des
1<i<m 1<;<n

éléments diagonaux d’une matrice carrée) et *a est la transposée de a (si a = (ay,;),
ta = (Br,) avec Br,1 = ou.k)-

Remarque :
11 scrait agréable d’avoir pour tout x € R™ I'inégalité : ||a.z||rm < ||a||.||z|r=, ce qui
ne peut pas résulter d’un choix au hasard de ||a| ... Nous étudierons cette question

dans le Chap. X.

Exemple 3.2. Soit E = C([a, b],R) I’espace vectoriel réel de toutes les fonctions
f : [a,b] — R qui sont continues sur [a, b] (¢ < b). Les fonctions £ — R, f
suivantes :

b
(2 |l = / 1£(0)]dt.

b 2
63 Iile= ([ lrera) ",
G4 [l = max [ 7)) = max{|£(1)] /€ [o,H]},

<t<b

définissent trois normes usuelles sur E appelées respectivement : norme de la moyenne,
norme de la moyenne quadratique, norme uniforme.

& Exercice 3.1. (assez facile) Démontrez qu’on a effectiverment des normes. Attention 2
I’axiome (1.3) pour les deux premires : il demande une démonstration soignée.
On prend, a = 0, b = 1, et on considere les fonctions f,gx : [0,1] — R, t — f(t) = 2,
t — ga(t) = X, ou X € [0, 1]. Déterminez A de fagon a ce que || f — ga |1 (resp. || f — gall2
lf — gxlloo) SOt mininmum ; calculez ce minimum.

& Exercice 3.2. (assez facile) Démontrez qu’il existe c et C réels > 0 tels que :

Vi€ E:|flh<clfll: < Cllflle
mais qu’aucune de ces trois normes n’est équivalente a I'une des deux autres.

1/p
Remargue : On peut, pour tout réel p > 1, définir || |, = / | f(t)|1’) ; ¢’est une norme

sur E : la démonstration est 2 calquer, mutatis mutandis, sur I'exercice 2.3 du Chap.1. || - ||, n’est
pas équivalente a || - ||, si p # ¢.

& Exercice 3.3. (assez facile) Démontrez que :
Vf € E: lim [fll = [1fll

4. EXEMPLES CLASSIQUES D’ESPACES
VECTORIELS NORMES

( ou : e.v.n. dits “classiques” )

Exemple 4.1. Soit A un ensemble et soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C.
On note B(A, E) I’espace vectoriel sur K de toutes les applications f : A — E qui
sont bornées (C’est-a-dire qui sont bornées pour la distance associée 2 || - ||) :
f : A— E appartient 2 B(A, E) <= sup || f(a)]|| < oo.
a€A

4.1) || fllec = sup || f(a)||.définit une norme sur B(A, E) appelée norme uniforme.
a€A

Sa distance associée est la distance uniforme du Chap. I, voir I (3.22).
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Vérifiez tout ce qui doit 1’étre.

Exemple 4.2. Si I’on prend, en particulier, A = N et £ = K (avec la norme usuelle,
i.e. 1a valeur absolue ou le module), on obtient I’e.v.n., noté (classique) £, des suites
bornées. On note £°°(K) ou £ , K = R ou K = C, si I’on doit préciser.

(4.2) Vz =(&1,--,6n,---) 1 ||Z]lo = sup |&x].
neN

Nota - Le sup ne peut pas étre remplacé par un max !

Exemple 4.3. Un sous-espace vectoriel important de £ est celui des suites
convergentes qu’on note (classique) ¢ = ¢(K) ou ¢g. (¢, ]| - ||oo) €st un sous-espace
vectoriel normé de £°°. Le sup de la norme ne peut pas €tre remplacé par un max :

pensez 2 la suite (1 — —)

Exemple 4.4. c contient a son tour un sous-espace vectoriel normé important, celui
des suites convergentes de limite 0, onle note co. Pour x € ¢p,0na: ||z||e = max |€n]-

ne
Pourquoi peut-on prendre max ici ?

Exemple 4.5. Enfin, on notera coo le sous-espace vectoriel normé de ¢ constitué
par les suites de terme général nul A partir d’un certain rang.
Remarque : Si e désigne la suitee = (1,1,1,...,1,...), convergente de limite 1 bien

slir,ona :
(4.3) |c=co®|e]| somme directe algébrique, ol [e] est le sous-espace vectoriel

engendré par e.

Exemple 4.6. On notera £ (K), ou £&, ou £7, pour tout p réel > 1, I’ensemble des
suites x = (&1, - ..,&p, - . .) d’éléments de K vérifiant :
oo

4.4) > &P < (puissance p-ieme sommable).
n=1

P est un espace vectoriel sur K, on le munit de la norme suivante :

o0 1/p
@5) |llzl, = (% &)

La démonstration du fait que £” est bien un espace vectoriel et du fait que || - ||, est
effectivement une norme sur ¥ se fait exactement, mutatis mutandis, comme dans le

Chap. I, Exercice 2.3 .

Jusqu’ici nous avons mis toutes les normes holdériennes sur un méme espace : R™,
C([a, B], R).

Il faut prendre garde ! || - ||, est mise sur £” mais pas sur £7 avec p # ¢ !

On a, de mani¢re précise, pour 1 < p < ¢ < oo : £ est un sous-espace vrai (i.e.
non égal) de £7, et pour tout u € £¥ ona |ul, < |lull,.

En effet, soit s tel que p < s < ¢ : lasuite u = (£,) on &, = n~Y/* vérifie u € £7
ety ¢ £° (contrdlez !).

A présent, si u € Sp(0,1), i.e. si Z |€.P =1,0na Z |€:]7 < 1 pourp < ¢ < oo,
=

et sup |&| < 1 pour ¢ = oo s01t lullg < llullp, et le résultat vaut pour tous les
neN>
u € ¥ par homogénéité.
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5. PRODUITS SCALAIRES ET ESPACES PREHILBERTIENS

s Ici nous allons étre contraints de distinguer le cas réel et le cas complexe : les -
deux cas présentent des particularités importantes.

1. CAS DES ESPACES VECTORIELS REELS

Définition 5.1.
Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
Un produit scalaire sur E est une fonction f : E x E — R, définie sur le produit
cartésien F x E a valeurs dans I’ensemble R des nombres réels, vérifiant les cing

propriétés suivantes :

B.1) Yue EszNve EVYwe E: flu+v,w) = flu,w) + f(v,w)
[additivité par rapport a la premiére variable, la seconde étant fixée, quelconque],

(5.2) Yue E,Yve E,VAE R: f(Qu,v) = A f(u,v)
[homogénéité par rapport 2 1a premiére variable, la seconde étant fixée, quelconque],

(33) YueENveE: f(v,u)= f(u,v) [symétrie],
54 YueFE:f(uu)>0 [positivité],

55 fluu)=0= u=0
[séparation, mais on dit plutdt que f est définie].

Pouru € F, v € E donnés le nombre réel > 0,< 0,0u=0) f(u,v) sappelle le

produit scalaire de v et v (ou bien de u par v ).
Commentaires

flu,v+w) = f(v+w,u)= f(v,u) + f(w,u) = f(u,v) + f(u,w), en utilisant
(5.3) puis (5.1) puis a nouveau (5.3).

De méme, f(u, \v) = f(Av,u) = A f(v,u) = A f(u,v), en utilisant (5.3) puis
(5.2) puis (5.3). Donc f est linéaire par rapport a sa premiére [resp. 2 sa seconde]
variable quand on fixe arbitrairement sa seconde [resp. sa premicre] variable.

Rappelons qu’ une telle fonction de deux variables est dite bilinéaire. Une application
bilinéaire a valeurs dans le corps des scalaires est appelée une forme bilinéaire.

Attention : f bilinéaire sur F n’implique pas que f est linéaire sur le produit £ x E'!
Et f linéaire sur £ x E n’implique pas f bilinéaire ! Trouvez des contre-exemples.

En définitive, un produit scalaire sur E réel est une forme bilinéaire symétrique
et définie positive.

Notation :

Plutdt que de noter un produit scalaire par une lettre (f jusqu’ici) on utilise en général
la notation (u|v). S’il y a plusieurs produits scalaires en jeu, on introduit [u]v], ou (u|v),
etc.

w2 « Simplifier» (u|v) en ulv est source d’erreurs, et en outre est tres peu apprécié
par les correcteurs . . .

Définition 5.2.

Soit E' un espace vectoriel réel et soit (.|.) un produit scalaire sur E. On associe
au produit scalaire une norme (dite associée) en posant :

(5.6) Yu € E : ||lull = /(ulu) = [(ulu)]/?
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La trés importante inégalité de Cauchy-Schwarz ()

Soit ¢ : £ x E — R une forme bilinéaire symétrique positive, ie. vérifiant
(5.1.2,3,4), mais pas nécessairement (5.5). Ona :

(5.7 |Vu€ E,Yo € E :|g(u,v)| < 1/g(u,u).\/g(v,).
Si g est un produit scalaire (.|.), en termes de norme associée :
(58) |[Vue E,Yo € E: Jou: [(ulv)]? < lull? |22

2= De plus (pour u # 0) ona, dans ce cas, 1’égalité | (u|v)| = ||u||-||v|| si et seulement
s’il existe p € R tel que v = pu, et: ||u + v|| = ||u|| + ||v|| < v = cu ot cest un
réel > 0 (pour u = 0, le probléme est banal).

Démonstrations :

Yu € E,Yv € E,VA € R: g(u+ lv,u + dv) > 0 par (5.4).
D’autre part : g(u + Av, u + Av) = g(u, u) + g(Av, u) + g(u, Av) + g(du, Av)
= g(u,u) + 2X.g(u, v) + X%.g(v, v),
en utilisant (5.1) (5.2) et les Commentaires ci-dessus.
Si g(v,v) = 0, on a : g(u,u) + 2X.g(u,v) > 0 pour tout A € R, ce qui implique
g(u, v) = 0 [faire tendre X vers £00], et donc (5.7) est vérifiée.

Si g(v, v) # 0, faisons A = — ((:j ;’)) glu, u)— 2923 :j;g(u v)+ (£ E: :3) g(v,v) >0,
soit : g(u, u) — 2[99(1;7;)] + [gg@;? = g(u,u) — 1%(%%2)]— >0,ie (57). ¢

Si g est un produit scalaire, par définition de la norme associée, (5.7) donne (5.8). ¢

Si g est un produit scalaire et si on a I’égalité dans (5.7), on a — en remontant les
calculs ci-dessus : g(u+ v, u+v) = 0 = ||ju+Xv||? = 0,d’on, par (5.5) : u+Av = 0,
et le résultat en prenant ;» = —1/X (A = 0 donnerait le cas trivial v = 0 qui a été
exclu).

Réciproquement, si v = pu, 4 € R, on a bien €galité dans 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz. ¢

Nous pouvons maintenant prouver que la « norme associée » est effectivement une
norme. u — ||u|| = 4/ (u|w) posséde trivialement les propriétés d’une norme, mise a
part I’inégalité triangulaire, mais :
s+ ll* = (ulu) + 2(ulv) + (v]0) = Jull® + 2(ulv) + o]

< lull? + 2f|ull-llo]l + lo)l? = [lull + llo]l] ", ot < provient de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Dot [lu + ol < Jlull + [|v]]-
Notons que (5.5) n’est pas intervenu, et donc que :

V9(u+v,u+v) < /g(u,v) + 1/g(v, v)

pour toute forme bilinéaire symétrique positive. ¢

11 est intéressant de préciser le cas d’égalité dans cette inégalité :
lu+ vl = llull + o]l <= llu + ol = (Jlu]| + |2]))?
<= |lull? + 2(ulv) + [lv]|* = [|u]?

Ne pas confondre le mathématicien allemand Hermann Schwarz et e mathématicien frangais Laurent
Schwartz. L'inégalité de C.-S. est appelée inégalité de Buniakowski par les russes.
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d’ot (ulv) = |lull.]lo|l qui est le cas d’égalité de 1’inégalité de C.-S. Donc on doit
avoir v = Au,A € R. On doit donc avoir : , soit :
[T+ X J|ull = (1 + [A])-|lull. Le cas trivial w = 0 ayant été écarté, on doit avoir
1+ = , ce qui ne peut avoir lieu que si A > 0 (vérifiez !). La réciproque est

évidente. ¢

& Exercice 5.1. (facile) Montrez par un exemple que I’équivalence ci-dessus est fausse dans
un e.v.n. dont la norme n’est pas associée a un produit scalaire.

Identités remarquables

Soit E un espace vectoriel réel et soit (+|-) un produit scalaire sur E. Soit || - || 1a
norme associée. On a les trois formules suivantes, d’utilisation trés fréquente :
(59.1) Yue EVve E: |u+|?+ |lu—2|? = 2||u|? + 2|v|>
[identité du parallélogramme]

(59.2) Yue€ E,\Vve E: (ulv) = i{|lu+v]|2 — |lu—v|?].

[identité de polarisation]
(5.10) Vu,a,b€ E: 2lu—al®+2|u—b]? =4|lu— (a+b)*+ |la—b|I>.

[identité de la médiane]

Démonstrations :

69 llu £ )1* = [lull® + 2(ul
membre. ¢

(5.10) Dans (59)onchange u + venu —aetu—wvenu—b. &

Justifiez en termes de géométrie élémentaire e nom de ces 1dent1tes Démontrez que
dans (R?, || - [|leo) les forrnules (5.9.1) et (5.10) sont fausses.

.

2, et on ajoute (resp. soustrait) membre 2

Définition 5.3.

On appelle espace préhilbertien réel lc couple constitué par un espace vectoriel
réel E et par un produit scalaire (+|-) sur E. Onle notera (E, (-]-)).

Les espaces préhilbertiens de dimension finie sont, ¢’est de beaucoup préférable,
appelés espaces euclidiens.

Remarque . Le ‘terme « préhilbertien» a été forgé d’apres le nom du trés grand
mathématicien allemand David Hilbert. Les anglo-saxons parlent « d’espace a produit
scalaire », ce qui n’est pas plus mal . ..

Exemples d’espaces préhilbertiens réels

Exemple 5.1. R™ muni du produit scalaire : £ = (&1,...,&),y = (M1,..., %) ¢
(z|y) = &1.m + - - - + &1 est un espace préhilbertien, la norme associée est 1a norme
cuclidienne.

Exemple 5.2. Nous avons déja introduit 1’e.v.n. #? des suites de réels de carré

o
sommable, i.e. vérifiant : > €2 < oo, que nous avons normé naturellement par

Jelle = el = (55 €2) ™

oo
#? estun espace préhilbertien pour le produit scalaire : (z|y) = 3. &,.7,. La norme
n—1

associée A ce produit scalaire est || - ||2.



46 Chapitre II

Exemple 5.3. Nous avons aussi déja introduit I’e.v.n. C([a. b], R) muni de 1a norme
b 1/2
quadratique || f||2 = (/ [£(£)])? dt) .On peut le noter Co([a, b], R). C’est un espace
a b

préhilbertien pour le produit scalaire : (f|g) = [ f(t).g(t) dt dont 1a norme associée

a

est || - ||2 [voir Exemple 3.2 et Exercice 3.1].

Exemple 5.4. Soit £ = C!([a, b], R) I’ensemble des fonctions f : [a.b] — R qui
sont continues sur [a. b] et dérivables 2 dérivée continue sur [a,b] (en a et b on a une
dérivée a droite et & gauche respectivement). F est un espace vectoriel réel ; c’est un
espace préhilbertien pour le produit scalaire suivant :

b b
(flg) = / ft)-g(t)dt + / F/(t).¢'(t) dt.

& Exercice 5.2. Vérifiez tout ce qui doit I’étre dans les trois exemples ci-dessus.

¥ & Exercice 5.3. On considere I’ espace vectoriel réel E = M,,, ,,(R) des matrices & m lignes
el a n colonnes, a coefficients réels.

Pour a € E,b € E, on pose (alb) = tr(*a.b). Voir Exemple 3.1 in fine pour les notations.
Démontrez qu’ on définit ainsi un produit scalaire sur E. Onnote || - || 1a norme associée ; vérifiez
que pour tout z € R™ on a I'inégalité : [|a.z||gm < |la]|.||z||gn, R™ et R™ éant munis de la
norme euclidienne. <

2. CAS DES ESPACES VECTORIELS COMPLEXES

Définition 5.4.
Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle produit scalaire sur E (on précise
parfois : produit scalaire hermitien) une fonction h : E x E — C qui posséde les
propri€tés suivantes :

(5.11) Yue E,Yv € E,Vw € E : h(u+ v,w) = h(u,w) + h(v, w)
[additivité par rapport 4 1a premiére variable],
(5.12) Yue E,Vv e E,VA € C: h(Qu,v) = A.h(u,v)
[homogénéité par rapport a 1a premicre variable],

(5.13) Yu € E,Vv € E: h(v,u) = conjugué complexe de h(u,v) = h(u, v)
[symétrie hermitienne],

(5.149) Yue E: h(u,u) >0 [positivité],
615 hlu,u)=0 = u=0 [non dégénérescence].
Commentaires -

Vu,v,w € E : h(u,v + w) = h(v+ w,u) [par (5.13)] = h(v,u) + h(w, u) [par
(5.11)] = h(v,u) + h(w, u) [par additivit€¢ du conjugué] = h(u,v) + h(u,w) [par
(5.13)].

Donc A est additive par rapport 4 la seconde variable.

Vu,ve E,VA e C:
h(u, A) = h(Av, u) = X.h(v,u) = \h(v.u) = X\.h(u,v).
Donc h n’est pas homogéne par rapport a la seconde variable, elle est « anti-homogéne ».
On dit que b est une forme sesquilinéaire (sesqui = un et demi).
Le couple constitué par un espace vectoriel complexe et par un produit scalaire
hermitien s’appelle un espace préhilbertien complexe.




Normes et espaces vectoriels normés 47

Remarque : si h était supposée homogene par rapport aux deux variables, pour v € F,
tel que h(u,u) > 0, on aurait : h(i.u,é.uv) = i.4.h(u,u) = —h(u,u) < 0.1l serait
difficile de faire de v — +/h(v, v) une norme !

Vous pourrez démontrer 2 titre d’exercice que I’inégalité de C.-S. est valide pour les
espaces préhilbertiens complexes, ainsi que la notion de norme associée.

Pour une bonne part, la théorie des espaces préhilbertiens complexes se développe
comme la théorie des espaces réels : il suffit de distribuer judicieusement des barres
de conjugaison, des Ré&, des Im, 1a on ils sont nécessaires. Mais il arrive que les deux
théories divergent notablement. La théorie complexe est indispensable pour certaines
questions : la théorie spectrale, par exemple, comme en dimension finie.

Ici nous ne traiterons que des espaces préhilbertiens réels, cela pour ne pas
additionner les difficultés.

w Dans ce qui suit nous revenons donc aux espaces préhilbertiens réels.

Orthogonalité

Définition 5.5.
Soit (E, (+|-)) un espace préhilbertien réel. On dit que deux vecteurs w et v sont
orthogonaux si (u|v) =0, ce qu’on notera v L v.

Cette relation est bien siir symétrique.

Le vecteur nul, 0, est orthogonal i tous les vecteurs de F, y compris 2 lui-méme.
C’est le seul vecteur qui posséde cette propriété, car si u 7 0 on a (u|u) = ||ul|? # 0.

La relation 1 n’est ni réflexive ni transitive.

On dit que deux parties A # () et B # () de E sont orthogonales si:
(5.16) Ya€ AVbe B:alb,i.e.(alb) = 0.

Attention :
Deux sous-espaces vectoriels orthogonaux n’ont que 0 en commun, car si u appartient 2
leur intersection on doit avoir v L u, d’olt w = 0. I1 ne faut pas confondre cette notion avec la
notion de géométrie élémentaire de plans perpendiculaires dits aussi, malencontreusement,

orthogonaux.

Théoreéme de Pythagore («Pont aux anes» généralisé)

(517) ||lu+ v||? = ||ul® + ||v||? si et seulement si ; u est orthogonal & v.

Eneffet, ||Ju + v[|2 = |Jul|? + 2(ulv) + ||v||2.
Siwq,...,u, sont n vecteurs orthogonaux deux a deux, ona :

(5.18) || i uzllz = i lus*  (par récurrence).
=1 iz

& Exercice 5.4. (facile) Démontrez que u L v <= VA € R : |Ju|l < ||u+ M.

Nota : Cette équivalence peut pernettre de définir w L v dans tout e.v.n, mais cette relation L
génralisée n’est pas Sy métrique, ce qui en limite I'intéret.

& Exercice 5.5. (difficulté moyenne) Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, on note
| - || 12 norme associée. Démontrez que pour tous u € F,v € E non nuls on a I’identité :
I - o~ o

el Ml Jlull]lof®
[loll-llw — wll + |[wl|-[lw — v||, puis que, pour tous u,v,w,tde E,ona: ||t —u|.Jw —v| <
I — vll-lw —wll + |t — wl|-l|v — || linégalité de Prolémée].

Interprétez cette inégalité en termes de géométrie élémentaire.

& Exercice 5.6. Soient (E, (-|)) et (F, [|-]) des espaces préhilbertiens réels.

- Déduisez-en que, pour tous u, v, wde F,ona: ||u|.|[v —w| <
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Soit A : E — F une application lindaife. Démontrez que A est 1sometr1que si et seulement si
pour tous u, v € Eona: [A(u)|A(v)] = (u|v).

Soit B : E — I vérifiant pour tous u, v € E : [B(u)| B(v)] = (u|v). Démontrez que B est
une application linéaire.

Definition 5.6.

Soit A = () une partie quelconque de E. On note A+ I’ensemble des v € E tels
que v L a pour tout a € A. On appelle cet ensemble 1’orthogonal de A.

Commentaire : A et AL sont des parties orthogonales au sens de la définition 5.5.
Propriétés de I’orthogonal

Pour tout A # @, AL est un sous-espace vectoriel. En effet, si v et w sont dans A, on
av L aetw L apourtouta € A, etdonc (v+w) L a;(Av) Lapourtouta € A. ¢
Ona: A C B = B! c Al (¢vident) et donc, en notant A+ = (41)4 :
Ac B = At c pti,
Soit u € Aetsoitv € AL : (ulv) = Oet, donc, u € AL : A C AL,

Comme A est quelconque alors que A+ est un sous-espace vectoriel, on n’a pas
de raison d’avoir ’égalité A = ALL ... On donnera plus tard [Chap. X VIII] des cas
d’égalité,

Définition 5.7.
Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel. Une famille (u,);es de vecteurs de

E est dite orthonormale si ||u;|| = 1 pourtouti € Tetsiu, L u,,Le (us|u;) =0,

pour tous 7, j tels que 7 # j.

Exemple 5.4. Soit £ = 7 (R). Pour tout 7 entier > 1 on pose :
e, = (0,0,...,0,1,0,...), [1 alan-ieme place et 0 partout ailleurs].
La famille (e, )nen+ €St orthonormale.

Pour v = (&1. ... &n, -.) dans E, posons un, =Py (u)=Y_ &e; et E,=[(e1, .., en)].
=1

Un € En, et P, est une application linéaire de F sur £, gppelée projection orthogo-

nale.

lu —unll> = 3 €2 estle reste d’une série convergente et donc tend vers zéro.
i>n+l
Ainsi lim (P, (w)) = v dans E [voir Chap. III]. On dit que (e, )nen- €5t une base
n—oo

hilbertienne de E. Nous reviendrons plus tard [Chap. XIX] sur cette notion importante.

6. ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES

Une notion trés intéressante dans un espace vectoriel est celle de convexité. C’est
une notion purement algébrique.

Définition 6.1.

I Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C, et soit A C FE. On dit que A est
convexe 81 :

6.1) {Yue A Voe AVAE]0,1]: du+ (1 —A)ve A

Autrement dit, si pour tout couple (u,v) de points de A, V'intervalle ouvert
Ju,v[ = {Xu+ (1 —A)v / A €]0, 1} quiles joint est tout entier contenu dans A.
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Nota : Comme u et v sont supposés dans A, on a en fait u + (1 — A\)v € A pour
X € [0,1], et le segment fermé [u,v] = {Au+ (1 — X)v /X € [0.1]} est tout entier
contenu dans A. Mais trés souvent on est contraint de raisonner pour A #% 0, A # 1
séparément, par exemple parce qu’on consideére 1/X ou 1 /(1 — ) ... La définition 6.1
est bien adaptée 2 cette situation.

On considére le vide } comme un convexe.

e Le lecteur-vérifiera que si A et B sont convexes, et si A € Kona: A+ B
est convexe, en particulier a + B est convexe, AA est convexe. Toute intersection de
convexes est convexe. Tout sous-espace vectoriel de E est convexe.

o Si(E, ||-]|) estune.v.n. les boules (ouvertes ou fermées) sont convexes ; les sphéres
ne sont jamais convexes. Il suffit pour B(«u, p[, par exemple, de prouver le résultat pour
u = 0ctp =1, dapres (3.3); soient donc u et v tels que ||u|| < 1, ||| < 1, et soit
O<A<i:|Ppu+ @ =X <Au]|l+@A =Nz <r+(1—-X)=1.¢

e Soit ¢ € E*, ¢ # 0, une forme linéaire sur E (i.e. une application linéaire de
E dans K) et soit « € K. L’ensemble H(p,a) = {v € E / ¢(u) = a} qui est un
hyperplan, c’est-a-dire le translat€ d’un sous-espace de codimension 1 [voir I’annexe
du Chap. X], est un convexe (vérifiez).

Si K = R, on peut considérer les sous-ensembles D(p, a[= {uv € E [/ p(u) < o},
D(p,a] ={u € E [ p(u) < a}, appelés respectivement demi-espace ouvert, demi-
espace fermé ; ce sont des convexes.

e Soient F et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps Ketsoit L : F — F
une application linéaire. Si C est convexe dans E, L(C) est convexe dans F ; si K est
convexe dans F, L~!(K) est convexe dans E.

Démontrons le second résultat. Soient u, v dans LY (K) : L(u) == = € K et
L(v):=y € K. Soit A € 10,1 : A + (1 — \)y € K puisque K est convexe, donc
AL(u) + (1= XNL(v) =L(du+(1—-XNv) e Ketu+ (1 —ANve L7 (K). ¢
Definition 6.2.

Soit E un espace vectoriel réel. Soit f : E — R une fonction.
On appelle épigraphe de f le sous-ensemble de F x R noté et défini comme suit :
(6.2) épi(f) =={(v.0) e Ex R/ f(u) <a}.
| Pour tout & € R donné, on appelle niveau [resp. sous-niveau] de f en o le
sous-ensemble de E suivant :
(6.3) niv(f.o):={u€ E/ f(u)=a}
| [resp. sous—niv(f, o) = {u € E / f(u) < a}l.
Nota : Bien remarquer que dans les définitions de épi et de niv c’est R qui intervient
etnon R!

-Définition 6.3.
|  Ondit que la fonction f est convexe si épi( f) est une partie convexe de E x R.
L o
& Exercice 6.1. (trés facile) On note pr, I’application naturelle pry : £ x R — E,
(u, @) — pr;(u, @) = u. Vérifiez que : sous—niv(f,a) = pr; (épi(f) N(E x {a})) et que
épi(f) = U (sous—miv(f,a) x {a}).
acR

Proposition 6.1.
| Soitf: E—]—00,+00|. f estconvexe si et seulement si :

6.4) |Vue E,Voe E,VA€]0.1]: fOu+ (1 — Nw) < A F(u) + (1 — A).f(v).
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Démonstration :
Si f vérifie (6.4), soient (u, &) et (v, 3) dans épi(f), et soit A € ]0,1[ :
Mu, @) + (1 —N)(v,8) = (Mu+ (1 —Av, da+ (1— 1)) et
FOu+ (1= X)) < Af(u) + (1 — A f(v) < Ao+ (1 — X)B, et donc épi(f) est
convexe, L.e. f est convexe. ¢
Si f est convexe, Le. si €pi(f) est convexe, soient u, v dans F et soit A € ]0,1] :
si f(u) et f(v) sont finis (i.e. sont des réels), posons o = f(u) et § = f(v);
(u, @) € épi(f) et (v,B) € €pi(f), donc A(u, ) + (1 — N)(v, 8) € €pi(f), ce
qui signifie que f(Au+ (1 — A)o) < da+ (1 —X)B8 = Af(u) + (1 — A)f(v), d’ob
6.4).
Si f(u) ou f(v) sont égaux a +o0, (6.4) est automatiquement vérifiée. ¢
Nota : Si f est a valeurs dans [—o0, +0c[ on peut énoncer un résultat de méme type que
ci-dessus. Mais si f est 4 valeurs dans [—o0, +oc] on a un probléme car on peut tormber
sur des +o00 + (—o0) qui sont dépourvus de sens. Cela n’a pas d’importance parce que la
convexité de épi(f) a — elle — toujours un sens, et parce que de toute fagon les fonctions
convexes prenant la valeur —oo n’ont pas grand intérét.

Exemple 6.1. Si (E, || - ||) est un e.v.n. 1a fonction E — R, v +— ||u| est convexe car
pour tous u, v de Eettout A € ]0,1[ona: |Au+ (1 — N)o| < Allu|l + (1 — N)|v]l.

Soit A C FE une partic convexe et soit f : A — R une fonction. On dit que f
est convexe sur A si la fonction g : E — R définie par g(u) = f(u) si u € A et
g(u) = +oosiu € E\ Aest convexe.

Proposition 6.2.

| Soit A C E convexe. f : A — |—o0, +00] est convexe sur A ssi :

(6.5) |Vae A,Ybe A V)re]0,1]: f(Aa+(1—A5b) <Af(a)+ (1= N f®) |

Démonstration :

Si f est convexe sur A, g définie définie ci-dessus est convexe et d’aprés 1a Prop. 6.1
on a (6.5). Si I’on a (6.5) il est facile de voir en examinant les différents cas que g est
convexe, i.e. que f est convexe sur A. ¢

Exemple 6.2. Soit A C E convexe. La fonction valant O sur A et +cosur E \ A est
convexe. On la note 14 et on 1’appelle fonction indicatrice de A.

Exemple 6.3. Soit A une partie convexe nonvide d’une.v.n. E. La fonction £ — R,
uw— f(u) = d(u, A) = nf{||v — a|| / a € A} est convexe.
Soient en effet w, v dans E et A dans |0, 1[. Pour tout € > 0, par définition d'une
borne inférieure, il existe a € Aetb € Atels que d(u, 4) < ||lu — al| < d(u, A) + ¢
etd(v,A) < |lv —b|| <d(v,A) +e.Comme A estconvexe : da+ (1 —A)be Aet
donc :
d(du+(1-A)v, A) < [[Pu+(1—=2)v]—[ra+ (10| = || A(v—a)+(1—X)(v—d)||
< Alu—all+(1=N)fo—bl| < A(d(u, A)+)+(1—2)(d(v, A) +¢)
< Ad(u, A) + (1 — A)d(v, A) + &.

Comme 1’inégalité a lieu pour tout £ > 0 on a bien :

d(Ou+ (1 —M)v, A) < Ad(y, A) + (1 — N)d(v, A), et f est convexe.

& Exercice 6.2. (assez facile) Soit I un espace vectoriel réel. Soit A % () une partie de E. On

appelle combinaison convexe d’éléments de A toute somme de la forme » . \;a; dans laquelle :
: i€l
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T est un ensemble fini non vide (qui peut dépendre de la combinaison considérée), a; € A pour
touti € I, \; réel > Opourtouti € I,etd X =1
iel
On note A I'ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de A.
Si E = IR?, déterminez A quand A est réduit 4 deux points distincts, puis quand A consiste
en trois points non alignés.

o~

1) Démontrez que si A est convexeona: A = A.
Indication :
M An

Mar+ -+ Anit@ngr = (1 — Apa) [—1———)\”—1‘&1 4+ '——an] + Ant1Gnq1-
— Ant

1_)"thl

2) Démontrez que Aestle plus petit ensemble convexe contenant A.
Onnote A = conv(A) et on I’appelle I’enveloppe convexe de A.

3) Soit f : E — R une fonction convexe. Démontrez que : sup f(a) = sup f(b).
acA beconv(A)
& Exercice 6.3. (facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n, soit C' # @ une partie convexe de E, et soit
f : C — ]—00, +00| une fonction convexe. On suppose que u € C vérifie : il existe une boule
B(u, p| telle que f(u) < f(u) pourtout u € B(u, p| N C (i.e. que f atteint un minimum relatif
—ou local - en w). Démontrez que f(u) < f(u) pour tout u € C (i.e. que f atteint un minimum
absolu — ou global — sur C').

Fin de la partie cours du Chapitre I1

Le critére de «préhilbertisabilité » de Jordan-von Neumann

A ftitre d’exercice, examinons la question suivante : avec (1.8) (1.9) et ’exercice 1.1
on a un moyen commode pour vérifier si une distance d donnée sur un espace vectoriel
E est, ou n’est pas, associée 2 une norme || - || (ie. d(u,v) = ||lu — v||); a-t-on une
condition de ce genre pour assurer qu’une norme || - || donnée sur E est associée 2 un
produit scalaire (-|-) ?

Laréponse est positive, ct en fait on dispose de nombreux critéres. Le plus commode
est 1a caractérisation de John von Neumann et Camille Jordan.

Nous allons traiter le cas des espaces préhilbertiens réels, mais il existe une
caractérisation similaire — un peu plus compliquée — dans le cas complexe. Le résultat
s’énonce :

une norme || - || sur un espace vectoriel réel E est associée a un produit scalaire
(-|), i.e. qu'il existe (-|-) tel que pourtoutu € E ona||u||? = (u|u), si et seulement
si la norme vérifie pour tous u, v dans E l'identité du parallélogramme (5.9).

Nous avons vu que la condition est nécessaire, démontrons qu’elle est suffisante,
Soit donc une norme || - || sur E réel vérifiant pour tous u,v de E .
() llut ol + llu—ol* = 2[ul® + 2|01
Posons : g(u,v) := +{||u + v||* — [Ju — v[|?].
Nous allons vérifier que g est un produit scalaire vérifiant ||ul|? = g(u, u).
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Vu,v,w € E:

Ag(u'tv, w) = || (ut0) + w2 = (o) — w2 = lut (0 -+ w2 — lut (0 —w)|?

(=

= 2/u))? + 2o + w||? = |lu— (v+ w)|I* = (2lu]l* + 2llv —w|]* — [lu— (v —w)||?)

= 2|jv + wl* — 2l — wl? — [|(u — w) — vl[? + | (u + w) — »||?

) 2||v + w||? = 2||v — wl|? — (2||u— w||? + 2||v]|? — |lu—w +v||2) + (2||u + w)|?
+ 2[0]12 = Jlu + w+ ]|?)

= 2o+ w||? —2||v —w||? + 2||lu+ w||* — 2lu—w||? + lu—w+v|* — |u+w+v|?

= 8¢(v, w) + 8g(u, w) —4g(u + v, w),

d’ot : g(u + v,w) = g(u, w) + g(v,w), et g est additive par rapport a sa premicre

variable.

g(v, u) = g(u,v) est évident.

9(u, u) = zl|12)* = |lull* > 0. et g(v.u) =0 = [u]| =0 = u=0.

Si ’on prouve que g est homogeéne par rapport 2 la premiére variable, on aura
démontré que g est un produit scalaire tel que 1a norme || - || est associée a ce produit
scalaire.

Faisant v = u dans 1’égalité ci-dessus on a :

9(2u, w) = g(u, w) + g(u, w) = 2¢(u, w).
Procédons par récurrence et supposons que g(nu, w) = ng(u, w).
g((n+ 1y, w) = g(nu + u, w) = g(nu, w) + g(u, w) = ng(y, w) + glu. w)
= (n+ Dg(u, w).

Donc g(nu, w) = ng(u, w) pour tout n entier > 1.
g(0,u) = 0 et g((—1)u, w) = g(—u, w) = —g(u, w) (trivial).
Donc pour avoir I’homogénéité pour les rationnels (éléments de Q) il nous suffit de
I’étudier pour 7 = p/q, p et g entiers > 0 :

g(gq u, w) = g(p-u, w) = p.g(u, w) d’une part, et

g(gqu w) = g(qqu, w) = qg( u, w) d’autre part, d’ou :
p-g(u, w) = q.g(gu, w) etenfin : g(22 u,w) = qg(u, w).
Démontrons que si (A, ) est une suite de réels convergente vers A dans R on a (propriété
de continuité de g) : Vu € E,Vw € E: lim g(A,.u, w) = g(Au, w).

n—oo

En effet :

4|g(An, w) — g(Au, w)| = | [ Anu+w||? — | Anu— w||? — || Au+w||2 + || Au — w]||? |
< | IAnu + wl? = [ Au + w]?| + | [[Anu — w]|? — | Adu — w])?|
< (A + wll + 12w + wl).| | Anw + w|l — |Au+ || |

+ (IAnu — w|| + [[Ae — wl])] |Anu —w|l — | Au— w|| |
< 2(c+ |[|ull +2||w||) I1(An = A)ull, 08 € = max{]A], sup [An[} < co
(une suite de réels convergente est bornée, et on applique la seconde 1negalité

tr1angu1a1re formule (1.6) du chap. I)
Dot : |g(Anu, w) — g(Au, w)| < 2(c+ [lull + 2[|w])lw]-|An — Al etle resultat

A présent, soit 7 unréel positif. On sait que 7 est limite d’une suite de nombres rationnels
positifs : 7 = lim (7,), 7, € Q1 pour tout 7, et on peut écrire :

n—00
glru.w)= g((nh_r}(l)o Tn)-u, w) :nli_rgo (g(rnu,w))= nli_)ngo(rn).g(u, w)y=r.g(u, w).
La démonstration est terminée. 4

Remarque : Supposons que pour fout sous-espace vectoriel M de dimension deux de
FE (réel) on puisse trouver un produit scalaire gps (dépendant de M) sur M tel que
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gn(u, u) = ||u||? pour tout u € M. Dans ces conditions il existe un produit scalaire
g sur E tel que g(u, u) = ||u||?

En effet, pour tous u,v € FE on se place dans un plan M contenant u et v : en
utilisant gj; on a I’identité du parallélogramme pour || - ||. D’ot le résultat grace a la
caractérisation démontrée ci-dessus.

Par conséquent, les criteres de « préhilbertisabilité » (il en existe beaucoup) peuvent
étre étudiés dans les espaces vectoriels de dimension deux seulement : c’est plus
simple ! Et on peut mettre en ccuvre toute la machinerie de la géométrie élémentaire et
de I’analyse fine dans R?.

& Exercice 6.4. (tres facile) Soit (F, || - ||} un e.v.n. réel vérifiant I'une des deux inégalités
suivantes :
OVu€e E,Yv € E: |Ju+v|?+ |lu—]* < 2|ul?
(i) Vu € E,Yv € E: |lu+v|® + [lu — o[> = 2[|u||* + 2||v||*.
Démontrez qu’il existe un produit scalaire (-|-) sur F dont la norme associée est || - ||.

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.
Posons, pour tout u € E : ||[u| := d(u,0), et démontrons que | - || ainsi définie possede les
propriétés d’une norme.
(1.1) Vu € E : ||u|| = d(u, 0) est un réel > O (propriété des distances).
(1.2) ||0]| = d(0, 0) = O (propr. dist.).
(1.3) |lu]| =0 = d(u,0) =0 = u = 0 (propr. dist.).
(LY Vu € EVAEeK: |l = d()\lu,|0) = d(Mu, A0) = |A|.d(u, 0) lgrice a (1.9)]
= | A |u|-
(1.5)Vu € E,Yv € E: ||utv|| = d(u+wv,0) < d(u+v,u)+d(u, 0) [inégalité triangulaire pour
dl= d(v+u, 0+u)+||ul [gricea (1.8)1= d(v, 0)+|u| = ’ol
et le résultat cherché. +

% Exercice 2.1.
llevu+ Bl < llowll + |80l = la-lull + 18]-llv]l = scara >0, > 0.
On ne diminue pas la généralité en supposant (0 <)a < 3 (sinon on échange les rOles de o et
3 dans ce qui suit . . .).
llew + Boll = [|B(u~+v) — (B = a)ull
> 18w + v)|| — (B — @)ul| linégalité triangulaire]
2 |B]-lu+ |l = 18 — al-llull = Bllu+ |l - (B —e)ull
= Bllull + Bllvll = Bllull + allull = allu]l + llvll.
D’on Pégalité. ¢

% Exercice 2.2.

Remarquons d"abord que ce qui nous intéresse, cestn « grand ».
On peut donc supposer sans inconvénient que n + p > 0 pour tous les 1 considérés.

Remarquons aussi que (pour n +p > 0) : 1 = Zi‘z = n—?—p + n—li)—p , d’ou :

I(n+ pu+vll = 735 (n + p)u+ ol + n+pll(n+p)U+vU

= llnu+ 5ol + pllu + o]
Donc : [|(n'+ pu + vl = [Inu+ || = [Inu + Foll — llw + ol + pltu + Zoll.
Or: lim p||u+ n+p'U|| = pllu] (*), et:
|||nu + "+pv|| — |lnu + ’U||| < llnu + J55v — nu — v| [inégalité triangulaire]

<l@ - 1| ||v|| A llvll — 0 quand n — oc.
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Finalement : lim (||(n + p)u+v|| — |[nu+vl|) = pllull- ¢

) [llu+ n+,,v|| —llull] < llu+ o —ull = F5llvll — 0 quand n — co.

% Exercice 2.3.

Tout d’abord : ||u|| + |Jv|| < 2max{||ull,||v||}. etdonc: (1) == (2). 1l suffit par conséquent
de prouver (1).

Si [lu]] > |lv]l, (1) se réduit a prouver (1)’ : |lu — v|| > Lul|. ||"';‘—" — ﬁ” ; et si

lall < JJoll, (1) se réduit a (1)" : ||u — o = |v]|.|| T~ Tl || obtenue 2 partir de (1)’ en
changeant u en v.

On ne réduitdonc pas la généralité en démontrant seulement (1)'. Supposons donc que ||u|| > ||v||
et prouvons (1)'.

lu — vl = I|||:|||I v) —(v— pv“ 'U)” > |||u ||U|| 'U” —lv— 'H%H'UM

[seconde inégalité triangulaire]
> flu — ol — Il — ol = llall- | i — gl = ol — B
> |- || T — L” - |||u|| — ||'u||| [seconde inégalité triangulaire]
> [ull- ||L — il = llu =l

Donc : 2lu —vf| > |lul. || — gl ie (1) ¢

Supposons que pour un M on ait (1) avec M alaplacede 1. Soitu € E tel que ||u|| = 1, et
soit v = —Lyu pourn > 2: o] = =1

Ona: ||u——'u|| = lu+ £ul = (1+%)||u|| =1+1 e
max{[lull, o]} || 12 — 13l = max{1, 2w — ()] = L2 ]lu] =2,
douVn>2:1+21>2M — 2M <1 = M < }.Donc 1 est la meilleure constante
possible dans (1) [de meme pour ; dans (2)]. ¢

% Exercice 2.4.

(1) = (2) : Supposons qu'on a ||[u + v|| = ||u|l + ||v|| avec v #£ 0. Siw = 0, ona v = 0.4,
et ¢’est terminé. On supposera donc que w 7 0. D’autre part, on peut supposer que ||v|| > ||| :
si 'on a le contraire, il suffit de permuter v et v dans les calculs qui suivent. On part donc de
u#0,v#£0, vl > |ul-

rivons :
||||Z_|| + ol || > ||"Z—" + "”T"” - ||"”T" o || [seconde inégalité triangulaire]
> il ol — o[y — ] = gl + ol = lloll- (g — i)
[hypothese et [[v| > [lull] '
>2
Dot d*apres (1) : i = "Z—" = u=Avavec A= H >0.¢
(2) => (1) : Soient u,v € E tels que |lul| = [lv]| = 1 et &lu+v| = 1; on a donc :

ot oll =2 = flul + o]l
d’apres (2) :u = dwavec A >0 = ||u|| = 1—|)\| ol = A = u=n1.

Comme on a toujours 3||u + v|| < ilull + 5|vl| = L siu # v on a nécessairement
Hu+o| < 1,ie (1). ¢

(1) signifie que sur la sphere S(0, 1) il n’y a aucun segment autre que les singletons, et
donc qu’il n’y a pas de parties plates. Par exemple, sur R™, les normes || - ||, ol p réel > 1
vérifient (1), tandis que les normes || - || et || - || ne vérifient pas (1). Ces considérations
appartiennent a ce qu’on appelle la géométrie des e.v.n.

Remarquons que (1) peut s’ écrire :

Ve €]0,9],Yu,v € S(0,1),38(e,u,v) > 0: |lu—v]| 26 = [l <1 ¢

ce qui permet d’envisager une notion plus restrictive que la convexité stricte, la convexité
uniforme :

Ve >0,36(¢) > 0,Vu € S(0,1), Yo € 5(0,1) : u—v]| > e — L2l <1 _4
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Démontrez qu’un espace préhilbertien réel est uniformément convexe, et que la meilleure
fonction § possible est §(e) = 1 — (1 — %)1/2 [utilisez (5.9)].

% Exercice 3.1. b

B2 eV f € C([a, b, R) : || f]l1 =/ | £(t)| dt > 0, parce que T’ intégrale d” une fonction positive

est positive [notez I'importance ici de T hypothése a < b].
e ||0|]x = O, propriété de I'intégrale.
eVfeCC(la.b],R),YAER:

Ml = / I/\f(t)ldt_/ L@ de = A / ()] dt =

propriété de | - | et homogénéité de I'intégrale.
e Démontrons I'inégalité triangulaire.

b b
Vf,g € CaBLR) : [If + glls = / 1 + 9] dt = / () + g(0)] di et
Vi € fo.t] () + o(0)] < SO F lo(®) troprieéaé -1 =

1 +glh < / (1] + lg(0)]] de = / )] de+ / l9(&)] dt = | fl + gl : monotonie

puis additivité de I’intégrale.

e Démontrons enfin que |||y = 0 = f =0, ie Vt € [a,}] : f(t) = 0. Cela n’est

certainement pas trivial : en effet la fonction f nulle sur [a, b] sauf en 2 1(a + b) ot elle vaut 1
b

vérifie / | f(t)] dt = 0, bien qu’elle ne soit pas nulle ; d’autre part sinzdr=0-...

On va démontrer que :
5 si g est une fonction continue et positive sur [a. bl on a:

b
/g(t)dt=0 = g=0sur [a.b].

(résultat 2 connaitre par cceur, avec sa démonstration).

Cela démontrera ce qu'on veut en prenant g(t) = |f(¢)|- Raisonnons par I'absurde et
supposons qu’il existe ¢, € [a, b] tel que g(ty) = v > 0. g éant continue : ¢ = /2 > 0
étant donné, il existe n > O tel que Vt € [to — 1, to + 1) = |9(t) — 9(to)] < v/2 (nota:sito =a
ou b, Pintervalle est modifié en [a, a + 7] ou [b — 7, b))

Soit :ilexiste p > Otel que VE € [to — 0, bo+ 7] : 4 =7 — 4 < f(t) <v+ _3 . Donc :
q - . ¢

b
/ g(t)dt = / (t)dt + / g(t)dt + / g(t)dt,
K

Oubf—[ato 0. J = [to —n,to+ 7. K = [to+ 7, B,
%)
/g(t)dtz/g(t)dtz/%dt:5[(to+n)—(to—n)]=7.n>0((*)carg20sur
J

a J
[a,]]) : contradiction ! ¢

(3.3) || f||2 est 1a norme associée au produit scalaire ( f|g) = / f(t)g(t) dt [voir Exemple 5.3].

Pour prouver que || f|lz = 0 == f = 0 on utilise le résultat démontré ci-dessus pour la norme
(3.2) : 2 est > 0 et continue. ¢

(3.4) Aucune difficulté : voir (3.22). Rappelons qu’une fonction réelle définie sur un intervalle
fermé borné est bornée et atteint ses bornes, ce qui explique le ¢ max » au lieu de «sup » dans
Iexpression de || - [|oo- ¢

®Posons pa(t) = [f(E) — ga(t)] = |2 — M| = t|t — A Pour £ > X : @a(t) =1> — Met
@h(t) =2t —Nestnulleent = tA. maist > A > $X Pourt < A:pa(t) = At — et
Ph(t) =X —2testnulleent = ;)\ avec (2 A) = iX". 11y a deux configurations possibles
pour le graphe de . suivant que %)\2 est >ou<al— X =x(l). Dessinez trois figures : la
premigre représentera la fonction A +— max{ 1—X %)\2} ; cette fonction atteint son minimum
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enl € [0,1]telque 1 — X = i,\g, Soit 1 Ao = —2+4 2v/2 (o = 0, 83), les deux autres figures
représenteront ¢, suivant que A < Ao ou bien A2 Ao

lf — 9allc = max pa(t) = max{ 1—M,1 X‘,’}, et le minimum de cette quantité est atteint en
0<t< N

Ao cemmtmumvaut—)\o—1—)\0:3—2\/5(: 0,17).
1 A 1

||f—g;\||1:/<p;\(t)dt=/ t(A—t)dt+/t(t—A)dt=§A3—§A+§=G(A);
0 0 A

G’'(\) = 2 — L sannuleen \; = 1/+/2 qui correspond 2 un minimum de G()). Ce minimum
vaut G(\1) = 2(—1/v2 + 1) (= 0,098).
1

||f—g)\||;‘§:/(t2 M)?2dt=1—32+ 302 = H(\): H'(\) = 2\ — L s’annuleen ), = 2
0

etonal f—agilz2 = m (=~ 0, 11).

On peut dire que c’est pour 1a norme || - ||; que la fonction ¢ +— 2 est approchée de manidre
optimale par une fonction de la forme ¢ — Xt avec X € [0,1]. ¢

% Exercice 3.2.
On applique I’ inégalité de Cauchy-Schwarz (5.7) (5.8) dans I’espace préhilbertien de I’exemple

||f||1—/If(t)ldt—/lf(t)lldt<\/f 1) dtf [P 12dt = VE= @l
et:

I£113 —/ () dt < ||f||2/dt— (b—a)llfllze = lIfllz < vb—a.||f]le. Donc :

Vf e E,E=C([a,b],R) : |[flh <c|lflle < Cllfllos0t:c=(b—a)/?et C=b—a.+

Pour prouver que ces trois normes ne sont pas équivalentes deux a deux, on va prouver
quil wexiste pas de constante k > O telle que ¥f € E : || fllec < K| f]1 : de méme pour
< K| fllx et || fllec < || f]l2. Pour simplifier on prend o = Oetb = 1.

DSivVfeE: ||f||oo < k|| f]l1, considérons la suite (fn) n > 2, de fonctions définie ainsi :
fa®) =mntsit € [0,2]] ful(t) = —nt+2s1 te[L 2], fu(t) =0sit € [2,1] (fn € E,
dessinez !). On aurait pourtout n > 2: =
| fallo =1 < k|l fulL = k-3.2.1 = k.1, d’ot 2 la limite : 1 < 0. Cofitradiction ! ¢

DSivfe E:|fll2 < k||f 1, considérons la suite (g, ), n > 2, définie par :

gn(t) = —n32t+n12sit € [0, L] et go(t) = O0sit € [1,1] (gn € E, dessinez!).

1/n
On aurait pour tout 7@ [|gnlli = 5 - % - VU = 575 - llgall5 = / (—n3/% 4 n'/2)2dp = 1,
0
d'ott = < k- 31= = Z- < 0. Contradiction! ¢
3SivfeE: || flleo <Elf

Nota :

Vous avez peut-étre trouvé des exemples différents 7 C’est votre droit ! Pour ceux qui
n’ont rien trouvé, rappelez-vous des fonctions « chapeau pointu », ¢a sert souvent dans ce
genre de question : on détermine hauteur et largeur des chapeaux en fonction de la situation,
par titonnement . . . Appliquez cette méthode, par exemple a la Remarque suivant I’énoncé
de I'exercice 3.2.

% Exercice 3.3.
On veut prouver que, pour tout f € C([a, b, ]R) o <bona: hm 1 £llp = | flloos OO :

1l = / rcolrae)"” et = mas [0

<t<b

2, la suite (g,,) ci-dessus donne : /71 < k . Contradiction ! ¢

Pour f = 0 le résultat est trivial, soit donc f 7é 0. On se donne € > 0 arbitraire.

(||f||p)”—/ If(t)l”dt<(m33<|f(t)|)”/ dt = (|| flleo)?(b — @), d’0t :
I1£lls < (b= a)'?|l flloo-

~
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Comme lim (b — a)'/? = 1, il existe p, tel que pour tout p > py. ona:
pco

b—a)/P <1 £ d’ob, pourp >y < (14 —5— o = o T E.
b-—a)ir< +||f|oo U, pour p = o ||f||p_( ”f”oo)”f” A1l

D’ autre part : || f||o est effectivernent atteinte en un point ¢, € [a, b] (un au moins). Prenons (ce
qui est loisible) € < || f|loo- Comme f est continue, il existe un intervalle [to — 7, to + 7], n > 0,
dans lequel | f(2)| > || flloo — % (modification [a, a + 7] ou [b — ), b] si to = @ ou bien ¢, = b).

Ona: to+n to+7

11" l/umwﬁ>/'|ﬂmmﬁzwﬂu—gf/ dt, soit

to—n
1157 = 20-(flle — §) et 2 11l = @)%~ (Iflleo — §)-
Comme lim (27)'/? = 1, il existe p, tel que, pour tout p > p, : (29)V/7 > 1 — —n—- Dot
) i
pourp > py .

171> (1= 5752) (11l = §) = Wl = e+ 157 = 1/l — €

Ainsi, en regroupant : pour tout p > max{p1, P2} : | flleo — € < I fllp < | fllco + &
C’estdire que : lim || fllp = || fllco- ¢
p—00

% Exercice 5.1.

Prenons E = (R% | - ||oo). Considérons les deux vecteurs v = (1,0) et v = (1,1).
|l = max{1,0} = 1, ||v|lcc = max{1,1} = 1, u +v = (2,1) etdonc:
v + v)lw = max{2,1} = 2 = |lull + ||v]|co- Pourtant ces deux vecteurs ne sont pas

colinéaires ! ¢

(5.9) et (5.10). (5.9) est appel€e identité du parallélogramme car elle exprime que : Ia somime
des carrés des longueurs des diagonales d’un parallélogramme est égale a la somme des carrés
des longueurs des quatre cOtés. (5.10) est appelée identité de la médiane car elle dit que : la
somme des carrés des longueurs de deux cOtés adjacents d’un triangle est égale a la somme de
la moitié du carré de la longueur du troisiéme c6té et du double du carré de la longueur de la
diagonale relative a ce cOté. ¢

Prenons dans (R, || - [leo) : u = (2,0), v = (0,1); u+v = (2, 1), u —v = (2,—1);
lut+vc = = 1;siI’onavait I"identité du parallélogramme,
on aurait : 22 + 22 = 2(2% + 1?), soit 8 = 10, impossible ! +

% Exercice 5.2.

Il n’y a aucune difficulté. Pour les exemples 3.2 et 3.3 et la propriété (5.5) nous renvoyons au
corrigé€ de I’exercice 3.1. ¢

% Exercice 5.3.

E = Mpa(R) [ lignes, n colonnes], (a|b) = tr(*a.b). Avant tout il convient de s’assurer
que (al|b) est bien défini pour tous a, b dans M, .. Si a possede m lignes et n colonnes, la
transposée ‘a posséde n lignes et m colonnes ; par conséquent ta.b est défini et ce produit est
une matrice carrée a n lignes et n colonnes [dessinez les rectangles !] : la trace de ce produit a
donc un sens, et (a|b) = tr(*a.b) est bien défini.

Les propriétés (5.1), (5.2) d’un produit scalaire découlent immédiatement de la linéarité de
la transposition et de la trace : *(a + b) = fa + *b et tr(a + b) = tr(a) + tr(b), *(Aa) = Na.
tr(da) = )\tr(a) La symétrie (5.3) résulte des propriétés suivantes de la transposition :
Y(a.b) = *b.ta, *(*a) = "a = a, el de la propriété suivante de la trace : tr(*a) = tr(a):

(bla) = tr(*b.a) = tr[*(*b.a)] = tr(*a.t*b) = tr(*a.b) = (alb).
On sait déja — Exemple 3.1 — que (ala) = tr(*a.a) = ||a|22> = somme des carrés de tous les
éléments de o = carré de la norme euclidienne dans R™", et donc :

(ala) >0, (ala) =0 = a = 0, soit (5.4), (5.5).

(a, b) — (a|b) est donc bien un produit scalaire sur E. ¢

L'inégalité ||a.z|| < ||a||-||z|| peut se prouver directernent :
utilisez I'inégalité a8 < 3(a?+ (%), pour et 3 réels, mais cette inégalité sera tudiée en détail
dans le Chap. X. ¢
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% Exercice 54.

Siu L v, ie. si(ulv)=0onapourtout A\ € R:
[l + do|? = ||u||2 +2X(ulv) + X [ol” = [lull® + N|v]|* = [lul*, soit :
llull < flu+ vl +

Réciproquement, si ||u|| < ||u+ Av|| pourtout A € R,ona:
lull> < |lu+ Mo|% = + 2M\(ulv) + X?||v]|? = 2(ulv) + A||v||* > O, pour tout A # 0.
Pour tout entier n > 1, on a donc : 2(ulv) + 1|[v]|* > 0, et donc 2 la limite, quand n — oo :
2(ulv) 20 = (ulv) 20®.

Siv=~0o0nawu 1 v;supposons v # 0. Faisons A = —3 ||1:J|1|}) ; si A = 0 on a le résultat voulu,
sinon : 2(ulv) — 3(ulv) = —(ulv) > 0 => (ul|v) < 0 qui avec (*) donne (ulv) = 0. ¢
% Exercice 5.5.
Yu € E\ {0}, Vv EF\{O}

v 2 UI’U) v 2

+
I~ e ||u|| el ]
_a © 1l 2u) + [ul
IIUII IIUII ||v|| Igdl [l [l
d’oli Ie résultat cherché : || v U || = =l .
llull® ol llall- [l
Vu,v,w € E\ {0}:
[l =]
= - < - +
[[ull-[l2] = I [lull® IIvII"’ <l [lall® IIwII2 I+l lwll® IIvII"’ |
[lu — wlj [w — v [en utilisant deux fois le résultat ci-dessus] ;

=l ol fwll-llo
multiplions les deux mermbres de I égalité par ||u/|.||v||-||w]. et le résultat cherché est prouvé :
lw —v|l|lw]l < ||lv —w||-lull + |lw — w|-||v]| [on retrouve I"énoncé exact demandé avec une
permutation circulaire de u, v, w]. Le résultat reste valide si des termes sont nuls. ¢
Pour arriver a I’inégalité de Ptolémée. il suffitde changeruenw —t,venv—t, etwenw — ¢
dans I’inégalité¢ précédente :
lw —vll-lw —tll < llv —wll-lu =l + lw—ull-lo -] ¢
Comme on peut s’en douter, Ptolémée (Claudios) qui vécut vers Y0-168 n’a pas donné son
inégalité en termes d’e.v.n . . . Mais plut6t dans les termes suivants : dans un quadrilatere
(convexe), le produit des longueurs de deux cOtés opposés est inférieur ou égal a la somme
du produit des longueurs des deux autres cOtés et du produit des diagonales (dessin !).

% Exercice 5.6.
Onnote || - || (resp. [[ 1] 1a norme associée au produit scalalre (-|-) (resp. [ |-]). Pour abréger on
note Au := A(u), Bu := B(u).

SiVu,v € E : [Au|A'U] (ulv), enfaisantv = u: [[Au]]2 = ||ul?
et A est ung isométrie. En effet, A étant linéaife :
[[A(w—v)]] = [Jlu—v| = [[Au— Av]]; si d(u.v) = |[u— ]| et &z, y) = [z — ]}, on abien :
O Au, Av) = d(u.v). ¢
Réciproquement, on utilise I'identité de polarisation (5.9.2) et la linéarité de A :
[Au|Av] = L{{[Au + Av]]* — [[Au — Ad]]”} = E{[[Alu+0)]]* — [[A(u —v)]]*}
= w2l = llu —v[*} = (ulv). ¢
Ensuite, Vu,v € E,VA\, u € R
[B(Au + pv) — ABu — pBv]>=[B(Au + uv) & A\Bu — uBv|B(Mu + pv) — ABu — pBu)
= [[BOw + po)]]2 — A B(w + )| Bu] — p[B(Ow + pv)| B
—A[Bu| B(Au + )] + A[[Bu]]? + Au[Bu| Bv] — p|Bv| B(Au + pv))
+ Ml Bo| Bu] + w2 Bo]]?
= ||Au + po||? — A + wolu) — p(du + polv) — A u + pe) + X2||u]|? + duulv)
—p(v|du + pv) + Ap(ulv) + p?|v||?
= Nlull® + 22 u(ulv) + p2lvl” — X[lull* — Au(ulv) — Mn(ulv) — p?[|v]|2 — X2||u]?
—=Au(u|v) + Xlull* + Ma(ulv) — Au(ulv) —p?||lv]|* + Mu(ulv) + p?|lv]|* = O.
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Dot : B(Au + pw) — ABu — pBv = 0 <= B()u+ pv) = ABu + uBv, e1 B est linéaire. ¢

Finalement, ce qu’on a prouvé, c’est que :
[A linéaire et isométrique] <= Yu, v € E : [[Au|Av]] = (ul|v).

% Exercice 6.1.
Démontrons que sous—niv( f, &) = pr; (épi( HN{(E x {a})).
Soit w € sous—niv(f, o) :u € E et f(u) < a; soit Ie couple (u, @) : (u,a) € épi(f) car
fu) <aet(u,a) € Ex{a} = (u,a) € épi(f)N(E x {a}), et:

pri(u, @) =u = u € pry (épi(f_) N(E x {a}))
Inversement, soit u € pr; (épi(f)ﬂ(Ex{a})) tu =pr, (v, B)ot(v, B) € épi(f)N(E x{a});
donc B =aet f(v) <a = u=wv € sous—niv(f, ). ¢
Démontrons que épi(f) = | g sous—niv(f, a) x {a} =
Soit (u, @) € épi(f): f(u) <o = u € sous—niv(f, a) et:

(u, @) € sous—niv(f,a) x{a} c |-+~

Inversement, soit (v, 3) € A :il existe @ € R tel que (v, ) € sous—niv(f, @) x {a} donc

B=aetf(v)<a=pF = (v,B) € épi(f). +

% Exercice 6.2.

Exemples : A = {a, b} ;
A={a+pb/A>0,u>0A+p=1}={da+(1—-Nb/0<A<1}=la,b.

A ={a,b,c}, a, b, cnon alignés ;

A= {Ma+pb+ve/XA>0,p0>0,v >0, A+ p+v = 1} estle triangle « plein » de sommets
a,b,c. ¢

HAC X. cara € A = ag=1a € X(la est une combinaison convexe avec I = {1}).
Supposons A convexe et démontrons que AcCA.

Les combinaisons convexes de deux €léments de A (= segment joignant deux éléments) sont
dans A, par définition de la convexité de A. Procédons par récurrence.

Pour nn > 2, supposons que » . MNa; € A.sia; € A, N >0, ) =1

nal 1<i<n nal <i<n
Considérons Y pibj, ot b; € A, p; > 0,et Y pj = 1. Unau moins des p; est # 1, sinon
n+l i=1 i=1
Z pi =n+1 > 3. Supposons que ce soit p1,,41 (sinon on permute !).
j=1

“1+...+un+u"+1:l.avecun+17é1-d’0ﬁ:1—L+ l—un+ = Let

—1—L > 0; donc, d’aprés I'hypothése de récurrence, ona:c =y ———J—b € A, Par

Pni1 1<j<n 1= Hnt
COHSOunIlt n+l
b - Z /,L]b - Z/»L]b +/an+1bn+1 - (1 - /an+1)c+ﬂn+1bn+1 € A
=1 =1

carce€ A, b, €Aty >0, (1 — /.Ln+1) +pp =1 ¢
2) A est convexe.
En effet, soient a= Alal +t+Aear € Aeth = by + o+ pbs € A o1 az b, € A,

i,y >0, Z)\,—letzuj—l et soit 6 €10,1[;

=1 =1
6a+(1—6)b—6)\1a1+---+0)\,,a.,+(1—0)u1b1+---+(1—6)u3b3,
6% >0, (1~ Oy >0,et:

Ze}"l_}—Z(l_e)ﬂJ_62)‘14‘(1—0)2“]_04_(1_0)_1
d’oﬁ‘0a+(1—0)b6A ¢

A est donc un convexe qui contient A : montrons que ¢ est le plus petit convexe contenant A ;
soit B un convexe telque: AC BC AT opération A — A étant (évident) monotone pour C,

ona.ACBCA,douparl).ACBCAetB—A.o
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On déduit facilement de ce résultat que : A = (MC / Cconvexeet A C C}.

3) On veut prouver que si f : £ — ]—00, +00] est convexe, on a :

a:=sup f(a)= sup f(b):=2

acA beconv(A)
Comine A C conv(A), évidemment : o < f3.
Soit aprésentb € conv(A) :b = > Aa;, ou I estfini, a; € A. \; >0, > A; = 1. Ondémontre
el el
facilement par récurrence que : f(b) = f (Z Niaz) <3N f(a:)
el icl
[cette inégalité de convexité est appelée I inégalité de Jensenl,
etVi € I: f(a;) <a = f(b) <ad X\ =a;comme f(b) < a pourtoutb € conv(A), on
el

a: g < q,doule résultat. ¢

% Exercice 6.3.
Raisonnement par contradiction : si 7 n’est pas un minimum absolu de f sur C, il existe w € C,
w # utel que f (w)y<f (w). Soit A € ]0, 1] arbitraire ; f étant convexe : R
FOw+ (1= X)) < Af(w) + (1= N f(u) < M@+ (1= N f(@) = f(@) (%)
Mais, d’autre part: w € C,u € C et C convexe => Aw+(1—ANu e C;

[Aw+ (1 =XNu—ul| = Nw—u]| <psiX <X = ”7% , et donc, en choisissant
M < Ag,ona: Mw+ (1— A)u € B(w, p| NC. et I'inégalité (*) est impossible pour A1, car
f@) < f(Mw~+ (1 — X\)w). Par conséquent, f atteint un minimum absolu en u. ¢

Cette propriété explique pourquoi les fonctions convexes sont en grande faveur en
optimisation : ce sont des fonctions simples du point de vue de leur minimisation (mais
pas de leur maximisation ! Voir Exercice 1.7 , Chap. VI).

—

% Exercice 6.4.
Toute I’astuce consiste a se rendre compte que les deux inégalités sont équivalentes entre-elles
et sont équivalentes a I'identité du parallélogramme, on conclut alors par la caractérisation de
Jordan-von Neumann.
Sil'ona(i),posant z :=u +v,y :=u—v,dot:u = %(m +y)etv = %(:z: —y), il vient :
Izl + llyll* < 2ll5(z + »I* + 2l 3(z — y)II?, soit:
lz + 3|2 + ||z — y]|* = 2||z||* + 2||y||?, cela pour tous z,y € E.
Donc: (i) = Yu € E,Y € E : |lu+ 0|2+ |lu—v||? = 2| + 2||v||2

C’est pareil pour (ii). ¢

Moralité : ce serait une bien mauvaise idée d’écrire un article sur les e.v.n. réels vérifiant
(1) qui ne sont pas des espaces préhilbertiens . . . Le folklore des mathématiciens affirme
que ce genre de mésaventure est arrivé a des « thésards » qui auraient écrit des dizaines de
pages sur des ensembles dontils ne s’ étaient pas apergu qu’ils étaient vides, ou sur des e.v.n.
réduits 2 {0} . . . Personnellement je ne crois pas a cette histoire . . . Il existe bien des théses
vides, mais pour d’autres causes.
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PROBLEME

Jauge de Minkowski

Soit F un espace vectoriel réel de dimension quelconque > 1.

Soit A une partie convexe de E contenant I’origine : 0 € A.

Pour tout u € Eonpose: I(u) :={A€R/A>0et u€ A}, et:

q(u) = inf I'(u) st I(u) # 0, g(u) := +oo si I'(u) = 0, ce qui définit une fonction

¢g:E—-R

1) Déterminez I'(u) et g(u) pour tout v € E dans les exemples suivants : £ = Ret
A=[0,1; E=Ret A=[0,1[; E=R2et A={(s,t)/ —1<s< +1,teR};
E=R2et A={(s,t)/ s> +t? <1}

2) Démontrez que I (u) est : soit le vide , soit un intervalle de la forme ], +o00[ ou
bien [a, +o0[, ot @ € R. Ecrivez I(0) et ¢(0).

Si I’on suppose que E est normé par || - ||, que valent I' () et g(u) pour A = B(0, p|,
p > 01ixé?

On considere les ensembles suivants : C(A) = |Jy5o AA et R(A) = N5 A4, ol
M = {)a / a € A}. Déterminez C(A) et R(A) dans les exemples de 1).

Pour tout p > 0 on pose :

L(p) ={u€ E/ q(u) < p}et: N(p) :={u € E/ q(u) < p}.

3) Vérifiez que : C(A) = {u € E [ q(u) < +oo}, R(A) = {u € E / q(u) = 0},
L(1)c AcC N(1).

4) Démontrez que : Yy > 0,Vu € E : g(pu) = pg(u),etque : Vu € E\Vv € E':
q(u+v) < g(uv) + q(v).

Démontrez que, pour tout p > 0, L(p) et N(p) sont convexes. Vérifiez que si A est
symétrique, Le. vérifie [Vu:u € A = —u € A],ona: ¢g(—u) = q(u).

A quelles conditions portant sur A a-t-on : ¢ est une norme sur ¥ ?

= Attention : La suite demande quelques connaissances des Chap. V et VL.
On suppose 2 présent que E est un espace vectoriel normé (E, || - ||).

5) Démontrez que int(A) C L(1) et que N(1) C adh(A).

6) Dans E = R? euclidien, on considére I’ensemble :

A={(st)/s>0,0<t <1}U{(s,0) /0<s<1}.

Déterminez, pour tout v € R?, I(u) et g(u), C(A) et R(A). Démontrez que les
inclusions int(A) C L(1) € A C N(1) C adh(A) sont toutes strictes (ne recopiez
pas les calculs, résultats seulement).

7) Démontrez que si A est fermé dans E, les ensembles N(p), p > 0 sont aussi
fermés dans E.

8) On suppose que A est symétrique et tel que 0 € int(A). Démontrez qu’il existe
une constante m > O telle que : Vu € E,VYv € E : |g(u) — g(v)] < m|lu —v||.
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CORRIGE du PROBLEME

DE=RetA=10,1:1I(u) =0 pouru <0, g(u) = +o00; I(u) = [u,+oo| pour u > 0,
g(u) =u. ¢
E=RetA=[0,1]:I(u) =0 pouru < 0, g(u) = +oo; I{u) = Ju,+oo] pour u > 0,
g(u) =u. ¢
E=R*etA={(s.t)/—1<s <+1,t € R}:posons u = (s,t); I(u) = [|s], +oo| et
q(u) =|s|- ¢
E=R*etA={(s,t) /s2+ 12 <1} :I(u) = [\/52+t2,+oo[, g(u) = vVs? +12. ¢

2) I{u) =0 < VX > 0: du ¢ A. Supposons qu'il existe A > O tel que )\ € A, etsoit . >0

telqueu>)\.0na:0<ﬁ<1;ecnv0ns:u—)‘x)\_)‘x“+(1——)0;

ona € A,0€ Aet Aest convexe, donc % € A, soit u € I(u). Par conséquent, I(u) est un
intervalle de la forme |o, +o00| ou |, +o00] (¢f. exemples dans 1)), avec a = inf I(u) = g(u). ¢
Evidemment : 7(0) =0, +oc| etg(0) = 0. +

Si E est normé par || - ||, etsi 'onprend A = B(0, p|, pour que % , A > 0, soit dans A il faut et

il suffit que ||%|| = %llull < p, soit: X\ > %”U”- Donc I(u) :]l—l,||u||,+oo[et g(u) = 1—1)||u||.
Ainsi g est une norme proportionnelle a || - ||-
Pour A = B(0, 1], ou A = B(0, 1], g n’esl autre que la norme. +

3) Remarquons que C(A) el R(A) sont # () puisque O leur appartient.
Ce sont des cones, en ce sens que pour tout ¢ > 0:u € C(A) = pu € C(A4), et
u € R(A) = pu € R(A) (vérifiez 1).
v€ECA)—=IIN>0:ueEIM—IN>0,Ja€hd:u=X
(:>3A>0,3a€A:%EA(:>3A>O:%€A(:>I(U)%0
< q(u) < +oo. ¢
v € R(A) <= VA>0:u €EXA & VA >0,3ar € A:u= Aax
= VA>0: % € A= I(u) =10,+00] = gq(u) =0.¢
Exemples :
E =R, A=[0,1] : C(A) = [0, +oc|, R(A) = {0}.
E=R%, A={(s,t)/ —1<5<1,t€R}:C(A) =R? R(A) = {(0,t) / t €R}.
E=R A= {(3, t) / s+ <1}: C(A) = R% R(A) = {(0,0)}.
& - = E, R(A) = {0}
En concluston : [Vu € E:q(u) < +x] <= C(A)=E,et:
[q(u) =0 < u =0] < R(A) = {0}. +
u € L(1) < q(u) = inf I(u) < 1, d’ou: I{u) = [o, +oo avec & < 1. On en déduit que
U= —11‘— €A ¢
Siu€ Aona:u=14 € Aetdonc I(u) estde la forme (a.+oof avec a < 1, d’oti g(u) < 1
etu € N(1). ¢
4)Soit gy > 0: I(pw) ={A>0/ %u €Al =pu{A >0/ %u € A} = pl(u), ou- plus
simplement encore : si I(u) = (@, +oo|, on a I(pu) = (pa, +oo|. Donc : g(uu) = pg(u). ¢
Nota : On peut prolonger a u > 0 si g(u) < +o0, pas de probleme, sinon on étend le résultat
en posant 0 x (+o00) = 0 (d manipuler avec précautions . . .).

Démontrons que g(u + v) < g{u) + g(v) pour tous u,v € E. Si g(u) ou g(v) = +o0. Ia
question est réglée.
Supposons donc que g(u) et g(v) sont des réels. Soite > 0 quelconque, posons : a := q(u)+ %e,
et B :=q(v) + 1e.
On a (définition des intervalles I(u) et I(v)) : a € I(u) et B € I(v), soit: £ € Acet % € A.

s . [0 @ L
Dautrepart,ona.0<a+ﬁ<1,0< +ﬁ<1f:ta+ﬁ at g = 1; &’ on, puisque
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A est convexe %—H = E—f‘i‘m x L4 E—% X % € A, cestadire: o+ f € I(u +v).
Donc : g(u +v) < a+ B = g(u) + ¢(v) + €, et comme cela est vrai pour tout € > 0, ona:
q(u+v) < q(u) +q(v). +

Prouvons que L(p) est convexe (méme démonstration pour N (p)).

Soient u et v dans L(p), i.e. tels que g(u) < p et g(v) < p, etsoit A €10, 1] :
gl + (1= M) < g(dw) +ql(1 —~ A)o] = Agu) + (1 — Ng(v)

<M+ A—=ANp=p = du+(1—NveEL(p).e+

Soit A > 0; A € I(—u) —_r“ € A — —% € A — % € A par hypothése
< X\ € I(u). Donc: I(—u) = I(u) et g(—u) = g(u) quand —A = A. ¢
Si—A=A etsi A <0,ona:qg(hu)=q[(—Au] = —Ag(u). +
Par conséquent, pour tout X # 0 : g(Au) = |A|g(u), relation valide pour A = 0 si g(u) < +oo
(et méme pour ¢(u) = +oo si I’on a fait la convention 0 X +oo = 0).

Pour A convexe contenant 0, la fonction ¢ = g4 est appelée la jauge de Minkowski (ou
simplement la jauge) de A. C est une notion mathématique tres intéressante. Il est clair que g4
(0 € Aet A convexe) « ressemble » & une norme . . .

Ce qui précede nous permet d’énoncer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que g 4
soit une norme sur F estque : C(A) = E, R(A) = {0}, A symétrique (—A = A).

Ainsi toutes les normes possibles sur un espace vectoriel E sont les jauges d’ensembles A
possédantles propriétés suivantes : A convexe contenant0, C(A) = E, R(A) = {0}, —A = A.+

5) Démontrons que int(A) C L(1). Si int(A) = ¢ c’est terminé. Supposons donc que
int( A) # 0, et soit u € int( A). Il existe p > O tel que la boule B(w, p] est contenue dans A.
Posons : v :=u + piir; |lv — || = ||l =p = v e B(u,p CA.

oo v —ull = llepipll = (u, o]

u € A, soit: € I(u) et
P
14 1+

[

Drou: (1+ Wﬁ—”)u € A, ce qui peut s’écrire :
|

2

< <1 = u€lL(l).+
q(u) < 7 = (1)
Nota : Cette démonstration peut sembler « parachutée ), elle ne I’est pas du tout : repartez a

Ienvers ...+
Démontrons que N(1) < adh(A). Soit u € N(1) < ¢(u) < 1. On a donc :
I(u) = (a, +oc| avec a < 1. Par conséquent, pour tout A > 1,ona: A € I(u) <= § € A
En particulier, pour toutn > 1,0na: (1+ 1)~y € A. Comme: lim (1+ 1)1y =, il vient :
u € adh(A). + e
6) Comme dans 1), v = (s,t), et on calcule pour quelles valeurs de A > 0 on a :
%= (%, %) € A, dot I(w), puis q(u).
a)s<0,t€R: I(u) =0, ¢g(u) = +oc.
bs=0,teR:
sit<0,onal(u)=0,q(u)=4o00;sit>0,0na: I(u)=[t,+oo|, g(u) =t
0s>0.t>0:0< % <l A=t dou: I(u) =], +oof, g(u) =t
dHs>0,t<0:1(u)=0,q(u) =+
€)s>0,t=0:1I(u) =]s,+od, ¢g(u) = s.
C(A)={(s,t) / s=20,t >0} U{(0,2) /t > 0}U{(5.0) / s > 0}
={(s,t) / 8 > 0,t > 0} = premier quadrant fermé.
R(A) ={(0,0)};int(A) = {(s,t) /s > 0,0 <t < 1}.
adh(A) = {(s,t) /3> 0,0<t < 1}
L(1)={(0,t) J0<t<1}U{(5,1) /s>0,0<t <1}U{(5,0) /0 <s <1}
N(1)={(s,t) /s> 0,0 <t <1}U{(0,t) /t <1}U{(s5,0) /0 < s <1}.
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7) Si A est fermé, comme A C N(l) C adh(A), ona: adh(A) € N(1) C adh(A), soit :
N(1) = adh(A), qui est fermé.

Ensuite: N(p) ={u € E/ q(u) <p} ={u€ E/q(3}) <1}

=p{teE/q%)<1}=p{ve E/q(v) <1} =p.N(1).

N(1) ferméet p > 0 = p.N(1) fermé.
Vu € E,Yv € E : gq(u) = g(u—v+v) <g(u—v)+q(v)[pard)], et:
q(v) = q(v —u+u) < qlu—v) +qv). ¢

8) Comme A est symétrique : ¢(u —v) = g(v — u), par4), d’olt : |g(u) — ¢(v)| < g(u — v).
Maintenant, comme 0 € int(A), il existe une boule B(0, p] C A. Siu = v, I'inégalité cherchée
est triviale ; supposons donc u # v. ”Tf—vll(u —v) € B(0,p] C A, d’or:

A

— 1 1
T €4 = alu=v) < Jfu—vll = lq(w) ~g()] < ~Ju—v]; onprendm = 1 -

P
I’application ¢ est donc lipschitzienne sur E, donc uniformément continue sur F. ¢

Fin du chapitre 11



CHAPITRE III

SUITES DE POINTS D’UN ESPACE METRIQUE
Introduction

Ce troisieme chapitre est consacré 4 1a notion fondamentale de suife (de points d’un
espace métrique, d’un e.v.n.).

Bien entendu nous supposons que vous savez déja ce qu’est une suite, une suite
convergente de réels, de complexes, de vecteurs de R™, et — m&me — que vous n’ignorez
pas tout des suites de fonctions et de leur convergence simple ou uniforme.

Nous supposons que vous avez acquis une certaine dextérité dans la manipulation
des suites de réels. Si les expressions «suite croissante majorée », ou « théoréme de
Bolzano-Weierstrass », ou « suites adjacentes », n’évoquent strictement rien pour vous,
il faut que vous relisiez avec soin un cours de D.E.U.G ! Séance tenante !

Toutefois, comme dans les deux chapitres précédents, nous donnons routes les
définitions nécessaires et nous partons de zéro afin de faciliter votre travail, quitte
2 ce que le chapitre soit un peu plus gros.

Nous ne parlerons pas ict de suite de Cauchy, car plusieurs chapitres leur sont
consacrés (Chap. XI, XII, XV). et les chapitres XVI, XVII sont des chapitres
d’applications de cette notion. Elles ne seront pas négligées !

Il est & remarquer que nous indexons ici les suites sur les parties infinies de N, et
non seulement sur N entier, ou N* : en dépit des apparences, il ne s’agit pas du tout
d’une généralisation ; c’est simplement plus commode, & notre avis. Les étudiants qui
veulent conserver les suites indexées sur N peuvent le faire, c’est sans importance ;
attention 2 la notion de suite extraite dans ce cadre !

Une véritable généralisation des suites consisterait a introduire soit la notion — due
a Henri Cartan — de filtre, soit (c’est équivalent) celle de suite généralisée indexée sur
un ensemble dirigé quelconque. Tant qu’on se limite aux espaces métriques (C’est le
cas 4 98% dans ce cours), la notion de «suite ordinaire » s’avére suffisante. On s’en
contentera.

Nous revenons avec soin sur les notions de suite extraite et de valeurs d’adhérence,
notions qui ne sont pas en général trés bien comprises en D.E.U.G.

A titre d’application, nous étudions en détail les notions de limite inférieure
(supérieure) d’une suite de réels. Ces notions sont indispensables en Analyse, tout
spécialement en théorie de la mesure, ou elles sont utilisées en permanence. Il y a 1a
un (réel) effort a faire, qui est indispensable.

Ce chapitre, dans lequel apparaissent les premiéres véritables démonstrations, est
néanmoins assez facile & travailler.

Exercices indispensables : 2.1, 2.2,2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.9, 2.10.
Exercices complémentaires : 2.3, 2.8, 2.11.

La Lecture et le probléme sont consacrés a la définition de notions de convergence
de suites d’ensembles (qui ne sont pas des points d’un espace métrique). Vous pouvez
aborder le problétme dés maintenant, mais vous devrez attendre le chapitre VIII pour
le terminer. La lecture n’est nullement indispensable pour 1a suite du cours : ne vous
en occupez pas si vous avez des difficultés a assimiler le cours.
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CHAPITRE III

SUITES DE POINTS
D’UN ESPACE METRIQUE

Dans tout ce qui suit N désignera 1’ensemble des entiers naturels :
N={0,1,2.3,...},etonnotera N* = {1,2,3....}.

Sans que cela soit explicité a chaque fois, on supposera toujours que N est muni de
son ordre total « naturel» et que toute partie de N sera munie de I’ ordre total induit par
celut de N.

1. SUITES DE POINTS D’UN ENSEMBLE

Définition 1.1.

Soit E un ensemble non vide quelconque. On appelle suite de points de FE
indexée par S toute application f : S — F définie sur une partie infinie S de N, a
valeurs dans I’ensemble F. Quand S = N ou bien S = N* I’expression «indexée
par N» (ou N*) est généralement omise.

Notation :

Plutdt que de noter f : n € S+ f(n) une suite de points de F indexée par S, on
note le plus souvent I’ensemble de ses valeurs, dans 1’ordre naturel, quand n parcourt
S: (f(m), f(n), f(p),---) = (ur)kes, ot ux = f(k) € E, notation dans laquelle m
est le minimum de S, n 1’élément de S suivant immédiatement m, p est le suivant de
n, etc. Quand S = N on notera donc (£(0), f(1), f(2),-.-) = (uo, U1, uz, - .) une
suite. .

f(n) = u, s’appelle le terme de rang 1 de la suite (ug)kes.

Le sous-ensemble f(S) de E s’appelle 1’image de la suite.

= |1 ne faut surtout pas confondre une suite et son image ! Les suites —indexées par
N par exemple — suivantes : (+1, —1,+1,—1,...) et (+1,+1,—1,—1,+1,+1,...)
ne sont évidemment pas identiques, mais elles ont méme image, a savoir {—1, +1}.
L’image d’une suite ne suffit pas pour «reconstituer » la suite elle-méme.

Commentaires

1. On suppose que S est infini dans 1a définition 1.1, mais il n’y a pas d’inconvénient
théorique a considérer aussi des suites finies (i.e. S fini) ; dans la pratique, en Analyse
surtout, on serait alors obligé d’employer sans cesse I’expression « suite infinie ». Ce
qu’on pourrait appeler « suite finie » sera dans ce cours un n-uple, ou 7 est le nombre
de termes de la «suite finie». (ug, Uy, - - - , Un ) S€Ta;UN 7-Uple, pas une suite.

2. Pour beaucoup d’auteurs de manuels, une suite est une application de N dans F,
ou bien de N* dans F, ou plus généralement d’une partie S de N telle que Card(N\ .S)
est fini dans E. C’est-a-dire que ne sont définies, « en gros » que les suites indexées par
N tout entier. C’est une mani¢re de procéder parfaitement licite, en ce sens qu’elle ne
restreint pas la généralité de 1a notion, cela parce que :

si S est une partie infinie de N il existe une bijection strictement croissante uniquie
p:N—-> S !
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Sans entrer dans les détails, ¢ est définie par :

©(0) := min(S), ¢(1) := min(S \ {¢(0)}), ¥(2) = min(S\ {x(0),p(1)}), ...,
@(n) = min(S \ {¢(0), ©(1),-..,(n — 1)}), ..., et I'application inverse 3 est
définie par 1 (min(S)) = 0, ¢(min(S'\ {min(S)})) =1,..., etc.

Donc si 1’on considere une suite, au sens de 1la DEf. 1.1, (un )nes = (s, Usgy - - - )s
il revient au méme de considérer la suite comme indexée sur N en considérant la suite
(Up(n) Jnen-

La définition 1.1 ne constitue donc pas une généralisation : la définition d’une suite
ndexée par N ou bien par une partie infinie arbitraire de N est donc une simple question
de goiit. Nous pensons que «notre» définition est plus commode en Analyse, par
exemple en cas d’extractions [Déf. 1.3] a répétition, c’est tout.

Il existe des généralisations véritables et intéressantes de la notion de suite (suites
généralisées de Moore-Smith, filtres de H. Cartan), mais nous n’en parlerons pas ici.

Définition 1.2,
Une suite (ur )nes d’éléments de E est dite stationnaire si elle est constante a
partir d’un certain rang. Ce qui se traduit par :
g € S,Vne S:n2>nyg = Up = Un,.

L’image d’une suite stationnaire est nécessairement finie.

Définition 1.3,

On appelle suite extraite d’une suite f .S — F, soit (Un )nes, toute restriction
de I’application f A une partie infinie T de S. On notera (u,, )neTcs une suite
extraite.

Commentaires :

1. Notez bien que, conformément 2 la définition d’une suite, on suppose 1’ infini
dans la définition 1.3. Une suite extraite est effectivement une suite, ce qui est heureux
pour la terminologie choisie . . .

2. Sil’on définit les suites indexées par N seulement, que devient la notion de suite
extraite 7 C’est tr¢s simple, une suite extraite correspond, dans ce cadre, 4 la donnée
d’une suite strictement croissante N — N, k& + 7, d’entiers naturels, et on note alors
(tn,, Jken 1a suite extraite. -

Exemple 1.1. Soit (u,,)ren une suite. Soit P I’ensemble des entiers pairs et soit T
-celui des impairs : (Un )neP et (Un)ner sont deux suites extraites de (ur Jnen.

Soit P I’ensemble des nombres premiers > 2: 3,5,7, ... P étant infini (savez-vous

le prouver ?), (un )nep est une suite extraite de (un, Jnen, ¢’ est aussi une suite extraite
de (un)nel-
On pourrait aussi considérer F' = {n! /n € N*}, H = {8n / n € N}, ... (tn)ner
est une suite extraite de (uy, )nen, mais aussi de (uy, )ne p, de méme pour (Uy YneH, - - -
Avec I’ autre définition, Commentaire 2, on aurait plutdt écrit : (g, )nenN, (U2n+1)neN,
(Unt)nene, (Usn)nen, - . - Mais guid pour P ? Réponse : (un)neN,n premier>3-

Bref :

Une suite extraite est fabriquée a partir d’une suite donnée en supprimant un nombre
fini ou bien infini de termes, de fagon A ce qu’il en reste un nombre infini, les termes
restants étant bien entendu des termes de la suite initiale.
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Opérations sur les suites

Supposons que F, au lieu d’étre un ensemble quelconque, non structuré, soit un
espace vectoriel sur K = Rou C.

Soient (un)nes et (Un)nes deux suites d’éléments de E indexées sur une méme
partie (infinie) S de N. La suite somme de terme général wy,, o € S, est par définition
1a suite, encore indexée sur S, définie par : w,, = u, + v,. De méme, si A € K, on
définit 1a suite produit par un scalaire, de terme général z,,, n € S, par : z, = \.uy,.

Avec ces deux opérations les suites indexées sur .S constituent un espace vectoriel *
sur K. Cet espace n’est autre que ’espace vectoriel classique (¢f. cours de D.E.U.G.)
F(S, E) de toutes les applications S — E

De la méme fagon, si E' est un anneau avec un produit *, on considérera la suite
produit de terme général u,, * vn,.

2. SUITES DE POINTS D’UN ESPACE METRIQUE

Définition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique et soit (u, )nes une suite de points de E. Soit
u € E. On dit que (uy, )nes converge vers usil’ona:

(2.1) |Veréel >0,AN € SSVne S:n> N = d(un,u) <e.

Commentaires -

La proposition (2.1) peut aussi bien s’écrire :
Ve > 0,AN € S,;Yyne S:n>N = u, € B(u,¢|, etselire:
«pour tout € réel > 0, tous les u,, sauf peut-&tre pour un nombre fini d’indices sont
dans la boule B(u, €] ».
En utilisant la notation f : .S — F, (2.1) peut encore s’ énoncer :
Ve > 0, f(S) C B(u,¢], sauf peut-étre pour un nombre fini d’éléments de .S.

A cause du Ve > 0, on peut remplacer d(u,, u) < € par d(un, u) < €, i.e. B(u, €]
par B(u,e[. De méme n > N peut étre mis 2 la place de n > N. Mais € > 0, et non
€ > 0, est fondamental ! Le lecteur doit assimiler parfaitement les remarques ci-dessus.

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL)

Démonstration (a connaitre) :

Si une suite (uy,)nes de points d’un espace métrique (E, d) converge vers
u € F et vers v € E on a obligatoirement v = v.

Supposons, raisonnant par contradiction, que u # v. Posons € = %d(u, v). D’apres
I’axiome de séparation de la définition d’une distance, on a € > 0. Par hypothese :
(1) AINeSVreS:n>N = d(un,u) < Ld(u,v)
2) IMeSVneS:n>M = d(un,v) < 3d(u,v)
d’ot I’on déduit que pour tout n € S,n > P, ot P = max{N, M}, ona:
d(u.v) < d(u, un) + d(un, v) [inég. triang.] < 1d(u, v) + 1d(u,v) = 2d(u, v)
ce qui est manifestement impossible (1 < 2 = 1) si d(u, v) 75 0. L’hypothese U FE v
‘conduit 3 une contradiction, par conséquent u =v.4

Si (tn)nes converge vers u, € E on écrira : limy, 00 nes(un) = u, 0u lim (un) =u

ou encore (un) -—  u. nes
n—oo,ncs
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On peut simplifier ces notations : si S ne fait pas de doute, on peut omettre n € S';
quant 3 n — o0, son usage est plutdt d’ordre historique, le signe « lim » indiquant déja
de quoi il §’agit - ..On écrira donc simplement : lim(u,) = u ou (un) — u, nous
réservant de préciser ce qui doit 1”étre si .S est remplacé par un sous-ensemble 7', ou si
la suite est indexée plusieurs fois : (un m ). La suite du cours permettra de préciser les
écritures les plus adéquates.

Définition 2.2.

S’il existe u € E tel que lim(ur,) = u on dit que la suite (u,) est convergente
[sous-entendu : dans I’espace métrique (E, d)], et que u est la limite de la suite
(un ). On dit aussi que (u,,) converge (ou tend), vers u.

sz C’est le Théoréme 2.1 qui permet de parler de La limite.

S’il n’existe aucun v € E tel que lim(uy,) = w on dit que la suite (u,) est
divergente.

Ecrivons que (uy, )nes €st convergente :
22) Jue E,Ve>0,ANeS,VneS:n>N = d(un,u) <e.
Ecrivons que (uy, )nes est divergente, i.e. 1a négation logique de la proposition (2.2) :
23) YueE,J>0VYN e S IneS:n>NAdun,u) > c.

(2.3) peut s’ énoncer :

pour tout u € E, il existe un € = €(u) > 0, et il existe une suite extraite (U )neT
telle que pour tous les termes de cette suite on a d(ur,, u) > € [UTILE].

Commentaire :

La définition (2.1) de la convergence d’une suite dans un espace métrique se ramene
en fait A 1a définition de la convergence d’une suite de réels, définition que le lecteur
est supposé bien connaitre. En effet, dire que im(un }nes = u, ¢f. (2.1), ne signifie
pas autre chose que :

(2.4) limn_,ooynes(d(un, u)) =0

Exemple 2.1.

1. Toute suite stationnaire converge, dans tout espace métrique.

2. Si un ensemble quelconque E est muni de la distance discréte [voir le Chap.1,
Exemple 1.4], aucune suite non siationnaire n’est convergente !

On voit de manidre frappante, avec cet exemple, que la notion de convergence d’une
suite dépend de maniere essentielle dela distance qu’ on utilise. Toutefois, sil’on change
1a distance d en une distance équivalente é [cf. Chap.1, Déf. 2.2] on ne change pas la
nature (convergence, divergence) des suites de (E, d), et pour les suites convergentes
on ne change pas la limite.

- & Exercice 2.1. (tr¢s facile) Démontrez les trois assertions ci-dessus.

& Exercice 2.2. (trés facile) Démontrez que dans un espace métrique (F,d) on a :
[lim(up) = w et lim(v,) = 0] = lim(d(un, vn)) = d(u,v).

Proposition 2.1.

Toute suite convergente dans un espace métrique (F, d) est bornée dans cet
espace.

Remargue : La notion de suite bornée a un sens puisque une suite de points de F cst
une application f : S — FE et f bornée signifie f(.S) borné dans E [Chap.I (3.22)].
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Démonstration :
Soit (4, )nes une suite convergente, de limite u € E. Dans la Définition 2.1 faisons
= 1 (par exemple). Il existe IV € S tel que pour tout n € S, n > N, on a
Un € B(u,1. Q@ ={n € S /n < N}estfini;soit A= {u, /n € Q} : c’est un
ensemble fini donc borné. Pour tout n € S ona: u, € AU B(u, 1] ensemble borné
comme réunion de deux bornés, donc la suite est bornée. ¢

Proposition 2.2. (IMPORTANTE)

|| Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente, avec la méme limite.

Démonstration :

Soit (tn)nes convergente de limite u, et soit (U, )neT UNE suite extraite. On a :
Ve > 0,IN € S,Vne S:n> N = d(un,u) < e. Soit P le plus petit entier qui
estdans T etest > IV ; P existe puisque 7 estinfini (définition d’une suite extraite). Pour
toutn > P > N,n € T, ona d(uy,,u) < €;c’est dire que limy,—, o ne(Un) = u. ¢

= On utilise trés fréquemment ce résultat sous forme contraposée [rappelons que
(P = Q) < (—Q == —P)]:sil’on peut trouver une suite extraite divergente,
ou bien deux suites extraites convergentes ayant des limites distinctes, la suite initiale
est divergente.

Par exemple : ((—1)"), . est divergente car ((—1)"), ., = (+1)nep est
stationnaire de limite +1, et ((—1)") c1 = (—1)ner est stationnaire de limite —1
(P = pairs, I = impairs).

Le résultat suivant caractérise I’adhérence d’une partie d’'un e.m. [¢f. Chapl,
Déf.3.2], ainsi que les parties fermées d’un e.m. en termes de suites ; d’usage constant,
il est fondamental.

Proposition 2.3. (FONDAMENTALE)
Soit (E, d) un espace métrique et soit A une partie non vide de E.

(2.5) wu € adh(A) <= il existe une suite (an)neN de points appartenant 2 A
telle que lim(a,,) = u.

(2.6) A est fermé dans (E,d) < toute suite (an)nen d’éléments de A
convergente dans (F, d) a sa limite dans A.

Démonstration :

(2.5) Soit u € adh(A). Par définition toute boule B(u, p[ a une intersection non vide
avec A. Pour tout n € N, B(, }rl [NA 75 0 : on choisit a,, dans cette intersection.
Pour tout 7. on a a,, € A, et d(an,u) < +1 ,d’ott [par 2.4)] lim(a,,) = u.

Réciproquement, soit v € E tel qu’il existe (a,)nen une suite de points de A
convergente vers u. Soit B(u, p[ une boule. Il existe IV tel que pour tout n > N on a
an, € B(u,p,d’ou B(u,p[NA#(.

(2.6) Si toute suite d’éléments de A convergente a sa limite dans A, on a A fermé. Il
nous faut démontrer que A = adh(A4). Comme A C adh(A), il nous suffit de prouver
que adh(A) C A.

Soit w '€ adh(A4); d’apres (2.5) il existe (a,,) avec a,, € A pour tout 7 telle que
lim(a,,) = u. Par hypothese u € A, d’ou le résultat.

Réciproquement, supposons A fermé, i.e. que A = adh(A), et soit (a,, ) une suite
de points de A convergente de limite v € E. D’apreq (2.5) u € adh(A) C A, etla
démonstration est terminée. 4
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Plagons-nous dans le cadre d’un produit fini d’espaces métriques [¢f. Chap.I (2.3)]
(Es,d;) :
Proposition 2.4.

Soit (tn)nes» OO U = (ul,...,u) une suite dans E = [[ E; et soit

1<i<N

u=(ul,...,u") € E. E étant muni d’une de ses distances naturelles (distances
de Holder), la suite (un)nes converge dans E si et seulement si pour tout
i=1,2,...,Nona:lim, 0 nes(ul) = v dans I’espace métrique (E;, d;)
[convergence composante par composante].

Démonstration :

11 suffit de remarquer que si (o), (Br), (1), par exemple, sont des suites A termes
réels > 0, on alim (o, + B + 7 ) = 0si et seulement si [lim(c,) = 0etlim(3,,) = 0
etlim(~,) = 0]. Eneffet : 0 < o, < o, + B + Y, CtC. ¢

& Exercice 2.3. (difficile) Soit (uy, Jnes Une suite convergente de limite w dans un espace
métrique ( E, d). Notons f I’application S — FE définie par f(n) = un. Soit T une partie infinie
de N et soit ¢ : T — S une bijection de T sur S. Considérons la suite composée f o ¢, i.e. la
suite (Ugy(p) )per- DEMONtrez que cette suite est convergente de limite w.

& Exercice 2.4. ( tres facile) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur K = R ou C.
Démontrez que si les suites (uy, )nes €t (U5 )nes cOnvergent vers v et v respectivement, la suite
somme (ur + Un )nes Converge vers u + v, et que si A € K, la suvite (Auy,)nes converge vers
Au. Démontrez que si 1i§19()\n) = X dans K on a lim(M\u,) = Au. Démontrez enfin que

.

Hm([|un)) = [lull-

I’ensemble des suites convergentes (indexées sur un méme S, bien sfir) est un sous-espace
vectoriel de I"espace vectoriel (S, E), notons-le cx (S, F). L’ application A : cg(S, F) — E,
(UnInes — linsl(un) est une application linéaire. L' ensemble des éléments de (.S, F) qui ont

nec

pour limite 0 est un sous-espace vectoriel, noté co(S, E) de (S, E). co(S, F) est Ie noyau de
A oS, E) = Ker(A).

& Exercice 2.5. (assez facile, important) Soit (E, || - ||) un e.vn. sur K = R ou C, et soit
(un )nel+ URE suite convergente de vecteurs de E, de limite w € £,

a) On pose : v, = % (w1 +us+ - - +un), n € N*. Démontrez que (vn )nen- €5t convergente
et a pour limite u. Examinez la réciproque.

b) On pose : w,, = ;12'(’1.111 + 2us + 3uz + - - - + nuy, ), n € N Démontrez que (W, ), e €St
convergente dans F et a pour limite %u.

& Exercice 2.6. (trés facile) Soit (un Jnes Une suite d’un espace métrique (E, d) etsoitu € E.
Démontrer que (ur )nes CONverge vers u si et seulement si de toute suife extraite (un)ner,
T C S, on peut extraire une suite (u, )nev, U C T, convergente vers w.

Valeurs d’adhérence d’une suite dans un espace métrique

Devant une suite (uy,)nes de points d’un espace métrique, nous nous trouvons
jusqu’a présent devant une alternative : la suite converge ou bien diverge dans F. Si la
suite converge on peut (essayer de) déterminer sa limite. Dans le cas de la divergence
on peut affiner I’analyse en examinant la convergence des suites extraites.

Deéfinition 2.3.
On appelle valeur d’adhérence d’une suite (1., )nes d’un espace métrique toute
limite d’une suite extraite (u, )ner, 7 C S, T infini, de 1a suite (4, )rnes-
Autrement dit : u est valeur d’adhérence de (ur)nes si et seulement si pour une
partie infinie 7" de S on a lim,—,c0,neT (Un) = u-
En d’autres termes : u est valeur d’adhérence de (un)nes €quivaut a :

@7 |Ve>0,VYN €S Ine S:n> N etd(un,u) <e.
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Exemples 2.2,

1) La suite de réels de terme général u,, = (—1)", n € N, poss¢de deux valeurs
d’adhérence — et deux seulement : voir I’Exercice 2.7 — qui sont —1 et +1.

2) Dans F = C, la suite u,, = ", n € N, possede quatre — et quatre seulement, cf.
Exercice 2.7 — valeurs d’adhérence : —1 et +1, —i et +4, car i%? = +1, %P+ = 44,
§Pt2 — 1, ¢*P+3 — 4 pourtoutp € N.

k)] _Dans EF = Rlasuite u, = n, n € N, n’a aucune valeur d’adhérence. Dans
E =R [¢f. Chap.], Exemple 1.6], (uy,) est convergente de limite 4+-c0. Dans E = R#
[cf. Chap.I, Exemple 1.7], (u,,) est convergente de limite w.

4) La suite de ¥ = R de terme général u,, = 0 pour n pair et u,, = 1 pour 7 impair
a une seule valeur d’adhérence : 0. Elle est divergente.

5) Une suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, qui est sa limite.

6) Soit £ un ensemble quelconque (non vide) muni de la distance discrete [¢f. Chap.
I, Exemple 1.4]. Une suite quelconque a une valeur d’adhérence si et seulement s’il
existe une suite extraite stationnaire.

7) L’ensemble des valeurs d’adhérence peut étre trés « gros », et en particulier peut
avoir un cardinal supérieur a celui des entiers. Par exemple, on démontre [voir le Chap.
IV, Lecture] que I’ensemble des valeurs d”adhérence de 1a suite u,, = sin(n), n € N,
dans E = R, est I'intervalle [—1, +1].

De méme, ’ensemble des valeurs d’adhérence de 1’ensemble des rationnels > 0,
rangés en une suite est [0, +oo[. L’explication vient de la « densité » des rationnels (voir
un cours sur les réels : entre deux réels distincts aussi proches qu’on veut se trouve un
rationnel).

Une maniere d’énumérer les rationnels (représentés par des fractions) pour en faire une suite est
illusirée par le schéma suivant (On saute les fractions déja numérotées qui sont entre parenthéses) :
0 0 1 2 1 0 0 1 2 3 4 3 2 1
TO_*(?)OHT;*T;?_*?’(B‘)_*ZI(Z)*EH(Q)HT_*T*?_’E_*Z_*
) —-@~—-5—-(2) -3 - (z) e

On voit bien mieux avec un tableau matriciel : sur la 1%° ligne on met les fractions de
g

numérateur O : % ; 8 ; 3({) ;..., sur la seconde ligne on met les fractions de numérateur 1 :
% ; % ;. .. etc., et le schéma ci-dessus indique Ie « parcours ». Dessinez ce tableau !

- & Exercice 2.7. (pas si facile, mais a faire absolument) Soit (un),cn une suite de points
dans un espace métrique (E,d). Onpose : P = {n € N / npair}, I = {n € N/ n impair},
M = {n € N / nest multiple de 7}.

Démontrez que si les suites extraites (Un Jnep- (Un )ners (Un Jnensr convergent dans F, la suite
(tn )nen converge dans E (on ne suppose évidemment pas a priori que les suites extraites ont
méme limite, sinon I’exercice serait fini avant de commencer . . . ).

Cherchez (et trouvez !) un exemple de suite (£, ),.cn de nombres réels divergente telle que
pourtout k € N, k > 2, les suites extraites (£x. )nen SOient convergentes.

Indication : pensez « nombres premiers ).

* & Exercice 2.8. (assez facile) Soient Ay, ..., Ay unnombre fini N de parties infinies de N
telles que A; U A, U--- U Ay = N. Soit (up),en une suite de points d’un espace métrique
(E, d). On suppose que : limy,.oomea; (un) = a1 € E, ..., limy o neay (Un) = an € E.

Démontrez que I'ensemble des valeurs d’adhérence de 1a suite (u, )N est égal & Pensemble
{(11, ey (lN}.

Plus délicar : Une question naturelle se pose : le résultat précédent se prolonge-t-il 3 une
partition infinie de N ? La réponse est non. Déterminez une famille (Ap),cn de parties infinies
de N telles que :
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U en4p =N, Ap N Ag = 0 pour tout p # ¢, Vp € N : limpcomea, (un) = ap € R, et telle
que les valeurs d’adhérence de (un )ney DE sont pas toutes dans {ag, a1, as, . .. }.
Indication : pensez « nombres premiers » et « ensemble des multiples d’un entier ».

- & Exercice 2.9. (facile, mais abstrait) . Soit F = ¢2, I’espace vectoriel normé réel des
suites de réels de carré sommable, muni de sa norme naturelle [voir Chap.1l, Exemple 5.2].
On considere dans F les vecteurs de la base hilbertienne naturelle [¢f. Chap.Il. Exemple 5.4] :
e = (0,...,0,1,0,...), % = 1,2,.... 1 a la i-tme place. En utilisant ces vecteurs de F,
construisez dans E :

a) une suite de vecteurs de F qui est bornée et dont on ne peut extraire aucune suite convergente,
i.e. sans valeur d’adhérence,

b) une suite de vecteurs de F qui est bornée, qui ne possede qu’une valeur d”adhérence, qui
est divergente.
Un conseil : ne cherchez pas trop compliqué !

. & Exercice 2.10. (important, difficulté moyenne) Soit (E, d) un espace métrique et soit
f: N x N — Eune application ; on note f(m, n) = tm,_. On suppose que :
Ym € N, Ju,, € Etelque : im (Umn )neN = Um, et que :
Ju € Etelque: im (¢m)meN = u.
MN-—00
Démontrez qu’il existe une application stricternent croissante ¢ : N — N, n, — o(n), telle que :
Jim (tn o) JneN = -
Prouvez par un exemple simple que ¢(n) = n ne convient pas en général.

& Exercice 2.11. (assez facile) Soit (F, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, et soient A, B, C des
parties non vides de E. On suppose que B est convexe fermé, et que C est borné. Démontrez
quesi A+ CC B+ Cona: AC B («regle de simplification »).

Déduisez de ce résultat que si A, B sont des convexes fermés, et si C est borné, on a :
A+C=B+C = A=B.

Indication : Soita € A, etsoitc; € C:ilexiste by € Betcy € Ctelsque:a+c¢y = b + ¢ ;
ona:a+cx € B+ C,etc.

3. LIMITE SUPERIEURE ET
LIMITE INFERIEURE
1’UNE SUITE DE NOMBRES REELS

Il est souvent tentant, ne serait-ce que pour abréger, d’écrire le symbole «lim »
devant une suite (u, )nes, quitte 2 s’apercevoir 2 la suite de quelques calculs que cette
limite n’existe pas .. .Bien sfir on n’a pas le droit de rédiger ainsi ... Mais on peut
le regretter ! Pour les suites de réels, et pour elles seulement, on va introduire deux
notions de «limite », lim inf et lim sup, qui existent toujours, méme si les suites sont
divergentes, de sorte qu’on pourra toujours écrire lim sup(as,) — par exemple — sans
se préoccuper a priori de 1a nature de (o, ). On 1égalisera ainsi une envie illicite, mais
I’intérét de ces notions dépasse de loin les questions d’écriture correcte !

Limite supérieure d’une suite de réels

Soit (o )nen une suite de nombres réels, indexée sur N pour fixer les idées, mais on
peut remplacer N par S C N, S infini arbitraire. Nous distinguerons deux cas suivant
que cette suite est, ou n’est pas, majorée.

Q Premier cas : (o) est majorée ;

il existe C' € R tel que pourtout n € N ona a,, < C. Pour tout n € N on pose :
A = {Gn, Cnt1,0nyz,---} €t B == sup(A,). Manifestement on a A, ;1 C Ay, et,
dong, Brt+1 < frn-Lasuite (8r )nen est une suite décroissante dans R et par conséquent
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(cf. cours de D.E.U.G.) : (,,) converge dans R vers une limite que nous noterons £3,
ou bien tend vers —oo.
e Premier sous-cas : lim (8,) =: 8 € R. § vérifie les deux propriétés suivantes :
n—0oC

(i) Veréel > 0,IN e N,Vn e N:n> N = (3, < 8+ € [convergence de ((,)].
Donc, pourtoute > 0fixé,il existeun IV entiertelque:Vn: n > N = «,, < B8+¢.
(i4)Ve > 0,Vn e N: 8, > f—¢e[Vn € N: 8, > 3> 3—e].Donc, pour toutn € N
chaque ensemble A,, contient un oy, qui est > [ — € [définition de B, := sup(A4,)]
et, donc : pour une infinité de valeursde n € Nona: o, > 8 — €.

Les deux conséquences (Donc . ..) de (i) et (i%) nous permettent d’affirmer qu’il
existe une suite extraite (o, )rnes de () qui converge vers £.

e Second sous-cas : lim (3r) = —oo.
n—0oC
La propriété (ii) n’a plus de sens tandis que (i) devient : pour tout £ réel et pour tout 7
assez grand : o, < &, ce qui signifie que lim (o) = —o0.
n—o0

a Deuxiéme cas : (oun)nen 1'est pas majorée ;

dans ce cas les 3, sont tous +oo et il est naturel de poser 8 = +oo. Ici 1a propriété
(1) n’a plus de sens, tandis que (ii) devient : pour tout n € R, pour une infinité de
valeurs de n € N : oy, > 7. Il existe donc une suite extraite de (a,, ) qui tend vers +oco.

Définition 3.1.
B = lim [sup(A,)] = lim [sup(c.+x)] est appelé la limite supérieure [on

dit aussi la plus grande limite] de la suite (o, )-
On note 3 = lim sup (o, ) cette limite qui est dans R.

(on rencontre aussi la notation {im dans 1a littérature, mais cette notation est un peu tombée
en désuétude 2 cause de la difficulté typographique)

Puisque (3,,) est une suite décroissante, ona: 8 = lim (8,) = inf{3, / n € N},
d’ou :
(3.1) pB=Ilimsup(a,) = lim [sup(omix)] = inf [sup(cmrs)]-

n—o00 LeN neN"geN

L’expression « plus grande limite » résume la propriété importante suivante :

Proposition 3.1.

De 1a suite (e, )nen On peut extraire une suite (a,)nes, S C N, S infini, dont
1a limite est 8. mais on ne peut pas en extraire une dont la limite serait > 3.

Démonstration :

Si 3 est unréel. Nous avons déja remarqué qu’il existe une suite extraite de (o, Jnen
qui converge vers 3. Soit £ > 3, et considérons v = B+ (¢ — ) = (B +&). Par
(i), a partir d’un certain rang, tous les o, sont < <, et donc on ne peut pas extraire une
suite convergente vers €.

Si 8 = —o0: (an)nen converge en entier vers 3, et donc toute suite extraite a pour
limite 3.

Si 8 = 400 le probleme ne se pose pas. ¢

La proposition ci-dessus a pour conséquence le :
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Corollaire 3.1.
L’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence d’une suite de nombres réels
(cn)nen admet une plus grande valeur (i.e. un maximum) qui peut étre —oo ou
bien +oo : ¢’est lim sup(ow,).

On définit exactement de la méme maniere la notion de limite inférieure (on dit
également la plus petite limite) de 1a suite (v, ) en considérant :
I = inf(Arn) = inf{antr / k € N} et v := lim(y5). On note v := liminf(a,)
(on trouve aussi lim ().
(3.2) ~ =liminf(e,) = lim [mf (Qn+k)] = sup[lnf (Qnk)]-

Symétriquement au Corollaire 3.1 on a : lim 1nf(an) est la plus petite valeur
d’adhérence de 1a suite () ; ¢’est la plus petite des valeurs possibles pour la limite
d’une suite extraite convergente de la suite (o, ).

Comme pour tout 1 : vy, = inf(A4,) < sup(A,) = B, on a toyjours v < 3, et
Tr = Y0, Br < Bo, d’0b :

(3.3) 1nf (an) < liminf(oy,) < limsup(oy,) < sup(an)

Posons : — A, = {—an [ on € Ap} iy = 1nf(An) = —sup(—A4Ay), et donc :
(3.4) lim inf(an) = —lim sup(—ay,).

Suites indexées sur S C N :

Tout ce qui vient d’étre dit concernant lim inf et lim sup pour une suite (&, )nen peut

&tre répété pour une suite (an)nes, S C N, S infini, et on définit ainsi lim inf(c«,),
nes

lim sup (o, ). Mais on peut procéder différemment.

nes

Soit en effet v = (un)nes une suite d’un espace métrique; on suppose que
S = {s0,81,52,---,8n,-- .} (ol s; < 8,41 pour tout ¢). Considérons la suite, indexée
sur N: v = (v,) o ’on pose : vo = ug,, 01 :/aso, Vg = Uggy --+5 Usg—1 = Usgg,
Vs; = Usy,Us14+1 = usta ceesUsy = Usyy Usg+1 = Usgy---,Us,,—1 = Us,,_19VUs,, = Us,,»
Vs, +1 = Us,,5 - - - /7

Il est facile de voir que les suites (urn)nes €t (vn)nen Ont exactement les mémes
valeurs d’adhérence. On peut donc définir lim glf (ur) = liminf(v,) 00 (vn)nen est
ne

construite comme indiqué ci-dessus. De méme pour lim sup,,¢ g(ur) = lim sup(v,)-

Ainsi, 3 toute suite de nombres réels (o )nen qui n’a pas — en général — de limite,
nous avons associé deux éléments de R : lim inf(c,) et lim sup(os,) qui s’avéreront
précieux en Analyse. Par exemple, si «,, < [ pour tout n € N, on ne peut pas écrire

lim (o) < @ si la suite (o, ) n’est pas convergente (ou simplement si 1’on n’en sait
n—o0
rien, ce qui est la situation la plus courante), mais on pourra écrire lim sup(a,) < 3,
ce qui est parfois amplement suffisant.

Un autre exemple : dans la formule (dite de Hadamard) qui donne le rayon de

oo
convergence p d’une sérieentiere Y a,z", onn’apas besoin que la limite de (|a,,[*/™)
n=1
existe, on a : 1/p = lim sup(|a,,|'/™), nombre réel > 0 ou +-oo qui'existe toujours.
La théorie de 1a mesure utilise lim inf et lim sup en permanence.

Exemples 3.1.
1) Soit la suite : (o) = (1, 3,2, 3,3, %,4,..., 1, n,...). liminf(a,) = O [on peut
extraire la suite (1/n)] et lim sup(cw,) = +oo [on peut extraire la suite (n)].
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2) Soit (o) = (0,-1,0,—2,0,-3,0,...,0,—n,0,...). liminf(c,) = —oc [on
peut extraire (—n)] et lim sup(a,) = 0 [on peut extraire 1a suite nulle].

_ {(_1\n 1 .3 — : — — _ .
Han = (1)"(1+737),n €N: inf (an) = min(en) = = —3/2;

liminf(q,) = —1 [suite extraite des termes de rang impair] ; lim sup(a, ) = +1 [suite
extraite des termes pairs] ; sup (o, ) = max(a,) = ap = 2.
TIGN TIGN

a) (@) = (0,1,2,0,1,2,0,1,2,0,1,2,0,...). Cest-a-dire : i, = 0, s = 1,
03nyz = 2. liminf(o,) = 0, lim sup(a, ) = 2.

Bien entendu les notions de lim inf et lim sup sont intimement liées a celle de limite,
comme le montre déja la Prop. 3.1 et le Corol. 3.1. Mais on a plus :

Proposition 3.2.

Pour qu’une suite (o, )nen de nombres réels converge vers un nombre réel o
[resp. vers —oo, resp. +o0] il faut et il suffit que lim inf(a,) = limsup(an) = «
[resp. lim sup(cy,) = —o0, resp. lim inf(ay,) = +o0].

Démonstration :

Supposons que (o) soit convergente. On peut extraire de (o, ), dans tous les cas,
une suite qui tend vers 8 = lim sup(oy,) et une suite qui tend vers v = lim inf(cy, ).
Mais si (o, ) converge vers a, toutes les suites extraites doivent converger vers la méme
limite [Prop. 2.2 si & € R, ¢’est vrai aussi si o = Foo], et donc 8 = 7.

Réciproquement, si 3 = v € R : pour tout € > 0, tous les v, & partir d’un certain
rang seront dans |3 — €, 8 + €[ d’apres (1), pareil pour 4. C’est dire que lim(c,) = .
Sif=—00,8=7=—00:lim(a,) = —oo0,etde méme siy = +00, B = v = 400,
etlim(o,) = +oo. ¢

On peut énoncer immédiatement le Corollaire suivant (supposé déja connu, il est
fondamental !) :

Théoréme 3.1. (Théoreme de Bolzano-Weierstraf})

” De toute suite bornée de nombres réels on peut extraire une suite convergente
dans R.

Qu’ on peut compléter (mais c’est sans importance par rapport a la valeur du résultat
ci-dessus !) par : de toute suite non majorée [resp. non minorée] on peut extraire une
suite convergente vers +0o [resp. —oo].

Sil’on munit R™ d’une des distances de Holder [voir Chap.I,(2.6), et Prop. 2.4 du
présent Chap.] on obtient facilement (convergence composante par composante) la
généralisation 3 R™ du Th. 3.1 :

Théoreme 3.1. (suitc)

De toute suite bornée de R™ (bornée relativement 3 une norme de Holder,
par exemple la norme euclidienne) on peut extraire une suite convergente
(relativement & une norme de Holder) dans R™.

Remarque : 11 faut bien entendu préciser par rapport a quelle distance on dit borné et
convergente ; mais rappelons qu’en 1’absence de précision R™ est muni de 1a norme
euclidienne, et que — donc — les précisions sur la distance employée sont en fait inutiles.
Mais il faut avoir 2 I’esprit que dans R discret la suite (1),, n’a aucune suite extraite
convergente puisque Scules les suites stationnaires convergent dans cet espace métrique.
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Exemple d’application en Optimisation

Soit f : R™ — R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(i) f est bornée inférieurement, i.e. qu’il existe p € R telle que f(x) > p pour tout
x € R™,
(ii) Vo € R : sous—niv(f,a) = {u € R™ / f(u) < o} est bomé (fonction dite
inf-bornée),
(iii) pour toute suite (uy,)pen de R™ convergente de limite u € R™, on a:
f(u) < liminf f(u,) (f est une fonction semi-continue inférieurement).

(3.5) Conclusion : il existe a € R™ tel que f(a) = min,egr~ f(u).
En d’autres termes [¢f. fin du Chap.I] : u(f,R™) € Ret Argmin(f, R™) # {.

En effet, soit yo = ian f(u),onapug € R, par (i). Soite = %, pour pentier > 1. 11
uweR™

existe (ap) dans R™ telque po < fap) < po+ %. Puisque a,, € sous—niv(f, po+1)
pour tout p, la suite (ap) est bornée d’apres (ii). D’aprés le Théoréme de Bolzano-
Weierstraf} il existe (ap)pes une suite convergente de limite a € R™.

Donc, d’apres (iii), ona: f(a) < ligle iglf flap) < po+ % . Comme cette inégalité

est vraie pour tout p, on a (ug <) f(a) < po, i.e. f(a) = po. ¢

Propriétés de lim inf et lim sup

Soient (i )nen et (Br)nen deux suites de nombres réels. On a :
(3.6) liminf(ay) + liminf(8,) < iminf(on, + Br) < iminf(ay,) + lim sup(B,,),
lim sup(a,) + lim inf(8,) < limsup(a, + B,) < lim sup(a,) + lim sup(8,).
Ces inégalités sont valides dés qu’elles ont un sens [il faut éliminer +o00 + (—o0)].

Remarquez bien que liminf et lim sup ne sont pas linéaires ! Et notez que :
liminf(a, + B,) > liminf(e,) + lim inf(3,,) tandis que

lim sup (o, + 6) < lim sup(a,) + lim sup(8,,).

On a aussi :
(3.7) si (an) est convergente :
. 3.7.1) liminf(a, + Br) = lim(on) + iminf(5,),

(3.7.2) Nlimsup(oy, + Br) = lim(c,) + limsup(5,,).
Démonstration : Réécrivons (3.6), en notant a = (o, ), b = (8r) :
liminf g 4+ liminf b <(;y lim inf(a + b) <(2y liminf ¢ + lim sup b

[et <(2pisy limsup a + liminf b] .
liminf g + limsup b )
limsup a + lim inf b

Tout d’abord, st (3.6) est prouvée, (3.7) s’ensuit immédiatement : prouvons par
exemple (3.7.1) ; d’apres la Prop. 3.2, <(1) et <(2pis) :
liminfae + liminfb =lima + liminf b < liminf(a + b) < limsup a + liminf b
<lima+liminfb = liminf(a + b) =lima + lim inf b.
De méme pour (3.7.2) d’apres la Prop. 3.2, <(3), <(4)- ¢
Pour démontrer (3.6), on remarque que si I’on a (2)(3)(4), en changeant ¢ en —a, b
en —b, et en utilisant lim sup(—a) = — liminf a, on obtient (1), (2bis), (3bis).
Comme : limsupa = lingo[sup(An)], etliminfa = lim [inf(4,)], ot
n— n—oo

} <(3)(3bis) im sup(a + b) <(4) lim sup @ + lim sup b.

A, = {an, ony1,-- -}, 0n voit qu’on est ramené & montrer que si A C R, et B C R

ona: inf(A) + sup(B) < sup(A + B) < sup(A) + sup(B).
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Va € A,Vbe B:a+b<sup(A)+sup(B);donc C ={a+b/a€Abe B}
est majoré par sup(A) + sup(B), et comme sup(A + B) est le plus petit des majorants
de C : sup(A + B) < sup(A) + sup(B).

Posons € :=inf(A);Va € A, Vb€ B:£+b<a+b<sup(A+B) = Vbe B:
b < sup(A + B) — £ : donc B est majoré par sup(A + B) — £, et comme sup(B) est
le plus petit des majorants :
sup(B) < sup(A+ B) — €& = inf(A)+ sup(B) < sup(A + B). ¢

I1 est clair que les inégalités ci-dessus sont en général strictes : par exemple, pour
a=(-1,+1,-1,41,-1,..)etb=(+1,-1,+1,—1,+1,...),0ona:
a+b=1(0,0,0,...) = limsup(a+b) =0 <limsupa+limsupb=1+1=2.
Tandis que pour ¢ = (1,0, 2,0, 3,0,4,0,...)etdb=(0,0,0,0,...):

liminfa + limsupb =0+ 0 =0 < limsup(a + b) = +oc.

Fin de la partie cours du chapitre IIT

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 2.1.

a) Toute suite (un)necs Stationnaire est convergente, de limite son «terme constant ». C’est
évident. En effet, si u, = un, pourtout n € S,n > ng, o ng € S, soit € > 0 pour tout
n € S, > T, u = un, estle centre de 1a boule B (uy,, [, et donc : lim (u,) = tp, = u. ¢

00

b) Dans un espace muni de la distance discrite, les seules suites convergentes sont les suites
stationnaires. En effet, pour tout e > Otelque e < 1ona, pourtoutu € E : B{u,e] = {u}.
Donc, pour que tous les termes d’une suite (u,,) soient, a partir d’un certain rang, dans la boule
B (u, £], il est nécessaire qu’a partir d’un certain rang, u, = u. ¢

¢) Supposons que (u,, )necs converge vers u dans (F, d), et supposons qu’on remplace d par &
équivalente. Il existe ¢ > O et C' > 0O tels que :

Yo,w € E: c.d(v,w) < §(v,w) < C.d(v,w).
Ona:Ve>0,AN € S,Yne€S:n2 N = d(up,u) <e/Cdou:
6(un,u) < C.d(un,u) < C.& = € : donc (un) converge au sens de § vers u.
Réciproquement, si (u,,) converge vers u pour 6 :
Ve>0,INe€S,VneS:n>N = §(u,,u) <cedou:
A(tn, u) < %6(un, u) < —é—ce = ¢ : donc (un) converge vers v pour d. 4

% Exercice 2.2,
Démontrons que : 1imy, 00 es(tn) = w et lim,, o nes(vn) = v entrainent
limy, scomes (A(tn, vn)) = d(u, v).
Ecrivons : Ve > 0,3N; € S [tesp. N, € S, Vn € S : n > Np [resp. n > Nyl
= d(un,u) < 3¢ [resp. d(v,,v) < 3el.
A présent : |d(un, vn) — d(u, v)| < |d(tn, vn) — d(tn, V)| + |d(tn, v) — d(u, v)|
< d(tn, v) + d(un, u) [seconde inégalité triangulaire]
< 36+ je=cepourtoutn > N € Stel que N > max{Ny, Np}. ¢

% Exercice 2.3. _

On a par hypothese : Ve > 0,AN € S,Vn e S: n> N = f(n) € B(u, €. Ce qu’on veut
établir, c’est : Ve > 0,IP €T\ VpeT:p> P = f(cp(p)) € B(u,e].

Onfixe e > 0. Soit P Ie plus petit élémentde T quiest > N.Soitp € T,p > P,p(p) =n € S;
deux cas se présentent :

@DsipP)=n<N:f(n)= f(cp(p)) peut ne pas étre dans B(u, €], et

(i) si p(p) =n > N: f(n) = f(¢(p)) € B(u,e].
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I1 ne nous reste plus qu’a vérifier que ¢(p) < N ne peut étre réalisé que pour un nombre fini
de p € T. C’est bien le cas parce que ¢ est bijective ; en effet, si pour 77 C T, T} infini, on
ap(T) Cc {1,2,...,N—=1}nS,cestquundes n € {1,2,...,N — 1} NS a une infinité
d’antécédents, or il ne peut en avoir qu’un seul (¢ injection). ¢

Ce résultat affirme que si I'on permute (permutation = bijection) les termes d’une suite
convergente on obtient une suite convergente ayant la méme limite que la suite initiale. Ce
fait est intuitivement évident si I'on considére la définition suivante de la convergence vers
u € E:Ve >0, f(un) C B(u, €] aI’exception éventuelle d’un nombre fini d’indices. Il est clair
que ce résultat devient faux si ¢ n’est pas bijective ; dans F/ = R prendre u,, = % et p(2p) = 2,
¢(2p+1) = 2p+ 1. La suite composée contiendra la suite stationnaire 3 qui ne tend pas vers 0.

% Exercice 2.4.
Si ﬁmﬂaoo,nes(un) =uet limn_,oo’"es('un) =
1(un +vn) = (w4 )| = [tn = w) + (0p = O < Jlum = ull + [lop = vl — " 0.4
[Mun — dul| = |A-Jun —ul| — B 0, ce qui est un cas particulier de :
N—00,NE

Pontin = Xall = Pt = A+ Ate = Xl < Pl lfim =l + P = ALl
< Cllun — 6l + [ = M-lull_— 0

—00,nES
[[M] < C,0uC > 0:Prop. 2.2, 8i limy, oomes(Mn) = Al . ¢
|||un|| — ||u||| < |t — )| — B 0 [seconde inégalité triangulaire]. +
n—00,nE
% Exercice 2.5.

a) Une remarque préliminaire intéressante : on peut se contenter sans restreindre la généralité
de démontrer le résultat pour w = 0. Si, en effet, on a montré cela, et si Iim (un) = u :
—00

lim (u, —u) =0, alors :
lim %[(ul —uw)+(ug —u)+ -+ (up —u)] =0= lim(%[ul +up+ -+ Un) — %u)
= 1m (o )
On supposera donc que u = 0. Soit € > 0 fixé quelconque : AN € N vn € N*:
n>N = |lun|] = |lun — 0| < i&. Pourtoutn > N, écrivons : ‘ '
lonll < & {llus +--- +unall] + 5 [lunll +- -+ llun]l]-

Mais :  [|lun |l + - - + [lun||] < L[n— N + 1]3e. D’autre part, pour un M € N*,¥n > M :

Lillus + - -+un_a| < e il suffit de prendre M = partie entiere de 2 [|luy + - - - +un—1| + 1.

Pour tout n > max{N, M}, onadonc : |v,|| < 3¢ + 3& = €. et Ie résultat est démontré. +
La réciproque est évidemment fausse, car u, = (—1)" diverge tandis que la suite ()

correspondante tend vers 0. La suite (v,,) porte le nom de somme de Cesaro. Des réciproques
partielles existent, on les appelle Théorémes taubériens. ¢

b) La suite (w,) se traite de la méme maniére, en commengant par remarquer que :
Dl =)+ 2(uz — )+ -+ un — )
= ;lg[ul—i—2uQ+---+nun]—ﬁg(l+2+---+n)u

:;lf[ul+2u2+'”+nun]—$——2—n 7;;—1) u, et que lim J_E_Zn 721;'1 = %,0

% Exercice 2.6.
Si (Un )nes converge vers u, toute suite extraite (uy, )ner, T C S, converge aussi vers u, d’apres

l1a Prop. 2.2. D’ou le résultat en prenant simplement [J := T
Pour Ia réciproque, raisonnons par contradiction et suppososns que (s, ), cs e converge pas

vers Ve >0,AIN €S5,VneS:n>N = d(un,u) <.

Soit: Je > 0,YN € S,3In € S:n > N Ad(un,u) > €.
Il existe donc £ > 0 et une suite extraite (u, Jnez, Z C S, tels que : Vn € Z, d(un,u) > €.




Suites de points d’un espace métrigque 81

Il est clair que de la suite (uy )n. z, ON NE peut extraire aucune suitc convergente vers u. cc qui
est en contradiction avec I’hypothése de départ, et donc (u,, ),.cs converge vers u. ¢

I est intéressant (voir la remarque ci-dessous) d’écrire la proposition contraposée de
I'implication
[de toute suite extraite de (uy, ), -s On peut extraire une suite qui converge vers u]
=5 (Un)n. s CONVErEE Vers u.
Ce qui donne :
(*) si (un )nes DE converge pas vers w, il existe une suite extraite (uy, )ner, T C S, dont aucunc
suite extraite ne converge vers u.

Remarque culturelle : Sur un ensemble E # ) arbitraire on peut définir raisonnablement une
notion « abstraite » de convergence des suites, i.e. non obligatoirement liée a une topologie sur
E, en imposant a cette notion les proprié€tés suivantes (axiomes de M. Fréchet et C. Kuratowski) :

(i) toute suite stationnaire est convergente,

(ii) toute suite cxtraite d'unc suite convergente vers % CONverge vers u,

(iii) Ia propriété (*) ci-dessus.

Notez qu’on n’a pas imposé I'unicité de Ia limite. Une convergence possédant les propriétés
ci-dessus n’est pas, ¢n général, associée a une topologie [Chap. VI]. Par contre, on démontre que
si I'on ajoute Ia propriété (iv) dont il sera question dans I’Exercice 2.10, 1a notion de convergence
a priori abstraite cst en fait Ia convergence associée d une distance (bien plus qu'une simple
topologie. donc).

< Exercice 2.7.

a) Ecrivons : imy, oo ne p(tn) = U, liMy, oo mer(tn) = v, linocopenr (n) = w.
Soit @ = {n € N/ n est multiple de 14} : Q C P et Q C M, d’ ot — d’apres la Proposition
2.2:

hmnﬂoo,neQ(un) == limn—too,nt, P(un) =u= ]im""m,‘",tl\’(u") = w.

Soit maintecnant R = {n e N/n=14k+ 7,k € N}: RC Iet R C M, dou~dapres la
Proposition 2.2 :

limnaoo,an(un) = lilnnaoo,nel(“n) =Uv= limn—‘oo,n» l\l(un) = w.

D’ol : w = u = v. C'est terminé, car — de manicre évidente :

i lim,,eoneP(Un) = liMpocom 1(n) = . ona lim, o, pepi(y,) = u : il sulfit de revenir a
la définition de la convergence d'une suite, et n € N est nécessairement dans P ou bien dans
(N. e

b) Sans indication, ce ne serait pas si facile . . . Soit P I'ensemble (il est inlini) des nombres
premicrs : 2,3,5.7. ctc, et soit pour k € N, k > 2:.5;, = {k.n / n € N}. Pour tout k :
Sy C N\ P. Il suffit de considérerlasuitc: &, = Isin € Pet &, =0sin € N\ P. (&,)neN
est divergente puisque les suites extraites (£, )nep €t (£ )n=g, convergent respectivernent vers 1
et 0 (et on applique la contraposée de 1a Prop. 2.2). Vk > 2 : (&:)n s, €St convergente puisque
stationnaire de terme constant égal a 0. ¢

% Exercice 2.8.

a) Soit (Un )nes Une suite extraite de (u,,),,cN convergente de limite u. Puisque S est infini, il
existe au moins un indice k, 1 < k < IV, tel que S N A, est infini (bien réfléchir sur ce point
qui est Ia clef de la démonstration).

Considérons alors la suite extraite (u, )n.sna, : d’apres 1a Prop. 2.1, ona:

Hmy, oo nesnag (Un) = My o mos(un) [= ul = ag. puisque SN Ay, C Ay. ¢

Application immédiate : Soit (uy,)nen Une suite et supposons conmues les limites des suites
extraites (Usk )M (Uan1)keNs (Uaks2)kes (Ugkaa)reld © ON connait alors toutes les valeurs
d’adhérence de (U, )peN- ¢

b) Soit P I'ensemble des nombres premiers. On définit par récurrence les parties de N
suivantes : Ay = {entiers pairs} U {0, 1}, Az = {multiples impairs de 3},

As = {multiples de 5 qui nc sont ni pairs ni multiples de 3}, ..., pour p € P.p > 5:
A, = {multiplesde p ¢ A;pouri € P,i < p—1}.Clairement,ona:Vp € P : Card(4,) = oo,
N= UpePAP’VI"q eEP.p#Eq:A,NA; =0

Pourtout n € N, n € A, avecn € P unique ; on peut donc définir unc suite (£, ), €n posant :

z, =1.

I 4
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lim,, comen, (Tn) = i (c’est une suite stationnaire). La suite répond bien aux conditions de
I'énoncé. Mais pour la suite extraite (zp)pep On a : liMy, yoonep i = 0, et 0 n’est pas dans
ensemble {1 /p € P}. ¢

% Exercice 2.9.

11 suffit de faire les trois remarques simples suivantes :
(i) VneN:|e.)=v12=1,
(i) Vn,m € N, n #m: d(en,em) = |lén — em| = V2, (la suite e, — e,,, comporte un
terme valant 1, un valant —1 et les autres sont nuls).
(iii) de maniere générale, si (uy, )nes €St convergente vers u :

limy, o0,pes [liMgc0,ges dup, uq)] = 0,
puisque d(up, ug) < d(up, u) + d(u, ug) et cette somme tend vers 0.
a) On prend tout simplement u,, = e,, pour tout . € N* : d(uy,, u4) = V2 ne tend pas vers 0 ( 1).
||un|| = 1 et (u,) est bien bornée dans E. L’ensemble des points adhérents a cette suite bornée
est vide.
A cause du Th. de Bolzano-WeierstraBl on ne peut pas trouver un tel exemple dans R™ (). ¢
b) On prend u,, = ey, sin estimpair et w,, = 0sin est pair. Lasuite extraite (tn )ne p Stationnaire
nulle a pour limite 0. Mais de&s que dans une suite extraite il y a une infinité de termes impairs,
on aura (cf. ci-dessus) : d(usp, Usgs1) = 1 ou bien d(ugp i1, usq 1) = /2 une infinité de fois. et
Ia suite extraite ne peut pas converger. La suite est évidemment bornée par 1. ¢

% Exercice 2.10.

Nous allons définir ¢ : N —» N, nn — ¢(n) par récurrence sur 7. On a par hypothése :
Iim (un) = v, etpoure = L,AN, e NNVn € N:n> Ny = uyn € B(uy, 1]. Posons

(1) = Ny uypqy € Bluy, 1]. Ensuite, lim (us,,,) = up et, pour € = 3,3N, € N,Vn € N
n >Ny = usn € Blusg, %] ; il est bien clair qu’on peut choisir Ny > N (1), et on prend
0(2) = Ny > Ny = (1)  uppz) € Blus, 3]

Supposons qu’on a défini ainsi (1) < ¢(2) < --- < @(p) avec u; ) € B(ui. ] pour

i €N, 1< i< p Mais lim (up1,n) = up1, et donc en faisant € = —- :
n-—-00 i p+l

AN, €ENVReN:n > Nyt = Upiam € Bluga, ﬁ] On prend Ny, > N, —ce qui

est loisible — et on pose (p + 1) = Npy1 © Upi1,gpi1) € BlUpi, iyl
I1 nous faut démontrer que 1a Suite (n,,(n)) 2insi construite terme par terme tend vers « quand
n—o00,n €N Ona:
A(Un gy, v) < AUngny, Un) + Aun, u) < £ + d(un, u).
Mais lim 1 =0et lim d(un,u) = 0 par hypothése, d'olt : lim (Un @) = u. ¢

n—00

(On remarque que la propriété démontrée utilise beaucoup les propriétés des espaces
métriques, et, effectivernent, cette propri€té ne « passe pas» a des espaces topologiques plus
généraux.)
II est facile de trouver des exemples tels que la fonction n +— ¢(n) = n ne convient pas :
(ul,n)n = (1, 0, 0. 0, .- ) —r U = 0, ('UQ’")n = (1, 2, 0, 0. .. ) —r Ug = 0,
(usm)n =(1,2,3,0,...) > u3 =0, .., (Umn)n = (1,2,...,m,0,...) = u, = 0, etc.

On a lim (u,,) = 0, mais u,, = n ne tend pas vers O quand n — oo (!). Par contre

m—00

Em (tUnny1) =0; n— ¢(n) = n+ 1 marche tres bien.

Autre exemple : (V1) = (1,0,0,...) = v1 =0, (Vo )n = (1,-1,0,0,...) — v, =0,
(’Ug’n)" = (1,—‘1, 1,0,...) — Uz = 0, ey

(W) = (1,—1,1,=1,1, ..., (=1)™1,0,...) = v, = 0, etc.

Hm (vm) =0 tnp = (—1)™"! ne converge pas quand n — oc.

m— 00

Sauriez-vous trouver un exemple pour lequel .+ (n) = 1™ ne marche pas ?

% Exercice 2.11.
Démontrons le premier résultat. Soit a € A, et on veut prouver que a € B.
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Soit ¢, arbitraire dans C; a+¢; € A+ C C B+ C,d'ou: 3 € Bet 3ep € Ctels que :
a+c = b+ co.
Dela méme facon,a+c € A+C C B+C = b, € B.3c; € C'telsque a+ ¢ = by +c3,
puis : a + ¢c3 = by + ¢4, etc.
Ecrivons les égalités a+¢; = by +co, a+ ¢ = bat s, a+c3 = bg+Cap oo, 0+ ¢ = by +Cny1
les unes en dessous des autres et ajoutons. Compte-tenu des simplifications parles ¢;, on obtient :
na+c = (b1 + b+ -+ b))+ cpqa, S0t

a = %(bl +by+-+by) + %(Cn-rl —0) =Un+ %(Cn-rl — )
Comiune B est convexe : Uy, = % b+ + % b, € B [c¢f Ex. 6.2 du Chap. II].
D’autre part : || %(Cnﬂ - cl)“ < % diam(C) — 0 puisque C est borné [Chap.], Déf. 34].
Ecrivons : u,, = a— L (cp1— 1)t lim (un) = a. Or (u,,) estune suite de B fermé, d’ota € B

[par (2.6)]. ¢

Démontrons Ia seconde partie. On saitquesi A+ C Cc B+ Cona: A C Bsi Bestconvexe
fermé et si C est borné. On suppose que A + C = B+ C avec A et B convexes fermés et C
bomé. Onatoutdesuite: A+ C C B+C = A C B.Ensuite, B+C C A+ Cavec A
convexe ferméet C'bormé = BC A Dou: A= B. ¢

Convergence de suites d’ensembles

Soient E4 et Fs des espaces métriques et soit f : F — F.
Les mathématiques «classiques » accordent une trés grande importance au fait que
le (urn) = wdans E; implique nl'_l{rolo f(uyn) = f(u) dans Fg, ce qui est parfaitement
qust(ixf)ié puisque les applications qui vérifient cette propriét€ ne sont autre que les
applications continues sur £ [cf. Chap.VII].

Par contre le fait que 'n.li—{%o (vn) = v dans Fy implique (mais dans quel sens ?)

lim f “1({vn}) = f~1({v}) est en général complétement passé sous silence, ce qui
gst ?roés curieux car une telle « continuité inverse » a autant d’intérét que 1’autre a priori
(et a posteriori également).

Nous allons donner ici quelques indications sur des mani¢res de résoudre ce
probléme, en donnant un sens 2 la notion de convergence d’une suite de sous-ensembles.
Pour diverses raisons on se limite aux suites de parties fermées.

Nous avons déja indiqué une solution avec la distance de Hausdorff [Chap.l,
Exercice 3.8], mais celle-ci ne convient pas en général car elle ne fait converger que
trop peu de suites d’ensembles (on dit qu’elle est trop fine).

Une autre convergence bien connue est celle de Painlevé-Kuratowski.

Soit (A, )nen une suite de parties fermées non vides de F ; on définit deux parties
de F: Li(A,) et Ls(A,), de la maniére suivante :

u € Li(An) <= Vn e N,da, € A, : nlLrI;o(an) =u,

v € Ls(A4,) <= IS C N, Sinfini, Vn € S,3a,, € A, :lim,_,o nes(arn) = v.

Clairement, on a : Li(A,) C Ls(Ay). On dit alors que (A,,) est PK-convergente si
Li(A,) = Ls(An), et A := Li(Ar) = Ls(Ayr) est appelée la PK- limite de (A,,), elle
est not€ée PK-lim(4,,) . PK-lim(A4,,) peut étre vide.

Plus récemment, diverses autres notions de convergence pour les suites d’ensembles
ont ¢t€ introduites (une trentaine !). Presque toutes appartiennent a deux catégories qui
sont définies comme suit. On se donne X’ # {} une famille de parties fermées non vides
de E, et on définit (pour A,, A fermés non vides) :




84 Chapitre III

X(p)—lim(A,) = A<= VX € X: lim d(4,,X)=d(4A, X),
X(g)—lim(A4,) = A<= VX € X: lim [sup |d(z, A.,) — d(z, A)|] = 0.
N0 e X
Pour X on peut prendre :
F={XCE/X#0 X fermé}, B:={X € F / X bomé}, S := {{u} /u € E}.
Si E est un e.v.n, on peut prendre :
C:={X € F/ X convexe}, CB := {X € C / X bomé}, etc.

Seule notre imagination peut nous arréter dans le choix de A’ (et aussi la nécessité de
prouver I’intérét de ce choix !). On obtient ainsi — trés simplement — un grand nombre
de convergences de suites d’ensembles ; celles-ci ne sont pas en général définies par
des distances, mais plutdt par des familles de semi-distances ou d’écarts [Chap.I]. PK
n’est méme pas définie par une topologie.

Ces convergences, études théoriques ou applications, se prétent 3 d’innombrables
exercices et problemes ; le probléme suivant donne un exemple de ce qu’on peut faire.
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PROBLEME

Stabilité en optimisation

= Aftention : quelques connaissances élémentaires des Chap. VII et VIII sont
nécessaires, et il est préférable d’avoir étudié les Chap. V et VI

Soit (E, d) un espace métrique.

Onnote F := F(FE) I’ensemble des parties fermées non vides de E. Soit f : £ — R
une fonction; pour X C E, X # 0, onnote : u(f, X) = inf{f(z) / = € X}
[cf. Chap. 1, vocabulaire de 1’optimisation]. f sera dite de type s.c.s. [resp. de type
s.c.i.] si pour toute suite (un ), de points de F convergente de limite v € E on a :
lim sup f(un) < f(u) [resp. £(u) < liminf f(un)].

n—00
Soient A,,,n = 1,2,..., et A des éléments de F. On définit & partir de la suite
d’ensembles (Ar) une partie notée Li( A, ) de E par : u € Li(Ay) <= il existe une
suite (an )r telle que a, € A, pourtoutn =1,2,...ettelleque: lim (a,) = w.
n—soo

1) Démontrez que : u € Li(A,) <= lim d(u.A,) = 0 [pour d(u,Y") voir
Chap.1 (3.6)]. e

2) Démontrez que les six propositions suivantes sont toutes équivalentes :
[P1] A CLi(A,),
[P2] Quel que soit U, U ouvert dans E [cf. Chap.], Prop.3.1] tel que ANU # @, il
existe un entier N tel que pourtoutn:n> N = A, NU +# {,
[P3] Vu € E : limsup(d(u, A,)) < d(u, A),

n—oo

[P4] VX € F:limsup(d(An, X)) < d(A.X) [pour d(Y, Z), of. Chap.1(3.17)],

[PS] pour toute fonction f : E — R de type s.c.s : lim sup pu(f, An) < u(f, A),

n—oo
[P6] pour toute fonction f : £ — R contractante sur E :
lim sup u(f, An) < p(f, A).

3) Soit f : E — R. Démontrez que f est de type s.c.s. si et seulement si
{v € E/ f(v) > a} est fermé dans E pour tout & € R. Déduisez-en que f est
de type s.c.i. siet seulement si {v € E / f(v) < a} est fermé dans F pour tout @ € R.

[a faire apreés le Chap.VII] Caractérisez toutes les fonctions f : £ — R qui sont a
la fois de type s.c.s. et s.c.i.

Soit X' % ) une famille de parties fermées de F, telle que : Vu € E : {u} € X. On
suppose que : VX € X : lim d(A,,X) = d(A, X). On veut démontrer que pour
toute fonction f : E — R ;p;;tenam a une certaine classe C ona :
p(f, A) < liminf (u(f, Ap)).
4) Vé¢rifiez que si 'inégalité p(f, A) < liminf u(f, A,) est fausse, il existe \;
et Ay dans R tels que : ligiorlf u(f, An) < ;l\]—>o<o A2 < p(f, A). Déduisez-en que

S:={n e N/ u(f, An) < A} est infini, et que pour tout n € S, il existe a,, € A,
tel que f(an) < Az.
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On pose : Z := {v € E [ f(v) < A\p}. Vérifiez que Z # 0, et démontrez que si
Z € X ona:d(A, Z) = 0. Déduisez-en qu’il existe une suite (by, ) d’éléments de A et
une suite (2, ) d’éléments de Z telles que : lim d(by, z,) = 0.

n—oo
Démontrez que si I’on peut trouver un indice ng tel que
f(bno) - f(zno) < ru(f,A) — Az,
on aboutit 2 une contradiction, et donc que 'on a : u(f, A) < lim pu(f, An).
n—oo

5) [a faire apres I’étude du Chap.VIII] On suppose que X = F(E) et que f est
uniformément continue sur E. Démontrez que : lim u(f, An) = p(f, A)-
n—seo

6) [aprés Chap.VIII] On suppose que X = {X € F / X est boné}. Démontrez
que si f est uniformément continue sur tous les bornés de E, et vérifie : Vo € R :

{u€e E/ f(u) <a}estborné, ona: nlirlgou(f, An) = u(f, A).

CORRIGE DU PROBLEME

1) Soit v € Li(A,,) : il existe (a,) avec a,, € A, (pour tout n) telle que lim(a,,) = u.
Pour tout n, d(u, A,,) < d(u, a,) donne :

(0 <) limsup d(u, A,) < limsupd(u, a,) = lim d(u, a,) = 0 [¢f. 11 Prop. (3.2)1.
Donc, lim d(u, A,) existe et vaut 0. ¢

Si lim d(u, A,) = 0, par définition de 1a borne inférieure :
Vo > 1,3, € A, d(u, An) < d(u,bs) < d(u, An) + L, dou : limd(u,b,) = 0. Par
définitionde Li : u € Li(A,). ¢

2) [P2] => [P1]Soit u € A, et considérons pour n > 1 Touvert U = B(u. 1.
v€EANU = ANU #Petdonc:AN,Vn:n>N = A,NU #(.
Soit, pour chaque n > N,una, € A, NU.
an € Apetd(u,a,) < 2 = limd(u,a,) =0 = lim(a,) = u. Donc : u € Li(A,,).
[P4] = [P3] est trivial en prenant X = {u},u € E:{u} € F. ¢
[P1] = [P5] Soit f : E — R de type s.c.s. Par définition de p(f, A) borne inférieure :
soit € > 0 fixé, Ju, € A : u(f,A) < f(u) < u(f, A) + €. Soit (a,,) une suite telle que
an € A, pour tout n et telle que lim(a,,) = w; Vn : p(f, A,.) < f(a,), et puisque f ests.cs. :
lim sup pu(f, An) < limsup f(an) < f(u) < p(f, A) te.
Comme limsup p( f, An) < p(f, A) +¢, pourtoute >0, ona:

limsup u(f, An) < p(f, A)- ¢
[P5] = [P6] est évident carsi f est contractante sur £, f est continue sur E et f est 3 la fois
s.c.s. et s.cd ; en effet, si lim(u,,) = u, on a [Chap.VI],Th.1.1] :
lim f(un) = f(u) = liminf f(u,) = lImsup f(un). ¢

[P6] = [P4] Considérons X € F, et posons g(u) = d(u, X). la fonction g est contractante

[Chap.I (3.9)] et donc :
inf g(u) =d(An, X) — inf g(u) = d(A, X). ¢
u€An ucA

[P3] = [P2] Soit u € A.
limsupd(u, A,) < d(u, A) =0 = 0 <liminfd(u, A,,)) <limsupd(u, 4,) <0

= limd(u, A,) =0, d’ou par 1) : u € Li(A,).
Soit U un ouverttel que ANTU # @, etsoitu € ANU. Puisque U est ouvert, il existe une boule
B(u, p[ © U.D’apres ce qui précéde, il existe (ay,), a, € A, pour tout n, telle que lim(a,,) = u.
Dong, il existe N,Vn:n > N = a, € B(u,p[ CU.

Par conséquent, pour n > N,on a a,, € A, NU qui n’est donc pas vide. ¢
Nota : Au passage. on a prouvé [P1] = [P2].
La démonstration de I’équivalence des six propriétés est établie d" apres le schéma suivant :

[P1] = [P5] = [P6] — [P4] — [P3] — [P2] — [P1].
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On peut évidemment suivre d’autres schémas . . .

3) Soit f de type s.c.s. soit € R, et posons X = {v € E / f(v) > «}. Soit (u,,) une suite
de points de X, avec lim(u,,) = u.
Ona:Vn,a < f(un) = o <limsup f(u,) < f(u) = u € X, et X est fermé. ¢
Supposons que Vo € R: X := {v € E/ f(v) < o} estun fermé. Soit (u,,) une suite de points
de F telle que lim(u,) = u. Soite > 0. Y := {v € E / f(v) > f(u) + €} est fermé, et donc
E\Y ={veE/f(v) < f(u)+e}estouvert u € E\Y car f(u) < f(u) +e.
Soit B(u, p[ une boule contenue dans E\ Y. AN,¥n : n > N = wu, € B(u,p[, d’ou
f(un) < f(u)+e. On adonc: imsup f(u,) < f(u) + &, cela pour tout € > 0, d’ou :
limsup f(u,) < f(u), et fests.cs. ¢
Manifestement : f s.ci. < (—f)ests.cs. < Va € R: {v € E / (—f) > —a} est fermé
< VaeR: {veFE/fv) <a}estfermé. ¢
Une fonction qui est a Ia fois s.c.i. et s.c.s. vérifie pour toute suite (u,,) convergente de limite
w: f(u) <liminf f(u,) <limsup f(u,) < f(v) = lim f(u,,) = f(u). Donc (Chap. VIL
Th. 1.1) : f est continue sur F. ¢

4) Dire que I'inégalité p(f, A) < Hminf u(f, A,.) est fausse revient a dire que
u(f, A) > liminf u(f, An). llexiste donc bien A; < X, tels que :

Iminf pu(f, An) < A < Ao < u(f, A). ¢
S :={n €N/ pu(f, A,) < A\ } estinfini, sinon il existerait N tel que :
Vn:n>N = u(f,An) > A = liminfu(f, A,) = N > liminf u(f, A,), ce qui est
impossible. ¢
Soit n € S. Pour tout £ > 0, il existe a,, € A, tel que :
uw(f, An) < flan) < u(f, An) +& < A +eet A +e < X pour € assez petit. ¢
Z # () puisque a,, € Z pourtout n € S. g, € A, NZ = d(A,,Z) =0pourtoutn € S.
Si Z € X, par hypothése : d(A, Z) = lim d( Ay, Z) = limy, e nes d(An, Z) = 0.
Dou:d(A,Z)=0.+ e
Par définition de inf, pourtoutn > 1:3b,, € A,dz, € Z tels que :
0=d(AZ)<dbn.za) <dA Z)+Li=0+1=1.

Ona: lim d(b,,2,) =0. ¢

Supposons qu’on puisse trouver un indice ng tel que f(bn,) — f(2n,) < (i A) — A2 :
p(f> A) < f(bng) = Fbrg) = f(2ng) + f(2ng) < flbrg) = f(zng) + 2o
< (/,L(f,A) - )\2)+ Ao = /J,(f,A) :
w(f, A) < plf, A) est contradictoire !¢
5) Si f est uniformément continue sur F, f est s.cs. et donc, d’aprés le résultar 2)
[P3] = [P5], ona: limsupu(f, An) < u(f, A). Reste donc a prouver qu’on a aussi :
p(f, A) < liminf p(f, An).
Dans le raisonnement ci-dessus : Z € F car f est s.c.i. f étant uniformément continue sur E :
poure = p(f, A) — X > 0,
I>0,vze E\Vy € E:d(a,y) <1 = |f(z)— fl¥)| <&

Mais lim d(by,2,) =0 = AN, Vn:n >N = d(bs,2,) <.
Donc, ilexiste N telque:Vn : n > N = |f(b.)— f(2x)| <& = p(f, A)— ). Contradiction,
et par conséquent : pu(f, A) <liminf u( f, A,).
D’ou, en définitive : lim p(f, A,.) = p(f, A). ¢
En reprenant point par point la démonstration, on voit qu’on a aussi :

Im v(f, An) = v(f, A), ouv(f, X) = sup f(z). +

700 zeX

On peut énoncer le résultat cherché :
soient (A,) et A dans F(FE) tels que VX € F : lim d(A4,,X) = d(A,X); pour toute

feC={f:E— R/ funiformément continue sur i/}, on a :

lim inf f(u) = inf f(v), etaussi: im sup f(u) =sup f(u) (*).

n—oo ucAy, veA N0 ye A, vEA

Réciproquement, si pour A,, A € F on a pour toute f € C : lim p(f, A,)) = p(f, A),ona:
lim d(A,, X) = d(A, X) pourtout X € F. ¢
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En particulier, en faisant f = d(-, X), on a [¢f. Chap.I (3.21)] :
VX € F :lime( Ay, X) = e(4, X). Vérifiez. ¢

On peut aussi prendre f = sup,.x d(-, z), etc. ¢

6) Z est fermé et borné. ( z,,) est donc bornée, d’ ou (b,,) est bornée aussi, carlim d(b,,, z,,) = 0.
Soit donc B un borné contenant la suite (z,,) et la suite (b,,)."On raisonne ensuite comme ci-
dessus. Nous vous laissons le soin d’énoncer le résultat obtenu, comme dans 5). ¢

Fin du Chapitre 111



CHAPITRE IV

DENSITE ET APPROXIMATION DANS
UN ESPACE METRIQUE

Introduction

Le chapitre IV est consacré a 1a notion de densité, c’est-a-dire «en gros » a la notion
d’approximation.

Cette notion, qui domine 1’ Analyse, voire se confond avec clle, résout le probléme
suivant : on ne sait pas travailler sur des objets (par exemple des fonctions) trés
compliqués, mais parfois on a le droit de ne travailler que sur une classe beaucoup
plus petite d’objets plus simples ; il suffit que les objets simples soient denses (d’unc
certaine mani¢re : assez nombreux) par rapport aux objets compliqués.

On congoit trés bien, par exemple, qu’on aura moins de peine 2 travailler sur des
polyndmes, ou sur des fonctions en escalier, que sur les fonctions continues les plus
générales qui peuvent étre trés « tourmentées » . . .

Dans ce chapitre nous étudierons particuliérement 1’approximation au sens de la
norme uniforme des fonctions f : [a, 5] — R, en utilisant des résultats de 1a théorie
élémentaire de I’ intégration faite en D.E.U.G. (nous rappelons ces résultats).

La théorie de I'intégration faite en Licence vous dppOI‘tCI‘d de nouveaux résultats

d’approximation / densité, au sens de 1a norme || f]|; = / | f(#)] dt cette fois-ci.
Nous comptons sur vous pour trouver la place de ces résultats dans le présent cours.

Enfin, nous démontrons le tres fondamental théoréme de Weierstraf3 (3 = ss) et son
application a I’approximation uniforme des fonctions continues périodiques. C’est le
premier théoréme difficile & démontrer de ce cours.

Nous avons adopté 1la démonstration en termes de polynémes de Bemstein, parce
que c’est une des plus facile, et parce qu’il est amusant d’expliciter les polynGmes
approximants ; en revanche cette démonstration est un peu « parachutée », sauf pour
ceux qui ont fait un peu (tres peu) de Probabilités.

En résumé, ce chapitre n’est pas trop difficile, mais il n’est pas évident non plus.

Il y a une Lecture 2 finalité culturelle sur les sous-groupes du groupe additif R : elle
est intéressante pour donner des exemples et des contre-exemples.

& Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 1.4. 1.6.
& Exercice complémentaire : 1.5.
Nous proposons un probléme, qui est assez facile.
Dans le prochain chapitre nous prononcerons le mot « topologie » pour la premicre

fois, mais nous faisons en fait de la topologie depuis la premiere page du chapitre I . . .

BON COURAGE, SURTOUT POUR LE THEOREME DE WEIERSTRASS . . .
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TABLEAU RECAPITULATIF

Complétez (apres lecture du cours) le tableau suivant en donnant un sens aux diverses
sortes de fléches.

o
ﬂ e '?'5",;;?

/ //,//I//f fonctions continues \\{.\\\\:{"é‘,z?

R e,
/ affines par morceaux \\\\\’%
7 N
/ \ s

2,
. - K
fonctions en escalier 5;,..‘_
i
=,
s
%
5 ',";;,
o
b - -
>, fonctions continues i

fonctions i o
variations bornées »

fonctions réglées

fonctions
monotones

B

fonctions bornées




CHAPITRE IV

DENSITE et APPROXIMATION DANS
UN ESPACE METRIQUE

1. DENSITE et APPROXIMATION

Définition 1.1.

Soit (E, d) un espace métrique. Soient A et B deux parties non vides de E.
A sera dit dense par rapport a B si :

(1.1) [WeB,Ve>0,9a=a. € A:d(a.,b)<e

Si A est dense par rapport & I’espace E' tout entier, on dit que A est partout
dense dans FE (on se contente parfois de dire : « A est dense dans E »).

Commentaire :

La proposition encadrée peut 8’ interpréter de maniere plus tangible en disant : « pour
tout b € B, il existe un a € A arbitrairement proche de b», soit encore : «tout élément
de B peut &tre approché d’aussi prés qu’on veut par un élément de A ».

& Exercice 1.1. (trés facile) Soient A, B, C trois parties non vides d’un espace métrique
(E, d). Démontrez que A dense par rapport 3 B et B dense par rapport & C entrafnent que A est
dense par rapport a C. Démontrez que si A est dense parrapport a Betsi A C C : C est dense
par rapport & B. Démontrez que A dense par rapport a B et C C B entraine que A est dense par
rapport & C (en particulier, si A est dense par rapport a F entier, A est dense par rapport a tout
B C FE, d’oule mot «partout » pour exprimer cette situation).

Définition 1.2.

Un espace métrique (E, d) est dit séparable s’il existe une partic A de E qui
est dénombrable ET partout dense dans F.

Commentaire :

A la place du mot «séparable » qui est peu «parlant» et préte 4 confusion avec le
mot «séparé» [cf. Chap. VI, il a ét€ proposé(! ’expression «de type dénombrable »,
mais séparable reste le plus employé. Faire ‘attention, donc.

Exemple 1.1. Soit £ = R muni de sa distance usuelle d(s,t) = |s — t|. On sait
que dans tout intervalle |o, B[ C R, o # (3, il existe une infinité de nombres rationnels
et de nombres irrationnels. Donc Q et I = R\ Q sont tous deux partout denses dans
E = R. En effet, soit s € R et soit £ > 0 aussi petit qu’on le désire : dans I’intervalle
|s — €, s + €[ il existe un (en fait une infinité) rationnel r et un irrationnel ¢ qui vérifient
d(s,r)=|s—r| <eetd(s,t) =|s—t| <e.

L’expression densité des rationnels utilisée depuis le lycée prend sa vraie place. Bien
siir, QQ est dense par rapport 2 I = R\ Q, et [ est dense par rapport 2 Q.

Q est dénombrable : donc R est un espace métrique séparable (I =R \ Q n’est pas
dénombrable, sinon R le serait).

(1) par N. Bourbaki.
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E = R" étant muni d’une de ses distances usuelles (distances de Holder) est un
espace métrique séparable, car Q™ est dénombrable et partout dense dans R™.

Z n’est pas partout dense dans R.

Prenons E = [0, 1] muni de la distance induite par Rusuel ; A =0,1[et B = ENQ
sont partout denses dans F.

Notons encore qu’a cause de la notion de développement d’un réel suivant une base
a (a entier > 1), on a : les nombres dyadiques, triadiques, décimaux, duodécimaux
(a = 2. 3,10, 12), etc. sont partout denses dans R.

Exemple 1.2. Soit E # ) un ensemble quelconque muni de la distance discréte 6.
Aucune partie de E n’est partout dense dans E, sauf E lui-m€me. En effet soit A C E,
A#0, A+ E,etsoity € E\ A; prenons € = 1 : il n’existe pas de a € A tel que
d(u,a) < %, puisque d(u,a) = 1 pour tout ¢ € A. Donc (E, 6) est séparable si et
seulement si F est dénombrable.

De méme, si &X' = Z est muni de la distance induite par R usuel : seul Z est partout
dense dans Z.

& Exercice 1.2. (facile) Soit (E, d) un espace métrique, et soient A, B des parties non vides
de E. Démontrez que A est dense par rappori a B si et seulement si, pour tout b € B, il existe
une suite (4, ), e d’éléments de A telle que lhgo(an)n =5

Etablissez aussi que : A est dense par ragpon a Bsietseulementsi:Vh € B,Ve > 0:
B (b,e[ N A # 0 (boules ouvertes ou fermées, peu importe).

Finalement, en terme d’adhérence, on a ;

A est dense par rapport a B <= B C adh(A), et

A est partout dense dans E <= adh(A) = F.

E est séparable < 34D C E : D dénombrable et adh(D) = F.

Vérifiez que si § est une distance équivalente a d :
A dense par rapport a B pour d <= A dense par rapport a B pour 6.

Cas des espaces vectoriels normés .

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou bien C. Soit A une partie de E ; rappelons
qu’on note [A] le sous-espace vectoriel engendré par A, asavoir : [A] est le sous-espace
vectoriel constitué par les combinaisons linéaires d’éléments de A, a coefficients dans
K: .

[A] = {>_ Xi.a; / I ensemble fini ,a, € A, \; € K}.
il
Cela étant rappelé, on peut énoncer la définition suivante :
Définition 1.3.
Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C. Une partie A de E est dite totale dans
E si le sous-espace vectoriel [A] de E est partout dense dans E.
Commentaire -

Une famille (u;)ier, I ensemble d’indexation quelconque, d’éléments de E, sera
dite totale si A = {u; /i € I} est une partie totale. On parlera en particulier de suite
totale (un )nes. S partie infinie de N.

Proposition 1.1.

Soit (E, || - ||) un e.vn. sur K = R ou C. E est séparable si et seulement si il
existe une suite totale dans E.
Commentaire :

On verra plus tard (Chap XI1I, Exercice 2.2.) que si F est séparable il existe une suite
totale dans E constituée par des vecteurs linéairement indépendants, autrement dit : il
existe une suite totale et libre.
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& Exercice 1.3. (trgs facile) Démontrez 1a Proposition 1.1.

Exemple 1.3. Beaucoup d’e.v.n. intervenant en Analyse sont séparables.
[ 1/p
Par exemple : £, pour 1 < p < oo, muni de la norme : [|(&, ) llp = ( > |§n|”) .
n=1

De méme, les espaces ¢ et ¢g, munis de la norme uniforme habituelle :
[(€r)nllco = sup |€x|, sont séparables.
neN
Voir le Chap.II pour tous ces espaces.

Le.v.n. Coo([a, b], R) muni de 1a norme || flloo = max | F(t)] est séparable : c’est

. 4 une conséquence immédiate du Th. &’ approximation de WeierstraB, voir plus loin dans
ce chapitre.

Les espaces LP de Lebesgue (voir théorie de I'intégration) sont séparables si
p € [1,00[. -

Par contre, les espaces £ et L™ ne sont pas séparables.

& Exercice 1.4. (assez facile) Prouvez que les espaces vectoriels normés ¢g, ¢, P pour
1 < p < oo, sont séparables.
Indicarion : Considérez la suite (e,,)nen- Ol 2 €, = (0,0,...,0,1,0,...) [1 ala n-ieme place],
et, pour c uniquement : e = (1, 1,...,1,...).

& Exercice 1.5. (difficulté moyenne) Démontrez que £°° n’est pas séparable :
Pour cela, soit A = {aV,a®, ... a, ...} une partiec dénombrable dans £>°, ot :
a™ = (&{, o, .. .,a,(c"), ...);ondétermine u = (&1, &, -+, &k, ..-) € £° par:
o = o + 1si || < letay = 0si o] > 1; vérifiez que [|a® —u|jo; > 1, et concluez.

& Exercice 1.6. (facile) Démontrez que tout sous-espace métrique d’un espace métrique
séparable est séparable. L'exemple F = R, F' = R \ @, @ partout dense dans E, prouve qu’il
ne faut pas raisonner trop rapidement . . .

2. APPROXIMATION UNIFORME DES FONCTIONS [a, b] — R
LE THEOREME DE WEIERSTRASS

On se propose, dans ce paragraphe, de rassembler des résultats « anciens » (cours de
D.E.U.G) et «nouveaux » (essentiellement le Th. de Weterstral} et ses conséquences) en
un ensemble cohérent concemant 1’ approximation uniforme des fonctions [«, 8] — R.
Cette notion d’ approximation se traduira en termes de densité et sa « philosophie » peut
serésumer ainsi : approcher des fonctions « compliquées » par des fonctions « simples ».

Le critere de «simplicité » sera bien siir variable suivant le but poursuivi :

elecalcul approché de I’intégrale d’ une fonction fait appel 2 des fonctions en escalier,
ou bien affines par morceaux, polynomiales par morceaux, . . . qui sont peu « réguliéres »
(= dérivables), mais qui s’integrent aisément. Ces approximations conduisent 4 des
méthodes numériques [méthode des rectangles, des trapézes, de Simpson, etc.], mais
également A des considérations théoriques tr¢s importantes.

e du point de vue théorique (surtout), il est tres intéressant d’approcher des
fonctions «irrégulieres » (non dérivabilité, variations trés rapides, . . . ) par des fonctions
impeccablement régulieres comme les polynémes.

Quelques ensembles classiques de fonctions [a, b] — R

1) Soit I = [, B], & < B, un intervalle de R fermé et borné. Ondiraque g: I — R
approche uniformément f : I — R a e prés (e véel > 0) sur I si:
@1) Vtel:|ft)—glt) <e
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Si f est unc fonction bornée sur I, i.e. si f(I) C [—m.+m|, m réel > 0, et si
g approche f a € prés sur I : g est aussi bornée sur I. En effet, pour tout ¢t € I :
lg(t) < |g(t) — fFO + [fFB)] < e+m.

2) Soit E = B (I, R) I'e.v.n. réel des fonctions f : I — R bornées sur I, muni de
lanorme uniforme || f|loc = sug) | £(8)] [¢f. Chap.1). Soit (f)nes. S partie infinie de N,

te
unc suite d’éléments de E, etsoit f : I — Ricllequesup |f.(t)— f(t)] — O:
tel neS,n—oo
ona f € Eetlimy, o nes ||fn — flloo =0.

Explicitons : si pour tout € > 0 il existc un rang a partir duquel f,, approche
uniformément f A € prés sur I : la fonction f est bornée, et 1a suite (), converge
vers f dans E pour la norme uniforme.

3) Un découpage de I est une suitc finie (o;), 2 =0,1,2,...,n, de points de I telle
que g = o, 0ty = B, Ct:; < vy pourtouti=0.1,...,n—1.

Exemple : le découpage de I en n intervalles égaux est défini par o, = o+ i‘B_Ta
pour 0 < i < n.

4) f : I — Rest dite en escdlier sur I 8’1l cxiste un découpage de I tel que f soit
constante sur |o,, ;41| pour tout 7 = 0.1, ..., n — 1. On notera £(I, R) I’ensemblc
constitué par toutes les fonctions cn escalicr sur I (le découpage de I étant variable,
bicn sir !).

5) f : I — Rest dite affine par morceaux sur I 8’1l existe un découpage de I et des
nombres récls o, 3, (0 < 4 < n—1)telsque : f(#) = a;t+B; pourtoutt € oy, aiyq].
On notera A(I, R) I’enscmble dc toutes les fonctions affines par morceaux sur I.

Remarques : Les fonctions en escalier ct les fonctions affincs par morceaux
possédent, pour un découpage dc I cn 7 sous-intervalles, n 4+ 1 points de discontinuité
éventuels.

On pourrait tout aussi bien introduire des fonctions paraboliques, cubiques, ctc. par
morceaux. Le calcul numérique des intégrales utilise dc telles fonctions.

6) On notera C(I,R) 'ensemblc des fonctions I — R qui sont continucs sur I,
AC(I,R) I'ensemble des fonctions qui sont affines par morceaux sur I et continues
sur I : AC(I.R) = A(I,R)NC(I.R).

" Enfin, on notera M(I,R) ’enscmble des fonctions I — R qui sont monotones sur
I (i.e. croissantcs ou bicn décroissantes, au scns large, sur I).

E(I.R), A(I,R),C(I. R), AC(I.R), M(I, R)sont des sous-cnscmbles de B(I, R):
c’est évident pour les quatre premiers, et si f € .M cst, par exemple, décroissante :
F(B) < f(t) < f(a) pour toutt € 1.

Rappelons les quatre résultats suivants dont vous trouverez unc démonstration dans
tout cours de D.E.U.G. au chapitre Intégration (au scns de Ricmann ou au scns des
fonctions réglées, peu importe). Mais vous aurcz peut-étre plus vite fait de les retrouver
tout seul . .. Voir aussi les Exercices 2.12 ct 2.13 du Chapitre XIV.

7) Résultat 1 : Toute fonction de C(I, R) peut étre approchée uniformément sur T
par une fonction en escalier, A € prés, et ccla pour tout € > 0. Autrement dit :
Vi€ C, A fa)nen fn € Etelleque: lim || f — frlloc = 0.

Résultat 2 : Soit (fn)» une suite de fonctions de C, et soit f € B tclle quec
lim || f — fulleo = 0. Conclusion : f € C.

C est donc fermé pour la convergence uniforme [¢f. Chap. III].
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Résultat 3 : Toute fonction de C peut étre approchée uniformément sur I par une

fonction de AC, a € pres, pour tout ¢ > 0. Soit :
Vf €C A fa)n, fn € AC: nlingo lf — frlloo = 0.

Résultat 4 - Toute fonction de M peut étre approchée uniformément sur I par une

fonction de £, i € prés, pour tout £ > 0. Soit :
Vfe M,H(fn)n, he&: nli_{lgo lf — fallo = 0.

8) Notons R(I,R) ’ensemble de toutes les fonctions f : I — R telles qu’il existe
une suite (f,)r de fonctions en escalier vérifiant : sup |f(t) — f.(t)] — 0.D’apres
tel n— 00

lyet2): f e B.
Nous appellerons fonctions réglées sur I les éléments de 1’ensemble R(I, R).

Ces fonctions ont ét€ ou non définies en D.E.U.G. selon la théorie de 1’intégration
choisie. On a le résultat suivant :

soit (fr)nes une suite de fonctions réglées telle que pour un f : I — R on ait :
sup lf&—f ) — s 0.Alors: f € R(I,R). Cest-2-dire qu'on a pour R(I, R)
te n

—00,nE

le m&me résultat de fermeture que pour C (Résultat 2).

En effet, d’apres ce qui précede : f € E = B, et limp—oo,nes || f — frlloo = 0.
Pour tout n € S fixg, il existe une suite (f, m)men de fonctions en escalier telle
que lim | fr. — frmlloo = O (par définition de R). Si I'on applique le résultat de
I’Exercice 2.10 du Chap. 111, on obtient : il existe une fonction ¢ : S — N telle que
nli_r& lf = fr.pomllc =0, etdonc : f € R(I,R). C.QED.

Les fonctions appartenant 2 R (I, R) sont susceptibles d’une caractérisation simple et
utile [voir Chap. XIV]: f € B: f € R(I, R) <= les limites suivantes existent dans R :
ims o s>a f(8),limsp,s<p (), VE € Jo, B : iy s<t F(8), Mgy, s5¢ f(8)-

On démontre qu’une fonction de 7R ne peut avoir de discontinuités qu’en un ensemble
au plus dénombrable : des discontinuités de premiére espeéce d’aprés 1”équivalence ci-
dessus.

9) Introduisons encore les ensembles suivants :

P(I,R) sera I’ensemble des restrictions a2 I de toutes les fonctions R — R
polynomiales (a coefficients réels).

V(I, R) sera I’ensemble des fonctions f : I — R qui s’écrivent f = g — h, ol g et
h sont des fonctions croissantes sur I (g, h dépendent de f, bien sir !). ces fonctions
sont dites & variation bornée sur I, car on démontre (non trivial) que f € B appartient
a V ssi dm réel > 0 tel que pour tout découpage (o )o<i<n (n variable!) de I :

n—1
S | Fleit1) — fow)] < m. Notons simplement ici que f € C =& f € V.
=0

& Exercice 2.1. (assez difficile) Démontrez que 'e.v.n. F' = R(I, R) muni de la norme || f|| o

n’est pas séparable.
Suggestion : trouver une famille non dénombrable de fonctions en escalier trieés simples dont

les distances mutuelles (pour || - [|.) sont égales a 1.

Résumons tous ces résultats dans deux propositions.
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Proposition 2.1.
M E, A, C, AC, R, P, V sont des sous-espaces vectoriels de E = B(I, R).

SifeM:AfeMpour)e€R mas f,ge M=~ f+ge M.
(1) B, £, C, R, P, V sont stables pour la multiplication des fonctions
[(f.9)#) = f(t)-9(®)).et] f-gllc < | fllco-llgllc (ce sont des algebres, cf. Chap.
X, Annexe).

A, AC, M ne sont pas stables pour la multiplication des fonctions.
(ii1) On a lcs relations d’inclusion suivantes :

ECYVCRCBea ACCCCR,PCC,ACR:

(inclusions signifiant sous-espaces vectoriels).

Et on a M C V (inclusion ensemblistc).

ENC=ENAC={f: I — Rconstantes}.

Proposition 2.2.
Dans 'e.v.n. E = By, (I, R), normé par || f||~ = sup |f(t)] :
tel

(1) C et R sont ferm¢és,
(i) £ est dense par rapport & C, et donc £ est densc par rapport 4 AC C C.

£ est également dense par rapport a M.
(1ii) Par définition, £ est densc par rapport 2 R, donc est dense par rapport a
VCR.
(iv) AC est dense par rapport 4 C.
(v) Si I’on considére ’e.v.n. F' = R, (I, R) : £ st partout dense dans F. Si’on
considere I'e.v.n. G = Co (I, R) : AC cst partout dense dans G.
Attention : on ne peut pas dirc que &£ est partout dense dans G, pour la bonne
raison que £ ¢ G.

Le Théoréme de Weierstrafl

Nous allons maintenant introduire un résultat d’une importance CAPITALE en Analyse,
c’est le Théoreme de Weierstral qui s’énonce ainsi ;

Théoreme 2.1. (Théoreme de Weierstraf) (FONDAMENTAL)

Toute fonction continue sur un intervalle termé et borné I de R, & valeurs
réelles, peut étre approchée uniformément sur I a € preés, pour tout € > 0, par unc
fonction polynomiale.

En d’autres termes :

Le sous-espace vectoriel P(I,R) de I’espace vectoriel C(I, R) est dense par

rapport & C(I, R) dans E = B (I.R). Soit encore :

P(I,R) est partout dense dans I'e.v.n. F = Coo (I.R)

Ce résultat est plut6t ¢tonnant a priori sil’ on a al’esprit le comportement atrocement
tourmenté qui peut &tre celui d’une fonction continue : fonction continue n’ admettant
de tangente (dérivée) en aucun point d’un intervalle, fonction continue 2 variations trés
rapides comme ¢ + ¢t.sin(1/t) sur [0, 1], ctc. [incidemment, cettc fonction continue
n’appartient pas & V([0. 1].R)].

Il existe, conséquence de son intérét, de multiples démonstrations du Th. de
Weierstrafl et de ses (nombreuses) géncralisations dont la plus utile est le puissant
Th. de Stone-Weierstral [cf. Lecture/Probleme du Chap. XIV].
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Nous avons choisi ici une démonstration élémentaire, simple 2 suivre, dont la
signification profonde nécessiterait quelques connaissances en calcul des Probabilités.
Cette preuve présente 1’avantage d’exhiber explicitement une suite de polyndmes
approchant uniformément f € C(I,R) donnée i € pres, € > 0 fixé arbitrairement.

C’est la démonstration due 2 S. Bernstein. qui utilise les polyndmes portant son
nom ; I’origine probabiliste est claire comme I’ indique 1a présence de la loi binomiale
dans I’expression des polyndomes.

s Voir partic DEMONSTRATIONS 2 la suite du cours.

On ne peut pas gagner sur tous les tableaux, et il faut signaler que les polyndmes
de Bernstein sont a rejeter impitoyablement en Analyse Numérique lorsqu’on désire
approximer des fonctions continues par des polynémes :

il faut aller jusqu’au 100000-¢éme polynéme de Bernstein pour approcher sin(t) sur
[0,1] 21/1000 pres !

On déduit facilement du Th. de Weierstrafl le résultat suivant, en considérant
I’ensemble — qui est dénombrable — des polyndmes & coefficients dans Q) :

Proposition 2.3.
| Pe.wv.n. C([a,b],R), munide || - ||co, est séparable.

Une conséquence importante du Th. de Weierstral3 est I’approximation des fonctions
R — R continues et périodiques par des polynémes trigonométriques, résultat qui
s’avérera fondamental dans 1’étude des séries de Fourier [voir le Chap. XIX].

Nous supposerons que la fonction est périodique de période 27 : cela n’est pas une
restriction, car si si g : R — R est une fonction périodique de période T réel > 0 [i.e.
vt € R: g(t + T) = g(t)}, la fonction définic par f(t) = g(== t) est périodique de
période 2.

Théoréme 2.2. (Théoreme de Weierstraf} trigonométrique) (FONDAMENTAL)

Soit f : R — R une fonction continue sur R et périodique de période
27. Pour tout € > O donné, il existe un entier /N ct des nombres réels
04010‘17"'10‘N1ﬂ17"'1ﬂN tels que :

Vte R: |f(t) —ag— Y ok cos(kt) + Br sin(kt)]| <Ee.
E=1

Soit, dans I'e.vn. Boo (R, R) : || f — a0 — 3 [akcos(k-) + Brsin(k-)]|| , <e.
k=1

DEMONSTRATIONS

Démonstration du Théoreme de Weierstrafl

Q Premiére étape, dans laquelle on démontre qu’on peut se limiter  lintervalle [0, 1]
(ce n’est pas un point important du théoréme, mais un détail technique).

Soit f : [, B] — Rune fonction continue sur [, §]. On considere les deux fonctions

. — . t—o
0:[0.1] - [a,8],t— (B—a)t+a.ct¥:|a,f] —[0.1].t— i
Ona:0oW¥ =1I,p ct¥ob = Iy ;0 etV sontdes bijections continues inverses
I’une de ’autre. On pose: g = fo#6, g: [0,1] — R; g est continue comme composée
de fonctions qui le sont.

Soit P un polyndme approchant g uniformément sur [0, 1] & £ > 0 pres.
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On adonc: Vs € [0,1] : [g(s) — P(s)| < e.

Pour toutt € [, 8], ona: |g(¥(t)) — P(¥(t))| < e.Mais: go¥ = fofo¥ = f,
P o ¥ est un polyndme, et V¢ € [0,1] : |f(t) — P o ¥(t)| < e. On peut donc se
contenter de démontrer le Th. de Weierstra$l pour une fonction f : [0, 1] — R continue
sur [0, 1]. ¢
0 Deuxiéme étape, dans laquelle on prouve trois identités concernant la loi binomiale
r;(t), out € [0, 1].

Soit 1 € N pour j = 0,1,...,m, on pose : 7;(t) := CZ.#9.(1 — t)"7, ot les
C3 g ( ) sont les coefficients de la formule du bindme de Newton, dont on

rappelle I’énoncé : ® (z+y)" = Z Ci .9 3,

On va démontrer les relations suivantes, valides pour toutt € [0, 1] :

DS @) =1 @ 3 jr@)=nt G) 30 —nt)r,(t) = nt(l—t).
i=0 =0 =0

(1) 32 75(t) = > CIP L~y =[t+(1—t)" =14

(2) On dérive par rapport 2 x les deux membres de (¥) :

n(z + y)" ! = 3. jCixI'¢y"™I, et on multiplie les deux membres par x :
1<5<n

nz(z+ )" ' = Y jCix?y™ 7 ;en faisant z = t et y = 1 — ¢, on obtient la
0<i<n

formule (2). ¢

(3) On dérive deux fois (*) parrapportax;ona: _

nn—1)(x+y)"" 2= 3 (G- DGy .
255<n

On multiplic par z?, et on remplace y par 1 —  :
nin—1z?= 3 ji-1DGA-2)"7 = > j(5— rs(z)

0<jsn 0<j<n
= > i@ — 3 gri(a).
0<5<n 0 j<n
>, Gmmx)ri(m) = 3 FPri(@)-2nz 3 jri(@)+n’z® 3 ri(z);
0<5<n 0<j<n 0<j<n 0<5<n

d’ou, d’apres (1) (2) et 1a formule ci-dessus :
3 (G~ nx)?ri(z) = n(n— 1)z? + nz — 2n%2? + n?z? = nz(1 — x).
0<i<n
On remplace x part eton a (3). ¢
0 Troisieme (et derniére) étape, ou I’on introduit les polynémes de Bernstein B, ( f),
et oit I'on démontre que lim ||B,(f) — flloo = 0.
Soit n € N. Le polyndme B, (f) défini par : B, (f)(t) := Z f(L ) 5 (t) est
0 <i<n
appelé le n-ieme polynome de Bernstein de la fonction f.
Soit € > 0 donné. Démontrons que, pour n assez grand, B, (f) approche f uni-
formément sur [0, 1] 2 € prés.

vt € [0,1]: | f(t)— Bn(f)(t)l—l Z[f(t) F(E)] rj(t)|< Z 1£(t)= F(E)r5().

f continue sur [0, 1] est umformement continue sur [0, 1] (fOl‘lCthl‘l continue sur un
intervalle fermé borné de R ; Th. de D.E.U.G, ou ¢f. Chap. XIV).

Dong, il existe p > O tel que Vs,t € [0,1] 1 [s —t]| < = |f(s) — f(t)] < 2.
Soit ¢ € [0, 1] ; on considere les ensembles suivants (qui dépendent de ) :

Jn:={j €NJO< j<metft—L| <7}, Kn:={j e N/O<j<net|t—2Z] > n}.
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vt € [0,1] :
|£(t) = Bo(H(®)] < Z_ LF(t) = F(L)ri(2)

< Z If(t)— (D)) + Z l£() — £ (£)174(2)-

7€, j€Kn
Mais, d’une part : g; [F(t) — F(L)]ri(t) < g; leri(ty < e Z rj(t)—%
J€Jn i€Jdn

par (1). Et @’ autre part, notant M = max [f()],ona:

> 1) — f(% )Irg(t)< Z [If(t)|+|f( |l Tg(t)<2M Z 7;(t)

FJEK,

< 2M ST (G —nt)?r;(t) x —1*2
jeK, I (j —nt)
. (3 1 1
Or, pour j € K, ona: (j —nt)? > n?p? = G i) < — et
Deplus: > (5 —nt)?r;(t) < Z (7 —nt)2r;(t) = nt(1 —¢t) < In[par (3), et
jeK, j<n
parce que t € [0,1] = t(1~¢) < 1]
j 2M 1 M
D t) — i) < 2T = .
one : jeEnIf() ( )lrj()—nznz X 3n 21
En définitive, pour tout t € [0,1] : |f(t) — Bn(f)| < ie + %; et pour tout n
7
M < 1e. Do, pour 7 assez grand : || f — Bn(f)lloo < €. ¢
2n17
Remarque :
La démonstration ci-dessus reste valide si la fonction f est une application f : [0,1] — E,
ou (E, | -||) est un e.v.n. sur R ou C; il suffit de changer partout | - | en || - ||. Avec un peu

plus de précautions, mais sans changer le schéma de la démonstration, on peut aussi envisager
f : [ahﬁl] Xere X [anyﬁn] - R

Démonstration du Th. de Weierstraf} trigonométrique
Soit f : R — R continue sur R, périodique de période 27 [Vt € R: f(t+27) = f(t)].

0 Premiére étape, dans laquelle on suppose que f est paire
[Vt € R: f(—t) = f(t)].

Soit ¢ : [—1, +1] — R définie par ¢(t) = f(Arccos(t)). Ona: f(t) = p(cos(t))
pour tout t € R. Démontrons cela.

Soit, en effet, t € R : il existe k € Z tel que s =t + 2k € [—m, +7] ; soit 7 tel que
r=ssis€|0,7metr =—ssis € [—m,0]:7 € [0, n]. Puisque f est paire, et puisque
f et cos sont périodiques de période 2, ona: f(t) = f(r) et cos(t) = cos(r).

Mais, par définition de ¢, on a : @(cos(r)) = f(r), d ou le résultat.

La fonction ¢ est continue sur [—1, +1] : on peut appliquer le Th. de WeierstraB &
et trouver ainsi une suite de polynémes en £ convergeant uniformément sur [—1, 1]
vers . D’ot une suite de polyndmes en cos(t), ¢’est-3-dire de la forme 3~ oy, cos® ¢,
convergeant uniformément vers f sur R. =0
Il ne reste plus qu’a observer que cos® (t) s’exprime linéairement en fonction de 1,
cos(t), cos(2t), . .., cos(kt) lcos?(t) = 4 (1 +cos(2t)), etc. Utilisez la formule de De
Moivre]. On obtient finalement une suite de polyndémes trigonométriques de la forme

oo+ Y., o cos(kt) qui converge uniformément vers f sur R. 4
1<k<N
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0 Deuxieme étape, dans laguelle on suppose que [ est impaire
vt € R: f(—t) = —f(t)].

Supposons que f est impaire : la fonction ¢ — f(t). sin(¢) est continue, périodique
de période 2, et paire. On peut donc lui appliquer le résultat de I’étape précédente.
On en déduit que la fonction t +— f(t). sin?(t), continue et 27-périodique, peut étre
approchée uniformément sur R par une suite de polyndmes trigonométriques.

En effet, on a une telle approximation, avec des combinaisons de termes de la forme
cos(kt),pourt — f(t).sin(¢): on multiplie parsin(t) « des deux c6tés » et on remarque
que cos(kt). sin(t) = 2 (sin((k + 1)t) — sin((k — 1)t)). D’ ol une approximation par
des «polynémes » en sin pour la fonction impaire ¢ — f(t).sin?(t). ¢

0 Troisieme étape, dans laquelle on approche f(t). sin? (t), sans hypothése de parité.

Remarquons ensuite que si f est paire, t ~— f(t). sin?(t) est paire aussi, continue et
2m-périodique, et donc on peut [1° étape] approcher cette fonction par des polyndmes
trigonométriques. De cette remarque et de 1’ étape 2, on déduit que pour toute fonction
continue sur R et 27-périodique, la fonction t — f(t).sin?(t), continue et 27-
périodique, peut &étre approchée uniformément sur R par une suite de polyndmes
trigonométriques.

En effet, f peut s’écrire d’une mani€re unique comme somme d une fonction paire
et d’une fonction impaire : f = g+ h, ot g(t) = 1[f(t) + f(—t)] (paire) et
h(t) = L[f(t)— f(—t)] (impairc) ; d’ou : f(¢).sin?(t) = g(t).sin?(t)+h(t). sin®(t) ;
puisque g et h sont continues et 27-périodiques, il ne reste plus qu’a conclure grace
aux résultats qui précedent. ¢

Q Quatrieme étape, dans laquelle on conclut.

Soita présent f : R — Rcontinue et 27-périodique. L étape précédente nous permet
d’affirmer que t + f(t). sin’(t) peut &tre «approchée » (on abrége de plusenplus.. .. ).
La fonction £ +— f (% — t) est continue et 27-périodique ; donc [étape précédente],
t > f(% —t).sin’(t) peut &tre approchée. D’ol, en posant s = Z — ¢ : 1a fonction
s +— f(s).cos?(s) peut étre approchée. Puisque t — f(t).sin’(t) et t — cos?(t)
peuvent étre approchées, il en est de méme de leur somme :

t— f(t).sin®(t) + f(t).cos?(t) = f(t). Nous avons terminé. ¢

Fin de la partie cours du Chapitre IV

Sous-groupes du groupe additif des nombres réels

Le présent texte est & considérer comme une suite d’exercices dirigés et comme un
complément culturel. Nous savons que R est un groupe pour 1’addition. Nous allons
nous intéresser aux sous-groupes de ce groupe. Parexemple G = {0}, G =Z, G = Q,
G = V2.Z = {nV2 / n € Z} sont des sous-groupes de R additif.

Remarquons que G = Q est partout dense dans R (usuel), tandis que les autres sont
fermés dans R.

Nous allons caractériser les sous-groupes partout denses et ceux qui ne le sont pas.
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Proposition :
Soit G un sous-groupe de R additif, non réduit a {0}.
Posons G = {s € G / s > 0} et p = inf(G,.). On al’alternative suivante :
e Si yy = 0 : G est partout dense dans R,
e Sip > 0:ilexiste £ € Riel que G = {n.£ / n € Z}, et G est fermé dans R.

Démonstration -

1) Premier cas : p = 0. Fixons un € > 0 arbitraire, et soit [« (] un intervalle de
R tel que 3 — o = €. Par définition de la borne intérieure, il existe v = . € G tel
que 0 < v < e. Puisque G est un groupe additif, vy € G = n.y € G pour tout
n € Z. Bt il existe un entier p € Z tel que p.v € [« 3]. Par conséquent [c, 8] contient
un élément du groupe G, et G est partout dense dans R. 4

2) Second cas . pp > 0. On va d’abord prouver que p € G. Soit € > 0 arbitraire tel
que € < p. Par définition de 1a borne inférieure, il existe v € G telque v € [u. p+€].
Si v # u, il existe — m&me raisonnement que ci-dessus ~ 77 € G4 tel que 77 # v et
1 € [u,7]. Puisque G est un groupe additif, y — € Getvérifie: 0 < y—n <e < u:
il existerait § = v — n € G vérifiant 6 < u : c’est contradictoire avec le fait que
p =inf(G,).

Donc p = v € G Par conséquent, dans [p, o+ €], pestle seul éiément de G, ,et G
posséde un plus petit élément > 0.

Soit, A présent, v € G arbitraire, et soit ¢ = [%] (partie entiere de «y/u). Ecrivons :
T=g+poupe[01fetposonso=p.p.Ona:y=q.p+o, 0o €0yl
Maisq.u € Giety € G — v—u.p=o0 € G;0 € Gest> Oel < y : contradiction
si o # 0. Donc o = 0, et v = ¢.u. En définitive, tout élément de G s’écrit n.u avec
n € Z. 1l est clair que adh(G) = G, et donc que G est fermé. ¢

Corollaire :

On considere le groupe multiplicatif R* = ]0, +ool. Soit G' un sous-groupe.
Siinf{y € G /v > 1} =1 : G est partout dense dans ]0, +oo|.
Siinf{y € G/~ >1} > 1:ilexiste & € |0, +oo| tel que G = {a™ /n € Z}.

Démonstration : R — R} , s — €° et R} — R, ¢t — In(¢) sont des isomorphismes de
groupe continus inverses 1’un de 1’ autre. Le résultat découle de 1a Proposition ci-dessus
ct des propriétés des homéomorphismes [D.E.U.G. ou voir le Chap. VIIT]. 4

Corollaire :
Soient v et 3 deux réels # 0. G = {m.ac + n.f / m,n € Z} est un sous-
groupe de R additif. Si /3 estirrationnel, G est partout dense dans R. Si o//3 est
rationnel, G est I’ensemble des multiples entiers d’un certain réel.

Démonstration :
1) Supposons < irrationnel. On raisonne par contradiction en prouvant que G n’est
pas constitué par les multiples entiers d’un réel «y : d’apres la Proposition, G sera partout
dense dans R.
Supposons donc qu’il existe v € R tel que m.cx + n.8 = p.y pour tous m, n € Z.
Evidemment «y # 0.
Soient m # 0,7 # 0,entiers:onap # 0,carsip = 0: ma+n8 =0 —= % =

3=

et & est rationnel, contrairement 3 1’hypothése.

Soient m’ # 0 et 7/ # 0 entiers tels que m'n — mn’ # 0. m'a+ 7' = p'y
avec p’ # 0 (comme ci-dessus). De ma + ng8 = pyet m’a+ /3 = p'y, on tire :
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mao + ?’Lﬂ _ Q’ et: (mp/_m/p)a — (n'p—np’)ﬂ. Si mpl_m/p — nlp_npl = O,

ma+n'8 P
ona: % =1L = 2]?)7 = m/n — mn’ = 0 contrairement A ce qu’on a supposé.
m  n
7

7
On a donc : % — % et %— serait rationnel. Par conséquent 1’existence de -y
conduit 3 une absurdité. 4

2) Supposons %rationnel. Soient p et g entiers tels que% = lq?- = % = % =peR.
Soit 6 un élément de G : 6 = ma + nfB = mpp + ngp = p(mp + ng).

H := {mp + ng / m,n € Z} est un sous-groupe de R additif dont tous les éléments
sont des entiers ; donc H possede un plus petit élément > 0 qui est > 1. Donc 1l existe
71 € R tel que tout mp + ng = ry, avec r entier.

On en déduit que 6 = 7.p7. Finalement, G = {r.(pn) /r € Z}. 4

Soit maintenant C = S(O, 1) le cercle de centre O et de rayon 1, orienté comme

d’habitude. On considere un angle 6 € [0, 27| et on considere :
G = {nf [ mod2n] / n € Z}

ot 16 [mod 27] (mod pour modulo) signific que I’on identifie tous les nombres qui
different d’un multiple entier de 27r. Autrement dit, on identifie C au groupe quotient
R/27Z. Plus concrétement, on considére C' comme un objet géométrique, et un angle
6 est une rotation d’angle compris entre 0 et 27t = un tour complet. I est clair que G
€St un groupe.

Proposition :

Si /2 est rationnel, le groupe G est fini. Si /27 est irrationnel, G est partout
dense dans C (sous-espace métrique de R?).

Démonstration :

Supposons d’abord 6 /2 rationnel : 6 /27 = p/q, oil p et ¢ sont des entiers premiers
entre eux (fraction irréductible). Représentons le groupe G par des points M sur C,
d’angle polaire n6. Pour n = 0 on a My d’angle 0, puis M; d’angle 6, M- d’angle 26,
etc. Jusqu'a n = ¢ : M, d’angle qf = 2pn coincide avec Mo. Donc, seuls les points
Mo, ..., Mp_ sont distincts, et le groupe G = {nfé [ mod2n] / n € Z} est fini. 4

Supposons 4 présent que /2 est irrationnel. On va démontrer qu’ étant donnés un
angle ¢ € [0, 27 et € réel > 0 arbitraires, il existe un point d’angle polaire mé qui
se trouve dans I’arc de C' défini par ¢ — € < o < ¢ + €. La position de ce point est
définic 2 un multiple de 27 pres, et donc on cherche en fait deux entiers m,n € Z
vérifiant : ¢ — e < mf + n.27m <  + €. On se ramene ainsi au sous-groupe de R :
{ma + nb / m,n € Z} considéré dans le corollaire ci-dessus, avec o = 6 et b = 2.
o /B = 0/2m étant irrationnel par hypothése, le sous-groupe est partout dense dans R, et
les deux entiers m et . cherchés existent. Par conséquent, G = {nf [ mod2x«| / n € Z}
est partout dense dans C lorsque 6/27 est irrationnel. 4
Application :

La densité de I’ensemble des 16 [mod 2] dans C lorsque /27 € R\ Q, par
exemple si § = 1, permet de conclure que la suite (sin(n@))n ay 0/2m € R\ Q,
admet [—1, +1] comme ensemble des valeurs d’adhérence, résultat que nous avions
déja annoncé dans le Chap. 111.
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Ve € C,Ve > 0,3b. € B : d(u,b:) < %e; pour ce be. Ja. € A : d(be,a.) < 156. Ainsi ;
d(c.ae) < d(c.be) + d(be, ac) < 3€ + 3¢ = £. Donc, A est dense par rapport & C. La relation
« dense par rapporl 2 » est transitivg. ¢

Vb € B,Ve > 0,da. € A :d(b.a.) < e, mais a. € C, d’ol le résultat, ¢

Ve € C,Ve >0:c € B,doti: Ja. € A:d(c,a.) < e, et le résultat. ¢

% Exercice 1.2.
11 suffit de I'écrire ! Si A est dense par rapport 2 B, Vb € B,Ve = L, n € N*, Ja,, € A ;
d(an,b) < e= % La suite (ay,),en+ d’éléments de A vérifie d(a,,,b) < % et donc converge
vers b. ¢

Réciproquement, soith € Betsoit (a,, ),y une suited’éléments de A telleque lim (a,,),, = b.

. n—00
Par définition, Ve > 0,IN e NNVn € N:n > N = d(b.a,) Le.
Donc A est dense dans B. ¢
Vb€ B,Ve > 0,do € A:d(b,a) <e = a € B(b,e[N A
Réciproquement. on considere a,, € B(b, L[N A (qui est # 0) : lim (an)n =b. ¢
7 =00

Ces propriétés sont équivalentes, on I'a vu [Chap. I et lI], 3: B C adh(A). ¢
En particulier, A partout dense dans F <= adh(A) = E.

‘& Exercice 1.3.

Sil existe une suite (G, ), totale : (E, || - ||) est séparable. En effet. posons :

A=|[(ai1,...,0n....)];pardéfinition, A est un sous-espace vectoriel de F qui est partout dense

dans E. Pour J C N, J fini, posons : By = {Z Aja; / Aj rationnel } ol par «rationnel» On
jet

entend: ); € QsiK=R, et \; = o5 +if;. avec o; € Q,5; € Qsi K = C. Il est clair que
pour tout A € C, pour tout € > 0 donné, il existe A rationnel tel que |\ — A| < € : ¢’est ladensité
de @ dans R%.

Posons ensuite: B = yen.afin Do Chaque B estdénombrable parce que Q I'est, 'ensemble
des parties finies de N est dénombrable (vérifiez. ¢’est facile), et donc B réunion dénoinbrable
d’enseimbles dénombrables est dénombrable (ce dernier résultat, assez facile, est issu de la théorie
des ensembles. plus précisément de la théorie des cardinaux).

Celaétant, on aura terminé si I'0On démontre que B est dense par rapport 3 A (notons que B C A).
Soitu € A:u =3 May (K fini); posons : M := Y |lax|| : pour tout £ > 0 fixé, et pour

koK kK
tout k € K, il existe ), rationnel tel que |\ — X, | < f—[ ;
||U - Akak” = || 3 Aok — Y Akflk” <Y e = Al llax]l < 1”7\% = ¢. Comme
k-K kek kek kek
5" M\ax € B,ona: Bestdense dans A. ¢
keK
Réciproquement, si (E, || - ||) est séparable, soit D = {ax,...,ax,...} partout dense dans F :

[D] est partout dense, ce qui signifie que (ay, ),ay- €St totale. ¢

% Exercice 1.4.
1) Casde F = (¢p) munide || - || o

Soite, =(0,...,0,1,0,...) [1 en n-iéme place]. Nous allons démontrer que la suite (e, ),,an
est totale dans E. Posons F := [(ey,...,€n....)].
Soita = (a1, ..+, 0n. -+ .) = (@n ) e+ une suite de (cp). Considérons :
n
Up = Y aje; € Fu, = (a1,0z,-..,0n,0,0,...).

i=1

la —unlloo = |01y, Ony Onyre o) = (@1ve e o0, 0.0, ) ]loo = (0,0, .. ., gty - - ) |oo
= max |a;| — 0,
izn+l n—oo

car lim () =0 = [Ve>0,ANeN,VREN" :n > N = |an| <g]. ¢
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2) Casde F = (c) munide || - || co-
Soiteg = (1,1, 1,...) [que des 1]. On a, du point de vue algébrique : E = (c¢) = (co) @ [eq).
Posons G = [ep, IF] = [eg, €1, . - -, €n, . . .|. G estdense dans E, en effet, soit :
a=(a1,...,0n,...) €(c),avec lim (a,) =c;0ona:

n—eo
lim (a — a.ep) = 0, soit : a — a.eq € (cp) ; donc il existe, d’apres le cas 1), une suite (un),
n—eo

u, € F,telle que : lim (u,) = a — a.€p; vn = a.€0 + up appartient 3 G = [eg] & F et
—00

lim (v,.) = cv.€0 + lim (up,) = a.€g + a — a.ep = a. D’0l le résultat, d’apres I'Exercice 1.2. ¢
) n—00
3)Casde E = ¢, avec 1 < p < oo, muni de || - ||p. Soit encore F' = [(ey, ..., €q, .. .)], et soit
(9] n

u=(£1,.-,&n,--.) € £, ie. vérifiant > [nlP < o0. Posons uy, 1= §;e; € F';
i=1

n=1

(lu = unllp)® = (||Zézea CTETT S || I R ([ (PP Y SRS M

Z &7 — > 0 car le reste d"une série convergente tend vers 0. ¢
n—

j=n+l
% Exercice 1.5.
Soit A = {a1,0s,- .., Gn, . . .} une partie dénombrable arbitraire dans (£%°, || - || o) ; On va prouver
que A ne peut pas étre partout dense.
On € £°, 0y = () rere. Soitu = (€1, .-, &k, - -) ainsi définie : & = ot + 1si || < 1,

eté, =0si |ag“)| > 1. Il est clair que (& )reny: = u € £°° puisque |€x| < 2 pour tout k € N*.
D’autre part, pour tout k € N¥, 4 — a;, a pour k-idme composante :
& —a® — { [a(k) +1] —ag“) =1 sija®| <1
0— ag“) —ag“) si |ag, Ol>1°
et—donc —pourtout k € N* : |, — oy, )| > 1, d’ot I’on déduit :
llu — axllco = sup [&n — o] > sup |4 — of?] > 1.

neN* ke
Vk € N': ||lu— aklloo > 1 = d(u,A4) > 1. Donc I'élément « € £ ainsi construit n’est
certainement pas approché a e prés pour tout € > 0 par les éléments de A'!
Par conséquent, A n’est pas partout dense dans £*°. Comme A est arbitraire, il n’existe pas de
partie dénombrable partout dense dans (£, || - ||.o) et cet espace n’est pas séparable. ¢

% Exercice 1.6.

Soit ( F, d) séparable, on note D un ensemble dénombrable partout dense dans E ; et s0it I
un sous-espace métrique de F. L’idée Ia plus naturelle, malheureusement mauvaise, consiste a
considérer I’ensemble (dénombrable 1) DN F' et A essayer, en vain, de prouver que cet ensemble
est partout dense dans F. I’exemple E = R (usuel), D = Q, F' = R\ Q, dans lequel DNF = (),
montre & I’évidence que cetie idée n’est certainement pas la bonne . . .

Notons D = {ay,a9,...,Gn,...}, €l p0ur tout 4 € N*, tout k£ € N¥, con31der0ns les boules
(ouvertes ou fermées, peu 1mp0rte) B(a;, & L[ Pour toutes les boules B(a,, | qui rencontrent F,
on choisit b;3, € B(asi, £[ NF. On obtient ainsi une famille (b; ) d’éléments de F indexée par
une partie de N* x N*, donc dénombrable [Chap.III].

Il reste 2 vérifier que A := {b;; } est partout dense dans F.
Soit € > 0 donné quelconque et u € F. Soit h € N* tel que < . Puisque D est partout dense
dans E, il existe i € N* tel que |ju — a;|| < 55
u € B(as, 5| NF etdonc B(a;, 5 [N F # (Z) :bion € A On aalors :

e = binll < llu— asll + lla: — bianll < 55 + 55 = <&
Ainsi, tout élément de F' est approchable par un point de A & moins de € prés et A est partout
dense dans F'. ¢

= Exercice 2.1.

Soit E = R(I, R) muni de la norme uniforme || f||lcc = supeer | f(£)|.

Pour tout ¢ € |a, A] donné, soit ¢, la fonction caractéristique de I'intervalle [, €], i.e. que
we(t) = 1sit € [a, €] et we(t) = 0sit € &, ). e est une fonction en escalier sur 1.
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Sigesttelquea <€ <np<fona:

”905 - Wn”oo = SUPg<t<p |§0€(t) - Wvl(t)l = SuP5<tgq(1) =1

La famille (¢ )o<e<p st une famille NON dénombrable (elle est équipotente & |« 3], donc
410, 1], donc a R) d’éléments de E telle que ||¢e — ¢, |l = 1 pour tout £ # 7.

Supposons maintenant que E est séparable, et soit D = {fy,..., fu, ...} une suite partout
dense dans E. Poure = 1,Vf € E,3i € N": ||f — fillw < § .80t : f € B(f;, 3]. Par
conséquent, tout f € E appartient i uneboule B(f;, i] La famille (¢ )¢ étant non dénombrable,
il existe obligatpirement une boule ot se trouvent au moins deux éléments distincts ) ge1a
famille [en fait un ensemble non dénombrable !]. Soient donc e, ¢, € B( fx, %] :
1= |lee — @nlloo < lve — filloo + 1 f — nlloc < % + 3 =1 : contradiction !

Corollaire . B (I, R) n’est pas non plus séparable. En fait tout sous-espace de B, qui contient
les fonctions en escalier n’est pas séparable.

@) Cest la généralisation du « Principe des pigeons » : si N + 1 pigeons se partagent N nids, obliga-
toirerment, il y a un nid dans lequel se trouvent au moins deux pigeons.
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PROBLEME
[ Une distance curieuse —‘
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé réel de dimension > 1 ; on note d la distance
associée a la norme. Pour tous u € E, v € F on pose :
6(u, v) = llull + lloll sillull # llvll. 6(u, v) = d(u,v) = lv = ull si |lul = ||o].

1) Démontrez que 6 définit une distance sur .

2) Décrivez les boules fermées Bs(u, p] de 1’espace métrique (E, 6) a 1’aide des
boules fermées et des sphéres de 1’espace métrique (F, d). Une discussion complete
est demandée.

Pour E = R usuel et E = R? euclidien, dessinez Bs(u, p).

3) Ewdiez la convergence d’une suite (up), dans (F,d) (comparez avec la
convergence dans (E, d)). Donnez un exemple de suite convergente pour d et divergente
pour &.

4) Démontrez que (E, 6) n’est pas séparable. Détaillez le cas de £ = R.

CORRIGE du PROBLEME
1) e Par définition, § est a valeurs réelles puisque d et || - || sont 2 valeurs réelles.
o Vu,v € E : §(u,v) > Opuisque ||ul| + ||v]| > Oet d(u,v) > 0.
o Vu,v € B.onallul| = |lv]| <= |lv]| = |lul| et [lu]l # |[v|| <= [lv]| # [[x||. Donc:

8(v ) = [loll + llull = llufl + [oll = 6(u, v) si Jlul| # |[o]], et :
(v, u) = d(v,u) = d(u, v) = 6(u, v) si [|ul| = [|v]|-

e Comume ||u| = ||u|| (D : 6(u, u) = d(u,u) =0.
o Si [lull # [loll, on a 8(w, v) = [[ul] + [[0]] > O car, sinon,
ce qui est impossible.
Si ||u|| = ||vl| et é(u, v) = 0, 0n a d(u,v) =0 => u = v puisque d est une distance.
e Pour I'inégalité triangulaire, envisageons simplement tous les cas possibles pour u, v, w € E.
© flull # l1ol], llull # l|wll, [lwll # |lo]l; on doit avoir:

llull + [0l < llull + o]l + [|w]| + [|v]], inégalité vraie car |lw|| > O,
o [lull # ||vl|, lu]l = llw|l (= |lw]| # [|v]|} [ou, symétriquement : | = llll
(= [lull # e ]p1:
on doit avoir : [lu] + o]l < d(u, w) + ]| + Jo] <= llull — [l < d(u.w) = u— ]l qui
est vraie a cause de la seconde inégalité triangulaire pour ||

o [lul| = ||v|| lul| # [lwll (= |lw|| # [|v])) [ou symétriquement : ||u|| = ||v||, lw] # [|v]|
(= |lull # [lwlpl;

on doit avoir : d(u,v) < ||u| + ||Jw| + ||w] + ||v|l, quiest vraie car

d(u, v) = [lu—ol| < flull + [lol] < flull + [|v]| + 2ljw],
o |lull = llvll = ||w|| ; on doit avoir : d(u, v) < d(u,w) + d(w, v), qui est vraie parce que d est
une diStance.
Donc I'inégalité §(u, v) < 6(u, w)+86(w, v) est toujours vérifiée. En définitive & est une distance
sur E. ¢
2) Notons B(u, p] et S(x, p) les boules fermées et les spheres de ( F, d), et Bs(u, p] les boules
fermées de (E. 6). On va exprimer Bs(u. p] a I'aide des B(u. p] et S(u, p).
e Etudions d’abord le cas ou u = 0.
0 € Bs(0, p|, etpour v # 0, ||[v]| # [|0]l, d’otr: 6(0.v) < p <= ||o|| < p-
Dong, pour tout p > 0 : Bs(0, p| = B(0, pl.
e Supposons maintenant que u # 0. v € Bs(u, p| <= 6(v,u) < p.
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D si o]l # llull : 6(v,w) = o]l + ||ull < p <= |lv] <p— llull,
i) si||Jv]| = ||lull : 6(v,u) = |lv—u|| < p &= v € B(u, g
Le cas ii) signifie que 'on a: v € S(0, ||u||) N B(u, g]. Dans le cas i), il nous faut évidermment
discuter suivant que p — ||ul| est <0, =0, > 0.

a)sip— |lul| < O:||v|| < Oestimpossible,

b)sip—||u|| =0:||v|| =0, soit v =0, (et ||O]| # |lulD

o)ysip—|lul| >0: || < p—|lul| & ve B(0,p—||ul|] et donc :

v € B0, p— [lull]l \ SO, [lu])

En résumé, dans le cas ol u # 0 on a par disjonction des cas et équivalence dans chaque cas :
e sip < |lull : Ba(u, A = S(0, |lull) N B(u, ol
o si p=||ull : Bs(u, o] = {0} U [S(O, [|ull) N B(u, ] |,
o sip> [lull : Ba(w, o] = [ BO, o= lulll \ SO, lul) ] U [(SO llull) N B(u. 4] ]

Dans ce dernier cas, on peut encore préciser :

e Sip < 2|ul,alorsv € BO,p— |Julll = |lvll £ p—|lull < llullet:v ¢ SO,|ul)
donc :

lull <o <2llul = Bs(u. o] = B(0.p— |lull] U [(S(O, |lull) N B(u. gl ]

* Sip > 2llull, [lo]| = flull = |lv—ul <ol + vl <2|ull <p = ve Bu,pl-
Ainsi S0, ||lull) € B(u, p}, S(O, |lull) € B(u, p — ||u||] et il reste simplement :
p 2 2|lull = Bs(u, o = B(0, p — [lull].

Cas particulier (F, d) = R usuel.
Prenons « > 0 par exemple.

o sip < |ul =u. S(0,|u|) = {—u, u} et B(u, p] =[u—p,u+ pl.
Donc Bs(u, ] = {u}.

e si p = |u| =u. Bs(u, p| = {0,u}.

osip>|ul =u.
— u<p<2u:Bs(u,pl=[-p+u,p—u]U{u}
— p>2u:Bs(u,p|=[-p+u,p—u

Cas particulier (E, d) = R? euclidien.

Une série de quatre dessins (a faire !) montre plus clairement qu’un long discours les différentes
situations possibles.
On notera, une fois encore, que si p > 2||u|| on a Bs(u, p] = B0, p — ||u]]-
On remarquera que dans toute boule B(u, p| on peut loger une boule By (u, o] en choisissant o
assez petit, La réciproque n’est visiblement pas exacte,
3) Commengons par remarquer que d(u, v) = ||u — 2| < ||zl + ||v], et que, donc, pour tous
u,v € E on ad(u,v) < 6(u,v). Cela se traduit géométriquement par Ia remarque ci-dessus :
Yp > 0,30 > 0 (on peut prendre o := p) : Bs(u, o] C B(u, pl.

Dong, si une suite (u,, ), converge vers u pour § cetie suite converge vers u pour d
Ve > 0,3N,¥n:n >N = §(un,u) <€ donne afortiori,

Vo:n>N = d(u,,u) <e.

Remarquons ensuite que si lim(u,) = 0 pour d on a aussi lim(u,) = 0 pour § puisque

Bs(0, p] = B(0, p] pourtout p > 0 :
Ve > 0,3N,Vn:n> N = u, € Bs(0, p| = B(0, gl

Supposons maintenant que on a lim(u,) = uw olt w # 0 pour §, ce qui équivaut a
lim 6(un, u) = 0. Ectivons que N = SUT ou S := {n € N/ ||un|| # ||ul|} et T :=N\S.

Supposons S infini, alors on a :

limn_,oo,"es 6(un,u) =0= limn—;oo.nes(”un” + ”u")

Ce qui est impossible, puisque % # 0 = ||u|| # 0.

Ainsi S est fini et, & partir d’un rang N, |Jun| = v : 6(un. w) = d(u,,u) — 0.
n—00
Réciproquement, i ||u,,|| = C, & partir d’un certain rang NV, et si lim ,, = u au sens de d,

on sait que ||u|| = Cet, pour n > N, §(tUn, 1) = d(un, u) — 0. Ainsi (u,,) converge vers u
n—00

au sens de 6.



108 Chapitre IV

Cofnclusion : lim(u,) = u # 0 au sens de §, a lieu si et seulement si :
1) ||un|| = ||| & partir d’un certain rang,
2) lim(u,,) = u au sens de la distance d usuelle.

En définitive : les suites tendant vers 0 sont les mémes pour d et 4. Les seules autres suites
convergentes pour ¢ sont les suites dont tous les termes w,, (Sauf éventuellement un nombre fini)
sont sur une méme sphere S(u. p) [relative  d] et telles que lim ||u,, — u|| = 0.

Dans R, un exemple de suite convergente pour d et non pour § est I€ suivant : u # 0,
Un=(1+L)u. ¢
4) Dans le cas E = R la non-séparabilité de (R, §) est particuli¢rement évidente. Soit en effet
A C R une partie partout dense pour é. Pour tout © # 0. « € R fixé, on doit avoir pour tout
p > 0:Bs(u,p) N A #0; orpourtout p < |u| on a Bs(u,p] = {u}etdonc {u}NA # 0
qui signific que u € A. Donc A = R\ {0} qui n’est pas dénombrable, ou bien A = R non
dénombrable.

Passons au cas dim(F) > 2. On va démontrer que si A est une partie partout dense de
(E, 8), A ne peut pas étre dénombrable. Soit u de norme 1 (||u|| = 1) et considérons les boules
Bs(Mu, $2] 1 ) = L2l < [|Aw|| et donc [voir Ie 2)] : Bs(Xu, 5A] = S(0, A) N B(Au, 3.

Pour A # p Oup € [0,1]) on a : Bs(du, 1A N Bs(uu, $pu] = 0, car on a déja :
S(0,2) N S(0, ) = 0. L’ensemble des boules Bs(Mu, 32, A € [0, 1], est non dénombrable
et deux telles boules sont d’intersection vide.

Comme A est partout dense, pour tout A on a : Bs(u, 32] N A # 0 et il y a autant de points
distincts dans cetie intersection qu’il y a de points dans [0, 1] (4 cause de I’intersection vide des
boules distinctes). Donc A contient un ensemble non dénombrable, et il ne peut donc pas étre
dénombrable. Par conséquent (E, §) n’est pas séparable. ¢

Fin du Chapitre IV



CHAPITRE V

FERMES D’UN ESPACE METRIQUE
Introduction

Le cinquieme chapitre traite de sous-ensembles particuliers d’un espace métrique
qu’on appelle les fermés, et de sujets qui se rattachent naturellement 2 cette idée de
fermeture : points adhérents, classés en points isolés ct en points d’accumulation,
adhérence ct frontiere d’un sous-ensemble.

On commence 2 parler dans ce chapitre de topologie.

Le prochain chapitre traitera de mani¢re assez symétrique des sous-ensembles
ouverts.

Vous devez, petit 2 petit, vous habituer a travailler sur un ensemble doté de plusieurs
distances non équivalentes, ct, aussi, 2 travailler simultanément sur un espace métrique
et sur ses sous-espaces.

En bref, vous devez acquérir la notion de relativité des objets de la topologie, et un
savoir-faire dans ce domaine.

Un grand nombre d’exercices vous sont fournis afin de vous aider.
Ce chapitre est facile, mais attention 2 la relativité.

¢ Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 2.2, 2.3, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5.
& Exercices complémentaires : 2.1, 4.1.
cf. Exercice 1.5 du Chap. VI sur la notion de frontiere.

Un probleme est proposé, sur les fonctions convexes : quelques questions demandent
les Chap. VI, VII Ce n’est pas un probleéme facile . . .

RENDEZ-VOUS AU CHAPITRE VI, ET BON TRAVAIL
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B(u.p]

Si E estun e.v.n. adh(B(u. p[) = B(u, p] :

1

_1 _ 1 : _
Pour v € B(u, pl, vn = 7 u + (1 n)v € B(u,p[etnlglgo(vn) =w.

B,o[

B((u+v)2,(p+0)/ 2|

B(u,pl

Probléme, question 1



CHAPITRE V

FERMES D’UN
ESPACE METRIQUE

1. NOTION D’ADHERENCE

La notion d’adhérence d’une partiec A d’un espace métrique (FE, d) a été introduite
des le Chap. I par la propriété suivante :
u € adh(A) ssi d(u, A) = 0.
Nous reprenons ici 1a notion 2 partir d’une définition plus naturelle, généralisable —
mutatis mutandis — aux espaces topologiques non métriques.

Définition 1.1.
Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie de E.
Unpointu € E estditadhérenta A sitoute boule centrée en v aune intersection

non vide avec A.
L’ ensemble de tous les points de F qui sont adhérents 4 A est appelé ’adhérence

de A. On le note adh(A), ou bien A surmonté d’une barre : A.

Commentaires :
1) Au lieu de «adhérence de A », on dit aussi, plus rarement, « fermeture de A » [en
anglais «closure», avec la notation cl(A)].
2) Nous n’avons pas précisé la nature des boules (ouvertes ou fermées), c’est
indifférent, puisqu’il s’agit de toutes les boules :
(1.1) u€adh(A) <= Vp>0:B(u,p[NA#Q<=Vp>0:B(u,p|NA#{.
En effet :
(1.2) Vp>0,Ve €]0,p[: B(u,p—¢] C B (u,pl C B(u,p| C B(u,p+el.
Détaillez si vous n’€tes pas absolument convaincu . , .
On peut immédiatement reformuler 1a définition de adh(A) ainsi :
(1.3) u € adh(A) <> Ve >0,3da € A:d(u,a) <e
<= Ve >0,da € A:d(u,a)<e
<~ d(u,A) =0
ct il est souvent trés commode d’ employer le langage des suites [Chap. 111, Prop 2.3.] :
(1.4) w € adh(A) <= il existe une suite (a,)nes [S C N, S infini]
de points de A qui converge vers u.
ez -
Deés que ces définitions équivalentes seront assimilées, vous démontrerez sans peine
les propriétés ¢lémentaires suivantes de la notion d’adhérence :

Proposition 1.1.
Soit (E, d) un espace métrique. On a :
(15) adh(@) =0;adh(E) = E;Vu € E : adh({u}) = {u},
(1.6) YAC E: AC adh(A),
(1.7) YACE,VBC E: AC B = adh(A) C adh(B),
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(18) VA C E: adh[adh(A)] = adh(A),
l (19) YAC E,YB C E: adh(AU B) = adh(A) U adh(B).

& Exercice 1.1. (trts facile) Vérifiez avec soin ces propriétés qui sont a connattre par ceeur.

& Exercice 1.2. (tres facile) Démontrez que adh(l J, ;.,, 4:) = U, ;,, 2dh(A;), mais que
la propriété ne s’étend pas a une réunion infinie. o T

Démontrez que adh(A N B) C adh(A) Nadh(B), mais qu'il n’y a pas en général égalité.

& Exercice 1.3. (ties facile) Soit (F, || - ||) un e.v.n. (sur R ou C). Soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Démontrez que I’adhérence de F’ est aussi un sous-espace vectoriel de F.

Exemples 1.1. Soit £ = R, muni de la distance usuelle d(s,t) = |s — ¢|.

a) Considérons les parties de R suivantes : A = Qet B =R\ Q. Soit ¢ € R. Tout
intervalle (i.e. toute boule dans R) |t — g,t + €[, € > 0 arbitraire, rencontre A d’une
part et B d’autre part (Q et R \ Q sont tous les deux partout denses dans R). Donc ¢ est
adhérent 2 A etaussi 2 B. Comme ¢ est arbitraire, ona: adh(A4) = adh(B) = R = E.

b) Considérons A = ]0,1]. ¢ = 0 est adhérent 2 A car |—¢, +€[, € > 0, coupe
toujours ]0. 1]. Aucun autre point de E' \ A n’est adhérent & A, car si ¢ > 1 ou bien si

.t < 0, pour € assez petit : |t — €, + e[ N A = (. En définitive : adh(A) = [0, 1].

Avec le méme raisonnement : adh(]0, 1[) = adh([0, 1[) = adh([0,1]) = [0, 1]. ¢
Remarque : Les petites démonstrations ci-dessus ne doivent pas étre détaillées davan-
tage, de m&me pour les suivantes.

¢) A =Z: clairement adh(A) = A,

HA={L/neN}Ona:0= 711_1{20(%) et donc 0 € adh(A). Aucun autre
point de E'\ A n’est adhérent 2 A. Donc : adh(A4) = AU {0}.

e) A =]-oc0,0]l ot € Ryona:adh(4) = A; B =]8,+c[ouf € R:
adh(B) = [, +oo[ = BU {8},

5 —o0 et +oo ne font pas partiede R 1!

DA={n+L/neNn>2}:adh(4)=A. SoitB={-m/meN,n>2}:
adh(B):B.SoitC=A+B:{n+];—m/m.nEN,m22,n2 2}:0¢ Cet
adh(C)=CuU{0}. ¢

Exemple 1.2. Soit F un ensemble quelconque qu’on munit de la distance discréte.
Soit A une partie de E, et soit u ¢ A: B (u, 1[ (= B(u, 3] si vous préférez) = {u},
et donc B (u, 1[N A = (. Par conséquent, VA C E : adh(4) = A. ¢

Exemple 1.3. Soit £ = R? euclidien et :
A= {(st) /] s*+t?* < 1.t >0} U{(s.t) / s* +t? < 1.t < 0} (dessin!) :
adh(A4) = By(0,1]. ¢
Exemple 1.4. Reprenons les exemples traités dans le § 2 du Chap. IV.
E =B (I,R) : adh(R) = R, adh(C) = C, adh(€) = R, adh(P) = C.
Dans I’espace métrique F' = C (I, R) : adh(P) = F.
" " " G =Ruo(I,R):adh(€) =G.
" ” " H=E&E,(I,R):adh(E)=H. ¢

Remarque 1.1.

Si I’on échange la distance d de (E, d) avec une distance éqguivalente &, les points
adhérents et ’adhérence sont les mémes dans (E, d) et (E, 6).

Mais, dans le cas de distances non équivalentes, les exemples 1.1 et 1.2 comparés
montrent clairement que ces notions dépendent de maniére essenticlle de la distance
considérée.
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Exemple 1.5. £ = C(I,R), ou I = [0, 1], et on considere les distances associées
1

aux normes |l = max |FO), 111 = / 1£(0)] k.

Prenons A={f e E/ f(O) =0}.Ona: adh,,(A) = A, tandis que adh; (A) = E
Démontrons cela.

Soit f € adh,, (A):ilexiste ( f,) suitede points de A telleque lim ||f— fr|lco = O,
dou:vtel: lin})o(fn(t)) = f(t), or Vn € N : f,(0) =0,dou: f(0) = 0, et
f € A. Donc, adh,(A) C A, et par (1.6) : adho (A) = A. ¢

Soit f € E arbitraire. Considérons la suite (f),>2 définie ainsi : f,(t) = f(t)
pour tout t € [L,1], fn(t) = n.f(L).t pourt € [0, 2] (dessin !). Pour tout 7 > 2, on
a:f, € A.

IF = full: = / F() — Fult)| di = / "5 - f0)d+ / F(t) — falt)] dt
I/n
/ SO 5a0l e <, sup OS] / BN UORIAC!
<% s (1) 4l )It]

on majore | f(t)| et | f(L)| par || flloo, et t par £ :
17 = falls < 5[ Flloo +nullfllo-7 ] = 2l fllc — 0.

Par conséquent, f € adh; (A), d’ou E C adh, (A), et E = adh; (A). ¢
Remarque :

1l est facile de voir que A est un sous-espace vectoriel de E [¢’est méme un idéal de
I’anneau E pour la multiplication (f.g)(t) = f(t)g(t)].

Comme f(t) = [f(t)— f(O)]+ f(0) = g(t) + f(0) avec g € A, Aestun hyperplan
de E (précisez ce point). Or nous verrons dans 1’Exercice 4.3 qu’un hyperplan est soit
fermé soit partout dense. Pour démontrer que A est partout dense pour || - ||1, il suffit
par conséquent de prouver que A n’est pas fermé pour || - ||; dans E.

Soit h 1a fonction constante égale 2 1 sur I : h ¢ A. Soit h,, 1a fonction valant nt
sur [0, L] et 1sur[L,1],Vn>2:h, € A.Si|lh— halli — 0, ona gagné.

- n—o0

1/n

1
||h—hn||1:/0 b0~ kOt = [ (1—ntydt = —n gy =& — 0.0

n—00

Remarque 1.2,

Il ne faut pas perdre de vue que la notion de densité se laisse exprimer trés
simplement en termes d’adhérence :
(1.10) A est dense par rapport a B <= adh(A) D B,
(1.11) A est partout dense dans (E,d) <= adh(A) =

Adhérence par rapport a un sous-espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique, et soit (F, §) un sous-espace métrique de (E, d),
c’est-a-dire que 'ona: F' C E et 6 = d|pxF (restriction).
Il est clair que les boules et spheres de (F, &) ne sont rien d” autre que les intersections
des boules de (E, d) avec F :
(1.12) Yu € F,VYp > 0: Br(u,p[ = B(u,p[NF, Bp(u, p] = B(u,p| N F,
Sr(u, p) = S(u,p) N F.
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On en déduit immédiatement que 1’adhérence d’une partie A de F dans (F. 6) est
tout simplement 1’intersection de 1’adhérence de A dans (F, d) avec F':

(1.13)  [adhr(A) = adhp(A) N F.

Exemple 1.6. Soit E = Rusuel, et F = [0,1]. Soit A =]3,1[ C F:
adhg(A) = [$, 1], mais adhp(A) = [3,1] N[0, 1[ =[5, 1[.
D’autre part : adhg(F) = [0,1], mais adhg(F) = F = [0,1[. 4

Exemple 1.7. Dans £ = R (I,R) on a adh(E) = R D C, mais dans le sous-
espace F' = Coo(I,R) on ne peut pas écrire que adh(€) = F (!). En fait on a :
& NC = [1], le sous-espace vectoriel engendré par la fonction constante égale 21, i.e.
le sous-espace vectoriel des fonctions constantes. Et on a : adh([1]) = [1]. ¢

s Par manque de précision et/ou d’attention, on peut étre conduit & commetire des
errcurs graves dans toutes les questions de relativité des notions par rapport a 1I’espace
métrique considéré. Il convient de faire fres attention !

Remarques 1.3.
A la lumiere des exemples précédents, on peut faire les remarques suivantes :

1) I’adhérence d’une partie peut étre beaucoup plus grande que cette partie
[adh(Q) = R], ou n’ajouter que quelques points (adh(]0, 1] = [0,1] =]0,1] U {0}),
ou bien encore étre égale 2 la partie elle-méme (adh(Z) = Z). Les deux situations
extrémes sont particulierement intéressantes :

a) «grande adhérence» : c’est le probleme important de ’approximation ; par
exemple, il est tres utile de savoir que adh(€) D € dans B, pensez également au Th.
de Weierstrafi,

b) «adhérence minimum» : adh(A) = A, c’est la définition méme d’une partic
fermée [Chap. 1, ou §4 ci-apres], notion fondamentale de 1a topologie générale et de
I’analyse.

2) Un point adhérent 2 A n’est jamais «loin» de A ; de fait:

& Exercice 1.4. (facile) Soit (E, d) un espace métrique, et soient A, B des parties non vides
de E. Démontrez que : u € adh(A) < d(u, A) = 0. et que d(u. adh(A)) = d(u, A) pour
tout u € F.

En particulier, si A est fermée [adh(A) = Al :u € A < d(u, A) =0, et
u ¢ A< d(u,A) > 0.

Démontrez que d[adh(A), adh(B)] = d(A, B), et que diam[adh(A)] = diam(A).

3) Soit w un point adhérent-2 A : B(u, p[ N A peut contenir, pour tout p > 0, une
infinité de points distincts (A = Q etu € R ou A = ]0,1] et w = 0), ou bien étre
réduit 2 {u} des que p > 0 est assez petit (dans R: A = {1,2} : B(1,p[NA = {1}
pour tout p < 1; voir aussi le cas de la distance discrete).

Cette derniére remarque nous amene a une classification des points adhérents en
deux sortes.
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2. POINTS D’ACCUMULATION ET POINTS ISOLES

Définition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie de E. u € E est dit point
d’accumulation de A si toute boule centrée en u rencontre A en un point distinct
de u.

Commentaire :
Un point d’accumulation est d’abord un point adhérent. Il peut se trouver dans A,
ou bien ne pas y étre («de A» ne veut pas dire «dans A»).

Exemples 2.1. Soit £ = Rusuel. A =0, 1] : adh(A) = [0, 1] ; tout point adhérent,
y compris 0 ¢ A, est point d’accumulation de A; A = Q : adh(A) = R; tout point
de R est point d’accumulation de A.

Définition 2.2.
Soit (E, d) un espace métrique, et soit A # () une partie de E. u € A est dit
point isolé dans A s’il existe une boule B(u. p[ telle que :
B(u,p[NA = {u}.

Commentaire :

Un point isolé dans A est un point adhérent de A, puisqu’on a A C adh(A). Par
définition méme, c’est un point appartenant a A. Evitez I’expression « point isolé de
A» qui peut entrafner des confusions.

On a donc une partition de adh(A) en deux sous-ensembles d’intersection vide :
I"ensemble des points d’accumulation de A [appel€ parfois I’ensemble dérivé de A, et
noté¢ A’], et ’ensemble adh(A) \ A" = A\ A’ des points isolés dans A. L’un de ces
deux ensembles peut étre vide. Notez bien qu’un point adhérent & A qui n’appartient
pas & A est nécessairement un point d’accumulation.

Exemples 2.2. Soit £ = R usuel. A = |0, 1] : tout point de adh(A) = [0, 1] est un
point d’accumulation de A ; aucun point de A n’est isolé dans A.

A =7Z:adh(A) =Z = A, ettout point de A estisolé dans A ;iln’y a pas de point
d’accumulation.

A = 10,1 U {2} : adh(A4) = [0,1] U {2} les points de [0, 1] sont des points
d’accumulation de A, et 2 est isolé dans A.

Exemple 2.3. Si E est un ensemble quelconque muni de la distance discréte, pour
tout A C E ona:adh(A) = A, et tout point de A est isolé dans A.

& Exercice 2.1. (facile) Soit (F,d) un espace méirique, et soit A C E. Démontrez que :
u € A estisolé dans A < route suite de points de A convergente de limite v est stationnaire.

Démonirez que u € adh(A) est point d’accumulation de A < il existe une suite (a,),
d’éléments de A convergente vers u et telle que pour tout 7 : a,, 7 u.

& Exercice 2.2. (assez facile, mais ne pas aller trop vite . . . ) Dans £ = R usuel, on considere :
A={L 4+ 1/meN,neN} Déerminez tous les points isolés dans A et tous les points
d*accumulation de A.

Valeurs d’adhérence d’une suite et points adhérents a I’image de la
suite

Il arrive assez fréquemment que des erreurs soient commises a cause d”une confusion
entre les notions de valeur d’adhérence d’une suite et de points adhérents a ’image de
1a suite. Il nous faut préter un peu d’attention & cette question.
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Soit f : SCN — E,n €S+ f(n)= u, une suite a valeurs dans un espace
métrique (E, d). S est une partie infinie de N. ’image de la suite f [ou (un )nes] est
la partie f(S) [ou {u, /n € S}]de E.Ona:

Proposition 2.1.
(1) Siuw € E estun point d’accumulation de f(S) : u est valeur d’adhérence de la
suite (Un)nes,
(ii) Si u € E est une valeur d’adhérence de la suite (v, )nes : u est adhérent a
F(S) [u peut &tre isolé dans f(.S)].

& Exercice 2.3. (facile) Démontrez Ia Proposition ci-dessus. Trouvez des exemples (tres
simples) prouvant que les réciproques sont fausses.

Soit toujours f : S C N — E [S infini, (E, d) métrique], f(n) = u, une suite.
Nous allons écrire 1’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite f sous une forme
intéressante. Notons :

A, ={fk)=ur [ ke Sk>n}=f(S\{keS/k<n—-1})
Toute valeur d’adhérence de la suite (u,)ncs est un point adhérent a ’ensemble A4,,,
et cela pour tout n € S. Réciproquement, un point de £ qui est adhérent & A,, pour
tout n € S est une valeur d’adhérence de (uy, )nes. Cela d’apres la Prop. 2.1. On peut
dong écrire :

Proposition 2.2.

L’ensemble des valeurs d’adhérence de 1a suite (4, )nes €St égal a :
Ny.es adh(Ar).

Borne supérieure (inférieure) et points adhérents

Soit A une partie de R majorée. Pour démontrer I’existence de la borne supéricure
sup(A) de A, on démontre que ’ensemble des majorants de A est un intervalle fermé
de la forme [a, +o0[. & := sup(A) est le minimum de I’ensemble des majorants.
Comme Ve > 0.dac € Atel que o — € < a. < o, @ = sup(A) est un point adhérent
2 A.Sia ¢ A, aestun point d’accumulation. Si a € A, @ = max(A) peut étre un
point d’accumulation de A ou bien un point isolé dans A [voir: A = [0,1], A = [0, 1],
A=[0,1{U{2}].

3. FRONTIERE

Définition 3.1.

Soit (F, d) un espace métrique, et soit A une partie de £. Un point v € E
est dit point frontiére de A st toute boule centrée en v coupe 2 la fois A et son
complémentaire F \ A par rapporta E.

On appelle frontiere de A 1’ensemble de tous les points frontieres de A ; on le
note fr(A) [on trouve parfois 0(A)].

Par définition, donc, un point u € E est point frontiere de A si v € adh(A) et
u € adh(E \ A). D’ou :

(3.1) |fr(A) = adh(A) Nadh(E \ A) = adh(A) Nnadh([zA4)
(3.2) fr(A)=f(E\ A)car E\ (E\ A) = A.
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Exemples 3.1.
a) Soit £ = R usuel, a < bréels. A = [a, b)].
fr(A) = adh(A)Nadh(E\ A) = Anadh(E\ A).Or: E\ A =]—o00,a[U]b, +o0],
d’ou :
adh(E \ 4) = adh(]—os, a[ U b, +oc)
= |—o00, a] N [b, +o0|.
Dou: fr(A) = AN (]—oo, a] U [b, +o0]) = ([a.b] N ]—o0, a]) U ([a, b] N [b, +o0])
= {a} U {b} = {a, b}, ce qui correspond assez bien 2 1'idée de fronticre.
De méme : fr(Ja, b]) = fr([a, b]) = fr(Ja.b]) = {a. b}, et fr({a}) = {a},
fr(la, +oo[) = {a}, etc. ¢
fr(Q) = frf(R\ Q) = adh(Q) Nadh(R \ Q) = RNR = R; ainsi Q a une «tres
grosse» fronti¢re, et I’on s’éloigne ici de ’idée intuitive de frontiére. 4

L adh(]—o0, a]) U adh(Jb, +00|)

b) Dans R? euclidien, soit :
A={(s,t) /s +t2<1,t >0 U{(s,t) / s +1* < 1,t <O}
En faisant un dessin pour A et E'\ A (cela suffit comme démonstration, pas la peine
de remplir des pages de calculs !), on trouve fr(A4) = S3(0,1). ¢
c) Dans (E, é), E ensemble quelconque, muni de la distance discréte 6 : VA C E :
fr(A) = adh(A4) nadh(E \ A) = AN (E \ A) = (. En particulier, pour tout v, € E :
fr({u}) = 0, et non {u} comme on aurait pu le penser ! 4
d) A-t-on toujours : fr(adh(A)) = fr(A) ? Réponse : NON. Dans R usuel, prenons
A=Qn]J0,1]. On a fr(adh(A)) = fr([0, 1]) = {0, 1}, (cf. a)). Mais :
fr(A) = adh(A) Nadh(R \ A) = adh(Q N [0,1]) Nadh(R \ (Q N [0. 1]))
[0,1] Nadh{]—oc0,0[U ((R\ Q) N]0,1[) U]1, +oo[}
[0, 1] N {adh(]—o0, 0] U agh((R \ Q) N]0, 1[) U adh(]1, +oo[) }
=[0,1] N (]—o0, 0] U[0,1] U [1,400]) = [0,1]] "R = [0, 1]. ¢
e) Est-ce que la frontiere de la boule B(u, p[, ou B(u, p|, est toujours la sphere
S(u. p) 7 Réponse : NON ! Plagons-nous dans le cadre de c) :
fr(B (u, 1]) = fi({u}) = fr(B(u, 1]) = fr(E) = 0, alors que S(u, 1) = E \ {u}. ¢
fOnn’ani A C B = fr(A) C fr(B) ni le contraire :
Qnlo,1] c [0,1], et fr(QN[0. 1]) = [0, 1] alors que fr([0. 1]) = {0,1} [Exemple d)] ;
{1} Z [0, 1 et fr({1}) = {1}, ([0, 1]) = {0, 1}. ¢

4. PARTIES FERMEES D’UN ESPACE METRIQUE

Définition 4.1.

Soit (F, d) un espace métrique. Une partie A de F est dite fermée [dans (E, d)]
si elle est égale a son adhérence. En formule :

“4.1) A fermée <= A = adh(A).

Commentaire : On précise «dans (E,d)», s’il y a plusicurs distances ou plusicurs
espaces métriques considérés en méme temps, sinon on dit simplement « dans E ».

Exemples 4.1. Soit E = R, muni de sa distance usuelle. §, R, N, N*, Z, [, 8] ou
o, €ER,[a,+oo[ola € R {a}ova e R {a1,az....,a}o0q; € R.1 <4 < n,
{ /neN}uU{0}, {n+L/neN*} sontdes parues fermées de R.

Par contre les parties : [, 8[ Jo, +oof, R*, {£ / n € N*}, Q, R\ Q, ne sont pas
fermées dans R. 4
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Exemple 4.2. Soit £ un ensemble quelconque muni de la distance discréte : toute
partic A de E est fermée ! ¢

Exemples 4.3. Dans un espace métrique arbitraire : () et £ sont des fermés [on parle
aussi bien d’un fermé (nom commun) que d’une partie fermée (adjectif)].

Pour toute partie A de E : adh(A) est fermée car adh[adh(A)] = adh(A) ;

adh(A) est le plus petit fermé qui contient A, car si B ferméet B D A:

adh(B) = B D adh(A).

fr(A) est aussi fermée pour tout A C E (par exemple parce que ¢’est I’intersection
des deux fermés adh(A) et adh(E \ A) [cf. Th. 4.1 ci-apres].

{u}, {u1,-. ., un} sont fermés.

Si (tn)nes est une suite dans E convergente de limite w : {u} U {u; /¢ € S} est
une partic fermée de E.

L’ensemble des points isolés d’une partie n’est ¢videmment pas fermé en général :
tous les points de A = {1 / n € N*} sont isolés et A n’est pas fermé. Par contre
I’ensemble A’ des points d’accumulation d’une partie A quelconque est fermé dans
(E,d).

& Exercice 4.1. (assez facile) Démontrez que A’ est toujours un fermé.

& Exercice 4.2. (facile) Démontrez que les boules fermées B(u, p| d’un espace métrique
quelconque sont fermées (ce qui est heureux pour la terminologie !). Démontrez que les sphéres
S(u, p) sont aussi des ferinés. Prouvez par des exemples que I"adhérence de la boule ouverte

B(u, p[ n’est pas, en général B(u, p]. Par contre, démontrez que dans un e.v.n. (E, || - ||) — sur
R ou C - on a effectivernent : adh(B(u, p[) = B(u, p].

& Exercice 4.3. (trés facile) Soit H un hyperplan d’un e.v.n. (E, || - ||). Rappelons qu un
hyperplan est un sous-espace vectoriel de E tel que si F' est un sous-espace vectoriel de F
contenant H, on a : soit F' = H. soit F' = FE. Démontrez qu’un hyperplan est soit fermé. soit

partout dense dans F.

Exemple 4.4, Ré¢crivons les résultats de la Lecture du Chap. IV : un sous-groupe
G du groupe additif des réels est soit partout dense dans R (i.e. que adh(G) = R,
exemple G = Q), soit fermé dans R (adh(G) = G), et dans ce dernier cas :
G=G,={na/ne€Z}pourunaecR

Application : le groupe des périodes d’une fonction f : R — Rest soit fermé (auquel
cas il existe une plus petite période), soit partout dense. Notez que G est partout dense
ssi GG a un point d’accumulation (revoir la démonstration).

Exemple 4.5. Soit E = B, (I, R). On sait que C(I, R) et R(I,R) sont des parties
fermées de E. £(I,R) et P(I,R) ne sont pas fermés : I’adhérence de £ est R,
I’adhérence de P est C.

Proposition 4.1. (IMPORTANTE)

Soit (E,d) un espace métrique, et soit A C E. On a les caractérisations
suivantes :
A est fermée dans ¥ <= A contient ses points d’accumulation, i.e. A D A’
<= A contient ses points frontiere, i.e. A D fr(A)
<= toute suite de points de A qui est convergente a sa limite dans A.

Commentaire : Le dernier critére est, avec un autre critére donné dans le Chap. VI
suivant (A fermé <=> E'\ A ouvert), le plus souvent utilisé pour prouver qu’une partie
de FE est fermée.
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Théoreme 4.1. (FONDAMENTAL)
Soit (E, d) un espace métrique :
(4.2) (et E entier sont des parties fermées de E,

(4.3) Toute intersection de parties fermées de F est une partie fermée de E,
(4.4) Toute réunion finie de parties fermées de E est une partic fermée de E.

& Exercice 4.4. (facile) Démontrez la Prop. 4.1 etle Th. 4.1.

Exemple d’application : Souvenons-nous (fin du §2) que l'ensemble des valeurs
d’adhérence d’une suite (Up)nes s écrit

Npesadh(A,) ot A, :={ug / k € S,k > n}
on déduit immédiatement de (4.3) que cet ensemble est fermé.

Le Th. 4.1 ci-dessus est trés facile 2 démontrer, ce qui n’enléve rien 2 son intérét.
Son importance vient de ce que les propriétés (4.2) (4.3) (4.4) ont ¢t€ choisies (parmi
une foule d’autres possibles) pour définir la notion FONDAMENTALE de topologie :

Définition 4.2. (TOPOLOGIE)

On appelle topologie sur un ensemble E 1a donnée d’une famille 7 de parties de
E (F c 2F) vérifiant les propriétés (ou : axiomes) (4.2) (4.3) (4.4). Les ¢léments
de F sont appelés les fermés de la topologie.

Nous n’insisterons pas ici sur cette notion : voir le Chap. VI, nous contentant de
mettre en évidence que la donnée d’une distance sur un ensemble (i.e. d’un espace
métrique) définit une topologie sur cet ensemble. Cette topologic est 1a famille des
fermés donnée par la définition 4.1.

& Exercice4.5. (tres facile) Démontrez qu’une union infinie de fermés n’ est pas nécessairement
fermée.

Exemple 4.6. Soit E = Co(I,R), I = [, (] et soit v tel que & < 4 < S.
A, :={f € E/ f(v) = 0} est fermé dans E.

Eneffet, si f, € A, etsi|f— falloo — 0. o0na:
N < 1) = faD+ 1] < Nf = falloo —> 0 [Vn : fa(v) = Ol et donc
f(2)=0.

SoitT’ C Iet: Ap := {f € E/ fir = 0}. Arestfermé dans E, car Ar = (1 44
et (4.3).

Notons 1 1a fonction constante, égalea 1sur I ;ona: f(t) = [f(t)— fF(v)]+ f(7)-1,
et E = A, ®[1] : Ay estun hyperplan fermé de E [cf. Exercice 4. 3].

Relativité des parties fermées

Proposition 4.2 (IMPORTANTE)

Soit (E, d) un espace métrique, et soit (F. §) un sous-espace métrique de (E, d)
[FFC E, 6 =dFxFl
(i) Une partie A de F est fermée dans (F, §) si et seulement si : il existe B une
partie fermée dans (E, d) telleque A= BN F.
(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que toute partiec A de F' fermée
dans (F), é) soit fermée dans (FE, d) est que F soit fermé dans (E, d).
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Démonstration :

(i) Soit A fermée dans (F,§) : A = adhp(A), et adhr(A) = adhg(A4) N F [cf.
§1]. 11 suffit donc de poser : B = adhg(A). Réciproquement, si A = BN F, avec B
fermé dans F, alors A C adhg(A) C Bet:

A=BnNF =adhg(A)NF = adhp(A) = Afermédans F. ¢
(i) Si F est fermé dans FE, soit A C F fermé dans F':
A =adhp(A)=adhp(A)NF = adhp(A4) N adhp(F)
et A est un fermé de E comme intersection de deux fermés. Réciproquement, si toute
partie de F' fermée dans F' est fermée dans F : A = F est fermée dans E.4

Fin de la partie cours du Chapitre V

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

(1.5) e ) C adh(@) par définition de {; ensuite B(u, o[ N @ = ¢ pour tout v € E et tout
p>0 = adh(@) C 0. Finalement : adh(¢)) = 0. ¢

e adh(E) C F puisque un point adhérent est par définition un point de E ;

Yu € E,Vp > 0: B(u,p|"E = B(u, p| # 0 car v € B(u, p[, donc tout v € F appartient a
adh(F) et E C adh(E). Finalement adh(F) = E. ¢

e {u} C adh({u}) car B(u, p| N{u} = {u} # 0; soit v # u : B(v, 3d(u,v)| N{u} = @ et
v ¢ adh({u}), Aot : adh({u}) = {u}. ¢

(1.6) Soitu € A,VYp > 0: B(u,p[ N A > u, donc Blu, p[ NA # (et u € adh(A). Donc :
A C adh(A) pour tout A. ¢

(1.7) Soit u € adh(A), Vp > 0: B(u,p[ NA #0 = B(u,p[NB #@car B> A . d’obr:
u € adh(B). Finalement A C B == adh(A) C adh(B). ¢

(1.8) A ¢ adh(A) par (1.6) => adh(A) C adh[adh(A)] par (1.7). Soit & présent
u € adhladh(A)]; par (1.3), Ve > 0,3v € adh(A) : d(u,v) < g/2etv € adh(A) =
Jw e A:d(v,w) < e/2,dob: d(u, w) < d(u,v) +d(v,w) < § + 5§ =¢ dollu € adh(A4),
par (1.3). Finalement, adh[adh(A)] = adh(A). +

(19)Ac AUBet BC AUB => [(1.7)] adh(A) C adh(AUB) etadh(B) C adh(AUB),
d’ob : adh(A) U adh(B) c adh(A U B). Inversement, soit u € adh(A U B), Vp > 0:
0 # B(u, o[ N(AU B) = [B(u, p|NA] U [B(u, p| NB], cest dire que B(u, o[ N A # 0 (i.e
u € adh(A)) ou B(u, pl N B # () (i.e. u € adh(B)), et donc que u € adh(A) ou v € adh(B),
soit : u € adh(A) Uadh(B). Finalement : adh(A U B) = adh(A) Uadh(B). ¢

% Exercice 1.2.
adh(AU B U C) = adh(AU[B UC]) =9 adh(A) Uadh(B U C)
= adh(A) U [adh(B) Uadh(C)] = adh(A) Uadh(B) U adh(C).

Nous vous laissons e soin d’écrire le raisonnement par récurrence adéquat. ¢

Pour tout ensemble d’indexation I : A;, C Uie ;A pour tout k € I, ce qui donne par (1.7) :
adh(Ax) C adh(U;p i) => Uper adh(Ar) C adh (U, As). ¢

Mais I'inclusion contraire est en général fausse.

Par exemple, dans E = R usuel : |J, o, 2dh{t} = U, {t} = 10,1], alors que
adh(Ute]o,u{t}) = adh(]0, 1[) = [0. 1]. Ou encore :
adh (|, [0,1 = 2[) = adh([0,1])) = [0. 1] et

Unene 2dh[0,1 = 2[ =, [0, 1= 2] = [0,1]. ¢

ANnBcC AetAnB C B = adh(AN B) C adh(A) et adh(A N B) C adh(B), d’ou :
adh(A N B) C adh(A) Nadh(B). ¢
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L’inclusion inverse est grossierement fausse : A =0, 1[et B =]1,2[:
adh(A N B) = adh(@) = @, alors que adh(A) Nadh(B) = [0,1] N[1,2] = {1}. ¢
% Exercice 1.3.
Soient u,v € adh(F) : il existe (un)neN €t (Un)nen dans F telles que lim (uy,) = w et
lim (v,) =v.Yn € N:u, + v, € F(Fs.-ev),et: e
"l;;o(un +vp) = lim (un) + lim (vn) = v+ v, d’ob : uw+ v € adh(F).
n_‘lo)oe méme, si A gﬁoz R ounéc:)o"li_r‘go(/\un) = et u, € F = € F.

Donc adh(F’) est un sous-espace vectoriel de E. ¢

% Exercice 1.4.
0 = d(u, A) = infaea d(u, 6) <= Ve > 0,3a. € A d(u,a.) <€ < u € adh(A).+
A C adh(A) = Vu € E: d(u, A) > d(u, adh(A)) ;
S0it o 1= d(u, adh(A)), ona:
Va € adh(A) : a < d(u, a) et Ve > 0,Fv, € adh(A) : d(u,ve) <a+€;
Ve € adh(A) => Jw. € A: d(ve,we) <€, d’ol:
d(u, A) < d(u,we) < d(u,ve) + d(ve, we) < d(u,ve) +& < d(u, adh(A)) + 2, donc
Ve > 0: d(u, A) < d(u, adh(A)) + 2¢, et: d(u, A) < d(u, adh(A)). ¢
d(A, B) = infaca d(a, B) = infae 4 d[a, adh(B)], d’apres ce qui précede.
Puisque A C adh(A)et B C adh(B),ona:d[adh(A), adh(B)] < d(A, B) ;ilreste d démontrer
I'inégalité contraire, ¢’est-a-dire simplement : infac 4 d[a, adh(B)] > inf,cadn(a) da, adh(B)].
Soit p := infacaan(a)dla, adh(B)], Ve > 0,3b. € adh(A) : d[be,adh(B)] < p+ ¢, et
Ja. € A : d(ae,be) <e;d°0l:
infae 4 d[a, adh(B)] < d[a.,adh(B)] [cara. € Al
< d[be, adh(B)] + d(be, ac) [car : |d[ae, adh(B)] — d[be, adh(B)]| < d(ae, be),
Sp+e+e=p+2e. (3.9) du Chap. 1]

Inégalité vraie pour tout e > 0, d’ot le résultat cherché. ¢
A C adh(A) = diam(A) < diam[adh(A)].
SOit6 = diam[adh(A)] = Supaeadh(A),beadh(A) d(a, b) Ve > 0, 3&5 € adh(A), Hbs € adh(A) .
d(ae,be) > 6 —¢,etda, € A, T, € A:d(a.,a,) <e, d(be, b)) <e don:
b—e < d(ae, be) < d(ae, a.)+d(a,, b )+d(b., be) < e+diam(A)+e,d’oit: 6 < diam(A)+3e,
pour tout £ > 0, Ao § < diam(A), et le résultat. +

= Remarque importante : 1. expérience nous a souvent montr€ que de nombreux étudiants
n’aiment guere (et méme pas du tout) ce type d’exercice, le drame étant qu’on y traite de sup
et d’inf «qui n’ont pas de raison d’étre atteints », d’oul une gymnastique avec les £ qui n’est
guere appréciée. Mais il n’y a pas d’Analyse sans ce type de raisonnement standard . . . Nous
recommandons de ne pas abandonner cet exercice avant certitude de compréhension compléte.

% Exercice 2.1.

11 est bien clair que si @ € A est isolé dans A <= Jp > 0: B(a, p[ N A = {a}, toute suite
(@ )r de points de A convergente vers g est nécessairement stationnaire puisqu’il existe N tel
quen >N = a, € B(a,p[,d’ota, =apourtoutn > N.

Réciproquemment, si toute suite de points de A de limite @ € A est stationnaire, le point
a est isolé dans A. Supposons (raisonnement par contradiction) que a ne soit pas isolé :
Vp > 0, B(a,p[NA 3 b, # a.douVn € N*,3b, € B(a, L[avec b, # a. (b,) estconvergente
de limite ¢ et ne peut pas étre stationnaire car si b, = b # a pour n > N, la suite aurait deux
Iimites distinctes. ¢

Si u € E est point d’accumulation de A4, Vn € N* : B(u, 2[ N A 3 an 0l a,, # u. La suite
(a,,) de points de A est convergente de limite w et vérifie a,, # w pour tout 7.

Réciproquemert, s’il existe (an ), @n € A, an 7 uwpour tout n, lim,, . (a,) = u, il est clair
que u est point d’accumulation de A ; en effet. étant donnée B(u, [, an € B(w. p[ pour tout
n 2> Ny, el a, 7# u. ¢
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% Exercice 2.2.
A= {# +L1/mne N*}. Soit u, = (—11’: + ‘}T , k € N, une suite de points de A. Une suite
d’entiers ne peut converger que de deux fagons : soit elle est stationnaire, soit elle tend vers oc.
* Si (az.) et (b) tendent vers oo, lim(w,,) = 0, et 0 est point d’accumulation de A, avec 0 ¢ A.
Si g =mpour k> K et (b) — oo : lim(ux) = & et L est point d’accurnulation ; L € A
car = gt
eSia, =mpourk > K eth, = npour k> K, : lim(w) = 2 + L € A

L + L estisolé dans A s’il n’est pas de la forme >, p € N*.
S’il est de cette forme ie. si T2 = 2. ie si m+ n divise mn (exemple 1 3et6: 5 +§ = 1):
=+ % =3 = lim (3 + %) est point d"accumulation.
Enrésumé : 0 ¢ A est point d’accumulation de A. Tout élément de A de laforme L + 1 =

sont isolés dans A. ¢

% Exercice 2.3.

(i) et (ii) consistent simplement en une traduction de ’hypothese et de la conclusion, c’est
évident. Pour (ii) u peut &tre isolé, il suffit de prendre u,, = (—1)", qui démontre aussi que
que la réciproque de (i) est fausse. Pour la réciproque de (ii), il suffit de considérer la suite
(1,0,0,...,0,...): f(N) ={0,1}. ¢

% Exercice 4.1.

Soit « un point adhérent 3 A’, on a donc Vp > 0: B(u, p[ N A’ # 0; on veut démontrer que
u € A, cest-a-dire que : Vp > 0, B(u, p[ N A contient un point w € A distinct de w.
Soit p > 0 fixé arbitraire, et soit v € B(u, p{ N A’ (cette intersection est # ().

Si B(u,p[ N A" = {u}, u € A’ et Cest fini; sinon, on prend v # u et on a d(u,v) # O.
Considérons la boule B(v, o[ ol 0 = min{ % d(u,v), p — d(u, 'u)} > 0 [possible car on a :
v € Blu,p| = d(u,v) <p|;
puisque v € A', il existe w € B(v, o[ N A tel que w # v. Démontrons que w € B(u, g :

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) < d(u,v) + o = d(u,v) +p — d(u,v) = p.
D’autre part u = w est impossible car u ¢ B(v, o[. (on aurait 0 # d(u,v) < o < 3 d(u,v) )
etw € B(v, o[. On a donc bien trouvé w € B(u, p[ N A tel que w # w. Comme cela est vrai
pourtout p > 0:u € A'; donc, adh(A’) C A’ et A' est fermé.

Un dessin est tout a fait recommandé. ¢

% Exercice 4.2.

Soit (v )nen une suite de points de A = B(u, p|, convergente de limite v. Vn € N :
du,vn) < p = d(u,v) = lim d(u,v,) < p [on a utilisé la continuité de la fonction

d(u, -) et le passage a la limite des inégalités : &, < Spourtoutnetlim(§,) =¢ = £<3;
¢f- cours de D.E.U.G. ou Chap. III et Chap. VII]. Donc v € B(u. pl.
Méme démonstration pour S(u, p) avec le passage a la limite d’une égalité. ¢

La distance discréte sur un ensemble E donne le contre-exemple cherché si F a plus de deux
éléments. En effet : B(u, 1] = {u} = adh(B(u, 1[) = adh({u}) = {u}, tandisqu’'ona:
B(u,1] = E.

On peut aussi considérer F = Z muni de la distance induite par la distance usuelle de R :
B(0,2] = {~1,0,+1} et adh (B(0,2[) = B(0.2[ = {~1,0,+1}, tandis qwon a:
B(0,2] = {—2,—1,0,+1,+2}. ¢
Plagons-nous maintenant dans le cadre d’une.vn. (E, || - ||) sur Rou C.
B(u,p[ € B(u,p] = adh(B(u,p]) € adh(B(u.p]) = B(u.p| [vrai dans tout espace
métrique !], et prouvons I’inclusion inverse. 11 suffit de faire un dessin . . . et de se fier & ce qu’on
voit.
Soit v € B(u, p], etposons : v, = fu+ (1 — L)v pour tout n > 1.
lu—ll = 2+ (1= 2)u— 2u— (1= 2)o] = (1 = 2w -v)| = (1 - L)lu—ol < p
carl— L <1 |lu—v|| <p = vn € B(u.p[pourtoutn >1;
de plus lim (v,,) = v [pour Ia normel, et, par conséquent, v € adh(B(u, p[). ¢
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Remarque :
On a toujours intérét a faire des dessins, méme si ceux-ci ne représentent que trés sym-
boliquement Ia situation réelle. Parfois les dessins suggeérent une solution possible (comme
ci-dessus) ; on peut toujours essayer cetlte démonstration suggérée, quitte a I’abandonner
pour autre chose (peut-étre un autre dessin !) si ¢a ne marche pas.

% Exercice 4.3.

D’aprés I’Exercice 1.3 : F' = adh(H) est un sous-espace vectoriel, et il contient H. Donc
F = H (cas ou H est fermé) ou bien ¥ = E (cas ou H est partout dense). ¢

% Exercice 4.4.

Proposition 4.1. Notons (i) a (iv) les propositions dont on veut prouver I’équivalence (dans
I’ordre de 1a Prop.).

(i) < (iv) a déja été démontré [Prop. 2.3 du Chap. [1].

(i) < (ii) : notons I I’ensemble des points isolés dans A ; comme A est fermé :

A Cc adh(A) C A

Réciproquement, si A’ C A, puisque I € A: AUI = adh(A) C A, et A est fermé.

(i) <= (iii) : si A fermé, fr(A) = adh(A) Nadh(E \ A) C adh(A) = A, d’oufr(A) C A.
Réciproquement, soit u € adh(A) : u € fr(A) ou bien u ¢ fr(A); si u € fr(A),u € A par
hypothese ; si u ¢ fr(A), puisque v € adh(A) : 3p > 0 tel que B(u, p[ N (E\ A) =0, d’ou
u € A; finalement, ona u € adh(A) = u € A, et Aest fermé. ¢

Théoréme 4.1 (ii). F' = (), ; F: ou chaque F; est fermé, et on veut prouver que F est fermé.
Soit (n )nely une suite de points de F' convergente de limite u. Vn € N,Vi € [ : u, € F;et F;
est fermé, donc u € F; [Prop. 4.11; ot u € (), Fi = F. ¢

Théoréme 4.1 (iii). D’apres I'Exercice 1.2 :

F= Ulgign F; = Ulgign a“dh(Fl) = a“dh(Ulgign F;) = adh(F'). ¢

% Exercice 4.5
Unene [0, 1 — £] = [0, 1] non fermé. «

PROBLEME

Etude d’une fonction convexe

Ce Probléme fait appel a quelques connaissances des Chapitres VI et VII. Certaines
questions sont réellement difficiles, et peuvent demander du temps . . .

Soit (E. || - ||) un espace vectoriel normé réel.

1) Soit C # § une partie convexe de E. Soient u € C, v € C, p et o des réels > 0.
Démontrez que si B(u, p[ C C et B(v,0[C C,ona: B(3(u+9v),5(p+0)[ CC.

2) Soit C # () une partie convexe et fermée de E, et soit f : C — R une fonction
vérifiant : Vu € C,Vo € C: f[L(u+v)] < Lf(u) + Lf(v).

a) Démontrez que pour tous u, v dans C|, pour tout entier » > 1, pour tous entiers h
etk vérifiant : 0 < h < 2", 0< k< 2", h+k=2"o0na:

FlEEu+ g 0] <2 fu) + 5= fv).

b) On suppose de plus que f est continue sur C'; démontrez que f est convexe sur
le convexe C.

3) Soit C une partic convexe fermée de E ; on suppose C # () et C # E. Pour tout
u € C, on pose : h(u) := —d(u, E \ C). Démontrez que h est une fonction convexe
sur C.
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Indications - Utilisez 2) et réglez le cas ou int(C) = {). Observez ensuite qu’il suffit de
prendre u € int(C) et v € int(C) pour prouver I'inégalité voulue. Remarquez alors
que d(u, E \ C) > 0etque B(u,d(u, E\ C)] C C.

4) Dans le cadre de 3), on pose pour tout u, € E : g(u) := d(u, C), puis — pour tout
u € E:6(u) = g(u) pouru € E\ C, 6(u) := h(u) pour v € C. Démontrez que
pour tous u, v € E : |6(u) — 6(v)] <2||u—v].

5) Méme cadre et hypothéses que dans 4). Démontrez que pour tout v € E \ C et
pour toutv € C, on a: d(u, C)+d(v, E\ C) < ||u— v]|. Déduisez de ce résultat que
pour tous u, v dans E, on a: |6(u) — 6(v)| < |lu— 2]

6) Toujours méme cadre et mémes notations. Démontrez que pour tout u € E, on
a:é(u) = 12£{||u — || —d(v, E\ C)}.

CORRIGE du PROBLEME

1) Soit w € B(3(u+v), 3(p + 0)], et prouvons que w € C. Pour cela, on va démontrer que
w est le milieu d’un segment joignant v’ € B(u,p[ C Cav € B(v,o| C C, etdonc w sera
dans C' convexe. Ona:
lw— Lu+v)|| < Lp+o0) = |[2w—u—2v]| <p+0 = II%’—pj}g-ﬂu <1

= ”p—%t;(?w—u—v)” <pEe ”u—i-p—%(;(?w—u——v)——u” < p,
etdonc: v = u+ p—$5(2w —u — v) € B(u, p|. Le méme calcul — en multipliant par o au
lieu de p — nous amene i envisager le point : v/ = v + p—g_—g(?w —u—wv) € B(v,0[.

Maisona:u'+v' = utv+ (p—ég—i—p—g_—(;)(?w—u—v) =2wetdonc:w = 3(u'+v') € C.+
Un dessin trivialise le résultat que I’on vient de démontrer . . . (voir p.110).
2) a) On raisonne bien sr par récurrence.
Pour n = 1, on a par hypothése : f [%u + 2v] < §f(u) + $f(v), et la formule cherchée est
celle-1a.
Afin «d’amorcer la pompe », voyons le cas n = 2. On a les possibilités : h = 1,k = 3;
h=2k=2;h=3k=11Lecash=2k=2estlecas précédent : 3 = 11
Voyons le cas h = 1, k = 3 ; le dernier cas étant symétrique.
Flru+io] = [ x 52+ 5] <3F(5°) +3£()
< 3[5F(w) + 5] + 5F(v) = 1 F(u) + § f(v) ¢
Faisons donc I’hypothése de récurrence :
pourl <h<2"—1;1<k 52"—1;h+k=2"0na:f[2%u+2%v] < Zinf(u)—i—z%f(-u).
Prenons maintenant 1 < p < 27 —letl < ¢ < 271 —1 tels que p+ ¢ = 27+, et démontrons

que :

Fl78Eru+ ghro] < 521 f(u) + 77 f(0).
Sip = g = 27, on est ramené a la formule au rang 1, et on a terminé. Sinon, on a deux cas
possibles symétriques : p < 2™, ¢ > 2™ et p > 2", ¢ < 2™. Traitons le premier cas, par exemple.
¢g>2" = g=2"+roul0<r<2"—-1.0na:
F e+ o] = £+ Gto] = £[3Gu+ o) + 4]

< 3 f[Fu+ o] + 5f().
On peut maintenant appliquer I’ hypoth@se de récurrence, puisqu'ona: p < 2" ie p <2" —1;
r<2"—let:p+r=p+qg—2"0=2" —27 = 2" Donc:
FlEru+ whrv] < 3l f(u) + mf(0)] + 5F£(0) = FErf(w) + (F5r + 3) (o) et
o1 + 5 = &5 = 41, d’o le résultat cherché. ¢
b) On veut prouver que YA € ]0,1[,Vu €10, 1[,Vu € C,Yv € C:
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A p=1= fOu+w)<Af(u)+ pf(v).
Mais, et c’est la le principe de Ia numération binaire : pour tout n > 0, il existe un entier p,,,
avec: 0 < p, <2", etunseultel que: &2 < X < p"“
Ona: /\—— < & < )etdonc lim &2 = X

n—00

Posons alors ¢, = 2" — p,, de sorte que p" + ¢" = 2". Si p, et g, sont non nuls, on peut
appliquer I'inégalité de a) et celle-ci reste vraie pour p,, ou g, nul :
F[Brut go] < G + 7).
Onalimf2 =) = lim & =1 — A = pet comme f est supposée continue sur C [on a :
Bu+ FoveC u+pveCl:
FOu~+ p) < Mf(u)+ pf(v)

en utilisant le principe de prolongement des inégalités. ¢
Remarques -

i) f n’a pas besoin d’&tre continue «a part entiere ), il suffit qu’elle soit semi-continue
inférieurement, en ce sens que lim (u,) =uv = f(u) < liminf ( f(un)).

ii) 11 existe des fonctions f : R — R non continues et vérifiant :
Vs eR,VE e R: f(s+1t) = f(s)+ f(t); f vérifie alors : f(%s) = £ f(s) etdonc
F(3(s+1) = 3f(s) + 3 £);
mais f ne peut pas étre convexe, car sinon un résultat élémentaire sur les fonctions convexes
R — R nous permettrait d’affirmer que f est continue . . .

3) On va démontrer que h : C — R, uw — —d(u, E'\ C) est convexe. Pour pouvoir utiliser
2), comnengons par démontrer que h est continue sur C.
|h(u) — h(v)| = |d(v, E\ C) — d(u, E\ C)| < d(v,u) = |lu — |
[d(-, X) contractante]. h est contractante sur C, et donc continue sur C. ¢

I nous suffit donc a présent de prouver que :
—di(u+1v), B\ C] < —bd(u. B\ C) — 4d(v, B\ O),
soit :
d[(u+v),E\C] > 3d(u, E\ C) + 3d(v, E \ C), pour tous u, v € C.
¢ Siint(C) = @, E \ C estpartout dense eton a :
d(u, E \ C) = d(u, adh(E\ C)) = d(u. E) = 0
(car d(y, X) =d(y,adh X), ¢f. chap I),
de méme pour d(v, E \ C) et d(3(u +v), E \ C) ; I'inégalité est bien vérifiée dans ce cas.

e Siint(C) # @, ona: C = adh(C) = adh(int(C)) [Chap.V], Exercice 1.6], et
comme u +— d(u, '\ C) est continue, on peut se contenter de démontrer I'inégalité pour
v € int(C), v € int(C).

Siu € int(C), on ad(u, E\ C) > 0, sinon on aurait v € adh(E \ C) = E \ int(C),
impossible. ¢

11 est intéressant de remarquer alors que B(u, d(u, E\ C)[ c C.
Eneffet,siw € B(u,d(u, E\C)[etw € E\C,onaurait: d(u. E\C) < ||lu—w| < d(u. E\C):
impossible. ¢
Smentu € 1nt(C) v € int(C), Blu, d(u, E\C)[ C C, B(v,d(v, E\C)[ C C, etdonc, d’apres
1 B(3(u+v), 3(du, E\ C)+d(v,E\ C))[C C.Onadonc:
d(3(u+v), E\ C) > rayon de la boule ci-dessus, i.e. 1[d(u, E\ C) +d(v,E \ C)], doule
résultat cherché. ¢

4) §(u) = d(u,C)siuv € E\Cetélu) = —du,E\C)siu € C, doncon a:
6(u) = d(u,C) — d(u, E \ C) pour tout v € F.
Or u — d(u, X) est contractante, pour toute partie X (Chap.]), ¢’est-a-dire lipschitzienne de
constante 1, donc 6 est lipschitzienne de constante 2, en effet :
|6(uw) — 6(v)| = |d(u, C) — d(u, E\ C) — d(v, C) + d(v, E\ C)|

<llu—vll +flu — ol =2[lu—wvl|.
S5)Vue E\C,Yve C,Vz e C,¥Vye E\C,ona:
d(u. C) + d(v, E\C) < |lu—zl| + |lv —y]|.

Ecrivons cela pour  := Au+ (1— A)v,avec A € [0, 1], ety := pu+(1—p)v, avec p € [0, 1]
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lu—a|l = |lu—Au— (1 —Xv|| = (1 =N
lv—yll = llv— pu— (1 = po|| = pllu
d(u.C)+d(v, E\C) < (1—
etpour tout p € [0, 1] tel que pu+ (1 —p)v e E\C
Soit v :=sup{X € [0,1] / Au+ (1~ X)v € C}.
Pour toute > 0, il existe A € [0, 1] telque v — e < A, <wet Aeu+ (1 — A )v € C, il existe
pe €0, 1 tel que v < p. <v+eet ueu+ (1 — pe)v € E\ C, cela par définition de sup.
De: v <AL —vieetr <y <vtegontire: 0 < =X + pe < 2¢ puis :
1—/\s+/»145.<_25-
On adonc :

AMveC,

d(w, C) + d(v, E\ C) < ||lu ~ v +
evVue C\Voe Ci|§(u) —6(v)| =] —d(uw, E\C)+d(v, E\ C)| < |lu—7|;
evVu e E\C,Vv € E\C :|6(u) —6) =|d(w, C) —d(v,C)| < |lu—o| ¢
oYy € C,Yv € E\Cloubien:Vu € E\C,Vve C]:
|6(u) —8(v)| < d(u, E\ C)+d(v,C) < ||lu— v|| d’apres 4).
Donc : |6(w) — 6(v)| < |lu — || pour tous u, v de E, et & est contractante sur E. ¢
Remarque : 1”inégalité du début de 5) n’a pas lieu dans un espace métrique quelconque, car soit
E un ensemble muni de la distance discréte et soient w € E\ C, v € C, C # { arbitraire :
d(u,C) + d(v, E'\ C) =2 non inférieur a d(u,v) = 1 ().
6) On veut prouver que : il’lé{”’u — || —d(v, E\ C)} = 6(u).
vE

)Siu€ C,onad(u)=—d(u, E\C).

o infyec{|lu—v| — d('u E\ C)} < |lw—v| —d(v, E\ C) pour tout v € C, et v = u donne
en particulier < —d(v, E'\ C).

e|lu—2| —dx,E\C) > d(v, E\ C) pourtoutv € C, etdonc > —d(u, E \ C) en faisant
v=u€ (. ¢

ii)Siu€ E\C,ona:é(u) =d(u,C).

sinfcc{llv —v|| — d(v, E\ CO)} £ |lu —w| —d(w, E\ C) < |lu — w]| pourtout w € C,
doi: infeec{|lu—2| —dv, E\C)} <infycc |lu —w| = d(u.C). ¢

e D’apres 5) : ||u — v|| — d(v, B\ C) > d(u, C) pour tout v € C et donc :

infec{llu — vl — d(v, E\ O)} > d(u, C).

Finalement : §(u) = infycc{|lu —v|| — d(v, E\ C)}. ¢

Fin du Chapitre V



CHAPITRE VI

OUVERTS D’UN ESPACE METRIQUE
Introduction

Apres avoir dit ce que nous voulions dire sur les sous-ensembles fermés d’un espace
métrique dans le chapitre V, il est bien naturel des parler des sous-ensembles ouverts
dans ce chapitre VI ...

Retenez bien qu’une partie arbitraire d’un espace métrique n’est généralement ni
Jfermée ni ouverte ! Cen’est pas comme une porte . . . (sil’on s’en tient & ce que prétend
A. de Musset sur ce sujet).

Cela ne I’empéche en aucune fagon d’étre intéressante : pensez 4 I’exemple de Q
dans R usuel. Néanmoins, vous poutrez constater dans 1a suite du cours que les parties
d’espace métrique intéressantes pour 1’ Analyse sont fréquemment fermées (compleétes,
compactes, . . . ) ou ouvertes (ouvert partout dense, . . . ).

Notons qu’une partie partout dense n’est pas en général ouverte (pensez aux sous-
espaces vectoriels !).

Par contre une partie peut étre a la fois fermée et ouverte : ¢’est toujours le cas
pour { et I’espace entier. Mais dans les «bons » espaces (les e.v.n. en particulier), il
n’y en aura pas d’autres (notons que dans un sous-espace métrique d’un e.v.n. il peut
en exister !).

Toutefois, la présence de parties propres (A # §§, A # FE) a la fois fermées et
ouvertes n’est pas une rareté. On reviendra assez longuement sur ce sujet dans le Chap.
XX (Connexités).

N’oubliez pas la relativité des fermés et des ouverts : la moindre ambiguité sur ce
sujet 2 un examen peut vous cofter trés cher !

Le chapitre est de lecture aisée. mais attention 2 la relativité.
¢ Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 14, 1.6, 2.1, 2.2, 2.5, 2.8.
¢ Exercices complémentaires : 1.7, 2.3, 2.4, 2.6,2.7.

Nous proposons deux probléemes : le premier, sur les boules généralisées, le second
sur les ensembles rares. Tous deux sont plut6t faciles, ils vous permettront de vérifier
si vous avez bien assimilé le cours.

DANS LE PROCHAIN CHAPITRE NOUS NOUS LANCERONS DANS LA
CONTINUITE . ..

BON TRAVAIL!
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Exercice 1.4

e

/ IS .

int(A)

NI

N
O

adh(int(adh(A)))
OO0
040
—1
fr(adh(A))
) O 0
fr(int(A)) int(fr(A)) fr(int(adh(A)))
OO0 OO0
A oA g/) O 0

—1 -

fr(adh(int(A4))) adh(int(fr(A4))) fr(fr(A)) fr(int(fr( A)))



CHAPITRE VI

OUVERTS D’UN
ESPACE METRIQUE

1. NOTTION D’INTERIEUR

Définition 1.1.
Soit (£, d) un espace métrique, et soit A une partie de £. Un point u € A est
dit intérieur a A [dans (E, d)] s’il existe p > 0 tel que B(u, p[ C A. U’ensemble
de tous les points intérieurs 2 A s’appelle I'intérieur de A et se note int(A) ou

également A.

(1.1) [u € int(A) <= Jp > 0: B(u, p[ C A

On appelle extérieur de A, et on note ext(A) 'intérieur du complémentaire
(E\ A) de A: ext(A) =int(E\ A). Les points de ext(A) sont dits extérieurs a
A.
(1.2) uw€ext(A)<=Jp>0:Bu,p[C E\A

Commentaires :

1) Un point intérieur 3 A est nécessairement un point appartenant 3 A.

2) On peut sans inconvénient remplacer B (u, p[ par B(u, p|.

3) Si nécessaire — et ¢’est souvent nécessaire — on précisera intérieur par rapport a
(E, d), ou par rapport a d.

4) Sil’onremplace d par une distance équivalente 6, 1es points intéricurs, 1’intérieur,
les points extérieurs, 1’extérieur sont les mémes que pour d.

5) Les notions de point extérieur et d’extérieur sont beaucoup moins importantes
que celles de point intéricur et d’intérieur.

On a les propriétés élémentaires suivantes de la notion d’intérieur :

Proposition 1.1.
Soit (E, d) un espace métrique.
(1.3) int(0) =0;int(E) = E,
(14) VAC E:int(A) C 4,
(1.5) VACE,VBCE: ACB = int(A4) C int(B),
(1.6) VA C E:int[int(A)] = int(A4),
(1.7) YVAC E,VB C E: int(AN B) = int(A) Nint(B)

& Exercice 1.1. (tres facile) Vérifiez soigneusement ces formules qui sont 4 connaitre par
coeur.

Que dire de int({u}) pour u € E 7 (dans le cas général, et dans le cas particulier d’un e.v.n.
(B |- 11)-

Démontrez que int (ﬂ L<i<n Ai) = [)<i<n int(A;), €t que cette formule est fausse pour une
intersection infinie. o o )

Démontrez que int(A) U int(B) C int(A U B) mais que I'inclusion inverse est fausse en
général. .
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Exemple 1.1. On considére £ = R muni de sa distance usuelle d(s,t) = |s — ¢|-

a) Considérons la partic A = Q et soit £ € A : tout intervalle (toute boule, donc)
Jt — p,t + p[, p > 0, contient a la fois des rationnels et des irrationnels ; donc £ n’est
pas intérieur. Ainsi : int(A) = int(Q) = 0.

Pour la méme raison, si I’on prend B =R\ Q, on a: int(B) = int(R \ Q) = §.

On a donc : int(A) Uext(A) = 0 U P = 0 : on est loin de retrouver un espace
métrique en réunissant 1’intérieur d’une partie et son extérieur !

Ne confondez pas langage mathématique et langage usuel . . .

b) Considérons A = |0, 1]. Tout point ¢ € ]0, 1[ est intérieur car en choisissant p
tel que 0 < p < min{t,1 — ¢t} : B(t,p[ = [t —p,t + p[ C ]0,1[ C ]0,1]. Donc :
int(A) D ]0,1[. Le point t = 1 n’est pas intérieur car tout intervalle |1 — p, 1 + p|,
p > 0, contient des points > 1, donc hors de |0, 1]. Les autres points de R n’ont pas 2
étre examinés, puisque n’appartenant pas 3 A. Finalement : int(A) =10, 1[.

Il est facile de voir que :
ext(A) =]|—o0,0[U]1, +o0[, et donc : int(A) Uext(A) =R\ {0,1} =R\ fr(A).

Avec un raisonnement similaire : int(]0, 1[) = int([0, 1]) = int([0, 1[) =10, 1].

¢) A = Z : aucun intervalle |n — p,n + p[, p > 0, n € Z, n’est contenu dans Z,
donc : int(A) = (. Bien entendu, si 1’on considere 1’espace métrique F' = Z, muni de
la distance induite d(m.n) = |m — n|, intp(Z) = Z.

Fuites bien attention a la relativité des notions !

Exemple 1.2, Soit ' un ensemble arbitraire qu’ on munit de la distance discréte 8, et
soit A # () une partie quelconque de E. Soit u € A : B(u, p| = {u} pour tout p < 1,
et donc tout point de A estintérieur 2 A. VA C E : int(A) = A.

De méme, soit E' = Z sous-espace métrique de R, i.e. Z muni de d(m, n) = |m—n|
et soit A # () une partie de Z. Soit m € Z : B(m, 1] = {m} (= B(m, %[ si vous
préférez), et donc m € int(A). Donc int(A) = A.

Notez la différence avec I’Exemple 1.1 c).

Exemple 1.3. Dans R? euclidien, soit A = B (0, 1], i.e. 1a boule relative 2 la norme
| - oo : int(A) = Boo (0, 1[. Soit D = {(s,s) / s € R} : int(D) = 0.

Exemple 1.4. (IMPORTANT) Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, et soit F' un sous-
espace vectoriel de E vérifiant F' # E. Nous allons prouver qu’aucun point de F' n’est
intérieur 3 F : int(F) = (. Cela traduit le fait intuitif qu’un sous-espace vrai (F # E)
«c’est plat».

Mais, bien entendu, si 1’on se place dans le sous-c.v.n. F, on aura :
int(F) = intp(F) = F, et tout sous-e.v. G de F tel que G # F sera a son tour
d’intérieur vide dans F : int p(G) = (.

Démonstration : Soit u € F un point qu’on suppose intérieur a F', et soitv € E'\ F
[F # E, donc v existe].

Considérons les points du segment joignant 3 v : wy = Av + (1 — A).u, ot
X € [0, 1], et soit B(u, p[ C F [u € int(F) par hypothese].
lwx — u|l = |2 + v — Au—ul| = A|Ju— v|| < p pour tout A < ”Ti’—v” (ue F

etv ¢ F = |lu— | # 0). Pour g = , par exemple, on a donc :

wy, € B(u,p[ C F.

Mais alors : wx, — (1 — Xo).u = Ag-v, 80iL: v = )\Lo[uu\0 —(1— Xo).u] € F puisque
F est un sous-espace vectoriel contenant v et wj,, : on aboutit ainsi 4 une contradiction
car au départv ¢ F. ¢

2lu—w
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& Exercice 1.2. (facile) Soit (F, d) un espace métrique. On considére les boules et sphére
B(u, pl, B(u, pl, S(u, p)-

a) Démontrez que tout point de B(u, g[ est intérieur (faites un dessin !),

b) Démontrez que, en général, int( B(u, p]) n’est pas B(u, p|. Prouvez par des exemples qu’un
point v de B(u, p] tel que d(u, v) = p peut €tre intérieur, et que S(u, p) peut avoir des points
intérieurs.

¢) Par contre, démontrez que dans un e.v.n. (E, || - ||) (surR ou C) :

int(B(u, p]) = B(u. p[ et que fr(B(u. p]) = fr(B (u. p) = S(u. p).
Conseil : faites des dessins ! Pour les frontires, utilisez le résultat de I’exercice 1.3 ci-aprés.

Entre les notions d’intéricur et d’adhérence, on a deux relations en passant aux

complémentaires :

Proposition 1.2.

Soit (E,d) un espace métrique, et soit A une partie de E. On a les relations
suivantes :
(1.8) FE\int(A) =adh(E\ A)ET: E\ adh(A) = int(E \ A) [ = ext(A4)].
(1.9)  Autre écriture : [ int(A) = adh(Gz A) ET Cr adh(A4) = int(CpA).

(1.10) Ou encore : CEA CLAET:CpA (CEA)

Démonstration :

Tout d’abord, les deux formules se déduisent 1’une de I’autre par dualité ensem-
ble / complémentaire : supposons qu’on ait £ \ int(A) = adh(E' \ A) et démontrons
que E \ adh(A) = int(E \ A). Posons : B := E\ A: E\ int(B) = adh(E \ B),
soit :

E\ [(int(E'\ A)] = adh[E \ (E'\ A)] = adh(4)
— E\[E\Int(E\A)] =FE\[E\int(F\ 4)] =int(E \ A) = E'\ adh(A). ¢
Remarque :

Lorsqu’on écrit 2 1a main, il vaut beaucoup mieux utiliser les notations [, © , et __
qui sont plus « parlantes ».

Démontrons 2 présent la premiere formule. Soitw € E \ int(A) : v ¢ int(4) —
non[ 3p > 0 : B(u,p| C A] = Vp > 0 : B(u,p[ (E\ 4) # 0 et donc
u € adh(E \ A).

Réciproquement, soit v € adh(E \ A),ona:Vp > 0: B(u,p[N(E\ 4) # 0;

(o]
supposons que u €A : Jp; > 0: B(u,p1| C A = B(u,;1[N(E\ A) =0
contradiction, d’olt : u € E'\ int(A). ¢
& Exercice 1.3. (facile) Démontrez que F est la réunion de trois parties de F disjointes deux
4 deux, et I’expression suivante de fr( A) :
(1.11) E = int(A) Uext(A) Ufr(A),
(1.12)  fr(A) = adh(A) \ int(A) = A\ A= (.u(a) A (¢ 0l I'on déduit aisément que :
fr(A) = § <= A est fermé et ouvert).

Relativité des intérieurs

Soit (E, d) un espace métrique, et soit (F. §) un sous-espace métrique de (E, d) :
F C Eeté = djpxp- On avait pour les adhérences, pour tout A C E :
Mais, en général, intp(A) n’est pas égal dint g (A) N F'!
En effet, dans R usuel, prenons cF=[0,1[et A= F':
intp(A) = intp(F) = F = [0, 1], tandis que
intp(A)NF =10, 1[nF 10, 1[N [0, 1[ =0, 1] # [0, 1.
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& Exercice 1.4. (facile) On considere dans R usuel la partie suivante :
A=][0,1[U]1,2] U {3} U (Qn [4,5)].
Démontrez que les seize ensembles suivants sont tous différents : A, adh(A), int(A),
int[adh(A)], adh[int(A)], int{adh[int( A)]}, adh{int[adh(A)]}, fr(A), fr[adh( A)], fr[int(A)],
int[fr(A)], fr{int[adh(A)]}, fr{adh[int(A)]}, adh{int[fr(A)]}, fr[fr(A)], fr{int[fr(A)]}.

On démontre (et ce n’est pas au-dessus du niveau de ce cours, faites-le si cela vous amuse)
qu’on ne peut pas former d’ autres ensembles distincts et non vides en n’ utilisant que les opérations
A—int A, A—adh A, A fr(A).

Inventez un exernple similaire dans R? (voir p. 128).

& Exercice 1.5. (assez facile)

Démontrez qu’on a toujours : frfA U B) C fr(A) U fr(B), mais que I'inclusion inverse est
fausse en général. Démontrez que si adh(A) Nadh(B) = 0,ona: fr(AU B) = fr(A) Ufr(B).

& Exercice 1.6. (difficile, mais le résultat est souvent utile)

Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, et soit C' # () une partie convexe de E.

1) Soient € int(C) et v € adh(Cy. Démontrez que pour tout A € [0,1[ona:

wy = A+ (1— A).v € int(C).

2) Démontrez que adh(C) et int(C') sont convexes.

3) Démontrez que si int(C) #@ona:

adh[int(C)] = adh(C) et int[adh(C)] = int(C).

& Exercice 1.7. (facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n, soit C' # () une partie convexe de F, et
soit f : E — R une fonction convexe sur C. Démontrez que §’il existe u € int(C) tel que
fu) = max f(u), ona: [ est constante sur C.

2. PARTIES OUVERTES D’UN ESPACE METRIQUE

Définition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique. Une partie A de E est dite ouverte [dans (E, d)]
si elle est égale a son intérieur.

(2.1) | A ouverte <=> A = int(A) <= Va € A,Jp=po > 0: B(a,p[ C A.

Commentaires :

1) Méme probléme que pour les parties fermées : il convient de préciser soigneuse-
ment 1’espace métrique considéré, ou simplement la distance, si la moindre ambiguité
peut se¢ manifester.

2) Les parties ouvertes d’un espace métrique (E, d) restent ouvertes si I’onremplace
d par une distance équivalente 6.

3) On dit souvent «un ouvert» au lieu de partie ouverte. C’est-2-dire que 1’adjectif
devient volontiers substantif.

Exemples 2.1. On se place dans E = R usuel. §, R, R* = R\ {0}, ], B[ (ou
o, B € R), |—o0, of (o € R), |3, +o0[ (8 € R) sont des parties ouvertes dans R (ou :
des ouverts de R).

N, N*, Z, Q,R\ Q, [o, 8], [ev, B ne sont pas des ouverts de R.

Exemple 2.2. Soit E un ensemble arbitraire, muni de la distance discréte 6. Toute
partic A de E est ouverte. En particulier, les singletons {u} (u € E) sont ouverts.
Rappelons que toute partie est également fermée [Chap. V]. De méme, dans I’espace Z
muni de la distance induite celle de R usuel, toute partie est ouverte, mais aussi fermée.

Exemples 2.3. Dans tout espace métrique, les boules ouvertes sont des ouverts [cf.
Exercice 1.2 a)], ce qui justifie a posteriori 1a terminologie. Pour toute partic A de E :
(o]

int(A) =Aestun ouvert ; c’est le plus grand ouvert contenu dans A [en effet, si B C A
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estun ouvert : int(B) = B C int(A)]. L'extérieur de A : ext(A) = int(E \ A) est un
ouvert, le plus grand ouvert contenu dans E \ A.

1 DANS UN ESPACE METRIQUE UNE PARTIE N’EST PAS OU BIEN OUVERTE OU BIEN
FERMEE ! Par exemple, dans R usuel, [0, 1[ n’est ni ouvert ni fermé.

5% UNE PARTIE D’UN ESPACE METRIQUE PEUT ETRE A LA FOIS OUVERTE ET FERMEE !
C’est toujours le cas de {) et E entier. Dans les «bons » espaces de I’ Analyse, () et E sont
— en général — les seules parties 2 1a fois ouvertes et fermées ; on verra ultérieurement
pourquoi [notion de connexité : Chap. XX].

Exemples 2.4.
a) Soit £ = C ([0, 1], R). Soit f € E, etsoitax € R:
I(f, o) :={t € [0,1] / f(t) < c} est une partie ouverte de [0, 1].

En effet, si I(f, ) = §, ¢’est un ouvert (int(f) = 0), sinon soit to € I(f, @) tel que
f(to) = B < . f étant continue, pour € = o« — 3 > 0, il existe 7 > 0 tel que pour
tout t € [0,1] : ¢t € Jto — n,t0 + [ => |f(t) — f(to)| < €, d’on, en particulier :
F(t) < B+ (a— B) = a;donc laboule (de [0, 1] ) [to — 1, £ + 5[ N[0, 1] est contenue
dans I(f, ) qui est par conséquent un ouvert. 4

b) Soit fy € E fixée: U(fo) :== {f € E / f < fo} est une partie ouverte de E.
En effet, soit f € U(fo). La fonction t — h(t) = fo(t) — f(¢) est > 0 et continue sur
[0, 1]. Dong, il existé ¢ € [0, 1] tel que h(t) = Oirtlgl h(t) = Oréltigl h(t) > 0.

Posons h(t) = fo(t) — f(t) =p >0, et considérons la boule—(d—e E)yB(f,pl:

g€ B(fpl <= llg— fllw <p
= Vt € [0,1] : g(t)—f(t) < lg(O)—F(E) <p= fo®)—f (1) < fo()—f(t)
= Vt €[0,1] : g(t) < fot) = g< fo = g € U(fo).

Donc, B(f, pl C U(fo) et U(fo) est ouvert dans E. ¢

Exemple 2.5. Soit (E,d) un espace métrique, et soit A une partie non vide
quelconquede E.Pour p > 0, nous avons déjaintroduitles boules et sphére généralisées
[Chap.1(3.16)] :

BApl == {u € E [ du,A) < p}, B(A,p] == {u € E [ d(u,A) < p},
S(4,p):={u€E [d(u,A)=p}.

B(A, p] et S(A, p) sont des parties fermées de (E, d) ; montrons-le pour B(A4, p] :
soit (uy,) une suite de B(A, p| convergente de limite v € E; Vn : d(un, A) < p, et
|d(u, A)—d(un, A)| < d(u,un) = d(u, A) < d(tn, A)+d(u, un) < p+d(u, un) ;
soite > 0:dN,Vn:n >N = d(u,u,) <e;dou:d(u,A) < p+ ¢, pour tout
e>0 = d(u,A) <p = uve B(4p ¢

Démontrons que B(A, p[ est ouverte. Soit u € B(A, p[: d(u, A) = 6 < p.
Considérons la boule B(u,p — 6, [ona p— 6 > 0], et soit v € B(u,p — §[ :
|d(v, A) — d(u. A)| < d(u,v) <p—6

= d(v,A) <du,A)+p—6=6+(p—6)=p;
d’ou B(u, p— 6] C B(A, p[, et B(A, p| est ouverte. ¢

On remarque que, quel que soit A, B(A, p] ressemble beaucoup a A lorsque p est « petit » ;
etquesi ocesttelque 0 < o < p: B(A, o] C B(A, ], etdonc B(A, p] posséde des points
intérieurs, méme si A n’en possede pas. En outre, si les boules « ordinaires » B(w, p[ sont
«bien rondes », B(A4, p| «casse les angles» de A. Pour toutes ces raisons, il est parfois
intéressant de travailler avec B( A, p] plutdt qu’avec A, et de passer ensuite 4 la limite quand
p — 0. Cette méthode n’est pas une panacée . . .

Exemple 2.6. Dans un e.v.n. (E, || ||) réel ou complexe, un avantage pour une partie
A @’ étre ouverte consiste en ce qu’on peut «se promener » autour de tout point u € A
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sans sortir de A. Cela sera fondamental, par exemple, pour le Calcul Différentiel ot
I’on doit considérer des vecteurs de la forme u + t.h ou w + h (accroissements).
Soit, en effet, A ouvertdans (E, || - ||), et soit uw € A ; soit h # 0un vecteur arbitraire
de E : pour tout t € K tel que |¢| petit, on a : v + t.h € A. Soit B(u,p[ C A :
|(w +t.h) — u|| = |t]-||h]] < p pour tout ¢ vérifiant |¢| < H‘Z—” De méme, u+h € A

des que ||h|| assez petit : ||(u + h) — u|| < p pour tout h tel que ||h|| < p.

Si I’ on compare les chapitres V et VI, au point de vue des exemples donnés, il peut
sembler qu’il y ait « davantage » de fermés que d’ouverts. Ce n’est pas du tout le cas !
En effet, il y a «exactement autant» d’ouverts que de fermés, pour la bonne raison
qu’ils se déduisent les uns des autres par passage au complémentaire.

De maniére précise :

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL)

Soit (E,d) un espace métrique. Une partic A de (E,d) est ouverte si ct
seulement si son complémentaire F \ A est fermé dans (E, d).

Soit, par passage au complémentaire [E \ (E'\ A) = A]:

Une partic B de E est fermée dans (E, d) si et seulement si son complémentaire
E '\ B est ouvert dans (E, d).

Commentaire : Pour démontrer qu’ un sous-ensemble est ouvert [resp. fermé] il est treés
fréquent qu’ on soit amené & prouver que son complémentaire est fermé [resp. ouvert].
v ]l faut toujours avoir cette tactique a l’esprit.

Démonstration : Soit A ouvert, et soit B = E'\ A : démontrons que B est fermé. Soit
u € adh(B), on va démontrer que u € B, d’ott adh(B) C B etadh(B) = B.
Sinon,u ¢ B=FE\A,dovu€ E\B=FE\(E\A)=A.Comme A est ouvert, il
existe p > 0 tel que B(u, p[ C A et, dong, telle que B(u, p[ N B = {, ce qui contredit
le fait que u € adh(B). ¢

Réciproquement, on suppose que B = E \ A est fermé. Démontrons que A est
ouvert en prouvant que A C int(A), soit int(A) = A. Soitu € A : si u ¢ int(A4),
toute boule B(u, p[ coupe E'\ A = B, ce qui signifieque u € adh(B) = B = E\ A,
en contradiction avec v € A. 4

Correspondant au (scul) Théoréme du Chap. V, on a:

Théoréme 2.2. (FONDAMENTAL)
Soit (E, d) un espace métrique.
(2.2) 0 et E entier sont des parties ouvertes dans E,
(2.3) Toute réunion de parties ouvertes de F est une partie ouverte de E,
(2.4) Toute intersection finie de parties ouvertes de E est une partic ouverte de
I’espace E.

Démonstration :

(22) ) = E\ E et E est fermée dans (E, d) [Th. 4.1 du Chap.V], donc [Th.2.1 ci-
dessus] ) est ouverte; E = E'\ ) et § est fermée dans (F, d), d’ou E est ouverte :
méme raisonnement. 4

(2.3) Soit a démontrer que si A;, ¢ € I, I ensemble arbitraire, est ouverte dans (E, d)
pour tout 4 € I, ona: A =|J;.y A; ouverte. Mais B; := E \ A; est fermée pour tout
i € I et, donc, [, B; est fermée dans (F, d) [Th. 4.1, Chap. V]. Par conséquent :
Ce(N;c; B:) est ouvert [Th. 2.1 ci-dessusl], et :
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CE (nieI BZ) = UieI (CEBZ) = UzeI[E\ (E \ Ai)] = UieI A; = A, doule
résultat. 4

(2.4) Soient A;, ¢ = 1,2,...,n, des parties ouvertes de (E,d) : B; := E \ A; sont
des parties fermées [Th. 2.1], d’ot [Th.4.1.V] |, «;<,, B; est fermée, et donc [Th.2.1]

Ce(Ui<;<,, B:) est ouverte, et :
CE (U1§i§n Bz) = n1§i§n[E\ (E \ Ai) = 0155571 A, ¢
Autre démonstration de (2.4) : N1 <i<n Ai = Ni<icn i06(A:) = int () <;<,, As) est
ouvert comme intéricur. ¢
On peut reformuler 1a définition 4.2 du Chap. V :

Définition 2.2. (<=> Définition 4.2, Chap. V) d’une TOPOLOGIE.

On appelle topologie sur un ensemble F la donnée d’une famille O de parties de
E (O c 2F) vérifiant les propriétés (ou : axiomes) (2.2) (2.3) (2.4) du Théoréme
2.2 ci-dessus.

Les éléments de O sont les ouverts de la topologie.

Définition 2.3.

On appelle espace topologique le couple (E, O) [resp. (E, F)] constitué par
un ensemble F et par une topologic O [resp. F] sur cet ensemblie.
La donnée d’une distance sur un ensemble définit une topologie sur cet ensemble,
soit comme nous I’avons vu dans le Chap. V 2 partir de la famille F des fermés, soit
comme on vient de le voir dans ce Chapitre a partir des intérieurs puis de la famille ©
des ouverts.

Un espace métrique constitue donc un exemple (important) d’espace topologique.

On notera qu’un espace topologique n’est pas nécessairement associé a une distance
(voir I’Exercice 2.4 ci-apres) : c’est le cas d’espaces topologiques importants en
Analyse ; par exemple la topologie naturelle qui correspond 2 la convergence simple
(ou ponctuelle) des fonctions [0, 1] — R n’est (malheureusement) pas descriptible par
une distance . . .

Quand on a une topologie donnée par O (ou JF) sur un ensemble, on peut définir,
en suivant un chemin inverse de ce qui a été fait ici, les points intérieurs, adhérents, la
convergence d’une suite, etc. Il suffit de remplacer les boules par des ouverts.

La distance discrete définit la topologie la plus fine possible en ce sens que la famille

des ouverts (et donc des fermés) est la plus grande possible : on a
O =F=2F =P(E).
On appelle cette topologie 1a topologie discrete.

Il est & noter que la topologie discrete peut Etre décrite par une distance qui n’est pas
la distance discrete : par exemple, sur £ = Z la distance induite par 1’usuelle de R,
d(m,n) = |m — n|, ne coincide pas avec la distance discrete 8, et pourtant d définit la
topologie discréte, comme 6.

AY opposé de la topologie discréte, on peut considérer surun ensemble E quelconque
la topologie 1a moins fine possible, i.e. celle qui contient le moins d’ouverts possible :
O = F = {§, E}. On I’'appelle 1a topologie grossiére ; clle est bien siir sans utilité
pratique (mais elle sert 2 donner des exemples et des contre-exemples !).

Un espace topologique (E. O) est dit séparé (attention a ne pas confondre avec
séparable 1) si pour tous u, v de F distincts il existe U € O,V € Otelsque: u € U,
veEVetUNV =0.
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Par exemple tout espace métrique est séparé : si v # v, on pose p = %d(u, v) > 0et
onprend U = B(u, p[, V = B(v, p.
Attention : on ne peut pas remplacer O par J dans cette définition !

Des qu’ un espace topologique est séparé, il y a unicité de la limite d’une suite ; mais
la donnée d’une notion de convergence des suites ne suffit pas pour reconstituer la
topologie en général (alors qu’on peut le faire avec les espaces métriques).

& Exercice 2.1. (trés facile) Démontrez qu’une intersection infinie d’ouverts n’est pas un
ouvert en général.

& Exercice 2.2. (trés facile, souvent utile) Soit (E, d) un espace métrique. et soit A C E.
Démontrez que A estun ouvert dans (F, d) si et seulement A estune réunion de boules ouvertes.

& Exercice 2.3. (facile) Déterminez toutes les topologies possibles sur un ensemble a deux
ou trois éléments. Examinez pour chacune si elle est séparée ou non.

¢ Exercice 2.4. (assez difficile) Démontrez que tout ouvert U de R (muni de sa distance
usuelle) est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints.
Indication : Pour t € U, considérez [t,+oo[ N (R\ U).

& Exercice 2.5. (facile) Soit E = [0, 1[. Démontrez que O = {[0, [/ 0 < o < 1} définitune
famille d’ouverts (et donc une topologie) sur F. Déterminez la famille 7 des fermés. Déterminez
adh([4, 3]) etint([3, §])-

Soit (tn)nay une suite de points de F convergente dans R usuel vers 3 : démontrez que (¢, )n
converge au sens de Ia topologie O vers tout nombre de %, 1[. La topologie O peut-elle étre
définie par une distance ?

Relativité des ouverts

Proposition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit ( F, §) un sous-espace métrique de (E, d)
[FCE, 6= d|FxF]-

(i) Une partie U de F est ouverte dans (F, 6) si et seulement si il existe O une
partie ouverte de (E,d) telleque: U =ONF.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que toute partic U de F' ouverte
dans (F, é) soit aussi ouverte dans (E, d) est que F soit ouverte dans (E, d).

Démonstration :

(i) Supposons que U C F's’écrit U = O N F avec O ouvertdans (E, d). Démontrons
que U est ouvert dans (F, 6). Pour cela il faut démontrer que pour tout v € U il existe
une boule de F, i.e. Br(u, p[ = B(u, p| N F [voir (1.12) Chap. V] qui est contenue
dans U. Soit w € U : u € O ouvert dans (E,d) = Jp > 0telque: B(u,p[C O;
ona:Bp(u,p|=B(u,plnFCONF=U.*%

Réciproquement :

soit U un ouvert de (F, 6). Vu € U, 3p,, > 0: Bp(u, pu| = B(u, pu| N F C U ; mais
d’autre part, U C ey B(% pu[ NF. Donc : U = |,y [B(u, pu| N F] = ONF,
en posant : O := |,y B(¢, pu[; O est ouvert dans (E, d) puisque réunion de boules
ouvertes (dans (E, d)). 4

(ii) Sitout ouvert de (F, 6) est ouvert dans (E, d), on prend U = F. Réciproquement,
si F' est ouvert dans (F, d) et si U est ouvert dans (F, 6), d’apres (i) : U = ON F est
un ouvert de (E, d). ¢
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Notion de voisinage

Définition 2.4.

Soit (E, O) un espace topologique, et soit A C E. Une partie V'de F est appelée
un voisinage de A [dans (E, O)] si V contient une partie ouverte [dans (E, O)]
contenant A.

(2.5) |V voisinagede A «= W € 0: ACUC V|

Si A = {u}, u € E, on dit plutdt voisinage de u que voisinage de {«}. On peut
écrire :

(2.6) Vvoisinagedeu€e E<=JU €O :ucUCV.

On peut énoncer (évident) :
(2.7) Un sous-ensemble A de (E, O) est ouvert <=> A est un voisinage de chacun
de ses points.

De sorte qu’il est équivalent de se donner la famille O des ouverts d’une topologie
ou bien, pour tout u € E, la famille V(u) des voisinages de u.

De mani¢re précise, il est facile de voir que (V(u))u e Possede les proprictés

survantes .

(2.8) YW eV(u):ueVI[dou:V #10)],

(2.9) toute partie A de E qui contient V' € V(u) vérifie : A € V(u),
(2.10) toute intersection finiec d’éléments de V(u) appartient 2 V(u),
2.1 VYV e V(uw),IW € V(u) :Yw € W,V € V(w).

Les propriétés (2.8) a (2.11) sont caractéristiques : si 1’on se donne a priori
(V(u))u cE vérifiant (2.9) ... (2.11), il existe une topologie O unigue telle que, pour
toutu € F, V(u) est]’ensemble des voisinages du point . Démontrez ce résultat assez
facile si vous en avez envie.

Exemple 2.7. Soit A une partie d’un espace métrique (E, d). Pour tout p > 0,
les boules généralisées B( A, p| et B(A, p] [¢f. Exemple 2.5] sont des voisinages [le
premier ouvert, le second fermé] de A.

& Exercice 2.6. (facile) Etant donné un voisinage V de A, existe-t-il toujours p > 0 tel que
B(A,plCcV?
Indication : Cherchez dans R? euclidien.

& Exercice 2.7. (facile) Soit (E, d) un espace métrique. Démontrez que les deux propositions
suivantes sont équivalentes :

(P) Tout ferm¢é est une intersection dénombrable d’ouverts,

(Q) Tout ouvert est une réunion dénombrable de fermés,
Démontrez ensuite que (P) est vraie.
Indication : Pour F fermé, considérez les ensembles U,, := Uu r By, %[, n € N,

& Exercice 2.8. (trés facile) Soit (E, d) un espace métrique, et soient A, B deux parties
fermées non vides disjointes (AN B = () de F.
Onpose: Uy := {u € E / d(u,A) < d(u,B)}, Ug := {u € E /[ d(u, A) > d(u, B},
I:={uwe E/d(u,A)=d(u, B)}.
Démontrez que U, [resp. Ug] est un ouvert contenant A [resp. B] et que ces ouverts vérifient :
Uas NUg = (. Démontrez que I estun fermé.

Fin de la partie cours du Chapitre VI
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

(1.3) int(@) = ¢ estévident, puisqu’il n’y a aucun pointdans (} ; int(E') = E est évident puisque
Vu € E\Vp>0:Bu,p[C E. ¢

(1.4) int( A) C A par définition meme. ¢

(1.5)u € int(A) < Fp > 0: B(u,p[C A = B(u,p[C B = u €int(B). ¢

(1.6) VA C E : int(A) C A = int[int(A)] C int(A); réciproquement. soit u € int(A) :
Jp>0: B(u,p[ C A; B(u,pl € A = int(B(u, p[) C int(A4);

or u € int(B(u,p[) < 3o > 0: B(u,0o] C B(u, p[; il suffit de faire ¢ := p, eton a:
u € int( B(u, p[) C int{ A) etdonc : u € int[int(A)]. ¢

(17 ANB C Aet ANB C B = int(AN B) C int(A) et int(AN B) C int(B),
d’od : int(A N B) C int(A) N int(B). Inversement, si int(A) N int(B) = , c’est fini;
sinon, soit u € int(A) Nint(B) : v € int(A) et w € int(B), dolt: Fp > OetJo > 0
tels que B(u,p[ C Aet B(u,o[ C B;posons 7 := min{p,0} : B(u,7[ C B(u,p[ C Aet
B(u,7[ C B(u,0[{C B = B(u,7[C AN B, et par conséquent : » € int(A N B).¢

De toute mani¢re : int({u}) C {u}, et donc : int({u}) = {u} ou bien int({u}) = @. Dans
E discret, on a: B(u.1] = {u}, d’ol dans ce cas : int({u}) = {u}. De méme dans Z muni
de la distance induite par R usuel. Par contre, dans un e.v.n. (E, || - ||), avec dim(F) > 1,
on a pour tout 4 € E : int{{u}) = @ car toute boule B(u, p[ contient une infinité de points
Mv #0,VAe]-L1[:u+ )\p”—;’jﬂ € B(u, p[), et donc ne saurait &tre contenue dans {u}. ¢

Par récurrence : int(A N BN C) = int([AN B)] N C) = [int(A N B)] Nint(C) [par (1.7)]
= [int(A) Nint(B)] N int(C) [par (1.7)] = int(A) Nint(B) Nint(C). Etc. ¢

Pour une intersection infinie, posons I,, := |—1, L[ pour n > 1. Vn : int(l,,) = I,.
Mz int(Ln) = {0} tandis que int (.., In) = int({0}) = 6.
On n’a que I'inclusion : int (ﬂiel Al-) C ﬂid int(A;) duea:
Vkel: (. A C A = int([(V;op Ai) C [y int(Ag). ¢
ACAUBetBC AUB = int(4) C int(AU B) et int(B) C int(AU B), d’olr :
int(A) Uint(B) C int( AU B). Mais I'inclusion inverse est fausse : il suffit de prendre A = Q,
B=R\Qdans Rusuel : AUB = R = int(AU B) = int(R) = R, tandis que
int(A) =int(B) =0 = int(A)Vint(B) =0UD=0. ¢

% Exercice 1.2.

a) Soit v € B(u, p[. On veut démontrer que v est intérieur 3 B(u. p[. Considérons la boule
B(v.o[ ot o := p — d(u,v) > 0 [dessin!]. Nous allons démontrer que B(v, o[ C B(u, g| et
nous aurons terminé. Soit w € B(v, o] :

d(u,w) < d(u, v)+d(v,w) < d(u,v)+0o = d(u,v)+p—d(u,v) = p,etdonc:w € B(u, p[. ¢

b) Par exemple. dans le sous-espace métrique Z de R usuel : B(0,1] = {—1,0,+1} et
int(B(0, 1]) = B(0, 1] [voir Exemple 1.2], tandis que B(0, 1] = {0}. On a toujours I'inclusion :
B(u, p[ € B(u, p] d’o: int(B(u, p[) = B{u, p| C int(B(u, p]) (d’apres 1a propriété a)).

Soit toujours B(0, 1] dans Z induit : d(0,+1) = 1 et +1 estintérieur car {+1} = B(+1,1].
De méme, S(0,1) = {—1,+1}, et ces deux points sont intérieurs. ¢

¢) On va démontrer que dans un e.v.n. (E, || - ||) un point v € B(u. p] tel que d(u, v) = p ne
peut pas étre un point intérieur. Soit B(v, o[, oll o < p, une boule centrée en v. On va prouver
qu’il existe des points w dans cette boule qui sont hors de B{u, p|. Faites une figure ! On va
chercher ce(s) w sur le segment prolongeant le segment [u, v] vers Iextérieur de B(u, g]. Cest,
bien sir, la structure d’e.v.n. qui nous permet de considérer ce segment. Considérons donc les
points wy := u + A.{(v —u) = Av + (1 — X).u. ol ¢moralement» A > 1; on va préciser cela
avec simplement A > 0 pour le moment.
lwa —ul|l = |lu+ Mo —u) —u|| = M|v —u|| = Ap; pour que wy soithors de B(w, g], il suffit
que Ap > p, soit A > 1.
Aprésent: ||wx —v|| = |[Av+ (1 = XNu—o|| = (A= 1)||[u—v| = (A — 1)p; si'on veut que
wx € B(v, o, ilfautque (A —1)p < o,s0it: A < 1+ e
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En définitive : si A € ]1,1+ [ onaura : wx € B(u. p] etwx € B(v,0].
En conséquence, un point de B(u, p] tel que d(u, v) = p ne peut jamais (dans un e.v.n. !) étre
intérieur. Cela démontre aussi que les spheres S(u, p) n’ontpas (dans un e.v.n.) de point intérieur.
Donc les points intérieurs 2 B(u, p| sont tels que d(u, v) < p, et donc appartiennent 2 B(u, p :
int(B(u, p]) € B{u, g[.

Comire on a, dans tout espace métrique, B(u, p[ C int( B(u. p}), on a bien — dans un e.v.n. —
int( B(u, p]) = B(u, p[. ¢

On avait déja vérifié [Exercice 4.2 du Chap. V] que adh(B(u, p[) = B(u, p| dans un
e.v.n. En utilisant la formule fr(A) = adh(A) \ int(A) de I'Exercice 1.3 ci-dessous, on
obtient : fr(B(u,p]) = adh(B(u,p]) \ int(B(u,p]) = B(u,p] \ B(u,p[, et, de meéme :
(B(u, pl) = adh(B(u, pl) \ int( B(u, o) = Blu, o] \ B(u, ol
or v € B(u, p] \ B(u, p| < [d(u,v) < petd(u,v) > p| < d(u,v) = p

— v € S(u,p).
Finalement, dans un e.vn. : ft(B(u, p]) = r(B(u, p]) = S(u, p). ¢

% Exercice 1.3.

Soit u € E : oubien u € int(A) Uint(E \ A), ou bien
u € Cglint(A) Uint(E \ A)] = Cgint(A) NCrint(E \ A)

= adh[Cx(4)] Nadh(Ce(E \ A)) = adh[CpA] Nadh(E \ (E\ 4)]

= adh(E \ A) Nadh(A) = fr(A).
Les trois ensembles sont évidemment disjoints deux 2 deux : A et E'\ A sont disjoints, a fortiori
int(A) et int(E \ A); montrons, par exemple, que int(A) Nfr(A) =0:
int(A) Nfr(A) = int(A) Nadh(A) Nadh(E \ A) = int(A) N Cpint(A) = 0.
Ensuite :
fr(A) = adh(A) Nadh(E \ A) = adh(A) Nadh([xA) = adh(A) N Cgint(A),
mais int(A) C adh(A), d’ou:

fr(A) = adh(A) N Caan 4)int(A) = adh(A) \ int(A). ¢

% Exercice 1.4.

A=10,1[U]L,2]Uu{3}u(QnI4,5]);

adh(A4) =[0,1]U[1,2]U{3}U[4,5] = [0,2) U{3} U[4,5];

int(A) =]0,1[ U1, 2[; intjadh( A)] =]0,2[ U4, 5[ ;

adh[int(A)] = [0, 1]U[1,2] = [0, 2] ; adh{int[adh(A)]} = [0,2] U [4, 5] ; int{adh[int(A)]} =
0,2

R\ A=]—o00,0{U{1}U]2,3[U]3,4[U[(R\ QN[4,5]] U]5,+o0]

adh(R \ A) = ]—o0, 0] U{1} U[2,3] U[3,4] U [4,5] U5, +oo] = ]—oc, 0] U {1} U [2, 4o,
etdonc : fr(A) = adh(A) Nnadh(R\ A) = {0,1,2,3} U [4, 5] ;

R\ adh(A) = ]—o00,0[U]2,3[U]3,4[ U]5,+o0[, "ol :

adh[R \ adh(A4)] = ]—o0, 0] U [2,3] U[3,4] U[5, +oo] = ]—o00,0] U[2,4] U [5, +c0] ;

d’ou: frladh(A)] = {0,2,3,4, 5} ; fr[int(A)] = {0,1, 2} ; int[fr(A)] =]4,5[;
fr{intfadh(A)]} = {0, 2,4,5} ; fr{adh[int(A)]} = {0,2}; adh{int[fr(A)]} = [4,5];
fr[fr(A)] = {0,1,2,3,4,5} ; fr{int[fr( A)]} = {4,5}. ¢

Remarque : 11 est plus amusant de considérer un ensemble analogue 2 A dans R” . . . (cf p.128)

% Exercice 1.5.

fr(AU B) = adh(A U B) Nadh(Cg(A U B)) = [adh(A) Uadh(B)] Nadh[Cx AN CgB],

mais : adh(X NY) ¢ adh(X) Nadh(Y) [Exercice 1.2 du Chap. V], d’ou :

fr(AU B) C [adh(A) Uadh(B)] N [adh(CgA) Nadh(CyB)]
C [adh(A) Nnadh(CgA) Nadh(CpB)] Uladh(B) Nadh(CgA) Nadh(CpB))
C [fr(A) Nadh(CeB)| U [fr(B) Nadh(CgA)] C fr(A) Ufr(B)

car fr(A) Nadh(CgB) € fr(A) et fr(B) Nadh(CpA) C fr(B). ¢

L’inclusion inverse n’a pas licu en général.

Prenons A :=Q N[0, 1} et B :=(R\ @) N[0,1] dans R usuel.

AUB=1[0,1] = ft(AUB) = {0,1}. fr(A) = adh(A) \ int(A4) = [0,1] \ § = [0,1], de

méme pour fr(B), etdonc fr(A) U fr(B) = [0,1]. ¢
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Sous la condition adh( A) N adh(B) = @ [qui signific que A et B sont fortement disjoinis],
prouvons I'égalité fr(AU B) = fr(A) U fr(B), ie., eu égard a ce qui précede :
fr(A) Ufr(B) C fr(A U B) <= [fr(A) C fr(AU B) et fr(B) C fr(AU B)].
Prouvons que fr{A) C fr(AU B).

Si fr(A) = @, c’est terminé,

Sinon, soit u € fr(A) = adh(A) Nadh(E \ A). u € adh(A) = u € adh(AU B).
Siu ¢ int(A U B), Cest terminé, car u € adh(A U B) \ int(A U B) = fr(A U B).
Supposons donc que v € int(AU B) :

Jp > 0 tel que B{u, p[ € AUB. u € adh(A) = u ¢ adh(B) [par hypothése], donc

do > 0: B(u,0[NB =0.
Considérons la boule B(u, min{p, o}[; soitv € B(u, min{p, o}|:
vEAUBetv g B = veE A = v¢ A
Donc B(u,min{p,c}[ N CgA = 0 et u ¢ adh((rA), ce qui est une contradiction puisque
u € fr(A). Donc u € int( A U B) est impossible, et la démonstration est terminée. ¢

% Exercice 1.6.
1) II suffit de s’occuper de A € [0, 1[. Soit wx = Au + (1 — A)v avec u € int(C) et
v € adh(C). Nous allons démontrer que wy appartient a une boule B contenue dans C.
uw€int(C) = 3p>0: B(u,p| € C;v € adh(C) = I € C N B(v, 24].
On considere la boule B := B(Au + (1 — A)V/, M.
lwa = du— (1 =20 =|Au+ Q= XNv—2Au— 1 =) =1 = N)|lv—"2|
<(1-XN2% —)\p,
dot:wx € B(Au+ (1 =)W, o[ =
Démontrons que B C C. Soit z € B :
lz = du— (1 =X < Ap = |3z — (1= AW] —ul < p,d’ob:
Flz — (1 = X)) € B(u, p[ C C.
Posons: c:= 1z — (1 =AW/ € C:
z—(1 =XV =X_ = z=X+(1-2)W = ze€lCcav' €C,ce C,xe]0,1]etC
est convexe. Donc B C Cetwy € int(C). ¢

Remarques :
1) Les rayons des boules sont a déterminer en prenant a priori des rayons inconnus et en

écrivant les inégalités qu’on veut obtenir. Un dessin aide beaucoup . . .
2) On peut aussi procéder en deux étapes :
— prouver d’abord le résultat pour v € C';
— prendre v € adh(C), choisir v’ € C comme ci-dessus, appliquer la premiére étape a /.
2) Soient u, v € adh(C) et soit A € |0, 1. On peut écrire u = Lim (u,), etv = lim (vy,)n, OU

Un,Un € C pour tout nn € N. Puisque C est convexe,
Min + (1 — X)v, € C pour tout n et lim A, + (1 — Non] = A+ (1 — v, doir :

Au+ (1 — N)w € adh(C) et adh(C) est convexe. ¢

Soient u, v € int(C) : on a vu dans 1) que pour tout A € |0, 1[ona:
M+ (1 = A)v € int(C). Donc int(C) est convexe (le résultat est trivial si int(C') = ). ¢

3) On suppose que int(C') # (.

a) Démontrons que adh(C) = adh[int(C)].
int(C)c C = adh[lnt(C)] C adh(C) Soit u € adh(C). Choisissons un point v € int(C).
Considérons la suite u, = v+ (1 — —)u Daprés 1) @ u, € int(C) pour tout n et on a :
lim () = u, dotiu € athlnt(C)] ¢
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Si int(C) = @, la formule est fausse : adh({u}) = {u}, mais adh[int({u})] = adh(@) = 0.
b) Démontrons que int{C) = int[adh(C)].
C c adh(C) = int(C) C intfadh{C)]. I1 nous faur démontrer que :
u € intfadh(C)] == u € int(C).
Soit u € int[adh(C)] : 3p > Otel que B(u, p[ C adh(C). u € adh(C) et
int(C) # 0 = adh[int(C)] = adh(C) d’apres a) ; d’oit : u € adh[int(C)]; on en déduit
quil existe v € B(u, p[ Nint(C). v € B(u,p| = 2u—v € B(u, g
(car ||2u — v — u|| Uu — || < p [dessin D).
Ecrivons : u = v+ 5 (2u —v) : v € int(C), 2u — v € B(u, p[ C adh(C), donc, d’aprds 1) :
u € int(C). ¢

& Exercice 1.7. Principe du maximum pour les fonctions convexes.

On raisonne par contradiction. Si f n’est pas constante sur C, il existe w € C tel que
Ffw) < f(u). Puisque u € int(C), soit B(w, p| C C. Ecrivons : u := Aw + (1 — A)v pour
A€o, 1ouveE kL uprzort

lv =l = (@ — %) -l = Zxle - 2w —w+ Xl = Zllu—w| < ppour
0< A< + < 1 (*) Donc v € B(u, p[ C C pour ) assez petit pour vérifier I'inégalité

pHu—w,
(*). Pour un tel A, et le v correspondant, on a : N R R
fw) = fldw+ (1= N)v] < Af(w) + (L =2 fv) < Af(u)+ (1 =N f(u) = f(u)
contradiction. Donc f est constante sur C. ¢
Le maximum, s’il existe, d'une fonction convexe a tendance a sc trouver sur la fronti¢re de

son domaine de définition.
Cela ne facilite pas sa recherche (pas de dérivabilité en un point frontiére . .. ).

© Exercice 2.1.

Dans R usuel, 4,, =] — %,—i—%[, n € N*, est ouvert pour tout n, mais : ﬂneN. A, = {0} et
int({0}) = §. Une intersection infinie (méme dénombrable) d’ouverts n’est pas un ouvert en
général. ¢

% Exercice 2.2.
Supposons que A = Uz. oI B(w;, p:[, I ensemble arbitraire, u; € E, p; > 0. On sait que toute
boule ouverte est ouverte dans I [Ex.1.2] et que toute réunion d’ouverts est ouverte [Th.2.2].
Donc A est un ouvert. ¢

Réciproquement, soit A une partie ouverte de (E, d). Pourtouta € A, on peut considérer une
boule ouverte B(a, pa[, o p,, récl > 0, telle que B(a, p,[ C A (car A ouvert). Démontrons que
A =, Bla., pa| et nous aurons terminé. En effet, A C | J,. , 3(a. po[ de maniere évidente
et, inversement : soit b € |J,, , B(a,pal. on a:3ag € Atel que b € B(ao, pa[ C A. d’00
b € Aetlerésultat. ¢

% Exercice 2.3.

Soit £ = {a.b}.
Les topologies possibles sur E sont, tout d’abord la topologie grossiere O, = {(Z) E}, qui n’est
pas séparée, et la opologie discréte Og = 2E = P(E) = {0, {a}, {b}, E} qui est séparce. On
a ensuite deux topologies : O = {0, {a}. £} et O, = {0, {b}, ¥} qui auront manifestcment
des propriétés identiques, au nom des ouverts pres ; elles ne sont pas séparées. [l y a donc quatre
topologies possibles, dont une scule est séparée. ¢

Soit maintenant /v = {a. b, r}.

La situation se complique, et il faut trouver une méthode systématique de recherche si I'on ne
veut pas oublier quelques topologies en route . . . On aura de toute maniere O, = {0, £} et
Oy =2F = {(?), {a}, {b}.{c}. {a, b}, {a.c}, {b.c}. I','}.

Dans Q4 il y a— outre les inévitables () et E — trois singletons (= ) et trois doubletons (= D).
Onn’aqu'd examinertous lescas : 0S et 0, 0S et 1D, ...,05 et 3D, puis 1S et 0D, ..., 18
et 3D, ete, jusqu'a 3S et 3D.

e 05 et 0D : on trouve Oy = {f, E'} non séparée.
e0Sct1D:0, ={0,{a, b}, E}, O, = {0.{a.c}, E}. Oy = {0, {b. c}. E'} non séparées.
e 0S ¢t 2D : pas de topologie de ce type car I’intersection de deux D donneun S.
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e (S et 3D : méme situation que dans le cas précédent.

e1S5et0D: Oy ={0,{a}, E}, Os = {0, {b}, E}, Os = {0, {c}. E'} non sépares.

elSet 1D: O; = {0,{a}-{a,b}, E}, Os = {0,{a},{a,c}, E}, O = {0, {a}.{b.c}. E},
010 = {07 {b}7 {a, b}. E}' 011 = {0, {b}a {a, C}, E}a 012 = {0’ {b}’ {b, C}, E}'

O3 = {0, {c},{a, b}, E}, Ou = {0, {c},{a,c}, E}, O15 = {0, {c}, {b, c}, E}, non sépardes.
e 1Set 2D : O = {0, {a}, {a, b},{a,c}, E}, Oz = {0, {b}, {a, b}, {b,c}, E},

Oy = {0, {c}, {a, c}, {b, c}, E}, non séparées.

e 1S et 3D : impossible car 'intersection des 3D deux a deux donne les 35,

e 25 et 0D : impossible car la réunion des S donne un D,

e2Set 1D : Oy = {0, {(l}, {b}’ {G,, b}' E}' O = {0* {(l}, {C}, {(l, C}, E}’

Oo1 = {0, {b}, {c}. {b. c}, E'}, non séparées.

e2Set 2D : Oy = {0, {a}, {b}, {a,b}, {a,c}, E},

On = {0, {a}, {b}, {a,b}, {b,c}, E}, Ous = {0, {a}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, E}.

Ous = {0,{a},{c}, {a, c}, {b, c}, B}, O = {0, {b}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, E},

027 = {0’ {b}’ {C}, {a’ C}, {b, C}, E}a non Séparées'

e 2S5 et 3D : impossible car I’intersection des 3D deux 4 deux donne 35.

e 35 et OD : impossible (non stable par réunion).

e 3S et 1D : impossible (réunion).

e 3S et 2D : impossible (réunion).

e3Set3D: 04 =2F.

On trouve en tout 29 topologies possibles, et si I’on regroupe les topologies qui ne différent
que par le nom des éléments, on trouve 8 types de topologies véritablement distinctes. L auteur
ignore si I’on dispose d’une formule donnant le nombre de topologies possibles sur un ensemble
de n éléments ( 7). Il semble que non. ¢

% Exercice 2.4.

Soit U une partie ouverte non vide de R muni de sa distance usuelle. Soit ¢ € U : considérons
Iensemble [t,+oo[ N(R \ U). Si cette intersection est vide, c’est que [t,+oo][ € U. Si
[t, +oo[ N(R \ U) # 0, cet ensemble minoré par { a une borne inférieure A. Si A € U :
dp > Otel que | — p, A + p[ C U, puisque U est ouvert. Mais, par définition de la borne
inférieure, dans I'intervalle |\, A + &, pour tout € > 0, il existe des éléments de R\ U, d’oirune
contradiction, et nécessairement A € R \ U. On peut donc écrire : [¢, A\ C U avec A ¢ U.

De la méme maniére, on peut envisager | —o0, t] N (R \ U) : ou bien | ~oc0, t] € U, ou bien il
existe p tel que |u,t] C U avec p ¢ U. )

Par conséquent, U contient I'intervalle |u, A[ (ouverr), et tout point de U est < g ou > A
Donc, tout point de U appartient & un intervalle ouvert contenu dans U, disjoint de toute autre
partie de U (cet intervalle peut &tre de la forme |—o0, af, ou |3, +00[ ou encore |—o0, +00]).
On en déduit que U est une réunion d’intervalles ouverts et deux 2 deux disjoints.

A Tintérieur de chaque intervalle, on peut faire choix d’un rationnel et un seul. Si la réunion
n’était pas dénombrable, on obtiendrait ainsi un ensemble non dénombrable de rationnels
distincts, ce qui est impossible. ¢

% Exercice 2.5.

[0,0] = @ et[0.1] = E sont dans O. Soit [0, o[, ¢ € I arbitraire, 0 < o; < 1, une famille
d’ouverts : | J;_,[0, ;[ est bien de la forme [0, o[ avec 0 < o < 1, & := sup;r{s /i € I}, et
donc appartient 2 O (par exemple |J,, . [0,1 — 2[=[0, [ = E).

Soient [0, cul, - .-, [0, an[ des ouverts : (), ;,.[0, ] = [0,a], ot @ := min{ay,..., o},
appartient a2 O.

Remarque : [),,cp [0, 2[ = {0} n’est pas dans O. La famille des fermés est donnée par :
F={B1[/0<pB<1}.+

Déterminons adh(;, 3]. Ona: [}, 3] C adh([}. 3]). Soit ¢ € [0, X[ : un ouvert contenant ¢ est
de la forme [0, [ avec o > ¢ ; pour t < « < i , on a des ouverts qui contiennent ¢ et qui ne
coupent pas [, 4] : ces points ne sont pas adhérents a [}, 3]. Si, par contre, ¢ > 2, un ouvert
[0, o[ qui contient ¢ non seulement coupe mais contient [}, 3], ces points sont donc adhérents.
L’adhérence de [}, 3] est par conséquent I'intervalle [1, 1].
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Soit a présent ¢ € [£, 3] : il est bien clair qu’on ne peut pas trouver un ouvert [0, o[ contenant ¢
et contenu dans [3, 3]. Donc : int([1, §]) = 0. ¢

On a : lim(t,), = t (pour O) <= pour tout ouvert U contenant ¢, AN € N,Vn € N:
n>N = t, e€U.
Soit ¢ € [2, 1], et soit [0, ¢+ €[, £ > 0, un ouvert qui contient ¢. Cormune lim(¢,,) =  au sens de
R usuel, on a bien ¢,, € [0, £ + €[ pour tout n assez grand. D’ou le résultat.

La topologie O ne peut pas étre la famille des ouverts associée a une distance, car, sinon, il y
aurait unicité de la limite. ¢
% Exercice 2.6.
Dans R? euclidien, considérons :

A:={(5,0)/s€R}etV ={(s,t) / s€ER, —e Bl < t < b}

A est un fermé de R* ; V est un ouvert contenant A : V' est donc un voisinage de A. Il n’existe
pas de boule généralisée B(A, p[telle que A C B(A,p[C V.
En effet, B(A,p[ = {(s,t) / s € R, |t| < p}.¥p > 0: B(A, p[N(R*\ V) # 0, carsis > 0
(parexemple) : p > e < —s<Ilnp<=s>—-Inp =1n(i). 3

% Exercice 2.7.
Supposons (P) vraie, et soit U un ouvert. E \ U est un fermé, etdonc: E\ U = () _,, U, ot
les U,, sont des ouverts. Done :
E\N(E\U)=U= |::E (mnzl U") = Un21 (CEU") = Ungl(E \Un) = Un21 F,
en posant F, := F \ U,, qui est fermé puisque U,, est ouvert ; on a donc (Q).
De maniére exactement analogue, (Q) = (P). ¢
Démontrons que (P) est vraie.
Soit F un fermé; pour tout n € N*, posons : Uy, := | J,, r B(u, %[ Les U,, sont des ouverts
comme réunion de boules ouvertes, donc d’ouverts. On va démontrer que F' = ﬂ">1 U, eton
aura terminé.
1 est évident que ()5, Un = ()51 (Upcr B(w, 2[) O F car toutes les réunions contiennent
F. 11 ne nous reste plus qu’a démontrer P'inclusion inverse.
Soit v € ﬂ">1 U,, : on a donc, par définition de N, v € U,, pour tout n € N*. Donc, pour
toutn € N*: v € UuE » B(u, %[, ce qui implique, par définition de U que, pour tout n € N*
donné, il existe u = u, € F telque v € B(uy,, [. Autrement dit, pour tout n € N¥, il existe
un € Ftel que d(v, un) < % . Par conséquent, il existe une suite (u, )» de points de £ telle que
lim (4,) = v: c’estdire que v € adh(F'), i.e. v € F puisque F est fermé. ¢
% Exercice 2.8.

Soit w € Uy @ d(u, A) < d(u, B) ; si u appartenait également 2 Ug, on devrait avoir aussi
d(u, A) > d(u, B), ce qui est contradictoire ; donc : Uy N Up = 0.

Démontrons que A C Uy, :siu € A, onad(u, A) = 0, et — d’autre part — d(u, B) > 0 car
d(u,B) =0 < u € adh(B) = B car Bfermé, or AN B ={,douu ¢ B.

Donc d(u, Ay =0 < d(u, By => u € Ua. De laméme fagon, B C Ug. ¢

Pour démontrer que U 4 est ouvert, le plus commode semble &tre de démontrerque V4 = E\U 4
est fermé. Soit donc (un )N une suite de points de V4, convergente de limite w.
11 nous faut prouver que v € V4. Ona: Vs = {v € E [/ d(v,A) > d(v, B)}, donc :
d(tn, A) 2 d(un, B) pour toutn € N.
L’inégalité Va,y € E : |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) [(3.9) Chap. 1], nous permet d’affirmer
que |d(un, A) — d(u, A)] < d(u,un), et donc que lim d(u,, A) = d(u, A); de méme :

lim d(u,, B) = d(u, B). D’ou, puisque les inégalités larges se conservent 2 la limite :

d(u, Ay > d(u, B),i.e. u € Vy. ¢

Le fait que I est fermé se démontre de la méme fagon (conservation des égalités 2 la limite).

On vient donc de prouver que — dans un espace métrique quelconque — deux fermés A, B
disjoints peuvent &tre inclus dans deux ouverts A C U4 et B  Ug disjoints.

Si A = {a} et B = {b}, onretrouve le fait qu’un espace métrique est séparé ; mais la propriété
de séparation des fermés disjoints démontrée ici est plus puissante que la séparation ordinaire.
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PROBLEME 1

Boules généralisées

Soit (E,d) un espace métrique, et soit A #* (} une partie quelconque de E. On a
déja introduit les notions de boules généralisées [Chap. I (3.16), et Exemple (2.5) du
présent Chapitre] : pour tout p > 0, B(A, p[ := {u € E / d(u, A) < p} estun ouvert,
et B(A, p| := {u € E [/ d(u, A) < p} estun fermé.

1) Démontrez que B(A, p| = B(adh(A), p[ et que B(A4, p] = B(adh(A), p).

Démontrez que B(A, p[ = Uy Bla, pl et que adh(A4) =g, .., B(4, pl-

Pour bien vous rendre compte de la signification de B( A, p[, B(4, p|, dessinez dans
R? euclidien : B(A, 1] pour A = B5(0,1], puis A = Bo,(0, 1]. Dans R? muni de
I - lloo, dessinez B(A, %] pour A = B; (0. 1]. Aucune démonstration n’est demandée,
les dessins suffisent.

2) On suppose dans cette question que (E, d) estune.v.n. réel (E, || - ||). Démontrez
que B(A4,p] = adh(A + p.B(0,1]) = adh(U,c4 Bla, p]). Vérifiez que I’égalité
est fausse dans un espace métrique quelconque. Démontrez que dans un ¢.v.n. on a :
B(A, p] = adh(B(A. p[), mais que cette égalité est fausse dans un espace métrique
quelconque.

Soit ¢ € (E', | - ||'). Démontrez que sup,,ep(a,,) P(1) = sup,ca @(u) + pllell’
[Cette question est a faire aprés le Chap. X].

3) Soit F # () une partie fermée de F, et solent v € FE, p > 0 tels que :
F n B(u, p] = 0. Démontrez que : d(u, F) < d(F, B(u. p]) + p. Démontrez qu’on
n’a pas en général égalité (exemple dans un sous-espace métrique simple de R usuel).
Démontrez qu’on a égalité si (E, d) est un e.v.n. réel (E, || - |])-

4) Dans (E, d) soient A # () une partiec de E, F # () une partie fermée, et p > 0.
On suppose que d(F, B(A, p|) > d(A, F) — p. Démontrez qu’on a égalité si (E, d)
est un e.v.n. réel.

5) [ A faire aprés 1étude du Chap. XIV] Soit A # () une partie compacte de (E, d), et
soit U un ouvert de E contenant A. Démontrez qu’il existe p > Otel que B(A. p[C U.
On suppose que I’ espace métrique (E, d) vérifie 1a propriété suivante : pour tout v € E,
il existe un voisinage compact de «. Démontrez qu’il existe p > Otel que B(A, p[C U
et B(A, p[ a son adhérence compacte.

CORRIGE DU PROBLEME 1

1) 11 suffit de se souvenir que [Chap. I (3.14)] : d(u, A) = d(u, adh(A)) ; on a donc :
B(A, p| = B(adh(A), p| et B(A, p] = B(adh(A), g]. ¢

Soit v € | J,., B(a,p[: 3b € Atelque v € B(b, p[, donc
d(v.b) < p = d(v, A) < d(v,b) < p.donc:v € B(A,p|. ¢

Soitv € B(A, p| : d(v, A) < p. Ecrivons que d(v, A) := p—a, 000 < o < p. Par définition
de Ia borne inférieure, Ve > 0. Ja. € A : p— o < d(v,0.) < p—a+¢€;onfaite = o :
Jba € A:p—a <d(v,by) < p—a+a=p. Doncil existe by € Atel que d(v,b,) < p, ce
qui s’écrit v € B(ba, p[- Par conséquent v € B(ba, p[ C |J,. 4 B(a, p[. ¢
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Si I'on ne savait pas déja que B(A, p[ est ouverte, la formule démontrée ci-dessus nous
permettrait de le dire, puisque B( A, p[ s’écrit comme une réunion de boules ouvertes (lesquelles
sont des ouverts).

Pour prouver que B(A, p[ est ouvert, on peut également démontrer que
E\ B(A, p[ = {u € E / d(u, A) > p} est un fermé (en termes de suites). ¢

Soit u € adh(A) : pour tout p > 0, il existe v, € B(u, p[ N A, donc d(u,v,) < p, avec
v, € A = d(u, A) < d(u,v,) < p = u € B(A.p|. Cela est vrai pour tout p > 0, et
donc : u € ()¢ 10,000 B(A. 0l ¢

Réciproquement, soit u € [
u € adh(A) [(3.10) Chap. I]. ¢

On aurait pu aussi démontrer que B(u, p[ N A # @ pour tout p > 0 : pour p > 0 fixé, il existe
(voir plus haut) a = a, € Atel que u € B(a, p[; a, € B(u, p[etdonca, € AN B(u, p| # 0.

B(A,pl;Vp > 0:d(u, A) < p, doud(u,A) = Oet

pe [0,00|

Exemples de boules généralisées [faites les dessins !]. A = boule unité euclidienne et norme
euclidienne : B(A, 1| est la boule euclidienne de rayon (1 + ). A = boule unité (carrée) de la
norme || - || et norme euclidienne : B(A, 1| est un carré plus grand (boule oo de rayon % ) mais
«arrondi ) aux quatre coins (quart de cercle de rayon ). Si A est la boule unité de || - || etsi Ia
norme est || - ||o, B(A, 7] estle carré de || - ||, de rayon 1 + 3 , avec les quatre coins « cassés ».

Le principe est de faire promener la boule de la norme considérée, de rayon % , sur le pourtour
de A pour obtenir le pourtour de B(A, }]. Inventez d’autres exemples !

2) Démontrons que B(A, p] = adh(A + pB(0, 1]).
u € B(Ap < d(u,A) < p. Pour tout € > 0, il existe a = a. € A tel que
d(u, A) < |lu—a| £d(u, A)+e<p+eona: | v2 ” < 1, et donc il existe v € B(0, 1] tel
que v = =2 (v dépend de €), soit : u = a + pv + €v. Donc :
|z — (a+ pv}|| = €||v]| < & etu € adh(A+ pB(0,1]). ¢

Soit, inversement, u € adh(A + pB(0, 1]). Pour tout € > 0, il existe a € Aetv € B(0, 1]
telsque: ||u — (a + pv)| < &
d(u, 4) = infoca [lu—bll < u—al| = llu—a—pv-+pv] < u—(a+pv)] + llov] < p+e.
Puisque I’'inégalité est vraie pour tout € > 0, ona: d(u, A) < p.i.e. u € B(A.p|. ¢

A présent :
B(A, p] = adh(A + pB(0,1]) = adh(A + B(0, g]) = adh(|J,_,{a} + B(0, 0])

= adh(U,. B(a,0]). ¢

Le résultat est faux dans un espace métrique général, comme le montre I’exemple suivant : on
prend FE = [0,1[ U{2} muni de Ia topologie induite par R, et A = [0, 1[. B(A, 1] = FE, tandis
que: Ute[()'l[ Bg(t, 1] = Utego.u([t —1t+1NE)=][01]etadhg([0, 1]} = [0.1]. ¢

On sait déja que adh(B(A, p[) = B(A4,p] est faux pour A = {u} dans un espace
métrique général : on prend F = Z muni de la distance induite par R usuel, A = {1},
B(A,1] = B(1, 1] ={0,1, 2} tandisque B({1}, 1] = B(1,1] = {1}, etadh({1}) = {1}. +

Mais on sait que la formule est vraie pour A = {u} dans un e.v.n. I sagit donc de généraliser
ce résultat & A arbitraire. [ suffit de prouver que B(A, p] C adh(B(A. p]).

Soit u € B(A. p], d(u, A) < p.Vn € N, Ja,, € A:
d(u, A) < |lu—an|l <d(u, A)+ % <p+H <p+1L
On observe que la suite (a,,) est bornée [a, € B(u, p+ 1]1.
Nota : on amis 25 (ce qui est loisible, e™™ est tout aussi permis !) au lieu de I’habituel L , parce
que c’est une nécessité pour ce qui suit.
Posons : u,, := la"—l—(l— l)u. Comme (a,,) estbornée, lim %2 = (Qetdonc: lim (u,) = u.

Si I’on prouve que u,, € B(A, p[ pour tout 7 assez grand, on aura bien u € adh(B(A4, p[). Or :
At A) < ltm — anll = [2n + (1= )= al] = (1 — )]l — an]
<(A-2)e+ ;f)
et ce majorant est inférieur 2 p <= p— £ + —7 —g < p < pn?—n+ 1 > 0, condition
toujours réalisée pour tout 7 assez grand, car p>0¢
On 2 : sup,cadn(x) P(1) = SUPucx w(u) pour tout X C E, X # (et pour tout u € E. En
effet, sup,,c x ¥(u) < SUPyeadn(x) ¥(u), d’une part.
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Soit & présent », € adh(X) : v = lim (u,) avec u,, € X pour tout 7 ;
p(u) = @[ lim (u,)] = lim @(u.) [car ¢ continue, ¢f. Chap. VII, Th. 2.2], et

@(un) < sup,cx w(v) pour tout n, Aot : @(u) < sup,ex ¢(v), cela pour tout u € adh(X),
d’ou le résultat.
Donc :
sup{e(u) / u € B(A, p|} = sup{p(u) / v € adh(A + pB(0,1])}
= sup{e(u) / u € A+ pB(0,1]} = supj,j <1 SUPaca ¥(a+ pv)
= SUP|uj<1 SUPaca[¥(@) + pp(V)] = SUPaca $(a) + pSUPJy<1 (V)
= suPaea @(a) +plloll’- ¢
3) Soient v € F et w € B(w, p| arbitraires.
d(v,u) < d(v,w)+ d(w,uv) <dv,w) +p = d(u, F) <d(w, Fy+p
= d(u, F) < d(B(u, p|, F) +p. ¢
Dans un espace métrique général, on n’a pas égalité. Prenons E' := {0} U]1, +oo[ muni de
la distance induite par R usuel, et B(0, 1] := {0}, F :=]1,4+o0[;0ona:
d(0, F) = 1, d(B(0, 1], F) = 1. Si I'on avait égalité, on aurait: 1 = 1+ 1 (!). ¢
Dans un e.v.n. I'égalité est vraie. On considére : w := A+ (1 — Mu = u+ Av — u).
Déterminons A € [0, 1] de maniére 4 ce que w € S(u, p) :
w € S(u, p) & ||lw—u| = p, maisw —u = A(v — u),et:

lv—=ull =p=||IAMv—u)|| = M|v—ul;v—u#0car FN B(u,p] = 0,d’ou: A = ”_’U—i%l,”
Notez que 0 < < 1.

l[o —ull
A(F, Bu. ) < dw, F) < flw = vl = (1 = X)ju = vl = (1 = L) lu =]

<lw—=vl—-p,
d’ot en prenant I'inf sur v € F': d(F, B(u, p]) < d(u, F) — p, et finalement :
d(F, B(u, p]) =d(u, F) —p. ¢

4) Soient, comme ci-dessus, v € F,w € B(A,pletu € A:

d(v, u) < d(v,w) + d(w,u) = d(v, A) <d(v,w)+d(w, A) < d(v,w)+p
= d(F,A) <d(w,F)+p = d(F,A) <d(B(A,p),F)+p. ¢

Pour tout u € A, on a d(F, B(A, p]) < d(F, B(u, p]) puisque B(u, p] C B(A, g], et donc :
d(F, B(A, p]) < infuca d(F, B(u, p]).
D’aprés 3) :
d(F, B(A, pl) < infyea d(F, B(u, p]) = infucald(u, F) — p| = d(A. F) — p < d(F, B(A4, p])
(of. ci-dessus). D’ou: d(A, F) — p = d(F, B(A, p]). ¢

5) U ouvert <= E'\ U fermé.
Considérons la fonction f : E — R, f(u) = d(u, E\ U).
f(u) > Osur A car, sinon, u € Aetd(u, E\U) =0 = uwe€adh(E\U)=FE\U,or
ACU = E\ADE\U,douu € Aetu € E\ A, contradiction.
f est continue [| f(u) — f(v)| < d(u, v)] et A compact. Donc [Th. 2.2 du Chap. XIV] il existe
uo € Atel que f(uo) = mingea f(u).

Onpose: p := f(uo) = d(uo, E\U) > 0. Soitv € B(A, p[:a-t-onv e U?
d(v, Ay < p;posons d(v, Ay :=p—r,ou0 <7 < p.
Ve > 0,3ue € A:d(v, A) <d(v.ue) < d(l'v, A) + e
Avec e = %T,Hy_e Aidv,u)<p—r+3zr=p— %7".
|ld(v, EA\U) — d(u, E\U)| < d(u,v) = —d(v,E\U)+d(u, E\U) < d(u,v)

= d(v, E\U) >d(u, E\U) —d(u,v).

u€A = du, E\U)>p;d(uw,v) <p—3r = —d(u,v) > —p+ 3.
D’ou :
dv,E\U)2p—p+3r=2r>0 = v¢adi(E\U)=E\U = veU.+

Pourtout u € A, soit V,, un voisinage compact de u. (int(Vu))uE , Constitue un recouvrement
ouvert de A. Dong, il existe uy, .. ., u, dans A tels que A C |J,,.,, int(Va, ).
U := U <<, Vu; st un compact, et c’est un voisinage de A. D’apres le résultat ci-dessus, il
existe B(A, p[ C U, et adh(B(4, p[) fermé dans un compact est compact, ¢
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PROBLEME 2

Ensembles rares

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie de E. On dira que A est rare si
int[adh(A4)] = 0.

1) Démontrez que : A est rare <=> adh(A) est rare <= ext(A4) est partout dense
dans E.

2) Démontrez que : A est fermé et rare <= fr(A4) = A.

3) Démontrez que : si A est fermé, ou bien si A est ouvert, la frontiére de A est rare.
Donnez un exemple, dans R usuel, d’ensemble dont la frontiére n’est pas rare.

4) Démontrez que : A estdense dans E <= VYU 5 () ouvert: ANU # (). Démontrez
que si A et B sont rares, ona: AU B rare,
Indication : Utilisez 1) et supposez d’abord que A et B sont des fermés,

5) Démontrez que : u € ext(A) <= d(u, A) > 0.

6) Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Démontrez que F’ est partout dense dans E ou bien est rare,

CORRIGE DU PROBLEME 2

Exemples de pariies rares ou non rares : dans une.v.n, {u} est rare pour tout . € F ; par contre,
dans un ensemble E quelconque muni de la distance discréte, pour tout w € F, {u} n’est pas
rare. Un ensemble partout dense n’est jamais rare. Dans usuel, Z est rare. Dans R? euclidien,
une droite, un cercle sont rares,
1) adh[adh(A)] = adh(A) = intadh[adh(A)] = int[adh(A)], d’ot A rare <= adh(A)
rare. ¢
A rare < int[adh(A)] = ¢
< FE \ int[adh(A)] = E = adh[E \ adh( A)] = adh[int(E \ A)]
<= adhf[ext(A)] = FE < ext(A) est partout dense dans F. ¢

2) Si A est fermé et rare : fr(A) = adh(A) Nadh(E \ A) = A N adh(E \ A), mais
E\Aestouert = FE\ A= int(E\ A)et Arare = adhlext(A)] = FE [par 1)] =
adh[int(E \ A)] =adh(E\ A). Donc : fr(A)y=ANE = A,

Réciproquement :
fr(A) = adh(A)ynadh(E\ A) = A = A fermé — intladh(4)] = int(A), et
A = Anadh(E\ A) entrafne :

int(A) = int(A) Nint[F \ int(A)] C int(A) N (E\ int(A)) =0
donc int(A) = () = int[adh(A)] et A est rare. ¢
3) On suppose A ouvert, i.e. E/\ A fermé,
ona fr(A) = adh(A) nadh(E \ A) =adh(A) N (E\ A).
int[fr(A)] = int[adh(A)] Nint(E \ A) = int[adh(A)] N (E \ adh(A))
C adh(AY N (E \ adh(A)) = 0 : fr(A) est rare. ¢

On suppose A fermé, alors E \ A est ouvert, comme fr(A) = fr(E \ A). la conclusion est la
meéme. ¢
On prend A = Q dans R usuel : fr(A) = adh(Q) Nadh(R\ Q) =RNR =R, ¢
4) On va démontrer que adh(A) = E <= VYU # ( ouvert : ANU # {.

Soit U # () un ouvert, et soit B(u, p[ une boule contenue dans U. Comme A est partout dense ;
Jo€eA:d(u,0)<p = a€B(u,pl = a € ANBu.p[CANU, et ANTU #0.
Dans I'autre sens, soit w € E;Vp > 0: B(u,p[ NA # (. Soita € B(a,p[NA:a € Aet
d(u,a) < p;donc A est partout dense dans E. ¢



148 Chapitre VI

Montrons que F', G fermés et rares —> F' U G rare.
FUG rare < int[E\ (F'UG)] partout dense dans E [par 1)] <= E\ adh(#'UG) partoutdense
< [(E\ FYN(FE\G)| partout dense dans E [caradh(FUG) = FUG] <= YU # ( ouvert :
UN[(E\ F)N(FE\G)| # 0. Mais d’apres ce qui a été prouvé au début de ce 4), VV' # (J ouvert ;
VN(E\F) # 0etVN(E\G) # 0.D’ou: UN[(E\F)N(E\G)] = [UN(E\F)|N(E\G) # ¢
car U N (E \ F') est un ouvert non vide. ¢

Soient A, B rares : démontrons que A U B rare.
int[adh(A U B)] = int[adh(A) Uadh(B)] : adh(A) et adh(B) sont fermés et, d’apres 1), sont
rares, d’ol1 — d’apres le résultat qui précéde — adh(A) U adh(B) est rare :
int{adh[adh(A) Uadh(B)]} = 0, soit :
§ = int{adh[adh(A)] Uadh[adh(B)|} = intjadh(A)Uadh(B)] = intjadh(AU B)], QE.D. +
5)u € ext(A) < u € int(F \ A) < u € E'\ adh(A), or on sait que

d(u, A) = 0 <= u € adh(A) etdonc d(u, A) > 0 < u € E \ adh(A). ¢
6) Soit F' un sous-espace vectoriel de F e.v.n. Si adh(F) = E (i.e. F partout dense dans E) :
intfadh(F)] = int(E) = E, et F n’est pas rare. Soit G = adh(F); si F n’est pas partout
dense, c¢’est que G # E'; or on sait que I’adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-
espace vectoriel [Chap. V], mais on sait aussi qu’un sous-espace vectoriel # E n’a pas de point
intérieur [Exemple 1.4], d’ou : int(G) = @ = int[adh(F)], et F est rare. ¢

Fin du Chapitre VI



CHAPITRE VII

APPLICATIONS CONTINUES
Introduction

Ce chapitre VII inaugure une série de quatre chapitres tous relatifs a la notion de
continuité des applications définies sur un espace métrique et a valeurs dans un
autre espace mélrique.

La notion était déja fondamentale dans le cadre restreint ou vous 1’avez étudiée
jusqu’a présent (fonction réelle d’une variable réelle (v, 8) — R, fonction réelle de n
variables réelles R” — R, applications vectorielles R — R™, applications RP — R?):
elle demeure fondamentale, voire gagne encore en importance, dans le cadre des espaces
métriques que nous étudions ici.

Il ne faut évidemment pas oublier ce que vous saviez déja sur la question !
Nous avons divisé les difficultés sur plusicurs chapitres, de maniére a ce que chaque

chapitre n’apporte qu’un nombre tres réduit de notions nouvelles ou délicates. Nous
pensons que tout cela « passera» bien ainsi.

Le présent chapitre est facile a étudier.
Attention, il y a beaucoup de petites propositions «techniques», qu’on ne peut pas

décemment ériger au rang de théorémes fondamentaux, mais qui sont d’une utilité
constante, dans ce cours, mais aussi en calcul différentiel. Par exemple 1a Prop. 2.4.

11 ne faut surtout pas négliger ces résultats !
& Exercices indispensables : 1.1, 2.1, 2.2, 2.3, 2.5, 2.6.
& Exercices complémentaires : 1.2, 1.3, 2.4.

Nous proposons une Lecture-Probléme consacrée ala notion de partition continue de
l'unité subordonnée a un recouvrement, une notion qui est fondamentale en géométrie
différentielle et dans ses applications. Ici, c’est une bonne suite d’exercices sur la
topologie et sur les fonctions continues. Pas trop difficile, mais pas évident non plus.

BON TRAVAIL'!
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Lecture—probléme, question 5 : partition de 1’unité
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Autre partition de 1’unité, subordonnée au méme recouvrement



CHAPITRE VII

APPLICATIONS CONTINUES

1. CONTINUITE EN UN POINT

Définition 1.1.

Soient (F, d) et (F, 6) des espaces métriques, f : E — F une application, et a
un point de E. f est dite continue au point o € E si:

(1.1) {Ve>0,3p>0,Yu € E:d(u,a) <n = 6(f(u), f(a)) <e.

Ce qui peut se lire : « f(u) est aussi pres qu’on veut de f(a) des que w est
suffisamment proche de a ».
La condition (1.1) peut immédiatement s’écrire :

(1.2) |Ve>0,33>0.Vu € E:u€ Byla,n] = f(u) € Bs(f(a),¢]

| soit encore, évidemment :

(1.3) |Ve> 0,3 > 0: f(Ba(a.7]) C Bs(f(a),e]

| etaussi:
(1.4) |V¥e> 0,39 > 0: By(a,h] C f~1(Bs(f(a),e])

Commentaires

1) On dit souvent «en a» au lieu de «au point a ».

2) On peut remplacer I’une des inégaliiés larges <, ou les deux, par une (des)
inégalité(s) stricte(s) <. Par contre, on ne peut pas prendre e = Qoun = 0!

3) Sil’on remplace la distance d de E (resp. 6 de F') par une distance équivalentie d’
(resp. 6), la propriété de continuité (resp. non continuité) en a ne change pas.

4) Si f n’est pas continue au point a, on dit qu’elle est discontinue au point a.

5) Pour (1.3) et (1.4) on a utilisé les propriétés ensemblistes suivantes :
VA,BCE:ACB=f(A) C f(B);YVC,DC F:CcC D= fYC)c f-YD);
VACE:AC f'(f(A);VDCF: f(f~Y(D)) =Dn f(E) C D.

s Ces propriétés doivent étre connues par ceeur.

6) En général, 7 = 7(a,€) dépend du point a et de € > 0. Il peut arriver que 7 ne
dépende pas de a., ou ne dépende pas de €. Voir les exemples ci-dessous.

7)Lorsque E estune.v.n. (E, ||-||), n’oubliez pas de remplacer d(u, a) par ||uv—a
st F = R, remplacez d( f(u), f(a)) par |f(uv) — f(a)|, etc.

& [l faut prouver que vous étes capable d’adapter une définition générale aux cas
particuliers !

’

Puisqu’un voisinage [Chap. VI] d’un point v d’un espace métrique (F, d) est une
partie de E contenant une boule de centre v, on peut encore écrire la condition de
continuité en termes de voisinages. Ce serait la définition qu’on adopterait pour des
espaces topologiques généraux définis par la donnée des familles de voisinages de tous
les points [¢f. Chap. VI] :
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(1.5) (f continue en a € E) <= (pour fout voisinage W de f(a) dans (F,é), il
existe un voisinage V de a dans (E, d) tel que f(V) C W) <= (pour tout voisinage
W de f(a) dans (F,8) : f~1(W) est un voisinage de a dans (E, d).)

Dans les espaces métriques, on a la chance de pouvoir travailler avec des suites ; on
al’important :
Théoréme 1.1. (D’USAGE CONSTANT)

Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques, et soit f : £ — F une application.

(1) Si f est continue au pointa € E :
pour toute suite (un)nes [S C N, S infini] d’éléments de E convergente dans
(E,d),ie.tellequelimy,_,oo,nes(un) = a,lasuitedesimagespar f: (f(u"))nes
est convergente dans (F, 6), et : lim,_,o0 nes f(un) = f(a).

(i1) Réciproquement, si pour toute suite (un)nes d’éléments de E telle
que lim,_,e0 nes (un) existe dans (E,d) la suite des images (f(un)) g Cst
convergente dans (F, 6) : f est continue au point a.

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS immédiatement aprés la partie Cours.
Mais cette démonstration est assez facile pour que vous la fassiez vous-méme
rapidement. ¢

Commentaires

1) (i) se généralise aux espaces topdlogiques non métriques, mais pas (ii) : encore
une fois, les suites ne suffisent pas a caractériser les propriétés topologiques.

2) La négation de (i) est trés souvent utilisée pour démontrer qu’une fonction
n’est pas continue en un point. Par exemple [rappel de D.E.U.G, en principe], soit

2
f: R?2 — R (R, R? usuels) définie par f(s,t) = ?s—fm pour (s,t) # (0,0) et

£(0,0) = 0.
Ona (1,1) — (0.0) et F(2,1) — 0, mais — par contre - (5. %) — (0,0)

n n'n

alors que f (—7;17, 1) — % : f m’est donc pas continue en (0, 0) [elle est continue

partout ailleurs, pour des raisons qu’on donnera plus loin].

Nous allons donner quelques exemples de fonctions continues : il convient, bien
stir, d’ajouter le stock de fonctions classiques et d’exemples qu’on vous a donnés en
DE.U.G

Exemple 1.1. Soit (E, d), ol E est un ensemble quelconque et ol d est la distance

discrete, et soit (F, 6) un espace métrique arbirraire. On a:
toute application f : £ — F est continue en tout point ¢ de E.

En effet, pour un ¢ € FE quelconque, on va démontrer (1.3) : Ve > 0,3 > 0 :
f(Ba(a,n]) C Bs(f(a), €] : pour tout € > 0, on prend p = % : By(a, 1] = {a}, et on
abien: f({a}) = {f(a)} C Bs(f(a),el- ‘

De la méme maniére, toute application f : Z — Fs oug : N — Fj5 [(F,6)
quelconque] ol Z [resp. NJ est muni de la distance induite par R usuel, est continue.

En particulier, toute suite f : S C N — Fs,n — f(n), est continue si S est muni
de la distance induite par N usuel.

Par contre, considérez I’application I : Fy — Es, ou F; = F5 = F a plus de deux
éléments, v — I(u) = u, et munissez E; de la topologie grossiere, E, de la distance
discrete : I n’est pas continue ! (détaillez).



Applications continues 153

Exemple 1.2. Soient (E.d) et (F,6) des espaces métriques quelconques, et soit
f : E — F unc fonction constante, i.e. telle que f(u) = vo, vo € F fixé, pour tout
u € E. Pour tout a € E fixé : §(f(u), f(a)) = 6(vo,vo) = 0, et donc f est continue
au point a. 7 > 0 peut étre pris completement quelconque pour vérifier (1.1).

Exemple 1.3. Soit (£, d) un espace méirique, et soit A C E non vide.
On considere le sous-espace métrique (A, djax ). Soit j4 : A — E I'application
u € A ja(u) = u € E (appelée injection canonique de A dans E). Soita € E
fixé. Vu € A : d(ja(u),ja(a)) = d(u,a) = djaxa(u,a): on peut prendre n = €
dans (1.1), et j4 est continue en tout point de A.

Remarques sur la terminologie :
Expliquons ici pourquoi nous avons introduit la notion de « sous-espace métrique » [dans
Ie Chap. I, §2] avec des réticences.

En fait la « bonne » notion est celle de sous-espace topologique qu’on définit de manidre
naturelle en disant que les ouverts de A sont les intersections de A avec les ouverts de /. A
ce moment 13, si F est un espace métrique, il n’y a pas besoin de notion de « sous-espace
métrique » : on a un sous-espace topologique dont urne manitre (parmi bien d’autres) de
définir sa topologie naturelle est de considérer d 4, 4. Saisissez-vous la nuance ?

Ce n’est pas grave d’employer I’expression « sous-espace métrique », tout le monde
comprend, mais il vant mieux éviter de le faire 2 I’oral de I’ Agrégation . . .

Tant qu’on est dans les précautions oratoires . . . Le méme probléme ~ en plus grave — se
pose avec la notion de produit. Nous n’avons pas parlé d’ « espace métrique produit », mais
de produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques sur lequel on introduit plusieurs
distances équivalentes. La bonne notion est celle de topologie produir qu’ on définit par ses
ouverts, ou ses voisinages de chaque point ; alors e produit cartésien d’un nombre fini (on a
envisagé aussi le cas dénombrable en exercices) d’espaces métriques se trouve muni d’une
topologie qui peut €tre décrite par plusieurs distances, distances équivalentes, mais dont
aucune n’est canonique (= naturelle).

Si vous ne saisissez pas bien ces nuances en premiere lecture, ce n’est pas tragique.

Exemples 1.4, Dans le Chapitre IT1, sur les suites, nous avons démontré par avance,
en vertu du Th. 1.1, 1a continuiié en tout point de leur domaine de définition de plusieurs
applications naturelles.

1) Soit (E, d) un espace métrique, et soit 4 € F fixé. La fonction f : E — R définie
pour tout . € E par: f(u) = d(u, ) estcontinue en touta € E ; en effet, nous avons
démontré que Tllgr;o (up) =0 = nIer;o d(un, u) = d(a, v).

En d’autres termes : | f(u) — f(a)| = |d(u, @) — d(a,@)| < d(u,a); on prend np = €.

2) Plus généralement, dans le cadre ci-dessus, soit A C E non vide. La fonction
g : E — R définie par : g(u) = d(u, A) est continue en tout point ug € E. En effet,
lg(u) — g(uo)| = |d(u, A) — d(ug, A)| < d(u,up), et on prend i = €. 1) est le cas
particulier A = {u}.

3) Plus généralement encore, toute application k-lipschitzienne (en particulier toute
isométrie) f : E4 — Fp est continue en tout point ¢ € E.

En effet, par définition, il existe k réel > 0 (le cas £ = 0 est trivial) tel que
Vu,v € E : 6(f(u), f(v)) < k.d(u,v); donc : 6(f(u), f(a)) < k.d(u,a), et on
prend n = £.

4) Soit (E,d) un espace métrique. On munit £ x E d’une des distances sur un
produit, par exemple do [(u, v), (v/,v")] = max{d(u,v'),d(v,v")}, et on considere
I'application £ x E — R, (u,v) — d(u,v). Cette fonction est continue en tout
(a,b) € E x E.Eneffet :
|d(u, v) — d(a, b)| < |d(u,v) — d(a,v)| + |d(a, v) — d(a, b)| < d(a,u) + d(b, v)

" < 2max{d(u, a), d(v,b)} = 2dos(u, v), (a,b)] ; on prend 5 = -
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Exemple 1.5. Soit maintenant (£, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C.
Les applications suivantes sont toutes continues en tout point de leur domaine de

définition :
(i) E — R, uw |ull,car |||lul| — |lall| < llu—all = d(u,a) ; onprend i = €.
(i) E — E, u— Ao.u, ol Ao € K\ {0} est fixé, car :
IXo-u — Xo-all = |Xo|-|lu — all = |Aold(u, @) ; on prend n = 5 - Le cas Ao = O est
trivial.
(i) K — E, X — Aug, ol ug € E'\ {0} est fixé, car :
[X\uo — puoll = ||uoll-|1X — k| ; on prend 1 = = Le cas uo = O est trivial.

(V) E x E — FE, (u,v) — u + v, car:

(o +v) — (@ + Bl < lu— all + l[o — bl < 2max{]lu—all, l}o — bll}
< 2ds|(u, v), (@, b)] ; on prend 7 = -

Supposons 2 présent que (E, (+|-)) est un espace préhilbertien réel ou complexe.
W E - K, uw— (ulug), ot up € E \ {0} fixé, est continue en tout point a € E
car: |(uluo) — (aluo)| = | (v — aluo)| < [Cauchy-Schwarz] || — a|.||uol| ; on prend
M= Tusll*
(vi) E x E — K, (u, v) — (u|v) est continue en tout point (a, b) car :
|(ulv) — (alb)] = |(u|v) — (alv) + (alv) — (alp)| < |(u — alv)| + |(alv —b)|
< llu—allloll -+ llel|-lv — bll < max{[lall, [el}(lu —all + [lv—&]))
< 2max{|lal], o]} max{Ju — all, o — ]}
< 2max{|lal], lo]}-deol(u0), (a,b)]

on prend ||o|| < ||b]| + 1, puis 5 = 2max{”aﬁ’ T

& Exercice 1.1. (facile) 1
Soit E = C([0, 1], R) muni de la norme || f|l; = / | £(£)] dt. Démontrez que la fonction
0

(lindaire) E — R, f — ¢(f) = f(3), west pas continue au point f = 0.
Est-elle continue en d’ antres points de F ?

& Exercice 1.2. (facile) Soit £ = P(IR, R) I'espace vectoriel des fonctions polynomiales &

coefficients réels. On munit F' de la norme (vérifiez qu’il s’ agit bien d’une norme) :

| P|l = maxo<ect | P(2)]-
Soit s € [0, 1] fixé ; démontrez que la fonction E — R, P € E — U,(P) = P(s) est continue
en tout point P, € F. Démontrez que Ia fonction £ — R, P € E — ®(P) = P(2) n’est
continue en aucun point de F.

& Exercice 1.3. (un peu délicat) Soit f la fonction [inventée par Riemann] de R dans R
(distance usuelle) définie ainsi : f(t) = Opourt € R\ Q, f(0) = 1, f(t) = 1/gsit € Q,
t = p/q (fraction irréductible : p € Z, ¢ € N*, p et ¢ premiers entie eux). Démontrez que f est
discontinue en tout point rationnel. et continue en tout point irrationnel.

Une des premicres choses qu’on peut faire avec des applications, ¢’est, bien siir, de
les composer ; on a :

Proposition 1.1. (FONDAMENTALE))

Soient (E, d), (F,6), (G, 0) des espaces métriques, et soient f : £ — F,
g:F —G.

Si f estcontinue en a € F, et si g est continue en b = f(a) € F, I’application
composée h = g o f est continue en a.

Démonstration : Voir partie DEMONSTRATIONS, mais faites-la donc vous-méme ! ¢
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2. CONTINUITE SUR UN ESPACE METRIQUE

Définition 2.1.

Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques. Une application f : £ — F sera
dite continue sur E si clle est continue en fout point de E.

Commentaire - On dit simplement continue s’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemples 2.1. Les Exemples 1.1 2 1.5 fournissent de nombreux exemples
d’applications, plus ou moins naturelles, continues sur 1’espace métrique de départ.

Proposition 2.1. (FONDAMENTALE)

Dans le méme cadre que la Proposition 1.1 : si f est continue sur F, et si g est
continue sur F', 1’application composée h = g o f est continue sur E.

Démonstration : Evidente d’apres 1la Prop. 1.1. 4

Proposition 2.2.
Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques, soit f : £ — F une application
continue sur F, et soit A C F, non vide.
La restriction g = f|4 de f au sous-espace métrique (A, d|ax 4) Cst continue
sur cet espace métrique.

Démonstration : g est la composée g = f o j4 de deux applications continues [cf.
Exemple 1.3], et on applique la Prop. 2.1. ¢

Exemple 2.2. Soient (E, d) un espace métrique, et soit (F, || -||) un e.v.n. sur le corps
K (R ou C). Soit f : E — F une application continue sur F. La fonctiong : £ — R
définie par g(u) = || f(u)|], i.e. g = || - || o f est continue sur E [cf. Exemple 1.5 i)].

Théoréeme 2.1. (FONDAMENTAL)

Soient (E,d) et (F,6) des espaces métriques, et soit f : E — F une
application. Les quatre propriéi€s suivantes sont équivalentes :
(2.1) f estcontinue sur E,
(2.2) pour toute partic ouverte V de (F, 6), I'image réciproque U = f~1(V)
est une partic ouverte de (F, d),
(2.3) pour toute partic fermée B de (F, ), I'image réciproque A = f~1(B)
est une partie fermée de (E, d),
(2.4) pour toute partic X de E : fladh(X)] C adh[f(X)].

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS. 4
Commentaire . Prenez garde 2 ne pas confondre C et D dans (2.4) !

& Exercice 2.1. (facile) Soit (F, d) un espace métrique, et soit f : ¥ — R (R avec sa distance
usuelle). Démontrez que si pour tout @ € Rona: f~(]—oo, of) et f*(Ja, +oo[) ouverts dans
E : f est continue sur E. Indication : Voir ’Exercice 2.4 du Chap. V1.

Théoréme 2.2. (FONDAMENTAL, D'UTILISATION CONSTANTE)
Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques, et soit f : £ — F.
f estcontinue sur E siet sculement si l'image (f(un)), _ detoute suite (tn)nes
convergente dans (£, d) est convergente dans (F;, 6).
Précision : Si f est continue sur E, et si lim, o0, nes(tn)n =a,0na:
limnam,nGS(f(un))n = f(CL)

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS, mais il n’y a aucune subiilité. 4
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& Exercice 2.2. (trés facile) Soient (E, d) et (£) §) des espaces métriques, etsoit f : £ — F
continue sur E. Démontrez que le graphe de f : G = {(u, f(u)) /v € E}estfermé dans E x F
(ot E x F' est muni d’une des distances équivalentes habituelles). Démontrez que la réciproque

est fausse (cherchez un exemple : R — R).

Mise en garde et exemples

e II FAUT remarquer que, dans le Th. 2.1, ce sont les images réciproques
(ou : inverses) qui interviennent, et NON les images directes | D’ ailleurs, on appelle
application ouverte [resp. fermée] une application qui transforme tout ouvert [resp.
fermé] en un ouvert [resp. fermé].

Exemples 2.3.

a) f : R — R, t? estcontinue sur R ; soit I = |—1, +1[, qui est ouvert dans R :
F(I) =0,1] qui n’est ni ouvert ni fermé dans R.

b) f: [1,+oo[—> R t — % est continue sur le fermé (1, +-oo[, mais

F([1, +co[) =]0, 1] qui n’est ni ouvert ni fermé dans R.

Of :RoR it ﬁ—t—g est continue sur R, mais f(R) =10,1],....

d) f : Rusuet — Raiserer, £ > ¢, €st ouverte et fermée, mais n’est continue en aucun
point [Vt e R: ¢ + % converge dans Ry €t diverge dans Ryiseret]-

e) f: R — R, t— 0; f est continue et fermée, mais n’est pas ouverte.

f)p: Rx R — R, p(s,t) = s est continue et ouverte [on le montrera dans le
Chap. IX] mais n’est pas fermée. Soit, en effet, H = {(s,t) € R? / s.t = 1} (C’est
le graphe d’une hyperbole équilatere). H est fermé dans R? [¢f. I’Exercice 2.2], mais
p(H) =]—00,0[U]0,+o00[ =R\ {0} n’est pas fermé (son adhérence est R).

g) f :]0,1[ — R, t > ¢t est continue et ouverte, mais pas fermée (|0, 1] est fermé
dans |0. 1[ mais pas dans R). De méme, f : [0,1] — R, ¢ = ¢, est continue et fermée,
mais pas ouverte ([0, [ est ouvert dans [0, 1], mais pas dans R).

s Vous ne perdrez pas votre temps si vous méditez un peu tous ces exemples . . .

Une application du Th. 2.1.

Soient (E, || ||g) et (F,| - ||F) des e.v.n. sur le méme corps K (R ou C), et soit
f + E — F une application linéaire continue sur E.
Ker(f) = {u € E / f(u) = 0} = f~1({0}) est fermé dans E. La réciproque est
fausse en général, clle est vraic dans le cas F' = K (formes linéaires), nous le verrons
dans le Chap. X. Il est & noter que Im(f) = f(FE) peut étre fermé dans F, partout
dense dans F', ou .. .rien du tout.

L’ important résultat suivant dit qu’une fonction continue est entierement déterminée
par les valeurs qu’elle prend sur une partie partout dense.

Théoréme 2.3. (IMPORTANT)

Soient (E,d) et (F,6) des espaces métriques, et solent f,g : £ — F des
fonctions continues sur E. S’il existe une partic A de E partout dense dans (E, d)
telle que : f(a) = g(a) pour tout a € A,ona f = g, C’est-a-dire f(u) = g(u)
pour tout u € E.

Démonstration :
On a adh(A) = E. Soit u € E': il existe une suite (a,, ), d’éléments de A telle que
lim (a,) = w. On peut écrire, pour tout 7 :

T 61 (), 9w)] < B[F(). F@n)] + 6[F(@n), 9(an)] + Sla(an). 9] :
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le terme médian est nul car f(a) = g(a) pour tout ¢ € A. Puisque f est continue
sur E, on a, d’aprés le Th. 2.2 (ou le Th. 1.1) : 'n,li—{%o (f(an)) = f(u), Le
nli_rgo 6[f(u), f(arn)] = 0, et — de méme — puisque g est continue sur E :

li_r}(l)o 6[g(ar), g(u)] = 0. On peut passer a la limite dans (*) en tenant compte du
Srincipe de prolongement des inégalités a la limite [Chap. III] ; il vient :

8[f(u), g(u)] < 0, dou 6[f(u),g(u)] = 0, et donc f(u) = g(u). Cela pour tout
u€EE. ¢

Commentaire : Le Th. 2.3 ne permet nullement de prolonger une fonction A — F
continue sur A partout dense dans £ en une fonction £ — F continue sur F' | Prendre,
par exemple, E =R, A=R\ {0}, f : A — R, f(t) = +-

Un el prolongement n’existe pas en général. Pour un résultat positif de prolonge-
ment, voir le Chap. XII.

& Exercice 2.3. (facile) Soit f : R — IR une fonction continue sur R telle que :
Vs € RVt € R: f(s+t) = f(s) + f(t). Démontrez que f(t) = au.t, otx € R.

Exercice non corrigé : méme exercice (Imais sans le résultat) avec f : R — R continue sur R
et vérifiant f(s +t) = f(s).f(¢) [ou f(s.t) = f(s) + f(t); f(s.t) = f(s).f(t)] pour tous
s, teR,

Proposition 2.3. (SOUVENT UTILE)

Soient (E,d) et (F,6) des espaces métriques, et soient f,g : £ — F des
applications continues sur E. L’ensemble {u € E / f(u) = g(u)} est un fermé
de (E,d).

Cas particulier : En prenant pour g la fonction constante égale 3 vg € F, on obtient :
I’ensemble des solutions de 1’équation f(u) = vo, i.e. {u € E / f(u) = vo} est fermé
dans E.

Démonstration :

Posons T' = {u € E / f(u) = g(u)}. Soit (v,)r une suite de points de T’
convergente vers v € E.Vn : f(v,) = g(vy,), et, puisque f et g sont continues sur E :
Jim (f(vn)) = f(v) et lim_g(vn) = g(v). En vertu du principe de prolongement
des égalités a 1a limite [Chap. III}, ona: f(v) = g(v),etdoncv € T ¢

Opérations sur les fonctions réelles et continuité

Proposition 2.4. (D'USAGE CONSTANT)
Soit (£, d) un espace métrique, et soient f, g : £ — R des fonctions continues
sur F:
(2.5) Les fonctions suivantes :
251) f+g DNueE:(f+9g)(u) = f(u)+g(u)],
252) AMf OQER) MueE:(Afw) =Xflu)
(25.3) fg IVue E:(f.g)(u)= f(u).g(u)l
@54) |fl Yue E:[fl(u) = |F(w)])
(2.5.5) sup(f,g)
[Vu € E : sup(f, 9)(u) = max{f(u), g(v)} = 5(f + g+ |F — gl)(u)],
(2.5.6) inf(f,gq)
[Vu € E': inf(f, g) (u) = min{f(u), g(w)} = 3(f + g— |f — g ()],
257 f* [Vue€ E; ft(u) =sup(f,0)(uw) = max{f(u), 0}],
@258) f~ [Yue E;f~(u) = inf(f,0)(w) = min{f(u),0}];
(ona:f- =—(—fYf=Ffr+f0fl=Fr—F)

sont toutes continues sur E.
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(2.6) Soit f: E — R;onpose N ={u € E / f(u) = 0}. On peut définir
% =1/f: E\N — Rpar (1/f)(u) = 1/f(u).Si f estcontinueen ug € E\ N,
1/ f est définie dans toute une boule B(uo, p|, et 1/ f est continue en ug.

2.7) {ue€ E/ f(u) < [resp. >] g(u)} est ouvert dans (E, d),
2.8) {ue€ E/ f(u) <[resp.>] g(u)} est fermé dans (E, d).
(29) VACE A#0D:

Vu € A: f(u) < gw)] = [Vu € adh(A) : f(u) < g(u)].
(2.10) VACE, A# 0:sup f(A) =sup fladh(A)] = sup(adh[f(A)]).
De méme pour inf.

Commentaires

1) (2.5.1), (2.5.2) et (2.5.4) restent valides si I’on remplace 1’ensemble d’arrivée R
parune.vn. (F, | - (C,]-1).
(2.5.3) reste valide si I’on remplace R par une algébre [¢f. Chap. X, Annexe]
commutative F' munie d’une norme vérifiant Vu, v € F':
Si I’on remplace R par un espace préhilbertien (F, (-|-)), on peut définir (f|g) par
Vu € E: (flg)(u) = (f(w)lg(w)); (flg) est continue (vérifiez).

2) | f| continue =~ f continue. Il suffit de considérer f : R — R définie par
F)=+1site Qet f(t) =—-1site R\ Q.
Démonstration :

Démontrons (2.5).
(2.5.1), (2.5.2) eL (2.5.3) se démontrent trés facilement en utilisant des suites et le Th.
1.1ouleTh.2.2. ¢
(2.5.4) a déja été démontré : voir 1’ Application juste aprés la Prop. 2.2. ¢
(2.5.5) et (2.5.6) découlent de (2.5.4) et de (2.5.1)(2.5.2) [notezque f —g = f+(—1)g
est continue = |f — g| est continue]. ¢
(2.5.7) et (2.5.8) découlent de (2.5.5) (2.5.6) en faisant g = 0 (la fonction constante
nullc). ¢
Démontrons (2.6).
D’apres (2.5.4), | f| est continue en ug. Donc, étant donné £ |f(uo)| > 0, Ino > 0,
Yue E:
d(u,u0) <m0 = ||F()|— | Fuo)l| < L1 f (o)l = |F(uo)l— 311 (uo)| < ().
Donc, pour tout u € B(ug. 0] : | f(w)| > 2| f(ua)| > 0.11 suffit de faire p = 79 > 0 :
B(ug,p] CE\N. ¢
On veut prouver que Ve > 0,3np > 0,Vu € E :

d(u, uo) < = |(1/f)(w) — (1/f)(uo)l = |f(1fu,) f(i0)| =

Imposons d’emblée 7 < 70 de fagon A s’assurer 1estimation | f(u)| > 1|f (u0)|
f étant continue en uo, 5| f(uo)|e > 0 étant donné, Iy > 0 [y < 7o), Vu € E :
d(u,u0) <m = |f(u) — Fluo)| < 2|f(uo)|€ On écrit maintenant :

11 gy _ |fw) = fluw)l |f (uo)| . _
0~ 7wy = AT o)l < Tl @~ (0l < ggyye = po
tout v € E vérifiant d(u, uo) < n=m (< 70). ¢

Démontrons (2.7).
{ue E/ f(u) <g(u)} ={u€E [/ (f~g)(u) <0} =(f —g)"(]—o0,0[), et on
applique le Th. 2.1. ¢

Démontrons (2.8).
Comme ci-dessus, {u € E / f(u) < g(u)} = (f — g) " 1(]—00,0]). ¢
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Démontrons (2.9).
u € adh(A) = J(a,), tellequeVn : a, € Aetnli_rgo(an) =u.Vn: f(a,) < g(a,);
on applique le Th. 2.2 et le principe de prolongement des inégalités 2 la limite.
Attention : on n’a pas le méme résultat avec < qui passe 2 < a I’adhérence ! 4

Démontrons (2.10). A C adh(4) = f(A) C fladh(A)] et f continue = [Th.
2.1] fladh(A)] C adh f(A). Donc : sup f(A) < sup fladh(A4)] < sup(adh[f(A)]).
MaisVX C R, X # @ : sup(X) = sup[adh(X)] = sup(adh[f(A4)]) = sup f(A),
et le résultat est démontré. 4
Pour inf : inf(X) = —sup(—X), et on applique le résultat concernant le sup 2 la
fonction —f. 4

& Exercice 2.4. (tres facile) Soit f : R — R une fonction vérifiant : pour tout o € R,
{s €R /f(s) < a} est fermé dans R. f est-elle continue sur R ?

& Exercice 2.5. (facile) Soit (F, d) un espace métrique, et soient A # (), B 5 () des parties
fermées de F vérifiant A N B = (). Pour tout w € E, on pose :

___ dw,A)
F) = A + dw By
Démontrez que f est une fonction continue sur E, que v € A < f(u) = 0, que

u€ B« f(u) =1, que 0 < f(u) < 1pourtout u € F\ (AU B). Démontrez qu’il
existe deux ouverts de E, U et V,telsque A c U, B C V,U NV = (. Comment modifier f
pour obtenir une fonction g continue sur F valant —1 sur A, +1 sur B, telleque —1 < g(u) < +1
pouru € E\(AUB)?

& Exercice 2.6. (assez difficile) Soit (F, |- |) une.v.n. sur K (R ou C), et soit A une partie de
telleque A # ), A # E. LebutdeI'exercice est de prouver que A ne peut pas étre 4 la fois ouverte
et fermée dans (F, || - ||). Supposons qu’elle soit effectivernent ouverte et fermée, et on va arriver
aune contradiction. Soientu € Aetv € E\ Afixés, etsoit S := {dv+(1—Au /A €[0,1]}
Soit f: [0,1] = S, A= Ao+ (1=Au.Onpose: B:= ANS,C :=(E\A)NS, I := f(B),
J:=fYC).Ona:INJ=0,IUJ =10,1],0 € Iet1 € J. Démontrez que o = sup()
appartient a I et 4 .J, ce qui est la contradiction cherchée.

DEMONSTRATIONS

Théoréme 1.1.

(i) On suppose que f est continue au point a € FE. Soit (uy)nes une suite de E
convergente de limite a. Pour tout € > 0 donné, il existe :

en>0telqueVu € E: u € B(a,n] = f(u) € B(f(a),€],

e Ne StelqueVne S: n> N — u, € B(a,7]

et donc pour tout n > N : u, € B(a,n] = f(un) € B(f(a),€] : c’est dire que la
suite (f(un)) nes EStconvergente de limite f(a).

(i1) Supposons que pour toute suite (un )nes telle que im,,_,o0 nes(trn) = a, la suite
image (f (“"))n cg SOit convergente, et supposons (raisonnement par contradiction)
que f ne soit pas continue au point a.
Exprimons cette hypothese :

de >0,V > 0,3u € E:u € B(a,n ET f(u) ¢ B(f(a),¢].
Pour tout n € N* ; en prenant 7 = % on peut trouver par conséquent u,, € B(a, %]
tel que f(u,) ¢ B(f(a),€].
Considérons alors la suite (a, u1, @, us, ..., q, un, a,...) : cette suite est convergente
vers a. Par contre la suite imagepar f : (f(a), flur), fa),..., f(a), f(un), f(a),.. )
est divergente car la distance entre deux termes consécutifs 6(f (a), f(u,,)] est> € > 0.
Contradiction ! 4
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Proposition 1.1. Ce qu’on a, c’est :
oVe > 0,3 > 0,Vu € E:d(u,a) <1 = b[f(u), fla)] <e.
oeVe > 0,3 > 0,Vv € F: §v, f(a)] < ¢ = O[g(v),9(f(a))] <k,
eton veut: Ve > 0,360 > 0.Vu € F : d(u,a) < 0 = 0O[g(f(v)),9(f(a))] <e.

Soite > 0.3¢ > 0,Vv € F: 6[v, f(a)] < = 0[g(v),g(f(a))] <eet( >0
étant ainsi déterminé, In =7 > 0,Vu € E : d(u,a) <15 = 6[f(u), f(a)] < (.
Donc: Ve > 0,4 > 0,Vu € E :

d(a,u) <n = 6[f(u), f(a)] ¢ = Olg(f(u)),g(f(a))] <e. ¢

Théoreme 2.1.
2.1) = (2.4

Soitu € adh(A) : il existe une suite (a,, ) d’éléments de A telle que lim (a,) = u.
Puisque f est continue : lim_ (f(an)) = f(u) [Th. 1.1 (i)]. Comme f(an) € f(A)
pour tout 71, on a bien f(u) € adh[f(A)]. Donc : fladh(A)] C adh[f(A)]. ¢
(2.4) = (2.3) Soit B fermé dans (F, 6), et soit A = f~1(B).
fladh(A)] C adh[f(A)] = adh(f[f~1(B))) [= adh{B N f(E)]] C adh(B) = B.
Donc [cf. Com. 5) déf. 1.1]: adh(A) C f~'[f(adh(A)] C f~1(B) = A; et comme
on a toujours A C adh(A) : A = adh(A), et A est donc fermé. 4
(2.3) = (2.2) Soit V un ouvert de (F.6). F \ V est fermé dans F, d’ou, par
(2.3): fY(F\ V) est fermé dans (E,d). Mais f1(F\ V) = E\ f~}(V) (formule
ensembliste connue) qui est donc fermé et, parconséquent: E\[E\f~1(V)] = f~1(V)
est ouvert dans (E, d). 4
(2.2) = (2.1) Soit, pour tout € > 0, B(f(a), €[ : cette boule ouverte est un ouvert,
et cet ouvert contient a. Il existe donc une boule B(a, 7] C f~ (B(f(a),€[) (n > 0),
et c’est fini. 4

Théoreme 2.2.

Soit @ € E. Si f est continue et si (uy),, est une suite convergente de limite a :
( f (un)) ,, est convergente d’aprés le Th. 1.1 (on sait méme que sa limite est f (a)). ¢

Réciproque : on suppose que f n’est pas continue en un point ¢ € FE, et on proctde
exactement comme dans (ii) du Th. 1.1. ¢

Fin de la partie cours du Chapitre VII

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

11 suffit [Th. 1.1, négation de (i)] de trouver une suite (f,,), dans E telle que | f. — 0|, =
I fulla — loll, = O et telle que (f,,) = fn(%) ne Converge pas Vvers Q(%) = (0 [0estla
foncti01"1 co(;)nstante nulle]. On prend pour f,, des fonctions «chapeau pointu» (lesquelles font
décidémem grand usage) :

fr vaut 0 sur [0, 3— %] et sur [% + 1, 1] (n > 3), vaut 1 en g, est affine par morceaux et
continue sur [0, 1] (dessin !).

3=

1 3+
| full = / | fn(t)| dt = / fa(t)dt = aire du triangle = 3 x 2 = L —, 0, tandis que
0 % n— 00

-1
n

fn(3) = 1 pour tout 7 ne tend pas vers 0 ( !).
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Remarquons, cela servira plus tard [Chap. X]. que ¢ est une application lin€aire de E dans
IR, i.e. une forme linéaire sur E [un élément du dual E* de E]. On vient de voir qu’il existe une
suite (f) de E telle que lim(f,,) = O dans (E, || - ||1) tandis que ¢(f.) = fn(é) = 1ne tend
pas vers p(0) = 0.

Soit & présent fy € F quelconque : im( f,, + fo) = Wm( f,.) + fo = fodans (E, || - |l1) s sie
était continue en fy, on devrait avoir ( f,, + fo) — ©(fo), soit :

O(fa +@(fo) = fa(3) + fo(3) =1+ fo(3) — w(fo) = fo(%), ce qui est impossible.

Par conséquent o est discontinue en tout point de F. ¢

% Exercice 1.2.
Le seul probleme pour que || - || soit bien une norme est que ||P|| = 0 = P = 0. Mais
si Imax | P(t)] = 0,ona P(t) = O pour tout t € [0,1], et un polynSme qui s’annule pour une
<t<
infinité de valeurs ne peut qu’étre nul [si degré de P < n, etsi P s’annule 7+ 1 fois, P est nul].
Soit s € [0, 1] fixé, et soit ¥, définie par ¥,(P) = P(s). Notez que ¥ , est une forme linéaire
sur E. On veut démontrer que VP € F, Ve > 0,35 > 0.VQ € E:
”P_ Q” < N = |\IJs(P) - \IJS(Q)l <e
Mais : |¥,(P) — U.(Q)] = |P(s) — Q(s)| < supocesy [P(£) — Q) = [P - Q|| :
il suffit de prendre i = € ; U, est continue en tout point P de E. ¢
Soit & présent @ : E — R définie par $(P) = P(2). Notez que ¢ est une forme linéaire sur E.
11 suffit de trouver ( P, ) dans E telle que || B, — 0|l = || Pa|| — ||0l| = Oettelle que (<I>(P")) .
ne tende pas vers 0(2) = 0 (Q est le polynOme nul).
Prenons : P,(t) = 27" : || P,| = %maX()Stsl [t = 2% — 0, mais :
®(P,) = B,(2) = 1 ne tend pas vers 0. Donc ® n’est pas continue en 0. On peut démomnirer que
$ n’est en fait continue en aucun point P € F, exactement comme dans I’exercice 1.1. ¢

% Exercice 1.3.

Soitt € @, t = p/q (irréductible). (on sait que tout élément de @ peut &tre représenté par une

fraction irréductible et une seule). On veut démontrer que f n’est pas continue en ¢, i.e. que

e >0,V >0,3seR: [t —s| <net|flt) — f(s)| > e

Pour t = 0, il suffit de faire ¢ = 3 : dans tout intervalle [—7, +7] il y a des irrationnels s qui

sont tels que f(s) =0,d’od [1-0[=1> 1 -

Sit+#0,p+#0,onprende = % (g € NY): dans tout intervalle [t — 7, t +7] il y a des irrationnels
—0dou:-l2 ol =l

s,et f(s)=0,dou:|E -0 =% >1/gcar|p| = 1. ¢

V2

Nota : On aurait aussi pu remarquer que si ¢ est rationnel, la suite (t + -n—) converge vers t, mais

que f(t + %) = 0 ne converge pas vers f(t) # 0.

Soit & présent £ irrationnel : f(t) = 0. On raisonnera sur les ¢ > 0, ce qui ne diminue pas la
généralité du raisonnement. On veut démontrer que Ve > 0,3 > 0,Vs € R (en fait s > 0) :
[t—s| <n = |f(s)| <e

Chaque fois que s est irrationnel, il n’y a pas de problme : | f(s)| = 0 < e. Par contre, pour
q€Q,s5=2[p>0 g >0, pet g premiers entre eux] : | f(s)| = qlqu’on veut rendre < ¢
cela sera réalisé quand % < g, soitg > [1] + 1 = go ([z] est la partie entiere de = € R, i.e.
Tentier n tel que n < < n + 1). Donc, pour tout rationnel ’q'i tel que % < g, s0it ¢ > o, On
aura I'inégalité voulue.

11 reste a prouver qu’on peut effectiverment trouver un intervalle autour de ¢ ne contenant que
des rationnels de ce type.

Considérons d’abord I'intervalle [[t], [t +1 [

Alors 'ensemble A := {E iréductibles / ¢ < go et [t] < 2 < [t] + 1} est un ensemble FINL
En effet, I'ensemble des g tels que 1 < ¢ < g est fini, et pour un tel ¢ fixé, I'ensemble des p
possibles est fini aussi puisqu’il est déterminé par [t]lg < p < ([t] + 1)g. On enléve donc de
[[t], [t] + 1! cet ensemble fini et on prend ensuite un intervalle autour de £ ne contenant aucun
point de A (¢ ne peut pas €tre dans A !). La démonstration est terminée. ¢




162 Chapitre VII

% Exercice 2.1.

On sait (référence dans I'énoncé) que tour ouverl U de R usuel s’écrit : U = UHEN, I,,oul,
est un intervalle ouvert, les I, vérifiant I,, N I,,, = () pour tout m # n.

D’autre part, pour toute fonction f: f~Y(U) = f1 (UneN‘ In) =U,aw £ 1U7).

Puisque toute réunion d’ouverts est ouverte, il nous suffit donc de prouver que tout f~1(1,,) est
un ouvert de (E, d) sous I’hypothése faite, et on conclura par le Th. 2.1, Orles I,, peuvent étre de
Ia forme suivante : I, = 0, I, = R, I,, = |—o0, o[ (@ € R), I,, = |ov, B (e, B € R), |ex, +9]
(o € R).

Mais f~1(0) =0, f1(R) = E, et f~!(Ja, +oo[) de meme que f~!(]—o0, a]) sont ouverts par
hypothese. I1 ne reste plus que |e, G, @ < (3, 2 examiner ; mais :

e, B] = ]~o00, B[ N]er, +o00], et :

e p) = F'(—c0. Bl N]a+oo) = f1(]—00,B) N f~'(e,+oo]) est ouvert car
intersection de deux ouverts. ¢

% Exercice 2.2.

S0it (tn, Vn)n une suite de points de G convergent vers (u,v) € E x F. On va démontrer que
(u,v) € G. Par définition de G : v, = f(un) pour tout n. D’autre part, on sait que pour les
distances usuelles sur E x F':

(Uny, vn) — (u,v) <= (un) — u ET (v,) — v [¢f. Chap. 111, Prop. 2.4.].

Donc : lim (u,) = uet. comme f est continue, lim ( f(u")) = f(u).

Donc : lim (v,) = v = f() [unicité de la limite]. Finalement : (u,v) = (u, f(u)) €G. ¢
Onprend E = [0,1], F =R, f(0) =0et f(t) = %— pour t € ]0,1]. f est discontinue ent = 0.
G = {(0,0)} UH,ouH = {(t,1) / t €]0,1]}. I suffit de démontrer que H est fermé dans

[0, 1] x R, ce qui est évident en dessinant H : il suffit de s’assurer que les points (0,¢), t > 0,
ne sont pas adhérents & H, ce qui est évident par définition de I’asymptote (dessinez !). ¢

% Exercice 2.3.
On va démontrer que pour tout r € Q (@ partout dense dans R), ona: f(r) = f(1).r. Comme
f est continue par hypothese, et comine elle coincide sur Q avec g : R — R, t — f(1).t (qui
est continue sur R !), on aura d’apres le Th. 2.3 1 f(t) = g(¢t) = f(1).t pour tout ¢t € R.
f(0+0) = f(0) = f(0)+ f(0) = f(0)=0.+
Ve Q: f(t+(—t)) = f(0) = 0= f(t) + f(—t) = f(—t) = —f(1)+
f(2t) = f(t+t) = f@t) + f(t) = 2f(¢t), et - par récurrence :
fnt) = f((n — 1)t + t) = f((n — l)t) + f(t) = (n — 1)f(t) + f(t) = nf(t) pour tout
n € N*. Donc, pourtout n € Zettoutt € Q, ona: f(nt) = nf(t). ¢
Soit maintenant un rationnel + ; on peut supposer, d’apres ce qui précede, r > 0 et écrire r = 5
avec p, ¢ € N* premiers entre eux. f(r) = f(2) = p.f(é) ;mais 1 = 4, d’ou: f(1) = q.f(é)
et f(1)=L1f(1).Dou:
f(g) =f{r)= p.(é-).f(l) = gf(l) = 7. f(1), et le résultat. +

% Exercice 2.4.

Soit f : R — R définie par f(¢) = 0 pour t € |—o0,0] et f(t) = 1 pourt € |0, +oo[. f est
discontinue en 0. Démontrons que Vo € R: N, = {t e R/ f(t) < a} est fermé dans R.
Sia<0:N,=0:si0<a<1:N,=]-00,0];sia>1:N, =R;tous les N, sont
fermés dans R.

Donc : [Va € R : N, fermé] # f continue sur R. ¢

% Exercice 2.5.

d(u, A) + d(u, B) = 0 = d(u,A) = 0ET d(u,B) = 0 = u € adh(A) = A
ETu € adh(B) = B = u € AN B = {. Cette situation est impossible, et donc :
d(u, A) + d(u, B) > 0 pour tout v € E.

u +— d(u, A) et u — d(u, B) sont continues sur F car contractantes. On applique la Prop.
2.4: (2.5.1) et (2.6) nous permettent d’affirmer que f: £ — R,
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_ d(u, A)
wr fu) = ge Ay + dw B)
f(u) =0 <= d(u, A) = 0 <= u € adh(4) = A.
Flu) = 1 <= d(u, A) = d(u, A) + d(u, B) <= d(u, B) = 0
<= y € adh(B) = B.

Enfin, pour s,¢t > 0: sit € 10,1],dob: 0 < f(u) < 1pourtoutu € E,et 0 < f(u) < 1

pourtout u € E \ (AU B).
Posons U = f~1(]—%,+3)) et V = f1(]2,2[): Uet V sont des ouverts [Th. 2.1], A C U car

313
0Oel-LiBcVcarle]s §et:
Unv=f-5+3Dnf10% 30 =F -5 +3(n1% 3D = F1@) =0

On a 13 une version différente du résultat obtenu dans I’Exercice 2.8 du Chap. V1. ¢

. _ o, _du, A) —d(u,B) s . .
La fonction u — g(u) = 2f(u) ~ 1= d(u. &) T d(u B) répond 2 Ia question posée.

est (bien définie et) continue sur . ¢

Autre maniere de voir les choses : étant donnés A, B non vides fermés d’intersection vide, on a
prolongé en une fonction f [resp. g] définie, continue et bornée sur F entier la fonction fy [resp.
gol : AU B — R continue [vérifiez !] valant O sur A et 1 sur B [resp. —1 sur A et +1 sur B]. ¢

% Exercice 2.0.

A# @, doncilexisten € A;A# F => E\A#(,doncilexistev € E\ A. Onfixeuetv;
notons que u # v. Onaposé: S:= {hv+ (1 —MNu /A€ [0,1]}. B= AN S est fermé dans
S car Aest fermé dans E ; B # () caru € B (A = 0).
C = (E\ A) N S est fermé dans S car E \ A est fermé dans E (A est ouvert dans E) ; C # ()
carv € C (A= 1).
BNC=AN(E\A)NS=0; BUC=[AU(E\AINnS=S
f:[0.1] — S est continue de [0, 1] muni de la distance induite par R usuel dans S muni de Ia
distance induite par (E, || - ||) ; en effet :
100 = F@)ll = o (1= N — o — (1 — gl = (= o — (A — oy

= (A=l llo = ull < [llull + 0] |A — pl.
On en déduit que T et J sont des fermés de [0, 1].
D’autre part :
InJ=fB)nfHC) = FYBNC) = f-1(0) = 0;
TUJ = fFY(B)UFC) = FH(BUC) = F1(S) = [0,1];
fO)=ueB = 0€cletf(l)=veC = 1€J.
Soit & := sup(l). I est fermé dans [0, 1] qui est fermé dans £ = [ est fermé dans R et,
donc: o =sup(/) € I.
Par définition de . on a donc : |o,1] € J. D’ou : adhyyy(Ja, 1]) € adhygq(J) = J, et
adhyy (o, 1]) = adhp(la,1]) N[0,1] = [, 1] N[0,1] = [e, 1]. Donc [a, 1]] C J,eten
particulier @ € .J. Contradiction, puisque c € INJ = 0. ¢
Conclusion : dans un e.v.n. (E, || - ||) il n’y a pas d’autres parties ouvertes et fermées que () et
E. Mais, attention, dans un sous-espace métrique A de F e.v.n. il peut fort bien y avoir d’autres
parties ouvertes et fermées que A et () ! (Cherchez un exemple tres simple).
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LECTURE-PROBLEME

l Partition continue de ’unité subordonnée a un recouvrement

Soit (E, d) un espace métrique.

1) Soient F # { et G # { deux fermés de E tels que F' N G = {J. Vérifiez que la

fonction ¢ : E — R définie par ¢(u) = aw ggui—Fdzu &) pour tout u € E posséde

les propriétés suivantes :

pestcontinue sur E;Vu € E:0< p(u) <1l;¢(u)=0<=u€F;

p(u) = 1 < u € G. Dessinez le graphe de ¢ quand E = R usuel, F = [—1, 0],
G=[1,2]

2)Onsupposeque E =U UV ou U et V sont deux ouverts de E. Démontrez qu’il

existe un ouvert W de Etelque: adh(W) CUet E=W UV.

Indication :

Déterminez 2 1’aide de 1) un ouvert O de E telque £\ U C O C adh(O) C V, puis
prendre W = E \ adh(O).

3)SoientU;,1 < i < N, N ouvertsde E tels que E = |J; «; <y Us. Démontrez qu’il
existe IV ouverts W; de EtelsqueVi, 1 < i < N : adh(W;) C Uset E = U, ;< Wi

4) Soit f : E — R. On définit les deux sous-ensembles de E suivants :
o(f):=adh{u € E / f(u) # 0} et o f) par:
vw€a(f)<=dp>0,Ywe E:ve DBu,p| = f(v)=0.

Démontrez que o f) est un ouvert de E tel que o(f) = E \ a(f). Déterminez o(f) et
o(f) quand E = R usuel pour f(t) =t et pour f identiquement nulle.

5) Supposons que E = |, «;« U; ot les U; sont NV ouverts de E tels que pour tout
i,1 <i< N:U; #0,U; # E.W,; désignant les N ouverts de E déterminés dans 3),
démontrez qu’il existe IV fonctions ¢; : E — [0, 1] continues sur E et telles que pour
touti, 1 < i< N:;(u) =1siu € adh(W;), p;(u) =0siuv e E\U;.
Onposepourtoutv € Fettouri, 1 <t < N:

Yi(u)

¥i(u) := max{0, p;(u) — 3}, P(u) := 1<;N Pi(u), 6;(u) := o(w)

a) Démontrez que : o(3;) C {u € E / pi(u) > 3} C U,.
b) Démontrez que les fonctions 6; sont des fonctions £ — [0, 1] continues sur E et

tellesque: Vi, 1 <i< N:o(6;)CU,Vu e E: > 6;(u)=1
1<i<N

Pour £ = R usuel, donnez un exemple (sur un dessin) de la situation étudiée dans
cette question.
Application : [a traiter apres I’étude du Chap. XIV] Soient (E,d) et (F,6) deux
espaces métriques compacts. On considere 1’espace de Banach €., = C(E x F,R)
des fonctions £ x F' — R continues sur £ x F, muni de la norme uniforme :
”f”oo = MaX(y,y)eExXF |f(u’ U)l

Soit A le sous-ensemble de £, constitué par les fonctions de la forme :
(u,v) + g(u).h(v), ot g: E— Reth: F — R sont des fonctions continues sur £
et F' respectivement.
Démontrez que A est une famille totale dans .
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Indication : Soient f € &, ete > 0donnés. Recouvrez F [resp. F'] par un nombre fini
de boules ouvertes déterminées par f ete ; utilisez 5) pour construire un f. appartenant
a I’espace vectoriel engendré par A.

CORRIGE DE LECTURE-PROBLEME

1) C’est ’Exercice 2.5. ¢
Exemple . E =R, I'=[—1.0] et G = [1,2]. Dessinez !
w(t) =0sur Fety(t)=1surG;
pour 0 <t < 1:d(t, F) = d(t,{0}) =1, d(t, G) = d(t, {1}) = 1 — ¢, donc
(4
olt) = 1=t =t
pourt > 2:d(t, F) = d(t, {0}) = t, d(t, G) = d(¢,{2}) =t — 2, donc
t t
)= g3i—3=m =3’
pourt < —1:d(¢, F) = d(t, { 1}) —t—1,d(t,G) =d(t,{1}) =1 —¢,donc

S |
)= =13 1=~ 2t .

Nous vous lalssons le soin de représenter le graphe de . ¢

2) Si I’on sait construire un ouvert O tel que E\ U € O C adh(0O) c V, il suffira de
considérer W := E \ adh(O).
En effet : adh(O) est fermé = W = E'\ adh(O) est ouvert dans E'; notons tout d’abord
quona: O C int[adh(0], en effet :
O C adh(0) = int(0) = O C int[adh(O)], puisque O est un ouvert.
On adonc :
E\U c O C int[adh(O)]

= E\(E\U)=U > (g(intfadh(0)]) = adh(Cgladh(0)]) = adh(W);
WuU = (Cpadh(0)) UV etadh(0) c V == Cpadh(0) D> CpV, d'ou:
WuU D CeV)UV =E.+

Passons 2 la construction de I’ouvert O.

SiU = E, onprend O = (), et on a bien quel que soit V' :

CeU=0cCbcadh@) (=0 cV;
de méme, si V = E, onprend O = F, et on a bien, quel que soit U :
CeU CE cadh(E) C V (= E).
On peut donc supposer que U # E et V # E. Considérons alors F = CgU et G = [V :
F #@et G +# 0. F et G complémentaires d’ouverts sont des fermés.
FNnG=CeU)N(CeV)=CeUuV)=CgE=0.¢

On est alors dans les conditions d’ application du 1) : il existe ¢ : E — [0, 1] continue telle que
@(u) =0pouru € CxlU = Fety(u)=1 pouru eCgV=0G.
Posons : O := {'u €E /o)< 5} (avec } ou 5 ¢a marche aussi bien !).
0 = ¢7Y(]—00, 5[) = ¢ ([0, 3]) estun ouvert de E; pouru € F : ¢(u) = 0, doncu € O':
CelU coO.
Considérons maintenant le fermé A := {'u € E /o)< %} ;
vEA = (,0('1))5% = o) #1 = v¢[gV = veV:iACV.
Soitw € adh(O): il existe une suite (w,, ), d’éléments de O (O # Pcar[pU C Oet[gU # 0)
telle que 1im (w,,) = w

wlwn) < % = p(w) = lim p(w,) < %puisque  est continue, et, donc : w € A.

Comme O ¢ adh(0O), on a la chaine d’inclusions : [gU € O C adh(O)Cc AcC V.
D’ou le résultat cherché. +
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3) La démonstration se fait bien entendu par récurrence en utilisant le résultat précédent.
Ecrivons : F = UlsisN U, =0, U(UzSiSN Ui) = U, UV;:enposant : V] := Uzsz.SN U;.
V1 est un ouvert.

D’aprés 2), il existe W, ouvert tel que :

adh(Wy) c Uy et E = Wy U Vi = Wi U(Upcian Us)-
Supposons obtenus pour § = 1,...,k — 1 des ouverts W; vérfiant adh(W;) C U; et
E = [Ugge1 W3] U[Upgoen U] s ona:
E = U U W, oil V4, est un ouvert. D’aprés 2), il existe W, ouvert tel que adh(Wy,) < Uy, et
E = W} U Vi. Donc, pour 1 < j < k, on a obtenu des ouverts I¥; tels que adh(W;) C U; et

E=WJ [Ulg‘gk—l WJ] U [UkHSiSN Ui] = [Uliisk WJ'] U [Uk+15iSN U"]'

Pour k = N on a le résultat voulu. ¢
4) Cpo(f) = Cpadh({u € E / f(u) # 0}) = int(Co{u € E / f(u) # 0})
=int({u € E / f(u) =0}).
veint({u € B/ f(u) =0}) <= 3p > 0,B(v,p[C {u € E / f(u) =0}
< 3p>0,Yw € E:we B(u,p] = f(w)=0.

Donc :int({u € E / f(u) = 0}) = a(f)et: E\o(f) = a(f) = o(f) = E\ a(f).
o(f) estun fermé de E appelé le support de f, et souvent noté supp( f). a( f) est parfois appelé
I'annulation de f : ¢’est 'intérieur (donc un ouvert) de I’ensemble des points ot f s’annule. ¢

Cas particuliers :
f@y=t: f(t)=0<=t=0,don:a(f) =int({0}) = 0, o(f) = adh(R \ {0}) = R.
f(t) =0:a(f) =int(R) =Reto(f) = adh() = 0. ¢

5) Ona d’apres 3) : il existe N ouverts W; vérifiant pourtout ¢ = 1,..., N : adh(W;) C U;
etk = UISiSN W;.
Par construction [cf. 2)] les W; ne sont pas vides. Donc, pour tout ¢ = 1,..., N : adh(W;) et
C gU; sont des fermés non vides.
Comme W; C adh(W;) C U;, ona: adh(W;) N Cgls = 0.
On applique le 1) et il existe N fonctions ¢; : E — [0, 1] continues sur F et telles que pour tout
i=1,...,N:gi(u)=1siu € adh(W;) et g;(u) =0siu € Cels. ¢

a) Les fonctions F — R, u +— 1;(u) = max{O, wi(u)— ; } somt continues sur F [Chap. VII],
0 < 9s(u) < 1 pour tout u € E, ¢;(u) = 3 pour u € adh(W;), ¢s(u) = 0 pouru € (Ui
Sipi(u)>1,onau¢ Cpls don:ueU;.
Sigi(u) <i,ona:—i<gu)—3<i—3=—7 = %(u)=0

= u € a(’l,bi) = U ¢ U(’l,bi).

Donc : u € o(;) => ¢i(u) > % .D’outo(is) C {u € E[/gi(u)> i} CU.e

b) Y(u) = > i(u) est toujours > 0, puisque );(u) > 0 pour tout u € F et tout

1<z<N

i=1,...,N.
E =U,cn Wi = toutu € E appartient 3 un IW; au moins. et ;(u) = §,donc:(u) > 0
pourtout u € E.
0; = 35)1 est par conséquent une fonction £ — R continue sur F, & valeurs dans [0, 1].

Evidemment. o(6;) = o(¢;) et donc, par a) : o(6;) C U;.

6;,pouri=1,..., N fixé, peut prendre des valeurs > 0 ou = 0 sur U;, mais 6; = 0 sur [ gUs;.
Enfin : 0:(u) = Yi(u) =1 ¥i(u) =1pourtoutu € FE. ¢
15%1\1 15%1\1 D) P 15%1\! (

On dit, classiquement, que la famille (6;)1<i<y est une partition de Punité continue,
subordonnée au recouvrement de E par la famille d’ouverts (U;)1<;<.

La terminologie s’explique par le fait que, 1 désignant la fonction constante égale a 1 sur E,
ona:l= Z 6;. Cette notion est absolument fondamentale, particuliérement en géométrie
1<i<IN
différentielle et dans toutes les mathématiques qui I’ utilisent : équations aux dérivées partielles
par exemple.
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I’ application que nous donnons est — elle — empruntée a I'analyse fonctionnelle. Le résultat
obtenu est une conséquence directe du Th. de Stone-Weierstraf3, une généralisation du Th. de
Weierstral3 : voir Lecture / Probléme du Chap. XIV.

Arrivant ici, vous avez acquis le droit de contempler une partition de I'unité continue
subordonnée a un recouvrement .

On prend E = [0, 1] et le recouvrement ouvert suivant, € > 0 donne étant petit (e = 1 /100
par exemple) : U; = [0,8 +e[, Uz = [0,8 +e,Us =2 —¢,¢ S+el,U, =13 - +e[
Us =]% — ¢, 1], correspondant 2 un partage de [0, 1] en 8 parties égales.

On prend pour 6; des fonctions en forme de trapeze, sauf sur les intervalles des extrémités (on
aurait aussi bien pu prendre des « chapeaux pointus »).
6i(t)=—8t+1si0<t<},61(t)=0sig <t<L
Oo(t) =8tsiO<t<%,0x(t)=1si<t<2,0,(t)=-8t+3si2<t<%,

62(t) =0si 3 <t <1
6:3(t) =0si0<t<Zetsi2<t<1,0:(t)=8—2si2<t <3, et
Construisez 6, et 05, et dessinez tous les graphes sur une méme figure (voir p. 150).

Application :

Sur E x F on met une distance définissant la topologie produit, par exemple :
dool (1, ), (o, 0/)] = max{d(us, "), d(v,v')}.
(E x F,dy) est— on le sait - un espace métrique compact. Soit f € £, arbitraire et € > 0 fixé,
f continue sur le compact E X F, y est [Th. de Heine, Chap. XIV] uniformément continue :
Ve >0,3n > 0,Y(u,v) € Ex F,Y(u,v') € EXF:
doo[(u, ), (u',0")] < = [ flu,v) — f(u/, )| <e.

On en déduit qu’a tout couple (u, v) € E x F on peut faire correspondre des boules ouvertes
Bg(u,n[, Bp(v, 7] telles que :

Vo' € Bg(u,n[, V' € Br(v,q[:|f(u,v) — f@/, V)| <e.

La famille (Bg(u,7]),,_, [resp. (Br(v, 7) oop ] €8t UN recouvrement ouvert de E [resp.
F]. Comme E [resp. F] est compact, on peut extraire les recouvrements ouverts finis
(BE(ui, 77[)1,:1,".,1\] de F et (BF(’UJ', 77[)j=1’...’M de F.

Considérons une partition de 1’unité continue subordonnée au recouvrement de E par
(BE(uz-, 77[)1,:1’___,1\], soit (6;)1<i<n- De méme pour F et (BF(’U_-,',’I][)J.:L.",M, SOt (75)1<j<M.

Définissons alors une fonction f. : £ x F' — R par:
N M
Jfe(u,v) =25 flus, v3).60;(u).75(v).
i-1j-1
La fonction f. est clairement continue sur F' X F' et appartient a I’espace vectoriel engendré
par 'ensemble A.
11 ne nous reste plus qu’a prouver que

If = fello = ) ax | f(u,v) = fe(u,v)| <&
Comme ZZ 0;(u)7(v) = ZO (u) (Z 75(v)) = iei(u) = 1, on peut écrire pour tous
(u,v) € zE >J<F -
| f(u,v) — fe(u,v)| = |lelf(u v).0;(u).15(v) — ZZ Fus,v;).0:(w). ’TJ(’U)l
< ; 21 | fu,v) — fuz, v3)|0:(u).75(0).

Dans cette somime les termes d’indice i tels que u ¢ Bg(u;, n{ sont nuls car 6;(u) = 0, de méme
pour les termes d’indice j tels que v ¢ Br(v;, 7| car ;(v) = 0.
11 ne reste plus que les termes pour lesquels v € Bg(u;, 5] et v € Br(v;, 7], auquel cas on

a:|f(u,v) — fui,v)| <e



168 Chapitre VII

Donc, en notant R I'ensemble des couples (i, 7) qui restent :
N M
| fu,v) — fe(u,v)] < Y ebs(u)m(v) <> ebi(u)r;(v) =e.
(&:3)eR i=1j=1
En définitive : | f(u,v) — fe(u,v)| < e quel que soit (u, v) € E x F'; d’ou le résultat attendu. ¢
Ce résultat important explique - partiellement — pourquoi sont intéressantes les solutions de la
2, 2
forme F(z).G(y) d’une équation aux dérivées partielles comme Au(z,y) = g—ﬁr + g——% =0:
Y

avec les combinaisons linéaires de ces solutions particulieres, on peut approcher une solution
quelconque.

Fin du Chapitre VII



CHAPITRE VIII

APPLICATIONS UNIFORMEMENT CONTINUES.
HOMEOMORPHISMES

Introduction

Ce huitieme chapitre parle des applications uniformément continues d’une part, de
1a notion d’homéomorphisme d’autre part.

Deux sujets parfaitement sans relation entre eux qui ne sont rassemblés ici que pour
des questions de découpage du programme en chapitres sensiblement égaux.

Les propriétés vraiment intéressantes (les vrais théorémes importants) des appli-
cations uniformément continues — ainsi d’ailleurs que des applications continues —
n’apparaitront qu’un peu plus loin, avec les espaces complets et les espaces compacts
(Chap. XII et XIV)).

Cette notion de continuité uniforme, inventée par Heine, a tragiquement manqué
aux mathématiciens du milieu du XIx° siecle, en particulier & Cauchy, et les a souvent
empéché de donner des démonstrations vraiment complétes.

La notion d’homéomorphisme est fondamentale en topologie : des dizaines de
milliers de pages sont consacrées dans la littérature mathématique a démontrer que
des espaces topologiques sont — ou ne sont pas — homéomorphes. On a construit des
théories enti¢res (homotopie, homologie) afin «d’algébriser» le probléme des espaces
homéomorphes ou pas.

Nous proposons une classification des diverses notions introduites (ou qui seront in-
troduites plus tard) : notions topologiques, notions uniformes, notions « bornologiques »,
notions purement métriques, qui peut sembler un peu abstraite a ce stade du cours, mais
qui vous rendra service plus tard (par exemple lors des révisions !), ne serait-ce que
pour clarifier vos connaissances.

& Exercices indispensables: 1.1, 1.2, 1.3,14,2.1,2.2.
& Exercices complémentaires : 2.3, 2.4 (facultatif).

IL NE ME RESTE PLUS QU’A VOUS SOUHAITER UN BON TRAVAIL ...
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CHAPITRE VIII

APPLICATIONS
UNIFORMEMENT CONTINUES.
HOMEOMORPHISMES

1. CONTINUITE UNIFORME

Soient (E,d), (F,6) des espaces métriques, et soit f : E — F une application
continue sur £. Elle vérifie donc :
Yu € E,Ve > 0,39 > 0,Vv € E : d(u,v) <5 = 6(f(u),f(v)) <e.
Le7 > 0dépendala foisdee > O etdupointu € E; autrement dit, ona: 7 = n(€, u).
Sil’on impose a 7 de ne pas dépendre de » € E, mais seulement de €, on obtient la
définition d’un objet plus restrictif qu’une fonction continue sur F ;

Définition 1.1.

Soient (E,d), (F,é) des espaces métriques, et soit f : £ — F. f est dite
uniformément continue sur E si 'on a:

(1.1) |Ve>0,3n>0,Vue E,Yv € E:d(u,v) < => 6§(f(u), f(v)) <e.

On peut exprimer cette propriété en termes de diamétre d’une partie [Chap. I,
Déf. (3.4) : diam(X) = sup{d(z,y) /x € E,y € E}] :

§
(1.2) |[Ve> 0,37 > 0,VAC E:diam(A4) < => diam(f(4)) <e

Commentaire .

Lanotion d’ application uniformément continue sur un espace métrique est beaucoup
plus liée au cadre des espaces métriques que ne 1’est la notion d’application continue.
On n’aura pas d’équivalent du Th. 2.1 du Chap. VII : 1a notion ne peut pas s’exprimer
en termes d’ouverts seulement, i.e. de topologie.

Proposition 1.1.
|| Sif: E4— Fjs cstuniformément continue sur Eg4, clle est continue sur Ey.

Démonstration : Evident, par définition méme. ¢

Proposition 1.2.

Soit f : Eq4 — Fs une application uniformément continue sur E, ona :
\V_/(Un)ne& V(Un)neS :
hmn—»oo,neS(d(Un, Un))n =0 = Hmn—»oo,neS(é(f(un)a f(vn))n =0.

Démonstration : Evident d’apres la formulation (1.2). ¢
Commenmntaire : Cette Proposition est surtout utile sous sa forme contraposée (on a :

[P = Q] < [-Q = —P]) pour prouver qu’une application rn’est pas uni-
formément continue.

Exemple 1.1. R — R, £ — #2 est continue sur R, mais elle r’est pas uniformément
continue sur R. Prenons en effet les suites : s, :=nett, :==n+ % ;
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[t,—sn] = l — 0 tandis que: 12 —s2| = |n?+2n-L ha 12 —n?| =2+ — 2

n n—oo

Exemple 1.2. ]O, 1] —» R, t +— 1/t est continue sur |0, 1], mais elle »n’est pas
uniformément continue sur |0, 1]. Prenons les suites : ¢, := % 2 Sn =T

|tn—sn|—ﬂn1—+15——>0mals |z— "lzln_(n—*_l)l:lnjo)ol'

Définition 1.2.
On appelle module de continuité toute fonction ¢ : [0, +o0o[ — [0, +00[ qui est
croissante, telle que (0) = 0, et continue en 0.
On dira qu’une application f : £y — Fs admet  comme module de continuité si
Pona:
(1.3) Yu€ E,Yv e E:6(f(u), f(v)) < ¢(d(u,v)).

Proposition 1.3.
Si f : E4 — Fs admetun module de continuité > : f est uniformément continue
sur E.

Démonstration -

limt_,o’tzo gD(t) = (,0(0) =0, donc : Ve > 0, 3’]’] > 0, Vit € [O, +OO[ :
0<t<ny = ¢(t) <e. Parconséquent, Ve > 0,3n > 0,Vu € E,Yv € E:
d(u,v) <1 = 6(f(u), f()) < p(d(u,v)) <e. ¢
Remarque :

Réciproquement, si f : Eg — Fjs est uniformément continue sur E, elle admet le
module de continuité suivant défini pour ¢ > 0 :

©(t) = sup{diam(f(A)) / A C E,diam(A) < t}.

Nous n’irons pas plus loin sur cette question.

Exemples 1.3. (IMPORTANT)

Les applications f : Eg — Fs qui admettent o(t) = C.t%, C réel > 0, o réel > 0,
comme module de continuité sont dites hdldériennes, de constante C et d’ ordre o sur
E. Si a = 1, on parle plut6t d’application lipschitzienne sur E, et C est appelée la
constante de Lipschitz de I’ application [¢f. Chap. IJ.

Rappelons [Chap. I] que dans ce cas, si C = 1 on dit que f est contractante sur E
etsi 0 < C < 1 on dit que f est strictement contractante sur E.

On retiendra surtout le fait qu’une application £y — Fj lipschitzienne sur E est
uniformément continue sur E ; a fortiori toute application contractante sur F est
uniformément continue sur F.

En particulier, toute isométrie de E dans F, i.e. toute application vérifiant :

Vu € E,Yv € E : §(f(u), f(v)) = d(u,v),
est contractante sur F, et donc uniformément continue sur F.

Exemples 1.4.

1) Soit (E, d) un espace métrique, et soit A C F, A # (). On considere f : E — R
définie par f(u) := d(u, A) = inf,cad(u,a). On sait [Chap. 1 (3.9)] que :
|f(uw) — f()] = |d(u, A) — d(v, A)| < d(u.v); f est contractante sur E, donc
uniformément continue sur F. ¢

2) Soit (E, || - ) une.v.n.sur K =R ou C.
i) La fonction norme E — R, u +— g(u) = ||ul| est contractante sur E :

lg(w) — g()l = |lull = lloll| < llu— o]l ¢
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ii) Pour tout A\g € K fixé, I'application h : £ — FE, u + h(u) = Ag.u est une

application lipschitzienne sur E de constante |Xo| :
h(u) — h(0) | = l1Xo-u — Ao.v|l = |Ao]-l|u — 2]

b est contractante <= |Ag| < 1, strictement contractante <= |Ao| < 1. Si || =1,
h est une isométrie de F sur E. 4

iii) Pour tout ugo € F fixé, 'application j : K — E, A — j(\) = Ao, est
lipschitzienne sur K de constante ||ugl| :

15 = 3 = Mo — puoll = lluoll-|A — w.

j est contractante <= |lug| < 1, strictement contractante <= |luo|| < 1. Si
[luoll = 1. j est une isométrie de K dans E (ou de K sur [ug]). ¢

iv) Lapplication o : E x E — F, (u,v) — u + v, vérifie :

llo(u,v) — o(w', o)l = (v +v) = (@ + V)| < flu—u']| + flv—2/|.

Si ’on munit E x E de la distance d; [(u, v), (u/,v")] = |lu — /|| + ||lv — '], o est
contractante sur £ x F . o est lipschitzienne de constante 2, si ’on munit & x F de
la distance doo[(u, v), (v, v")] = max{||u — /||, |v — ¢||}. ¢

v7w: Kx E — E, (\u) — A\u est continue sur K x E mais n’est pas
uniformément continue sur K x E. Cela est intuitivement évident d’ aprés 1’Exemple
1.1, mais démontrons-le quand méme.

Munissons K x E de la distance d; [comme dans iv)] et fixons 7 # 0 ; considérons
les suites de K x E : 2, 1= (An, un) = ((n+ 1), n) et yn 1= (pin, vn) = (0, n0).

di (T yn) = [(n+ 1) — | + |7 — n@lll = & —> 0, mais:
() = 7(ya)ll = IAntin — pnvnll = ll(n + 1,).0 — nntl] = ||al| # 0 ne tend

pas vers 0 quand n — co. ¢
& Exercice 1.1. (facile) Démontrez que 7 de v) ci-dessus est uniformément continue sur toute
partic bornée B de K x E [B étant I'espace métrique (B, dypxp)l-
vi) Toute translation 7 : £ — E, u +— 7(u) = u + a est une isométrie de E sur E :
I7(w) — 7))l = llu+a— (v + )|l = |lu— . ¢

3) Soit (E, (|-)) un espace préhilbertien réel.
e Va € FE fixé, la fonction ¢ [c’est une forme linéaire] £ — R, u +— o(u) = (ula)
est lipschitzienne de constante ||a]| :

lo(u) — ()] = |(ula) — (v]a)] = (v —vla)| < lall.lu — 2]

[inégalité de Cauchy-Schwarz : Chap. II (5.8)]. ¢ est une contraction <= ||a|| < 1,
une contraction stricte <= |la|| < 1. ¢
oIl : Ex E — R, (u,v) — TI(u,v) = (u|v) est continue mais pas uniformément
continue sur £ x F [m&me argumentation que dans 2) v)]. IT est uniformément continu
surtoutborné Bde ' x E. ¢

Remarque 1.1.

Si f : Eq — F§ est uniformément continue sur ), elle le reste si 1’on remplace d
ou 6 par des distances équivalentes. Cette invariance est évidemment fausse pour les
notions d’applications contractantes et strictement contractantes ( !).

Proposition 1.4.

(i) Soient f : Eg4 — Fset g : Fs — Gp des applications uniformément
continues, f sur E et g sur F. La composée h = go f: Eq — Gg est une
application uniformément continue sur F.

(i) La restriction & un sous-espace métrique d’une application uniformément
continue est uniformément continue sur ce sous-espace.
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Démonstration : Utilisez mutatis mutandis les démonstrations correspondantes pour
les applications continues. 4

& Exercice 1.2. (facile) Démontrez que la composée de deux isométries est une isométrie.
Démontrezquesi f : Fq — Fsestuneisométrie, f~! : f(E) — F estuneisométrie. Démontrez
enfin que 'ensemble des isométries surjectives sur un espace métrique Eg est un groupe pour la
loi de composition o (on I’appelle le groupe des isométries de Ejy).

& Exercice 1.3. (difficile) Soient (F, | - ||g) et (F, || - ||r) des espaces vectoriels sur K = R
ou C, etsoit f : F — F une application uniformément continue sur E. Démontrez qu’il existe
aet fréels > OtelsqueVu € E : || f(u)||lr < aflulle+ 5.

& Exercice 1.4. (niveau moyen) Soit f : R — R une fonction continue sur R. On
suppose qu’il existe ¢ : R — R une fonction uniformément continue sur R telle que :

lim [f(t) — g(¢)] = lim [f(#) — ¢(¢)] = 0. Démontrez que f est uniformément continue
t——00 t—+oo

sur R,
Indication : On admettra un résultat [le Th. de Heine] démontré dans le Chap. XIV:sih : R — R
est continue sur I = [, A, @, B téels, o < §, h est uniformément continue sur 7.

& Exercice 1.5. (tres facile) Soient F, F des e.v.n. réels, U C E un convexe ouvert. Soit

f : U — F une application vérifiant :

dec > 0,3 > 1,Vu,v € U, || f(u) — f(v)| < cllw — v||* (voir Exemples 1.3.)
Démontrer que f est une application constante sur U.
Remarque : cet exercice utilise un peu (vraiment trés peu) de calcul différentiel.

2. HOMEOMORPHISMES

Définition 2.1.
Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques. On appelle homéomorphisme de
E sur F toute application f : F — F vérifiant :

(2.1) festune bijection de E sur F, et :
(2.2) f:E — Festcontinuesur (E,d)et f~' : F — E est continue sur (F, §).

Commentaires :

1) Soit f un homéomorphisme de Eg sur F5. Comme f et f~! jouent des
roles symétriques, on peut parler d’homéomorphisme entre Eq et Fs. On dit encore
simplement que Fy4 et Fs sont homéomorphes.

On dit que E4 et Fs ne sont pas homéomorphes s’il n’ existe arecun homéomorphisme
de F4 sur Fj (il est souvent tres difficile de prouver que deux espaces topologiques
en bijection ne sont pas homéomorphes ; le Chap. XX, sur la connexité, apportera
quelques réponses dans des cas assez simples, cf. aussi le Chap. XIV, mais c’est la
topologie algébrigue qui permet généralement de résoudre ce type de probléme).

2) Un homéomorphisme est aussi une bijection continue et ouverte ou bien une
bijection continue et fermée [cf. Chap. VII pour ces termes].

3) On peut définir—c’est méme son cadre le plusnaturel (! ! 1)—un homéomorphisme
entre deux espaces topologiques (E, Og) et (F, OF).

Propriétés des homéomorphismes

L’inverse d’un homéomorphisme est un homéomorphisme [car f bijectif —
(=1~ = f1. Lacomposée fog de deux homéomorphismes est un homéomorphisme
[car f, g bijectifs => (fog)™! =g~ ! o f~1]. Lensemble de tous les homéomor-
phismes d’un e.m. sur lui-m&me est un groupe (appelé groupe des homéomorphismes)
pour la loi o,
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Exemples 2.1. (R est R usuel, sauf indication contraire)

1) In: R* =]0, +o00[ — R est un homéomorphisme d’inverse exp : R — R’.. 4

2) Arctan : R — |—x/2, +7/2[ est un homéomorphisme dont I'inverse est la
restriction de tan 2 |—/2, +7/2[. Enoncez vous-méme les résultats correspondants
pour cos et sin. 4

3)R — R, t — t3 est un homéomorphisme (notez qu’il n’est pas uniformément
continu sur R). 4

HR —|-1,+1[,t ﬁlt—l est un homéomorphisme d’inverse s + 1—_5ls—| X

5) Toute isométrie surjective est un homéomorphisme uniformément continu dont
Iinverse (qui est une isométrie) a les mémes propriétés. ¢

6) Tous les intervalles ouverts non vides de R sont homéomorphes entre-eux : pour
deux intervalles bornés, on peut prendre des fonctions affines £ +— ot + 3, pour les
autres types d’intervalles, utilisez 1) 2) 4).
Idem pour les intervalles fermés non vides et non réduits 2 un singleton. Par contre,
10, 1] et [0, 1] ne sont pas homéomorphes [cf. XIV]. ¢

7) Raiscret — Rusuel, T — #(f) = ¢ est bijective et continue, mais son inverse
Rusuel — Raiscret,S > ¢~ 1(8) = sn’estpas continu. Ce n’est pas un homéomorphisme. 4

8) f: E=[0,1]U{2} - F=][0,1], f(t) =tsit € [0,1] et f(2) =1.
[E, F sont munis de distances induites par R] : f est bijective et continue (vérifiez).
Mais f~1(t) = t pour t € [0,1[ et f~1(1) = 2 n’est pas continue. f n’est pas un
homéomorphisme. 4

CLASSIFICATION DES NOTIONS RENCONTREES
EN TOPOLOGIE

Soit E un ensemble muni de deux distances d et 6, qui donnent naissance a deux
espaces métriques (E, d) et (E, 6).

On suppose qu’il existe un homéomorphisme f de (E, d) sur (E, 6). Pour tout ouvert
O de (E, d) on a un correspondant U = f(O) ouvert de (F, 6), et — réciproquement —
ona O = f~1(U). Par conséquent toutes les notions dont la définition ne dépend que
des ouverts seront les mémes pour les deux espaces métriques. Ces notions sont dites
TOPOLOGIQUES, ou : invariantes par homéomorphismes.

Exemples : Les fermés, les voisinages, les points adhérents, les points d’accumulation
et les points isolés, ’adhérence et I'intérieur, la frontiére, les ensembles denses, les
familles totales, la séparabilité, les suites convergentes/divergentes, la continuité (et la
discontinuité !) des applications, la notion d’homéomorphisme, plus tard les notions
de compacit€ et de connexité, sont toutes des notions topologiques.

Remarqgue : Etant donné que ce cours est consacré aux espaces métriques de
maniére presque exclusive, les définitions sont données de telle fagon qu’il pas tou-
jours complétement évident qu’une notion est ou n’est pas topologique . .. Mais en
réfiéchissant un peu, le lecteur s’apercevra aisément que les notions citées ci-dessus ne
dépendent en fait que de la famille © des ouverts, et non d’une distance particuli¢re.

D’ autre part un certain nombre de notions dépendent de manié¢re essenticlle de la
structure métrique : distance entre deux points (!), distance point-ensemble d(y, X),
diametre,. . . Elles sont toutefois invariantes par isométrie, aussi peut-on les appeler
notions isométriques.
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Un certain nombre de notions appartiennent 2 une autre catégorie que nous
n’étudierons pas en tant que telle ici : ce sont les notions uniformes. Ce sont des notions
qui ne sont pas invariantes sous 1’effet d’'un homéomorphisme, mais qui sont invari-
antes sous 1’effet d’homéomorphismes plus particuliers, ceux qui sont uniformément
continus ainsi que leurs inverses : le premier exemple que nous rencontrons est celui
des applications uniformément continues, mais nous en rencontrerons d’autres plus
tard : suites de Cauchy, espaces complets, espaces précompacts [Chap. XI. XIIT].

Exemple 2.2. L’application Idg uniformément continue sur R : Rygel — Rysyel,
t +— t, ne I'est plus si I’on change la distance usuelle de ’espace d’arrivée par la
distance 6(s,t) = |s®> — t3|, ce qui revient & composer Idg avec I’homéomorphisme
t — t3. Pourtant la famille O(usuel) et 1a famille O(8) sont identiques. 4

Enfin, la notion de partie bornée a un statut particulier : ce n’est pas une notion
uniforme [¢f. Exemple ci-apres], mais elle est invariante par des applications plus
générales que les isométries. Disons, sans insister, que ¢’est une notion bornologique.

Exemple 2.3. Soit d’'une part R muni de sa distance usuelle d(s,t) = |s — ¢,

et soit d’autre part R muni de la distance 6(s.t) = % - La fonction

Idg : Rywe — Rs, t +— £, est un homéomorphisme uniformément continu ainsi
que son inverse.

Par contre les bornés de R,, et de R4 ne sont évidemment pas les mémes, puisque
dans R4 toutes les parties sont bornées. 4

Notons que le changement de la distance d initiale par une distance 6 équivalente 2
d au sens de la Définition 2.2 du Chap. I laisse invariantes toutes les notions (y compris
celle de borné) sauf les notions isométriques. Nous 1’avons vérifi€ au fur et 3 mesure
que nous introduisions les notions.

Nous allons introduire plusieurs notions qui nous permettront d’affiner 1’idée
d’équivalence des distances.

Définition 2.2.

Soient d et 6 deux distances sur un méme ensemble F.
(1) d et 6 seront dites topologiquement équivalentes si
Idg : Eq — Es,t — Idg(t) =t, est un homéomorphisme.

(ii) d et 6 seront dites uniformément équivalentes si Idy; estunhoméomorphisme
uniformément continu ainsi que son inverse,

(iii) d et 6 seront dites bornologiquement équivalentes (expression non clas-
sique !) si elles sont uniformément équivalentes et si Idg et son inverse transfor-
ment les bornés en bornés.

Evidemment :

(2.3): det 6 équivalentes =—> d et 6 bornologiquement équivalentes —> d et
6 uniformément équivalentes =—> d et 6 topologiquement équivalentes.

& Exercice 2.1. (assez facile) On reprend I’Exercice 2.2 du Chap. 1. Démontrez que si ¢ est
une fonction continue en s = 0, les distances d et 6 sont uniformément équivalentes.

Exemples 2.4. Ce qui précéde nous permet de donner les exemples suivants : sur R,
les distances d(s, t) = |s—t| et §(s. t) = |s® — t3| sont topologiquement équivalentes,
mais elles ne sont pas uniformément équivalentes,
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. s—1
Sur R, les distances 6(s,t) = T+ Ts — 1
mément équivalentes A d(s,t) = |s — t|, mais elles ne sont pas bornologiquement
équivalentes a d. 6 et 8 sont bornologiquement équivalentes (toutes les parties sont
bornées pour les deux distances), mais elles ne sont pas équivalentes. 4

et 8(s.t) = min{1,|s — ¢|} sont unifor-

& Exercice 2.2. (assez facile) Caractérisez le plus précisément possible les homéomorphismes
de [0, 1] sur [0, 1].

& Exercice 2.3. (assez facile) Soit (F, || - ||) un e.v.n. réel, et soit p une norme sur . On
définit f : Fj — E,par: f(0) =0etVu € E\ {0} : f(u) = l%tj-l)-

a) Démontrez que f est une bijection de F sur E; explicitez ¢ = f~1. Montrez que fet g
sont continues en 0.
b) Démontrez les inégalités suivantes :

Yu,v € E\{0}: p(f(u) — f(v)) < p(u

Va,u € B\ {0} lo(w) — o)l < 228 fu o] + pla — ).

¢) Déduisez de b) que si les normes || - || et p(-) sont équivalentes, f est un homéomorphisme
lipschitzien ainsi que son inverse.

& Exercice 2.4. (assez facile) Soit (F, || - ||) une. . v.n. réel, et soit f : £ — R une fonction
convexe. On suppose que f est continue en un point ueE.

On se propose de démontrer qu’il existe une boule B := B(, p] etun réel k = k(u) > 0 tels
que: Vu € B,Yv € B : |f(u) — f(v)| < k|lu—v|, ie que f est lipschitzienne de constante k
dans une petite boule de centre .

C’est un résultat intéressant dG 2 H. Halkin.

1) Démontrez qu’on peut se contenter d’étudier le probleme pouru = Oet f telleque f(0) = 0.

y Plu =) + [l =,

2) Résoudre le probléme en suivant le canevas suivant :
I >0,Vu€ E: |lu <5 = |f(u)| < 1. Onprend B := B(0, {] et k := 2. et on suppose

qu’il existe u,v € F tels que f(v) — f(u) > k|lu —v|| ; démontrez que o := 3 <1

u—v| —
ou > 1 conduisent a des contradictions, et concluez.

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

On veut démontrer que Ve > 0,3 > 0,V(A\,u) € B,V(u,v) € B:
i), (1, 0)] = A = il + [l — ol <72 () — (o)l = [Au — o] <.
B borné signifie que B est contenu dans une boule fermée centrée en (0, 0) de rayon C > 0.
Soit: (A u) € Bona: | A—0|+|lu—0||= | +|u]| £C = |\ <Cet|u]| <C.
Ecrivons :
I — ool < 1w — gl + s — poll = [A— g ] + [l 1w — ]
S ClA—pl + lu = oll]l = C.di[(Aw). (p.v)]
11 suffit donc de prendre 7 := % +

On démontre exacterment de lIa méme manire que si (E, (-I-)) est un espace préhilbertien
réel (ou complexe, d’ailleurs) 1a fonction 11 : £ x E — R, (u,v) — (u|v) est uniformément
continue sur tout borné Bde E x E.

% Exercice 1.2.
Soient f : B4 — Fsetg: I's — G5 deux isométries. Vu. v € E :

(g o F)(w). (g ° H)] = lg(f(w)), 9(f(v))] = 8[f(w), f(v)] = d(u,v); donc la composée

de deux isométries est une isométrie. ¢
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Soit f : B4 — Fs une isométrie.
fw) = flv) = 8[f(u), f(v)] =0 =d(u,v) = u=v,

ie. f estinjective. f est donc une bijection de FE sur f(FE).

Soitg = f~': f(E) - FE,et sment z,y € f(E). lexiste v, v uniques tels que z = f(u),
ie u=g(x) ety fv), e v=

6(z,y) = 5[f(U) F)] = d(u,v) = dlg(a), 9(y)]

donc g est une isométrie. ¢

Soit Z I'ensemble de toutes les isométries de £y sur lui-méme (surjectives). Z # 0 car
I'identité Idg sur E est une isométrie qui est un élément neutre pour Ia loi de composition o,

11 est trivial de vérifier que (Z, o) est effectivernent un groupe. ¢

% Exercice 1.3.

f étant uniformément continue sur E : pour ¢ = 1, 3n > 0,Yv € E,Vw € E :
lv—wle<n = [f(v) - fw)lr <1

Soit 4 € F un vecteur arbitraire, et divisons ||u||g par 7 > 0: |[u|| = n(u).n + p(u), oun
— dépendant de u — est un entler > 0 et oup = p(u) qui est le reste de la d1v1810n vérifie :
0 < p(u) <n.
effectuons une subdivision de u en posant up, = k.n.w, avec k entier, 0 < k < n(w).
Ecrivons ensuite, avec n = n(w) introduit ci-dessus :
flw) = (fw) - f(un)) + (F(un) = flun1)) +-+- + (F(wr) = f(uo)) + f(uo)-
Ona:ug=0,dou: f(ue) = f(0). On peut donc écrire :

If@lle < 1£@w) = flun)llr + >0 Fw) = Flue-ll + 1 FO)].

1<k<n(u)

Pourktelque 1 < k < n(u)  lur—uk-1|le = |knw— (k— D.nw| = |[nw| = 9w = 9,
et, donc : || f(ux) — flur—1)|lr < 1.
llw = unll = [[llull-w — nag.w|| = [llull = n.g| = p <5 dob: [|f(u) = flun)r < 1.

On a major€ ainsi n(w) + 1 termes, et on peut écrire : || f(w)|| < n(u) + 1 + || £(0)||- Mais
lull = n(w)n+ p(u) = nu) = Alllul - pw)] < Lilull dou:
IF@)Il < Fllul + 1+ 1 £l = Llul + (LFO)] +1).
Onpose: o := L f:= | £(0)|| + 1 et on a le résultat cherché. ¢

Interprétez le résultat obtenu dans le cas d’une fonction R — R (dessin de £ — at]| + f), et
constatez alors que t +— #2 n’est pas uniformément continue sur R.

% Exercice 1.4.

On veut prouver que :
Ve >0,Ip>0,Vs e RVIER: [s—t| <7 = |f(s)— f(t)| < e
On se donne donc € > 0 arbitraire et on va déterminer 7).
Par définition de lim et hm

—00

An,VE:t<Th = |f(t) gt < 5. et: A, VE: 1 > T = |f(t) — g(t)| < &.
Prenons T':= max{|T1|, [T2|} > 0:Vi: [¢{| > T = |f(t) —g(t)] < &
Considérons I'intervalle fermé borné K := [T — &, T + ¢]. Sur K, f est uniformément
continue, et d’apres le Th. de Heine (D.E.U.G. ou Chap. XIV):
Ip>0Vse KVieK:|s—i| <n = |f(s)— f(¥)| <e.
¢ étant uniformément continue sur R :
30>0,Vs€ RVEER: [s—t]| <0 — |g(s) —g(t)| < &.
Prenons 7 := min{5, 6, €}.
oSi|s|>T,|t| > T, et|s—t| <n:
|F(s) — F(B)] < |f(8) —9(3)| +19(s) — 9@ +g(#) —
etona:|f(s) — g(s)| < 5 car|s| 2 T |g(t) — f(})| < § car|i] 27, enﬁn l9(s) — g(t)| < 5
car|s—t|<77<0d0u | f(s) ~ t)|< +s+5=¢
Donc tout marche bien, avec le 7 choisi, si |3| > T et|t| >T.
e Si |<T|s—t|<77<770=>|f(3) f@)| <ecarse K,te K.
o Il reste a voir ce qui se passe si symétriquement, si |s| > T, [t| < T);
supposons donc
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[t|—|s| <|s—t{ <n<e = [t|<|s|+e<T +e;doncdanscecas. s € K.t € K, et
comme 7 < 7y ce cas est réglé.
Finalement, 7 := min{np, 6, £} convient. ¢

% Exercice 1.5.
Désignons par Q I’application linéaire nulle de F dans . Ona:Vu € U,VYh € E:
If(u+ k) = f(u) = QR = |f(u+h) = fF)] < cllu+h—u|* = c|R]|*
Lt h)— £) =0 < e —, g
IRl ho

Posonse:=a—1>0,0ona:

C’est dire que f est dérivable au point u de U, de dérivée nulle : D f(u) = 0.

On sait (conséquence immédiate du th. de la moyenne) que, U étant convexe, f est alors une
application constante sur U. ¢

Ce ne serait pas vraiment une bonne idée de bdtir toute une théorie sur les applications
holdériennes d’ordre o > 1! Les applications holdériennes ne sont intéressantes que pour
0<a<l

% Exercice 2.1.

Rappelons qu’on considere un e.m. ( F, d) etune fonction ¢ : [0, +00[ — [0, +o00[ qui vérifie :
@ est croissante, ©(0) = 0.1 >0 = ¢(t) > 0.Vs.t: o(s +1) < p(8) + ¢(1).
On a prouvé dans Exercice 2.2 du Chap. [ que d = ¢ o 6 est une distance sur F, et que les
fonctionst — t* (0 <@ < 1), ¢ — 'li_ ,t+—1n(1+1%),¢— min{1, ¢} sont des exemples de
fonctions (.

Démontrons que si ¢ est continue en 0, d est uniformément équivalente a 6, i.e. que
Idg : (E, §) — (E,d) est uniformément continue, et de méme pour Idg : (E, d) — (E, 6).

Ecrivons que ¢ est continue en O :
Ve >0,3n >0,Vs € [0, +o0: |s| =5 < = |¢(s) — (0)| = ¢(s) <e.

Ce qu’on veut, c’est :
Ve > 0,3 > 0,Vu,v € E : §(u,v) <5 = d[ldg(u), Ide(v)] = go(é(u, 1))) <e
11 est clair qu’il suffit de faire s := 6w, v) pour avoir le résultat cherché. ¢

On doit démontrer également que : Ve > 0,3 > 0,Vu.v € E:

d(u,v) = go(é(u, ’U)) <5 = 8[ldg(u), Idp(v)] = 6(u,v) <e.

Soit €1 € |0, g] tel que 0 < {e1) < () : £ existe puisque ¢ est continue en 0 et () > 0 car
€ > 0;onprend 7 := p(er) : go(é(u, ’U)) <(e1) = 8(u,v) <e¢,
sinon 6(u, v) > & = go(é(u, ’U)) > (€) [ croissante] > ¢(e;) : contradiction. +

% Exercice 2.2.

Supposons que f est un homéomorphisme de [0, 1] sur [0, 1].

Soient a, b, ¢ dans [0, 1] vérifiant : ¢ < b < ¢ les images o = f(a), 5 = f(b), v = f(c) sont
toutes distinctes puisque f est injective.

On va démontrer que (3 est entre o et . Supposons que « < -y (sinon on ferait le méme
raisonnement « a I’'envers »), et démontrons que 3 € |a, v[.

Raisonnons par contradiction et supposons que 5 ¢ ]a, [, par exemple que 5 < « (Inéme
raisonnement si 3 > ).

En a, f prend la valeur o, et en b la valeur §; donc, puisque f est continue sur [a, b, f
prend sur cet intervalle toutes les valeurs comprises entre (3 et o [Th. des valeurs intermédiaires,
D.E.U.G, ou Chap. XX].

De la méme maniére, sur I'intervalle [b, ¢], f continue prend toutes les valeurs comprises
entre (3 et . Donc, dans lIe cas de figure envisagé, f prend sur [a, ¢] deux fois toutes les valeurs
comprises entre 3 et 7 : c’est incompatible avec le fait que f est injective ! Les autres cas se
traitent de la méme manilre.

Supposons maintenant que f ne soit pas monotone : il existerait a, b, cavec a < b < ctels
que f(b) ne soit pas entre f(a)et f(c), ce qui n’est pas le cas comme on vient de le voir. Donc
f est monotone, stricterent puisque f est injective. ¢

Réciproquement, si f est une fonction surjective, stricterment monotone et continue, on sait
[¢f. D.E.U.G] que f! est continue et stricternent monotone.
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Donc, les homéomorphismes de [0, 1] sur [0, 1] sont les fonctions surjectives, strictement
monotones et continues. De plus, ou bien f(0) = 0 et f(1) = 1 (cas croissant), ou bien
f(0) =1et f(1) = 0 (cas décroissant). ¢

% Exercice 2.3.
a) Pour u 3# 0, f(u) est proportionnel a w : on peut penser qu’il en sera de méme pour g ;
écrivons que g(u) = Mu)u, ot A: E — R, etécrivonsque fog = Idg:

R XD RT ] p(u)
f(g(u)) =u= —JJ(f(—u)L-”)—)\(u).u e ))\(u)u = Mu)= ﬂ%ﬂg

Prenons donc : g(0) = 0, et pour u # 0 : g(u) = ﬁu et vérifions qu’on a bien I'inverse
cherché.
(go £)(0)=(fog)(0)=0,etpouru #0:
s,
(fog)(w) = (r(ﬂ) ) — " u " o P@, el op@), w, et

p(2) Tl T oy X e

ull
(g o f)(u) (p(u) ) = ,i‘(‘:‘ ul) X f),%”)-u =u.+

p(f(u) — £(0)) = p(f(w) = p(Lhu) = Lehp(u) = lull <e i flull <€ v,
llg(w) — 9(O)| = llg()ll = || 5| = p(u) < e (si plu) <e ).
f et g sont continues en 0. ¢
b) Pour « #Oet'u;éO
p(f() = f()) =» JLH% — ) < p(u ﬂ,% v) +p(35 - F55v)

< lr,(u)p(u —v)+ p('”)l,,(u) p(v) | ;

Bl — S| < Lol Lo ek B | )| 282 |l — (1o,
dot: p(f(u) — f(v)) < L p(u—v) + j|ull 5B L5 p(u — v) + [lu — ||
<288bp(u—v) + flu -]
D’autre part :
llg(u) = g(v)ll < ||p" u— 58| + ||§|@” gt
< ||u|| fellu— ol + lloll| 553 ||u|| — s
|57 - 5l <5 - ||u|||+|1j‘||2 B = p() | | + pipleCe) — 2(v)]

Dou: lg(w) — g(o)l] < B ||u oll + ol 2855 e = o]+ p(u—v)
<2x 5 P& 1y — 0| + plu—v). +
¢)SivVu € E: c|lu|| £ p(uw) < C.|ul|, ot cet C sont deux constantes > 0, on a pour tous wu,

v non nuls : p(f(u) — f(v)) < (QC setlg(u) — g()Il < (3 + 1)p(u — v). Ces
inégalités sont valides si v = 0 car 2¢ + 1 > 1, et bien stir pouru = v = 0. ¢

Remarque .
Regardez (dessin p. 170) ce que sont fet gsil'onprend E = R?, || || = ||+ [lo €t p(+) = || - [|2-

2 Exercice 24.

Soit g : E — R définie par g(v) = f(u —v) — f(u) pourtout v € E.
g(0) = f(@)— f(u)=0;g est continue en 0, car si lim (’U") =0Oona:

Im(v—v,) =4 = lim f(u— ) = f(0) (parhypothese)
= lim f(u—vn) — f(w) = f(@) — f(u) =0 = limg(va) = 0. ¢
1) Supposons qu’il existe B = B(0,p] et k > 0 tels que pour tous v,w € B ona:
lg(v) — g(w)| < k|lv — w||. Soient z,y € B(u,p|;posons : v := U —zetw =0 —y;
onav,w € B(0,p] = [9(v) — g(w)| < kllv — wl, soit :
lg(u —2) — glu — )| < k(@ — )| - (wW—-y)l = kllz -y




Applications uniformément continues. Homéomorphismes 181

l9(@— 2) — f(@) — [g(u —y) — f@)]| = |f[u— (uw—2)] — f(@) — flu— (u—y)] + f()|
=|f(z) = (W) < Ellz—y]l. ¢

On peut donc supposer sans nuire a la généralité que f est continue en 7 = 0 el que
F(w) = £(0) = 0. On fera cette hypothese qui simplifie les notations dans la suite.

2) f continue en u = 0 implique, pour € = 1 :

I>0VueE: ||u<n= |flu) <L

Prenons B := B(0, i) etk := £

On suppose que Vu, v € B : | f(u) — f(v)| < k||lu— v|| estfausse, et on va voir qu’on aboutit
alors a une contradiction.

Supposons donc qu’il existe u., v dans B tels que fv)—f(u) > k|lu— 'u|| (*). ce qui implique
u # v. Remarquons que w € B — ||'w|| <in<n = |f(w)| <1
11 sera commode de considérer le réel o := ool > 0.

eSia<1L(*) = off(v)— f(u)] >akllv—ul = 5755 %5 ”’U —ul| =4.dou:

4 < off(v) — f(w)] < f(v) — fu) [carar < 1]
<|f(v) = fw)] < |f@)] + fw)] <1+1=2,

caru,v € B. On aboutit donc a 4 < 2 : contradiction ! ¢
eSia>1soitw=u+alv—u)ona:v=2w+(1-L)u o0 < % <1.

f étant convexe, ona: f(v) < & f(w) + (1 — —1—) f(w). Dol :

off(v) = f(u)] < f(w)— f(u) < If(w) fW)| < |f(w)|+|f(u)| < |f(w)|+1[caru € B].

Mais : Jol] < lull + allo = ull < 3 + ggllu—oll = 2 + 2 = 5 = [f(w)] <1.
Donc : aff(v) — (u)] < 2. On en déduit, par (*) :
Hllu—oll < f0) — f(u) = cuklju o < alf(v) - f(w)] <2

= W:?TII ||u— v|| <2 = 4 <2, encore une contradiction ! ¢

Comme « doit étre < 1 ou> 1 ( 1. c’est que notre hypothése de départ est fausse, et donc :
| f(uw) — f(v)| < k|lu— || pourtous u, v € B = B(0, 2], avec k = % e

On vient donc de démontrer que toute fonction f : E — R convexe et continue sur F est
localement lipschitzienne, i.e. que :
Yu € E,3B = B(u, p|, 3k = k(u) > 0,Yv € B,Yw € B: |f(v) — f(w)| < k|lv— w].

On remarquera que la convexité de f estnécessaire ;eneffetlafonction f: R - R, ¢ — /[t
est continue en tout point de R, mais quel que soit un intervalle de la forme [—p, +p], p > 0. il
n’existe pas k > O tel que [\/|¢| — +/|s|| < k|t — s|.

|¢| > & ce qui est absurde au voisinage de 0! ¢

Sinon on aurait /|t <

La démonstration ci-dessus peut sembler un peu « parachutée », et elle 'est effectivermnent
un peu a cause du choix a priori de B, k, . Mais il est tout 2 fait possible de donner une
démonstration plus «naturelle » en laissant B, k, o indéterminés jusqu’a ce que leur valeur
s’impose dans les calculs. Voyez cela, si vous avez un moment libre.

Fin du Chapitre VIII



CHAPITRE IX

PRODUIT D’ESPACES METRIQUES et CONTINUITE.
LIMITE D’UNE APPLICATION

Introduction

Ce chapitre IX traite d’une part des produits (finis) d’espaces métriques et de la
continuité des applications définies sur un produit et/ou a valeurs dans un produit.

D’autre part, on parle de 1a notion de limite d’une application en un point adhérent
a son domaine de définition.

On démontre d’ailleurs que 1a notion de limite se raméne 2 la notion de continuité :
dans certains cours on fait le contraire, en définissant d’abord la notion de limite, puis
celle de continuité. C’est une simple question de gofit ...

Le contenu de ce chapitre sera tres utilisé dans le cours de calcul différentiel, dont
nous donnons d’ailleurs le point de départ comme application de la notion de limite.

Le chapitre ne présente aucune difficulté, et la totalité des démonstrations du cours
peut &tre faite en exercices.

Comme dans le chapitre précédent, les deux sujets abordés sont tout 2 fait
indépendants 1’un de 1’autre : question de taille de chapitre ici aussi !

Prétez attention aux mises en garde contre des erreurs fréquentes.

& Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.4, 2.1, 3.1, 3.2.
& Exercices complémentaires : 1.3, 3.3.

CHAPITRE CALME ... BON TRAVAIL !






CHAPITRE IX

PRODUIT D’ESPACES METRIQUES

et CONTINUITE.
LIMITE D’UNE APPLICATION

1. PRODUIT D’ESPACES METRIQUES

Soient (Ey,d1), ..., (En,dn) des espaces métriques. On a défini sur le produit

N
cartésien E := E; X --- x Ey = [] FE; les distances dites de Hélder [Chap. 1 (2.6)],
i=1
qui sont foutes équivalentes ; en particulier, ces distances définissent toutes 1a méme
topologie (i.e. 1a méme famille d’ouverts, ou de fermés).
Rappelons 1’expression de ces distances :

11y w=(u,...,un) € E,v=_(v1,...,on) €EE:
N
8p(u,v) = (32 (di(ws, 0:))P)/F pour 1 < p < +oo,
=1
boo(u, v) = max{d;(ui,v;) /1 <i < N}

Nous démontrerons ici — afin de simplifier les notations — les résultats pour le produit
de deux espaces métriques. Tout ce qui sera dit s’étend — bien sfir — & un nombre
quelconque fini d’espaces métriques.

Bon nombre de ces résultats s’ étendraient méme (mais 1l faudrait y regarder de prés)
a un nombre infini dénombrable d’espaces métriques [Chap. I, Exercice 2.4].

Rappelons que ce qu’on appelle « espace métrique produit » est en fait (E, O), ou O
désigne la topologie produit, topologie qui — par chance — s’exprime par une distance,
par exemple I’une des distances de Holder.

Rappelons aussi que le remplacement d’une distance par une distance équivalente
[Chap.I (2.1)(2.2)] n’affecte pas les notions topologiques, les notions uniformes,
les bornés [Chap. VIII]; seules sont affectées les notions purement métriques
(isométriques).

Soient donc (E, d) et (E’, d’) deux espaces métriques, et F' = E x E’ leur produit
cartésien. On considére sur F' la distance d = d, que nous privilégierons uniquement
parce qu’elle donne plus simplement les résultats.

(1.2) U= (u,vu),V=(v,v"):6(U,V) = max{d(u,v),d (v, v")}.

& Exercice 1.1. (tres facile) Vérifiez que I'application @ : E x E' — E' x F, définie par :
w(u,u') = (v, u) est une isométrie surjective.

Nous noterons B(u, p[, B'(v/, p| (B(u, p|, B’ (¢, p]) les boules ouvertes [fermées]
de E et E'. Les boules de F seront notées B(U, p[, ou U = (u, u'), et B(U, p).

Proposition 1.1.
|  Pourtout U= (u,u), ettout p > 0,0na:
(1.3) B(U, p[ = B(u, p[ xB'(v/, pl et B(U, p| = B(u, p| x B'(«/, p].
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Commentaire :
Cette propriété n’est vraie que pour do.. Dans R? = R x R, un disque euclidien

n’est pas le produit de deux intervalles !

Proposition 1.2.

Soit A une partie de E, et soit A’ une partic de E', A # 0, A’ # . Une
condition nécessaire et suffisante pour que A x A’ soit une partic ouverte [resp.
fermée] de (E x E', d) est que A soit ouverte [resp. fermée] dans (E, d) ET que
A’ soit ouverte [resp. fermée] dans (E’, d').

Ona:

(1.4) adhp(A x A') = adhg(A) x adhg, (A")
(1.5) intp(A x A’) =intg(A) x intg (4’)
2= [1 ne faut perdre de vue a aucun instant qu’une partic B de E x E’ n’est pas en
général le produit d’une partie de £ par une partie de £/ ! !!
5 |0, 1] n’est ni ouvert ni fermé dans R, mais |0, 1] x } = @ est ouvert et fermé dans
R x R. Cela explique I’hypothése A # ), A’ # () dans la Prop. 1.2. A x §§ = @ est
ouvert et fermé pour toute partie A'!

& Exercice 1.2. (tres facile) Vérifiez patiemment et avec minutie tous ces petits résultats des
Propositions 1.1 et 1.2.

¢ Exercice 1.3. Démontrez que :
(1.6) frr(A x A') = [frp(A) x adhp (A)] U [adhg(A) x frp(A')).
Tenez compte des résultats de théorie des ensembles évidents suivants (prouvez-les si besoin
“est):
(1.7) Pourtous X, Y C E, X" \Y' CF':
(171) XxX CcYXY < XCYETX cCVY’,
(172) XxX' =Y xY << X=XETY=Y/,
(173) (X xX)INT xY)=(XNY)x (X' NY")
(il n'y a pas de relation analogue avec U),
(1.74) (EXENVN\XxX)=[(F\X)xX|U[X x (E\X"U[(FE\X)x(E'\ X"
(3 termes 1a o1 'optimiste n’en attend que 2 . . . ).
Définition 1.1.
On appelle projections naturelles, ¢t on notera p et P/, les applications p :
ExE — Eetp : E x E' — E’ définies par:
(1.8) PourtouwtU = (u.v') E F=FE x E:
181 pU) =p((w,v)) =u [on notera simplement p(u, u’)],
(1.82) PU)=p((v,u)) =2 [on notera simplement p’ (u. u')].

Proposition 1.3.

(1) p et p’ sont des surjections, et pour tout A C F, tout A’ C E’ :
p A =AXE. p 1 (A)=Ex A,

(it) p et P’ sont des applications contractantes (lipschitziennes de constante 1)
et, donc, en particulier sont uniformément continues sur E x E',

@Gii) si (E, || - ||) et (£, ]| - ||') sont des e.v.n. sur le méme corps K = R ou C :
pet p’ sont des applications linéaires sur I’espace vectoriel produit E x E’.

[Rappel : (u, v') + (v,7") = (u + v/, v + v") et Mu,v) = (Du, 2)].

Démonstration : (i) et (iii) sont immédiates 2 vérifier. Quant  (ii) :

d(p(U), p(v)) = d(p(u. '), p(v, ")) = d(u. v)
< max{d(u,v),d(v,v")} =dw(U,V) = 6(U, V). ¢



Produit d’espaces métriques et continuité. Limite d’une application 187

& Exercice 1.4. (trés facile) Démontrez que F' = E X E' est séparable si et seulement si F
et B’ le sont.

2. ESPACE METRIQUE PRODUIT ET CONTINUITE

Théoréme 2.1. (SOUVENT UTILE)
|| Soit (G, 8) un espace métrique, et soit f : G — F' = E x E’ une application.
(2.1) fsécrit (p,¢),ou:p=po fetyp =7 o f.
Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit continue en un point
a € G [resp. continue sur ] [resp. uniformément continue sur GJ est que
ses composantes @ et 1) soient continues en a [resp. continues sur G [resp.
uniformément continues sur GJ.
Commentaire : On peut considérer f comme une fonction a valeurs vectorielles, d’ ot
le nom de composantes données a et 10. Ce Th. permet en particulier de traiter de la
continuité des applications f : R — R".
Démonstration :
Vo € G: f(v) = (plf ()], P [f(0)]) = (¢(v),9(v)), 00 :=po fetih:=p o f. &
Si f est continue en a € G [continue sur (] [uniformément continue sur G, il en est
de méme de et de 1) d’apres 1a Prop. 1.3 ci-dessus et les résultats de continuité d’une
composée démontrés dans les Chap. VII et VIII. ¢

Réciproquement (on démontre seulement 1a continuité uniforme) :
6[f (), f(w)] = 6[(¢(v), ¥(v)), (w(w), Y(w))]
— max{d[p(v), ¢(w)], (o), Y(w)]}
Or Ve > 0,37 > 0,Vo,w € G : O(v,w) < nn = dlp(v),p(w)] < eet
Jf > 0,Vo,w € G:0(v,w) <7 = d'[Y(v),¢¥(w)] <e.
Soit 7 :=min{n,7'},ona:Vo,w € G: (v, w) <m = b6[f(v), f(w)] <e. ¢

Proposition 2.1.

Soit w’' € E' [resp. u € E] fixé.

On note j, [resp. j, ] application E — F = E x E’ [resp. E' — F] définie
par ju (v) = (0,4 [resp. ju(v') = (u, )]

Jur [1ESP. jou] est pour tout u’ € E' [u € E] une isométrie.

Ju + E — E x {u'} [resp. ju : E/ — {u} x E'] est une isométrie surjective
dont I’inverse est la restriction pj g x {.+} de pa E x {u'} [resp. pi (u}x B restriction
de p’ a {u} x E'].

Si (E,||-|)et(E', | - |") sont des e.v.n. sur le méme corps K, 5,/ [resp. ju]
n’est pas une application linéaire (additive, mais non homogéne), sauf si «/ = 0
[resp. u = 0].

Démonstration : Elle est évidente, mais rédigez-la soigneusement. 4

Proposition 2.2.
Soit U une partie ouverte [resp. fermée] dans F' = E x E’', et soit v’ € E’.
Lensemble A(uw') = p(U N (E x {u'})) est ouvert [resp. fermé] dans (E, d).
De méme, siu € E est fixé, 'ensemble A’ (u) = p/ (UN({u} x E')) est ouvert
[resp. fermé] dans (E’,d’).
Démonstration : Commencez par faire un dessin illustrant la situation ! (Voir p. 184).
U étant ouvert [fermé] dans E x E' : U N (E x {«'}) est ouvert [fermé] dans
le sous-espace métrique E x {u'} [voir dans les Chapitres V et VI la relativité des
fermés et des ouverts]. Donc : (jur )™ (U N (E x {u'})) est ouvert [fermé] dans E, et
(Ju) ™! = D|Ex{w} comme il a ét€ dit dans la Prop. 2.1. 4
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Proposition 2.3.

Si U estouvertdans F = E x E' : p(U) et p/ (U) sont des ouverts de E et E’
respectivement. Autrement dit, p et p’ sont des applications ouvertes .

w& Prendre garde au fait qu’il n'’y a pas d’analogue pour les fermés : p et P/ ne sont
pas des applications fermées !

Démonstration :
p(U) =p(UN(E x E)) = p(UN (Upep (E x {u'})))

= P(Uwerm (UN(E x {t'})) = Uper p(UN(E x {u'}))

= Uu'GE' P Ex{u'} (U n (E X {U’})) = Uu'eE’ A(u,)

[on a utilisé f(U,;c; Xi) = U;er F(X:), pour I arbitraire, f quelconquel.
p(U) réunion des ouverts A(w’) [Prop. 2.2] est bien un ouvert. 4

Exemple 2.1. Un exemple a déja été donné dans le Chap. VII : E = E' = R,
F =R2%2 A = {(s,t) € F | st = 1} est fermé dans F, mais p(A) = R \ {0} ne
I’est pas (accessoirement, on constate que la projection d’un fermé non ouvert peut &tre
un ouvert non fermé . . .). Si vous préférez que A soit «d’un seul morceau », prenez
A={(s,t) e F/st=1,s>0}.

Proposition 2.4. (SOUVENT UTILISEE)

Soit (G, 0) un espace métrique, et soit f : F = FE x E/ — G.

Si f est continue en U = (ug, ug) [resp. continue sur F] [resp. uniformément
continue sur F'], les applications appelées applications partielles :

22) VYbeFE fixé, fo: E— G, u€ Ew fy(u) = f(u,b) € G,

(23) Va€e Efixé, f, : E - G v € E' — fo(¢v) = f(a.v) € G

sont toutes deux continues, en ug pour fp et en ug, pour f,, [resp. continues sur
E (E")] [resp. uniformément continues sur F (E')].

Remarque : Aulieu de f et f,, on note tres souvent f(-, b) et f(a, -), d’ou les écritures
fC0)(w) = f(u,b) et f(a, ) (W) = f(a, ).

5 LA RECIPROQUE EST TOUT A FAIT FAUSSE ! ! | La continuité de toutes les applica-
tions partielles n’implique pas la continuité de 1a fonction.
Démonstration : Pour b € E' fixé, I'application v € E — fp(u) = f(u,b) € G
est la composée figx{p} © Jb, €t le résultat s’ensuit de la Prop. 2.1 et des régles de
composition des Chap. VII et VIIIL. ¢

Exemple 2.2. Soit f : R?2 — R définie par f(s,t) = —g—g si (s, t) # (0,0) et
£(0,0) = 0. f est continue sur R? \ {(0,0)} car (s,t) > s, (s t) = t, (s,t) = s.t,
(s,t) — 82, (s,t) — t2, donc (s,t) +— 5% + t2 sont continues sur R?, et s? + £2 #£0
en (a,b) # (0,0) = (s,t) gg%g est continue en (a, b). Tout cela résulte de la
Prop. 2.4 du Chap. VII, notamment de (2.6) pour la derni¢re assertion.

Comme f est symétrique en s et ¢, il suffit de considérer les fonctions partielles de
la premiére variable. Pourd # 0, fy : R —» R, s — fp(s) = f(s.b) =
b=0, fo: R > R, s — fo(s) = f(s,0) = 0 pour tout s € R.

Clairement, toutes les fonctions partielles f;,, b € R sont continues sur R entier.

Mais la fonction f n’est pas contmue en (0,0); en effet 1a su1te (£, 1), converge
vers (0, 0) tandis que 1a suite ( F(: o ) est constante égale 51 etne tend pas vers 0.

sb b2 ct pour
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& Exercice 2.1. (assez facile) Soit A = {(s,t) € R? /s € Ret 0 < t < s°}. On définit
f:R>— Rpar f(s,t) =0si (5,t) ¢ Aet f(s,t) = 1si (s, t) € A

Vérifiez que pour tout a = (, ) € R? 1a fonction ¢, : R — R définie par :
wa(t) == f(t.a) = f(te, tG) est continue en 0.

Vérifiez que f n’est pas continue en (0, 0). Faites un dessin !

Proposition 2.5.

Soient E, E’, F, F' des espaces métriques, etsoient f : £ — F,g: F' — F’.
Lapplication® : G = E x E' — H=F x F', (u,v') — (f(u), g(u')) est
continue en (uo, ug) € G [ resp. continue sur G ] [ resp. uniformément continue
sur G ] si et seulement si f est continue en ug [ resp. cont. sur E' ] [ resp. unif.
cont. sur £ ] ET g est continue en ug, [ resp. cont. sur E’ ] [ resp. unif. cont. sur
E'].
= La plupart des résultats de ce paragraphe seront utilisés en permanence en calcul
différentiel.
Démonstration : Traitons par exemple de la continuité sur G.
f(u) = pr(®(u,’)) pour tout o' € E' fixé, et g(v') = pp (®(u, u’)) pour tout
u € F fixé, sont continues sur E et E’ respectivement si ® est continue sur G, d’apres
les Prop. 1.3 et 2.4.
Réciproquement : & = (f o pg, g o pg) est continue sur G si f ’est sur E et g sur
E’, ’apreés le Th. 2.1. ¢

Proposition 2.6.

Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||r) dese.v.n. sur K = Rou C. Soient f,g: E — F.
L’application £ — F, u — (f + ¢)(u) est continue en a € F [cont. sur F] [unif.
cont. sur F]si f ET g ont ces propriétés.

Pour A € K fixé, A\f : E — F, u — (Af)(u) = Af(u) possede les mémes
propriétés de continuité que f.

Démonstration : Lapplication E — F,u > f(u)+g(u)estcomposée de1’application
(f,g) : E—>FxF,uw (f(u),g(u)), pour laquelle on se référera au Th. 2.1, et
de I’application ¢ : F X FF — F, (v,w) +— v + w qui est lipschitzienne (donc
uniformément continue). On applique ensuite les résultats de composition. ¢
Remarque : o est linéaire sur le produit F' x F.

E — F,uw \f(u)estcomposéede u € E +— f(u) € Fetdev € F— A v €EF
qui est lipschitzienne, et on applique les résultats de composition. 4

Remarque 2.1. (sur les suites et les produits)

Soit F' = E x E’. On a démontré dans le Chap. Il que (un, 4y, )nes converge dans
F vers (u, u') si et seulement si (un )nes converge dans E vers u et (u/,)nes converge
dans E’ vers u/. En ce qui concerne les valeurs d’adhérence, il est facile de voir que
st (Un, Uy, )nes admet (u, u') pour valeur d’adhérence : u est valeur d’adhérence de
(un)nes et v’ est valeur d’adhérence de (u!,)nes.

Un contre-exemple trés simple prouve que la réciproque est fausse :
Son = tong1 = 0, Sgnp1 = tan = 1; (8p) et (t,), n € N, ont 0 et 1 comme valeurs
d’adhérence, mais (1, 1) et (0, 0) ne sont pas valeurs d’adhérence de la suite (s, ).
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3. LIMITE D’UNE APPLICATION

Ce paragraphe sera assez court, cela ne signifie nullement que 1a notion de limite
d’une application en un point est devenue sans importance sous prétexte qu’on passe de
R et R™ aux espaces métriques ! Tout ce qui a été fait en D.E.U.G. sur le sujet conserve

tout son intérét !

Définition 3.1.
Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques. Soit A = () une partie de E, et
soit a € adh(A). Soit f: A — F.
On dit que f tend vers b € F quand u € A tend vers a si 1’application
f#: Au{a} — F définie par :
f*#(u) := f(u) pour tout u € A\ {a} et f#(a) :=b
est continue au point a.

Remarque : AU {a} est un espace métrique, comme sous-espace métrique de E.
On dit encore que b est limite de f au point a € adh(A) par rapport a A, et on note :
limu—»a,uEA f(u) =b.
Exprimons limy, 4 uec4 f(¢) = ben formule (on écrit simplement que f# est continue
ena):

G.D| lmyaueca flu) =b<=
Ve >0,3n>0,Vu e A\ {a} : d(u,a) <n = 6(f(u),d) <e.

Commentaires -

1) Si @ € A, I’application f# n’utilise pas la valeur f(a). On rappelle parfois ce
fait en notant : limy_, o ue A,uta f(u) = b. Mais ¢’est par définition méme que u # a,
et donc cette précision est superflue. Toutefois, 1a notation ci-dessus a le mérite de
rappeler que f(a) n’intervient pas dans lim—,q,ueca f(u) : vous pouvez I’utiliser si
cela peut vous permettre de ne pas oublier la définition correcte de f# !

Sia € A lim,_,, f(u) = f(a)exprime simplement que I’application f est continue
au point a, f étant définie sur le sous-espace métrique (A, djax4). Voir la Prop. 3.2
ci-dessous.

2) On n’envisage pas a ¢ adh(A) car f# serait continue en a pour tout b € F : 1a
notion n’aurait aucun intérét. Pour a € adh(A) on a, par contre :

Proposition 3.1.

La limite de f en a € adh(A), quand v — a,u € A, si elle existe, est unique.
On peut donc parler (si elle existe) de La limite de f en a € adh(A) par rapport
2 la partie A.

Démonstration : Soient b € F, ¢ € F deux limites. On utilise (3.1) :
Ve > 0,3dp>0,Vu € A, u#a:d(u,a) <y = §[f(u),b] <e.
Et, de méme : 3m > 0,Vu € A, u#a:d(u,a) <m = 6[f(u),c] <e.
Prenons 6 := min{z, 7, }.Ona:
Vu€ Au#a:dua) <0 = 6(b,c) <8, f(u)] +6[f(u),d <e+e=2e.
Celapour tout € > 0, d’ou 6(b.c) =Oetb=c.

Proposition 3.2.

Soit f : E — F.Soita € Etelque a € adh[F\ {a}]. Pour que f soit continue
en a, il faut et il suffit que limy,_, wep\{a} f(u) = f(a).
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Démonstration : Simple réécriture de 1a définition. 4

Remarque : Bienremarquer que ¢ € adh[E\ {a}] n’est pas automatiquement vérifiée :
soit E =Zetsoitn € Z,ona: adh[Z\ {n}] =Z\ {n} # n.

Terminologie : Soit f : A C E — F une application continue sur A (i.e. sur
(A,djaxa) ). Soita € adh(A) \ A. Supposons que limy, 4 wca f(u) = b.

L application f# : AU {a} — F définic par f#(u) := f(u) pour v € A et par
f#(a) := best continue sur AU {a}

(AU {CL} étant muni de la distance d|(AU{a})X(AU{a}))

On appelle f# le prolongement par continuité de f 4 a. On peut aussi prolonger
par continuité 8 B C adh(A) \ A, sous réserve de 1’existence d’une limite en chaque
point considéré.

& Exercice 3.1. (facile) On pose A = {(s,s) € R? / s € R}. Démontrez que la fonction
f:R*\A = R, (s,t) — %:Sﬂ peut étre prolongée par continuité en une fonction
f# : R? — R continue sur R?.

& Exercice 3.2. (trés facile) Peut-on prolonger par continuité RR? Ia fonction

2
f:R2\ {(0,0)} = R; f(s,t) := gg‘%—?; ?

& Exercice 3.3. (assez facile) Un arc v a valeurs dans un espace métrique (E, d) est une
application continue de 'intervalle [0, 1] dans . Soit (E, || - || ) une.v.n. réel, et soit f : £ — R.
Démontrez que f est continue sur F si et seulement si f o : [0, 1] — R est continue sur [0, 1]
pour tout arc «y a valeurs dans E.

Proposition 3.3.

On suppose que limy—q,ueca f(uw) = b (@ € adh(A)). Soit B une partie de A
telle que a € adh(B).On a: limy_.quep f(u) = b.

Démonstration : La restriction de f a2 B U {a} est continue comme restriction d’une
fonction continue. 4
Commentaire : Pour calculer lim,_,, wca f(u), on a en fait besoin seulement des
valeurs de f dans une boule arbitrairement petite de centre a.
(32) Vp >0: limu__.a,ueA f(u) = limu-—»a.ueB(a,p]ﬂA f(u)

Pour cette raison, on dit que la notion de limite est une notion locale. Et insistons
encore sur le fait que dans le cas ol @ € A la valeur f(a) n’intervient pas !

Remarque : Soit f : A — F etsoita € adh(A). Supposons que A = B U C, avec
a € adh(B) et a € adh(C).
Silimya,ueB f(uw) =betsi limyauec f(u) = b, onalim, qaueca f(u) =b.
C’est évident a partir de (3.1) et parfois utile lorsqu’une fonction est définie par des
« formules » dépendant du point considéré.

Proposition 3.4.

Soient f: AC Eq — Fsetg: Fs — Go. Silimy_,quca f(u) = b, etsi gest
continueenb € F :lim,_,, weca(go f)(u) = g(b).

Démonstration : Evidente, composition d’applications continues en un point. ¢

Il est & noter que la limite d’une suite rentre dans le cadre des limites au sens défini
ci-dessus en prenant pour a le point +oco € adh(N), N étant considéré comme une
partie de la droite achevée R. On peut, de méme, définir lim;_, } o ter f(t), etc.
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On pourrait multiplier les résultats sur les limites puisqu’il suffit de traduire des
résultats de continuité. Vous les démontrerez vous-mémes facilement en cas de besoin.
Citons tout de méme, puisque nous venons d’étudier les produits d’espaces mé-
triques :
Proposition 3.5.

Soient f = (,¢) : Gog —» F = Eq x El}),, A C Get a € adh(A).
limy_queca f(u) = (b, V) € E x E' sietseulement silimy_,q.uca ¢(u) =bet
limy_q,uca ¥(u) =b.

Démonstration : C’est une traduction du Th. 2.1. ¢

Nous avons déja dit que le calcul différentiel faisait un usage intensif de la notion
de limite ; cela découle de la définition fondamentale du calcul différentiel :

Définition 3.2.

Soient (E, || - ||g) et (F, || - |7) des e.v.n. sur le méme corps K = R ou C, soit
U # ) une partie ouverte de F, et soit f : U — F. f est dite dérivable au point
u € U s’il existe A, : £ — F linéaire et continue sur FE telle que :

eu(h) = f(uth) _||j;l(HU) — Au(h) [€., est une application E \ {0} — F]

vérifie : hmh—»O,heE\{O} EU(h) =0.
On note alors A, := D f(u) et cette application linéaire continue est appelée
dérivée de f au point u (ou : <en u»).

Nota : E étant un e.v.n, on a bien : 0 € adh(E \ {0}). On notera h # 0 pour
h € E\ {0}. U étant ouvert, pour tout h tel que ||h|| assez petit, f(u + h) est bien
défini : c’est d’ailleurs la raison pour laquelle on ne parle de dérivabilité que pour les
fonctions définies sur un ouvert !

Proposition 3.6.
Une dérivée au point ., lorsqu’il en existe, est unique. De sorte qu’ on peut parler

de la dérivée au point u.
Démonstration :

Supposons qu’il en existe deux :
f(u+h) = f(u) — Au(h) = |[hll.e1(h) et f(u+ h) — f(u) — Bu(h) = | hll.e2(h),
ot limp_,g hto €1(h) = limp_,0 nt0 €2(h) = 0.
Donc : A, (h) — Bu(h) = ||h||(e2(h) — €1 (h)).et :

[Au(h) = Bu(R)|| < [|B]|([lex (M) + lle2(R)I])

Dot : limp, 0,110 “—Cﬁ%ﬁl—)ﬂ =0,o0C, := A, — B,. Soit e > 0 fixé, arbitraire ;

Gy > 0,Vh € E,h £0: bl <7 —> Ugn%l’lﬂge.

Soita € Eya £ 0: |l || = — IS < 1o 1G@I 0o
[E] (Rl |||
linéaire).
Cu
Soit:Vz #£ 0 : ”—w(wm <elVe>0] = V2 #0:||Cu(z)]| =0 = Cu(z) =0
pour tout z € E [C,,(0) = 0]. Finalement, C,, = O et A, = B,. ¢

Exemple 3.1. On prend pour E un espace préhilbertien réel (E, (|)) ,et F=R;
on considere la fonction f : U = E — R définie par f(u) = 1 |ul?.
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fluth) = fw) = glllu+Al? = [[ull”) = glllul® + 2(ulh) + [IA]* — [lull?]
= (ulh) + [[h (3 lIA1)-
h + (u|h) est une fonction linéaire continue (lipschitzienne) de F dans F' = R, et

eulh) = 301, 7

Donc, pour tout u € E, f est dérivable au point u et sa dérivée en  est la fonction
linéaire et continue Df (u) : E — R, h > [Df(u)](h) := Df(u).h = (u|h). ¢

Nous ne poursuivrons pas plus loin, ici, dans le calcul différentiel qui fait I’ objet
d’un autre module de Licence.
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.
w: ExFE — E' xE, (u,v) — w(u,v') = (v, u) est clairement une bijection, d’inverse
o, u) = (u, o).

8[(«, u), (V,v)] = max{d' (v, "), d(u, v)} = max{d(u, v),d (v, V)} = 8[(u, '), (v,7")]. ¢

% Exercice 1.2.

Montrons (1.3). Soit U = (u, '), p > 0.
V= (0,v/) € B(U, ol <= 6(U, V) = max{d(u, v), d(0,0)} < p
= d(u,v) < petd(v,v) < p<= v € By, pletv € B'(W/, p|
> (v,v") € B(u, p| x B'(¢/, p[. Méme chose pour les boules fermées. ¢

Soit A [resp. A'] ouvertde E [resp. de E'],etsoit U = (u,v') € AXA.Jp>0: B(uy,p[C A
etdp >0: B(, [ C A Soit g :== min{p, ¢’} :

B(u, o] xB(W, 0] C B(u,p| xB(W,p[| C Ax A ;soit: B(U,o[ C Ax A, Ax A est
donc un ouvert.

Réciproquement, supposons A x A’ ouvert dans ¥ x E’. Soient u € Aetu' € A', posons
U = (u,u). llexiste p > 0 tel que : B(U, p[ = B((u,v'), p| = B(u, p| xB' (v, p[ C Ax A,
donc par (1.7.1) B(u,p[ C Aet B'(v,p[ C A’; donc A et A' sont ouverts dans E et E’
respectiverment. ¢

Pour prouver que A X A’ fermé =—> A et A’ sont fermés, on peut procéder en termes de
suites en utilisant : (un, u;,) converge vers (u,u') <= (un) converge vers u et (u,) converge
vers u'. Le résultat est alors évident. +

On peut aussi utiliser (1.4), voir plus loin.

Montrons (1.4) Soit U = (u, ¢') € adh{A) x adh(A4').
Ve >0,3w e A:d(u,v) <egetI € A:d@W,v) <e;soit V= (v,) € Ax A :
Sl(u,u'), (v,v)] <e,s0it: U€ adh(A x A'). +

Réciproquement : soit U = (u,u') € adh(A x A’), et supposons que U n’appartient pas 2
adh(A) x adh(A’). Oubien u ¢ adh(A), ou bien v’ ¢ adh(A').

Siu ¢ adh(A): (E'\ A) x E' estunouvertde E x E' [cf. ci-dessus] ; donc :
dB(U,p[ C (F\ A) x E'. D’apres (1.7.3) :
(Ax AYN[(E\A) x ] =[AN(E\ A)| x (ANE)=0x A'=0.
Donc: B(U,p|N (Ax A)Y=0et U= (u,v) ¢ adh(A x A') : contradiction.
Méme raisonnement si v’ ¢ adh(A’). +

On déduit de ce résultat que si A [A'] ferméde F [E'] :

adh(A x A’) = adh(A) x adh(A') = A x A'.

Inversement, Si A x A’ est fermé dans £ x F' :
adh(Ax A') = Ax A' = adh(A) xadh(A’) = [par(1.7.2)] A = adh(A) et A’ = adh(4'). +
Montrons (1.5). Soit U = (u, ') € int(A) x int(A") :
dp>0: B(u,p[C Aetdp > 0: B, p'[ C A'. Soit ¢ = min{p, ¢'}.
B(U, 0] = B(u,o[ xB'(v/,0] C Ax A.D’ou:int(A) x int(A") Cint(A x A’). ¢
Si U= (u,2) € int(A x A), IB(U, p = Bu, p| xB'(«/,p| € A x A'. Do, par (1.7.2)
B(u,p[C Aet B'(v/,p| C A = (u,v’) € int(A) x int(A’). ¢

% Exercice 1.3.
fr(A x A') = adh(A x A") \int(A x A’) (¢f. Chap. 6, Exerc. 1.3).
adh(A x A') = adh(A) x adh(4') = (fr(4) Uint(A)) x (fr(A") Uint(A"))

= (fr(A) x fr(A")) U (:(A) x int(A4")) U (int(A4) x fr(4")) U (int(A) x int(A'))
La réunion précédente est disjointe et, par (1.5) : int(A x A') = int(A) x int(A4’), d’ou :
fr(A x A') = (fr(A) x fr(4')) U (fr(A) x int(A")) U (int(A) x fr(A"))

Soit, en utilisant deux fois fr(A) x fr(A’) :
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fr(A x A') = fr(A) x (fr(A") Uint(A")) U (fr(A) Uint(A)) x fr(A)
fr(A x A') = [fr(A) x adh(A")] U[adh{A) x fr(A")].+

= Exercice 14.

Si FE et E’ sont séparables, il existe D C FE et D' C E' dénombrables et partout denses.
D x D' est dénombrable (méme démonstration que pour N x N, énumération diagonale), et :
adh(D x D') = adh(D) x adh(D') = ExX E' =F. ¢

Réciproque : soit D dénombrable et partout dense dans F' = E x E'. «/ € FE’ étant choisi,
E est isométrique 3 E x {¢'}, et E x {«'} sous-espace métrique d’un espace séparable est
séparable [Chap. IV, Exerc. 1.6]. Ensuite, une isométrie conserve la séparabilité (un simple
homéomorphisme aurait suffi). Donc E est séparable. De méme pour E'. ¢

= Exercice 2.1.

Un dessin s’impose ! Pour tout a = (o, §) fixé : wa(t) = f(ta) = f(te, tH).

Pour tout ¢ fixé, il est clair qu’il existe (cf. figure) un p(a) > 0 tel que pour tout ¢ vérifiant
|t| < p(a) on aen fait ¢, (t) = 0, et donc @, est évidemment continue en ¢t = 0 [on peut
expliciter p(a) si I'on veut].

£(0,0) = 0. Plagons-nous sur la courbe s + |s|* qui est telle que 0 < |s|* < s? pour |s| < 1.
Ona: f(s,|s®) = 1 etdonclim, o sz0 f(s.]8[3) = 1 # £(0.0) = 0. f n’est donc pas continue
en (0,0). +

% Exercice 3.1. .
. sin(s) — sin(t sin %=

sin s — sint = 2. cos £t sin £5%, d’ou : ——L—)—-———(——)— = cos 2,

s—1 =

2
mai$ liIIla_.A,() ,T£0 11’1 =1et donc: llm(u 0)—(5,8)eR2, (uw)eR2\A f(u, ’U) = COS(S).
Posons : f#(s,t) := f(s,t) pour (s,t) € R? \ Aet f#(s, s) = cos(s).
D’apres ce qui précede et d”apres lim(u,u (s,s) f7 (u, u) = cos s, f# : R? — R est continue
sur R%. ¢

% Exercice 3.2.
Il est clair, résultats sur les fonctions continues (précisez lesquels), que f est continue en tout

pOiIlt (8(), t()) de Rz \ {(O, O)}

Supposons que Lim 4 ,(0,0),(s,)eR2\{(0,0)} F(8» t) = a € R. Le seul prolongement par continuité
possible serait obtenu en posant f(0, 0) = .

Puisque (2, l) — (0 0), on devrait avoir lim, e f(1,2) = f(0,0) = .

Male(",") =1x —-; X —_1.2—1— m : 0, et donc on aurait o = 0.
Mais on a aussi : hmnaoo(—-;, LYy=(0,0),et (&, %)= x —_g; 3. Donc f ne peut pas étre

prolongée par continuité 2 R? entier. ou, en d’ autres termes, la limite de f lorsque (s,t) — (0,0)
n’existe pas. ¢

% Exercice 3.3.
Si f est continue sur E, puisqu’un arc est continu sur [0, 1] par définition, la composée f o g est
continue sur [0, 1] &’ aprés un résultat classique sur les applications continues. C’est la réciproque
qui pose probléme. Soit u € E arbitraire. Si pour toute suite (u,,) vérifiant lim(u,) = vona
lim ( f (un)) = f(u). le résultat voulu sera prouvé [Chap. VII, Th. 1]. Soit donc (uy) telle que
lim(u,) = w. Si nous parvenons a construire un arc x vérifiant x(0) = w et x(1) = un, nous
aurons gagné, car alors :
lim(f ox)(L) = (fox)0) [iml =0et foyxestcontinupar hypothese], soit :
lim (f (un)) = f(w).
Il o’ est pas difficile de construire I'arc x : x(1) := un et x(5= i) = Uny spOUrt € ["+1 .

onprendra pour x(t) le segment joignant u,, 31, 1. Onobtient blen ainsi une application contmue
de |0, 1] dans F, et on a un prolongement par continuité de x 2 [0, 1] en posant x(0) := u. ¢
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Vous pouvez expliciter x, si vous voulez, en considérant les deux homéomorphismes inverses

0:[0,1] = [ Bl t > (B— )t + et : oy f] = [0, 1), s~ F=2-

On trouve : pour 747 <t < 12 x(8) := (n+ 1)(1 — nt).un + nf(n + 1)t — 1].uny.

Fin du Chapitre IX



CHAPITRE X

APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES
Introduction

Ce chapitre — trés important — est consacré aux applications définies et & valeurs
dans des espaces vectoriels normés qui sont linéaires ct continues. Notez bien que les
deux e.v.n. doivent étre construits sur le méme corps qui sera toujours ici R ou C.

En fin de chapitre vous disposez de quelques rappels d’algébre linéaire : ce sont les
connaissances minimales & avoir dans ce domaine. Mais il est bon d’en savoir un peu
plus (calcul matriciel, déterminants, par exemple).

Le contenu de ce chapitre constitue un préliminaire a une part importante de ce
qu’on a coutume d’appeler 1’ Analyse Fonctionnelle classique, « classique » signifiant
ici linéaire.

Cette branche des mathématiques, au moins dans ses aspects les plus élémentaires,
fait partie du bagage commun & tous les mathématiciens — aussi «purs», ou aussi
«appliqués » soient-ils — elle mérite donc un effort particulier.

Dans les chapitres suivants nous compléterons cette étude.

La partic «cours» stricto sensu est assez breve et facile, le reste du chapitre
étant consacré a des exemples nombreux et détaillés (pas obligatoirement faciles) :
a quoi serviraient des connaissances sur les applications linéaires continues si I’on ne
disposait pas d’exemples concrets ?

Vous n’étes toutefois pas tenu d’ apprendre par coeur tous les exemples !

De nombreux exercices sont 14 pour vous aider a assimiler le cours.

s Appliquer & une application linéaire la définition générale de la continuité traduit
une méconnaissance du cours, c¢’est trés mal vu . . .

= Réfléchissez a la question des normes atteintes/pas atteintes, ne serait-ce que
pour la raison futile suivante : cela tombe souvent aux examens . . .

& Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 2.1, 24,25, 2.6,3.1, 3.2, 3.3.

& Exercices complémentaires : 1.4,2.2,2.3,2.7.

Deux Lectures sont proposées. La premiere donne un résultat curieux sur les
isométries d’un e.v.n. sur un autre. La seconde donne des informations sur la notion
d’approximation d’un e.v.n. Elle intéressera davantage les étudiants qui se destinent
aux mathématiques appliqués, mais les «puristes» y trouveront matiere a réflexion
utile.

Nous rappelons que les Lectures sont facultatives et essentiellement destinées aux
« fanatiques » des mathématiques : les étudiants disposant de peu de temps, et ceux qui
ont de la peine a assimiler 1’essentiel, peuvent s’en dispenser sans inconvénient.

JE VOUS SOUHAITE UN BON ET STUDIEUX TRAVAIL
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w»n

Théoreme 3.1



CHAPITRE X

APPLICATIONS LINEAIRES
CONTINUES

1. CARACTERISATIONS DES APPLICATIONS
LINEAIRES CONTINUES.
L’ESPACE VECTORIEL NORME L(E, F)

Soient deux espaces vectoriels normés (en abrégé e.v.n.), (E, || - ||g) et (F, || - || r), sur
le méme corps des scalaires : K = R ou bien K = C.

Notations :

On notera L(E, F) le sous-ensemble de L(E, F') [voir les rappels d’Algebre
Linéaire en Annexe, & la fin de ce chapitre] constitué par toutes les applications
A € L(E, F) qui sont continues sur E entier. On écrit souvent Ay au lieu de
A(u).

On abrégera L(F, E) en L(E).

L’ ensemble L(F, K) s’ appellele dual topologique de F, etonle notera E' : ¢’est
1e sous-ensemble du dual algébrique E* de E constitu€ par toutes les applications
w € E* qui sont continues sur E entier.

Pour v € E et p € E* ou E’, on note souvent p(u) = (u, ).

On notera Zsom (E, F') 1e sous-ensemble de Isom(F, F) [¢f. Annexe] constitué
par toutes les applications A € Isom(F, F') qui sont continues sur F entier ET
telles que A~ : F — E estcontinue sur F entier. Zsom(E, E) sera noté GL(E).

5= Insistons sur le fait que :
[A € Isom(F, F), A continue sur E] =/ A € Zsom(E, F);
En effet, 'inverse d’une application lin€aire bijective continue sur F n’est pas en
général continue sur F'.

s Ne confondez pas isomorphisme d’e.v.n. [application linéaire bijective continue,
d’inverse continu] et isométrie linéaire [ A linéaire telle que || A(w)| = ||| pour tout
u : A est injective et continue, mais pas nécessairement surjective].

Mais si deux e.v.n. sont isométrigues, cela signifie, par définition [c¢f. Chap. I] qu’il
existe une isométrie linéaire de I'un sur Pautre. (R?, || - ||1) et (R?, || - ||oo) sont iso-
morphes, mais ils ne sont pas isométriques (vérifiez !).

Les propriétés générales des applications continues [cf. Chap. VII] nous permettent
d’énoncer sans démonstration les résultats suivants :

Proposition 1.1.

(1.1) L(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
(1.2) Si(G,|-|l¢)estunautre e.vn. sur K, si A € L(E, F) et B € L(F,G),
ona:BoAe L(E,G).
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Corollaire

L(E) est un sous-anneau, en fait une sous-algébre, de L(E).
(1.3) GL(F) estun sous-groupe du groupe GL(E) (le groupe linéaire).
(14) SiA € L(E,F):Ker(A) = A7'({0}) est fermé dans E.

Les applications linéaires £ — F', ol E, F' sont des e.v.n. sur le méme corps K,
possédent des propri€tés trés particulieres par rapport a la notion de continuité : leur
comportement est tres simple. L’étude des conditions de continuité améne & doter
I’espace vectoriel L(E, F') d’'une norme «naturelle », ou «canoniquie », trés utile.

Théoréme 1.1. (FONDAMENTAL)

Soient (E, | - |&), (F, || - ||F) des e.v.n. sur le méme corps K = R ou C. Soit
A € L(E, F). Les propri€tés suivantes sont toutes équivalentes :

(1.5) Aestcontinueenun point quelconque ug € F, par exemple au point ug = 0,
(1.6) A est continue sur E entier, c’est-a-dire, par définition : A € L(E, F),
(1.7) A estuniformément continue sur E entier, plus précisément : A est lipschit-
zienne sur F,

(1.8) Tl'image A(X) de toute partie bornée X de E est une partic bornée de F,
(1.9) ilexiste mréel > 0tel que: Vu € E : ||A(u)||lr < m.||ul -

Démonstration : Voir la partie DEMONSTRATIONS en fin de chapitre.
Ces démonstrations, tres simples, doivent étre connues du lecteur, ie. qu’il doit
savoir les retrouver rapidement. 4

Commentaires

1) Lorsqu’on cherche & démontrer qu’une application linéaire A est continue, on
majore || A(w)|| en cherchant a faire apparaitre m > 0 tel que || A(u)|| < m.||u|| pour
tout u € F, i.e. qu’on utilise (1.9) qui est le critére le plus pratique.

5= On ne revient jamais & 1a définition générale de la continuité :

“Ye > 0,dn > 0,Vu,v € F, etc.”
De méme, pour démontrer que A (linéaire) est injective on n’écrit jamais
A(u)=A(w) = ..., mais A(u) =0 = ...

Ce scraicnt des fautes de goiit impardonnables !

2) Une application linéaire continue est parfois appelée un opérateur. Cette termi-
nologie est classique, et vous pouvez 1’adopter, mais « application linéaire continue »
est plus prudent pour un débutant . . . Voir aussi Commentaire 1) page suivante, in fine.

Exemple 1.1. £ = C,([a, b], R), || fllec = max, | f(t)].

Soit s € [a, Y] fixé. Pour tout f € E, on pose : 65(f) := f(s). 5 est une forme
linéaire sur F, i.e. 65 € E*, appelée mesure de Dirac au point s, ou fonctionnelle
d’évaluation en s, ou charge ponctuelle en s. Démontrons que 6, est continue, -

Ve E:|6(f)=If(s) < arg?écb|f(t)| = || f|loo- Dans (1.9), m = 1 convient, et

donc 6, est continue (sur E). 4

b
Changeons d’e.v.n. en prenant F = Cq([a, ], R), ||fll1 = / | f(t)|dt. On va

prouver que 65 n’est pas continue sur F.
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Supposons qu’elle le soit, donc qu’il existe m > 0 tel que |6 (f)| < m.|| f||1 pour
tout f € F. Pour s € ]a, b| et n suffisamment grand, considérons 1a suite de fonctions
suivante :
fa(t) =0sit € [a, §— %], fa(t) =0sit € [s+ —71;, b], frn(s) = 1, et f,, est continue,
affine par morceaux ; f,, est un «chapeau pointu» [dessinez !].

On aurait pour tout 7 :

Be(f)l = [fu(8)l =1 <mllflli =m-%- [(s4+ 1) — (s~ 2)] =2, doben
faisant n — oo : 1 < 0, une contradiction !

Nota : si s = a ou si s = b, on doit modifier un peu les f,, (le voir). ¢

Théoréme 1.2. (FONDAMENTAL)

Pour A € L(E, F), onpose : v(A) := sup{ jﬁu%leF Ju€ E u# O}.

On a les égalités suivantes :
(1.10)

v(Ad)= sup [A(u)lr= sup [A(w)llF
ucE,||u|l<1 uwel,||u||<L1

= sup |A®@)||F= % x sup | A(w)| F, pour tout p > 0
uel,|lull=1 uel, |lull<p
sup LAM@IF
ueF,u#0 ”u”E
=inf{mréel > 0 /Vu € E : |A(w)|lr < m.|u||e}

(1.11) La fonction A € L(E,F) — v(A) € R est une norme sur I’espace
vectoriel L(E, F'). On I’appelle 1a norme naturelle de L(E, F').

Démonstration : Voir la partic DEMONSTRATIONS en fin de chapitre. Ces vérifications
(plutdt que « démonstrations ») doivent étre connues. 4

Notations :

Sauf mention explicite du contraire, I’espace vectoriel L(E, F') est toujours supposé
muni de la norme A +— v(A). On peut donc parler de I’e.v.n. L(E, F') sans préciser
davantage. On notera v(A) = ||A|| (&, F), ou simplement || A|| 1a norme naturelle de
L(E, F).Lanorme de L(E,K) = E’ seranotée || - ||" au lieu de || - || (z,k)-

L’inégalité fondamentale

Puisque | A|| = inf{mréel > 0 /Vu € E : | A(uv)||Fr < m.||u||g}. et comme la
borne inférieure est le plus grand des minorants, on a I’ inégalité fondamentale suivante :

12 [Vue E: [A@)lr < [l aer)-luls

Commentaires

1) La propriété (1.8) du Th. 1.1 §’exprime souvent en disant que « A est bornée », puisqu’elle
envoie les bornés de £ dans les bornés de I, Cela ne signifie pas que A(E) = Im(A) est bornée
dans F', puisque c’est un espace vectoriel ! ! ! A partsi A = 0, oubiensi F = {0}, A(F) n’est
Jjamais bornée dans . Cette notion d’ application linéaire bornée (<= continue) est donc tout a
fait distincte de la notion générale d’ application bornée définie dans le Chap. I, findu § 3, « Un
exemple important d’espace métrique ». Pour éviter toute confusion , nous ne ferons pas usage
de cette terminologie ici.

2) Les inégalités (1.12) et (1.13) ci-dessous, particulidrerment intéressantes, ne sont pas vraies
pour une norme quelconque sur £L(E, F') 1 D’ol1 I’intérét de 1a norme « naturelle » v .. .
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Par exemple, si I’on prend F = R? muni de Ia norme || - || et si I'on identifie L(F) aux
matrices carrées 2 X 2 muni aussi de lanorme || - || o, il n"est pas difficile de trouver A, B € L(E)
ety € Etels que [|A(u)]| > [|All.||u]l et | Ao Bl > || A].|| Bl
[pour A prendre la matrice de coefficients 1, 2, 3, 4, pour B tous les coefficients égaux a 1, et
uw=(1,1)1

3) Le sup dans I’expression de || A|| z(z, ) ne peut pas Etre remplacé par un max en
général. Nous rencontrerons vite des exemples.

Si I’on peut remplacer sup par max, ie. §’il existe u € E,|u| = 1 tel que
| Al = ||A(@)||, on dit que la norme est atteinte, sinon on dit qu’elle n’est pas atteinte.

Pour calculer ||A| on calcule le sup de ||A(u)| pour v € B(0,1[, ou pour
u € B(0,1], ou encore pour u € S(0,1) : en fait u — [|A(u)|| = (|| - || o A)(w)
est une fonction convexe, et le sup d’une telle fonction sur un convexe ne peut étre
atteint (s’il 'est!) que sur la frontiere du convexe [¢f. Chap.VI, Exercice 1.7], ici
S(0,1): ||A|| = sup ||A(u)|| résulte donc d’un principe général.

llull=1

4) (1.12) dit que A est plus qu’uniformément continue sur E entier : elle est

lipschitzienne de constante || A|| sur E ; en effet :
[ A(u) — A@)| = |A(u — )| < [|All-]lu — o]l.

5) Etant donnés des espaces vectoriels F, F, on sait construire des éléments non nuls de
L(E, F) aT’aide de bases (au sens algébrique) de F et F' [I"existence d’une base pour tout e.v. a
été admise en D.E.U.G, on continuera 4 I’admettre]. Pour L(E, F) on ne dispose pas d’ argument
de ce type, et on ne pourra pas en fait affirmer ici que L(F, I") contient dans le cas général autre
chose que la fonction nulle ! On démontre que L(E, F) est effectivernent assez « gros » mais
que — toutefois — L(E, I) #£ L(E, F) si dim(E) = oo et dim(#") > 1 (en particulier £’ # E*
si dim(£) = 00). Voir un cours d’analyse fonctionnelle de Maitrise.

Proposition 1.2. (TRES SOUVENT UTILE)

Soient (E. ||-||&). (F, |- IlF), (G, ||- ||c¢) des e.v.n. sur le mEéme corps K. Soient
Ae L(E,F)et Be L(F,G) : onsait [Prop. 1.1 (1.2)]que Bo A € L(E,G);
on a I’'inégalité :

(1.13) | IB o Allge,ey < 1Al e, ry-I|Bllero)

Démonstration : D’apres 1’inégalité fondamentale ci-dessus appliquée deux fois de
suite : Vu € F :
|(B o A)(u)lle = IB(A(u))lc
<|Bller.c)-lA)IF < IBllcrey-ll Al ez, py-llul &
On applique le Th.1.2 :
B o Al z(e.6) = sUPuek,juj=1 (B o A)(u)llc
< || B All- supye g, juj—1 llulle = [|All.|| B]- ¢

Corollaire 1.1.

Soit A € L(E). On peut définir les puissances entieres de A par : A° := Idg
(I’identité sur E), A! := A, A? .= Ao A, et, par récurrence : A" := Ao A"!
pour tout entier 7 > 1. Ona: ||Idg| ¢(g) = 1, et pour tout 7> 1

114 1A ey < (1Al gmy)™

Démonstration : ||Idg|| = supucp,|juj=1 [dE(v)|| = suPueg juj=1 llull = 1.
|A™|| < ||A||™ est évident par récurrence et Prop. 1.2. ¢

& Exercice 1.1. (facile) Soient (F, || - ||g) et (F, || - ||r) des e.v.n. réels, et soit A: E — F
une application additive et bornée au sens suivant :
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() Yue€EB,Yv€E:Au+v) = A(u) + A(v),
@) IMréel>0,Vu € E: |ul| £1 = ||A(u)| £ M.
Démontrez que A est une application linéaire continue, i.e. que A € L(F, F).

Proposition 1.3.

Soient (E, || - |£), (F, || - ||F) des e.v.n. sur le méme corps K.
Soit A € Isom(E, F') (supposé non vide).
A € Zsom(FE, F) si et seulement si : il existe m, M réels > 0 tels que :
Vue E:mllule < | A@)lr < MJullz.

Démonstration :

Il suffit d’appliquer le Th.1.1 (1.4); si A € Zsom(E,F) : A € L(E,F) et
Al € L(F,E); donc il existe C > 0 tel que Vu € E : ||A(uw)|| < C|lul, et il
existe ¢ > 0 tel que Vo € F: |A71(0)|| < ¢||v-

Soit u € E arbitraire, et soit v = A(u), soitu = A~ (v) :

1A= (A@)) || = llull < ell Al dod : |A(u)l| = Ellu]l-
On prendra m = % et M =C.

La réciproque invoque les mémes arguments.

Nota : ¢ et C sont > 0, sinon A ou A~! serait nul, donc certainement pas dans
Zsom(E,F)! 4

s= On se gardera bien de croire que ||A—1||L(F’E) = ||A||L1(E =~ = ||}l|| '

Ona simplement : 1 = |dp] = l40 A~ < AL A d'0d: A7) = et
1

Al > =1 -

1A= ey

D’ailleurs, pour A € Zsom(E, F), le produit || A||.||A7Y|| := cond(A) > 1 est une
quantité importante en analyse numérique ; on I’appelle le conditionnement de A .

Théoréeme des formes linéaires a noyau fermé

On sait, Prop.1.1, que si A € L(FE, F) : Ker(A) est fermé dans E.Si A € L(E, F)
est telle que Ker(A) est fermé dans FE, il n’y pas de raison pour que A soit continue
(penser 2 A € Isom(E, F) non continue : Ker(A4) = {0}) ...

Mais le résultat est vrai pour les formes linéaires, et ¢’ est extrf€mement important.
11 est 2 noter qu’en général Im(A) peut étre fermée, partout dense . . . ou rien du tout.

Théoreme 1.3. (IMPORTANT)

Soit (E, |||y une.vn. sur K = Rou C, etsoit ¢ € E* = L(E, K). Si Ker(¢)
est fermé dans F :  est continue, i.e. appartient 3 £/ = L(E, K).

Démonstration : Elle est élémentaire, mais nullement triviale. Voir DEMONSTRATIONS
en fin de chapitre. 4

Commentaire - On sait [cf. Annexe] que pour ¢ € E’ : ou bien ¢ = 0, auquel cas
Ker(yp) = F, ou bien ¢ # 0, auquel cas Ker(() est un hyperplan. On sait d’autre part
[Chap. V] qu’un hyperplan H est soit fermé dans F i.e. adh(H) = H, soit partout
dense dans F, i.e. adh(H) = E.

D’apres les Th. 1.1 et 1.3, étant donnée ¢ € E*, » # 0, on a 1’alternative suivante :

o Ker(y) partout dense dans E <= ( est discontinue en tout point de F,

o Ker(p) fermé dans E <=>  est continue en tout point de F.
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Un calcul de distance

Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K= R ou C. Soit ¢ € E’, ¢ # 0, et soit o € K.

Nous allons démontrer que la distance d’un point v € E a I’hyperplan fermé
H = {v e E [ y(v)=a} est donnée par :
lo(u) —of

[leell
Démonstration : Vv € H : p(u —v) = ¢(u) — p(v) = p(u) — o, et par (1.12) :
o — )| < llgl"llu— oll, d’od : Jp(u) — o] < [lgll"Ju — o]l Donc :

o le(w) —a]

(1.15) Formule d’Ascoli :|d(u, H) =

lp(u) — & < ||l d(u, H), en prenant inf, ¢, soit : d(u, H)

lo(w) lleoll”
Ensuite, ||o]|" = sup,,¢ E\{0} (ﬁuz)lﬁ ¢t donc [borne sup.] pour tout entier n assez
grand il existe wy, € E tel que: 0 < ||’ — + < |s|0(wn)| _

|wall
Considérons le vecteur : v, = u— % wy, [nassez grand pour que p(wy ) # 0,
n
cf. le choix de wr]; 0ona: o(v,) = p(u) — (p(u) —a) = o, d’ ot : v, € H. Donc :
lo(u) — o lo(u) — o
d(w, H) < lu— v ]| = D=0y, ) < W =l
|o(wn) leell” = 5
tendre . vers I’infini pour obtenir d(u, H) < ML(’)O”_,—QJ
Faute de connaissances (espaces complets, espaces compacts), nous ne pouvons pas
aller plus loin pour le moment dans 1’étude des applications linéaires continues.
C’est un peu dommage . . . mais ce n’est que partie remise. En attendant, nous allons
donner un bon nombre d’exemples instructifs. Auparavant, nous allons admettre un
résultat du Chap. XIV pour démontrer un résultat utile ici.

Il suffit & présent de faire

, et la formule est prouvée. ¢

Théoréme (provisoirement admis : ¢f. Chap. XII, Th. 2.3. ou Chap. XIV, Exer. 2.9.)
Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.
Attention ! Il s’agit des normes, pas des distances !

Proposition 1.4.

Si E est un e.v.n. de dimension finie, et si F' est un e.v.n. quelconque, tous deux
sur le méme corps, toute application linéaire A : £ — F est continue,
Autrement dit, dans cette situation : L(E, F) = L(E, F).

Démonstration : Soit (ey, . . ., e,) une base de E. Tout u € E s’écrit d’'une maniere
n

unique : u = Y. &e;. La fonction u +— ||u|| = max |&;| est une norme sur E
=1 Sesn

(évident).

Considérons pour tout 5, 1 < j < n, la fonction 97 : E — K, u — &;; 97 est
évidemment linéaire (on I’appelle « forme linéaire coordonnée »), et elle est continue

sur (B, [+ ): Vs € B[99 ()| = 65| < max [&] = [lull, et de norme [[9] o < 1.

Comme toutes les normes sont équivalentes sur F, les W sont continues sur F
indépendamment de la norme de F.

Soit a présent A € L(E, F) :
lA(u)llF = IIA(;W(U)%)IIF = |l ;W(U)A(ei)llF < ;1 | ()] Ale:)l| P

< Linjl [ Nlull-Afed)llF < (:Z1 [A(e)l 7)-llull,
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n
et donc A est continue de norme || 4| < > || A(e;)|| 7, pour toute norme || - || 7 sur F'.
=1

A est donc continue pour toutes les normes possibles sur F' et sur F'; bien entendu,
|| A|| dépend des normes choisies. 4

& Exercice 1.2, (trds facile, résultat utile) Soit (E,|| - ||) un e.vn. sur K = R ou C.
Démontrez. que I'application A : £ — L(K,FE) [= L(K, F) d’aprés la Prop. 1.4] définie
par V) € K : [A(u)](X) = Au est une isométrie linéaire surjective.

On identifie souvent F et L(KK, E') grice a cette isométrie (notamment en calcul différentiel).
Les éléments de L(IK, E) sont parfois appelés contravecteurs : on identifie donc vecteurs et
contravecteurs.

& Exercice 1.3. (facile) Soit (E, || - || g) [resp. (F,]|| - |[r)] une.v.n. sur le corps K (K = R
ou C), etsoit (E, || - || ) [resp. (¥, ]| - || )] son dual topologique naturellement normé.

E x Fet E' x F' sont des espaces vectoriels sur K pour les opérations usuelles sur un
produit. On munit £ x F de la norme ||(u,v)||exr = max{||u|g, ||lv||r}. et B’ x F' de
Ia norme ||(¢, Y)|exr = ||l¢|ler + ||¥]| 7 Enfin, (E x F)' est muni de la norme naturelle
)" = sup{|¥(u, v)| / I(u, V)l Exp < 1}

A tout (¢,¢) € E' x F' on fait correspondre f(y,9) = & ou & est définie par :
®(u,v) = p(u) + ¢Y(v) pour tout (u,v) € E x F.

1) Démontrez que € (FE x F'). Démontrez que f : E' x F' — (E x I} estune application
linéaire et continue. Démontrez que f est surjective.

2) Démontrez que f est une isométrie.

Conclusion : on peut identifier les e.van. (E x F) et E' x F’ (en prenant soin de prendre les
normes conune décrit ci-dessus). On écrit souvent : (E x FY m~ FE' x F'.

& Exercice 1.4. (facile) Soit (F, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C, et soit U une partie de E.
Démontrez que si 'on a:

VueU,Jp>0VveE:||v|<p = utvelU

U estun ouvert de E.
Soit (F, || - ||) un autre e.v.n. sur le méme corps. Utilisez le lemme ci-dessus pour démontrer

que I'ensemble :

I={AeL(EF)/Im>0IM>0Vu€E:mlu| <|Aw)| < M.|u|} estun ouvert
de L(E, I).

(m et M dépendent bien entendu de A).

2. EXEMPLES

Exemple 2.1. Reprenons I’Exemple 1.1 et calculons ||é5]|” pour 6s € E’. On a vu
queVf € E:6s(f)| < || flloo ; donc d’apres la dernidre égalité de (1.10) : ||65]" < 1.
En supposant qu’on ait majoré finement, on peut penser que ||65||” = 1. En effet, soit
g une fonction telle que g(s) = 1, ||g]lec =1 :

1651l = suPser | fllo=1 6s(F)] = suPseg, =1 | F(8)] > lg(s)] = 1.

Donc : ||6¢||” = 1. Pour g on peut prendre, entre autres, la fonction 1 constante égale
al. ¢

& Exercice 2.1. Soit E = Coo{[a, b],R),0la < b. Onse donne s, ttelsque a < s <t < b.
On pose ¢ = 65 + & ety = §, — 8; (65 défini dans les Exemples 1.1 et 2.1). Déterminez ||¢|’,
411"

b
Exemple 2.2. E = C([a, b],R),a < b.Onpose pour f € E: p(f) = / F(t)dt.
La linéarité de I’intégrale implique que ¢ € E*. ¢
b b b
vie B oDl =| [ 1®dl < [15old < mas |50)] [ de = -}l

a a
Donc ¢ est continue de norme ||¢||” < b— a.
Considérons d’autre part la fonction 1 qui vaut 1 sur [a, ] :
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b
loll” = supse g, =1 lo(H)] 2 le@)] = I/ dt| =b—a.

Par conséquent |||’ =b— a. ¢
Exemple 2.3. Méme cadre que 1’Exercice précédent. On définit A : F — F par :
Ve EVtE [ab] : [ACH](E) = / (5) ds.

Le cours sur I’intégration de D.E.U.G. (intégrale fonction de sa borne supérieure) nous
permet d’affirmer que Vf € E : A(f) a un sens et appartient bien & E. La linéarité de
A résulte de celle de ’intégration, etona : A € L(E).

Vfe E,Vte|a, b]

Aol =| / ras] < [ 176N ds < o 110 [ as
max [f(s)]-(t — a) < [|flloo-(b — @)
cart <b — n<1ax lf(s)] < rélax | £ (s)]-
Done, Vf € E : [A(f)llec = max, [[ANIO] < (b~ a)-|flleo-
A est continue, A € L(FE), de norme || Al z(gy < b— a. Vérifions que ||A|| =b— a.
Al = subsegp,jf o=t 1A oo = | A(1)] 0. Mais :
t i
[A(D](¢) = / 1(s)ds = / ds=1—a,et
IAM)leo = max |[AQ)(t)] = max |t ~a| =b—a.
Par conséquent, || Al z(gy > [|A(1)]|lec = b — a. En définitive : ||Al|z(z) =b— a. ¢
Exemple 2.4. Soit (E, (:|-)) un espace préhilbertien réel, et soit @ € E. On pose
pour tout u € E : p(u) = (a|w). Vu,v € E,VA, peR:
w(Au + pv) = (a|du+ pv) = Malu) + plalv) = dp(u) + pp(v) [bilinéarité du
produit scalaire (-|-)], d’ot ¢ € E*.
Vu € E : |p(u)| = |(e|u)] < |la||.]|u|| Inégalité de Cauchy-Schwarz, Chap. II (5.8)],

et donc ¢ est continue de norme ||||” < ||al|-
Aprésent,sia =0,p=0c¢t ||¢||'=0.Sia#£0,ona:

U a ) s
fell = supae o LG > LRI — o Droa : gl = fal. ¢

Exemple 2.5. Applications linéaires de rang fini

Soient E, F des e.v.n. sur le méme corps K (K = R ou C). On se donne v € F,
v#0,etp € E,p#0.0ndéfinit A: E — F, qu’onnote v ® , par :

Vu e E: (v® g)(u) = p(u).v = (u, p).v.

 étant linéaire, et d’apres (a+ §).v = o.v + B.v, Aestlinéaire: A € L(E, F).

C’est une application de rang 1 : Im(A) = [v], et Ker(A) = Ker(y).
Yue E:
AW F = llp(w)-ellr = le(@)l-lvllF < llolle-
donc A € L(E. F), avee || All e, < lollr-llgll -

Il serait maladroit d’essayer de travailler comme dans les exemples précédents, alors
qu’on a trés simplement :
Al = SUPyep, [lull=1 lA() = SUDycF, fful|=1 le ()l

= ol WP a1 l2)] = loll il

Ona:||Alleemr = llv @ ¢llee,r = 0l Fllglle-
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On peut aussi envisager des applications linéaires du type suivant : vy, ..., v sont
des éléments non nuls de F', ¢, - - ., @ sont des éléments non nuls de £, et Ay, ...,
A sont des scalaires, soient 3 x [N données ; on pose :

Vue E: A(u) := < Z )\k(vk ® i) (uw) = <%:<N Mewr(u). vk

A € L(E, F) est évident, et A est contmue
VueE:[Allr=|| X el < X Dl llesl’
1<k<N 1<k<N

denorme: || Allzg,ry < 2. |Akl|-llerllz-l|vk ]| - On ala un exemple d’application
. 1<k<N

linéaire de rang fini (< N Y continue.

Si dim(E) < +oo, tout A € L(E,F) = L(E, F) [¢f. Prop. 1.4.] peut s’écrire
A= 3 (ve ® k).

1<k<N
Soit en effet IV 1a dimension de E, et soit (eq,...,en) une base de E. Tout v € E
s’écrit, d’'une maniére unique, v = ». &gek et u — £ est une forme linéaire

1<k<N
continue sur E, notée ¢* [Voir la Prop.1.4].

A présent A(u) = Z §k-A(€k) = Z ¢k(u) Alex) = %;N(wk @ P*)(u),
en posant wg = A(ek) D’oﬁ le résultat 0 -

Exemple 2.6. Poids, noyaux, moments

On considere E = Coo([a, b], R). Soit p un élément donné de E, appelé poids.
On définit ¢ : £ — R par: b
Vi e Brg(f) = [ rep)d.

Il est clair que ¢ € E*,etona:

b b b
el =1 [ 1@rpe) dt] < max 1101 [ o0l de = ([ )] )1
a b == a a

Donc ¢ € E’ avec ||| < |p(t)| dt.
Si p(t) > 0 ou p(t) < 0 pour tout £ € [a,b], il est facile de démontrer que

el = [ lootae:
@ b

par exemple i p > 0, [l = sup e ipjma [0 > le(D] = [ lo(®]dr, v 1
est 1a fonction constante égale 3 1 ; si p < 0, on prendra —1 au lieu de 1.

Si p n’est pas de signe constant, il peut osciller fortement, et il est alors beaucoup
b

plus délicat de démontrer que |||’ = [ |p(¢)| dt. Ontrouve des tas de démonstrations

a
non élémentaires ou passablement compliquées dans la littérature ; en voici une tres
simple et élémentaire due au Prof. I. Maddox (Queen’s Univ., Belfast).
Vn entier > 2 :

HI(1 + n|p(t t + n
/|p(t)|dt ) 1|+( nplp( A g /1+|p 2)9|t at /1+(ntpt
t np__ + _Z[
/ai_%dt—l-gp(l |p|) / = dt “90“ ”1 +np ”

lp®)] 1 ol -
car 1 + nlp(t)| > n|p(t)] = TF n[p@)] <t Hl—l-—nm”m <1,dou:
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b b
/ [p(t)] dt < %(b—a)+||gp||’,eten faisant tendre n2 vers l’inﬁni:/ lp(t)| dt < |leoll’-

Donc, finalement :

b
lloll” =/ |pft)| dt pour tout p € E| 4

Soit maintenant une fonction K € C([a,b] % [a, b], R) qu’on appellera un noyau .
On définit A : £ — E par: b
V€ E,Vs ¢ lab] : [A(F)(s) = / K(s,).£(t) dt

On a bien [théorie élémentaire des intégrales] : A(f) € E, et A € L(E).
b
Posons M := max / | K(s,t)|dt.Ona:
a<s<b J,

b b
AN < [ 1RGO de < mas 170 [ 1K s,
b
< [ 1K (s, )l de x [ llcn o

Ao = max |[A(F)](s)] < max / |K (s, )| dt x || flloo = Mllflloo
Donc A € E(E) et |Allceey < M On va démontrer que || A|| =

s € [a,b] — / | K (s,t)| dt est une fonction continue par rapport 3 s [résultat de
D.E.U. GJ et donc [autre reSultat de D.E.U.G, ou Chap. XIV] il existe so € [a, ] tel

que/ | K (so,t)|dt = max / |K(s.t)|dt =
Considérons 1’ apphcauon suivante : Vf € E : ¢(f) := / K{(so.t).f(t) dt.

1 est une forme linéaire sur E qui est du type étudié ci-dessus, avec un poids
p(t) = K(s0,t) (so est constant). On en déduit que ¢ € E’ et que sa norme est :
b

Iyl = / K (50, 1) dt.

A présent, pour tout € > 0 arbitraire fixé, il existe [borne sup.] f. € FE telle que
b

I lle < Letelie que: 4(72) > 9l — = [ 1K(s0,0)]dt—e.

Posons : A(fe) := ge; )

1 Allzcmy = lA(felloo = llgelloo = ge(s0) = [A(fe)](50) = / K(so,t) fe(t) dt
Soit || Allg(my = P(fe) = M — €, d’ou enfin le résultat :

b
I 4lecr) = mex, [ 1K(s.0)|de|¢

Application : Soit g € E une fonction donnée. On suppose que : V. € N on a :
b

/ t".g(t) dt = 0. On va démontrer que g est identiquement nulle sur [a, b].
a b
Les quantités [ t".g(t)dt,n =0,1,2,...,sontappelées les moments de g ; ce qu’on

a
veut démontrer, ¢’est qu’une fonction dont tous les moments sont nuls est nulle.

Considérons g comme un poids (noté p ci-dessus) : / t".g(t)dt = 0= (t™)
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[ de ci-dessus ; d’autre part on devrait noter (t +— ¢™), mais 1’abus d’écriture n’est
pas gravel.
Notons P = P([a, b], R) le sous-espace de E des fonctions polynémes restreintes 2
[a, b]. D’apres le Th. de Weierstral [cf. Chap. IV] P est dense dans E. Soit P € P :
P(t)=ao+ait +axt? +---+ayt";ona:

o(P) = aop(1) + arp(t) + az(t?) + - - - + ane(t™) =0
Donc ¢ coincide avec la forme nulle 0 € E’ sur P partout dense dans FE, et par

conséquent, ¢ = 0 [Chap. VI, Th. 23]. D’ou: ||¢|' =0 = / |g(t)| dt, d’apres ce

qui précede, et comme ¢ — |g(t)| est continue > 0, on en déduit que g = 0 sur [a. ]
[¢f. Chap. II, Exercice 3.1]. 4

& Exercice 2.2. (assez difficile) Soit F = C;([a. b)], R), muni de la norme :
b b

£l = / |£(£)| dt. On considere 1a forme linéaire f — (f) = / f(&).pt)dt.oup € E

a

(3

est fixée. Démontrez que |[¢||" = ||p]lcc = MaXa<t<p |P(L)]-

Exemple 2.7. Une forme linéaire continue dont la norme n’est pas atteinte sur la
sphere unité.

Soit E = co = co(R) I’espace vectoriel des suites de réels u = (£1,&2,...,&n,-- )
convergentes de limite 0. F est normé par ||u)|oo = max |€]- On définit  : £ — R

oo neN*
1
par (p(’u) = Zl o7’ &n-
n—
Vu € E, p(u) est bien définie comme somme d’une série absolument convergente :

Ifl’” '571! < 71,7 - ||| o> pour tout n > 1, et’ona:
1

oo =
1
()l < llulloe 22 5m = 5 Z i llulloo = llulleo.
n= 2

Il est clair que ¢ € E*, et on a : ¢ est continue (¢ € E’), de norme |¢|’ < 1.
Cette norme est en fait égale 2 1. Soit en effet (u,), p > 1, la suite d’éléments de F
définie par : u, = (1,1,1,...,1,0,0,...) avec p fois 1, tout le reste nul. u, € F et
||p||oo = 1 pour tout p; on a donc :

) { 1 1-—2 _
lell” = o(up) = Z =g X5 -1 —1-27

<n<p 2

Et|el’>1— 2_7’ pour tout p > 1 implique |||’ > 1, d’ou: ||¢||’ = 1.
Démontrons a présent que 1’existence de u € E'tel que ||ul|ee < Let||p]|” = p(uw) =1
est contradictoire.
Supposons le contraire et soit v = (&1, ..., &y, - . .) un tel vecteur.
Puisque nlergo (€,) = 0, il existe un entier N tel que Vi > N ona: [€,| < % ; mais

alors :
_ _oo 1 _N—l oo 1
1_90(/“)_21271)(&71—2_:1271)(&714‘ Z:N2n><§n
N—1 o) o) N—1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<Z2n+'22'2T=72'2T+2-Z'2T=-2+-2(1—27v_—1)<1

1 < 1 contradiction ! ¢
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Conclusions pratiques :

Soient E, F des e.v.n. sur K =Rou C, et soit A € L(E, F).

Pour prouver que A est continue, on essaie de prouver qu’il existe un réel m > 0
tel que ||A(uw)||p < m.||ull g pour tout u € E, i.e. (1.9). On ne revient jamais 2 la
définition de la continuité d’une application quelconque !

Pour prouver, au contraire, que A est discontinue, on essaicra de trouver une suite
(un) de E telle que ||u,|| = 1 (ou < 1) et telle que nh_}n;o | A(ur)|| = oo (lim sup au
licu de lim suffit), i.e. qu’on nie (1.8).

Dans le premier cas (continuité) A est continue et on a || Al| (g, 7y < m. Bien sir
m n’est pas généralement || A|| (!). Mais si I’on a majoré finement on a des chances
pour qu’il en soit ainsi (sinon, il faudra majorer plus finement . . . ).

Pour démontrer 1’égalité on cherche, € > 0 arbitraire étant donné, un u,. € E tel que
lue|| = 1 (ou < 1) ettel que ||A(ue)|| > m—e;onaalors ||A]| > ||A(ue)|| > m—¢,
pour tout £ > 0, soit || A|| > m, et donc, || A|| = m. On peut aussi chercher ue # 0

, U,
(sans s’occuper de sa norme) tel que I E|| > m — E.
£

Exceptionnellement (puisque le «sup » n’est pas un « max » en général), on trouvera
directement v € E tel que ||v|| =1 et || A(v)|| = m. ce qui régle le probléme. Dans le
doute, il est plus sage de démarrer sur Ve > 0, ctc.

« & Exercice 2.3. (facile, a faire plutér aprés le Chap. XII (séries dans les e.v.n. ))
Soit @ = (au, @y, . - -, O, . . ) une suite de réels bornée : ||a||cc = SUDene (O] < 00,
On considere ’espace E = ¢2 des suites de réels de carré sommable :

v= ({1,691 &ny-..) € E & i({n)2 < oc.

. (&) n=1
On norme E par: ([Jull2)? = > (&)
n=1
Pour tout w € F, onpose : A(u) = (01.&1, 0a-€oy -+, Qpby -+ ).
1) Démontrez qu’on définit ainsi une application linéaire continue A € L(E), et que
| Al ¢e,F) = ||allo- Cette norme est-elle toujours (parfois, jamais) effectivernent atteinte pour
unu € Etel que ||u|| < 1 (suivant a) ?

2) Démontrez que A € Zsom(E, E) = GL(E) si et seulement si sup, ¢y al | < .

& Exercice 2.4. (assez facile) Soit I'e.v.n. E = Coo([—1, +1],R), avec sa norme usuelle :
| fllo = max_1<t<41 |f(t)|

0 1
Pour tout f € F onpose : (f) = / f(@)dt— / f(t)dt.
-1 0

1) Vérifiez que ¢ € E' et déterminez ||¢||'.

2) Démontrez qu’il n’existe pas g € F telle que ||g]lc = 1 et [|¢]| = ¢(g).

& Exercice 2.5. (facile) Soit (E, || - ||z) un e.v.n. réel et soit p € E', 0 # 0.

1) Démontrez qu’il existe a € E tel que p(a) = 1. On note [a] le sous-espace vectoriel de F
engendré par o : [a] = {Xa / X € R}. Dites pourquoi les sous-espaces vectoriels [a] et Ker(¢)
sont fermés dans E.

2) On définit une application A : E — EparVu € E : A(u) = ¢(u).v [A = a ® ¢ avec
les notations de I'Exemple 2.5]. Démontrez que A € L(FE) et déterminez || A| ¢(g). Déterminez
A% = Ao Aainsi que (Idp — A)? [Idg est I'identité sur E].

3) On munit le produit cartésien I = Ker(¢) X [a] de 1a norme :

(%, Aa)llr = llvlle + [Ml-l|al|&.
Soit A : E — F I'application définie parVu € F : A(u) = (u —(u).q, go(u).a).

Démontrez que A est un homéomorphisme linéaire.
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4) Démontrez que I’application b : [a] — R définie pour tout A € R par h(\a) = X est
un homéomorphisme linéaire (1a norme sur [a] est la norme induite par || - ||z). On note p
Papplication F' — [a] définie par p(v, Aa) = A.a pourtout (v, A) € F.

Démontrez que ¢ = hopo A. Démontrez que I'image ¢(U') de tout ouvert U de E est un ouvert
de R (toute forme linéaire continue non nulle est ouverte).

& Exercice 2.6. (facile) Soit E/ un e.v.n. réel ou complexe, et soit ¢ € E*. On suppose que
pour toute suite (u,) de E telle que lim(u,,) = 0 1a suite (z,b(un)) est bornée. Démontrez que
1) est continue sur F (raisonnez par contradiction).

& Exercice 2.7. (assez difficile) Soit E = Coo([0, 1], R) muni de la norme

I fllo = maxp<t<1 | f(£)]. Pourtout f € E onpose: o(f) := / f(t)dt, etpourtout n > 1:

en(f) = an( )

Démontrez que ¢ et ,, sont des formes linéaires continues sur F ; calculez leur norme ||¢||" et
l@n - On pose : 9, = @ — ¢n. Démontrez que Vf € E : hm (z,b"(f))

Démontrez que |4, ' = 2 mais qu’il n’existe pas g € E, ||g||oo < 1, telle que ||1,ZJ"||’ = |[¢¥n(9)|
(pour tout 1 fixé€).

3. CARACTERISATIONS DES APPLICATIONS
MULTILINEAIRES CONTINUES

Nous nous contenterons d’examiner les applications bilinéaires, les résultats
s’étendant sans autre difficult€¢ que celle des notations aux applications tri, quadri,

., n-linéaires. Les applications multilinéaires continues sont d’usage constant dans
Ie cours de calcul différentiel (dérivées d’ordre > 2).

(3.1) Rappelons qu’une applicationd : £ x F — G, ou F, F, (G sont trois espaces
vectoriels sur le méme corps K = R ou C, est dite bilinéaire si :

(3.1.1) Vw € F fixé, I'application b(-,v) : E — G, u — b(u, v) est linéaire, et :
(3.1.2) Vu € FE fixé, I'application b(u,-) : F — G, v — b(u, v) est linéaire.

(3.2) Onnote B(E, F; G)oubien L(E, F'; G)1’ensemble des applications bilinéaires
définies sur F x F' 2 valeurs dans G. Ici on notera B(E, F'; G). Bien noter la virgule
entre E et F, et le point virgule entre F et G.

Si G =K, on dit plutdt forme bilinéaire.

= On se souviendra que B(F, F;G) n’a rien 2 voir avec 1’espace vectoriel
L(E x F,G) :

Exemples 3.1.

a) Soit 5 € Rdonné, 5 # 0: b(§, ) := (B.€.n définit un élément de B(R, R; R) qui
n’appartient pas 3 L(R x R, R).

b) Soienta € R, 5 € R, # 0, 5 # 0: A(§, 1) := o + [Bn définit un élément de
L(R x R, R) qui n’appartient pas 2 B(R, R; R).

SiT’on pose : (by + b2)(u,v) = b1 (u, v) + ba(u, v) et (A\.b)(u,v) = A.b(u,v), on
munit B(F, F; G) d’une structure d’espace vectoriel sur K.

Supposons maintenant que (E,| ||g), (F | - |r). (G| - |lc) sont trois e.v.n.
sur K. On met sur £ x F une des normes usuelles sur un produit cartésien, par
exemple : ||(u, v)|| gx r = max{||u| g, ||v|| r }- On peut alors parler de la continuité de
be B(E,F;G)sur E x F.
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(33) On notera B(E, F;G) ou bien L(E, F;G) 'ensemble des applications
bilinéaires continues sur E x F : B(E, F; G) est clairement un sous-espace vectoriel

de B(E, F;G).
Proposition 3.1 IMPORTANTE)

Les cing asscrtions suivantes sont équivalentes :
(3.4) bestcontinue sur E x F,i.e.be B(E,F;QG),
(3.5) b est continue au point (0, 0), I’origine de E x F,
(3.6) best bormée sur Bg(0, 1] x Br(0,1],
(3.7) bestbomée sur Sg(0,1) x Sr(0,1),
(3.8) ilexiste m réel > 0 tel que :

V(u,0) € B x F: |b(u, v)llc < m.llullz-l[o]r-

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS ci-apres. 4

Commentaires :

1) Comme pour les applications linéaires, l¢ critére pratique est (3.8). Pour prouver
que b n’est pas continue, on utilise souvent (3.6) en trouvant une suite (u,,, vn) telle
que || (un, v )|| < 1 et lim ||b(un, vn)|| = oo.

2) Notez que pour A linéaire sur £ x F la continuité s’écrirait :
| A(u, v)|| < m.||(u, v)||ExF : comparez avec (3.8).

3) Si I’on compare la Prop. 3.1 et le Th. 1.1 on constate qu’il manque une
caractérisation importante dans la Proposition : on n’a pas la continuité uniforme sur
E x F. Ce n’est pas étonnant car on sait déja (D.E.U.G.) que (s,t) — s, RxR — R
n’est pas uniformément continue sur R x R, ne serait-ce que parce que s € R +— s? nest
pas uniformément continue sur R. En modifiant convenablement la démonstration de la
Proposition, il n’est pas difficile de montrer que b continue est uniformément continue
sur toute partic bornée de E x F'.

& Exercice 3.1. Prouvez qu'une application b € B(FE, F;G) non nulle n’est jamais
uniformément continue sur E x F.

w5 Encore une mise en garde! Si b € B(E, F; G) est continue, les applications
linéaires b(u,-) et b(-,v) sont continues pour tout v €, v € F fixés; en effet, par
exemple, Vw € F : ||b(u,-)(w)|| = ||b(u, w)|| < m.||lu|-|lw| et donc b(wu,-) est
continue de norme < m.||u|.

On pourrait penser que la réciproque est exacte . . . Mais elle est fausse ! L’Exercice
suivant donne un exemple.

& Exercice 3.2. (trés facile)
Soit E = coo = {u = ({n)nen+ € @(R)/AN = N,,,¥n € N* : n > N = ¢, = 0} (autrement
dit I’ensemble des suites de réels dont tous les termes sont nuls a partir d’un certain rang). On
norme E par [|ufle = maxpene [£nl-

On considere la fonction £ x E — R définie pour v = (&,) et v = (n,) par b(u,v) =

> &nmn-Démontrez que best bilinéaire, que Vu € E,VYv € E : b(u, -) et b(-, v) sont continues,
n=1

mais que b n’est pas continue sur F/ x F.

Proposition 3.2. IMPORTANTE)
L’application :
b v(b) = inf{mréel >0 /V(u,v) € E x F: ||b(u, v)|le¢ < m|lullg-|v|r}
est une norme sur 1’espace vectoriel B(E, F; G).
On notera : v(b) = ||b]|  (||bllB(x,F;c) si nécessaire). On a :
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blu,v)|le
39) bl = sup I (503
” ” wEF,u#0;vEF,v#0 ”U”E”U”F

= SUDyeE [lul|<1;vEF, vfi<1 ”b(uv U)HG
= SUDye g, jjul|=1;weF,[lvli=1 |0(% V)]G
et ’inégalité fondamentale :
(3.10)  |V(u,v) € E X F: ||b(u, v)lle < [|bll-llullz-llol 7

Démonstration : C’est exactement la méme, aux notations pres, que celle du Th.1.2. ¢

Exemple 3.2. Soient (E, || - ||g) et (F, || - |r) des e.vn. sur K.
b: L(E,F)x E— F,(A,u) — A(u),
est une application bilinéaire (évident, vérifiez), continue de norme 1.

En effet : ||b(A4, v)||lFr = |A@)||F < ||Allz(e,F)y-llull £, et donc b est continue de
norme < 1.Ensuite ||b|| > ||A(w)|| pourtoutu € Eavec ||u|| < lettout A € L(E, F)
avec || A|| < 1;pourtoute > 0, par définition de || 4|, il existe ue € E avec ||ue|| =1
tel que || A|| —e < ||A(ue)|| ; d’ou:

161 > [ACue) | > 1Al — ¢ = [Ib] > supy agea (4]l — ) = 1 — &, cela pour tout
g, donc: ||b|| > 1,et|b]| =1.4

Cas particulier : On prend F' = Knormé par |-| ; L(F, K) = E’ estle dual topologique
de E, qu’on suppose naturellement normé par [|¢||" = sup,e g, jjuj=1 I (w)|-

L’application bilinéaire £/ x E — K, (¢, u) — @(u) = (u, ) est continue de
norme 1 ; on ’appelle 1a dualité entre F et E'.

Exemple 3.3. Soient (E, || - ||g), (F, || - lIF), (G, || - l¢) des e.v.n. sur K.
b: L(E,F) x L(F,G) — L(E,G), (A, B) — B o A est une application bilinéaire
continue de norme < 1 : |b(A4,B)|| = [|B o 4| < ||B||-|4]l- On démontre que
||b]| = 1, mais ce n’est pas une évidence.

Exemple 3.4.

Soit (E, (+|-)) un espace préhilbertien réel de norme associée ||ul| = v/ (ulu).
La fonction E x E — R, (u, v) — b(u, v) = (u|v) est bilinéaire ; elle est continue de
norme < 1 2 cause de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz : |(u|v)| < ||u|-||v|| [Chap. 11,
(5.7)(5.8)].
l6ll > (u|v) pour wus u, v tels que ||u|| =1,
pour u tel que ||ul]| =1, et ||b]| = 1.

o =1, &0t [|b]] > (ulw) = [Jul? =1

Théoréme 3.1. (TRES IMPORTANT)

Soient (E, || - &), (E, ]| - |lF). (G, || - |l¢) trois e.v.n. sur le méme corps K
(= Rou C). L’espace vectoriel normé (B(E, F; G), || - || ) [espace d’applications
bilinéaires] décrit ci-dessus est linéairement isométrique a 1’e.v.n. L(E, L(F, G))
[espace d’applications linéaires] naturellement normé.

Démonstration - Soit b € B(E, F; G). Ona déja défini (début du §3), pour tout u € F,
une application linéaire, notée b(u, -), par Vo € F : [b(u, -)](v) = b(u, v).
Vu € E :b(u,-) € L(F,G);deplus : [[[b(u, )](v)lle = 6(u, v)lle < [IB]-[lull-llv
donc b(u, -) € L(F,G) et sa norme est < ||b]|.||u|-

Considérons maintenant I’application f : E — L(F, G) définie par f(u) = b(u, -).
f estlinéaire : Vu € E,Vu' € E,Vv € F':
Fu+ ) (®) = bu+ 1, -)(®) = bu+ of,v) = blu, v) + bes, )

= blu, )(v) + b{e/, )(v) = F)(©) + F)() = (F(u) + F()) ().

Donc:Vu € E,Vu' € E: flu+u')= f(u) + f(u);

>
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de méme, VX € K : f(Au) = A f(u).
f est continue car : Vu € E : || f(u)llcrey = 10(u )l crey < IIB]l-||ull, et est de
norme < ||b]|.

Envisageons maintenant 1’application ® : B(E, F;G) — E(E,E(F, G)) définie
par : ®(b) est I'application f = f, définie ci-dessus.

Soit : Vb € B(E, F; G),Vu € E : [2(b)](u) = b(u, -).

® est une application linéaire : Vb € B,VV € B,Vu € E :

[B(b+ W) () = (b-+ )(1,) = b(t-) + V(o) = [BB)(w) + [BF)|(w) =

O(b+b)= &)+ (V) pourtous b, ¥ € B(E, F;G).

De méme, on a ®(A.b) = \.(b).

Prouvons que @ est une isométrie : Vb € B(E, F; G) :

12Ol 2, crc) = SUPueck =1 2O c(F o)
= SUPue, fufi=1 160t )l (F6) = SUPwep, =1 [SUPwep,uf=1 [6(u: ) (V)| ]
= SUDyep ju=1,veF, ul=1 |0t V)l = [|bll5(E, F;c) [of- Prop. 3.2].

En particulier, donc, ¢ est injective. Il nous reste a prouver que & est surjective.
Soit A € L(E, L(F,G)) : montrons qu’il existe b € B(E, F; G) telle que (b) = A.
11 suffit de considérer b définie par Vu € E,Vv € F : b(u, v) = [A(uw)](v).

1l est clair que b ainsi définie est bilinéaire, continue [||b(w, v)|| < || A]-||u||-||v||1et que
[®(b)](u) = A(w) pour tout u € E, soit ®(b) = A. La démonstration est terminée. 4

Commentaires :

1) On a d’apres ce qui précede : b(u, v) = ([®(b)](w))(v), quon peut sans grand
risque écrire simplement ®(b)(u)(v), et méme b(w)(v) ;
d’ou I’écriture b(u, v) = b(u)(v).

2) Le résultat ci-dessus est d’utilisation constante dans le calcul différentiel, car la
dérivée seconde en un point u € U d’une application f : U C F — F (FE, F e.vn,
U ouvert) deux fois différentiable est une application, notée D? f(u), appartenant 3
L(E,L(E, F)) qu’on identific 2 B(E, E; F). D’apres 1) on écrit :

D?f(u)(h, k) = D? f(w)(h) (k) = D?f(u).h.k.

3) Exactement comme ci-dessus, mais en considérant b(-, v) au lieu de b(u, -), on
démontre que B(E, F; G) est isométrique & L(F, L(E, G)). On écrit :

(3.11) |B(E,F;G)~ L(E,L(F,G)) = L(F,L(E,G))

4) En particulier, si G = K :

B(E, F;K) ~ L(E, L(F,K)) = L(E, F'), et
B(E, F;K) ~ L(F,L(E,K)) = L(F,E'),dou: L(E, F') ~ L(F, E').

D’autre part, L(K, E) ~ E [Exercice 1.2], et donc :
B(E,K; G) =~ L(E, G) ~ L(K, L(E, G)).

Corollaire 3.1.
| Si E et F sont de dimension finie, ona : | B(E, F;G) = B(FE, F; G)

Démonstration : D’apres la Prop. 1.4 L(F,G) = L(F,G) car dim(F') < oo et
L(E,L(F,G)) = L(E,L(F, G)) car dim(E) < co. ¢

& Exercice 3.3. (assez facile) Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, et soit A € L(E)
vérifiant :
@ VYueFE:(Au|u) >0,
(i) Yu € E,Yv € E: (Au|v) = (u|Av) [on a noté : Au = A(u)].
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Démontrez I’inégalité suivante : Vu € E : || Au||* < (Au|u).(A%u|Au), od A2 = Ao A.
On suppose maintenant que A est continu : A € L(F); démontrez que Yu € E :
| Aul|® < (Au|u).]| Allc(E), et déduisez-en que || Allce) = supju<i(Aulu).

DEMONSTRATIONS

Théoréme 1.1.
e (1.7) = (1.6) == (1.5) sont des implications triviales. ¢

e Démontrons (1.1) = (1.9).

On suppose que A est continue en up = 0, ce qui s’écrit :
Ve > 0,9n > 0,Vu € E : ||lu||lg <n = ||A(u) — A(0)||r < € et, en particulier, en
faisante =1: 3 >0, Vu € E: ||u|| <n = | A(w)|| <1.

Soit v # 0 quelconque dans E'; considérons le vecteur WZ_HU : ””—Zﬂv” =7,

d’od : ”A(”—Z”v)” < 1, soit, puisque A est homogene : ||A(v)|| < %||v|| I suffit

donc de prendre m = L Le cas ot v = 0 est trivial car A(0) = 0. Si A est
continue en un point ug # 0, la démonstration est pratiquement identique, en écrivant :
A < Aol + I A(u) — A(uo)l| < | A(uo) | + 1. cte. (vérificz). +

o Démonstration de (1.9) = (1.8).

Soit X une partie bornée de E : il existe M > 0 tel que Vu € X : |ju|| < M.
Soitv € A(X) : v = A(w) pour un (ou plusieurs) v € X, d’ou :

[l = || A(uw)|| £ m.||lul| < m.M. Donc A(X) est borné.
e Démonstration de (1.8) == (1.9) [on aura donc (1.8) <= (1.9)].

On a en particulier : A(B(0, 1]) est une partie bornée de F. Autrement dit, il existe
m>0tlqueVu € E: |ul| <1 = ||A(u)| < m. Soitalorsw € E, v #0:
”W%H” =1,dou: ”A(W%ﬂ) | < m, soit: || A(v)|| < m.||v]l.

Le cas v = 0 est trivial. ¢

e Démonstration de (1.9) == (1.7) [ce qui termine la démonstration du Th.].

Am > 0,Vu € E : || A(u)|| < m.||u|| par hypothese.

Démontrons que Ve > 0,3 > 0,Vu,v € E : |lu—v|| <n = ||A(u)—AW)| <e.
e > 0 étant donné, posons 7 = £ - Vu,v € E vérifiant ||u — o|| < nona:
| A(u) — A(0)|| = ||A(u — )| [car A€ L(E, F)] < m.Jlu—v|| <m x & =¢€. ¢
Remarque : Cette démonstration est faite de petites vérifications faciles. A titre
d’exercices vous pouvez démontrer les implications non envisagées ci-dessus.

Théoréme 1.2.

Posons || Al = supycg, jjujz<1 |A(w)||F pour tout A € L(E, F), et démontrons
qu’on obtient ainsi une norme sur L(E, F).
D’apres (1.9), il existe un réel m > 0 tel que Vu € F avec ||u|| < 1,ona:
| A(w)]| < m. Donc || A|| est un réel (ce n’est jamais +oo). ¢
VA € L(E,F): ||A] > 0car ||A(u)|| > 0 pour tout u € E. 4
Si ||Al| = 0.ona ||A(w)|| = 0 pour tout u € E tel que ||ul| < 1, soit : A(u) =0
pour tout u € F tel que ||u|| < 1. Soitv € E telque ||v]| > 1; ﬁ est de norme égale

a1et,donc: A(m) =0= ”—11)” A(v), @0t A(v) = 0. Finalement A(w) = 0 pour
tout w € E, i.e. A =0, par définition. ¢
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Soit A € K : [\All = subjuy<t MA@ = M. 5uppag<s 1A = |14 #
Soient A,B € L(E,F).Yu € E,||u|| <1:
(A + B)(w)|| = | A(w) + B(u)l| < ||A(w)]l + IIB(U)H
< suppp<a A + supjoyi<

supéricure étant le plus petit des majorants ona:
1A+ Bl = supjuj<i [I(A + B)(w)|| < Al + [|B]|. ¢

En définitive, A € L(E, F) — || A|| est effectivement une norme.

A
o(A) = s g0 LEH = supuemupoll AR | = P12 1AW ¢

o Sup"u"<1 ”A(U)” < Sup"u"£1 ”A(U)” est évident.
Posons o := ,etsoit v € Etel que ||v|| < 1. Pour toutentier n > 1,
posons v, = (1 — vt Jonl| = (1= D)ol < (1= L) < 1, Pov: [|A(v,)]| < e,
pour tout n.

A présent : ||A(w)|| = |[A(im w,)|| = lim [|A(v,)]| < @, et cela pour tout v tel
que ||o|| < 1, d’od supyj, <1 [|A(v)|| < . Onadonc:

SUpP <1 1A(W)|| = supjju<1 1AW, ¢

e Evidemment : supy, -1 [|[A(w)] < SUDjuf <1 |A(w)||. S A = 0 on a égalité ;
supposons donc que A # 0. SiI’inégalité était stricte, il existerait v € F, avec ||v|| < 1
tel que | A(v)|| > ||A(w)|| pour tout w € E tel que ||u|| = 1.
Soit W%H quiestdenorme 1 : || A(v)|| > ||A(”—Z”) | = ﬂ%fﬂ”A(v)” ; comme A(v) # 0
[sinon A(u) = O pour tout u tel que ||u|| = 1, o A = 0]l ona: [|v| > 1, une
contradiction. On a donc : supjju=1 |A(w)|| = supy,y<1 [|A()]. ¢

o{m>0/VucE: |A@)| <m.|ul]} = {m >0/Vue E\{0}: ’H <m}

ct la borme infe::Lrlieure de ce demier ensemble est évidemment
SUDP e B w0 ()] = v(A), ce qui termine la suite d’égalités. ¢

Théoréeme 1.3.

Soit ¢ € E*, ¢ # 0. Notons H := Ker(y), et supposons que H est fermé dans E.
Soit @ € E tel que w(a) = 1 [il existe b € E tel que ¢(b) # 0 car ¢ 5% 0, on prend
a= (p%b)b :p(a) =1], bienstra ¢ H.

H étant fermé, il en est de méme du ranslaté a + H = {a + v / u € H}, en effet
x +— h(z) = a + x est un homéomorphisme de E qui transforme H en a + H.

L’origine 0 de E n’appartient pas & a + H (sinon contradiction avec a ¢ H), 0
appartient donc au complémentaire de a + H qui est un ouvert. Donc il existe une
boule B(0, p] contenue dans E \ (a + H), i.e. telle que B(0,p] N (a + H) =

Pour tout u € B(0, p] ona p(u) # 1 : en effet, sinon : p(u) = p(a) =1 =
plu—a)=0 = u—a€ H = ueca+Hetue B0,p|N(a+H) =10,
contradiction.

Démontrons maintenant que si v € B(0, p| ona : |p(u)| < 1.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, et posons « = (u) avec |a] > 1. On a :
I&| = |||u|| < pcar|lul| < pet Tl—| <1,dou: % e B(0,1]et:

(%) = 6 o(u) = %(E% = 1, ce qui est impossible ; on a donc bien |p(u)| < 1.
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Ensuite, soit v # 0 quelconque dans F : -ﬁ}ﬂ est de norme p, et donc appartient a
B(0, p), d’oi : Icp(-ﬁ}ﬂ)l <1 = |p©)| < % [|v]l, et ¢ est continue d’apres le Th.

1.1(1.9). ¢

Remarque : 1l est bon de faire un dessin pour £ = R? euclidienet ¢ = (1 —1);
(s, t) = s —t,a = (3,2) vérifie p(a) = 3—2 =1; H = Ker(y) a pour équation
t = s, et a + H apour équation t = s — 1 (dessinez). En dessous de ¢ + H on a
o(s,t) > 1 (hachurez), et en dessus (s,t) < 1, ¢(s,t) = 1 sur a + H. Dessinez
aussi une boule de rayon p < 7 et vous obtenez une figure « mnémotechnique » qui

vous permettra — peut-&tre — de vous souvenir de la démonstration (voir p. 198).

Proposition 3.1.
e (3.4) => (3.5) par définition. ¢
e (3.5) = (3.6)
OnaVe > 0,3 > 0,Y(u,v) € EX F:
[ (w, )| = max{|lull, [[o]l} <7 = [lb(u, v)|| <e.
V(u,v) € B(0,1] x B(0,1],0ona: ||n.ull < net|n.v| <n,soit:||n.(u,v)|| <n =
b(n.u, no)|| <& == [|b(w. V)| < ;;% ¢

e (3.6) = (3.7) cst trivial. ¢
e (3.7 = (3.8)

Par hypothese, il existe m réel > 0 tel que pour tous (u, v) € S(0,1) x S(0,1) on
a:||(b(u,v)|| < m.Soit (u,v) € Ex Ftelqueu #0etv #0:
“b(ﬂ%'[’ W%H) | <m = [Ib(u, v)|| < m.|ull.]lo]l. Cette inégalité est évidente si
u=00uv=0.4
e (3.8) = (3.4)

Soit (uo, vo) € E x F un point arbitraire. Nous allons démontrer que b est continue
en (ug, vo), soit : Ve > 0,3n > 0,V(u,v) € E x F':
[I(w, v) — (w0, vo)ll = || (u — w0, v — vo)|| = max{|lu — uol|, lv —woll} <7

= ||b(u, v) — b(ug, vo)|| <e.
[16(2i, v) — b(wo, vo)ll < ||b(w, v) — bluo, V)| + [[6(uo, v) — b(uo, vo)|
< [16(u — uo, )| + [|6(uo, v — vo)|
< m.]|lu — uol|-|||| + m.||uoll.||v — vol|.[par hypothese]

Prenons v tel que ||o — vo|| < 1, de sorte que ||v|| < |lo —wol| + ||vo]| < 1+ [|vol|,
il vient :
16ty 0) — b(aio, vl < m(1 + Ilvoll)- 1 — woll +m. o]l Jlo — wol

< ma(|lu — uo|l + [lv — vo|l) [en posant m1 = max{m (1 + [|vo||), m||luol }]
< 2my.max{|lu — uol|, ||[v —wol|} <€

en prenant ||y — ug|| < g-;—':n—l et |lo — wo|| < ?§7r71 .4

Fin de la partie cours du Chapitre X
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[LECTURE 1|

Une propriété des isométries

Nous allons démontrer un résultat inattendu et élémentaire dii & S. Mazur et S. Ulam
(en 1932). Ce résultat s’exprime comme suit : Soient F et F' sont des e.v.n. réels, et soit
f : E — F une isométrie surjective telle que f(0) = 0. Conclusion : f est linéaire.

Lemme 1.

Soit (E, d) un espace métrique, et soient a, b deux points distincts de E. On pose :
B; = {u€ E / d(u,a) = d(u,b) = 3d(a,b)}, puis on définit par récurrence B3, B3,
...enposant: B, = {u € Bp,_1 /VYv € B,_1 : d(u,v) < %diam(Bn_l)}.

Ona: B =),y Bn estsoit vide, soit réduit a un seul point. On appellera centre du
couple (a.b) ce point, quand il existe. Les points de B; sont les points « milicux » de
a, b.

Démonstration :

Notons que non seulement B peut étre vide mais encore que les B,,, et méme B,
peuvent étre vides : c’est le cas pour B si d est 1a distance discrete.

Dans ce qui suit on suppose les ensembles non vides.

Bien noter aussi que, par construction, B, C Bp_; : la suite (B, ) est décroissante
pour C. Soient u, v arbitraires dans By, : v € Bp_1 == d(u,v) < 1 diam(B,_1),
et donc : diam(By) < 1 diam(B,_).

On en déduit immédiatement : diam(B,) < ()" diam(B, ).

Siw,v € By : d(u,v) < d(u,a) + d(a,v) = %d(a,b) + 1d(a,b) = d(a,b),
d’ou : diam(B;) < d(a,b), et : diam(B,,) < (%)na]d(a, b). Par conséquent, comme
diam(B) < diam(B,,) pour tout n, diam(B) = 0; donc B est {) ou bien {c}. ¢

Lenume 2.
Soit (E, || - ||) un e.v.n. réel. Le centre ¢ de (a, b) existe, et ¢ = £(a + b).

Démonstration :
Pour tout » € E, notons : ©v° = @+ b— u. On va d’abord démontrer, par récurrence,
queu € B, = u® € B,.
Soitu € By : |u® —al| = la+b—u—al = |lu—b|| = 3|la —b| et:
|lu® = bl = la+b—u—0b|| =|lu—a| = 3|la—b|,dou: w° € B;.
Supposons que u € B,_; = u°® € Bp_j,cetsoitv € B, ;
Vu € By : ||[0°—u|| = lla+b—v—u| = [[u°—v| < L diam(B,,—;) caru® € B,_;
(hypothese de récurrence) et v € B, et par définition de B,, ; donc v° € B,,. ¢
c=3(a+b) € By: e~ a] = ||3(a+b) —a] = Hlla—bl,
lle—bll = I3 (a+b) — bl = lla~ bll.
Supposonsque c € B,,_1.Vu € B,,_j,onaa+b—u=u° € B,_;, d’apres ce qui
précede, d’o :
2/le —ull = lla +b— 2u|| = |lu — v°|| < diam(Bn_;)
= |lc—ul| < ;diam(B,_1) => c€ B,.. ¢

Passons maintenant a la démonstration du résultat annoncé.

Soient a, b deux points arbitraires de E. Le centre de (a, b) dans FE est, on vient de
le voir, ¢ = 1(a + b).
Le centre de (f(a), f(b)) dans F est, pour la méme raison, ¢ = 1[f(a) + F(b)].
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Applications linéaires continues

Si I’on montre que f [1% (a + b)] est centre de (f(a), f(b)), par unicité du centre, on
aura : f[1(a+ b)] = 3[f(a) + f(b)]. On aura alors le résultat cherché, car en faisant
a=ub=0:f(3u) = 3[f(v) + £(0)] = 2 f(v) (car f(0) = 0), d’ou:
Flutv) = f[5(2u+20)] = [F(2u)+ f(20)] = §[2f(u) +2f(0)] = F(u)+ f(v),
ct donc f est additive.
Comme f est continue (isométrie!) il ne reste plus qu’a appliquer le résultat de
I’Exercice 1.1 et f est linéaire.

Appelons Cy, I’analogue dans F', pour ( f(a), f(b)), de By, dans E pour (a,b). Si
I’on montre que C,, = f(By), on aura le résultat voulu, car
3(a+b) € B, = f[3(a+ b)] € C, pour tout n. = f(c) est centre de (f(a), f(b)).
Cr={weF/|lw— fa)ll = |w— f®) = 3llf(a) — FO)II}
— {f(w) /w € Eetl|f({w)— (@) = [u—all = [|f(w)—F®) = lu—bl| = L lla—b]}}
(f est bijective et isométrique), donc C; = f(B1).

Supposons qu’on a Cp,_; = f(Bp_1).
diam(Cr) = Subyeg, ;veB, . 1F(¥) — F) =suPuep,_, vep,_, lu—ll

== djam(Bn_l).
Cpn={we€ Cho1 /VzE Cpy: |lw—2| < 3 diam(C,)}
— {f(w) / 4 € Buy, V0 € By : || f(w) = f(0)]| = [lu—v]| < 3 diam(Bn_)}
= f(Br), en utilisant 1’hypothese de récurrence, diam(Cp,—; ) = diam(B,_1).

C’est terminé. 4
Remarque :
Si f isométrique surjective est telle que I’on a f(0) = wo # 0, g(u) = f(uw) — wo
vérifie g(0) = 0 et est isométrique surjective, et on peut appliquer le résultat ci-dessus :
g est linéaire, et donc f est affine.
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|LECTURE 2|

Approximation d’un e.v.n.

Un trés grand nombre de phénomeénes physiques est décrit par une ou plusieurs
équations aux dérivées partielles, et par ce qu’on appelle des conditions aux limites.
Par exemple, on cherche les solutions 4 : adh(2) — R d’une équation de la forme :

2 2
Bau(z,y) = Lozul@,v) + £ru(zy) = F(z,3) pour (z,9) €

avec la condition aux limites : u(x, ) = 0 pour (z, y) € 9, ou : Q) est un ouvert borné
de R?, 99 est le bord de Q (i.e. fr(£2) si OS2 n’est pas trop tordu), f est une fonction
donnée sur Q. C’est le probléme de Dirichlet.

Les problemes qui se posent naturellement sont les suivants :

e existe-1-il une solution au moins ?

e §’il y a une solution, est-elle uniqgue ?

e 5’i] existe une solution unique, quel est son degré de régularité 7 Est-elle seulement
deux fois dérivable, ou bien est-elle indéfiniment dérivable ?

e enfin, et surtout s’il 8”agit d’un probléme concret : calcul numérique de la solution,
par exemple aux nceuds d’un maillage suffisamment fin de adh(92).

En général il n’est pas question de déterminer une solution explicite ! Déja, pour
les équations différentielles «ordinaires», il n’y a guére que les équations des sujets
d’examen dont on sache calculer la solution . . .

Pour résoudre ces problemes, on fait choix d’un e.v.n. (E,|| - ||) de fonctions
QU QY — R qui vérifient la condition aux limites, i.e. qui sont nulles sur 92,

I’ équation aux dérivées partielles (linéaire) se présente alors comme un opérateur
linéaire continu A de F dans le dual topologique E’, et le probléme d’existence est
celui de la surjectivité de I’ opérateur, le probleme de 1’ unicité est celui de 1a bijectivité
de I’ opérateur.

On donnera dans le Chapitre XVIII un théoréme (le Th. de Lax-Milgram) qui dit
que, sous certaines hypotheses faites sur A, on a effectivement existence et unicité de
la solution.

Malheureusement nous ne pouvons pas expliciter les «bons » E et E, cela implique
des connaissances de Maitrise (espaces de Sobolev); mais peu importe, appelons
simplement F cet espace sans nous poser de question sur son contenu. Retenons qu’il
s’agit d’un espace de fonctions, et donc d’un espace de dimension infinie.

C’est la que le bat blesse du point de vue numérique : en effet les ordinateurs —
méme les plus puissants — ne s’accommodent pas de la dimension infinie !

Nous voulons donner une idée dans ce qui suit de la méthode utilisée pour résoudre
numériquement le probleéme.

On commence par se donner une approximationdel’e.v.n. E, i.e. une famille d’c.v.n.
de dimension finie N (1) croissante avec 1, (Ey, ||+ || ), qui va éwre «reliée» a (E, || ||)
comme suit :

en méme temps que (Ey, || - ||») on se donne :

e des opérateurs dits prolongements p, € L(E,.E), n € N, qui seront en général
supposés injectifs,

o des opérateurs dits restrictionsr, € L(E, E,,),n € N, qui seronten général supposés
surjectifs,
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e les opérateurs t,, = Py, © 7, sont dits troncatures. On leur impose souvent de vérifier

1a condition de convergence suivante :
[C] Vue E: lim (pnorn)(u) =u.

Une approximation de (E, || - ||) sera un ensemble { Ey,, || - ||n, Pr, 7n nen ; on dit
que ’approximation est convergente si [C] est vérifiée.

Les prolongements [resp. restrictions] sont dits stables s’il existe M > 0 tel que
pour tout n € N : ||pn|| < M [resp. ||r»|| < M]. Si les p,, et 7, sont stables, on dit
que I’approximation est stable.

Etant donnée une approximation, on peut « comparer » des éléments de E et de E,,

de diverses maniéres : pour v € F et u,, € Ep,, on appelle :

o ||u — pn(un)|| g Uerreur entre u et uy,

o ||ty — 70 (u)||n P'erreur discrete entre u et Uy,

o ||u — pn o rr(u)|| g I erreur de troncature de .
SiI’on a [C], I’erreur de troncature tend vers 0 quand n — oo.
Remarques : Si E,, n’est pas a priori normé et si p, € L(FE, E) est injectif, on peut
prendre || - || = ||p~(-)|| qui assure p, € L(Ey, E), mais ce choix n’est pas toujours
le meilleur.

Les E,, ne sont pas nécessairement des sous-espaces vectoriels de E, ils ne sont
méme pas en général contenus dans E.

Pour le dual E’, on peut considérer les e.v.n. E], munis de leur norme duale ||-||/,, et:
P, = trp, vl = tpy, [cf. Annexel. On a: [pl, (vn)](w) = @n[ra(u)] pour tout o, € E,
ettout u € E, et : [r}, ()] (un) = @[pn(un)] pour tout ¢ € E’, tout u,, € E,.

Cette approximation du dual n’est pas convergente en général.

Maintenant, il faut « approximer » 1’application linéaire A : £ — E’; on se donne
Ayt E, — E},n € N, linéaires, avec une condition de consistance entre A et (A,,)
qui pourra étre :

)Vue E: nl'_lrgo |lrs, o A(uw) — Ap o rp(uw)||Z, = 0, ou bien :
(i) V(tn )yt € B 2 lim_ 4, 0 An(in) — A 0 pn(un)||' = 0.
On peut imaginer d’autres adéquationsde A, 3 A ...

On veut résoudre A(u) = ¢, ¢ € E’ donné (p «représente » le second membre f).

On considere ¢, = 77, (), etonrésout A, (U, ) = @n, pour chaque n. Cette équation
est un «simple» systéme linéaire & résoudre en termes de matrices apres avoir fait un
choix de bases de F, et E,. Et on sait résoudre des systémes linéaires sur un ordinateur.
Il est & noter que le choix des bases est fondamental pour avoir des matrices simples 2
inverser.

Cela étant, on aura résolu le probléme si’on a (4,) — 7% en un certain sens, avec
n—oo
si possible une majoration de 1’erreur ||@ — pr(dn)|| ou ||7n (@) — Un||n.

Tel est «en gros » le processus a suivre. ¢

Exemple 1. Soit (E, (*|')) un espace de Hilbert [¢f. Chap. XI] réel séparable. On
démontrera qu’il existe une suite (e;, ez,. .., €y, ...) [base hilbertienne : Chap. X1II et
surtout Chap. XIX] telle que tout u € F s’écrit :

o . N
u= Y (ulen)en = lim Y (uley)en,.
n—1 N—ooo 77
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On peut prendre : E, = R™, p, : R® — E, (£1,62,...,&) — pal(u) = Y e et
=1

: E — En, u— rp(u) = ((uler), (ulez), . .., (ulen)). Cette approximation est
convergente si 1’on prend sur Ey, 1a norme ||(€y, . ... &)l = || - &je; ||E
=1

Exemple 2. Soit E = Co,([0, 1], R). Pour n > 1 donné, on divise [0, 1] en n parties
égales en considérant les points 0 = 2 /L 2=l 7 — 7 Onprend E,, = R*H!
muni de la norme || * ||co.

Pour f € E, on définit r(f) = (£(0), F(£),..., fF(21), F(1)).

On peut prendre pour p,(€o, &1, - - -, &) la fonction continue affine par morceaux

passant par les points (£, ¢,). Cette approximation est convergente. Voir les Chap. IV
et XIV.
Nous n’irons pas plus loin sur ce sujet.
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Il nous faut démontrer que A est homogéne, i.e. vérifie :

Yu € E,VA € R: A(Au) = A A(u).

(i) = A(0+ 0) = A(0) = A(0) + A(0) = A(0) =0.
Vu € E: A(u+ (—u)) = A(0) =0 = A(u) + A(—u) => A(—u) = —A(u).
Vu € F : (i) entraine A(u + u) = A(2u) = A(u) + A(u) = 2A(u).

Supposons que Vu € E, pourn € N: A(n.u) = n.A(u). (i) entraine
Al(n + 1)) = A(nau + uw) = A(na) + A(u) = n.A(uw) + Alw) = (n+ 1).A(w).
On a donc prouvé que pour tout w € E, toutn € Zona: A(n.u) = n. A(u).

Soient 2 présentuw € F, g € N* :

Al(D)-qu] = A(u) = ¢ Al()-u] = Al(})-u] = (3)-Alw);
donc, pour p € N, ¢ € N": A[(2).u] = (). A(u). Par conséquent,
Vr € Q: A(r.u) = r.A(u). ¢

Démontrons maintenant que A est continue (uniformément, en fait) sur F, ie. que :
Ve >0,In>0,Vue EsYwe E: |lu—v| <5 = ||A(u) — AQ)| L e

Ona vu que A(u) — A(’U) A(u — v) ; prenons pour 77 un rationnel > 0 et < ¢ M (Mestla
constante de (ii)) ;
lu~v] <n = -0l <1 = @ar@) |[Afu-)l| <M = (; €Q
I AGw) — A@)|| = | Alw — v)]| < My < Mf7 =c. +

Soit a présent u € F, etsoitp € R:p = nli_l'{.lo(pn), ol les p,, sont des rationnels; on a :
A(p.u) = A[lim (pn)w] = lim A(p,u) [continuité de A] = lim p,. A(w) [ci-dessus], donc

A(p.u) = p. A(u).
A est une application linéaire, et on a vu qu’elle est continue, ¢
Nota :

On a démontré la continuité a I’ aide de la définition générale, et non avec les caractérisations
propres aux applications linéaires : ¢’est normal, puisqu’on ne savait pas encore que A est
linéaire !

% Exercice 1.2.

Soit u € E fixé, et soit A, : K — E, A — Auw. Ona A, € L(K, E) car A, € L(K, E) est
évidentet :
| Aullk. ey = suppayai [|Au (M = supy= Aull = [lull. suppyzy [A] = [lull.

Soitaprésent A : E — L(K, E), u — A,.

A est linéaire car Vu,v € E,YA € K:
[A(u +V)(A) = Auio(X) = A(u+2) = du+ Ao = A, (N) + A, Q)
= [Au+ Av]()\) [A(u) + A@)](X), soit : A(u+ v) = A(u) + A(v),
pareillement pour A(pu) = pA(u).
Donc A € L(E, L(K, E)).

Démontrons que A est surjective ; soit A € L(K,E),onpose v = A(l) € E;ona:
VA e K: [A(W)](A) = Au(N) = Av = LMA(L) = A(N) = A(v) = A; v est'antécédent
cherché.

Démontrons enfin que A est une isométrie, i.e. vérifie :

Vu€eE: ||A(U)||L(KE) llull &
C’est évident puisque ||A(u)||C(K B) = || Aullzq¢, 5y = ||ull e comme on Ta vu plus haut.

Onadonc L(K, E) =~
Quand dim(E) < oo, les éléments de L(K, E) = L(K, E) sont appelés contravecteurs,
on les identifie aux vecteurs (€léments de E) via A; dans ce comexte les éléments de

= L(FE,K) = L(E,K) = E* sont appelés covecteurs. [vocabulaire du calcul tensoriel].
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% Exercice 1.3.
1) Pour tout (¢, 7)) € E' x F', démontrons que ® = f(y,)) appartient a (£ x FY.
Y(u,v) € E x F,V(/, ’U)EEXF ona:
O[(u,v) + (W, V)] = B(u+ v, v+ ) = plu+ )+ Pp(v+ 1)
— () + () + B() +P() = () + P()] + l(e) + V()]
= ®(u,v)+ B, v);
YA eK: @(A(u, v)) = (Au, Av) = p(du) + (M) = Np(u) + P (v)] = Ad(u.v);
par conséquent ® est linéaire : & € (E x F)*.
Y(u,v) € E x I
|@(u, v)| = [p(w) + ()] < |p(u)] + @) < llell"lull + Il
< max{[lull, I91F-(lell’ + 1Y) = Tite @I e )1 :
donc @ est continue de norme < ||(¢.9)|'. Donc @ € (E x F)'. ¢
Démontrons que f est linéaire. V((p,'(,[)) EF xF V(¢ €EFR XF':
flle, ) + (& C)] = fle+&y+0) =
Y(u,v) € Ex I
B(u,0) = ( + E)(u) + (% + O)(©) = [(w) + Y()] + [E(w) + (o)
— £, 0)(wv) + £(€ O)(w,v) = [F(r) + F(£,)](u,v). Donc
flle ) + (& Ol = fle, v) + f(€,0)-
YieK:
I I0s0) = FOe 20)(,0) = Xfa) + 290) = Ae) + 40
M@, ) (u,v) = FIN@, )] = Af (0, ).
[ est donc une application linéaire de E’ x I dans (E x FY. ¢
Démontrons que f est continue.
| £y (1w, 0)] = () + ()] < ll(w, I, )l [ef. ci-dessus], d'on
| £(2, )| = supjgumy<t 1 £ 9) (u. v)| < 8UpPjauy <1 1w )@, )l
< (e, ). ¢
Démontrons que f est sugjective. La question se traduit par : ¥ € (E x F)’ étant donnée,
existe-t-il (£,¢) € F' x F'tel que f(£,{} =T ?
Condition nécessaire :
Y(u,v) € Ex F: f(&¢)(u.v) = U(u,v) = &u) + ((v); faisant v = 0: ¥(u,0) = &(u),
puis faisant v = 0 : ¥(0,v) = {(v);
on est amené a considérer & = U(-,0) et { = ¥(0,-).
Condition suffisante :
I est facile de vérifier que £ = ¥(-,0) € E'et { = ¥(0,-) € I, etona:
f(év C)(U, U) = f[‘lj(V 0)7 \I}(O’ )} (u, U) = \IJ('7 0)(“) + \I"(O7 )(U)
= ¥(u,0)+ U(0,v) = ¥(u,v). ¢
2) Démontrons que f est une isométrie, i.e. que :
Y(e.y) € E' x F' || f(e, )| = [I(2 9)]I-
On a déja prouvé ci-dessus que || f(y, )| < ||(¢, ¥)|, il reste a prouver I’ inégalité inverse.
Soit € > 0 arbitraire. Par définition d’un sup, il existe ug € F tel que ||uo] < 1 et
llell’ — & < @(uo), et de meme il existe vp € F tel que ||vo|| < Let ||| — e < (o).
Ona:
| £, )l = suPyupy<t | (90, P) (1, V)| = SUPmaquy opy<a [9(w) + (V)]
> ¢(uo) + P(vo) = [l — e+ |9l — & = [l(w, V)| — 2¢5
comrne cette inégalité a lieu pour tout € > 0, on a I'égalité cherchée. ¢
Le résultat ditque (E x F')’, dont on pouvait se demander ce que cet espace pouvait bien étre,
est isométrique (linéairement) 2 £’ x F”, espace dont on comprend bien la nature,
On écrit souvent : (E x F) ~ E' x F'.
Deux e.v.n. linéairement isométriques sont en fait indiscernables — toutes leurs propriétés
sont les mémes — sauf par la nature de leurs éléments.

% Exercice 1.4
Soitu € U : par hypothese il existe p > Otel que Voo € E: |v]| < p = u+ v € Uil suffit

de prouver que B(u, p[ C U.
Soitw € B(u,p[.Ona: |[u —w| < p,etonécritw =u+ (w —u):
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|lw—u|| < p = w € U par hypothése.
Ce «mini lemme » (disons cette remarque !) est constamment utilisé en calcul différentiel. ¢
Nous allons démontrer que Z est un ouvert de L(E, F). Soit A € T : par définition de Z il
existe m = m4 el M = M4 1éels > 0 tels que :
Yu € E: mlullp < ||A(u)llr < Mlulle.
Soit B € L(E, F) telle que || B\, ;) < m; on va démontrer que A + B € Z, ce qui
résoudra le probléme d’apres Ie lemme ci-dessus appliqué 2 U'e.v.n. L(E, F).
Yu € E: [[(A+ B)(u)| = [|A(w) + B(u)|| < [|A(w)]| + [ B(u)|
< Mllull + |B|Jull < M|lull + mllu]l = (m+ M)|jull.
Drautre part : || A(u) + B(u)|| 2 || Al — | B(w)ll] = | A(u)ll — | B(u)ll, et
A = mlull, B < || Bll-[lul
= [lA@)|| = 1B@)ll = mlull = | Bll.|lull = (m— | Bll)|lull
dou : ||A(u) + B(uw)|| > (m — ||B|)||lu|, et m — ||B|| > O. Il suffit donc de prendre
marB =ma— || B >0et Mayp = ma+ Ma>0,ctonabien A+ B€eT. ¢

Remarque :

Z n'est pas Zsom(E, I'). car ses €léments ne sont pas nécessairement dans Isom(E, I) :
ils sont injectifs (trivial) mais pas obligatoirement surjectifs ; c’est un ensemble plus grand
[comparez avec 1a Prop. 1.3]. Nous aurons dans le Chap. XII un résultat de type « ouverture »
pour Zsom( E, F).

% Exercice 2.1.

@ = 8, + 6 ety = 5 — & sont des formes linéaires continues sur E/ = Coo([a, b}, R) comume
somme et différence de formes linéaires continues : voir Exemples 1.1 et 2.1,

loll" = 1185 + &ell” < NI8sll" + [|6ell = 1 + 1 = 2 (loc. cit.) ; de méme ||| < 2.

Soit g € F telle que g(s) = g(t) = 1 et||g|lc = 1 (g vaut ce qu’elle veut ailleurs, on peut
prendre g = 1 par exemple).
el = supsep =t l(N] = ©(9) = 8:(9) + 8:(9) = 9(s) + g(t) = 1+ 1 = 2. Donc
llell" = 2.
Pour 4, considérons une fonction b € E telle que ||h||s = 1, h(s) = +1, h(t) = —1. Comme
ci-dessus : ||| = ¥(h) = 6s(h) — 8e(h) = h(s) — h(t) = +1 — (—1) =2, et ||p||' = 2.
Encore faut-il s’assurer qu’il existe bien une telle fonction h ! Mais c’est évident, il suffit de
prendre h(z) = +1poura <z < s h{z) = —1pourt <z < b, haffinepour s <z < teth
continue, (dessinez). ¢ -

% Exercice 2.2.

b b
F =i th . 7l = [ 10ldep € B oomé, v e Bouih) = [ ftiate)ae
Calculons |||’ . ®

b b
vfem:nl=| [ forod| < [ 11010l < maxlpo) [ ol

< lIplleo- I £1ls-
Donc 1) est continue, 1 € E, de norme |||’ = supsep, 7, <1 19 ()] < [1Plleo-

On va démontrer qu’il y a égalit€. Pour cela il nous suffirait de trouver une fonction g € E
telle que ||g||; = 1 et telle que 1(g) = ||p||co> auquel cas on aurait : || > (g) = [|Pllco- €t
on aurait terminé,

Mais, catastrophe, une telle fonction g n’existe pas en général ! [exercice classique de la
théorie de la mesure ou des distributions].

On va donc procéder en construisant une suite (g,,) de fonctions de norme ||g,[; < 1 et
telles que ¥(gn) > ||Pllcc — €n, OU &, > 0, pour tout n, et lim(e,) = 0. On aura alors
I’ = SUDfe | £ <1 [H(F)] = ¥(gn) = ||Plleo — €n, "0l Ie résultat cherché en faisant tendre
n vers Iinfini.

p étant continue sur [a, b], il existe un ¢y € [a, b] (au moins) tel que ||pllw = |p(to)]- p =0
étant exclu (cas trivial), on peut supposer, pour fixer les idées, que p(to) > O et que ¢, € Ja, b[.

Puisque p est continue en £ :

Vn entie I > 0,V¢ € [a,b] : t € [to—n, 10 +1] = |p(t) — p(to)| < 2,
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soit : -1 < p(t) < [|Pllo + L ; seule I'inégalité de gauche nous intéressera, et on ne
considére que les n assez grands pour que [|p|e — 2 > 0.

Cela étant,on considere la suite de fonctions (g,,) ainsi définies :
sur [a, to — 7] et sur [to + 7, b], g vaut z€ro; sur [to — 7 + 22,1, + 1 — 22], g,, est constante
et vaut ﬁ , ailleurs g,, est affine de fagon 2 ce que g,, soit continue sur [a, b]. Les g,, ont donc
I'allure de trapézes : dessinez ! Dans tout cela n est choisi assez grand pour que tout soit bien
défini.

Ona:
llgnll = / gn(t) dt = aire du trapéze = 1 x h X (b + B)

x 2 [ ((to+m) — (to = 1)) + ((to +n — 22) — (to —n+22))]
[2n+"n 42] =1— 1 <1 etlim||ga]y = 1.

Calculons maintenant ¥(gy,) :

b b—n424 to+n—-2% to+7
PY(gn) = / gn(t)-p(t) dt = / gn(t).p(t) di+ / gn(t)-p(t) dt+ / gn(t)-p(t)dt

0 N 0—n+23 o+n-24

1
_2

to+n—24
P(gn) 2 / gn(t)-p(t) dt [car les deux intégrales extrémes sont > 0]
t

0-m+23
to+n—25 1

2 5 (Iplleo — 1) dt = o (1llo — 3 )(20 —42)
to-n+24

2 (Iplleo = 21 = 2) = lIplloo — [ + 2182 — 2] — p]|ce.
Donc ||¢|' = ||plco» €t le résultat final : ||||" = ||p]|co- ¢

% Exercice 2.3.
1) 11 faut d’abord prouver que A(u) est bien défini et est un élément de E = £2,

%(an.gn)z Z a2 £ <  max (a2) 252 < max(a )Z{2
n=1 n=1
< ||f1||2 252 = ||f1||2 Jlaf3-

Donc I\ljim Z(a" &,)? existe et vaut Z(an &n)? = || A(u)]||? qui est majoré (prolongement

n=1 n=1

des inégalités) par ||a||2,.||u/|2.

Par conséquent A € L(E) (évident) est continu de norme || A|| < ||a/|co-

Démontrons que || A|| = ||o]|oo- Posons : e, = (0,0,...,0,1,0,0,...) [1 2la n-&me place et
0 ailleurs]. ; on ae,, € F pour tout n € N*, avec ||en||2 =1; A(en) = (0,0,...,0,0,,0,...)
et || A(en)|| = | ;
Al = [|Alen)ll = lom| = [|All = suppene lam| = llalco. ¢

Si ||a|| 0o est effectivement atteinte en ¢y, alors || A|| est effectiverment atteinte au point
v=1(0,...,0,1,0,...) ol 1 occupe la p-me place. Mais si |an| < ||a|c pour tour n € N* Ia
norme || A|| n’est pas obligatoirement atteinte ;
prenons par exemple a, = 1 — 2 : |lalle = 1, et si ||A(%)||2 = 1 pour |[@]|2 = 1, on doit avoir

(1 —1)2¢2 = %" ¢2 =1, ce qui est impossible. ¢
n=1

n=1
2)Si A € QL(E) el = (AT o A)w)|| < [JA7Y). ||A(u)||, soit pour tout w € E :
A(u)|| > et, en particulier : || A(e,, oy| > A2 L Donc:
ol el 1 Al =lanl > fléath = e
—— < ||A7Y|, soit (——) € £ (suite bornée).
o] < 14711 s0it () € 7€ )

Réciproquement, si ( 1 ) est bornée, le raisonnement du 1) démontre que

B(u) = (Ofl &, = b L ¢&,,...) définit un élément de L(E).
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11 ne nous reste plus qu’a prouver que AoB=BoA=1Idg:

Ao B(u) = A(a—l§1,...,—" o) = (g X ;—]&,...,an X L§n, D) =u= Bo A(u).
On remarquera que ||A~Y|| = sup 1 -1  pestpaségala - =1 .
nele |an|  inf |on] lalles  [1Al
nelN*
% Exercice 2.4. 0 .
B = c(-1,41], = max |f(O). <t (f) = / FOLS / fat.
DYfekE:

0 1 1 1
i< [ 1soider [ifola= [ nonas e o) [ a<ei
-1 0 -1 st< -1

Donc ¢ est continue de norme |||’ < 2.

Pour 0 < & < # arbitraire, considérons la fonction g, qui vaut +1 sur [—1, —¢], —% ¢ sur
[—¢, +€], —1sur [+€,1] : . .
lgello = 1et:(ge) = — dt+/— itdt+/—dt:2—2e.

-1 —e €

Dot : [@|" = suppgpe=1 [¢(f)l = @(9e) =2 —2epourtoute >0 = |l > 2, et
el =2 #

2) (notons que ce 2) aide a a imaginer g, ci-dessus . . . Toujours lire les énoncés de problémes

en entier!).
On veut prouver qu’il n’existe pas g € E telle que ||g9]le = 1 et |[¢] = ¢(9), ie. telle que :

/Og(t)dt—/ g(t)dt =2.
|/ g(t)de| < / lg(®) dt <1, et|/ gt)dt| < / lg(t)| dt < 1.

La seule possiblité est donc que / g(t)dt = let / g(t)dt = —1, mais cela implique,
1

puisque g doit étre continue, que g doit étre identique & +1 sur [—1,0[, et 2 —1 sur |0, 1] (petit
raisonnement par contradiction si vous n’étes pas completement convaincu), et cela implique
que ¢ a une discontinuité en ¢ = 0! g ne peut donc pas exister dans F (elle existerait dans un
espace plus grand, mais ce n’est pas notre probleme ici). ¢

% Exercice 2.5.

1)Puisqueg0 # 0 il existe u € E tel que p(u) = a # 0. Il suffit de prendre a = iu:
w(a) = ¢(Xu) = £ a=1;an’est pas unique, bien sr !
Ker(yp) = go‘l({O}) est image réciproque par ¢ continue de {0} fermé et donc est fermé. [a]
est de dimension finie 1, donc complet, et donc fermé. ¢

2) On a vu dans I’Exemple 2. = |ll’-llall-
Vu € E : AX(u) = Alp(u).a] = p(u).A(a) = (u).¢(a).a = p(u).a = A(u) : A2 = A
Yu € E: (Idg — A)? = (IdE —A)o(ldg —A)=Idgoldg—ldgo A— Acldg+ Ao A
Aet Idg — A sont idempotents. Ce sont des projecteurs supplémentaires, en ce sens que :
A+ (IdE — A) = Idg. +

3) [[(, )|l # est bien une norme sur ¥ : Ker(¢) et [a] étant munis de 1a norme induite par F,
la norme ||(-, -)|| 7 est une des trois normes usuelles sur un produit cartésien.

D’autre part A applique bien E dans F'; YVu € E : ¢(u).a € [a] pour tout w € E, et
o(u— p(u).a) = p(u) — p(u)p(a) = plu) — p(u) =0 => u— p(u).a € Ker(y).

A est linéaire et continue car ses deux composantes /dp — A et A le sont. On peut auusi
écrire :
Yu € E : IA@)llr = | (u — o(w).q,0(u).0) |1r = lu — p(w)-alls + le().allp

< el + 2e@)l-lall < llull + 2llll"lull-lall = (1 +2llell"lall)-lull :

donc A est continue.

Aestinjective : A(u) =0 = [u—p(u).a=0etp(u).a=0 = u=0.
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A est surjective : soit (v, \a) € F;onconsiderew =v+ Aa € F;

Aw) = (u—p(w)-a,p(u)-a) = (v+ Aa — [p(v) + Me(a)]-a, [6(v) + Ae(a)].a)
= (v+ Aa— Aag, Aa) = (v, Aa). ¢

A est donc bijectif et son inverse A ! est défini par A~ (v, Aa) = v+ Aa.

A~ est continue car’addition F x E — E restreinte 2 Ker(y) x [a] est continue ; d’ailleurs :
A= (v, Ma)ll = [lv + Aall < ||l + | Aall = [I(v, Aa)||F-

A est donc un homéomorphisme linéaire. 4

Dh:la - R, )\a + X a clairement pour inverse h~! : R — [a], A — Aa qui est linéaire.
Ih(Oa)] = M = i ALlall = gyldall = [I8l = g4 et
IB=* 0N = Xall = [Allall = IR~ = llall. ¢
Vu € E:hopoA(u) = hop(u—¢(u).a,p(u).a) = h(p(u).a) = p(u) = ¢ =hopoA.+

p West autre que la projection naturelle Ker(y) x [a] — [a], (v, Aa) — Aa, qui est linéaire
continue [Chap. IX], et p transforme tout ouvert en un ouvert [Chap. IX, Prop.2.3 ]. A et h. qui
sont des homéomorphismes, transforment également les ouverts en ouverts.

Par conséquent, pour tout ouvert U de E, ¢(U) = (hopo A)(U) est un ouvert de R. On peut
démontrer ce résultat plus rapidement par d’autres moyens, mais au niveau Licence il n’est pas
trivial. ¢
% Exercice 2.6.

) continue <= AM réel > O,Vu € E : ||u|| =1 = |y(u)| £ M, etdonc :

1) discontinue <= VM réel > 0,3u € E : ||[ul| = Let [4(u)| > M.

En particulier, si ¢ est discontinue, en prenant M = n?, n € N*:
Vn € N*,Ju, € E : |lu,|| = 1 et [¢(uy)| > n.

Considérons la suite de terme général v, = 42 : ||u,|| = 1;1" = % ,etdonc lim (v,) = 0.
Mais : |[¢(u,)| > n? = %|¢(un)| = |¢(ynﬂ)| = |¢(va)| > % n? = n : on arrive 4 une
contradiction avec le fait que (z,b(vn)) est une suite bornée. Par conséquent, ¢ ne peut pas étre
discontinue, et elle est donc continue. ¢
Remarque : Si au lieude ¢ € E* onprend A € L(E, IF) le résultat est aussi vrai. il suffit de
changer les notations.

% Exercice 2.7.
@ € E* est évident (propriétés de I'intégrale).
1

Vi€ E:|o(f)l 5/ [F(®)| dt < || fllo ; donc @ € E' et |||’ < 1.
4]

1
Notant 1 Ia fonction identique & 1 sur [0, 1] : ||1]|eo = Let |||’ = (1) = / dt = 1. Donc :
0

ol = 1.
wn € E* est évident ;

Vfe EVn =1:|en(f)l < %il N < iZIIflloo = 7 nllfllo = l|fllo; done :

on € Betllgall < 15 lipnll’ > gu(l) = A1 = 1. Done : gl = 1.+
Soit f € E.

n(F)] = Lol — onl )] = | / feyde—4 3= 1)
_ _ E n (% _ #(k
—II;/k_;_lf(t)dt I;/%f(n)dt|5£/%|f(t) £ de.

f :[0,1] — R continue est uniformément continue [cours D.E.U.G, ou généralisation dans
le Chap. X1V sous le nom de Th. de Heine] :
Ve > 0,3n >0, Vs,te 0,1] : |s—t| <n = |f(s) — f(t)| <e.
Prenons n assez grand pour que 1 < 5, alors dans chaque intervalle [k 1 k] pour t dans cet
intervalle : | f(t) — f(£)| < e et, donc, pour tout € > 0, il existe N, choisi tel que & <7, tel
.quepourtoutn > Nona:
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S

l9n ()] < Z dt=n-;-e=e¢
[¥nll = lle —enll” < llell" + llnll’ = 1 +i=2
Pour n > 1 fixé, démontrons que ||y’ = 2 = |¢"(g)| est impossible 2 réaliser pour g € E.

lgllco < 1; par exemple montrons que Yn(g) = 2 n’est pas possible.

On aurait : / f@R)dt =2+ = Z f(%). Le premier membre est compris entre —1 et +1

(I fllec < 1) tandis que le second est > 1 (toujours parce que || f|lc < 1). On ne peut donc

qu’avoir : / f(t)dt =1et * Zf( ) = —1, soit f = 1d’une part, et f( ) = —1 pour tout
k=1

k=1,...,n,dautre part : les deux conditions sont incompatibles !

|I” = 2 ne peut pas étre effectivemnent atteinte sur la boule unité de F. ¢

11 nous faut prouver qu’on peut trouver g,, . € E, € > 0, ||gnc|lo = L telleque g, s( )=-1,
et telle que g, .(t) = +1 partout sauf sur une réunion finie d’intervalles « petits ».

On aura alors : n

",[J(gn.,s) = W(gn,s) - Qon(gn,s) = / gn,s(t) dt — % kE—:l(_l) =1+ /0 gn,s(t) dt’

1
avec | gn(t)dt < 1 mais tendant vers 1 quand € — 0.

On :fura ainsi ||¢Yn] = Yn(gn.e) = 2 —e pourtout e, et |9, || =
On prend (faire une figure !) pour € trés petit devant ,etpour k=0,1,...,n—1:
gn,s( y=0, gns( +€)=0,gn(t)=1sit € [k + 25 k“ — 2¢], gnﬁ(% —£) =0, gn,e
corztmue sur [0, 1], gn,e affine par morceaux.
/ Gn,e(t) dt = nx aire d’un trapéze —nx aire d’un triangle
0 =n-t(2—2)+ (2 —4e)—n-32=1—4ne — 1.+

e—0

% Exercice 3.1.
Soit b : E x F' — G une application bilinaire continue non nulle.
Soit (u,v) € E x Ftel que b(u,v) # 0; u # 0etwv # 0, donc.
Considérons les deux suites :
(tn,vn) = ((n+ 2. (n+ £).v) et (T, ¥n) = (n.u.n.v), pourn > 1. Ona:
[(tn, vn) = (Zns Yn )l Bxcr = (U — Zns Va — )| Bxr = max{||tn — zullp, |on — ynllF}.
et: un —2alle = l(n + 3)u—nulle = |} ule = 3 llullp ; de meme:
lvn — ¥mllF = 3 lvll#.
Do [[(un, vn) = (&, Un)llExr = 3 max{|lu]lg, [v]r} — 0.
D’autre part :
16(tin, Un) — b(Zn, Yn )|l = ||b((n + L), (n+ ﬁ)v) — b(n.u,nv)|e
= [l(n+ 7)b(u, v) — n®.b(u. v)lle = 2+ 75)-lb(u, v)lle
— 2.||b(u, v)|le # 0 quand n — oo, d’ol le résultat.
Nota : On n’a fait qu’adapter la démonstration classique de ¢ — t2, R — R non uniformément
continue sur R. ¢

% Exercice 3.2.

Soit ug = (£5) fixé dans coo. Notons (v) = f(uo, v) : il est clair que ¢ est une forme lindaire
sur F.

Puisque f est symétrique en u et v, pour vp € E fixé, ¢p(u) = f(u, vo) est aussi une forme
linéaire sur E. Donc f est une forme bilinéaire sur E.

Vo= (m) € E: |§0('U)| = |f(U(),’U)| = |Z§n 77n| < ma‘Xlnnl Z |§O| = (Z |§0 ) l[v]loo :

donc ¢ est continue de norme < Z |€3| [notez bien que toutes ces sommes sont en fait finies !].

n=1
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Meéme chose pour ¢ bien sir.
Mais f n’est pas continue sur ¥ x F. Considérons en effet la suite d’éléments de E suivante :

pourk € N* ;uy, = (T 75,75,...,%,0,0,...).
Yk € N* : uy, € cgos €t ||uk||oo 71= = 1;donc : ux, € B(0,1]; [ux € S(0,1) en fait].

Vk € Nt f(ug,u) = Z 7= f Z 0 (série harmonique !) :

f n’est donc pas bornee sur B(0.1] x B(O 1] et n’est donc pas continue sur E' x F d’aprés
(3.6) de la Prop. 3.1. ¢

% Exercice 3.3.

Posons : b(u, v) = (Au|v) ; b est [ évident par bilinéarité de (-|-), ¢f. Chap. II, Déf. 5.1, et
linéarité de A : écrivez, sans oublier les V ] une forme bilinéaire sur F
b est symétrique et positive (loc. cit.). b n’est pas séparée (= définie), mais cela n’empéche pas
qu’on puisse lui appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz [Chap. IL(5.7)] :
Yu,v € E : [b(u,v))? < b(u, u).b(v,v), soit : [(Au|v)]? < (Aulu).(Av|v).
11 suffit de faire v := Aw pour avoir I’inégalité cherchée :

[(AulAu)? = (| Aul?)? = [|Aull* < (Aulu).(A(Au)|Au) = (Aulu).(A2u|Au). ¢
Si A est continu on a : (A(Au)|Au) < |A(AW)|.[|[Au] < ||A]. ||AuJ par Cauchy-

Schwarz et I'inégalité fondamentale (1 13), d’o: | Aul|* < .d’ou ||Au|? <
inégalité est tnvlalement venﬁee si Au =0,d’oule

résultat cherché. +
On déduit de cette ingalité que :
supjuy<t | Aul® = (suppy< [|Aull)® Gustifiez!] = [A|* < supjuy<i (Aulu).]|All, ce qui
implique : || A|| < supjuy<i(Aulu), si A # 0, inégalité vraie aussi si A = 0.
I’inégalité inverse est toujours vraie, sans propriété spéciale pour A continu :
(Aulu) < ||Aulllull < [All[ul® = supuy<i(Aulu) < [A]l. suppy< llull* = [IA]l. ¢
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ANNEXE

RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

Soient F et F' des espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires K qui sera soit
R soit C. On rappelle qu’une application A : £ — F est dite K-linéaire (on ne note
pas ce K s’il n’y a pas d’ambiguité) si elle vérifie :

(A1) Yue E,VYve E: A(u+ v) = A(u) + A(v) [additivité], et
(A2) Vue E,VxeK: A().u) = X\ A(u) [homogénéité].

L’ensemble de toutes les applications K-linéaires A : E — F estnoté L(E, F). On
munit L(E, F) d’une structure d’espace vectoriel sur K en y définissant les deux lois
de composition suivantes :

(A3) [addition]Vu € E : (A+ B)(u) = A(u) + B(u), et :
(A 4) [multiplication par les scalaires] Vu € E,VA € K : (AA)(u) = XA(u)

Soit G un autre espace vectoriel sur K. Si A € L(E, F) et B € L(F, G), on sait
définir 1a composée, notée B o A, par :

(A5) Yu€e E:(BoA)(u)=DB[A(u)].Ona:Bo A€ L(E,G).

Muni des lois + et o, I’espace vectoriel L(E, E), qu’on note simplement L(E), est
un anneau. C’est un anneau unitaire d’unité Idg (identité sur E, Idg(u) = u pour
tout u € E). Il est non commutatif si dim(E) > 1.

Dans L(E) on a (compatibilité de 1a multiplication par les scalaires avec la 1oi o) :
(A6) VA BeL(E),YAeK:(AB)oA=Bo(MA)=\(BoA),
ce qui confere & L(E), espace vectoriel et anneau plus (A6), une nouvelle structure
algébrique, appelée algebre sur K.

On notera Isom(E, F') ’ensemble, éventuellement vide [penser & dim(E) = m,
dim(F) = n, avec m # n], des applications linéaires et bijectives de E sur F.

Isom(E, E) est souvent noté GL(E) : c’est un groupe (le groupe linéaire de E)
pour la loi o, d’élément neutre Idg.

Linverse A~! de A € Isom(E, F) est une application linéaire : A~! € L(F, E),
eten fait : A~! € Isom(F, E).

A € L(E, F) appartient 2 Isom(E, F) si et seulement si il existe B : F' — E telle
que:AoB=IdretBoA=1Idg.

Rappelons qu’étant donnée une application linéaire A € L(E, F) on définit :
(A7) sonnoyau : Ker(A) = A7'({0}) = {u € E / A(u) = 0}, qui est un
sous-espace vectoriel de F,

(A8) sonimage:Im(A) =A(EF)={ve F/3ue E: A(u) = v}, quiestun
sous-espace vectoriel de F'. ‘
(A9) Aestinjective sietseulementsi Ker(A) = {0},i.e.ssi[A(u) =0 = u =0].
(A 10) L’espace vectoriel L(FE, K) qui est noté E* est appelé le dual (algébrique) de
E : ses éléments sont les formes linéaires sur E [on dit aussi covecteurs].

On définit aussi le bidual de E : E** = (E*)*.

L'application x : £ — E** qui 2 u € F fait correspondre x(u) définie par
[x(w)](¢) = ¢(u) pour tout ¢ € E*, est linéaire injective, on 1’appelle 1’injection
canonique de FE dans E**.

X est surjective <= dim(FE) < oo : dans ce cas on identific E et E** par
I’isomorphisme .
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(A 11) Lespace vectoriel L(K, E) [dont les ¢léments sont appelés contravecteurs])
est identifié & F en faisant correspondre A ¢ € F I’application K — F, X — A.a. Cette
correspondance est un isomorphisme d’e.v. On identifie donc les contravecteurs et les
vecteurs.
(A12) Pour A € L(E, F), on peut considérer B € L(F*, E*) définie pour ¢ € F*
par B(y)) = ¢ o A;
B est appelée la transposée de A et est notée * A. On a les formules :
HA+B)='A+'B,}(0MA) = \!A,*(BoA)=tAc'B,etc.
(A 13) On appelle hyperplan d’un espace vectoriel F un sous-espace vectoriel H de
E tel que pour tout sous-espace vectoriel F' de F contenant strictement H ona F' = F.
(A 14) H sous-espace vectoriel de E est un hyperplan si et seulement si il existe
a € E,a # 0telque E = H® [a] (Ja] = {Xa /) € K} est I’espace vectoriel
engendré par a ; E = F & G signifie que tout v € F s’écrit d’une maniére unique
u=v+w,otveF,weQ).

On a I’'important résultat suivant :

Proposition :
Soit ¢ € E*, ¢ # 0 : Ker(yp) est un hyperplan de E. Réciproquement, si H est
un hyperplan de F, il existe ¢ € E*, ¢ # 0, telle que H = Ker(¢). On dit que
@(u) = 0 est une équation de H.

Si ¢(u) = O est une équation de H, toute autre équation de H s’écrit
Ap)(u) =000 A€ K, A #0.
Démonstration :

Soit ¢ € E*, ¢ # 0, posons H = Ker(y). H est un sous-espace vectoriel de E, par
(A 7). Puisque ¢ # 0,s0ita € Etelque ¢(a) # 0,biensira # 0.Ona: E = H®|a).

En effet, soit u € F et considérons v = v, — %(%% a:p(v) =@(u)— %(%% pla) =0, et

donc v € Ker (). On peut donc écrire : u = v+£—% a,otv € Ker(p)et % a € [a].
La décomposition est unique : si v = v + A.a = w + p.a avec v,w € Ker(y) et
M € K ona:gp(u) =p() + Aep(a) = p(w) + ppla) = lp(a) = p.¢(a)
avec p(a) #0 = A=yp;ensuite:v+da=w+Ia = v=w. ¢

Réciproquement, soit H un hyperplande E. D’apres (A 13): E = H ®[a|;u € E
s’écrit de maniére unique u = v + A.a, ol v € H ; posons ¢(u) = A.
pestlinéairecarsiu = v+ Aaetu’ = v+ XN.a: p(u+v) = A+ XN = p(u)+ ),
et p(p-u) = Ap = p.p(u), en éerivant que u + v = v+ v + (A + N)a et
-t = p.v + Ap.a. Manifestement : Ker(p) = H. ¢

Si p(u) = 0 et P(u) = O sont deux équations de H, cela signifie que 1’on a :
Ker(yp) = Ker (1)), et cela est équivalent & : 1) est proportionnelle &  (résultat connu,
facile a prouver). ¢

Fin du Chapitre X



CHAPITRE XI

SUITES DE CAUCHY et
ESPACES METRIQUES COMPLETS
Espaces de Banach, espaces de Hilbert

Introduction

Nous abordons dans ce chapitre XI un sujet extrémement important qui nous
occupera tres souvent dans la suite de ce cours (chap. XII, XV, XVI, XVII, XVIII,
XIX mais aussi XIII et XIV) : les suites de Cauchy et les espaces métriques complets,
a savoir les espaces dans lesquels toute suite de Cauchy est convergente.

Les espaces de Banach sont les e.v.n. complets, et les espaces de Hilbert sont les
espaces préhilbertiens complets.

I1 faut bien se rendre compte que si 1’ on ne dispose pas des notions de suite de Cauchy
et d’espace métrique complet, on ne peut jamais dire qu’une suite est convergente sans
connafitre explicitement sa limite : cela rend impossible toute considération théorique
sur les suites !

Il est donc inutile d’insister sur 1’intérét de ces notions . . . et du présent chapitre pour
1a suite du cours.

Il est A remarquer que si le chapitre est un peu lourd, il n’est pas pour autant difficile :
aucune démonstration n’est « parachutée», et vous pouvez d’ailleurs considérer ces
démonstrations comme autant d’exercices.

Bien siir, il faut avoir en téte des exemples d’espaces de Banach, autres que R™, et
des exemples d’espaces de Hilbert (et aussi un exemple d’e.v.n. non complet).

Lorsqu’on demande & un oral des exemples d’espaces de Banach, on obtient parfois
une réponse du genre suivant : «Euh ... R, euh...R%, R3, .. .euh...R"”, ..., euh
...C,C% euh...C™...». On peut dire que cet oral démarre mal !

Il n’est pas recommandé non plus d’essayer d’épater un examinateur en donnant
comme premier exemple d’espace de Banach le dual de £~ (ou, pire, de L°°)!
’examinateur s’empressera de demander des détails . . .

Ne parler que de ce qu’on connait bien, en toute circonstance !

& Exercices indispensables : 1.1,1.4,1.5,2.1,2.2,24,25,3.1.
& Exercices complémentaires : 1.3, 2.3, 2.6, 2.7, 3.2.

BON COURAGE'!
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A
1 ' I
T i }
0 1_1 gz 1
2" n 2

fu®):=0 si0<t<g-—1

fa®) =nt+ (1—13n) siz—1<t<3

fa(t) =1 sit<t<1

La suite (f»,) est de Cauchy dans C([0, 1], R) pour la norme
1

lgllh = [ |g(t)| dt, mais n’est pas convergente dans cet

espace.



CHAPITRE XI

SUITES DE CAUCHY

ET ESPACES METRIQUES COMPLETS
Espaces de Banach, espaces de Hilbert

1. SUITES DE CAUCHY

Définition 1.1.
Soit (E, d) un espace métrique.
Soit (un )nes une suite d’éléments de £ (S C N, S infini). On dit que (uy, )nes
est une suite de Cauchy dans (E, d) si :

1.1) [Ve>0,IN € S,Vpe S,Vge S:p>Netg> N = d(up,uq) <e.

Commentaires -

1) Au lieu de dire qu’une suite est de Cauchy, on dit aussi que la suite vérifie le
critére de Cauchy. On trouve aussi I’expression “suite fondamentale”.

2) L’expression (1.1) signifie que : limp_,o0 g o0,peS,ges A(up, uq) = 0 [suite
double de réels > 0 convergente de limite 0].

3)Sil’on pose pour tout n € S: A, :={u, /pE€ S,p>n},ona:
(1.2)  (un)nes est une suite de Cauchy <= })10n}1 eS(diam(An)) =0.

ot, ¢f. Chap. I (3.18) : diam(X) = sup{d(z,v) / z € X,y € X}.
4) Quand S = N (ou N*), on écrit souvent le critére de Cauchy :
(13) Ve>0,ANeN,Vne NNVpeN:n> N = d(Untp, tn) <E.
5) Les inégalités larges peuvent étre remplacées par des strictes, sauf pour € > 0.

6) Si d et 6 sont des distances équivalentes [Chap. 1 (2.1)] sur E : les suites de Cauchy
de (E, d) et de (E, 6) sont les mémes.

7) Soit (F,6) un sous-espace métrique de (E,d) [F C E,6 = d|rxr] et soit
(Un )nes une suite de points de F': (uy, ) est de Cauchy dans (E, d) si et seulement elle
est de Cauchy dans (F, 6).

1

Exemple 1.1 : Soit F = C([0, 1], R) normé par || f|l1 = / | £(2)| dt.

0

La suite (fy,), n > 2, définie ainsi :
fa(t) ==0pourt € [0,3 — L], fu(t) :==1pourt € [},1],
falt) :=nt+ (1 — 3n)pourt € [1 — 1 1] (dessinez ! Voir p. 234),
est une suite de Cauchy dans (E, || - [|1).

1 1
Enetfet: |fuep — fulh = [ 1fn(®) = Fu®ldt = [ (Fal0) = Frantt))

1 1
(car froip(t) < fu(t) sur [0,1]) = /0 fu(t)dt — /0 Jrtp(t) dt = aire du triangle de

sommets (3 — ,0), (3 — 735,0), (3, 1) :
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[ fotp = fuli = 530G — 5) — G — 21 = 3(3 — 555) < 2n < &, pour tout
n>N= [%e] + 1 (ou [z] désigne la partie entiere du réel x), et pour tout p € N.

& Exercice 1.1. (assez facile) Démontrez que (£, }n>2 n’est pas convergente dans (E, || - [|1).

Proposition 1.1. (PROPRIETES ELEMENTAIRES SOUVENT UTILES)
Soit (E, d) un espace métrique, et soit (ur, )nes une suite d’éléments de E. On a -

(1) 8i (un )nes est une suite de Cauchy, il en est de méme de toute suite extraite
(tn)ner [T C S, T infini],

(i1) 8i (tUn )nes est une suite convergente dans (E, d) : (un )nes €st une suite de
Cauchy,

(iii) 8i (Un Jnes est une suite de Cauchy dans (E, d) : (un )nes est une suite bornée
dans (E, d),

(iv) 81 (tn )ne s est une suite de Cauchy et si (w4, )ne s admet une valeur d’adhérence

u € Elie 3T C S, T infini : liMn_, o0 neT(Un) = u] : (Un)nes €st convergente

dans (E,d)etona: limn_cones(tn) = u.

Commentaire : (ii) est souvent utilisée sous la forme contraposée [(P = Q) <

(-@Q == —P)] : une suite qui n’est pas de Cauchy est divergente.

Démonstration : (i) est une simple constatation. 4
(i) Ve >0,AN € S,Vne S:n> N = d(un,u) < §etdoncVpe S,Vge S:
p>Netg>N = d(up,ug) < d(up,u) +d(u,ug) < 5+5 =€ ¢
@(iii) Poure = 1,AN € S,Vpe S,Vge S:p> Netg> N = d(up.uq) < 1;
fixons p = N, pour tout ¢ € Stel que ¢ > N on a : d(un,uy) < 1, soit :
uq € B(un,1];donc: {un / n € S} C {u,...,uny—1} U B(un, 1] ; un ensemble
fini est borné et diam B(uy, 1] < 2, ensuite la réunion de deux bornés est bornée. 4
(iv) Ecrivons nos hypotheses :

Ve >0,AN € T,Vn€T:n> N1 = d(un,u) < 5,

Ve >0,AN; € S,Vp e S,Vge S:p> Nyetqg> Ny = d(up,ug) < s,
etonveut:Ve > 0,AN € S,Vne S:n> N = d(un,u) <Ee.
Prenons : N = max{N;,No}; T C Setdonc N € S.Vn € S,n > N,on a:
dm = m(n) € T avec m > n car T est infini, d’ou :

A(tn, ¥) < d(Un, Um) + (U, ) < s+5=¢gcarn,m>N2>N;, =
A(tUn,um) < SetmeT,m>n>N >Ny = d(tm,u) < ¢

Exemples 1.2. En général une suite de Cauchy dans un espace métrique n’est pas
convergente dans cet espace.

a) E = 10, 1] muni de la distance de R usuel. s, = L, n > 1, définit une suite de
Cauchy de E : en effet (s,) converge vers 0 dans R, donc y est de Cauchy [Prop. 1.1
(ii)], et donc est de Cauchy dans E [Commentaire 7)]. Cette suite ne converge pas dans
E ¢

b) E = Q muni de la distance de R usuel. Lasvite t; = 1,t5 = 1,4, ¢3 = 1,41,
ta = 1,414, t5 = 1,4142, ... des approximations décimales par défaut de v/2 est une
suite de Cauchy dans E (car convergente dans R, vers 1/2), mais elle ne converge pas
dans E. ¢

& Exercice 1.2. (tres facile) Démontrez que /2 n’est pas un rationnel.

¢) On démontre (faites-le a titre d’exercice !) que la suite définie par récurrence par
51 =1, 8041 = %(sn + %) est une suite convergente dans R, vers V2. 8, € Q pour
tout 7, (s, ) est de Cauchy dans QQ, mais elle ne converge pas dans Q. ¢
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d) La suite r,, = (1 + %)n, n > 1, est une suite de Cauchy de rationnels non
convergente dans Q ; sa limite dans R est e, 1a base des logarithmes népériens. ¢

& Exercice 1.3. (classique et facile) A I’aide des deux suites adjacentes s, = Z 7(%— et

tn = 8, + ﬁ; , démontrez que e ¢ Q. b=
Exemple 1.3.
. 2

Soit E = £°(R) = {u= (&1,€2, -+, &ny--2) / Z (é,)? < o0, &, € Rpour tout 11}

espace vectoriel normé par : ||u|| = ( Z (&) )1/2

Posons : e, = (0,...,0,1,0,...) [1 51 la n-ieéme place, O ailleurs]. La suite (ey,)
n’est pas de Cauchy, et on ne peut en extraire aucune suite de Cauchy. En effet :
Vp,g € N*p# q:|lep —egl|? =1+ 1 =2, s0it: ||e, — eg|| = V2. On remarquera
que la suite (ey,) est bornée : ||en || = 1 pour tout n € N*. En fait les e,, appartiennent
4.5(0, 1) qui est fermé et borné. Cet exemple, ainsi que le suivant nous seront précieux
dans la suite du cours. 4

Exemple 1.4. £ = C([0, 1], R) muni de la norme || f|lcc = max |f(¢)|. La suite

p<t<1
(fx) définie par : f,(t) := Opourt € [0, 2n+2] U [Zn, 1], fn(2n+1) =1, f,, continue
sur [0,1] et affine sur [2n 5 +1] [2n g 2n] (dessinez !) appartient a la boule

fermée unité de E. Aucune suite extraite de (f») n’est une suite de Cauchy.

& Exercice 1.4. (facile) Démontrez I’ assertion ci-dessus.

& Exercice 1.5. (facile) Soit F' = P([0, 1], R) I’espace vectoriel des fonctions polynomiales
a coefficients réels, restreintes 2 [0, 1]. || P]| = maxg<t<1 | P(t)| serala norme de F. Démontrez
que la suite (F,),»>; donnée par P, (t) = (1 + %)" est une suite de Cauchy dans F', non
convergente dans F.

Remarque :
La suite 5,, = 1 + % + % + .- l (série harmonique) n’est pas de Cauchy :
szn—sn=n+r1+ Jlrz o >n><2Ln=l

MaisVkentier > 1,0na: hm (sn+k Sn) = 0 [en particulier : hm (sn+1 sn) = 0].

Eneffet: sp46 — n:n+1+”'+ +k§kxm—+0[n—+oo].
% liMy, o00,k—00 A(Untk, Un) = 0 (dans (1.3)) signifie que 7 et k tendent vers co
indépendamment I’'un de I’autre !

2. ESPACES METRIQUES COMPLETS
Espaces de Banach, espaces de Hilbert

Si dans un espace métrique (E,d) on sait que foutes les suites de Cauchy sont
convergentes, c’est extrémement intéressant : en effet, on pourra dans un tel espace
démontrer qu’une suite converge sans connaitre (ou «deviner ») la limite d’avance.
11 suffira de démontrer que la suite est de Cauchy, ce qui ne présuppose rien en ce qui
concerne la limite.

C’est FONDAMENTAL : comment démontrer directement, par exemple, que la suite

n
deréels s, = —12 est convergente dans R ? Certainement pas en devinant que sa
m=1 T
limite est Z, G ! Comment procéder avec : Z —3' dont on sait sealement, depuis peu
m=1 T

de temps d’ailleurs, que la limite n’est pas rationnelle . . . ?
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Bien siir, de tels espaces n’auront un intérét que s’il y en a « beaucoup » — d’une part
—et si I’on dispose de méthodes indirectes assez simples pour prouver qu’un espace
métrique donné posséde cette propriété — d’autre part. C’est & ces questions que nous
allons nous intéresser dans ce qui suit. Mais, d’abord, nous allons donner un nom a ces
espaces particuliers mais trés importants.

Définition 2.1.

(i) Un espace métrique (E,d) sera dit complet si toute suite de Cauchy
d’éléments de E est convergente dans (E, d).

(ii) Un espace vectoriel normé (FE, || - ||), sur K = R ou bien C, qui est complet
pour la distance associée 2 sa norme (1) est appelé un espace de Banach.

(iii) Un espace préhilbertien (E, (- |)) réel ou complexe, qui est complet pour
la distance associée & son produit scalaire (?) est appelé un espace de Hilbert.

Nota : Banach se prononce « banak», ou (le plus souvent) «banarh» (ch allemand),
mais jamais «banach(e)».

Nota : Dans des ouvrages assez anciens, on trouve parfois I’expression «1’espace de
Hilbert », comme s’il n’y en avait qu’un seul : c’est de I’ - |l2) qu’il
s’agit. L’explication de cette « tendance unitaire » sera donnée dans les chapitres X VIII
et XIX.

Définition 2.2.
Une partie F' d’un espace métrique (E, d) est dite complete si le sous-espace
métrique (F, djrx F) est un espace métrique complet.

Proposition 2.1.
|| R, munidela distance usuelle d(s,t) = |s—t|, est un espace métrique complet.

Commentaire : On dit simplement «R est complet », en sous-entendant qu’il s’agit de
1a distance usuelle. Bien que R soit effectivement un espace de Banach, et méme un
espace de Hilbert réel, on ne ’exprime jamais comme cela (pédant !).

Démonstration :

Soit (sn)nes une suite de Cauchy de réels : elle est bornée d’apres (iii) de la Prop.
1.1. Donc, d’apres le Th. de Bolzano-Weierstrall [cours D.E.U.G. ou Chap. IV], il
existe une suite extraite (sp)ner, ' C S, T infini, qui converge vers s € R. D’apres
(iv) de la Prop. 1.1 : lim,, oo nes(Sn) = 5. ¢
Remarque : La démonstration ci-dessus n’en est vraiment une que si 1’on part d’une
axiomatique de R bien précise — ce que nous n’avons pas fait [¢f. Annexe Chap. XV].
Cela n’a aucune importance, car nous démontrerons plus tard [Chap.XV] que R est
justement obtenu en ajoutant des points (ce seront les irrationnels) a QQ jusqu’a avoir
un espace métrique complet.

Exemples 2.1.

a) Les sous-espaces métriques F' = |0, 1] et G = Q de R usuel ne sont pas complets :
voir Exemples 1.2.

b) L’e.vn. E = C([0, 1], R) muni de 1a norme || - ||; n’est pas complet : ce n’est pas
un espace de Banach. Voir I’Exercice 1.1.

MW ie d(u,v) = |lu—7]-

@ e du,v)=+/(u—vlu—0).
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¢)Le.v.n. F = P([0, 1], R) muni de la norme || - || n’est pas complet, ce n’est pas
un espace de Banach. Voir I’Exercice 1.5.

On peut prouver cela sans faire appel a4 un exemple précis : considérons ' comme
un sous-espace métrique de £ = C ([0, 1], R); soit g une fonction qui n’est pas
polynomiale ; d’aprés le Th. de Weierstral3 [Chap. IV], il existe une suite (F,)
d’éléments de F telle que ||g — Pnlloo — 0. (P,) est une suite de Cauchy non

convergente dans F.

Proposition 2.2.

Soient (Ey,dy), ..., (En,dn) un nombre fini d’espaces métriques, et soit
N
E =[] E; = E1 x --- x E leur produit cartésien muni de la distance :
i=1
doo ((u}, ..., ul), (01, ..., 0™)) = max{di (u},0), ..., dn (ul,v™)}.

(i) Une suite (un )nes dans E est de Cauchy dans (E, d ) si et seulement si les
NN suites composantes (Uf,)nes, 1 <4 < N, sont de Cauchy dans (E;, d;).

(ii) (E, do) est complet si et seulement si les (E;, d;) sont complets pour tout 4,
1 <i<N.

Démonstration : "
(@) Soit (tn)nes, Un = (u}l, ceey uﬁf) une suite de points de £ = [[ E;. Ecrivons

i=1
que c’est une suite de Cauchy pour d, : Ve > 0,dng € S,Vp € S,Vg e S 1p=>mnpet
q > 19 = doo(Up,Uq) = max, d;(uy, u}) < € etcelaimplique que d; (uy, u}) < e
.—Z.—

pour tout  fixé entre 1 et IV, donc que les (uf, }nes sont toutes de Cauchy.
Réciproquement, onécritVe > 0,dn; € S, . ..etonconsidereng = max{n,...,nyx}.
(ii) est évident d’apres (i). ¢

Remarque 2.1.

Il est clair que si (F,d) est un espace complet, et si 6 est une distance sur E
équivalente a d [Chap. I, Déf. 2.2] : (E, 6) est dussi complet. Détaillez !

On a aussi : deux espaces métriques isométrigues [Chap. I, Déf.2.3] sont simul-
tanément complets oun non complets.

Corollaire 2.1.
(R™, do ) [s0it (R, || - || oo )] €st complet. (R™, dj,) [ou (R™, || - || )] est complet
pour toutes les distances (ou les normes) de Holder, 1 < p < co.
En particulier, R™ euclidien (p = 2) est complet. C isométrique 2 R? euclidien
est complet, et donc C™ muni d’une distance héldérienne est complet.

7

& Exercice 2.1. (assez facile) On munit F' = [0, 1] de la distance (vérifiez que ¢’est bien une
distance) suivante : 6(s,t) = |-1—%§ — —ll—t | (E, 6) est-il ou non complet ?
& Exercice 2.2. (facile) Soit ( E, d) un espace métrique, et soit § 1a distance sur E donnée par
_ _d(u,v)
5(u,v) =

1+ d(u,v)
complet.

& Exercice 2.3. (assez facile) On considere 1’espace métrique (F, d) défini dans I'Exercice
2.4 du Chapitre I. Démontrez que si tous les espaces métriques (F;, d;) sont complets, il en est
de méme de (F, d).

[Chap. I, Exercice 2.2]. Démontrez que (F, d) complet équivaut a (E, §)

Exemple 2.2 : Soit F un ensemble arbitraire muni de la distance discréte 6(u, v) =1
pour tous v # v. 8(up, Ug) e peut prendre que les valeurs 0 ou 1. Dong, pour qu’une
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suite soit de Cauchy dans cet espace, il faut et il suffit qu’elle soit stationnaire, auquel
cas elle est convergente. Donc (E, 6) est complet (mais ¢a ne servira pas a grand chose,
puisqu’il n’y a pratiquement pas de suites de Cauchy ... ).

Théoréme 2.1. IMPORTANT)

(i) Soit (E, d) un espace métrique quelconque, et soit F' une partie compléte
de (E, d) [Déf.2.2]. F est une partie fermée de E.

(ii) Soit (E, d) un espace métrique complet : toute partic fermée F' de E est
complete.

Démonstration :
(i) Soit v € adh(F') : il existe une suite (un)nen de points de F' telle que
lim (u,) = w dans (E, d). D’apres (ii) de 1a Prop.1.1, (un) est une suite de Cauchy

dans (F,djrx ) qui est complet : donc il existe v € F tel que (ur) converge dans
F vers v. D’apres "unicité de la limite d’une suite on a v = u, et donc v € F. Par
conséquent adh(F') C F et F est fermée dans E. ¢

(ii) Soit (un )nes une suite de Cauchy de points de F' : puisque (E, d) est complet,
il existe u € E tel que lim,, ,cones(un) =u; onau € adh(F) = F et le résultat. 4

Commentaire . Le Th.2.1 permet de donner facilement des exemples d’espaces
métriques complets ou non complets.

a) Par exemple une partie F' % E de E partout dense dans E complet n’est pas
compléte, sinon elle serait fermée par (i) et on aurait F' = adh(F') = E.

b) R étant complet, [a, b] est complet, de méme que [a, +oo| car ce sont des fermés
de R; par contre | — oo, a[ n’est pas complet car non fermé dans R.

& Exercice 2.4. (facile, souvent utile) Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit (F},),,cn
une suite de parties non vides fermées de (E, d), vérifiant :
() Vn € N: K, C F, (suite décroissante),
(2) lim [diam(F,)] = 0.
Démontrez que F' =) o P contient un point et un seul.
Rappel : diam(X) = sup{d(z,y) [z € X,y € X}.

Exemple 2.3, Cet exemple est destiné & prouver que les notions de suite de Cauchy
et d’espace complet ne sont pas des notions topologiques [cf. Chap. VIII, p.7].
Les Exercices 2.1 et 2.5 vont aussi dans ce sens.
Soit E = R = {—o0o} UR U {+00} (droite réelle étendue) muni de la distance :
6(s,t) :== | Arc tan(s) — Arc tan(t)|,

avec Arctan(—oo) = —Z et Arc tan(+o0) = Z.

On notera R, le sous-espace métrique R de (E, 6). On va démontrer que Rysye) €t R
sont homéomorphes, I’homéomorphisme étant réalisée par V'identité Id : R — R,
t — t. Donc R et Rs auront les mémes ouverts, les mémes suites convergentes, etc.

Onn R —]-Z,+Z[, s — Arctan R [ S of NN |2 )

fet f_(itescj)cnt des h]omzéé)gr_lgri)hismes iilVCI‘S(CSS) l?Lg de l’autzrét];a[md ]llsett ]—zalifl)[
2277
sont munis de la distance usuelle.

e Considérons f : Rs — | =%, +Z[usuet, € f 71 1 =, +Z [usuel— Rusuel-
flof=1Id.Vs,t € R:|f(s)— f(t)] =|Arctan(s) — Arctan(t)| = (s, t) : f
est donc une isométrie de Rs sur |—7/2, +7/2[usuet- Comme f~1 est continue, on a
Id : Rs — R est continue.

e A présent, considérons f : Ryge — ]—%, +'72£[usuel’ et
f_l : _%7 +'72£[usuel_" Rs. Vs,t € ]_%7 +'72L[ :
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§[/~(s), F~(t)] = | Arctan[f~ (s)] — Arctan[f = (¢)]
= | Arc tan[tan(s)] — Arctan[tan(¢)]| = |s — t| ;
f~! est donc une isométrie de |—Z, + 5 [usuer sur Rs.
Comme f : Ryguel = |— 75, +7 [usuel €5t continue, on a Id : R — Ry est continue.
o Réunissant les deux résultats obtenus ci-dessus : ’application Id : s — s de Ryggel
sur Rs est un homéomorphisme.

Soit 3 présent la suite de réels s,, = 71 : cette suite n’est pas de Cauchy dans R usuel
(elle n’est pas bornée), mais, par contre, dans Rs c’est une suite de Cauchy, car c’est
une suite convergente dans Rs dont Rs est un sous-espace métrique.

En effet : §(n,+o00) = | Arctan(n) — 7| e 0.

Etendons alors f 2 Ren posant f(—oo) := -Z f(4o0) = +5,et fra[—%, +%]
en posant f~1(—%) := —oo, f1(+%) := +oo. f est alors une isométrie de Rs sur
[_';L, +'72L]usuel-

Cet intervalle fermé dans R usuel est complet et, par conséquent, Rs isométrique 3
un espace métrique complet est aussi complet.

Rs n’est pas complet puisque la suite s, = n est de Cauchy dans Rs et ne converge
pas dans R; (sa limite dans R est +oco et +-00 ¢ R).

& Exercice 2.5. Soit £ = ]0,+oo[. On considére sur F les deux distances suivantes :
d(s,t) = |s—t|eté(s,t) = | In s —In t|. Démontrez que ces deux espaces sont homéomorphes,
que (E, d) n’est pas complet et que (E, §) est complet.

Proposition 2.3.

Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques.
(@) Soit f : E — F une application uniformément continue sur E : si (un)nes
est une suite de Cauchy dans (E, d), la suite image ( f(un)),, s €St une suite de
Cauchy dans (F, 8).
(i) Soit g : £ — F une bijection de E sur F telle qu’il existe ¢ > 0et C > 0

vérifiant :
Vu € E,VYv € E : c.d(u,v) < 8[g(u), g(v)] < C.d(u,v).

Dans ces conditions (E, d) est complet si et seulement si (F; 6) est complet.

Corollaire 2.2,

Soient (E, || - ||g) et (F, || - | 7) des e.v.n. sur le méme corps (R ou C).
(1)Si A e L(E,F) : (i) s applique.
(2) Si A € Zsom(FE, F) : (ii) s’applique.

Démonstration :

@ OnaVve >0,3n > 0,Vu € E,Vv € E : d(u,v) <n = 6[f(u), f(v)] <e,
etVn>0,AN € S,\Vpe S,Vge S:p>Netq> N = d(up,uq) < 7.
On veut :
Ve >0,dM € SSVpe S,VgeS:p>Metqg> M = 6[f(up), flug)] <e.
11 suffit de prendre M = N. 4

(ii) Supposons (E,d) complet, et 80it (v5,)nes une suite de Cauchy dans (F, 6).
Posons uy, := g_l(vn) :

d(up, ug) < £6[9(up), 9(uq)] = E8la(g7 (vp)), 9(97(vg))] = (s vg)-
Donc (un)nes est de Cauchy dans (E,d) et, donc, converge vers u € E. Soit

v:=g(u):
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6(vn,v) = 6[g(un),g(v)] < C.d(un,u), et ce dernier terme tend vers 0 quand
n — o0o,n € S.Etdonc : limy—c0,nes(vn) = v. (F, ) est donc un espace métrique

complet.
Méme démonstration pour la réciproque en considérant g~ ! car Vo, w € F':

&6(v,w) < dlg™ (v), g7 (w)] < Lo(v,w). ¢

La démonstration du Corollaire est immédiate, car A € L(E, F) est non seulement
uniformément continue mais lipschitzienne [Chap. X, Th.1.1], d’ou (1). La Prop.1.3
du Chap. X dit que (ii) s’applique, d’otu (2). ¢
Remarque 2.2.

On sait que (1) est faux si f est seulement continue, et méme si f est un
homéomorphisme : Exemple 2.3. Un autre exemple, tout simple : £ = ]0,1], F = R,
flt) = % ; (%)n>1 est de Cauchy dans F tandis que f (%) = nn’est pas bornée dans
F, donc n’est pas de Cauchy.

% Pour (2) ne confondez pas Zsom(E, F) avec L(E, F) | (erreur fréquente .. .).

2= L’image de F complet par une application linéaire continue n’est pas
nécessairement un complet de F, pas méme un fermé.
On donnera des exemples plus tard.

& Exercice 2.6. (difficult¢ moyenne) Soient (E, || - |g) et (¥,] - ||») des e.v.n. réels. On
suppose que (F, || - ||r) estun espace de Banach. Soit ® : £ — F une application vérifiant :

(i) IM réel > 0,Vu € E,Yv € E : ||®(u + v) — P(u) — P(v)||r < M,

(i)3IC réel > O,Vu € E: Jullp <1 = || P(u)|lr < C.

1) Démontrez que pour tout u € F et pour tout n entier > 1 ona:

|or-@@"u) — o), < HA+ 5+ 5+ + 2—"1?).
En déduire que pourtout u € E "11210(7%,4)(2".1;)) existe dans F'. Nous noterons A(u) cette
limite.
2) Démontrez que I’application A : E — F, u — A(u), vérifie :
Yu € E,Yv € E: A(u +v) = A(u) + A(v).
3)Démontrez que : sup || P(u)—A(u)||r < M. Déduisez-enque A est une application linéaire
continue. Démontrez (13161?11 n’existe qu'une seule application linéaire vérifiant cette inégalité.

& Exercice 2.7. (assez difficile) Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit U une partie
ouverte de F telle que U # @, U # E. On note I le complémentaire de U dans E. Pour tous

u, v dans U on pose : 6(u, v) = d(u,v) + |d(u1 7 d(vlF) I

1) Démontrez que 6 est une distance sur U.

2) Soit (u, ) une suite d’éléments de U. Démontrez. que (u.) est convergente dans I’espace
métrique (U, 6) si et seulement si (u,,) est convergente dans le sous-espace métrique (U, djy xv )-

3) Démontrez surun exemple, avec F/ = R, que les distances 6 et djy .y he sont pas en général
équivalentes.
4) Démontrez que I’espace métrique (U, §) est complet.
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3. EXEMPLES FONDAMENTAUX D’ESPACES
METRIQUES ET D’ E.V.N. COMPLETS
Espaces de Banach classiques

Théoréme 3.1. (TRES IMPORTANT)

Soit A un ensemble quelconque, et soit (F,é) un espace métrique. Soit
E = B (A, F) 'espace métrique des applications f : A — F bornées [i.e.
vérifiant : diam[f(A)] < oo, ¢f. Chap. I (3.22)] muni de la distance uniforme :

doo(f,9) = Supae 4 6[f(a), g(a)].

Si (F, 6) est complet, I'espace (E, d) est complet.

Corollaire 3.1.

Enprenant A = N, oubien A = S C N, S'infini, on obtient : I’espace métrique
des suites bornées a valeurs dans un espace métrique complet est complet pour
la distance uniforme.

On pourra noter EOO(N, F5), £7°(S, Fs), cet espace métrique.

En particulier, £ (N, Fyi)s (5, Fj.) muni de la norme uniforme est un
espace de Banach sur Ksi (F, || - ||) est un espace de Banach sur K. Encore plus
particulitrement, puisque R et C sont complets, les espaces £ et £& sont des
espaces de Banach pour leur norme habituelle.

Corollaire 3.2.

L’espace métrique c(Fs), i.e. ¢(N, Fs) ou ¢(S, Fs), constitué par les suites
convergentes est complet pour la distance uniforme si (F, 6) est complet.

Si (F, || - ||) est un espace de Banach : c(F) est un espace de Banach. Dans ce
cas particulier, 1’espace co(F') des suites convergentes de limite 0 est un espace
de Banach pour la norme uniforme. Encore plus particulierement, les espaces ¢
et co correspondants 3 F' = R ou C sont des espaces de Banach.

Corollaire 3.3.

Soient (F, 6) et (G, 0) desespaces métriques, et soit £ := CBo (F, G) ’espace
métrique des applications continues et bornées de F dans G muni de d. Si (G, 0)
est complet I’espace (E, d) est complet.

En particulier, C ([, 5], R) muni de 1a norme uniforme || - || est un espace de
Banach.

Corollaire 3.4.

Soient (F, || - ||F) et (G, | - ||¢) des e.vn. On note E = Bo(F, G) I'e.va. des
applications f : F' — G vérifiant :
(i) VB borné dans F': f(B) bomé dans G,
(ii) Ve > 0,AM = M(f)réel > 0.Vu € F : ||ul|lr > M = ||f(u)llc Le,
muni de la norme uniforme.
Si (G, ||-|lc) est un espace de Banach, ’e.v.n. (E, || - || oo ) €st un espace de Banach.
Cas particulier : Si F = G = R, E = By(R,R) est ’espace de Banach des
fonctions bornées qui tendent vers 0 4 I'infini, i.e. telles que : |tl|im |f(t)] = 0.

Corollaire 3.5.

Le.vn. R([a, A],R) des fonctions réglées sur [, 3] est un espace de Banach
pour la norme uniforme.
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& Exercice 3.1. (facile) Démontrez les Corollaires 3.2 2 3.5.

Démonstration du Théoréme 3.1 : On note (E, d) = (B[A, (F, 6)], d)-

Etape 1 : Soit (fp)nes. S C N, S infini, une suite de Cauchy dans (E, d) :

Ve > 0,AN € S,Vpe S,Vge S:p>Netq> N = doo(fp, fq) <.

Mais doo (fy, f) = SUPac 4 6lfp(a), fo(a)] <& => Va € A 6[fy(a), fy(a)] <e.
On en déduit :

(*) Va € AVe > 0,dN € S;\Vpe S5Vg € S:p>Netg> N —
6[fp(a), fo(a)] <e.

Remarque : pas de probleme pour mettre Va au début car 4V —= V 9 (mais pas la
réciproque !) ; remarquons que, malgré 1’écriture, IV ne dépend pas de a.

Donc, pour tout a € A, la suite ( fn(a))n cg estune suite de Cauchy d’éléments de
(F, 6) qui est un espace complet par hypothese ; par conséquent cette suite converge
dans (F, 6).

Notons : g(a) := nh_rgo ( fn(a)) ; eu égard A 1’unicité de la limite, on définit ainsi une
applicationg: A — F. ¢
Etape 2 : Démontrons que g € E. Dans (¥) faisons € = 1 et fixons p = N; (quiest la
valeur de N obtenue poure = 1) :
VYa € A,Vg € S:q> N1 = 6[fn,(a), fy(a)] < 1,etdonc:

6[fn (@), 9(a)] < 6[fn, (a), fo(a)] + 6[fq(a), g(a)] < 1+ 6[fq(a), g(a)l-

Comme lim 6[f,(a), g(a)] = 0, il vient (prolongement des inégalités) :
q—o0

8[fn, (a), g(a)] <1,celapourtouta € A.
Donc pour tous a,be A:
6lg(a), g(b)] < élg(a), fn, (a)] + 6[fn, (@), Fny (B)] + 6, (B), 9(b)]
<1+ diam[fpn, (A)] +1
D’ou : diam[g(A)] < 2 + diam[fn, (A)] < co.D’ou: g € B(A, Fs). ¢
Etape 3 : On démontre que limn comnes(fn) = ¢ pour de, ce qui termine la
démonstration. On a :
Ve > 0,AN € S,Vpe S,Vpe S:p>Netg>N — Va€e A:
Lfo(a), 9(a)] < 6[p(a), Fo(@)] + 8[o(a), 6(0)] < deofir fo) + 8l o(a), 9(a)]
<&+ o[fy(a), g(a)];
faisons tendre ¢ vers I’infini, d’apres le principe de prolongement des inégalités, il
vient : Ve > 0,dN,Vp,Vg : p > N = Va € A : §[fp(a), 9(a)] < &, soit
SUPue 4 6[fp(a), 9(a)] = doo(fp, g) <e.
Finalement Ve > 0,dN € S,Vpe€ S:p> N = doo(fp,9) <&,
ie limp o0 pes(fp) = g POUT doo. ¢

Théoreme 3.2. (FONDAMENTAL)

Soient (E, || - ||g) et (F, | - ||F) des espaces vectoriels normés sur le méme

corps K = R ou C. On considére I’e.v.n, sur K,
L(E,F)={A: E — F / Alinéaire et continue }

muni de la norme : A € L(E, F) — | Allge,r) = SUPuep, |u)z<1 1AW F
[voir le Chap. X].

SiTe.vn. d’arrivée (F, || - | p) est un espace de Banach, I’e.v.n.
(L(E,F), || - |z, F)) est lui-méme un espace de Banach.

En particulier, puisque K = R ou bien C est complet, le dual topologique
(E’, || - ||") est toujours un espace de Banach, méme si E n’est pas complet, car
E' = L(E,K)avec || - || = - [l e x0)-
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Corollaire :

Si (G, - |le) (sur K) est un espace de Banach, 'e.vn. B(E, F;G) des
applications bilinéaires continues naturellement normé [cf. Chap. X, §3] est lui-
aussi de Banach.

En effet, cet e.v.n. est isométrique a 1’e.v.n. E(E, L(F, G)) [Chap. X, Th.3.1], et on
applique deux fois le résultat ci-dessus.

Démonstration du théoréme :

Soit E un e.v.n. (sur K) complet ou non, et soit F' un espace de Banach (sur K);
on va démontrer que £(E, F) muni de sa norme naturelle est un espace de Banach
(sur K). La démonstration ressemble i celle du théoréme précédent.

Etape 1 : Soit (A, )nes une suite de Cauchy dans £(E, F);ona:
(*) Ve >0,AN € S,Vpe S,Vqge S:p> Netq> N = ||Ap—Agllgm.F) <.
Soit 4 € E arbitraire :

[ 4p(w) — Ag(u)llr = [(Ap — A)(W)IF < |1 Ap — Agllc(r,F)-llull &,
d’apres I’inégalité fondamentale [voir Chap. X (1.12)].
Donc (*) implique, pour tout ». € E fixé, N ne dépendant d’ailleurs pas de v :
) Ve >0,AN € S,Vpe S,Vqge S':

pENetg2 N = [[A,(u) — Ag(w)lr < e.llulls.
Cette proposition (°) signifie que pour tout u, € E fixé la suite (An (u)nes st une suite
de Cauchy de points de F'. Or F est supposé complet, donc cette suite est convergente
dans F', vers un vecteur de I’ que nous noterons 4,,. ¢

Etape 2 : Ce qui précede étant valide pour tout v € E, et eu égard 4 1'unicité de la
limite, on peut considérer ’application de I dans F' qui & v € E associe A, € F'.
Montrons que cette application est linéaire et continue.

Soient u et v dans F, A et i dans K. La suite (An()\u + /w))n cg Converge vers
Ayt 1a suite (An(u))n vers Ay, la suite (A, (v)), vers A,. Comme pour tout
n € Sona: Ap(Au+ pv) = AMn(u) + pAn(v), les A, étant linéaires, on a en
passant a la limite, principe de prolongement des égalités : Ay, 440 = Ay + pA,.
Posant A(u) := A,, onconstateque1’application A : £ — F ainsi définie est linéaire :
A€ L(E,F). ¢

La suite (An)nes étant de Cauchy dans L£(E, F) est [Prop. 1.1 (iii)] bornée dans
cet espace : il existe M réel > 0 tel que || An || c(g,Fy < M pour tout n € S. Donc,
d’apres 1'inégalité fondamentale [Chap. X (1.12)],

Vu € E: [An(w)llF < [Anllee,my-lullz < M.Juls,

d’ou (continuité de la norme et principe de prolongement des inégalités), Vu € E :

limp co,nes | An(w) |7 = [ 1iMa—comes(An(w)F = |A@W)]F < M.Juls.
Par conséquent [Chap. X,Th. 1.1] A est continue, et on a ce qu’on cherchait :

A€ L(E,F). ¢

Etape 3 : 11 ne nous reste plus qu’a démontrer que la suite (A, )nes converge dans
L(E, F) vers A.Reprenons (°) dans laquelle nous laissons pfixe et faisons tendreq € S
vers Uinfini, il vient : Ve > 0,AN,Vp: p> N = Vu € E: | Ap(u) — A(u)|| <&,

. A — . Lo
0l : SUP e £ upo | P(“l)lu”A(u)” <eg,soit: | Ay — Al g(g,F) < €, cequi signifie
que limy_,0pes |4p — Allz(g,Fr) = 0, i.e. que la suite de Cauchy (An)nes est
convergente dans L(E, F'). 4

& Exercice 3.2. (difficulté moyenne) On a le résultat suivant, qui ne sera pas démontré dans
ce cours (Corollaire du th. de Hahn-Banach, voir un cours de Maitrise) : pour tout e.v.n. G (sur
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K=RouCQ)ettout z € Gtel que ||| = 1, l existe ¢ € G’ tel que |¢|' = ¢(z) = 1.
Admettant ce résultat, démontrez la réciproque du Th. 3.2, i.e. que si L(F, F') est de Banach, F’
I’est nécessairement aussi.

Théoréme 3.3. (IMPORTANT)

- ||#) un e.v.n. sur K, et soit p un réel tel que 1 < p < oo.
Onnote E = #° (F) I’ensemble des suitesu = (u1, Uz, - .., Uk, ...) de vecteurs

de F telles que : Z lug % < co. On norme E par : ||ulee = (Z ||lwk ||F)

Si(F, |- ||F)estun espace de Banach, ilenest de méme de (E = ép(F) Il ||¢p
En particulier, pour p = 2, et si (F, (-|-)r) est un espace de Hilbert réel : I (F)
[&.o]

est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire : (u|v)ez = Y (uk|vr)F.
k=1
Pour F' = K (R ou C) qui est complet, on obtient donc : E& est un espace de

Banach, et £ est un espace de Hilbert réel.

Démonstration : Nous renvoyons au Chap. II pour la démonstration du fait que E]% est

[e.o]
un e.v.n. pour la norme ||(&,)|le- = (2 [€xIP) P siron remplace K par F, il suffit
k=1

de remplacer | - | par || - || F-
Soit (un )n>1 une suite de Cauchy dans /¥ (F) avec, pour tout . > 1 :
Up = (ul,uZ,... ) e PP,
Ecrivons que (%, )n €st une suite de Cauchy :
* Ve>0,ANeN*VmeN*VneN*:m>Netn>N

[e] 1/p
= dp(tm, tn) = lftom = tmller = (3 [l ~ wi ) P <e.

On en déduit que :
Ve > 0,3AN,Ym,Vn:m>Netn>N = Vk>1:|uk, —uf||F <e.
Donc, pour tout k > 1 fixé, 1a suite (uﬁ)nZl est une suite de Cauchy dans F' espace
de Banach ; par conséquent (u*),, est convergente dans F, nous noterons u, sa limite.

Considérons alors la suite v = (w1, ..., Uk, - - -)-
Réécrivons (*) : pour tout r entier > 1 ona:
Ve > 0,AN,Ym,Vn:m>Netn >N = Vr>1: 3 |ukF, —uk|P <eP.
1<

E<r

Faisons tendre 7 vers I’infini dans la derniére inégalité :
Vr>1: S ||luk, —ug||P <eP,
1<k<r

oo

puis en faisant tendre r vers 'co : 3. ||[uk, — ug||P < €P, ce qui prouve que :
k=1

Um — u € LP(F), dolt 1 4 = —(Um — u) + um € £F(F), et enfin que :

lim ||um — ul|ee(ry = 0. D’0l1 le résultat cherché. ¢
m—00

Remarque : Dans le module de théorie de 1a mesure, il vous sera démontré que les trés
importants espaces de Lebesgue LP(A), 1 < p < oo, sont des espaces de Banach.

& Exercice 3.3. Soit F unespace de Banach, et soit A € L(E) vérifiant: | Idg—A| < p < 1.
On pose By = Og (opérateur nul) et pour 71 > 0 :

By =31(Idg— A+ B2),00 B2 = B,, 0 B,,.
1) Démontrez que pour tout n > 0 : || B, || < /p, puis que pour tous n, k > 0
B"+k - Bn - %(Bn_'_k_'_lz - B"Alz).

2) Démontrez que B,, est un polyndme par rapport a A ; déduisez-en que pour tous p,q > 0 :

Bﬁ - BS = (Bp + Bg) o (Bp — By).
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Démontrez que pour tous n,p > 0: || Bpyp — Ball < (/P
3) Démontrez que (B,) est convergente ; on note B sa limite. Démontrez qu’il existe
R € L(F) tel que R? = A. Démontrez que ||Idg — R|| < \/p.

Fin de la partie cours du chapitre XI

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

: 1
Supposons que ( f,,) converge pour lanorme || - |1 vers f € E: lim / |F(8) — fu(®)| dt = 0.
n—00 0
On voit bien sur une figure que s’il y a probléme C’esten t = % .
Ecrivons donc, d’une part :

1/2 1/2 1/2
/ F)] de < / () — fa(O)] det + / a0 dt
0 0 0

1/2
< / |£(t) — fa(t)| dt+ aire du triangle de sommets (3, 1), (3 — ,0), (3,0)
0

<lf=fali+ 2 — 0.

1/2
Donc : / | f(t)| d¢t = 0, et puisque f est continue sur [0, 1], donc sur [0, 1], | f] est > O et
0
continue sur [0, 3], il vient : | f| = f = Osur [0, 1] [¢f: Chap. 11, Exercice 3.1].
1 1
Daepun: [ 170~ f@lde = [ 150 -1 <lf = fuls 0

1/2
1

d’ol: |f(t) —1]dt =0,
1/2
[2,1], soit f = 1 sur [4, 1].
D’ ol une impossibilité car f %) = 0d’une partet f (%) = 1 d’autre part : f prendrait deux
valeurs distinctes au point % : horreur ! Finalement ( f,,) ne peut pas étre convergente dans
E =C(J0.1],R). ¢
Nota :
On «sent » bien que (f,,) devrait converger vers la fonction discontinue f = 0 sur [0, %[ et
f=1sur]}, 1], f(3) étant arbitraire.
Voir le module de calcul intégral pour ce point de vue, mais on pourrait arranger cela dans
R([0,1],R) ot || - || n’est pas une norme, mais ne demande qu’a en devenir une . . .
[cf- Chap. 1, Exercice 1.3].

f(t) — 1| > O etest continue sur {1, 1], donc | f(t) — 1| = O sur

% Exercice 1.2.
Supposons que v/2 = p/q, ol p, ¢ € N*, 1a fraction étant irréductible. On aurait donc p? = 2¢2.
On n’a plus qu’a démontrer que tous les cas (p pair, ¢ impair), (p impair, ¢ pair), (p impair,
¢ impair) conduisent a une absurdité [(p pair, ¢ pair) n’a pas & étre examiné car p/q serait
simplifiable par 2].

Exemple : p = 2h, ¢ = 2k + 1 impliquerait : 4h? = 2(2k + 1)?, c’est-a-dire :
2h? = 4k? +- 4k + 1, impossible ; etc. ¢

% Exercice 1.3.
N 8, = Z 1 est stricternent croissante et tend, on le sait (cours D.E.UG.), vers
0<k<n

oo
> 761—' = e. D’autre part, nn — &, = 8, + n_lﬁ est strictement décroissante et tend aussi vers e.
o K .

Ona:s, <t,pourtoutn > 1. s, < eetenfait s, < ecar(s,) est stricterment croissante et,
de méme, t,, > e. Bref, pourtout n > 1: 8, < e < t,.
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Supposons que e = ‘;1, ol p,g € N¥, fraction irréductible; on a en faisant n = ¢ :
s < g < tg, SOIt I 85 < g < 8q ﬁ = q.ql.5 < p.g! < q.ql.sq4 + 1; mais

q-q'sq = q.q!(l + Tlr + 71[ + -+ alr) est un entier. Donc p.g! serait un entier strictement

compris entre un entier et son suivant : ¢’est ilnpossible. ¢
Rappel : e = 2,71828 par défaut.

& Exercice 1.4.

La suite (f,,) est construite de telle facon que si m # n les parties non nulles des fonctions

n’ont pas de point en commun [attention en dessinant les f;, : le triangle n’est pas isocele :
1 1 _ 1 1 _ _ 1

Wl T WmFI T G D@nT2 S 2n@nt1) - I Zm il

Eneffet,sim>n:m2>n+1 = 2m>2n+2 —= Sﬁ(ﬂgure!).

Detellesorte quesim £ nona: || fn— fmllo = | fnlle = || fmlloo = 1-
On ne peut donc pas extraire de la suite { f,,) une suite qui soit de Cauchy. +

§°|~ S

% Exercice 1.5.

B.@t)=01+ -7%)" avec 0 <t < 1.InB,(t) = n.In(1 + -7%) etIn(1+ -7%) ~ -7% ;
donc, pour tout ¢ € [0, 1] : lim (P"(t)) =el.

On sait que £ +— e* n’est pas une fonction polynomiale :

en effet si € = ag + a1t + agt® + - - - + a,tP, en dérivant p + 1 fois, on obtiendrait : ' = 0,

absurde.

Nous allons démontrer que || B, — exp(-)]lco = ggaszP (t) - | — 0.

Comme max |Pa(t) — €| = max{e JPa(t).et =1} < max |P (t) et —1.e
il suffit de demontrer posant fn(t) = B,(t).e”?, que: max | fn(t) — 1| — 0

Al =n+Lytxdet +(1+ Lyr(—et) = (1+ Ly-le —t(1 -1-fy<o:
donc t — f,,(t) est, pour tout n > 1, décroissante sur [0, 1].
¥ €0,1]: fa(1) < falt) < fa(0) : ful1) = (1 + %)".e-l et f(0) =1.
On en déduit que 0 < [ fo(t) — 1| = 1 — £u(£)) <1 — (1 + L)"e!
Finalement : max|f"(t) -1 <1-(1+ 1)" l—l—eel=0.

Ainsi, la suite (P )" converge dans C([0, 1], R) vers la fonction continue ¢ + e* pour la norme
| - lloo- €t £ — €* n’est pas une fonction polynomiale, i.e. n’appartient pas 2 P({0, 1], R).
Donc, dans le sous-espace métrique P([0, 1], R) la suite (F,),, est une suite de Cauchy non

convergente. ¢

& Exercice 2.1.
1l est clair que d(s,t) = |—1£—S — Tl_t | définit bien une distance sur E = [0, 1]. En effet

destavaleursdans Rcars <1 = _1—3>0f:t—11—S eR;

d(S,t)=0 = 11—82-1—1_‘7 = Szt,
Vs,t € E:d(t,s) =d(s,t);
d(s,t)zllls— llr—i— llr—1£t|5d(s,r)+d(r,t)pourt0usr,s,tEE.O

Soait (8, ),en une suite de Cauchy dans F : Ve > 0,3N, Vp, Vg :
1 | |5p — 4l
I —sq (1—-sp)(1 —8g) ~

On en déduit, puisque 0 < 1 — 5, <1,0<1 -5, <1, que:

=A% =8l g _

|sp — 54l (T —s,)(1 — 5) (1—3p)(1—39) <e.

Donc (s,,)» est une suite de Cauchy dans R qui est complet pour sa distance usuelle [Prop. 2.1].
Donc (s,,) est convergente dans R vers s € R, pour la distance usuelle. Comme 0 < s < 1 pour
toutn:0<s<1;s€ EU{l} apriori.

pzNetq2N=>d(3pv3q):|1—ls N =e
P
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Mais, d’ autre part, comme (s, ) est de Cauchy pour d, elle est bornée pour d [Prop. 1.1 (iii)] ;
donc il existe C > O tel que d(0, s,,) < C pourtout n :
d(0, 8n) = |'1%5 _'l—l—snl = |>1_ l—lsnl = lfnsn <C
Dou:s, <C(l-s,) = s,(1+C)<C = s, gﬁ%:f(d.
Donc en passant 2 la limite avec la distance usuelle : s < K < 1, soit s € E.
A présent : d(s, s,,) = |ﬁ - 'l—l—snl — Oet, donc, (s,) tend vers s € FE pour la

n—oo0

distance d. En définitive, E = ({0, 1{, d) est un espace métrique compler. ¢

% Exercice 2.2.
Supposons que (F, d) soit complet et démontrons que ( E, §) est aussi complet.

Considérons la fonction ¢t — f(t) = 'I% qui est un homéomorphisme de [0. 1] sur [0, ,Ll,] et

dont I’application inverse est s — g(s) = ﬁ

Ecrivons que g est continueen s = 0;onag(0) = 0:
Ve>0,3n>0,Vs€0,5]:0<s<n = 0<g(s) <e.
Soit maintenant (u,,),,cs une suite de Cauchy dans (F, 6) : 7 > 0 étant fixé par la proposition
ci-dessus,
INeS,VWpeSVgeS:p>Netg>2 N = 0 < 8(up,uq) <1, d ol l’on déduit que :
0 < glb(up, uq)] < €, soit :
0 < o[ 2o 0] — g flaup, ug)]) = (9.0 Nl ug)] = dtp,ug) <
=S I9NTF d(uy, ug) Py Ug pr Ug Up,Ug) = €.
Par conséquent, 1a suite (u, ) est une suite de Cauchy de (E, d) qui est complet : donc il existe
u € F tel que lim,, e d(un, u) = 0. f étant continue au point 0, ona:
My sones (f[d(un, u)]) = Oet fld(up,u)] = %(1;("—112%7)- = 8(Un, u).
Donc : lim, eo,mes (6(un, u)) = Oet(un)nes aune limite dans (F, ), lequel est donc complet. ¢
On démontre exactement de la méme maniére, en échangeant f et g, que si (E, §) est complet,
(E, d) I’est aussi. Faites-le en détail, surtout si vous n’avez rien su démontrer !

% Exercice 2.3.

(Ei,di), 1 =1,2,...estune famille d’espaces métriques. Onpose F := H E; et on définit pour
i=1

_ _ _ _ : o Z_i di(us, vi
u—(ul,...,u,,...)EE,'U—(vl,...,v,,...)eE.d(u,v)—i;2 m

On sait déja [Chap. I, Exercice 2.4] que (E, d) est un espace métrique.
Soit (un )n>1 une suite de Cauchy de points de E, u,, == (u},u2,...,ul,...):
® 5 di(ud,ud)

Ve>0,AN 2> 1,Vp> 1,Vg>1:p>2 N,g> N = d(u,,u,) = > 272 —~4— < g

AN > 1L,Vp>1,Yg>1:p> N,g > (up, uq) 2 T dur oy <
_dlupuy)
1+ di(uy, ug)
Par conséquent : pour tout ¢ fixé, la suite (u,, )n>1 €st une suite de Cauchy dans I’espace métrique
(Ei, 8:) ou & = T%_d: . Or on sait par I'exercice précédent que (E;, &;) est complet puisque

donc pour tout i > 1 fixé: 2% .

(F3,d;) est complet par hypothese. Par conséquent, la suite (u% ),,>1 a une limite u; € F; dans
(Ei> d,) .
Considérons le point v = (u',%?,...,%%,...) € E. Nous allons démontrer que (uy)x
converge vers u dans (F, d).
. dz_(uz uz) . di(u' uz . dz uz uz)
Aty u) = 3 278G W) _§hg di(up,u) g1 _Giltn,0)
(1) = 2 1+ di(u,, w') ; 1+ da(uy,,u’) i:§+1 1+ da(uy,, u*)

=1
M i i o M i i
= di(ur,ut L i diug,,u’) _
< 2'4—”’5—%+ =27 i 27
2 T ) T2t TR T G,

(progression géométrique).
Soit & > 0 arbitraire. On choisit M tel que 2~ < 1e. Ensuite, pour tout i compris entre 1 et
M, 1a suite (u}),, converge vers u; pour la distance & et, donc :
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IN; eN",Vn:n > N; = §(ul,,u) < le
Onpose N = max{M Ny, N, .. NM} Pourtoutnn > N ona:
d(un,u) < 3e. Z 242 M < EZ 27% + 1e = 3¢ + 3¢ = ¢. Finalement, la suite (un),

=1 2=1
est convergente dans (E. d) qui est donc un espace métrique complet.

Exemples : pour la distance considérée ici. les espaces RN, cN (ou N*) sont complets.
[0, 11N = [0, 1] x [0,1] x - - - est appelé le cube de Hilbert.

% Exercice 2.4.
F = Fn. donc F C F,, = diam(F) < diam(F,), pour tout n € N, et par conséquent,

n=0
d’apres (2) : diam(F") = 0. On est donc devant I’alternative suivante : F' = () ou bien F' = {u},
u € E. 11 nous suffit de prouver que F # 0.
Pour tout nn € N, choisissons arbitrairement u,, € F;,. Pour tout p > n, comme — par (1) —
F,c F,,ona:u, € F,,. Donc: A, = {u, / p > n} C F, et, donc : diam(A,,) < diam(F,)
pour tout n € N. D’aprés (2) on a donc : lim [diam(A,)] = 0. Cela signifie [Commentaire

(1.2)] que la suite (up)neN €st une suite de Cauchy, dans (F, d) complet. Par conséquent, il
existe u € F tel que | hm (un) = u. Mais, pourtout n fixé : Vp > nonau, € Fn, qui est fermé,

et par conséquent, pour toutn € N:u € adh(F,) = F,,. Cestdire que u € ﬂ F,, = F.Donc
n=0

F est non vide, et on a le résultat cherché. ¢

Remarques :
(1) étant réalisée, on peut se demander légitimement si la condition lim [diam(ZF,)] # 0 ne

permet pas d’affirmer que F' # (), et méme contient plus d’un point ? Ce n’est pas le cas :
dans E = R (complet) prenons F,, = [n, +oof; (F,.) est une suite décroissante de fermés et

diam(¥;,) = oo pour tout nn € N. Cela n’empéche pas que F'= () F;, = 0.

n=0
D’ autre part, le résultat réciproque de 1’exercice est vrai ; en abrégé :
(un) de Cauchy, A,, = {u, /p > n},puis A = ﬂ adh{A,,) = {valeurs d’adhérence de (u.)},

n=0
Le résultat de cet exercice est connu sous le nom de «théoreme de G. Cantor ».

% Exercice 2.5.

On procéde exactement comme dans ’'exemple 2.3. f : Eg — Ry, t — In(2) est continue et
g : Ry — Eq4, s — €° est continue.
E4 et Ry sont homéomorphes grice aux homéomorphismes inverses 1’'un de 'autre f et g.
Néanmoins Ry, i.e. R usuel est complet tandis que F4 ne I’est pas : F n’est pas fermé dans R,
Considérons Id: E — E, t — t,etenvisageons f: Eg > Ry, g: Ry — Fy; Vs, t € F:
5lg(s), 9(2)] = | In(g(s)) — In(g(t))| = [In(e*) — In(e})| = |5 — t| = d(s, ).
Id = g o f est continue car f est continue et g est une isométrie.
Ensuite envisageons f: By — Ry, 9: Ry — Ey :
dif(s), f(t)] = 1f(s) — f(&)] = |In(s) —In(t)| = &(s, t) pourtous s,¢ € E.
Donc f est une isométrie et Id = g o f est continue. Donc Fy et Es sont homéomorphes via
I'identité 7d : leurs ouverts, suites convergentes, etc. sont donc les mémes. Démontrons que Es
— contrairement a Fy — est complet. Soit (s,,) une suite de Cauchy dans Fs :
Ve > 0,AN,Vp,Vg:p> Netg> N = §(sp, 5¢) = |In(s,) —In(sy)| <e.
Cela signifie que la suite (s,,) est telle que la suite ¢, = In(s,,) est une suite de Cauchy dans R,
qui est complet. Donc, il existe s € Rtel que : dfIn(s,), 8] = |t,—s| — 0. Soit: (ln(sn)) — 8

dans R usuel. )
Comme I'exponentielle est continue de R dans |0, +oof usuels, on a : (e‘“\”“) — e*dans R,

et dans F = |0, +-oof muni de d. Posons : 7 = e*,r € E.
Ona: é§(sn,r) = |In(s,) — In(r)| = |In(s.) — s| — Oet. donc, lim (s,) = r dans F pour

la distance & : Eg est par conséquent complet. ¢
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% Exercice 2.6.
1) Prouvons I’inégalité cherchée pour » = 1 en faisant v = u dans (i).
Yu € E : ||®(u+ u) — ®(u) — &(u)|| = ||P(2u) — 2®(u)|| < M, dou:
I3(2u) - a(u)] < &f

Raisonnant ensuite par récurrence, SUpposons que

Vu € E: ||l gn®(2u) - d@)| < B+ §+-- + 7).
Pour tout © € F remplagons u et v dans (i) par 2", il vient :
[@(2"u + 2"u) — B(2"u) — B(2"u)|| = ||D(2"'u) — 28(2"u)|| < M, soit :

1 n 1 n M
I D27 2) — gr (2|l < Hosr

A présent :
Iz @(@u) — @)l < | (2*0) — grd(2w)]| + [ gr®(2"w) — 2(u)|

5—2—%+%(1+%+---+—2—;1:r):%(1+%+---+71n).0

Déduisons de cette majoration que la suite (71,-;@(2"1;)) ,, Est—pourtout u € FE — une suite
de Cauchy dans F. Pour tous entiers n > letp > Oona:
(2 7u) - @@%m—ymyﬂwww b(2"))|

1 1
< gm X-—2—(1+?+"'+F)
(on a changé n en p et u en 2™y dans I’inégalité trouvée ci-dessus) et
1 1 _o2P—1 . .
14+ ? + e = = 2% 5p— T ,d’ou:
QWWM——ﬂ%%<yX2§1—memm

n-—00

” 2n+p

” 2n+]J
Comme E est complet, 1a suite (2—"<I>(2"u))" est convergente dans F, pour toutuw € F; on
note A(u) salimite, ce qui définit une application A: E — F. ¢+
2) Pour tous u, v dans F, et tout > 1, on a en changeant v en 2"u et v en 2™y dans (i) :
|®(2"u + 2™v) — B(2™u) — B(2™0)|| < M
= [P (u +v)] — e B(2"u) — FHP(2™)|| < I

On fait tendre n vers I'infini et [puisque || - || est continue, et limite d’une somme = somme des
limites] on obtient : || A(u + v) — A(u) — A(v)|| <0, soit : A(u+v) = A(u) + A(v). ¢
HVYVueFE:

umm—mwwwww—mn (2] = lim [D(u) - (2 0]
<tim MZ 1 - (continuité de || - || et 1negahte du 1)).

Donc : sup,cg ||(n) — A(u)|| <M.+
Vu € E: [A(u)]| < [|A(w) — 2(u)|| + |2()]| =
supjyy<1 [A(u)|| < supjy<i lA(W) — Q)| +C < M +C.

A étant additive (2)) et bornée sur la boule unité est linéaire et continue d’apres 1’ Exercice 1.1
du Chapitre X. +

Soient A et B deux applications linéaires vérifiant sup,, g | ®(u) — A(u)|| < oo et
SUPucp [|®() — B(u)| < co.
Yu € E: || A(u) — B(u)|| < ||A(u) — ®(u)|| +||®(u) — B(u)|| < oo. Posant alors C' = A— B,
I’application linéaire C vérifierait Vu € E : |C(u)|| < K = constante, ce qui est impossible
sauf si C' = 0 [prendre u ¢ Ker(C) et envisager n.u, n € N*]. ¢

% Exercice 2.7.

1) F:= E\ U est fermé dans (F, d) puisque U est ouvert,etona: F # (), F # E. On sait
[Chap. I] que d(u, F) = 0 <= u € adh{F) = F. Donc, pourtoutu € U, ona: d(u, F) > 0,
et m est un réel > 0. La fonction § est parfaitement définie sur U x U.

Yu,v € U : §(u,v) > 0card(u,v) > 0 et une valeur absolue est > 0.
Yu,v € U : §(u,v) > d(u,v). Donc: §(u,v) =0 = d(u,v) =0 => u =7, car d estune
distance.
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Yu,v €U :

8(u,v) = d(u,v) + Id(u ) d(v 7yl = dw, ) + |d( ¥3) d(u 7yl =
symétrique parce que d est une distance.
Yu,v,w € E :

6(u,v) < d(u. w) + d(w,0) + | gl ~ g m + @~ ao |

< [d(u, ) + | d(u{ 7y~ d(wl’ o) ] + [d(w,v) + | d(w{ 75 d(U{ ) I
< §(u, w) + 8(w, v). § estune distance sur U. +

o(v,u) : 6 est

2) Soit (uy, )nen une suite de points de U convergente vers u € U dans (U, 6) :
Hm 6(up, u) = 0. Mais 0 < d(un, u) < 6(u,, u) pour tout n, et donc lim d(u,,u) = 0.
n—o0 n—oo0

(un) est convergente vers u dans (U, d|y.v). ¢

Réciproquement, si lim (u,) = u dans (U, djy .y ), notons qu’on peut écrire :

Vu,v € U : §(u,v) = d(u,v) + ldt(;()uplz’) d(f)“’;;)l < d(u,v) + d(u,%’;{’d?v, F)

<(1+ W).d(u, v).
Donc : 6(tn, u) < (1 + m).d(%, w).
On aura le résultat cherché si W)ld(uff) est une quantité bornée ; mais d(-, ¥) est une
fonction continue sur E, donc sur U, et : lim d(u,, F) = d(u, I).
Donc:Ve > 0,AN e N,Vne N:n > I\?_); |d(up, F) —d(u, F)| <e;

_ ) R 1 c_ 2
faisant € = 5 d(u, F), il vient : T P Aw F) = (w7
lim &(un,u) =0.¢

n—oo0

Nota : Dire simplement que lim d(u,, F') = d(u, F) > 0 suffisait.

Tk et le résultat :

3) Prenons E = Rusuel, U =0, +o0f et donc F = |—o0, 0].
Vs, t €U :8(s,t)=|s—t —%|:|s—t|+J88—TttI-.
. s—1
On sait que d < 8. Supposons que § < C.dpourun C > 0: |s—t| + JTFL < C.ls—t
impliquesis#t: 1+ % <C = st> C'l—_l : on peut toujours supposer que C' > 1, et

on arrive a une impossibilité en faisant s = %, t = 1, pour n assez grand. 4
d et & sont donc topologiquement équivalentes (1a topologie définie est la méme) mais ne sont
pas équivalentes.

4) Soit (u,, ) une suite de Cauchy pour é d’éléments de U :
Ve>0,AN e NNVpeN,VgeN:p> Netg> N = §(up, uq) < &, s0it:
1 1 e
d(ug, uq) + |@>F) &y, T | < g, ce qui implique :
(a) lasuite (u,,) est de Cauchy pour d, et
(b) lasuite ( a ul F))" est de Cauchy dans R.

)y

(2) implique, puisque (E, d) est complet, que (u,,) est convergente vers u € E [pasu € U a
priori !], et (b) implique que la suite ( a(m )) est bornée dans R :

1 . 1
dM réel > 0,Vn € N : qwn T <M = VneN:d(u, F) > 37 >0.
D’ot, puisque d(-, #7) est continue, et par prolongement des inégalités :
d(u, F) > ﬁ >0 = u € U.Donc (u,) tend vers u € U dans le sous-espace métrique
(U, djyxu), et d’apres 2) : (up) tend vers u dans (E, 6) qui est par conséquent complet. ¢
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% Exercice 3.1.

Les démonstrations different un peu suivant la nature des espaces et de leurs éléments, mais
le principe sera toujours le méme : on démontre que I’ espace considéré est fermé dans un espace
métrique complet, et on applique le Th. 2.1 (ii).

Corollaire 3.2. : Puisqu’une suite convergente est bornée, ¢(F5 ) estunsous-ensemble de I’espace
métrique B(N, Fs). Démontrons que c(F5) est fermé dans B (N, Fs).

Soit U = (u1,-+-,Un,...) € adhlc(Fs)]. Ve > 0,IV = (wv,...,Vn,...) € c(Fs) :
doo(U, V) <e.

Par définition, lim (v,,) = v existe dans I : Ve > 0,dAN,Vn :n > N = §(v,,v) < e
Donc, pour tout 71 > N 2 §(tm, V) < 8(tn, Un) + 8(n, V) <do (U, V)+e <et+e=2c+
Remarque : On peut remplacer N par S C N, S infini.

La démonstration pour co(F) [(F, || - ||) e.v.n.] est exactement la méme (la faire 2 titre
d’entrainement).

Corollaire 3.3. : CB(F, G) est — par définition — un sous-ensemble de B(F, G). Démontrons
qu’il y est fermé pour d..
Soit f € adh|CB(F,G)]. Ve > 0,dg € CB(F,G) : do(f,9) < e. Démontrons que f est
continue sur F.
g € CB(F,G)etdonc:Vu € F,Ve > 0,3n > 0,V € F : §(u,v) <1 = Olg(u), 9(v)] <¢;
on a alors :
AF (w), F@)] < ALF (w), 9(w)] + Alg(w), 9(v)] + Blg(v), £(v)]

<doo(f,9) +e+do(f,9) <e+e+e=3e,desquev € F vérifie 6(u,v) < 7.
D’ou le résultat. ¢
En particulier, les fonctions {a, b] — R continues sur |a, b] sont bornées, et donc :
Coo(la, b], R) = CBy({a, b], R) estun espace de Banach. +

Corollaire 3.4. : Les applications de By(F, ) transforment les bornés en bornés et « tendent
vers 0 a I’infini ».
Prouvons d’abord que By (F, G) C B(F, G).
Soit f € Bo(F,G);poure = 1,3Ms > 0,Vu € F:||u|| = My = | f(v)|| < 1,d’unepartet,
d’autrepart: B = {u € F / ||u|| < Mg} = B(0, My[estunbornéde F:Vu € B : || f(u)| < C
constant, par (i). Donc f est une application bornée. ¢
Soit 2 présent f € adh|By(F, G)]. Ve > 0,dg € Bo(F,G) : do(f, 9) < &
Montrons que f € By(F, G).
(i) Soit B borné dans F': g(B) est borné dans G ; soitu € B :
IF @ < [1f(w) = gl + lg(w)ll < duo(f, ) + diamg(B) < e + diam g(B).
Donc, f transforme les bornés en bornés.
(i) Ve > 0, 3IMg > 0,Vu € F': [lul| > My = |lg(u)l| <e.
IF @ < I1f(w) = 9@l + llg()ll < NIf — gl + & <€+ & = 2¢, pour ||ul| > M,. ¢

Corollaire 3.5. : R(|a, b], R) est— par définition méme — I’adhérence pour || - ||, de E({a, b], R)
(fonctions en escalier). C’est donc un fermé, qui est par conséquent complet dans B, (|e, b], R
complet. ¢

% Exercice 3.2.

Soit u € F unpoint fixé vérifiant ||z]| = 1. D’apres le résultat admis (un corollaire du Théoreme
de Hahn-Banach) : 3y € E' telle que (u) = ||¢||' = 1. A tout v € F, faisons correspondre
A, : E — F définie par A, (u) = (v ® ¢)(u) = ¢(u).v pour tout u € E.

On sait que A, € L(F, F) avec || Aol = ||v||.]|¢ll’ = ||v|| [Chap. X, Exemple 2.5].

Soit a présent (v,, ) une suite de Cauchy d’éléments de F. On notera 4,, := A,,,.
Vu € B : || Ap(u) — Ag(u)| = lle(w)-vp — o(u) v, || = [o(w)]-|lvp —vgll, d"0tr:
1 4p — Aqllcqe.p) = sUPjuy<i | Ap(u) — Aq(u)ll = supjuy<1 [ (w)]-[1vp — vell

= |lup — vgll- suppu<r (@)l = llvp = vall-lell’ = llvp — gl

Par conséquent, ( A,,) est une suite de Cauchy dans L(F, F'). Comme L(E, ) est complet,
la suite (A,,) est convergente dans L(E, IF), vers A € L(E, F).
Yu € E: ||A.(u) — A(u)|| < ||An — Al-||ul|, et donc Vu € E : lim (A,,(u)) = A(u).

=00
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Fn particulier : lifolo (An (@) = A(T), et Au(T) = A, (T) = @(8)Vp = Un.
Dong, 1a suite (vn)"est convergente, de limite A(%), et F est donc complet.

Observons que I’application ® : /' — L(E, F'),v — A,, estlinéaire (évident) et isométrique ;
2@l = supju<i | Au(@)ll = | Aol = [|v]| (cf ci-dessus).

F est donc isométrique a I’e.v.n. ®(F) C L(E, F). Cette isométrie n’est évidemment pas
surjective sauf si dim(FE) = 1.

2 Exercice 3.3.
D || Bo|| = l0gll = 0 < /5

Bi = }(Idp—A): | Bl = §|1dp— Al < $p < p < ypear0 < t < Lentrainet? <t < V&
On raisonne par récurrence, et on suppose que || B, || < ,/p.

1Brsill = 3ll1de — A+ Bi|l < 3llldp — All + 31|Ball® < 30+ 30 =p < /p. ¢

Bnip = 31dp — A+ 3(Bnip1)? €t B, = 31dp — § A+ §(Bno1)?

D’ol: Bn+p — B, = %(Bn+p+1)2 — %(Bn¥1)2. L4
2) By et B; sont des polyndmes par rapport a A.
Par récurrence, on suppose que B, = > ayA*. D’ apres I’expression de B, 1, il est clair
1<k<N(n)

que B, est aussi un polynome d’indéterminée A.

I’identité a2 —b? = (a+b).(a—b) est vraie dans tout anneau d@s que a et b sont commutables,
i.e. tels que a.b = b.a (c’est évident). Or dans L(E), si P et () sont deux polyndmes de la méme
indéterminée A, ona: PoQ = Q o P,car AP 0 A7 = APT = A% 0 AP,
Par conséquent, ona : B2 — B} = (B, + B,) o (B, — B,) comme demandé. +
1Basp ~ Ball = 1(Basp1)* — (B2, [par DI

= 2|[(Bnip-1 + Bn-1) © (Buip-1 — Bn_1)|| [ci-dessus]

31 Brip-1 + Bacall| Buip-1 — Bnil|
L1 Buspmtll + 1 Bacall)-I Basp-1 — Bocs
3 X 2,/p|| Bpyp-1 — Bp-1l [par D). ¢

On a donc aussi : | Bnip—1 — Bpoi1|| < +/Pl| Brip—2 — B

1 Bps1 = Bull < /6l Bp — Boll 5

en remplagant, on obtient, puisque By = O :

1Baspt — Batll < (VAPIIB, || < (VA" VB = (/)™ QED. +

3) Puisque p € [0, 1[, /p € [0, 1], et lim (/p)"* = 0.
Donc lim,, co,ps00 || Brp —Bnl|l = 0, et la suite (B,,) est de Cauchy dans L(E). Or E est
complet, donc L(FE) Iest aussi [Th. 3.2]. Par conséquent. (B,,) est convergente dans L(F) ;
notons B € L(F) sa limite. ¢

En passant 4 1a limite dans I’ expression de B,, ;; (loisible car les opérations qui y figurent sont
continues), ona: B = ;(Idg — A+ B?) = 1A= 1ldg— B+ 3B?et A= (Idg — B)?
[Idg et B commutent].

Onpose: R:= Idg— B,etona: A= R?,ie «Aadmetun opérateur racine carrée », ¢’était
cela le but de cet exercice. ¢

En passant 2 la limite dans || B,|| < \/p, il vient : || B|| < ,/p, [car || - || est continue et
prolongement des inégalités]. On entire : ||[Idg — R|| = | B|| < 1/p. ¢

IAN A CIA
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Fin du Chapitre XI



CHAPITRE XII

ESPACES METRIQUES COMPLETS
(Suite)

Introduction

Le chapitre XII fait directement suite au chapitre X1, et parle encore des espaces
métriques complets.

Ce chapitre est composé de trois paragraphes plutot hétéroclites : le §1 contient
des résultats importants de prolongement par densité des applications uniformément
continues.

Le théoreme relatif au prolongement des applications linéaires continues par densité
est utilisé treés fréquemment en analyse fonctionnelle, en théorie de la mesure, etc.

Le §2 contient des résultats tout 2 fait fondamentaux sur les espaces vectoriels
normés de dimension finie ; les chapitres XIII et XIV contiendront d’autres résultats
caractéristiques des e.v.n. de dimension finie.

Les étudiants qut enseignent dans le secondaire trouveront certainement mati¢re ici
pour approfondir et clarifier leur connaissance de R et R™.

Tous ces résultats doivent étre parfaitement connus.

Le §3 constitue une (trop breve) introduction & 1’étude des séries dans les e.v.n. On
a fait I’'impasse sur la notion, pourtant trés intéressante, de famille sommable . . .

Les résultats élémentaires sur les séries sont trés importants. Revoir un cours de
D.E.U.G. sur les séries numériques (R ou C) et les séries de fonctions me parait une
excellente chose. La définition donnée ict d’une série semble effroyablement snob a
certains auteurs qui préféreraient dire qu’une série est une suite (u,) dont on étudie les
sommes S,, = ug + u1 + - - - + un. L'auteur ne se sent pas interpellé par ce litige . . .

Le peu qui est dit sur les bases de Schauder peut étre ignoré . . .

Les démonstrations du §1 sont longues (d’autant plus que nous les avons détaillées
a I’extréme), mais elles sont faciles, car I’enchainement des étapes est trés naturel.

En bref, ce chapitre est d’un niveau de difficulté trés moyen, et ne devrait pas vous
poser de gros problémes. ’

& Exercices indispensables : 1.1, 2.1, 2.2, 3.1, 3.2.

Trois Lectures / Problémes sont proposées. La premiére sur le principe de Ekeland
est profonde, et trés intéressante A cause de ses nombreuses applications ; elle est
intéressante ausst parce que c’est le seul résultat relativement récent (1972) de ce
cours.

Les deux autres Lectures—Problémes proposent deux approches distinctes du trés
important théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn.

Tous ces résultats mériteraient largement de faire partie du cours proprement dit,
mais celui-ci doit occuper une place raisonnable, alors il faut bien s’arréter quelque
part . .. Les étudiants qui disposent de tout leur temps et qui ont I’impression d’étre
I’aise dans ce cours gagneront beaucoup a I’étude de ces trois Lectures—Problémes.

DANS LE PROCHAIN CHAPITRE ON ABORDE LA COMPACITE ... BON
COURAGE, VOUS EN AUREZ BESOIN!!
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u = fe(u) := flu) + VEAi, u)
s
bw 2
inff+ e ¢ \‘E i
! me wo— | .
infr 1 \
Principe de Ekeland

Soit (E, d) un espace métrique complet et f : E — R une fonction bornée inféricu-
rement et semi-continue inférieurement.

Soite > Oetsoitw € Etel que inf e f(u) < f(w) < infucp f(u) + L&

Il existe u € E tel que :

d(@,w) < /e, f(@) < f(w), fe définie par fe(uw) == f(u) + +/€d(4, u) atteint son
minimum fc(u) = f(u) au seul point u).



CHAPITRE XII

ESPACES METRIQUES COMPLETS
(Suite)

1. THEOREMES DE PROLONGEMENT

Théoreme 1.1. [de prolongement par densité des applications uniformément conti-
nues] (TRES IMPORTANT)

Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques. On suppose que I’ espace métrique
(F, 6) est complet.

Soit A une partie partout dense de (E, d). Soitenfin f : A — F une application
uniformément continue sur A. )
Conclusion : il existe une application unigue g : E — F telle que ga = fet
uniformément continue sur E.

De plus : si f est lipschitzienne de constante k > 0, 1l en est de méme de g.

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS apr¢s la partic Cours. 4
Le point fondamental de cette démonstration est la construction de g, c’est-a-dire
le calcul de g(u) en tout pointu € E : g(u) = 1im (f(an)), oil (an) est une suite de
n—o0

points de A convergente vers u € E, cette suite étant arbitraire.

Commentaires :

1) L’unicité est immédiate [Chap. VI, Th. 2.3].

2) Le résultat devient faux si f est seulement supposée continue sur A. Un exemple
trés simple est donné par la situation suivante : £ = [0,1], A = ]0,1], F = Ret
f(t) =sin(}) [le «sinus des topologues »].

3) Le résultat est également faux si F' n’est pas supposé complet. Par exemple
f:Q— Q,t + ¢t ne peut pas s’étendre en une fonction continue R — Q.

& Exercice 1.1. (trés facile) Vérifiez les trois assertions des Commentaires.

Le théor¢me suivant, « correspondant linéaire » du précédent, est d’utilisation cons-
tante en analyse fonctionnelle, au point que son intervention n’est pas toujours
explicitée ; souvent aussi, le prolongement est noté comme 1’ application de départ.

Théoréme 1.2. [de prolongement par densité des applications linéaires continues]
(FONDAMENTAL)

Soient (E, || - |E) et (F,|| - ||r) des espaces vectoriels normés sur le méme
corps K (K = R ou bien K = C). On suppose que (F, || - ||¢) est un espace de
Banach. Soit Ey un sous-espace vectoriel partout dense de (E, || - | g)- Soit enfin
Ae E(Eo, F)

Conclusion : il existe B € L(E, F) unique telle que Bjg, = A, etona:

fu—

A1) |IBleery = 1Al cgo,Fy-
Cas particulier : Si ¢ € Ej il existe ¢ € E' unique telle que ¢y, = ¢ et

I¥ller = llell e
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Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS.
En ce qui concerne le point particulier, il suffit de remarquer que : Ef, = £L(Ey, K)
et K = R ou C est complet. ¢

Corollaire 1.1.

Avec les notations et les hypothéses du Th. 1.2 : il existe une isométrie linéaire et
surjective entre les e.v.n. L(Eo, F) et L(E, F).

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS. 4

Nous rencontrerons plus tard des applications des deux théorémes ci-dessus, en
particulier dans le Chap. XV. Mais en voici tout de suite un exemple non trivial.

Exemple 1.1. On considere I’e.v.n. E = R ([, ], R) des fonctions réglées, et le
sous-espace vectoriel Ey = £ ([c, £], R) des fonctions en escalier.

On définit ¢ € EJ de la manitre suivante :
soit f € Epetsoittp = a <t; <--- <tn_1 < t, = fundécoupage de [, (] tel que

n—1
f(t) =& € R,sit € Jtg, tp41[(0 < k < n—1);0npose: (f) := kZ (trr1—tk)Ek
—o

n—1
ona:lp(f)] < nax (&l X (b 1) = (8= @) .

B
Notons que ¢( f) n’est rien d’autre que / f(t) dt. Le prolongement par densité v de
a B

@ & E n’est autre que ’intégrale d’une fonction réglée : 1(g) = / g(t) dt qu’on sait
calculer en prenant une suite (g,,) de fonctions en escalier convergente (pour ||+ o)
vers g: P(g) = lim (o(gn))-

On peut de la méme maniere définir I’intégrale d’une fonction continue 2 partir de
I’intégrale des polyndmes [qu’on sait expliciter '], cela grice au Th. de Weierstrafl. Ces
exemples sont de nature pédagogique, mais 1’idée de prolongement y est bien illustrée
et prouve — une fois de plus — 'intérét de la notion de densité = approximation.

2. ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE

Soit E un espace vectoriel de dimension finie N sur K = R ou C.
Soit (e1,eg,...,en) une base de 'espace E : quel que soit v € E il existe un

N
N-uple unique (£1,€2,...,&n) EKN tel que i u =Y &ee,.

=1
Notons &; = £*(u), ce qui définit (& cause de 1’unicit€) N applications €* : E — K.
Ona:e’(e;)=1pourtouti € {1,..., N}, ete*(e;) =0pourtousi,j € {1,..., N}
tels que 7 # j.
On note souvent : €*(e;) = 63 [6; est appelé symbole , ou 6, de Kronecker].
Les €* sont des éléments de E* = L(E,K); (e',€2%,...,eN) est une base de E*,
qui est donc de dimension IV, comme E.

& Exercice 2.1. (tres facile) Vérifiez ce résultat, ainsi que le résultat ci-dessous.
Considérons 1’application : N
21) ¢:KN > E,z= (615, 6N) = O(z) =u =3 &e.
=1

® est linéaire et bijective. Son inverse ! : E — K est donné par
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22) o Yu)= @‘l(igiei) =(&,.. ,éN) =z = (el(u), . ,6N('u)).

Donc ®~! est I’application & valeurs dans KV donnée par ! = (¢!, ...,e").

Lemme 2.1. (FONDAMENTAL)

Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K de dimension finie N. Soit (e, ...,en) une
base de E. On munit KV de la norme || - ||oo (pour z = (£1,...,&n) € KV :
llloo = masx |&D. Ona:

1<i<N

23) @ € Zsom(KM, E).
|| Autrement dit, il existe ¢ > O et C > Otels que :
24) Yz € KN : clallw < [@@)]| < Cllzlo.

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS. 4

Théoreéme 2.2. (FONDAMENTAL)

Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K de dimension finie : (E, || - ||) est un espace de
Banach.

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un e.v.n. sur K arbitraire est une
partiec compléte de cete.v.n. En particulier, tout sous-espace vectoriel de dimension
finie d’un e.v.n. quelconque est fermé dans cet e.v.n.

Démonstration :

Soit N = dimg(F) ; on choisit une base (e;,...,en) de E.

Soit ® € Zsom(]KN , F/) comme dans le Lemme ci-dessus.

Onsaitque (KY, ||'||oc ) €st unespace de Banach [Chap. X1, Corol.2.1], donc (E, ||-]|)
est aussi un espace de Banach [Chap. XI, Corol. 2.2]. ¢

Soit a présent (E, || - ||) un e.v.n.de dimension quelconque, et soit F un sous-espace
vectoriel de E vérifiant dimg (F) < oo. Le.v.n. induit (F, || - ||r) est un espace de
Banach d’aprés ce qui précede; c’est dire — par définition — que F’ est une partie
compleéte de (E, || - ||). D’apres le Th. 2.1 (i) du Chap. XI, et ce qui précede : F est une
partie fermée de (E, || - ||)- ¢

Théoreme 2.3. (FONDAMENTAL)

Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie : deux normes
quelconques || - || et ||| - ||| sur E sont équivalentes.

Démonstration :
D’ apres le Lemme ci-dessus :
dc> 0,3C > 0.Vz € KV : (||z]|c < ||®(2)|| < Cl||oo et :
k> 0,3K > 0,Vz € KN : k||z]leo <|]|®(2)]]] < Kl|2|oo-
Posant z = & ~!(u) <= u = ®(x), on obtient : Vu € E:
2 (W)l < llull < ClIP~ (U)l|oo, et k|27 (W)lloo < l[ull] < K127 ()] cos
d’ot ’on tire :
[ull < ClI2~ ()]l < %IIIUIII,et: lull > el 2™ (W)lloo > Fllulll.

Dot le résultat cherché : Vu € E : < ||[ul|| < |lul] < £ |]]4]]]. ¢

c
<]
Commentaire :

Sur un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les normes [et non pas toutes les

distances ! ! 1] définissent une seule et méme topologie, i.e. la méme famille d’ouverts.
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On parle de topologie naturelle pour qualifier cette topologie.

On démontre (nous ne le feront pas ici) que la topologie naturelle est déterminée par
LA famille d’ouverts O telle que :

(i) © estla plus petite possible,

@Vu,v€ E,2u#v,30€ 0,0 e 0:0NU=0,uc O,ve U,

(iii) les opérations E x E — E, (u,v) —m u+vetKx E — E, () u) — A\u sont
continues.

Lemme 2.4.
Soient (E, || - ||g) et (F, || - |r) des e.v.n. sur le méme corps K, de dimension
finie. Toute application A : E — F linéaire est continue sur E. Autrement dit :

Démonstration : Voir partie DEMONSTRATIONS. ¢

Théoréme 2.5. (FONDAMENTAL)

Soient (E, || - || £) un e.v.n. sur K de dimension finie et (F, || - ||r) un e.v.n. sur

K de dimension arbitraire. Toute application A : E — F linéaire est continue.
Autrement dit :
26) [L(E,F)=L(E,F)
Commentaire : Ne pas inverser le départ et I’arrivée ! Si E n’est pas de dimension
finie, le résultat devient faux, méme si F' = K ; on sait en effet qu’il existe des formes
linéaires discontinues [¢f. Exemples dans le Chap. X]. I’ ailleurs (pas de démonstration
ici) : E* = F' si et seulement si dim(F) < oo.

Démonstration :

dim[Im(A)] = rg(A) = codimg[Ker(A4)] < dim(E) < oco.

A: FE — Im(A),u— A(u) = A(u) estcontinue, d’aprés le Lemme 2.2, de (E, || || £)
sur le sous-e.v.n. de F' : (Im(A), || - || F1meay )-

D’autre part, 'injection naturelle j : Im(A) — F, v +— o est aussi continue
[Chap.VIL, Exemple 1.3]. Donc par composition [Chap. VIL, Prop.2.1]1: A =jo Aest
continue de (E, || - ||g) dans (F, || - ||F)- ¢

& Exercice 2.2. (facile) Soit (F, || - ||) un e.v.n. sur K (R ou C) séparable.

Démontrez qu’il existe une suite fotale dans E constituée par des vecteurs linéairement
indépendants [cf. Chap. IV, ot ce résultat est annoncé].

3. SERIES DANS LES ESPACES VECTORIELS NORMES

Définition 3.1.

Soit (E, || - ||) une.v.n. sur K =R ou C.
Soit (un )nen une suite de vecteurs de E.

On appelle série, de terme général u.,, e couple constitué par la suite (u,,),en
et par la suite (S, )nen définie par :

(31 |VneN:S,=uot+ur+--4u,= u
=0

appelée somme partielle de rang n de la série.
Une série st dite convergente dans (E, || - ||) si la suite (Sy, )nen @ une limite
oo

u € FE. u est alors appelé la somme de la série et est notée > u,, = u.

n=0
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Pour une série convergente, R,, := u — .5, est appelé le reste de rang n de la

oo
série, on le note parfois Y w;.
i=nt1
Si la série n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

Comme il est extrémement rare qu’on puisse deviner la somme d’une série pour
démontrer qu’elle converge effectivement vers I’ élément devin€ (c’est déja le cas pour
E =R, d’ailleurs), la notion de série n’a qu’un intérét limité hors du cadre des espaces
de Banach.

Pour les espaces de Banach, on a le critére de Cauchy pour les séries suivant :
Proposition 3.1.

Soit (E, || - ||) un espace de Banach sur K.
Pour qu'une série de terme général u,, soit convergente, il faut etil suffit qu’elle
vérifie le critére de Cauchy, & savoir :

(3:2) limp_ 00,00 ||Sp — Sqll = 0, soit :
(33) Ve>0,INeN,VneNVpeN:n> N = ||un+tni1+- - +ungp| <€

Démonstration : Elle consiste simplement 2 écrire que la suite (S, )nen est une suite
de Cauchy, donc convergente dans E complet. ¢

Remarque : La convergence ou la divergence d’une série n’est pas affectée par le
remplacement de la norme de I’e.v.n. considéré par une norme équivalente.
Définition 3.2.

Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K.
On dit qu’ une série de terme général u,, est normalement convergente [ou encore
absolument convergente] si 1a série de terme général ||u,, || (2 termes réels > 0) est
convergente.

Remarque : Méme dans le cas £ = R, une série peut converger sans converger
. ‘oz =" .. .
normalement ; par exemple, la série de terme général K—nL (série harmonique

alternée) converge tandis que la série de terme général % (série harmonique) diverge.

Théoréme 3.1. (TRES IMPORTANT)

Soit (E, || - ||) un espace de Banach sur K. Si une série, de terme général u,,
est normalement convergente, clle est convergente. De plus, on a la majoration
suivante :

G | un] < X llunl
n—0 n=0

Démonstration : Voir partic DEMONSTRATIONS. 4

Exemple 3.1. Soit F' = cgo(R) = {({n)n>1 / IN € N*Vn > N : €, = 0} [on
N dépend de la suite], le sous-e.v.n. de E = cp(R) [espace des suites de réels tendant
vers 0] normé par |(&.)]lcc = max |5 |- Pour tout > 1 on considere la suite de F

suivante : u,, = (0.0..... 0, %, 0,...) (le seul terme non nul est au rang n), et on

envisage la série de terme général u,,.
oo oo 2
tnlloo = ;12 pourtout n > 1etdonc: > |lusl| = . n% (= T ). La série de
n=1

n=1
terme général u,, est normalement convergente.
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Considérons maintenant S,, = uy + Ug + - - - + Uy, = (1 57 312 yeer 0,0,...)

qui est une suite d’éléments de F'. Nous allons voir que la sulte (Sn)n n’apas de limite
dans F, i.e. que 1a série de terme général u,, est divergente dans F.
Remarquons au passage que (.S,,)» vérifie le critere de Cauchy : pour tout q>p,

1 1 1
”SP_S(IHOO - ”(1)_2!5)"‘);}51)0)'“)1_(1) ?);”)Fama )T) 9. )”oo
= 10,0, Gy Gy - 2 000 )”w:KKq p G

1
= — —
(p+1) p—o0

A présent, soitu = (1,55, - .-, —5, (n+1) .)€ co,maisu ¢ coo :
”u—s'n,”oo: ”(1) élfa-");lf)mv-“) (1) _12') . a_E; )”oo
_ 1 1 _ —_1 )
=100+, 0, T Gz -+ Moo = i e = Gy o2,

et donc la suite (S,,),, converge dans E = cg vers u ¢ coo ; €lle ne peut pas converger
simultanément vers un v € cog, sinon elle aurait deux limites distinctes. 4

Nous savons [Chap. X1, Exercice 3.1] que ¢g est complet, nous venons de prouver,
passim, que son sous-espace cop I’ est pas complet, i.e. n’est pas fermé dans ¢p.

& Exercice 3.1. (pas tis facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K. Démontrez que si toute série
dans F normalement convergente est convergente, F est nécessairement un espace de Banach.

Nota : En principe, cet exercice dispense de I’Exemple 3.1 .. . Mais il n’était pas inutile
de montrer qu’il est facile de trouver effectivement un exemple de série non convergente
mais normalement convergente.

Exemple 3.2. Exponentielle d’un opérateur

Soit A € L(E), ou E est un espace de Banach sur K.

Considérons la série de terme général : u, = ’—;15— ,ou A® = Idg, A! = A, puis
A2 =A0A,..., A"l = Ao A" (= A" o A).

Cette série est normalement convergente car ||’—%—T—|| = M——,—“ﬁn < uﬁn [Chap. X
(L14), et donc: 3 | A7) < 55 AT — car,
n=0 ) n=0 °

Comme L(E) est un espace de Banach [Chap. XI: L(E, F’) est complet si F I’est],
d’apres le Th.3.1, 1a série de terme général v, est convergente dans L£(E), de somme
une application linéaire et continue E — E qu’on note— assez naturellement : exp( A),
et qu’on appelle I’exponentielle de I’opérateur A.

D’apres (3.4) : || exp(A)|| gy < elAllzw.

Il faut prendre garde au fait que cette exponentielle d’opérateur (= application
linéaire continue) ne posséde pas toutes les propriétés de 1’exponentielle de réels ou
de complexes habituelle.

Par exemple, on n’a pas, en général :

exp(A + B) = exp(A) o exp(B) = exp(B) o exp(4).
Mais le résultat est vrai [vérifiez-le '] si A et B commutent [Ao B = B o A].

En particulier, on a : exp(A) cexp(—A) = exp(—A) cexp(A) = exp(0g) = Idg,
pour tout A € L(E), etdonc : VA € L(E) : exp(A) € Isom(E) = GL(E).

Notez aussi que exp(A.Idg) = e*.Idg pour tout A € K.

Voila qui meuble un peu GL(E) !

L’application t € K +— exp(tA) € L(F) a une importance capitale dans la théorie
des équations différentielles lin¢aires dans les espaces de Banach : voir un cours de
calcul différentiel.
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Pour tout A € L(E) fixé, {exp(tA) / t € K} estun sous-groupe du groupe GL(E).
Vous pouvez si cela zous amuse, définir : sin(A) = Z (-1~ m et:
cos(A) = Z (— 1)n Gy et voir ce qui subsiste du formulaue habituel. Pareil pour

n—*O
sh(A4) = 5 Llexp(A) — exp(—A)] etch(A) = 3 Llexp(A) + exp(—A)].
Exemple 3.3. Petite perturbation d’un isomorphisme
Soit E un espace de Banach sur K. Soit A € L(E) vérifiant || Al z(gy < 1.
On sait que la série de terme général || A||™ est convergente (série géométrique de
. = 1
raison < 1) et que : Al = —F—57-
yerave: 2 1A= =Ty

Par conséquent, d’apres le Th. 3.1, les séries de terme général u,, = A" et
Up = (— 1)”A” sont normalement convergentes et donc convergentes ; de plus :

35 | Z AM| < 1= ||A|| vet: Z —1)A| < ﬁ_lmﬂ .

Considérons la série de somme C = Z (—1)"A™ € L(E), pour ||All gg) < 1.
n=0
Passant aux sommes partielles, on a :
(Idg + A) o (Idp — A+ A%2 — A3 ... + (—1)V AN)
=dg—A+A? A3 .. 4 (— 1)NAN) o(Idp+A) =Idp+ (- DYV AN+

et : |[(—D)VANH | = |ANHY < AV, avec ||A]| < 1, ce qui prouve que
(—I)NANJr1 N——> Of.

Passant 2 la limite, en vertu du prolongement des identités, il vient :
3B36) (Idg+ A)oC =Co(ldg+ A)=Idg, d’ot I'on déduit :
C=dg+ A)le L(E).
Ce qu’on peut exprimer ainsi :
(3.7) pourtout A € L(E)tel que || Al gy < 1,ona:Idg + A € GL(E), avec :
(Idp+ A7 = - (~1)maAn
n=0
On a encore un peu rempli le groupe GL(E).

Le résultat suivant sera trés important en calcul diftérentiel.

Proposition 3.2. (IMPORTANT)
Soient E et F’ des espaces de Banach tels que Zsom(E, F) # (.On a:
(i) Zsom(E, F') est un ouvert dans L(E, F),
(ii) ’application A — A~!, Tsom(E, F) — L(F, E) est continue en tout point
de Zsom(E, F). C’est un homéomorphisme de Zsom(E, F) sur Isom(F, E).

Démonstration : Remarquons que si Zsom(E, F') = () (c’est le cas, par exemple, si
E =R", F = R™, si n # m) cet ensemble est tout de méme ouvert . . . Mais ce n’est
pas précisément le cas intéressant.

(i) Soit A € Tsom(E, F) # . Posons p = " Al_ [ Soit B € £(E, F) quelconque

vérifiant | B]| < p.Ona: A™oB € L(E),ct: [A~oB] < ||a~1|.|5] = 1Bl < 1.
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On en déduit [(3.6), 3.7 que: Idg + A~ o B € GL(E) : (Idg + A~ 0o B)™!
existe et appartient 3 L( E). Notantque A+B = Ao(Idg+ A~ 'oB),ona: (A+B)™!
existe, dans L(E, F),et: (A+ B) ' =({Idg+ A 'oB) 1o AL,

On exprimera cela en disantqu’une « petite » [de fagon précise : || B|| < (||A71]]) 1]
«perturbation» de A € Zsom(E, F) appartient encore 3 Zsom(E, F) :

A+ B € Isom(E, F).

En particulier, Zsom(E, F) est ouvert dans L(E, F) : soit A € Zsom(FE, F) et soit
B(A, p| 1a boule ouverte de centre A et de rayon p = AT

Je dis que B(A,p[ € Zsom(E,F), et donc que A est un point intérieur 2
Isom(E, F). Eneffet, si C € B(A, p[: ||C — A| < p, d’ou:

A+ (C — A) € Tsom(E, F),s0it : C € Zsom(E, F). ¢
(ii) Reprenons || (A + B)™! — A™1|| avec | B|| < ||A1_ T
(A+B)' = (Idp+ A1 oB) o A!, doi:
I(A+B) - A =||(Ide+ A oB) oA - A7}
= |[[(Idg+A"oB) ' —Idg|o A7 < ||A7.|(Ide+A " oB) ™! —Idg||.
Mais 3.7) = (Idg+A71oB) 1= Y (-1)(A'oB)", dou:

n=0
[(4+B)7 -4~ < 47 L £ (-7 (A By < 147 £ 4B
1 _ ATy
= = — Bll.
—TaTsn - 1= A e 1Pl
D’ol le résultat cherché : limyg—o||[(A+ B)™' — A7 =0.4

< [ATHLIIATIBI

& Exercice 3.2. (facile) [Critére de convergence d’Abel]. Soit (E, || - ||) un espace de Banach
sur KK = R ou C. Soit une série d’éléments de F de terme général u,, = A,.v,, avec A, € Ket
v, € F pour tout n € N. On suppose vérifiées les trois conditions suivantes :

OIMréel >0,VneNYpeEN:p>n = |[tn+ v+ + 5] <M,

@ii) lim (A,) =0,
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(iii) 1a série de terme général o, = | Any1 — An| €St convergente.

Démontrez que la série de terme général u,, est convergente dans F.

Il y aurait encore beaucoup a dire sur les séries ...Il serait bien intéressant
d’introduire la notion de famille sommable ... Mais il faut aussi s’arréter quelque
part ! Toutefois, nous allons introduire une derniére notion, intéressante & divers titres.

Définition 3.3.

Soit (E, || - ||) un espace de Banach sur K = R ou C. Une suite (b, )nen-,
d’éléments de E est appelée une base de Schauder de E si pour tout u € E, il
éxiste une suite (A, )n, 00 Ay, = A, (w), d’éléments de K, et une seule, telle que :

u = f:l An-by Le nangOHU_ f:l /\j-bj” —0.
n— i=

> An-by est appelé le développement de u dans la base (b,), et A, = M (u) est
n=1

la n-eme coordonnée de u dans la base (b, ).

La fonction €, : E — K, u +— )\, (u) est appelée n-éme fonction coordonnée.

Bien entendu, N* peut étre remplacé par N.

Nous avons rencontré dans les exercices plusieurs exemples de bases de Schauder :
en =(0,0,...,0,1,0,...) [n > 1,1alan-eme place, 0 ailleurs], n € N*, estune base
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de Schauder des espaces cg etf#,1< p<oo;cese,pluse =(1,1,1,...,1, 1', .n)
[seulement des 1] constituent une base de Schauder de c; les bases h.ilbertiennes du
Chap.XIX seront des bases de Schauder des espaces de Hilbert séparables.

Il est & noter que si un espace de Banach admet une base de Schauder, cet espace

est obligatoirement séparable : en effet, { >° X\;.b; / A; € Q,n € N*} est alors une
i=1
famille totale (i.e. dénombrable et dense) de E.

La réciproque : tout espace de Banach séparable admet-il une base de Schauder ?
(conjecture de Banach) est restée sans réponse pendant plus de 40 ans, malgré les
efforts de nombreux (et bons) mathématiciens.

Finalement, la réponse est NON. On sait maintenant que 1’espace assez simple
L£(?,F*) = £(£*) n’admet pas de base de Schauder.

Quelques propriétés des bases de Schauder (sans démonstration).

Soientu, v € E ayantrespectivement pour coordonnées A\, = €,(u) et i, = €n(v):
A + L, est une suite de coordonnées adéquates pour u + v, et donc — a cause de
I'unicité — €, (u + v) = e€n(u) + €,(v). De méme : £, (M) = Ae,(u). Les fonctions
€n: E = K, ur An(u) sont linéaires.

"

On pose : Pp(u) = Y g(u).bj, et Qn(u) = u— P,(u). P, et Q,, sont donc

=1
lin¢aires. On définit une nouvelle norme sur E en posant : |||u||| = sup || P (u)|-
neN*
Notons E; 'e.van. (E, ||| - ||])-
Les normes || - || et ||| - ||| sont équivalentes (d’apres un Th. enseigné en Maitrise),

i.e. que I’application identique j : E — Ej, u +— j{u) = u est un homéomorphisme
linéaire.

Chaque €,, est 'unique €lément de E’ qui vérifie €;(b;) = 6, ; [6 de Kronecker
(début du §2)] pour tous 7, 7 ; on a: ||€x||1-1|nll1 < 2 pour tout n.

P 0 P,y = Prin{m.n}» @ 00 — en particulier — P2, = P,,,.
P, et Q,, sont continus sur E [i.e. sur EqJet: ||P,ll1 <1, ||Qn|l1 < 2;ilexiste C > 0
tel que || P < Cet||Qnll < C +1.

Pour finir, signalons que I’e.v.n. Coo ([0, 1], R) possede une base de Schauder natu-
relle « célebre » :
bo(t) =t;b1(t) =1—1;ba(t) = 2bo(t)si0 < t < Zetby(t) =2by(t)sid <t <1;
on pose enfin, pour ce qui suit, ba(t) = Opourt < Oout >1;
pouri = 1ou2:bgyi(t) = ba(2t—i+1);pouri =1,2,3,4:b444(t) = ba(4t—i+1);

cspouri =1,...,2" tbanyi(t) = ba(2"t —i+ 1) ...

Les formes coordonnées sont définies par : °(f) = f(1); '(f) = f(0):
e2(t) = f(3) — $[f(0) + F(1)], etc. Calculez et dessinez.

Ce type de base, assez ancien, a repris du service dans les années 80 avec la théorie
des «ondelettes ».
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DEMONSTRATIONS

Théoréme 1.1.
Etape I : Soitu € E. Puisque A est partout dense dans (E, d), il existe une suite (a,, )n
d’éléments de A convergente de limite u. (@), est donc une suite de Cauchy [Chap.
XI, Prop. 1.1 (ii)].
- Puisque f est uniformément continue sur 4, 1a suite (f(an)) ,, est une suite de Cauchy
dans (F, &) [Chap. XI, Prop.2.3()], lequel est complet. Donc, ( f (an))n est une suite
convergente dans (F, §), vers un point z de F ; z := lim (f(axs)), .

Nous allons démontrer maintenant que si (b, ) est une autre suite de points de A
qui converge vers u, notant y := lim (f(b,)) € F,ona:y=z.

) 8(z,9) < 6lz, F(an)] + 8[F (an), £(bu)] + 6[F(bn), ol-
Puisque f est uniformément continue sur A :

2) Ve>0,3n>0:d(an,by) < = 6[f(an), f(by)] < %6.

Puisque (a,,) et (b,) convergent toutes deux vers v :
3) Vp>0,aN; eNNVneN:n> Ny = d(an,u) < -;—77,
Vn > 0,3N; e N,VneN:n> Ny = d(b,,u) < 37, ol :
@) Vn>0,3N, =max{N;,N2},VneN:n>N
=> d(an,bn) < d(an,u) +d(u,b,) < in+ tn=m.
Et, par (2), on a pour tout n. > N, : 8[f(an), f(bn)] < 3.
D’ autre part :
(5) Ve>0,AN,,VneN:n> N, = §[f(an),z] < %6, et:
Ve > 0,3N,,Vn e N:n > N, = §[f(bn),y] < %6.
En définitive, pour tout € > 0 fixé :
3N = max{N,,N;,N,},Vn e N: n> N = d(z,y) < te+ 3+ e =¢.
Donc : 6(z,y) =0etzx = y.

Par conséquent, la limite z de la suite (f (an)n, O (@ )» est une suite arbitraire de
points de A convergente vers u, ne dépend que de u. Appelons donc g(u) cette limite,
ce qui définit — u parcourant E — une application g : E — F, u +— g(u). ¢
Etape 2 : Siu € A : v estla limite de la suite stationnaire de points de A :

(Un)n = (W, 4, - .., u,...) et (f(un)),, tend vers f(u). Donc g(u) = f(u) [unicité de
1a limite] pour tout u € A. g est donc un prolongement & E entier de f. ¢

Etape 3 : Démontrons enfin que g est uniformément continue sur E. On veut :

Ve > 0,30 > 0,Vu,v € E : d(u,v) < 0 = 6[g(u),g(v)] < e,etona:

Ve > 0,3n> 0,Vu,v € A:d(u,v) <n => §[g(u), g(v)] < %e.

Nous allons voir que § = %77 fait I’ affaire.
€ > 0 étant fixé, soient u, v € E tels que d(u, v) < 1. Soient (a,,) une suite de points
convergente vers u, et, de méme, (b,,) une suite de points de A convergente vers v
[densité de A]. Il existe N = N, tel que :

Vn € N:n> N, = d(an,b) < d(an, v) +d(u,v)+d(v,b,) < n+in+in=n.

D’autre part, par définition de g, il existe IV; et N tels que :
vneN:n >Ny = §[g(u). fan)] < 3eetn > Ny = 6[g(v), f(bn)] < L€,
d’ot pour tout n € N : n > N = max{N,, N1, No} :
6lg(w), 9(0)] < 8lg(w), £ (an)] + 6LF (an), f(bu)] + 61 (br), 9(v)]

<iet+iet+ie=c. ¢

La fonction g répond bien aux conditions imposées.
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Si 6[g(u), g(v)] < k.d(u,v) pour tous les u, v appartenant & A partout dense dans
E, on a la méme inégalité sur E entier car g, 6 et d sont continues [Chap.VII].

Théoréme 1.2.

Soit A € L(Ey, F) ; A continue = A uniformément continue [¢f. Chap. X, §1].
Donc, d’apres le Th. 1.1, il existe B : E — F uniformément continue prolongeant A :
B\g, = A.

Démontrons que B est une application K-linéaire. On pose pour tous u,v € E :
®(u,v) := B(u+v) — B(u) — B(v) ; ® est continue sur £ x E a valeurs dans F, et
coincide avec I’application continue nulle 0 : Eg x Eg — F sur Eg x Eg qui est partout
dense dans ¥ x E [Chap. IX]; donc, d’apres le principe d’extension des identités sur
les parties partout denses [¢f. Chap. VIIJona : ®(u,v) = Osur E x E.

De méme, ¥ : K x E — F, ¥(\ u) := B(\.u) — A\.B(u) est continue sur K x E,
et coincide avec 0 sur K x Eq partout dense dans K x E, donc : ¥(\,u) = O sur
K x E; d’ou le résultat. ¢

Considérons 2 présent : ¢(u) := || B(u)|
fonctions sont continues sur E,etona:
Vu € Ep: p(u) = ||A(w)||r < ||Allgcgo,r)-llulle = ¥(u), d’ ot [prolongement des
inégalités sur une partie partout dense, c¢f. Chap. VII] : Vu € E : p(u) < ¥(u), d’od
Pon déduit : sup,e g, ju=1 1B = |1 Bllc(e.r) < 1Al (o,

Mais : || Bl ¢(.r) = sUPuek,jul=1 | B(u) || = subuep,,jui=1 | B()| [car Eo C E],
soit: || Bl ge,ry 2 1Al £, F)-
Finalement : ”B”L(E,F) = ”A”L(EO,F)~ ¢

F '(,b('u) = “A”L(EO,F)'”U”E , CES deux

Corollaire 1.1.

Considérons I'application j : L(Eo, F) — L(E,F), A — j(A) := B, ou B est
I’unique prolongement de A € L(Ey, F) a B € L(E, F) donné par le Th. 1.2.

Prouvons que j est linéaire : j(A; + Az) et j(A4;1) + j(A2) sont continues sur E, et
sur Ey partout dense dans E' ona :

J(A1 + Az)(u) = (A1 + A2)(u) = A1 (u) + Az(u) = j(A1)(v) + j(Az2)(u),
d’ot par prolongement des identités : j(A; + Az) = j(A1) + j(A2). De méme pour
J(AA) = Aj(A).

j est une isométrie car : ||j(A)| cce,r) = Al c(Bo,F)-

Enfin j est surjective, car si B € L(E, F), considérons B|g, : B|g, se prolonge
de maniere unique en j(Bg,) = B. Donc les espaces vectoriels normés L(Ey, F) et
L(E, F) sont isométriques :

L(Eo, F) ~ L(E, F). 4
Lemme 2.1.

On procede par récurrence sur la dimension de E.

Pourn =1, ®; : K— E. Soit u # 0 un vecteur constituant une base de E.
®1(8) =&u: |21 = I&-ull = I€]-llull = llw-I€llco, ¢ = C = [lul| > 0.
&, est continue et d’inverse continu. ¢

Supposons que le résultat est vrai pour la dimension (n — 1), et démontrons qu’il
est alors vrai pour 7. Tout d’abord ®,, est continue ; en effet, Vo = (&, ...,&) € K»,
ona:
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n 3 n
1@@)ll = | 3 &eal] < 3 [l lleall < max [&]. 3 llesl] = C-ll]lco. en posant :
n i=1 i=1 1<i<n i=1

C:= 3 flil > 0.

Ensuite, ;! = (el,...,€™); donc d’apres le résultat sur la continuité dcs
applications & valeurs dans un produit [Chap. IX] : ®;,;! est continue si ct seulement
siVi =1,...,n : € est continue, i.e. € € E’, ce qui équivaut [Chap. X, Th.1.3] 4 :
Vi=1,...,n,ona: H; = Ker(¢") est fermé dans E.

Or, H, hyperplan dans E de dimension n est un sous-espace de dimension (n— 1) ;
plus précisément, comme €*(e;) =1, ona: H, = [(€1.....€i_1,€i41,---.€n)].
Donc, d’apres 1’hypothese de récurrence et le Corol.2.2 du Chap. X1 : H; est complet
dans E. Donc, [Chap. XT], H, est fermé dans E et € est une forme linéaire continue ;
cela pour tout ¢ = 1,...,n. Par conséquent ®;! est continue ct ®,, € Zsom(K", E)
comme annoncé. ¢
Remarque :

Ce résultat est plus subtil qu’il n’y parait au premier abord ; la démonstration n’est
pas difficile, mais ce que le débutant a parfois de la peine & comprendre . .. c’est que
cette démonstration doit étre effectivement faite. Le probléme est réel et mérite qu’on
y réfléchisse un peu.

Lemme 2.4.
Soient (e, ...,en) une base de E et (f1,-.., far) une base de F.
Soient  : KN — Eet¥ : KM — F les isomorphismes d’e.v.n. correspondants.
Soit A € L(E,F); ¥ 1oAo®: KN — KM nest rien d’autre que la matrice
de I’application linéaire A dans les bases (e1,...,en) et (f1,---, far). Cest une

application linéaire continue de (K%, || - [lco) dans (K™,|| - |loc) comme on va le
vérifier ci-dessous. Ainsi: A = Wo (¥ 1o Ao®)od~! composée de trois applications

linéaires continues est continue. ¢
Soit A : KN — KM une application linéaire ; on va démontrer qu’il existe & > 0
tel que pour tout z € KN : ||A(z)]|oo < k||| co-

N
Par rapport aux bases naturelles de KV et KM, A est définie par : (A (:z:))] =3 A&
i—1
A <7< M), (Ni)i<i<m,i<i<n estla matrice de A.

N N
Vi |(Al@),] < ; IAg,al 1€l < Il co- ;IAg,il = [lll o[l Ay |1,

ot A; := (Ay,5.-.- An,;) estla j-2me colonne de la matrice et ||A;||; est sa norme
| - ll1 (somme des valeurs absolues).
Donc :
N . — —
Vo € KV s [A@lle = max |(0@), ] < [max IAslh] lolleo = k. lollc. ¢

Théoréme 3.1.

Par hypothese, la série de tcrme général ||u,, || est convergente, ce qui signifie que la
suite Sn, = ||uo|| + |lua]l + - - - + [|un]| est convergente, donc de Cauchy :
Ve>0,AN e NVn e N,Vp € N*:

n2 N = 0<sp4p = 8p = [[untall + llunsall + - + [lunsp || <e.

D’oti I’on déduit que pour tout n > N, tout p € N* ;

1Sntp = Snll = lluntr + -+ + tnipll < lunsall +- - + ltngpll = snip — s < €.
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Par conséquent, (S,,),, est une suite de Cauchy dans E espace de Banach : elle
converge donc dans E. La série de terme général u,, est donc convergente dans E. ¢

7
On apour tout 1 : ||Sy,|| = |luo + w1 + -+ + uy]l £ 3 |luk|| = sn. Onpasse a
k=0

la limite quand n — oo, en se rappelant que la norme est une fonction continue et en
utilisant le prolongement des inégalités :

Jim (151) = || 32 wnll < lim () = 3 Jlun]- ¢

Fin de la partie cours du Chapitre XII

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

1) Soient en effet g et h deux applications £ — F prolongeant f. Pourtoutu € Aona:
g(u) = h(u) = f(u). g et h sont continues sur F, et A est partout dense : on applique le Th.2.3
du Chap. V11, et on obtient : g{u) = h(u) pour tout u € E. ¢

2) Sinon on aurait g(0) = lims ,04ca f(2) et, en particulier, puisque (1), — Oetl € A,
00
on aurait : g(0) = lim sin(1)~! = lim sin(rn) ; or on sait que cette suite n’a pas de limite,
— 00 n—o0
I’ensemble de ses valeurs d’adhérence étant [—1, +1] [Chap. IV]. ¢

3) Si, en effet, g existait, g : R — Q avec gig(t) =t pourtout £ € Q. Soit s € R\ Q, et soit
(Q partout dense) (s, )n une suite d’éléments de Q convergente vers l'irrationnel s. Comme ¢
est continue sur R, on aurait : g(s) = lim ¢(s,) = lim f(s,) = lim (s,) = s ¢ Q, ce qui est
absurde. ¢

Un autre exemple facile : E = C([0, 1], R) et F' = P ([0, 1], R) [fonctions polynomiales] ;
f:F—F,Pw— Presétendpasen g : E — F continue et prolongeant f. ¢

% Exercice 2.1.

Acausede'micit€ :u+v= Y &Ge+ Y. me= Y, (& +mi)e, dou:

1<z<N 1<i<N 1<i<N .
utv)=e@)+e@,etdu=X1 Y &L= Y. (M)e, dou: e (du) = A (u).
1<i<N 1<i<N

Donc,pouri=1,...,N:& € E*.

Soitp€ E*.Vu € E:
ey =¢( 3 &Gea)= Y &Gole)= Y vE)Ew) = o= Y o).

1<i<N 1<i<N 1<i<N 1<i<N
Si > met=0,pourtoutj=1,...,.N: > pii(e;) =0= pei(e;) = -
1<i<N 1<i<N
KN > Ez—u= Y &Leionz = (&,...,£&N) est évidemment linéaire et bijective.
1<i<N

Son inverse ! est donné par :
oHu) =27 Y &e) =(&,-.,én) =z = (' (), - .., €N (u)). Soit :

1<i<N
O 1=(e,...,eN). »

% Exercice 2.2.

Si dim(E) < oo, 1a question est réglée : on prend une base de F, qui est une famille totale
finie, formée de vecteurs linéairement indépendants.

Si dim(E) = oo, soit {a. / n € N} une famille dénombrable dense de vecteurs de E. Nous
définirons par récurrence une sous-famille {a;,, / j» € N} telle que les a;, sont linéairement
indépendants, et telle que pour tout m entier < j, : a,, est une combinaison linéaire de

Ay ey Q-
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Prenons pour j; ie premier indice n tel que a,, # 0.
Supposons construits a;,, . .., a;,,_,. Pour j, on prend le premier indice n > 3, tel que a,
n’ appartient pas au sous-espace E, engendréparaj, , - . . , @4, ,.Untelindice existe car, sinon,
puisque F,, est fermé [Th. 2.1] :

E, D> {an/ne N} = adh(E,)=E, D adh{a, /n e N} =F,

ce qui contredit le fait que dim(E) = oc.
{aj, / n € N} estbien constitué de vecteurs linéairement indépendants, par construction.

Cette famille est totale puisque I’espace engendré par les a;,, est le méme que celui engendré
par les a,, ; on a tout simplement enlevé les vecteurs superflus. ¢

% Exercice 3.1.
Soit (ug, Uy - - - » Un, - - -} une suite de Cauchy dans (E, || - ||), ce qu’on écrira sous la forme
suivante : pour tout entier £ > 0, il existe Nj, entier > 0 tel que pour tous p,q > Ny ona:

lup — uqll < 51,; [il est tres fréquent qu'au lieu de prendre £ > 0 on choisisse g = 3, ou

ex = 27% etc. suivant les besoins].

On prend les Nj, (k = 1,2,...) de maniere a en constituer une suite strictement croissante,
ce qui he pose aucun probléme,

Considérons alors la série de terme général v, = up,, — un,_,, dont la somme partielle .S,,
de rang n (n > 2) va s’écrire :

Sp = (UN2 - UN1) + (uNa - UN2) +eet (uNn—l - uNng) + (uNn - uNn—l)'

La série des normes ||un, — un,_, || est convergente car majorée par la série : —211» + 515 +
<t Q:’ln' + - - - qui est convergente (progression géométrique de raison %).

Donc, d’aprés ’hypothése de départ, la série des vecteurs est convergente dans F, ce qui
signifie que lim (S,) = u existe dans E.

T—00

Mais S, = —un; +un,. Dol : im (un, )n = u +un;.
n—00

On a donc trouvé une suite extraite (up, Jnepy de 1a suite de départ (1, )neN, Suite extraite qui

est convergente.
La suite (un ), est donc une suite de Cauchy qui admet une suite extraite convergente : elle

est convergente [voir Chap. X1, Prop. 1.1 (iv)]. En définitive, E est complet. ¢

% Exercice 3.2.
On va démontrer que la série de terme général u,, est convergente en appliquant le critére de
Cauchy (E est de Banach).
Pour tout entier n > 0, et tout entier p > 7, p fixé pour le moment, posons :
Wn =Un + VUny1 + - +Vp.
On a, pour tout k : wy — Wk = Uk, Ce qui permet d’écrire :
Un + Unyr T2 T Up = AnUn + )\n+l~'Un+l +---+ )\p-vp
= An-(Wn — Wni1) + A1 -(Wnpa — Wnya) -+ + Apa(Wpa — wp) + Ap Wp
= )\n.wn + (An_'_l — An).wn+1 + .-+ (Ap — )\p,l).wp
= An-('Un +-e+ 'Up) + (A'n+1 - )\n)-('Un+l +---+ 'Up) +---+ ()\p - )\p—l)-'Up’
d’ol1 en passant a la norme :
Jttm + oy 4+ g
< Aalllvn + - + Ul + [Anis — Aallvnn + -+l 4+ +[Ap — Ap-i-{|vgll
< M[l)‘n| +|)‘n+1 - )‘nl +eet |)‘P - )‘P—ll]

P
< M[|Aa] + 3 [Mes1 — Al |, &’ apres la condition ().
k=n
Ensuite : lim (\,) = 0, d’ot : lim (|A\,|) = 0, daprs (ii).

Et, d’apres (iii), si I’on applique le critere de Cauchy :
P

M oopso0p>n 3 [Akir — M| = 0.
k=n
Donc : limpcopocopsn [|Un + Unit + - + Up|| = 0. et on a le résultat cherché. ¢
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LECTURE - PROBLEME 1

Le principe de Ekeland

Soit (E, d) un espace métrique complet.

Soit f : E — R une fonction bornée inférieurement sur E et semi-continue
inférieurement sur E, i.e. vérifiant :
pour toute suite (u,,) convergente de limite « dans E, on a f(u) < lim inf ( f (un))

n—0oC
Soit € > 0 fixé une fois pour toutes. Soit (justifiez) w € E tel que :
inIfE fv) < flw) < ing f(v) + 3 €; on suppose w fixé une fois pour toutes.
vE veE
On définit sur E une relation, notée <, par :
u < v si et seulement si: f(u) < f(v) — Ve.d(u,v).

1) Vérifiez que < est une relation d’ ordre.

On construit une suite (un)»>1 d’éléments de E, et une suite (Sy,),>1 de parties de
E, en procédant de la maniere suivante :
eonpose: uy :=w,etonpose: S :={u€E/u<u},
o soit ug € S tel que infyes, f(v) < f(ug) < infyes, f(v) + 2% ; et on pose :

Sy:={u€e E/u<uy},
o soit ug € Sy tel que inf,es, f(v) < fluz) <inf,es, f(v) + 565 ; et on pose
Sz ={u€ E/u<us},

e ainsi de suite . . .

2) Justifiez la construction des suites (uy) et (Sy) en vérifiant que S,, # @ pour tout
n et qu’il existe u,41 € Sy, tel que :

infyes, f(v) < f(unyr) <infyes, f(v) + 2—;53 .

3) Démontrez que la suite (.S,,) est décroissante [pour tout n : S,,+1 C S, 1, et que,
pour tout n, S, est fermé dans E.

4) Démontrez que : lim [diam(S,,)] = 0, ol diam(S,,) = sup,¢s, yes, A2, y).

Indication : si x € S,,, démontrez que d(z, u,) < 324?— .

5) Démontrez que la suite (u,,) est convergente dans E. Onnotera: 4 := lim (uy).
Démontrez que () S, = {u}.
1

6) Démontrez que :
a) f (1) < f(w),
b)Vue E,u#u: f(u) < f(u) + e.d(u, ).
Indication : prouvez que u < u est impossible,
¢) d(@,w) < /€. Indication : majorez d(u.,, w) en utilisant I’indication du 4).
7) Soit T : E — 2F \ {0} [ensemble des parties non vides de E] une application
vérifiant : Vu € E,Vv € T(u) : f(v) < f(u) — d(u,v).
Démontrez qu’il existe a € E tel que a € T'(a).
8) Supposons maintenant, de plus, que E est un espace de Banach (E, || - ||) et que
f est différentiable sur E. Démontrez que ||Df ()]’ < +/e.

Nota : Les connaissances de calcul différentiel demandées sont trés rudimentaires.
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CORRIGE DE LECTURE - PROBLEME 1

Soit p = infeg f(v) : p € R puisque f est bornée inférieurement. I’existence de w € E
tel que pu < f(w) < p+ % résulte simplement de la définition de la borne inférieure.

Du<v< f(u) < f(v) — Ved(u,v) définit une relation d’ordre.
o Réflexivité. Vu € F : f(u) < f(u) — ved(u,u) = fu) = v <u;
e Antisymétrie. u < vetv < u < f(u) < f(v) — Ved(u,v) et f(v) < f(u) — Ve.d(v,u)
Comme d(u,v) = d(v, u), ceci implique 2+/€.d(u, v) <0, soit d(u,v) =0etu =wv;
e Transitivité. Vu,v,w € E :
u<vetv <w = f(u) < f(v) — Ve.d(u,v) et f(v) < f(w) — VE.d(v,w), d’ot :
f(w) < f(w) = VEld(u, ) + dw,w)] = [(u) < f(w) - Vedu,w) — u <w.
(car : d(u,v) + d(v, w) > d(u, w)).

2)Onavuqueu; =wexiste. Sy :={u€ E /u<u} #0caruy =w € S (réflexivité) ;
posons p; = infyes;, f(v), tn € Rcar p; > p; Pexistence de ug € S tel que py < f(ug) <
t + % découle de la définition de inf.

On raisonne par récurrence en supposant qu’il existe u, € Sp_3 #0;

Sp={u € E[u—<u,} #0caru, €Sy, et uny: existe par définition de inf.

L’existence des suites (u, ) et (S, ) est assurée. ¢

3) La suite (S,,) est décroissante :

SOit u € Spi1, Le. U < Upyy ; COMME Uy, € S, par définition de v, 1, 0N 2 Up iy < U, (DEL
de S,,), d’oti par transitivité de < :u < u,, => u € S,. ¢
S, est un fermé de E.

Soit (v;);>1 une suite de points de S, convergente vers v € E; Vi > 1 onav; < U, Le.
f(w) < fun) — VEd(vi, un) ; faisons i — oo : comme d(-, un) est continue, et en utilisant la
semi-continuité inférieure de f,ona:

f(u) < lLminf f(v;) < Eminff(un) — VE.d(vi, un)] = lim [f(un) — VE.d(vi, un)]

< f(un) — VE.d(u, un). Donc u < u, etu € Sy,. ¢

A Soitu € Syt u <un = f(u) < f(un)— vEed(u, u,). Mais ona aussi u € Sy, ; (suite
décroissante), d’ ot ;
flun) < infees,, , f(v)+ QE,T (définition de u,,) < f(u) + -Q% ; on tire de ces deux inégalités :

fw) < fluw) + 2—517 — VEd(u, un) = Ved(u,un) < ‘QETF = d(u,un) < %@
Soitv € Sy d(v,un) < 7\/1%—- = d(u,v) <d(u, un) + d(ua,v) < 7\/1%—- + %/ﬂ'g = E\n/—_gr
Comine u et v sont arbitraires : diam(S,) < 2nf ,d’on: gi‘r)x;o[diam(sn)] =0.¢

S5V > 1,Vp>20:n<n+p = Suip C Sp, d’0U: Upyp € Sy, et d’apres 1a question
précédente : d(tn, Unip) < %ng— ; donc 115210 d(Un, Unip) = O pour tout p, et (u,) est une suite
de Cauchy de E. Comme E est complet, (u,,) converge vers un point de E qu’on notera . 4

Posons S := () Sn. Puisque S C S,, pour tout n, diam(S) < diam(S,,) pour tout n, et donc :
1

diam(.S) = 0. Par conséquent, S est soit vide, soit un singleton {v}.
Soit k > 1;pourtout n > konau, € S, C Sk, et donc, comme Sj, est fermé : & € Sk.
Comme u € S, pourtout k : u € S, et donc v = w.

En définitive : S = (S, = {u}. ¢
1

6)a)Evidentcaru € S => u <w == f(u) < f(w) — VE.d(U,w) < f(w). ¢
b) Soitu € E \ {u}. Si 'on avait u < ¥, on aurait u € S, pour tout n (déf. de S, et
U € Sy, pour tout n), Fottu € S = {u}, et u = U, impossible.
Onadonc :
non(u < u) < f(u) > f(u) — Ve.d(u,u), ie. f(u) < f(u) + Ve.d(u,n). ¢
¢) Ecrivons :
d(“n) _U)_) _<_. d(un, Un—l) + d(un~1, un~2) + -+ d(UQ; ul) + d(uh _U)_).
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Onau, € S, (déf.de u,) el u,_; € S,; (déf. de S,,_;), d’oti en appliquant 1’inégalité du
4):

d(un,w)Sgn@(+§\,{%+...+%§=3§(l+%+...+?}__f<3§x2:\/g.

I1 ne reste plus qu’a faire n — oo, eton a : d(u,w) < /€. ¢

7) Faisons £ = 1 dans le résultat ci-dessus : il existe u € E tel que, d’apres 6) b)

Yu #£u: (@) < f(u) + d(u, u).

On a obligatoirement & € T'(w) car, sinon, pour tout u € 7'(u) on au # u, et donc
f(@) < f(u) + d(u, w), mais d’aprés I'hypothése de 6) on a aussi :
f(u) < f(@) — d(u,u) = f(u) < f(u) : contradiction ! ¢

8) Ilexiste u € Ftel que, d’aprés 6) b) : f(u) < f(u) + \/_ ||~ ]|, pour toutw € E \ {u},
et donc tel que pour tout u € E: f(u) < f(u) + Ve |Ju—1u].

Faisons u = U + th, ol t réel > O et h € E arbitraire. I vient :
F@) < f@+th) + VElth] = —$[f(@+th) — f(@)] < VE|h||; d’olren faisant t — 0,
t > 0, eu égard 2 I’hypothese de différentiabilité : —D f(u).h < (/€| A

donc : |Df(u).h| < VE.||h||. On en déduit :
| D f@)l' = subPhemny=1 | D f(w).h] < E. o
Commentaires :

Le résultat démontré de 1) a 6) est appel€ le principe variationnel de 1. Ekeland.

7) et 8) sont deux applications tout 2 fait immédiates, mais trcs intéressantes.

7) est le théoréme de point fixe [le Chap. XVI sera consacré a cette notion], pour des
applications multivoques, de J. Caristi ; méme pour des applications ( ordinaires », i.e. a
valeurs singletons, ce résultat est intéressant car il ne nécessite pas la continuité de 7.

Ce principe de Ekeland a de trés nombreuses applications, notamment en optimisation et en
analyse non linéaire (quelqu’un a écrit un petit livre uniquement sur ce principe et quelques
conséquences !).

Il est tout 2 fait curieux qu’il ait fallu attendre 1972 pour qu’un résultat aussi fondamental,
et relativement élémentaire. voie le jour !

LECTURE - PROBLEME 2

Le théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn

L. Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques. Soit (fn)n, n € N*, f,, : E — F une
suite d’applications.

1) Soit f : E — F une application, et on consideére les hypotheses suivantes :
@ Vue E: lim 6[fn(u), f(u)) =0,
(i) VB C E, B # 0 borné : lim (sup,cg 6[fn(u), f(u)]) =0,
(ii1) nh_)ngo (supueE O fn(uw), f('u)]) =0.

Si toutes les fonctions f,, sontcontinues sur E [resp. uniformément continues sur F],
sous quelles hypotheses parmi (1), (ii), (iii) a-t-on : f continue sur E [resp. uniformément
continue sur £] ? (on demande une démonstration ou bien un contre-exemple).

2) On suppose maintenant que (F, §) est un espace métrique complet. Démontrez
que : il existe f : £ — F satisfaisant & (ii) équivaut a :
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(iv)VB C E, Bborné, Ve > 0,AN = N, e N*,Vpe N* Vg e N",Vu € B :
p>Netg> N = 8[fp(u), fe(u)] < e
3) On fait (F, §) = R usuel, et on suppose que VB C E, B borné, il existe une suite
(o) de réels > 0 [dépendante de B] telle que :
> an < +oo,Vu € B:|fp(u)| £ an.
n=1

oo
Démontrez que la série Y . f,(u) estconvergente pour toutu € E, etque sa somme
n=1

f(u) définit une fonction f : E — R, continue sur E si toutes les f,, sont continues
sur B,

1I. Soit (E, d) un espace métrique, et soient GG, G’ deux parties fermées non vides de
E telles que G N G’ = (). Pour tout « réel # 0, on considere la fonction g : £ — R
4
définie par : g(u) := o % 38: g; . 38: g’;
Démontrez que g est une fonction continue sur E vérifiant Vu € E : |g(u)| < |al,
g(u) = a <= u € G et g(u) = —a <= u € G. Démontrez en utilisant g qu’il
existe deux ouverts Uet U’ de Etelsque UNU' =0, G C U, G' CcU’.

M. Soit (E,d) un espace métrique, et soit F # () une partic fermée de E. Soit
f + E — R une fonction continue sur le sous-espace métrique (F, d|pxr) telle que
| f(u)| < C pour tout w € F (C réel > 0).

1) Démontrez qu’il existe une fonction f* : £ — R continue sur E telle que :

Vu€ E:|f*(u)| < iCetVue F:|f(u) — f*(u)| < 2C.

Indication : Utilisez II avec des fermés et o convenablement choisis.

2) Notant f; la fonction f* obtenue dans 1), on applique 1) & f — fi, construisant
ainsi f3 ; puis on construit f3 en partant de f — f; — fs, etc.

Démontrez que :

Vn=12,...,Vue E:|fu(u)| < %(%)HC,el:
Vn=1,2,...,Yu€ F:|f(u) - fi(w) —--- = fu(w)| < (§)"C.

Déduisez-en qu’il existe f# : E — R continue sur F, telle que f#(u) = f(u) pour
tout u € F, et telle que | f#(u)| < C pour tout v € E.

3) Un tel résultat est-il possible si F' n’est pas fermé 7

Démontrez que si |f(u)| < 1 pour tout w € F on peut trouver f# comme dans
2) vérifiant | f#(u)| < 1 pour tout u € E (bricolez une fonction convenable avec
u +— d(u, F)).

Supposons enfin que f : E — R continue sur (F, djpx ) n’est pas bornée sur F.
Démontrez qu’il existe f~ : E — R continue sur E telle que f~(u) = f(u) sur F.
(utilisez une bijection entre R et |—1, +1[).

CORRIGE DE LECTURE - PROBLEME 2

I. 1) La condition (i) s’appelle convergence simple [ou : ponctuelle] sur E de la suite ( f,,) vers
f- (i) s’appelle convergence uniforme sur tout borné (non vide) de E de la suite ( f,, ), vers f.
Enfin (iii) est la convergence uniforme sur E de (). vers f.

Onpeut aussi, par exemple, introduire la convergence uniforme sur toutes les parties compactes
de E [¢f. Chap.XIV].

Notons que, évidemment : (iii) = (@ii) = (i).
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(i) n’implique pas en général la continuité de f quand les f,, sontcontinues. Il suffit de prendre
E := [0,1], F := R (distance usuelle sur F et F) et fn(t) := t" (fn est continue sur [0, 1]
pour tout 7). Pour tout ¢ € [0, 1[: lim f,(¢) = 0, mais lim f,(1)=1; f =O0sur [0, 1] et

00 —00

f(1) =1: festdiscontinueent = 1. ¢

(ii) [et donc aussi (iii)] implique la continuité de f.

Soit ug € E, up arbitraire. et considérops le voisinage borné B = B(uy, 1] ; il suffit bien sfir
de considérer les restrictions des f, etde fa B;ona: lim (supueB O[fn(u), f(u)]) = 0, soit :

t—00

Ve>0,AN eN* VR € N : n >N = supycp b[falu), f(u)] < ie;
onveut Ve > 0,37 > 0,Vu € B[u € Bouu € E, Cest pareil, ici] ;
d(u, uo) <n = 6[f(u), fuo)] <e.
Pour un N, choisi arbitrairement mais tel que Ny > N, ona:
8LF (w), £ (uo)] < 8LF(u), fiy (w)] + 8L (), fvo(1u0)] + 8L frvy (o), F(uo)l.
d’ou, pour tout u € B :
6[f(u)1 f(UO)] <2 SUDyeB 6[fN0 ('U)a f('U)] + 6[fN0(u)a ng(UO)] < %E + 6[fN0 (u)’ fNo (UO)] 5
il suffit d’écrire que fn, est continue en uo : I > O [ dépendant de ug, €, B, Nol,
Vu € B:d(u,u0) <1 == 8[fne(u), fno(uo)] < 3ée.etona:
6[f(u), f(uo)] < e+ 4 e =epourtoutu € B vérifiant d(u, ug) < 7. ¢
Remarque : La convergence uniforme sur tous les compacts, qui est moins restrictive que la cv
unif. sur tous les bornés, est suffisante pour assurer que la continuité des f, implique celle de f.
On démontre la continuité en termes de suites :

si I}l_)rgo(vk) = ug, K = {u / k € N*} U {0} est un compact,

d’ot : lim 6] fn(vk), f(ur)] = O pour tout k et lim §[ frn(uo), f(uo)] = 0. et pour tout n fixé :
Jim 8 Fo(wr), fu(tia)] = O on écrit - e

81 (1), F(i0)] < SLF(0k), ()] + 6LFn(0), ()] + 8L (), f (aio)] et om 2 le résultat. &
(i1) n’implique pas la continuité uniforme de f sur E si les f,, sont unif. cont. sur E.

Prenons en effet : F := [0, +oo[, F := Ret f(t) := t?; pour fn, on prend la fonction qui
vaut {2 entre O et n, et n? pour t > n; les f,, sont uniformément continus sur E, tandis que f
ne 'est pas. Si Bestunborméde E : B C [0,0f ;pourtoutn > avona: f(1) — fa(t) = 0, et

donc lim (supteB | fnlt) — f(t)|) = 0, soit (ii). ¢
—00
Un exemple du méme type prouve que si E est borné, et si ’on a convergence uniforme
sur tous les compacts, il n’y a pas passage a la limite de 1a continuité uniforme sur F; on
prend E :=]0,1], F :=Ret f({) = %— non uniformément continue sur E, pour f, on prend

falt) = %— pour £ > % et fa(t) == npourt < 1 ; chaque f,, est uniformément continue
sur F; si K est compact dans FE, on a K C [a, 1] avec a > 0; pour 7 tel que % < aona
Jalt) = (1) = 0, &0 lim (subexc fn(t) = F(2)]) = 0.

Par contre, (iii) implique la continuité uniforme de f si les f, sont unif. cont.

OnveutVe > 0,3 > 0,Yu € BE,Yv € E,d(u,v) <1 = §[f(u), f(v)] < ¢€;
ona:Ve>0,AN e N ,Vn e N :n> N = sup,cp[fa(u), f(u)] < 1e

D’ot, pourun ng fixé > N :
6[f(u), f()] < 6[f(u), fro(w)] + 8[fro (1), frg (V)] + 8] frg (v), f(v)]

< 28UPye 8l fro (W), F(W)] + 8] fro(v), F(V)] < 3 €+ 8[fng (v), F(W)),
et il ne reste plus qu’a €crire que fy,, est uniformément continue sur F, i.e.
o > 0,Yu € E,Vo € E: d(u,v) < g = 8] fng(u), fao(V)] < 365

on prend 77 := 7. ¢

2) B étant choisi, arbitraire, (ii) signifie que (supue BO[fa(u), f (u)])n est une suite conver-
gente dans R (vers 0), donc est une suite de Cauchy, ce qui est justement (iv).

Réciproquement, si I'on a (iv), en prenant B = {u}, ol u est arbitraire, ona : ( f"(u))n est
une suite de Cauchy dans (F, §) qui est complet. Donc ( In (u)) est une suite convergente vers
une limite qu’on notera f(u). On définit ainsi f : £ — F (unicité de la limite).
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Reprenons (iv) : VB C E, B # () borné, Ve > 0,AN € N*,
Vpe N, Vge N ,Vue B:p>Netqg>2N = §[fp(u), fo(u)] <e.

La continuité de 6, le principe de prolongement des inégalités, et le fait que lim ( fq (u)) = f(u),
q-—-co0

nous permettent d’écrire : VB C F borné, Ve > 0:
ANeN,Vpe N Yu e B:p> N = §[fp(u), f(u)] < &, c’est-2-dire (ii). ¢

3) Soit u € E fixé. On prend B:= {u}
|Z faw)| < Z | falw)| < Z an < +00,

oll (on)n est la suite relatlve au borné B = {u}. La sene de terme général f,(u) est donc
absolument convergente, donc convergente, pour tout u € F.
(o]
Posons, pour tout u € E @ f(u) := Y fa(u), ce qui signifie que :

n=1
lim (Sa(u)) = f(u), 0b Sn(u) = filu) + -+ + fulu).
Soit B borné, B ¢ E. Pour tous p.gde N* en supposant q>p+ 1
sup|Sq(u) — Sp(u)| = supl Z fn(u)l < sup Z | fa(u)] < Z O, Ol (0, ) est 1a suite
ueB n—p+1 u€B n—pt1 n=p+1
relatlve a B
Comme Z on < o0, 0na:limg e, q_.oo( Z an) =0, car (o +- - - + o) est de Cauchy.
n=1 n=p+1
Donc (S,,) vérifie (iv), et — d’apres 2) — vérifie (ii).

Donc, pour tout B borné : lim (supuE B|Sa(u)— f (u)|) = 0. Donc — d’aprés 1) —si les f,
sont continues sur F, il en est de méme de S, et donc aussi de f. Ce résultat constitue le trés
utile critere de Weierstrafi. ¢

. _ A, G)—du,G)
ILVue E:d(u)= ad(u, DT dwC) o€ R\ {0}

Puisque d(u, G) et d(u,G’) sont > 0, d(u,G) + d(u, G') = 0 implique d(u, G) = 0 et
d(u, @) =0,s0itu € adh(G) = Getu € adh(G') = G ie u € GNG. Comme GNG = (),
onadoncVu € E : d(u, G) + d(u, &) > 0.

Puisque v — d(u, G) [resp. d(u, G’ )] est continue (contractante) on a grice aux régles usuelles
sur les fonctions continues [Chap. VII] : g est continue sur F.

[, §) = dlu, &) < d(w, G) +d(w &) = lg(w)] < o] PG < fo) pour
toutu € F.

_ J
g(u) =a = 3&“ gg ¥ 38’ g% =1¢=2d(u,¢) =0 <= v € adh(G') =G';

et, deméme: g(u)=—a<= u€G. ¢
Prenons a := letU := g (]—c0, 0]), U’ := ¢7}(]0, +o0]). g étant continue : U et U’ sont
des ouverts de (E, d).
veG=gu)=—1l<=uecg'{-1}) = veg(-oo,0)=U
demme:u e @ = uel
Enfin :
UNU" = g7~ 00,00) N g 110, +ocl) = g~ (J—00, 0[]0, -+oof) = g=(8) = 0. +

IIL 1) Si | f(u)| < 3 C, on peut prendre f* =0:
0] < §C et )~ )] = |10 < € < §Cpauru e .
—3 C < f(u) < C: f*(u) == 1 C convient car :
|f*(w)] < 3 Cet|f(u) — f*(u)) <C—3C=2C pourtoutu € F.
De méme, si —C < f(u) < 3 C, f*(u) := —3 C convient.

Maintenant, si f prend des valeurs < —1 C et des valeurs > 1 C, considérons les parties de

F suivantes :
Fi:={ueF/[flu)2;C}etF.:={ueF/f(u) <—5C}.
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F, # (0 et F_ # { sont des parties fermées de F, puisque f est une fonction continue sur
F(carona: F, = f7Y([1 C,+oo[) = f7([3 C,C]) etde méme F_ = f~(]—o0,—3 C]) =
f—l([_C, _% C']))

Puisque F est fermé dans F, F et F_ sont des fermés de (F, d) [Chap. V], et évidemment,

ook =0 d(u, F,) — d(u, F
Considérons 1a fonction f* : £ — R définie par : f*(u) = « dgj, F+; ; dEZ’ F_g ol o est
y £+ sy b —

4 déterminer. On saitque siu € F_ ona f*(u) = o, etsiu € F, ona f*(u) = —¢, d’aprés II.
Siu € F_ona f(u) < —3 C par définition. On prendra donc = —3 C. La fonction
fw)y=-3icC d(u, ) —d(u, F) va répondre 2 la question.

d(u, F\) +d(u, F)
On sait par Il que pour tout w € E : | f*(u)| <|— 3 C| = 3 C. Ensuite pouru € F :
esiu€ F,: f*(u) =1Cet 1C < f(u) < C donne :
0=3C—3C<|f(w) = f(u)| = flu) - f*(u) £C—3C=IC:
|f(u) = fr(u)| < 3C;
esiu€ F_: f*(u) = —3Cet —C < f(u) < —1C donne:
0=3C—3C <|f(w) = f"@)| = f*(w) - f(u) <—3C+C=3C:
|f(u) — f*(u)] < 3C;
esiu€ F\(F.UF.):|f"(u)] < 3Clef. et —3C < f(u) < 3C, par définition de F, et
F_,ie |f(u)] < 3C,don:
|f(u) — )] < f)] +] ()| < 3C+3C = C.
Finalement : Vu € F : | f(u) — f*(u)| < 2C. ¢
2) Dans ce qui préceéde, a partir de |f| < C sur F, on a obtenu f; = f* vérifiant sur F :
|fil < 2Cetsur F:|f — fi] < 2C.
On applique le méme procédé & f — f; : on obtient f, : E — R vérifiant | fo| < 1(2C) sur
Eet|(f— i) — fol <2x 2(3C) sur F, sqit: |f — fr — fo| < (3)2C.
On recommence avec f — f; — f, obtenant f; telle que : | f| < 2[(2)C] = 3(2)*C sur E,
et:|(f — fi— fo) = fsl £ 3(3)’Csur F. Soit: | f — fr — fo— fs| < (3)°C.

On continue ainsi, obtenant une suite fi, fo,-- -, fa, - - - de fonctions F — IR vérifiant :
Vn € N ,Vu € E: |fa(u)| < 3(2)"C, et:
Vn € N*,Yu € F: | f(u) — fi(u) — folu) — - = fa(u)] < (E)"C.

o0
Ona:Z(%)":%(lﬁ-%ﬁ-(%)?ﬁ----):%x:l%— =2
n=1

o0
Posons pourtoutu € E : f#(u) =" fu(u).
n=1
D’apres la premiére majoration ci-dessus et les résultats de 1.3), on obtient : f# estune fonction
continue sur 5. -
Deplus,Vu € E: |[f#(u)| <1Y (E)".C=1x2C=C.

n=1
Enfin, 1a seconde inégalité nous donne :

Vu € Fvn e N': |(w) 3 fiw)] < ("C = [7(w) - /@) <0,

soit : f#(u) = f(u) pourtout u € F.

Nous avons donc obtenu un prolongement a E tout entier de la fonction f, prolongement
continu sur F, et qui, si | f| < C sur F, vérifie | f#| < C sur E.

C’est le théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn. ¢

3) La condition « F' fermé» est essentielle ! Si cette condition n’est pas remplie, on trouve
facilement un contre-exemple : £ := R usuel, F := R\ {0}, et f(f) := —1 pourt < O,
f(t) :== +1pourt > 0. f estcontinue sur F,, et | f| < 1, mais on ne peut pas trouver f# : E — R
continue sur £ = R et coincidant avec f sur F' = R\ {0}. ¢
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Si | f] < 1sur F (au lieu de | f| < 1 comme ci-dessus), on peut trouver un prolongement ™
1—d(u, F
~ R 2 e— # N — > R
tel que | f~| < 1 sur E. I suffit de prendre : f~(u) == y(u). f#(u) ou y(u) := TF d(u. F)

f~ est continue sur E, y(u) = i 4__ Z(Z’g <lety(u)=l<=u€cF.¢

Soit maintenant f : ' — R continue sur F, mais non bornée. g(u) 1_+|(JT(L)—| est continue

sur F, et |g(u)| < 1pourtoutu € F';ilexiste donc ¢~ : E — R continue, telle que [g~(u)| < 1
sur F, avec g~ |p = ¢ (¢f- ci-dessus).

Il suffit & présent de considérer f*(u) := 1__9@(2(%' : f*: B — Restcontinue, et f*p = f.

Nota : On a utilisé la bijection t — s = p(t) = —*7 , R — |1, +1], avec:

s ei(s)=t= i —S|s , |—1,+1[— R, souvent utile. ¢

LECTURE - PROBLEME 3

Le théoreme de Tietze—-Urysohn : une autre approche

Nous proposons ici une autre démonstration du Théoréme de Tietze—Urysohn,
démonstration dans laquelle on explicite 1a fonction prolongement.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit F une partie fermée de F telle que F # 0,
F # E.Soit f : F — Rune fonction continue surle sous-espace métrique (F, d|px r),
vérifiant : inf,ep f(v) = letsup,ep f(v) = 2.

On considere la fonction f# : E — R définie par f#(u) := f(u) pour toutu € F,
etpar f#(u) := aul,—Fj g(u) pour toutw € E \ F, ou g : E — Rest définie ainsi :

g{u) :=inf{f(v).d(u,v) /v € F}.
1) Démontrez que f# est bien définie sur E, et vérifie :
infucp f#(u) =1etsup,cp f#(u) = 2.
2) Démontrez que g est lipschitzienne de constante 2 sur E. Déduisez-en que f#
est continue sur E \ F.
3) Vérifiez que f#(u) = d F) inf{ f(v)-d(u,v) / v € G},
od: G = Fn B(u, 2d(u, F)], etremarquezqued(u, G) = d(u, F)pourtouty € E\F.
Démontrez que f# est continue en tout point ¢ € F.
Indication : Dans la majoration de | f#(u) — f#(a)|, distinguez lescasu € Fetu € E\ F;
dans ce dernier cas, Vv € G, ona: d(u,v) < 2d(u, F) < 2d(u, a).
4) Déduisez de ce qui précede le résultat suivant : soit h : F — R une fonction
continue et bornée sur F ; il existe une fonction h# : E — R continue sur E, égale &
h sur F, et telle que : infg h# =infp h, SUpg h# = supy h.

CORRIGE DE LECTURE - PROBLEME 3

1) Le seul probléme est de savoir si f#(u) est bien défini quandu € E '\ F.
Comme F est fermé : d(u, F') > Opourtoutu € E\ F, et TulT) a un sens.

Comme F C E :infg f# <infp f = 1, et comme f(v) > 1 pourtoutv € F :
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u) = I F) inf f('u) d(u,v) > 57— I, F) F) lnf d(u,v) = m-d(u, Fy=1
De méme : supg f# >supg f=2,et:
FHw) < QWU]TFS infyep d(u,v) = 2d(TlF7'd(“’ Fy=2

2) Soient u, v’ € E\ F;d(u,v) <d(u,v') + d(v,v),d’ot

Yo € F : f(v).d(u,v) < f(v).-d(u,v') + f(v).d(w,v) < f(v).d(v/, v) + 2d(u,v’)
= infeer[f(v)-d(u,v)] = g(u) < infoep[f(@).dW,v)] + 2d(u,v’).
En intervertissant u et ', de 1a m&me fagon : g(v') < g(u) + 2d(u, ). D’ou:
Vu, v’ € E\ F : |g(u) — g(v')| < 2d(u,’).

Siu € F: g(u) = 0 et la majoration reste valide.

Onadonc, Vu, v € E : |g(u)—g(v')| < 2d(u,v’'). g estdonc —en particulier — uniformément
continue sur F entier.

FE — R, u — d(u, F) est uniformément continue sur F (et méme lipschitzienne) car
|d(u, F) — d(v', F)| < d(u,v’). Donc : E\ F — ]0,+00[, u +— d(u, F) est continue sur
E\ F et, d’autre part, ¢ — %— , 10, +o0[ — ]0, +o0] est continue.

Par composition: v € E\ F +— d(u) = d(ul 7) € |0, +o0[ est continue. Ensuite le produit

d.g estcontinusur £\ F. ¢
3)Soitu € E\ F.Sive F,v¢ B(u, 2d(u, F)] : d(u,v) > 2d(u, F), et:
ﬁ infucp[f(v).d(u,v)] > (—1T5 x 2d(u, F).infeep f(v) = 2;
donc, posant G := B(u, 2d(u, F)| N F: f#(u) = 7_F$ infpec|f(v).d(u,v))-

De la méme maniere, si v ¢ B(u,2d(u, F)] : d(u,v) > 2d(u, F) > d(u.F) et donc :
d(u, F) = d(u, G).

Soit a € F'. Ecrivons que f est continue sur Fen a :

Ve >0,3n > 0,YVu € F: d(u,a) < = |f(u)— f(a)| <e
Ce qu’on veut, ¢’est :
Ve > 0,30 > 0,Vu € E : d(u.a) <0 = |f#(u)— f#(a)| = |f*(u) — f(a)| <e.

Onvoitquesi ¢ € int(F) (qui peut étre vide) i1 n’y a pas de probléme. I1 n’y a pas de probléme
non plus pour les u € F quand a € fr(F) qui est le cas difficile (on prend § = 7, c’est tout).

Le probleme délicat est donc la situation a € fr(F') et u € E'\ F. Dans ce cas, écrivons :
Yo € G = F N B(u,2d(u, F)] : d(u,v) < 2d(u, F) < 2d(u,a), et on aura : 2d(u,a) < 7
si I’on prend (ce qui est loisible) : d(u,a) < 17 (i.e. qu’au moins provisoirement on prendrait
6= %n).

A présent : d(v,a) < d(v,u) +d(u,a) <1+ 41 = 37, qui est trop grand.

On prendra donc plutdt : § = 37. Alors :
d(u,a) < i, d(u,v) < Znetd(v,a) < 3+ 29 =7, cela pourtoutv € G.

Donc : |f(v) — f(a)| < eetVv € G: f(a) — e < f(v) < f(a) + € entraine :
d(u,v).[f(a) — €] < d(u,v).f(v) < d(u,v).[f(a) +¢], doh:
infyec d(u,v).[f(a) — €] < infoee[f(v)-d(u,v)] < infyeed(u,v).[f(a) + €] et
d(u, F)[f(a) — €] < infyee[f(v)-d(u,v)] < d(u, F) + €], soit :

fla)—e < f#(u) < fla) +& = |f#(u) — fla) <&
Donc : § = 37 convient. ¢

4) Si h est constante, le probleme est réglé, on prend h# := h. Sinon soit o := infp h et

B :=supph, o < .
Soitalors f :=ah + b, a,b € R, et écrivons :
infp f=1=ainfrh+b —= 1=aa+bet
supr=2:asuth+b => 2=af+b,

d’otil’ontire:a = ﬁlf— etb= —B—— f est continue sur F' comme h, et vérifie : infp f = 1
etsupyp f = 2.

D’apres ce qui précéde, on peut trouver f# : E — R telle que f#| r = f, continue sur F, et
telle que infg f# = 1, supy f# =



280 Chapitre XIT

Refaisant & I'envers le travail précédent, on considere : h# := (8 — o) f# + (2a — ). Ona
bien h# continue sur E, telle que h# p = h, etenfin telle que infg h# = aetsupg h* = G. ¢

Exemple d’application :

Soient F', G fermés non vides dans E tels que F NG = (), et soient ¢ : F — R continue et
bornée sur F, ¢ : G — R continue et bornée sur G.

1l existe une fonction f# : E — Rcontinue et bornée sur E, telle que f#r = pet f#1c = 4.
11 suffit en effet de considérer le fermé K = F U G et 1a fonction f : K — R définie par
fw)=p(u)siv e F, f(u) = ¢¥(u) siu € G; dapres les propriétés de F et G, f est bien
définie et continue sur K, infx f = min{infr ¢, infe 2}, supg f = max{supp ¢, supe¢}.

On applique le Th. de Tietze-Urysohn a f, et on a le résultat voulu. ¢

Plus particulierement encore, soit F # 0, F # FE, fermé. Pour ¢ > 0, considérons
Fy = B(F,3 €| et G := E \ B(F,¢|, supposons que G # (. Clairement, F; NG = (.
D’aprés ce qui précede, il existe une fonction f continue sur E telle que fir, = 1, fic = Oet
0<f<1.

Si F est un fermé borné de R™, on peut ensuite régulariser f (par convolution) de manigre 2
1a rendre indéfiniment dérivable. Une telle « fonction caractéristique approchée » est précieuse
dans la théorie des distributions.

En topologie générale, le théorcme de Tietze-Urysohn exprime que tout espace métrique est
un espace topologique normal.

Fin du Chapitre X1



CHAPITRE XIII

ESPACES METRIQUES COMPACTS (I)
Introduction

Ce chapitre XIII introduit a la notion tout & fait fondamentale d’espace métrique
compact.

Nous avons choisi de faire une large place, en préliminaire, a la notion d’espace
métrique précompact dontle contenu intuitif est précieux pour acquérir une compréhen-
sion véritable de ce qu’est un compact.

Beaucoup d’étudiants se contentent de prendre conscience de I'utilité fondamentale
des compacts en Analyse, ce qui n’est déja pas si mal . . . mais ce point de vue utilitaire
ne saurait remplacer 1’assimilation correcte du concept de compact.

Enpratique, notre détour, qui rompt avecl’ ordre historique, ne cotite pas cher car nous
obtenons ensuite de nombreux et utiles résultats . . . sans démonstration, en réunissant
simplement des résultats antérieurs.

Beaucoup de propositions (plus de quinze !) dans ce chapitre, mais toutes sont de
démonstration immédiate, ou presque.

Chapitre assez facile, donc. Profitez-en pour méditer longuement sur la notion de
(pré)compacité.

Exercices indispensables : 1.1, 2.1, 2.2, 3.1.

Exercices complémentaires : 2.3, 2.4.

Je vous propose quatre problemes pour vous aider a réviser (fin du premier semestre)
tous les chapitres qui précedent.
Le premier établit que le dual topologique del’e.v.n. ¢p s’identifie — via une isométrie

linéaire surjective — & I’e.v.n. £ ; il est facile, et trés intéressant car prototype de
nombreux résultats utiles de cette sorte (ils ne sont pas toujours aussi simples).

Il est bien agréable d’identifier le dual d’un e.v.n. connu/classique a un e.v.n. tout
aussi connu/classique : que savons-nous du dual d’un e.v.n. lorsqu’on ne sait pas le
ramener 4 un e.v.n. connu ?

Le second montre comment munir ’ensemble des fermés non vides d’un e.m.
séparable d’une distance ; facile.
Le troisieme, trés simple, fait travailler sur les normes.

Le quatritme probleme fait retourner au chapitre I et donne quelques propriétés
amusantes des espaces ultramétriques.

BON TRAVAIL, ET BONNES REVISIONS !



282 Chapitre XIIT

E = R2 euclidien :

Lemme 3.1 (FE Riesz) : Pour tout € > 0, il existe u. tel que
|lue|| =1etd(ue, F) >1—e.

Ici, il existe uo tel que ||uo|| = 1 et d{uo, F) = 1 (cas € = 0),
mais, ce serait faux en général pour une.v.n. de dimension infinie
(c’est vrai, toutefois, pour les espaces préhilbertiens : le voir).



CHAPITRE XIII

ESPACES METRIQUES COMPACTS
)

1. RECOUVREMENTS

Définition 1.1.
Soit F un ensemble (quelconque) et soit A une partie de E. Un recouvrement

de A est une famille (B;);¢s de parties de E vérifiant :
A C Uier Bi-

Terminologie : Si I est fini [resp. dénombrable] on parlera de recouvrement fini [resp.
dénombrable].

Commentaire : Si A = E, puisque | J;; B; C E, onal’égalité : | J;c; B; = E.

Exemples 1.1.

1) La famille { A} réduite & A est un recouvrement de A (peu utile . .. ).

2) (By)uea avec B, = {u} est un recouvrement de A (peu utile .. . ).

3) Soit (E, d) un espace métrique, et soit A C E : (B, )uea 00 B, = B(u, p,[—ou
bien B, = B(u, p.] —les p,, étant des réels > 0, est un recouvrement souvent utilisé
de A.

4) Soit E = R; (By)nen = ([—7, 7] )nen, ou (| — n, +n[)nen, sont des recou-
vrements de E.

5) Soit A = [, 0] (o, B € R, @ < ) unintervalle de R.

Pour tout n > 1, on découpe I'intervalle en 7 parties égales en considérant les points
(tk)o<k<n s th == a + %(,8 — a); les boules (intervalles) B, = |t — =, 1, + =[
constituent un recouvrement de A par (n+ 1) boules. Méme chose pour les intervalles
le, 85 e, B] et [a, Bl

& Exercice 1.1. (trés facile) Soit (F, d) un espace métrique et soit A € E. Soit D C E une

partie dense par rapport 4 A (i.e. adh(D) D A). Vérifiez que pour tout p > 0 fixé : (B, )uep,
B., = B(u, p| estun recouvrement de A.

2. ESPACES METRIQUES PRECOMPACTS

Définition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique.

On dit que (E, d) est précompact [ou bien : totalement borné] si :
pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E par des parties de E dont le
diametre est inférieur a €
[Rappelons que le diametre de X C FE est défini par :

diam(X) = SUPzeX,yeX d(ma y)']

Une partie A de E sera dite précompacte dans (E, d) si le sous-espace métrique

(A, djaxa) est précompact.
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Commentaire . Peu importe si «inférieur» signifie < ou bien <, a cause de «tout
€>0n.

Exemples 2.1.

1) Dans tout espace métrique (F,d) toute partie finie A = {a1,...,an} est
précompacte car : A C |J; «p<nfor} etdiam({ax}) =0 pourtoutk =1,...,n.

2) Soit [e, 8] C R, sous-espace métrique de R usuel [¢f. Exemples 1.1, 5)]. € > 0
étant donné, on choisit n > 1 tel que % < g, et on considere le recouvrement suivant
de [, 8] : Bo = [, + [, B = |tk — £tk + [, Br =16 — £, 8. diam(B;) vaut
% pour ¢ = 0 et ¢ = n, et vaut % pour 1 < i < n— 1, etest donc dans tous les cas
< e.Donc [a, ] muni de la distance induite par R usuel est un e.m. précompact, ou —
c’est équivalent — [, ] est une partie précompacte de R.

3) Soit E un ensemble quelconque qu’on munit de la distance discréte 6 : quand
(E, 6) est-il précompact ?

Si E est fini, (E, §) est précompact d’aprés 1). Si E n’est pas fini, soite € |0, %[ :les
seules parties de E dont le diamétre est < € sont les sous-ensembles {u} avec u € E
et (. Tl est clair qu’on ne peut pas recouvrir E infini avec un nombre fini de parties
réduites a un point. Donc (E, §) n’est pas précompact.

Les scules parties précompactes sont donc les parties finies.

Remarquons, pour la suite, que toutes les parties de (E, 6) sont 2 la fois fermées et

ouvertes.

Proposition 2.1.
Soit (E, d) un espace métrique. (E, d) est précompact si et seulement s’il vérifie

les conditions équivalentes suivantes :

21) Ve >0,AF (=F,)C E, F fini, telqueVu € E : d(u, F) <,

(22) Ve>0,3u €E,...,qu, € E: EC Uy, Blus gl

(n etles u; dépendant de €) T

Commentaire : d(u, F) < € peut étre remplacé par d(u, F) < &, les boules ouvertes
B(u;, €[ peuvent étre remplacées par les boules fermées B(u;, €].

& Exercice 2.1. (trés facile) Démontrez cette Proposition, ainsi que celle qui suit.

Proposition 2.2.
|| Toute partic A d’un espace métrique { E, d) précompact est précompacte.

Proposition 2.3.
|| Un espace métrique précompact est nécessairement borné.

Démonstration : Faisons € = 1 dans (2.1) : soit F = {uy, ..., U} tel que Vu € E
on a d(u, F') < 1. Soient u et v arbitraires dans E : il existe ' € F et v’ € F tels
que d(u,v’) = d(v,v’) = d(u, F) < 1 [existence due au fait que F est fini], d’ot :
d{u,v) < d(u,v') +d(@,v") + d(v',v) <1+ diam(F) + 1 = 2 + diam(F) < oo
car le diamétre d’un ensemble fini est fini. 4

Exemples 2.2.

R, C,R", C™, n > 1, Z munis de leur distance usuelle ne sont pas précompacts car
non bornés.

Soit maintenant A C R une partie bornée de R usuel. Posant o := inf(A) et
B :=sup(A),ona: A C [a, 8], avec e et 3 dans R. D’apres I'Exemple 2.1 : [a, (]
est précompact, et, d’aprés 1la Prop. 2.2 : A est précompacte.
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Réciproquement, si A est une partie précompacte de R, c’est une partie bornée
d’apres la Prop. 2.3. On peut donc énoncer I'important résultat :

Proposition 2.4.
|| Les parties précompactes de R usuel sont les parties bornées.

La Proposition ci-dessous est constituée de résultats dont la démonstration est
immédiate (voyez vous-méme).

Proposition 2.5.

(1) On ne change pas la notion d’espace métrique précompact si 1’on remplace
la distance initiale par une distance équivalente. En particulier deux espaces
métriques isométriques sont simultanément précompacts ou non précompacts.

(ii) Soit (E, d) un espace métrique et soient A;, ¢ € I, I arbitraire, des parties
précompactes de (E,d) : A = (), A; est précompacte dans (E, d).

(iii) La réunion d’une famille finie de parties précompactes est précompacte,
R = U, enl—n, +n] prouve que ce résultat serait faux pour une réunion infinie.

(iv) Soient (E;,d;), ¢ =1, ..., n, des espaces métriques précompacts.
Le produit cartésien E = ]| E; muni de la distance do [0ou d’une distance
1<i<n
¢quivalente, d’apres (i)] est précompact.
Corollaire 2.1.

|| Les parties précompactes de R™, C™ usuels sont les parties bornées.

Démonstration : En effet, si B est borné dans R™, B est contenu dans un pavé
[a1, B1] X -+ x [an, Ba] qui est précompact & cause de la Prop. 2.4 et de (iv) de
la Prop. 2.5, on applique ensuite la Prop.2.2.

Ensuite, C est isométrique 3 R?, et C* 4 R?". ¢

Proposition 2.6.
|| Tout espace métrique précompact est séparable.

Démonstration : Par définition:Vn € N* AF,, C E, F, fini,Vu € E : d(u, F,,) < %

Posons : D = | J,,cn. Fr : une réunion dénombrable d’ensembles finis (et méme
dénombrables !) est dénombrable. Soit a présent v € E :

Vn e N*: d(u,D) < d(u, F,) < 2 = d(u, D) =0 = u € adh(D),

dou:adh(D)=FE. ¢
Proposition 2.7.

Soit { E, d) un espace métrique, et soit A une partie précompacte de E, I’ adhé-
rence de A est aussi précompacte.
Démonstration : Ve > 0,3F = F_jo C A, F fini,Vu € A : d(u, F) < Le.
Soit v € adh(A); Ve > 0,3v. € A : d(v,ve) < %6. Donc, puisque |d(z, X) —
d(y, X)| < d(z,y), ona: d(v, F) < d(ve, F) + d(v,ve) < 3¢+ 3 = ¢, et adh(A)
est précompacte [le méme F' C A sert pour A et pour adh(A)]. ¢

&= Un gros défaut de la notion de précompacité (qui possede par ailleurs de bonnes
propriét€s, comme le prouvent les Propositions ci-dessus) est que ce n’est pas une
notion topologique. Un exemple trés simple va nous le montrer immédiatement :

f:10,1[—]1, +oof,t — f(t) = %estunhoméomorphisme, et]0, 1[est précompact
tandis que |1, +oo[ ne I’est pas (non borné).
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On a une petite Proposition de consolation . . .

Proposition 2.8.
Soient (E, d), (F, 6) des espaces métriques, et soit f : E — F une application
uniformément continue sur E. Si (E,d) est précompact, I'image f(E) est une
partie précompacte de (F, d).
Démonstration : (E, d) est précompact, donc : Vo > 0,34, ...,3A, des parties de
E telles que diam(4;) < aet E C J; <;<,, 4i.

D’ autre part, f uniformément continue s’écrit [cf. Chap. VIII, Déf.1.1] :

Ve > 0,3 > 0,VA C E : diam(A) < = diam(f(4)) <e.

11 suffit donc de faire @ = 7 dans la définition de la précompacité, on aura :

diam(f(A;)) <epouri=1,...,n,et:
F(E) € f(Uicicn Ai) = Uircicn F(4i). ¢

Remarque : La demitre égalité serait vraie pour une réunion quelconque, cette formule
de théorie des ensembles doit étre connue.

Corollaire 2.2.
Soit (E, || - ||) une.v.n. sur K = R ou C de dimension finie.
Les parties précompactes de E sont les parties bornées.

& Exercice 2.2. (trés facile) Démontrez ce Corollaire.

& Exercice 2.3. (facile) On reprend une fois de plus I'espace métrique (F, d) défini dans
I’Exercice 2.4 du Chap. I [voir aussi ’Exercice 2.3 du Chap. XI]. Démontrez que si tous les
(E;, d;) sont précompacts, il en est de méme du produit (E, d).

& Exercice 2.4. (difficile) Soit I = [o, 8] C R, et soit (F, d) un espace métrique.

Soit f : I — E une application possédant la propriété suivante : il existe un réel C' > 0 tel que
pour toute suite finle strictement croissante to < t; < - -+ < t,, de points de I on a I’'inégalité :
n—1
3" d[f(tirs), f(t:)] < C. Démontrez que f(I) est une partie précompacte de (E, d).
=0
Indicarion : Procédez par contradiction en niant (i) de la Prop. 2.1. Insistons sur le fait que n

n’est pas fixé d’avance.

Commentaires :

Faisant abstraction du préfixe «pré» (= avant), regardons dans le Petit Larousse
(illustré) ce que veut dire compact : du latin compactus, resserré, qui est condensé,
dense, serré.

D’autre part, si I’on regarde la définition donnée par la Prop. 2.1 (i), on peut penser
que la notion de précompact remplace en quelque sorte la notion d’ensemble fini de la
théorie des ensembles : «en grosy, il s’agit d’ensembles approximativement finis.

On peut aussi regarder 1a notion de précompact comme une généralisation de la
notion de borné dans R™ qui soit plus fine dans les espaces métriques généraux que ne
I’est la notion de borné.

Encore une idée donnant une intuition de la notion de précompacité, en se référant &
la Prop. 2.1 (ii) : une étendue de terrain est & éclairer par des réverbéres de portée < g,
F, est I’ensemble des points d’installation des réverbéres nécessaires.

L’idée intuitive de précompact est un compromis entre les idées ci-dessus . . .

La notion de précompact — outre son contenu intuitif — est intéressante car trés stable
(inclusion, réunion finie, intersection, passage & I’adhérence,. . . ), mais son gros défaut
est qu’elle n’est pas topologique.

Pour avoir des propriétés vraiment «bonnes », la notion de précompacité doit étre
un peu restreinte en y ajoutant une autre propriété : celle d’espace complet.



Espaces métriques compacts (I) 287

On arrive ainsi a la notion de compact dont le contenu intuitif est moindre, mais
dont les propriétés mathématiques sont TRES satisfaisantes.

Curicusement, en ajoutant deux notions non topologiques, nous allons tomber sur
une notion topologique [ce que nous ne prouverons que dans le prochain chapitre
(suspense N].

3. ESPACES METRIQUES COMPACTS

Définition 3.1.
Un espace métrique ( E, d) sera dit compact s’il est précompact ET complet.
Une partie A d’un espace métrique (E, d) sera dite compacte si le sous-espace
métrique (A, djsx 4) €st compact.

En juxtaposant simplement les propriétés des espaces métriques complets d’une
part [voir le Chap. XI et le §2 du Chap. X11], celles des espaces métriques précompacts
étudiées dans le § précédent d’ autre part, on obtientimmédiatement, sans démonstration
nouvelle, les [importants] résultats suivants.

Proposition 3.1. IMPORTANTE)
Soit (E, d) un espace métrique compact :
3.1) (E,d)estborné,
(3.2) (E,d) estséparable,
(3.3)  Si 6 est une distance sur E équivalente a d : (E, 6) est compact,
(3.4) Si(F,6) estunespace métrique isométrique a (E, d) : (F, 6) est compact.

Proposition 3.2.
N

(i) Soient (E;,d;), 1 < i < N, des espaces métriques compacts. £ = [] E;
i=1

muni de la distance d, est un espace métrique compact. Il en est de méme si E
est muni d’une autre distance de Holder dp, 1 < p < oo [¢f. Chap. 1].

(i) Produit infini : L’Exercice (2.4), joint & I’Exercice 2.3 du Chap. XI,
montre que si (E;, d;), ¢ € N*, est une famille dénombrable d’espaces métriques

oo

compacts, I’espace produit £ = [] E;, muni de la distance :

=1

d(us), (v:)] = f 1 o palun)

1+ di(u,, v;)
est un espace métrique compact. Pour E; = [0, 1], ou bien [-1,+1], % € N*, on
note cet espace compact [0, 1], ou bien [—1, +1]%" : c’est le cube de Hilbert.
Ces résultats sur la compacité des produits s’étendent en topologie générale a un
produit absolument quelcongue : c’est le Théoréme de Tychonoy, un des plus puissants
théorémes de toute 1’analyse, et d’autres branches des mathématiques [cf. un cours de
topologie générale].

Proposition 3.3.

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie compacte de E : A est une
partie compléte dans (E, d), et donc A est fermée dans (E, d). A est aussi bornée
dans (E, d).

Proposition 3.4.

Soit (E,d) un espace métrique compact, et soit A une partie de E : A est

compacte si et seulement si A est fermée dans (E, d).
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Proposition 3.5.

Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit A une partie de E : A est
compacte si et seulement si A est précompacte et fermée.

Proposition 3.6.

Soit ( E, d) un espace métrique :

(i) La réunion | J; <;«,, A; d’un nombre fini de parties compactes de (E, d) est
compacte dans (E, d).

(ii) Toute intersection (), <;<,, A: de parties compactes de (F, d) est compacte
dans (E, d). C

Proposition 3.7.

Les parties compactes de R™ et C™, munis des distances usuelles, sont les
parties fermées et bornées.

En invoquant : le Corollaire 2.2, le Corollaire 2.2 du Chap. XI, et le Lemme 2.4 du
Chap. XII, on obtient le :

Corollaire 3.1.

Soit (E, ||-||) une.v.n. sur K = Rou C de dimension finie : les parties compactes
de E sont exactement les parties fermées et bornées de E.

& Exercice 3.1. (difficile) On considere 'espace de Hilbert £ = ERz [¢f. Chap. Il et le Th.

3.3 du Chap.XI].
Soit K le sous-ensemble de E constitué par les suites u = (&, &,...,6n,--.), &n € R,

vérifiant |£,| < % pour tout n € N*.

Démontrez que K est une partie convexe et compacte de F.

K est appelé le cube de Hilbert car il est homéomorphe, comme nous le verrons dans le
prochain chapitre, a [—1, +1]".

On a avec K un exemple de partie compacte qui est relativement « grosse » : en particulier ,
K n’est contenu dans aucun sous-espace de dimension finie.

Cet exemple est a rapprocher de ce qui suit.

«Rareté » des précompacts et des compacts
dans les e.v.n. de dimension infinie.

Comme le prouve déja I’exemple de la distance discréte sur un ensemble infini, la
notion de partie compacte ne se réduit pas & celle de partie fermée bornée, comme c’est
le cas dans les e.v.n. de dimension finie.

En effet, dans un espace (E, 6), E infini, ou 6 est la distance discréte, toutes les
parties sont fermées et bornées, mais les seules parties compactes sont les parties
finies.

Dans les e.v.n. de dimension infinie, il y a bien d’autres compacts que les ensembles
finis, ne serait-ce que les fermés bornés contenus dans des sous-espaces de dimension
finie . . . Mais nous allons prouver que les parties compactes ne sont pas « trés épaisses »,
et qu'en fait les e.v.n. de dimension infinie sont relativement pauvres en parties
compactes.

Cela explique — au moins en partie — que sur les e.v.n. de dimension infinie on ait
été conduit a envisager des topologies autres que celle définie par leur norme, en fait
des topologies non définies par une distance (topologies dites « faibles »), topologics
pour lesquelles il y a davantage de compacts.
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Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C, de dimension > 1. Soit F un sous-espace
vectoriel de E tel que F' # E et fermé dans (E, || - ||).
Notons S = S5(0,1) = {u € E / ||u|| = 1} la sphere unité de (E, || - ||)-

On va s’intéresser a la distance d(u, F), ot u € S. Cette distance varie entre 0
weSNFetlcard(u,F) < ||lu—0| =|ul| =1 € F).
Question : existe-t-il toujours des points de S tels que d(u, F) = 1 ? Réponse : NON !

Eneffet, nous avons vu dans le Chap. X [Exemple 2.7] qu’il existe une forme linéaire
continue sur I’e.v.n. E = ¢o muni de || - || qui n’atteint pas sa norme |||’ sur la
sphere unité de E. Donc, pour cet espace E et cette forme ¢, on a : [p(v)| < ||¢||’
pour tout v € S (et méme pour tout v € B(0, 1]).

D’ autre part, dans ce méme Chap. X, nous avons démontré que pour tout E, tout

€ E'\ {0}, tout u € E, ona: d(u,Ker(p)) = H%%’M [formule (1.15)].

Rappelons que Ker () est fermé dans E pour ¢ continue.

Nous tenons donc le contre-exemple cherché en prenant ' = Ker(y) dans
I’Exemple rappelé ci-dessus.
En effet, si d(u, F) = 1 avec ||u|| = 1, ona: |p(u)| = ||¢|’ pour v € S, ce qui
est contradictoire avec |¢(v)| < [|¢||” pour tout v € S. Ce résultat négatif donne de
I’intérét au résultat trés utile suivant :

Lemme 3.1. (de F. Riesz)
Soit (E, ||-||) une.v.n. sur K = R ouC, de dimension > 1. Soit F un sous-espace

fermé de (E, || - ||) tel que F # E.
Conclusion : Ve € |0.1], Jue € E : |Jue|]| =1 etd(ue, F) > 1—¢.

Démonstration : (faites d’abord des dessins dans R? muni de différentes normes).
Soitu € E\F #0; 6 = d(u, F) = infyer ||u— v|| est > 0 car F est fermé.
Par définition de la borne inférieure :
Ve>0,Jve € Ftelque: 6 < |lu—we| <6+ I—E—E—&
[car —I—E—E- > 0; ce réel sophistiqué est choisi pour que tout marche bien, mais vous
pouvez tout aussi bien prendre un 7. > 0 que vous déterminerez 2 la fin].

Cela étant, posons : @ := Wu—l—v” etue := au—ve): |lue|| =1 (@l n’y apas de
(>

probléme pour acaru € E\ Fetve € F : ||u— ve|| #0).
Pour tout v € F, puisque F est un espace vectoriel, on a : év 4+ ve € Fet, donc :
o — wel] = [lo = (eu — ave)l| = [lv — au + avel| = all(Fov + ve) — ul

1 1 —€
> a.d(u, F) = a.b ||U—Ue||625+15556 T
ie.Yv € F : ||lu—ve|| > 1—¢, ce qui entraine ce qu’on voulait : d(u., F) >1—€. ¢
Nota : Lelemme précédent est parfois appelé « lemme des éléments quasi-orthogonaux »
Voyez-vous pourquoi ? (dessins )

=1-—c¢,

Application

Supposons que la boule unité fermée B(0, 1] d’une.v.n. (E, || - ||) soit précompacte.
Pour € = 1, il existe un ensemble fini A = {a1,...,a,} C B(0,1] tel que I’on ait
Vo € B(0,1] : d(v, A) < L.

Soit F = [A] = [{a1,...,a,}] le sous-espace vectoriel engendré par A :
dim F' < oo, donc F est complet, donc fermé dans E (chap. XII).

FDOA = Yve E:d(v,F)<d(v,A).
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Si F n’est pas FE entier, on peut appliquer le Lemme 2.1 ci-dessus :

Ju € E, ||lu|| =1 (doncu € B(0,1]) : d(u, A) > d(u, F) >1— 1 =2.
Comme d(u, A) < % , on arrive a une contradiction.
Donc E = F et E est de dimension finic. ¢

On énonce :

Théoréme 3.1. (TRES IMPORTANT)

Sila boule unité fermée d’une.v.n. (E, || - ||) est précompacte (a fortiori si elle
est compacte), E est de dimension finie.
Comme la réciproque est vraie (Corollaire 3.1), ona:

dim(E) < oo <= B(0, 1] est précompacte <= B(0, 1] est compacte.
Commentaire : On a 12 une interaction remarquable entre 1’algeébre et 1a topologie . . .
Remarques : Le raisonnement ci-dessus marche aussi bien si I’on remplace la boule
B(0,1] par la sphere S(0, 1), d’oi :

dim(F) < oo <= 5(0, 1) est précompacte [resp. compacte].
A présent : B(u, p] = u + p.B(0, 1]. Les translations et les homothéties # 0 sont
bijectives et uniformément continues ainsi que leurs inverses, donc elles envoient les
précompacts sur les précompacts. Par conséquent : si une boule B(wu, p] quelconque est

précompacte, I’e.v.n. est de dimension finie. Si B(w, pf est précompacte, son adhérence,
qui est (dans les e.v.n !) B(u, p| est précompacte [Prop. 2.7], et donc dim(E) < oo.

Soit & présent (E, | - ||) un e.v.n. de dimension infinie, et soit K une partie pré-
compacte de E : si K possédait un point intérieur u, on aurait une boule B(u, p]
contenue dans K, donc précompacte [Prop. 2.2], mais alors E serait de dimension

finie . ..
On peut énoncer :

Proposition 3.8.

Une partie précompacte (a fortiori une partie compacte) d’un e.v.n. de dimen-
sion infinie ne peut posséder aucun point intérieur.

C’est en ce sens précis qu’on peut dire que les compacts des e.v.n. de dimension
infinie sont « plats », et relativement « peu nombreux », puisque cette « platitude » écarte
de nombreux ensembles de la prétention a étre précompacts.

Fin de la partie cours du Chapitre XIII

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Soit p > 0 fixé, arbitraire. On veut prouver que A C U, , B(u,pl. Soit a € A
arbitraire ; comme A C adh(D) : Ja, € D tel que d(a,a,) < p, ce qui se traduit par
a € B(ap,pl = a€ UueD B(u, pl. ¢

% Exercice 2.1.

Proposition 2.1 : Soit (E, d) précompact : pour tout € > 0, il existe 4, ..., A, (n = n.) des
parties de E telles que diam(A;) <epouri=1,...,net: Ec U, ., A

[en fait, inévitablement, on a égalité, mais c’est I'inclusion qui nous intéresse].
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Pouri = 1,...,n, onprend a; € A;, et soit F, = {ay,...,a,}; pourtout u € E, il existe
un j (@umoins), 1 < j <n,telque: u € Aj, etona: d(u, F;) < d(u,a;) < diam(4;) <e,
d’ ot (i). ¢

Supposons (i). Soit € > 0; il existe F, = {u1,...,u,} tel que d(u, F;) < & pour chaque
u € E. Considérons les boules B(u;, €], etsoitu € E:d(u, F¢) = d(u, u;)pourunj,1 < j<n
(cela parce que F est un ensemble fini) et donc d(u, u;) < g, d’oli: u € B(u;, €], et (ii). ¢

Supposons 2 présent (ii) : en prenant les boules de rayon %s, onn’aqu’a prendre
A; = B(u;, 1] qui vérifie diam(A;) <. ¢

Remarquons une fois encore que les boules ouvertes et fermées sont interchangeables, au
méme titre que < et <.

Proposition 2.2 : immédiate, il suffit de remarquer que A C F C U1 <i<n Qi entraine que
ANA=AC AnUlsignA'i = UlsiSn(AﬂAi),etque:diam(AﬂA,i) <e. e

% Exercice 2.2.

D’apres le Lemme 2.1 du Chapitre XII, il existe ® : K" — E (ot n = dimg(E)) linéaire,
bijective, continue ainsi que son inverse ®1.

Comme @ et &' sont linéaires, la continuité implique la continuité uniforme. Donc, si A est
précompacte dans F, elle est bornée a cause de la Prop. 2.3. Réciproquement, si A est bornée
dans (E, || - ||) : @7'(A) est bornée dans K™ car ! est linéaire continue [voir Chap.X].

Donc, Corollaire 2.1 : $71( A) est précompacte dans K.

D’apres la Prop.2.8 : ®[®@}(A)] = A est précompacte dans (E, || - ||)- ¢

% Exercice 2.3.
(o]
(E;, d;) précompact pour tout i € N*, Soit E := | | E;, muni de la distance :
i=1
(]
N 1 (i, vi) N ] _ ]

d(u,v) == 12: 2 X TF Gtma) Y= (Utye oo s Uiyen)y €00 = (VgyeenyVsyenn).
Soit £ > 0donné, et soit I le plus petit entier vérifiant 51,- < %5. (E;, d;) étant précompact, pour
tout ¢ € N* : il existe Fj,/, dans E;, une partie finie de F; telle que pour tout u; € E;ona:
di(us, Fye/0) < %€. Pour tout i > 1, fixons a; € E; arbitrairement.

[oe]

Considérons le sous-ensemble de E = || E; suivant :
i1

Fe=F X Fyepn x--- X Frepn x{arna} x {age} x---
I’ensemble F est fini avec : Card(F,) = HlsisI Card(F . 2).
Soit maintenant u € E arbitraire ; on va démontrer qu’il existe v, € F tel que d(u, v.) < &,
ce qui impliquera d(u, F) < ¢, i.e. le résultat cherché.
En effet, pour tout ¢ < I, il existe v;c € F; o792 tel que :
di(tiy Fiepa) = di(ui, vie) < 36, 00w = (ug,..., s, . . .).

On va prendre : ve = (V1,e, Vaes - - -  ULes GL415 BL425 - - -)-
I
di(us, ie) 1 da(us, a;)
d — _1'. % i\ Uz, Uz e 1% i\ Ug, (b7 .
(u, ) g 20 7 1+ di(ui, vie) + ,-ZZI;I 2* 7 1+ di(us, az)

H 1 < di U4, Qg < N
Mais TF di(us, vie) wa o) = let —ﬁT—L1+di ) = 1,dou:

I oo
d(u,ve) D g X dius, vie) + D, % < 3ED. 5+ 5T X 7T

i=1 i>I+1 i1 2
<s+ 2—} < $ + § =&, puisque I a ét€ choisi tel que % <.

% Exercice 2.4.
Ecrivons que f(I) est précompact (ce qu’on veut prouver) :
Ve > 0,3F fini, F C f(I),Vu € f(I): d(u, F) <&, ce qui se traduit par :
Ve > 0,3 € [0, 8],0<i<n,Vt e o, B],T5 € {1,...,n}: d[f (D), f(t;)] <e,
dont 1a négation s’écrit :
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1) e > 0,V € |, G] (suite finie 0 < i <n), H € [0, F],Vj € {1,...,n}:
dlf (), f(t;)l > e.

Supposons donc f(I) non précompact, ce qui se traduit par la proposition (1) ci-dessus. On
va essayer de trouver une contradiction avec 1’hypothése de départ, en se souvenant que les petits
ruisseaux font les grandes riviéres, ce qui s’ appelle en mathématiques 1" axiome d’Archiméde :

C > 0 étant donné (moralement grand) et € > 0 étant donné (moralement petit), il existe un
entier N € N* tel que N.e > C.

Amorgons ’appareil a accumuler lese . . .

On prend tp = a et t; = S, et réécrivons (1) sous la forme suivante (on peut réordonner une
suite finie en une suite strictement croissante) :

2 Fe>0,Vig <t <--- <t,(t: € |a, [, nnon fixé), It € [, 7] :

Vi€ {1,...,n}d[f(t), f({;)] > € > 0.

Donc le t € [a, F] trouvé ne coincide pas avec I'un des t;.

Dans notre cas particulier, il existe t € [a, 8], to = o <t < 8 =1, tel que

dlf(t), f(to)] > € et d[f(2), f(tr)] > &.
On réordonne en posant ty = o, ) =t, 1o = 3

Dob: Y dlf(tn), f(t)] = dlf(t), f(to)] + dIf(t2), f(t)] > &+ = 2.
0<z<1
On recommence avec les trois points obtenus £y, < t; < 9, et supposons que le ¢ obtenu est
entretpetty, onrenumérote ;o (=) <H (=) <t (=t) <L (=1):

> dif(tin), f(&)] = df(t2), f(to)] + df(ta), £(&2)] + d(f(Es), f(22)]

0<i<?
=d[f (), f()] + d(f(ta), O] + dlf(t2), f(t2)] >e+e+e =3¢
A présent que le truc est compris, on peut faire un raisonnement par récurrence formalisé :
On suppose avoir obtenu un découpage to < t; < --- <, avec
> dlf(tin1), f(:)] > ne, et on applique (2) ; supposons que t; < t < tj41;
0<i<n-—1
on effectue une nouvelle numérotation : to = o, {1 = t1, ..., t; = €5, tj0 = T, tjo = 41,
coytpp =tpetona:
S dlft), ] = ¥ dif (), St +dif ), 1))
0<i<n 0<i<j—1
+d(f (ti2), SOOI+ - dlf(tan), f(E)]
FHi<i<n
dans les deux sommes Y. et Y on retrouve les termes de «1’ancienne » suite, et par
0<i<j-1  j+l<isn
conséquent on trouve comne facteurs de £ : j termes + 1 terme + 1 terme + [n — (7 + 1)] termes
=71 + 1 termes.
Dob: Y dlf(tn), f(t)] > (n+1)e.
0<i<n
On continue ainsi jusqu’a obtenir I'entier IV, et une contradiction avec I’hypothése de départ.

Par conséquent f () est précompact. ¢

% Exercice 3.1.
Siu = (&), v = (7n) sontdans K, et A dans [0, 1], le terme général de 1a somme Au+(1—X)w
est b, = X + (1 — A, et
1] < Méal + (1= Nl <AE+ (1 -NE =1
donc Au + (1 — Av € K qui est convexe.

Remarquons que 0 € K. ¢
Comme #2 est complet [Chap. XI], il nous suffit (Prop. 3.5) de démontrer que K est fermé et

précompact.
K est fermé dans £2, car si une suite (up,),cy de vecteurs de K converge dans £ vers u, on a,

ennotant u, = (£7,....&8,...)etu=(&,...,&n,...):
VnGN*,VPGN-Iénlﬁlén— €|+ 6] < |6 — €8l + £ et

Do 1n — I =llu—u|® — 0
n=1 P00

Soit n € N* fixé quelconque : lim |£, — €8] = 0. Donc, ¥n € N* : |§,]| < % ,s0it:u € K. ¢
pP—oo



Espaces métriques compacts (I) 293

o0 o0
K est borné dans £2 car (||ull2)? = 3 [&]2 < D ;15 < oo, cecipour tout u € K. 4
n=1 n=1

Soit e > 0 fixé, et soit u € K quelconque ; écrivons :
lulf = 3 KalP+ 3 1&lP< X &P+ 3 —'z ,
1<n<N N41gn 1<n<N N+l<n
ou NV va étre fixé indépendamment de u € K (c’est la clef de 'exercice !) :
> —15 est le reste d’une série convergente, et donc il existe un entier IV tel que ce reste — qui
N+l<n
tend vers O quand N — oo —est < 2¢2. Fixons un tel N.
Posons : £4 := {u = (&) € & / Vn > N + 1 : &, = 0} ; £% est un sous-espace vectoriel
de dimension N de £2 (exhibez une base de £%)).
9, est fermé [car complet, ¢f. Chap. XII] dans £2, et donc C = K N £2; est fermé et borné dans
£%, : c’est un compact de £, (Corol. 3.1). En particulier C est précompact, ete > 0 étant ﬁxe il
existe vi, . . ., Up(e) dans C’tels que: Vv € Cilexistei € {1,...,p} tel que |lv — vz < \/5 .

Ecrivons v; = (14,14, ...,V%,0,0,...).
Pour tout u = (£,) dans K ona: uzvﬁ-w,ouvéé2

u—(€17 ")€N700 )+(OO O€N+17€N+27"')
et donc, pour ce choix de v, il existe j € {1, .., D} tel que lv —wjlle < % .
D’oli:

lle = ;12" —Zlén V"|2+ > 0P =lv—villk®+ > &l

n=N+1 n=N+1

( \/— ) + - E
etdonc ||lu — |2 <e.

En définitive, pour tout € > 0 donné, on a trouvé p = p. vecteurs v, . . . , Up appartenant 2 K
[en fait 2 C ¢ K]tels que pour tout u € K ilexiste j € {1,...,p.} tel que ||u — v;]l2 < e.
C’est dire que K est une partie précompacte de £2.

Finalement, K est bien une partie compacte de £2. Nous démontrerons dans le Chapitre XIV
que K est homéomorphe 2 [—1, +1]".
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PROBLEMES DE REVISIONS

PROBLEME 1

L’isométrie (co)' =~ ¢

Soit E = ¢g I’espace vectoriel (réel) des suites v = (&), k = 1,2, .. ., de nombres
réels convergentes et de limite 0. On suppose F muni de la norme ||u||co = max €k
>1

Soit F = £ I’espace vectoriel (réel) des suites @ = (ax), k = 1,2, .. ., de nombres

réels vérifiant Y |ag| < oo. On suppose F muni de la norme ||a|ly = ) |oul.
k=1 k=1
On note e, = (0,0,...,0,1,0,...) [1 & lan-itme place, O ailleurs].

oo
1) Démontrez que toutu € E s’écrit i u= ) Exe.

k=1
[e)

Soit a € F'; on note ¢, I”application définie sur F par:Vu € E : pq(u) = Y axk.
k=1
2) Démontrez que ¢, définit une forme linéaire continue sur £.

3) Démontrez que ||.||” = llall1 (E' dual topologique de E est muni de la norme
91" = sup |$(w)]).
flull<1
4) Démontrez que I’application f : F — FE’, a v @, est une isométrie linéaire.

5) Démontrez que f est surjective.

CORRIGE DU PROBLEME 1

1) Soit u = (k) € F = co. Puisque (&) tend vers 0, on a :
Ve>0,ANVk: k> N = |&]| <e.
n

Considérons les sommes partielles : u, = Y &kex = (€1,.-.,64,0,0,...), etpour n > N,
k=1
envisageons : u — un, = (0,0,...,0,&u41, &m0, - - -)-
VE>n2>N:|&| <& = supgn|&l <e
Donc : Ve > 0,AN,Vn : n > N = ||t — Unllec = SUPon || < &, Cest-d-dire que
|l — unlleo — 0, soit: lim (u,) = u dans E = .
n—-00 n—oo0

o0
Par définition d’une série dans une.v.n. :u = Y  {xex. ¢
Remargue : k=1
L’ensemble des vecteurs ey, est une famille totale de F, i.e. que adh([ey, ..., e, .. ]) = E.

2) Venﬁons d’abord que ¢, (u) a un sens pour tout u € F.
Vn > 1: Zlak€k| < sup || Z || < SuD|€k| Zlakl l[ulloo-llal]1-
<n

Donc la sene de terme general (akﬁk) est absolument convergente, donc convergente, et
(o]

> ouds a un sens (i.e. définit un réel).
k=1

oQ oQ
De plus : |} owie| = [@a(u)l < 3 lowél < [[ufloo-llalls- ¢
k=1 k=1
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Pour tous u = (§k), v = (k) dans FEettout A € R, on a:

pa(u+v)= Z (& + 1) = Z(akék + i) = Z ari + Z ke = Ya(u) + @a(v),
k=1 k=1 k=1 k=1
et: oo oo
Ya(du) = > (M) = A > orb = Mpa(u). Cela d’apres les régles opératoires usuelles
k=1 k=1
sur les séries. ¢
Par conséquent, pour tout a € F = £!, , est une forme linéaire sur £ = co. De plus
|pa(u)| < ||ullco-lall implique que [|@a|” = supup.<1 [@a(w)] < [lall1, et @, est continue, de

norme [|pa " < lafs- ¢

3) Il nous reste & prouver que ||, | > |la|1. Ce qui serait bien serait de trouver & € F tel
que ||u]| < Lettel que p,(u) = ||al|1, puisqu’on aurait alors ||| > e (v) pour tout v tel que
[lvll < Tetdonc |lgal’ > |lalls

Mais on sait [Chapitre X ] qu’on arelativement peu de chances de trouver untel vecteur . . . S’il

o o
existait, on aurait Y  |ax| = Y aré ; comme |£&| < 1 on a |okés| < |ax|, et on aurait donc :

k=1 k=1
[oe]
0 < > (lax| — oxéi) <0, d’ot pour tout k : [ox| = ol
k=1
On devrait par conséquent avoir : &, quelconque si oy, = 0 (mais |&| < 1), & = +1 si
ap > 0, & = —1si op, < 0. est clair que si oy, 7# 0 pour une infinit€ d’indices k, on ne peut

pas trouver un tel vecteur © = (&) : celui-ci devrait avoir une infinité de +1 ou de —1 comme
composantes, ce qui n’est guere compatible avec lim (£,) = 0! On va donc « tronquer » un tel
koo

 en prenant : u, = (sgn(ay ), sgn(as), . - . .sgn(am ), 0,0, .. .), ot Pon a posé : sgn(t) = +1 si
t > 0,sgn(t) = —1sit <Oetsgn(0) =0.
n

On peut écrire : u, = ) _ sgn(ax)exr ; un € E = ¢, ’est clair, et [|tnlo < 1.
k=1

On a donc pour tout 7 : ||, > @alun) = Zak sgn(ag) = Z|ak|.
k=1

k=1
Faisons tendre 7 vers I’infini ; en vertu du principe de prolongement des inégalités, on obtient :

o
lpal’ 2 > lox| = llal- ¢
k=1

Remargue : Au passage on a démontré que les seules formes Iinéaires continues ¢, dont la
norme ||, ||’ est atteinte sur 1a sphere unité sont celles pour lesquelles ¢ n’a qu’un nombre fini
de termes non nuls. Cela explique un contre-exemple du Chap. X oti I’on avait pris oy, = 27%.

4)P0urt0usa beF =40, toutuGE—co,ona

Parp(u) = Z(ak + Bi)be = Z onby + Z Brbie = wa(t) + u(u).

k=
Donc : (Pa+b— Yo + @b, Le. f(a+b) f(a)+f(b)
De méme pra(u) = Ape(u) pour tout u, d’oll v, = Ap, et f(Aa) = Af(a) pour tout
AER.
f:E— F,aw f(a) = p, est une application linéaire.
Va € F: | f(a)| = ||¢al = ||a]1- Donc f est une isométrie. +

5) Soit ¢ € E’ arbitraire. Il nous faut prouver qu’il existe ¢ € F = £! tel que f(a) = ¢. Soit
(o]

u= (&) € BE.D’aprRs 1) tu = Y _ &ex. SiTona f(a) = ¢ avec a = (), on doit avoir :
Vu € B: [f(@))(u) = ¢(u), soit:

Z—kgk = p(u) = (p(Z £kek) (hm €kek) = hm W(Z €k90(€k)) Z £p(ex)-
k=1
Falsant success1vement U = e, U =es,...,ontrouve qu’ une condmon nécessaire est que
&, = p(ex)
I1 ne nous reste plus qu’a prouver que le seul vecteur g possible, 3 savoir g = ((,o(ek))
appartient bien 3 F = £..
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Remarque : Qu’il n’y ait qu un vecteur possible n’est pas étonnant puisque f est une isométrie,
donc est injective.

o0
11 nous faut donc montrer (et cela suffit) que Y |ay,| < oo.
k=1
n
Pour cela nous reprenons les vecteurs u, = Y, sgn(qy,)e utilisés dans 3).
n n k=1

Vn=1,2...,0(un) = ) sgn(ay)ok = Z |a|, &0t : Z lawe| < Mol [lumlloo < [leoll” qui
k=1 —1
est une constante

Donc : lim 3 |y = 3 ey < el < ooet (ey,) € 21

n—00 gy k=1
En définitive : il existe g = ((p(ek)) € /1, unique. tel que f(g) = @, = . f est surjective. ¢
Finalement, f est une bijection linéaire et une isométrie de F' = El sur E' = (cp).
Lesev.n. (24, - [l1) et (B, ] - ||I') sont donc isométriques.
On peut dire que (F, || - I|') [a priori «inconnu »] s’identifie 2 un e.v.n. déja connu, £ ; 2

condition toutefois de ne pas oublier comment est faite cette identification, & savoir par f définie
(o]
par [f(a)](u) = ) onts.
k=1

Ce type de résultat, ramenant un e.v.n. {nouveau) : le dual topologique de F, aune.v.n. déja
connu est extrémement intéressant. Le lecteur pourra sans trop de peine démontrer quona:
(£ isométrique 2 £, et (c)’ isométrique 2 ¢! [utiliser le vecteurep = (1,1,...,1,1,...) € cl.

Pour p € |1, oo, ona: (£7) isométrique & £9, ol1 ¢ est déterminé par % + % = 1. Remarquons
que (£2Y s’identifie 4 £2 Jui-méme : on étudiera cela dans le Chap. X VIIL

Le dual de £ est isométrique 4 un e.v.n. connu mais passablement compliqué, en tout cas
(£ n’est pas £1.

On peut pratiquer de méme avec les espaces de Lebesgue LP(X), mais c’est un peu
plus compliqué, il faut faire un peu de théorie de la mesure. On sait aussi identifier 'e.v.n.

(C([0, 1], R))’, mais il faut connaftre I’ intégrale de Stieltjés.

Au vu de ces résultats, on peut se poser 1a question naturelle suivante : est-ce que tout espace
de Banach est isométrique au dual d’un autre espace de Banach ? La réponse est NON : un
conire-exemple est donné par espace de Lebesgue L1(0, 1). Mais pour vérifier cela il faut faire
de I’ analyse fonctionnelle plus élaborée que celle de ce cours.

PROBLEME 2

Convergence d’une suite d’ensembles

1) Vérifiez I’inégalité suivante : sia > 0,8 > 0,7 > Oetsia < 3 +~yona:

o Yoo,
T+aST+8 T T+7

2) soit (ax), k = 1,2,... une suite de réels > 0. Démontrez que la séric :
o
1
k;1 oF X ’.lTka—k est convergente.

3) Soit (bk,n), k =1,2,...etn = 1,2,..., une famille de réels > 0 indexée sur
N* x N*. On suppose que pour toutk =1,2,... fixé: lim (ék,,) = 0.

Démontrez que : lim (Z 51’“_ x 1—_?_%7;2—)

—00
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Soit (E, d) un espace métrique séparable. On note Q = {a1,az,...,ak, ...} une
partie dénombrable et partout dense dans (E, d).

On note F I’ensemble de toutes les parties fermées non vides de (E, d). Pour tout
Aec F,tout B E F, onnote:

§(A, B) := Z w —BAB) o604, B) = |d(ak, A) — d(be, B)|

oF X1 +6(A,B)” Ut ’ ks )1

4) Démontrez que 6 est une distance sur F.

5) Soit (A,), n = 1,2, ..., une suite d’éléments de F, et soit A € F. Démontrez
que: lim §(A,,A) = Oestéquivalenta:pourtoutu € E: lim d(u, 4,) = d(u, A).

CORRIGE DU PROBLEME 2
1+9)+1(1+
1)1+a~1£ﬁ+1+7*=’1"62 ﬁ((lﬁ)ﬁﬂqiv)@

e e+ B)(+7) — (I a)[BL+) $2(1+8)]
(1+a)(1+6)1+7)
< a(l+B+9+p67)—(1+a)B+7+267)<0
= ataoftoavy+afy—B—7—-20y—af—aoy— 208y <0
<= a—fB—7—28y—afy <0
Ora< B+, donca—B—v—28y—afy < 28y —afy < —28y — affy < 0. Ainsi
I’inégalité de départ est vérifiée. ¢

2) I1 s agit d’une série & termes > 0. Pourtout kon a : -l—f_‘k— € [0, 1[. Donc :

o0

Z oF -I—L Z oF» et cette derniere série est convergente. ¢

3) Donnons-nous un € > 0 arbitraire.
Ok,
Pourtous k > letpourtoutn > lona:0 < r— < 1.
o T+ b

,f;e o X ﬁgl: Z oF < < & peut étre réalisé en prenant £ assez grand puisque Z oF est

le reste d’une série convergente, et donc tend vers 0.

Soit £y une valeur assez grande pour avoir 'inégalité ci-dessus. Considérons maintenant :
£—1

6 . .
Z oF X —kg‘— Pour1 <k < £y — 1 fixé, Onail‘rélo((sk,n) = 0. Donc pour tout 7 > 3 un

certam Niona: by, < 20_6—_1 .

Considérons Ny = max{Ny, ..., Nk, } qui est fini.
Vitelque 1 < k <46 —1, Vn>N0,0na'6kn520—5_—,etdonc:
£—1 —1

Sto,n T8
Z_Ex_ho’__<zfskn5(£0_l) %'Eneffet:%k-x1+lkm<1'

Final t: < =&, 1a seul iti > .C i
inalement ’;?—xl—_}_—m_g-q-? €, sous la seule condition n > N;. C’est dire

e 6
quehm[zalk-xl—_}_l"-g;—m—]:OO

& 6
4)6(A, B) = l; —2-1,; X 1—4_"%:1(—;?13—) , avec 6 (A, B) = |d(ak, A) — d(ax, B)|.
6(A. B) a bien un sens d’apres 2). 6(A, B) > Oet 6(4, B) = 8(B, A) pour tous A, B dans F
sont trivialement vérifiées.
Inégalité triangulaire :
ox(A, B) = |d(ax, A) — d(ax, B)| < |d(ax, A) — d(ax, C)| + |d(ax, C) — d(ax, B)|
< bx(A, C) + 6x(C, B) pour tous A, B, C dans F.
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On peut appliquer 1) et on a pour tout k :
&(A, B) < o(A,C) + 6u(C, B)
T+6(A B) ~ 1+ 6&(A,C) ' T+6&(C, B)

On multiplie par —1k- > 0 et on somme :

2
1 ok(A, B) < =1 (A4, C) = 1 & (C, B)
2 F X THeuA B S L F X THo(AC) T 2 FF X TR 5(C B

soit: 6(A, B) < 8(A.C)+ 6(C, B). ¢

Si 8(A, B) = 0 on a (série 2 termes positifs) :

VEk : 6x(A, B) =0 = Vk:|d(ag, A) — d(ax, B)] =0 == Vk : d(ax, A) = d(ax, B).

Les fonctions continues (contractantes) f(z) = d(z,A) et g(z) = d(z, B) vérifient
f(z) = g(z) pour z € @ avec () dense dans . D’apres le principe d’extension des égalités, on
aVz € F: d(z, A) = d(z, B).

Siz e A:d(z,A)=0=d(z,B) = z € adh(B) = B = A C B; de méme pour
Pinclusion inverse et donc A = B. ¢

6 est donc une distance sur F.

5) a) Supposons que §( Ar, A) — 0, ie que:

= 1 ld(ak,An)* dlax, A)| |
2 9F X T [dn, ) — i, AT 7o

Puisque tous les termes sont > 0, cela implique que : VEk : d(ax, An) e d(ax, A).

Onveut:Vu € F: d(u, An) — d(u, A).

On a : pour tout entier k :

|d(u, An)—d(u, A)| < |d(u, An) —d(ax, An)| +|d(ak, An) —d(ak, A)| +|d(ak, A) —d(u, A)|
< d(u, ax) + |d(ag, An) — d(ax, A)| + d(ax, u)

Pour ¢ > O fixé, comme () est partout dense dans F, il existe ko tel que d(u, ax,) < %5
et ensuite |d(ak,, An) — d(aky, A)) < ie pour n > 2 un certain N (ko). Donc pour tout
n > N(ko) : |d(u, An) —d(u, A)| < je+3e+ie=c

b) Réciprogue : Si: Vu € F,d(u, A,) — d(u, A) on a pour tout k :

O(An, A) = |d(ak, An) — d{ag, A)| - 0.

Posant Oy, := 6 (Ar, A) on applique 3). ¢

PROBLEME 3

Normes équivalentes

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé réel, et soit A € L{E) tel que A~ existe
et A~! ¢ L(E). On suppose qu’il existe C > 0 tel que pour toutn € Z on a:

Vue E: |A"(w)] < Cllull.
[A° = Idg, A = A, A? = Ao A, ..., A" = AocAoc---0 A (n fois) et
A2=A"T1oA1=[A71)% .. ]
Pour tout u € E, on pose : |||u]|| = sup,,ez || A™(u)|l-

1) Démontrez que u — |||u||| est une norme sur E.

2) Démontrez que u — |||uf|| est équivalente & la norme u — ||u]|.
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CORRIGE DU PROBLEME 3

D) Vu € E: |||ul|| estun réel > 0. En effet :
Yu e E,Vn € Z: 0 <sup,z [|A"(w)| < Clu|| <oc.+

 |[|0]|| = O puisque ¥n € Z : A"(0) = 0. ¢

o||lul]]| =0 = sup,z||A"(W)|| =0 = Vn € Z: ||[A*(u)|| = 0, Joupourn =0:
lu| =0 = u=20.¢

evVu € E,VA € R : |||[u]]] = suppez [|[A"(Mu)]] = suppez [|AA™(u)|| [A™ linéaire]
= s5upuez A A" (W) = |Al-[[ul]]. ¢

eVneZVue E\Nve FE:
A% (u+v)]| = | A"(u) + A™(@)]| < [|A™(w)]| + || A" ()|

< sup,z |A"(w)|| + sup,ez [| A (@)I| = [l|wlll + ll|]]]-
[llz]]] + |||]|| majore || A™(u + v)|| pour tout n € Z et sup,,z||A™ (u + v)|| est le plus petit des
majorants, ol : sup,,.z [ A" (u + )| = |[[u +v||| < |[|ull] +[[[v]]]. ¢
En définitive, ||| - ||| est une norme sur E.
2)Onadéj: |||ul|]] < C|lul.
Remarque : Pourn = 0ona ||Idg(u)|| = |Jull < C|lu||, etdonc C > 1 nécessairement.

Ensuite : Vn € Z,Yv € E : ||A"(@)| < C||v||. Substituons A~"(u) a v (ce qui est loisible
car A" est une bijection), il vient
VneZYue E: | A" (A (w)|| < ClA™(w)].
Mais : A" 0 A" = A" 0 (A~1)" = A" o (A")! = Idp.
Donc, Vu € E,Vn € Z: ||u|| < C||A™"(u)||, soit :
Vue EVm € Z: ||ull < CIA™w)| = C7'|lu|l < [A™ ()],

et finalement Vu e EVpeZ:
Clul < 147 @) < Cllul = Cjul| < [lfll] < Cllull.

Les normes || - || et ||| - ||| sur E sont équivalentes.

Nota:C>1 = zljgl = 512-51 = Zl/qSC,commeilsedoit.O

PROBLEME 4

Espaces ultramétriques

Soit (E, d) un espace métrique dont la distance d vérifie I’inégalité ultramétrique :
Vu € E,Vv € E,Yw € E : d(u,v) < max{d(u, w), d(v,w)}.

La distance associée & un espace vectoriel normé réel (E, || - ||) peut-elle vérifier
cette inégalité ?

1) Démontrez que si d(u, w) # d(v, w) on a: d(u,v) = max{d(u, w), d(v, w)}.
Donnez une interprétation géométrique de ce résultat (en termes de «trianglesy de
sommets u, v, w).

2) Démontrez que toute boule ouverte B(u, p| dans (E, d) est fermée, et que pour
tout v € B(u, p| ona: B(v, p| = B(u, p|.

3) Démontrez que toute boule fermée B(u, p| de (E, d) est ouverte, et que pour tout
v € B(u, p] ona: B(v, p| = B(u, p).

4) Démontrez que si deux boules de (E, d) ont un point commun 1’une est contenue
dans I’autre.

5) Soient deux boules ouvertes B(u, p| et B(v, p| de (E, d) distinctes contenues
dans une boule fermée de rayon p. Démontrez que d(B(u, pl, B(v, p|) = p.
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6) Soit (u,, ), n > 1, une suite de points de E. Démontrezque lim d(uy, Upy1) =0
n—>0C
équivaut 2 : (u,,) est une suite de Cauchy. Donnez un contre-exemple dans R usuel.

7) Soit (uy,,) une suite de Cauchy qui n’est pas convergente vers u € E. Démontrez
qu’il existe une constante o > O telle que : AN, Vn : n > N = d(un,u) = o
Donnez un contre-exemple dans R usuel.

CORRIGE DU PROBLEME 4

La réponse 2 la question 0 est NON. On ne peut pas avoir I'inégalit€ ultramétrique pour un
e.v.a. sur R, La raison est simple : 1a valeur absolue sur R ne vérifie pas cette inégalité. En effet,
Vr,s,teR:|s—1 < max{|s—r| |t —r|3}n a pas lieu ; il suffit de prendre s = —1,t = 2,
r= 1 , on devrait avoir : 3 < max{3,3} =3

On peut considérer des e.v.n. ultrametnques, 2 condition de considérer des corps munis d’une
valeur absolue ultramétrique, par exemple Q muni d’une valuation p-adique (voir fin du corrigé)
puis complété [¢f. Chap. XV].

Bien entendu les résultats obtenus pour de tels e.v.n. different beaucoup de ceux obtenus pour
les e.v.n. réels ou complexes !

1) Ona:d(u,v) < max{d(u, w).d(v,w)}.

On suppose que d(u, w) % d(v,w) ; prenons par exemple d(u, w) > d(v, w). Si I'on prouve
que d(u, w) < d(u,v), onaura: d(v,w) < d(u, w) < d(u,v), dolr:
max{d(u, w), d(v,w)} = d(u, w) < d(u,v) et 'inégalité cherchée.

Mais : d(u, w) < max{d(u,v),d(v,w)};
si d(u,v) < d(v,w)ona:d(u,w) < max{d(u,v),d(v,w)} = d(v, w) en contradiction avec
I'hypothese d(u, w) > d(v, w). Donc : d(u,v) > d(v, w) etd(u, w) < d(u, v). Par conséquent :
d(u,v) = max{d(u, w), d(v, w)}.

Si I'on prend maintenant comme hypothése d(v,w) > d(u,w), on peut refaire la
démonstration ci-dessus pour arriver au méme résultat ; mais il suffit de remarquer que le change-
ment de u en v et de v en w ne change rien au résultat. ¢
Que signifie ce résultat du point de vue géométrie métrique ?

Soient u, v, w considérés comme sommets d’un triangle (mais le mot angle n’a pas ici de
signification !).

Si d(v, w) # d(u,w) on vient de voir que nécessairement d(u, v) = max{d(u, w),d(v,w)} :
donc le triangle u, v, w est nécessairement (isocgle », et les deux cHtés Egaux sont nécessairement
plus grands que le troisi®éme coté. Si d(v, w) = d(u, w) le triangle estisocdle et d(u. v) < d(v, w)
(= d(u, w)) : les deux cotés égaux sont > au troisieme coHté. En poursuivant I'analogie avec la
géométrie du plan, on peut dire que seuls existent les triangles isoceles dont I’ ¢ angle » que font
les deux cotés égaux est < /2.

2) Soit B(u, p| = {v € E / d(u,v) < p} une boule ouverte.

Pour démontrer que B(wu, p| est fermée, nous allons prouver que E \ B(u, p| est un ouvert.
Soit w € E \ B(u, p[; considérons la boule B(w, p| et montrons qu’elle est contenue dans
E\ B(u, p[. 11 faut donc montrer que si v € B(w, p[on a: d(u,v) > p.

v € B(w, p| = d(v,w) < petd(uy,w) > p, donc d(v,w) # d(u,w) et d’apres 1) :
d(u,v) = max{d(u, w), d(w.v)} = d(u,w) > p. ¢

Soitv € B(u, p : on va démontrer que B(v, p[ = B(u, pl.

e B(v, p[ C B(u, p|. Soit w € B(v, p[ ; montrons que que w € B(u, g,
soit : d(u,w) < p.Ona:d(v,w) < petd(u,v) < p, donc :

d(u, w) < max{d(u,v),d(v,w)} < p. ¢
® B(u, p[ C B(v, p. Soitw € B(u, p| : d(u, w) < petd(u,v) < p,d’ob :
d(v,w) < max{d(v,u),d(u,w)} < p. +

D’od, finalement, 1’égalité cherchée. ¢

3) Démontrons que B(u, p] est ouverte. L’ autre question se traite comme 2) en remplacant
< ppar < p.
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Soit v € B(u, p|] : démontrons que B(v, p| C B(u, p] et on aura terminé.

Soitw € B(v, p| : d(v, w) < petd(u,v) < p,donc:
d(u, w) < max{d(u,v), d(v,w)} < p. ¢

4) La démonstration est la méme que Ies boules soient ouvertes ou fermées. Soient donc
B(u, p| et B(v, o| telles que B(u, p[ N B(v, of # 0.
Supposons — pour fixer les idées — que p < o.

Soit w € B(u,p[ NB(v,o] : d(u,w) < p < o etd(v,w) < o. On en déduit que :
d(u, v) < max{d(u, w), d(w,v)} < 0.
Soit z € B(u, p[ quelconque, on a d(z,v) < max{d(z,u),d(u,v)} < oetz € B(v,o|. ¢

5) Soient B(u, p[ et B(w, p[, ot les deux boules sont distinctes, contenues dans une boule
fermée de rayon p.

On veut calculer d(B (u, pl, B(v, p[) = infzeBa,pl INfyeB,p d(Z,y) et démontrer que cette
quantit€ vaut p.

Soit w € E tel que B(u, o[ C B(w, p|, B(v, p| C B(w, p| (hypothése).
Ona:d(u,w) < petd(v,w) < p, d’ob : d(u,v) < max{d(u, w), d(w,v)} < p.
Mais d(B(u, ol, B(v, p[) < d(u,v) caru € B(u, p[etv € B(wv, pl, et donc :

d(B(u, p[, B, p[) < p. ¢

Montrons ensuite que B(u, p[ N B(v, p[ = 0.

Si cette intersection n’ était pas vide, on aurait d’aprés 4) (et sa démonstration) :
B(u, p| C B(v, p| et B(v, p| C B(u, p|, soit B(u,p|[ = B(v, p|, alors que les boules sont
distinctes, d’ou le résultat. ¢

Soient & présent © € B(u, p[ ety € B(v, p| quelconques. d(z,u) < petd(y,u) > p, d’ou
(par 1)) : d(=, y) = max{d(z, u), d(u,y)} = d(u,y) < p. Par conséquent :
infyeBo,p d(2, y) = d(z, B(v, p[) < pet:
d(B(U, P[, B('Ua p[) = inf:rEB(u,p[ d(xa B('Ua P[) 2 p.
Le résultat est démontré. ¢

6) On veut démontrer que :
lim d(tn, Uns1) =0<=Ve > 0,AN,Vp,Vg:g>p 2> N = d(up, ug) <e.
n—oo

La seconde propriété entralne évidemment la premiére en faisantp = netg = n + 1.
Montrons la réciproque qui est fausse dans un espace métrique général.
Ecrivons que Ve > 0,AN,¥n : n > N = d(un,un1) < €. En éitérant 'inégalité
fondamentale [raisonnement par récurrence], on apour ¢ > p:
d(up, ug) < max{d(Ups, Upriy1) /0<i<g—p+ 1}
etdonc:Ve > 0,AN,Vn: g2 p> N = d(up,uq) <e. ¢

n
Un contre-exemple est fourni par la série harmonique : up, = Y % .
k=1

Un+1_Un=‘TT]"_—I —HO,mMS:uQn—un=F%_T+---+2% ZnXQlTL-:%-netendpas

n—oeQ

vers 0. ¢

7) Ecrivons que (u,,) est de Cauchy et que (u,) ne converge pas vers u :

(1) Jeo > 0,YN,In:n > Netd(u,u,) > €o,

(@) Ve>0,aP,Vp,Vg:q2>p> P = d(up,uy) <e.

On prend € = g fourni par (1) et N = F, fourni par (2) :
(1) = Ing :no 2 Foetd(u, Upn,) > €0, et (2) entraine 1 n > np = d(un,, un) < &o.

Donc pour tout . > 7o : d(u, Uy ) > €o €t d(tng, Un) < o-
Dot : d(u, Uny) # d(tng, Un) et, donc, d’apres 1) :

A(Un, 1) = max{d(tn, Ung ), A(Ung, ) } = d(u, un,) > €.

En définitive : Vn > ng, d(tn, u) = d(u, un,).
La constante cherchée est & = d(u, U, ) > €0 > 0. ¢

Ce résultat signifie que dans un espace ultramétrique une suite est : soit convergente, soit
dépourvue de toute valeur d’adhérence.

Prenons dans R : u, = (—1)" et u = 1. V¥n : d(u, usn) = 0, d(u, uony1) = 2.

Donnons un exemple non trivial de distance ultramétrique : les distances p-adigues sur Q.
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Soit p un nombre premier. Pour tout n € N*, on définit v,(n) = I’exposant de p dans la
décomposition de n en facteurs premiers. On a : vp(m.n) = vp(m) + vp(n).

Soitr = £ € Q* otvmm € N*et n € N* On pose : vp(r) = vp(m) — vp(n). On a :
Up(7.8) = 'up(rglﬁ- Up(8).

Pour 7, s € Qon pose : dp(r,7) = Oetsir # s : dy(r, s) = p~("=9),

Il est facile de voir que d, — pour tout p — est une distance ultramétrique sur Q. Cette distance
est tres utilisée dans certaines recherches en théorie des nombres.

Remargue

T ai parfois eu la sensation que certains étudiants percevaient les propriétés « bizarres »
des espaces ultramétriques comme si ¢’étaient des propriétés relevant d’une notion d’espace
métrique généralisé.

Ces étudiants n’ont évidemment pas une bonne vision des espaces ultramétriques,
puisqu’un espace ultramétrique est d’abord un espace métrique « ordinaire ) !

L’impression d’étrangeté des propriétés vient de ce qu’on impose davantage & I'inégalité
triangulaire, et que, de ce fait, certaines propriét€s des distances famili¢res ne peuvent plus
avoir lieu.

C’est ainsi qu'on attend d’un triangle qu’il puisse avoir ses trois cOtés inégaux, mais
que cela n’est pas possible dans un espace ultramétrique, ol un triangle est nécessairement
isoctle.

Remarquons d’ailleurs que pour la distance discréte les triangles sont tous équilatéraux !

Fin du Chapitre XIII



CHAPITRE XIV

ESPACES MI’ETRIQUES COMPACTS (II)
Introduction

Le chapitre XIV termine la partic du cours consacrée aux espaces métriques
compacts, et avec lui s’achéve la partie la plus importante, la plus fondamentale, de la
topologie des espaces métriques.

Nous reviendrons sur la topologie générale dans le chapitre XX (Connexités) pour
des propriétés importantes qui n’ont d’ailleurs strictement rien & voir avec les espaces
métriques, lesquels serviront simplement de cadre.

Dans la suite du cours, nous envisagerons des applications (XVI et XVII) et des cas
particuliers (les espaces de Hilbert : chapitres X VIIL, XIX).

Ce chapitre XIV contient le théoréme fondamental sur les compacts métriques, & savoir
que:
[compact = précompact A complet] <= [propriété de Bolzano-Weierstrai]
<= [propriété de Borel-Lebesguel.

Ce résultat est assez difficile & prouver, mais nous I’avons soigneusement décortiqué
de maniere i le rendre compréhensible ; il faut travailler cette démonstration dont on
trouve des morceaux ré-utilisables par-ci par-1a.

Deux autres résultats fondamentaux sont le théoréme des fonctions continues sur
un compact ct le théoreme de Heine, de démonstration facile.

Le théoreme d’Ascoli-Arzela est de démonstration peu facile, mais ses tr€s nom-
breuses applications dans divers domaines justifient I’effort 2 faire.

Bref, ce chapitre est assez délicat et demande du travail : il vous est accordé trois
fois plus de temps que pour les autres chapitres . . .

De trés nombreux exercices apportent des éclaircissements ou donnent des applica-
tions, certaines trés jolies.

& Exercices indispensables: 1.1,1.2,1.3,14,1.5,1.6,1.9, 2.1, 2.7, 2.9, 2.10, 2.11,
2.12,3.1,4.2,4.3.

& Exercices complémentaires : 1.7, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.13, 3.2, 4.1.

Quatre problemes vous sont proposés.

Le premier probléme, une Lecture-Probléme, concerne une généralisation — impor-
tante du point de vue théorique — du théoréme de Weierstrali : le théoréme de Stone-
Weierstraf3. Ce résultat aurait pu faire partie du cours, mais son ancétre, le théoreme
de WeierstraB-tout-seul, est le plus souvent suffisant au niveau des applications.

Tres détaillé, le probléme est assez facile, mais certainement non trivial.

Le deuxitme est consacré aux espaces métriques a boules fermées compactes ; le
jeu consiste & prouver que ces espaces ressemblent furicusement A R™. Mais la demiére
question montre qu’il y a d’autres espaces que R qui satisfont la propriété. Toutefois,
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généraliser un résultat de R™ aux c-espaces n’est pas le bon chemin vers la médaille
Fields (1) 1 Ce probleme est assez facile.

Le troisi€me probléme traite des applications linéaires positives ; il généralise les
polynémes de Bernstein utilisés dans la démonstration du théoréme de Weierstrali.

Le dernier probléme porte sur les idéaux de 1’algebre des fonctions continues sur un
compact.

BON MORAL ! BON TRAVAIL!

N (pble nord)

C=C0,1)

S

Projection stéréographique et compactifi¢ d’ Alexandrov

ex=(6m) € C\{N} — f(@) =5 = 15

oseRHf_l(s):x:(g,n):<l 2s ,32—1)

+8271+ 8
et f(N)=w, f~Y(w)=N.

M Analogue en Mathématiques du prix Nobel. Pourquoi n’existe-t-il pas de prix Nobel de Mathématiques ?
Une réponse plausible est que Nobel — industriel, inventeur de la dynamite — voulait récompenser
uniquement des découvertes pratiques. Une autre explication, trés folklorique, est que Nobel se serait
vengé du trop grand intérét d’un célebre mathématicien suédois pour son épouse . . . Mais Nobel
n’était pas marié ! '



CHAPITRE XIV

ESPACES METRIQUES COMPACTS
(ID

1. LE THEOREME FONDAMENTAL

Théoréme 1.1. (FONDAMENTAL)

Soit (E, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1.1) (FE,d) est compact [c’est-a-dire : précompact et complet],
(1.2) Propriété de Bolzano-Weierstraf} : toute suite de points de E possede au
moins une valeur d’adhérence,
(1.3) Propriété de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement (U;);cr de E par des
parties ouvertes de (F, d) on peut extraire un recouvrement fini.

Démonstration : Voir la partic DEMONSTRATIONS 2 la suite du Cours. 4

Cette démonstration est assez longue, c’est la démonstration la plus longue de tout le cours,
mais elle n’est pas tres difficile a suivre. Il faut en retenir les grandes lignes et les arguments ;
ceux-ci sont  reproductibles » mutatis mutandis dans des exercices et problémes. Un excellent
probleme d’ entrainement consiste 2 prouver toutes les implications non démontrées, ce n’est pas
trés facile.

Commentaires :

1) La propriété de Bolzano-Weierstra$} (1.2) devrait évoquer pour vous un théorgme
de D.E.U.G : «de toute suite bornée de réels on peut extraire une suite convergente
dans R » (méme résultat dans R™, n > 2), théoréme d’ou elle tire d’ailleurs son nom
(cf. Chap. III).

Le Th. 1.1 permet de retrouver aisément ce résultat : si (u,) est une suite bornée dans
R™, on peut I’inclure dans une boule fermée B(z, p| laquelle est compacte puisque R™
est de dimension finie [¢f. Chap. X1II, Prop.3.7], et on applique (1.2).

La propriété (1.2) est équivalente [voir Chap.V, Exercice 2.1] & : route partie infinie
de E posséde au moins un point d’accumulation.

2) La propriété de Borel-Lebesgue (1.3) ne faisant intervenir que les ouverts de
(E,d), il est désormais clair grice au Th. 1.1 que la notion d’espace métrique compact
est topologique, i.e. conservée par les homéomorphismes.

e Deux espaces métriques homéomorphes sont simultanément compacts ou non
compacts.

La propriété (1.3) est prise comme définition des espaces topologiques compacts en
topologice générale. Dans un espace topologique « général» (1.1)n’a pas de sens ; (1.2)
en a un, mais (1.2) #- (1.3) et (1.3) #- (1.2) : il ne subsiste donc RIEN du Th. 1.1 en
Topologie Générale ! ! !

3) L’expression «on peut extraire un recouvrement fini» dans (1.3) signifie qu’il
existe J fini, J C I, tel que E C U, ; U;. Attention : Tl n’est nullement question ici
de considérer des sous-ensembles finis des Uj; !
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Exemple 1.1. La droite étendue (ou : achevée) R = {—oo} UR U {400} munie
de la distance d(s,t) = |Arctan(s) — Arctan(t)| [¢f. Chap. I, Exemple 1.6 et
Chap. X1, Exemple 2.3] est un espace métrique compact, puisqu’¢elle est homéomorphe
a [-7/2,+7 /2], partie compacte de R usuel. Le sous-espace métrique R de R,
qui est homéomorphe a |—/2, +m/2[ sous-espace métrique de [—7/2, +7/2], est
donc précompact, tandis que R usuel, homéomorphe a |—7 /2, +7/2[ usuel, n’est pas
précompact : cela prouve a nouveau [Chap. XIII] que la notion de précompacité n’est
pas topologique.

Exemple 1.2. On appelle compactifié d’Alexandrov de R (ou : compactifié de R par
un point & ’infini) et on note R = R U {w} [0l w ne désigne aucun réel, w est un
symbole qui joue le role de —oo et +o00 identifiés 1’un a 1’autre], un espace métrique
compact homéomorphe au cercle unité C = C(0, 1) de R? (C compact de R? comme
fermé borné).

On proceéde comme suit.

Dans des axes orthonormés, on considere le cercle C d’équation z2 + 32 = 1, on
note N = (0, 1) (p6le nord) ; par une projection stéréographique, on établit d’abord
une bijection ~ qui est en fait un homéomorphisme — entre R (identifié a I’axe des x)
et C privé du point V. En formules (vérifiez) :

fc=(€,n)60\{N}*—>f(w)=S‘1—E—€R

sERP fTHs)=z=(,n) = (—21——2)60\{1\7}

Faites un dessin (c¢f. p. 304) ! b

On munit ensuite le cercle C de la distance géodésique : dq(, y) = longueur du plus
petit arc de cercle joignant z a y. d, est équivalente a la distance euclidienne induite
sur C, lequel est donc compact pour dg [c¢f. Chap. 1, Ex.2.1]. On transporte enfin d,
sur R afin d’en faire un espace métrique en posant pour s,¢ € R:

d(s,t) = dg[f~'(s), fT1(t)] = dy(z. 1)

__ Aprésent, onétend fet f~' par: f(N) =wet f~'(w) = N, et d 2R en posant :
d(w, 8) = dg (N, f~Ys)) = dg(N, ).

C étant muni de sa distance géodésique pour lequel il est compact, et R étant muni
de d, les applications f et f~! étendues sont deux homéomorphismes inverses 1’un de
I’ autre.

Remarque : On peut expliciter g(s, t) qui ressemble 2 la distance de R de Pexemple
1.1 mais qui est définie par intervalles : c’est long.

A titre d’exemple, pour s € R : d(s,w) = 7 + 2Arctan(s) si s € |—o0,0] et
d(s,w) = m — 2 Arctan(s) si s € [0,+o0[;si -1 < s < +let -1 <t < +1:
d(s, t) = 2| Arctan(s) — Arctan(t)|, etc. Calculez si vous voulez . ..

R induit par Rnest pas complet (il est précompact) car les suites s, = nett,, = —n
sont convergentes dans R vers w, et donc sont de Cauchy — non convergentes — dans R
induit. De la méme maniere que pour R, on peut « compactifier » R™ en lui adjoignant
un seul «point & I’infini » w. Ce point peut étre représenté comme la limite de toutes
les suite (u,,) d’éléments de R™ telles que nll_)moo ||t || = o0

Une remarque a Pintention des enseignants des lycées et colléges : la fonction

homographique ¢ — f(t) := ?ﬁi est un homéomorphisme de R sur R si I’'on



Espaces métriques compacts (II) 307

étend f par f (—%) =wet f(w) = % - R est le domaine ol I'homographie acquiert
toute sa dignité . . .

& Exercice 1.1. (tres facile) Que deviendrait la notion d’espace métrique compact si I’on
remplagait ¢ ouvert» par « fermé» dans (1.3) ? Démontrez & 1'aide de (1.3) que |0, 1] (usuel)
n’est pas compact.

& Exercice 1.2. (trés facile) Démontrez 2 1'aide de (1.2) que la boule unité fermée de
E = C([0, 1], R) n’est pas compacte. Ne cherchez pas un exemple compliqué !

Proposition 1.1.
La propriété (1.3) peut s’énoncer sous les formes équivalentes suivantes (dites
propriétés «duales»):
(1.4) pour toute famille (F;)icr de parties fermées de (E, d) :
[VJCI,Jﬁni3ﬂjeJFj #0) = e Fi # 0,
(1.5) pour toute famille (F;);er de fermés de (E, d) telle que (),; F; = 0,
il existe J C I, J fini, tel que : ("), ; F; = 0.

Commentaire :

La propriété entre crochets dans (1.4) s’appelle «propriété d’intersection finie»,
et ¢’est parfois (1.4) qui porte ce nom. Il est remarquable que (1.4) <= (1.5) sont
trés proches de (1.3) et que, pourtant, des exercices sont évidents ou pas selon qu’on
emploie telle ou telle caractérisation des compacts.

Quelle maniéere hypocrite pour dire que (1.4) et (1.5) sont ¢ connaitre !

& Exercice 1.3. (tres facile) Démontrez 1a Proposition 1.1. Prouvez sur un exemple que (1.4)
et (1.5) sont fausses pour un e.m. non compact.

Prouvez la « propriété de Cantor » suivante :
s0it (F},)pen, Fn # 0 pour tout n € N, une suite de parties fermées d’un espace métrique
compact, vérifiant Vn € N : F,,,; C F, ; dans ces conditions : ﬂn N F,, #  [encore une
propriété des compacts qui sert assez souvent].

& Exercice 1.4. (peu difficile) Soit (F, d) un espace métrique compact, et soit (fr, )neN une
suite monotone (*) de fonctions ¥ — R continues. On suppose qu’il existe f : £ — R continue

telle que : lim ( In (u))n = f(u) pourtout u € F. Démontrez que lim (f,,), = f dans I’espace
—00 N—00

de Banach C([0, 1], R).

(*) Cest la suite qui est monotone, i.e. que Vn : f, < fpyyoubienVn @ f, .y < fn; méme si

FE est ordonné, il est possible qu’aucune des f,, ne soit monotone ! Donnez des contre-exemples

prouvant la nécessité de toutes les hypotheses.

Indications -
® Premiére démonstration : € > 0 fixé, soit u € F'; écrire que ( fn(u))n — f(u),que fet f,
E—0C

sont continues en u, et considérer un recouvrement de F par des B(u, py[, u € F, bien choisies.
« Seconde démonstration : considérez F,, = {u € E / f(u) — fa(u) > €} (dans le cas ot (f,,)
est crojssante) . . .

Réécrivons, I’expérience prouve que ce n’est pas inutile, le Th. 1.1 dans le cadre des
parties compactes d’un espace métrique :

Théoreme 1.2.

Soit (E,d) un espace métrique, et soit A une partic de E. Les propriétés
Suivantes sont toutes équivalentes :
(1.6) A est compacte, i.e. est précompacte et compléte,
(1.7) toute suite de points de A posseéde une valeur d’adhérence (au moins)
appartenant a A,
(1.8) toute partie infinie de A posséde un point d’accumulation (au moins)
appartenant a A,
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(1.9) de tout recouvrement (U; ) ;¢ 1 de A par des parties ouvertes dans (A, djax 4)
on peut extraire un recouvrement fini,

(1.10) de tout recouvrement (V;);e; de A par des parties ouvertes dans ( E, d) on
peut extraire un recouvrement fini,

(1.11) pour toute famille (F;);es de parties fermées [dans (A, djax 4) ou (£, d)]
telle que ();c; Fi; = 0, il existe J C I, J fini, tel que (;c; F; = 0.

& Exercice 1.5. (tres facile) Démontrez que (1.9) <= (1.10).

Remarque : (IMPORTANTE)

Il convient de remarquer ici que contrairement aux notions d’ ouverts, de fermés, etc.
qui sont relatives & un sous-espace métrique donné [ce qu’il ne faut jamais perdre de
vue !], lanotion d’espace métrique compact est « intrinseéque ». On peut exprimer ce fait
ainsi : K C A C E est compacte dans (E, d) <= K est compacte dans (4, d|ax 4).
Vérifiez ! C’est ce qu’exprime 1’équivalence entre (1.9) et (1.10).

Remarquez que, de méme, pour la précompacité, on peut écrire :

A précompact <= Ve > 0,3F fini C E (au lieu de A),Vu € A:d(u, F) <e.

& Exercice 1.6. (facile) Soit (E, d) un espace métrique, et soit (Un)nes. S C N, S infinie,
une suite de points de F convergente de limite u dans (F, d). Démontrez successivement A 1" aide
de (1.6), (1.7), (1.10) que le sous-ensemble

A:={u, /neStu{u}
de E est une partie compacte de (E, d).

& Exercice 1.7. (assez facile) Soit (F, || - ||) une.v.n. sur K = R ou C. Soient A, B deux
parties non vides de F.

1) Démontrez que si A est compact et B fermé : A+ B = {a+b/a € A,b € B} est fermé,
non compact en général (donnez un exemple).

2) Démontrez que si A, B sont tous deux compacts : A + B est compact.

3) Trouvez des exemples dans R ou R? prouvant que si A et B sont seulement fermés, A + B
n’est pas fermé en général.

& Exercice 1.8. Soit ( F, d) un espace métrique complet, et soit A une partie de . Démontrez
que : A est précompacte si et seulement si de toute suite (a, )nes de points de A on peut extraire
une suite de Cauchy.

Nota : ce résultat est en fait tout 2 fait général [on peut enlever I’hypothgse ( F, d) complet] car,
nous le verrons dans le prochain chapitre, on peut toujours « plonger » un espace métrique dans
un espace métrique complet.

On aura donc une agréable symétrie entre la caractérisation (1.2) d’un compact et la carac-
térisation donnée ici d’un précompact.

Proposition 1.2. (IMPORTANTE)

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie compacte de (E,d). Si
une suite (@, )nes d’éléments de A n’admet qu’une seule valeur d’adhérence a :
(an)nes est convergente de limite a.

Démonstration : Supposons que (@,)nes D€ converge pas vers a, ce qui revient
d’ailleurs a dire qu’elle diverge :

Je>0,VN e S3dneS:n>Netd(a,,a) > ¢.
Cela équivaut & : de > 0,37 C S, T infini, Vn € T : d(a,, a) > € (*).
Mais (a,)neT — puisque A est compacte — admet une valeur d’adhérence b € A [Th.
1.2 (1.7)] : lim,, o0 ner(@,) = bpourun R C 7, R infini. Par hypothese : b = a.
Mais lim,,—,c0.ner(@») = @ est en contradiction, puisque R C T, avec (*). D’ou le
résultat. ¢



Espaces métrigues compacts (II) 309

Exemples 1.3. Le résultat ci-dessus est faux si A n’est pas compacte. Par exemple,

dans R, la suite s définie par : sg,, = O et sg,,;11 = 7 possede une seule valeur
d’adhérence (= 0), mais n’est pas convergente.
Un autre exemple, avec une suite bornée ; dans ﬁz, onpose e, = (0,...,0,1,0,...)
[1 & la n-eme place, O ailleurs]; considérons az, = e, et agp+1 = 0; (a,) n’a
qu’une valeur d’adhérence, 0, mais elle ne converge pas car : ||azp — azq41]2 = 1,
llazp — azgllz = V2. llazp+1 — azq+1llz = O pour tous p # g entiers, et 1a suite n’est
pas de Cauchy.

& Exercice 1.9. (facile) Soient (F, d) et (F, 6) des espaces métriques ; on suppose (F, 8)
compact.

Soit f : E — F une application dont le graphe G = {(u, f(u)) / u € E} estfermédans E x F.
Démontrez que f est continue.

& Exercice 1.10. (assez difficile) Suite de ’Exercice 2.4 du Chap. XIII. On suppose ici, de
plus, que (F, d) est un espace métrique complet. Démontrez que pour tout ¢ € [a, b] les limites

lim f(¢)et lim f(t) existent.
t-i,i<ty t-ip,t>1

2. APPLICATIONS CONTINUES DEFINIES
SUR UN ESPACE METRIQUE COMPACT

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL)
Soit (E, d) un espace métrique compact, et soit (F, §) un espace métrique. Soit
f : E — F une application continue sur E.
Conclusion : f(F) est une partie compacte de (F,6).

Commentaires :

1) 11 est tres fréquent, surtout en Topologie Générale, mais aussi dans le cadre des
espaces métriques, qu’on démontre qu’un espace est compact en le présentant comme
image par une application continue d’un espace qu’on sait compact.

2) Bien entendu, I'image inverse d’un compact par une application continue n’est
pas compacte en général! Prenez f : R — R, f(¢) = 0 (fonction constante) :

f1{o}) =R!

Les applications telles que f~!( K) estcompact pour tout compact K sont dites propres.

Démonstration :

Soit (V;)ier unrecouvrement de f(E) par des ouverts de (F, 6) : f(E) C ;¢ Vi-
Posons U; = f~1(V;) : les U; sont des ouverts de ( E, d) puisque f est continue sur E
[¢f. Chap. VII].On a :

FHUFE] = E C f7 (Uier Vi) = User £71(Vi) =Uier Ui,
et donc les U, i € I, constituent un recouvrement ouvert de F, qui est compact : il
existe par conséquent J C I, J fini. tel que E C U, ; U;. Ona:
F(E) € F(Ujer Us) = Uses £(U;). mais £(T;) = fIF~(V))] = V; N F(E) C V;
et, enfin : f(E) C U;es Vi Les (V;)jescr constituent un recouvrement ouvert fini
de f(E). Donc f(E) est une partic compacte de (F, 6). ¢
Nota : On peut avoir des U; = () qui correspondent 2 des V; «ne servant A rien » car ne
coupant pas f(E).
Remarque : Bien entendu [c¢f. Th. 1.2, Exercice 1.5 et Remarque 1.1] on aurait pu
aussi considérer des ouverts de (f(E),d|sp)xs(E)) ; il convient de remarquer que
f: E — F continue sur E < f : £ — f(FE) continue (évident).
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& Exercice 2.1. (facile) Démontrez, pour vous entrainer, la variante du Th. 2.1 suivante en
utilisant la caractérisation (1.7) du Th. 1.2 : soient ( F, d) et (F, ) des espaces métriques, A C E
une partie compacte, f : A — F continue sur A ; alors f(A) est une partie compacte de (F, §).

& Exercice 2.2. (facile) Soient (F, d) et (F, ) des espaces métriques, on suppose que (F, d)
est compact. Soit f : ¥ — F une application injective et continue sur F. Démontrez que f est
un homéomorphisme de E sur f(FE).

& Exercice 2.3. (difficile) Terminez I’Exercice 3.1 du Chap. XIII en prouvant que K et
-1, +1]N' sont homéomorphes. Cela justifie qu’on les appelle tous deux « cube de Hilbert » !

& Exercice 2.4. (assez facile)

a) Soit (F, d) un espace métrique compact, et soit f : £ — E une isométrie [Vu,v € F :
d ( f(w), f('u)) = d(u,v)]. Démontrez que f est un homéomorphisme de F sur F.

Indication : Si f(F) # F, soit u; € E'\ f(FE), puis sy = f(un) pour n > 1; prouvez qu’il
existe o > Otel que Vp, q, p # q : d(up, uq) > a.

b) Démontrez qu’une isométrie f : R™ — R™ qui posséde un point fixe [ie. 3z € R™ :
f (&) = =] est un homéomorphisme.

¢) Trouvez une isométrie f : £ — £°° non surjective [restez simple . . . ].

& Exercice 2.5. (un peu difficile) Soit (£, d) un espace métrique compact, et soit f : F — E
vérifiant : d[f(u), f(v)] > d(u,v) pour tous u, v de E. Démontrez que f est une isométrie
surjective,

Indications : Soient u,v € E,onpose:u; = f(u), v1 = f(v) puis, pourn > 1: uny1 = fu,),
Uns1 = f(vn), démontrez que pour tout € > 0 il existe un entier m = me tel que : d(u, um) < €
et d(v,vm) < £; en déduire que f(FE) est partout dense et que f est isométrique ; concluez.

& Exercice 2.6. (assez facile) Soit ( E, d) un espace métrique compact, et soit f : £ — E
une application continue sur F. Soit ( F},),n une suite décroissante [i.e. Vn : F,y; C F,]de
parties fermées non vides de £. Prouvez que :

f(ﬂneN Fn) = ﬂneN f(Fn)-
Théoréme 2.2. (FONDAMENTAL)

Soit (E, d) un espace métrique compact (non vide), et soit f : E — R une
fonction continue sur (E, d). Conclusions :
(2.1) f(E)estbornédans R: sup |f(u)| < oo,
ueE

22) ilexisteu € Eetue Etelsque:

@21 fu) = inf f(u) = min f(u),

(2.2.2) f(@) = sup f(u) = max f(u).
weEE uwel

Vous connaissiez déja ce résultat quand E = [a, 8] C R, le voila considérablement
étendu. C’est en quelque sorte le premier résultat de la théorie appelée optimisation.
En termes d’optimisation [c¢f: Chap. 1], les résultats ci-dessus s’énoncent :

(2.1) Les «fonctions valeur» pu(f, E) = 12% f(u), et v(f, E) = sup f(u) sont &
w uel

valeur réelles,
(22)  Argmin(f,E) ={u € E/ f(uv) = p(f, E)} #0,
Argmax(f, E) = {u € E / f(u) = v(f, E)} # 0.

Démonstration . D’apres le Th. 2.1 : f(E) est une partie compacte de R, ¢’est-a-dire
[¢f. Chap. XIII] une partie bornée et fermée de R.
Partie bornée s’écrit : —oo < inf f(E) <sup f(E) < 400, ou diam[f(F)] < oo.
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Partie fermée implique, puisque inf f(E) etsup f(FE) sontadhérents a f( E) [cf. Chap.
V, §2in fine], que inf f(F) = min f(F) € f(FE)etsup f(F) = max f(F) € f(E),
d’ot le résultat. ¢

& Exercice 2.7. (facile) Soit (F, d) un espace métrique compact, et soit f : F — R une
fonction continue sur F. On suppose que pour tout « € F on a f(u) > 0. Démontrez qu’il
existe > Otel que pourtout u € E: f(u) > a > 0 (autrement dit que in£ f(u) > 0).

ue

Donnez un exemple simple prouvant que c’est faux si & n’est pas compact.

& Exercice 2.8. (facile) Soit (F, d) un espace métrique, et soit f : £ — F une application
continue sur F.

a) Démontrez que F' = {u € FE / f(u) = u} est une partie fermée dans (F, d).

b) Démontrez que si (F, d) est compact, et si F' = 0, il existe un v > O tel que Vu € E :
dlu, f(w)] = 7.

& Exercice 2.9. (facile) Soit (F, || - ||) une.v.n. sur K = R ou C, de dimension finie.

a) Soit f : E — R vérifiant :

(i) f est continue sur F,
() u#0 = f(u)#0,
(i) Jo > O,VA > O,Vu € E : f(Au) = X% f(u).
Soit ¢ : £ — IR une autre fonction jouissant des mémes propriétés, avec le méme o pour (iii).
Démontrez qu’il existe ¢ > Oet C' > Otelsque Vu € E':
c|f(w)| < lg(u)| < C.|f(w)l-
Application : retrouvez le Th. 2.2 du Chap. XTI

b) On suppose que dim(FE) = n > 1. Solent p (1 < p < n) vecteurs uy,...,up de E

linéairement indépendants. Démontrez qu’il existe 5 > 0tel que :

P P
YA ER ..., Wy € R: |3 Maw||” = 6.3 M2
=1 i=1

¢) On suppose ici que F est préhilbertien, de produit scalaire (-|-) (toujours avec E de
dimension finie). Soit A : E — F une application continue sur E vérifiant : A(A.u) = X\ A(u)
pour tout u € F et tout A > 0 (donnez un exemple).

Démontrez que si (A(u)|u) > Opour tout u € F, u # 0, il existe k > 0 tel que :
Vu € B: (A(u)lu) > k.[Jul2

Donnez un contre-exemple prouvant que ce résultat est faux quand F est de dimension infinie :
voir Exercice 1.1 du Chap. X

& Exercice 2.10. (assez facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. sur K = R ou C de dimension finie
dont la norme vérifie :

(1) VueEVYweE:[|u]=|vl=1letutv] = [ix+v)] <L

Donnez des exemples de normes sur R? vérifiant ou ne vérifiant pas la propriété (1).
On considére 1a propriété :

) Vee]0,2],3a. >0,Vue E,Nve E:

[llull = ol = et u—vl| 2e] = ||3(u+0)]| < 1- 0

Démontrez que (1) et (2) sont équivalentes.
Démontrez qu’un espace préhilbertien, méme de dimension infinie, vérifie (2) [déterminez le
meilleur ¢, possible].
Nota : Un e.v.n. de dimension quelconque qui vérifie (2) vérifie (1) [(2) est une « version
uniforme » de (1)]; mais il existe des e.v.n. qui vérifient (1) et pas (2) (ce ne sont pas des
espaces « naturels » !). La propriété (1) [resp. (2)] s’appelle convexité stricte [resp. convexité
uniforme] de la norme.

» & Exercice 2.11. (assez facile) Soit (£, d) un espace métrique, et soient A, B deux parties
non vides de F.
Rappelons [¢f: Chap. Il que o = d(A, B) = inf,ca1ep d(a,b) est 1a distance entre A et B.
Examinez les propriétés suivantes (donnez une démonstration ou bien un contre-exemple) :
Da>0,
(2)3Ja € A,Tb e B : d(A, B) = d(a.b),
dans chacune des situations suivantes :
(i) A = {a} aveca ¢ B, B compacte,
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(i) A= {a}, a ¢ B, B fermée,

(iii) A compacte, B compacte, AN B =0,

(iv) A compacte, B fermée, AN B = {),

(v) A fermée, B fermée, AN B = ().
Reprendre ensuite tout I’exercice quand (F, d) estun e.v.n. (F, || - ||} de dimension finie.
Indication : Considérez pour p > 0: V,(A) = {u € E / d(u, A) < p}.
Examinez le cas (ii) dans la situation suivante :
(E,d) estune.v.n. (E,|| - ||) de dimension quelconque et B est contenue dans un sous-espace
vectoriel F' de dimension finie de E.

Proposition 2.2.

Soit (K, §) est un espace métrique compact, et soit (F, ) un espace métrique
complet : 1’ espace métrique E = Co (K, F) = {f : K — F / f continue sur K }
muni de la distance uniforme do ( f, g) = sup 9[f(k), g(k)] est complet.

keK

Si (F, ) est un espace de Banach (F, | - ||) —sur K =R ou C - E est un
espace de Banach — sur K — pour la norme uniforme || f|lcc = sup || f(k)||F-
keK

Lorsque (F, ||-||) = (K, |-]), onnote E = Cg(K') ou C(K) I'’espace de Banach
ci-dessus : ¢’est un espace de Banach «classique ».

Démonstration :
D’apres le Th. 2.1, 'espace métrique Coo (K, F') n’est autre que ’espace métrique
CB (K, F) qui est complet lorsque F I’est [cf. Chap. XI, Corol. 3.3]. ¢

Théoréme 2.3. (Théoréme de Heine (2)) (FONDAMENTAL)
Soit (E,d) un espace métrique compact, et soit (F, §) un espace métrique.
Toute application f : E — F continue sur (E,d) est uniformément continue
sur (E, d).

Commentaires : Ce Th. est trés intéressant méme & un niveau trés élémentaire : il n’est
pas immédiat que £ — \/Z t—t. sin(%), t — t.In(¢) sont uniformément continues
sur [0, 1] (apres prolongement par 0 en O pour les deux derni¢res fonctions).

Par ailleurs ce Th. est fondamental dans les questions d’approximation (cf. les
Exercices 2.12, 2.13 qui généralisent des résultats déja connus de D.E.U.G, ¢f. Chap.
v).

Démonstration :

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi :

—[Ve > 0,3n > 0,Vu € E,Vv € E : d(u,v) < n = 6(f(v), f(v)) <€
Soit: 3e > 0,Vn > 0,3u € E, Jv € E : d(u,v) < neté(f(u), f(v)) > .

On peut donc écrire :

(1) Je > 0,¥n € N*,Ju, € E,Fv, € E : d(un,vn) < L et 6(f(un), flvn)) > e

Considérons la suite (un,),en+ dans I’espace métrique compact (E, d) : il existe
u € EetSC N* Sinfinie, tels que : imp, o0, nes(tn) = U [¢f. Th. 1.1]. Quant 2 1a
suite (v )nes, elle tend aussi vers U parce que :

d(@, vn) < d(U, un) + d(tn, vn) < d(@, un) + = e 0.
A présent, f estcontinueenw € FE : € > 0 étant donné par (1), ona:
()30 > 0,vyw € E : d(w, ) <6 = §(f(w), f(B)) < %e.
Puisque limy, 00,nes(tn) = limn 0o nes(vn) = 4, il existe N € S tel que pour tout
neS:n>N = d(un, ) < @etd(v,, ) < 6; donc pour toutn € S, n > N :

@ n s’agit du mathématicien Heinrich Eduard Heine, et non de I’écrivain poete Heinrich Heine.
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6(f(un), f(vn)) < 6(f(un), F(@)) + 6(f(T), f(vn)) < e+ 1= 16 dotune
contradiction en rapprochant de (1) : € < 6(f(un), f(vn)) < 2€ => 2<1...
f est donc —[—[uniformément continue sur (E, d)]] <= f est uniformément continue
sur (E,d). ¢

& Exercice 2.12. (facile) Soit [¢, 8] un intervalle compact de R et soit (F, d) un espace

métrique. Démontrez que toute f € Coo([ev, F], E) peut étre approchée a £ > 0 pres, pour tout
€ > 0, par une application en escalier [¢f. Chap. IV].

& Exercice 2.13. (facile) Soit ¢, ] un intervalle compact de R et soit (E, || - ||) un e.v.n. sur
K = R ou C. Démontrez que toute f € Coo([a, 8], E) peut &tre approchée 2 £ > 0 pres, pour
tout € > 0, par une application affine par morceaux [cf. Chap. IV].

Remarque : Le Théortme de Weierstra [Chap. IV] passe tel quel, & quelques
remplacements de | - | par || - || pres, pour des applications & valeurs dans un e.v.n.
(vérifiez).

3. ENSEMBLES EQUICONTINUS
THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

Définition 3.1.
Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques, et soit F(E, F) I’ensemble de

toutes les applications f : E — F.
Une partie H de F(E, F) est dite équicontinue en v € E si:

(3.1) Ve>0,In>0,Ywe EVfeH:duv)<n = 6(f(uv), f(v)) <e.

| H est dite équicontinue sur E si elle est Equicontinue pour tout u € E.

Commentaires :

1) L'équicontinuité de H en u € E signifie tout simplement que les éléments de H
sont tous continus au point u, MAIS, c’est le point crucial, avec le méme 77 > 0, qui
ne dépend donc que de e > Oetde v € E, mais pas de f € H.

2) Au lieu de «équicontinue », on rencontre parfois également continue.

Exemple 3.1. Soient (E, || - |g) et (F, || - ||r) des e.v.n. sur le méme corps K (= R
ou C). Une partie H de L(E, F) est équicontinue (en un point u € E, ou bien sur
E, ¢’est pareil ici) si les normes || Al (g, ) des A € H sont majorées par un méme
nombre C > 0:3Créel > 0,VA € H : || Al g gr) < C.

Cela revient 2 dire que H est contenue dans une boule B(0, C| de L(E, F).

Exemple 3.2. Dans le cadre de la définition, soient k& > 0 et @« > 0 donnés.
L’ensemble Hy, ., des applications f : £ — F holdériennes de constantes k et «,
i.e. vérifiant :

(3-2) Vue E,W € E:§(f(u), f(v)) < k[d(u,v)]*

P . . . , 1
est équicontinu sur E ; en effet on voit facilement qu’on peut prendre n = (%) /a.

Sur ces deux exemples, le 77 > 0 non seulement ne dépend pas de f € H, mais ne
dépend mé€me pas de v € E ! on peut parler dans ce cas de partie équi-uniformément
continue sur E.

& Exercice 3.1. (tres facile) Soient (F, || - ||g), (F,]| - ||r) des ev.n. sur K = R ou C, et
[+ E — F une application uniformément continue sur F.

Pour tout a € E on définit f, : £ — Fpar: fo(u) = f(u — a) pour tout u € E. Démontrez
que I'ensemble A = {f, / a € E} est équicontinu sur F.
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Le Théoreéme suivant, dii & Arzela et Ascoli, caractérise de maniére utile et agréable
les parties précompactes de I’ important espace métrique Co, (K, F') ot K est unespace
métrique compact.

Cet espace des applications K — F continues sur le compact K, muni de 1a norme
uniforme, est fondamental en analyse. Pour s’en persuader, il n’y a qu’a constater
combien souvent intervient C([c, 4], R) dans le présent cours . . .

11 est donc trés intéressant de disposer d’un critére commode pour décider si une
partie de Co, (K, F’) est précompacte ou pas.

11 existe des résultats similaires pour tous les autres « grands » espaces de 1’ Analyse :
les P par exemple (voir la littérature).

D’autre part ce théoréme sert pour démontrer des résultats fondamentaux comme le
théoréme d’existence des solutions d’équations diftérentielles de Péano [voir cours de
calcul différentiel], le théoréme dit « des familles normales de Montel » [¢f. un cours sur
les fonctions holomorphes], des théorémes sur la structure des espaces de Distributions
[¢f: un cours de Maitrise], etc.

Enfin ce théoréme se généralise sous des aspects protéiformes dans la théorie des
espaces vectoriels topologiques ot il prend tout son poids, qui est grand.

11 vaut le coup !

Théoreme 3.1. (4’ Arzela-Ascoli, ou de Ascoli-Arzeld) (FONDAMENTAL)

Soit (K, d) un espace métrique compact, et soit (F, §) un espace métrique quel-
conque. On considere I’ espace métrique Co, (K 4, F5) des applications f : K — F
continues sur K4, muni de la distance uniforme d(f, g) = sup 6(f(k), g(k)).
Soit H une partie de Co (K4, Fs). Ona:

H précompacte dans C (K, F)
{ (i) H équicontinue sur K, ET :

Gi)Vk € K : H(k) = {f(k) / f € H} est précompact dans (F, ).
Autre version : Si (F, 6) est un espace métrique complet, auquel cas Coo (K4, Fs) est
complet [cf. Prop. 2.2],ona:

adh(H) compacte dans Co. (K, F)
{ () H équicontinue sur K, ET :

() Vk € K : H(k) vérifie : adh(H(k)) est compacte dans(F, 6).
Démonstration . Voir partic DEMONSTRATIONS. 4
& Exercice 3.2. Soit F = Cy([a, b], R). Onse donne K € C([a, b] X [a. b], R). eton définit :
b
Yf € B,Vs € [a,] : [A(N)](s) = / K(s,8).f(t) dt.

On a [Chap. X, Exemple 2.6] : A € L(E). Démontrez ‘aue si X est une partie bornée de E,
I'adhérence de A(X) est une partie compicte de F (on dit que A est un opérateur compact).

4. ESPACES METRIQUES LOCALEMENT COMPACTS

Deéfinition 4.1.
Un espace métrique (E, d) est dit localement compact si pour tout v € FE il
existe au moins un voisinage V,, de u qui est compact.

Rappelons qu’un voisinage de v € E [resp. de A C FE] est une partie V de E qui
contient un ouvert O de (E, d) telle que u € O [resp. A C O].
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S’il existe un voisinage V,, de u compact, il existe une boule B(u, p[ C O C V,,, et
donc B(u, % p] C B(u, p[ C V,, est compacte comme fermée dans un compact.

Réciproquement, s’il existe une boule B(u,o| compacte, V,, = B(u, o] est un
voisinage compact de «. On peut énoncer :

Définition 4.1. bis
Un espace métrique (E, d) est localement compact si pour tout v € E il existe
p > 0 tel que B(u, p] est compacte.
&= cela n’implique nullement que toutes les boules fermées de E sont compactes !
Voir Exemple 4.3 ci-dessous.

Exemple 4.1. Dans tout e.v.n. (E, || - ||), sur R ou C, de dimension finie, toutes
les boules B(u, p] sont compactes. Donc tout e.v.n. de dimension finie est localement
compact. En particulier, R™ et C", munis d’une norme quelconque sont localement
compacts. Ce ne sont pas des compacts (car non bornés), sauf {0} (n = 0).

Exemple4.2. Si (E, | - ||) est un e.v.n. de dimension infinie, on sait (¢f . Chap. X111,
§ 3) qu’il ne peut pas exister de compact possédant un point intérieur, donc aucune
boule n’est compacte. Un e.v.n. de dimension infinie n’est jamais localement compact.

Exemple 4.3. Soit E un ensemble arbitraire muni de la distance discréte 6. On sait
que : E compact <= F est fini. Par contre (E, §) est toujours localement compact,
car B(u, 2] = {u} pourtout u € E, et {u} est compact. Notez que les boules fermées
ne sont pas toutes compactes si E n’est pas fini : en effet, B(u, 1] = E infini, donc
non compact.

Exemple 4.4. Beaucoup d’espaces localement compacts intéressants sont fournis
par les variétés de dimension finie (surfaces, groupes classiques, etc.). Vous verrez cela
dans un cours de géométrie différentielle, en Maitrise.

11 est clair que la notion d’espace localement compact est fopologique : si I’on
échangela distance d par une distance d’ topologiquement équivalente, (E, d) et (E, d')
sont simultanément localement compacts ou pas. La notion «passe» telle quelle aux
espaces topologiques généraux [Déf. 4.1, et non Déf. 4.1 bis, bien sir].

Toutefois, comme pour les compacts d’ailleurs, on ne donne en général la définition
que pour les espaces topologiques séparés.

& Exercice 4.1. (facile) Soit (¥, d) un espace métrique localement compact, et soit A une
partie compacte de . Démontrez que pour tout voisinage V de A il existe un voisinage compact
CdeAtelqueC C V.

& Exercice 4.2. Soit (F.d) un espace métrique localement compact, et soit A une partie
de E. Démontrez que si A est un ouvert ou bien un fermé de (F, d), le sous-espace métrique
(A, djaxa) estlocalement compact.

Théoreme 4.1 (FONDAMENTAL, d’ utilisation fréquente)

Soit (E, d) un espace métrique localement compact. Les trois propositions
suivantes sont équivalentes :
4.1) (E,d) est séparable,
(4.2) il existe une suite (Kp)nen+ de compacts de E telle que E = |, ey K,
(4.3) il existe une suite d’ouverts (U )nen- Vérifiant -

(4.3.1) Vn e N*: adh(U,) est compacte,

4.3.2) Vne N*:adh(U,) C Upy1,

433) E=U,en+ Un-
(Ur) est appelée une suite exhaustive d’ouverts a adhérence compacte.
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Exemple 4.5. R™ = |,y B(0, 7] pour (4.2) ; pour (4.3) : R™ = |, o+ B(0,7],
adh(B(0.n[) = B(0,n] est compacte, adh[B(0, n[| = B(0,n| C B(0,n + 1[. Mais,
dans un e.m. général, B(v, n| n’est pas obligatoirement compacte, on ne peut donc pas
fixer un 4 et considérer B(%, n[, ¢’est un peu plus compliqué . .

Démonstration : On va démontrer que (4.3) = (4.2) = (4.1) = (4.3).
(4.3) = (4.2) estévident, car E = | J, o~ adh(Us,). ¢
(4.2) = (4.1) E = |J,,en- Kn avec K, compact. Tout espace métrique compact est
séparable [Chap. XIII], et donc il existe pour toutn € N* un D,, C K, qui est partout
dense dans K,,.

Posons : D := J,en Dn. D est dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables. D’ autre part,

K, =adh(D,) = E =,y 2dh(Dy) C adh(UJ,cn- Dn) = adh(D)
[démontrez, c’est tres facile, que |, adh(X;) C adh(J;¢; X:) 1. E contenant une
partie dénombrable partout dense est séparable. ¢
(4.1) = (4.3) : on suppose que E est séparable : soit D := {z1,z2,...,Tk,..-}
une partie dénombrable et partout dense dans E.

On va prouver d’abord qu’il existe une suite de boules ouvertes B, recouvrant E et
telles que la boule fermée de méme centre et méme rayon soit compacte.
Soit en effet u € E : il existe p,, > 0 tel que B(u, p.] est compacte car E est

localement compact. Soit m un entier > 1 tel que m > p_2u :

11 existe (densité) zx € D tel que d(zg, u) < % , &0t u € Bzg, Z|.
Montrons que B(zk, ] est compacte ;
v € B(zk, %] = d(u,v) < d(u,xk) + d(zK,v) < # + # = % < Pu»
dob : B(zk, L] C B(u,pu[C B(u,pu|; fermée dans un compact, B(zk, —] est
compacte.

Avecles boules B(zk, [, ot k, m € N*, on peut donc constituer une suite ( By, )n>1
de boules ouvertes telles que E = | J,,cn Bn et telles que les boules fermées By .,
sont compactes.

On procede ensuite par récurrence pour construire les U, satisfaisant & (4.3.1) et
(4.3.2). Pour n = 1, on prend Uy := B, ; adh(U;) = adh(B;) C By,1 est compacte
car fermée dans le compact By ;.

Supposons a présent qu’on a construit U, Us, . . ., U, satisfaisanta (4.3.1) et (4.3.2).
adh(U,) étant compact, on peut le recouvrir par une famille finie de boules ouvertes
B;,..-,Bs,. Onpose : Uny1 := Uy <g<p Bir, U Bnt1; Ung1 est un ouvert comme
réunion d’ ouverts.

adh(Un) C Uy <<p Bir. C U1gk5p B;, UBpn1 = Unya.

adh(Un+1) C Bf,nt1 U Uy <<y Brin> @0t adh(Un41) est compacte car fermée
dans un compact (réunion finie des compacts By ;).

Enfin, B,, C U, pour tout n, puisque U,, = B,, U---, d’ou :

E =U;en+ Brn C Uiens Unsie. (43.3). ¢
& Exercice 4.3. (facile) Démontrez que le sous-espace métrique @ de IR n’est pas localement

compact. Déduisez-en que 1'image d’un espace localement compact par une application continue
n’est pas nécessairement localement compacte.
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DEMONSTRATIONS

Théoréme 1.1.

Le cas E = [, sans intérét, est écarté partout.

Schéma de la démonstration : (1.1) = (1.3) = (1.2) = (1.1).
(1.1) = (1.3). On raisonne par contradiction.

I point : Soit (U;)ier un recouvrement de E par des ouverts de (E,d), et on
suppose qu’on ne peut pas extraire de (U;)ier un recouvrement fini de E. E étant
précompact, on peut recouvrir £ par un nombre fini p; de boules ouvertes de rayon
-;— :EC UISySpl B('u;, -;—[ ol 'u; €eE1<j<p.

Si chacune de ces boules pouvait €tre recouverte par un nombre fini d’ouverts U, il
en serait de méme pour E, ce qui n’est pas, par hypothese.

Donc il existe, au moins, une de ces boules : By = B(u1, -;—[ [u1 est 'un des ujl
1 < j < p1] qui ne peut pas €tre recouverte par un nombre fini d’ouverts U;.

Ensuite, on peut recouvrir £ par un nombre fini pz de boules de rayon ;11— = 5% :
E C Uygjcp, B(ud, 3, uZ € E, 1 < j < py. Ces boules recouvrant E recouvrent
B ; en particulier, certaines de ces boules coupent B1. Parmi les boules de rayon i
coupant B, il en existe au moins une qui ne peut pas étre recouverte par un nombre
fini d’ouverts U; : sinon B, pourrait €tre recouverte par un nombre fini de U;, ce qui
n’est pas.

Soit By = B(ug, X[, [uz est I'un des ug, 1 < j < p2] une de ces boules qui, donc :

(i) coupe By (B1 N By # ),

(ii) ne peut pas étre recouverte par un nombre fini de Uj;.
Supposons obtenue B, = B(un, %[qui, d’une partcoupe B,,_; et, d’ autre part ne peut
pas étre recouverte par un nombre fini de U;. Ona: E C U<, ., B(u;.”'l, 2n1+ [.
Avec le méme raisonnement que ci-dessus, parmi ces boules il en existe une au moins
qui rencontre B,, et qui ne peut pas €tre recouverte par un nombre fini de U;. Soit
Bnt1 = B(un+1, gt cette boule.
On peut continuer indéfiniment ce processus.

2° point : On va démontrer que la suite (un)nen+ des centres des boules B,, est une
suite de Cauchy. Soit v un point commun (il existe par construction) aux boules B,, et
Bn_|_1, ona:
Vn > 1:d(un, Unt1) < d(tn,v) + d(v, tuns1) < 2% + 2—nl_|_—f < 2% = '271%1'
On a donc, pour toutnn > 1, toutp > 1 :
d(un, un—l—p) S d(una un-l—l) + d(un—l—la un—|—2) +---+ d(un-l—(p—l)a un—l—p)
1 1 1 1 1,1 1
<gatwmt o toTs = me [1+ sttt 2n+p—2—(n—1)]
oo
1 1 _ 1 _ 1 ]
< on—1 kZ: 2F = an=1 X 2—55—_—2—,etd0nc.
=0
Hm d(tn, Untp) = lim =Ly = 0, indépendamment de p.
n—oC n—oC

3° point : On vient de prouver que (U, )nen+ est une suite de Cauchy dans (E, d)
complet par hypothese : (uy, ), converge donc dans (E.,d) vers u € E.
(Us)ser recouvre E et donc il existe un indice j au moins dans I tel que u € Uj.
U; étant ouvert, on peut trouver une boule B(u, p[ C U, . Puisque lim (un)n = u:
il existe N € N* tel que pour tout n > N : d(u, un) < £, d’une part, ef,od’autre part,
il existe M € N* tel que pour toutn > M : 57 < £.
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Soit un n > max{N,M}: v € B, = B(tn, 37| d(v,un) < 55, d’0u:
d(v,u) < d(v,un) + d(un,u) < 55 + & < £+ £ = p et, par conséquent :
B,, C B(u, p[ C U; pour ce n choisi.

On arrive a une contradiction puisque B,, ne peut pas {tre recouverte par un nombre
fini de U;, ¢ € I. Donc : non (1.3) supposée est fausse et (1.3) est vraie. C.Q.F.D. ¢

1.3) = (1.2). Soit (un)nes, § C N, S infinie, une suite de points de E.

Considérons les ensembles fermés suivants : F,, = adh{u, /p € Setp > n},
pourn € S. F = ), . Frn est—on le sait [voir Chap.V] —I’ensemble (fermé comme
intersection de fermés) des valeurs d’adhérence de la suite (un)nes-

On va donc démontrer que F # ().

Supposons le contraire, et posons U,, := E\ F,, ; U, est pour tout 7 € .S une partie
ouverte de (E,d) etona:

UU.= UE\F)=U Cef)=Ce(N Fn)=E\F=E\0=E.
nes nes nes nes
Donc (Un)nes est un recouvrement ouvert de E. On peut donc, par hypoth¢se, en

extraire unrecouvrement fini : soient Up, , - . ., Un, telsque E C Up, UU,, U- - - UUn,
(C ou = si I’on veut).
On aurait alors :
(Z) - CEE = CE(Unl U Ung U---u Unp) = (CEUnl) M---N (CEUnp)
=F,, N--- NF,

ce qui est une absurdité, car posant N = max{n,...,ny} :V¥n > N : F, C F,,
pourk =1,...,p,soit: F, C F,, N---NF, =0, et F,, n'est pas vide puisque S
est infini. Par conséquent F = ) conduit 2 une contradictionetona F # (). Q.E.D. ¢
(1.2) = (1.1).

1) E estcomplet : Soit (uy, )nes une suite de Cauchy de points de E. D’apres 1"hypo-

these cette suite admet une valeur d’adhérence au moins et donc — d’apres la Prop. 1.1,
point (iv) du Chap. XI — cette suite converge dans E. E est donc complet. 4

2) E est précompact : Supposons que E ne soit pas précompact : de > 0, VF partie
finiede £, Ju € E:d(u,F) > .

Construisons par récurrence une suite (un)nen+ de 1a manitre suivante : u; € E
arbitraire. Prenons F := {u1} : Ju € FE tel que d(u- {u1}) > €; on prend ug := u.
Prenons F := {uy,ug} : Jv € E tel que d(v, {u1,u2}) > €; on prend uz := v. On
a donc : d(u1,uz) > €, d(u1,us) > €, d(ug.uz) > €. On continue ainsi . . . [écrivez
trés proprement la récurrence a titre d’entrainement].

Cette suite (un )nen+ vérifie par construction :

Vp € N*,Vge N*,p# q:d(up,uq) > €;

donc aucune suite extraite ne peut étre une suite de Cauchy, donc aucune suite
extraite ne peut €tre convergente, et donc — par définition — (u, )nen+ ne peut pas avoir
de valeur d’adhérence.

Cela est contraire & I’hypothése (1.2), et donc I’hypothése E non précompact est
fausse. E est donc précompact. ¢

E complet et précompact est donc compact, ce qui termine la démonstration du
Théoréme 1.1. ¢

Théoréme 3.1.
1) On suppose H précompact.

(@) Vk € K : H(k) = {f(k) / f € H} est précompact dans (F, §).
Ona:Ve>0,3Ac = {fi,---, fpe} CHVfEeHAj€{1,...,p}:
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doo(f, fj) = doo(f, Ac) <€ [doo(f, Ac) = Inf doo (£, f:)1-
Vk € K : 6(f(k), £i(k)) < :ggﬂf(h), fi(h)) =deo(f, f5) <&

Dongc, pour tout k € K fixé :
Ve > 0, EIAE(k) = {Ul[ = fl(k)]7 .- 77)175[ = fpe(k)] } - H(k)7
Vv € H(k)7 dje {17 .- ,pE} : 6(,07 Uj) = 6(f(k)7 f](k)) <g
et par conséquent H (k) est précompact. ¢
(ii) H est équicontinue sur E.

Soiente > Oetk € K fixés ;écrivonsqueles f; € A, C H CC(K,F),i=1,...,pe,
sont tous continus en k :

Ve > 0,37’},‘ > O,Vh €eK: d(k,h) < —= 6(f,(k), f,(h)) <E,

etsoit 7 = min{m,..., 7} :

Ve > 0,3n > 0,Vh € K,Vi € {1,...,pc} : d(k,h) < n = 6(fi(k), fs(h)) <e.
Donc, pour tout h tel que d(k,h) <7, onapourtout f € H:

6(f(k), F(R)) < 6(F(K), £3(K))+6(fi(k), £(R))+6(f5(h), F(R)) < e+e+e = 3¢,
car par (i) les deux termes extrémes sont < do (f, f;) < €, et on a prouvé ci-dessus
que le terme central est < €. Finalement, H est équicontinue pour tout k € K fixé, et
H est équicontinue sur K. ¢

2) On suppose H équicontinue sur K, et que H (k) est précompact pour tout k. € K.
e Ecrivons que H est équicontinue pour tout k € K :

() Vk € K,Ve > 0,3k > 0,Vh € K,Vf € H:d(h,k) < nke

= 6(f(h), f(k)) < g&, s0it: b € B(k,n,e) = 6(f(h), f(k)) < }e.

Les boules ouvertes B(k, 7, e[ recouvrent K quand k parcourt K ; comme K est
compact, on peut écrire :

(2 3k, ---,Fkge K EC U15i5q B(ki, 7k e [-
e Ensuite — par hypothése — pour ¢ = 1, ..., ¢ : H(k;) est précompact dans (F, 6).
Par conséquent : A = H(k1)UH (ko) U---UH(kg) est précompact dans (F, 6) [Chap.
X111, Prop.2.5]. On peut écrire :

3)ve > 0, Hwy,. .., wy} C AAC Uyge, Blwr, 1€
e Considérons I’ensemble des g-uples (71, . - - ,— rq_) oll chaque r; varie entre 1 et 7 : il
y a un nombre fini de tels g-uples : de fagon précise, il y en a 7? [« combinatoire » de
D.E.U.G, en principe, sinon raisonnement par récurrence].
Se donner un g-uple quelconque équivaut & se donner une application arbitraire
x:{1,...,¢} = {1,...,7}, le q-uple s’écrivant (x(1), x(2),.--,x(q))-
Considérons alors :

@ Hy={feH/Vie{l,....q}: 6(f(k:), wyq)) < Le}.
a)Ona: H C U, Hy, x € F({1,---,¢},{1,--.,7}), Card(F) = 9.
En effet, soit f € H;pouri=1,...,q,0ona:

f(k:) € H(k,) € A C U, <<, B(wi, 3€[, et pour i fixé :

f(k:) € B(wy,, 76 = 6(fks),w,) < 16, doit:

fe H(ll,....lr) = H(,(1),....x(r)) PoOUr un certain x.

b) Démontrons que diam(H, ) < € (diametre relatif a d.).
Soient f,g € H, arbitraire. Vh € K, 35,1 < j < q: h € B(k;, k[ par (2), d’on
par (1) : 6(f(h), f(k;)) < e et, par (1) aussi : 6(g(h), g(k;)) < Le.
Mais (définition de H,)
8(£(ks), 9(k3)) < 6(F(ks), wa(i) + 6(wuiy 9(ky)) < g€ + g€ = 36,
d’olu, Vh € K :
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<letgete=c¢,
soit : deo (f, g) = sup 6(f(h),g(h)) <€, etenfin:
heK
diam(Hy) = supy gepr, doo(f, g) <e ¢
La démonstration du Th. 3.1 est terminée. ¢

Fin de la partie cours du Chapitre XIV

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Du recouvrement (Fy,)ucr de F par les parties fermées F,, = {u}, on pourrait extraire un
recouvrement fini de E par {u1 },.-.,{u.}, etdonc E C {uy,...,up} serait fini. Les seuls
.« compacts » seraient les ensembles finis : 1a notion serait peu intéressante !

Pour n > 1:]21,1] est un recouvrement ouvert de ]0, 1] : on ne peut pas en extraire un recou-

vrement fini| L, 1],i =1,...,p,carsi N = lm:dx{ni}l’intervalle]O, %[ne serait pas recouvert.
T SﬁSp

% Exercice 1.2.
On sait qu’une suite uniformément convergente de fonctions continues sur [0, 1] a une limite
continue [D.E.U.G, ou Coo([0, 1], R) fermé dans Bo ([0, 1], R), Chap.IV].

Pour obtenir ’exemple cherché, il suffit de considérer une suite de fonctions continues
convergeant simplement vers une fonction discontinue en un point au moins.
On prendra par exemple ( f,,) définie par :

falt) = 0pourt € [L,1], fo(t) := —nt + 1pourt € [0, L] (dessin 1).

V2 1 fu € C(10, 1, R)s et | fulloo = max [ fut)| = fa(0) = 1: fu € Beo(0, 1]

supposons qu’il existe f € C([0, 1], R) et S ¢ N*, S infini, tels que :
lim,, soomes | f — fulloo = 0.

On aurait alors : [f() — fu(t)] < maxocet |F(5) — fu(8)| = IIf — fullow pour tout
t € [0,1], soit V& € [0,1] : limp cones fu(t) = f(t). Or Vi € ]0,1], fu(f) = 0 pour
tout n € N* tel que % <t = limaseonesfa(t) = 0, et f,(0) = 1 pour tout
n € N = lim, cones fn(0) = 1. La fonction f valant 1 en 0 et O pour ¢ € ]0, 1] n’est
pas continue sur [0, 1], d’ol une contradiction ; aucurne suite extraite de ( f,,) n’est convergente
pour || - |- Donc, 1a boule unité fermée Boo(0, 1] de Coo{[0, 1], R), qui contient la suite ( f,,)
n’admettant aucun point adhérent n’est pas compacte.
Remarque : d’apres le Th. 2.1 du Chap. X111, le résultat était prévisible !
Autre remarque : on aurait aussi pu démontrer que la suite ( f,,) n’admet aucune suite extraite
qui soit de Cauchy (donc aucune suite extraite convergente).En effet : Yn € N*,Vp € N* :
[ frre — fallo = fulz) = 1 — 7 5 (dessin 1) : pour n’importe quel choix de n, cette
expression ne peut jamais €tre arbitrairement petite lorsque p est grand. ¢

% Exercice 1.3.

(14) <= (1.5) car [P = Q] < [non(Q) = non(P)|. ¢
(1.3) = (1.4) : Soit (F;)icz une famille de fermés ayant la propriété d’intersection finie. Si
(MNicr Fi =0, posant U; := E'\ F;,ona:
EE(ﬂI )= [:E@ =FE= UI(EEE) = UI Ui,

et donc (U;);er est un recouvrement ouvert de E'; d'aprés (1.3), on peut en extraire un
recouvrement fini (U;);eg, J € I, J fini :

E= UJ UJ' - EEE =0= EE(UJ Uj) = nJ(EEUj) = ﬂJFJ = ﬂJFJ :
impossible car J fini => [, F; #0. ¢
(14 = (1.3) : Supposons que (U;):e7 est un recouvrement ouvert de F et que pour tout
J C I, J fini : (U;)jes nest pas un recouvrement : Cp(lJ, U;) # 0.
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Onpose F; := E\Ui,i € 1.0 # Ce(U;U;) = N;(CeU;) = N, F < les F,
i € I, possédent donc la propriété d’intersection finie, d’oti, par (1.4) : (|, F; # 0 et
Nr 7 =N (Celi) = Ce(U; Us) = CgE = 0 : contradiction. +
Les propriétés (1.3) et (1.4) qui découlent I'une de I’ autre par Cz et les lois de De Morgan sont
dites duales I'une de I’autre.

Prenons E := [0,+o0[ et F}, := [n,+oo[pour n > 1: [ F, = 0 tandis que pour tout

n=l1

N
N>1:(FE,=[N,+oo[ #£0. ¢

n=1
Démonstration de la propriété de Camor : Les F,, vérifient la propriété d’intersection finie : en

effet pour tout P C N, P fini, ona (), _p Fn # 0, car Foup) # 0 et Fruyp) C F, pour tout
n € P, puisque la suite est décroissante. Il ne reste plus qu’a appliquer la propriété (1.4) de la
Prop. 1.1. ¢

% Exercice 1.4. (c’est le Théoréme de Dini)

Premiére démonstration : Supposons, pour fixer les idées, que ( f, ). est croissante :
Vu € E,¥n € N: fo(u) < fnu1(u). Remarquons que pour tout p > n on a pour tout u € E :
falw) < fpu) et, donc : fn(u) < I}in;o(fp(u)) = f(u), cela pour tout n € N.

Soit £ > 0 fixé. Il existe N(u) € N,

Vn'e N:in > Nu) = [falw)— f@)] = f(u) — fulu) < Le.

Les fonctions f et fy{u) sont continues sur F, doncenw : 3p = pr(u) > 0, Vo € B(u, ;[ :
| f(v) — f(u)| < 3e.etTps = pa(u) > 0, Y0 € Blu, po| | vy () — Fviwy(w)| < e

On prend p,, := min{p1, po} ;
pour v € B(u, pu| 1 [f(v) — f(u)] < Leet|fnw(®) — fna(w)| < Le, de telle sorte que :
Vv € B(u, pul :
1) — Iney(®) < (o) = F)] + F(1) = e () + | v () — Fvian(0)]

<let+iletle=ce

(B (u, pu [) weE constitue un recouvrement ouvert de £ compact : on peut en extraire un

recouvrement fini (B(u,-, Pu; [) tp’ soit IV = lrrslzgl;;{N (us) }.

Vu € E: u € B{ug, py, [, pourunk € {1,... p}etona,¥Vn> N:
f(w) = falu) < f(u) — fn(w) [car (fn) croissante] < f(u) — fn, (u) <&,
etenfin: || f — frlleo = SUPLcE (f(u) — fn(u)) < g le résultat. ¢
Seconde démonstration : Supposons encore (f,,) croissante, et soit £ > 0 fixé. Considérons

les ensembles :
Foi={u€ B/ f(u) = fau) > e},
Fp = (f — fu) (g, +o0[) est, pour tout n € N, une partie fermée dans E (f et f,, continues
sur E). 1l est clair, de plus, puisque (f,,) est croissante, qu'on a pourtout n € N : F,,y € Fy,.
(o]
Enfin () F,, = 0, sinon il existe & € F,, pourtout n € N,etona: f(u) — f.(u) > € pour tout
0
n € N, ce qui est impossible 2 cause de lim ( f,, (ﬂ)) = f(uw).
n—00 -

Donc, par (1.5), il existe .J fini, J c Ntel que : (), _; F, = (. Puisque F,,;y C F, :
nJ Fp, = Fhuxyy = 0 = F, = 0 pour tout n > max(J), nombre fini. D’ol le résultat,
comme ci-dessus. ¢
Contre-exemples :

1) Si E n’est pas compact, E := 0,400, fa(t) := #f est décroissante. Vit € F fixé :
lim f,(t) = 0, et () converge ponctuellement vers la fonction nulle (continue !). Mais la
n—00

convergence n’est pas uniforme : SUP,c jo, o (#f — O) =1+

2) Si( fn) n'est pas monotone, E := [0, 1], f,(t) := Osi % St L fal0) := 0. fu(2) == 1,
f= continue et affine par morceaux. La limite simple est la fonction nulle, la convergence n’est
pas uniforme,
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3) Si la limite n’est pas continue, E := [0, 1], (f,.) comme dans I'Exercice 1.2. ¢

% Exercice 1.5.
Soit A compacte : de tout recouvrement (V;);er par des ouverts de (A, djaxa) on peut extraire
un recouvrement fini (définition).

Soit (U;)ser un recouvrement de A par des ouverts de (E, d) : W; := U; N A est, pour tout
i € I, un ouvert de (A, djaxa) [voir : relativité des ouverts, Chap. VI], et
ACU; Ui = A=ANAC AN (U;; Us) = Ui [(ANTs) = U p Wi

(Wi)ier est un recouvrement de A par des ouverts de A; on peut donc en extraire un
recouvrement fini (W) escr, J fini, de A.
A C UjeJWj et Wj = AN Uj C UJ' = A C UjeJUJ" On a extrait de (Ui)ieI un
recouvrement fini de A, (U;);c s, par des ouverts de (E, d). ¢
Réciproquement, soit (V; )1 un recouvrement de A par desouvertsde (A, djaxa) 1 V; == ANO;
o1 les O; sont des ouverts de (F, d) [¢f. Chap. V], et :
Ac U (AN0;) = AN (U;c; 0:) = A c U,y Oi. On peut extraire du recouvrement
(O: )ier un recouvrement fini (O;)jeycr, J fini, etona:
AcU;;0; = A=ANAC AN (U;c;05) =U;e (AN 05) = U; 5 Vi (Vi)jes est
un recouvremernt fini de A par des ouverts de (A, d|ax4). ¢

% Exercice 1.6.
A= {u, /n € Stu{u}, ot u = limy, ,cones(tn)-
1) a) Démontrons que A est précompact,
Ve>0,AN €S, VneS:n> N = u, € B(u, 3¢
Onadonc: A C {un} U{tin,} U--- U{un,} U B(u. 3€[, o mi (1 < k < p) parcourt
Sn{1,2,...,N —1},et: diam{uy, } = --- = diam{up,} = 0 < ¢, diam(B(u, 3¢[) < &,
d’ot le résultat. ¢

b) Démontrons que A est complet. Soit (vp, Jne une suite de Cauchy de points de A (T° C N,
T infini). Les vy, sont : soit des up, p € S, soit u, chacun de ces points pouvant se retrouver — a
priori — un nombre fini ou infini de fois dans (v, )ner-

Deux points de A distincts : up, # Ug, (Po, g € S) o0 Uy, # U, Uy 7 U, NE peuvent pas
figurer simultanément une infinité de fois dans (v, )ner car, sinon, 1a suite ne pourrait pas étre
une suite de Cauchy. Donc, si un terme de A : uy, po € S, figure une infinité de fois dans
(Vn )ner- 1a suite est obligatoirement stationnaire, donc convergente, de limite ce point.

Sinon, au moins a partir d’un certain rang, 1a suite (v, )ner €St une suite extraite de (uy, )nes,
a I’ordre des termes pres, et a ceci pres qu’elle peut contenir des termes égaux a v intercalés en
nombre fini ou non : dans ce cas, de toute fagon, en utilisant I’Exercice 2.3 du Chap. III, la suite
{(Un)ner est convergente de limite u € A.

Donc A est complet, et A précompact et complet est compact. 4

2) Leraisonnement est a peu pres le méme que ci-dessus, sauf que dans le premier cas envisagé
Up, et Uy, sont deux valeurs d’adhérence distinctes de (vy, Jner-

Dans le second cas la valeur d’adhérence est 1a limite u. ¢

3) Soit (U; )ser un recouvrement ouvert de A. Ilexiste £ € I tel que u € U, quiest un ouvert :
donc il existe B(u, p[ C U,.
p > 0étantdommé AN € S, vne€ S:n> N = u, € B(u, p| Ue.
D’autre patt Uy, , - - ., Un, 00 {N1,-..,Mp} = SN{1,..., N — 1}, appartiennent chacun 3 un
Us,.etonadonc: A C (U;; U---UU,,) UU,, d’ ol un recouvrement fini de A par des U;. ¢

% Exercice 1.7.

a) Soit (¢n)nes, tn € A+ B, ¢ := Gy + by, O pour toutn € S a, € Aeth, € B, une
suite convergente dans F, de limite ¢ € F.

(@n)nes dans A compact implique qu’il existe a € AetT C S, T infini, tels que :
limg, ,c0.ner (an)n = a.

Mais alors :
limn—»oo,neT (bn)n = hmn—»oo,neT(cn — On)n = hm(cn) - lim(an) = c— qexiste;
comme b,, € Bpourtoutn € T C S, etcomme Bestunferméde E:c—a:=b€ B.Dou:
c=a+beA+ B ¢
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Soit u # O dans E, et soient A := {u}, B:={n.u /n € N*}: Aestun compactde E et B
estun fermé de F. A+ B = {(n + 1).u / n € N} est bien fermé, mais non borné, donc non
compact. ¢

b) Si A et B sont compacts, on considere (¢, )nes, Cn = Qn + by, 0, € A, b, € B.

A est compact, donc il existe ¢ € AetT C S, T infini, tels que lim, .coner(@n) = a.

B est aussi compact, doncilexiste b € Bet R ¢ T C S, Rinfini, tels que lim,, oo ner(by) = b
Dot : limy, eoncr(cn) = limp(an) + limp(b,) = a+ b € A+ B. (¢n)nes a une valeur
d’adhérence ¢ := a + b, et donc A + B est compact. ¢

¢) Dans R prenons : A := {n + % /n > 2}et B:={—n /n > 2}. Ces deux ensembles
sont fermés dans R (pourquoi ?).

Mais A+ B={n+ % —m [ netm > 2} contient la suite (n+%) —n= % qui tend vers
0¢ A+ B(carn,m > 1). A+ B n’est pas fermé dans R.

Dans R? on prend A := {(s, t) /s> 0etst =1} et B:= {(0,t) / t € R}. Ces deux
ensembles sont fermés dans R”;

Aestfermécar A = {(s,t) / s > 0}N{(s,1) / s.t—1 = 0}er{(s.t) / s.t—1 = 0} = p~}({0})
avec (s, t) = s.t — 1 continue.

Soit (s,1) +(0,#) € A+ B:5>0,t €R,st =11 € R 5> Ocarsi s = 0onne peut
pas avoir s.t = 1. Donc : (s,t) + (&', ) = (s, —}3— +tYyeC,ouC={(st)/s>0,tcR}
Réciproquement :
si(s,t) € C, on peut écrire (s,t) € A+ B car (s, t) = (s, %) +(0,t — %) Donc, A+ B=C
qui n’est pas un fermé de IR? (c’est par contre un ouvert. et donc on peut parfaiternent avoir :
fermé + fermé = ouvert). ¢

% Exercice 1.8.

Supposons A précompact. adh(A) est fermé dans (E, d) complet, donc est complet ; d’autre part
adh( A) est précompact [Chap. XIII, Prop.2.7 ] : adh(A) est donc compact. Soit alors (@, Jnes
une suite de points de A : Ja € adh(A),3T ¢ S, T infini, tels que : limy, ,comer (Gn)n = @
[Th. 1.2 (1.7)]. Donc (@n)ner est une suite de Cauchy dans adh{A), donc dans A [Chap. X1,
Prop. 1.1]. ¢

Supposons que de toute suite de points de A on puisse extraire une suite de Cauchy, et
démontrons que cela entraine la compacité de adh(A). Soit (b, )nes une suite de points de
adh(A). Vn € S,Fa,, € A tel que d(an, by) < & (A est dense dans adh(A)).

De 1a suite (a,,)nes de points de A on peut extraire (G, )ner, T C S, T infini, qui est une
suite de Cauchy ; comme adh{A) est complet : (a,)ner converge vers a € adh(A). Mais :
d(bp, a) < d(bn, a) + d(an. a) < % +d(ap.a) — . 0.

n—-oo0,ne

Par conséquent : de (by, )nes 0On a extrait une suite convergente dans adh{A), et adh(A) est

donc compact. D’oir : adh(A) est précompact, et donc également le sous-espace A. ¢

% Exercice 1.9.

On va démontrer que pour toute suite (., )nes de points de E convergente dans (F,d) ona:
( f(un))n g convergente dans (F, 6) [Chap. VIL, Th. 1.1].

(Un)nes étant donnde, avec limy, ,comes(un) = 4, on va démontrer que toute suite extraite
convergente de ( f (un))nE 5 converge vers une méme limite, & savoir f (u), comme de juste. Il
ne restera plus qu’a appliquer la Prop. 1.2.

Soit donc ( f(un))neT, T ¢ S, T infini, convergente versunv € F. Lasuitede E x F :
(un, I (u"))neT est donc convergente vers (u, v) dans I’espace métrique produit [muni de de.,
par exemple, ¢f. Chap. IX] . Mais, pourtout n € T': (un, f (un)) € G, quiest fermé, et donc :

(u,v) e G= {(w,f(w)) JwEE, = v= f(u). ¢
Comparez avec I’Exercice 2.2 du Chap. VIL.

% Exercice 1.10.

On sait que f(I) est précompact [Chap. X1II, Exercice 2.4] ; donc adh ( Fids )) I’est aussi [Chap.
X111, Prop.2.7], et adh (£(I)) fermé dans un complet est complet [Chap. XI]. Donc adh (f(I )
est une partie compacte de (F, d).
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On va démontrer que, par exemnple : limg ¢ ¢ <, (%) existe, ce qui revient & prouver que pour
toute suite (7 )neN avec T, < to pour tout o € N, vérifiant lim (7,,) = fo,ona: lim ( f (Tn))n
n—o0 n—-o0

existe [c¢f. Chap. IX, §3]. D’apres la Prop. 1.2, il nous suffit de prouver que ( f(T"))neN n’a
qu’une seule valeur d’adhérence : ¢’est pour pouvoir appliquer cette Prop. qu’on a démontré
préalablement que adh ( f(I )) est un compact.

Supposons, raisonnement par contradiction, que ( f (T"))neN posseéde deux valeurs d’adhérence
distinctes a et b : il existe S et T parties infinies de N telles que limy_comes ( f (Tn)) =q#
b = iy, ooner ( f(T,,)). Posons p = 1d(a,b) > 0. Axiome d’ Archiméde : il existe IV entier
> 0tel que Np > C (C est la constante de I’énoncé), Vi € S;n > N : f(r,) € B(a, p| et
YmeT,m>M: f(tm) € B(b,pl, donc : d[f(n); flTm)] = p > 0sin € S;n > N, et
meT,m>M.

1l est clair qu’on va appliquer la méme méthode que pour prouver que f(I) est précompact
dans I’Exercice 2.4 du Chap. X1II. On peutextraire de 1a suite (7;, ) neN une suite (75, Ypep, £ C N,
R infini, qui est stricternent croissante (on garde 0, puis le plus petitindice ¢ tel que 7; > 7o, le
plus petit indice j tel que j > i et 7; > 73, - - - , I'existence étant assurée a chaque fois par la
convergence vers t, par valeurs strictement inférieures).

C’est sur cette suite extraite strictement croissante qu’on fait le raisonnement expliqué ci-
dessus, i.e. qu’on prendra S C Eet T C R. On considére a présent la suite construite comme
suit, ce qu’il est loisible de faire car S et T sont infinis :

Tny (M €8) < Ty (N €T) < Ty (N3 € 5)

<o < Ty, (Mo €T) < Ty, (Magn €5) < --- <y,
qu’on remumérote : sg < 81 < S < --- et on applique ’hypothese faite sur f ;
N-1
>~ d[f(sina), f(s:)] < C, d’une part, et > Np [car d[ f(si1), f(s:)] 2 pl.
2=0
Comme Np > C : contradiction ! ¢

On procéderait bien siir de méme pour la limite a droite.

Les applications [, 8] — FE vérifiam I'inégalité¢ de 1'énoncé portent le nom d’applications a
variation bornée (on voit a peu pres pourquoi d’apres la définition méme). Ces fonctions sont
importantes en théorie de I'intégration (intégrale de Stieltjes).

Ce que nous venons de démontrer, c’est que — dans un cadre général — les applications a
variation bornée sont des applications réglées (i.e. limites dans Boo{[cx, 8], E') d’une suite de
fonctions en escalier). Mais il faudrait prouver que f réglée <= Vi, € [, 8] : limsgy,e<to f(E)
et limg 4, ¢5¢, f(¢) existent . . . Ce qui n’est pas spécialernent difficile, mais il faut bien s’ arréter
quelque part, méme si 'on n’en a pas envie. Les applications a variations bornées définies ici
sont bien les mémes. quand E = R, que celles définies dans le Chap. IV ; cela aussi resterait 2
prouver . . .

% Exercice 2.1.

Soit (vn, )nes une suite de pointsde f{ A). Pourtoutn € Silexisteun, € A (pas obligatoirement
un seul) tel que f(un) = Un. {Un)nes €st une suite dans A compact, donc il existe u € A et
T c S, T infini, tels que : limpconer(tn )n = u. Puisque f est continue, d’aprs le Th. 1. 1
du Chap. VIL, on a : lim,_,coner (f(un))n = f(u), soit : limy comer(Vn)n = f(u) € f(A).
Donc, de 1a suite (v, )nes On a extrait une suite convergente dans f(A), et f{A) est compacte
parle Th. 1.2 (1.7). ¢

% Exercice 2.2.

1 suffit de prouver que f~! : f(E) — FE est continue, ce qui équivaut  ; pour toute partie
fermée G dans E,ona (f~1)"1(G) = f(G) est une partie fermée de f(FE).

Mais G fermée dans F compact est compacte [Prop.3.4 du Chap. XIII], et d’aprés le Th. 2.1
(ou bien IExercice ci-dessus) : f(G) est compacte dans f(F). donc fermée dans f(F) [Prop.3.4
du Chap. XIII]. ¢
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% Exercice 2.3.
Soit K le cube de Hilbert sous-espace métrique de E]%{, et soit C «1’autre » cube de Hilbert :
[—1, +1]N, muni de 1a distance d[(s;):, (t)i] = Z‘; % X 7 f];i‘ il

Soit ¢ : C — K l'application qui & v = (sy,82,---,8i,...) € C fait correspondre
v=pu)={(6,%&,---.&,...) E K,avec § = %'Si pour tout ¢ € N*,

o0
I application est bien définie, car Vi : |&| = ;1.|s.i| < —11— et Y |&|* converge : p(u) € K.
i=1

Vérifions que o est bijective.

o(u) = p(v) <= (51, ... 84, ...) = (8], ..., 8, ...)
SVieN:ly=1ld e VieN =8 £0<u=0":

donc ¢ est injective.

Soitv = (&,...,&,...) € K,etposons s; = i.§ : |s:| = i.|&] <@ x %— = 1 pour tout
i € N*, (définition de K ) etdonc u = (s1,...,5;,...) € C,etona:

plu) = (}-1.6,3-26,...,1i&,..)= (& &, -, &, ..)=v

Donc ¢ est surjective.
Nestclairque: v =(&,...,&,...) E K —u=(L4,2&,...,i&, ...)=veC.

D’aprés le résultat de 1'Exercice précédent, si nous démontrons que ™! est continue, nous
aurons terminé, car nous savons que K est compact. Nous aurions pu, d’ailleurs, nous dispenser
de prouver que C' est compact ; on aurait le résultat maintenant, en prouvant que C et K sont
homéomorphes. Mais la démonstration de la compacité de C' avait un intérét pédagogique non
négligeable.

Soit vo = (&)ien+ quelconque ; on va démontrer que ¢! est continue en vy, Soit :

Ve > 0,37 >0,V € K : dp(v,v) <1 = dcfp ' (v), o {w)] < e, avec:
fore] Pore) . . +0

d2 _ 292 et dp! —1 =1 li.& —i.6] ]
82(U7'U0) ;'5 £1.| C[()O (’U))()O (’UO)] ’; 2t 1 +|1’€i_1"€z|

On a, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz relative aux séries :

o) . - 0 (o) . 102
1 llfi — .8 i/2 0

- X - . = ; X6 —&;
D S en vy Py ) Rl

< % a _,,112)'51221 & |)5] v [g [& — 5?|2] 12

0 11/2
< [Z %—] e (v,v0) = Mdp(v,00) < &
izl
si’onprend : = ﬁ .

Nota : On a majoré par 1.

1
w o (+il&—&l)

La série 51’5; qu’on a posé égale 2 M? > 0 est bien convergente car (par exemple), on a :
i=1

lim %’ﬁi = % < 1 (jai calculé, un jour, que M = ,/%(%, mais je ne parierai pas 10° $ sur
nooo U7
cela...). ¢

Finalement ! est continue, et donc ¢ égalemem d’apres 1'Exercice précédent : ¢ est un
homéomorphisme de C sur K.

Du point de vue de la topologie générale, C et K sont deux objets identiques, d’ ol le méme
nom de cube de Hilbert » donné a ces deux obijets.

% Exercice 2.4.

a) Puisqu’une isométrie est injective, il suffit de prouver que f est surjective.

On va raisonner par contradiction et supposer que f(E) # E.

Soit alors uy € E\ f(E) # 0; on définit u,41 = f(uy) pour n > 1. Pour tous p, ¢ € N*,
p>q:
d(up, ug) = d[f(up1), fug1)] = d(up_1,ug—1) = d[ f(up_2), f(ug 2)]

= d(up-9,ug2) = --- = d(up—(q—l)7 ur) = d[ f(up-q), w]-
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E étant compact, f(E) I'est aussi car f est continue sur £ (isométrie), d’apres le Th. 2.1. Donc
f(E) est fermé dans E [Prop.3.4 du Chap. XIII],etu; ¢ f(F) donned(ul, f(E)) =a>0[on
saitque d(u1, f(E)) = 0 <=> u € adh(f(E)) = f(E): Chap.T]. Comme f(u, o) € f(E):
0 < a < d[f(up—q), ] et, par conséquent : d(uy, uq) > o > 0.

Donc, de la suite (u,),>1 on ne peut extraire aucune suite de Cauchy, et par conséquent,
aucune suite convergente. Cela est en contradiction avec le fait que F est compact [Th. 1.1
(1.2)]. Donc f(E) = E, et f est bien surjective. ¢

b) E = R" euclidien, par exemple, mais tout marche aussi bien avec (F, || - ||} un e.v.n. de
dimension finje.

Soit z un point fixe de f : z = f(z), et soit B = B(z, p| une boule fermée de rayon p
arbitraire. Soitv € B : d[f(v), z] = d[f(v). f(z)] = d(v, z) < p, et donc, f(v) € B. Donc, f
applique le compact B dans lui-méme, et par conséquent, d’apres a) : f est un homéomorphisme
de B sur B.

Soita présentu € R™ arbitraire ; on considére B,, = B(z, d(z, u)+ 1] qui contient u. D’ aprés
ce qui précede, il existe un antécédent v’ de u dans B, soit v’ € B, tel que f(v') = u. f est
donc surjective. ¢

Par exemple, toute application linéaire A : R™ — R™ posséde un point fixe, puisque A(0) = 0.
Donc les isométries linéaires A : R" — R™ sont toutes surjectives.

Ce résultat est faux si I’on remplace R™ par un e.v.n. de dimension infinie, comme le prouve
I'exemple simple suivant.

©) Soit f : £°° — £ définie ainsi :

F€,60,8,. - &y ) =(0,6,6, 8, ., 6ny - )

f est une application linéaire (évident), non surjective puisque les suites de la forme
(&,&,...,6&, . ..) avec § # 0 ne peuvent manifesternent pas avoir d’antécédent.

[~ = f(£~) @ [er], ot &g = (1,0,0,...)].
[ estisométrique :
£ 8- s 8y Moo = 1100, &1, &2, - -1 &my - - oo = SUPes [éal
= ||(€l; 527 fee 7€n) .. )"oo ¢

% Exercice 2.5.

a) Soient et v arbitraires dans E; on pose : uy = f(u), v = f(v), unp1 = flun),

Unt1 = f(vn) pourn > 1.
(tn)n suite de points d’un espace métrique compact admet une valeur d’adhérence u € FE, i.e.
qu’il existe S ¢ N”, S infini, tel que : limy, oo nes(tn) = u.
Pour tout 7 € N*ettout k € N*,ona:
d(u, ux) < d[f(u) fluw)] = d(u, uria) < d[ f(w), f(ur)] = d(uz, uky2)
- < d(un 1,Unik-1) < d[f(Un-1), f(Unik-1)] = d(un, unik)
< d(un, ) + d(u, Unik)-

Mais:Ve > 0,AN e S,\¥ne S:n> N = d(u,,u) < 1e,d’ou:

d(u, u) < d(un,u) + d(u, Unik) < 16+ e = g, pourtout n € Savecn > N, et tout k tel
quen+keS.

Considérons maintenant (v, )nes : il existe (F compact) 7' C S, T infini, et v € F, tels que :
limy, oo ner(Vn) = v, SOt :

Ve>0,AM eT,Wne€T:n>M = d(v,,v) < ie

D’autre part, exacternent comme ci-dessus avec ty, et u : d(v, vg) < d(Un, V) +d(v, vnix) < €
pourtoutn € T,n > Mettoutktelquen + k € 7.

Par conséquent, pour tout n € T, n > max{N, M},etpourtout k € N*telquen+ k € T,
on a les deux inégalités établies ci-dessus 2 la fois. Donc, pour tout £ > 0, il existe un m = m,.
(dépendant bien stir aussi de et v) tel que : d(u, um) < et d(v, vm) < e. ¢

Remarquons que, du raisonnement effectué au début, on déduit aisément que f( F) est partout
dense dans I : soit eneffet u € E et £ > 0 arbitraires ; il existe m € N* tel que d(u, u,) < €
et Uum = f(um-1) € f(E), d’ot ce résultat utile plus loin. ¢

A présent, pour tous u,v € F, etpourtout £ > 0 :

d[f(u), f(v)] = d(ur, v1) < d[f(w), f(v1)] = d(us,v2) < - < d(um,, U, )
< d(Ume, u) + d(u, v) + d(v,Vm,) < e+ d(u,v) + € = d(u,v) + 2,
ce qui implique (¢ arbitraire) : d[f(u), f(v)] < d(u,v), et donc avec I'inégalité de départ :
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d[f(u), f(v)] = d(u,v). f estdonc bien une isométrie de E dans E. ¢
b) On pourrait maintenant utiliser I’Exercice 2.6, mais c’est inutile car : f(F) est partout
dense, et, f étant continue sur F (isométrie) on a : f(E) est compact dans E, donc fermé dans

E ; par conséquent. adh( f(E)) = E = f(E) : f est bien surjective.
Une isométrie surjective de E sur F est clairement un homéomorphisme de E sur lui-méme . ¢

% Exercice 2.6.
On a toujours, sans hypothese sur f, F, : f (ﬂ F,) c ﬂ f(Fy);eneffet :

oo =1

'uef(ﬂ F,) = v= f(u)avecu € ﬂFn,pourtoutneN* u € F,, donc

oo n=l

flu) € f(F ),etdonc: f(u) =v € ﬂ F(Fn). ¢
Si E est compact et (F,, )x, decrmssante [Vn € N*: F,;; C Fpl,avecVn € N*: F, # 0, on

sait [ ¢f. Exercice 1.3] que ] F, ;é {0, et donc (pour f quelconque) :

n=1

(ﬂ F ) # () est contenu dans ﬂ F(F,) qui est # @ par conséquent.

Soit, 3 présent, v € ﬂ f(F,) # 0. On veut démontrer que v € f(ﬂ K )

n=1 =1
c’est-2-dire : v = f(u) avec u € ﬂ F,.

On a, pourtoutn € N* : v € f(Fn), soitv = f(u,) avec u,, € F,. La suite (u,), oy~ dans
E compact admet [Th. 1.2 (1.7)] une valeur d’adhérence u € F : il existe S ¢ N*, S infini,

tel que : limy, ,c0,nes(Un)n = u. f étant continue : lim,, ,cones (f(un))n = f(u), et f(u) =v
puisque f(u») = v pour tout n € N*.

[oe]
Si I'on démontre que u € ) F,, on a fini.

n=1
Soit p € N* un entier fixé. Pour tout n > p on a — (F,) étant décroissante — u,, € Fp, en
particulier pour tout nn € S, et puisque Fy, est fermé : lim,, ,cones(Un)n = u € Fp.

[oe]

Cela pour tout p € N*, ol - u € [] Fp, et le résultat. ¢

p=1
Si E n’est pas compact, on trouve facilement un contre-exemple :
= [1,+o0|, F, := [n,+o0[, f : E — R, t +— c (fonction constante égale 2 ¢). F;, # 0 et
(o]

(F,) est décroissante, f est continue. [} F,, = 0. et f(0) = 0, tandis que f(F,,) = {c} et
oo n=1

N f(Fn) ={c} #0.

n=1

% Exercice 2.7.

D’apres le Th. 2.2 ona : ilexiste a € E tel que inf,cp f(u) = min,ee f(u) = f(a) > 0.
Posons @ = f(a);ona:Yu € E: flu) > a> 0.+

On peut donner comme contre-exermple :

E :=[1, 4o et f(t) := % > Opour toutt € E ; mais : inf,.p f(t) =

% Exercice 2.8.

a) Prenons (uy,)nes une suite de points de F' convergente de limite v dans E : f(uy,) = up
pour tout n € S'; comme f est continue sur F :

limy, o0,nes (f(un))n = f(u),

etdonc : f(u) = limy, eones(Un)n = u. Donc u € F qui est fermé dans F. ¢

b) Posons : h(u) = d[u, f(u)] : b > Oet—puisque F' = 0, i.e. f(u) # upourtoutu € F—
ona: h(u) > 0sur E compact. h composition d’applications continues est continue sur F, et
donc, en appliquant I’Exercice précédent : do > Otel que : h(u) = du, f(u)] = a > 0. ¢
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% Exercice 2.9.

a) Posons : h(u) i= ‘%(% pourw € S = S(0,1) = {u € E / |Jul| = 1}.
f ne s’annulant pas sur S, la fonction k est continue sur S [en fait, elle est continue sur E'\ {0}.
Comme dim(E) < oo, la sphere S est compacte (comme fermé borné), et donc b atteint
effectivernent ses bornes inférieure et supérieure sur S :

Juy € SetIu; € Stels que : inf,c5 h(u) = h(ug) = min, s h(u)
et : sup,es P{u) = h(w) = maxucs h(uw).

h(up) > 0 car g(ug) # 0: onpose ¢ := h{ug) et C := h(u1).

On adonc pourtout u € S': ¢ < h{u) < C, soit : ¢ f(u)| < |g{w)| < C|f(u)).

Pour z = 0: f(0.u) = f(0) = 0. f(u) = 0, de méme pour g : la double inégalité subsiste
pour u = 0.

Pour tout u € E \ {0} : Tﬁ“ € Set,donc : c|f(”—zﬂ)| < |g(||_11jﬂ)| < C’|f(”—zﬂ)

el e f)] < | e < Cl i)
— ol f(u)| < |g(u)] < C|f(u)| pour tout u € E'\ {0}.
Finalement, I’'inégalité est valide pour tout u € E. ¢
Application : On prend f(u) := |Ju|| et g(u) := |||u||| deux normes quelconques sur E. Les
propriétés sont vérifiées avec & = 1. On retrouve le fait fondamental que, sur un e.v.n. de

dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. ¢
P
b) On définit sur KP les fonctions : f(Aq,.... Ap) = Y_ | Xi|? (carté de la norme euclidienne

P
sur KP), et g(A1, ..., Ap) = ”Z)\,u,
i=1

avec o = 2 (les propriétés de f et g sont vérifiées). ¢

©) (ii) est vérifiée, sinon pourun v # Oona A(u) = Oet (A(u)|u) = (Olu) =0 = u = 0.
On applique a) aux fonctions E — R : f(u) = ||ul|® et g(u) := (A(w)|u); g est continue
comme composée d’applications qui le sont, et :

VYA > 0: g(Aw) = (A u)|Au) = MAA(w)|u) = Ng(u) :

a=2pour fetg. ¢
Exemple : A € L(E). +

En dimension infinie, ce résultat est faux. Prenons E = £ et A € L(E) définie par :
Alu) = A&, 6,63, bny o) = (76, 360, 368, - 26n, - ).

Ona: |[Allz@) = 1 [Exercice 1.1 du Chap. X].

(Aw)|u) =" Fénbn =D L& > Opouru # 0.
n=1

n=1

,dou:

2 =
; le résultat cherché est une simple application de a)

(o] (o]
Mais onn’apas (A(u)|u) > allul? pourvna > 0: )" L& > o )" &2 entrainerait: L > o > 0
n=1 n=1

pour tout n € N* : ¢’est impossible. ¢

% Exercice 2.10.
Ecrivons (1) et (2) [pour un e.v.n. quelconque] :
M) YweEWEeEE:|u|=v|=1etuv#v = |5(u+v)| <1,
2 .Ve€]0,2],d0 >0,Vu € E\Vv €E : |lul| = vl =let|u—v| > ¢
= [3(u+v)]| <1—qe..

Nous appellerons (1) propriété de stricte convexité, (SC), et (2) propriété de convexité uniforme,
(U0).

Notons que [[ul| = [[v]| =1 = [lu—o| < [[ull + [[v]| = 2, et [|u — (—u)|| = 2 : cela pour
expliquer |0, 2] dans (2).

Notons aussi que u # v peuts’écrire |[u—v|| > 0, 0u|lu—v|| > & > 0.etque || (u+v)|| < 1
peut s’écrire || (u +v)|| < 1— a,0na > 0.

Apres ces remarques triviales, (1) ressemble pas mala (2) ...

Notons S = 5(0, 1) 1a sphére unité de F, et réécrivons (1) et (2) sous la forme :
(8C) Ve €]0,2,V(u,v) € S xS, = e >0

lu—vll 2 = [l3u+ V)| £ 1—0upe
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(U0 VYee€]0,2],3a=a.,Y(u,v)€SxS:
i —vl > e = Ii@+v)l <1-a.

Il est bien clair, avec cette nouvelle écriture, que (UC) = (SC) : (UC) est «uniforme »
par rapport 2 u et v, ¢’est une propriété a priori plus exigeante (a posteriori aussi d’ailleurs !).
Remarquons qu’il est possible d’envisager une propriété intermédiaire :

(LUC) Ve €]0,2],Vu € S,da,,c > 0, VvES
lu—v[>e = [Hu+v)] <1 cu.

(L pour ¢ localement », cette notion est distincte des deux autres). Toutes ces notions relevent
de la géométrie des e.v.n, qui étudie la « forme » des boules et son incidence sur les propriétés
dese.v.n. ¢

Apres cet encart publicitaire (gratuit) au bénéfice des géometres des e.v.n, revenons a notre
exercice. (1) implique clairement que ne sont pas (SC) les e.v.n. qui contiennent un segment sur
leur sphére unité, puisque dans ce casona u, v € Set 5(u+v) € S (inilieu du segment). Ainsi
(B2, |- [I) et (R?, ]| - [loo) me sont pas (SC) [dessin ! el £= (et L', L*) ne sont pas (SC) ; ¢o et
¢, Coo( K, F) (K compact) non plus. Par contre, (R || - ||,,) est (SC) pour p € |1, oo, de méme
pour /P et LP,

Le cas préhilbertien (réel pour simplifier) est facile A régler : on va prouver que (E (|- ))
préhilbertien réel est (UC) quelle que soit sa dimension.
On part de I'identité du parallélogramme [Chap. II, (5. 9. 1)] :
llu+ v + |[u— v||? = 2||u||® + 2||v]|* = 4 pour u, v € S
= l3uto)lP =1-{llu—v* = [3u+v)l < /1= fllu—vl?

Siflu—vl|>e:|[3(u+v)|| </1—2e2=1—[1-4/1—1€];donc:
o =1— Ml—ie?

C’est la meilleure constante possible (on a procédé par équivalences).

Notons que ce sont les valeurs « petites » de £ qui sont intéressantes ; poure << lona:
e~ 1—(1—3xie?) =1%o

Démontrons que si dim(E) < coona:

(1) <= (2), i.e. (SC) <= (UC), soit (SC) = (UC).

Remarquons que (u,v) € S x S, u # v peut s”écrire (u,v) ¢ A, obt
A = {(w,w) [ w € S}estladiagonalede S xS ;et|u—v| > e signifie que (u, v) n’appartient
pas 2 la «diagonale épaissie » A, := {(u,v) € Sx S [ |lu—9|| <&}

Soitp : S x S — R, (u,v) — ¢(u,v) = ||u—v|| ; @ est continue car :

[lle— ol = llwo — woll | < llu —v — (uo — vo)ll < llu — oll + llv — ol
< 2max{||lu — uol|, lv — wol|}-

Donc A, = ¢ !(]—o0, €[) est un ouvert de S x S. Son complémentaire dans S x S :
D, := {(u,v) € S xS/ |lu—v| > e} est fermé dans S x S; comme S x S est compact (S
est compacte car dim(FE) < oo) : D, est compact.

Soitaprésent f : D. — Rdéfinie par f(u,v) := 1—|[5(u+v)|; f(u,v) > Osur D, par (1),
et donc il existe (f continue, Th. 2.2) (ue, ve) € D, telque inf(, vyep, f(u,v) = f(ue, ve) > 0.
Onpose : a. 1= f(ue, ve).

Y(u,v) € De : f(u,v) > o, soit 1 — ||3(u +v)|| = ce > 0.
Le résultat (SC) = (UC) lorsque dim(FE) < oo est démontré, +

% Exercice 2.11.

Propriété (1)
Dans (v) 1a réponse est NON. 11 suffit de considérer I’exemple simple :

A:={(s,t) /s>1,t>0,st=1}et B:={(s,0) / s > 1} [dessin !].

A et B sont fermés dans R? euclidien ; (s,t) EANB <=1=0,s > 1,s1 = 1, impossible,
donc AN B = 0.
Vn>1:a<d(n2),(m0)]=y/n-nf+(E-02=2 — a=0+
Considérons maintenant le cas (iv) : A compacte, B fermée, ANB = (.Va € A :d(a, B) > 0,
sinon [Chap. I] @ € adh(B) = B, impossible puisque AN B = {.
Soit f: A— R, a — f(a) = d(a, B).
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f est continue sur A car |f(a) — f(a')| = |d(a, B) — d(a’, B)| < d(a.a’) [Chap. I]. A est
compacte et f est > 0 sur A, donc, d’apres I'Exercice 2.7, il existe 8 > Otel que f(a) > 3 >0
pourtout g € A.
Par conséquent : inf,c 4 f(a) = infocad(a, B) =d(A,B)=a>[>0.¢

La réponse a (1) est donc OUI dans les cas (i).(ii),(iii),({v).

Propriété (2)
Cas (i). Considérons ¢ : B — R, b — g(b) = d(a,b); g est continue sur B car
lg(b) — g(¥')| = |d(a,b) — d(a,b')] < d(b,b'). Puisque B est compacte, il existe d’apres le
Th. 2.2 un b € B tel que infpep g(b) = minyep g(b) = g(b).
Et: infpe p g(b) = infrep d(a, b) = d(a, B) = d({a}, B) = d(4, B) = a = d(a, b).
La réponse 2 (2) dans le cas (i) est donc OUL ¢
Cas (jii). On reprend la fonction f définie ci-dessus : f(a) = d(a, B) qui est continue sur le
compact A. Donc il existe @ € A tel que
R infaca f(@) = minges f(a) = f(a) = d(a. B).
@ ¢ B puisque ANB ={.
Maintenant, d’apres le cas (i). il existe b € B tel que d(a, B) = d(a,b) = a.
Finalement. la réponse est QUI pour (2) dans le cas (iii). Le cas (i) enest un cas particulier, quand
A={a}. ¢
Cas (ii). La réponse a (2) est NON, ce qui n’est pas €vident : on trouvera un trés joli exemple
dans le Chap. XVII. Voici un autre exemple plus simple.
Dans (£, || - ||e), On considere les suites u, = (0,0,...,0,1+ %, 0,...),n > 1, etonpose :
A= {un [ 121} |lunllec = 1+ & < 2: Aestbomé car A C B(0.2).
A est fermé car constitué seulement de points isolés ; eneffet : Vp, ¢ > 1,p < ¢q:
lltp — tglleo = (0,10, 14+ 2,0,...,0,~(1 + $).0,.. )Jlo = 14+ & > 1 (on ne peut
extraire de A aucune suite de Cauchy, donc aucune suite convergente).

Calculons, pour 0 = (0,...,0,...):
d(0, A) = inf e 10 — unfloo = infpere [[tnlloo = infpere {1+ 2} = L.
Mais il n’existe pas de suite u, telle que 1 = ||0 — upleo = 1 + % .

D’ot1 le contre-exemple cherché. ¢
Cas (iv). La réponse 2 (2) est NON, car le résultat est déja faux pour A = {a}.
A fortiori 1a réponse 2 (2) est NON dans le cas (v). ¢

Consignons les résultats obtenus dans un tableau ot A et B désignent des fermés non vides
d’intersection vide :

(1 d(A.B)>0 (2) d(A, B) = d(a,b)
(i) A = {a}, B compact 1018) | oul
(it) A = {a}, B fermé oul NON
(iii) A compact, B fermé OuI oul
(iv) A compact, B fermé 018] NON
(v) A fermé, B fermé NON NON

Cas onl E est un e.v.n. de dimension finie.

On va démontrer dans cette situation que 1a réponse i (2) est OUI dans le cas (iv), et donc dans
tous les cas, sauf (v).

Considérons les ensembles suivants, qui sont des ¢ élargissements de A » [faire un dessin] :
Vp>0:V,(A)={uveFE/du,A) <p}

Siu € A:d(u,A) = Oet,donc : A C V,(A) (V,(A) est la boule fermée généralisée
B(A, p)).

Soith : E — R, u — h(u) = d(u, A) ; C’est une fonction continue (contractante !). On a :
V,(A4) = h7}([0, p|) qui est donc fermé. Des que A est borné, il en est de méme de V,(A) ; en
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effet si u,v € V,(A) : d(u, A) < p, d(v, A) < p, et pour tout € > O il existe u, € A, ve € A
telsque: lu — uel| Ldw.A)+e<pt+e|lv—v <dw,A)+e<p+e

Dot : d(u,v) < d(u, te) + d(ue, ve) + d(ve,v) < p+ £+ diam(A) + p+ € < .

Par conséquent, V,(A) est une partie compacte de .

Remarque : Si dim(E) = oo, pour tout ¢ < p: h7'([0, o[) C V,(A) est un ouvert, et donc
V,(A) qui possede des points intérieurs ne peut pas étre compact [cf. Chap. XTII].

Prenons p = d(A, B) + 1 = a4+ 1. BN V,(A) # 0, sinon d( A, B) ne serait pas la distance
de A a B. B fermé dans E et V,(A) fermé dans E = B N V,(A) est fermé dans E, donc
dans V,(A), et, fermé dans le compact V,(A), c’est une partie compacte (de E, ou de V,(4),
c’est pareil).

Soit 2 présent b € Belque b ¢ V,(A) : d(b, A) > d(A, B) + 1 > d(A4, B), implique :
a = d(A, B) = infpep d(b, A) = infoepnv,(a4) d(b, A) : on est ainsi ramené au cas (iii). Donc
1a réponse 2 (2) est OUI pour (iv). ¢
Cas particulier : dim(E) est quelconque, mais B fermée est contenue dans F' sous-espace de
dimension finie de E, et on considere le cas (ii).

Soit a € FE arbitraire. le raisonnement est le méme que ci-dessus en considérant :

BnNB(a,d(a,B)+ 1] =C CF.
C est compacte dans F', donc aussi dans E, et d(a, B) = d{a, C), onconclut par (i). La réponse

2 (2) est OUL
Une autre méthode aurait consisté a se placer dans le sous-espace vectoriel de dimension finie
engendré par £ et @, et a conclure par le cas dim(E) < co. ¢

Remarque : On a des contre-exemples ties simples en prenant pour espace métrique Q muni de
la distance induite par R usuel.

(1), cas (i) : on prend A := |—o0, V2| et B := |/2, +-00[; ce sont des parties fermées de Q
(A =]—00,v2| NQ), telles que AN B = () ; mais ona d(A, B) = 0.

(2), cas (i) : A := {0} et B :=|1/2, +o0[ sont des parties fermées de Q. d(0, B) = /2, mais
pourtout{ € Bona:d(0,t) =t > V2.

Les exemples donnés dans le corrigé sont plus compliqués, mais ils se situent dans des e.v.n.
(R? et £°) complets, et ils apportent donc plus ; ils sont en quelque sorte « optimaux ».

% Exercice 2.12.

Soit f : [, 8] — Eg4 une application continue ; d’aprés le Théoréme de Heine, elle est

uniformément continue. Soit :
Ve>0,3n > 0,Vs,t € [a,b] : |t — 5| < = d[f(s), f(})] <=

On considere Coo([ev, ], Eq) comme un sous-espace métrique de Bo([c, 5], Ea), et on va
démontrer en faitque £([«, 8], Eaq) (fonctions en escalier) est dense par rapport 2 Coo ([, B, Ea).

Soitun découpagety = a <ty <ty < -+ <# < --- <1, = fde [a, [, assez fin pour que
MaXo<i<n-1 [tir1 — 1| < 7. On considere alors I'application en escalier suivante (qui dépend de
€ via 7, via la condition sur la taille du découpage) :

g(t) := f(t:;) pour tout ¢ € [, tipal, i = 0,1,...,n — 1, et g(t) := f(in_1) pour tout
1 € [tn_1, tn] (faire un dessin).

Soitt € [a, f] arbitraire : ¢ appartient 2 I'un des intervalles considérés, [¢;, t;,1[ pour fixer les
idées, et sur cet intervalle : d[ f(t), g(t)] = d[f(t), f(t;)] < e.cart—t; <n.

Dol : doo(f, 9) = SUpa<t<p d[f(t), 9(t)] < &, et le résultat. ¢

% Exercice 2.13.
Méme raisonnement que dans 1"Exercice précédent, on écrit :
Ve> 0,3 > 0,Ys,t € [0, ] : [t — s| < = d[f(s), f(O)] = [l f(s) ~ D < 3e.
On va prendre ici pour g I’application affine par morceaux continue joignant le point (t,-, f(t,-))
au point (t,-H, f(t,-H)) pour 0 < i <7 — 1 [dessin!].
Sur [t;, tix1] 1 g(2) := ta + b, ot a, b sont des éléments de F 4 détermirer.
f(t;) =t;a+bet f(t;41) = tiy1a + b donnent

azw,et:be(ii)‘tixﬂtizl_:utfiﬁl

ti+1 - t’i
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pron: g(t) = (¢ — ) LB =B 4 p) pour € (1, i)

Vi€ o, B],35,0< j<n—1:t€[tj,tj]et,donc:
17) ~ 9Ol = || £ — f(t) — (¢ t-)—i——t—Lf G =)

<@ — 1)l + —-—’—llf(tm) — G < je+je=c¢

[ona maJOIe L——tL par 1], etdonc :
J

I/ = gllo = suPasecp /() — g(t) < &
Une autre fagon de dire les choses consiste a dire que le sous-espace vectoriel des fonctions
continues affines par morceaux A([c, (], E) est dense dans I'espace Coo([cv, (), E). ¢

% Exercice 3.1.
On va démontrer que Ve > 0,31 > 0,Vf, € A(i.e. Va € E),Vu,ve E :
lu—vll<n = |fa(¥) = fa()| = flu—a)— flv—a)l <e
c’est-a-dire que A est en fait équi-uniformément continu sur E.
Ecrivons que [ est uniformément continue sur E ;
Ve> 0,30 >0,Vu,ve E: lu—v| <8 = |f(u) - f(v)]| <&
Mais lu —v|| <<= |[(u—a)— (v—0a)|| £ = |f(u —a)— f(v—a)| < e Nsuffit
donc de prendre 1 = 6 pour avoir le résultat cherché. ¢

% Exercice 3.2.

On va appliquer le Th. d’ Arzela- Ascoli, version 2 puisque E = Ceo([cv, 8], R) est complet ;
avec les notations du Th : (E, d) := [¢, 8], (F, 6) := Rusuels, H := A(X).
On va démontrer :
) Vs € [, 8] : [AX)(s) = {[A(NH](s) / f € X} est d’adhérence compacte dans IR soit —
simplement : Vs € [a, 8] : [A(X)](s) est borné dans R, et
(if) : A(X) est équicontinu sur [a, ).

DOVfe X |flleo <M, ot M réel > 0, car X -est bornée.
Donc, Vf € X,Vs € [, [ :

I

el
AWDI(s) < / K (s, LSO de < | lleo / |K(s.8)| dt < m.M, od Pon a pose :

8
m(s) = / |K(s,t)| dt =réel > 0. ¢
En fait m(s) est une fonction continue de s € [«, ], et donc :
m(s) < Maxa<ys<gM(s) = m < oo.
{l[A(N))(s) / f € X} est borné dans indépendamment de s, ce qui est plus que demandé. ¢

(i) K continue sur [c, (] X [, 5] compact est — Th. de Heine — uniformément continue, d’ot
Ve > 0,30 > 0,Y(s,t) € [o, 8] % [a, B, (&, 1) € [a, 8] x e, 6]
|s— & <netlt —t| <y = |K(s,t) — K(5.¥)| <&
d’oti I'on déduit :

LAUI() — LADIE) = | / (K (s, 1) — K(,0)]- /(1) d
< ||f||°o/ |K(s,t) — K(s,t)|dt < e M.(B— &), soit :

Ve > 0,3 > 0,Vs € [0, B],Vs Ga[a,[i’],Vf € X : |[ANI(s) = [AN(S)] < g et donc
A(X) est équi-(uniformément)-continu. ¢

Finalement : adh[A{X)] est une partie compacte de E = Coo([r, £], R). ¢

% Exercice 4.1.
Pourtoutu € A, F étantlocalement compact, par définition, il existe un voisinage compact V,,
de u. (int(Vu))uE 4 constitue un recouvrement ouvert de A. A étant compact, il existe uy, . . . , up

(un nombre fini de points) tels que (int(Vui )) 1<i<p €5t U recouvrement ouvert fini de A.
Posons V := | J,; <o Vi, - V est compact comme réunion finie de compacts.
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U:=U 1<i<p int(V4,,) estun ouvert (réunion finie d’ouverts) qui contient A (recouvrement) et

qui est contenu dans V (car int(V,,;) C V,,.).

Donc V est un voisinage compact de A. ¢

On en déduit, si I’on veut, que dans tout voisinage de A on peut trouver une boule généralisée
B(A, p| d’adhérence compacte.

En effet, d’apres le Probléme 1 du Chap. VI, il existe p > 0 tel que B(A,p] C V, et
adh(B(A, p|) € adh(V') = V est fermée dans V' compact, donc compacte. ¢

% Exercice 4.2.

Soit U un ouvert de F localement compact. Pour tout u € U, il existe une boule fermée
B(u, p| compacte (cf. cours). U étant ouverte, il existe o < ptel que B(u,o] C U.
B(u, 0] fermée dans un compact est compacte, donc le sous-espace métrique (U, djyxu) est
localement compact. ¢

Soit maintenant F' une partie fermée de E localement compact. Soit v € F. Il existe un
voisinage V de v compact. W := V N F est un compact, car fermé dans le compact V ; W
est un voisinage de v dans (F, dp.y) par définition des voisinages induits (cf. ouverts d’'un
sous-espace). Donc (F, dp. ) est localement compact. ¢

% Exercice 4.3.
La solution, simple, se trouve dans le Probleéme 1 ci-apres, 1) in fine. ¢

LECTURE - PROBLEME

Le théoreme de Stone-Weierstraf

L. Pour t appartenant 2 I’intervalle [—1, +1], on pose : Py(t) = O et, pour tout n
entier > 0: P,y 1(£) = Pa(t) + 1[t2 — P2(t)], od P2(t) = (Pa ().
Démontrez que les F,, sont des polyndmes & coefficients réels, en t2, sans terme
constant, vérifiant : P,,(t) < [t| <1et0 < P,(t) < Poy1(t) pour toutt € [—1, +1].
Démontrezque: im [ sup [P, (t)—[t||] = O (autrement dit, que la suite (P,.),,
+1

n—00 " 1<t
converge uniformément vers t — |t| sur [—1,+1], ou encore : (P,),, converge vers
t — |t| dans ’espace de Banach Co. ([—1, +1], R)).

11 Soit E # () un ensemble, et soit B I’ensemble des fonctions f : E — R bornées.

On munit ’espace vectoriel B de la norme || f||co = Supy,eg | f(u)| qui en fait un
espace de Banach réel. Un sous-espace vectoriel LA de B sera dit stable si :

Vfe AVge A: fge A [Nue E: (f.g)(u)= f(u).g(u)l

D’autre part, si f € B, on définit | f| € B par : | f|(uv) = | f(u)| pour tout u € E.

Soit .A un sous-espace vectoriel stable de B, et soit f € A. Démontrez que | f| est
limite pour la norme || - || d’une suite d’éléments de A.

IIL. Soit .A un sous-espace vectoriel stable de B. Démontrez que I’adhérence adh(.A)
de A est un sous-espace vectoriel stable de B.

Démontrez que si f, g € A, ona: sup(f, g) € adh(A) etinf(f, g) € adh(A)
[ou : sup(f, g)(u) = sup{ f(u), g(u)} pour tout v € E, pareil pour inf].

Démontrez que si fy,. .., fp € A, ona:sup(fi,..., fp) € adh(A).

IV. Soit (E, d) un espace métrique compact. Soit C le sous-espace vectoriel de B

constitué par les fonctions f : E — R continues sur E.
Soit .A un sous-espace vectoriel stable de B contenu dans C. On suppose que A

vérifie la propriété [P] suivante :
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[P] Ve>0,Vue ENve EZVfelC,dge A:
lg(u) — f(u)] <eetlg(v) — f(v)| <e.

Démontrez que adh(A) =C.

Conseil : Soit f € C; Ve > 0 on cherche g € adh(.A) telle que ||g — f|leo < €; On
part de g, ,, donnée par [P] et on considere U, », = {w € E / gu(w) — f(w) < e},
Vaw ={w € E [ guo(w) — f(w) > —€};u,v € Uy et u,v € V,,, ; construisez
d’abord g, € adh(A), puis g € adh(.A) en utilisant I11.

V. Dans le méme cadre que 1V, démontrez que 1’hypothése [P] est une conséquence
de ’hypothese [Q] suivante :

[Q] lafonction1 [Vu € E : 1(w) = 1] appartient & A, et :

Vu € E\Vv € E,u#v,3f € A: f(u) # f(v).

VI. Soit K une partie compacte de R"”, et soit f : K — R une fonction continue
sur K. Démontrez que, pour tout € > 0, il existe un polynéme P, &4 n variables et a
coefficients réels tel que : || f — P|loo <E.

VIL Soit (E,d) un espace métrique compact. Soit H un ensemble de fonctions
E — C continues sur E telles que :

a) V) € C, 1a fonction constante A appartient 3 H,

bVfeHNVgEH: f+gEH, fgEH, FEH

[f(u) = conjugué de f(u) pour tout u € E],
c)Vu € ENve E,u#v,3f e H: f(u) # f(v).
Démontrez que : Ve > 0,Vf € C(E,C),Ig e H : || f — gllco <E.

CORRIGE DE LECTURE - PROBLEME

1. Comme pour tous &, 3 € Rona: (la] — B8)(|la] + B) = |a|® — B = o® — (32, on a pour

toutt € [—1,+1]:
|t — Pra(8) = [t ~ Pu(®) = 5 [ 11| = Pu() ] [ 18] + Pu(®) ]-
= [1tl = Pa(®) ] (1 = 5[ 1] + Pa(®)]). #

On a Fy(t) = 0 < |t|; si I'on suppose que FP,(t) < |¢| pour tout ¢ € [—1,41],0ona :
Po(t) < |t| < Tet|t] + Pu(t) < 2;donc: [t| — Pona(t) > [It] — Pu(t)][1 — 32| = Oet
P (t) <|#l, celapourtout t € [—1, +1].

D’ autre part, si F,(¢) > 0 pour tout £ € [0, 1], alors :

Bu(t) — $BX(t) = Pa(t)[1 — 5Fu(t)] > 0,et Bua(t) > 382 > 0.
Ainsi, par récurrence : Vn € N,Vi € [-1L1,0< P,(8) <[t]| < 1. ¢

On aaussi : Py1(t) = Pa(t) + 312 — B2(t)] > Pa(t), cart? — F2(t) > 0; la suite (B, ) est
croissante. ¢

Toujours par récurrence, d’apres F, 1(t) = P.(t) + §[t* — P2(t)]. on a: P, est pour tout nn
un polyndme en ¢2. Si P, n’a pas de terme constant, on a P, (0) = 0 et donc B, ,;(0) = 0. Les
polyndmes F,, n’ont pas de terme constant. ¢
En résumé : les fonctions F,, définies par la relation de récurrence sont sur [—1, +1] des
restrictions de polyndmes en £2 sans terme constant. On a :

Vie [-1,+1]: Bu(t) <[t < 1,0 < Bo(t) < P (t). ¢

Pour tout t € [—1, 41| fixé, la suite (Pn( t))n est croissante et majorée (par 1) et donc est

convergente dans R vers Q(t). Par prolongement des égalités,ona: 0 < Q(¢) < 1.
Faisant tendre i vers U'infini dans P41 (2) = Pn(t) + 1[t2 — F2(t)], on obtient :
Q(t) = Q(t) + ([ — Q*(1)] <> Q*(t) = t2, d’otr— puisque Q(t) > 0

Qt) = t. +

Sur [—1,+41] la suite (F,) converge donc simplement (i.e. ponctuellement) vers @ :

iin:o(Pn(t)) = |¢| pour tout ¢ fixé dans [—1, +1].
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[—1, +1] est compact, les F, sont continus sur [—1, +1] et convergent simplement vers @
continue sur [—1, 4-1] ; comme la suite (P, ), est croissante [Vt € [—1, +1] : By (t) < Pnya(2),
ce qui n’implique pas que les F,, soient monotones ! Ils ne le sont d’ailleurs pas !], on peut
appliquer le Th. de Dini [ce Chap. Exercice 1.4] et ona : ( F,)» converge uniformément vers ()
sur [—1,41] :
SUP_j<t<i1 |Pn(t) - |t|| . 0.¢

Remarque : Comme |t| = /12 = [1—(1—#2)]"/2, on peut obtenir le méme résultaten développant
(1 — u)"/2 en série de Taylor. C’est plus élémentaire (pas de Th. de Dini), mais plus technique
(Analyse de L. Schwartz XXII, §7). -

IL f € Aétantbornée sur E, ilexisteunréel M > Otelque|f| < M (Vu € E : |f(u)| < M).
La fonction (%) [ appartient 2 A car A est stable pour la multiplication par les nombres réels,

etona: 7\17]’(1;) € [—1,+1] pour tout u € E.
Par ailleurs, les « polyndmes)» par rapport 2 une fonction de A sans terme constant appar-

tiennent 2 A : )
feA= fleAfecA. .. ,mecAof=[f[f[f(u)= (f(u)) 1, cela par stabilité

n
de la multiplication ; ensuite > ); f* € A siles ); sont des réels (stabilité pour la multiplication
=1
par les réels et pour 1’addition).
Remarque : On aurait pu poser f° = 1, i.e. f%(u) = 1 pour tout u € E, et donc considérer des
n

polyndmes Y A; f%, mais on n’a pas nécessairement, par hypothese, 1 € A (i.e. les fonctions
i—0
constantes puisque A1(u) = A).

Comme les polyndmes obtenus dans I n’ont pas de terme constant, on peut considérer
la composition F, o (7\17]’) qui appartient a .4 pour tout n : ﬁf : E — [—-1,4+1] et
F, : [-1, 41] — R peuvent étre composés.

Ona: sup,cp|Pa o (F7£)(w) = |1 f(W)|| = supues| Be(F7 f(w)) — |2 f@)]

< SUP—lsts+l|P"(t) - lt” hanl

Donc : ||Pno(ﬁf)—ﬁ|f|“m7:;0 = ||M.Pno(7\17|f|)—|f|||m7:o0,avecpour

toutn : M.P, o (ﬁ f) € A Dou:|f] € adh(A). C.QED. +

IIL On sait [Chap. V] que A étant un sous-espace vectoriel, adh(.A) est aussi un sous-espace
vectoriel ; et on a aussi vite fait de le démontrer 4 nouveau comme suit pour le produit. Soient
1, g € adh(A) : il existe des suites ( f») et (g») d’éléments de A telles que || f — fallco — O

n—-oo

etllg— gnllo — 0;
1£-9 = fa-gnlloe < f = fallo-lglleo + | falloo-llg — gnllcos

et ce dernier terme tend vers 0 quand n — oo ; donc : f,.g, € A pour tout n (stabilité) et
(fn-gn) — f-gpour || - [0, donc : f.g € adh(A). ¢

11 suffit ensuite de se souvenir [Chap. VII] que :

sup(f,9) = 31f + g +|f —glletinf(f,g) =3[ + g —|f —gl].

Comme parTona: f € adh(A) = |f| € adh[adh(A)] = adh(A), on a le résultat avec la
stabilit€ de adh(.A4). ¢

On proctde ensuite par récurrence en remarquant que :

Sup(fh LR ] fp) = Sup(sup(fh T fp—1)7 fp) ¢

IV. On sait [Chap. IV] que C est fermé dans B. On notera que C est un sous-espace vectoriel
stable de B (qui est lui-méme stable). A ¢ ¢ = adh(A) c adh(C) =C.
I nous faut prouver, donc, que C C adh(A).

Soit f € C arbitraire, et soit € > 0 quelconque. Il nous suffit de trouver (« construire »)
g € adh[adh(A)] = adh(.A)telle que |[g—f|lco < € ;s0ittellequeVw € E : |g(w)—f(w)| <e.
C’est-a-dire, finalement, telle que dans [P], mais indépendante de u et v.

Pour tous u, v de E (f et € étant fixés), on sait par [P] qu’il existe g, , € A telle que :
|Guw(u) — f(u)] < €et]|gue(v) — f(V)| <e.
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Posons :
Uy = {w € E | gup(w) — f(w) < e}, Va := {w € E [ gup(w) — f(w) > —€}.

Comine ¢, et f sont continues sur F, ces ensembles sont [Chap. VII] ouverts dans E, et
non vides car (trés important) u € Uy p, ¥ € Uy g, U € Vi, ¥ € Vi,

Fixons v et faisons décrire F A u : les U,,,, constituent un recouvrement ouvert de F, puisque
UuEE = u€ Uy,

Du recouvrement ouvert Uy, )uce On peut extraire — puisque E est compact — un recouvre-
ment fini (Uy, 0 )ict,n- w € E = w € |J, ;. Unyo-

Donc, pour tout w € Eona: g, »(w) — f(w) < € pour un certain j.

PoSODS : gy := inf1<icn Guzo © go € adh(A) par IIL etona:

Vw € E : go(w) — f(W) < guje(w) — f(w) <e.

D’autre part : Vi, 0 = {w € F [ gu,o(w) — f(w) > —e}.

Donc pour w € [}, ;en Vago ON 8 2 Gugo(w) — f(w) > —e,pouri=1,...,n,dou:
go(w) — f(w) > —&.

Posons : W, := (), ;.. Vauw s v € W, puisque v € V,,,, pour tout u € F.
Les W, sont des ouverts comme intersection finie d’ouverts, et pourtout v € Fonav € W,,.
Donc (W, )vck estunrecouvrement ouvert de ' compact. Onpeut doncenextraire ( W, Yi=t,m
recouvrenient fini de F.
Pour tout w € Ulsj<m W,; = E,ona: gy;(w) — f(w) > —e.
POSODS : ¢ := SUD; <j<m Go; * g € adh(A) par IIL et :

g(w) — f(w) > go;(w) — f(w) > —epourtout w € E.

Mais comme g,,; vérifie pour tout j : g, (w) — f(w) < &, onaaussi : g(w) — f(w) < &, pour
toutw € E.

Finalement : |g(w) — f(w)| < epourtoutw € E, Le. ||g— flleo <& ¢

V. Il suffit de prouver que [Q] = [P].
1 € A signifie simplement que les fonctions constantes appartiennent 2 A : f(u) = c € A

Soient f € C,e > 0,u € E,v € F fixés.
Siu = v = f(u) = f(v), onprend g(w) = f(u) = constante (g € .A) et :
lg(u) — f(u)| =0 <& |g(v) — f(v)| =0 <e
Siu # w, soit h € A telle que h(u) # h(v) donnée par [Q]. Apres queiques titonnements
(recherche d’une fonction affine passant par deux points), on trouve que g définieenw € F par:

g('w) = f(U) + Tfl%t—%%u—g[h(w) — h(u)] convient :

v) — f(u)
l9(v) — )| = () + £ L)~ hw)l - 1)
=|f(u) + (f(v) = f(u)) — f(W)| =0 <&

Et, bien entendu : g € A (stabilité de A). ¢

VI. Les polyndmes a nn variables réelles i coefficients réels constituent un sous-espace vectoriel
de C( K, R) contenant les constantes. Vérifions [Q] :

Sié,..., &) # (M,...,7n), Cest quil existe k tel que & # 7. 11 suffit de considérer le
polyndme (z1,...,%,) — Tk — &k = P21, ..., 2,). ¢

VILSoitH, ={f e H/ Im f(u) = Opourtoutu € E} (H, esttout simplement I’ensemble
des fonctions de H qui sont 2 valeurs réeiles).

H, est un sous-espace vectoriel stable de B(F, R) (évident). 1 suffit de vérifier la propriété
[Ql:
siu # v, il existe f € H telle que f(u) # f(v). Mais alors Ré f(u) # Ré f(v) ou
Im f(u) #Im f(v);or:Réf=L(f+ f) e HoetIm f = =(f —f) € H,, do0 [Ql.

Maintenant, soit f € C(FE, (C) f=h+ifo =Réf+ilmf avec f; € C(F,R) et
f2 € C(E,R). Doncil existe g1 € H, et g, € H, telles que || /1 — gilloo <& || f2 — g2lloe < &
Doti:g=g +1igs € Het

If = glleo = 11 +ifo — g1 —igalloo < If1 — Gilloo + .o — Gelloo < 2e.

Le méme raisonnement que dans VI prouve que pour tout f € C(K,C), et pour € > 0
donné quelconque, il existe un polyndme de n variables a coefficients complexes P tel que
If = Plleo <. 0
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Les résultats prouvés dans ce probléme portent le nom de Théoréme de Stone-Weierstraf3.
C’est une généralisation remarquable du Th. de Weierstral donné dans le Chap. IV. On
remarquera que le Th. de W. peut éure généralisé aux fonctions K € R™ — R (ou C) en
adaptant la démonstration en termes de polyndmes de Bernstein a n variables.

On énonce souvent le résultat ainsi :

Soit ( F, d) unespace métrique compact, et soit C = C(F, R) I'algebre de Banach des fonctions
continues £ — R, munie de || - ||oo-

Toute sous-algébre A de C qui contient les fonctions constantes et qui sépare les points de E
[ie. Vu,v € E,u#v,3f € A: f(u) # f(v)] est partout dense dans C.

«En gros » : si une sous-algebre n’est pas trop pauvre en fonctions, elle est partout dense
dans C. Pour C = C(F, C), il faut ajouter que f € Adeésque f € A4, sinon le résultat serait faux

(¢f. livre de L. Schwartz).
Remarque : Pour E, un espace topologique séparé suffit (on ne s’ est jamais servi de la distance !).

PROBLEME 1

Espaces métriques a boules fermées compactes

On dit qu’un espace métrique (E, d) est un c-espace si toutes ses boules fermées
sont compactes.

1) A quelle condition un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est-il un c-
espace 7 Méme question pour un ensemble muni de la distance discréte. Démontrez
que R™ muni de la distance —1% , ou d est la distance euclidienne, n’est pas un
c-espace ; conclusion ?

Les sous-espaces métriques Z et (@ de R usuel sont-ils des c-espaces ?

2) Démontrez qu’un espace métrique (E, d) est un c-espace si et seulement si toute
partie fermée bornée de E est compacte.

3) Démontrez que (E,d) est un c-espace si et seulement si de toute suite bornée
(un)n de points de E on peut extraire une suite (un,)nes convergente dans (E, d).

4) Soit (E, d) un c-espace : démontrez que (E, d) est localement compact, complet
et séparable.

5) Soit (E, d) un c-espace, et soit A une partie fermée de (E, d). Démontrez que
le sous-espace métrique (A4, djax 4) est un c-espace. L’hypoth¢se « A fermé » est-elle
indispensable ?

6) Soit (E, d) un c-espace, et soit (uy,), une suite de points de E. Démontrez que
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

[P1] pour toute partie compacte K de (E, d), il existe un entier IV tel que pour
toutn > Nona: u, ¢ K,

[P2] Ve € E: lim d(a,un) = oo,

—00

[P3] da € E :lim, ,o d(a,u,) = oco.

Une suite (u,)» possédant ces propriétés sera dite « tendre vers I’infini ».

7) Soient (E, d) et (F, 6) deux c-espaces, et soit f : E — F une application continue
sur E. Démontrez que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

[Q1] pour toute partie compacte K de (F.6), ona: f~!(K) est compact dans
(E,d) [on dit que f est propre],

[Q2] pour toute suite (u,), de points de E «tendant vers I’infini», la suite
(f(un)),, de points de F «tend vers I'infini ».
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8) Soit (E, d) un c-espace, et soit A # () une partie fermée de E, soit u € E tel que
u ¢ A. Démontrez qu’il existe a € A tel que d(u, A) = d(u, a). Soit B # () une partie
compacte de E : démontrez qu’il existe a € A et b € B tels que d(A4, B) = d(a, b).

9) (difficile) Soit (F, d) un espace localement compact et séparable. On considere une suite
d’ouverts (U, ) donnée par le Th. 4.1 (4.3), et on pose K, = adh(U,).

Démontrez qu’il existe une fonction continue f : E — R qui vérifie f(u) < npouru € K,
et f(u) > npouru ¢ K.
Indication :

L o d(u, Kn_1) . &
Considérez g, (u) := oK) +da ENTL) puis: f(u) = ; gn(u).

On pose ensuite : §(u,v) = d(u,v) + |f(u) — f(v)]. Démontrez que 6§ est une distance
topologiquement équivalente 2 d, et que (E, ) est un c-espace.

CORRIGE DU PROBLEME 1

1) Une remarque évidente : un c-espace (toutes les boules fermées compactes) est localement
compact (tout point est centre d*une boule fermée compacte).

Dans un e.v.n. (sur R ou €) de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés, et donc
toutes les boules fermées sont compactes [Chap. XIII] ; donc un e.v.n. de dimension finie est un
c-espace. Par contre dans un e.v.n, de dimension infinie, une boule fermée n’est jamais compacte
[Chap. XIII] : un tel espace n’est jamais localement compact, et donc jamais un c-espace.

Finalement :
une.v.n. (E, || - ||) est localement compact <= F est un c-espace <= dim(E) < co. ¢

Soit £ un ensemble muni de la distance discrete 6. Vu € E : B(u, 4] = {u} compacte ; donc
(E, 8) est localement compact.

Par contre B(u, 3] = E, et F est compact <=> E est fini (car seules les suites stationnaires
sont convergentes, et donc si F est infini, on peut toujours construire des suites sans suite extraite

convergente).
Donc, (F, 8) est localement compact, mais (E, ) est un c-espace <= F est fini. ¢

Considérons le cas n = 1, (R,| - |) et d(s,t) = T _l'_s ;f_tl - On sait déja que d est une

distance [Chap. I], elle est & valeurs dans [0, 1.
Sp— 8

d(8n, 8) = 0 e 0 <= |s, — 5| — 0, et donc d et | - | sont topologiquement
équivalentes. (R, | - |) et (R, d) sont homéomorphes.
Vt € R : d(0,t) = I:Itl <1 = By(0,1] = R Si (R,d) était compact, (R, |- |)

homéomorphe le serait aussi, ce qui n’est pas. Donc Bq(0, 1] n’est pas compacte, et (R, d) n’est
pas un c-espace.

On conclut que 1a notion de c-espace rn’est pas topologique. ¢

Le sous-espace métrique Z de R est un c-espace car ses boules fermées sont finies, donc
compactes. Par contre QQ n’est méme pas localement compact ; soiten effet B(0, s] = [—s, s]N@,
s € Q, s > 0, une boule fermée de Q ; cette boule n’est pas compacte puisque non compléte
(considérez un irrationnel ¢ de [—s, s| et une suite de rationnels de B(0, s] convergente dans R
vers 7). ¢

2) Si tout fermé borné est compact, les boules fermées sont compactes, et (F,d) est un
c-espace.

Réciproquement, si (F, d) est un c-espace, soit A C FE fermé et borné : il existe une boule
B(u, p], compacte, qui contient A : A fermé dans un compact est compact (cours). ¢

3) Si (E, d) est un c-espace, soit (un )», une suite bornée : il existe une boule fermée B(v, p]
qui contient toute la suite ; cette boule étant compacte, on peut [propriété de Weierstraf3 des
compacts, XIV, Th. 1.1] extraire de (ux),, une suite (u, Jncs cOnvergente.

Réciproquement. soit A une partie fermée bornée de F, et soit (u,, ), une suite de points de A ;
(un)n est bornée, et donc on peut extraire une suite (un)nes convergente vers u € F ; comme
A estfermé, u € A.
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Donc A est compact [propriété de Weierstraf3], et d’apres 2) (E, d) est un c-espace. ¢
4) Que (E,d) c-espace —> (F, d) localement compact est évident, et a ét€ déja dit dans la
question 1). ¢
Soit (un)n une suite de Cauchy : (u,), est donc bornée (cours) ; par 3) on peut donc en
extraire une suite (U, )nes convergente. Mais une suite de Cauchy qui a un point adhérent est
convergente [XI, Prop. 1.1 (iv)]. Donc (F, d) est complet. ¢
(o]

On peutécrire: E = |J B(u,n] otiu € Eestarbitraire ; eneffet, siv € E,onad(u,v) < p,
n=1
ol p est un certain entier, d’olt v € B(u, p.
B(u, n] est compacte donc séparable [XIII, Prop. 9]. Donc, pour tout n € N*, il existe
(o]

D,, c B(u, n], D, dénombrable et partout dense. Prenons D = U D,.

n=1

D est dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.

Soiente > Oetv € E : v € B(u,p| pour un certain p, et donc il existe w € D, tel que
d(v,w) < e;maisw € D, = w € D, et le résultat : (F, d) est séparable. ¢

5) Soit (u, ) une suite bornée de A. Comme E est un c-espace, il existe (u, )nes qui converge
vers u € F'; comme A est fermé, u € A. Donc, A est un c-espace, par 3). ¢

L’hypothese de fermeture est indispensable : ]0. 1] muni de la distance induite par R usuel
n’est pas un c-espace puisque (%)n bornée n’y a pas de limite. ¢

6) On va démontrer que [P2] = [P3] = [P1] = [P2].

[P2] == [P3]est trivial. ¢

Démontrons que [P3] = [P1]. Par contradiction. Soit K un compact.
Si—[AN,Vn:n> N = u, ¢ K|,ona:[VN,In:n > N etu, € K|, c’est dire qu’il
existe (un )nes, Une suite extraite, telle que u, € K pour tout n € S. D’aprés la propriété de
WeierstraB, il existe (tn )ner, T C S infini, telle que lim,, coner(un) =u € K.

On aurait alors, puisque = — d(a, =) est continue : lim,, e ner d(a, un) = d(a, u), ce qui est
impossible d’ aprés ’hypothése lim d(a.u,) = co (0n ne peut pas extraire une suite convergente

—-00

vers un réel d’une suite tendant vers 1'infini !). ¢

Démontrons que [P1] — [P2].
Va € F fixé, B(a,p], p € N*, est compacte. Donc il existe N(p) tel que Vn > N on a :
un ¢ B(a,p] = d(a,un) > p. Cestdire que lim d(a,u,) = co. ¢

—-00

7) [Ql]l = [Q2]

Soit (un)n une suite possédant ia propriété [P1], et prouvons que ( I (un))n possede cetie
propriété. Soit K un compact de F : f~1(K) est donc compact dans F. Donc il existe N € N*
tel que u, ¢ f~}(K) pour tout n > N. Mais alors f(u,) ¢ K pour toutn > N, et (f(un)) a
la propriété [P1]. ¢

Q2] = [Q1]

Soit K compact dans F. K est donc fermé dans F, et comme f est continue : f~}(K) est
fermé dans E. D’apres 2), si f~1(K) est borné, on a terminé.

Si f~1(K) n’est pas borné, il existe a € E et une suite (u,,), un € f~1(K), telle que [P3],
mais alors ( ! (un)) vérifie [P3] et f(un) € K est impossible. ¢

Hu¢g A = d(u,A) =0 >0,car Aestfermé. C = B(u,a+ 1N A

[C est non vide, par définition de d(u, A) = «] est fermé et borné, donc compact.
infyea d(u.v) = d(u, A) = infycc d(u, v),

carsiv€ A\Cona:d(u,v)> a+1>a

Enfin, v € C + d(u,v) est continue sur le compact C, et donc atteint son minimum sur C :
da € C: d(u,a) = min,ec d(u,v) = d(u, A) [¢f. X1V, Exercice 2.11]. ¢

Bien sfir, siu € A : d(u, A) = 0 = d(u, u). +

SiANB #£0, toutw € AN B vérifie d(A, B) = 0 = d(u,u).

On supposera que AN B = {).
Tout u € B vérifie d(u, A) # 0; 1a fonction f : B — R, u +— d(u, A) est continue sur e
compact B (elle est contractante) : donc, il existe b € B tel que :

mingep d(u, A) = d(b, A) = inf,ep d(u, A) = d(A, B) > 0(carb ¢ A).
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D’apres ce qui précede, d(b, A) = d(b, a) pour un certain a € A, et donc d(4, B) = d(a,b)
aveca€ Aetbc B. ¢

9) K, n’étant pas défini, on pose Ko = {w} obw € int(K;) D Uy # 0.

Soit g, : F — R la fonction définie pour tout n > 1 par :

(u) == d(u, Kn_1)
In) = Jla, K1) + d(w, E \ Un)

Comme K, 3 C Up, Kn 1 N (E\Uyn) = 0, et Kn_1, E\ U, étant fermés, g,, est bien définie
et continue sur Fentier. Vu € E: 0 < gp(u) < 1, et g,(u) = Opourtout v € Kpp_1, gn(u) =1
pour tout u ¢ Up, en particulier pour tout u ¢ K, = adh(Uy).

Pour wout u € F, posons : f(u) := Y gn(u). Pour tout u € FE fixé, la somme est en fait
n=1
finie, puisque (K,) est un recouvrement croissant de E : soit K, le plus petit élément de (K,)
tel que u € K, ona ga(u) = 0 pour tout n > p.

Le raisonnement montre qu’on a davantage : la somme est finie sur chaque K,,. Donc, sur
chaque K,, la fonction f est continue (somme finie de fonctions continues). Comme (Kp)
recouvre F, 1a fonction f est continue sur F (pour u € E, B(u, p| est dans un K, etc.).

La fonction f, par construction, vérifie f(u) < npouru € K, et f(u) > npouru ¢ K,
(faire un dessin !). ¢

On pose, pour tous u, v € E : §(u,v) := d(u,v) + | f(u) — f(v)|.

6 est somme d’une distance et d’une semi-distance, ¢’est donc une semi-distance ; mais
6(u,v) =0 = d(u,v) =0 = u = v. Donc 6 est une distance. ¢

Démontrons que § est topologiquement équivalente 2 d, i.e. que Idg : Eq4 — Eg, u +— u, est
un homéomorphisme.

o: Idp : Es — FEg4 est continue car :

d(u,v) < 6(u,v) = [6(u,v) <e = d(u,v) <¢g].
o Idy : E4 — FEjg est continue car si u € F est fixé, soit € > 0 : f étant continue en
u, I > O,Yv € E : d(u,v) < = |f(u) — f(v)] < ie; il suffit donc de prendre
no < min{ 3,7} pour que d(u,v) <o => 6(u,v) < je+je=¢€. ¢

Démontrons enfin que les boules fermées correspondantes 2 1a distance 6 sont compactes. Soit
B = Bg(ug, p| une boule fermée relative 2 la distance 6.

Yu € B : d(u,uo) + | f(u) — f(uo)| <p

= f(u) = f(uo) < d(u, u0) + | f(u) — fluo)l S p = f(u) < f(uo) +p;
soit p un entier tel que f(ug) + p < pyona: f(u) < p = u € K, (propriété de f);
B est fermée pour,6 dans K, compact (les compacts pour 6 et d sont les mémes), donc B est
compacte. 4

PROBLEME 2

Le théoreme de Bohman-Korovkin

Soit S un espace métrique compact ayant deux points au moins. On note E := C(.S)
I’espace vectoriel des fonctions S — R continues sur S. E sera normé par

Il = I fllcc = supses | f(s)I.

On suppose qu’il existe g1, ..., gp et f1,..., fp appartenam & E et vérifiant :
P
O V(s,t) € SxS: > gu(t)-fu(t) >0,
P k=1
(i1) Z gk(t).fk(s) =0<t=s
k=1

Soit L, : £ — FE une suite d’applications linéaires ct positives, i.e. vérifiant
[f > 0(¢= Vs € 5 f(s) > 0)] = Ln(f) 2 0.
On suppose que : Vk,1 < k < p: lim ||L,(fx) — fx|| = 0.

p
On considere les fonctions du type ¢ := > oy fr o i € R.
k=1
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1) Démontrez qu’on peut choisir oy, de telle sorte que ¢ soit > 0 sur S entier.
Indication : Prendre t # t' et o = g (t) + gi(t').
Dans la suite on notera @ une telle fonction (de type ¢ et > 0 sur S) ; démontrez

1
ue = € E.
q w

2) Démontrez que pour tout ¢ du type défini ci-dessusona: lim ||L,(p)—¢| =0.

P
3) Démontrez que : lim sup,cs{[Ln(3" gr(s)f)l(s)} =0.
n—00 k=1
4) 15 désignant la fonction de F définie par 15(s) = 1 pour tout s € S, démontrez
qu’il existe une certaine constante C (ne dépendant pas de n) telleque : || L, (15)]| < C.
Indication : Utilisez une fonction @ (voir plus haut).
5) Soit fs € E, s € S, une famille de fonctions telle que :
(1) Lafonction (s,t) € S x S+ fs(t) est continue,
(2) Vse S: fis)=0.
Démontrez que : lim sup,¢g[Ln(fs)](s) =0.
Indications : soit D := {(s,s) / s € S} et soite > 0.
Vs € S,3V (s, s) voisinage de (s, s) telque (s, t) € V(s,8) = |fs(t) — fs(s)| < €.
Onpose U := U s V(s,5) etT':SxS\U

On pose : p := ming, yer{ Z 9k(s) fe(t)} et M := maX(s t)eT | fs(2)].

Démontrez alors que V(s, t) ESxS:|fi(t)| <e+ - Z 9x(8) fr.(t) et enfin

que : sup,¢s [[La(f))(9))] < (C + H)e
(on prouvera que si f,g € E vérifient f < gona: L,(f) < L,(9)).
6) On veut prouver que lim ||L,(f) — f|| = O pour tout f € E.

Soit f € E;onposepours € S: fy == f — —fAT(T) @, et on applique 5). On majore-

ensuite || L,,(f) — f||. Concluez.

7) Démontrez que si S C R™ on peut prendre, pour s = (s1,...,8,) et
t=(tr,..stn): g1(t) = ||t]|% fi(s) =1;pour2 < k < n+1: gi(t) = —2tx_1,
fr(8) = 8p_1: gni2(t) = 1, faia2(s) = ||s]|%. Que trouve-t-on quand n = 1 ? Est-ce
que cela vous rappelle quelque chose ? Quoi ?

Remarque : Les questions découlent les unes des autres ; si vous ne parvenez pas a démontrer la
question N, admettez le résultat et démontrez N 4 1.

CORRIGE DU PROBLEME 2
1) Soient ¢ et ¢ dans S'tels que ¢ # ' ; on prend : ay, 1= gi.(£) + gr(t'), il vient :
P P P
Vse€ S:p(s) = kZ[gk(t) + 96N fe(8) = D g () fi(8) + 3 gil(t’) fu(5).
= - k=1

Ces deux quantités sont > 0 d’apres (i) et donc, ¢(s) = Osiet seulement si s = tets= ¢,
d’apres (ii), ce qui est impossible. +

Soit ¢ une telle fonction, telle que @ > O sur S':
il est clair que infscs @(s) = minges P(s) > 0, parce que @ est continue sur un compact. La
fonction 71< définie par (71<) (s) = :’% appartient & F' car elle est continue sur S (cours). ¢

2) | Ln (90) — ¢l = || La (kZ ar fr) — Zakfk = Z ak[La(fi) — filll
< Z lok|- | Ln (fk)—fk” — O parhypothese .

k=1
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3) sup,es{[Ln (Z ge(s)f)l(s)} = supses{Z gr()[Ln(f)](8)}
= SuPsES{Z 9k(8)[Ln (fk) — fi + fil(s)}

P
< supses{Z 9k(3)[Ln(fi) — fel(8)} + 5UD.cs D gi(8) fin(s).
k=1 k=1
Le second terme est nul d’aprés (ii), eton a :
P P
Supses{ [Ln(z gk(s)fk)] (S)} < kZ SUDscs gk(s)' SupseS{Ln(fk)(S) - fk(s)}
k=1 = |
P
< > Nlgkll-IZ(fi) — fill —> O par hypothese.
Fo—1 00
HVse S:lg(s)=1= @éﬁ(s) < ||?15||<,3(s), dou:
[Za(1s)](s) < I N La@)(s) —2 I515(s) par 2). et puisque toutest > 0
vs € S|4 < I518(s), et I1Zas)l < ISIILa@ < [ 50-1]- (Ce
dernier terme n’estpas 1) ¢

5) Soit f,, s € S, dans F vérifiant (1) et (2) de I’énoncé. Soit D := {(s, s) / s € S}, et soit

>0
Par (1) : Vs € S, € > 0 étant donné, IV (s, s) un voisinage ouvert de (s, s) dans S x S tel

@) = fu(s) =@ [ £:()] <e.
Soit U :=J,.s V(s,8) : c’estunouvert de S x S; T := S x S\ U fermé dans un compact
(le produit de deux compacts est compact) est compact. On pose :

P
p= m'ln(s.t)eT{kgl gk (8) fi(t) } et M = max(ser | fo(E)].

pest > 0car T N D = 0 (on prend sur un compact le minimum d’une fonction continue > 0).
esi(s,t) elU:(st)€ V(sl,sl)pourun s1 € Set, donc: |f5(t)] <e,

esi(s,t) €T |fs(t)| < AJ n< M ng(s)fk(t) et, premler résultat :
YGs, t) €S xS |0 <o+ Y ng(s)fk(t)

Soit : | £ <els+—— ng(s

Puisque L,, est lmealre et positive, on a :
J<9g =920 = La(9— )20 = La(9)— La(f) 20 = La(f) < La(g),
i.e. que L,, est croissante surE Onadonc

|Ln(fs)| < &.La(1s) + 4 Z 91(8)La(f) et, par conséquent :

SUDscs |[Ln (fs)](S | < ellLa(Xs)ll + 7 Supseszgk(S)[L (fe)l(s).

Le premier terme est majoré par C' de 4) et dans le second le sup est < & d’apres la question 3).

On a en définitive : M
SUP,s |[Ln(f8)](5)| < (C + '_[[)E ¢

6) Soit f € E. Onposepourse€ S: f, == f — Z;(‘Z)g?.

@ £(s) = 1) - ) =
(1) (s,t) € S xS+ f(t)est continue (évident).
D’apres la question 5) ; l1m SuP.es{[Ln(fs)](5)} = 0. D’olr:

Jim sup,cslZa) — L L@ = 0
5im [a) 1 = i SopueslEn() — 165
< lim sup,cs{Ln() ~ S L@15) + im supcs{ EL (L. @1(s) — 19}
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le premier terme majorant tend vers 0 d’apres ce qui précede, Ie second également d’apres la
question 2). La démonstration est terminée. ¢
7) Avec les fonctions proposées, on a :

n+2
> gr(t) fils) = [[E]2 — 2(t181 + - - - +1a8n) + || 8]|2 = ||t — s||? et les propriétés (i) et (ii) sont
k=1

évidentes.

Pourn=1:gi(t) =12, fi(s) =1; ga(t) = =21, fo(s) = s; ga(t) = 1, fa(s) = 2

Ces fonctions font penser a la démonstration du Théoréme de WeierstraB3 par la méthode des
polyndmes de Bernstein.

Si une suite (L,,) d’applications linéaires et positives vérifie lim ||L.(fi) — f&|| = 0 pour

n—00
un certain nombre fini de fonctions fi, le méme résultat vaut pour toute fonction f € F : c’est
assez magique ! Autrement dit (L,,) converge vers Idg (en un certain sens ) plus faible que
||Ln—Idg|| — O;mais cette notation est & justifier : L,, appartient-ila L(E) ? Voir ci-dessous.
n-—-00

Le résultat prouvé ici est le Th. de Bohman-Korovkin qui généralise un résultat antérieur de
Korovkin. ¢

Pour &ure complet, on va démontrer que si L : £ — FE est linéaire et positif on a bien
Le L(E),ie quilexiste A > 0telqueVf € E: |L(f)| < Alf]l-

Soit en effet f € F et soient les fonctions :
g:u |Ifll + flu)eth:uw ||f| — f(w); ces deux fonctions sont > 0 pour tout u € S. et
onadonc:g=|fl[.1+f>0.h=|fl|l1—f>0.

D’apres 5) on a donc :
L(g) = || fIl.L(1) — L(f) > O et L(h) = || fll.L(1) — L(f) > 0, d’our I'on tire :

_ —IA-L() < L(f) < | AL (D),
sOit :

Vs € S —|[fl-L(1)(s) < L(f)(s) < | fIl-L()(s) = |L(F)(5)] < [I£]- L(D)(s)-
Cest-a-dire : | L()|| < || fII-HL(1)|]. Donc L est continue et ||L|| < ||L(1)]|. ¢

PROBLEME 3

Le théoreme de la place des zéros

Soit S un espace métrique compact (le résultat vaut pour un espace topologique
compact (sépar€) quelconque). Soit E = C(S) I’espace vectoriel des fonctions S — R
continues sur S ; on munit E de la norme uniforme : || f||oo = maxses|f(s)]. E est
un anneau pour les lois usuelles ((f.¢)(s) = f(s).g(s)).

Pour f € E,onnote: Zy :={s € S/ f(s) =0},

etpour X C E: Zx :=(\sex Z5-

Soit I unidéal fermé de E, et soit g € E telle que Z; C Z,. Rappelons que I idéal
de F signifie : I est un sous-groupe additif de Eet [Vf € I,Vge E : f.g € I].

On se propose de démontrer que g € 1.

Soit € € |0, 1] fixé, arbitraire. On pose :

U:={seS/lg(s)| <e}etT:={seS/|g(s)| > ¢}

1) Soit t € T'. Démontrez qu’il existe h(;) € I telle que hy)(t) # 0.

2) Démontrez qu’il existe hy,...,hy dans T tellesque : Vi € 7,3¢,1 < i< N :
hi(t) # 0.

3)Onpose : h := h} + --- + h%, (h? = h;.h;); Démontrez que h € T et que
h(t) > O pourtoutt € 7.

4) Pour n € N*, on considere la fonction f,, := 1—% Démontrez qu’on a
Jn € I. Démontrez que la suite (f,,)n>1 converge uniformément sur 7" vers la fonction
constante égale 4 1. En déduire que g € I.
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CORRIGE DU PROBLEME 3

VOna:ZycZ,cUUUT=SetUNT =0;U est ouvert dans S et T est fermé dans

S, donc compact.
Soitt € T.Onadonc:t ¢ Zj, et donc : Fhyy € I telle que hy(t) # 0. En effet,

t €S\ Zr =Uses(S\ Zg) =Ujs (s €S/ f(s) #£0}. ¢
2) A cause de la continuité de hyy), il existe un voisinage ouvert V' (t) tel que :
seV(t) = hy(s) #0.

On recouvre T' compact par les (V(t)) ¢ €t ON peut donc en extraire un recouvrement fini :
V(t1),-.., V(tn), recouvrement auquel correspondent les fonctions h,), - - ., b, du type
trouvé dans 1). On notera : h; := h,).

Par définition, les h; vérifient : pourtout £ € T, il existe ¢, 1 < i < N, tel que h;() # 0,
puisque ¢ € V(i;) pour un certain ¢ (recouvrernent). ¢

3) Soit la fonction : h:=h? 4 --- + h%. Ona:

(i hel;eneffet I estunidéalde Eeth; € I = h? € I, et I eststable pour +.
(ii) h > 0; c’est bien évident.
(iii) Vit € T : h(t) # O;eneffet, pourt € T donné, il existe un, 1 < § < N, tel que
t € V(t;) surlequel h; £ 0, ot : h(t) > h2(t) > 0.
hyr : T — R atteint son minimum sur le compact 7" :
Jto € T : minger h(t) = h(to) < h(t) pourtoutt € T, et h(ty) > O par (iii). ¢

4) Considérons la suite de fonctions : f, := -11—}%5 ,n=12...
14 nh > Osur Sentiercar h > 0,d ot : TT ok € F (propriétés des fonctions continues),
etnh=h+ - +he L dod(Iidéa): fo =nhx 13- €.
. nh .
Ona.supteTlm 1|n—‘;)00 En effet :

. |__nh _ 1 1
viteT: |1y ey — 1| = TR < T ah() — 0, car h(to) > 0.
Donc 1a suite de fonctions (f») converge uniformément sur 7" vers la fonction 17 constante
égalea 1. ¢
Comme g € Fet f, €I:g.f, € I(Iidéal),etona: (g.f,) converge uniformément sur T
vers g. En effet :
supser [(g-fn)(t) — 9(1)] < suPeer |9(#)|- suPeer [ fn(t) — 1] — O,

car g est bornée sur T'. Donc, pour n assez grand, on a :
suDser |(9-fn) (1) —g(t)| <. ¢
Voyons ce qui se passe sur U :

sUP.cry |(9-fn)(8) — 9(8)| < suPscy [(9-fn)(5)] +sUP,er |9(S)|
< sup,.p |(g-F2) (8)| + &, par définition de U.

Maisona:0< f, = —]—_T_L—f%h— <1, doi|(g.f2)(s) <|g(s)| < esurU.Donc:

suP.cp |(9-fn)(s) — g(s)| < 2e. ¢

Considérons maintenant 1a boule B(g, 2¢] (boule correspondant 3 1a norme || - |oo), 0 < £ < 1
arbitraire. Si I’on prouve qu’il existe k. € I N B(g, 2¢], onaura g € adh(I) = I (I fermé).

En procédant comme expliqué dans les questions 1) a 3), et en réunissant les deux résultats
ci-dessus, comme S =T UU : sup,.g|(g-fn)(8) — 9(8)] <2¢ pour n > N..

11 suffit donc de prendre k. = g.fn € I, pour 1 > N, : ||k — g|loo < 2¢, et ¢’est fini. 4

Le nom donné a ce résultat provient de sa ressemblance formelle avec un théoréme d’algébre
(concernant les polyndmes a 7 indéterminées) trés connu de Hilbert : le Nullstellensatz.

Fin du Chapitre XIV



CHAPITRE XV

COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE
d’un e.v.n. et d’un espace préhilbertien

Introduction

Ce chapitre XV porte sur I'intéressante/fimportante notion d’espace métrique
complété. On y démontre que tout espace métrique — moralement non complet — est
isométrique (donc « s’identifie ») & une partie partout dense d’un espace métrique com-
plet (qui est le complété).

Une grande partie de ce chapitre consiste a construire effectivement (mais de manicre
abstraite) cet espace, qui, & une isométrie pres, est unique. On précise ensuite le résultat
lorsque (E, d) estune.v.n. (E, | - ||) puis un espace préhilbertien (E, (-|-)).

Le prototype de cette «complétion » est 1a construction effective (par Cantor) de R
a partir de Q : attention toutefois au fait qu’on ne peut pas parler d’espace métrique si
I’on ne suppose pas que R est connu ! 1!

11 faut adapter la démonstration de ce chapitre en considérant (Y non pas comme
un espace métrique, mais comme un corps muni d’une valeur absolue | - | & valeurs
rationnelles, ce qui permet de définir des suites de Cauchy de rationnels, de construire
le complété, le « futur» R, et d’étendre | - | 2 R.

Cela marche méme si | - | n’est pas la valeur absolue usuelle (corps p-adiques) . . .
Ce chapitre a donc des répercussions d un niveau élémentaire, ce qui devrait intéresser

en premier lieu les étudiants qui enseignent déja dans le secondaire, ou qui pensent y
enseigner un jour. Mais par ailleurs :

e La notion de complété est extrémement satisfaisante sur le plan théorique et
intellectuel : elle répond de maniére simple, et en quelque sorte définitive, a un probléme
qui se pose naturellement (exemple de probléme universel),

o Les mathématiciens dits « appliqués » construisent sans cesse de nouveaux espaces
pour ¢ bienposer » leurs problémes (équations aux dérivées partielles, entre autres. . . ) ;
un des procédés utilisés est la complétion.

Le probléme (dont nous dirons quelques mots) de I’interprétation concréte d’un
complété est difficile mais plein d’intérét.

De ce chapitre, il est nécessaire de retenir les trois théorémes, et de savoir les
expliquer. Il n’est pas nécessaire de retenir le détail des démonstrations qui sont
d’ailleurs trés simples : les étapes sont naturelles et les vérifications aisées.

& Exercices indispensables : 2.1, 2.2, 2.3,
& Exercice complémentaire : 1.1

Vous trouverez en Annexe les propriétés de R.

BON TRAVAIL!
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CHAPITRE XV

COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE
d’un e.v.n. et d’un espace préhilbertien

En 1850 la notion mathématique de nombre réel, et surtout celle d’ensemble des
nombres réels reste encore un peu trouble, en dépit des éclaircissements apportés par
Cauchy aux environs de 1820.

Vers 1870, avec des méthodes diverses, et indépendamment les uns des autres,
Bolzano, Weierstrass, Dedekind, Méray, Cantor construisent eftectivement I’ensemble
des réels en « complétant » celui des rationnels.

La méthode due & Cantor (1871) a été adaptée vers 1920 par Hausdorff qui a
démontré qu’on pouvait toujours «plonger» un espace métrique arbitraire dans un
espace métrique complet.

C’est cette méthode de complétion que nous allons vous exposer.

1. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE

Théoreme 1.1. (FONDAMENTAL.) :
Soit (E. d) un espace métrique quelconque.
Il existe un espace métrique (F, §) complet qui contient un sous-espace métrique :
(i) isométrique a (E, d),
(ii) partout dense dans (F, 6).
De plus : deux espaces métriques (Fi, 61) et (Fz, §2) possédant ces propriétés
sont isométriques.

Définition 1.1.
L’espace métrique (F, §) porte le nom de complété de (E, d). 11 est unique 2
une isométrie surjective pres.

Démeonstration .

La démonstration est longue, mais sans difficulté aucune : c’est une suite de
vérifications simples. Il est recommandé de la lire avant de passer a 1a suite du cours;
d’ailleurs vous mourrez probablement d’envie de savoir comment on peut fabriquer
(F,6),non?

Une remarque préalable : on prend N comme ensemble d’indexation des suites
considérées, mais on aurait aussi bien pu prendre S C N, S infini.

1) Unicité : En admettant provisoirement I’existence, soient (F1, 61) et (Fz, 62)
deux espaces métriques complétés de (E,d). (E, d) est donc isométrique, par une
isométrie surjective f1, & un sous-espace métrique (E1, d|g, xg, ) de (F1, 61), sous-
espace métrique partout dense dans (F7, 61). Soit j; 'injection naturelle u — u de E;
dans F;. (F1, 61), par définition, est complet. Méme chose pour (F3, 62), Ea, f2 et ja.

On va démontrer qu’il existe une isométrie surjective entre I et Iy,

Considérons g : B4 — FEy défimepar g := fao f; 1 : ¢’est une isométrie surjective.
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Considérons ensuite h := jg o g qui est une isométrie (mais non surjective !) de
E; dans F5. h isométrie est uniformément continue sur Ey, et on se trouve dans les
conditions d’application du Th. 1.1 du Chap. X1I : il existe un prolongement h de h
qui est uniformément continu de F; dans F5.

(E.d)

N

(E1.0n E1xEr) » (E2.00 E2xp)

jll\ l,-z

(F1.8;) = > (F,,6;)

Comme h est une isométrie, il en est de méme de h : en effet, soient u, v dans F
il existe (un)nen suite convergente dans F; de points de E; de limite u (2 cause de la
densité de F4 dans F1); de méme pour (v, ), €t v.

Vn € N : 82[h(un), h(vn)] = 62[A(un), B(vn)] = 61(Un, vn), €t comme 87, 62, et
h sont continus, en passant a la limite quand n — oo, on obtient :

62[h(w), h(v))] = 61(u,v).

h est donc une isométrie de Fy sur son image h(F1) C Fa.

Fy étant complet, il en est de méme de I’ espace métrique isométrique h(F}).

h(Fy) complet dans F; est donc fermé dans F; [Chap. X1, Th. 1.1].

Démontrons que j2(E2) qui est partout dense dans F; est contenu dans h(F}) :

h(E1) = j2 o g(Er). g(E1) = E; car g est bijective, et donc : h(E) = jo(E») ; par
conséquent : jz(E2) = h(E1) = h(E1) C h(Fl)

On en déduit : adhp, [j2(E2)] = F2 C adhp, [A(F1)] = h(F1), soit: h(F}) = F,
et hest surjective. Finalement, b est une isométrie surjective de I sur F5, et ces deux
espaces métriques sont donc «égaux . ¢

2) Construction de (F, §) :

a) Une relation d’équivalence sur les suites de Cauchy d’éléments de E.

Soit £ I’ensemble de toutes les suites de Cauchy d’éléments de E. Deux suites
de Cauchy (un)nen €t (vn)nen de points de E seront dites équivalentes si 'on a :
nll’rrgO (d(un,vn)),, = 0. Notons ~ cette relation. C’est une relation d’ équivalence sur

I’ensemble E :

o (Un)n ~ (Un)n car d(un, un) = 0 pour tout n € N,

o (Un)n~ (Vn)n = (VUn)n ~ (un)n car d(vn, un) = d(tn, v,) pour tout n € N,
b4 (un)n (Un)n ct (Un)n ~ (U7n)n = (un)n (u7n)n

car d(Un, Wn) < d(tn,vn) + d(vn, wy) pour tout n € N, d’od lim d(up,w,) = 0

n—oo

si lim d(upn,v,) =0et hm d(vn,wn) =0.4

n—0o0

b) L’ensemble quotient F' = £/ ~

Notons F' I’ensemble-quotient £/ ~ de I’ensemble € par la relation d’équivalence
~. Ondivise ainsi £ en sous-ensembles T, v, . . . appelés classes d’équivalence qui sont
disjoints deux a deux, et dont la réunion est £.

Un élément d’une classe, appelé représentant de la classe, est donc une suite de
Cauchy de points de E, et deux éléments (un )n, (vn)n de € sont dans une méme classe
si et seulement si (Un )n ~ (Vn)n <= Jim_ d(tn,vs) = 0.
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Remarques : Si dans une classe % il y a un représentant convergent vers u € E, tout
autre élément de la classe converge également vers u, soit :

Si deux suites de £ sont convergentes de limites respectives u, v, avec u # v, clles
sont dans des classes différentes.

Si dans une classe il y a un représentant divergent, tous les autres représentants sont
divergents. Bien entendu, les suites de Cauchy divergentes ne sont pas toutes dans une
méme classe ! ¢

¢) Plongement de E dans F = E [ ~ :

Soit u € E; posons u, = u pour tout n € N, ce qui définit une suite de Cauchy
convergente de limite u. Soit % € F' la classe & laquelle appartient la suite définie
ci-dessus. Sont dans % toutes les suites de Cauchy convergentes et de limite .

L application f : E — F,u € E — % € F, associe donc & u € E I’ensemble de
toutes les suites de Cauchy convergentes et de limite u. C’est une application injective,
car si u # v on a clairement 4 = f(u) # T = f(v) : une suite convergente vers u ne
peut pas converger vers v # u !

On peut donc, grice a f, «identifier » E au sous-ensemble f(E) de F, avec lequel
il est en bijection. ¢

d) Distance sur F =&/ ~:

Soient 7 et T deux éléments de F. Soient (uy,)n €t (v,)n des représentants de u
et T respectivement. La suite (d(un, vn))n est une suite de Cauchy de nombres réels
positifs ou nuls car : |d(Untp, Vntp) — A(Un, Vn)| < d(Unip, Un) + A(Vnip, Vn) M,
et (Un)n, (Un)r sont des suites de Cauchy.

Comme R est complet, la suite (d(un, vn))n est convergente dans R (et de limite
positive ou nulle) : on notera 6(%, 7) sa limite.

Vérifions que 6(u,T) ne dépend que de T et v, c’est-3-dire ne dépend pas des
représentants choisis pour définir ce nombre.

Soient (u, ), et (v}, ) deux autres représentants de T et T respectivement :
|d(wn, vn) — d(u,, v1,)| < d(tn, uy,) + d(vn, v,) [inégalité du quadrilatére encore] a
pour limite 0 lorsque n — oo, car (un) ~ (u,) et (vy) ~ (vl,)-

Nous avons donc défini ainsi une fonction§ : FF x F = (£/ ~) x (E/ ~) = R
telle que (@, T) > O pour tous @, T de F. ¢

e) & est une distance sur F -

o V4,7 € F : 6(7,u) = 6(1,T) est vérifié car d(vy,, un) = d(un,vn) pour tout
n € N.

e s§iTW #7T,etsi(un), (vn) sont des représentants respectifs, les deux suites (uy, ) et
(vn) ne sont pas équivalentes, et donc lim d(uy,,vn) # 0, soit 6(T, D) # 0.

e Inégalité triangulaire. e

On prend des représentants de @, T, W, et : d(un, vn) < d(un, wy) + d(wy, v, ) pour
tout n donne a la limite : 6(%, 7) < §(u, W) + 6(w, D).

6 est une distance sur F'. ¢

C’est I’inégalité du quadrilatere dans un espace métrique :
obtenue en utilisant deux fois 1a seconde inégalité triangulaire (dessin !).
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f) Relation entre d et b, et l'isométrie de E dans F :
Soient u et v dans F, et soient T et 7 leur classe dans F. Un représentant de 7 sera
(u,u,4,...,q,...), et unreprésentant de v sera (v, v, v, . .., v, ...). On aura donc :
8[f(u), f(v)] = 6(w,?) = Ji_{rgo(d(u, 0)), = d(u,v).
Autrement dit § induit sur f(E) x f(E)la distance d, ou encore : f est une isométrie
de E sur f(E). ¢
g) f(E) (isométrique a E) est partout dense dans F :
Soit en effet 7 € F, et soit (un,),, unreprésentant de % : (uo, U1, - - -, Un, - - -)-
Considérons la suite d’éléments de f(E) suivante :
ﬁOzf(uO) = (IUO,'U’O)"';U’O:"') =Up € f(E),
T = f('ul) = (w1, u1,- e UL, .-) =T € f(E),....
Tk = fuk) = (ks Uks - - -, Uk, . ..) = Uk € f(E), etc,
et démontrons que lerrgO (Uk)k = . soit : klgréo 6(4,v) = 0; mais :
6(u,ox) = 77}1_{1100 d(Um, uk), d’ot : klgréo 6(T, k) = liMyn 00,k 00 A(Um, ug) = 0,
puisque (uy, ), est une suite de Cauchy. Donc @ € adhr[f(E)], et f(E) est partout
densc dans F. ¢
h) Ne pas oublier le principal : (F, §) est complet
Soit (un)nen une suite de Cauchy d’éléments de F' : démontrons qu’elle est
convergente. Pour tout n, puisque f(E) est partout dense dans F', on peut trouver
un v, € F tel que:6(ﬂn,f(vn)) < ;Z% ;
La suite des f(v,,) est également une suite de Cauchy dans F' :
6[f (Vntp), F(n)] < 8[f(Vntp)s Bnip| + 6(Tntp, Tn) + 6[Tn, f(vn)]
< W%?TT + 6(Tntp, Un) + ﬁi— — 0, car (%n) est de Cauchy.
Puisque f est une isométrie : (v, ), est une suite de Cauchy d’éléments de E.
Soit 7 € F laclasse a laquelle appartient la suite de Cauchy (vy, ).
Exactement comme dans I’étape g) précédente, on a :

M () = B (F(on)), =7

Mais alors : 8(Tin, 7) < 8[Tin, f (vn)] + 6[f(vn),7) < 2 + 6[f(vn), 7] — 0,
et (,) est convergente de limite T.
En définitive (F, §) est un espace métrique complet. ¢

Commentaires :

1) Bien siir, si (E,d) est déja un espace métrique complet, «le» complété de
(E, d) s’identifie 2 I’espace (E. d) lui-méme. A une isométrie surjective prés. A moins
d’éprouver un plaisir pervers a écrire (u, U, U, ..., u,...) 3 la place de u !

2) Il est parfois facile d’obtenir un complété : supposons que (E, d), espace métrique
non complet, soit un sous-espace métrigue d’un espace métrique plus grand (F, d) qui
— lui — est complet : «le» complété de (E,d) sera simplement obtenu en prenant
I’adhérence de E dans (F, d).

En effet, adh(E) est une partie fermée de (F,d) complet, donc est une partie
compléte de (F,d) [Chap. XI, Th. 1.1], et E est bien partout dense dans I’espace
métrique (adh(E), d| adh(E) xadn(E))-

Par exemple, E = (P([0,1],R),dw) (fonctions polynémes) n’est pas un espace
complet [Chap. XI, Exercice 1.5] : son adhérence dans1’espace de Banach B ([0, 1], R)
est «le» complété de E. Ensuite, la connaissance préalable de I’espace Co ([0, 1], R)
et du Th. de WeierstraB {Chap. IV] nous permettent d’interpréter «ley complété de
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Poo([0,1], R) : c’est I’espace de Banach Co ([0, 1], R). De 1a méme fagon, le complété
de Ax(0, 1], R) [¢f. Chap. IV] est Co ([0, 1], R).

Considérons € ([0,1],R) (fonctions en escalier) : c’est par définition que son
complété (qui est son adhérence dans Boo([0, 1], R)) est I'espace Roo([0,1], R) des
fonctions réglées. Une interprétation concréte du complété consisterait — par exemple
~ 2 démontrer que f € Byo([0.1],R) est dans R ([0.1],R) si et seulement si

t_gr,?« f(t)et t_gr’rtl” J(¢) existent pour tout s € [0, 1].

3) Mais — en général — on ne sait pas trouver un « sur-espace » intéressant, comme
on I’a fait ci-dessus, d’un espace non complet, et le complété est alors un objet & peu
prés complétement abstrait donné par la construction de la démonstration du Th. 1.1,
On peut tout de méme travailler un peu sur le complété enrevenant a 1’espace de départ
grice aux conditions (i) et (ii) du Th. 1.1. Mais si I’espace non complet considéré est
intéressant pour une raison quelconque (par exemple si c’est le «bon» espace pour
poser un certain type de problémes importants) on (on = les mathématiciens) fait tout
pour trouver une réalisation « concréte » des éléments du complété.

Par exemple, on sait [Chap. XI, Exemple 1.1] que C([0, 1], R) muni de la norme
1

Ifllh = / |f(¢)| dt n’est pas complet. La théorie de I’intégration lui donne un
0

complété concret qui est1’espace de Banach L' (0, 1) [espace de Lebesgue]. Cetespace
est d’autant plus concret que 1" utilisateur est familier avec la théorie de 1’intégrale au
sens de Lebesgue . ..

Remarquez bien que C([0. 1], R) n’est pas directement un sous-espace vectoriel de
L1(0,1) : il faut associer & chaque fonction continue la classe qui la représente dans
L(0,1) [a savoir I’ensemble des fonctions qui ne different de f que sur un ensemble
de mesure nulle].

En fait, historiquement, la théorie de’intégrale de Lebesgue n’a pas été inventée pour
donner un complété a C; ([0,1],R) ! Mais il s’est avéré que donner une interprétation
du complété de cet espace revient 2 faire la théorie de 'intégrale de Lebesgue.

Un autre exemple qu’on ne pourra pas développer parce que les connaissances
nécessaires ne vous seront données qu’en Maitrise.

Dans la théorie des équations différentielles, on est naturellement amené & considérer
des espaces comme le suivant :
E={f:]0.1[ - R / f’ existe et est continue sur |0, 1|,

1 1
/ |f(t)|2dt<ooet/ |F/@))?dt < oo}
0 0

qui est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire :

(flg)Z/0 f(t)-g(t)dt+/o F'(t).g' ) dt.

Cet espace n’est pas complet.

La théorie des Distributions généralise la notion de dérivée de telle fagon qu’on
peut interpréter I’espace de Hilbert complété de E2 comme un sous-espace vectoriel
de I’espace de Hilbert L2(0, 1). Le complété étant muni du méme produit scalaire que
ci-dessus, mais avec des dérivées généralisées.

Ces espaces sont appelés espaces de Sobolev.

4) En reprenant I’ Exercice 1.8 du Chap. X1V, mutatis mutandis, on peut énoncer en
toute généralité :
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un espace métrigue (E, d) est précompact si et serlement si de toute suite de points de
(E, d) on peut extraire une suite de Cauchy.

5) Si d et d’ sont des distances équivalentes sur F, les espaces métriques (E, d) et
(E, d’) ont le méme complété F sur lequel les distances 6 et ' sont équivalentes :
revenir 2 la démonstration du Th. 1.1.

& Exercice 1.1. (assez facile) Soit (F, d) un espace métrique. On considere I’ espace métrique
G= (B(E, R), ds ). Soit a € E fixé. Pour tout u € E, on considere la fonction f,, : ' — R
définie par f,,(v) = d(u.v) — d(v,a) pour tout v € E.

Démontrez que f,, € G, et que I'application ® : F — G, u — f, est une isométrie.
Déduisez-en une construction du complété différente de celle donnée dans le cours. Pourquoi
ne nous sommes nous pas contenté de cette méthode plus rapide 7 (r€pondre apres la suite du

cours).

2. COMPLETE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL)
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Soit d la distance
associée a sa norme : d(u, v) = ||u — v||. Soit (F, §) I’espace métrique complété
de I’espace métrique (E, d).

Il existe sur F' une structure unique d’espace vectoriel sur K, et une norme

[I] - ]| telle que ||[@ — o||| = é(w, T) pour tous %, T € F.
(E, || - ||) est linéairement isométrique 4 un sous-espace vectoriel partout dense
de I’espace de Banach (F, ||| - ||]).

Définition 2.1.
| (F.]|| - |I]) est appelé I'espace de Banach complété de 'e.vn. (E, || - ||)-

Démonstration : Puisque F est un espace vectoriel sur K, il en est de méme de € [on
reprend les notations du Th. 1.1], avec les opérations :
(un)nen + (Vn)nen = (Un + Un)nen €L AMtUn)neN = (An)neN.
Si larelation ~ sur £ est compatible avec la structure vectorielle de &, & savoir si :
[(un)n ~ (ur)n €t (tn)n ~ (Vp)n == (tUn + vn)n ~ (Up +v7)n] et

VA€ K: (un)n ~ (un)n => (Aun)n ~ (Aup)n);
on sait [cours de D.E.U.G.] que I’ensemble quotient £/ ~ = F peut étre muni d’'une
structure d’espace vectoriel sur K en posant :

7 + T = la classe a laquelle appartient (u, + vn)n,

A7 = laclasse & laquelle appartient (Auy, ).

Effectuons les vérifications nécessaires :
Vn € N : d(un +vn, up +07) = [[(un+vn) — (up, +03) | < llun —up|l + [lon — o, |l
< d(un, ul,) + d(vn,vl,), d’on :
lim (d(un + vn, uj, +0},)) = 0.4

Vn € N:d(dun, M) = || Aun — Mul|| = [ M- ||un — ul || = | A |d(un, ul,), & ob :
lim (d(Mun, Muj,)), = 0.4

On sait de plus que I’application naturelle 7 : £ — £/ ~ = F est une application
linéaire (ct surjective).

Soit F le sous-espace vectoriel de £ constitué par les suites de la forme
(U, Uy .-y Uy...), 00 u € E (stabilité évidente des opérations).
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Considérons la restriction 7 — qui est une application lin€aire — d’une part, et,
d’autre part, I’application ¢ : E — F, u+ (u,u, - . ., u, . . .) manifestement linéaire.

La composée 7| o  est I'application f : E — £/ ~ qui est donc lin€aire.

A présent, on a une distance § sur F' espace vectoriel sur K. On sait [Chap. II,
Exercice 1.2] que 6(%, 0) = ||[4]|| définit une norme sur F sil’ona:

Va,7,w € F: 6(u+w,T+wW) =6(T,v) etV € K: §(X\u, \v) = |\|6(%, D).

Or, en prenant des représentants, et en considérant la distance d qui est liée 4 la
norme de E/, ona:
8(0+ W, 7+ w) = lim_ (d(un + Wny vn +wy)), = nli_)ngo(d(un, v,)), = 6(4, ),
et: 6(\u, \v) = Jir%o(d(/\un,/\vn))n = nli{rgo(|A|d(un,vn))n = |\|6(w, D).

Donc @ — ||[]|| est une norme sur F', qu’ on peutcalculer en prenant un représentant

(Un)n :
lfalll = 8(@.0) = m (d(wn,0)),, = lim (lual)n.

En particulier. pour toutw € E : ||[4]|| = lim (||ul])n = ||u].
n—o0
On a donc muni (F, §) d’une structure d’espace vectoriel sur K et d’une norme ||| - |||
associée a la distance ¢ pour laquelle (F) §) estcomplet. Donc, (F, |||-]||) est un espace

de Banach sur K. ¢

f+ E — F est une application linéaire, bijective sur f(E) = (mr o p)(E), etle
sous-espace vectoriel f(E) est partout dense dans (F, 6).

f estune isométrie, car pour tout v € E :

F (I = 6(f(u),0) = 6(f(w), £(0)) = d(u,0) = [[ul.

La structure d’espace de Banach ainsi construite est unique, car s’il y en avait une
autre : somme, produit par un scalaire et norme qui sont des opérations continues
coincideraient avec la premiére sur f(E) partout dense, et donc coincideraient sur F'
tout entier.

En effet, on a déja vu que pour u € E : [|[u]|| = ||ul|, et on a aussi pour u,v € E et
reK:u+v=u+v=classede (u+v,...,u+wv,...) et Xu = hu =classe de
(Au, ..., Au,...).

Le Théoréme 2.1 est donc démontré. ¢

Remarque : Les applications (u,v) — u + v, u — du (A € K fixé), et u — ||u|| sont
uniformément continues, et le restent si ’on compose avec ’isométrie f : on aurait
donc aussi pu utiliser le Th. 1.1 du Chap. XII pour obtenir directement un prolongement
de ces applications a F.

Le procédé est plus rapide et plus élégant, mais nous avons préféré rester élémentaire
dans ces questions de complétion qui sont en relation avec I’enseignement secondaire.

Commentaires :

En procédant exactement comme nous 1’avons fait dans les Th. 1.1 et 2.1, on peut
construire R apartirde Q : «en gros » (R, |-|) estlecomplété de (Q, |-|). I faut bien stir
prolonger la multiplication et 1a relation d’ordre aux classes, et vérifier qu’on obtient
bien un corps commutatif totalement ordonné et archimédien ; il sera évidemment
complet.

= ]l y a tout de méme un petit probléme : c’est qu’on ne peut pas définir une
«vraiey distance, ou une « vraie» norme, sur QQ si I’on suppose que R n’existe pas
encore . . . Mais ce n’est pas tragique, on définit |7| pour » € Q, et on étend | - | au cours
de la construction.
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Rappelons qu’on construit Z a partir de N par symétrisation, Q@ a partir de Z par
passage au corps des fractions (deux opérations purement algébriques). On passe
ensuite de R a4 C par extension quadratique (opération algébrique). Il n’y a que
le passage de @ a R qui nécessite de I’analyse, i.e. de la topologie. R étant ainsi
construit par complétion, on peut passer ensuite & une interprétation concréte grace a
une représentation p-adique, décimale par exemple (p = 9).

Tout cela est bien détaillé dans le livre de C. Pisot et M. Zamansky « Mathématiques
Générales », tome 2 : Analyse, Dunod éd., par exemple, et dans d’autres livres destinés
au D.E.U.G. ou aux classes préparatoires.

On peut aussi construire R par le procédé des «coupures de Dedekind», qui ne
présente pas 1’avantage de donner I'idée générale de complétion.

En tout cas, vous pouvez constater que la construction des nombres réels n’est pas
du tout une évidence ! On peut pardonner au méticuleux Cauchy de s’étre parfois un
peu mélangé les pinceaux . . .

Exemple 2.1. L'espace de Banach complété de C([0,1],R) muni de la norme :

1 1/p
Ifll, = (/0 )P dt) , D € [1,+00], est I’espace de Lebesgue LP(0,1).

C([0, 1], R) s’interpréte comme un sous-espace vectoriel de LP (0, 1) par I’application :
f €C(]0,1],R) + (classe de f) € LP(0, 1), ot laclasse de f est I’ensemble :

{f +h / h Lebesgue-mesurable et h = 0 p.p. sur (0, 1) pour la mesure de Lebesgue}.
f est I’'unique représentant continu de (classe de f).

& Exercice 2.1. (facile) Démontrez que dans les espaces vectoriels normés c¢g et /7 (avec
1 < p < ), le sous-espace vectoriel des suites nulles & partir d’un certain rang (rang non fixé,
dépendant de chaque suite) est partout dense. Conclusion en termes de complété ?

& Exercice 2.2. (assez facile) On note Co(IR) I'espace vectoriel réel des fonctions f : R — R
qui sont continues sur R et telles que limy o f(t) = 0, et on note KC(R) I'espace vectoriel des
fonctions continues sur R telles que f(t) = 0 pour tout t ¢ Ky, ol K¢ est une partie compacte
de R.

Démontrez que Co(R) est le complété de K(IR) pour la norme uniforme.
Indication : Considérez les fonctions ¢, = max{, % }, ¥ = max{—f, % }, et enfin :
fn = Yn — Yn-

& Exercice 2.3. (facile) Soient (E, || - ||g) un e.v.n. et (G, || - |l¢) un espace de Banach tous
deux sur le méme corps K = R ou C. Démontrez que les e.v.n. L(E, G) et L(F, G) [o0 F est
le complété de F'] sont linéairement isométriques.

Vous étudierez en Maitrise une autre méthode élégante pour compléter un e.v.n.
Cette méthode consiste a prouver que tout e.v.n. E sur K est isométrique a un sous-
espace G de son bidual E” := (E’)’. Comme E” est complet (c’est L(E’, K), ou K
est complet), il suffit de considérer F' := adh(G) pour avoir un complété.

La difficult€ réside dans la construction de I’ isométrie x entre E et G = x(FE) (c’est
un corollaire du Théoréme de Hahn-Banach).
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3. COMPLETE D’UN ESPACE PREHILBERTIEN

Théoreme 3.1.

Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel. Il existe une structure unique
d’espace préhilbertien réel sur ’espace de Banach complété (F, ||| - |||), notée
(F, (-] )) telle que pour tout % € F : ||[]||? = (@|a).

( , (|)) est linéairement isométrique & un sous-espace vectoriel partout dense
de I’espace de Hilbert (F, (-|-)).

(F,{-|-}) s’appelle I'espace de Hilbert complété de 1’espace préhilbertien
Remarque :

Nous démontrerons dans le Chap. XVIII que cet espace de Hilbert complété n’est
autre que le dual topologique E' = L(E,R) de (E, (-|-)), et nous préciserons alors le
produit scalaire sur le complét€.

Démonstration :
On va procéder rapidement en utilisant le résultat de 1a Lecture du Chap. II.
Dans (E, (-|-)) on aI’identité du parallélogramme :
||u+ |2 + ||lu— v||* = 2||ul|? + 2||v||? pour tous u,v € E.
Soientu, 7 € F, et prenons des représentants (un )n, €t (vUn)n -
Vn € N |lun + vnl? + llun — vnl* = 2llunll + 2o,
et donc, a la limite quand n — o0 :

. 2 . 2 . 2 . 2
(tim (flun+val))*+ (lim (lun—onl))* = 2( lim (lunl))*+2( lim (llenl]))?,
soit : [[[@ +7|[? + [[[7 — | |* = 2||[@l||* + 2[|[7]|*.

On sait par la Lecture du Chap. II que sous cette condition on a :

¥(@,7) = (Il + 7P — |z —3l%),
qu’on notera {(u|v), est un prodult scalaire sur F' tel que ||[d]||? = (u|u).
En passant & des représentants :
(@lw) = 2 ((im (|jun + vn][)n)? — (lim ([lun — vnll)n)?)
= nhnl (”un + Vnl|? = [lun — Un“ )= hm (unlvn) \

En particulier, pour u,v € E : (u|v) = (f (u)|f(v)) (ulv).

Il n’y a pas d’autre produit scalaire possible sur F' faisant de F' un espace de Hilbert
réel, car continu et coincidant avec (-|-) sur f(E) x f(E) partout dense dans F' x F,
il coinciderait partout avec celui que I’on vient de donner. Le Th. 3.1 est démontré. ¢

Fin de la partie cours du Chapitre XV
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1
Pouru € E, f, : E — Rest définie par: Vv € E : f,(v) = d(u,v) — d(v, a), oll a est fixé une
fois pour toutes.
Yo € F : |fu(v)] = |d(u,v) — d(v,a)] < d(u,a) [seconde inégalit¢ triangulaire], d’ol :
SUP,ck | fu(v)] < d(u,a) : fu est bornée sur E.

Vu€eE: f, € G:=B(E,R).

Démontrons que @ : E — G, u — f,, ol Gestmuni de : doo(f, 9) = sup,.g | f(z) — g(z)],

est une isométrie.
Vu,v,w € E: |fu(w) - fv(w)l = |(d(u: w) - d(w’ a‘)) - (d(’U,U)) - d(w, a‘))l
= |d(u,w) — d(v,w)| < d(u.v).
Do :
oo fur fu) = doo( @ (1), (v)) = sUPyc|[@(w)|(w) — ()] ()] < d(u,v).

D’autre part, en faisant w = w ci-dessus :
fu(w) — fo(u) = d(u,w) — d(u,e) — d(u, v) + d(u,a) = —d(u, v)

—> [ fu(t) — fol@)] = | — d(u,0)| = d(u, v)

= doo(fus o) = SUPwep | fu(w) — fu(u)] = | fulu) — fo(u)| = d(u, v).

Finalement, pour tous u,v € E : de (@(u), @(v)) = d(u,v), et @ est une isométrie (non
surjective 1) de F dans B (E, R).

A présent : Boo(E, R) est un espace complet puisque R est complet [Chap. XI] et donc [Th.
1.1 du Chap. XI] : F := adh(tI)(E)) [adhérence dans B(F, R), au sens de de.} est un espace
métrigque complet. Ainsi, F est isométrique a un sous-espace partout dense d’un espace métrique
complet. On a donc construit un modele, différent de celui du cours, d’espace métrique complété
de E. ¢

Remarquons que le complété F' = adh(tIJ(E)) se trouve dans un espace de Banach,
G = B (E,R), quelle que soit la nature de E; mais si E est un e.v.n, on n’a pas ®(E)
sous-espace vectoriel de G (P n’est pas précisément linéaire ! . . .).

Et donc pour que le complété soit un espace de Banach, il faudra trouver autre chose !

La méthode, plus longue, du cours n’a pas été choisie au hasard . . .

% Exercice 2.1

e Soit E = ¢y muni de 1a norme ||u|loc = max, oy [€nl, 00 u = (&1, &, - - ., &n, . - .) Vérifie

lim (&,), = 0. Soit G le sous-espace vectoriel suivant :
n—-o0
G={ueE/AIN=N@) eNVReN":n>N = ¢, =0}.

On considere U'e.v.n. (G, || - |lo). Nous allons démontrer que G est partout dense dans
(E, || - lleo)» ce qui prouvera, compte-tenu du fait que F est un espace de Banach [Chap. XI], que
le complété F s’identifie a E.

Soitw € E,u = (&,-..,&,-..); considérons la suite d’éléments de G :

U = (&1,--,60,0,0,...). On va voir que lim ||u — uy|lc = 0;eneffet:
n—-o

"U - Un"oo = MaXkeN+* k>n11 |€k| — 0 puisque lim (gn) =0.¢
n—o0 n—eo

e Soit E =7 = {u = (n)nerw / D, |€nl? < 0o} muni de la norme :

n=1

o0 1 R
lull, = (3 16al?) ", o p € [1, +o0] [cf: Chap. IT et Chap. XI].
n=1
On considere le sous-espace G défini ci-dessus, et on note G, 'e.v.n. (G, || - ||)-

On a : le comp¥té de G,, s’identifie 2 £P ; en effet, avec les mémes notations que ci-dessus :

(o]
(lu —unllp)? = > [&[P — Ocar le reste d’une série convergente tend vers 0 ¢
ka1 n_-o00
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% Exercice 2.2
Tl est clair que si f € K(R), ona f € Co(R) : eneffet, si f est nulle en dehors d’un compact
de R, i.e. d’un fermé born€ de R, elle est nulle en dehors d’un intervalle [—M, +M], M > 0, et
donc lim f(t) = tlim ft) = |llim f()=o.
t—t1oo ——00 t| —oc0

D’autre part, si f € Co(R), en dehors d’un intervalle [—P, +P), P > O, ona|f(t)] < 1, et f
continye sur [— P, + P y est bornée. Donc f est bornée sur R : f € B(R, R).

On a donc : K(R) est un sous-espace vectoriel de Co(R), qui est lui-méme un sous-espace
vectoriel de B(R, R) [et méme de CB(R, R), ¢f. Chap. XI].

Puisque Boo(R,R) est un espace de Banach [Chap. XI], il suffit de prouver que Co(RR) est
fermé dans By (R, R) pour démontrer que Co(R) est lui-m&me un espace de Banach pour la
norme uniforme.

Soitdonc ( f,), une suite de fonctions de Co(R) uniformément convergente vers f € B(R,R) ;
démontrons que f € Co(R). On sait déja que f est continue sur R [Chap. IV].

1 — flloo = sUubee | 7 (2) — F(1)] —» O, Soit

Ve>0.AN,Vn:n> N = Vi€ R:|f.(t) — f(t)| < e
Soitn > N : limy o fn(t) = 0, soit :
Ve >0, AT e RVEER: || 2T = |fn(t)| < 1e.D’oti:
Ve > 0,AT e RVt e R:
1 =T = |fOI <) — @Ol + /@) < je+3e=6¢
Si nous prouvons maintenant que KC(R) est partout dense dans (Co(R), || - ||oc), DOus aurons
démontré que le complété de I'e.v.n. (KC(R), || - ||oo) est [ou mieux : s’identifie ] I'espace de
Banach (Co(R), || + [loo)-
Soit f € Co(R), et on considere comme suggéré dans 1'énoncé les fonctions :
Pn = max{f, '717}7 Yn 1= ma'x{—f: %}7 Jn = ¢n —Yn.
Dressons le tableau suivant pour tout 72 > 1 fixé et tout t € R fixé, tableau dans lequel sont
envisagés tous les cas pour f(t) :

en(t) | ¢n(®) falt) | £(8) = fal®)]
1025 o x| -3 1
#<IO<E | % | @ 0 0
IO <7 Lo o | o+ 1

Donc, pourtoutt € R :
1F0) = O S 77 = 1f = Jalleo = sup1(8) = fa®) < 7 - ©.

—00

La suite ( f,,)» approche uniformément f.

On s’apergoit sur le tableau que pour tout t € R tel que | f(t)| < % ona f,(t) =0.
Or, puisque limyy_,o f(f) = 0, pourn > 1 fixé,ona:

IT>0VteR:|t| >T — |f(t) < 2.

Donc f,, estnulle en dehors d’un intervalle [T, T] (I’ = T,,, biensfir),etdonc: f,, € K(R),
car f;, est continue sur R parce que y,, et 1, le sont.

On aen effet :
fo = max{f, £} —max{—f, £} = {f + + +|f = £l = 3[=F + % +|f + %I, continue
sur R [formule : max{a, 8} = (o + B+ |a — B|]. Faites un dessin soigné de type sinusoide
irréguliére pour f, représentant ,,, ¥, et f, ! En couleurs !
Remarque : 1e procédé de troncature utilisé ici est d’usage fréquent en analyse, et il convient
de bien le comprendre. En conclusion, et en abrégé : complété de IC(R) = Co(IR) pour la norme
uniforme. On peut se poser la méme question pour K(R) N L}(R) . ..
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% Exercice 2.3

Il n’y aen fait rien 2 faire, sinon se rappeler I’existence du Th. 1.2 du Chap. XI, en remplagant
Ey par E, et E par F. On remarquera en particulier un fait intéressant : c¢’est que le dual
(topologique !) d’un e.v.n. F et le dual de son complété sont — a une isométrie linéaire surjective
prés — essentiellement le mé&me espace.

Fin du Chapitre XV
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ANNEXE

PROPRIETES DES NOMBRES REELS

Le corps des nombres réels est un ensemble noté R muni de deux lois de composition
internes (s,t) — s+, (s,t) +— st [ou: s.t, 0u s x t], et d’une relation binaire s < t
[notée aussi : t > s], vérifiant les propriétés (ou : axiomes) suivantes :

[R I] R est un corps commutatif :
RIDNVr,s,teR:r+(s+t)=(r+3)+1,
RI2)Vs,teR:s+t=t+s,

(R 1 3)il existe un élément de R noté 0 qui vérifieVr e R:r + 0 =1,
RIHVreR,dsc R:r+s=0;o0nnote: s := —r,

R15)Vr,s,t € R:r(st)=(rs)t,

RI6)Vs,teR:st=t.s,

(R17)il existe un élément de R noté 1 qui n’est pas O et qui vérifieVr e R: 1.r = 7,

(RIB)Vr € R,r#0,ds € R:r.s =1;0nnote s:=r ' ou 1,

RIDVr,s,teR:r.(s+1t) =r.s+rt.

[R II] R est un corps totalement ordonné :
(RIII)Vr,s,tER:[rgsetsgt] == r <1,
RU2)[r<slet[s<r] = r=s,
RIO3)Vr,s € R: [r < s]ou[s < r|est vrai,
RIO4Vr,5,tcR:s<t = r+s8<r+1t,
RIONVr,seR:7>0ets>0 = r.s>0.

[RIIT] R est un corps ordonné archimédien :

RII1)Vs,t € Rtelsque s > O[ie. s > 0ets # Olett > 0, il existe un entier
n € N* tel que n.s > t [axiome d’Archimeéde].

[R IV] R vérifie Paxiome des segments emboités : pour toute suite ([sp, t,])nen+ de
segments tels que pour tout nona: sp, < Spyq €ty > tng1 i 1,>1[5n, ta] # 0.

Quelques propriétés

1. Toutintervalle ouvert|s, [, avec s < t, contient une infinité de nombres rationnels.

2. @ est dénombrable ; R n’est pas dénombrable.

3. Principe des inégalités & € prés : si pour toute > Oonas <t+¢,onas <t;ce
qu’on peut aussi exprimer par : si s < r pour tout » > t,ona: s < t. En particulier, si
pourtoute > 0onal <s<e:s=0.

4.Soit A C R, A # (). Si A est majoré, i.e. s’il existe un réel M tel que Va € A :
a < M, ’ensemble de ses majorants est un intervalle fermé de la forme [b, +oo[ et a
donc un plus petit élément, B, qui est appel€ 1a borne supérieure de I’ensemble A.

On note : 3 := sup(A).

De méme, si A est minoré, 1’ensemble des minorants a un plus grand élément o
qu’on note « := inf(A).

Si A est borné, ie. a la fois minoré et majoré, A admet une borne inférieure
et une borne supéricure. Evidemment : inf(A) < sup(A). Bien entendu, et c’est
12 une source d’erreur fréquente, sup(A) peut étre dans A ou bien ne pas y étre :
A=[0,1],sup(A)=1€ A, B=[0,1[,sup(B) =1 ¢ B.
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Lorsque sup(A) ¢ A, beaucoup d’étudiants se sentent démunis, perdus . .. Alors
qu’il suffit de raisonner « &€ pres », sans probléme. On utilise pour celala caractérisation

suivante :
B=sup(A)<=1NVac A:a<PET2)Ve>0,Ja=a. € A: f—e<a.[L 0],
ou en termes de suites :

B=sup(A)<=Vaec A:a < ET VnEN*,EIanEA:,B—%<an[§,6]
De méme, pour la borne inférieure :
a=inf(A)<=VaceA:a>a ETVe>0,Ja=¢a-: [a<]a. <a+e

ou<=VYa€A:a>a ET VnEN*,HanGA:[aS]an<a+%-

Exemple :
Soient A, B C R, tous deux majorés. Alors: A+ B={a+b/a€ Aetbc B}

est majoré et sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Preuve : Posons « := sup(A) et 8 := sup(B).

Pourtoutue A+ B:u=a+b< a+ 3, et A+ B est majoré par a + 8. Comme
sup(A + B) est le plus petit des majorants, ona: sup(4 + B) < a+ f.

A présent, soite > 0 fixé arbitraire. Il existe e, € Aetb. € Btelsquea—e < a. et
B—€ < b, dou:a+pf < ae+be +2¢ < sup(A+ B)+2¢, puisque a. + b € A+ B.
Comme I’inégalité a lieu pour toute > 0, 0ona: o+ 8 < sup(A + B).

Réunissant les deux inégalités obtenues, on a 1’égalité cherchée. ¢

Soit f : E — R (E ensemble quelconque # ) une fonction majorée, i.e. telle
quil existe M € R tel que f(E) C |—oo, M]. La borne supérieure de f sur E est

sup,cp f(u) = sup f(E).
B=supycg f(u)<=Vu€e E: f(u)<BETVe>0,Fu=u. € E: B—¢ < f(u)

—VucE: flu)<BetVne N, Fu, € E: f— 1 < f(un) [ BI.
Clairement, lim f(un) = 3 : (un) est appelée une suite maximisante. Si E = Ey4

est un espace n?é—t)r(i)aue, on peut se préoccuper de la convergence éventuelle de (u,,).
Si (un,) converge vers u € E, et si n11_)120(3:”) =z = limsup f(z,) < f(z)

n—oco

[f semi-continue supérieurement], on a :
Em(g — %) = 8 < limsup f(u,) < f(u) < Betdonc f(u) = S;
f atteint son sup en .
Par exemple : supposons que d(4, B) = 0 [A, B C E4 métrique].
d(A’ B) = inf(a,b)eAxB d(CL, b)
Ona:Vne N*,J(an,b,) € Ax B:0<d(an,b,) <d(A,B)+e=c¢.
La suite (an, by) vérifie donc : lim d(an,b,) = 0.

Fin de I’annexe au Chapitre XV



CHAPITRE XVI

ESPACES METRIQUES COMPLETS : APPLICATIONS I
POINTS FIXES

Introduction

Le chapitre XVI ne contient qu’un seul théoréme, mais il est fondamental : c’est
le théoréme d’existence et d’unicité d’un point fixe [ f(u) = u] pour les applications
stricterment contractantes d’un espace métrique complet dans lui-mé€me.

Non seulement 1’énoncé du théoréme doit étre trés bien connu, mais aussi sa
démonstration — qui est simple — comme vous le constaterez en étudiant le cours
et en faisant des exercices.

Comme ce résultat se préte & de nombreuses applications directes, a des variantes
intéressantes, 4 des exercices instructifs, I’auteur de ces lignes a vu un peu grand. . . bien
qu’il ait renoncé (la mort dans 1’ame) a parler d’équations différentielles.

Que chacun prenne ce qu’il veut et/ou peut dans ce chapitre, en fonction de ses
propres critéres (intérét, temps, courage,. . . ).

Qu’il soit bien clair en tout cas que le cours & connaitre c’est le théoréme des
contractions et sa démonstration. Choisissez vous-mémes quelques applications et
quelques exercices & chercher.

Vous avez le matériel, ce qui est 1’essentiel ; faites-en bon usage.

La littérature fourmille de théorémes de point fixes « de type métrique complet»
(comme celui de ce chapitre) : il va de soi que ces théorémes n’ont d’intérét que s’ils
ont des applications, ou s’ils englobent un grand nombre de théorémes antérieurs.
Beaucoup de ces résultats ne répondent pas aux criteres ci-dessus . . .

& Exercices indispensables : 1.1,1.2,1.3,14,2.2,24,25.
& Exercices complémentaires : 1.5, 1.6, 2.1, 2.3, 4.1, 4.2.

Nous proposons une Lecture dans laquelle nous montrons comment on peut appliquer
le théoréme de Brouwer (énoncé, mais non démontré€ ici) pour obtenir des résultats
puissants. Peut-étre que cela donnera a certains lecteurs 1’envie d’aller plus loin dans
cette direction . . .

Le théoréme de Brouwer est le prototype de nombreux autres qui appartiennent a la
famille des théorémes de points fixes de nature topologique (i.e. relevant de la topologie
algébrique).

Les problemes de convergence d’itérés de fonctions sont devenus trés a la mode
depuis une vingtaine d’années, a cause des fractales, de la théorie du chaos, . . .

Voici les coordonnées d’un livre trés simple, trés élémentaire et trés agréable sur ces
questions : A first course in discrete dynamical systems de R. A. Holmgren, Springer—
Verlag éditeur.

BON TRAVAIL!
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CHAPITRE XVI

ESPACES METRIQUES COMPLETS
APPLICATIONS I : POINTS FIXES

1. POINT FIXE D’UNE APPLICATION

Définition 1.1.
Soit A une application d’un ensemble E dans lui-méme. On appelle point fixe
de A tout point u € FE tel que : A(u) = 1.
S’il existe un tel u, on dit que A posséde un point fixe.

Exemples 1.1.

1) f:[0,1] — [0,1], t — f(t) = t; tout point de [0, 1] est point fixe de f. Soit
Fn:[0,1] = [0,1),t — fu(t) =(1— %)t, nentier > 2 : f,, n’aqu’un seul point fixe :
t=0.

Remarquons que || f — fr|loo = SUDsejo,1y [t — (1 — %)t] = % : 1a suite de fonctions
(fr) converge uniformément vers f sur [0, 1]. Le nombre des points fixes n’est pas
« stable », méme pour une « bonne yapproximation.

2)g: R — R,t — ¢(t) = t+1 n’aaucun point fixe. La simplicité d’une application
ne lui donne pas de point fixe . . .

Rappelons qu’étant donnés deux espaces métriques (E, d), (F, §) et une application
A : E — F, nous avons [dans le Chap. I] introduit 1a terminologie suivante :

A est lipschitzienne de constante k > 0 sur E si :
(1.1) Yue E,Vv € E : §[A(u), A(v)] < k.d(u,v),
(1.2) si k=1:ondit que A estcontractante (ou : est une contraction) sur E,
(1.3) sik < 1:onditque A est strictement contractante (ou : est une contraction
stricte) sur E.

Si A vérifie :
(14) VYu € E,Vv € E,u # v : §[A(u), A(v)] < d(u,v), ondit qu’elle est
contractive sur E.

On a les implications évidentes suivantes :
1.5) [A strictement contractante sur ] = [A contractive sur E] —>
[A contractante sur £¥] = [A lipschitzienne de constante 1 sur E] =
[A uniformément continue sur £] — [A continue sur E]

Exemples 1.2. Soit A : £ — E, o E est un espace métrique. Si A est contractante
sur E, elle peut avoir des points fixes ou ne pas en avoir, en avoir une infinité : voir les
exemples 1) et 2) de Exemples 1.1.

Une application contractive peutne pas avoir depointfixe: E :=[1,4+o00], f(t) :=t+% ;
lf@®)— f(s)|=|(t—s)+ %—tl =|t—s|.(1- glf) < |t — s| pour s # t, mais f n’a
aucun point fixe sur F (vérifiez).

Proposition 1.1.

Soit (E, d) un espace métrique et soit A : E — E. Si A est contractive sur E,
elle ne peut avoir qu’un seul point fixe.
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Corollaire :
|| Une application strictement contractante a un point fixe unique, s’il existe.

Démonstration :

Soient 7 et v des points fixes distincts, on a : d(u., v) = d[A(%), A(V)] < d(4,?),
contradiction. ¢

& Exercice 1.1. (facile) Sait f : [0, 1] — |0, 1] une fonction continue sur [0, 1]. Prouvez que
f aun point fixe au moins. .

Etendez le résultat & f : [a,b] — [a,b], a < b.

& Exercice 1.2. (facile) Soit (E, || - ||) une.v.n. sur K = R ou C, et soit A € L(E). Vérifiez
que A est une contraction [resp. contraction stricte] si et seulement si || Al gy < 1 [resp. < 1].

& Exercice 1.3. (facile) Soit f : |a,b] — R une fonction dérivable sur |a, b|. Vérifiez que f
est une contraction [resp. contraction stricte] si et seulement si :

SUPg<e<s |/ (E)| < 1, [resp. < 11.

Application : soit o > 0 sur quelles parties de R 1a fonction f(t) = %(t + %) est-elle une
contraction 7 Une contraction stricte ?

& Exercice 1.4. (res facile) Soit (G, *) un groupe, et soit A : G — G. Soitv € G fixé.
Démontrez que la résolution de I'équation « trouvez u € G tel que A(u) = v est équivalente
a la recherche d’un point fixe.

& Exercice 1.5. (assez difficile) Soit (F, d) un espace métrique compact.etsoit A: £ — E
une application contractive. Démontrez que A posséde un point fixe (d’ailleurs unique, d’aprés
la Prop. 1.1).

Indication : raisonnement par contradiction, considérez u +— d(u, A(u)), puis b = A(a) et
A(b).

& Exercice 1.6. (facile) Scit E = ¢; muni de || - || (suites de réels tendant vers 0, avec la
norme uniforme [¢f. (4.2) dans le Chap. IT]) et soit F' = B(0, 1].

Ondéfinit A: F — Fpar: A(u) = A(&, &, .-, 6ny .- ) = (LEL &, - -, 6ny - - 0).
Démontrez que A est une isométrie affine qui ne posséde pas de point fixe. Notez que A n’est
pas surjective.

2. LE THEOREME DU POINT FIXE
DES CONTRACTIONS STRICTES

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL) Théoréme du point fixe des contractions strictes
Soit E un espace métrique complet, soit F' une partic fermée de E, et soit
A : F — FE une application strictement contractante de constante k € [0, 1] telle
que A(F) C F.Ona:
(2.1) Existence et unicité : il existe & € F unique point fixe de A4, ie. tel que
A(w) =1.
(2.2) Algorithme de calcul ou convergence des itérations : 1a suite (uy,) de points
de F telle que uny1 = A(uy) Ol ugp € F est arbitrairement choisi [stabilité] est
convergente de limite .
Remarque : Notant A° = Idg, A' = A, A2 = Ao A, ..., A"l = Ao A"
(itérés de A), ona: uny1 = A" (ug).
(2.3) Estimations de I’erreur : pourtoutn > 0,on a:
(2.3.1) Estimation a priori : d(uy, 0) < IL_nEd(uo, u1).

(2.3.2) Estimation a posteriori : d(uny1,u) < l—fEd(un, Unt1)-

(2.4) Vitesse de convergence : d(uny1,u) < k.d(un,u) [convergence dite
lineaire].
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Commentaires :

1) Ce résultat est parfois appelé simplement théoréme de point fixe des contractions ;
on trouve également dans la littérature : th. des approximations successives, th. de
Banach, th. de Banach-Picard, th. de Banach-Caccioppoli, . . .

2) On énonce souvent ce théoréme sous la forme simplifiée : toute application
strictement contractante d’un espace métrigue complet dans lui-méme posséde un
point fixe unique.

3) a priori (pas d’accent sur le a ) signifie : en fonction des données seulement (ou
d’une fonction simple des données), ici up € F arbitraire et u; = A(ug).

a posteriori signifie qu’on connait les termes de la suite jusqu’a u,, 41, €t donc qu’on
acalculé u; = A(ug), ug = A(u1), .- .,un1 = A(uy). Cetteestimation est meilleure
que la précédente (mais demande plus de travail !).

4) Ce théoreme est indissociable de sa démonstration, d’ailleurs simple, car celle-ci
est souvent « ré-utilisable par morceaux ».

5) Ce résultat représente en quelque sorte un «idéal» du point de vue de I’analyse
numérique. En effet, on a I’ existence et 1’unicité, et un algorithme (méthode de calcul)
simple (et stable) donne la solution unique. De plus on dispose de deux majorations (a
priori et a posteriori) de I’ erreur et de 1a vitesse de convergence.

On dispose assez rarement de tous ces renseignements . . .

Démonstration :

Nous allons démontrer que la suite (u, ) est de Cauchy en deux (petites) étapes.
Etape 1 : Soit ug € F, arbitraire, et 1a relation u, 1 = A(un).

Puisque A(F) C F, on a (par récurrence) : u, € F pour tout n = 0,1,2,...
Puisque F est fermé dans F, la limite — si elle existe — sera dans F. Comme F est
complet (fermé dans un complet), il suffit de démontrer que (uy, ) est de Cauchy.
d(unt1, un) = d[A(uy), A(un—1)] < k.d(tn, un—1) = k.d[A(tn—1), A(un—2)]

< k'.k'.d(un_l, 'Ll,n_z) = kz.d[A(’un_z), A(’un_3)] S k‘3.d(un_2, ’un_3) cen

Continuant ainsi, on arrive a : d(un 1, un) < k™.d(u1, uo) = k™.d(A(uo), uo)- ¢
Etape 2 : On utilise a répétition I’inégalité triangulaire :

Vpentier > 0 :
d(Un1p, Un) < d(Untp, Untp—1) + d(un+p—1,un+p—2) + -+ d(uny1, un)

< K1 d(ug, uo) + KPP 20 d(ug, uo) + - - - + k™.d(ua, uo) [Etape 1]
<k (A +k+E A+ + kP)d(ug, uo)

kP n
< kn']i__kk‘d(ul; ’LL()) S ].L—Ed(ul’ ’LL()). ¢

Par conséquent : limy_c0,p—s00 A(Unip, Un) = Hm d(tnyp,un) = 0, et (un) est
convergente de limite 7 € F.

Dans une troisiéme étape on va prouver que % est un point fixe de A.

Etape 3:
dlu, A()] < d(U, unt1) + dlunsr, A(@)] = d(@, Unt1) + d[A(un), A(T)]

< d(Uy uny1) + k.d(uy, @), d’ob ala limite quand n — oo, d(-, &) étant
continue :
dlu, A(@)] < lim d(4, uny1) + k. lim d(u,,u) = d(@, 0) + k.d(u,u) = 0, d’ou
dlu, A(u)] =0et A(u) =u. ¢
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Nota : On aurait aussi pu dire que u,+1; = A(u,) et A continue impliquent, par
prolongement des égalités u = A(W) .. .

D’ aprés la Prop. 1.1, A ne peut avoir qu’un seul point fixe, et donc @ calculé par
I’algorithme itératif est 'unique point fixe de A. (2.1) et (2.2) sont donc prouvés.

Pour démontrer (2.3.1) il suffit de reprendre I’inégalité prouvée dans 1’Etape 2 :
d(Untp,Un) < k"l;k—d(ul, up) et de faire tendre p vers U'infini, n étant fixé, il

vient : d(@, un) < -lTk—d('ul, up). ¢

Pour (2.4)ct (2.3.2) :
d(tni1,0) = d[A(un), A@)] < k.d(un,u) < k.[d(tn, unt1) + d(tny1, )] d’ol :
(1 —k).d(unt1,0) < k.d(tn, uny1). ¢

Commentaires :

1) Il va sans dire qu’en analyse numérigue on a tout intérét a ne pas prendre up au
hasard ; si le probléme permet de cerner un peu # il faut profiter de cette information !
D’ autre partles estimations d’erreur montrent a1’ évidence que k doit étre aussi petit que
possible, ce qui signifie qu’il faut majorer d[A(u), A(v)| aussi finement que possible.

2) L’hypothese de complétion est essentielle. Par exemple, considérer E = |0, 1]
et f(t) = t. Cette condition est trés raisonnable, les autres théorémes de point fixe
imposant plutdt de la compacité, condition beaucoup plus difficile a remplir.

3) Ce théoréme a un champ d’applications trés vaste, et il rend encore bien
des services a I’heure actuelle, tant en mathématiques pures qu’en mathématiques
appliquées.

Par exemple, il sert a démontrer en calcul différentiel le théoreme d’inversion locale
et donc le théoreme des fonctions implicites, deux théorémes fondamentaux de la
géométrie différenticlle . . .

Il donne aussi le résultat d’existence et d’unicité le plus ¢lémentaire de la théorie
des équations différentielles (théoréme de Cauchy-Picard, ou de Cauchy-Lipschitz)
avec une méthode de calcul approché de la solution (iméthode des approximations
successives).

Il est aussi a la base de 1a méthode de Newton pour calculer les solutions d’équations
non linéaires, etc.

4) La vitesse de convergence «linéaire » de I’algorithme du point fixe n’est pas trés
bonne, ce qui explique que cet algorithme n’est guere utilisé dans la pratique car on
dispose de méthodes de calcul plus performantes.

5) (facultatif) Le théoréme de Caristi [voir le Probleme-Lecture du Chap. XI] donne
le résultat d’existence (2.1) (mais il ne donne pas les-autres résultats du Th. 2.1 ).

Rappelons que ce th. dit que : toute application T : £ — E, ou E est complet,
vérifiant (*) Vu € E : f[T'(u)] < f(u) — d(u, T(u)), ou f est une fonction E — R
bornée inféricurement et semi-continue inférieurement
lie. V(un) — w: f(u) <liminf,, .o f(u,)], admet un point fixe au-moins.

Soit A strictement contractante, et prenons f(u) := —k—d[u A(u)]. f vérifie les
hypotheses voulues, et A vérifie (*) (facile, vérifiez). Donc A posséde un point fixe.

& Exercice 2.1. (trés facile) Soit ( E, d) un espace métrique complet,etsoient A, B: £ —» E
des contractions strictes vérifiant Ao B = B o A. Démontrez que A et B possédent un point
fixe (unique) commun.

& Exercice 2.2. (assez facile) Soit ( F, d) unespace métrique complet,etsoient A, B : E — E
des contractions strictes de constantes respectives k4, kg € ]0, 1]
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On suppose que : 3 > 0,Vu € E : d[A(u) B(u)] < &. Démontrez que les points fixes @ et
b de Aet B, respectiverment, vérifient : d(a, b) < —E ;o k=max{ks, kn}

& Exercice 2.3. (difficulté moyenne) Soit (F,d) un espace métrique complet, et soient
A, A, : E — E. On suppose que les A, sont des contractions strictes de m€me constante
k €10, 1. On suppose que lim A, (u) = A(u) pour tout u € E. On considere I’ algorithme
suivant : ug € E est arbitraire, u, 1 = An(u,) pour tout n > 0. Démontrez que (u,) est
convergente de limite %, le point fixe de A.

Indication :
On sera amené 2 utiliser le lemrne suivant (2 démontrer) : si l1m (an) 0 (suite de réels), la

suite de terme général 3, = Z kP .o, _p €St cOnvergente, de lumte 0.
p=0

Nota : cet exercice établit un autre résultat de stabilité de I’ algorithme (2.2) (par rapport a
I’application A).

& Exercice 2.4. (assez facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. réel de dimension finie, et soit K +# ()
une partie convexe, fermée, bornée de E. Soit A : K — K une application contractante.
Pour w € K fixé, etn € N, n > 2, onpose : A,(u) := (1— %)A(u) + %w pour toutu € K.
Démontrez que A posséde un point fixe au moins dans K.

& Exercice 2.5. (assez difficile) Soit (X, §) un espace métrique, et soit (E, d) un espace
métrique complet. On se donne une application A : X x ¥ — F continue sur X x F, vérifiant :
X €0, 1],Vz € X,Vu € E,Yv € E : d(A(z,u), A(z,v)) < Xd(u,v).

Démontrez qu’il existe une application & : X — F continue et bornée sur X, et une seule,
telleque Vo € X : A(a:, h(a:)) = h(z).

3. QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME
DU POINT FIXE

3.1. Méthode des approximations successives

Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction strictement contractante de constante k € 0, 1[.
On aura cette condition si, par exemple, f est dérivable sur [a, b] avec :
0 <|f'(t)] <k < 1pourtoutt € [a,b] (théoréme des accroissements finis).
D’apres le Théoreme 2.1, 1a suite : to € [a,b] arbitraire, t; = f(to), t2 = f(t1),
tni1 = f(tn), - - - est convergente vers la solution unique # de I’ équation f(t) = ¢
surl intervalle [a, b].

Deux situations distinctes se présentent suivant que 0 < f’(t) < 1 ou bien que
—1 < f’(t) < 0. Dans le premier cas la suite des itérés est monotone : croissante si to
a ¢té pris 4 gauche du point fixe ¢, décroissante si tg a ¢té pris a droite du point fixe .
Dans le second cas deux termes consécutifs de 1a suite encadrent la solution cherchée.

Il est recommandé¢ au lecteur de dessiner ces deux situations en axes orthonormeés,
en utilisant la premi¢re bissectrice pour construire les itérés (voir p. 362).

Soit 2 présent I’équation ¢(t) = 0, ou t € [a, b], g vérifiant : g(a) < 0 et g(b) > 0,
g dérivable sur [a,b], et: d¢,IC réels telsque : 0 < ¢ < ¢'(t) < Cpoura <t < b.

Posons : f(t) :=t — X.g(t), ot X # 0 est & choisir au mieux ultérieurement.

L équation proposée g(t) = 0 équivaut 2 1a recherche d’un point fixe pour f.

Ona: f'(t)=1-Ag't).dou:1-AC< f'(t) <1- e

On peut jouer sur A, jusqu’ici arbitraire, de maniére 2 assurer la convergence de la
méthode des approximations successives du Th. 2.1, et on dispose ainsi d’une méthode
pour trouver une valeur approchée de la solution de I’équation g(t) = 0.
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Si vous disposez d’une calculette vous pouvez vous amuser 2 mettre en ceuvre le
procédé.

3.2. Résolution de systéemes linéaires

On se propose de résoudre le systéme linéaire M. X = B, a n équations ¢t n
inconnues (M est une matrice carrée n x n donnée, B une matrice colonne donnée,
X est la matrice colonne cherchée).

Posons A := I — M, ou I estla matrice unité, et: g(X) := A.X + B. Larésolution
de M. X = B est équivalente 2 1a recherche d’un point fixe de g ; en effet :
g X)=X<«—=AX+B=X<+—=X-AX=B«<— MX=B.
Bien entendu, le fait que g soit ou bien ne soit pas une contraction stricte va dépendre
du choix de la distance qu’on mettra sur R™ (ou C™).
Pour X = (&1,...,&) etY = (m,...,7n), prenons d’abord sur R™ la distance
deo(X,Y) = nax |& — 7;]- Notons : A = (a; ;),1 <4, < n.

Ona:
deol9(X),9(V)] =deo(A.X + B,AY + B) = max |A.(X =Y )

= lrgf<Xn| Z a:,;(& — | 1r2a<x [Z |ai,;|-|& — |]
< 11232( [Z |CL1J|].II’23X |&i—nil = lrélax [Z |a, yl]-doo(Xa Y).

et donc g sera une contractlon stricte lorsque A =1 — M ver1ﬁe :
n
4l o = mass [ fas, ] <1

Nota : pour la norme || - ||1.00, ¢f. Chap.II, Exemple 3.1.

Le lecteur vérifiera que si I’on prend sur R™ la distance d (X, Y) = > |& — i,
=1

on tombe sur la condition suffisante : || Al|,1 = lréla<x [Z |lai;|] < 1, et enfin que

si Pon prend dg(X,Y) = (Z & — 2) '/2_ on tombe sur la condition :
||A||2,2 Z Z laijl* < 1.

=1 _7—

Des que I'une de ces conditions suffisantes (et nullement nécessaires) est vérifiée,
on peut appliquer la méthode des approximations successives : Xo € R"™ arbitraire,
X1 = g(Xo), ey Xn+1 = g(Xn), .-

Bien entendu g n’est pas « obligée » d’éEtre strictement contractante ! La méthode ne
peut « marcher » & coup sir que si elle ’est. Les § 3.1 et 3.2 ne sont donnés qu’a titre
d’exemples d’applications du Th. 2.1.

Au point de vue analyse numérique, & I’heure actuelle, on utilise généralement
d’ autres méthodes plus performantes (rapidité, coiit).

3.3. Résolution d’une équation intégrale

Soit [a,b], @ < b, un intervalle compact dans R. On considére I’espace de
Banach £ = C([a,b],R). On se donne ¢ € E et une fonction appelée noyau
K : [a,b] x [a,b] — R continue sur son domaine de définition. On suppose donné,
enfin, A € R.
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Le probléme qu’on se propose de résoudre (au moins particllement) est le suivant,
appelé équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce, non homogéne [ce
type d’équation est issu de la physique mathématique] :

Trouver une fonction ¢ +— u(t) dans E telle que :

b
Vt € [a,8] : ult) = A / K(t, 5)-u(s) ds + o(t)

Remarque : 1l peut sembler étonnant de chercher a priori la solution dans E : pourquoi

pas ailleurs ?
Mais la résolution de 1’équation 22 + 1 = 0 pose le méme probleme . . . les solutions
ne seront pas les mémes selon qu’on résout dans R ou dans C !

Définissons une application A, manifestement affine, par :
b
[A(w)](t) = /\./ K(t,s).u(s)ds + ¢(t), pour u € E.
a

D’aprés les propriétés élémentaires des intégrales dépendant d’un paramétre [cf.
cours de D.E.U.G. ou cours de calcul différenticl], puisque K est continue sur
[a,b] x [a,b], et puisque ¢ € E,ona: A(u) € E. A applique E dans E.

Calculons deo[A(w), A(v)] = max [[AW](2) — [A@)](®)

b b
deo[A(u), A(v)] = argtaécblx\/a K(t, s).u(s) ds+<p(t)—/\/a K(t, s).v(s)ds—¢(t)|

b
= max |/\||/ [K (2, s)-[u(s) — v(s)]ds|.

a<t<b
Puisque K est continue sur le compact [a. b] x [a. 4], il existe M réel > O tel que
|K(t,s)| < M pour (t, s) € [a,b] x [a,b], et donc :

dolt(w), A(0)] < 1A mas ([ 1K e, u(s) — (o) ds)

b
< M. — = AMAb — . — .
< INLM. 1 fu(s) — o(s) / ds = |\M.(b— a)-Jlu— vlleo

L’ application affine A est donc une contraction stricte si (condition suffisante, non
nécessaire) I’on a la condition : | \|.M.(b—a) < 1,c’est-a-dire si | \| est «assez petit» :

1
A< M.(b—a)

Le Théoréme 2.1. permet d’énoncer : I'équation intégrale admet une solutionu ¢ E

unique, si |\ < m .

On peut bien sir se demander ce qu’il en est lorsque | A| > ﬁ(_gl—_aj e

Les problémes posés par les équations intégrales ont grandement contribué aux
progres de I’ analyse fonctionnelle (on peut méme dire que les équations intégrales ont
fondé I’A. F.) ; cela continue aujourd’hui avec les équations intégrales non linéaires,
7 1 5 - par €Xx.), efc.

Partant de up € E arbitraire (par exemple up = 0), les approximations successives

b
s’écriventici : Vt € [a, b], un41(t) = /\/ K(t, s).un(s)ds + o(t).

avec des noyaux K trés irréguliers ou singuliers (
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4. VARIANTES DU THEOREME FONDAMENTAL
ET APPLICATIONS

4.1 Applications dont un itéré est strictement contractant

Il peut arriver qu’une application ne soit pas une contraction stricte, mais qu’un de
ses itérés AN = Ao Ao--- o A (N fois) soit une contraction stricte.

Exempled.1. E = C([a,b],R)., a < b. On définit A: E — E par:

Vf € E,vt € [a,8] : [A()(t) = / £(s) ds.
A e L(E)et(Chap.X): || Al = b—a, quin’estpas < 1 [cf. Exercice 1.2] sib—a > 1.

& Exercice 4.1. (pas si facile . . . ) Démontrez que pour tout entier n > 1,
t n-1
n t—s
Vf € E,Vt € [a,b] : [A™()](¢) =/a —(—T—( n—)l i f(s)ds.

. b—a)" I . .
Déduisez-en que : | A”]| = ﬁ__ﬁ"lL . Donc il existe un entier N tel que AN est une contraction
stricte.

& Exercice 4.2. (suite, facile, de 'exercice 4.1) On fait a = Q0 et b = 1. Démontrez que
I’équation suivante :

t
veel0.s 1)~ [ r(s)ds =a(o)
ol f est’inconnue et ot g est donnée, a une solu(ii?n et une seule :
Jt) =g(t) + ¢ / e *.g(s)ds.
Dans une telle situation, le résultat suivant esot utilisable :

Proposition 4.1.

Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit A : E — E une application
telle que pour un entier N > 1 ’application B = A" est une contraction stricte :
A posséde un point fixe et un seul.

Démonstration :

Supposons que u € E est un point fixede A : 4 = A(u);ona:

A%(u) = A[A(u)] = A(u) =1, A3(1) = A[A%(u)] = A(T) = T, etc.

Et donc % est un point fixe de B = AY. Comme B admet un point fixe unique, A
admet un point fixe au plus. Voila pour I'unicité.

Quant a I’existence, soit 4 le point fixe de B, qui existe par le Th. 2.1 : w = B(u).
Ona:B(A(u)) = AN o A(G) = Ao AN(u) Ao B(u) = A(@) (les puissances de
A commutent entre elles). Donc A(%) = w, puisque B n’a qu’un point fixe. ¢

Application 2 la résolution d’une équation intégrale

Dans le méme cadre que le § 3.3, avec les mémes notations, on considére 1’équation
[équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce, non homogéne] :

Trouver une fonction t — u(t) dans E telle que :

Vit € [a,b] : u(t) = /\./ K(t, s).u(s) ds+ (t)

&= Bien remarquer qu’ici la borne supérieure de I’intégrale est £ et non plus b comme
dans le § 3.3, ce « détail » va tout changer . . .
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Comme dans 3.3 : .
[[A(w)](&)—[A()](t)] = I/\I-I/ K(t, 5)-[u(s)—v(s)] ds| < |Al-M.(t—a).|u—0]| o,
d’ou :
[A2(w)](1) — [A%()]@®)] = M| / K(t, 5).[[A(w)](s) — [A(v)](s)] ds|

< [ ds = a2 =)

<Al /a| [M4(s — @)lJu— vlloo ds = ANEMZEZEE = o],
et par récurrence on obtient :

A @)() — (ar@)@)] < A E Dy

< |A|"M"L——,L||u Olloo-

Donc : ||[A™(u) — A™(0)]leo < |/\|"M"£———|—-L||'u — v||oo, €t il est maintenant
clair que pour toute valeur du parametre Ail est p0551ble de choisir n assez grand pour
[[Al (b'— a)]”

a)"

assurer la condition : <1-
En définitive, A™ est une contraction stricte, et la Prop. 4.1 permet de conclure :
pour tout A € R I’équation intégrale proposée posséde une solution unique dans E.

4.2 Applications dont une restriction est strictement contractante

Il advient fréquemment que A : E — E ne soit pas une contraction stricte sur E
entier, mais sculement sur une partie de E. On peut dans ce cas faire appel au résultat
suivant (voir une application dans le cours de calcul différentiel) :

Proposition 4.2.

Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit F' = B(a, p| une boule ouverte
de E. Soit A : F — E une contraction stricte de constante k € ]0, 1[ (F étant
muni de d induite).

Sous I’hypothese : d[A(a),a] < p(1 — k), il existe & € F unique tel que :
A(u) = u.

Démonstration : Considérons la suite : uo = a, u1 = A(ug) = A(a), uz = A(w),

.» Uny1 = A(uy), ... : cela n’a de sens — puisque A n’est définie que sur F — que
si u, € F pour tout n. Vérifions qu’il en est bien ainsi, par récurrence.
u =a € F = B(ag, p[; u1 = Ale) = d(w1,e) =d[A(a),a] < p(1—k) < p, 2
cause de ’hypothese faite ;
supposons que u, € F et prouvons qu’alors u, 1 € F.Ona:
d(tny1,0) < d(Uny1, Un) + d(tn, Un—1) + - - - + d(ug, u1) + d(u1, a) ; mais :
d(ug, u1) = d[A(w1), A(uo)] < k.d(u1,a), ...,
d(un+1a un) = d[A(’U,n), A(un—l)] < k'd(una un—l) S kz-d(un—la un—2) <---

< k™.d(uy,a), dou:

d(uni1,0) < (K + k" 4 4 B2 4 b+ 1)d(ur,0) < 71pp(1— k) = pet
Un+1 € F. Donc la suite (u,,) est bien définie. En suivant pas & pas la démonstration
du Th. 2.1, on démontre que (u,, ) est de Cauchy, donc convergente dans E vers 4 € E.

L estimation a priori(2.3.1) donne : d(u, a) < l—lEd[A(a), al < I—EEp(l—k) = p,
etdonc u € F.

Comme dans la démonstration du Th. 2.1, on démontre que % est (I’unique) point
fixede 4. ¢
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5. LE THEOREME DE BROUWER

Si vous essayez d’étendre le résultat de ’'Exercice 1.1 4 f : B — B, ou B estla
boule unité fermée euclidienne de R?, et ot f est continue sur B, vous éprouverez sans
aucun doute de sérieuses difficultés . . . en dépit du fait qu’il existe des démonstrations
élémentaires. Mais le résultat est vrai :

Théoréme 5.1. (Théoreme de Brouwer)

S # () désignant une partie convexe et compacte d’un e.v.n. de dimension finie,
toute application continue A : S — S admet un point fixe au moins.

Ici, on n’a pas en général unicité ! [cf. Exemples 1.1, 1)] Le résultat se généralise
(méme énoncé) a un un e.v.n. de dimension quelconque (Théoreme de Schauder), mais
on ne peut pas remplacer « compact» par « fermé et borné » !

La démonstration du théortme de Brouwer est trés facile si I’on connait un peu
(vraiment trés peu) de topologie algébrique, branche des mathématiques qui est le
véritable cadre de ce résultat. Les démonstrations élémentaires sont assez techniques
Nous ne démontrerons pas ce résultat ici.

Fin de la partie cours du Chapitre XVI

LECTURE

Un résultat d’existence pour les équations non linéaires

On va donner une application du Théoréme de Brouwer : un résultat d’existence de
solution (une au moins) pour une équation non linéaire. On se place dans R™ muni de
sa structure euclidienne (-|-).

Soit f : R® — R™ une application continue sur R™, vérifiant la condition

(appelée coercivité) :
p WF@)
lull—oo  |lull

Conclusion : | est surjective.

Démonstration :
Soit w € R™ fixé; on va démontrer qu’il existe un u € R™ au moins tel que

f(w)=w.
Soit a € R tel que ||w|| < a. La condition de coercivité donne :
a > 0étant fixé, Ip > 0,Yu €R™: ||lul| = p = (ulf(w)) = aflull.
On consideére I’application g : R™ — R™ définie par : g(u) := u — f(u) + w, puis
I’application h : R™ — R"™ définie par :
(w) = o) si ()] < p, h(w) 1= pr 04 s la(w)l > .

Soit C' = B(0, p| = {u € R™ / ||u|]| < p}, ensemble convexe et compact. g est
continue sur R™ puisque f I’est.
U

Soit d’autre part I’application : II(u) := Po(u) = usi ||u]| < p, et p—”-—, si
u

lull > p; II est 1a projection radiale sur C (dessin !), elle est contractante [cf. Chap.
XVII, Exercice 2.3] et donc continue sur R™.
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A présent : h = Il o g est continue sur R™. D’autre part, k applique R™ dans C, et
donc C dans C. D’aprés le Théoréme de Brouwer h admet un point fixe u € C.
On va démontrer que ||g(uw)|| > p est impossible, donc que ||g(@)|| < p, d’on
u=Hhu) =g(u)=u— f(u) +w = f(u) = w, cequi est le résultat cherché.

Supposons donc que ||g(%)|| > p : on aurait h(u) = pﬁ—(%-)ﬁ = @, etdonc : ||[u]| = p.

On en déduirait que : (T|A(@)) = (GlT) = ||T||* = p?, d"une part, et, & autre part :

e g@) )i f(@) byl (@) + (i)
@in@) = p(@l gy = /@@ ) ~* oG

< px =eldl + @) '~ ap+ pllu]
- lg(@)ll - lg(@)ll
2
. — ap + pllw ~
Soit: p? < p x £ ||gp(ﬁ)||p” I = |lg@)||<p—a+|v|<p—a+a=pet

donc ||g(@)|| < p : contradiction !
Cette démonstration est jolie, n’est-ce pas ?

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1
Onpose: g(t) = f(t)—t; gestcontinue sur [0, 1] cart — f(¢)ett — tsontcontinues sur [0, 1].
g(0) = f(0) > 0 (puisque f est a valeurs dans [0, 1] 1), et g(1) = f(1) — 1 < 0 (puisque f est
4 valeurs dans [0, 1] !). Donc d’apres le Th. des valeurs intermédiaires [D.E.U.G. ou Chap. XX]
ilexiste 7 € [0, 1] telque g(t ) = 0, i.e. tel que f(¢) =1, et donc  est un point fixe de f. ¢
Pour un intervalle [a, b], la démonstration est exacternent la méme, mutatis mutandis.

Mais on peut aussi généraliser de 1a maniére suivante : On conSideére les deux applications
affines inverses 1'une de l'autre 6 : [0,1] — [a,b], t — (b—a)t +aet07! : [a,b] — [0,1],
t— i:—g [¢f. 1a démonstration du Théoréme de Weierstraf3, Chap. IV].

h=0"0fof:[0,1 — [0,1] aun point fixe t € [0, 1], et donc 5= 6(t ) € [a, b]. est point
fixede f: f(3) = f(0()) =00h(t) =0(F) =5.+

% Exercice 1.2
Supposons que ||A|| <1 [resp. < 1].
Yu,v € E: |A(u) — A()| = ||Alw) — v)|| < || A]l-|lw — v]|, et donc en posant k := || A]| :
A est une contraction [resp. une contraction stricte]. ¢
Réciproquement, si Vu, v € E : [|A(u) — AW)|| < k.||lu —v||, avec k € [0, 1] ou k € [0. 1],
on aura avec v = 0,
Vu € E: |A(u)|| < kllull = | Al = supjyj< |A@)|| < K, et le résultat. ¢

% Exercice 1.3

Supposons que sup,icp | F/(E)] = k < 1 [resp. < 1], et soient s,t € ]a,b[. D’apres le th.
des accroissements finis : f(t) — f(s) = (£ —s).f'(€) avec € € ]s,t[; dou: |f(£) — f(s)| =
| F'(€)].]t — s| < K|t — 5|, et f est contractante [resp. strictement contractante]. ¢

Réciproque : Vt € |a, b,V telque t + 7 € |a,b[: | f(t + 1) — f(t)| < k|n|, etpourn £ 0:

Iﬂt"‘_”n_MQI <k = mnh_)o,h#olﬂt"‘_”an(ﬂl = |f () <k o

J est dérivable surR" et f'(t) = § (1 — %) D’apres ce qui précede. il suffit d’étudier les cas
olt| f'(t)] <1 [resp. <1].

i)sil—f‘g20(=>|t|2\/E:|f’(t)|§1(=>—é%g5%,vrain€R*.
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ii)sil—tgf504=>|t|5\/E:|f’(t)|§1<=>é%s%<=>|tlz%é-

va

Donc f est une contraction [resp. une contraction stricte] si et seulement si [¢| > —3(1 [resp.
[t] > %é]. Les points fixes de f sont manifestement ++/c quelle que soit 1a valeur de « > 0.
11 est recommandé de poursuivre I’étude de cet exemple en appliquant le Th. de point fixe des

contractions strictes lorsque cela est possible (ne pas oublier S.V.P, 1a condition f : £ — E),en
suivant sur un dessin le cheminement des itérés selon le choix du point de départ arbitraire. ¢

% Exercice 1.4

Notons e 1'élément neutre de G (le cas intéressant est celui ou G est le groupe additif d’un
espace vectoriel, auquel cas e = O et u~! se note —).
Supposons que A(@ =uv:

A@)xv ! =vsxvl=e = A@)*xv ' xu=exu=1u;

posant B(u) = A(u) * v! *u, on a B(u) = 4 : u est solution d’un probleme de point fixe.

Réciproquement, si B(u) = u :
AW)xv'xu=u = A@)*xv1*ruxul=uxul=e¢

—= Alu)*vire=e = Aw)=n.

En définitive, toute équation peut étre transformée en un probléme de point fixe et

réciproquement. ¢

% Exercice 1.5

Il n’y a qu’un point fixe au plus puisque A est contractive. D’ autre part A4 est continue sur E,

Considérons lafonction f : E — R, u +— d(u, A(u)) : f est continue sur E comme composée
u i (u, Au)) — d(u, A(w)).

Supposons qu'il n’y ait pas de point fixe : dans ce cas f(u) > O pour tout © € FE et, plus
précisément, il existe a € F tel que inf,cp f(u) = f(a) = d(a, A(a)) > 0.

Considérons b = A(a) et A(b) = A(A(a)) = A?(a); puisque a # A(a) et A contractive,
on a: d(b, A(b)) = d(A(a), A(A(a)) < d(a, A(a)) = inf,_g d(u, A(w)). une impossibilité
par définition de la borne inférieure. Contradiction !

Donc il existe un point fixe pour A. ¢

% Exercice 1.6
Soitey =(1,0,0,...,0,...) : e1 € co. et posons :

B(u) = B(&1,821 -1 6ny .- ) = (0,61,60, . . &y - - 2)-

11 est clair que B est une application linéaire de ¢y dans lui-méme. On a: A(u) = e; + B(u)
pour tout 4 € F, et A est bien une application affine.
Vu € B : [BWlloo = 1(0,&, v+ &nre- Moo = €1 Ens-- - s€mre- Moo = llulloo : B est
une isométrie, et donc A en est une aussi car A(u) — A(v) = B(u) — B(v) = B(u — v). En
particulier, si [|ul|eo < 1:||A(¢)|lc < 1.et A applique F dans F. Aet B sont injectives, comme
isométries, mais ne sont pas surjectives de ¢o sur ¢ : e € ¢p n’a pas d’antécédent dans ¢, pour
B, et 2e; € ¢g n’apas d’antécédent pour A.

Supposons que u = (uy, Ug, - - - , Un, - - -) €St un point fixe de A :
u = (u1,U2y--,Un,--.) = Aw) = (Lu,ug-..,Uy,...), ce qui donne : vy = 1,
us = ug = 1,...,un, = 1 pour tout n, mais la suite (1,1,...,1,...) n’appartient pas a ¢,

(elle tend vers 1, pas vers 0!).
A n’a donc pas de point fixe dans F' (par contre B en a un qui est 0). ¢

% Exercice 2.1

Soit u I'unique point fixe de A : (B o A)(w) = B(A(u)) = B(u) d'une par, et
(Bo A)(u) = (Ao B)(w) = A(B(u)) & autre part. Donc B(%) est un point fixe de A. et
comme A n’a qu'un point fixe : B(u) = . ¢
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% Exercice 2.2

Soit @ le point fixe de I’application A. D*apres le Th. 2.1, le point fixe bderl application B
est la limite de la suite : a, B(a), B%(a), ..., B*(a), - - - et on a la majoration a priori (2.3.1) :

4@, B*(@) < T2E—d(B@),3).
On adonc : d(3, B*(@)) < 124=d(B(@),a) = 1=27d(B@), A(@) < 1=5F -

En faisant tendre n vers I'infini : d(d,b) < 1 _E o ; exactement de la méme maniére, en

interchangeant les roles de A et B, de a et ded, on a aussi : d(’d,/b\) < T—_E_EX

Donc : d(a,b) < min{ T —EkA’ T —EkB }e= 7= - avec k = max{ka, kp}. ¢

% Exercice 2.3

Commengons par démontrer que A est nécessairement une contraction stricte de constante k.
Vu e E,Yv e E,¥n € N:
dIA(w), AW)] < dIA(w), An(w)] + d[An(w), An(v)] + d[An(v), AV)]
< d[A(u), An(u)] + k.d(u,v) + d[A.(v), A(W)].
Soit € > 0O arbitraire : IN; [resp. No] dans N , Vn € N:n > N [resp. No] =
d[A(u), An(u)] < € [tesp. d[A,(v), A(v)] < €l
Donc, ¥n > max{Ny, No} : d[A(u), A(v)] < k.d(u.v) + 2¢.
I’inégalité ayant lieu pour tout £ > 0, on a : d[A(u), A(v)] < k.d(u,v), et A est strictement
contractante de constante k. ¢
Appelons 7 le point fixe unique de A (Th. 2.1).
41, 8) = Al An(tn), A@)] < d[An (un), An(@)] + d[An(@), A@)]
< kod(tn, v) + d[An (), A(TW)).
Posons : e, := d[A.(u), A(u)] ;ona:
d(tnt1, @) < kJkd(Un_1,%) + €] + €n = k2d(un_1,0) + keen_1 + €5 < -+
Par récurrence on obtient : d(un+1, w) < k™ .d(uo, ) + Y kP.€np.
p=0
Le premier terme majorant tend vers 0 quand 1 — oo car k € |0, 1], et le second tend vers 0
également 3 cause du lemme restant 3 prouver et de lim (e,) = 0.

On aura donc : lim (u,) = u. ¢
Démontrons enfin le lemme (il est dil & Toeplitz) :
(Bn) = (X K.0mp) — 0,sik €]0,1[et lim () = 0.
p;o n—oo n—oo

N désignant un entier « moralement grand » a déterminer ultérieuremnent, on peut écrire pour
toutn >N +1:
Bn=an+kan 1+ + k" Nay +E* Nan_1 + - + k"ag, d’ot :
|Bal < [lan| + Klana| +--- + k" Nan| ]+ max Jog|[E* N+ +E"].

0<j<N-1

Soite > 0 donné. Puisque lim (o, ) = 0, il existe un [V; tel que pourtoutnn > N; ona |an| Le.
Doncpourn > N;ona:
1Ba] e[+ Ek+--- +E N+ |[(an)nlloo- B N1+ E+- -+ + BN

ID’ autre part il existe un V5, éventuellement plus grand que le précédent, auquel cas on prendra
n > N = max{N;, N2}, tel que pour tout n > N ona k™ < . Pour ce N et pour toutn > N,
e € ek~ N .
|Bal < 7= + S7=F (@)l et, donc: lim (8,) = 0. +
Remarque : En modifiant un peu la démonstration on peut, 3 la place de (k™) considérer
() € £* ; on obtient : I’opération de convolution des suites envoie £ x ¢, dans ¢p.

«Moralité¢» : on peut dans I'algorithme du point fixe remplacer a chaque «pas»
I’application A par une application A,, «plus simple » telle que

Vu € E: lim (An(w)) = A(u),

les A,, étant uniforménent strictement contractantes (i.e. de méme constante k).
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La premigre condition est trés raisonnable (il faut bien qu’il y ait un rapport entre les A,
et A ), mais 1a seconde est plus sévere car il se trouve le plus souvent dans la pratique que
les A,, sont des contractions strictes de constante k,, € ]0, 1] vérifiant — ficheuserment —
lim (k) = 1. Cela n’empéche pas I'exercice d’étre instructif !

n—-oo

% Exercice 2.4

Pourtoutn > 2, toutu € K,ona: A(u) e K,we K, (1— %) + % = 1, et donc, puisque
K est convexe : A, (u) € K.
Par conséquent 1’ application A,, envoie K dans lui-méme.
Vi, € K : [[An(u) — An @)l = (1 = $)A) + fo — (1 = 3)A(@) — fol

= (1~ R-NA@) — A < (1= F)lu — vl

puisque A est une contraction.
Donc, pour tout n > 2 : A,, est une contraction stricte de constante k,, = 1 — % €]0,1].
E étant un e.v.n. de dimension finie est un espace de Banach, et K étant fermé dans F, K est
complet.
D’aprés le Th. 2.1, pour tout n > 2, A,, admet un point fixe unique un € K.
K fermé et borné dans FE e.v.n. de dimmension finie = K est compact [Chap. XIV].
Donc de 1a suite (u,,) on peut extraire une suite convergente dans K : il existe veKetScCN,
S infini, tels que : 1im,, ,00,nes(Un) = .

Puisque A est continue (contraction) : lim,, ,c.nes (A(ﬂn)) = A(u).

Aprésenton a: Ap(us) = U, = (1~ %)A(ﬂn) + %w pour tout n > 2, d’olt en faisant
tendre n vers I'infini, n € S, on obtient : @ = A(u). Q.ED.
Remarque :

Ce résultat [toute contraction K — K, ou K C E (de Banach) est convexe, fermé,
borné, a nécessairement un point fixe au moins] s’étend, sans grande difficulté (mais avec
des connaissances de Maitrise) & E espace de Hilbert, mais aussi a des espaces de Banach
comme £ ou L? ot 1 < p < +oc. Par contre, il est faux pour E = ¢, [cf: Exercice 1.6].
Pour certains espaces de Banach appartenant 2 une certaine classe [les « espaces de Banach
réflexifs et strictement convexes »], 1a question n’est pas résolue ; ¢’est ce qu’on appelle une
« question ouverte ) oU une ( conjecture ).

% Exercice 2.5

I’ énoncé suggere d’introduire I’espace métrique F' = CBo( X, F) des applications continues
et bornées sur X, 4 valeurs dans F : ce sera I’espace ol ’on cherche 1'inconnue h. Bien stir
F est muni de 1a distance do(f, ¢) = Sup ex d(f(a:), g(a:)) [¢f. Chap. 1, (3.22)]. Par ailleurs,
pour f € F, écrivons :
Vz € X : f(z) = A(z, f(2)) = [®(f)](z) <= ®(f) = f <= f estun point fixe de P.

Le probleme posé se rameéne donc au suivant : trouver le point fixe h € F de ’application
® : F — F définie par [®(f)](z) = A(a:, f(a:)) pourtout f € Fettoutz € X.

Il nous faut vérifier que Vf € F : ®(f) € F'; on verra alors que le Th. du point fixe des
applications strictement contractantes s’ applique a P, et on aura gagné.
®(f): X - E,z — [2(f)](x) = A(a:, f(a:)) est continue sur X comme composition
d’applications continues : z — (&, ) — (a:, f(a:)) > A(a:, f(a:)).
Vfe F:®(f)estbornée; fixonseneffetz € Xetv e E£:
d([2(N)](2). Alz,)) < supeex d([F(F)](2), Az, v))

< supgex d(A(z, f(2)), Az, 0)) < \supex d(f(2),v) < oo,

car f est bornée sur X. Finalement, ®( f) € F pourtout f € F et donc ® applique F dans F. ¢

L’espace F est complet car F' = CB.(X, E) est complet si F I'est [Chap. XI].

Il ne nous reste plus qu’a prouver que P est une contraction stricte sur F', et on pourra conclure.
Vf,9 € F : deo(B(S), 2(9)) = supgex d(Alz, f(2)), Alz, 9(2)))
< A suPgex d(f(2), 9(2)) = Adeo(f, 9). ¢
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% Exercice 4.1

[A2(H)](t) :/ [A(N)](s) ds =/ [/s f(w) du] ds = // f(u) duds, ot T est le domaine
a a a T

compact délimité par le triangle de sommets (a, a), (a,t), ({,t),ie.a <u<s,a <5<t On
intégre (théoréme de Fubini) en faisant varier s entre u et ¢ (u étant fixé) puis en faisant varier
u entre a et t, il vient :

A2 (t) = / | / fwds) du - / )] du = / (¢~ ) ) .

On raisonne ensuite par recurrence avec la méme méthode de calcul que ci-dessus, pour

(‘E‘“)I"), fw) du.
u)" -1 u)" !

I[A"(f)](t)l_ ) (n i |f(u)|du<||f||m/ (- 5

< Il S < O
D’0d [ A™(f)leo < ﬁ—rLufum et [l < &=

D’autre part : ||Al| > ||A(1)]| (1 fonction constante égale & 1) et :

[A"(D)]() = / (Ul SR Cnll) IO

parvenir & : [A"(f)](t) =

du

—1)! n!
n n a "
14" (D)l = maxl[A )] =L
n b—a)”
Alnsi : || A" = T
Par conséquent, || A™|| est aussi petit qu’on le désire (en particulier < 1) pour i assez grand. ¢

2 Exercice 4.2

Résolution de I’équation de Volterra particuliére (Idg — A)(f) = g.
Calculons

n-—1

i -3 | t_sl,f(S)dS—/Z I ) ds
:/0(1+—1_[§+(t ) --I-ﬁ)f(s)ds,

et le terme entre parenthéses tend vers €' quand N — oo, d’otil’idée de considérer I application
t
définie par : [B(f)](t) = / et* f(s)ds.
0
Il est facile de vérifier que B € L(E).

N t Nl o
[COICEELDICIE / e = 5 Sl fotas
< | llew SUPacgon [ Z RELE

1 77.
Donc : || B(f) — Z ANl < ||f||ooSUPre[o 1]|€ - nv — 0.

N o0

On a, en fait, obtenu : || B — ZA ||L(E) o> O.etdonc: B = ZA"

n=1 n=l1
Par conséquent : Z A" = Idg + B, d’une par, et, d’autre part : Z Ar = (Idg — A,
n=0 n=0
comme on peut le vérifier rapidement dans le Chap. XII [on avait ||A]| < 1, ici |[|[A™]| = ﬁlr 1.
Donc I’équation dans E : (Idg — A)(f) = g a pour solution unique :
t

= (Idg — A)7!(9) = (Idg + B)(g), soit : f(t) = g(t) + / e*g(s) ds.
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Vérifions qu’il en est bien ainsi :

g(t) -I-/ e *g(s)ds —/ [g(s) + /s es“:”g(a:)da:] ds
0 0 0 .

=g(t)+¢ /0‘ e *g(s)ds _/0‘ [g(s) +éf /0. & g(x) da:] ds=g(t)?

On simplifie par g(¢), et on dérive par rapport a £, il vient :
t

t
et/ e *g(s)ds + et.e7tgkt) — g(t) — et/ e “g(z)de =07
0 0

Qui est bien vérifié, 1’expression étudiée est donc constante, et comme elle est nulle pour
t = 0, la vérification est terminée. ¢

Fin du Chapitre XVI



CHAPITRE XVII

ESPACES METRIQUES COMPLETS : APPLICATIONS II
PROJECTIONS

Introduction

Voici le chapitre X VII, qui traite de 1a notion de meilleure approximation d’un point
u € E par rapport a une partie A, ) # A C E, d’un espace métrique E.

Le probléme, en toute généralité, se pose ainsi :

AC E(A#0),u € E donnés; onpose : d(u, A) =p > 0;
Pa(u) = Argmin(d(-,u), A) = {a € A / d(u, a) = p}.
Pa(u) # 07 Pa(u) est un singleton ? Pour un u particulier ? Pour toutw € E?

On spécialise ensuite le probléme : espace métrique — e.v.n. — espace préhilbertien,
d’une part, et : partie quelconque — partie convexe compléte, d’autre part, jusqu’a
obtenir une notion satisfaisante qui englobe en la généralisant la notion classique de
projection, et un théoréme fondamental.

Beaucoup de problémes purement mathématiques ou — au contraire — concrets se
résolvent par 1’application d’un théoréme de meilleure approximation = projection.

On a 12 un exemple de probléme d’optimisation, particuli¢rement riche.

Les lecteurs qui manquent vraiment de temps, ou dont le niveau d’ énergie est au plus
bas, peuvent sans inconvénient majeur (mais ¢’est quand méme dommage) commencer
au §3, i.e. 4 la situation espace préhilbertien (réel) et partie convexe compléte.

Mais, bien entendu, les lecteurs qui n’ont pas de raison impérative pour « couper au
plus court» ont intérét & étudier le chapitre entier. La démonstration du Th. 3.1 est a
connaitre, car «ré-utilisable par morceaux» [¢f. Chap. XXI1].

Le probleme des meilleures approximations dans les e.v.n. constitue un sujet de

recherches actuelles, et il existe des problémes ouverts (= non résolus) de formulation
assez €lémentaire (mais dont la solution n’est probablement pas élémentaire du tout !).

& Exercices indispensables : 2.1, 3.1,3.3,3.4,3.6,4.1,4.2,4.3, 44.
& Exercices importants : 1.1, 2.2, 2.3, 2.4, 3.5, 4.5, 4.6.

Nous proposons un probleme consacré & la construction d’une suite itérative
convergente vers un point de I'intersection d’un nombre fini de convexes. C’est un
probléeme important en mathématiques appliquées. Ce probléme est relativement facile.

Espérons — suivant la formule consacrée — que les lecteurs éprouveront autant de
plaisir 2 lire ces lignes que leur auteur en a eu & les écrire (Quoique, surla fin...).

BON TRAVAIL !
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<
<

X
Exemple 1.1. 4)

Dans R? euclidien : Px (u) = {v,v'}.
Dans (R, || ||oo )» @avec X = Boo(0,1],

Px(u') est le singleton {v'}
Px (u) estreprésenté par le bord épais commun

u

Exercice 3.1



CHAPITRE XVII

ESPACES METRIQUES COMPLETS
APPLICATIONS II : PROJECTIONS

1. MEILLEURE APPROXIMATION DANS
UN ESPACE METRIQUE

Soit (E, d) un espace métrique, et soit A une partie non vide de E.
Rappelons [Chap. I] que pour tout v € E on note :
d(u, A) =inf{d(u,a) / a € A} = inlf4 d(u, a)
a€
la distance du point u 4 I’ensemble A.

Définition 1.1.

| Pourtout u € E donné, le sous-ensemble de A noté et défini comme suit :

(1.1) Pa(u) ={a€ A/d(u,a) =d(u, A)}
={ac A/Vbe A:d(u,a) <d(u,b)}.
s’appelle I’ensemble des points de meilleure approximation de u par rapport a
A. On dit aussi que P (u) est la projection de u sur A.

En termes d’optimisation [voir Chap.I, §3] : d(u, A) est la valeur du probléme (de
minimisation) igg fu(z), ot fu(z) = d(u. x), pouru fixé, et Pa(u) = Argmin(fu, A)
a

est I’ensemble des solutions du probléme.

Exemples 1.1.

1)Siu € A:Pa(u) = {u}. Siu € adh(A)\ A : Pa(u) = 0, car d(u, A) =0
[Chap. I, Déf. 3.2] et si @ € A vérifie d(u,a) = 0,0ona:a = u € A, contradiction.
De ces deux résultats on déduit que : Pa(u) = {u} <= u € A.

(1.2) = Afin d’éviter que P a(u) soit systématiquement vide pour certains u, on
supposera dans toute la suite que A est un fermé de E.

2) Nous avons démontré dans 1I’Exercice 2.11 du Chap. XIV que si A # 0§ est
compact on a Pa(u) # @ pour tout u € E \ A, et donc, d’apres 1) ci-dessus, dans ce
casona: Pa(u) # 0 pour tout w € E. Nous avons également prouvé que si A # ()
est seulement fermé on pouvait fort bien avoir P4(u) = () pour certains u € E.

3) Dans R3 euclidien, la projection orthogonale usuelle d’un point sur une droite ou
sur un plan est la projection définie ici.

4) Dans R? euclidien, soit C = C(O, r) un cercle de centre O : Pc(O) = C entier,
et pour tout u # O : P (u) = {w}, od v est'intersection avec le cercle C de la demi-
droite issue de O et passant par « [dessin !].

5) Dans un espace métrique muni de la distance discréte : si w € A, on a:
Pa(u) ={u},etsive E\ A, ona: Pa(u) = A.
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Définition 1.2.
L application P4 : E — 2F 4+ Pa(u) C E, estappelée la multi-application
de meilleure approximation par rapport a A, ou projection sur A.
Si Pa(u) # 0 pour toutw € E, on dit que la multi-application (ou : application
multivoque) est propre.

& Exercice 1.1. (tr¢s facile) Démontrez que si A est fermé dans F, il en est de méme de
Pa(u)pourtout u € E.

LaProposition simple suivante permettra de bien se représenter P4 (1), en particulier
en faisant des dessins (nombreux !) dans R? (voir p. 380).

Proposition 1.1.
Soit A une partie fermée non vide de I’espace métrique (E, d), et soitu € E'\ A.
Posons p = p(A,u) = d(u,A) >0.0na:
(1.3) Pa(u) =ANB(u,p| = AN S(u, p).
Corollaire : P 4(u) est toujours un borné de E.
Démonstration : Soit v € Pa(u) : v € Aetd(u,v) = d(u,A) = p. Donc :
v € S(u, p) ; comme S(u, p) C Bu, p|] : Pa(u) C ANS(u, p) C AN B(y,p).
Réciproquement, siv € AN B(u, p| :v € Aetd(u,v) < p; dou:
p=d(u,A)= ;2{4 d(u,a) < d(u,v) < p,etv € Pa(u). ¢

Puisque Pa(u) C B(u, p|, Pa(u) estun borné. ¢

Conséquence graphique : dans R? normé, 1a boule B(w, p] est p.B(u, 1]. On place
1a boule fermée unité au centre u, puis on «’agrandity ou on «la rétrécit» jusqu’a ce
qu’elle touche A (tangence) : ’ensemble des points de contact est justement P 4(u).

Le mieux est de faire quelques essais personnels !

2. MEILLEURE APPROXIMATION DANS UN e.v.n.

On prend maintenant comme espace métrique un espace vectoriel normé (E, | - ||)
sur K = R oubien K = C.

Rappelons qu’une partie A de E est dite convexe [Chap. II, §6)] si elle est vide ou
si:Vue A,Voe AVIE[0,1]: du+ (1 — Nv e A

Une fonction f : A — R définie sur une partie convexe A est dite convexe (sur A) si
elle vérifie : Vu € A, Vv € A,VA € [0,1] : fhu+ (11— No] < Af(u)+ (1 =N f(v).

Exemples 2.1. On sait que les fonctions £ — R, u — ||lu| et u — d(u, A), ou A
est convexe non vide, sont des fonctions convexes : voir les exemples 6.1 et 6.3 du
Chapitre II.

& Exercice 2.1. (facile) Démontrez que la fonction E — R, u — 3||u||? est convexe.

Proposition 2.1.
| Si A est convexe, pour tout u € E : Pa(u) est convexe.

Démonstration : Si Pa(u) = (, c’est un convexe par définition. Supposons que

Pa(u) # 0, etsoient v, w € Pa(u), € [0,1].Ona:

d(u,v) = ||lu — || = d(u. A) = d(u, w) = ||[u—~ w|| ; A+ (1 — Nw € A (convexité

de A) et

dlu, w+ (11— MNw| = [[lu— [M+10 = Nu]|| = [M+ (1 —XNu—Iv— (1 — Nw]|
< AMlu—v|| + 1 — N|luw— w|| = M(u, A) + (1 — N)d(u, A) = d(u, A).



Espaces métriques complets — Application II : projections 383

Dot : dfu, Ao + (1 — MNw] = d(u, A) et, donc : Ao + (1 — N)w € Pa(u). ¢
Nota :
On aurait pu aussi se souvenir que f,, (cf. p.1) étant convexe, on a :
Pa(u) = Argmin( f,,, A) est convexe.
& Exercice 2.2. (assez délicat ) Soit A une partie convexe (fermée), soit u € F \ 4, et on

suppose que Pa(u) # 0. Soit v € Py (u) et soit w := du+ (1 — A)v, ot A estun réel > 0 :
A € [0, +oc]. Démontrez que v € Pa(w).

Revenons 2 P4 (u) dans le cadre d’un e.v.n. en rappelant que dans le Chap. X1V,
Exercice 2.1, nous avons démontré 1’intéressant résultat suivant : Si A # () est une
partie fermée contenue dans un sous-espace vectoriel F' de dimension finie de E, on
a:Pa(u) # @pourtoutu € E.

En particulier (car dim(F) < co == F fermé dans E) : Pr(u) # 0 pour tout
u € E.

L'exemple suivant (dans R) : A = |—o0, —1] U [+1, +oo[, Pa(0) = {—1,+1},
prouve qu’en ce qui concerne 1'unicité (P4(u) = {v}, un singleton), on n’a guére de
chance d’avoir le moindre résultat en dehors des parties convexes.

Mais méme si A est convexe, on n’a pas pour autant unicité !

Par exemple, dans (R?, || - [« ), prenez A = B((0,0),1] :
L unicité dépend aussi de la « forme » des boules (existence ou pas de parties plates).

Donnons une définition et un résultat souvent invoqués dans ces questions.

Définition 2.1.
On dit qu’un e.v.n. (E, || - ||) est strictement convexe si sa norme vérifie la
propriété suivante :
2.1) YueE,WweEu#v:|u=|v]|=1 = |lut+v] <2.

Exemples 2.2.

Les e.v.n. suivants, munis de leur norme naturelle, sont strictement convexes : les
espaces préhilbertiens, les £ (et LP) pour 1 < p < oo.

Ne sont pas strictement convexes : (R2, || - [|1), (R2, || - leo)s €0, & £ (et LY, £°
(et L), C([a, ], R), ...

Démontrons par exemple qu’un espace préhilbertien est s.c. Cela résulte de I’ identité
du parallélogramme [Chap. IL, (5.9)] : |lu + v||2 + |lu — v||? = 2||ul|? + 2||v||?;
siflull = vl =1:|lu+v]|? =4 — ||lu—v||? < 4siu#wv, doule résultat.

Proposition 2.2.

Soit (E, || - ||) un e.v.n. strictement convexe, et soit A # () une partie convexe
fermée de E. Pour tout u € E, P4(u) est soit (), soit réduit 4 un seul point.

Démonstration : Soitu € E \ A et soient v,w € Pa(u), v # w:
lu =l = llu — wl| = d(u, A) = p > 0.
Considérons le milieu %(u + v) du segment joignant v A w.
lu—(v+w)| = [F(u—v)+3(u—w)|| < Lp+1p = p.d unepart, > p d’autre part
car A estconvexe, et donc §(v+w) = 3v+(1—%)w € A.Donc: L(v+w) € Pa(u).
D’aprés la Proposition 1.1, on a par conséquent : v, w, (v + w) € S(u, p). ce qui

nous fait aboutir & une contradiction, car en posant : z := %(u —0), Y= %(u —w),
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onaurait: |z} = Iyl = 1.z # g, et Lz +y] = 21;||2u— (v+w)|| = 1, impossible
puisque E est strictement convexe. Donc : v = w. ¢
& Exercice 2.3. (us facile) Soit A = B(0, 1] et soit u € E \ A. Démontrez que —%-

IIUII
(projection radiale de ) appartient & P4 (), mais en général P 4(u) n’est pas réduit 2 un seul
point [dessin !}.

Exemple 2.3. Soit (E, || -||) un e.v.n.(sur K = R ou C) et soit ¢ € E’\ {0}. Prenons
A=Ker(p)etue E\ A.Ona:
o(u) -

v € Pa(u) &= Fue E: |luf| =1,[p@)] = e’ =u~ W
ez En particulier, on voit que si ¢ n’atteint pas sa norme sur la sphére unité, on a

Pa(u) = 0 pour tout u € E '\ A. Cela en dépit du fait que A est un hyperplan fermé,
i.e. un ensemble de structure plutdt simple . . .

En effet, siv =u — ("0( ”2 a,ou: g =1, (u) = |l¢|l’.ona:
(o) = olu) = Fh > (@) = plw) = L x el = () = (@) = 0.

soit : v € Ker(yp) = A.De plus : |[v — u|| = J-HﬁTln |zl = J-Hﬁﬂn = d(u, A)
[formule d’ Ascoli, établie dans le Chap. X, (1.15)]. ¢
Réciproquement, si v € PAu) : ¢(v) = 0,et 0 # |lu — o|| = d(u, A) = JTTKﬂM

[loc.cit].

Posons : w :=u — v, |Jw|| = (v + w)] _ Jee(w)] = W = |loll’.
o=l = MG = letip) =1
Prenons : @ := 2+ 12l = Let ol = [ (2p)| = (@)
Enfin,
Uzu_wzu_"w”_w_:u_J_ﬂlU_;lazu_Jﬂ“;ﬁlla:u L_ﬁ_,llu ¢
[l llll llll llll
Pour avoir unexemple ott P4 (u) = @ pourtoutu € E\ A, il nous suffit de considérer
une.v.n. (E,| - ||) et une forme linéaire ¢ € E’ telle que ¢ n’atteint pas sa norme sur

S(0,1). Prenez par exemple E = ¢ normé par || - ||oo €t ¢ de I’Exemple 2.7 dans le
Chap. X.

1
On peut aussi prendre (L*(0,1), || - ||1) et ©(f) = / t.f(t) dt ; on peut trouver
0
aussi des exemples dans (ﬂl, I -1l1), Co ([0, 1], R), etc. Mais on n’en trouvera pas dans

£ ou LP pour 1 < p < oo (vous verrez pourquoi en Maitrise).

Dans les exemples ci-dessus A est trés simple mais il lui manque une qualité : il
n’est pas borné . . . D’ou I’exemple suivant ;

& Exercice 2.4. On prend E = C([0, 1], R) et pour A le sous-ensemble de E suivant :
1
A= {f €E/f>0,fdécroitsur [0,1],1 < f(0) 52et:/ f@®)de = f(0)— 1}.
0

Par exemple ¢t — —2f + 2 est dans A.
Démontrez que A est une partie convexe, compléte, bornée de E. Démontrez que d(0, A) = 1
etque P, (0) =

Les problémes mis en évidence dans les § 1,2 donnent son intérét au § suivant.
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3. PROJECTION SUR UN CONVEXE COMPLET
D’UN ESPACE PREHILBERTIEN

Théoréme 3.1. (FONDAMENTAL)

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel, et soit A # () une partic convexe
et complete de E. Rappelons que, pour tout u € F fixé, on note :
Pa(u) :={a€ A /d(u,a) = d(u, A)}
={ac A/Vbe A:d(u,a) <d(u,b)}
= Argmin( f,,, A), ot f,.(v) = d(u,v).
(3.1) Existence : pour tout u € E ona Pa(u) # 0.
(3.2) Unicité : pour tout u € E, P4 (u) est unsingleton : Pa(u) = {vu}.
On note : v, = Pa(u), et ce point est appelé la projection de u sur A.
(3.3) Application projection : ce qui précéde permet de considérer I’ application
P, : E — E, u— Ps(u) = le point unique du singleton Pa(u) = {v,}.
Cette application est appelée la projection sur le convexe complet A.
(3.4) Caractérisations géométrigues de la projection : pour tout u € F, on
awv = Py(u) si et seulement si :
(3.4.1) wve Aet,Va€ A: (u—v|a—wv) <0 [«I'angle (vu, va) est obtus »]
(34.2) veAet,Vae A: (u— a|lv— a) > 0 [«’angle (au, av) est aigu»]
(3.5) L’ application projection E — E, u +— Pa(u) est une contraction :
Vue E,Vu' € E: ||Pa(u) — Pa(@)|| < |lu—4|-

Commentaires :

1) Les réalisations les plus fréquentes des hypothéses du Théoréme 3.1 sont les
suivantes :

(3.6) (E y (] )) est un espace de Hilbert récl et A est une partie (convexe ct) fermée
de F,

3.7 (E, (|)) est un espace préhilbertien réel et A est une partie (convexe et)
fermée contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Sous ces hypothéses, en effet, A est compléte.

2) Les résultats (3.1,2,3) (3.5) s’étendent tels quels aux espaces préhilbertiens
complexes [voir Chap. II, § 5.2]. (3.4.1) et (3.4.2) s’étendent aussi au cas complexe,
en ajoutant simplement Ré (partie réelle) devant les produits scalaires.

3) Les résultats (3.1,2,3) s’étendent a des espaces de Banach autres que les espaces

préhilbertiens, comme £, LP pour 1 < p < oo, p # 2. Mais la démonstration reléve
d’autres arguments que ceux utilisés ici.
(3.4.1,2) peuvent se généraliser aussi, d’une certaine maniére ... Par contre (3.5)
caractérise les espaces préhilbertiens, résultat élémentaire démontré seulement en
1967 ...En fait, si la projection radiale sur la boule unit€é fermée est contractante,
I’espace est préhilbertien.

4) Un bon moyen mnémotechnique pour retenir (3.4 ;1,2) est de faire un dessin
montrant I’angle aigu et I’angle obtus :
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Il est & noter que la caractérisation (3.4.1) est en général plus utile que (3.4.2).

5) La projection P4 n’est pas en général une application linéaire ! Regardez la
projection sur la boule unité B(0, 1] ! Elle le seralorsque A est un sous-espace vectoriel
(fermé) de E, et cette propriété ne s’ étend pas aux espaces de Banach non préhilbertiens.

Démonstration du théoréme .

Soitu € E fixé. On pose : d := d(u, A) = inf,e 4 d(u, a).
Etape 1 : Par définition de 1a borne inférieure, pour tout n entier > 1, il existe a,, € A
telque:d < ||lu—an| < d+ % Il existe donc une suite (an)n>1 d’éléments de
A vérifiant : nli_r}r;O (Il — @n]|]) = d. Une telle suite est dite suite minimisante [parce

qu’elle donne des solutions approchées au probléme de minimisation inf,e 4 ||lu—a|| ;
il existe en général une infinité de telles suites]. ¢
Etape 2 : On va démontrer que foute suite minimisante est de Cauchy.

Soit € > 0 donné, arbitraire. Rappelons que dans un espace préhilbertien on a

I’identité de la médiane [Chap.II, formule (5.10)] :
Va,g,2 € B 4z — 3z + )2 + lle — 2 = 2l — 2% + 2lly — #II%
Faisons dans cette identité : 2 := u, T = @y, Y := G-
Ona: 4t — L(an + am)? + llan — a2 = 2llan — ull2 + 2l am — ul/®.
an € Aeta, € Aimplique, puisque A est convexe :
1an+am)=12an+(1 - 3)an € A
Donc: ||u — (an + am)|| = infeeca|lu —al| = d, dou:
lan — amll? < 2llan — ull? + 2llan — ul® - 4d2.

Comme la suite (||a, — u||) converge vers d, il existe un rang NV tel que pour tous
n,m> Nona: |a, —ul| <d+E¢, |am — u|| < d+e.Onapar conséquent :
Ve>0,AN,Vne N* VmeN*:n> Netm >N —

lan — am||? < 2(d + €)? + 2(d + €)? — 4d? = 8de + 4% = 4(2d + €)e,

et la suite (@) est de Cauchy. ¢

Etape 3 : (a,) est une-suite de Cauchy dans A partie compléte de E : (a,,) est donc
convergente vers un €lément a € A;

lim (a,)=a¢ = lim (ap, —u)=a¢—u = lim (|la, —u|]|) = |la — u|;
mn—0C mn—00 1—0C
mais nango (llan —u||) = d[suite minimisante], d’ ot (unicité delalimite): ||a—u|| = d.
Le point @ € A appartient donc a P4(u). (3.1) est prouvé. ¢

Etape 4 : D’aprés ’Exemple 2.2 et la Proposition 2.2, on a unicité de la meilleure
approximation, i.e. que Pa(u) est un singleton.

Mais donnons une autre démonstration : supposons qu'existenta € Aetb € A tels
que ||lu — a|| = ||u — b|| = d. La suite construite comme suit est (trivialement !) une
suite minimisante : a1 = a, a3 = b, a3 =a, ..., agn = b, azny1 = a, - ..
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Donc - étape 2 — cette suite est convergente, et comme les deux suites extraites (azn)n
et (azn+1)n convergent vers b et a respectiverent, on a nécessairement ¢ = b. On a
donc bien (3.2). ¢
Etape 5:
Supposons que v = Pa(u), i.e. que v vérifie: v € AetVa € A: ||lu—v|| <|u— al-
Soit @ € A arbitraire, et soitn € N* : ,,lla+ 1- %)v =v+ ,,ll(a— v) € Acar Aest
convexe. D’ou :
Vae AVne N*: lu—v|? < |lu— (v+ %(a— o)|I? =
1

= ol < flu =0l = 2(u vl (e~ 0) + lim(a— o)l

< flu~oll* ~ #(u— vla—v) + 5lla - 0|

D'ou:0< —2(u—vla—v)+ %Ha —v|[? et (u—v|a—v) < Q%”a — o||2. En faisant
tendre 7 vers oo, il vient: Va € A : (u — v|a — v) < 0. i.e. I'inégalité dans (3.4.1). ¢
Etape 6 : Supposons que v € AetqueVa € A: (u—vla—v) < 0.Vae A:
(u—a+a—vla—v) <0 = (u—ala—v)+]la—v||2 <0 = (u—ala—v) <0,
soit: (u — alv — a) > 0. i.e. I'inégalité dans (3.4.2). ¢
Etape 7 : Soit v € A vérifiant Va € A : (u ~ alv — a) > 0. Soit a € A arbitraire, et
soit n € N* arbitraire. On a : ,,lla +(1 - ,,ll)v =v+ ,,ll(a — v) € A (A convexe), et
donc : (u — [v + ,,ll(a —v)]lv—[v+ ,,ll(a —v)]) >0
Soit : (u — v — %(a — v)|(—%)(a— v)) = _'rlz('“‘ —v— 'rlz(a_ v)la—v) >0
C’est-a-dire : —%(u —vla—v)+ Elg”a —v|2>0et %”a —ol|2 > (u — v|a — v).
Faisant tendre 7 vers oo, il vient : (u — v|a — v) < 0 pour tout a € A, i.e. I'inégalité
dans (3.4.1). On a donc prouvé que : (3.4.1) <= (3.4.2). ¢
Etape 8 : Supposons qu'on ait 3.4.1). v € AetVa € A : (u — vla — v) < 0.
Soit: (u—wje—u+u—v) <0 = (u—v|la—u)+|u—v|? < 0etdonc
lu—o||? < —(u—v|la—u) = (u—vu—a)
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz [Chap.II (5.8)] :
lu =2l < llu—oll.llu - a|.

Siv = u, C’estque u € A, et le probléme est réglé, sinon : ||u — v|| < ||u — a|| pour
touta € A, etv = Pa(u). ¢

Les étapes 5 2 8 ont prouvé que v = Pa(u) <= (3.4.1) <= (3.4.2).
Etape 9 : P, cst contractante.

Soient v et w’ dans E, et soient P4(u), Pa(u') leur projection respective sur A.
D’apres (3.4.1),0ona:

Va€ A: (u— Pa(u)la— Pa(u)) <O0et (v — Pa(u')|a — Pa(u')) <O.
Faisons ¢ = P4(u') dans la premiére de ces deux inégalités, et a = P4(u) dans la
seconde. 11 vient :

(u— Pa(u)|Pa(v') — Pa(u)) < Oet (v — Pa(uw')|Pa(u) — Pa(u')) <0.
Do : ([u— Pa(u)] — [v/ — Pa(w)]|Pa(w') — Pa(u)) <0.

Soit : (u — v/|Pa(u’) — Pa(u)) + ||Pa(w’) — Pa(u)||? <0;
et: |[Pa(u’) — Pa(u)||* < (v — ul Pa(w') — Pa(u)) < |lu—/||.[|[Pa(u’) — Pa(u)|
[inégalité de Cauchy-Schwarz : II (5.8)], d’ol le résultat cherché. 4

Remarque : Nous ne saurions trop recommander au lecteur de connaitre la démonstration
ci-dessus, au moins dans ses grandes lignes : elle est «ré-utilisable par morceaux ».
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A vrai dire, on ne sait expliciter la projection P4 que pour un nombre assez restreint
d’ensembles A : cela limite 1’ utilisation pratique (en analyse numérique, notamment)
de projections dans les algorithmes. Mais 1’outil théorique est fondamental, voir en
théorie de 1a mesure le théoréme de Radon-Nikodym, les probabilités conditionnelles,
etc.

Donnons tout de méme quelques exemples de calcul explicite de projections.

Dans ce qui suit E est un espace préhilbertien.

Exemple 3.1. A = B(a, p] 11 est facile de vérifier quona Pa(u) = usiu € A, et
siud A: Pa(u) —a+p"u—"a—"'
Nota : A n’est pas nécessairement compléte . .

Exemple 3.2. Soient ¢ € E'\ {0} ety € R fixés, et soit A := {a € E / (c|a) = v}
(A est un hyperplan non nécessairement complet).

PA(u):usquA,etsiu¢A:PA(u):u_§_c_||ﬂg‘_'Z

|ell
En effet, posons : v := u — ﬁgﬂgl

llell

Ona: cln) = (elu) ~ T2 elo) = (chu) = (c) +7 =7 —> ve 4.
Et:[lu—of = KCH?‘C)"; il llcll = J(C|"|L|)c”“ ui d(u, A), @ apres la formule d’ Ascoli
[Chap. X, (1.15)] appliquée 2 la forme linéaire ¢(u) = (c|u).

 est évidemment liné€aire, et

le(w)] = |(clu)l < llell-llull = llell" = suppup=1 l¢(u)] < llc]l. comme on a

> = = , 1l vient I = .
el > o (3&p) = (e = lell it vient 1l = e

Exemple 3.3. On prend E = et
A={a= (1,09, -..,0n,...) E E /VneN*: a, > 0}.
Pouru = (&1,82,..+,&n,.-.) € Ez considérons la suite dite partie positive de u, notée
uh = (61,6, 6, ) 06T = si € 2 0t £F = 0560 < 0.
Vérifiez que pour tout u € E ona: Pa(u) = u' (utilisez (3.4.1)). On a le méme
résultat, mutatis mutandis, avec E := L?(a,b) ou E := Cy([a, b], R) (vérificz).

Exemple 3.4. £ = R" euclidien. A = H1<z<n[auﬁz] ota;, B eR, o < B
pouri=1,2,...,n.Pouru = (&,...,&,), notons : Pa(u) = (71, ..., 7).
Ona:Vi= 1, ..., n 7 = min{max{&, a;}, B; }. Vérifiez [dessin pour n = 2 !].

& Exercice 3.1. (assez facile) Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert réel. Soit (4,), n € N*,
une suite de parties convexes fermées non vides de E. On suppose que pour tout n € N* :
Ap C Apyi (suite croissante pour C). On pose : A := adh (Un N+ An).

Soitu € F arbitraire ; on pose : dy, := d(u, A,) et d := d(u, A). Démontrez que lim (d,,) = d,

puis que : lim (PAn(u)) = Pa(u).
Indication : Inspirez-vous de la démonstration du Th. 3.1. (voir dessin p. 380).

& Exercice 3.2. Méme cadre que I’exercice précédent, mais on suppose cette fois que
Vn € N* 1 Apyy C Ap (suite décroissante pour C), eton pose A := [, . An

Si A 5 (), on a les mémes résultats de convergence que ci-dessus (mais la preuve est un peu
différente).

Soit F = Cu([0, 1], R). On pose pour tout n € N*:

Ani={f€E[fO)=1Yte[0,]:0<f@) <1, vt e[l 1]: ft) =0}
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Démontrez que A,, est convexe, fermé, borné, et que la suite (A, ) est décroissante. Démontrez
que (), An = 0.

& Exercice 3.3. (assez facile) Soit (E , (¢ -)) un espace de Hilbert réel, et soit A 3 0 une partie
convexe et fermée de F. Démontrez les inégalités suivantes (Id g est I’application identique sur
E):Vu,7 e E:

(u — | Pa(u) — PA(ju’)) >0et (u —|(Idg — Pa)(u) — (Idp — PA(u’)) > 0.

|1Pa () ~ Pa(@)|* < llu — 1> = |(Idg — Pa)(w) — (Idp — Pa)(@)|%

Va € At |[Pa(u) —ull?* < [lu—al® - || Pa(u) — ol

& Exercice 3.4. (facile) Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, et soient a, b deux points
distincts de E. Onpose : A := [a,b] = {ha+ (1 - N)b/ A €[0,1]}.

1) Démontrez, grice a deux arguments différents, que pour toutu € E fixéil existeunu € A
et un seul tel que d(u, A) = |lu — ul|.

2) Justifiez la formule : d%(u, A) = mingen<t [lu — [Aa + (1 — A)b]||?. Déterminez d(u, A) et
P, (u) en discutant suivant les valeurs possibles de (ul|a — b).

3) Donnez une interprétation géométrique des résultats obtenus.

& Exercice 3.5. (facile) Soit (E , (¢ |)) un espace de Hilbert réel, et soient A, B deux parties
convexes, fermées, non vides de E.
Soitu € F.Onpose: a:= Py(u)etb:= Pp(u). Soient v € Aetw € B arbitraires.

1) Démontrez qu’on a les deux inégalités : 0 < (a —ujv ~a) et 0 < (u — b|b — w).

2) Déduisez de 1) les inégalités suivantes :
0<(a—blv—b)—|la=b|?+(u—bb—w—v+a)et:
lla —Bll* < lla = bll|lv = bll + [lu = B]l-Ib = vl + llu — bll.la — w].

3) On suppose qu’il existe deux constantes réelles C' > Oet > Otelles que : ||b—v|| < C,
lla —wll <C, |lu—bl| <o

Démontrez que : [|a — bl| < & ¢ +8aC

& Exercice 3.6. (facile) Soit (E, (|)) un espace de Hilbert réel. Soit A # () une partie
. ~ — Pa(u
convexe fermée de F,etsoitu € E\ A.Onpose: u = u—%-
\A-Onpose & = 5 )]

Démontrez que : sup, . 4(ula) < (ﬂ|PA(u)) < (uluw).
Déduisez-en qu’il existe un hyperplan fermé H,, = {v € E [/ ¢(v) = a}, ol ¢ € F',
lell” = 1, @ € R, tel que A est entidrement d’un cdté de I’ hyperplan et u est de I’ autre cOté.

4. PROJECTION ORTHOGONALE SUR UN
SOUS-ESPACE VECTORIEL COMPLET

Compléments sur ’orthogonalité [cf. Chap. II, Déf. 5.5 et 5.6]

Proposition 4.1.
Soit (E, (+|-)) un espace préhilbertien réel, et soitu € E \ {0}.
Lensemble H, = {v € E /v L u} est un hyperplan fermé dans E.

Démonstration : H,, = {v € E [ (u|v) = 0} = {v € E / ,(v) = 0} = Ker(ypu),
ol ¢, est'la forme linéaire continue £ — R, v — ¢, (v) = (u|v) [voir 'Exemple
3.2]. Par conséquent, ¢f. Chap. X, H,, est un hyperplan fermé. ¢

Proposition 4.2.

|  Pourtout AC E, A+#(: AL est un sous-espace vectoriel fermé de E.
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Démonstration : AL = {ve E [Yue A: (v|u) = 0} = N, 2 Hu (H, de la Prop.
ci-dessus). D’ou le résultat, puisque toute intersection de sous-espaces vectoriels [rcsp.
de fermés] est un sous-espace vectoriel [resp. un fermé]. ¢

Proposition 4.3.
Pour tout A # (0, A C E, soit F' := [A] (espace vectoricl engendré par A).
Ona: At = FL. Onaaussi: At = (adh(A))l.
Démonstration - A C F — FL1 c AL (évident). Soit v € AL, montrons que
u€ Fl. Soitv e F:v= > Mv;ou A\, € Retv; € A, avec T fini; on a:
el
(u|v) = (u] 3 Mwvi) = D M(u|v:) = 0 car (u]v;) = O pour touti € 1. ¢
el iel
Ensuitc, A C adh(A) = [adh(A)]* C AL, Soitu € AL etsoit v € adh(A) :
v = lim(vy,), avec v, € A pour tout n; (ulv) = (u|lim(v,)) = lim(u|v,), car
z +— (u]z) est continue, donc (u|v) = 0, car (u|v,,) = 0 pour tout 7. En conclusion,
A et adh(A) ont méme orthogonal. ¢
Théoréme 4.1. (TRES UTILE)
Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel
complet dc E. Soit u € E quelconque. v = Pp(u) est caractérisé par :
v est 'unique point de F’ tel que u — v est orthogonal & F, soit :

(4.1) |ve Fet(u—v|z) =0pourtoutz € F

Démonstration : Soit v = Pp(u).
D’aprésle Th. 3.1, ona:v € FetVz € F : (u — vlxr — v) < 0. Changcant z en
v+, puiszenv—x(onpeut,carv+x € F,v—x € F),ilvient: Vx € F :
(u—vlv+z—v)=(u—vjz) <Oct(u—vjlv—2—v)=~(u—v|z) <0,dol:
Vz : (u— v|z) = 0.

On peut écrire (Chap. II, Déf. 5.6):u ~v € FL. ¢

La réciproque est immédiate d’aprés le Th. 3.1 (3.4.1) : soit v € F tel que
(u — v|z) = O pour tout x € F, cn particulicr (u — v| — v) = 0; on en déduit,
par addition, queVz € F: (u—v|z —v) =0 = (u—v|z —v) <0!]. ¢

On peut d’ailleurs aussi revenir a la définition de la projection ; Vx € F :
lw =z = |[(u — v) + (v = 2)||? = |lu—~ 0]|* + 2(v — v|v — =) + [|lv — z||?

=lu—o|?+|lv-z|?(carv—2zEF = u—v Lv—x).

Dou:|lu—z||2> |lu—v|? ¢

& Exercice 4.1. (assez facile) Avec les notations du Th. 4.1, soit A C F une partic convexe
fermée dans F. Notons P¥ : F — F la projection sur A dans F.

Démontrez que pour tout u € E ona: Pa(u) = (P¥ o Pr)(u) [transitivité des projections].
Ce résultat reste-t-il vrai si F' n’est pas un sous-espace vectoriel ?

Théoréme 4.2, (FONDAMENTAL)

Soit (E, (:|-)) un espace préhilbertien réel, et soit F # {0} un sous-espace
vectoriel complet de E.
(4.2) Lapplication Pr : E — E, d’image F, est linéaire et continue, de

norme 1 :
IPrllccey = 1.

(43) Ker(Pr)= Pr'({0})=FltetFLL = F.
(44) E = F @ F! (somme directe algébrigue).

Si F1 estcomplet : E = F @op F (somme directe topologique), et pout
toutu € E : ||ul|? = || Pp(u)|* + || Prs (u)||.
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Démonstration :
(4.2) Pourtous u, v € Eetpourtousz € Fona,d’apresleTh.4.1: (u—Pr(u)|z) =0
et (v — Pp(v)|z) = 0. Donc, pour tous o, B € R :
(au+Pv—aPr(u)—BPr(v)|r) = alu—Pr(u)|z)+B(v—Pp(v)|z) = 0, et d’autre
part : aPp(u) + BPr(v) € F, car F est un sous-espace vectoriel. Donc, d’aprés le
Th4.1: aPr(u) + BPr(v) = Pr(au + fv), et Pr est linéaire ; Pr € L(E). ¢

D’aprés le Th. 3.1 (3.5), on a pour tout u € E : ||Pr(u) — Pr(0)|| < |lu— O],

et Pr(0) = Ocar 0 € F. Donc : ||Pr(u)|| < |lu|l et Pr est continue, de norme

IPFllccey = supjuy<i [PF(w)ll < 1. Mais pour tout u € F tel que |lul| = 1 ona
Pr(u) = uet||Pr|| > |Pr(u)l| = [lull = 1.D'od : || Prllcpy = 1. ¢
(4.3) u € Ker(Pr) <= Pr(u) = 0 <= u — 0 = u orthogonal a F (Th. 4.1), soit :
u € FL. Donc : Ker(Pr) = FL. ¢

Soit u orthogonal 4 F+ (i.e. u € F11). D’aprésle Th. 4.1, 0ona:u— Pr(u) € Ft
(vrai pour tout u € E, pas parce que u € F1 1), d’ou : (u— Pp(u)|Pr(u)) = 0, car
Pr(u) € Fet (ulu— Pr(u)) = 0(caru € F- etu— Pr(u) € F-). Onen déduit :
(u— Pp(u)|u — Pp(u)) =0 =|lu — Pr(u)||? = u= Pp(u) = u€F.
On a donc : F+ c F, et comme on a toujours F C FLL {cf. Chap.Il, Prop. 5.6] :
F=FtL ¢
(4.4) Tout uw € E peut s’écrire : u = Pp(u) + [u — Pr(u)], avec Prp(u) € F
et u — Pp(u) € FL. D'autre part, ona FNF+ = {0}, carsiu € FNFL:
(ulu) = ||u||* = 0 == wu = 0. Par conséquent : E = F @ F1, somme directe
algébrique. ¢

v = Pp(u) + [u — Pr(u)] et u — Pp(u) L Pp(u) impliquent [Th. de Pythagore,
ChapI1 (5.16)] : [[ull? = || Pr(u)I[* + llu — Pr(u)|* = |(IdE — Pr)(u)||?. ¢

Si la projection Pp. existe (F complet n’est pas conséquence de F' complet), on
a:u— Pr(u) € FL, soit : (u — Pr(u)|z) = 0 pour tout x € F, et donc (Th. 4.1) :
Pri(u) = u— Pr(u) = (Idg — Pp)(u) soit : Ppr = Idg — Pr. D’0l, dans ce
cas : ||ull? = [|Pr(u)|? + | Pro (). ¢

Terminologie : On dit qu’une somme directe algébrique £ = F @ G est topologique
si I'une des applications £ — F,u =v+4+wr— v,oubien ¥ — G,u=v+w > w,
est continue (1’autre I’est alors aussi!). Ici uw — Pp(u) et u — (Idp — Pr)(u) sont
continues, et donc la somme directe algébrique E = F @ F est topologique, ce qu’on
notera E = F @gop FL. ¢

Corollaire 4.1.

Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert (E, (-|-)) réel, ona:
F1l = adh(F).
Conséquence : pour tout sous-espace vectoriel F : F--L = Fl,
Autre conséquence : pour toute partic A # () de E, ona: A+ = adh([4)]) (ie
le plus petit sous-espace vectoriel fermé engendré par A.

On a la caractérisation suivante, trés souvent utilisée :

(4.5) |Aesttotale dans E <= [Vu € A : (ufv) =0 = v =0]

Démonstration : En effet, adh( F) est complet, et on peut appliquer (4 3) duTh. 4.2:
(adh(F))"" = adh(F).Mais : F C adh(F) = FLL C (adh(F))"" = adh(F),
et d’autre part, F11 étant fermé (Prop. 4.2), F C F1+ — adh(F)c F1L. ¢
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On en déduit que si F est un sous-espace vectoriel :
FLil — (FLL)L = [adh(F)]t = FL (Prop. 4.3). ¢
adh[A] = [F]+1 = AL (Prop. 4.3). ¢
Dire qu’une partic A de E est totale dans E, c’est dire que : adh([4]) = E.
Mais adh([4]) = E <= Al = {0}, d’apres ce qui précéde et la Prop. 4.3.
Al = {0} <= {ve E / (ulv) = 0} = {0} pour tout u € A, d’ob (4.5). ¢

& Exercice 4.2. (tres facile) Soit (E , (Gl -)) un espace de Hilbert réel, et soit F' un sous-espace
vectoriel fermé de E. Démontrez que pour tous u,v € Fona: (Pp(u)|'u) = (u|PF('u)).
On dit que Pr est symétrique, ou auto-adjointe [cf. Chap. XVIII].

1
& Exercice 4.3. (facile) Calculez : inf { / | — ot — Bt —4|%dt | a, 8,7 € R}.
a

Indication : Le résultat est T%

& Exercice 4.4. (facile) Soient (E, ap) E) et (F, 1) F) deux espaces de Hilbert réels. On
munit £/ x F' des opérations habituelles : pour u, %’ dans E, pour v, v’ dans F, et pour A € R,
(u,v) + (W, ?) = (u+v,v+v), AMu,v) = (Du, Av). On définit pour tous (u,v) € F x F et
(W, V) € E x F:[(u,v)|(v, V) Exr = (uv))g + (v|v)F.

Expliquez — en 10 lignes maximum — pourquoi E x F muni de [-|-]g«xr est un espace de
Hilbert.

Soit A € L(E, F) une application linéaire continue. On pose :

G(A) = {(u, Au) [ u € E} [notation : Au = A(u)].
Démontrez que G(A) est un sous-espace vectoriel fermé de E' x F.
Soient ug € F etvg € F fixés. On pose pour tout v € E :
£() = llu— ol + [|Au — wol 2

Démontrez qu’il existe 7 € F unique tel que f(u) < f(u) pour tout u € E.

& Exercice 4.5. (difficile) Soit F un espace de Hilbert réel, de dimension quelconque et soit
A € L(F) vérifiant : adh [A( B(0,1] )] est une partie compacte de F. Démontrez que pour tout
€ > 0Oil existe B € L(E) telle que dim[B(E)| = dim[Im(B})] < oo et ||A— Bl gr) <e.

& Exercice 4.6. (assez difficile) Soit (E, ( -|-)) un espace de Hilbert réel, et soit B = B(E)
I’ensemble des parties fermées, bornées, non vides, de E. On munit B de 1a distance de Hausdorff
[voir Chap.1, Exercice 3.8] :

h(A’ B) = SUDyecE |d('U,, A) - d('U,, B)l
On considere une application @ : E — 2 (ensemble des parties de F) vérifiant : Vu € F : D(u)
est une partie convexe, fermée, bornée, non vide, de F, et :
Jda €10,1[,Yu,v € E : h[®(u), ®(v)] < a.|lu - v||. Démontrez qu’il existe & € F tel que
u € ®(u).
Indication : Envisager I"algorithme : up € F arbitraire, tn11 = Po(un)(Un).

Fin de la partie cours du Chapitre XVII

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1

Soit (a,,), n € N, une suite convergente de points de P 4(u), de limite a. On veut démontrer que
a € P4 (u). Comme a,, € A pourtoutn et Afermé, onaa € A. Reste 2 prouver que d(u, a) =
d(u, A). Comme la fonction v — d(u,v) est continue (c’est la seconde inégalité triangulaire
qui permet de I'affirmer), ona : d(u, a) = d(u, lim(an)) = lim(d(u, an)) = d(u, A), puisque
d(u, an) = d(u, A) pour tout n. Ona donc : a € Pa(u). ¢
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% Exercice 2.1
11 suffit de démontrer que u +— ||u||? est convexe, i.e. que :
Yu € E\Yv € E\YA € [0,1] : [[Au+ (1= A)v]|2 < Mull?2 + (1= N)||v]|2
Mais [|Au + (1 — M| < MJul| + (1 - )\)||'u|| donne :
lIhu+ (1= Xof|* < (AIIUII + (1= Vvl
Nlull® + 201 = Nllull- ol + (1 = 32[ll*.
1”inégalité bien connue ab < 1(a? + b?), ol a et b réels, permet d’écrire :
2X(1 = M-Il < A= X)(llll® + o]l
Dot : [ du+(1-A)v]|2 < A2HX1= )] Nul2+H[(1=2) 2+ A1 =X)).[[v]|2 et A2+ X (1—=X) = A
(1=2)2+X1=2)=(1—-A)(1—=Xx+1)=1- ) d’oblerésultat cherché. ¢

% Exercice 2.2
Ce résultat, qui peut paraitre trivial a priori, ne I’est pas tellement que cela . . .
Distinguons deux cas suivant que 0 < X < 1 (w est entre » v et v) ou A > 1 (w est «apres »
). Faites un dessin !
1¥cas: 0< A <L
llw = ul] = |2+ (1= Ao —ul| = (1= M]lu— v, et
[lw =l = [[M+ (1 = X)v ~ v|| = A|Ju— v]|. Dot :
llw = ull + [lw —vll = [(1 = A) + Nllw — vl = [lu—|l.
Par conséquent, pour tout a. € A :

lw = ol = llu = ol ~ lw = ull < Jlu—afl - flu—-wl <-a)—(u-w)=|w-al
s0it : v € P4(w). On peut remarquer que la convexité de A n’intervient pas dans ce cas. ¢
Xcas: 2> 1

Va e A:w=Xu+(1-XNv = [v—w| =AMu-v|] <ANu—2a|] =|I— 2| =

M+ (1= Xv— (1 —X2)v— x| = |lw—[ra+ (1=
Soit b € A arbitraire. Puisque A est convexe : a’ = %b+ (1~ %)’u € A, car0 < % <1.0n
a donc, d’apres ce qui précede :
llv = wll < flw = [A(Fb+ (1= +)o) + (1= Al
<lw=b-(A~-1v~(1- || =|w—bl,etona i nouveau v € Py(w). ¢

% Exercice 2.3
P4(u) nest pas en général réduit A un seul point : il suffit de considérer E := (R?, || - ||o) et
A = By(0,1] ;soitu = (0,2). Ona:Pa(u) = {(s,1) / —1 < s <+1} (dessin !). Montrons
que la projection radiale appartient 2 P4 (u).

el

Soitu ¢ A, ie. ||lull > 1. ||u - "“" | = Mell.|1 - u| |= [l "JTI_HJ =Jlu] -1

Pour tout a. € A, i.e. tel que |Ja]| < 1 [lu]l ~ el > [l - 1. d’ob
u— < |lu al <Jlu—al.e
o= g <l =l < ru = al

% Exercice 2.4
Soient f, g € A, etsoit A € [0, 1]. 1 est clair que Af + (1 — A)g est > 0, décroissante, et telle
que 1 <Af(0)+ (1 — A)g(0) <2.Enoutre:

1 1

/ () + (1 - Ng(®)]dt = A / (@) di+ (1~ ) / g(t) dt

= ALF(0) = 1]+ (1 = N)Ig(0) — 1] = [Af + (1 = X)gl(0) — 1.

Donc A est convexe. ¢

Comme E est un espace de Banach (I'indice co désigne la norme uniforme || - ||oo), il nous
suffit de vérifier que A est fermé dans F pour savoir que A est complet.

Soit ( f.) une suite de points de A convergente vers f (au seps de la convergence uniforme).
Avec la seule convergence simple, on a f > 0, f décroissante, et 1 < f(0) < 2 (principe
de prolongement des inégalités). L.a convergence uniforme nous permet de permuter limite et
intégration (cours de D.E.U.G.) :

1 1 1
/ F(t)dt = / lim fo(t)dt = lim ( / ful®) dt) ~ lim [£(0) - 1] = f(0) ~ L.
0 g "™ RN So 00
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Montrons que A est borné dans F. Soit f € A: 0 < f(0) < 2 et f décroissante, donc
|f(@®)] = f(t) <2pourtoutt € [0, 1], etdonc : || fllcc = maxoce<a | f(E)] < 2.
Vg€ A |f = gllw < Iflles + llgllc <4 = diam(A) < 4. ¢

Démontrons que d(0, A) = 1.
d(O’AA) = infrea ||0 — flloo = infrea||fllo = infrea f(0) > 1 car f(0) > 1 pour tout f
dans A.
Considérons ensuite les fonctions f,,, n > 2, définies par :

n+ 1)
fult) == =4 2 Ly m 4 pourt €10, 727, fa(t) == Opourt € [21, 1]
(Dessin ! Ces fonctions ont été obtenues . . . par titonnement !).
' > 0. f,, décraitsur [0, 1], f,(0) = 1+ & € [1,2], et enfin:
S 7 €15
1

fydt=gx =2y xtHl -l _a+ hy-1=f0)-1
0
DoncVn > 2: f, € A.
I falloo = fa(0) = 1+ L, etonadonc:¥n > 2:
1<d(0,4) <[0— fallow =1+ 2 = d(0,4) = 1.+
11 nous reste a prouver que la situation [f € A et d(0, A) = || fll = 1] est impossible. En

effet || fllo = 1 et f(0) > 1 impliquent que f(0) = 1.

1
Mais alors : f@)dt = f(0)—1 =1—1 = 0, et comme f est > 0 continue, f est

0
nécessairement nulle sur [0. 1] [¢f. Exercice 3.1 du Chap. II], en contradiction avec || f]lo. = 1.
Terminé. ¢

% Exercice 3.1
Faites un dessin, ¢’est le moment ou jamais ! Puisque pourtoutn > 1: A, C A,y ona—c’est
évident — pour tout n > 1 :d,, > d,, et puisque A,, C A,onaaussi :d, > d.

Enrésumé:d; 2 dy >+ 2 dp 2dpyg > --- 2 d.

Donc la suite (d,, ) est décroissante et minorée (par d > 0) : par conséquent elle est convergente
vers une limite § = inf{d,, / n > 1} vérifiant 6 > d.

Démontrons que § < d : soit € > 0 arbitraire. Pa(u) € A= adh (U">1 An) implique qu’il
existe w € J,,., An tel que || Pa(u) — w|| < e (par définition de I’adhérence), et il existe un
entier N tel que w € Apn (définition de U) ; pour tout n > N on a (la suite d’ensembles est
croissante) : w € A,,. Donc, pourtoutn > N :
dn = d(u, An) < |lu— w|| < |lu— Pa(u)l| + | Pa(u) — w|| = d+ [|[Pa(u) — vl < d +e.
Donc, en faisant n — oo : 6 < d + €. Cela étant vrai pourtoute > 0:6 < d.

Onabien : lim (d,) = d. ¢

n—eo

Ensuite, comme dans la démonstration du Th. 3.1 (d’ot 'indication donnée, et 1’évidence
procurée par un (bon) dessin : voir p. 380) on utilise I'identité de la médiane [Chap. II (5.10)].
Posons b, 1= Py, (u).

Vn > L,Yp 2 0: lbnsp = ball® = 2l|basp — ull® + 20|bn — ull® = 4ll 3 (brsp + ba) —ul|*
Onab, € A,,dou b, € A, pour tout p car la suite (A,) est croissante; b, ., € A,.4p €t
comme Ay, est convexe : £ (bnyp + bn) € Anyp ; on en déduit que :
12 (Brtp + bs) — ull = d(u, Anip) = dnyp. On obtient :
Bonsp = b2 < 2(dnsp)? + 2(dn)? — 4(dnsp)? = 2d2 — 2.,,)

S 2(dn + dn+p)'(dn - dn+p) S 2(dl + dl)(dn - dn+p)-

Par conséquent, 1a suite (b,,) est une suite de Cauchy dans E complet : il existe b € F tel que
lim (b,) = b. Comme b, € A, C Apourtoutn :b € adh(4) = A.

A présent : lim(||u — b,|| = lim(dn) = d d’une par, et lim(|ju — b,||) = ||v — b|| d’autre
part, etona donc : |Ju — b|| = d = d(u, A).
be Aet|lu—b|| =d(u, A) = b= Ps(u). +
Application : Soit I un espace de Hilbert séparable et soit (ey, . .., €e,,...) une famille totale
dans F [¢f. Chap.1V]. Posons : E,, := [ey,...,e,].Ona: E = adh (U">1 En), etdonc, d’aprés

ce qui précede : Vu € E : ,}i_r,ilo(PE" (u)) = Pg(u) = u.
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I utilisation de ce résultat est fréquente en analyse numérique et appartient aux méthodes
d’approximation « de type Galerkin ».

% Exercice 3.2
Cette fois-ci la suite (d,,) est croissante et majorée par d :
d1 < <dp <dp1 <--- <d.

Soit 6 = lim(d,) < d. On a : limy, 0 >00(dm — dn) = 0. On applique I'inégalité de
la médiane comme dans I’Ex. ci-dessus (le raisonnement est a adapter un peu) et on obtient
lim(b,,) = b. Comine les A, sont fermés, b € A,, pour tout n, et donc b € A.

[[v— bl =lim(lu —bu]]) =6, etb€EA = |u—tb|>d>6 = d=0.

On en déduit immédiatement que b = P4 (u). ¢
Remarque : Si I’on n’impose pas la condition « C,, borné », il est facile de trouver un exemple
de suite décroissante de convexes fermés telle que ﬂnzl C,, = 0 ;il suffit de prendre F := Ret
Cy = [n, +ool.

11 est facile de voir que les A,, sont convexes, fermés et bornés : procédez comme dans
I’Exercice 2.4.

Soit f € ﬂnzl Ap:Vn2>21:fe A, = Vn>1: f(%) = 0, d’ob, puisque f est
continue : f(0) = 0, en contradiction avec f(0) = 1. ¢

% Exercice 3.3
Juste avant la fin de la démonstration du Théoréme 3.1 (Etape 9), on a obtenu :
Yu, v € E : ||Pa(u) — PA(W)||? < (v — /| Pa(u) — Pa()),
ce qui prouve que : Vu, v’ € F : (u — | Pa(u) - PA(u’)) >0.¢
Yu, o/ € F:
(u —U|(Idg — Pa)(u) — (Idg — PA)(u’)) = (u— Uu — Py(u) — o' + PA(u’))
= flu~ |2 = (u~ /| Pa(u) — Pa(u)).
Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
(u — /| Pa(u)— Pa (u’)) < |lw—||-| Pa(u) — Pa(w)]] < |lu—4/||?, car Pa est contractante
[Th. 3.1 (3.5)], d’ou le résultat.
Les applications B : F — F (linéaires ou non ) qui vérifient :
Yu,u' € E : (u — /| B(u) ~ B(u’)) >0
sont dites monotones. ¢
Partons de la premiére inégalité que nous écrivons :
o 2P = PaGI? < 2(u — IPaw) = Pa)) +llu— I = =
ol :
I Pau) = Pa@)I? < llu—o/|” = [llu — /I ~ 2(u — /| Pa(u) — Pa(w))
HIPa(w) = Pl 2
[ Pa(u) — Pa(u)||2 < flu— /|2 - || (u-— PA(u)) - (v - PA(u’)) || ..
Partons de la seconde caractérisation de la projection sur un convexe fermé [Th.3.1 (3.4.2)] :
YueE,VacA:
0 < (Pa(u) — alu— a) = (Pa(x) — alu — Pa(u)) + (Pa(w) — alPa(u) - a)
= —(a— Pa(u)|u — Pa(w)) + | Pa(u) — all®.
mais (a — Pa(u)lu — Pa(u)) <0[Th.3.1 (34.1)],d’ou:
(*) Vu € E,\Va € A:||Pa(u) - a||* < (Pa(u) — alu — a).
Ensuite :
1 Pa(w) — ull®* = || Pa(u) — a + a = u||* = | Pa(u) — al|® — 2(Pa(u) — alu — a) + [la — ul|?
< 1Pa(w) — all? = 2[|Pa(u) ~ all* + lla ~ w|®, [par ()]
d’ouenfin : ||Pa(u) — ul|? < |lu— al|® ~ ||Pa(u) —al|2 ¢

% Exercice 3.4

1) Il existe w € A unique tel que d(u, A) = ||lu — u]|; c’est & = P4(u) en appliquant
le Th.3.1. A est convexe, et complet car compact ; en effet A est homéomorphe 2 [0, 1] par
I'homéomorphisme affine f : R — E, A — f(A)=Xda+(1—A)b=Xa—b)+b.
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On peut donc aussi raisonner en termes de compacité (Chap. XIV), I'unicité provenant alors du
fait que F est strictement convexe. ¢

2 d(u, A) = infca ||u— 2|, d’ou:
[d(u, A))? = (infeea llu— 2l)® = nfoea llu — @l|® = infacpo,y v — [Aa + (1 = X% 2
condition de justifier la permutation de inf,c 4 et du passage au carré.
Lemme : Soit ¢ : Y — R une fonction positive, o1 Y est un ensemble quelconque ; on a :

. 2 2
(lnf'er g(y)) = inf ey (g(y)) B
En effet, notant & = infyey g(y) :
2 . 2
WeY:0<p<gly) = 0<p? < (9(y)) = p?<infyev(g(y))
Drautre part, pour tout entiern > 1: 3y, € Y : O <pu<Lglyn) <p+ l ,dolr:
0 < infyey (g(y)) < (g(yn)) <pr+ —# + Eg = infyey (g(y)) < 12, et le résultat
(évidemment faux si g n’est pas positive !). ¢
A présent on peut écrire :
d*(u, A) = minocrgy flu = [Aa+ (1= X)H|I?
= |lu — bl|* + mine<a<i{Alla — bl|* ~ 2A[(ula — b) — (alb) + [|B]I*]}
(détaillez ce calcul sans subtilité).
Posons a := a(u) = ||b]|* — (a|b) + (u|a —b).
d*(u, Ay = ||lu—b]|*+ m1n0<,\<1{)\2||a —b|? — 2xa}.
Posons : g(A) = A%|la — b]|?2 — 2Aa; ¢'(X) = 2M||a — b]|* — 2« s’annule en une seule

valeur : Ay = Ao(u) = "—_-"—; ,etona: g(hg) = “Ta - 7] < 0. Observons aussi que

g(A)=04= A=00ul= "a2_0‘b" = 2.
Iy a trois cas & considérer suivant la position de Ao par rapport 2 [0, 1] : faites les trois figures
représentant g(\) !
1% cas: M\ <0 < a <0 <= (u|la—b) < ~||b]|? + (a|b).
“d2(u, A) = ||u— b||? et donc : Pa(u) = b. ¢

2T cas: Ao > 1 <= ﬁ-"—g > 1 <= (ula — b) > ||a]|® — (a]b).
d*(u, A) = ||lu — a||2 (détaillez ce calcul) et donc Pa(u) = a. ¢
FMeas:0< A <1 <=0< ——5 < 1<= —||blI?+(alb) < (ula—b) < ||a]|*— (a|d).

a2
P, 4) = flu— e - L —Lﬁlb)_ :ﬁya —b)

_ oy = LBl (alb) + (uja—b)] , + lall*~ (a]b) = (ula—b)]
Py(u) =Xa+ (1 —A)b o — o[ L b.
3) Appelons H T'hyperplan fermé H = {v € E / (v|a — b) = 0} : il passe par O et est
orthogonal & a — b.
Soient H, := {v € E / (v]a—b) = ||a]|?— (a|b)} =a+ H, et
Hy, := {v € E ] (v|la— b) = —||b]|*> + (a|b)} = b+ H [dessinez ces hyperplans paralleles !].
Chaque hyperplan définit deux demi-espaces :
H; ={ve E [ (va—b)<|all*— (alb)}, H} avec > au lieu de <, de méme pour H,, I}
Les résultats du 2) s’interprétent ainsi :
1% cas : Siv € Hy : d(u, A) = ||u— b|| et Pa(u) = b.
2™ ¢cas: Siu € HY :d(u, A) = [lu— al| et Pa(u) = a.
3 cas: Siu e Hy NH :
d(u, A) est a distance de v 2 1a droite D,y = {Aa + (1 — A\)b / A € R} passant par a et b, et
P, (u) est l1a projection de u sur Dy . [tout cela est parfaitement clair sur une figure !]. ¢

% Exercice 3.5

Faites un dessin !
1) On écrit simplement la caractérisation (3.4.1) du Th. 3.1 :

Yo € A: (u— Pa(u)lv — Pa(u)) <0,Vw € B : (u— Pg(u)lw — Pg(u)) <0,
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d’ob les inégalités cherchées : (a — ulv —a) > Oet (u — blb—w) > 0.+
2) On ajoute les deux inégalités du 1) : 0 < (a — u|v — a) + (v — bjb — w)
Soit :
0<(a—ulv—a)+(w—bv—a)—(u—blv—a)+ (u—bb—w);
0<(a—u+u—>blv—a)— (u—bv—a)+(v—-blb—w);
0<(a—blv—b+b—a)+(u—bb—w—-v+a);
0<(a—blv—>b)—|la— b+ (v~ blb—v) + (v — bla — w). +
D’ou: ||la — b||?2 < (a — blv — b) + (u — blb— v) + (u — bla — w);
etdonc : ||a — b]|? < |[(a — blv — b)| + |(u — blb — )| + |(v — bla — w)],
et en appliquant trois fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lla = Bl1% < lla — bllo — bll + llw.— b1 = oll + llu— bl-la — wll.
3 Ona:lla—b||2 < Clla—b|| +aC + aC, soit : |la — bl|2 — C|la — b]| — 2aC L 0.
Posant z := ||a — b|]| > 0, ona : 22 — Cz — 2aC < 0; pour que cette inégalité ait lieu,
il faut et il suffit que x soit compris entre les deux racines du trindme du second degré :

1"= C— vC;—I—BOzC <O,33”= Cj: MCQ‘l‘BQC >O.D’Ol\l:

OS||a—b||§C C? 8010.‘
% Exercice 3.6

(Th. de séparation de Hahn-Banach pour les espace de Hilbert)
ID’aprés la caractérisation (3.4.1) (Th. 3.1),ona:Va € A : (u ~ Pa(u)|a ~ PA(u)) <0.

Do, Va € A: (H—Z:—g‘%%%lﬂa) < (ﬂ%ﬁ%ﬁlﬂa(u))

Donc:Va € A: (ula) < (ﬂPA(u)) == sup,.a(ta) < (ﬂ]PA(u)).
D’ autre part :

(tlu ~ Pa(w)) = (—”—Z:—%(%ﬁw — Pa(u)) = ||'l'fi_‘1;:(1'fi) ° _ lu — Pa(u)|| > O car

ug A<= u# Pa(u);dou: (uu) > (ﬂ|PA(u)), et on a la double inégalité cherchée. ¢

Posons « := (ﬂ PA(u)), et considérons la forme linéaire o définie par (v) := (ulv). On sait
(pour I'avoir vu plusieurs fois) que ¢ € E’ et que ||¢||’ = [|z]| d’ob: [lo| = 1.

Considérons I'hyperplan H,, = {v € E [ p(v) = a}; H,, est fermé [Chap. X] et
détermine les demi-espaces H},, = {v € E [ ¢(v) < a} (ferm& et H, , ={v € E [ p(v) >
a} (ouvert) d’intersection vide.

L’izégalité démontrée ci-dessus nous ditque:u € H_ et A C H} | ;onditque H, o sépare
ude A ¢

% Exercice 4.1

[Faites un dessin !] Notons v := Pp(u), w 1= P4 (u), et z := P (v). On veut démontrer que
z=w.
Ya€A:|lu—a|?=|[(u—v)+ (v—a)||® = ||u—~v||® +|[v — a|?, card’apres le Th.4.1 on a
u—v € Ft, etv — a € F, on applique le Th. de Pythagore.

Comme z = Pf(v),Ya € A:|lv—z|| <|lv—c| ;d0b:

Yo € A flu—c|? > ffu— ol + flo — 212 = llu - 2]l

cette derniere égalité résultant du Th. de Pythagore (u —v € Fletv — z € F).

Donc,z€ AaVa€ A:|lu—z| <|lu—a|l| = 2= Ps(u).+

Ce résultat ne se généralise pas si F' est simplement un convexe : prenez pour F' une boule du
plan et pour A une boule dans F' non concentrique 2 F [dessin!]. ¢

% Exercice 4.2

D’apres le Th. 4.1, pour tout x € F :
1O (u— Pr(u)|z) =0et  (2) (v— Pp(v)|z) =0.
Faisons « = Pp(v) dans (1) et z = Pp(u) dans (2) : (u|PF('u)) = (Pp(u)|PF(v)) et

(o1 Pr(w)) = (Pe(0)| Pr(w)) = (Pr(u)| Pr(x)) = (ul Pr(v)). #
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% Exercice 4.3
On considere I’ espdce E = Cy(]—1,+1], R) qui est préhilbertien, non complet, pour le produit

scalaire (f]g) = / F(t)g(t) dt.

On note h la fonction [0, 1] — R, ¢ — 3.

Soit F le sous-espace vectoriel de F constitué par les fonctions polyndmes de degré < 2. Ce
qu’on a a calculer, c’est [d(h, F)]? = inf(]|h — g]|2)%. I'inf étant pris sur tous les polynOmes
q(t) =at? + bt +c.

Comme F est complet, il existe p € F unique tel que p = Pr(h) [Th. 3.1, ou argument de
compacité [Chap. XIV, Exercice 2.10]. On notera : p(t) := at? + Gt + .

D’apres le Th. 4.1 on doit avoir: h —p L F,ie (h—plg) = 0 pour tout ¢ € F. On va
déterminer p en écrivant cette orthogonalité :

/ (t® — at? — Bt — y)(at® + bt + c)dt = O pour tout ¢ € F [g(t) = at® + bt + cl.

<= VYa,b,c€R: (la+ia+ (L —3b—(Ja+7)c=0

“~—= a+37——— ﬁ——a+7 O<=a=v=0,8= 5
Donc : p(t) = [Pr(R)(t) = 5t Le minimum cherché (c’est bien un mininum) est par
conséquent :

1
P = (=l = [ 1= G = §—f o+ = o

% Exercice 4.4

FE x F muni des opérations usuelles rappelées est un espace vectoriel (cours D.E.U.G.).
((u,'u), (v, 'u’)) ~ [(u,)|(W, V)| Exr = (4u)E + (v[v)F est clairement bilinéaire et
symétrique. (||(u,v)||exFr)? = llull% + |lvl|% est I'une des normes usuelles sur un produit
(Chap. II), donc "application ci-dessus est définie positive : c’est un produit scalaire. Donc
(E % F,[(,)I(+, -)|exF) est un espace préhilbertien.

Le produit de deux e.v.n. complets est complet et donc (E x F, [(-, *)|(+, )| zxr) estun espace
de Hilbert réel. ¢

Soient (u, Au) € G(A), (v, Av') € G(A), X € R.

(u, Au) + (v, Av') = (u + o/, Au+ Au') = (u + o, A(u+ u’)) € G(A),
Au, Au) = (Au, AMu) = ()\u, A()\u)) € G(A) : donc G(A) est un sous-espace vectoriel de
E x F.

Soit (4n, Au,) une suite de points de G(A) convergente vers (u, v) dans E x F. Ona donc

(Chap. IX) :
@ lim (u,) =v et () lim(Au,) =v;
mais A continu, d’obi: (i) lim (Aun) = A( lim (un)) = Au;
(i) et (jii) == v = Au (umcue de 1a limite). Donc (u,v) = (u, Au) € G(A), qui est fermé. ¢
fu) = Jlu — woll + | Au — wo||® = (v, Au) — (uo, vo)|Ewr
= d%, p((uo,v0), (u, Au)) ;

et donc écrire que & € F vérifie : Yu € F : f(u) < f(u) équivaut 2 :

ExF(('u’O’ vo), (T, Au)) < d%p ((uo, o), (4, Au)) pour tout u € F, ce qui équivaut 2 :
VY(u, Au) € G(A) : dpxr((vo, vo), (B, Aﬂ)) < dgwr ((uo, vo), (u, A’“))-
Mais cela signifie que (u, Au) € G(A) est tel que la distance dans E x F' de (uo, vo) 4 (1, AT)
réalise le minimum de la distance de (ug, vo) 2 (u, Au) € G(A).

Soit : dsr ((uo, vo), (U, A)) = dpxr((uo, vo), G(A)).

Comme G(A) est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert, d’apres le Th. 4.1 (%, Au)
existe et est donné par la projection, au sens de [(-,-)|(-,")]exr de (uo,vo) sur G(4) :
(u, Au) = Feg(a)(uo, vo)-

D’apres ce méme théordme, (u Au) est aussi caractérisé par : V(u, Au) € G(A) :
[(u0,v0) — (u, AU)|(u, Au) — (4, Au)] = 0 ce qui équivaut 2 :
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vu € E : (uo —mﬂ—u)E + (vo — Au] A(u —ﬂ))F =0.
D’ol Pexistence de & € F minimisant f sur E. ¢
Remarque :

On peut aller plus loin en cherchant 2 expliciter % ; pour cela on a besoin de calcul différentiel :
on résout D f(u) = 0, ce qui donne ¥ par Bu = w, ot B € L(F), et on démontre que B est
inversible grice au Th. de Lax-Milgram (Voir Probleme [1, Chap. XVIII).

% Exercice 4.5

Ecrivons que adh[A(B(0, 1])] est précompacte : pour tout € > 0 fixé, il existe ay, ag, . . ., @n
dans E tels que adh[B(0, 1] € UJ,;.,, B(a:, €] [¢f: Chap. XII].
Considérons le sous-espace de dimension finie F' = [{ay, ..., a,}], ainsi que I’orthogonal

G=F'E=F&G;Vu€E:u= Pp(u)+ FPs(u) [Th. 4.2].
Donc, Vu € E : A(u) = Pr(A(w)) + Pe(A(w)) = (Pr o A)(u) + (Pe o A)(u).
Pro A€ L(E) et dim(Pp o A)(E) <n.Onprendra B := Pr o A.
A(u) = B(u) + (Fg o A)(u), entraine
lA(u) — B(u)ll = IPe(Au)ll = | A(w) — Pr(A(w)|l = d(A(u), F).
A présent, Vu € B(0,1] : A(u) € A(B(0,1]) C Ulsign B(as, €|, donne :
35,1 <j<n:A(u) € Blaj,e]| = ||A(u) —a;]| <e.
d(A(, F) = inf | A(u) ol < inf [} A(w) ~ ] Flas vl < e+d(as, F) = e, caray € F.

En définitive, pour tout u € B(0, 1] :
| A(u) — B(u)l| < € et, donc | A — Bl|c(s) = supuepoy 1A(w) — Bu)|| <e. ¢

Un opérateur (linéaire ou pas) qui transforme la boule unité en un ensemble d’adhérence
compacte est dit compact. Le résultat ci-dessus exprime que pour E espace de Hilbert, pour
tout tout A € L(E) compact, il existe une suite (A,), A, € L(FE), d’opérateurs de rang fini
(dim(Im(4,)) < oo) telle que lim || A — Ap|| g = 0.

Pendant presque cinquante ans, on n’a pas su (corjecture de Banach, ou conjecture
d’approximation) si le résultat subsistait pour F espace de Banach (ce résultat était d’autant
plus intéressant qu’il était 1i€ au probléme de Iexistence d’une base de Schauder pour tout

Banach séparable).
Vers 1972 on a prouvé que la conjecture était fausse, d’abord avec des e.v.n. compliqués ad

hoc, et finalement avec E = L(¢2).

% Exercice 4.6
On considére, comme indiqué, I’ algorithme : ug € F choisi atbitrairement, et pourtoutn > 0:

Unpy = Pd)(un) ('u'n) >
Un_1 est bien défini car F est de Hilbert et ®(u,,) est un convexe fermé non vide : on peut donc

envisager la projection sur cet ensemble.
Remarque : si ®(u) est réduit 2 un seul point pour tout v € E, cet algorithme n’est autre que
celui des itérés successifs de  du Chap. XVI; on va d’ailleurs s’inspirer de ce qui a été fait
dans le Chap. XVL

Notons d’abord que ||u1 — uo|| = || Pagu,) (20) — woll = d(uo, @(uo)).

Ensuite pour tout n > 0: |[tni1 — Unl| = || Poun) (Un) — Ua|l = d(un, @(un)).
D00 : [ttns1 — Unll = d(tn, @(un)) = d(tn, @(un)) — d(un, @(un_l)), ce dernier terme
étant nul, puisque U, = Py, ,)(tUn-1) € B(tn_1)
Donc :
11 = tnll < SUPyes |ty B(un)) = d (2 B (ttnos))| = hlB(ttn), Bt 1))

< ou|vn — Un|-

Grice 2 cette inégalité, on peut écrire :

tns = tnll < llttn = tnal] < Q2. lftnog — tnool] < -+ < ™11 — ull, o0 :
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Vp,q e N*,p>gq
llup — ugll < IIUp — Upi|| =+ [[tp-1 — tpoll + -+ - + [lugs2 — tgull + llugrr — ugll
< oL lur —uoll + a2 lug —UOII + -+ o — ol
<al(l+a+a?+---+aP- q).d(uo,@(uo))
< 1% d(uo, @(uo)) =0
Donc, la sutte (u,,),, est de Cauchy dans E complet : elle converge vers un point % dont nous
allons vérifier qu’il répond 2 la question posée. .
A(tn, B(W)) — d(tn, B(un)) < M), B(un)] < @[t — unl|
— At (D) < ltn ~ tst | + @[T unl,
et on fait tendre n vers 'infini en utilisant la continuité de v — d(v,@(ﬂ)); il vient :
d(4, ®(%)) = 0, soit : U € adh[®(w)] = (), i.e. le résultat cherché. ¢

Ce résultat est un Théoréme de point fixe pour une multi-application (application 2 valeurs
ensembliste). On trouve des applications de ce type de résultat en économie mathématique, par

exemple.

PROBLEME

Algorithme pour trouver un point dans une intersection

Soit (E, (--)) un espace euclidien (espace de Hilbert de dimension finie réel).
Soient Cy, Co, ...,Cn (N entier > 2) des parties convexes fermées de F telles que :
C :=(),<i<n Ci est non vide.

Le prol;lé_me consiste a construire une suite de points de £ dont la limite appartient
acC.

Soit ug € FE arbitraire ; supposons construits g, s, . . . , Un ; on détermine u,, ;1
ainsi : Vi € {1,2,....N} onconsidére u’ = Fe, (un) et on pose :
Un41 = N Z 'u
1<i<N

1) Démontrez que : _
Vne N,Vi e {1,...,N},Vc € C; : [d(un, C.)]? < |lc ~ un||? — ||, — c]|%
2) Observez que pour tout v € E on peut écrire : uny1—v =, Y%r(u;1 —v) et
1<i<N
déduisez-en que pour tout n € N :
WEE: funy —olP < §p T fluf— ol
1<i<N
3) Démontrez qu'on a ;

VneNYeeC: 4 3 Jal (tn, G2 < le = unl = |tns1 — ]2
1<i<

4) Démontrez que pour tout ¢ € C la suite (||u, — ¢||) est convergente dans R.

Déduisez-enque : Vi € {1,..., N} : lim (d(’u, C’l)) = 0.
=00

5) Démontrez qu’on peut extraire de l1a suite (uy,) une sous-suite convergente vers
unzu € C.

6) Démontrez que si limpes(un) = Tet limper(un) =uona:a=u(SetT
désignent deux parties infinies de N).
Indication : considérez a = im(|lun — @||? — |lun — ul]?).

Déduisez des résultats ci-dessus que (u,) est convergente dans E et que sa limite
est une solution du probléme posé.
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CORRIGE DU PROBLEME

1) En utilisant la derniere inégalité de 1’ Exercice 3.3, on obtient :
@ (Un, Ci) = |lun — Poy(ua)ll? o
< llun — CI|2 — I Fe; (un) —d*= Ilun —cll® = ||, — .+

2) Uni1 — 'U—NZU —NZ’U—NZ(U —).

=1
L’inégalité cherchee exprime que w ||w||2 est convexe, et donc que
w= 3" haws, avee A €10,1], Z)\z =1 = |ul®< Z/\zllwzll2
i=1
Démontrons cela. || Au + (1 — A < )\||u|| + (1 — N)||v||, donne :
I + (L= 2ol < X¥lul|® + 20(1 - Ml ol + (1= A2l
< Xull® + ML= N(llull® + llo]%) + (1 — A2l
< (X421 = N flull” 4+ [(1 =27+ 20 = Mol
< Mull® + (1 = M)l :
w > ||w||? est bien convexe.
Montrons par récurrence que ||w||? < Z i || |2

=1
L inégalité est vraie pour p = 2 : on vient de le prouver ; supposons-la vraie pour p, et démontrons-
lapour p+ 1. pil
Soient donc Ay, ..., Ap, Apy1 € ]O 1[ tels que Y A = 1, et soient wy, ..., Wy, Wpy1 ;0022
=1

montrer que : || Z || < Z Ail|ws||?. Ecrivons :

)\lwl +---4 )\p+1wp+1 = (1 p—l—l) [—)\J‘)\;—-UJI +---+ %}\pr] + )‘p+1'wp+l-
Puisque (1 — Ap11) + dp1 = L, Apy1 €0, 1], d’apres ce qui précede :

A 2
I Arwi+- -+ Apprwpall® < (1 /\p+1)||1—1—-w1+ +1—_§;wp|| +2pi1-lwpaa]l®

On applique I’hypothése de récurrence au premier terme :
)\1; = )"‘ _)‘l__ e )‘P )‘1 +---+ )\p
= el vty WEd LS e wrll i e wrlhnl e Wit

ot || —2 .. 2 A 2 ... _'\i_ 2
Dot : ||1T$\Ewl+ + T:)lfﬂjlwp” < Tl + e el
d’ou finalement en simplifiant par | — Ap,;, et en ajoutant le dernier terme :

IArwr + -+ + Aperwpall® < Mflwill® + -+ + Aprallwpall®. ¢

Une remarque intéressante : I'inégalité de convexité ci-dessus vaut pour n’importe quelle
fonction convexe (inégalité de convexité généralisée, ou inégalité de Jensen).

3) Puisquec € C' = ﬂl <i<n C;, Uinégalité du 1) est valide pour tout i : on somme sur i et

on divise par IV, il vient : N ZdQ(un, G <lle—uall?— + Z [lur, — |2

1,1

Mais d’apres 2) : W Z [l — |2 < —[|tms1 — c]|?, d’0b le résultat voulu :

0< 5 P(un ) < lle— all ~ ftnss — el o
=1

4)Onadoncpourtoutc € C': |[un1—c||? < [|un—cl|?, ¢ est-a-dire: ||tn 1 —c|| < |Jun—C]|;
pour tout ¢ € C fixé, donc, la suite (||u,, —¢]|) est décroissante et minorée (par 0 1) : elle converge
dans R versun A(¢) > 0.

Reprenons maintenant 1’ inégalité obtenue dans 3) :
0< x 2 @(un,C) < |lun —cl® = llunsr — cf|*; comme on vient de montrer que

l<1.<N

Jim (i = el = llmas = ll?) = X(c) = X(c) = O,oma:

11m (Z &P (uy, C; )) =0.
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La sommation s’étendant 3 un nombre fini et fixe (par rapport & n) de termes tous > 0, on a
nécessairement : Vie{l,...,N}: lim d(un. C;) = 0. +
n-0c

5) Fixons un ¢y € C. Pour tout n € N : |Ju,|| < [|un — coll + ||coll, et done JJu,| < K =
constante, puisque la suite ||u,, — co|| est convergente donc bornée. I.a suite (u,,) est bornée. Soit
B une boule fermée contenant la suite (u,, ). Comme F est de dimension finie, B est compacte.
Appliquant la propriété de Weierstrafl des parties compactes, de la suite (u,,) on peut extraire
une suite (up )nes (S C N, S infinie) convergente versunu € E. ¢

6) Pour tout 4, 1 < i < N, la fonction u — d(u, C;) est continue (elle est contractante),
donc : 1a suite (d(un, C’,~))"e  COnverge vers d(w, C;), et elle converge aussi vers 0 d’apres 4) ;
&’ apres I'unicité de 1a limite : d(%, C;) = 0, pour tout 4, et par conséquent, puisque C; est fermé :
u € Cj, celapour tout i € {1,..., N}, etdonc: we (), nyCi=C. ¢

Supposons qu’on ait aussi im(un Jaer = w (T C N, T infinie). Comme ci-dessusonau € C.
Le nombre o = hmn_,m,neN("un —u]|? — |lun — u||?) existe dans R car on a vu que, pour tout
¢ € C,lim,, 0 nen [|un — d|? existe.
llun —@l? — llun — 32 = llunll® — 2(unl@) + [[ull® — Juall® + 2(ualu) — |Jull?
etdonc : o = [|T]|? — [|2]|? — 21imn_co neN(tun|u — ).

Le théoreéme sur 1a limite d’une suite extraite nous permet d’écrire :

o = [d]? — |[ul]® — 2ling, ooones(unlt —u) = @) — |Jull® — 2(ulu -

= —[lull® = [full” +2(ufw).

et aussi :
a = g2 — |[a])? — 2Limy, oo ner (unlt — u) = [@l* — |[ull® — 2(ult — )

= [lull* + llull® — 2(ufw).

On tire de ces deux égalités : —||A||2 ~ llal? + 2(alw) = fIul|® + llull* — 2(ulw)
soit : 2[[al® + [[all? — 2(@h)] = 0 = 2lfu —al} = a=2
Conclusion : iln’y a qu’une valeur d’ adhérence.

Plagons la suite (u,, ) dans une boule fermée, donc compacte : on peut alors appliquer la Prop.
1.2 du Chap. X1V, et (u,,) n’admettant qu’une seule valeur d’ adhérence est convergente. Puisque
la limite est, on I’a vu, dans C, le probléme est terminé. ¢
Exemple d’application :

Soit A = (a; ;) une matrice IV x N inversible ; on considére le systéme linéaire : A.X = B, ol
B € RN, B = (3;) est donnée, et ot X est I'inconnue. Soit A; la i-éme ligne de A et soit t4;
le vecteur (colonne) transposé. I1 est facile de se convaincre que chercher X, ¢’est chercher le
pointde C =), , .y Ci,o0 C; ={Y € RN / (tA;]Y) = 3} (intersection de N hyperplans).
Faites un dessin dans le plan pour bien comprendre la méthode. On voit facilement (faites-le !)

. — t .
que: Pg,(Z)=2Z+ ,51_(44%2 - 4;, ce qui permet de faire fonctionner I"algorithme étudié

\ Al
dans le probléme.
Cette méthode de résolution des systémes linéaires s’appelle la méthode de Cimmino; on
dispose A I'heure actuelle de méthodes beaucoup plus performantes.
Le dessin ci-dessous suggére une autre méthode, plus simple, mais moins rapide. de résolution
des systémes linéaires : c’est la méthode de Kacmarz.
Cc=C 1 nNC 2 C 2

x; X3 X5 \

g € R? est arbitraire, Ton41 = P01 (372,,) et xop, = ch (372,,_1).
La suite (x,,) converge vers c, avec {c¢} = C; N Cs.

Fin du Chapitre XVII



| CHAPITRE XVI1 |

ESPACES DE HILBERT (réels) T
AUTOUR DU THEOREME DE F. RIESZ

Introduction

Je pense (par expérience) que le chapitre que vous avez devant vous, le XVIII, vous
séduira par son aspect algébrique, ses formules, son c6té abstrait.

Un seul théoréme, mais fondamental, dii & F. Riesz : si (E, (-|)) est un espace de
Hilbert réel, étant donnée une forme linéaire continue ¢ € E’, il existe un vecteur
a = a, € F —etunseul —tel que p(u) = (u | a) pour tout u € E.

Voila qui est bien commode pour manipuler les formes linéaires continues qui sont
ainsi «représentées » par des vecteurs de F.

De plus, ¢ > a,, est linéaire et isométrique.

«En gros », donc, un espace de Hilbert et son dual topologique, «c’est pareil ». Mais
on n’a pas toujours intérét a dire que «c’est pareil », pas seulement par prudence . . .

Une seule notion nouvelle : celle d’adjoint d’une application linéaire qui généralise
1a notion vue en D.E.U.G. (en principe) pour les espaces euclidiens, i.e. les espaces de
Hilbert de dimension finie.

11 convient de prendre garde au fait que beaucoup de résultats de ce chapitre (comme
du précédent) ne sont valides que pour les espaces de Hilbert, et ne le sont pas pour
les espaces préhilbertiens non complets : cela tient systématiquement au fait que dans
ce dernier cas la projection sur un sous-espace vectoriel fermé (fusse un hyperplan !)
n’existe pas nécessairement [autrement dit qu’il est possible que F+ = {0} avec F
sous-espace fermé # E].

Le chapitre se termine sur le « fameux» lemme de Lax-Milgram, qui n’est qu’un
avatar du Théoréme de Riesz.

En résumé, le chapitre est facile, et il n’y a que peu de choses & apprendre, mais il y
a quelques précautions a prendre.
& Exercices indispensables : 1.2, 1.4,2.1,2.2, 2.3.
& Exercices complémentaires : 1.1, 1.3, 1.5.
I1 y a deux probleémes : le premier introduit I’intéressante notion de noyau reproduisant,

il est assez facile ; le second, facile, prouve un résultat d’existence et d’unicité pour un
probléme de « contrdle optimal abstrait ».

BON TRAVAIL !
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Exercice 2.1. Adjoint et transposée

E, F espaces de Hilbert réels.
A:E - F;t'A: F — E définiepartA(p) =1 o A.
Jg et Jr sont les isométries de Riesz de E et F respectivement.

A* :JEIotAoJFettAzJEoA*oJEI.



CHAPITRE XVIII

ESPACES DE HILBERT (réels) I
AUTOUR DU THEOREME DE F. RIESZ

1. APPLICATION DE DUALITE
LE THEOREME DE F. RIESZ

Soit (E, (-]-)) un espace préhilbertien réel.

Pour tout u € FE fixé, considérons la fonction ¢,, : £ — R qui a tout v € FE fait
correspondre le réel ,,(v) = (v|u).

(P, €st une forme linéaire sur E' ; en effet :

eVv e ENw € E : pu(v+w) = (v+wlu) = (v|u) + (wlu) = vu(v) + pu(w),

eVv € EVA € R: p,(Av) = (Av|u) = A(v|u) = A (v).
Donc : ¢,, € E* = L(E,R), cela pour tout u fixé dans E.

., est continue, en effet d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vo € B lpu(o)] = |(ofu)] < [lo]lIlul. |

Donc ¢, € E' = L(E,R), et : [lpul” = subyep, jjofj—1 [¢u(v)] < [lullssiu=0:
u =0, etsiu 2 0, (127) = 1y ) = iy () = 2y Nl = .
Par conséquent : ||, ||” = ||u| pour toutw € E.

On peut donc définir une application de E dans E’ que nous noterons J ou Jg :
1.1 J:EFE—>sFE,u€ Evwsp, €L
J est une application linéaire, en effet :
eVue E\Nu' e E\ZNve E:
[7(w+ u)](0) = Pt (v) = (ofu+ w) = (o]u) + (o)) = u(0) + ur(v)

= [T(w)](v) + [T (w)](v) = [T(u) + ()] (o),
soit : J(u+u') = J(u) + J(v'), et:
eVue E\Nve E.VaeR:
[TOu)]() = @a() = (o1h) = \(vlu) = Aepu () = M (w)] ()
— T (W)](v),

soit : J(A.u) = A J(u).
Comme ona: [|[J(w)|" = |lpwll’ = ||u]| pour tout u € E, J est une isométrie linéaire

Résumons ce qui précéde dans le :

Théoréme 1.1. (TREES IMPORTANT)

Soit (E, (-|-)) unespace préhilbertien réel.1l existe une application J : E — E’
définie par : :

Vu € E,\Yv € E : [J(u)](v) = (v|u)
qui est linéaire et isométrique. J est appelée application de dualité de E (ou :
Visométrie de F. Riesz de E).

Terminologie et notations :
Afin d’alléger la terminologie, on appellera opérateur tout élément de L(E, F),
ou E et F sont des e.v.n. sur le méme corps : un opérateur est donc une application
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linéaire et continue. Par ailleurs, pour A € L(E, F) etu € E on notera Au = A(u).
Rappelons aussi que pour u € E et ¢ € E’ on note p(u) = (u, ©).

Propriétés de Papplication de dualité :

DV € B (u, Ju) = [J ()] (w) = (ulu) = [[ull.
2) Symétrie :YNu € E,NveE E:
(0, Ju) = [T (w)](v) = (ulo) = (v]u) = [J(0)](w) = (u, Jo).
3) Monotonie :Yu € E,Yv € E ;
(u—v, Ju—Jv) = (u—v,J(u—v)) = |lu—v||> > 0[par 1) ], et > Osi u # v.
4) J comme différentielle : Posons pour u € E : Q(u) = 3|ull?;
Vu € E,Vhe E:
Q(u+ h) = gllu+hl? = Fllul® + (ulh) + 5lIR? = Q(u) + (h, Ju) + ||?
Soit : Q(u+ h) — Q(u) = (h, Ju) + ||hlle(h), o e(h) = L||h|| vérifie ;1113}) e(h) =0.
Cela signifie (cours de calcul différentiel ou Chap. IX) que @ est différentiable au sens
de Fréchet sur E, et qu'on a : DQ(u) = Ju pour tout u € E, soit DQ = J.

5) Si E est complexe, on peut aussi envisager J, mais J est alors antilinéaire
[J(Au) = X\.J(u)]; si I’on veut avoir J linéaire, il faut remplacer le dual par I’ anti-
dual E/, constitué des formes antilinéaires. La situation est plus compliquée, mais pas
plus difficile.

& Exercice 1.1. (tres facile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. réel et soit £’ son dual topologique. On
suppose qu’il existe une application linéaire K : E — FE' telleque Vu € F : [K(u)](u) = [lu||%
Démontrez qu’il existe sur E un produit scalaire (-|-) tel que Vu € E : ||ul|? = (u|u) [autrement
dit E est préhilbertisable par (-|-) dont la norme associée est la norme de F].

Indication : Se reporter a ia Lecture du Chap. II.

Théoréme 1.2 (Théoréme de F. Riesz) (FONDAMENTAL)

L’application de dualité .J estsurjective si et seulement si (E , (l)) estcomplet,
c’est-a-dire est un espace de Hilbert.

Commentaires :

1) L'intérét de ce Th. est double : d'une part, si (E,(:|-)) est un espace de
Hilbert, les espaces E et E’ sont isométriques en tant qu’espaces de Banach, et donc
«identifiables ». D’ autre part on aun Théoreme de représentation des formes linéaires
continues qui s’énonce :

Vi € E',da[= a(y)] € E unique tel que Vu € E : p(u) = (ula)

2) Nous avons déja rencontré un lemme dii & Frigyes (i.e. Frédéric, gy = dié en
hongrois) Riesz dans le Chap. XIII. Il existe un autre théoréme de F. Riesz qui
«interpreéte le dual de C([a, b], R) : voir un cours de calcul intégral.

Enfin le Th. de Fisher-Riesz affirme que L?(a, b) est complet.

Démonstration :

e Si J est surjective, les espaces vectoriels normés (E, || - ||) et (|| - |I") (ou || - |I’
est la norme naturelle) sont (lin€airement) isométriques, et comme E’ = L(E, R) est
complet pour || - ||’ [parce que R I'est, ¢f. Chap. XI, Th.3.2], (E, || - ||) est complet. ¢
e Réciproquement, supposons que (E, (|)) est complet. On va prouver que tout
¢ € E’ §’écrit p~ = Ju pour un certain 4 € E; U sera nécessairement unigue
puisque J est injective (c’est une isométrie).

Si ¢ =0, le vecteur & = 0 convient : ¢ = o = J(0).
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Supposons donc ¢ # 0. Considérons 1’hyperplan fermé F = Ker(y) = ¢ 1({0})
[Chap. X]. Puisque E est complet, F' est complet dans E [Chap. XI]. On peut donc
appliquer le Théoréme de projection orthogonale [Chap. XVII, Th.4.2]: E = F®F*,
ot dim(F1+) =1; F+ = [a], ot a € F1, a # 0. a pourra étre déterminé ainsi : soit
be E \ F (bexiste car ¢ # 0), onprend : a := b — Pr(b).

Donc tout v € E vas’écrire : v := w+ A.a, ol w € F. Dot :

(vla) = ('wla) + Ma|a) = A|a||?, car (w]|a) = 0, ce qui permet d’écrire :

|| ||
p(v) = p(w) + i—;l T = (v|u), en prenant T —gﬁoéﬁ) a.

On a donc bien ¢ = J(4) = @~ ¢

& Exercice 1.2. (facile) Soit (E, (|)) un espace de Hilbert réel, et soit C # () une partie
convexe et fermée de E. On se donne ¢ € F/, A € R, A > 0. o € R. Démontrez que la fonction
f:E— R u~ f(u)=p(u)+ X|ul|® + a atteint son minimum sur C en un point unique.

& Exercice 1.3. (assez difficile) Soit (E, || - ||) un e.v.n. réel et soit f : B — R. Rappelons
qu’on dit que f est différentiable au point u € F s’il existe ¢ € F’ telle que pourtout h € E :
f(u+h)— f(u) — (h, ) = ||h|l.e(h). ot ’llir%e(h) = 0; on appelle o la différentielle de f au

-a,etona:

point u, et on note : ¢ = D f(u).
Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, et soit C # @ une partie convexe et complete de
E. On pose : g(u) = 1[d(u, C)]%. Démontrez les inégalités :
Yu € B,Yh € E:0 < g(u+ h) — g(u) — (u— Pc(u)|h) < $[|RI
ot Pc est 1a projection sur C au sens du Chap. XVII, et déduisez-en Dg(u) pour tout u € E.
Démontrez qu’il existe une fonction p : £ — R telle que : Dp(u) = J[Pc(u)] pour tout
u € F.

Conséquences du Théoréme de F. Riesz

1) Dans le cas ot (E, (-]-)) est un espace de Hilbert réel, on peut munir de fagon
naturelle I’espace de Banach dual topologique (E”, || - ||") d’un produit scalaire (-|-)’
qui en fait un espace de Hilbert tel que Voo € E’ : |l]|? = (¢|g)’. Soient en effet
@, € E’, et soit J Iapplication de dualité de (E. (-|-)).

Il existe, grace au Th. de Riesz, u € E unique tel que J(u) = ¢, et v € E unique
tel que J(v) = 9. On posera : ()’ = (ulv) = (J 7 (p)|T 1 (®)).

Il est facile de vérifier que (-|-)’ est un produit scalaire sur E’ satisfaisant la relation :
(wle) = llell™.

On ale jeu de formules suivant qui permet de passer de E a E’, des produits scalaires
ala dualité :

(1.2) Posons: J(u) ==, J(v) :==vie u=Jp),v=J1(P);ona:

v(v) = (v, 9) = (v, Ju) = [J(W)](v) = (ulv) = (vlu) = [J(0)](v)
= P(u) = (w¥) = (u, Jv) = (¢l¥) = (J(W)I(v)) = (T HIT (%))

2) Si (E, (+|)) n’est pas complet, considérons le sous-espace vectoriel :
G = adh(J(E)) de I’espace de Banach (E’, || - ||'). G est complet car fermé dans un
complet [voir Chap. XI], et J(FE) isométrique & F est partout dense dans G.

& Donc (G, || ) est une réalisation du complété E de E.
_ On sait que E’ est isométrique & E’ [Chap. XV], et d’apres le Th. de Riesz : Eest
isométrique & £, donc & E’. Par conséquent adh[J(E)] estisométrique & E’, et donc
J(FE) est une partie partout dense de E’.
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On peut munir J(E) d’un produit scalaire comme dans 1) et prolonger ce produit
scalaire 2 E’, ce qui revient a prendre : ¢ € E', ¢ € E', ¢ = lim J(un),
Y= lim J(v,): (lv) = lim (un|vy) . ..et a faire les vérifications nécessaires.

Exemple 1.1.

1) Prenons E = EZ(R). u= (&), v = (7)), n € N*: (ulv) = Z &n.1n- Toute
forme linéaire continue € € E’ s’écrit p(u) = (ula) pour tout u € E pour una € E,
a = (o), soit: p(u) = Z o &p, d’apres le Th. de Riesz.

n=1

2) Le résultat serait faux avec le sous-espace F' de E = £° suivant :
F={u=(t&) el JAIN=Nwuw) eN,VneN* :n>N = £, =0}
qui n’est pas complet (il n est pas fermé dans 7. vérifiez-1e). En effet, 1a forme linéaire

continue sur F': (u) = Z &n (la somme est en fait finie) ne s’ écrit pas p(u) = (ula)
=1
olg€F, carilfaudraltquea = (1,5 m i) EF.

& Exercice 1.4. (difficulté moyenne) Soit £ = L?(—1,+1) muni de son produit scalaire
1

(flg) = / f(t)-g(t) dt. C’est un espace de Hilbert [Th. de Fisher-Riesz, cours de Calcul
-1
Intégral].

0 1
Démontrez que ¢ : E — R, f — o(f) = / f(t)ydt— / f(t) dt appartient 2 F, et calculez
—1 0

l¢ll’- Déterminez J~!(¢p).
Soit F = Ker(y). Décrivez F1. Calculez 1a projection sur F’ de 1a fonction t +— ¢.
Soit C le sous-espace de F constitué par les classes admettant un représentant continu. Prouvez
que Pr(f) ¢ Cpourtout f € C\ F.
& Exercice 1.5. (assez facile) Soit E = C([—1, +1], R) muni du produit scalaire :
1

(flg) = / f(t)-g(t) dt. E n’est pas complet, comme vous pouITez vous en assurer avec la suite
-1

de fonctions suivantes : f,(t) := min{n, [t|71/4}.

On considere ¢ de I’Exercice 1.4 : démontrez que ¢ € E' et calculez ||’

Démontrez que J () n’existe pas. Démontrez que la fonction ¢t — ¢ n’a pas de projection
sur F = Ker(yp), et que —en fait— F- = {0}.

= Attention donc aux formules du Chap. XVII suivant le Th. 4.2 : elles ne sont
valides que dans les espaces de Hilbert ! ! |

Remarque 1.1. L’isométrie canonique x : E — E” et les espaces de Banach réflexifs
Soit (E, || - ||) une.v.n. sur K =R ou C. On définit x = xg : E — E” = (E')’ par :
[x(w)]() = w(u) pour tout u € E et tout o € E’. En suivant ce qui a été fait pour J
pas a pas, on démontre [faites-le en exercice '] que x(u) € E”, puis que  est linéaire
et continue, avec ||x(uw)||” < ||lu|l-

En fait, x est une isométrie, mais on ne dispose pas dans ce cours du théoreme
permettant de le démontrer [le Théoréme de prolongement de Hahn-Banach].

Admettons que x est effectivement une isométrie.

Alors, x permet de classer les e.v.n. en deux catégories : les e.v.n. pour lesquels y
est surjective, qui sont dits réflexifs, et les e.v.n. pour lesquels x n’est pas surjective,
qui sont dits non-réflexifs .

Comme E” = L(F',K) est complet [Chap. XI], si x est surjective E est
nécessairement complet. Donc les e.v.n. non complets ne sont jamais réflexifs.
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On démontre que les espaces de Banach classiques suivants : £, co. ¢, £,
C([a, b],R), L(a,b), L*(a, b) ne sont pas réflexifs.

Par contre, les espaces £, L? (a,b),1 < p < oo, sont des espaces réflexifs.

Par ailleurs, tout e.v.n. de dimension finie est réflexif [prouvez-le !].

On va démontrer que tout espace de Hilbert réel (E, (¢ )) estréflexif (c’est d’ailleurs
vrai aussi pour les Hilbert complexes).
A cette fin, on va démontrer que x = J’ o J, ou J [resp. J'] est]’application de dualité
de E [resp. E'].Enecffet, Vu € E,Vp € F' :
[(To ) (w)](9) = [T (J@)I(¥) = (o, T (T @) = (JWe) = (u.i0) = [x(w)]()
[cf. Formules (1.2)].
Comme J, J' sont surjectives (Th. 1.2), et comme le produit de composition de deux
surjections est une surjection, on a x surjective, et (E, (| -)) est réflexif.

La notion de réflexivité est treés importante [cf. un cours d’analyse de Maitrise] car
les espaces réflexifs possedent beaucoup de bonnes propriétés que ne possédent pas
les espaces qui ne le sont pas.

Remarques 1.2.

Certains auteurs interprétent le Th. 1.2 en posant carrément £/ = E et J = Idg.
Cette maniére de procéder me semble bien imprudente, surtout lorsqu’on s’adresse a
des débutants, mais il y a des raisons plus fondamentales pour ne se méfier de ce point
de vue :

1) Par exemple, on trouve trés souvent I’argumentation suivante : «comme E’ c’est
E, E” c’est E/, et donc E” c’est E ; par conséquent F est réflexify, ce qui améne
immanquablement & penser que E est réflexif ssi il existe une isométrie linéaire de E
sur E”, ce qui est faux ! C’est x qui doit étre surjective, pas une quelconque isométrie
(il existe des contre-exemples). I1 y a donc risque d’ ambiguité, pour le moins . . .

2) Ensuite, cen’est pas toujours une bonne chose que d’identifier un espace de Hilbert
a son dual. Il vaut parfois mieux, et c’est trés courant dans la théorie des équations
aux dérivées partielles (E.D.P), identifier E’ 2 un tout autre espace que E, par une
isométrie qui n’est pas J.

Un exemple trés académique (faute de matériel on ne peut pas donner un exemple

tiré des ED.P) : E = {u = (£n) € 2y Z n2.£2 < oo} muni du produit scalaire
(ulv) Z n? £n-Th.

n=1

Plutdt qu’identifier E’ a4 E (qui est un espace « petit»), il est tout a fait préférable

d’établir une isométrie entre E’ et F := {a = (o) € s / Z 402 < oo} muni du

produit scalaire (a|b) = Z —gan .Br, qui est un espace « grand ». Voir Chap. XIX

Probléme 5.
Moralité : Au niveau de la Licence, considérez F et E' comme tout 2 fait distincts, et
utilisez J et J~! pour passer sans aucun risque de E 4 E’ et vice versa.

2. OPERATEUR ADJOINT D’UN OPERATEUR
Définition 2.1.
Soient (E, (+|)) et (F, [|-]) des espaces préhilbertiens récls, etsoit A € L(E, F)
[notez bien L et non £ pour le moment]. On dit que A posseéde un adjoint s’il existe
une application B : F' — E telle que :

(2.1) |Vu€ E,Yv € F : [A(u)|v] = (u|B(v))
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Exemple 2.1. Prenons ' = R™ et F' = R™ euclidiens. A € L(R™,R™) s’exprime
dans lcs bases canoniques par sa matrice (a,;), o0 1 <z < m (lignes)ct 1 < j <mn
(colonnes). A poss¢de un adjoint B dont la matricc dans les bascs canoniques est (bg 1),
1<£€<n 1 <k<m,avec by = air.

La matrice de B cst la matrice transposée de la matrice de A.

Exemple2.2. E =F = £2. On considére lcs applications linéaircs :
U= (61.62 ..... En... ) — A('u) = (0.61,62,. .. ,gn, .. ) ct
u B('u) = (62,63,.. gn,)
Ona:A.Be C(ﬁz). Il est facile de constater [do it '] que B est un adjoint de A, et
que A cst un adjoint de B.

Exemple 2.3. Soit E un espace préhilbertien. ct soit ' un sous-cspace vectoriel
complet de E. La projection Pr poss¢de un adjoint qui est Pgr clle-méme [Chap.
XVII, Exercice 4.2 ].

Exemple 2.4. Soit E un cspace préhilbertien récl ; on prend F' = R, et on considere
une forme linéairc ¢ continuc (¢ € E’). Si ¢ poss¢de un adjoint B, on doit avoir :

Vu € E,VA € F =R: (p(u)|\)r = p(u)A = (u|B(/\))E
En particulicr, pour A = 1, on doit avoir, Vu € F :
¢(u) = (uB(1) & (u¢) = (u, JBQ)]) = ¢ = JBA)| = B(1) = I ().
Par conséquent ¢ possédc un adjoint si ct sculement si J~1(¢) existe. Quand il

existe, c’est I’application linéaire continue R — E, A — A.J (), qu on identifie
parfois & J~!(¢) [par I'isométrie E =~ L(R, E)] [Chap. X].

Propriétés des adjoints

(2.2) S’il existe un adjoint, il cst unique. En cftet, supposons que Vu € E,Vv € F:
[A(u)|v] = (u|B1(v)) = (ulBz(v)). On en déduit :
Vu € E,Vv € F : (u|B1(v) — Bz(v)) = 0. soit en faisant u := By(v) — Ba(v) :
| B1(v) — B2(v)||? = 0 pour tout v € F, d’ols :

Vv € F : B1(v) = Ba(v), soit: B} = B;.
On notera A” Padjoint de A quand il existe.

(2.3) SiA*cxiste: A* € L(F, E). Enetfet, Vu € E, Vv, € F,YA N €R:
[Au|Av + XN V'] = (u|A*(Av + Nv')) = [Au| ] + [Au| NV
= A[Au|v] + N[Au|v'] = Mu|A*0) + XN (u|A*0') = (u|AA*v + N A*').

D’ob : (u|A*(Av + No') — AMA*y — N A*') = 0, et cela Vu, Vv, v/, VA. X, d’ol le
résultat en faisant u := A*(Av + Nv') — AA*0 — N A*v'. ¢
(24) St A* existe : (A*)* existc aussi, et (A*)* = A.

En effet, si B = (A*)* existc on doit avoir : Vu € E.Vv € F : (A*v|u) = [v| By,
mais : (A*v|u) = (u|A*v) = [Au|v] = [v|Au] et donc B = A. ¢

(2.5) SiA€ L(E,F)etB € L(E, F)sonttels quc A* et B* existent,ona: (A+B)*
existe et (A + B)* = A* + B*. Pour tout A € R: (A.A)* existe et (M. A)* = \.A*.
La démonstration est laissée au lecteur. ¢

(2.6) Si A€ L(E,F)et B € L(F.G) possedent un adjoint, il en est dc méme de
Bo A, etonalaformule : (B o A)* = A* o B*. Démonstration laissée au lecteur. ¢

(2.7) Idg = Idg : c’est évident. ¢
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(2.8) Soit A € L(E, F) une application linéaire bijective : A~! € L(F, E).

Si A et A~ possedent un adjoint : A* est inversible, etona : (A*)™! = (A1)~
En effet :

[Ao A1 (0)] = [Tdpolv'] = (A~ 0]A%0") = [ol (A1)* 0 A%,
(A o A(u)l) = (Idgule’) = [Aul(A~1) "] = (u] A* o (A1) ),

pour tous u, v’ € E, pour tous v, v’ € F.

On adonc: (A71)* 0o A* = Idp et A* o (A™')* = Idg, soit : (A*)™! existe et
(A*)~1 = (A71)* [¢f. Chap. X, Annexe]. ¢
Remarque :

A propos de la propriété (2.8), on rappelle que A € L(E,F) et A~! existe,
impliquent A~! € L(F, E), mais pas A~ € L(F, E).

Proposition 2.1.

|| SiAeL(E,F)etsi A*existe: A* € L(F,E),etona:
29 NA*Nemr = IAllee,F)-
Démonstration :

Vu € E,Vv € F : [Au|v] = (u]A*v) et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(ulA*v) < || Aull-|loll < (|A][-[lu]l-]|v]l-

On fait u = A*v: ||A*v||2 < |All-[IA*@||-)|#|, @ ot pour tout v tel que A*v # 0,
[i.e. tels que v ¢ Ker(A*), mais les é€léments de Ker(A*) nous importent peu pour
calculer la norme de A* 1] : [[A*v|| < ||A]|-[|v]l, et donc A* est continu de norme
1A*lccrey < Al 2, F)-

Si I’on change A en A* dans la démonstration, on obtient : ||A]| < [[A*], d’ol
I’égalité cherchée. ¢
Théoréme 2.1 (IMPORTANT)

Soit (E, (+|)) unespace de Hilbert réel, et soit (F, [|-]) un espace préhilbertien
réel.

Toute application linéaire continue A € L(E, F) posséde un adjoint A*.

Démonstration :

Pour tout v € F fixé, considérons la fonction £ — R définie par : Vu € F :
Yo (u) := [Au|v] ; 9, est linéaire, c’est évident, et continue :

o ()] = [[Aulo]l < [|Au]lfloll < Al o]l

1), est donc un élément de E’, et comme E est complet on peut appliquer le Th. de
Riesz, Th. 2.2; il existe a,, € E tel que pour tout u € E : ¢, (u) = (u|ay).

Considérons ensuite, pour tout v € F : B(v) = a, € E. BEu égard a I'unicité de
a,, on définit ainsi une application B : F — E, v+ ay,ctona:Vu e E,Vv e F :
Po(u) = [Aulv] = (u|Bv), d’ot le résultat : B = A* existe. On sait, d’ autre part,
d’apres (2.3) et la Proposition 2.1, qu’ona B € L(F, E). ¢

Formulaire des adjoints

soient E, F, G des espaces de Hilbert réels ; A, B € L(E,F), A€ R:
A*, B* existent et sont dans L(F, E), etona:

A% = (A*)* = A; (A + B)* = A* + B*; (\A)* = A*; (Idp)* = Idp.
Si C € L(F,G): (Co A)* = A* o C*
Si A~! existe et est continu, (A*) ™! existe et (A*) 7! = (A71)*,
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Proposition 2.2. (SOUVENT UTILE)

Soient (E, (+|-)) et (F, [-|]) des espaces de Hilbert récls, et soit A € L(E, F).
On a les formules suivantes :

(2.10) Ker(A) = [Im(A*)]*+ (2.11) adh[Im(A)] = [Ker(A*)]t
(2.12) Ker(A*) = [Im(A)]+ (2.13)  adh|[Im(A*)] = [Ker(4)]*
Démonstration :

(2.10): u € Ker(A) = Au=0=>Yo € F: [Au|v] =0 = Vv € F: (u|A*v) =0.
D’ob : Yw € Im(A*) : (u|lw) =0 = u € [Im(A*)]1. ¢
Réciproquement, si u € Im(A*)* :
Vo € Im(A*) : (u|v) =0 =>Vw € F: (u|A*w) =0=>Vw € F: [Aujw] =0
D’ot: Au=0ctu € Ker(A). ¢
En utilisant le Corollaire 4.1 du Chap. XVII :
(2.10) = [Ker(A)]* = [Im(A*)* = adh[Im(A*)], soit (2.13). 4
Appliquant (2.10) et (2.13) 3 B = A*, on obtient (2.12) et (2.11). ¢

& Exercice 2.1. (tres facile) Soient (E, (r)) et (F, [|]) des espaces de Hilbert réels, et soit
A € L(E, F). Démontrez que A* = J' ot Ao Jp, o1 Aest la transposée de A : voir I’ Annexe
du Chap. X et le dessin p. 404.

Démontrez que ||* A =.||A]|.
Notez que si F, F sont simplement des e.v.n. on a toujours [|*A|| < ||A[|; en fait il y a égalité,
mais on ne dispose pas ici du résultat nécessaire pour le prouver (Th. de Hahn-Banach, cf. cours
de Maitrise).

Le résultat suivant est trés souvent utile, notamment dans la théorie des équations
aux dérivées partielles avec conditions aux limites (problémes aux limites).

Faute des espaces de Hilbert adéquats (les espaces de Sobolev), nous ne pourrons
pas donner d’ application dans ce domaine.

Ce résultat peut étre considéré comme un exercice, il serait rappelé dans un énoncé
d’examen qui I’ utiliserait.

Théoreme 2.2 (Lemnme de Lax-Milgram, 1954)

Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert réel, et soit A € L(E, E'), ob E’ est le dual
topologique de E. On suppose qu’il existe a réel > 0 tel que :
Vu € E : (u, Au) > a.||u||?
[hypothése dite de coercivité, ou d’ellipticité].
Conclusion : A est un homéomorphisme (linéaire) de E sur E’,eton a :

1A Nlcermy < &

Remarque : Le résultat est vrai a des changements de notations pres si I’on remplace
E' par E,etsil’onprend A € L(E), (Aulu) > a.||u||%

Démonstration :
Aestinjectifcar: Au =0 = 0 = (u, Au) > a.||u||? = |lu| =0 = uv=10.¢
Im(A) est partout dense dans E’, car d’apres 1a Prop. 2.2 on a: adh[Im(A)| = E’
équivaut a Ker(A*) = {0}.
Supposons que A*p = 0, et €crivons que ¢ = Jv (Th. de Riesz);ona;
a.||v]|? < (v, Av) = (Av|Jv) = (Av|p) = (v|A*p) =0 = v=0.
Dot:p=Jv=0.¢
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Démontrons maintenant que Im(A) est complet dans E’ : Im(A) sera donc fermé
dans E’, et avec le résultat ci-dessus on aura : Im(A) = adh[Im(A4)] = F, ie. A
surjective.

Soit ¢ € A(E), posons u=J g
allull? = e[ A ()| < (u, Au) = (A2, ) < Il | A (D], Eotsip £ 0:
IA=1 (@)l < & llell’, valide si o = 0.

On en conclut que A~ : A(E) — E est continu sur A(E).

Par conséquent A € Zsom(E, A(E)) et dapres le Corollaire de la Prop. 2.3 du
Chap. XI, A(F) est complet comme E.

Finalement A est une bijection linéaire continue de E sur E’.

Linégalité ||A~(p)| < é”cp”’, valide pour ¢ € Im(A) = E’, montre que
A~! est continu, et donc A est un homéomorphisme linéaire de E sur E’. De plus :

IA I ceprmy < &+ ¢

& Exercice 2.2. (facile) Soient (E, (- )) et (F, [ ]) des espaces de Hilbert réels et

A € L(F, F) une application sutjective. Soit w € F fixé ; on pose :
C={ue E/A(u)=w}

Vérifiez que C est un convexe fermé non vide. On admet (c’est vrai, avec un Th, de Maitrise)
que (A o A*) ! existe etest dans L(F),etonpose : D = A* o (Ao A*)™ . Ona: D € L(F, E)
et Ao D = Idg;ondit que D est Y inverse d droite orthogonal de A.

Démontrez que pour tout u € E : P(u) = u — D(Au — w) est la projection de u sur C.

Déterminez Pxe(a)(u) et d(u, Ker(A)).

& Exercice 2.3. Soient (E, (- )) et (F, [ ]) des espaces de Hilbertréels et soit A € L(F, F)
une application injective et d’image fermée. On admet (Th. de Maitrise) qu’il existe v > O tel
que Vu € B: |A()]| > lull

Démontrez que (A* o A)™! existe dans L(F).

On pose : G = (A* o A)™ o A*. Vérifiez que G € L(F,E) et Go A = Idg ; on dit que G
est I'inverse i gauche orthogonal de A.

Démontrez que pour tout v € F, G(v) est 'unique élément de F qui rend minimum sur F la
fonctionf : F — R, u— f(u) = ||lv— A(u)]-

Fin de la partie cours du Chapitre XVIII
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CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.

Yu,v € E: [K(uxv)](u=xv) = ||uztv|? donne:
lu £ v||? = [Ku]u £ [Ku]v £ [Kv]u + [Kv]v = ||ul|? £ [Ku]v & [Kv]u + ||v]|?
soit : |lu+v||2 + ||u—v||? = 2||u||? + 2||v||% ¢ est-a-dire I'identité du parallélogramme [Chap.
I, (5.9)1.

On sait [¢f. 1a Lecture du Chap. II] que cette identité caractérise les e.v.n. préhilbertisables
[caractérisation de Jordan-von Neumann] : de maniére précise, dans le cas d’un espace réel,
g(u,v) = %{—[Hu + v||? — ||lu — v]||?] est un produit scalaire sur F tel que g(u,u) = |lu||? (la
norme associée 2 g est 1a norme initiale). g(-, -) = (+|-) est le produit scalaire cherché. +

Conclusion : si F est un e.v.n. réel admettant une application de dualité, i.e. une application
J:E— FEtellequeVu € E: || Ju|' = ||lu| et {u, Ju) = ||u||% ou bien J est linéaire et F est
un espace préhilbertien. ou bien J est une application non linéaire.

% Exercice 1.2.

D’apres le Th. de Riesz, il existe a € E unique tel que Vu € E : o(u) = (u|a). Ensuite :

f(u) = Null® + (ula) + & = Alju + gya||” — Ay llall? + e dob:

infuce f(u) = Mnfuec||u — (Zh)a)|” ~ Zxllall® + & = Md(Fa, O)P - Zyllall® + e
Par conséquent, inf,cc f(u) = min,ec f(u) est effectivement atteinte en un point unique

deCquiest: c= PC( =3 a) ol P désigne 1a projection, ou meilleure approximation, sur le

convexe complet C [Chap. XVII]. ¢

% Exercice 1.3.
g(u) = [d(u. C)]* = §|lu — Pc(u)]|*. Donc:

g(u+h) =Linfuec||lu+h — w||? < §|lu+ h ~ Po(u)||? fen faisant w = Pc(u)]

< §llu = Pe(@)||? + (u — Pe(u)lh) + 1R
D'obi: g(u + k) — g(u) < (u— Fo(u)lk) + 5|Ib
g(u+h) —g(u) — (b J (u = Po()) < IRl (51A1]). ¢

Pour autre inégalité : Vw € C':

sllu+h —w|? = llu— Pe@)||? = §llu+h — wl|? + llu — Pe(u)||? = lu — Pe(w)|%
Mais A := {|luth—w|+3|lu—Pe()|® > [uth—w|.|u—Pc(u)| [carap < §(o®+067),

pour tous réels «, S].
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

A> (u +h—w|lu-— Pc(u)) = (u + h|u — Pc(u)) — (w|u — Pc(u))
Utilisons la caractérisation des projections :
Vw € C: (u— Po(u)lw — Po(u)) <0 = (wju— Po(u)) < (Po(u)|lu— Po(u)).
Etdonc :A > (u + hlu — Pe(w)) — (Pe(u)lu — Po(u))
On a dong, en se basant sur le fait qu’il y a de bonnes chances pour que I’on ait :
Dg(u) = J(u — Pc(u)), VweCC:
$lu+h —w|? ~ §llu— Pe()l® - (u ~ Pe(u)|h)
> (u+hlu— Pc(u)) — (Po(u)lu— Po(u)) — lu— Pe(u)||? — (u— Pe(u)|h)
> (u+h — Pe(u) — (u— Po(u)) — hlu — Pc(u)) = (Olu - Pc(u)) =0,dou:
Linfyec|lu+h —w|? ~ $|lu — Po(u)||? — (v — Pc(u)|h) > 0, soit :
g(u-+h) — g(w) - (b, J(u— Pc(u)) > 0.+
Les deux inégalités obtenues nous permettent de conclure que g est différentiable en tout point
u € Eetque Dg(u) = J(u - PC(u)), soit Dg = J o (Idg — Fc). ¢

2 c’est-a-dire :
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Enfin, d’apres le résultat ci-dessus et 4) des propriétés de I’application de dualité, posons :
p(u) = Yu||? — §[d(u, C)? : Dp(u) = J(u) — J(u— Pc(u)) = J(Pc(u)), soit aussi :
Pc(u) = J71(Dp(u)). +

% Exercice 1.4.

w(f) = /f(t)dt—/ f(¢) dt est bien définie sur L?(—1,+1) carona:

feL¥(~1,41) = feL'-1,+1) = feL}-1,0)et f € L*(0,+1).
@ € E* résulte de la linéarité de I'intégrale.
Quant a la continuité ;

0 1 0 1
wni<| [ 0l +| JRCLE [ 1swiae [ iswra
_ 1) — 1)
1 1 1/2 1 1/2
< [oias ([ o) ([ @) =vEieo.

Donc ¢ est continue, de norme ||¢||’ < v/2.
D’autre part |||’ > ¢(f) pour tout f € L2, || f||z2 < 1.1l suffit de considérer la fonction

=lety(g) = 2 — /2, et on a donc :

V2

-1 1
alant sur |0, 1] et sur [—1,0[ :
gV V2 10,1] V2 [ [
lell = v2. s

On cherche h = J () qui existe, unique, d’apres le Th. de Riesz.
Ecrivons que ¢(f) = (f|h) pourtout f € L2(—1,+1):
4

1 1} 1
o(f) = / Jwd- / Fydt = / IO di+ / J(0)-ht) di = (f]h).
- 0 - 0

11 est clair que la fonction h valant +1 sur [—1,0[ et —1 sur ]0, +1] convient, et comme il
n’y en a qu’une, c’est la fonction cherchée. Plus exactement, la classe de h dans L2(—1,+1)
est le vecteur cherché. Autrement dit, J ~ () est 'é1ément de L2(—1, +1) dont un représentant
quelconque vaut +1 p.p. sur (—1,0) et —1 p.p. sur (0, 1). ¢

Notons, en vue de I'Exercice 1.5, qu’il n’y a pas de représentant continu dans J ().

1 1/2
Remarquons qu’on a bien : ||| = V2= (/ (h(t)) dt) = 1Pl 2(-1,11)-

F = Ker(y) est un hyperplan fermé de E (p continue). Th. 4.2 Chap.XVII : F* est de
dimension 1 ; il suffit donc d’avoir un élément non nul de F- pour les avoir tous (ils seront
proportionnels).

On sait que : p(f) = (f|h) pourtout f € Eet,donc: Vg € F : (g|h) = ¢(g) =

Donc h = J () # 0 appartient 2 F- [ce qu’on sait bien si I’on connait la démonstration
du Th. de Riesz !].

Onadoncpourtowt f € E: f =g+ Ah, A € R, g € F. Soit [Th. 4.2, Chap.XVII] :
f = Pe(f) + Pes ().

f=2Ah=9g = @o(f—2Ah)=0=¢(f) —Ap(h)etona:

o(h) = (blRk) = [hl* = ll¢]? = 2, dod: A = Je(f).
Soit enfin : Pp(f) = f — jo(f)-h.et: Ppi(f) = Lo(f)-h.

Calculons ainsi 1a projection de 1a fonction 5(¢) = t.
0 1
Pe(G)(t) = 7(t) — Sel)h(t) =t — 3 [/ tdt — / tdt] h(t) = t+ Sh(t).
-1 0

Soit Pp(j) =t -+ % pourt € (—1,0) et t — % pour ¢ € (0, 1). Dessinez un représentant de
Pr(5). 1 n’y a pas de représentant continu dans la classe Pp(j ). ¢

Plus généralement, si f € C\ F,commeona: Pr(f) = f—1y(f).h,silonavait Pr(f) € C,
on aurait : Pp(f) — f(€ O)= —1p(f)-houh ¢ C,ce qul serait absurde, puisque (f) # 0. ¢

% Exercice 1.5.

11 suffit bien sfir de démontrer que C([0, 1], R) n’est pas complet (pour simplifier un peu les
notations) ; on connait d’ailleurs déja ce résultat (¢f. voir Chap. XI).
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On considere la suite de fonctions f,,(t) = min{n. ' 4} [Dessinez le graphe des f,]. Pour
meN, neN,m>n,ona:

1/m4 1/nt 1
I fm — full® = / (m —n)2dt + / (4 —n)?dt + (V-2 gy
1] 1

/m4 l/n4
1 1/n?
=(m—n)®x — +/ Y2 —2m™ 4+ n?)dt
m 1/m4
—2 1/nt —n)? ot
< (m 4TL) +/ V2 2y dt = (Ln.jﬁ)_ 4 [2\/Z+n2t]
'——m - m 1/m4
1 3 2n 3
< — 3
AT A g

La suite ( f,)= est donc une suite de Cauchy de fonctions de E = C5([0, 1], R).
Posons f(t) =t~'/*: f ¢ C([0,1], R), mais f € L2(0,1),etona:
1/nt 1/nt 3
I ~ Fallzzny = / V4 —n)?dt < / ¢ +n?)dt = Z e 0.
0 0
Donc (f,) — f dans L2(0,1). Si (fn) — ¢ dans E, on aurait (f,) tend vers f et g dans
n—00 n—00

L%(0,1) avec f # gpuisque f ¢ Cet g € C. C’est absurde et Co([0, 1], R) n’est par conséquent
pas complet. ¢

( est continue, la démonstration étant la méme que dans I'Exercice 1.4, etona: ||’ < v2.

Mais idi o n’atteint pas sa norme sur les f € C([—1,+1],R) tels que || f]l2 < 1 [nous ne le
prouverons pas, faites-le si vous voulez] : 1a fonction g de I'Exercice 1.4 ne convient pas puisque

discontinue en 0 ; mais il suffit de prendre g,, = g sur [—1, —%] et sur [%, 1], g» linéaire entre

—% et % cona(gn) > V2~ €n, lim (6,) = 0, etdonc |||’ = v/2. ¢
n—00

On voit bien que h = J () ne peut pas exister dans C([—1, +1], R) en se reportant 2 'Ex.
1.4 : h devrait étre discontinue en 0, Encore faut-il le démontrer.
Ii faudrait avoir k. € C([—1, +1], R) telle que :

erC([—l,-H],R):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ f(t).h(t)dt—l—/ F(@).h(¢) dt,

0 1
soit:/ [1—h(t)].f(t)dt:/ [1 4+ k(1)].f(2) dt.
-1 0

Faisons successivement : f(t) = 1 — h(t) pour ¢ € [—1,—%], f(t) =Opourt € [0,1] et f
linéaire entre —% et O puis: f(t) =0pourt € [—1,0], f(£) =1+ h(t) pour t € [%, et f
linéaire entre 0 et % , il vient :

-1/n 0
/ [1— h(t)]2dt + / [1 ~ h(t)].an(t) dt = 0, et

1 —1/n
1

1/n
/ [1 4 h(t)].B.(2) dt +/ 1+ f@)*dt =0,
(i} —1/n
ol ay, et 3, sont les fonctions linéaires envisagées. On peut faire tendre n vers U'infini, et il

vient :
0

[1—h(t)]?dt = 0= h(t) = 1sur[—1,0] et/ [1+h()]*dt = 0 = h(t) = —1sur[0,1] :
-1 0

contradiction puisque h(0) prend deux valeurs distinctes en 0.

Conclusion : J n’est pas surjective, ce qui prouve & nouveau que Co([—1, +1],R) n’est pas
complet, ¢

Si j(t) := t admettait une projection sur F': 5 — Pp(j) # 0 (j ¢ F) serait dans F'*,

Posons k := j — Pg(j) et considérons la forme linéaire ) : f € E — (f) := (f|k).
W # 0 car (k) = ||k[|2 # Oet o(f) = O pourtout f € F. Donc 1 est une équation de
I’hyperplan F, et par conséquent 1) et ¢ sont proportionnelles [¢f. Chap.X] :
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Ju # 0, p € R.telque : ¢ = p.gp. Mais alors pour tout f € E: o(f) = (f|%) et J71(yp)
existerait, et on a démontré qu’il n’en était rien.

Contradiction : Pr(j) n’existe pas.

En fait, la démonstration prouve que F+ = {0}. ¢

Donc si [Ker()] -+ = adh (Ker(y)) était vrai, on aurait :
{0}* = E = adh[Ker(p)] = Ker(yp), soit : ¢ = 0, ce qui est absurde. ¢

Remarque : C est un bon exercice que de prouver directement que ;
1

ge FetVf e F,/ [t — g(®)]-f(t) dt = 0 est impossible.
—1

% Exercice 2.1.

On veut démontrer que A* = J5' 0tA o Jp, soit :
Yu € B,Yw € F : [Au|v] = (u|J}51 ofAo Jp(v)). Mais ce dernier terme est égal 2
(u,tA o Jp(v))g,m = (Au, Jr(v)) Fr = [Au|v] [voir les formules (1.2)]. ¢

tA = Jg o A* o J;! :ilest clair que tA : F' — E’ est linéaire, et ||*A|| = ||A*||, car Jg et
Jp' sont des isométries, d’ot, par (2.9) : ||*A|| = || A]. ¢
% Exercice 2.2.

Si(AoA*) '€ L(F),onaD = A*o(AoA*)! € L(F,E).

AoD = (AoA")o(AocA*) ' =1Idp. +

C # () puisque A est surjectif. C est convexe fermé comme image inverse du convexe
fermé {w}.

Précisons sa nature. Soit%u € C' <= Au=w;
VueC:Au=At=w = Alu—10) =0 = u—u€ Ker(4) = u €T+ Ker(4).
Réciproquement, si v € T+ Ker(A),v =T +z oliz € Ker(A), d’olx :
Av=At+ Az =w+0=w = veCl.

Donc C = @ + Ker(A) est le translaté par @ du sous-espace vectoriel Ker(A), c’est une
variété affine. ¢
Pour u € E, considérons le point P(u) :=u — D(A(u) — w) :
A(Pu) = Au— Ao D(Au—w) = Au—Idp(Au—w).= Au— Au+w = wetdonc Pu € C.

Démontrons que : Vo € C': (u— Pu|v—Pu) < 0 [¢f. Chap.XVII (3.4.1)]. Eneffet, Vv € C':
(u— Pulv — Pu) = (u—u+ A*o (Ao A*)(Au—w)lv —u+ A* 0 (Ao A*) ™} (Au— w))

= ((Ao A*) " (Au—w)|Av — Au+ Ao A* o (Ao A*) ! (Au —w)) [car A** = A]

=[(Ao A*) MAu —w)|lw — Au+ Au —w] =0
[pourquoi = 0 au lieu simplement de < 0 7 Parce que C est affine, ¢f. Th. 4.2 Chap. XVII].

On a donc bien : Pu = F¢(u) est 1a projection de w sur C'

Po(u) =u— A*o (Ao A*)HAu — w).

Par conséquent : d(u, C) = ||lu ~ Pc(u)|| = ||A* o (Ao A*) 1 (Au — w)]|. ¢

En particulier. faisant w = 0, on obtient : Pgera)(u) = u — A* o (A o A*)™ o A(u) et
d(u,Ker(A)) = [|A* 0 (Ao A*)7 o A(u)|.
Ona aussi : Byeayt (u) = u — Pera)(u) = A* 0 (Ao A*)7! 0 A(u).
Ecrivez d(u, Ker(A)1). ¢

Notez que Fc est une application affine, elle est linéaire ssi w = 0.

% Exercice 2.3.

Si A € L(FE, F)estinjective et d’image fermée, le Th. de Banach-Schauder (cours de Maitrise)
prouve qu’il existe y > Otelque : Vu € E : ||Aul| > ||ul| (cela exprime que A~! : Im(A) — E
est continue).

On en déduit que (u| A*o A(u)) = [Au|Au] = || Au||? > +2|lu|%. i.e. que A* o Aest coercive:
on déduit du Th. de Lax-Milgram [Th. 2.2] que A* o A est un homéomorphisme linéaire de F sur
E, en particulier que (A* o A)™" existe et est dans £(F). Par conséquent G = (A* 0 A) ! o A*
est bien défini et appartient a L(F, E). ¢

GoA=(A*oA)' o A* 0 A= Idg, d’otile nom d’inverse & gauche de A. ¢
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Pour tout v € F fixé, considérons f : E — R, définie par f(u) = |[v — Au]|.
infuep lv — Aul| = infyern(a) lv — w|| = d(v,Im(A)).

Considérons le point y = A(Gv) = A o (A* 0 A)™! 0 A*(v) € Im(A). Nous allons prouver
que y est la projection de v sur Im(A) [elle existe et est unique : Chap. X VIII].
Yw = Az € Im(A) :
[v — A(Gv)|lw — A(Gv)] = [v — A(Gv)| Az — A(Gw)]
Ay — A* o Ao G(v)|z — Gu)
(A*v — A* 0 Ao (A* 0 A)7! 0 A*(v)|z — Gu)
A*v — A*v|z — Guv) = 0.
Doti: A(Gv) = A o G(v) = Piya)(v) rend minimum f sur E :

infuep [|v — Aull = d(v,Im(A)) = [lv — Ao G()].

On en déduit Py, a1 et d(v, Im(A)*) (écrivez cela). +

La propriété démontrée est a 1a base de 1a méthode des moindres carrés utilisée en patticulier
en statistiques.
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PROBLEME 1

Noyaux reproduisants de Aronszajn — Bergman

Soit A # (Junensemble, etsoit F{ A, R) I’espace vectoriel réel de toutes les fonctions
A — R. Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert réel, ot E est un sous-espace vectoriel de
F(A,R). On note || - || 1a norme de E.

On dit que (E, (+|-)) admet un noyau reproduisant (N.R.) s’il existe une fonction
K:Ax A—Rtelle que:
(i) Va € A:lafonction K(a,-) : A — R, b [K(a,-)|(b) := K(a,b) appartient 2 E,
(i) Vu € E,Va € A : u(a) = (u|K(a,-)).
On suppose que E posséde un N.R. K.

1) Démontrez que :
eVae A: K(a,a) >0,
eVa,be A: K(a,b) = K(b,a),
eVa,be A:|K(a,b)| < || K(a, )| Kb, )]
oVu € E,Va € A: |u(a)| < /K(a,a).||u|-

On se donne un entier n > 1 et a1,...,a, € A. Démontrez que 1’application

F:R*"xR* - R, (z,y) — Y Klaia;)&m oz = (&,...,&) et
1<i,5<n

y = {m,-.-., )] est bilinéaire, symétrique, positive.

2) Soit (u,,) une suite d’éléments de E, et soit u € E. On suppose que :
(*) Yv e E: lim (u|v) = (ulv).
Démontrez que : lim (un(a)) = u(a) pour tout @ € A.

On suppose que lim (un) = u. Démontrez que sur toute partie B # () de A telle
que sup,e g K(b,b) < coona: lim [supycp |un(b) — u(b)|] = 0.

3) On suppose (dans cette question et la suivante seulement) que A est un espace
métrique (A, d). On suppose que I’application g : ¢ € A — K{a,-) € E estcontinue,
que la condition (*) est vérifiée, et que sup,, o ||un|| < 0o. Démontrez que pour toute
partie compacte C # () de Aona: lim [supycc |un(b) — u(b)|] = 0.

4) On suppose que A est un espace métrique (4, d) et que tous les éléments de E

sont continus sur A. Démontrez que I’ensemble des K (a, -) oua € B, B partout dense
dans A, est une famille totale dans E. En déduire que si A est séparable, F I’est aussi.
5) Soient a,,...,a, € Aetsoient f,..., 3, € R, donnés.
On suppose que det(K(ai,aj)) #0aA < 4,5 < p) Soit &,...,&, 1a solution
unique du sytéme linéaire p x p:

P
Y. K(aiag).le =B, 001 <i <p.
k=1

— P
SoitU:={ue E/Vie{l,...,p}:ula;) = B}, etsoitv:= > &.K(ak,-).
-1
Démontrez que : v € U et que ||v|| = inf{||u|| / v € U}.
Cas particulier : soit a € A tel que K(a,a) #0.Soit V :={u € E [ u{a) =1}, et

soitw := (11 = Kla, -). Démontrez que ||w|| = inf{]|u|| / v € V}.

On ne suppose plus que £ admette nécessairement un N.R.
6) Démontrez que si £ admet un N.R. celui-ci est unigue. Démontrez que E admet
un N.R. si et sculement si :
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Va € A :laforme linéaire 6, : u € E +— u(a) est continue sur E.
Démontrez que si E admet un N.R. celui-ci est donné par : K(a,b) = 6.(J 71 (6p)).
ou J est I’isométrie linéaire de F. Riesz.

7) On suppose que (E, (-|-)) admet un N.R. K. Démontrez que si F' est un sous-
espace vectoriel fermé de E muni du produit scalaire induit, (F, (-|-);r) admet un N.R.

noté H.
Démontrez que pour tout u € E la fonction A — R, @ — (u|H{a, -)) estla projection

de u sur F.
Soit G := F1, et soit L son N.R. Démontrez que K = H + L.

8) On suppose que E admet un N.R. K et est séparable. Soit (e,)r>1 une base
hilbertienne de E. Démontrez que pour tous @, b € A on a, la série étant convergente :

K(a,b) = 21 en{a).en(d).

CORRIGE DU PROBLEME 1

DeVac A: K(a,-): A— R,b+— K(a,b), appartient 3 F, par (i), etona :
[K(a,)](a) = K(a,a) d’une part,
= (K(a,-)|K(a,-)) d’autre part, d’apres (ii),
= | K (a, -)||? par définition de la norme associée A un produit scalaire.
Donc: K(a,a) > 0. ¢
eVa,be A: K(b,a) = [K(b,)](a) =g (K(b,)|K(a,)) = (K(a,)|K(b,)) (symétrie du
produit scalaire) =g [K(a,-)](b) = K(a,b). ¢
eVa,b € A: K(a,b) = [K(a,")](b) =a) (K(a,-)|K(b.-)). D’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz : | K (a, b)| < 1K (@, )I[-IK (b, )] ¢
eVu € E,Va € A : u(a) =) (ulK(a,-)). D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lu(a)| < |ull.||K(a,- aprés la premitre égalité montrée : ||K(a, )| = 1/ K(a,a).

D’ou: |u(a)| < /K(a,a).|u|. ¢

Lapplication f : R* x R" — R, (z,¥) — Y, K(ai,a)&n, ouz = (&,...,&)
1<i,5<n

et y = (m1,--.,7n), est clairement bilinéaire. D’aprés le second résultat ci-dessus, on a

K(as, a;) = K(ay,a;) etdonc f est symétrique.

fwz)= Y K(ai05).6.8 = ) Y [K(as)](a5)-&:-¢;
1<i,j<n <g,j<n
=@ 2., (K(as-)|K(ag,)).&ils = €K (a1,-) + -+ + &n.K(an,)||> > 0 (on a
1<i,7<n
utilisé la symétri,ej: du produit scalaire). ¢

2) e Soient donc (uy,) et u tels que ((un|v)) — (u|v) pourtoutv € F,
Va € A: K(a,-) € E par (i), et donc : (('un|K(a ))) — ('u|K(a -)), et d’apres (i) :
(un(a)) 7:—;1;((1). .
e On suppose ici que nlingo (un) = udans E, Onawu, —u € E, eten appliquant 1a quatri¢me
propriété de 1) il vient : |(u, — u)(a)| = |un(a) —u(a)| < \/_K(_a,a_).”un — .

Donc, pour toute partie B # 0 de A telle que k := sup,.g K(b,b) < o0 :
|un(a) —u(a)| < Kt —ull = suPsea [un(a) ~u(a)l < Kllun —ull — 0.4
—00

3) On suppose ici que A est un espace métrique, que g : A — E, a — K{(a, -) est continue,
que ({(un|v)) — (ulv), pourtoutv € E, et que M := sup,p ||un|| < cc.
n-—-oo
En fait cette derniére condition est superflue, d’aprés un théoréme démontré en Maitrise,
Soit M’ := max{M, ||u||}. Soit C # @ un compact de A. Soit € > 0.
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image de C par g continue est compacte (Chap. XIV, th. 2.1), donc précompacte. Il existe donc
1., Cp € Ctels que :
Vee C,3,1<i<p: |50 — flell = 1K(6) — K(es)ll < 757+

D’aprés 2), premiére (uestion, on a : (un(q)) — u(c;) pourtout ¢ € {1,...,p}. Il existe
n-—-oo

donc Np := max{Ni,...,Np} tel que :
Vie{l,...,p},¥n€N:in >Ny = |un(c) —u(a)| £ §
Donc:Vee C,vneN:n> Ny =
[un(c) —u(c)] < lun(c) +un(c) — un(ci) — wle)| + |un(ci) —u(c)]
< [(unl K (¢, ) + unl K (cir ) — (ul K (ir*)) — (ul K (e, )|+ |un(es) ~u(ei)
< [(un —ul K(c, ) = K(ci, D] + |un(c:) —u(ci)|
<«7$“K@ %—K@uNHWn—U”+§
< m}‘(”ﬂn” +lull) +5 < W’ 2M-|—§ =e.
Soit : supeec |un(c) —u(c)| <e. ¢
4) Soit M := {K(a,-) / a € B} C E, ot adh(B) = E. On sait que M est totale (i.c.
adh([M]) = E, o1 [M] estI’espace vectoriel engendré par M) dans F de Hilbert si et seulement
si : [u € F vérifie (u|K(a,-)) = 0 pour tout a. € B] implique v = 0 (Chap. XVII, Corol. 4.1).
Or: (u|K(a,-)) = 0 =) u(a) pour tout u € B implique u(b) = 0 pour tout b € A puisque les
u € F sont continus sur A et puisque adh(B) = A, soitu = 0. ¢
Si{a1,...,Qn,...} estune suite partout dense dans A, {K(ax,-) / n € N*} est une famille
dénombrable totale dans F, et F est séparable (cf Chap IV, Prop. 1.1). ¢

5) Le p-uple (&, . . ., &) existe et est unique puisque, d”apres la condition det (K (a:, a; )) #0,
le Systeme linéaire p X p considéré est de Cramer.

Ona:v € U;eneffet: v(a;) = ka [K(ak, )j(a:) = ka K(ak,a:) =B (1 <i<p)

par définition de &j.

Posons Uy ;= {u € FE /Vie {1,...,p} : u(a;) = 0} ; il est clair que Uj est un sous-espace
vectorielde B, Ona: U = v+ Uy ; en effet :
siv €U :u=v+(uv—v)et (u—v)(a;) = u(a;) —v(a,,) —B:; =00 <i<p),etdonc
uwev+Uyisivev+Uy:u=v+wotw € Uy, d’olr: u(at) =v(a;)+w(a;) =04+06;=0;
A<i<petuel.
Donc U est une variété linéaire, i.e. un translaté de sous-espace vectoriel ; en particulier ¢’est
un ensemble convexe.

Soit (ur) une suite de points de U convergente vers w € E.

Pour tout ¢ € {1,...,p}, d’apres 2) seconde question : lim (un(a,,-)) = w(a;) et donc
00

w(a;) = B;. Par conséquent U est fermé dans F.

Puisque F est un espace de Hilbert, on a existence d’une projection sur U, pour tout v € F.
Sil’on prouve que v € U est la projection de 0 (I’origine de F) sur U, on aura le résultat cherché
puisqu’alors |0 — || = ||v]| < |0 —w|| = ||w|| pourtoutw € U.

On utilise 1a caractérisation de 1’ angle obtus (Chap. XVII, th. 3.1), soit & prouver que :
(0—v|w—v) < Opourtout w € U, ce qui équivauth Yw € U : (v|w) > ||v||%

P

Mais, Vw € U : v|w Z fk K(ak, )|w —(11) Z fk w(ak) Z fkﬁk, et:
k=1

P
[oll* = (v]v) = Z k(K (ak, )|v) = ka-“(ak) = &kfr
k=1 k=1 k=1

dou: {(v|w) = ||v||?, C.QED.
Remarque ; on trouve une égalité et non une simple inégalité parce que U est un translaté d’espace
vectoriel (¢f Chap. XVII, (4.1)).
Autre remarque : si I’on prouve simplement quev € U etque ||v||? = (v|w) pourtoutw € U,on
a gagné, car alors ||w||? < = 0ou ||v|| < ||w]||. Mais cette démonstration
serait assez ( parachutée » et on ne saurait pas pourquoi ||v|| est mininwm. ¢

Cas o1 n = 1. L’ unique équation s’écrit (pour ) := 1) : K(a,a).{ = 1ot K(a,a) #£0, et

v=~E8K(a,:) = m-K(a,-) =w. ¢

6) e Supposons que F admet deux N.R. K; et K.
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Vu € E,Va € A: Kj(a,-) € Eet Ky(a,-) € Epar (i), et :
(ul Ka(a, ) — Ka(a,-)) = (u]Ki(a,)) — (ulKa(a,-)) =) u(a) — u(a) =

= Vo € A: Ki(a,-) = Ky(a,") [carVu € E : (ulw) =0 = w = 0, faire u := w].
Donc Va,b € A : [Ki(a,)](b) = [Ka(a, )](b)) = Ki(a,b) = Ka(a,b) et K; = Ko. ¢
e Supposons que F admet un N.R. K. §, est évidemment une forme linéaire sur £ (que F
admette ou non un N.R. ).

VYa € A,Vu € E: |6.(u)| = |u(a)l <1y v/K(a,a).|
16a]]' < +/K(a,a).+

La norme de &, est d’ailleurs égale & /K{(a,a). Soit en effet la fonction v définie par

v(b) = ﬂ[(%ﬁ% ; v € F par (i) et parce que F est un espace vectoriel.
a,aq
2 _ (K(a,-)|K(a,-)) [ K(a)]® _ K(a,a) _
oll? = ) = = ey =D “K(aa) = Klaa) = ™

K(a,a)

= > = K(a,a). ¢

18all” = sUPjuy<1 [ba(w)| 2 ba(v) = v(a) = NGO =V K(

o Supposons, réciproquement, que 6, € E’ pourtout @ € A. Scit J : E — FE' I'isométrie
linéaire surjective de F. Riesz (Chap. X VIII). Notons : v, := J1(6,).

Vu € E : [J(va)] (%) =aéfinition de g (Va|tt) = 8a(u) = u(a).

Par comparaison avec (ii), on est amené 2 poser : K(a,*) = v, = J1(8,) € E (soit (i)).
Vérifions (i) : u(a) = 6a(w) = [(J o T 1) (6a)](v) =det. 7 (J 1 (6a)|u) = (u|K(a,-)). ¢
eOna:

K(a,b) = [K(,b)l(@) = (K(, DK (-, a)) = (T (6a)lT 7 (60)) = 6u (T (n))
= 6,(J7(6a)). ¢

7) F fermé dans F complet est complet (Chap. XI), et donc F' muni du produit scalaire induit
est un espace de Hilbert. D’apres 6), (F’, (-|-);r) admet un N.R. que nous notons H. ¢
Par définition de H (propriété (i)) : H(a, -) € F pourtout a € A.
Soit Ft := {u € E / Vv € F : (u|v) = 0} (Uorthogonal de F). On saitque : E = F ¢ F*
(Chap. XVII, th.4.2) et que u € E s’écrit: u = Pp(u) + Ppi(u).
Soitu € E fixé, etsoitt : A — R, a — (u|H(a,")).
Va € A:t(a) = (u|H(a,-)) = (Pr(u) + Pgi(w)|H(a,-))
= (Pe(w)|H(a, ) + (Pp1(w)| H(a, ))
= (Pg(u)|H(a,-)) + 0 (par définition de F*) =) Pr(u)(a).
Donc ¢t = Pg(u) est la projection de u sur F. ¢
Ya€ A:(H+L)(a,)=H(a,")+ L(a,-) € F+ F* = E, soit (i) pour H + Let E.
Soit u € FE. Soientt : A — R,a — (u|H(a,-)) la projection de v sur Fet s : A — R,
a +— (u|L(a,-)) la projection de u sur G = F*. Donc ¢ + s = Pp(u) + Ppi(u) = u:
Va € A: (t+5)(a) = u(a) = t(a)+s(a) = (ulH(a,)) + (ulL(a,-)) = (ulH(a,")+ L(a,))
D’otr: u(a) = (u|(H + L)(a,-)}, soit (i) pour H + L (et E). Donc H + L estun N.R. pour £/
et comme il y a unicité (premiére question de 6)) dJu NR.,ona: K=H + L. ¢

8) Pour tous u, v € E, on a [Chap. XIX, Th. 1.1, formule (1.8)] :
(ujv) = i(ukzn) (v|en) (série convergente)
Onadonc:Va,b € A: K(a,b) —(1) (K(a,)|K(b,-))
‘nX_:l (K(a,)|en)-(K(b; -)|en) =a1 Zen(a) en(b). ¢

n=1

, et donc é, est continue, de norme

La notion de noyau reproduisant est due & N. Aronszajn (1950), et un exemple célebre de
N.R. est dii 2 S. Bergman (1950). Le N.R. de £ est trivial, et L2(0, 1) n’en admet pas. Le fait
d’avoir pris des espaces réels ne simplifie pas la recherche d’un exemple simple et intéressant
(d’habitude, on fait appel aux fonctions holomorphes, a la transformation de Fourier, . . . ) :
il faudrait faire appel, par exemple, aux espaces de Sobolev réels. Bref, on ne donnera pas
ici d’exemple explicite, Le livre de L. Maté (cf. Bibliographie) est riche en exemples et en
applications, mais ce livre est peu courant dans les bibliothéques francaises.
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PROBLEME 2

Un probleme de contrile optimal abstrait

On suppose connus quelques éléments de calcul différentiel.

Soient (E, (-|-)) et (F, [-|]) des espaces de Hilbert réels. Onpose P = E x F x R.
Onse donne : S € L(E), A€ L(E,F),p € E,u € E,vo € F,ap € R; on
suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que : Yu € E : (Su|u) > c||ul?.

On considére la fonction @ : £ — R définie par :

Yu € E : ®(u) = ||Su — uo||% + || Av — vo||% + |p(u) — aol?.

On pose enfin : G = G(S, 4, ) = {(Su, Au, p(v)) € P /u € E}.

P étant muni de sa structure d’espace vectoriel habituelle, onpose pourp = (u, v, A),
p = (u,v',X) dans P: {p|p'} := {(u, v, )|(¢/, v, N)} = (u|v)) + [v]v/] + AN,
et: |||p|||? := {p|p}. I est clair que (P, {-|-}) est un espace de Hilbert (vérifiez).

Démontrez que GG est un sous-espace vectoriel fermé de P.

1) Démontrez qu’il existe & € E unique tel que : Vu € E : ®(U) < P(u).

Vérifiez qu'on a :

Vu € E : (SU — uo|S(@— u)) + [AT — vo| AT — u)] + (p(T) — co)-(T — u) = 0.

2) Calculez D®(w).h pour tous u, h € E. Exprimez D®(u).

Démontrez que « est un point critique de .

3) Démontrez que 8’il existe @ € F tel que D®(a) =0, 0na:

AG = S*ug + A*vg + p*(ao), ot A € L(E).
Calculez D2®(w).(h, k) pour u, h, k € E ; déduisez-en que si @ existe, il correspond
4 un minimum local. Démontrez que @ existe et est unique ; déduisez-en .

CORRIGE DU PROBLEME 2

G est un sous-espace vectoriel de P, en effet si (Su, Au, p(u)) et (Su', Au', (u')) sont
dans G,etsiu € R :
(Su, Au, (p(u)) + (Su’, A/, gp(u’)) = (S(u +u), A(u+v'), o(u+ u’)) €aG,
u(Su, Au, (p(u)) = (S(uu), A(pu), (p(uu)) €G. ¢

Si (Sun, Au,, (p(un)) converge vers (u,v, A) dans P, on a : lim Su,, = u, lim Au,, = v,
lim ¢(u,) = A D’apres le Th. de Lax-Milgram, S™! existe et est dans £(E). On peut donc
écrire (continuité) : lim S~!(Su,,) = lim(u,) = S~'u, on pose S~'u = w; lim Su,, = Sw,
lim Aw,, = Aw, limp(u,) = ¢(w), et donc : (u,v,A) = (Sw, Aw,(p(w)) € P.Donc G est
un fermé de P. ¢

1) On écrit que :
P(u) = |||(Su — uo, Au — vo, p(u) — )|||? = ||| (Su, Au, (p(u)) — (g, 10, o) || Donc :
Vu € E : ®(u) < ®(u), s’ éerit :
11 (S, AU, (@) — (uo,vo, ao)ll| < Il (Sus Au, p(u)) — (uo, vo, o), ¢ est-a-dire :
(S, A%, (1)) € G vérifie : dp ((uo, vo, o), G) = |||(u0, v0, ) — (ST, AT, (W))||
ou encore : q i= (Sﬁ, AT, (,o(ﬂ)) € G réalise la distance de po = (uo, vo, %) 2 G. Comme G
est un sous-espace vectoriel (en particulier un convexe !) fermé de ’espace de Hilbert P, on sait
que q existe et est unigue [cf. Chap. XVII]. ¢

On sait (loc.cit) que ¢ € G vérifie d(po.G) = ||lg — pol|| &= g € GetVp € G :
{po — q|lp — g} = O (caractérisation de la projection orthogonale sur un sous-espace fermé).
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En écrivant {-|-} en fonction de (-|-) et de [-|-], on trouve I'égalité demandée. ¢
2) Avec D|| - ||H(w).h = 2(u|h) et 1a regle de composition des différentielles, on trouve :
@ (u).h = 2(Su — ug|Sh) + 2[Au — vo|Ah] + 2(p(u) — ao).(h). ¢
Dd(u).h = 2(S*(Su — ug)|h) + 2(A*(Au — vo)| k) + 2(¢*(p(v) — ag)| k)
= 2(h, Ju[S*(Su — o)) + 2(h, Jp[A*(Au — vo)]) + 2(b, Jule* ((u) — ao)]).
d’olr:
Dq)(u) = 2Jg[S*(Su — up) + A*(Au — vo) + ¢*(p(u) — ap)]. ¢
On a vu que @ vérifie : Vu € E :
(S — | S(G — ) + [ — o] A(E — w)] + ((8) — )0 — ) =

Donc en posant b := U — u, on obtient (¢f. D®(u).h calculé ci-dessus) : D<I>(A) h 0 pour
tout h € F, soit : D®(u) = 0, et donc U est un point critique de . ¢

3) D®(u) = 0 <= S*(Su —ug) + A*(Au —vo) +¢*(p(u) — o) =0

< [S* oS+ A* o A+ ¢* o y|(u) = S*ug + A*vo + ¥* ().

Posant A := S* 0 S+ A" 0o A+ " o, et Up := S'ug + A ’Uo-l—(p (w) € E,ona:ae F
vétifie D®(@) = 0 <= @ est solution de I'équation Aa = Uy, ot A € L(E) (A € L(E) est
évident) ; on a vu que Westun point critique, et donc que c’est une solution de cette Equation. 4

D2®(w).(h, k) est 1a différentielle au point v, en (h, k), de la fonction u +— D®(u).h avec h
constant, d’ott : D?®(u).(h, k) = 2(Sk|Sh) + 2[Ak|Ah] + 2p(k).(h).

Donc : D2®(u).(h, k) = 2||Sh||% + 2||AR||% + 2((,o(h))2 > 2||Sh||? > 2¢||h||? {en effet :
cllull® < (Sulu) < 15ull-lull = 1Sull > cl|ull, pour tout u € E.

En particulier, pour o point critique, D*®(a).h.h > 2c2||h||2 d’ott [cours de calcul
différentiel] : @ correspond a un minimum local, © correspond, lui, 3 un minimum global.

Démontrons que A est un opérateur coercif :

(Aufu) = (S* o Sulu) + (A" 0 Aufu) + (¢" 0 p(u)|u)
2
= [|Sull} + 1 Aull} + (o(w)” = [1Sull® > 2¢lu]|

On peut donc appliquer le lemme de Lax-Milgram : A ! existe, dans L(E), et A7} < if .

Par conséquent : @ existe, est unique, et est donné par : @ = A~'(Up). @ est donc égal 2 .
En définitive : & dont on a prouvé I'existence dans 1) est égal 2 A~*(Uy), il correspond 2 un
minimum global. ¢

Fin du Chapitre XVIII



CHAPITRE XIX

ESPACES DE HILBERT (réels) I1
BASES HILBERTIENNES

Introduction

Ce chapitre XIX traite des bases orthonormales (ou : bases hilbertiennes) dans
un espace préhilbertien (réel). On généralise ainsi, mais il y a quelques précautions 2
prendre, les bases orthogonales des espaces euclidiens, dont vous connaissez I’ intérét.

L’essentiel du cours réside dans le résultat de convergence en moyenne quadratique
(i.e. au sens de L?) des séries trigonométriques.

Relire un cours de D.E.U.G. sur la convergence ponctuelle et sur la convergence
uniforme de ces séries nous semble d’une impérieuse nécessité.

Nous avons choisi de traiter la question des bases orthonormales dans les espaces
préhilbertiens éventuellement non complets, alors que beaucoup d’exposés se limitent
aux espaces de Hilbert ; mais — en revanche —~ nous nous sommes limité sans regret ni
remords aux espaces séparables (ce qui ne veut nullement dire que tous les espaces de
Hilbert intéressants sont séparables !).

Le second point est justifié dans le cours. En ce qui concerne le premier point,
nous avons voulu tenir compte du fait que les étudiants ne disposent que d’un nombre

. . 2 . .
restreint d’espaces de Hilbert : £ et L? en fait (plus des exemples académiques) ; et
pour ce qui est de L2, nous ne nous faisons pas d’illusion sur la sympathie des étudiants
a I’égard de 1a mesure de Lebesgue . . . (de plus, en T.E, 1a théorie de la mesure est en
seconde année . . . ).

Une cause d’erreur grave est a signaler : certains auteurs (peu nombreux) appellent
base orthonormale toute famille orthonormale maximale (cf. cours), que I’espace soit
complet ou non. C’est ficheux, il faut faire attention.

Nous avons déja dit que, pour des raisons de simplicité d’écriture, nous privilégions
les espaces de Hilbert réels. Le présent chapitre s’étend sans aucune difficulté aux
espaces préhilbertiens complexes.

Mais dans le chapitre précédent, il y a un probléme : I’isométrie de Riesz est alors anti-linéaire
etnon linéaire ; on peut pallier cet “inconvénient” en considérant I’anti-dual (formes anti-linéaires
continues) a la place du dual. Dans le chapitre X VII, les caractérisations des projections seraient
plus compliquées, il faudrait ajouter des Ré (partie réelle) dans les inégalités qui — sinon —
seraient dépourvues de sens (inégalités entre nombres complexes 1).

& Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 2.1.

& Exercices complémentaires : 1.5, 1.6, 2.2, 2.3.

Sept problemes (les espaces de Hilbert se prétent bien aux probléemes-devoirs . . . et
aux problemes d’examens . . . ) sont proposés.

Le premier probléme introduit une classe trés vaste d’opérateurs linéaires continus
qui estintéressante dconsidérer lorsqu’on cherche des exemples d’ opérateurs possédant
telle ou telle propriété.

Le second probléme concerne les opérateurs de Hilbert-Schmidt qui constituent un
i1 s 2 i . <
idéal important de I’algebre £(£”). Un autre idéal important est celui des opérateurs
«atracey ou «nucléaires» : ils feront I’objet d’un autre probléme, un jour .. .
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Le troisitme probléme étudie les opérateurs dits «de décalage», des opérateurs
importants dans la théorie des opérateurs.

Le quatrieme probléme est purement technique, et destiné a votre entrainement.

Le cinquiéme probléme étudie un espace de Hilbert de suites, son dual, son isométrie
de Riesz.

Le sixieme probléme est un joli contre-exemple dans les espaces non complets.

Ces six problemes sont plut6t faciles.

Le septi¢me et dernier probleme décrit la base hilbertienne de Haar.

BON TRAVAIL !

F Pp (e, 1)

n

Fn:[60;"':€n]:[f0:-";fn]

Procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt

fn+1 = €ny1 — PFn(en+1)



CHAPITRE XIX

ESPACES DE HILBERT (réels) 11
BASES HILBERTIENNES

1. BASE HILBERTIENNE
(OU BASE ORTHONORMALE)

D’UN ESPACE PREHILBERTIEN (réel) SEPARABLE

Définition 1.1.

Soit (E ) (|)) un espace préhilbertien réel, et soit I un ensemble quelconque.
Une famille (e;);c7 de vecteurs de E est dite orthogonale [sous entendu : dans

(E, (1)]si:
(1) DViel:e;£0 ET 2)VieIVjel:i#j = (eie;) =0.
| La famille (e;)se; est dite orthonormale [dans (E, (-|-))1si, de plus :
(12) Viel:|el =1
Commentaire :

Si (e:)ier est une famille orthogonale, 1a famille (f;):cr, avec f; = ﬂ%‘—
orthonormale. *

, €8st

& Exercice 1.1. (tres facile) Démontrez que que les vecteurs d’une famille orthogonale sont
linéairement indépendants.

Exemples 1.1.

1) Soit E = fé =0 e, = (0,0,...,0,1,0,...) [1 & la n-¢me place, 0 ailleurs],
n € N ou bien n € N*, suivant I’ensemble d’indexation des suites de #?. On sait déja
que la famille (qui est ici une suite) (e, )nen [resp. (e, )nen-1est orthonormale.

2) Soit 7" un réel > 0. On considere 1’espace vectoriel £ = C%; (R, R) des fonctions
R — R continues, périodiques de période 7. Il est intéressant de noter que C;‘E (R,R)
s’identifie de fagon naturelle & {f € C([0,7],R) / f(0) = f(T)}. On peut aussi
considérer I’espace de Lebesgue F = L2((0, T), R).

T
On munit ces espaces vectoriels du produit scalaire : (f|g) = / f(t)-g(t)dt
0

[vérifiez que c’est bien un produit scalaire] qui en fait des espaces préhilbertiens.

La famille (suite) de fonctions suivante est orthogonale (on aposé w = %T— , quantité
qu’on appelle pulsation) :
t — 1,1+ cos(wt), t — sin(wt), t — cos(2wt), t — sin(2wt), ...,
t — cos(nwt), t — sin(nwt), ...
Cette suite n’est pas orthonormale, car :

12 =1, L

cos(nwt)||? = || sin(nwt)||? = .

& Exercice 1.2. (trés facile) Vérifiez ces résultats.
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Définition 1.2.
Soit (E, (+|-)) un espace préhilbertien réel, et soit (e; )se1 une famille orthonor-
male dans E. Pour tout u € E, on appelle i-me coordonnée de v par rapport
a (e;)ier, ou i-¢me coefficient de Fourier de u par rapport a (e;);c1, le nombre
réel :

(1.3) & = &i(u) = (ules)

& Exercice 1.3, (tres facile) Soit (E, (| )) un espace de Hilbert réel de dimension finie n (on
dit plutdt un espace euclidien ), et soit (ey, ey, . . ., €, ) une base de E orthonormale. Etablissez
les formules su1vantes

Vu = Z& e € E,Yv = Zm & € E: & = (ule;), i = (v]es),
=1 zﬁl

(ulv) = Z&m,IIUIP 252

¢ Exercice 1.4. (facile) Soit (E , (¢ )) un espace préhilbertien réel, et soit (e; );cr une famille
orthonormale de E. Soit J C I, J fini. Démontrez que -

lu— 3= & w)e5]] < [[u— 3 ez
jed jeJ

quel que soit u € F et quels que soient les réels o, j € J, o1 §; est le j-2me coefficient de
Fourier de u. Donnez une interprétation géométrique de ce résultat.

Nous allons maintenant démontrer que, sous des hypotheses convenables, on peut
avoir dans le cadre des espaces préhilbertiens des formules similaires a celles —
classiques — de I’Exercice 1.3.

Faute de temps et d’espace, nous ne définirons pas dans ce cours les sommes  _, el
pour un ensemble d’indexation I quelconque : cela existe pourtant, c’est la théorie
des familles sommables. Nous nous contenterons ici de I = N (ou N*) et de la notion
de série [cf. Chap. XII, §3]. Les démonstrations sont adaptées & la notion de famille

sommable : il suffirait de remplacer les Z ou Z par >, J C I, J fini.
1 ied

Proposition 1.1. (IMPORTANTE)

Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel, et soit (e, )nen [0ou N*] une suite
orthonormale dans E. Pour tout u € E, 1a série dont le terme général est le carré
du n-itme coefficient de Fourier est convergente [soit : (§n (u))n € 52], ctona
Pinégalité de Bessel :

(1.4) 252 Z(ulen)2<||u||2

Remarqgue 1.1.
En particulier, on a: Vu € E @ lim (&.(u)) = lim ((ulen)), = 0. La suite des

coefficients de Fourier converge (rapidement !) vers 0.

Démonstration : Pour tout entier positif IV, ona :

N 9 ) N N 5
0< ”u_ Z €n€”|| = ”u” - 2(’“" Z gn'en) + ” Z_:Ogn-en”
N N
—lul? -2 3 nlulen) + 5 €l = > -2 3 €24 3" &2
=P - X2 = 3 g <l
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Cette inégalité prouve que la série a termes réels > 0 est convergente (sommes
partielles majorées par une constante par rapport & V), et le prolongement des inégalités
oo
ala limite quand N — oo donne : Y £€2 < |lul|® ¢
n=0

En général, I’inégalité de Bessel n’est pas une égalité, mais le cas ou il y a égalité
n’est pas non plus exceptionnel : il faut pour cela que la suite (e,, ), soit suffisamment
« étoffée », de maniere précise que : adh({{e,, / n € N}]) = E, ce qui signifie que la
suite (e, )nen doit étre fotale [cf. Chap. IV].

Mais on sait que ’existence d’une suite totale équivaut 2 : I'espace métrique (E, (+|- ))
est séparable [Chap. TV, Prop. 1.1]. Donc, nous ne pourrons avoir de suite satisfaisant
au Th. ci-dessous que si I’espace préhilbertien (E, (|)) est séparable.

Pour lever cette restriction, il faudrait acquérir la notion de famille sommable :
peut-étre que cela vous donnera envie de 1I’étudier ?

Il existe effectivement des espaces préhilbertiens et de Hilbert qui ne sont pas

. 2 -, . . .
séparables : on peut, par exemple, construire un £~ constitué de familles indexées
par R, au licu de suites indexées par N (mais pour ce faire il faut la notion de famille

sommable .. .).

L’espace de Besicovitch fournit un exemple non académique.

Toutefois la restriction apportée ne sera pas trés grave : les espaces préhilbertiens et
de Hilbert de la pratique courante sont tous séparables (ce ne serait pas vrai pour les
evn!Penseral ,L>...).

Théoreme 1.1. (FONDAMENTAL)

Soit (E, (+|-)) un espace préhilbertien réel, et soit (e, ),.en une suite orthonor-
male. Les quatre assertions suivantes sont toutes équivalentes :

(1.5) Lasuite (e, )nen est fotale dans E, soit: adh(|{{e,, / n € N}]) = E,
(1.6) Pour tout u € E, on a l’égalité de Parseval :

Jull2 = 3 €2 = 3 (ulen)?
n=0 n=0

(1.7) Pour toutu € E, la série de vecreurs de terme général &, .e, = (ule,).e,
est convergente, et sa somme est v, .

oo
u= Y (ule,).e,
n=0

(série appelée développement de v en série de Fourier).

(1.8) Pourtousu € E,v € E, on a: la série de terme général
&n(u).£.(v) = (uley).(v|en) est convergente, et sa somme est (u|v) :

wm=§gw&w=§wmwm>

n=0

On est amené 2 poser une définition :

Définition 1.3.
Si (en)nen Vérifie I'une (i.e. toutes !) des propriétés (1.5),(1.6), (1.7),(1.8), on
ditque (e )nen estune base hilbertienne, ou une base orthonormale de (E, (- -)) .

Exemple 1.2. Les e, = (0,0,...,0,1,0,...) constituent une base hilbertienne de
P’espace de Hilbert /> = £%. On I"appelle 1a base canonique (ou : naturelle) de cet
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espace. Les e,, constituent aussi une base hilbertienne du sous-espace non complet de
P ={u= (&), €’ /IN@),¥n:n>N = &, =0}.

Remarque 1.2. (IMPORTANTE ; source d’erreurs)
Lasérie dans (1.7) n’est pas normalement convergente [cf. Chap. XII, §3] en général.
Par exemple, dans E = Pou= >~ Le, définit bien un vecteur de E, mais la série

n=1

de terme général 1|e,|| = I n’est pas convergente (série harmonique).

Remarque 1.3.
Si I’on a une suite (e, ), orthogonale mais non orthonormale, on applique le Th.

1.1. apres avoir « normalisé », L.e. considéré la suite ”—znﬂﬂ

Remarque 1.4.

Si (e,,)n n’est pas totale dans (E, (+|-)), considérons le sous-espace vectoriel fermé :
F = adh([{e,, / n € N}]). Pour les éléments de F, on aura les égalités du Th. 1.1,
puisque (e, ), est totale dans F’ par définition, mais on ne les aura pas pour les €léments
de E\ F.

= Important : Mais supposons que E est un espace de Hilbert (ou bien que F’ est
complet).

Pourtoutu € Fonaura: u = Pp(u)+ (u—PF (u)) u—Pp(u) € FL [Chap. X VII,
Th4.2]. D0b : £,(u) = (ulen) = (Pr(u)len) + (u— Pr(u)len) = (Pr(w)len).
puisque (u — Pr(u)|e,) = 0. Par conséquent, pour tous u, v € E on aura les égalités :

IPE@)? = 5 (ulen)?s Pe(u) = 3 (ulex)en

(1.9) .
(Pr(uw)|Pr(v)) = 3 (ulen)-(vlen)

n=0

Démonstration du Théoréeme 1.1. .
On va démontrer que (1.5) = (1.6) = (1.7) = (1.5) et que (1.6) < (1.8).
(1.8) = (1.6) : 11 suffit de faire v = w dans (1.8). ¢
(1.6) = (1.7) : Puisque > (ulen)? = ||u||%. et d’apres I'inégalité de Bessel (1.4), on
n=0
N
a:Ve>0,ANo e N,Vne N: N> Ny = 0 < ||lul? = 3 (ule,)? < €2
n=0

A présent :

N N N
[ X_Zo(ulen)-enll2 = llull® - 2(ul X_ZO(UIen)-en) + Z‘Z()(’ulen)zllenll2

N N N
= Jlull® -2 X_Zo(ulen)2 + Z_Zo(ulen)2 = [lull? = X (ulen)? < €%

n=0

N
Donc:Ve > 0,ANg e NVNeN: N> Ny = |u— > (ulen)en] <€

n=0

oo
c’est dire que Y (ulen)-e,, existe et a pour somme u. ¢
n=0

N
A.7)= AS):Vue E:u= I\}lm ( > (u|en).en) = I\}im (un)n,
—0C TL:O —0C

ou un € [{eo,e1,...,en}]. Cestdire que la suite (e, ), est totale. ¢
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(1.5) = (1.6) : Soientu € E et € > 0 arbitraires. Il existe, puisque (e,,),, est totale,

v= Y A.en, 00 S C N, S finie, ), réels, tel que : ||lu — v|| < e.
nes
Soit F = [{e,, / n € S}] qui est de dimension finie, et donc complet.

On peut [Chap. X VII] envisager la projection Pr(u) de w sur F':

lu— Pe(u)]| < Jlu—v]| < ¢ (carv € F).

Le vecteur u — Pr(u) est orthogonal & e, pour toutn € S:Vn € S':
(u— Pr(u)le,) =0=Vn € S : (Pr(u)le,) = (ulen) = Pr(u) = Y &.(u)e,
[cf. I’Exercice 1.4]. nes

On a par conséquent : 0 < |lu — Z En(u)en||? <e?et:

[lu— Z En(u)enll® = [lul® - 2 Z én(ulen) + Z & = llull” - ZGZSSZ-

Donc d’apres I'inégalité de Bessel (1 4):
Z < |ul? < Z £ +e2< Z £2 + €2, Cela étant vrai pour tout e > 0 :

n=0 n=0

lufl? = Z g ¢
(1.6) = (1.8) : Soient u v € E. Posons gn (ulen) etn, = (v|en) Par Cauchy-
Swars, VIV € N: (3 [nml)’ < X & 3 2 < 5 € 5° 2 =l ol

Z &1, st donc une série absolument convergente de reels donc convergente.

n=>0

Utilisons ensuite I’identité (de polansatlon) [Chap. 11, (5 9.2)]:

(ulo) = §[lu+0lP = llu— 0] = [ 2 (€ + 7.0 = 3 (60 = 7)7]

= 4120 (60 + 2nmn 17 = 6+ L — )] = 2 Lt ¢
Définition 1.4.
Une famille orthonormale (e;);ec1 d’un espace préhilbertien réel (E, (-]-)) est
dite maximale si :
(1.10) [VieI: (ule;)=0] = u=0.

Grice 2 la notion de maximalité, on a le complément au Théoréme 1.1. suivant,
complément trés important car il fournit le critére le plus pratique ; malheureusement,
il n’est valide que dans les espaces préhilbertiens complets, ie. dans les espaces de
Hilbert.

Théoreme 1.2. (FONDAMENTAL)

Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert técl. Les assertions équivalentes (1.5) a
(1.8) du Théoreme 1.1. sont équivalentes 2 :
la suite (e,,),, est maximale.

Démonstration : Si (e,,),, vérifie (1.7) du Th. 1.1., et si (ule,,) = 0 pour tout n € N,

oo
ona:u= Y (ule,).e, =0;donc la suite est maximale. 4
n=0

Réciproquement, supposons que (e,),, est maximale, et soit F' I’espace vectoriel
qu’engendrent les e,, n € N. Si adh(F) # E, il existe [Chap. XVII, Th. 4.2] un
u # 0, tel que u € [adh(F)]! : mais alors (ule,) = 0 pour tout n € N et donc, par la
maximalité, u = 0, contradiction ! Donc adh(F’) = E et la suite (e,),, est totale, soit
(1.5) du Th. 1.1. ¢
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Remargue : Seule I'implication [(e,,) maximale =—> (e,,) totale] utilise le fait que E
est complet . . . Mais c’est justement le résultat intéressant.

& Exercice 1.5. (facile) Justifiez I’ adjectif « maximale » en prouvant qu’une famille orthonor-
male (e;);cr est maximale si et seulement si toute famille orthonormale contenant cette famille
lui est égale.

& Exercice 1.6. Soit £ = £2, les smtes étant indexées sur N*, Soit (€,,),,>1, sa base naturelle.

On considere le vecteur u = (1, 55 3, }1, o ;, ..} et F le sous-espace vectoriel engendré par

w et par (€, )n>2. Démontrez que dans F la suite (en }n>2, €St maximale, mais 'est pas une base
hilbertienne de F'.

Remarque 1.5. (IMPORTANTE)
(o]
Dans (1.7)du Th. 1.1, ona:u = Y (ule,).en.
=
Nous voudrions insister sur le fait que v ne peut pas s’écrire avec d’autres
«coordonnées » dans la base hilbertienne (e, )r que ses coefficients de Fourier ; cette
unicité justifie davantage encore le terme de «base» utilisé. Supposons en effet que
N

o
u= > A en,etposonS'uN = ) An-€n.Pourtoutp € N, p fixé, pour tout N > p,

n=0 n‘ON
ona: (unlep) = (Z Mn-€nlep) = Z An-(€n|ep) = Ay et, donc :
th (unlep) = ( l1m uN|e,,) = (ulep). Soit : A\, = (ulep) pour tout p € N.

ez ]l faut bien noter que les notions de base algébrique et de base hilbertienne sont
complétement disjointes lorsque I’espace est de dimension infinie : déja, 1a notion de
«somme infinie » n’a aucun sens en algébre . . .

Par exemple la base hilbertienne canonique (e, ),, de £ west pasune base algébrique
de £? (c’est, par contre, une base algébrique du sous-espace Eg).

On démontre d’auvtre part — en analyse fonctionnelle de Maitrise — qu’un espace de
Banach de dimension infinie ne peut pas admettre une base algébrique dénombrable.

2. EXISTENCE DE BASES HILBERTIENNES

Nous examinerons seulement le cas des espaces préhilbertiens séparables, ce qui ne
présente que peu d’inconvénients du point de vue pratique.

C’est un cas tres favorable, car on peut construire eftectivement une base hilberti-
enne, grace a la méthode simple développée ci-apres.

Théoréeme 2.1. (FONDAMENTAL)
Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel, et soient e, €1, €2, - - - , €p, - - -. des
vecteurs de E linéairement indépendants, en nombre fini ou infini. Pour n € N
fixé, soit F,, le sous-espace vectoriel engendré par eg, €1, . - - , €,.

Onpose: fo =eg €t fry1 = exy1 — Pr, (exy1) pour tout k > 0.
(2.1) Lafamille (fo, f1,---, fn,- - -) est orthogonale.
2.2) (fo, fr,---, fn) est une base algébrique orthogonale de F,,.

Démonstration :

Jo = eo engendre Fy. Supposons que ( fo,- - -, f,) est une base orthogonale de F,,.
far1= en+1 Pr, (eny1)est# Ocare,, 1 ¢ F,,, ctonsait [Chap. XVII, Th.4.2] que
fop1 € F .Enconséquence ( fo, f1,- - -, fny1)estune famille orthogonale dans F;, ; 1
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(donc libre : voir Exercice 1.1), et e,, 41 = fr41 + Pr.(€ny1). 04 PR, (eny1) € F, -
(fos fi,-- -5 fat1) est donc une base orthogonale de Fi, ;1. ¢

On dit que ( f,,),, est déduite de (e,,),, par le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmids.

Méthode pratique :
Supposons construits fo, f1,- .., fn- Onécrit: f,i1 =e 1+ Y. A fi
. j=0
Pour¢ =0,1,...,n, ondoit avoir : (f,41|f;) =0, soit : g

(nra]fi) + z - (Fi1£:) = 0 = (ensalfi) + Ml FlI2
pa

d’ou l’on tire Mg, A1, .- -, Ay, €t donc f,, ;1. Bt on recommence pour f,, 3 -.

A titre d’exemple, orthogonalisez t +— 1, t +— t, t +— t2, t — t3, ... dans I’espace
préhilbertien E = C([0,1],R) doté de (flg) = [y F(£)-9(t) dt. Vous arrétez ds que
vous &tes fatigué(e).

& Exercice 2.1. Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel, et soient uy,ug,. . .,u, des

vecteurs de F, n entier quelconque. On pose [déterminant de Gram] :
Glug, ug, - - ., un) = det[(us|uz)] (avec: 1 < i <n,1 <j <n).

1) Démontrez que G(uy, - - . ,un) = Oetque G(uy, - . - ,u,) > 0si et seulement si les u; sont
linéairement indépendants.
2) On suppose que les u; sont linéairement indépendants; soit : F = [(ug,...,un)]

Démontrez que la distance de u € F a Fest :
d(u,F): guﬂ“l,ﬂz,...,uﬂ).

G Uy, - - - ,un)

Théoréme 2.2. (FONDAMENTAL)

Tout espace préhilbertien réel (E, (|)) séparable posstde une base hilber-
tienne.
Celle-ci est finie si dim(E) < oo, dénombrable si dim(E) = oo.

Démonstration :

Il existe une famille rotale et libre dans E [cf. Chap. IV et Chap. XII, Exercice 1.3],
famille qui est une suite si dim(E) = oo et un n-uple si dim(E) < oo.

On orthogonalise la famille gréce au Th. 2.1 : la famille orthogonale obtenue
engendre le méme sous-espace vectoriel que la famille initiale [d’apres (2.2) du Th.
2.1]. Il suffit ensuite de « normaliser » en divisant les vecteurs de 1a famille orthogonale
par leur norme. ¢

Le théoréme suivant nous dit que, dans une certaine mesure, les espaces de Hilbert
réels séparables ne sont finalement que des «copies» de R™ euclidien s’ils sont de
dimension finie, et de /? s°ils sont de dimension infinie.

Il existe un résultat similaire pour les espaces de Hilbert non séparables, et aussi
pour les espaces de Hilbert complexes.

Ce résultat ne signifie nullement que les espaces de Hilbert séparables autres que £2 sont
sans intérér | La nature (suites de réels, fonctions, mesures, distributions, . . . ) des éléments d’un
espace de Hilbert a également son importance !

Ce probléme est a rapprocher de celui de la « réalisation» d’un complété, ou de celui de
I identification » d’un espace de Hilbert a son dual, etc. [cf. Chap. XV, XVIII].



434 Chapitre XIX

Théoréme 2.3. (FONDAMENTAL)

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel séparable.
e Sidim(E) =n < oo : (E, (+|-)) est linéairement isométrique 2 R™ euclidien.
e Si dim(E) = oo : (E, (")) est linéairement isométrique 2 un sous-espace
vectoriel partout dense de I’espace de Hilbert fﬁ{.

Si E est complet (i.e. est un espace de Hilbert) : (E, (+|)) est linéairement

. g2
isométrique a £g.

Démonstration . Soit (e,,),en une base hilbertienne de (E, ( |)) : elle existe d’aprés
le Th. 2.2. Considérons I’application f : £ — 7 qui & u € E fait correspondre la
suite (£n(w)), e 50it ((ulen)),, o de ses coefficients de Fourier par rapport 2 la
base hilbertienne choisie. Puisqu’ on sait que (§n(u)) . € £2, cette application est bien

définie [ f dépend du choix d’une base, ce n’est pas une application « naturelle» ou
«canonique» commele sont J : E — E’ ou x : E — E” du Chap. XVIII].

f est évidemment linéaire, et on sait [Th. 1.1] que [[u]|?2 = Y (ule,)?, soit :
=0

|| f(u)|le2 = ||u|| pour tout uw € E. Donc f est une isométrie linéaire.

f(en) =(0,...,0,1,0,...), et par conséquent f(E) contient la base naturelle de
7 ; donc I’espace vectoriel f{E) contient un sous-espace vectoriel partout dense dans
fz, il est par conséquent lui-méme un sous-espace vectoriel partout dense de 2.

Si (E, (|)) est complet : f(E) isométrique & F I’est aussi, et donc f(E) est fermé

dans £°. Donc, dans ce cas : adh[f(E)] = f(E) = 7, f est donc surjective. ¢

Théoréme 2.4. (TRES IMPORTANT)
Soit (E,(:|-)) un espace de Hilbert réel séparable, ct soit (e,,), une base
hilbertienne de E. Pour toute suite (£,),, € fﬁ{, il existe u € E unique tel que :
Vn e N: (ule,) = &n-
Autrement dit : foute suite de £° est la suite des coefficients de Fourier d’un
vecteur u unique de E.

Démonstration :
Evidente ; avec les notations de la démonstration du Th. 2.3 1 u = f~1((£,),). ¢

Commentaires :

Le Th. 2.4 constitue une réciproque partielle de (1.7) du Th 1.1.

Dans le cadre des séries de Fourier classiques, ce Th. porte le nom de Th. de Fisher-
Riesz.

Remarque 2.1.
Le résultat est évidemment faux pour un espace non complet.
Prenons E = £ = {u = (&,)n € £° /AN €N*Vne N, n> N = £, =0} ;

. .y 2 e e 2
la suite (%)n appartient 2 £, mais il n’existe évidemment pas de u € £, dont les

coordonnées sont % pour tout n € N* !

& Exercice 2.2. (facile) Soit (E, (|)) un espace de Hilbert réel séparable de dimension
infinie. Démontrez qu’une base hilbertienne de F ne peut pas étre une base algébrique. Cas ou

(E, (")) est non complet ?

& Exercice 2.3. (facile) Soit (E, ¢ )) un espace de Hilbert séparable. En utilisant le Th. 2.2,
donnez une nouvelle démonstration du Th. de E Riesz [les Th. 1.1 et 1.2 du Chap. X VIII].
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3. APPLICATIONS

3.1. Séries trigonométriques

Il s’agit ici de la théorie des séries de Fourier au sens classique, c’est-a-dire du
développement d’une fonction f : R — R périodique de période T' par rapport 2 la
suite orthogonale constituée par les lignes trigonométriques de période T (cf. I'Exemple
1.2 et ’Exercice 1.2) :

(3.1) 1, cos(wt), sin{wt), cos(2wt), sin(2wt), . .., cos(nwt), sin{nwt), . . .
Soit £ = C%;(]R R) I’espace vectoriel des fonctions f : R — R continues,

périodiques de période 7.
On peut identifier E 2 E={fec [0,7],R) / f(0) = f(T)} qui est un hyperplan

de C([0,T],R) : E =Ker(6o — 67), o &,(f) = f(t).
Via cette identification, on peut munir E des normes habituelles de C(|0, 7], R), par
T

exemple || - ||oo €t || - ||2 associée au produit scalaire ( f|g) = / f(t)-g(t) dt.
0

f € E ¢tant donnée, on sait [Th. de Weierstral} « trigonométrique », Chap. IV] que

pour tout € > 0 donné il existe NV € N et des réels g, v, 2, ..., an, 5, P2, ..., 0N
tels que :
N
(32) VteR:|f(t)—ao— Y [o. cos(kwt) + Bg.sin(kwt)]| < e.
k=1

Cela implique que le sous-espace vectoriel F' engendr€ par la suite (3.1) dans F est

partout dense dans F muni de la norme uniforme || f|| oo = Joax, |f(®)].

On peut donc écrire : Vf € E\Ve > 0,AP € F : || f — Plloc <.
T
Maintenant :¥f € B £ = [ (fOF &t < TIAE = ISl < VT Sl
0

Donc:Vf € E\Ve > 0,3AP € F: ||f — P|s < VT||f — Plloo < VT €.

Soit : F est partout dense dans E pour la norme || - ||2, ce qui équivaut 2 : la suite
(3.1) est totale dans I’espace préhilbertien E muni de la norme || - ||z.

Finalement (Th. 1.1 et Définition 1.3) : la suite (3.1) normalisée est une suite
orthonormale et totale de (E, || - ||2) :

(3.3) \/I, \/%cos(wt), \/%sin(wt), ey \/%cos(nwt), \/%sin(nwt), e

est une base hilbertienne de E = CL(R,R) muni du produit scalaire :
T
(flg) = / f(t).g(t) dt, qui en fait un espace préhilbertien.
0

Ecrivons les coefficients de Fourier de f € E par rapport a cette base :

T
64 ao=ao(N=(FYF) =] [ 10@;
T
o, = an(f) = (fh/%cos(nw-)) = 2/ f(t). cos{(ruwt) dt pourn > 1,
et: B, = Bn(f) = f|\/_sm(nw )) = / F(t). sin(nwt) dt.

D’apres le Th. 1.1, tout f € E s’écrit, la série étant convergente pour || - ||2

3B.S5 f= \/%Oéo c 4 ijl [an\/_cos(nw )+ ,Bn\/_sm(nw ]
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La formule de Parseval s’écrit : || f||2 = a2 + Y (a2 + 32).
n=1

Remarqgue 3.1.

Les formules ci-dessus se présentent souvent sous un aspect un peu différent dans
la littérature. Par exemple, en posant : o, = VTag, o, = \/%an, B, = \/% Bn, o0t
obtient - T T
oy = / f®)dt, o, = / f(t) cos(nwt) dt, B, = / f(t) sin(nuwt) dt, et :

0 0

o0

0
f= %a{) + %[ o, cos(nw-) + O, sin(nw-)],
n=1

11 = Fag + 7 3 (2 + B2)
On peut passer d’un systtme d’écriture 2 un autre en multipliant le produit scalaire
(f|g) ci-dessus par une constante > 0.

Le probléme du développement en série trigonométrique d’une fonction continue
T-périodique se trouve ainsi réglé, du point de vue du produit scalaire (-|-) et de la
norme || - ||2.

Nous allons maintenant prouver que E est partout dense dans C ([0,7),R) muni du
T

produit scalaire (f|g) = / f(t)-g(t) dt. Bien siir, on n’a pas un résultat de ce type

0
pour la norme uniforme (') : ¢f. Chap. V.
Soit f € C([0,T],R). On considere f,, définie (n > 1) par : f,(t) = f(t) si
L i <Tet: fu(t) = nlf(L) — D))t + F(T)si0<t <L [dessin!].
Clairement (on a tout fait pour ¢a), ona f, € E pour tout 7.
Vi e [0,1]:
15— Fa(D] < [FOIH O] < [FOI+n [ FE)H AT xS AT < 4l flloo
(majoration brutale, mais qui suffit).
Par conséquent ;

T 1/n
2 = _ 2t — _ 2
15 =8l = [ (10 = )= [ (50~ fu0)*

1/n 16
< 16-||f||c>o-/ dt = 3 X || fllc — ©.
0 n—oo
Finalement, (3.3) est une base hilbertienne de C3([0, T, R).

On notera qu’il est facile de faire avec f € C([0,7],R) une fonction R — R
qui est T-périodique : on la reproduit telle qu’elle est sur |0, T sur les intervalles
kT, (k + 1)T, k € Z, les valeurs en kT étant arbitraires (les coefficients de Fourier,
donnés par des intégrales, ne dépendent pas de la valeur de la fonction en 0 et 7). Bien
siir, ce prolongement par périodicité ne peut €tre choisi continu que si f(0) = f(7).
Complément : C([0, T, R) est partout dense dans I’espace de Hilbert L2(0, T') (cours
de calcul intégral), et donc (3.3) est une base hilbertienne de L2(0, T').

Remarque 3.2.
Considérons une fonction f : R — R continue et 7'-périodique. La série de Fourier

associée 2 f : 1/%040 + 1/% Y [en cos(nw-) + B, sin(nw-)] ne converge pas en
n=1

général vers f pour les notions de convergence habituelles.
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Non seulement elle ne converge pas uniformément, mais elle ne converge méme pas
ponctucllement en général !

On démontre d’ailleurs qu’il existe des fonctions continues dont la série de Fourier
diverge en tout point d’un ensemble non dénombrable de R (cet ensemble est toutefois
de mesure nulle).

Par contre, pour la norme préhilbertienne || - ||2, tout marche trés bien, comme on
vient de le voir. La question de savoir si cela sert 2 quelque chose se pose . . . Laréponse
mathématique est satisfaisante, il ne reste plus au mathématicien qu’a s’occuper des

“autres convergences qui marchent moins bien (analyse harmonique).

Pour le physicien, la réponse est tout a fait satisfaisante. Supposons en effet que f est
une fonction du temps ¢ et représente I’amplitude d’un phénomene vibratoire. ||f||2 est, 2 un
coefficient pres, 1I'énergie transportée. Donc, approcher f au sens de la norme || - ||, C’est
simplement garder les termes de grande énergie et négliger ceux de petite énergie. Comme
I’énergie est en général ce qu’on sait mesurer, I’ approximation a une interprétation expérimentale
intéressante.

Exemple 3.1. On considere la fonction définie par f(0) = 0, f(t) = 2 (m —t) pour
0 <t < 27, qu’on prolonge sur R en une fonction périodique de période 27.

oo

Déterminez la série de Fourier associée 2 f : on trouve ) % sin(nt).

oo n=1
On démontre que f(t) = > %sin(nt) (convergence ponctuelle) pour toutt € R
=
[voiruncours de D.E.U.G.]. Appliquant I’égalité de Parseval, vous trouverez la fameuse

o0 2
égalité : ;#Z%'

3.2. Polynomes orthogonaux

Soit I unintervalle fermé de R. I pourra €tre borné ou non. On considére une fonction
IT : I — R continue et > 0 sur int(I), vérifiant la condition :

(3.6) VneN: / || II{t) dt < co.
I
La fonction II est appelée un poids sur 1.

Exemples classiques de poids :
@) I =[-1,+1],TI(t) = (1 — t)*(1 + t)”, o a et 3 sont des réels > —1 ;
(i) I = R,TI(t) = exp(—t?);
(iii) I = [0, +-oo], II(t) = exp(—t).
I et II étant fixés, soit E ’ensemble des fonctions f : I — R continues sur I et
vérifiant ;
G.7) / (F(£))*TI(t) dt < oo.

I
Il n’est pas difficile de vérifier (faites-le !) que E est un espace vectoriel réel et que :

(flg) = /1 f(t).g(t).TI(t) dt est un produit scalaire sur E.

(E, (- |)) est un espace préhilbertien réel non complet (son complété est Lﬁ (I,R),
ou p est la mesure 11 dt).

Pourtout I et tout Il vérifiant les propriétés imposées, E contient la suite de fonctions
linéairement indépendantes suivante : t + 1, ¢+ ¢, £ — t2, £ — £3, .., t +— 17, ...

On peut appliquer 2 cette suite le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, et
onobtient des polyndmes Fy, P, - .., P,, - . . appelés polynomes orthogonaux associés
au poids 11 sur Uintervalle 1.
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Exemples classiques de polynomes orthogonatx :

Pour les poids donnés précédemment :
(i) les polyndémes s’appellent les polyndmes de Jacobi ; dans les cas particuliers

a=0=0ec¢ta=p0= —% , on parle plutdt des polyndmes de Legendre et de
Chebyshev (ou : Tchébychef) respectivement ;

(ii) polyndmes de Hermite ,

(iii) polyntmes de Laguerre.

Tous ces polyndmes interviennent de maniére naturelle, soit dans des questions
mathématiques (approximation), soit dans des questions de physique.

Par exemple 1’équation de Schrodinger pour I’oscillateur harmonique conduit aux
polynémes de Hermite, et pour 1’atome d’hydrogeéne aux polyndmes de Legendre.

Les sujets d’examen de D.E.U.G. utilisent beaucoup les polynémes orthogonaux . . .

Proposition 3.1.

Si I est borné, la suite (W%T) S est une base hilbertienne de E.
n n>0

Démonstration -

Toute fonction continue sur I est limite uniforme de polyndmes [Th. de Weierstraf,
Chap. IV]. Donc la suite 1,¢,2, ... 1", ... est totale dans Coo{I, R), et donc dans E
muni de || - || co-

Mais || f||% = /l(f(t))zﬂ(t) dt < ||f||f>o(/1 I1(t) dt), et donc la suite est totale

dans (E, (-|-)). On utilise ensuite le procédé de Gram-Schmidt. ¢

Le résultat n’est plus exact en général lorsque I n’est pas borné (cela dépend de I1),
mais on démontre qu’il reste vrai pour les polyndmes classiques (ii) et (iii).

Nous n’étudierons pas davantage ici les polyndmes orthogonaux, malgré leur grand
intérét.

Fin de la partie cours du Chapitre XIX

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1.
Supposons que > X;.e; = 0,00 J C I, J fini. Ona:

ieJ
0= Xell® =3 Anllell® + 30 5 Ad(ejlen) = 3 A fles|?
icd zed jed ked icd

k<j

Dot:Vie J: M| =0.ete; #0 = Vie J: =0+

% Exercice 1.2.
On a 3 démontrerque : Vn.m € Nyn #£ m:

T T T
/cos(mwt) cos(nwt) dt = /sin(mwt) sin(nwt) dt = /cos(mwt) sin(nwt) dt = 0.
0 0 0
11 suffit de calculer en utilisant les formules :
cos(mwt) cos(nwt) = 3 [cos((m — n)wt) + cos((m + n)wt)],
sin(mwt) sin(nwt) = 1[cos((m — n)wt) — cos((m + n)wt)),
cos(mwt) sin(nwt) = §[sin((m — n)wt) + sin((m + n)wt)).
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T T T T
Ensuite : / 12dt =T, et: / cos®(muwt) dt -I-/ sin?(mwt) dt = / dt=T
0 0 0 0
T

T T
/ cos’(mwt) dt — / sin®(mwt) dt = / cos(2mwt) dt = 0, d’ou :
0 0 0

T T T
Vm € N* : / cosQ(mwt) dt = / sin2('mwt) dt = 2 .
0 0

% Exercice 1.3.

u= Y M\.e;donnepourtout k € {1,2,...,n}:

i=1
n

(ulex) = Z)\i eijex) = ZAz(ezlek) e = u=) (ule;)-e;. ¢

i=1

lull® = Z(ulet)2 lesll + 23 Y (ules) (ules) (edde;) = Y- (ules) o

_2 z<] i=1

(ul) = 3° 3 enyerles) = Z&m ¢

i=13=1

% Exercice 1.4.
Pour toute famille finie (¢;);cs de réels,ona :

lu =3 cuesll® = |lull? —2Zm (ules) + " o2

icJ zed
= Jlull? - 2 Za,-.s;-(u) +Y a2+ Y (&w) — X (&)
ied icd icJ ied

= [l - Z(si(u))g + 3o~ &)’
> [lu2 - Z(a(u)) Jul? ~2 5= &) (ules) + Y (&:(w))’

ieJ
> |lu— Z g,(u) )%, d’ot le reSultat cherché.
zeJ
2
11y a égalité si et seulement si Z(a,- — £,-(u)) =0,keVieJ  a;=¢&(u) ¢
ied

Ce résultat n’a vraiment ren de miraculeux; en effet, soit F' le sous-espace vectoriel de
dimension finie engendré par les g;, i € J. Soit u € E, et cherchons v = Pr(u) € F.

v=>_ X.¢; etona(Chap. XVII) : (u —v|ex) = O pour tout k € J, soit :

T (ulew) = 3 Mileslex) = M. Done: v = Pr(u) = Y &i(u)-e;.
iedJ ieJ

I’inégalité cherchée n’est par conséquent rien d’autre que I’inégalité€ de définition de la

projection : ||u — Pp(u)|| < ||u ~ w|| pourtout w € F (ie. w =Y a;-€;). ¢
ied

% Exercice 1.5.
Soit (e;);c1 telle que toute famille orthonormale 1a contenant lui est égale, et soit u € E tel que
(ule;) = O pour tout i € I.
Siu##0,lafamille {e; /i € I} U {ﬁ} est orthonormale, contient (&; );cg, et ne lui est pas
identique [ ﬁ ne peut pas étre un ey, sinon (ex|ex) = 0! 1: on arrive donc 2 une contradiction. ¢
Si|Viel: (ule;) =0 = u= 0, so0it S une famille orthonormale contenant (e;);cz- Soit
u € S, u # e;, pourtouti € I : (u|e;) = 0 pourtouti € I, car S est orthonormale, d’otiu = 0.
Impossible, puisque 0 n’est jamais dans une famille orthonormale. ¢

% Exercice 1.6.

(€r)n>2 est une suite orthonormale dans F = [{u, eg, €3, - - ., €y, - - . }]- Ce n’est pas une base
hilbertienne de F', d’aprés 1a Remarque 1.5. Mais prouvons-le directement :

Dans E, ona: (ule;) = 1, et si 'on avait u = Y _ (ulen,)-e,, 0n aurait : (u|ey) = 0, d’ott une
n=2
contradiction.
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[écrire, avec plus de précautions, u = 11m (uN) uN = Z(u|en) enl
n=2
Démontrons maintenant que (en)n22 est maximale dans F. Soit v € F, et on suppose que
(v|e,) = 0 pour tout n > 2 il faut démontrer que v = 0.
Ecrivons : v =) Mi.e; + Au, 00l C {2,3,...,n,...} estun ensemble fini.

iel A
Viel:(vle) =X+ Aule) =X+ 5.

Soit k tel que k > max(]) : (v|ex) =0 = 7)(‘? Doti: A =0.Etdonc: Vi € I:\; =0.Donc
v=0.¢

% Exercice 2.1.

1) Si u3,-..,u, ne sont pas indépendants, on peut trouver des réels Aj, Ag,..., A, non
tous nuls et tels que \u; + Aoug + --- + Apu,, = 0. On a alors, pour i = 1,2,...,n
M(us|ur) + Ao(us|ug) + - - - + An(us|un) = 0. En notant Cy, C, ..., C, les colonnes de la
matrice ((u,-|u]-)) ,onadonc ,C; + XCo +--- + A,C,, = O et le déterminamt G

1<i<n,1<j<n
est nul, puisque ses colonnes sont li€es. ¢

Si ui,-..,u, forment une famille libre, soit (ej,...,e,) une base orthonormale de
[z, -- -, Un).
Ecrivons que pour i = 1,...,n:u; = Y o¥.ex. Onadonc:
n n k=1 n n n
(uilu;) = (X ofex| Y- ofee) = 3 Y of.of (exler) = Z
k=1 =1 k=1¢£=1 h= n
On peut donc écrire : G(uy, - - ., u,) = det ((ui|u]-))lsi,js” = (Z_: ) [ce déter-

minant est symétrique], ou i est I’indice de ligne et j celui de colonne.

Rappelons d’autre part la formule de multiplication de deux matrices (cngées) :

:(ﬁ;),C:(yj),l <i,j< n;D:B.C’z(tS;'-):tS]"-: Zﬁﬁ%h
h=1 .

Considérons la matrice A des composantes de (uy, . - ., un) dans labase (e1,--.,en) 1 A = (0f)
[ est I'indice de ligne, j celui de colonne].
Nota : écrivez les matrices sous forme de tableaux carrés, vous y verrez bien mieux.

On s’apergoit que :
G(uy,-- ., u,) = det(*A-A) = det(*A)-det(A) = det(A)-det(A) = [det(A)]? > O (car Aest
inversible). ¢

2) F = [{w,-- -, un }] est de dimension finie, donc complet, et on peut donc projeter [Chap.
XVII] tout u € E sur F.
Ecrivons v = Pp(u). Ona:d(u, F) = 6 = ||u— |- vestaussi le seul point de Ftel que u — v
est orthogonal & F' [Chap. XVII, Th. 4.2 ] et donc a tous les u; :
(u—~v|w) =0=(u— Z&k up|ui) = (ulus) — Z £* (up|us),
k=1
celapourtouti =1,...,n.

Onalaun systéme linéaire a n équations et d n inconnues :
(ur|w)€" + (ug|w)€? +- - - + (ua|w)€" = (ulw)
(uz |ug )&t + (U2|u2)€2 +--- 4+ (un|uz)£ = (u|ug)

(Ullun)€1 U?lun)€2 + -+ (un|ua)E = (ulun)

Ce systeme est de Cramer puisque son déterminant est G(us, . - -, us) > 0.
On obtient donc £* (1 < i < n) par la formule de Cramer [pensez aussi 2 cette formule pour la
méthode pratique dans le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt] :

61.:

ou K est le déterminant de la matrice suivante :

K(Ul,UQ, ce ey U1, U, Uiy, - ")un)
G(“ly U2y~ -~y Ui—1, Uiy Ujtly-- - 1un)
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(urlw)  (uelur) -+ (uia|w) (ufw) (walw) - (ua]w)
(urlug)  (uelue) -+ (wii|ug) (ulug) (uinalug) -+ (un|ug)
(wmlun) (uolun) -+ (uiciun) (wlus) (Uial|un) - (un|un)

On obtient la formule explicite suivante pour v = Pp(u) :

)

G(us,y-- - Un)
D’autre part : 62 = [d(u, F)]? = |lu — v||2 = (u — v|]u —v) = (v — v|u) [caru — v L v].

Dot : 62 = (u|u) — > & (uj|u), et on a le systeme linéaire suivant 2 (n + 1) équations et
in
(n + 1) inconnues [62,&1,...,&"]:

&+ 3-8 (ush) = (ulu)

n
v= z :K(UI,UQ,.-.,Ui-l,U,Ui.;_l,...,Un)
i=1

0.2+ ) & (ujlu;) = (ulu;) pourl <i<n
=1

On résout ce systéme par la formule de Cramer pour déterminer 62 : 62 est le quotient des
déterminants :

(ulu)  (ulu) - (unlu) 1 (wmlu) -+ (unlu)
(ulw)  (wlw) -+ (ualw) et |9© (ulw) -+ (ualwm)
(ulun)  (wmlun) -+ (unlun) 0 (mlun) --- (un|un)

Le déterminant du numérateur (2 gauche) n’est autre que G(u,uz, U2, - - ., U, )- Quant au
déterminant du dénominateur, on le développe suivant sa premicre colonne, et on trouve sa
valeur : G(ug,us, - - -, U, )- D’0U le résultat cherché :

Gu,u, .- -5 Upn)
62 — » Y1, :Un) o
Clur, - - un)
Remarques :
1) Le déterminant G(uy, - - -, un,) est appelé déterminant de Gram.

2) La détermination de v = Pp(u) n’était pas nécessaire pour ’exercice ; son intérét apparait
dans la méthode pratique pour le procédé d’ orthogonalisation de Gram-Schmidt.

3) On peut dans 2), comme dans 1), prendre une base orthonormale de F, la démonstration
est plus élégante ; mais le rustique a son charme aussi.

% Exercice 2.2.
Soit (e, )n>1 une base hilbertienne de E. Puisque (%)n appartient & ¢2, on peut (Th. 2.4)
o0
considérer le vecteur: u = % €n-

n=1

Si (en),, était une base algébrique, on aurait aussi : u = Y | Ag.ep, 00t L C N*, L fini.
Soit alors k € N*, k > max(L) : eet
%} = (Z %€n|€k) = (ulex) = (Z )\e-eelek) = 0, ce qui est absurde. ¢

n=1 £eL

% Exercice 2.3.

Soit (e, )n>1 une base hilbertienne de E, base qui existe grace au Th.2.2. Soit  une forme
linéaire continue sur . On veut démontrer qu’il existe un vecteur v € E tel que |[u]] = |||’ et
tel que p(u) = (u|u) pourtout u € E.

Posons o, = w(e,) pour n > 1. On va prouver que 1a suite (o, ),, est de carré sommable ;

N N N B
pourtout N € N*,ona: (p(z an.en) =" an-plen) = ) ol d’uncpar, et:

n=l1 n=1 n=l1

N N
(3 an-en) < ol 3 cneenll dautee part
n=1 n=1
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n=1

N
Mais || 3 an-en|? = Z ol = | Z an-en||= [ > o,etonobtient par conséquent :
n=1 1<n<N

N =)

Z a2 <l [ Y. o2, etdonc: Z a2 < || Ainsi, la série Y o2 est convergente, de
1<n<N n=1 n=1

somme < [l

D’apres le Th. 2.4, on peut donc considérer le vecteur : U= Z Oy €.
n=1
Soit 2 présent un vecteur v € E albitraire Tu= Z £n €n-

n=1

o(0) = 0(3 bn-en) = o( fim. Zgn ) = lim w(zgn n)
= I\ljim f: En-plen) = lim Z En-On = Z &n-0n, = (ulu), d’apres (1.8) du Th. 1.1.

Ona: ||ul® = Za < il dob: [[ull < flell’ et,

Vu € E: |p(u)| = I(HIﬂ)I < Jlullfull = llell’ < ]l D ou: ol = [[u]l. ¢
Cette démonstration du Th. de Riesz en termes de base hilbertienne est la démonstration
historique.

PROBLEME 1

Une riche famille d’opérateurs

Soient (E, (-|-)g), (F, (-|-)F) des espaces de Hilbert réels, de dimension infinie,
séparables. Soit (€,)n>1 [resp. (fr)n] une famille orthonormale de F [resp. F]. Pour
toutw € E, toutv € F,on définitv @ u: E — F par: (v ® u)(x) = (z|u).v pour
toutz € E.

1) Démontrez que v ® u € L(E, F), et calculez sa norme. Décrivez Im(v ® u) et
Ker(v ® u). Déterminez (v @ u)*, I’adjoint de v ® u. Quelles relations existe-t-il entre
Im(v® u), Im(v ® u)*, Ker(v @ u), Ker(v@u)*?Siv € E,«/ € E,ve F,v' € F,
vérifiezque: (v@u)o (v @v)=(v®u) o (u® ).

2) Soit (\,,)n>1 une suite de réels bornée On pose pour toutz € E ;

Alz) = Z An-(fr ® en)(@)-
Démontrez qu’on définit ainsi A € C(E F). Calculez || A|. Déterminez A*.

3) On suppose que A\, % 0 pour tout 7.
Démontrez que A est injective si et seulement si (e,,) est une base hilbertienne de E.
Démontrez que Im(A) est partout dense dans F si et seulement si (f,,) est une base
hilbertienne de F.

4) On suppose qu’il existe a et [ réels tels que 0 < a < |A,| < B pour tout n.
A quelle(s) condition(s) A~! existe-t-il, avec A~ € L(F, E) ? Déterminez A~ 1.

CORRIGE DU PROBLEME 1

DVYwue E\Vve FVr € ENNt' e EVAeER,VueR:
(v@u)( Mz + pa’) = (M + pa'|u)v = [Maz|u) + p(@’|u)|v = Mz|u)v + (2’ |u)v
— MNv®u)(x) + 1w © u)(z').
Donc v ® u est une application linéaire ; v @ u € L(E, F). ¢
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Vo € E : |[(v@u)(z)ll = [(zlu)ol = |(zlu)l.llv]| < |lz]|.[lull.]lv]| [Cauchy-Schware] ;
donc v ® u est continue, de norme ||[v ® u|| e, p < ||ull.||v]|;v@u e
D’autre part :

2
Qul| > @ u)(Yr :—u—u.vzﬂﬂ-’-v:u.v.D’oﬁ:
lv @ ull eqge, ey = lll-llol-
Celasiu # 0O;maissiu = 0.ousiv = 0,ona: v®u = 0de norme nulle, et la formule
donnant ||v ® u/| reste valide. ¢
Siu=0o0usiv=0,vQu=0,et:Im(v@u)= {0}, Ker(v @u) =
Siuetvsont # 0: z — (z|u) = p(x) est une forme linéaire non nulle donc surjective sur
R, et par conséquent : Im(v ® u) = [v] ; v ® u est un opérateur (= application linéaire continue)
de rang 1.
Siv#£0, (veu)z) =0=(z|u)v < (z|lu) = 0 & z € [u|* =Ker(p).
Donc : Ker(v ® u) = ul = Ker(y); Im{(v ® u) de dimension 1 est un fermé de F,
Ker(v ® u) = Ker(yp) ol i est continue est un hyperplan fermé de E. Dans tous les cas,
Tm(v @ u) et Ker(v ® w) sont des fermés. ¢
I’adjoint (v ® u)* existe car v & u est linéaire continu et £, F sont des espaces de Hilbert
[Chap. XVII];Vz € E Vy € F':
(weu)(@)ly) = (zl(v ® u)*(¥)) = ((elu)oly) = (alv)-(ly) = ((vly)ulz)
Dot: (v@u)(y)=@wly)u=wev)y) = vRu)=u®u.
Donc : (v ® u)* existe, etest égald : u @ v € L(F, E). ¢
D’apres ce qui précede, siu # Oetv # 0: Im(u ® v) = [u], Ker(u ® v) = [+]*; ona donc :
Ker(v @ u)* = [v]F = Im{v @ u)*,
adh[Im(v ® u)*] = adh[u] = [u| = Ker('u Qu)t = [u*,
Ker(v @ u) = [u]* =Im(v @ u)*,
adh[Im(v ® u)] = adh([v]) = [v] = Ker(v @ u)*t = [v]*.
On retrouve, dans un cas bien particulier, les égalités du Chap. XVIII, Prop. 2.2. ¢
Yy e F:
(v@u)o (W ©v)(y) = (veu)((yl)v) = (yl') v ®u)w') = (yl')v'u)y
= (Wl u)v = (v o) ((yl)u) = (veu') o (uev/)y)
Dot:(v@u)o(¥ ®@v)=(v@u)o(u®r). ¢

oo N
2) Az = Y Mi(«len)fn. Pour tout entier N > 1, posons Anz = Y An(z|en) fn.
n=1 n=

Az = bl,im (An), si cette limite existe.
—00
Puisque A, f,, ® e, est linaire pour tout n, d’aprés 1), A est linéaire pour tout V.

D’apres le Th. 1.1, Az existe si et seulement si ()\ (a:|en)) €fiesi)y. A(zlen)? < oo.

n=1

Mais : Z 22 (z]en)? < sup, {2} Z(a:kz")2 et Z(a:|e")2 < ||z/|? (inégalité de Bessell.
n=1 n=1
Donc : ||Az||? = Z M(z|en)? < sup, {2} ||.'):||2 et la série est convergente.
n=1

Donc Az = i An(z|en) fr existe (la série est convergente dans F normé) pour tout z € F.
A est Iinéai:e 1car Ax = bliiinm(A NZ), An est lingaire, et on applique le principe de
prolongement des égalités.
| Az[? < sup,»; AZ.|lz|? = (supnzl |)\"|)2.||.'/1:||2 [€galité rencontrée plusieurs fois], ce qui
prouve que A est continue, A € L(E, F), de norme :
| All cee,py < suPpsi|Anl. ¢

Drautre part : Aep, = D, An(€pl€n)fn = Apep pour tout p > 1 [A admet les valeurs propres
=1

Ap, €t € est vecteur pr0p1;: associé a A |, d’our: || Al > || Aep|| = | M| (car ||lep]| = 1) pour tout
p € N". Ainsi ||A|| > sup,»1 |An|, et en définitive : | A = sup,5; |An]. ¢
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N N N
N = Z )‘ﬂ(f ®en) = Ay = Z )‘n(fn ®en) = Z )\n(en ® fn), par 1).
n=1 n=1 n=1

Alalimite : A* = > M(en ® fu)et:Vy € F: A"y = Mn(y|fn)en.

n=1 n=1
Nota : || A*|| = sup,»y [An| = [|A]l.
NAz =0 ||Az||2=0¢& > N(z|en)? =0 < (z|en) = Opourtoutn € N”.
-1
Donc : A injective <= [Az =0 = z =0
< [Vn € N*: (z|e,) =0 = z = 0] <= (e, )~ est maximale

<= (&en)n est totale <=> (en),, est une base hilbertienne.
Cela compte tenu des Th. 1.1 et 1.2, et du fait que (en ). est une suite orthonormale. ¢

Ae, = X fp pour tout p > 1. etdonc : f, € Im(A) pour tout p € N*. Donc : Im(A) partout
dense dans F' <= (f,,)n est totale dans F' <= (f, ). estune base hilbertienne de F. ¢

4) Une condition nécessaire pour que A~ € L(F, E) existe est que A soit injective et
surjective, donc, d’apres ce qui précede, que (e, )y, et { f, ). soient des bases hilbertiennes de F
et F respectivement. On suppose qu’il en est ainsi.

Puisque 0 < o < |\,| pour tout n, on a : I%I < %[ ,el (%) est bornée. On peut donc,

d’apres 1), considérer I’application hnealre continue smvante
Vy € F: Bly) = 2 (e ® fu)(v) = 2 X (9 fa)en.
B est I'inverse cherché ; en effet : \‘/y e F:

(AoB)(y) = (i An-(fn ®en)) 0 (i —1—(em ® fm)) ()
= Z Z —X—(fn ®€n) (em ® fm)(y)

n=1m=1

[on applique 1a formule de composition de 1)]

=3 3 2 (fuly)emlen) fn

n=1m=1

S Wfa)fa =y = Idp(y)
n=1

[car ( f,.). est une base hilbertienne et Th. 1.1].
De méme, Vz € F :

(Bo A)(z) = (i %(en ® fn)) © (i Al fin © €m)) ()

= Z Z —m‘(en@fn) o(fm@em)(z) = Z(.’Elen)en =z = Idg(z) [car (en ).,

n=1m=1 n=1

est une base hilbertienne].
Donc, B est ’application linéaire inverse de A, et B est continue. Finalement, si ()\i) est
T

bornée, si (e, ) et () sont des base hilbertiennes :
A=3" A.(fn ® en) possede un inverse continu A = 3 %(en ® fn) ¢
n=1""

n=1

Remarque : Nous n’avons pas démontré qu’une condition nécessaire pour que A existe est que
o

(An) soit bornée, mais c’est vrai (th. de Maitrise). Les opérateurs de 1a forme ) An.(f, ® €5)
n=1

sont trés nombreux, et peuvent fournir de nombreux exemples ou contre-exemples, mais ils ne

remplissent pas L{F, F') [méme si ’on s’autorisait 2 indexer sur I quelconque au lieu de N*].
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PROBLEME 2

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit (E, (+|)) unespace de Hilbert réel séparable de dimension infinie. Soient (e, )
et (fm)m [n, m entiers > 1] deux bases hilbertiennes de E. Soitenfin A : E — E une

application linéaire continue.
1) Démontrez les égalités suivantes

> el = X 14 (2 =5 [ 3 (Alen)|£n)?] = 5= [ 2 (4 (frlen)?]

= n=1 m=1 n=-1
la valeur commune pouvant étre o0 (donnez un exemple).
Recommandation : Ecrivez d’abord des égalités et inégalités avec des sommes finies,

et ne passez & la limite qu’ensuite, avec précautions.
2) On définit o(A) € [0, +oo[ U {+o0} par: [¢(A4)]% = Z |A(en)|?.

Démontrez que o(A) ne dépend pas de la base h1lbert1enne choisie pour le définir
[autrement dit : que o(A) ne dépend que de A].

3) Démontrez que pour tout A € L(E) ona: ||A| gg) < o(A).

4) On définit : H(E) = {A € L(E) / 0(A) < +oo}. Démontrez que H(E) est un
sous-espace vectoriel de £(E) non réduit 2 {Og} (I’application nulle).

Démontrez que o : A — o(A) définit une norme sur H(E).

5) Démontrez que A € H(E) siet seulement si A* € H(E), etque 0(A*) = o(A).

Soit A € H(E) et soit B € L(E) : démontrez que B o A € H(E), et que :
o(B o A) < | Bl ¢(m)-0(A).

Déduisez-en que Ao B € H(E) ,etque o(A o B) < ||Bl|c(g)-0(A).

Démontrez que si A, B € H(E),ona:o(AoB) <o(A).0(B).

6) Démontrez que 'e.v.n. (H(E), o) est complet

7) Pour A, B € H(E), on pose : [A|B] = Z (A(en)|B(en)), ot (e,)n est une

base hilbertienne. Démontrez que [A|B] ne depend pas de la base hilbertienne (e, ),
choisie.

Démontrez que (A, B) € H(E) x H(E) — [A|B] estun produit scalaire sur H(FE)
tel que [A|A] = (a(A))z.

Vérifiez que pour A,B € H(FE) et pour C € L(E) on a: [A*|B* = [A|B],
[C o A|B] =[A|C* o B],[Ao C|B] = [A|B o C*].

8) Soit (o, ), une suite bornée de réels. On pose, pour tout u € E :

A(u) = Y. an(ules) frn [voir le Probléeme 1].
n=—1

A quelle condition a-t-on A € H(E) ? Dans ce cas, calculez o(A). Déduisez de ces
résultats que les normes || - || z(g) et o ne sont pas équivalentes.

H(E) est-il fermé dans L(E)?

CORRIGE DU PROBLEME 2

1) Introduisons les projecteurs orthogonaux (M, N entiers > 1) :
N

PN E— EN = [{el, e ,eN}], PN(U) = ¥(u|ek)ek, et
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M
Qm:E— Exv=[{f1,-.., faa}, Que(u) == k;(ﬂfk)fk-

Posons d’ autre part :
Anm = (Alen)l fin) = (€al A*(fm)) = (A**(en)lf-m) = (A*(en)|A*(fim))
[définition de A* et formule AP =

N M N
szl I@aelAlen)II* = Z Z(A(en)lfm)2 = Z Z Oom =D D Ohm

~1 ~m— n\l m=1 m=1 n=1

Z Z(A (fu)len)” = Z IPnLA ()2 < 52 1A ()2

m=1n=1 m=1 m=1

On fait tendre M puis N (dans cet ordre) vers +oo

Z |Aen)|? < 11m Z Z o, = llm Z Z a2, < Z |A*(fm)l|?, & ou:

n=1 n—l ~m~ 0 m=1n=1 m=1
M Z [l Afen)” < Z Z oy, Z Z 0 < Z A" (for)II2.
n=1 m=1 m=1 n=1

En refaisant le calcul ci-dessus « a ’envers » :

@ S IAUP< Y Y al —yya an > A2

m=1 m=1n=1 n=1n=1 n=1
Par conséquent, si I'une des quatre sommes (de série) est finie, il en est de méme des trois
autres, et elles sont toutes égales. De méimne, si I’'une est égale a +oc, les trois autres aussi.
Fma]ement

Z [ A(e)® = Z(Z(A(en)lfm)Q) =5 (Z(A (fm)len)?) = Z [ A* (far) 12,

n=1 m=1 m=1 n=1
nombres tous réels ou +oc. ¢
Les sommes peuvent étre +oco : prendre A = Idg. ¢

2) Borivons : 3 [|A(ea)l? = 3 3 (A*(ea)l A (fu))’ = 3 2 [car A = A"]:

n=1 n=1m=1 m=1
on voit que la somme o{A) = ) _ || A(ex)||?, finie ou pas, ne dépend pas de la base particuliere
n=1

choisie pour la calculer. ¢

Remarque :

Cela n’a rien d’étonnant ; on a besoin d’une base pour calculer O'(A), mais cette valeur
ne dépend que de A. Ty a une analogie avec le déterminant ou la trace (en dimension finie)
d’une application linéaire qui sont calculés a I’aide de 1a matrice représentant 1’application
linéaire dans une base donnée, mais qui sont des invariants, liés 3 A seulement.

3) Soit u € F avec |Jul] = 1. En peut poser e; = w et prolonger en une base hilbertienne
{(en)n>1 (voir existence des bases hilbertiennes dans le cours). Alors :

A2 = [A{ex)lI” < 3 | Alen)|* = o(A)?. Donc, pour tout u € E tel que [luf| = 1
n=1
[AQ)]| < o(A).
On en conclut que : || A|lcm) = suPyyy—y [|A(w)|| < o(A). ¢
Remarque : On aurait pu procéder ainsi : u = ) _(u|en )en, donne :
n=1

A@)I* =l i(ulen)fl(en)ll2 < (i |(ulen)il-IIA(en)II)2
< Z(ulen)2 leA(en)ll2 IHIIQZIIA(%)II2 [ul*a(A)?

(la 2° inegahte est I’ megahte de Cauchy-Schwarz dans £, puis on a appliqué I'identité de
Parseval).

4) Soit H(F) = {A € L(E) | 0(A) < +oo} Soit (en)n>1 une base hilbertienne de E
permettant de calculer o(A) par 6(A)? = Z | A(en)||2. 11 est clair que si A € H(E) et si

n=1

AER: XA € Hearo(AA)? = |A\|20(A)? < co. ¢
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Soient A. B€ H;VN € N*:
N 1/2 N 51172
[ > 1A+ B)en)lI?] " < [ 71(||A(€n)|| + 1 Blea)D?]

n

N 12 & 1/2
(32 A + [S 1BGen)i]”

tA

n
o0

<[5 I + [ 1BGenll] = o(4) + o(B).
n= n=
(I"avant derniere inégalité provient de I'inégalité triangulaire pour la norme euclidienne de R™).
Faisant N — co, on obtient : (A + B) < 0(A) + o(B) < oo, etdonc A+ Be H. ¢
Remarque : On peut aussi raisonner ainsi : une base hilbertienne (e, ) étant choisie, A € H
signifie (||Aen)||) € €2 et o(A) = ”(||A(e,,)||E)”l_,2 ...ce qui revient 2 considérer qu’un
espace de Hilbert séparable s’identifiec — via le choix d’une base — & £2.

Clairerent O € H, et o(0g) = 0.

Donc H(F) est un sous-espace vectoriel de £{E). Evidemment, #(E) contient toutes les
applications linéaires de rang fini. ¢

o estune fonction H — R, vérifiant 6(AA) = |No(A), 0(A+B) < o(A)+0(B), o(0) = 0,
on vient de le voir. oo

D’autre part : 0(A) =0 => Y [|A(en)|? =0 = Vn e N*: Afen) =0;

n=1

A € L(F) nulle sur tous les éléments d’une base hilbertienne (donc d’une famille totale) est
nulle : A = Og.

Donc o est une norme sur H(E). ¢

5)o(A) = 3 |Alen)2 = 3 A ()2 Poi: A € H —s A* € Het o(A%) = o(A)
n=1 m=l1
(fini ou oo).
Soient A € Het B € L(E): - -
(B o A)(en )|l < [IBlleery-llAlen)] = 21 (B o A)(en)lI? < | Bllege- 2 | Alen)lI?

n=l1
dou: BoAeH,et:0(Bo A) <||B|gE)-o(A). +

A présent : A* € H, d’apres ce qui précede, et B* € L{F) => B* o A* € 'H, puis :
(B*o A*y* = A* o B* = Ao B€ H,eto(Ao B) < ||B|cm.c(A).

H(E) est un idéal bilatére (i.e. a droite et 2 gauche) de I'anneau L(F). C’est aussi une
sous-algebre. ¢
Nota : Ce n’est pas en identifiant 4 2 £2 qu’on peut trouver les propriétés « multiplicatives » de
H . . . Se méfier des grands théorémes de structure, et ne pas leur faire dire ce qu’ils n’ont jamais
dit!

Si A,B € H(E) : o(Ao B) < ||Allgr)-0(B) < o(A).o(B), par 3). ¢ est une norme
multiplicative d’algébre (non unitaire). ¢

6) Démontrons que I'e.v.n. (H(F). o) est un espace de Banach. Soit ( Ay, ) une suite de Cauchy
d’éléments de H relativement a la norme o.

L'inégalité || Al z(x) < o(A) prouve que (Ag) est aussi une suite de Cauchy pour la norme
(induite sur H) || - [|z). Comme E est complet (Hilbert), il en est de méme de £(F) : donc
(Ax) converge dans (L(E), || - ||c(x)) vers un A € L(F). Il nous reste 2 prouver que A € H et
que 0(Ax — A) — 0.

n—oc

(Ax) de Cauchy pour 0 = (Ax) bornée pour o : IM réel > 0, Vk : 0(Ax) < M.
Soit (e,) une base hilbertienne. 0(Ag)? = > || Ar(en)||2 < M2.

n=1

N
Donc, Vk € N*,VN € N* : 3 || Ak(e,)||? < M?; la continuité de || - ||2 (pour || - ||) et le fait
n=1
que I}im | Ax(v)]| = || A(»)|| pour tout v € E permet de déduire que :

N e
VN €N : 3 A2 < M2 = 3 [|Aen)]|2 < M2, etdonc A € H.

n=1 n=1
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Ensuite : limy 0,00 0(Ap — Ag) =0 = lim (A, — A) =0, et,donc : I}im (Ag)=A
pﬂm —00
pour la norme o. ¢
7) Il est facile de vérifier, a I’ aide de ce qui précede, que :
(A, B) € H x H > [A|B] := 3 (A(en)| B(en))

n=1
définit un produit scalaire sur H, tel que [A|A] = o(A)2.
I’identité de polarisation: [A|B] = 1 ([0(A+ B)|2—[o(A— B)]Q) permet de voir que [A| B]
ne dépend pas de la base hilbertienne choisie pour le définir. ¢
[4*|B*] = {([o(A* + B2~ [o(A* — B*)?) = §(lo(A+ B)*|> ~ [o(A — B)]?)
= L{{o(A+ B)? — [o(A— B)P) = [ B], car o(A%) = o(A).
Les autres égalités sont triviales en partant de la définition de [-|-]. ¢

o

8) A(u) = Y. aum(ulem)fim ;etdonc:

oo m=1

A(e") = Z am(enle-m)f-m = anfn - ”A(Cn)“ = |an|. D’ou:

m=1 oo [e)
AeH<= Y |A)|? = D |an|? < 0o <= (an)n € £, et :
n=1

o " 1/2
a(A) = (X lan®) " = [l(am)alle. ¢
n=1
Conséquence : les normes o(-) et || - || z(z) e sont pas équivalentes sur H, car on sait (Probleme
1) que || A|l ey = [|[(atn )n||es, et les normes || - |9 et || - || ne sont pas équivalentes sur £2.

H n’est pas fermé dans L(F). Soit en effet B(u) = Y <=(ulen)en ;

n=l1

N
B € L(E) car (J=) € £°, mais B ¢ Hcar (J;) ¢ €1 Bn(u) = 3 J=(ulen)e, définit
n=1
Bn € H, car By est de rang fini, et Iziim (Bn) = B pour lanorme || - || (g
—oo'
On peut aussi écrire que Idg(u) = bliim > " (ulen)en : I'argumentation est la méme. ¢
0 p=1

Les éléments de H(F) sont appelés opérateurs (i.e. applications linéaires continues) de
Hilbert-Schmidt.

PROBLEME 3

Opérateurs de décalage

Soit (E, (+|-)) un espace de Hilbert réel , de dimension infinie, séparable, et soit
(e1,€2,...,€n,...) une base hilbertienne de cet espace.

1) Démontrez qu’en posant A(e,,) = e, 1 pour tout n > 1, on définit un unique
A € L(E). Démontrez que A est une isométrie. Caractérisez Im(A) et démontrez que
c’estun fermé de E.

2) Déterminez B = A* (I’adjoint de A). Calculez || B||. Etudiez Ker(B) et Im(B).
Démontrez que E = Ker(B) @ Im(A). Calculez Ao Bet B o A.

3) Pour tout k entter > 1, on considere les applications linéaires continues

A = A* = Ao Ao ---0 A [k fois], et B, = B*. Etudiez pour A et By les
mémes propriétés que pour A et B dans 1) et 2).

4) Etudiez pour tout u € E la convergence des suites (Ax(w)) et (Br(u)).
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CORRIGE DU PROBLEME 3

1) Soitu € E:u= > (ule,)en. Si A € L(F), Aest déterminé de fagon unique par :
n=1
A(U) Z(U|en)A(€n) = Z(U|€n)€n+1 = hm [(U|€1)€2 + -+ (ulew)en+1]
-1 n=l
N
Réciproquement, A(u) = hm Z (u|en)eny1 (en norme dans F) définit un opérateur linéaire

A et: || A(u)]* = Z(ulen)2 ||u||2
n=1
A est donc une isométrie linéaire de F dans F : A est par conséquent continue de norme 1 et

injective, Ker(A) = {0}. ¢
Remarque : Si 1’on identifie F 2 £2 2 I'aide de la base hilbertienne (e, )., A opere de la fagon

: 2.
SOvAR SUC LT A i) = (06,6 )

Soit ¢ définie par p(u) = (ule)) 1 p € E', er:
Ker(p) = adh([(es, €3, .- ., €n,...)]) = Im(A) = {u € E / (ule1) = 0} ; p est continue et
Im(A) est fermé dans F. ¢

2) B= A* <= Yu € E,Vv € E: (A(u)|v) = (u|B(v)). Pour tout n > 1, on doit donc

avoir (A(en)|v) = (en|B(v)) = (en+1|v).
Donc : (B{v)|e1) = (vles), ..., (B(w)len) = (v|ensr),... =

Y€ E: B(v) = I\IIi‘r)rclm[(v|eg)el + -+ (vlew)ens] = i(v|en)en‘1.

n=2
Autrement dit : B(e;) =0et Be,) = e, pourn > 2. ¢
Remarque : Si I’on identifie F 2 €2, via (e, )., B opere de la fagon suivante sur £2 :
B(&1, 8oy - - 6ns--) = (62,63, Gns o)
B e L(E) (cours : A € L(E) = A* € L(F)). Blv) = 0 < v = e, ol
X € R: Ker(B) = [e1] est fermé dans E car de dimension finie 1. Clairement B est surjective :
Im(B)=F -
1 B()|* = Z(vlen)2 [0]* — (vler)? < Jlvll; donc || BJ| < 1.

Soit K = {v € E/ lv] = 1et (v]le)) =0} ; Vo € K - ||B(v)|| = ||v||, 1a norme — atteinte
sur B(0,1] —vautdonc 1: ||B|| = 1.
Nota : on pouvait s’y attendre, puisque || A*|| = || 4] (cours).

Notons que B est une isométrie sur [e1|* (isométrie dite « partielle »).
a1 ¢ Ker(p) = E =Ker(p) @ [e1] (cours) = Im(A) @ Ker(B). ¢

(Ao B)(v) = A(Z(Ulen)enﬂ) Z(Ulen)en =v—(vler)er

= (IdE — Pe)(v) = P[,21 1('[})
ol Ple;) (resp. P, ;1) est la projection orthogonale sur [e] (resp. [el]*) :
A [e] B = P[el]i R J

(BoA)(v) = B(il(ﬂen)enﬂ) = i(ﬂen)en =v=Idg(v): BoA=Idg. ¢

o
B estinverse a gauche de A (<= Ainverse 2 droite de B), mais A n’a pas d’inverse 2 droite.
o o

3) Nest facile de voir que : Ax(v) = Y (ulen)ensk, etque: Br(v) = 3. (ulen)en «- Soit,

n=1 n=k+1
en identifiant F 2 €2 via (e )y :
Ak(£1,£2,---,£n,---) = (07'-')07511521"-15111---) [k fois OaUdébuﬂ’et:
Bk(&l)&?)-")gna"') = (£k+1)£k+27"')£n)"')'

|A()]12 = 3 (v]en)? = ||v]|? : A est une isométrie.

n=1
Im(Ag) = Ker(ip) N--- N Ker(pr) ot pi(u) = (ule;) ; intersection finie de fermés, Tm( A)
est fermée. ¢
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B;; est surjective (évident) et Ker(Byg) = [(ey, . - ., ex)| de dimension finie donc fermé. ¢

E = Ker(By) @ Im(Ax) = [(e1, - - -, ex )] @ adh([(ex+1, - - )]) (facile). ¢

By o Ay = Idg (facile) et Ap o By = Idp — P[el, ex] = 161 1 (facile). ¢
B, = B est 'adjoint de A = A;. Prouvons par récurrence que Elk est I'adjoint de Ag. Si
B, =Aj,ona:Vue E\Yve E:
(Ar1(w)v) = (Ak 0 A(u)lv) = (A(w)| A4 (v)) = (Alu)|Bu(v))

= (u|A* ) Bk(v)) (u|B o Bk(v)) (u|Bk+1 (v))

d’oti: Bry1 = Ay, (onauvrait aussi pu appliquer directement la formule donnant I adjoint d’une
composée). ¢

HVu € E: |Be(w)|2= Y. (ulen)? — 0 le reste d’une série convergente tend vers 0.4
n=k+1 — 00

Ak sp () — Ax()l|? = [| Aksp() ]2 ~ 2(Arsp(w)| Ar(w)) + [|Ax(2)]?
= [lull? = 2(Ap(w)| A% 0 Ak(w)) + llull? = 2llull® — 2(Ap(u)lu) (car
A, 0 A, = Idg) quantité qui ne tend pas vers 0 quand k£ — oo, sauf si v = 0.
(Ak(u) n’est donc convergente que si © = 0. On vient en fait de montrer que 1’ application
* : A — A* n’est pas continue pour une certaine topologie dont nous ne parlerons pas ici. ¢

Les applications A, B sont appelées (on voit bien pourquoi) « opérateurs de décalage ».

PROBLEME 4

Un calcul de distance

Soit (E,(-|-)) un espace de Hilbert réel séparable, et soit (€n)n>1, une base
hilbertienne de E. On pose : A = {(1 + 11—9)6;, / pentier > 1} et A, = AU {—e,},
pour . entier > 1.

1) Soit u € E. Démontrez que d(u,A) < +/[luZ+1, et en déduire que
nli_{r;o d(u, A,) = d(u, A).

On considére & présent le sous-espace métrique F' de E défini par :

F:={0}UAU{—e, [ nentier > 1}.

2) Déterminez la boule U = B(0, 1] relative 4 I’espace métrique F.

Calculez d(A,, U) et d(A.U). A-t-on Jim d(An,,U) =d(U, A)1?

CORRIGE DU PROBLEME 4

VP> 1:dw,4) < Jlu—(1+ Bepll = 1/lull2 — 20+ H)ulep) +(1+ L2
Faisons tendre p vers I'infini. On a lim (u|e;) = 0 (coefficients de Fourier), et en verm du
pPooo

principe de prolongement des inégalités : d(u, A) < \/|lu|>+ 1. ¢
On sait [Exercice 3.3 du chap. 1] que d(u, X UY) = min{d(u, X), d(u, Y)}. Donc :
d(u, An) = min{d(u, { —en}), d(u, A)} = min{|lu — (~en)||, d(u, A)}
— min{|lu -+ en |, d(u, A}}

lu +enll = Vllull* + 2(ulen) +1 — \/llu|? + 1.
D’autre part il est facile de vérifier [car min{s, t} = is+t—|s—t]lquesi(an) — aet

(Bn) —» Bona: lim min{an Bn} = min{e, B

Donc : hm d(u A )—nun{\/||u||2+ 1, d(u, A)}, et &’ apres ce qui précede :
llm d(u An) =d(u, A). ¢
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U =Bp(0,1]={ue F /du0)=|u| <1} ={0}U{—en/n>1}
Bien remarquer que F' étant un sous-espace metrique, sa distance est la distance induite par

celle de E, i.e. d(u,v) = ||u — v|| = /(v —v|u—wv).

En particulier, on a dans F : lim d(u, A,) = d(u, A) comme dans F.

d(An,U) = 0 pour tout nn car —e, € A, NU.
Toujours d’apres 1"Exercice 3.3 du Chap. 1: d( A, U) = min{d({0}, A), d{—en / n > 1}, A)}.

d({0}, A) =infyz [[(1+ Fepll = infpmn(1+ ) = 1.
d({—en / n > 1}, A) = infrz infps) [len + (1 + %)ep”
= infa>) infpsy \ﬁ +2(1+ %)(enlep) +(1+ %)2
Sin=pona:infys \/1+2(1+%)+(1+%)2 _o

etsin £ p:infpe /14 (1+5) = V2,

donc d({—en / n > 1}, A) = min{V/2, 2} = V2.
Finalement : d(A,U) = min{1, \/i} = 1. On n’a donc pas lim d(A,,U) =d(A,U). +

PROBLEME 5

Un espace de Hilbert et son dual

On rappelle que £ est I’espace de Hilbert des suites de réels x = (&,),>1, vérifiant

(e o] (e o]
3" €2 < 0o ; le produit scalaire est : (z|y) = Y. &,.7n, et la norme associée est :

n=1 n=1
=l = 'S €2, Lafamille (e,),n > 1,00 e, = (0.0....,0,1.0,...) [1 2lan-iéme
n=1

place, 0 ailleurs] est une base hilbertienne de 2.
Soit E I’ensemble des suites de réels z = (&1,&z,---,&n,--.) = (€n)n telles que
o] 52 . 2
nZ::l ;L% < 00, i.e. telles que (%)n ef”.
1) Démontrez que P c E, et donnez un exemple de suite de E n’appartenant pas &
£*. Démontrez que E est un espace vectoriel réel. Pour x = (§,) € E,y = (.) € E,

on pose: [aly] = 3 == et [[a]] = /fafa].
n=—
2) a) Démontrez que (E, [|-]) est un espace préhilbertien réel. Sur £*, les normes
|| - || et [[]] sont-elles équivalentes ?

b) On définit V : ’? S E par V((£n)) = (n.&n)n. Démontrez que V' est une
isométrie linéaire surjective. Déduisez-en que (E, [-|-]) est un espace de Hilbert réel.

[e,}
Soit F C £? I’ensemble des suites 2 = (¢,) telles que Y~ n2.¢, < oo.
oo n=1
Pourz € F,y € F,onpose: {z|y} = 3 n2.& .1, et: {{z}} = /{z|z}.
n=1

On définit U : F — £ par : U((£,)) = (n-6n)n-
3) a) Démontrez que (F, {-|-}) estun espace de Hilbert réel etque U est une isométrie
linéaire surjective.
b) Démontrez que (—,}—Len) est une base orthonormale de (F, {-|-}).
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4) a) Démontrez qu’il existe une isométrie linéaire surjective du dual topologique
F'de F sur E.
(e o]

Indications : 3 a = (e,) € F, faites correspondre o telle que p(z) = 3 a,&, pour
n=1

tout z = (£,) € F; et posez f(a) = . Inversement, & ¢ € F”, faites correspondre
9(v) = (p(en)) € E [utilisez 3) b)]

b) Exprimez I’isométrie de Riesz J : F — F”, ainsi que son inverse, en fonction
des applications U, V, f, g.

CORRIGE DU PROBLEME 5
o0 o0 2 o0
D () el = Zgﬁ<ooetz% <3 & <oo;doncl?C E. ¢
n=1 n=1 n=1 oo
La suite 2o = (1,1,...,1,1,...) n’appartient pas & £2 (!), mais > %; = 1r621 ,etdonc
n=1

Xg € E. e
I’ensemble de toutes les suites, i.e. des applications N* — IR, est un espace vectoriel réel S ;

il suffit donc de prouver que F est un sous-espace vectoriel de cet espace S.
Soient z = (&,) ety = (7),) dans E. Montrons que £ + y = (§, +7,) € F, i.e. que :

00 2
Z gé-n +77n2 < o0,
n
Mais, pour tous réels : n=l1

2, 32
(a +b)? = a? + 2ab+ b? < a? + 2|a|.|b| + b? < a? +2a—%b +b% = 2(a? + 1?),dob :

o0 2 [ o 2
> Sg"—:;ﬁl‘-L <23y B+2 > %5 < 00, ce qui est le résultat cherché. ¢
n=1 n=1 n=1

Trivialement, VA € R,V(£,) € E: M&x) =(X,.) € E. ¢

o) 00 00 2 00 2
2)a)Soient(§n)GE,(nn)eEzzg”;gﬂ:Z%x%ug & > T <oo
n=1 =

n=1 n=1

[on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les séries], et

(&) ()] = 3 ’;L % définit donc bien un réel. ¢

n=1 oo
Vz,y,z € E : [z + ylz] = [z|2] + [y]2] est évident (propriétés des réels et de > ). ¢
n=1
Vz,y € E : [y|z] = [x|y] est aussi évident. ¢
00 2
[z]a] = Z%%:o — Vi > 1:%5:0 s Vn> 1,6, =0,don:z =0.¢
n=1
Onvient de vérifier que [-|-] est un produit scalaire sur F, et (E, [|-]) estunespace préhilbertien. ¢
Sur le sous-espace vectoriel £2 de E, les normes || - || et [[-]] ne sont pas équivalentes. En effet,
o0 2 o0
ona: [[]]? = 3} %% < 35T = ||=||% soit, Vz € £ : [[z]] < ||z
n=1 n=1
existe C > Otel que Vz € £2 : ||z|| < C[[«]]. Soitz, = (1,1,...,1,0,0,...) € £[p>1,p
fois le nombre 1, puis 0]. P L y
Vp, onaurait: ||z,||2 =p < Cl[z,]]2 = C Y %{ < C%-, ce qui est impossible. #

n=1

b) On pose V' (({n)) = (n&,) pour wut (§,) € £2. V est bien 2 valeurs dans F, car si

AR SRC YD 3P
n=1 n=I1

Que V est linéaire est évident. ¢
V est isométrique car

Vo = (&) € £V (eI = 3 5" - 3~ e

n=1

; mais supposons qu’il

% soit [V (@)]] = [l]]. ¢
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V est surjective : en effet. si (1, ) € E, considéronps 1a suite définie par ¢, := 3]# 1 (6) € 22

o) [e) 2
car Y (=13 7;7;% <00, et V((¢a)) = (n-2) = (). ¢
n=1 n=1
Puisque £? est un espace de Hilbert (i.e. est complet, C’est du cours), et puisque #2 est
isométrique a3 F (V bijection linéaire et isométrie), E est complet, et est donc un espace de
Hilbert. ¢
3) a) Remarquons que F est un sous-ensemble de £2, carsi (£,) € F':

3> <3 nP€k < oo. Ondémontre ensuite, mutatis mutandis dans 1) et 2), que F' estun sous-
n=1 n=1
espace vectoriel de E (ou de £2, comme on veut), et que (F, {-|-}) est un espace préhilbertien.
Notons que les normes {{-}} et || - || sur F ne sont pas équivalentes (montrez-le).

De manigre similaire a ce qui a été fait dans 2). on démontre que :
U:F—2&)~U (({n)) := (n&,) est bien définie, linéaire, surjective, isométrique. Par
conséquent, (F, {-|-}) est un espace de Hilbert. ¢

7
b)Clalrement—EGFet{eﬂ 1} =0pourp £ q. {{ ”}}—1/ = 1. Donc, la famille

(&2 est orthonormale. ¢
Demontrons qu'elle oonsntue une base orthonormale de F'.

Soitz = (£,) € F < Zn2§n < o0,

{{(&1, - &y ) — (s - ,§m S ={{0,0,0,60, 0} = Y PPEL
p=n+1
et ce dernier terme tend vers 0, quand n — oo, comme reste d’une série convergente.

On peut donc écrire : z = Y £,€,. 0 la série est convergente au sens de la norme {{-}},
n—1
soit: z = Z(rz{n) x & ob (n€,) = ({z|%2}) € £2 (coefficient de Fourier).
-1
Flnalement (9"‘) est une base orthonormale (ou : base hilbertienne) de 1’espace de Hilbert

(F{[})-+
4) a) Démontrons qu’il existe une isométrie linéaire surjective « naturelle » de F’ sur E, ce
qui nous permettra d’ ¢ identifier » ces deux e.v.n.

Soit a = (a,) € E, et posons pourtout z = (€,) € F : o(z) := Y tnén-
n=1

Z anén = Z(—”‘)(n{n) < Z —5" Z n2€, < oo (inégalité de Cauchy-Schwarz pour

n=1 T n=1

les séries) : donc (,0(.'):) eR.

I est facile de voir que o est linéaire.

L’inégalité ci-dessus montre que : |¢(z)| < [[a]].{{z}}, Cest-2-dire que p est continue de
norme < [[a]]. En d’autres termes ; ¢ € F’

On peut donc définir une application f : E — F', a — f(a) 1= ¢ = @q. Il est facile de voir
que f est linéaire.

So1t maintenant ¢ € F”. On a vu dans 3) b) que tout = G F s’écrit, d’'une maniére unique :

z = Z -2 2 (Cn) € £2. On a (yp continue) : p(z) = (Z 2 ) = i(ﬂw(%)'

n=1

Posons a, := ¢(<&). Montrons que () € E :
o] < llell {{}) = llell = Z < llell’ Z

On a donc défini une application g : I — E, p > a := (ap), 0 an (S e")

Il est aisé de prouver que f et g sont deux applications inverses I’une de l’ autre (alors g est
linéaire). Reste a prouver que f ou g est isométrique, et on aura terming.

£ (@' = llgall” < [[all, onTa vu.
D’autre part :

[all = 50Periaso LS > (5 ante) (52 n7€2) ™" pourtoutz € 1\ {0},

n=I1 n=1
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Ecrivons que 'on a : (Z Onn) (Z 252) = [[all = 4/ i %gk si et seulement si I’on
n=1

n=1

o0 00 3] 2
azzané-n:;gnun{n ZI%E"‘}ZITL?{"

On voit qu’il suffit de prendre &,, := =% pour assurer cette égalité ;

2 i )
(&)GFCﬂri;TlQ(n) =zn 2 <l x -

n=1

Q

= [[a]], et f est une isométrie. ¢

b) Déterminons 1'isométrie de Riesz J : FF — F’ en utilisant les applications U, V, f, g.
Considérons I’application K := V o U F-¢2 >E, (£n) — (n2€,).

Vy = (m) € F: (f[K@)]) () = Z(n2§n)?7n = 3 % = {aly} = [J(@)](y) (par

n=1

définition de J et pour le premier =, v01r a))
Soit: J=foK = fOVoU.Evidemrnent:J‘1 =U oV 3of1l=U"1oV1og.e
Si I'on part de 'espace de Hilbert (F,{-|-}) C £, on voit qu’on est obligé de sortir de
£2 pour trouver un espace de Hilbert assez grand, (F, [-|-]), qui soit isométrique 2 F’ ; et on
voit que I'isométrie de Riesz est une application relativement « compliquée » (en gros, c’est

(6n) = (n%6n)).

11 est plutot imprudent de dire qu’un espace de Hilbert est ¢ égal» a sondual . . .

PROBLEME 6

Un contre-exemple sur la projection orthogonale

Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert réel séparable, de dimension infinie. Soit
(eo,€1,€32,€3,-..,€n,...) une base hilbertienne de E, c’est-2-dire une suite orthonor-
male et totale de E. On considere les sous-espaces vectoricls suivants de E :

F={u= Z Anéen / ¥n pair : A, = 0},

'IL

G={u= Z An€n / ¥ impair : )\, = 0}.

n—0
1) a) Démontrez que F et G sont fermés dans E et sont orthogonaux. Donnez une
base hilbertienne de F et de G.

On note [eg] = R.ep le sous-espace vectoriel engendré par eg.

b) Démontrez qu’on a les résultats swivants, ou les sommes directes @ sont
topologiques :
E=F®G®leo), F1 = G&[eo], G = Fleo], (F®G)L = [eo], [eo]t = FOG,
([eo] ® F)t = G, ([eo] ® G)* = F.

2) a) Explicitez les projections orthogonales P, Pr, Fo, Prgc par leur valeur

suru= Y, Apén.
n—0
On pose : w = €g + Z e
b) Calculez : d(w [eo]) d(w F), d(w G).
1 1 i

O 11 t
(On rappelle que nz—:l —6— et que Z Ny —8r)

Vérifiez que d2(w, F) + d%(w, G) = ||w]|? + 1.
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Onpose: H = [w, €1, €z, €3, - - .,€n, - - .| (espace vectoriel engendré par les vecteurs
entre crochets), et X = FNH, Y =GNH.

3) a) Démontrez que tout vecteur v de H s’écrit :

P e8]
U = A€o + Z An€n + Ao Z %en,
n=1 n=p+1
ol p € N*et )\, € R. Démontrez que H est partout dense dans E.
b) Déterminez adh X et adhY parrapporta Feta F.
Déterminez I’ orthogonal par rapport a I’espace préhilbertien H des espaces X et Y.
Démontrez que d2(w, X) + d%(w,Y) > ||w||2. Ce résultat contredit-il un théoréme
du cours 7 Pourquoi ?

CORRIGE DU PROBLEME 6

1) a) On applique a 'espace préhilbertien F' le Théoréme 1.1 du Chap. XIX, point (1.5)
<= point (1.7) : F est'adhérence de 'espace vectoriel engendré par (er, es, - . ., €3n11, - - -)-
Donc F est fermé. De plus (e1, €3, ---, €11, - - -) €St une base hilbertienne de F. De méme
G = adh([ey, es, - - -, €9, - - -]) est fermé, et (ez, €4, - - -, €on, - - -) €SL une base hilbertienne de
G.e
Par conséquent F et G sont des espaces de Hilbert, car fermés dans F complet. ¢

D’apres le méme Théoreme, point (18),sive FetveG:u= Z A2741€20 41, €L
n=0

V=) toneon, d’0b : (uv) = Z Antin, = O car si n pair \,, = O et si n impair p,, = 0.
n=1 =0
Donc F et GG sont des sous—espaces orthogonaux de F. ¢

b) Puisque (€5, )n0 est une base hilbertienne de £, tout u € E s’écrit de maniere unique :
u= Z An€n = Xo€o + Z Mons1€2ns1 + D Aon€on,
o =0 n=1

ou Agep € [eo] Z )\2,1_;.162"_;.1 e Fel Z )\2,162" e @q.
=0 =1
D’ autre part [eo] NF = {0} = [e] ﬂ G=FnNG.Donc: E = [eg] ® F @& G, et cette somme
est directe topologique d’apres le Théoréme 4.2 du Chap. XVII ([eg], F', G sont complets). ¢

D’aprés ce méme Théoreme, on a les résultats suivants concernant les orthogonaux :

FL = [eo] eG;Gt = [60] & F; (FGBG')l = [60] [eo]l Fo G, ([Go] GBF)l
(leo] & G)- = F. o

2) a) Soit u = Z Anéen- Dapreés les formules (1.9) du Chap. XIX on a immédiaterent :

n=>0
Feg) (1) = Aoeo 5 Pr(u) = > Aonr1€amst s Pe(u) = D Aeneon s Proc(u) = > Anen. ¢
n=0 n=1 n=1
b) w :eo-l—z %en.
n=1
[d(w, [ea])]* = [|w — Pegj(w)||* = [le0 + Z men —eol> = || Z Leal?=3" T—:le
n=1 n=1 n=1

(on a appliqué I’égalité de Parseval et la définition de la projection).

Donc d(w, [eg]) = %

[dw, )P = llw = Pe(w)|[* = lleo + 3 fren — 3 gremll” = lleo = 3 gy eomsall

n=1 n=1 n=0

143 oy

. _ 1 — ./ i
DODC.d(w,G)—\/l-FnZ:Om— 1+—8—.0
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o0 1 o0 o0
[d(w, F)]? = ||w — Pp(w)|> = |leo + 2 T7€n — g W{T—T@"“”? = |leo — ,f:.l %6271”2

1 2
—1+Z(—2n—)5—1+1 &

Donc : d(w, F) = \/1+§Z.

o0
D autre part : [[w]? = [leo + 3 Lea|? =1+

n=1

1 2
+ i .
_2 3_

iMs

Finalement : ) ) ) )
d*(w, [eo]) + *(w, F) + &(w,G) = T + 1+ T + 1+ 55 =2+ 2% = 2|w|.

2
P(w, F) + d(w,G) = 14+ 1+ T =1+ [lu|. ¢

3) a) Soit u € H, u s’écrit ;
u=w+ Zp:lunen = Aeo+>\i%en+zp:1unen =Adep+ A il%en-k Zp:l(%-kun)en-
n= n= n= n=p+ n=
11 suffit de poser A = Apet A, = %—i—un pourl <n<p. ¢
Puisque E est un espace de Hilbert, d’apres le Corollaire 4.1 du Chap. XVII :
Hdensedans F <= ([Vu € H : (u|v) =0] = v=0).
Soit donc v = Z £qe, €E.

n=0
Vue H:(uv)=0 = VYn=>1: (en|v) & =0 = v=o.e.

Faisant u = w € H : (w|v) = (eo + Z nenla ey) =0 =a. Dot v = 0. Donc H est dense
=1

dans E. En particulier H+ = {0}. ¢

b) Puisque X contient tous les eg, ;1 (C’est le sous-espace engendré par ces vecteurs), X est
dense dans F qui est I’espace fermé engendré par ces vecteurs ; d’ ailleurs, comme F' est fermé
dans E : adhg(X) = adhp(X) = F. De la méme fagon : adhg(Y) = adhe(Y) = G. Par
contre, adhgy(X) = adhp(X)NH = FNH =X ;etadhy(Y)=Y.¢

Notons (X*)g T'orthogonal de X par rapport a 'espace préhilbertien (non complet !) H ;
u€ (X )y = VzeX:(uyz)=

o0
Comme u € H, on peut I’écrire u = Aeg + Z Anen + Z %en.

n=1 n=p+1
En faisant ¢ = eg, €9, . . ., €201, - -, il Vient :
(ule1) = 0= X, ..., (uears1) = 0 = Aoy pour 2k +1 < p;pourk € Ntelque p+ k

impair, on a (u|epx) = 0= I%E = A=0.

Donc u = Y. Menes, € Y. La réciproque est évidente, et donc : (X*)g = Y. De
2<n<p

méme : (Y1)y = X. Par conséquent, X et Y sont deux sous-espaces vectoriels de H qui

sont mutuellement orthogonaux dans cet espace. ¢

Le calcul de d(w, X) est facile car on sait que d(w, X) = d(w, adhE(X)) [formule (3.14)
du Chapitre I]; ona donc : d*(w, X) + d*(w,Y) = 1 + ||w||? comme cela a éié calculé dans 2)
b). On a donc en particulier d?(w, X) + d*(w, Y) > |lw||2

Cela peut sembler contradictoire avec les résultats sur les espaces mutuellement orthogonaux
donnés par le Théoréme 4.2 du Chap. XVII, en particulier avec la formule

lwll? = [Px(w)lI* + | Px1(w)|* = llw — Px1(w)l* + [lw ~ Px(w)|]* - ...

En fait il n’y a (heureusement !) pas de contradiction : on vient simplement de montrer, par
un exemple, que le Th. en question ne peut pas étre éiendu a des sous-espaces non complets.

Notons d’ailleurs que les projections Px (w) et Py1(w) du Th. n’existent pas. ¢

Ce contre-exemple est di 2 Michel Valadier (Univ. de Montpellier).
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PROBLEME 7

La base hilbertienne de Haar

Soit E I’ensemble des fonctions v : [0, 1{ — R qui sont : bornées, réglées (i.e. limite

uniforme de fonctions en escalier), continues a droite en tout point de [0, 1.
Nota : siu € F, I'intégrale fol u(t) dt existe car u est intégrable au seps des fonctions réglées
et bornées, ou bien car u est intégrable au sens de Riemann. I.a connaissance de I’'intégrale
de Lebesgue n’est pas nécessaire. Mais le cadre le plus naturel du probléme serait 1'espace de
Hilbert L2(0, 1).

1) Démontrez que la fonction (u,v) € E x E — (ulv) = fol u(t).v(t) dt est un
produit scalaire sur E. Onnotera | - || 1a norme associée & ce produit scalaire. Démontrez
que I’espace préhilbertien (E, (-|-)) n’est pas un espace de Hilbert.

Indication : on peut utiliser le «sinus des topologues » w : t +— sin(1/t).
On définit une suite (un)n>0 d’éléments de E de la maniére suivante :

uy est la fonction constante égale a 1 sur [0, 1[.

Pour nn > 1, soit 7 le plus grand entier > O tel que 27 < n [i.e. que r est défini par :
2" <n <2 etsoitk :==n— 27 (0 < k < 2" — 1]. u,, est définie par :

un(t):=%  pourt e [y, 2],
Un(t) := —% pourt € [22—’,6._151-, 22—'f._J|f—12-[

Un(t) =0 partout ailleurs dans [0, 1]

2) Démontrez que (uy, )n>o est un systeme orthonormal dans (E, (-]-)).

Indication : il convient de bien comprendre comment sont construites les u,,, avant
d’effectuer tout calcul. N’ hésitez pas a dessiner, les uns au dessous des autres, les
graphes (trés simples) des u, jusqu’dan =15 (le. r =0,1,2,3) ...

3) Soit, pour tout n > 0 fixé, F;, le sous-espace vectoriel de F engendré par
Ug, U1, - - - , Un. Démontrez que pour tout v € E, et pour tout n, il existe v, € F,
unique tel que : ||[v — v, || = infyer, ||[v— w|.

4) Pour toutn. > 0, démontrez qu’il existe un découpage de [0, 1[ en n+ 1 intervalles
disjoints, de la forme [a, b[, recouvrant [0, 1|, tels que dans chacun de ces intervalles

toute fonction w de F), soit constante.
Réciproquement, démontrez que toute fonction v constante sur ces intervalles

appartient & F,.
Indication : regardez bien les graphes des u,.
5) Soitv € E et soit v, € F,, donnée par 3). Démontrez que dans chaque intervalle

[a, b ot toutes les fonctions de F,, sont constantes, on a : v,(t) = B l = f:v(t) dt.

6) Démontrez que si v : [0, 1] — R est une fonction continue sur I’intervalle fermé

0,1 ona: v(t) = > (v|un)-un(t), ob la série est uniformément convergente dans
n=0

[0, 1[. Déduisez-en que la suite (un)n>o est totale dans (E, (-|-)), ie. que (u,) est

une base hilbertienne de E. On admettra que 1’ensemble des restrictions a [0, 1] des

fonctions continues sur [0, 1] est partout dense dans (E, (-|-)).

CORRIGE DU PROBLEME 7

1) Puisque u et v sont réglées et bornées sur [0, 1], I'intégrale fol u(t)-v(t) dt a un sens et
définit un nombre réel (méme argument avec I’ intégrale de Riemann, si vous préférez celle-ci).
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La fonction (u, v) +— (u|v) est bilinéaire parce que I'intégrale (an sens des fonctions réglées ou
au sens de Riemann) est linéaire :

1 1
(ur + uglv) = follul(t) + ug(8)] () dt = fjua(t).v(t) dt + fjua(t).v(t) dt = (u1|v) + (uslv),
etc. La symétrie est évidente.

Vue E: (u|lu) = fol [u(#)]2dt > 0 est une propriété de I’intégrale.

(ulu) = 0 = wu = O sur [0, 1] n’est pas évident. Mais il suffit de recopier la solution
de I'Exercice 3.1 du Chapitre II en changeamt I'intervalle [0, 1] en [0, 1] et en considérant des
fonctions continues 2 droite sur [0, 1[ au lieu de fonctions continues :

Vi € [0,1[,Ve > 0,3 > O, VE € [0, 1] : t € [to, b0+ 7] = |u(t) —ulty)| <e...

Finalement, (u, v) — (u|v) est un produit scalaire sur E qui fait de F I’espace préhilbertien
(B, (). +

Cet espace préhilbertien n’est pas un espace de Hilbert, i.e. n’est pas complet.

Considérons en effet la fonction w : ¢ — sin() définie et continue sur |0, 1. La suite (1),,>1,
est positive et tend vers 0, mais (sin(n)) n’a pas de limite quand n — oo (Chap. IV, Lecture).
Donc w ne peut pas €tre prolongée en t = O par une fonction continue 2 droite : w ¢ E pour
n’importe quelle valeur donnée en ¢ = 0, par exemple w(0) := 0.

Considérons la suite de fonctions : w,(t) := 0 pour t € [0, 1/n[, w,(t) = w(t) pour
te[1/n,1]: w, € E pourtout n > 2.

Cette suite est de Cauchy dans (E (4 )) Soienteneffet g > p:

llwp ~ wqll2 = f [wp(t) — wy(£))? de
= [ 10— 0P dt+ [P0 —w(t)]de + [}, fuw(t) —w(t)] dt
= fl [w(t)]2 dt Slsin(z)|<1 ( - _) — 0.

DP.g—00
Supposons que (w,, ) Soit convergente vers v € F : fn [wa(t) — v(t)]? dt — O
On aurait : f3/" () dt + [, [w(t) — w(e)Pdt — 0.

Mais v bornée — fo/"[ (®)])2dt — 0.D’our: fl/ [w(t) —v(t)]2dt — O, et:
fo [w(t) — v(#)]2dt = 0. D’apres la démonstration du fait que (-|-) est un prodmt scalaire :
v(t) = w(t) pourtout t € [0,1] : d’ov v ¢ F, une contradiction.

11 existe donc dans E une suite de Cauchy non convergente, et F/ n’est pas complet. ¢

2) Dessinez les graphes de wo, uy, - - -, 415 les uns au-dessous des autres, cela prend cing
minutes et vous aidera beaucoup pour y voir clair.

Cela donne en particulier I’idée de poser : u,, = ugrix = Uk, OU T entier > 0 est déterminé
par2" <n< 2Hetotk=n—2"(0 < k <2 — 1). On divise 1a difficulté en considérant
U,k POUr 7 Cconstant, puis en faisant varier 7.

I1 est facile de voir que les w,, sont normés :

luoll2 = f;1dt =1,etpourn > 1:

2k+1 2k+2

1
2 = H2dt=0 2T_+r2*/2)ldt 2T_+r—2*/“dt 0
luall* = [ [ua(t)]*dt =0+ . ( + z“( )o dt +
0 7T Cians

2 2
~[Z42 - 2] - L

Démontrons que (up|ug) = folu,,(t).uq(t) dt = Opourqg > p.

On notera : X(uy) == {t € [0.1] / un(t) # 0}. X(u,) est constitué par deux intervalles
consécutifs.

Sip=2"+ketq=2"+h(0 <k <h <2"),o0naup(t)u,(t) = 0sur [0, 1] et donc
(uplug) = 0; en effet X(uy) NE(ug) =0

Supposonsdoncque p =2" + k(0 <k <2Metq=2°+h(0<h < 2% avecr # s.
r<p<27lea22<g<2! —= <p<g<2t —= r<s+ls0it:r<s;r=s
étant déja traité, on suppose que r < 5. Notons bien que les points de subdivision du découpage
en 271 parties égales sont contenus dans les points de subdivision du découpage en 2°+! parties
égales.

Si 3(ugq) est contenu dans un intervalle ot u,, est constante, on a (up|u,) = 0; en effet :
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o si up(t) = O sur cet intervalle, on a up(t).uq(t) = Osur [0, 1],
esig(t) =27 (ughue) =27 [ )it =
2h+2
28+
o siuy(t) = =272 : (uplug) = -—2"/2/ ug(t)dt = 0.
2h41
28+
11 reste & voir qu’on a bien épuisé tous les cas possibles et que donc (up|u,) = 0 pour tous
P, g avec p < q. Les seuls cas qui pourraient paraitre « litigieux » sont les suivants :
a) %{5—1 est au milieu de ¥(u,), b) 2%—’131- ou %5—2- est au milieu de X(u,).
Mais ces trois cas sont impossibles, pour la m€me raison ; voyons par exemple le premier : on
aurait 2’5,,1"1 L - 2}2;’:1 L — oht1= 2%7(2k 1) et comme s > r, on aurait : entier impair
= entier pair, impossible. Sur le dessin recommandé des graphes ies uns au-dessous des autres,
il est bien clair que ces cas sont exclus. Si g > p : X(u,) est toujours contenu daps un intervalle
oll up est constante. ¢
3) F,, est un sous-espace vectoriel de dimension finie < n + 1, et donc est un espace complet
pour la norme induite (Chap. XII, Th. 2.2). Par conséquent, pour tout nn > 0, tout v € E admet
une projection orthogonale (meilleure approximation) unique vy, sur F;, (Chap. XVII, Th. 3.1) :
Vne NWwe E,Ju, e F,,Vwe Fp: |lv—uva| <|lv—w]|-¢

Remarque : les u,,0 < p < n, sont linéairement indépendantes puisque orthogonales (Chap.
XIX, Exercice 1.1), et donc dim(F,,) = n + 1.

4) Soit n = 27 + k fixé. Les 27+ intervalles de longueur 2,,—1+1- du découpage en 27! parties
égales répondent presque a la question, mais ils sont trop nombreux.

Considérons les intervalles de iongueur 271“- ,jusqu’a [E%f’ 4 [ : au-dessus de chacun de
ces intervalles, toutes les fonctions o, - . . , U, Sont constantes (revenir au dessin !).
Sur [—2%, &4 [, u,, est constante, ainsi que les u, pour 0 < p < n — 1. De méme sur

2k11 2k12
or+1 » gr+l |-

Ensuite, ou bien il n’y pas d’intervalle (k = 27 — 1), ou bien il y en a un nombre pair £ 0. Si
I’on regroupe ces intervalles par groupes de 2 (contigus), on s’ aper¢oit que les u, (0 < p < n)
sont constantes au-dessus des intervalles ainsi regroupés.

$’il n’y a pas dintervalle apres [24, 22| on prend les n + 1 = 27+1 intervalles du
découpage (cas ou k = 27 — 1).

On est ainsi conduit A considérer les (n + 1) intervalles suivants (qui dépendent de n) :

Io = [0 1 L = 1 1 T — [2k-1 _2k Ton. = 2k 2kl
o= |Ugm L= | g b dok1 = [ 557, 59T |h L2k = [ 5740 Gt |
_ [2k+1 2ka2 _ [2k+2 2ki4 _ [2%+4 2k36 _[Ftl_g ortl g
Iy = [’27+T, S [, Dokyo = [5HT ’2751'[, I3 = [’Qr—n—, '{Er[,---,ln—l =[S, Wr‘[
gr+l_g
I = [5Gt
Les n — 2k — 1 derniers intervalles pouvant s’écrire :
kil k42 _ (ka2 K+3 _ [
12k+2 = [T_!"‘——) T[) 12k+2 = [_Q_IT:—) TT"'[:"')IH b [T! 1[-
On a donc trouvé n+ 1 intervalles au-dessus desquels les fonctions uy, . . - , u,, SOnt constantes.

n
SiwekF, :w = Za,-ui,ai € R, on aura donc w constante sur chaque intervaile
i=0
I;,0<j<n.+
Réciproquement, soit x; (0 < ¢ < n) la fonction caractéristique de I'intervalle I; (ie la
fonction qui vaut 1 sur I; et O sur [0, 1[ \ ;). Soit G,, le sous-espace vectoriel de E des fonctions
qui sont constantes sur chaque I; (0< i < n). F, est un sous-espace vectoriel de G,,. Mais
les fonctions caractéristiques sont linéairement indépendantes et en nombre n + 1, et donc
dim(G, ) = n+ 1. Par conséquent : G,, = F,,, ce qui établit le résultat voulu. ¢

5) Soit v, 1a projection de v sur F,,. Notons pour simplifier : I; := [a;, b;[ (1, a;, b; dépendent
bien entendu de n). I; est I’'un des intervalles trouvés ci-dessus, de longueur 271“- ou bien 51?.

un, €st constante, elle vaut v, (a;), au-dessus de ces intervalles (v, € F;,). On veut déterminer
vy, Le. 1a valeur de ces constantes. On a :
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o= vl? = fy (0w de = 3 [0 i)t
(les intervalles sont contigus et disjoints, et leur réunion est [0, 1]).
b;
Posons &; := b;.f u(t)dt:
lv—wn? = [fa [v(®)])?dt — 2f::u(t).un(t) dt + f:_i [vn (8)]? dt]

=0

;) [f [o()]? dt — 2un(as) f “u(t) dt + [vn(as)]? f dt]
= " [ f [v()]2 dt — 2vn(as).(b: — a5).&; + [vna(a:)]®.(bs — ai)]
= 2 l:f“; [v(@)]? dt + (b: — az)-(valas) — &)2 — (b — ai)-f,?] '

Hest clairqu’en prenant v, (a;) := & on minimise le terme de droite (ce qui prouve I’existence
de v,,, indépendamment de 3)). La valeur de v,, sur [a;, b;[ est 1a valeur moyenne de v sur cet

intervalle. Finalement : n 1 b
= zzz;) mfai u(t) dt).u;. ¢
6) On a, puisque (u;)o<i<n €st une base orthonormale de F;, :
VE € [0, 1: va(t) = 3 (v]ua)-uslt).

i=0
On veut : v(t) = Z(v|un) Un () uniformément par rapport a ¢ € [0, 1[. C’est-a-dire :

V6>O AN € N,Vn > NVt € [0, 1] : [u(t) — va(t)] <e.
Mais v est continue sur [O 1], donc uniformément continue :
Ve>0,3In>0,Vs,t€[0.1]:|s—¢| <n = |v(s) —v(t)] <e
Prenons N tel que ?lv < 7. Soitn > N. Soit ¢ € [0,1] : il existe z avec 0 < i < 7 tel
que t € I;(n) (un intervalle de la question 4)). Au-dessus de cet intervalle I;(n) = [a;, b, la
fonction v, vaut (par 8)) : §; = b%az f;:v(t) dt, et donc il existe (théoréme de la moyenne)

0; € L(n) tel que v, () = v(6;).
Ona: |[v(f) — va(8)] = [u(t) — v(6;)| < e. Bt la démonstration est terminée. ¢
Ce qu’on a prouvé, ¢’ est que pour toute fonction v continue sur [0, 1] :
Ve >0,3N.Vn:n> N = [[v— tn|lec = supgeoy [(t) — vn(t)] < e
Et cela implique que pour toute fonction v continue sur [0, 1]
v —vall2 = [ [0() = va ()2 dt < [lv — vall% < €% 500t [0 — val| < e.

Soit : v = Y (v|un).up Ol la série est convergente dans I'e.vn. (E, (-|-)).
n=0
Soit G le sous-espace vectoriel de E constitué par les restrictions 2 [0, 1| des fonctions
continues sur [0, 1]. On vient de montrer, d’aprés le Th. 1.1 du Chap. XIX, que la famille
(tn)nzo est totale dans G (muni du produit scalaire induit par ). Comme G est partout dense
dans E (résultat admis), (u,),>o est aussi totale dans E (évident). Donc, d’aprts le Th. 1.1

o
invoqué ci-dessus, tout w € E s'€crit 1w = ) (w]up).up ol la série converge dans (E, (-|-)).
n=0

Autrement dit, (u, )n>0 €st une base hilbertienne de E. ¢

Nota : que G est partout dense dans F résulte de la depsité de G dans I’espace L2(0, 1) (cours
sur l'intégrale de Lebesgue). Mais on peut aussi démontrer ce résultat de maniére élémentaire.
La famille (u, )n>o0 €st appelée le systéme orthonormal et total de Haar.

Ce type de base, convenablement modifié, donne naissance a des « bases d’ondelettes », une
théorie qui fait I’objet de nombreux travaux actuels.

Fin du Chapitre XIX



CHAPITRE XX

CONNEXITE(S)
Introduction

Ce vingtieéme chapitre aurait plus naturellement eu sa place comme dixi¢me chapitre,
puisqu’il traite d’un sujet de topologie générale : 1a connexité (etnon la « connexion» !).

Cette notion vous sera surtout utile dans les modules de calcul différentiel, d’analyse
complexe, et par conséquent peu importait sa place dans le module de topologie et
d’analyse fonctionnelle.

D’ avoirrenvoyé I’ étude de la connexité en fin du cours présente un avantage pratique :
ce chapitre vient tout 3 fait & point pour vous faire réviser les notions de topologie, a
peu de temps de ’examen final.

Le sujet est plutdt facile (au niveau auquel nous voulons le placer) ; voila un chapitre
de tout repos (enfin, presque).

On a coutume de dire qu’intuitivement la connexité étudie le nombre de morceaux
dont est fait un ensemble, ce qui est assez juste pour les sous-ensembles pas trop
compliqués de R? normé, d’ot 1a possibilité de dessins, dont vous ne devez surtout pas
vous priver.

Mais il me semble que méme 1’idée intuitive de connexe doitintégrer obligatoirement
I’intervention de la topologie.

On dira donc plutdt que la connexité étudie le nombre de morceaux dont est fait
un espace topologique.

En effet un ensemble peut fort bien €tre connexe (= d’un seul tenant) pour une
topologie, et ne pas I’é€tre pour une autre topologie.

Faire trés attention lorsqu’on travaille avec une topologie induite !

Rappelez-vous que si vous dessinez une ligne continue sur une feuille de papier,
cette ligne ne sera plus continue si vous la regardez avec une loupe grossissant 20 fois.

Y’ ai introduit (ce qui n’arien d’original 4 1’heure actuelle) deux notions de connexité :
la connexité par arcs et la connexité « ordinaire ».

La connexité par arcs peut apparaitre comme plus concréte si 1’on oublie (il faut
parfois le faire) I’existence d’arcs « effroyables», comme la «courbe» due a Peano
f:10,1] — [0, 1] x [0, 1] qui est continue et surjective (i.e. qu’elle passe par fous les
points du carré) ; 1a notion est tout de méme bien commode, et s’ avérera utile plus tard
[groupe fondamental et simple connexit€]. La notion de connexité par arcs dépend elle
aussi de maniere essentielle de la topologie choisie [4 cause de la continuité d’un arc,
bien siir], il ne faut pas le perdre de vue.

& Exercices indispensables : 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 2.1 (premigre partie), 2.2 (cas
réel), 3.1, 3.2.
& Exercices complémentaires ; 2.1 (le contre-exemple), 2.2 (cas complexe).

Un probleéme/lecture introduit 1a notion de groupe fondamental (ou . groupe de
Poincaré) ct i la notion d’espace simplement connexe.

BON TRAVAIL'!
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Dessins (= espaces topologiques) homéomorphes

Attention !l n’existe pas, en général, d’homéomorphisme de R? sur R? transformant
une figure en une autre (1) .. .11y a simplement homéomorphisme d’une figure sur
une autre, pour deux figures dans une méme classe. Vous pouvez examiner de la méme
maniére les lettres grecques (il faudra ajouter des classes nouvelles), ou d’autres objets

4 votre convenance.

e QP ()fe-©)

CCIJLMNSUVW12357J

(DOO ) (EFGTYe —>)
xt)  (wg gy

4 )
C==) (06
p© _/

M Un homéomorphisme R? — R? transformant une figure F' en une autre F” s appelle une isotopie

de F'sur F'.
Une isotopie réalise un homéomorphisme de F* sur F”, mais un homéomorphisme de F sur F” ne

se prolonge pas nécessairement en une isotopie



CHAPITRE XX

CONNEXITES

1. CONNEXITE PAR ARCS

Définition 1.1.

Soit (E, d) un espace métrique.

On appelle arc [on dit aussi : chemin] toute application ¢ : [0, 1] — E continue
sur [0, 1].

On dit que I’arc est simple si sa restriction 2 |0, 1] est injective.

u = ¢(0) est appelé I'origine de I’arc, et v = (1) son extrémité ; on dit que ¢
joint u = p(0) a v = ¢(1).

Si ¢(0) = ¢(1) = u, I’arc  est appelé un lacet basé en u.

Le sous-ensemble ¢([0, 1]) de E est appelé I'image [ou aussi 1a trajectoire] de
I’arc .

Nota : Bien entendu [0, 1] est supposé muni de sa distance usuelle d(s,t) = |s — ]
induite par celle de R usuel.

Exemple 1.1. Soit (E,|| - ||) un e.vn. sur K = R ou C, et soient u,v € E.
w:[0,1] = E,t— o(t) = (1—t)u+tv =u+t.(v— u)estun arc joignant
u & v ; son image est un segment dans E.

& Exercice 1.1. (facile) Soit (F, d) un espace métrique.

a) Soit f : [o, B] — E (a < B) une application continue sur [«, §]. Déterminez un arc ¢
d’origine u = f(a) et d’extrémité v = f(3).

b) Soient u, v dans E, et soit ¢ un arc joignant v & v : déterminez un arc 1) joignant v 2 w.

¢) Soient u, v, w dans F, et soient ¢ un arc joignant u a v, 1) un arc joignant v 4 w : déterminez
un arc x joignant v a w.,

d) Méme exercice avec des points u, v, w, = et des arcs , 1, x.

Définition 1.2.
Soit (E, d) un espace métrique. On dit que (E, d) est connexe par arcs si pour
tous u, v dans F il existe un arc ¢ = ¢,, ,, joignant u & v.

Une partie A de E est dite connexe par arcs si le sous-espace métrique
(A, djax 4) est connexe par arcs.

e Dans la définition d’une partie connexe par arcs A, 1’image entiére d’un arc
joignant deux points de A doit étre contenue dans A'!

Exemple 1.2. Soit (F, d) un espace métrique, et soit u € E : {u} est une partie
connexe par arcs de E ; on prend ¢(t) = u pour tout t € [0, 1] comme arc.
() sera considéré comme une partie connexe par arcs.

Exemple 1.3. Toute partic convexe C d’une.v.n. (E, || - ||) (sur R ou C) est connexe
par arcs. En effet, pour tous u, v dans C ona (1—t).u+t.v € C quel quessoitt € [0, 1],
et’arc ¢(t) = v+ t.(v — u) convient,

= Ne confondez pas connexe et convexe ! La notion de convexe n’a de sens que
dans un espace vectoriel.
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Sont donc connexes par arcs : R, C, R, C™, les intervalles de R (|, 8], |, ], [, B,
la, 8], ] — o0, al, | — 00,0, |a, 400, [, +00] oit @, b € R), les pavés (= produits
d’intervalles) de R™,

Tout e.v.n. et ses sous-espaces vectoriels, les translatés de ces sous-espaces, les
boules ouvertes et fermées sont connexes par arcs.

Les demi-espaces F = {u € E [ p(u) < a}-oup € E*etota € R—d’une.v.n.
réel sont connexes par arcs (de méme si < est remplacé par <, >, >).

Exemple 1.4. Dans un e.v.n. (E, || - ||), on dit qu’une partie A est éfoilée s’il existe
un point a € A tel que pour tout w € A le segment d’extrémités a et u est contenu
dans A :

dae AVue AVt [0,1]:a+t.(u—a) € A
On dit alors que A est étoilée par rapport a a.

Par exemple, un convexe est étoilé par rapport & chacun de ses points. Une croix -+
est étoilée par rapport au point d’intersection de ses branches.

Une partie A d’un e.v.n. est un cdne si pour tout v € A et pour tout réel A > 0 on
a: l.u € A. UncoOne est une partie étoilée par rapport a 0.

A

& Exercice 1.2. (facile) Démontrez que toute partie étoilée est connexe par arc.

sz La notion d’espace métrique connexe par arcs est une notion topologique.
Deux espaces métriques homéomorphes sont simultanément connexes par arcs ou

pas.
Par exemple, il n’existe pas d’homéomorphisme de R* = R\ {0} sur R car R* n’est

pas connexe par arcs (cf. Exercice 1.4 a)), alors que R ’est.

& Exercice 1.3. (facile)

a) Démontrez que le produit de deux espaces métriques connexes par arcs est connexe par
arcs.

b) Soient (E, d) et (F, §) deux espaces métriques, A une partie connexe par arcs de F, et
f : A — F une application continue sur A. Prouvez que f(A) est connexe par arcs.

¢) Soient A et B deux parties connexes par arcs de (E, d) telles que AN B # 0 ; démontrez
que AU B est connexe par arcs. L’intersection de deux parties connexes par arcs est-elle connexe
par arcs ?

d) Soit I un intervalle quelconque de R, et soit f : I — F4 continue sur I ; démontrez que le
graphe G = { (1, f(t)) / t € I} de f est connexe par arcs dans I'espace produit [ x E.

& Exercice 1.4. (facile)
a) Démontrez que R* = R \ {0} n’est pas connexe par arcs.
Soit (E, || - ||} un e.v.n. de dimension > 2, et soit F' C E une partie finie de E. Démontrez que
E\ F est connexe par arcs.
b) La sphere unité {—1, +1} de R n’est pas connexe par arcs, mais la sphére unité de (E, || - ||)
avec dim(F) > 2 est connexe par arcs.
Prouvez que la couronne {u € F [ o < |Ju]| < 8} (08 0 < a < B donnés et dim E > 2) est
connexe par arcs en démontrant qu’elle est homéomorphe 2 [a, 5] % S(0,1).

& Exercice 1.5. (assez facile) Démontrez (%ue I’ensemble
A={(s,t) eR* /s €Qout e Q}
est connexe par arcs.
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2. CONNEXITE

Définition 2.1.

Soit E un ensemble # (). Une partiec A de E sera dite propre si A # (et A # E.

On appellera partition propre de E la donnée de deux parties A, B de E

vérifiant :
Acet B sont propres, AUB =FEet AN B = {.

Commentaire : Cette définition n’est pas classique, elle introduit simplement une
abréviation commode. Remarquons d’ailleurs que la donnée d’une partition propre est
équivalente 2 la donnée d’une partie propre . . . En effet si A est propre, E\ A = Best
propre et la seule partition qu’on peut considérer & partir de A est (A, E \ A).

Proposition 2.1.

Soit (E, d) un espace métrique connexe par arcs non vide. Soit A une partie

propre de E.
Conclusion . A ne peut pas étre a la fois ouverte et fermée.

Démonstration . Mutatis mutandis c’est exactement la démonstration de 1’Exercice
2.6 du Chap. VII & laquelle nous vous renvoyons. ¢

Proposition 2.2.

Soit (E,d) un espace métrique # (). Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
(2.1) il existe une partie propre A de E ala fois ouverte et fermée dans (E, d),
(2.2) il existe une partition propre de E par des partics A, B ouvertes dans
(E,d),
(2.3) il existe une partition propre de E par des parties A, B fermées dans
(E,d).

Démonstration : (2.1) = (2.2) 1l suffit de prendre A et E \ A = B qui est aussi
une partie propre. A et B constituent une partition propre de E avec A ouverte et B
ouverte comme complémentaire d’un fermé. ¢
(2.2) = (2.3)Evidentcar B = E \ Aestfermée, et A = E \ B aussi. ¢
23) = @1)CarE=AUB,Aferméeet A= E \ B ou B est fermée : d’ou A
ouverte. ¢
Définition 2.2.
Un espace métrique (E, d) est dit disconnexe (ou : non connexe) s’il posséde
’une des propriétés (2.1) (2.2) (2.3) de 1a Prop. 2.2 (il les posséde alors toutes !).
Un espace métrique qui n’est pas disconnexe est dit connexe.
Une partiec A de (E, d) sera dite disconnexe [resp. connexe] si le sous-espace
métrique (A.djax4) lest.

Théoréme 2.1. (FONDAMENTAL)
I Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.
Démonstration : C’est 1a Prop. 2.1 reformulée. 4

Exemple 2.1. Soit E un ensemble quelconque contenant plus d’un point qu’ on munit
de la distance discréte 6 : (E, 6) est disconnexe ainsi que toutes ses parties contenant
deux points au moins.
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Exemple 2.2, Soit E unensemble arbitraire qu’ on munit de latopologie dite grossiére
dont les seuls ouverts sont E et (). Si Card(E) > 2, cette topologie ne peut pas étre
décrite par une distance. Si I’on étend la Déf. 2.2 aux espaces topologiques généraux
(ce qui est bien naturel, de méme pour la Déf. 1.1 : 1a preuve, c’est qu’on ne se sert
jamais de la distance dans ces questions !), on voit que Egpogier €5t connexe ainsi que
toutes ses parties.

Ces exemples extrémes sont destinés & prouver qu’on ne peut pas dire naivement
qu’un espace topologique est connexe s’il « est d’un seul tenant», cela dépend trop de
la topologie de I’espace. Méme dans un €.v.n. la situation n’est pas si simple : voir le
prochain exercice. Il n’en reste pas moins que I’idée intuitive connexe = « d’un scul
tenant » est parfois utile. Une image plus juste est peut €tre donnée par une portion du
globe terrestre : la connexité des parties €émergées dépend du niveau des eaux . . .

Remargue 2.1. La notion d’espace métrique (et méme d’espace topologique) discon-
nexe [connexe] est fopologique.

Remargque 2.2. La connexité s’ énoncant comme la négation d’une propriété ((2.1) (2.2)
(2.3)), il ne sera pas étonnant que les démonstrations de connexité soient en général
des démonstrations par I’absurde.

Voici une propriété des connexes conduisant & des démonstrations directes :

Proposition 2.3.

(E, d) est connexe si et seulement si : toute fonction f : E — {0, 1} continue est
constante.

Démonstration :
Tout d’abord, notez bien qu’il s’agit de I’ensemble & deux éléments {0, 1}, et non

de I'intervalle [0, 1] ! Sa seule structure d’espace métrique possible correspond a la
topologie discreéte, et les ouverts (i.e. aussi les fermés) sont donc : {0,1}, {0}, {1}, 0.

Si E est connexe, et s’il existe f : E — {0,1} continue non constante :
A= f~1({0}) et B = f~1({1}) constituent une partition propre de E par des parties
ouvertes (et fermées, d’ailleurs) [ou encore : A est une partie propre de E ouverte et
fermée] : contradiction. ¢

Si E n’est pas connexe, il existe une partition propre de E par des ouverts A et B.
On pose alors f(u) = Opouru € Aet f(u) = 1 pour u € B. f n’est pas constante,
et f est continue car : f~1(0) = 0, f~1({0}) = A ouvert, f"1({1}) = B ouvert,
F1{0,1}) = E. ¢

On sait que les intervalles de R sont connexes par arcs, donc connexes.
Réciproquement, on a :

Proposition 2.4,
[ Les seules parties connexes de R (usuel !) sont les intervalles.

Démonstration :

Soit A € R, A # (), connexe, et qui n’est pas un intervalle. Donc, par définition
d’un intervalle, il existe o € A, § € A avec a < (3, tels que [o, f] ¢ A.

Soit v € |o, B] tel que v ¢ A. Alors : A N ]—o0,7[ et AN ]y, +oo| sont ouverts
dans A et constituent une partition propre de A : contradiction. 4

Conséquences : Q, R\ Q, {£ /n e N*},[0,1[U]1, 2] ne sont pas connexes dans R.
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Théoréme 2.2. (TRES IMPORTANT)

Soient (E,d), (F,6) des espaces métriques, et soit A une partic connexe de
E. Soit f : A — F une application continue sur A. L’image directe f(A) est
connexe dans F'.

Démonstration :

Si f(A) n’était pas connexe, on aurait une partition propre de f(A) par deux ouverts
B, C de f(A). f~YB) et f~1(C) constitueraient (vérifiez-le en détail) une partition
propre de A par des ouverts, et donc A ne serait pas connexe : contradiction. ¢

ez 1 n’y a évidemment pas de résultat analogue pour I’image inverse ! Trouvez des
contre-exemples.

Corollaire 2.1.

Soit f : (a,3) — R une fonction continue sur I’intervalle (¢, 3) [ouvert ou
fermé, ou rien ; borné ou pas].
L’image de I’intervalle (v, 3) par f est un connexe de R [Th. 2.1], et donc un
intervalle [Prop. 2.4].
Nota : La nature de I’intervalle image n’est pas obligatoirement celle de ’intervalle
(., 8)-Mais ona:

Corollaire 2.2.

Soit f : [a, 8] — R une fonction continue sur [o, 5] : f([e, 8]) = [, é]. En
effet f|c, B]) est un intervalle compact, donc fermé et borné. ¢

Théoreme 2.3. (théoréme des valeurs intermédiaires) (FONDAMENTAL)

Soit (E,d) un espace métrique connexe, et soit f : E — R une fonction
continue sur E. Si f prend les valeurs « et 3, toute valeur ¥ comprise entre « et
(3 est aussi une valeur prise par f. Soit :

si f(u)=aet f(v) =0, a<fB(ou:fB<a):Vye€la,f],Fw e E tel que:
flw)=1.

Démonstration : f(E) est connexe, et donc un intervalle de R [Th. 2.2 et Prop. 2.4].
Par conséquent, si «, 3 sont dans f(E),ona: [a, 3] C f(E). 4

Corollaire 2.3.

Sous les hypotheses du Th. 2.3, s’il existe u € E tel que f(u) > Oetwv € E tel
que f(v) < 0, ’équation f(z) = 0 posséde une racine au moins.

Remarque 2.3.

Si (E, d) est un espace métrique tel que toute fonction continue f : E — R possede
la propriété des valeurs intermédiaires, (E, d) est évidemment connexe. Sinon, en effet,
il existerait f : E — {0, 1} continue et non constante, et f devrait donc prendre — par
exemple — la valeur 3 -

= Pendant longtemps, la propriété des valeurs intermédiaires pour une fonction
(a, B) — R a été considérée de maniére plus ou moins claire comme une propriété
caractérisant les fonctions continues. C’est tout a fait faux : la fonction f : R — R
définie par f(0) = Oet f(t) = sm(%) pour t # 0 n’est pas continue en 0, mais elle
vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

& Exercice 2.1. (niveau moyen) Soit (E, || - ||} un e.v.n. sur R ou C de dimension > 2, et soit
v € E'\ {0}. Démontrez que F \ Ker(y) ne peut pas étre connexe par arcs.



468 Chapitre XX

Par contre, E'\ Ker(ip) peut étre connexc par arcs si g € E*\ £’ comme le prouve I’excmple
suivant que vous détaillerez [exemple diz & B. Le Gac, Univ. de Provence].

Soit £ = {f € C(]|0,1],R) / f est dérivable (a droite) en 0} muni de la norme uniforme
Il - lloo- On prend o(f) = f'(0). Prouvez que v € E* mais que ¢ ¢ E'.

Démontrez que I£ \ Ker(i) est connexe par arcs.
Indication : Considérez fo(t) = —t + 1, go(t) =t — 1. et les fonctions :
hs(ty =t —2s+ 1 pour0 <t <s; ha(t) =—t+ 1 pour s <t <1, sdécrivant [0, 1).

& Exercice 2.2. (assez facile)

a) Démontrez que I'ouvert GL(R™) [¢f: Chap. X] de L(IR™) n’est pas connexe par arcs [on
admettra que det : L(R™) — R, A — det(A) est unc fonction continue sur L(R™)].

(plus difficile) b) Démontrez que I'ouvert GL(C™) de L(C™) est connexe par arcs.
Indication : Soit x un arc joignant 0 & 1 dans C, puis, pour A € GL(C"), considérez
@(t) = x(t).- A+ (1 — x(t))-Ign. Bricolez x pour que p(t) € GL(C").

Proposition 2.5.

Soit (E, d) un espace métrique. Si A C F est unc partic connexe de E, il en
est de méme de toutc partie B de E vérifiant : A C B C adh(A) [en particulier
adh(A) est connexe].

Démonstration : Soit f : B — {0,1} unc fonction continue sur B; A étant
conncxe : fi4 est constante. Comme A est dense dans B, la fonction f coincide avec
le prolongement de fj4 = constante 2 B. Donc, Prop. 2.3. B est connexe. ¢

Proposition 2.6.
Soit (E, d) un espace métrique. Soit (A; );¢s (I arbitraire) une famille de parties
connexes de E vérifiant : ();o; A; # 0.
Conclusion : laréunion A = | J;cr A; est connexe.
Démonstration : Soit a € (), As, et soit f : A — {0,1} continue. Puisque A; est
connexe : fi4, cstconstante, et pour tout 4 € I sa valeur est f(a). Donc f est constante,
et, Prop. 2.3 : A est connexe. ¢

Corollaires 2.4.
Siaulieude(),c; Ai #0ona:3jeltelque:VieI: A;nA; #0,1le
résultat ci-dessus reste valide. De méme si (A;)1<i<n Vérifie : A; N 4,41 # 0,
pourl <:<n—1.

3. COMPOSANTES CONNEXES

Théoréme 3.1. (IMPORTANT)

Soit (E, d) un espace métrique. Si » est un point quelconque de E, la réunion
de toutes lcs partics connexes de (E, d) qui conticnnent v est une partie connexe
et fermée de (E, d). On notera C(u) cct ensermble. On a

Cw)NCw) #0 = C(u) = C(v).

E §’écrit comme réunion disjointe (réunion qui peut étre finie ou infinie)

d’ensembles de cc type.

Définition 3.1.
L’ensemble connexe et fermé C(u), qui est la plus grande partie connexe
contenant u, s’appclle la composante connexe dc u.

Démonstration du Th. : Soit u € E, et soit C(u) = |J{A C E / A connexe ET
u € A} : d’aprés la Prop. 2.6, cctte partie de E est connexe ; il est clair que C(u) est
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la plus grande partie connexe de E contenant u. D’aprés la Prop. 2.5 ; adh(C’(u)) est
connexe, et donc : adh(C(u)) C C(u), d’olt : C(u) = adh(C(u)), et C(u) est fermé
dans (E, d).

Si C(u)NC(v) # 0, d’apres la Prop. 2.6 : C(u) U C(v) est connexe, ce qui entraine
C(u) = C(w), sinon C(u) U C(v) serait un connexe contenant v plus grand que C(u),
ce qui est impossible par définition de C(u).

Tout v € E appartient &2 un C(u) et 2 un seul : donc E s’écrit bien comme réunion
des C(u) disjoints. ¢

On a donc une partition de E, et on sait que cela signifie que E est ’ensemble des
classes d’équivalence d’une relation d’équivalence qui est : v ~ v si et sculement si u
et v appartiennent 3 une méme partie connexe de E.

Exemples 3.1.
1) Si (E,d) est connexe, on a évidemment une seule composante connexe :

C(u) = E pour tout u € E.

2) R* = R\ {0} a deux composantes connexes : C(s) = |—o00,0[ si s < 0, et
C(s) =10, +oo[si s > 0.

3) Un puzzle de 1500 pieces est 1a réunion de 1500 composantes connexes.

4) Le sous-espace @ de R usuel a autant de composantes connexes que de points,
Vr € Q: C(r) = {r}. Un tel espace est dit totalement discontinu.

En effet, si C(r) # {r} pour un r, soit ¥’ # r, 7’ € C(r). Lidentité¢ Q — R,
t — ¢t étant continue C(r) serait un connexe de R, i.e. un intervalle de R contenant
[r,7'] (en supposant 7 < r’). Mais [r,7’] contient des points de R \ Q, et on arrive
a une contradiction puisque C(r) C Q. On a donc ici une infinité dénombrable de
composantes connexes. Le cas de R \ Q est identique : on a alors une infinité non
dénombrable de composantes connexes. *

Remarque : Lorsqu’il n’y aqu’un nombre fini de composantes connexes, celles-ci sont
fermées ET ouvertes. On peut 1égitimement se demander s’il en est toujours ainsi :
I’exemple ci-dessus prouve qu’il n’en est rien puisque {7} n’est pas ouvert dans Q.

5) Soit ¢ : [0,1] — C un lacet simple [Déf. 1.1], et soit L = ([0, 1]) son image.
Le Théoréme de Jordan affirme que C \ L a deux composantes connexes : 1’'une (dite
intérieure) est bornée, et I’ autre (dite extérieure) est non bornée. La frontiére de chacune
des composantes est L.

Ce résultat vous servira dans I’étude des fonctions analytiques : il est long et difficile
4 démontrer [voir 1’ouvrage de J. Dieudonné, appendice du chapitre IX].

& Exercice 3.1. Dans ’Exercice 2.1, prouvez que si p € F’ : £\ Ker(y) a deux composantes
connexes.

& Exercice 3.2. Scit (E, || - ||) un e.v.n. sur R ou C, et soit U # ) un ouvert de F. Démontrez
que les composantes connexes de U sont ouvertes dans . Démontrez que tout ouvert de R est
réunion finie ou dénombrable d’intervalles ouverts (autre démonstration dans 1’ Exercice 2.4 du

Chap. VI).
Proposition 3.1. (MPORTANTE)

Si deux espaces métriques (E,d) et (F,6) sont homéomorphes, les com-
posantes connexes de I'un et de I'autre se correspondent bijectivement.

Démonstration : Soit u € E, et soit C(u) sa composante connexe. Soit d’autre part
f(w) (f est ’'homéomorphisme E — F)et C(f(u)).Ona: C(f(u)) = f(C(u)).



470 Chapitre XX

En effet, f(C’(u)) est connexe dans F' [Théoréme 2.2] et contient f(u), d’oi :
F(C(w) € C(f(w).

Supposons qu’il existe D C F tel que D soit connexe, D D> f(C(u)) et
D # f(C(u)). Ona: f~YD) > ff(C(u))] = C(u), et f~1(D) serait un
connexe contenant v et plus grand que C(u) : ¢’est impossible. ¢
Applications :

1) R n’est pas homéomorphe & R? ; sinon, soit f cet homéomorphisme : la restriction
gde f AR* = R\ {0} serait un homéomorphisme de R* sur R? \ {f(0)}. Or R* a
deux composantes connexes tandis que R? \ { f(0)}, connexe, n’en a qu’une. La Prop.
3.1 nous permet d’affirmer qu’on aurait une contradiction.

2) [0,1] n’est pas homéomorphe au cercle unité car (méme raisonnement que ci-
dessus) [0, 1] moins le point % a deux composantes connexes tandis que le cercle unité
auquel on enléve un point quelconque reste connexe.

3) Soit £ = Yetsoit F =39 (les lettres Y et S comme parties de R?, les traits
étant d’épaiseur nulle !) : soit v le point d’intersection des branches dansle Y, E \ {u}
a trois composantes connexes, tandis que F' \ {f(u)} a une ou deux composantes
connexes suivant la place de f(u) sur S (extrémité ou pas). E et F' ne sont donc pas
homéomorphes.

On pourrait multiplier les exemples, mais nous vous laissons le soin de le faire.

On dispose ainsi d’un précieux critére de non-homéomorphie. Rappelons que la
compacité en fournissait un également : [0, 1] n’est pas homéomorphe a [0,1] ou a
[0, +00|, car [0, 1] est compact et les deux autre intervalles ne le sont pas.

Le «sinus des topologues »

Dans R?, on considere le graphe de la fonction : ¢ sin(%) pour t € ]0, 7%] ;
G= {(t,sin(%)) /t€]o, 7%]}, etle segment S = {(0,t) / t € [—1,+1]} [faites le
dessin]. On a : adh(G) = G U S [voir Chap. IV, Lecture].
G est connexe par arc et donc connexe [cf. Exercice 1.3 d) et Th. 2.1]. Par conséquent
adh(G) est connexe [Prop. 2.5]. On démontre [ce n’est pas trés difficile, mais assez
long] que adh(G) n’est pas connexe par arcs, ce qui prouve :

i) qu’un espace métrique connexe n’est pas nécessairement connexe par arcs et :

ii) que I’adhérence d’un espace connexe par arcs n’est pas nécessairement connexe
par arcs.

Lanotion de connexité, moins intuitive que celle de connexité par arcs, a de « bonnes »
propriéés que n’a pas la connexité par arcs, d’oil I’ introduction des deux notions assez
proches 1’une de 1’ autre.

* Proposition 3.2.

Soient (E, d) et (F. ) des espaces métriques non vides, et soit E x F muni (par
exemple) de la distance do [(u, v), (v, v')] = max{d(u, v'), 6(v,v’')}. Ona:

E x F est connexe si et seulement si E ET F' sont connexes.

Démonstration :

(i) Si E x F estconnexe, E Iest aussi car E = pr; (E x F), ob pr,(u,v) = u est
continue [cf. Chap. IX pour pr,, et on applique le Th. 2.2]. De méme pour F. ¢

(ii) Soient (u,v) et (v',v’) des points de E x F'; E x {¢'}, homéomorphe 2 E et
{u} x F homéomorphe 2 F sont des parties connexes de E x F. Ces deux ensembles
ont en commun le point (u, v') [dessin !], et par conséquent les composantes connexes
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de (u, v) et (¢, v") sont égales. Comme (u, v) et (v, v’) sont arbitraires, E x F a une
scule composante connexe, ce qui revient & dire que £ x F' est connexe. ¢

Ce résultat reste vrai pour tout produit fini, et méme pour le produit dénombrable
[Chap. 1, Exercice 2.4].

4. APPLICATIONS DE LA NOTION DE CONNEXITE

Théoréme 4.1. (théoréme du passage des douanes) (IMPORTANT)
Soit (E,d) un espace métrique, et soit A C E. Soit B C E, B connexe
vérifiant BN A # 0 ET BN (E\ A) # 0. Conclusion: B Nfr(A) # 0.
Conségquence 1 : Si E est connexe, tout A C E, A propre, vérifie fr(A) # (0.
Conséquence 2 : Soit A C E, propre. I’image de tout arc joignant u € A 2
v € E\ Aauneintersection non vide avec fr(A) [en d’autres termes : 1a trajectoire
d’un arc joignant un point de A propre 2 un point de [z A coupe la frontiere de
A qui est aussi la frontiére de CeAl
Démonstration : La conséquence 1 est triviale ; il suffit de faire B = E. La seconde
conséquence découle de ce que [0, 1] est connexe et du Th. 2.2 : 1’image d’un arc est
connexe. ¢
Démontrons donc le résultat principal. Supposons que BNfr(A) = (). On sait [Chap.
VIl que E = int(A) Uext(A) Ufr(A) = int(A) Uint(E \ A) U fr(A).
On en tire que :
B=BnNE=[Bnint(A)]U[BNint(E \ A)]U[Bnf(A)]
= [BNint(A)]U [BNint(E \ A)] (car le dernier terme est vide)
Posons U = B Nint(A) et V = BnNint(E \ A). On vient de voirque: B=UUYV.
Par définition de la topologie relative, int( X') étant ouvert dans E pour tout X : U et
V sont ouverts dans B.
e UNV =Bnint(A)NBnint(E\ A)=BnN0=40.
e U # () car B N A est non vide et contenu dans B Nint(A) ; eneffet, siuc BN A
etsiu ¢ int(A):uvwe Betue E\ int(A4), donc:
ue BNAN[E\int(4)] € Bnadh(A) nadh(E \ A) = BN fr(A), contradiction
avec 1’hypothese faite.
e De méme, V # (.
Finalement, (U, V') serait une partition propre de B connexe : impossible. Donc :
BNfr(A)#£0.¢

Les deux résultats suivants donnent lieu a des raisonnements typiques de la
connexité : on assiste a un passage du local au global en vertu d’un enchainement dii
a la connexité. De plus — ce qui ne gate rien— ces résultats vous seront utiles en calcul
différentiel ou vous rencontrerez a nouveau ce genre de raisonnement.

Nous avons défini [¢f. Chap. IV et Exercice 2.13 du Chap. XIV] une application
[a, ] CR — E,ou (E, | -||) estun e.v.n. sur R ou C, affine par morceaux. L’image
d’une telle application est souvent appelée ligne brisée.

Proposition 4.1.

Soit (E, || - ||) une.v.n. sur R ou C, et s0it U # () une partie ouverte et connexe
de E. Tout couple de points u, v de U peut étre joint par une ligne brisée contenue
dans U. En particulier, U est connexe par arcs.

Démonstration : Soit v un point arbitraire dans U, et posons :
A = {v e U / v peut étre joint 3 v par une ligne brisée contenue dans U'}.
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Sil’on prouve que A = U on aura gagné.

A n’est pas vide puisqu’il contient u [« peut étre joint & v par une ligne brisée,
I’ application constante égale & u]. A C U qui est connexe ; donc si 1’on démontre que
A est ala fois ouvert et fermé, on aura nécessairement A = U.

e A estouvert. Soit v € A. Puisque U est ouvert, il existe p,, > Otel que B(v, p,[ C U.
Mais ona B(v, py[ C A puisque, siw € B(v, p,[, on peut joindre w a v par un morceau
de rayon de la boule, et puisque v peut €tre joint & « par une ligne brisée contenue dans
U [faites un dessin !]. Donc A est ouvert (dans U ou E, c’est pareil). ¢

e A est fermé. Soit v un point adhérent 3 A dans le sous-espace métrique U ; soit,
rappelons-le, v € adhg(A)NU. 1l existe donc une suite (v, ) de points de A convergente
de limite v € U. Puisque U est ouvert dans E, il existe p > 0 tel que B(v, p[ C U.
Il existe N € N, tel que pour tout n > N ona: v, € B(v,p); vn € A, et donc on
peut joindre vy & u par une ligne brisée contenue dans U ; on joint ensuite vy & v par
un morceau de rayon, et en définitive on aura joint & v par une ligne brisée contenue
dans U.D’ou : v € A, et A estfermé dans U. ¢
La démonstration est terminée. ¢

Remarque 4.1.

Si E = R™, et si ’on a choisi une base de E, par exemple 1a base naturelle, on peut
faire en sorte que la ligne brisée du résultat ci-dessus soit constituée par des segments
paralléles aux vecteurs de base [dessin !].

- Proposition 4.2.
Soit (E, d) un espace métrique connexe, et soit (F, §) un espace métrique. Soit
f : E — F une application continue sur E, et localement constante, en ce sens

que :Vu € E,Jp = py > 0: f|B(u,p,] €St CONStante.
Conclusion : f est une application constante sur E entier.

Démonstration :
e Soitw € f(E),etposons: A= f~1({v}); A # () par hypothese, et {v} étant fermé
et f continue sur E : A est une partie fermée de E. 4
e Soit maintenant v € A : f(u) = v par définition, et puisque f est localement
constante : dp,, > 0 tel que fip(, p.| = f(v) = v. Donc : B(u, p[ C A, et A est
ouvert dans E. ¢

Comme FE est connexe, on a: A = E, etdonc f(u) = v pour tout w € E : f est
constante sur E. ¢

Fin de la partie cours du Chapitre XX

CORRIGE DES EXERCICES

% Exercice 1.1
On utilise les homéomorphismes affines souvent utilisés déja :
0:00,1] - [, B, t— (B—a)t+a,etf ! [a,F] — [0,1], s — ﬁ-
a)Onpose p := fol; ¢ :[0,1] — F est continu sur [0, 1] et :
¢(0) = f(0(0)) = f(@), w(1) = f(0(1)) = f(B— a+a) = f(B). +
b) On prend ¢(t) := (1 —1) : ¢ est continu sur [0, 1] et (0) = (1) = v, P(1) = ©(0) = u. ¢
¢) On ramene ¢ sur [0, %], 9 sur [%, 1], et on «recolle » : :
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On prend : x(t) = p(2t), pour ¢ € [0, %] et x(t) = (2t — 1), pourt € [%,t].
X(0) = (0) = u, x(%) = ¢(1) = $(0) = v, x(1) = (1) = w.
x est donc continu sur [0, 1], et convient. ¢
d) Pour trois arcs, on procéde de la méme manilre, en ramenant respectivement ¢, 1, x 2

0. %1,1%, 41,13, 1].
On considre : y(t) = @(3t) pour t € [0, 4], (t) = 9(3t — 1) pour ¢ € [%, 5],
v(t) = x(3t — 2) pour t € [%—, 1]. -y répond bien a 1a question (vérifiez). ¢

% Exercice 1.2

C’est trés simple : il suffit d’aller de « a o par un segment et de @ & v par un segment, on
recolle ensuite comme dans ¢) ci-dessus.
p(t) == u+t(a—u), P(t) == a+it(v—a),
et on prend :
x(t) == p(2t) = u+ 2t(a — u) pourt € [0, %], x(t) =92t —1) = a+ (2t — 1)(v —a) pour

te[%,l].o

% Exercice 1.3

a) Soient (u,v), (¢, v') dans E x F. Soit ¢ un arc allant de v 3 ¢ dans F, et soit ¢ un arc
allant de v & v/ dans F. Lapplication x : [0,1] — E x F, x(t) = ((t), ¥(t)) va de (u,v) 2
(v/,v') dans E x F etest continue. ¢

b) Soient v, v dans f(A) : v = f(u) et v/ = f(«') avec u et ¢ dans A. Soit o allant de u &
v dans A.¢p = fop:[0,1] = f(A) vadeva/ dans f(A). ¢

c) Soienta € Aetb € B.Onprendc € AN B 5 . Soit ¢ joignant a i ¢ dans A, et soit ¢
joignant ¢ & b dans B. On recolle ¢ et ¢ comme dans I'Exercice 1.1 ¢), et on obtient x continue
allant de o & ben restant dans AU B. ¢

L’intersection de deux e.m. connexes par arcs n’est évidemment pas connexe par arcs (prendre
deux morceaux de courbes (ou deux bananes) se coupant en deux points seulement). ¢

d) Soient (s, f(s)) €Get (s’, f(s’)) € @. Puisque I est connexe par arcs, soit @ : [0,1] — T
tel que p(0) = s, (1) = 8 3¢ : [0,1] — I x E, défini par : i)(t) :== ((p(t), (f O(p)(t)) est un
arc qui convient. ¢
Remarque : Dans tous ces exercices, il vaut mieux s”abstenir de dire «I”arc qui convient », mais
dire plut6t « un arc qui convient ».

% Exercice 1.4

a) Si R” était connexe par arcs, —1 et +1 étant donnés dans R*, il existerait ¢ : [0, 1] — R*
continu tel que p(0) = —1 et (1) = +1; d’apres le Théorgme des valeurs intermédiaires
classique (ou Th. de Bolzano), il existerait ¢y € [0, 1] tel que (t9) = 0, et  ne serait pas A
valeurs dans R*. ¢
Si dim(F) > 2, la situation est tout & fait différente : si u,v € E'\ F ot F est un ensemble fini,
il est facile de voir (dessin !) qu’on peut joindre u 2 v par un nombre fini de segments contigus
qui ne coupent pas F. ¢

b) 1l est clair que {—1,+1} n’est pas connexe par arcs (méme raisonnement que pour R*
ci-dessus). ¢

Soit maintenant S(0, 1) dans F tel que dim(E) > 2. Une figure montre tout de suite ce que
I’on peut faire.

Soient u, v € S(0, 1) : on considere le segment joignant u & v dans F, et on le ¢ plaque » sur
la sphére en ramenant les vecteurs du segment 2 la norme 1.

utt(v—u
On pose donc : ¢(t) == uttv—u) .
|lw+t-(v—u)]|
Ona: ¢(0) = ﬁ =u,p(1) = ﬁ = v, et @ est continue sur [0, 1] comme composée
u v

d’application continues, SAUF si le dénominateur s’annule.
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Examinons ce cas a part :

lu+tlv—uv)||=0<=uv+itv—u)=0<= (1 —thu=—tv

= (1 -tul =l = t=2 etdonc du=-4v:v=—u
Donc le 3procédé ne marche pas si (et seulement si) les points « et v sont antipodaux (dessin dans
R? et R®)).

Il est facile de régler ce (petit) probleme : on choisit sur S(0,1) un point w tel que
w # u,w # v, et on passe comme ci-dessus par I'intermédiaire de w; ie. qu’on plaque
sur S(0, 1) les segments [u, w] et [w, —u] ; on raccorde comme dans I’Exercice 1.1 c).

Dans tous les cas un morceau de grand cercle est un arc qui convient sur S(0, 1). ¢

[, B] x S(0, 1) est connexe par arcs d’apres 1"Exercice 1.3 a) et le résultat ci-dessus.On aura
terminé si 1”on prouve que cet espace métrique est homéomorphe a la couronne :
C={ueFE/0<a<]|u <}
Considérons les applications f : [, 8] x S(0,1) —= Cetg: C — [a, f] x S(0, 1) définies
par : f(t,u) = tu et g(u) == (||u||, L) Ces deux applications sont clairement continues

[l

sur leur domaine de définition.

Vi € [, A, Yu € S(0,1) = (g © f)t,u) = gltu) = ([ltu]l, ”—Zj—”) = (t,u), cart > Oet

Jlul = 1.
Vu e C:(fog)(w) = f(llul, m) = [lull x ﬂ%ﬁ = car ||ul| > 0.

Donc f et g sont deux bijections continues telles que g = f~1, etladémonstration est terminée,

% Exercice 1.5

11 suffit de faire des dessins envisageant tous les cas possibles (prendre des axes orthonormés
pour placer s et t). Soient (s,t) € A<= s € Qout € Q,et(s,t) € A
1% cas: s € Qett € Q;lesdroites D joignant (s,t) 3 (s, t') et D’ joignant (s,t') a (s, ) sont
contenues dans A.

D’ot le chemin 2 suivre (segments contigus sur D et D’) pour allerde (s,t) a (&', ¢') en restant
dans A.
2% cas: ¢ € Qets € Q, cas symétrique du 1°; les droites D joignant (&', 1) 2 (¢',¢') et D’
joignant (s,1) 2 (§'.t) sont dans A.
3™ cas: s € Qet s € Q;on considre la droite D passant par (s, 1) parallele 2 I’axe des ¢
et la droite I’ passant par (¢, t') et parallele a 'axe des ¢. D et D’ sont dans A. On se donne
r € Q arbitraire, et on considere 1a droite D" parallele 2 I’axe des s et d’ordonnée 7. On passe
de (s, t) a (¢, ¢') en empruntant des segments contigus de D, D’ et D" (3 segments au lieu de 2
dans les 2 premiers cas).

4 cas:t € Qett € Q; cas symétrique du 3™ ; on considere D et I’ paralleles 3 I'axe des
s passant par (s, t) pour D et par (¢, ) pour D'.

On se donne g € @ arbitraire et on consideére la droite D” parallele & I’axe des ¢ passant par
(g,t). On peut aller de (s,t) & (§,1') sans quitter A en prenant des segments de D, D/, D”
contigus. ¢

% Exercice 2.1
Posons B} ={ve E /p(v) >0} et E, ={veE E /yp(v) <0}.Ona:
E =Ker(p) U E} U EZ, les trois ensembles étant disjoints deux 2 deux.
E\Ker(y) = E; UE_,.Soientu € E} etv € E, (siu € E},ona —u € E_, et vice-versa).
Supposons qu’il existe x : [0,1] — F \ Ker(y) continu sur [0, 1], tel que x(0) = u et
x(1) = v. Soitalors 9 = ¢ ox : [0,1] — R; c’est une fonction continue sur [0, 1] et :
$(0) = ¢(x(0)) = @) > 0, ¥(1) = ¢(x(1)) = ¢(v) < 0. On peut appliquer le
Th. des valeurs intermédiaires élémentaire (le Th. de Bolzano) et il existe a € [0, 1] tel que
Pla)=0=1¢ (X(a)), soit : x(a) € Ker(p). Donc x ne serait pas & valeurs dans F \ Ker(y),
et on arrive a une contradiction. ¢ )
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Contre-exemple lorsque ¢ € E* \ F'. E est I'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R
continues sur [0, 1] et admettant une dérivée (a droite) finie en 0.

p: E— R, f— o(f) = f(0") est manifesterment linéaire sur F, mais n’est pas continue
sur (E, || - |leo). I est facile de voir que ¢ n’est pas continue sur F en considérant la suite

falt) = %sin(nt), t €101 : | falleo < % et donc lim (f,,) = 0. dans (FE, || - ||eo) ; mais

fi@) = %-n cos(nt) = cos(nt), et f1,(0%) = 1, donc ¢(f.) = 1 pour tout n ne tend pas vers
0 quand n — oo.
On prouverait de la méme fagon que E n’est pas fermé dans Co ([0, 1], R), et n’est donc pas

complet.

On aura prouvé que E'\ Ker(yp) est connexe par arcs si 'on trouve fo € E et go € E}
pouvant étre joints par un arc contenu dans E'\ Ker(yp). En effet i, et E} sont connexes par
arcs, car convexes, et tout f € F pourra étre joint aun g € E} en passant par I'intermédiaire
de fo et go.

Comme suggéré dans I’énoncé, on prendra fo(t) := —t + 1, go(#) := ¢ — 1, et on considere
les fonctions h,, 0 < s < 1, définies par ho(t) ==t —2s+ 1pour0 <t < seth,(t) := —t+1
pours <t < 1.

Ona: fy(0%) = —1, soit fo € E et go(0") = +1, soit go € E.
ho(t) = fo(t) pour toutt € [0, 1] et hy(t) = go(t) pourtoutt € [0, 1] ;enfin, pourtouts €10, 1] :
hs € E,p(h,) = K,(0") = +1, soit h, € E} pour tout s € ]0,1].

Finalement x : [0,1] — (FB,| - [le)> 8 — hs Vérifie : x(0) = fo, x(1) = go, et
Vs € [0,1] : x(s) € E\ Ker(p) = E;U Ef.

Si I'on prouve que x est une application continuc, on aura I'arc cherché joignant fo € E_,
a go € EJ, atravers I'hyperplan Ker(y) (qui est partout dense [Chap. X]) qui n’est donc pas
« imperméable » mais, plutbt « poreux ».

Soit0 <8 <s<1:0<L () — [x(s)](t) pourtout £ € [0. 1].
0<t<s:[x(NE) - x()t)=(F—28+1)—(t—2s+1) =2(s—5);

§<t<s: [x(ENE)—[x(NEt) =(—t+1) —(t —2s+1) =—2t + 2s;

@0l : sup << [X(s)(2) — [X()]() = maxy<pcs(—2t + 25) = 2(s — ') ;
s<t<1:[x(NE)—[x(s)@)=(—t+1)—(—t+1)=0;don,

Vs, g €[0,1] : [|x(8) = x()loc = ||hs —he|loo < 2|s— | et x est continue car lipschitzienne
(de constante 2). ¢

2 Exercice 2.2

a) Cas réel : Le résultat est pratiquement évident en supposant que det : L(R™) — R est
une fonction continue ; ce dernier résultat est facile a vérifier en revenant & I'une des définitions
de det. De toute facon, vous verrez en calcul différentiel que det est une fonction indéfiniment
dérivable !

Supposons qu’il existe un arc ¢ : [0, 1] - GL(R") joignant A € GL(R") a2 B € GL(R™).
1) = det oy est une fonction continue sur [0. 1] et & valeurs dans R*.

On obtiendra donc une contradiction (Corol. 2.3) si I’on peut trouver A € GL(R") tel que
det(A) > 0et B € GL(R™) tel que det(B) < 0.

Pour A, on prend Ig~ de déterminant 41, et pour B I’application qui dans la base canonique
a pour matrice la matrice diagonale comportant (n — 1) fois +1 et une fois —1. Rappelons que
le déterminant d’une application linéaire ne dépend pas de la base choisie. ¢

b) Cas complexe : On remarque d’abord qu’il suffit de savoir joindre A € GL(C™) arbitraire
a Idg T'identité sur C* (Idg € GL(C™)). En effet, pour joindre A 3 B, on joindra A 2 Idg et
Idg & B, puis on recollera comme dans I’Exercice 1.1 ¢).

Soit F un sous-ensemble fini de € ne contenant ni 0 ni 1, on déterminera F' ultérieurement,
et soit x : [0.1] — C\ F un arc joignant O 2 1. Il existe bien un tel arc, constitué par exemple
de segments contigus paralléles aux axes Ré et Im.

Soit A € GL(C™), et considérons la fonction suivante (destinée 2 &tre un arc, celui qu’il nous
faut) : (t) == x(t)- A+ (1 — x(t))-Idp.
 est continue sur [0, 1] car x T'est, et : p(0) = Idg, ¢(1) = A. p est donc un arc joignant Idg
4 A dans L(C"™).
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Le probleéme 3 présent, c’est de se débrouiller pour que  soit un arc dans GL(C"), i.e. de
prouver que ¢(t) € GL(C™) pour tout ¢ €]0, 1.

det p(t) = det|x(t). A+ (1 — X(t)).IdE] = det[x(t)-(A+ —ﬁ—z) Idg)]

det(t) = [e(t)]™. det(A + 1—;%91@) = (O det(A — (1 = 5. 1dp)

On a le droit de faire ce calcul si x(t) 5% O pour ¢ € |0, 1], et on aura alors det (t) # 0 si
(t)

Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A, certaines pouvant tre égales ; mais en tout cas

X #0 pOur tout:i=1,...,n, car A est inversible (A € GL(C™)).
1

1 X(t) # X\ = x(t) # 1 —x On va donc prendre F' = {1 30T _)\n}, ol
i # 1 (si certaines valeurs propres A; valent 1, on ne s’en préoccupe pas).
C\ F contient Oet 1, et est connexe par arcs. On peut donc joindre 0 2 1 dans C\ F par ) choisi
-)XIE n’est pas valeur propre de A et tel que x(¢) # 0 pourt € |0, 1] (il suffit pour
cette derniere condition de ne pas faire repasser I"arc en 0, ce qui est loisible).

Alors det (t) # 0, et le probleme est résolu. ¢

1— n’est pas une valeur propre de A.

telque 1 —

% Exercice 3.1

Les demi-espaces E, et E:; sont convexes, donc connexes par arcs, donc connexes. Prouvons
que ce sont les deux composantes connexes de E \ Ker(yp).

Supposons, par exemple, qu’il existe K connexe contenant strictement EJ, avec
K C E\ Ker(y). K contiendrait donc un point u de F_, et on aurait {u} U E} C K.
Soit v € E} ; on aurait ¢(u) < Oet w(v) > 0, et donc — theoreme des valeurs 1ntermedlalres -
il exxsteralt un point w € K tel que p(w) = 0, ce qui est contradictoire avec K C E'\ Ker(). ¢

% Exercice 3.2

Soit V' une composante connexe de U, et soit u € V. Puisque U est ouvert, il existe p > 0
tel que B(u, p| C U. B(u, p| est convexe, donc connexe par arcs, et donc connexe. D’ antre part
u € V N B(u, p|, et donc d’aprés la Prop. 2.6 : V U B(u, g est connexe. Par définition d’une
composante connexe, on a: V U B(u, p[ C V, et donc : B(u, p[ C V, qui est donc ouvert. ¢

Soit & présent U un ouvert de R. Les composantes connexes de U sont donc des intervalles
[Prop. 2.4] ouverts [résultat ci-dessus]. U est donc une réunion d’intervalles ouverts disjoints.
Soit f : N — Q une bijection [Q est dénombrable].

Définissons pour 'un des intervalles ci-dessus I’entier n(I) comme le plus petit entier tel que
f(n) € 1.1l est donc loisible de numéroter les intervalles ouverts (les composantes connexes)
avec les entiers n(I).

Par conséquent, il n’y a qu’un ensemble dénombrable au plus de composantes connexes.

LECTURE - PROBLEME

Le groupe fondamental

I. Soient E4 et Fs des espaces métriques. On supposeque ¥ = AU B o A, B sont
des fermés de E. Soient f : A — Fetg: B — F des applications continues sur A,
resp. B, telles que f(u) = g(u) pour toutu € AN B.

Soit h : E — F définie par h(u) = f(u) siuv € A et h(u) = g(u) si u € B.
Démontrez que b est continue sur E.

Indication . Démontrez que pour tout X C E on a h(adh(X)) C adh[h(X)] [¢.
crit¢re (2.4) du Chap. VII]; considérezY = X NAetZ=XNBet remarquez que
X=YULZ.
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IL. On note I I'intervalle [0, 1] C R. Soit X C E fixé, arbitraire (X = () est permis).
Soient f, g : E — F deux applications continues sur E.

On dit que f est homotope a g relativement a X §’il existe une application
® : E xI — F, continue sur E x I, vérifiant : Vu € E : ®(u,0) = f(u),
Vue E: ®(u,1) =g(u),Vz € X,Vt € I : &(z,t) = f(z) = g(x).

Lorsque ces conditions sont remplies, on écrit : f ~x g.

® est appelée une homotopie. O est une déformation continue de f en g vérifiant

une certaine condition donnée par X (un exemple de telle condition est donnée dans

III ci-dessous).
Démontrez que ~x est une relation d’équivalence sur I’ensemble des applications

continues £/ — F.

II1. On considére maintenant des arcs o : I — E (cf. Définition 1.1).

Un arc constant sera appelé un arc nul. On note a1, et on appelle arc inverse,
I’arc défini par a1 (t) := a(1 —t). Si ¢, 3 sont deux arcs tels que (1) = B(0), on
note v := o3 I’arc, appel€ arc produit, défini par : v(t) := «(2t) pour t € [0, %—] et
7(t) := (2t — 1) pour t € [, 1]. Voir Exercice 1.1.

Deux arcs « et 8 ayant méme origine (i.e. a(0) = ((0)), et méme extrémité (i.e.
a(1) = B(1)), seront dits homotopes, on notera @ ~ £, si « et 3 sont homotopes
relativement 3 X = {0,1}, au sens de IL. Autrement dit, @« =~ f s’il existe
® : I x I — E continue telle que : Vs € T : ®(s5,0) = a(s), ®(s,1) = B(s),
VteI:®(0.t) =a(0)=p06(0), 2(1,t) = (1) = B(1).

1) Soient v, 3, v, 6 des arcs tels que & = -y et 3 = 6. Démontrez que si 3 est défini,
il en est de méme de 6, et qu'on a a3 =~ ~é.

2) Démontrez que si o et 3 sont deux arcs tels que @ ~ B, onaa~ ! ~ L.

3) Démontrez que si & est un arc et § un arc nul tels que aF existe, on a o ~ a.
De méme si v est un arc nul tel que v« existe : ya ~ a.

4) Soient ¢, S, «y trois arcs tels que af et B existent. Démontrez que (a5)y et
a(By) existent et que (af)y ~ a(B).

Indication : Considérez ]
O(s,t) := a(4-—1—%),-q‘>(s, t) ;= pP(ds—1—1t), B(s,t) :=v(1 — 4-2:—‘25)
sur des intervalles bien choisis.

5) Soit o un arc. Démontrez que ca.™! et &1 sont des arcs homotopes 2 des arcs
nuls.

6) Soient ¢, 3 deux arcs tels que a3 ~! existe et est fermé [i.e. o5 ~1(0) = af~1(1)1.
Démontrez que 37! est homotope & un arc nul si et seulement si o ~ (.

I'V. Soit maintenant w un point fixé de E. On considére £, I’ensemble des lacets
basés en w, i.e. des arcs a : I — E tels que a(0) = a(1) = w.

Pour o € L,,, on note [¢] I'ensemble des 8 € L,, tels que 8 =~ . [a] s’appelle la
classe d’homotopie de c.

On définit le produit [¢][F] par [¢,3]. Démontrez que ce produit est bien défini et
définit sur I’ensemble des classes d’homotopie de lacets basés en w une structure de
groupe. Ce groupe, noté 71 (E, w) est appelé le groupe fondamental, ou le groupe de
Poincaré, de E en w.
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CORRIGE DE LA LECTURE — PROBLEME

L Soit X C F arbitraire. Onpose: Y = XNAet Z =X N B.
YUZ=(XNAUXNB)=XN(AUB)=XnNE = X puisque X C F.

D’apres le formulaire de adh, on a : adh(X) = adh(Y) u adh(Z), et donc pour toute
application h (formule connue) : hladh(X)] = hladh(Y)] U hladh(Z)] (*).
adh(Y) = adh(XNA); XNA C A = adh(Y) = adh(X NA) C adh(A) = A(Afermé) ;
on a donc : adh(Y') C A; de la méme maniére : adh(Z) C B.

On adonc : h[adh(Y)] = fladh(Y)] et hladh(Z)] = gladh(Z)].
f et g étant continues, on a : fladh(Y)] C adh[f(Y)] et gladh(Z)] C adh[g(Z)].

Revenons a (*) :
hladh(X)] C adh[f(Y)] U adh[g(Z)] = adh[h(Y)] U adh[h(Z)]
hladh(X)] C adh[h(Y') U h(Z)] = adh[h(Y U Z)| = adh[h(X)].
hladh(X)] C adh[h(X)] et h est donc bien continue. +

IL Soit C = C(E, F) ’ensemble des applications F — F continues sur . Démontrons que
= x est une relation d’équivalence sur C.

a) Réflexivité. Soit 2 montrer que Vf € C : f ~x f. On considére ® : F x I — F définie
par:Vu € E,Vt € I: ®(u,t) := f(u). Pest continue car ® = fopryoupr : ExI — E,
pry(u, t) = west continue [Chap. IX].

Ensuite : $(u, 0) = P(u,1) = f(u), et B(x,1) = f(z) pour tout z € X. f est donc bien
homotope 2 f relativement 2 X. ¢

b) Symétrie. Démontrons que f ~x g implique g ~x f.

Par hypothese, il existe ® : £ x I — F continue telle que Vu € E : ®(u,0) = f(u),
®(u,1) = g(u), Vz € X : ¥(z,t) = f(z) = g(x).

Définissons U : E x [ — Fpar:VYu € E\Vt € I : U(u,t) :=D(u,1 —1).

U est continue puisque ¢ — 1 — ¢ est continue. Vu € F : U(u,0) = @(u,1) = g(u),
U(u, 1) = P(u,0) = f(u). Ve € X,Vt € I : U(z,t) = ®(z,1 —1t) = f(z) = g(z).

Donc g ~x f. ¢

¢) Transitivité. Supposons que f ~x ¢, que ¢ & x h, et prouvons que [ ~x h.

Par hypothése, il existe ® : ' xI — FetWV : Ex I — F continues telles que :
Yu € FE : @, 0 = f(u), ¥(u,0) = g(u), ®(u,1) = g(u), ¥(u,1) = h(u), et :
Ve € X,Vt € I: ®(z,t) = f(z) = g(x), ¥(z,t) = g(z) = h(x).

Définissons = : E x I — F de la maniere suivante : pour tout u € F, tout ¢ € [0, %] :
Z(u,t) = P(u,2t) et pour tout t € [%, 1] : E(u, t) := ¥(u,2t — 1).

= est continue sur F/ x I en utilisant la partie I du Probleme. Ensuite :

Yu € E:E(u,0) =®(w.0) = f(v),=(u,1) = ¥(u.1) = h(u),et: Vz € X,Vt € I ;
E(x, t) = ®(x, 2t) = f(x) = g(z) pour tout £ € [0, %] et
Z(z,t) = ¥Y(z, 2t — 1) = g(x) = h(z) pour tout t € [%, 1],

donc Z(x,t) = g(x) = h(z) pour toutt € I. On a donc bien f ~x h. ¢

La démonstration est terminée. ¢

IIL 1) Puisque af est défini, o(1) = B(0). Puisque o = yet B ~ 6, a(1) = (1) et
B(0) = 6(0). Donc ¥(1) = 6(0), et ainsi 6 existe.

Puisque o =~ yet § =~ 6,ilexiste ®: I x I — FEetV : I x I — E continues telles que
Vs, t € I:®(s5,0) = afs), D(s,1) = 1(s), 2(0,t) = a(0) = v(0), 2(1,1) = (1) = ~(1),
U(s,0) = B(s), U(s, 1) = 8(s), ¥(0,¢) = B(0) = 6(0), ¥(L,t) = (1) = 6(1).

On considere = : I x I — F définie par : Vs € [0. %],Vt € I: E(st) := ®(2s,1) et
Vs € [%, 1,vt € I : E(s,t) := ¥(2s — 1,t). Par I, = est continue sur J x I;eton a :
Vs € [0,4]: E(s,0) = a(29), Vs € [4, 1] : 5(5.0) = B(25— 1), Vs € [0, 3] : E(s, 1) = 1(29),
Vs € [%,1] 1E(s,1) = 6(2s - 1); vVt € 1: E(0,t) = ®(0,t) = a(0) = B(0),Vt € I :
=(1,t) = ¥(1,t) = v(0) = 6(0). On a donc bien : af =~ v6. ¢

2) Puisque o =~ 3, il existe @ : I x I — FE continue telle que :
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Vs € I:9(s,0) = as). ®(s.1) = B(s); Vi € I : $(0,t) = a(0) = B(0),

D(1,1) = a(1) = B(1).
On considere ¥ : I x [ — E définie parVs,t € [ : U(s,1) := ®(1 — s,t). ¥ est continue
parl, et:
Vsel:¥(s0)= a(l —3),¥(s,1) = B(1 — s), et
vteI:U(0,t) = Sl t) ,a(l) B(1), ¥(1,t) = ®(0,t) = a(0) = £(0).
On adonc biena! ~ g1,
3) Comme o3 existe et comme (3 est un arc nul : ﬁ(s) = a(1).

Considérons @ : I xI — Edéfiniepar®(s,t) := a( )510 <s< E(l—l—t) P(s,t) := (1)
si §(1+t) <s<1.0Ona:
Vs € [0, %] 1 ®(s5,0) = af2s), Vs € [%, 1] : ®(5,0) = a(l): vVt € I: ®(0,t) = a(0),
®(1,t) = a(1). ® est continue sur I x I (simple) et donc aff ~ a. On proceéde de fagon
similaire pour yo & o ¢
4) Commencer par expliciter () et () pour voir ce qu’on a A prouver, et constater
qu’on n’a pas associativité.
Considérons la fonction définie par :
V€ 1,Vs € [0, (1 +8)] : ®(s,1) = a(72E7),
vVt € I,Vs € [X(1+1), 2+ )] : B(s,t) == flds — 1 — 1],
vte I, Vs € [i(? +1),1] : B(s.t) :=4[1 — 4-1T:—§]
® est continue par L, et :
Vs € [0, ] : 8(s,0) = a(4s), Vs € [1, 5] : @(s,0) = A(4s — 1),
Vs € [%, 1] : ®(5,0) =v(2s —1); Vs € [0, %] : B(s, 1) = a(2s),
Vs € [%, Z?ﬂ :P(s,1)=p(25s—1), Vs € [%, 1] : ®(s,1) = (45— 3)
D’ol, en posant € := (o) et := a(By) : B(s,0) = &(s), D(s,1) = n(s).
On a aussi : ©(0,1) = a(0) = £(0), 2(1,t) =~(1) =
En définitive : (afB)y =~ a(B7). ¢
5) Prenons @ : I x I — E définie par :
vt € 1,Vs € [0, %] 1 ®(s. 1) := af2s5(1 — t)],
vte I,Vs e [%, 1] : ®(s,t) := a[2(1 — s)(1 — t)].
® est continue sur I x [ et :
Vs € [0, 4] : (s,0) = a(2s), Vs € [3,1] : B(s,1) = (2 — 25),
Vsel: <I)(s 1) = a(0),Vt € I : ©(0.1) = (0).
Donc aa~! esthomotope 4 1’arc nul d’image «(0) € E. De la méme fagon, ooy esthomotope
aT’arc nul d’1mage a(1). ¢
6) Comme a5} e)uste a(l) = ﬁ(l) et puisque o3 ~! est fermé, a(0) = ﬁ(O)
Supposons que a5~} est homotope 2 un arc nul ; alors par 1) et 3), (a8~")/3 est homotope A
(3. Mais, par 4), (a3 1)3 est homotope & o371 3), qui, par 5) et 3). est homotope 2 cv.
Dota= g
Réciproquement, si & =~ 3, par 1) ona o ' ~ B3, et par 5) 45~ est homotope 2 un arc
nul. Donc a3~! est homotope 2 un arc nul, ¢
IV. Prouvons que le produit de classes d’homotopies de lacets basés en w est bien défini. Il
nous faut vérifier que [¢][(] est défini de fagcon unique par [o] et [4]. i.e. que [o][/5] ne dépend
pas des représentants choisis pour le définir, par [af].

Mais si o =~ «y et § = 6, ona aff & 6, par 11 1), entraine [7][6] = [v6] = [af).
D’autre part — par définition — [¢][3] est une classe d’homotopie d’un lacet basé en w. ¢

([a] [B)[] = [eB]lv] = [(aB)]: et: [o]([B][1) = [[B4] = [e(By))-
Donc, puisque par III 4) on a (a3)y = a(Bv), le produit considéré est associatif.
Notons [¢] 1a classe d’homotopie du lacet nul en w [e(s) = w].

Par I1I 3), on a [o][e] = [ae] = [a] [€] est donc élément neutre pour notre produit.
Par IT1 5), on a [a][a Y] = [aa™!] = [€]. Donc tout élément est inversible. ¢
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Donc I’ensemble des classes d”homotopie de I’ensemble des lacets basés en w muni du produit
des lacetsest un groupe qu’on note 7 ( E. w) et qu on appelle le groupe fondamental — ou groupe
de Poincaré — de F en w.

Notons que le groupe fondamental n’a aucune raison d’étre commutatif . . .

On démontre (c’est facile, vous pouvez le faire), que si /2 est connexc par arcson a: my(E, w)
et m ([, z) isomorphes pour tous w, z € F.

Cetie notion de groupe fondamental sert en particulier a définir la notion d’espace métrique
(plus généralement topologique) simplement connexe qui — en gros — est un espace « sans trou ».
Ce qui définit d’ailleurs la notion de trou.. . .

De facon précise, E est simplement connexe si tous les groupes fondamentaux de F (w
parcourant £) sont triviaux, i.e. réduits  {e}.

Par exemple, R? est simplement connexe, tandis que R? \ {0} ne I’est pas : un lacet entourant
Iorigine et un lacet ne I'entourant pas ne sont certainement pas homotopes ! 7 (R? \ {0}, w)
est — pour tout w — isomorphe A Z.

Ces notions sont fondamentales pour U'intégration des formes différentielles, en particulier
pour la théorie des fonctions d’unc variable complexe.

Si I'on détermine les groupes fondamentaux de la boule euclidienne (c’est facile) et de la
sphere euclidienne (c’est moins facile) de R™, n > 2, on obtient une démonstration en deux
lignes du difficile théortme du point fixe de Brouwer (¢f. Chap. XVI in fine) . . . Cela vaut le
coup de calculer des groupes d’homotopic !

Nous renvoyons le Iecteur intéressé aux premiéres pages de n’importe quel cours de topologie
algébriquc (par exemple les livres de M. Zisman ou de C. Godbillon cités dans 1a bibliographie).

Fin du Chapitre XX



CHAPITRE XXI

MINIMISATION D’UNE FORME QUADRATIQUE
Introduction

Ce chapitre XXI, le dernier, traite de 1a minimisation d’une forme quadratique, i.e.
d’une fonction de la forme ® : E — R, u — F(u) = (u, A(u)) — 2(u, ), od E est
un e.v.n, E’ son dual topologique, A € L(E, E'), ¢ € E’. Le coefficient 2 n’a aucune

importance autre qu’esthétique.

Laquestion n’est pas tellement de résoudre effectivement le probléme posé : il existe
une multitude d’algorithmes, issus de I’optimisation, assez simples et trés efficaces,
pour ce faire.

Il s’agit plutdt de transformer le probléme en d’autres problémes au moins aussi
intéressants : probléme d’inéquation variationnelle, probleme de point-selle (ou col),
probleme de min-max (point de départ de la théorie des jeux).

Diverses formulations sont données, des généralisations suggérées.

Finalement, le probléme initial est résolu, dans le cas ou E est un espace de Hilbert,
grice au théoréme du point fixe des applications strictement contractantes (Chap. XVI)
et au théoréme des projections (Chap. XVII).

Il n’y a pas d’exercices, le chapitre étant con¢u comme un gros exercice dirigé.

VOILA, C’EST TERMINE . .. OUF!

Plus que tout, mon fils, garde-toi d’écrire beaucoup de livres. C’est une tiche sans

fin, qui fatigue I’homme.”
L’Ecclésiaste. Epilogue.
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i+ pJlp—Ad)

i=Pc(ii + pJli(o-AiL))

Proposition 3.4

Tp(uv) = Polu+ pJ ' (p — Au)|
[t € C vérifie : Vo € C, (v —u, Au— ) > 0] = Vp>0,T,(u) =1
dp > 0telque T,(u) =u == Yo € C, (v —u, AU — ) > 0.



CHAPITRE XXI

MINIMISATION D’UNE FORME
QUADRATIQUE

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé réel (e.v.n.).
On se donne a : E x E — R une forme bilinéaire continue, a € B(E, E;R), et
une forme linéaire continue, p € E’.

On considere la fonctionnelle quadratique suivante :
0.1) |Vue€ E: ®(u) = a(u,u) — 2¢(u)

On se donne, d’autre part, C' # (), une partie convexe fermée de E.

On se propose dans ce qui suit d'étudier le probleme de la minimisation de ® sous
la contrainte C, ie. de calculer le nombre pp = p(®,C) := inf{®(c) / c € C} et
d’étudier I’ensemble des solutions : Argmin(®.C) :={c€ C [/ ®(c) = p}.

En fait, ce qui va surtout nous préoccuper, c’est de formuler le probléme sous
différents aspects, chacun de ces aspects pouvant conduire a2 une méthode pour
I’aborder.

1. MINIMISATION ET INEQUATIONS

Commengons par rappeler qu’il existe une isométrie linéaire surjective de B(E, E; R)
sur L(E, E’) [Chap.X]. On peut donc identifier la forme bilinéaire ¢ 2 un opérateur
(i.e. une application linéaire continue) A : £ — E’.

Cette identification se fait tout simplement en posant, pour tous 4 € E, v € E:
a(u, v) = [Au](v) = (v, Au), soit : Au = a(y, ).

On peut donc écrire la fonctionnelle quadratique qui nous intéresse :

(L1 ®(u) = (u, Au) — 2(u, ) = (u, Au — 2¢).

Afin de pouvoir aller plus loin, nous allons faire deux hypothéses :

(1.2) VYu € E: a(u,u) > 0 [positivité]
(1.3) Yu€ E,Yv € E:a(v,u) = a(u,v) [symétrie]

Proposition 1.1.

Sous les hypotheses (1.2) et (1.3), ® est une fonctionnelle convexe, i.e. vérifie :
(14) Vu,v e E,VA€]0.1]: @[hu— (1 — N)v] < AP(u) + (1 — N)®(v).

Démonstration : On veut que :
aldu+ (1 — N, du+ (1 — N)v] — 2p[du + (1 — )]
< Aa(u.u) — 2xp(u) + (1 — Na(v,v) — 2(1 — Np(v),
soit en utilisant (1.3) :
Ma(u, u) + 201 — Na(u, v) + (1 — X)2a(v,v) < da(u, v) + (1 ~ Na(v, v), soit :
(A2 — Na(u, u) + 201 = Na(y, v) + [(1 = X)? — (1 — V]a(v,v) <0, soit :
=21 = Na(u,u) + 2X(1 = Na(u,v) + (1 — 2)(1 — X —1)a(v,v) <0, soit :
a(u, u) —2a(u,v) + a(v,v) > 0, ie a(u—v,u—v) > 0, ce qui est assuré par (1.2).4
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Proposition 1.2.

Pour tous u, v dans E, la dérivée directionnelle

. ®(u+th) — d(u)
1(a;- —
(L1.5) @'(u;v) = t_}%)r'rtl#o 7

existe, et :

&' (u;v) = 2(v, Au — ).

Démonstration :

Q(u+th) = a(u + tv, u + tv) — 2p(u + tv)
= a(u, u) + 2ta(u, v) + t2a(v, v) — 2¢(u) — 2tp(v)
= ®(u) + 2ta(u, v) + t2a(v, v) — 2¢(v)

= P(u + tvt) — ) _ 2a(u, v) + ta(v, v) — 2¢(v)
= lim¢_,0,t40 Out tvt) —0(w) _ 2a(u, v) — 2p(v) = 2(v, Au — ). ¢

Proposition 1.3.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1.6) [0] e CetVve C: @) < d(v),
(1.7) M weCetVveC:{(v—1u,Au—y)>0.

Terminologie . (1.7) [I] est appel€ uneinéquation variationnelle ; on dit « variationnel »
quand I’ opérateur A est la dérivée d’une fonction convexe, ce qui est bien le cas ici :
Au = ¢'(u;-) avec q(u) = a(u, u) [Prop.1.2 en faisant ¢ = 0].

Remarque : Dans (1.6) et (1.7) rien ne dit que U existe ! Ce n’est pas le probleme pour
le moment.

Démonstration :

(1.6) = (1.7):u € Cetve C = Vt€]0,1[:tv+(1—t)u € C, car C convexe,
ct (1.6)

D’ou:

O(u) < Pltv+ (1 —-t)u] = Plu+t(v — u)] =

Onutilise 1a Prop. 1.2 : lim;_,0 ¢ 20 Ofu +t(v _t“’)] — ®(@)] = 2(v—1u, Au—¢) > 0.

Donc:Vv € C: (v —1u, Au— @) > 0,ie (1.7). ¢
(1.7) = (1.6) : On écrit que P est convexe [Prop. 1.11.
Vt €10,1[: @[tv + (1 — t)u] < tP(v) + (1 — )P (1) = t[®(v) — B(T)] — ®(T)
Dion: AL D] @) g, _ g(@),

On utilise & nouveau la Prop.1.2 :
lim;_,g >0 Pfatitv—w)] - 0@ _ 2(v — U, Au — @) > 0 par (1.7), et aussi
< ®(v) — ®(w) d’apres ce qui précede, et donc : 0 < ®(v) — ®(u) = &(u) < &(v),
cela pour tout v € C, i.e. (1.6). ¢

> 0.

Ofu+t(v —tﬁ)] — 2(u)]

Remarques :

1) Onnoteral’ astuce consistant 2 remplacer le vecteur v € C arbitraire par le vecteur
tv + (1 — t)u = U + t(v — u). Cette méthode revient souvent.

2) On remarquera I’intérét de la notion de dérivée directionnelle, notion bien plus
faible que celle de dérivée usuelle (qui est dite dérivée de Fréchet). Toutefois, dans
notre cas particulier, @ est effectivement Fréchet-dérivable :
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®(u+h)— ®(u) =alu+ h,u+ h) — 2¢p(u+ k) — a(u, u) + 2¢p(u)
= 2a(u, h) + a(h, h) — 2¢(h)
Dol : [®(u + k) — (u) — 2(h, Au — @)| = |a(h, h)| < (lal.[|Al]).[[], et :
Ilfltillm la|l.]|2]] = 0. Donc : D®(u) = Au — ¢ € E’ existe pour tout v € E. ¢
—0
Proposition 1.4.

L’ application v — Bu = Au — @ vérifie :
(1.8) [propriété dite de monotonie] Vu € E,¥v € E : (u — v, Bu— Bv) > 0.

Remarque : Bien noter que Bu = ®’(u;-) = D®(u), 1a propriété (1.8) a licu avec ®
beaucoup plus générale (simplement convexe et dérivable dans un sens faible).
Démonstration -
(u—v, Bu— Bv) = (u—v, Au—p— Av+¢) = (u—v, A(u—v)) = a(uv—v,u—v) > 0
par (1.2). ¢
Remarque : On a démontré au passage que A est lui-aussi monotone :
Vu,v € E: (u—v, Au— Av) > 0, ce qui se simplifieen: Vu € E : (u, Au) > 0 (on
dit que A est positif).

Donc, pour A : E — E' lin€aire, on a : monotonie <= positivité.

Proposition 1.5.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1.7) M ueCetYoel:{(v—-u,Au—p)>0,

(19 1 uwelCetVwel:{v—u,Av—¢)>0.
Remarque : (1.9) [J] s’appelle I inéquation linéarisée de I'inéquation (1.7).
Démonstration :
(1.7) = (1.9) D’apres la propriété de monotonie [Prop. 1.4] :
(v—u,(Av—p)—(AuU—¢)) 20 = (v—T,Av—p) > (v—U,AU— ) >0
par (1.7). ¢
(1.9) = (1.7) Dans (1.8)onchange v € Centv+ (1 —t)u € C pourt €]0,1]:
(tv+(A—-t)u—u, Aftv+(1—-t)u] — ) >0 = t(v—u, Au+tA(v—u)—yp) >0

Donc : (v — u, At — @) + t{v — U, A(v — 1)) > 0.

D’ol, en faisant tendre £ vers 0 : (v — U, Au— @) > 0, ie (1.7). ¢
Remarque : (1.7) = (1.9) est vrai pour tout A monotone (linéaire ou pas).

(1.9) = (1.7) subsiste si A n’est pas linéaire continu mais vérifie la condition de
continuité « faible » suivante : Vu,v,w € E, tl_ll’f(l) (u, Alv +tw|) = (u, Av). On appelle
hémicontinuité 1a propriété Vu, v, w € E : t — (u, A[v + tw]) est continue (R — R).

L’équivalence (1.7) <= (1.9) est donc valide pour tout opérateur A : £ — E'
(linéaire ou non) qui est monotone et hémicontinu.

Corollaire 1.1.

| L'ensemble S C C des solutions de (1.7) est un convexe fermé.

Démonstration : Si S = (), c’est un convexe.
Sinon, soient ¥ et U deux solutions. Pourt € 10,1[: tu + (1 —t)u € C, et:
VoeC:(v—u,Av— ) >0etVo e C: (v—1,Av—¢) >0.
On multiplie la premi€re inéquation par ¢, 1a seconde par 1 — ¢, et on ajoute :
VoeC: (tv—tu+(1—t)v—(1—1t)u, Av—¢) >0.Dol:
Yoe C:(v—[tu+ (1 —t)u], Av— ¢) > 0.
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Donc ti + (1 — t)u € C est solution de (1.9), donc de (1.7) [Prop.1.5], et S est un
convexe. ¢

Corollaire 1.2.
| L’ensemble S des solutions (1.7) est fermé dans E.

Démonstration : Soit (U,) une suite d’éléments de S telle que lim (U,) = .
n— 00

Alors 4 € C car C est fermé, et Vn : (v — TUp, Av — ) > 0, d’ou 2 la limite :
(v—14,Av — ) > 0et@ € C. Le résultat découle alors de 1a Prop. 1.5. ¢

Corollaire 1.3.

D’aprés la Proposition 1.3, I’ensemble des solutions du probleme (1.6) est
convexe fermé. ¢
Remarque : On peut prouver ce résultat indépendamment en supposant que ® est
convexe et « séquentiellement semi-continue inférieurement », ce qui signifie que :
lim (u,) =u = ®(u) < liminf(®(u,)).

—00 n—00

En effet, si % et u sont solutions de (1.6), ona:tu+ (1 —t)u € Cpourt € 10,1 et

d’apres la convexité :
[tu + (1 — 1)U < t®(@) + (1 —t)®(@) < tP(v) + (1 — t)®(v) = B(v)

pour tout v € C. Donc : tu + (1 — t)u est solution de (1.6).

Soit & présent (U, ) une suite de solutions de (1.6) telle que lim (4, ) = .

11— 00

Vo e C: ®(tn) < ®(v), d’oi, si Pest séq.s.c.i: (U e C car C fermé)
®(u) < liminf ®(%,) < ®(v), et U est solution de (1.6). ¢

Proposition 1.6.

Si @ solution de (1.7) est tel que & € int(C') (supposé non vide), ona: Al = ¢,
i.e. que U est solution d’une équation.

Si C = F est un sous-espace vectoriel fermé de F, U solution de (1.7) est
solution de I’équation : Vv € F': (v — U, AU — ) = 0.

Par conséquent (pour ’'une des deux raisons), si C = E entier : (1.7) s’écrit
At =  (équation). Les inéquations généralisent les équations.

Démonstration : Soit u € int(C) # (. Soit p > 0 tel que B(, p[ C C.

Pour toutv € E,v # 0, tout A € R, soit w =+ M. [|[a+ v —al = [M.]|[v]| < p
pour [A| < Wﬁ—” .

Pour ) ainsi choisi, ona: 4 + Mv € B(@, p[ C C.

(17) = @+ -0, Au—9) >0 = Av,AU— @) >0.

Prenant A > O puis A < 0, avec |\ < ﬂgﬂ il vient : (v, Au — ) = 0 pour tout
vEE,dol:WeEE: (AU—y)(v)=0 = AT—p=0 = Alu=¢. ¢

CasC=F:uec Fetdoncpourtoutv € F: —v+2u€ F,dou:
YweF:(v-—u,Au—¢)>0etVoe F: (—v+2U—u, Au— ) >0, donc :
—(v—U, AU — ) >0, dou: (v—U, AU— ) =0. ¢

CasC = E: 4 € int(E) = E, d’ ot Au = o, d’apres la premiere partie. ¢
On peut aussi raisonner d’apres le cas ci-dessus :
Vo e E: (v—u, AU— ) = 0 donne enchangeantvenv +u € E: (v, Au— ) = 0,
pour tout v, donc Au— =0 = Au=. ¢
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2. POINTS SELLE ET MIN-MAX

Considérons la fonction I : £ x E — R, fonction appelée Lagrangien, définie par :
2.0) |[L(u,v):=(u—v,Au— )
Notons que pour tout v = vg fixé :
Ly (u) == (u — vo, Au — @) = (u, Au) — p(u) — (vo, Au) — p(vo)
est une fonction convexe (vérifiez).
Pour tout u = ug fixé : Lg(v) := (up—v, Aug— ) = (v, p— Aug) + (ug, Auog — )
est une fonction affine. donc en particulier concave (i.e. que —Lg est convexe).

Proposition 2.1.
u € C vérifie I'inéquation (1.7) si et seulement si il existe v € C tel que :
(2.1) [PS] V(u,v) € C xC:L(u,v) <L(u.v) <L(u,v).
Une solution de la double inégalité (2.1) s’appelle un point-selle ou un col.

Démonstration :

(2.1) = (1.7): (w, v) vérifie, par définition de IL. :
V(u,v) € C: (U—wv, AU — ) < (U— v, AU — @) < (u—7,Au— ).
Faisantu =7, 0ona:Yw € C: (U —v, AU — @) < (u— 7, Au— ) < 0.
D’ou: (v — u, AU — ) > 0, soit (1.7). ¢

(1.7) = (2.1): Soitu € C solution de (1.7) ; écrivons que (U, u) satisfait (2.1) :
V(u,v) € C: (U—wv, AU— ) <0 < (u—u, Au— ). Orsi Uest solution de (1.7), on
a{u—v, Au—y) <0 (Vv e C)etaussi —d’apreslaProp. 1.5 -0 < (u— U, Au— @)
(Vu € C). D’otl le résultat. ¢
Remarque : Pour démontrer ce résultat, on n’a eu a utiliser que (1.7) <= (1.8). Donc
la Proposition est vraie pour tout opérateur A (linéaire ou pas) qui est monotone et
hémicontinu.

Proposition 2.2.

Soient E et F' deux ensembles quelconques non vides, et soitl. : £ x FF — R
un lagrangien absolument quelconque (i.e. une fonction quelconque sur le produit
E x F).Soient C C Eet K C F, non vides. Le probleme (2.1) :

(2.1) ilexiste (u,v) € C x K tel que :
V(u,v) € C x K : L(u,v) < L(w,v) <L(u,v)
est équivalent au probléme suivant appel€ probleme minimax :
(2.2) [mM]ona: min,ec sup,ek L(u, v) = max,ek inf,ec L(u, v).
ou min remplace inf quand inf est effectivement atteint ; de mé&me pour max et
sup.

Démonstration :

2.1) = (2.2):VY(u,v) € C x K : inf,ec L(u.v) <IL(u,v), entraine :
sup,c i infuec L(u, v) < sup,cr L(u,v) ;
et: sup,ek infuec L(u, v) <infuec supyex L(u, v) < infyuec sup,ex L(u, v) .

Supposons maintenant que (u.v) € C x K vérifie :

V(u,v) € C x K : L(u,v) < L(%w,v) <L(u,).
On en déduit :
L(u,v) <sup,ex L(u.v) < L(%,9) < inf,ec L(u,v) < L(w,v),

i.e. les égalités : sup,c gk (4, v) = L(a, v) = inf,ec L(u, v) 2.
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Mais on a : inf,ec sup, ek L(u, v) < sup,ex L(@,v) 3, et:
inf,ecL(u, ¥) < sup,ek infuec L(u,v) @
[pour (3, considérez f(u) :=sup, ¢ g L(u, v) :inf,ec f(u) < f(@)=sup,cx L(%,v) ;
de méme pour (7.
On en déduit :
inf,ec sup, ek L{u,v) <& sup,ex L(%, v) = L(4,v)

L(%, 7) =@ inf,ec L(u, 7) <4 sup, ¢k infuec L{u, v) ©),
() jointe & (1) donne I’égalité : inf,,cc sup,¢ g L(u, v) = sup, g infuec L(u,v) (6),
(3) et () sont alors des égalités :
L(au, v) =@ infoec L(u,v) <@ sup, ek infuec L(u, v)

SUD, ek irelg]L('u,,v) =(6) igg sup, e L(u, v) <@ sup, o x L(@, v) =2 L(4, 7).

Donc :

L(u,v) = Slellp;]L(Tz,,v) = Lnelgslelgll,(u, v) = ;relg L(u,v) = max ;IGIE L(u,v),
etonadonc (2.2). ¢

(2.2) = (2.1) Ecrivons que les max et min sont effectivement atteints : il existe
u € Cetil existe v € K tels que : maxyek infuec L{u,v) = inf,.ec L(u,v), et :
min,ec SUP, e i L(u,v) = sup,¢ i L(u, v).

max inf ]L('u v) = 1nf ]L('u v) <L(u,v) < sup L(u,v) = mm sup L(u, v),
veK uweC u€C e K

ol les deux termes extremes sont égaux par hypothese d’ot :
L(T@,v) < sup,ex L(@,0) = L(@ ) = infyec L(4,7) < L(u, 7).
Donc (@, v) est un point selle de L. ¢

Proposition 2.3.

Stilexisteu € C,v € Keta € Rtelsque:

W e K :L(u,v) <aetVue C:L(u,v) > a:

(u, v) est point selle de L.

La réciproque est vraie aussi (prendre o = LL(u, v) !).
Démonstration : Faisant v = v dans la premiére inégalité et v = u dans la seconde,
on obtient : L.(4,v) < a etL(w,v) > o, soitL(u,v) = c. D’ol :
V(u,v) € C x K : L(u,v) < a=L(u,v) < L(u,v). ¢

Proposition 2.4.
| L’ensemble des points sellede L. s’écrit M x Nou M C Cet N C K.

Démonstration : 11 s’agit de montrer que si (u', v") et (u”, v") sont deux points selle,
il en est de méme de (v, v"’) [bien voir ce point].

D’apres la Prop. 2.2, on a : L(v/,v") = L(u”,v"”), notons « cette quantité. Par
définition de (u',v’), (u”,v"”) points selle, on a : Vo € K : L(v/,v) < a et
Vu e C: L(u,v”) > a, d’ol le résultat d’ apres 1a Prop. 2.3. ¢

Proposition 2.5.
On suppose ici que E et F' sont des e.v.n. réels etque C C E, K C F sont des
convexes fermés. On suppose en outre que :
Vv € K : uw L(u,v) est convexe sur C et s.ci, i.e. telle que :
lim (u,) = v = L(u,v) <limiof L(u,,v),
71— 0C0 T— 00
Vu € C : v — L(u,v) est concave sur K ets.c.s, i.e. telle que :
1im (vn) =v = L(u,v) > limsupL(u,v,),

n—00
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Dans ces conditions, ’ensemble M x N des points selle de IL est un convexe
fermé.
Démonstration : 11 suffit de prouver que M et IV sont des convexes : M x N sera
convexe (trivial : vérifiez). Démontrons le résultat pour M par exemple.
Supposons que M x N # (), et soient (u’,v"), (u”,v") des points selle.
Posons o := min,ec Sup, e g L(u, v) = maxyex inf,ec L(u, v).
Vo € K : L(uw,v) <aetl(u’,v) <o
Soit X €]0,1[.
Vo € K : LM + (1 — ANu"] < AL(v/,v) + (1 - ML(u",v) < da+(1-Na=o.
Vu € C : L(u,v') > a, et donc d’apres 1a Prop. 2.3 : (Au/ + (1 — A)w”,v’) est point
selle de I, et donc [Prop. 2.4] : Au/ + (1 — A)u” € M qui est donc convexe. ¢
Soit (%y, U ) une suite de M x N convergente vers (U, v) : (4, v) € C x K puisque
C x K est fermé.
Vo € K : L(tn,v) <a,d’oi: L(u,v) < liminf L(d,,v) < a,
Vu € C : L(u,0p) > o, d’0b : @ < limsup L(u, v,) < L(u,v).
Donc, d’apres 1a Prop. 2.3, (4, v) est un point selle de I, et M x NN est fermé dans
ExF.¢

Corollaire :
Dans notre cas particulier : L(u, v) = (u—wv, Au— ), ’ensemble des solutions
est un convexe fermé (peut-étre vide) M x N C C x F..
Démonstration : Nous avons déja vérifié que IL(-,v) = (- —v, A(-) — ¢) est convexe et
il est facile de voir qu’elle est continue (donc s.c.i.) ; quant Al(u, -) = (u—-, Au— ),
c’est une fonction affine (donc concave) continue (donc s.c.s). 4

Une selle de cheval ou un col entre deux montagnes donnent I’'idée de la surface
représentative z = f(z,y) d’une fonction qui est convexe [resp. concave] par rapport
a la premiere [resp. seconde] variable : faites un — ou plusieurs - dessin(s) !

Le probleme min-max modélise ce que font deux joueurs : chacun essaie de
maximiser son gain et de minimiser le gain de I’adversaire.

Problemes de recherche de point selle et de min-max participent de la théorie
mathématique des jeux fondée par John von Neumann. Sur ces sujets, voir le livre
de J-P. Aubin cité dans la bibliographie.

Pour le moment, nous avons transformé notre probleme de minimisation d’une
fonctionnelle en un probleme d’inéquation variationnelle, puis en un probléme de
point selle et en un probleme de min-max.

Nous allons le transformer en un probléme de point fixe, ce qui nous permettra de le
résoudre, au moins dans un cas particulier.

3. RESULTAT D’EXISTENCE ET
ALGORITHME DE CALCUL

On suppose dans toute la suite que E est un espace de Hilbert réel (E, (-]-)). On
notera J I'isométrie linéaire surjective de F. Riesz [Chap. XVIII]. On suppose de plus
que la condition (1.2) Vu € E : a(u,wu) > 0 est remplacée par la condition plus
restrictive :

B.1) Au>0,Yue E:a(u,u) > pllul?.

(qui implique : a(u, u) > 0 pour tout u # 0, i.e. que a est définie positive)
Cette condition est appelée hypothese de coercivité (on dit parfois d’ellipticité).
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Remarque : Sous cette hypothése,ona: lim &(u) = +oo. En effet :

[lull—o0
®(u) = alu,u) — 2¢(u) > pllull* — 2ol Jlull = IIIUII(MIIUII —2[[pl|"), et on a :
pllull — 20l > 0 pour Ju] asscz grand (full > 2021, won: tim () = +oo.

lull—
Proposition 3.1.
Il existe v > 0 tel que : Vu, v : [a(u, v)] < v|u|.|[v].Ona: p <vetpy=v
équivauta A = uJ.

Démonstration : o étant continue, il existe v > 0 vérifiant :

Vu,v € E: |a(u,v)| <v|ul.]v]-
D’ailleurs, ||a|| est la borne inférieure des v tels qu’on ait ’inégalité ci-dessus. On a
donc : pllul|? < a(u,u) < v||u||?; en prenant u € E tel que [Ju|| = 1, on obtient :
u<v. 4

SiA=pJoupu>0:a(luu) = (uAu) = (u,pJu) = pllul? et donc :
Va,v € E : la(u, v)] = |(v, nJu)| = pl(ulo)] < pllul o]

Supposons maintenant que :

pllul|? < a(u, u) pour tout u € E et que |a(u,v)| < pllul|.[[v]| pour tous u,v € E.
Ona: ullull? < (u, Au) < | Aul"lu < lla]l[u]? < pllu]® car [la] < v = p.

Donc : (u, Au) — || Aull” Jull = (ulJ " Au) = |1 Au].u].

D’ apres le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : J™'Au = o(u).u,
soit : Au = o(u).Ju. Mais (u, Au) = (u|J 1 Au) = (ula(u)u) = a(u)||u]|? et :
(u, Au = pllul]®.

Avec ||ul| =1, onadonc : au) = petenfin: Au = pJu. ¢

On supposera dans ce qui suit que p < v.

Proposition 3.2.
Avec les hypotheses faites ci-dessus, le probleme de minimisation (1.6) admet
une solution et une seule. i.e. :

il existe & € C unique tel que inf,,cc P(u) = ®(U) = min,ec P(u).
Démonstration : La fonction (u,v) — a(u,v) définit un produit scalaire sur E :
bilinéarité et symétrie font partie des hypotheses et 0 = a(u, u) > plluf? = u=0
(a définie positive). La norme associée a a(-, -) définie par [||u|||? = a(u, u) vérifie :

pllull? < a(u,u) < vijull?, soit : /ullull < [[Julll < v/Vllull. Les normes || - || et
1] - ||| sont donc équivalentes.
Donc (E, || - ) et (E,[[| - |||) ont le méme dual topologique et sont tous deux des

espaces de Hilbert.
1l existe donc ¢ € E unique tel que Vu € E : p(u) = a(u, ¢) [c = J; 1 (p), ol J,
est I'isométrie lin€aire surjective de F. Riesz relative au produit scalaire a(-, -)].

Alors : ®(u) = [[[ull[2 — 2a(u,¢) = |[[u— d]|[* — |[|el[|*.
Désignons par P¢ 1a projection sur C relative au produit scalaire a(-, -) :
infuec ®(u) = (infuec [[lu—dl*)—Illclll* = [[[Pc(c) —cllI* —l|c]]|* etlasolution

(unique) cherchée est © = Pc(c). ¢
On a avec 1a Prop. 3.2 un théortme d’existence et d’unicité, mais pas de moyen
pratique pour calculer la solution. Nous allons y remédier . . . de mani¢re théorique au
moins.
Pour tout p > 0 et pour tout u € E, on pose :
T,(u) = Polu+ pJ (o — Au)],
oit P¢ est la projection relative au produit scalaire (--).
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Proposition 3.3
Siu € C vérifie (1.7), i.e. Vv € C : (v — U, Au — ) > 0, on a pour tout
p>0:%=T,(a). Cest-a-dire que T est un point fixe de T),.
Réciproquement, si pour un certain p > 0, u vérifie & = T,(u) : u est solution
de (1.7).
Remarque Rappelons que d’apres la Prop.1.3 on a (1.6) = probléme de minimisation
<= (1.7) = probleme d’inéquation.

Démonstration :
e u € C vérifie (1.7) = Vp > 0:u=T,(u).
YVoe C,Vp>0:pv—1,Au—p) >0 = (v—1u,plp— Au)) <0
= (v—1alpJ (¢ - AB)) <0 = (v—Tla+ pJ (¢ — AT) —T) <O0.

On a donc [Chap XVILTh. 3.1 3.4.1)] : @ = Pcfi + pJ (¢ — A)] = T,(q). ¢
etic Eetdp>0:u=T,(a) = 7 vérifie (1.7).
i = Pclu+ pJ (¢ — Al)] = U € C (méme caractérisation que ci-dessus)
etVo € C:(w—alu+pJ N p— AU)~1) <0 = 4 CetVv € C:
plv—tU,p— AU <0 = uelCetYoelC:(v—u,Au— ) >0,ie (1.7). ¢

Proposition 3.4.

Il existe k = K(p) > Otelque:Vu,v € E : || T,(u) —T,(v)|| < £(p)-llu—2].
Pour tout p appartenant  un certain intervalle, on a: 0 < k(p) < 1.

Démonstration : Comme F¢ est contractante : Vu,v € E,Vp > 0:
17,() — T, @) = [|Polu+ pJ = (9 — Au)] — Polu+ pT (i — A0
< ffut-pI = (o~ Au)—v— pT (o — A0)|[2 = [[(u—v) — pJ ! (Au— Ao)|?
< lu—]1? = 2p(u — 0| J 71 (Au — Av)) + p2[|T 1 (Au — Av)||?
< llu—oll? — 2p{u— v, Au—v) + | Al — )|
Mais : || A(u — )| < v.|lu~v] et (u— v, A(u—v)) > p.|lu—v]|% Dot:
1Tpu — Tpoll? < (1= 2pp + p*12).[lu —o|[2. ¢
Etudions f(p) = 1 — 2pp + p?v? [faites un dessin !].
FO) =1etl -2+ %=1 = p=0ou—2u+pm?=0,ie p= %/; .

F(p) = —2p+ 2p? estnulle en pg = —57 qui correspond & un minimum pour f, car

2 2
f(p) — +o0. Ce minimumvaut : f(po) =1 —2uts + 28 =1 - £5 > 0,
p—r00 14 14 14
On peut poser : k2(p) = 1 — 2pu + p?v? avec k(p) > 0:
0<nz(p)<1<=>pu2<2u<=>0<p<2/2i.
14

En définitive, pour tout p € ]0, %’é[, ona: 0 < k(p) < 1. La valeur minimum de

2
#(p) est obtenue au milieu de I’intervalle — en J’% —cllevaut: 4/1 — £, ¢
1 4

Proposition 3.5.
|| L’inéquation (1.7) admet une solution unique %, et il existe un algorithme pour
la calculer.
Démonstration : Pour tout p fixé dans ’intervalle 0, 2—57 [, I’application u — T,(u) =
Pelu + pJ (e — Au)] est une contraction stricte de E dans E, d’aprés la Prop.

précédente. D’ apres le Th. fondamental 2.1 du Chap. X VI, il existe un point fixe et un
seul 4 pour T, et d’apres la Prop. 3.3 cet % est solution de (1.7).
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On dispose d’un algorithme pour calculer % : on prend ug € F arbitraire, et on
considere la suite définie pour tout n > 1 par: un 1 = Tp(uy).Ona: nll_r)rgo (un) = u.

On a de plus des majorations de ’erreur [¢f. Th. 2.1 du Chap. XVI].

A priori : u dépend de p, mais ce n’est pas le cas parce que 4 est solution de (1.7),
ce qui équivaut 2 u est solution de (1.6), et on sait que (1.6) n’a qu’une solution. Donc
u ne dépend pas de p, mais la vitesse de convergence de 1’algorithme dépendra de p.

Démontrons directement (la méthode est générale) que (1.7) n’a qu’une solution.

Soient &4 € C et € C deux solutions de (1.7); on a donc ;: Ve € C :
(v —1u,Au — @) > 0et (v—u, Au — ¢) > 0. Faisons v = % dans la premidre
inégalité et v =  dans la seconde. Il vient :

(u—0,Au—yp)>0et{u—7u,Au—¢p) >0 = (u—uU,p— Au) > 0. Ajoutons :
(-0, AT —p+p—Au) >0 = (u—1u,A(u—1)) <0.

Alors : plla— )2 < (u—a,A(u—1u)) <0,dou:u="1u 4
Remarques : On s’est servi ici de la linéarité de A, mais on aurait le méme résultat avec
A non linéaire vérifiant une condition de monotonie forte :

Yu,v € E : (u— v, Au — Av) > pllu — o]

D’ ailleurs, on peut reprendre les trois derni€res propositions avec A non linéaire
vérifiant la condition de forte monotonie et la condition suivante :

Jv > 0,Vu,v € E : ||Au — Av| <v|u — v|| (A lipschitzienne de constante v/).

Bien entendu 1’ algorithme ci-dessus n’a de valeur calculatoire/numérique que si Po
peut étre explicité et si J1(¢ — Au,,) n’est pas trop compliqué.

Corollaire 3.1. (lemme de Lax-Milgram)

Soit E unespace de Hilbert réel, et soit A € L(E, E’). On suppose qu’il existe
p > 0tel que Vu € E : [Au](u) > pllul|?

Conclusion ;: A est un homéomorphisme linéaire de FE sur E’, et on a :
1A ger By < % . De plus la solution de I’équation Az = ¢ peut étre trouvée
grice 4 un algorithme.

Démonstration : On remarque que les Prop. 3.3, 3.4, 3.5 n’utilisent pas la symétrie de
A (I’hypothese (1.3)). D’apres la Prop. 3.5 et 1a Prop. 1.6, on a : pour tout ¢ € E’ il
existe u € E unique tel que Au = ¢ (il suffit de faire C = E).

Donc A est une bijection de E sur E’.

Partant de pul|? < (u, Au), faisons pour oy € E', 9 #0:u = A71(3).
pllAT ()12 < (A1, Ao A7H(9)) = (A4, 9) < A9 [I9Il’

= plATYl < [l9ll" = A7y < %llwll’.

C’est dire que A™! (linéaire puisque A I’est) est continu de norme [[A™!]| < %
. On applique ensuite I’algorithme de la Prop. 3.5 avec P = Idg, ce qui donne
1’algorithme simple suivant : up, 1 = up, + pJ (@ — Auy,). ¢

On retrouve ainsi, avec une démonstration nouvelle, le Th. 2.2 du Chap. X VIII, avec
I’ algorithme en prime.

Fin du Chapitre XXI



MATHEMATICIENS CITES
DANS LE COURS

ABEL Niels Henrick (1802 — 1829) Norvege. Impossibilité de la résolution par radicaux des
équations de degré > 5. Théorie des groupes. Intégrales abéliennes. Fonctions elliptiques.

A propos de Cauchy : le seul qui sache traiter les mathématiques. Mais aussi : Cauchy est un
bigot, ce qui est une chose étrange pour un homme de science.

ARCHIMEDE (287 ?7— 212, av. J.C.) Syracuse. Mathématicien, mécanicien, physicien.

TE ] 3+19,3+1 [ Etude des coniques, de I'hélice, du cylindre et de 1a sphere. Notion de trés
grand nombre (10%). Précurseur du calcul intégral (méthode d’exhaustion).

ALEXANDROV Pavel Sergueivitch (1896 — 1982) Russie. Topologie générale et topologie
algébrique.

APERY Roger (1919 —) France (Univ. de Caen). Théorie analytique des nombres.

¢3)=3 515 ¢ Q (vers 1980).
n=1

ARZELA Cesare (1847 — 1912) Italie. Eléve de Dini. Equations différentielles.

ASCOLI Giulio (1843 — 1896) Italie. Analyse. Topologie. Calcul des variations. Ensembles de
fonctions continues.

BAIRE René (1874 — 1932) France. Théorie des fonctions de variables réelles (il est le fondateur
de la théorie moderne). Notion de semi-continuité, Mesurabilité (ensembles de mesure nulle).
Topologie générale (ensembles maigres).

BANACH Stefan (1892 — 1945) Pologne. Analyse fonctionnelle (un des fondateurs, avec
F. Riesz) et théorie des fonctions. Son livre Théorie des opérations linéaires (1931) est génial,
et reste intéressant # lire (demande les connaissances d’analyse fonctionnelle de maitrise).

BERNSTEIN Serguéi Natanovic (1880 — 1968) Russie. Approximation des fonctions. Ne pas
confondre avec Félix Bernstein (1878-1956) Allemagne, U.S.A, du Th. de Cantor-Bernstein
(théorie des ensembles).

BESICOVITCH Abram Samoilovitch (1891 — ) Anglais d’origine russe. Fonctions presque
périodiques.

BESSEL Friedrich Wilhelm (1784 — 1846) Allemagne. Astronome. Equations différentielles
(fonctions de Bessel). Polyndmes trigonométriques.

BOLZANO Bernhard (1781 — 1848) Tcheque de langue allemande. Philosophie religieuse.
Précurseur d’une définition correcte des réels.

BOREL Emile (1871 — 1956) France. Théorie des fonctions. Séries divergentes. Théorie de
la mesure des ensembles (notion d’ensemble négligeable). Probabilités. Théorie des jeux et
stratégie (cf. aussi von Neumann). Fondateur du Centre National de 1a Recherche Scientifique
(C.N.R.S).

BOURBAKI Nicolas (1935 —) France. Pseudonyme collectif d’un groupe de jeunes mathémati-
ciens issus de 'E.N.S. (H. Cartan, C. Chevalley, J. Delsarte, J. Dieudonné, A. Weil, puis
cooptations). Publication des Eléments de mathématiques depuis 1939 (plus de 5000 pages) chez
Hermann éd. Ces Eléments étaient destinés 4 1 origine & remplacer les grands traités d’analyse du
début du siecle (Valiron, . . . ) jugés désuets. Les sujets traités dans les Eléments jusqu’a présent
sont : théorie des ensembles, algeébre, topologie générale, analyse fonctionnelle, intégration,
géométrie, groupes de Lie.

Profitant du canular 1i€ au nom méme de Bourbaki, de publications bourbakistes issues de 1a ville
imaginaire de Nancago (Nancy + Chicago), etc. des journalistes « vulgarisateurs » ont propagé
I'idée que le groupe Bourbaki était une sorte de société secréte. Il n’en est rien, évidemment, et le
fameux séminaire Bourbaki est ouvert 2 tous les mathématiciens. Certains domaines ont été tres
influencés par les travaux des bourbakistes : par exemple les espaces vectoriels topologiques.
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Le traité de Bourbaki a des admirateurs inconditionnels, mais aussi des détracteurs : la théorie
des ensembles (premier tome du traité) n’a guere de succes aupres des spécialistes. La théorie de
I’intégration choisie par Bourbaki a fait I’objet d”ardentes polémiques : les probabilistes en sont
d’implacables ennemis. Les Eléments d’analyse de J. Dieudonné (8 tomes, Gauthier-Villars éd.)
reflétent bien le « style Bourbaki », ce qui n’est pas étonnant puisque I’ auteur fut le rédacteur de
plusieurs tomes du traité€ de Bourbaki.

BROUWER Luiizen Egbertus Jan (1881 — 1891) Hollande. Géométrie différentielle, fonctions
holomorphes, équations aux dérivées partielles (E.D.P.). Logique (courant intuitionniste).
BUNIAKOWSKI V. (1804 — 1889) Russie. Théorie des nombres et probabilités appliquées.

CACCIOPOLI Renato (1904 — 1959) Italie. Equations différentielles ordinaires, stabilité.
Théorie des groupes. Petit fils du théoricien de I’anarchisme Mikhail Bakounine.

CANTOR Georg (1845 — 1918) Allemagne, d’origine russe. Ses travaux sur les séries
trigonométriques le conduisent 2 fonder la théorie des ensembles (laquelle n’est pas d’origine
abstraite, comme beaucoup de gens le croient !). Ordinaux. Cardinaux.

CARTAN Henri Paul (1904 — ) France. Fonctions analytiques de plusieurs variables. Topologie
algébrique, théorie du potentiel, géométrie algébrique. Notion de filtre.

CAUCHY Augustin-Louis (1789 — 1857) Son ceuvre est considérable : théorie des polyedres,
théorie des nombres, groupes finis . . . Mais son grand mérite est d’avoir fondé I’analyse des
fonctions R — R, C — C, des suites, des séries . . . sur des bases solides : il est le premier a
poser des définitions claires et 2 donner des démonstrations rigoureuses capables de satisfaire
les mathématiciens actuels. En gros, on peut dire qu’il est I'inventeur des définitions du type :
Ve > 0,3qn > 0,Vx : |z —zo] £ = |f(z) — f(20)| < € (aux notations pres !).

11 a défini une notion d’intégrale (des fonctions continues) qui porte son nom. La fréquence avec
laquelle son nom revient dans le cours témoigne de I’étendue de ses activités.

CESARO FErnesto (1859 — 1906) Italie. Séries divergentes et séries trigonométriques. Une suite
(un) converge au sens de Cesaro si v, = %(ul +ug + - - - +uy,) converge.

CHEBYSHEYV (ou Tchebychev) Pafnouty Livovitch (1821 — 1894) Russie. Théorie des
nombres, probabilités, approximation des fonctions par des polynOmes (au sens de || - ||co
notamment). Mécanismes.

DEDEKIND Richard Julius Wilhelm (1831 — 1916) Allemagne. Définition de R 2 partir de Q
par la méthode des « coupures ». Intégrales eulériennes. Théorie des ensembles (avec G. Cantor).
Notion d’idéal.

DINI Ulisse (1845 — 1918) Italie. Analyse (séries), géométrie différentielle. Si vous allez a Pise,
vous pourrez admirer sa statue.

DIRAC Paul Adrien Maurice (1902 - 1984) Angleterre. Physicien, prix Nobel 1933. Prédiction
théorique de I’existence de I’ antiparticule de I’€lectron par un raisonnement trés subtil. A utilisé
dans ses calculs des objets mathématiques en apparence aberrants qui ont pris place plus tard
dans la théorie des distributions (Sobolev et Schwartz).

DIRICHLET Peter Gustav (ou : Lejeune-Dirichlet) (1805 — 1859) Allemagne. Théorie des
nombres (par exemple : dans toute progression arithmétique dont les deux premiers termes
sont premiers entre eux, il existe une infinité de nombres premiers). Séries trigonométriques.
Meécanique et physique mathématique.

EKELAND Ivar (contemporain) France. Analyse non linéaire. Optimisation. Probabilités.

A lire de cet auteur : Le Calcul, I’Imprévu. Les figures du temps de Kepler a Thom. Seuil éd.
Points Sciences S53, 1984.

EUCLIDE (3157 — 256 7 av. J.C.) Gréce. Auteur des fameux Eléments qui contiennent la
premiére tentative d’axiomatisation de la géométrie.

EULER Leonhard (1707 — 1783) Suisse (mais a travaillé aussi en Prusse et en Russie). Son
ceuvre est considérable et primordiale. Auteur tres prohﬁque 30 volumes de mathemathues
32 de mécanique et astronomie, 12 de physique et divers . .et 13 enfants.
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FEJER Lipot (Leopold) (1880 — 1959) Hongrie. Séries trigonométriques (sommes de Cesaro).

FISHER Emst (1875 — 1956) Allemagne. Séries trigonométriques, convergence au sens de
Cesaro.
FOURIER Jean Baptiste Joseph (1768 — 1830) France. Théorie de 1a chaleur. Le premier a étudier
les « mathématiques de la physique » au sens actuel. Inventeur des séries trigonométriques.
Il fit partie de I’expédition de Bonaparte en Egypte, et en revint persuadé que la chaleur
guérissait tous les maux ; il vécut dés lors dans des locaux surchauffés ; cette attitude inspira-t-
elle ses recherches ? Ne pas confondre le mathématicien Fourier et le philosophe Charles Fourier
(inventeur du fouriérisme).
FRECHET René Maurice (1878 — 1973) France. Topologie générale et analyse fonctionnelle,
théorie de I’intégration, calcul différentiel dans les espaces abstraits, séries de Fourier, proba-
bilités.
La possibilité de définir des notions comme limite et continuité dans des ensembles
arbitraires est une idée qui, sans aucun doute, fut exprimée en premier par Fréchet en
1904, et développée par lui-méme dans sa célébre thése (1906). La méthode la plus simple
et la plus fructueuse qu’il proposa pour définir ces notions fut I’ introduction de la notion de
distance. Mais le principal mérite de Fréchet repose sur I'importance qu’il assigna a trois
notions qui devaient jouer un réle fondamental dans tous les développements ultérieurs de
I’analyse fonctionnelle : la compacité, la complétion, et la séparabilité.
J. Dieudonné 1981 (traduit de I’anglais par Y.S).

FREDHOLM Erik Ivar (1866 — 1927) Suede. Analyse, Physique mathématique, mécanique.
Théorie des équations intégrales.

FUBINI Guido (1879 — 1943) Italie et U.S.A. Théorie de 1a mesure.

GALERKIN Boris Grigorievitch (1871 ~ 1945) Russie. Ingénieur. E.D.P.

GAUSS Karl Friedrich (1777 — 1855) Allemagne. Surnommé le Prince des mathématiciens.
Génie précoce. Polygones, théoréme fondamental de I’ algebre, intégrales elliptiques, géométrie
différentielle (courbures d’une surface), géométrie non euclidienne, théorie des erreurs, méthode
des moindres carrés, astronomie, etc.

GRAM Jorgen Pedersen (1850 — 1916) Danemark. Analyse.

HAAR Alfred (1885 — 1933) Hongrie. Théorie de la mesure sur les groupes localement compacts

HADAMARD Jacques Salomon (1865 — 1963) France. Inventeur de I'expression Analyse
Sfonctionnelle. Nombres premiers. Equations aux dérivées partielles.

HAHN Hans (1879 — 1934) Autriche. Fonctions de variables réelles. Analyse fonctionnelle.

HAUSDORFTF Felix (1868 — 1942) Allemagne. Premiére définition de la notion de topologie,
par les voisinages. Fondements des mathématiques, topologie générale, espaces vectoriels
topologiques.

HEINE Heinrich Eduard (1821 — 1881) Allemagne. Séries trigonométriques (c’est lui qui
suggéra 3 Cantor ce sujet d’étude). Construction (de Cantor-Heine) des réels. Inventeur de
Ia continuité uniforme. Ne pas confondre avec le pogte Henri (Heinrich) Heine (1797 — 1856).

HERMITE Charles (1822 - 1901) France. Fonctions elliptiques et fonctions abéliennes. Formes
quadratiques (théorie des nombres). Réformé de Polytechnique (santé), il passe le bacc. en
1847, aprés ses premiers travaux. Introduction de fonctions continues en théorie des nombres
(formes hermitiennes) ; théorie algébrique des invariants ; fonctions modulaires. Démontre 12
transcendance de e en 1873. Hermite €tait beau-frere de Joseph Bertrand et beau-pere de Emile
Picard.

HILBERT David (1862 — 1943) Allemagne. Ses travaux ont fortement influencé la plupart des
branches des mathématiques qui existaient au début du siecle : logique, théorie des ensembles,
arithmétique, algebre, géométrie algébrique, analyse, physique,etc. En 1900, 2 Paris, au 2&me
Congres International de Mathématiques, Hilbert donna une liste de 23 probiémes qui devaient
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constituer un programme de travail pour le siécle a venir ; ces problémes constituent toujours un
fil directeur dans de nombreux travaux.

HOLDER Otto Ludwig (1859 — 1937) Allemagne. Analyse, théorie des groupes.

JACOBI Karl Gustav (1804 — 1851) Allemagne (Prusse). Fonctions elliptiques et abéliennes.
Equations différentielles et équations aux dérivées partielles. Calcul des variations. Mécanique
céleste. Formes quadratiques et déterminants (( jacobien »). Théorie des nombres.

JENSEN Johannes Ludwig (1859 — 1925) Allemagne. Fonctions convexes,

JORDAN Camille Marie (1838 — 1922) France. Théorie des groupes. Equations algébriques.
Théorie des courbes. Théorie de I’intégration (Lebesgue était son disciple).

KACMARZ S. Analyse fonctionnelle.

KRONECKER Leopold (1823 —~ 1891) Allemagne. Nombres algébriques. Aurait dit : Dien
fit le nombre entier, le reste est I’ceuvre de I’homme. Adversaire de Cantor et de la théorie des
ensembles.

KURATOWSKI Casimir (1896 — 1980) Pologne. Topologie générale et topologie algébrique.
LAGRANGE Joseph Louis (Comte de) (1736 — 1813) France (d’origine piémontaise). Calcul
des variations, mécanique céleste, astronomie, théorie des nombres (formes quadratiques).
LAGUERRE Edmond Nicolas (1834 - 1886) France. Géométrie, algebre (polyndmes), analyse.
LAPLACE Pierre Simon (marquis de) (1749 — 1827) France. Mécanique céleste et probabilités.
LAX Peter D. Mathématicien américain contemporain. Equations aux dérivées partielles
paraboliques et hyperboliques. Lemme de Lax-Milgram.

LEBESGUE HenriLéon (1875 — 1941) France. Théorie de I intégration. Séries trigonométriques.
Inventeur (dans sa thése) de la théorie de I’intégration qui porte son nom. En ce qui concerne
la théorie de Lebesgue et ses implications ultérieures, nous signalons I’ouvrage de A. Michel :
Constitution de la théorie moderne de 'intégration. Vrin éd. Paris 1992, et celui de I.P. Pier :His-
toire de I'intégration, Masson éd. Paris 1996.

LEGENDRE Adrien Marie (1752 - 1833) France. Analyse (fonctions elliptiques et eulériennes),
théorie des nombres, calcul des variations, mécanigue

LIPSCHITZ Rudolf Otto Sigismund (1832 — 1903) Allemagne. Arithmétique, géométrie
différentielle, analyse (séries de Fourier), équations différentielles (existence, calcul approché
des solutions).

MAZUR Stanislaw (1905 — ) Pologne. Analyse fonctionnelle.

MERAY Charles (1835 — 1911) France. Théorie de Cantor-Méray des réels.

MILGRAM A.N. U.S.A. Mathématicien contemporain. E.D.P. Lemme de Lax-Milgram.
MINKOWSKI Hermann (1864 — 1909) Allemagne. Théorie des nombres et géométrie (con-
vexité). A mis sous forme mathématique la relativité restreinte (il eut A. Einstein comme étudiant
a Zurich).

MONTEL Paul (1876 — 1975) France. Fonctions analytiques (familles normales). GEométrie.
Mécanique.

NEUMANN (von) Johann (John) (1903 — 1957) U.S.A. (origine hongroise). Analyse fonc-
tionnelle (espaces de Hilbert et leurs opérateurs : C™-algebres, applications & la mécanique
quantique), théorie des ensembles (logique), théorie des jeux, économie mathématique, théorie
ergodique. Construction du premier ordinateur (et de la bombe atomique).

Ne pas confondre avec Neumann Carl Gottfried (1832 - 1925).

NIKODYM Otton Martin (1887 — 1974) U.S.A. d’origine polonaise. Analyse fonctionnelle.
Théorie de Ia mesure.

(de) PARSEVAL des Chesnes Marc Antoine (1755 - 1836) France. Géometre, membre de
I’Institut. Arrété pendant la révolution, il dut son salut 3 Legendre. Auteur d’un pamphlet contre
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Napoléon, il dut son salut 3 I'exil. Sa laideur I’avait fait surnommer le « cochon savant) par
ses collegues de I’Académie . . . Parseval brille par son absence dans les dictionnaires (trop
d’ennemis sans doute !), et je dois mes renseignements a son sujet 2 I'un de ses descendants, que
je remercie.

PEANO Giuseppe (1858 — 1932) Italie. Célebre par sa courbe continue qui remplit un carré, et
par son axiomatique des entiers. Auteur d’un Formulaire mathématique qui laissa perplexes ses
contemporains.

PICARD Emile (1856 — 1941) France. Géométrie. Fonctions analytiques, Equations différentielles
(méthode des approximations successives) et théorie des groupes.

PLANCHEREL Michaél (1885 — 1967) Suisse. Théorie de I'Intégration. Transformation de
Fourier.

POINCARE Henri (1854 — 1912) France. Un des plus grands mathématiciens ; ceuvre con-
sidérable (400 travaux importants, 1000 notes bréves). Equations différentielles (fonctions fuch-
siennes) et E.D.P. Physique (probléme des 7 corps). Topologie algébrique (conjecture célebre).
Poincaré a failli découvrir la Relativit€ (restreinte) peu avant Einstein, et il a découvert ce qu’on
appelle maintenant la théorie du chaos (nombreux travaux actuels). Remarque : 1a Relativité est
parfois attribuée 4 Poincaré, parfois 3 H.A. Lorentz, et méme parfois 2 la premiere femme de
Einstein . . . Le génie de A. Einstein a toujours excité la hargne des médiocres. Ne pas confondre
H. Poincaré avec son cousin Raymond Poincaré, président de la république pendant la guerre de
14-18.

PTOLEMEE Claudius (90 7168 ?) Gréce. Astronomie, mathématiques, géographie. Précurseur
de la trigonométrie. Sa cosmologie géocentrique aura « force de loi » jusqu’a Copernic.
PYTHAGORE (5807 — 500 ? Av J.C.) Gréce. Mathématiques et physique. Table de nombres
premiers. « Pont aux &nes » : dans un triangle rectangle, le carré de I’hypothénuse est égal, si
Jje ne m’abuse, a la somme des carrés des deux autres cdtés. Existence des nombres irrationnels
(v/2). Polyedres.

RADON Johann Karl (1887 — 1956) Autriche. Théorie de I"intégration.

RIEMANN Georg Friedrich Bernhard (1826 - 1866) Allemagne. Séries de Fourier. E.D.P.
Analyse complexe (fonction ¢). Répartition des nombres premiers. Fonctions abéliennes et
surfaces de Riemann. Son ceuvre est considérable, surtout si I’on tient compte de sa mort
(tuberculose) 2 40 ans . ..

RIESZ Frigyes (Frédéric) (1880 — 1956) Hongrie. Analyse fonctionnelle. Ne pas confondre
avec M. Riesz (analyse fonctionnelle, lui aussi), son fiere ; ni avec Ritz, Walter (1878 - 1909)
physicien théoricien allemand d’origine suisse.

SCHAUDER Juliusz Pavel (1896 — 1943). Pologne. Analyse fonctionnelle. E.D.P. Assassiné
par les nazis.

SCHMIDT Erhard (1876 — 1959) Allemagne. Analyse fonctionnelle. Intégration.
SCHWARZ Hermann Amandus (1843 — 1921) Allemagne. Analyse et géométrie différentielle.
SCHWARTZ Laurent (1915 - ) France. Théorie des Distributions. Médaille Fields (1950) [c’est
I’équivalent du prix Nobel]. Analyse fonctionnelle. Théorie de la mesure et probabilités dans les
espaces de Banach.

SOBOLEY Serguei Lvovic (1908 — 1989) Russie. Physique mathématique. Précurseur de la
théorie des distributions.

STEINHAUS Hugo Dyonis (1887 — 1967) Pologne. Analyse fonctionnelle.

STIELTJES Thomas-Jan (1856 — 1894) Hollande. Théorie de I’intégration.

STONE Marshall Harvey (1903 — ) U.S.A. Topologie et analyse fonctionnelle. Intégration.
Algebres de Boole.

TAUBER Alfred (1866 — 1942) Autriche. Auteur de résultats (th€orémes taubériens) liant les
convergences au sens de Abel, Cesaro, a la convergence usuelle.
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TIETZE Heinrich Frantz Friedrich (1880 — 1964) Autriche et Allemagne. Topologie.
TOEPLITZ Otto (1881 — 1940) Allemagne. Espaces vectoriels topologiques. Matrices infinies.
TYCHONOV André Nikolaevitch (1906 — ) Russie. Topologie. Points fixes,

ULAM Stanislaw Marcin (1909 — 1984) U.S.A. d’origine polonaise. Analyse fonctionnelle,
théorie de la mesure.

URYSOHN Paul Samuelovitch (1898 — 1924) Russie (mort noyé en France pendant des
vacances). Topologie.

VOLTERRA Vito (1860 — 1940) Italie. Analyse fonctionnelle. Equations intégrales et intégro-
différentielles. Physique mathématique, mécanique. Mathématique des assurances.
WEIERSTRASS Karl Theodor Wilhelm (1815 — 1897) Allemagne. Séries. Fonctions analy-

tiques. Fonctions elliptiques. Premier exemple (1871) de fonction continue [0, 1] — R dérivable
en aucun point (exemple de « fractale » au sens de B. Mandelbrot).

Vous trouverez bien d’autres renseignements biographiques dans I’ouvrage : Des Mathéma-
ticiens de A & Z de B. Hauchecorne et D. Suratteau. Editions Ellipses, Paris 1996.

J'ai fourni ma carriére, j’ai acquis quelque célébrité dans les mathématiques ; je
n’ai hai personne, je n’ai point fait de mal et il faut bien finir, mais ma femme n’a pas
voulu.

J. L. Lagrange (paroles rapportées par G. Monge)

L’élaboration et le dével oppement ultérieurs de I’ arithmétique systématique, comme
a peu pres tout ce que les mathématiques de notre siecle (le XIX éme) ont produit dans

la voie des idées scientifiques originales, se rattache a Gauss.
L. Kronecker

L’autre matin, Dirichlet est resté avec moi deux heures . . . Il a lu toute ma thése avec
moi et a été fort aimable ; je ne m’y attendais pas, étant donné la grande différence de

rang entre nous. J'espére qu’il se souviendra de moi plus tard.
B. Riemann (lettre 1852)

Ayez un entretien avec M. Hermite ; il n’évoquera jamais une image concréte ;
cependant, vous percevrez bientit que les entités les plus abstraites sont pour lui

comme des créatures vivantes.
H. Poincaré
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Additivité . . ... ... e 43, 46
Adhérence ................. 20,71, 111
Adhérent (point-)............... 20, 111
Adjoint (d’'unopérateur) . . ........... 409
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a posteriori : latin; apres certaines données.

Application affine par morceaux ... 94,313
Applicationbornée ................. 23
Application continue ........... 155,310
Application continue enun point . .. ... 151
Application contractante ......... 17,363
Application contractive. . . ........... 363
Application de dualité .............. 405
Application dérivable . . ............. 192
Applicationen escalier........... 94, 313
Applicationfermée. . ............... 156
Application htldérienne . . .. ... .. 172,313
Application linéaire bornée . ......... 201
Application linéaire continue . ... ... .. 200
Application linéaire-de rang fini . . .. ... 206
Application A-lipschitzienne ... ... 17, 363
Application localement constante . . . . . . 472
Application multilinéaire continue . . . . . 212
Application multivoque ............. 382
Applicationouverte .. .............. 156
Application partielle. . . . ............ 188
Application projection . ......... 385, 390
Applicationpropre . . . .............. 337

Application strictement contractante . 17, 363
Application uniformément continue . . .. 171

Approximation uniforme ............. 93

a priori ; latin ; avant toute chose.

Arc (origine et extrémité d’'un-)....... 463

Axiomatique des suites convergentes . . . . 81

Axiome d’Archimgde . .......... 292,359
B

Basede Schauder ................. 264

Base hilbertienne

(ou : base orthonormale). . ...... 48, 429

Bidual ...................... 231,408

Bouleouverte ..............co0venn 18

Boulefermée ..................... 18

Boule ouverte généralisée ........ 21,144

Boule fermée généralisée ......... 21,144

CBOXMEIICH o oo v v e v e v e iee e ns 16
C

Caractérisation de von Neumann-Jordan. . 51

Cauchy-Schwarz (inégalitt de—) .. .. ... 44

c-espace

(e.m. a boules fermées compactes) . . . 337
cf. latin confer : comparez, rapprochez.

Classification des notions rencontrées

entopologie .. .................. 175
Coefficient de Fourier. .. ............ 428
Coercivité. . .............. 372,412,489
Col = point-selle.

Combinaisonconvexe . .............. 50
Compactifié d’Alexandrov . ... ....... 306
Complet (espace -), compléte (partie -) . . 238
Complété d’un espace métrique - . . . . .. 347
Complété d'unewvn................ 352
Complété d*un espace préhilbertien . 355, 407
Composante CONNEXe + . .. ..o voeeenn. 468
COnE ..oovviie it 62,464
Conjuguéde p € |[1,+o0 ...ooo.. .. 16
Connexité pararcs . ... ............. 463
Connexité . ......ovvviiveennennn. 465

Continuité des applications linéaires . . . . 200
Contraction = application contractante.
Contraction stricte = application strictement
contractante,

Contravectetlr .. .....ccveevvvvnon.. 232
Convexe (ensemble) . ... ............. 48
Convexe (fonction). .. .....cevvvven.. 49
Convexité stricte (’une.vn) . .. ... 39, 311
Convexité uniforme (d’une.vn) . ... 39, 311

C.Q.ED. Ce qu’il fallait démontrer (en fin de
démonstration).
Covecteur = forme linéaire.

CritredeCauchy ................. 235
—~——pourlesséries . ............... 261
Critere de convergence d’Abel . . . ... .. 264
Critere de Weierstrass. . . ............ 276
CubedeHilbert ............... 287, 310
D
Découpage d’unintervalle . . .......... 94
Définie (forme bilinéaire -). ........... 43
Demi-espace ...........ovvvvie.n. 49
Dénombrable. ..................... 91
Densité de A parrapporta B.......... 91
Densité des rationnels. . .......... 91, 359
Déterminant de Gram . ... ....... 433,441

De type dénombrable = séparable (le premier
serait préférable, mais la routine . . . ).

Développement en série de Fourier. . . . . 429
Diametre (d’une partie). . ......... 21,171
Distance. ........c.oviiiinvnnnnnnn.. 11
Distance associée a une norme . . . . .. 37,38
Distancebarnée .. .................. 21
Distances de Holder

(ou : holdérienne) d’ordre p . ... ... .. 16
Distancede v av.........ccvein.. 11
Distance d(u, A) de u (point)

a A (sous-ensemble). . ............. 19
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Distaincede ACFaBCFE......... 21 | Espaces vectoriels normés de
Distance discréte . ... .......ooovn.. 13 dimension finie. .. ............... 258
Distances équivalentes . . ...... 14, 15, 176 | Estimation a priori et a posteriori . . 364, 365
Distance euclidienne . ............... 12 | Etoilée (partie-)................... 464
Distanceinduite.. . ... ........ .. ... .. 14 | e.v.n. Abréviation pour espace vectoriel normé
Distances sur un produit. ......... 15,185 | (ne pas oublier les points !).
— bomologiquement équivalentes . . . .. 176 | ExcesdeHausdorff . ................ 22
— topologiquement équivalentes . . .. .. 176 | Exponentielle d’un opérateur . . ....... 262
— uniformément équivalentes . ....... 176 | Extérieur .. ...........ccvvunann. 129
Distance transportée. .. .............. 13 F
Distance wuelie 1.1 1111 1z | Familleorhogoale ... 48,427
Droite achevée = droite étendue. lele orth(.)normak: ............... 427
DIOite €1enQUE . . - .« vvonrenns. 306 | Famille mas'ma‘e ------------- . j;;
. Familletotale . . ................ »
Dual topologique .. ............ 199, 405 Fermetre = adhérence.
E Fermé (ou : partie fermée) d’une.m . 20, 117

E.D.P. = équation(s) aux dérivées partielles. Fermé d’'unproduit. ................ 186
Egalité de Parseval . . ... ............ 429 | Fonction affine par morceaux . . . . .. %4, 313
e.m. Abréviation pour espace métrique. Fonction & variation bomée . . . . 95, 286, 309
Ensemble dérivé. .................. 115 | Fonction bomée inférieurement . .. ..... 78
Enumération des rationnels. ........ 66,73 | Fonctionenescalier................. 94
Enveloppe convexe ................. 51 | Fonction indicatrice ... .............. 50
Enveloppe convexe fermée .......... 505 | Fonctioninf-bomée................. 78
Epigraphe .............oivienaa.. 49 | Fonctionnulledl'infini ............. 357
Equation d'unhyperplan ............ 232 | Fonction polynomiale. ............... 95
Equationintégrale . ................ 368 | Fonctionréglée .................... 95
Equation intégrale linéaire de Fredholm Fonction semi-continue inférieurement . . . 78

de seconde espéce non homogeéne . . . . 369 | Forme quadratique . ................ 483
Equation intégrale linéaire de Volterra Formule d’ Ascoli (distance d’un

de seconde espéce non homogene . .. 370 point a3 un hyperplan fermé) .. ...... 204
Espace a produit scalaire : synonyme (anglo- | Frontiere .. ........ccvvevnnnnn.. 116
saxon) d’espace préhilbertien. G
EspacedeBanach ................. 238 ]
Espace de Banach classiques . .. ...... 243 | Géoméiriedesevn ............. 39,311
Espace de Banach complété d'une.vn . . 352 | GL(E) = Isom(F, B) oooonn 199
Espace de Banach réflexif............ 408 | GL(E) = I som(E B) 199
Espacede Hilbert. ................. 238 Groupe des isométries .............. 174
Espace de Hilbert complété d’un Groupe fondafnental, Ou groupe de

espace préhilbertien . . ... ..... 355, 407 Poincaré, d’un espace topologique : . . 476
Espace euclidien ................... 45 H
Espace métrique. . ...........o.ontn 13 | Hémicontimuité ................... 485
Espace métrique bom¢ : e.m. dont la distance [ Homéomorphes (espaces -). . - . . . . .. . . 174
est bornée. Homéomorphisme . . ... ........ 174, 469
Espace métrique complet .. .......... 238 | HomogénGité ................ 37,43, 46
Espace métrique compact . ... ... 287.305 | Hyperplan . ...........c.u.... 204, 232
Espace métrique localement compact . . . 314 I
Espace métrique précompact . ........ 283
Fspace métrique produit . . . . .. 15, 153, 185 | ldentité de lamédiane. ........... 45, 386
Espace métrique totalement bomé Identité de polarisation. .............. 45

=e.m. préco[npacL Identité du parallélogramme ........ 45, 51
Espace préhilbertien . . .. .......... 43,46 | i.e latin: c’est-a-dire.
Espace topologique. . ........... 119, 135 | Image dunesuite................... 67
Espace topologique séparé .. ......... 135 | Image (= trajectoire) d'unarc ... ..... 463
Espace vectoriel normé (e.v.n.). .. ...... 38 | Indicatrice (fonction) . .. ............. 50
———classique . ................. 41

Inégalit de Bessel .. ............... 428
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Inégalité de Buniakowski =
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Inggalité de Cauchy-Schwarz .. ........ 44
Inégalité de convexité. ............... 37
Inégalité de Jensen ................. 60
Inégalité de Ptolémée. . .............. 47
Inégalité du quadrilatere ... .......... 349
Inégalité triangulaire. .. ........... 11, 37
Inégalité triangulaire généralisée.. . . . . 12,38
Inégalité triangulaire (seconde--) ...... 12
Inéquation (variationnelle) .. ......... 484
Inéquation (variationnelle).linéarisée . . . 485
Inf de deux fonctions . ... ........... 157
In fine : 1atin : ¢alafin).
Injection canonique ... .....ccovvunt. 153
Injection canonique dans le bidual . . 231, 408
Intérieur. . ..., 129
Intérieur par rapport a un

sous-espace métrique . .. ... ... .. 131
Inverse 2 droite (2 gauche) orthogonal. . .413
Isom(FE,F)......coooviinnnt. 199, 231
Isom(E, F)ooviviviiii .. 199
Isométrie . oo v oo v ve i 17

Isométrie canonique F +— L(K, E)....205
Isoméltrie canonique

ExF —-(ExFy............ 205
Isométrie canonique
B(E, F;G) — L(E, L(F,G))....408
Isométrie canonique ¥ — E” ........ 408
Isométricde E RieszZ . . . ... ... .. 405
Isométrie linéaire .. . ....... ... 199
Isométriques (e.m. cu e.v.. -). ..... 17,199
Isomorphisme d’evn. .. .. ..o vnnl.. 199
ftération . .........coeeiveveenonn 364
J
Jauge de Minkowski [ou jauge]
d'unensemble .. .......... ..., 61
L
Lacet.....coveeeeiiiinnenvnnn. 463
Lagrangien....................... 487
Lemme de Lax-Milgram............. 412
Lemme de E. Riesz (lemme des éléments
quasi-orthogonaux). ... ....veenn.. 289
Lignebrisée.. ... ..., 471
Limite d’une application. . ........... 190
Limite une spite . . .. .. ............ 70
Limite inférieure d’une suite de réels . . . . 76
Limite supérieure d’une suite de réels. . . . 75
M
Méthode des approximations successives 367
Meéthode des moindres carrés .. . ... ... 418
Métrique : synonyme de distance.
Minimax =min-max............... 487

Minimum absolu (ou global) .......... 51

Minimum relatif (oulocal)............ 51
Module de continuité . . ... .......... 172
1% 0]1115) 11 7- 207
Monotone (opérateur-) ............. 485

Multi-application = application multivoque
Multi-application de meilleure approximation

parrapportaunensemble . ........ 382
Multi-application propre. . ........... 382
Mutatis mutandis - latin ¢en changeant ce
qui doit I’&tre ». L’expression remplace une
démonstration qui differe tres peu d’une autre
démonstration donnée.

N
NIVEAU vvvviviviieevnenvenennnnnn 49
Non dégénérescence. . .. ..o cvvvvvnn.. 46
NOMME. ot iie it et it ieeeeennnnnn 37

Norme associée 2 un produit scalaire . 43, 44
Norme atteinte et non atteinte . 202, 209, 210

Normede lamoyenne . . ............. 41
Norme de 12 moyenne quadratique . . . ... 41
Normes dematriceS .. . ... covveenn... 40
Normes équivalentes . ............... 39
Normes holdériennes . . .............. 40
Norme naturelle sur L(E, F),

sur le dual topologique F’ ......... 201
Norme uniforme. . .. ..ooovvevenn.. 41
Notion bomologique . . ............. 176
Notion isométrique. . .. ... ooovvnnn .. 175
Notion topologique . ............... 175
Notionuniforme. .. .....ooovevevn.. 176
Noyau d’une application linéaire . . . ... 231
Noyau d’un opérateur intégral . . .... .. 208
Noyau reproduisant . ............... 419
Nullit¢ al’origine................... 37
Nullité sur la diagonale .............. 11

o

Opérateur = application linéaire continue.
Opérateur adjoint (d’un opérateur) : voir a

Adjoint.
Opérateurderangun .. .. .. .. ... 206
Opérateurs de Hilbert-Schmidt, et op.

Atrace ou nucléaires . . .. ....... ... 445
Opérateurs de décalage. . . ... ........ 448
Opérations de Minkowski............. 39
Orthogonaux (vecteurs -) . . . .. ... oov.. 47
Orthogonal (d’une partie). . ........... 48
Orthogonales (parties-) - . ... ... ...... 47
Ouvert (ou : partie ouverte) d’un e.m 20, 132
Ouvertd’unproduit . ............... 186

P
Partie compacte .. ............. 287, 305
Partiecomplete .. ............o.... 238
Partie également continue
= partie équicontinue.
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Partie équi-uniformément continue.. . . .. 313 Q
Partie équ.jcontinue ................. 313 Q.E.D. - C.QFD latin Quod erat demon-
Partie positive (négative) d’une fonction. 157 | ¢pnn 0
Partie précompacte . . . ..« v vvvvnenn. 283
Partie propre ...« cevvvvvnrnenenenn 465 R
Parie totale . . . vvvvvveeeeennnnnns 92 | Rare(partie-).............c.cnon. 147
Partition continue de I’unité subordonnée Rayonde Chebyshev................ 22
dunrecouvrement . . ... .......... 166 | Recouvrement .................... 283
Partition propre « « oo vvvevenvnneenn 465 | Recouvrement fini, dénombrable . .. ... 283
Partout dense (partie - ). . .covvvennn.. 91 | Relativité des intérieurs .. ........... 131
Passim : latin ( an passage ). Relativité des parties fermées . ........ 119
Petite perturbation d’un isomorphisme . . 263 | Relativité des parties ouvertes. . .. ... .. 136
POIdS .. oo ot e 207,437 | Rested'unesérie.................. 261
Point ¢’ accumulation. . ............. 115 S
P Ol‘)‘gh‘ffp‘:re'rgg;r; fg‘;‘ﬁ’;‘;‘:;g‘lzd. UM g1 | Seconde intgalitc riangulaire . . ... 12,38
POINE CRITICUL « « « e v ve e eeeeeane . 129 | Scgment (dans un espace vectoriel) . . .. 49
Point fixe d"une application . . ........ 363 gzguu:gz)srt;nece """"""""""" :1)’,1]
PoINt frontere « .. oo vveneeeenennnn 116 ottt
POINt IMEREUS -« v v e eveeeeeeenn. 129 | Séparable = de type dénombrable
POINLISOIS - -« e e ennenns. 15 | POUTERGM) et o1
Pointselle = Col .. .ovvennnnnnn.. 487 | Separtséparation.......... 11,37, 43, 135
Polyndmes de Bemstein. . ............ 98 Séqe dans un e.v.n. T 260
Polynomes orthogonanx (de Jacobi, Legendre, Sér}e converg.ente, divergente . . . .. 260, 261
Chebyshev, Hermite, Laguerre) .. ..... 437 Série de Fourier . ... o T 429
POSItif (OPETAteur-) « « v vvvvnunnnn .. 485 | Série harmonique : 1 (divergente).
Positivité .. ...... ..ot 11, 37,43 n=1 oo
Principe de Ekeland . . .............. 271 | Sgrie harmonique altemge : S U2
Principe de prolongement des égalités . . 156 e
Principe de prolongement des inégalités . 158 | _ (Convergente).
Principe des pigeons. « - « .« . vnnn.. .. 105 Sér}e ngrmalemex}t converge'nte ..... - 261
Principe du maximum pour les Série tngonomiétnque = série de Fourier
fONCHiONS COMVEXES - « « v v v e eneen .. 132 au sens classique . ............... 435
Probleme aux KOtes « . .. .......... 219 | Sesquilinéaire ..................... 46
Procédé d’orthogonalisation de Sinus des topologues . . . ............ 470
Gram-SChrmide « - - v v veoe oo 432 Somme d_e Cesaro . . . R RREE 80
Produit @’ espaces métriques . . . .. .. 15, 185 Somme d}recte tqpologxque """"" 391
Produit scalaire sur un espaceréel . ... .. 43 Somme d upe séne’ """ Sttt 260
Produit scalaire sur un espace complexe Somme p.a{nelle @ une série). . ....... 260
(produit hermitien) . « « « .. .n...... 46 Sous-additive (fongtlon) .............. 17
Produit scalaire hermitien = p.s. sur unespace Sous—espac_e vectoriel engendré par
vectoriel complexe. une parhe ....................... 92
Projection (au sens de Sous-niveau....................... 49
« meilleure approximation) . . . . . . . 381 Sphere...... PR R R RRRRE: 18
Projections naturelles . . . ............ 186 | Sphere généralisce.................. 21
Projection orthogonale . . . ........... 389 Sous-espace mé lnque """""" 14,153
Projection stéréographique. . .. ... ..... 13 | Sous-espace vectoriel norme .......... 39
Projection sur un convexe complet Sous-groupe du groupe additif des
d’un espace préhilbertien . . . ....... 385 nombres réels - - ... ... T 100
Prolongement par continuité . . . . . .. ... 191 | Stabilité (de I'algorithme du point fixe). . 364
Propre (partie -, partition-).......... 465 Strictement convexe (e.v.n. -,
Propriété de Bolzano-Weierstrass . . . . . . 305 espace de Bal}ach Ve AR 39,311
Propriété de Borel-Lebesgue. ......... 305 strf'cto Sensu latin « au sens strict »
Propri6té de CANOT « « -« v v veeevnn ... 307 Su%tc ............................ 67
Propriété d’intersection finie. - - . . . . . .. 307 Suite convergente. ... ............... 70

Svitede Cauchy . .................. 235
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Théoreme de Pythagore . ............. 47

index *
Suitedivergente . - . . ... ..., 70 | Théoreme des bornes atteintes . . ... ... 310
Suite exhaustive d’ouverts i adhérence Théoreme de Stone-Weierstrass . .. . ... 333
COMPACIE . + v v vt veeeneenennnnns 315 | Théoreme des valeurs intermédiaires . . . 467
Suiteextraite . .. .. vvveeeeinenan. .. 68 | Théordme de Tychonov ............. 287
Suite stationnaire . . .. .. ..o, 68 | Théoreme de Weierstrass . . ........... 96
Sup de deux fonctions .. ............ 157 | Théoreme de Weierstrass
Symétrie. . ......covveiiiii... 11,43 trigonométrique . . . .. ..o ian. . 97
Symétrie bermitienne. . ... ... ... ... 46 | Théoreme des formes linéaires a
T noyan fermé . ................... 203
Taubérien (théorBme =) « . .« oo v eeeen. .. 80 %sgfg;: d"passage des do"anes lto, ‘g;
Terme de rang 7 (d"une su_lte) """"" 67 Topologie discréte .. ........... ..., 135
Théortme d’ Arzela-Ascoli . ... ... . ... ... . 313 Topologie grossiere . .. ............. 135
Théoreme de Bohman-Korovkin . ... 340 | Trace (propriétés dela-) . ............ 57
Théoreme de Bolzano-Weierstrass . . . . . . 77 TEANSDOSER « o v+ e e oo 41, 232
posée .. ,
Théoreme de Brouwer . . .. .. oovvnvne. 372
Théoreme de DMl « .+« e vvvnnnnnn.. 321 U
Théoremede Heine . . .............. 312 | Ultramétrique (distance -)......... 11. 300
Théoréme de 1a place des z€ros ....... 343 | Uniformément convexe (norme -, €.v.10.-,
Théoréme de Mazur-Ulam . .......... 218 espace de Banach-). ........... 39, 311
Théoreme de point fixe de Caristi . . . . . . 273 A%
Th:gg?;gﬁ&%gfgﬁii appllcatlons . 364 Valeur aPsolue d’une ,foncﬁqn ......... 157
Théoremes de prolongement. ... ...... 257 Valeur d’adhérence d’une suite. ... ..... 72
Théoreme de prolongerment de \ﬁt_eA?se de ognvergc?nce Peseenes ERRERE 364
Tietze-UrySohn .« « « e« e e v ... 273,278 | Voisinage (dunpoint, d’une partic) . . . . 137



NOTATIONS

4 : fin de démonstration, ou fin d’étape d’une démonstration.
:= : signe égale de définition, ou de notation ; «on pose».

Symboles logiques :

= : implication logique ; P = () : (la proposition) P implique (la proposition)
Q.

# : n’implique pas.

<= : équivalence logique ; P <= @ : P (proposition) équivaut a () (proposition).
- : négation ; — (proposition) P : non P ; non P est vraie <= P fausse.

V : connecteur (de propositions) ou (non exclusif) ; PV @ : P ou Q.

A : connecteur (de propositions) et; PAQ : Pet Q.

quantificateur universel ; Vu : quel que soit u, ou : pour tout u.

quantificateur existentiel ; Ju : il existe (au moins) un w.

I ¢ 1l existe un unique u ; non classique, & éviter (de méme pour 37 existe-t-il 7).

v
|
|
Symboles de la théorie des ensembles :

: appartenance ; u € E : (I’élément) v appartient 2 (I’ensemble) E.

: négation de ’appartenance ; v ¢ F : u n’appartient pas & E.

:contenu ; A C E : (ensemble) A est contenu dans (I’ensemble) E.

: contient ; ¥ O A : (’ensemble) E contient (I’ensemble) A.

:non contenu. A ¢ B <> [Ja € Atel que a ¢ B|.

2.%, < : signification claire ; non classiques, 2 éviter.

A\ B ou (4B : complémentaire de B parrapport2 A; A\ B={a € A/ a¢ B}.
{0 : ensemble vide.

24 ou P(A) : ensemble des parties de I’ensemble A (y compris et A).

{u} : singleton ; ensemble réduit 2 I’élément w.

N, () : intersection; ANB : Ainter B; ANB ={u / (u € A) A (u € B)}.

U, |J : union ou réunion; AU B : Aunion B; AUB = {u /(u € A)V (u € B)}.

(MNic As : intersection des ensembles A; indexés sur i € I.

Uier As : réunion des ensembles A; indexés sur ¢ € I.

— : application ; f : A — B application (f) de (I’ensemble) A dans (I’ensemble) B.
Jix : restriction de f 8 X C A.

Idp, : application identique sur E.

1 ou 1x : fonction constante égale & 1 sur un ensemble X.

Ix, X C E : fonction indicatrice de X, valant O sur X et +oo sur E' \ X.

(un)nes : suite d’éléments w,, d’un ensemble, indexée sur S C N, S infini.

_RUNHM

Symboles divers :

~ ou = ou = : relation d’équivalence.
~ ou > : relation d’ ordre.
> : «béquillon » utilisé pour définir I’'image d’un point par une application.

Symboles propres aux espaces vectoriels :

K = R ou C est le corps des scalaires d’un espace vectoriel.
L : orthogonal ; u L v signifie «u orthogonal &2 v », i.e. (ulv) = 0.
"Al : orthogonal d’une partie; AL = {u € E /Va € A: (u|a) = 0}.
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[A] : sous-espace engendré par A; [A] = {D,c; Ma; / I fini, \; € K,a; € A},
K=RouC.
[a,b] : segment d’extrémités aetb: [a,b] = {da+ (1 — A)b/ X €[0,1]}.
L(E, F) : espace vectoriel des applications linéaires E — F.
B(FE, F; G) : espace vectoriel des applications E X F' — G bilinéaires.
Isom(E, F) : ensemble des A € L(E, F') qui sont bijectives (i.e. des isomorphismes
d’espaces vectoriels de E sur F).
GL(E) = Isom(FE, E) : groupe des isomorphismes de E sur E (groupe linéaire).
E* : espace vectoriel dual de E (espace des formes linéaires).
E** = (E*)* : bidual de E.
(u,p) ot u € E, p € E* (dual) signifie p(u).
A+BouA#0D, B +#0 estl’ensemble {a+b/a€ Abe B}.
Aou X €K, A#0Qestl’ensemble {\a / a € A}.
@ : somme directe de sous-espaces vectoriels.
conv(A) : enveloppe convexe de (I’ensemble) A, i.e. plus petit convexe contenant A.
® : produit tensoriel. Pour © € E et p € E* : u ® ¢ est I’opérateur de rang 0 ou 1
défini par (u ® ¢)(z) = p(x).u.
Symboles propres aux espaces métriques :

d(-,-), 6(-,-), (-, -) : distance sur un ensemble.

(E,d) ou E4 : espace métrique.

d{u, A) : distance dew € E 2 A # 0; d(u, A) = infoe 4 d(u, a).

d(A, B) : distancede A # 0 2 B # 0 ; d(A, B) = infac s pep d(a, b).

e(A, B) : écart de Hausdorffde A # 0 2 B # 0; e(A, B) = sup, ¢4 d(a, B).
diam(A) : diamétre de I’ensemble A ; diam(A) = sup,c g o 4 d(a, a’).
B(u, p[ : boule ouverte de centre u et de rayon p (> 0). On note aussi B(u, p).
B(u, p| : boule fermée de centre u et de rayon p (> 0). On note aussi B (u, p). Eviter
la notation B(u, p).

S(u, p) : sphere de centre u et de rayon p (> 0).

B(A, p[, B(4, pl, S(4, p) : boules et sphere généralisées.

int(A) ou A : intérieur de (I’ensemble) A.

adh(A) ou A : adhérence de (I’ensemble) A.

fr(A) : frontiere de (I’ensemble) A.

ext(A) : extérieur de (I’ensemble) A : ext(A) = int(E \ A).

A’ : ensemble dérivé de A (ensemble des points d’accumulation).

Symboles propres aux espaces vectoriels normés (e.v.n.) :

=1L - L (G))s [EF]]s - - - @ norme sur un espace vectoriel.

(E, |- ) ou Ej. : espace vectoriel normé.

L(E, F) : espace vectoriel des applications linéaires E — F continues sur E.

B(E, F;G) : ensemble des éléments de B{E, F'; G) qui sont continus.

Zsom(E, F) : ensemble des A € Isom(E, F) telsque A € L(E, F), A~' € L(F, E).
GL(E) =TIsom(E, E).

E’ : dual topologique de I’e.v.n. E (espace des formes linéaires continues).

E” = (E') : bidual topologique.

|| - ||” : norme naturelle de E” : ||||" = supj, ;<1 |(uw)| = sup, o |90u17|)| .

adh[A] : plus petit sous-espace vectoriel fermé engendré par A.
conv(A) : enveloppe convexe fermée de A = plus petit convexe fermé contenant A.
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Ensembles particuliers :

N : ensemble des nombres entiers naturels, N = {0,1.2.3,...}.

N* =N\ {0}.
Z : ensemble des nombres entiers de signe quelconque, Z = {...,—2,—1,0,+1,...}.
7* =7\ {0}.

Q : ensemble des nombres rationnels. Q* = Q \ {0}.

I : ensemble des nombres irrationnels = R \ Q.

R : ensemble des nombres réels. R* = R \ {0}. Ry = [0, +oo[, R* =0, +o0].
C : ensemble des nombres complexes.

K'=R"ouC" = {z = (&,&,...,&) /Vi=1,...,n: & € K}

£°(KK) ou £°° : espace vectoriel des suites x = (£1,&2, - - - , &n, - - - ) bornées d’éléments
deK:z € £° <= ||z||cc = sup,en- [€n| < 00. || - ||l €5t une norme sur £°°,
£P(K) ou £P, préel > 1: espace vectoriel des suites z = (£1, &, ..., &n, - - .) d’éléments

o0 e 1

de K vérifiant Y |€n|P < oo. ||z||p = [Z |§n|”] i est une norme sur 7,

n=1 n—1
¢(K) : espace vectoriel des suites d’éléments de K convergentes.
co(K) : espace vectoriel des suites d’éléments de K convergentes de limite 0.
coo{KK) : espace vectoriel des suites d’éléments de K nulles 2 partir d’un certain rang.
B(A, E;) : ensemble des applications f : A — E qui sont bornées, c’est-2-dire telles
que diam[f(A)] < oo.
doo(f, 9) = sup,e 4 d[f(a), g(a)] estunedistance sur B(A, Eg) [la distance uniformel].
C(Eqg, F5) : ensemble des applications f : E — F continues sur Eg.
Coo{[e, B], R), e.v.n. des fonctions f : [, 8] — R continues sur [, 8], muni de la

norme uniforme || fl|co = Jnax, |F ()l

Cp([a, O], R), 1 < p < 00, e.v.n. des fonctions f : [a, 8] — R continues sur [a, 3],

b 1/p
muni de la norme || f||p = [/ |f@)P dt] .

&([ew O], R) : fonctions en escalier.

A([e, B], R) : fonctions continues sur [a,b] et affines par morceaux.
R{[a, B], R) : fonctions réglées.

P([a, 8], R) : fonctions polynomiales.
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