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Avant-propos

Contenu du livre
L’ouvrage présent est consacré a ’étude de la transformation de Laplace unila-
tere des fonctions et des distributions causales. Les chapitres 1 et 4 sont des
chapitres qui mettent en place la transformation dans un cadre théorique. Dans
le chapitre 1, les abscisses de convergence, les propriétés principales concernant
les dérivations, les intégrations, la convolution des fonctions dont Iimportance
est ainsi soulignée, I’holomorphie des transformées de Laplace, leurs comporte-
ments au voisinage de ’infini et au voisinage de leurs points singuliers, ainsi que
les formules permettant ’inversion de la transformation sont étudiés en détail.
Quelques exemples de calcul y figurent.
Le chapitre 4 étend la notion de fonction causale aux distributions dites alors cau-
sales. Pour de telles distributions 7', la notion d’abscisse de convergence o(T’) se
généralise par la considération de la borne inférieure des réels a tels que exp(—at)T
appartienne 3 I’espace &’. La transformée de Laplace de T' est définie alors for-
mellement pour Re(s) > o(T) par la fonction complexe de la variable s telle
que F(s) = (T, exp(—st)). Les propriétés des images de Laplace des fonctions se
généralisent, en particulier I’holomorphie de F’ dans le demi-plan de convergence,
les propriétés de translation, de dérivation, d’intégration et de convolution. La
formule d’inversion permet de compléter celle qui concerne les fonctions. Dans
ce chapitre, on accorde une attention particuliére aux distributions qui sont des
parties finies causales, en adaptant, pour ces cas particuliers, la traduction des
théorémes généraux.
Les chapitres 2 et 5 développent, de maniére détaillée, des exemples de cal-
culs d’images. Dans le chapitre 2, les exemples fournissent ainsi un dictionnaire
d’images usuelles pour lesquelles des méthodes variées de calcul, utilisant les res-
sources de l’analyse classique, sont proposées. Outre les propriétés mémes des
transformées, ce sont des calculs d’intégrales au moyen du théoréme des résidus,
'utilisation de relations algébriques, l'utilisation d’équations différentielles, I’in-
terversion d’intégrations, la dérivation sous le signe intégral, les développements
en série, 'utilisation de prolongements analytiques - - -.
Ces exemples de calculs sont suivis d’exemples de calculs de convolution, d’exem-
ples de recherche d’images inverses, d’utilisation du théoréme d’inversion dans la
recherche de comportements de certaines fonctions au voisinage de ’infini. Enfin,
on propose aussi dans ce chapitre des résolutions d’équations fonctionnelles par la
méthode de la transformation de Laplace : les équations différentielles linéaires,
les équations différentielles avec arguments retardés, les équations intégrales et
les équations intégro-différentielles, les équations aux différences.
De méme, dans le chapitre 5, on étudie surtout les images de certains peignes cau-
saux et de distributions de type parties finies. Le reste du chapitre est consacré
a la résolution au sens des distributions des équations différentielles, intégrales
ou intégro-différentielles, les seconds membres de ces équations pouvant devenir
alors des distributions.
Le chapitre 6 donne des exemples, classiques, de résolution de certains problémes
aux limites rencontrés en physique dans différents domaines : diffusion de la cha-
leur, filtres, lignes de transmissions électriques, vibrations des poutres, équations
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de Maxwell, - - - Diverses classes d’équations différentielles et d’équations aux dé-
rivées partielles sont envisagées avec calcul des solutions souvent au moyen de la
formule d’inversion et ’utilisation de contours fermés du champ complexe conve-
nables.

Les deux autres chapitres 3 et 7 sont des chapitres d’exercices portant soit sur les
chapitres 1 et 2, soit sur les chapitres 4, 5 et 6. Ces exercices, d’un nombre avoisi-
nant la centaine, peuvent étre, des prolongements théoriques des chapitres 1 et 4,
des calculs d’images de Laplace ou des résolutions d’équations fonctionnelles déja
vus dans les chapitres d’exemples, mais proposés avec des méthodes différentes,
ou bien des thémes non abordés dans les chapitres précédents et contenant des
démarches analogues a des procédés décrits a d’autres propos.

Ces exercices sont affectés des symboles (), (x,%) ou (x,%,%). La premiere ca-
tégorie est celle des exercices simples, applications directes de la théorie ou pro-
longements d’exemples déja donnés; ils font intervenir des calculs simples et des
concepts d’analyse classique connus. Dans la deuxiéme catégorie, les calculs pro-
posés sont plus complexes, les notions théoriques utilisées demandant davantage
de réflexion. La troisiéme catégorie correspond aux exercices difficiles, soit par
les concepts requis, soit par la complexité des calculs eux-mémes.

Ce livre ne contient pas de liste importante de transformées de Laplace ; seuls,
quelques tableaux concernant des classes de fonctions usuelles y sont disposés.
De plus, les résultats encadrés dans les deux chapitres d’exemples fournissent un
grand nombre d’images. Il n’en est pas moins vrai que ces résultats ainsi mis en
évidence sont insuffisants. On renvoie a la consultation d’ouvrages et de tables
spécialisés précisés dans la bibliographie. Celle-ci est loin d’étre exhaustive. Les
références, & l'intérieur de I’ouvrage sont indiquées a I’aide d’un double crochet :
(1

A quels étudiants cet ouvrage peut-il étre utile ?

Tour d’abord, il est utilisable par la plupart des étudiants engagés dans une mai-
trise scientifique. Outre la transformation en elle-méme, qui constitue un des
exemples les plus fructueux, aprés la transformation de Fourier, de correspon-
dance entre fonctions ou entre distributions et fonctions, le livre fournit, pour
le calcul des images, un grand nombre d’occasions de manipuler les procédés de
Panalyse classique des fonctions et des distributions.

La construction de la transformation, la mise en place d’une formule intégrale
d’inversion, ’étude des comportements au voisinage de l'infini, ’utilisation de la
théorie des fonctions analytiques et notamment les prolongements analytiques et
le théoréme des résidus, sans oublier les applications a la résolution des équa-
tions fonctionnelles, sont beaucoup de notions qui peuvent présenter de ’intérét
pour les étudiants en Mathématiques. Aux étudiants des maitrises de Physique
ou de Physique appliquée, notamment celles qui sont tournées vers le traite-
ment du signal ou vers I’automatisme, l’'ouvrage apporte, outre les justifications
théoriques indispensables, de nombreuses méthodes de calcul, des manipulations
nombreuses des fonctions spéciales et des exemples, dans des domaines variés de
la. Physique, de problémes de physique régis par des équations différentielles ou
des équations aux dérivées partielles et par des conditions limites interprétables
en termes concrets.
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Chapitre 1

Transformation de Laplace des
fonctions

1.1 Définitions, régions de convergence

1.1.1 Fonctions causales localement sommables

Définition 1.1 Une fonction causale f est une application de R dans C , presque
partout définie et mesurable sur R et telle que :

Vi e ]—-OO, 0[, f(t) =0

Dans le cas ou f est seulement définie sur Ry, on peut la considérer comme
causale en la prolongeant par 0 sur R_. L’ensemble des fonctions causales qui
sont localement Lebesgue-sommables sur R (ou sur R;) est un espace vectoriel
que I’on note L.

1.1.2  Abscisse de convergence absolue de Laplace

On s’intéresse a l’existence au sens de Lebesgue, lorsque s est un nombre com-
plexe, de l'intégrale, dite «intégrale de Laplace de f» qui s’écrit :

400

(9= | FOea (@

ou 4 sa convergence en tant qu’intégrale impropre, convergence que ’on appellera
aussi semi-convergence. Dans un premier temps, on suppose s = z réel. On va
établir :

Proposition 1.1 Pour toute fonction f de L, il existe un unique élément de
R, noté (,(f) tel que :

Ve eR, 2<G(f)=I(fl,2) =400,  z>C(f)=I(f],2) <+oo

Définition 1.2 Le nombre (,(f) défini par la proposition précédente est appelé :
(’abscisse de convergence absolue de Laplace de f)°
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On commence par énoncer le :

Lemme 1.1 S% zq est un réel tel que I(|f|,zo) soit convergente, alors :
x> zo=>I(|f|,z) < o0

Démonstration du lemme

¢ Clest évident d’apres le théoréme de convergence dominée puisque z > zg
implique l'inégalité : |f(t)|exp(—zt) < |f(t)| exp(—zot), lorsque f(t) est défini,
donc pour presque tout ¢ tel que ¢t > 0.$

Démonstration de la proposition

¢ On pose : O(f) = {2z € R\ I(|f],z) < +00}. On peut distinguer trois cas qui
s’excluent mutuellement :

e Casl: O(f) =0
e Cas2: O(f)=R

e Cas 3 : Cest le cas ou, ©(f) n’étant ni vide ni égal & R, le lemme 1.1
implique que la borne inférieure {,(f) de ©(f) est un nombre réel.

Alors, soit z > (,(f), il existe un réel zo inférieur a z et appartenant 3 ©(f). Le
lemme 1.1 affirme alors que z € ©(f). Cela démontre la proposition. ¢

Remarque 1.1 Cette proposition ne dit pas ce qui se passe pour ¢ = (,(f). La
conclusion varie avec la fonction f (Cf. Section 2.1).

1.1.3 Abscisse de convergence (ou de semi-convergence)

Proposition 1.2 Pour toute fonction de L, il existe un unique élément de R,
noté (.(f) tel que :

z < ((f) = I(f, ) est divergente, z > C(f) = I(f,z) est convergente
Ce nombre est appelé : (’abscisse de convergence de Laplace de fn}.

La démonstration est la méme que la précédente si ’on prouve le lemme 1.2
analogue au lemme 1.1, & savoir :

Lemme 1.2 Sizg est un réel tel que I(f, zg) soit convergente, alors :
z > zg = I(f,z) est convergente

Démonstration de ce lemme.

¢ On se sert de la formule généralisée d’intégration par parties qu’on énonce
sous la forme suivante, convenant aux problémes envisagés dans ce qui suit (Cf.
Exercice 3.4) :

Soient une fonction g continiiment dérivable sur [a, b] et une fonction h Lebesgue-
intégrable sur [a,b]. On considére la fonction absolument continue H définie sur
cet intervalle par une ” intégrale indéfinie ” de h : H(u) = [ h(t) dt, par exemple,
ce qui implique que la fonction H est presque partout dérivable et de dérivée égale
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presque partout & h sur [a,b]. Alors, on a I’égalité suivante généralisant I’inté-
gration par parties :

b b
| d@H@ du=gHE) - @ H@) - [ swh@du (12

Sur [0, A], avec g(u) = e(~(F=2)¥) p(t) = f(t)e(~%Y), H(u) = Jo R( dt cette
formule nous donne :

A
—-/ (z — z0) exp[—(z — zo)u]H (v)du =
° A
exp[—(z — zo) A]H (A) — /0 exp[—(z — zo)u]f(u) exp(—zou)du =
exp[—(z — zo) A]JH / f(u) exp(—zu)du (1.3)

On fait tendre A vers 4+o0o. L’hypothése de convergence de I(f,zo) implique
que H est bornée et, puisque z > o, le produit exp[—(z — z¢)A]H (A) tend
vers 0. Par ailleurs, I’ intégrale du premier membre de cette égalité (1.3) porte
sur une fonction majorée en valeur absolue par la fonction sommable sur R :
u > (z — o) exp[—(z — zo)ulsup |H (u)].

Par le théoréme de convergence dominée, cette intégrale sur [0, A] admet donc
une limite finie lorsque A vers +oo.

Concluons que la dernieére intégrale de 1’égalité (1.3) admet une limite finie, ce
qui achéve de démontrer le lemme 1.2.$

Comme il a été dit ci-dessus, cela établit I’existence et la caractérisation de I’abs-

cisse (c(f).

Remarque 1.2 Il est clair que (:(f) < of 2 mais ’inégalité peut étre stricte
comme on le voit en considérant | zntegmle sin u/u® du.

On voit, en effet que cette intégrale converge absolument si et seulement si z > 1
alors qu’elle est semi-convergente (Cf. Exercice 3.2) si et seulement si z > 0. Or,
cette intégrale est identique & f;F*° sin(exp t)exp(—at + t) dt.

On exhibe ainsi un exemple de fonction : ¢ — sin(expt)expt, ou (;(f) = 0 alors
que (,(f) = 1. D’autres exemples sont donnés dans les exercices 3.2 et 3.3 (voir
aussi la remarque 1.3).

Corollaire 1.1 Si I(f,zo) est convergente et si o > 0, alors il existe une
constante C telle que :

t
¥20, | [ f(u)dul < Cexplant)
0
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Démonstration
¢ Le résultat est trivial pour zo = 0. Dans le cas ou zo > 0, ’égalité (1.3)
précédente, dans laquelle on prend z = 0 et A = ¢, nous fournit :

/Ot f(u)du = —zo /Ot H (u) exp(zou) du + exp(zot) H (t)

Par I’hypothése de convergence de I(f, zo), la fonction |H| est majorée par une
constante K. On peut donc majorer le second membre de la formule précédente
par :

t
K/ zoexp(zou) du + K exp(zot)
0
Cette majorante est égale & K[2exp(zot) — 1], ce qui termine la preuve.

Il faut noter I'importance de I’hypothése z¢ > 0.

En effet, si on consideére la fonction f telle que f(t) = ezp(—2t), dont I’abscisse de
convergence est —2, on peut choisir dans ce qui précede zo = —1 et le corollaire
ameénerait & écrire I'inégalité : fot exp(—2u)du < Cexp(—t), ce qui s’écrit encore :
1 — exp(—2t) < 2Cexp(—t), conduisant ainsi & une contradiction quand on fait
tendre ¢ vers +4o00.

1.2 Calcul des abscisses de convergence

1.2.1 Premiers exemples
On désigne par U la fonction échelon-unité, c’est-a-dire la fonction qui est définie
par: U(t) =0sit <Oetpar:U(t)=1sit>0.
On vérifie facilement les résultats suivants :
C(t — U(t) expt?) = +oo, C(t = U(t) exp —t?) = —o0
Sta> -1 CEt—UR)*)=0
C(t— U(t)exp (a+iw)t) =a

D’autres exemples sont traités au cours du développement du chapitre 2.

1.2.2 Formules générales

Proposition 1.3 Soit f une fonction de L. Alors les abscisses de convergence
de f, éventuellement égales a 400, vérifient les inégalités respectives :

1 t 1 ¢
¢:(f) < limsup[71n| / f(w)dull,  Ca(f) < limsup[1n| / |f(w) du]] (14)
t—+4o00 0 t—=+o00 0

Chacune de ces inégalités est remplacée par l’égalité correspondante lorsque la
limite supérieure du second membre est strictement positive.
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Démonstration

¢ 11 suffit de démontrer la premiere formule, puisque I’autre s’obtient en rem-
plagant f par |f|. L’inégalité est évidente lorsque la limite supérieure est égale &
+00. Supposons que la lim sup soit un réel a.

Soient a > a et € > 0 tels que : a+ ¢ < a. Par définition de lim sup, il existe A
tel que : supy> 4 Hn| fcf f(w)du| < a + ¢ d’ott la propriété :

¢
t>A=> I/ f(uw)du| < exp (a+¢€)t
0

Utilisons alors la formule (1.3) précédente avec o = 0 et 2 = a. On a, sur
Iintervalle [0, A"], avec A’ > A :

A’ A’
(u) exp(—au) du = / aexp(—au)h(u) du — exp(—aA’)H(A")

0 0

Le dernier terme est inférieur a exp[(—aA’) + (a+€)A’], donc tend vers 0 puisque
a+te<a.
De méme, I’intégrale du second membre a une limite finie puisqu’au voisinage de
+o00, l'intégrant est majoré par a exp[(a+ & — a)u].
On en déduit la convergence de I(f, a) et, par conséquent, (.(f) < a.
Pour montrer 1’inégalité inverse dans le cas ol @ > 0, on raisonne par ’absurde
en supposant qu'’il existe b < a avec b > 0 tel que I(f, b) soit convergente, alors le
corollaire 1.1, qui s’applique puisque b > 0, implique I’existence d’une constante
C strictement positive telle que : | fot f(uw)du| < Cexp(bt).
En prenant le logarithme et en divisant par ¢, on obtient (InC + bt)/t dont la
limite, lorsque ¢ tend vers +o00, est égale a b inférieure strictement a o, amenant
ainsi une contradiction (Cf. Exercice 3.5, pour I'inégalité stricte dans le cas d’une
limite supérieure strictement négative). La proposition 1.3 est donc démontrée.{

1.3 Transformation de Laplace

1.3.1 Introduction de la variable complexe

Dans les propositions qui précédent, la variable z était réelle. En fait, les résultats
obtenus peuvent s’exprimer a ’aide de la variable complexe s.

Proposition 1.4 Si le nombre compleze s vérifie z = Re(s) > (,(f), (resp.
z = Re(s) > ((f)), alors Uintégrale I(f,s) est convergente (resp. est semi-
convergente).

Démonstration

¢ Dans le cas de I’absolue convergence, la propriété est évidente en vertu de
Pégalité | £(8)]| expl—(z + ig)e]] = | £(2)| exp(~at).

Dans le cas de la convergence, on utilise encore ’égalité (1.3) :

Supposons z = Re(s) > (.(f). Soit alors un réel zq qui vérifie {(f) < 2o < 2. On
utilise (1.3) avec g(u) = exp[—(s — zg)u] et h(u) = exp(—zou)f(u). On obtient
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ainsi :
A

A A
[ exp-sw ) du= [ ghiwdu =g HW - [* f@H@) du

ou encore
A A
/ exp(—su) f(u) du = e~ "™ H(A) + (s — o) / H(u)e~(o=%0) gy,
0 0

Par hypotheése, |H| est majorée et, comme la partie réelle de —(s — ) est stric-
tement négative, le second membre de 1’égalité précédente admet une limite finie
(type de raisonnement déja utilisé). Cela termine la démonstration.{

1.3.2 Définitions

On définit et on note L4 le sous espace de L, contenant toutes les fonctions f
telles que (;(f) < +oo.

Définition 1.3 Soit f un élément de L ;. Soit la fonction, notée L(f), définie
dans le demi-plan owvert Tl¢ sy = {s € C, Re(s) > ((f)} (noté plus simplement
O.(f)) au moyen de la formule :

400

L(f)(s) = ; f(t) exp(—st) dt

Cette fonction est appelée la transformée de Laplace de f. L’application qui
associe & f sa transformée L(f) est dite "transformation de Laplace”.

La fonction f qui joue le role d’antécédent est classiquement appelé ”un original”,
la, transformée de Laplace s’appelle aussi ”image de Laplace ” et la correspondance
f 5 F entre Poriginal f et 'image F' est quelquefois désignée, malgré ’abus de
langage, par le symbolisme : f(t) =N F(s). On trouvera, dans les exemples et
les exercices du chapitre 2, des calculs explicites de transformées de Laplace.

Remarque 1.3 Si f est un élément de L j, son abscisse de convergence absolue
n’est pas nécessairement finie.

En utilisant, en effet, une fonction du méme type que dans la remarque 1.2, on
remarque que l'intégrale :

t°  ging da 0 R 1
/e W z, avec0<a<letfe quelconque
est toujours convergente mais n’est jamais absolument convergente. On en dé-
duit que la fonction f définie sur [0,+oo[ par f(t) = e!sin(exp(e?))(exp(e?))!
admet, pour ces valeurs de «, des abscisses vérifiant, d’une part, {.(f) = —oo et,
d’autre part, (,(f) = 4o0.
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1.4 Régions de convergence uniforme

1.4.1 Régions de convergence absolue et uniforme

Comme dans ’étude des séries entiéres dont la convergence se trouve réglée avec
la notion de disque ouvert de convergence et dont les régions d’uniforme conver-
gence sont les disques fermés inclus dans ce disque, on va prouver que l'intégrale
I(|f], s) converge uniformément dans les demi-plans fermés inclus dans le demi-
plan ouvert :

I(f)={s€C,  Re(s)>C(lf)}

Proposition 1.5 L’intégrale I(|f|,s) converge uniformément dans tout demi-
plan fermé II, od b est un réel quelconque vérifiant b > (,(f).

Démonstration
¢ La preuve en est évidente grace a la propriété suivante :

Ve>b VyeR,  [f(t)exp[—(z+w)t]| < |f(t)] exp[—bt]

En effet, ¢ > 0 étant donné, il existe par hypothese A tel que :
400
VB > A, / | f(t)] exp(=bt)dt < €
B

On en déduit alors :

400
VB> A,Vz >b VyeR, | f(t) exp(~(z + iy)t)dt| < e
B .

C’est 1’expression de la convergence uniforme annoncée. ¢

1.4.2 Régions de ”semi”-convergence uniforme

On désigne par sect(so, 8) le secteur fermé du plan de sommet sp, d’axe paralléle
a I’axe des réels positifs et de demi-angle au sommet 6 supposé vérifier : § < 7 /2.

Figure 1.42
»X

Proposition 1.6 L’intégmle I(f,s) converge uniformément dans tout secteur
sect(so, 8) de sommet sy vérifiant Re(so) > (c(f)-

Démonstration
¢ On se sert encore de lintégration par parties (formule (1.2)), mais cette fois
dans le but de majorer un reste d’intégrale. Aussi, 'intervalle [0, A] sera remplacé
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par un intervalle [B, A] ou on fera tendre A vers +oo.
Pour cela, on prend pour cette formule :

b = fwexpl-sodl,  HO) = [ hwdu et gu) = expl=(s - s0)u]
On obtient ainsi :

A A A
[ sy expl-st)de = [ b090) dt= BA)(4)+ 5= 50) [ H(wg(w) du
B B B

On fixe B > 0 et on fait ’hypothése que Re(sg) > (.(f). Alors Pintégrale sur
[B, 4oo[ de f(t) exp(—sot) est convergente et il en résulte qu’il existe M tel que :

A
VA > B, |/ f(t) exp(—sot)dt| < M
B

Supposons Re(s) > Re(sg). Comme g(A) tend vers 0, il en est de méme de
H(A)g(A) et l'intégrale g T H (u)g(u)du est absolument convergente. On peut
donc passer a la limite dans Pégalité précédente, ce qui donne, pour tout B :

+o0 +o00
f(t) exp[—st] dt = (s — so) a H(uw)g(u) du

En outre, en passant aux modules, on a aussi :

+o0 +oo
| [ £t) expl—st] dt] < M] s — so | / )| du
B

En calculant la derniere intégrale, on obtient la majoration :
I/ f(t) exp[—st] dt| < M| — o | exp[—(z — z¢)B]
0
Or, |s— sol/(z — z0) = [cos(arg(s — $o))]~!. Donc, si s est dans le secteur
sect(so, #), on peut majorer |s — so|/(z — 2o) uniformément par (cos6)~!.
Finalement, étant donné € > 0, ’hypothése de convergence au point sp implique
qu’il existe By tel que :

A
B> By = |/ f(u) exp[—sou] du| < ecosd
B

Ainsi :
+o00

B> By = | f(t) exp[—st] dt| < €
B

Comme cette inégalité est vérifiée indépendamment de s dans le secteur sect(so, 9),
la preuve est obtenue. ¢

(Pour des compléments sur ces régions d’uniforme convergence, le lecteur peut
consulter [[28]].)
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1.5 Holomorphie des transformées de Laplace

1.5.1 Abscisses de convergence de ¢ — tf(t)

Proposition 1.7 Soit f un élément de L;. Alors, la fonctionf définie par :
t v fli = —tf(t) appartient aussi d cet espace et, de fagon plus précise, les
abscisses de convergence de cette fonction sont égales a celles de f.

Démonstration .

¢ Soit un réel = tel que 2 > (.(f). En désignant par zo un réel vérifiant I'in-
égalité : (.(f) < zo < z et par H la fonction absolument continue définie par :
H(t) = fg f(u) exp(—zou)du, la formule d’intégration par parties fournit :

A A
/0 tf(t) exp(—at) dt =/o t exp[—(z — zo)t]dH (t) =

A
Aexpl—(a - 20) AJH (4) - /0 [1 = (2 — z0)] exp(—(z — o)) H(2) dt

Puisque —(z — zo) < 0, il en résulte que :

A_l_l)r_{x Aexp[—(z —20)A] =0 et t—[1—(z— zo)tlel~(@=%0)) ¢ L1(Ry)

-Ajoutons que, par hypothése, H est bornée. Il en résulte, lorsque A — 400, que
le premier terme du second membre tend vers 0 et que le deuxiéme terme tend
vers une limite finie.

Le premier membre admet donc une limite dans C, d’ott : (. (¢f) < (o(f). Pour
démontrer I'inégalité inverse, on pose : H(t) = flt uf(u)e(=2¥) du en supposant
z > ((tf). Cette fonction H est donc bornée. L’intégration par parties sur
Pintervalle [1, A] nous donne :

/ ® Ft) exp(cat) db = / "t am ) = A H(A) + / e m e ar

1

Lorsque A tend vers 400, le premier terme du second membre tend vers 0 et le
deuxieéme, portant sur une fonction du type O(¢72) au voisinage de +o0, admet
une limite dans C. On en déduit que z > (.(f). Par conséquent, ((f) < Cc(fj1)-
La proposition est donc démontrée. ¢

1.5.2 Etude de ’holomorphie d’une transformée de Laplace

Théoréme 1.1 Soit f une fonction de L, alors sa transformée de Laplace
F = L(f) est une fonction holomorphe de la variable s dans le demi-plan ouvert
Oc(f), c’est-a-dire lorsque Re(s) > ((f). De plus, la dérivée compleze, au point
So, de la transformée de Laplace de f est obtenue par dérivation sous le signe
intégral par rapport a s. Autrement dit, on a :

VseC,  Rels) > G(f) > () = L) (15)
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Démonstration

La preuve de ce théoréme est plus simple si on se place au dessus de I’abscisse de
convergence absolue (Cf. exercice 3.17). On utilise alors le théoréme d’holomor-
phie des intégrales dépendant d’un paramétre complexe. .

¢ Ce théoréme est, en fait, la traduction, pour une intégrale, d’un théoréme de
Weierstrass sur I’holomorphie de la limite d’une suite uniformément convergente
de fonctions holomorphes.

Avec I’hypotheése donnée, cette preuve repose sur la convergence uniforme de
I(f,s) dans les domaines sect(s,8), propriété qui implique la convergence uni-
forme dans tout disque fermé de centre sg vérifiant Re(sg) > (.(f) et de rayon r
vérifiant 7 < Re(so) — ((f). Un tel disque est noté D et sa frontiére, parcourue
dans le sens direct, s’identifie & un chemin noté . La fonction F' = L(f) est la

limite de la suite de fonctions | F, définie par : Fy,(s) = ;' f(t) exp(—st) d¢

et, d’apres la proposition 1.6 et ce qﬁ??}ient d’étre dit, cette convergence est uni-

forme sur D. .

On montre d’abord que les fonctions (F,) sont holomorphes dans D.

I suffit, pour cela, d’utiliser les variables z et y et les théorémes concernant

les intégrales, dépendant de parameétres réels, prises sur des intervalles compacts.

Presque partout en ¢ sur le compact [0, n], la fonction (z,y) — f(t) exp(—(z+1y)?)
. (]

est de classe C* dans D. On sait donc qu’on peut dériver sous le signe intégral.
La fonction (z,y) — exp(—(z + ty)t) vérifie les conditions de Cauchy et comme
les dérivations figurant dans ces conditions permutent avec I’intégrale, on obtient
ces conditions de Cauchy pour (F,). On en déduit ’holomorphie du terme géné-
ral de la suite.

La formule de Cauchy nous donne alors

Vs €D,  Fa(s) = —L/ B 4,
Y

ou encore, par parametrage du cercle v :

L. 2 . .
o= [ Bl renenio
0 o — s+ rexp(if)

Pour le dénominateur, on a l'inégalité : |so — s + rexp(i6)| > r — |s — so|. Par
ailleurs, la convergence uniforme sur le cercle y de F,, vers F implique qu’il existe
un entier N tel que :

¥n > N,V0 € [0, 2x], | Fr(so+ 7 exp(if)) — F(so+rexp(i8))]| < (r—|s— sol)e

On en déduit la convergence uniforme sur [0, 27] de la suite des intégrants précé-
dents considérés comme des fonctions de 6. Il en résulte donc, par passage a la

[o}
limite, lorsque s €D :
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2
— g Fy(so + rexp(i0)) exp(i6) &0
n—+00 21r so — s + rexp(if)
ir /2" F(so + rexp(if)) exp(i6) "
2m so — s + rexp(if)

= g [P

Cette derniere formule prouve I’holomorphie dans le disque ouvert considéré et,
par conséquent dans tout le demi-plan ouvert 7.(f). De plus, la dérivée complexe
de F,, étant obtenue par dérivation sous le signe intégral, on a :

£iﬂs - ["- exp(—s =1/2%n Fo(2)
G (o) = [ tr) exp(-an) = 172m | g

Le raisonnement de convergence uniforme ci-dessus peut-étre repris. D’une part,

)

F(z
la derniére intégrale converge vers — / —(? dz, d’autre part, la suite des
§oN

ds

dérivées converge vers L( f|1).

5 dz exprime finalement que cette

L’égalité obtenue L(fj1)(s 2z7r (

transformée de t — fu(t) = —tf(t) est blen la dérivée complexe de L(f).¢

On sait qu’une fonction, holomorphe dans un ouvert de C, est analytique dans
cet ouvert, en particulier, indéfiniment C-dérivable. Comme la dérivée d’une
transformée de Laplace en est encore une, on peut itérer, sans aucune hypothése
supplémentaire, le théoréme précédent, d’ol la conséquence suivante :

Corollaire 1.2 Soit f, élément de L j, alors la transformée de Laplace de f est
analytique dans le demi-plan ouvert II.(f) et, en désignant par f, la fonction
t = (=t)"f(t), les dérivées successives de F' = L(f) sont données par les for-
mules :

+o0
Re(s) > () = FO(s) = [T ("0 exp(-at) dt = L(fn) () (1.0

1.5.3 Utilisation de divers prolongements analytiques

a) Prolongement analytique dans le demi-plan ouvert de convergence.

Supposons que le calcul de la transformée F' = L(f) soit effectué pour les valeurs
réelles de s supérieures strictement a ’abscisse de convergence de f ou encore
pour des valeurs s, constituant une suite réelle convergente vers un nombre réel
supérieur strictement & cette abscisse. Supposons aussi que l’on connaisse une
fonction holomorphe F* dans le demi-plan II.(f) dont la restriction a la demi-
droite ]¢.(f), +oo[ ou & I’ensemble des points s, coincide avec F'. Alors, d’aprés
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la, propriété précédente, le demi-plan étant un ouvert connexe, on peut conclure
a ’égalité L(f)(s) = F*(s) quel que soit s € II.(f).

Exemple 1.1

Il est facile de calculer L(U(t)t*)(s), lorsque oz > —1, pour les valeurs réelles de
s. La fonction trouvée est, 3 un facteur prés, la fonction z — z=(®+1), Dans le
champ complexe privé d’une coupure qui n’a pas de points communs avec Ilo,
cette fonction se prolonge en la fonction holomorphe s — exp((—a—1)(In|s|+:6))
ol § est ’argument de s compris, dans le cas présent, dans | — 7 /2, w/2[ lorsque

s € IIp. Notons cette fonction a I’aide d’un crochet :[s‘(‘""‘l)] . D’apreés ce qui
vient d’étre affirmé, on a alors :

Vs € C, Re(s) > 0= LU®)t*)(s) =T(a+ 1) [s—(a+1')]

D’autres situations utilisent ce prolongement analytique.

Par exemple, lorsque I’image de Laplace cherchée est solution d’une équation
différentielle. Celle-ci étant résolue lorsque la variable est réelle, on sait que le
prolongement sera toujours solution de cette équation. Ce prolongement fournira
la transformée cherchée dans le domaine complexe. Une autre situation peut étre
envisagée :

b) Prolongement analytique relativement & un paramétre

Supposons que la fonction, notée alors f(¢, A), dépende d’un parameétre complexe
A appartenant a un ouvert Q2 de C et qu’elle soit analytique dans cet ouvert par
rapport a A. Dans cette situation, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 1.8 Soit une famille f(t,\), paramétrée en la variable A, de fonc-
tions causales de la variable t od le paramétre A appartient a un ouvert Q de C.
On suppose :

1) Il eziste un réel c tel que (,(f) < c quel que soit A dans Q.

2) Pour presque tout t > 0 fizé, la fonction : X\ — f(t,A) est holomorphe dans
Q. Pour tout compact K inclus dans Q, il existe une fonction causale t — h(t)
admettant une abscisse de convergence vérifiant (,(h) < c telle que, pour presque

tout t > 0 et pour-tout A € K, on a : ]a—/\f(t, A)| < h(2).
Alors, image de Laplace F(z,)) de f(t,\) est holomorphe en A dans Q et la

dérivée de cette fonction holomorphe est la transformée de Laplace de _(9_ f(E,A).

o

Preuve

¢ C’est une application immédiate du théoréme d’holomorphie des intégrales dé-
pendant d’un parametre. '

On considere, en effet, pour tout s € II. fixé, la fonction f(t, A) exp(—ts). L’in-
tégrale de cette fonction de la variable ¢ existe pour tout A € Q. De plus
lorsque A € K, on a: |5‘9Xf(t, A) exp(—stRe(s))| < h(t) exp(—tRe(s)) et, puisque
Ca(h) < ¢, cette derniére fonction est sommable. On en déduit ainsi la conver-
gence uniforme locale de l'intégrale portant sur la dérivée. Par conséquent, le
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théoréme d’holomorphie des intégrales s’applique et donne le résultat. ¢

Ainsi, dans I’exemple précédent, on peut prendre o complexe avec Re(a > —1,
ce qui assure l’existence de l'intégrale de t — t* exp(—st) pour Re(s) > 0. La
dérivée partielle par rapport a a de la fonction puissance s’écrit : t*Int et, sur
tout compact K du demi-plan II_;,ona: [t*In¢| < Int [X[0,1]+tAX]1,+°°[] ol A=
sup,ck RNe(a). Cette fonction majorante est toujours d’abscisse de convergence
nulle ; analyticité de la transformée par rapport & a est donc démontrée dans
I'ouvert Q =1II_;.

La conséquence est la suivante : Comme on sait que les deux fonctions I'(a + 1)
et [s‘("‘"’l)] sont holomorphes dans ’ouvert connexe II_;, on en déduit, par le
principe du prolongement analytique, que le résultat obtenu dans le cas ot @ € R
est encore valable lorsque « est dans II_;.

Ce procédé fait ’objet de nombreuses illustrations dans les exemples traités au
chapitre 2.

Remarque 1.4 Dans la proposition précédente, il est suffisant de supposer que
la majorante h admet une abscisse finie ¢; indépendante du compact K.

En effet, la proposition donnera alors les images de f(t, A) pour Re(s) > ¢;. Soit
alors A € Q. Comme I'image F(s, A de f(t, ) existe dans II., on pourra procéder,
a partir d’'une formule établie dans Il.,, & un prolongement relativement a la
variable s vers Il..

Ces questions exigent ici que les fonctions f(¢,A) soient dans Lq. Elles seront
reprises lorsque ces fonctions engendreront des distributions de type parties finies

(CE. § 4.10.7).

1.6 Propriétés de la transformation de Laplace

Outre la linéarité de la transformation qui est évidente, on cherche quels sont les
effets, sur les transformées, de quelques opérations simples sur les originaux f.

1.6.1 Translation et dilatation sur un original

Soit f, la translatée, d’indice a de la fonction f, supposée dans £4. Cette fonction
est définie par f,(t) = f(t — a) et, si ’on suppose que a > 0, la translatée reste
causale. Une translation sur la variable d’intégration amene, si 2 > (.(f), la
relation :

+o0 +oo

; fa(t) exp(—at) dt = . f(t) exp(=z(t + a)) dt
+oo

= exp(—az) \ f(t) exp(—=zt) dt

Il en résulte que (.(fa) = C(f) et que cette relation, étant valable pour des z
complexes, on a :
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Proposition 1.9 La translatée d’indice a > 0 d’une fonction de L est encore
dans L j; les abscisses de convergence restent les mémes et on a :

Vs € C, Re(s) > Colf) = L(Ja)(5) = exp(—as) (/) (5)

Remarque 1.5 FEn inversant le réle de l’original et de l’image, il est clair que,
si f € Lg, la fonction t — g(t) = f(t)exp(at) ot a est, cette fois, un réel
. quelconque, est encore dans L j, que son abscisse de convergence vérifie : {.(g) =
C(f) + a et que, d’autre part, la transformée L(g) est la tranlatée d’indice a de
la transformée L(f).

Pour la dilatation, rappelons que la dilatée d’indice k réel non nul de la fonction
f, notée dans cet ouvrage fix, est définie par fiy(t) = f(kt). Si k > 0, cette
fonction reste causale. Si, en outre, on suppose que & > k((f), on a:

+o00

+oc0
fi) (t) exp(—2t) dt = 1/I<:/0 f(u) exp(—uz/k) du

De cette relation, il en résulte facilement : (.(fjx)) = k{c(f) et, en remplagant,
dans la relation précédente, z par un complexe s, on obtient :

Proposition 1.10 La dilatée d’indice k > 0 d’une fonction de L est encore
dans L j; les abscisses de convergence vérifient Cc(fir) = k(c(f) et on a :

[vsec  fe(s)> ke(f) = LUw)©) = +LN(E)

Remarque 1.6 On peut également remplacer t par kt pour k complere. mais
la propriété précédente n’est vérifiée qu’avec certaines restrictions (Cf. Ezercice
3.16). ‘

1.6.2 Transformation d’une dérivée

Notons pour commencer que, si une fonction de £ est dérivable, sa dérivée n’est
pas nécessairement dans L, pas forcément en raison des abscisses de conver-
gence, mais plutot a cause de la locale sommabilité.

1l suffit, en effet, de considérer la fonction f définie par f(t) = U(t)t* ot —1 <
o < 0 dont la dérivée f'(t) = ald(t)t>~! existe partout sauf au point ¢ = 0.
Cependant, cette dérivée n’est pas Sommable au voisinage de 0.

Si, de facon plus générale, f n’admet pas de limite & droite au point ¢t = 0

ou bien tend vers l'infini, on constate immédiatement que la dérivée ne peut

-8tre sommable au voisinage de ¢ = 0. C’est pourquoi on est amené & supposer

I’existence de la limite f(0+). '

Par ailleurs, il est facile de 'se rendre compte que la dérivée peut avoir une abs-
“cisse de convergence différente de celle de la fonction. Ainsi, la fonction f telle
-que f(t)=tpour 0 < ¢t < 1et f(t) =1 pour ¢ > 1 a une abscisse égale & 0

alors que la. dérivée posséde une abscisse égale & —oo. Dans ce cas, Ce( f ) < Ce(f)-
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A D’inverse, considérons ’exemple de la remarque 1.2.A.
La dérivée de t — (expt) sin(expt) s’écrit : (exp(2t)) cos(expt)+(expt) sin(expt).
* sinu

yz-1

La transformée du premier terme fait intervenir l'intégrale / du qui

n’est convergente que pour z > 1. On en déduit, pour ce dernier cas, I'inégalité
contraire (c(f') > ¢(f)-

Ajoutons encore qu’on peut trouver des fonctions d’abscisses finies dont la dérivée
a une abscisse égale & +oo (Cf.Exercice 3.15).

On suppose & présent, de facon générale, que f est dans Ly et qu’elle est ab-
solument continue sur tout intervalle compact de [0,+oo[. Il en résulte qu’elle
est continue sur [0, +oo[, presque partout dérivable sur cet intervalle et que sa
dérivée est une fonction causale. On peut, sur [0, A], utiliser I'intégration par
parties :

4 A
/0 f’(t) exp(—st) dt = /0 exp(—st) df (t) =

A
F(A) exp(=s) = 5(04) +5 [ F(0)exp(—st)ds

On suppose que (f') # +oo et on note a = sup(¢.(f), (c(f')). Alors, si en outre
Re(s) > a, les deux intégrales de la relation précédente admettent des limites
finies lorsque A — +4-o00. Il en résulte que, par différence, f(A4) exp(—sA) admet
également une limite. Puisque l'intégrale de f(t) exp(—st) est convergente, cette
limite est nécessairement nulle. Par conséquent :

Proposition 1.11 Sila fonction f, élément de Lq est absolument continue sur
tout intervalle compact de [0,+o00[ et si la dérivée est aussi dans Lq, alors la
transformée de la dérivée vérifie :

Re(s) > sup(Ce(£): Ce(f)) = L(f)(s) = —£(0+) +sL(f)(s)  (1.7)

Dans le cas ou la fonction est deux fois dérivable et, sous réserve de pouvoir
transporter les hypotheses précédentes au niveau de cette nouvelle situation, on
peut énoncer :

Corollaire 1.3 Soit f une fonction de L ; dérivable sur [0,4-c0] d dérivée abso-
lument continue sur cet intervalle et telle que les fonctions f' et f" soient dans
Uespace L. Alors, les limites f(0+) et f'(0+4) ezistent et la relation précédente
implique la relation :

Vs€C,  Re(s) > sup(Ce(f), Ce(f), Ce(F")) = L(f")(s) = sL(f')(s) = f(0+)

Il en résulte :

Re(s) > sup(Ce(f, £, f") = L(F")(s) = *L(f) () = s£(0+) = f'(0+) (1.8)

Ces formules sont a ’origine du traitement des équations différentielles par la
transformation £ (Cf.§ 3 du chapitre 2).
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1.6.3 Transformation d’une primitive

Si f est un élément de L4, on peut considérer la fonction I; définie par I(t) =
fg f(u) du. C’est une fonction absolument continue et, d’apres le corollaire 1.1, on
sait que pour tout zg tel que zg > 0 et zg > (.(f), on a | fot f(u) du| < C exp(zot).
Cette derniére majoration pouvant s’écrire : |I¢(t) exp(—2zot)| < C, il en résulte
que ’intégrale de Laplace de Iy converge absolument en tout point & vérifiant
T > Tg.

On peut conclure ainsi (,(I) < sup(0,{.(f)), en particulier, I est dans £4. En
tenant compte de If(0+) = 0, la formule de la proposition (1.8) nous fournit :
L(f)(s) = sL(If)(s). On peut donc énoncer :

Proposition 1.12 Soit f une fonction de L. La fonction t — f(f f(uw) du est
alors dans L j et on a :

Vs € C, Re(s) > sup(0,¢(f)) = C(/Ot fw) d)(s) = <L) (19)

S

Remarque 1.7 Supposons que (.(f) < 0 et que la transformée L(f) ne soit pas
nulle au point s = 0. Alors, la fonction (1/s)L(f)(s) ne peut étre holomorphe
au point s = 0. On en déduit, le demi-plan d’holomorphie de L(Iy) ne pouvant
contenir ce point, que : ((If) > 0. Dans ce cas (.(If) = Ca(If) =0

1.7 Convolution et Transformation de Laplace

Comme dans le cas de la transformation de Fourier, a propos de laquelle nous ver-
rons d’ailleurs quelles sont les relations qui la lient a la transformation de Laplace,
nous prouvons maintenant que la convolée de deux originaux est transformée en
le produit habituel des deux transformées.

1.7.1 Convolution de deux originaux

Supposons que f et g soient deux fonctions causales toutes deux localement som-
mables. L’intégrale exprimant leur convolution est alors prise sur [0,4o00[ et
comme, de plus, g(z —t) = 0 lorsque ¢t > z, on en déduit que si z < 0, la convolée
est nulle au point z. Dans le cas ou z >.0, cette convolée au point z s’exprime
par une intégrale sur le compact [0, z].

Il reste a examiner |’existence, au moins presque partout, de cette intégrale.
Supposons que z € [0, A]. Lorsque z et ¢ sont tous deux dans cet intervalle, la
différence z — t reste dans un intervalle compact K. Considérons la restriction
de la convolée a cet intervalle [0, A], elle est identique & la convolée de xjo,4)f et
de xxg. En désignant ces deux fonctions par f; et par g1, on se rameéne 3 des
fonctions a supports compacts qui, étant données les hypothéses, sont sommables
sur R et pour lesquelles on sait que ’on peut appliquer le théoréme de Fubini.
En utilisant en outre un changement de variables évident, on obtient :

[/R fi®) dt][/Rgl(u) du]=/R<2 f1(t)g1 (u)dtdu



1.7. Convolution et Transformation de Laplace 23

|, Atw=vai0) dvaw = [[[ (o= o) w)dildw

En particulier, ce théoréme de Fubini implique que la fonction w — [ fi(w —
v)g1(v) dv existe pour presque tout w. On en déduit que, sur [0, A], la convolée
f x g est définie presque partout. On en déduit classiquement que cette convolée
est définie presque partout sur R. Ce théoréme implique aussi que cette fonction
est sommable sur [0, A] et ceci quel que soit A. Concluons :

Proposition 1.13 Si f et g sont des fonctions de L. Alors, la convolée f x g
existe presque partout sur R et définit un nouvel élément de ce méme espace L.

1.7.2 Transformation d’une convolée

Théoréme 1.2 Soient f et g des fonctions de L j dont les abscisses de conver-
gence absolues ne sont pas égales a +oco. Alors, la fonction f x g est aussi dans
Lg. De fagon plus précise, on a : (o(f xg) < sup(Ca(f),Ca(g)) et la transformée
de la convolée vérifie :

Re(s) > sup(Ca(f), Cal9)) = L(f x9)(s) = [L(H)())L(g)(s)] (1.10)

Démonstration

¢ L’utilisation de la formule de Fubini requiert les sommabilités et c’est pourquoi
on envisage seulement les abscisses de convergence absolues. On suppose donc
z > sup(a(f),¢a(9)). La formule de Fubini nous donne d’abord formellement :

+o0 +o0 t
e(_zt) — e(_mt) U —
/0 (f %) (£)e==" ds / [/0 F(w)g(t — u) du] dt

+oo +o0
= / ([ fw)g(t - w)et==D de] du

u

Remplagons toutes les fonctions par leurs modules. Puisque & > (,(g), on voit
apparaitre, dans la derniére intégrale, la transformée de la translatée d’indice «

de la fonction g, donc en utilisant la proposition 1.8 :

400 +o0
/u lg(t — u)| exp(—zt)dt = /O |9u(2)] exp(—zt)dt = exp(—uz)L(|g])(s)

La derniére intégrale de la relation de Fubini précédente devient donc, en rem-
plagant les fonctions par leurs modules :

oD@ [ 15lexp(-au) du

Comme, de plus, 'inégalité z > (,(f) implique la convergence absolue de cette
derniére intégrale, on en déduit la validité de la formule de Fubini précédente.
Ajoutons d’ailleurs qu’elle est valable aussi pour tout complexe s vérifiant I'iné-

galité : Re(s) > sup(Ca(f), Ca(9))-
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D’aprés la remarque précédente, ’intégrale du second membre de cette formule
s’écrit :
+ o0

L)) | fw) exp(—su) du = [L(g)(s)][£(f)(5)]

Il en résulte la formule annoncée sous la réserve faite sur le complexe s. {
Signalons qu’on peut montrer que la transformée de Laplace d’un produit fg
s’exprime sous certaines conditions comme une convolution complexe des trans-
formées. Ce sera vu comme application d’une des formules d’inversion de L.

Il est & noter aussi que le domaine de validité de la propriété précédente fait
intervenir les abscisses de convergence absolue (cela tenant aux conditions d’ap-
plication du théoréme de Fubini) ; ce domaine n’est donc pas toujours le domaine
commun d’existence des deux transformées de Laplace des fonctions en cause.
Des améliorations peuvent étre envisagées. Une illustration en est donnée 3 par-
tir d’un cas particulier.

1.7.3 Examen d’un cas particulier de convolution

On a vu, dans § 6.3, la transformation de la fonction ¢ fg f(u) du. Nous
remarquons que cette intégrale peut étre considérée comme la convolée U % f. En

effet, on a :
U f)(¢ /L{t—u u)du—/f(u)du

Puisque (,(U) = 0, on déduit du théoréme précédent que :

Vs€C,  Re(s) > sup(0,Calf) = LU f)(s) = %z( £)(s)

Cette formule ne differe de la formule (1.9) que par le remplacement, dans cette
derniere, de (,(f) par ¢.(f).

Considérons alors une fonction f dont 1’abscisse de convergence est positive et
differe de I’abscisse de convergence absolue. Par exemple, la fonction déja envi-
sagée t — exptsin(expt) ot (,(f) =1 et ((f) = 0. Alors, ’égalité de (1.9) est
vraie pour U et f sous la seule condition Re(s) > 0.

1.8 Comportements asymptotiques d’un original et
de son image

Dans ce paragraphe, on montre comment le comportement d’un original f(t) au
voisinage de t = 0 (respectivement, lorsque ¢ — +00) est lié au comportement de
son image F(s) lorsque |s| — +o0o (respectivement, au voisinage de s = 0).
Lorsqu’une proposition concerne le comportement de f(t) au voisinage de t = 0,
la proposition est dite “de valeur initiale”. Si elle concerne le comportement de
f(t) au voisinage de 400, elle est dite “de valeur finale”.
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Proposition 1.14 (de valeur finale)

o 1. Soit f une fonction de Lq telle que l’intégrale 0+°° f(t) dt soit absolument
convergente (resp. soit convergente), ce qui implique que U'on a : (,(f) <0
(resp. ¢.(f) < 0). Alors, la transformée de Laplace F de f vérifie, lorsque
s — 0 dans Ily (resp. dans un secteur de sommet O et d’angle 6 tel que
6] < 7/2) :

lir% F(s) = " f)dt (1.11)
s—¥ 0

o 2. Soit f une fonction appartenant ¢ Lq et d’abscisse nulle, dérivable et
telle que sa dérivée soit aussi transformable. On suppose que f0+°° f'(t)dt
est absolument convergente (resp. convergente). Alors, la limite de f(t) en
+o00 eziste et cette limite est aussi celle de sF(s) lorsque |s| = 0 dans Il
(resp. dans un secteur de sommet O et d’angle 0 tel que || < 7/2) :

l{_)r% sF(s) = tlhrpoo ft) (1.12)

Démonstration de 1

¢{ La convergence de l'intégrale de f implique que ’abscisse correspondante
est négative ou nulle. Pour le cas de ’absolue convergence, il suffit de noter
que : |f(t)exp(—st)] < |f(t)]. Comme f est sommable sur R, le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue s’applique et donne le résultat puisque

lim f(2) exp(=st) = f(2).

Pour le cas de la convergence, il suffit de se servir de la proposition 1.6 dont la
démonstration reste valable sous ’hypothese plus faible que I(f, zo) est conver-
gente. Dans le cas présent zo = 0 et la convergence uniforme dans le secteur
sect(0, §) montre qu’on peut passer 3 la limite sous I'intégrale de Laplace.$
Démonstration de 2

¢ La propriété précédente s’a,g)plique a la dérivée f'. Dans chacun des cas précisés

précédemment, I'intégrale [ f/(¢)d¢t admet une limite lorsque a — 0 et lorsque
a
b — +o00. On en déduit d’abord que lim f(t) existe.
t—+4o00

Par ailleurs, puisque f(0+) existe et puisque ’abscisse de f’ est aussi négative
ou nulle, on sait (Cf. Prop 1.11, égalité (1.7)) que : L(f') = sF(s) — f(0+) pour
tout s de IIp. Comme la limite du premier membre est . _l}gl f(t) = f(0+),on en

déduit que la limite de sF'(s), lorsque s — 0 dans Ilg, est bien t—l-:-ll!l f(@). ¢
[o2]

Remarque 1.8 Le résultat 1) n’est pas un moyen de prouver la convergence de
Uintégrale de f.

Appliquons, par exemple, ce résultat a la fonction de Bessel Jy. On établit
d’abord la convergence de [;° Jo(t)dt grace & la connaissance du comportement
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asymptotique de cette fonction (Cf. Annexe 1). Le résultat précédent nous dit
alors que cette intégrale est égale 3 1, limite de (1 +s2)"1/2 en s = 0.

En revanche, la limite de F'(s) en s = 0 peut exister sans que l'intégrale de f soit
convergente ; il suffit, pour le voir, de considérer la fonction s — (s? 4 1)~ qui
est 'image de U(¢) sint.

Si, dans la deuxiéme propriété de cette proposition, on suppose aussi ’existence
de l'intégrale de f, il en résulte évidemment que la limite de f en 400 est nulle,
on retrouve ainsi, puisque F' a une limite finie en s = 0 que : sF(s) — 0.

On trouvera dans ’exercice 3.6 des indications sur la situation ou la limite de f
en 400 est infinie.

Proposition 1.15 (Analogue d’un théoréme de Riemann-Lebesgue) Soit f une
fonction de L ;. Alors, la transformée de Laplace F de f vérifie :

F(s)=0 (1.13)

Ve, 0e[0,g[=>

lim
s€sect(0,8),|s|—++o00

Et la convergence est uniforme par rapport a l’argument de s dans ces secteurs.

Démonstration

¢ On suppose d’abord que ’abscisse de convergence absolue n’est pas égale a
+o0 et que s € sect(0,6), ol 6 est fixé vérifiant |6] < 7/2.

Pour Re(s) =z > z¢ > (.(f), on peut écrire :

+o00
P < [ exp(- (o - ao)t)(exp(-a) 0)) d
Puisque t + exp(—zot)|f(t)| est sommable, le théoréme de convergence dominée

s’applique lorsque z — +00. Pour tout € > 0, on peut donc choisir A pour que :

t>A = |F(s))<e

. A . A .
Alors, en choisissant s tel que |s| > osp’ " obtient cette méme majoration, ce

qui prouve la convergence uniforme annoncée.

Pour le cas ol I’absolue convergence n’est pas vérifiée, on rappelle d’abord qu’en
posant I¢(t) = fot f(u) du, l'intégrale de Laplace de Iy converge absolument pour

tout réel z vérifiant @ > sup(0, {(f)) (Cf. § 6.3 ).
Comme If(0+) = 0, il en résulte que pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que :

0<t<n=|If(t)] < ecosb

On suppose Re(s) = z > sup(0,(c(f)). Le réel zo vérifiant : z > zo >
sup(0,¢.(f)), on désigne par Jo l'intégrale I(|If|,zo). La transformée de La-

F(s .
place de Iy étant —— ( Cf. proposition 1.11), on obtient, par décomposition de
I’intégrale en deux morceaux et en utilisant la convergence absolue :

n +oo
< [iet=as [T 1ttt d
0 n
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En utilisant un calcul d’intégrale suivi d’une majoration, il vient ensuite :
400
|F(s)] < |$i| [60030(1 - e(~xn))] + |s|e(—(w—wo)n)/ 11;(2) el (=20)%) gy
7

x . . LY . rd 4
Puisque E—l > cosf et z > 0, la majoration de la derniére intégrale nous fournit,
uniformément dans le secteur sect(0, 6) :

P < e+ o P20,

En remarquant enfin que : |slexp[—(z — z0)7] < |s|exp[—(|s|cos@ — zq)7], on en
déduit que le deuxiéme terme tend vers 0 uniformément dans le secteur considéré,
lorsque s vers linfini. ¢

Signalons, lorsque f est absolument continue sur tout segment de R*, une consé-
quence qui est treés utile dans les résolutions d’équations différentielles linéaires &
coefficients variables, pour déterminer certaines constantes d’intégration :

Corollaire 1.4 (de valeur initiale)
Si f est une fonction absolument continue, élément de Lq, ce qui implique ’exis-
tence de f(0+), alors, on a :

m .
Ve, b€ [O,—2-[ = sEsect(Ol,IOI)I}]sI—)+oo sF(s) = f(0+) (1.14)

La convergence étant uniforme par rapport a l'argument de s dans ces secteurs.

Remarque 1.9 On remarquera l’analogie de ce corollaire avec la proposition
1.13 (partie 2) par l’échange de f et F et des voisinages de 0 et de oo

Démonstration
¢ Elle résulte de ’égalité : L(f')(s) = sF(s)— f(0+), puisque le premier membre
tend vers 0 dans les conditions précisées dans le théoréme précédent.$

Applications immédiates des propositions précédentes

t
Soit f un élément de L4 tel que t — g(t) = M soit encore dans L4. On désigne
par F l'image de Laplace de f. Ce qui précede permet alors de déterminer la

transformée G de g.
En effet, —tg(t) a pour image la dérivée G'(s) dans le demi-plan II; = I¢.()- En
s
supposant s réel, on a donc :—G' = F, d’ou G(s) = -/ F(u)du+ C ou a est
un réel fixé arbitrairement avec a > ((f). :
Pour calculer C, on se sert d’une des propriétés précédentes qui implique :
S

llm G(s) =0. On en déduit : C' = lim / F(u) du, ce qui signifie que I’inté-

s—+o00 s=+o00 [,
+o00

grale de F sur [a,+00[ est convergente et que C' = F(u) du. Ce résultat peut

a

+o00
s’écrire : L(—= ()) —/ F(u)du
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t
On remarque, dans cette formule, une analogie avec la relation : £( / f(w)du) =
0

F(s)

Aj‘f)utons que d’apres la proposition 1.14, la limite, lorsque |s| — 400, peut étre
prise sur une demi-droite non verticale située dans II; ou méme le long de toute
courbe continue I'; débutant au point s et ayant une branche infinie restant dans
un secteur dont les cotés font avec I’axe des abscisses un angle inférieur a /2.

f@)

Le prolongement analytique de I'image de Laplace de —— s’exprime ainsi par

t
/F F(u) du.

Sui>posons de plus qu’au voisinage de ¢ = 0, on ait : f(t) ~ kt, ce qui implique :

limt_,o@ = k. Le corollaire 1.4 fournit alors- li’m s F(u)du = k et cela
S§—>00 Fs

précise le comportement de ’intégrale de F, & savoir :

/ Flu) du % 1;-

S

Les propositions précédentes vont étre améliorées en mettant en évidence d’autres
convergences uniformes en distinguant les cas ou il y a convergence absolue ou
non de l'intégrale de Laplace :

Théoréme 1.3 ( de valeur finale)
Soit f une fonction élément de L ; dont la transformée de Laplace est notée F'.

Alors :

e (i) Si Uabscisse de convergence absolue est distincte de +oo, F(z + iy)
converge uniformément vers 0 dans tout demi-plan fermé I, tel que a >

Ca(f), a savoir :
Ve >0, dBtelque: |y|>B=|F(z+w)|<e z2>a><(f)
o (ii) Si labscisse de convergence absolue est +o0o, F(z + iy)/y converge

uniformément vers 0 dans tout demi-plan fermé 10, tel que a > (.(f), a
savoir :

F(z +z'y)| <e
—y IS

Ve >0, 3B telque: Vz>a>C((f), |y|>B=|

Démonstration de (i)
¢ Si on remarque que ’on peut écrire :

+00
F(z +1y) = /0 exp(—iyt) f(t) exp(—at)dt,

on voit qu’a tout z fixé, tel que z > (,(f), F(z+1y) est la transformée de Fourier
d’une fonction Lebesgue-intégrable. Elle tend donc vers 0 lorsque y — *o0o0. Mais
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cette remarque ne permet pas d’obtenir la convergence uniforme souhaitée. Nous
allons plut6t, par une décomposition en une somme de deux intégrales, nous
ramener a un intervalle d’intégration fini. On peut écrire, en effet :

A +o00
F(s)| = |F(& +iy)| < | / £(t) exp(—st)dt] + /A |F(#)] exp(—at)dt

L’intégrale I(|f|,a) est convergente par hypothése, donc, on peut choisir A tel
que la deuxiéme intégrale de I'inégalité précédente soit inférieure & ¢/3. Donc :

A €
Voo, [Fe+w) <l [ fOep-sd+s ()

Considérons maintenant la fonction F4 définie par Fy(s) = fo (t)e=*%) dt et
approchons d’abord f par g continiiment dérivable sur [0, A]. Cette approche
est possible grace A la densité des fonctions de classe C! sur [0, A] dans ’espace
,C[lo' A) exp(—at)dt* Il existe donc g de classe C! telle que :

/ I£(2) — 9(t)| exp(—at)dt < ¢/3

Alors :

[Freecsna < 1170 - s@lewani s [ oo e(-sa
< 1 [ owe(-snai+es o

Il reste finalement a traiter l'intégrale portant sur g. Une intégration par parties
nous donne :

/OAg(t) exp(—st)dt = [(g(A) exp(—sA) — +/ '(t) exp(—st)dt]
On en déduit la majoration :
A 1 A
| /0 g()e=Nae| < ol [(lg(A)Ie(_“A) +19(0)]) + /0 Ig'(t)le(_“t)dt]
K
=

La constante K ne dépendant que de g, la majoration ainsi obtenue est uniforme
dans le demi-plan II,. Il existe donc B tel que :

Yy € R, ly| > B= |/ t)exp(—st)dt| < €/3 (% %)

Les trois inégalités (x), (x*), (* * *) fournissent le résultat souhaité :

WeR, |y>B=|Fe+iy)l<e, Vz2ad
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Démonstration de ()

¢ Soient des réels a et b vérifiant : (.(f) < b < a et soit s = & + iy un complexe
tel que z > a.

Par hypothese, l'intégrale f(f f(u) exp(—bu)du est bornée. Il en résulte, par diffé-
rence de deux intégrales, qu’il existe M tel que :

B
V(A,B), A>0,B>05 | / () exp(=bt)dt| < M
A

Soit € > 0 donné. Choisissons A tel que [M/(a — b)lexp[—A(a — b)] < €/2. On
a:

A B
F(z+1y) = /0 exp(—st) f(t)dt + Bgr_'r}mfA exp(—st) f(t)dt (%)

t
En définissant ¢p par ¢(t) = / f(u) exp(—bu)du, la démarche classique d’inté-
A

gration par partie exprime la deuxiéme intégrale de (*) sous la forme :

B B
/ exp(—(s — b)t)d(¢s)(t) = exp(—(s — b) B)$s(B) + (s — b) / e_(’—b)tm(t)dt
A A

On en déduit par majoration :
e—(-b)A _ o—(c-b)B
z—b

B
| / e=*t F(t)dt] < Me=EHB 4 M]s — b|
A

Par conséquent,on obtient, quand B tend vers +o0 :

2 =b)A) _ Mls—8| (o pa

[ expt-an) @y < bals - 22
A x

—-b - z-b
Alors, étant donné le choix de A et, puisque
|s—8 _z-b+]yl |yl lul
< = <
z—b ~— z-b 1_I_cl:—b_l-'l-a—b’

on en déduit :

400
|7 exp(-st) et < Mexp(- (e~ )4) + 1ol §

Finalement, si ’on divise par |y|, la relation () nous donne :

Fltiy) 1 [* L exo(—(a - €
) < o [ (b S0+ M exp(—(a - 0)A) + 5,

ou encore :

PCE ) < bl (14 exp((a— D)) + &

| Y |yl
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Il suffit donc de choisir |y| assez grand pour que l'on obtienne le résultat de
convergence uniforme annoncé . De fagon précise :

1 F 3
WeER,  Iyl2 g+ exp(-(a-8)4) = (Vo 2 0), FE W <o

D’autres raffinements concernant ces comportements asymptotiques peuvent étre
obtenus. On se contente dans ce qui suit de I’étude du comportement d’une
transformée de Laplace & I'infini lorsqu’on connait un équivalent de f au voisinage
de 0. L’étude inverse des comportements de f connaissant ceux de image au
voisinage de D’infini est faite comme conséquence de la formule d’inversion (Cf.
§1.10.8, Chapitre 2, §2.2.2 et bibliographie [[22]],[[28])).

Proposition 1.16 Soit f une fonction de Lq équivalente au voisinage de 0 @ la
fonction at? ou p vérifie : p > —1. Alors, la transformée de Laplace F de f est
équivalente pour s réel et tendant vers +0o d la fonction : s+ al'(p +1)s™771.

Démonstration
¢ Par hypothese, on a :

Ve > 0,3, \0<t<n=a(l-¢/3)t’ < f(t) <a(l+e/3)t°

Par multiplication par une exponentielle et I’intégration sur [0, 7], on en déduit :
n 7 n
a(l - 8/3)/ t? exp(—st)dt < / f(t) exp(—st)dt < a(l +€/3)/ t? exp(—st)dt
0 0 0

n
Evaluons l'intégrale J = / t” exp(—st)dt au moyen de I'(p + 1) :
0

+00 +oo +00 14
J= / tPe~*tdt — / tPe”'dt = sTPIT(p+ 1) - / <E) e_“d—u
0 n

ns

Cette derniére intégrale est obtenue avec la variable u = st.

400
L’intégrale e “uPdu étant convergente et n étant fixé, il en résulte que
+oo” 0
lim e “udu = 0. On peut donc trouver A tel que :
s§—+00 sn
+o00
s> A= 0< / e“uPdu < a(e/3)T(p+ 1)
sn

En multipliant les termes précédents par s**!, on a ainsi montré :

oL~ (2e/A)T(p+1) < o " exp(—st) f(t)dt < a(1+&/3)T(p+1)

400
Il reste & ajouter le terme K = s°*! / f(t) exp(—st)dt qui, par la translation
1

t =u+ 7, devient :

+o00
K = s"* exp(—sn) f(u+ 1) exp(—su)du -
0
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Une image de Laplace étant bornée pour s réel assez grand, on peut en déduire
qu’il existe B, B > A, tel que :

s>B= K <al'(p+1)(¢/3)
Finalement, on a montré :
Ve >0,3B, s>B=a(l-¢)T(p+1)< st F(s) <a(l+2/3)[(p+1)
Ceci signifie I’équivalence annoncée. ¢

Remarque 1.10 Si on posséde un développement limité de t~° f(t) au voisinage
de 0, on peut en reprenant la démarche précédente déterminer un développement
asymptotique de ’image F au voisinage de !’infini.

Les exercices 3.18 et 3.19 illustrent la proposition précédente et précisent cette
remarque.

1.9 Transformée de Laplace d’une somme de série
entiere

Pour des raisons de convergence uniforme d’une série entiére, un calcul formel
montre que I’on doit obtenir pour transformée de ¥a,t", la somme des transfor-
mées, c’est-a-dire la série a,n!/s"t1. 1l est donc naturel de supposer que cette
nouvelle série entiére ¥nla,2" admet un rayon de convergence non nul.

Proposition 1.17 Soit une série entiére Ya,t™ dont le rayon de convergence
est infini et tel que la série entiére T3 ®nla,t™ ait un rayon de convergence R
non nul. Alors la fonction f définie par f(t) = U(t)SF ™ ant™ est dans L4 et on
a:

nla,

(1.15)

Rels) > = = LU 0nt")(s) = T4

Démonstration
¢ On rappelle que la transformée de U(t)t" est n!/s"*t!. 1l suffit, pour prouver
la proposition, de le faire pour un réel 2 vérifiant 2 > 1/R. Comme le rayon de
t®nla,t™ est R, on en déduit :
+oo Plan

1

On montre que la limite, lorsque A — +00, de I’intégrale sur [0, A] de f(t) exp(—=t)
est bien la somme de la série précisée. Pour cela, on considere la différence D en
valeur absolue :

est absolument convergente.

nla,

A
/ TF®ant" exp(—at)dt — TF®
0

A 400
xi°a, / t" exp(—at)dt — / t" exp(—zt)dt
0 0

INA

400
E(",'°°]an|/A t" exp(—zt)dt
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Majorons le reste d’intégrale apparaissant ainsi en faisant intervenir un réel zg
vérifiant z > 29 > 1/R. On a :

400 +o00
/ t" exp(—xt)dt = / t" exp[—(z — zo)t] exp(—zot)dt
A A

< exp[—(z — zo)A] / "™ exp(—ot)dt

exp[—(z — zo)A]n!
w0n+l

IA

On en déduit :
n!|a,|

|D| < exp[—(z — zg) A] 2+°° Py

Finalement, puisque exp[—(z —zo) A] — 0 lorsque A — +00, on obtient la conclu-
sion annoncée :

+oo nla,

\ f(t) exp(—zt) dt = hm / f(t) exp(—zt) dt = TF°—= s o

On trouvera dans le chapitre 2 des exemples de calcul d’images, notamment celles
de fonctions de Bessel, par utilisation de cette proposition.

1l existe une réciproque de cette proposition (Cf.Théoréme 1.5) qui permet d’éta-
blir qu’une fonction complexe développable en série de Laurent & ’extérieur d’un
disque est la transformée de Laplace d’une certaine fonction f du type envisagé

ci-dessus.

Remarque 1.11 Pour certaines fonctions développables en série entiére, le théo-
réme précédent ne peut s’appliquer.

Par exemple, la fonction U(2) exp(—t2) conduirait 3 la série de transformées de

Or, cette série est toujours divergente !

Laplace de terme général (—1)" gEni1”

1.10 Inversion de la transformation de Laplace

1.10.1 Relation entre les transformations de Fourier et de La-
place

On suppose connues les formules réalisant, a 1’aide d’hypotheses diverses, I’inver-
sion de la transformation de Fourier. On peut les utiliser,au moins d’un point de
vue formel, pour inverser L.

On pose s = z + 2iwA. La fonction F = L(f) peut s’écrire, si Re(s) > (o (f) :

L(f)(z+ 2imA) = /+°° exp(—zt) f(t) exp(—2imAt) dt = F(faz)(A)

—00

Autrement dit, cette transformée de Laplace, considérée comme fonction de la
partie imaginaire, est la transformée de Fourier de fay définie par : fas(t) =
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exp(—zt) f(t). Une des formules d’inversion de la transformation de Fourier, par
exemple celle qui utilise la transformation conjuguée, nous donne ainsi :

+o00
Fralt) = /_ F(o + 2im)) exp(2im ) dA

Cette formule s’écrit encore, apres passage de exp(zt) dans ’autre membre et le
choix de la variable d’intégration z = z + 2i7 ) :

f@) = / - F(z 4 2im ) exp(2in At) exp(xzt)dA =g / f(2) exp(2t) dz (%)

—00

Dans cette formule, ’intégrale est étendue a la droite parallele & ’axe des ima-

ginaires, d’abscisse z et orientée dans le sens des ordonnées croissantes. Cette

formule d’inversion est valable, par exemple, sous les conditions suffisantes de
) A )

sommabilité sur R des fonctions fa, et faz.
D’autres conditions sont utilisables. En particulier, lorsque la fonction fa; est &
variation bornée, on a :

+A

[ frz(t+0) + faz(t —0)] = Al—l>r-|r-100 F(z + 2in ) exp(2im At)dA  (*x)

Ces deux types de formules (x), () suggerent des résultats d’inversion de la
transformation de Laplace dans lesquels les hypothéses faites feront nécessaire-
ment intervenir les propriétés des transformées de Laplace démontrées précédem-
ment. L’une de ces propriétés est I’holomorphie dans des demi-plans de type II,,
ce qui permettra, dans les démonstrations, d’utiliser les théorémes de Cauchy.

1.10.2 Formules de transformation inverse

Rappelons d’abord la définition d’une fonction a variation bornée :
Soit f définie sur [a,b]. A toute subdivision croissante o = {a,ty,t2,--,t,,b} de
[a, b], on associe la variation de f sur o, définie par :

n+1

var, (f) = Z |f(tir1 = f(2)]
0

La variation totale de f sur[a,b] est la borne supérieure : Var, 31 f = sup, vars (f).
La fonction f est dite & variation bornée sur [a,b] si cette variation totale est fi-
nie.

On voit facilement que si f est réelle et monotone sur [a, b] ou encore continue et
possédant une dérivée bornée sur [a, b], alors f est & variation bornée sur [a, b].

On commence par une proposition qui fait intervenir une valeur principale
d’intégrale et qui est exactement la traduction d’un des résultats formels précé-

dents :
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Proposition 1.18 Soit f une fonction de Ly, & variation bornée et vérifiant
(o (f) < +oo. Alors, la transformée de Laplace de f étant notée F et le segment
d’origine a — 1A et d’extrémité a4 1A étant noté y(a, A), on a, pour tout réelt :

A—+o00

a> ()= lim / oy I expl)ds = i 140) +7C0)] (110

Démonstration
¢ On remarque d’abord que F est continue sur 7y(a, A) puisque ce segment est
placé, par hypothese, dans le domaine d’holomorphie. Il suffit alors de traduire
Pintégrale sur v(a, A) en paramétrant par s = a + 2:mA. On obtient :

+A/2n

/ F(s) exp(st)ds = 2im / F(a+ 2im)) exp[(a + 2imA)t] dX
v(a,A) ~A/2n

Or, A — F(a + 2iw)) est la transformée de Fourier de fa,. Ainsi :

+A/2m
/ F(s) exp(st)ds = 2imexp(at) / F(fnra)(X) exp[2imAt] dX
7(2,4)

—A/2m

Comme la fonction fa, est & variation bornée, la formule d’inversion de Fourier
s’applique et donne :

lim / F(s)e* ds = ime™[fpa(t + 0) + faa(t — 0)] = ix[f(t + 0) + (¢ — 0)]
A—+o00 7(a,A)

Remarquons que, bien entendu, le second membre est nul pour ¢ < 0.

En utilisant la transformée de Laplace de t — fo ) du, fonction qui, d’une
part, est absolument continue, donc 3 variation bornee, et qui, d’autre part, a
une abscisse de convergence absolue vérifiant ¢, < sup(0,{.(f)) donc différente
de +o00, on obtient :

Corollaire 1.5 Soit f une fonction de Lq. Alors, la transformée de Laplace de
f étant notée F' et le segment d’origine a — tA et d’extrémité a + 1A étant noté
v(a, A), pour tout réelt on a :

a > sup(0,{(f )=>— lim /( " Els) e*tds = / f(u) du (1.17)

21T A—+oo s

On laisse le soin au lecteur, en utilisant des opérations simples sur les fonctions
f d’énoncer des corollaires du méme type que le précédent, notamment en rem-
placant f par une convolée. Les théorémes qui vont suivre sont en réalité des
conditions concernant des fonctions holomorphes pour qu’elles soient des trans-
formées de Laplace.
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1.10.3 Fonctions holomorphes identifiables 4 des transformées de
Laplace

Pour qu’une fonction analytique soit une transformée de Laplace, il est néces-
saire, d’apres des résultats précédents, qu’elle tende vers 0 de fagon uniforme
relativement & I’argument lorsque [s| — 400 dans les demi-plans II, (du moins
si on impose aux originaux trouvés que leurs abscisses de convergence absolue ne

soient pas -+-oo.

Théoréme 1.4 Soit F une fonction analytique dans un demi-plan ouvert I, =
{Re(2) > a} telle que :

e (i) Pour tout b> a , lim|y|1o0 F(8) = 0, ceci uniformément dans le demi-
plan fermé TI,.

e (ii) Pour tout b > a, l’intégrale de F' sur la droite Ay paralléle ¢ l’aze des
imaginaires et d’abscisse b est absolument convergente.

Posons alors :

ft) = % R F(2) exp(zt)dz (1.18)

Cette fonction f a les propriétés suivantes :

1) La fonction f est bien définie par cette formule, en particulier elle ne dépend
pas de ’abscisse b de Ay,

2) La fonction f est causale, continue sur R.

3) L’abscisse de convergence absolue de f est inférieure ou égale d a.

4)Quel que soit b > a, la transformée de Laplace de f coincide, dans le demi-plan
Iy, avec la fonction F.

Démonstration
¢ On suivra éventuellement I’argumentation sur les illustrations fournies ci-apres.

Preuve de 1)

Fixons A, d’une abscisse particuliere ¢ > a. L’intégrale de F(z)exp(2t) est, &
’exponentielle exp(ct) pres, 'intégrale de F'(z) exp(iyt) le long de A.. L’hypo-
these (ii) d’absolue convergence fournit alors I’existence de f(t) quel que soit le
réel t.

Soit Al dont I’abscisse est ¢’ > ¢ (par exemple). En utilisant les points d’or-
données £d de ces droites, on forme un rectangle DD'E'E' & cotés paralléles aux
axes (voir figure 1). Par le théoréeme de Cauchy, I'intégrale de exp(zt)F(2) sur le
bord de ce rectangle est nulle. Considérons les intégrales sur [DD’] et sur [EE’]
respectivement. Par I’hypotheése 1), pour tout € > 0, il existe dp tel que :

ly| > do = |F(z+1iy)| <€ Vo telque c<z<c

Cela fournit pour les intégrales sur les segments horizontaux, en supposant par
exemple ¢’ > 0 :

| /[DD'] exp(2t)F(z) dz| < (¢’ — ¢) exp(ct)e
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La méme majoration est vraie sur [EE’].
Ceci prouve que ces intégrales tendent vers 0 lorsque d — +o00. Il reste donc,
apres ce passage a la limite, la conclusion :

/cexp(zt)F(z) dz = /A'c exp(zt) F(z) dz

v/N figures 1.10.3

E E! yA E
A | A ¢
a X
5 c c! x> O a b )x
D D'
D
figure(1)
figure(2)

Preuve de 2)

Sur Ay, avec b > a, on ala propriété |F'(b+iy)exp(iyt)| = |F(b+1y)|, d’ot1 'on dé-
duit la convergence uniforme par rapport & t de 'intégrale [ F(b+iy)ezp(iyt) dy.

Il en résulte la continuité de la fonction de t qu’elle définit et, en faisant le produit
par exp(bt), on obtient la continuité de f sur R.

Si on suppose t < 0, on applique le théoréme de Cauchy au contour de Jordan I'p
constitué du segment [DE] porté par A et d’un demi-cercle Cg de rayon R, de
diamétre [DFE], demi-cercle placé & droite de Ap (comme indiqué dans la figure
2 ci-dessus). On obtient :

/ exp(zt)F(z)dz =0
Cr
Pour prouver que l'intégrale sur A, est nulle, il suffit de démontrer que

I t)F(z) dz =0
RiToo/CReXp(z) (2) dz

Sur Cg, on a d’une part : |exp(—st)| = exp(bt) exp(tRcos(d)]. Par ailleurs,
’hypotheése 1) implique que pour tout € > 0, il existe R assez grand pour que sur
ce cercle Cp, on ait : |F(z)| < €. On majore alors 'intégrale sur Cr de fagon
classique. On obtient d’abord : .

|/ z) exp(st) dt| < 2R‘€/2 exp Rt cos0df
0
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En raison de t < 0, on utilise la minoration habituelle de sin dans I’argument de
I’exponentielle, ce qui donne :

/2
/ exp(Rtcos)df = / exp(Rtsin0)df < —— | ——[1 — exp(Rt)]
0

2R|
On obtient ainsi le résultat souhaité.

Preuve de 3)

On suppose maintenant que ¢ > 0, que c est fixé avec (¢ > b). Pour tout réel
vérifiant ¢ > ¢, l'intégrale définissant f étant paramétrée & 'aide de z = ¢ + 1y,
la transformée peut s’écrire :

+00 1 +o0 + 00
fQ)exp(—2t) de =5 [ exp(-at)l | Fle+iv) expllc-+ )] do

0 T Jo -0

Comme, par I’hypothése (i¢), y — F(c+14y) est sommable sur R et que, en raison
dez > cetdet > 0,1t exp[(c— z)t] 'est aussi sur R4, on peut appliquer la
formule de Fubini & la double intégration du second membre.

Ceci fournit donc la sommabilité de f(t) exp(—=zt) sur R;. Cela étant finalement
vrai quels que soient z et c tels que z > ¢ > a, on en déduit : {,(f) < a.
Preuve de 4)

On explicite la formule de Fubini précédente :

too Foo . +oco +00 .
/ e / F(c+ iy)e(c+zy)t] dy] dt = / F(c+ iy)[ / ellc=z+iv)t] gy
0 —o0 o o

Par intégration effective, on obtient :

oo T Fletiy)

—o0 c+zy—a:
F(z)

Pour la calculer, on utilise la formule fonda,meznta.ﬁa de Cauchy en utilisant encore
un demi-cercle Cr de diamétre [D E] complété par ce diamétre pour constituer
le chemin de Jordan T, les points D et E étant placés sur 4., symétriques par
rapport & ’axe des réels, et de rayon R assez grand pour que ce contour I'g
contienne en son intérieur le point & (voir la figure 2 précédente en prenant le
demi-cercle symetrique par rapport a la droite d’intégration ). On a ainsi :

F(z) = 2inF(z
/FR(z_m)dz—2 F(z)

On montre, par les mémes majorations que celles qui précedent, que I’intégrale
sur le demi-cercle Cr tend vers 0 lorsque R — +o00. Il reste donc & la limite :

Ve >e¢,  L(f)(e) = F(e)

() exp(—ot) di = - [

0

Cette derniére intégrale est I’ intégrale de sur le chemin complexe A..

On en déduit, par prolongement analytique que la transformée de f coincide avec
F sur la totalité du demi-plan II,. {
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Remarque 1.12 D’aprés la proposition 1.14, on sait que, nécessairement, une
transformée de Laplace tend vers 0 uniformément dans des secteurs de sommet O
alors que le théoréme précédent utilise des convergences uniformes dans des demi-
plans. Lorsqu’une fonction analytique H ne converge pas uniformément vers 0
dans de tels demi-plans, mais qu’elle y reste uniformément bornée, le théoréme
précédent s’applique a la fonction z — H(z2)/z. La fonction h, original de la
fonction H, s’obtiendra alors par la dérivation de la fonction f donnée par la
formule précédente appliquée a cette fonction H(z)/z.

On précise avec la proposition qui suit. En fait, ce procédé sera repris lorsque I’on
cherchera des antécédents de H de type distributions, la dérivation en question
étant faite au sens des distributions.

Proposition 1.19 Soit F une fonction holomorphe dans I, vérifiant les hypo-
théses suivantes :

. F(b+1y) .
1) Pour tout b > a, on a : lim ———== = 0 uniformément par rapport a
) ’ i S f par rapp
I’abscisse b. .
b+:B F(z)

2) La limite, lorsque B — +oco de / e“*dz eziste quel que soit t dans

b—iB %
R.
3) Cette limite étant désignée par g(t), cette fonction est dérivable et la restric-

tion de sa dérivée d [0,+oo[ admet une transformée de Laplace G.
Alors, F = G, autrement dit, F est bien une transformée de Laplace.

Démonstration
¢ L’hypothese 1) entraine, comme dans le théoréme précédent que la fonction g
est bien définie, a savoir que l'intégrale ne dépend pas de I’abscisse b. La trans-

. , N z . N .
formée de la fonction g est égale & . Donc, en appliquant 3 cette fonction g
. . . G(z
le théoréme d’inversion, on obtient donc, sur [0, 4o0[ : ¢(t) = / —i—)e"tdz.
b
En utilisant alors la définition de g, on en déduit que :

A N .
lim F(b+1y) — G(b+1y)

Am b exp(iyt)dy = 0

D’aprés un théoréme concernant I’injectivité de la transformation de Fourier (Cf.
([24]], Théoréme 113) on en déduit :

F(b+1y) — G(b+ ty)

b4y =0

Yy € R,

On peut conclure F = G. ¢
Le théoréme qui suit établit une réciproque de la proposition 1.15.

Théoréme 1.5 Soit F une fonction analytique a lextérieur d’un disque fermé
D(0,R™Y) et nulle & Uinfini. Alors, cette fonction est, dans le demi-plan ouvert
IR, une transformée de Laplace.
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Démonstration
¢ D’aprés les deux hypotheses, 1/R étant le rayon du disque D, on peut

écrire le développement de Laurent de F(z) pour |z| > 1/R sous la forme :
+o0
F(z) = Z anz”". L’idée est, bien sir, d'interpréter 2~ comme une transformée
1
de Laplace, & savoir celle de f, définie par :f,(¢t) = U(¢)t""'/(n —1)!. On est

400
ainsi amené a poser : f(t) = Z anfn(t) =U(t)g(t) ou g est la somme de la série
1

IR autn
[N n
entiere Z e
1
Trois problémes sont posés : Cette fonction est-elle définie sur R, sa trans-
formée existe-t-elle 7 et, par ailleurs, sa transformée est-elle F'?
Pour tout R’ > R, la fonction z —+ F(1) est majorée dans le disque fermé D(0, RY).
1 N PR .y, P
Soit M = sup |F( ;)] Alors, d’apres les inégalités de Cauchy appliquées au dé-
lz|<R

+o00
1
veloppement en série entiere F(-) = E a,z",ona: |a,| < MR™. On en déduit
z
1

I

la majoration |a,|/(n —1)! < M . et, par conséquent, la série définissant

(-1
g a un rayon de convergence infini.
De plus, cette méme majoration conduit a I’inégalité :

+oo n
l9(2)l < M;(R')"H% — MR exp(RIt)

On en déduit que ’abscisse de convergence absolue de f est inférieure 3 R’ et cela
quel que soit R’ > R. La fonction f est donc un élément de L avec {4(f) < R.

Il reste a prouver que la transformée de f est F'. Pour cela, il suffit d’appliquer
a cette fonction f la proposition 1.16. En effet, la série définissant f a bien un
rayon infini et en multipliant le coefficient de t™ par n!, la série obtenue qui, dans
le cas présent, est de coefficient a,, admet le rayon R non nul. Cette proposition

1.16 nous dit alors que, pour Re(z) > 1/R, la transformée de Laplace de f est la
+o00
fonction définie par Z a,z ". Cest donc bien la fonction F. ¢
1

1.10.4 Composition avec une fonction analytique

Théoréme 1.6 Soit f une fonction de Ly telle que |f(t)] < M exp(ot) pour
un certain réel a.. Soit une fonction G somme d’une série entiére dans un disque
D(0, R) telle que G(0) = 0. Alors, si on note F = L(f) la transformée de Laplace
de f, la composée G o F est définie et c’est une transformée de Laplace.

Démonstration
¢ L’idée de la démonstration repose sur la propriété de la convolution itérée d’une
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fonction f par elle-méme qui est transformée par £ en une puissance de L£(f).
Nous aurons donc 3 effectuer la série de ces convolées.

Par hypotheése, dans le disque D(0,R), on a : G(z) = Ei"w a,2". On majore
d’abord |F'(s)| en supposant Re(s) =z > o :

M

r—

+00 o0
FOIS [ 1esp-ad < M [ eaplla - a)iii =

Soit Ry < R; on peut choisir § > a tel que M/(8 — @) < R;. Alors :

M M

§Re(s)‘_‘a:>'3'_'>|F(s)l<:1;—0:_,3—‘0,:‘

Il en résulte que, sous cette condition, F'(s) est dans un disque fermé ot il y a
convergence absolue et uniforme de la série entiére, en particulier, on peut définir
la composée comme une série de fonctions puissances :

+o00
H(s) = G(F(s)) = ) anlF(s)I"

On sait que la convolée f x f a une abscisse de convergence absolue vérifiant
Ca(f* f) < ¢a(f) < @, ce qui permet de réitérer et, en notant f*™ la convolée n
fois de f avec elle-méme, d’en déduire que (,(f**) < a.

Pour pouvoir définir la série h = Ei"“’ an f*™ qui, formellement, représente la
fonction h dont la transformée de Laplace est H, il nous faut trouver des majo-
rantes convenables pour les fonctions f*™. Mais ceci est facile grace a la propriété :

|f(#)] < M exp(at)

On en déduit d’abord :
£ @I =1 [ 1O -t < M? [ el = pfpe)
0 0

Ensuite, en prenant comme hypothése de récurrence :

n—1

(@) < M| ;| exp(aa),

ol

on montre la majoration pour tout n :

n—

(n—l)

|f*(n+1)(w)| < Mn+1 /x eat oz(a: t) dt = Mn+1 a:c/ ¢t dt
0

(n—1)!

En effectuant cette derniére intégration, on obtient le résultat.
On en déduit donc une majoration du terme général de h et, si on utilise en
outre les inégalités de Cauchy |a,|R} < K ot K = sup),<, |G(2)|,on a:

n n—1
enf (01 < K (3) ey exole)
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Cette majoration par le terme général d’une série partout convergente prouve
que la fonction A qui est nulle sur R_ est une fonction définie sur R. Elle est

méme continue car le terme général est continu et la majoration sur [0, A] de ce
MA" A1
terme par K <1_?,—) oD exp(aA) entraine la convergence uniforme sur tout
1 - .

compact.
Ces majorations prouvent aussi que h possede une abscisse de convergence véri-

fiant (,(h) < Rﬂ + a. En effet :
1

n—1

R M\t M M
|h(®)| < K 21: (R_1) mexp(at) = K—R-; exp[(R—1 + a)t]

Reste & voir que la transformée de h est H.
On suppose désormais Re(s) = z > f. La convergence uniforme sur tout compact
de la série définissant h permet l'interversion suivante :

Aht tdt-'+oo 4 *(t t)dt
/0 (£) exp(st) —;/ an ™ (1) exp(—st)

Si on montre que le reste, noté Ry de la série du second membre peut étre majoré
par € indépendamment de A, on pourra passer a la limite sous la sommation
lorsque A tend vers +o00. Or, dans ce reste, on peut majorer 'intégrale sur [0, A]
par I’intégrale sur [0, +oo[ et, en vertu de ce qui précéde, on obtient :

n

+oo A +00 +oo
IRyl =1)_ an / Pr6)eNdt) <3 an|M™ / o~ (B}t gy
N 0 N 0 (n )

Cette derniére intégrale est connue, sa valeur est (8 — &)™, donc inférieure &
(R1/M)™. Finalement :

|Rn| < Z |an|M™ (R1/M)" 2 |an| Ry
La convergence de cette derniére série implique :
+o0
Ve>0, 3N telque : N>No=) |an|Bi" <e
N
Ce nombre Ny est indépendant de A et fournit donc ce qui était annoncé :

N>N0:>|Zan/ ¥ (t) exp(—st)dt < e, VA>0

On en conclut que, pour Re s > 3, on a :

=) oo 0
/+ h(t)e " dt = Zan /+ Fr(t)etdt = Zan = (GoF)(s)
0 - 0
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Le théoréme est donc démontré. ¢

Ce théoreme fournira, a partir de transformées de Laplace connues, un grand
nombre d’autres transformées, mais il faut se rendre compte que, dans la pratique,
il sera en général difficile d’expliciter les originaux correspondants, ceux-ci faisant
intervenir des séries de convolées. On trouvera des applications de ce théoréme
dans ’exercice 3.44.

1.10.5 Application des formules d’inversion

Les applications classiques de la transformation de Laplace résident dans le calcul
opérationnel. Une équation fonctionnelle E/, munie éventuellement de conditions
initiales ou de conditions-frontiere, étant transformée en une autre équation notée
L(E), une des applications naturelles de la formule d’inversion est de déterminer
Ioriginal de la solution de £(E) si on sait résoudre cette équation transformée (Cf.
§3 du chapitre 2). Cette application de la formule d’inversion réclame 'utilisation
du théoréme des résidus sur des contours convenables du champ complexe (Cf.
§2 du chapitre 2) assortis de divers passages a la limite.

Parmi d’autres applications, notons celle qui consiste & déterminer les com-
portements au voisinage de 0 ou au voisinage de +o00, la mise en place de diverses
formules intégrales pour des fonctions spéciales et leur utilisation dans des prolon-
gements analytiques, I’exploitation des propriétés de £ en les interprétant pour
L£~1. Nous commengons par une telle propriété qui va permettre de définir une
convolution dite complexe.

1.10.6 Application a la convolution complexe

Théoréme 1.7 Soient deuz fonctions f et gde L telles que |f(t)| < Aexp(ct)
et |g(t)] < Bexp(dt). On suppose, en outre, que le produit fg est localement
sommable. Alors, F' et G désignant les deuz transformées et A, étant une droite
paralléle ¢ laze des imaginaires orientée dans le méme sens et d’abscisse a tel
que a > ¢, la transformée de Laplace de ce produit vérifie :

Vs€C, Re(s) > atd= L{fg)(s) = 5 /A F(0)G(s— o) do (1.19)

Démonstration

¢ L’hypotheése faite sur la locale sommabilité de fg est naturelle puisque, par
exemple, la fonction ¢ — 1/4/f est bien localement sommable alors que son carré
ne ’est pas. Les majorations par des exponentielles impliquent la relation :
|f(t)g(t)| < ABexp[(c+ d)t], ce qui établit que ’abscisse de convergence absolue
de fg vérifie (,(fg) < ¢+ d. Ce produit est donc élément de L.

Si Re(s) > ¢+ d, on peut trouver a > ¢ tel que Re(s) > a+ d. On applique alors
la formule d’inversion pour la fonction f, en utilisant la droite d’intégration A,
ce qui donne, en paramétrant cette droite, la relation :

VR, (0= 5 [ Flatis)expl(a+ iv)lay
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On remplace alors, dans l'intégrale définissant la transformée de fg, f(t) au
moyen de cette formule, avec toujours Re(s) > a+d :

L(f9)(s) = 7= / ™ g [ / F(a + iy) exp((a + 1y)1] dy]

Puisque Re(s —a — iy) > a+d — a = d, la fonction t — g(t) exp((a + iy — s)t) est
sommable sur Ry. La fonction y — F(a+ iy) l’est également sur R. Il en résulte
qu’on peut appliquer la formule de Fubini :

L(fg)(s) = / F(a + 1y) [ / g(t)elletiv=s)] dy] dt

Cette relation peut aussi s’écrire :
1 . .
£U9)E) = 5= [ Flat+ )Gl = (a+ iv)) dy

En revenant & l'intégration sur A,, cette formule s’interpréte comme une convo-
lution le long de A,, a savoir :

L(fg)(s) ——-—/ F(o)G(s—0o)do $

1.10.7 Formules intégrales et prolongements analytiques

Exemple 1.2 Inverse de la Fonction eulérienne

Pour Rev > —1, la fonction U (t)t” a pour image de Laplace (Cf. §1, chapitre 2)

I'v+1)

dans le demi-plan IIg la fonction pos)
on a, A, étant une droite d’abscisse ¢ > 0 arbitraire et ¢ un réel positif arbitraire :

_1_/ exp(zt)d v

2ir Jo, ] T T(w+1)

. En appliquant la formule d’inversion,

On va prolonger analytiquement cette formule en procédant ( ce qui sera un pro-
cédé tres utilisé dans la suite) a une déformation de contour.

La fonction ayant un point de branchement en 0, du moins si v est non

ZU+1
entier, on établit une coupure v issue de 0, s’identifiant par exemple 3 I’axe des
. exp(zt) .
réels négatifs. Dans I'ouvert Q2 = C) v, la fonction g(2) = [;—-(l-l])’ ol le crochet

au dénominateur indique que cette puissance prolonge la fonction z + z**! sur

les réels positifs, est holomorphe. Par conséquent, par le théoréme de Cauchy,
son intégrale sur le chemin fermé I'r o (Cf. figure ci-aprés) est nulle.
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C { '
Figures 2.25 ?"A
ST~
/\.‘y * T *
C

Contour L, ,
C: __4 A
Contour Iy,

En utilisant une proposition dite : «lemme de Jordan}), on montre la pro-
priété suivante :

Vo, li dz=
a,RiTwLRg(z) z2=0

Ce lemme, trés utile dans la suite, est énoncé ici dans le contexte de la formule
d’inversion. :

Lemme 1.3 Soit ¢ une fonction continue dans un secteur S(,, _) de sommet 2o
contenu dans le demi-plan fermé {z \ Re(z) < Re(z29)}. Soit d’autre part un arc
de cercle Cr de centre zo et de rayon R inclus dans ce secteur. Alors, si ¢(z)
converge uniformément vers 0 lorsque |z| — +oo, 2 restant dans S(,,,—), on q,
quel que soitt > 0, le résultat :

I t)dz =0
Rlm CRw(Z) exp(zt) dz

Démonstration
¢ Par hypothese :

Ve>0, 3dJA, Vze S(zo,—)a |2] > A= |o(2)| <e

Soient 6, et 05 les angles polaires, relativement a l’origine prise en 2, des extré-
mités de I’arc CRr, qui vérifient donc la condition 7/2 < 6; < 8 < 3™ Alors, en
choisissant R > A, on a, par parametrage de I’arc, la majoration suivante :

62
| | o(2)dz| < Re/ exp(Rtcos6)dd (x)
Cr [

1

On peut majorer cette derniére intégrale en la prenant sur [r/2, 3r] et utiliser
une minoration classique de sin u dans l'intervalle [0, 7/2].
On obtient ainsi :

wjw

T /2 . /2 2 m
/ g(Rtcosb) gg 2/ e(=Rtsinf) g9 < 2/ exp(—Rt—0)df < —
w2 0 0 m Rt
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La relation () précédente devient ainsi :
s
VR, R>A:»|/ p(z)dz| < —¢€
Cr ¢

Autrement dit I’intégrale tend bien vers 0 lorsque R — +00. ¢

Remarque 1.13 Bien entendu, le lemme reste valable en remplagant t par —t,
si l’arc de cercle Cr est dans un secteur S(,, ), donc a droite de zp. Par allieurs,
le lemme est inutile si Cr vérifie a; < 01 < 0 < ag, avec oy > /2 et ay < 31 /2
car une minoration uniforme de cos 8 donne immédiatement le résultat.

Retournons a notre exemple. La fonction ¢ concernée est définie par ¢(z) =
27¥~1 avec Rev > —1. La condition du lemme y est donc vérifiée sur les arcs de
CRr qui sont & gauche de I’axe des y. Il en résulte que les intégrales sur ces arcs
tendent vers 0. Sur les arcs situés a droite de 1’axe des y et & gauche de A, la
majoration : |g(z)| < fpe® R%(") ot 8y (voir la figure ci-dessus) est un majorant
de ’angle au centre de I’arc, donne également le résultat.

11 résulte de tout ceci que 1’égalité de Cauchy fournit a la limite une autre défini-

tion intégrale de —— :

I'(v+1)
v 1 exp(zt) , 1 exp(zt)
B> 1 o <o o, B g L, B O

C’est cette égalité qui traduit ce qu’on appelle la déformation du chemin A, en le
chemin L, orienté dans le sens direct. Ce dernier, appelé aussi (lacet associé
a ) enferme cette coupure & I’aide d’un arc de cercle de centre O et de rayon r
et de deux demi-droites, issues de O, symétriques par rapport a Oz, faisant entre
elles I’angle 2a, lequel est arbitrairement petit. L’intégrale sur ce lacet est donc
indépendante de r et de ¢, c’est pourquoi on peut le noter plus simplement L.
On considére 3 présent 1’égalité obtenue comme étant, a ¢t > 0 fixé, ’égalité de
deux fonctions de v. Soit la fonction g* définie par

1 exp(zt)

S =50 J, ]

Elle est analytique en v dans la totalité de C. En effet, la fonction sous le signe
intégral (z,v) — h((2,v) est holomorphe en v dans Q = C v, continue sur L
quel que soit v € C et la dérivée qui est égale a la constante In ¢ pres a la fonction
v+ —(v+1)h(2,v)z7}, a les mémes propriétés. Il en résulte que, si on note L,
1

/ h((z,v)dz

’ensemble des points de L de module < n, la fonction g = %in
L,

est analytique dans C.
De plus, si on suppose que v reste dans un domaine borné, il existe £ tel que
exp(tRe(2))

|2|*
Ceci entraine que les intégrales sur les demi-droites de L convergent uniformément
par rapport & v sur tout domaine borné. De 13, découle la convergence uniforme

h(z,v)] <
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de la suite { g ) vers sa limite g*. D’aprés le théoréme de Weierstrass sur les

suites de fonctions holomorphes, la fonction g* est holomorphe dans le plan des
v.

Par ailleurs, on sait que les fonctions v +— et v t” =exp(vint) (car

1
I'(v+1) ,
t > 0) sont analytiques dans le plan complexe. On déduit donc de ce qui précéde
une nouvelle formule intégrale pour le prolongement analytique du produit de ces

deux fonctions.
14

I'(v+1)

Proposition 1.20 La fonction entiére : v +— admet pour représenta-

tion intégrale :

¢ 1 [ exp(at)
WeC [T g /L iz (120)

Exemple 1.3 Fonction de Bessel d’indice quelconque

On commence par le cas d’un indice p entier positif. On rappelle que la fonction
Jp est définie par la série entiere :

o= (5) S atetan(s)

1
Comme —— ; est le résidu en v = 0 de u — exp(u) ,
(n+p)! untr+l

fraction par une intégrale le long d’un cercle C, de centre O et de rayon r. ce qui

permet d’écrire :
PEX (-1 2\ ™ expu
—— [z A=) 2y =ZE2 g
Io(2) = 2im (2) ; n! /Cr (2) urtrrt ©Y

2
. N . z . s , .
En faisant apparaitre la puissance de ™ et en permutant l'intégrale et une série

entiére qui est donc uniformément convergente sur le cercle C,., on obtient :
(2/2)P [ expu = (-1 "o (2/2)P [ exp(u-— )
Tolz) = 2ir  Jo, urt! Z du = 2ir Jg,  uptl du

Dans le cas d’un indice A réel ou complexe non entier négatif, le développement
en série s’écrit :

on peut remplacer cette

Zoaes_ (=" 2n
(2) = (3) Zm( )

On peut reprendre la méthode précédente en utilisant, cette fois, la représentation

intégrale, valable pour tout A de , obtenue en prenant ¢ = 0 dans la

'n+1 + A)
proposition précédente. La démarche suivie reste la méme et on aboutit a une
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formule du méme type ot I’entier p est remplacé par I’indice ) et le cercle remplacé
par le lacet L. Bien entendu, si Re(A) > —1, on peut utiliser la représentation
intégrale définie directement par la formule d’inversion de Laplace des fonctions
puissances.

Proposition 1.21 La fonction de Bessel d’indice X admet les représentations
intégrales sutvantes :

2T y 1

VAEC, Re(N) > —1 = Jy(2) = L 2" / P~ %) gy (1.21)

(/2 [ exp(u~5)
VAEC, Re(N) > —1 = J(2) = L2 /L S (1.22)

Remarque 1.14 Dans le cas d’un entier p positif, le lacet L est remplacé par le
cercle C,.

On peut voir que ceci n’est pas contradictoire. En effet, les deux intégrales
sur les deux demi-droites deviennent, lorsque o — 0, égales a deux intégrales
convergentes opposées 1'une a 'autre, la coupure étant d’ailleurs inutile puisque
dans le cas étudié, il n’y a plus de point de branchement.

1.10.8 Comportement asymptotique d’un original au voisinage
de ’infini

Lorsque les calculs, par utilisation de la formule d’inversion, n’aboutissent pas,
il est cependant possible quelquefois d’obtenir, encore par déformation de A,
Pexpression du comportement a l'infini de ’original recherché. En fait, c’est la
considération des points singuliers de F' les plus proches de la droite limitant le
demi-plan d’holomorphie qui fournissent ces comportements. Nous considérons
des exemples ol ces points singuliers sont des pdles et d’autres ou ce sont des
points de branchement.

Exemple 1.4 Situation ot le point singulier le plus a droite est un péle simple

Soit la fonction F' holomorphe dans le demi-plan ouvert II, et admettant un point
singulier unique 2g sur la frontiere de ce demi-plan, ce point étant un pdle simple
pour F. Ayant pris ¢ > a pour écrire la formule d’inversion et choisissant € > 0
de fagon que les autres points singuliers soient 3 gauche de a — ¢, on fait les
hypothéses suivantes :

o (i) limyy400 F(z +1y) = 0, uniformément en z pour € [a — €, c],
o (ii) L’intégrale [ F'(z + iy)dy converge absolument pour tout z € [a—¢, c].

Sous ces conditions, nous voulons trouver un équivalent de P’original f pour les
grandes valeurs de ¢. On utilise le contour rectangulaire I' de sommets B,B’,A’,A
(Cf. figure (1) ci-apres) situé dans un ouvert ot la fonction est holomorphe sauf
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au point zp qui est & l'intérieur de ce contour. Le théoréme des résidus nous
donne :

2% / exp(zt) F(z) dz = Rés(exp(2t) F(2); z0) = exp(tz0)Rés(F(2); 20)
r
Sur le chemin [A’, A] d’ordonnée —o, on a la majoration :

I/ exp(2t)F(2)dz]| < (c— a+¢€)exp(ct) sup |F(z - io)
(4",4]

z€[a—e,c]
ol 1 12 B
B' B
A e
c

a-€ X —€ >

[ ] )

z0 M P Cr
A’ Figures 1.10.8 A

Figure (1) Figure (2)

Il en résulte par ’hypotheése (i) que cette intégrale tend vers 0 lorsque o — +00.
1l en est de méme pour l'intégrale sur [B’, B]. Sur le segment vertical [A, B], une
majoration, utilisant I’hypothése (ii) d’absolue convergence nous donne, lorsque
o — 400 et quel que soit ¢ :

| - z'/Rexp((a —e+iy)t)F((a — € + 1y)dy| < exp((a— 5)t)'/R |F((a~ e +iy)ldy

Cette derniére intégrale peut donc s’écrire K exp(tzo) exp(—€)t) avec le facteur
exp(—e€)t) qui tend vers 0 lorsque ¢ — +-00. On en déduit, en utilisant le théoreme
d’inversion, le résultat suivant :

Proposition 1.22 Soit F, holomorphe dans le demi-plan ouvert I1, et n’admet-
tant, sur la frontiére de ce demi-plan, qu’un point singulier unique 2o qui est un
pole simple pour F. Si on suppose :

o (i) limy 400 F(z +1y) = 0, uniformément en & pour z € [a —¢,c],
e (ii) L’intégrale [p F(z + iy)dy converge absolument pour tout z € [a —¢,c].
Alors, lorsque t — +00, on a l’équivalence :
f(t) ~ exp(tzo)Rés(F'(z); 20)

Exemple 1.5 Situation ot le point singulier le plus & droite est un point de
branchement
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On fait les mémes hypotheéses que les précédentes, mais on suppose que le point
singulier zg est celui ou les branches d’une fonction multiforme de type puissance
3 exposant non entier s’échangent, autrement dit un point de branchement. On
peut exprimer ceci sous la forme générale : .

F(2) = (z— 2)"'G(2),

ou G est holomorphe au point zg, le nombre v vérifiant 0 < v < 1. Dans ce cas,
nous obtenons :

Proposition 1.23 Soit F, holomorphe dans le demi-plan ouvert I1, et n’admet-
tant, sur la frontiére de ce demi-plan, qu’un point singulier unique 2o qui est un
point de branchement pour F. Si on suppose :

o (i) limy 1o F(z + iy) = 0, uniformément en z pour x € [a — €, c],
e (i) L’intégrale [ F(z + iy)dy converge absolument pour tout x € [a — ¢, c].

o (iii) Au voisinage de zy, on a : F(2) = K(2—20)""1G(z) avec G holomorphe
au point 2o, le nombre v vérifiant 0 < v < 1.

Alors, on a le développement asymptotique :

t—+o00 n7'l")’ n(n F(7+n)
—1)"G(z _n_!__

Démonstration

¢ Pour simplifier, on utilise la translation 2 = 29 4+ u de la variable d’intégration
dans la formule d’inversion, ce qui revient a transporter le point de branchement
a Dorigine pourvu que la transformée inverse alors obtenue soit multipliée par
exp(tz9). On pouvait d’ailleurs utiliser cette translation dans I’exemple précédent.
On utilise un nouveau contour (Cf. (2) dans la figure 1.10.7 précédente) tenant
compte de la coupure issue de zp. A cause des hypotheéses (i) et (ii), les intégrales
sur les segments [A’A],[BB'],[B'M],[M'A’] tendent toujours vers 0.

Il reste a considérer le lacet. Une majoration sur le petit cercle montre que
’intégrale correspondante tend vers 0. En effet, M désignant la borne supérieure
de |G| sur un disque fermé de centre 0 dans le domaine d’holomorphie de G, on

a, puisque ¥y > 0 :
r—0= |/ exp(2t)[277Y]G(2)dz| < 7 exp(rt)M — 0
Cr
Sur le segment [M P] qui fait I’angle 7 — & avec Oz, on écrit d’abord :

/ e” F(2)dz = / exp (tuet(™=)) g7~ 1 D(T=a) G (y¢i{m=) ) gilm=2) gy,
[MP] <

cosa

Lorsque ’angle a tend vers 0, la composition de la continuité de la fonction en
(u, @) sous l'intégrale et de la continuité de ’intégrale par rapport & la borne



1.10. Inversion de la transformation de Laplace 51

inférieure autorise le passage a la limite sous ’intégrale.
On obtient ainsi :

lim /[MP] exp(2t) F(2)dz = / " exp(—tu)u™L exp(i(y — 1)7)G (= w)du

a—0 r

Lorsqu’ensuite » — 0, on obtient :

lim / exp(2t) F(z)dz = / exp(—tu)u?texp(i(y — 1)7)G(—u)du
a—0,r—0 [MP] 0

Un calcul du méme type sur [P, M’] donne une formule semblable ol 7 est
remplacé par —.

Il résulte de tout ce qui précede la formule qui se substitue, griace au théoréme
de Cauchy, a la formule d’inversion :

H €

f@t) = ——}—lim e” F(2)dz = M/ e My 1G (—u)du (%)
Iy [MP)U[P' M) m 0

Il s’agit maintenant d’étudier le comportement de cette derniere intégrale lorsque

t — +o0.

Considérons d’abord le cas particulier de G(z) = 2™.

Le changement de variable tu = v nous fournit :

€ —_1\n te
W, = / exp(—tu)u? ! (—u)" du = (ﬂ}_l / exp(—v)v" 7" dy
0 0

Puisque le quotient de cette derniére intégrale par sa limite lorsque ¢t — 400, a
savoir ['(y + n) est égal a 1, on en déduit ’équivalence suivante :

ttoo = _ (=1)"

Comme ¢ est arbitrairement petit, on peut supposer que la série de Taylor
E',' * a,2™ de G converge dans le disque de rayon 2¢ de sorte que, par intégration
terme 3 terme,

sin(ym) 2
) =—— Y anWa
0

Par conséquent, on est amené & montrer que ZE‘,’ * 4, Wy, est un développement
asymptotique lorsque t — +oo de 6" * a,W,. Autrement dit, il faut prouver
que, pour tout entier N fixé,

t—=+oc0

+o00 ) N ~ .
lim ¢tV [Z an W, _'Z aan] =0
0 0
Cette expression se décompose en'la somme de deux termes qui sont :

N
Un = t7+N Z an[Wn - ’W:]
0
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et
400
Ry ="tV Z a Wy
N+1
Les propriétés des séries entieres impliquent :
+o00
v/t<e= Y |an[v/t]"| < M,
N+1

ou M est une constante indépendante de .
Il en résulte pour Ry, lorsque ¢t — 400 :

+oo te
Rl = 1Y an(-0"=n [T emoumtioiay
N+1 0
1, [t 2 |
= ZI/ e'”v”"'N_lZan(—l)“tN_”dm
0 N+1
1 te —v, y+N-1_-N = n
< 3 [N anlo/ o
0 N+1
< %e_N tee"“v'y+N"1dv

t 0

M too
|Rn| < TE—N e P tN -1y
0

< %e‘”l‘(yﬁt N)—=0

Par ailleurs,
+o00

W, — Wy|=t77"" / e Yot 1y
te

devient, par le changement de variable v = te 4+ w :

__ +o00
\Wp —W,| = t777 " / e'te_"’(ts + w)”ﬂ“ldw
0
+o00 w
_ et / et +w) ™ e+ 2)
0

11 s’ensuit que le terme général de Uy est majoré par t+V e " K (£) ol I'intégrale
K (t) admet une limite finie. La présence de ’exponentielle en facteur implique
alors que ce terme général tend vers 0 et, par conséquent, que la somme finie
constituée par Uy tend vers 0 lorsque ¢ — +oo.

En replagant d’une part le facteur exp(—tzp) provenant de la translation rame-
!

nant zp a l'origine, en remplacant d’autre part le coefficient a, par

sin(ym)

)

puis en tenant compte du facteur dans la relation (*), on obtient alors

T
le développement asymptotique annoncé.$



Chapitre 2

Calculs d’images de Laplace et
applications

2.1 Calculs de transformées de Laplace de fonctions

2.1.1 Détermination par des calculs élémentaires

On rappelle que ’on note U la fonction “échelon-unité ”.
Exemple 2.1 (Les fonctions exponentielles)

Soit f(t) = U(t)exp[(a + ww)t]. Les abscisses vérifient (.(f) = (,(f) = a. Le
calcul est immédiat :

1

+o00
Vs€C, Re(s)>a= F(s)= /0 exp[(a + iw — 5)t] dt = G-a—i)

A partir de ce résultat, on obtient les images des fonctions suivantes :
U(t) sin(wt, U(t) cos(wt, U (t) exp(at) sin(wt), U (t) exp(at) cos(wt)
U(t)(—t)"exp(at) cos(wt),  U(t)(—t)"exp(at) cos(wt)

Ces derniers étant obtenus par le théoréme 1.1. Ces résultats, ainsi que ceux
qui concernent les fonctions hyperboliques, sont consignés dans le tableau T
construit ci-apres.

Exemple 2.2 (Les fonctions puissances)

La fonction ¢ — U(t) admet des abscisses nulles et sa transformée est définie
par F(s) = 1/s. Les fonctions ¢ — U(t)t"™ ou n est un entier ont également des
abscisses de convergence nulles et, par récurrence, on a :

+oo +o00
/ t" exp(—st) dt = n/ " ! exp(—st) dt
0 0

ou bien encore : |
n.

LUEE)6) = =
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Dr’ailleurs, ce méme résultat peut étre obtenu par multiplication de ’échelon-unité
par (—t)" puisque, d’apres le théoréme 1.1, la nouvelle transformée est alors la
dérivée n-ieme de s — 1/s, laquelle est bien (—1)"/s"t!. Les résultats sont consi-
gnés dans le tableau qui suit :

Premier tableau 7; d’images de Laplace usuelles

Original f [ TmageF | o(f)| Orignal /| Image F | o(J)
U(t) exp(zt) S_I_z R(o)| Uyt nl/s"+ 0
U(t) sin(wt) ;;—:—_"—w—z- 0 Z—’{\—(/—? %* 0
U(t) cos(wt) 32-iw2 o | uwre %** 0
UBh®t) | oo || Ut sinGet)| [ “ 1o
UEshl) | g | B | Ut os(w) [szjwz](n) 0

Dans ce tableau, les dérivées indiquées sont relatives 3 la variable s et les fonctions
affectées de crochet sont précisées par les notes (*) 1 et (**)2.

Donnons les détails de calcul pour la puissance d’exposant quelconque «, avec
la condition de sommabilité locale @ > —1. On peut se contenter de faire ce calcul
lorsque s est réduit & la variable réelle z. On trouve, dans ce cas, un résultat
qui , grace au changement de variable v = zt, s’exprime 3 l’aide de la fonction
eulérienne I' :

>0 =>/0 t* exp(—zt) dt = s /0 u®exp(—u) du = (za+1 )

La fonction obtenue se prolonge analytiquement dans C privé d’une coupure issue
du point O et placée dans le demi-plan des abscisses négatives. On sait que la
fonction F transformée de f : ¢t — U(t)t* est analytique dans le demi-plan II,.
Cette fonction F coincide, sur ’axe des réels strictement positifs, avec la fonction
I'(a+1)z~(@*), En notant le prolongement de cette derniére puissance par
[s~(2+1)], 1a fonction F s’exprime donc, dans tout le demi-plan IIy, par :

F(s) = T(a+ 1)[s~(*+1)]

Remarque 2.1 La formule concernant la puissance t — t* reste valable lorsque
a est compleze (Cf.Proposition 1.8).

'Le symbole “racine carrée”, mis entre crochet (Cf.§1.5.3, exemplel.1), signifie que cette
fonction est calculée au moyen de ’argument de s imposé dans | — n/2, n/2][.

Lorsque « est non entier, la notation “crochet” (Cf.§1.5.3, exemplel.1) signifie que cette
puissance est calculée en imposant ’argument de s dans | — w/2, /2.
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Il suffit, pour cela, que Re @ > —1. Dans la transformée, on utilise alors le
prolongement analytique de I' qui est défini dans le plan complexe privé de tous
les réels entiers négatifs ou nuls (Cf. Annexe 1).

Exemple 2.3 (La fonction logarithme népérien)

La fonction Uln est causale et localement sommable. Son abscisse de convergence
est nulle et on a :

L(UIn)(z) = /0+°o exp(—zt) Intdt = %/:oo exp(—u)[Inu — Inz]du

Soit C la constante définie par C' = [;F* exp(—u) Inudu; le prolongement ana-
lytique, dans I’ouvert Ilg, de la fonction de la variable réelle 2 obtenue ci-dessus,

nous donne :
Vs€C,  Re(s)>0= L{UIn)(s) = -i-(c ~ [log](s))

L’intégrale définissant la constante C est obtenue par dérivation de la fonction
eulérienne I' (Cf. Annexe 1).
En effet, la dérivation sous le signe intégral (qui se justifie aisément) nous fournit

la relation :
400 400
-—-/ e “(In u)ut‘ldu ——-/ e “Inudu
0 t=1 0

4
dt Jo

On obtient donc C = I''(1) et finalement, puisque I'(1) = ~, constante d’Euler

(Cf. Annexe 1), concluons :

Vs € C, Re(s) > 0= L({UIn)(s) = —% ([log](s) + 7) (2.1)

e “ut~ldy

t=1

Exemple 2.4 (Les produits du logarithme par des puissances)

La fonction t — f(t) = U(t)(Int)t* est causale et localement sommable lorsque
o > —1. Son abscisse de convergence est nulle et on a, pour tout réel z > 0 :

+o0 +oo
L(f)(z) = /(; exp(—xt)t*Intdt = :l:_("""l)/o u¥exp(—u)[In v - In z]du

Soit C la constante définie par C' = f u® exp(—u) In udu, d’ailleurs égale a
I"(a+1) (voir ci-dessus). La relation précédente, prolongée analytiquement dans
Iy, fournit alors, en précisant que la formule obtenue est valable quel que soit
« > 0, entier ou non :

Re(s) > 0= LUt Int)(s) =

[l""(a +1) - [log](s)T'(a+1)| (2.2)

1
[Sa+1]

On peut poursuivre avec les fonctions ¢t — fa(t) = U(t)(Int)%t*. Le procédé
précédent fournit aisément, lorsque Re s > —1 :
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LUt (Int)?)(s)
1

= o] [I‘” (a+1) - 2[log](s)I"(a + 1) + [log]z(s)l"(a + 1)] (2.3)

En généralisant, on voit que 'image de Laplace de f, ou f,(t) = U(t)(Int)"t*, n
étant un entier positif, est donnée par une combinaison linéaire des fonctions du
type : [s(“(““))][log]k (s), avec 0 < k < n, les coefficients étant des produits de
coefficients du binéme par des dérivées de I' au point a + 1.

Ajoutons que ces formules peuvent étre étendues au cas ou a est un complexe
quelconque vérifiant : Re(a) > —1.

2.1.2 Transformation des fonctions périodiques

Soit f une fonction périodique de période a. Désignons par g sa restriction a
[0, a[ prolongée par 0 hors de [0, a] et supposons cette fonction sommable.

Alors, si on désigne par G la transformée de g qui est partout définie, il est
facile d’exprimer la transformée de ¢t — U(t) f(t) & Paide de celle de g. On a, en
effet :

) 10 r(k+1)e
Re(s) > 0= i f(t) exp(—st) dt = Z/k * f(t) exp(—st) dt
0 0 a

+00

+00 g
= Z/ g(u) exp(—s(u + ka) du = Z exp(—kas)G(s)
o /0 0

Il en résulte que l'intégrale de Laplace de U f est convergente si et seulement si
la série géométrique de terme général exp(—kas) est convergente. On en déduit
que les deux abscisses de convergence sont égales a 0 et que la transformée de U f
est définie par la somme de cette série géométrique de raison exp(—as) :

Remarque 2.2 Une autre méthode, utilisant la propriété de L vis-a-vis des
translations, peut étre exploitée. L’égalité : g = Uf — (Uf), donne, en effet :
G(s) = (1 — exp(—as))F(s).

Proposition 2.1 Si f est une fonction périodique de période a, la fonction U f
a une abscisse de convergence (ou de convergence absolue) nulle et, si G désigne
Iimage de Laplace de la restriction de f d [0,a], on a :

Vs€C,  Re(s) > 0= LUN(s) = 7 G(s)

— exp(—sa) (2.4)

2.1.3 Utilisation des propriétés de la transformation

Dans la recherche de I'image du quotient de f(t) par la variable ¢, on est amené
a une primitivation, d’ou ’obtention du résultat & une constante prés. Le calcul
de cette constante utilise souvent les théoremes de valeur initiale.



2.1. Calculs de transformées de Laplace de fonctions 57

Exemple 2.5

Soit la fonction f définie par f(t) = U (t)(sin(at)/t) ol a est réel. Elle est continue
et bornée et on en déduit facilement que (.(f) = 0. Son produit par ¢ a pour
image de Laplace dans Il la fonction s — a/(a? + s?).

On en déduit, par primitivation, en se limitant d’abord & la variable réelle z, que :

Vz € R, z>0=L(f)(z) = —_arctan(g) +C

Puisque cette image tend vers 0 lorsque z — 400, on en déduit que C = /2.
En désignant ensuite le prolongement de arctan dans my 3par un crochet. on en

déduit :

sin(at)

Re(s) > 0= LU,

)(s) = [a,rctan(%)] (2.5)

Exemple 2.6
Soit g définie par g(t) = U(t)(sin?(at)/t) ot a est réel.

A D’aide du passage a ’angle 2at, I'image de 2U (t)sinz(at) est : 1 i Il

] z 224 4ae%
en résulte :

Vz€R, @>0= L(g)(a) = —i[ln(xz) —In(e? + 4a?)] + C

La fonction sous le crochet tend vers 0 lorsque z — 400, la constante est donc
nulle. Le prolongement analytique nous donne finalement :

t

Re(s) > 0= c[uu) (Sirli(ﬁt—))] (s) = i-[[log] 1+ 4%2)] (2.6)

Exemple 2.7

.2
Soit la fonction h définie par : h(t) = U(t)(smtz(at)) ol a est réel. Cette

fonction est continue, bornée et méme sommable. Son abscisse est nulle. En

i P . - in(2at
utilisant la dérivée de la fonction g précédente, on a : ¢'(t) = —h(t) + as(t—).
e 2a
En passant par la primitivation de 1T et en tenant compte de la constante,
sin(2at)

on obtient, pour image de , la fonction : z — arctan(2a/z).

En utilisant alors la formule précédente et la transformée £(g') = sL(g) puisque
9(0+) = 0, on obtient grace aux résultats précédents (en faisant, en outre, un
prolongement analytique) la relation ol on suppose Re(s) > 0 :

8Ce prolongement est défini & I’aide de la différence de logarithmes complexes dont les points
de branchement sont i et -i, laissant donc ITo inclus dans le domaine d’holomorphie
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sin?(at)
12

LI(L{(t)

) (s) = —Z— [[log(l + 4:—z)] + a[arcta,n(%q-)]] 2.7

Remarque 2.3 Les formules précédentes sont relatives & un paramétre a réel.
Le passage & a complexe pourrait étre fait en développant ces fonctions a l’aide
des fonctions exponentielles complezes.

On peut aussi, ce qui est plus rapide, utiliser la transformée de f(at) lorsque a
est complexe (Cf. Exercice 3.16) ou encore étendre les résultats obtenus par un
prolongement analytique.

2.1.4 Utilisation de développements en séries

Images de fonctions de Bessel de premiére espéce ou modifiées de pre-
miére espéce

Ces calculs sont traités ici comme application de la proposition 1.17. Une autre
méthode est utilisée dans les exercices 3.9 et 3.11. La fonction de Bessel J,
d’indice n entier et la fonction modifiée de méme indice I,, sont définies par :

I —1)* n+2

Exemple 2.8 Transformées det — f(t) = U(t)Jo(V2) et t > g(t) = U(t) o(v%)
La fonction f est donc définie par la série entiére dont le terme général s’écrit :

—Dk stk ) ;
(( Ic'))2 (Z) . On en déduit que son produit par k! est le terme général d’une série
entiere admettant encore un rayon de convergence infini. La proposition 1.17
s’applique ; elle s’applique de méme pour g et on obtient des exponentielles pour

images :

+00 _1\n —_
Re(s) > 0=> LUT(VE))(5) =) ( nl!) 22n;n+1 = %exp(rsl)
0

Re(s) > 0= LULWD) () = Y oy = ven(1)  (28)

La proposition nous dit que : {,(f) < 0. En fait, comme les fonctions obtenues
admettent s = 0 pour point singulier, on a : ((f) = (. (f) = {(9) = (a(g) =0

Exemple 2.9 Transformées de t — f(t) =U(t)Jo(t) et de t — g(t) =U(t)Io(2)

Le terme général d’indice 2n, les autres étant nuls, fournit, par son produit par
(2n)!
22n(nl)2’
donne R = 1 pour rayon de convergence de la série entiére Y b,t%". En effet :

lim bny1 lim (2n+1)(2n+2) -1

(2n)!, la valeur absolue b, = L’application de la régle de d’Alembert

n—+co by, n—++00 4(n+1)2
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En appliquant la proposition 1.17, on obtient donc :

+o00 n

En mettant (n!)24™ sous la forme[2.4.6. ... (2n — 2)(2n)]?, une simplification avec
la factorielle de 2n nous donne un résultat de développement en série entiére
connu :

_ -[1+z( PSRl sy = (e

Dans le cas de Iy, le raisonnement est le méme, le radical étant remplacé par
[(32 - 1]_%

Rappelons que, dans cette formule, le crochet qui contient la puissance —1/2 si-
gnifie que cette puissance doit étre considérée dans le demi-plan ouvert II; comme

le prolongement analytique de z — W
D’apres la proposition 1.17, la seule information donnée sur ’abscisse de conver-
gence absolue de f est : (,(UJo) < 1. En fait, la fonction Jo(t) est bornée car
c’est le coefficient de Fourier d’indice 0 de la fonction périodique 6 — exp (it sin(8)
(Cf. Annexe 2). On en déduit que cette abscisse est nulle et, par prolongement
analytique, que le résultat précédent est valable dans tout le demi-plan Iy, ce
qui d’ailleurs est cohérent avec la présence du radlcal dans le résultat trouvé.
Par contre, dans le cas de Iy, le radical (s*> — 1)]~ 2 confirme que : (4(lp) = 1.

Concluons :

§Re(s)>0=>£(1/{(t)Jo(t))() [(1+s) 1/2]
§Re(s)>1=>[,(2/{( Io(t)> [(s ~1) 1/2] (2.9)

Les exercices 3.9, 3.10 et 3.11 proposent d’autres méthodes de calcul de transfor-
mées de fonctions de Bessel.

Remarque 2.4 On remarque, sur les deuz exemples qui précédent, que le chan-
gement de t en it dans la fonction f se traduit par le changement de (s) en

F(s/i) = F(—1is).

C’est conforme & I’extension qui peut &tre faite de la propriété de dilatation de
L au cas ot le coeflicient de dilatation est complexe (Cf. exercice 3.16).

Remarque 2.5 La méthode des séries entiéres, utilisée dans ce qui précéde,
pourrait étre utilisée pour la fonction J, qui est localement sommable lorsque
v > -1, car largumentation de la proposition 1.17 peut aussi s’appliquer d la
série.(non entiére) qui définit cette fonction.
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(1/2)u+2k

tl/+2k
ET(v+k+1)

avec ay = (—1)F
. F'v+2k+1

Son image de Laplace s’en déduit : ug(z) = ak %
On peut alors chercher la condition de convergence de la série de ces images. Le
! | admet la limite |z|~2, ce qui signifie que la série des transformées

Le terme général de cette série s’écrit ag

rapport |u2+
converge SOl’.clS la condition £ > 1. Bien que le développement ne soit pas celui
d’une série entiére, I’analogue de la proposition 1.17 s’appliquera pour z > 1.
Mais, la somme de ce développement ne parait pas aisé a expliciter. Le fait de
’obtenir par une autre méthode (Cf. exemple 2. 19) fournira a contrario une
application au calcul des fonctions sommes de ces familles de séries.

Exemple 2.10 Calcul de la transformée de t — U(t)I2(2V/%)
Le développement en série de cette fonction s’écrit :
o0 t'n.-l-l
] ]

5 nl(n+ 2)!
Il est facile de voir que les hypotheses de la proposition 1.17 sont vérifiées et que
Pabscisse de convergence est < 0. La série des transformées nous donne :

¥R g(=(n+2)

Re(s) > 0= L [U(t)Iz(NZ] =) Ant2)
0

1 n+1 1 1
n!(n+2) (n+2)' n+1)! (n+2)!

En écrivant : la formule précédente

nous donne :

—k
Pl =Yoot ("+2))[n+1)v (n+2)']—s—12 il Z W

0

Finalement, en tenant compte des premiers termes du développement de I’expo-
nentielle, on obtient :

c(u(t)lz(zﬁ)( )=1+ (— - l)exp% (2.10)

Exemple 2.11 Calcul de la transformée de t — U(t)t~™2I,(2+/t)

Cette fonction généralise la précédente, elle se développe suivant la formule :
tk
t) = —_—
) ; k!(n+k)!
L3 encore la proposition 1.17 s’applique et fournit :

X s~ (l‘?‘l'l)

+
0= e
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En factorisant par s(®1), on reconnait dans le second membre le développement
de exp(1/s) tronqué de ses n premiers termes :

n—-1 _
Sk

F(s) = s [exp(%) -] e

0

Autre calcul ol intervient une série
Exemple 2.12 Calcul de la transformée de t — U(t)(cosv/t/v/%)

Cette fonction est localement sommable, et on trouve {.(f) = 0. On utilise encore
un développement en série qui s’écrit ici :

i) = Z( :

N’étant pas une série entiere, la proposition 1.17 ne s’applique pas. Cependant,
on peut montrer que, dans le cas présent, on peut encore intervertir la série et
la transformation de Laplace (Cf. Exercice 3.10). Simplifions, dans I'image du
terme général, un quotient de deux factorielles qui y figure :

(n+1/2)  (n—1/2)(n—3/2)....(1/20(1/2) (2n—1)(2n—-3)...3.1/7
(2n)! (2n)! B 2n(2n)!

_ VT T
T (2n)(2n —2)...4.2(27) T nl(227)

On reconnait dans 'image F' de f le développement d’une exponentielle puisque :

)ntn—1/2

1)”

\/—Z (n!) 22"3""‘1 f (n!)(4s)

En conclusion :
Re(s) > 0= LU(t)(cosVE/VE))(s) = \/gexp(i;l-) (2.12)

On trouvera d’autres exemples du méme type dans I’exercice 3.8.

2.1.5 Transformation de fonctions définies par des intégrales

Parmi ces fonctions figurent celles qui sont appelées sinus intégral, cosinus inté-
gral, fonction d’erreur, exponentielle intégrale. Leurs définitions font appel & des
intégrales fonctions de I’une des deux bornes.

Il s’agit de :

+oo 40 _
Si(2) =/ sin u du, Ci(t) =/ cosu du, Bi(—t) = _/ exp(—u) i
0 t u t u

(/]
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On développe ici des exemples ou sont mis en oeuvre des procédés différents.
D’autres exemples sont proposés dans les exercices 3.10 et 3.11.
Dans ce qui suit, les originaux considérés sont supposés multipliés par 1’échelon

Uu.
Exemple 2.13 Calcul de la transformée de la fonction sinus intégral

D’apreés la définition de Si, il s’agit d’une fonction continue et bornée puisque
Pintégrale impropre de sint/t sur [0,+oo[ est convergente. On en déduit que
son abscisse de convergence absolue vérifie (,(Si) < 0. C’est aussi une fonction
dérivable, de dérivée égale & sint/t partout continue et bornée.

Si la transformée de cette derniére fonction est notée G, la dérivée de G est
'image dans le demi-plan Iy du produit —t(sint/t) = —sint (Cf. formule (1.5)).
On en déduit que G admet pour dérivée la fonction s — —1/(1 + s?).

En se situant sur ’axe des réels positifs, on a : G(z) = C — arctanz et,
comme G est une transformée de Laplace (Cf. formule (1.12)), on a C = 7/2,
autrement dit G(z) = arctan(1/z). Il suffit, & présent, d’appliquer la formule de
primitivation (1.9)) Comme Si(0+) = 0, on obtient le résultat pour la variable
réelle. On prolonge ensuite analytiquement dans IIp . On obtient donc :

Ve, Re(s)>0=L(Si)(s)= %[arctan](%) (2.13)

On a deux contréles du résultat obtenu ci-dessus, a savoir la limite de cette
derniére fonction lorsque s tend vers 400, on trouve bien 0 ; d’autre part, la limite
de sF'(s) lorsque s tend vers +oo et 13, on trouve bien encore 0 qui est la valeur

Si(0+).
Exemple 2.14 Calcul de la transformée de la fonction cosinus-intégral Ci

D’apres la définition de Ci, il s’agit d’une fonction continue sur ]0,+oo[. La
fonction t — cost/t étant positive et équivalente & 1/t au voisinage de 0, sa
limite en ¢ = 0 est infinie. Mais une intégration par parties fournit sur [¢,1] :

1 1
/ cosudu: —In tcost-[—/ sinulnudu
t u t

On en déduit que, lorsque ¢ — 0, on a ’équivalence Ci(t) ~ —Int, ce qui éta-
blit que la fonction est localement sommable. Elle tend vers 0 & I'infini, donc
’abscisse de convergence vérifie {,(Ci) < 0. Il faut remarquer que, contrairement
a ’exemple précédent, la dérivée Ci’ n’est plus localement sommable puisqu’au
voisinage de t = 0 cette derivée est équivalente & —1/t.

Pour le calcul de sa transformée F, on utilise plutot la dérivation de F'; plus
précisément on cherche une équation différentielle dont cette image est solution
sur ]0, 4+oo[. On considére pour cela la fonction ¢t — g(t) = —tCi(t). Au voisinage
de 0, 1’équivalence ¢(t) ~ tlnt¢ implique P’existence de g(0+). Par ailleurs, g
posséde une dérivée qui s’écrit —Ci(t) + cost, élément de L4 et, de plus, 'image
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de g est la dérivée F' de la transformée cherchée. L’application du théoréme 1.1
nous fournit alors, lorsque Re s > 0 :
s

g = ~9(0H)+L(g)(s) = 5F'(5)

L(9")(s) = L(=Ci)(s)+L(cos)(s) = —F(s) +

En se restreignant & la variable réelle strictement positive z, la fonction F est
solution de ’équation différentielle :
z

L’équation sans second membre admet la solution z — C/z et la méthode de
variation de la constante conduit & C' = z/z?+ 1. On en déduit que F peut
s’écrire sous la forme :

F(z) = i[ln Va?+1+ K|

Finalement, en constatant que la limite a l'infini de In /22 + 1/2 est nulle, on
conclut & K = 0 3 Paide d’un théoréme de valeur finale (Cf. formule(1.13)). Il
suffit ensuite de voir que la fonction trouvée peut se prolonger dans le demi-plan
ouvert Ilp. On note [(s* + 1)1/?] le prolongement de la racine carrée réelle et,
en remarquant que l'image de cette puissance reste dans ce demi-plan Iy ou la
fonction In se prolonge en [log], on conclut :

£(Ci)(s) =  llog] ([(s2 + 1)1/2]) (2.14)

Exemple 2.15 Calcul de la transformée de la fonction intégrale Ei(—t)

La dérivée de cette fonction est égale & (exp(—t))/t qui n’est pas, & cause de sa
singularité en ¢ = 0, transformable par Laplace. On affaiblit cette singularité en
intégrant par parties l'intégrale définissant Ei(—t). On a ainsi :

+00 +00 +oo
Ei(-t) = - [e"“ In u] - / e “Inudu=e*Int - / e *Inudu
t t t
En se référant a I’exemple 2.3, la fonction intégrale du second membre est définie
pour ¢ > 0 par :

/t+°o exp(—u) Inudu = [[V(1) — /0 exp(~u) In udu]

D’aprés la remarque 1.5 et I’exemple 2.3, 'image de exp(—u)Inu est égale A la
translatée d’indice —1 de —s~!([log](s)+7), dsavoir : —(s+ 1)~([log](s+1)+7).
En divisant ce résultat par s, on obtient image de la primitive considérée ci-
dessus (Cf. Proposition 1.11). En tenant compte de 1’égalité IV(1) = —v, nous
avons :

F(s) = ~(s+ )7 (logls + 1) +7) + L = (s + 1) ([log)(s + 1) +9)
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Le terme contenant v s’annule et, finalement, on trouve :

Re(s) > 0= L(Ei(-t))(s) = —% [[log](s+ 1)] (2.15)

Une étude de I’exponentielle intégrale, redonnant en particulier ce résultat est
proposé dans ’exercice 3.19.

Exemple 2.16 Calcul de la transformée de la fonction de Bessel U(t) Ko(t).

Cette fonction (Cf. Annexe 2) f = Kp dite «fonction de Hankel d’indice 0»
est une solution de I’équation de Bessel d’indice 0. Elle admet la représentation
intégrale : Ko(t) = 0+°° exp(—tchf)df. C’est cette représentation qui peut étre
utilisée avec une interversion de deux intégrations. Cette permutation est licite
lorsqu’on suppose z > 0 puisqu’alors les deux fonctions exponentielles, ’une en la
variable t, ’autre en la variable 8, sont sommables sur [0, +o00[. Cette permutation
permet aussi de prouver que ’abscisse de convergence de la fonction f considérée
vérifie (,(f) < 0. Il est d’ailleurs évident que I’abscisse est nulle. Pour le calcul,
un changement de variable fournit, aprés cette permutation :

L(f)(z) = /0+oo exp(zt) [/0+oo exp(—tche)d0] dt
400 400
_ /0 [ /O exp(~t(s +ch6))dt] do

+o00 1 +00 eo
/0 z+ch0d0=2/0 el 1
1 In [1+x— ]
22 -1 1+:1:+\/a:2—

Une derniére simplification a I’intérieur du logarithme, puis le prolongement ana-
lytique habituel dans le demi-plan Iy, conduisent au résultat :

Re(s) > 0= L[U(®)Ko(t)] (5) = In(s - [(s? — 1)/%]) (2.16)

1

Exemple 2.17 Calcul de la transformée d’une fonction associée a la fonction
d’erreur

L’exercice 3.43 propose les déterminations des images des fonctions erf(t) et
erf(v/t). Dans ce qui suit, nous déterminons l'image de la fonction erf(1/+/%)
qui, tout en utilisant le calcul direct de I'image de sa dérivée, réclame davantage
de calculs.

Rappelons d’abord l’expression de la fonction considérée qu’on note erf, :

Vi
erf,(t) = erf(1/V%) = exp(—u?)du =

2



2.1. Calculs de transformées de Laplace de fonctions 65

L’abscisse de convergence vérifie (,(erf,) < 0. L’image de Laplace de f est notée

F.
La dérivée de cette fonction f s’exprime par (—1/2)(t)~3/2exp(—1/t). Cette
dérivée tend vers 0 en t = 0 et se comporte comme (t)~3/2 & P’infini. Elle est donc
sommable et on en déduit que (,(f’) < 0. De plus, par la valeur d’une intégrale
classique, on a f(0+) = 1/7/2, on en déduit donc que :

L(f)(s) = —v/T/2+ sF(s)

Calculant la transformée G de f’ en faisant intervenir dans ’exposant de I’expo-
nentielle le carré d’une différence, on trouve, pour P’expression de —2G(z) dans
le cas de la variable réelle z > 0 :

[ erren]-se— - emiam [ 0ol (- 2

0

Par le changement de variable u = 1/+/%, il en résulte donc :

G(z) = —exp(—2\/5)/0+oo exp[—(u - \/75)2] du

On remarque que la derniére intégrale porte sur une fonction g telle que g(u) =

g(\/—g) On en déduit, par un changement de variables, deux expressions de
u

cette intégrale que ’on additionne :

/0+°° g(v)du = /0+°° g(v)gdv = % /0+°° 9(w) [1 + g] .

Or, 1+ A / % est la dérivée de u— \/% . Il en résulte, par le changement de variable

difféomorphe : w = u — %, la nouvelle expression de cette intégrale :
+o00 1 [teo
/ g(u)du = —/ exp(—w?)dw = vr
0 2 J oo 2

Finalement, on en déduit : G(z) = ——\/2—7? exp(—2y/z). En rassemblant tous ces

calculs, en tenant compte du coefficient 1/7/2 et en prolongeant dans le demi-plan
Ty, on obtient ainsi le résultat :

Vse C, Re(s) > 0= Lerf,)(s) = (1) [1 - exp(—?[(s)l/Z])] (2.17)

S

On remarque qu’au cours du calcul, on a trouvé la transformée de la dérivée que
'on peut d’ailleurs trouver par d’autres méthodes, par exemple par une équation
différentielle (Cf. Exercice 3.8) :

a?

5—\;% exp(—:g)] (s) = exp(—a[s'/%]) (2.18)

VseC, Re(s)>0= c[u(t)
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Enfin, en multipliant cette fonction par la variable ¢, on parvient & une autre
image :

L) exp-5)]0) = Sz exp(als')

it

2.1.6 Calcul au moyen d’équations différentielles

Si Doriginal considéré est solution d’une équation différentielle, on peut tenter de
transformer cette équation par £. En principe, parmi les solutions de 1’équation
transformée figure la transformée de Laplace cherchée. Comme les solutions de
cette équation transformée font intervenir des constantes d’intégration, ce sont
les théorémes de valeur finale ou de valeur initiale qui peuvent éventuellement
permettre le calcul de ces constantes. Mais ces théorémes peuvent, dans certains
cas, étre inefficaces. Nous verrons d’ailleurs comment, notamment & ’aide de
développements au voisinage de 0, utiliser de fagon plus fine ces théorémes. Dé-
taillons deux exemples liés aux fonctions de Bessel d’indices non entiers et un
exemple lié aux polynémes de Laguerre.

Exemple 2.18 Transformée de la fonction t v U(t)t*J,(t)

Posons f(t) = U(t)t*Jx(t) ot on le rappelle (Cf.Annexe 2);

b (=" £ 204
) = Zo: nill(n+A+1) (5)

Au voisinage de 0, Jy est équivalente 3 at*. On en déduit que la fonction consi-
dérée est localement sommable sous la condition A > —1/2. Par ailleurs, (Cf.
Annexe 2), cette fonction est a croissance lente. On en déduit que (,(f) < 0. On
commence par chercher une équation différentielle vérifiée par f. La fonction J)y
est solution de :

t*z" +ta’ + (2 — A%z =0
Un calcul facile nous donne 1’équation vérifiée par f sur Ry :

ty" + (1 -2y +ty=0

Pour pouvoir appliquer le corollaire (1.3) et la formule (1.8), il faut assurer I’exis-
tence de f(0+) et de f'(0+). On est ainsi amené & restreindre la condition sur
Aen 2A—2 >0, donc A > 1. On tient compte alors des relations f(0+) = 0 et
f'(04+) = o (@ =0 lorsque A > 1 et @ =1 lorsque A =1).

Puisque, sous cette condition, f” est aussi transformable, 'image de laplace F
de f a ainsi les propriétés suivantes : L(f') = sF(s) et :

L(f") = s*F(s) = a, L(tf) = =F'(s), Lf) = ~(sF)', L(tf") = ~(s’F)'

La valeur numérique de o n’intervient pas et on en déduit que, si A > 1, F vérifie
’équation différentielle linéaire homogene du premier ordre :

(> +1)F' + (1+2))sF =0
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Sa solution générale s’écrit sur Ry : F(s) = C(1 4 s?)~(A+1/2),

1l reste a calculer la constante C. Sous la condition imposée A > 1, la fonction F
tend vers 0 a Pinfini quel que soit la constante C. La proposition 1.15, non plus
que le corollaire 1.4 ne peuvent nous &tre utiles.

Cependant, on sait que la fonction f est équivalente au voisinage de 0 & une
fonction du type at?*. Comme la condition 2) > —1 est vérifiée, on peut utiliser
la proposition 1.16 qui affirme que la fonction F est équivalente, lorsque z — +o00,
F2A+1) a1
PIA+1)°

Or, la fonction solution : (1 + 32)_(’\"'1/ ?) est équivalente, sous cette condition, &
s 21, On en déduit donc la valeur de C, & savoir :

3 s+ al(2) + 1)s7271, c’est-a-dire finalement 3

22 1
C=@2MNTI2A+1)/TA+1) == ~
@A+ D/TO+1) = 2T+ 3)
La derniere simplification provenant de la formule de duplication de I' (Cf. An-
nexe 1).
Tout ceci étant vrai sous la condition A > 1, on en déduit, apres le prolongement
dans le demi-plan IIg, le résultat :

22 T(A+1/2) 1
RGN (Eonae

Pour A = 1, on trouve (s? 4 1)~3/2, dérivée de s(s* + 1)~1/2, ce qui se vérifie
a aide de J; = —J} (Cf. Formule (2.9)), suivie de la multiplication par ¢ qui
permet d’atteindre 'image de tJy ().

VA> 1, Re(s)> 0= LU (s) (2.19)

Remarque 2.6

La condition sur A provient de la méthode utilisée qui exige I’appartenance des
dérivées d’ordre 1 et d’ordre 2 & L4. D’autres méthodes, par exemple, celle qui
utilise les développements en séries entieéres et la proposition 1.17) (Cf. exercice
3.10) ou encore, celle qui utilise une représentation intégrale des fonctions de
Bessel (Cf. exercice 3.11), montrent la validité de cette formule pour A > —1/2.
D’ailleurs, on vérifie cette formule pour A = 0 et aussi pour A = 1/2 puisque, dans

2 2
ce cas, la fonction considérée se réduit 3 v/tJ; /2(t) = \/E\ / o sint = \/; sin ¢ dont

2
(1+5%) 7! est bien conforme au résultat trouvé.

'image qui est égale & 4/ —
s

Exemple 2.19 Transformée de la fonction t — U(t)J, (t), v > 1 non entier

Pour la sommabilité au point ¢ = 0, on suppose v > —1. L’abscisse de convergence
absolue de cette fonction notée g est négative ou nulle. Transformons ’équation
vérifiée par g : t2¢” +tg’ + (t? — v?)g = 0. On note que, sous la condition donnée
v> 1,0na: g(0+) = ¢g’(0+) = 0. Donc, sous cette derniére condition, les
propriétés des transformées de g et de ses dérivées, données par les formules de
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’exemple précédent, fournissent immédiatement la relation différentielle vérifiée
par la transformée G de g, a savoir :

(s 4+1)G"+3sG'+ (1 - v*)G =0

On suppose d’abord que s = z réel et on commence par chercher I’équation
vérifiée par H(z) = (1 + 22)~*G(z) en choisissant 1’exposant « pour obtenir
une équation la plus simple possible. Dans cette équation, le coefficient du terme
(1+22)* 1 H(z) s’écrit : (2a+1)%22+(20:4+1)+(1+2%)(1-A?). 1l se simplifie par
le choix de @ = —1/2 et, pour ce choix, la fonction H est solution de I’équation :

(14+2))H"4+2H - H=0

Cette équation peut s’écrire :
H'\/1+ 22+ vH) - \/__(H'\/1+m2+uH) 0 (¥

Des solutions particulieres de cette équation sont obtenues lorsqu’on impose la
relation : H'v/1+ 224+vH = 0, ce qui donne les fonctions H = Cy (V1 + z2—-z)~".
Comme le changement de v en —v laisse ’équation (*) invariante, on en déduit
d’autres solutions indépendantes des précédentes, a savoir H = Cy(vV1+ z2—z)".
La solution générale de (*) s’écrit donc :

H(z)=Ci(V14+22—2)7" + Co(V1+ 2% —z)”

Retournons 3 G(z) = H(z)(1+22)~1/2. Des développements limités au voisinage
de 400 montrent que G s’y comporte comme : Cyz*~14+Chz~¥~! si ces constantes
sont non nulles. Or, la condition sur v implique v —1 > 0 alors que —v—1 < —2.
La transformée de Laplace de G devant tendre vers 0 & 'infini, il en résulte que,
nécessairement C; = 0, d’ott G(z) = Ca(1 +2%)"1/2(\/1 + 2% — 2)*.

Il reste a calculer C3. La aussi, c’est la proposition 1.16 qui permet son calcul.
On trouve ainsi que : Cy = 1 Donnons le résultat en prolongeant dans Iy :

(0 +s931- 9]

[(1 " 32)1/2] (2:20)

Vw21, Re(s)>0=LU@)I(1))(s) =

Remarque 2.7 Du résultat précédent, on peut en déduire facilement l’image de

t
Laplace de U ( J'; ) dans le cas ou v < 1.
D’abord, si on pose : R = v/ 1+2242,0na: R™! =+/z2+1 — z. Ensuite,
d —-vR™Y
érivati btient : —[R™"] = ——=—=. Cel t di 1 -
par dérivation, on obtien Tr [R7"] T Cela veut dire que le pre

mier membre de cette égalité représente au coefficient —v preés la transformée de

u (t)J—"t(-t—)- On en conclut en prolongeant encore dans Il :
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Vo> 1, aee(s)>o=>z[u (t)]() 1[[(1+s)1/2+3) ] (2.21)

Remarque 2.8 En utilisant la remarque 2.5, le développement en série de J,,
t\v+2k v+2k
(—) , avec ag = (— )k_(!/-?)—
KT(v+k+1)
par transformation terme & terme un développement que l’on peut alors identifier
au résultat précédent.

dont le terme général est : ay, fournit

Cela nous donne, pour tout ¥ > 1 et pour z > 1 ou méme pour Re(s) > 1, le
résultat :

v+2k v
[L{(t t)]()_ (1 (U2 Tt 2k 41)

ED(v+k+1) szt (2.22)

Application de la formule (2.22) 4 des sommations de séries

Considérons, par exemple, la fonction h, définie dans le disque coupé D \ A de

centre O et de rayon 1, A étant 13 coupure constituée par 1 ’axe des réels négatifs,
| Ja+wz—a)” .

par h,(u) = u aiz la détermination choisie pour la puissance 1/2

étant celle qui prolonge la racine carrée réelle.

Cette fonction ne dépend pas de la branche choisie pour u”. L’ayant prolongée

sur tout le disque, elle y est analytique. On se propose de déterminer sa série de

Taylor au point v = 0.

1
Pour cela, on remplace v par — s en supposant Re(s) > 1. On obtient :

En utilisant la formule (2.22), on en déduit donc :

1, R (-1)*a/2)" 20w + 2k + 1
h”(Ei):Z( )2:!1(‘(1)/+k'—|f1)s2k !

En revenant & la variable u et en prolongeant la série dans tout le disque, on
obtient le développement en série de Taylor de h, pour tout v > 1:

[(1 +u)/? - 1] ’ IR (—1)k(1/2) T (v + 2k + 1)ut

= 2.23
w’[(1+ u)l/? 5 ET(v+k+1) (2.23)

lul < 1=

On peut d’ailleurs faire une vérification pour le premier terme du développement
qui est bien égal de part et d’autre & 277.
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Exemple 2.20 Image de Laplace de la fonction U(t)I,(t).

On rappelle que I, (t) = exp(z— v (3t).
Pour le calcul de 'image, on pourra,lt reprendre la méthode précédente, ’équation
différentielle étant du méme type, & savoir t’y” +ty’ — (t2 + v?)y = 0. On
pourrait aussi effectuer une dilatation complexe de rapport i & partir des résultats
précédents (Cf. Exercice 3.16). Nous préférons utiliser ici le développement en
série de I, la remarque 2.5 et la relation (2.20).
En posant : by = — /2™

n posant : 0 = m,

+
P . Fv+2k+1
s’écrit maintenant : exp( z——— Z :_% _: ) Or, en changeant u en —u

la série des images des termes de la série I, (¢)

dans (2.20), on a :

[(1 —u)t/? — l]u R (1/2)" T (v + 2k + 1)uk
(—u) (- )2~ & KIC(v+ k + 1)

Donc, en reprenant la variable s = u~2, pour Re(s) > 1, on reconnait la somme
de la série précédente. On peut donc conclure :

[s- 12 - 1))
[(32 _ 1)1/2]

Cette fois, les singularités de 'image étant —1 et +1, on voit que I’abscisse de

Re(s) > 1 = L’[u(t)I,,(t)] (s) = (2.24)

convergence de U(t)I,(t) est égale a 1.
Exemple 2.21 Fonctions lies aux polynomes de Laguerre généralisés

Le polynéme de Laguerre généralisé de degré n et d’indice a: > 0 est défini par

—a€Xpt ar
“nl dtr

On se propose de calculer 'image de Laplace de f(t) = U(t)t*LZ(¢). L’équation
différentielle vérifiée par le polynome de Laguerre LS s’écrit :

La(t) = —— (t**" exp(-1))

ty' +(a+1-8)y +ny=0
Celle vérifiée par f s’en déduit :
E" — (@—1+8f + (n+a)f =0

11 est facile de voir que I’abscisse de convergence absolue est nulle et, par utilisa-
tion de la formule de Leibniz, que f(0+) = 0. L’équation précédente transformée
par L s’écrit :

~(s*F(5)) ~ (& = 1)(sF(s)) + (sF(s))" + (n + &) F(s) = 0
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ou encore :
(s — s*)F'(s) + (n +a+1-s(1+ a)) F(s)=0

ette équation, en se restreignant & la variable réelle = a pour solution générale
q ) p g
Clz - 1)rz~(rtetl ce qui peut s’écrire

F(z) =C( - 1/z)"z~>"!

Il reste & calculer la constante C. Par la formule de Leibniz, le terme de “plus
Ma+n+1)
nl'(a+ 1)
g(t) = f(t) — at* est de degré a + 1, ce qui implique que ¢’(0+) = 0 et, en

transformant ¢”, on doit obtenir lim,_ 40, 22G(z) = 0.
Or, la transformée G de g est donnée par : G(z) = F(z) — al'(a + 1)z~(@t1),
Par ailleurs, un développement simple prouve que cette fonction est équivalente a

Pinfini 3 2~ (@+)(C - aT'(@+1)). On en déduit : C = al'(a+1) = Hotntl +n? +1)

d’ou le résultat, en prolongeant analytiquement dans le demi-plan Il :

bas degré” dans la fonction f s’écrit at® avec a = et la fonction

)

Re(s) > 0 = LULELE(E)(s) = [

n!

F(oz+n—l—1)] (1

- %)n [s-M] (2.25)

2.1.7 Résumé de résultats précédents

Certains des résultats précédents ou d’autres obtenus dans ce qui suit, par re-
cherche d’images inverses sont décrits dans le tableau T3 ci-dessous :

Original f | ImageF Original f Image F'
2~ g

une | e+ |ueae |G PN

sin?(a 1 4q? 27T (2A + 1
u™ D | oga +25) (40P n0) | sty

cos+/t T 1 UL (2vE n=lo s gk
“e) Vi \/gexP(—E) ()tn/(z : 32“ [ _ZO:W)
U 1 1 N exp(—a[(s® + 1)/%)

(t)Si(t) ;[arctan(;)] Uy Jo(VE2 — a?) EENE

U@ [log([(.g?S_,_ 1)1/7]] t%JA;ia\/EZ) 5 exp (_g)
UGEI(—1) | —=logl(s+1) |UOREVD |1+ +7 - exp(2)
z/{(z:)erfc(%l-—/Z %exp(—[sl/z] U(t)erf, (1) %[1 — exp(—2[s'/%])]

ara I'(a+n+1) an T T(e) =T (x)[log](s)
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2.2 Utilisation des formules d’inversion

Dans la pratique, ces formules pourraient étre considérées comme inutiles puisque
la propriété d’injectivité de £, du moins pour les fonctions habituelles qui sont
continues (Cf. Exercice 3.26), permet de procéder a la lecture inverse d’un dic-
tionnaire d’images. Mais, certaines résolutions de problémes physiques font in-
tervenir des fonctions qui peuvent ne pas étre contenues dans un tel dictionnaire ;
les formules d’inversion, méme traitées numériquement, sont alors utilisées. Il est
bon de noter aussi 'intérét théorique de ces formules qui permettent, en particu-
lier, de déterminer les comportements comparés des originaux et des images aux
voisinages de 0 et de 'infini. Pour décrire une méthode d’utilisation de la formule,
nous commengons par un exemple trés simple de calcul d’une transformée inverse.
Des calculs moins immédiats feront suite. On terminera par des études de com-
portements asymptotiques comparés des fonctions et de leurs images prolongeant
ainsi les résultats obtenus dans le chapitre 1 (§1.8 et §1.10.8).

2.2.1 Calculs de transformées inverses

Exemple 2.22 Transformée inverse d’une fonction rationnelle

32241
fraction rationnelle se décompose en éléments simples, lesquels ont, d’apres le
dictionnaire d’images, des antécédents connus. La méthode que nous utilisons
n’est donc ni la plus efficace ni la plus rapide!

Les hypothéses du théoréme 1.5 sont vérifiées de fagon évidente et 1’original as-
socié est défini par une intégrale sur une droite verticale d’abscisse ¢ > 0 :

Soit la fonction F' définie dans le demi-plan Ily par F(z) = Une telle

f(@®) :L{(t)% /A F(2) exp(zt)dz

En fait, la fonction G ol G(2) = F(z) exp(zt) est holomorphe dans le plan privé
des pdles doubles i et —i. Le calcul se sert du théoréme des résidus appliqué a G
et au contour I'g (voir dessin ci-aprés) constitué d’un demi-cercle CR, centré au
point d’affixe c, situé & gauche de A, et complété par son diametre [A, A’] placé
sur cette droite.
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En supposant R > 1, le théoréme des résidus nous fournit :

1
f(@) = L{(t)%/ F(z) exp(zt)dz = U(t)[Res(G;1) + Res(G; — 1))
Tr
Les poles étant doubles, le calcul des résidus fournit ensuite, par exemple pour le
premier :

i d
Res(Gi) = 7-((32" + 1) exp(at) (= + 1) 7], = exp(it) (5 ~ )
La somme des deux résidus donne ensuite :

f(t) = L{(t)z—:’r— /I: F(2) exp(zt)dz = U(t)[t cost + 2sint]

Montrons maintenant que limp_; 4o fCR G(z)dz = 0, ce qui se fait par une ma-
joration immédiate. On a, en effet, Re(2t) < ct sur Cr puisque ¢ est positif et,

par conséquent : ,
3R*+1
l‘/CR G(Z)dZ| S WReXp(Ct)Z—RTl)z

Finalement, on trouve :
f@t) =U(t)[tcost + 2sint]
Exemple 2.23 Calcul de l'image inverse de la fonction s — s~! exp(—s'/2)

Dans cet autre exemple, on constate la présence d’un point de branchement
associé a la puissance non entiére 1/2. On introduit la coupure v issue de O et
placée sur ’axe des réels négatifs, moyennant quoi la fonction, notée w = [zl/ 4!
(qui prolonge la racine carrée habituelle sur les réels positifs), est définie par
la formule w = |2|'/2exp(i0/2) ot 6, conformément & la coupure utilisée, est
'argument appartenant & | — m, .
On applique le théoréme de Cauchy & G telle que G(2) = 2z lexp(—w(z)) exp(2t)
, holomorphe dans @ = C\ v et au contour I'; g o constitué, comme le montre
la figure ci-aprés, par le segment [A, B] d’abscisse c, par trois arcs de cercle Cg,
=) Cr de centre O et de rayons respectifs R et r, joints & deux segments [a, b]
et [a/, b'] portés par des demi-droites d’angles polaires +a avec a €]r/2, .
Il s’agit de chercher les limites des intégrales sur ces différents morceaux du chemin
lorsque @ — 7, R — +oo et r — 0.
Sur 1’arc de cercle Cg, en remplagant 1’arc par le demi-cercle correspondant, on
a la majoration :

| | G(2)dz| < 1rexp(ct)|/ ezp(—v/Rcos(0/2))df
Cr 0

Une majoration classique conduit & prendre 7 /2 —6/2 pour variable, 4 se ramener
a une intégrale sur [0,7/2] et & minorer le sinus dans cet intervalle (C’est la

démarche utilisée dans la démonstration du lemme de Jordan; voir le lemme
1.3):
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SN
Figure 2.21
A, B

Mo

b'

Cy A

o]

Contour Gg,,

/2

/1r ezp(—v'Rcos(0/2))df = 2/ exp(—vRsinu)du < 2/"/2 exp(—\/E2_7r)du
0 u

T
0 0

En calculant cette derniére intégrale, on obtient :

| o G(z)dz| < Wi =0

Le méme traitement s’applique & l'intégrale sur C.
Le parametrage sur ’arc de cercle C, fournit :

-

G(z)dz = z/ exp(—+/r exp(0/2))) exp(rt exp(i6))db
Cr o

La continuité vis-a-vis des bornes, puis la continuité en (r, ) de la fonction sous

’intégrale permettent un passage a la limite sous le signe intégral. On obtient

ainsi :

r—0,a—7

lim / G(2)dz = —2im
Cr

Enfin, sur le segment [a, b], on peut aussi faire un passage & la limite sous I’inté-
grale lorsque @ — 7. L’argument constant de z tendant vers 7, on en déduit, en
paramétrant au moyen du module v = |z| :

R
lim G(2)dz= —/0 exp(—ut) exp (~\/E)ea:p(i-72£)i—u

a—rT [a.,b]

Sur le segment [b/,d'], on a un résultat analogue en remplacant exp(in/2) par

exp(—ir/2).

On constate que la somme de ces deux intégrales fournit une intégrale convergente
sin v/u

(= P

aussi bien au point © = 0 qu’au voisinage de +oo (présence

de I’exponentielle avec ut > 0). Concluons donc :

0

limA[ G(z)dz + G(z)dz] =2i /+°o _’3}@ sin(v/u)du = 2iK (¢)
[a.0]

(b",a']
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Montrons maintenant que cette fonction K se raméne & la fonction d’erreur.

. sin z _
Le changement de variable u = z2, le remplacement de — par Pintégrale

1
cosvzdv, 'utilisation de la parité de cos et une permutation des intégrations

0 .
nous donnent successivement :

+o00 _tm2
Kt) = 2/ %’Ex—)sinxdm
0

= 2/0+°° exp(—t:z:z)(/o1 cos(vz)dv)de
= /01([_:0 exp(—tz?) cos(vz)dz)dv

= (T exp(—tz? — ivz)dz |dv
/(/ )

v?
= exp T </ exp —t(z — zﬂ )dz)d
v? 2
= exp - exp( —tw*)dw | dv
v

= \/;/0 exp(—4—)dv_2\/_/2f - dy

+00
Dans ces égalités, on a utilisé le résultat classique / exp(—wz)d:v =+/metla

—00
400
nouvelle variable w = £/ qui permet d’en déduire 'intégrale / (=19 dup.

—00
La formule d’inversion fait intervenir la limite de I'intégrale sur [A4, B] de G(=2).
En divisant par 2¢7 les. limites précédentes, on obtient la transformée inverse f
de s > 57! exp(—s'/2) pour les valeurs positives de t, transformée inverse qui fait
apparaitre erfc, fonction d’erreur complémentaire (Cf. Exemple 2.17 ) :

2 +oo 2
f) = [l - —/ —# d,u] = %/217 e "du= erfc(QL\/E)

Exemple 2.24 Tmage inverse de s — [(s? + 1)~1/?] exp(—a[(s* + 1)1/?))

Ce nouvel exemple fait intervenir les deux points de branchement I et J d’affixes 1
et —i. On suppose que la fonction F' donnée est celle qui prolonge analytiquement

1
la fonction de la variable réelle : z — T exp(—ay/z? + 1). En prenant pour
T

coupure le segment S qui joint les deux points de branchement, on voit qu’on peut
choisir des déterminations des arguments 6; = arg(z — %) et 62 = arg(z + %) qui
sont opposés lorsque z = z est réel positif. La branche w de la racine ainsi
obtenue est telle que, pour z réel et positif, w(z) = [(z? + 1)1/?] = V22 + 1. On
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aurait pu aussi choisir deux coupures issues de ¢ et de —17 dirigées parallélement
4 Paxe des abscisses, dans la direction de —oo sur cet axe.

1) Calcul pourt<a
On commence par prouver que la fonction f cherchée est nulle pour t < a.
Pour cela, on considére ’arc de cercle Cr de centre O de rayon R, situé & droite
de A, et d’extrémités A et B placées sur A.. Complété par le segment [BA], cet
arc de cercle fournit un chemin fermé sur lequel intégrale de e**F(z) est nulle

(voir la figure (2) ci-apres).
B
L
Cr
0]
c

/ Figures 2.24 A
C
J @ 11

A

Si on prouve que, dans le casou t < a,on a: lim e?*F(z)dz = 0, on aura
p que, , Rim Jo, € F(2) :

prouvé que l'intégrale de cette fonction sur A, est nulle.
Dans ce but, nous majorons d’abord, en posant ¢ = QL%QZ, ’intégrale sur la partie
Cp de CRr qui est dans le demi-plan supérieur :

/2
| . e” F(2)dz| < \/% ; exp[tRcosO — a4y/|R%e% + 1|cosgo]d0 (¥)
R

Suivons maintenant sur la figure (1) ot M est sur C¥, les points P et N étant

les milieux respectifs de [IM] et [JM]. Par parallélisme, on a O/x\,dl = 6; et

O/z\,dz = 6,. Il en résulte que la bissectrice d de (dy, ds) vérifie &v\,d = b1+ 02.

Si M est dans le demi-plan supérieur, JM > IM d’ou OP > ON. Soient h le

point d’intersection de d et de PN et m le milieu de NP. Ces points vérifient

RP _OP > 1, ce qui entraine km > 0 ou encore b1+ 0 < 6, d’ou

AN = oy = A g =%

01 + 62
2

donc :

finalement : cos > cosé.

Comme par ailleurs, on a : /|22 + 1| > v/ R? — 1, on en déduit la majoration :

7 _
exp [tR cos§ — ay/|R%e%0 + 1] cos(a1 ; b2 )] < exp [Rcos 6(t - a—%

VEE=1
R

Puisque t < a, le terme u(R) = R(t— a ) est négatif pour R assez grand.
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On peut alors, en utilisant la démarche du lemme de Jordan 1.3, qui consiste a
minorer un sinus sur [0, 7 /2], affiner la majoration de 'intégrale :

2u(R)

/W/z e(u(R)cose)do — /‘W/2 e(u(R) sine)dg < /’"/2 exp(u(R) ga)do < -
0 0 ] n
Comme u(R) — —oo, cette derniére intégrale tend vers 0, ce qui permet de
conclure avec la relation (*).

Donnons maintenant, pour ¢t > @, deux méthodes pour le calcul de f.

2) Méthode de déformation du contour

Le nombre t > a est fixé. On constitue alors un contour fermé I'p & 'aide a
J’aide d’un segment [AB] porté par la droite d’intégration A, de deux segments
horizontaux (AA] et (BB'], A’ et B’ étant d’abscisses nulles et d’un arc de cercle
CRr centré en O, situé & gauche de Oy et d’extrémités A’ et B'.

Par ailleurs, on entoure le segment S ( constituant la coupure) d’un lacet L fait
de deux arcs de cercle centrés en ¢ et en —i de méme rayon r que l’on joint a
’aide de deux segments paralléles [c, d] et [¢/, d'] distants de 2¢ situés de part et
d’autre de S (voir figure (3) ci-apres). Sir < ¢, I'r contient L dans son intérieur.

Le chemin PI‘; U L~ est ainsi le bord orienté d’un compact contenu dans un
ouvert d’holomorphie de la fonction z — exp(zt) F(z) (Voir la figure (4) ci-apres)
et, par conséquent, le théoreme de Cauchy fournit :

/F exp(at) F(z)dz = /L exp(st) F(a)dz

figures 2.24' A A s
I 1)
5) 5 /c d
m
X
m'
)
0, q
\ I
J
3) /
B'

¢ 1l s’agit d’abord de prouver que lim exp(zt)F(z)dz = 0, ce
R—+00 JopU[AA'U[B'B]

qui impliquera la relation : .

f@t) = %/ﬁ exp(zt)F(z)dz ()
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Sur [AA'] d’ordonnée o, la fonction /|22 + 1| atteint son minimum v/o2 — 1 au

2 .. . e
) prend sa valeur minimum, qui est positive, en

point A’ et de méme cos(— +
A’ . On en déduit la majoration de I'intégrale et sa limite, et il en est de méme
pour [B'B] :
(o) < — o
| / e F(2)dz| < ——=—0
[A4'] Vol-1

La majoration de I'intégrale sur la partie supérieure de Cr est menée comme
précédemment. La figure a prendre en compte est la figure (5) symétrique de la
figure (1) précédente.

6 . C e
2 et 6 ont des cosinus négatifs. La disposition des

Cette fois, les angles

01+ 0,
points m et h restant la méme, on a | cos | > | cosf|, mais en factorisant

I’exposant par cos, on obtient la majoration valable sur Cg :
|ewp<zt —af(2® + 1)1/2])| < exp [cos 6(Rt — av/ R? — 1)]

En posant v(R) = Rt — av/R? — 1, on en déduit pour l'intégrale :
; /2

e F(2)dz] < ——— exp(v(R) cos§)dd

[ P < 2 [ explo(m)cost)

—7/2

Le procédé de majoration de ’exponentielle, passant par la minoration habi-

K
v(R)’
Comme t > a, imp—y400 v(R) = 400, d’olt la conclusion annoncée. La relation
(**) est donc prouvée. ¢
Calcul le long du lacet et identification & une fonction spéciale connue
Le produit |F(2)(z — 7)| tend vers 0 au voisinage de ¢. Il en résulte que ’on a :
li_% Jc, €' F(2)dz = 0. De méme pour le cercle de centre —i.

tuelle de sin @ (Cf. lemme 1.3), aboutit a une majoration de 'intégrale par

En tenant compte de la parité, en utilisant le changement de parametre défini
par : V2 — a2cha = t, /t? — a?sha = a et en prenant la variable § = arcsiny,
on obtient la limite de 'intégrale le long du lacet sous la forme suivante :

/2
f(t) = 1 / cos [\/ t2 — a? [sin Ocha + cos fsha] | df

T Jn/2

On peut voir que cette intégrale est indépendante de a (Cf. Exercice 3.24, ques-
tion A).

Pour le choix o = 0, on retrouve la définition de la fonction Jo(vt? — a?) comme
coeflicient de Fourier d’indice 0 de la fonction 6 — exp(ivt? — a?sin ) (Cf. An-
nexe 2). Résumons-nous :

Proposition 2.2 La transformée inverse de Laplace de la fonction F définie

par F(s) = [[s* + 1)"/?]exp(—a[[s? + 1)'/?]) est la fonction f définie par la
formaule : f(t) =U(t - a)Jo(Vt? — a?).
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3) Autre méthode : un changement de variable

On suppose démontré que ¢ < a = f(t) = 0 et on pose 7 = t — a. Dans
intégrale sur A, définissant f(t), effectuons alors le changement de variable :
u = %(z+[(22+1)'/%]. En I’absence d’une étude précise de cette transformation
complexe u = g(z), on se contente des calculs formels suivants :

2u 2u 4u? — 12 1, 2
2 1/2'_———-— 2 = ({— — 2 = — =|—-— - —
(z*+1) —=4 X +1 (1' 2)%, =z v dz = - 4uz]du
2 _ 2
2o on/2l %, T a2, e e
[(z +1) ] - + ™ et aussi z a[(z +1) ] u . On en déduit :
1 t2 — a2\ du
1) = 2im Jy(ae) exp(u T 4w ) U

; . 2u
Pour justifier tous ces calculs et déterminer g(A,), on pose v = - moyennant

1
quoi 2z =v — > exprimant que z d’affixe M est le milieu du segment joignant les

points m et m’ d’affixes respectives v et —1/v.

On définit ainsi par la géométrie la transformation v — 2z et, par composition
avec une homothétie, la transformation v — 2. A aide des propriétés du qua-
drangle harmonique, on peut étudier completement et de fagon élémentaire, cette
transformation du plan complexe (voir I’exercice 3.24, partie B). On montre ainsi
qu’il est possible, par utilisation du théoreme de Cauchy, de déformer dans la
définition de f(t) le chemin A, en un autre chemin 7, de telle sorte que g(7.)
soit une droite verticale A.. Cet exercice 3.24 permet alors de justifier la formule

suivante : ) )
1 t* — a“\ du
f(t) 2w /Q(A’c) LY 4y U

Finalement, en se reportant & la représentation intégrale associée 3 A = 0 trouvée
dans la proposition 1.21, on retrouve le résultat énoncé dans la proposition 2.2
précédente.

Exemple 2.25 Recherche de I’image inverse de [27*] exp(-,g-)

On suppose A > 0 et @ > 0. La fonction admet O pour point de branchement et il
est sous-entendu que la branche utilisée pour la fonction puissance, notée [2%], est
celle qui prolonge la fonction réelle z ++ z*. Elle est définie par |2|* exp(i) arg(z))-
ol arg(z) vérifie —m < arg(z) < m. h
On utilise la formule d’inversion avec I'intégration habituelle sur A ot ¢ > 0.
On commence par déformer cette droite d’intégration en le lacet L, , composé
d’un arc de cercle de centre 0 et de rayon r et de deux demi-droites symétriques
par rapport & Oz et faisant avec cet axe des angles & voisins en valeurs absolue
de 7 (Cf.figure ci-apres).

En utilisant deux segments horizontaux d’ordonnées R et -R, deux arcs de
cercle de centre O et de rayon R s’appuyant sur des morceaux des deux courbes
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précédentes (Cf.figure), on constitue un chemin de Jordan I'g o sur lequel, par
le théoréme de Cauchy, I’intégrale de F(z) exp(zt) est nulle.

y
I

c. BT A

Figures 2.25
g 0,

= A

Al W J X O x
/\/ a' b éwc

Contour L,

G B |A
Contour Iy,

—-a
22+ R?)’
Pour l'intégrale, on en déduit (la méme chose étant vraie sur [BA]) :

Sur [B'A], par exemple, on a : |F(2)| < R~ exp[

< eR™exp(ct) =0

/ exp(zt)F(z)dz
vy

Sur ’arc CRg, on a, en majorant l'intégrale par sa valeur sur un quart de cercle :
) bl

S/ R exp [thosO—aCO;o] dé

/ exp(zt)F(z)dz
Cr

2

En appliquant le lemme 1.3, on en déduit que cette intégrale tend vers 0. On
obtient le méme résultat pour ’arc de cercle symetriques par rapport & Oz. 1
est ainsi démontré que I"image inverse cherchée est définie par :

f@) = u(t)Q%r/L exp(tz),[z"’\] exp(—g)dz

ra

Cette formule ressemble & la représentation intégrale d’une fonction de Bessel

donnée par la proposition 1.21.
: . z?
Pour faire apparaitre ’exposant u — 1o on pose u = zt. Le lacet est alors
remplacé par une courbe homothétique qui est encore un lacet du méme type,
mais comme les résultats précédents sont indépendants de 7, on peut conserver,

dans les calculs, 'intégration sur le lacet précédent. Par ailleurs, I’exponentielle

(2at)?
4u

est devenue celle de ¥ — ———. On en déduit :
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ft)y= t’\ 1 /Lexp [u ~ Q(l@)—z] w A du
2Vat

2

A-1
En faisant apparaitre le facteur [ J , on obtient le résultat, grice a la

proposition 1.21 :

Proposition 2.3 L’mage de Laplac‘f inverse de la fonction F définie dans le
demi-plan Ty par F(z) = [27] exp(—;) est représentée par une intégrale le long
d’un lacet L bordant la demi-droite des réels négatifs, a savoir :

f(t) = t’\ 1 / exp [u - %} ™ du,

ou encore, en faisant intervenir une fonction de Bessel :

(-1)/2
ro=ut(t) " hoaeva

L’exercice 3.21 fournit une autre méthode pour aboutir & ce résultat. Par ailleurs,
’exercice 3.9,d) propose le calcul inverse, donc une vérification de ce qui précéde,
par utilisation d’une équation différentielle de Bessel.

Exemple 2.26 Recherche de limage inverse de F(z) = ([2%/%] + [2/3]) ™

Les puissances fractionnaires de cette définition sont supposées prolonger la racine
cubique et ses puissances entiéres sur les réels positifs. Cet exemple fait intervenir
un point de branchement pour lequel la coupure sera identifiée & la demi-droite
des réels négatifs, mais aussi des poles. En effet, on a :

(%] + [27°) = [21/*) ([2*°] - §) ([*/°] + )

L’équation [2%/3] — i = 0 fournit exp(2i6/3) = exp(im/2), donc, en tenant compte
de la définition de P’argument de z, fournit la seule solution a = exp(3ir/4).
L’autre facteur fournit a.

On considére encore la figure 2.25 de I’exemple précédent. En les pdles précédents,

tv/2

la somme des résidus de exp(zt) F'(z) est égale & %exp(—-z—(
2 2

iexp(—\/?_t) sin(—\g——t). Par conséquent, le théoréme des résidus appliqué au

contour I'g ., et & la fonction e* F(z) fournit :

1 — 1)), c’est-a-dire

/ exp(zt)(z)dz = 3im exp(——gt) sin(gt)
r

Une majoration immédiate sur les grands arcs de cercle prouve que ces intégrales

tendent vers 0 : B ( t)
wRexp(c

l/ exp(zt)F(z)dz| < 5 R
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On obtient déja le résultat pout ¢ > 0 :

ft)= gexp(—%—ﬁt) sin(—\g—?t) + 5:;//3 exp(zt)F(z)dz

On fait également une majoration sur le petit cercle du lacet L :

2mr exp(ct)
| /C exp(et) F(a)dz| < Trp—er

Cette majoration indépendante de @ montre que 'intégrale sur le lacet se réduit
aux intégrales sur les demi-droites de ce lacet qui d’ailleurs, lorsque a@ — 0,
deviennent des intégrales (convergentes) sur les réels négatifs. L’intégrale sur la
demi-droite supérieure s’écrit, & la limite :

o0 L
/0 exp(—pt) (0)573 exp(5im/3) + [p'/3] exp(im/3) ar

Sur la demi-droite inférieure, 7 est remplacé par —7. On en déduit que I'inté-
grale sur le lacet est égale a la différence de deux intégrales qui sont imaginaires’
conjuguées :

oo (p)*/3sin(57/3) + (p)'/®sin(r/3)
t)F(z)dz =21 —pt
/L+ exp(2t) F (z)dz Z/O exp(=pt) (p)10/3 + 2p2cos(4n /3) + (p)2/3

En simplifiant, on obtient, pour ¢t > 0, la formule :

3 V2, V2. VB[t 1-p*/®
f(t) (——t) (——-t) + 7[) exp(—pt)m

-1/3 dp

p
En passant par la variable u = p*3, on peut décomposer la fraction rationnelle
de u qui est a l’intérieur de cette intégrale, mais cela ne permet pas un calcul
explicite. Cette formule permet cependant d’estimer le comportement de f au
voisinage de ¢ = 0 et de l'infini (voir le paragraphe suivant).

Exemple 2.27

Lorsque la fonction F' posséde une infinité de points singuliers & gauche du demi-
plan d’holomorphie, ’application du théoréme d’inversion peut conduire a I’ex-
pression de 'image inverse sous forme d’une série. Par exemple, dans la résolution
d’un probléme classique d’évolution de la température le long d’une tige de lon-
gueur L (Cf. chapitre 6), on est amené & la recherche. de la transformée inverse

_ch(zv/as)

d’une fonction F définie par F(s) = sch(Lv/as) ol z est une longueur vérifiant

0 < z < L. On se propose de déterminer cette image inverse au moyen d’une

série.
a) Etude de la fonction F

On simplifie les notations en prenant a = 1. La fonction notée (abusivement)
\/5 est la puissance d’exposant 1/2 qui prolonge la fonction réelle ¢ — /. Mais
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les deux branches de la fonction étant opposées, leur composition avec une fonc-
tion paire, a savoir ici le cosinus hyperbolique, fournissent une fonction F' au
gsens strict (c’est-a-dire uniforme). Cette fonction posséde le pole s = 0 et une
infinité d’autres poles simples donnés par 1’égalité ch(L/s) = 0, c’est-a-dire :
r(2n+1)\? '

s=-\—"%5 ) ¥ven > 0 entier. Ces points, notés s, sont tous réels

strictement négatifs.

Il en résulte que F' est holomorphe dans le demi-plan IIy. Par ailleurs, par
I’hypotheése z < L, on voit facilement que les hypothéses de la formule d’inversion
sont vérifiées (voir les détails dans I’exercice 3.42).

b) Utilisation d’un contour et application du théoréme des résidus
Pour le calcul de 'image inverse & partir de l'intégrale de exp(st)F(s) sur A, on
se sert encore d’un arc de cercle Cgr de centre O, placé a gauche de A, (voir la

figure ci-apres), le rayon R étant choisi pour que ce chemin ne passe pas par un

N2 2
pole, par exemple : R = Ry = L;r . Le contour utilisé est I'y = [AB]U CRr,,

ot A et B sont les extrémités de ’arc de cercle sur A.. Puisque le résidu au point
s = 0 est égal a 1, I’application du théoréme des résidus nous donne :

N-1

/I‘N exp(st)F(s)ds = 2im [1 + 20: Rés [exp(st)F(s); s = sn]]

Les résidus en les autres poles simples s, sont donnés par :

snt y
Rés [exp(st)F(s);s = sn] = - 2e ch(zw.\/l—s_,])
iL\/[sn|sh(sL/]sn])
_1)(n+1)
= % exp(snt)cos [
¢) Détermination de la limite sur ’arc de cercle
Il s’agit a présent de prouver que l'intégrale sur Cr,, tend vers 0 lorsque N — +o0.
Dans ce qui suit, on ne raisonnera que sur la partie Cj de I’arc de cercle qui se
trouve dans le demi-plan supérieur et on pose sur cet arc : s = Rpyexp(i0).
En vue d’utiliser le lemme 1.3, on démontre d’abord que le module maximum de
sF(s) sur cet arc de cercle est uniformément borné. On est ainsi amené & majorer
ch(z[s]'/2)|? et & minorer |ch(L[s]'/?)|>.
De la formule que ’on vérifie facilement :

@2n+ )z
e

|ch(a + b)|* = ch?a cos? b + sh?asin® b = ch?a — sin? b,

on déduit facilement une premiére inégalité :

ch(%rrNexp(i(Gﬂ)) Sch(%ﬂNcos(Bﬂ))

Comme |ch(n N exp(i(8/2))* = ch?(wN cos(8/2)) — sin?(w N'sin(8/2)), on aurait
de méme, pour le dénominateur de F(s), la minoration :

[ch(r N exp(i(8/2))> > ch?(x N cos(6/2)) — 1 = sh?(rN cos(8/2))
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L’inconvénient est que ce minorant s’annule lorsque 8 = . Il faut donc procéder
3 une minoration moins grossiére.

Pour cela, scindons en deux !'intervalle [o, 7] parcouru par @ (voir la figure qui
suit).

A

Figure 2.2

Soit M le point du cercle se projetant en mp, pole le plus & gauche a ’intérieur
‘de CRry. On désigne ’angle polaire de M par 6. 1l est donc défini par :

_ (N = 1/2)*(x/L)? _ 1

N2(x /L)? ~(-55)

cosfy =

On raisonnera successivement sur les intervalles [an, O] et [On, 7).
Sur le premier intervalle, on utilise la minoration grossiére signalée ci-dessus. On

obtient :

ch("LM)cos(%)) ch("—ll\f”-)cos(%))
sh(chos(%)) = ch(mN cos(£))

(wx/_ s) |
ch(

La croissance de ¢ — cht jointe & l'inégalité 2 /L < 1 ainsi que la décroissance de
t — cotht utilisée dans la situation du premier intervalle ot cos /2 > cos(fn/2)
nous donnent ensuite :

coth(Nw cos(g-))

ch(z+/5)
ch(L+/3)
1 1

Le calcul de ce cosinus fournit cos?(fx/2) = aN ENE La fonction coth portant

alors sur une fonction croissante de N, il en résulte :-

ch(z\/5) ﬂ N 1\Y?
(LV5) <coth[ (2 _§) ] < coth 7 (¥)

Sur le deuxiéme intervalle, on passe a I’angle double en écrivant :

2|ch(mN exp(i(8/2))] = 2ch®(wN cos(6/2)) — 2sin2(ersin(0/2))
ch(2m N cos(6/2)) + cos(2r N sin(8/2)) (++)

< coth(Nwcos(6n/2))

OzN<0<0N,N>1=>

Or, le choix fait pour 8y implique, d’une part, 2N7sin(8/2) < 2N et, d’autre
part :- B

. . 1 1 1 2
.2N7rsm(0/2) > 2N7sin(dn/2) = 2Nw(1 - 5N + 8N2) /
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Ceci entrainant 2N7sin(6/2) € [2N 7 — —72[, 2Nr],on a: cos2Nwsin(8/2) > 0. La
relation (**) fournit donc : |ch(rN exp(i(6/2))| > V2 ch(rN cos(8/2)) et, il en
résulte la majoration :

ch(eyD)

0 € [0y, 7] = <V2 (xx%)

ch(Lv/5)

Finalement les relations (*) et (***) impliquent que |sF(s)| est majoré par une
constante C' indépendante de N, ce qui donne ensuite pour I'intégrale sur Chy

/ e F(s)ds /A e“—d—s
Chy BB S

La premiére intégrale est majorée par e(m/2 — ay), donc tend vers 0 puisque
any — m/2. De plus, grice au lemme 1.3, la limite de la derniére intégrale est
nulle lorsque N — +00. Résumons :

3m/2
+ / exp(tRy cos 6) do]
/2

<c

1 ch(z[s'/?])
sch(L[s'/?])’
égale a la somme d’une série trigonométrique en la variable z, c’est-a-dire :

Proposition 2.4 L’image inverse de s 20< 2z <L, est

e R

Remarque 2.9 Au lieu d’utiliser le contour constitué par le cercle Cr, on pour-
rait choisir un contour rectangulaire comme dans l’exemple 6.23 étudiant la vi-
bration transversale d’une tige. On obtient d’autres majorations des fonctions
hyperboliques aboutissant au résultat précédent.

Exemple 2.28 Image inverse de s — log [ ) Es;] ot P et Q) sont des polynomes
a) Déformation du contour

Tous les zéros et les poles de P/Q, au nombre de n = p+ ¢ ou p et ¢ désignent
les degrés de P et @, sont des points de branchement pour le logarithme. Si a
désigne la plus grande partie réelle de ces points, la fonction F est holomorphe
dans II, ol b = sup(a,0). En privant le champ complexe d’un ensemble fini de
m (m < n) coupures {7y}, qui sont des segments ou des demi-droites tous situés
dans le complémentaire de II;, on obtient un ouvert 2, contenant Il, dans lequel
on peut définir une détermination de la fonction logarithme.

Deux cas se présentent selon que s = 0 fait partie des points de branchement ou
encore appartient & 1’'une des coupures (cas 1) ou selon que ce point appartient
a Q (cas 2). Dans tous les cas, F' est holomorphe dans © sauf peut-étre au pole
simple s = 0. On peut vérifier les hypothéses du théoréme d’inversion sur le
demi-plan II, ce qui implique que f(t) s’obtient par intégration de e*F(s) sur
Ac ot ¢ > b.

Soit un ensemble de m lacets, noté {L}, composé de segments ou de demi-droites
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paralleles 3 ceux de {y} et d’arcs de cercle dont les centres sont les points de
branchement et, éventuellement de centre O si s = 0 appartient & une coupure
sans étre un point de branchement. On définit également, comme dans ’exemple
2.25, un bord orienté de compact I' composé de trois segments [BA], [AA"], [A'B’],
d’une réunion UC; d’arcs de cercle tous inclus dans le cercle de centre O et de
rayons R et de parties de {L~} (ceci en généralisant la figure 2.25 au cas ot il
existerait plusieurs coupures de type demi-droites).

Dans le cas 1, I'application du théoréme de Cauchy nous fournit :

/ e F(s)ds=0
r

Dans le cas 2, c’est le théoréme des résidus qui donne :

P(0)
Q(0)
On montre, comme 3 ’habitude, que sur le chemin I'y = [BA] U [A'B"] U (UC}),

I'intégrale de e**F(s) tend vers 0 lorsque R — +o0. Alors, on en déduira qu’on
peut remplacer la droite d’intégration A, par le chemin {L*}.

/ e F(s)ds = 2inRés[e* F(s); 0) = 2ir log( )
r

Désignons par ||P|| le polynéme obtenu en remplacant les coefficients du po-
lynéme P par leurs modules respectifs. Par ailleurs, si le terme de plus haut
degré du polynéme @ s’écrit 3,57, on pose Q° = Q — B,s7.

Alors, sur le segment [A’B’] qui est d’ordonnée R, on a, pour R assez grand :

I Pll(VR? + c?) ]
|B4| R? — [[QUI(VE? + %)

Ce quotient par R d’un tel logarithme tend vers 0 lorsque R — 400 et, ainsi les
intégrales sur les segments [BA] et [A’B’] tendent vers 0.
Une majoration du méme type sur un des arcs C; nous donne :

st 2rR ”P”(R) sn/2 tRcos@
l/c,.e F(s)ds| < — ln[lﬂquq—[[QO]](R)] /"/2 e do

Le résultat est alors obtenu par la démarche du lemme 1.3. II en résulte que :

[ e’ F(s)ds| < < et ln[
[AIBI] R

—_ i st
fe) = 20 Jyye e F(s)ds  danslecasl
(0) 1 / t
t) = lo + 5 e F(s)ds  danslecas2
50 = sy + gz |, )

b) Calcul de Pintégrale sur le lacet dans le cas ot P et Q sont du
méme degré

Par une décomposition du logarithme, on voit qu’on peut se ramener au cas ol
P et @) sont du premier degré. Dans le cas 1, on peut prendre P = s — sg et
@ = s et dans le cas 2, on prend P = s — 59 et ) = s — 51, ces nombres étant
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pon nuls. Dans chacun de ces cas, on peut choisir pour coupure le segment dont
les extrémités sont sg et s;.

Détermination de ’image inverse dans le cas 2

On suppose donc que le point s = 0 n’est pas sur la coupure [sg, s1]. Comme les
produits (s — s;) [log(s — Sj)] — 0 lorsque s — s;, on en déduit que les intégrales
sur les cercles de centres sp et s; tendent vers 0 lorsque leur rayon tend vers 0.
On désigne par a ’agument de s; — sg. On compte les arguments & partir de
la direction de I’axe des réels positifs. L’intégrale sur un des segments du lacet
admet pour limite, en posant § = |s; — sgl, I'intégrale convergente :

dp
so + pei®

s
exp(ia) / exp (t(so + pe*®)) [ln [5 L p] + 0 — (o — ﬂ)]
o _
Sur le méme segment, dans le sens contraire, aprés un tour complet sur le cercle
de centre s;, ce qui remplace I’argument @ — 7 de s — 87 par & + 7, on obtient
lintégrale :

. 5 i P A -——dp
—exp(ia) 5 exp (t(so + pe*®)) |In s—pl~ i s0 + pei@

Dans la somme, les intégrales portant sur le logarithme disparaissent et nous
obtenons, apres calcul du résidu au point s = 0 et division par 2ir :

dp

5
So . . ;
t) = In|—| - t ) ———
f(®) lsll m+exp(za)/0 exp (¢(so + pe ))SOJ”!,,B";v

La fonction sous 'intégrale étant de classe C ! par rapport a (¢, p) dans 'ouvert ot
so+pe'* # 0, lequel, par hypothése, contient la coupure, on Feut dériver sous I’in-
tégrale par rapport a ¢t. On obtient ainsi : f'(¢) = exp(ic) / exp (t(so 4 pe'®)) dp.

0
On calcule facilement cette intégrale. En tenant compte enfin de la propriété :

5
1 So
= dp=|log(2
/0 so + pexp(ia) P [Og(sl)]’

£ = U /Ot oxp(o1t) = xplsot) s

u

On en déduit :

Détermination de I’image inverse dans le cas 1

On désigne par o 'agument de sg. Les arguments seront comptés a partir de
la direction de I’axe des réels positifs. D’aprés les hypothéses faites, on peut
supposer 7/2 < a < 37/2. L’intégrale sur le petit cercle de centre so tend vers 0
lorsque son rayon ’ tend vers 0. Cela résulte de la majoration :

|/ (s)ds| < exp((Reso + r')t) |rIn( '+/| |)+37r

'Ce résultat peut étre retrouvé A I’aide de ’exemple 2.15 en utilisant I’exponentielle intégrale.
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Par contre, ni intégrale sur le petit cercle de centre O et de rayon r, ni les
intégrales sur les segments du lacet n’ont de limites finies (non sommabilité au
point d’affixe 0). En tenant compte des limites lorsque 7/ — 0 et en laissant r
fixe, l’intégrale sur une des parties rectilignes L; = [re’®, so] du lacet s’écrit, en
paramétrant 3 Paide de s = pe® :

Figure 2.28

/L1 e F(s)ds = €™ /,.ISOI exp(tpe™®) [ln([_lfﬁ’g] ifamm) ia]%’-’-

Sur l'autre partie rectiligne du lacet, compte tenu de 'argument de s — s qui
augmente de 27, on trouve :

/Lz et F(s)ds = —e™ /rISOI exp(tpe™™) [ln(“s—olp?—@] iat) ia] ‘_ipﬁ

Dans la somme de ces intégrales, la partie logarithmique se supprime et il nous
reste :

Isol . dp
/ e*' F(s)ds = —2ir / exp(tpe*®)—
LyUL, r p

Cette intégrale n’a pas de limite finie pour r = 0, mais il est possible de faire
intervenir une intégrale convergente en retranchant a l'intégrant son équivalent
au voisinage de 0. On obtient ainsi :

sol ta) __
[ etras = i { Jl [@” o
LIULz r p T

Par ailleurs, I'intégrale sur le cercle de centre O, fournit :
st - [° ioy [ (Ire? = sol\ i :
e F(s)ds=1 exp(rte’) ln(—-—r—————) + targ(re* — so) — 0| d
T a—27
s T .
Le terme logarithmique s’écrit ln(l—:ﬂ) +In(|1- s—ew). Le premier terme fournit,
par un passage & la limite, lorsque » — 0, dans l'intégrale précédente I’expres-

. bl . . . . Lz
sion 2¢m ln(l——o—l) qui s’annule avec le dernier terme de la relation (*). L’inté-

grale fournie par le deuxiéme terme tend vers 0. Par ailleurs, on remarque que
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a
/ (e — 7 — 0)df = 0 En résumé, apres division par 2i7, on obtient :
o

—27
Isol 1 _ eicx
s =t [ = g,

On peut encore simplifier ce résultat en dérivant par rapport & t. On trouve
exp(ts()) -1
—

t —
On en déduit une autre expression de f(t), & savoir : w)———]: du. On

0
pourrait justifier ce résultat & partir du résultat précédent (calcul dans le cas 2)
par un passage a la limite lorsque s; — 0.

2.2.2 Comportement asymptotique des originaux pour les pe-
tites ou les grandes valeurs de t

A défaut de calcul explicite d’un original f par l’utilisation de la formule d’inver-
sion, des développements asymptotiques peuvent parfois étre utilisés a I’intérieur
de cette formule, ou d’une autre déduite de celle-ci par déformation, pour ob-
tenir des informations sur le comportement de f. Pour expliquer certaines des
démarches pouvant étre utilisées, commengons un exemple simple ol l'original
est connu, ce qui permettra, en outre, une vérification des résultats obtenus.

Exemple 2.29 Comportement de f lorsque F(s) = s~ exp(—s) ot A > 0

Bien entendu, la présence du facteur exp(—s) se traduit sur ’original par la trans-
lation ¢ — t — 1 et, par ailleurs, on connait I’original de la puissance. L’original

R (t—1)*1!
est ainsi défini par f(t) =U(t — 1)—=~— o)

Il se trouve que les calculs qui suivent permettent, en fait, de vérifier ce ré-
sultat. Cependant, cette vérification ne constitue pas ’objectif poursuivi, lequel
est, avant tout, de voir comment 1’étude du comportement de f en ¢t = 0 et &
Pinfini peut étre faite grace a la formule d’inversion.

Etude au voisinage de t =0

Cette fonction F' vérifiant les hypotheses de la formule d’inversion dans le demi-
plan IIp, Poriginal f est défini par une intégrale sur A, ol c est un réel strictement
positif arbitraire. Dans le cas A > 1, une majoration immédiate donne, en sup-

posant ¢ > 1 et en ayant posé K = /(1 + yz)“()‘/z)dy :
R
(- 1)
2inf(t)| = 5)ds| = et /
pinfO] = | [ s exp(-s)dsl = o) | S
< ec(t-l)/(cz+yz)_(;/z)xdy < elt-D
R

Pour tout t < 1 fixé et pour tout ¢, il existe ¢o tel que ¢ > co = ect=1) < E

On en déduit, dans le cas A > 1, le résultat : V¢t <1, f(¢t) =0.
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Une autre meéthode consiste & considérer un arc de cercle centré en O situé a droite
de A, et limité par cette droite (Cf. §1.10.3 et figures 1.10.3 (2)). L’intégrale sur
2

m/
cet arc est majorée par R'™* / exp(R(cosf)(t — 1))df. Grace a ’hypothese

~m/2
t < 1, on majore a nouveau cette expression (Cf. lemme 1.3) par un terme du type

CR™. L’application du théoréme de Cauchy montre alors que t < 1= f(t) = 0.
Cette derniére méthode fournit donc le résultat quel que soit A > 0.

Etude lorsque t — +00, en fait lorsque t > 1

On utilise, pour cela, le contour de ’exemple 2.25. Sur [AB], d’ordonnée o, la
majoration, valable pour ¢t > 1 :

exp(a(t=1) _ s

|expl(z + i0) | F(a +i0)] < L

b

permet de montrer que les limites des intégrales de F(s)e® sur de tels segments
sont nulles. Sur les cercles de type Cr, cette méme fonction est majorée par
R exp[Rcosf(t — 1)] oli cosf < 0, A > 0 et t > 1. On en déduit donc, par
application du lemme de Jordan 1.3, que, sur ces arcs de cercles, les intégrales
tendent aussi vers 0.

Il en résulte, lorsque ¢ > 1, la formule :

2in f(t) = /I:e“s"\ exp(—s)ds

On se contente de poursuivre ’étude dans les deux cas ot soit 0 < A < 1, soit
1<A<2:

Dans le premier cas, 'intégrale sur ’arc C, tend vers 0 lorsque r — 0 et @ — 0
puisqu’elle est majorée par ome"("Dpl=A Les intégrales sur les demi-droites ont
également des limites s’exprimant par des intégrales convergentes, ce qui permet
de conclure :

400 . +o00 .
urf(t) = —/ e~2t-Ug=re=idm gy -I-/ P R PP P
0 0

A Paide du changement de variable (¢t — 1) = u, cette formule devient :

400

7 f(t) = sin(Ar)(t — 1)1 / e*u N1y = sin(Ar) (t — 1)*7IT(1 = A)
0
L’emploi ensuite de la formule des compléments fournit finalement le comporte-
ment cherché lorsque ¢t > 1 (mieux, c’est ’original lui-méme!) :
_ (t _ 1)/\—-1
f (t) - 1-\( )\)

Passons au deuxiéme cas.

Cette fois, on ne peut faire tendre r et o vers 0 sans précaution car les inté-
grales sur les demi-droites du lacet et sur le cercle C, deviennent divergentes. En
corrigeant les termes responsables de ces divergences, on est conduit & écrire :

/ St g=Agg = / sHMs+ [ st ~ 1)ds
r T Cr
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Puisque **~1) — 1 se comporte comme s(t — 1) au voisinage de s = 0, la limite

lorsque 7 — 0 de la deuxieme intégrale est nulle (Cf. la majoration dans le cas
précédent). La premiére intégrale se calcule. Il en résulte, pour t fixé :

/ e tDs=rds = 2

T

1
T sin(m(1 = A))ri=* 4+ 0(r)
La somme des intégrales sur les demi-droites du lacet, lorsque @ — 0, s’écrit :
400

—exp(£im)) / ¢ exp[—z(t — 1)]dz. Ces intégrales sont divergentes 3 la

r
borne z = 0, mais on peut également écrire cette somme sous la forme :

2¢sin(mA) [/r-l-oo a2 e + /r+°0 2™ Mexp[-z(t — 1)] - l]da:]

La premiere intégrale se calcule et la deuxiéme, portant sur une fonction équiva-
lente en z =0 & 2'~*, a une limite finie J(t) lorsque r — 0. Il en résulte, car les
deux intégrales calculées ci-dessus se suppriment :

. . +w
sty = 2 ) = TR [ o odenp e - 1)) - 11
T T 0
Finalement, un changement de variable, une intégration par parties et la for-

mule des compléments nous donnent également dans ce cas ’original lui-méme,
3 savoir :

. +o00
ft) = §%)‘ﬂ.)(t - 1))"1/ u > exp —u — 1)dz
0
: o0
= ———:l(r;(_)_‘?) (t — 1)1 [[(exp —u — 1)l Fe +/0 u'~* exp —ude
_ sin(Am) =1 _sin(Am) A1
R LR Ct e (b Vs A CEp
3 (t _ 1)/\—1
N r(A)
s1/2
Exemple 2.30 Comportements de f lorsque F(s) = Z1a2

Etude de f lorsque t — +oc0

Sans reprendre la démarche précédente en détail, on peut, par utilisation du
théoréme des résidus, déformer la droite d’intégration A, en un lacet L bordant
la coupure placée sur la demi-droite des réels négatifs. La somme des résidus aux
points +ia est fournie par a~'/?sin(at + 7/4). On trouve ainsi :

f(t) = a~?sin(at + 7 /4) + %7; /L— exp(st)F(s)ds

La fonction F tend vers 0 & origine, donc l'intégrale sur le petit cercle du lacet
tend vers 0. Les intégrales sur les demi-droites du lacet convergent, lorsque
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a — 0, vers deux intégrales convergentes et il en résulte que ’intégrale sur le
lacet s’exprime par :

+00 p1/2
t)F(s)d. =2'/ —pt)——————d
| _explnFoyds =2 [ expl-pt) Lz dp

1/2
L’intégrant étant majoré par la fonction sommable p h indépendante
de t, le théoréme de convergence dominée indique que cette intégrale tend vers 0
lorsque t — +o00.
Plus précisément, en posant tp = y et en employant encore le théoréme de conver-
gence dominée, on détermine pour celle-ci un équivalent, & savoir :

~3/2 exp( y)f 300 1 +°°ex _I'3/2)
t /0 /0 p(-y)Vydy =

@+ (y/t)? /t)Z a2t3/2 @232

Il en résulte un équivalent de f(t) au voisinage de +oo :

1

t—00 1 . m
1o T~ gsinlet+ )+ oommm

Vva

Etude de f au voisinage de 0
On se sert de l'intégrale sur A, en développant d’abord formellement suivant les
puissances de a/z sous le signe intégral :

[ exr@= [ 25 [Z( (2 ) ]

Cette série n’est convergente que si |a/2z| < 1, mais le minimum de |z| étant
égal a ¢, lequel peut étre pris arbitrairement grand, cette condition est remplie.
On pourrait également par des arguments d’uniforme convergence montrer que
interversion de ’intégrale et de la sommation est licite. Le but étant de trouver
un équivalent de f au voisinage de 0, nous faisons plut6t intervenir le reste d’ordre
N. On a, ainsi :

/Acexp(tz)F(z)dz:/cexzps/zz) [Z( 1) ( ) +RNsz

En utilisant la formule d’inversion pour les puissances de a/z, on obtient alors :

N-1 a2ng2nt1/2
(&)= [Z(—l)"(f@é_l_;—m)] + SN

0

Il ne reste plus qu’a prouver que, pour tout N fixé, lim 322N gy = 0. Vérifions

le pour N =1 ( pour N quelconque, voir l’exerc1ce 3 22) cas pour lequel nous

(2t
avons |S;| = —| / g /2)((5 2z )a,z) dz|. En posant zt = u, ce qui remplace la
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droite d’intégration par une droite du méme type, permettant donc de conserver
A, indépendant de ¢; on en déduit la majoration suivante de 2|5;] :

2 ___eXPU i 2,3)2 / 1
¢ I/ w32 (u? | a?t?) ul < a®t"" exp(c) (2 + g2)3/4(c2 + y2 — (at)?) dy

La limite de cette derniére intégrale est finie et nous avons méme le résultat
8, = O(t%?). Cette formule peut s’étendre au cas de ’ordre N quelconque pour
fournir un développement limité d’ordre arbitraire.

On résume par :

1/2
Proposition 2.5 L’mage inverse de Laplace de F(s) = 37‘9_—1—-—2 admet auz
a

voisinages de 0 et de 400 les équivalents respectifs :

t—0 t
@~ -
t—+oo 1 T 1
f(@) \/Esm(at+ 4) N
Exemple 2.31 Comportements de f lorsque F(s) = F/%]Tl_)

La fonction F posséde le point de branchement s = 0 pour lequel la coupure sera
identifiée a I’axe des réels négatifs. L’expression du dénominateur s’annule pour
s = exp(20) ou 30/2 = w(1+ 2k), ce qui donne deux solutions § = +2r/3. Par
conséquent, F' est holomorphe dans Iy privé des deux poles exp[+i27/3] et on
peut vérifier les hypotheses du théoreme d’inversion.

Etude au voisinage de t =0

On se sert de la formule d’inversion, avec une droite d’abscisse ¢ > 1 :

) est
2w f(t) = A mds

Le développement suivant les puissances de 1/s nous donne :

st Foo an
2 f(t) =‘/A ;6572-[2(—1)'"'8_7] ds
e 0

A Paide encore des images inverses des fonctions puissances de s, on obtient le
développement asymptotique au voisinage de t =0 :

#3n+3/2

Z( l)nr(—i-—)

. - P 4
En particulier, f admet, au voisinage de 0, I’équivalent :gﬁt‘q’/ 2,
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Etude au voisinage de 400
La somme des résidus nous donne :
4 ¢ f 3t

%léRe (exp(t exp(2i§)) exp(—2ig) exp(—ig)) =-3 eXp(—E) )

L’emploi du contour habituel I'r o et du théoreme des résidus ameéne alors 3
I’égalité : /3
4 3t st
ft)y= ——exp( t/2) cos( ) + %/14 e F(s)ds

Aucune des intégrales associées a ce lacet ne donnent des limites finies. Leurs

parties infinies se compensent, ce que I’on voit par la décomposition : F(s) =
1 31/2

s 14832
La premiére fonction ayant & pour image inverse, on est ramené & ’étude de
1/2
. s .
l'intégrale sur L de la fonction définie par Fi(s) = TR Cette fois, les
s

intégrales de exp(st)Fi(s) sur les demi-droites et sur le petit cercle du lacet L
sont convergentes. On montre, par une majoration immeédiate, que I'intégrale sur
le cercle tend vers 0. Sur les deux demi-droites, on obtient :

0 — +o0 i
_.JZ;OO(Exp(—-wt)i—:jzgg7§'d$'+'jC exp(——xt)i—q:;;;ﬁa-dz

En divisant par 2:7, on a :

+0o0 T
f@)=uU® [1 - éexp(-i) cos(\/;t) - —71;/0 exp(—wt)H_LwS dz

On développe la derniére intégrale lorsque ¢ est grand :

+oo N 23N+7/2
/0 exp(—2zt) Z( 1)ngntl/? da-l—/ exp( a:t) ——da

0

Cette écriture fournit un développement asymptotique :

I'(3/2) T(9/2) T'(3N +3/2)
Al = T ph ot = aan

+ Rn(t)

On montre, en effet, que lim;_,o 3V +t3Ry = 0.

o ; . . 1 .
Proposition 2.6 L’%mage inverse de F ot F'(s) = —————— admet, au vot-
p )

S+ 1)
4
sinage de t = 0, ’équivalent ﬁtw 2 et s’%écrit, lorsque t — +o00 :
V3t 1,32

4 t
ft) ~1- gexp(-——z-) cos(—) BV
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2.2.3 Calculs de convolution de fonctions

Sur le premier exemple, on propose une technique de calcul direct. C’est ’occa-
sion de montrer les difficultés pratiques auxquelles on peut se heurter. L’emploi
de la transformation de Laplace va se réveler en général beaucoup plus simple
(Cf. Exercice 3.14), a la condition cependant d’avoir un tableau d’images de
Laplace trés complet, sinon la difficulté pourrait réapparaitre en appliquant la
formule d’inversion de L.

Exemple 2.32 Détermination directe de la convolée f x g avec f(t) = U(t)Jo(t)
et g(t) = U(t)sint.

Les fonctions étant causales, cette convolée s’exprime par :

(F*g)(t) = Ut) /0 Jo(w) sin(t — w)du

On utilisera (Cf. Annexe 2) pour la fonction de Bessel la définition :

Jo(t) = (5 cos(t cos 8) (sin®")6 d@

t
2" fr<n+1/2)/

En appliquant la formule de Fubini dans Pintégration répétée qui exprime la
convolution, on a :

/2 i
m(fxg)(t)= /; [/0 cos(u cos ) sin(t — u)du df

En utilisant une formule de trigonométrie et en intégrant en la variable u deux
fonctions sinus, on obtient ensuite, par deux intégrations par parties :

T(fxg)(t) do

sin? @

/ /2 cos(t cos §) — cost
0

/2
= li_r)% [—[cos(t cos 8) — cos t](cotand)]™/? + ¢ / sin(t cos @) cos 6 d
/2 )
= t[[sin(t cos 6) sin 0]"/ ? / cos(t cos §) sin® 4 df]
/2
= ¢ / cos(t cos 6) sin”(0) df
0

En tenant compte de I'(3/2) = (1/2)['(1/2) et de la formule définissant J;, on a
finalement :

U () Jo(t) xU(t) sint = UE)LIL(2) (2:26)

Exemple 2.33 Convolution de ~>-~ I (t) par J, lorsque Re(A) > 0, Re(u) > —1 et
At p#0.
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D’apreés 1’exemple 2.19, en posant R = v/1+ 22 + 2, ces deux fonctions ont pour

images respectives : lR")‘ et _EF 1 R+
o oot once cot o2 Vit

Donc, en utilisant encore cet exemple 2.19, on obtient, & la condition A4 u # 0,
le résultat :

Leur produit nous donne

Z/{(t)J’\T(t)*L{(t)J =L1(t)§J,\+#(t) (2.27)

Exemple 2.34 Convolution de t*Jy(t) par t*J,(t).

On suppose Re(A) > —1/2, Re(p) > —1/2et A+ p# i 1/2. D’aprés I’exemple
) . , 22 T(A+1/2) 1

2.17, les images de ces fonctions sont données par : 7 [(1+ z2)*1/7]

et la méme formule avec p. On voit que le produit fera intervenir I'image de la

fonction tAMHHY2], Ly

Donc, en utilisant la fonction eulérienne B de deux variables (Cf. Annexe 1), on

obtient, sous les conditions données ci-dessus :

UG Iy * T (1) = 24T 1\//25,7:_1 +1/2)

P e (2:28)

2.3 Applications a la résolution d’équations fonction-
nelles

2.3.1 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Certains probléemes de physique se raménent & la recherche d’une fonction g
définissant un phénomene débutant & un certain instant -qu’il est alors logique de
choisir pour origine des temps- et qui est solution, & partir de cet instant, d’une
équation différentielle du type :

y(n) + an—ly(n—l) + -+ aoy = f(2),

ot la fonction f est une fonction causale imposée par le probléme considéré.
La fonction g cherchée est donc causale, 3 dérivées causales. D’ailleurs, dans
beaucoup de cas, les valeurs de cette fonction g et de ses dérivées jusqu’a 1’ordre
n — 1 pour la valeur ¢ = 0, ou encore les limites & droite en ce point de ces
fonctions, font partie des données (conditions initiales d’un probléme de Cauchy).
Les théorémes d’existence et d’unicité pour ce probléme de Cauchy montrent alors
que la solution cherchée est unique. S’il en est ainsi et si la fonction f appartient
a L4, la transformée, par £, de ’équation différentielle précédente s’écrit :

[8" + an_15""1 + -+ @)Y (s) = F(s) + Po(s),



2.3. Applications a la résolution d’équations fonctionnelles 97

ott Pp est un polynome tenant compte des conditions initiales. Finalement, si
on peut justifier que la fonction inconnue g admet une transformée de Laplace
G, celle-ci est solution de cette équation algébrique. C’est le cas lorsque la fonc-
tion f est du type exponentielle-polynéme puisqu’alors, d’apreés les résultats sur
les équations différentielles linéaires a coefficients constants, la solution est de ce
méme type. Comme la fonction Y s’obtient en divisant le second membre par un
polynéme, on en déduit facilement que le théoréme d’inversion peut s’appliquer
et fournir ainsi la solution unique du probleme. Cependant, il est souvent plus
simple d’utiliser le dictionnaire des images de Laplace, en mettant en oeuvre les
propriétés de L. Contrairement aux résolutions de problémes du chapitre 6, les
exemples qui suivent ne comporte aucun environnement fourni par les Sciences
physiques ou par la Technologie ; en particulier, on ne se pose aucune question
sur le role joué dans ces exemples par les conditions initiales.

On commence par un exemple ou la fonction “second membre” est continue
sur [0, +0o[. Les deux autres exemples font intervenir des fonctions f possédant
des points de discontinuités.

Exemple 2.35 On se propose de rechercher la fonction g solution de l’équation
différentielle : y” — 2y’ + by = U(t)e' cos(2t) , obéissant en outre auzx conditions
initiales : g(04) =0,¢'(04+) = 1.

En transformant ce probleme par £, on établit que la transformée G de g est
solution de I’équation algébrique :

s—1

G(S)[32 — 2S+5] =14 ’(;—:1—)2—_"_—4'

La fraction rationnelle G(s) est donc la somme de la fraction ———— dont
(s=1)24+4 .

G-D7+47

te
fraction précédente au coefficient —1/2 pres, donc d’image inverse —U (t) sin(2t).

1
I'image inverse est EZ/{ (t) sin(2t) expt et de la fraction dérivée de la

On sait, d’apreés les théorémes généraux sur les équations différentielles, que
’équation donnée admet une solution unique vérifiant les conditions initiales
données. On sait aussi par les méthodes élémentaires de résolution, qu’avec un
second membre de type “polynéme-exponentiel”, cette solution admet une abs-
cisse de convergence finie. Il en résulte, en utilisant des images inverses connues,
que la fonction g, solution unique du probléme est définie par :

9(6) = Ut +2) sin(21) expt

On pourra reprendre ce probléme par les méthodes élémentaires habituelles et
vérifier, par conséquent, le résultat précédent. Des exemples du méme type sont
Proposés dans ’exercice 3.27.

Exemple 2.36 On se propose de rechercher la fonction g solution de l’équation
différentielle

Y —y=f(t) avec f(t)=e" sur [0,1], et f(t)=e* sur ]2,+o0],
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obéissant en outre auz conditions initiales : g(0+) =1, ¢’'(0+) = —1.

Ici, le second membre étant discontinu, on fait une extension de la notion de
solution d’une équation différentielle. La fonction g cherchée est de classe C!
sur [0,+oo[ et, seulement, de classe C% par morceaux sur [0,+oco[. En outre,
’équation est vérifiée par g et ses dérivées sur ’intervalle [0, +oo[ privé des points
de discontinuité de g” .

La résolution élémentaire de ce probleme est possible ; elle exige la mise en oeuvre
des techniques habituelles sur, successivement, les intervalles [0, 1[, 1, 2[, [2, +oc].
Le second membre étant expt, la solution sur [0, 1] existe et est unique. Les
valeurs de cette solution et de sa dérivée fournissent de nouvelles conditions de
Cauchy pour la résolution sur [1,2[, d’oll une solution unique sur cet intervalle.
De proche en proche, on obtient alors une solution unique sur R4 qui est de
type exponentielle-polynéme par morceaux et, par conséquent, transformable par
Laplace (Cf. exercice 3.28 pour le détail de ces calculs).

Dans ce qui suit, nous utilisons la méthode de Laplace. Ecrivons la fonction du
second membre sous la forme :

f@)=U@) Ut - 1)]expt +U(t — 2)exp(-t) =
U(t) expt — e[td(t — 1)]exp(t — 1) + e 2[U(t — 2)) exp[—(t — 2)]

On en déduit immédiatement son image de Laplace, a savoir :

1 e~$ _26—23
Flo)= 757+ 331

La transformée du premier membre de I’équation : G(s)[s® — 1] — s + 1 nous
fournit la fonction G :
1 1 e”? g e~2s

+ 2 ¢ 2T e T st 12
s+1 (s+1)(s—-1) (s+1)(s=1) (s=1)(s+1)

1 ot 1
(s+1)(s—1)2 " (s+1)(s—1)?
par utilisation d’images inverses connues, le résultat :

Be~t et tet e~ttl  Gt-l t—1)et—1
o) =u0 X - S+ ] - y[ S - Oy 2D

t-2  —t42 —t+2
N - _(t=2)e
reTut 2)[ 1 4 2 ]

Exemple 2.37 La fonction f étant définie par :

G(s) =

, on obtient,

Apres décomposition des fractions

VneN, f(t) =e' sur [2n,2n+1] et f(t)=0 sur ]2n+1,2n+2|,

on se propose de rechercher la fonction g solution de l’équation différentielle :
y4) —y = f(t), obéissant en outre auzr conditions :

9(0+) =¢'(0+) = ¢ (0+) = g"'(0+) =0
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La fonction f est majorée par expt; elle est donc transformable par £. La
méthode élémentaire appliquée sur l'intervalle [n,n + 1[ fournirait une solution
de type exponentielle-polynéme, laquelle serait majorée par une expression de la
forme P(n)expn. On en déduit que la solution, d’ailleurs unique, est majorée,
par exemple, par C exp(2t). Par conséquent, cette solution est transformable par

L. 2n+1

L'image F de f est la somme de la série de terme général : exp[(1 - s)t] dt.
2
On en déduit, pour Re(s) > 1, cette transformée : "

_exp(l—s)—1 1 _ 1
N 1-s 1—exp2(1—35)] (s—1)(1+exp(l-s)

F(s)

Etant données les conditions initiales toutes nulles, la solution admet pour image
de Laplace :

G(s) = 1

) = GG+ D+ DA T e =3)
L’utilisation de la formule d’inversion montre que I’écriture de la fonction g
nécessite le calcul d’une suite de résidus aux points singuliers s solutions de
exp(l — s) = —1, c’est-a-dire aux points s = 1+ 47 (2k+ 1), placés d’ailleurs sur
la frontiére du demi-plan II¢,(,). Cette utilisation est I'objet de I’exercice 3.29.

Nous allons plutoét, ici, développer la fraction en une série géomé-

14+ exp(l-s)

trique de raison —exp(1—s). Il est alors facile de justifier que g est la somme de
(=1)" exp[n(1 - s)]

(s—1)2(s+1)(s2+1)

la série des images inverses des fonctions En vertu de la

décomposition :
1 1 + 1 3 + s+1
(s—=1)2(s+1)(s2+1) 8(1+s) 4(1-s)?2 8(s—1) 4(1+s)?’

cette fonction g peut s’écrire sous forme d’une série de fonctions translatées d’in-
dices de translation n :

400
9(t) =Y exp(n) - : : :

Dans ’exercice 3.30, on propose d’autres exemples de résolution de problémes de
type précédent lorsque le second membre f est une fonction discontinue. Dans
les exercices 3.31 et 3.32, on se consacre, les techniques restant semblables, & des
systemes d’équations différentielles.

2.3.2 Equations différentielles linéaires a coeflicients variables

On ne connait pas, en général, la transformée de Laplace du produit d’une dé-
rivée de la fonction inconnue par une fonction quelconque. Cependant, on sait
que le produit par une puissance, 4 savoir t*y(® admet pour image de Laplace la
fonction Y'(¥) au signe prés. Aussi, les seuls cas simples oti la transformation de
Laplace peut paraitre efficace concernent les équations lin&aires ot les coefficients
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des dérivées sont polynomiaux. L’équation différentielle (E;) est alors transfor-
mée en une équation également différentielle (E2) dont 'ordre est égal au degré
maximum des polynémes constituant les coefficients. Il en résulte qu’une simpli-
fication n’est assurée, a priori, que si ce degré maximum est inférieur a ’ordre de
I’équation différentielle donnée au départ.

Ainsi, dans le cas d’une équation différentielle de départ qui est du second ordre,
on envisagera des coefficients polynomiaux du premier degré. Il n’est, cependant,
pas exclu qu’avec des coefficients qui soient du second degré, I’équation transfor-
mée, qui est alors du second ordre, soit résoluble numériquement par une méthode
élémentaire. Dans ce qui suit, nous traitons des exemples ol les coefficients sont
du premier degré. On trouvera d’autres exemples dans les exercices 3.33 et 3.34.
Une autre difficulté va surgir si le coefficient de y” est la variable ¢ elle-méme.
Dans ce cas, en effet, si on transforme ’équation du second ordre (E;) en un
systéme du premier ordre 2’ = H(z,t) ot z = (y,y’), on voit que la fonction H
n’étant pas continue aux points ou ¢t = 0, le théoréme de Cauchy sur I’existence
et I'unicité d’une solution obéissant a des conditions initiales 29 = yo, y§) données
au point ¢t = 0 n’est plus nécessairement applicable. Certains des exemples qui
suivent feront ainsi intervenir une discussion sur ces conditions initiales.

Par ailleurs, la résolution de (E;) fera intervenir des constantes arbitraires. Ce
sont les théorémes de comportement & l'infini des images de Laplace qui per-
mettent éventuellement de choisir ces constantes pour repérer dans ces solutions
de (E3) celles qui sont des images de Laplace.

Enfin, on ne peut plus affirmer, a priori, qu’il existe des solutions de (E}) trans-
formables par £, Le lecteur peut se rendre compte de fagon simple de cette impos-
sibilité éventuelle en considérant I’équation : y” — 2ty’ — 2y = 0 avec y(0+) =0,
laquelle a pour solution exp(t?) ; I’équation (E2) associée n’admet alors aucune
solution qui soit une image de Laplace.

La transformation £ est donc utilisée dans ce qui suit de maniére formelle, quitte
a vérifier, en fin de calcul, la validité de la fonction obtenue comme solution de
I’équation proposée.

Exemple 2.38 On se propose de rechercher la fonction g solution de l’équation
différentielle E; :

(t+1)y" =5y + (¢t + L)y =U(t)tIL(2),
obéissant en outre auz conditions initiales suivantes : g(0+) = ¢’(0+) = 0.

Dans cet exemple, le coefficient de la dérivée seconde est non nul, non seulement
au point ¢t = 0, mais sur la totalité de Ry ; il en résulte, d’aprés les théorémes
généraux sur les équations différentielles linéaires, que le probleme admet une
solution, laquelle est unique. On fait ’hypothese, a priori, que cette solution est
dans L.

On sait (Cf. exemple 2.18) que :

I'2x+1) 1
,C(Ut’\J,\) (s) = PN +1) [+ s2)MH1/2]
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La transformation par £ de I’équation E'; fournit donc ’équation E, :
(S+ 1Y — (P +1-T)Y =—(1+ .92)“3/2
L’équation sans second membre peut s’écrire :

z’_ 7s

Yy (s2+1)

La solution générale de cette équation est donc : Yy(s) = Cexp(s)(s?+1)~"/2. La
méthode de variation de la constante C fournit ensuite : C' = — exp(—s)(s% +1).

Une intégration par parties donne finalement C' = exp(—s)(s? + 2s + 3) + .
La solution générale de I’équation E- s’écrit donc :

Y(s) = (s* +25+3)(s® + 1)77/2 + Nexp(s)(s* + 1)~/

Une telle fonction ne peut représenter une transformée de Laplace que si sa limite
est nulle en +o0o0 (Cf. Proposition de valeur finale 1.15). Par conséquent, si la
solution de F est transformable par £, son image est :

G(S) = (32 + 2s+ 3) (32 + 1)—7/2

On peut I’écrire aussi :
G(s) = [(32 + 1)_5/2 + 25(s® + 1)“7/2 +2(s®+ 1)—7/2]

En tenant compte du résultat de I’exemple 2.18, on obtient les images inverses
du premier et du troisiéme termes qui sont donc, & des coeflicients pres, t2J(t)
et t3J5(t) . Le deuxi®me est, & un coefficient prés, la dérivée du premier terme;
son image inverse est proportionnelle & t3J2(¢). Il en résulte que la solution de
’équation proposée s’écrit :

1 2 2
9(8) = U |58T2(0) + 1852(0) + 13500

On peut finalement vérifier que ce second membre vérifie I’équation et les condi-
tions initiales.

Remarque 2.10 Cette équation pouvait aussi étre résolue en recherchant une
solution sous forme d’un développement en série entiére. On voit d’ailleurs sur
le résultat précédent, qu’en fait, la solution peut étre prolongée en une fonction
analytique sur toute la droite réelle.

Dans ’exemple qui suit, le coefficient de y” est la variable ¢ elle-méme. Pour
les raisons explicitées ci-dessus, I’existence d’une solution n’est plus automatique-

ent assurée. On prévoit de discuter suivant les valeurs données aux conditions
Initiales.
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Exemple 2.39 On se propose de rechercher la fonction g solution de I’équation
différentielle F; :

ty” — (3t — 2)y’ + (2t — 4)y = U(t)texpt,
obéissant en outre auz conditions initiales suivantes : g(0+) = a, ¢'(0+) = b.

La transformée F; par £ de ’équation E; est ’équation différentielle du premier
ordre :

—(28Y +8%Y' —a) + 3(Y +8Y') +2sY —2a — 2Y' — 4Y = (s — 1)72

ou encore :
(s-1)(s=-2)Y+Y =—(s=1)"%—a

A ce niveau de calcul, on remarque que cette équation E2 ne dépend pas de
b. L’équation sans second membre correspondante 3 E3 admet pour solution

générale Yy(t) = C z —1 et la méthode de variation de la constante C nous
fournit ¢’ = —(s — 1) — a(s — 1)~ On en déduit la solution générale de
I’équation Fs :
1 1 s—1
Yis) = 3(s—2)(s—1)2 tag gt s—2

Nécessairement, pour que ce soit une transformée de Laplace, cette fonction doit
tendre vers 0 lorsque s — 400, ce qui impose A = 0. On vérifie alors que la limite
de sY (s) est bien a = y(0+), conformément au corollaire 1.4. Finalement, les
calculs nous donnent pour solution éventuelle de E; :

9() =U()|(5 +a) exp(21) — 3(1+1) expt]

On peut vérifier que c’est effectivement une solution et qu’elle obéit a la condition
9(0+) = a, mais la dérivée vérifie g’(0+) = 2a. Il en résulte que si b est différent
de 2a, le probléme n’admet aucune solution transformable par Laplace.

Exemple 2.40 On se propose de rechercher, s’l en existe, les fonctions g solu-
tions de ’équation différentielle Ey :

aty” + 2y’ +y = U@t/ [1 + t],
obéissant en outre auz conditions initiales suivantes : g(0+) =0, ¢'(0+) =a.

L’équation transformée E, s’écrit :
—45%Y' + (1 - 6s)Y = 4 [23"3/2 + 33—5/2]

Les solutions de ’équation homogéne associée vérifient : Yp(s) = Cs™%/2 exp(i;)'
: 1.[2 3
La méthode de variation de la constante conduit & C’ = ~%_(5£ exp(E) [3—2- + ;g]
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Une intégration par parties conduit a : C' = —%—6_- [40 - T}] exp( ) + p. Par

conséquent la solution générale de F; s’écrit :
1
Y (s) = ps~3/? exp(~1/4s) — [—- [40 - —sz] —3/2

La fonction sY (s) tend vers 0 lorsque s — +o0o quel que soit la constante p.
Mais, en appliquant le corollaire 1.4 3 la fonction dérivée g’ dont la transformée
est sY (s), on sait que lim; 400 $2Y (s) = ¢'(0+) = a.

En développant exp(—1/4s) au voisinage de +00, on en déduit que si s?Y (s) a
une limite finie, nécessairement : u — 4031% = a, mais cette limite étant alors

nulle, il en résulte que g n’existe que si a =0 et alors u = 4031%
1
Comme on sait (Cf. Exemple 2.12) que I'image inverse de \/g exp(— E) est la

cos+/t
7

. 2 .
une intégration. On trouve ——\/—; sinvt. Les autres fonctions intervenant dans le

résultat sont du type puissance, donc connues. On a, alors, sous la réserve a = 0 :

fonction h(t) = U(?)

, on en déduit I'image inverse de ”-s?% exp(—-&};) par

g(t) _u(t)[ sin(v?) — 5Vt +t¢2]

2.3.3 Equations intégrales linéaires

Les équations intégrales peuvent s’écrire de facon générale :

b
)= 10+ [ Ku Oy

L’inconnue est la fonction y, les bornes a et b peuvent étre éventuellement infinies,
elles peuvent dépendre de la variable ¢ ; enfin le noyau k qui est une fonction de
deux variables se présente souvent sous la forme k(u,t) = g(t—u). Dans ce dernier
cas, si les bornes sont infinies, on reconnait dans l'intégrale l’expression d’une
convolution. En outre, si les fonctions considérées sont causales, cette intégrale
est prise sur [0, ¢] et cette convolée est alors causale. Dans ce cas, la transformation
de Laplace est parfaitement adaptée & la résolution de ces équations intégrales.
On distingue dans cette classe d’équations, que 1’on dira «convolutives), deux
sous-catégories : les équations de premiere espéce du type :

Alw—omww=fm,

les équations de deuxieme espéce qui sont du type :

u(t) = ﬂ0+/ (u = )y (w)du
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Cas des équations de premiére espéce .
s
Si la transformation de Laplace peut s’appliquer, elle donne : Y (s) = G(s)' En

général, il existe un demi-plan ou cette fonction est holomorphe, mais les hypo-
théses du théoréme d’inversion ne sont pas généralement vérifiées, en particulier,
cette fonction peut ne pas tendre vers 0 en +o0. Il en résulte qu’une telle équation
n’admet pas en général de solutions fonctions. Il en est autrement si on cherche
des solutions au sens des distributions (Cf. chapitre 5).

Un cas particulier vaut d’étre signalé. Supposons que les deux fonctions f et g
soient dérivables et que ¢(0) # 0, la dérivation de I’équation nous fournit alors :

sOu0)+ [ gt - wy()du = f(2)

C’est une équation de deuxiéme espece. D’ailleurs, si g(0) = 0 et ¢'(0) # 0 et s
les deux fonctions soient de classe C2, la dérivation d’ordre 2 fournira une équa-
tion de deuxiéme espece.

Dans d’autres cas, la recherche de la primitive de y permet d’utiliser la formule
d’inversion ; c’est le cas de I’équation d’Abel étudiée dans le deuxiéme exemple
qui suit.

Ajoutons que ces équations rentrant dans la classe plus générale des équations de
convolution, des techniques de calcul symbolique peuvent étre appliquées paral-
lelement a la méthode de Laplacea ces équations. Ce point sera abordé dans la
section § 5.6.

Cas des équations de premiére espéce

Exemple 2.41 On se propose de rechercher la fonction g, solution causale de
l’équation intégrale F suivante :

v +U) [ vt - ou)du = UL 0

On suppose ici que cette équation admet une solution unique g transformable
par L. L’intégrale qui figure dans ’équation exprime la convolée de la fonction
causale y par la fonction causale U (t)Jo(t) et par conséquent I’image de Laplace
de cette intégrale est le produit des transformées des deux fonctions. En utilisant
les résultats des exemples 2.9 et 2.18, I’équation F, transformée par £ de E;
s’écrit :

Y(S) I:]- + [(1+ 32)—1/2]:| — (1 +s2)“3/2
La fonction GG image de la fonction g cherchée est donc définie par :
G(S) — 3—2(1 + 32)—1/2 _ 3-2(1 + 32)—-1

L’image inverse de la derniére fonction donne immédiatement #(t) [t expt—sin t] .

Celle de la premiére fonction peut s’obtenir par deux primitivations successives
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en utilisant le développement en série entiére de Jy. On trouve ainsi :

400 n+2
g(t) = —U(t) [t expt — sin t] + 20:(‘1)n22nn(rf : 1)(n!)?

t
Exemple 2.42 Résolution de l’équation d’Abel : / (t—w)~*y(w)du = f(t) dans
le cas particulier 0 < o < 1. 0

Cette équation est de premiere espece, mais faute de dérivabilité de g, on ne peut
appliquer la méthode décrite ci-dessus. Cependant, considérons la primitive de

y, & savoir y xU, dont 'image de Laplace est Z(s) = Kii) Comme I'image de
3 i . I'l-a) . F(s) .
U(t)t™ est égale a —oi=a OB obtient : Z(s) = N Cette fonction

tend vers 0 en 400, ce qui n’est pas suffisant pour inverser, mais c’est surtout le
produit de deux transformées de Laplace de fonctions.
On en déduit la solution sous la forme d’une convolée :

Dy — L
R VP ()

Il resterait dans le cas ou cela est possible, a dériver ce résultat. Par exemple,
puisqu’il suffit que I’'un des facteurs soit dérivable, c’est possible si la fonction f
est dérivable. Lorsque f n’est pas dérivable, on peut dériver le premier facteur,
mais au sens des distributions, ce qui fournira une distribution partie finie (Cf.

§4.8).

U f = i‘r‘%”—)ua)w-l * f

2.3.4 Equations intégro-différentielles linéaires

Outre les termes qui interviennent dans une équation intégrale, ces équations
contiennent des dérivées de la fonction inconnue. Pour obtenir éventuellement
une solution unique, on imposera des conditions initiales. Comme dans ce qui
précéde, on applique d’abord £ de maniére formelle. Ajoutons que, la aussi, des
techniques de calcul symbolique peuvent étre utilisées (Cf. §5.6).

Exemple 2.43 On se propose de rechercher la fonction g solution de l’équation
intégro-différentielle Ey suivante :

v+ 3y + 4/0t y(u)sh(t — w)du = U(t)t2J2(t)

obéissant en outre auz conditions initiales suivantes : g(0+) = a, ¢'(0+) = 0.

En I’absence de résultats généraux sur de telles équations, on admet que 1’équa-
tion F; admet une solution transformable par Laplace. Comme précédemment,
lintégrale figurant dans E; est ’expression d’une convolution. En transformant
par £, on obtient ’équation Fj :

4 1] —as=3(1+ )75/

52 —

Y (s) [32 +3+
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On en déduit que, sous ’hypothese faite, la fonction G, image de la solution, est
donnée par la formule :

s? -1 as(s? — 1)

G(s)=3 2+1)9/2+ 21 1)

En utilisant encore les résultats de I’exemple. 2.18, on obtient effectivement une
fonction g définie par :

g(t) =U(¢) [—t3J3 (¢) — t4J4(t) + a[cost — tsin t]]

Exemple 2.44 On se propose de rechercher le couple (z,y) de fonctions causales
solution du systéme intégro-différentiel suivant :

(E) { z’ 2 fgy(u) cos(t —u)du = U(2)

' 6 [y z(w)ch(t — u)du —l- 4 = U®)

obéissant auz conditions initiales suivantes : z(0+) = 0,y(0+) = —

En supposant que la solution (z,y) existe et soit transformable par Laplace, le
couple (X,Y) des transformées vérifient le systeme linéaire suivant :

sX(s) + 233/ (5) E
(E3) +1 s
’ 6SX (s) + 4sY(s) = i 4
s2-1 s

La résolution de ce systéme est immédiate, on obtient :

_ st-1 (1-4s)(s?-1)
X(s) = s2(st —4) T 282(st—4)

_ (1-4s)(s*-1) 3(s2+1)
Yi) = 452(st — 4) B 252(st — 4)

Des décompositions de fractions rationnelles et 'utilisation des images inverses
usuelles fournissent ensuite, pour ¢t > 0 :

B 5sh(tv2) ch(tv2) 3cos(tv2) 3sin (t\/_
o) =U(o)| 16v2 4 8 32v2 8]
B 15sh(tv/2)  3ch(tv2) 3cos(tv2) = 9sin(tv2) 7t 1
y() =U() [_ 322 8 8 T 3maA ti6 Z]

2.3.5 Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Deux sortes de problémes peuvent étre posés 3 propos de ces équations aux diffé-
rences dont les éléments inconnus sont, pour rester dans le cadre de cet ouvrage,
soient des fonctions ou des suites causales, soient des fonctions ou des suites de
supports limités & gauche. Une premiére situation est obtenue lorsque 1’élément
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inconnu est une fonction de I’'un de ces types vérifiant une relation entre les va-
Jeurs qu’elle prend au point ¢ et en des points translatés de ¢ de quantités positives
fixes, & savoir t — ay, t—ag,---,t — ak. De telles équations sont dites ”équa-
tions fonctionnelles aux différences”. La plus simple parmi de telles relations est
certainement obtenue lorsque ces indices de translation sont du type ja ou j est
un entier variant de 0 & k et a un réel positif quelconque. Une dilatation sur la
variable permet d’ailleurs de se ramener au cas ou @ = 1. Lorsque la relation est
du premier degré, I’équation, dite alors linéaire d’ordre k, prend la forme :

k
Y eyt 4) = f(t)
0

Si f est causale, on peut imposer & la fonction inconnue d’étre causale. Les
conditions initiales sont alors inutiles, car en se plagant sur [0, 1], on a : agy(t) =
f(t) et on peut poursuivre en déterminant 'inconnue y, de proche en proche,
sur les intervalles [n,n + 1[. Comme la transformation £ est bien adaptée aux
translations sur la variable ¢, elle agira de facon naturelle sur de telles équations,
que ses coefficients a; soient constants ou variables. Si le second membre est
seulement de support limité a gauche [—a, +00[, la solution est, a priori, de méme
support. Cette solution peut encore étre obtenue de proche en proche et, si ’on
veut appliquer £, il suffit de translater la solution pour se ramener & une fonction
causale.

La deuxieme situation concerne le cas ol ’élément inconnu est une suite de
nombres réels ou complexes. Cette fois, I’équation aux différences dite ”discréte”
est une relation entre les différents termes de cette suite .

Généralement, cette relation permet de déterminer le terme d’indice n + k en
fonction des termes d’indices n,n+ 1,---,n+ k — 1 et de n; elle est dite alors
équation d’ordre k. Par exemple, une équation aux différences dicrétes linéaires
d’ordre k s’écrit :

QQUntk + 01 Unyk—1 + -+ AUy = Uy

Ses coefficients a; sont constants ou dépendent de j; autrement dit, elle est
a coefficients constants ou variables. Le second membre est une suite donnée,
causale ou de support {n > —ng}. Notons au passage que les termes successifs
ne résultent pas, a vrai-dire, de translations d’indices positifs, ce qui implique
une différence notable entre les deux situations. Dans le cas de ces équations
discrétes, il faudra, pour déterminer une solution, se donner les k premiers termes
de la suite. Pour résoudre de telles équations, il convient de définir, d’une certaine
fagon, la transformée de Laplace d’une suite. Ce sera fait & propos de ’exemple
2.46 qui va suivre et ce sera repris, dans le Chapitre 4, & propos des séries de
distributions de Dirac.

Remarque 2.11 Tout en tenant compte des notations différentes signalées ci-
dessus, on peut noter une relation entre les solutions des équations fonctionnelles
et les équations discrétes. Cette relation permet d’ailleurs de suggérer une tech-
nique d’application de la transformation L auz équations discrétes.
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Soit, par exemple, 1’équation discrete : apup + a1Un41 = vy, oU (vy,) est causale,
On construit la fonction w définie par : w(t) = v,, V¢ €]n,n+ 1]. Supposong
trouvée la solution y de I’équation fonctionnelle : a;y(t) + aoy(t — 1) = w(t).
Alors, pour tout entier n, on a : a1y(n + 1) + agy(n) = w(n +1) = v,. On en
déduit facilement ’égalité : u, = y(n).

Cette remarque suggere le principe d’une méthode d’application de £ aux équa-
tions discrétes (Cf. exemple 2.46 qui suit).

Remarque 2.12 Dans la catégorie des équations fonctionnelles auz différences,
on peut aussi considérer des indices de translation négatifs.

L’écriture de ’équation se rapproche alors de celle des équations discretes :

k
Y eyt +5) = f(t)
0

Mais, dans le traitement éventuel d’une telle équation par £, il faudra tenir
compte du fait que la propriété de translation de la transformation n’est plus
valable sous sa forme habituelle (Cf. Exemple 2.47).

Exemple 2.45 On se propose de déterminer les fonctions g causales, transfor-
mables par L, vérifiant ’équation fonctionnelle auzr différences (E;) suivante ou
interviennent les deuz indices de translation 1 et 2 :

6g(t) —4g(t — 1) — 2g(t — 2) = U(t)texpt

En utilisant notamment les transformées des translatées d’une fonction de L4, on
voit que I'image G de la fonction g vérifie la relation (E3) :

Le fait que les amplitudes des différences soient entiéres permet de factoriser
Pexpression 2 exp(—2s) + 4 exp(—s) — 6 en la considérant comme un trinéme du
second degré de la variable exp(—s).

De méme, on peut décomposer la fonction inverse a-la fagon d’une fraction ra-

tionnelle. On obtient ainsi :

11 ! !
Gle) =-3=1p [exp(—S) —1 exp(-s)+ 3]

On peut supposer que la partie réelle de s est positive, ce qui permet de développer

exp(—s
les deux fractions (1 — exp(—s))™" et (1 + exp(=s)
variable exp(—s). On obtient ainsi G comme somme d’une série de fonctions
dont on connait les images inverses :

)~ en séries entieres de la

1 ¥

1 1 ex (—ns) ex (—ns
B = T
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exp(—ns)

I’image inverse de o172 étant la translatée d’indice n de U(t)texpt, on en

déduit :

9(t) = Z [(3731” + 1]u(t — n)(t — n) exp(t — n)

Cette somme est une somme finie sur tout intervalle [n,n+ 1[; c’est bien une
fonction causale d’abscisse de convergence nulle, dont I’image est la fonction G
précédente.

On vérifie que sur [0, 1], cette fonction se réduit au premier terme de la série, &
savoir %t expt, ce qui permet de vérifier, sur cet intervalle, la relation de départ :
6g(t) = U(t)texpt. De méme, sur l'intervalle [1,2[, la fonction se réduit aux
texpt + (t—1)exp(t —1)

9 . Alors, on a, sur cet

deux premiers termes, a savoir

intervalle :
6 1
6g(t) —4g(t—1) =texpt + §(t —1exp(t—1) — 46(t —1)exp(t — 1) = texpt

On a ainsi vérifié que la fonction trouvée est bien solution sur I'intervalle [0, 2[. On
trouvera d’autres exemples dans ’exercice 3.39. L’exemple suivant est une équa-
tion aux différences discretes. Mais, on remarquera que cet exemple, sur lequel
on expose la technique de résolution, provient de la discrétisation de 1’équation
de ’exemple précédent.

Exemple 2.46 Déterminer la suite causale (un> dont les premiers termes ug et

1y sont donnés et qui est solution de l’équation auz différences linéaire & coeffi-
cients constants :

6Ynt2 — 4Uns1 — 2Un = (n + 2)e(n+2)

Pour la traiter par la transformation £, on associe a la suite de terme général u,
la fonction en escalier, notée u(t) égale & u, sur l'intervalle [n,n + 1[. Si la suite
U, est causale-a savoir : u, =0 si n < 0-la fonction u associée est, elle-méme
causale et on peut définir sans mal, en passant par cette fonction, les notions
d’abscisses de convergence pour les suites. Sous réserve d’existence, I'image de la
suite est, par définition, celle de la fonction u, c’est-a-dire :

e=$ +o00

E un -ns

La derniére série est, en quelque sorte, la fonction génératrice de la suite. C’est

une série de Dirichlet que ’on note g,. Pour résumer, I’image de Laplace de la
-8

+00 n+1
LN =3 un [ exp(-st)ie =1
0 n

. 1-
suite u, est gu(s).
Il reste & voir comment se traduisent des translations, nécessairement d’indices k

Positifs et entiers.
Pour cela, il suffit de chercher la nouvelle fonction génératrice. Celle-ci s’écrit :
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+o00
Z un+ke"("+k)s ; ce n’est donc pas simplement, comme dans le cas d’une fonc-

0
tion, le produit exp(ks)g,(s), mais le produit par cette exponentielle de la série
gu(8) tronquée de ses k premiers termes. On s’apergoit d’ailleurs, qu’en fait,
pour trouver les suites solutions d’équations aux différences discrétes, c’est moins
Iimage de Laplace que la fonction génératrice qui est le moteur de la transfor-
mation.

Pour I’exemple donné, la fonction génératrice est solution de ’équation G5 :

+o00

667 0(5) = 0 - wae™] — e (3u(6) - o) — 20u(5) = Y e et

On effectue facilement le second membre par dérivation d’une série géométrique :
+o00 1—

2—e"°
Z(n + 2)exp(n + 2 — ns) = ﬂm Le probleme peut étre résolu en

f(gnction des deux données initiales.

Cependant, pour illustrer la remarque précédente, on prendra, en se servant de
l'exemple 2.39 : 6ug = [te’],_o = 0 et 6uy — 0 = [tef],_, =e.

En factorisant un trinéme en e®, on obtient, avec ces conditions initiales :

2 el—s
s s — 2
2(e® — 1)(3€® + 1)gu(s) = eexp(s) + e A=

En utilisant la variable v = e™?, on est ensuite amené 3 décomposer la fraction
rationnelle : g,(s) = TS A=A T o) (A= o)t

On obtient ainsi :

(5) = e 1 : 1 + de(n+ 1)e™
Gl = gla—e2(I—-v) (1+3e)2(1+v/3) (e—1)(3e+1)(1 — ev)?

4e(3e? + 1)
(1-e)2(1+43e)%(1 —ev)?

La fonction génératrice de la solution se développe ensuite en série entiére de la
variable v :

e -1)" 4e(n+1)em de(3e* +1)e” |
gu(s)zgg[(l (-1 (n+1) (32 +1) ]

—e)? 3°(1+3e)? (e—1)(Be+1) (1—e)2(1+3e)?

En prenant le coefficient de e™"*, on en déduit le terme général de la suite cher-
chée :

i 1 (-1)" 4e(n+1)e" 4e(3e? + 1)e”
U= gl L= 3 (1+3e)2  (e- )Be+1) (L-e)2(l+ 3e)?

On vérifie sur cette formule : 4y = 0,u; = e/6. Par ailleurs, on vérifie aussi
que cette suite est la restriction & N de la fonction g solution de ’exemple 2.47
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précédent.

Enfin, on traite un exemple ot les indices de translation contenus dans ’équation
sont négatifs, I'inconnue cherchée étant non causale mais seulement de support
[-2, +o0o[. C’est un exemple ot les indices de translation pouvant é&tre négatifs,
il est nécessaire de reprendre la propriété de translation.

Exemple 2.47 On se propose de trouver la fonction y nulle pour t < —2 telle
que :
Vi<0,  y(t+2)+4y(t+1)+4y(t) =U()

Lorsque ¢t € [0,1[, la fonction y est simplement soumise & une relation qui ne
permet pas sa détermination. De méme sur [1,2[. On en déduit, comme pour
les équations discretes qu’il est nécessaire de se donner, en condition initiale, la
fonction y sur l'intervalle [0, 2[. Désignons par Y (s) 'image de la restriction de
y & [0,400[. Les images des fonctions translatées d’indices négatifs y(t + 1) et
y(t + 2) sont, par exemple pour la premiére, 'intégrale y figurant étant connue
par hypothese :

/:oo exp(—s(u — 1))y(u)du = exp(s) [Y(s) - /01 exp(—st)y(t)dt]

En notant I (s) cette intégrale et I5(s) l'intégrale analogue sur [0, 2], on obtient
’équation transformée :

Y(s) [es + 2] . e®I,(s) + 4e°I1(s) + %

Pour terminer les calculs, supposons : y(t) = 1 sur [0, 1] et y(¢) = 0 sur [1,2].
Alors I = I, = 1—_:: et 1’équation transformée peut s’écrire, en divisant par
e :
572 +3e7° +1

S

2
Y (s) [1 + 26"3] =
En utilisant la décomposition

1+3u+5u2_§+ 3 1
14242 4 4(1+2u)2 1+2u’

et en développant en série entiere de la variable 2u = 2e~° pour Re(s) > 2, on
obtient finalement :

5 IX(-nranems 3 IR

- non—1_—(n—1)s
Y(s) = Z—;——_.Ezn(-;m e=(»=1)

0 1

On en déduit la solution qui s’exprime par une somme localement finie :

5

y(t) = Z( 12" (¢ - n) % (=1)"n2" " U(t — n+ 1)

“Ms

On vérifie que, sur [0,1[, on a : y(t) = =~ — 1+ =1 et que, sur [1,2], on a :

] o
-PIOO

y(t) = Z ~(1-2)- %(-1+4)-= 0.
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2.3.6 Equations aux différences linéaires a coefficients variables

Exemple 2.48 Déterminer la suite (y,) de premier terme yo et vérifiant ’équq-
tion auz différences :

(n + 2)yn+l - NYn = ("l)nnexP(n)

En I’absence d’un prolongement continu simple du second membre, on reste dans
le cadre des équations aux différences discretes.

On peut remarquer, d’entrée, qu’on a nécessairement y; = 0 et que la suite
inconnue est indépendante de yo. On peut choisir yo = 0, quitte & I’ajouter, en fin
de calcul, a la fonction génératrice g,. La fonction génératrice gy de la suite (y,,)

400
ayant pour dérivée ) ny,e ™, on en déduit la fonction génératrice de la suite
0

(nyn). Donc, en utilisant la traduction des translations sur les suites, on sait écrire

la fonction génératrice du premier membre de I’équation. Pour le second membre,
+o0
. . - . - 1
on obtient cette fonction en dérivant la relation E (-1)me1=9) =
14 el-s

0
Il en résulte que la fonction g, est solution de I’équation différentielle linéaire du
premier ordre F :

1-s

e [gy(s) - g{,(S)} +g,(s) = —(l—fer_;)a

L’équation sans second membre associée admet pour solution générale go(s) =
C(1 - e°) et la méthode de variation de la constante conduit, en posant e~* = v,
3
ev
T (ev+1)2(v—1)

a la relation C'(s) = 5- Une intégration de fraction rationnelle

nous donne :

A o T
C’(s) =A- ee~ s +1 + l—es +Dln(1+ee“’]’

les nombres A, B, D étant définis par
A=(1+e)72, C=e(l4+e)7% , D=21+e)3

En multipliant cette fonction par 1 — e° = —e*(1 — v), on obtient la fonction
+00

gy cherchée. Comme la fonction C(s) est développable en série ) c,v™, son
0

produit par —e*(1 — v) sera du type —cpe® — EE," *d,v"™. Or, en utilisant par
exemple la transformée de Laplace associée & g, qui doit tendre vers 0 & I’infini,
il est nécessaire que cg = 0. On va en déduire la valeur de la constante A. Le
développement du terme logarithmique ne possédant pas de terme de puissance
nulle, on en déduit, en effet : A — A+ C = 0, c’est-a-dire A = (1 — e)(1 +¢€)~2
Il ne reste plus qu’a effectuer le produit de C(s) par 1 — v et & remplacer v"
par v™~!, pour obtenir la suite (y,) cherchée. Comme le logarithme du quotient
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scédent nous donne e’ ln[1 +ev] = -'io(l + (=1)"e™) L on trouve, en
pre 1—v ~ n+ 1) )
14 (=1)remt
posant an = n—+1
1 I 2¢ I
— _1\nn-ns _ _ -
(8) =0 = g DI = o D (o — ann)e”™

On vérifie que le premier terme, a savoir y;, est nul.

2.3.7 Equations différentielles ou intégro-différentielles linéaires
avec retard

Exemple 2.49 On se propose de trouver la solution causale, si elle existe, de
léquation Ey suivante :

V0 - 40 +vle - 1) +U0) [ v)l5 - 20 - e = U0 21 -9)

vérifiant la condition initiale y(0+) = 1.

Il s’agit d’une équation intégro-différentielle avec retard (présence du terme y(t—
1) dans ’équation). On suppose qu’il existe une solution g transformable par L.
L’image G de cette solution vérifie ’équation Ej :

5G(s) — 1 — 4G(s) + exp(—s)G(s) + (2 - %)G(S) = 525 =

s
En vue d’un développement en série, le coefficient de G(s) est mis sous la forme
1+ H(s) exp(—s) ol H est linverse algébrique de s — 4 + 2232, L’équation E,
peut ainsi s’écrire :
s2 —3s+2 s?

s2 §3 — 452 +55-2

G(s) [1 + H(s) exp(——s)] =

s2

s—1)2(s-2)
|s| = +00. On en déduit que p(our |s)| stsez g)rand, en particulier pour Re(s) assez
grand, on aura |H(s)| < 1 et, par conséquent |H (s)exp(—s)| < 1. Il en résulte
que 'on peut développer en série (14 H (s) exp(—s))~!. Finalement, sous réserve
de vérification, la solution peut s’exprimer par :

Le quotient % peut s’écrire : Cette fonction tend vers 0 lorsque

+o0

1 = n exp(—ns)s¥
S expt-n) = 3 - H g

s—1

9(t) =

2n
;. . . . . s
Désignons I'image inverse de la fraction rationnelle (= 1)Hi(s 9 par A,.

La solution, sous réserve de vérification, s’écrit alors :

+o0
9(t)=> ha(t—n)
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Il serait long et fastidieux d’expliciter de telles fonctions. on se contente d’expli-
citer les trois premiers termes de la série qui fournissent d’ailleurs la solution sur
I'intervalle [0, 3[. On a :

ho(t) = U(t)expt
m) = u@-n-Y

—1)%exp(t — 1)
2 —3
ho(t) = U(t—2) [et_z)[% +

+ eM32(t—2) - 48]]

t —1)exp(t — 1) — 4 4+ exp(2t — 2)]

17(t 2)

(t—2)%+ + 32(t — 2) + 48]

En effectuant l'intégrale qui figure dans I’équation Fy, on pourrait vérifier que la
fonction trouvée est bien une solution sur [0,3[. On trouvera d’autres exemples
dans ’exercice 3.39

Remarque 2.13 Toutes les équations traitées précédemment sont linéaires; elles
se rameénent, par utilisation de L, d des équations du premier degré dont !’incon-
nue est l’image de la fonction cherchée. Il n’est pas exclu que certaines équations
fonctionnelles se raménent & des équations algébriques de degré supérieur, voire
des équations non algébriques. Leur résolution explicite reste exceptionnelle. On
trouvera dans lexzercice 3.40 des exemples de ce type, ot on peut exceptionnelle-
ment ezxpliciter les calculs.

2.3.8 Principe de la résolution de certaines équations aux déri-
vées partielles

Les équations étudiées ci-dessus font intervenir des fonctions d’une seule variable.
Pour des équations aux dérivées partielles, I’utilisation de la transformation £ sur
les fonctions de n variables, dans laquelle n — 1 de ces variables sont bloquées,
permet de ramener ’équation étudiée a des équations & un nombre moindre de
variables dans lesquelles s joue le role de parametre. Ces équations sont étudiées,
dans le cadre de la physique, au chapitre 6. Soit, par exemple I’équation aux
DP:

(t )— (t z) - d’g(t, z),

la fonction étant en outre a,squettle a la condition initiale : g(0+,z) = ¢(z) et
3 d’autres conditions, pouvant d’ailleurs dépendre de t, concernant le bord du
domaine d’espace dans lequel a lieu le phénoméne. Si on désigne par Gg(s) la’
transformée de Laplace de t — ¢(t, z), ’équation précédente E; se transforme en
une équation Fs en la variable d’espace z :

2

(s 0*)Ga(a) - (x) = 250 (a)

z
Pour chaque valeur du nombre s, la solution Gs(z) de cette équation est obtenue
apreés le calcul des constantes fonctions de s 3 1’aide des conditions au bord. 1l
restera & trouver image inverse (Cf. Exemple 6.13).




Chapitre 3

Exercices sur les deux premiers
chapitres

Exercice 3.1 (%)

1. Déterminer les abscisses de convergence et les images de Laplace des fonc-
tions suivantes :

t = U(t)(t + 1) sin(2¢)
t s U(t)(t + 1) cos®(2t)
t— U(t) exp(t + 1)(t + 1) sin(2t)

2. Déterminer les originaux des fonctions rationnelles complexes suivantes

F(s) = (s? jf;ls) ?;21_{_ 1)
Pl = 511
F(s) = Si;i—ll
(9= S en(-0) + S ex(-29)

Exercice 3.2 (x*)

Soit la fonction f définie par f(t) = U(t — 1)t~"sint, z étant un réel strictement
positif donné.

1. Montrer, au moyen par exemple d’une intégration par parties, que I’inté-
grale [** f(u)du est convergente.
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2. On suppose z < 1. En utilisant, par exemple, la mlnoratlon || sint]| > sin?
_et une intégration par parties, montrer que l'intégrale [["* |f(u)|du est diver.
gente. En déduire que cette fonction f est Lebesgue—sommable sur R si et seule.
ment si z > 1.

3. Déterminer une fonction causale dont les abscisses de convergence et de
convergence absolue sont distinctes. (Cf. Chapitre 1, remarque 1.2)

4. Soient deux réels a et b vérifiant a < b. Déterminer une fonction causale f
telle que (o(f) = b et ((f) = a.

Exercice 3.3 (%)
1. Soit la fonction f causale telle que, pour tous les entiers naturels n, on ait :
Vi€ [n,n+1], f(t)=n

Montrer que cette fonction est transformable par £ et, soit par un calcul direct,
soit en exprimant au préalable la fonction au moyen de ’échelon-unité et de ses
translatées, calculer sa transformée de Laplace.

2. On se donne deux suites numériques u,, et v,, cette derniére étant stricte-
ment positive et strictement croissante. On considére la fonction causale f telle
que :

Vn,Vt € [vn, Vnta[, f(2) = (-1)"u,

Exprimer formellement la transformée de Laplace de cette fonction f et détermi-
ner les abscisses de convergences (.(f) et (,(f) dans les cas suivants, en discutant,
g’il y a lieu, suivant les valeurs du parameétre :

u, =Inn et v,=n

u, =n% avec a€R, et v,=Inn

up, =n% et v, =In(lnn)

Exercice 3.4 (xx)

On propose de montrer la formule généralisée d’intégration par parties (Cf. Lemme
1.2) Soient une fonction g continiiment dérivable sur [a,b] et une fonction
Lebesgue-intégrable sur [a,b]. On consideére la fonction absolument continue H
définie sur cet intervalle par : H(u) = [* h(t) dt. En considérant les fonctions

tl—)/ u)H (u)du

tes (O H (1) - / 9(u)h(w)du
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montrer la formule suivante :

b -~ b
[ ¢ B du=9®HE - 9@ H @) - [ gwhw

a a

Exercice 3.5 (x*)

En utilisant, par exemple, des fonctions exponentielles, montrer que les inégalités
(1.4) peuvent &tre strictes.

Exercice 3.6 (xx)

Donner des exemples de fonctions f d’abscisse de convergence nulle et dont la
limite en +o0o est infinie. Montrer qu’il en résulte que Iintégrale 0+°° f(t)dt est
divergente et déterminer, dans chacun de ces exemples : lim,_,o F(s), s étant réel
(comparer avec le résultat de la proposition 1.13, 1)).

Démontrer, de fagcon générale, que si f(t) > 0 et limy4o f(t) = +o00, alors
lims_0 F(s) = 4+o00. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 3.7 (%)
(x) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f telle que

sint — tcost

1) =u®)==;

. . c s , sint
Une premiere méthode consiste & chercher la transformée de U (t)——-t—— au moyen

d’une primitivation pour en déduire ensuite la transformée de ¢f(¢).
Retrouver le résultat en cherchant d’abord une équation différentielle vérifiée par
g et en transformant cette équation différentielle par L.

Exercice 3.8 (x*)

1) Soit la fonction f telle que
10 = U6)[25in(vA) — 2(/8) cos(v)|

Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients non constants. En déduire une équation différentielle dont I’image
F de f est solution. Résoudre cette équation sur I’axe des réels positifs. En dé-
terminant ensuite la limite de 22 F(z) en +0o au moyen d’un passage a la limite
sous une intégrale, expliciter complétement la fonction F. En déduire I'image de
Laplace de 2(t) sin(v/t).

2) Soit la fonction f définie par f(t) = U(t)t~>/2exp(—1). Montrer que f est
solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients poly-
némiaux simples. En déduire une équation différentielle du second ordre vérifiée
par I'image de Laplace F de f. Intégrer cette derniére équation en utilisant la
variable u = 4/s. Aprés calcul de deux constantes (I'une d’entre elles, grice a
un théoréme de valeur initiale et & la valeur connue I'(1/2) = 4/7), trouver la
transformée de f. Comparer avec I’exemple 2.17 et la formule 2.18.
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Exercice 3.9 (x)

Dans les exemples 2.8 et 2.9, on a déterminé des transformées de fonctions de Bes.
sel par utilisation de développements en séries entiéres. On utilise ici I’équation
différentielle admettant parmi ses solutions la fonction J,,. Il s’agit de :

a) Trouver, en utilisant Jo(0) = 1, la transformée par £ de cette équation pour
n = 0. La solution de ’équation transformée fait intervenir une constante ¢
multiplicative. Déterminer cette constante a ’aide du corollaire 1.4 et la relation
Jo(0) = 1. En déduire la transformée de UJy(t).

b) En utilisant la relation J; = —J}, déduire de ce qui précéde la transformée de
Ji.

Retrouver cette transformée par la méthode du a) sachant que J1(0) = 0 et
J1(0) = 1/2. Cette fois, 1’équation transformée est du second ordre, mais in-
compleéte et on déterminera les deux constantes en utilisant les deux conditions
initiales précédentes.

c) Trouver 1’équation différentielle vérifiée par Jo(\/f) et la transformée de cette
équation par £. Retrouver ainsi le résultat de ’exemple 2.8.

d) Trouver I’équation différentielle vérifiée par f ot :
£\ (A-1)/2
fo=u@(L)" Baeva
Par la méthode utilisée précédemment, déterminer I'image L(f).

Exercice 3.10 (xx)

Retrouver le résultat de 'exemple 2.18, dans le cas A > —1/2, en utilisant le
développement en série de la fonction f définie par f(t) =U (t)t’\J A(t). Dans
cette situation ou la série n’est pas, & vrai dire, une série entiére, on justifiera la
commutation de 'intégrale de Laplace et de la sommation de la série.

Exercice 3.11 (x**)

a) En application d’une proposition analogue a la proposition 1.17 et comme dans
I’exemple 2.12, déterminer 'image de Laplace de £((t) sinv/%).

b) Déterminer également 1’image de U (t)t*L%(t) et retrouver ainsi le résultat de
Pexemple 2.21. Pour cela, on développe en série la dérivée d’ordre n de potne=t
et on montre qu’on peut prendre les images de Laplace terme & terme de la série
obtenue en multipliant la série précédente par ef. On trouve ainsi une série de

puissances de qu’on peut calculer.

s—1



119

¢) On admet la formule, valable pour —1/2 < Re(v) < 1/2 (CL[[29]]) :

sin xt

400
( ) nt) = fr(1/2-y)/ EnT

A laide de cette formule, retrouver par un calcul direct, le résultat de ’exemple
9.18 (formule (2.19)) sur I'image de la fonction ¢(t)t"J,. Aprés avoir commuter
une intégrale et £ et utiliser la transformée de Laplace de U(t) sin(zt), on sera
+o00 ('ll, 1)—u+1/2
cette derniére, on peut, dans le champ complexe coupé suivant la demi-droite des
réels z tels que z > 1, utiliser le théoréme des résidus en choisissant un contour
formé de deux arcs de cercles de centre z = 1 et deux segments qui viennent
g’identifier & la limite aux deux faces (supérieure et inférieure de la coupure. On

se servira en fin de calcul de la formule des compléments de I' (Cf. Annexe 2) :
T

TAT(1-A) = (T’

Peut-on ensuite prolonger la formule obtenue pour d’autres valeurs de v ?

amené a calculer une intégrale du type du. Pour calculer

Exercice 3.12 (%)

a) En utilisant la formule (Cf. annexe 2), Jo(t) = 5= 02" exp(itsin(6)df et en
échangeant deux intégrations, ce que I’on justifiera, déterminer I’image de La-
place de U(t)Jo(t),

b) On admet, comme dans I’exercice précédent et, toujours sous la méme condi-
tion :—1/2 < Re(v) < 1/2, la formule concernant la fonction de Bessel de
deuxiéme espece (Cf. annexe 2 et [[29]]) :

coszt

+o0
(2) v = \/_F(1/2 —v) / (2% — 1)u+1/2d"”

On se contente du cas v = 0. Montrer qu’on peut commuter £ 3 cette intégrale
et qu’ainsi "image de Y est définie par l'intégrale :

s [to° 1
—— / dz
TJ1 (24 2?)Vz?-1
Calculer de fagon élémentaire cette intégrale en utilisant le changement de va-
riable : z = ché.
Montrer ainsi que :

[log(s +Vs?2+ 1)]

L(Yo)(s) = _n_—s%\/_ﬁ

Exercice 3.13 (%x)

Propriétés des transformées de f(vi2 — a?)
1) Dans la proposition 2.2 (Cf. Exemple 2.24), on a vu que I"image inverse de la
fonction F définie par F(s) = [[s2 + 1)~1/2] exp(—a[[s? 4 1)1/2]) est la fonction f
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définie par f(t) =U(t — a)Jo(Vt? — a?).

2
a) En utilisant ’équivalence en +oo : Jo(t) ~ ‘/Ecos(t - %) (voir annexe

2), montrer que l'intégrale ["° Jo(v/t2 — a2) est convergente et, & Iaide de Iy,
proposition 1.14 (formule 1.11), trouver la valeur de cette intégrale.

b) Déduire de a) la transformée de Laplace de U(t — a) f;+*° Jo(VuZ — a?) du.
2) On propose I’étude des images des fonctions : ¢ = [3 Jo(v#? — 22)g(z)dz oy
g est une fonction de £4 d’abscisse de convergence inférieure ou égale a 0.

a) En utilisant la formule de Fubini, pour laquelle on formulera des hypothgseg
de validité concernant la fonction g, montrer la formule suivante ol G' désigne I

transformée de g :
t
L(tm / Jo(VE — ) g(z)ds = (s + 1) 12G(v/sT £ 1)
0

b) Trouver la formule analogue en remplacant Jy par Ip.
c) En utilisant ’exemple 2.8, déterminer I'image de Laplace de U(t)Jo(2v/tz) puis

celle de U(t — z)Jo(24/2(t — z)).

En déduire, a ’aide de la démarche utilisée précédemment, ’image de Laplace de
t— fOtLI(t - 2)Jo(24/z(t — z))g(z)dz & l’aide de G.

Déterminer de méme I'image de t — fotU(t —2z)Io(24/z(t — z))g(z)dz & I’aide de
G.

Exercice 3.14 (x)

1) Déterminer la transformée de Laplace de la convolée des fonctions f et g
suivantes et en déduire ’expression de leurs convolées :

f() =U(t)t*sint,  g(t) = U(t)tcos(t)

f(t) =Ut)t? exp(t - 1), gt) =U(t - 1)texp(2t — 1)

2) A P'aide d’une convolution, prouver, pour tout ¢t > 0, la relation suivante :
¢
/ Jo(v)J1(t — u)du = Jo(t) — cost
0
3) Déterminer de méme les convolées suivantes; JoxJo, Jo* J—"t@ lorsque v > 0,

Igx Iy, Jyx ﬁ’;@ lorsque v > 0, Ip* %@ lorsque v > 0 et sht % sht.

Exercice 3.15 (x)

En utilisant les fonctions citées dans les remarques 1.2 et 1.3, comparer les abs-
cisses de convergence de fonctions et celles de leurs dérivées.

Exercice 3.16 (%x)

Transformée de Laplace de f(at) lorsque a est complexe
1) On commence par le cas particulier de () sint.
Soit @ un nombre complexe, tel que Re(a) > 0 et Sm(a) # 0. On suppose
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s=z+iy=re®avecz >1lety<O0.

a) Appliquer le théoréme de Cauchy & la fonction z — G(2) = (sin 2)e™** et au
chemin complexe composé d’un arc de cercle Cr de centre O et de rayon R > |q]
et de deux de ses rayons, I'un étant placé sur ’axe des réels et ’autre passant par
Je point m d’affixe a.

b) Montrer ensuite que limp_, 4o fCR G(2)dz = 0. Pour cela, la variable d’in-
tégration étant 6, on prouvera que |sinz| < ch(Rsinf) et on majorera e~
par une exponentielle réelle du type e~F%0 oll 2o > 1 est & préciser en fonction
des données. En déduire qu’on peut choisir R assez grand pour que 'intégrale
considérée ait la limite nulle.

c) En déduire, sous ces conditions, une relation entre les images de Laplace de
U(t)sint et de U(¢)sin(at). On prolonge ensuite analytiquement l'image de La-
place de U(t) sin(at) dans son demi-plan d’existence. Vérifier la formule obtenue
en utilisant les formules d’addition du sinus.

2) Reprendre le calcul précédent lorsque a = <. Retrouver ainsi 'image de ¢ (¢)sht
lorsque s appartient au demi-plan II;.

3) On suppose a présent que f(t) = U(t)t™"g(t), 'exposant v vérifiant v < 1 et
la fonction g étant la restriction & R d’une fonction holomorphe dans un ouvert
Q de C. On suppose que cet ouvert contient ’angle A de sommet O et dont
les cotés sont, d’une part ’axe des réels positifs, et d’autre part la demi-droite
A issue de O et passant par le point m d’affixe ¢ = a + ¢6. On suppose enfin
que, pour tout z appartenant & un domaine V' du champ complexe, l'intégrale

z7"g(u) exp(-—iaﬁ)du, ou C(R) est un arc de cercle de centre O et de rayon

C(R)
R, tende vers 0 lorsque R — +o0.

On pose F(u) = u~"g(u) exp(— ).

En appliquant le théoréme de C%.uchy 3 un contour du méme type que le pré-
cédent, mais qui evite le passage par le point O, puis des passages a la limite,
montrer que :

Ve € V, L(f(a)(2) = 26(5)

4)a) En utilisant une équivalence pour Jo(t) au voisinage de +oo (Cf. annexe 2),
+oco

montrer la convergence de / Jo(t) exp(izt)dt.
0

400
b) En admettant que la fonction z Jo(t) exp(—=zt) soit continue au point

z = —z, calculer l'intégrale précédenteoen fonction de 2.

¢) On considére la fonction complexe G définie par G(z) = Jo(2) exp(izs) et un
contour fermé du plan constitué par le bord d’un secteur circulaire de sommet O,
de rayon R et d’angle Z. Montrer qu’on peut majorer la fonction o(2) sur I’arc
de cercle de ce contour par chR et qu’on peut choisir le nombre complexe s dans
le demi-plan Iy de fagon que l'intégrale de G sur cet arc de cercle tende vers 0
lorsque R — +o0.

. +oo
En déduire une relation entre I'intégrale précédente et / Io(t) exp(—st)dt sous

0
Cette condition portant sur s et, en utilisant le prolongement analytique, déter-
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miner 'image de Laplace de U(t)Io(t) (ou plutét, vérifier).
5) A partir du résultat de ’exemple 2.19 sur I'image de la fonction % (t)J, (t), oy
v > —1, déterminer I'image de Laplace de la fonction U(t) I, (¢).

Exercice 3.17 (xx)

Soit a ’abscisse de convergence absolue supposée finie d’une fonction f apparte.
nant & £4. Montrer que, pour tout complexe s vérifiant : Re(s) > a, 'intégrale

F*t1f(t)e~*tdt est absolument convergente. En utilisant alors le théoréme de
dérivation complexe sous le signe intégral des intégrales dépendant d’un para-
meétre complexe, démontrer ’holomorphie de la transformée de Laplace lorsque s
est supérieur & I’abscisse de convergence absolue.

Exercice 3.18 (%)

On suppose qu’au voisinage de 0, on ait ™7 f(¢) = ao + ait + ...+ t"A,(t) ot
A, est borné pour t < ¢y et p > —1, En reprenant la démarche de la proposition
1.16, montrer que :

n—1

F(s) =Y al(p+k+1)s77*1 4 Bs™~""! + O(exp(—sto))
0

Appliquer au cas des transformées de t*Jy et de J).
Exercice 3.19 ()

Comportement au voisinage de ¢t = 0 de ’exponentielle intégrale

Ce comportement est étudié, d’une part de fagon directe, d’autre part a I’aide de
P’amélioration de la proposition 1.16 obtenue par ’exercice précédent.

On rappelle la définition de la constante d’Euler :

1

1
3+---+;z-—lnn)

y= lim (1+%+

n—+00
Par ailleurs, on pose :

n — — n 1 —v _ o0 —v
7n=/ [M]dv—lnn, C=/ ¢ 1dv+/ ¢ _dv
0 0 1

v v v

1) Montrer la formule (par récurrence, par exemple) :

/Ol[t—%ﬂ]duz1+1/2+1/3+---+1/n,

En déduire, au moyen de calculs simples, que : lim +, =+.
n—++o00

2
2) En étudiant, par exemple, la fonction v — 1 — z_ e’(1- Ei)n, dont le signe
n

P . iy U\ (n- SR
de la dérivée s’obtient en considérant e”(1 — ;)(” 1) _ 2, montrer I'inégalité :

2
0<e™(1- %)“ < e"”%. En déduire que C+ v, =+ 0d’ou: C = —7.
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1 v
3) On pose f(t) = —Ei(—t). En écrivant : f(t) = / e—Q;—dv+ f(1) et en utilisant
¢

Je résultat précédent, montrer que :

had -1 k—ltk
f@)+Int+y= Z(__zk'—
- !

4) On se propose de retrouver le développement précédent en supposant connue
'image de Laplace de I’exponentielle intégrale.

Pour cela, on suppose qu’un tel développement au voisinage de 0 existe et on

écrit I'image de f donnée dans I’exemple 2.15 sous forme de la somme de Ins

s
dont on connait ’image inverse et d’une fonction que I’on peut développer en
série asymptotique de s au voisinage de 4-oco. En appliquant a cette fonction les
résultats de I’exercice précédent,donner la conclusion.

Exercice 3.20 ()

On se propose de reprendre la proposition 1.23 avec un terme logarithmique. Soit
donc F possédant sur la frontiere A, de son demi-plan d’holomorphie II, un seul
point singulier so, au voisinage duquel F admet 1’équivalent lorsque 0 < v < 1:

F(s) ~ K(s— s0)"[log(s — so)]

Les hypothéses i) et ii) de cette proposition sont conservées. On veut obtenir, non
un développement asymptotique, mais simplement un équivalent de l’original f

au voisinage de l'infini.
1) On suppose établi, L étant un lacet bordant la demi-droite issue de sp translatée

K

de I'axe des z négatifs, que : f(t) ~ %in / exp(st)(s — so) “[log(s — so)]ds. En
L

utilisant un changement de variable ramenant le lacet a un lacet Lo autour de

'axe des z négatifs, montrer :

K
f(8) ~ o exp(sot)t ™ (calnt + co),

ol ¢y = / 27V exp z[logzldz, ¢ = / 27V expzdz = —2i7r——1—. Calculer
Lo Lo I'(v)

ensuite cg, en dérivant c;, par rapport 3 v, sous le signe intégral.
2)Généraliser au cas ot F(s) ~ K(s — so)7¥[log(s — s0)]* ol n est un entier
strictement positif quelconque en faisant apparaitre dans le résultat des dérivées

successives de —— par rapport a v. Voir ’exercice 3.23.

I'(v)
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Exercice 3.21 (xx)

On compléte la proposition 2.3 dans I’exemple 2.25 en prouvant l’egahte de f 3
une fonction de Bessel.
a) Montrer, en utilisant une homothétie sur la variable d’intégration que :

/Lexp(tz) [Z_’\] exp(—g)dz = [-2] w /Lexp (\/E[u - %Dz_:‘

1,, du .
b) On pose : g(t) = / exp[(t/2) (v — ;)]W Montrer que cette fonction es

deux fois dérivable et que les dérivées s’obtiennent par dérivation sous le signe
intégral. Montrer aussi que g vérifie I’équation de Bessel, & savoir : g”+ (1/t)g'+
1- (/)=

Pour cela, en posant v = (¢/2)(u—(1/ u)) et en faisant une intégration par parties,
on montrera que : I(g) = 4(¢” + g) s’exprime par :

I(g) = /L <(u— —)? +4) [uﬁl] / (1+u7?) (ul"\ +u')‘_1) du
-2 He [ul_’\ + u-HHL + [ e (= 1w+ (o pun) du]

Montrer ensuite, en utilisant la croissance comparée, que e’ ~ e‘*/? et en déduire

que le crochet précédent est nul. Terminer en faisant apparaitre g’ dans ’expres-
sion de 4(g + ¢”) par une autre intégration par parties.

c)En déduire que, pour tout A > 0, g(t) = 2inJ), , puis retrouver le résultat de la
proposition 2.3.

d) Dans le cas ol A = n, montrer que l'intégrale sur le lacet se réduit a I'inté-
grale sur le cercle C,. En déduire, en utilisant le théoréme des résidus, qu’a un
coefficient prés, la fonction g est le coefficient de v~" dans le produit des déve-
loppements en série de exp(tu/2) et de exp(—t/2u). En déduire, par utilisation
du développement en série entiére classique que, dans ce cas, on a g = J,,.

Exercice 3.22 (x*)

Déterminer dans 1’exemple 2.30 I’expression du reste Sy et en déduire au voi-

sinage de t = 0 le développement limité & I’ordre N — 1 de I'image inverse de
[s'/7]

2_|_a2

Laplace de s — F(s) =

Exercice 3.23 (xx)

On conserve les hypotheses de la proposition 1.23 4 ’exception de 1’écriture de
la fonction F qui s’exprime & présent par : f(2) = [log](z — 20)G(z) ol G est
holomorphe dans le plan.

En utilisant la formule d’inversion et les techniques de la démonstration de cette
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proposition, montrer que I'image inverse de Laplace f de F' admet le développe-
ment asymptotique lorsque ¢ — +o0 :

+o00 .
£) ~ 3 (-1)"G™ ()t

Exercice 3.24 (xx)

Cet exercice reprend quelques détails de ’exemple 2.24.

A) Soit w(t) = / i cos [(t((sin 6)(cha) + (cos ) (sh(a)]jl.dé?.

—r/2
a) Montrer la relation :

/2
w(t) = / cos [(t(sin 0) (choz)J do

—m/2

b) Etablir que la fonction w est dérivable et que sa dérivée s’obtient en dérivant
sous le signe intégral. Montrer que cette dérivée est nulle.

En déduire la formule : w(t) = 7Jo(2).

B)Justification de la deuxieéme méthode utilisée dans I’exemple 2.24 :

1) Etude d’une transformation complexe g; inversible

Soit la transformation complexe qui, & tout z associe u = %(z + [(#® + 1)1/ 2,

2u
En posant v = —on est ramené a 1’étude de la transformation g telle que :

v=g(2) = (z+[(2* 4+ 1)*?]. Les points invariants de g sont les points de
branchement ¢ et —z.

a) Montrer que tout complexe s admet en général deux antécédents v; et vy qui
sont solutions d’une équation du second degré que ’on écrira.

b) Les relations qui en découlent peuvent étre exploitées géométriquement a 1’aide
des propriétés du quadrangle harmonique. Pour cela, soient m' et m” les images
de vy et vy.

Montrer que :

~|(0%0om) + @,O_m”)] =

Montrer que Oy est bissectrice de ’angle (O_)m' , O—_?m’ ).

En prolongeant la droite (Om') jusqu’a son intersection y avec le cercle C passant
par les points A, A’ et m/ d’affixes ¢, —i et u;, montrer que : Om’.Ou = OA.OA’ =
l et en déduire que m” est le symétrique de u par rapport & Oz.

En déduire que le point d’affixe s est le milieu m du segment [m”m’] (Cf. figure(1)
ci-apreés).

¢) On prend désormais m’ dans Iy et on pose v = vy. Lorsque, u est réel, les trois
Points notés alors mo, mj, mj sont alignés sur ’axe des réels et, © étant Pabscisse
demo,onau=x+\/w2+let vo =2 —+vVa?+1.

L’application g1, restriction de g & Ilp vérifie alors : g;(m’) = m, ou g;(u) = s.
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On note d’abord : 2v = s+ w et 2v; = s — w, d’olt w = u — v3. Montrer que
droite (m'm) est la bissectrice d de ’angle (071, (Tﬁ)

En déduire la construction suivante :

Le point m étant donné, déterminer d puis le cercle C. Montrer que le point
est celui des points d’intersection de d et de C' qui est dans Ilp. L’application
telle que h(m) = m’ ainsi définie est I'inverse de g;. Il est ainsi établi que g; est
inversible ; c’est, par ailleurs un difféomorphisme.

2)Tranformée par g; d’une droite paralleéle a I’axe des y

a) Soit Ay la droite d’équation z = ¢/, lieu géométrique du point m’. A chacun
des points m’ de cette droite, on associe ( voir ci-dessus) le point m = g;(m/).,
Soient p,p’,p” lesprojections des points m,m’,m” sur I’axe des y. (Cf; figure
(1)). Lorsque m' s’éloigne & l'infini sur Ay, montrer, en considérant les angles
(O_g,)/, (W) et (Om”, @) et en utilisant le fait que p” reste sur [AB], que p"m” —
0.

b) Montrer, par ailleurs, la formule :

(1/2)(p'm’ + p"m") = (1/2)(c' + p"m") = pmm.
/

En déduire que lim pm = 92— et que le point m décrit la courbe ¢1(Ay) = Ye'fa
qui a I’allure décrite sur la figure (2) et qui admet pour asymptote A./,.
3) Déformation du contour A,
Le nombre ¢ > 0 étant choisi arbitrairement, on pose ¢’ = 2c¢ et on considére
la courbe 7, admettant donc A, pour asymptote. On considére un contour de
Jordan T', utilisant, d’une part, les parties de v, et A, comprises dans la région
ly| < o et, d’autre part, deux segments horizontaux [e, 8], [¢/, 8] d’ordonnées
+o. En utilisant le théoréme de Cauchy, montrer que :

st _ _1_ st
e F(s)ds= Sim %e F(s)ds

vVt >0, f(t)

= 5 I,

y m'

Figures 2.22

Figure (1)

M8 Figue (2)
4)Fin des calculs On suppose établi que la fonction f est nulle pour ¢ < a (Voif

les détails dans I’exemple 2.24).
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En effectuant le changement de variable s = g1 (u), montrer que :
/ e F(s) ds = /A exp[(1/2) (v — 1/u)t — (a/2)(u + 1/u)%t-
c 2c

Pour se ramener 3 une intégrale connue, on pose : y = (1/2)(¢t — a). Montrer

ue :
! (2 = a?). dy

f0)= [, ewly- EhH%
2¢c

En comparant avec la formule de la proposition 1.21, pour n=0, conclure au

résultat :
Vt > a, f(t) = Jo(V1? — a?)

Exercice 3.25 (x*)

1. Déterminer 'image inverse de la fonction s — (s) = exp(~ [(s2 + az)%]
Pour cela, on considérera la dérivée de F', le quotient par s de cette dérivée
et on utilisera la relation J§ = Jy. Pour tenir compte du fait que la fonction
U(t — a)Jo(Vt? — a?) n’est pas dérivable, on lui retranchera une fonction
convenable, de fagon & pouvoir appliquer le théoréme sur la transformée
d’une dérivée.

2. Déterminer I'image inverse de s — F(s) = [[s2—1)~1/?] exp(—a[[s?—1)'/?)).
On donnera deux méthodes, 'une d’elles étant analogue a celle de I’exemple
2.24, autre s’appuyant sur les résultats de I’exercice 3.16.

3. Déduire du résultat précédent I'image inverse de s — exp(— [(32 - 1)'21‘]

Exercice 3.26 (x)

Injectivité de £ Montrer que si f; et f, sont deux fonctions continues sur
[0, +o0[ appartenant & L4 ont deux transformées de Laplace qui coincident sur
un certain demi-plan de C, alors, ces deux fonctions sont égales. Dans le cas ou
les deux fonctions sont seulement dans L4, que peut-on dire de cette égalité?

Exercice 3.27 (%)

a) Résoudre le probleme de I’exemple 2. 35 par une méthode élémentaire.
b) Déterminer, par utilisation de la transformation L, les fonctions solutions des
équations suivantes, obéissant en outre aux conditions initiales précisées :

y" + 2y +y=U(t)t*exp(-t), y(0+)=y(0)=1

V' + o 4y =U®) [t exp(t) + exp("%) COS[%/E], y(0+)=0,4'(0) =1

Y — 4y” + 4y = U(2)[t? exp(2t) + t° exp(~1)]
avec y(04+) =y'(0+) =y (0+) =y”'(0+) =1

¢) Rechercher, par des méthodes élémentaires, les solutions des trois problemes
différentiels précédents.
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Exercice 3.28 (x)

Trouver, par les moyens élémentaires, la fonction g solution de 1’équation diffs.
rentielle (Cf. Exemple 2.36) :

Y —y=f(t) avec f(t)=¢" sur [0,1] et f(t)=e€"" sur ]2,+4o,

avec les conditions initiales : g(04+) =1,¢'(04+) = —1.
Résoudre le méme probleme lorsque la fonction f est telle que :

f(t) =t*exp(t) sur [0,1] et f(t) =t>exp(—t) sur ]1,4o0[
g(t)=1 sur ]1,4o00[, h(t)=-exp(4t) sur ]1,+o0[.
Exercice 3.29 (x)

Trouver la fonction ¢ solution de ’équation différentielle : y(#) —y = f (t) ou f
est la fonction définie par :

VneN, f(t)=¢, sur [2n,2n+1]quadet f(t)=0sur ]2n+1,2n+72]

obéissant en outre aux conditions : g(0+) = ¢’'(0+) = ¢”(0+) = ¢""(0+) = 0.
On utilisera deux méthodes : en reprenant la résolution de ’exemple 2.37 puis la
formule d’inversion , d’autre part, par des moyens élémentaires en procédant de
proche en proche.

Exercice 3.30 (x)

Résoudre le systéme d’équations, avec les conditions initiales : z(0+4) = y(0+) =
1:

¢ = 2z — 3y + U(t)texp(4t)

Y = y — 2z + U(t)t?exp(-t)
Exercice 3.31 (%)

On définit les fonctions causales f, g, h par :
ft) =g(t) =texp(2t), h(E)=0 sur [0,1, A(t) =expt sur ]1,4o0

Résoudre le systéme d’équations, les conditions initiales étant z(0+) = 1,y(0+) =
2(0+)=0:

= =z + 3y — 3z + f()
y = ¢ + 3y - z + ¢(t)
Z = -2z + 2y + h(t),

Exercice 3.32 (x)

Résoudre le systeme d’équations qui suit, les conditions initiales étant :

2(04+) =y(0+) =0, 2'(0+)=1, y'(0+)=-1

g’ = -y + 3z + U(t)tcost
y" 4z’ - 3y + U(Y)tsint
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Exercice 3.33 (%x)

a) Résoudre le systeme suivant d’ordre 1, assorti de conditions initiales données :

ty + 2 + 2 = UR)(-1)é
Y - z = Ut)e™

Jes conditions initiales étant z(0+) = y(0+) = y’'(04+) = 0.

b) Résoudre, de méme, le systéme du second ordre, les conditions initiales étant

lles :
nu {y — tZ”-[-Z,-I'tZ

2 — __ty” _ yl - ty
Exercice 3.34 (%)

La fonction f étant causale et transformable par £, on considére 1’équation dif-
férentielle E; linéaire du second ordre a coefficients variables dont le coefficient
de y” s’annule au point t =0 :

(& + 20y — (& — 4t - 8)y' — 3ty = £ (1)

On suppose des conditions initiales arbitraires : y(0+) = a, y'(0+) =b.

a) Déterminer 1’équation transformée de E; par £. Montrer que I’équation ho-
mogene associée admet une solution particuliere du type s — s ot n est un
entier. En utilisant le changement de fonction inconnue Z = s%Y (s), ramener la
résolution de I’équation F; 3 celle d’une équation du premier ordre.

b) On suppose que f(t) = U(t)sint. Résoudre alors le probleme en discutant
suivant les valeurs de a et de b.

Exercice 3.35 (x*)
btra—1 ebttﬁ—l
Déterminer la convolution des deux fonctions; m et de m

En transformant ’intégrale de convolution précédente par un changement de
variable, montrer que Iimage inverse de 1 est : —l—erf (Vat).
' ~ sv/s+a Va

Exercice 3.36
(t+0)y” + (a1t +b1)y’ + (ast +b2)y =0
a) Transformer 1’équation par L.

b) On suppose : b = 0. En désignant les racines de s? + a;s + a2 = 0 par o
et 8 et en posant (o — 8)p = by + b2 et (—a+ B)q = b1 + by, montrer :

Y(s)=(s— )P (s = pB)7! [A + (1 - b1)y(0) /Os(w —a)7P(w - F)"dw

Etudier alors I’ensemble des solutions Y (s) acceptables comme images de Laplace
de fonctions dans les cas suivants : by < 2, by = 1 et b; > 2. Dans ce dernier cas
discuter I’existence d’une solution suivant la valeur de y(0+).

¢) On suppose que b # 0. Montrer que, pour qu’il existe des solutions qui soient
des transformées de Laplace, il est nécessaire que b < 0. Reprendre alors la
discussiob précédente.
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Exercice 3.37 (xx)

Déterminer les fonctions causales transformables par £, qui sont solutions des
équations différentielles suivantes avec retard en vérifiant des conditions initiajeg

quelconques :
y'(t) - 2y(t - 1) =U(t)e

v () -yt - 1) =U@r
Exercice 3.38 (x)

Résoudre équation intégro-différentielle suivante ol y vérifie y(0+) =1 :

y'(t) +2y(t) - /ot y(u) [cos(t —u) —exp(t - u)] du =U(t)tsint,

Exercice 3.39 (x)

a) Une suite causale u = (u,) étant donnée, on définit, sous réserve que z soit
a D’extérieur d’un certain cercle, la transformée en Z de la suite par la série :
Z(u)(2) = 3 un2~". Montrer que la transformée en Z de la convolée u % v de
deux suites causales est le produit des deux transformées en Z.

A Paide de cette notion, trouver la suite causale u telle que :

Yn >0, Uy — Tthp—1 + 10U,_g = 160

On déterminera la transformée en Z de la suite causale du second membre et on
interprétera le premier membre comme le résultat d’une convolution.

Résoudre également en considérant cette équation comme une équation fonction-
nelle aux différences, le second membre étant remplacé par la fonction f, causale
définie par :

YneN,Vte[n,n+1], f(t)=n

On utilise alors la transformation de Laplace.
b) Résoudre 1’équation linéaire aux différences discrétes avec coefficients va-
riables :

(n+2)ynt2+ (n+ yn =0,

les premiers termes étant définis par : yo =1,y = —1.
¢) Résoudre (n 4 1)ynt1 + (an + b)y, = 0, la condition initiale yo étant donnée.
d) Résoudre (n+2)yntz + (n— 1)y, = 0, les deux premietrs termes étant donnés.

Exercice 3.40 (%x)
a) Résoudre 1’équation différentielle avec deux retards, les conditions initiales
étant y(0+) =y (0+)=1:

y(t) + 2y (t — 1) — 3y” (¢ — 2) = U(t)e’sint,

On utilisera des développements en série de la variable se™.
b) La fonction f étant causale, indéfiniment dérivable et de dérivées appartenant

toutes & Lq et le trinéme bz? + az + 1 n’ayant que des racines réelles, résoudre
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péquation : y(t) +ay’ (t—1)4by”(t —2) = U(t) f(2), les conditions initiales étant

nulles.
c) Résoudre ’équation intégrale avec retard :

y(t) +U(1) /Oty(u) sin(t — v — 1)du = U(t) cost,

Exercice 3.41 (%)
¢

. . sin(2t
a) Résoudre ’équation : y(t) — U(¢) / y(w)y(t — v)ydu = U () —— ( )
trera, malgré les deux solutions qui apparaissent dans l’equatlon transformeée,
Jaquelle est du second degré, qu’il n’y a qu’urne seule solution y pour I’équation
donnée. Remarquons qu’a l'aide des distributions (Cf. chapitre 5), la méme
équation aurait deux solutions.
b) Résoudre de méme I’équation :

. On mon-

2 2

Ut /0 y(w)y(t — u)du = 2y(t) + U(¢) \/7% [exp(—a?) - exp(——)

Exercice 3.42 (%x)

Validation de la formule d’inversion dans les exemples 2.27 et 6.14.
ch(z(s)1/?)
ch(L(s)!/2)
dans ’exemple 2.27. On suppose que z € II, ou b > 0. Calculer les parties réelles
et imaginaires des cosinus hyperboliques qui sont au numérateur et au dénomina-
teur de la fonction F' et en déduire les modules a I’aide des fonctions circulaires
et hyperboliques des parties réelle et imaginaires. En déduire la majoration :
IF(s)] < ch(z+/]s] cos(8/2)

= sh(L+/]s[cos(6/2)

conditions du théoréme 1.4 d’inversion sont remplies.

Exercice 3.43

Cette utilisation réclame la majoration de |F(s)| = | | avec z < L,

ou @ est 'argument de s. Montrer alors que les deux

Les fonctions d’erreur et d’erreur complémentaire sont définies par :

erf(t) \/_/ exp(—u?)du, erf.(t) =1 — erf(t)

a) Montrer que, a étant un réel positif, I’abscisse de convergence de erf(at) est
nulle. Montrer, en utilisant d’abord la commutation de £ et d’une intégrale et
en faisant apparaitre un carré dans ’exposant de l'intégrale restante que I'image
de cette fonction est définie par :

F(s) = Sexp(S)erto ()

b) Trouver les images de Laplace des fonctions suivantes :

%erf(\/ﬂ), ot I:\/% - beb2terfc(b\/£):| , —\gjﬁ\c}_‘;\—t/——a-—t, f;erf(\/ﬁ)
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—a? /4t ae-a2/4t
et de ———
vt 2/mtd

déduire 'image de Laplace de la fonction f définie par :

F(t) = & tHeberf, (b\/ + f)

c¢) Déterminer les images de Laplace des fonctions

Exercice 3.44 (%)

. 1
Montrer que la fonction h définie par h(z) = 1 + o est une transformée de

Laplace. Méme question pour les fonctions T et tan(z~%) (On pourra se

servir du théoréme 1.6).

Soit F' une transformée de Laplace d’une fonction continue. Montrer que leg
F(z) F(z)

z+ F(2) &= F(2)
Exercice 3.45 (x)

fonctions z — sont des transformées de Laplace.

Fonctions de Thomson z — ber(z) et z — bei(z)

Ces fonctions interviennent dans la résolution de problémes de diffusion de la
chaleur. On pose pour z € R : ber(z) + ibei(z) = Jo(z exp(%). En utilisant
le développement en série entiere de Jy, déterminer les développements en séries
entiéres des fonctions réelles : z +— ber(z) et = — bei(z). On prolonge ensuite
dans tout le champ complexe au moyen de ces séries dont le rayon de convergence
reste infini.

De fagon plus générale, on pose également : ber,(z) + ibei,(z) = J, (= exp(Z
ce qui permet de définir ces fonctions sur C.

2) Montrer que les abscisses des fonctions ¢ — ber(2v/) et t ~ bei(2v/%) sont

nulles et que leurs images de Laplace sont respectivement : cos(;) et sin(;).

3im )

Exercice 3.46 ()

En appliquant la formule d’inversion et en utilisant un contour convenable, trou-
ver I'image inverse de (1/s)th(s/2). La somme des résidus se présentant, a priori,
sous la forme d’une série divergente, il est possible, en regroupant les termes deux
par deux, de donner le résultat comme la somme d’une série trigonométrique.

Exercice 3.47 (x*%)

(83— 1)"1/ 3
(s3+1)

Dans cette formule, on précise la définition, dans ce demi-plan de la "racine cu-

bique” : (s° — 1)!/% = |s® — 1|"/3exp(4(61 + 0 + 05)) ot les arguments 6 des

trois facteurs s — 1, s— exp(z“’), s — exp(%X) sont tous trois compris entre

—m/2 et /2

a) Montrer que F' est holomorphe dans ce demi-plan ouvert II; et qu’on peut ui

appliquer la formule d’inversion que la formule d’inversion est applicable & cette

fonction F. On désigne par f I'image inverse de F. Préciser la formule intégrale

Soit la fonction F' définie dans demi-plan Re(s) > 1 par : F(s) =
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définissant f. Donner les trois premiers termes du développement asymptotique

de f au voisinage de t =0

b) Montrer qu’on peut prolonger analytiquement la ”racine cubique” précédente

dans tout le champ complexe privé d’une coupure vy constituée de trois segments

dont I'une des extrémités O est commune, les autres extrémités étant respecti-

vement placées aux points d’affixes 1, j = exp(4r), ;2= exp(%). On pose
est

&+ (- )

Calculer les résidus de cette fonction de s en ses trois poles simples.

c) On considere la courbe fermée constituée d’un arc de cercle Cg, de centre 0,

situé & gauche de la droite d’intégration A dont les extrémités sont des points A

et B de cette droite et du segment [AB] lui-méme.

D’autre part, on considére un lacet L bordant la coupure, formé de 6 segments

de droite, paralleles deux a deux et de trois cercles de centres respectifs les trois

points de branchement et de méme rayon r, On désigne par I le bord du com-

pact limité & P’extérieur par Cr U[AB] et & l'intérieur par L. Calculer 'intégrale

JrG(s,t)dz.

Montrer que lorsque R — +o00, l'intégrale sur Cr tend vers 0. en déduire la

fonction f a ’aide des résidus et de l'intégrale sur le lacet.

d) Exprimer l'intégrale le long du lacet par la somme de trois intégrales et en

déduire le comportement asymptotique de f au voisinage de +oo.

alors, cette fonction étant toujours notée (s3~1)1/3, G(s,t) =

Exercice 3.48 (%)

N
[(a2)5/3] +1°
En se basant sur des calculs du méme type que ceux de I’exemple 2.31, étudier
les comportements au voisinage de 0 et lorsque ¢ — 400 de I’image inverse f de

Laplace de F.

Soit la fonction F' définie par : F(s) =

Exercice 3.49 (xx)

Equations hypergéométriques confluentes

Transformer par £ 1’équation (FE4) : ty” + (¢ — t)y’ — ay = 0 en utilisant des
conditions initiales arbitraires.

On suppose : ¢ < 2. Trouver les solutions de 1’équation transformée E5 qui soient
développables en série de la variable s~1 et telles que 'image inverse soit équiva-
lente au voisinage de t = 0 & t1 ¢,

On obtient ainsi une solution particuliere de E; dont on donnera un développe-
ment asymptotique au voisinage de t = 0.

En modifiant la condition initiale, montrer qu’on peut écrire une autre solution
de E; sous la forme :

Sl—a us

(s — 1)ee-1 /+oo (u— 1)a-cdu

o . -1 .
En utilisant la variable v = u—l, développer ces fonctions, lorsque |s] > 1 en
S —_—

séries de puissances de s !.
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Exercice 3.50 (%x)

Trouver la transformée de Laplace de U(t) exp(—t?%) en utilisant la fonction erfc[4],
A P’aide du résultat, montrer qu’au voisinage de +o0, on a :

k=n

erfc[ ] exp( —'/4) Z( 1) T (k - 1/2)[ ]

Exercice 3.51 (xx)
Trouver 'image de Laplace de

exp(—u)
Ut
0= [ 22y
En déduire que le développement asymptotique de cette fonction lorsque t = +o0
est de la forme :
1.3.5.---.(2k - 1)
2ktk

3 +. dots + +]

_[1+ P

Résoudre la méme question pour les fonctions U ()t} I, (t)

Exercice 3.52 (x**)

1) Soit le polynéme classique de Laguerre défini par U(t)L,(t) = e ;t (t"e™),

c’est-a-dire le polynéme L, ot o = 0, au facteur n! pres, dans ’exemple 2.21.
En utilisant le développement en série entiére de e, calculer la dérivée d’ordre
n du produit t"e~* et en déduire I'image de Laplace de L,,.

2) On définit, pour v non entier, la fonction L, , sous la réserve Re(r) > 1, comme
. . . s—1)"
I'image inverse de la fonction : s+ I'(v) ( o +1) .

On utilise la formule d’inversion sur les deux demi-droites de ’axe des ordonnées
y contenant les points vérifiant |y| > r, complété par un demi-cercle de centre O
de rayon r situé & droite de cet axe des ordonnées, montrer par un passage a la
limite lorsque r — 0, que :

L) — () , [t z¥cos(zt+vm/2— (v+1) arctan(l/:v)
v(t) = —e (@2 + 1)0+D/2

Montrer que, lorsque v est non entier, on a pour les grandes valeurs de ¢ la formule
asymptotique :

sin(vm v 2 (v v+2)?
L) ~ 20 oy 1 G LD O ]




Chapitre 4

Transformation de Laplace des
distributions

4.1 Définitions, régions d’existence

4.1.1 Remarque préliminaire sur les abscisses de convergence des
fonctions

Pour donner, de fagon naturelle, une généralisation de la notion d’abscisse de
convergence au cas des distributions, on peut, en désignant par f,, la fonction
t — exp(—=t) f(t), utiliser la propriété suivante :

Proposition 4.1 Soit une fonction f élément de Lq. Pour tout réel z, la fonc-
tion f,z peut étre considérée comme une distribution (a priori, c’est d’ailleurs

une mesure). On définit (si(f) par :
(s/(f) =inf{z €R \ fiz €S'(R)} (4.1)
On a alors les résultats suivants :

* i) (s (f) < C(f)-
e ii) Lorsque f est positive, on a U’égalité : Csi(f) = Ce(f)-

e i1i) Lorsque, plus généralement, f est telle que, pour tout © > (si(f), la
fonction f,, est a croissance lente ou la dérivée d’une fonction a croissance
lente, I’égalité est encore réalisée.

Démonstration
¢ Preuve de i)

Soit z > (.(f). Par hypothése, la fonction F, définie par t — f(f fuz(u) du
admet une limite & P’infini. Alors on définit une forme linéaire sur S, en posant,
Pour tout élément ¢ de S :

A
(feer) = Jim [ fulu)otu) du
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Cette limite existe bien puisque, par une intégration par parties, on a :

A A
| elwo(w) du = p(a)Put) - | Patwe'w) au,

et que les deux termes du second membre ont des limites, la derniere intégra)e
étant méme absolument convergente. On en déduit d’ailleurs :

400
(frzr ) = — A Fip(w)¢' (u) du

Visiblement, cette forme est linéaire sur . De plus, comme F,, est une fonctiop
bornée, elle définit une distribution tempérée dont ’action sur ¢ € S est définje
par lintégrale du produit ; on en déduit donc que la forme linéaire ainsi définje
n’est autre que la dérivée de cette distribution. C’est donc un élément de ’espace
§'.

Il en résulte que z > (s(f), d’ou la conclusion : {s/(f) < ((f).¢

Preuve de ii)

¢ On suppose la fonction f positive et on choisit © > (s/(f), ce qui implique
que fyz € 8'. Nous montrons d’abord qu’en fait cette fonction est a croissance
lente. ce qui permettra de prouver que l’action de la distribution [fi;] € &
sur ¢ est définie par l'intégrale du produit de cette fonction par ¢. D’aprés la
caractérisation des formes linéaires continues pour la topologie de &, laquelle est
engendrée par la famille des semi-normes 7y, il existe (Cf. exercice 7.10) un réel
a > 0 et deux entiers naturels & et p tels que :

VP ED,  mylp) =sup sup |(1+ ) ()™ )| < o= [([fial )] < 1
teR m<p

Soit alors une fonction 9 de D, égale & 1 sur [—1,1], telle que |$(¢)] < 1. On

construit la suite | ¢, de D définie par : @, (t) = (1+t2)"Fp(t/n). Gréce
eN
3 la formule de Leibniz:z on voit que le calcul d’une dérivée qui figure dans la

semi-norme 7 »(¢y,) fait apparaitre des termes du type a; (1 + t) = (,o(m'j) (t/n),
ot j € [[0,m]].
Les puissances de (1 + ¢2?) étant majorées par 1, on en déduit la majoration :

Mhp(Pn) < C'sup (n) ™" || P Jloo
mIp

Comme la constante C' ne dépend que de k et p, il en résulte qu’il existe une
constante K telle que la suite (K,) vérifie : 7x,(K¢,) < o d’ott 'on déduit
I([f*:z:], K <pn)’ < 1. Ce dernier crochet de distribution étant une intégrale et la
suite ¢, étant convergente partout vers 1, on peut en déduire par le théoreme de
Fatou :

+00 1
/_ A )Ffea(t) d <o
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Cette existence d’intégrale prouve que f;, est une fonction a croissance lente, ce
qui implique la propriété :

+00
voes,  (fdo)= [ fale() d

Pour terminer, choisissons 2’ tel que (s:/(f) < 2’ < z et la fonction ¢ définie
par ¥(t) = B(t) exp[(z’ — z)t] ot B est une fonction indéfiniment dérivable sur
R, égale & 1 sur un voisinage de [0, +0o0] et nulle au voisinage de —oco. Puisque
o' — z < 0, cette fonction 1 appartient & S. Il en résulte, en tenant compte de la

causalité de f :

Ul = [

—00

+00 Foo
exp(—'t) f(t) B(t) exp[(z’ — z)t] dt = A Faz(t) dt

1l est ainsi prouvé que z > (,(f) ou encore (,(f) < Cs/(f). L’égalité des deux
abscisses est donc prouvée dans le cas d’une fonction f positive.{

Preuve de iii)
¢ Ce qui préceéde montre que la propriété d’égalité des abscisses est atteinte
lorsque, pour tout > (s(f), la fonction fy; est & croissance lente. Supposons
maintenant, z vérifiant toujours z > (s/(f), que la fonction f,, soit la dérivée de
g qui est une fonction & croissance lente. Alors, d’apres ce qui précede, I’action
de la distribution [g,] sur les fonctions de S est définie par 'intégrale du produit.

On a ainsi :
VoeS,  (lfl®) = (9], 0) = —(lg:], ¢)) = - /R 9:()¢' () dt

On peut procéder a une intégration par parties dans cette derniére intégrale, ce
qui donne :

A A
- / 009 (1) dt = 6,(0)0(0) — ga(A)p(4) + / fro @) () dt

Lorsque A — +00, le produit de g, (A)(A) tend vers 0 puisque g, est & croissance
lente et ¢ & décroissance rapide. Il en résulte 1’existence de la limite :

A
Vo €S, All)r_{loo /0 frz(t)p(t) dt existe

En choisissant ' et une fonction %, comme 3 la fin du raisonnement précédent,
on arrive a la conclusion :

A
li t) dt exist
A_LI_{_IOO/O fuz(t) dt existe
Il est ainsi prouvé que z > (.(f) et, finalement, on a 1’égalité des abscisses. ¢

Remarque 4.1 D’aprés un théoréme sur la structure des distributions tempérées
(Cf. [21]), toute distribution tempérée T s’écrit comme une dérivée d’un ordre
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suffisamment élevé d’une fonction continue & croissance lente. On confirmep,
plus loin qu’une distribution causale et tempérée posséde une abscisse négative o,
nulle. On pourrait penser que la derniére propriété (iii) est valable pour toyy,
fonction f. Mais, dans les intégrations par parties successives qu’on est amené
faire, il n'est plus possible, en général de s’appuyer sur les existences de limiteg
des termes du type g-(A)p(A).

On peut, & cet égard, considérer I’exemple suivant :

Soit la fonction ¢t — h(t) = cos(expt) qui est bornée, représentant donc upe
distribution tempérée. Sa dérivée d’ordre 2 est —e? cos(e?)—e? sin(e?). Ce dernier
terme est la dérivée de h, on en déduit par conséquent que la fonction définie par .
f it — exp(2t) cos(expt) représente une distribution tempérée, d’ou il résulte
que (s/(f) < 0. Or, le changement de variable u = expt fournit :

A exp A
/ exp(—tz) f(t) dt =/ cf’f: du
0 1 u

Cette derniére intégrale admet une limite sous la condition nécessaire et suffisante
z — 1> 0, ce qui implique : {(f) =1!

4.1.2 Distribution causale et abscisse de convergence

Définition 4.1 Une distribution sur R est dite «causale) si son support est
contenu dans [0,+00]. L’espace de ces distributions est noté D'(Ry).

Bien que la proposition précédente ne soit pas entierement satisfaisante, on va
généraliser ’abscisse de convergence pour une telle distribution en nous intéres-
sant & ’appartenance & ’espace S’ de I’analogue de fy;, pour ce qui concerne
T:

Proposition 4.2 Soit T une distribution causale. Pour tout réel z, on pose :
Tz = exp(—zt)T; ou T} indique que l’action de T se fait sur les fonctions test de
la variable t. Alors, ’ensemble, noté A\(T'), des réels z tels que Ty, € S’ est, soit
vide, soit une demi-droite limitée ¢ gauche privée ou non de son origine, soit R
tout entier.

Définition 4.2 La borne inférieure o(T') de cet ensemble est appelée l’abscisse
de convergence de Laplace de T'.

Il résulte de cette définition et de la proposition précédente 4.1 qu’en géné-
ral I’abscisse de convergence d’une fonction f de L4 coincide avec I’abscisse de
convergence de la distribution [f] associée. Les cas d’exception sont précisés &
partir de la remarque 4.1.

Démonstration
¢ Supposons que A(T') ne soit ni vide ni R tout entier.

Montrons que si z > zo ol zg € A(T), alors € A(T), ce qui établira la propriété.
Comme dans la démonstration de la propriété analogue pour les fonctions (Ct.
chapitre 1), ’essentiel résulte de I’écriture :

exp(~at)T = exp(~(z — 0)?)[exp(—a0)T,
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mais la différence tient au fait que le produit de la fonction ¢ exp(—(z — zo)t)
par une fonction ¢ € S, bien qu’étant de classe C*, n’est pas en général une
fonction de S.

Nous faisons alors intervenir une fonction @, de classe C*, de support [—¢, +00[
et égale & 1 sur un voisinage de [0, +-o00[ (pour I’existence de telles fonctions, voir
pexercice 7.1). La distribution T' étant causale, on peut écrire

<T*m 90> = (aeT*:v) (P> = (T*zo’ asexp(—(a: - :Do)t)(P)

Dans cette écriture, le second membre est bien défini puisque a.exp(—(z — zo)t)p
est bien dans S.
[ égalité précédente définit T;;, comme une forme linéaire sur S.
On pourrait montrer que cette forme linéaire est bien continue sur §. Il est plus
rapide de constater que cette forme linéaire T}, est le produit d’une fonction
bornée de classe C*° par une distribution tempérée Ty, .

Donc, si on pose o(T) = inf A(T), cet ensemble A(T) est la demi-droite
(¢(T), 400 privée ou non de son origine.
Remarquons que la considération d’une telle fonction a, permet de définir un
prolongement de la distribution Ty;. C’en est un, effectivement, car on vérifie
qu’il est indépendant du choix de ¢ ; ce sera utilisé dans le paragraphe 4.2 qui

suit.

4.1.3 Premiers exemples

¢ Si T est une distribution & support compact, le produit par exp(—zt) reste,
quel que soit z, dans &'. 1l en résulte que ’abscisse de convergence, dans ce cas,
est —0o. En particulier, les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac ont
une abscisse de convergence égale a —oo.

+o00
¢ Un demi-peigne causal de Dirac T = ) ,, ol ng est un entier positif, est
1o

une distribution tempérée; son abscisse vérifie donc o(7') < 0. Mais le produit
exp(at)T, avec a > 0, n’est plus tempéré. En effet, si cette distribution était

tempérée, son action sur la fonction 1 de § définie par a. exp(—at/2) aurait pour
+o0 +o0

image la somme Z'gb(n) = Zexp(an/2) qui est une série divergente. Il en
0

0
résulte donc o(T') = 0. Le raisonnement reste le méme pour un demi-peigne a
croissance lente.
u)

¢ Si T est causale et tempérée, comme par exemple Pf (-—t—), Pabscisse de

convergence est, a priori, négative ou nulle.

4.2 Transformée de Laplace d’une distribution

Par analogie avec le cas des fonctions, on va définir la transformée de T comme
une fonction de la variable complexe s définie pour Re(s) > o(T). Lorsque
la fonction f est dans L4, on peut écrire son image de Laplace sous la forme
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suivante : L(f)(s) = ([f(t)], exp(—st)). Ceci invite & définir la transformée de P
par ’action de T sur la fonction : ¢ — ™.

4.2.1 Cas d’une distribution causale et tempérée

Définition 4.3 Soit T une distribution causale et tempérée, donc d’abscisse d
convergence négative ou nulle. On désigne par o une fonction de classe C*, e
support [—¢,+oo[ et égale & 1 sur [0,+oo[. Alors, la transformée de Laplace e
T est la fonction L(T) de la variable compleze s définie par :

Vs € C, Re(s) > 0= L(T)(s) = (T}, ac(t)exp(—st))

Justification
¢ Lorsque Re(s) > 0, la fonction ¢ — a.(t)exp(—st) est & décroissance rapide ay
voisinage de +oo et elle est nulle au voisinage de —o00, c’est donc un élément de
S. Puisque, par hypothése, T' € &', le second membre de la définition précédente
est bien défini. Il reste & prouver que ce second membre est indépendant du choix
de la fonction a.

Soient donc deux fonctions o, et s, avec par exemple €’ < €. La différence
des deux seconds membres associés de la définition précédente s’écrit

(Ts, [ae(t) — aer (t)]exp(—st))

Or, cette différence qui figure dans la fonction test est nulle sur Iintervalle
[—€,+0o[. Par conséquent, T' étant causale, le second membre précédent est
nul, ce qui prouve I'indépendance annoncée.

4.2.2 Cas d’une distribution d’abscisse non égale a +oo

Fixons le nombre s tel que o(T") < Re(s) et choisissons arbitrairement un réel
z, qu’on appellera un réel auxiliaire vérifiant o(T) < z < Re(s). La distribu-
tion exp(—zt)T étant dans S’ et la fonction ac(t)exp(—(s — z)t) étant dans S,
Pexpression qui suit est bien définie :

(exp(—xt)Ts, e (t)exp(—(s — z)t))

D’ot la définition, sous la réserve qu'il soit prouvé que ce symbole est indépendant
du choix de z et de celui de a.

Définition 4.4 Soit T une distribution causale d’abscisse de convergence o(T)
différente de +o00. La transformée de Laplace L(T) est définie par I’intermédiaire
d’un réel auziliaire z et d’une fonction auziliaire o au moyen de :

o(T) < z < Re(s) = L(T)(s) = (exp(—xt) T, ac(t)exp(—(s — z)t))

Justification
¢ L’indépendance vis-a-vis du choix de o, a déja été vue.
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pour Pautre indépendance, soit z’ vérifiant aussi 0(T) < 2’ < Re s. La distribu-
tion Tyz est le produit exp[(z — z')¢]Tys, donc on peut écrire :

(Taats te(t)exp(—(s — 2)t)) = (Tya, e (t)exp|(z — 2")tlexp(—(s — 2')t))

= (Tiw» @e(t)exp(—(s — z)t))

Cette égalité implique I'indépendance annoncée vis-a-vis du choix de z.{

4.2.3 Calculs de quelques transformées de Laplace

¢ La distribution é,, ou a > 0, est tempérée. Il en résulte qu’on a :
Vs € C, L(8,)(s) = (0a, ac(t)exp(—st)) = exp(—as)

En particulier, la transformée de la distribution de Dirac § est la fonction s+ 1.

400
o La transformée de Laplace du demi-peigne de Dirac }_ 4,, lequel est une distri-
0

+o0
bution tempérée, est définie pour Re(s) > 0; c’est la fonction s — Y exp(—sn).
0

Cette série géométrique est bien convergente et on a :

+o00
1
Vs € C, avec Re(s) >0, L() 6&)(s) = ————
Zo: 1 — exp(-s)

400
e Soit le demi-peigne généralisé T' = ) exp(n)d, qui n’est pas dans . On
0

constate que exp(—t)T € &’ alors que, si a < 1, exp(—at)T ¢ §’. En effet, ce
produit exp(—at)T est encore un peigne de coefficients exp(n(1 — a)) et, en utili-

tla—1
sant la fonction o, exp( a—1)
I en résulte que o(T) = 1. La définition nous donne alors :

) qui est dans S, on aboutit & une contradiction.

1<z <Re(s) = L(T)(s) = (Z exp(n(1 — z))d,, ae(t)exp(—(s — z)t))

= Sewp(n(t - 9)

On en déduit que la transformée de T est la fonction translatée de la précédente,
a savoir :

1
1-exp(—(s—1))

Vs € C, avec Re(s) > 1, L(T)(s) =

Remarquons cependant que ce résultat de translation résulte (voir plus loin, pro-
position 4.4) du fait que T est ici le produit du demi-peigne de Dirac par expt.
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4.3 Propriété d’holomorphie d’une transformée de
Laplace

Comme pour les fonctions, la transformée de Laplace d’une distribution est upe
fonction holomorphe dans son demi-plan ouvert d’existence et les dérivées fe.
ront apparaitre les transformées de Laplace des distributions (—t)*T'. Ceci noys
conduit 3 étudier d’abord les abscisses de convergence de ces distributions :

Proposition 4.3 Pour tout entier naturel n, les abscisses de convergence deg
distributions (—t)"T vérifient o((—t)"T) = o(T)

Démonstration
¢ Soit > o(T). Alors exp(—zt)T € S’ d’ou il résulte qu’aussi (—t)*T € S'. En
effet, par définition :

Voes,  ((=t)"T, o) = (T, (-t)"¢(t))

Outre cette définition, il est facile de voir (c’est d’ailleurs classique puisque ¢ —

(—t)™ est polyndémial) que si ¢y 2, 0, alors il en est de méme pour la suite
((=t)™pk);- On a donc l'inégalité o((—t)"T) < o(T).

Pour 'inégalité inverse, on utilise, pour n = 1 par exemple, le fait que si U est
tempérée, il existe une distribution elle-méme tempérée V telle que U =tV (Cf.
([5,a)],([21]]). Par ailleurs si une autre distribution V) vérifie U = tV}, il en
résulte t(V; — V) = 0, d’ot1 'on déduit V; =V + C§.

De proche en proche (ou en utilisant la caractérisation de t"(V — V;) = 0), on
voit que ’hypothese selon laquelle (—t)"exp(—xt)T est tempérée implique que
exp(—2t)T est aussi. On obtient ainsi I'inégalité inverse.{

Théoréme 4.1 Soit F' la transformée de Laplace de la distribution T' dont I’abs-
cisse de convergence est notée o(T). Alors, cette fonction F est holomorphe dans
le demi-plan ouvert I1, (7). De plus, les dérivées complezes successives de F' dans
cet ouvert sont obtenues par dérivation sous le signe distribution par rapport d la
variable compleze s. On a ainsi :

n

Vs e C, Re(s)>o(T) = %;F(s) = ((—t)" exp(—xt)T, ae(t)exp(—(s — :v)t))

Autrement dit :

VseC  Re(s) > oI) = 1L [LD)() = L(-0"T)(s) (42)

Démonstration

¢ Soient un nombre complexe sp appartenant a Il;(7) et s un complexe vérifiant :
|s — so| < [Re so — (T)]/2. Un réel z tel que : 0 < z — o(T) < [Re so — o(T)]/2
peut alors jouer le role de réel auxiliaire pour les définitions de F(so) et de F(5)
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et aussi, grace a la proposition 4.3, pour celle de (—t)"T. Ainsi, nous devons
montrer que :

lim [M - <(—t) exp(—zt)T, ac(t)exp(—(so — a:)t)>] =

550 S — 8o
On pose, pour simplifier, so — 2 = 20, s — = 2, 2 — 20 = h et on considére la
famille de fonctions (vp,), définie par :

el=(20+h)t] _ el-20t] | ptel—201] e(=h) _ 14 ht
= = el~20t [ S~

Avec ces nouvelles notations, il faut prouver :
lim <exp(—:vt)T, oze(t)'gbh(t)> =0
h—0

Les fonctions 1, sont dans § et, par la formule de Leibniz, la dérivée d’ordre p
du produit a.vy est égale su1 un voisinage de [0,400[ & (15)®. Tout revient

donc & démontrer que ¢y, 2, 0. Par un developpement en série entiere, on a :

exp( ht)—14+ht 1 ht)“
h ~h Z

On obtient donc, pour les dérivées successives les majorations suivantes :
lva()] < (1Al/2)t%exp(|At])
d
|27m(0)] < Itlexp(lht)

()] < |hI™exp((ht]), pour m > 1

On en déduit, en premier lieu, pour les fonctions ¥, = exp(—=zot)yx(t), la majo-
ration :

(L+)F1gn()] < (1l/2)(1+%)*+ exp(|h] — Re z0)t)
Comme par hypothese, Re(z) > 0 et que |h| < (1/2)Re(20), on voit que, le
produit de la puissance par ’exponentielle étant borné uniformément, cette suite
tend uniformément vers 0 avec h.

Dans la dérivée d’ordre m de 1y, , la formule de Leibniz indique que exp(—tzg)
reste en facteur d’une combinaison linéaire de dérivées de 7. Les majorations
qui précédent fournissent donc, sous la condition précédente vérifiée par h, pour
les semi-normes de ces dérivées dans 1’espace S, les inégalités :

Mhip (1) = sup sup(L+ ¢%)¥] (1) ™ (¢)|
tER k<p

< Cplhlsup[(1 +1*)"*lexp(|h] - Re(20)t)] < Kp,ilh|

Il est ainsi prouvé que la famille 1, converge vers 0 dans S. Par conséquent
la fonction F est dérivable en tout point s; du demi-plan ouvert Ir) et la
dérivée complexe est bien fournie par la dérivation par rapport & s sous le signe
distribution qui définit £(T).¢
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4.4 Propriétés de la transformation de Laplace

4.4.1 Produit de T par une exponentielle

Soit T une distribution dont I’abscisse n’est pas +00. On considere U = exp(ct)T
ou ¢ € C. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que exp(—zt)U € &
s’écrit 2 — Re(c) > o(T). On en déduit d’abord : o(U) = o(T') +Re(c). De plus,
soit s un complexe tel que Re(s) > o(T') + Re(c). Ayant choisi un réel auxiliaire
z tel que o(T) + Re(c) < z < Re(s), la définition de la transformée de U s’écrit ;

L(U)(s) = (exp(—2t)U, ac(t) exp(—(s — z)t))
La condition sur z montre qu’il s’agit d’un réel auxiliaire pour la définition de
L(T)(s~c¢). On a ainsi :
L(T)(s — ¢) = (exp(—zt)T, a.(t) exp(—(s — ¢ — z)t))
En comparant ces deux égalités par 'utilisation de la définition du produit de T
par exp(ct) on peut conclure :

Proposition 4.4 L’abscisse de convergence de la distribution T n’étant pas
+o00, labscisse de la distribution exp(ct)T est o(T) + Re ¢ et la transformée
de Laplace de exp(ct)T est la translatée d’indice ¢ de celle de T, c’est-d-dire :

Vs € C, %e(s) > o(T)+ Re(c) = L',(exp(ct)T) (s)=L(T)(s—¢c) (4.3)

4.4.2 Transformation d’une translatée de T

Soit a un réel positif, la translatée T, est toujours causale. Comme I’espace &'
est stable par translation, ’abscisse de convergence ne change pas et, en prenant
o(T) < z < Re(s), la définition de £(T;,) nous donne, en utilisant une fonction
auxiliaire qui est la translatée d’indice ¢ de a; :

- Re(s) > o(T) = L(T,)(s) = (exp(—2t) Ty, ae(t — a) exp(—(s — z)t))
Pour utiliser la définition de la translatée d’une distribution, remplagons e~ par
exp(—az) exp(—z(¢ — @)). On obtient :
Re(s) > o(T) = L(TL)(s) = (€7™(e7"'T)q, ac(t — a) exp(—(s — z)t))
= (7 (e™T), o (t) exp(—(s — o) (¢ + )))

En simplifiant, il reste :

Re(s) > o(T) = L(T.)(s) = {(exp(—zt)T), e(t) exp(—(s — z)t) exp(—as))
= exp(as)L(T)(5)
Proposition 4.5 Pour tout a > 0, l’abscisse de convergence de la translatée Tu
est égale a celle de T et on a :

Vs€C,  Re(s) > o(T) = L(T.)(s) = exp(-as)L(T)(s) (44)
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4.4.3 Transformation d’une dilatée de T

Soit k un réel strictement positif. La dilatée d’indice k de T', notée T est encore
causale puisque, par définition :

()= () )

D’apreés cette formule, on a :

<exp(—$t)kT,<P> _ <k:r, exp(—wt)90> = (i—) <T, eXp(lk"i’?)so(-,%»
= () (oo ()4 ()

On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour que exp(—zt);T € S’
s'écrit de maniere équivalente : Ty(5/x) € §’, autrement dit :

o(:T) = ko(T)

Supposons alors Re(s) > ko(T) et servons nous d’un réel auxiliaire z pour la
définition de £(T'). Alors y = kz est un réel auxiliaire pour la définition de £(xT)
et nous avons (en omettant dans les formules la fonction o, dont les dilatées sont
encore égales & 1 sur un voisinage de [0, +00[) :

LGT)(s) = <exp<—yt) (), exp(~(s - y)t)> - <k(exp(—wt>T), exp(~(s - y)t)>

= (1) (owt-somon(~s-2%) ) = (2)(expt-enr,em(~(2 - )

1
Dans la derniére expression, on reconnait la définition de (E)L(T) (%), par consé-
quent :

Proposition 4.6 Pour tout k > 0, l’abscisse de convergence de la dilatée T
vérifie o (x(T)) = ko(T) et on a :

Vse€C,  Re(s) > ko(T) = ﬁ(kT) (s) = (%)L(T) (%) (4.5)

Dans la section 4.10, nous verrons le cas d’un coefficient de dilatation a complexe.

4.4.4 Transformation d’une dérivée de T
Relation entre les transformées de T et de sa dérivée

Soit T d’abscisse non égale 3 +00. La dérivée T” est toujours causale. Par ailleurs,
on sait que la dérivée d’une distribution tempérée reste tempérée, d’ou il résulte
que , si > o(T), alors exp(—zt)T’" — zexp(—zt)T € &'. On en déduit, par
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addition de deux éléments de S’, que exp(—2zt)T’ € S§’. On a ainsi prouvé que
o(T") < o(T).

On ne peut envisager une réciproque. En effet, la distribution réguliére T = )
ol U est la fonction échelon-unité, a son abscisse nulle ; par contre, sa dérivée qu{
est la distribution de Dirac § a son abscisse égale & —oo.

Dans la recherche d’une relation entre les transformées de Laplace de T et go
T', on suppose donc Re(s) > o(T) et on prend un réel auxiliaire z qui vérif
I'inégalité : Re(s) > z > o(T). La définition de £(T") nous donne alors :

L(T")(s) = (exp(=at)T', e (t) exp(—(s — 2)t) )
On remplace exp(—zt)T’ par la somme (exp(—2t)T)’' + z exp(—xt)T. Examinong

Paction du premier terme qui est une dérivée. En remarquant que la contribution
de la dérivée de a., & I'intérieur de la dérivation du produit , est nulle, on obtient :

<(e(““’t)T)', ae(t)e'(s'”)t> = —<e("”t)T, a(t)[~(s — m)]e‘(s"")t>
En ajoutant P’action de la distribution ze(~=**)T, on obtient le résultat :
L(T')(s) = —<e(-wt>:r, ae(t)(—s)e-<s-w>t> = sL(T)(s)

Proposition 4.7 SiT est une distribution d’abscisse non égale & +00, la déri-
vée T' a une abscisse vérifiant o(T') < o(T) et on a :

Vs€C,  Re(s) > o(T) = £(T')(s) = sL(T)(s) (46)

Comparaison avec le cas des fonctions

Dans le cas des fonctions, nous avons vu (Cf. § 6.2, chapitre 1), d’une part que
les abscisses de convergence de f et de la dérivée f’ (au sens des fonctions) ne
pouvaient étre comparées dans le cas général et, d’autre part, que la relation entre
leurs transformées fait intervenir la limite f(04). Pour montrer qu’il n’y a pas
de contradiction avec le résultat précédent, considérons pour cela deux exemples.
e Soit la fonction f définie par f(t) = U(t)sin(expt)expt, dont la dérivée
coincide sur [0,+4o0o[ avec f'(t) = U(t) exp(2t) cos(expt) + f(t). On a vu que
¢c(f) = 0 et comme la fonction ¢ — U(t) exp(2t) cos(expt) a une abscisse égale a
1, on en déduit {.(f’) =1 alors que (.(f) = 0.
En revanche, les distributions [f] et [f]' = [f] ont la méme abscisse o([f]) =
a([f]) =0.

Par ailleurs, du point de vue des fonctions, on a :
Re(s) > 1= L(f')(s) = —f(0+) + sL(f)(s) = sL(f)(s)
Du point de vue des distributions, on a :

Re(s) > 0= L([fT)(s) = sL([f)(s)
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4.5

Les formules sont les mémes mais la condition de validité est améliorée pour ce qui
est des distributions, cette deuxiéme relation étant simplement, sans contrainte
Jlexistence d’intégrales, ’expression d’une dérivation de distribution.

e Soit g définie par g(t) = U(t) cost. D’une part, on a : L(g') = —1 + sL(g)
ot, d’autre part, pour les distributions associées : £([g]') = —1 + sL([g]).
La différence est aisément explicable puisque [g]' = [¢] + J et que L(J) = 1.

4.5 Convolution et transformation de Laplace

On sait que la s-convolution (convolution au sens des supports) définit une opé-
ration donnant 3 ’espace D, une structure d’algébre. Mais, pour étendre la
propriété de la transformation de Laplace de la convolution des fonctions, il nous
faut d’abord examiner la stabilité de la convolution sur ’espace &’. Dans ce but,
il est utile d’étudier le produit tensoriel de distributions tempérées.

4.5.1 Préliminaire sur le produit tensoriel de distributions tem-
pérées
Soient U et V des distributions tempérées. On sait que :

Yo € D(Rz), <U RV, QO) = (Uz)’ (‘/'y), QO((B, y)))

1l s’agit de prouver que cette définition s’étend aux fonctions ¢ € S(R?) et que,
de plus, le produit tensoriel définit une distribution tempérée.

¢ Pour cela, on sait qu’il suffit de montrer que ce produit tensoriel est continu
sur D(R?) muni de la famille de semi-normes (7x,) définissant la topologie de
S(R?) (Cf. exercice 7.10). On pose : '

VyeR  9(z) = (Vy), p(z,9))

Rappelons alors que, si Vo € D(R?), on a ¢ € D(R) et que les dérivations par
rapport & z se font sous le crochet de distribution. La distribution U étant
tempérée, il existe & > 0 et des entiers naturels k£ et p (Cf. exercice 7.10) tels
que, les semi-normes dans S(R) étant notées 73 , :

Vo € DR?), (U, %)) < a1}, (#) = asupsup (1+ 2?)*|p(z)|
g<p z€R

Il nous faut maintenant majorer les semi-normes en question en fonction de celles
de ¢. Pour commencer, V étant tempérée, il existe § > 0 et des entiers &’ et p’
tels que :

Y8 € DR)  |(Vy),8(y))l < B sup sup(1+ y*)¥ |0 (y)|
m<p’ yeR-

En particulier, cette majoration est valable pour les fonctions 6, dépendant du
paramétre z, qui sont du type : y — 9F¢(z,y), ce qui signifie que :

Vo € D(R?), VzeR, VgeN,
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99 (2)| = [(V,), 0% (a, y)) < B sup sup(1+ y))¥ 182 0(2, 9)]

m<p' y€
En substituant ces inégalités dans la premiére majoration, on obtient :

Vo €D, (U )] < apsupsup(l+a)* sup sup(L+ 4710 Do(y)
q<p <z m<p'y

Posons alors : max(k, k') = n et p+ p’ = r. L’inégalité précédente peut s’écrire

Vo € 'D(Rz)’ [(U,¢)| <af sup sup (1+ 22 + yZ)nla(q, o(y)|
g+m<r (z,y)€R?

Finalement, on a prouvé I’existence de v > 0 et de deux entiers n et r tels que :

Ve e D(R?),  [({UBV,0) < ¥0nr(®)

Ceci prouve la continuité requise.¢
On peut donc énoncer :

Proposition 4.8 Le produit tensoriel de deux distributions tempérées est une
distribution tempérée.

4.5.2 Conséquence sur le produit de convolution de deux distri-
butions causales et tempérées

Proposition 4.9 Le produit de convolution de deuz distributions causales et
tempérées est aussi causale et tempérée.

Démonstration

¢ Soient deux distributions causales U et V. On sait que la convolée U xV existe
et que c’est une distribution causale. Comme exemple de fonction auxiliaire dans
E(R?) qui vaut 1 sur un voisinage de supp(U) x supp(V), on peut choisir le
produit (z,y) — ae(z)oe(y) ol cette fonction . est du type de celles utilisées
précédemment.

La définition de la convolée s’écrit alors :

Vo e DR), (UxV,0)=(URV,ac(e)a(y)p(z+y))

Nous allons montrer que U %V est continue sur D(R) pour la topologie de S(R).
La démonstration précédente a mis en évidence la continuité du produit ten-
soriel, a savoir ’existence de v > 0 et de deux entiers n et r tels que :

Vo € S(Rz)a |<U® v, ¢>| < ’)"’7n,r(¢)

Appliquons cette majoration 3 la fonction (z,y) — é(z, y) = a.(z)ae(y)e(z +9)-
Comme les dérivées de a, sont nulles sur un voisinage du support de U ou de celui
de V, la formule de Leibniz montre qu'une dérivée d’indice (m, p) quelconque de
¢ se réduit & la dérivée de méme ordre de (z,y) — ¢(z + y) qui est elle-méme
égale 3 p(™P)(z +y). On en déduit :

Ty (9) = sup sup (1+2%+y?)"e™P) (2 +y)|
(z,y)€ER2 m+p<r
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Or, sur les supports,onaz > 0 ety > 0 d’ott (1 +22+4y?) <14 (z+y)%
On peut donc exprimer la semi-norme précédente a I’aide de la semi-norme de
mémes indices dans ’espace (R), & savoir :

Tnr (9) = supsup (1 + £2)"e(D(t)| = 0} ()
teR g<r

Pour résumer, il est prouvé I’existence de v > 0 et de deux entiers n et r tels

que :
Vo € DR), |[(UxV,@)| <ynl,(¢)

Cette propriété est la preuve annoncée. On en déduit que U xV € §'(R).$
Corollaire 4.1 L’espace D), (R) N S'(R) est une algébre de convolution.

¢ La preuve est immédiate ; on voit d’aillieurs que cette algébre est une sous-
algebre de D/, (R).¢

4.5.3 Transformation de Laplace d’une convolée de distributions

Nous établissons le théoréme analogue a celui concernant la transformée d’une
convolée de deux fonctions.

Théoréme 4.2 Soient deux distributions U et V, toutes deux d’abscisses de
convergence non égales a +oo. Alors :

e (i) L’abscisse de convergence de UxV vérifie : o(UxV) < max(o(U),o(V)).
e (ii) La transformée de Laplace de U xV vérifie :

Re(s) > max(o(U),o(V)) = E(U*V) (5)=L (U) (s)z(v) (s) (4.7)

Démonstration

¢ preuve de (i)

Soit z un réel vérifiant £ > max(c(U), o(V)). Il sert de réel auxiliaire aussi bien
pour la définition de L(U) que celle de £L(V'). Comme U, et V,, sont dans §’'(R),
la proposition précédente affirme que U, x Vi € &'. 1l suffit & présent de prouver
la propriété : Uz k Vg = (U*V ).z, ce qui établira z > o(UxV) d’ot, finalement,
l'inégalité annoncée. Vérifions cette relation (en omettant les fonctions e) ; on
a:

o sVers9) = (expl-2)Uy @ exp(-a0)Ua plt+ 1))
<Ut) ® Uy, exp(—at) exp(—zw)p(t + u)>
= (U9 ® Uy expl-a(e + whple+))
(

UxV) t),exp(—a:t)tp(t)> - <exp(—a:t)(U*V)t),<p(t)>
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On a donc bien : Uiy * Vig = (U * V)sg. ¢

{Preuve de (ii)

Soit s vérifiant Re(s) > max(a(U),o(V)). On choisit un réel z qui vérifie 'inég,,
lité : Re(s) > z > max(o(U),0(V)) (réel auxiliaire). Alors, d’apres les définitiong
et, notamment la relation précédente, on a successivement :

LUV = <(U *V )z e_(s-z)t> - <U*x * Vig, e-(s“")t>
= <e—xtUt) ® e u)y Xe (t)ae (U)e—(s—x)(t+“)>

= <e“”tUt), ae(t) (e ™"V, as(u)e_(s—”)(t+“))>

En écrivant ensuite : exp(—(s—z)(t+u)) = exp(—(s—z)t) exp(—(s—z)u), cette
expression devient un produit, a savoir :

LUXV)(s) = <6_”Ut),Ole(t)e_(s_”)t(e‘“’“vu),ae(u)e"(s’w)“)>

= <e””tUt), ae(t)e‘(s‘“’)t> <e_”Vu), Qe (u)e“(s"x)u>
= LO)(LV)(s)

Ceci termine la démonstration.{

4.5.4 Application a la transformation d’une primitive

On sait que toutes les primitives d’une distribution tempérée T sont tempérées
(Cf. [[5,a]],[[21]],[[27]]). Lorsque T est causale, on montre que ’'une de ses primi-
tives est causale. On ’obtient facilement par le produit de convolution T' * [i].
En effet, d’une part cette distribution, d’aprés ce qui précéde, est causale et
tempérée, d’autre part la dérivée de cette convolée s’écrit :

(TxU) =T*x([U)]=Tx6=T
On peut ainsi appliquer le théoréme précédent, ce qui nous donne :

Corollaire 4.2 Soit une distribution causale T d’abscisse non égale a +o00. Alors,
la primitive causale et tempérée de T, notée TI=1, est T x [U] et nous avons :

Vs € C, Re(s) > max(0,0(T))=> £<T['1]> (s) = %[,(T)(s) [4.8)




4.6. Comportement a Pinfini d’une transformée de Laplace 151

4.6 Comportement a l'infini d’une transformée de
Laplace

Remarquons d’abord que les transformées de Laplace des distributions ne tendent
pas nécessairement vers 0 lorsque s tend vers l'infini dans son demi-plan d’exis-
tence. Ainsi, la transformée de § est la fonction s — 1. Par ailleurs les combinai-
sons linéaires de dérivées de ¢ donnent des polynémes de la variable s, autrement
dit, des fonctions & croissance lente. On remarque aussi que si on translate a droite
toutes ces dérivées, on obtiendra un polynéme exponentiel, les exponentielles y
intervenant étant d’exposants négatifs. On va montrer que, de fagon générale,
une transformée de Laplace de distributions est majorée par un polynéme ou un
polynéme exponentiel du type précédent.

Proposition 4.10 Soit F' I’image de Laplace d’une distribution T d’abscisse
o(T). Alors :

o (i) Il eziste p € N, un réel b > o(T') et une constante M tels que :

Vselly, [sTPL(T)(s)|<M

o (ii) Si le support de la distribution T est inclus dans intervalle [a,+oo[
avec a > 0, la majoration précédente s’améliore en :

3, p, M, tel que : Vs € C, Re(s) > b= {|sPL(T)(s)|e N < M (4.9)

Démonstration

¢ 1l suffit de prouver (i). En effet, si le support de T est dans [a,+oo[, une
translation d’indice —a sur la distribution T aménera le facteur exp(as) dans la
transformée, d’oul le résultat & partir de (i). Dans la définition de £(T), on sait
qu’on utilise une distribution T, qui est tempérée. Or, on sait caractériser la
continuité sur ’espace S d’une telle distribution. Il existe un réel C' > 0 et deux
entiers & et p tels que :

VQD € 8, |<T*a:, (PH < Cmcm (90)

Soient b’ > max(0, o(T)) et z vérifiant max(0, 0(T)) < = < b’ et posons b = b'+1.
En utilisant la fonction qui figure dans la définition de £(T'), le réel z précédent
servant d’auxiliaire, on obtient pour s € II; :

E)E < € sup sup (1+ ¥ G [ ) expl-t(s - )|

teRy m<p

Dans les dérivations successives, la fonction o, disparait sur le support de T.
D’autre part,comme |s — z| > Re(s) — z > 1, on obtient :

I£(T)(s)] < Cg}}{p (1+ %) exp(~t(Re(s — 2))s — z|”
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De plus, puisque Re(s) —z > b—z et puisque (1 + t2)kexp(—t(b — z)) est majorg
par K sur Ry, on en déduit :

p

IL(T)(s)] < CK|s?|1 -

Finalement :

el
[Re(s)]

On en déduit P’existence de M tel que :
Vs € C, Re(s)>b=|L(T)(s)| < M|s|P ¢

11— |<1+ <1+ <2

Remarque 4.2 On va constater, avec le paragraphe suivant qui étudie l’inver-
sibilité de la transformation de Laplace, que cette propriété de comportement
adjointe & celle de I’holomorphie caractérise les transformées de Laplace.

4.7 Inversion de la transformation de Laplace des dis-
tributions

4.7.1 Théoréme d’inversion de la transformation de Laplace

On procede, en passant par l'intermédiaire de la transformation de Fourier,
comme dans le cas des fonctions. La transformation de Fourier étant inversible
dans l’espace des distributions tempérées, -on va en déduire des procédés d’in-
version pour la transformation de Laplace. La proposition qui suit résume cette
situation :

Théoréme 4.3 o (i) Soit une distribution causale T d’abscisse non égale d
+o0o. Alors :

Vs=a+1b, a>0o(T)=L(T)(a+1b)= f(T*a)(%)

e (ii) (Propriété d’injectivité de la transformation de Laplace)
Soient deuz distributions T et U d’abscisses non égales é +oo. Si l'on
suppose : dzg > max(o(T),o(U)] tel que :

Vy €R, L(T)(zo+iy) = LU)(z0 + i),
alors T =U

o (iii) Soit une fonction z — H(z) holomorphe dans un certain demi-plan
ouvert Il,. On suppose qu’il existe b > a, un entier k et une constante c

tels que :
VyeR, Yz <b,  |H(z+ iy < C(L+y?)*?

(Autrement dit, y — H(z + iy) est uniformément & croissance lente dans
Ily). Alors, la fonction H est la transformée de Laplace d’une distribution
causale qui est la dérivée d’ordre k + 2 d’une certaine fonction causale.
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pémonstration

OPreuve de (i)
Remarquons d’abord qu’on peut définir la valeur au point b/(27) de cette trans-

formée de Fourier puisque I’égalité considérée est une égalité de fonctions. En
écrivant s = a + 2im ) et en supposant a > o(T), la définition de L(T)(s) a Iaide
d’un réel auxiliaire z, vérifiant a > z > o(T’), nous donne :

L(T)(a+ 2im)) = ((Tuz)e), e (t) exp(—(a — z)t) exp(—2imwAt))

Désignons par f la fonction définie par f(A) = £L(T)(a 4+ 2iw))). La transformée
de Laplace étant holomorphe, cette fonction f est de classe C*°. Considérée
comme distribution, on veut démontrer qu’elle est égale & F(T,,) (transformée
de Fourier d’une distribution tempérée). On a, en effet, pour toute ¢ € D(R) :

(Ul ) = < [«Tm)t), e(t) exp(—(a — 7)) exp(~2z'm)c>] , 90()\)>

En faisant intervenir une fonction auxiliaire § appartenant a D(R) et valant
1 sur un voisinage du support K de ¢, cette expression peut étre interprétée
comme l’action de la fonction ¢ considérée comme distribution appartenant a
£'(R) (puisque ¢ est & support compact) sur la fonction f puisque celle-ci est
dans £(R) , cette action étant définie de fagon classique par :

(1,9 = [e), BS) = <[<P],\),ﬂ()\) ((Txz)e)) ae(t) exp(—(a — z)) exp(—2i7r)\t))>

On reconnait, dans cette distribution répétée, I’action, sur une fonction de D(R?),
du produit tensoriel [¢] ® Ty, dont le support est inclus dans K x [0,+o0[. En
effet, on peut considérer que la fonction auxiliaire de cette action est 8(A)a.(t),
fonction de D(R?) égale & 1 sur un voisinage du support précédent . Ainsi :

([£], ) = ([Pl ® (Tra)sys B(A)e(t) exp(—(a — 2)t) exp(—2imAt))

La définition du produit par la fonction t — exp(—(a — z)t) qui est de classe
C® et l'utilisation de ’échange de ’ordre des variables dans le produit tensoriel

donnent ensuite :

([flyp) = <[90],\) ® e—(a—x)t(T*z)t)’ ﬂ(/\)ae(t)e_%")‘t>
= <e‘(a—z)t(T*$), <[(P]/\), B(N) e (t)e—2i1r)\t>>

= (@), 06l ™))

Or, la distribution définie par [¢] s’exprime par une intégrale dans laquelle on
reconnait la transformée de Fourier d’une fonction :

—00

(e ™) = [ p)e™ian= 3

—0o0
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I reste finalement, par la définition de Paction d’une distribution & suppopy
dans [0, 400 et la définition de la transformation de Fourier dans &’ :

(11 0) = (1), 8N)) = (F(Twa), )

Ceci étant vrai pour toute ¢ dans D, on obtient : [f] = F(Tks).¢
¢ Preuve de (ii)
Supposons qu’il existe un réel zo tel que :

Vy € R, L(T)(zo + 2y) = L(U) (2o + 1y)

On en déduit F(T.;) = F(Uxz), d’ot, par l'injectivité de F, ’égalité T\, = U,,

et finalement T = U.$

{$Preuve de (iii)

Pour z < b, la fonction G définie par z — G(z) = H(z)/z* est holomorphe dans

Hmax(O a) et bornée dans un certain demi-plan II}. La fonction z — K(z) =
G(z)/7? répond donc aux hypotheses du théoréme d’mversmn 1.4 (section 1.10).

La fonction K est donc la transformée de Laplace d’une fonction f causale et

continue dont ’abscisse de convergence vérifie (,(f) < max(0, a). La dérivée, au

sens des distributions bien entendu, d’ordre k+ 2, a pour transformée de Laplace

dans Ilmax(o,e) l2 fonction 2**t2 K (2) autrement dit la fonction H. ¢

Rappelons que la fonction f est déterminée par une intégrale dans le champ

complexe (Cf. théoréme 1.4).

4.7.2 Applications du théoréme précédent
Convergence dans ’espace des originaux

Proposition 4.11 a) Soit une suite (T,) de distributions causales. On suppose
qu’il existe un réel a et une distribution causale T tels que, pour tout > a, il
y ait convergence, dans S', de la suite e=%*T,, vers e”=*T. Alors, la suite (Ty)
converge vers la distribution T dont l’abscisse vérifie o(T) < a et l’image de
Laplace de T, converge pour Re(s) > a vers la transformée de Laplace de T.

b) Soit une suite(S,) de distributions causales. On suppose qu’il existe un réel
a tel que, pour tout z > a, il y ait convergence de la suite e~=¢ Zév S, dans
Uespace §'. Alors, la série de terme général S, converge dans D!, et sa somme
S vérifie :L(S)(s) = Sa° L(Sy)(s) pour tout s vérifiant Re(s) > a.

Preuve de a)

¢ Puisque Yz > a, on a e~%'T, € &', la distribution T, est transformable par £
et I’abscisse de convergence vérifie o(T) < a. Par ailleurs, d’aprés le théoréme 4.3
(i), cette transformée est définie par L(T,)(z + 1y) = F(exp(—=t)T,)(55), cette
transformée de Fourier étant d’ailleurs une fonction de classe C®. Nous avons la
meéme propriété en remplagant T, par T. En utilisant I’hypothése de convergence
donnée dans I’énoncé, on en déduit par continuité de la transformation de Fourier
que :

im Flexp(-ot)Tn) () = Fexp(~at)T) (=)
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1l en résulte :
Jim L(Ta)(2 +iy) = L(T)(z +1y)

Ceci étant valable quel que soit z > a, la propriété est démontrée.<

preuve de b) ,

{ Désignons par T, et Ty les limites de e~%¢ Eév S, et de e~ %'t Eév Syn. On pose
= e%'T, et S’ = e**T,. 1l est facile de prouver que Sy = S,. En effet, en

Sz L N .

multipliant la suite e "ty Sn par €%, on obtient la convergence dans D!, de

Eé" Sy, vers Syr. En utilisant ’autre suite, on prouve la convergence dans D/, de
N 6 vers S;. On en déduit ’égalité annoncée et il en résulte la convergence
ns D', de la série ¥ §,,. On est ainsi ramené 4 la situation précédente avec

da + 0

T, = Yo Sk, ce qui donne le résultat.$

Exemple 4.1

. +0
Un peigne causal est défini par ) and(n). On suppose que la suite (as) est
0
3 croissance lente, ce qui veut dire qu’il existe un entier k et une constante K
400
tels que Vn, |an] < Knk. Alors, pout tout ¢ € S, la série 3. anp(n) est
0

convergente, ce qui signifie que la série donnée converge dans §’. En effet, pour
n assez grand, |p(n)|n**? est borné et le terme général de la série précédente
est majoré par K'n=%. La proposition précédente s’applique avec z = 0 et on
retrouve les justifications du calcul des images de Laplace de ces peignes pour les
exemples 4.2.3 et ceux du chapitre 5 (§5.1).

Convergence dans I’espace des images

Si on suppose qu’une suite de fonctions holomorphes converge uniformément dans
un demi-plan ot chacune d’entre elles peut &tre considérée comme une image de
Laplace, la formule d’inversion va nous montrer que la limite des originaux est
égale & l’original de la limite. De fagon précise :

Proposition 4.12 Soit une suite (H,) de fonctions holomorphes dans un demi-
plan I1,. On suppose qu’il existe b > a tel que pour chacune d’entre-elles, il existe
un entier k et une constante C vérifiant :

VyeR, Ve <b,  |Hn(z+idy| < C(1L+ y?)F/?

Si la suite (H,) converge uniformément sur tout compact de Il,, alors l’image
inverse de Laplace de la fonction lim H, est égale & la limite des distributions
images inverses des fonctions H,.

'y a de nombreuses applications de cette proposition. En particulier, lorsque la
limite est une constante ou un polynéme de la variable s, on met en évidence des
suites de distributions qui converge vers C§ ou vers des combinaisons linéaires de
dérivées de & (Cf Exercices 7.24 et 7.25).
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Exemple 4.2

sin(nt)

On cherche la limite lorsque n — +o00 de U(t)——=, on calcule I'image ¢q

cette derniére. Par une intégration, on trouve la fonction s — arcta.n(ﬁ) ol
Re(s) > 0. En passant par l'intermédiaire de arctan(s/n) et I’expression logy,

rithmique de cette fonction dans Ilp, on prouve que : lim arctan(—) = T
n—+00 S 2

uniformément sur tout compact de Ily.
A Paide de la proposition précédente, on en déduit que :
sin(nt) DLR) T
(nt) 2@ ™
2
Donnons un autre exemple concernant une suite de peigne :

n — 400 = U(t) é

Exemple 4.3

Soit la suite ( n) ouT, = Z (2k onk- La transformée de Laplace de cette

dérivée de peigne se calcule par la somme d’une série géométrique. On trouve
(Cf. Tableau T du chapitre 5) : L(T)(s) = scos (exp(—%)).

Cette suite d’images converge vers s, la convergence étant uniforme sur tout
compact de [Ip. En effet, sur le compact K choisi, les parties réelles et imaginaires
& et y de exp(—s/n) vérifient :

exp[—a/n]cos(c/n) < z < exp[-b/n] et |y| < exp[-b/n]

En utilisant la formule : lcos(exp(—%) — 1|2 = (coszchy — 1)? +sin® z sh?y et les

inégalités vérifiées pour n assez grand :

cos(exp(—%)) — 1< coszchy — 1 < cos [exp(—%) cos(%)] ch(exp[-—%]) -1

| sin zshy| < sin(exp(—%))sh(exp(_%)),

on en déduit la convergence uniforme sur K de (exp(——s—)) vers 1. Comme 3|
est borné sur K, on obtient la convergence uniforme annoncée de £(T,)(s) vers
s,

La proposition précédente s’applique et on a :

D’ +(R)

T, &

Image du produit d’une distribution causale par une fonction de §

Pour étendre la propriété de la transformée du produit banal de deux fonctions
(Cf. théoréme 1.7), nous considérons la distribution produit de la distribution T
par la fonction f appartenant & S. La distribution fT est toujours causale et
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sachant que le produit par une fonction de § d’un élément de S’ est encore dans
!, on en déduit que, si z > o(T), la distribution fT, est tempérée, autrement
dit : (fT) < o(T). En utilisant la premiere partie du théoréme précédent, on
obtient : b
LUTY @+ ib) = F(Te)(50)

or (Cf. [[5,2)]},[[19]], [ [21,a)]), la transformée de Fourier du produit d’une fonc-
tion de S par une distribution de &’ est le produit de convolution des transformées.

On obtient ainsi :

Proposition 4.13 Le produit d’une fonction f & décroissance rapide par une
distribution T causale d’abscisse non égale & +00 a une abscisse vérifiant o(fT) <
o(T) et sa transformée de Laplace vérifie :

Vs € C, Re(s) > o(T) = LUT)(a+it) = [F(Tan T) ](%) (4.10)

Un exemple, ou plutdét une vérification est proposée dans ’exercice 7. 26.

4.8 Distributions parties finies

Commencons par rappeler les définitions des distributions P f(U(t)t%).

4.8.1 Partie finie d’une puissance de la variable

Pour o < -1, la fonction puissance t* n’est pas localement sommable. Des
distributions dites “parties finies”de ces puissances vont permettre de prolonger
les propriétés de ces fonctions, notamment en ce qui concerne les produits par °
des puissances entiéres et les dérivations. Sur ces premiers exemples de parties
finies; on détaille une des démarches possibles pour expliciter leur définition et
les manipuler. On commence par le cas ou la singularité est en a = 0.

Cas ou ’exposant est un entier —n avec n > 1

Pour n > 0, entier, lintégrale J, = [¥* ¢(t)t™™ dt, olt ¢ est un élément de D(R),
n’admet pas, en général, de limite lorsque € — 0. Si T\, (t) désigne le polynéme
de Taylor de degré n — 1 & lorigine de la fonction ¢ et si A majore le support de
¢, on peut écrire J, sous la forme :

J. = / A[tp(t) = Ty ()™ dt + / g Tr1 (£)t ™ dt

La premitre intégrale porte sur une fonction prolongeable par continuité en t = 0,
elle admet donc une limite. La deuxiéme intégrale est une somme d’intégrales

(k) k-n+1 14 (n—1 A
de valeurs 2 ki(O) [kt_ — 1] lorsque k # n — 1 et ‘P(_n__% [ln tL lorsque

k=n—1. :

En quelque sorte, les valeurs de ces derniers termes pour la borne inférieure &
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sont “responsables” de la divergence de J. et leur somme représente ce qui peyt
&tre appelé partie infinie de I'intégrale J.. Pour simplifier cette partie infinie, op
peut 1’écrire sous la forme —Z.(T,-1(¢)t™"), a savoir, au signe prés, la valeur ey
€ de la primitive sans terme constant de la fonction T}, —1 (@)t ™.

En retranchant cette partie infinie, on obtient la définition d’une forme linéajye
sur D dont on voit facilement que c’est une distribution (Cf. exercice 7.9) :

Définition 4.5 La distribution notée Pf(U(t)t™™ est la distribution dont l’actiop,
sur ¢ € D est définie par :

/e +°oso(t)t‘”dt+ki_ k)(o)[ f::l]Jr[(p(:__l)l()O!) 1n(6)”

k=0

lim
e—0

Plus simplement, elle s’exprime par :

"
(PEU()1", ) = lim [ | ez, (Tn_l(@t-“)}

Dans cette expression, le premier terme est dit “terme intégral” et le deuxiéme,
opposé de la “partie infinie”, est dit “terme résiduel”.

Pour des détails concernant ces parties finies, voir [[11]], [[14], [17]].

Cas ou I’exposant a est réel ou complexe, non entier

On suppose —n — 1 < Re(a) < —n, avec toujours n entier tel que n > 1. La
démarche précédente s’applique encore. La différence réside dans le fait qu’il n’y
a plus de logarithme qui intervient dans la partie infinie :

Définition 4.6 La distribution notée Pf(U(t)t*), ot —n — 1 < Re(a) < —n, est
la distribution dont l’action sur ¢ € D est définie par :

lim [ / " o(t)tedt + IL(T, _1(<p)t°‘)]

e—0

De facon plus explicite :
+o00 k=n-1 (k) 0) €k+a+1
i‘-ﬂ%[/s plt)t%dt + Z k! [Ic+a+1]

Cas d’une singularité ¢ > 0, ’exposant étant entier

Dans ce cas, on distingue deux parties finies (partie finie 3 gauche et partie finie
A droite) selon que ’on considére les restrictions de la puissance & [0, a[ ou a
la, +o0l.

Pour la partie finie & droite, la fonction étudiée est U (¢t — a)(t — )™, il suffit
alors de remplacer le polynéme de Taylor au point 0 par le polynéme de Taylor
au point ¢ = a qui sera noté Tp_1,4(¢p).

Pour la partie finie & gauche, la fonction étudiée est U(t)U(a — t)(t — a)™™- On
remplace alors, dans la définition précédente, l'intervalle [e, A] par [0, a — €] Les
définitions s’en déduisent :
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péfinition 4.7 a) La distribution notée Pf(U(t — a)(t — a)™) est la distribution
dont Vaction sur ¢ € D est définie par :

A
lim / e(t)(t — a) "dt + Tote(Tn-1,0(9) (t — a)™™)
e=0( /g, +e

b) La distribution notée Pf(U(t)U (a—t)(t—a)™") est la distribution dont I’action
sur ¢ € D est définie par :

e—0

lim [ /O T o)t = @) dt = Tao(Toos a(0)(t — a)—n):l

Remarque 4.3 On peut aussi considérer des parties finies bilatérales :

En ajoutant les parties finies a droite et & gauche de mémes exposants au point
t = a, on obtient la définition de la partie finie de la fonction causale U (t) (t—a)~™.
Si on veut Pf(U(t)|t — a|™"), il faut ajouter la partie finie & droite & la partie 3

n

gauche multipliée par (—1).

Cas de la singularité a > 0, I’exposant étant non entier

11 est facile d’adapter les définitions relatives a la singularité ¢t = 0.
On en déduit les définitions des parties finies & droite et a gauche, en supposant
-n—1< Re(a) < —n.

Définition 4.8 a) La distribution notée Pf(U(t — a)(t — a)®), ol on suppose :
-n—1 < Re(a) < —n, est la distribution dont l’action sur ¢ € D est définie
par :

A
i [ [ o)t - %t + T Tosali)e - a)“)]
e—0 a+e

b) La distribution notée Pf(U(t)U(a —t)(a —t)¥), ot —n — 1 < Re(a) < —n, est
la distribution dont ’action sur ¢ € D est définie par :

lim [ | et - 02t - LTt t)a)}

e—0

On peut étendre ces définitions relatives 3 ce que 1’on peut appeler des (parties
finies de puissances) 3 d’autres types de parties finies, en particulier celles qui
Portent sur des produits de puissances de la variable par des puissances entieres
de logarithmes de cette variable.

De telles parties finies seront dites : (parties finies logarithmiques).

Sans prétendre & une grande généralité (Cf. [[14]]), on se contente ici d’envisager
Quelques exemples de telles parties finies logarithmiques ol on reprend encore la
démarche précédente de mise en place des définitions.
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4.8.2 Exemples de parties finies causales logarithmiques

Exemple 4.4

Soit f définie par f(t) = U(t)t'Int dont la seule singularité est ¢ = 0, On
suppose donnée une fonction ¢ € D et on étudie intégrale | $+°° f@)e(t)dt. 1,
fonction ¢ = f(t)(4(t) — #(0) est localement sommable. Comme précedemment
on calcule l'intégrale qui, ici, fournit la partie infinie, & savoir : ’

4 1
/ 0(0)t In®t dt = ?,‘P(O) [ln3 A-In® 6‘]

On posera ainsi, par définition :

<Pf(u(t)¢, (,0> = lim [ / " liﬁgo(t)dw %90(0)(1113 e)]

e—0

Exemple 4.5

Soit f définie par f(t) = U(t)t~%/?Int dont la seule singularité est ¢ = 0. Op
étudie I'intégrale [**° f(t)¢(¢)dt ott ¢ € D. En développant ¢ par Taylor au point
t =0, on voit que f(t)(¢(t) — ¢(0) — t¢'(0)) est localement sommable. Toujours
par la démarche précédente, on calcule la partie infinie, & savoir ’intégrale :

A
/ [cp(O)t"s/ ZInt + ¢'(0)t~%/%In t] dt

Par des intégrations par parties, on a :

A 9 A 2 A
/ t5Pntdt = —g[t"e’/zln(t)] +3 / t75/2 dt
I3 &

€

- 25-3/%(5) + 36-3/2 + K(4)

A
/ =3 ntdt = 267 ?In(e) + 4e~V/? + K'(A)

€

Les termes K (A) et K'(A) étant indépendants de ¢, ce calcul permet de détecter
la partie infinie, c’est-3- dire les termes qu’il faut soustraire de f€+°° Ft)p(t)dt
pour obtenir une limite finie. On posera ainsi, par définition :

(PE(f), @) = lim [ / ) p(t)dt - 295—3(/02) [31n(e) +2] - 2:”1'/(2) e +ﬂl

Exemple 4.6

Soit f définie par f(t) =U(t — 1)(t — 1)~3/2n%(t — 1) + URUL - t) (1 - £)~ 1
La seule singularité est en ¢ = 1 mais elle est bilatérale. On peut considérer que.
est somme de deux fonctions pour lesquelles la singularité est, soit & gauche, soit
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3 droite. La partie finie de f est alors la somme des deux parties finies associées
3 ces deux fonctions. Multiplions par ¢ et utilisons les polynémes de Taylor au
point @ = 1.

A gauche, il suflit d’utiliser le polynéme de Taylor de ¢ de degré 0 au point ¢ = 1,
donc réduit au terme (1). La partie infinie & gauche de Pf(fy) provient donc
de l'intégrale

o [

Cette partie infinie, qui est en fait une expression sans limite, est donc ip(1)(e)".

A droite, on utilise de méme le polynéme de Taylor en ¢ = 1 de degré 0. La
artie infinie & droite de P f(f¢) provient donc de l'intégrale sur [1+¢, A] de la

fonction (1) (t — 1)~3/2In?(t — 1).

Aprés une translation sur la variable et deux intégrations par parties, cette partie

infinie s’exprime par :

p(1)e™Y?[21In%c + 81ne — 16]
La définition de (Pf(f), ¢) s’écrit donc :

1—¢ ~+o0 .
lim[ f(t)go(t)dt+/ Ft)p(t)dt —p)[i(e) +e~/?(2In? e +8Ine + 16)]]
0 1+

e—0

4.8.3 Généralisation de ces parties finies

Les parties finies de type puissance ou logarithmique déja étudiées seront dites :
¢« élémentaires ». Parmi les fonctions causales f non localement sommables
les plus simples, figurent celles qui, sur tout segment [a, b], posseédent un nombre
fini de singularités au voisinage desquels la fonction f n’est pas sommable. Ces
singularités a; constituent alors un ensemble fini ou infini dénombrable, locale-
ment fini. On peut, en général, décomposer la fonction en une somme finie ou
infinie de fonctions causales dites ”composantes”, notées fu;+ ou fo,- telles que
chacune d’entre elles admet une seule singularité a; d’un seul c6té, c’est-a-dire &
droite de a; ou & gauche de a;. On simplifie encore en supposant qu’au voisinage
de chaque point singulier a;, les fonctions f, i+ Ou fa;— se comportent comme
des produits de puissances de |t — a;| par des puissances d’exposants entiers de
In(]t — a;|) ou encore comme des sommes de tels produits. Dans ce cas, chacune
des composantes fournira une somme de parties finies élémentaires.

Supposons qu’on veuille écrire la forme générale, conforme & cette définition,
(i’une fonction fy admettant la seule singularité ¢ = 0. Alors, soit P,(X) =

;akX k¥ un polynéme de degré égal & n (n > 1), un polynéme Q,,, en deux

Jj=ml=q .
variables du type Qm¢(X,Y) = 3. 3 ;XY et un ensemble fini C de couples
j=11=1
(o, my) ol les oy, sont des complexes de parties réelles négatives ou nulles et les
™y, des entiers positifs ou nuls avec (ax, my) # (0, 0), ensemble auquel on associe

une somme R¢ (t) de termes du type cq, m,t** (Int)™" . La fonction g étant par
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ailleurs supposée localement sommable et, en outre, bornée au voisinage de ¢ = 0
r__ 2 . . . . )
cette forme générale, dite « canonique) dans la suite, s’exprime par :

fo(t) = Pa(t™) + Qm,g(t™", Int)) + Ro (t) + g (1),

Il est bon de remarquer qu'’il existe, parmi les premiers termes de cette rela,t10n
des fonctions localement sommables. Ils sont obtenus & Iintérieur de R¢ poy;
les exposants oy qui vérifient Re(e) > —1. Dans la mesure ol les parties finjeg
de ces termes coincident avec les distributions réguliéres associées & ces fonctiong
localement sommables, nous écrirons, en omettant le facteur ¢ :

Pf(f,) = Pf [Pn (t-l)] +Pf [Qm,q(t-l In t))] + Pf [Ro (t)] + [g]

Dans le cas d’une singularité autre que t = 0, deux écritures de cette forme
s’appliqueront pour f,,+ ou f,,- et finalement les parties finies les plus générales
considérées dans cet ouvrage (Cf. [[11]],[[14]]) sont des sommes dénombrables
finies ou localement finies de telles expressions.

Exemple 4.7

La fonction t — f(t) = U(t)—+ 0( ) ne posséde qu’un point singulier ¢ = 0. On
I’exprime sous la forme :

f(&) =U() [t"3 Zt1 .|_Z = t2n—3]

La partie finie de cette fonction est la somme des parties finies Pf(2/(t)[t™3), de
1
_ZPf U(t)t™?) et de la distribution associée & la fonction continue définie par la

série précédente.
Des écritures analogues permettraient de ramener des parties finies comme celles

des fonctions Jy lorsque A < —1/2 ou J’;—flt) pour A > 0 et n > 22+ 1 ades
sommes de distributions réguliéres et de parties finies élémentaires.

Ces exemples se généralisent en considérant des fonctions du type t — U (t)g(t)t*
ot g est une fonction développable en série entiere dans R et o un nombre réel
ou complexe de partie réelle inférieure & —1. On peut aussi supposer que g est
localement sommable et posséde, au voisinage de ¢ = 0 un développement limité
d’ordre égal & E[-Re(a)]. 1l est facile de transposer ces différentes situations aux
cas ol les singularités sont autres que ¢t = 0. Une illustration en est fournie dans
I’exemple qui va suivre.

Exemple 4.8

sin(t(t2 -
La fonction t — f(t) = (t)__—(z(t 2)?)

t = 2. En faisant apparaitre son developpement au voisinage de ¢t = 0 qui 8¢
réduit & —¢~2, cette fonction peut s’écrire :

u@ sin(t(t2 — 4)) + ¢(t — 2)*

t3(t — 2)2

posséde deux singularités ¢ = 0 et

f) = +
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Un développement au voisinage de t = 2 de cette derniére fraction nous montre
gnalement que Pf(f) est la somme de la partie finie Pf(U(t)[—¢"?]), des parties
finies & droite et & gauche de (¢ — 2)~! et d’une fonction de Lq.

Exemple 4.9

t
La fonction ¢ — f(t) =U(t)— a une infinité de points singuliers ¢ = k.

2

sin®(t

Sur tout segment I, centré par exemple en ¢ = 0, contenant les abscisses km ou
—n < k < n, les composantes de f sont :

o=t fe=(t—km)™', gr=rkn(t—kn)"% avec k#0,-n<k<n

Par conséquent, si ¢ € D a son support contenu dans I,,, on aura, h, étant une
fonction continue sur lintervalle I, :

PE(f), ) = (PEE, 00+ Y [km(PE(t—km) =2, ) + (PE(t — k) ™, )] +([Bal, )

Remarque 4.4 I existe d’autres fonctions non localement sommables qui pour-
raient donner naissance a des parties finies.

Par exemple une fonction du type ¢ — [L{(t) —U(t—1) vV ;2lnt

dans les descriptions précédentes. Non plus d’ailleurs qu’une fonction, faisant
Uft)
+

qui ne rentre pas

intervenir une série de fonctions localement sommables, telle que f(t) =

400
Z anU(t—1/n)(t—1/n)"!, dans laquelle les points singuliers ne constituent pas

1
une suite localement finie. De telles parties finies ne sont donc pas envisagées.

4.8.4 Parties finies considérées comme fonctions d’un paramétre.
Dérivation et analyticité

Dérivation des parties finies de puissances par rapport a I’exposant

En dérivant une puissance par rapport a ’exposant, cette puissance se voit mul-
tipliée par le logarithme. On se propose de prouver cette propriété sur les parties
finies de puissances. Une telle propriété fournit une méthode de détermination
des parties finies logarithmiques, & partir des résultats sur les parties finies de
puissances.

On se contente du cas de la singularité a = 0 et on considere, par exemple, le cas
ol @ €] — 2, —1[. D’aprés une formule précédente, on a :

A a
(PEU(2)t%), ) = lim [ / o(t)t*dt + (0) _(j)J:

Cette limite s’exprime aussi par :

(PEU@)), ) = / (o (t) — p(0))t2dt
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Puisque a+ 1 # 0, le premier terme est dérivable dans I'intervalle considéré, 1,
deuxiéme terme est une intégrale généralisée convergente. La fonction SOUS le

signe intégral, considérée en la variable (t,a) est continue sur ]0, A]x] — 2,1
et dérivable continiment par rapport & a dans ce méme domaine. De plus,
o(t) — ¢(0)

; est bornée et [t*~"In?| est majorée sur tout compact de ]-2,-1] par

une fonction du type [t** ! In¢| qui est sommable sur [0, A].

D’apreés un théoreme classique de Lebesgue, ce deuxiéme terme est dérivable pa;
rapport a @ dans l'intervalle envisagé et la dérivation peut étre effectuée sous Jo
signe intégral.

Finalement, on a :

d Pf(U(t)t* | AA i At «

£ £)t9), > 0 [ ] / t) —

2o (PU@E),0) = 0(0)[In AT - =]+ | 0(0) = (06"
Or, ce deuxiéme membre n’est autre que (Pf(U(¢)t* Int, ¢(t)).
Puisque ce résultat est valable quelle que soit ¢, on en déduit que la distribution
Pf(2(t)t*), considérée comme application de lintervalle ]-2,-1[ & valeurs dans
D', est dérivable, sa dérivée par rapport a a dans cet intervalle étant égale 3
Pf(U(t)t* Int).
En effet, quel que soit ¢ € D, ce qui préceéde permet d’écrire :

<Pf(L{(t)t°‘) — Pf(U(t)t(ete)
g

lim

e—0

— PEU()t* In t),<,0> =0,

et cette relation exprime une limite pour la topologie de D’. On vérifierait la
méme propriété sur tout intervalle | — n — 1, —n].

De plus, la partie finie est méme de classe C* en « sur lintervalle ]-2,-1] et c’est
encore vrai sur tout intervalle ] — n — 1, —n[ (Cf. exercice 7.13).

Enfin, les raisonnements précédents s’étendent au cas ol « est complexe et vérifie
-n—1< Re(a) < —n.

On en déduit que la fonction : o — [L{ (t)t"‘] qui est analytique (la vérification
en est facile) dans le domaine ou Re(a) > —1, se prolonge analytiquement en
la fonction : a — Pf((t)t*) dans la totalité de C privé de tous les entiers
strictement négatifs (Cf. exercice 7.13).

Proposition 4.14 Dans l’ouvert de C défini par @ = {a € C | o ¢ N*}, l'ap-
plication qui associe d a la distribution Pf(U(t)t*) est holomorphe et, dans cel
ouvert, sa dérivée d’ordre m s’exprime par la relation :

dd’" le(U(t) )] f(U(t)t“(lnt)m) (4.11)

On trouvera, dans les exercices 7.14 et 7.15, des exemples de telles dérivations:
L’exercice 7.16 généralise les résultats précédents au cas d’une singularité autre
que t = 0. On reprend un exemple analogue & I’exemple 4.1 en appliquant la
proposition précédente
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Exemple 4.10

goit f définie par f(t) = U(¢)t%/?(Int)2.
pour déterminer sa partie finie, on dérive deux fois par rapport & a la formule
qui définit Pf(2%) lorsque -3 < ar < -2

8o:+l , €°’+2
a+1 Ty (O)a+ 2

A
(PF(t), ¢) = lim [ [ et + (0

La formule de Leibniz donne alors pour la dérivée d’ordre 2 des deux derniers
termes :

p(0)e41 |

+¢'(0)e*? [

(Ing)? Ine 2
a+1 “(a+1)2 + (a+1)3]
(Ing)? Ine 2
at? “(at2? " (a+2)3]

En remplagant ensuite o par —5/2, on obtient :
(PE(f), ) = hm [/ fedt + :5/2) [(—2/3)(ln8)2 - (8/9)(In¢) — 16/27]
_ 2‘P1(/2) [(m €)? +4(Ine) + 8”

Généralisation & des parties finies dépendant d’un parameétre réel

Dans ce qui suit, on suppose que la fonction f dépend d’un paramétre A réel
appartenant & un intervalle ouvert Jo, B[ de R, telle que cette fonction, notée
désormais f(t, A), se présente sous la forme :

Vo<t<a,  f(t,N)= u)t"W4g(t,N)
Vt>a,  f(t,A) = h(t, \)

On fait les hypothéses suivantes :

e (i) La fonction t ~» g(t, A) est sommable sur ]0, a] et la fonction ¢ — h(t, )
est sommable sur [a, +o0[.

o (ii) Les fonctions u, v, A — g(t,A) et A — h(t,A) sont dérivables dans
la, B[, les dérivées partielles de ces derniéres par rapport & A sont continues
en (t,\) dans les domaines respectifs ]0, a]x]a, [ et [a,+oo[x]a, B[ et, en
outre, sont toutes deux majorées en modules, quel que soit A dans 'un ou
lautre des intervalles envisagés, par des fonctions t — g;i(t) et t — hy(t)
sommables respectivement sur les intervalles ]0, a] et [a, +o0].

e (iii) Dans ]a, 8], la fonction v ne prend pas de valeurs entieres et I’ouvert
Q inclus dans Ja, B[ ol ’on a : v(A) < 1 n’est pas vide
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On posera : Q; =Ja, B[\Q1.

On se propose d’étudier la fonction de A définie par Iintégrale [;f* f(t, N)dt
lorsque celle-ci existe et de sa partie finie dans le cas ol cette intégrale n’existe
pas.

On suppose d’abord A € Q.

¢ Alors les fonctions ¢ — t~*() et ¢t — g(t, A) étant sommables sur 0, a], on e
déduit D’existence de fo f(t, )\ dt. Ceci, joint a I’hypothése de sommabilité de h,
nous fournit 1’existence de [J"%° f(t, A)dt.

La fonction F; définie par Fj (/\) Jo f(t, X)dt est alors dérivable dans cet ouvert
;. En effet, cette fonction s’exprime par :

RO) =) al7® 5+ / gt \)dt

Puisque v(A) < 1, le premier terme est une fonction dérivable dans Q;. Par

ailleurs, d’aprés les hypothéses (ii), la dérivée partielle a—f]\(t, A) est continue en

(t,A) dans ]0,a]x]a, B[ et reste uniformément majorée par la fonction ¢ — gy (t)
sommable sur ]0, a], ce qui prouve la convergence uniforme de I’intégrale portant
sur cette dérivée partielle. Le théoréme classique de Lebesgue sur la dérivabilité
d’une fonction définie par une intégrale fonction d’un paramétre s’applique donc
a cette intégrale [ g(¢, A)dt dans Q.

De méme, a l'aide de la continuité en deux variables de — et de la majoration
de cette dérivée partielle par hq, le méme théoréme prouve la dérivabilité de F,
définie par Fp(\) = [+ h(t,A)dt. Concluons déja que F définie par F()) =
Fi(A) + F2(A) = 0+°° f(t, A)dt est dérivable dans §; et que la dérivée F'())
s’obtient par dérivation sous le signe somme.<

Prolongement dans Q5

¢ Dans §2;, la fonction précédente s’exprime par :

FO) = u()) al—_” +/ a(t, A dt+/+m (£, \)dt

Comme ’exposant vérifie encore §Re(1 —v(A)) # 0, on en déduit que le premier
terme du second membre est dérivable dans Q3. Par ailleurs, par le méme raison-
nement que dans ce qui précede, les deux intégrales de ce second membre sont
dérivables dans ;. On en déduit que ce second membre définit un prolongement
de classe C*°, dans la totalité de Je, §[, de la fonction intégrale F.{
Interprétation de ce prolongement

Dans 3, on a : —2 < Re(1 — v(\)) < —1, on définit alors la partie finie de

f; f(t, A)dt par :
a a 1-v()) a
Pe( [, 0)d) = ol lim [ [ @ar - o]+ [ g0

Finalement, le terme en ¢ disparait quand on effectue I’intégrale ; on trouve dont
pour la partie finie de I'intégrale de f sur ]0,4o0o[, I’expression du prolong®
ment précédent. Sous les hypothéses précédentes, la démonstration précédente
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reste valable lorsque la définition de f sur ]0,a] est remplacée par f(¢,A) =
w(N) (InF ()P 4 g (2, X).

Remarque 4.5 Dans le contexte précédent, il n’est pas question de distributions.

Cependant, en remplagant la fonction f(t, A) par le produit f(¢, \)p(t) ol ¢ € D,
ou méme ¢ € S, la démonstration reste entierement valable. On en déduit ainsi
que Iapplication A+ [f(¢,A)] & valeurs dans D’ est de classe C* dans Q; et que
Papplication A — Pf[f(t, )] & valeurs dans D’ représente son prolongement de
classe C*, dans la totalité de ]o, §[.

Ce résultat ne nous fournit que la dérivabilité réelle. L’intérét de 1’utilisation
de la variable complexe tient d’abord a une simplification des hypothéses du
théoréme de dérivabilité qui devient alors un théoréme d’holomorphie. Il fournit
également le résultat plus substantiel de prolongement analytique. Contentons-
nous, & ce propos, d’un exemple. Il concerne une fonction de Bessel et, en fait, il
met en évidence une analyticité dans le champ complexe :

Exemple 4.11 Dérivation par rapport ¢ A de Pf (L{J ,\> pour A € C\ N*.

La fonction A — J)(t) est analytique dans ;.

( l)k ¢ 2k » )
¢ En effet, elle est définie par la série Z [ ai(A) 2 ], les coefficients

! [t]/\ C’est une série de foncti ti
—————|=| . Clest une s onctions continues e
T(k+1+N\ L2 nes en
(t,A), analytiques en la variable A, qui converge uniformément par rapport & A
sur tout compact K de II_;. Pour majorer I'inverse de I'(k 4+ 1 + X), on utilise

(Cf. Annexe 1) la formule :

étant : ax(A) =

l'—‘(lz_,) = zexp(y2) ﬁ[(l + ;z;) exp(—%)]

En majorant les exponentielles et en faisant réapparaitre le méme produit infini
pour la variable |z|, on en déduit :

) e TT 1+ 12) axp(— 71) exp 2= Re@)
a7 | < Al explrRe(a)  a) [T [0+ ) expl= 20 exn (=)

Autrement dit :

1
< exp z| — Re[z
G (1 =7)(l2] - Re ))F(I N
Or, si |z > 0,0on a: I'(|z]) > m ot m > 0 (Cf. Annexe 1). On applique ces
résultats pour z = A+ k + 1, avec Re(A) > —1, ce qui implique |z| > 0 pour tout
entier k. Des relations : 1 —+ > 0 et |z| — Re[z) < |A] — Re[A), on tire, lorsque A
Parcourt le compact K de I1_;

1 1 M
—_— <M————-——<
TA+k+1) = " T(A+k+1])
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. M t ¢ hY
Il en résulte la majoration uniforme : |ax(A)| < — [5] ou c est la borne infg.

rieure (resp. la borne supérieure) de Re(A) sur le compact K selon que t < 9
(resp. t > 2).

Finalement, pour tout A € K, le terme général de la série est majoré py;
M1

m k!
la normale convergence.

D’apres le théoreme classique sur les séries de fonctions holomorphes, on conclyt

ainsi a ’holomorphie de A — J) dans I1_;.

On en déduit, en utilisant encore la convergence normale précédente qui permet

I’intégration terme & terme sur le support c-'c}mpact d’un élément ¢ de D, ’holo-
(o o]

c+2k
[ ] , terme général d’une série convergente quel que soit ¢, ce qui prouve

morphie, dans II_;, de "application A —» / Jr(t)p(t) dt quelle que soit ¢ € D,
ce qui revient & dire que A — [J3], & valeu(r)s dans D', est analytique dans II_;,
On suppose maintenant : Re(A\) > —2 et A # —1 en remplagant, quand il en est
besoin, la distribution réguliere [L{J )\] par la partie finie Pf [I/{J ,\] (Cf. une autre
méthode dans ’exercice 7.15), a savoir :

Pr(un) = s O(5) ]+ o)

Dans cette formule, la fonction g est définie par une série convergente du type
précédent. La majoration uniforme qui a été alors utilisée reste encore valable
puisque le parameétre A + &k + 1 est translaté d’une unité, ce qui fourmt lorsque
Re(A) < -1, les mémes majorations uniformes.

On en dedult que |g] est analytique dans le nouveau domaine et, comme on sait

I‘()\%)- par la partie finie Pf [L{ (¢) (%) ,\] ,
également analytique d’apres la proposition 4.14, est aussi analytique dans ce do-
maine, on peut conclure d’une part a ’analyticité de Pf (L{J ,\) dans IT_; \ {-1}
et d’autre part que cette partie finie représente le prolongement analytique de
[t4.)] bors de ;.

On peut d’ailleurs continuer ce raisonnement de proche en proche, pour obtenir
P’analyticité de Pf (L{J ,\) dans C privé des entiers négatifs ou nuls. ¢

De plus, les convergences normales des séries de fonctions holomorphes, entral-
nant la possibilité de dériver sous le signe intégral ou sous le signe distribution,
on est en droit de conclure :

que le produit de la fonction analytique

Proposition 4.15 La fonction A — [UJ,] & valeurs dans D' est analytique
dans le demi-plan II_;. Elle est prolongeable analytiquement dans le domaine

Q= {/\ eC\\¢ N’f_} et son prolongement s’ezprime par Uapplication : A+
PE(UJ).-
En outre, quel que soit A € Q, on a :
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aJ t )P O+ k1
5‘} [Pf(J,\)} = Pf(gf) = 1>f(1n(§)JA _ 20: ( k!) I‘2((,\-|I- k: 1)) ( % )2k+A)

Remarque 4.6 Les formules de dérivation mises en place dans les exemples
pre’ce’dents sont relatives au cas de la singularité t = 0. On peut faire des raison-
nements analogues pour un point singulier autre que t = 0.

Cela peut résulter, dans certains cas, d’une simple translation sur la variable ¢
(Cf. Exercices 7.21 et 7.22).

4.8.5 Multiplication par ¢ d’une partie finie

Comme pour les parties finies des puissances de la variable, le produit par ¢
commute aux parties finies ; autrement dit, nous avons le résultat :

Proposition 4.16 Quels que soient le complexe a, ’entier naturel m et l'entier
naturel k, on a :

t*PFU)t*(Int)™) = PFU@B)*T*(Int)™) (4.12)

Il en résulte, en particulier, que si Re(c)+k > —1, la multiplication par t* fournit
la distribution réguliére associée d la fonction U(t)t*+*(Int)™) qui est localement
sommable.

De plus, cette formule se généralise auz cas des singularités t = a autres que
t =0 en remplacant les puissances entiéres de t par celles de t — a.

Démonstration
On se contente de la faire pour £ = 1 et dans le cas d’un complexe a.
¢ On suppose —n—1 < Rea < —n. Par définition, puisque le degré du polynéme
de Taylor & utiliser est n—1, ’action du produit ¢P f (U (¢)t* (Int)™) sur ¢ élément
de D s’exprime par :

A

lim [ / 1 (Int)™(t) dt + Z) [T _1(t)t*(In t)m]] (%)
&

Or, le terme général de T,,_; (tp) fait intervenir (t0)()(0) qui se simplifie en
j(p(j ~1)(0). Il en résulte que, le premier terme étant nul, une translation d’indice
(j — 1 = k) amene la relation suivante :

=2 k(0)tk
Toa(ig) =8y E0E = i)
0

Par conséquent, ’expression précédente (*) se traduit par :
A
. a+1 m a+l m
lim [ [ 4 o0 o4 2 [Tacatie i) ]]
Et cette derniére formule explicite 'action sur ¢ de Pf(U(t)t**t!(Int)™). Enfin,

dans le cas ot la singularité de f est autre que a = 0, la translation ¢ -+ ¢ — a
fournit le résultat analogue. ¢
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Remarque 4.7 Cette propriété de multiplication par la variable peut étre yij;.
sée, plus généralement, dans la multiplication par des fonctions réguliéres.

Soit, par exemple, une fonction g de classe C*° qui s’annule au point ¢ = 0, Pordy,
du zéro de g en ce point étant k, on peut écrire g(t) = t"h(t) ol h est de clasge
C*. La multiplication par une telle fonction g nous donne alors

(gPEE(Int)™, ) = (*PEE(In &)™, hp) = (RPE(E+(Int)™, )

4.8.6 Dérivation d’une partie finie causale

Nous allons prouver que, sauf dans le cas ol le logarithme est absent dans |y
partie finie, la dérivée de cette partie finie d’exposants (&, m) est égale 3 la partie
finie de la fonction dérivée. Dans le cas ol « est entier et m = 0, une dérivée de
distribution de Dirac intervient dans cette dérivation.

Proposition 4.17 a) Lorsque m # 0 et o < —1 entier ou non, on a :

4
dt

b) Lorsque o = —n avec n > 0 entier, on a :

(PFU)E (Int)™) = aPFU@E (nt)™) + mPFU@E (n )™

d §(n)
a(Pf(u(t)t‘“) = —nPfU@) ™) + (—1)"n—! (4.13)

c¢) Lorsque : m # 0 et a < —1 entier ou non, les parties finies :
PI{@(t—a)(t - 0)"(n(t—a)™| et Pf[@U(a—t)(e—t)*(ine- )"

conduisent a des résultats analogues. De méme, pour n entier, on obtient :

(n)
%(Pf(ua ®)(t — a)™™) = —nPfUs, () (t — @)™ 1) + (-1)7“5;—! (4.14)
2 (PEU(a~1)(t — ) ™) = ~nPE@(a — 1)(t ~ a) ™) + (-1 Ep

Démonstration de a)

¢ La démonstration est faite dans le cas ot —n — 1 < @ < —n (donc non entier).
On pose f(t) = t*(In¢)™. La dérivée f’ fait intervenir ’exposant a — 1, le degré
du polynéme de Taylor & utiliser pour la définition de Pf(f") est donc n. On
détermine d’abord Pf(f’). Sur tout élément ¢ de D, I’action de cette partie finie

se traduit par :

e—0

A
lim [ / @) f(t)dt + L) [Tn(0) f)]
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o , " 00)
L) Tul(e) f)] = Z(ey ZTt’ f(®)
0

Dans cette primitive, on peut effectuer une intégration par parties du terme
#1 f'(t), ce qui donne pour cette partie infinie :

©(0)f(e) +Z"° (O) &' f(e) Z‘P O)J(e’ 'f(e)

On peut donc écrire :

4 so
(PE(), ) = h_%[/ o) f'(1) dt+Z 22O ple) - 1011 _l(so’)f]}(*)

Par ailleurs, ’action de la dérivée de Pf(U(¢)t*(Int)™) sur une fonction test ¢ se
traduit par :

A
- lim [ /e @' (£)t*(Int)™ dt + I (o) [Tn—1(¢")t*(In t)m]] (%)

L’intégrale du second membre, intégrée par parties, nous donne alors :

A A
- / ¢t f(t) dt = / o(t) f'(2) dt = [o(t) F )1

En développant, dans le dernier terme ¢(¢) par la formule de Taylor & 1’ordre n
et en substituant dans (**), on voit que les seconds membres des relations (*) et
(**) sont égaux.$

Démonstration de b)

¢ La démonstration reste la méme, a ceci preés qu’on utilise le polynéme de Taylor
de degré n et que la relation (*) qui précede doit étre remplacée par :

_ 20 €J+a (0

Ce dernier terme, changé de signe, reste dans le second membre de la formule
finale. Il s’interpréte comme 'image de ¢ par une dérivée de la distribution de
(-1 "

Dirac au point ¢ = 0, & savoir ;
n!

c) Casoti a # 0

¢ La translation des distributions commute avec la dérivation. Par conséquent,
les mémes résultats se transposent pour une fonction f qui s’écrit sous la forme
U(t—a)(t —a)*(In(t — a))™. On obtient ainsi la premiére formule. La translation
agit de méme pour Pf [L{ (t—a)(t-— a)“”] .

Pour la partie finie & gauche, on peut, par exemple, recommencer le calcul fait
ci-dessus (Cf. exercice 7.8), ce qui expliquera le changement de signe de la dérivée
de la distribution de Dirac. Remarquons d’ailleurs que la dérivée de la partie finie
Pf [L{ &)@ - a)"”] est alors égale & —nPf [L( &)@ - a)‘“‘l]
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Remarque 4.8 Ces propriétés de dérivation s’étendent auz parties finies logg.
rithmiques (Cf. Ezercice 7.23) et aussi a d’autres parties finies non élémentaireg.

En particulier, cela s’applique aux parties finies définies de fagon plus générale pa,
les formules de §4.8.3 ou la différence entre la dérivée de Pf(f) et Pf(f) résulte
des termes qui proviennent de la dérivation des puissances d’exposants entiers,
lesquels apportent des combinaisons de dérivées de §. On en tiendra compte dapg

la transformation de la partie finie d’une dérivée (Cf. §4.10.2).
Jo(t)
tn
analogues a celles de la proposition ci-dessus (Cf. Exercice 7.5) qui conjugent
les formules de dérivation d’un produit et la propriété de dérivation d’une partie

finie élémentaire. Ainsi :

4 [Pf[u—(tm]] = —Pf[u(t)Jo(t)] + [J‘S(t)] +4

Par exemple, les parties finies de donnent des formules de dérivation

dt t t

4.8.7 Caractére tempéré des parties finies causales élémentaires

La proposition qui suit est importante pour la transformation de Laplace des
parties finies causales :

Proposition 4.18 Les parties finies causales élémentaires sont des distribu-
tions tempérées.

Preuve
¢On peut procéder par des dérivations successives.
La fonction U(t) Int est & croissance lente, donc, tempérée en tant que distribu-
tion. Ses dérivées, qui sont des combinaisons de Pf [L{ (t)t‘“] et de dérivées de la
distribution § pres, sont elles-mémes tempérées. La distribution § et ses dérivées
étant tempérées, on en déduit par différence que toutes ces parties finies sont
tempérées.
En considérant les fonctions U (t) (Int)™, le méme raisonnement conduit & conclure
que toutes les parties finies logarithmiques d’exposant entier sont tempérées.
En recommencant un raisonnement par récurrence & partir de U/ (¢)t*(Int)™ lorsque
—1 < & < 0, on est & méme d’affirmer que toutes ces parties finies sont tempérées.
En effectuant des translations, on en déduit qu’il en est de méme lorsque le point
singulier est @ # 0.

Remarque 4.9 i la partie finie de f s’écrit, comme dans le paragraphe 4.8.%)
sous la forme

PE(f) = PE[Ba(t™)] + PE[Qm,q (" Int))| + PE[Ro(t)] + o],

la fonction g étant localement sommable, bornée au voisinage de t = 0 €t a
croissance lente, alors cette partie finie est une distribution tempérée.
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4.8.8 Primitivation

Dans le cadre de la primitivation, deux problemes apparaissent au sujet des fonc-
tions f qui ne sont pas localement sommables et qui engendrent des distributions
parties finies. D’une part, la fonction f posséde, sur tout intervalle ol elle est
continue, des primitives qui sont des fonctions, d’autre part, la distribution Pf(f)

osséde des primitives distributions. Pour ces derniéres, on sait (Cf. § 4.5.4) que
les primitives des distributions tempérées sont toutes tempérées et que, si la dis-
tribution T est causale et tempérée, il existe une unique primitive de T' qui soit
causale. Cette primitive est désignée par 7(-1) 1

Généralisation de la notion de fonction primitive
On définit également une fonction primitive de f en généralisant la fonction
g+ J; g(t)dt associée & g lorsque celle-ci est continue sur Ry. Lorsque la fonc-
tion f admet des singularités au voisinage desquels f n’est pas sommable, cette
définition n’est plus valable. Il est logique alors de faire un prolongement de cette
intégrale au moyen d’une partie finie. On envisage donc, lorsque f n’admet que
la singularité ¢ = 0, par exemple, la fonction qu’on notera f(~1) définie par :

Ve eR},  fV() = Pf( /0 ’ f(t)at)

Finalement, cette définition restera valable pour toutes les fonctions f définissant
les parties finies élémentaires.

Exemple 4.12 Déterminons f(=1) lorsque f(t) = U(t)t™
D’aprés la définition :

P f( /0 : f(t)dt) = lim [ /0 e +I€(Tn_1(1)t““)]

Dans cette formule, le développement de Taylor de la fonction ¢t — 1 se réduit a

1 et la partie infinie n’est autre que — (¢)"™*!. Cette primitive au point

€ se supprime dans le calcul. Finalement, on obtient :

+ 1
C’est la primitive habituelle (sans terme constant). On observerait la méme
propriété pour les fonctions produits de puissances par des logarithmes.
Détaillons un autre exemple relatif & la seule singularité ¢t = a > 0.

Exemple 4.13 Déterminons f(-1) lorsque f(t) = U(t)(|t — a|)~3/2

po( [ t08) = g

Pour 0 < z < a, la partie finie cherchée se réduit a la primitive / f(@)

2[ (a—=z)~ 1/2 _ g~/ 2]. Pour z > a, elle s’exprime par la somme de deux parties

finies, 3 savoir la partie finie & gauche qui s’écrit :

lim | / £)7%/2dt - 2(e) /7]

e—0

Notation d’une primitive considérée comme une dérivée d’ordre -1.
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Et la partie finie a droite qui s’écrit :

lim [/“’ (t — a)—S/Zdt _ 2(8)_1/2]

e—0 ate

Tous calculs faits, on trouve f(~1(z) = —2 [(z —a)"1/2 4 g/ 2] . Le résultat est
ici une fonction non continue mais localement sommable.
On trouvera d’autres calculs dans I’ exercice 7.27.

Considérons T = Pf(¢t*) ol « est non entier. On en déduit immédiatement

que — Pf(t**1) est la primitive causale tempérée unique de T et que cette

partie finie est celle de la primitive généralisée de t°.

Soit T = Pf(t") avec n entier. Si n = 1, on voit que 7(-1) = /(¢) Int. Dans ce

cas, on trouve encore la partie finie de (¢t~1)(-1. Sin > 1, la proposition 4.14
1 1

nous donne : T(-1) = i—m [Pf(L{(t)t'”+l) ([ )1)'6(”_2)]

Il en résulte que les égalités obtenues précédemment ne sont plus réalisées.

Soit T' = Pf(t* In™ t) ol « est non entier. A priori, une primitive est une combi-

naison linéaire de parties finies logarithmiques ou I’exposant de la puissance est

a + 1 et exposant du logarithme inférieur ou égal & m et éventuellement nul.

On procede par identification en posant :

71 = Pf [t"""l [i ay In® t]]
0

On trouve les relations :
(a+Dan =1, (e+1)ap-1+man=0,---, (a+1l)ag+a; =0

Ce systéeme admet une solution unique qui s’écrit :
m— k
(~1) _ pp|satl (-1)
T Pf[t [Z( T k+1(k) In¢]

Il est facile de voir que ces calculs aboutiraient au méme résultat si on détermine
la primitive généralisée de la fonction considérée.

Enfin, dans le cas de ' = Pf(t " In™t), on trouve, soit la fonction localement
m+1

sommable dans le cas ou n = 1, soit une solution du méme type que

m
dans le cas précédent en remplagant a par —n. L3 encore, la primitive causale
tempérée de la partie finie de f est la partie finie de la primitive généralisée de f
Proposition 4.19 La primitive causale tempérée de la partie finie causale :
Pf [L{ (t)taJ dont l'ezposant o compleze est non entier négatif avec : Re(a) < -1,
veérifie la relation :

(-1)

7ot [L{(t)t“+l]

[Pf [Z/{(t)t"‘]
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Pour une partie finie logarithmique ot ’ezposant de la puissance o vérifie toujours
Re(a) < —1, avec a # —1 s’il est entier , ou pour la partie finie de t™" ot n > 1,
on a, respectivement les relations suivantes :

 r (-1) m _1)mkm)
[Pf(U(t)talnmt])] _Pf[u )t [Z o+ (k)'ln t]:l (4.15)
0

[Pf(u(t)t'”]] o = ﬁ [Pf (u(t)t-n“) + -(-[nl_%a(v-%} (4.16)

Par ailleurs, soit une fonction causale f, non localement sommable, engendrant
une distribution partie finie. On définit la primitive généralisée f(-1) de f comme
la fonction causale lelle que, pour z > 0, f(=Y)(z) = Pf([3 f(t)dt). Alors, les
parties finies précédentes vérifient :

Pf(f) étant élémentaire, f(t) #t™",(n > 1), IPf(f)] =1 = Pf [f(—l)]

w1, [pren)] 7 = e (o) 7 ¢ e

Ces propriétés se généralisent aux cas d’autres singularités que t = 0 (Cf. Exercice
7.27).

4.9 Transformée de Laplace d’une partie finie causale

4.9.1 Abscisse de convergence d’une partie finie causale de type
puissance ou logarithmique

On a vu précédemment que les parties finies élémentaires sont tempérées.

On en déduit donc que leurs abscisses de convergence sont inférieures ou égales
a 0. Il en résulte aussi que si on ajoute & de telles parties finies une fonction g
localement sommable transformable par £, I’abscisse de convergence de la distri-
bution obtenue sera inférieure ou égale & sup({.(¢),0).

. J t ’
Par exemple, la fonction ¢t — f(t) = U(2) zn se présente comme une somme de

parties finies de type puissances et d’une fonction localement sommable qui peut
s'écrire sous la forme g(t) = (Jo(t) — Pa(t))¢™™ ol P, est un certain polyndme de
degré n — 1.

Cette fonction est continue sur [0, 1] et, comme Jy est bornée, on a, sur [1, +o0[
la majoration |f(t)| < M + |P,(t)|. 1l en résulte que ¢,(g9) < 0, d’ott 'on déduit
que o(Pf(f)) < 0.

Sur cet exemple, on constate que 1’abscisse de convergence de la partie finie est
inférieure ou égale & sup((c(Jo),0). Le lecteur peut s’assurer que cette propriété
est générale. Concluons :
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Proposition 4.20 Les distributions parties finies élémentaires sont tempérées,
leurs abscisses de convergence sont donc inférieures ou égales @ 0. Si Pf(f) est
une telle partie finie et si g € Lq, alors o(Pf(f) + [g]) < sup(¢(9),0). En part;.
culier, si g est a croissance lente, on a o(Pf(f) +[g]) <O.

Par ailleurs, si h est une fonction définie par h(t) = g(t)(Int)’t*, od g es
une fonction admettant, au voisinage de t = 0, un développement limité d’ordre
E(—Re(a)) et appartenant ¢ Lq, j un entier positif et o un nombre réel ou com.-
pleze de partie réelle inférieure ¢ —1, on a : o(Pf(h)) < sup((c(g9),0). Cette
propriété reste valable pour h(t) =U(t — a) In? (t — a)(t — a)?.

Remarque 4.10 Bien entendu, comme la fonction g est sommable sur 10, |, la
foncetion U(a — t)g(t) est d’abscisse < 0. Il est facile d’en déduire que la partie
finie de h(t) =U(a —t)In’ (a — t)(a — t)* vérifie o(h) < 0.

Lorsque I’on connait ’abscisse de convergence d’une distribution causale, on sait
que son image de Laplace s’exprime par son action sur la fonction ¢ — a.(t)e*.
Nous examinons la particularité de cette action dans le cas d’une partie finie.

4.9.2 Action d’une partie finie sur une fonction de §

Proposition 4.21 Soit une partie finie de type puissance ou logarithmique.
Alors, son action sur une fonction ¢ € S est définie par la méme formule que
celle correspondant auz fonctions test de D.

Preuve

¢ On sait déja que la partie finie est tempérée. Pour montrer que la formule de
définition de cette partie finie se prolonge aux fonctions de S, nous allons consi-
dérer qu’une fonction de S est une limite de suite d’éléments de D.

Soit une fonction 9 € D, positive, de support [—2,42), égale a 1 sur le seg-
ment [—1,41] et inférieure & 1. On pose ¥, (t) = 9¥(t/n), de sorte que 1, est
une fonction de D, égale & 1 sur le segment [—n, n] et de support [—2n, 2n]. Soit
@ € 8. On considere la suite de terme général 9, qui est incluse dans D.

Montrons que %, 4 ¢, autrement dit que 6,, = 9, — ¢ tend vers 0 dans S.

On se donne deux entiers arbitraires k, p. Puisque ¢ € S, il existe A tel que:
|t| > A = |t*|sup |p)(t)] < &. On examine alors le produit |¢¥(,)\)(t)| lorsque
. i<
n>Aetj< 1;.— !
Sur [-n,n],on a : @, = 0. Sur [2n,+0o[, on a : 6, = —¢ et, puisque n > 4,
on en déduit [t*(8,)V) (t)| < e. Enfin, sur le segment [n, 2n], |t¥(6,))(t)| se pré-
sente, en utilisant la formule de Leibniz, comme la somme de tk (Yn — 1)V qui

(m) ) .
est majorée par ¢ et de termes du type tkC]’-n%m—(go)(f‘m) (avec 1 < m < j) et

. . 2z K ] Ny . . H
qui sont donc majorés par —eou K ; est une constante faisant intervenir des

coefficients de Newton et la borne supérieure de toutes les dérivées de ¢ jusqu’é»
’ordre j, donc ne dépendant que de j.
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1l en résulte que sur cet intervalle [r, 2n], on a |t¥| sup 1(6,)Y )(t)l < e[1+ sup K;).
N j<p
Prenons alors n > sup(A, sup;<, K;) ; les maJoratlons précédentes nous donnent

|t’°|supl(0 )9 (1)] < 2e.

i<
Cela prouve affirmation de convergence faite ci-dessus.
La distribution Pf(f) étant tempérée, on en déduit que :

(L), ¢) = lim (PE(f),0)

Pour simplifier les calculs, on continue la démonstration en prenant par exemple
ft) = t=3/21n1. D’apres la définition de I’action d’une partie finie sur un élément
de D,on a:

i(1,0) = [ [0 = () 0] e+ 22200 (130 4.2)

On veut prouver que lorsque n — 400, cette expression tend vers :

[ o0 - o] 2+ 222 (in(an) + )

Comme 6,(0) = 0, la différence des deux expressions se réduit a :

2n 400
/ 0,(0)t~%?Intdt — / o(t)t%/? In tdt
0 2n

Puisque ¢ € &, la derniére intégrale, qui est un reste d’intégrale convergente,
tend vers 0 lorsque n — 4+00. On décompose la premiere intégrale en deux par-
ties. Dans 'une de ces parties qui est étendue a [0, 1], on peut majorer, puisque
6,(0) = 0, la fonction & intégrer par une fonction sommable en ¢t = 0, & savoir
SuP;epo,1 [ (6n)' (¢)] [t‘l/ 2|lnt|] et comme supycpo,1]|(6x)'(¢)| — 0, cette intégrale
tend vers 0 lorsque n — +o00.

Il reste l'intégrale f; 9 (t)t“3/ 2Intdt qui peut étre majorée, d’aprés ce qui pré-
céde, par 2¢ [V t‘3/ 2In tdt, quantité arbitrairement petite.

Il résulte de tout ce raisonnement que I’action de Pf(f) sur la fonction ¢ qui est
dans S est définie par la méme formule que lorsque la fonction ¢ se trouve dans

D.$

Remarque 4.11 Le prolongement de la formule définissant la partie finie lorsque
la singularité est en t = 0 pour les fonctions de S est également valable lorsque la
singularité est ent = a > 0, soit pour la partie finie a droite, soit pour la partie
finie & gauche. Il suffit de reprendre la démonstration faite précédemment.

Corollaire 4.3 L’abscisse de convergence d’une partie finie élémentaire est nulle.

¢ Puisque 1’abscisse d’une distribution tempérée est inférieure ou égale 3 0, il
Teste & montrer que le produit e®T ou z > 0, T étant cette partie finie, n’est
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pas tempérée. On se contente de prendre —2 < o < —1 et m = 1. Le produijt
précédent se définit par :

< PE[U (0 In t],¢> = lim [ / FO) )00 [+ 1)2]]

La fonction ¢ — f.(t) exp(—xt/2), ou la fonction S, est une fonction nulle ay
voisinage de —oo et égale & 1 sur un voisinage de [0, +00[, est dans S, mais elle
rend l'intégrale de la définition précédente infinie. On en déduit le résultat. ]
est facile de voir que la démonstration est valable dans tous les cas.{

4.9.3 Détermination des images de Laplace de ces parties finies

Puisque I’abscisse est nulle, la définition de I'image de Laplace F' de la partie finje
de f nous donne :-

F(s) = (P£(f), ae(t) exp(—st))

En supposant que I’exposant de la puissance dans f soit dans l'intervalle fermé :
[—(n+1), —n[ et en utilisant alors ’expression d’une partie finie sur une fonction
de S, selon la proposition précédente, on obtient, puisque o, = 1 sur [0, +o0] :

P =lim[ [ £ expl-st)dt +L.Tsos(e) 100

On se contente de faire les calculs a partir de cette formule pour deux exemples
simples ol la singularité est soit ¢ = 0, soit t = a > 0. D’autres exemples sont
proposés en exercice, en particulier des images de parties finies logarithmiques
(Cf.exercice 7.6 et 7.7) D’autres méthodes sont utilisées dans le chapitre 5 (§5.2).

Exemple 4.14

Soit f(t) = U(t)t* ou —3 < oo < —2. Le polynéme de Taylor de degré n —1=1
de e~ s'écrit : Ty(e™**) = 1 — st. On en déduit :

a+1 8a+2

at+l a+2

F(s) = lim [/+°o t* exp(—st)dt +

e—=0

En intégrant une fois par parties le premier terme et en tenant compte du fait que
les limites en 400 des termes intégrés, & cause de la présence de I’exponentielle,
sont tous nuls, on obtient, pour cette intégrale :

- 1 - 2 2
e segat . segat + s / +oo pot2 =t gy
a+l (a+D(a+2) (a+1)(a+2)

En substituant dans la définition précédente, en développant I’exponentielle au
voisinage de € = 0 et en remarquant que la derniére intégrale donne & la limite
une intégrale eulérienne, on obtient :
32 (e)a+3 ] l‘\(a + 3)s—a—1

@+D(@+?

F(s) = Jimg (a+1)(a+2)
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On en déduit, en utilisant une des propriétés de la fonction I :

VseC Re(s)> 0= L [Pf(U(t)t“)J _ E%j—ll—) (4.18)

On remarque que le résultat est formellement le méme que pour une fonction
puissance d’exposant & > —1. On le prouvera (Cf.Exemple 5.19) pour tous les
cas ol a n’est pas un entier négatif ou nul. L’exemple 5.18 traite le cas d’un
exposant entier négatif.

Exemple 4.15

1
Soit f(t) = U (t)t——-_—;. Pour trouver I'image de Pf(f), on considére la somme

des parties finies & gauche et & droite. En appliquant la formule de définition, on
trouve pour la variable s = z réel :

ﬁ(Pf(L%))(x) = lim| /Ioo tej;dt—e““lns]
U(a -

t—a

=) @) = iim /wamdwe-mms]

On remarque que la somme de ces deux transformées fait disparaitre le terme
logarithmique. La somme en question est, en effet, une valeur principale au sens
de Cauchy. Pour exprimer le résultat a I’aide d’une fonction connue, on utilise
dans les deux intégrales précédentes le changement de variable v = —z(t — a).
On obtient ainsi, pour tout z > 0 :

(Pf(u(t) )) (z) = —e™*" lim [/_e ﬂalu + - %du]

e=0Ll/_ o U e

On reconnait dans cette expression la valeur principale de I’exponentielle inté-
t u

e
grale, 3 savoir Ei*(az) o, par définition Ei*(¢) = vp / ;du. En prolongeant
—00
analytiquement cette fonction dans le demi-plan ouvert Ily, on peut conclure :

Ut ))( ) = —e"**Ei*(as) (4.19)

VseC Re(s)>0= E(Pf(

Remarque 4.12 On constate la différence de résultat avec la transformée de
Pf(1/t) qui est donnée dans l’ezemple 5.18. En effet, ici, la translatée d’indice a
ne fournirait que la partie finie & droite de 1/(t — a) (Cf, ce qui suit ).

4.10 Propriétés des images de Laplace des parties fi-
nies

Dans ce qui suit, on suppose que la fonction f n’a que la singularité ¢ = 0 et
qu’elle se présente sous la forme canonique associée aux polynémes P, @ et & la
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fonction Rg (Cf. § 4.8.3). La distribution Pf(f) est alors la somme de partjeg
finies élémentaires et d’une distribution réguliére [g].

Comme les propriétés sont connues pour la distribution réguliére [g] et que leg
propriétés que I’on va mettre en évidence sont linéaires, on peut se contenter dapg
certains cas, pour ne pas alourdir les démonstrations et les énoncés, de considérey
seulement le cas d’une partie finie de type puissance. On pose : o(Pf(f)) = ¢.

4.10.1 Image d’une translatée

Soit @ > 0 et une fonction f du type canonique précédent. Comme la transformgée
de Laplace de chacune des parties finies élémentaires h vérifie : L(Pf(h,)) =
exp(—as)L(Pf(h)) et qu’il en est de méme pour la distribution [g], on en déduit :

L(Pf(fa)) = exp(—as)L(PL(f))

Exemple 4.16 Image de Laplace de Pf(U(t — a)t _1 -

On utilise le résultat de ’exemple 5.18, & savoir L(Pf[U(t)$)](s) = —v — [log](s).
On en déduit : L(PHU(t — a) ! -)(s) = exp(~as)[~y — [log] (5}

Vérifions que c’est ce qui a été trouvé a I’intérieur du calcul de ’exemple précédent
pour la partie finie a droite.

400 e—a:t e~ uT

) +o0
dt = exp(—at / du.
ate t—a p( ) € U

Cette derniére intégrale donne, dans une intégration par parties, la relation :
+o00

—e ®lne+z e “Inudu. Le premier terme se supprime avec la partie

Par translation sur la variable, on a : /

infinie trouvée dans l’exemple précédent.
Il reste enfin la derniére intégrale qui tend vers I’expression (Cf. Annexe 1) :

+o0 +oo
z / e Inudu = —ze " In(e) + / e " Inudu
0 Jo

400
=+/ e ’(lnv—Inz)dv=I"(1) ~lnz = -y -Inz
0

On obtient ainsi le résultat prévu.

4.10.2 Image du produit d’un original par une exponentielle

Soit a un complexe quelconque. La fonction ¢ — f(t)e** garde les mémes singu-
larités que celles de f et il est facile de voir que ’abscisse de convergence de s2
partie finie est devenue ¢ + Re(a) ol ¢ est 'abscisse de Pf(f). Dans la définition
de la transformée de Pf(f), il suffit pour obtenir 'image, lorsque Re(s — @) > ¢
de remplacer s par s — a dans ’expression de I’image de Pf(f).

. . cost ht
Exemple 4.17 Images des parties finies de 5 et CT



4.10. Propriétés des images de Laplace des parties finies 181

LL?-) est —[log](s) — 7.

En appliquant ce qui précede, on obtient en utilisant a = 4 dont la partie réelle
est nulle, ce qui ne change pas 1’abscisse de convergence :

On se sert du résultat de I’exemple 5.17 : I'image de Pf (

Vs€C,  Re(s)>0= C(Pf(—e;-)) (s) = —[log](s — 4) — v

On en déduit en utilisant également a = —1¢ :

cost

Re(s) > 0= L(PE(S25)) (5) = -% [tog)(s — ) + gl (s + )] ~

En utilisant la définition de [log] et en se plagant, pour simplifier, sur I’axe des
réels, cas pour lequel les arguments de s — ¢ et s + ¢ sont opposés, on obtient :

ve>0,  L(PH()) () = ~In(VaR+1) ~ 4

Il suffit ensuite de prolonger analytiquement dans le demi-plan Iy :

cost

Re(s) > 0= L(Pf(T)) (s) = —[log[(s® + 1)/ — v (4.20)

. e . . . U(t)sint
On peut aussi, par différence, retrouver I’image de la fonction continue —(—)——

En prenant encore z réel, les parties réelles disparaissent et la partie imaginaire
. . < 1

est égale & deux fois ’argument de z — ¢, c’est-a-dire —2 arctan(;).

En tenant compte de la division par 2¢, on obtient :

int
Re(s) > 0= E(%) (8) = [arctan](1/s)
De méme, en prenant ¢ = 1 et a = —1, cas ou les dilatations sont de coefficients

réels, on obtient, mais en notant que ’on modifie ’abscisse de convergence en
0+sup(l,-1)=1:

cht
t

Re(s) > 1 = C(Pf( ))(s) = —[log[(s? - )V -y (4.21)

Remarque 4.13 Rien n’empéche par la méme méthode de chercher les images
cos(at) ot ch(at)
t t

des parties finies de

4.10.3 Image de la partie finie d’une dérivée

Pour qu’on puisse parler de la partie finie de la dérivée, on suppose que la fonction
9 de la formule ci-dessus admet une dérivée localement sommable et que g(0+)

existe. Comme on sait que (Cf. Proposition 4.7) : E[%(Pf(f))] = s,C[(Pf(f))],
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. d s L
il s’agit seulement de comparer ﬁ(Pf (f)) et Pf(f"). D’apres ce qui a été vu prg.
cédemment, ces deux distributions sont identiques pour les parties finies élémer,
taires qui ne sont pas du type puissances a exposants entiers. Pour ces dernigreg

(n)
(Cf. Proposition 4.17), 0n a : %(Pf(t_") = —n(Pf(t™"1) + (—1)"’%.
De plus, pour la fonction g, on a %(g) = [¢] + g(0+)6.
On en déduit ainsi que, lorsque f n’a que la singularité ¢ = 0 et qu’elle s’écyit
(&) = Po(t™Y) + [A] + [g] ot Po(u) =3 axu® est un polynome et A une fonction
0

n’ayant au point ¢ = 0 qu’une singularité logarithmique :

n

L[(PE()] (s) = s£[(PEEN] (5) - 9(04) = D (-1)FEe*  (a.22)

Exemple 4.18 Détermination de l’image de la partie finie de U (t)C(t)—ZSt.

, . . PP cost .
En dérivant la fonction f définie par f(t) = —»on obtient :
sint cost

On peut donc obtenir I'image cherchée en appliquant la formule précédente puis-

. . sint cost . , .
qu’on connait les images de —~ et de Pf( T) (voir ’exemple précédent ).

La fonction f s’écrit f(t) = ! + g(t) ol g est réguliere avec g(0) = 0. On en
déduit , d’apres la formule (4.22) :

£[@E()]6) = o] -In Ve +1-1] -2

int .
En tenant compte de I'image de §lt— qui est égale a [arctan](1/z), on obtient :

L [(Pf(gt)j—t)] (s) = - [arctan] (1/z)+zlnvVz2+ 14+ (y - 1)z (4. 23)

4.10.4 Image de la partie finie d’une primitive

Associons d’abord & chacune des fonctions f; qui composent une partie finie la
fonction primitive (f;)(~1) (Cf. § 4.8.7). Pour trouver la transformée de Laplace

N . L (-1)
de ces primitives, nous passons par l'intermédiaire de (Pf ( fj)) . Pour cela, on

se sert des relations (4.17). On sait que les distributions primitives ne different
que pour le cas de ™ o » > 1. Comme pour la distribution réguliére [g], 'imag®
de Laplace de la primitive ordinaire s’obtient en divisant 1’image de [g] par 8, "
en déduit :
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Proposition 4.22 Soit la partie finie de la fonction Uf oi f est définie (Cf.
§4.8.3) par :

fO)=Pu(t™) + Qmq(t™ ', Int) + Ro(t) + g(t)

n
Alors, si Po(X) =Y arX*, I’image de Laplace de la partie finie de la primitive
1

généralisée de f est donnée par :

-2

[Pf(f( 1>)J (s) = [ [Pf(f](s)-}-z(k 11)) ?Zs | @29

4.10.5 Dilatation réelle de rapport k& > 0

La relation : (Pf(f(kt)), e ) = (Pf(f(u)), e_%“), montre que cette propriété de
dilatation pour les images de Laplace des distributions reste valable. On peut
la vérifier sur les parties finies élémentaires. Par exemple, pour f(t) =t™", la
partie infinie pour f(kt) s’écrit : Z[T,—1(e”* (kt)~"]. Le changement de variable

u = kt dans cette primitive la remplace par : ;C—Ike[T n_l(e_“‘/ k (w)™"].

De méme, on a: | f(kt)e 'dt = % f(u)e‘su/’“du,

On en déduit, a,prées vérification pour une partie finie quelconque :
1
L(PE(f(k2)))(s) = LL(PE(F(2)))(s/k)

4.10.6 Dilatation complexe

Traitons un exemple simple montrant que la propriété de dilatation complexe
n’est pas toujours vérifiée.
Lat
Exemple 4.19 Image de U (t)gfp_(:a_), a étant compleze
a

it
Dans le paragraphe 4.10.2, on a trouvé que I'image de la partie finie de 2/(z) expt&.
Lat
est —[log](s — 7) — 7. De méme celle de Y (t)_ex_p)(;g_)_ qui est : —[log](s — az) — .
Cependant, si on applique la formule généralisant la propriété de dilatation réelle,
exp(zat)
at

on obtiendrait & partir du premier résultat, pour image de U(t) , la fonc-

4 1 . . . . . .
tion —={log](2 — i) — 7. C’est manifestement faux puisqu’il suffit de diviser par
@ le deuxieme résultat pour obtenir :

exp(iat) _
Llu@m =] = - ~flog](s — i) 7
____[log](a) . On en déduit que la généralisation envisagée

Les résultats different de

a
Nest pas toujours licite. On en aurait un autre exemple en comparant les deux
formules 4.20 et 4.21avec le coefficient complexe a = 1.
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exp(at)

(at)—3/2] , @ étant COmpleze,

Exemple 4.20 Détermination de l’image de Pf [L{ (t)

de partie réelle positive.

On peut, de fagon simple, trouver cette image en utilisant encore la propriétg
4.10.2. L’image de la partie finie de 2/(t)(t)3/? (Cf. Formule 4.18) est la fonction
s+ I'(=1/2)[s*/2]. On en déduit par multiplication par la constante [a~3/2], pyis
la multiplication de I’original par exp(at), le résultat cherché, & la condition que
Re(s—a) >0:

exp(at
pelu) 225G = r-1/2)(s - 0/
Cette methode étant trop liée a la présence de ’exponentielle, donc trop reliée 3 15
propriété de translation complexe, on décrit, sur cet exemple, une autre méthode
susceptible de généraliser la propriété de dilatation complexe. La partie finie de
U(t)t~3/* admet pour image la fonction s — I'(—1/2)sY/? et, par conséquent, la
partie finie de 2/(t)e't /% est obtenue par la translation d’indice +1, & savoir :

Re(s) >1, =L [Pf(u(t)etr?'/z)] (s) = D(=1/2)(s — 1)/

A partir de ce résultat, on se propose de prouver la formule de dilatation com-
plexe.

On supposera que a; = Re(a) > 0 ainsi que a; = Im(a) > 0, de sorte que le
point a est dans le quart de plan des coordonnées positives. Pour tout réel z > 1,

le complexe z/a est encore dans II; a la condition gue nous supposerons réalisée :
Tay . . PIRT

W > 1. Remarquons d’ailleurs que cette condition est réalisée si a; > |a|?, c’est
a

a dire si a est & I’extérieur du cercle de centre 1/2 qui passe par O.

On se sert alors du théoréme de Cauchy appliqué sur le bord du secteur angulaire
T
ci-apres,  la fonction z — H(z) = z~%/%exp [(1 - ;)z] qui est holomorphe dans

C\ A ol A est une coupure s’identifiant a 1’axe des réels négatifs :

Figure 4.10.5

En paramétrant sur le segment [c, d] par z = at, on a ainsi 1’égalité :

/eRH(t)dt— a/j H(at)dt+/C; H(z)dz+/0; H(z)dz=0
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Un développement en série de puissances montre que, dans un ouvert contenant

C.,ona: H(z)= + Hy(z) ot H; n’est composée que de puissances de z

[
d’exposants supérieurs a —1/2.

s I _ yon s . _
On en déduit que lim zHy(z) = 0, d’ou il résulte que ll_r’% fc e Hy(z)dz = 0
L’intégrale restante s’exprime au moyen de o, mesure de I’angle au sommet du
secteur :

/ [z31/2] —~i(e)™/? /Oa exp(—ig')d9= 2(e)” 1/2[9XP( =4 -1)

Par ailleurs, sur le grand cercle,
zay

|a]?

Ayant choisi a; > 0, le premier terme est négatif ou nul, alors que le deuxieme
terme, qu1 est strlctement negatlf par hypothése, fournit sur Cg la minoration

§Re[(1 - %)Rexp(i@)] - —Rsm(o)(l 7 2)+ (1 - 22 Reosd

uniforme R cos > a2 % Reosa
a
On en dedult la majoration suivante :

||, H)dzl < 7=

Cr

exp (1__ z Rez@ |d0< \/__/ xp Rcos(0)]d0

Ceci implique | / H(2)dz| < —= Rcos(oz)] et, les hypothéses impli-

exp[

vR |af?
quant 0 < < , cette intégrale tend donc vers 0 lorsque R — +o00.

Comme les intégrales sur les deux segments du contour sont divergentes, on

. .. . . . - €\
leur retire leurs parties infinies qui sont respectivement 2(¢) 1/2 o —2(m) 172,

moyennant quoi elles deviendront deux parties finies lorsque € — +00; on obtient
ainsi, en faisant tendre R vers +o0, la relation :

| " Hyds - 2(e) /%] —a] / joo H(at)dt - 2a'3/2(£—|)_1/2] +r(e)+o(e) =0
Tal

€

La fonction résiduelle r(¢), tenant compte des termes ainsi retranchés et du calcul
de I'intégrale sur le petit cercle, est égale a :

2(e) 2 - 273 24 2(e)Vofexp(57) ~ 1)

. a,_ -0
Comme « est ’argument principal de @, on en déduit : |m] 12 = exp(—2—).

Par conséquent : lim (r(e)) =0 et, finalement :

li_%[/-koo f(_p_(_(}\__/:lt]dt 2(e)” 1/2] _ \_/__ [/+oo exp([i;/—f-—)at] 2[8,]_1/2]
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Cette relation exprime 1’égalité annoncée pour tout z réel vérifiant > 1 :

~£[PEC@)] (5) = £[PE(f ()] (0)

Cette preuve dans le cas particulier étudié peut suggérer les conditions dapg
lesquelles la propriété de dilatation complexe est vérifiée.

Proposition 4.23 Soit f une fonction causale non localement sommable, se
présentant sous la forme f(t) = U(t)t g (t) od X est un réel non entier vérifians
A > 1 et g la restriction a Uintervalle [0,+o00[ d’une fonction holomorphe dang
un ouvert Q de C contenant un angle fermé A de sommet O limité par deys
demi-droites faisant avec l'aze des réels des angles de mesures 1 et vy vérifiant
0< 7 <met—m <9z <0. On se donne un compleze a € A dont l’argument
vérifie donc : v, < a < ;. On suppose :

o i) L’abscisse de convergence de Pf(f) est égal & 0 < 400

o i) Quel que soit le réel z tel que Re (-ﬂi) > 0, on a, sur l’arc de cercle Ty

de centre O, de rayon R, situé dans | angle A et limité ¢ Uaze des réels et
la demi-droite d’argument a,la propriété suivante :

lim /[z"’\]g(z) exp(—zz-)dz =0

R—+400

Alors, sous ces conditions, la transformée de Laplace de la partie finie de la fonc-
tion t — f(at) existe au point réel x et vérifie I’égalité :

aL (PE(f(at)) (2) = LPE(F(2))(2)

Démonstration
¢ On étudie d’abord le cas ou 1 < Re(N) < 2.
On se sert encore du contour de la figure 4.10.5 dans un ouvert contenu dans C\A
et de la fonction z — F(2) = [z7*]g(2) exp(—zz), holomorphe dans I’ouvert
contenant I’angle A . ¢
D’apres le théoréeme de Cauchy, l'intégrale de F' sur ce contour est nulle et on
sait par hypothése que la limite de l'intégrale sur 1’arc de cercle Cr tend vers 0.
Examinons les trois autres morceaux en posant v(z) = g(z) exp(—z—z).

R

Sur le segment réel [a, b], c’est : I . g = / t™v(t)dt.

R/lal
Sur le segment [c,d], c’est : Iy r=a / [(at)*v(at)dt.

Efla
Puisque §Re(£) > o, la premiére intégrale admet une limite, notée I o lorsqué
a . s
R — +o00. L’intégrale sur le petit cercle étant indépendante de R et Pintégrale
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gur le grand cercle tendant vers 0, I’égalité du théoréeme de Cauchy entraine
que la deuxieme intégrale admet également une limite, que I’on note I . lorsque

R — +o00.
On en déduit d’abord :

Ve>0, NLe—Ia +/ F(z)dz=0 (%)
Ce

Rappelons qu’en raison du point singulier ¢ = 0, aucune de ces trois intégrales
n’est convergente et que les deux premiéres fournissent les transformées de La-
place (Cf § 4.8.1) respectivement de t=*uv(t) et [(at)~*]v(at) & condition de leur
oter leurs parties infinies. On a :

A+1
=ray

L(PE(f(2))(z/a) = lim [Il,e +9(0 )(8/\ +1

L(PE(f(at)) (@) = lim [ / " [(at)‘*]g(at)é-”)dt +9(0) [a_A] %]

Donc, en substituant — a ¢ et en utilisant ’argument convenable « de @, on a :

Ial

la|

L ag(0) - jar-rt1
= lim [Iz’e + ]

Sur le petit arc de cercle, on écrit v(z) = v(0) + 2v1(2) ol v; est bornée au

voisinage de z = 0. Il en résulte que lin%) 2[z=*]2v1(2) = 0 puisque Re(A) < 2, et
z—

par conséquent :

. _ . -
ll_{)%/F(z) dz = v(0) ll_rﬁ)/[z ] dz
Ce Ce
Or, cette derniére intégrale nous fournit :

. o) T — (o)A
/ (7] dz = —i(e) ! /0 expli(~A + 1)6] df = =22 a)L\ +1 —

La somme des parties infinies» dans la relation () est donc nulle. Par consé-
quent, cette relation (*) fournit, lorsque € — 0 la formule & prouver dans le cas
Particulier étudié, & savoir :

aL(PE(f(at)) (@) = L(PE(F(2))(5)

Cas plus général
On suppose maintenant : n — 1 < Re(A) < n. Les calculs restent analogues, on
Peut encore appliquer le théoréme de Cauchy et faire tendre R vers 400 d’ou
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la relation (x) précédente. On doit maintenant tenir compte des parties infinjeg
a l'aide du symbole Z.[U] qui désigne au signe prés, la primitive sans terme
constant, prise au point ¢ de U et a l'aide du polynéme de Taylor T;,_;(v) de
degré n — 1 de la fonction v ou v(¢) :

LPI () (@/a) = lim | e + Lol Tams ()]

400

L(PE(f () (z) = lim [ | e ez, [[(atr*JTn..l(v(at»H

&€ .
—, on obtient :

la|

En remplagant ¢ par
al(Pf(f(at))(z) = hm [Iz,e +aZ- [[(at)"’\]T _l(v(at))]]

Soit un terme quelconque axt* de T,—;(v). Dans aIﬁ[[[(at)“A]T _l(v(at))], il
produit, en désignant par a I’argument convenable de a, le terme :

a Y — Atk
(™ =

i —~Atk+1
pe )\aka a [eexp(z(a)]

k+1

Sur le petit arc de cercle, on considére le développement de Taylor d’ordre n — 1
de v(2). On a :

/ Pl = / [N To1 (v(2))d2 + /C o (2)ds

€

Grace & l'inégalité régissant A, on a : l(i)meA[z"\]vl (2) = 0, on en déduit que
z—0,z

la limite de la deuxiéme intégrale est nulle. Dans la premiére intégrale, on pose
z = ¢e®. Le terme axt* de T,,—;(v(2)) fournit, par intégration sur [0, 4] en tenant

compte de 'orientation négative du cercle C;, le nombre :

b(e) = I,C—Jri“lk—A(»s)"“'A [1 — exp(io(k+1 - ,\))]

Finalement, la relation (%) nous donne :

L(PE(f(t))(z/a) Z 5 + T @ - L (PE(f(at)) (2)

+ Z,m (€)1 4+ by () + ofe) =0

Il en résulte donc la formule annoncée :

aL (PE(f(at))(2) = LPLF®)(2)
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Remarque 4.14 Dans certains cas, on peut prendre a = 1, cela permet de pas-
ser de résultats concernant une partie finie de t~*sint d des parties finies de
t=*sht ou des résultats concernant t=J,,(t) & ceuz concernant des parties finies
de t~21,(t) (Cf. Ezemple 5.32 et 5.33).

Remarque 4.15 On a supposé dans la proposition précédente que Re(z/a) > o.
En fait, il suffit que l'une des intégrales associées auz deur segments du contour
soient convergentes et méme semi-convergente.

(est le cas lorsque, z étant réel, on prend @ = 7. Sil’intégrale de f est convergente
3 I’infini, la proposition peut éventuellement s’appliquer malgré les relations o =
Re(z/a) = 0 (Cf. Exemple 5.32).

4.10.7 Propriétés d’analyticité par rapport & un parameétre

Proposition 4.24 Soit la fonction f définie par
F&,N) = @) - Ut - ) (NN + (2, 1),

ot le paramétre A appartient ¢ un ouvert Q de C dans lequel la fonction v ne
prend aucune valeur dans N*. L’ouvert Q, inclus dans Q od Re(v(}A)) < 1 est
supposé non vide.

On suppose que :

o (i) Il eziste un réel c tel que, pour tout A € Q, la fonction g(t, X) admet une
transformée de Laplace G(s,\) définie dans le demi-plan compleze II..

e (i) Dans Q, les fonctions u et v sont holomorphes et bornées et la fonction
A+ g(t,A) est holomorphe. D’autre part, quel que soit le compact K
inclus dans Q, il eziste une fonction causale positive t — h(t) d’abscisse de
convergence vérifiant (,(h) < c telle que, pour presque tout t et tout A € K,
on ait la majoration :

a —Jels
|559(t M]e™™C < h)

Alors, la fonction F(s, ), image de Laplace de f(t, \) lorsque A € Q se prolonge
analytiquement dans la totalité de Q et ce prolongement représente l’image de
Laplace de la distribution Pf(f(t,\)) lorsque Re(v(N)) > 1.

Démonstration

¢ Quitte A faire une dilatation sur la variable t, on peut supposer que a = 1, ce
qui simplifie les calculs.

Explicitons d’abord, dans le cas général, la transformée de Laplace Fj(s, ) de la
Partie finie de (U(t) — U(t — a))t~*() sous la forme d’une série. On utilise pour
cela la borne supérieure M, qui existe par hypothése, de Re(v(})) sur Q et on
Pose : n = F(M).

Prenons pour commencer le cas n = 1.
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Le développement de Taylor de e~%' étant pris & 1’ordre 0, la partie infinje de

'intégrale fol t~*(Ne~stdt est la primitive (changée de signe), au point ¢ = €, de
g—v(/\)+1

—v(A)+1°

Dans la transformée de Laplace, qui est alors définie par :

t=*(), cest-a-dire : —

1 —v(A)+1
€
Fi(s,\)=1lim [ t™*Mestdt 4 —
(s, A) = lim, | LTS VEEY
développons en série la premiere intégrale en nous appuyant sur la convergence
uniforme de la série exponentielle et le fait que la fonction ¢ — t=¥(%) est bornée
sur [e, 1], ce qui permet I’intégration terme a terme. On obtient :

= (—s)k[l - e’“"'l"”(’\)] e—v(A)+1
Fi(s, A) = lim [; ST T 1]

Mais la somme de la partie infinie et du premier terme de la série admet la limite

1 .
————. Dans les autres termes de la série, I’exposant de ¢ est de partie réelle

1-wv(A)
A sl e s
positive; ils sont donc majorés par R On en déduit 'uniforme convergence vis-

a-vis de €, d’ott la. possibibilité de commuter la série avec la limite. Finalement,
et ce résultat est valable quel que soit s :

= (9
Fi(s, ) = 20: (k+1—v(N)k!

Dans le cas général, le procédé est le méme. Les n termes de la partie infinie
se suppriment avec les puissances de € contenues dans les n premiers termes du
développement de I'intégrale sur [¢, 1] et, sur la série restante, le passage  la li-
mite permute avec la sommation. On en conclut que dans tous les cas, la formule
précédente est vraie.

D’apreés les hypothéses, c’est une série de fonctions holomorphes de la variable
A dans Q. De plus, sur tout compact K de Q et pour tout k assez grand, on a
|k +1—wv(A)| > k£ — m ol m est la borne supérieure de v sur K. Ceci montrant
que la convergence de cette série de fonctions holomorphes de A est localement
uniforme dans 2, on en déduit que A — Fj(s, A) est holomorphe dans €2.

La fonction u étant holomorphe dans €2, on en déduit ’holomorphie de A +

u(A)Fi(s, A) et cela quel que soit s dans C.
-+co

Il reste & examiner la fonction Fy(s, A) = / g(t, \)e~**dt qui existe par hypo-

thése quel que soit A lorsque Re(s) > c. ,
Fixons s vérifiant cette condition et prenons A dans un compact K de Q. L ’inte-

400
grale qui porte sur la dérivée partielle par rapport A s’écrit / g:g((t’ N)e~*tdt.

0
Puisque le module de I'intégrant est majoré par h(t)e’me(‘)t qui est une fonction
sommable indépendante de A, on en déduit, grace au théoreme d’holomorphié
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aramétrique, I’holomorphie de F3(s,A) dans l'ouvert 2, quel que soit z € II,.

On en déduit ’holomorphie de A — Fy(s, A) sur Q quel que soit z € Il,.
Finalement, la somme A — u(A)Fi(s, ) + F3(s, A) est holomorphe Q quel que
sOit zZ € Hc-
Comme dans la partie ; la fonction f est localement sommable et qu’elle admet
une transformée de Laplace au sens des fonctions, on en déduit que I’image de la
partie finie de f constitue le prolongement analytique en la variable A de cette
image de fonction dans Q\ ;. ¢

Exemple 4.21 Détermination de I’image de Pf [L{(t)t"\] ot Re(A) > 0 avec A
non entier.

La fonction f telle que f() = U(t)t™* est localement sommable pour Re(N) < 1
et on a trouvé son image de Laplace T'(1 — A)s*~! pour Re(s) > 0. La proposi-
tion précédente s’applique ici trivialement. La fonction A — I'(1 — A)s A=1 gtant
analytique dans C \ N, on montre ainsi (résultat connu par d’autres procédés)
que cette fonction représente, lorsque f n’est plus localement sommable, 'image
de Laplace de Pf(f).

Remarque 4.16 Bien entendu, cette proposition s’applique a¢ des sommes de
telles fonctions ot peuvent donc intervenir plusieurs couples de fonctions (u,v)
possédant les propriétés indiquées (voir les fonctions de Bessel dans § 5.4.7).

4.10.8 Méthodes de calculs d’images de Laplace de parties finies

On verra dans le chapitre suivant que beaucoup de méthodes utilisées dans le
chapitre 2 pour le calcul d’images de fonctions peuvent encore étre utilisées dans
la détermination des images de distributions du type parties finies. L’inconvénient
majeur reste le calcul des constantes par les théorémes de valeurs initiales ou
de valeurs finales qui ne peuvent plus, du moins en principe, étre utilisés dans
ce nouveau cadre. C’est pourquoi, les méthodes pratiques de calcul consistent
souvent a se ramener aux calculs d’images de fonctions a la condition de connaitre
les transformées de quelques distributions élémentaires. Nous donnons ci-dessous
quelques apergus de telles démarches pour le calcul de L(Pf(f)) dans le cas d’un
seul point singulier qui est ’origine :

1) Utilisation du développement limité de f a l’origine

ost 1
Par exemple, pour f(t) = t2 , on écrit : f(t) = i g(t) ou g est une fonction

u)

2) Utilisation d’equatlons différentielles

L’équation vérifiée par f est souvent vérifiée par sa partie finie. C’est vrai dans
le cas ot1 la forme canonique de la partie finie ne fait pas intervenir des exposants
entiers. Dans le cas d’exposants entiers, il est facile de prendre en compte les
termes supplémentaires du type §(F) qui apparaissent dans I’équation.
3)Utilisation de séries

Dans le cas ot, seulement un nombre fini de termes de la série sont des parties
finies élémentaires, les images de ces termes sont connues. La troncature de la

continue. L’image de Pf ( étant connue, on se rameéne ainsi a la fonction g.
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série permet, 1& aussi, de se ramener & une fonction.

4) Utilisation de la proposition 4.12 pour le calcul d’images inverseg
Prenons I’exemple de la fonction F(s) = [log(s+[(s*+1)*/?]) qui est holomorphe
dans Ilp. En passant par lintermédiaire de la dérivée F'(s) = [(s* + 1)]~ 12
on peut développer F(s) pour Re(s) > 1, en série de puissances de s—1, En

écrivant d’abord : F(s) = [log(s)]+In2+ [Iog(— [1 +[1+s7Y 2)] , on trouve e

_ (=1)*1.35.-- (2n—1)
2n 2.4.6---(2n)
Les premiers termes font intervenir des i 1mages connues, celle d’une distribution

K§ et celle de Pf (L{(t)) On obtient ainsi le résultat qui sera vu dans I’exemple

5. 23 (formule (5.7)).

5) Emploi de formules du calcul opérationnel (ou symbolique

On trouvera des détails sur ces formules dans les références [[3 a)]], [[6]], [[15 a)).
U (t)erf(v/t

—r )

La fonction f(t)e™%t s’écrit, au voisinage de t = 0 : $~3/2¢=5¢ fo\ﬁ e~% du 'R0 -1 :

on en déduit que 'image cherchée s’exprime par l'intégrale :

/ tee (x/_f? erf(v/%) Detar

développement : F(s) = [log(s)]+In2— Z— ol a, =

On se contente ici d’un exemple, le calcul de 'image de Pf [

2 B2t
Supposons démontrée (Cf. Exercice 7.40 pour une démonstration) une des for-
mules de ce calcul symbolique ou H est I'image de h :

+o00 sz
L[u(t)h(t?‘)](s):ﬁ /0 () exp(-2D)d (3)

Sm(?\/_) - 27 d’image H(s) = merf(s™1/2) — 2/ms™ /%
Comme on a : h(t?) = ﬂ@%——, I'image de Laplace de h(t2) peut se calculer

par deux primitivations successives, mais on peut aussi utiliser un développement

Choisissons h(t) =

. . \ 1)™(2n)22n-1 .
en série. On obtient ainsi : L(h(t%))(s) Z Gnt D)ism En traduisant

H (L), on voit que la formule (%) se traduit par I’égalité des images de h(t?)) :

/+°° (ﬁerf(ﬁ) _ _1_) =5 %4y — "f (_1)n(2n)22n_1

2 z3/2 T (2n + 1)1s2n

1l suffit, & présent, d’un échange de variable : s en 25!/2 et & en ¢ pour obtenir :

toorymef(V) 1\ g X (=nr@2n)2in-t R (-1)"n I”n
[T R - e S -Fe

2 t3/2 (2n + 1)122ngn

Cette derniére formule fournit 'image cherchée.



Chapitre 5

Calculs d’images de
distributions. Applications

5.1 Transformées de demi-peignes

5.1.1 Etude de cas ou le support du demi-peigne est N

On se propose, un demi-peigne étant défini par T' = ZEI; * ay0k, de déterminer
son abscisse de convergence et, lorsque celle-ci n’est pas +o0o, de calculer son
image de Laplace.

On étudie les exemples suivants : a; = 1, ax = (—1)*, ax = k!, ax = P(k) ou P
est un polynbéme, ar = exp k.

Exemple 5.1

Les coefficients du demi-peigne sont ar = 1. Ce demi-peigne T est tempéré; il
a déja été étudié dans § 4.1.3 ou 'on a vu que o(T) = 0 . D’autre part, pour
Re(s) > 0, on a, par sommation d’une série géométrique de raison exp(—s) :

L(T) = (Ty), exp(-st)) = Ze"p ~ks) = 1-exp( s)

Exemple 5.2

Lorsque a; = (—1)%, le raisonnement est le méme, on trouve o(T) =0 et :
+oo 1
— _1\k — - -
60 = (D expl(ho) = T
Exemple 5.3
+o0
Lorsque ay = k!, le produit (exp(—zt)T se traduit par la série Zk!exp(—kw)

. 0
qui est divergente quel que soit le réel z. Cela équivaut & dire d’ailleurs que le
Tayon de convergence de la série entiere (Cf. §5.1.2 qui suit) de terme général
k1z* est nul. 11 en résulte que o(T) = +o0
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Exemple 5.4

On suppose : a; = P(k) Pour k assez grand, on a : |k2P(k)| exp( —kz) est majorg
quel que soit z > 0, il en résulte la convergence de la série 3¢ P(k) exp(— ~kz)
pour tout z > 0. Lorsque z < 0, cette série est divergente. On adonc: o(T) =
On peut calculer £(7") en utilisant des séries entiéres classiques (Cf. ce qui suit),

Exemple 5.5

+o00
Le peigne T n’est pas tempéré puisque la série de terme général Zexp ko(k)

n’est pas convergente pour toute fonction ¢ € S. Il suffit pour le voig de prendre
©(t) = a(t) exp(—t/2) ou a est une fonction de support borné & gauche valant
1 sur [0,+o0o[. Cependant, le produit exp(—=t)T est tempéré sous la condition
z > 1. On en déduit que o(T) = 1 et que la transformée de Laplace s’explicite
encore par une série :

Vs € C, Re(s) > 1= L(T)(s) = (exp(—xt)T,exp(—(s — z)t))
+o0
= Z exp(—(s — z)k)exp kexp(—zk)

+00 1
= zojexp(—(s —Dk)=1— exp(—(s — 1))

5.1.2 Relations avec les sommes de séries entiéres

Soit T = ¢ axb. On suppose que la série entidre 37 axz* a un rayon de
convergence R non nul. On désigne par F' la somme de cette série entiére. On
peut alors relier la transformée de Laplace de T & la fonction F' et cela permet
dans certain cas des calculs explicites.

En effet, si on pose z = exp(—s), on voit que, si exp(—Re(s) < R, autrement
+o00

dit, si Re(s) > —In(R), la série Z ar exp(—ks) est convergente.

0
En particulier, on a : ¢(T) = —o00, si R = +00. En outre, en notant z un réel
auxiliaire, on voit que le résultat de I’action de exp(—xt)T sur la fonction de S
définie par exp(—(s — z)t) se résume par la formule :

L(T)(s) = F(exp(-s))

En utilisant alors des développements en série entiere classiques, on peut expliciter
certaines transformées de Laplace a 1’aide des fonctions uselles. De tels résultats

sont consignés dans le tableau qui suit :
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Tableau T d’images de Laplace de peignes causals
m général du | Image £(T) o(T)|| Terme général du | Image £(T) a(T)
demi-peigne T demi-peigne T
(= ~1)" L bk cos(e™®) —00 ﬁ52k+1 sin(e™?) —00
(Zk) (2k + 1)!
%)‘!5% ch(e™) —00 m52k+1 sh(e™) —00
1.3---(2k—3) _ 1.3-+(2k—1 1
(DR | Ve o | By, e |
g_llkk+1) Sk [log](1+e~®)| 0 KZ—T-I-)T‘S%H arctan(e=*) | 0
T1)F N
SO Jo(exp(—s)) | —oo|| orimeryiooket| Ji(exp(=s)) | —oo
5.1.3 Applications

La propriété de la transformée d’une convolution peut &tre exploitée dans le cadre

précédent.

Exemple 5.6

Par exemple, soit le produit de convolution des peignes :

T xU avec :

mées, 3 Savoir :

T—+oo ("1)k5 v=y ——2_3§
_ZO:—@T)! 2k Z (2k+1)' 2k+1

Cette convolution admet pour transformée de Laplace le produit des transfor-

L [T * U] (s) = sin(exp(—s)) cos(exp(—s)) = (1/2) sin(2 exp(—s))

. Comme cette fonction se développe en une série entiere connue, on en déduit,
le calcul étant valable si Re s > 0, le résultat suivant :

TxU = Z

( 1k22k
@k 110+

D’autres exemples sont proposés en exercice (Cf. Exercices 7.3, 7.4)

5.1.4 Etude de peignes dont les supports sont différents de N

+o0

On étudie les demi-peignes T’ = Z ak‘sln k ou les a sont définis par a = 1/k!

Ouar=1ouar=

1

(-=1)* ou enfin a; =

k.
400

On étudie également les demi-peignes S = Z ak&ln (Ink) pour ces mémes G.
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Exemple 5.7

Dans le cas de ax = 1/k!, le demi-peigne T est tempéré ,d’ou o(T) < 0. py,
ailleurs, si ¢ € S, alors, ¢(Ink) est borné et il en résulte que la série de terp,
général (1/k!) exp(zInk)p(Ink) est convergente. On peut en déduire facilemept
que, pour tout réel z, le produit exp(z¢)T est tempéré. Il en résulte : o(T) = —o,
Par ailleurs, la transformée de Laplace est définie par

T2 ex slnlc
ﬁ(T)ZZ zehb) Z(ks)kv

1

Exemple 5.8

Dans le cas de ax = 1, le demi-peigne T' n’est pas tempéré. En effet, P’action
de T, par exemple, sur la fonction ¢ — aexp(—t), qui appartient & S, se traduit
par la série harmonique, donc par une série divergente. Comme la série de terme
général (¢(Ink))k™", quand ¢ € S et > 1, converge alors qu’elle diverge si
z < 1 (Cf. Exercice 7.2), on en déduit que : o(T) = 1. En outre, la transformée
de Laplace donne immédiatement :

oo 1

Re(s) > 1 = L(T)(s) = (exp(—=t)T,exp(~t(s — z)) = Z o = ¢(s)

La fonction obtenue n’est autre que la fonction ¢ de Riemann.
Exemple 5.9

Dans le cas de a; = (—1)*, le demi-peigne T n’est pas non plus tempéré (Cf.
Exercice 7.2). On voit facilement que, si ¢ < 0, la série de terme général
ar exp(—zt)p(t), ol p € S, diverge en général. Par contre, on démontre que,
si z > 0, la distributidh exp(—zt)T est tempérée. On conclut & : o(T) =0 et le
calcul de la transformée donne encore la somme d’une série :

Vs € C, Re(s) > 0 = L(T)(s) = (exp(—zt)T,exp(— Z( l)k

Exemple 5.10

Il est évident que, dans le cas de aj = k!, on trouve : o(T) = +o00. C’est aussi ce
résultat si les points du support sont d’abscisses In(In k).

Exemple 5.11

Dans le cas de a; = 1/k!, les points du support étant In(Ink), le demi-peigne
T est tempéré. Par ailleurs, quel que soit z et quel que soit ¢ € S, la série de
terme général (Ink)®¢(In(lnk))/k! est convergente. On en déduit facilement qué
la distribution exp(—zt)T est tempérée quel que soit le réel z, d’olt - o(T') = —°
On a alors :

400 —s
Vs € C, Z (In k)
2
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Exemple 5.12

Les séries de terme général (In k) sont divergentes pour tout réel z. On en
déduit que, dans le cas ot a; = 1, les points du support étant In(Ink), on a :

o(S) =
Exemple 5.13

Pour a; = (—1)¥, le raisonnement est le méme que dans l’exemple 9. On a :
0-(5) =0et:

400
Vs€C, Re(s)> 0= L(S)(s) = (e'S, exp(—t(s — z)) = 22: =Y k(lnlk)’

Remarque 5.1 Les séries qui définissent les transformées de Laplace dans ce
qui précede sont du type YT apexp(—sAi). Ces séries sont dites “séries de
Dirichlet”.

5.1.5 Applications aux calculs de transformées de Laplace de cer-
taines fonctions

Certaines fonctions causales f peuvent étre polynomiales par morceaux et, néam-
moins, &tre transformable par £. Une dérivée d’un ordre suffisant, au sens des
distributions, sera alors un demi-peigne dont le support sera un sous-ensemble
de celui des points de discontinuité de f. On peut en déduire une méthode de
détermination de la transformée de Laplace de f. Commengons par un exemple.

Exemple 5.14

Soit f la fonction causale ayant pour valeur k? sur chaque intervalle [k, k + 1[.
La dérivée [f]' est le demi peigne T = Y7 (2k — 1)8k. Celui-ci admet 1’abscisse
nulle et on a :

Re(s) > 0= L) 2(210 — 1) exp(—sk) = (exlz( SL);?XPE)Z%))

On en déduit, en divisant par s, la transformée de f cherchée.
Exemple 5.15 plus général

Dans un cadre plus général, supposons que sur [k, k + 1[, la fonction f coincide
avec un polynoéme Py, les degrés de ces polyndmes étant ny avec maxng = N
ol N est un cerain entier. Cette fonction est & croissance lente, on en déduit

qu’elle est tempérée et par conséquent o(T) < 0. On désigne par c}f ) le saut de
la dérivée f(9) au point d’abscisse k, & savoir : c,(g ) = P,E’ )(k) - P,gf_)l (k)sik>0
et C(()J) = Péj )(0). La dérivée de [f] nous donne :

400
=Y 6 + [
0



198 Chapitre 5. Calculs d’images de distributions. Applicatiopg

Apres N dérivations, on obtient ainsi :

=N oo
(M) =3 3 oo
3=0 k=0

La transformation de Laplace fournit alors :

j=N+o0 )
V{:‘ €C, Re(s) > 0= L[f)™M)(s) = Z ch)s’exp(—ks)

7=0 k=0

En divisant ensuite par sV, on obtient le résultat.

Exemple 5.16

Le méme procédé peut étre appliqué lorsque les points de discontinuité ne sont
plus les entiers. Par exemple, si les discontinuités sont aux points d’abscisses In k,
et sous réserve que 1’abscisse de convergence de [f] ne soit pas +00, on pourra
encore dériver un nombre suffisant de fois pour, ensuite, obtenir la transformée
cherchée. On suppose plus précisément que la fonction f coincide avec la fonction
affine t — kt + k% sur [Ink,In(k + 1)[ pour k > 1. Les sauts de f aux points Ink
sont ainsi In k + (2k — 1). La premiére dérivation nous fournit donc :

+oo

1 = [F1+ ) (nk+ (2k = 1))éjp
1

La deuxiéme dérivation donne ensuite :

+00

400
"= (nk+ @k =1)00 o+ b0k

1

1l est facile de voir que ces distributions ont une abscisse de convergence égale a
1 et que la transformée de Laplace de [f]"” est définie par :

oo
Re(s) > 1=> L") (s) = D kT 1+ (Ink + (2k - 1))s)]
1

On en déduit la transformée cherchée :

VseC,  Re(s)>1=L(f(s Zk( 3)[ lﬂﬂk———)]

Ce résultat pourrait s’exprimer & ’aide de la fonction ¢ et de sa dérivée. On trot
vera, dans Pexercice 6, d’autres exemples de dérivations de fonctions continues
par morceaux avec le calcul de leurs transformées de Laplace.
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5.2 Transformées des parties finies de type puissances

Exemple 5.17 Détermination de la transformée de la partie finie Pf (Ugt))

D’apreés des résultats précédents, on sait que ’abscisse de convergence est
nulle et que

Vs€C,  Re(s)> 0= L(T)(s) = Pf / " e"p(t exp(=st) 4

On se propose la détermination par deux méthodes différentes.
Premiére méthode : un calcul direct

¢ On effectue d’abord le calcul pour le réel s = = > 0. Ayant dégagé dans
l’intégrale divergente une intégrale sur un voisinage de 0 que nous choisissons
(pour une raison qui va apparaitre plus loin) égal & [0, 1/z], nous pouvons écrire :

+o0 1/z
/ exp(— a:t)d _/ exp(— :ct)dt+/ exp( a:t)dt

t t

La deuxiéme intégrale est convergente, c’est d’ailleurs une constante. On le voit
en faisant la dilatation de variable u = st, ce qui remplace cette intégrale par

/ T exp(-y)
1

°
Comme on peut écrire exp(—zt)/t = 1/t + () ol 9 (t) = (exp(—st) — 1)/t peut
étre prolongée par continuité au point ¢t = 0, la premiére intégrale fournit :

1/z _ 1/z 1/z _ _
/ exp(—zt) dQt =/ ldt+/ exp(—at) ldt
€ t € t € t
La derniére intégrale admet une limite finie encore indépendante de z et on obtient

ainsi : oo
/ —eﬁ)—(-tji)dtzce—lnw+lne

Le terme C. admet la limite :

1 o) +o0 -
C= / exp(-u) -1, / exp(-v)
0 (U 1

U

On en déduit finalement :
L(T)(z)=C-Inz

En prolongeant analytiquement dans le demi-plan IIg le logarithme népérien par
la fonction notée [log], le résultat s’écrit :

Vs € C, Re(s) > 0= L(T)(s) = C — [log](s)

Il restera & calculer la constante C.$
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Deuxiéme méthode : Dérivation du logarithme
¢ La fonction ¢ + U(t)Int est dans L4 avec une abscisse de convergence ny]je
On sait (Cf. Exemple 2.3) :

Vs€C,  Re(s)> 0= L(Un)(s) = ——%([log](s) +7)

e ui, . -
Comme la dérivée de ¢t — U(t) Int est Pf (——t—), il suffit de multiplier le résultat
précédent par s pour obtenir la transformée cherchée.(> Concluons :

VseC, Re(s)>0= L(Pf(@)] (s) = — — [log](s) (5.1)

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser la multiplication par la variable t.

On a la relation tPf(U(t)/t) = U(t). Donc, si on note F la transformée cherchée,
on a, dans l’ouvert Ily, la relation F'(s) = 1/s. Par conséquent, & la condition de
pouvoir calculer la constante, on peut écrire :

Vs e C, Re(s) > 0= L(T)(s)=—v - [log](s)
Exemple 5.18 Détermination de la transformée des parties finies Pf(%) ot
n est entier

Rappelons les formules de dérivation (Cf. Formule 4.13 dans §4.8.6 ) :

d . U)\ _ ue,, (= 1) n
5 (PF(57)) = —nPE(7) + AR

Les propriétés de la transformation de Laplace concernant les dérivées nous
donnent, pour une premiére dérivation d’abord :

Re(s) >0 = ﬁ(Pf(U( ))(s) = s(|log](s) +v - 1)
La deuxiéme dérivation conduit a :
2
Re(s) >0 = L) (5) = - (ogl(s) +7 - 3)

Ceci nous permet de faire le test de la formule :

u() (=)™

EPE() o) =~ 2y (Boel() + 7+ )

La relation a,41 = a, + 1/n s’en déduit, d’ou le résultat :

Re(s) > 0= L [Pf(@)} (s) = — ((;’fnl—)l, [(1og](s) i Z-: %] (ﬂ
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Remarque 5.3 On peut aussi utiliser la formule ({.21) relative ¢ I’image d’une
partie finie de primitive.

Exemple 5.19 Détermination de l’image de U (t)Pf (ln t)’

On se sert de la dérivée de %(t) In?t dont Iimage de Laplace a été déterminée
dans ’exemple 2.4. On a trouvé pour o = 0 dans la formule (2.3) :

LUE) 2 t)(z) = % [1"(1) - 2"(1) In@ + In% o

La dérivation nous donne immédiatement :

Int

2L [u(t)Pf( )] @) = () - 20 (1) Inz +In? m]

En fait, on peut aller plus loin pour le calcul numérique (Cf. Annexe 1). On a,
en effet : IV(1) = —v Par ailleurs, la dérivée seconde de I' vérifie :

2
T
(1) =~ +Z =7+

On en déduit la formule :

In?t 1772
Re(s) >0 = L[U(t)PH(—— )] (z) = 5[% +(nz+7)?] (53)
On poursuit pour d’autres valeurs de n dans ’exercice 7.30.

)Pf(exp(zt))

Exemple 5.20 Détermination de l’image de U(t

Il est évident que I'image de U(t) exp(it) existe pour Re(s) > 0 et qu’elle est égale
it) — 1
U (t) exp(zf)

1 . N
a —. La fonction continue f(t) = est alors, au signe pres, une

s_

1
= o Cette primitive s’écrit : —[log(s — ¢)] + [log s] + C qui est

primitive de

définie au moyen des déterminations des logarithmes dans Il,.
Pour calculer la constante, on se sert de la propriété de valeur initiale puisque f
est une fonction.

1
Comme sur I’axe des réels, F(z) s’écrit : F(z) = —In \/ime_z + arcta,n(;) et

que cette quantité tend vers 0 en +o0o, on en déduit que C' = 0.

. . . 1 . N
Ajoutons I'image, qui est connue, de Pf( ?) On obtient ainsi, dans Il :

calL[L{(t)Pf(exP( ))] (s) = ~[log)(s —5) — v (5.4)

Remarquons que cette méthode n’est vraiment pas la plus simple. On peut
utiliser, par exemple, la multiplication d’un original par une exponentielle (Cf. §
4.10.3).
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Exemple 5.21 Détermination de la transformée des parties finies Pf(Z,{(t)t‘«\)
ot A > 1 est non entier

On se sert du fait que, pour n entier, assez grand, ¢ + " f(t) définit une fonctiop
I'(n—-X+1)

localement sommable dont la transformée de Laplace est gy v aa

On sait que les parties finies de type puissances commutent aux dérivations g
les exposants ne sont pas des entiers, ce qui est le cas ici. En dérivant n fois |5
distribution [t™ f(t)], on obtient (n — A)(n — A — 1) -+ (=A)Pf(f).A chacune de
ces dérivations, on associe du c6té des images une multiplication par s.

Par conséquent, on en déduit :

(n=X)(n—A=1)---(=A+1)L(PE(f))(s) = Sn%ﬁ

Aprés simplification, on trouve :

Vs€C, Re(s)>0= L(PFUE)I™)) = F—(s‘—_%l—) (5.5)

Ces résultats permettent le calcul d’images de parties finies associées a des fonc-
tions développables en série de fonctions puissances.

. . . . i
Exemple 5.22 Détermination de l’image de la partie finie de U(t) e)?;i(: ) avec

A > 0, non entier et a compleze.

Le développement en série entiere de ’exponentielle permet d’écrire en supposant

E(\) =

n

Pf[e;()ﬂ-‘:t] ZPf[L{(t) ) ]+Zu —

On connait toutes les images des fonctions ou des parties finies qui figurent dans
ce développement. On peut d’abord écrire formellement la série de ces images.
On trouve, en utilisant notamment ce qui précede, la série :

"i’ a"T'(n — A)

nlsn—2

La régle de d’Alembert montre que cette série est convergente lorsque |2| >
1. De fait, on peut prouver, comme dans la proposition 1.17 que I’abscisse de
convergence vérifie o(T) < |a| et que, pour Re(s) > |a|, la transformée de Laplace
de T est effectivement la somme de la série précédente.

La puissance s* ainsi que I'(—)) étant mis en facteurs, le terme général de la

série solution s’écrit :
(n=A=1)(n=A=2)---(1-A)(-A)a"

nlsn
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(est donc le terme général du développement de (1 — g—)’\. On en déduit le

résultat :

L[PEEED)](6) =T(-N (-0 (5:6)

Remarquons, qu’ici encore, la méthode utilisée n’est pas la plus simple. La
multiplication par une exponentielle donne immédiatement le résultat (Cf. §4.

10.3).

5.3 Images de parties finies associées a des fonctions
de Bessel

Lorsqu’on fait le quotient d’une fonction de Bessel J, d’indice entier positif par
une puissance d’exposant v < 0 de la variable avec v < —n — 1, la fonction
obtenue n’est plus localement sommable en raison de la singularité en ¢t = 0.
1l est facile de voir que le développement de J, en série entiére permet d’écrire
ce quotient sous la forme d’uns somme finie de parties finies de type puissance
et d’une fonction somme de série entiere toujours convergente. Les abscisses de
convergence de ces fonctions sont toutes nulles. On en déduit que ’abscisse du
quotient est, a priori, inférieure ou égale a 0. On a la méme situation si 'indice n
est remplacé par un réel A ou méme complexe, non entier, quelconque & condition
de remplacer la condition précédente par Re(r) < —A — 1. Différentes méthodes
peuvent étre utilisées pour calculer les images de Laplace de telles fonctions.

Exemple 5.23 Détermination de l’image de Laplace de Pf(U(t) Jit(tl)

On sait (Cf. Exemple 2.9) que la transformée de ¢t — U(t)Jo(t) est la fonction
1

Vst+1

S . On se sert de I’égalité :

Pt (u() J"T(t)) = U(t)Tot)

1
] s24+1
On peut d’abord chercher une primitive de cette fonction lorsque s est réel. En
Prenant la variable w = argsh(s), on obtient immédiatement, C' désignant une
constante :

On sait que la dérivée F'(s) de limage cherchée vérifie : F'(s) = —

F(s) = —argsh(s)+ C = —-In(s+ Vs +1)+C

Pour calculer cette constante, on ne peut plus se servir de la propriété de valeur

s o . U)Jo(t
Initiale, mais cette propriété est valable pour la distribution Pf (—M) -

t
U

l:'f(T) qui, en fait, s’identifie & une fonction localement sommable et méme
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développable en série entiere. La transformée de cette fonction s’exprime (ct.
Exemple 5.17) par :

L [Pf(—t)"i(t—)) — PE(U(t) %)] = —argshs +Ins+7+C

Cette fois la limite en 400 de cette fonction doit étre nulle.
Puisque lim;4coln(s ++/s> + 1) —Ins] =In2, on en déduit : C =2 -+,
suffit pour conclure de prolonger ensuite dans le demi-plan complexe I :

%e(s)>0:>£[Pf<L{()J°(t))] [1 (3“32 )]—7 (5.7)

Remarque 5.4 On pouvait aussi écrire : Pf(f) = Pf(3]+g ot g est la fonction
localement sommable précisée ci-dessus. On calcule ensuite la transformée de g
par la proposition 1.17.

Exemple 5.24 Détermination de l’image de Laplace de Pf(U(t) J‘;—,gt))

On peut résoudre ce probleme en transformant une dérivée. La dérivée de

Pf(L{(t) Jo(t )) est égale & —Pf(u(t) Jggt)) +u(e ol O(t) +6' (CE. Exercice 7.5).
p . S .

Puisque la. dérivée UJy(t) a pour image la fonction ﬁ — Jo(0), on obtient

1/32_|_]._

s

I’image de son quotient par t en prenant une primitive de —————, laquelle
g q p p p \/m y laq

est de la forme v/s2+ 1 — s+ C. Cette constante est d’ailleurs nulle puisque

!
t
I'image de la fonction continue Jot( )
On en déduit, par utilisation de I’image d’une dérivée de distribution (Cf.§ 4.4.4):

doit tendre vers 0 lorsque s — +00.

[ (ﬁ‘/—zszT—l)] + s2+1 (5.8)

£(PH @) 280)) = s [1og

Cette méthode peut &tre réitérée. On obtient ainsi 1'image de la partie finie de

J(;E) (Cf. exercice 7.17).

Exemple 5.25 Détermination de l’image de la partie finie de L{t'lJo(\/i)
On peut écrire la partie finie sous la forme Pf(f) = Pf [(L—{i—t)-)] + [g], la dis-

ez N . J t -
tribution réguliere [g] étant identifiée & la fonction g(t) = U(t) ———-—-0( t) . En
tenant compte du résultat de ’exemple 2.8, on est amené, pour trouver I'image

1 1
de [g], & chercher les primitives de 3 [exp(—zg) - 1]. En utilisant le changement

1 . .
de variable u = o o0 trouve pour image de [g] les fonctions du type :
s

s+ G(s) = Bi(~7) +Ins +C
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La fonction Ei se développe au voisinage de 1’'origine en Ei(-z) = Inz — z +
o(z), il en résulte que 'image précédente admet, lorsque s — +o0, la limite :
lim(—Ins—In4+Ins+C) =C —In4. On en déduit C = In4.

On peut d’ailleurs procéder a une vérification a I’aide du corollaire 1.4 car :
sl;I-}I-loo sG(s) pim s[ln(1/4s) + 1/4s+Ins+1In4] = 1/4 = ¢(0),
comme on peut le voir a partir du deuxiéme terme du développement de g. En
ajoutant I'image de Pf (t‘l) et en prolongeant dans le demi-plan 7o, on peut ainsi
conclure :

Re(s) > 0 = ﬁ(Pf(u(t)M)) =Bi(~3) +In(¢) —y (5.9

On peut ensuite en déduire les images de Laplace des parties finies de t~2Jp (/)
et de t=3Jo(v/2) (Cf. exercice 7.19).

Exemple 5.26 Détermination-de l’image de la partie finie de Ut=1J_,(t)), ot
A > 0 est non entier.

Cet exemple est ’occasion d’utiliser une équation différentielle et des développe-
ments de 'image au voisinage de +oo.

En dégageant dans le développement de J_) les termes qui sont d’exposants
k < 0, donc en nombre fini, on peut écrire, la fonction g restante étant locale-
ment sommable :

~ (-1)» 2n—1-A
P = osnSXE:(A/z) 2= AT (-A +n+1) P ] * M

Puisque A n’est pas un entier, aucune des parties finies en cause dans ce dévelop-
pement n’est celle d’une puissance d’exposant entier.

Par conséquent, les dérivées successives de Pf(f) sont les parties finies des déri-
vées de la fonction f. On en déduit que Pf(f) est une solution u de ’équation

différentielle obtenue en effectuant le changement de fonction inconnue u = %

dans I’équation différentielle de Bessel :
2y +ty' + (¢ - )y =0
Ce changement aboutit & :
20 + 3t + (2 = N2+ Du=0

En utilisant les transformées des dérivées au sens des distributions et les images
de t*T, on peut en déduire que ’image cherchée F est solution dans le demi-plan
Iy de I’équation différentielle :

(82 4+ 1)F”(s) +sF'(s) = A2F(s) = 0

C’est ’équation différentielle déja trouvée dans la recherche de I'image de la
fonction 24J) (Cf. exemple 2.18). Par les calculs faits lors de I’étude de cet
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exemple, on en déduit que I'image ici cherchée est, du moins pour s = z réel, e
la forme :

A -2
Pe) =i (VITai-2) +ao(ViTai-a)
ou bien encore :

F@%:Q(¢;E§+x)

Pour déterminer ces constantes, on se sert du développement trouvé au départ,
D’abord, la fonction f est le produit d’une puissance ¢™#, ou u est positif asseg
grand et non entier, par la somme d’une série entiére de la variable t qui obéit aux
hypotheses de la proposition 1.17. En utilisant les résultats de I’exemple 4.14, on
en déduit, puisque le premier terme du développement de f est du type at=2-1
que la fonction F' se présente sous la forme :

/\+C'2(\/T—+_il22+a:)/\ (%)

o0 1
F(s) = & Zansﬁ,
0

la convergence de la série étant assurée pour |s| > 1 1. Or, en factorisant le
second membre de la solution générale (*) par z*, on obtient :

F(@) = Ca[ L+ VI+ 0]+ Ca 1+ VI

Par composition ou par analyticité, les fonctions (1 + /T + u)** sont dévelop-
pables en série entiere de la variable u. Cependant, étant donné la présence du
point singulier z = 0, qui est un point de branchement puisque A est non entier,

le produit u*(1 4 /T + u)~* n’est pas développable en série entiere de .
Il en résulte que les seules fonctions de la solution générale () qui sont de
la forme indiquée ci-dessus correspondent & C; = 0. On a ainsi : F(z) =

A
Cy (\/ 14+ 224 m) et il reste & calculer Cs.
Pour cela, en nous servant encore des résultats de ’exemple 4.14, on peut trans-
former les premiers termes du développement de départ. On en déduit :

XT(=A)s* 202~ \)s*—2
F1-X  T(@2-))

F(s) =

En factorisant par z*, on obtient un équivalent de F(z) pour z réel au voisinage
de 400 :

PI(=A) a2 1 satoo 20 5
F(o) =[5y = 2 ] TR

! Cela peut d’ailleurs se voir directement : Cf. Exercice 7.20
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Par ailleurs, en développant au voisinage de +o0o la solution générale (*) et en
ayant constaté que la fonction coefficient de C; tend vers 0, on obtient :

F(z) = Coa [1+(1+xi2)”2)]A = Cya [2+%(:—2+‘ : —]A = Cy2 14 4%+- ]

1l en résulte, en comparant & ’équivalent précédent que Co = —A~1. On constate
d’ailleurs que les deuxiémes termes —2*~22*~2 des développements précédents
coincident également..

De tout ce calcul, on déduit que, sous la condition ou A > 0 et non entier :

L
X

Re(s) > 0= LPEUR)ET-A(t) =

[s +[(1+ 32)1/2]]A (5.10)

Conséquence immédiate de ce résultat :
En multipliant le résultat précédent par —t, on obtient la dérivée de I'image pré-
cédente, a savoir, lorsque Re(A) > 0, A ¢ N :

LPEUBIA®) = [(1+)72 [s+1(1+ 32)1/2]]A (5.11)

5.4 Calculs d’images par divers procédés

5.4.1 Utilisation de la multiplication par ¢

Ce procédé a été utilisé pour calculer (Cf.Exemple 5.22 ) la transformée de la
partie finie de Ut~1Jp(t)). Il est utilisé également dans ’exercice 7.19.

.. . . . ht
Exemple 5.27 Détermination de l’image de la partie finie de U (t)ct—2

En désignant par Pf(f) la partie finie considérée, on a : tPf(f) = U(t)t " cht
dont I'image de Laplace, d’apreés la formule 4.21 sécrit :—[log]((s* — 1)}/%] — .
La propriété fondamentale nous dit que la dérivée, dans II;, de 'image cherchée
est égale & cette dernieére fonction changée de signe. En utilisant la variable réelle
z > 1, pour simplifier, une intégration par parties nous fournit :

L(Pf(f))(z) =zIn(v/22 - 1)+ 2y - /z tzti 1dt+C’

=wln(\/x2—l)+z7—a:+%ln:i-i+C

Il reste & calculer C. Nous ’obtenons en considérant la fonction g définie par

U
9(t) = f(t) - I/_{t(2_t) qui est continue. L’image de Pf [—% est donnée pour z > 0

(Cf. Exemple 5. 18) par : z(Inz++—1). L’image de g doit tendre vers 0 lorsque
T — +00. On en déduit que :
lim zIn( z"’—l)—l—llnm-i_i —zlnz4+C=0

T—+00 2 T —
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Avec des équivalents classiques, on arrive & C' = 0. Ainsi, pour : Re(s) > 1, oy
a:

s+1
s—1

LPHU() D) = sllog]([s* ~ )+ (- Vs + 5 In

(5.12)

5.4.2 Utilisation d’une équation différentielle

Cette méthode a été souvent utilisée. On trouve parfois, pour une famille f,, I,
méme équation différentielle pour les parties finies de la famille Pf(f)) que pour
les distributions réguliéres[fy]. La résolution de cette équation conduisant aux
mémes solutions, le probleme restant est de trouver les valeurs des constantes de
la solution générale. Dans ’exemple qui suit, on utilise la méthode et les calculs
de ’exemple 5.26 en supposant Re(A) < —1/2.

Exemple 5.28 Détermination de Iimage de la partie finie de fx(t) = U(t)t ], (1)
avec Re(A) < —1/2 et —2A ¢ N.

A T’aide du développement classique de Jy et des conditions données sur A, on
voit que f) se présente comme la somme d’une fonction localement sommable
et d’une somme finie de puissances dont les exposants sont du type 2\ + 2n, de
parties réelles négatives mais non entiers. Il en résulte que les dérivées des parties
finies associées sont les parties finies des dérivées et, par conséquent, Pf(f)) est
solution de 1’équation différentielle trouvée dans ’exemple 2.18, 3 savoir :

ty" +(1-2Ny +ty=0

Et, sans allusion 3 des conditions initiales, I’équation différentielle du premier
ordre vérifiée par F), image de Pf(f)) reste également la méme dans Il :

(S +1)F + (1+2\)sF =0

On en déduit encore que, dans Iy, cette image s’écrit : Cy (1 + s2)~A+1/2),
Pour calculer la constante C), on ne peut plus s’appuyer sur des théorémes de
type ”valeur initiale”; Nous nous servons ici d’une relation liant les fonctions J)
qui va permettre de proche en proche & se ramener au cas traité dans ’exemple
2.18. A l’aide des développements des Jy, on montre en effet :

. A
TA()= TIA(1) = D (t)
En multipliant cette relation par t*1, on obtient :
L) = MM () — () (¥)

Pour pouvoir passer aux images de Laplace des parties finies associées, il nous
faut calculer la transformée de t**1J4 (). On I’atteint par dérivation de t***J) (t)
qui donne en effet, puisqu’il n’y a pas de puissances d’exposants entiers :

d

() = (o) + (e ) oo
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Or <Pf(t)“"1J,\)) = t(Pf(t'\J,\)) a pour image

d 2 -(M+1/2)] _ 2\—A=3/2
~Cr|(1+8?) | = -ca(-2x - 1)1+ s 202]
L’image de sa dérivée est donc :
Cr@A+1)s?|(1+ 32)-*-3/2]

En tenant compte de ce résultat et de la relation (), la relation (x) nous donne
alors en passant aux images des parties finies :

Cr2A+1)s* = A+ 1)Cr(1+ 8%) = ACx (1 + 5%) = Coa

Finalement Cxy; = (2A 4+ 1)Cy. En prenant A assez grand, on sait que (Cf.

A
Exemple 2.18) : C) = E—P—(i/;-ﬂ

De I’égalité précédente on en déduit :
Cy _ 22(A-1/2)P(A-3/2) 2*T(A-3/2)
22—-1 " VT(2A = 1) - N
Ceci veut dire que ’expression trouvée pour C) dans le cas des fonctions reste

valable dans le cas des parties finies et, finalement, valable quelle que soit la va-
leur de l'indice A a la condition toutefois que 2\ ne soit pas un entier négatif.

Cr-1=

2T(A+1/2)
V(1 + 32),\+1/2

(5.13)

Re(s) > 0 = LPf (u(i)t’\J,\ (t)A) =

5.4.3 Utilisation de dérivation par rapport & un parameétre

Exemple 5.29 Transformée de Pf [L{(t)t’\(lnt)“] avec A € N, A< -letn

entier positif.

On se sert du résultat trouvé précédemment (formule 4.18) sur I'image de
Pf [L{ (t)t“"] . 11 s’agit d’utiliser la proposition 4.14. On obtient ainsi, pour un

premier casn =1 :

L (Pf( f)) - ;9% [P+ s~

La dérivation du produit conduit au résultat :

L (Pf(f)) =T/(1+AN)s > =D +A)s™*! [log s]
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Il suffit ensuite d’itérer cette opération de dérivation, ce qui correspond d’ailleurs
a I’application de la formule de Leibniz. On obtient ainsi, pour Re(s) > 0 :

k=n

Af1n 111 _ 1 k¢ _1\kp(k) nk
ﬁP(mmamw(g_gﬁzxuqn*u+»h4 () (5.14)
k=0

5.4.4 Utilisation de relations différentielles de récurrence

Exemple 5.30 Détermination de l’image de la partie finie de U (t)t™""1J,(t) ou
n est un entier.

On peut montrer la relation différentielle suivante (Cf.Exercice 7.17) :

() =~ [ 0] ()

Cette formule nous permet de calculer I'image de Laplace de la fonction continue
frn définie par f,(t) = U(t)t™™Jn(t). On démontre, par récurrence, pour n > 1,
que, si ’on pose ¢ = argshz, on a :

n—lexp|(25+1—2n)¢
Vz > 0, E(fn)(a:)=21_”(n-—1)!z I;'[!(2Zz—1—j)!]

Pour n = 1, cette formule se réduit 3 : exp(—¢) = [z + /22 + 1]7%, qui est bien

la transformée de J—l(—Q

En effet, par le théoréme de dérivation, la transformée de J; = —J§ s’écrit :
——+ Jo(0) = + 1, expression qui est bien, au signe pres, la

Va2 +1 RS
dérivée de [z + v/z2 + 1]71.

On suppose vraie cette formule pour I’entier n. En passant aux images de
Laplace dans la relation (%) et en utilisant la transformée d’une dérivée, avec la

1
valeur initiale f,(0) = —ign On obtient, pour z > 0 :
n!

n-lexp[(2j+1—2n)¢] )
NEn-1-3)0 | nizn

L(tfop1)(z) = -21""(n - 1)z

Il faut ensuite prendre ’opposée d’une primitive en = de cette expression pour
obtenir I"image de f,;;. Le numérateur du terme général de cette somme fournit

pour primitive :

. [(274+3-2n)¢)] [(27-1-2n)¢]
[(25+1-2n)0] | 74 _ 1| € _€
/[(3h¢)(°h¢)e ]d"s 4[2j—2n+3 2j — 2n — 1]

Lorsque ¢ — +00, tous les termes du crochet précédent tendent vers 0 & ’excep-
tion de e(2113-2m)¢ 4y devient e® tendant vers +oo pour j = n — 1. En raison
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de I’équivalence e =z+Ve2+1 e 2z, ce terme étant affecté du coefficient
217%(n - 1)!
4(n—1)In! — 227n!

tion de la valeur initiale —z

L. N p . .z
est équivalent a el I est donc compensé par l'intégra-

g Puisque, pour le moment, ce sont des fonctions
qui sont en cause, la primitive choisie doit tendre vers 0, d’ot1 : C' = 0.
Dans la primitive obtenue, on met en facteur 2n en tenant compte du coefficient

1/4, ce qui amene le coefficient 27"n!, d’ol la forme du résultat A4, :

n—2 9-np! el(274+3-2n)¢] -1 21! el(2i-1-2n)4]
Z[2n(2y —-2n+3)5!(2n—-1- ] +20:[2n 2n — 254+ 1)5!(2n -1 - j)!

En dégageant du deuxieme ¥ ses deux premiers termes et en regroupant des deux
sommes apres avoir effectué une translation de deux unités dans le premier ¥, on
peut écrire, pour I'image de f,, ’expression suivante :

1

) .y el-2n—1)p  (—2n+1)é
= ent ) T (@2n)!

-1 6(2] —2n-1)¢ 1 1
Z(?n)2n—l—2j en—1-7)! " G-2int1-)

e—®
+ nl(n+ 1)!]

La réduction au méme dénominateur dans le sigma restant nous donne :

+

@2n—-47)2n+1-3)—3j(G-1)=2n2n+1-2j)
Il en résulte finalement :

N (2i-2n-1)é
Apy1=2""n! [Z —_—
= ji(2n+1-)!

La formule donnée est donc démontrée par récurrence.
On va en déduire I'image de la partie finie de U(t)t™""1J,(t) en écrivant, par
exemple :

U Tult) = 90 U)o

ol la fonction g est continue.

On connait la transformée de Pf (L{ ®) ;‘;Tt) . Il faut donc calculer la transformée

de [g]. La fonction ¢ +— tg(t) a pour transformée A, (z) — . En désignant

par B, une primitive de A,, on a :

nl2rz

L([g])(z) = —Ba(z) + l2n Inz+C
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Le calcul de B, se fait comme précédemment a I’aide de la variable ¢.

e(2i=2n+1)¢

By(z) = 27(n—1)! / Z e

n-2 (25-2n+2)¢
— —n—1 _ 1 ¢ €
27 (n 1)°[n!(n—1)!+;j!(2n—1——j)!(2j—2n+2)

n-l (2—-2n)$
€
+ 20: en—1= )2 - 2n)]

Lorsque ¢ — 400, tous les termes du crochet précédent tendent vers 0 & ’excep-

tion de son premier terme .
P 2277

1 . . yd rd
En tenant compte de —ion In 2, ce terme fournit une différence avec le précédent

égale 3 : —T%;[ln(w + V224 1) — Inz] qui tend vers %ln 2.

Il en résulte, puisque g est une fonction que : C =

Par le procédé déja utilisé, on dégage le terme de plus falble 1nd1ce et on regroupe
les deux sigmas apres avoir translaté I'indice de I’'un deux d’une unité :

—2n¢
(2n —1)!2n

2.27n!
n-l (2j-2n)¢ 1 1
(i - 2n) @t e

Bu(e) = gbt27(n- )[

1

La réduction au méme dénominateur dans le crochet conduit & j+ (2n—j) =2n
et, finalement, on a :

Inz

¢ = e(2i~2n)$ ] 1

L([g)(2) = —55y +27(0) 20:[(2]' “omilen— 7l iz

Posons : w(z) = (z + V&2 + 1. En ajoutant 'image de Pf (L{(t) Ton7 ) on ob-
tient finalement, d’abord pour z > 0 et ensuite, en prolongeant, pour s tel que
Re(s) >0 :

(] = i [ ] S AR (s

g+l 2nn! 2 2 & - Ni'2n - j)!

On peut ensuite, par un procédé du méme type, ou une dérivation, déterminer
I'image de la partie finie de t~"~2J,, (Cf. Exercice 7.18)
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5.4.5 Calcul direct par un développement en série

()

Exemple 5.31 Détermination de l’image de la partie finie de

La fonction admet une seule singularité au point ¢ = 0. En mettant en facteur
Ut )

1-
du produit t*Pf(f) qui s’identifie 3 la fonction continue g(t) = 2-——*—

. Nous allons calculer d’abord I'image

U)t?
=% Pour

z > 0, on calcule l'intégrale de Laplace de ¢ par un développement en série :

¢!, on peut se ramener & f(t) = 2————

+oo tZe—:l:t

L) =2 tim [

€

400
Pour t > ¢, la série Z e~ ™ est convergente et on peut facilement montrer qu’on

0
peut intervertir la série et I'intégrale :

400 +00
2—:z:t
2 _—(n+z
/1—e—tdt § /te(” )t

Ces intégrales se calculent par parties, d’ot :

-(n-l-:c)e —(n+:z:)e e—(ntz)e

L(g)(z)=2 llrn[ Z EZ( +a:)2 Z(n+a:)3

e—4o00

+o00
La premiere série est majorée par Y. e ™ de somme (1 — )71 et, grice au
0

facteur €2, ce premier terme tend donc vers 0 lorsque € — 0. Les deux autres
séries convergent normalement en la variable €. On en déduit qu’on peut faire le
passage a la limite lorsque € — 0, donc :

+0 1
z)= 420: —————(n+ E
Or, on sait que (Cf. Annexe 1) :
d (T W
%(F) (=) = 20: (n+z)?
On peut donc conclure :

Yz >0, L(g9)(z)=-2-—5|+=
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En utilisant ensuite la division par le facteur ¢, on est amené, puisque g(0+) = (
a prendre la primitive changée de signe de ce résultat. Il en résulte qu’apreg
multiplication par exp(—t/2), puis une dilatation de rapport k = 2, on obtient :

ve>1, (@) =22 (T)

Puisque t2Pf(f) = g, on prend encore I’opposée d’une primitive du résultat pré-
cédent. On obtient donc :

ves -1, L& e =-(F)EH +c

Pour calculer la constante C, nous calculons la transformée pour z = 1.

1
et —1  2[1+t+--)
400
grale 2 / dt . On en déduit :

La fonction t nous fournit la partie infinie de I'inté-

e?t — 1

.C(Pf(u(t))(l))zh 1[2 / etdf_ldt+]n€]

En utilisant la variable u = €2t

. 2e—1 —_
21_%[26 —In(e**7") + In(e] = —In(2)

, on arrive a :

Par ailleurs, on sait que I'(1) =1 et I'(1) = —y. On en déduit : C' = —In2—1.
Concluons, en prolongeant dans le demi-plan IT_; :

~n2  (5.16)

Re(s) > 1 :>£[Pf(u(t))]( ) = (F')(

5.4.6 Calcul par le procédé de dilatation complexe

Exemple 5.32 Détermination de l’image de la partie finie de U(t)t=1J_x(at)
avec X > 0, non entier et a un nombre compleze de partie réelle strictement
positive.

On a trouvé, dans P’exemple 5.25, 'image de la partie finie de U (t)t™'J-(t)-
Cette fonction se présente sous la forme ¢ — t~*71g(t) avec un exposant A +1
qui n’est pas entier et une fonction g qui est restriction d’une fonction somme
de série entitre de rayon infini, donc holomorphe dans la totalité de C. On peut

donc essayer d’appliquer la proposition 4.23. Soit le réel z vérifiant : §Re( ) >0,
c’est-a-dire, en désignant ’argument de a par @, cos(a) > 0, ou encore a € Io.
Cette proposition s’appliquera si nous prouvons, I'g étant I’arc de cercle de centre
O limité par ’axe des réels et la demi-droite issue de O et passant par le point
z=a:

. -1 __i{. _
Rgr-ll}oo r‘Rz J_x(2) exp( a)dz 0
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Pour cela, on admettra (Cf. [[18]] ou [[29]]) la formule asymptotique du compor-
tement au voisinage de l'infini, pour z complexe, de la fonction J_y(z) :

Vz € C,Jx(2) = — (%) i [cos(z+ (2A=1)7/4)A(z) —sin(z+ (2A - 1)1r/4)B(z)] ,

ol A et B sont des séries de la variable 1/z, donc bornées au voisinage de 'infini.
Sur l’arc de cercle I'g, on pose z = Re*®. Donc, en utilisant les majorations
des modules des parties réelles et imaginaires de cos z et sin z par ch(Sm(2)), on
obtient, lorsque R — +o0, k, K, K', K" étant des constantes :

[ch(RsinG + k)]] < %[exp(RSin 9) + k //]

La constante K” étant justifiée par le fait que exp(—Rsin#) est borné sur I'g.

|77 (Re?)| < K

_2
TR))1/2

|a|

l'intégrale considérée, la majoration :
/ F(z)dz| < LS /a [exp(Rsin 8) + K ”J exp [—iRcos(o - a)] de
Tr ~ VR |Jo |al

Puisque : exp[—zRcos(§ — @)] < 1 sur l’arc ', on peut encore écrire, en posant
() =sinf — —:E—cos(e —a):

la|
/l“R F(2)dz| < K:f_” \/__ I;/ [exp(Rgo(G))] dﬁ}

On suppose désormais & > Sm(a) = |a|sin(c). Alors, sur I’arc I'g, on a :

En utilisant [exp (—-gRew)‘ = exp[—iR cos(f — a)}, on en déduit donc, pour

!

0(8) < sin(f) —sin(a) [cos(0) cos(a) + sin(8) sin(a)]
< sin(f) cos? (a) — cos(8) cos(a) sin(6) = cos(a) sin(f — @) < 0

Par ailleurs : ¢(a) = sin(a) — |%' < 0 De ces deux inégalités, on en déduit que

V6 € [0,a], ©() < 0 et il en résulte qu’il existe un nombre m > 0 tel que
Ve [0,a], ¢(f) <
Par conséquent :

/Oa [exp (Rtp(ﬂ))] da] < aexp(—mR)

On conclut ainsi, sous I’hypothése z > Sm(a). a la limite nulle pour 'intégrale
sur I'r. La proposition 4.23 aboutit donc, en se reportant & I’exemple 5.25, au
résultat suivant, valable si Re(a) > 0 et A non entier :
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L[l

5 - ]A (5.17)

Re(s) > Sm(a) = L [Pf(t“lJ_ ,\(at))J =

Nous allons étendre ce résultat au cas ol a = %

Exemple 5.33 Détermination de I’image de la partie finie de U (t)t~11_5(t) avec
A > 0, non entier.

La fonction de Bessel I_, dite « modifiée de premiére espece) est définie par
e /2 J_, (it). 11 s’agit donc d’utiliser une dilatation complexe de rapport a = i,
On peut encore essayer ’application de la proposition 4.23 bien que, cette fois,
I’abscisse de convergence o de U (t)t~1J_,(t) étant nulle, on ne peut plus assurer

la condition %e(?) > 0. Cependant, si on choisit tout de méme la fonction F
‘o s - T ,
définie par F(z) = 271J_)(2) exp(—;)z) et ¢ = %, on remarque qu’en raison

du comportement de la fonction J_) au voisinage de 400 (Cf. ce qui précede),

Pintégrale
+o00

K(\) = / tLI_x(t)e™dt
0

est bien convergente.
En utilisant le prolongement analytique dans le résultat de ’exemple 5.25, la

valeur de cette intégrale, pour z > 1, est :
1 . .
K()) = ~3[-i+ [((-iz)* + 1)V
. Comme on a : [(—iz)? + 1}/?] = v/z2% — 1exp(—i7/2), on en déduit :

K\ = —% exp(—i%{[.’v +vz2 - 1)}

Donc, en tenant compte de la remarque 4.15, les résultats de cette proposition
4.23 vont rester valables sous réserve de vérifier :

lim / F(z)dz=0
R—+00 Tr

Pour cela, on utilise la. majoration faite dans I’exemple précédent avec a = ¢ :
K’ /2
F(2)dz| < — / exp(Rsin 0) + K| exp|—zRsin(8)| df %)

. Fe) -m[o [exp(Bsing) + K] exp| ~oRsin(®) a8

Le réel x étant positif, on voit que I’intégrale facteur de K” dans (%) tend vers 0.
Il reste a considérer :

/2
I = / [exp(RsinO - szinﬂ)} do
0
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On suppose maintenant z > 1, d’oti : (1 — z)R < 0, mais comme le minimum de
sin @ est nul, une majoration plus fine que dans ’exemple précédent est nécessaire.
Elle est classique. On minore, en effet sin @ sur [0,7/2] par 2. On en déduit,
comme dans le lemme 1.3 de Jordan :

/2 20 s
Il < —z)RZ T
|11 _/0 exp((1 9:)R7r)d0< TR

On en conclut que I; — 0 lorsque R — +o0o. En tenant compte des deux
intégrales dans (*) qui tendent vers 0, on voit qu’on peut appliquer alors les
résultats de la proposition 4.23.

On obtient donc :

o0 1
z/ (i)t I_a(it)e dt = K(\) = —% exp(—i:\g[w + Va2 -1}
0

En multipliant par exp(+: ’\7", on a finalement, en prolongeant en outre dans II; :

Re(s) > 1= LPEUDRE_(2)))(s) = —%[s +[(2 =YD [4.18)

ug)

Exemple 5.34 Détermination de l’image de la partie finie de i’

int
u()

“ht a pour image, pour

On a vu dans ’exemple 5.30 que la partie finie de

l'\/
z > —1, la fonction : —{ — (s+1)—7—ln2.

Il s’agit donc encore d’utiliser la dilatation de rapport a = i, mais cette fois, les
singularités pour la fonction donnée étant en nombre infini et, d’autre part, la
singularité au point ¢ = 0 étant d’ordre entier —1, la proposition 4.23 ne peut nous

étre utile. On garde cependant 1’idée de ’application du théoréeme de Cauchy a
exp(izz)

la fonction F' définie par F(z) = et d’un contour convenable pouvant

fournir I'intégrale de F' sur I’axe imaginaire (ou plus exactement la partie finie de
cette intégrale). Les points singuliers de F sont les zéros de sin(iz), donc d’affixes
2, = tkr. Comme il ne doivent pas étre contenus dans le domaine, on prend
le contour C, dessiné ci-aprés ol les segments [bc] et [dc] sont respectivement
d’abscisse et d’ordonnée R = (2n + I)E, le petit quart de cercle I’y de centre O
de rayon ¢ et les demi-cercles I'g, centrés aux points ¢k7, de rayons €. On pose
Iy = [ig, i(r —e€)], Iy = [ikm,i(k+1)m—€] pour 1 < k < n, Kn =[0,iR]\ |J Is.
0<k<n
L’application du théoréme de Cauchy fournit alors :

[ roas [, Fez+ [ FGhaz- ; [ Peas-i [ Fla=o
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Ya 4 y=(n+1) 2
4n| Y,
3n Y,
1w\, *=(0+1] 72
)y Figure 5.34
N
X
a b

Calculons d’abord la somme Sy = f F(t)dt + [, F(2)dz -1 f[z e,inj2) F'(2)dz en
faisant apparaitre les parties finies des deux mtegra,les qui sont dlvergentes On
peut développer en série de Laurent la fonction F' autour de z = 0 selon la formule
F(2) = =+ ¢(2), cette derniére fonction étant holomorphe en z = 0. 1l en résulte
que ?
hm F(z)dz = —im /2 + lim/ p(2)dz = —in /2
To T'o
. En ajoutant et retranchant In(g), on obtient :

sin Yy

= Pf[ / L [ /0 " S?:yydy] ——z—- + o(¢)

Calculons maintenant la somme :

So = [/e - dt+ ln(e) [/ —dy + ln(e)] - z— + o(¢)

kr—e kr+m/2
Si=- [ F(z)dz- f F(z)dz - / F(z)dz
Ik k’ll'—’n'/2 kmw+e
. 1 o .
La fonction y — prw— étant impaire par rapport au point y = km, la somme des

parties de cette fonction  droite et & gauche de ce point est une valeur principale
qui peut se calculer d’ailleurs par translation & partir de la valeur principale
autour de y = 0, a savoir :

w2 _zy —€ Ty w2 _zy w2 Ty _ o—%TY
Vp(/ : dy) = lim(/ : dy+/ > dy) =/ % 4y
/2 SINY e=0\/_n/p siny e siny —nj2 SNy

Puisque les points singuliers sont des pdles simples, I'intégrale sur I'y admet pour
- gia(ikn)
limite lorsque £ — 0 la quantité —:7r ——— On en déduit donc :
ch(ikm)

krtm/2
Sk = —im(—1)ke k" 4 Vp(/ F(z))dz + o(e)
kr—m/2
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En résumé :

lim(—i5k+/ F(z)dz—/ F(z)dz)

R —'m:t
= -V
o /0 siny

Il reste & montrer que U, = F(z)dz+ / F(2)dz — 0. On suppose 3 présent
(6] [cd]

dt —z———urZ( 1)ke=okm

que z > 0.
(2n+ D7 (2n + )m

+iy]| > sh[ I

Le long de [bc], on minore le dénominateur par : |sh(
Donc, pour la premiere intégrale, avec z > 0 :

nrtm/2 €Xp [1:12[7?,71' + /2] + iy]
id
/0 sh[(nm + 7/2) + iy] o

nrET/2 exp(—zy) (2n + )7 /2
/0 hn+ D)"Y S siEnt g 0

F(z)dz
(o]

IA

Le long de [dc], le dénominateur sh [/\ + z@"—;lﬁ] = (—=1)"ch(A). Donc, pour la
deuxiéme intégrale, avec toujours z > 0 :

nr+7/2 exXp [iw[/\ +i(nm + 7/ 2)]}
b e

/n1r+1r/2 exp(—w(nﬂ' + "/2))d,\ < (272 + 1)Fe(_z(n1r+ﬂ/2)) =0
o ch(}) -2

F(z)dz
[de]

<
Finalement, en tenant compte du résultat de I’exemple 5.30, du calcul de
+oo
. _]; k_—zkm| __ . __]; - —
“’[”2+;( 1)’e ]‘”[ 5T € 1+e"’”] th[z]

et en rassemblant les calculs précédents, on peut conclure, en prolongeant en
outre dans le demi-plan Il :

Re(s) > 1= E(Pf(z%))(s) = (_FF’) :

Voir I’exercice 7.28 pour une autre méthode de calcul de cette transformée.

—In2- %th[%} (5.19)

5.4.7 Application du prolongement analytique relatif & un para-
metre

Exemple 5.35 Proposons-nous le calcul de l’image de Laplace de Pf(t*J)(t))
pour Re(A) < —1/2, 2\ n’étant pas un entier strictement négatif.
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Dans ’exemple 2.18 (formule (2.19)), on a déterminé I'image de f lorsque A > 1.

22T(A+ 1/2) 1
VR (ROl

Cette formule est méme valable (Cf. Remarque 2.6) pour A > —1/2. On constate
que, si s vérifie toujours la condition Re(s) > 0, le second membre conserve up
sens pour des valeurs complexes de A qui ne rendent pas A + 1/2 entier négatif
(Cf. Annexe 1). Nous allons voir que, a condition de remplacer f par sa partie
finie, ’égalité précédente se prolonge pour toutes les valeurs de A telles que 2)
n’est pas un entier strictement négatif. En utilisant les propriétés d’analyticité
pour les transformées de Laplace des fonctions, on pourrait d’abord démontrer
que la formule est valable pour A complexe vérifiant : Re(X) > —1/2, mais cette
preuve qui ne fait intervenir que les images de Laplace de fonctions va se trouver
contenue dans ’utilisation de la proposition 4.24, relative aux images de parties
finies, sur ’analyticité relative a A.

On applique cette proposition dans Q = {A | Re()) < —-1/2, —2A¢ N*}, ou plus
précisément sur tout domaine Q inclus dans 2 ot Re(A) > —N.

La fonction f(t) = t*J)(t) peut s’écrire :

Re(s) > 0= LUy (s) =

_ (=1~ (2n+2) = (=" 2n42)
) = Z 22+ AnID(n 4+ A+ 1) + NZ+:1 2+l (n + X + l)t

Les premiers termes, en nombre fini, qui sont des fonctions de la forme u()\)t~*
n

ol u(A) = 22”+’\n'(1"(:z)+ Py et v(A) = —2n — 2 sont des fonctions holo-
morphes de A dans C et bornées dans Qp. De plus, la somme g de la derniére
série, qui a un rayon de convergence infini, est localement sommable puisque tous
les exposants qui y figurent sont supérieurs a 0.

On commence, en utilisant le comportement 3 ’infini de la fonction Jy, par étu-
dier ’abscisse de convergence de la fonction ¢ — f(t, A) qui pourrait dépendre de
A. Pour cela, on reprend (Cf. [[18]) ou [[29]]), comme dans ’exemple 5.32, la for-
mule asymptotique du comportement au voisinage de ’infini, en nous contentant
de z = z réel, mais avec, cette fois, A complexe, de la fonction Jy(2) :

D) = - (%)1/ ’ [cos(a: + (2) - )n/4) A(z) - sin(z + (27 — \)r/4)B(2) |,

ol A et B sont bornées au voisinage de l'infini. Une majoration immédiate faisant
intervenir des sinus et cosinus réels et des sinus et cosinus hyperboliques de Sm(})
fournit : |f(t)] < K(\)t®P). Ceci prouve que, quel que soit ), I’abscisse de
convergence de f, donc aussi celle de g, est égale & 0. C’est la premiére hypothese
de la proposition 4.24 qui est ainsi vérifiée.

Par les propriétés des exponentielles et de la fonction I, la fonction g est somme
d’une série de fonctions analytiques en A dans Qy. Il s’agit de prouver que g est
analytique dans Q.

On pourrait utiliser les propriétés classiques de J) mais on utilise ici une preuve
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qui nous servira pour le reste de la démonstration.
Donnons nous un compact K dans Q. On pose : m = /\lnf{ > 0.
€

Ona: [P(A+n+1)| geg(n+ m)(n+m —1)---mI'(m) = '(n+ m+1). Par
ailleurs, (Cf. Annexe 1) pour 4 = A+ n+ 1, on a (Cf. Annexe 1) la majoration :

M),
F()"ll

Or, la dérivée partielle, par rapport a A, du terme général de la série définissant
g est égale a la somme de deux termes u,(t,\) et v, (¢, A) que on va majorer
uniformément. Pour ces deux termes, on a respectivement, pour |t| > 2 :

[E27+2M | 1n 1)

+y+ [n+1+suplA|] <3n+C<dn
MK

(=)"™(&)>*** In(t)

(6, )] =
|U ( )l |22n+AI‘(n+/\+ l)n'l —= 22n+m[‘(n+m+1)n!
_1\n(4\2n+22TV 2n+2M
oa(t, )] = | ELQET (04 14 ), It on
227PnIl2(n+ 14 ) 22n#m(n + m + 1)n!

Ces majorants sont des termes généraux de séries convergentes, d’ou la conver-
gence uniforme locale de la série des dérivées partielles. On en conclut que la
fonction g est une fonction analytique dans €2;y. Les sommes de ces séries majo-
rantes précédentes peuvent étre évaluées 3 P’aide de la fonction de Bessel modifiée
I,. On a, en effet :

M- m
5% e, 01 = P2 1)
N+1

2M m
S om0 = 42
N+1

On utilise alors le fait que 1’abscisse de convergence des fonctions I, est égale &

1 (Cf. Exemple 5.33). On vérifie ainsi la derniére hypothése de la proposition
4.24, & savoir que |3%|e™ < h(t) ol h est une fonction sommable. Mais ce
résultat n’est obtenu que pour ¢ > 1. La proposition 4.24 établit donc que pour
Re(s) > 1, la transformée de Pf(f) est bien donnée par la formule donnée au
départ. Cependant, comme il a été établi ci-dessus que ’abscisse de convergence
de Pf(f) est égale a 0 quel que soit A, on en déduit finalement que le prolongement
obtenu est valable dans le demi-plan Il.

A
CONEN Re(s) > 0= LULTY)(s) = 2 F(i/;l/z) [(1+sz})x+1/2] (5.20)

5.5 Applications a la convolution

Avant de voir sur des exemples I’intérét de ’utilisation de la transformation de
Laplace dans le calcul d’une convolution, déterminons une convolée de parties
finies de fagon directe sur deux exemples simples.



222 Chapitre 5. Calculs d’images de distributions. Applicationg

Exemple 5.36 Détermination de la convolée de Pf(t~1U(t) par U.

Par définition, si ¢ est une fonction test, la convolée se définit par :

(PECET'U() < U(t), ) = (PEETU), U(u), o(t+u)))
400 +o0o +o00

= lim 5 l[[ <p(t+u)du]dt- [0/ w(u)du] Ine
oo +oo +oc0

= lim (v)dv dt— (u)du|l

lim e t/(p O/cp ° u] ne

400 v 1 +o00

= li_%/go(v) [/ Zdt]dv— [/ <p(u)du] Ine
€ € 0
400 +o0

= li—%/(’o(v) [lnv—lns]dv— [/ <p(u)du] Ine
€ 0

Dans cette égalité, on remarque (voir la figure qui suit), que 1’on utilise la for-
mule de Fubini. Elle s’applique puisqu’apreés échange des intégrations, I'intégrale

(o2
portant sur la valeur absolue s’écrit : |<,o(v)||ln 2
[

A
/

/
/

Figure 5.36

t

£ b -
»

Mais, dans la derniére relation, la premiére intégrale admet une limite lorsque
+o00

e — 0, & savoir la différence : [;°° o(v) In(v)dv — [ J (,o(u)du] Ine. Finalement,
0

on a:

Pf(t~U®t))xU) =U(t) Int (5.21)

On peut évidemment vérifier en transformant par £. La transformée de la convo-
lée s’écrit :

£[Pee () +u () () = 1 (~ e~ )

Dans cette dernitre expression, on reconnait bien (Cf. Exemple 2.3, formule
(2.1)) 'image de U(t) Int.
Voir I’exercice 7.33 pour la convolution de Pf(t~12/(t) par une fraction rationnelle-
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Exemple 5.37 Détermination par un calcul direct de la convolée de Pf(t~1U(t)
par U(t)e

D’apres la définition de la convolution, ¢ étant une fonction test, on a :
(PECEU () % U(H)e!, ) = (PEEU(), (U(w)e™, o(t + )

Des calculs analogues aux précédents conduisent a :

+00 v — 400
(PE(E™ U () xU(t)e", @) = ll_l;r(l) / e”p(v) [/ ert] dv — [/ e“go(u)du] Ine (%)

La premiere intégrale suggere d’introduire ’exponentielle intégrale (Cf. §2.1.5)
400 _
définie par : Ei(—t) = — / W du et dont on sait (Cf. Exercice 3.19) le
¢

comportement au voisinage de 0, & savoir : Iim Ei(—t) —Int = 7. On en déduit
donc, en posant : A = / e’¢(v) [ / —dt

+oo
A = / e*p(v) [Ei(-v) - Bi(~)]dv
+o0

= / e*¢(v)Ei(-v)dv —Ine +7) 706%(”)“

€

En se reportant & ’égalité (), le terme en In€ se détruit et, comme, par 1’équi-
valence au voisinage de 0 de Ei(—v) au logarithme, I’intégrale qui porte sur
e’¢(v) Et(—v) admet une limite finie, on en déduit :

400 +oo
(PEEU(E) < U(t) e, ) = / ¢ (v) Bi(—v)dv — v / e (v)dv
0 0

Finalement :

Pf (t‘IL{(t)) * (L{(t)et) = U(t) [et[Ei(-t) - 7]] (5.22)

Vérifions & I’aide de la transformation de Laplace.
Inz +y

Le produit des transformées nous donne I’expression : — . Or, en rempla-

T — .
¢ant z par z — 1 dans la formule (2.15) qui donne 'image de Ei(—t), on obtient :

Inz

L [U (t)etEi(—t)] =-T_71 Par ailleurs, I'image inverse de est la fonction

YU(t)e'. Par conséquent, la formule précédente est vérifiée.
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Exemple 5.38 Détermination de la convolée de Pf (LI (t)t‘l) par elle-méme,

On connait par ’étude de ’exemple 5.17, 'image F de Pf (L{ (t)t’"l) . Il en résulte

que, par utilisation des propriétés de £, la convolée considérée a pour image |5

fonction définie par F2(s) = [[log](s) +]>. Or, on connait, par ’exemple 5.19
In® 1 2

limage : Pf (u(t)%—t) = §(logs + )2+ %] Par conséquent, a l'aide de I3

transformation inverse, on en déduit :

[Pf (t‘lu(t))

Dans P’exercice 7.31, on propose le calcul pour la convolée de Pf (t‘lu (t)) par
PE(t%U(1)).

Exemple 5.39 Détermination de la convolée de U(t) par Pf (t-Zu (t)) .

*2

6

— 2Pf [L{(t)#] _r (5.23)

En utilisant ’exemple 5.18, on obtient :

clu) *Pf(t-zu(t))] =lhz+y+1

On en déduit :

U(t) *Pf(t‘2L1(t)) = -Pf [L{(t) %] +4 (5.24)
On peut généraliser facilement (Cf. Exercice 7.32) a U(t) x Pf(¢="U((t).

Remarque 5.1 D’aprés les propriétés de la convolution, on sait que la dérivée
de T xV est, par exzemple, T' V. Cela nous donne une autre méthode de calcul.

En dérivant le résultat de I’exemple 5.36 (formule (5.21)) et en tenant compte de
§' xU =U" = §, on vérifie le résultat précédent puisque :

[-Pf(%(f—) - 5’] *U = Pf[yi—t)]

5.6 Applications aux résolutions d’équations fonc-
tionnelles

5.6.1 Equations différentielles linéaires & coefficients constants

On se contente des équations différentielles d’ordre 2. Lorsque le second membre
f est une fonction continue sur R, on sait que la solution générale est une fonc-
tion 2 fois dérivable sur R dépendant de deux constantes, lesquelles peuvent étre
calculées 3 ’aide de conditions initiales, par exemple des conditions de Cauchy
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au point ¢ = 0. Il en est ainsi si la fonction du second membre est causale et si
les conditions initiales sont remplacées par les limites & droite en t = 0. On a
vu (Cf. §2.3.5) que, dans ce cas ot on cherche des solutions également causales,
la fonction solution est méme de classe C? sur !’intervalle ouvert 10, +o0[, mais
seulement de classe C! sur I’intervalle fermé.

Lorsque la fonction f est discontinue avec des points de discontinuités de pre-
miére espeéce, il faut étendre la définition d’une solution de I’équation au sens des
fonctions en I’exigeant de classe C' mais seulement de classe C? par morceaux,
les points de discontinuités de la dérivée seconde y” étant ceux de la fonction f.
On pourrait continuer cette investigation avec une équation différentielle d’ordre
n et prouver ainsi que si la fonction f est continue par morceaux, alors au sens gé-
néralisé précédent, les solutions sont de classe C"~! et que c’est la dérivée d’ordre
n qui "récupere” les points de discontinuités de premiere espece de la fonction f.
Dans tous ces cas, ’équation étant multipliée par I’échelon ¢, on peut interpréter
les dérivées au sens des distributions et on est amené a résoudre une équation
dont 'inconnue est une fonction au moyen de la transformation de Laplace des
distributions.

Si des conditions initiales sont données, elles s’intégrent dans la formule de dé-
rivation des fonctions continues par morceaux. Bien entendu, dans les cas ou le
second membre n’est plus une fonction mais une distribution de Dirac ou une
distribution du type «partie finie) et dans la mesure ol on cherche des solutions
transformables par £, c’est bien cette transformation qui s’impose. Dans cette
derniére situation, généralement la notion de conditions initiales n’a plus de sens
(Cf. voir cependant la notion de valeur d’une distribution en un point [[17]]).
Cette question des conditions initiales sera d’ailleurs reprise plus en détail dans
le chapitre 6 (§ 6.1).

Les exemples qui suivent, avec ou sans valeurs initiales, illustrent ces différents
cas par la méthode de la transformation de Laplace des distributions.

Exemple 5.40 Résolution au sens des distributions de : y' —2y'+y=E(t), E
étant la fonction partie entiére, avec les conditions y(0) = y'(0) = 0.
En multipliant ’équation par U(t) on obtient une équation que ’on interpréete au
sens des distributions :

Uy"] - 2luy] + [Uy] = [E]

Si on désigne par Y I'image de Laplace de [Uy], la dérivation de cette distri-
butions fournit [Uy]' = [Uy']+ (Uy)(0+)§ d’ou L'on tire L[UyY'] = sY (s) — y(0) et,
de méme pour la dérivée seconde : L[Uy"] = s*Y (s) — y(0)s — y'(0).

Par ailleurs, la dérivée de E au sens des fonctions est égale 3l et les discontinuités
de sauts tous égaux & —1 sont situées au points de N*. On a, par conséquent :

1 X
, o= e e
BRI
Il en résulte que la transformée de Laplace de |E] est définie par :
400 -
1 1R e
LIBY() =5 -~ ™=

st s4 2 s(1—e)
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On en déduit :
1 e *

Y(s) = s2(s—1)2  s(1-— 5)2(1—e9)

Il s’agit maintenant de trouver I'image inverse. Pour cela, on décompose les frac-
1

tions rationnelles 5» ce qui permet d’écrire :

1
s?(s—1)2 et s(l-s)
1 1 2 2 e™® 11 1 1
Y(s)_s_2+(s—1)2+;_s—1—l—e's[;+(s—1)2_s—1]

On en déduit par utilisation d’originaux simples affectés de translations d’indices
entiers :

UR)y(t) = u[t(1 ety +2(1- et] - Jffwt - k)ll —etk gt k)]

C’est ’expression d’une somme infinie, localement finie de combinaisons de fonc-
tions affines et d’exponentielles.

On peut vérifier par des moyens élémentaires. Par exemple, sur I'intervalle [0, 1],
cette expression fournit :

y1(t) = t(1+ €?) +2(1 — €?) et c’est bien ce que I’on trouve en résolvant sur [0, 1
I’équation y” — 2y’ +y =t.

Sur Dintervalle [1, 2[, cette expression de méme fournit : 2 + (¢ — 2)ef — e'~! et
c’est bien ce que l’on trouve par la résolution sur [1,2[de ¥’ — 2y’ +y =t -1
avec les conditions initiales yo(1) = 41(1) =3 —e et y4(1) = yi(1) = 1.

Exemple 5.41 Résolution de y"' —y =4

On interprete cette équation en remplagant y par la distribution réguliére associée
[y], avec y"” remplacé par la dérivée au sens des distributions [y]”. L’équation
devient donc : [y]” — [y] = é6.

Montrons d’abord sur cet exemple qu’il n’y a plus lieu de se donner des conditions
initiales, elles sont imposées par 1’équation elle-méme, 3 savoir ici : y(0+) =0 et
y'(0+)=1. '

En effet, on a : [y]' = [y/] + y(0+)é puis : [y]" = [y"] + v’ (0+)8 + y(0+)&', d’ou
par différence :

Wl" - Wl =[v" -yl +y'(0+)é+y(04)8' =&

Ceci impose y(0+) = 0, y'(0+) = 1 et [y — y] = 0. On en déduit aussi que, dans
10, +o0[, la fonction y est solution de I’équation homogene y” — y = 0.

On en déduit d’ailleurs deux méthodes pour résoudre ’équation :

Premiére méthode

On utilise ce qui précéde. Sur ]0,+00[, y(t) = Acht + Bsht. Les conditions ini-
tiales imposées nous fournissent : A =0, B = 1.

Deuxiéme méthode

Par transformation de Laplace des distributions, on obtient pour équation trans-
formée : (s? — 1)Y (s) = 1, d’ou le résultat précédent.
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+oo
Exemple 5.42 Résolution de y' — y = Z Ok
0

On interpréte encore cette équation au sens des distributions. La tranformation

de Laplace fournit I’équation : (s — 1)Y(s) = =

La prise en compte de l’original de la fraction nous donne ensuite :

s2—-1
400

Y(s) = U(t - k)sh(t — k)
0

Exemple 5.43 Résolution de y" +y = 2Pf[81nt] n 2Pf[COSt ]

Le premier membre a pour image de Laplace (z? 4+ 1)Y (z). Pour le deuxiéme
membre, noté B, on s’inspire de la méthode de I’exemple 4.18 qui est une appli-
cation de la formule (4.22) ou bien on se reporte aux résultats de 1’exercice 7.29.
I'(z)

——etr=vz24+1:

On a, en posant : § = arctan(%], P(t) = T(2)
ﬁ(Pf(u(t)Sitizt)) =7 [e% + [ln r— ¢(2)] -i-}

cost

LPEU()—57)) = ’;[ﬁ—f = [Inr - v(3)] mzrg 1]

On en déduit, aprés simplification :
L(B) = (2 + 1) In(r) +29(2) + $(3)) (2" - 1)
Comme (voir ’annexe 1)) $(2) =1 —y et ¥(3) = 3/2 — v, on a encore :
£(B) = (& + 1)(~nr) ~71+ 5 + o

cost
On sait que 'image de la partie finie de —~ est (Cf. formule (4.20)): —Inr—7,
on trouve ainsi pour solution, une distribution qui ne se réduit pas a une fonction :

u (t) cost

y = Pf(—L0) 4+ 32—5 — U(t)sint

5.6.2 Notion de solution fondamentale
n

Soit P(D) un opérateur différentiel associé au polynéme P = 3 axX k de sorte
0

n
que, pour toute distribution y, on a : P(D)y = > azy®). On suppose le poly-
0

néme unitaire, 3 savoir : a, = 1. On appelle solution fondamentale de ’opérateur
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P(D), la distribution E solution de ’équation différentielle P(D)y = 4.
La transformation de Laplace nous donne immédiatement la transformée de La-
place L(F) par :

L(E)(s) = (P(s))™*

I1 est facile de voir que cette fonction E est égale a U (t)e(t) ol la fonction ¢ e(t)
est 'unique solution de ’équation différentielle P(D)(y) = 0 qui vérifie les cond;-
tions initiales : y(0) = y/(0) = --- = y(»2 =0, y»=1 = 1. En effet, si on note
Yo I'image de Laplace de ¢, les transformées des dérivées successives de € véri-
fient : L(e() = s¥Y;(s) pour 0 < k < n—1et L(e(™) = s"Yy(s) — 1. Il en résulte
donc : P(s)Yp(s)—1 = 0, ce qui est le résultat annoncé. Rappelons la proposition
qui vient d’étre retrouvée en se plagant ici sur ’ensemble des polynémes :

Théoréme 5.1 Soit P(X) un polynéme de l’indéterminée X dont le coefficient
dominant est égal a 1. Alors la solution de ’équation différentielle : P(D)(y) = ¢
est ezactement la fonction t — €(t), unique solution de l’équation différentielle
P(D) Ey) )= 0 qui vérifie les conditions initiales : y(0) = y'(0) = -+ = y(=2) =
0, y ) =1.

Soit maintenant 1’équation différentielle P(D)y = f ou f est une fonction ou une

distribution. Si F' est I'image de Laplace de f, on obtient Y (s) = (P(s))~1F(s).

On en déduit, par utilisation de la convolution et le passage & 'image inverse :

y= E f

Enfin, appliquons I’opérateur P(D) sur la distribution §’. En vertu des propriétés

de la convolution avec une dérivée de §, on a : P(D)(¢') = f: ard%). Donc, P(s)
0

est la transformée de cette distribution et la définition de F implique ainsi la
propriété suivante :

P(D)(8)xE =6

Autrement dit, E est 'inverse de convolution de la distribution P(D)(d’). Cette
propriété n’ajoute rien & ce qui précéde, mais elle prendra tout son sens dans le
calcul symbolique, développé ci-apres. sur les équations fonctionnelles qui sont
du type équations de convolution.

5.6.3 Calcul symbolique et équations de convolution

Définissons ’application ® qui, & tout polynéme P d’indéterminée X fait corres-
pondre la distribution P(D)(&") et telle que ®(1) = 6. En particulier : ®(X) = ¢’
et, aprés avoir constaté les propriétés triviales de linéarité, il est facile d’en dé-
duire la propriété d’homomorphisme : ®(PQ] = ®(P) » ®(Q) pour tout couple
de polynémes. L’application ® est alors un isomorphisme entre 1’algébre C(X)
et une certaine sous-algébre (pour 1’opération de convolution ), notée (D')*, de
Palgebre des distributions causales transformables par L.

On peut prouver, classiquement, que cet homomorphisme se prolonge de fagon
unique en un homomorphisme ® du corps C[X] des fractions rationnelles d’in-
déterminée X sur une sous-algébre Syym de 'algébre précédente. Pour deux
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polyndmes quelconques, on a :
. P -
¥(5) = 2(P)+ 2@

Les propriétés des fractions rationnelles vont ainsi se transporter sur la sous-
algebre Sgym qui peut étre ainsi interprété comme le corps des quotients de convo-
lution des distributions causales transformables par £. Donnons un exemple :

Exemple 5.44 Trouver, dans la sous-algébre Ssym, linverse de convolution de

*—1
U(t) cost et en déduire le quotient de convolution [Z/{ (t) sin t] * [Z/{ (t) cos t] .

Les deux fonctions U (t)e® et U(t)e~* sont, d’aprés ce qui précéde les inverses de
convolution des polynémes X — ¢ et X + ¢. On en déduit que :

- 1 1 X
2HU() cost) = X =9 TaX+9) X+1

. . . 1
En inversant cette fraction rationnelle, on obtient : X + — et, en transformant

X

par @, on obtient 'inverse de convolution cherché, a savoir :

[L{(t) cos t] oy +U

L’image par ®~! de U/ (t) sint est de méme . L’image par (&)~ du quotient

1
X241
considéré est donc -1- On en déduit que ce quotient de convolution est .

Bien entendu, ce calcul peut étre fait par £ ; les images de Laplace des fonctions

Le quotient des deux images

<122 . s
considérées sont respectivement 2 et ) .
st+1 st+1

1
nous fournit S dont I'image inverse de Laplace est U.

Remarque 5.2 En fait, ce calcul symbolique élémentaire n’apparait ici que comme
une technique particuliére pour résoudre des équations de convolution qui font in-
tervenir les distributions, quotients de convolution de polynémes de §'.

Il est facile de voir que ce calcul symbolique peut étre défini dans l’algébre
D! des distributions causales, sans faire allusion & la transformation £. Par
ailleurs, d’autres calculs dits «opérationnels» (Cf. [[14,2)]], [[16]],([15, a) et b)]]
par exemple), s’appuyant sur £, prolongent considérablement ce calcul symbo-
lique.

Des exemples de calcul symbolique sont proposés dans I’exercice 7.36.

5.6.4 Equations linéaires a coefficients polynomiaux

On a déja vu (Cf. §2.3.2) que, dans ce cas, on obtient pour équation transformée
de F; une équation différentielle F3 du méme type. Comme dans le chapitre 2,
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on raisonne dans le cas des équations du second ordre. On peut trouver cepep.
dant deux avantages & utiliser la transformation £. En premier lieu, ’équatiop
E, peut étre plus simple que ’équation donnée; c’est le cas si les coefficients de
E; sont au plus du premier degré. On obtient alors une équation Fy du premier
ordre. C’est aussi le cas si I’équation F3 est incompléte et si, de ce fait, elle ge
ramene au premier ordre. Par ailleurs, méme si I’équation F; ne se simplifie pas,
les solutions cherchées pour cette équation sont des fonctions réguliéres et nop
des distributions et cela guide davantage la résolution éventuelle.

Signalons également que, dans le cas ou le coeflicient polynémial de la dérivée
d’ordre maximal s’annule sur [0, 400, on ne peut rien affirmer a priori sur ’exis-
tence et I'unicité d’une solution fonction lorque le second membre est une fonction,
a fortiori lorsque ce second membre est une distribution. C’est pourquoi, les ca)-
culs effectués sont d’abord formels avant d’aboutir éventuellement & des fonctions
ou des distributions dont un raisonnement par utilisation de £~ établit qu’elles
sont des solutions de Ej.

On commence par des exemples de réduction de I’ordre. Le premier exemple
reprend ’exemple 2.39 avec un autre second membre :

Exemple 5.45 Résolution au sens des fonctions ou des distributions de I’équa-
tion :

ty" — (3t — 2y’ + (2t — )y = Pf(b((t)t‘l)

A priori, on ne peut appliquer, notamment & cause du second membre, la trans-
formation de Laplace au sens des fonctions. Nous appliquerons donc la transfor-
mation £ au sens des distributions. Cependant, nous tentons sur cet exemple,
une résolution, au sens des fonctions, sur l'intervalle ]0, +o00[ en ayant remplacé
le second membre par la fonction continue t ~ ¢t~!. Et, pour cette résolution,
on ne s’interdit nullement d’utiliser £ lorsque cela est possible, par exemple pour
trouver une solution particuliére.

Résolution au sens des fonctions

Transformons par Laplace I’équation EY sans second membre avec des conditions

initiales nulles :
ty" — (3t —2)y' + (2t —4)y=0

En utilisant les résultats de ’exemple 2.39, I’équation transformée s’écrit :
(z-1)(z-2)Y'+Y =0

x —
Sa solution générale s’écrit donc Yy(t) = C .

1
5" La fraction se décompose en

, ce qui conduit par Iimage inverse & § +(t)e?. Comme on se propose

1+

z —
la. résolution sur ]0, +oo[, on considére seulement la solution fonction ¢ ~—» e qui
est ainsi une solution particuliére de I’équation E?.
La technique habituelle de résolution de ty” — (3t — 2)y’ + (2t — 4)y = ¢! consiste
alors & poser y = u(t)e?.
La fonction u est alors solution de 1’équation incompléte tu” + (t+2)u’ = e

Ke™t—e™% .
qui s’integre sans difficultés. On trouve d’abord ; v'(t) = — et ensuite,

_ztt-—l
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—t
grace 3 deux intégrations par parties et I'introduction des primitives de ¢ eT
—2t
e . z 7 \ .
et de t — ——, on trouve la solution générale sur ]0, +o0o[ & I’aide des constantes

arbitraires H et K :

+oo g—v +00 ,—2v
y(t) = Hezt + K [ezt/ i dv — .e__] + l _ 2€2t/ e dv
¢ t

On peut d’ailleurs exprimer cette solution en utilisant la fonction exponentielle
intégrale Ei(-t) :

t
1
y(t) = He + K[~ - e Bi(-)| + - + 2¢Ei(-2¢)

La question posée a présent est de savoir si I’on peut prolonger cette fonction au
point ¢t = 0. Comme on connait le comportement classique de Ei(—t) au voisinage
de 0 (Cf.Exercice 3.19), on a la relation :

1 1
yt)=H+ K(-1- ?+lnt+7)-l—?—2ln(2t) - 274 oft)

La disparition du terme en t~! exige K = 1 mais alors, au voisinage de ¢t = 0, la
fonction est équivalente 3 —Int. on en déduit qu’il y a une infinité de solutions
localement sommables sur [0, +o0[, & savoir :

y() = He + 22 +ﬁpm(m Bi(-1)]

Résolution au sens des distributions

En utilisant la transformée de Laplace de Pf(t~!) et certains des résultats précé-
dents (ou ceux de I’exemple 2.39), la transformée F' de la distribution solution T’
de E) vérifie I’équation F; que I’on considére sur R :

(-1)(z-2)Y'+Y=lnz+¥y

L’équation sans second membre correspondante a F; admet pour solution

-1
générale Yp(t) = Z et la méthode de variation de la constante C nous
o o ImzTHy NPT . . .
fournit C" = W Par une intégration par parties, on obtient la solution
générale de ’équation Fj :
ln z z-1 z v z—1
- | - A
Y(z) = -2 :c—2n:1:—1 a:—2+ z—2

On peut, pour faciliter le passage aux images inverses, 1’écrire aussi :

Inz In(z-1) ¥ r—1
Y(w)_—ln:z:—'y+ln(:1;—1]+'y—2m_2+ p— _a:-—2+/\ +H
Les 4 premiers termes de cette relation correspondent d’une part a la partie finie

1 . . P
de n et d’autre part au produit de cette partie finie par €. On en déduit que ces
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t
—e
. Pour les termeg

termes ont pour image inverse la fonction continue ¢ —

qui suivent, on fait agir la dilatation de rapport a réel positif quelconque sy,

I'image de ’exponentielle intégrale (Cf. §2.1.5). Ainsi, la transformée de Laplace
. o 1 1z+a

de Ei(—at) s’écrit : —-——ln[ . ]

A partir de ce résultat, modifié¢ par des translations sur z provenant de multipli-

cations des originaux par des exponentielles, on obtient :

-1 (l_r_la:—_ln2) = -U(t)e*Ei(-2t), L7 (Ll%%ﬁ

z—2
Par conséquent, la solution de I’équation E; peut s’écrire :

) = ~U(®)e*Ei(~)

1—-¢et

v =4 [ T+ 26MEi(-2¢) — €¥Bi(~1) ~ (2In2+ 7)e* + ,\eth +A8

Si nous n’imposons aucune condition aux solutions cherchées, nous obtenons ainsi
une infinité de solutions dépendant de la constante arbitraire A. Si, par contre,
on cherche des fonctions définies sur [0, +00[ parmi ces distributions, on retombe
sur le développement fait ci-dessus et on aboutit & la méme conclusion.

Il faut remarquer cependant que les solutions fonctions sur ]0,+o0o[ constituent
un espace affine & deux dimensions alors que les solutions dans ’espace des dis-
tributions causales constituent un sous-espace affine & une dimension. On voit
aussi que, malgré la présence de & dans la solution, il n’existe pourtant pas de
solution de type C§(*),

En fait, en faisant la différence de deux solutions, on constate que €2t 4§ doit étre
solution de ’équation sans second membre. C’est ce qui a été trouvé dans la réso-
lution de E?. Et d’ailleurs, puisque les dérivées de cette distribution s’écrivent :
2e2t 4+ § + &' et 4e?t + 26 + &' + &7, on vérifie qu’elle est bien solution de cette
équation.

L’exemple suivant est une équation du second ordre de type «équation d’Euler) :
t2y” + bty' + cy = T. On voit immédiatement que I’éqution transformée Fg est
du méme type avec un second membre qui est une fonction.

Exemple 5.46 Résolution de I’équation : t>y" +ty —y=14§

'L’équation transformée F, est incompléte ; elle s’écrit : z2Y” 4 3zY’ = 1. Elle
se rameéne donc 4 I’équation du premier ordre : z2u’ + 3zu = 1 dont la solution

1 . .
générale s’exprime par : u(z) = % + )‘?z_?’ + p. On en déduit les images des

solutions éventuelles :
Inz — Az~2

Y(@)=

+u
Lo . 1 Yy A ont
En écrivant ce résultat sous la forme —3 (— Inz - 7) 9 5.2 + u, on obtien

des distributions, dépendant de deux constantes arbitraires a et b, dont on vérifie
qu’elles sont effectivement solutions de Ey, a savoir :

y= -%Pf[@] + a6+ U
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On voit, sur cette formule, qu’aucune solution n’est une fonction localement som-
mable sur [0, +o0].
Dans ce qui suit, on généralise cette équation.

Exemple 5.47 Résolution de I’équation t*y" + bty' —by =6 avecb#1 et b#0

Résolution élémentaire,sans utiliser £

Ici, nous essayons d’abord une résolution directe de cette équation F;, en discu-
tant suivant la valeur de b, le principe étant de résoudre, au sens des fonctions
puis au sens des distributions , I’équation sans second membre et d’ajouter en-
suite une solution particulieére de ’équation compléte.

Cas ot b vérifie b # —1

Pour cela, nous cherchons des solutions du type puissance ¢ +— t*¥ sur ]0, +o0[
pour I’équation homogene associée. L’exposant & est, alors, assujetti a I’égalité :
k®>+ (b— 1)k — b= 0. Les deux solutions de cette équation sont k = 1 et k = —b.
Comme nous avons supposé que b # —1, on en déduit la solution générale de
I’équation homogene sur I’intervalle ]0,+o0o[ sous la forme yo(t) = At 4 ut°.
Cas ou b vérifie —b > 1

Les dérivées de t=° font intervenir les puissances t =1 et t=*=2 avec —p—2 > —1
et n’introduisent aucune distribution de Dirac ; ces fonctions sont encore solutions
(Cf §4.10.8, 2) au sens des distributions sur [0,+oo[. Mais il n’est pas certain
qu’une distribution de support réduit & {0} ne puisse pas étre solution de cette
équation sans second membre. Testons le en calculant Sy = t2§(F+2) 4 pts(k+1)
b6(F), 11 vient, par les propriétés des dérivations de produits :

S=(k+1)(k+2) —bk+1) —b56%) = (k+2)(k+1 - b)s)

Il en résulte qu’il n’y a pas dans le cas présent d’autres solutions distributions
pour 1’équation sans second membre que les combinaisons linéaires précédentes.
On retiendra pour la suite de la discussion que dans le cas b=k + 1 ou k € N,
I’équation sans second membre admet la solution §(%), ce qui, d’ailleurs, a été
constaté pour b = 1 dans I’exemple précédent. Il suffit, pour terminer, de chercher
une solution particuliere de 1’équation compléete.

Btant donnée la forme du second membre, on peut chercher une telle solution
sous la forme y = C4. On obtient la condition 2C§ — bC§ — bC'§ = § qui donne
bien une valeur de C puisque b # 1. On en déduit la solution générale de Ey qui
constitue un espace affine a deux dimensions :

—b 1
y=AUE)E+UR)pt™ + md
Cas ot b, non entier, vérifie b > —1
Au point de vue des distributions, on prolonge la fonction ¢t=* par sa partie
finie. Comme ’exposant n’est pas entier, cette partie finie est solution au sens
des distributions de 1’équation sans second membre. En ajoutant la solution
particuliére toujous valable, on obtient la solution générale de E :

y(t) = NU(t)t + uPf [U(t)t“’] + 2—_1—236
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Cas ou b vérifie b = —1
Dans ce cas, la solution ¢ ¢ est double et on sait que la solution de ’équation
homogene est alors yo(t) = t(/\ Int + ,u) . Comme la dérivée seconde de U(t)t1n¢

est Pfl/(t)t~1, cette fonction n’est plus prolongeable en une solution au sens deg
fonctions sur [0, +o00[. La solution est tout de méme, au sens des distributions ;

y = U(t) [/\[t] +yltn t]] + %5

Cas ou b est un entier n vérifiant n > 1

Au point de vue distributions, il est logique de prolonger la fonction ¢ — ¢™ par
la partie finie correspondante y, = Pf(t™"). Cette fois, il n’est pas certain qu’on
doit la prendre en compte pour 1’équation sans second membre. Les calculs nous
donnent, apres avoir constaté ’élimination des parties finies elles-mémes :

2 " /o — ( ) 5(n) ( ) 2 ¢(n+1) (_1)'"' 2 5(n+1)
Y'n+ 0y, — Yo = n——t6\" + ——t*$ +n ——( +1)!t5

11 est facile de voir que t26(*t1) = n(n+1)61) et t6(m) = —ns(*=1), Il en résulte
que ’expression précédente ne peut étre nulle. La partie finie n’est donc pas une
solution particuliere de I’équation sans second membre. En revanche, comme il
a été vu ci-dessus, I’équation sans second membre admet aussi la solution §(»=1).
Ceci entraine que ’espace des solutions distributions de 1’équation sans second
membre est tout de méme de dimension 2.

La solution particuliére de I’équation compléte étant toujours valable, on en dé-
duit la solution générale :

(t) = N (e)e -+ 8D 4

Utilisation de la transformation £
On trouve, par transformation par £, une équation (E;) du méme type, & savoir

I’équation d’Euler :
SY"+ (4-b)sY'+2-2b=1

On commence encore par chercher les solutions du type s — s* pour ’équation
homogene associée. L’exposant k est solution de ’équation : k%+(3—b)k+2—2b=
0 et, si on se place dans le cas b # —1, on en déduit la solution générale de cette
équation homogene sous la forme :

Yo(s) = As™2 4 ps®?

Dans le cas b = —1, cette solution s’écrit :
Yo(s) =572 (/\ + plog s)

1
En tenant compte ensuite de la solution particuliere 22 valable puisque b # 1,

on obtient la solution générale de (F,). Cette solution particuliére a pour image
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On retrouve ainsi, lorsque b # —1, par utilisation des images

)
inverse .
2-2b . : .
inverses classiques des fonctions puissances ou de produits de telles fonctions par
un logarithme, les résultats précédents dans les différents cas examinés.

Lorsque b= —1, on cherche 'image inverse de 2 ?In .

+7

. (1 s In
Comme la transformée de U(¢t) Int est égale & — z , on en déduit, par déri-

vy-—1
22

. s . ., Inz
vation de cette derniere qui fournit : —-+ , que I"image inverse de 2 2In z
z

est égale & U(t) [—t Int+[y-— 1)t] . Il en résulte que la solution générale de (E;)
s’écrit bien dans ce cas :

1
y=At]+ p[tlnt] + Z(S

Enfin, dans le cas ol b est un entier n vérifiant n > 1, il nous faut chercher 'image
inverse de z"~1. C’est une dérivée de § et on retrouve la formule précédente :

- -1y L
y(t) = MUt + vé +t5o 2n6

Exemple 5.48 Résolution de t*y" + 3ty +y = ¢'
Pour P’équation transformée (E3), on trouve :
sY"(s)+Y'(s)=1
La solution générale de cette équation s’obtient sans peine :
Y(s)=s+A [log(s)] + 1
En écrivant ceci sous la forme :
Y(s)=s- /\[—logs - 'r] +p 4y

on en déduit la solution générale de 1’équation donnée :

Ut

y(t) = & + APf(—t— + BS

Exemple 5.49 Résolution de ty" + 2(1 —it)y' — (2i+t)y =46

Résolution n’utilisant pas £

Il peut étre prouvé qu’il existe un changement de fonction inconnue qui ramene
’équation & une équation & coefficients constants. Du point de vue des fonctions,
on prend pour nouvelle fonction inconnue sur 0, +o0[, la fonction u définie par
u = ty. On trouve pour nouvelle équation : v’ — 2¢u’ — v = 0. L’équation carac-
téristique de cette équation admet la racine double r = . La solution générale
de cette équation s’exprime donc par : ug(t) = Ae" + Bte' et on en déduit la
solution générale, sur ]0,+oo[, du point de vue des fonctions, de ’équation sans
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Ae't 4+ Bte't

. t '

Il apparait que la fonction ¢ — e* n’est pas une solution particuliére, au sens des
distributions, sur [0, +oo[. En revanche, comme les dérivées de cette fonction sont
données respectivement par [y] = 6§ + ze“ et [y]" =& +i6 — e et que t§' = -3,
on vérifie la relation :

ty]? +2(1—it)[y) - (2i+1)[y] = t(5'+i5-e“) +2(1—it) (6+z’e“) —Qit+t)e’t = §

second membre; il s’agit de : yo(t) =

Ceci signifie que la distribution [e®] est solution particulidre de I’équation com.-
plete.
Il reste & traiter I’autre fonction solution de I’équation sans second membre, 3

exp(it) (L{( )cost) 4 U(t)sint

savoir : L au ’on prolonge, par Pf

en tant que

distribution. En utilisant les dérivées de cette partie finie (Cf. Exercice 7.23),
on peut voir que cette partie finie n’est pas solution de I’équation sans second
membre. En cherchant ensuite la solution éventuelle y = C§, on voit qu’effective-
ment, on obtient ainsi les seules solutions de 1’équation sans second membre. Par
conséquent, en tenant compte de la solution particuliere de ’équation compléte
trouvée précédemment, on en déduit la solution générale de ’équation donnée :

y(t) =U(t) exp(it) + CS

Résolution utilisant £
En transformant 1’équation donnée (Ey) par £, on obtient I’équation (E3) :

(-s* +2is+1)Y' =1

. 1 s
Elle s’intégre immédiatement et fournit : Y (s) = T + C. Par retour a I'image

inverse, on obtient la solution générale de (E4), qui confirme ce qui précéde :
y(t) =U(2) exp(it) + CS

On constate donc que ’équation admet une seule solution qui soit une fonction

continue.

5.6.5 Equations intégrales ou intégro-différentielles

Exemple 5.50 Résolution de Uéquation intégrale :

/ Ja(t y(u)d’u-l-y(t) [ (t);74(t)]

On reconnait dans I’intégrale du premier membre ’expression d’une convolution,

U)o (t
celle de la fonction y par la fonction 2—(22—()—
y sa nature de fonction, on traduit I’équation intégrale donnée E; par 1’équation

de convolution :
[2”( )(t) | i) <[y Pf[u(t)J4(t) “OAE)

. Sans conserver nécessairement a
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V2 — A
Le tableau T, (Cf §2.1.7) fournit les images de U (t)J)(¢), il s’agit de (Va :; 1+ 1"3)

1
qui n’est autre que la dérivée de —3\-(\/ 224+1 - a:))‘. Comme, pour A = 2 ou

A =4, Jy(0) = 0, on en déduit que les images de /\M sont données par

t
les fonctions (v/z2 + 1 — z)*.
Par conséquent, le coefficient de y dans la convolution précédente devient :
222 + 2~ 2zv/22 +1 = 2¢/22 + 1(\/:1:2 +1- a:) et la transformée de F; par
L nous fournit : Y (2) = (Va4 1) - w)s.
8vz? +1
La solution, qui est unique, est la fonction y(t) = %Z/{ (t)J3(2).

Exemple 5.51 Soit l’équation dite : «intégro-différentielley ot l’inconnue y est
la fonction (ou la distribution) causale vérifiant :

2 /: exp(t — u) cos(t — w)y(u)du—y' +y = Pf(U(t)t“3>

La encore, on reconnait dans la premiére intégrale ’expression d’une convolution.
En interprétant I’équation F; au sens des distributions ou au sens des fonctions
sous la réserve y(0) = 0, on obtient une équation de convolution qui, par appli-
cation de £, nous fournit :

2(z -1 z? 3
[———-——:c+1 Y($)———2—[lnm+7—§]

(z—-1)2+1

Apres quelques factorisations, on aboutit a :

_zl(z—1)2+1]
Y(e)= 2(z - 2)(z—1)

oe1-3)

La décomposition de la fraction rationnelle nous donne :

el(z—1)2+1] 4 1
@-2e-1) “TrteTz o1

II nous reste a trouver quelques images inverses :
L7Y(nz) = -Pf(t™") — v
De Pf(Ut~2) = z(Inz ++ — 1), on déduit L7} (zInz) = PIUL™2) — (v - 1)d".

£ (wln_:cz) = e?'Ei(~2t) + e*In2

Inz
-1 BTt
L (a:——l) e'Ei(-t)
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En rassemblant tous ces résultats, on a 'unique solution qui n’est pas une fopc.
tion :

— Lpre2 ] _a+3, &
y = 5[PE(t—Pi(t ] 15— 3
t —
- %Ei(—t) + 2e2Ei(~2t) + (2102 + 2y — 3)e? — 274 3

Exemple 5.52 Résolution d’une équation intégro-différentielle a coefficients po.-
lynémes :

-2 [ [expl- - u(wddu—ty(0) + 0/0) + Syt = Pe[35]

En transformant cette équation E; par £, nous obtenons I’équation différentielle
Ez H

[ .’Z)+1 ] +(1—$)Y,—P(——)(m_1)7/2

L’équation homogene associée se simplifie en :
}_’i _ Tz+3 _ 5/2 1
Y 222-1) z-1 z+1

({l} — 1)5 /2
z+1
de variation des constantes donne ensuite : C’ = I'(=2)(z + 1).

2
On en déduit : C = % + z + K. Finalement l'intégrale générale de Fy s’écrit

(=121 5 b & : :
PR [a; +z+ K ] . Il reste a trouver les images inverses.

1)9/2 1)5/2
Comme Y (z) = @ié)—— + (K 1/2)( )
premiere fonction est celle du second membre d’origine, on connait donc son
image inverse.

Il en résulte que son intégrale générale s’écrit : Yy(z) = . La méthode

Y(z) =

, deux calculs sont 3 faire. La

(=2

Par une translation sur z, on est ramené pour la deuxiéme fonction a .

2t

e

qui a pour image inverse une primitive de la partie finie de f(t) = U(t) == 77k
On se sert alors de la proposition 4.19 (formule 4.17). Puisque l’exposant n’est
pas un entier, cette primitive est la partie finie de la primitive de la fonction
f. Or, d’aprés des intégrations par parties successives, cette primitive s’exprime
par :

£ =82t[_§t—5/2 —3/2 / [62uu—1/2] du

Gréce & un changement de variable, cette primitive s’écrit v/2 / exp(u?)du,
0

2
ce qui est la fonction d’erreur associée définie par erg(A) = 77 / exp(u?)du.
0



Chapitre 6

Probléemes aux limites de la
physique

6.1 Problemes régis par des équations différentielles

Dans les exemples qui suivent, on résoud diverses équations différentielles li-
néaires, notamment du second ordre, issues de 1’étude de phénomeénes physiques
dans lesquelles la variable est le temps ¢ qui, aprés le choix d’une origine, reste
dans l'intervalle [0,+o0o[. Les problémes considérés étudient alors 1’évolution
dans le temps d’une grandeur physique, a partir d’une situation donnée & !’ins-
tant ¢ = 0. Les solutions sont souvent assujetties & des conditions initiales, par
exemple, la valeur initiale y(0) et la vitesse initiale y’(0) & I'instant ¢ = 0, c’est-
a~dire des conditions de Cauchy.

Remarques sur les conditions initiales

En réalité, puisqu’on résoud le probléme sur ’ouvert ]0, +00[, ces conditions sont
plutdt les limites & droite y(0+) et y/(0+). On sait que, généralement, il existe
alors une unique solution pour I’équation mathématique. Cependant un premier
probléme se pose qui a un aspect a la fois mathématique et physique. Pratique-
ment, ces conditions initiales ne peuvent étre connues. On ne connait vraiment
que les valeurs y(0-) et y’(0-) qui représentent la situation juste avant le lancement
du phénomene et si ce sont ces valeurs qui sont prises pour valeurs initiales, on
fait ainsi I’hypotheése de la continuité et de la dérivabilité de la fonction inconnue
au point ¢t = 0. C’est donc imaginer que le procédé de lancement du phénomene
n’apporte aucune perturbation sur la grandeur physique étudiée. Mais, si on
impose d’entrée une impulsion, cette hypothése ne parait pas plausible. Cette
question sera discutée dans le premier paragraphe sur des exemples.

Méthode de résolution de Laplace

C’est aux restrictions des fonctions inconnues a [0, +oo[ que ’on applique cette
transformation. Lorsque ’on sait par avance que les solutions sont interprétables
en terme de fonctions et que ces fonctions et leurs dérivées sont de croissance
raisonnable pour les grandes valeurs de la variable et aussi que le second membre
admet une abscisse de convergence non infinie, la transformation est valable. On
apercoit d’ailleurs un avantage par rapport a la méthode de résolution élémen-
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taire. Celle-ci débute par ’étude de 1’équation sans second membre, puis apras |5
résolution de I’équation compléte, ol les solutions font intervenir des constanteg
arbitraires, on prend en compte des conditions initiales pour les déterminer. Dapg
le traitement par L, cette prise en compte des valeurs initiales y(0+) et y’ (04)
précisées ci-dessus est immédiate, pour le calcul des images des dérivées. L
transformation £ va donc remplacer I’équation [E;) étudiée au départ en une
autre équation (Ez) qui est algébrique du premier degré si I’équation [E}) est
a coefficients constants et qui peut étre une autre équation différentielle si ceg
coefficients sont variables (Cf. Chapitres 2 et 4).

La derniére phase, une fois résolue ’équation (E3), consiste a chercher Poriginal
de sa solution. Cela se fait, soit grace a un dictionnaire d’images, par utilisation
éventuelle des propriétés de la transformation, soit en utilisant la formule d’inver-
sion complexe. Des problémes annexes peuvent se présenter. Ils concernent les
situations ou les données initiales sont remplacées par des distributions, distribu-
tions de Dirac ou méme des peignes. Sur le premier exemple étudié ci-apres, on
tente d’expliquer comment on est amené a cette situation. Dans certains autres
cas, c’est dans les solutions trouvées, dont on constate qu’elles ne sont pas inter-
prétables en terme de fonctions, que I’on voit apparaitre de telles distributions.
Ces divers cas sont illustrés dans les exemples qui suivent. Mais, d’abord, com-
plétons les indications données dans le paragraphe 5.6.1 & propos des conditions
initiales dans les équations linéaires a coeflicients constants de second membre §.

6.1.1 Remarques concernant les conditions initiales

Exemple 6.1 On cherche une fonction causale y vérifiant : y” +ay' +by =6
avec des conditions initiales nulles.

De fagon formelle, la fonction y ou la distribution [y] vérifie : (6”+ad’+b8)x[y] = 6.
C’est donc l'inverse de convolution (Cf. § 5.6.2) de la distribution (6” + aé’ + bd).
D’apres le théoréme 5.1, c’est une fonction qui s’écrit : y(¢) = U (t)u(t) ot u vérifie
u(0) = 0 et w/(0) = 1, d’ou y(0+) = 0 et y’(04+) = 1. La deuxiéme condition
initiale n’est donc pas vérifiée. Donnons deux autres exemples :

Exemple 6.2 Résolution de y' — by = § avec y(0+) = a.

Si on suppose qu’on puisse appliquer la formule £(y') = sY(s) — a, I’équation
devient : (s — b)Y (s) = a+ 1. La solution qui en résulte fournit I’image inverse :
y(t) = Ut)(a + 1)ebt. Si a # 0, elle ne vérifie pas la condition initiale, mais
ne vérifie pas non plus 1’équation puisque [y]' = b[y] + (a + 1)d. On en conclut
que y(0+) est imposé par I’équation elle-méme. Si on résoud sur ]0,+oo, on
trouve y = Ce® et la dérivation au sens des distributions apporte C = 1. La
transformation £ donne par ailleurs (s—b)Y (s) = 1, c’est-a-dire la méme solution.

Exemple 6.3 Résolution de y" +y = § avec y(0+) = y'(0+) = 1.

Formellement, la transformation £ nous donne : (s? + 1)Y(s) = s+ 2. Sa
résolution conduit 3 I'image inverse : y(t) = U(t)(cost + 2sint). LA encore, seule
la premiére condition initiale est vérifiée, mais cette fois, on peut vérifier que
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la fonction trouvée n’est plus solution de I’équation différentielle. La maniére
d’utiliser £ est ainsi en cause.

Procédons autrement : La solution fonction sur ]0, +-o0[ s’écrit y = U (t)(A cost+
Bsint) ; ses dérivées distribution sont : [y)' =y’ + A6 et [y]" = [~y] + Ad' + BS.
Donc, en se plagant sur [0, +o00[, I’équation impose : A =0 et B = 1. La seule
solution de I’équation est donc ¢(t) sint. On voit que, puisque c’est A = y(0+)
qui apporte la distribution § dans la premiére dérivation, que cette valeur initiale
est nécessairement nulle. Comme ce qui a été vu dans §5.6.1, £ doit étre appliqué
au sens des distributions ; on vérifie, en effet, que cette transformation fournit
(s + 1)Y(s) = 1, ce qui redonne bien la solution unique précédente.

Concluons :

Lorsque le second membre est §, les conditions initiales ne peuvent plus étre prises
en compte. La solution est alors apportée par la transformation de Laplace au
sens des distributions et les conditions initiales sont imposées par ’équation elle-
méme. L’équation est alors une éqution de convolution, la solution cherchée est
une inverse de convolution et elle est unique.

Exemple 6.4 Trouver les fonctions continues solutions de :y" + ay' + by = &'

s
s24as+b
C’est I'image d’une fonction continue unique. Prenons l’exemple a = -2, b =1,
on trouve la solution y = U(t)e!(t + 1). On peut vérifier que cette fonction
continue est bien la solution du probléme. La valeur de la limite en ¢ = 0 ne peut
s’interpréter comme une valeur initiale (Cf. exemple 6.4 qui suit).

On peut évidemment généraliser toutes ces considérations a une équation d’ordre
n, avec ces mémes seconds membres § ou ses dérivées.

Abordons maintenant un probléme de physique ou ’on s’efforce d’analyser ces
remarques sur les conditions initiales et, si possible, de faire une interprétation.

La transformation de Laplace des distributions conduit a Y (s) =

6.1.2 Etude d’équations gérant les circuits électriques

L’étude de ces circuits, en traitement des signaux électroniques, rentre dans le
cadre de ’étude des filtres, étude ol on s’intéresse a la relation entre un signal
d’entrée noté e(t) et un signal de sortie s(t) qui est la réponse temporelle du
circuit a cette excitation e(t) (Cf. [[20]], [[5,b)]]). Cette relation est une équation
différentielle linéaire a coefficients constants et la connaissance des réponses obte-
nues, dites (réponse indicielle et réponse impulsionnelle ), lorsque le signal
d’entrée est 1’échelon-unité I ou bien 'impulsion unité §, est utile dans ’étude
du comportement temporel de ces filtres. Ces équations ne font que traduire une
convolution du type s = e xh. Un des procédés d’étude de ces filtres passe par
la notion d’impédance complexe, qui utilise les images de Laplace des opérations
de dérivation et d’intégration et la détermination de la fonction de transfert qui
peut s’interpréter comme la transformée de Laplace de la fonction A (Cf. [[20]]).

Exemple 6.5 Etude d’un circuit électrique R, L,C

Si les inconnues envisagées sont les fonctions ¢ — i(t) intensité du courant dans le
circuit et la charge t — ¢(t), charge du condensateur et si la force électromotrice
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est désignée par e(t) , nous avons classiquement le systeme de deux équationg
différentielles (E4) dans ]0,+oo[ :

L2+ B0+ Za0) =), Loy =i0)

On suppose que les conditions initiales i et go sont nulles et que la fonction
e admet une transformée de Laplace. Alors. la transformée (E2) par £ de ce
systeme s’écrit :

LsI(s)+ RI(s) + Q(—(;,i)- = E(s), sQ(s) = I(s)

Ce systéme se condense d’ailleurs en une équation intégro-différentielle et on en
déduit I’équation (E3) que doit vérifier la fonction s ++ I(s) image de Laplace du
courant ¢ :

[Ls+R+ ]I(s) E(s)
Cette image s’exprime donc par :
_ CE(s)
I6)= Tearres 1

et, dans la plupart des cas, le retour a la fonction originale est simple.
Cas d’une force électromotrice A constante

On trouve : I(s) =

LCs? 4+ RCs+ 1

4L - R*C
) 4L2C ..
le soin au lecteur de prouver que, sous cette condition, on a :

R
> 0 et en posant ¢ = —, on laisse

En supposant , par exemple, Q? = oD

i(t) = (t)e sin ()

Cas d’une force électromotrice sinusoidale

s , 4L — R*C . )
On étudie, en supposant encore Q* = e > 0, le cas ol e(t) = Asin(wt).
Par £, on est amené & décomposer la fraction rationnelle Il + a7 f_wéz] T+ o]

A rd R . . . Ve .
oll on a posé a = 2L Finalement, si © # w, la solution s’écrit :

i(t) = U(t)|a cos(wt) + Bsin(wt) + [0 cos(Q) + 4’ sin(Qt)]e"“t]

Les constantes « et § étant calculables en fonction des données. Si Q = w, les
formules restent valables en se simplifiant un peu.

Cas d’une force électromotrice représentée par une impulsion

Dans ce cas, le plus simple pour les calculs, on a abusivement : e(t) = A6 et la
transformée, toujours sous les mémes conditions, s’écrit :

S

1O =Arar+er
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On en déduit A
LN —at _a .
i(t) = —LL{ (t)e™*|cos Q) Q sm(Qt)]

Supposons que ’on veuille vérifier la condition initiale. Lorsque ¢ — 0, cette

solution a pour limite la constante — qui n’est pas la condition initiale nulle et qui

n’est pas non plus en rapport simple avec I’amplitude de I'impulsion. Cependant,
ceci est bien en accord avec les remarques de la section 6.1.1 : on peut voir que
la limite de ¢(t) est bien nulle, c’est sa dérivée () qui n’a pas de raison d’étre
nulle a l’instznt t = 0. Pour tenter une explication ou une interprétation sur
cette limite —, nous remplagons cette impulsion d’amplitude A par une de ses

modélisations, c’est-a-dire par une fonction définie par :
Vte[0,0], e(t)=Aal, Vt>a, e(t)=0
UR)-UE - )

et par consé-

Cette fonction s’exprime par la différence e(t) = A
quent, la transformée s’écrit alors, en utilisant un des résultats précédents et une
translation :

A

I(s) = I U(t)e * sin(Qt) — U(t — a)e™ =N sin(Qt — @)

En principe le temps o est trés court. On interprete alors la solution en faisant
tendre a vers 0 (convergence simple a ¢ fixé). On trouve :

lim sin[Qt] — e**sin[Q(t —
a—0 o

%)) = Qcos(Qt) — asin(t)

On retrouve ainsi la réponse du circuit & 'impulsion précédente.
Enfin, explication de cette limite de i(t) peut étre donnée par 'intégration sur
[0, @] des équations (E7). On a :

Li(a) + R/Oa i(u)du + % /Oa q(u)du = /Oa e(u)du= A, q(a) = /Oa i(u)du

En faisant tendre « vers 0, les intégrales tendent vers 0 et on obtient bien que
. A

limi(t) = I et limg¢(t) = 0. -

Autrement dit, c’est en revenant & I’equation intégro-différentielle donnée par les
lois de la physique et en faisant en quelque sorte des interprétations énergétiques
que 1’on peut expliquer la transformation de la condition initiale sur la fonction
i
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Exemple 6.6 Etude d’un circuit L,C avec intervention de la distribution §'

L’intensité et la tension étant nulles pour ¢ < 0, on entre aux bornes d’une partie

de circuit de résistance négligeable, la tension v, définie, en posant A = ~— o
"

V est une constante, par :
Vie[0,af, va(t)=A4, Vt€[o2a], vu(t)=—-A4, Vi>2a, va(t)=0

L’équation (F);) vérifiée par I'intensité i(t) s’écrit :
L?(t) + 1 /t i(u)du = A[Z/{(t) —UE-a)+ Ut - 201)]
t CJo
Sa transformée (E5) par £ s’écrit :
(Ls+ é)](s) = %[1 — 27 4 e‘2°‘3]
En posant w?LC = 1, la solution de cette équation s’exprime par :

A —Qas —aQs
I(s):m[l—2e +€2 ]

L’intensité 7 s’en déduit :

. Vv
it) = wLa?

[Z/{(t) sin(wt) — 2U(t — a) sin(w(t — @) + U(t — 2a) sin(w(t — 20:))]

Si on suppose que la durée de ce signal v, est trés faible, un développement du
second ordre par rapport & & au voisinage de 0 montre que ’intensité réponse est
voisine de la distribution :

. Vv Vv .
il_)mo i(t) = fd ~ 1 sin (wt)

) . , . Vs?
C’est la réponse que I’on obtient en résolvant 1’équation (s® + w?)I(s) = —,
c’est-a-dire en supposant que la tension d’entrée se représente par la distribution
V§'. 1l suffit d’ailleurs pour le voir de prouver que, au sens des distributions, on
a: Iin’{) ve(t) = V&'
a—}

Exemple 6.7 Etude d’un filtre

Le filtre considéré est constitué du circuit électrique figuré ci-apres ot les courants
sont indiqués avec les sens de parcours. Les nombres complexes Z;, Z3, Z3 sont
les impédances complexes qui tiennent compte des résistances, des inductances
et des capacités. Si I(s) est 'image de Laplace du courant ¢(t) qui traverse
l'impédance Z = (R, L,C), 'image de la tension aux bornes de cette impédance

1
est définie par le produit (R + sL + 6,;)] (s). On peut ainsi passer directement

aux 3 équations vérifiées par les images de Laplace Iy, I, I des trois courants.
Si V(s) est 'image de Laplace de la tension appliquée & I’entrée de ce filtre, on
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obtient, en calculant la tension dans les branches du circuit (ce qui revient a
appliquer les lois de Kirschoff ), le systéme d’équations (E5) :

leo+Zz(Io-—Il) =V, Zz(Io—Il) = Z3Il+Z4(11—Iz), Z4(Il-—12) = Zsl

i Figure 6.1

On se contente d’étudier le cas particulier suivant :

D=Zs=2, IL=Zi=c Z3=é
s s

Le systéme s’écrit de maniére matricielle :

c+als —c 0 I(s) V(s)
c —(2¢+b/s) c L(s) | = 0
0 c —(c+a/s) I3(s) 0
Le calcul du déterminant A fournit la factorisation : A = g +3cs (c(b+2a)s+ab)
et la solution peut alors étre donnée :
_ c?s? + c(2a + b)s + ab
lo(s) = sV(s) (a+ cs)(c(2a + b)s + ab
2
s
his) = Vi) c(2a+ b)s+ ab
I 2y ik
2(s) = V() (a + cs)(c(2a + b)s + ab

Supposons que le signal d’entrée imposé au filtre soit 'impulsion V§, autrement
ab
m, nous obtenons
la solution du probléme posé laquelle contient des distributions de Dirac § et ¢’ :

a
dit : V(s) =V constante. En posant a = - et f=—

10 (t) =V

[ & b% + 2a? + 2ab @ _o ab® gt
b+ 2a + c(2a + b)? 6_u(t)[_c_26 + 2c2(b+2a)3e ]
, [ & ab a2 g

wt) =V 20+b  c(2a+ b)26 +u() c2(2a + b)36

[ & 2a(a + b) ¢ _o ab Bt
2a+b c(2a+b)? +u(t)[2c26 2¢%(2a + b)4e ]

bt) = V

On peut facilement vérifier, par exemple, la premiére équation.
On laisse au lecteur le soin de trouver la réponse du filtre lorsque le signal d’entrée

14 , - . .
est une constante V d’ou V(s) = < Cette réponse fait intervenir I"impulsion 4.
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Exemple 6.8 Généralisation de l’ezemple précédent.

On suppose, sans revenir a la constitution du circuit physique proprement dit,
que les équations Fy qui sont les transformées des équations liant les intensités
11, %2, * *iN+1 sont les suivantes :

2F = (4s+ %)I1 + (% —4s)I,
0 = (% —48)I,_; +2(§+4S)In+ (-i— —48)Ip41, n=2,3,---,N
0 = (% —4s)Iy + (% +4s+4)Ins1
Le déterminant de ce systéme pour N = 1 s’écrit :

3+4s2 1-—4s?

1—4s% (14 2s)2 = (1+25)%(3 +4s% — (1 - 25)%) = 2(1 + 25)3

Al =
Pour N = 2 on trouve : Ay = 2(1 + 2s)* Dans le cas général, on met 2s+ 1 en
facteur dans la derniére ligne et la derniére colonne, ce qui remplace le dernier
terme par 1, et on remplace la colonne Cy par Cy — (1 — 25)Cn41-

Le dernier mineur principal §(3) d’ordre 3 du déterminant Ay s’écrit alors :

2(1 + 4s%) 1-4s2-0 0
Sa=| 1-4s* 2(1+4s%) - (1-25)% 1-2s
0 1-2s—(1-2¢) 1

On développe par rapport a la derniere ligne. Comme le cofacteur du dernier
terme est le déterminant Ay_;, on en déduit : Ay = (2s+ 1)An-1 et, par
conséquent : Ay = 2(2s+ 1)N+2,

Par les mémes procédés portant sur les derniéres lignes et colonnes, on trouve les

E
diverses inconnues. Par exemple, la fonction I; est donnée par : I;(s) = ( 23_: °
On en déduit par la premiére équation du systéme (F3) que
Es (2s-12 2s5-1

4s+2—3—432) = -

B0 = G- a A2+ T s+ 1)

De proche en proche, on obtient les autres intensités, a savoir :

2s — 11n-1
23 + 112541
E —1/21n-1 o
En écrivant ce résultat sous la forme s +31 73) [z_'_ 1§2]n et en utilisant

Pexemple 2.21 qui concerne les polynomes de Laguerre, on peut conclure :

in(t) =U(t)e " Lo_y(t)
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Exemple 6.9 Ftude d’un pont électrique.

On considere le circuit dessiné ci-aprés ou sont indiquées les éléments caractéris-
tiques et les intensités. La tension d’entrée v(t), appliquée entre les bornes A et
F, & partir de l'instant ¢ = 0, date a laquelle toutes les intensités sont nulles, est
la distribution v(t) = K¢'. Le probléme est de déterminer les courants 7y, 7 et i3.
Pour simplifier, on suppose que, dans le systéme d’unités considéré, les valeurs

numériques des caractéristiques vérifient : L = = = R.

C

Les équations sont simples & établir (Lois de Kirschoff ou applications de la loi
d’Ohm) et, en utilisant la notion d’impédance complexe, les transformées des
équations par £ s’écrivent directement :

Dans la branche A B F, on obtient la relation (1) :

2RSI1 + R(Il - I3) =Ks
Dans la branche A B D A, on obtient la relation (2) :
2RslI; + (RS + R)I3 —RILb=0

La relation (3) s’écrit dans la branche AD F :

R
RI, + (Iz + I3)(R+ ;—) =Ks

¢
En divisant ces équations par R, ce qui revient & remplacer K par 7 le déter-

minant de ce systéme s’écrit :

2s+1 0 -1 \
Al 28 -1 (s+41) |o o8+ 35+ D(2s+1)
- 0 2s+1 1+4+s s
S S

-34+5 -3-+5

Apreés simplification par 2s 4+ 1 et en posant a = 2 et b= —s la
solution de ce systéme s’écrit :
Ks(s+2) K a+1 b+1
I = P — 1 —
1(9) 2R(s?+3s+1) QR[ \/3(3_ a) + \/g(s—b)]
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e - Ks(s=3) _5[1_ 6a + 1 6b+ 1
2(s) = 2R(s2+3s+1) 2R V5(s - a) \/_(s—b)]
I(s) = Ks? _E[ __8a+1 3b+1
3(s) = 2R(s2+3s+1) 2R V5(s - a) \/_(s—-b)]

On en déduit la solution du probléme :

i) = %:5_u(t)%_lexp(at)+U(t)b%exp(bt)]
in(t) = 21}‘; 5—u()® f exp(at)+ll(t)6b\j-glexp(bt)]
) = [0~ U0 exp(at) + () Tt expot)]

Exemple 6.10 Fquation différentielle contenant des termes retardés.

Dans certains problemes aux limites de la Physique, interviennent dans les équa-
tions différentielles, des termes a arguments retardés : On peut supposer que,
dans un circuit, les intensités, par exemple, dans certaines parties de ce circuit
soient retardés de temps fixes connus hg, b1, - - -. Considérons par exemple ’équa-
tion différentielle (E) :

y"(t) = ay'(t — h1) + by(t — ho) + f(2)

On suppose que les nombres hg et hy sont positifs , que les solutions cherchées
sont causales, que les conditions initiales sont nulles et que la fonction f est dans
L4. Dans ces conditions la transformation £ nous fournit I’équation (E3) :

s’Y (s) = asY (s) exp(—shy) + bY (s) exp(—sho) + F(s)
On en déduit formellement I'image de la solution :
F(s)

Y(s) = s? — asexp(—shy) — bexp(—sho)
92 s 2 F(S) 1
On peut écrire, en mettant s* en facteur, sous la forme : Y (s) = —=
s2 1-—u(s)
asexp(—shy) + bexp(— Sho)

oti la fonction u est définie par : u(s) = =

1 . 7
L’idée étant de développer T afa)’ il nous faut prouver d’abord que la série de
terme général |u(s)|™ est convergente pour z = Re(s) assez grand.
b
Or, cela est évident puisque : |u(s)| < : |, —shi 4 Il 2|| e~%ho,
k .
Il existe donc & > 0 et k tels que Re(s) > a = |u(s)| < PR On peut d’ailleurs

k
supposer que | ‘ < 1 dans ce demi-plan II,.

La série de puissances Z(u(s))” est donc uniformément convergente et définit,
0
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puisque son terme général est holomorphe, une fonction analytique dans le demi-
plan II,. En fait, on peut démontrer, a I’aide du théoréme 1.4, que la fonction
-somme (1 — u(s))™" est une transformée de Laplace.

o sy
Pour cela, considérons v(s) = = (o)
k2

tion : |v(s)| < +577—7—<. On en déduit qu'’il y a convergence uniforme de
S 5 =77

Dans le demi-plan II,, on a la majora-

v(s) vers 0 dans ce demi-plan lorsque |s|] = +oo et, d’ailleurs, la méme majo-
ration prouve I’absolue convergence de 1’intégrale de v sur une droite A dans ce
demi-plan. Cette fonctlon v est donc (théoréme 1.4) une image de Laplace. 1l

en est de méme pour 7——-~ e =1+ u(s) + v(s) et 'image inverse de Y (s) peut

s’écrire comme série des images inverses des termes du développement précédent.
Terminons en donnant une indication sur ce calcul de I'image inverse.

Celle de u s’écrit : g(t) = ald(t — hy) + b(t — ho)U(t — ho), celle de u™ est alors la
puissance de convolution ¢*" et, par conséquent, la solution s’écrit sous la forme
d’une série de convolées, a savoir :

y(t) = |£(0) x ()] * [5+Zg*n]

Tout ce développement peut étre généralisé & une équation différentielle d’ordre
quelconque. Nous voyons maintenant, sur un exemple, comment on peut effectuer
les calculs dans le cas olt il n’y a qu’un seul retard qui intervient dans 1’équation
différentielle.

Exemple 6.11 Résolution d’un probléme avec un seul retard.

On suppose, dans ce qui précéde : hy =0, hg=1,a=1et f=4§. Alors,on a:

- - exP
Y(S)_ —s—be"s Z sns—l

On calcule I'image inverse du terme général en decomposant la fraction rationnelle

—, ce qui peut se faire en utilisant des développements limités de (1—z)"

sn(1 -
al’ordre n — 1. On trouve ainsi :
n—1
1 arl (n—Fk+1)! * (-1)*(n—k+1)!
sn(1—s)" (1) [s” + 21: nlklsn—k ] Z nlkl(s — 1)»—Fk

On en déduit, & I’aide de translations, 'image inverse y, (t) du terme général de
la série définissant Y (s) :

— p)r-1 _ n—k-1
yn(t):bnu(t—m[(—l) =n) Z( ]

(t _ n)n—let-—n
T Z; Akl — F)!

C’est la série de tous ces termes qui constitue la fonction y solution du probleéme.

s (DR -k + 1)t - n)n-k-let~n]
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6.1.3 Problémes aux limites de la mécanique

Exemple 6.12 Mouvement d’une particule sur une ligne droite

Une particule de masse m oscille sur une droite. Elle est soumise & une force
d’intensité m(u? + a?) et & une résistance au mouvement d’intensité 2muwv ot v
est la vitesse. A l'instant ¢ = 0, la particule est au repos. Il s’agit d’étudier le
mouvement de la particule qui s’amorce sous I’effet d’une suite réguliére d’impul-
sions d’amplitude P constante aux instants ¢, = g.

L’équation du mouvement s’écrit :

(e e}
ma” + 2mpuz’ + m(p® + o*)z = PZ on
° ¢

La transformation £ nous fournit :
R ns
[ms2 + 2mpus + m(m® + a2)]Y(s) =P Zexp(_-a_]
0

En I’absence de majorations simples sur les contours habituels, le théoréme d’in-
version parait difficile a utiliser. Nous utilisons ici la sommation des images
P exp(—sZ)

m (m+ p)? + a?’
tion est la translatée d’indice n/a de la fonction ¢ — U(t)e~# sin(at). On en
déduit la solution qui s’exprime au moyen d’une somme localement finie :

inverses des fonctions Fy,(s) = L’image inverse de cette fonc-

+o00
v(0) = - (e 2 exp(-p(t ~ 2) sin(at ~ n)

Nous étudions maintenant un probléme ou la variable n’est plus le temps et
ou les conditions initiales sont remplacées par des conditions pour deux valeurs
différentes de la variable.

Exemple 6.13 Déformation d’une poutre sous ’action de charges transversales.

En supposant que le poids propre de la poutre est négligeable, la déformation,
notée y(z), en un point d’abscisse z de la poutre est solution de I’équation différen-
tielle ET y(4)(z) = f(z) ol E et I sont des constantes représentant respectivement
le module d’Young et le moment d’inertie de la section transversale de la poutre.
Cette fois la variable est une variable d’espace, la fonction f donnée représente
la charge transversale par unité de longueur que supporte la poutre au point
d’abscisse z. On suppose la poutre de longueur finie L, on est amené & résoudre
cette équation sur un intervalle [0, L] dans diverses hypoth&ses concernant les
extrémités de la poutre. On suppose par exemple que la poutre est horizontale
et encastrée en ces deux extrémités, ce qui se traduit par la nullité de y et de sa
dérivée aux points d’abscisses z = 0 et z = L. On suppose aussi que la charge se
concentre en un point d’abscisse a avec 0 < a < L, donc est représentée par une
impulsion notée abusivement f(z) = P, dont la transformée de Laplace est la
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fonction e™*°.
Si on pose, ces quantités étant inconnues a priori : y”(0+) = a; et y"”'(0+) = a3,

la transformation £ de 1’équation (E;) donnée nous fournit I’équation (E3) :

EI [34Y(s) — sap — a3] = Pexp(—as)

On obtient donc, en posant K = Eii[

K e‘“s

Y(s)= 3+—+

On en déduit la fonction y comme si les tous les nombres du second membre
étaient des données et comme si 2 avait un sens au dela de L :

y(e) =U()[ 2

Il nous reste, pour déterminer la solution, qu’a calculer les nombres a3 et a3 a
Paide des conditions d’encastrement au point d’abscisse L. En exprimant donc
que la fonction et sa dérivée sont nulles en cette extrémité, nous obtenons deux
équations, a savoir :

012513 013:12

] + —Z/I(:v —a)(z - a)®

3 — )3
apL? 4+ 0133L +K(L3 a) —0

205L + a3l*+K(L-a)®=0

La résolution de ces deux équations 3 deux inconnues fournit oy et a3 et on en
déduit la solution. Le lecteur peut trouver, pour ce méme probléme d’autres
situations ou la poutre est trés longue ou encore lorsque la poutre n’est plus
encastrée soit en une extrémité soit en ses deux extrémités (Cf. Exercice 7. 38).

6.2 Equations aux dérivées partielles de la physique

6.2.1 Généralités

Nous ne décrivons que le cas ou un phénomene physique fait intervenir une fonc-
tion g de deux variables, I'une z dite variable d’espace et 'autre trés souvent
la variable temps notée t. Le phénomeéne se passe dans un domaine Q du plan
de ces deux variables. Le temps varie sur [0, +oo[, alors que trois situations se
présentent pour la variable & qui parcourt soit R, soit une demi-droite que I’on
identifie & [0, +o00[, soit un segment de droite que ’on identifie a I’intervalle [0, I].
Le phénomeéne physique se traduit mathématiquement par une équation aux dé-
rivées partielles (E;) dont P'inconnue est la fonction g.

C’est par des considérations pratiques ou expérimentales que I’on sait que cer-
taines conditions sur la frontiére du domaine €2 sont susceptibles de fournir I’uni-
cité de la solution de (E}), laquelle solution est interprétable comme la fonction
décrivant effectivement le phénoméne dans son acception physique. Les condi-
tions frontieres relatives a ¢ = 0 sont dites des conditions initiales; alors que celles
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qui correspondent par exemple & z = 0 ou z = [ sont dites des conditions au bord
ou conditions limites.

Souvent I’équation (£} ) est du second ordre, ce qui veut dire que ’ordre maximum
des dérivées est 2. Parmi ces conditions de frontiére, peuvent figurer également
des conditions de comportement asymptotiques, qui peuvent &tre dictées aussi
par la connaissance expérimentale du phénomeéne ou encore par des considéra-
tions de physique théorique. Cela peut étre, soit le comportement de la fonction
g lorsque t tend vers +o0, par exemple que g reste bornée ou qu’elle tende vers
0 d’une certaine fagon, soit éventuellement le comportement de g lorsque z tend
vers o00. Les conditions initiales et les conditions limites peuvent faire intervenir
la fonction g et certaines de leurs dérivées partielles.

Ces conditions de frontiére sont notées : g(z,0),g(l,t),g(0,t) - - -, mais ces sym-
boles sont impropres, en fait, ce sont plutét des limites & droite ou a gauche par
rapport & ’une des variables ; par exemple g(0,t) est une fonction ¢ — go(t) ou
une distribution gug en la variable ¢ telle que, au sens des fonctions ou au sens
des distributions, on puisse écrire : Vt > 0, w]_i)r(1)1+ g(z,t) = go(t). Et si la fonction

go est une fonction de valeur importante qui s’annule en un temps trés court,
on est amené dans certains cas a remplacer cette fonction par 'impulsion unité
d, ce qui revient a réaliser cette condition initiale par une double limite. Cette
interprétation des conditions de frontiére est trés importante. Ssupposons, par
exemple, que 1’on ait obtenu une écriture de la solution. Généralement, cette
écriture n’est valable que dans l'intérieur du domaine 2. On ne peut donc, dans
le but de vérifier ses calculs, remplacer les variables par des valeurs frontiéres;
cela n’a aucun sens en général. Il faudra effectivement vérifier sur cette écriture
que la limite au sens de la condition de frontiére existe bien au sens des fonctions
ou au sens des distributions et que cette limite est bien celle que ’on attend.

6.2.2 Méthode de résolution de Laplace

La méthode de Laplace consiste a transformer ’équation (E;) par £ opérant
sur les fonctions partielles en une variable et leurs dérivées par rapport & cette
variable. Généralement, cette variable est ¢. La fonction inconnue devient :
t — gz(t), elle dépend d’un parameétre z variant dans le domaine d’espace. On
supposera donc que c’est une fonction causale, ce qui coincide, en général, avec
le fait que le phénomene étudié est un phénomene ¢commengant) et qu’en prin-
cipe la fonction g est nulle avant ’instant pris pour origine des temps. S’il en
est autrement, c’est la fonction U(¢)g;(¢) qui sera prise en compte et dans ce
cas, certaines propriétés (translation, convolution, - - -) doivent &tre maniées avec
précautions.

La premiére hypothése H; a formuler est que I’abscisse de convergence de cette
fonction n’est pas 400, ce n’est que des résultats d’expérience qui permettent pour
des problemes classiques de consolider cette hypothése. On doit aussi supposer
qu’il en est de méme pour les dérivées de g, c’est-a-dire les dérivées partielles
par rapport a t et méme que toutes ces abscisses de convergence sont inférieures
a un réel fixe indépendant de z.

Il est alors logique de noter £(g,;) comme une fonction des variables z et s, cette
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derniére gardant un réle d’auxiliaire, z reprenant son réle de variable. Cette

fonction est désignée par G(z,s) ou Gs(z). Les dérivées partielles seront alors

transformées suivant les régles habituelles, ce qui fait intervenir les conditions
initiales :

d

£|=

Et, éventuellement, si la dérivée partielle d’odre 2 par rapport & ¢ intervient :

(t)} (s) = sG(z,s) — g(z,04) = sG(z, s) — go(z)

9 .
E[%z—uz(t)] (s) = s*G(z, s) — sg(z,04) — %g(x,0+)

Il faut aussi transformer les dérivées partielles par rapport & z qui interviennent
dans (E1). Cela suppose, et c’est une autre hypothese Hy, que, d’une part, on
puisse intervertir sous le symbole de la transformation de Laplace la dérivation
partielle par rapport & z et l'intégration par rapport a t et que, d’autre part,
certaines conditions initiales soient dérivables par rapport a z. Par exemple :

£252Y) = 2 (£0.0) = 5-6(,9)

Et, pour une dérivée mixte :

9%g(z,t)
Jzt

L’équation (F), supposée linéaire se traduit ainsi par une équation différentielle
ol l'inconnue est la fonction 2 — G(z). Cette équation (E3) est linéaire, elle
peut faire intervenir des coefficients variables en z et un second membre fonction
de z, tous ces termes dépendant également du parameétre s que I’on peut supposer
réel et assez grand, ce qui est susceptible de faciliter la discussion. Le domaine
dans lequel on résoud cette équation est le domaine d’espace défini a priori; c’est
ou bien la droite entiére, ou bien l'intervalle ]0,+4o0[, ou bien lintervalle ]0, [
et, si ’équation (F3) est du second ordre, la solution dépend en général de deux
constantes arbitraires. Dans le premier cas, ce sont des conditions de compor-
tements asymptotiques aux deux infinis qui permettent la détermination de ces
constantes. Dans le deuxiéme cas, ce sont les conditions aux limites portant sur
G, et sa dérivée a droite de 2 = 0 et d’autre part des conditions de comportement
asymptotique en +o0o. Dans le troisieme cas, ce sont les conditions limites aux
extrémités = 0 et z = [ qui le permettent.

Enfin, il s’agit de trouver 'original de la fonction G, la variable z devenant
maintenant un parameétre. Ce n’est pas la phase la plus simple de 1’étude. Dans
certains cas, un dictionnaire assez complet d’images de Laplace permet le retour
3 la fonction g. Mais, la plupart du temps, il faudra utiliser la formule d’in-
version, avec des contours auxiliaires sur lesquels on applique le théoréme des
résidus (Contour de Bromwich). Dans ce dernier cas, le plus courant, la solu-
tion se présentera sous forme de séries simples ou doubles ou d’intégrales plus ou
moins liées aux fonctions spéciales. C’est ce qui peut étre appelé la solution ex-
plicite du probléme physique considéré. Cette expression donne 1’évolution dans

L( )= %(L(;—mg(m,t)) = %(sG(w,s) - g(z,04))
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le temps et le comportement daris I’espace de la fonction g, étant bien entendy
qu’il faut faire appel & des procédés numériques pour obtenir des résultats chif-
frés approximatifs. Il n’est pas interdit de faire, par des passages & la limites,
quelques vérifications concernant les conditions de frontiére. Dans ce qui suit,
nous appliquons ces principes sur quelques équations classiques de la physique

6.2.3 Problémes de diffusion de la chaleur

Exemple 6.14 On propose de déterminer la fonction (t,z) — g(t, ), continue
dans le domaine Q = [0,+00o[x[0, L], admettant des dérivées du premier ordre
par rapport & t et du second ordre par rapport & x & Uintérieur de Q, qui soit
solution de l’équation auz dérivées partielles Ey) :

%9 t,0) = 29(t,0) - a%g(t,2),

et qui vérifie la condition initiale VY € [0, L], g9(0+,z) = 0 et des conditions dites
“conditions au bord” :g(t,0) = ho(t),g(t, L) = h1(t) , ces derniéres étant données.

Un tel probléme apparait dans ’étude de I’évolution de la température sous cer-
taines conditions, d’une tige de longueur L. On suppose que les fonctions hq et
hy sont transformables par £ et que leurs transformées sont Hy et Hj.

On suppose aussi que les hypotheses (H;) et (Hy) faites dans §6.2.2 sont justifiées.
Il en résulte que la transformée G,(z) est solution de 1’équation Fj, transformée
de Fj :

2 *Gs
(s +a%)Gs(z) = ——(x)
Nous sommes alors en présence, pour chaque valeur du nombre s, d’un probléme
aux limites, régi par une équation différentielle du second ordre en la variable z.

Pour simplifier, on suppose d’abord que s est réel et que s 4 a? > 0. La solution
générale de I’équation de F s’écrit :

Gs(z) = C1(s)ch(zv/'s + a?) 4+ Cy(s)ch(zV/'s + a?)

Il reste & déterminer les deux constantes, qui sont ici, en fait, des fonctions
de s. En utilisant les conditions au bord, on obtient immédiatement les valeurs
de Cj(s) et Ca(s). On en déduit la fonction G, sous la forme :

Gs(z) = Ho(s)ch(zvs+ a?)

+ (Hl(s — Ho(s)ch(Lvs+a )S}I:((:,\/:i_;

Calcul de la fonction solution g On peut d’abord constater que, malgré la
présence du radical v/s + a2, la fonction s — G,(z) est uniforme. Cela tient a la
parité de la fonction ch et au quotient des deux fonctions impaires portant sur
la fonction sh. Cette fonction s+ G(z) est alors holomorphe dans le demi-plan
.
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Pour continuer avec un cas particulier simple, on suppose que Hy(s) =
Hi(s) = —f— La formule précédente devient :
Gy(z) = ash[(L — z)v's + a?] + Bsh(zv/'s + a?

° ssh(Lv's + a?)

Nous appliquons le théoréme d’inversion. La validité de cette formule d’inversion

est semblable & celle proposée dans 1’exercice 3.42. Les pdles de F' définie par

F(s) = e*'G;(z) sont définis par sin(:L+v/'s + a?) = 0, donc ce sont les points
2,2

s = 0 et s, vérifiant : s, + a® = Le résidu, au point s = 0 de cette

™
e
fonction s’écrit :
ashla(L — 2)] + Bsh(az
Res[F(s); s = 0] = 21 Sh(i]L) Psh(az)

Les résidus de F aux points s,, qui sont tous des poles simples, sont donnés par :

ash((L — z)inm /L) + Bsh(zinn /L)
((Lsn)/2)(8n + a?)~1/2ch(in)

En explicitant et en simplifiant, on obtient :

(e(=1)" + B) sin("2*)
a2L? + n2r?

Reslexp(st)Gs(z); s = sp] = exp(tsy)

2,2
Reslexp(st)Gs(z); sn] = 2nm(—=1)" exp [— (a® + %)t]
On prend pour contour un segment de la droite d’intégration de la formule d’in-
version complété par un arc de cercle de rayon R, = —a% — (n+ 1/2)2%2— et de
centre O, placé a gauche de cette droite. On peut compléter aussi ce segment par
2 autres segments d’ordonnées +n et un segment vertical d’abscisse -R,, de fagon
que le contour utilisé (Cf. figure de I’exemple 6.20) soit rectangulaire.
En s’appuyant encore sur des majorations et des calculs analogues a ceux de
I’exemple 2.27 lorsqu’il s’agit du contour circulaire ou des calculs de ’exemple
6.20 dans le cas d’un contour rectangulaire, on peut montrer finalement que
I'image inverse de G est égale a la somme de tous les résidus de la fonction
exp(st)Gs(z) en tous les pdles de cette fonction. On en déduit la fonction solu-
tion sous la forme d’une série trigonométrique par rapport a la variable z qui est
aussi une série d’exponentielles par rapport & la variable ¢ :

ashla(L — z)] + Psh(az)

g(t’m) = Sh(aL)
n2x? n
or t 2+oo n exp [—t 15 ]((—1) B+ a)  naw
+ P—exp- a & 1 nint/ L2 sin T

0
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Exemple 6.15 Etude de la chaleur rayonnée dans l’espace par une source de
chaleur qui s’identifie & un cylindre infini.

Le cylindre est infini de rayon a. Sa température est constante égale & go en son
intérieur. Ce cylindre est plongé a 'instant ¢ = 0 dans 1’espace ou la température
est nulle. La distribution des températures fait intervenir seulement une variable
d’espace r qui est la distance du point courant de ’espace & ’axe du cylindre.
La fonction inconnue du probléme est alors (¢, 7) — g(t,r) et la condition initiale

peut s’écrire g(0+,7) = go [L{ (r) —U(r — a)|. Pour les conditions limites (condi-
tions sur 1’axe du cylindre et trés loin de cet axe), on impose, quel que soit ¢ :
lim, 0 g(t,r) = Co ou Cy peut dépendre du temps et lim,_, 40, g(¢,7) =0
En utilisant le laplacien en coordonnées cylindriques, I’équation (E1) du probleme
s’écrit : P
10g

09t,r) = K[ 220m) + 2201,
En tenant compte de la COl’ldlthl’l initiale, la tra,nsforma.tion L nous fournit, en
conservant les hypotheses Hy et H; de §6.2, ’équation (E3) du second ordre, en
la variable r, & coefficients variables :

d*G, dG, rs _Tsgo
P + S0 - 2G(r) = ~EL[U(r) - U(r - o)

k

Résolution de (E3) sur [a,+oo[

Cette équation est du type de celle de Bessel d’indice 0. Plus précisément, si
dans 1’équation de Bessel modifiée d’indice 0, qui s’écrit : zy"” +y' — 2y = 0 et
qui admet (Cf. Annexe 2) pour base de solutions {Ip(z), Ko(z)} sur ]0,+o0],
on pose : z(z) = y(Kz) = y(u), on obtient : uz"(u) + 2'(u) — K?uz(u) = 0 et
cette équation s’identifie & (E,) pour K2 = % Il en résulte que ’équation (E3)
admet pour solutions sur [a, 400, puisqu’alors elle est sans second membre, les
combinaisons linéaires :

Ci(s)Io (r\/g) + Cy(s) Ko (r\/g)

Dans cette formule, on suppose que s appartient au champ complexe coupé sui-
vant I’axe des réels négatifs, avec un argument vérifiant —7 < arg(s) < 7; la

. , S . . . . . .
fonction notée 4/ — prolonge ainsi la détermination réelle sur I’axe des réels posi-

k
tifs. Puisque, lorsque r — 400, seule, sur les deux fonctions, Ko(r) tend vers 0,

Pautre n’ayant pas de limite, on en déduit que les solutions acceptables sur cet

. s
intervalle s’écrivent : Gy(s) = C2(s) Ko (r\/%) .
Résolution de (F3) sur [0, af
Au lieu de résoudre (E;) avec ses conditions initiales sur ]0, a] par les moyens
classiques, on choisit, ici, de faire cette résolution en utilisant la transformation
L, en la variable r & (F3) dans laquelle s reste un paramaétre et r la variable. La

transformée de G(r) étant notée G1(0), celle de la dérivée %Gs (r) est égale &
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0G1(c) — Cp et celle de la dérivée seconde s’écrit : oGy (o) — Coo — B ol B est la
d

valeur %GS(O). De plus, 'image de ri/(r) est la fonction o~2. L’équation (Ej),

a coefficients variables se transforme donc en (E3) :

(z = 0)Gi(0) — 0Gi(0) = — 255

On doit d’ailleurs y remarquer la suppression des termes Cp et 8. L’équation
sans second membre admet les solutions : G1(0) = C(0% — £)~1/2. Comme, de

plus, ’équation compléte admet la solution particuliere : ¢ %0’ on en déduit

que la solution générale de (FE3) s’écrit :
s
Gi(o) = %0 + C(o? - —k)'"l/2

Comme I'image inverse de (02 — 1)~1/2 est la fonction Iy(r), il en résulte, aprés
utilisation d’une dilatation, que la solution générale de (E2) sur ]0, a[ s’exprime

par : G5(r) = go+ C(s)Io (r\/%) ou C(s) ne dépend que de s.

Solution de (E3) sur ]0,4o00]
Il reste a raccorder les solutions a la borne a des deux intervalles précédents, ce
qui doit permettre de déterminer les deux constantes C(s) et Cz(s). En posant :
b= \/E/_k, ces constantes en effet doivent vérifier, d’une part, la condition de
continuité :

90+ C(s)Io(ap) = Ca(s) Ko(ap)

D’autre part, la condition de dérivabilité :

pC(s)Ip(ap) = pCs(s) Ko(ap)

Ki(ap)
Ti(ap) -
On utilise ensuite (Cf. [[29]),[[18]])) : L (2)K,4+1(2) = L41(2)K,(2) = 2”1 pour
v =0, ce qui donne : Cy(s) = —goapK;(ap). On obtient ainsi les constantes et,

finalement, la solution de (E3) s’exprime par :

Go(r) = go[1 - ay/s/kK1(ay/5/R)Io(r+/5/k)| Vr €]0,d]
Gs(r) = goav/s/kli(av/s/k)Ko(ry/s/k)  Vr € [a,+o00]

Puisque : Iy = I; et K| = —K, cette relation devient : C(s) = —Cs(s )

Il

Majorations préliminaires & 1’utilisation d’une formule d’inversion

On met 3 part la contante go que ’on sait inverser. Alors, les deux expressions
trouvées, ou on suppose que z = s appartienne au plan complexe coupé suivant la
demi-droite des réels négatifs, sont holomorphes dans IIy. On utilise les compor-
tements asymptotiques des fonctions I, et K, au voisinage de I'infini (Cf. [[29]])
dans Iy qui sont donnés par :

exp(z) +iexp(—z + ir(n+ 1/2)) Kn(2) ~ K,exp(—z)

I(z)~ K 7z , NG
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On en déduit :

plo(rp) Ky (ap) ~ Hexp(\/g(r - a)), avec r—a<0

ply (rp) Ko(ap) ~ H'exp(\/g(a -7)), avec r—a>0

On suppose pour toute la suite que r # a. On peut donc appliquer le théoréme
d’inversion aux deux expressions. On pose : — = b et — = r’, I’expression va-
p v/ JE ) P

lable pour r < a étant écrite alors sous la forme : F1(z) = by/z2K; (b/z)Io(r'V/Z),
On ne donne les détails que pour cette premiere fonction.

Image inverse de F}

Pour parvenir a I'image inverse, on utilise le contour de la figure de I’exemple 2.25.
Pour faire une majoration sue ’arc de cercle de ce contour, on considére seulement
sa partie supérieure, notée y*. En reprenant les comportements asymptotiques
précédents, on obtient pour Fj(z), lorsque 7/2 < arg(z) < 37 /2, I’équivalence :

Fi(2) ~ H (eap((r' = D)v2) + i(eap(~(r' + )V)

Les deux exposants 7’ — b et —(r’ 4+ b) sont négatifs. La partie réelle de 1/z étant
v/Rcos(8/2) avec cos(6/2) > 0, on en déduit, pour R assez grand, la majoration
valable sur vyt :

|Fy(2)| < Cexp((r' — b)vV/Rcos(8/2)
Ceci fournit la convergence uniforme sur les arcs fermés strictement inclus dans
4*, mais non la convergence uniforme souhaitée sur tout I’arc. Par contre, on

peut conclure & la convergence uniforme vers 0 sur v+, lorsque B — +o00, de
Fi(2)

s’applique sur la partie inférieure du cercle car il y a simplement le changement de
1 en —1 dans la formule d’équivalence ci-dessus. En outre, les mémes majorations
et équivalences s’appliquent pour I’autre fonction plq (rp) Ko(ap). Ce qui précede

, ce qui permet d’appliquer le lemme de Jordan. Le méme raisonnement

. . Ve N . . \ z . . .
montre qu’il faut appliquer le théoréme d’inversion a ; on obtiendra ainsi

F
une primitive g; de I'image inverse de Alz) ) (Cf. Remarque 1.12).
D’apreés cette proposition, nous obtenons, L étant le lacet bordant la coupure de

la figure 2.25 : )
_ 1 Fl z 2t
gi(t,r) = 22.”/[, e dz

Calcul de ’image inverse g; dans le cas ou r €]0, qf
Sur le petit cercle v de rayon € du lacet, grace & ’équivalence, au voisinage de

O : Kyi(2) ~ log(2/2), on obtient : /F1 (2)dz| < I(f(ln[e/2]+ 7r) Cette

intégrale tend donc vers 0. La limite de I'intégrale sur la partie inférieure du
lacet, lorsque celle-ci se rapproche de la coupure, partie ot I’argument de z est
égal a —m, s’exprime par :

+o00 ' L ' ) tdp
/0 (=2)+/plo(r'(—8)+/p) K1(b(—17)+/p)e”? _p_
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Sur la partie supérieure du lacet, cette limite s’écrit :

/+°° . 1y . —ptdp
R R WONRESIUON Ol

D’aprés les relations ou Y est une fonction de Bessel-Weber (Cf. [[29]] et Annexe
2), on a: Ip(iz) = Ip(—i2z) = Jo(2) et :

Ki(i2) = -2 (h(:) - ¥i(),  Ka(-iz) = =2 (hi(2) + Yi(2)

La somme des deux intégrales précédentes nous fournit la limite de I’intégrale sur

le lacet, & savoir :
+o0 e—pt

i ; Jo(r'\/p)J1(b\/p) Jadp

En effectuant le changement de variable d’intégration : p = ku?, on arrive 3

z Y .
,a Savolr :

I’image inverse de

400
gi(t) =a /0 Jo(ru) K1 (au) exp(—tku?)du

Par conséquent, on a la solution du probléme lorsque r €]0, ¢ :

400
g(t,r)=go [1 - ai (/ Jo(ru)J1(au) exp(—tku2)du)}
dt\J,
La dérivée formelle de cette intégrale s’écrit :
+00
—ak / u?Jo (ru)Jy (au) exp(—tku?)du
0

En se servant des équivalences précédentes, on voit qu’il est possible lorsque
t € [to, +oo[ avec to > 0 de majorer I'intégrant par une fonction sommable indé-
pendante de ¢. Il en résulte I’expression de g(t,r) pour 0 < r < a.

Etude pour r > a Les calculs sont analogues, en échangeant les fonctions de
Bessel Iy et I, Ko et K;. On aboutit finalement a la méme formule intégrale, a

Savoir :
+o00
Vr > a, g(t,r)= goak/ u2Jo(ru)Jy (au) exp(—thu?)du
0

Dans cette derniére formule, comme |Jo(ru)| < 1 et que lim,0Jo(ru) = 0, le
théoréme de Lebesgue nous fournit bien la condition de nullité a I’infini.

6.2.4 Problémes de transmission dans les lignes électriques

Dans une ligne électrique, on désigne les constantes physiques, déterminées par
unité de longueur, qui la caractérisent par R, L, C, G qui sont respectivement la
résistance, la self-inductance ou inductance, la capacité et la perditance. L’étude
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physique du phénoméne se traduit par un systéme (F;) de deux équations aux
dérivées partielles linéaires & coefficients constants :

L? + R = —g—v
(E1) 065 G 5%
a vt T e

En éliminant une des fonctions 7 ou v dans ce systéme, on aboutit & la méme équa-
tion dite «équation des télégraphistes) vérifiée par I'une ou I’autre des fonctions,
par exemple, pour  :

> = o C+ LG 9 G

ek LCﬁu+ (RC+ )?'ﬁu-l_R °
C’est donc une équation linéaire du second ordre a coefficients constants de coef-
ficients ¢ = LC, b = RC'+ LG, ¢ = RG. On remarque que, pour ¢ = 0, on trouve
une équation de propagation de la chaleur étudiée dans un des exemples précé-
dents. On utilise la transformation de Laplace pour les fonctions de la variable
t. On suppose encore que les hypothéses Hy et Hj sont vérifiées. Le systéme
précédent est transformé en un systéme différentiel d’inconnues (z,s) — I(z, s)
et (z,s) — V(z, s) ol la seule variable est la variable d’espace z, la variable s de
Laplace étant considérée comme un parametre :

d
(Ls+R)I = WY Lk

(5 4
(CS+G)V = _E + C’vo

L’image du potentiel vérifie I’équation obtenue par élimination de I et le systéme
devient :

2 .
O~ Ws+R(Cs+OV = L% _ (st Ry
(E3) i ) LT
I _ 1 av Lio

- - +

Ls+ R dz Ls+ R
Concernant les conditions au bord a adjoindre aux données initiales, on considére
seulement deux cas particuliers :

Exemple 6.16 Probléme d’une ligne demi-infinie, avec L = G = 0, le courant
et le potentiel étant nuls pour t < 0 et la donnée initiale au point x = 0 étant de
type sinusoidal : t — Asin(wt)

La premiére équation de (Es) s’écrit, pour z > 0 : V" = RCsV. On en déduit :

V(s,z) = Hy(s) exp(—V RCsz) + Ha(s) exp(VRCsz)

A
La condition a l'infini exige H, = 0. La condition en z = 0 exige Hy(s) = PN +ww2 .

On en déduit, en ayant posé : v/ RC = v, I'image de la fonction potentiel :

Aw
V(s,z) = mexp(—’Y\/Em)
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Le probléme est maintenant d’appliquer la formule intégrale d’inversion.
Ayant coupé le champ complexe suivant I’axe des réels négatifs et la branche de
la racine étant celle qui prolonge la racine carrée réelle, on définit la fonction

1
s F(s) = Tt exp(—vv/sz + st). Elle est holomorphe dans le demi-plan

Ilp, les hypotheses d’application de la formule d’inversion sont vérifiées et 'image
inverse s’obtient par intégration de F) sur A; ot ¢ > 0. On se sert du contour
I' =T¢r R, de la figure 2.25. Le théoréme des résidus nous donne :

/ Fi(s)ds = 2im [Res(F; w) + Res[F; — zw)]
r

Nous procédons aux majorations habituelles en nous contentant des parties de
contour incluses dans le demi-plan supérieur puisque les calculs resteront les
mémes sur les parties symétriques.

Sur [A’B'] d’ordonnée R, on a |s? + w?| > R? — w?, |exp(—yz/5)| < 1 et
| exp(st)| < exp(ct). On en déduit une majoration et la limite :

Sur l'arc B'a que l'on parameétre au moyen de : s = Rexp(if), on a la majora-
tion : |exp(st)| < exp(Rtcosb) et, les autres inégalités précédentes étant toujours
vraies, on aboutit & la majoration :

_F(s)ds

< R'ZR_“,E / exp(Rt cos 6)d6
B'a -

/2

En majorant cette intégrale par le remplacement de 7 — a par 7, puis en la trans-
formant en ’intégrale sur [0, 7/2] de exp(— Rt sin 6)d6, ce qui permet d’utiliser le
lemme 1.3, on obtient la majoration et la limite lorsque R — 400 :

/B’E F(s)ds

Au voisinage de s = 0 dans le plan coupé, Ililm0 sF1(s) = 0 et, par conséquent,
s|—

K

= R(R? — w?) =0

lintégrale sur le petit cercle C, tend vers 0. II reste donc les deux demi-droites

du lacet L.
Sur [ab] Pargument de s est 7 — & tandis que sur ['a’], il est égal & —7 4+ @. La
limite I;de I'intégrale sur [a, b] est donc :

Iy = limé™®) ’ (exp(—*fz«/ﬁexi(i(ﬂ —)/2) + to exp(i(r—2))
a0 +o0 p? exp(—2ia) + w
3 /+oo (exp(—iyz/p — tp) p
- 21 2 P
0 prtuw
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De méme, l'intégrale sur [0’a’] a pour limite :

I - / +o° (exp(ivz./p — tp) dp
0

p2+w2

On en déduit que la limite de I'intégrale étendue au lacet s’exprime par :

+00 exn(—pt) si
lim /F(s)ds= —2i/ exp(=rt) Sln(7w\/ﬁ)dp
L 0

a—0,r—0 p2 + w?

Enfin, la somme des résidus est égale a
(2iw) ! [exp(—'y:z;\/c? exp(im/4) + iwt) — exp(—yz/w exp(—ir/4) — iwt)]

En rassemblant tous ces résultats, nous obtenons pour la fonction potentiel :

+00
/RCwT2 in(z+/RBCp) d
v(t,z) = A [e“” RCw/2gin [wt - m\/RCw/2] —w / e"”tsm(iz fwf pJ
0
Le probléme se termine, en utilisant les équations de départ E};, par la détermi-
nation de la fonction (¢, z).
On reprend ce probléme avec d’autres données.

Exemple 6.17 Probléme d’une ligne demi-infinie, avec L = G = 0, le courant
et le potentiel étant nuls pour t < 0 et la donnée initiale au point z = 0 étant une
série d’impulsions : A Z[)" * a0k

En se reportant aux calculs précédents, la fonction V (s, z) est définie cette fois
par :
+o00
Vis,z) = A Z a exp(—aks — vV RCsz)
0
Si les coefficients aj sont quelconques, on peut chercher les images inverses de

chacune des fonctions exp(—aks — yz+/s ou encore celle de exp(—yz+/s). En
utilisant les résultats de l’exemple 2.17 (formule 2.18), on voit que cette image

2
inverse est exp(-—Z—t). On en déduit la solution sous la forme d’une série

w3
de translatées dans le temps ¢, a savoir :

R VRC RC
v(z,t) = A ; apl(t — k)mexp(—m)

Exemple 6.18 Cas d’une ligne de longueur [ finie.

On suppose que le potentiel initial est la constante v, que la dérivée du potentiel
est nulle quel que soit ¢ > 0 au point z = 0, que le courant initial est nul et qu’en
Pextrémité z = [, le potentiel est la constante v; pour tout ¢ > 0. On conserve



6.2. Equations aux dérivées partielles de la physique 263

toujours L = G = 0. Le courant initial étant nul, la premiére équation de (E3)
nous donne : )

ﬂ — RCsV = —C’R’Uo

dz?
Cette équation du second ordre, avec des coefficients constants et second membre
constant, se résoud immédiatement. On trouve, en posant encore v2 = RC la

relation :

V = Hy(s)ch(yev5) + Ha(s)sh(yav5) + =

Pour z = 0, la dérivée par rapport & z est nul, ce qui donne : y+/sHy(s) = 0,
d’ou Hy(s) = 0. Pour z = I, le potentiel reste égal & vy, soit plutét v (I,t) =
U(t)vy dont l’image de Laplace est vs—l En remplacant z par [, on obtient donc :

— voch(l7\/§) et on en

Hy (s)ch(=17+/5) + = —-l. On en tire : Hy(s) =
déduit I'image de Lapla.ce du potentiel v :

Vo= 2 4 BREED

L’image inverse de cette fonction a été calculée dans ’exemple 2.27. On obtient
ainsi le résultat valable pour 0 < z < [l et toutt > 0 :

o(t,2) = 1o + 4(v1 ~ ) % Z . 1):; p[_ %] cos[(2n J;ll)m]

Pour un autre probléme concernant une ligne finie, voir ’exercice 7.41.

6.2.5 Problémes de vibrations des tiges

On ne consideére que les tiges qui sont des milieux & une dimension d’espace et deux
sortes de vibrations, les vibrations longitudinales et les vibrations transversales.
La encore, la tige peut étre infinie semi-infinie ou de longueur finie.

Cas des vibrations longitudinales

La tension p(t, z) s’applique au point de la tige d’abscisse 3 'instant ¢ ; ces points
sufissent des déplacements longitudinaux se traduisant par la fonction y(¢, z).
On note p la densité constante de la barre (barre uniforme), E module dc Young,

P la force appliquée 3 la barre et M la masse de la barre. On pose : ; = ¢
Alors, les équations du phénomeéne s’écrivent :

Oy op 82 pP

t,z) = FE= - —— = —

P} =E5p 5= o2 " M

Par élimination de p, on en déduit 1’équation vérifiée par la fonction y, & savoir :
d%y 2 0%y P

ot 3.'1:2 M
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Cas des vibrations transversales

On note toujours y(t,z) le déplacement en un point d’abscisse z de la tige. En
désignant par S et I aire et le moment d’inertie de la section droite de la tige et
en posant K% = E I, ’équation (E;) des vibrations transversales de la tige sous
Paction d’une force F(t z) appliquée en chacun des points de la tige, s’écrit :

1 9% F(t :v)

'y
a—w;(t,f")-l'K—zatz(, z) =

Exemple 6.19 Ftude des vibrations longitudinales d’une barre soumise & une
force aziale en une des extrémités.

La tige est de longeur L, en position horizontale, encastrée en I’extrémité z = 0,
Pautre extrémité z = L étant soumise, a l'instant ¢ = 0, instant ou la barre est
supposée en équilibre, 3 une force axiale de type sinusoidal : p(t, L) = Asin(wt).
Le poids de la barre étant perpendiculaire a l’axe horizontal sur lequel on pro-
jette, ce p01ds n’intervient pas. Il nous faut ainsi trouver une solution de I’équa-

tion (Ey) : W - 62% = 0 qui vérifie les conditions initiales y(0+,z) = 0 et

o (O+, z) = 0. L’équation (E;) transformée par £ est alors :
d*,(z) s?
dz? ?Ys(x) =

Les conditions au bord, c’est-a-dire aux points ¢ = 0 et £ = L s’écrivent :
y(t,0) = 0 et Asin(wt) =

dY; w
(E2) : Y5(04) = & L0 =405

La solution générale de F) s’exprime par : Y;(z) = C} (s)sh( )+ Cz( )sh(%)
sECl( ) ( ) _

Y (¢, L). Elles deviennent les conditions limites pour

Eoe

Les constantes C; et Cy vérifient C; = 0 et
déduit ’image de Laplace cherchée :

+ 5 On en
w

ssh(sz/c)

Yo(2) = Ec (s + w?)ch(sL/c)

Application de la formule intégrale d’inversion

La fonction s — Y,(z) précédente est holomorphe dans IIy. Le calcul des modules
des fonctions hyperboliques nous donne, en posant Re(s) = a et Im(s) = b, la
majoration :

sh(sz/c)| \/Chz(‘”’/c) — cos?(bz/c) < ch(az/c)
ch(sL/c)| ~ \/chz(aL/c) —sin?(bL/c) ~ sh(aL/c)

a
Cette derniére expression a le comportement de exp(—(z — L)), avec z — L < 0.
On en déduit que, dans Iy, le théoréme d’inversion 1.4 s’applique. Ainsi, le
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résultat s’obtient en intégrant s — (z) = Y, (z)e® sur une droite A d’abscisse agp

dans Ilj.
Cette fonction F est prolongeable holomorphiquement au point 2 = 0 . Les points
singuliers de F sont, d’une part, iw et —iw et, d’autre part, les points de la suite

Sp Ol Sp =1(2n+ 1) —.
En prenant le contour I'y, = [A4, BJU[B,C]U[C, D]U [D, A] (voir figure ci-aprés)
ou les orgonnées des segments horizontaux sont +R, = :I:m, les segments

verticaux étant d’une part placé sur A et d’autre part d’abscisse a, = —n. Le
théoréme des résidus nous donne :

/ F(z)dz = 2ir {Res(F; w) + Res(F; — iw) + f Res(F; sn)]

n —00

,, }
S3
S,
S, A
So
S
S,
S3
C Figure6.19 | [P

En utilisant les majorations précédentes des modules des sh et des ch, on obtient
sur les segments [AB] et [CD] I’égalité : |ch(zL/c)| = ch(aL/c) puis la majoration

sh(sz/c)| _ ch(az/c) , )
< t K = 2% .
lch(sL/ c)‘S ch(aL/c) ~ 1 et, par conséquent, en posant K = £
F ¥4 dZ < ——_—-—eao — 0
| [4B] (2)de] < |Rn|(R2 — w?)

La méme propriété est vraie sur [CD]. Sur le segment [BC], on a :

sh(sz/c)| _ ch(lan|z/c)
< =
h(sLjo)| S Sh(anLje) < Othllanle/e) < coth(larfz/c) = C
On en déduit : R
F(2)dz < 2KC——"_—"t 40
[BC] ()dz < n(n? — w?)

Concluons que la passage 3 la limite se solde par

+o0
1 . .
%ir | F(z)dz = [Res(F; w) + Res(F; — iw) + ; Res(F; sn)]
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4 sin(wz/c)
2 cos(wL/c)

N oo 2. (=1)"sin((2n+ 1)7z/2L)
Res(F; s,) = 2mc’i [2n T 12 — 4027

Les résidus sont exprimés par : Res(F; + iw) = et par

On en conclut :

1 sin(wa/e) | 4 {5 (-1)"sin((2n + 1)7z/2L)

yt,e) = [(2n +1)2n2c2 — 40207

4 cos(wL/c) 5

Exemple 6.20 FEtude des vibrations longitudinales d’une barre verticale sou-
mises d& son propre poids.

La tige est de longueur L, elle est fixée dans une position verticale en ses deux
extrémités. A l'instant ¢ = 0 on la libéere de sa fixation en son extrémité supé-
rieure, sans vitesse initiale.

L’accélération de la pesanteur étant notée g, ’équation (E,) s’écrit :

Py _ 20

9z C oz 9

Puisque les valeurs initiales y(0+, z) et de %(0+, ) sont nulles, I’équation (E»)

. I A C) g A
transformée de (E;) par L s’écrit : g7 " -c—z-Ys(a:) =~ Cette équation

est soumise aux conditions au bord suivantes :

daYs

V>0, %(0)=0, Vt>0, —*(L)=0

La solution de (E3) est obtenue en ajoutant & la solution Ach(-sci) + Bsh(%) de

P’équation sans second membre, la solution particuliére constituée par la constante
g/s%. A Daide des conditions aux extrémités z = 0 et z = L, on trouve facilement
Y, (o) = %[1 _ ch(s(L - a:)/c)]
s ch(sL/c)
U(t)t
5

peut appliquer le théoréme d’inversion. En effet, la fonction

Pour le deuxiéme terme, on
ch(s(L —z)/c)
ch(sL/c)
bornée dans le demi-plan Iy, ce qui implique que la fonction & étudier est majorée

par K/s3. La fonction admet les poles s = 0 et s, = (2n+ l)icl.
On en déduit que ce deuxiéme terme est égal 3 la somme de tous les résidus
associé & ces poles. Cette fin de calcul ne présente pas de difficultés.

Le premier terme a pour image inverse

reste

6.2.6 Problemes concernant le champ électromagnétique dans
Pespace

Les équations des problémes qui suivent sont des conséquences des équations de
Maxwell (Cf. [[20]]) écrites ci-aprés. On y utilise les caracteres gras pour désigner
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des vecteurs.
Une distribution de charges étant caractérisée par la densité de charge p(m, ), la

densité de courant j(m,t), le champ électromagnétique créé ( E(m,t), B(m,t)
est relié aux densités précédentes par les équations :

V.B = 0 (6.1)
8
VAE = -2B (6.2)
V.E = £ (6.3)
€0
.0
VAB = /LO(J+€0§E) (6.4)

Les constantes qui y figurent € et uo sont respectivement la permittivité du
vide et la perméabilité du vide. On suppose étre dans un milieu donné ou la den-
sité de charge est liée au champ électrique par : j = oE, o étant la conductivité
de ce milieu.

Images de Laplace des équations de Maxwell

Ces équations vectorielles se projettent sur les axes orthonormés d’un repere et
fournissent un systéme (F;) d’équations aux dérivées partielles dont les fonctions
inconnues sont les composantes des fonctions vectorielles considérées. En trans-
formant par £ en la variable t ces équations scalaires, on obtient un systéme (E3)
d’équations dont la variable, comme a ’habitude, est la variable d’espace.

A la place des projections sur les axes, on peut multiplier les équations de Max-
well par e~* et intégrer les égalités obtenues sur [0,+o0o[ en supposant que ces
intégrations commutent aux opérations de divergence et de rotationnel. Cela nous
permet d’ailleurs d’obtenir d’une part des équations transformées indépendantes
des axes et, d’autre part une écriture plus globale du systéme (E3).

Les transformées de Laplace du champ électrique et du champ magnétique
sont notées £(s) et B(s). Les valeurs initiales de ces champs, c’est-a-dire leurs
valeurs 3 l'instant ¢ = 0 étant notées Eg et By, les images de Laplace des dérivées
de ces champs s’écrivent :

0
£(5ZE) (8) = s&€(s) — Eo
et, de méme : 5
£(§B> (s) = sB(s) — Bo
pour ces transformées de Laplace(6. 2) et (6.4) nous donnent :
[V A £|(s) = —sB(s)+Bo (6.5)
[v A 3] (5) = (noo +€08)E(s) — pocoEo (6.6)

Pour éliminer 1’'une des deux inconnues dans ce systéme, nous utilisons la for-
mule classique du double rotationnel qui va se transporter, par linéarité, sur les
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transformées de Laplace & valeurs vectorielles. Par exemple, pour B, on a :
VA (VAB) = V(V.B) ~V?B,

Cette formule devient :
VA (VAB)=V(V.B) - V2B(s)

En tenant compte des divergences de B et de E données par les relations (6.1) et
(6.3) et en posant w?(s) = spo(o + s€o), les équations précédentes fournissent :

~V2B(s) = -w?(s)B(s)+ (koo + s€0)Bo — pocoVAEy  (6.7)
\ (v.e(s)) (5) = V2E(s)— w (s)E(s) + pocosEo + VABy  (6.8)

On peut améliorer la derniére équation en se servant de la relation (6.3), mais les
problémes que nous allons traités exigent plutot les coordonnées cylindriques.

Utilisation des coordonnées cylindriques

On reprend les relations de Maxwell en coordonnées cylindriques. Nous obtenons
ainsi 6 équations concernant les composantes des vecteurs B et £ qui sont notées
B, B., By et &, &, E. En utilisant les formules classiques définissant ces
composantes pour le rotationnel, les équations précédentes deviennent d’abord :

(VAB)r = %6;30’ - % = 100 E, + pogo a;;’ (6.9)
(VAB)H - ‘9(,2' - ‘9;"2 = uooEq +uosoa—£ﬁ (6.10)
(VAB)Z = %Bg + % - %% = 100 B, + pogo aaEt’ (6.11)
CERT R o
(VAE)B = a;i’ - 6£z = —aafz" (6.13)
o), - B

On passe ensuite aux équations vérifiées par les transformées de Laplace de ces
composantes. Dans le cadre des deux exemples qui seront traités ci-dessous,
on fait I’hypothése que ces composantes sont indépendantes de z, ce qui annule
les dérivées partielles en z et, par ailleurs, que toutes les conditions initiales sont
nulles. Sous ces hypotheses, les équations (6.9), (6.10) et (6.14) nous fournissent :

108,
;—-50— = ,LL(](U + SSo)gr (6.15)
332
5 = po(o + s€0)&p (6.16)
1 9Es 10€,
i = . = - 17
r59+ or r 00 sB. (6.17)
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En appliquant I’opérateur i%’ a I’équation (6.16), 'opérateur —%3%; a ’équation
(6.15), en ajoutant et en substituant dans (6.17), on obtient une équation ne
concernant que la composante B, :

li[raBz] _ 1B,

rorl Orl 1?2 962
Les autres équations (6.11), (6.12) et (6.13) fournissent un systéme duquel on
pourrait tirer une équation dont la seule inconnue est £,. En particulier, nous
obtenons :

+ w?(s)B, (6.18)

%%% = —sB, (6.19)
_%‘% — _sB, (6.20)
1971 8¢, 1 828,
- 87‘[ (97'] = S5+ e (6.21)

6.2.7 Exemples de problemes de détermination de champs

Exemple 6.21 Ftude du champ magnétique produit par une plaque conductrice
s’identifiant @ un plan d’épaisseur 2a.

On suppose que les conditions initiales sont nulles et d’autre part que w?(s) = sk?
avec k? = poo, ce qui revient & négliger £9. Cette simplification correspond & la
propriété physique selon laquelle, dans tout le volume d’un conducteur métal-
lique, le courant de déplacement jp = €o%; aE est négligeable devant la densité de
courant j = oE, dans le domaine des frequences industrielles et hertziennes (Cf.
[[20]]). A Dinstant initial, un champ magnétique Bg = k cos(wt), ou le vecteur k
est le vecteur unitaire de ’axe Oz, est établi sur les deux faces ¢ = a et z = —a.
11 est facile de voir que la connaissance de B(s) résulte de celle de sa composante
sur cet axe z’2. Comme on peut prouver que le champ magnétique est indé-
pendant de ’angle 6, on est amené a résoudre 1’équation (6.18) dans laquelle la
dérivée partielle en 8 est nulle et dans laquelle on assimile r a la variable z :

d?
dz?
La solution générale de cette équation, en posant pour simplifier Y = B, s’ex-
prime donc par : Y (z) = Ach(k+/sz) + Bsh(k+/sz). Il suffit maintenant de tenir
compte des deux conditions sur les surfaces de la plaque. Pour z = €a = =a,

= Ach(ky/sa) + eBsh(ky/sa). On en déduit B = 0 et

Bz - kszz = 0

on obtient :

A=

32+w2

(2 + w?)ch(k/5a)

L’image de Laplace de la fonction cherchée est donc :

sch(k+/sz)
(82 + w?)ch(k+/sa)
On laisse le soin au lecteur de terminer les calculs en appliquant la formule inté-
grale d’inversion, comme dans Pexemple 2.27 et la proposmon 2.4 les majorations
étant analogues puisque s™! est remplacé par ———

B.(z) =

2_|_w2
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Exemple 6.22 FEtude du champ & Uintérieur d’un cylindre conducteur de rayon
a, aprés qu’d linstant t = 0, un champ magnétique constant paralléle ¢ l’aze du
cylindre ait été établi a Uextérieur de ce cylindre.

Le cylindre est supposé de longueur infinie, d’axe 0z. Pour des raisons géomé-
triques et physiques évidentes, la fonction étudiée Y = B, ne dépend que de la
variable r supposée vérifier 0 < r < a. On suppose que les conditions initiales
sont nulles et d’autre part que w?(s) = spoo, ce qui revient & négliger &g, cette
simplification ayant été déja expliquée et exploitée dans ’exemple précédent.

Il en résulte que Y = B, vérifie ’équation différentielle

L5
En prenant pour variable w(s)r, cette équation devient 1’équation de Bessel d’in-
dice 0 dont on sait (Cf.Annexe 2) qu’une base de solutions est constituée par
les fonctions : Iy et Ko. Comme seule la fonction Iy reste finie lorsque r — 0,
on en déduit : Y(s,r) = Alp(w(s)r). Il suffit maintenant de tenir compte de la

condition initiale pour r = @ qui s’écrit : Y (s,a) = ?0. On obtient ainsi A, d’ou
By I

la solution : Y (s,r) = ——QM.
s Ip(wa)

Retour & la fonction inconnue B, (t,r)

On sait que Io(tw) = Jo(u) et que les seules zéros de Jo sont réels, simples
et constituent une suite de réels strictement positifs (an) et la suite de leurs

Opposés <—an) . Il en résulte que le dénominateur Iy(a,/Sfgo) ne s’annule que

2
n

. ao
la variable ry/spoo, la parité de la fonctio# OIO entraine que cette fonction ne
dépend pas de la détermination choisie pour la puissance 1/2 de s. La fonction
précédente précédente s — Y (s,r) est donc holomorphe dans le demi-plan IIj et,
en utilisant le comportement asymptotique de la fonction Iy (Cf.Exemple 6.15),
on voit que I’on peut utiliser la formule d’inversion, a savoir :

Bz(t,r)=_'i/ ot Joly/5mTT)
A

pour les valeurs réelles négatives s, = — . De plus, malgré la présence de

2im slp(a+/300)

On utilise le contour composé d’un segment de la droite A et d’un arc de cercle
o - Lo

de rayon R, = ﬂ(an_l_l + a.n)z. En utilisant 1’équivalent, pour les grandes

4

 D(BvVs  [A sB-a
valeurs de s : To(Av3) Be (Cf. [[29]] ou Annexe 2), on montre que

'intégrale sur ce cercle tend vers 0 lorsque n — +o0.

st Io (\/WT)
slo(a,/5i00)

400
B,(t,r) = By [Res(F; 0) + Z Res(F, Sn)]
1

En définitive, en posant : F(s) = e , il vient la formule :
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Le calcul des résidus est immédiate. On trouve :

snt Jo (T'Otn)

F. — . —_
Res(F;0) =1, Res(F;sp)=ce ot (@)

On en conclut :
snt Jo(rom) ]
spdf(aoy,)

B, (t,r) B0[1+Z:

Exemple 6.23 Etude des champs électrique et magnétique a l’intérieur d’un
conducteur cylindrique aprés qu’a l'instantt = 0 un champ magnétique uniforme,
dont la direction est orthogonale & ’aze du cylindre, ait été établi a une grande
distance de laze du cylindre.

On suppose toujours les conditions initiales nulles et on fait toujours I’hypothese
w?(s) = sppo. On détermine d’abord la fonction (r,6) — &,(s,r,0) qui est
solution de I’équation (6.21). En posant : £,(s, r, 0) = U(wr) sin § dans ’équation
(6.21), on voit que U vérifie ’équation de Bessel d’indice 1, & savoir :

(r)20” 4 (wr)U' = (14 (wr)2)U =0

Cette équation admet pour base de solutions (Cf.Annexe 2) (I(wr), K1(wr)).
Lorsque r — 0, cette derniére n’étant pas finie, les seules solutions a retenir,

quand 0 < r < @, s’écrivent : £, = Al;(wr)siné.
A Paide des équations (6.19) et (6.20), on en déduit , lorsque 0 < 7 < a :

B, = —iAIl (wr) cos¥, By = —%AI{ (wr)sing

Utilisation des conditions initiales

La difficulté réside ici dans le fait que la condition initiale concerne ’extérieur du
cylindre. Elle ne peut se traduire qu’au travers de la surface externe du cylindre
en imposant la continuité des composantes B, et By pour r = a. Par hypothese :

lim B, = E9—0036’ lim Bg = —Bysinb
r—+4o00 S r—+o00

Ces formules suggerent d’utiliser la fonction potentiel ¢ dont gérive le champ a
1
P’extérieur du cylindre, vérifiant donc : B, = — == et By = ———¢. Lorsque r est

3 gauche de a, les composantes précédentes contierilnent cos @ et sin @ en facteurs;
cela impose, pour réaliser la continuité précédente, qu’il en soit de méme pour B,
et By.

On cherche donc r — f(r,s) qui tend vers 0 lorsque r — 400 et telle que :

B, = (f(r,s)-l—Bo) cosl, By= (f(r,s) - Bo) sin @
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Déterminons alors la fonction ¢. Soit F' une primitive en r de f. On obtient
d’abord en intégrant par rapport & r : ¢ = —(F + rBp)cosd + C(s,0). En
dérivant ensuite par rapport a 4, on a :

[ - Bo| sinf = —H(F +rBo)sind + Cy(1,6)]

On en déduit la fonction C(t,8) puis la formule ¢ = rcosO( f- Bo) + H(s).
Enfin, en exprimant que : A¢ = 0, soit encore : A¢ = cos 6‘(1‘ f7+3 f') =0, on

K(s)

obtient rf” 4+ 3f' =0, d’ot f(r,s) = o Finalement :
) _(K(s) , Bo _(K(s) Boy .
Vr>a: ,B,_( ) +—s-)c030, Ba—(—r2——?)sm0
La continuité dont il est question ci-dessus fournit donc :
K(s) By w, ., K(s) By 1
a2 - 5 = ;All (wa), 02 + s = —;;AII (wa)

On peut ainsi déterminer A(s) et K (s). Désormais, on limite I’étude & celle d’une
composante du champ magnétique a l’intérieur du conducteur.

Détermination d’une composante du champ, par exemple, B,

Ce qui précede fournit :
_ 2aBycosf I (wr)
B sr awli(aw) + I (aw)

B

Malgré la présence de la variable 4/s,en raison de l'imparité de I, les fonc-
k+/sI;(k k
tions - VoI \/5?8+ L1(kv/5) et +/sI;(ky/s) sont des fonctions uniformes et

holomorphes. D’ailleurs, en utilisant la relation de récurrence, pour n = 1,
2I),(2) + nl,(2) = zI,-1(z), le dénominateur devient awlp(aw) . Les zéros de

n
aZopg
la fonction Jy. Il en résulte que la fonction s — B, (s, r,0) est holomorphe dans
le demi-plan II. Les comportements asymptotiques déja signalés dans d’autres
exemples montrent que la formule intégrale d’inversion est applicable, a savoir :

2B cos 0 oot I (r/5000) ds
2irr Jao  sy/Sopolo(+/SOH0)
En utilisant le contour habituel, les formules de comportements asymptotiques
montrent que ’intégrale sur le cercle tend vers 0. Comme le résidu de I'intégrant
au point s = 0 est égal & fracr2 et que ces résidus au point s = s, sont égaux 2
Li(r/spo
e’ 1(ry/5noFo , on en déduit, a I’aide des relations entre les fonctions

Spr/Sn0fiol((ar/5,0 10
de Bessel I, et J,, la formule finale :

ce dénominateur sont donc : s, = — ol les nombres + a,, sont les zéros de

B, (t,r,0) =

. +o0 .
Br(t, T, 0) = M[f + Zex ( a, )Jl(a’nr/a)]
1

2 a2ou atJi(ay)



Chapitre 7

Exercices des chapitres 4, 5 et
6

Exercice 7.1 (*x)

Soient ¢, une fonction de D(R), positive, de support [—¢, €] dont l'intégrale sur R
vaut 1 et U, une fonction continue, valant 1 sur [—2¢, +o00[ et nulle sur | — oo, —4¢[.
1) Expliciter de telles fonctions (la premiére, classique, peut étre définie par une
exponentielle sur [—¢, €], la deuxiéme peut étre choisie affine par morceaux).

2) On considére la convolée e = ¢, *U.. Montrer que o(z) = 0 si z < —5¢
et exprimer o, (z) par une intégrale sur [—4¢,z + €]. Montrer que @, est une
fonction de D(R) qui vaut 1 sur [—¢, +o0[.

3) Montrer que a.(t) exp(—=zt), o ¢ > 0 est fixé, est une fonction de S(R). A
’aide de cette fonction a,, justifier les affirmations contenues dans la démonstra-
tion de la proposition 4.2.

Exercice 7.2 (%)

Justifier les convergences et divergences des séries utilisées dans les exemples 5.8
et les suivants

Exercice 7.3 (x)

400 +o00
. N 1 1
Soient les demi-peignes T' = ; —(2 k)!6(2k) et S = Zo: @EE 1 1)!5(2k+1)- Effec-
tuer les produits de convolution T'x T, S xS, T x S. Effectuer également cette

400 +00
convolution pour les peignes T' = Z ké(ary et S = Z S(ak)-
0 0

Exercice 7.4 (%)

1) En utilisant une série entiére, convergente sur | — 1, +1[, solution de ’équation
différentielle : (1- u?)y'(u) —uy(u) = 1, trouver le développement en série entiére
arcsin u

Vi-u?

de u —
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2) On pose : aj = 1'32'54. = (2(2 ]:; D . Effectuer la convolution des deux peignes
+oo o +oo

ag
T=6+ arbor et S = &+ Z -—52k+1.

Exercice 7.5 (%x)

+o0 -
1) On rappelle la définition : Ei(—t) = — / g_pl(d_ﬂl)_ du.
¢

On se propose de déterminer la dérivée au sens des distributions de la fonction
f définie par f(t) =U(t)Ei(-t).
Pour cela, on montrera, aprés avoir interverti ’ordre de deus intégrations, que
cette dérivée est définie par :

400 —-u u

(Y ey = ll_f_)% T ¢ (t)dtdu

€

. U(t)e™ -
En faisant ensuite apparaitre la partie finie de Pf [%} et, en utilisant (Cf.
+oo ,—v

Exercice 3.19) la formule : lim [ / —dv+Inz + 7] = 0, montrer que :
z—0 v

T

7 = Pi[HEE ] s

Vérifier ce résultat a ’aide de la transformation de Laplace.

2) Déterminer a l’aide d’autres parties finies et éventuellement de dérivées de la
distribution &, les dérivées des distributions suivantes, Jy étant la fonction de
Bessel d’indice 0 :

u(t)‘f;%), Pf[u(t)JoT(t)], Pf[L{(t)J?gg—?-], Pf[LI(t)JO(t)], [u(t)‘]"(t)]

Exercice 7.6 ()

Soit la fonction f polynémiale par morceaux, causale et définie sur tout intervalle
[n,n+ 1 par :f(t) = n?t% +nt + 1.

Comme dans ’exemple 5.16, calculer la dérivée [f]”, puis sa transformée de La-
place et en déduire la transformée de Laplace de f. Retrouver cette transformée
par un calcul direct.

Exercice 7.7 (%)

Déterminer par la formule de définition les transformées des deux parties finies
suivantes : Pf (L{ (¥) (t'2)> et Pf (L{ )t ?In t))

Trouver également les définitions des parties finies de Pf (Z/I (¥) (t“3/ 2)) et de
Pf (U () (t~5/ 2)) ainsi que leurs produits par le logarithme.

Vérifier les résultats par des dérivations & partir de Pf (L{ (t) (Y 2)) .
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Exercice 7.8 (x)

Etablir la formule de définition de la distribution réguliere T' et de la partie finie
S définies par :
URU( - t)]

T=WEUL- -], Pr[EEE

Comparer la dérivée de T et S.

Exercice 7.9 (%)

On se reféere & §4.8. Montrer qu’effectivement la forme linéaire obtenue (en re-
tranchant la partie infinie) dans la formule de la définition 4.5 est bien une dis-
tribution.

‘Exercice 7.10 (xxx)

Les symboles 7, introduits dans la démonstration de la proposition 4.1 consti-
tuent une base de semi-normes dans ’espace S. Il en résulte que si T est une
forme linéaire continue sur &, alors il existe (k, p) telle que 'image de T soit bor-
née sur la boule unité fermée associée & 7. En déduire qu'’il existe également
un réel ¢ > 0 tel que :

M) < 1= (T, <

¥
Mp ()
a: (T,¢)| < cnrp(p) Montrer que, réciproquement si cette derniére relation

est vérifiée pour un certain couple (k,p) et un certain réel ¢, la forme linéaire
T est continue. Expliquer ainsi I’argument contenu dans la preuve de iz) de la
proposition 4.1.

Montrer alors, en utilisant les fonctions , que, quel que soit ¢ € &, on

Exercice 7.11 (%)

2
Soit f définie par f(t) = (lr::zt) .

On utilise le polyndme de Taylor de degré 1. La partie infinie est contenue dans :

A n n
[ e+ o

Montrer alors, en utilisant deux intégrations par parties, que la distribution Pf(f)
est définie par :

. 9 A (Int)2 ne)? n

Exercice 7.12 (x*)

On propose de définir, pour a non entier et m entier, la partie finie de ¢ (¢)t*(Int)™.
Comme pour la partie finie de =", on utilise, pour —n — 1 < Re(a) < —n, ou
pour a = —n, le polynéme de Taylor de degré n — 1 en écrivant :

/ ® e n )™ o(t)dt = / * e ny [(p(t) - _1((p)] dt+ / 2 ()™ T (o)

€ €
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Exercice 7.13 (x*)

Dérivation d’une partie finie par rapport a I’exposant
On rappelle la formule de définition, pour « réel, non entier d’abord :

. +o0 . R k) (0) [ ektatt
ll-%[/ P(e)t"dt + Z k! [k+a+1]

Montrer que la dérivation d’ordre 1 par ra,ppoi‘t 3 a conduit au résultat :

+o0 k=n—1 (k) ktotl
. o e¥)(0)e In¢ 1
il-%[/ P(6)t% Intdt + Z k! [k+a+1 k+a+ 1)

Effectuer également la dérivation d’ordre 2. Comparer avec la définition de ’exer-
cice précédent pour m = 1 et pour m = 2. Les formules obtenues peuvent ensuite,
grice au prolongement analytique, étre étendues au cas ou o est complexe. Dé-
tailler pour —n — 1 < Re(a) < —n, toujours non entier.

Exercice 7.14 (xx)

(ln t)?

Déterminer les distributions parties finies de U (t)— Int : et U(t)——. En déduire,

2
In“t .
par dérivation, celle de U (t)-I;T Comparer avec le résultat de ’exercice 7.11.

Exercice 7.15 (x)

Déterminer les images de Laplace des parties finies des fonctions U (t)-—l—gg—) et
J172(t)
Ult) R
Exercice 7.16 (%)
Ut g
Définir la distribution réguliére : [f] = Tt_| En déduire la définition de la
o Ut) |
artie finie de [g] = ———=.
P l9] T

Exercice 7.17 (x)

En utilisant les résultats donnés, dans'le cas ol v est non entier, par les for-
mules (5.10) et (5.11) (Exemple 5.26), montrer les relations de récurrence :

J () = —%J_,,(t) — J_ys1(t) et J', () = ZJ_,,(t) +Ioy1(t).
Ces formules, qui peuvent -se mettre sous la forme t™"J,4; = '—ditt“’ J, et

d . .
t'Jy_1 = =:t"J,, sont encore valables si v est un entier n.

Démontrer ces formules directement dans ce dernier cas en utilisant les séries
entiéres de définition.
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Exercice 7.18 (%x)

a) En utilisant la relation précédente et en dérivant le résultat donné, pour n = 2,

dans I’exemple 5.30 (formule (5.15)), ce qui fournira 'image de U(t) Jztgt), déter-

miner I'image de la partie finie de /(t) 2~ ( ) Faire une vérification du résultat
trouvé.
b) Déterminer, par une intégration a partir de la formule (5.15), 'image de La-

place de U(t) Jl (t) .

n()

c) Par la méme demarche, déterminer I'image de la partie finie de U(¢t)——=

en déduire I'image de U (¢ )’;—it)

Exercice 7.19 (%)

a) En utilisant, par exemple un développement en série entiére, déterminer la
transformée de la partie ﬁnie de U(t)Jo(2v?)t ™. Indications : On sera amené
( 1)n+1 n+1

n+Dl(n+1)
s’exprime 3 l'aide de la fonctlon u — Ei(—u) et on aboutit ainsi & I'image de
U(t)Jo(2v1)t™! qui est : Ei(—1/s) — 2y. Comparer avec exemple 5.25.

b) Utiliser la méme méthode pour 'image de la partie finie de 2/(t)Jo(2v2)t 2.
c) Déduire des deux résultats précédents, 'image de Pf [L{ (t)J1 (2vE)t~/ 2] .

a trouver la somme f(u) = Z ( On montre que cette fonction

Exercice 7.20 (%)

J-x(2)
t

sous la forme du produit par s* par une série entiére de la variable s~2 En
posant s = u~! et en utilisant la formule (5.10) de I’exemple 5.25, déterminer le
développement en série entiere de la fonction : u — (1+ /1 + u2)>.

Mettre formellement le développement de 'image de la partie finie de

Exercice 7.21 ()

Détermner les parties finies Pf[L/(¢(1 — t))(1 — t)* et Pf[U(¢(t — 1))(t — 1)*. En
discutant suivant que « est entier ou non, calculer les dérivées de ces parties
finies.

Exercice 7.22 (%)

Les parties finies Pf[U/(¢t(1—1¢))(1—t)*] et Pf[U(¢(t —1))(t —1)®] ayant été définies
dans ’exercice précédent, dériver ces distributions par rapport a l’exposant o en
supposant que a < 0 et non entier.

Exercice 7.23 (%)

u (t) cost

Définir les distributions Pf( ] et Pf ( ] pour n =1 et n = 2. Donner

les formules exprimant leurs derlvees
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Exercice 7.24 (xx)

On propose des applications de la proposition 4.12. En vérifiant les hypothéses
de cette proposition dans ’exemple précisé ci-dessous, montrer, en utilisant les
images inverses de s"**, qu’au sens des distributions :

t—-'n,—-l -2

Exercice 7.25 (¥x)

Cet exercice est encore basé sur la proposition 4.12. Montrer que dans ’espace

des distributions, on a /\lir_{l Xe~ = 0. Plus généralement, montrer que la limite
_-)
n+41 oc;l
lorsque A — +o0 de o [Z/{ (t)e~ "~ 1] est égale & 6(n),

Exercice 7.26 (%)

A laide de f(t) = exp(—s?), pour laquelle on sait que f = f et d’un peigne
400

Z né,, vérifier la proposition 4.13.

Exercice 7.27 (% x)

Trouver des primitives généralisées pour les fonctions suivantes :

Int Int

Ut =1 gy U=

Exercice 7.28 (%)

On propose une autre méthode que celle de ’exemple 5.33 pour calculer 'image
Uu)
de Laplace de “nt’
localement sommable f(¢) = In|cotan(t/2)|, toutes deux 27 —périodiques, cette
derniére étant méme développable en série de Fourier au sens des fonctions.

1)Montrer que f est paire et que ses seuls coefficients non nuls sont les a,, pour
n impair. Montrer, par une intégration par parties que, C' étant le cercle unité

de C,on a:
™ sin(nt) 1 22— 1
i n = /_,, sint dt = i /;, (22 — l)z“dz

En déduire le résultat et conclure a

On se base sur la primitive de —— qui est la fonction

O e

2) Exprimer P'action ([f]’, ¢) sous la forme de la série de terme général :

n =

F(0)¢ (t)ds + FO)¢ (bt

/(n+1/2)7r (n+1)w
nw (n+1/2)7
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/2 /2 cp(t)
Montrer que ’on a : / F(®)¢'(t)dt = —In2¢(0) + Pf / Edt' Détailler
0

0
les calculs pour le terme général U, et en déduire la formule :

[f]'= —1n26 — Pf(1 t)

3) En multipliant par U la relation () et en justifiant la commutation entre £ et la
s
+ (2k +1)%°

En déduire I'image de la dérivée et, par utilisation de la question 2), donner

()

sommation d’une série, montrer que L(U f)(s) = —2 Z
5 (2k +1)[s?

Iimage de Laplace de la partie finie de

Exercice 7.29 (x)

En utilisant éventuellement la formule 4.22 et en se servant de la méthode de
I’exemple 4.18, montrer les formules suivantes ol on a posé § = a,rcta,n(;c—),

P(t) = I"(z) etr=vz2+1:

L (Pf(bl(t) sint)) = (_173!%” -9 cos(nd) + [ln r—(n+ 1)] sin(nﬁ)-

L (Pf(L{(t) ;:if)) = (-ln)!nrn rt9 sin(nf) — [lnr —p(n+ 1)] cos(nf)

L. -

Exercice 7.30 (x)
Continuer les calculs de ’exemple 5.3, de détermination de I'image de Laplace

de: L{(t)lllz—t pour n=2etn=3.

Exercice 7.31 (%)

Calculer la convolée des parties finies de ¢ (¢)t™! par U(t)t 2
Exercice 7.32 (%)
Déterminer la convolée : U(t) x Pf(U(¢)t™". On se servira de I’exemple 5.18.

Exercice 7.33 (x*)

On propose de calculer T = Pf(U(t)t™") x [g] avec g(t) = U(t)

a) Montrer que cette convolution est définie par :

(Ta§0>=£§})[/ (P(U)/ du+lnel+w%]

t—1b
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b) Calculer de fagon élémentaire / (u—%*z_lﬁ et en déduire la valeur de

/“ dz
. c(u—z—1b)’

Montrer que le terme en In € se supprime dans la formule et que ’on a :

(T,p)= /0+oo ui{%)—b [In (U\/ u?2+b2) —Inb+ ia,rctan(%))du
U(t)

¢) En déduire la convolée de Pf(14(t)t™!) par v

Exercice 7.34 (x)

Résoudre ’équation intégrale ou A est donné vérifiant A > 0 :

t ve) _ ¢
/0 ch(t—u)y(u)du—t2)‘+1 = 2/\+1I;\(t)

Exercice 7.35 (%)

Résoudre ’équation intégro-différentielle générale
t
o [ vwdu+ b))+ er'(©) = £
0

Exercice 7.36 (x)

Déterminer, soit avec £, soit avec le calcul symbolique (Cf. §5.6.3) les inverses
de convolution des fonctions ou distributions suivantes :

U(t)[1+cos(2t)—12cos(3t)], S+U(t)(cost+e’), (6"+26"+8)x(8"+U (t) (sht+sint))

Exercice 7.37 (x)

Trouver toutes les solutions causales de I’équation différentielle : t2y"+3ty'+y = 6

Exercice 7.38 (x)

Résoudre I’exemple 6.13 lorsque la poutre est encastrée a ’extrémité z = 0 avec,
en lautre extrémité z = L, la condition : y = y” = 0, la charge étant Pz sur
[0,a[ et P(L — z) lorsque a < z < L.

Exercice 7.39 (%)

On modifie ’énoncé de ’exemple 6.15. A Pextérieur du cylindre, la température
est nulle & 'instant ¢ = 0. Sur la surface du cylindre, en contact avec ce milieu
extérieur, la température est maintenue constante u(a,t) = u,. La température
en un point quelconque extérieur au cylindre ne dépend que de ¢ et de la distance r
du point 3 I’axe du cylindre. Le probléme ne concerne donc que ces deux variables
et ’équation de la chaleur, traduite en utilisant les coordonnées polaires, reste
celle de ’exemple 6.15.
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On impose également 3 la température de tendre vers 0 lorsque la distance au
cylindre devient infinie ; autrement dit : V¢ > 0, lim,_, 4o u(t,7) = 0.
Montrer que la température g est donnée par :

o L estlfo(r\/s/_k)gf
9,0 =5 [ AR

On transformera cette intégrale en utilisant un lacet le long de la coupure identi-
fiée & I’axe des réels négatifs et un arc de cercle. Trouver la limite de I’intégrale

sur cet arc a aide de I’équivalence Ko(pr) ~ 1] 2er=2) Le calcul est ainsi
Ko(pa) T

ramené au calcul le long du lacet bordant la coupure. En se servant des formules
Ko(23) = —mi(Jo(2) — iYo(2)) et Ko(—z1) = mi(Jo(2) + iYp(2)), montrer que :

1 [+ Jo(ua)Yo(ur) — Jo(ur)Yo(ua) et
7’/ J3(ap) + g (ua) P

g(t,'ﬂ)=g0—

Exercice 7.40

La fonction H étant 'image de Laplace de h, montrer la relation suivante :

+oo sz
Llu@n)] () = z—lﬁ /0 m_3/2H(%) exp(-fT)dm

On calculera I’intégrale du second membre en exprimant H (1/z) et en appliquant
la formule de Fubini, ’intégrale restante se calculant par des procédés classiques.

Exercice 7.41

Probléme ou des ajustements interviennent en fonction de 1’évolution
d’une des fonctions inconnues.

On considére un circuit faisant intervenir deux courants, par exemple, ¢; et 5.
Une premiere équation, dite principale, s’écrit :

i (t) + whis (£) — WP+ 1)ia(t) = v(t) (%)

Mais la deuxiéme équation dépend des valeurs atteintes par ¢;(¢). On démarre
3 linstant ¢ = 0 avec les valeurs nulles pour 7; et pour 5. Tant que |i;] < 1,
le courant i, reste constant, sinon, c’est-a-dire si, & un certain instant, |i;| > 1,
alors les deux courants vérifient, & partir de cet instant, une deuxiéme relation :
iy + 11 = sgn(i1), (*%).

On suppose que v(t) s’identifie & une impulsion : C4.

Puisque la valeur initiale de %; est nulle, 1’équation & prendre en compte au
démarrage est donc i}(t) + w?i;(¢) = Cé et on sait que la condition initiale
i1(0+) = 0 est cohérente (Cf. §6.1.1) avec la nature du second membre.

Etude de la premiére phase du phénomeéne

Trouver la transformée I; = £(4;), puis la fonction ¢; dont on prouvera qu’elle
démarre en croissant & partir de la valeur nulle.
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Discuter la suite du probléme selon que : C' < w ou non. Dans ce dermer cas,
montrer que la fonction ¢; atteint la valeur 41 a l'instant : ¢; = a,rcsm( )- On

en déduira qu’a cet instant, on passe & une deuxiéme phase du phénomeéne ou les
deux courants sont régis par le systéme :

W) +wlin(t) - @ +1)ia(t) =0, d+ii=1

Etudier cette deuxiéme phase du phénoméne en utilisant les nouvelles conditions
initiales : 43(¢; +0) = 1, 1 (t1) = Ccos(wty), i2(t1) = 0. En utilisant
une translation, on peut prendre l’origine de cette phase en t = 0. A ’aide de la

transformation £, déterminer les deux courants en posant : a; = C cos(wt;).
2
Pour continuer la démarche, on prendra les valeurs particulieres : C' = % , w=
1 . N s .
—. Etudier la fin de cette deuxiéme phase en utilisant, par exemple des intersec-

tions de courbes. Amorcer alors la troisieme phase du phénomeéne.
Exercice 7.42

Etude d’une ligne électrique de longueur finie.

La ligne est de longueur 1 et ses caractéristiques sont R et L . L’extrémité
d’abscisse ¢ = [ est reliée & la terre par 'intermédiaire d’une capacité Cj. Le
courant et la charge initiaux étant nuls, on applique a la ligne une force électro-
motrice constante v = V en z = 0 a l'instant t=0. on montre que ’équation F,

d
du probléme se transforme par £ en : mV(w,s) — (Ls+ R)CsV = 0. Cette
équation a pour conditions aux bords aux points ¢ = 0 et z = [ les relations
|4 I(l,s
V(0,s) = < et V(l,s)= )
duit, par 1’égalité qui relie les valeurs d’une fonction et de sa dérivée au point

1
"5+ R)Cids LV,

On pose pour s > 0, v/(Ls+ R)C = w et K(s) = L—W Montrer que la
solution de ’équation F, s’écrit :

V —sh(w(z — 1)) + K(s)ch(w(z - 1)
s sh(wl) + K(s)ch(w!)

. On admet que cette derniére condition se tra-

=1, asavoir: V(l,s) =

V(z,s) =

Appliquer la formule d’inversion en utilisant au prélable un changement de va-
riable sur s de type affine réel.



Annexes

Annexe 1 : Fonctions eulériennes

1. Définitions et premiéres propriétés

Par définition, la fonction eulérienne est définie dans le demi-plan IIy par une
intégrale :

400
I'(z) =/ et ldt
0

On démontre, en effet, que I'intégrale converge si Re(z) > 0.

L’intégrale de la dérivée est uniformément convergente sur les demi-droites [a, +oo[
ou ¢ > 0. Il en résulte que I' est holomorphe dans Ily, avec la premiére dérivée
donnée par la formule : I'(z) = [;° e~*t*~!Int dt.

La fonction I' vérifie la relation I'(z + 1) = 2I'(z) et comme I'(1) = 1, cette
fonction prolonge la fonction factorielle par la formule I'(n 4+ 1) = n!.

2. Prolongement analytique

La relation fonctionnelle précédente permet de prouver que, étant donné z non
entier négatif et de partie réelle négative ou nulle, et un entier n quelconque tel
que n + Re(z) > 0, la relation :

r
r(z) = (z+n)
(z+n—-1)(z+n—-2)---(2+ 1)z
définit une fonction (le second membre est en effet indépendant de n) analytique
de z dans le champ complexe privé de tous les réels entiers négatifs ou nuls. Ces
points sont des pdles simples.

3. Fonction B

Définition
Cette fonction est définie dans Iy x IIp par :

(2,u) = B(z,u) = /01 N1 —-¢)* tdt

ou encore

/2
Bz, u) = 2 /O (cos(8))2*~ (sin (6))2*~ d

Relation avec I

On prouve que :
_ I'(®)l(w)

B(z,u) =
( ? ) 1'\( z + ’LL)
En particulier, en utilisant un changement de variable et, via un contour conve-
nable, le théoréme des résidus, on obtient la formule dite «des compléments) :

+o0 zz1 T

L)1 - 2)=B(2,1-2) :A 1+xd$= sin(7z)
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4. Etude de la fonction I" pour z = z réel

Pour z > 0, la dérivée seconde vérifie : I (z) > 0, donc la fonction est convexe
On montre que son minimum est obtenu en un point z,, tel que 1 < z,, < 2.
Au voisinage de z = 0, par la formule des compléments, on a ’équivalence :
I'(z) ~ % Au voisinage de +o00, le comportement est donné par la formule de
Stirling :

I(z) ~ 2e™ V212

Lorsque z < 0, la formule de prolongement prouve que, dans | — n — 1, —n|
ot n € N, la fonction reste du signe de (—1)"*!. On prouve également que
(I"T —T"2)(z) > 0, ce qui revient & dire que dans chaque intervalle ] —n—1.—n|,
la fonction est logarithmiquement convexe. Il en résulte que le produit I'"T" est
positif, donc que la fonction est convexe si la fonction est positive et concave si
la fonction est négative. Ces propriétés sont résumées sur le graphe ci-apres.

v

5. Formules utiles
En utilisant la relation entre B et I', on évalue, pour Re(z) > 0, la dérivée

- I'(2) P1-(1-tt
 — = — —____dt.
logarithmique T(2) v+ /0 ;
On en tire en particulier : I'(1) = —y.

le de duplicati I'2 22gc—lI‘ r 1
Formule de duplication : I'(2z) = 75 (z)l(z + 5)

400
1 z z b} Y
Autres formules : On a : %) = zexp(yz) ];I [(1 + -1;) exp(—g)] d’ou, par

deux dérivations successives :

+o00 1

VzeC, —-z¢N=— ()(z) Zm

n®n!
n—++oo g(z+1)---(z+n)

On a aussi, la formule réelle : Vz > 0, I'(z) =
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Annexe 2 : Fonctions de Bessel
1. Equations différentielles de Bessel
Elles s’écrivent :
x2y”+zy’+(z2—vz)y=0 (Eu)
Parmi les solutions, on distinguent celles qui sont le produit de z¥ par des sé-
ries entieres. On trouve ainsi les fonctions J,, dites «fonctions de Bessel de
premiére espéce), équivalentes 3 (z/2)” en z = 0, définies par :

+00
(D)™ (z/2)PH
Ju(z) = Z nll'(n+v+1)

0

Le rayon de convergence de la série entiére est infini ; les fonctions de Bessel
d’indices entiers sont donc des fonctions entiéres. Dans le cas ol v est non entier,
ces fonctions ont pour domaines d’holomorphie ceux des branches de z".
Solutions fondamentales

Si v est non entier, un systéme de solutions fondamentales pour (E,) est le couple
{J,,J-,}. Un autre systéme est le couple {J,,Y,} ou Y,, notée aussi N, est la
«fonction de Bessel de deuxiéme espéce), définie par;

Jy(z) cos(vm) — J_,,(:z:).

sin(v)

Y, (z) =

On peut également, en utilisant les fonctions de Bessel «de troisieme espeéce),
dites aussi de Hankel, définies par :

ngl) =J, +1Y,, Hl(,2)=Ju -1y,

constituer un troisiéme couple de solutions fondamentales : {H{"), H(®)}.

Dans le cas de v = n entier, les couples de solutions précédentes ne sont plus
des bases, mais un passage 3 la limite fournit la base {J,,Y,} avec la définition :
Ya(2) = lim Y, (z). On en déduit Pautre base (H®, B,

2. Fonctions de Bessel d’argument purement imaginaire

En utilisant la variable ¢z, on obtient I’équation différentielle :

sy’ +ay — (e + )y =0  (E))
On déduit de ce qui préceéde, d’abord la solution I,, dite fonction de Bessel

«modifiée de premiére espéce), définie par :

+o00
2/2 v+2n
L=y A
- nll'(v+n+1)
Compte tenu des définitions des puissances a exposants non entiers, les relations
entre I, et J, s’écrivent :

I

I,(2) = exp(-vir/2)J,(zexp(vin/2) (-7 <arg(z) <

I(2) = exp(vin/2)J,(zexp(—vir/2) (g <arg(z) <
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On définit également, dans le cas ou v est non entier, les fonctions de Bessel
(modifiées de deuxiéme espéce) K, définies par :

mI_,(2) — 1I,(2)

K, (z) = 2 sinvrm

Ces fonctions deviennent, dans le cas d’un indice entier n :

Kn(z) = lim C G 2 LG _

v—sn 2 Vv—n v—n

Les fonctions de Hankel :
HM(iz) = J,(i2) + 1Y, (iz), H®(iz) = J, (i2) - iV, (i2),
sont reliées a ces fonctions par :
K, (2) = in /2 exp(ivn /2) HM (iz)

En passant aux arguments imaginaires, les diverses bases de solutions de FE,
deviennent des bases de solutions pour E}. Les wronskiens associés aux bases
citées fournissent les relations :

Jn(z)Y,:(z) - Yn(z)J,'l(z) =

L(2)KL(2) = Kn(2)IL(2) = —-=

3. Relations de récurrence

2} (2) = ndp(2) = 2Jns1(2)

20 (2) = —ndn(2) + 2Jn-1(2)
2I(2) = nln(2) — 2lh41(2)
2Il(2) = —nl,(2)+ 2l,-1(2)
2K} (2) = nKu(z) - 2K,11(2)
2K (z2) = —nKn(2)+2Kn—1(2)
(D Kn1(2) = ~Kn()ia() +

4. Représentations intégrales
Dans le cas ou Re(r +1/2) > 0,0n a:

Mo = (3) e [, -

("”)" 1 /0” €20 sin )2 g

I () 2) VAl +1/2)

Pour n entier, J, apparait comme un coefficient de Fourier :

1 [* ivsing —ind
Ja(z) = o7 Jy eI e df
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Il en résulte le développement en série de Fourier :

5. Représentations par des séries

I

—2-Y0(z)

by

2 5 r—k+n
TYal2) = Ju(2)|llog()]+7] - [Z(— >’°,(¢./,f)+;ﬁ[2 Z

- Y etk

Ko@) = ~1o(@)[log(3) 4] + (5 + 0+ H UL
ey

Ka)) = (0" (a) [los(D 4] + 5(- 1>n[ w%
+ rZihff( 1)¥ (e 2y L2 ”}

r=1

6. Comportements asymptotiques

Jo(2)[[log D1 +7] + (5)? - (14 3)

1, (2/2)*

(2)?

+
eia:sine — fJn(z)ein9.
—00

r=k+n

]_

Les fonctions U et V ayant des développements asymptotiques commengant par

2 _

1 +:F(4—n—1), on a: |arg(z)| < 3 = Kn(2z) =
8z 2
T < arg(s) < oF o Io(2) = ——U(2) +
2 8 2 T Vo

me
V2z

e-—z+(n+1/2)i7r

Varz

(2),

-z
V(z) et, d’autre part :

3m ™ . .
Dans le cas ol — — < arg(z) < =, on remplace, dans la deuxiéme exponentielle,

l’exposant —z + (n + 1/2)in par —z — (n + 1/2)ir.
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Congu en quelque sorte comme la suite naturelle de ['ouvrage intitulé
Mesures et distributions. Théorie et illustration par les exemples, ce livre
donne une présentation théorique de la transformation de Laplace uni-
latérale des fonctions et des distributions (chapitres 1 et 4), consolidée
par I'étude de nombreux exemples utilisant des méthodes diverses (cha-
pitres 2 et 5). Le chapitre 6 donne des exemples de résolution de pro-
blemes de Physique dans différents domaines (vibrations mécaniques,
circuits électriques, signal, diffusion de la chaleur, équations de Maxwell
dans des cas particuliers). Les autres chapitres proposent des exercices.
Bien entendu, il est utilisable par la plupart des étudiants engagés dans
une maitrise scientifique. Outre la transformation en elle-méme, qui
constitue un des exemples les plus fructueux, apres la transformation de
Fourier, de correspondance entre fonctions ou entre distributions et
fonctions, le livre fournit, pour le calcul des images, un grand nombre
d'occasions de manipuler les procédés de 1'analyse classique des fonc-
tions et des distributions.

La construction de la transformation, la mise en place de l'inversion de
la transformation, 1'étude des comportements au voisinage de l'infini,
['utilisation de la théorie des résidus, sont beaucoup de notions qui peu-
vent présenter de l'intérét pour les étudiants en Mathématiques. Les
diverses méthodes utilisées dans les recherches d'images de Laplace et
dans les résolutions d'équations fonctionnelles peuvent leur apparaitre
comme de bonnes illustrations des cours d'analyse des fonctions et de
calcul différentiel, orientées vers les déterminations explicites de solu-
tions.

Aux étudiants des maitrises de Physique ou de Physique appliquée,
notamment celles qui sont tournées vers le traitement du signal ou vers
I'automatisme, l'ouvrage apporte, outre les justifications théoriques
indispensables des fonctions spéciales et des exemples, dans des
domaines variés de la Physique, des problemes de physique régis par des
équations différentielles ou des équations aux dérivées partielles et par
des conditions limites interprétables en termes concrets.

Gilbert Demengel est ancien éléve de 'ENS de Cachan, professeur agrégé
de I'Université, ex-maitre de conférences a 'ENS de Cachan, inspecteur
général honoraire de 'Education nationale en Mathématiques.

Ilustration de couverture : Portrait de P.S. Laplace
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