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Avant-propos 
Contenu du livre 

L'ouvrage présent est consacré à l'étude de la transformation de Laplace unila­
tère des fonctions et des distributions causales. Les chapitres 1 et 4 sont des 
chapitres qui mettent en place la transformation dans un cadre théorique. Dans 
le chapitre 1, les abscisses de convergence, les propriétés principales concernant 
les dérivations, les intégrations, la convolution des fonctions dont l'importance 
est ainsi soulignée, l'holomorphie des transformées de Laplace, leurs comporte­
ments au voisinage de l'infini et au voisinage de leurs points singuliers, ainsi que 
les formules permettant l'inversion de la transformation sont étudiés en détail. 
Quelques exemples de calcul y figurent. 
Le chapitre 4 étend la notion de fonction causale aux distributions dites alors cau­
sales. Pour de telles distributions T, la notion d'abscisse de convergence O'(T) se 
généralise par la considération de la borne inférieure des réels a tels que exp(-at)T 
appartienne à l'espace S'. La transformée de Laplace de T est définie alors for­
mellement pour ~e(s) > O'(T) par la fonction complexe de la variable s telle 
que F(s) = (T, exp(-st)). Les propriétés des images de Laplace des fonctions se 
généralisent, en particulier l'holomorphie de F dans le demi-plan de convergence, 
les propriétés de translation, de dérivation, d'intégration et de convolution. La 
formule d'inversion permet de compléter celle qui concerne les fonctions. Dans 
ce chapitre, on accorde une attention particulière aux distributions qui sont des 
parties finies causales, en adaptant, pour ces cas particuliers, la traduction des 
théorèmes généraux. 
Les chapitres 2 et 5 développent, de manière détaillée, des exemples de cal­
culs d'images. Dans le chapitre 2, les exemples fournissent ainsi un dictionnaire 
d'images usuelles pour lesquelles des méthodes variées de calcul, utilisant les res­
sources de l'analyse classique, sont proposées. Outre les propriétés mêmes des 
transformées, ce sont des calculs d'intégrales au moyen du théorème des résidus, 
l'utilisation de relations algébriques, l'utilisation d'équations différentielles, l'in­
terversion d'intégrations, la dérivation sous le signe intégral, les développements 
en série, l'utilisation de prolongements analytiques · · ·. 
Ces exemples de calculs sont suivis d'exemples de calculs de convolution, d'exem­
ples de recherche d'images inverses, d'utilisation du théorème d'inversion dans la 
recherche de comportements de certaines fonctions au voisinage de l'infini. Enfin, 
on propose aussi dans ce chapitre des résolutions d'équations fonctionnelles par la 
méthode de la transformation de Laplace : les équations différentielles linéaires, 
les équations différentielles avec arguments retardés, les équations intégrales et 
les équations intégro-différentielles, les équations aux différences. 
De même, dans le chapitre 5, on étudie surtout les images de certains peignes cau­
saux et de distributions de type parties finies. Le reste du chapitre est consacré 
à la résolution au sens des distributions des équations différentielles, intégrales 
ou intégro-différentielles, les seconds membres de ces équations pouvant devenir 
alors des distributions. 
Le chapitre 6 donne des exemples, classiques, de résolution de certains problèmes 
aux limites rencontrés en physique dans différents domaines : diffusion de la cha­
leur, filtres, lignes de transmissions électriques, vibrations des poutres, équations 
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de Maxwell, ···Diverses classes d'équations différentielles et d'équations aux dé­
rivées partielles sont envisagées avec calcul des solutions souvent au moyen de la 
formule d'inversion et l'utilisation de contours fermés du champ complexe conve­
nables. 
Les deux autres chapitres 3 et 7 sont des chapitres d'exercices portant soit sur les 
chapitres 1 et 2, soit sur les chapitres 4, 5 et 6. Ces exercices, d'un nombre avoisi­
nant la centaine, peuvent être, des prolongements théoriques des chapitres 1 et 4, 
des calculs d'images de Laplace ou des résolutions d'équations fonctionnelles déjà 
vus dans les chapitres d'exemples, mais proposés avec des méthodes différentes, 
ou bien des thèmes non abordés dans les chapitres précédents et contenant des 
démarches analogues à des procédés décrits à d'autres propos. 
Ces exercices sont affectés des symboles(*), (*,*)ou(*,*,*)· La première ca­
tégorie est celle des exercices simples, applications directes de la théorie ou pro­
longements d'exemples déjà donnés; ils font intervenir des calculs simples et des 
concepts d'analyse classique connus. Dans la deuxième catégorie, les calculs pro­
posés sont plus complexes, les notions théoriques utilisées demandant davantage 
de réflexion. La troisième catégorie correspond aux exercices difficiles, soit par 
les concepts requis, soit par la complexité des calculs eux-mêmes. 
Ce livre ne contient pas de liste importante de transformées de Laplace ; seuls, 
quelques tableaux concernant des classes de fonctions usuelles y sont disposés. 
De plus, les résultats encadrés dans les deux chapitres.d'exemples fournissent un 
grand nombre d'images. Il n'en est pas moins vrai que ces résultats ainsi mis en 
évidence sont insuffisants. On renvoie à la consultation d'ouvrages et de tables 
spécialisés précisés dans la bibliographie. Celle-ci est loin d'être exhaustive. Les 
références, à l'intérieur de l'ouvrage sont indiquées à l'aide d'un double crochet : 
[[ ]] . 
A quels étudiants cet ouvrage peut-il être utile 1 
Tour d'abord, il est utilisable par la plupart des étudiants engagés dans une maî­
trise scientifique. Outre la transformation en elle-même, qui constitue un des 
exemples les plus fructueux, après la transformation de Fourier, de correspon­
dance entre fonctions ou entre distributions et fonctions, le livre fournit, pour 
le calcul des images, un grand nombre d'occasions de manipuler les procédés de 
l'analyse classique des fonctions et des distributions. 
La construction de la transformation, la mise en place d'une formule intégrale 
d'inversion, l'étude des comportements au voisinage de l'infini, l'utilisation de la 
théorie des fonctions analytiques et notamment les prolongements analytiques et 
le théorème des résidus, sans oublier les applications à la résolution des équa­
tions fonctionnelles, sont beaucoup de notions qui peuvent présenter de l'intérêt 
pour les étudiants en Mathématiques. Aux étudiants des maîtrises de Physique 
ou de Physique appliquée, notamment celles qui sont tournées vers le traite­
ment du signal ou vers l'automatisme, l'ouvrage apporte, outre les justifications 
théoriques indispensables, de nombreuses méthodes de calcul, des manipulations 
nombreuses des fonctions spéciales et des exemples, dans des domaines variés de 
la Physique, de problèmes de physique régis par des équations différentielles ou 
des équations aux dérivées partielles et par des conditions limites interprétables 
en termes concrets. 
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Chapitre 1 

Transformation de Laplace des 
fonctions 

1.1 Définitions, régions de convergence 

1.1.1 Fonctions causales localement sommables 

Définition 1.1 Une fonction causale f est une application de R dans C, presque 
partout définie et mesurable sur R et telle que : 

'eft E ]-oo, 0[, f (t) = 0 
. 

Dans le cas où f est seulement définie sur R+, on peut la considérer comme 
causale en la prolongeant par 0 sur R_. L'ensemble des fonctions causales qui 
sont localement Lebesgue-sommables sur R (ou sur R+) est un espace vectoriel 
que l'on note .C+. 

1.1.2 Abscisse de convergence absolue de Laplace 

On s'intéresse à. l'existence au sens de Lebesgue, lorsque s est un nombre com­
plexe, de l'intégrale, dite «intégrale de Laplace de f »qui s'écrit: 

r+oo 
I(f, s) = Jo f (t)e-st dt (1.1) 

ou à sa convergence en tant qu'intégrale impropre, convergence que l'on appellera 
aussi semi-convergence. Dans un premier temps, on suppose s = x réel. On va 
établir : 

Proposition 1.1 Pour toute fonction f de .C+, il existe un unique élément de 
R, noté (a(!) tel que : 

Vx ER, x <(a(!)=> I(lfl, x) = +oo, x >(a(!)=> I(lfl, x) < +oo 

Définition 1.2 Le nombre (a(!) défini par la proposition précédente est appelé: 
«l'abscisse de convergence absolue de Laplace de f >>" 
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On commence par énoncer le : 

Lemme 1.1 Si xo est un réel tel que I(lfl, xo) soit convergente, alors : 

x > xo =? I(lfl, x) < oo 

Démonstration du lemme 
0 C'est évident d'après le théorème de convergence dominée puisque x > x0 

implique l'inégalité : If (t) 1 exp(-xt) :$ If (t) 1 exp(-xot), lorsque f(t) est défini, 
donc pour presque tout t tel que t ~ O.O 
Démonstration de la proposition 
0 On pose: 0(!) = {x E lR. \ I(lfl, x) < +oo}. On peut distinguer trois cas qui 
s'excluent mutuellement : 

• Cas 1 : 0 (!) = 0 

• Cas 2 : 0 (!) = lR. 

• Cas 3 : C'est le cas où, 0(!) n'étant ni vide ni égal à JR., le lemme· 1.1 
implique que la borne inférieure (a(!) de 0(!) est un nombre réel. 

Alors, soit x > (a(!), il existe un réel x0 inférieur à x et appartenant à 0(!). Le 
lemme 1.1 affirme alors que x E 0(!). Cela démontre la proposition. 0 

Remarque 1.1 Cette proposition ne dit pas ce qui se passe pour x =(a(!). La 
conclusion varie avec la fonction f (Cf. Section 2.1). 

1.1.3 Abscisse de convergence (ou de semi-convergence) 

Proposition 1.2 Pour toute fonction de C+, il existe un unique élément de JR., 
noté (c(f) tel que : 

x < (c(f) =? I(f,x) est divergente, x > (c(f) =? I(f, x) est convergente 

Ce nombre est appelé: «l'abscisse de convergence de Laplace de f»}. 

La démonstration est la même que la précédente si l'on prouve le lemme 1.2 
analogue au lemme 1.1, à savoir : 

Lemme 1.2 Si x0 est un réel tel que I(f, x0 ) soit convergente, alors : 

x > x0 =? I (!, x) est convergente 

Démonstration. de ce lemme. 
0 On se sert de la formule généralisée d'intégration par parties qu'on énonce 
sous la forme suivante, convenant aux problèmes envisagés dans ce qui suit (Cf. 
Exercice 3.4) : 
Soient une fonction g continûment dérivable sur [a, b] et une fonction h Lebesgue­
intégrable sur [a, b]. On considère la fonction absolument continue H définie sur 
cet intervalle par une "intégrale indéfinie " de h : H ( u) = fau h( t) dt, par exemple, 
ce qui implique que la fonction H est presque partout dérivable et de dérivée égale 
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presque partout à h sur [a, b]. Alors, on a l'égalité suivante généralisant l'inté­
gration par parties : 

lb g'(u)H(u) du= g(b)H(b) - g(a)H(a) - lb g(u)h(u) du (1.2) 

Sur [O, A], avec g(u) = e(-(x-xo)u), h(t) = f(t)e(-xot), H(u) = fou h(t) dt, cette 
formule nous donne : 

-1A (x - xo) exp[;....(x - xo)u]H(u)du = 

exp[-(x - xo)A]H(A) -1A exp[-(x - xo)u]f(u) exp(-xou)du = 

exp[-(x - xo)A]H(A) -1A f(u) exp(-xu)du (1.3) 

On fait tendre A vers +oo. L'hypothèse de convergence de I(f, x0 ) implique 
que H est bornée et, puisque x > x0 , le produit exp[-(x - x0 )A]H(A) tend 
vers O. Par ailleurs, l' intégrale du premier membre de cette égalité (1.3) porte 
sur une fonction majorée en valeur absolue par la fonction sommable sur R+ : 
u 1-t (x - x0 ) exp[-(x - xo)u]sup IH(u)J. 
Par le théorème de convergence dominée, cette intégrale sur [O, A] admet donc 
une limite finie lorsque A vers +oo. 
Concluons que la dernière intégrale de l'égalité (1.3) admet une limite finie, ce 
qui achève de démontrer le lemme 1.2.ô 
Comme il a été dit ci-dessus, cela établit l'existence et la caractérisation de l'abs­
cisse (c (!) . 

Remarque 1.2 Il est clair que (c(f) ~ (a(!} mais l'inégalité peut être stricte 
comme on le voit en considérant l'intégrale f1 

00 sin u/ux du. 

On voit, en effet que cette intégrale converge absolument si et seulement si x > 1 
alors qu'elle est semi-convergente (Cf. Exercice 3.2) si et seulement six > O. Or, 
cette intégrale est identique à J0+00 sin( exp t)exp(-xt + t) dt. 
On exhibe ainsi un exemple de fonction : t 1-t sin(expt)expt, où (c(f) = 0 alors 
que (a(!) = 1. D'autres exemples sont donnés dans les exercices 3.2 et 3.3 (voir 
aussi la remarque 1.3). 

Corollaire 1.1 Si I(f, x0 ) est convergente et si x0 2:: 0, alors il existe une 
constante C telle que : 

't/t 2:: 0' 1 fot f(u) dul ~ Cexp(xot) 
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Démonstration 
O Le résultat est trivial pour x0 = O. Dans le cas où xo > 0, l'égalité (1.3) 
précédente, dans laquelle on prend x = 0 et A = t, nous fournit : 

lot f(u)du = -x0 lot H(u) exp(xou) du+ exp(xot)H(t) 

Par l'hypothèse de convergence de I(f, xo), la fonction IHI est majorée par une 
constante K. On peut donc majorer le second membre de la formule précédente 
par: 

K lot x0 exp(xou) du+ K exp(xot) 

Cette majorante est égale à K[2exp(x0t) - 1), ce qui termine la preuve.O 

Il faut noter l'importance de l'hypothèse xo ~ O. 
En effet, si on considère la fonction f telle que f(t) = exp(-2t), dont l'abscisse de 
convergence est -2, on peut choisir dans ce qui précède x0 = -1 et le corollaire 
amènerait à écrire l'inégalité: J~ exp(-2u)du::; C exp(-t), ce qui s'écrit encore: 
1 - exp ( -2t) ::; 2C exp ( -t), conduisant ainsi à une contradiction quand on fait 
tendre t vers +oo. 

1.2 Calcul des abscisses de convergence 

1.2.1 Premiers exemples 

On désigne par U la fonction échelon-unité, c'est-à-dire la fonction qui est définie 
par : U(t) = 0 si t < 0 et par : U(t) = 1 si t > O. 
On vérifie facilement les résultats suivants : 

Ç(t 1--t U(t) expt2) = +oo, Ç(t 1--t U(t) exp-t2 ) = -oo 

Si a> -1 ((t 1--t U(t)ta) = 0 

Ç(t 1--t U(t) exp (a+ iw)t) =a 

D'autres exemples sont traités au cours du développement du chapitre 2. 

1.2.2 Formules générales 

Proposition 1.3 Soit f une fonction de C+. Alors les abscisses de convergence 
de f, éventuellement égales à +oo, vérifient les inégalités respectives : 

1 fot (c(f)::; limsup[-ln 1 . f(u) dul], 
t-Hoo t o 

(a.(!)::; limsup[!1n 1 ft lf(u)I dul] (1.4) 
t-Hoo t Jo 

Chacune de ces inégalités est remplacée par l'égalité correspondante lorsque la 
limite supérieure du second membre est strictement positive. 
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Démonstration 
ô Il suffit de démontrer la première formule, puisque l'autre s'obtient en rem­
plaçant f par lfl. L'inégalité est évidente lorsque la limite supérieure est égale à 
+oo. Supposons que la lim sup soit un réel a. 
Soient a > a et € > 0 tels que : a + € < a. Par définition de lim sup, il existe A 
tel que: supt;?:A fln 11; f(u)dul <a+€ d'où la propriété: 

t ~A:::} 1 fot f(u)dul ~exp (a+ €)t 

Utilisons alors la formule (1.3) précédente avec xo = 0 et x 
l'intervalle [O, A1, avec A' > A : 

a. On a, sur 

A' A' la f(u)exp(-au)du= la aexp(-au)h(u)du-exp(-aA')H(A') 

Le dernier terme est inférieur à exp[(-aA') + (a+é)A'], donc tend vers 0 puisque 
a+€< a. 
De même, l'intégrale du second membre a une limite finie puisqu'au voisinage de 
+oo, l'intégrant est majoré par aexp[(a+é- a)u]. 
On en déduit la convergence de I(j, a) et, par conséquent, (c(f) ~ a. 
Pour montrer l'inégalité inverse dans le cas où a > O, on raisonne par l'absurde 
en supposant qu'il existe b < a avec b > 0 tel que I(j, b) soit convergente, alors le 
corollaire 1.1, qui s'applique puisque b > 0, implique l'existence d'une constante 
C strictement positive telle que: 11; f(u)dul ~ Cexp(bt). 
En prenant le logarithme et en divisant par t, on obtient (lnC + bt)/t dont la 
limite, lorsque t tend vers +oo, est égale à b inférieure strictement à a, amenant 
ainsi une contradiction (Cf. Exercice 3.5, pour l'inégalité stricte dans le cas d'une 
limite supérieure strictement négative). La proposition 1.3 est donc démontrée.ô 

1.3 Transformation de Laplace 

1.3.1 Introduction de la variable complexe 

Dans les propositions qui précèdent, la variable x était réelle. En fait, les résultats 
obtenus peuvent s'exprimer à l'aide de la variable complexe s. 

Proposition 1.4 Si le nombre complexe s vérifie x = Re(s) > (a(f) 1 {resp. 
x = Re(s) > (c(f)) 1 alors l'intégrale I(f, s) est convergente (resp. est semi­
convergente). 

Démonstration 
ô Dans le cas de l'absolue convergence, la propriété est évidente en vertu de 
l'égalité lf(t)ll exp[-(x + iy)t]I = lf(t)I exp(-xt). 
Dans le cas de la convergence, on utilise encore l'égalité (1.3) : 
Supposons x = Re(s) > (c(f). Soit alors un réel xo qui vérifie (c(f) < Xo < x. On 
utilise (1.3) avec g(u) = exp[-(s - xo)u] et h(u) = exp(-xou)f(u). On obtient 
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ainsi : 

1A exp(-su)J(u) du= 1A g(u)h(u) du= g(A)H(A) -1A g'(u)H(u) du 

ou encore: 

1A exp(-su)f(u) du= e-(s-xo)A H(A) + (s - xo) 1A H(u)e-(s-xo)u du 

Par hypothèse, IHI est majorée et, comme la partie réelle de -(s - xo) est stric­
tement négative, le second membre de l'égalité précédente admet une limite finie 
(type de raisonnement déjà utilisé). Cela termine la démonstration.O 

1.3.2 Définitions 

On définit et on note .Cd le sous espace de .C+ contenant toutes les fonctions f 
telles que (c (!) < +oo. 

Définition 1.3 Soit f un élément de .Cd. Soit la fonction, notée .C(f), définie 
dans le demi-plan ouvert Ilcc(J) = {s E C, ~e(s) > (c(f)} (noté plus simplement 
Ile(!)) au moyen de la formule : 

r+oo 
.C(f)(s) = Jo j(t) exp(-st) dt 

Cette fonction est appelée la transformée de Laplace de f. L'application qui 
associe à f sa transformée .C(f) est dite "transformation de Laplace". 

La fonction f qui joue le rôle d'antécédent est classiquement appelé "un original", 
la transformée de Laplace s'appelle aussi "image de Laplace" et la correspondance 

f ~ F entre l'original f et l'image F est quelquefois désignée, malgré l'abus de 

langage, par le symbolisme : j(t) ~ F(s). On trouvera, dans les exemples et 
les exercices du chapitre 2, des calculs explicites de transformées de Laplace. 

Remarque 1.3 Si f est un élément de .Cd, son abscisse de convergence absolue 
n'est pas nécessairement finie. 

En utilisant, en effet, une fonction du même type que dans la remarque 1.2, on 
re~arque que l'intégrale : 

1+00 sinx 
---..,,,.dx 

e xa(ln x).B ' 
avec 0 < a < 1 et f3 E lR quelconque 

est toujours convergente mais n'est jamais absolument convergente. On en dé­
duit que la fonction f définie sur [O,+oo[ par f(t) = etsin(exp(et))(exp(et))l-a 
admet, pour ces valeurs de a, des abscisses vérifiant, d'une part, (c(f) = -oo et, 
d'autre part, (a(J) = +oo. 
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1.4 Régions de convergence uniforme 

1.4.1 Régions de convergence absol_ue et uniforme 

Comme dans l'étude des séries entières dont la convergence se trouve réglée avec 
la notion de disque ouvert de convergence et dont les régions d'uniforme conver­
gence sont les disques fermés inclus dans ce disque, on va prouver que l'intégrale 
I(lfl, s) converge uniformément dans les demi-plans fermés inclus dans le demi­
plan ouvert : 

IIa(f) = {s E C, ~e(s) > (a{f)}. 

Proposition 1.5 L'intégrale I(lfl, s) converge uniformément dans tout demi­
plan fermé IIb où b est un réel- quelconque vérifiant b > (a(!). 

Démonstration 
O La preuve en est évidente grâce à la propriété suivante : 

Vx ~ b Vy ER., lf(t) exp[-(x + iy)t]I ~ lf(t)I exp[-bt] 

En effet, ê > 0 étant donné, il existe par hypothèse A tel que : 

VB>A, 
r+oo Js lf(t)I exp(-bt)dt < e 

On en déduit alors : 

VB >A, Vx ~ b, Vy ER., I L+oo f(t) exp(-(x + iy)t)dtl < ê. 

C'est l'expression de la convergence uniforme annoncée. 0 

1.4.2 Régions de "semi"-convergence uniforme 

On d~signe par sect(so, 0) le secteur fermé du plan de sommet so, d'axe parallèle 
à l'axe des réels positifs et de demi-angle au sommet 0 supposé vérifier : 0 < 7r /2. 

Figure 1.4.2 

QL----"""'---+x 

Proposition 1.6 L'intégrale I(f, s) converge uniformément dans tout secteur 
sect ( so, 0) de sommet so vérifiant ~e ( so) > (c (!). 

Démonstration 
0 On se sert encore de l'intégration par parties (formule (1.2)), mais cette fois 
dans le but de majorer un reste d'intégrale. Aussi, l'intervalle [O, A] sera remplacé 
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par un intervalle [B, A] où on fera tendre A vers +oo. 
Pour cela, on prend pour cette formule : 

h(u) = f(u) exp[-sou], H(t) = k h(u) du, et g(u) = exp(-(s - s0 )u] 

On obtient ainsi : 

1: f(t) exp(-st) dt= LA h(t)g(t) dt= H(A)g(A) + (s - so) LA H(u)g(u) du 

On fixe B > 0 et on fait l'hypothèse que ~e(so) > (c(f). Alors l'intégrale sur 
[B, +oo( de f(t) exp(-s0t) est convergente et il en résulte qu'il existe M tel que : 

'v'A>B, 1 LA f (t) exp(-sot)dtl ~ M 

Supposons ~e(s) > ~e(s0). Comme g(A) tend vers O, il en est de même de 
H(A)g(A) et l'intégrale JJ"00 H(u)g(u)du est absolument convergente. On peut 
donc passer à la limite dans l'égalité précédente, ce qui donne, pour tout B : 

r+oo r+oo JB f(t) exp(-st) dt= (s - so) JB H(u)g(u) du 

En outre, en passant aux modules, on a aussi : 

r+oo r+oo 
1 JB f(t) exp(-st] dtl ~Ml s - so 1 JB lg(u)I du 

En calculant la dernière intégrale, on obtient la majoration : 

i +oo 1 s - so 1 
1 f(t) exp(-st] dtl ~ M exp[-(x - xo)B] 

B x-xo 

Or, ls - s0 1/(x - x0 ) = (cos(arg(s - so))]-1 • Donc, si s est dans le secteur 
sect(s0 ,0), on peut majorer ls- sol/(x- xo) uniformément par (cos(J)-1 • 

Finalement, étant donné é > 0, l'hypothèse de convergence au point s0 implique 
qu'il existe Bo tel que : 

B >Bo ==? 1 LA f(u) exp[-sou] dul < ccosO 

Ainsi : 

B > Bo =} 1 L+oo f(t) exp(-st] dtl < é 

Comme cette inégalité est vérifiée indépendamment des dans le secteur sect( so, 0), 
la preuve est obtenue. <> 

(Pour des compléments sur ces régions d'uniforme convergence, le lecteur peut 
consulter [[28]].) 
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1.5 Holomorphie des transformées de Laplace 

1.5.l Abscisses de convergence de t H- tf(t) 

15 

Proposition 1. 7 Soit J un élément de Cd. Alors, la fonctionf1 1 définie par : 
t t-+ f1 1 = -tf(t) appartient aussi à cet espace et, de façon plus précise, les 
abscisses de convergence de cette fonction sont égales à celles de f. 

Démonstration 
<:; Soit un réel x tel que x > (c(J). En désignant par xo un réel vérifiant l'in­
égalité : (c(J) < xo < x et par H la fonction absolument continue définie par : 
H(t) = J~ f(u) exp(-xou)du, la formule d'intégration par parties fournit : 

lA tf(t) exp(-xt) dt= lA t exp[-(x - x0 )t]dH(t) = 

Aexp[-(x - xo)A]H(A)- lA[l - (x - x0)t]exp(-(x - x0 )t)H(t) dt 

Puisque -(x - x0 ) < 0, il en résulte que : 

lim Aexp[-(x - xo)A] = 0 et t t-+ [1- (x - x0 )t]e(-(x-xo)t) E C1 (R+) 
A~+oo · 

. Ajoutons que, par hypothèse, H est bornée. Il en résulte, lorsque A --+- +oo, que 
le premier terme du second membre tend vers 0 et que le deuxième terme tend 
vers une limite finie. 
Le premier membre admet donc une limite dans C, d'où : (c(tf) ~ ( 0 (!). Pour 
démontrer l'inégalité inverse, on pose : H(t) = J; uf(u)e(-xu) du en supposant 
x > (c(tf). Cette fonction H est donc bornée. L'intégration par parties sur 
l'intervalle [1, A] nous donne : 

1A f(t) exp(-xt) dt= 1A C 1 dH(t) = A-1 H(A) + 1A t-2 H(t) dt 

Lorsque A tend vers +oo, le premier terme du second membre tend vers 0 et le 
deuxième, portant sur une fonction du type O(t-2) au voisinage de +oo, admet 
une limite dans C. On en déduit que x > (c(J). Par conséquent, (c(J) ~ (c(Jli)~ 
La proposition est donc démontrée. <:; · 

1.5.2 Etude" de l'holomorphie d'une transformée de Laplace 

Théorème 1.1 Soit f une fonction de Cd, alors sa transformée de· Laplace 
F = C(J) est une fonction holomorphe de la variables dans le demi-plan ouvert 
IIe(!), c 'est-à-:dire lorsque ~e ( s) > (c (!). De plus, la dérivée complexe, au point 
so, de la transformée de Laplace de f est obtenue par dérivation SQUS le signe 
intégral par rapport à s. Autrement dit, on a : 

Vs E C, 
dF · . 

~e(s) > (c(J) => ds(s) = C(J11)(s) (1.5) 
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Démonstration 
La preuve de ce théorème est plus simple si on se place au dessus de l'abscisse de 
convergence absolue (Cf. exercice 3.17). On utilise alors le théorème d'holomor­
phie des intégrales dépendant d'un paramètre complexe .. 

~ Ce théorème est, en fait, la traduction, pour une intégrale, d'un théorème de 
Weierstrass sur l'holomorphie de la limite d'une suite uniformément convergente 
de fonctions holomorphes. 
Avec l'hypothèse donnée, cette preuve repose sur la convergence uniforme de 
I(f, s) dans les domaines sect(s, 8), propriété qui implique la convergence uni­
forme dans tout disque fermé de centre so vérifiant Re(so) > (c(f) et de rayon r 
vérifiant r < Re(so) - (c(f). Un tel disque est noté D et sa frontière, parcourue 
dans le sens direct, s'identifie à un chemin noté 'Y· La fonction F = .C(f) est la 

limite de la suite de fonctions (Fn) définie par : Fn(s) = fon f(t) exp(-st) dt 
nEN 

et, d'après la proposition 1.6 et ce qui vient d'être dit, cette convergence est uni-
forme sur D. 

0 

On montre d'abord que les fonctions (Fn) sont holomorphes dans D. 
Il suffit, pour cela, d'utiliser les variables x et y et les théorèmes concernant 
les intégrales, dépendant de paramètres réels, prises sur des intervalles compacts. 
Presque partout en t sur le compact [O, n], la fonction (x, y) J-t f(t) exp(-(x+iy)t) 

0 

est de classe C00 dans D. On sait donc qu'on peut dériver sous le signe intégral. 
La fonction (x, y) J-t exp(-(x + iy)t) vérifie les conditions de Cauchy et comme 
les dérivations figurant dans ces conditions permutent avec l'intégrale, on obtient 
ces conditions de Cauchy pour .(Fn). On en déduit l'holomorphie du terme géné­
ral de la suite. 
La formule de Cauchy nous donne alors 

0 

Vs ED, Fn(s) = ~ 1 Fn(z) dz 
2i11' "( z - s 

ou encore, par paramètrage du cercle 'Y : 

Fn(s) = îr ( 2
7r Fn(so + rexp(iO))exp(iO) dO 

211' }0 so - s + rexp(iO) 

Pour le dénominateur, on a l'inégalité : lso - s + rexp(iO)I :'.:: r - ls - s0 j. Par 
ailleurs, la convergence uniforme sur le cercle 'Y de Fn vers F implique qu'il existe 
un entier N tel que : 

Vn > N, VO E [O, 211'], IFn(so+rexp(iO))-F(so+rexp(iO))I ~ (r-ls-sol)e 

On en déduit la convergence uniforme sur [O, 211'] de la suite des intégrants précé­
dents considérés comme des fonctions de 8. Il en résulte donc, par passage à la 

0 

limite, lorsque s ED : 

F(s) = lim Fn(s) 
n-t+oo 
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lim ir [21r Fn ( so + r exp ( i8)) exp( i8) dB 
n-++oo 211" }0 so - s + rexp(i8) 

ir [21r F(s0 + rexp(i8)) exp(i8) dB 
211" }0 so - s + rexp(i8) 

= _!__ 1 F(z) dz 
2i11" "Y z - s 
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Cette dernière formule prouve l'holomorphie dans le disque ouvert considéré et, 
par conséquent dans tout le demi-plan ouvert 1re(J). De plus, la dérivée complexe 
de Fn étant obtenue par dérivation sous le signe intégral, on a : 

ddFn (s) = {n (-tf(t)) exp(-st) dt= 1/2i1r 1 ( Fn(z~ 2 dz 
s }0 "Y z - s 

Le raisonnement de convergence uniforme ci-dessus peut-être repris. D'une part, 

la dernière intégrale converge vers 2~ 1 ( F(z\ 2 dz, d'autre part, la suite des 
i1r "Y z - s 

, . , dFn . 
denvees ds converge vers .C(J11). 

L'égalité obtenue .C(J11)(s) = ~ 1 ( F(z\ 2 dz exprime finalement que cette 
2i11" "Y z - s 

transformée de t 1-t f1 1(t) = -tf(t) est bien la dérivée complexe de .C(J).ô 

On sait qu'une fonction, holomorphe dans un ouvert de C, est analytique dans 
cet ouvert, en particulier, ind.éfiniment Cdérivable. Comme la .dérivée d'une 
transformée de Laplace en est encore une, on peut itérer, sans aucune hypothèse 
supplémentaire, le théorème précédent, d'où la conséquence suivante : 

Corollaire 1.2 Soit f, élément de .Cd, alors la transformée de Laplace de f est 
analytique dans le demi-plan ouvert Ile(!) et, en désignant par fin la fonction 
t r+ (-t)n f(t), les dérivées successives de F = .C(J) sont données par les for­
mules: 

r+oo 
~e(s) > (e(J) => p(n)(s) = Jo (-tr f(t) exp(-st) dt= .CU1n)(s) (1.6) 

1.5.3 Utilisation de divers prolongements analytiques 

a) Prolongement analytique dans le demi-plan ouvert de convergence. 

Supposons que le calcul de la transformée F = .C(J) soit effectué pour les valeurs 
réelles de s supérieures strictement à l'abscisse de convergence de f ou encore 
pour des valeurs Sn constituant une suite réelle convergente vers un nombre réel 
supérieur strictement à cette .abscisse. Supposons aussi que l'on connaisse une 
fonction holomorphe F* dans le demi-plan Ile(!) dont la restriction à la demi­
droite ](e(J), +oo[ ou à l'ensemble des points Sn coïncide avec F. Alors, d'après 



18 Chapitre 1. Transformation de Laplace des fonctions 

la propriété précédente, le demi-plan étant un ouvert connexe, on peut conclure 
à l'égalité C(f)(s) = F*(s) quel que soit s E IIe(!). 

Exemple 1.1 

Il est facile de calculer C(U(t)ta)(s), lorsque œ > -1, pour les valeurs réelles de 
s. La fonction trouvée est, à un facteur prés, la fonction x i-+ x-(a+I). Dans le 
champ complexe privé d'une coupure qui n'a pas de points communs avec II0 , 

cette fonction se prolonge en la fonction holomorphes i-+ exp.((-œ-l)(ln lsl+i8)) 
où (J est l'argument de s compris, dans le cas présent, dans ] - 7r /2, 7r /2[ lorsque 

s E II0 • Notons cette fonction à l'aide d'un crochet : [s-(a+i)]. D'après ce qui 

vient d'être affirmé, on a alors : 

Vs E C, 

D'autres situations utilisent ce prolongement analytique. 
Par exemple, lorsque l'image de Laplace cherchée est solution d'une équation 
différentielle. Celle-ci étant résolue lorsque la variable est réelle, on sait que le 
prolongement sera toujours solution de cette équation. Ce prolongement fournira 
la transformée cherchée dans le domaine complexe. Une autre situation peut être 
envisagée: 
b) Prolongement analytique relativement à un paramètre 
Supposons que la fonction, notée alors f(t, A), dépende d'un paramètre complexe 
À appartenant à un ouvert n de Cet qu'elle soit analytique dans cet ouvert par 
rapport à À. Dans cette situation, on peut énoncer la proposition suivante : 

Proposition 1.8 Soit une famille f(t, A), paramétrée en la variable À, de fonc­
tions causales de la variable t où le paramètre À appartient à un ouvert n de C. 
On suppose: 

1} Il existe un réel c tel que (a(J) ~ c quel que soit À dans Q. 

2} Pour presque tout t > 0 fixé, la fonction : À i-+ f(t, À) est holomorphe dans 
n. Pour tout compact I< inclus dans n, il existe une fonction causale t i-+ h(t) 
admettant une abscisse de convergence vérifiant (a(h) ~ c telle que, pour presque 

â 
tout t 2: 0 et pour .. tout À E K, on a : 1 ÔÀ f(t, A)I ~ h(t). 

Alors, l'image de Laplace F(x, À) de f(t, A) est holomorphe en À dans 0 et la 

dérivée de cette fonction holomorphe est la transformée de Laplace de :À f (t, À). 

Preuve 
0 C'est une application immédiate du théorème d'holomorphie des. intégrales dé­
pendant d'un paramètre. 
On considère, en effet, pour tout s E Ile fixé, la fonction f(t, A) exp(-ts). L'in­
tégrale de cette fonction de la variable t existe pour tout À E O. De plus 
lorsque À E K, on a: la8.xf(t,À)exp(-st~e(s))I ~ h(t)exp(-:-t~e(s)) et, puisque 
(a(h) ~ c, cette dernière fonction est sommable. On en déduit ainsi la ·conver­
gence uniforme locale de l'intégrale portant sur la dérivée. Par conséquent, le 
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théorème d'holomorphie des intégrales s'applique et donne le résultat. O 

Ainsi, dans l'exemple précédent, on peut prendre œ complexe avec ~e(œ > -1, 
ce qui assure l'existence de l'intégrale de t i---+ t"' exp(-st) pour ~e(s) > O. La 
dérivée partielle par rapport à œ de la fonction puissance s'écrit : t"' ln t et, sur 

tout compact K du demi-plan Il_1, on a: it"' ln ti ::; lnt[x[o,11+tAX]l,+oo[] où A= 
SUPaeK~e(œ). Cette fonction majorante est toujours d'abscisse de convergence 
nulle ; l'analyticité de la transformée par rapport à œ est donc démontrée dans 
l'ouvert n = n-1· 
La conséquence est la suivante : Comme on sait que les deux fonctions r(œ + 1) 
et [ s-(a+l) J sont holomorphes dans l'ouvert connexe TI_1 , on en déduit, par le 

principe du prolongement analytique, que le résultat obtenu dans le cas où œ E lR 
est encore valable lorsque œ est dans TI_1 . 

Ce procédé fait l'objet de nombreuses illustrations dans les exemples traités au 
chapitre 2. 

Remarque 1.4 Dans la proposition précédente, il est suffisant de supposer que 
la majorante h admet une abscisse finie c1 indépendante du compact K. 

En effet, la proposition donnera alors les images de f(t, >.) pour ~e(s) > c1• Soit 
alors>. E n. Comme l'image F(s, >.de J(t, >.)existe dans Ile, on pourra procéder, 
à partir d'une formule établie dans Ile1 , à un prolongement relativement à la 
variable s vers Ile. 
Ces questions exigent ici que les fonctions f (t, >.) soient dans Cd. Elles seront 
reprises lorsque ces fonctions engendreront des distributions de type parties finies 
(Cf. § 4.10.7). 

1.6 Propriétés de la transformation de Laplace 

Outre la linéarité de la transformation qui est évidente, on cherche quels sont les 
effets, sur les transformées, de quelques opérations simples sur les originaux f. 

1.6.1 Translation et dilatation sur un original 

Soit fa la translatée, d'indice a de la fonction f, supposée dans Cd. Cette fonction 
est définie par fa(t) = f(t - a) et, si l'on suppose que a > 0, la translatée reste 
causale. Une translation sur la variable d'intégration amène, si x > (e(f), la 
relation : 

r+oo Jo fa(t) exp(-xt) dt = 
r+oo 

l-a f (t) exp(-x(t +a)) dt 

r+oo 
exp(-ax) Jo f(t) exp(-xt) dt 

Il en résulte que (e(Ja) = (e(f) et que cette relation, étant valable pour des x 
complexes, on a : 
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Proposition 1.9 La translatée d'indice a > 0 d'une fonction de Cd est encore 
dans cd; les abscisses de convergence restent les mêmes et on a : 

1 'v's E_ C, ~e(s) > (c(/) :::} C(fa)(s) = exp(-as)C(f)(s) j 

Remarque 1.5 En inversant le rôle de l'original et de l'image, il est clair que, 
si f E Cd, la fonction t i-+ g(t) = f(t) exp(at) où a est, cette fois, un réel 

. quelconque, est encore dans Cd, que son abscisse de convergence vérifie : (c(g) = 
(c(/) +a et que, d'autre part, la transformée C(g) est la tranlatée d'indice a de 
la transformée C (!). 

Pour la dilatation, rappelons que la dilatée d'indice k réel non nul de la fonction 
f, notée dans cet ouvrage f[k]i est définie par f[kJ(t) = f(kt). Si k > O, cette 
fonction reste causale. Si, en outre, on suppose que x > k(c(f), on a : 

l+oo f[kJ(t) exp(-xt) dt= 1/k 1+00
/(u) exp(-ux/k) du 

De cette relation, il en résulte facilement : (c(/[kj) = k(c(f) et, en remplaçant, 
dans la relation précédente, x par un complexe s, on obtient : 

Proposition 1.10 La dilatée d'indice k > 0 d'une fonction de Cd est encore 
dans Cd; les abscisses de convergence vérifient (c(/[kJ) = k(c(f) et on a : 

Vs E C, 
1 s 

~e(s) > k(c(f):::} C(f[k])(s) = kC(f)(k) 

Remarque -1. 6 On peut également remplacer t par kt pour k complexe. mais 
la propriété précédente n'est vérifiée qu'avec certaines restrictions (Cf. Exercice 
3.16). . 

1.6.2 Transformation d'une dérivée 

Notons pour commencer· que, si une fonction de Cd est dérivable, sa dérivée n'est 
pas nécessairement dans Cd, pas forcément en raison des abscisses de conver­
g~nce, mais plutôt à cause d~ la locale sommabilité. 
Il suffit, en effet, de considérer la fonction f définie par f(t) = U(t)ta où -1 < 
a < 0 ciont la dérivée f'(t) = aU(t)ta-l existe partout sauf au point t = O. 
Cependant, cette dérivée n'est pas sommable au voisinage de O. 

Si, de faÇon plus générale, f n'admet pas de limite à droite au point t = 0 
ou bien tend vers l'infini, on constate immédiatement que la dérivée ne peut 

·être sommable au voisinage de t = O. C'est pourquoi on est amené à supposer 
l'existence de la limite f(O+). · 
Par ailleurs, il est facile de se rendre compte que la dérivée peut avoir une abs­
cisse de convergence différente de celle de la fonction. Ainsi, la fonction f telle 

·que f (t) · = t pour 0 :::; t :::; i et f(t) = 1 pour t > 1 a une abscisse_ égale à 0 
alors qtie la dérivée posséde une abscisse égale à -oo~ Dans ce cas, (c (!') < (c (!). 
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A l'inverse, considérons l'exemple de la remarque 1.2.A. 
La dérivée de t t-+ (exp t) sin( exp t) s'écrit : ( exp(2t)) cos( exp t) + (exp t) sin( exp t). l +oo . , . . . . . , sin U • 
La transformee du premier terme fait mtervemr l'mtegrale --1 du qm 

1 ux-
n'est convergente que pour x > 1. On en déduit, pour ce dernier cas, l'inégalité 
contraire (c (!') > (c (!). 
Ajoutons encore qu'on peut trouver des fonctions d'abscisses finies dont la dérivée 
a une abscisse égale à +oo (Cf.Exercice 3.15). 
On suppose à présent, de façon générale, que f est dans .Cd et qu'elle est ab­
solument continue sur tout intervalle compact de (0, +oo(. Il en résulte qu'elle 
est continue sur (0, +oo[, presque partout dérivable sur cet intervalle et que sa 
dérivée est une fonction causale. On peut, sur (0, A], utiliser l'intégration par 
parties : 

1A f'(t) exp(-st) dt= 1A exp(-st) df(t) = 

f(A) exp(-sA) - f(O+) + s 1A f(t) exp(-st) dt 

On suppose que (c(f') =J +oo et on note a= sup((c(f), (c(f')). Alors, si en outre 
Re(s) > a, les deux intégrales de la relation précédente admettent des limites 
finies lorsque A --+ +oo. Il en résulte que, par différence, f (A) exp(-sA) admet 
également une limite. Puisque l'intégrale de f (t) exp(-st) est convergente, cette 
limite est nécessairement nulle. Par conséquent : 

Proposition 1.11 Si la fonction f, élément de .Cd est absolument continue sur 
tout intervalle compact de [O, +oo( et si la dérivée est aussi dans .Cd, alors la 
transformée de la dérivée vérifie : 

1 Re(s) > sup((c(f), (c(J')) :::} .C(J')(s) = - f (O+) + s.C(J)(s) (1.7) 1 

Dans le cas où la fonction est deux fois dérivable et, sous réserve de pouvoir 
transporter les hypothèses précédentes au niveau de cette nouvelle situation, on 
peut énoncer : 

Corollaire 1.3 Soit f une fonction de .Cd dérivable sur (0, +oo] à dérivée abso­
lument continue sur cet intervalle et telle que les fonctions f' et f" soient dans 
l'espace .Cd. Alors, les limites f(O+) et f'(O+) existent et la relation précédente 
implique la relation : 

Vs E C, Re(s) > sup((c(J),(c(J'),(c(J")):::} .C(J")(s) = s.C(J')(s) - f'(O+) 

Il en résulte : 

1 Re( s) > sup( (c(J, f', J") :::} .C(J")( s) = s2 .C(J)( s) - s f (O+) - f' (O+) (1.8) 1 

Ces formules sont à l'origine du traitement des équations différentielles par la 
transformation .C (Cf.§ 3 du chapitre 2). 
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1.6.3 Transformation d'une primitive 

Si f est un élément de .Cd, on peut considérer la fonction 11 définie par 11(t) = 
J~ f( u) du. C'est une fonction absolument continue et, d'après le corollaire 1.1, on 

sait que pour tout xo tel que xo > 0 et Xo > (c (!), on a 1 J~ f ( u) dul S C exp( xot). 
Cette dernière majoration pouvant s'écrire: ll1(t) exp(-x0t)1 s C, il en résulte 
que l'intégrale de Laplace de l I converge absolument en tout point x vérifiant 
X> Xo. 
On peut conclure ainsi (a(l1) S sup(O,(c(J)), en particulier, 11 est dans .Cd. En 
tenant compte de Ij(O+) = 0, la formule de la proposition (1.8) nous fournit : 
.C(J)(s) = s.C(l1)(s). On peut donc énoncer: 

Proposition 1.12 Soit f une fonction de .Cd. La fonction t i-+ J~ f(u) du est 
alors dans .Cd et on a : 

Vs E C, ~e(s) > sup(O,(c(J)) => .C( {t f(u) du)(s) = ~.C(J)(s) (1.9) lo s 

Remarque 1. 7 Supposons que (c(J) < 0 et que la transformée .C(J) ne soit pas 
nulle au points= O. Alors, la fonction (1/s).C(f)(s) ne peut être holomorphe 
au point s = 0. On en déduit, le demi-plan d'holomorphie de .C ( l I) ne pouvant 
contenir ce point, que: (c(l1) ~O. Dans ce cas (c(l1) = (a(l1) = 0 

1. 7 Convolution et Transformation de Laplace 

Comme dans le cas de la transformation de Fourier, à propos de laquelle nous ver­
rons d'ailleurs quelles sont les relations qui la lient à la transformation de Laplace, 
nous prouvons maintenant que la convolée de deux originaux est transformée en 
le produit habituel des deux transformées. 

1. 7.1 Convolution de deux originaux 

Supposons que f et 9 soient deux fonctions causales toutes deux localement som­
mables. L'intégrale exprimant leur convolution est alors prise sur [O, +oo[ et 
comme, de plus, 9(x - t) = 0 lorsque t > x, on en déduit que six < O, la convolée 
est nulle au point x. Dans le cas où x > .o, cette convolée au point x s'exprime 
par une intégrale sur le compact [O, x]. 
Il reste à examiner l'existence, au moins presque partout, de cette intégrale. 
Supposons que x E [O, A]. Lorsque x et t sont tous deux dans cet intervalle, la 
différence x - t reste dans un intervalle compact K. Considérons la restriction 
de la convolée à cet intervalle [O, A], elle est identique à la convolée de X[o,A]f et 
de XK9· En désignant ces deux fonctions par fi et par 91! on se ramène à des 
fonctions à supports compacts qui, étant données les hypothèses, sont sommables 
sur lR et pour lesquelles on sait que l'on peut appliquer le théorème de Fubini. 
En utilisant en outre un changement de variables évident, on obtient : 

[ { fi (t) dt][ { 91 ( u) du] = { fi (t)91 ( u)dtdu 
}IR }IR }IR2 
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{ fi(w-v)g1(v)dvdw= {[{ fi(w-v)g1(v)dv]dw k2 kk 
En particulier, ce théorème de Fubini implique que la fonction w i--t JR fi ( w -
v)g1(v) dv existe pour presque tout w. On en déduit que, sur [O, A], la convolée 
f * g est définie presque partout. On en déduit classiquement que cette convolée 
est définie presque partout sur lR. Ce théorème implique aussi que cette fonction 
est sommable sur [O, A] et ceci quel que soit A. Concluons : 

Proposition 1.13 Si f et g sont des fonctions de .C+. Alors, la convolée f * g 
existe presque partout sur R. et définit un nouvel élément de ce même espace .C+. 

1.7.2 Transformation d'une convolée 

Théorème 1.2 Soient f et g des fonctions de .Cd dont les abscisses de conver­
gence absolues ne sont pas égales à +oo. Alors, la fonction f * g est aussi dans 
.Cd. De façon plus précise, on a : (a(!* g) S sup((a(f), (a(g)) et la transformée 
de la convolée vérifie : 

1 ~e(s) > sup((a(f), (a(g)) =} .C(f * g)(s) = [.C(f)(s)][.C(g)(s)] (1.10) 1 

Démonstration 
~L'utilisation de la formule de Fubini requiert les sommabilités et c'est pourquoi 
on envisage seulement les abscisses de convergence absolues. On suppose donc 
x > sup((a(f), (a(g)). La formule de Fubini nous donne d'abord formellement : 

r+oo Jo (f * g)(t)e(-xt) dt = 
r+oo {t Jo e<-xt)[j

0 
f(u)g(t - u) du] dt 

r+oo 1+00 Jo [ u f(u)g(t - u)e(-xt) dt] du 

Remplaçons toutes les fonctions par leurs modules. Puisque x > (a(g), on voit 
apparaître, dans la dernière intégrale, la transformée de la translatée d'indice u 
de la fonction g, donc en utilisant la proposition 1.8 : 

1+00 r+oo 
u lg(t-u)lexp(-xt)dt= Jo lgu(t)lexp(-xt)dt=exp(-ux).C(lgl)(s) 

La dernière intégrale de la relation de Fubini précédente devient donc, en rem­
plaçant les fonctions par leurs modules : 

r+oo 
[.C(lgl)(x)] Jo lf(u)I exp(-xu) du 

Comme, de plus, l'inégalité x > (a(!) implique la convergence absolue de cette 
dernière intégrale, on en déduit la validité de la formule de Fubini précédente. 
Ajoutons d'ailleurs qu'elle est valable aussi pour tout complexe s vérifiant l'iné­
galité : ~e(s) > sup((a(f), (a(g)). 
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D'après la remarque précédente, l'intégrale du second membre de cette formule 
s'écrit : 

[.C(g)(s)] /o+oo f(u) exp(-su) du= [.C(g)(s)][.C(f)(s)] 

Il en résulte la formule annoncée sous la réserve faite sur le complexe s. O 
Signalons qu'on peut montrer que la transformée de Laplace d'un produit fg 
s'exprime sous certaines conditions comme une convolution complexe des trans­
formées. Ce sera vu comme application d'une des formules d'inversion de .C. 
Il est à noter aussi que le domaine de validité de la propriété précédente fait 
intervenir les abscisses de convergence absolue (cela tenant aux conditions d'ap­
plication du théorème de Fubini); ce domaine n'est donc pas toujours le domaine 
commun d'existence des deux transformées de Laplace des fonctions en cause. 
Des améliorations peuvent être envisagées. Une illustration en est donnée à par­
tir d'un cas particulier. 

1.7.3 Examen d'un cas particulier de convolution 

On a vu, dans § 6.3, la transformation de la fonction t i-t Ji f(u) du. Nous 
remarquons que cette intégrale peut être considérée comme la convolée U * f. En 
effet, on a: 

(U * f)(t) = 1tU(t - u)f(u) du= 1t f(u) du 

Puisque (a(U) = 0, on déduit du théorème précédent que : 

Vs E C, 
1 

~e(s) > sup(O, (a(/)) ::} .C(U * f)(s) = -.C(f)(s) 
s 

Cette formule ne diffère de la formule (1.9) que par le remplacement, dans cette 
dernière, de (a(!) par (c (!). 
Considérons alors une fonction f dont l'abscisse de convergence est positive et 
diffère de l'abscisse de convergence absolue. Par exemple, la fonction déjà envi­
sagée t i-t exptsin(expt) où (a(/)= 1 et (c(/) =O. Alors, l'égalité de (1.9) est 
vraie pour U et f sous la seule condition ~e(s) > O. 

1.8 Comportements asymptotiques d'un original et 
de son image 

Dans ce paragraphe, on montre comment le comportement d'un original f(t) au 
voisinage de t = 0 (respectivement, lorsque t -+ +oo) est lié au comportement de 
son image F(s) lorsque !si -+ +oo (respectivement, au voisinage des= 0). 
Lorsqu'une proposition concerne le comportement de f(t) au voisinage de t = O, 
la proposition est dite "de valeur initiale". Si elle concerne le comportement de 
f(t) au voisinage de +oo, elle est dite "de valeur finale". 
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Proposition 1.14 (de valeur finale) 

• 1. Soit f une fonction de C,d telle que l'intégrale f0+00 f ( t) dt soit absolument 
convergente (resp. soit convergente), ce qui implique que l'on a : (a(f) ~ 0 
(resp. (c(f) ~ 0). Alors, la transformée de Laplace F de f vérifie, lorsque 
s -+ 0 dans Ilo (resp. dans un secteur de sommet 0 et d'angle (} tel que 
IOl<7r/2): 

1+00 

lim F(s) = f(t) dt 
s-tO o 

(1.11) 

• 2. Soit f une fonction appartenant à [,d et d'abscisse nulle, dérivable et 
telle que sa dérivée soit aussi transformable. On suppose que J0+00 f'(t) dt 
est absolument convergente (resp. convergente). Alors, la limite de f(t) en 
+oo existe et cette limite est aussi celle de sF(s) lorsque lsl -+ 0 dans Il0 

(resp. dans un secteur de sommet 0 et d'angle 0 tel que IOI < 7r/2}: 

lim sF(s) = lim f(t) (1.12) 
s-tO t-t+oo 

Démonstration de 1 
<:; La convergence de l'intégrale de f implique que l'abscisse correspondante 
est négative ou nulle. Pour le cas de l'absolue convergence, il suffit de noter 
que : l/(t) exp(-st)I ~ lf(t)I. Comme f est sommable sur IR, le théorème 
de convergence dominée de Lebesgue s'applique et donne le résultat puisque 
lim f(t) exp(-st) = f(t). 
s-tO 

Pour le cas de la convergence, il suffit de se servir de la proposition 1.6 dont la 
démonstration reste valable sous l'hypothèse plus faible que I(f, x0 ) est conver­
gente. Dans le cas présent xo = 0 et la convergence uniforme dans le secteur 
sect(O, 0) montre qu'on peut passer à la limite sous l'intégrale de Laplace.<:; 
Démonstration de 2 
<:;La propriété précédente s'applique à la dérivée f'. Dans chacun des cas précisés 

précédemment, l'intégrale 1b f'(t)dt admet une limite lorsque a-+ 0 et lorsque 

b-+ +oo. On en déduit d'abord que lim f(t) existe. 
t-t+oo 

Par ailleurs, puisque f (O+) existe et puisque l'abscisse de f' est aussi négative 
ou nulle, on sait (Cf. Prop 1.11, égalité (1.7)) que : C(f') = sF(s) - f(O+) pour 
touts de Il0 • Comme la lirn,ite du premier membre est lim f(t) - f(O+), on en 

t-t+oo 
déduit que la limite de sF(s), lorsque s-+ 0 dans Il0 , est bien lim f(t). <:; 

t-t+oo 

Remarque 1.8 Le résultat 1} n'est pas un moyen de prouver la convergence de 
l'intégrale de f. 

Appliquons, par exemple, ce résultat à la fonction de Bessel Jo.· On établit 
d'abord la convergence de J0

00 J0 (t)dt grâce à la connaissance du comportement 
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asymptotique de cette fonction (Cf. Annexe 1). Le résultat précédent nous dit 
alors que cette intégrale est égale à 1, limite de (1 + s2)-112 en s =O. 
En revanche, la limite de F(s) en s = 0 peut exister sans que l'intégrale de f soit 
convergente; il suffit, pour le voir, de considérer la fonction s i--t (s2 + 1)-1 qui 
est l'image de U(t) sint. 

Si, dans la deuxième propriété de cette proposition, on suppose aussi l'existence 
de l'intégrale de f, il en résulte évidemment que la limite de f en +oo est nulle, 
on retrouve ainsi, puisque Fa une limite finie en s = 0 que : sF(s) -+O. 
On trouvera dans l'exercice 3.6 des indications sur la situation où la limite de f 
en +oo est infinie. 

Proposition 1.15 {Analogue d'un théorème de Riemann-Lebesgue) Soit f une 
fonction de Cd. Alors, la transformée de Laplace F de f vérifie : 

vo, 0 E [O, ~[ =? lim F(s) = 0 (1.13) 
2 sEsect(0,0),lsl-Hoo 

Et la convergence est uniforme par rapport à l'argument de s dans ces secteurs. 

Démonstration 
O On suppose d'abord que l'abscisse de convergence absolue n'est pas égale à 
+oo et que s E sect(O, 0), où 0 est fixé vérifiant IOI < 7r/2. 
Pour ~e(s) = x > xo >(a(!), on peut écrire: 

IF(s)I $1+oo exp(-(x - xo)t)(exp(-xot)lf(t)I) dt 

Puisque t i--t exp ( -xot) 1 f ( t) 1 est sommable, le théorème de convergence dominée 
s'applique lorsque x-+ +oo. Pour toute> 0, on peut donc choisir A pour que: 

x >A ::} IF(s)I < e 

Alors, en choisissant s tel que lsl > AO, on obtient cette même majoration, ce 
cos 

qui prouve la convergence uniforme annoncée. 

Pour le cas où l'absolue convergence n'est pas vérifiée, on rappelle d'abord qu'en 
posant I1(t) = J~ f(u) du, l'intégrale de Laplace de I1 converge absolument pour 
tout réel x vérifiant x > sup(O, (c(/)) (Cf. § 6.3 ). 
Comme I1(0+) = O, il en résulte que pour toute> O, il existe 'f/ > 0 tel que: 

0 $ t < 'f/::} II1(t)I < ecosO 

On suppose ~e(s) = x > sup(O, (c(/)). Le réel xo vérifiant : x > xo > 
sup(O, (c(/)), on désigne par Jo l'intégrale J(II1l 1 xo). La transformée de La-

place de If étant F(s) (Cf. proposition 1.11), ori obtient, par décomposition de 
s 

l'intégrale en deux morceaux et en utilisant la convergence absolue : 

1F(s)1 $ {71 II1(t)le(-xt) dt+ 1+oo II1(t)le(-(x-xo)t)e(-txo) dt 
s lo 11 
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En utilisant un calcul d'intégrale suivi d'une majoration, il vient ensuite : 

IF(s)I ~ 1; 1 [écoso(1- e(-:r:77))] + lsle(-(:z:-:z:o)77) l+oo II1(t)le((-:i:o)t) dt 

Puisque ,:, 2:: cos 0 et x > O, la majoration de la dernière intégrale nous fournit, 

uniformément dans le secteur sect(O, 0) : 

IF(s)I ~ € + lslexp[-(x - xo) Jo 
'f/ 

En remarquant enfin que : lslexp[-( x - xo)'fJ] ~ lslexp[-(ls!cos 0 - xo)'fJ], on en 
déduit que le deuxième terme tend vers 0 uniformément dans le secteur considéré, 
lorsque s vers l'infini. ô 
Signalons, lorsque f est absolument continue sur tout segment de R.+, une consé­
quence qui est très utile dans les résolutions d'équations différentielles linéaires à 
coefficients variables, pour déterminer certaines constantes d'intégration : 

Corollaire 1.4 (de valeur initiale) 
Si f est une fonction absolument continue, élément de Cd, ce qui implique l'exis­
tence de f ( o+)' alors, on a : 

VO, 0 E [O, ~2 [ =? lim sF(s) = f(O+) (1.14) 
sEsect(O,O),jsj-Hoo 

La convergence étant uniforme par rapport à l'argument de s dans ces secteurs. 

Remarque 1.9 On remarquera l'analogie de ce corollaire avec la proposition 
1.13 (partie 2) par l'échange de f et F et des voisinages de 0 et de +oo 
Démonstration 

ô Elle résulte de l'égalité: C(f')(s) = sF(s)- f(O+), puisque le premier membre 
tend vers 0 dans les conditions précisées dans le théorème précédent.ô 

Applications immédiates des propositions précédentes 

Soit f un élément de J:,d tel que t i-+ g(t) = f (t) soit encore dans Cd. On désigne 
t . 

par F l'image de Laplace de f. Ce qui précède permet alors de déterminer la 
transformée G de g. 
En effet, -tg(t) a pour image la dérivée G'(s) dans le demi-plan II1 = IIcc(f)· En 

supposant s réel, on a donc :-G' = F, d'où G(s) = -18 F(u) du+ C où a est 

un réel fixé arbitrairement avec a> (c(f). 
Pour calculer C, on se sert d'une des propriétés précédentes qui implique : 

lim G(s) =O. On en déduit : C = lim 18 F(u) du, ce qui signifie que l'inté-

:~~~ de F sur [a, +oo[ est convergent::::. ~ = L'°" F( u) du. Ce résultat peut 

s'écrire: C(f(t)) = {+oo F(u) du 
t Js 
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On remarque, dans cette formule, une analogie avec la relation: .C(fot f(u)du) = 

F(s) 
s 

Ajoutons que d'après la proposition 1.14, la limite, lorsque lsl -t +oo, peut être 
prise sur une demi-droite non verticale située dans II1 ou même le long de toute 
courbe continue r 8 débutant au point s et ayant une branche infinie restant dans 
un secteur dont les côtés font avec l'axe des abscisses un angle inférieur à 7r /2. 

Le prolongement analytique de l'image de Laplace de f~t) s'exprime ainsi par 

f F(u) du. 
lr. 
Supposons de plus qu'au voisinage de t = 0, on ait : f(t)"' kt, ce qui implique : 

limt-to f(t) = k. Le corollaire 1.4 fournit alors lim s f F(u) du = k et cela 
t s-+oo Jr. 

précise le comportement de l'intégrale de F, à savoir : 

1 +oo k 
F(u) du "' -

r. s 

Les propositions précédentes vont être améliorées en mettant en évidence d'autres 
convergences uniformes en distinguant les cas où il y a convergence absolue ou 
non de l'intégrale de Laplace : 

Théorème 1.3 (de valeur finale) 
Soit f une fonction élément de Cd dont la transformée de Laplace est notée F. 
Alors: 

• (i) Si l'abscisse de convergence absolue est distincte de +oo, F(x + iy) 
converge uniformément vers 0 dans tout demi-plan fermé IIa tel que a > 
(a(!), à savoir: 

Ve> O, 3B tel que: IYI > B => IF(x + iy)I ~ e, x ~a~ (a(!) 

• (ii) Si l'abscisse de convergence absolue est +oo, F(x + iy)/y converge 
uniformément vers 0 dans tout demi-plan fermé IIa tel que a > (c(f), à 
savoir : 

Ve> O, 3B tel que : 

Démonstration de ( i) 
0 Si on remarque que l'on peut écrire : 

F(x + iy) = fo+oo exp(-iyt)f(t) exp(-xt)dt, 

on voit qu'à tout x fixé, tel que x >(a(!), F(x+iy) est la transformée de Fourier 
d'une fonction Lebesgue-intégrable. Elle tend donc vers 0 lorsque y -t ±oo. Mais 
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cette remarque ne permet pas d'obtenir la convergence uniforme souhaitée. Nous 
allons plutôt, par une décomposition en une somme· de deux intégrales, nous 
ramener à un intervalle d'intégration fini. On peut écrire, en effet : 

{A r+oo 
jF(s)I = jF(x+iy)j $ 1 Jo f(t)exp(-st)dtj +}A lf(t)jexp(-at)dt 

L'intégrale I(lfl, a) est convergente par hypothèse, donc, on peut choisir A tel 
que la deuxième intégrale de l'inégalité précédente soit inférieure à e/3. Donc : 

\::lx~ a, 1A f. 
IF(x + iy) 1 $ 1 

0 
f(t) exp(-st)dtl + 3 

Considérons maintenant la fonction FA définie par FA(s) = J0A f(t)e(-st) dt et 
approchons d'abord f par g continûment dérivable sur [O, A]. Cette approche 
est possible grâce à la densité des fonctions de classe ci sur [O, A] dans l'espace 
.Cfo,A],exp(-at)dt· Il existe donc g de classe ci telle que : 

1A If (t) - g(t) 1 exp(-at)dt $ e/3 

Alors : 

1 foA f(t) exp(-st)dtl < 1A lf(t) - g(t)I exp(-at)dt + l 1A g(t) exp(-st)dtl 

< l 1A g(t) exp(-st)dt + f./3 (**) 

Il reste finalement à traiter l'intégrale portant sur g. Une intégration par parties 
nous donne: 

1A 1 1A g(t) exp(-st)dt = --[(g(A) exp(-sA) - g(O)) + g'(t) exp(-st)dt] 
0 s 0 

On en déduit la majoration : 

1 foA g(t)e(-st)dtj < l~I [(jg(A)je(-a.4) + jg(O)I) + 1A jg'(t)je(-at)dt] 

J( 
< 
- IYI 

La constante I< ne dépendant que de g, la majoration ainsi obtenue est uniforme 
dans le demi-plan IIa. Il existe donc B tel que : 

\::/y ER., !YI ~ B =? 1 foA g(t) exp(-st)dtj $ f./3 

Les trois inégalités ( *), ( **), ( * * *) fournissent le résultat souhaité : 

\::/y ER., IYI ~ B =? IF(x + iy)I $ e, \::lx> a.ô 
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Démonstration de ( ii) 
(/ Soient des réels a et b vérifiant : (c(J) < b < a et soit s = x + iy un complexe 
tel que x ~a. 
Par hypothèse, l'intégrale J~ f( u) exp(-bu)du est bornée. Il en résulte, par diffé­
rence de deux intégrales, qu'il existe M tel que : 

'v'(A, B), A ~ 0, B ~ 0 => 1 LB f(t) exp(-bt)dtl S M 

Soit ê > 0 donné. Choisissons A tel que [M/(a - b)]exp[-A(a - b)] ~ ê/2. On 
a: 

F(x+iy)= fAexp(-st)f(t)dt+ lim [Bexp(-st)f(t)dt (*) h B~+oo}A 

En définissant </>b par </>b(t) = Lt f(u) exp(-bu)du, la démarche classique d'inté­

gration par partie exprime la deuxième intégrale de (*) sous la forme : 

LB exp(-(s - b)t)d(</>b)(t) = exp(-(s - b)B)</>b(B) + (s - b) LB e-(s-b)t</>b(t)dt 

On en déduit par majoration : 

1 e-st f (t)dtj S M e-(x-b)B +Mis - bl e - e 1B -(x-b)A -(x-b)B 

A x-b 

Par conséquent,on obtient, quand B tend vers +oo : 

1+00 exp(-(x - b)A) Mis - bl ( b)A 
1 exp(-st)f(t)dtj S Mjs - bj S e- a-

A x-b x-b 

Alors, étant donné le choix de A et, puisque 

js - bl < x - b + IYI = 1 + JJ!.L < 1 + J.tl_ 
x-b - x-b x-b- a-b' 

on en déduit : 

r+oo ê 
1 }A exp(-st)f(t)dtl SM exp(-( a - b)A) +!YI 2 

Finalement, si l'on divise par jyj, la relation (*)nous donne: 

F(x + iy) 1 {A 1 € 
1 y 1 S fYî Jo exp(-bt)f(t)dt + îYÏM exp(-(a - b)A) + 2, 

ou encore: 

F(x+iy) 1 € 1 Y lsMÏYÏ(l+exp(-(a-b)A))+ 2 
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Il suffit donc de choisir IYI assez grand pour que l'on obtienne le résultat de 
convergence uniforme annoncé . De façon précise : 

Vy E IR, 1 F~+~ IYI ~ 2€ (1 +exp(-( a - b)A)) => (Vx ~a), I y 1 ~ e.ô 

D'autres raffinements concernant ces comportements asymptotiques peuvent être 
obtenus. On se contente dans ce qui suit de l'étude du comportement d'une 
transformée de Laplace à l'infini lorsqu'on connait un équivalent de f au voisinage 
de O. L'étude inverse des comportements de f connaissant ceux de l'image au 
voisinage de l'infini est faite comme conséquence de la formule d'inversion (Cf. 
§1.10.8, Chapitre 2, §2.2.2 et bibliographie [[22]),[[28])). 

Proposition 1.16 Soit f une fonction de Cd équivalente au voisinage de O à la 
fonction atP où p vérifie : p > -1. Alors, la transformée de Laplace F de f est 
équivalente pour s réel et tendant vers +oo à la fonction : si-+ ar(p + l)s-P-1 . 

Démonstration 
ô Par hypothèse, on a : 

Ve > 0, 377, \ 0 < t < 77 => a(l - e/3)tP ~ f(t) ~ a(l + e/3)tP 

Par multiplication par une exponentielle et l'intégration sur [O, 77], on en déduit : 

a(l - e/3) 111 tP exp(-st)dt ~ fo 11 f (t) exp(-st)dt ~ a(l + e/3) 111 tP exp(-st)dt 

Evaluons l'intégrale J = 111 tP exp(-st)dt au moyen de r(p + 1) : 
·O 

Cette dernière intégrale est obtenue avec la variable u = st. 
r+oo 

L'intégrale Jo e-uupdu étant convergente et 77 étant fixé, il en résulte que 

1+00 
lim e-uuPdu =O. On peut donc trouver A tel que: 

s-t+oo 811 

En multipliant les termes précédents par sP+l, on a ainsi montré : 

a(l - (2e/3))r(p+ 1) ~ sP+l fo 11 exp(-st)f(t)dt ~ a(l + e/3)r(p + 1) 

1+00 
Il reste à ajouter le terme I< = sP+l 

11 
f (t) exp(-st)dt qui, par la translation 

t = u + 77, devient : 

r+oo 
J( = sP+l exp(-s77) Jo f ( u + 77) exp(-su)du · 
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Une image de Laplace étant bornée pour s réel assez grand, on peut en déduire 
qu'il existe B, B > A, tel que : 

s > B =? K < ar(p + l)(e/3) 

Finalement, on a montré : 

Ve> O, 3B, s > B =? a(l - e)r(p + 1) < sP+l F(s) < a(l + 2e/3)r(p + 1) 

Ceci signifie l'équivalence annoncée. (> 

Remarque 1.10 Si on possède un développement limité de t-P f(t) au voisinage 
de 0, on peut en reprenant la démarche précédente déterminer un développement 
asymptotique de l'image F au voisinage de l'infini. 

Les exercices 3.18 et 3.19 illustrent la proposition précédente et précisent cette 
remarque. 

1.9 Transformée de Laplace d'une somme de série 
entière 

Pour des raisons de convergence uniforme d'une série entière, un calcul formel 
montre que l'on doit obtenir pour transformée de Eantn, la somme des transfor­
mées, c'est-à-dire la série Eann!/ sn+l. Il est donc naturel de supposer que cette 
nouvelle série entière :En!anzn admet un rayon de convergence non nul. 

Proposition 1.17 Soit une série entière Eantn dont le rayon de convergence 
est infini et tel que la série entière Eci00n!antn ait un rayon de convergence R 
non nul. Alors la fonction f définie par f(t) = U(t)Eci00antn est dans Cd et on 
a : 

1 . 1 
1n ( ) " ( ( ) +oo n) ( ) _ +oo n.an :n..e s > R ::} /.., U t E0 ant s - E0 sn+l (1.15) 

Démonstration 
(> On rappelle que la transformée de U(t)tn est n!/ sn+l. Il suffit, pour prouver 
la proposition, de le faire pour un réel :c vérifiant :c > 1/ R. Comme le rayon de 
Eci00 n!antn est R, on en déduit : 

est absolument convergente. 

On montre que la limite, lorsque A --t +oo, de l'intégrale sur [O, A] de f(t) exp( ...::et) 
est bien la somme de la série précisée. Pour cela, on considère la différence D en 
valeur absolue : 

.IDI = 
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Majorons le reste d'intégrale apparaissant ainsi en faisant intervenir un réel x0 

vérifiant x > x0 > 1/ R. On a: 

On en déduit : 

L+oo tn exp[-(x - xo)t] exp(-xot)dt 

< exp[-( x - xo)A] L+oo tn exp(-xot)dt 

exp[-(x - xo)A]n! 
< 

IDI ~ exp[-(x - xo)A] Eci00 n!ja+nll 
xon 

Finalement, puisque exp[-(x-xo)A] -t 0 lorsque A -t +oo, on obtient la conclu­
sion annoncée : 

1+00 1A n'a 
f(t) exp(-xt) dt= lim f (t) exp(-xt) dt= Eci00 • +~ 

0 A--t+oo 0 xn 

On trouvera dans le chapitre 2 des exemples de calcul d'images, notamment celles 
de fonctions de Bessel, par utilisation de cette proposition. 
Il existe une réciproque de cette proposition {Cf.Théorème 1.5) qui permet d'éta­
blir qu'une fonction complexe développable en série de Laurent à l'extérieur d'un 
disque est la transformée de Laplace d'une certaine fonction f du type envisagé 
ci-dessus. 

Remarque 1.11 Pour certaines fonctions développables en série entière, le théo­
rème précédent ne peut s'appliquer. 

Par exemple, la fonction U(t) exp(-t2 ) conduirait à la série de transformées de 

Laplace de terme général ( -1 t n~:~1; 1 . Or, cette série est toujours divergente ! 

1.10 Inversion de la transformation de Laplace 

1.10.1 Relation entre les transformations de Fourier et de La­
place 

On suppose connues les formules réalisant, à l'aide d'hypothèses diverses, l'inver­
sion de la transformation de Fourier. On peut les utiliser,au moins d'un point de 
vue formel, pour inverser C. 
On poses= x + 2i11"À. La fonction F = C(f) peut s'écrire, si ~e(s) > (a(f) : 

j +oo 
C(f)(x + 2i11" À) = -oo exp(-xt)f(t) exp{-2i11" Àt) dt= :F(f Ax){À) 

Autrement dit, cette transformée de Laplace, considérée comme fonction de la 
partie imaginaire, est la transformée de Fourier de f Ax définie par : !Ax(t) = 
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exp ( -xt) f ( t). Une des formules d'inversion de la transformation de Fourier, par 
exemple celle qui utilise la transformation conjuguée, nous donne ainsi : 

l+oo 
f A:r:(t) = -oo F(x + 2i11' .\) exp(2i11' Àt) d.\ 

Cette formule s'écrit encore, après passage de exp(xt) dans l'autre membre et le 
choix de la variable d'intégration z = x + 2i11' À : 

l +oo 1 1 f(t) = F(x+2i11'À)exp(2i11'Àt)exp(xt)dÀ= -2 . f(z)exp(zt) dz(*) 
-OO Z11' /:,,. 

Dans cette formule, l'intégrale est étendue à la droite parallèle à l'axe des ima­
ginaires, d'abscisse x et orientée dans le sens des ordonnées croissantes. Cette 
formule d'inve.l,'sion est valable, par exemple, sous les conditions suffisantes de 

A 

sommabilité sur lR des fonctions fA:r: et fA:r:· 
D'autres conditions sont utilisables. En particulier, lorsque la fonction fA:r: est à 
variation bornée, on a : 

-2
1[fA:r:(t + 0) + !A:r:(t - O)] = lim j+A F(x + 2i11'À) exp(2i11'Àt)d,\ (**) 

A-Hoo -A 

Ces deux types de formules ( *), ( **) suggèrent des résultats d'inversion de la 
transformation de Laplace dans lesquels les hypothèses faites feront nécessaire­
ment intervenir les propriétés des transformées de Laplace démontrées précédem­
ment. L'une de ces propriétés est l'holomorphie dans des demi-plans de type IIa, 
ce qui permettra, dans les démonstrations, d'utiliser les théorèmes de Cauchy. 

1.10.2 Formules de transformation inverse 

Rappelons d'abord la définition d'une fonction à variation bornée : 
Soit f définie sur [a, b]. A toute subdivision croissante a= {a, t1, t2, · · ·, tn, b} de 
[a, b], on associe la variation de f sur a, définie par: 

n+l 

varu(f) = L lf(ti+1 - f(ti)I 
0 

La variation totale de f sur [a, b] est la borne supérieure: Var[a,bjf = supu varu(f). 
La fonction f est dite à variation bornée sur [a, b] si cette variation totale est fi­
nie. 
On voit facilement que si f est réelle et monotone sur [a, b] ou encore continue et 
possédant une dérivée bornée sur [a, b], alors f est à variation bornée sur [a, b]. 

On commence par une proposition qui fait intervenir une valeur principale 
d'intégrale et qui est exactement la traduction d'un des résultats formels précé­
dents: 
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Proposition 1.18 Soit f une fonction de Cd, à variation bornée et vérifiant 
(a(f) < +oo. Alors, la transformée de Laplace de f étant notée F et le segment 
d'origine a - iA et d'extrémité a+ iA étant noté -y(a, A), on a, pour tout réel t : 

a > (a(f) => lim j F(s) exp(st)ds = i11'[j(t + 0) + f(t - O)] (1.16) 
A-Hoo -y(a,A) 

Démonstration 
<:; On remarque d'abord que F est continue sur -y(a, A) puisque ce segment est 
placé, par hypothèse, dans le domaine d'holomorphie. Il suffit alors de traduire 
l'intégrale sur -y(a, A) en para;métrant pars= a+ 2i11'À. On obtient : 

1 1+A/27r 
F(s) exp(st)ds = 2i11' . F(a + 2i11'À) exp[(a + 2i11'À)t] dÀ 

-y(a,A) -A/27r 

Or, À i--t F(a + 2i11'À) est la transformée de Fourier de f/\a· Ainsi : 

1 1+A/27r 
F(s) exp(st)ds = 2i11'exp(at) :F(f/\a)(À) exp[2i11'Àt] dÀ 

-y(a,A) -A/27r 

Comme la fonction f/\a est à variation bornée, la formule d'inversion de Fourier 
s'applique et donne : 

lim j F(s)e8tds = i11'eat[f Aa(t + 0) + fAa(t - O)] = i11'[j(t + 0) + f(t - O)] 
A-++oo -y(a,A) 

Remarquons que, bien entendu, le second membre est nul pour t < O.() 
En utilisant la transformée de Laplace de t i--t J; f(u) du, fonction qui, d'une 

part, est absolument continue, donc à variation bornée, et qui, d'autre part, a 
une abscisse de convergence absolue vérifiant (a :S sup(O, (c(f)) donc différente 
de +oo, on obtient : 

Corollaire 1.5 Soit f une fonction de Cd. Alors, la transformée de Laplace de 
f étant notée F et le segment d'origine a - iA et d'extrémité a+ iA étant noté 
-y(a, A), pour tout réel t on a : 

a>sup(O,(c(f)=>-2~ lim 1 F(s)estds= {tf(u)du (1.17) 
i11' A-4+00 -y(a,A) s Jo 

On laisse le soin au lecteur, en utilisant des opérations simples sur les fonctions 
f d'énoncer des corollaires du même type que le précédent, notamment en rem­
plaçant f par une convolée. Les théorèmes qui vont suivre sont en réalité des 
conditions concernant des fonctions holomorphes pour qu'elles soient des trans­
formées de Laplace. 
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1.10.3 Fonctions holomorphes identifiables à des transformées de 
Laplace 

Pour qu'une fonction analytique soit une transformée de Laplace, il est néces­
saire, d'après des résultats précédents, qu'elle tende vers 0 de façon uniforme 
relativement à l'argument lorsque jsj --+ +oo dans les demi-plans IIa (du moins 
si on impose aux originaux trouvés que leurs abscisses de convergence absolue ne 
soient pas +oo. 
Théorème 1.4 Soit F une fonction analytique dans un demi-plan ouvert IIa = 
{~e(z) >a} telle que : 

• (i) Pour tout b > a , limlsl-Hoo F(s) = 0, ceci uniformément dans le demi­
plan fermé IIb. 

• (ii) Pour tout b > a, l'intégrale de F sur la droite Ô.b parallèle à l'axe des 
imaginaires et d'abscisse b est absolument convergente. 

Posons alors : 

f(t) = -2~ { F(z) exp(zt) dz (1.18) 
i11" 1~b 

Cette fonction f a les propriétés suivantes : 
1) La fonction f est bien définie par cette formule, en particulier elle ne dépend 
pas de l'abscisse b de Ô.b, 

2} La fonction f est causale, continue sur IR. 
3) L'abscisse de convergence absolue de f est inférieure ou égale à a. 
4)Quel que soit b > a, la transformée de Laplace de f coïncide, dans le demi-plan 
IIb, avec la fonction F. 

Démonstration 
ô On suivra éventuellement l'argumentation sur les illustrations fournies ci-après. 
Preuve de 1) 
Fixons Ô.c d'une abscisse particulière c > a. L'intégrale de F(z) exp(zt) est, à 
l'exponentielle exp(ct) près, l'intégrale de F(z) exp(iyt) le long de Ô.c. L'hypo­
thèse (ii) d'absolue convergence fournit alors l'existence de f(t) quel que soit le 
réel t. 
Soit 6.~ dont l'abscisse est c' > c (par exemple). En utilisant les points d'or­
données ±d de ces droites, on forme un rectangle DD'E'E à côtés parallèles aux 
axes (voir figure 1). Par le théorème de Cauchy, l'intégrale de exp(zt)F(z) sur le 
bord de ce rectangle est nulle. Considérons les intégrales sur [DD'] et sur [EE1 
respectivement. Par l'hypothèse 1), pour toute> 0, il existe do tel que: 

IYI >do=> IF(x + iy)j :SE \;/a: tel que c :S x:::; c' 

Cela fournit pour les intégrales sur les segments horizontaux, en supposant par 
exemple c' > 0 : 

j { exp(zt)F(z) dzj :S (c' - c) exp(c't)e 
j[DD'] 
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La même majoration est vraie sur [EEl 
Ceci prouve que ces intégrales tendent vers 0 lorsque d --+ +oo. Il reste donc, 
après ce passage à la limite, la conclusion : 

1 exp(zt)F(z) dz = 1 exp(zt)F(z) dz 
~c ~~ 

y figures 1.10 .3 
E E' 

y 
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ligure(l) 
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Preuve de 2) 

Sur 6b, avec b 2 a, on ala propriété IF(b+iy)exp(iyt)I = IF(b+iy)I, d'où l'on dé­

duit la convergence uniforme par rapport à t de l'intégrale L F(b+iy)exp(iyt) dy. 

Il en résulte la continuité de la fonction de t qu'elle définit et, en faisant le produit 
par exp(bt), on obtient la continuité de f sur ~. 
Si on suppose t < 0, on applique le théorème de Cauchy au contour de Jordan rR 
constitué du segment [DE] porté par l::,b et d'un demi-cercle CR de rayon R, de 
diamètre [DE], demi-cercle placé à droite de l::,b (comme indiqué dans la figure 
2 ci-dessus). On obtient : 

{ exp(zt)F(z)dz = 0 lrR 
Pour prouver que l'intégrale sur !::,b est nulle, il suffit de démontrer que 

lim { exp(zt)F(z) dz = 0 
R-t+oo JcR 

Sur CR, on a d'une part : 1 exp(-st)I = exp(bt) exp(tRcos(O)]. Par ailleurs, 
l'hypothèse 1) implique que pour tout c > 0, il existe R assez grand pour que sur 
ce cercle CR, on ait : IF(z)I < c. On majore alors l'intégrale sur CR de façon 
classique. On obtient d'abord : 

1 { F(z) exp(st) dtl ~ 2Rc {~exp Rt cos() dO lcR lo 
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En raison de t < O, on utilise la minoration habituelle de sin dans l'argument de 
l'exponentielle, ce qui donne : 

{1r/2 {1r/2 7r 

Jo exp(Rt cos fJ)dfJ = Jo exp(Rt sin fJ)dfJ ~ 2Rltl [1 - exp(Rt)] 

On obtient ainsi le résultat souhaité. 
Preuve de 3) 
On suppose maintenant que t > O, que c est fixé avec ( c 2::: b). Pour tout réel x 
vérifiant x > c, l'intégrale définissant f étant paramétrée à l'aide de z = c + iy, 
la transformée peut s'écrire : 

1
+00 1 1+00 l+oo f(t)exp(-xt) dt= -2 exp(-xt)[ F(c+iy)exp[(c+iy)t] dy] 

0 7r 0 -OO 

Comme, par l'hypothèse (ii), y i-+ F(c+iy) est sommable.sur R. et que, en raison 
de x > cet de t > 0, t i-+ exp[(c - x)t] l'est aussi sur R.+, on peut appliquer la 
formule de Fubini à la double intégration du second membre. 
Ceci fournit donc la sommabilité de f(t) exp(-xt) sur lR+ Cela étant finalement 
vrai quels que soient x et c tels que x > c > a, on en déduit : (a(!) ~ a. 
Preuve de 4) 
On explicite la formule de Fubini précédente : 

1
+00 l+oo l+oo 1+00 e-xt[ F(c+iy)e(c+iy)t] dy] dt= F(c+iy)[ e[(c-x+iy)tldt 

0 -OO -OO Q 

Par intégration effective, on obtient : 

1
+00 1 l+oo F(c + iy) 

f (t) exp(-xt) dt = -2 . dy 
O 7r -oo C + iy - X 

Cette dernière intégrale est l' intégrale de F(z) sur le chemin complexe b.c. 
z-x 

Pour la calculer, on utilise la formule fondamentale de Cauchy en utilisant encore 
un demi-cercle CR de diamètre [D E] complété par ce diamètre pour constituer 
le chemin de Jordan r, les points D et E étant placés sur b.c, symétriques par 
rapport à l'axe des réels, et de rayon R assez grand pour que ce contour rR 
contienne en son intérieur le point x (voir la figure 2 précédente en prenant le 
demi-cercle symètrique par rapport à la droite d'intégration). On a ainsi : 

f ( F(z)) dz = 2i7rF(x) 
lrR Z - X 

On montre, par les mêmes majorations que celles qui précèdent, que l'intégrale 
sur le demi-cercle CR tend vers 0 lorsque R -t +oo. Il reste donc à la limite : 

Vx > c, C(f) (x) = F(x) 

On en déduit, par prolongement analytique que la transformée de f coïncide avec 
F sur la totalité du demi-plan IIa. 0 
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Remarque 1.12 D'après la proposition 1.14, on sait que, nécessairement, une 
transformée de Laplace tend vers 0 uniformément dans des secteurs de sommet 0 
alors que le théorème précédent utilise des convergences uniformes dans des demi­
plans. Lorsqu'une fonction analytique H ne converge pas uniformément vers 0 
dans de tels demi-plans, mais qu'elle y reste uniformément bornée, le théorème 
précédent s'applique à la fonction z i--+ H ( z) / z. La fonction h, original de la 
fonction H, s'obtiendra alors par la dérivation de la fonction f donnée par la 
formule précédente appliquée à cette fonction H(z)/z. 

On précise avec la proposition qui suit. En fait, ce procédé sera repris lorsque l'on 
cherchera des antécédents de H de type distributions, la dérivation en question 
étant faite au sens des distributions. 

Proposition 1.19 Soit F une fonction holomorphe dans IIa vérifiant les hypo­
thèses suivantes : 

1) Pour tout b > a, on a : lim Fib +.iy) = 0 uniformément par rapport à 
lvl-t+oo + iy 

l'abscisse b. l b+iB F(z) 
2) La limite, lorsque B -t +oo de --ezt dz existe quel que soit t dans 

b-iB z 
IR. 
3) Cette limite étant désignée par g ( t), cette fonction est dérivable et la restric­
tion de sa dérivée à [O, +oo[ admet une transformée de Laplace G. 
Alors, F = G, autrement dit, F est bien une transformée de Laplace. 

Démonstration 
ô L'hypothèse 1) entraîne, comme dans le théorème précédent que la fonction g 
est bien définie, à savoir que l'intégrale ne dépend pas de l'abscisse b. La trans-

formée de la fonction g est égale à G(z). Donc, en appliquant à cette fonction g 
z 

le théorème d'inversion, on obtient donc, sur [O, +oo[: g(t) = f G(z) eztdz. 
16.b z 

En utilisant alors la définition de g, on en déduit que : 

1. 1A F(b + iy) - G(b + iy) (. )d O 
im b . exp iyt y = 

A~+oo -A +iy 

D'après un théorème concernant l'injectivité de la transformation de Fourier (Cf. 
[[24]], Théorème 113) on en déduit : 

Vy E IR, 

On peut conclure F = G. ô 

F(b + iy) - G(b + iy) = O 
b+ iy 

Le théorème qui suit établit une réciproque de la proposition 1.15. 

Théorème 1.5 Soit F une fonction analytique à l'extérieur d'un disque fermé 
D(O, R-1) et nulle à l'infini. Alors, cette fonction est, dans le demi-plan ouvert 
ITR, une transformée de Laplace. 
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Démonstration 
ô D'après les deux hypothèses, 1/ R étant le rayon du disque D, on peut 

écrire le développement de Laurent de F(z) pour lzl > 1/ R sous la forme : 
+oo 

F(z) = L anz-n. L'idée est, bien sûr, d'interpréter z-n comme une transformée 
1 

de Laplace, à savoir celle de fn définie par :fn(t) = U(t)tn-l /(n - 1)!. On est 
+oo 

ainsi amené à poser : f(t) = L anfn(t) = U(t)g(t) où g est la somme de la série 
1 

+oo tn ., ~an 
entiere ~ - 1-. 

1 n. 
Trois problèmes sont posés : Cette fonction est-elle définie sur R+, sa trans­

formée existe-t-elle? et, par ailleurs, sa transformée est-elle F? 
Pour tout R' > R, la fonction z i--+ F(~) est majorée dans le disque fermé D(O, R'). 

Soit M = sup IF(.!.)J. Alors, d'après les inégalités de Cauchy appliquées au dé-
lzl$R' Z 

+oo 
veloppement en série entière F( .!. ) = L anzn, on a : JanJ ~ M R'n. On en déduit 

z 1 

la majoration lanl/(n - 1)! ~ M (n ~nl)! et, par conséquent, la série définissant 

g a un rayon de convergence infini. 
De plus, cette même majoration conduit à l'inégalité : 

+oo ltJn 
Jg(t)J ~ M L(R't+l-;r = MR' exp(R'Jtl) 

0 

On en déduit que l'abscisse de convergence absolue de f est inférieure à R' et cela 
quel que soit R' > R. La fonction f est donc un élément de .Cd avec (a(!) ~ R. 

Il reste à prouver que la transformée de f est F. Pour cela, il suffit d'appliquer 
à cette fonction f la proposition 1.16. En effet, la série définissant f a bien un 
rayon infini et en multipliant le coefficient de tn par n!, la série obtenue qui, dans 
le cas présent, est de coefficient an, admet le rayon R non nul. Cette proposition 
1.16 nous dit alors que, pour ~e(z) > 1/ R, la transformée de Laplace de f est la 

+oo 
fonction définie par L anz-n. C'est donc bien la fonction F. ô 

1 

1.10.4 Composition avec une fonction analytique 

Théorème 1.6 Soit f une fonction de .C+ telle que Jf(t)J ~ M exp(at) pour 
un certain réel a. Soit une fonction G somme d'une série entière dans un disque 
D(O, R) telle que G(O) = O. Alors, si on note F = .C(f) la transformée de Laplace 
de f, la composée Go F est définie et c'est une transformée de Laplace. 

Démonstration 
ô L'idée de la démonstration repose sur la propriété de la convolution itérée d'une 
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fonction f par elle-même qui est transformée par .C en une puissance de .C(f). 
Nous aurons donc à effectuer la série de ces convolées. 
Par hypothèse, dans le disque D(O, R), on a : G(z) = Et00 anzn. On majore 
d'abord IF(s)I en supposant ~e(s) = x >a: 

1+00 l+oo M 
IF(s)I S lf(t)lexp(-xt)dt SM exp[(a - x)t]dt = --

o 1 x-a 

Soit R1 < R; on peut choisir (3 > a tel que M/ ((3 - a) S R1 • Alors : 

M M 
~e(s) = x > (3::} IF(s)I S -- S -(3- S R1 

x-a -a 

Il en résulte que, sous cette condition, F(s) est dans un disque fermé où il y a 
convergence absolue et uniforme de la série entière, en particulier, on peut définir 
la composée comme une série de fonctions puissances : 

+oo 
H(s) = G(F(s)) = L an[F(s)]n 

1 

On sait que la convolée f * f a une abscisse de convergence absolue vérifiant 
(a(f * J) s (a(f) ~ a, ce qui permet de réitérer et, en notant rn la convolée n 
fois de f avec elle-même, d'en déduire que (a(f*n) Sa. 
Pour pouvoir définir la série h = Et00 anf*n qui, formellement, représente la 
fonction h dont la transformée de Laplace est H, il nous faut trouver des majo­
rantes convenables pour les fonctions j*n. Mais ceci est facile grâce à la propriété : 

lf(t)I SM exp(at) 

On en déduit d'abord : 

Ensuite, en prenant comme hypothèse de récurrence : 

n-1 

1 J*n (X) 1 ~ Mn [ (: _ l) ! ] exp ( ax), 

on montre la majoration pour tout n : 

En effectuant cette dernière intégration, on obtient le résultat. 
On en déduit donc une majoration du terme général de h et, si on utilise en 

outre les inégalités de Cauchy lanlRr ~ J( où J( = suplzl~i IG(z)I, on a: 
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Cette majoration par le terme général d'une série partout convergente prouve 
que la fonction h qui est nulle sur R._ est une fonction définie sur R.. Elle est 
même continue car le terme général est continu et la majoration sur [O, A] de ce 

M n An-1 
terme par K(RJ (n _ l)! exp(aA) entraîne la convergence uniforme sur tout 

compact. 
Ces majorations prouvent aussi que h possède une abscisse de convergence véri­

M 
fiant (a(h) s; Ri +a. En effet : 

+oo (M)n tn-1 M M 
Jh(t)i s; I< L -R ( )' exp(œt) = I<-R exp[(-R + a)t] 

1 1 n-1. 1 1 

Reste à voir que la transformée de h est H. 
On suppose désormais ~e(s) = x > {3. La convergence uniforme sur tout compact 
de la série définissant h permet l'interversion suivante : 

A +oo A 

{ h(t) exp(-st)dt = L { anf*n(t) exp(-st)dt 
lo 1 lo 

Si on montre que le reste, noté RN de la série du second membre peut être majoré 
par ê indépendamment de A, on pourra passer à la limite sous la sommation 
lorsque A tend vers +oo. Or, dans ce reste, on peut majorer l'intégrale sur [O, A] 
par l'intégrale sur [O, +oo[ et, en vertu de ce qui précède, on obtient : 

+oo 1A +oo 1+00 tn-1 
IRNI = 1 Lan J*n(t)e(-st)dtj S L JanJMn 1e-(f3-a)tdt 

N O N o (n - 1). 

Cette dernière intégrale est connue, sa valeur est ({3 - a )-n, donc inférieure à 
(Ri/M)n. Finalement : 

+oo +oo 
IRNI S L JanlMn(Ri/M)n = L JanlR1n 

N N 

La convergence de cette dernière série implique : 

+oo 
îlê > 0, 3No tel que : N >No=> L lanlR1n S ê 

N 

Ce nombre No est indépendant de A et fournit donc ce qui était annoncé : 

+oo lA 
N >No=> 1 Lan f-Kn(t) exp(-st)dt s; ê, 

N 0 

On en conclut que, pour ~es> {3, on a: 

l
+oo +oo l+oo +oo 

h(t)e-st dt= Lan J*n(t)e-stdt = L anF(st =(Go F)(s) 
0 1 0 1 
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Le théorème est donc démontré. (/ 
Ce théorème fournira, à partir de transformées de Laplace connues, un grand 

nombre d'autres transformées, mais il faut se rendre compte que, dans la pratique, 
il sera en général difficile d'expliciter les originaux correspondants, ceux-ci faisant 
intervenir des séries de convolées. On trouvera des applications de ce théorème 
dans l'exercice 3.44. 

1.10.5 Application des formules d'inversion 

Les applications classiques de la transformation de Laplace résident dans le calcul 
opérationnel. Une équation fonctionnelle E, munie éventuellement de conditions 
initiales ou de conditions-frontière, étant transformée en une autre équation notée 
C(E), une des applications naturelles de la formule d'inversion est de déterminer 
l'original de la solution de C(E) si on sait résoudre cette équation transformée (Cf. 
§3 du chapitre 2). Cette application de la formule d'inversion réclame l'utilisation 
du théorème des résidus sur des contours convenables du champ complexe (Cf. 
§2 du chapitre 2) assortis de divers passages à la limite. 

Parmi d'autres applications, notons celle qui consiste à déterminer les com­
portements au voisinage de 0 ou au voisinage de +oo, la mise en place de diverses 
formules intégrales pour des fonctions spéciales et leur utilisation dans des prolon­
gements analytiques, l'exploitation des propriétés de C en les interprétant pour 
c-1 . Nous commençons par une telle propriété qui va permettre de définir une 
convolution dite complexe. 

1.10.6 Application à la convolution complexe 

Théorème 1.7 Soient deux fonctions f et gde C+ telles que lf(t)I::::; Aexp(ct) 
et jg(t)I ::::; Bexp(dt). On suppose, en outre, que le produit fg est localement 
sommable. Alors, F et G désignant les deux transformées et 6.a étant une droite 
parallèle à l'axe des imaginaires orientée dans le même sens et d'abscisse a tel 
que a > c, la transformée de Laplace de ce produit vérifie : 

Vs E C, Re(s) > a+ d::::} C(f g)(s) = -2~ f F(u)G(s - u) du (1.19) 
i11"} Ô.a 

Démonstration 
(/ L'hypothèse faite sur la locale sommabilité de fg est naturelle puisque, par 
exemple, la fonction t i-+ 1/Vt est bien localement sommable alors que son carré 
ne l'est pas. Les majorations par des exponentielles impliquent la relation : 
lf(t)g(t)I ::::; AB exp[(c+ d)t], ce qui établit que l'abscisse de convergence absolue 
de f g vérifie (a (f g) ::::; c + d. Ce produit est donc élément de Cd. 
Si Re(s) > c + d, on peut trouver a> c tel que Re(s) > a+ d. On applique alors 
la formule d'inversion pour la fonction f, en utilisant la droite d'intégration 6.a, 
ce qui donne, en paramétrant cette droite, la relation : 

Vt E JR, f(t) = 2_ f F(a + iy) exp[(a + iy)t]dy 
211" jR 
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On remplace alors, dans l'intégrale définissant la transformée de fg, J(t) au 
moyen de cette formule, avec toujours ~e(s) >a+ d: 

.C(fg)(s) = ;7r 1+oo g(t)e-st [L F(a + iy) exp[( a+ iy)t] dy] dt 

Puisque a?e(s - a - iy) > a+ d- a= d, la fonction t i--+ g(t) exp((a+ iy- s)t) est 
sommable sur lR+ La fonction y i--+ F(a + iy) l'est également sur JR. Il en résulte 
qu'on peut appliquer la formule de Fubini : 

.C(f g)(s) = 2~ L F(a + iy) [fo+oo g(t)e[(a+iy-s)t] dy] dt 

Cette relation peut aussi s'écrire : 

.C(fg)(s) = 2~ L F(a + iy)G(s - (a+ iy)) dy 

En revenant à l'intégration sur 6.a, cette formule s 'interpréte comme une convo­
lution le long de 6.a, à savoir : 

.C(f g)(s) = -2: { F(<1)G(s - <1) dO' ~ 
i7r} 6.a 

1.10.7 Formules intégrales et prolongements analytiques 

Exemple 1.2 Inverse de la Fonction eulérienne 

Pour ~ev > -1, la fonction U(t)t11 a pour image de Laplace (Cf. §1, chapitre 2) 

dans le demi-plan Ilo la fonction r~11!1 l). En appliquant la formule d'inversion, 

on a, 6.c étant une droite d'abscisse c > 0 arbitraire et t un réel positif arbitraire : 

_1_ r exp(zt) dz = t" 
2i7r}6.c [z 11+l] r(v+l) 

On va prolonger analytiquement cette formule en procédant ( ce qui sera un pro­
cédé très utilisé dans la suite) à une déformation de contour. 

La fonction z"~1 ayant un point de branchement en 0, du moins si v est non 

entier, on établit une coupure 'Y issue de 0, s'identifiant par exemple à l'axe des 

réels négatifs. Dans l'ouvert Q = C \-y, la fonction g(z) = e~~i~~), où le crochet 

au dénominateur indique que cette puissance prolonge la fonction x i--+ x11+1 sur 
les réels positifs, est holomorphe. Par conséquent, par le théorème de Cauchy, 
son intégrale sur le chemin fermé fn,r,a (Cf. figure ci-après) est nulle. 
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y 

Figures 2.25 

Contour Lr,a 

Contour r R,r,a 

En utilisant une proposition dite : «lemme de Jordan», on montre la pro­
priété suivante : 

'Va, lim f g(z)dz = 0 
R-Hoo}cR 

Ce lemme, trés utile dans la suite, est énoncé ici dans le contexte de la formule 
d'inversion. : 

Lemme 1.3 Soit c.p une fonction continue dans un secteur S(zo,-) de sommet z0 

contenu dans le demi-plan fermé {z \ ~e(z) ~ ~e(z0)}. Soit d'autre part un arc 
de cercle CR de centre z0 et de rayon R inclus dans ce secteur. Alors, si c.p(z) 
converge uniformément vers 0 lorsque lzl --+ +oo, z restant dans S(zo,-)> on a, 
quel que soit t > 0, le résultat : 

Démonstration 
0 Par hypothèse : 

lim f c.p(z) exp(zt) dz = 0 
R-++oo JcR 

Soient (Ji et 02 les angles polaires, relativement à l'origine prise en z0 , des extré­

mités de l'arc CR, qui vérifient donc la condition 7r /2 ~ 01 < 02 ~ ~'Ir. Alors, en 

choisissant R > A, on a, par paramètrage de l'arc, la majoration suivante : 

On peut majorer cette dernière intégrale en la prenant sur [7r /2, ~7r] et utiliser 
une minoration classique de sin u dans l'intervalle [O, 7r /2]. 
On obtient ainsi : 

1ï11" 111"/2 111"/2 2 7r e(Rtcos6)dO = 2 e(-Rtsin6)dO ~ 2 exp(-Rt-O)dO < _ 
11"/2 o o rr Rt 
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La relation ( *) précédente devient ainsi : 

VR, R > A => 1 f rp(z) dzl $ '!:e lcR t 

Autrement dit l'intégrale tend bien vers 0 lorsque R 4- +oo. ô 

Remarque 1.13 Bien entendu, le lemme reste valable en remplaçant t par -t, 
si l'arc de cercle CR est dans un secteur S(zo,+)i donc à droite de zo. Par allieurs, 
le lemme est inutile si CR vérifie a1 $ (Ji < fh $ a2, avec a1 > 1r /2 et a2 < 31r /2 
car une minoration uniforme de cos (} donne immédiatement le résulta.t. 

Retournons à notre exemple. La fonction <p concernée est définie par <p(z) = 
z-v-l avec ~ev > -1. La condition du lemme y est donc vérifiée sur les arcs de 
CR qui sont à gauche de l'axe des y. Il en résulte que les intégrales sur ces arcs 
tendent vers O. Sur les arcs situés à droite de l'axe des y et à gauche de !:::i.e, la 
majoration : 19 ( z) 1 $ 00 eet R-!Re( 11) où 00 (voir la figure ci-dessus) est un majorant 
de l'angle au centre de l'arc, donne également le résultat. 
Il résulte de tout ceci que l'égalité cie Cauchy fournit à la limite une autre défini-

tion intégrale de r(vt: 1) 

t 11 1 [ exp(zt) 1 [ exp(zt) 
~e(v) > -1=>r(v+l)=2i1r Jb.c [zv+l] dz= 2i1r }La,r [zv+l] dz 

C'est cette égalité qui traduit ce qu'on appelle la déformation du chemin !:::i.e en le 
chemin La,ri orienté dans le sens direct. Ce dernier, appelé aussi «lacet associé 
à 1» enferme cette coupure à l'aide d'un arc de cercle de centre 0 et de rayon r 
et de deux demi-droites, issues de 0, symétriques par rapport à Ox, faisant entre 
elles l'angle 2a, lequel est arbitrairement petit. L'intégrale sur ce lacet est donc 
indépendante de r et de a, c'est pourquoi on peut le noter plus simplement L. 
On considère à présent l'égalité obtenue comme étant, à t > 0 fixé, l'égalité de 
deux fonctions de v. Soit la fonction g* définie par 

*(v) = _1_ [ exp(zt) dz 
g 2i1r }L [z 11+l] 

Elle est analytique en v dans la totalité de C. En effet, la fonction sous le signe 
intégral (z, v) r-t h((z, v) est holomorphe en v dans n = C \ /, continue sur L 
quel que soit v E C et la dérivée qui est égale à la constante ln t près à la fonction 
v r-t -(v + l)h(z, v)z-1 , a les mêmes propriétés. Il en résulte que, si on note Ln 

l'ensemble des points de L de module ~ n, la fonction g: = 2~1r f h((z, v)dz 
}Ln 

est analytique dans C. 
De plus, si on suppose que v reste dans un domaine borné, il existe k tel que 

lh( )1 
exp(t~e(z)) 

z,v ~ lzlk 

Ceci entraine que les intégrales sur les demi-droites de L convergent uniformément 
par rapport à v sur tout domaine borné. De là, découle la convergence uniforme 
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de la suite (u~) vers sa limite g*. D'après le théorème de Weierstrass sur les 

suites de fonctions holomorphes, la fonction g* est holomorphe dans le plan des 
v. 
Par ailleurs, on sait que les fonctions v i-t r(v ~ l) et v i-t t"' = exp(vlnt) (car 

t > 0) sont analytiques dans le plan complexe. On déduit donc de ce qui précède 
une nouvelle formule intégrale pour le prolongement analytique du produit de ces 
deux fonctions. 

Proposition 1.20 La fonction entière : V 1-t r(vt: 1) admet pour représenta­

tion intégrale : 

\;/v E C, t"' = __!._ f exp(zt) dz (l 20) 
r(v + 1) 2i1r JL [z"'+l] · 

Exemple 1.3 Fonction de Bessel d'indice quelconque 

On commence par le cas d'un indice p entier positif. On rappelle que la fonction 
Jp est définie par la série entière : 

( z)P +00 (-1r (z) 2n 
Jp(z) = 2 ~ n!(n + p)! 2 

Comme (n ~ p)! est le résidu en u = 0 de u i-t ::~;:~,on peut remplacer cette 

fraction par une intégrale le long d'un cercle Cr de centre 0 et de rayon r. ce qui 
permet d'écrire : 

1 ( z) P ~ ( -1 r { ( z) 2n exp u 
Jp(z) = 2i11" 2 7 ~ Jcr 2 un+p+l du 

2 

En faisant apparaître la puissance de :u et en permutant l'intégrale et une série 

entière qui est donc uniformément convergente sur le cercle Cr, on obtient : 

J(z)=(z/2)P1 expu~(-lr(z2 )ndu=(z/2)P { exp(u-tt)du 
P 2i11" 0 uP+l ~ n! 4u 2i11" J cc uP+l 

r 0 r 

Dans le cas d'un indice À réel ou complexe non entier négatif, le développement 
en série s'écrit : 

Z >. ~ (-l)n Z 2n 
J>.(z) = (2) ~ n!r(n + 1 + .\) (2) 

0 

On peut reprendre la méthode précédente en utilisant, cette fois, la représentation 

intégrale, valable pour tout À de ( 1 .\),obtenue en prenant t = 0 dans la 
rn+l+ 

proposition précédente. La démarche suivie reste la même et on aboutit à une 
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formule du même type où l'entier p est remplacé par l'indice À et le cercle remplacé 
par le lacet L. Bien entendu, si ~e(À) > -1, on peut utiliser la représentation 
intégrale définie directement par la formule d'inversion de Laplace des fonctions 
puissances. 

Proposition 1.21 La fonction de Bessel d'indice À admet les représentations 
intégrales suivantes : 

VÀ E C, ~e(À) > -1 =? JÀ(z) = (z2/_
2)À { exp(~~~) du (1.21) 

i1r }L::.c U 

(z/2)À 1 exp (u - z2
) 

VÀ E C, ~e(À) > -1::} JÀ(z) = - 2-.- À+l 4u du (1.22) 
i1r L U 

Remarque 1.14 Dans le cas d'un entier p positif, le lacet L est remplacé par le 
cercle C,.. 

On peut voir que ceci n'est pas contradictoire. En effet, les deux intégrales 
sur les deux demi-droites deviennent, lorsque a -t O, égales à deux intégrales 
convergentes opposées l'une à l'autre, la coupure étant d'ailleurs inutile puisque 
dans le cas étudié, il n'y a plus de point de branchement. 

1.10.8 Comportement asymptotique d'un original au voisinage 
de l'infini 

Lorsque les calculs, par utilisation de la formule d'inversion, n'aboutissent pas, 
il est cependant possible quelquefois d'obtenir, encore par déformation de b.c, 
l'expression du comportement à l'infini de l'original recherché. En fait, c'est la 
considération des points singuliers de F les plus proches de la droite limitant le 
detni-plan d'holomorphie qui fournissent ces comportements. Nous considérons 
des exemples où ces points singu_liers sont des pôles et d'autres où ce sont des 
points de branchement. 

Exemple 1.4 Situation où le point singulier le plus à droite est un pôle simple 

Soit la fonction F holomorphe dan.s le demi-plan ouvert Ila et admettant un point 
singulier unique z0 sur la frontière de ce demi-plan, ce point étant un pôle simple 
pour F. Ayant pris c > a pour écrire la formule d'inversion et choisissant e > 0 
de façon. que les autres points singuliers soient à gauche de a - e, on fait les 
hypothèses suivantes : 

• (i) limy-+±oo F(x + iy) = O, uniformément en x pour x E [a - e, c], 

• (ii) L'intégrale JJR F(x + iy)dy converge absolument pour tout x E [a- e, c]. 

Sous ces conditions, nous voulons trouver un équivalent de l'original f pour les 
grandes valeurs de t. On utilise le contour rectangulaire r de sommets B,B',A',A 
(Cf. figure (1) ci-après) situé dans un ouvert où la fonction est holomorphe sauf 
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au point zo qui est à l'intérieur de ce contour. Le théorème des résidus nous 
donne: 

_;.._ { exp(zt)F(z) dz = Rés(exp(zt)F(z); zo) = exp(tz0 )Rés(F(z); z0) 
2i1l" Jr 

Sur le chemin [A', A] d'ordonnée -u, on a la majoration: 

1 { exp(zt)F(z)dzl ~ (c - a+ é) exp( et) sup IF(x ~ iu)I 
}[A' ,A] xE[a-e,c] 

M' 

A' .__,___ ___ .....,.. Figures 1.10.8 

Figure (1) Figure (2) 

Il en résulte par l'hypothèse (i) que cette intégrale tend vers 0 lorsque u -+ +oo. 
Il en est de même pour l'intégrale sur [ B', B]. Sur le segment vertical [A, B], une 
majoration, utilisant l'hypothèse (ii) d'absolue convergence nous donne, lorsque 
u -+ +oo et quel que soit € : 

1- i k exp((a - € + iy)t)F((a - € + iy)dyl ~ exp((a - é)t)·l IF((a - € + iy)jdy 

Cette dernière intégrale peut donc s'écrire ]( exp(tz0 ) exp(-é)t) avec le facteur 
exp(-é)t) qui tend vers 0 lorsque t-+ +oo. On en déduit, en utilisant le théorème 
d'inversion, le résultat suivant : 

Proposition 1.22 Soit F, holomorphe dans le demi-plan ouvert IIa et n'admet­
tant, sur la frontière de ce demi-plan, qu'un point singulier unique z0 qui est un 
pôle simple pour F. Si on suppose : 

• {i) limy--1-±oo F(x + iy) = 0, uniformément en x pour x E [a - €, c], 

• (ii} L'intégrale JIR. F(x + iy)dy converge absolument pour tout x E [a-€, c]. 

Alors, lorsque t-+ +oo, on a l'équivalence: 

f(t),..., exp(tzo)Rés(F(z); zo) 

Exemple 1.5 Situation où le point singulier le plus à droite est un point de 
branchement 
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On fait les mêmes hypothèses que les précédentes, mais on suppose que le point 
singulier z0 est celui où les branches d'une fonction multiforme de type puissance 
à exposant non entier s'échangent, autrement dit un point de branchement. On 
peut exprimer ceci sous la forme générale : · 

F(z) = (z - zo)'Y-1G(z), 

où G est holomorphe au point z0 , le nombre 'Y vérifiant 0 <'Y< 1. Dans ce cas, 
nous obtenons : 

Proposition 1.23 Soit F, holomorphe dans le demi-plan ouvert IIa et n'admet­
tant, sur la frontière rf.e ce demi-plan, qu'un point singulier unique z0 qui est un 
point de branchement pour F. Si on suppose : 

• (i} limy-+±oo F(x + iy) = O, uniformément en x pour x E [a - e, c], 

• (ii) L'intégrale JJR.F(x+iy)dy converge absolument pour tout x E [a-e,c]. 

• (iii} Au voisinage de z0 , on a: F(z) = K(z-z0 )-Y-1G(z) avec G holomorphe 
au point zo, le nombre 'Y vérifiant 0 < / < 1. 

Alors, on a le développement asymptotique : 

Démonstration 
O Pour simplifier, on utilise la translation z = zo + u de la variable d'intégration 
dans la formule d'inversion, ce qui revient à transporter le point de branchement 
à l'origine pourvu que la transformée inverse alors obtenue soit multipliée par 
exp(tz0 ). On pouvait d'ailleurs utiliser cette translation dans l'exemple précédent. 
On utilise un nouveau contour (Cf. {2) dans la figure 1.10.7 précédente) tenant 
compte de la coupure issue de z0 • A cause des hypothèses (i) et (ii), les intégrales 
sur les segments [A'A], [BB'], [B'M], [M'A'] tendent toujours vers O. 
Il reste à considérer le lacet. Une majoration sur le petit cercle montre que 
l'intégrale correspondante tend vers O. En effet, M désignant la borne supérieure 
de IGI sur un disque fermé de centre 0 dans le domaine d'holomorphie de G, on 
a, puisque 'Y > 0 : 

r -t 0 =} 1 { exp(zt)[z7 - 1]G(z)dzl :c::; r 7 exp(rt)M -7 0 
Jcr 

Sur le segment [MP) qui fait l'angle 7r - a avec Ox, on écrit d'abord: 

1 ezt F(z)dz = 1.r • exp(tuei(?r-a))u7 -Iei('Y-I)(7r-a)G(uei(?r-a))ei(?r-a)du 
[MP] lcosal 

Lorsque l'angle a tend vers 0, la composition de la continuité de la fonction en 
( u, a) sous l'intégrale et de la continuité de l'intégrale par rapport à la borne 
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inférieure autorise le passage à la limite sous l'intégrale. 
On obtient ainsi : 

lim { exp(zt)F(z)dz = {e exp(-tu)u">'-1 exp(i('Y- l)11")G(-u)du 
0t-+-O}[MP] lr 

Lorsqu'ensuite r-+ 0, on obtient : 

lim { exp(zt)F(z)dz = r exp(-tu)u">'-1 exp(i('Y-1)1r)G(-u)du 
a-+-0,r-+-0 }(MP] Jo 
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Un calcul du même type sur [ P', M'] donne une formule semblable où 11" e~t 

remplacé par -11". 

Il résulte de tout ce qui précède la formule qui se substitue, grâce au théorème 
de Cauchy, à la formule d'inversion : 

1 . 1 sin('Y11") 1e f(t) =--.-hm eztF(z)dz = e-tuu">'-1G(-u)du (*) 
2i11" [MP]LJ[P'M'] 11" O 

Il s'agit maintenant d'étudier le comportement de cette dernière intégrale lorsque 
t-+ +oo. 
Considérons d'abord le cas particulier de G(z) = zn. 
Le changement de variable tu = v nous fournit : 

1e (-ir 1te 
W: = exp(-tu)u">'-1(-u)n du= -- exp(-v)vn+"Y-l dv 

n 0 t"Y+n 0 

Puisque le quotient de cette dernière intégrale par sa limite lorsque t -+ +oo, à 
savoir r('Y + n) est égal à 1, on en déduit l'équivalence suivante : 

Wn H_;too Wn = (-l)n r('Y + n) 
n+n 

Comme é est arbitrairement petit, on peut supposer que la série de Taylor 
Eci00 anzn de G converge dans le disque de rayon 2é de sorte que, par intégration 
terme à terme, 

f(t) = sin('Y11") f anWn 
11" 0 

Par conséquent, on est amené à montrer que Eci00 an Wn est un développement 
asymptotique lorsque t-+ +oo de Eci00 anWn· ·Autrement dit, il faut.prouver 
que, pour tout entier N fixé, 

[
+oo N .] . 

Hm t">'+N "' an Wn - "' an Wn = 0 
.H+oo L.,; L.,; 

0 0 

Cette expression se décompose eff la somme de dei:ix termes qui sont : 
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et 
+oo 

RN = t'Y+N L an Wn 
N+l 

Les propriétés des séries entières impliquent : 

+oo 

v/t ~ €:::} L lan[v/t]nl < M, 
N+l 

où M est une constante indépendante de t. 
Il en résulte pour RN, lorsque t --+ +oo : 

Par ailleurs, 

+oo 1te IRNI = 1 L an(-lrtN-n e-vvn+'Y-1dvl 
N+l O 

l {te +oo 
tl lo e-Vv'Y+N-l L an(-lrtN-ndvl 

o N+l 

l 1te +oo < t e-vv'Y+N-1€-N[L lan[v/t]nl]dv 
o N+l 

< M €-N {te e-vv'Y+N-ldv 
t Jo 

< 

IWn - Wnl = c"(-n 1+oo e-vvn+'Y-1dv 
te 

devient, par le changement de variable v = tE + w : 

IWn - Wnl = c"(-n 1+oo e-te-w(tc + wr+'Y-1dw 

1+00 w 
e-te e-w(tE + w)-1(c + -r+'Ydw 

0 t 

Il s'ensuit que le terme général de UN est majoré par e+N e-te K(t) où l'intégrale 
K(t) admet une limite finie. La présence de l'exponentielle en facteur implique 
alors que ce terme général tend vers 0 et, par conséquent, que la somme finie 
constituée par UN tend vers 0 lorsque t --+ +oo. 
En replaçant d'une part le facteur exp(-tzo) provenant de la translation rame-

, l' . . 1 d' 1 ffi . G(n)(zo) nant z0 a ongme, en remp açant autre part e coe c1ent an par 1 , 
n. 

puis en tenant compte du facteur sin(lrr) dans la relation (*), on obtient alors 
7r 

le développement asymptotique annoncé.ô 



Chapitre 2 

Calculs d'images d_e Laplace et 
applications 

2.1 Calculs de transformées de Laplace de fonctions 

2.1.1 Détermination par des calculs élémentaires 

On rappelle que l'on note U la fonction "échelon-unité ". 

Exemple 2.1 (Les fonctions exponentielles) 

Soit f(t) = U(t) exp(( a+ iw)t]. Les abscisses vérifient (c(/) = (a(!) = a. Le 
calcul est immédiat : 

Vs E C, 1+00 1 
~e(s) >a::::} F(s) = exp(( a+ iw - s)t] dt= ( . ) 

o s-a-iw 

A partir de ce résultat, on obtient les images des fonctions suivantes : 

U(t) sin(wt, U(t) cos(wt, U(t) exp(at) sin(wt), U(t) exp(at) cos(wt) 

U(t) (-t)nexp(at) cos(wt), U(t) (-t)nexp(at) cos(wt) 

Ces derniers étant obtenus par le théorème 1.1. Ces résultats, ainsi que ceux 
qui concernent les fonctions hyperboliques, sont consignés dans le tableau T1 

construit ci-après. 

Exemple 2.2 (Les fonctions puissances) 

La fonction t f--7 U(t) admet des abscisses nulles et sa transformée est définie 
par F(s) = l/s. Les fonctions t f--7 U(t)tn où n est un entier ont également des 
abscisses de convergence nulles et, par récurrence, on a : 

r+oo r+oo Jo tn exp(-st) dt= n Jo tn-I exp(-st) dt 

ou bien encore : 
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D'ailleurs, ce même résultat peut être obtenu par multiplication de l'échelon-unité 
par (-t)71' puisque, d'après le théorème 1.1, la nouvelle transformée est alors la 
dérivée n-ième de s t-+ 1/ s, laquelle est bien ( -1 )71' / sn+I. Les résultats sont consi­
gnés dans le tableau qui suit : 

Premier tableau T1 d'images de Laplace. usuelles 

Original f ImageF u(f) Original f Image F u(f) 

U(t) exp(zt) 
l 

!R(z) U(t)tn ni/ sn+l 0 --
s-z 

U(t) sin(wt) 
w U(t) ~* 

s2 +w2 
0 ,/l fJsl 

0 

U(t) cos(wt) 
s 

U(t)ta I'(a + 1) ** 
s2 +w2 

0 
fsa+Il 

0 

U(t)ch(bt) 
s 

Jbl U(t)(-ttsin(wt) [ w rn) 
s2 - b2 s2 -1- w2 

0 

U(t)sh(bt) 
b 

lbl U(t)(-ttcos(wt) [ s rn) 
s2 - b2 s2 +w2 

0 

Dans ce tableau, les dérivées indiquées sont relatives à la variable s et les fonctions 
affectées de crochet sont précisées par les notes (*) 1 et (**) 2• 

Donnons les détails de calcul pour la puissance d'exposant quelconque a, avec 
la condition de sommabilité locale a > -1. On peut se contenter de faire ce calcul 
lorsque s est réduit à la variable réelle x. On trouve, dans ce cas, un résultat 
qui , grâce au changement de variable u = xt, s'exprime à l'aide de la fonction 
eulérienne r : 

1+00 1 1+00 r(a + 1) x > 0 => ta exp(-xt) dt = -+1 ua exp(-u) du= +1 
0 xa 0 xa 

La fonction obtenue se prolonge analytiquement dans C privé d'une coupure issue 
du point 0 et placée dans le demi-plan des abscisses négatives. On sait que la 
fonction F transformée de f : t t-+ U(t)ta est analytique dans le demi-plan II0 • 

Cette fonction F coïncide, sur l'axe des réels strictement positifs, avec la fonction 
r(a + l)x-(a+i). En notant le prolongement de cette dernière puissance par 
[s-(a+l)], la fonction F s'exprime donc, dans tout le demi-plan II0 , par : 

F(s) = r(a + l)[s-(a+I)] 

Remarque 2.1 La formule concernant la puissance t t-+ ta reste valable lorsque 
a est complexe (Cf.Proposition 1.8). 

1Le symbole "racine carrée", mis entre crochet (Cf.§1.5.3, exemplel.1), signifie que cette 
fonction est calculée au moyen de l'argument de s imposé dans J - 7r/2, 7r/2[. 

2Lorsque a est non entier, la notation "crochet" (Cf.§1.5.3, exemplel.1) signifie que cette 
puissance est calculée en imposant l'argument des dans] - 7r/2, 7r/2[. 



2.1. Calculs de transformées de Laplace de fonctions 55 

II suffit, pour cela, que ~e a > -1. Dans la transformée, on utilise alors le 
prolongement analytique de r qui est défini dans le plan complexe privé de tous 
les réels entiers négatifs ou nuls (Cf. Annexe 1). 

Exemple 2.3 (La fonction logarithme népérien) 

La fonction Uln est causale et localement sommable. Son abscisse de convergence 
est nulle et on a : 

1+00 11+00 
.C(Uln)(x)= exp(-xt)lntdt=- exp(-u)[lnu-lnx]du 

0 X 0 

Soit C la constante définie par C = f0+00 exp(-u) ln udu; le prolongement ana­
lytique, dans l'ouvert Ilo, de la fonction de la variable réelle x obtenue ci-dessus, 
nous donne: 

Vs E C, 
1 

~e(s) > 0 => .C(U ln)(s) = -(C - Oog](s)) 
s 

L'intégrale définissant la constante C est obtenue par dérivation de la fonction 
eulérienne r (Cf. Annexé 1). 
En effet, la dérivation sous le signe intégral (qui se justifie aisément) nous fournit 
la relation : 

!!:_ r+oo e-uut-1dul = r+oo e-u(ln u)ut-ldul = r+oo e-u1n udu 
dt lo t=l lo t=l lo 

On obtient donc C = r'(l) et finalement, puisque r'(l) = -1, constante d'Euler 
(Cf. Annexe 1), concluons : 

Vs E C, ~e(s) > 0 => .C(U ln)(s) = -~ ( Oog](s) + /) (2.1) 

Exemple 2.4 (Les produits du logarithme par des puissances) 

La fonction t 1-t f(t) = U(t)(ln t)ta est causale et localement sommable lorsque 
a > -1. Son abscisse de convergence est nulle et on a, pour tout réel x > 0 : 

r+oo r+oo 
.C(f)(x) = Jo exp(-xt)taln tdt = x-(a+l) Jo uaexp(-u)On u - ln x]du 

Soit C la constante définie par C = J0+00 ua exp(-u) ln udu, d'ailleurs égale à 
r'(a+ 1) (voir ci-dessus). La relation précédente, prolongée analytiquement dans 
Ilo, fournit alors, en précisant que la formule obtenue est valable quel que soit 
a> 0, entier ou non: 

~e(s) > 0 => .C(Utaln t)(s) = [scr~l] [r;(a + 1) - [log](s)r(a + 1)] (2.2) 

On peut poursuivre avec les fonctions t 1-t h(t) = U(t)(ln t) 2ta. Le procédé 
précédent fournit aisément, lorsque ~e s > -1 : 
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.C(Uta (ln t) 2)( s) 

= [sa~l] [r"(a+ 1) -2~og](s)f'(a+ 1) + [Iog]2 (s)f(a+ 1)] (2.3) 

En généralisant, on voit que l'image de Laplace de fn où fn(t) = U(t)(Int)nta, n 
étant un entier positif, est donnée par une combinaison linéaire des fonctions du 
type : [s(-(a+l))]Uog]k(s), avec 0 ~ k ~ n, les coefficients étant des produits de 
coefficients du binôme par des dérivées de r au point a + 1. 

Ajoutons que ces formules peuvent être étendues au cas où a est un complexe 
quelconque vérifiant: ~e(a) > -1. 

2.1.2 Transformation des fonctions périodiques 

Soit f une fonction périodique de période a. Désignons par g sa restriction à 
(0, a[ prolongée par 0 hors de [O, a] et supposons cette fonction sommable. 

Alors, si on désigne par G la transformée de g qui est partout définie, il est 
facile d'exprimer la transformée de t 1-t U(t)f(t) à l'aide de celle de g. On a, en 
effet : 

1+oo +oo l(k+l)a 
~e(s) > 0 =? f(t) exp(-st) dt= L f(t) exp(-st) dt 

0 0 ka 

+oo 1a +.oo 
= L g(u)exp(-s(u+ka) du= L:exp(-kas)G(s) 

0 ° 0 

Il en résulte que l'intégrale de Laplace de U f est convergente si et seulement si 
la série géométrique de terme général exp(-kas) est convergente. On en déduit 
que les deux abscisses de convergence sont égales à 0 et que la transformée de U f 
est définie par la somme de cette série géométrique de raison exp(-as) : 

Remarque 2.2 Une autre méthode, utilisant la propriété de C vis-à-vis des 
translations, peut être exploitée. L'égalité: g = Uf - (UJ)a donne, en effet : 
G(s) = (1- exp(.:....as))F(s). 

Proposition 2.1 Si f est une fonction périodique de période a, la fonction U f 
a une abscisse de convergence (ou de convergence absolue) nulle et, si G désigne 
l'image de Laplace de la restriction de f à [O, a], on a : 

Vs E C, ~e(s) > 0:::} C(UJ)(s) = 1 G(sl ) (2.4) 
- exp -sa 

2.1.3 Utilisation des propriétés de la transformation 

Dans la recherche de l'image du quotient de f(t) par la variable t, on est amené 
à une primitivation, d'où l'obtention du résultat à une constante près. Le calcul 
de cette constante utilise souvent les théorèmes de valeur initiale. 
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Exemple 2.5 

Soit la fonction f définie par f(t) = U(t)(sin(at)/t) où a est réel. Elle est continue 
et bornée et on en déduit facilement que (c(f) = O. Son produit par t a pour 
image de Laplace dans II0 la fonction s f-7 a/(a2 + s2). 

On en déduit, par primitivation, en se limitant d'abord à la variable réelle x, que: 

Vx E IR, 
X 

x > 0 ==? .C(f)(x) =-arctan(-)+ C 
a 

Puisque cette image tend vers 0 lorsque x --+ +oo, on en déduit que C = 7r /2. 
En désignant ensuite le prolongement de arctan dans 7ro 3par un crochet. on en 
déduit : 

sin(at) [ a ] ~e(s) > 0 ==? .C(U(t) t )(s) = arctan(-;) (2.5) 

Exemple 2.6 

Soit g définie par g(t) = U(t)(sin2(at)/t) où a est réel. 

1 
A l'aide du passage à l'angle 2at, l'image de 2U(t)sin2 (at) est : 

X 
en résulte : 

Vx E IR, 

X Il 
x 2 + 4a2 · 

La fonction sous le crochet tend vers 0 lorsque x --+ +oo, la constante est donc 
nulle. Le prolongement analytique nous donne finalement : 

Exemple 2.7 

Soit la fonction h définie par: h(t) = U(t)(8in:~at)) où a est réel. Cette 

fonction est continue, bornée et même sommable. Son abscisse est nulle. En 

utilisant la dérivée de la fonction g précédente, on a: g'(t) = -h(t) + asin(2at). 
t 

E 1 . . . . d 2a d 1 n passant par a pnm1t1vat10n e 2 2 et en tenant compte e a constante, 
4a +x 

on obtient, pour image de sin(2at), la fonction : x f-7 arctan(2a/x). 
t 

En utilisant alors la formule précédente et la transformée .C(g') = s.C(g) puisque 
g(O+) = 0, on obtient grâce aux résultats précédents (en faisant, en outre, un 
prolongement analytique) la relation où on suppose ~e(s) > 0 : 

3 Ce prolongement est défini à l'aide de la différence de logarithmes complexes dont les points 
de branchement sont i et -i, laissant donc Il0 inclus dans le domaine d'holomorphie 
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( sin2(at)) s [ a2 [ 2a J] C U(t) t2 (s) = -4 [log(l + 4 82 )] +a arctan(-;) (2.7) 

Remarque 2.3 Les formules précédentes sont relatives à un paramètre a réel. 
Le passage à a complexe pourrait être fait en développant ces fonctions à l'aide 
des fonctions exponentielles complexes. 

On peut aussi, ce qui est plus rapide, utiliser la transformée de f(at) lorsque a 
est complexe (Cf. Exercice 3.16) ou encore étendre les résultats obtenus par un 
prolongement analytique. 

2.1.4 Utilisation de développements en séries 

Images de fonctions de Bessel de première espèce ou modifiées de pre­
mière espèce 

Ces calculs sont traités ici comme application de la proposition 1.17. Une autre 
méthode est utilisée dans les exercices 3.9 et 3.11. La fonction de Bessel Jn 
d'indice n entier et la fonction modifiée de même indice In sont définies par : 

+00 (-l)k (t)n+2k 
Jn(t) = ~ n!(n + k)! 2 ' 

Exemple 2.8 Transformées de t i-+ f(t) = U(t)Jo(v'i) et t i-+ g(t) = U(t)Io(v'i) 

La fonction f est donc définie par la série entière dont le terme général s'écrit : 

\~~j2k (~) k. On en déduit que son produit par k! est le terme général d'une série 

entière admettant encore un rayon de convergence infini. La proposition 1.17 
s'applique; elle s.'applique de même pour g et on obtient des exponentielles pour 
images: 

+oo {-l)n 1 1 (-1) 
~e(s) > 0 =? C(UJo(Vt))(s) = L -;i- 22nsn+l =;exp 4s 

0 . 

+oo 1 1 1 ( 1 ) 
~e(s) > 0 =? C(Uio(Vt))(s) =Ln! 22n8n+l =;exp 48 

0 

(2.8) 

La proposition nous dit que : (a(!) ~ O. En fait, comme les fonctions obtenues 
admettent s = 0 pour point singulier, on a : (c(f) = (a(f) = (c(g) = (a(g) = 0 

Exemple 2.9 Transformées de t i-+ f(t) = U(t)Jo(t) et de t i-+ g(t) = U(t)Io(t) 

Le terme général d'indice 2n, les autres étant nuls, fournit, par son produit par 

(2n)!, la valeur absolue bn = 22~~!~ 2 . L'application de la règle de d'Alembert 

donne R = 1 pour rayon de convergence de la série entière E bnt2n. En effet : 

lim bn+l = lim (2n + 1){2n + 2) = 1 
n-t+oo bn n-t+oo 4(n + 1)2 
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En appliquant la proposition 1.17, on obtient donc : 

En mettant (n!)24n sous la forme[2.4.6 .... {2n- 2){2n)]2, une simplification avec 
la factorielle de 2n nous donne un résultat de développement en série entière 
connu: 

() 1[1 ~(-l)n [l.3.5 ... (2n-1)] 1· 1[( l)_l] [( 2)]-1] F s = - + L.J - 2- = - 1+- 2 = l+s 2 
s 0 s n [2.4.6 .... (2n - 2){2n)] s s2 

Dans le cas de Io, le raisonnement est le même, le radical étant remplacé par 

[ (s2 - 1rt]. 
Rappelons que, dans cette formule, le crochet qui contient la puissance -1/2 si­
gnifie que cette puissance doit être considérée dans le demi-plan ouvert II1 comme 

le prolongement analytique de x i-+ k. 
x2 +1 

D'après la proposition 1.17, la seule information donnée sur l'abscisse de conver-
gence absolue de f est : (a(UJo) ~ 1. En fait, la fonction J0 (t) est bornée car 
c'est le coefficient de Fourier d'indice 0 de la fonction périodique(} i-+ exp(itsin(O) 
(Cf. Annexe 2). On en déduit que cette abscisse est nulle et, par prolongement 
analytique, que le résultat précédent est valable dans tout le demi-plan II0 , ce 
qui d'ailleurs est cohérent avec la présence du radical dans le résultat trouvé. 

1 
Par contre, dans le cas de I 0 , le radical (s2 - l)t2 confirme que : (a(Io) = 1. 
Concluons: 

!Re(s) > 0 => .C ( U(t)J0 (t)) (s) = [ (1 + s2)-1/2 J 
!Re(s) > 1 => .c(u(t)I0 (t))(s) = [(s2 -1)-112] (2.9) 

Les exercices 3.9, 3.10 et 3.11 proposent d'autres méthodes de calcul de. transfor­
mées de fonctions de Bessel. 

Remarque 2.4 On remarque, sur les deux exemples qui précèdent, que le chan­
gement de t en it dans la fonction f se traduit par le changement de ( s) en 
F(s/i) = F(-is). 

C'est conforme à. l'extension qui peut être faite de la propriété de dilatation de 
.C au cas où le coefficient de dilatation est complexe (Cf. exercice 3.16). 

Remarque 2.5 La méthode des séries entières, utilisée dans ce qui précède, 
pourrait être utilisée pour la fonction Jv qui est localement sommable lorsque 
v > -1, car l'argumentation de la proposition 1.17 peut aussi s'appliquer à la 
série . (non entière) qui définit cette fonction. 
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Le terme général de cette série s'écrit aktv+2k avec ak = (-l)k k!i~~~v:: l). 

Son image de Laplace s'en déduit : uk(x) = ak r(:~+;:+~ l) 
On peut alors chercher la condition de convergence de la série de ces images. Le 
rapport 1 Uk+i I admet la limite lxl-2 , ce qui signifie que la série des transformées 

Uk 
converge sous la condition x > 1. Bien que le développement ne soit pas celui 
d'une série entière, l'analogue de la proposition 1.17 s'appliquera pour x > 1. 
Mais, la somme de ce développement ne paraît pas aisé à expliciter. Le fait de 
l'obtenir par une autre mèthode (Cf. exemple 2. 19) fournira a contrario une 
application au calcul des fonctions sommes de ces familles de séries. 

Exemple 2.10 Calcul de la transformée de t H U_(t)I2(2Vt) 

Le développement en série de cette fonction s'écrit : 

Il est facile de voir que les hypothèses de la proposition 1.17 sont vérifiées et que 
l'abscisse de convergence est :::; O. La série des transformées nous donne : 

En écrivant : 

nous donne: 

[ ] 
+oo s(-(n.+2)) 

~e(s) > 0 => C U(t)I2(2../i (s) = ~ n!(n + 2) 

1 
n!(n + 2) 

n+l 
(n + 2)! 

1 
(n ~ 2)!' la formule précédente (n + 1)! 

- (-(n.+2)) - - -1 ~- ~ 
+oo [ 1 1 ] +oo -k +oo -k 

F(s) - L 8 (n+ 1)! (n+2)! - 8 L k! L k! 
0 1 2 

Finalement, en tenant compte des premiers termes du développement de l'expo­
nentielle, on obtient : 

c( U(t)h(2../i) (s) = 1 + c~ -1 )exp~ (2.10) 

Exemple 2.11 Calcul de la transformée de t H U(t)t-n/2 In(2Vt) 

Cette fonction généralise la précédente, elle se développe suivant la formule : 

+oo tk 

f(t) = ~ k!(n+ k)! 

Là encore la proposition 1.17 s'applique et fournit ; 

+oo s-(k+I) 

F(s) = L ( k)' o n+ . 
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En factorisant par s(n-l), on reconnait dans le second membre le développement 
de exp(l/ s) tronqué de ses n premiers termes : 

n-1 k 
[ 1 -

F(s) = s(n-1) exp(:;) - L sk' ] 
0 • 

(2.11) 

Autre calcul où intervient une série 

Exemple 2.12 Calcul de la transformée de t i-t U(t)(cosyt/yt) 

Cette fonction est localement sommable, et on trouve (c(J) =O. On utilise encore 
un développement en série qui s'écrit ici : 

+oo (-lrtn-1/2 
f(t) = ~ (2n)! 

N'étant pas une série entière, la proposition 1.17 ne s'applique pas. Cependant, 
on peut montrer que, dans le cas présent, on peut encore intervertir la série et 
la transformation de Laplace (Cf. Exercice 3.10). Simplifions, dans l'image du 
terme général, un quotient de deux factorielles qui y figure : 

r(n + 1/2) - (n - l/2)(n - 3/2) .... (1/2)f(l/2) - (2n - 1)(2n - 3) ... 3.ly'i 
(2n)! (2n)! 2n(2n)! 

~ 
(2n)(2n - 2) .. .4.2(2n) n!(22n) 

On reconnait dans l'image F de f le développement d'une exponentielle puisque : 

En conclu"P"s=io=n~: ---------------------.... 

~e(s) > 0 =? C(U(t)(cosVt/Vt))(s) = {f exp("i}) (2.12) 

On trouvera d'autres exemples du même type dans l'exercice 3.8. 

2.1.5 Transformation de fonctions définies par des intégrales 

Parmi ces fonctions figurent celles qui sont appelées sinus intégral, cosinus inté­
gral, fonction d'erreur, exponentielle intégrale. Leurs définitions font appel à des 
intégrales fonctions de l'une des deux bornes. 

Il s'agit de : 

Si(t) = t sin u du, 
Jo u 

Ci(t) = cos u du, 1+00 
t u 

Ei(-t) = -1+00 exp(-u) du 
t u 
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On développe ici des exemples où sont mis en oeuvre des procédés différents. 
D'autres exemples sont proposés dans les exercices 3.10 et 3.11. 
Dans ce qui suit, les originaux considérés sont supposés multipliés par l'échelon 
u. 

Exemple 2.13 Calcul de la transformée de la fonction sinus intégral 

D'après la définition de Si, il s'agit d'une fonction continue et bornée puisque 
l'intégrale impropre de sin t/t sur [O, +oo[ est convergente. On en déduit que 
son abscisse de convergence absolue vérifie (a (Si) ~ O. C'est aussi une fonction 
dérivable, de dérivée égale à sin t/t partout continue et bornée. . 
Si la transformée de cette dernière fonction est notée G, la dérivée de G est 
l'image dans le demi-plan Ilo du produit -t(sin t/t) = - sin t (Cf. formule (1.5)). 
On en déduit que G admet pour dérivée la fonctions i-+ -1/(1 + s2). 

En se situant sur l'axe des réels positifs, on a : G(x) = C - arctanx et, 
comme Gest une transformée de Laplace (Cf. formule (1.12)), on a C = 7r/2, 
autrement dit G(x) = arctan(l/x). Il suffit, à présent, d'appliquer la formule de 
primitivation (1.9)) Comme Si(O+) = O, on obtient le résultat pour la variable 
réelle. On prolonge ensuite analytiquement dans II0 • On obtient donc : 

'VE C, ~e(s) > 0 =? .C(Si)(s) =;[arctan](;) (2.13) 

On a deux contrôles du résultat obtenu ci-dessus, à savoir la limite de cette 
dernière fonction lorsque s tend vers +oo, on trouve bien 0; d'autre part, la limite 
de sF(s) lorsque s tend vers +oo et là, on trouve bien encore 0 qui est la valeur 
Si(O+). 

Exemple 2.14 Calcul de la transformée de la fonction cosinus-intégral Ci 

D'après la définition de Ci, il s'agit d'une fonction continue sur ]O, +oo[. La 
fonction t i-+ cost/t étant positive et équivalente à 1/t au voisinage de 0, sa 
limite en t = 0 est infinie. Mais une intégration par parties fournit sur [t, 1] : 

11 cosu 11 
--du= -ln tcos t + sin uln udu 

t u t 

On en déduit que, lorsque t -t O, on a l'équivalence Ci(t) ,..., - ln t, ce qui éta­
blit que la fonction est localement sommable. Elle tend vers 0 à l'infini, donc 
l'abscisse de convergence vérifie (a(Ci) ~ O. Il faut remarquer que, contrairement 
à l'exemple précédent, la dérivée Ci / n'est plus localement sommable puisqu'au 
voisinage de t = 0 cette derivée est équivalente à -1/t. 
Pour le calcul de sa transformée F, on utilise plutôt la dérivation de F ; plus 
précisément on cherche une équation différentielle dont cette image est solution 
sur JO, +oo[. On considère pour cela la fonction t i-+ g(t) = -tCi(t). Au voisinage 
de 0, l'équivalence g(t) ,..., tlnt implique l'existence de g(O+). Par ailleurs, g 
possède une dérivée qui s'écrit -Ci(t) +cos t, élément de .Cd et, de plus, l'image 
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de g est la dérivée F' de la transformée cherchée. L'application du théorème 1.1 
nous fournit alors, lorsque ~e s > 0 : 

C(g')(s) = C(-Ci)(s)+.C(cos)(s) = -F(s) + ~ = -g(O+)+s.C(g)(s) = sF'(s) 
s + 1 

En se restreignant à la variable réelle strictement positive x, la fonction F est 
solution de l'équation différentielle : 

X 
F(x) + xF'(x) =· x2 + 1 

L'équation sans second membre admet la solution x i-t C / x et la méthode de 
variation de la constante conduit à C' = x / x2 + 1. On en déduit que F peut 
s'écrire sous la forme : 

F(x) = ![1nJx2+1+K] 
X 

Finalement, en constatant que la limite à l'infini de ln .J x2 + 1/ x est nulle, on 
conclut à [( = 0 à l'aide d'un théorème de valeur finale (Cf. formule(l.13)). Il 
suffit ensuite de voir que la fonction trouvée peut se prolonger dans le demi-plan 
ouvert Il0 • On note [(s2 + 1)112] le prolongement de la racine carrée réelle et, 
en remarquant que l'image de cette puissance reste dans ce demi-plan Ilo où la 
fonction ln se prolonge en [log], on conclut : 

.C(Ci)(s) = .;[log] ( [(s2 + 1)112]) (2.14) 

Exemple 2.15 Calcul de la transformée de la fonction intégrale Ei(-t) 

La dérivée de cette fonction est égale à (exp(-t))/t qui n'est pas, à cause de sa 
singularité en t = O, transformable par Laplace. On affaiblit cette singularité en 
intégrant par parties l'intégrale définissant Ei(-t). On a ainsi : 

Ei(-t) = - [ e-u ln u] : 00 
- l+oo e-u ln udu = e-t ln t - l+oo e-u ln udu 

En se référant à l'exemple 2.3, la fonction intégrale du second membre est définie 
pour t > 0 par : 

i+oo 1t exp(-u) ln udu = [r' (1) - exp(-u) ln udu] 
t 0 . 

D'après la remarque 1.5 et l'exemple 2.3, l'image de exp(-u) ln u est égale à la 
translatée d'indice -1 de -s-1 ([log](s)+'Y), à savoir: -(s + l)-1([log](s+l)+'Y)· 
En divisant ce résultat par s, on obtient l'image de la primitive considérée ci­
dessus (Cf. Proposition 1.11). En tenant compte de l'égalité r'(l) = -{, nous 
avons: 

F(s) = -(s + l)-1 ([log](s + 1) +'Y)+ 1 _ !(s + 1)-1 ([log](s+1) +'Y) . s s 
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Le terme contenant 'Y s'annule et, finalement, on trouve: 

~e(s) > 0 => .C(Ei('-t))(s) = -~ [~og](s + 1)] (2.15) 

Une étude de l'exponentielle intégrale, redonnant en particulier ce résultat est 
proposé dans l'exercice 3.19. 

Exemple 2.16 Calcul de la transformée de la fonction de Bessel U(t)K0 (t). 

Cette fonction (Cf. Annexe 2) f = Ko dite «fonction de Hankel d'indice 0» 
est une solution de l'équation de Bessel d'indice O. Elle admet la représentation 
intégrale : Ko(t) = J0+00 exp(-tch9)d9. C'est cette représentation qui peut être 
utilisée avec une interversion de deux intégrations. Cette permutation est licite 
lorsqu'on suppose x > 0 puisqu'alors les deux fonctions exponentielles, l'une en la 
variable t, l'autre en la variable 9, sont sommables sur [O, +oo[. Cette permutation 
permet aussi de prouver que l'abscisse de convergence de la fonction f considérée 
vérifie (a(/) ~ O. Il est d'ailleurs évident que l'abscisse est nulle. Pour le calcul, 
un changement de variable fournit, après cette permutation : 

.C(f)(x) = 1+oo exp(xt) [1+oo exp(-tch9)d9] dt 

1+oo [fo+oo exp( -t( x + ch9) )dt] d(J 

--d9=2 d(J 1+00 1 1+00 eB 
0 x + ch9 0 2xeB + e2B + 1 

1 [ 1 + x - V x2 - 1] 
v'X2=1 ln 1 + X + v'X2=1 

Une dernière simplification à l'intérieur du logarithm,e, puis le prolongement ana­
lytique habituel dans le demi-plan II0 , conduisent au résultat : 

~e(s) > 0 => .C [u(t)K0 (t)] (s) = [(s2 _ 1
1)1/2] ln(s - [(s2 - 1) 112)) (2.16) 

Exemple 2.17 Calcul de la transformée d'une fonction associée à la fonction 
d'erreur 

L'exercice 3.43 propose les déterminations des images des fonctions erf(t) et 
erf ( vt). Dans ce qui suit, nous déterminons l'image de la fonction erf ( 1 / vt) 
qui, tout en utilisant le calcul direct de l'image de sa dérivée, réclame davantage 
de calculs. 
Rappelons d'abord l'expression de la fonction considérée qu'on note erfr : 

2 {1/vt 2 
erfr(t) = erf(l/Vt) = .,fi Jo exp(-u2)du = .,fof(t) 
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L'abscisse de convergence vérifie (a ( erf r) ::=; 0. L'image de Laplace de /est notée 
F. 
La dérivée de cette fonction f s'exprime par (-1/2)(t)-312 exp(-1/t). Cette 
dérivée tend vers 0 en t = 0 et se comporte comme (t)- 312 à l'infini. Elle est donc 
sommable et on en déduit que (a(J') ::=; O. De plus, par la valeur d'une intégrale 
classique, on a J(O+) = ..jif/2, on en déduit donc que : 

.C(J')(s) =--/if /2 + sF(s) 

Calculant la transformée G de J'en faisant intervenir dans l'exposant de l'expo­
nentielle le carré d'une différence, on trouve, pour l'expression de -2G(x) dans 
le cas de la variable réelle x > 0 : 

1+00 (t)- 3l 2exp[-xt- ~]dt= exp(-2vx) 1+00 
(t)-312exp[-( ./Xt- ~)2]dt 

Par le changement de variable u = 1/ ...fi,, il en résulte donc : 

G(x) = -exp(-2vx) 1+00 
exp[-( u - V:) 2] du 

On remarque que la dernière intégrale porte sur une fonction g telle que g(u) = 

g ( v-f;,). On en déduit, par un changement de variables, deux expressions de 

cette intégrale que l'on additionne : 

r+oo r+oo Vx 1 r+oo [ JX] 
Jo g(u)du = Jo g(v) v2 dv = 2 Jo g(u) 1 + u2 du 

Or, 1 + /!,; est la dérivée de u-v-f;,. Il en résulte, par le changement de variable 

difféomorphe : w = u -v-f;,, la nouvelle expression de cette intégrale : 

1+00 1 l+oo ..Ji g(u)du = - exp(-w2)dw = -2 
Ü 2 -OO 

Finalement, on en déduit : G ( x) = - V: exp ( - 2JX). En rassemblant tous ces 

calculs, en tenant compte du coefficient ..Ji /2 et en prolongeant dans le demi-plan 
Ilo, on obtient ainsi le résultat : 

't/s E C, Re(s) > 0::::} .C(erfr)(s) = (~) [ 1- exp(-2[(s) 112J)] (2.17) 

On remarque qu'au cours du calcul, on a trouvé la transformée de la dérivée que 
l'on peut d'ailleurs trouver par d'autres méthodes, par exemple par une équation 
différentielle (Cf. Exercice 3.8) : 

't/s E C, [ a a2 ] Re(s) > 0::::} .C U(t) ~exp(--) (s) = exp(-a[s112]) 
2v 7rt3 4t 

(2.18) 
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Enfin, en multipliant cette fonction par la variable t, on parvient à une autre 
image: 

[ 1 a2 J 1 C U(t) J1rt exp(- 4t) (s) = 8112 exp(-a[s112]) 

2.1.6 Calcul au moyen d'équations différentielles 

Si l'original considéré est solution d'une équation différentielle, on peut tenter de 
transformer cette équation par C. En principe, parmi les solutions de l'équation 
transformée figure la transformée de Laplace cherchée. Comme les solutions de 
cette équation transformée font intervenir des constantes d'intégration, ce sont 
les théorèmes de valeur finale ou de valeur initiale qui peuvent éventuellement 
permettre le calcul de ces constantes. Mais ces théorèmes peuvent, dans certains 
cas, être inefficaces. Nous verrons d'ailleurs comment, notamment à l'aide de 
développements au voisinage de 0, utiliser de façon plus fine ces théorèmes. Dé­
taillons deux exemples liés aux fonctions de Bessel d'indices non entiers et un 
exemple lié aux polynômes de Laguerre. 

Exemple 2.18 Transformée de la fonction t i-+ U(t)t>-J>.(t) 

Posons f(t) = U(t)t.>.J>,(t) où, on le rappelle (Cf.Annexe 2); 

Au voisinage de O, J .>. est équivalente à at>-. On en déduit que la fonction consi­
dérée est localement sommable sous la condition À > -1/2. Par ailleurs, (Cf. 
Annexe 2), cette fonction est à croissance lente. On en déduit que (a(/) ::=;O. On 
commence par chercher une équation différentielle vérifiée par f. La fonction J .>. 
est solution de : 

t2x" + tx' + (t2 - À2 )x = 0 

Un calcul facile nous donne l'équation vérifiée par f sur lR+ : 

ty" + (1- 2À)y' +ty = 0 

Pour pouvoir appliquer le corollaire (1.3) et la formule (1.8), il faut assurer l'exis­
tence de f(O+) et de f'(O+). On est ainsi amené à restreindre la condition sur 
À en 2À - 2 2 0, donc À 2 1. On tient compte alors des relations f (O+) = 0 et 
f'(O+) =a (a= 0 lorsque À> 1eta=1lorsqueÀ=1). 
Puisque, sous cette condition, f" est aussi transformable, l'image de laplace F 
de fa ainsi les propriétés suivantes : C(f') = sF(s) et : 

C(f") = s2 F(s) - a, C(tf) = -F'(s), C(tf') = -(sF)', C(tf") = -(s2 F)' 

La valeur numérique de a n'intervient pas et on en déduit que, si À 2 1, F vérifie 
l'équation différentielle linéaire homogène du premier ordre : 

(s2 + l)F' + (1+2À)sF = 0 
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Sa solution générale s'écrit sur IR+ : F(s) = C(l + s2)-(->.+1/2). 

Il reste à calculer la constante C. Sous la condition imposée >. ~ 1, la fonction F 
tend vers 0 à l'infini quel que soit la constante C. La proposition 1.15, non plus 
que le corollaire 1.4 ne peuvent nous être utiles. 
Cependant, on sait que la fonction f est équivalente au voisinage de 0 à une 
fonction du type at2>.. Comme la condition 2>. > -1 est vérifiée, on peut utiliser 
la proposition 1.16 qui affirme que la fonction Fest équivalente, lorsque x -t +oo, 

' i-t af(2>. + l)s-2>.-l c'est-à-dire finalement à f(2>. + l) s-2>.- 1 
as ' 2>-r(>.+1) · 
Or, la fonction solution : (1 + s2)-(>.+l/2) est équivalente, sous cette condition, à 
8 - 2>.-l. On en déduit donc la valeur de C, à savoir : 

La dernière simplification provenant de la formule de duplication de r (Cf. An­
nexe 1). 
Tout ceci étant vrai sous la condition >. ~ 1, on en déduit, après le prolongement 
dans le demi-plan II0 , le résultat : 

\;/). ~ 1, (2.19) 

Pour>.= 1, on trouve (s2 + 1)-312, dérivée de s(s2 + 1)-1/ 2, ce qui se vérifie 
à l'aide de J 1 = -J~ (Cf. Formule (2.9)), suivie de la multiplication par t qui 
permet d'atteindre l'image de tJ1 (t). 

Remarque 2.6 

La condition sur >. provient de la méthode utilisée qui exige l'appartenance des 
dérivées d'ordre 1 et d'ordre 2 à .Cd. D'autres méthodes, par exemple, celle qui 
utilise les développements en séries entières et la proposition 1.17) (Cf. exercice 
3.10) ou encore, celle qui utilise une représentation intégrale des fonctions de 
Bessel (Cf. exercice 3.11), montrent la validité de cette formule pour>.> -1/2. 
D'ailleurs, on vérifie cette formule pour>.= 0 et aussi pour>.= 1/2 puisque, dans 

ce cas, la fonction considérée se réduit à vtJ1; 2 (t) =.Ji {2 sin t = {f sin t dont Vti y; 
l'image qui est égale à /!(1 + s2)-1 est bien conforme au résultat trouvé. 

Exemple 2.19 Transformée de la fonction t i-t U(t)J 11 (t), v > 1 non entier 

Pour la sommabilité au point t = 0, on suppose v > -1. L'abscisse de convergence 
absolue de cette fonction notée g est négative ou nulle. Transformons l'équation 
vérifiée par g: t2g" +tg'+ (t2 - v2 )g =O. On note que, sous la condition donnée 
v > 1, on a : g(O+) = g'(O+) = O. Donc, sous cette dernière condition, les 
propriétés des transformées de g et de ses dérivées, données par les formules de 
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l'exemple précédent, fournissent immédiatement la relation différentielle vérifiée 
par la transformée G de g, à savoir : 

(s2 + l)G" + 3sG' + (1- v 2 )G = 0 

On suppose d'abord que s = x réel et on commence par chercher l'équation 
vérifiée par H(x) = (1 + x2 )-°'G(x) en choisissant l'exposant œ pour obtenir 
une équation la plus simple possible. Dans cette équation, le coefficient du terme 
(l+x2)°'-1 H(x) s'écrit: (2a+1) 2x2+(2a+l)+(l+x2)(1-.X2). Il se simplifie par 
le choix de a = -1/2 et, pour ce choix, la fonction H est solution de l'équation : 

(1 + x2 )H" + xH' - v2 H = 0 

Cette équation peut s'écrire : 

dd (H'v1 + x2 + vH) - ~(H'v1 + x2 + vH) = o (*) 
X 1 + x2 

Des solutions particulières de cette équation sont obtenues lorsqu'on impose la 
relation: H'vl + x2+vH = O, ce qui donne les fonctions H = C1 (Vl + x2-x)-11 • 

Comme le changement de v en -v laisse l'équation (*) invariante, on en déduit 
d'autres solutions indépendantes des précédentes, à savoir H = C2 (vl + x2 -x)". 
La solution générale de (*) s'écrit donc : 

Retournons à G(x) = H(x)(l+x2)-1!2. Des développements limités au voisinage 
de +oo montrent que G s'y comporte comme: C1x11 - 1+c2x-11- 1 si ces constantes 
sont non nulles. Or, la condition sur v implique v -1 > 0 alors que -v -1 < -2. 
La transformée de Laplace de G devant tendre vers 0 à l'infini, il en résulte que, 
nécessairement C1 = O, d'où G(x) = C2 (1 + x2)-112(vl + x2 - x)". 
Il reste à calculer C2 • Là aussi, c'est la proposition 1.16 qui permet son calcul. 
On trouve ainsi que : C2 = 1 Donnons le résultat en prolongeant dans II0 : 

Vv ~ 1, 
[[(1 + s2)t] - s)"] 

~e(s) > 0::::} .C(U(t)J,,(t))(s) = [ ] 
(1 + 82)1/2 

(2.20) 

Remarque 2. 7 Du résultat précédent, on peut en déduire facilement l'image de 

Laplace de U(t) J~t) dans le cas où v ~ 1. 

D'abord, si on pose: R = Vl + x 2 + x, on a : R-1 = vx2 +1 - X. Ensuite, 

d ' . . b . d [R "] -v R-" C l d' l par envation, on o tient : -d - = ~· e a veut ire que e pre-
x vx2 +1 

mier membre de cette égalité représente au coefficient -v près la transformée de 
J,,(t) 

U(t)--. On en conclut en prolongeant encore dans Ilo : 
t 
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Remarque 2.8 En utilisant la remarque 2.5, le développement en série de Jv, 

( t)v+2k {1/2)v+2k 
dont le terme général est : ak - , avec ak = (-l)k k' ( ) . fournit 

2 .r v+ k+ 1 
par transformation terme à terme un développement que l'on peut alors identifier 
au résultat précédent. 

Cela nous donne, pour tout v ~ 1 et pour x > 1 ou même pour ~e(s) > 1, le 
résultat : 

C [U(t)Jv(t)) (s) = ~(-l)k {1/2)v+2k r(v + 2k + 1) (2.22) 
t ~ k!r(v + k + 1) sv+2k+i 

Application de la formule (2.22) à des sommations de séries 
Considérons, par exemple, la fonction hv définie dans le disque coupé D \ ~ de 
centre 0 et de rayon 1, ~ étant la coupure constituée par 1 'axe des réels négatifs, 

[(1 + u) 112 - 1 ]
V 

par h~(u) = u-v [(l + u)l/2 , la détermination choisie pour la puissance 1/2 

étant celle qui prolonge la racine carrée réelle. 
Cette fonction ne dépend pas de la branche choisie pour uv. L'ayant prolongée 
sur tout le disque, elle y est analytique. On se propose de déterminer sa série de 
Taylor au pointu= O. 

Pour cela, on remplace u par 12, en supposant ~e(s) > 1. On obtient : 
s 

1 [[(l+s2)t]-s)v] 
h (-) - sv+l -=---------=-

v s2 - [ (1 + s2)1/2) 

En utilisant la formule (2.22), on en déduit donc : 

En revenant à la variable u et en prolongeant la série dans tout le disque, on 
obtient le développement en série de Taylor de hv pour tout v ~ 1 : 

[ (1 + u) 1/ 2 - 1) v +oo (-l)k(l/2)v+2kr(v + 2k + l)uk 

lui< 1 ~ uv[(l + u)1/2 = ~ k!r(v + k + 1) (2·23) 

On peut d'ailleurs faire une vérification pour le premier terme du développement 
qui est bien égal de part et d'autre à 2-v. 
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Exemple 2.20 Image de Laplace de la fonction U(t)Iv(t). 

On rappelle que Iv(t) = exp(i1r;)Jv(it). 
Pour le calcul de l'image, on pourrait reprendre la méthode précédente, l'équation 
différentielle étant du même type, à savoir t2 y" + ty' - (t2 + v2)y = O. On 
pourrait aussi effectuer une dilatation complexe de rapport i à partir des résultats 
précédents (Cf. Exercice 3.16). Nous préférons utiliser ici le développement en 
série de lv, la remarque 2.5 et la relation (2.20). 

En posant : bk = k!i~~~v:: l), la série des images des termes de la série lv(t) 

,, , . (,1rV)~b r(v+2k+l) O h s ecrlt mamtenant : exp i 2 L..J k sv+2k+I . r, en c angeant u en -u 
0 

dans (2.20), on a : 

[ (1 - u)l/2 - 1] v +oo (1/2)v+2kr(v + 2k + l)uk 

(-u)v[(l - u)l/2 = ~ k!r(v + k + 1) 

Donc, en reprenant la variable s = u-2 , pour Re(s) > 1, on reconnait la somme 
de la série précédente. On peut donc conclure : 

[s _ [(82 _ 1)t1r 
!fie( s) > 1 => .C [u(t)I.( t)] ( s) = [ ] (2.24) 

(s2 -1)1/2 

Cette fois, les singularités de l'image étant -1 et +1, on voit que l'abscisse de 

convergence de U(t)Iv(t) est égale à 1. 

Exemple 2.21 Fonctions liées aux polynômes de Laguerre généralisés 

Le polynôme de Laguerre généralisé de degré n et d'indice a > 0 est défini par 

L~(t) = cae~ t :; (ta+n exp(-t)) 

On se propose de calculer l'image de Laplace de f(t) = U(t)ta L~(t). L'équation 
différentielle vérifiée par le polynôme de Laguerre L~ s'écrit : 

ty" + (a+ 1 - t)y' + ny = 0 

Celle vérifiée par f s'en déduit : 

t !" - (a - 1 + t) f' + ( n + a) f = 0 

Il est facile de voir que l'abscisse de convergence absolue est nulle et, par utilisa­
tion de la formule de Leibniz, que f(O+) =O. L'équation précédente transformée 
par f, s'écrit : 

-(s2 F(s))' - (a - 1) (sF(s)) + (sF(s))' + (n + a)F(s) = 0 
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ou encore: 

(s - s2)F'(s) + ( n +a+ 1 - s(l +a)) F(s) = 0 

Cette équation, en se restreignant à la variable réelle x a pour solution générale 
C(x - l)nx-(n+a+l, ce qui peut s'écrire 

Il reste à calculer la constante C. Par la formule de Leibniz, le terme de "plus 

bas degré" dans la fonction f s'écrit atO/ avec a = r(~r1 n + ~) et la fonction 
n. a+ 1 

g(t) = f(t) - atOI est de degré a+ 1, ce qui implique que g'(O+) = 0 et, en 
transformant g", on doit obtenir limx-t+oo x2G(x) =O. 
Or, la transformée G de g est donnée par : G(x) = F(x) - ar(a + l)x-(Ol+l). 
Par ailleurs, un développement simple prouve que cette fonction est équivalente à 

l'infini à x-(a+i)(C- ar(a+ 1)). On en déduit: C = ar(a+ 1) = r(a + ~ + l), 
n. 

d'où le résultat, en prolongeant analytiquement dans le demi-plan 110 : 

2.1. 7 Résumé de résultats précédents 

Certains des résultats précédents ou d'autres obtenus dans ce qui suit, par re­
cherche d'images inverses sont décrits dans le tableau T2 ci-dessous : 

Original f ImageF Original f Image F 

U(t) ln(t) s-1[[1og](s) + 1'] U(t)J>.(t) 
[[(1+ 8 2)1/2 _ s]A 

r(1 + s2)1/21 
U(t) sin2 (at) 1 4a2 u (t)tÀ ]>. ( t) 

2-Àr(2À + 1) 
t 4[1og](l +il) r(À + 1)(1 + s2)(>-+l/2) 

U(t) cos.fi ~ 1 
U(t)In(2./i) n-1 n-1 -k 

exp(--) tn/2 
_s -[el/s - L ~) 

.fi 4s 2n kl 0 • 

1 1 exp(-a[(s2 + 1)112) 
U(t)Si(t) -[arctan(-)] UaJo( Vt2 - a2) 

s s (s2 + 1)1/2 

[log([(s2 +1)112]] 
A·! .;ai 

U(t)Ci(t) 
t-2 J>,_1 (2 at) >. a 

À-1 
s- exp(--) 

s fl-2- s 

U(t)Ei(-t) 
l 

U(t)I2(2Vt) 
l l 

--[log](s + 1) 1 + (1 + - - 1) exp(-) 
.Cl .Cl .Cl 

1 ~ exp(-[s112] U(t)erfr(t) ~[1 - exp(-2[s112])] U(t)erfc( ~Jt 
2 t s s 

U(t)t°' L~(t) 
f(a+n+l) 

U(t)t°'-1 log t 
r'(a) - r(a)[log](s) 

n![s°'+l ]( s~l )n [ s°'] 
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2.2 Utilisation des formules d'inversion 

Dans la pratique, ces formules pourraient être considérées comme inutiles puisque 
la propriété d'injectivité de .t:,, du moins pour les fonctions habituelles qui sont 
continues (Cf. Exercice 3.26), permet de procéder à la lecture inverse d'un dic­
tionnaire d'images. Mais, certaines résolutions de problèmes physiques font in­
tervenir des fonctions qui peuvent ne pas être contenues dans un tel dictionnaire; 
les formules d'inversion, même traitées numériquement, sont alors utilisées. Il est 
bon de noter aussi l'intérêt théorique de ces formules qui permettent, en particu­
lier, de déterminer les comportements comparés des originaux et des images aux 
voisinages de 0 et de l'infini. Pour décrire une méthode d'utilisation de la formule, 
nous commençons par un exemple très simple de calcul d'une transformée inverse. 
Des calculs moins immédiats feront suite. On terminera par des études de com­
portements asymptotiques comparés des fonctions et de leurs images prolongeant 
ainsi les résultats obtenus dans le chapitre 1 (§1.8 et §1.10.8). 

2.2.1 Calculs de transformées inverses 

Exemple 2.22 Transformée inverse d'une fonction rationnelle 

Soit la fonction F définie dans le demi-plan Ilo par F(z) = (!~~+1~2 • Une telle 

fraction rationnelle se décompose en éléments simples, lesquels ont, d'après le 
dictionnaire d'images, des antécédents connus. La méthode que nous utilisons 
n'est donc ni la plus efficace ni la plus rapide! 
Les hypothèses du théorème 1.5 sont vérifiées de façon évidente et l'original as­
socié est défini par une intégrale sur une droite verticale d'abscisse c > 0 : 

f(t) = U(t)-2: { F(z) exp(zt)dz 
i1l" lt::.c 

En fait, la fonction G où G(z) = F(z) exp(zt) est holomorphe dans le plan privé 
des pôles doubles i et -i. Le calcul se sert du théorème des résidus appliqué à G 
et au contour rR (voir dessin ci-après) constitué d'un demi-cercle CR, centré au 
point d'affixe c, situé à gauche de 6.c et complété par son diamètre [A, A'] placé 
sur cette droite. 

Figure2.20 
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En supposant R > 1, le théorème des résidus nous fournit : 

f(t) = U(t)-2: [ F(z) exp(zt)dz = U(t)[Res(G; i) + Res(G; - i)] 
i?r lrR 
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Les pôles étant doubles, le calcul des résidus fournit ensuite, par exemple pour le 
premier : 

Res(G; i) = ![(3z2 + 1) exp(zt)(z + i)-2]z=i = exp(it)(~ - i) 

La somme des deux résidus donne ensuite : 

1 Ir . f(t) = U(t)-2. F(z) exp(zt)dz = U(t)[tcost + 2smt] 
i?r rR 

Montrons maintenant que limR-++oo fcR G(z)dz = O, ce qui se fait par une ma­
joration immédiate. On a, en effet, ~e(zt) :::; et sur CR puisque t est positif et, 
par conséquent : 

l 3R2 + 1 
1 G(z)dzl:::; ?rRexp(ct) ( 2 ) 2 

CR R -1 

Finalement, on trouve : 

J (t) = U(t)[t cos t + 2 sin t] 

Exemple 2.23 Calcul de l'image inverse de la fonctions i-t s-1 exp(-s112) 

Dans cet autre exemple, on constate la présence d'un point de branchement 
associé à. la puissance non entière 1/2. On introduit la coupure; issue de 0 et 
placée sur l'axe des réels négatifs, moyennant quoi la fonction, notée w = [z112] 

(qui prolonge la racine carrée habituelle sur les réels positifs), est définie par 
la formule w = lzl 112 exp(i0/2) où 0, conformément à. la coupure utilisée, est 
l'argument appartenant à.] - 11", ?r[. 
On applique le théorème de Cauchy à. G telle que G(z) = z-1exp(-w(z)) exp(zt) 
, holomorphe dans n = C \ ; et au contour r r,R,a constitué, comme le montre 
la figure ci-après, par le segment [A, B] d'abscisse c, par trois arcs de cercle CR, 
CR, Cr de centre 0 et de rayons respectifs R et r, joints à. deux segments [a, b] 
et [a', b1 portés par des demi-droites d'angles polaires ±a avec a E]?r /2, 11"[. 
Il s'agit de chercher les limites des intégrales sur ces différents morceaux du chemin 
lorsque a -t 11", R -t -f-oo et r -t O. 
Sur l'arc de cercle CR, en remplaçant l'arc par le demi-cercle correspondant, on 
a la majoration : 

1 [ G(z)dzl:::; ?rexp(ct)I r exp(-../Rcos(0/2))d0 
lcR lo 

Une majoration classique conduit à. prendre 11" /2-0 /2 pour variable, à. se ramener 
à. une intégrale sur [O, 11" /2] et à. minorer le sinus dans cet intervalle (C'est la 
démarche utilisée dans la démonstration du lemme de Jordan; voir le lemme 
1.3) : 
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y 

__..."'T"'-....iA' 
Figure2.21 

~ ....... -.A 
Contour GR.r,a 

11r exp(-v'Rcos(0/2))d() = 211r/2 exp(-v'Rsin u)du::::; 211r/2 exp(-v'R27r )du 
0 0 0 u 

En calculant cette dernière intégrale, on obtient : 

1 f G(z)dzl ::::; . ~ --+ 0 lcR vR 

Le même traitement s'applique à. l'intégrale sur G_;~. 
Le paramètrage sur l'arc de cercle Cr fournit : 

f G(z)dz = i {-a exp(-y'r exp(O /2) )) exp(rt exp(iO) )dO 
Jcr , la 

La continuité vis-à-vis des bornes, puis la continuité en (r, 0) de la fonction sous 
l'intégrale permettent un passage à. la limite sous le signe intégral. On obtient 
ainsi : 

lim f G(z)dz = -2irr 
r--tO,a--t?r } Cr 

Enfin, sur le segment [a, b], on peut aussi faire un passage à. la limite sous l'inté­
grale lorsque a --+ 7r. L'argument constant de z tendant vers 1r, on en déduit, en 
paramétrant au moyen du module u = lzl : 

lim { G(z)dz=- {Rexp(-ut)exp(-y'u)exp(i~)du 
CX--t1r}~~ lo 2 U 

Sur le segment [b',a'], on a un résultat analogue en remplaçant exp(irr/2) par 
exp(-irr/2). 
On constate que la somme de ces deux intégrales fournit une intégrale convergente 

. b' . 0 (sin Vu t--to 1; 2 ) , • • d ( , aussi 1en au pomt u = -- "" u- qu au v01smage e +oo presence 
u 

de l'exponentielle avec ut > 0). Concluons donc : 

lim.[ f G(z)dz+ { G(z)dz] = 2i f+oo exp(-ut) sin(y'u)du = 2iK(t) 
J[a,b] J[b',a'] Jo U 
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Montrons maintenant que cette fonction K se ramène à la fonction d'erreur. 

Le changement de variable u = x2 , le remplacement de sin x par l'intégrale 
X 

f1 cosvxdv, l'utilisation de la parité de cos et une permutation des intégrations 
lo d . nous onnent successivement : 

K(t) = 1+00 exp(-tx2) • 
2 smxdx 

0 X 

21+oo exp(-tx2) (11 cos( vx )dv )dx 

11 
([:

00 
exp(-tx2) cos(vx)dx)dv 

11 
([:

00 
exp(-tx2 - ivx)dx )dv 

f 1 exp(- v 2
) ( r+oo exp(-t(x -i~)2)dx)dv Jo 4t 1-oo 2t 

= f 1 exp(- v2
) ( r+oo exp(-tw2 )dw) dv 

lo 4t 1-oo 
fi rl v2 [2~ 2 V t lo exp(~ 4t )dv = 2y'i Jo e-11- dµ 

r+oo 
Dans ces égalités, on a utilisé le résultat classique l-oo exp( -x2) dx = y'i et la 

r+oo 
nouvelle variable w = x../t qui permet d'en déduire l'intégrale l-oo e(-tw2 >dw. 

La formule d'inversion fait intervenir la limite de l'intégrale sur [A, B] de G(z). 
En divisant par 2i?r les limites précédentes, on obtient la transformée inverse f 
de s 1-7 s-1 exp(-s112) pour les valeurs positives de t, transformée inverse qui fait 
apparaître erfc, fonction d'erreur complémentaire (Cf. Exemple 2.17 ) : 

- 2 2,/t -µ.2 - 2 -µ.2 - 1 [ 11 l !+oo f(t) - 1 - ~ 0 e dµ - ~ &i e dµ - erfc(Wt) 

Exemple 2.24 Image inverse de s 1-7 [(s2 + 1)-112] exp(-a[(s2 + 1) 112]) 

Ce nouvel exemple fait intervenir les deux points de branchement I et J d'affixes i 
et -i. On suppose que la fonction F donnée est celle qui prolonge analytiquement 

la fonction de la variable réelle: x 1-7 ~ exp(-a./ x 2 + 1). En prenant pour 
x 2 + 1 

coupure le segment S qui joint les deux points de branchement, on voit qu'on peut 
choisir des déterminations des arguments ()1 = arg(z - i) et 02 = arg(z + i) qui 
sont opposés lorsque z = x est réel positif. La branche w de la racine ainsi 
obtenue est telle que, pour x réel et positif, w(x) = [(x2 + 1)112] = v'x2 + 1. On 
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aurait pu aussi choisir deux coupures issues de i et de -i dirigées parallèlement 
à l'axe des abscisses, dans la direction de -oo sur cet axe. 

1) Calcul pour t < a 
On commence par prouver que la fonction f cherchée est nulle pour t < a. 
Pour cela, on considère l'arc de cercle CR de centre 0 de rayon R, situé à droite 
de 6.c, et d'extrémités A et B placées sur 6.c. Complété par le segment [BA], cet 
arc de cercle fournit un chemin fermé sur lequel l'intégrale de ezt F(z) est nulle 
(voir la figure (2) ci-après). 

y 

1 

J 

d 

X 

Figures 2.24 

0 

(2) J 

A 

Si on prouve que, dans le cas où t < a, on a : lim fc ezt F(z)dz = 0, on aura 
R-++oo R 

prouvé que l'intégrale de cette fonction sur 6.c est nulle. 
Dans ce but, nous majorons d'abord, en posant <p = ~,l'intégrale sur la partie 
Ck de CR qui est dans le demi-plan supérieur : 

1 { eztF(z)dzl ~ 7rR r12 exp[tRcose-aJIR2e2i8 +llcoscp]de(*) 101 v'R2 - 1 la R 

Suivons maintenant sur la figure (1) où M est sur Ck, les points Pet N étant -les milieux respectifs de [ I M] et [ J M]. Par parallèlisme, on a 0 x, di = ()1 et 

o;;J; = e2. Il en résulte que la bissectrice d de (d1, d2) vérifie ax;-a, = ()1; ()2. 
Si M est dans le demi-plan supérieur, JM;:::: IM d'où OP;:::: ON. Soient h le 
point d'intersection de d et de P N et m le milieu de NP. Ces points vérifient 

d hP 0 p . A -h ()1 + ()2 () d' ' 
one : hN = ON ;:::: 1, ce qm entrame m > 0 ou encore 2 ~ , ou, 

()1 + ()2 
finalement : cos 2 ;:::: cos (). 

Comme par ailleurs, on a: .../,-lz_2_+_l_I ~ JR2 - 1, on en déduit la majoration: 

[ . / . e1 + e2 ] [ y' R2 - 1] exp tRcos() - ay IR2e2iB +li cos( 2 ) ~exp Rcos()(t - a R 

Puisque t <a, le terme u(R) = R(t-a v'R~ - 1) est négatif pour R assez grand. 
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On peut alors, en utilisant la démarche du lemme de Jordan 1.3, qui consiste à 
minorer un sinus sur [O, 7r /2], affiner la majoration de l'intégrale : 

e(u(R)cos9)d(J = e(u(R)sin9)d(J ~ exp(u(R)-fJ)dfJ ~ __ 7r_ 17r/2 17r/2 17r/2 2 

o o 7r 2u(R) 

Comme u(R) --+ -oo, cette dernière intégrale tend vers 0, ce qui permet de 
conclure avec la relation (*). 
Donnons maintenant, pour t >a, deux méthodes pour le calcul de f. 
2) Méthode de déformation du contour 
Le nombre t > a est fixé. On constitue alors un contour fermé rR à l'aide à 
l'aide d'un segment [AB] porté par la droite d'intégration 6.c, de deux segments 
horizontaux (AA'] et (BB'], A' et B' étant d'abscisses nulles et d'un arc de cercle 
CR centré en 0, situé à gauche de Oy et d'extrémités A' et B'. 
Par ailleurs, on entoure le segment S ( constituant la coupure) d'un lacet L fait 
de deux arcs de cercle centrés en i et en -i de même rayon r que l'on joint à 
l'aide de deux segments parallèles [c, d] et [c', d1 distants de 2e situés de part et 
d'autre de S (voir figure (3) ci-après). Sir < c, rR contient L dans son intérieur. 

Le chemin r~ U L- est ainsi le bord orienté d'un compact contenu dans un 
ouvert d'holomorphie de la fonction z 1--7 exp(zt)F(z) (Voir la figure (4) ci-après) 
et, par conséquent, le théorème de Cauchy fournit : 

f exp(zt)F(z)dz = f exp(zt)F(z)dz 
lr"ft }L+ 

1 

B' 

0 Il s'agit d'abord de prouver que lim f exp(zt)F(z)dz ~ 0, ce 
R-Hoo lcRu[AA']U[B'B] 

qui impliquera la relation : 

f(t) = -4- { exp(zt)F(z)dz (**) 
2i7r }L+ 
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Sur [AA'] d'ordonnée u, la fonction v'lz2 +li atteint son minimum ./u2 - 1 au 

. A' t d • ( 81 + 82 ) d 1 . . . t .. pomt e e meme cos 2 pren sa va eur mm1mum, qm es pos1t1ve, en 

A' . On en déduit la majoration de l'intégrale et sa limite, et il en est de même 
pour [B'B] : 

1 cët 
1 ezt F(z)dzl ~ 072=1 ~ 0 

(AA'] u 2 - 1 

La majoration de l'intégrale sur la partie supérieure de CR est menée comme 
précédemment. La figure à prendre en compte est la figure (5) symétrique de la 
figure (1) précédente. 

Cette fois, les angles 81 ; 82 et 0 ont des cosinus négatifs. La disposition des 

points met h restant la même, on a 1cos 81 ; 82 1 ~ 1 cos BI, mais en factorisant 

l'exposant par cos 0, on obtient la majoration valable sur CR : 

En posant v(R) = Rt - a./R2 - 1, on en déduit pour l'intégrale: 

1 { ezt F(z)dzl ~ ../ 7r2R l?r/2 exp(v(R) cosO)dO 
lcR R - 1 -?r/2 

Le procédé de majoration de l'exponentielle, passant par la minoration habi­

tuelle de sine (Cf. lemme 1.3), aboutit à une majoration de l'intégrale par vt~). 
Commet > a, limR-t+oo v(R) = +oo, d'où la conclusion annoncée. La relation 
(**) est donc prouvée. <:; 
Calcul le long du lacet et identification à une fonction spéciale connue 
Le produit IF(z)(z - i)I tend vers 0 au voisinage dei. Il en résulte que l'on a: 
lim f c ezt F(z)dz = O. De même pour le cercle de centre -i. 
r-*O r 

En tenant compte de la parité, en utilisant le changement de paramètre défini 
par : ./t2 - a2cha = t, ./t2 - a2sha = a et en prenant la variable e = arcsin y, 
on obtient la limite de l'intégrale le long du lacet sous la forme suivante : 

f(t) = - cos v't2 - a2 [sin Ocha +cos Osha] dO 1 l?r/2 [ ] 
7f -?r/2 

On peut voir que cette intégrale est indépendante de a (Cf. Exercice 3.24, ques­
tion A). 
Pour le choix a= O, on retrouve la définition de la fonction J0 (./t2 - a2 ) comme 
coefficient de Fourier d'indice 0 de la fonction e M exp(i./t2 - a2sin0) (Cf. An­
nexe 2). Résumons-nous : 

Proposition 2.2 La transformée inverse de Laplace de la fonction F définie 
par F(s) = [[s2 + 1)-112] exp(-a[[s2 + 1)112]) est la fonction f définie par la 
formule: f(t) = U(t - a)Jo(./t2 - a2). 
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3) Autre méthode : un changement de variable 
On suppose démontré que t < a :::::} f(t) = 0 et on pose T = t - a. Dans 
l'intégrale sur 6c définissant f ( t), effectuons alors le changement de variable : 
u == f(z + [(z2 + 1) 112]. En l'absence d'une étude précise de cette transformation 
complexe u = g'(z), on se contente des calculs formels suivants : 

/ 2u 
(z2+1)1 2 = --z, 

T 

2 2u 
z +l = (--z)2 , 

T 

4u2 - T 2 
z=---

4ur 
d [ l. T 2 ] z= __ ;:_-du 

T 4u2 

] U T [ ] t 2 - a2 
[(z2 +1)112 = -+ - et aussi z - a (z2 +1)112 = u - . On en déduit: 

T ~ ~ 

f(t) = ~ r exp(u - t2 - a2) du 
2i11" }g(b..c) 4u u 

Pour justifier tous ces calculs et déterminer g ( 6c), on pose v = 2u, moyennant 
T 

quoi 2z = v - .!. exprimant que z d'affixe M est le milieu du segment joignant les 
V 

points met m' d'affixes respectives v et -l/v. 
On définit ainsi par la géométrie la transformation v i--t z et, par composition 
avec une homothétie, la transformation u i--t z. A l'aide des propriétés du qua­
drangle harmonique, on peut étudier complètement et de façon élémentaire, cette 
transformation du plan complexe (voir l'exercice 3.24, partie B). On montre ainsi 
qu'il est possible, par utilisation du théorème de Cauchy, de déformer dans la 
définition de f(t) le chemin 6c en un autre chemin 'Yc de telle sorte que g('Yc) 
soit une droite verticale 6~. Cet exercice 3.24 permet alors de justifier la formule 
suivante: 

f(t) = ~ r exp(u - t2 - a2) du 
2i7r }9(t:::..~) 4u u 

Finalement, en se reportant à la représentation intégrale associée à X = 0 trouvée 
dans la proposition 1.21, on retrouve le résultat énoncé dans la proposition 2.2 
précédente. 

Exemple 2.25 Recherche de l'image inverse de [z->.] exp(-,~) 
z 

On suppose>.> 0 et a> O. La fonction admet 0 pour point de branchement et il 
est sous-entendu que la branche utilisée pour la fonction puissance, notée [z>.], est 
celle qui prolonge la fonction réelle x i--t x>.. Elle est définie par lzl.>. exp( i>. arg(z))" 
où arg(z) vérifie ·-.11" < arg(z) < 11". . 

On utilise la formule d'inversion avec l'intégration habituelle sur 6c où c > O. 
On commence par déformer cette droite d'intégration en le lacet Lr,a composé 
d'un arc de cercle de centre 0 et de rayon r et de deux demi-droites symétriques 
par rapport à Ox et faisant avec cet axe des angles a voisins en valeurs absolue 
de 11" (Cf .figure ci-après). 

En utilisant deux segments horizontaux d'ordonnées R et -R, deux arcs de 
cercle de centre 0 et de rayon R s'appuyant sur des morceaux des deux courb~s 
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précédentes (Cf.figure), on constitue un chemin de Jordan rR,r,a sur lequel, par 
le théorème de Cauchy, l'intégrale de F(z) exp(zt) est nulle. 

Figures 2.25 

Contour Lr,cx. 

Contour r R,r,a 

Sur [B'A'], par exemple, on a: jF(z)i ~ R->.exp[x2-;~2 ]. 
Pour l'intégrale, on en déduit (la même chose étant vraie sur [BA]) : 

{ exp(zt)F(z)dz ~ cR->. exp( et) --+ O 
j[AA') 

Sur l'arc CR, on a, en majorant l'intégrale par sa valeur sur un quart de cercle : 

En appliquant le lemme 1.3, on en déduit que cette intégrale tend vers O. On 
obtient le même résultat pour l'arc de cercle symètriques par rapport à Ox. Il 
est ainsi démontré que l'image inverse cherchée est définie par : 

f(t) = U(t) 2~1!" [ exp(tz) [z->.] exp(-;)dz 
r,a 

Cette formule ressemble à la représentation intégrale d'une fonction de Bessel 
donnée par la proposition 1.21. 

2 

Pour faire apparaître l'exposant u - =u, on pose u = zt. Le lacet est alors 

remplacé par une courbe homothétique qui est encore un lacet du même type, 
mais comme les résultats précédents sont indépendants de r, on peut conserver, 
dans les calculs, l'intégration sur le lacet précédent. Par ailleurs, l'exponentielle 

est devenue celle de u - (2v'at) 2
• On en déduit : 

4u 
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f(t) = ~t>.-l r exp [u - (2Vat) 2
] u->.du 

2m }L 4u 

J: 0 A 1 J: [ 2Vat] >.-1 b 0 1 , 1 A ' 1 En 1a1sant apparaitre e 1acteur - 2- , on o tient e resu tat, grace a a 

proposition 1.21 : 

Proposition 2.3 L'image de Laplace inverse de la fonction F définie dans le 
demi-plan Ilo par F(z) = [z->.] exp(-~) est représentée par une intégrale le long 

z 
d'un lacet L bordant la demi-droite des réels négatifs, à savoir : 

1 r [ (2-vat)2] f(t) = 2i1l" t>.-l JL exp u - 4u u->.du, 

ou encore, en faisant intervenir une fonction de Bessel : 

( t) (>.-1)/2 
f (t) = U(t) ;;: J>.-1 (2Vat) 

L'exercice 3.21 fournit une autre méthode pour aboutir à ce résultat. Par ailleurs, 
l'exercice 3.9,d) propose le calcul inverse, donc une vérification de ce qui précède, 
par utilisation d'une équation différentielle de Bessel. 

Exemple 2.26 Recherche de l'image inverse de F(z) = ([z5l3] + [z113])-1 

Les puissances fractionnaires de cette définition sont supposées prolonger la racine 
cubique et ses puissances entières sur les réels positifs. Cet exemple fait intervenir 
un point de branchement pour lequel la coupure sera identifiée à la demi-droite 
des réels négatifs, mais aussi des pôles. En effet, on a : 

[ z5/3] + [ zl/3] = [ zl/3.) ([ z2/3] _ i) ([ z2/3] + i) 

L'équation [z213]-i = 0 fournit exp(2i0/3) = exp(i11"/2), donc, en tenant compte 
de la définition de l'argument de z, fournit la seule solution a = exp(3i1l"/4). 
L'autre facteur fournit a. 
On considère encore la figure 2.25 de l'exemple précédent. En les pôles précédents, 

la somme des résidus de exp(zt)F(z) est égale à :i exp(t~ (1 - i)), c'est-à-dire 

3 ( v'2 ) · ( v'2 ) p , 1 th , , d , · d r , 2 exp - 2 t sm 2 t . ar consequent, e eoreme es res1 us app 1que au 

contour rR,r,a et à la fonction ezt F(z) fournit : 

[ exp(zt) (z)dz = 3i1l" exp(- V: t) sin( V: t) 
Une majoration immédiate sur les grands arcs de cercle prouve que ces intégrales 
tendent vers O : 

f 11" R exp( et) 
1 JcR exp(zt)F(z)dzl ~ R5/3 - Rl/3 
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On obtient déjà le résultat pout t > 0 : 

3 v'2 .v'2 11 f(t) = -exp(--t)sm(-t) +-2 . exp(zt)F(z)dz 
2 2 2 Z1r L+ 

On fait également une majoration sur le petit cercle du lacet L : 

1 21rr exp( et) 
1 exp(zt)F(z)dzl ~ 113 513 

Cr r - r 

Cette majoration indépendante de a montre que l'intégrale sur le lacet se réduit 
aux intégrales sur les demi-droites de ce lacet qui d'ailleurs, lorsque a --+ 0, 
deviennent des intégrales (convergentes) sur les réels négatifs. L'intégrale sur la 
demi-droite supérieure s'écrit, à la limite : 

1+00 1 
exp -pt . . dp 

0 ( ) (p )5/3 exp(5i?r /3) + [pl/3] exp( i?r /3) 

Sur la demi-droite inférieure, 1r est remplacé par -?r. On en déduit que l'inté­
grale sur le lacet est égale à la différence de deux intégrales qui sont imaginaires· 
conjuguées : 

1 · 1+00 (p) 513 sin(51r /3) + (p) 113 sin(1r /3) 
exp(zt)F(z)dz = 2i exp(-pt) ( )l0/3 2 ( / ) ( ) 2/ 3 dp 

L+ o p + 2p COS 41r 3 + p 

En simplifiant, on obtient, pour .t > O, la formule : 

3 v'2 v'2 v'J 1+00 1 _ 4/3 
f(t) = - exp(--t) sin(-t) + -2 exp(-pt) 813 ~/3 p-1/ 3 dp 

2 2 2 1r 0 p -p +1 

En passant par la variable u = p413 , on peut décomposer la fraction rationnelle 
de u qui est à l'intérieur de cette intégrale, mais cela ne permet pas un calcul 
explicite. Cette formule permet cependant d'estimer le comportement de f au 
voisinage de t = 0 et de l'infini (voir le paragraphe suivant). 

Exemple 2.27 

Lorsque la fonction F possède une infinité de points singuliers à gauche du demi­
plan d'holomorphie, l'application du ~héorème d'inversion peut conduire à l'ex­
pression de l'image inverse sous forme d'une série. Par exemple, dans la résolution 
d'un problème classique d'évolution de la température le long d'une tige de lon­
gueur L (Cf. chapitre 6), on est amené à la recherche.de la transformée inverse 

d'une·fonction F définie par F(s) = c~(tL~ où x est une longueur vérifiant 
. · sc as 

0 < x < L. On se propose de déterminer cette image inverse au moyen d'une 
série. 
a) Etude de la fonction F 

On simplifie les notations en prenant a= 1. La fonction notée (abusivement) 
JS est la puissance d'exposant 1/2 qui prolonge la fonction réelle t i-t ../i. Mais 
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les deux branches de la fonction étant opposées, leur composition avec une fonc­
tion paire, à savoir ici le cosinus hyperbolique, fournissent une fonction F au 
sens strict (c'est-à-dire uniforme). Cette fonction possède le pôle s = 0 et une 
infinité d'autres pôles simples donnés par l'égalité ch(Lvfs) = O, c'est-à-dire : 

-(11"(22nL+1))2 . 
8 = avec n 2: 0 entier. Ces points, notés Sn sont tous réels 

strictement négatifs. 

Il en résulte que F est holomorphe dans le demi-plan II0 • Par ailleurs, par 
l'hypothèse x < L, on voit facilement que les hypothèses de la formule d'inversion 
sont vérifiées (voir les détails dans l'exercice 3.42). 
b) Utilisation d'un contour et application du théorème des résidus 
Pour le calcul de l'image inverse à partir de l'intégrale de exp(st)F(s) sur D.c, on 
se sert encore d'un arc de cercle CR de centre 0, placé à gauche de D.c (voir la 
figure ci-après), le rayon R étant choisi pour que ce chemin ne passe pas par un 

pôle, par exemple : R =RN= N~:2 • Le contour utilisé est rN = [AB] U CRN 

où A et B sont les extrémités de l'arc de cercle sur D.c. Puisque le résidu au point 
s = 0 est égal à 1, l'application du théorème des résidus nous donne : 

N-1 [ ] [N exp(st)F(s)ds = 2i11" [ 1 + ~Rés exp(st)F(s); s =Sn ] 

Les résidus en les autres pôles simples Sn sont donnés par : 

Rés [exp(st)F(s); s = sn] 
2esntch( ix./iSJ) 

iL./iSJsh( iL./iSJ) 

4(-l)(n+l) [(2n + l)?rx] 
11"(2n + l) exp(snt)cos 2L 

c) Détermination de la limite sur l'arc de cercle 
Il s'agit à présent de prouver que l'intégrale sur CRN tend vers 0 lorsque N -t +oo. 
Dans ce qui suit, on ne raisonnera que sur la partie CR de l'arc de cercle qui se 
trouve dans le demi-plan supérieur et on pose sur cet arc : s = RNexp(iO). 
En vue d'utiliser le lemme 1.3, on démontre d'abord que le module maximum de 
sF(s) sur cet arc de cercle est uniformément borné. On est ainsi amené à majorer 
lch(x[s]112) 12 et à minorer lch(L[s]112)12. 
De la formule que l'on vérifie facilement : 

lch(a + ib) 12 = ch2a cos2 b + sh2a sin2 b = ch2a - sin2 b, 

on déduit facilement une première inégalité : 

lch(I1l"Nexp(i(0/2))1 ~ ch(InNcos(0/2)) 

Comme lch(11"Nexp(i(0/2))12 = ch2(11"Ncos(0/2)) - sin2(11"Nsin(0/2)), on aurait 
de même, pour le dénominateur de F( s), la minoration : 

lch(11"N exp(i(0/2))12 2: ch2(7rN cos(0/2)) - 1 = sh2(11"N cos(0/2)) 
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L'inconvénient est que ce minorant s'annule lorsque(}= 'Ir. Il faut donc procéder 
à une minoration moins grossière. 
Pour cela, scindons en deux l'intervalle [aN, 7r] parcouru par(} (voir la figure qui 
suit). 

A 

Soit M le point du cercle se projetant en mN, pôle le plus à gauche à l'intérieur 
de CRw On désigne l'anglè polaire de M par ON. Il est donc défini par : 

(N -1/2)2(7r/L)2 = -(1- _!_)2 
N2 ( 7r / L) 2 2N 

On raisonnera successivement sur les intervalles [aN, ON] et [ON, 7r]. 
Sur le premier intervalle, on utilise la minoration grossière signalée ci-dessus. On 
obtient : 

1ch(xV,S)1 ch('ll"~x) cos(!)) ch('ll"~x) cos(!)) h( ((})) < < cot N7rcos -
ch(LVS) · - sh(N7rcos(!)) - ch(7rN cos(!)) 2 

La croissance de t i-+ cht jointe à l'inégalité x / L < 1 ainsi que la décroissance de 
t i-+ coth t utilisée dans la. situation du premier intervalle où cos(} /2 ~ cos( (}N /2) 
nous donnent ensuite : 

1;~~~~1 ~ coth(N7rcos(01"/2)) 

Le calcul de ce cosinus fournit cos2(0N /2) = 2~ - 8~2 • La fonction coth portant 

alors sur une fonction croissante de N, il en résulte : · 

. 1ch(x.;.s)1 [ (N 1) 112
] aN ~(}~·ON, N > 1 => ch(LV,S) ~ coth 7r 2 - B ~ coth 7r (*) 

Sur le deuxième intervalle, on passe à l'angle double en.écrivant : 

2lch(7r N exp( i(O /2)) 1 2ch2 (7r N cos((} /2)) - 2 sin2 (7r N sin(O /2)) 

= ch(27rN cos(0/2)) + cos(27rNsin(0/2)) (**) 

Or, le choix fait pour (}N implique, d'une part, 2N7rsin(0/2) ~ 2N7r et, d'autre 
~rt:· . 

2N7rsin(0/2) ~ 2N7rsin(ON/2) = 2N7r(l- 2~ + 8~2 ) 112 
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Ceci entraînant 2N7rsin(8/2) E [2N7r-i 1 2N7r], on a: cos2N7rsin(8/2) ~O. La 

relation(**) fournit donc: lch(7rNexp(i(8/2))1 ~ -/2ch(7rNcos(8/2)) et, il en 
résulte la majoration : 

1 
ch(xy's) 1 /n 

() E [8N, 7r] => ch(Ly's) ~ V 2 

Finalement les relations (*) et (***) impliquent que lsF(s)I est majoré par une 
constante C indépendante de N, ce qui donne ensuite pour l'intégrale sur C_kN 

[ est F(s)ds ~ c[I [ ~ est ds 1+13
1r

12 exp(tRNCOS 8)de] 
~' ~B' s 7r/2 RN 

La première intégrale est majorée par ect ( 7r /2 - °'N), donc tend vers 0 puisque 
OlN ~ 7r /2. De plus, grâce au lemme 1.3, la limite de la dernière intégrale est 
nulle lorsque N ~ +oo. Résumons : 

• • L'" . d 1 ch(x[s112]) , 
Propos1t10n 2.4 zmage inverse e s i-t s ch(L[sl/2]), ou 0 < x < L, 

égale à la somme d'une série trigonométrique en la variable x, c'est-à-dire : 

est 

f() =U()[i-±~ (-1r (- 2n+1)27r2 ) [(2n+l)7rx]J 
t t 7r ~ (2n+ l) exp t 4L2 cos 2L 

Remarque 2.9 Au lieu d'utiliser le contour constitué par le cercle CR, on pour­
rait choisir un contour rectangulaire comme dans l'exemple 6.23 étudiant la vi­
bration transversale d'une tige. On obtient d'autres majorations des fonctions 
hyperboliques aboutissant au résultat précédent. 

Exemple 2.28 Image inverse des i-t ~log[~~:~] où Pet Q sont des polynômes 

a) Déformation du contour 
Tous les zéros et les pôles de P/Q, au nombre den= p + q où pet q désignent 
les degrés de P et Q, sont des points de branchement pour le logarithme. Si a 

désigne la plus grande partie réelle de ces points, la fonction F est holomorphe 
dans Ilb où b = sup(a, 0). En privant le champ complexe d'un ensemble fini de 
m (m ~ n) coupures {'Y}, qui sont des segments ou des demi-droites tous situés 
dans le complémentaire de IIb, on obtient un ouvert n, contenant Ilb, dans lequel 
on peut définir une détermination de la fonction logarithme. 
Deux cas se présentent selon que s = 0 fait partie des points de branchement ou 
encore appartient à l'une des coupures (cas 1) ou selon que ce point appartient 
à Q (cas 2). Dans tous les cas, F est holomorphe dans Q sauf peut-être au pôle 
simple s = O. On peut vérifier les hypothèses du théorème d'inversion sur le 
demi-plan Ilb, ce qui implique que f(t) s'obtient par intégration de est F(s) sur 
Ô.c OÙ C > b. 
Soit un ensemble de m lacets, noté {L}, composé de segments ou de demi-droites 
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parallèles à ceux de {'Y} et d'arcs de cercle dont les centres sont les points de 
branchement et, éventuellement de centre 0 si s = 0 appartient à une coupure 
sans être un point de branchement. On définit également, comme dans l'exemple 
2.25, un bord orienté de compact r composé de trois segments [BA], [AA'], [A'B'], 
d'une réunion UCj d'arcs de cercle tous inclus dans le cercle de centre 0 et de 
rayons R et de parties de { i-} (ceci en généralisant la figure 2.25 au cas où il 
existerait plusieurs coupures de type demi-droites). 
Dans le cas 1, l'application du théorème de Cauchy nous fournit : 

[est F(s)ds = 0 

Dans le cas 2, c'est le théorème des résidus qui donne : 

[est F(s)ds = 2i1rRés[est F(s); 0) = 2i1rlog(~~~~) 

On montre, comme à l'habitude, que sur le chemin r 1 =[BA] U [A'B'] U (UCj), 
l'intégrale de est F(s) tend vers 0 lorsque R -t +oo. Alors, on en déduira qu'on 
peut remplacer la droite d'intégration l:::.c par le chemin {L+}. 

Désignons par l IPI l le polynôme obtenu en remplaçant les coefficients du po­
lynôme P par leurs modules respectifs. Par ailleurs, si le terme de plus haut 
degré du polynôme Q s'écrit {3qsq, on pose Q0 = Q - {3qsq. 
Alors, sur le segment [A' B'] qui est d'ordonnée R, on a, pour R assez grand : 

Ce quotient par R d'un tel logarithme tend vers 0 lorsque R -t +oo et, ainsi les 
intégrales sur les segments [BA] et [A' B'] tendent vers 0. 
Une majoration du même type sur un des arcs Cj nous donne: 

Le résultat est alors obtenu par la démarche du lemme 1.3. Il en résulte que : 

J(t) __;._ f est F ( s) ds dans le cas 1 
2i7r }{L}+ 

f(t) P(O) 1 { st 
log(Q(O)) + 2i7r J{L}+ e F(s)ds danslecas2 

b) Calcul de l'intégrale sur le lacet dans le cas où P et Q sont du 
même degré 
Par une décomposition du logarithme, on voit qu'on peut se ramener au cas où 
Pet Q sont du premier degré. Dans le cas 1, on peut prendre P = s - so et 
Q = s et dans le cas 2, on prend P = s - s0 et Q = s - s1 , ces nombres étant 
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non nuls. Dans chacun de ces cas, on peut choisir pour coupure le segment dont 
les extrémités sont sa et si. 
Détermination de l'image inverse dans le cas 2 
On suppose donc que le point s = 0 n'est pas sur la coupure [s0 , si]. Comme les 

produits (s- Sj) [tog(s- Sj)] --+ 0 lorsque s--+ Sj, on en déduit que les intégrales 
sur les cercles de centres sa et si tendent vers 0 lorsque leur rayon tend vers O. 
On désigne par a l'agument de si - sa. On compte les arguments à partir de 
la direction de l'axe des réels positifs. L'intégrale sur un des segments du lacet 
admet pour limite, en posant ô = Jsi - sol, l'intégrale convergente: 

exp(ia) { 5 exp (t(so + pél<)) [1n [-!!----] + ia - i(a - 11')] dp . 
la o - p s0 + pe'°' 

Sur le même segment, dans le sens contraire, après un tour complet sur le cercle 
de centre si, ce qui remplace l'argument a - 11' de s - si par a + 11', on obtient 
l'intégrale : 

- exp(ia) { 5 exp (t(so + pé°')) [1n [-!!----] - i11'] dp . 10 o - p s0 + pe'°' 

Dans la somme, les intégrales portant sur le logarithme disparaissent et nous 
obtenons, après calcul du résidu au point s = 0 et division par 2i71' : 

f(t) = lnl sa 1- ia + exp(ia) { 5 exp (t(so + peicx)) dp . 
si la sa+ pe'cx 

La fon~tion sous l'intégrale étant de classe ci par rapport à (t, p) dans l'ouvert où 
s0+pe'cx f:. O, lequel, par hypothèse, contient la coupure, on peut dériver sous l'in-

tégrale par rapport àt. On obtient ainsi: f'(t) = exp(ia) 15 exp (t(so + peicx)) dp. 

On calcule facilement cette intégrale. En tenant compte enfin de la propriété : 

15 1 [ sa ] dp = log - , 
0 sa+ pexp(ia) (si) 

On en déduit : 
f(t) = U(t) {t exp(si u) - exp(s0u) dui 

la u 

Détermination de l'image inverse dans le cas 1 
On désigne par a l'agument de s0 • Les arguments seront comptés à partir de 
la direction de l'axe des réels positifs. D'après les hypothèses faites, on peut 
supposer 11'/2 sas 311'/2. L'intégrale sur le petit cercle de centre sa tend vers 0 
lorsque son rayon r' tend vers O. Cela résulte de la majoration : 

J j est (s)dsJ S exp( (~eso + r')t) [r ln( / r'I J) + 371'] 
C' r + sa 

r' 
1 Ce résultat peut être retrouvé à l'aide de l'exemple 2.15 en utilisant l'exponentielle intégrale. 
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Par contre, ni l'intégrale sur le petit cercle de centre 0 et de rayon r, ni les 
intégrales sur les segments du lacet n'ont de limites finies (non sommabilité au 
point d'affixe 0). En tenant compte des limites lorsque r' --t 0 et en laissant r 
fixe, l'intégrale sur une des parties rectilignes Li = [ré°', s0] du lacet s'écrit, en 
paramétrant à l'aide de s = peia : 

Figure2.28 

A' 

{ est F(s)ds = eia ilsol exp(tpeia) [1n( [lsol - p)] + i(œ - 11") - iœ] dp 
}L1 r P P 

Sur l'autre partie rectiligne du lacet, compte tenu de l'argument de s - s0 qui 
augmente de 211", on trouve : 

{ est F(s)ds = -eia ilsol exp(tpei°') [ln( [!sol - p)] + i(œ + 11") - iœ] dp 
}L2 r P P 

Dans la somme de ces intégrales, la partie logarithmique se supprime et il nous 
reste : 

{ est F(s)ds = -2i1l" {lsol exp(tpei°') dp 
J~u~ l P 

Cette intégrale n'a pas de limite finie pour r = 0, mais il est possible de faire 
intervenir une intégrale convergente en retranchant à l'intégrant son équivalent 
au voisinage de O. On obtient ainsi : 

Par ailleurs, l'intégrale sur le cercle de centre 0, fournit : 

Le terme logarithmique s'écrit ln{ !sol)+ ln(ll - ..!:..ei8). Le premier terme fournit, 
r so 

par un passage à la limite, lorsque 1· --t O, dans l'intégrale précédente l'expres-

sion 2i1l"ln(lsol) qui s'annule avec le dernier terme de la relation (*). L'inté­
r 

grale fournie par le deuxième terme tend vers O. Par ailleurs, on remarque que 



2.2. Utilisation des formules d'inversion 

fa (œ - 7r - O)dO = 0 En résumé, après division par 2i7r, on obtient: 
la-2'lr 

[1 1so 1 1 (t ia) 
f(t) = U(t) 

0 
- ex~ pe dp 

89 

On peut encore simplifier ce résultat en dérivant par rapport à t. On trouve 
exp(tso) - 1 

t 
d 'd . . d !( ) , . 1t exp(sou) - 1 d 0 On en e mt une autre express10n e t , a sav01r : u. n 

0 u 
pourrait justifier ce résultat à partir du résultat précédent (calcul dans le cas 2) 
par un passage à la limite lorsque s1 -t O. 

2.2.2 Comportement asymptotique des originaux pour les pe-
tites ou les grandes valeurs de t 

A défaut de calcul explicite d'un original f par l'utilisation de la formule d'inver­
sion, des développements asymptotiques peuvent parfois être utilisés à l'intérieur 
de cette formule, ou d'une autre déduite de celle-ci par déformation, pour ob­
tenir des informations sur le comportement de f. Pour expliquer certaines des 
démarches pouvant être utilisées, commençons un exemple simple où l'original 
est connu, ce qui permettra, en outre, une vérification des résultats obtenus. 

Exemple 2.29 Comportement de f lorsque F(s) = s->. exp(-s) où À> 0 

Bien entendu, la présence du facteur exp(-s) se traduit sur l'original par la trans­
lation t i-+ t - 1 et, par ailleurs, on connait l'original de la puissance. L'original 

est ainsi défini par f(t) = U(t - 1) (t ;t1;-l 
Il se trouve que les calculs qui suivent permettent, en fait, de vérifier ce ré­

sultat. Cependant, cette vérification ne constitue pas l'objectif poursuivi, lequel 
est, avant tout, de voir comment l'étude du comportement de f en t = 0 et à 
l'infini peut être faite grâce à la formule d'inversion. 
Etude au voisinage de t = 0 
Cette fonction F vérifiant les hypothèses de la formule d'inversion dans le demi­
plan II0 , l'original f est défini par une intégrale sur 6c où c est un réel strictement 
positif arbitraire. Dans le cas À > 1, une majoration immédiate donne, en sup-

posant c > 1 et en ayant posé K = k (1 + y2 )-(>./2)dy : 

l2i7r f (t) 1 1 e8ts->.exp(-s)dsl = ec(t-l)I . dyl 1 lm éy(t-1) 

~c JR(c+iy)>. 

< ec(t-1) l ( c2 + y2)-(1/2)>.dy ~ ë(t-1) K 

Pour tout t < 1 fixé et pour toute, il existe c0 tel que c > c0 => ec(t-l) ~ ~· 
On en déduit, dans le cas À > 1, le résultat : Vt < 1, f (t) = O. 
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Une autre mèthode consiste à considérer un arc de cercle centré en 0 situé à droite 
de 6.c et limité par cette droite (Cf. §1.10.3 et figures 1.10.3 (2)). L'intégrale sur 

cet arc est majorée par R1->. j1r12 exp(R(cosO)(t - l))dO. Grâce à l'hypothèse 
-7r/2 

t < 1, on majore à nouveau cette expression (Cf. lemme 1.3) par un terme du type 
CR->.. L'application du théorème de Cauchy montre alors que t < 1:::} f(t) =O. 
Cette dernière méthode fournit donc le résultat quel que soit >. > O. 
Etude lorsque t 4- +oo, en fait lorsque t > 1 
On utilise, pour cela, le contour de l'exemple 2.25. Sur [AB], d'ordonnée u, la 
majoration, valable pour t > 1 : 

. . exp(x(t - 1)) >. 1 exp[(x + iu)t]F(x + iu)I :::; >. :::; u- , 
O' 

permet de montrer que les limites des intégrales de F(s)est sur de tels segments 
sont nulles. Sur les cercles de type Cn, cette même fonction est majorée par 
R->. exp(Rcos O(t - 1)) où cos e < 0, .:\ > 0 et t > 1. On en déduit donc, par 
application du lemme de Jordan 1.3, que, sur ces arcs de cercles, les intégrales 
tendent aussi vers O. 
Il en résulte, lorsque t > 1, la formule : 

2i11' f (t) = i est s->. exp(-s)ds 

On se contente de poursuivre l'étude dans les deux cas où, soit 0 < >. < 1, soit 
1 < >. < 2. 
Dans le premier cas, l'intégrale sur l'arc C,. tend vers 0 lorsque r 4- 0 et a 4- 0 
puisqu'elle est majorée par 21l'er(t-l)rl->.. Les intégrales sur les demi-droites ont 
également des limites s'exprimant par des intégrales convergentes, ce qui permet 
de conclure : 

2i11' f(t) = - la+oo e-x(t-l)x->-e-iÀ'lr dx + la+oo e-x(t-l)x->-eiÀ'lrdx 

A l'aide du changement de variable x(t - 1) = u, cette formule devient : 

11' f(t) = sin(À11')(t - l)À-l la+oo euu(l->.)-1du = sin(>.11')(t - 1)>--1q1- >.) 

L'emploi ensuite de la formule des compléments fournit finalement le comporte­
ment cherché lorsque t > 1 (mieux, c'est l'original lui-même!) : 

(t - l)À-1 
f(t) = r(>.) 

Passons au deuxième cas. 
Cette fois, on ne peut faire tendre r et a vers 0 sans précaution car les inté­
grales sur les demi-droites du lacet et sur le cercle Cr deviennent divergentes. En 
corrigeant les termes responsables de ces divergences, on est conduit à écrire : 

{ es(t-l)s->.ds = { s->-ds + { s->-[es(t-l) - l]ds 
Je, le, 1er 
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Puisque es(t-l) - 1 se comporte comme s(t - 1) au voisinage de s = 0, la limite 
lorsque r --+ 0 de la deuxième intégrale est nulle (Cf. la majoration dans le cas 
précédent). La première intégrale se calcule. Il en résulte, pour t fixé : 

f es(t-l)s-.Xds = 2i-1- sin(7r(l - À))r1-.X + O(r) 
Jcr l - À 

La somme des intégrales sur les demi-droites du lacet, lorsque a --+ 0, s'écrit : 

-exp(±i7rÀ) l+oo x-.xexp[-x(t- l)]dx. Ces intégrales sont divergentes à la 

borne x = O, mais on peut également écrire cette somme sous la forme : 

La première intégrale se calcule et la deuxième, portant sur une fonction équiva­
lente en x = 0 à x1-.X, a une limite finie J(t) lorsque r --+ O. Il en résulte, car les 
deux intégrales calculées ci-dessus se suppriment : 

f(t) = sin(7rÀ) J(t) = sin(7rÀ) r+oo x-À[exp[-x(t -1)] - l]dx 
1l" 1l" lo 

Finalement, un changement de variable, une intégration par parties et la for­
mule des compléments nous donnent également dans ce cas l'original lui-même, 
à savoir: 

f(t) = ----'---'-(t - 1).X-l u-.x(exp-u - l)dx sin(À7r) 1+00 

1l" 0 

sin(À7r) (t - l)À-1 [[(exp-u - l)ul-ÀJtoo + r+oo ul-À exp-udx] 
7r(l - À) lo 
sin(À7r) (t - l).x-1r(2 - À)= sin(À7r) (t - l).x-1r(1- À) 
7r(l - À) 1l" 
(t - l)À-1 

r(À) 

sl/2 
Exemple 2.30 Comportements de f lorsque F(s) = 2 2 s +a 

Etude de f lorsque t --+ +oo 
Sans reprendre la démarche précédente en détail, on peut, par utilisation du 
théorème des résidus, déformer la droite d'intégration Ô.c en un lacet L bordant 
la coupure placée sur la demi-droite des réels négatifs. La somme des résidus aux 
points ±ia est fournie par a-1/2 sin(at + 1l" /4). On trouve ainsi : 

f(t) = a-1! 2 sin(at + 1l" /4) + __;.__ f exp(st)F(s)ds 
2i1l" }L-

La fonction F tend vers 0 à l'origine, donc l'intégrale sur le petit cercle du lacet 
tend vers O. Les intégrales sur les demi-droites du lacet convergent, lorsque 
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a ---+ O, vers deux intégrales convergentes et il en résulte que l'intégrale sur le 
lacet s'exprime par : 

Ir 1+00 1/2 
exp(st)F(s)ds = 2i exp(-pt) f 2 dp 

L- o P +a 
1/2 

L'intégrant étant majoré par la fonction sommable p i--t f 2 indépendante 
p +a 

de t, le théorème de convergence dominée indique que cette intégrale tend vers O 
lorsque t ---+ +oo. 
Plus précisément, en posant tp = y et en employant encore le théorème de conver­
gence dominée, on détermine pour celle-ci un équivalent, à savoir : 

c3/2 r+oo exp(-y).,jY d 
Jo a2 + (y/t)2 y 

t-+oo ,...., 1 f +oo f (3/2) 
a2t3/2 Jo exp(-y )y'y dy = a2t3/2 

Il en résulte un équivalent de f(t) au voisinage de +oo : 

f(t) 1 . ( 1T') 1 
Va sm at + 4 + 2y'ia2t3/2 

Etude de f au voisinage de 0 
On se sert de l'intégrale sur 6c en développant d'abord formellement suivant les 
puissances de a/ z sous le signe intégral : 

1 1 exp(tz) [+oo (a) 2nl exp(tz)F(z)dz = 312 :L)-l)n - dz 
b..c b..c Z 0 Z 

Cette série n'est convergente que si la/ zl < 1, mais le minimum de lzl étant 
égal à c, lequel peut être pris arbitrairement grand, cette condition est remplie. 
On pourrait également par des arguments d'uniforme convergence montrer que 
l'interversion de l'intégrale et de la sommation est licite. Le but étant de trouver 
un équivalent de f au voisinage de O, nous faisons plutôt intervenir le reste d'ordre 
N. On a, ainsi : 

En utilisant la formule d'inversion pour les puissances de a/z, on obtient alors: 

[
N-1 ( a2nt2n+I/2 )] 

f(t) = ~ (-1r r(2n + 3/2) + sN 

Il ne reste plus qu'à prouver que, pour tout N fixé, lim t3l2- 2N SN= O. Vérifions 
t-+0 

le pour N = 1 (pour N quelconque, voir l'exercice 3.22), cas pour lequel nous 
a2 1 exp(zt) . 

avons IS1I = -1 312( 2 2) dzl. En posant zt = u, ce qm remplace la 
2 b..c z Z +a 
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droite d'intégration par une droite du même type, permettant donc de conserver 
~c indépendant de t; on en déduit la majoration suivante de 21511 : 

La limite de cette dernière intégrale est finie et nous avons même le résultat 
51 = O(t312). Cette formule peut s'étendre au cas de l'ordre N quelconque pour 
fournir un développement limité d'ordre arbitraire. 
On résume par : 

Proposition 2.5 L'image inverse de Laplace de F(s) 

voisinages de 0 et de +oo les équivalents respectifs : 

f(t) 
t~O rv 2/f 

sl/2 
admet aux 

s2 + a2 

f(t) 1 . ( 'Ir) 1 
. r;; sm at + -4 - r,;: 2 3/2 
ya 2y7ra t 

1 
Exemple 2.31 Comportements de f lorsque F(s) = s([s3!2] + l) 

La fonction F possède le point de branchement s = 0 pour lequel la coupure sera 
identifiée à l'axe des réels négatifs. L'expression du dénominateur s'annule pour 
s = exp(iO) où 30/2 = 7r(l + 2k), ce qui donne deux solutions 0 = ±27r/3. Par 
conséquent, F est holomorphe dans TI0 privé des deux pôles exp[±i27r /3] et on 
peut vérifier les hypothèses du théorème d'inversion. 
Etude au voisinage de t = 0 
On se sert de la formule d'inversion, avec une droite d'abscisse c > 1 : 

1 est 
2i7r f (t) = ( 312 ) ds 

D.c S S + 1 

Le développement suivant les puissances de 1/ s nous donne : 

A l'aide encore des images inverses des fonctions puissances de s, on obtient le 
développement asymptotique au voisinage de t = 0 : 

+oo t3n+3/2 

f(t) rv ~(-l)n r(~) 

4 
En particulier, f admet, au voisinage de 0, l'équivalent : 3../it312 • 
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Etude au voisinage de +oo 
La somme des résidus nous donne : 

±~e(exp(texp(2i~ )) exp(-2i~) exp(-i~ )) = _±exp(-!) cos(v'3t) 
3 3 3 3 3 2 2 

L'emploi du contour habituel rR,r,a et du théorème des résidus amène alors à 
l'égalité : 

4 (v'3t) 1 r J(t) = - 3 exp(-t/2) cos - 2- + 2i1r J L+ est F(s)ds 

Aucune des intégrales associées à ce lacet ne donnent des limites finies. Leurs 
parties infinies se compensent, ce que l'on voit par la décomposition : F(s) = 
1 s1/2 

s 1 + s3/2. 
La première fonction ayant U pour image inverse, on est ramené à l'étude de 

1/2 
l'intégrale sur L de la fonction définie par F1 ( s) = 8 

312 • Cette fois, les 
l+s 

intégrales de exp(st)F1 (s) sur les demi-droites et sur le petit cercle du lacet L 
sont convergentes. On montre, par une majoration immédiate, que l'intégrale sur 
le cercle tend vers O. Sur les deux demi-droites, on obtient : 

- r0 exp(-xt) -.i 3/2 dx + r+oo exp(-xt) ~ 3/2 dx 
} +oo 1 - ix } o 1 + ix 

En divisant par 2i11", on a : 

[ 4 t v'3t 1 1+00 ./X f(t) = U(t) 1- -exp(--) cos(-) - - exp(-xt)--dx 
3 2 2 11" 0 1 + x3 

On développe la dernière intégrale lorsque t est grand : 

r+oo exp(-xt) [f)-1rx3n+l/2] dx + r+oo exp(-xt) X3N+7~2 dx 
lo 0 la 1 + x 

Cette écriture fournit un développement asymptotique : 

1 ( ) _ r(3/2) _ r(9/2) . . . r(3N + 3/2) R ( ) 
1 t - t3/2 t9/2 + + t3N+3/2 + N t 

On montre, en effet, que limt--to t3N+3 RN= O. 

Proposition 2.6 L'image inverse de F où F(s) = s([s3/!] + l) admet, au voi­

sinage de t = O, l'équivalent 3~t312 et s'écrit, lorsque t-+ +oo : 

4 t v'3t 1 3/2 f(t)"' 1- -exp(--) cos(-) - -t-
3 2 2 2.../i 
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2.2.3 Calculs de convolution de fonctions 

Sur le premier exemple, on propose une technique de calcul direct. C'est l'occa­
sion de montrer les difficultés pratiques auxquelles on peut se heurter. L'emploi 
de la transformation de Laplace va se révèler en général beaucoup plus simple 
(Cf. Exercice 3.14), à la condition cependant d'avoir un tableau d'images de 
Laplace très complet, sinon la difficulté pourrait réapparaître en appliquant la 
formule d'inversion de C. 

Exemple 2.32 Détermination directe de la convolée f * g avec f(t) = U(t)J0 (t) 
et g(t) = U(t) sin t. 

Les fonctions étant causales, cette convolée s'exprime par : 

(! * g)(t) = U(t) 1t J0 (u) sin(t - u)du 

On utilisera (Cf. Annexe 2) pour la fonction de Bessel la définition : 

En appliquant la formule de F\.tbini dans l'intégration répétée qui exprime la 
convolution, on a : 

r?r/2 r 
7r(f * g)(t) = Jo [}

0 
cos(ucosO) sin(t - u)dudO 

En utilisant une formule de trigonométrie et en intégrant en la variable u deux 
fonctions sinus, on obtient ensuite, par deux intégrations par parties : 

{?r/2 cos(tcosO) - cost dO 
Jo sin2 0 

lim [-[cos( t cos 0) - cos t] ( cotanO) J: /2 + t l'lr 12 sin ( t cos 0) cos 0 dO 
e~O e 

{?r/2 
t[[sin(t cos 0) sin 0]~/2 + t Jo .cos(t cos 0) sin2 0 dO] 

r12 
t2 Jo cos(tcosO) sin2 (0) dO 

En tenant compte de r(3/2) = (1/2)r(l/2) et de la formule définissant Ji, on a 
finalement : 

lu(t)Jo(t) *U(t) sint = U(t)tJ1(t) (2.26) 1 

Exemple 2.33 Convolution de J>,(t) par Jµ lorsque ~e(.X) > 0 , ~e(µ) > -1 et 
,\+µ:fO. t 
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D'après l'exemple 2.19, en posant R = Vl + x2 + x, ces deux fonctions ont pour 
1 R-µ 1 R-µ->.. 

images respectives : ,R->.. et v'f+'X2" Leur produit nous donne \ v1f+'X2. 
" 1 + x 2 " 1 + x2 

Donc, en utilisant encore cet exemple 2.19, on obtient, à la condition À+µ =f. O, 
le résultat : 

Exemple 2.34 Convolution de t>..J>..(t) par tµJµ(t). 

On suppose ~e(.X) > -1/2, ~e(µ) > -1/2 et .X+µ:~ - -1/2. D'après l'exemple 

1 . d /.' . d , 2>..r(.x + 1/2) 1 
2.17, es images e ces 1onct1ons sont onnees par : J1r [(l + x2)>..+i/2] 

et la même formule avec µ. On voit que le produit fera intervenir l'image de la 
fonction t>..+µ+if 2J>..+µ+1/2· 
Donc, en utilisant la fonction eulérienne B de deux variables (Cf. Annexe 1), on 
obtient, sous les conditions données ci-dessus : 

2.3 Applications à la résolution d'équations fonction­
nelles 

2.3.1 Equations différentielles linéaires à coefficients constants 

Certains problèmes de physique se ramènent à la recherche d'une fonction g 
définissant un phénomène débutant à un certain instant -qu'il est alors logique de 
choisir pour origine des temps- et qui est solution, à partir de cet instant, d'une 
équation différentielle du type : 

y(n) + an-IY(n-I) + · · · + aoy = f(t), 

où la fonction f est une fonction causale imposée par le problème considéré. 
La fonction g cherchée est donc causale, à dérivées causales. D'ailleurs, dans 
beaucoup de cas, les valeurs de cette fonction g et de ses dérivées jusqu'à l'ordre 
n - 1 pour la valeur t = 0, ou encore les limites à droite en ce point de ces 
fonctions, font partie des données (conditions initiales d'un problème de Cauchy). 
Les théorèmes d'existence et d'unicité pour ce problème de Cauchy montrent alors 
que la solution cherchée est unique. S'il en est ainsi et si la fonction f appartient 
à Cd, la transformée, par C, de l'équation différentielle précédente s'écrit : 

[sn + an-1sn-I + · · · + ao]Y(s) = F(s) + Po(s), 
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où Po est un polynôme tenant compte des conditions initiales. Finalement, si 
on peut justifier que la fonction inconnue g admet une transformée de Laplace 
G, celle-ci est solution de cette équation algébrique. C'est le cas lorsque la fonc­
tion f est du type exponentielle-polynôme puisqu'alors, d'après les résultats sur 
les équations différentielles linéaires à coefficients constants, la solution est de ce 
même type. Comme la fonction Y s'obtient en divisant le second membre par un 
polynôme, on en déduit facilement que le théorème d'inversion peut s'appliquer 
et fournir ainsi la solution unique du problème. Cependant, il est souvent plus 
simple d'utiliser le dictionnaire des images de Laplace, en mettant en oeuvre les 
propriétés de C. Contrairement aux résolutions de problèmes du chapitre 6, les 
exemples qui suivent ne comporte aucun environnement fourni par les Sciences 
physiques ou par la Technologie ; en particulier, on ne se pose aucune question 
sur· le rôle joué dans ces exemples par les conditions initiales. 

On commence par un exemple où la fonction "second membre" est continue 
sur [O, +oo[. Les deux autres exemples font intervenir des fonctions f possédant 
des points de discontinuités. 

Exemple 2.35 On se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation 
différentielle : y" - 2y' + 5y = U(t)et cos(2t) , obéissant en outre aux conditions 
initiales : g(O+) = 0, g'(O+) = 1. 

En transformant ce problème par C, on établit que la transformée G de g est 
solution de l'équation algébrique : 

2 s -1 
G(s)[s -2s+5)=1+ (s-l)2+ 4 

La fraction rationnelle G(s) est donc la somme de la fraction (s _ 1~ 2 + 4 do~t 

l'image inverse est ~U(t) sin(2t) exp t et de la fraction [(s _8
1) 2

1+ 4)2, dérivée de la 

fraction précédente au coefficient -1/2 près, donc d'image inverse t:t U(t) sin(2t). 

On sait, d'après les théorèmes généraux sur les équations différentielles, que 
l'équation donnée admet une solution unique vérifiant les conditions initiales 
données. On sait aussi par les méthodes élémentaires de résolution, qu'avec un 
second membre de type "polynôme-exponentiel", cette solution admet une abs­
cisse de convergence finie. Il en résulte, en utilisant des images inverses connues, 
que la fonction g, solution unique du problème est définie par : 

g(t) = lu(t)(t + 2) sin(2t) expt 

On pourra reprendre ce problème par les méthodes élémentaires habituelles et 
vérifier, par conséquent, le résultat précédent. Des exemples du même type sont 
proposés dans l'exercice 3.27. 

Exemple 2.36 On se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation 
différentielle : 

Y" - y= f(t) avec f(t) =et sur [O, 1), et J(t) = e-t sur )2, +oo[, 
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obéissant en outre aux conditions initiales : g ( o+) = 1, g' ( o+) = -1. 

Ici, le second membre étant discontinu, on fait une extension de la notion de 
solution d'une équation différentielle. La fonction g cherchée est de classe Cl 
sur [O, +oo[ et, seulement, de classe C2 par morceaux sur [O, +oo[. En outre, 
l'équation est vérifiée par g et ses dérivées sur l'intervalle [O, +oo[ privé des points 
de discontinuité de g" . 
La résolution élémentaire de ce problème est possible ; elle exige la mise en oeuvre 
des techniques habituelles sur, successivement, les intervalles [O, 1[, [1, 2[, [2, +oo[. 
Le second membre étant exp t, la solution sur [O, 1[ existe et est unique. Les 
valeurs de cette solution et de sa dérivée fournissent de nouvelles conditions de 
Cauchy pour la résolution sur [1, 2[, d'où une solution unique sur cet intervalle. 
De proche en proche, on obtient alors une solution unique sur IR+ qui est de 
type exponentielle-polynôme par morceaux et, par conséquent, transformable par 
Laplace (Cf. exercice 3.28 pour le détail de ces calculs). 
Dans ce qui suit, nous utilisons la méthode de Laplace. Ecrivons la fonction du 
second membre sous la forme : 

f(t) = [U(t) - U(t - 1)] expt + U(t - 2)exp(-t) = 

U(t) expt - e[U(t - 1)] exp(t - 1) + e-2 [U(t - 2)) exp[-(t - 2)] 

On en déduit immédiatement son image de Laplace, à savoir : 

1 e-s e-2s 
F(s) = -- - e-- + e-2--

s - 1 s-1 s+l 

La transformée du premier membre de l'équation : G(s)[s2 - 1] - s + 1 nous 
fournit la fonction G : 

1 1 e-s e-2s 
G(s) = --+ - e + e-2-----

s + 1 (s+l)(s-1)2 (s+l)(s-1)2 (s-l)(s+1)2 

Après décomposition des fractions (s+ l)~s- l)2 et (s+ l)~s- l)2' on obtient, 

par utilisation d'images inverses connues, le résultat : 

[se-t et té] [e-t+l et-l (t - l)et-l] 
g(t) = U(t) T - 4" + T - eU(t - 1) - 4 - - 4 + 2 

2 [é-2 e-t+2 (t - 2)e-t+2] 
+e- U(t-2) 4 - - 4-- 2 

Exemple 2.37 La fonction f étant définie par: 

\:/n E N, f(t) =et sur [2n, 2n + 1] et J(t) = 0 sur ]2n + 1, 2n + 2[, 

on se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation différentielle : 
y(4) - y= f(t), obéissant en outre aux conditions: 

g(O+) = g'(O+) = g"(O+) = g"'(O+) = 0 
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La fonction f est majorée par exp t ; elle est donc transformable par C. La 
méthode élémentaire appliquée sur l'intervalle [n, n + 1[ fournirait une solution 
de type exponentielle-polynôme, laquelle serait majorée par une expression de la 
forme P(n) exp n. On en déduit que la solution, d'ailleurs unique, est majorée, 
par exemple, par C exp(2t). Par conséquent, cette solution est transformable par 

C. 12n+l 
L'image F de f est la somme de la série de terme général : exp[(l-s)t] dt. 

2n 
On en déduit, pour ~e(s) > 1, cette transformée : 

F 8 _ exp(l - s) - 1 1 
( ) - 1 - s 1 - exp[2(1 - s)] 

1 

(s - 1)(1 + exp(l - s) 

Etant données les conditions initiales toutes nulles, la solution admet pour image 
de Laplace: 

1 
G(s) - ---------­

- (s - 1)2(s + l)(s2 + 1)(1 + exp(l - s) 

L'utilisation de la formule d'inversion montre que l'écriture de la fonction g 
nécessite le calcul d'une suite de résidus aux points singuliers s solutions de 
exp(l - s) = -1, c'est-à-dire aux points Bk = 1+i?r(2k+1), placés d'ailleurs sur 
la frontière du demi-plan IIca(u)· Cette utilisation est l'objet de l'exercice 3.29. 

Nous allons plutôt, ici, développer la fraction 1 ( ) en une série géomé-
1+exp1-s 

trique de raison - exp(l - s). Il est alors facile de justifier que g est la somme de 
(-l)n exp[n(l - s)] 

la série des images inverses des fonctions ( )2 ( 1) ( 2 ) . En vertu de la 
s-1 s+ s +l 

décomposition : 

1 1 1 3 s+l 
(s - 1)2(s + l)(s2 + 1) = 8(1 + s) + 4(1 - s)2 - 8{s - 1) + 4(1 + s)2' 

cette fonction g peut s'écrire sous forme d'une série de fonctions translatées d'in­
dices de translation n : 

( ) = ~ ( )[U( )[exp(-t) texp(-t) 3expt cost+sint]] 
g t L...Jexp n t 8 + 4 + 8 + 4 

0 n 

Dans l'exercice 3.30, on propose d'autres exemples de résolution de problèmes de 
type précédent lorsque le second membre f est une fonction discontinue. Dans 
les exercices 3.31 et 3.32, on se consacre, les techniques restant semblables, à des 
systèmes d'équations différentielles. 

2.3.2 Equations différentielles linéaires à coefficients variables 

On ne connait pas, en général, la transformée de Laplace du produit d'une dé­
rivée de la fonction inconnue par une fonction quelconque. Cependant, on sait 
que le produit par une puissance, à savoir tky(n) admet pour image de Laplace la 
fonction y(k) au signe près. Aussi, les seuls cas simples où la transformation de 
Laplace peut paraître efficace concernent les équations linèaires où les coefficients 
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des dérivées sont polynomiaux. L'équation différentielle (E1) est alors transfor­
mée en une équation également différentielle (E2) dont l'ordre est égal au degré 
maximum des polynômes constituant les coefficients. Il en résulte qu'une simpli­
fication n'est assurée, a priori, que si ce degré maximum est inférieur à l'ordre de 
l'équation différentielle donnée au départ. 
Ainsi, dans le cas d'une équation différentielle de départ qui est du second ordre, 
on envisagera des coefficients polynomiaux du premier degré. Il n'est, cependant, 
pas exclu qu'avec des coefficients qui soient du second degré, l'équation transfor­
mée, qui est alors du second ordre, soit résoluble numériquement par une méthode 
élémentaire. Dans ce qui suit, nous traitons des exemples où les coefficients sont 
du premier degré. On trouvera d'autres exemples dans les exercices 3.33 et 3.34. 
Une autre difficulté va surgir si le coefficient de y" est la variable t elle-même. 
Dans ce cas, en effet, si on transforme l'équation du second ordre (E1) en un 
système du premier ordre z' = H(z, t) où z = (y, y'), on voit que la fonction H 
n'étant pas continue aux points où t = O, le théorème de Cauchy sur l'existence 
et l'unicité d'une solution obéissant à des conditions initiales z0 = y0 , y{,) données 
au point t = 0 n'est plus nécessairement applicable. Certains des exemples qui 
suivent feront ainsi intervenir une discussion sur ces conditions initiales. 
Par ailleurs, la résolution de (E2) fera intervenir des constantes arbitraires. Ce 
sont les théorèmes de comportement à l'infini des images de Laplace qui per­
mettent éventuellement de choisir ces constantes pour repérer dans ces solutions 
de (E2) celles qui sont des images de Laplace. 
Enfin, on ne peut plus affirmer, a priori, qu'il existe des solutions de (E1) trans­
formables par C, Le lecteur peut se rendre compte de façon simple de cette impos­
sibilité éventuelle en considérant l'équation : y" - 2ty1 - 2y = 0 avec y(O+) = 0, 
laquelle a pour solution exp(t2); l'équation (E2) associée n'admet alors aucune 
solution qui soit une image de Laplace. 
La transformation C est donc utilisée dans ce qui suit de manière formelle, quitte 
à vérifier, en fin de calcul, la validité de la fonction obtenue comme solution de 
l'équation proposée. 

Exemple 2.38 On se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation 
différentielle E1 

(t + l)y" - 5y' + (t + l)y = U(t)tJ1(t), 

obéissant en outre aux conditions initiales suivantes: g(O+) = g'(O+) =O. 

Dans cet exemple, le coefficient de la dérivée seconde est non nul, non seulement 
au point t = O, mais sur la totalité de lR+; il en résulte, d'après les théorèmes 
généraux sur les équations différentielles linéaires, que le problème admet une 
solution, laquelle est unique. On fait l'hypothèse, a priori, que cette solution est 
dans cd. 
On sait (Cf. exemple 2.18) que : 

( >. ) r(2,\ + 1) 1 
C Ut J>. (s) = 2>-r(-X + 1) [(1 + s2)>.+1/2] 
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La transformation par J:, de l'équation E 1 fournit donc l'équation E 2 : 

(s2 + l)Y' - (s2 + 1 - 7s)Y = -(1 + s2)-312 

L'équation sans second membre peut s'écrire : 

Y' 7s 
-=1---­
y (s2 +1) 
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La solution générale de cette équation est donc: Y0 (s) = C exp(s)(s2+1)-712• La 
méthode de variation de la constante C fournit ensuite : C' = - exp( -s) ( s2 + 1). 

Une intégration par parties donne finalement C = exp(-s)(s2 + 2s + 3) +À. 
La solution générale de l'équation E2 s'écrit donc : 

Y(s) = (s2 + 2s + 3){s2 + 1)-7/ 2 +À exp(s)(s2 + 1)-7/ 2 

Une telle fonction ne peut représenter une transformée de Laplace que si sa limite 
est nulle en +oo (Cf. Proposition de valeur finale 1.15). Par conséquent, si la 
solution de E1 est transformable par J:,, son image est : 

On peut l'écrire aussi : 

G(s) = [(s2 + 1)-5! 2 + 2s(s2 + 1)-7/ 2 + 2(s2 + 1)-7/ 2] 

En tenant compte du résultat de l'exemple 2.18, on obtient les images inverses 
du premier et du troisième termes qui sont donc, à des coefficients près, t2J 2(t) 
et t3J3 (t) . Le deuxième est, à un coefficient près, la dérivée du premier terme; 
son image inverse est proportionnelle à t3 J 2 ( t). Il en résulte que la solution de 
l'équation proposée s'écrit : 

On peut finalement vérifier que ce second membre vérifie l'équation et les condi­
tions initiales. 

Remarque 2.10 Cette équation pouvait aussi être résolue en recherchant une 
solution sous forme d'un développement en série entière. On voit d'ailleurs sur 
le résultat précédent, qu'en fait, la solution peut être prolongée en une fonction 
analytique sur toute la droite réelle. 

Dans l'exemple qui suit, le coefficient de y" est la variable t elle-même. Pour 
les raisons explicitées ci-dessus, l'existence d'une solution n'est plus automatique­
ment assurée. On prévoit de discuter suivant les valeurs données aux conditions 
initiales. 
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Exemple 2.39 On se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation 
différentielle E 1 : 

ty" - (3t - 2)y1 + (2t - 4)y = U(t)texpt, 

obéissant en outre aux conditions initiales suivantes : g(O+) = a, g'(O+) = b. 

La transformée E 2 par C de l'équation E 1 est l'équation différentielle du premier 
ordre: 

-(2sY + s2Y' - a)+ 3(Y + sY') + 2sY - 2a - 2Y' - 4Y = (s -1)-2 

ou encore: 
(s - l)(s - 2)Y' +Y= -(s - 1)-2 - a 

A ce niveau de calcul, on remarque que cette équation E2 ne dépend pas de 
b. L'équation sans second membre correspondante à E2 admet pour solution 

générale Yo(t) = Cs - 1 et la méthode de variation de la constante C nous 
s-2 

fournit C' = -(s - 1)-4 - a(s - 1)-2 • On en déduit la ·solution générale de 
l'équation E2 : 

1 1 s-1 
Y(s) = 3(s-2)(s-1)2 +as-2 +·\-2 

Nécessairement, pour que ce soit une transformée de Laplace, cette fonction doit 
tendre vers 0 lorsque s -t +oo, ce qui impose >. = O. On vérifie alors que la limite 
de sY(s) est bien a = y(O+), conformément au corollaire 1.4. Finalement, les 
calculs nous donnent pour solution éventuelle de E1 : 

g(t) = U(t) [(~+a) exp(2t) - ~(1 + t) expt] 

On peut vérifier que c'est effectivement une solution et qu'elle obéit à la condition 
g(O+) = a, mais la dérivée vérifie g'(O+) = 2a. Il en résulte que si b est différent 
de 2a, le problème n'admet aucune solution transformable par Laplace. 

Exemple 2.40 On se propose de rechercher, s'il en existe, les fonctions g solu­
tions de l'équation différentielle E1 : 

4ty" + 2y' +y= U(t)t112 [ 1 + t], 
obéissant en outre aux conditions initiales suivantes: g(O+) = 0, g'(O+) =a. 

L'équation transformée E 2 s'écrit : 

/ -1 
Les solutions de l'équation homogène associée vérifient: Y0 (s) = Cs-3 2 exp( 4s). 

La méthode de variation de la constante conduit à C' = - '{;exp( :s) [ ~ + ~] · 



2.3. Applications à la résolution d'équations fonctionnelles 103 

. , . . d . ' c .JK (40 12] ( 1 ) Une mtegrat1on par parties con mt a: = -- - - exp - + µ. 
16 s 4s 

Par 

conséquent la solution générale de E2 s'écrit : 

Y(s) = µs- 3! 2 exp(-1/4s) - .JK (40 - 12] s-312 
16 8 

La fonction sY(s) tend vers 0 lorsque s -+ +oo quel que soit la constante µ. 
Mais, en appliquant le corollaire 1.4 à la fonction dérivée g' dont la transformée 
est sY(s), on sait que lims-Hoo s2Y(s) = g'(O+) =a. 
En développant exp(-1/4s) au voisinage de +oo, on en déduit que si s2Y(s) a 
une limite finie, nécessairement : µ - 401* = a, mais cette limite étant alors 

nulle, il en résulte que g n'existe que si a= 0 et alorsµ= 401* 

Comme on sait (Cf. Exemple 2.12) que l'image inverse de · E_ exp(-]._) est la . y; ~ 

fonction h(t) = U(t) cosji, on en déduit l'image inverse de r: exp(-]._) par 
vt V"ii 4s 

une intégration. On trouve ~sin ..fi. Les autres fonctions intervenant dans le 

résultat sont du type puissance, donc connues. On a, alors, sous la réserve a = 0 : 

g(t) = U(t) rn sin(../i) - 5../i + t../i] 

2.3.3 Equations intégrales linéaires 

Les équations intégrales peuvent s'écrire de façon générale : 

y(t) = J(t) +lb k(u, t)y(u)du 

L'inconnue est la fonction y, les bornes a et b peuvent être éventuellement infinies, 
elles peuvent dépendre de la variable t ; enfin le noyau k qui est une fonction de 
deux variables se présente ~ouvent sous la forme k(u, t) = g(t-u). Dans ce dernier 
cas, si les bornes sont infinies, on reconnait dans l'intégrale l'expression d'une 
convolution. En outre, si les fonctions considérées sont causales, cette intégrale 
est prise sur [O, t] et cette convolée est alors causale. Dans ce cas, la transformation 
de Laplace est parfaitement adaptée à la résolution de ces équations intégrales. 
On distingue dans cette classe d'équations, que l'on dira «convolutives», deux 
sous-catégories : les équations de première espèce du type : 

lat g(u - t)y(u)du = f(t), 

les équations de deuxième espèce qui sont du type : 

y(t) = f(t) +lot g(u - t)y(u)du 
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Cas des équations de première espèce 

Si la transformation de Laplace peut s'appliquer, elle donne : Y(s) = ~~:~. En 

général, il existe un demi-plan où cette fonction est holomorphe, mais les hypo­
thèses du théorème d'inversion ne sont pas généralement vérifiées, en particulier, 
cette fonction peut ne pas tendre vers 0 en +oo. Il en résulte qu'une telle équation 
n'admet pas en général de solutions fonctions. Il en est autrement si on cherche 
des solutions au sens des distributions (Cf. chapitre 5). 
Un cas particulier vaut d'être signalé. Supposons que les deux fonctions f et g 
soient dérivables et que g(O) f= O, la dérivation de l'équation nous fournit alors: 

g(O)y(t) +lot g'(t - u)y(u)du = f'(t) 

C'est une équation de deuxième espèce. D'ailleurs, si g(O) = 0 et g'(O) f= 0 et si 
les deux fonctions soient de classe C2 , la dérivation d'ordre 2 fournira une équa­
tion de deuxième espèce. 
Dans d'autres cas, la recherche de la primitive de y permet d'utiliser la formule 
d'inversion; c'est le cas de l'équation d'Abel étudiée dans le deuxième exemple 
qui suit. 
Ajoutons que ces équations rentrant dans la classe plus générale des équations de 
convolution, des techniques de calcul symbolique peuvent être appliquées paral­
lèlement à la méthode de Laplaceà ces équations. Ce point sera abordé dans la 
section § 5.6. 

Cas des équations de première espèce 

Exemple 2.41 On se propose de rechercher la fonction g, solution causale de 
l'équation intégrale E1 suivante : 

y(t) + U(t) lot y(t - u)Jo( u)du = U(t)tJ1 (t) 

On suppose ici que cette équation admet une solution unique g transformable 
par C. L'intégrale qui figure dans l'équation exprime la convolée de la fonction 
causale y par la fonction causale U(t)J0 (t) et par conséquent l'image de Laplace 
de cette intégrale est le produit des transformées des deux fonctions. En utilisant 
les résultats des exemples 2.9 et 2.18, l'équation E2 transformée par C de E1 
s'écrit : 

Y(s) [1 + [ (1+ s')-1/2]] = (1+ s")-s/2 

La fonction G image de la fonction g cherchée est donc définie par : 

G(s) = s-2 (1 + s2)-1!2 - s-2 (1 + s2)-1 

L'image inverse de la dernière fonction donne immédiatement U ( t) [ t exp t-sin t] · 

Celle de la première fonction peut s'obtenir par deux primitivations successives 
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en utilisant le développement en série entière de Jo. On trouve ainsi : 

[ ] 
+oo tn+2 

g(t) = -U(t) t exp t - sin t + ~(-1r 22nn(n + l)(n!) 2 

Exemple 2.42 Résolution de l'équation d'Abel: 1t (t-u)-ay(u)du = f(t) dans 

le cas particulier 0 < a < 1. 

Cette équation est de première espèce, mais faute de dérivabilité de g, on ne peut 
appliquer la méthode décrite ci-dessus. Cependant, considérons la primitive de 

y, à savoir y *U, dont l'image de Laplace est Z(s) = Y(s). Comme l'image de 
s 

) -a , 1 , r(l - a) b . Z( ) F(s) C fi 
U(t t est ega e a sl-a , on o tient : s = r(l _ a)sa. ette onction 

tend vers 0 en +oo, ce qui n'est pas suffisant pour inverser, mais c'est surtout le 
produit de deux transformées de Laplace de fonctions. 
On en déduit la solution sous la forme d'une convolée : 

y(-l)(t) = 1 U(t)ta-1 * f = sin(a1r)U(t)ta-1 * f 
r(a)r((l - a) 1l" 

Il resterait dans le cas où cela est possible, à dériver ce résultat. Par exemple, 
puisqu'il suffit que l'un des facteurs soit dérivable, c'est possible si la fonction f 
est dérivable. Lorsque f n'est pas dérivable, on peut dériver le premier facteur, 
mais au sens des distributions, ce qui fournira une distribution partie finie (Cf. 
§4.8). 

2.3.4 Equations intégro-différentielles linéaires 

Outre les termes qui interviennent dans une équation intégrale, ces équations 
contiennent des dérivées de la fonction inconnue. Pour obtenir éventuellement 
une solution unique, on imposera des conditions initiales. Comme dans ce qui 
précède, on applique d'abord f, de manière formelle. Ajoutons que, là aussi, des 
techniques de calcul symbolique peuvent être utilisées (Cf. §5.6). 

Exemple 2.43 On se propose de rechercher la fonction g solution de l'équation 
intégro-diff érentielle E1 suivante : · 

y"+ 3y + 41t y(u)sh(t - u)du = U(t)t2 J2 (t) 

obéissant en outre aux conditions initiales suivantes : g(O+) =a, g'(O+) =O. 

En l'absence de résultats généraux sur de telles équations, on admet que l'équa­
tion E1 admet une solution transformable par Laplace. Comme précédemment, 
l'intégrale figurant dans E1 est l'expression d'une convolution. En transformant 
par f,, on obtient l'équation E2 : 

Y(s) [s2 + 3 + - 4-] - as= 3(1 + s2)-512 
s2 -1 
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On en déduit que, sous l'hypothèse faite, la fonction G, image de la solution, est 
donnée par la formule : 

s2 - 1 as ( s2 - 1) 
G(s) = 3s2+1)9/2 + (s2 + 1)2 

En utilisant encore les résultats de l'exemple 2.18, on obtient effectivement une 
fonction g définie par : 

g(t) = U(t) [ 1
1
5 t3 J3 (t) - ; 1 t4 J4(t) +a[ cos t - t sin t]] 

Exemple 2.44 On se propose de rechercher le couple (x, y) de fonctions causales 
solution du système intégro-différentiel suivant : 

{ x' + 2 J; y(u) cos(t - u)du = U(t) 
6 J; x(u)ch(t - u)du + 4y' = U(t) 

obéissant aux conditions initiales suivantes: x(O+) = O,y(O+) = -1. 

En supposant que la solution (x, y) existe et soit transformable par Laplace, le 
couple (X, Y) des transformées vérifient le système linéaire suivant : 

{ 
sX(s) + 

6sX(s) -- + 
s2 -1 

2 sY(s) 
s2 +1 

4sY(s) 

1 
s 

1 
- -4 
s 

La résolution de ce système est immédiate, on obtient : 

{ 
X(s) = 

Y(s) -

s4 - 1 
s2 (s4 -4) 

(1- 4s)(s4 - 1) 
4s2(s4 - 4) 

(1 - 4s)(s2 - 1) 
2s2 (s4 -4) 
3(s2 + 1) 

2s2 (s4 - 4) 

Des décompositions de fractions rationnelles et l'utilisation des images inverses 
usuelles fournissent ensuite, pour t 2::: 0 : 

x(t) = U(t) [5sh(t.J2) _ ch(t.J2) _ 3 cos(t.J2) _ 3 sin(t.J2) ! ~] 
16.J2 4 8 32v'2 + 8 + 8 

(t) = U(t) [- 15sh(t.J2) _ 3ch(t.J2) _ 3 cos(t.J2) 9 sin(t.J2) 7t _ !] 
y 32.J2 8 8 + 32v'2 + 16 4 

2.3.5 Equations aux différences linéaires à coefficients constants 

Deux sortes de problèmes peuvent être posés à propos de ces équations aux diffé­
rences dont les éléments inconnus sont, pour rester dans le cadre de cet ouvrage, 
soient des fonctions ou des suites causales, soient des fonctions ou des suites de 
supports limités à gauche. Une première situation est obtenue lorsque l'élément 
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inconnu est une fonction de l'un de ces types vérifiant une relation entre les va­
leurs qu'elle prend au point t et en des points translatés de t de quantités positives 
fixes, à savoir t - ai, t - a2, · · ·, t - ak. De telles équations sont dites "équa­
tions fonctionnelles aux différences". La plus simple parmi de telles relations est 
certainement obtenue lorsque ces indices de translation sont du type ja où j est 
un entier variant de 0 à k et a un réel positif quelconque. Une dilatation sur la 
variable permet d'ailleurs de se ramener au cas où a= 1. Lorsque la relation est 
du premier degré, l'équation, dite alors linéaire d'ordre k, prend la forme : 

k 

2: a;y(t - j) = 1 (t) 
0 

Si f est causale, on peut imposer à la fonction inconnue d'être causale. Les 
conditions initiales sont alors inutiles, car en se plaçant sur [O, 1[, on a : a0 y(t) = 
f(t) et on peut poursuivre en déterminant l'inconnue y, de proche en proche, 
sur les intervalles [n, n + 1[. Comme la transformation C est bien adaptée aux 
translations sur la variable t, elle agira de façon naturelle sur de telles équations, 
que ses coefficients a; soient constants ou variables. Si le second membre est 
seulement de support limité à gauche [-a, +oo[, la solution est, a priori, de même 
support. Cette solution peut encore être obtenue de proche en proche et, si l'on 
veut appliquer C, il suffit de translater la solution pour se ramener à une fonction 
causale. 
La deuxième situation concerne le cas où l'élément inconnu est une suite de 
nombres réels ou complexes. Cette fois, l'équation aux différences dite "discrète" 
est une relation entre les différents termes de cette suite . 
Généralement, cette relation permet de déterminer le terme d'indice n + k en 
fonction des termes d'indices n, n + 1, · · ·, n + k - 1 et de n; elle est dite alors 
équation d'ordre k. Par exemple, une équation aux différences dicrètes linéaires 
d'ordre k s'écrit : 

Ses coefficients a; sont constants ou dépendent de j ; autrement dit, elle est 
à coefficients constants ou variables. Le second membre est une suite donnée, 
causale ou de support {n 2 -n0 }. Notons au passage que les termes successifs 
ne résultent pas, à vrai-dire, de translations d'indices positifs, ce qui implique 
une différence notable entre les deux situations. Dans le cas de ces équations 
discrètes, il faudra, pour déterminer une solution, se donner les k premiers termes 
de la suite. Pour résoudre de telles équations, il convient de définir, d'une certaine 
façon, la transformée de Laplace d'une suite. Ce sera fait à propos de l'exemple 
2.46 qui va suivre et ce sera repris, dans le Chapitre 4, à propos des séries de 
distributions de Dirac. 

Remarque 2.11 Tout en tenant compte des notations différentes signalées ci­
dessus, on peut noter une relation entre les solutions des équations fonctionnelles 
et les équations discrétes. Cette relation permet d'ailleurs de suggérer une tech­
nique d'application de la transformation C aux équations discrètes. 
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Soit, par exemple, l'équation discrète : aoun + ai Un+i = Vn où ( vn) est causale. 
On construit la fonction w définie par : w(t) = Vn 1 Vt E]n, n + 1]. Supposons 
trouvée la solution y de l'équation fonctionnelle : a1y(t) + a0 y(t - 1) = w(t). 
Alors, pour tout entier n, on a: a1y(n + 1) + aoy(n) = w(n + 1) = Vn. On en 
déduit facilement l'égalité: Un= y(n). 
Cette remarque suggère le principe d'une méthode d'application de Caux équa,... 
tions discrètes (Cf. exemple 2.46 qui suit). 

Remarque 2.12 Dans la catégorie des équations fonctionnelles aux différences, 
on peut aussi considérer des indices de translation négatifs. 

L'écriture de l'équation se rapproche alors de celle des équations discrètes : 

k 

I: ajy(t + j) = 1 (t) 
0 

Mais, dans le traitement éventuel d'une telle équation par C, il faudra tenir 
compte du fait que la propriété de translation de la transformation n'est plus 
valable sous sa forme habituelle (Cf. Exemple 2.47). 

Exemple 2.45 On se propose de déterminer les fonctions g causales, transfor­
mables par C, vérifiant l'équation fonctionnelle aux différences (E1) suivante où 
interviennent les deux indices de translation 1 et 2 : 

6g(t) - 4g(t- 1) - 2g(t - 2) = U(t)texpt 

En utilisant notamment les transformées des translatées d'une fonction de Cd, on 
voit que l'image G de la fonction g vérifie la relation (E2) : 

G(s) [6 - 4exp(-s) - 2exp(-2s)] = (s ~ l) 2 

Le fait que les amplitudes des différences soient entières permet de factoriser 
l'expression 2 exp(-2s) + 4 exp(-s) - 6 en la considérant comme un trinôme du 
second degré de la variable exp(-s). 
De même, on peut décomposer la fonction inverse à.la façon d'une fraction ra­
tionnelle. On obtient ainsi : 

G s - _! 1 [ 1 - 1 l 
( )- 8(s-1)2 exp(-s)-1 exp(-s)+3 

On peut supposer que la partie réelle de s est positive, ce qui permet de développer 

les deux fractions (1 - exp(-s))-1 et (1 + exp~ -s) )-1 en séries entières de la 

variable exp(-s). On obtient ainsi G comme somme d'une série de fonctions 
dont on connait les images inverses : 
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L'image inverse de e~:~-l~~) étant la translatée d'indice n de U(t)texpt, on en 

déduit : 
1 +oo [( l)n ] 

g(t) = 8 L ;+I + 1 U(t - n)(t - n) exp(t - n) 
0 

Cette somme est une somme finie sur tout intervalle [n, n+ 1[; c'est bien une 
fonction causale d'abscisse de convergence nulle, dont l'image est la fonction G 
précédente. 
On vérifie que sur [O, 1(, cette fonction se réduit au premier terme de la série, à 
savoir !t exp t, ce qui permet de vérifier, sur cet intervalle, la relation de départ : 
6g(t) = U(t)texpt. De même, sur l'intervalle [1, 2[, la fonction se réduit aux 

. , . texpt (t - 1) exp(t - 1) 
deux premiers termes, a savoir - 6- + 9 . Alors, on a, sur cet 

intervalle : 

6 1 
6g(t) - 4g(t- l) = texpt + g(t - 1) exp(t - 1) - 46(t - 1) exp(t -1) = texpt 

On a ainsi vérifié que la fonction trouvée est bien solution sur l'intervalle (0, 2[. On 
trouvera d'autres exemples dans l'exercice 3.39. L'exemple suivant est une équa­
tion aux différences discrètes. Mais, on remarquera que cet exemple, sur lequel 
on expose la technique de résolution, provient de la discrétisation de l'équation 
de l'exemple précédent. 

Exemple 2.46 Déterminer la suite causale (Un) dont les premiers termes uo et 

u1 sont donnés et qui est solution de l'équation aux différences linéaire à coeffi­
cients constants : 

Pour la traiter par la transformation C, on associe à la suite de terme général Un 
la fonction en escalier, notée u(t) égale à Un sur l'intervalle [n, n + 1[. Si la suite 
Un est causale-à savoir : Un= 0 si n < 0-la fonction u associée est, elle-même 
causale et on peut définir sans mal, en passant par cette fonction, les notions 
d'abscisses de convergence pour les suites. Sous réserve d'existence, l'image de la 
suite est, par définition, celle de la fonction u, c'est-à-dire : 

La dernière série est, en quelque sorte, la fonction génératrice de la suite. C'est 
une série de Dirichlet que l'on note 9u· Pour résumer, l'image de Laplace de la 

1- e-s 
suite Un est 9u(s). 

s 
Il reste à voir comment se traduisent des translations, nécessairement d'indices k 
positifs et entiers. 
Pour cela, il suffit de chercher la nouvelle fonction génératrice. Celle-ci s'écrit : 
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+oo 
L Un+ke-(n+k)s; ce n'est donc pas simplement, comme dans le cas d'une fonc-
o 

tion, le produit exp(ks)gu(s), mais le produit par cette exponentielle de la série 
9u(s) tronquée de ses k premiers termes. On s'aperçoit d'ailleurs, qu'en fait, 
pour trouver les suites solutions d'équations aux différences discrètes, c'est moins 
l'image de Laplace que la fonction génératrice qui est le moteur de la transfor­
mation. 
Pour l'exemple donné, la fonction génératrice est solution de l'équation G2 : 

6e28 [9u(s) - Uo - U1e-s] - 4e8 (9u(s) - Uo) - 2gu(s) = Ï:(n + 2)en+2-ns 
0 

On effectue facilement le second membre par dérivation d'une série géométrique: 
+oo 2 - el-s 
L(n + 2) exp(n + 2 - ns) = e2 (l -_el-s) 2 Le problème peut être résolu en 

0 
fonction des deux données initiales. 
Cependant, pour illustrer la remarque précédente, on prendra, en se servant de 
l'exemple 2.39 : 6uo = [té]t=O = 0 et 6u1 - 0 = [tet]t=I = e. 
En factorisant un trinôme en e8, on obtient, avec ces conditions initiales : 

2 1-s 

2(e8 
- 1)(3e8 + l)gu(s) = eexp(s) + e2 (l ~ :l-s)2 

En utilisant la variable v = e-s, on est ensuite amené à décomposer la fraction 

rationnelle: 9u(s) = - ( )( ev/3)(l )2 • 
6 1- v 1 + v - ev 

On obtient ainsi : 

e [ 1 1 4e(n + l)en 
gu(s) = 8 (1- e)2(1 - v) - (1+3e)2(1 + v/3) + (e - 1)(3e + 1)(1- ev)2 

4e(3e2 + !) l 
(1- e)2(1+3e)2(1 - ev)2 

La fonction génératrice de la solution se développe ensuite en série entière de la 
variable v: 

e ~ [ 1 (-lr 4e(n + l)en 4e(3e2 + l)en ] -ns 
gu(s) = 8 7 (1- e)2 - 3n(1+3e)2 + (e - 1)(3e + 1) - (1- e)2(1+3e)2 e 

En prenant le coefficient de e-ns, on en déduit le terme général de la suite cher­
chée: 

e [ 1 (-lr 4e(n+ l)en 4e(3e2 + l)en l 
Un= 8 (1 - e)2 - 3n(1+3e)2 + (e - 1)(3e + 1) - {1- e)2(1+3e)2 

On vérifie sur cette formule : u0 = O, u1 = e/6. Par ailleurs, on vérifie aussi 
que cette suite est la restriction à N de la fonction g solution de l'exemple 2.47 
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précédent. 
Enfin, on traite un exemple où les indices de translation contenus dans l'équation 
sont négatifs, l'inconnue ch~rchée étant non causale mais seulement de support 
[-2, +oo[. C'est un exemple où, les indices de translation pouvant être négatifs, 
il est nécessaire de reprendre la propriété de translation. 

Exemple 2.47 On se propose de trouver la fonction y nulle pour t ~ -2 telle 
que: 

Vt ~ o, y(t + 2) + 4y(t + 1) + 4y(t) = U(t) 

Lorsque t E [O, 1[, la fonction y est simplement soumise à une relation qui ne 
permet pas sa détermination. De même sur [1, 2[. On en déduit, comme pour 
les équations discrètes qu'il est nécessaire de se donner, en condition initiale, la 
fonction y sur l'intervalle (0, 2[. ·Désignons par Y(s) l'image de la restriction de 
y à [O, +oo[. Les images des fonctions translatées d'indices négatifs y(t + 1) et 
y(t + 2) sont, par exemple pour la première, l'intégrale y figurant étant connue 
par hypothèse : 

l+oo exp(-s(u - l))y(u)du = exp(s) [Y(s) -11 exp(-st)y(t)dt] 

En notant li (s) cette intégrale et h(s) l'intégrale analogue sur [O, 2], on obtient 
l'équation transformée : 

y ( s) [ e8 + 2 r = e28 h ( s) + 4e8 li ( s) + ~ 
Pour terminer les calculs, supposons : y(t) = 1 sur (0, 1] et y(t) = 0 sur [1, 2]. 
Alors / 1 = 12 = 1-:-• et l'équation transformée peut s'écrire, en divisant par 
e2s : 

Y(s) [ 1+2e-s] 2 = 5e-2s + :e-s + 1 

En utilisant la décomposition 

1 + 3u + 5u2 5 3 1 
1+2u2 = 4 + 4(1+2u)2 1+2u' 

et en développant en série entière de la variable 2u = 2e-s pour ~e(s) > ~, on 
obtient finalement : · 

5 +oo ( l)n2n -ns 3 +oo 
Y(s) = - - L - e - - L n(-.l)n2n-le-(n-l}s 

4s 0 s 4s 1 · 

On en déduit la solution qui s'exprime par une somme localement finie : 

+oo +oo 
y(t) = ~U(t) - L(-l)n2nU(t - n) - ~ L(-l)nn2n-1u(t - n + 1) 

4 0 4 1 

On vérifie que, sur [O, 1[, on a : y(t) = ~ - 1 + -43 ~ 1 et que, sur (1, 2[, on a : . 
4 . 

Y(t) = ~ - (1-2)- ~(-1+4) =O. 
4 4 
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2.3.6 Equations aux différences linéaires à coefficients variables 

Exemple 2.48 Déterminer la suite (Yn) de premier terme Yo et vérifiant l'équa­
tion aux différences : 

(n + 2)Yn+l - nyn = (-lrnexp(n) 

En l'absence d'un prolongement continu simple du second membre, on reste dans 
le cadre des équations aux différences discrètes. 
On peut remarquer, d'entrée, qu'on a nécessairement y1 = 0 et que la suite 
inconnue est indépendante de Yo· On peut choisir Yo = 0, quitte à l'ajouter, en fin 
de calcul, à la fonction génératrice Dy· La fonction génératrice Dy de la suite (Yn) 

+oo 
ayant pour dérivée E nyne-ns, on en déduit la fonction génératrice de la suite 

0 
(nyn)· Donc, en utilisant la traduction des translations sur les suites, on sait écrire 
la fonction génératrice du premier membre de l'équation. Pour le second membre, 

+oo 
on obtient cette fonction en dérivant la relation "'""(-l)nen(l-s) = 1

1 . 
L.i 1 + e -s 

0 
Il en résulte que la fonction Dy est solution de l'équation différentielle linéaire du 
premier ordre E2 : 

[ ] 
1-s 

es Dy(s) - D~(s) + D~(s) = - {1: el-s)2 

L'équation sans second membre associée admet pour solution générale Do(s) = 
C(l - e8) et la méthode de variation de la constante conduit, en posant e-s = v, 

3 

à la relation C' ( s) = - ( ev + 1 ;~ ( v _ 1) 2 • Une intégration de fraction rationnelle 

nous donne: 

A C . 1- es 
C(s) = >. - + + D ln( ] 

ee-s + 1 1 - e-s 1 + ee-s ' 

les nombres A, B, D étant définis par 

En multipliant cette fonction par 1 - es = -es(l - v), on obtient la fonction 
+oo 

Dy cherchée. Comme la fonction C(s) est développable en série E Cnvn, son 
0 

produit par -e8 (l - v) sera du type -coes - Et00 dnvn. Or, en utilisant par 
exemple la transformée de Laplace associée à Dy qui doit tendre vers 0 à l'infini, 
il est nécessaire que c0 = O. On va en déduire la valeur de la constante .>.. Le 
développement du terme logarithmique ne possédant pas de terme de puissance 
nulle, on en déduit, en effet : >. - A+ C = 0, c'est-à-dire >. = (1 - e)(l + et2• 

Il ne reste plus qu'à effectuer le produit de C(s) par 1 - v et à remplacer vn 
par vn-1 , pour obtenir la suite (Yn) cherchée. Comme le logarithme du quotient 
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1 + ev +oo vn 
Précédent nous donne e8 ln[--] = L)l + (-l)nen+l)--, on trouve, en 

1-v 0 n+l 
1 + (-1ren-1 

posant an = n + 1 : 

+oo +oo 
( ) 1 "°'( )n n-ns 2e "°'( ) -ns 

gy s = Yo - e + 1 ~ -1 e - (l + e)3 ~ an - an-1 e 

On vérifie que le premier terme, à savoir y1, est nul. 

2.3. 7 Equations différentielles ou intégro-différentielles linéaires 
avec retard 

Exemple 2.49 On se propose de trouver la solution causale, si elle existe, de 
l'équation E1 suivante : 

y'(t) - 4y(t) + y(t- 1) +U(t) 1t y(u)[5 - 2(t - u)]du = U(t)(2t - 3), 

vérifiant la condition initiale y(O+) = 1. 

Il s'agit d'une équation intégra-différentielle avec retard (présence du terme y(t-
1) dans l'équation). On suppose qu'il existe une solution g transformable par C. 
L'image G de cette solution vérifie l'équation E2 : 

5 2 2 3 
sG(s) - 1- 4G(s) + exp(-s)G(s) + (-; - s2 )G(s) = s 2 - -; 

En vue d'un développement en série, le coefficient de G ( s) est mis sous la forme 
1 + H(s) exp(-s) où H est l'inverse algébrique de s - 4 + 5:22 • L'équation E2 
peut ainsi s'écrire : 

[ ] ~-h+2 ~ 
G(s) 1 + H(s) exp(-s) = s2 s3 - 4s2 + 5s - 2 

2 

Le quotient k peut s'écrire: ( ):( ) . Cette fonction tend vers 0 lorsque 
s-1 s-2 

lsl --+ +oo. On en déduit que pour lsl assez grand, en particulier pour ~e(s) assez 
grand, on aura IH(s)I ~ 1 et, par conséquent IH(s) exp(-s)I ~ 1. Il en résulte 
que l'on peut développer en série (1 + H(s) exp(-s))-1. Finalement, sous réserve 
de vérification, la solution peut s'exprimer par : 

1 +oo +oo exp(-ns)s2n 
g(t) = s -1 L(H(s))nexp(-ns) = L (s-1)2n+l(s - 2)n 

0 0 

2n 
Désignons l'image inverse de la fraction rationnelle (s _ l)2:+1(s _ 2)n par hn. 

La solution, sous réserve de vérification, s'écrit alors : 

+oo 
g(t) = L hn(t - n) 

0 
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Il serait long et fastidieux d'expliciter de telles fonctions. on se contente d'expli­
citer les trois premiers termes de la série qui fournissent d'ailleurs la solution sur 
l'intervalle [O, 3[. On a : 

ho(t) 

h1 (t) 

U(t) expt 

(t - 1)2 exp(t - 1) 
U(t - 1)[- 2 - 3(t - 1) exp(t - 1) - 4 + exp(2t - 2)] 

U(t - 2) [et- 2 )[(t ~!2) 4 + (t - 2)3 + l 7(t2-
2) + 32(t - 2) + 48] 

+ e2t-4 [32(t - 2) - 48]] 

En effectuant l'intégrale qui figure dans l'équation Ei, on pourrait vérifier que la 
fonction trouvée est bien une solution sur [O, 3[. On trouvera d'autres exemples 
dans l'exercice 3.39 

Remarque 2.13 Toutes les équations traitées précédemment sont linéaires; elles 
se ramènent, par utilisation de C, à des équations du premier degré dont l 'incon­
nue est l'image de la fonction cherchée. Il n'est pas exclu que certaines équations 
fonctionnelles se ramènent à des équations algébriques de degré supérieur, voire 
des équations non algébriques. Leur résolution explicite reste exceptionnelle. On 
trouvera dans l'exercice 3.40 des exemples de ce type, où on peut exceptionnelle­
ment expliciter les calculs. 

2.3.8 Principe de la résolution de certaines équations aux déri-
vées partielles 

Les équations étudiées ci-dessus font intervenir des fonctions d'une seule variable. 
Pour des équations aux dérivées partielles, l'utilisation de la transformation C sur 
les fonctions de n variables, dans laquelle n - 1 de ces variables sont bloquées, 
permet de ramener l'équation étudiée à des équations à un nombre moindre de 
variables dans lesquelles s joue le rôle de paramètre. Ces équations sont étudiées, 
dans le cadre de la physique, au chapitre 6. Soit, par exemple l'équation aux 
DP: 

ôg Ô2g 2 
ôt (t, x) = ôx2 (t, x) - a g(t, x), 

la fonction étant en outre assujettie à la condition initiale : g(O+, x) = <,o(x) et 
à d'autres conditions, pouvant d'ailleurs dépendre de t, concernan~ le bord du 
domaine d'espace dans lequel a lieu le phénomène. Si on désigne par Gx(s) la. 
transformée de Laplace de t 1-t g(t, x), l'équation précédente E1 se transforme en 
une équation E2 en la variable d'espace x : 

a2G 
(s + a2)G6 (x) - <,o(x) = ôx2

6 (x) 

Pour chaque valeur du nombres, la solution G8 (x) de cette équation est obtenue 
après le calcul des constantes fonctions de s à l'aide des conditions au bord. Il 
restera à trouver l'image inverse (Cf. Exemple 6.13). 



Chapitre 3 

Exercices sur les deux premiers 
chapitres 

Exercice 3.1 (*) 

1. Déterminer les abscisses de convergence et les images de Laplace des fonc­
tions suivantes : 

t i--+ U(t)(t + 1) sin(2t) 

t i--+ U (t)(t + 1) cos2 (2t) 

t i--+ U(t) exp(t + 1) (t + 1) sin(2t) 

2. Déterminer les originaux des fonctions rationnelles complexes suivantes 

Exercice 3. 2 ( **) 

F( ) 3s2 - s + 1 
8 = ( s2 + s + 1 )( s2 + 1) 

F(s) = ;: ~ ~ 
Sn+ 1 

F(s)--­
- s2n + 1 

s - 1 s2 - 1 
F(s) = 83 + 1 exp( ~s) + 84 + 1 exp(-2s) 

Soit la fonction f définie par f(t) = U(t - l)t-xsint, x étant un réel strictement 
positif donné. 

1. Montrer, au moyen par exemple d'une intégration par parties, que l'inté­
grale Jt)0 J(u)du est convergente. 
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2. On suppose x _s; 1. En utilisant, par exemple, la minoration Il sin tl ~ sin2 t 
. et une intégration par parties, montrer que } 'intégrale Jt00 1 f ( u) 1 du est diver­
gente. En déduire que cette fonction f est Lebesgue-sommable sur R. si et seule­
ment six> 1. 

3. Déterminer une fonction causale dont les abscisses de convergence et de 
convergence absolue sont distinctes. (Cf. Chapitre 1, remarque 1.2) 

. 4. Soient deux réels a et b vérifiant a < b. Déterminer une fonction causale f 
telle que (a(!)= b et (c(f) =a. 

Exercice 3.3 (*) 

1. Soit la fonction f causale telle que, pour tous les entiers naturels n, on ait : 

'ïlt E [n,n+ 1], f(t) = n 

Montrer que cette fonction est transformable par .C et, soit par un calcul direct, 
soit en exprimant au préalable la fonction au moyen de l'échelon-unité et de ses 
translatées, calculer sa transformée de Laplace. 

2. On se donne deux suites numériques Un et Vn, cette dernière étant stricte­
ment positive et strictement croissante. On considère la fonction causale f telle 
que: 

'ïln, 'ïlt E [vn, Vn+i[, f(t) = (-ltun 

Exprimer formellement la transformée de Laplace de cette fonction f et détermi­
ner les abscisses de convergentes (c(f) et (a(!) dans les cas suivants, en discutant, 
s'il y a lieu, suivant les valeurs du paramètre : 

Un = ln n et Vn = n 

Un= nœ, avec a E IR, et Vn =Inn 

Un= nœ et Vn = ln(ln n) 

Exercice 3.4 (**) 

On propose de montrer la formule généralisée d'intégration par parties (Cf. Lemme 
1.2) Soierit urie fonction g continûment dérivable sur [a, b] et une fonction h 
Lebesgue,..intégrable sur [a, b]. On considère la fonction absolument continue H 
définie sur cet intervalle par : H(u) = fau h(t) dt. En considérant les fonctions 

t f-71t g'(u)H(u)du 

tf-7 g(t)H(t) - 1t g(u)h(u)du 
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montrer la formule suivante : 

1b g'(u)H(u)du = g(b)H(b) - g(a)H(a) -1b g(u)h(u) 

Exercice 3.5 (**) 

En utilisant, par exemple, des fonctions exponentielles, montrer que les inégalités 
(1.4) peuvent être strictes. 

Exercice 3.6 (**) 

Donner des exemples de fonctions f d'abscisse de convergence nulle et dont la 
limite en +oo est infinie. Montrer qu'il en résulte que l'intégrale Jt'° f(t)dt est 
divergente et déterminer, dans chacun de ces exemples: lims-+O F(s), s étant réel 
(comparer avec le résultat de la proposition 1.13, 1)). 
Démontrer, de façon générale, que si f(t) ~ 0 et limH+oo f(t) = +oo, alors 
lims-+o F(s) = +oo. La réciproque est-elle vraie? 

Exercice 3.7 (*) 

(*) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f telle que 

f(t) = U(t) sin t ~2 tcos t 

Une première méthode consiste à chercher la transformée de U(t) sin t au moyen 
t 

d'une primitivation pour en déduire ensuite la transformée de tf(t). 
Retrouver le résultat en cherchant d'abord une équation différentielle vérifiée par 
g et en transformant cette équation différentielle par [,. 

Exercice 3.8 (**) 

1) Soit la fonction f telle que 

f(t) = U(t) [2sin(Vt) - 2(Vt) cos(Vt)] 

Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire du second ordre 
à coefficients non constants. En déduire une équation différentielle dont l'image 
F de f est solution. Résoudre cette équation sur l'axe des réels positifs. En dé­
terminant ensuite la limite de a:2 F(a:) en +oo au moyen d'un passage à la limite 
sous une intégrale, expliciter complètement la fonction F. En déduire l'image de 
Laplace de U(t) sin(/i). 
2) Soit la fonction f définie par f(t) = U(t)r312 exp(-f ). Montrer que f est 
solution d'une équation différentielle linéaire du premier ordre à coefficients poly­
nômiaux simples·. En déduire une équation différentielle du second ordre vérifiée 
par l'image de Laplace F de f. Intégrer cette dernière équation en utilisant la 
variable u = ...fS. Après calcul de deux constantes (l'une d'entre elles, grâce à 
un théorème de valeur initiale et à la valeur connue r(l/2) = Ji"), trouver la 
transformée de f. Comparer avec l'exemple 2.17 et la formule 2.18. 
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Exercice 3.9 (*) 

Dans les exemples 2.8 et 2.9, on a déterminé des transformées de fonctions de Bes­
sel par utilisation de développements en séries entières. On utilise ici l'équation 
différentielle admettant parmi ses solutions la fonction Jn. Il s'agit de : 

t2 y" + ty' + (t2 - n2)y = 0 

a) Trouver, en utilisant Jo(O) = 1, la transformée par .C de cette équation pour 
n = O. La solution de l'équation transformée fait intervenir une constante C 
multiplicative. Déterminer cette constante à l'aide du corollaire 1.4 et la relation 
Jo(O) = 1. En déduire la transformée de UJo(t). 

b) En utilisant la relation J1 = -J/J, déduire de ce qui précède la transformée de 
J1. 
Retrouver cette transformée par la méthode du a) sachant que J 1 (0) = O et 
Jf(O) = 1/2. Cette fois, l'équation transformée est du second ordre, mais in­
complète et on déterminera les deux constantes en utilisant les deux conditions 
initiales précédentes. 

c) Trouver l'équation différentielle vérifiée par J0 (Vt) et la transformée de cette 
équation par .C. Retrouver ainsi le résultat de l'exemple 2.8. 

d) Trouver l'équation différentielle vérifiée par f où : 

( t) (>.-1)/2 
f(t) = U(t) ~ J>.-1 (2Vat) 

Par la méthode utilisée précédemment, déterminer l'image .C(f). 

Exercice 3.10 (**) 

Retrouver le résultat de l'exemple 2.18, dans le cas À > -1/2, en utilisant le 
développement en série de la fonction f définie par f ( t) = U ( t) t>-J >. ( t). Dans 
cette situation où la série n'est pas, à vrai dire, une série entière, on justifiera la 
commutation de l'intégrale de Laplace et de la sommation de la série. 

Exercice 3.11 (***) 

a) En application d'une proposition analogue à la proposition 1.17 et comme dans 
l'exemple 2.12, déterminer l'image de Laplace de .C(U(t) sinVt). 

b) Déterminer également l'image de U(t)tcxL~(t) et retrouver ainsi le résultat de 
l'exemple 2.21. Pour cela, on développe en série la dérivée d'ordre n de ta+ne-t 
et on montre qu'on peut prendre les images de Laplace terme à terme de la série 
obtenue en multipliant la série précédente par et. On trouve ainsi une série de 

puissances de - 1- qu'on peut calculer. 
s-1 
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c) On admet la formule, valable pour -1/2 < ~e(v) < 1/2 (Cf.[[29]]) : 

( t)v 2 r+00 sinxt 
2 Jv(t) = ylif(l/2- v) 11 (x2 - l)v+l/2dx 

A l'aide de cette formule, retrouver par un calcul direct, le résultat de l'exemple 
2.18 (formule (2.19)) sur l'image de la fonction U(t)tv Jv. Après avoir commuter 
une intégrale et C et utiliser la transformée de Laplace de U(t) sin(xt), on sera 

l +oo (u _ 1)-v+l/2 
amené à calculer une intégrale du type 2 du. Pour calculer 

1 u+s 
cette dernière, on peut, dans le champ complexe coupé suivant la demi-droite des 
réels x tels que x ~ 1, utiliser le théorème des résidus en choisissant un contour 
formé de deux arcs de cercles de centre z = 1 et deux segments qui viennent 
s'identifier à la limite aux deux faces (supérieure et inférieure de la coupure. On 
se servira en fin de calcul de la formule des compléments de r (Cf. Annexe 2) : 

7r 
r(.-\)r(1 - À) = . ( À). sm 7r 

Peut-on ensuite prolonger la formule obtenue pour d'autres valeurs de v? 

Exercice 3.12 (***) 

a) En utilisant la formule (Cf. annexe 2), Jo(t) = lw J;w exp(itsin(O)dO et en 
échangeant deux intégrations, ce que l'on justifiera, déterminer l'image de La­
place de U(t)Jo(t), 
b) On admet, comme dans l'exercice précédent et, toujours sous la même condi­
tion :-1/2 < ~e(v) < 1/2, la formule concernant la fonction de Bessel de 
deuxième espèce (Cf. annexe 2 et [[29]]) : 

( t ) V 2 r+oo COS Xt 
2 Yv(t) = yfif(l/2 - v) 11 (x2 - l)v+l/2dx 

On se contente du cas v =O. Montrer qu'on peut commuter C à cette intégrale 
et qu'ainsi l'image de Y0 est définie par l'intégrale : 

-- dx S l+oo 1 
7r 1 (s2 + x2)vx2 - 1 

Calculer de façon élémentaire cette intégrale en utilisant le changement de va­
riable : x = chO. 
Montrer ainsi que : 

C(Y0)(s) = - ~ [log(s + J s2 + 1)] 
7r s2 + 1 

Exercice 3.13 (**) 

Propriétés des transformées de f(vfi. - a2) 

1) Dans la proposition 2.2 (Cf. Exemple 2.24), on a vu que l'image inverse de la 
fonction F définie par F(s) = [[s2+1)-112] exp(-a[[s2 + 1)112]) est la fonction f 
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définie par J(t) = U(t - a)J0 (./t2 - a2). 

a) En utilisant l'équivalence en +oo : Jo(t) rv a cos(t - ~) (voir annexe 

2), montrer que l'intégrale fa+oo Jo(./t2 - a2) est convergente et, à l'aide de la. 
proposition 1.14 (formule 1.11), trouver la valeur de cette intégrale. 
b) Déduire de a) la transformée de Laplace de U(t - a) ft+ 00 J0 (./,...u""'2 ---a-=-2)· du. 
2) On propose l'étude des images des fonctions : t 1-7 J~ J0 (./t2 - x2)g(x)dx où 
g est une fonction de Cd d'abscisse de convergence inférieure ou égale à O. 
a) En utilisant la formule de Fubini, pour laquelle on formulera des hypothèses 
de validité concernant la fonction g, montrer la formule suivante où G désigne la. 
transformée de g : 

b) Trouver la formule analogue en remplaçant J0 par I 0 • 

c) En utilisant l'exemple 2.8, déterminer l'image de Laplace de U(t)J0 (2./iX) puis 
celle de U(t - x)J0 (2Jx(t - x)). 
En déduire, à l'aide de la démarche utilisée précédemment, l'image de Laplace de 
t 1-7 J~U(t - x)Jo(2Jx(t - x))g(x)dx à l'aide de G. 
Déterminer de même l'image de t 1-7 J~ U(t- x)Io(2Jx(t - x))g(x)dx à l'aide de 
G. 

Exercice 3.14 (*) 

1) Déterminer la transformée de Laplace de la convolée des fonctions f et g 
suivantes et en déduire l'expression de leurs convolées : 

f(t) = U(t)t2 sin t, g(t) = U(t)t cos(t) 

J(t) = U(t)t2 exp(t - 1), g(t) = U(t - l)texp(2t - 1) 

2) A l'aide d'une convolution, prouver, pour tout t 2: O, la relation suivante : 

1t Jo(u)J1(t - u)du = Jo(t) - cost 

3) Déterminer de même les convolées suivantes; J0 * J0 , J0 * J.,t(t) lorsque v > O, 

Io* I0 , J>. * J.,p> lorsque v > 0, Io* 1"}t) lorsque v > 0 et sht * sht. 

Exercice 3.15 (*) 

En utilisant les fonctions citées dans les remarques 1.2 et 1.3, comparer les abs­
cisses de convergence de fonctions et celles de leurs dérivées. 

Exercice 3.16 (**) 

Transformée de Laplace de f(at) lorsque a est complexe 
1) On commence par le cas particulier de U(t) sint. 
Soit a un nombre complexe, tel que ~e(a) > 0 et ~m(a) =/; O. On suppose 
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8 == x + iy = re-ia avec x > 1 et y < O. 
a) Appliquer le théorème de Cauchy à la fonction z f-t G(z) = (sin z)e-zs et au 
chemin complexe composé d'un arc de cercle CR de centre 0 et de rayon R > lai 
et de deux de ses rayons, l'un étant placé sur l'axe des réels et l'autre passant par 
le point m d'affixe a. 
b) Montrer ensuite que limR-t+oo fcR G(z)dz = O. Pour cela, la variable d'in­
tégration étant 0, on prouvera que 1 sin zl ~ ch( R sin 0) et on majorera le-sz 1 

par une exponentielle réelle du type e-.&o où x0 > 1 est à préciser en fonction 
des données. En déduire qu'on peut choisir R assez grand pour que l'intégrale 
considérée ait la limite nulle. 
c) En déduire, sous ces conditions, une relation entre les images de Laplace de 
U(t) sin t et de U(t) sin(at). On prolonge ensuite analytiquement l'image de La­
place de U(t) sin(at) dans son demi-plan d'existence. Vérifier la formule obtenue 
en utilisant les formules d'addition du sinus. 
2) Reprendre le calcul précédent lorsque a= i. Retrouver ainsi l'image de U(t)sht 
lorsque s appartient au demi-plan 111. 
3) On suppose à présent que f(t) = U(t)cv g(t), l'exposant li vérifiant li< 1 et 
la fonction g étant la restriction à R. d'une fonction holomorphe dans un ouvert 
n de C. On suppose que cet ouvert contient l'angle A de sommet 0 et dont 
les côtés sont, d'une part l'axe des réels positifs, et d'autre part la demi-droite 
11 issue de 0 et passant par le point m d'affixe a = a+ i/3. On suppose enfin 
que, pour tout z appartenant à un domaine V du champ comP,lexe, l'intégrale 

f z-v g(u) exp(- zu)du, où C(R) est un arc de cercle de centre 0 et de rayon 
lc(R) a 
R, tende vers 0 lorsque R -t +oo. 

zu 
On pose F(u) = u-v g(u) exp(--). 

a 
En appliquant le théorème de Cauchy à un contour du même type que le pré-
cédent, mais qui èvite le passage par le point 0, puis des passages à la limite, 
montrer que : 

1 z 
Vz E V,.C(f(at))(z) = -G(-) 

a a 

4)a) En utilisant une équivalence pour J0 (t) au voisinage de +oo (Cf. annexe 2), 

montrer la convergence de 1+oo J0 (t) exp(ixt)dt. 

b) En admettant que la fonction z f-t 1+oo J0 (t) exp(-zt) soit continue au point 

z = -ix, calculer l'intégrale précédente en fonction de x. 
c) On considère la fonction complexe G définie par G(z) = J0 (z) exp(izs) et un 
contour fermé du plan constitué par le bord d'un secteur circulaire de sommet 0, 
de rayon R et d'angle ~· Montrer qu'on peut majorer la fonction Io(z) sur l'arc 
de cercle de ce contour par chR et qu'on peut choisir le nombre complexes dans 
le demi-plan 110 de façon que l'intégrale de G sur cet arc de cercle tende vers 0 
lorsque R -t +oo. 
En déduire une relation entre l'intégrale précédente et 1+oo Io(t) exp(-st)dt sous 

cette condition portant sur s et, en utilisant le prolongement analytique, déter-
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miner l'image de Laplace de U(t)I0 (t) (ou plutôt, vérifier). 
5) A partir du résultat de l'exemple 2.19 sur l'image de la fonction U(t)J,,(t), où 
v > -1, déterminer l'image de Laplace de la fonction U(t)I,,(t). 

Exercice 3.17 (**) 

Soit a l'abscisse de convergence absolue supposée finie d'une fonction f apparte­
nant à. Ld· Montrer que, pour tout complexe s vérifiant : ~e(s) > a, l'intégrale 
Jt'0 tf(t)e-stdt est absolument convergente. En utilisant alors le théorème de 
dérivation complexe sous le signe intégral des intégrales dépendant d'un para­
mètre complexe, démontrer l'holomorphie de la transformée de Laplace lorsque 8 

est supérieur à. l'abscisse de convergence absolue. 

Exercice 3.18 (*) 

On suppose qu'au voisinage de 0, on ait t-P f(t) = ao +ait+ ... + tn An(t) où 
An est borné pour t ~ to et p > -1, En reprenant la démarche de la proposition 
1.16, montrer que : 

n-1 

F(s) = L akr(p + k + l)s-p-k-I + Bs-p-n-I + O(exp(-st0)) 

0 

Appliquer au cas des transformées de t>•J>. et de J>.. 

Exercice 3.19 (**) 

Comportement au voisinage de t = 0 de l'exponentielle intégrale 
Ce comportement est étudié, d'une part de façon directe, d'autre part à. l'aide de 
l'amélioration de la proposition 1.16 obtenue par l'exercice précédent. 
On rappelle la définition de la constante d'Euler : 

'Y= lim (1 + ! + ! + .. · + ~ - ln n) 
n-++oo 2 3 n 

Par ailleurs, on pose : 

-1n[1-(1-v/nr]d -1 'Yn - V Il n, 
0 V 

11 e-v - 1 l+oo e-v 
C= dv+ -dv 

0 V 1 V 

1) Montrer la formule (par récurrence, par exemple) : 

rl 1 (1 u)n 
Jo [ - u - J du= 1 + 1/2 + 1/3 + .. · + l/n, 

En déduire, au moyen de calculs simples, que : lim ln= I· 
n-++oo 

2 
2) En étudiant, par exemple, la fonction v i-t 1- ~ - ev(l - ~)n, dont le signe 

n n 
de la dérivée s'obtient en considérant ev (l - ~ )Cn-I) - 2, montrer l'inégalité : 

n 
2 

0 < e-v(l - ~)n < e-v~. En déduire que C +ln--+ 0 d'où: C = -1. - n - n 
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11 -v 

3) On pose f(t) = -Ei(-t). En écrivant : f(t) = e v dv+ f(l) et en utilisant 
, 'd t le résultat prece ent, montrer que : 

OO ( l)k-ltk 
J(t) +ln t +, = L: - , 

1 kk. 

4) On se propose de retrouver le développement précédent en supposant connue 
l'image de Laplace de l'exponentielle intégrale. 
Pour cela, on suppose qu'un tel développement au voisinage de 0 existe et on 

écrit l'image de f donnée dans l'exemple 2.15 sous forme de la somme de ln 8 

. s 
dont on connait l'image inverse et d'une fonction que l'on peut développer en 
série asymptotique de s au voisinage de +oo. En appliquant à cette fonction les 
résultats de l'exercice précédent,donner la conclusion. 

Exercice 3.20 (**) 

On se propose de reprendre la proposition 1.23 avec un terme logarithmique. Soit 
donc F possédant sur la frontière 6.a de son demi-plan d'holomorphie IIa un seul 
point singulier so, au voisinage duquel F admet l'équivalent lorsque 0 < v < 1 : 

F(s) ,..., K(s - so)- 11 [log(s - so)] 

Les hypothèses i) et ii) de cette proposition sont conservées. On veut obtenir, non 
un développement asymptotique, mais simplement un équivalent de l'original f 
au voisinage de l'infini. 
1) On suppose établi, L étant un lacet bordant la demi-droite issue de so translatée 

de l'axe des X négatifs, que : f(t) ,..., 2/~ r exp(st)(s - so)- 11 [log(s - so)]ds. En 
i7r jL 

utilisant un changement de variable ramenant le lacet à un lacet Lo autour de 
l'axe des x négatifs, montrer : 

K 
f(t),..., -.-exp(sot)t11- 1 (c1lnt + co), 

2i7r 

où Co r Z-11 exp z[logz]dz, C1 = r Z-11 exp zdz = -2i7r r(l ) . Calculer 
}Lo }Lo . V 

ensuite c0 , en dérivant c1 , par rapport à v, sous le signe intégral. 
2)Généraliser au cas où F(s) ,..., K(s - s0 )- 11 [log(s - s0 )]n où n est un entier 
strictement positif quelconque en faisant apparaître dans le résultat des dérivées 

successives de rtv) par rapport à v. Voir l'exercice 3.23. 
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Exercice 3.21 (**) 

On complète la proposition 2.3 dans l'exemple 2.25 en prouvant l'égalité de f à 
une fonction de Bessel. 
a) Montrer, en utilisant une homothétie sur la variable d'intégration que : 

b) On pose: g(t) = k exp[(t/2){u- ~)][S:11 . Montrer que cette fonction est 

deux fois dérivable et que les dérivées s'obtiennent par dérivation sous le signe 
intégral. Montrer aussi que g vérifie l'équation de Bessel, à savoir : g" + (1/t)g' + 
{1 - (> .. /t) 2 )g = o. 
Pour cela, en posant v = (t/2){ u-(1/u)) et en faisant une intégration par parties, 
on montrera que : I(g) = 4(g" + g) s'exprime par : 

I(g) = 

Montrer ensuite, en utilisant la croissance comparée, que ev ,...., é"'/2 et en déduire 
que le crochet précédent est nul. Terminer en faisant apparaître g' dans l'expres­
sion de 4(g + g") par une autre intégration par parties. 
c)En déduire que, pour tout >.. > 0, g(t) = 2i7rJ>. , puis retrouver le résultat de la 
proposition 2.3. 
d) Dans le cas où >.. = n, montrer que l'intègrale sur le lacet se réduit à l'inté­
grale sur le cercle Cr. En déduire, en utilisant le théorème des résidus, qu'à un 
coefficient près, la fonction g est le coefficient de u-n dans le produit des déve­
loppements en série de exp(tu/2) et de exp(-t/2u). En déduire, par utilisation 
du développement en série entière classique que, dans ce cas, on a g = Jn. 

Exercice 3.22 (**) 

Déterminer dans l'exemple 2.30 l'expression du reste SN et en déduire au voi­
sinage de t = 0 le développement limité à l'ordre N - 1 de l'image inverse de 

[sl/2] 
Laplace des~ F(s) = 2 2 • 

s +a 

Exercice 3.23 (**) 

On conserve les hypothèses de la proposition 1.23 à l'exception de l'écriture de 
la fonction F qui s'exprime à présent par : f (z) = [log](z - z0 )G(z) où G est 
holomorphe dans le plan. 
En utilisant la formule d'inversion et les techniques de la démonstration de cette 
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proposition, montrer que l'image inverse de Laplace f de F admet le développe­
rnent asymptotique lorsque t -t +oo : 

+oo 
J(t) rv I)-1ra<n> (zo)rn- 1 

0 

Exercice 3. 24 ( **) 

Cet exercice reprend quelques détails de l'exemple 2.24. 

A) Soit w(t) = L:: cos H {sin 0)( cha) + (cos O){sh{ a) Jldll. 

a) Montrer la relation : 

w(t) = j1T12 cos [(t(sin 8)(cha)] d8 
-7r/2 

b) Etablir que la fonction w est dérivable et que sa dérivée s'obtient en dérivant 
sous le signe intégral. Montrer que cette dérivée est nulle. 
En déduire la formule: w(t) = 7rJ0 (t). 
B)Justification de la deuxième méthode utilisée dans l'exemple 2.24 : 
1) Etude d'une transformation complexe 91 inversible 

Soit la transformation complexe qui, à tout z associe u = i(z + [(z2 + 1)112]. 

En posant v = 2u, on est ramené à l'étude de la transformation 9 telle que : 
T 

v = 9(z) = (z + [(z2 + 1)112]. Les points invariants de 9 sont les points de 
branchement i et -i. 
a) Montrer que tout complexe s admet en général deux antécédents v1 et v2 qui 
sont solutions d'une équation du second degré que l'on écrira. 
b) Les relations qui en découlent peuvent être exploitées géométriquement à l'aide 
des propriétés du quadrangle harmonique. Pour cela, soient m' et m" les images 
de v1 et v 2• 

Montrer que : 

{ Î~~~:~~(oi,om1~J =~ 
Montrer que Oy est bissectrice de l'angle (O,,,/,', Om)'). 
En prolongeant la droite (Om') jusqu'à son intersectionµ avec le cercle C passant 
par les points A, A' et m' d'affixes i, -i et u1 , montrer que: Om'.Oµ = OA.OA' = 
1 et en déduire que m" est le symétrique deµ par rapport à Ox. 
En déduire que le point d'affixes est le milieu m du segment [m"m'] (Cf. figure(l) 
ci-après). 
c) On prend désormais m' dans II0 et on pose u = v1• Lorsque, u est réel, les trois 
Points notés alors m0 , m~, m~ sont alignés sur l'axe des réels et, x étant l'abscisse 
de mo, on au= x + Jx2 +1 et v2 = x - Jx2 +1. 
L'application 91 , restriction de 9 à II0 vérifie alors : 91 ( m') = m, ou 91 ( u) = s. 
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On note d'abord: 2v = s + w et 2v2 = s - w, d'où w = u - v2. Montrer que la 
droite (m'm) est la bissectrice d de l'angle (oA, DB). 
En déduire la construction suivante : 
Le point m étant donné, déterminer d puis le cercle C. Montrer que le point rn' 
est celui des points d'intersection de d et de C qui est dans IIo. L'application h 
telle que h(m) = m' ainsi définie est l'inverse de 91· Il est ainsi établi que g1 est 
inversible ; c'est, par ailleurs un difféomorphisme. 
2)Tranformée par 91 d'une droite parallèle à l'axe des y 
a) Soit 6.c' la droite d'équation x = c', lieu géométrique du point m'. A chacun 
des points m' de cette droite, on associe ( voir ci-dessus) le point m = 91(rn'). 
Soient p,p',p" lesprojections des points m,m',m" sur l'axe des y. (Cf; figure 
(1)). Lorsque m' s'éloigne à l'infini sur 6.c'' montrer, en considérant les angles 
(ojj, ord1) et (Om>', oti) et en utilisant le fait que p" reste sur [AB], que p''m"-+ 
o. 
b) Montrer, par ailleurs, la formule : 

(1/2) (p'm' + p"m") = (1/2) ( c' + p"m") = pm. 

I 

En déduire que lim pm = ~ et que le point m décrit la courbe 91 ( 6.c') = 'Y c' 12 

qui a l'allure décrite sur la figure (2) et qui admet pour asymptote 6.c'/2. 
3) Déformation du contour 6.c 
Le nombre c > 0 étant choisi arbitrairement, on pose c' = 2c et on considère 
la courbe 'Yc admettant donc 6.c pour asymptote. On considère un contour de 
Jordan ru utilisant, d'une part, les parties de 'Yc et 6.c comprises dans la région 
IYI ~ a et, d'autre part, deux segments horizontaux [a,,8], [a',,B'] d'ordonnées 
±a. En utilisant le théorème de Cauchy, montrer que : 

Vt > 0, 

m' 

Figures 2.22 

Figure (l) 
Figure (2) 

4)Fin des calculs On suppose établi que la fonction f est nulle pour t <a (voir 
les détails dans l'exemple 2.24). 
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En effectuant le changement de variable s = g1 ( u), montrer que : 

{ e8tF(s)ds= { exp[(l/2)(u-1/u)t-(a/2)(u+l/u)du 
~ lôk u 

p0 ur se ramener à une intégrale connue, on pose : y = (1/2)(t - a). Montrer 

que: 1 (t2 a2) d f(t) = exp[y - - )___! 
Ô2c 4y Y 

En comparant avec la formule de la proposition 1.21, pour n=O, conclure au 
résultat : 

Vt > a, f (t) = Jo( Jt2 - a2) 

Exercice 3.25 (**) 

1. Déterminer l'image inverse de la fonction s i-t ( s) = exp(- [ ( s2 + a2) t] 
Pour cela, on considérera la dérivée de F, le quotient par s de cette dérivée 
et on utilisera la relation J{J = Ji. Pour tenir compte du fait que la fonction 
U(t - a)J0 (../t2 - a2) n'est pas dérivable, on lui retranchera une fonction 
convenable, de façon à pouvoir appliquer le théorème sur la transformée 
d'une dérivée. 

2. Déterminer l'image inverse des i-t F(s) = [[s2-1)-112] exp(-a[[s2-1)1/2]). 
On donnera deux méthodes, l'une d'elles étant analogue à celle de l'exemple 
2.24, l'autre s'appuyant sur les résultats de l'exercice 3.16. 

3. Déduire du résultat précédent l'image inverse de s i-t exp(-[ (s2 - 1)t]. 

Exercice 3.26 (*) 

Injectivité de C Montrer que si fi et h sont deux fonctions continues sur 
[O, +oo[ appartenant à Cd ont deux transformées de Laplace qui coïncident sur 
un certain demi-plan de C, alors, ces deux fonctions sont égales. Dans le cas où 
les deux fonctions sont seulement dans cd, que peut-on dire de cette égalité? 

Exercice 3.27 (*) 

a) Résoudre le problème de l'exemple 2. 35 par une méthode élémentaire. 
b) Déterminer, par utilisation de la transformation C, les fonctions solutions des 
équations suivantes, obéissant en outre aux conditions initiales précisées : 

y"+ 2y' +y= U(t)t2 exp(-t), y(O+) = y'(O) = 1 

t [t../3] y"+ y'+ y= U(t)[t2 exp(t) + exp(-2) cos T , y(O+) = O, y'(O) = 1 

yl4) - 4y" + 4y = U(t)[t2 exp(2t) + t 3 exp(-t)] 

avec y(O+) = y'(O+) = y"(O+) = y"'(O+) = 1 

c) Rechercher, par des méthodes élémentaires, les solutions des trois problèmes 
différentiels précédents. 
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Exercice 3.28 (*) 

Trouver, par les moyens élémentaires, la fonction g solution de l'équation diffé­
rentielle (Cf. Exemple 2.36) : 

y" - y= f(t) avec f(t) =et sur [O, 1] et f(t) = e-t sur ]2, +oo[, 

avec les conditions initiales: g(O+) = 1,g'(O+) = -1. 
Résoudre le même problème lorsque la fonction f est telle que : 

f (t) = t2 exp(t) sur [O, 1[ et f(t) = t2 exp(-t) sur ]1, +oo[ 

g(t) = 1 sur ]1, +00(1 h(t) = exp(4t) sur ]1, +oo(. 

Exercice 3.29 (*) 

Trouver la fonction g solution de l'équation différentielle : y(4) - y = f(t) où j 
est la fonction définie par : 

'v'nEN, f(t)=et, sur [2n,2n+l]quadet f(t)=Osur ]2n+l,2n+2[, 

obéissant en outre aux conditions : g(O+) = g'(O+) = g"(O+) = g"'(O+) =O. 
On utilisera deux méthodes : en reprenant la résolution de l'exemple 2.37 puis la 
formule d'inversion , d'autre part, par des moyens élémentaires en procédant de 
proche en proche. 

Exercice 3.30 (*) 

Résoudre le système d'équations, avec les conditions initiales : x(O+) = y(O+) = 
1 : 

{ x' 
y' 

2x 3y + U(t)texp(4t) 
y - 2x + U(t)t2 exp(-t) 

Exercice 3.31 (*) 

On définit les fonctions causales f, g, h par : 

f(t) = g(t) = texp(2t), h(t) = 0 sur [O, 1[, h(t) = expt sur ]1,+oo[ 

Résoudre le système d'équations, les conditions initiales étant x(O+) = 1, y(O+) = 
z(O+) = 0: 

X + 3y 3z 
X + 3y Z 

+ f(t) 
+ g(t) { 

x' 
y' 
z' -2x + 2y + h(t), 

Exercice 3.32 (*) 

Résoudre le système d'équations qui suit, les conditions initiales étant : 

x(O+) = y(O+) = O, x'(O+) = 1, y'(O+) = -1 

{ x" = 
y" = 

-y' + 3x + U(t)tcost 
4x' - 3y + U(t)t sin t 
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Exercice 3.33 (**) 

a) Résoudre le système suivant d'ordre 1, assorti de conditions initiales données: 

{ ty + z + tz' = U(t) (t - l)é 
y' - z = U(t)e-t 

les conditions initiales étant x(O+) = y(O+) = y'(O+) =O. 
b) Résoudre, de même, le système du second ordre, les conditions initiales étant 

nulles : 

Exercice 3.34 (**) 

{ y = tz" + z' + tz 
z = -ty" - y' - ty 

La fonction f étant causale et transformable par .C, on considére l'équation dif­
férentielle Ei linéaire du second ordre à coefficients variables dont le coefficient 
de y" s'annule au point t = 0 : 

(t2 + 2t)y" - (t2 - 4t - 8)y' - 3ty = f (t) 

On suppose des conditions initiales arbitraires: y(O+) =a, y'(O+) = b. 
a) Déterminer l'équation transformée de Ei par .C. Montrer que l'équation ho­
mogène associée admet une solution particulière du type s 1-t sn où n est un 
entier. En utilisant le changement de fonction inconnue Z = s2Y(s), ramener la 
résolution de l'équation E2 à celle d'une équation du premier ordre. 
b) On suppose que f(t) = U(t) sin t. Résoudre alors le problème en discutant 
suivant les valeurs de a et de b. 

Exercice 3.35 (**) 
ètta-i éttf3-i 

Déterminer la convolution des deux fonctions; r(a _ l) et de r(,B _ l). 

En transformant l'intégrale de convolution précédente par un changement de 

variable, montrer que l'image inverse de }.+a est : ~erf(vat). 
· s s +a va 

Exercice 3.36 

(t + b)y" +(ait+ bi)y' + (a2t + b2)Y = 0 

a) Transformer l'équation par .C. 

b) On suppose : b =O. En désignant les racines de s2 +ais+ a2 = 0 par a 
et {3 et en posant (a - ,B)p = bia + b2 et (-a+ ,B)q = bi,B + b2, montrer : 

Y(s) = ( s - œ)•-1 (s - p)•-1 [A+ {1 - b1)y{O) J.' ( w - a)-•( w - P)-•dw] 

Etudier alors l'ensemble des solutions Y(s) acceptables comme images de Laplace 
de fonctions dans les cas suivants : bi < 2, bi = 1 et bi ~ 2. Dans ce dernier cas 
discuter l'existence d'urie solution suivant la valeur de y(O+). 
c) On suppose que b =f. O. Montrer que, pour qu'il existe des solutions qui soient 
des transformées de Laplace, il est nécessaire que b < O. Reprendre alors la 
discussiob précédente. 
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Exercice 3.37 (**) 

Déterminer les fonctions causales transformables par C, qui sont solutions dea 
équations différentielles suivantes avec retard en vérifiant des conditions initiales 
quelconques : 

Exercice 3.38 (*) 

y'(t) - 2y(t -1) = U(t)t3 

y" (t) - y(t - 1) = U(t)t3 

Résoudre l'équation intégro-différentielle suivante où y vérifie y(O+) = 1 : 

y'(t) + 2y(t) - lot y(u) [cos(t - u) - exp(t - u)] du= U(t)tsin t, 

Exercice 3.39 (*) 

a) Une suite causale u = (un) étant donnée, on définit, sous réserve que z soit 
à l'extérieur d'un certain cercle, la transformée en Z de la suite par la série : 
Z(u) (z) = l:ci00 UnZ-n. Montrer que la transformée en Z de la convolée U*V de 
deux suites causales est le produit des deux transformées en Z. 
A l'aide de cette notion, trouver la suite causale u telle que : 

Vn ~ O, Un - 1un-1 + lOun-2 = l6n 

On déterminera la transformée en Z de la suite causale du second membre et on 
interprétera le premier membre comme le résultat d'une convolution. 
Résoudre également en considérant cette équation comme une équation fonction­
nelle aux différences, le second membre étant remplacé par la fonction f, causale 
définie par : 

VnEN,VtE[n,n+l[, f(t)=n 

On utilise alors la transformation de Laplace. 
b) Résoudre l'équation linéaire aux différences discrètes avec coefficients va­
riables: 

(n + 2)Yn+2 + (n + l)Yn = O, 

les premiers termes étant définis par : Yo = 1, Y1 = -1. 
c) Résoudre (n + l)Yn+I +(an+ b)yn = 0, la condition initiale Yo étant donnée. 
d) Résoudre (n+2)Yn+ 2 + (n- l)Yn = O, les deux premietrs termes étant donnés. 

Exercice 3.40 (**) 

a) Résoudre l'équation différentielle avec deux retards, les conditions initiales 
étant y(O+) = y'(O+) = 1 : 

y(t) + 2y'(t - 1) - 3y"(t - 2) = U(t)etsint, 

On utilisera des développements en série de la variable se-s. 
b) La fonction f étant causale, indéfiniment dérivable et de dérivées appartenant 
toutes à cd et le trinôme bx2 + ax + 1 n'ayant que des racines réelles, résoudre 
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l'équation: y(t)+ay'(t-l)+by"(t-2) =U(t)f(t), les conditions initiales étant 

nulles. 
c) Résoudre l'équation intégrale avec retard : 

y(t) +U(t) 1t y(u) sin(t - u - l)du = U(t) cost, 

Exercice 3.41 (*) 

a) Résoudre l'équation : y(t) - U(t) 1t y(u)y(t - u)du = U(t) sin~2t). On mon­

trera, malgré les deux solutions qui apparaissent dans l'équation transformée, 
laquelle est du second degré, qu'il n'y a qu'une seule solution y pour l'équation 
donnée. Remarquons qu'à l'aide des distributions (Cf. chapitre 5), la même 
équation aurait deux solutions. 
b) Résoudre de même l'équation : 

U(t) t y(u)y(t - u)du = 2y(t) + U(t) ~[exp(- a2
) - exp(- a2 

)] lo y7rt3 t 4t 

Exercice 3.42 (**) 

Validation de la formule d'inversion dans les exemples 2.27 et 6.14. 

Cette utilisation réclame la majoration de IF(s)I = I~~~~~:~:~:~ 1 avec x < L, 

dans l'exemple 2.27. On suppose que z E IIb où b > O. Calculer les parties réelles 
et imaginaires des cosinus hyperboliques qui sont au numérateur et au dénomina­
teur de la fonction F et en déduire les modules à l'aide des fonctions circulaires 
et hyperboliques des parties réelle et imaginaires. En déduire la majoration : 

ch(xyfsî cos(8/2) , 
IF(s)I < !T:J ou(} est l'argument des. Montrer alors que les deux 

- sh(Ly lsl cos(8/2) 
conditions du théorème 1.4 d'inversion sont remplies. 

Exercice 3.43 

Les fonctions d'erreur et d'erreur complémentaire sont définies par : 

2 t 
erf(t) = V'i Jo exp(-u2 )du, erfc(t) = 1 - erf(t) 

a) Montrer que, a étant un réel positif, l'abscisse de convergence de erf(at) est 
nulle. Montrer, en utilisant d'abord la commutation de C et d'une intégrale et 
en faisant apparaître un carré dans l'exposant de l'intégrale restante que l'image 
de cette fonction est définie par : 

1 s2 s 
F(s) = - exp(-4 2 )erfc(-2 ) 

s a a 

b) Trouver les images de Laplace des fonctions suivantes : 

V'ff erfc( y'Oi 
2 y'Oi ' 

eat 
-erf(Vat) 
t 
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e-a2/4t 
c) Déterminer les images de Laplace des fonctions Vifi et de 

1Tt 
déduire l'image de Laplace de la fonction f définie par : 

Exercice 3.44 (**) 

ae-a2 /4t 

2yÇt3 · En 

1 
Montrer que la fonction h définie par h( z) 1 + - est une transformée de za 

Laplace. Même question pour les fonctions - 1- et tan(z-a) (On pourra se 
l+za. 

servir du théorème 1.6). 
Soit F une transformée de Laplace d'une fonction continue. Montrer que les 

fonctions z 1-7 z :~~z) et z ~~~z) sont des transformées de Laplace. 

Exercice 3.45 (*) 

Fonctions de Thomson z 1-7 ber(z) et z 1-7 bei(z) 
Ces fonctions interviennent dans la résolution de problèmes de diffusion de la 
chaleur. On pose pour x E lR : ber(x) + ibei(x) = J0 (xexp( 3!'11'). En utilisant 
le développement en série entière de Jo, déterminer les développements en séries 
entières des fonctions réelles : x 1-7 ber ( x) et x 1-7 bei ( x). On prolonge ensuite 
dans tout le champ complexe au moyen de ces séries dont le rayon de convergence 
reste infini. 
De façon plus générale, on pose également : berv(x) + ibeiv(x) = Jv(x exp(3!'/I'), 
ce qui permet de définir ces fonctions sur C. 
2) Montrer que les abscisses des fonctions t 1-7 ber(2vt) et t 1-7 bei(2vt) sont 

nulles et que leurs images de Laplace sont respectivement : cos(~) et sin(~). 
s s 

Exercice 3.46 (**) 

En appliquant la formule d'inversion et en utilisant un contour convenable, trou­
ver l'image inverse de {1/ s)th{s/2). La somme des résidus se présentant, a priori, 
sous la forme d'une série divergente, il est possible, en regroupant les termes deux 
par deux, de donner le résultat comme la somme d'une série trigonométrique. 

Exercice 3.47 (***) 

(s3 _ l)-1/3 
Soit la fonction F définie dans demi-plan ~e(s) > 1 par : F(s) = (s3 + l) · 

Dans cette formule, on précise la définition, dans ce demi-plan de la "racine cu­
bique" : (s3 - 1)113 = js3 - lj 1 13 exp(~(01 + 02 + 03)) où les arguments Ok des 
trois facteurs s - 1, s - exp( 2;'/I'), s - exp( 4;'/I') sont tous trois compris entre 
-1T /2 et 1T /2 
a) Montrer que Fest holomorphe dans ce demi-plan ouvert II1 et qu'on peut lui 
appliquer la formule d'inversion que la formule d'inversion est applicable à cette 
fonction F. On désigne par f l'image inverse de F. Préciser la formule intégrale 
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définissant f. Donner les trois premiers termes du développement asymptotique 
de f au voisinage de t = 0 
b) :Montrer qu'on peut prolonger analytiquement la "racine cubique" précédente 
dans tout le champ complexe privé d'une coupure 'Y constituée de trois segments 
dont l'une des extrémités 0 est commune, les autres extrémités étant respecti­
vement placées aux points d'affixes 1, j = exp( 2;11"), j2 = exp( 4;11"). On pose 

st 

alors, cette fonction étant toujours notée ( s3 -1) 1/ 3 , G ( s, t) = ( 3 ) ~ 3 ) 113 • 
s+ls-1 

Calculer les résidus de cette fonction de s en ses trois pôles simples. 
c) On considère la courbe fermée constituée d'un arc de cercle Cn, de centre O, 
situé à gauche de la droite d'intégration 6. dont les extrémités sont des points A 
et B de cette droite et du segment [AB] lui-même. 
D'autre part, on considère un lacet L bordant la coupure, formé de 6 segments 
de droite, parallèles deux à deux et de trois cercles de centres respectifs les trois 
points de branchement et de même rayon r, On désigne par r le bord du com­
pact limité à l'extérieur par Cn U [AB] et à l'intérieur par L. Calculer l'intégrale 
fr G(s, t)dz. 
Montrer que lorsque R --t +oo, l'intégrale sur Cn tend vers O. en déduire la 
fonction f à l'aide des résidus et de l'intégrale sur le lacet. 
d) Exprimer l'intégrale le long du lacet par la somme de trois intégrales et en 
déduire le comportement asymptotique de f au voisinage de +oo. 

Exercice 3.48 (**) 

Soit la fonction F définie par : F(s) = [(az)~] + 1 . 

En se basant sur des calculs du même type que ceux de l'exemple 2.31, étudier 
les comportements au voisinage de 0 et lorsque t --t +oo de l'image inverse f de 
Laplace de F. 

Exercice 3.49 (**) 

Equations hypergéométriques confluentes 
Transformer par f, l'équation (E1) : ty" + (c - t)y' - ay = 0 en utilisant des 
conditions initiales arbitraires. 
On suppose : c < 2. Trouver les solutions de l'équation transformée E2 qui soient 
développables en série de la variable s-1 et telles que l'image inverse soit équiva­
lente au voisinage de t = 0 à tl-c. 
On obtient ainsi une solution particulière de E1 dont on donnera un développe­
ment asymptotique au voisinage de t = O. 
En modifiant la condition initiale, montrer qu'on peut écrire une autre solution 
de E1 sous la forme : 

-'----'--du 
(s _ l)c-a-1 1+00 (u _ l)a-c 

sl-a s ua 

En utilisant la variable v = u - 1, développer ces fonctions, lorsque js] > 1 en 
s-1 

séries de puissances de s-1 . 
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Exercice 3.50 (**) 

Trouver la transformée de Laplace de U(t) exp(-t2) en utilisant la fonction erfc[!]. 
A l'aide du résultat, montrer qu'au voisinage de +oo, on a: 2 

Exercice 3.51 (**) 

Trouver l'image de Laplace de 

U(t)-2._ t exp(-u) du 
..filo ~ 

En déduire que le développement asymptotique de cette fonction lorsque t ~ +oo 
est de la forme : 

1 [1 1 3 d 1.3.5 ..... (2k - 1) ] 
7rt + 2t + 4t2 +c ots + 2ktk + · · · 

Résoudre la même question pour les fonctions U(t)t>-J.>..(t) 

Exercice 3.52 (***) 

1) Soit le polynôme classique de Laguerre défini par U(t)Ln(t) = et!: (tne-t), 
c'est-à-dire le polynôme L~ où a = O, au facteur n! près, dans l'exemple 2.21. 
En utilisant le développement en série entière de e-t, calculer la dérivée d'ordre 
n du produit tne-t et en déduire l'image de Laplace de Ln. 
2) On définit, pour v non entier, la fonction L,,,, sous la réserve ~e(v) > 1, comme 

l'image inverse de la fonction : s 1--t r(v) (ss~+~)"'. 
On utilise la formule d'inversion sur les deux demi-droites de l'axe des ordonnées 
y contenant les points vérifiant IYI 2 r, complété par un demi-cercle de centre 0 
de rayon r situé à droite de cet axe des ordonnées, montrer par un passage à la 
limite lorsque r ~ O, que : 

L (t) = f(,,,) é {+ 00 x"' cos(xt + V?r/2 - (v + 1) arctan(l/x) dx 
"' 7r Jo (x2 + l)(v+l)/2 

Montrer que, lorsque v est non entier, on a pour les grandes valeurs de t la formule 
asymptotique : 

L (t) ,...., - sin(v7r) et(r(v))2 [1 (v + 1)2 (v + 1)2(v + 2)2 .. ·] 
"' 7rtI+v + t + 2!t2 + 



Chapitre 4 

Transformation de Laplace des 
distributions 

4.1 Définitions, régions d'existence 

4.1.1 Remarque préliminaire sur les abscisses de convergence des 
fonctions 

Pour donner, de façon naturelle, une généralisation de la notion d'abscisse de 
convergence au cas des distributions, on peut, en désignant par A:c la fonction 
t 1-t exp(-xt)f(t), utiliser la propriété suivante : 

Proposition 4.1 Soit une fonction J élément de Cd. Pour tout réel x, la fonc­
tion f*:c peut être considérée comme une distribution (a priori, c'est d'ailleurs 
une mesure). On définit (s1 (!) par : 

1 (s1(!) = inf{x ER \ A:c E S'(R)} (4.1) 1 

On a alors les résultats suivants : 

• i} (si(!) ~ (c(f) · 

• ii} Lorsque f est positive, on a l'égalité: (s1(!) = (c(f). 

• iii) Lorsque, plus généralement, f est telle que, pour tout x > (s1 (!), la 
fonction f *:c est à croissance lente ou la dérivée d'une fonction à croissance 
lente, l'égalité est encore réalisée. 

Démonstration 
0 Preuve de i) 

Soit x > (c (!). Par hypothèse, la fonction F*:c définie par t t-+ J~ f *:c ( u) du 
admet une limite à l'infini. Alors on définit une forme linéaire sur S, en posant, 
pour tout élément <p de S : 
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Cette limite existe bien puisque, par une intégration par parties, on a : 

et que les deux termes du second membre ont des limites, la dernière intégra.le 
étant même absolument convergente. On en déduit d'ailleurs.: 

Visiblement, cette forme est linéaire sur S. De plus, comme F*:r: est une fonction 
bornée, elle définit une distribution tempérée dont l'action sur <p E S est définie 
par l'intégrale du produit ; on en déduit donc que la forme linéaire ainsi définie 
n'est autre que la dérivée de cette distribution. C'est donc un élément de l'espace 
S'. 

Il en résulte que x > (S'(/), d'où la conclusion: (s1(/) ~ (c(/).ô 

Preuve de ii) 
ô On suppose la fonction f positive et on choisit x > (s1 (!), ce qui implique 
que f*:r: ES'. Nous montrons d'abord qu'en fait cette fonction est à croissance 
lente. ce qui permettra. de prouver que l'action de la distribution [f *:r:] E S' 
sur <p est définie par l'intégrale du produit de cette fonction par <p. D'après la. 
caractérisation des formes linéaires continues pour la topologie de S, la.quelle est 
engendrée par la fa.mille des semi-normes 1/k,pi il existe (Cf. exercice 7.10) un réel 
a > 0 et deux entiers naturels k et p tels que : 

Vcp EV, 

Soit a.lors une fonction 'ljJ de V, égale à 1 sur [-1, 1], telle que 11/J ( t) 1 ~ 1. On 

construit la suite ('Pn) de V définie par : 'Pn(t) = (1 + t2 )-k'l/;(t/n). Grâce 
nEN 

à la formule de Leibniz, on voit que le calcul d'une dérivée qui figure dans la 
semi-norme 'T/k,p('Pn) fait apparaître des termes du type aj(l + t2)-i<p(m-i)(t/n), 
où j E [[O, m]]. 

Les puissances de (1 + t2) étant majorées par 1, on en déduit la majoration: 

Comme la constante C ne dépend que de k et p, il en résulte qu'il existe une 
constante K telle que la suite (Kcpn) vérifie : 'T/k,p(Kcpn) ~ a d'où l'on déduit 

j ([/ *:r:], K 'Pn) j ~ 1. Ce dernier crochet de distribution étant une intégrale et la 
suite 'Pn étant convergente partout vers 1, on peut en déduire par le théorème de 
Fatou: 
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Cette existence d'intégrale prouve que f*x est une fonction à croissance lente, ce 
qui implique la propriété : 

Vc.p ES, 

pour terminer, choisissons x' tel que (s• (!) < x' < x et la fonction t/J définie 
par tjJ(t) = f3(t) exp[(x' - x)t] où f3 est une fonction indéfiniment dérivable sur 
JR, égale à 1 sur un voisinage de [O, +oo) et nulle au voisinage de -oo. Puisque 
x' - x < 0, cette fonction t/J appartient à S. Il en résulte, en tenant compte de la 
causalité de f : 

([f*x'], t/J) = 1_:00 exp(-x't)f(t)f3(t) exp[(x' - x)t] dt= 1+oo f*x(t) dt 

Il est ainsi prouvé que x > (a(!) ou encore (a(!) ~ (s• (!). L'égalité des deux 
abscisses est donc prouvée dans le cas d'une fonction f positive.O 

Preuve de iii) 
~ Ce qui précède montre que la propriété d'égalité des abscisses est atteinte 
lorsque, pour tout x > (s• (!), la fonction f*x est à croissance lente. Supposons 
maintenant, x vérifiant toujours x > (s• (!), que la fonction f*x soit la dérivée de 
U:c qui est une fonction à croissance lente. Alors, -d'après ce qui précède, l'action 
de la distribution [g:c] sur les fonctions de S est définie par l'intégrale du produit. 
On a ainsi : 

Vc.p ES, 

On peut procéder à une intégration par parties dans cette dernière intégrale, ce 
qui donne: 

-1A 9:c(t)c.p'(t) dt= 9:c(O)c.p(O) - 9:c(A)c.p(A) + 1A f*:c(t)c.p(t) dt 

Lorsque A-+ +oo, le produit de 9:c(A)c.p(A) tend vers 0 puisque 9:c est à croissance 
lente et c.p à décroissance rapide. Il en résulte l'existence de la limite : 

Vc.p ES, lim {A f*x(t)c.p(t) dt existe 
A-++oo Jo 

En choisissant x' et une fonction t/J, comme à la fin du raisonnement précédent, 
on arrive à la conclusion : 

lim {A f*x(t) dt existe 
A-Hoo } 0 

Il est ainsi prouvé que x > (c(/) et, finalement, on a l'égalité des abscisses. 0 

Remarque 4.1 D'après un théorème sur la structure des distributions tempérées 
(Cf. {21}), toute distribution tempérée T s'écrit comme une dérivée d'un ordre 
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suffisamment élevé d'une fonction continue à croissance lente. On confirmera 
plus loin qu'une distribution causale et tempérée possède une abscisse négative ou 
nulle. On pourrait penser que la dernière propriété (iii} est valable pour toute 
fonction f. Mais, dans les intégrations par parties successives qu'on est amené à 
faire, il n'est plus possible, en général de s'appuyer sur les existences de limites 
des termes du type gx(A)rp(A). 

On peut, à cet égard, considérer l'exemple suivant : 
Soit la fonction t 1-7 h(t) = cos(expt) qui est bornée, représentant donc une 

distribution tempérée. Sa dérivée d'ordre 2 est -e2t cos(et)-et sin(et). Ce dernier 
terme est la dérivée de h, on en déduit par conséquent que la fonction définie par : 
f : t 1-7 exp(2t) cos( exp t) représente une distribution tempérée, d'où il résulte 
que (s1 (!) ~ O. Or, le changement de variable u = exp t fournit : 

{A rxpA cosu 
Jo exp(-tx)f(t) dt= }1 ux-l du 

Cette dernière intégrale admet une limite sous la condition nécessaire et suffisante 
x - 1 > 0, ce qui implique : (c (!) = 1 ! 

4.1.2 Distribution causale et abscisse de convergence 

Définition 4.1 Une distribution sur lR est dite «causale» si son support est 
contenu dans [O, +oo]. L'espace de ces distributions est noté V'(IR+)· 

Bien que la proposition précédente ne soit pas entièrement satisfaisante, on va 
généraliser l'abscisse de convergence pour une telle distribution en nous intéres­
sant à l'appartenance à l'espace S' de l'analogue de f*x' pour ce qui concerne 
T: 

Proposition 4.2 Soit T une distribution causale. Pour tout réel x, on pose : 
T*x = exp(-xt)Tt où Tt indique que l'action de T se fait sur les fonctions test de 
la variable t. Alors, l'ensemble, noté >.(T), des réels x tels que T*x ES' est, soit 
vide, soit une demi-droite limitée à gauche privée ou non de son origine, soit R 
tout entier. 

Définition 4.2 La borne inférieure u(T) de cet ensemble est appelée l'abscisse 
de convergence de Laplace de T. 

Il résulte de cette définition et de la proposition précédente 4.1 qu'en géné­
ral l'abscisse de convergence d'une fonction f de .Cd coïncide avec l'abscisse de 
convergence de la distribution [f] associée. Les cas d'exception sont précisés à 
partir de la remarque 4.1. 

Démonstration 
<:; Supposons que >.(T) ne soit ni vide ni lR tout entier. 
Montrons que six > x0 où x0 E >.(T), alors x E >.(T), ce qui établira la propriété. 
Comme dans la démonstration de la propriété analogue pour les fonctions (Cf. 
chapitre 1), l'essentiel résulte de l'écriture : 

exp(-xt)T = exp(-(x - xo)t)[exp(-x0 )T, 
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mais la différence tient au fait que le produit de la fonction t i-+ exp(-(x - xo)t) 
par une fonction <p E S, bien qu'étant de classe C00 , n'est pas en général une 
fonction de S. 

Nous faisons alors intervenir une fonction ae de classe C00 , de support [-€, +oo[ 
et égale à 1 sur un voisinage de [O, +oo[ (pour l'existence de telles fonctions, voir 
l'exercice 7.1). La distribution T étant causale, on peut écrire 

Dans cette écriture, le second membre est bien défini puisque aeexp(-(x - xo)t)<p 
est bien dans S. 
L'égalité précédente définit T*xo comme une forme linéaire sur S. 
On pourrait montrer que cette forme linéaire est bien continue sur S. Il est plus 
rapide de constater que cette forme linéaire T*x est le produit d'une fonction 
bornée de classe C00 par une distribution tempérée T*xo. 

Donc, si on pose u(T) = inf .X(T), cet ensemble .X(T) est la demi-droite 
(u(T), +oo[ privée ou non de son origine. 
Remarquons que la considération d'une telle fonction af permet de définir un 
prolongement de la distribution T*x· C'en est un, effectivement, car on vérifie 
qu'il est indépendant du choix de €; ce sera utilisé dans le paragraphe 4.2 qui 
suit. 

4.1.3 Premiers exemples 

• Si T est une distribution à support compact, le produit par exp( -xt) reste, 
quel que soit x, dans S'. Il en résulte que l'abscisse de convergence, dans ce cas, 
est -oo. En particulier, les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac ont 
une abscisse de convergence égale à -oo. 

+oo 
• Un demi-peigne causal de Dirac T = E Ôn, où no est un entier positif, est 

no 
une distribution tempérée; son abscisse vérifie donc u(T) :::; O. Mais le produit 
exp(at)T, avec a > O, n'est plus tempéré. En effet, si cette distribution était 
tempérée, son action sur la fonction t/J de S définie par af exp(-at/2) aurait pour 

+oo +oo 
image la somme L t/J(n) = L exp(an/2) qui est une série divergente. Il en 

0 0 
résulte donc u(T) = O. Le raisonnement reste le même pour un demi-peigne à 
croissance lente. 

• Si T est causale et tempérée, comme par exemple Pf (U;t)), l'abscisse de 

convergence est, a priori, négative ou nulle. 

4.2 Transformée de Laplace d'une distribution 

Par analogie avec le cas des fonctions, on va définir la transformée de T comme 
une fonction de la variable complexe s définie pour ~e(s) > u(T). Lorsque 
la fonction j est dans Cd, on peut écrire son image de Laplace sous la forme 
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suivante : C(f)(s) = ([f(t)], exp(-st)). Ceci invite à définir la transformée de T 
par l'action de T sur la fonction : t t-+ est. 

4.2.1 Cas d'une distribution causale et tempérée 

Définition 4.3 Soit T une distribution causale et tempérée, donc d'abscisse de 
convergence négative ou nulle. On désigne par ae une fonction de classe C00 , de 
support [-€, +oo[ et égale à 1 sur [O, +oo(. Alors, la transformée de Laplace de 
T est la fonction C(T) de la variable complexes définie par : 

Vs E C, me(s) > 0:::} C(T)(s) = (Ttiae(t)exp(-st)) 

Justification 
ô Lorsque me(s) > O, la fonction t t-+ ae(t)exp(-st) est à décroissance rapide au 
voisinage de +oo et elle est nulle au voisinage de -oo, c'est donc un élément de 
S. Puisque, par hypothèse, T E S', le second membre de la définition précédente 
est bien défini. Il reste à prouver que ce second membre est indépendant du choix 
de la fonction ae. 

Soient donc deux fonctions ae et ae', avec par exemple e' ::::; €. La différence 
des deux seconds membres associés de la définition précédente s'écrit 

Or, cette différence qui figure dans la fonction test est nulle sur l'intervalle 
[-e, +oo[. Par conséquent, T étant causale, le second membre précédent est 
nul, ce qui prouve l'indépendance annoncée. ô 

4.2.2 Cas d'une distribution d'abscisse non égale à +oo 

Fixons le nombre s tel que a(T) < me(s) et choisissons arbitrairement un réel 
x, qu'on appellera un réel auxiliaire vérifiant a(T) < X < me(s). La distribu­
tion exp(-xt)T étant dans S' et la fonction ae(t)exp(-(s- x)t) étant dans S, 
l'expression qui suit est bien définie : 

(exp(-xt)Tt, ae(t)exp(-(s - x)t)) 

D'où la définition, sous la réserve qu'il soit prouvé que ce symbole est indépendant 
du choix de x et de celui de ae. 

Définition 4.4 Soit Tune distribution causale d'abscisse de convergence q(T) 
différente de +oo. La transformée de Laplace C(T) est définie par l'intermédiaire 
d'un réel auxiliaire x et d'une fonction auxiliaire ae au moyen de : 

a(T) < X < me(s) :::} C(T)(s) = (exp(-xt)Tt, ae(t)exp(-(s - x)t)) 

Justification 
ô L'indépendance vis-à-vis du choix de ae a déjà été vue. 
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pour l'autre indépendance, soit x' vérifiant aussi u(T) < x' < ~e s. La distribu­
tion T*x' est le produit exp[(x - x')t]T*x' donc on peut écrire : 

(T*x'i ae(t)exp(-(s - x')t)) = (T*x' ae(t)exp[(x - x')t]exp(-(s - x')t)) 

Cette égalité implique l'indépendance annoncée vis-à-vis du choix de x.ô 

4.2.3 Calculs de quelques transformées de Laplace 

•La distribution Ôa, où a 2: O, est tempérée. Il en résulte qu'on a : 

Vs E C, .C(ôa)(s) = (ôa, ae(t)exp(-st)) = exp(-as) 

En particulier, la transformée de la distribution de Dirac ô est la fonction s i---+ 1. 
+oo 

•La transformée de Laplace du demi-peigne de Dirac E Ôn, lequel est une distri­
o 

+oo 
bution tempérée, est définie pour ~e(s) > 0; c'est la fonctions i---+ E exp(-sn). 

0 
Cette série géométrique est bien convergente et on a : 

+oo 1 
Vs E C, avec ~e(s) > 0, .C('°' ô ) (s) - ---

~ n -1-exp(-s) 

+oo 
• Soit le demi-peigne généralisé T = E exp(n)ôn qui n'est pas dans S'. On 

0 
constate que exp(-t)T E S' alors que, si a < 1, exp(-at)T ~ S'. En effet, ce 
produit exp(-at)T est encore un peigne de coefficients exp(n(l - a)) et, en utili-

sant la fonction a€ exp( t( a; 1)) qui est dans S, on aboutit à une contradiction. 

Il en résulte que u(T) = 1. La définition nous donne alors : 

+oo 
1 < x < ~e(s) =? .C(T)(s) = (L exp(n(l - x))ôn, ae(t)exp(-(s - x)t)) 

0 
+oo 
L exp(n(l - s)) 

0 

On en déduit que la transformée de T est la fonction translatée de la précédente, 
' . a sav01r: 

1 
Vs E C, avec ~e(s) > 1, .C(T)(s) = ( ( )) 1-exp-s-1 

Remarquons cependant que ce résultat de translation résulte (voir plus loin, pro­
position 4.4) du fait que T est ici le produit du demi-peigne de Dirac par exp t. 
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4.3 Propriété d'holomorphie d'une transformée de 
Laplace 

Comme pour les fonctions, la transformée de Laplace d'une distribution est une 
fonction holomorphe dans son demi-plan ouvert d'existence et les dérivées fe­
ront apparaître les transformées de Laplace des distributions (-t)nT. Ceci nous 
conduit à étudier d'abord les abscisses de convergence de ces distributions : 

Proposition 4.3 Pour tout entier naturel n, les abscisses de convergence des 
distributions (-t)nT vérifient a((-t)nT) = a(T) 

Démonstration 
0 Soit x > a(T). Alors exp(-xt)T ES' d'où il résulte qu'aussi (-t)nT ES'. En 
effet, par définition : 

\lep ES, 

Outre cette définition, il est facile de voir (c'est d'ailleurs classique puisque t i-t 
(-t)n est polynômial) que si 'Pk ~ 0, alors il en est de même pour la suite 
((-trcpkh· On a donc l'inégalité a((-t)nT) ~ a(T). 
Pour l'inégalité inverse, on utilise, pour n = 1 par exemple, le fait que si U est 
tempérée, il existe une distribution elle-même tempérée V telle que U = tV (Cf. 
[[5,a)]],[[21)]). Par ailleurs si une autre distribution Vi vérifie U = tVi, il en 
résulte t(Vi - V) = O, d'où l'on déduit V1 = V+ Cô. 
De proche en proche (ou en utilisant la caractérisation de tn(v - Vi) = 0), on 
voit que l'hypothèse selon laquelle (-t)nexp(-xt)T est tempérée implique que 
exp(-xt)T l'est aussi. On obtient ainsi l'inégalité inverse.O 

Théorème 4.1 Soit F la transformée de Laplace de la distribution T dont l'abs­
cisse de convergence est notée a(T). Alors, cette fonction F est holomorphe dans 
le demi-plan ouvert Ilu(T). De plus, les dérivées complexes successives de F dans 
cet ouvert sont obtenues par dérivation sous le signe distribution par rapport à la 
variable complexe s. On a ainsi : 

Vs E C, 
dn 

~e(s) > a(T) => dsn F(s) = ((-t)n exp(-xt)T, œe(t)exp(-(s - x)t)) 

Autrement dit : 

Vs E C, 
dn 

~e(s) > a(T) => dsn [.C(T))(s) = .C((-t)nT)(s) (4.2) 

Démonstration 
0 Soient un nombre complexe s0 appartenant à Ilu(T) et s un complexe vérifiant : 
ls - sol < [~e so - a(T)]/2. Un réel x tel que : 0 < x - a(T) < [~e s0 - a(T)]/2 
peut alors jouer le rôle de réel auxiliaire pour les définitions de F(s0 ) et de F(s) 
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et aussi, grâce à la proposition 4.3, pour celle de (-trr. Ainsi, nous devons 
montrer que : 

lim [F(s) - F(so) - ((-t) exp(-xt)T, af(t)exp(-(so - x)t))] = 0 
s-+so S - So 

On pose, pour simplifier, s0 - x = z0 , s - x = z, z - zo = h et on considére la 
famille de fonctions ( 'l/;hh définie par : 

'l/;h(t) = = e[-zot] 
e[-(zo+h)t] _ e[-zot] + hte[-zot] [e(-ht) _ 1 + ht] 

h h 

Avec ces nouvelles notations, il faut prouver : 

lim (exp(-xt)T, ae(t)'l/;h(t)) = 0 
h-+0 

Les fonctions 'l/;h sont dans S et, par la formule de Leibniz, la dérivée d'ordre p 
du produit ae'l/;h est égale sur un voisinage de [O,+oo[ à ('l/;h)(P). Tout revient 

donc à démontrer que 'Ph~ O. Par un développement en série entière, on a: 

- exp(-ht) -1 + ht - .!:. ~ (-htr 
'Yh - h - h Li n' 

2 • 

On obtient donc, pour les dérivées successives les majorations suivantes : 

hh(t)I S (lhl/2)t2exp(lhtl) 

d 
1 dt 'Yh(t) 1 S lhtlexp(lhtl) 

dm 
1 dtm 'Yh(t)I S lhlm-lexp(lhtl), pour m > 1 

On en déduit, en premier lieu, pour les fonctions 'l/;h = exp(-z0t)'Yh(t), la majo­
ration : 

(1 + t2)kl'l/;h(t)I S {lhl/2)(1 + t2)k+lexp{lhl - ~e zo)t) 

Comme par hypothèse, ~e(z) > 0 et que lhl < {1/2)~e(z0), on voit que, le 
produit de la puissance par l'exponentielle étant borné uniformément, cette suite 
tend uniformément vers 0 avec h. 

Dans la dérivée d'ordre m de 'l/;h , la formule de Leibniz indique que exp(-tz0) 

reste en facteur d'une combinaison linéaire de dérivées de 'Yh· Les majorations 
qui précédent fournissent donc, sous la condition précédente vérifiée par h, pour 
les semi-normes de ces dérivées dans l'espace S, les inégalités : 

'r/k,p( 'l/;h) = sup sup{l + t2)kl { 'l/;h)(m) (t) 1 
,tElR k~p . 

S Ck,plhl sup [{1 + t2)P+lexp{jhj - ~e(zo)t)] S Kp,klhl 

Il est ainsi prouvé que la famille 'l/;h converge vers 0 dans S. Par conséquent 
la fonction F est dérivable en tout point s0 du demi-plan ouvert Ilu(T) et la 
dérivée complexe est bien fournie par la dérivation par rapport à s sous le signe 
distribution qui définit C(T).O 
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4.4 Propriétés de la transformation de Laplace 

4.4.1 Produit de T par une exponentielle 

Soit Tune distribution dont l'abscisse n'est pas +oo. On considère U = exp(ct)T 
où c E C. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que exp(-xt)U E S' 
s'écrit x - Re(c) > u(T). On en déduit d'abord: u(U) = u(T) + Re(c). De plus, 
soit s un complexe tel que Re(s) > u(T) + Re(c). Ayant choisi un réel auxiliaire 
x tel que u(T) +Re(c) < x < Re(s), la définition de la transformée de U s'écrit: 

.C(U)(s) = (exp(-xt)U, ae:(t) exp(-(s - x)t)) 

La condition sur x montre qu'il s'agit d'un réel auxiliaire pour la définition de 
.C(T)(s - c). On a ainsi : 

.C(T)(s - c) = (exp(-xt)T, ae:(t) exp(-(s - c - x)t)) 

En comparant ces deux égalités par l'utilisation de la définition du produit de T 
par exp(ct) cm peut conclure·: 

Proposition 4.4 L'abscisse de convergence de la distribution T n'étant pas 
+oo, l'abscisse de la distribution exp(ct)T est u(T) +!Re c et la transformée 
de Laplace de exp(ct)T est la translatée d'indice c de celle de T, c'est-à-dire: 

Vs EC, Re(s) > u(T) + Re(c) =? .c( exp(ct)T) (s) = .C(T)(s - c) (4.3) 

4.4.2 Transformation d'une translatée de T 

Soit a un réel positif, la translatée Ta est toujours causale. Comme l'espace S' 
est stable par translation, l'abscisse de convergence ne change pas et, en prenant 
u(T) < x < Re(s), la définition de .C(Ta) nous donne, en utilisant une fonction 
auxiliaire qui est la translatée d'indice a de ae: : 

. Re(s) > u(T) =? .C(Ta)(s) = (exp(-xt)Ta, ae:(t - a) exp(-(s - x)t)) 

Pour utiliser la définition de la translatée d'une distribution, remplaçons cxt par 
exp(-ax) exp(-x(t - a)). On obtient : 

Re(s) > u(T) =? .C(Ta)(s) (e-xa (e-xtT)a, ae:(t - a) exp(-(s - x )t)) 

= (e-xa(e-xtT), ae:(t) exp(-(s - x)(t +a))) 

En simplifiant, il reste : 

Re(s) > u(T) =? .C(Ta)(s) = ((exp(-xt)T), ae:(t) exp(-(s - x)t) exp(-as)) 

= exp(-as).C(T)(s) 

Proposition 4.5 Pour tout a > O, l'abscisse de convergence de la translatée Ta 
est égale à celle de T et on a : 

Vs E C, Re(s) > u(T) =? .c(ra)(s) = exp(-as).C(T)(s) (4.4) 
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4 3 Transformation d'une dilatée de T 4, . 

Soit k un réel strictement positif. La dilatée d'indice k de T, notée kT est encore 
causale puisque, par définition : 

D'après cette formule, on a : 

( exp(-xt)kT, V')= ( kT,exp(-xt)V') = (~) ( T, exp(-;t )V'(~)) 

= (~) ( exp(-;t)T, V'(~)) 
On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour que exp(-xt)kT E S' 
s'écrit de manière équivalente : T*(:c/k) ES', autrement dit : 

u(kT) = ku(T) 

Supposons alors ~e(s) > ku(T) e:t servons nous d'un réel auxiliaire x pour la 
définition de C(T). Alors y= .kx est un réel auxiliaire pour la définition de C(kT) 
et nous avons (en omettant dans les formules la fonction ae dont les dilatées sont 
encore égales à 1 sur un voisinage de [O, +oo[) : 

.C(kT)(s) = (exp(-yt)k(T),exp(-(s-y)t)) = (k(exp(-xt)T),exp(-(s-y)t)) 

= (t) ( exp(-xt)7,exp(-(s - kx)~)) = (t) ( exp(-xt)T,exp(-(~ - x))) 

Dans la dernière expression, on reconnait la définition de ( t )C (T) ( ~), par consé­
quent: 

Proposition 4.6 Pour tout k > 0, l'abscisse de convergence de la dilatée kT 
vérifie u(k(T)) = ku(T) et on a : 

Vs E C, 

Dans la section 4.10, nous verrons le cas d'un coefficient de dilatation a complexe. 

4.4.4 Transformation d'une dérivée de T 

Relation entre les transformées de T et de sa dérivée 

Soit T d'abscisse non égale à +oo. La dérivée T'est toujours causale. Par ailleurs, 
on sait que la dérivée d'une distribution tempérée reste tempérée, d'où il résulte 
que , si x > u(T), alors exp(-xt)T' - x exp(-xt)T E S'. On en déduit, par 
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addition de deux éléments de S', que exp(-xt)T' ES'. On a ainsi prouvé que 
O"(T') ~ O"(T). 
On ne peut envisager une réciproque. En effet, la distribution régulière T :::::: [U] 
où U est la fonction échelon-unité, a son abscisse nulle; par contre, sa dérivée qul 
est la distribution de Dirac o a son abscisse égale à -oo. 
Dans la recherche d'une relation entre les transformées de Laplace de T et de 
T', on suppose donc ~e(s) > u(T) et on prend un réel auxiliaire x qui vérifie 
l'inégalité : ~e(s) > x > u(T). La définition de .C(T') nous donne alors : 

.C(T')(s) = ( exp(-xt)T', ae:(t) exp(-(s - x)t)) 

On- remplace exp(-xt)T' par la somme (exp(-xt)T)' + x exp(-xt)T. Examinons 
l'action du premier terme qui est une dérivée. En remarquant que la contribution 
de la dérivée de ae:, à l'intérieur de la dérivation du produit , est nulle, on obtient: 

En ajoutant l'action de la distribution xe(-:i:t)T, on obtient le résultat : 

.C(T')(s) = -( e(-:i:t)T, ae:(t)(-s)e-(s-:i:)t) = s.C(T)(s) 

Proposition 4. 7 Si T est une distribution d'abscisse non égale à +oo, la déri­
vée T' a une abscisse vérifiant u(T') ~ u(T) et on a : 

Vs E C, ~e(s) > O"(T):::} .c(r')(s) = s.C(T)(s) (4.6) 

Comparaison avec le cas des fonctions 

Dans le cas des fonctions, nous avons vu (Cf. § 6.2, chapitre 1), d'une part que 
les abscisses de c;onvergence de f et de la dérivée f' (au sens des fonctions) ne 
pouvaient être comparées dans le cas général et, d'autre part, que la relation entre 
leurs transformées fait intervenir la limite f(O+). Pour montrer qu'il n'y a pas 
de contradiction avec le résultat précédent, considérons pour cela deux exemples. 

• Soit la fonction f définie par f(t) = U(t) sin(expt) expt, dont la dérivée 
coïncide sur [O, +oo[ avec f'(t) = U(t) exp(2t) cos(expt) + f(t). On a vu que 
(c(f) = 0 et comme la fonction t 1--7 U(t) exp(2t) cos(expt) a une abscisse égale à 
1, on en déduit (c(f') = 1 alors que (c(f) =O. 
En revanche, les distributions [!] et [!]' = [!'] ont la même abscisse u([f]) = 
u([f]') = O. 
Par ailleurs, du point de vue des fonctions, on a : 

~e(s) > 1:::} .C(f')(s) = - f(O+) + s.C(f)(s) = s.C(f)(s) 

Du point de vue des distributions, on a : 

~e(s) > 0:::} .C([J]')(s) = s.C([J])(s) 
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Les formules sont les mêmes mais la condition de validité est améliorée pour ce qui 
est des distributions, cette deuxième relation étant simplement, sans contrainte 
d'existence d'intégrales, l'expression d'une dérivation de distribution. 

•Soit g définie par g(t) = U(t) cost. D'une part, on a: C(g') = -1 + sC(g) 
et, d'autre part, pour les distributions associées : C([g]') = -1 + sC([g]). 
La différence est aisément explicable puisque [g]' = [g1 + ô et que C(ô) = 1. 

4.5 Convolution et transformation de Laplace 

On sait que las-convolution (convolution au sens des supports) définit une opé­
ration donnant à l'espace V+ une structure d'algèbre. Mais, pour étendre la 
propriété de la transformation de Laplace de la convolution des fonctions, il nous 
faut d'abord examiner la stabilité de la convolution sur l'espace S'. Dans ce but, 
il est utile d'étudier le produit tensoriel de distributions tempérées. 

4.5.1 Préliminaire sur le produit tensoriel de distributions tem­
pérées 

Soient U et V des distributions tempérées. On sait que : 

(U ®V, cp) = (U:r:)i (Vy)i cp(x, y))) 

Il s'agit de prouver que cette définition s'étend aux fonctions <p E S(R.2) et que, 
de plus, le produit tensoriel définit une distribution tempérée. 
ô Pour cela, on sait qu'il suffit de montrer que ce produit tensoriel est continu 
sur V(R.2) muni de la famille de semi-normes ( 'T/k,p) définissant la topologie de 
S(R.2) (Cf. exercice 7.10). On pose : · 

'v'y E R. ,,P(x) = (Vy)i cp(x, y)) 

Rappelons alors que, si 'v'<p E V(R.2), on a ,,P E V(R.) et que les dérivations par 
rapport à x se font sous le crochet de distribution. La distribution U étant 
tempérée, il existe a > 0 et des entiers naturels k et p (Cf. exercice 7.10) tels 
que, les semi-normes dans S(R) étant notées 'T/k,p : 

Il nous faut maintenant majorer les semi-normes en question en fonction de celles 
de <p. Pour commencer, V étant tempérée, il existe f3 > 0 et des entiers k' et p' 
tels que: 

'v'O E V (R.) 

En particulier, cette majoration est valable pour les fonctions 0, dépendant du 
paramètre x, qui sont du type : y 1---7 âJ;cp(x, y), ce qui signifie que : 

'v'<p E V(R.2), 'v'x ER., 'v'q EN, 
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11/i(q)(x)I = l(Vy)1 ô~cp(x, y))I ~ f3 sup sup(l + y2)k'lô~!:;})cp(x, y)I 
m~p' yElR 

En substitua.nt ces inégalités da.ns la. première ma.jora.tion, on obtient : 

Posons a.lors : ma.x(k, k') =net p + p' = r. L'inégalité précédente peut s'écrire: 

Finalement, on a. prouvé l'existence de 'Y> 0 et de deux entiers net r tels que: 

Ceci prouve la. continuité requise.ô 
On peut donc énoncer : 

1 (U ®V, cp)I ~ 'Y1Jn,r( cp) 

Proposition 4.8 Le produit tensoriel de deux distributions tempérées est une 
distribution tempérée. 

4.5.2 Conséquence sur le produit de convolution de deux distri­
butions causales et tempérées 

Proposition 4.9 Le produit de convolution de deux distributions causales et 
tempérées est aussi causale et tempérée. 

Démonstration 
ô Soient deux distributions causa.les U et V. On sa.it que la. convolée U *V existe 
et que c'est une distribution causa.le. Comme exemple de fonction a.uxilia.ire da.ns 
t'(R.2) qui va.ut 1 sur un voisinage de supp(U) X supp(V), on peut choisir le 
produit (x, y) i--t ae(x)ae(Y) où cette fonction ae est du type de celles utilisées 
précédemment. 
La. définition de la. convolée s'écrit a.lors : 

Vcp E V(R), (U *V, cp) = (U ®V, ae(x)af(y)cp(x +y)) 

Nous allons montrer que U *V est continue sur 1J(R.) pour la. topologie de S(R.). 
La. démonstration précédente a. mis en évidence la. continuité du produit ten­

soriel, à sa.voir l'existence de 'Y > 0 et de deux entiers n et r tels que : 

l(U ®V, </>)I ~ 'Y1Jn,r(</>) 

Appliquons cette ma.jora.tion à la. fonction (x, y) i--t <f>(x, y)= ae(x)ae(y)cp(x+y). 
Comme les dérivées de ae sont nulles sur un voisinage du support de U ou de celui 
de V, la. formule de Leibniz montre qu'une dérivée d'indice (m,p) quelconque de 
</> se réduit à la. dérivée de même ordre de (x, y) i--t cp(x +y) qui est elle-même 
égale à cp(m+P)(x +y). On en déduit : 

1Jn,r(4>) = sup sup (1 + x 2 + y2rlcp(m+P)(x + y)I 
(x,y)EJR2 m+p~r 
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Or, sur les supports, on a x ~ 0 et y ~ 0 d'où (1 + x2 + y2) :::; 1 + (x + y) 2 • 

On peut donc exprimer la semi-norme précédente à l'aide de la semi-norme de 
mêmes indices dans l'espace (R.), à savoir : 

T/n,r(<P) = sup sup (1+t~)nlcp(q)(t)1 = TJ~,r ( cp) 
tElR q~r 

pour résumer, il est prouvé l'existence de 'Y > 0 et de deux entiers n et r tels 
que: 

'v'cp E 1J(R.), 

Cette propriété est la preuve annoncée. On en déduit que U *VE S'(R.).ô 

Corollaire 4.1 L'espace 1Jf.(R.) n S'(R.) est une algèbre de convolution. 

(/ La preuve est immédiate; on voit d'aillieurs que cette algèbre est une sous­
algèbre de 1Jf. (R.). ô 

4.5.3 Transformation de Laplace d'une convolée de distributions 

Nous établissons le théorème analogue à celui concernant la transformée d'une 
convolée de deux fonctions. 

Théorème 4.2 Soient deux distributions U et V, toutes deux d'abscisses de 
convergence non égales à +oo. Alors : 

• (i) L'abscisse de convergence de U*V vérifie: o-(U*V) :::; max(o-(U), o-(V)). 

• (ii) La transformée de Laplace de U *V vérifie : 

Démonstration 
0 preuve de (i) 
Soit x un réel vérifiant x > max(o-(U), o-(V)). Il sert de réel auxiliaire aussi bien 
pour la définition de C(U) que celle de C(V). Comme u*X et v*X sont dans S'(R.), 
la proposition précédente affirme que U*x* v*X ES'. Il suffit à présent de prouver 
la propriété: U*x* v*X = (U * V)*x' ce qui établira X ~ o-(U *V) d'où, finalement, 
l'inégalité annoncée. Vérifions cette relation (én omettant les fonctions ae); on 
a: 

( exp(-xt)Ut) ® exp(-xu)Uu)i cp(t + u)) 

(Ut)® Uu)i exp(-xt) exp(-xu)cp(t + u)) 

( Vi) ® Uu)' exp(-x(t + u))cp(t + u)) 
( (U * V)t)' exp(-xt)cp(t)) = ( exp(-xt)(U * V)t)' cp(t)) 
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On a donc bien : u*X * v*X = (U * V)*x• 0 
OPreuve de (ii) 
Soit s vérifiant Re(s) > max(cr(U), cr(V)). On choisit un réel x qui vérifie l'inéga­
lité: Re(s) > x > max(cr(U),cr(V)) (réel auxiliaire). Alors,d'aprèslesdéfinitions 
et, notamment la relation précédente, on a successivement : 

.C(U * V)(s) = ( (U * V)*XI e-(s-x)t) = ( u*X * v*XI e-(s-x)t) 

( u*X 0 v*X' O!e(t)ae( u)e-(s-x)(t+u)) 

( e-xtut) 0 e-xuyu)i ae(t)ae(u)e-(s-x)(t+u)) 

( e-xtut), ae(t)(e-xuyu), œe( u)e-(s-x)(t+u))) 

En écrivant ensuite : exp(-(s- x )(t+ u)) = exp(-(s-x)t) exp(-(s- x)u), cette 
expression devient un produit, à savoir : 

.C(U * V)(s) = ( e-xt[;t)i ae(t)e-(s-x)t(e-xuyu)' Œe(u)e-(s-x)u)) 

( e-xtut)i ae(t)e-(s-x)t )( e-xtyu)i ae(u)e-(s-x)u) 

.C(U)(s).C(V)(s) 

Ceci termine la démonstration.O 

4.5.4 Application à la transformation d'une primitive 

On sait que toutes les primitives d'une distribution tempérée T sont tempérées 
(Cf. [[5,a]],[[21]],[[27]]). Lorsque Test causale, on montre que l'une de ses primi­
tives est causale. On l'obtient facilement par le produit de convolution T * [U]. 
En effet, d'une part cette distribution, d'après ce qui précéde, est causale et 
tempérée, d'autre part la dérivée de cette convolée s'écrit : 

(T * [U])' = T * ([U]'] = T * ô = T 

On peut ainsi appliquer le théorème précédent, ce qui nous donne : 

Corollaire 4.2 Soit une distribution causale T d'abscisse non égale à +oo. Alors, 
la primitive causale et tempérée de T, notée r(- 1 J, est T * [U] et nous avons : 

Vs E C, Re(s) > max(O, O"(T)) ==? .C ( r[-1J) (s) = ~.C(T)(s) [4.8) 
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4.6 Comportement à l'infini d'une transformée de 
Laplace 

Remarquons d'abord que les transformées de Laplace des distributions ne tendent 
pas nécessairement vers 0 lorsque s tend vers l'infini dans son demi-plan d'exis­
tence. Ainsi, la transformée de ô est la fonction s i-t 1. Par ailleurs les combinai­
sons linéaires de dérivées de ô donnent des polynômes de la variable s, autrement 
dit, des fonctions à croissance lente. On remarque aussi que si on translate à droite 
toutes ces dérivées, on obtiendra un polynôme exponentiel, les exponentielles y 
intervenant étant d'exposants négatifs. On va montrer que, de façon générale, 
une transformée de Laplace de distributions est majorée par un polynôme ou un 
polynôme exponentiel du type précédent. 

Proposition 4.10 Soit F l'image de Laplace d'une distribution T d'abscisse 
q(T). Alors : 

• (i) Il existe p E N, un réel b 2: u(T) et une constante M tels que : 

• (ii) Si le support de la distribution T est inclus dans l'intervalle [a, +oo( 
avec a > O, la majoration précédente s'améliore en : 

3b,p, M, tel que : Vs E C, ~e(s) > b::::} {ls-P.C(T)(s)le(a!Re(s)) ~ M (4.9) 

Démonstration 
O Il suffit de prouver (i). En effet, si le support de T est dans (a, +oo[, une 
translation d'indice -a sur la distribution T amènera le facteur exp( as) dans la 
transformée, d'où le résultat à partir de (i). Dans la définition de .C(T), on sait 
qu'on utilise une distribution T.x qui est tempérée. Or, on sait caractériser la 
continuité sur l'espace S d'une telle distribution. Il existe un réel C > 0 et deux 
entiers k et p tels que : 

V<p ES, 

Soient b' > max(O, u(T)) et x vérifiant max(O, u(T)) < x < b' et posons b = b'+l. 
En utilisant la fonction qui figure dans la définition de .C(T), le réel x précédent 
servant d'auxiliaire, on obtient pour s E llb : 

l.C(T)(s)I ~ C sup sup (1 + t 2)kl :: [œe(t) exp(-t(s - x))] 1 
tEIR+ m:5p t 

Dans les dérivations successives, la fonction O!e disparaît sur le support de T. 
D'autre part,comme ls - xi > ~e(s) - x > 1, on obtient: 

l.C(T)(s)I ~ C sup (1 + t2)kexp(-t(~e(s - x))ls - xlP 
tEIR+ 
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De plus, puisque ~e(s) - x > b- x et puisque (1 + t 2)kexp(-t(b - x)) est majoré 
par K sur lR+, on en déduit : 

Finalement : 
X lxl X 

11 - -; 1 ~ i + [~e ( s) 1 ~ i + b" ~ 2 

On en déduit l'existence de M tel que : 

Vs E C, ~e(s) > b =? l.C(T)(s)I ~ MlslP ô 

Remarque 4.2 On va constater, avec le paragraphe suivant qui étudie l'inver­
sibilité de la transformation de Laplace, que cette propriété de comportement 
adjointe à celle de l'holomorphie caractérise les transformées de Laplace. 

4. 7 Inversion de la transformation de Laplace des dis­
tributions 

4. 7 .1 Théorème d'inversion de la transformation de Laplace 

On procède, en passant par l'intermédiaire de la transformation de Fourier, 
comme dans le cas des fonctions. La transformation de Fourier étant inversible 
dans l'espace des distributions tempérées,· on va en déduire des procédés d'in­
version pour la transformation de Laplace. La proposition qui suit résume cette 
situation : 

Théorème 4.3 • (i) Soit une distribution causale T d'abscisse non égale à 
+oo. Alo.rs : 

Vs= a+ ib, a> u(T) ::::} .C(T) (a+ ib) = F(T*a)( 2~) 
• (ii} (Propriété d'injectivité de la transformation de Laplace) 

Soient deux distributions T et U d'abscisses non égales à +oo. Si l'on 
suppose : 3x0 > max(u(T), u(U)] tel que : 

Vy E JR, .C(T)(xo + iy) = .C(U}(xo + iy), 

alors T = U 

• (iii) Soit une fonction z M- H(z) holomorphe dans un certain demi-plan 
ouvert ITa. On suppose qu'il existe b ~ a, un entier k et une constante C 
tels que : 

Vy E JR, Vx ~ b, IH(x + iyl ~ C(l + y2)kf2 

(Autrement dit, y M- H(x + iy) est unifo1·mément à croissance lente dans 
ITb)· Alors, la fonction H est la transformée de Laplace d'une distribution 
causale qui est la dérivée d'ordre k + 2 d'une certaine fonction causale. 
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pémonstration 
~Preuve de (i) 
Remarquons d'abord qu'on peut définir la valeur au point b/(27r) de cette trans­
formée de Fourier puisque l'égalité considérée est une égalité de fonctions. En 
écrivant s =a+ 2i7r À et en supposant a> u(T), la définition de C(T)(s) à l'aide 
d'un réel auxiliaire x, vérifiant a> x > u(T), nous donne : 

C(T)(a + 2i7r .X) = ((T*x)t)' ae(t) exp(-(a - x )t) exp(-2i7r Àt)) 

Désignons par fla fonction définie par f(.X) = C(T)(a + 2i7r.X)). La transformée 
de Laplace étant holomorphe, cette fonction f est de classe C00 • Considérée 
comme distribution, on veut démontrer qu'elle est égale à :F(T*a) (transformée 
de Fourier d'une distribution tempérée). On a, en effet, pour toute t.p E 1>(1R) : 

([!], <p) ~ ( [( (T •• )t)• œ,(t) exp(-( a - x)) exp( -2iût)c)], <p(À)) 

En faisant intervenir une fonction auxiliaire f3 appartenant à 1>(1R) et valant 
1 sur un voisinage du support I< de t.p, cette expression peut être interprêtée 
comme l'action de la fonction t.p considérée comme distribution appartenant à 
î'(JR) (puisque t.p est à support compact) sur la fonction f puisque celle-ci est 
dans t:(JR) , cette action étant définie de façon classique par : 

On reconnait, dans cette distribution répétée, l'action, sur une fonction de 1>(JR2), 

du produit tensoriel [1.p] ® T*x dont le support est inclus dans I< X [O, +oo[. En 
effet, on peut considérer que la fonction auxiliaire de cette action est f3 (À) ae ( t), 
fonction de 'D(JR2) égale à 1 sur un voisinage du support précédent . Ainsi : 

([/], t.p) = (['Ph)® (T*x)t)1 {3(.X)ae(t) exp(-(a - x )t) exp(-2i7r .Xt)) 

La définition du produit par la fonction t ~ exp(-(a - x)t) qui est de classe 
C00 et l'utilisation de l'échange de l'ordre des variables dans le produit tensoriel 
donnent ensuite : 

([!]' t.p) (['Ph)® e-(a-x)t(T*x)t) 1 f3(.X)ae(t)e- 2i'll"Àt) 

( e-(a-x)t (T*x)' (['Ph), f3(.X)ae(t)e-2iût)) 

( (T*a), ae(t)([t.p]>.), e-2i'll"Àt)) 

Or, la distribution définie par [1.p] s'exprime par une intégrale dans laquelle on 
reconnaît la transformée de Fourier d'une fonction : 
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Il reste finalement, par la définition de l'action d'une distribution à support 
dans [O, +oo[ et la définition de la transformation de Fourier dans S' : 

Ceci étant vrai pour toute cp dans 1J, on obtient : [!] = F(T*a).(/ 
(/Preuve de (ii) 
Supposons qu'il existe un réel xo tel que : 

't/y E IR, .C(T)(xo + iy) = .C(U)(x0 + iy) 

On en déduit F(T*:c) = F(U*x), d'où, par l'injectivité de F, l'égalité T*:c = U*:t: 
et finalement T = U. (/ 
(/Preuve de (iii) 
Pour x ~ b, la fonction G définie par z i--t G(z) = H(z)/zk est holomorphe dans 
Ilmax(o,a) et bornée dans un certain demi-plan Ilb. La fonction z i--t K(z) ::: 
G(z)/ z2 répond donc aux hypothèses du théorème d'inversion 1.4 (section 1.10). 
La fonction K est donc la transformée de Laplace d'une fonction f causale et 
continue dont l'abscisse de convergence vérifie (a(/) ~ max(O, a). La dérivée, au 
sens des distributions bien entendu, d'ordre k + 2, a pour transformée de Laplace 
dans Ilmax(o,a) la fonction zk+2 K(z) autrement dit la fonction H. (/ 
Rappelons que la fonction f est déterminée par une intégrale dans le champ 
complexe (Cf. théorème 1.4). 

4.7.2 Applications du théorème précédent 

Convergence dans l'espace des originaux 

Proposition 4.11 a) Soit une suite (Tn) de distributions causales. On suppose 
qu'il exis.te un réel a et une distribution causale T tels que, pour tout x > a, il 
y ait convergence, dans S', de la suite e-:ctTn, vers e-:ctT. Alors, la suite (Tn) 
converge vers la distribution T dont l'abscisse vérifie a(T) ~ a et l'image de 
Laplace de Tn converge pour ~e(s) >a vers la transformée de Laplace de T. 
b) Soit une suite( Sn) de distributions causales. On suppose qu'il existe un réel 
a tel que, pour tout x > a, il y ait convergence de la suite e-:r:t L,~ Sn dans 
l'espace S'. Alors, la série de terme général Sn converge dans v+ et sa somme 
S vérifie :.C(S)(s) = Eci00 .C(Sn)(s) pour touts vérifiant ~e(s) > a. 

Preuve de a) 
(/ Puisque Vx > a, on a e-:ctrn E S', la 9istribution Tn est transformable par C 
et l'abscisse de convergence vérifie a(T) ~a. Par ailleurs, d'après le théorème4.3 
(i), cette transformée est définie par .C(Tn)(x + iy) = F(exp(-xt)Tn)(f,;), cette 
transformée de Fourier étant d'ailleurs une fonction de classe C00 • Nous avons la 
même propriété en remplaçant Tn par T. En utilisant l'hypothèse de convergence 
donnée dans l'énoncé, on en déduit par continuité de la transformation de Fourier 
que: 

lim F(exp(-xt)Tn)( 2y ) = F(exp(-xt)T)(2y ) 
n-++oo 7r 7r 
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Il en résulte : 
lim .C(Tn)(x + iy) = .C(T)(x + iy) 

n-++oo 

Ceci étant valable quel que soit x > a, la propriété est démontrée.O 
Preuve de b) 
Ô Désignons par T:r; et T:r;' les limites de e-:ct "L,~ Sn et de e-:c't "L,~ Sn· On pose 
S:c == étT:c et S~ = e:c'tT:c'· Il est facile de prouver que S:c = S:c'· En effet, en 
multipliant la suite e-:ct "L,~ Sn par e:ct, on obtient la convergence dans 'Df. de 
E~ Sn vers S:c'. En utilisant l'autre suite, on prouve la convergence dans 'Df. de 
E~ Sn vers S:c. On en déduit l'égalité annoncée et il en résulte la convergence 
dans 'Df. de la série Eri00 Sn. On est ainsi ramené à la situation précédente avec 
Tn == "L,~ Sk, ce qui donne le résultat.O 

Exemple 4.1 

+oo 
Un peigne causal est défini par "L, anÔ(n)· On suppose que la suite (an) est 

0 
à croissance lente, ce qui veut dire qu'il existe un entier k et une constante K 

+oo 
tels que 'Vn, lanl $ Knk. Alors, pout tout c.p E S, la série "L, anc.p(n) est 

0 
convergente, ce qui signifie que la série donnée converge dans S'. En effet, pour 
n assez grand, lcp(n)lnk+2 est borné et le terme général de la série précédente 
est majoré par K'n-2 • La proposition précédente s'applique avec x = 0 et on 
retrouve les justifications du calcul des images de Laplace de ces peignes pour les 
exemples 4.2.3 et ceux du chapitre 5 (§5.1). 

Convergence dans l'espace des images 

Si on suppose qu'une suite de fonctions holomorphes converge uniformément dans 
un demi-plan où chacune d'entre elles peut être considérée comme une image de 
Laplace, la formule d'inversion va nous montrer que la limite des originaux est 
égale à l'original de la limite. De façon précise : 

Proposition 4.12 Soit une suite (Hn) de fonctions holomorphes dans un demi­
plan IIa. On suppose qu'il existe b 2'.: a tel que pour chacune d'entre-elles, il existe 
un entier k et une constante C vérifiant : 

'Vy E IR, 'Vx $ b, 

Si la suite (Hn) converge uniformément sur tout compact de IIa, alors l'image 
inverse de Laplace de la fonction lim Hn est égale à la limite des distributions 
images inverses des fonctions Hn. 

Il y a de nombreuses applications de cette proposition. En particulier, lorsque la 
limite est une constante ou un polynôme de la variable s, on met en évidence des 
suites de distributions qui converge vers Cô ou vers des combinaisons linéaires de 
dérivées de ô (Cf Exercices 7.24 et 7.25). 
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Exemple 4.2 

sin(nt) . 
On cherche la limite lorsque n --+ +oo de U(t) t , on calcule l'image de 

cette dernière. Par une intégration, on trouve la fonction s i-+ arctan(;) où 

~e(s) > O. En passant par l'intermédiaire de arctan(s/n) et l'expression loga,... 

rithmique de cette fonction dans Ilo, on prouve que : lim arctan(~) ::: ~ 
n-++oo s 2 

uniformément sur tout compact de Ilo. 
A l'aide de la proposition précédente, on en déduit que : 

sin(nt) 
n--+ +oo =? U(t) t 

'D' +(IR) 1r r 
--=-..:+ -u 

2 
Donnons un autre exemple concernant une suite de peigne : 

Exemple 4.3 

+oo { )k 
Soit la suite ( Tn) où Tn = ~ ;~)! ô~nk· La transformée de Laplace de cette 

dérivée de peigne se calcule par la somme d'une série géométrique. On trouve 

{Cf. Tableau T2 du chapitre 5): .C(Tn)(s) = scos (exp(-~)). 
Cette suite d'images converge vers s, la convergence étant uniforme sur tout 
compact de II0 • En effet, sur le compact K choisi, les parties réelles et imaginaires 
x et y de exp(-s/n) vérifient : 

exp[-a/n] cos(c/n) $ x $ exp[-b/n] et IYI $ exp[-b/n] 

En utilisant la formule: 1 cos( exp(-.!) -112 = (cosxchy-1) 2 +sin2 x sh2y et les 
n 

inégalités vérifiées pour n assez grand : 

b [ a c] b cos(exp(--)) - 1 $cos xchy - 1 $cos exp(--) cos(-) ch{ exp[--]) -1 
n n n n 

1 sin xshyl < sin(exp(-! ))sh(exp( ""'."! )), - n n 

on en déduit la convergence uniforme sur J( de (exp(-~)) vers 1. Comme !si 
est borné sur I<, on obtient la convergence uniforme annoncée de .C(Tn)(s) vers 
s. 
La proposition précédente s'applique et on a : 

Image du produit d'une distribution causale par une fonction de S 

Pour étendre la propriété de la transformée du produit banal de deux fonctions 
(Cf. théorème 1.7), nous considérons la distribution produit de la distribution T 
par la fonction f appartenant à S. La distribution JT est toujours causale et, 
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sachant que le produit par une fonction de S d'un élément de S' est encore dans 
S', on en déduit que, six > u(T), la distribution JT.x est tempérée, autrement 
dit : <!(JT) :::; u(T). En utilisant la première partie du théorème précédent, on 
obtient : 

.C(JT) (a+ ib) = F(JT.a) ( .!!._) 
211" 

Or (Cf. [[5,a)]],[[19]), [ [21,a)]), la transformée de Fourier du produit d'une fonc­
tion de S par une distribution de S' est le produit de convolution des transformées. 
On obtient ainsi : 

Proposition 4.13 Le produit d'une fonction f à décroissance rapide par une 
distribution T causale d'abscisse non égale à +oc a une abscisse vérifiant u(JT) :::; 
u(T) et sa transformée de Laplace vérifie : 

\;/s E C, ~e(s) > u(T) =} .C(JT)(a + ib) = [i:( T.a * f)] (-;;) (4.10) 

Un exemple, ou plutôt une vérification est proposée dans l'exercice 7. 26. 

4.8 Distributions parties finies 

Commençons par rappeler les définitions des distributions Pf(U(t)ta). 

4.8.1 Partie finie d'une puissance de la variable 

Pour a :::; -1, la fonction puissance ta n'est pas localement sommable. Des 
distributions dites "parties finies" de ces puissances vont permettre de prolonger 
les propriétés de ces fonctions, notamment en ce qui concerne les produits par · 
des puissances entières et les dérivations. Sur ces premiers exemples de parties 
finies; on détaille une des démarches possibles pour expliciter leur définition et 
les manipuler. On commence par le cas où la singularité est en a = O. 

Cas où l'exposant est un entier -n avec n 2:'.: 1 

Pour n > O, entier, l'intégrale Je= fe+oo cp(t)t-n dt, où <p est un élément de V(R.), 
n'admet pas, en général, de limite lorsque E--+ O. Si Tn-1 (t) désigne le polynôme 
de Taylor de degré n - 1 à l'origine de la fonction <p et si A majore le support de 
<p, on peut écrire Je sous la forme : 

La première intégrale porte sur une fonction prolongeable par continuité en t = O, 
elle admet donc une limite. La deuxième intégrale est une somme d'intégrales 

(k) (0) [ tk-n+l ] A (n-1) (0) [ ] A 
de valeurs <p 1 lorsque k =f=. n - 1 et ~ ) 1 ln t lorsque 

k. k - n + 1 e n - 1 . e 
k:::::n-1. 
En quelque sorte, les valeurs de ces derniers termes pour la borne inférieure ê 
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sont "responsables" de la divergence de Je et leur somme représente ce qui peut 
être appelé partie infinie de l'intégrale Je. Pour simplifier cette partie infinie, on 
peut l'écrire sous la forme -Ie(Tn-1(<p)t-n), à savoir, au signe près, la valeur en 
e de la primitive sans terme constant de la fonction Tn_1(<p)rn. 
En retranchant cette partie infinie, on obtient la définition d'une forme linéaire 
sur V dont on voit facilement que c'est une distribution (Cf. exercice 7.9) : 

Définition 4.5 La distribution notée Pf(U(t)t-n est la distribution dont l'action 
sur <p E V est définie par : 

[1+00 k=n-2 (k) (0) [ k-n+I ] [ (n-1) {O) ] l 
!~ e <p(t)t-ndt + ~ <p k! /_ n + 1 + (n - 1)! ln(e) 

Plus simplement, elle s'exprime par : 

(Pf(U(t)cn, <p) = lim [1. +oo <p(t)t-ndt + Ie(Tn-1 (<p)Cn)l 
e-tO e 

Dans cette expression, le premier terme est dit "terme intégral" et le deuxième, 
opposé de la ''partie infinie", est dit "terme résiduel". 

Pour des détails concernant ces parties finies, voir [[11]], [[14], [17]]. 

Cas où l'exposant a est réel ou complexe, non entier 

On suppose -n - 1 < ~e(a) < -n, avec toujours n entier tel que n ~ 1. La 
démarche précédente s'applique encore. La différence réside dans le fait qu'il n'y 
a plus de logarithme qui intervient dans la partie infinie : 

Définition 4.6 La distribution notée Pf(U(t)ta), où -n - 1 < ~e(a) < -n, est 
la distribution dont l'action sur <p E V est définie par : 

lim [1+oo <p(t)tadt + Ie(Tn-1 ( <p)ta)] 
e-tO e 

De façon plus explicite : 

[1+00 k=n-1 <p(k) (O) [ ek+a+I ] l 
lim <p(t)tadt + L kl k l 
e-tO e k=O . + a + 

Cas d'une singularité a> O, l'exposant étant entier 

Dans ce cas, on distingue deux parties finies (partie finie à gauche et partie finie 
à droite) selon que l'on considère les restrictions de la puissance à [O, a[ ou à 
]a, +oo[. 
Pour la partie finie à droite, la fonction étudiée est U ( t - a) ( t - a )-n, il suffit 
alors de remplacer le polynôme de Taylor au point 0 par le polynôme de Taylor 
au point t =a qui sera noté Tn-1,a(<p). 
Pour la partie finie à gauche, la fonction étudiée est U(t)U(a - t)(t - a)-n. On 
remplace alors, dans la définition précédente, l'intervalle [e, A] par [O, a - e]. Les 
définitions s'en déduisent : 
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Définition 4. 7 a} La distribution notée Pf (U ( t - a)( t - a )-n) est la distribution 
dont l'action sur cp E 1J est définie par : 

b} La distribution notée Pf(U(t)U(a-t)(t-a)-n) est la distribution dont l'action 
sur cp E V est définie par : 

lim [ r-e cp(t)(t - atdt -Ia-e(Tn-1,a(cp)(t - a)-n)] 
e~O lo 

Remarque 4.3 On peut aussi considérer des parties finies bilatérales : 

En ajoutant les parties finies à droite et à gauche de mêmes exposants au point 
t =a, on obtient la définition de la partie finie de la fonction causale U(t) (t-a)-n. 
Si on veut Pf(U(t)lt - al-n), il faut ajouter la partie finie à droite à la partie à 
gauche multipliée par (-l)n. 

Cas de la singularité a> O, l'exposant étant non entier 

Il est facile d'adapter les définitions relatives à la singularité t = O. 
On en déduit les définitions des parties finies à droite et à gauche, en supposant 
-n- l < ~e(a) < -n. 

Définition 4.8 a) La distribution notée Pf(U(t - a)(t - a)°'), où on suppose : 
-n - 1 < ~e(a) < -n, est la distribution dont l'action sur cp E 1J est définie 
par: 

lim [1A cp(t)(t - a)°'dt + Ia+e(Tn-1,a(cp)(t - a)°')] 
e~O a+e 

b) La distribution notée Pf(U(t)U(a - t)(a - t)°'), où -n - 1 < ~e(a) < -n, est 
la distribution dont l'action sur cp E 1J est définie par : 

On peut étendre ces définitions relatives à ce que l'on peut appeler des «parties 
finies de puissances)) à d'autres types de parties finies, en particulier celles qui 
portent sur des produits de puissances de la variable par des puissances entières 
de logarithmes de cette variable. 
De telles parties finies seront dites : «parties finies logarithmiques)). 
Sans prétendre à une grande généralité {Cf. [[14]]), on se contente ici d'envisager 
quelques exemples de telles parties finies logarithmiques où on reprend encore la 
démarche précédente de mise en place des définitions. 
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4.8.2 Exemples de parties finies ·causales logarithmiques 

Exemple 4.4 

Soit f définie pa.r f(t) = U(t)t- 1 1n2 t dont la. seule singularité est t = O. On 
suppose donnée une fonction <p E 1J et on étudie l'intégra.le Jt'0 f(t)cp(t)dt. La 
fonction t t--t f(t)(cp(t) - cp(O) est localement somma.hie. Comme précedemment 
on calcule l'intégra.le qui, ici, fournit la. partie infinie, à savoir : ' 

On posera ainsi, par définition : 

/ ln2 t ) [ r+00 ln2 t 1 ] \Pf(U(t)-t-,<p = !~ le -t-<p(t)dt+ 3<,0(0)(ln3 e) 

Exemple 4.5 

Soit f définie pa.r f (t) = U(t)t- 512 ln t dont la seule singularité est t = O. On 
étudie l'intégra.le fe+oo f (t)cp(t)dt où <p E 1J. En développant <p par Taylor a.u point 
t = O, on voit que f(t)(cp(t) - cp(O) - tcp'(O)) est localement sommable. Toujours 
pa.r la. démarche précédente, on calcule la partie infinie, à savoir l'intégrale : 

Pa.r des intégrations par parties, on a : 

2[ ]A 21A -- c 312 In(t) + - . t-5/ 2 dt 
3 e 3 e 

2 4 
-g-3/ 21n(e) + -g-3/ 2 + K(A) 
3 9 

(A le c 3l21n tdt = 2e-1l21n(e) + 4e-112 + K'(A) 

Les termes K(A) et K'(A) étant indépendants de e, ce calcul permet de détecter 
la partie infinie, c'est-à- dire les termes qu'il faut soustraire de fe+oo f (t)r.p(t)dt 
pour obtenir une limite finie. On posera ainsi, par définition : 

(Pf(f), cp) = !~ [l+oo f(t)cp(t)dt -~ [3 ln(e) + 2] -~ [In(e) + 2]] 

Exemple 4.6 

Soit f définie pa.r f(t) = U(t - l)(t -1)-312ln2 (t -1) +U(t)U(l - t)(l - t(i+i, 
La. seule singularité est en t = 1 mais elle est bilatérale. On peut considérer que! 
est somme de deux fonctions pour lesquelles la singularité est, soit à gauche, soit 
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à droite. La partie finie de f est alors la somme des deux parties finies associées 
à ces deux fonctions. Multiplions par cp et utilisons les polynômes de Taylor au 
point a= 1. 
A gauche, il suffit d'utiliser le polynôme de Taylor de cp de degré 0 au point t = 1, 
donc réduit au terme cp(l). La partie infinie à gauche de Pf(fcp) provient donc 
de l'intégrale 

Cette partie infinie, qui est en fait une expression sans limite, est donc icp(l)(c)i. 
A droite, on utilise de même le polynôme de Taylor en t = 1 de degré O. La 
partie infinie à droite de P f (! cp) provient donc de l'intégrale sur [1 + c, A] de la 
fonction cp(l)(t - 1)-312ln2 (t - 1). 
Après une translation sur la variable et deux intégrations par parties, cette partie 
infinie s'exprime par : 

cp(l)c-112[2 ln2 c + 8 ln c - 16] 

La définition de (P J(f), cp) s'écrit donc : 

4.8.3 Généralisation de ces parties finies 

Les parties finies de type puissance ou logarithmique déjà étudiées seront dites : 
(( élémentaires )). Parmi les fonctions causales f non localement sommables 
les plus simples, figurent celles qui, sur tout segment [a, b], possèdent un nombre 
fini de singularités au voisinage desquels la fonction f n'est pas sommable. Ces 
singularités ai constituent alors un ensemble fini ou infini dénombrable, locale­
ment fini. On peut, en général, décomposer la fonction en une somme finie ou 
infinie de fonctions causales dites "composantes", notées fa;+ ou fa;- telles que 
chacune d'entre elles admet une seule singularité ai d'un seul côté, c'est-à-dire à 
droite de ai ou à gauche de ai. On simplifie encore en supposant qu'au voisinage 
de chaque point singulier aj, les fonctions fa;+ ou fa;- se comportent comme 
des produits de puissances de lt - a3I par des puissances d'exposants entiers de 
ln(lt - ai 1) ou encore comme des sommes de tels produits. Dans ce cas, chacune 
des composantes fournira une somme de parties finies élémentaires. 
Supposons qu'on veuille écrire la forme générale, conforme à cette définition, 
d'une fonction / 0 admettant la seule singularité t = O. Alors, soit Pn(X) = 
n 

~akXk un polynôme de degré égal à n (n 2: 1), un polynôme Qm,q en deux 

j=ml=q 
variables du type Qm,q(X, Y)= :E :E bj,1XiY1 et un ensemble fini C de couples 

j=l l=l 

(Qk, mh) où les O:'k sont des complexes de parties réelles négatives ou nulles et les 
rnk des entiers positifs ou nuls avec (ak, mh) =/= (0, 0), ensemble auquel on associe 
une somme Rc(t) de termes du type Cak,mhtak(lnt)mh . La fonction g étant par 
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ailleurs supposée localement sommable et, en outre, bornée au voisinage de t ::::: 0 
cette forme générale, dite «canonique» dans la suite, s'exprime par : ' 

fo(t) = Pn(C1) + Qm,q(t-1 , lnt)) + Rc(t) + g(t), 

Il est bon de remarquer qu'il existe, parmi les premiers termes de cette relation 
des fonctions localement sommables. Ils sont obtenus à l'intérieur de Ra pou; 
les exposants O:k qui vérifient ~e(o:) > -1. Dans la mesure où les parties finies 
de ces termes coïncident avec les distributions régulières associées à ces fonctions 
localement sommables, nous écrirons, en omettant le facteur U : 

Dans le cas d'une singularité autre que t = O, deux écritures de cette forme 
s'appliqueront pour fa;+ ou fa;- et finalement les parties finies les plus générales 
considérées dans cet ouvrage (Cf. [[11]],[[14]]) sont des sommes dénombrables 
finies ou localement finies de telles expressions. 

Exemple 4.7 

La fonction t i--t f(t) = U(t) J~;t) ne posséde qu'un point singulier t = O. On 

l'exprime sous la forme : 

f (t) = U(t) [r3 - ~t-1 + ~ ( ;:t t>•-3] 

La partie finie de cette fonction est la somme des parties finies Pf(U(t)[t-3), de 

-~Pf(U(t)C1 ) et de la distribution associée à la fonction continue définie par la 
série précédente. 
Des écritures analogues permettraient de ramener des parties finies comme celles 

des fonctions h.. lorsque À < -1/2 ou l>.(t) pour À > 0 et n > 2À + 1 à des tn 
sommes de distributions régulières et de parties finies élémentaires. 
Ces exemples se généralisent en considérant des fonctions du type t i--t U(t)g(tW 
où g est une fonction développable en série entière dans R. et a: un nombre réel 
o~ complexe de partie réelle inférieure à -1. On peut aussi supposer que g est 
localement sommable et possède, au voisinage de t = 0 un développement limité 
d'ordre ègal à E[-~e(a:)]. Il est facile de transposer ces différentes situations aux 
cas où les singularités sont autres que t =O. Une illustration en est fournie dans 
l'exemple qui va suivre. 

Exemple 4.8 

La fonction t i--t f (t) = U(t) si~i~;t~ ;)!)) possède deux singularités t = ~ et 

t = 2. En faisant apparaître son développement au voisinage de t = 0 qui se 
réduit à -r2 , cette fonction peut s'écrire : 

f( ) = _ U(t) sin(t(t2 - 4)) + t(t - 2) 2 

t t2 + t3(t - 2)2 
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Un développement au voisinage de t = 2 de cette dernière fraction nous montre 
finalement que Pf(f) est la somme de la partie finie Pf(U(t)[-C2]), des parties 
finies à droite et à gauche de (t - 2)-1 et d'une fonction de Ld· 

E:x:emple 4.9 

t 
La fonction t i-+ f ( t) = U ( t) ~( ) a une infinité de points singuliers t = k7r. 

sm t 
Sur tout segment In, centré par exemple en t = 0, contenant les abscisses k7r où 
-n s k S n, les composantes de f sont : 

/ 0 =C1, fk=(t-k7r)- 1 , 9k=k7r(t-k7r)-2 , avec k=J.0,-nsksn 

Par conséquent, si cp E V a son support contenu dans In, on aura, hn étant une 
fonction continue sur l'intervalle In : 

n 

(Pf(J), cp) = (Pf(c1, cp) + L [ k7r(Pf(t- k7r)-2 , cp) + (Pf(t-k7r)-1, cp)] + ([hn], cp) 
-n 

Remarque 4.4 Il existe d'autres fonctions non localement sommables qui pour­
raient donner naissance à des parties finies. 

Par exemple une fonction du type t i-+ [u(t) -U(t - 1)] ~ qui ne rentre pas 

dans les descriptions précédentes. Non plus d'ailleurs qu'une fonction, faisant 

intervenir une série de fonctions localement sommables, telle que f(t) = U(t) + 
t 

too 
L an U ( t - 1 / n) ( t - 1 / n )-1 , dans laquelle les points singuliers ne constituent pas 

1 
une suite localement finie. De telles parties finies ne sont donc pas envisagées. 

4.8.4 Parties finies considérées comme fonctions d'un paramètre. 
Dérivation et analyticité 

Dérivation des parties finies de puissances par rapport à l'exposant 

En dérivant une puissance par rapport à l'exposant, cette puissance se voit mul­
tipliée par le logarithme. On se propose de prouver cette propriété sur les parties 
finies de puissances. Une telle propriété fournit une méthode de détermination 
des parties finies logarithmiques, à partir des résultats sur les parties finies de 
puissances. 
On se contente du cas de la singularité a = 0 et on considère, par exemple, le cas 
où a E] - 2, -1[. D'aprés une formule précédente, on a: 

[
A (ê)°'+l 

(Pf(U(t)t°'), cp) = lim [ cp(t)t°'dt + cp(0)--1 ] 
e-+0 e Q + 

Cette limite s'exprime aussi par : 
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Puisque a+ 1 # O, le premier terme est dérivable dans l'intervalle considéré. Le 
deuxième terme est une intégrale généralisée convergente. La fonction sous le 
signe intégral, considérée en la variable (t, a) est continue sur ]O, A]x] - 2, -l[ 
et dérivable continûment par rapport à a dans ce même domaine. De plus 

cp(t) ~ cp(O) est bornée et w~- 1 1n tl est majorée sur tout compact de ]-2,-1[ pa; 

une fonction du type jt'~0- 1 1n tl qui est sommable sur [O, A]. 
D'après un théorème classique de Lebesgue, ce deuxième terme est dérivable par 
rapport à a dans l'intervalle envisagé et la dérivation peut être effectuée sous le 
signe intégral. 
Finalement, on a : 

Or, ce deuxième membre n'est autre que (Pf(U(t)ta ln t, cp(t)). 
Puisque ce résultat est valable quelle que soit cp, on en déduit que la distribution 
Pf(U(t)ta), considérée comme application de l'intervalle ]-2,-1[ à valeurs dans 
1J', est dérivable, sa dérivée par rapport à a dans cet intervalle étant égale à 
Pf(U(t)ta ln t). 
En effet, quel que soit cp E V, ce qui précède permet d'écrire : 

lim / Pf(U(t)ta) - Pf(U(t)tCa+e)) - Pf(U(t)ta ln t), cp) = O, 
e-+0 \ ê 

et cette relation exprime une limite pour la topologie de 1J'. On vérifierait la 
même propriété sur tout intervalle] - n - 1, -n[. 
De plus, la partie finie est même de classe C00 en a sur l'intervalle ]-2,-1[ et c'est 
encore vrai sur tout intervalle] - n - 1, -n[ (Cf. exercice 7.13). 
Enfin, les raisonnements précédents s'étendent au cas où a est complexe et vérifie 
-n -1 < ~e(a) < -n. 
On en déduit que la fonction : a 1--7 [u(t)ta] qui est analytique (la vérification 

en est facile) dans le domaine où ~e(a) > -1, se prolonge analytiquement en 
la fonction : a 1--t Pf(U(t)ta) dans la totalité de C privé de tous les entiers 
strictement négatifs (Cf. exercice 7.13). 

Proposition 4.14 Dans l'ouvert de C défini par 0 = {a E C 1 a rJ. N~}, l'ap­
plication qui associe à a la distribution Pf(U(t)ta) est holomorphe et, dans cet 
ouvert, sa dérivée d'ordre m s'exprime par la relation : 

On trouvera, dans les exercices 7.14 et 7.15, des exemples de telles dérivations. 
L'exercice 7.16 généralise les résultats précédents au cas d'une singularité autre 
que t = O. On reprend un exemple analogue à l'exemple 4.1 en appliquant la 
proposition précédente 
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E:x:emple 4.10 

Soit f définie par f(t) = U(t)c512 (ln t) 2 • 

pour déterminer sa partie finie, on dérive deux fois par rapport à a la formule 
qui définit Pf(t°') lorsque -3 < a < -2 : 

La formule de Leibniz donne alors pour la dérivée d'ordre 2 des deux derniers 
termes : 

a+l [(lnê) 2 lnê 2 ] 
cp(O)ê a+ 1 - 2 (a+ 1)2 + (a+ 1)3 

'(O) a+2 [(lnê) 2 _ 2 lnê 2 ] 
+cp ê a+2 (a+2) 2 + (a+2)3 

En remplaçant ensuite a par -5/2, on obtient : 

(Pf{n, 'P) = ;~ [t f\odt +:;~;[ (-2/3){Ine )2 - {8/9){ln e) - 16/21) 

2 ~~~) [ {lne)2 +4{lne) + s]] 
Généralisation à des parties finies dépendant d'un paramètre réel 

Dans ce qui suit, on suppose que la fonction f dépend d'un paramètre À réel 
appartenant à un intervalle ouvert ]a, ,B[ de JR, telle que cette fonction, notée 
désormais f(t, À), se présente sous la forme : 

{ 'v'O < t ::; a, 
'v't > a, 

f (t, À)= u(À)t-v(>.) + g(t, À) 
f (t, À) h(t, À) 

On fait les hypothèses suivantes : 

• (i) La fonction t i-+ g(t, À) est sommable sur ]O, a] et la fonction t i-+ h(t, À) 
est sommable sur [a, +oo[. 

• (ii) Les fonctions u, v, À i-+ g(t, À) et À i-+ h(t, À) sont dérivables dans 
]a, ,B[, les dérivées partielles de ces dernières par rapport à À sont continues 
en (t,>.) dans les domaines respectifs ]O,a]x]a,,B[ et [a,+oo[x]a,,B[ et, en 
outre, sont toutes deux majorées en modules, quel que soit À dans l'un ou 
l'autre des intervalles envisagés, par des fonctions t i-+ 91 (t) et t i-+ hi (t) 
sommables respectivement sur les intervalles ]O, a] et [a, +oo[. 

• (iii) Dans ]a, ,B[, la fonction v ne prend pas de valeurs entières et l'ouvert 
01 inclus dans ]a, ,B[ où l'on a: v(À) < 1 n'est pas vide 
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On posera : 02 =]a, .B[\01. 
On se propose d'étudier la fonction de ..\ définie par l'intégrale Jt'0 f(t, A)dt 
lorsque celle-ci existe et de sa partie finie dans le cas où cette intégrale n'existe 
pas. 
On suppose d'abord..\ E 01. 
ô Alors les fonctions t i-+ t-v(.>.) et t i-+ g(t, ..\) étant sommables sur ]O, a], on en 
déduit l'existence de J0a f(t, ..\)dt. Ceci, joint à l'hypothèse de sommabilité de h, 
nous fournit l'existence de J0+00 f(t, ..\)dt. 
La fonction F1 définie par F1 (..\) = foa f(t, ..\)dt est alors dérivable dans cet ouvert 
01. En effet, cette fonction s'exprime par : 

al-v(.>.) r 
F1 (..\) = u(..\) 1 _ v(..\) + Jo g(t, ..\)dt 

Puisque v(..\) < 1, le premier terme est une fonction dérivable dans 0 1• Par 

ailleurs, d'après les hypothèses (ii), la dérivée partielle !~ (t, ..\) est continue en 

(t, ..\) dans ]O, a] X ]a, .B[ et reste uniformément majorée par la fonction t i-+ g1 (t) 
sommable sur ]O, a], ce qui prouve la convergence uniforme de l'intégrale portant 
sur cette dérivée partielle. Le théorème classique de Lebesgue sur la dérivabilité 
d'une fonction définie par une intégrale fonction d'un paramètre s'applique donc 
à cette intégrale J0a g(t, ..\)dt dans 01. 

De même, à l'aide de la continuité en deux variables de :~ et de la majoration 

de cette dérivée partielle par h1 , le même théorème prouve la dérivabilité de F2 

définie par F2(..\) = fa+oo h(t, ..\)dt. Concluons déjà que F définie par F(..\) = 
F1 (..\) + F2 (..\) = J0+00 f (t, >...)dt est dérivable dans 0 1 et que la dérivée F'(..\) 
s'obtient par dérivation sous le signe somme.<; 
Prolongement dans 02 
ô Dans P1, la fonction précédente s'exprime par: 

al--v(.>.) r 1+00 
F(..\) = u(..\) 1 _ v(..\) + Jo g(t, >...)dt+ a h(t, ..\)dt 

Comme l'exposant vérifie encore ~e(l - v(..\)) =/= O, on en déduit que le premier 
terme du second membre est dérivable dans 02. Par ailleurs, par le même raison­
nement que dans ce qui précède, les deux intégrales de ce second membre sont 
dérivables dans 0 2 • On en déduit que ce second membre définit un prolongement 
de classe C00 , dans la totalité de ]a, .B[, de la fonction intégrale F.ô 
Interprétation de ce prolongement 
Dans 0 2 , on a : -2 < ~e(l - v(..\)) < -1, on définit alors la partie finie de 
J; f(t, ..\)dt par : 

Pf(1a j(t, ..\)dt)= u[..\) ~~[la cv(.>.)dt - le~-:~~)]+ 1a g(t, ..\)dt 

Finalement, le terme en e disparait quand on effectue l'intégrale; on trouve donc, 
pour la partie finie de l'intégrale de f sur ]O, +oo(, l'expression du prolonge­
ment précédent. Sous les hypothèses précédentes, la démonstration précédente 
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reste valable lorsque la définition de f sur )0, a] est remplacée par f(t, À) = 
u(À)(lnk(t))cv(.\) + g(t, À). 

Remarque 4.5 Dans le contexte précédent, il n'est pas question de distributions. 

Cependant, en remplaçant la fonction f(t, À) par le produit f(t, À)cp(t) où <p E 7J, 
ou même <p E S, la démonstration reste entièrement valable. On en déduit ainsi 
que l'application À 1-t [f (t, À)] à valeurs dans 7J' est de classe C00 dans n1 et que 
l'application À i-t Pf[f(t, À)] à valeurs dans 1J' représente son prolongement de 
classe C00 , dans la totalité de ]a, ,8[. 

Ce résultat ne nous fournit que la dérivabilité réelle. L'intérêt de l'utilisation 
de la variable complexe tient d'abord à une simplification des hypothèses du 
théorème de dérivabilité qui devient alors un théorème d'holomorphie. Il fournit 
également le résultat plus substantiel de prolongement analytique. Contentons­
nous, à ce propos, d'un exemple. Il concerne une fonction de Bessel et, en fait, il 
met en évidence une analyticité dans le champ complexe : 

Exemple 4.11 Dérivation par rapport à À de Pf ( U J ,x) pour À E C \ N~. 

La fonction À i-t J,x(t) est analytique dans IL1 . 

+oo ( - l) k ( t ) 2k 
O En effet, elle est définie par la série ~ k! [ak(À) '2 J, les coefficients 

étant : ak(À) = r(k + 1
1 +À) [ir· C'est une série de fonctions continues en 

.(t, À), analytiques en la variable À, qui converge uniformément par rapport à À 
sur tout compact K de IL1 . Pour majorer l'inverse de f(k + 1 +À), on utilise 
(Cf. Annexe 1) la formule : 

1 +oo 
r(z) = zexp(1z) fI[(l+ ~)exp(-~)] 

1 

En majorant les exponentielles et en faisant réapparaître le même produit infini 
pour la variable lzl, on en déduit : 

- 1- < lzle'Ylzlexp(T(~e(z)- lzl)) +fI00 [(1+ ~)exp(-~) exp(lzl- ~e(z))] 
f (z) - n n n 

1 

Autrement dit : 
1 1 

r(z) $exp (1 - 1)(lzl - ~e[z)) r(lzl) 

Or, si lzl > O, on a : r(lzl) ~ m où m > 0 (Cf. Annexe 1). On applique ces 
résultats pour z =À+ k + 1, avec ~e(À) > -1, ce qui implique lzl > 0 pour tout 
entier k. Des relations : 1 - 1 > 0 et lzl - ~e[z) $ IÀI - ~e[À), on tire, lorsque À 
Parcourt le compact K de IL1 : 

1 
1 1 M 1 <M 

f(À + k + 1) $ r(IÀ + k + 11) - m 
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Il en résulte la majoration uniforme : lak(À) 1 < M [!] c où c est la borne infé-- m 2 
rieure (resp. la borne supérieure) de ~e(À) sur le compact K selon que t < 2 
(resp. t > 2). 
Finalement, pour tout À E K, le terme général de la série est majoré par 
M 1 [t]c+2k 
m k! 2 , terme général d'une série convergente quel que soit t, ce qui prouve 
la normale convergence. 
D'après le théorème classique sur les séries de fonctions holomorphes, on conclut 
ainsi à l'holomorphie de À i-+ J>. dans IL1 • 

On en déduit, en utilisant encore la convergence normale précédente qui permet 
l'intégration terme à terme sur le support compact d'un élément cp de 'D, l'holo-1+00 
morphie, dans ILi, de l'application À i-+ J>.(t)cp(t) dt quelle que soit cp E 1) 

0 ' 
ce qui revient à dire que À i-+ [J>.], à valeurs dans V', est analytique dans n_1• 

On suppose maintenant: ~e(À) > -2 et À'# -1 en remplaçant, quand il en est 

besoin, la distribution régulière [ U J >.] par la partie finie Pf [ U J >.] (Cf. une autre 

méthode dans l'exercice 7.15), à savoir : 

Dans cette formule, la fonction g est définie par une série convergente du type 
précédent. La majoration uniforme qui a été alors utilisée reste encore valable 
puisque le paramètre À+ k + 1 est translaté d'une unité, ce qui fournit, lorsque 
~e(À) ~ -1, les mêmes majorations uniformes. · 
On en déduit que jg] est analytique dans le nouveau domaine et, comme on sait 

que le produit de la fonction analytique I'(À ~ l) par la partie finie Pf [u(t) GrJ, 
également analytique d'après la proposition 4.14, est aussi analytique dans ce do­

maine, on peut conclqre d'une part à l'analyticité de Pf ( U J >.) dans II_2 \ {-1} 
et d'autre part que cette partie finie représente le prolongement analytique de 

[uJ>.] hors de IL1 . 

On peut d'ailleurs continuer ce raisonnement de proche en proche, pour obtenir 

l'analyticité de Pf ( U J >.) dans C privé des entiers négatifs ou nuls. 0 . 
De plus, les convergences normales des séries de fonctions holomorphes, entrai­
nant la possibilité de dériver sous le signe intégral ou sous le signe distribution, 
on est en droit de conclure : 

Proposition 4.15 La fonction À i-+ [U J >.] à valeurs dans 'D' est analytique 
dans le demi-plan Il_1 . Elle est prolongeable analytiquement dans le domaine 

n = {À E C \ À ~ N:i:_} et son prolongement s'exprime par l'application : À ~ 

Pf(UJ>.). 
En outre, quel que soit À E n, on a : 
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!-- [Pr(J )j = Pf (âJ>..) = Pf (in(! )J - ~ (-l)k r'(,\ + k + 1) (!)2k+>..) 
8,\ >.. a À 2 >.. ~ k! r 2 (À + k + 1) 2 

Remarque 4.6 Les formules de dérivation mises en place dans les exemples 
précédents sont relatives au cas de la singularité t =O. On peut faire des raison­
nements analogues pour un point singulier autre que t =O. 

Cela peut résulter, dans certains cas, d'une simple translation sur la variable t 
(Cf. Exercices 7.21 et 7.22). 

4.8.5 Multiplication par t d'une partie finie 

Comme pour les parties finies des puissances de la variable, le produit par t 
commute aux parties finies ; autrement dit, nous avons le résultat : 

Proposition 4.16 Quels que soient le complexe a, l'entier naturel met l'entier 
naturel k, on a : 

1..-t-k P-f-(U-(-t)t-"'-(ln_t_) m-) -=-P-f-(U-( t-)t"'_+_k (-ln-t)_m_) -(-4.-12--.) 1 

Il en résulte, en particulier, que si ~e (a)+ k > -1, la multiplication par tk fournit 
la distribution régulière associée à la fonction U ( t) t"'+k (ln t) m) qui est localement 
sommable. 
De plus, cette formule se généralise aux cas des singularités t = a autres que 
t = O en remplaçant les puissances entières de t par celles de t - a. 

Démonstration 
On se contente de la faire pour k = 1 et dans le cas d'un complexe a. 
O On suppose -n-1 < ~ea < -n. Par définition, puisque le degré du polynôme 
de Taylor à utiliser est n-1, l'action du produit tPf(U(t)t"'(lnt)m) sur cp élément 
de 1J s'exprime par : 

,!î!/, [t t0 +1 (In tirn<p(t) dt+ I(•) [ Tn-1 (t<p)t0 (ln tim J] ( •) 
Or, le terme général de Tn-i(tcp) fait intervenir (tcp)U>(o) qui se simplifie en 
jcpU-1>(0). Il en résulte que, le premier terme étant nul, une translation d'indice 
(j - 1 = k) amène la relation suivante : 

n-2 cpk (O)tk 
Tn-1(tcp) = t L k! = tTn-2(cp) 

0 

Par conséquent, l'expression précédente (*) se traduit par : 

!~ [1A t0 +1 (ln t)m<p(t) dt+ I(•) [ T.-2( <p )t"+l (ln t)m J] 
Et cette dernière formule explicite l'action sur cp de Pf(U(t)t"'+l(lnt)m). Enfin, 
dans le cas où la singularité de f est autre que a = 0, la translation t 1-t t - a 
fournit le résultat analogue. ô 
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Remarque 4. 7 Cette propriété de multiplication par la variable peut être utili. 
sée, plus généralement, dans la multiplication par des fonctions régulières. 

Soit, par exemple, une fonction g de classe C00 qui s'annule au point t = 0, l'ordre 
du zéro de g en ce point étant k, on peut écrire g(t) = tkh(t) où h est de classe 
C00 • La multiplication par une telle fonction g nous donne alors 

4.8.6 Dérivation d'une partie finie causale 

Nous allons prouver que, sauf dans le cas où le logarithme est absent dans la 
partie finie, la dérivée de cette partie finie d'exposants (a, m) est égale à la partie 
finie de la fonction dérivée. Dans le cas où a est entier et m = O, une dérivée de 
distribution de Dirac intervient dans cette dérivation. 

Proposition 4.17 a) Lorsque m =f. 0 et a:::; -1 entier ou non, on a : 

b) Lorsque a= -n avec n > 0 entier, on a : 

d ô(n) 
-d (Pf(U(t)Cn) = -nPf(U(t)t-n-l) + (-l)n-1 (4.13) 
t ~ 

c) Lorsque : m =f. 0 et a:::; -1 entier ou non, les parties finies: 

conduisent à des résultats analogues. De même, pour n entier, on obtient : 

d Ô(n) 
-d (Pf(Ua(t)(t - a)-n) = -nPf(Ua(t)(t - a)-n-l) + (-l)n~ (4.14) 
t n. ( ) 

d Ôn 
-d (Pf(U(a - t)(t - a)-n) = -nPf(U(a - t)(t - a)-n-l) + (-l)n-l~ 
t n. 

Démonstration de a) 
ô La démonstration est faite dans le cas où -n -1 <a< -n (donc non entier). 
On pose f(t) = ta(lnt)m'. La dérivée/' fait intervenir l'exposant a - 1, le degré 
du polynôme de Taylor à utiliser pour la définition de Pf(f') est donc n. On 
détermine d'abord Pf(f'). Sur tout élément c.p de 'D, l'action de cette partie finie 
se traduit par : 

lim [1A c.p(t)J'(t)dt + I(e)[Tn(c.p)J')]] 
e-+0 e 
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Or 

I(e)[Tn('P)f')] = I(e) [t rpU~'(O) ti f'(t)] 
0 J. 

Dans cette primitive, on peut effectuer une intégration par parties du terme 
ti f'(t), ce qui donne pour cette partie infinie : 

n <p(j) (0) · n u,(j) {O) · 
rp(O)f(ê) + L 'I € 3 f(ê) - L T 'I j(ê)J-l f(ê) 

1 J. 1 J. 

On peut donc écrire : 

(Pf(f'), rp) = lim rp(t)J'(t)dt + L cp 'I êj f(ê) -I(e)[Tn_i(rp')J] (*) [1A n (j) (0) l 
e-+0 e 0 J. 

Par ailleurs, l'action de la dérivée de Pf(U(t)t°'(lnt)m) sur une fonction test <p se 
traduit par : 

L'intégrale du second membre, intégrée par parties, nous donne alors : 

-1A cp'(t)j(t) dt= 1A rp(t)f'(t) dt - [rp(t)f(t)]1 

En développant, dans le dernier terme rp(ê) par la formule de Taylor à l'ordre n 
et en substituant dans (**), on voit que les seconds membres des relations (*) et 
(**) sont égaux.O 
Démonstration de b) 
0 La démonstration reste la même, à ceci près qu'on utilise le polynôme de Taylor 
de degré n et que la relation (*) qui précède doit être remplacée par : 

lim [rp(t)cn]A + ~ rpU)[~)Ei+a = - rp(n) (0) 
e-+0 e L.J JI n! 

0 

Ce dernier terme, changé de signe, reste dans le second membre de la formule 
finale. Il s 'interprête comme l'image de cp par une dérivée de la distribution de 

(-1ro<n> 
Dirac au point t = 0, à savoir 1 • 0 

n. 
c) Cas où a -::J 0 
0 La translation des distributions commute avec la dérivation. Par conséquent, 
les mêmes résultats se transposent pour une fonction f qui s'écrit sous la forme 
U(t- a)(t- a)°' (ln(t- a))m. On obtient ainsi la première formule. La translation 

agit de même pour Pf[U(t - a)(t- a)-n]. 
Pour la partie finie à gauche, on peut, par exemple, recommencer le calcul fait 
ci-dessus (Cf. exercice 7.8), ce qui expliquera le changement de signe de la dérivée 
de la distribution de Dirac. Remarquons d'ailleurs que la dérivée de la partie finie 
Pr[u(t)(t - a)-n] est alors égale à -nPf [u(t)(t - a)-n-l]. 
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Remarque 4.8 Ces propriétés de dérivation s'étendent aux parties finies loga. 
rithmiques (Cf. Exercice 7.23} et aussi à d'autres parties finies non élémentaires. 

En particulier, celas 'applique aux parties finies définies de façon plus générale par 
les formules de §4.8.3 où la différence entre la dérivée de Pf(f) et Pf(f') résulte 
des termes qui proviennent de la dérivation des puissances d'exposants entiers , 
lesquels apportent des combinaisons de dérivées de ô. On en tiendra compte dans 
la transformation de la partie finie d'une dérivée (Cf. §4.10.2). 

Par exemple, les parties finies de J~~t) donnent des formules de dérivation 

analogues à celles de la proposition ci-dessus (Cf. Exercice 7.5) qui conjugent 
les formules de dérivation d'un produit et la propriété de dérivation d'une partie 
finie élémentaire. Ainsi : 

4.8. 7 Caractère tempéré des parties finies causales élémentaires 

La proposition qui suit est importante pour la transformation de Laplace des 
parties finies causales : 

Proposition 4.18 Les parties finies causales élémentaires sont des distribu­
tions tempérées. 

Preuve 
OOn peut procéder par des dérivations successives. 
La fonction U(t) lnt est à croissance lente, donc, tempérée en tant que distribu-

tion. Ses dérivées, qui sont des combinaisons de Pf[U(t)t-n] et de dérivées de la 

distribution ô près, sont elles-mêmes tempérées. La distribut_ion ô et ses dérivées 
étant tempérées, on en déduit par différence que toutes ces parties finies sont 
tempérées. 
En considérant les fonctions U(t) (In t)m, le même raisonnement conduit à conclure 
que toutes les parties finies logarithmiques d'exposant entier sont tempérées. 
En recommençant un raisonnement par récurrence à partir de U(t)ta (ln t)m lorsque 
-1 <a< O, on est à même d'affirmer que toutes ces parties finies sont tempérées. 
En effectuant des translations, on en déduit qu'il en est de même lorsque le point 
singulier est a=/=- O. 0 

Remarque 4.9 Si la partie finie de f s'écrit, comme dans le paragraphe 4.8.2, 
sous la forme 

la fonction g étant localement sommable, bornée au voisinage de t = 0 et à 
croissance lente, alors cette partie finie est une distribution tempérée. 
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4,8.8 Primitivation 

Dans le cadre de la primitivation, deux problèmes apparaissent au sujet des fonc­
tions f qui ne sont pas localement sommables et qui engendrent des distributions 
parties finies. D'une part, la fonction f possède, sur tout intervalle où elle est 
continue, des primitives qui sont des fonctions, d'autre part, la distribution Pf(J) 
possède des primitives distributions. Pour ces dernières, on sait (Cf. § 4.5.4) que 
les primitives des distributions tempérées sont toutes tempérées et que, si la dis­
tribution T est causale et tempérée, il existe une unique primitive de T qui soit 
causale. Cette primitive est désignée par r<-1) •1 

Généralisation de la notion de fonction primitive 
On définit également une fonction primitive de f en généralisant la fonction 
:c i-+ J; g(t)dt associée à g lorsque celle-ci est continue sur lR+ Lorsque la fonc­
tion f admet des singularités au voisinage desquels f n'est pas sommable, cette 
définition n'est plus valable. Il est logique alors de faire un prolongement de cette 
intégrale au moyen d'une partie finie. On envisage donc, lorsque f n'admet que 
la singularité t = O, par exemple, la fonction qu'on notera J(-l) définie par : 

Finalement, cette définition restera valable pour toutes les fonctions f définissant 
les parties finies élémentaires. 

Exemple 4.12 Déterminons 1<-1> lorsque f(t) = U(t)t-n 

D'après la définition : 

PJ(fo:c J(t)dt) = !~[fo:c t-ndt+Ie(Tn-1(l)t-n)] 

Dans cette formule, le développement de Taylor de la fonction t --+ 1 se réduit à 

1 et la partie infinie n'est autre que - 1 
1 (e)-n+l. Cette primitive au point 

-n+ 
ê se supprime dans le calcul. Finalement, on obtient : 

PJ(fo:c f(t)dt) = -nl+ 1 x-n+I 

C'est la primitive habituelle «sans terme constant». On observerait la même 
propriété pour les fonctions produits de puissances par des logarithmes. 
Détaillons un autre exemple relatif à la seule singularité t = a > O. 

Exemple 4.13 Déterminons 1<-1> lorsque f(t) = U(t)(lt - al)-312 

Pour 0 < x < a, la partie finie cherchée se réduit à la primitive 1:c f(t)dt = 
2[ (a- x)- 112 - a-112]. Pour x >a, elle s'exprime par la somme de deux parties 

finies, à savoir la partie finie à gauche qui s'écrit : 

lim [ t-e (a - t)-312dt - 2(e)-1l 2] 
e-+0 Jo 

~~~~~~~~~~~~ 

1Notation d'une primitive considérée comme une dérivée d'ordre -1. 
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Et la partie finie à droite qui s'écrit : 

lim [1:i: (t - a)-3f 2dt - 2(e)-1t 2] 
e-+0 a+e 

Tous calculs faits, on trouve j(-l)(x) = -2[(x-a)-1! 2 +a-1!2]. Le résultat est 

ici une fonction non continue mais localement sommable. 
On trouvera d'autres calculs dans l' exercice 7.27. 

Considérons T = Pf(ta) où a est non entier. On en déduit immédiatement 

que - 1-Pf(ta+l) est la primitive causale tempérée unique de T et que cette 
a+l 

partie finie est celle de la primitive généralisée de ta. 
Soit T = Pf(t-n) avec n entier. Sin= 1, on voit que T(-l) = U(t) lnt. Dans ce 
cas, on trouve encore la partie finie de (t-1)(-l). Sin > 1, la proposition 4.14 

1 [-1r ] · nous donne: T(-l) = --[Pf(U(t)cn+l) + 5(n-2) • 
1- n (n - 1)! 

Il en résulte que les égalités obtenues précédemment ne sont plus réalisées. 
Soit T = Pf(ta lnm t) où a est non entier. A priori, une primitive est une combi­
naison linéaire de parties finies logarithmiques où l'exposant de la puissance est 
a + 1 et l'exposa.nt du logarithme inférieur ou égal à m et éventuellement nul. 
On procède par identification en posant : 

On trouve les relations : 

(a+ l)am = 1, (a+ l)am-1 + mam = 0, · .. , (a+ l)ao +al= 0 

Ce système admet une solution unique qui s'écrit : 

(-1) _ [ a+l [~ (-l)m-km! k J] 
T - Pf t 7 (a+ l)m-k+l(k)! ln t 

Il est facile de voir que ces calculs aboutiraient au même résultat si on détermine 
la primitive généralisée de la fonction considérée. 
Enfin, dans le cas de T = Pf(cn lnm t), on trouve, soit la fonction localement 

bl ln m+l t d l ' 1 . l . d A somma e ans e cas ou n = , s01t une so ut1on u meme type que 
m+l 

dans le cas précédent en remplaçant a par -n. Là encore, la primitive causale 
tempérée de la partie finie de f est la partie finie de la primitive généralisée de f 

Proposition 4.19 La primitive causale tempérée de la partie finie causale : 
Pf [u(t)ta J dont l'exposant a complexe est non entier négatif avec: ~e(a) ~ -1, 

vérifie la relation : 
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pour une partie finie logarithmique où l'exposant de la puissance a vérifie toujours 
~e(a) 5 -1, avec a =f:. -1 s'il est entier, ou pour la partie finie de t-n où n > 1, 
on a, respectivement les relations suivantes : 

Par ailleurs, soit une fonction causale f, non localement sommable, engendrant 
une distribution partie finie. On définit la primitive généralisée f(-l) de f comme 
la fonction causale lelle que, pour x > 0, f(-l)(x) = Pf(f; f(t)dt). Alors, les 
parties finies précédentes vérifient : 

Pf(f) étant élémentaire, f(t) =f:. t-n, (n > 1), IPf(f)r-1> = Pf[f<-1>] 

Vn > 1, [Pf(cn)](-l) = Pf[(t-n)(-l)] + (-l)n-l o<n-2) (4.17) 
(n - l)(n - 1)! 

Ces propriétés se généralisent aux cas d'autres singularités que t = 0 (Cf. Exercice 
7.27). 

4.9 Transformée de Laplace d'une partie finie causale 

4.9.1 Abscisse de convergence d'une partie finie causale de type 
puissance ou logarithmique 

On a vu précédemment que les parties finies élémentaires sont tempérées. 
On en déduit donc que leurs abscisses de convergence sont inférieures ou égales 
à O. Il en résulte aussi que si on ajoute à de telles parties finies une fonction g 
localement sommable transformable par [,, l'abscisse de convergence de la distri­
bution obtenue sera inférieure ou égale à sup ( (c (g), 0). 

Par exemple, la fonction t i-t f(t) = U(t) J~~t) se présente comme une somme de 

parties finies de type puissances et d'une fonction localement sommable qui peut 
s'écrire sous la forme g(t) = (J0 (t) - Pn(t))t-n où Pn est un certain polynôme de 
degré n - 1. 
Cette fonction est continue sur (0, 1] et, comme Jo est bornée, on a, sur (1, +oo( 
la majoration lf(t)I 5 M + IPn(t)j. Il en résulte que (a(g) 5 0, d'où l'on déduit 
que u(Pf(f)) 5 O. 
Sur cet exemple, on constate que l'abscisse de convergence de la partie finie est 
inférieure ou égale à sup((c(J0 ), 0). Le lecteur peut s'assurer que cette propriété 
est générale. Concluons : 
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Proposition 4.20 Les distributions parties finies élémentaires sont tempérées 
' leurs abscisses de convergence sont donc inférieures ou égales à O. Si Pf(f) est 

une telle partie finie et si g E J:,d, alors u(Pf(f) + [g]) :::; sup(((g), 0). En parti­
culier, si g est à croissance lente, on a u(Pf(f) + [g]) :::; O. 
Par ailleurs, si h est une fonction définie par h(t) = g(t)(lnt)ita, où g est 
une fonction admettant, au voisinage de t = O, un développement limité d'ordre 
E(-~e(a)) et appartenant à J:,d, j un entier positif et .a un nombre réel ou com­
plexe de partie réelle i~férieure à -1, on a : u(Pf(h)) :::; sup((c(g), 0). Cette 
propriété reste valable pour h(t) = U(t - a) ln; (t - a) (t - a)°'. 

Remarque 4.10 Bien entendu, comme la fonction g est sommable sur ]O, a[, la 
fonction U(a - t)g(t) est d'abscisse :::; O. Il est facile d'en déduire que la partie 
finie de h(t) = U(a - t) lni(a - t)(a - t)°' vérifie u(h):::; O. 

Lorsque l'on connait l'abscisse de convergence d'une distribution causale, on sait 
que son image de Laplace s'exprime par son action sur la fonction t H- a6 (t)e-st. 
Nous examinons la particularité de cette action dans le cas d'une partie finie. 

4.9.2 Action d'une partie finie sur une fonction de S 

Proposition 4.21 Soit une partie finie de type puissance ou logarithmique. 
Alors, son action sur une fonction cp E S est définie par la même formule que 
celle correspondant aux fonctions test de 1). 

Preuve 
(/ On sait déjà que la partie finie est tempérée. Pour montrer que la formule de 
définition de cette partie finie se prolonge aux fonctions de S, nous allons consi­
dérer qu'une fonction de S est une limite de suite d'éléments de V. 

Soit une fonction 'If; EV, positive, de support [-2, +2), égale à 1 sur le seg­
ment [-1, +1) et inférieure à 1. On pose 'l/;n(t) = 'l/;(t/n), de sorte que 'l/;n est 
une fonction de V, égale à 1 sur le segment [-n, n] et de support [-2n, 2n]. Soit 
cp ES. On considère la suite de terme général 'l/;ncp qui est incluse dans V. 

Montrons que 'l/;ncp ~ cp, autrement dit que On= 'l/;ncp - cp tend vers 0 dans S. 

On se donne deux entiers arbitraires k,p. Puisque cp ES, il existe A tel que: 
ltl >A=> itkl sup Jcp(j)(t)I < e. On examine alors le produit Jtk(On)U>(t)J lorsque 

j<p 
n >A et j:::; p-: 

Sur [-n, n], on a : On = Q. Sur [2n, +oo[, on a : On = -cp et, puisque n > A, 
on en déduit ltk(On)U>(t)I < e. Enfin, sur le segment [n, 2n], ltk(On)U>(t)I se pré­
sente; en utilisant la formule de Leibniz, comme la somme de tk('l/;n - l)cp(j) qui 

est majorée pare et de termes du type tkCj 'lj;(:) (cp)(j-m) (avec 1 :::; m ~ j) et 
. n 

qui sont donc majorés par K; € où K; est une constante faisant intervenir des . n • 
coefficients de Newton et la borne supérieure de toutes les dérivées de 'I/; jusqu'a 
l'ordre j, donc ne dépendant que de j. 
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Il en résulte que sur cet intervalle [n, 2n], on a ltkl sup 1(On)(j)(t)1 :::; c[l+.!. sup Kj ). 
j~ nj~ 

Prenons alors n > sup(A, supj<p Kj); les majorations précédentes nous d~nnent 
ltkl sup l(On)(j)(t)I < 2c. -

j~p 
Cela prouve l'affirmation de convergence faite ci-dessus. 
La distribution Pf(f) étant tempérée, on en déduit que : 

(Pf(f), cp) = lim (Pf(f), On) 
n-1+00 

Pour simplifier les calculs, on continue la démonstration en prenant par exemple 
f(t) = r 312 ln t. D'après la définition de l'action d'une partie finie sur un élément 
de V, on a: 

(Pf(J), On)= fo 2n [ ('l/Jncp)(t) - ('l/Jncp)(O)] 1~3~~t + 2 ('l/J~O) (ln(2n) + 2) 

On veut prouver que lorsque n ---+ +oo, cette expression tend vers : 

r2n ln tdt (0) 
lo [ cp(t) - cp(O)] t3/ 2 + 2 ~ (ln(2n) + 2) 

Comme On(O) = O, la différence des deux expressions se réduit à: 

12n l+oo 
On(O)t-3! 2 1n tdt - cp(t)r312 ln tdt 

0 2n 

Puisque cp E S, la dernière intégrale, qui est un reste d'intégrale convergente, 
tend vers 0 lorsque n ---+ +oo. On décompose la première intégrale en deux par­
ties. Dans l'une -de ces parties qui est étendue à [O, 1], on peut majorer, puisque 
8n(O) = 0, la fonction à intégrer. par une fonction sommable en t = O, à savoir 

suptE[O,l) l(On)'(t)I [r1/ 2 l lntl] et comme SUPte[o,l) l(On)'(t)I ---+ O, cette intégrale 
tend vers 0 lorsque n ---+ +oo. 
Il reste l'intégrale J1

2n On (t)r312 ln tdt qui peut être majorée, d'après ce qui pré­
cède, par 2c J1+00 t-312 ln tdt, quantité arbitrairement petite. 
Il résulte de tout ce raisonnement que l'action de Pf(f) sur la fonction cp qui est 
dans S est définie par la même formule que lorsque la fonction cp se trouve dans 
v.o 
Remarque 4.11 Le prolongement de la formule définissant la partie finie lorsque 
la singularité est en t = 0 pour les fonçtions de S est également valable lorsque la 
singularité est en t = a > O, soit pour la partie finie à droite, soit pour la partie 
finie à gauche. Il suffit de reprendre la démonstration faite précédemment. 

Corollaire 4.3 L'abscisse de convergence d'une partie finie élémentaire est nulle. 

~ Puisque l'abscisse d'une distribution tempérée est inférieure ou égale à 0, il 
reste à montrer que le produit extT où x > 0, T étant cette partie finie, n'est 
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pas tempérée. On se contente de prendre -2 < a ~ -1 et m = 1. Le produit 
précédent se définit par : 

( e~tpf [u(t)t°' ln t], <p) = lim [/+00 

f(t)ext<p(t)dt-<p(O)(e)°'+l [~+ ( 1 J] 
e-+0 O! + 1 O! + 1)2 

e 

La fonction t i-t /3e(t) exp(-xt/2), où la fonction /3e est une fonction nulle au 
voisinage de -oo et égale à 1 sur un voisinage de [O, +oo[, est dans S, mais elle 
rend l'intégrale de la définition précédente infinie. On en déduit le résultat. Il 
est facile de voir que la démonstration est valable dans tous les cas. ô 

4.9.3 Détermination des images de Laplace de ces parties finies 

Puisque l'abscisse est nulle, la définition de l'image de Laplace F de la partie finie 
de f nous donne : · 

F(s) = (Pf(J), O!e(t) exp(-st)) 

En supposant que l'exposant de la puissance dans f soit dans l'intervalle fermé : 
[-(n+ 1), -n[ et en utilisant alors l'expression d'une partie finie sur une fonction 
de S, selon la proposition précédente, on obtient, puisque O!e = 1 sur [O, +oo[ : 

[
+oo 

F(s) = lim [ J(t) exp(-st)dt + Ie:Tn-1 (e-st)f(t)] 
e-+0 e 

On se contente de faire les calculs à partir de cette formule pour deux exemples 
simples où la singularité est soit t = O, soit t = a > O. D'autres exemples sont 
proposés en exercice, en particulier des images de parties finies logarithmiques 
(Cf.exercice 7.6 et 7.7) D'autres méthodes sont utilisées dans le chapitre 5 (§5.2). 

Exemple 4.14 

Soit f(t) = U(t)t°' où -3 < a < -2. Le polynôme de Taylor de degré n - 1 = 1 
de e-st s'écrit: T1(e-st) = 1- st. On en déduit: 

[[+oo ea+l ea+2 ] 
F(s) = lim t°' exp(-st)dt + -- - s--2 e-+0 e O! + 1 O! + 

En intégrant une fois par parties le premier terme et en tenant compte du fait que 
les limites en +oo des termes intégrés, à cause de la présence de l'exponentielle, 
sont tous nuls, on obtient, pour cette intégrale : 

En substituant dans la définition précédente, en développant l'exponentielle au 
voisinage de e = 0 et en remarquant que la dernière intégrale donne à la limite 
une intégrale eulérienne, on obtient : 

. [ s2(e)°'+3 ] r(a+3)s-a-l 
F s =hm + 

( ) e-+O (a+ l)(a + 2) (a+ l)(a + 2) 
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On en déduit, en utilisant une des propriétés de la fonction r : 

Vs E C !le(s) > 0 => C [Pr( U(t)t")] = r~!1 l) (4.18) 

On remarque que le résultat est formellement le même que pour une fonction 
puissance d'exposant a > -1. On le prouvera (Cf.Exemple 5.19) pour tous les 
cas où a n'est pas un entier négatif ou nul. L'exemple 5.18 traite le cas d'un 
exposant entier négatif. 

Exemple 4.15 

Soit f(t) = U(t)-1-. Pour trouver l'image de Pf(!), on considère la somme 
t-a 

des parties finies à gauche et à droite. En appliquant la formule de définition, on 
trouve pour la variable s = x réel : 

L:(Pf(U(t - a)))(x) 
t-a 

L:(Pf(U(a- t)))(x) 
t-a 

1+00 e-xt 
lim [ --dt - e-xa lne] 
e-+0 a+e t - a 

[1a-e e-xt 
lim --dt+ e-xa lne] 
e-+0 0 t - a 

On remarque que la somme de ces deux transformées fait disparaître le terme 
logarithmique. La somme en question est, en effet, une valeur principale au sens 
de Cauchy. Pour exprimer le résultat à l'aide d'une fonction connue, on utilise 
dans les deux intégrales précédentes le changement de variable u = -x(t - a). 
On obtient ainsi, pour tout x > 0 : 

( U(t) ) [j-e eu iax eu ] L: Pf(--) (x) = -e-ax lim -du+ -du 
t - a e-+0 _ 00 u e u 

On reconnait dans cette expression la valeur principale de l'exponentielle inté-

grale, à savoir Ei*(ax) où, par définition Ei*(t) = vp :._du. En prolongeant lt tl. 

-OO U 

analytiquement cette fonction dans le demi-plan ouvert Ilo, on peut conclure : 

Vs E C ~e(s) > 0 => .c(Pf( U(t) )) (s) = -e-a8 Ei*(as) (4.19) 
t-a 

Remarque 4.12 On constate la différence de résultat avec la transformée de 
Pf(l/t) qui est donnée dans l'exemple 5.18. En effet, ici, la translatée d'indice a 
ne fournirait que la partie finie à droite de 1/(t - a) (Cf, ce qui suit). 

4.10 Propriétés des images de Laplace des parties fi-. 
nies 

Dans ce qui suit, on suppose que la fonction f n'a que la singularité t = 0 et 
qu'elle se présente sous la forme canonique associée aux polynômes P, Q et à la 
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fonction Re {Cf. § 4.8.3). La distribution Pf{f) est alors la somme de parties 
finies élémentaires et d'une distribution régulière [g]. 
Comme les propriétés sont connues pour la distribution régulière [g] et que les 
propriétés que l'on va mettre en évidence sont linéaires, on peut se contenter dans 
certains cas, pour ne pas alourdir les démonstrations et les énoncés, de considérer 
seulement le cas d'une partie finie de type puissance. On pose : u(Pf{f)) == (. 

4.10.1 Image d'une translatée 

Soit a > 0 et une fonction f du type canonique précédent. Comme la transformée 
de Laplace de chacune des parties finies élémentaires h vérifie : .C{Pf(ha)) :::: 
exp(-as).C(Pf(h)) et qu'il en est de même pour la distribution [g], on en déduit: 

.C{Pf{fa)) = exp(-as).C{Pf{f)) 

1 
Exemple 4.16 Image de Laplace de Pf(U(t- a)-­

t- a 

On utilise le résultat de l'exemple 5.18, à savoir .C{Pf[U(t)t)](s) = -7- Oog](s). 

On en déduit: .C(Pf[U(t - a)-1-](x) = exp(-as)[-7- [log](s)]. 
t-a 

Vérifions que c'est ce qui a été trouvé à l'intérieur du calcul de l'exemple précédent 
pour la partie finie à droite. 

l +oo e-xt . [+oo e-ux 
Par translation sur la variable, on a : --dt = exp(-at) --du. 

a+e t - a e U 

Cette dernière intégrale donne, dans une intégration par parties, la relation : 
r+oo 

-e-xe lné + x le e-ux ln udu. Le premier terme se supprime avec la partie 

infinie trouvée dans l'exemple précédent. 
Il reste enfin la dernière intégrale qui tend vers l'expression (Cf. Annexe 1) : 

1+00 1+00 
X O e-ux ln udu = -Xe-xe ln(é) +. O e-ux ln udu 

= + fo+oo e-v{ln V - lnx)dv = r'{l) - lnx = -7- lnx 

On obtient ainsi le résultat prévu. 

4.10.2 Image du produit d'un original par une exponentielle 

Soit a un complexe quelconque. La fonction t 1-t J(t)eat garde les mêmes singu­
larités que celles de f et il est facile de voir que l'abscisse de convergence de sa 
partie finie est devenue ( + ~e(a) où (est l'abscisse de Pf{f). Dans la définition 
de la transformée de Pf{f), il suffit pour obtenir l'image, lorsque ~e(s - a) > ( 
de remplacer s pars - a dans l'expression de l'image de Pf(J). 

E 1 1 d . fi . d cos t cht xemp e 4.17 mages es parties nies e -- et-. 
t t 
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On se sert du résultat de l'exemple 5.17: l'image de Pf (U~t)) est -Oog](s) -1. 

En appliquant ce qui précède, on obtient en utilisant a = i dont la partie réelle 
est nulle, ce qui ne change pas l'abscisse de convergence : 

Vs E C, ( eït) 
~e(s) > 0 => [, Pf( t) (s) = -[log](s - i) - 'Y 

On en déduit en utilisant également a = -i : 

~e(s) > 0 => c( Pf(~st)) (s) = -~ [[log](s - i) + [log](s + i)] - 'Y 

En utilisa.nt la définition de [log] et en se plaçant, pour simplifier, sur l'axe des 
réels, cas pour lequel les arguments de s - i et s + i sont opposés, on obtient : 

Vx > 0, ( cost) ~ C Pf(-t-) (x)=-ln(yx2 +1)-1 

Il suffit ensuite de prolonger analytiquement dans le demi-plan II0 : 

Re(s) > 0 => c(Pf(T)) (s) = -[log[(s2 + l)i/211 - 'Y (4.20) 

0 · dït' p· d 1 ~ . . U(t)sint n peut aussi, par i erence, retrouver image e a onction contmue t . 
En prenant encore x réel, les parties réelles disparaissent et la partie imaginaire 

est égale à deux fois l'argument de x - i, c'est-à-dire -2arctan(~). 
En tenant compte de la division par 2i, on obtient : 

( sin t) 
~e(s) > 0 => [, -t- (s) = [arctan](l/s) 

De même, en prenant a = 1 et a = -1, cas où les dilatations sont de coefficients 
réels, on obtient, mais en notant que l'on modifie l'abscisse de convergence en 
o+sup(l,-1) = 1: 

Re(s) > 1 => c(Pf(~t)) (s) = -[log[(s2 - l)if2]] - 1 (4.21) 

Remarque 4.13 Rien n'empêche par la même méthode de chercher les images 
. . cos(at) ch(at) 

des parties finies de et --
t t 

4.10.3 Image de la partie finie d'une dérivée 

Pour qu'on puisse parler de la partie finie de la dérivée, on suppose que la fonction 
9 de la formule ci-dessus admet une dérivée localement sommable et que g(O+) 

existe. Comme on sait que (Cf. Proposition 4.7) : [, [:t (Pf(f))] = sC [ (Pf(f))], 
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il s'agit seulement de comparer ! (Pf{f)) et Pf(f'). D'après ce qui a été vu pré­

cédemment, ces deux distributions sont identiques pour les parties finies élémen~ 
taires qui ne sont pas du type puissances à exposants entiers. Pour ces dernières 

d &(n) 
(Cf. Proposition 4.17), on a: -d (Pf(cn) = -n(Pf(t-n-1) + (-lr-, . 

t n. 
De plus, pour la fonction g, on a ! (g) = [g1 + g(O+)ô. 
On en déduit ainsi que, lorsque f n'a que la singularité t = 0 et qu'elle s'écrit 

n 
f(t) = Pn(t-l) + [h] + [g] où Pn(u) = I: akuk est un polynôme eth une fonction 

0 
n'ayant au point t = 0 qu'une singularité logarithmique : 

n 

C [ (Pf(f'))] (s) = sC [ (Pf(/))] (s) - g(O+) - ~)-l)k ~~ sk (4.22) 
0 • 

Exemple 4.18 Détermination de l'image de la partie finie de U(t) c~:t. 

En dérivant la fonction f définie par f(t) = c~st, on obtient: 

J'(t) =_sin t _ cost 
t t 2 

On peut donc obtenir l'image cherchée en appliquant la formule précédente puis­

qu'on connait les images de sint et de Pf(cost) (voir l'exemple précédent). 
t t 

La fonction f s'écrit f (t) = ~ + g(t) où g est régulière avec g(O) = O. On en 
déduit , d'après la formule (4.22) : 

C [ (Pf(f'))] (s) = x [-[ln J x2 + 1 - r] - x 

En tenant compte de l'image de si; t qui est égale à [arctan) (1/ x), on obtient : 

4.10.4 Image de la partie finie d'une primitive 

Associons d'abord à chacune des fonctions fj qui composent une partie finie la 
fonction primitive (fj)<-1> (Cf. § 4.8.7). Pour trouver la transformée de Laplace 

de ces primitives, nous passons par l'intermédiaire de ( Pf(fj)) (-l). Pour cela, on 

se sert des relations (4.17). On sait que les distributions primitives ne diffèrent 
que pour le cas de t-n où n > 1. Comme pour la distribution régulière [g], l'image 
de Laplace de la primitive ordinaire s'obtient en divisant l'image de [g) pars, on 
en déduit: 
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proposition 4.22 Soit la partie finie de la fonction Uf où f est définie (Cf. 
§4.8.3} par : 

n 
Alors, si Pn(X) = 2: akXk, l'image de Laplace de la partie finie de la primitive 

1 
généralisée de f est donnée par : 

[ 
(-l) l _ _! [ [ ] ~ (-l)kaksk- 2 l 

C Pf(f ) (s) - 8 C Pf(f) (s) + ~ (k _ l)[(k _ l)!] (4.24) 

4.10.5 Dilatation réelle de rapport k > 0 

La relation: (Pf(f(kt)), e-st) = (Pf(f(u)), e-fu), montre que cette propriété de 
dilatation pour les images de Laplace des distributions reste valable. On peut 
la vérifier sur les parties finies élémentaires. Par exemple, pour f(t) = t-n, la 
partie infinie pour f(kt) s'écrit: Ie[Tn-i(e-st(kt)-n]. Le changement de variable 

1 
u= kt dans cette primitive la remplace par: kike[Tn-i(e-sufk(u)-n]. 

De même, on a: 1f(kt)e-stdt = .!1f(u)e-sufkdu. 
e k e 

On en déduit, après vérification pour une partie finie quelconque : 

C(Pf(f(kt)))(s) = ~C(Pf(f(t)))(s/k) 

4.10.6 Dilatation complexe 

Traitons un exemple simple montrant que la propriété de dilatation complexe 
n'est pas toujours vérifiée. 

exp(iat) , 
Exemple 4.19 Image de U(t) , a etant complexe 

at 

Dans le paragraphe 4.10.2, on a trouvé que l'image de la partie finie deU(t) expt(it). 

est -[log](s - i) - 'Y· De même celle de U(t) exp~iat) qui est : -[log](s - ai) - 'Y· 

Cependant, si on applique la formule généralisant la propriété de dilatation réelle, 

b . d . , . d . , 1 . d U( ) exp( iat) 1 c on o tien rait a partir u premier resu tat, pour image e t , a ionc-
at 

tion -!(log](~ - i) - 'Y· C'est manifestement faux puisqu'il suffit de diviser par 
a le deuxième résultat pour obtenir : 

c[u(t) exp(iat)] = _.![log](s- ai)-"( 
at a 

Les résultats diffèrent de [log] (a) . On en déduit que la généralisation envisagée 
a 

n'est pas toujours licite. On en aurait un autre exemple en comparant les deux 
formules 4.20 et 4.21avec le coefficient complexe a = i. 
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Exemple 4.20 Détermination de l'image de Pf [u(t) ~:~)~:;], a étant comple:i:e, 

de partie réelle positive. 

On peut, de façon simple, trouver cette image en utilisant encore la propriété 
4.10.2. L'image de la partie finie de U(t)(t)-3!2 (Cf. Formule 4.18) est la fonction 
s t--t r(-1/2)[sif2]. On en déduit par multiplication par la constante [a-3/2], puis 
la multiplication de l'original par exp( at), le résultat cherché, à la condition que 
~e(s - a) > 0 : 

Pf [u(t) exp(at)] = r(-1/2)[(s - a)if2] 
(at)3/2 

Cette mèthode étant trop liée à la présence de l'exponentielle, donc trop reliée à la 
propriété de translation complexe, on décrit, sur cet exemple, une autre méthode 
susceptible de généraliser la propriété de dilatation complexe. La partie finie de 
U(t)r312 admet pour image la fonction s t--t r(-1/2)si/2 et, par conséquent, la 
partie finie de U(t)etr3! 2 est obtenue par la translation d'indice +1, à savoir: 

A partir de ce résultat, on se propose de prouver la formule de dilatation com­
plexe. 
On supposera que ai = Re(a) > 0 ainsi que a2 = ~m(a) > O, de sorte que le 
point a est dans le quart de plan des coordonnées positives. Pour tout réel x > 1, 
le complexe x /a est encore dans Ili à la condition que nous supposerons réalisée : 

~a~~ > 1. Remarquons d'ailleurs que cette condition est réalisée si ai ~ lal2, c'est 

à dire si a est à l'extérieur du cercle de centre 1/2 qui passe par o. 
On se sert alors du théorème de Cauchy appliqué sur le bord du secteur angulaire 

ci-après, à la fonction z t--t H(z) = z-3/ 2 exp [ (1- ~ )z] qui est holomorphe dans 

C \ /),,. où/),,. est une coupure s'identifiant à l'axe des réels négatifs : 

y d 

Figure 4.10.5 

En paramétrant sur le segment [c, d] par z = at, on a ainsi l'égalité: 

1R !far 1 1 H(t)dt - a • H(at)dt + + H(z)dz + _ H(z)dz = 0 
e laf OR Ge 
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Un développement en série de puissances montre que, dans un ouvert contenant 

Ce, on a: H(z) = [z;/2] + Hi(z) où Hi n'est composée que de puissances de z 

d'exposants supérieurs à -1/2. 

On en déduit que lim zHi (z) = O, d'où il résulte que lim { Hi (z)dz = O. 
z--+0 e--+0 Je. 

L'intégrale restante s'exprime au moyen de a, mesure de l'angle au sommet du 
secteur : 

Par ailleurs, sur le grand cercle, 

~e[{l- ~)Rexp(iO)] = -Rsin(O)(iaÎ~) + {1- iaÎ~)RcosfJ 

Ayant choisi a2 > 0, le premier terme est négatif ou nul, alors que le deuxième 
terme, qui est strictement négatif par hypothèse, fournit sur CR la minoration 

. xai xai 
umforme lal 2 Rcos9 ~ lal 2 Rcosœ. 

On en déduit la majoration suivante : 

1 [R H(z)dzl ~ ~ 1alexp[ {1- ~)Rei9] ld(J ~ ~La exp [-jaî~Rcos(9)] d(J 

Ceci implique 1 fcR H(z)dzl ~ ~exp[-jaî~Rcos(a)] et, les hypothèses impli­

quant 0 ~ a < i, cette intégrale tend donc vers 0 lorsque R -t +oo. 

Comme les intégrales sur les deux segments du contour sont divergentes, on 
leur retire leurs parties infinies qui sont respectivement 2{e)~i/2 et -2(

1
:

1
)-i/2, 

moyennant quoi elles deviendront deux parties finies lorsque e -t +oo ; on obtient 
ainsi, en faisant tendre R vers +oo, la relation : 

La. fonction résiduelle r(e'), tenant compte des termes ainsi retranchés et du calcul 
de l'intégrale sur le petit cercle, est égale à : 

Comme a est l'argument principal de a, on en déduit : 11: 1ri/2 = exp(-~a). 
Pa.r conséquent : lim (r(e')) = 0 et, finalement : 

lim [l+oo exp{{l - ~)t]dt-2{e)-i/2] = J_ lim [1+oo exp{[l - ~)at] 2[e'ri/2] 
e-.o e t.J{ Va e' --+0 e' t.J{ 
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Cette relation exprime l'égalité annoncée pour tout x réel vérifiant x > 1 : 

Cette preuve dans le cas particulier étudié peut suggérer les conditions dans 
lesquelles la propriété de dilatation complexe est vérifiée. 

Proposition 4.23 Soit f une fonction causale non localement sommable, se 
présentant sous la forme f(t) = U(t)c>-g(t) où À est un réel non entier vérifiant 
À > 1 et g la restriction à l'intervalle [O, +oo[ d'une fonction holomorphe dans 
un ouvert n de C contenant un angle fermé A de sommet 0 limité par deu:r: 
demi-droites faisant avec l'axe des réels des angles de mesures 'YI et -y2 vérifiant 
0 < ')'1 < 7r et -'Tr < 'Y2 < O. On se donne un complexe a E A dont l'argument 
vérifie donc : 'Y2 < a < 'YI • On suppose : 

• i) L'abscisse de convergence de Pf (f) est égal à u < +oo 

• ii) Quel que soit le réel x tel que ~e ( ~) > u 1 on a, sur l'arc de cercle rR 
de centre 0 1 de rayon R, situé dans l'angle A et limité à l'axe des réels et 
la demi-droite d'argument œ,la propriété suivante : 

lim f [z->-]g(z) exp(-z'.: )dz = 0 
R~+oo a 

rR 

Alors, sous ces conditions, la transformée de Laplace de la partie finie de la fonc­
tion t i-+ f(at) existe au point réel x et vérifie l'égalité: 

a.C(Pf(f(at))(x) = .C(Pf(f(t))(:_) 
a 

Démonstration 
ô On étudie d'abord le cas où 1 < ~e(À) < 2. 
On se sert encore du contour de la figure 4.10.5 dans un ouvert contenu dansC\~ 
et de la fonction z i-+ F(z) = [z->.]g(z) exp(-z:_ ), holomorphe dans l'ouvert il 

a 
contenant l'angle A . 
D'après le théorème de Cauchy, l'intégrale de F sur ce contour est nulle et on 
sait par hypothèse que la limite de l'intégrale sur l'arc de cercle CR tend vers O. 
Examinons les trois autres morceaux en posant v(z) = g(z) exp(-z:_ ). 

a 
R 

Sur le segment réel [a, b], c'est : li,e,R = f c>-v(t)dt. 

e 1R/lal 
Sur le segment [c, d], c'est : /2,e,R =a [(at)->.]v(at)dt. 

e/lal 
Puisque ~e ( ~) > u, la première intégrale admet une limite, notée li,e lo~sque 
R -t +oo. L'intégrale sur le petit cercle étant indépendante de R et l'integrale 
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sur le grand cercle tendant vers 0, l'égalité du théorème de Cauchy entraine 
que la deuxième intégrale admet également une limite, que l'on note h,. lorsque 
R-t +oo. 
On en déduit d'abord : 

Ve> O, Ji,,. - 12,,. + f F(z)dz = 0 (*) 
le. 

Rappelons qu'en raison du point singulier t = 0, aucune de ces trois intégrales 
n'est convergente et que les deux premières fournissent les transformées de La­
place (Cf§ 4.8.1) respectivement de t->.v(t) et [(at)->.]v(at) à condition de leur 
ôter leurs parties infinies. On a : 

[ (e)->.+1] 
.C(Pf(f(t))(x/a) = lim Ji,,.+ g(O) À 1 r>-+0 - + 

.C(Pf(f(at))(x) = )~ [[00 [<•W' ]g(at)ef-"'ldt + g(O) [a->]~~-~+:] 
Donc, en substituant l:I à e et en utilisant l'argument convenable a de a, on a : 

Sur le petit arc de cercle, on écrit v(z) = v(O) + zv1 (z) où v1 est bornée au 
voisinage de z =O. Il en résulte que lim z[z->.]zv1(z) = 0 puisque ~e(À) < 2, et 

z-+0 
par conséquent : 

lim J F(z) dz = v(O) lim jrz->.] dz 
r>-+0 r>-+0 

c. c. 
Or, cette dernière intégrale nous fournit : 

[z->.] dz = -i(e)->.+i exp[i(-À + 1)8] d(J = eexp ia - e ! 1Ci [ (. )]->.+I ( )->.+1 

0 -À+ 1 
c. 

La somme des «parties infinies» dans la relation ( *) est donc nulle. Par consé­
quent, cette relation ( *) fournit, lorsque e -t 0 la formule à prouver dans le cas 
particulier étudié, à savoir : 

X 
a.C(Pf (f ( at) )(x) = .C(Pf(f (t))(-) 

a 

Cas plus général 
On suppose maintenant : n - 1 < ~e(À) < n. Les calculs restent analogues, on 
Peut encore appliquer le théorème de Cauchy et faire tendre R vers +oo d'où 
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la relation ( *) précédente. On doit maintenant tenir compte des parties infinies 
à l'aide du symbole Ie[U] qui désigne au signe près, la primitive sans terme 
constant, prise au point € de U et à l'aide du polynôme de Taylor Tn-1(v) de 
degré n - 1 de la fonction v ou v(t) : 

.C(Pf(f(t))(x/a) = lim [lie +Ie[(c-'Tn_i(v)]] 
e-+0 ' 

.C(Pf(f(at))(x) = J~ [[00 [(at)-"]v(at)dt + z. [[(ati-"JT,_, (v(at)) J] 
En remplaçante par ,:, , on obtient : 

a.C(Pf (f (at) )(x) = lim [12 e + aib [[(at)--']Tn-1 ( v(at))]] 
e-+0 ' •"' 

Soit un terme quelconque aktk de Tn-1(v). Dans aifar[[[(at)--']Tn-1(v(at))], il 

produit, en désignant par a l'argument convenable de a, le terme : 

Sur le petit arc de cercle, on considère le développement de Taylor d'ordre n -1 
de v(z). On a: 

{ F(z) = { [z--']Tn_1(v(z))dz + { [z--']v1(z)dz le. le. le. 
Grâce à l'inégalité régissant À, on a : lim [z--']v1(z) = O, on en déduit que 

z-+O,ze.A 
la limite de la deuxième intégrale est nulle. Dans la première intégrale, on pose 
z = eé9• Le terme aktk de Tn_1(v(z)) fournit, par intégration sur [O, O] en tenant 
compte de l'orientation négative du cercle Ce, le nombre : 

Finalement, la relation ( *) nous donne : 

n-1 

.C(Pf(f(t))(x/a) - L k + ~k _À (e)k+l-.-\ - a.C(Pf(f(at))(x) 
0 

n-1 

+ '"°' ak (éeia)k+I-.-\ + b (e) + o(e) = 0 
~k+l-À k 

Il en résulte donc la formule annoncée : 

a.C(Pf(f(at))(x) = .C(Pf(f(t))(:_) 
a 
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Remarque 4.14 Dans certains cas, on peut prendre a= i, cela permet de pas­
ser de résultats concernant une partie finie de t->. sin t à des parties finies de 
r>.sht ou des résultats concernant t->.Jµ(t) à ceux concernant des parties finies 
de t->. Iµ(t) (Cf. Exemple 5.32 et 5.33}. 

Remarque 4.15 On a supposé dans la proposition précédente que )Re(x/a) > u. 
En fait, il suffit que l'une des intégrales associées aux deux segments du contour 
soient convergentes et même semi-convergente. 

C'est le cas lorsque, x étant réel, on prend a = i. Si l'intégrale de f est convergente 
à l'infini, la proposition peut éventuellement s'appliquer malgré les relations u = 
~e(x/a) = 0 (Cf. Exemple 5.32). 

4.10. 7 Propriétés d'analyticité par rapport à un paramètre 

Proposition 4.24 Soit la fonction f définie par 

f(t, À)= (U(t) - U(t - a))(u(.X)cv(>.) + g(t, .X)), 

où le paramètre À appartient à un ouvert Q de C dans lequel la fonction v ne 
prend aucune valeur dans N*. L'ouvert 0 1 inclus dans n où ~e(v(.X)) < 1 est 
supposé non vide. 

On suppose que : 

• (i) Il existe un réel c tel que, pour tout À En, la fonction g(t, À) admet une 
transformée de Laplace G(s, À) définie dans le demi-plan complexe Ile. 

• (ii) Dans n, les fonctions u et V sont holomorphes et bornées et la fonction 
À i--t g(t, À) est holomorphe. D'autre part, quel que soit le compact K 
inclus dans n, il existe une fonction causale positive t i--t h(t) d'abscisse de 
convergence vérifiant (a(h) ::; c. telle que, pour presque tout t et tout À E K, 
on ait la majoration : 

1 ~~ g(t, À) je-!Re(s)t ::; h(t) 

Alors, la fonction F(s, À), image de Laplace de f(t, À) lorsque À E fl1 se prolonge 
analytiquement dans la totalité de Q et ce prolongement représente l'image de 
Laplace de la distribution Pf(f(t, .X)) lorsque ~e(v(.X)) ~ 1. 

Démonstration 
~Quitte à. faire une dilatation sur la variable t, on peut supposer que a= 1, ce 
qui simplifie les calculs. 
Explicitons d'abord, dans le cas général, la transformée de Laplace F1 ( s, À) de la 
Partie finie de (U(t) - U(t - a))t-v(>.) sous la forme d'une série. On utilise pour 
cela la borne supérieure M, qui existe par hypothèse, de ~e(v(.X)) sur Q et on 
Pose: n = E(M). 
Prenons pour commencer le cas n = 1. 
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Le développement de Taylor de e-st étant pris à l'ordre O, la partie infinie de 
l'intégrale J~ t-v(>.)e-stdt est la primitive (changée de signe), au point t == e, de 

€-v(>.)+I 
t-v(>.), c'est-à-dire : - . 

-v(>.) + 1 
Dans la transformée de Laplace, qui est alors définie par : 

développons en série la première intégrale en nous appuyant sur la convergence 
uniforme de la série exponentielle et le fait que la fonction t i-t t-v(>.) est bornée 
sur [t:, 1], ce qui permet l'intégration terme à terme. On obtient : 

Mais la somme de la partie infinie et du premier terme de la série admet la limite 

1 _ ~(>.). Dans les autres termes de la série, l'exposant de t est de partie réelle 

positive; ils sont donc majorés par l~l!k. On en déduit l'uniforme convergence vis­

à-vis de € 1 d'où la possibibilité de commuter la série avec la limite. Finalement, 
et ce résultat est valable quel que soit s : 

+oo (-s)k 
Fi(s,>.) = ~ (k+ l -v(>.))k! 

Dans le cas général, le procédé est le même. Les n termes de la partie infinie 
se suppriment avec les puissances de € contenues dans les n premiers termes du 
développement de l'intégrale sur [€, 1] et, sur la série restante, le passage à la li­
mite permute avec la sommation. On en conclut que dans tous les cas, la formule 
précédente est vraie. 
D'après les hypothèses, c'est une série de fonctions holomorphes de la variable 
>. dans n. De plus, sur tout compact I< de n et pour tout k assez grand, on a 
lk + 1- v(>.)I 2: k - m où m est la borne supérieure de v sur I<. Ceci montrant 
que la convergence de cette série de fonctions holomorphes de À est localement 
uniforme dans n, on en déduit que >. i-t Fi ( s, >.) est holomorphe dans Q. 

La fonction u étant holomorphe dans n, on en déduit l'holomorphie de À t-t 

u(>.)F1(s, >.)et cela quel que soit s dans C. 
r+oo 

Il reste à examiner la fonction F2(s, >.) = Jo g(t, >.)e-stdt qui existe par hypo-

thèse quel que soit >. lorsque ~e(s) > c. 
Fixons s vérifiant cette condition et prenons À dans un compact I< de n. L 'inté-

grale qui porte sur la dérivée partielle par rapport à>. s'écrit 1+oo ~~ (t, >.)e-stdt. 

Puisque le module de l'intégrant est majoré par h(t)e-!Re(s)t qui est une fonction 
sommable indépendante de >., on en déduit, grâce au théorème d'holomorphie 
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paramétrique, l'holomorphie de F2(s, >.) dans l'ouvert 0, quel que soit z E Ile. 
On en déduit l'holomorphie de>. t-7 F2 (s, >.)sur 0 quel que soit z E Ile. 
Finalement, la somme >. t-7 u(>.)F1(s, >.) + F2(s, >.) est holomorphe 0 quel que 
soit z E Ile. 
Comme dans la partie 01 la fonction f est localement sommable et qu'elle admet 
une transformée de Laplace au sens des fonctions, on en déduit que l'image de la 
partie finie de f constitue le prolongement analytique en la variable >. de cette 
image de fonction dans 0 \ 01. 0 

Exemple 4.21 Détermination de l'image de Pf [u(t)t-.x] où ~e(>.) > 0 avec >. 
non entier. 

La fonction f telle que f(t) = U(t)t-.x est localement sommable pour ~e(>.) < 1 
et on a trouvé son image de Laplace r(l - >.)s.X-l pour ~e(s) > O. La proposi­
tion précédente s'applique ici trivialement. La fonction >. t-7 r(l - >.)s.X-l étant 
analytique dans C \ N, on montre ainsi (résultat connu par d'autres procédés) 
que cette fonction représente, lorsque f n'est plus localement sommable, l'image 
de Laplace de Pf (!). 

Remarque 4.16 Bien entendu, cette proposition s'applique à des sommes de 
telles fonctions où peuvent donc intervenir plusieurs couples de fonctions ( u, v) 
possédant les propriétés indiquées (voir les fonctions de Bessel dans§ 5.4. 7). 

4.10.8 Méthodes de calculs d'images de Laplace de parties finies 

On verra dans le chapitre suivant que beaucoup de méthodes utilisées dans le 
chapitre 2 pour le calcul d'images de fonctions peuvent encore être utilisées dans 
la détermination des images de distributions du type parties finies. L'inconvénient 
majeur reste le calcul des constantes par les théorèmes de va.leurs initiales ou 
de valeurs finales qui ne peuvent plus, du moins en principe, être utilisés dans 
ce nouveau cadre. C'est pourquoi, les méthodes pratiques de calcul consistent 
souvent à se ramener aux calculs d'images de fonctions à la condition de connaître 
les transformées de quelques distributions élémentaires. Nous donnons ci-dessous 
quelques aperçus de telles démarches pour le calcul de C(Pf(f)) dans le cas d'un 
seul point singulier qui est l'origine : 
1) Utilisation du développement limité de f à l'origine 

Par exemple, pour f(t) = c~: t, on écrit : f(t) = ~ - g(t) où g est une fonction 

continue. L'image de Pf(US)) étant connue, on se ramène ainsi à la fonction g. 

2) Utilisation d'équations différentielles 
L'équation vérifiée par f est souvent vérifiée par sa partie finie. C'est vrai dans 
le cas où la forme canonique de la partie finie ne fait pas intervenir des exposants 
entiers. Dans le cas d'exposants entiers, il est facile de prendre en compte les 
termes supplémentaires du type <)(k) qui apparaissent dans l'équation. 
3) Utilisation de séries 
Dans le cas où, seulement un nombre fini de termes de la série sont des parties 
finies élémentaires, les images de ces termes sont connues. La troncature de la 
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série permet, là aussi, de se ramener à une fonction. 
4) Utilisation de la proposition 4.12 pour le calcul d'images inverses 
Prenons l'exemple de la fonction F(s) = [log(s+ [(s2 +1) 112]) qui est holomorphe 
dans IIa. En passant par l'intermédiaire de la dérivée F'(s) = [(s2 + l)J-lf2, 
on peut développer F(s) pour Re(s) > 1, en série de puissances de s-1. En 

écrivant d'abord: F(s) = [log(s)] +ln 2 + [log(H 1 +[! +s-2]1'')] •on trouve le 

d , 1 () [ ()] 1 ~an , (-1ri.3.5.· .. (2n-1) eve oppement : F s = log s + n 2- L....J - 2- ou an = -----:----'--:---~ 
1 s n 2n 2.4.6 .. · (2n) · 

Les premiers termes font intervenir des images connues, celle d'une distribution 

Kô et celle de Pf(U(t)). On obtient ainsi le résultat qui sera vu dans l'exemple 
t 

5. 23 (formule (5.7)). 
5) Emploi de formules du calcul opérationnel (ou symbolique 
On trouvera des détails sur ces formules dans les références [[3 a)]], [[6)), [[15 a)]. 

On se contente ici d'un exemple, le calcul de l'image de Pf[U(t~:;;(vt]. 
La fonction f (t)e-st s'écrit, au voisinage de t = O : t-312e-st J/t e-u2 du t~a t-1; 
on en déduit que l'image cherchée s'exprime par l'intégrale : 

r+oo (.Ji erf( vt) - ~)e-stdt 
la 2 t3/2 t 

Supposons démontrée (Cf. Exercice 7.40 pour une démonstration) une des for­
mules de ce calcul symbolique où H est l'image de h : 

.C [u(t)h(t2)] (s) = 2~ 1+oo x-3/ 2 H( ~)exp(- s:x )dx (*) 

Choisissons h(t) = sin(2vt) - 2. ~ d'image H(s) = 11"erf(s-1f2) - 2../is-112• 
t yt 

2 sin(2t) - 2t . 
Comme on a : h(t ) = t2 , l'image de Laplace de h(t2) peut se calculer 

par deux primitivations successives, mais on peut aussi utiliser un développement 
+oo(-1r(2 )22n-1 

en série. On obtient ainsi : .C(h(t2 ))(s) = L ( n)' 2 . En traduisant 
1 2n + 1 .s n 

H(~), on voit que la formule(*) se traduit par l'égalité des images de h(t2)): 

r+00 (y0rerf(y'X) - !)e-s2xf4dx = ~ (-1r(2n)22n-l 
la 2 x3/2 x L....J (2n + l)!s2n 

1 

Il suffit, à présent, d'un échange de variable : s en 2s112 et x en t pour obtenir: 

r+oo(.Jierf(vt) - ~)e-stdt = ~ (-1)n(2n)22n-l = ~ (-l)nn 
la 2 t3/2 t ~ (2n + 1)!22nsn ~ sn 

Cette dernière formule fournit l'image cherchée. 



Chapitre 5 

Calculs d'images de 
distributions. Applications 

5.1 Transformées de demi-peignes 

5.1.1 ·Etude de cas où le support du demi-peigne est N 

On se propose, un demi-peigne étant défini par T = Eci00 akÔk, de déterminer 
son abscisse de· convergence et, lorsque celle-ci n'est pas +oo, de calculer son 
image de Laplace. 
On étudie les exemples suivants: ak = 1, ak = (-l)k, ak = k!, ·ak = P(k) où P 
est un polynôme, ak = exp k. 

Exemple 5.1 

Les coefficients du demi-peigne sont ak = 1. Ce demi-peigne T est tempéré; il 
a déjà. été étudié dans § 4.1.3 où l'on a vu que u(T) = 0 . D'autre part, pour 
!Re(s) > 0, on a, par sommation d'une série géométrique de raison exp(-s) : 

+oo 1 
.C(T) = (Tt)i exp(-st)) = ~ exp(-ks) = 1 _ exp(-s) 

Exemple 5.2 

Lorsque ak = (-l)k, le raisonnement est le même, on trouve u(T) = 0 et : 

+oo 1 
.C(T) = ~)-l)k exp(-ks) = 1 ( ) 

0 +exp -s 

Exemple 5.3 

+oo 
Lorsque ak = k!, le produit (exp(-xt)T se traduit par la série Lk!exp(-kx) 

0 
qui est divergente quel que soit le réel x. Cela équivaut à dire d'ailleurs que le 
rayon de convergence de la série entière (Cf. §5.1.2 qui suit) de terme général 
k!zk est nul. Il en résulte que u(T) = +oo 
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Exemple 5.4 

On suppose : ak = P(k) Pour k assez grand, on a: lk2 P(k)I exp(-kx) est majoré 
quel que soit x > 0, il en résulte la convergence de la série Eci00 P(k) exp(-k:i:) 
pour tout x > O. Lorsque x < O, cette série est divergente. On a donc : u(T) :::::: O. 
On peut calculer C(T) en utilisant des séries entières classiques (Cf. ce qui suit). 

Exemple 5.5 

+oo 
Le peigne T n'est pas tempéré puisque la série de terme général L exp k<p(k) 

0 
n'est pas convergente pour toute fonction <p E S. Il suffit pour le voir de prendre 
i.p(t) = a(t) exp(-t/2) où a est une fonction de support borné à gauche valant 
1 sur [O, +oo[. Cependant, le produit exp( -xt)T est tempéré sous la condition 
x > 1. On en déduit que u(T) = 1 et que la transformée de Laplace s'explicite 
encore par une série : 

Vs E C, ~e(s) > 1 ~ C(T)(s) (exp(-xt)T, exp(-(s - x)t)) 
+oo 
L exp(-(s - x)k)exp kexp(-xk) 

0 

+oo 1 
l:exp(-(s-l)k)= ( ( )) 

0 1-exp-s-1 

5.1.2 Relations avec les sommes de séries entières 

Soit T = Eci00 akÔk. On suppose que la série entière Eci00 akzk a un rayon de 
convergence R non nul. On désigne par F la somme de cette série en~ière. On 
peut alors relier la transformée de Laplace de T à la fonction F et cela permet 
dans certain cas des calculs explicites. 

En effet, si on pose z = exp(-s), on voit que, si exp(-~e(s) ·< R, autrement 
+oo 

dit, si ~e(s) > - ln(R), la série L ak exp(-ks) est convergente. 
0 

En particulier, on a: u(T) = -oo, si R = +oo. En outre, en notant x un réel 
auxiliaire, on voit que le résultat de l'action de exp(-xt)T sur la fonction de S 
définie par exp(-(s- x)t) se résume par la formule: 

C(T)(s) = F(exp(-s)) 

En utilisant alors des développements en série entière classiques, on peut expliciter 
certaines transformées de Laplace à l'aide des fonctions uselles. De tels résultats 
sont consignés dans le tableau qui suit : 
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Tableau T2 d'images de Laplace de peignes causals 

Terme général du Image .C(T) u(T) Terme général du Image .C(T) u(T) 
demi-peigne T demi-peigne T 

(-1)/c 
(2k)! Ô2k 

cos( e-8 ) -OO 
(-1)/c 

(2k + l)!Ô2k+I sin( e-8 ) -OO 

l ch(e-8 ) 
l 

sh(e-8 ) (2k)!Ô2k -OO (2k + l)!Ô2k+I -OO 

( l)kl.3· 00(2k-3)ô \/1- e-s 0 1.300 ·( 2k-1) ô 1 
0 - 2.4 .... (2k) k 2.4 .... 2k~ k vl - e-8 

t:-it+lJ ô 
k k [log](l + e-s) 0 (-1)" 

2k+l Ô2k+i arctan(e-8 ) 0 

~k~! 2Ô2k Jo(exp(-s)) -OO (-1)" 
22li(k!)(k+I )! Ô2k+i Ji (exp( -s)) -OO 

5.1.3 Applications 

La propriété de la transformée d'une convolution peut être exploitée dans le cadre 
précédent. 

Exemple 5.6 

Par exemple, soit le produit de convolution des peignes : 

T*U avec : 

Cette convolution admet pour transformée de Laplace le produit des transfor­
mées, à savoir : 

.c[r*u](s) =sin(exp(-s))cos(exp(-s)) = (1/2)sin(2exp(-s)) 

. Comme cette fonction se développe en une série entière connue, on en déduit, 
le calcul étant valable si ~e s > O, le résultat suivant : 

D'autres exemples sont proposés en exercice (Cf. Exercices 7.3, 7.4) 

5.1.4 Etude de peignes dont les supports sont différents de N 

+oo 
On étudie les demi-peignes T = L akôln k où les ak sont définis par ak = 1/k! 

1 

ou ak = 1 ou ak = (-l)k ou enfin ak = k!. 
+oo 

On étudie également les demi-peignes S = L akÔln(In k) pour ces mêmes ak. 

2 
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Exemple 5.7 

Dans le cas de ak = 1/k!, le demi-peigne T est tempéré ,d'où u(T) :5 O. Par 
ailleurs, si cp E S, alors, cp(ln k) est borné et il en résulte que la série de terme 
général (1/k!) exp(x ln k)cp(ln k) est convergente. On peut en déduire facilement 
que, pour tout réel x, le produit exp(xt)T est tempéré. Il en résulte: u(T) == -oo. 
Par ailleurs, la transformée de Laplace est définie par 

J:,(T) = ~ exp(-sln k) = ~ _1 _ 
~ kl ~ (k8 )kl 1 . 1 . 

Exemple 5.8 

Dans le cas de ak = 1, le demi-peigne T n'est pas tempéré. En effet, l'action 
de T, par exemple, sur la fonction t 1-t aexp(-t), qui appartient à S, se traduit 
par la série harmonique, donc par une série divergente. Comme la série de terme 
général ( cp(ln k)) k-x, quand cp E S et x > 1, converge alors qu'elle diverge si 
x < 1 (Cf. Exercice 7.2), on en déduit que : u(T) = 1. En outre, la transformée 
de Laplace donne immédiatement : 

+oo 1 
~e(s) > 1::} J:,(T)(s) = (exp(-xt)T, exp(-t(s - x)) = ~ (ks) = ((s) 

La fonction obtenue n'est autre que la fonction (de Riemann. 

Exemple 5.9 

Dans le cas de ak = (-l)k, le demi-peigne T n'est pas non plus tempéré (Cf. 
Exercice 7.2). On voit facilement que, si x < O, la série de terme général 
ak exp(-xt)cp(t), où cp E S, diverge en général. Par contre, on démontre que, 
si x > O, la distribu~ic1n exp(-xt)T est tempérée. On conclut à : u(T) = 0 et le 
calcul de la transformée donne encore la somme d'une série : 

'Vs E C, 
+oo 1 

~e(s) > 0::} J:,(T)(s) = (exp(-xt)T, exp(-t(s - x)) = L (-l)k (k') 
1 

Exemple 5.10 

Il est évident que, dans le cas de ak = k!, on trouve: u(T) = +oo. C'est aussi ce 
résultat si les points du support sont d'abscisses ln(ln k). 

Exemple 5.11 

Dans le cas de ak = 1/k!, les points du support étant ln(ln k), le demi-peigne 
T est tempéré. Par ailleurs, quel que soit x et quel que soit cp E S, la série de 
terme général (ln k)xcp(ln(ln k))/k! est convergente. On en déduit facilement que 
la distribution exp(-xt)T est tempérée quel que soit le réel x, d'où: u(T) = -oo. 
On a alors: 

'Vs E C, 
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:Exemple 5.12 

Les séries de terme général (ln k):z: sont divergentes pour tout réel x. On en 
déduit que, dans le cas où ak = 1, les points du support étant ln(lnk), on a: 
d(S) = +oo. 

:Exemple 5.13 

Pour ak = (-l)k, le raisonnement est le même que dans l'exemple 9. On a: 
q(S) = O et : 

+oo 1 
Vs E C, ~e(s) > 0 => .C(S)(s) = (etS,exp(-t(s- x)) = ~ (-l)k (Ink)s 

Remarque 5.1 Les séries qui définissent les transformées de Laplace dans ce 
qui précède sont du type Et00 akexp(-s>..k)· Ces séries sont dites "séries de 
Dirichlet". 

5.1.5 Applications aux calculs de transformées de Laplace de cer­
taines fonctions 

Certaines fonctions causales f peuvent être polynômiales par morceaux et, néam­
moins, être transformable par .C. Une dérivée d'un ordre suffisant, au sens des 
distributions, sera alors un demi-peigne dont le support sera un sous-ensemble 
de celui des points de discontinuité de f. On peut en déduire une méthode de 
détermination de la transformée de Laplace de f. Commençons par un exemple. 

Exemple 5.14 

Soit f la fonction causale ayant pour valeur k2 sur chaque intervalle [k, k + l[. 
La dérivée[!]' est le demi peigne T = Ei00 (2k - l)ôk. Celui-ci admet l'abscisse 
nulle et on a : 

!Re(s) > 0 => .C([f]')(s) = ~(2k - 1) exp(-sk) = (ex{i-~~:p{:~)22s)) 
1 

On en déduit, en divisant par s, la transformée de f .cherchée. 

Exemple 5.15 plus général 

Dans un cadre plus général, supposons que sur [k, k + l[, la fonction f coïncide 
avec un polynôme Pk, les degrés de ces polynômes étant nk avec maxnk = N 
où N est un cerain entier. Cette fonction est à croissance lente, on en déduit 
qu'elle est tempérée et par conséquent u(T) ~ O. On désigne par c~) le saut de 

la dérivée j(i) au point d'abscisse k, à savoir : c~) = p~i) (k) - P~~1 (k) si k > 0 

etc~>= pJi>(o). La dérivée de[/] nous donne: 

+oo 
uY = 2: 40> Ôk + r1'J 

0 
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Après N dérivations, on obtient ainsi : 

j=N +oo 
[j](N) = L L c~)5ki) 

j=O k=O 

La transformation de Laplace fournit alors : 

j=N +oo 
Vs E C, ~e(s) > 0::::} .C([!](N))(s) = L Lc~)siexp(-ks) 

j=O k=O 

En divisant ensuite par sN, on obtient le résultat. 

Exemple 5.16 

Le même procédé peut être appliqué lorsque les points de discontinuité ne sont 
plus les entiers. Par exemple, si les discontinuités sont aux points d'abscisses ln k . , 
et sous réserve que l'abscisse de convergence de [!] ne soit pas +oo, on pourra 
encore dériver un nombre suffisant de fois pour, ensuite, obtenir la transformée 
cherchée. On suppose plus précisément que la fonction f coïncide avec la fonction 
affine t f-t kt+ k2 sur [ln k, ln(k + 1)[ pour k ~ 1. Les sauts de faux points lnk 
sont ainsi ln k + (2k - 1). La première dérivation nous fournit donc : 

+oo 
[!]' = [!'] + L(ln k + (2k - l))ô1n k· 

1 

La deuxième dérivation donne ensuite : 

+oo +oo 
[!]" = L(ln k + (2k - l))ôfn k + L ô1n k 

1 1 

Il est facile de voir que ces distributions ont une abscisse de convergence égale à 
1 et que la transformée de Laplace de [/]'' est définie par : 

·+oo 
~e(s) > 1::::} .C([f]")(s) = L k(-s)[l +(ln k + (2k - l))s)] 

1 

On en déduit la transformée cherchée : 

Vs E C, ~e(s) > 1 ::::} .C([J])(s) = f k(-s)[ 12 +ln k + (2k - 1)] 
1 s s 

Ce résultat pourrait s'exprimer à l'aide de la fonction (et de sa dérivée. On trou­
vera, dans l'exercice 6, d'autres exemples de dérivations de fonctions continues 
par morceaux avec le calcul de leurs transformées de Laplace. 
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5.2 Transformées des parties finies de type puissances 

Exemple 5.17 Détermination de la transformée de la partie finie Pf (U~t)) 

D'après des résultats précédents, on sait que l'abscisse de convergence est 
nulle et que 

Vs E C, ~e(s) > 0 =? .C(T)(s) = Pf[ {+oo exp(-st) dt] 
lo t 

On se propose la détermination par deux méthodes différentes. 
Première méthode : un calcul direct 

() On effectue d'abord le calcul pour le réel s = x > O. Ayant dégagé dans 
l'intégrale divergente une intégrale sur un voisinage de 0 que nous choisissons 
(pour une raison qui va apparaître plus loin) égal à [O, 1/x], nous pouvons écrire: 

l +oo exp(-xt) ll/x exp(-xt) 1+00 exp(-xt) 
---dt= dt+ dt 

e t e t 1/:i; t 

La deuxième intégrale est convergente, c'est d'ailleurs une constante. On le voit 
en faisant la dilatation de variable u = st, ce qui remplace cette intégrale par 

l +oo exp(-u) 
-~~du. 

1 u 
Comme on peut écrire exp(-xt)/t = 1/t + 'tfJ(t) où 'tfJ(t) = (exp(-st) - 1)/t peut 
être prolongée par continuité au point t = 0, la première intégrale fournit : 

l l/x exp(-xt) ll/x 1 ll/x exp(-xt) - 1 
---dt= -dt+ dt 

e t e t e t 

La dernière intégrale admet une limite finie encore indépendante de x et on obtient 
ainsi : 

l +oo exp( xt) 
---dt =Ce -lnx+ln€ 

e t 
Le terme Ce admet la limite : 

c = {1 exp(-u) - 1 du+ r+oo exp(-u) du 
Jo u 11 u 

On en déduit finalement : 
.C(T)(x) = C - ln x 

En prolongeant analytiquement dans le demi-plan Ilo le logarithme népérien par 
la fonction notée [log], le résultat s'écrit : 

Vs E C, ~e(s) > 0::::} .C(T)(s) = C - [log](s) 

Il restera à calculer la constante C.<) 



200 Chapitre 5. Calculs d'images de distributions. Applications 

Deuxième méthode : Dérivation du logarithme 
<> La fonction t i---+ U(t) ln t est dans .Cd avec une abscisse de convergence nulle. 
On sait (Cf. Exemple 2.3) : 

Vs E <C, 
1 

Re(s) > 0::::? .C(Uln)(s) = --((log](s) +1) 
s 

Comme la dérivée de t i---+ U(t) lnt est Pf(U~t)), il suffit de multiplier le résultat 

précédent par s pour obtenir la transformée cherchée.<> Concluons : 

Vs E <C, Re(s) > 0::::? .c(Pf(U~t))J (s) = -1- (log](s) (5.1) 

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser la multiplication par la variable t. 

On a la relation tPf(U(t)/t) = U(t). Donc, si on note Fla transformée cherchée, 
on a, dans l'ouvert II0 , la relation F'(s) = 1/s. Par conséquent, à la condition de 
pouvoir calculer la constante, on peut écrire : 

Vs E <C, Re(s) > 0::::? .C(T)(s) = -1 - (log](s) 

Exemple 5.18 Détermination de la transformée des parties finies Pf(~~)) où 

n est entier 

Rappelons les formules de dérivation (Cf. Formule 4.13 dans §4.8.6) : 

.!}__(Pf(U(t))) = -nPf(U(t)) (-1r 15(n) 
dt tn tn+l + n! 

Les propriétés de la transformation de Laplace concernant les dérivées nous 
donnent, pour une première dérivation d'abord : 

Re(s) > 0 ::::? .C(Pf( ~~t)) (s) = s(l log](s) + I - 1) 

La deuxième dérivation conduit à : 

Re(s) > 0 
U(t) s2 3 

::::? .C(Pf(-3-)(s) = --([log)(s) +1- -) 
t 2 2 

Ceci nous permet de faire le test de la formule : 

U(t) ( s)n-l 
.C(Pf( tn) (s) = - (n _ l)! ((log](s) + I +an) 

La relation an+l = an + 1/n s'en déduit, d'où le résultat : 

U(t) ( )n-1 n-1 l 
Re(s) > 0::::? .C [ Pf( tn) J (s) = - (:~ l)! [ (log](s) + I + ~ k] (5.2) 



5,2. Transformées des parties finies de type puissances 201 

}ternarque 5.3 On peut aussi utiliser la formule (4.21} relative à l'image d'une 
partie finie de primitive. 

Exemple 5.19 Détermination de l'image de U(t)Pfcn: t). 

On se sert de la dérivée de U(t) ln2 t dont l'image de Laplace a été déterminée 
dans l'exemple 2.4. On a trouvé pour a = 0 dans la formule (2.3) : 

.C(U(t) ln2 t)(x) = ~ [ r" (1) - 2r' (1) ln x + ln2 X] 

La dérivation nous donne immédiatement : 

2.C [u(t)Pf( 1~ t)] (x) = [r"(l) - 2r'(l) ln x + ln2 x] 

En fait, on peut aller plus loin pour le calcul numérique (Cf. Annexe 1). On a, 
en effet : r'(l) = -1 Par ailleurs, la dérivée seconde der vérifie : 

+oo 1 2 

r"(1) = 12 +"""" - == 12 + ~ 
L.J n2 6 

1 

On en déduit la formule : 

~e(s) > 0 [ ln 2 t ] 1 [ 1r2 ] ::} .C U(t)Pf(-t-) (x) = 2 6 +(lnx+1)2 

On poursuit pour d'autres valeurs de n dans l'exercice 7.30. 

Exemple 5.20 Détermination de l'image de U(t)Pf(xpt(it)). 

(5.3) 

Il est évident que l'image de U(t) exp(it) existe pour ~e(s) > 0 et qu'elle est égale 
, 1 1 c . · . f( ) U( ) exp( it) - 1 1 . , a --. . a 1onction contmue t = t est a ors, au signe pres, une 
s-i t 

primitive de - 1-. - !. Cette primitive s'écrit : -[log(s - i)] +[log s] + C qui est 
s-i s 

définie au moyen des déterminations des logarithmes dans II0 . 

Pour calculer la constante, on se sert de la propriété de valeur initiale puisque f 
est une fonction. 

Comme sur l'axe des réels, F(x) s'écrit: F(x) =-ln~ +arctan(.!.) et 
1 +x2 X 

que cette quantité tend vers 0 en +oo, on en déduit que C = O. 

Ajoutons l'image, qui est connue, de Pf ( ! ) . On obtient ainsi, dans Ilo : 
t 

calL [u(t)Pf(x~(it))] (s) = -[log](s - i) - / (5.4) 

Remarquons que cette méthode n'est vraiment pas la plus simple. On peut 
utiliser, par exemple, la multiplication d'un original par une exponentielle (Cf. § 
4.10.3). 
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Exemple 5.21 Détermination de la transformée des parties finies Pf(U(t)rÀ) 
où .À > 1 est non entier 

On se sert du fait que, pour n entier, assez grand, t i-+ tn f(t) définit une fonction 
, r(n-.À+l) 

localement sommable dont la transformee de Laplace est sn-.X+i . 
On sait que les parties finies de type puissances commutent aux dérivations si 
les exposants ne sont pas des entiers, ce qui est le cas ici. En dérivant n fois la 
distribution [tn f(t)], on obtient (n - ..X)(n - .À - 1) · · · (-..X)Pf(f).A chacune de 
ces dérivations, on associe du côté des images une multiplication par s. 
Par conséquent, on en déduit : 

(n - .À}(n - .À - 1) ···(-.À+ 1).C(Pf(f))(s) = sn--'r('--n _-_.À +--'-l) 
sn-.X+l 

Aprés simplification, on trouve : 

Vs E C, ~e(s) > 0 => C(Pf(U(t)C.x)) = r(:-~! l) (5.5) 

Ces résultats permettent le calcul d'images de parties finies associées à des fonc­
tions développables en série de fonctions puissances. 

Exemple 5.22. Détermination de l'image de la partie finie de U(t) e~~i~t) avec 
.À > O, non entier et a complexe. 

Le développement en série entière de l'exponentielle permet d'écrire en supposant 
E(..X) = N: 

N +oo 
[exp at] [ an ] an 

Pf t>.+1 = L Pf U(t) n!t>.+1-n) + L U(t) n!t.X+i-n 
O N+i 

On connait toutes les images des fonctions ou des parties finies qui figurent dans 
ce développement. On peut d'abord écrire formellement la série de ces images. 
On trouve, en utilisant notamment ce qui précède, la série : 

s 
La règle de d'Alembert montre que cette série est convergente lorsque 1-1 > a 
1. De fait, on peut prouver, comme dans la proposition 1.17 que l'abscisse de 
convergence vérifie u(T) ::; lai et que, pour ~e(s) > lai, la transformée de Laplace 
de T est effectivement la somme de la série précédente. 
La puissance s.x ainsi que r( -.À) étant mis en facteurs, le terme général de la 
série solution s'écrit : 

(n- .À- l)(n- .À-2) · · ·(1- ..X)(-..X)an 
n!sn 
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C'est donc le terme général du développement de (1 - ~)·\ On en déduit le 
s 

résultat : 

Remarquons, qu'ici encore, la méthode utilisée n'est pas la plus simple. La 
multiplication par une exponentielle donne immédiatement le résultat (Cf. §4. 
10.3). 

5.3 Images de parties finies associées à des fonctions 
de Bessel 

Lorsqu'on fait le quotient d'une fonction de Bessel Jn d'indice entier positif par 
une puissance d'exposant v < 0 de la variable avec v < -n - 1, la fonction 
obtenue n'est plus localement sommable en raison de la singularité en t = O. 
Il est facile de voir que le développement de Jn en série entière permet d'écrire 
ce quotient sous la forme d'uns somme finie de parties finies de type puissance 
et d'une fonction somme de série entière toujours convergente. Les abscisses de 
convergence de ces fonctions sont toutes nulles. On en déduit que l'abscisse du 
quotient est, a priori, inférieure ou égale à O. On a la même situation si l'indice n 
est remplacé par un réel >. ou même complexe, non entier, quelconque à condition 
de remplacer la condition précédente par ~e(v) < ->. - 1. Différentes méthodes 
peuvent être utilisées pour calculer les images de Laplace de telles fonctions. 

Exemple 5.23 Détermination de l'image de Laplace de Pf(U(t) Jot(t)) 

On sait (Cf. Exemple 2.9) que la transformée de t i-+ U(t)Jo(t) est la fonction 

si-+ d+-i· On se sert de l'égalité : 
s2 +1 

tPf ( U(t) Jot(t)) = U(t)Jo(t) 

On sait que la dérivée F'(s) de l'image cherchée vérifie : F'(s) = - d+-i· 
s2 +1 

On peut d'abord chercher une primitive de cette fonction lorsque s est réel. En 
prenant la variable u = argsh( s), on obtient immédiatement, C désignant une 
constante: 

F(s) = -argsh(s) + C = -ln(s + Js2 +1) + C 

Pour calculer cette constante, on ne peut plus se servir de la propriété de valeur 

· ·r l · ·' ' 1 bl 1 d' 'b t' Pf(U(t)Jo(t)) lill ia e, mais cette propnete est va a e pour a istn u 10n t -

Pf (U(t)) qui, en fait, s'identifie à une fonction localement sommable et même 
t 
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développable en série entière. La transformée de cette fonction s'exprime (Cf. 
Exemple 5.17) par : 

.c[Pr(U(t){o(t))-Pr(u(t)t)J = -argshs+lns+-y+C 

Cette fois la limite en +oo de cette fonction doit être nulle. 
Puisque lims-Hoo[In(s +V s2 + 1) - ln s] =ln 2, on en déduit : C =ln 2 - 'Y· Il 
suffit pour conclure de prolonger ensuite dans le demi-plan complexe 110 : 

!Re( s) > 0 => C [Pf ( U (t/ot(t))] (s) = -[log (8 + v;-+1)] - -y (5.7) 

Remarque 5 .4 On pouvait aussi écrire : Pf (!) = Pf ( t] + g où g est la fonction 
localement sommable précisée ci-dessus. On calcule ensuite la transformée de g 
par la proposition 1.11. 

Exemple 5.24 Détermination de l'image de Laplace de Pf(U(t) J~~t)) 
On peut résoudre ce problème en transformant une dérivée. La dérivée de 

Pf( U(t) Jot(t)) est égale à -Pf( U(t) J~~t)) + U(t) J/J?) + ô' (Cf. Exercice 7.5). 

Puisque la dérivée UJ~(t) a pour image la fonction n-J0 (0), on obtient 
1 +s2 

1,. d . . . . d v'S2+f - 8 1 Il image e son quotient par t en prenant une pr1m1tive e ~ , aque e 
vs2 +1 

est de la forme J s2 + 1 - s + C. Cette constante est d'ailleurs nulle puisque 

l'image de la fonction continue J/J(t) doit tendre vers 0 lorsque s -t +oo. 
t 

On en déduit, par utilisation de l'image d'une dérivée de distribution (Cf.§ 4.4.4): 

C(Pf(U(t) J~~t) )) = s( [log ( 8 + v;-+1)] +-y - J s2 + 1 (5.8) 

Cette méthode peut être réitérée. On obtient ainsi l'image de la partie finie de 

Jo(t) (Cf. exercice 7.17). 
tn 

Exemple 5.25 Détermination de l'image de la partie finie de Ut-1Jo(Vt) 

On peut écrire la partie finie sous la forme Pf(f) = Pf [ (U~t))] + [g], la dis­

tribution régulière [g] étant identifiée à la fonction g(t) = U(t) Jo( V:) -1. En 

tenant compte du résultat de l'exemple 2.8, on est amené, pour trouver l'image 

de [g], à chercher les primitives de ~ [exp( - 4~) - 1) . En utilisant le changement 

de variable u = _!:._, on trouve pour image de [g] les fonctions du type : 
4s 

s 1--t G(s) = Ei(- 4
1s) +ln s + C 
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La fonction Ei se développe au voisinage de l'origine en Ei(.-x) = ln x - x + 
o(x), il en résulte que l'image précédente admet, lorsque s -+ +oo, la limite : 
lim (- ln s - ln 4 + ln s + C) = C - ln 4. On en déduit C = ln 4. 
On peut d'ailleurs procéder à. une vérification à. l'aide du corollaire 1.4 car : 

lim sG(s) = lim s[ln(l/4s) + 1/4s +ln s +ln 4] = 1/4 = g(O), 
s~+oo s~+;nfty 

comme on peut le voir à. partir du deuxième terme du développement de g. En 
ajoutant l'image de Pf(t-1) et en prolongeant dans le demi-plan 1ro, on peut ainsi 
conclure : 

...-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--

~ e ( s) > 0 =? .C(Pf(U(t) Jo(Vt))) = Ei(- 4
1 ) + ln(4) - 'Y (5.9) 

t s 

On peut ensuite en déduire les images de Laplace des parties finies de t-2 J0 ( Vt) 
et de C 3 J0 (Vt) (Cf. exercice 7.19). 

Exemple 5.26 Détermination·de l'image de la partie finie de Ut-1J_>..(t)), où 
>. > 0 est non entier. 

Cet exemple est l'occasion d'utiliser une équation différentielle et des développe­
ments de l'image au voisinage de +oo. 
En dégageant dans le développement de J_>.. les termes qui sont d'exposants 
k < 0, donc en nombre fini, on peut écrire, la fonction g restante étant locale­
ment sommable : 

Pf(f) = L [22n->..n,i(~r n 1) Pf(U(t)t2n-l->..l + [u] 
o::;n::;E(>../2) + + 

Puisque >.n'est pas un entier, aucune des parties finies en cause dans ce dévelop­
pement n'est celle d'une puissance d'exposant entier. 
Par conséquent, les dérivées successives de Pf(f) sont les parties finies des déri­
vées de la fonction f. On en déduit que Pf(f) est une solution u de l'équation 
différentielle obtenue en effectuant le changement de fonction inconnue u = '#. 

t 
dans l'équation différentielle de Bessel : 

Ce changement aboutit à. : 

t2u" + 3tu' + (t2 - À2 + l)u = 0 

En utilisant les transformées des dérivées au sens des distributions et les images 
de tkT, on peut en déduire que l'image cherchée Fest solution dans le demi-plan 
Ilo de l'équation différentielle : 

(s2 + l)F"(s) +sF'(s) - .X2F(s) = 0 

C'est l'équation différentielle déjà. trouvée dans la recherche de l'image de la 
fonction UJ>.. (Cf. exemple 2.18). Par les calculs faits lors de l'étude de cet 
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exemple, on en déduit que l'image ici cherchée est, du moins pour s = x réel, de 
la forme: 

ou bien encore : 

Pour déterminer ces constantes, on se sert du développement trouvé au départ. 
D'abord, la fonction f est le produit d'une puissance t-µ., où µ est positif assez 
grand et non entier, par la somme d'une série entière de la variable t qui obéit aux 
hypothèses de la proposition 1.17. En utilisant les résultats de l'exemple 4.14, on 
en déduit, puisque le premier terme du développement de f est du type arX-1 1 

que la fonction F se présente sous la forme : 

la convergence de la série étant assurée pour lsl > 1 1 • Or, en factorisant le 
second membre de la solution générale ( *) par x.>., on obtient : 

Par composition ou par analyticité, les fonctions (1 + Jl + u)±.>. sont dévelop­
pables en série entière de la variable u. Cependant, étant donné la présence du 
point singulier x = 0, qui est un point de branchement puisque À est non entier, 
le produit u.>.(1 + Jl + u)-.>. n'est pas développable en série entière de u. 
Il en résulte que les seules fonctions de la solution générale ( *) qui sont de 
la forme indiquée ci-dessus correspondent à C1 = O. On a ainsi : F(x) = 

C2 ( Jl + x2 + x) .>. et il reste à calculer C2 • 

Pour cela, en nous servant encore des résultats de l'exemple 4.14, on peut trans­
former les premiers termes du développement de départ. On en déduit : 

En factorisant par x.>., on obtient un équivalent de F( x) pour x réel au voisinage 
de +oo: 

1Cela peut d'ailleurs se voir directement : Cf. Exercice 7.20 
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Par ailleurs, en développant au voisinage de +oo la solution générale ( *) et en 
ayant constaté que la fonction coefficient de C1 tend vers O, on obtient : 

Il en résulte, en comparant à l'équivalent précédent que C2 = -.x-1 • On const.ate 
d'ailleurs que les deuxièmes termes -2>--2x>--2 des développements précédents 
coïncident également .. 
De tout ce calcul, on déduit que, sous la condition où À > 0 et non entier : 

Conséquence immédiate de ce résultat : 
En multipliant le résultat précédent par -t, on obtient la dérivée de l'image pré­
cédente, à savoir, lorsque ~e(.X) > O, À ~ N : 

5.4 Calculs d'images par divers procédés 

5.4.1 Utilisation de la multiplication par t 

Ce procédé a été utilisé pour calculer (Cf.Exemple 5.22 ) la transformée de la 
partie finie de UC 1Jo.(t)). Il est utilisé également dans l'exercice 7.19. 

Exemple 5.27 Détermination de l'image de la partie finie de U(t) ct~t. 

En désignant par Pf(f) la partie finie considérée, on a : tPf(f) = U(t)t- 1cht 
dont l'image de Laplace, d'après la formule 4.21 s'écrit :-[log]((s2 - 1) 112] - 'Y· 
La propriété fondamentale nous dit que la dérivée, dans I11, de l'image cherchée 
est égale à cette dernière fonction changée de signe. En utilisant la variable réelle 
x > 1, pour simplifier, une intégration par parties nous fournit : 

.C(Pf(f))(x) = x In( #-=1) + x1-fx -2 t2 dt+ C 
t -1 

~ 1 x+l 
=X ln( V x~ - i) +X/ - X+ 2 ln X - 1 + c 

Il reste à calculer C. Nous l'obtenons en considérant la fonction g définie par 

g(t) = /(t) - ut~) qui est continue. L'image de Pf [us) l est donnée pour X > 0 

(Cf. Exemple 5. 18) par : x(ln x +1- l). L'image de g doit tendre vers 0 lorsque 
x ~ +oo. On en déduit que : 

. ~ 1 x+l 
hm x ln( v x2 - 1) +-ln -- - x ln x + C = 0 

x-t+oo 2 X - 1 
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Avec des équivalents classiques, on arrive à C =O. Ainsi, pour : ~e(s) > 1, on 
a: 

.C(Pf(U(t) ~~t)) = s[log]([s2 - 1)112] + (î' - l)s +~ln:~~ (5.12) 

5.4.2 Utilisation d'une équation différentielle 

Cette méthode a été souvent utilisée. On trouve parfois, pour une famille f>.., la 
même équation différentielle pour les parties finies de la famille Pf(f>.) que pour 
les distributions régulières[!.>.]. La résolution de cette équation conduisant aux 
mêmes solutions, le problème restant est de trouver les valeurs des constantes de 
la solution générale. Dans l'exemple qui suit, on utilise la méthode et les calculs 
de l'exemple 5.26 en supposant ~e(.À) ::; -1/2. 

Exemple 5.28 Détermination de l'image de la partie finie de f.>.(t) = U(t)t.>.J>.(t) 
avec ~e(À) ::; -1/2 et -2.À ~ N. 

Aî'aide du déveioppement classique de J.>. et des conditions données sur .À, on 
voit que f>.. se présente comme la somme d'une fonction localement sommable 
et d'une somme finie de puissances dont les ex:posants sont du type 2.À + 2n, de 
parties réelles négatives mais non entiers. Il en résulte que les dérivées des parties 
finies associées sont les parties finies des dérivées et, par conséquent, Pf (!>.) est 
solution de l'équation diff~rentielle trouvée dans l'exemple 2.18, à savoir : 

ty" + (1 - 2.À)y' + ty = 0 

Et, sans allusion à des conditions initiales·, l'équation différentielle du premier 
ordre vérifiée par F.>., image de Pf(f>..) reste également la même dans Ilo : 

(s2 + l)F' + (1 + 2.À)sF = 0 

On en déduit encore que, dans IT0 , tette image s'écrit: C.>.(1 + s2)-(.>.+i/2>. 
Pour calculer la constante C.>., on ne peut plus s'appuyer sur des théorèmes de 
type "valeur initiale". Nous nous servons ici d'une relation liant les fonctions J.>. 
qui va permettre d~ proche en proche à se ramener au cas traité dans l'exemple 
2.18. A l'aide des développements des J.>., on montre en effet : 

En multipliant cette rel~tion par t.>.+ 1 , on obtient : 

t.>.+1J).(t) = .Àt.>.J.>.(t) - t.>.+1J.>.+1(t) (*) 

Pour pouvoir passer aux images de Laplace des parties finies associées, il nous 
faut calculer la transformée de t.>.+1 J).(t). On l'atteint par dérivation de t.>.+1J.>.(t) 
qui donne en effet, puisqu'il n'y a pas de puissances d'exposants entiers : 
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Or (Pf(t·>-+1J>.)) = t(Pf(t>-J>.)) a pour image 

-C>. ~ [ (1 + s2)-<>.+1!2>] = -C>. (-2À - l)s [ (1 + s2)->.-3/2] 

L'image de sa dérivée est donc : 

En tenant compte de ce résultat et de la relation(**), la relation (*)nous donne 
alors en passant aux images des parties finies : 

Finalement C>.+i = (2A + l)C>.. En prenant À assez grand, on sait que (Cf. 
2>-r(A + 1/2) 

Exemple 2.18): C>. = Vi 
De l'égalité précédente on en déduit : 

C>. 1 = ~ = 2>-(À - 1/2)r(A - 3/2) = 2>--1r(A - 3/2) 
- 2A - 1 Vi(2A - 1) Vi 

Ceci veut dire que l'expression trouvée pour C>. dans le cas des fonctions reste 
valable dans le cas des parties finies et, finalement, valable quelle que soit la va­
leur de l'indice À à la condition toutefois que 2À ne soit pas un entier négatif. 

( · >. ) 2>-r(A + 1/2) 
~e(s) > 0::::} .CPf. U(t)t J>.(t) = V'i(l + s2)>.+l/2 (5.13) 

5.4.3 Utilisation de dérivation par rapport à un paramètre 

Exemple 5.29 Transformée de Pf[~(t)t>.(lntr] avec -À fi N, À< -1 et n 

entier positif. 

On se sert du résultat trouvé précédemment (formule 4.18) sur l'image de 

Pf [u(t)ra]. Il s'agit d'utiliser la proposition 4.14. On obtient ainsi, pour un 

premier cas n = 1 : 

La dérivation du produit conduit au résultat : 
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Il suffit ensuite d'itérer cette opération de dérivation, ce qui correspond d'ailleurs 
à l'application de la formule de Leibniz. On obtient ainsi, pour ~e(s) > 0 : 

5.4.4 Utilisation de relations différentielles de récurrence 

Exemple 5.30 Détermination de l'image de la partie finie de U(t)t-n-iJn(t) où 
n est un entier. 

On peut mo~trer la relation différentielle suivante (Cf.Exercice 7 .17) : 

t-nJn+i(t) = - ! [{-nJn(t)] (*) 

Cette formule nous permet de calculer l'image de Laplace de la fonction continue 
fn définie par fn(t) = U(t)t-nJn(t). On démontre, par récurrence, pour n ~ 1, 
que, si l'on pose </> = argshx, on a : 

Vx > 0, 
_ i-n _ 1 n-i exp [ (2j + 1 - 2n)</>] 

.C(fn)(x) - 2 (n 1). ~ j!(2n _ 1 _ j)! 

Pour n = 1, cette formule se réduit à : exp(-</>) = [x + y' x2 + 1]-i, qui est bien 

la transformée de Ji (t). 
t 

En effet, par le théorème de dérivation, la transformée de Ji = -J/J s'écrit : 

~ + J0 (0) = -~ + 1, expression qui est bien, au signe près, la 
x2 +1 

dérivée de [x + .Jx2 + 1]-i. 

On suppose vraie cette formule pour l'entier n. En passant aux images de 
Laplace dans la relation ( *) et en utilisant la transformée d'une dérivée, avec la 

valeur initiale fn(O) = 1
1
2n, on obtient, pour x > 0 : 

n. 

- - i-n - 1 n-1 exp [ (2j + 1 - 2n)</>] _1_ 
.C(tfn+I)(x) - 2 (n l).x L .1(2 _ 1 _ ')! + 12n 

0 J. n J . n. 

Il faut ensuite prendre l'opposée d'une primitive en x de cette expression pour 
obtenir l'image de f n+l · Le numérateur du terme général de cette somme fournit 
pour primitive : 

(shef>)(chef>)e[(2j+i-2n)4>] d</> = - e . - e . + C J [ l 1 [ [(2j+3-2n)4>] [(2j-1-2n)4>] l 
4 2J - 2n + 3 2J - 2n - 1 

Lorsque </> -+ +oo, tous les termes du crochet précédent tendent vers 0 à l'excep­
tion de e(2i+3- 2n)4> qui devient e4> tendant vers +oo pour j = n - 1. En raison 
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de l'équivalence e<P = x + J x2 + 1 x~oo 2x, ce terme étant affecté du coefficient 
21-n(n - 1)! 1 , . , X , • , 

( _ ) 1 1 = 22n 1 est eqmvalent a 2n 1• Il est donc compense par l'mtegra-
4 n 1 .n. n. n. 

tion de la valeur initiale -x-1
1 . Puisque, pour le moment, ce sont des fonctions n.2n 

qui sont en cause, la primitive choisie doit tendre vers O, d'où : C =O. 
Dans la primitive obtenue, on met en facteur 2n en tenant compte du coefficient 
1/4, ce qui amène le coefficient 2-nn!, d'où la forme du résultat An+l : 

[
n-2 2-n 1 [(2j+3-2n)<PJ n-1 2-n 1 [(2j-1-2n)<PJ ] l 
~ [2n(2j - 2~: 3)j!(2n - 1- j)!] + ~ [2n(2n - 2;: l)j!(2n-1- j)! 

En dégageant du deuxième E ses deux premiers termes et en regroupant des deux 
sommes après avoir effectué une translation de deux unités dans le premier E, on 
peut écrire, pour l'image de fn, l'expression suivante : 

[
e(-2n-l)<P e(-2n+l)<P 

2-nn! (2n + 1)! + (2n)! 

n-1 e(2j-2n-l)<P [ 1 1 l 
+ ~ (2n)(2n - 1- 2j j!(2n - 1- j)! + (j - 2)!(2n + 1- j)! 

+ n!(:~ 1)!] 

La réduction au même dénominateur dans le sigma restant nous donne : 

(2n - j)(2n+ 1 - j) - j(j- 1) = 2n(2n + 1- 2j) 

Il en résulte finalement : 

- -n 1 e [ 
n (2j-2n-l)<P l 

An+l - 2 n. ~ j!(2n+ 1 _ j)! 

La formule donnée est donc démontrée par récurrence. 
On va en déduire l'image de la partie finie de U(t)t-n-lJn(t) en écrivant, par 
exemple: 

1 
U(t)cn-l Jn(t) = g(t) + U(t) n!2nt 

où la fonction g est continue. 

On connait la transformée de Pf(U(t)-1
1-). Il faut donc calculer la transformée 

n.2nt 
de [g]. La fonction t i---+ tg(t) a pour transformée An(x) - n!~nx. En désignant 

par Bn une primitive de An, on a: 

1 
.C([g])(x) = -Bn(x) + n!2n lnx + C 
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Le calcul de Bn se fait comme précédemment à l'aide de la variable </>. 

Bn(x) J n-1 (2j-2n+l)t/> 

rn(n - 1)! ~ j!~2n - 1 - j)!ch<f>d</> 

- 2-n-l(n-l)I + '°'--------[ 
</> n-2 e(2j-2n+2)4> 

. n!(n - 1)! ~ j!(2n - 1- j)!(2j - 2n + 2) 

n-1 e(2j-2n)t/> l 
+ ~ j!(2n-1- j)!(2j - 2n) 

Lorsque </> -+ +oo, tous les termes du crochet précédent tendent vers 0 à l'excep­

tion de son premier terme _1__, . 
22nn. 

En tenant compte de - 1
1 ln x, ce terme fournit une différence avec le précédent 

n.2n 

égale à: n!~n Un(x +y' x2 + 1) - ln x] qui tend vers n!~n ln 2. 

Il en résulte, puisque g est une fonction que : C = -+ln 2. 
. n.2n 

Par le procédé déjà utilisé, on dégage le terme de plus faible indice et on regroupe 
les deux sigmas après avoir translaté l'indice de l'un deux d'une unité : 

</> [ e-2nt/> 
Bn(x) 2.2nn! + 2-n(n - l)! - (2n - 1)!2n 

n-1 e(2j-2n)t/> [ 1 1 ] l 
+ ~ (2j; 2n) (j - 1)!(2n - j)! + (j)!(2n- 1- j)! 

La réduction au même dénominateur dans le crochet conduit à j + (2n - j) = 2n 
et, finalement, on a : 

</> -n n-1 e(2j-2n)t/> 1 
.C([g])(x) = -2.2nn! + 2 (n!) ~ [(2j - 2n)j!(2n- j)!] - n!2n lnx 

Posons: w(x) = (x + ../x2 + 1. En ajoutant l'image de Pf(U(t) n!~nt}' on ob­
tient finalement, d'abord pour x > 0 et ensuite, en prolongeant, pour s tel que 
~e(s) > 0: 

( Jn(t) J 1 [ w(x) ] n! n-l w(x)(2j-2n J 
.C Pf[ tn+l] = - 2nn! ln -2- - 'Y + 2n ~ (n - j)j!(2n- j)! (5.15) 

On peut ensuite, par un procédé du même type, ou une dérivation, déterminer 
l'image de la partie finie de rn-2Jn (Cf. Exercice 7.18) 
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5.4.5 Calcul direct par un développement en série 

Exemple 5.31 Détermination de l'image de la partie finie de Uh(t). 
s t 

213 

La fonction admet une seule singularité au point t = O. En mettant en facteur 

et, on peut se ramener à f(t) = 21 ~(;_t· Nous allons calculer d'abord l'image 

du produit t2Pf(f) qui s'identifie à la fonction continue g(t) = 2 ~~t~~t. Pour 

x > O, on calcule l'intégrale de Laplace de g par un développement en série : 

+oo ! t2e-:ct 
.C(g)(x) = 2 lim 1 -tdt e-++oo - e 

e 

+oo 
Pour t ~ e, la série Le-nt est convergente et on peut facilement montrer qu'on 

0 
peut intervertir la série et l'intégrale : 

J
+oo t2 -:et +oo J+oo 

e dt=~ t2e-(n+:c)tdt 
1- e-t L...J 

e 0 e 

Ces intégrales se calculent par parties, d'où : 

+00 -(n+:c)e +00 -(n+:c)e +00 -(n+:c)e 
• [ 2 Le Le Le .C(g)(x) = 2 hm e +2e ( )2 + 2 ( )3 e-Hoo n + x n + x n + x 

0 0 0 

+oo 
La première série est majorée par l: e-ne de somme (1 - ee)-1 et, grâce au 

0 

facteur e2 , ce premier terme tend donc vers 0 lorsque e --+ O. Les deux autres 
séries convergent normalement en la variable e. On en déduit qu'on peut faire le 
passage à la limite lorsque e--+ O, donc : 

+oo 1 
.c(u)(x) = 4 L ( )3 

0 n+x 

Or, on sait que (Cf. Annexe 1) : 

On peut donc conclure : 

Vx > 0, 
d2 r' 

.C(g)(x) = - 2 dt2 ( r) (x) 
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En utilisant ensuite la division par le facteur t, on est amené, puisque g(O+) == o 
à prendre la primitive changée de signe de ce résultat. Il en résulte qu'après 
multiplication par exp(-t/2), puis une dilatation de rapport k = 2, on obtient : 

Vx > 1, 

Puisque t2Pf(f) = g, on prend encore l'opposée d'une primitive du résultat pré­
cédent. On obtient donc : 

Vx > -1, 

Pour calculer la constante C, nous calculons la transformée pour x = 1. 

L fi . t 1 -l fi . 1 . . fi . a onction t-t 2t = [ ) nous ourmt a partie m me de l 'inté-
e -1 2t 1 + t+ · · · l +oo dt 

grale 2 2t . On en déduit : 
e: e -1 

U(t) 1+00 dt C(Pf(-h )(1)) = lim[2 2t dt+lne] 
s t e:-+O e: e - 1 

En utilisant la variable u = e2t, on arrive à : 

lim[2ê - ln(e2e:-1) + ln(e] = -ln(2) 
e:-+0 

Par ailleurs, on sait que r(l) = 1 et f'(l) = -(. On en déduit: C = -ln2-(. 
Concluons, en prolongeant dans le demi-plan IL1 : 

5.4.6 Calcul par le procédé de dilatation complexe 

Exemple 5.32 Détermination de l'image de la partie finie de U(t)r 1J_>.(at) 
avec À > 0, non entier et a un nombre complexe de partie réelle strictement 
positive. 

On a trouvé, dans l'exemple 5.25, l'image de la partie finie de U(t)r 1J->.(t). 
Cette fonction se présente sous la forme t t-t t->-- 1g(t) avec un exposant À+ 1 
qui n'est pas entier et une fonction g qui est restriction d'une fonction somme 
de série entière de rayon infini, donc holomorphe dans la totalité de C. On peut 

X 
donc essayer d'appliquer la proposition 4.23. Soit le réel x vérifiant : ~e(-) > 0, 

a 
c'est-à-dire, en désignant l'argument de a par a, cos(a) > 0, ou encore a E Ilo· 
Cette proposition s'appliquera si nous prouvons, fn étant l'arc de cercle de centre 
0 limité par l'axe des réels et la demi-droite issue de 0 et passant par le point 
z=a: 
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Pour cela, on admettra (Cf. [[18]] ou [[29]]) la formule asymptotique du compor­
tement au voisinage de l'infini, pour z complexe, de la fonction J_>.(z) : 

Vz E C, J, (z) = -( :zr/' [ cos(z+ (2>.-1)ir/4 )A(z)-sin(z+ (2>.-1)•-f4)B(z) l 
où A et B sont des séries de la variable 1/ z, donc bornées au voisinage de l'infini. 
Sur l'arc de cercle rfü on pose z = Ré6• Donc, en utilisant les majorations 
des modules des parties réelles et imaginaires de cosz et sinz par ch(~m(z)), on 
obtient, lorsque R ~ +oo, k, K, K', K" étant des constantes : 

La constante K" étant justifiée par le fait que exp(-Rsin8) est borné sur rR. 

En utilisant exp(-~Rei6) = exp[-
1
:

1
Rcos(8- œ)], on en déduit donc, pour 

l'intégrale considérée, la majoration : 

{ K' [ {"' x JrR F(z)dz ~ ../R Jo [exp(Rsin8) + K"] exp[-~Rcos(8- œ)] d8 

Puisque: exp[-xRcos(8- œ)] ~ 1 sur l'arc rfü on peut encore écrire, en posant 

cp(8) = sin8- l:I cos(8- œ) : 

{ K' K" œ K' [ {"' ( ) ] ] JrR F(z)dz ~ ../R + ../R Jo [exp Rcp(8) d8 

On suppose désormais x > ~m(a) =lai sin(œ). Alors, sur l'arc rfü on a: 

cp(8) < sin(8) - sin(œ) [cos(8) cos(œ) + sin(8) sin(œ)] 

< sin(8) cos2 (œ) - cos(8) cos(œ) sin(8) = cos(œ) sin(8 - œ) ~ 0 

Par ailleurs : cp(œ) = sin(œ) - l:I < 0 De ces deux inégalités, on en déduit que 

\:/8 E [O, œ], cp(8) < 0 et il en résulte qu'il existe un nombre m > 0 tel que 
\:/8 E [O, œ], cp(8) ~ -m. 
Par conséquent : 

On conclut ainsi, sous l'hypothèse x > ~m(a). à la limite nulle pour l'intégrale 
sur rR. La proposition 4.23 aboutit donc, en se reportant à l'exemple 5.25, au 
résultat suivant, valable si ~e(a) > 0 et À non entier : 
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Nous a.llons étendre ce résultat a.u ca.s où a= i 

Exemple 5.33 Détermination de l'image de la partie finie de U(t)t-1 L>.(t) avec 
À > 0, non entier. 

La. fonction de Bessel L>. dite « modifiée de première espèce» est définie par 
é>.1r/2J_>.(it). Il s'a.git donc d'utiliser une dila.ta.tion complexe de rapport a== i. 
On peut encore essayer l'a.pplica.tion de la. proposition 4.23 bien que, cette fois 
l'abscisse de convergence u de U(t)t-1 J_>. (t) éta.nt nulle, on ne peut plus a.ssure; 

la. condition ~e(~) > u. Cependant, si on choisit tout de même la. fonction F 
i 

X 
définie pa.r F(z) = z-1J_>.(z)exp(--)z) et a= i, on remarque qu'en ra.ison 

a 
du comportement de la. fonction J_>. a.u voisinage de +oo (Cf. ce qui précède), 
! 'intégra.le 

est bien convergente. 

+oo 
I<(À) = j t-1J_>.(t)ei:r:tdt 

0 

En utilisa.nt le prolongement a.na.lytique da.ns le résultat de .l'exemple 5.25, la 
va.leur de cette intégra.le, pour x > 1, est : 

I<(À) = -~[-i + [((-ix) 2 +1) 112]>. 
À 

. Comme on a.: [(-ix)2 +1112] = ~exp(-in'/2), on en déduit: 

Donc, en tena.nt compte de la. remarque 4.15, les résultats de cette proposition 
4.23 vont rester va.la.hies sous réserve de vérifier : 

lim f F(z)dz = 0 
R-++ao}rR 

Pour cela., on utilise la. ma.jora.tion faite da.ns l'exemple précédent a.vec a= i : 

[ I<' [ [7r/2. ] ] lrR F(z)dz ~ ../R Jo [exp(Rsin 8) + I<" exp[-xRsin(8) d8 

Le réel x éta.nt positif, on voit que ! 'intégra.le facteur de ](11 da.ns ( *) tend vers O. 
Il reste à considérer : 

/ 1 = !.''' [exp(RsinO- xRsinll)] d6 
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On suppose maintenant x > 1, d'où: (1- x)R < O, mais comme le minimum de 
sin () est nul, une majoration plus fine que dans l'exemple précédent est nécessaire. 
Elle est classique. On minore, en effet sin fJ sur [O, 7r /2] par 2,:. On en déduit, 
comme dans le lemme 1.3 de Jordan : 

{7r/2 2fJ 7r 

IIil ~ Jo exp((l - x)R-;-)dfJ < 2(x - l)R 

On en conclut que li -t 0 lorsque R -t +oo. En tenant compte des deux 
intégrales dans (*) qui tendent vers 0, on voit qu'on peut appliquer alors les 
résultats de la proposition 4.23. 
On obtient donc : 

En multipliant par exp( +i >•t, on a finalement, en prolongeant en outre dans 111 : 

~e(s) > 1 => .C(Pf(U(t)t-1 LÀ(t)))(s) = -~[s + [(s2 - 1)112]]À [4.18) 

Exemple 5.34 Détermination de l'image de la partie finie de ~(t). 
smt 

On a vu dans l'exemple 5.30 que la partie finie de Uh(t) a pour image, pour 
s t 

x > -1, la fonction : - ( ~) ( ; 1) - 'Y - ln 2. 
Il s'agit donc encore d'utiliser la dilatation de rapport a = i, mais cette fois, les 
singularités pour la fonction donnée étant en nombre infini et, d'autre part, la 
singularité au point t = 0 étant d'ordre entier -1, la proposition 4.23 ne peut nous 
être utile. On garde cependant l'idée de l'application du théorème de Cauchy à 

la fonction F définie par F(z) = exp~ixz) et d'un contour convenable pouvant 
s z . 

fournir l'intégrale de F sur l'axe imaginaire (ou plus exactement la partie finie de 
cette intégrale). Les points singuliers de F sont les zéros de sin ( iz), donc d'affixes 
Zk = ikir. Comme il ne doivent pas être contenus dans le domaine, on prend 
le contour Cn dessiné ci-après où les segments [be] et [de] sont respectivement 

d'abscisse et d'ordonnée R = (2n + 1)~, le petit quart de cercle r 0 de centre 0 
de rayon€ et les demi-cercles rk, centrés aux points ikir, de rayons€. On pose 
Io= [ié, i(ir-é)], h = [ikir, i(k+ l)ir-é] pour 1 ~ k ~ n, Kn = [O, iR] \ LJ Ik. 

O<k~n 

L'application du théorème de Cauchy fournit alors : 

1R F(t)dt + { F(z)dz + { F(z)dz - t { F(z)dz - i { F(iy)dy = 0 
e: }[be] J[cd] 0 Jrk }Kn 
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Y y=(2n+l) 1tf2 

41t 

3x 

2x x=(2n+ 1 7rl2 

Figure 5.34 

a b 
Calculons d'abord la somme So = feR F(t)dt + fr0 F(z)dz - i frie,i'll"/2] F(z)dz en 
faisant apparaître les parties finies des deux intégrales qui sont divergentes. On 
peut développer en série de Laurent la fonction F autour de z = 0 selon la formule 

F(z) = !.+<p(z), cette dernière fonction étant holomorphe en z =O. Il en résulte 
z 

que 

lim f F(z)dz = -i1r /2 + lim { <p(z)dz = -i7r /2 
e-+0 Jr0 Jro 

. En ajoutant et retranchant ln(t:), on obtient : 

80 = [1R e:~;t dt+ ln(e)] - [1'11"/2 s~:YY dy + ln(e)] - ii + o(t:) 

_ Pr[foR e:~;t dt] - Pr[fo'/1"2 s~:Yydy] -ii + o(t:) 

Calculons maintenant la somme : 

La fonction y i-t ~ étant impaire par rapport au point y = k7r, la somme des 
smy 

parties de cette fonction à droite et à gauche de ce point est une valeur principale 
qui peut se calculer d'ailleurs par translation à partir de la valeur principale 
autour de y= O, à savoir: 

(1 11"/2 e:r:y ) (1-e e:r:y 111"/2 e:r:y ) 111"/2 e:r:y - e-:r:y 
Vp -dy = lim -dy+ -dy = dy 

-'11"/2 sin y e-+O -'11"/2 sin y e sin y -11"/2 sin Y 

Puisque les points singuliers sont des pôles simples, l'intégrale sur rk admet pour 
é:r:(ik'll") 

limite lorsque e -t 0 la quantité -i7r ch(ik7r)" On en déduit donc : 

1k'll"+'ll"/2 
Sk = -i7r(-l)ke-:r:k1r + Vp( F(z) )dz + o(t:) 

b-'11"/2 
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En résumé: 

lim ( - t Sk + { F(z)dz - { F(z)dz) 
0 }[ab] }Kn 

1R ëcy 1R e-ixt 11" n 
-Vp( -. -dy) + Pf( -dt) - i- - -i1r '°'(-l)ke-xk?r 

o sm y 0 sht 2 L.J 
1 

Il reste à montrer que Un= { F(z)dz+ { F(z)dz-+ O. On suppose à présent 
}[be) J[et!J 

que x >O. 
Le long de (be], on minore le dénominateur par: lsh{ (2n + l)11" +iy]I ~ sh[(2n + l)11" ]. 

D 1 ., . t, 1 0 2 2 one, pour a premiere m egra e, avec x > : 

{ F(z)dz 
}[be) 

rmr+'tr/2 exp [ix[n11" + 11" /2] + iy] . 

} 0 sh[(n11" + 11" /2) + iy] idy 

< 1n'lr+7r/2 exp(-xy) (2n + 1)11" /2 
---'---'----dy < -+ 0 

0 sh((2n+l)11"/2] - sh({2n+1)11"/2] 

Le long de (de], le dénominateur sh[ À+ i(2n'il)7r] = (-l)nch(À). Donc, pour la 

deuxième intégrale, avec toujours x > 0 : 

{ F(z)dz 
JrdeJ 

Finalement, en tenant compte du résultat de l'exemple 5.30, du calcul de 

et en rassemblant les calculs précédents, on peut conclure, en prolongeant en 
outre dans le demi-plan Ilo : 

U(t) ( r') 1- is i1l" [s11"] ~e(s) > 1 => .C(Pf(-. -))(s) = -- (--) -1- ln2- -th -
smt r 2 2 2 

(5.19) 

Voir l'exercice 7.28 pour une autre méthode de calcul de cette transformée. 

5.4. 7 Application du prolongement analytique relatif à un para­
mètre 

Exemple 5.35 Proposons-nous le calcul de l'image de Laplace de Pf(t..\J..\(t)) 
pour ~e(À) :'.S -1/2, 2À n'étant pas un entier strictement négatif. 
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Dans l'exemple 2.18 (formule (2.19)), on a. déterminé l'image de f lorsque À~ 1 : 

,\ 2,\r(.x + 1/2) 1 
~e(s) > 0 =? C(Ut J,x)(s) = .Ji [(l + s2)-\+l/2) 

Cette formule est même va.la.ble (Cf. Remarque 2.6) pour À> -1/2. On constate 
que, si s vérifie toujours la. condition ~e(s) > O, le second membre conserve un 
sens pour des va.leurs complexes de À qui ne rendent pas >. + 1/2 entier négatif 
(Cf. Annexe 1). Nous allons voir que, à condition de remplacer f pa.r sa. partie 
finie, l'égalité précédente se prolonge pour toutes les va.leurs de À telles que 2.X 
n'est pas un entier strictement négatif. En utilisa.nt les propriétés d'analyticité 
pour les transformées de La.place des fonctions, on pourrait <l'a.bord démontrer 
que la. formule est va.la.ble pour >.complexe vérifia.nt : !Re(>.) > -1/2, mais cette 
preuve qui ne fait intervenir que les images de La.place de fonctions va. se trouver 
contenue dans l'utilisation de la. proposition 4.24, relative a.ux images de parties 
finies, sur l'analyticité relative à À. 
On applique cette proposition dans n = P I ~e(À) ::;; -1/2, -2>.~ N*}, ou plus 
précisément sur tout domaine nN inclus dans n où !Re(>.) > -N. 
La. fonction /(t) = t>•J,x(t) peut s'écrire: 

f(t) _ ~ (-1r t2n+2,x ~ (-l)n t2n+2,x 
- Li 22n+,\n!r(n + >. + 1) + Li 22n+-Xn!r(n + >. + 1) 

o N+I 

Les premiers termes, en nombre fini, qui sont des fonctions de la. forme u(.X)rv(,\] 
(-l)n 

où u(.X) = 22n+,\n!r(n +À+ l) et v(>..) = -2n - 2À sont des fonctions holo-

morphes de >. dans C et bornées dans S'lN. De plus, la. somme g de la. dernière 
série, qui a. un rayon de convergence infini, est localement sommable puisque tous 
les exposants qui y figurent sont supérieurs à O. 
On commence, en utilisa.nt le comportement à l'infini de la. fonction J,x, pa.r étu­
dier l'abscisse de convergence de la. fonction t 1-7 /(t, À) qui pourrait dépendre de 
À. Pour cela., on reprend (Cf. [[18]) ou [[29]]), comme dans l'exemple 5.32, la. for­
mule asymptotique du comportement a.u voisinage de l'infini, en nous contentant 
de z = x réel, mais avec, cette fois, À complexe, de la. fonction J,x(z) : 

J, (a;) ~ -c. )"' [ cos(x + (2>. - 1).-/4)A(x) - sin(x + (2>. - 1).-/4)B(x) l 
où A et B sont bornées a.u voisinage de l'infini. Une majoration immédiate fa.isa.nt 
intervenir des sinus et cosinus réels et des sinus et cosinus hyperboliques de ~m(>.) 
fournit : l/(t)I ::;; K(>.)t!Re(,\). Ceci prouve que, quel que soit >., l'abscisse de 
convergence de/, donc aussi celle de g, est égale à O. C'est la. première hypothèse 
de la. proposition 4.24 qui est ainsi vérifiée. 
Pa.r les propriétés des exponentielles et de la. fonction r, la. fonction g est somme 
d'une série de fonctions a.na.lytiques en À dans S'lN. Il s'agit de prouver que g est 
a.na.lytique dans QN. 

On pourrait utiliser les propriétés classiques de J,x mais on utilise ici une preuve 
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qui nous servira pour le reste de la démonstration. 
Donnons nous un compact J( dans QN. On pose : m = inf > O. 

>.EK 
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On a: Ir(>.+ n + 1)1 geq(n + m)(n + m - 1) · · ·mr(m) = r(n + m + 1). Par 
ailleurs, (Cf. Annexe 1) pourµ= À+ n + 1, on a {Cf. Annexe 1) la majoration: 

Or, la dérivée partielle, par rapport à À, du terme général de la série définissant 
g est égale à la somme de deux termes un(t, À) et vn(t, À) que l'on va majorer 
uniformément. Pour ces deux termes, on a respectivement, pour jtj > 2: 

{- l)n {t)2n+2>. ln{t) jt12n+2Mj ln{t) 1 

lun(t,>.)I= l22n+>-r(n+>.+l)n!I ~ 22n+mr(n+m+l)n! 

(-l)n(t) 2n+2>-r1(n + 1 + >.) jtj2n+2M 
lvn(t, >.)j = 1 22n+>-n!r2(n + 1 + >.) 1 ~ 22n+mr(n + m + l)n!2n 

Ces majorants sont des termes généraux de séries convergentes, d'où la conver­
gence uniforme locale de la série des dérivées partielles. On en conclut que la 
fonction g est une fonction analytique dans QN. Les sommes de ces séries majo­
rantes précédentes peuvent être évaluées à l'aide de la fonction de Bessel modifiée 
lm. On a, en effet : 

+oo jtj2M-2m L lun(t, >.)j = 2m lm(ltl) 
N+I 

+oo jtj2M-2m L lvn(t, >.)! = 4 2m lm+i{ltl) 
N+I 

On utilise alors le fait que l'abscisse de convergence des fonctions lm est égale à 
1 {Cf. Exemple 5.33),. On vérifie ainsi la dernière hypothèse de la proposition 
4.24, à savoir que IH-le-ct ~ h(t) où h est une fonction sommable. Mais ce 
résultat n'est obtenu que pour c > 1. La proposition 4.24 établit donc que pour 
~e(s) > 1, la transformée de Pf{f) est bien donnée par la formule donnée au 
départ. Cependant, comme il a été établi ci-dessus que l'abscisse de convergence 
de Pf{f) est égale à 0 quel que soit À, on en déduit finalement que le prolongement 
obtenu est valable dans le demi-plan Ilo. 

>- 2>.r(>. + 1/2) 1 
-2À ~ N ~e(s) > 0 =} C(Ut J>,)(s) = .Ji [{l + 82)>-+l/2] (5.20) 

5.5 Applications à la convolution 

Avant de voir sur des exemples l'intérêt de l'utilisation de la transformation de 
Laplace dans le calcul d'une convolution, déterminons une convolée de parties 
finies de façon directe sur deux exemples simples. 
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Exemple 5.36 Détermination de la convolée de Pf(r1U(t) par U. 

Par définition, si <p est une fonction test, la convolée se définit par : 

(Pf(C1U(t), (U(u), <p(t + u))) 
+oo +oo +oo 

!~ f l[f <p(t+u)du]dt- [j <p(u)du]lne 
e 0 0 

+oo +oo +oo 

!~ J l [ J <p(v)dv]dt - [ J <p(u)du] lne 
e t 0 

+oo V +oci 

!~ J <p(v) [j ~dt] dv - [ J <p(u)du] lne 
e e O 

+oo +oo 

!~ j <p(v) [1n v - lne] dv - [ j <p(u)du] lne 
e O 

Dans cette égalité, on remarque (voir la figure qui suit), que l'on utilise la for­
mule de Fubini. Elle s'applique puisqu'après échange des intégrations, l'intégrale 

portant sur la valeur absolue s'écrit: J00 l<p(v)l,ln ;ldv et qu'elle est convergente. 
e 

Figure 5.36 
s 

t 

Mais, dans la dernière relation, la première intégrale admet une limite lorsque 

e -t O, à savoir la différence : J0+00 <p(v) ln(v)dv - [J00 <p(u)du] lne. Finalement, 
0 

on a: 

On peut évidemment vérifier en transformant par .C. La transformée de la convo­
lée s'écrit : 

Dans cette dernière expression, on reconnait bien (Cf. Exemple 2.3, formule 
(2.1)) l'image de U(t) lnt. 
Voir l'exercice 7.33 pour la convolution de Pf(t-1U(t) par une fraction rationnelle. 
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Exemple 5.37 Détermination par un calcul direct de la convolée de Pf(t-1U(t) 
par U(t)et · 

D'après la définition de la convolution, <pétant une fonction test, on a: 

Des calculs analogues aux précédents conduisent à : 

+oo v +oo 

(Pf(C1U(t) *U(t)et, cp) = !Ï!fo j evcp(v) [j e;t dt] dv - [ j eucp(u)du] lne (*) 
e e 0 

La première intégrale suggère d'introduire l'exponentielle intégrale (Cf. §2.1.5) 

définie par : Ei(-t) = -l+oo exp(-u) du et dont on sait (Cf. Exercice 3.19) le 
t u 

comportement au voisinage de 0, à savoir : lim Ei(-t) - ln t = I· On en déduit 
t-+0 

+oo V 

donc, en posant : A = j ev cp( v) [j e;t dt] dv : 
e e 

+oo 

A J evcp(v)[Ei(-v)-Ei(-e)]dv 
e 

+oo +oo f evcp(v)Ei(-v)dv - lne + 1) f evcp(v)dv 
e e 

En se reportant à l'égalité(*), le terme en lne se détruit et, comme, par l'équi­
valence au voisinage de 0 de Ei(-v) au logarithme, l'intégrale qui porte sur 
evcp(v)Ei(-v) admet une limite finie, on en déduit: 

+oo +oo 

(Pf(C1U(t) *U(t)et, cp) = J evcp(v)Ei(-v)dv - I J ev<p(v)dv 

0 0 

Finalement : 

Vérifions à l'aide de la transformation de Laplace. 

Le produit des transformées nous donne l'expression : - ln x +11 . Or, en rempla­
x -

çant x par x - 1 dans la formule (2.15) qui donne l'image de Ei(-t), on obtient : 

.C [u(t)etEi(-t)] = - ln x . Par ailleurs, l'image inverse de _J__l est la fonction 
x-1 x-

'YU(t)et. Par conséquent, la formule précédente est vérifiée. 
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Exemple 5.38 Détermination de la convolée de Pf(U(t)t-1) par elle-même. 

On connait par l'étude de l'exemple 5.17, l'image F de Pf(U(t)t-1 ) • Il en résulte 

que, par utilisation des propriétés de C, la convolée considérée a pour image la. 
fonction définie par F 2 (s) = [[log](s) + ')')2• Or, on connait, par l'exemple 5.19 

ln2 t 1 11"2 
l'image : Pf(U(t)-t-) = '2(1ogs + ')')2 + 6 ). Par conséquent, à l'aide de la. 

transformation inverse, on en déduit : 

Dans l'exercice 7.31, on propose le calcul pour la convolée de Pf(t-1U(t)) pa.r 

Pf(c2U(t)). 

Exemple 5.39 Détermination de la convolée de U(t) par Pf (c2U(t)). 

En utilisant l'exemple 5.18, on obtient : 

On en déduit : 

U(t)*Pf(c2U(t)) =-Pf[U(t)t] +c5 (5.24) 

On peut généraliser facilement (Cf. Exercice 7.32) à U(t) * Pf(t-11U(t). 

Remarque 5.1 D'après les propriétés de la convolution, on sait que la dérivée 
de T *V est, par exemple, T' *V. Cela nous donne une autre méthode de calcul. 

En dérivant le résultat de l'exemple 5.36 (formule (5.21)) et en tenant compte de 
c5' *U = U' = c5, on vérifie le résultat précédent puisque : 

[-PrcuS) - c5'] *u = Pf [u~t)] 

5.6 Applications aux résolutions d'équations fonc­
tionnelles 

5.6.1 Equations différentielles linéaires à coefficients constants 

On se contente des équations différentielles d'ordre 2. Lorsque le second membre 
f est une fonction continue sur R., on sait que la solution générale est une fonc­
tion 2 fois dérivable sur R. dépendant de deux constantes, lesquelles peuvent être 
calculées à l'aide de conditions initiales, par exemple des conditions de Cauchy 
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au point t = O. Il en est ainsi si la fonction du second membre est causale et si 
les conditions initiales sont remplacées par les limites à. droite en t = O. On a 
vu (Cf. §2.3.5) que, dans ce cas où on cherche des solutions également causales, 
la fonction solution est même de classe C2 sur l'intervalle ouvert ]O, +oo[, mais 
seulement de classe ci sur l'intervalle fermé. 
Lorsque la fonction f est discontinue avec des points de discontinuités de pre­
mière espèce, il faut étendre la définition d'une solution de l'équation au sens des 
fonctions en l'exigeant de classe ci mais seulement de classe C2 par morceaux, 
les points de discontinuités de la dérivée seconde y" étant ceux de la fonction f. 
On pourrait continuer cette investigation avec une équation différentielle d'ordre 
n et prouver ainsi que si la fonction f est continue par morceaux, alors au sens gé­
néralisé précédent, les solutions sont de classe cn-i et que c'est la dérivée d'ordre 
n qui "récupère" les points de discontinuités de première espèce de la fonction f. 
Dans tous ces cas, l'équation étant multipliée par l'échelon U, on peut interpréter 
les dérivées au sens des distributions et on est amené à. résoudre une équation 
dont l'inconnue est une fonction au moyen de la transformation de Laplace des 
distributions. 
Si des conditions initiales sont données, elles s'intègrent dans la formule de dé­
rivation des fonctions continues par morceaux. Bien entendu, dans les cas où le 
second membre n'est plus une fonction mais une distribution de Dirac ou une 
distribution du type «partie finie» et dans la mesure où on cherche des solutions 
transformables par C, c'est bien cette transformation qui s'impose. Dans cette 
dernière situation, généralement la notion de conditions initiales n'a plus de sens 
(Cf. voir cependant la notion de valeur d'une distribution en un point [[17]]). 
Cette question des conditions initiales sera d'ailleurs reprise plus en détail dans 
le chapitre 6 (§ 6.1). 
Les exemples qui suivent, avec ou sans valeurs initiales, illustrent ces différents 
cas par la méthode de la transformation de Laplace des distributions. 

Exemple 5.40 Résolution au sens des distributions de : y" - 2y' +y= E(t), E 
étant la fonction partie entière, avec les conditions y(O) = y'(O) =O. 

En multipliant l'équation par U(t) on obtient une équation que l'on interprète au 
sens des distributions : 

[Uy"] - 2[Uy'] + [Uy] = [E] 

Si on désigne par Y l'image de Laplace de [Uy], la dérivation de cette distri­
butions fournit [Uy]' = [Uy'] + (Uy)(O+)ô d'où l'on tire C[Uy'] = sY(s)-y(O) et, 
de même pour la dérivée seconde : C[Uy"] = s2Y(s) - y(O)s - y'(O). 
Par ailleurs, la dérivée de E au sens des fonctions est égale à. U et les discontinuités 
de sauts tous égaux à. -1 sont situées au points de N*. On a, par conséquent : 

1 +oo 
[E]' = - - LÔk 

s 1 

Il en résulte que la transformée de Laplace de IE] est définie par : 

1 1 +oo -ks 1 e-8 
C([E])(s) - - - - """e - - - --- s2 s L.J - s2 s(l - e-8 ) 

1 
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On en déduit : 
1 e-s 

Y(s) = s2(s - 1)2 s(l - s) 2(1- e-s) 

Il s'agit maintenant de trouver l'image inverse. Pour cela, on décompose les frac-
. . 11 1 1 . d', . tions rationne es 82 ( 8 _ l) 2 et s(l _ s) 2 , ce qm permet ecrire : 

1 1 2 2 e-s [ 1 1 1 J 
Y(s) = s2 + (s - 1)2 +; - s - 1 - 1 - e-s ".; + (s - 1)2 - s - 1 

On en déduit par utilisation d'originaux simples affectés de translations d'indices 
entiers : 

+oo 
U(t)y(t) = u[t(l + é) + 2(1- et] - LU(t- k),l - et-k + (t- k)] 

1 

C'est l'expression d'une somme infinie, localement finie de combinaisons de fonc­
tions affines et d'exponentielles. 
On peut vérifier par des moyens élémentaires. Par exemple, sur l'intervalle [O, 1[, 
cette expression fournit : 
y1 (t) = t(l +et)+ 2(1- et) et c'est bien ce que l'on trouve en résolvant sur [O, 1[ 
l'équation y" - 2y' +y = t. 
Sur l'intervalle [1, 2[, cette expression de même fournit : 2 + (t - 2)et - et-l et 
c'est bien ce que l'on trouve par la résolution sur [1, 2[ de y" - 2y' +y = t - 1 
avec les conditions initiales Y2(l) = Y1(l) = 3 - e et YHl) = yi(l) = 1. 

Exemple 5.41 Résolution de y" - y= ô 

On interprète cette équation en remplaçant y par la distribution régulière associée 
[y], avec y" remplacé par la dérivée au sens des distributions [y]". L'équation 
devient donc : [y]" - [y]= ô. 
Montrons d'abord sur cet exemple qu'il n'y a plus lieu de se donner des conditions 
initiales, elles sont imposées par l'équation elle-même, à savoir ici : y(O+) = 0 et 
y'(O+) = 1. . 
En effet, on a: [y]'= [y']+ y(O+)ô puis: [y]"= [y'1 + y'(O+)ô + y(O+)ô', d'où 
par différence : 

[y]" - (y] = [y" - y] +y' (O+ )ô + y(O+ )ô' = ô 

Ceci impose y(O+) = O, y' (O+) = 1 et [y" - y] = O. On en déduit aussi que, dans 
]O, +oo[, la fonction y est solution de l'équation homogène y" - y = O. 
On en déduit d'ailleurs deux méthodes pour résoudre l'équation : 
Première méthode 
On utilise ce qui précède. Sur ]O, +oo[, y(t) = Acht + Bsht. Les conditions ini­
tiales imposées nous fournissent : A= O, B = 1. 
Deuxième méthode 
Par transformation de Laplace des distributions, on obtient pour équation trans­
formée : (s2 - l)Y(s) = 1, d'où le résultat précédent. 
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+oo 
Exemple 5.42 Résolution de y" - y = L Ôk 

0 
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On interprète encore cette équation au sens des distributions. La tranformation 

de Laplace fournit l'équation : (82 - l)Y(s) = 1 . 
1- e-s 

La prise en compte de l'original de la fraction - 2 1 nous donne ensuite : 
s -1 

+oo 
Y(s) = LU(t - k)sh(t - k) 

0 

, . [sin t] [cost] Exemple 5.43 Resolution de y"+ y= 2Pf t2 + 2Pf t3 . 

Le premier membre a pour image de Laplace ( x2 + 1) Y ( x). Pour le deuxième 
membre, noté B, on s'inspire de la méthode de l'exemple 4.18 qui est une appli­
cation de la formule (4.22) ou bien on se reporte aux résultats de l'exercice 7.29. 

1 r'(x) 
On a, en posant : ()=arctan(;], '!jJ(t) = r(x) et r = v'x2+1 : 

sin t [ x [ ] 1] .C(Pf(U(t) t2)) = -r 8;- + ln r - 'l/J(2) ;: 

.C(Pf(U(t) cost)) = r2 [()2x - [ln r - 'l/J(3)] x2 - 1] 
t3 2 r 2 r 2 

On en déduit, après simplification : 

.C(B) = -(x2 + 1) ln(r) + 2'1/J(2) + 'l/J(3))(x2 - 1) 

Comme (voir l'annexe 1)) 'l/J(2) = 1 - 'Y et 'l/J(3) = 3/2 - "(,on a encore : 

1 3x2 
.C(B) = (x2 + 1)(-ln(r) - ')'] + 2 + T 

On sait que l'image de la partie finie de cost est (Cf. formule (4.20)) : - ln r-"(, 
t 

on trouve ainsi pour solution, une distribution qui ne se réduit pas à une fonction : . . 

Y= Pf(U(t) cos t] + 3o - U(t) sin t 
t 2 

5.6.2 Notion de solution fondamentale 
n 

Soit P(D) un opérateur différentiel associé au polynôme P = L: akXk de sorte 
0 

n 
que, pour toute distribution y, on a : P(D)y = L: aky(k). On suppose le poly­

o 
nôme unitaire, à savoir : an = 1. On appelle solution fondamentale de l'opérateur 
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P(D), la distribution E solution de l'équation différentielle P(D)y = ô. 
La transformation de Laplace nous donne immédiatement la transformée de La­
place C(E) par : 

C(E)(s) = (P(s))- 1 

Il est facile de voir que cette fonction E est égale à U(t)e(t) où la fonction t i-+ e(t) 
est l'unique solution de l'équation différentielle P(D)(y) = 0 qui vérifie les condi­
tions initiales : y(O) = y'(O) = · · · = y(n-2) = 0, y(n-l) = 1. En effet, si on note 
Yo l'image de Laplace de e, les transformées des dérivées successives de e véri­
fient : C(e(k)) = skYo(s) pour 0 :S; k :S; n-1 et C(e(n)) = snYo(s)-1. Il en résulte 
donc: P(s)Yo(s)- l = 0, ce qui est le résultat annoncé. Rappelons la proposition 
qui vient d'être retrouvée en se plaçant ici sur l'ensemble des polynômes : 

Théorème 5.1 Soit P(X) un polynôme de l'indéterminée X dont le coefficient 
dominant est égal à 1. Alors la solution de l'équation différentielle: P(D)(y) == 0 
est exactement la fonction t i-+ E(t), unique solution de l'équation différentielle 
P(D)(y) = 0 qui vérifie les conditions initiales : y(O) = y'(O) = ... = y(n-2) == 
0, y(n-1) = 1. 

Soit maintenant l'équation différentielle P(D)y = f où f est une fonction ou une 
distribution. Si Fest l'image de Laplace de f, on obtient Y(s) = (P(s))- 1 F(s). 
On en déduit, par utilisation de la convolution et le passage à l'image inverse : 
y= E* f. 
Enfin, appliquons l'opérateur P(D) sur la distribution ô'. En vertu des propriétés 

n 
de la convolution avec une dérivée de ô, on a: P(D)(ô') = }:ako(k). Donc, P(s) 

0 
est la transformée de cette distribution et la définition de E implique ainsi la 
propriété suivante : 

Autrement dit, E est l'inverse de convolution de la distribution P(D)(ô'). Cette 
propriété n'ajoute rien à ce qui précède, mais elle prendra tout son sens dans le 
calcul symbolique, développé ci-après. sur les équations fonctionnelles qui sont 
du type équations de convolution. 

5.6.3 Calcul symbolique et équations de convolution 

Définissons l'application ~qui, à tout polynôme P d'indéterminée X fait corres­
pondre la distribution P(D)(ô') et telle que ~(1) = ô. En particulier : ~(X)= ô' 
et, après avoir constaté les propriétés triviales de linéarité, il est facile d'en dé­
duire la propriété d'homomorphisme : ~(PQ] = ~(P) * ~(Q) pour tout couple 
de polynômes. L'application ~ est alors un isomorphisme entre l'algèbre C(X) 
et une certaine sous-algèbre (pour l'opération de convolution ), notée (V')*, de 
l'algèbre des distributions causales transformables par C. 
On peut prouver, classiquement, que cet homomorphisme se prolonge de façon 
unique en un homomorphisme <Î? du corps C[X] des fractions rationnelles d'in­
déterminée X sur une sous-algèbre Ssym de l'algèbre précédente. Pour deux 
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polynômes quelconques, on a : 

Les propriétés des fractions rationnelles vont ainsi se transporter sur la sous­
algèbre Ssym qui peut être ainsi interprété comme le corps des quotients de convo­
lution des distributions causales transformables par .C. Donnons un exemple : 

Exemple 5.44 Trouver, dans la sous-algèbre Ssymi l'inverse de convolution de 

U(t)cost et en déduire le quotient de convolution [u(t)sint] * [u(t)cost]*- 1
• 

Les deux fonctions U(t)ét et U(t)e-it sont, d'après ce qui précède les inverses de 
convolution des polynômes X - i et X + i. On en déduit que : 

- -1 1 1 X 
<I> (U(t) cost) = 2(X - i) + 2(X + i) = x2 + 1 

En inversant cette fraction rationnelle, on obtient : X + ~ et, en transformant 

par ~' on obtient l'inverse de convolution cherché, à savoir : 

[ ] 
*-1 

U(t) cost = ô' +u 

L'image par q>-l de U(t) sin test de même X/+ 1 . L'image par (~)-1 du quotient 

considéré est donc ~. On en déduit que ce quotient de convolution est U. 

Bien entendu, ce calcul peut être fait par .C ; les images de Laplace des fonctions 
"d' ' . 8 l L . d d . consi erees sont respectivement - 2-- et - 2--. e quotient es eux images 

s +l s +l 
nous fournit ~ dont l'image inverse de Laplace est U. 

s 

Remarque 5.2 En fait, ce calcul symbolique élémentaire n'apparaît ici que comme 
une technique particulière pour résoudre des équations de convolution qui font in­
tervenir les distributions, quotients de convolution de polynômes de ô'. 

Il est facile de voir que ce calcul symbolique peut être défini dans l'algèbre v+ des distributions causales, sans faire allusion à la transformation .C. Par 
ailleurs, d'autres calculs dits «opérationnels» (Cf. [[14,a)]], [[16]],[[15, a) et b)]] 
par exemple), s'appuyant sur .C, prolongent considérablement ce calcul symbo­
lique. 

Des exemples de calcul symbolique sont proposés dans l'exercice 7.36. 

5.6.4 Equations linéaires à coefficients polynomiaux 

On a déjà vu (Cf. §2.3.2) que, dans ce cas, on obtient pour équation transformée 
de E1 une équation différentielle E2 du même type. Comme dans le chapitre 2, 
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on raisonne dans le cas des équations du second ordre. On peut trouver cepen­
dant deux avantages à utiliser la transformation [,, En premier lieu, l'équation 
E2 peut être plus simple que l'équation donnée; c'est le cas si les coefficients de 
E1 sont au plus du premier degré. On obtient alors une équation E2 du premier 
ordre. C'est aussi le cas si l'équation E2 est incomplète et si, de ce fait, elle se 
ramène au premier ordre. Par ailleurs, même si l'équation E2 ne se simplifie pas, 
les solutions cherchées pour cette équation sont des fonctions régulières et non 
des distributions et cela guide davantage la résolution éventuelle. 
Signalons également que, dans le cas où le coefficient polynômial de la dérivée 
d'ordre maximal s'annule sur [O, +oo[, on ne peut rien affirmer a priori sur l'exis­
tence et l'unicité d'une solution fonction lorque le second membre est une fonction 

' a fortiori lorsque ce second membre est une distribution. C'est pourquoi, les cal-
culs effectués sont d'abord formels avant d'aboutir éventuellement à des fonctions 
ou des distributions dont un raisonnement par utilisation de c-1 établit qu'elles 
sont des solutions de E1 . 

On commence par des exemples de réduction de l'ordre. Le premier exemple 
reprend l'exemple 2.39 avec un autre second membre : 

Exemple 5.45 Résolution au sens des fonctions ou des distributions de l'équa-
tion: 

ty" - (3t - 2)y' + (2t - 4)y = Pf ( U(t)t- 1) 

A priori, on ne peut appliquer, notamment à cause du second membre, la trans­
formation de Laplace au sens des fonctions. Nous appliquerons donc la transfor­
mation [, au sens des distributions. Cependant, nous tentons sur cet exemple, 
une résolution, au sens des fonctions, sur l'intervalle ]O, +oo[ en ayant remplacé 
le second membre par la fonction continue t t-t t-1 . Et, pour cette résolution, 
on ne s'interdit nullement d'utiliser[, lorsque cela est possible, par exemple pour 
trouver une solution particulière. 
Résolution au sens des fonctions 
Transformons par Laplace l'équation EP sans second membre avec des conditions 
initiales nulles : 

ty" - (3t - 2)y' + (2t - 4)y = 0 

En utilisant les résultats de l'exemple 2.39, l'équation transformée s'écrit : 

(x - l)(x - 2)Y' +Y= 0 

Sa solution générale s'écrit donc Y0 (t) = c: = ~. La fraction se décompose en 

1 +-1-, ce qui conduit par l'image inverse à ô +U(t)e2t. Comme on se propose 
x-2 

la résolution sur ]O, +oo[, on considère seulement la solution fonction t t-t e2t qui 
est ainsi une solution particulière de l'équation Ep. 
La technique habituelle de résolution de ty" - (3t- 2)y' + (2t-4)y = C 1 consiste 
alors à poser y= u(t)e2t. 

La fonction u est alors solution de l'équation incomplète tu"+ (t + 2)u' = e-2tr1 

J( e-t _ e-2t . 
qui s'intègre sans difficultés. On trouve d'abord; u'(t) = t2 et ensuite, 
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-t 
grâce à deux intégrations par parties et l'introduction des primitives de t i--t :...___ 

t 
-2t 

et de t i--t _e_, on trouve la solution générale sur ]O, +oo[ à l'aide des constantes t .. 
arbitraires H et K : 

y(t) = H e2t + K [e2t 1+00 e-v dv - é] + ~ - 2e2t 1+00 e-2v dv 
t V t t t V 

On peut d'ailleurs exprimer cette solution en utilisant la fonction exponentielle 
intégrale Ei(-t) : 

La question posée à présent est de savoir si l'on peut prolonger cette fonction au 
point t = O. Comme on connait le comportement classique de Ei(-t) au voisinage 
de 0 (Cf.Exercice 3.19), on a la relation : 

1 1 
y(t) = H + K(-1- t +ln t + r) + t - 2ln(2t) - 2')' + o(t) 

La disparition du terme en t-1.exige K = 1 mais alors, au voisinage de t = O, la 
fonction est équivalente à - ln t. on en déduit qu'il y a une infinité de solutions 
localement sommables sur [O, +oo[, à savoir : 

y(t) = H e 2t + 1 ~et + e 2t [ 2Ei(-2t) - Ei(-t) J 

Résolution au sens des distributions 
En utilisant la transformée de Laplace de Pf(t-1) et certains des résultats précé­
dents (ou ceux de l'exemple 2.39), la transforméeF de la distribution solution T 
de E1 vérifie l'équation E2 que l'on considère sur IR : 

(x - l)(x - 2)Y' +Y =ln x + ')' 

L'équation sans second membre correspondante à E2 admet pour solution 

générale Y0 (t) = Cx - 1 et la méthode de variation de la constante C nous 
x-2 

'"' . C' lnx+r p . , . . b. 1 1 . 1ourmt = (x _ l) 2 • ar une mtegrat1on par parties, on o tient a so ution 

générale de l'équation E2 : 

lnx x-1 x ')' x-1 
Y(x) = - x - 2 - x - 2 ln x -1 - x - 2 +À x - 2 

On peut, pour faciliter le passage aux images inverses, l'écrire aussi : 

lnx ln(x-1) ')' x-1 
Y(x)=-lnx-')'+ln(x-1]+')'-2x_ 2 + x- 2 - x- 2 +Àx_ 2 +H 

Les 4 premiers termes de cette relation correspondent d'une part à la partie finie 

de ~ et d'autre part au produit de cette partie finie par et. On en déduit que ces 
t 
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. . 1 ~ . . 1- et p 1 termes ont pour image mverse a ionction contmue t i-+ --. our es termes 
t 

qui suivent, on fait agir la dilatation de rapport a réel positif quelconque sur 
l'image de l'exponentielle intégrale (Cf. §2.1.5). Ainsi, la transformée de Laplace 

de Ei(-at) s'écrit: -~ln[x!a]. 
A partir de ce résultat, modifié par des translations sur x provenant de multipli­
cations des originaux par des exponentielles, on obtient : 

c-1 (ln X - ln 2) = -U(t)e2tEi(-2t), 
x-2 

c-1 (ln(x - 1)) = -U(t)e2tEi(-t) 
x-2 

Par conséquent, la solution de l'équation E1 peut s'écrire : 

[ 1 et l y(t) = U(t) T + 2e2tEi(-2t) - e2tEi(-t) - (2ln2+1)e2t + .Xe2t + M 

Si nous n'imposons aucune condition aux solutions cherchées, nous obtenons ainsi 
une infinité de solutions dépendant de la constante arbitraire À. Si, par contre, 
on cherche des fonctions définies sur [O, +oo[ parmi ces distributions, on retombe 
sur le développement fait ci-dessus et on aboutit à la même conclusion. 
Il faut remarquer cependant que les solutions fonctions sur ]O, +oo[ constituent 
un espace affine à deux dimensions alors que les solutions dans l'espace des dis­
tributions causales constituent un sous-espace affine à une dimension. On voit 
aussi que, malgré la présence de ô dans la solution, il n'existe pourtant pas de 
solution de type Cô(k). 
En fait, en faisant la différence de deux solutions, on con~tate que e2t + ô doit être 
solution de l'équation sans second membre. C'est ce qui a été trouvé dans la réso­
lution de Er. Et d'ailleurs, puisque les dérivées de cette distribution s'écrivent: 
2e2t + ô + ô' et 4e2t + 20' + o' + ô", on vérifie qu'elle est bien solution de cette 
équation. 
L'exemple suivant est une équation du second ordre de type «équation d'Euler»: 
t2y" + bty' + cy = T. On voit immédiatement que l'éqution transformée E2 est 
du même type avec un second membre qui est une fonction. 

Exemple 5.46 Résolution de l'équation : t2y" + ty' - y= ô 

L'équation transformée E2 est incomplète; elle s'écrit : x2Y" + 3xY' = 1. Elle 
se ramène donc à l'équation du premier ordre : x2u' + 3xu = 1 dont la solution 

générale s'exprime par : u(x) = 2
1 +À 13 + µ. On en déduit les images des 
X X 

solutions éventuelles : 
Y() lnx-.Xx-2 

X= +µ 
2 

En écrivant ce résultat sous la forme - ~ (- ln X - 1) - r - À2 + µ, on obtient 
2 2 2x . 

des distributions, dépendant de deux constantes arbitraires a et b, dont on vérifie 
qu'elles sont effectivement solutions de El, à savoir : 

y= -~Pf [u;t)] + aô + bU(t)t 
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On voit, sur cette formule, qu'aucune solution n'est une fonction localement som­
mable sur [O, +oo[. 
Dans ce qui suit, on généralise cette équation. 

Exemple 5.47 Résolution de l'équation t2 y" + bty' - by = ô avec b # 1 et b # 0 

Résolution élémentaire,sans utiliser C 
Ici, nous essayons d'abord une résolution directe de cette équation Ei, en discu­
tant suivant la valeur de b, le principe étant de résoudre, au sens des fonctions 
puis au sens des distributions , l'équation sans second membre et d'ajouter en­
suite une solution particulière de l'équation complète. 
Cas où b vérifie b # -1 
Pour cela, nous cherchons des solutions du type puissance t i-+ tk sur )0, +oo[ 
pour l'équation homogène associée. L'exposant k est, alors, assujetti à l'égalité : 
k2 + (b- l)k- b =O. Les deux solutions de cette équation sont k = 1 et k = -b. 
Comme nous avons supposé que b # -1, on en déduit la solution générale de 
l'équation homogène sur l'intervalle ]O, +oo[ sous la forme y0 (t) = >..t + µrb. 
Cas où b vérifie -b > 1 
Les dérivées de cb font intervenir les puissances t-b-l et t-b-2 avec -b- 2 > -1 
et n'introduisent aucune distribution de Dirac ; ces fonctions sont encore solutions 
(Cf §4.10.8, 2) au sens des distributions sur [O, +oo[. Mais il n'est pas certain 
qu'une distribution de support réduit à {O} ne puisse pas être solution de cette 
équation sans second membre. Testons le en calculant Sk = t 2o(k+2) + bto(k+l) -
M(k). Il vient, par les propriétés des dérivations de produits : 

s = (k + l)(k + 2) - b(k + 1) - b]ô(k) = (k + 2)(k + 1 - b)ô(k) 

Il en résulte qu'il n'y a pas dans le cas présent d'autres solutions distributions 
pour l'équation sans second membre que les combinaisons linéaires précédentes. 
On retiendra pour la suite de la discussion que dans le cas b = k + 1 où k E N, 
l'équation sans second membre admet la solution o(k), ce qui, d'ailleurs, a été 
constaté pour b = 1 dans l'exemple précédent. Il suffit, pour terminer, de chercher 
une solution particulière de l'équation complète. 
Etant donnée la forme du second membre, on peut chercher une telle solution 
sous la forme y= Cô. On obtient la condition 2Cô - bCô - bCô = ô qui donne 
bien une valeur de C puisque b # 1. On en déduit la solution générale de E1 qui 
constitue un espace affine à deux dimensions : 

1 
y= >..U(t)t + U(t)µCb + 2 _ 2b ô 

Cas où b, non entier, vérifie b > -1 
Au point de vue des distributions, on prolonge la fonction rb par sa partie 
finie. Comme l'exposant n'est pas entier, cette partie finie est solution au sens 
des distributions de l'équation sans second membre. En ajoutant la solution 
particulière toujous valable, on obtient la solution générale de E1 : 

y(t) = >..U(t)t + µPf [u(t)t-b] + 2 ~ 2b ô 
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Cas où b vérifie b = -1 
Dans ce cas, la solution t f--7 t est double et on sait que la solution de l'équation 

homogène est alors y0 ( t) = t (,\ln t + µ). Comme la dérivée seconde de U (t)t ln t 

est PfU(t)C1 , cette fonction n'est plus prolongeable en une solution au sens des 
fonctions sur [O, +oo[. La solution est tout de même, au sens des distributions : 

y=U{t)[.X[t]+µ[tlnt]] +~ô 

Cas où b est un entier n vérifiant n > 1 
Au point de vue distributions, il est logique de prolonger la fonction t f--7 t-n par 
la partie finie correspondante Yn = Pf(t-n). Cette fois, il n'est pas certain qu'on 
doit la prendre en compte pour l'équation sans second membre. Les calculs nous 
donnent, après avoir constaté l'élimination des parties finies elles-mêmes : 

t2y" + ny' - Y = n (-lr tô(n) + (-1r t25(n+i) + n (-l)n t25(n+i) 
n n n n! n! (n + 1)! 

Il est facile de voir que t2ô(n+l) = n(n+l)ô(n-l) et tô(n) = -nô(n-l). Il en résulte 
que l'expression précédente ne peut être nulle. La partie finie n'est donc pas une 
solution particulière de l'équation sans second membre. En revanche, comme il 
a été vu ci-dessus, l'équation sans second membre admet aussi la solution 5(n-l). 
Ceci entraîne que l'espace des solutions distributions de l'équation sans second 
membre est tout de même de dimension 2. 
La solution particulière de l'équation complète étant toujours valable, on en dé­
duit la solution générale : 

1 
y(t) = .XU(t)t + vô(n-l) + --Ô 

2-2n 

Utilisation de la transformation[, 
On trouve, par transformation par[,, une équation (E2) du même type, à savoir 
l'équation d'Euler : 

s2Y" + (4 - b)sY' + 2 - 2b = 1 

On commence encore par chercher les solutions du type s f--7 sk pour l'équation 
homogène associée. L'exposant k est solution de l'équation: k2+(3-b)k+2-2b = 
0 et, si on se place dans le cas b =/=- -1, on en déduit la solution générale de cette 
équation homogène sous la forme : 

Yo(s) = Às-2 + µi- 1 

Dans le cas b = -1, cette solution s'écrit: 

En tenant compte ensuite de la solution particulière ____!_b, valable puisque b -::f l, 
2-2 

on obtient la solution générale de (E2). Cette solution particulière a pour image 
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0 
inverse On retrouve ainsi, lorsque b f. -1, par utilisation des images 

2-2b' 
inverses classiques des fonctions puissances ou de produits de telles fonctions par 
un logarithme, les résultats précédents dans les différents cas examinés. 
Lorsque b = -1, on cherche l'image inverse de x-2 In x. 

Comme la transformée de U(t) In t est égale à ln x +'Y, on en déduit, par déri­
. x 

. d d ., . .c • ln X 'Y - 1 l'' . d 2 va.t1on e cette ermere qm 1ourmt : - 2 + --2-, que image mverse ex- ln x 
X X 

est égale à U(t) [-t ln t +['Y - l)t]. Il en résulte que la solution générale de (E1) 

s'écrit bien dans ce cas : 

1 
y = À[t] + µ[t In t] + 4o 

Enfin, dans le cas où b est un entier n vérifiant n > 1, il nous faut chercher l'image 
inverse de xn-1 • C'est une dérivée de o et on retrouve la formule précédente : 

y(t) = ÀU(t)t + vo<n-I) + 1 o 
2-2n 

Exemple 5.48 Résolution de t2y" + 3ty' + y = o' 

Pour l'équation transformée (E2), on trouve: 

sY"(s) + Y'(s) = 1 

La solution générale de cette équation s'obtient sans peine : 

En écrivant ceci sous la forme : 

Y(s)=s-À[-logs-1] +µ+1À, 

on en déduit la solution générale de l'équation donnée : 

y(t) = o' + APf (U~t) +Bo 

Exemple 5.49 Résolution de ty" + 2(1 - it)y' - {2i + t)y = o 
Résolution n'utilisant pas .C 
Il peut être prouvé qu'il existe un changement de fonction inconnue qui ramène 
l'équation à une équation à coefficients constants. Du point de vue des fonctions, 
on prend pour nouvelle fonction inconnue sur ]O, +oo[, la fonction u définie par 
u = ty. On trouve pour nouvelle équation : u" - 2iu' - u =O. L'équation carac­
téristique de cette équation admet la racine double r = i. La solution générale 
de cette équation s'exprime donc par : u0 (t) = Aeit + Bteit et on en déduit la 
solution générale, sur ]O, +oo[, du point de vue des fonctions, de l'équation sans 
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Aét + Btét 
second membre; il s'agit de : Yo(t) = t 

Il apparaît que la fonction t 1-t eit n'est pas une solution particulière, au sens des 
distributions, sur [O, +oo[. En revanche, ~omme les dérivées de ~ette fonction sont 
données respectivement par [y]'= 0 + ie" et [y]"= o' + iô - e't et que to' == -o 

' on vérifie la relation : 

t[y]"+2(1-it)[y]'-(2i+t)[y] = t(o'+iô-eit)+2(l-it)(o+ieit)-(2i+t)eit == 0 

Ceci signifie que la distribution [ ét] est solution particulière de l'équation com­
plète. 
Il reste à traîter l'autre fonction solution de l'équation sans second membre à 

. exp(it) (U(t) cost) .U(t) sint ' 
sav01r : qu'on prolonge, par Pf + i en tant que 

t t t 
distribution. En utilisant les dérivées de cette partie finie (Cf. Exercice 7.23), 
on peut voir que cette partie finie n'est pas solution de l'équation sans second 
membre. En cherchant ensuite la solution éventuelle y= Co, on voit qu'effective­
ment, on obtient ainsi les seules solutions de l'équation sans second membre. Par 
conséquent, en tenant compte de la solution particulière de l'équation complète 
trouvée précédemment, on en déduit la solution générale de l'équation donnée : 

y(t) = U(t) exp(it) + Cô 

Résolution utilisant C 
En transformant l'équation donnée (Ei) par C, on obtient l'équation (E2) : 

(-s2 + 2is+ l)Y' = 1 

Elle s'intègre immédiatement et fournit: Y(s) = - 1-. +C. Par retour à l'image 
s-i 

inverse, on obtient la solution générale de (E1), qui confirme ce qui précède : 

y(t) = U(t) exp(it) + Cô 

On constate donc que l'équation admet une seule solution qui soit une fonction 
continue. 

5.6.5 Equations intégrales ou intégro-différentielles 

Exemple 5.50 Résolution de l'équation intégrale : 

2 {t h(t - u) y(u)du+ y(t) == Pf[U(t)J4(t)] 
} 0 t - u t 

On reconnait dans l'intégrale du premier membre l'expression d'une convolution, 

celle de la fonction y par la fonction 2U(t):2 (t). Sans conserver nécessairement à 

y sa nature de fonction, on traduit l'équation intégrale donnée E1 par l'équation 
de convolution : 



5.6. Applications aux résolutions d'équations fonctionnelles 237 

Le tableau T2 (Cf §2.1.7) fournit les images deU(t)J,x(t), il s'agit de (v'a:~ a:)..\ 
a:2+1 

qui n'est autre que la dérivée de - ~ ( J x2 + 1 - x )..\. Comme, pour À = 2 ou 

À= 4, J,x(O) = O, on en déduit que les images de À U(t)J..x(t) sont données par 
t 

les fonctions ( J x2 + 1 - x )..\. 
Par conséquent, le coefficient de y dans la convolution précédente devient : 

2a:2 + 2 - 2a:Ja:2+1=2Va:2+1( Ja:2 +1 - x) et la transformée de Ei par 

(v'a:2 + 1) - a:)3 
[, nous fournit : Y ( x) = v'x2TI . 

8 a: 2 +1 

La solution, qui est unique, est la fonction y(t) = ~U(t)J3 (t). 

Exemple 5.51 Soit l'équation dite : «intégro-différentielle» où l'inconnue y est 
la fonction (ou la distribution) causale vérifiant: 

2 fot exp(t - u) cos(t - u)y(u)du - y'+ y= Pf(U(t)t-3) 

Là encore, on reconnait dans la première intégrale l'expression d'une convolution. 
En interprétant l'équation E1 au sens des distributions ou au sens des fonctions 
sous la réserve y(O) = O, on obtient une équation de convolution qui, par appli­
cation de C, nous fournit : 

[ 2(a: - 1 l a:2 [ 3] (x _ l)2+ 1 - x + 1 Y(a:) = - 2 lna: + 1- 2 

Après quelques factorisations, on aboutit à : 

xl(x - 1)2 + 1] [ 3] 
Y(x) = 2(a: _ 2)(a: _ l) ln x + / - 2 

La décomposition de la fraction rationnelle nous donne : 

xl(x - 1)2 + 1] = x + 1 + _4 ___ 1_ 
(a: - 2)(a: - 1) X - 2 X - 1 

Il nous reste à trouver quelques images inverses : 

c-1 (1nx) = -Pf(C1) - /Ô 

De Pf(Ut-2) = a:(lnx +1- l), on déduit c-1 (a:lna:) = Pf(Ut-2)- (1- l)ô'. 

c-1 ( ln x ) = e2tEi(-2t) + e2t ln 2 
a:-2 

c- 1 (~) = etEi(-t) 
a:-1 
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En rassemblant tous ces résultats, on a l'unique solution qui n'est pas une fonc­
tion: 

y ~[Pf(t-2 - Pf(t-1] - 'Y+ 3 ô - ô' 
2 2 4 
~ ~-3 
2 Ei(-t) + 2e2tEi(-2t) + (2 ln 2 + 2'Y - 3)e2t - 4 et 

Exemple 5.52 Résolution d'une équation intégro-différentielle à coefficients po­
lynômes: 

-21t [exp[-(t - u)]]y(u)du- ty(t) + ty'(t) + ~y(t) = Pf [t:;2 ] 

En transformant cette équation E1 par C, nous obtenons l'équation différentielle 
E2 : 

[--2-+ ~] + (1- x)Y' = r(-~)(x -1)7!2 
x+l 2 2 · 

L'équation homogène associée se simplifie en : 

Y' 
y 

7x + 3 5/2 1 
=-----

2(x2 - 1) x-1 x+l 

Il en résulte que son intégrale générale s'écrit: Y0 (x) = C (x - l) 5
/

2
• La méthode 

x+l 
de variation des constantes donne ensuite : C' = r(-~)(x + 1). 

2 

On en déduit : C = x2 + x +K. Finalement l'intégrale générale de E2 s'écrit 

Y(x) = (x - l) 512 [x 2 + x + K]. Il reste à trouver les images inverses. 
x+l 

(x + 1)9/2 (x - 1)5/2 
Comme Y(x) = 2 + (K - 1/2) x + 1 , deux calculs sont à faire. La 

première fonction est celle du second membre d'origine, on connait donc son 
image inverse. 

P 1 . , 1 d ., ~ . , (x - 2)5/2 
ar une trans at1on sur x, on est ramene pour a eux1eme 1onct1on a -'---~­

x 
2t 

qui a pour image inverse une primitive de la partie finie de f(t) = U(t) t~/2 • 
On se sert alors de la proposition 4.19 (formule 4.17). Puisque l'exposant n'est 
pas un entier, cette primitive est la partie finie de la primitive de la fonction 
f. Or, d'après des intégrations par parties successives, cette primitive s'exprime 
par: 

1.,/2t 
Grâce à un changement de variable, cette primitive s'écrit v'2 

0 
exp( u2)du, 

ce qui est la fonction d'erreur associée définie par erg(À) = ~ 1>. exp(u2)du. 



Chapitre 6 

Problèmes aux limites de la 
physique 

6.1 Problèmes régis par des équations différentielles 

Dans les exemples qui suivent, on résoud diverses équations différentielles li­
néaires, notamment du second ordre, issues de l'étude de phénomenes physiques 
dans lesquelles la variable est le temps t qui, après le choix d'une origine, reste 
dans l'intervalle [O, +oo[. Les problèmes considérés étudient alors l'évolution 
dans le temps d'une grandeur physique, à partir d'une situation donnée à l'ins­
tant t = O. Les solutions sont souvent assujetties à des conditions initiales, par 
exemple, la valeur initiale y(O) et la vitesse initiale y'(O) à l'instant t = O, c'est­
à-dire des conditions de Cauchy. 
Remarques sur les conditions initiales 
En réalité, puisqu'on résoud le problème sur l'ouvert ]O, +oo[, ces conditions sont 
plutôt les limites à droite y(O+) et y'(O+). On sait que, généralement, il existe 
alors une unique solution pour l'équation mathématique. Cependant un premier 
problème se pose qui a un aspect à la fois mathématique et physique. Pratique­
ment, ces conditions initiales ne peuvent être connues. On ne connait vraiment 
que les valeurs y(O-) et y'(O-) qui représentent la situation juste avant le lancement 
du phénomène et si ce sont ces valeurs qui sont prises pour valeurs initiales, on 
fait ainsi l'hypothèse de la continuité et de la dérivabilité de la fonction inconnue 
au point t =O. C'est donc imaginer que le procédé de lancement du phénomène 
n'apporte aucune perturbation sur la grandeur physique étudiée. Mais, si on 
impose d'entrée une impulsion, cette hypothèse ne parait pas plausible. Cette 
question sera discutée dans le premier paragraphe sur des exemples. 
Méthode de résolution de Laplace 
C'est aux restrictions des fonctions inconnues à [O, +oo[ que l'on applique cette 
transformation. Lorsque l'on sait par avance que les solutions sont interprétables 
en terme de fonctions et que ces fonctions et leurs dérivées sont de croissance 
raisonnable pour les grandes valeurs de la variable et aussi que le second membre 
admet une abscisse de convergence non infinie, la transformation est valable. On 
aperçoit d'ailleurs un avantage par rapport à la méthode de résolution élémen-
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taire. Celle-ci débute par l'étude de l'équation sans second membre, puis après la. 
résolution de l'équation complète, où les solutions font intervenir des constantes 
arbitraires, on prend en compte des conditions initiales pour les déterminer. Dans 
le traitement par[,, cette prise en compte des valeurs initiales y(O+) et y'(O+) 
précisées ci-dessus est immédiate, pour le calcul des images des dérivées. La. 
transformation [, va donc remplacer l'équation [E1) étudiée au départ en une 
autre équation (E2) qui est algébrique du premier degré si l'équation [E1) est 
à coefficients constants et qui peut être une autre équation différentielle si ces 
coefficients sont variables (Cf. Chapitres 2 et 4). 
La dernière phase, une fois résolue l'équation (E2), consiste à chercher l'original 
de sa solution. Cela se fait, soit grâce à un dictionnaire d'images, par utilisation 
éventuelle des propriétés de la transformation, soit en utilisant la formule d'inver­
sion complexe. Des problèmes annexes peuvent se présenter. Ils concernent les 
situations où les données initiales sont remplacées par des distributions, distribu­
tions de Dirac ou même des peignes. Sur le premier exemple étudié ci-après, on 
tente d'expliquer comment on est amené à cette situation. Dans certains autres 
cas, c'est dans les solutions trouvées, dont on constate qu'elles ne sont pas inter­
prétables en terme de fonctions, que l'on voit apparaître de telles distributions. 
Ces divers cas sont illustrés dans les exemples qui suivent. Mais, d'abord, com­
plétons les indications données dans le paragraphe 5.6.1 à propos des conditions 
initiales dans les équations linéaires à coefficients constants de second membre o. 

6.1.1 Remarques concernant les conditions initiales 

Exemple 6.1 On cherche une fonction causale y .vérifiant : y"+ ay' + by = o 
avec des conditions initiales nulles. 

De façon formelle, la fonction y ou la distribution [y] vérifie: (o"+ao'+bô)*[Y] =o. 
C'est donc l'inverse de convolution (Cf. § 5.6.2) de la distribution (o" +ao' +bô). 
D'après le théorème 5.1, c'est une fonction qui s'écrit: y(t) = U(t)u(t) où u vérifie 
u(O) = 0 et u'(O) = 1, d'où y(O+) = 0 et y'(O+) = 1. La deuxième condition 
initiale n'est donc pas vérifiée. Donnons deux autres exemples : 

Exemple 6.2 Résolution de y' - by = o avec y(O+) = a. 

Si on suppose qu'on puisse appliquer la formule [,(y') = sY(s) - a, l'équation 
devient : (s - b)Y(s) =a+ 1. La solution qui en résulte fournit l'image inverse: 
y(t) = U(t)(a + l)ét. Si a =J. 0, elle ne vérifie pas la condition initiale, mais 
ne vérifie pas non plus l'équation puisque [y]' = b[y] +(a+ l)o. On en conclut 
que y(O+) est imposé par l'équation elle-même. Si on résoud sur ]O, +oo[, on 
trouve y = Cét et la dérivation au sens des distributions apporte C = 1. La 
transformation[, donne par ailleurs (s-b)Y(s) = 1, c'est-à-dire la même solution. 

Exemple 6.3 Résolution de y"+ y= o avec y(O+) = y'(O+) = 1. 

Formellement, la transformation [, nous donne : (s2 + l)Y(s) = s + 2. Sa 
résolution conduit à l'image inverse: y(t) = U(t)(cost+ 2sint). Là encore, seule 
la première condition initiale est vérifiée, mais cette fois, on peut vérifier que 



6.1. Problèmes régis par des équations différentielles 241 

la fonction trouvée n'est plus solution de l'équation différentielle. La manière 
d'utiliser C est ainsi en cause. 
Procédons autrement: La solution fonction sur ]O, +oo[ s'écrit y= U(t)(A cost+ 
B sin t); ses dérivées distribution sont: [y]'= y'+ Aô et [y]"= [-y]+ Aô' + Bô. 
Donc, en se plaçant sur [O, +oo[, l'équation impose : A = 0 et B = 1. La seule 
solution de l'équation est donc U(t) sin t. On voit_ que, puisque c'est A= y(O+) 
qui apporte la distribution ô dans la première dérivation, que cette valeur initiale 
est nécessairement nulle. Comme ce qui a été vu dans §5.6.1, C doit être appliqué 
au sens des distributions ; on vérifie, en effet, que cette transformation fournit 
(s2 + l)Y(s) = 1, ce qui redonne bien la solution unique précédente. 
Concluons: 
Lorsque le second membre est ô, les conditions initiales ne peuvent plus être prises 
en compte. La solution est alors apportée par la transformation de Laplace au 
sens des distributions et les conditions initiales sont imposées par l'équation elle­
même. L'équation est alors une éqution de convolution, la solution cherchée est 
une inverse de convolution et elle est unique. 

Exemple 6.4 Trouver les fonctions continues solutions de :y" + ay' + by = ô' 

La transformation de Laplace des distributions conduit à Y ( s) = 2 s b. 
s +as+ 

C'est l'image d'une fonction continue unique. Prenons l'exemple a= -2, b = 1, 
on trouve la solution y = U(t)et(t + 1). On peut vérifier que cette fonction 
continue est bien la solution du problème. La valeur de la limite en t = 0 ne peut 
s'interpréter comme une valeur initiale (Cf. exemple 6.4 qui suit). 
On peut évidemment généraliser toutes ces considérations à une équation d'ordre 
n, avec ces mêmes seconds membres ô ou ses dérivées. 
Abordons maintenant un problème de physique où l'on s'efforce d'analyser ces 
remarques sur les conditions initiales et, si possible, de faire une interprétation. 

6.1.2 Etude d'équations gérant les circuits électriques 

L'étude de ces circuits, en traitement des signaux électroniques, rentre dans le 
cadre de l'étude des filtres, étude où on s'intéresse à la relation entre un signal 
d'entrée noté e(t) et un signal de sortie s(t) qui est la réponse temporelle du 
circuit à cette excitation e(t) (Cf. [[20]], [[5,b)]]). Cette relation est une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants et la connaissance des réponses obte­
nues, dites «réponse indicielle et réponse impulsionnelle», lorsque le signal 
d'entrée est l'échelon-unité U ou bien l'impulsion unité ô, est utile dans l'étude 
du comportement temporel de ces filtres. Ces équations ne font que traduire une 
convolution du type s = e * h. Un des procédés d'étude de ces filtres passe par 
la notion d'impédance complexe, qui utilise les images de Laplace des opérations 
de dérivation et d'intégration et la détermination de la fonction de transfert qui 
peut s'interpréter comme la transformée de Laplace de la fonction h (Cf. [[20]]). 

Exemple 6.5 Etude d'un circuit électrique R, L, C 

Si les inconnues envisagées sont les fonctions t i--t i(t) intensité du courant dans le 
circuit et la charge t i--t q(t), charge du condensateur et si la force électromotrice 
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est désignée par e(t) , nous avons classiquement le système de deux équations 
différentielles (E1) dans ]O, +oo( : 

L ~~ (t) + Ri(t) + ~q(t) = e(t), ~; (t) = i(t) 

On suppose que les conditions initiales io et qo sont nulles et que la fonction 
e admet une transformée de Laplace. Alors. la transformée (E2) par C de ce 
système s'écrit : 

Lsl(s) + RJ(s) + Q~) = E(s), sQ(s) = I(s) 

Ce système se condense d'ailleurs en une équation intégro-différentielle et on en 
déduit l'équation (E3 ) que doit vérifier la fonctions M I(s) image de Laplace du 
courant i: 

[Ls+R+ ~]I(s) = E(s) 

Cette image s'exprime donc par : 

I 8 _ CE(s) 
.( ) - LCs2 + RCs + 1 

et, dans la plupart des cas, le retour à la fonction originale est simple. 
Cas d'une force électro~otrice A constante 

On trouve: J(s) = C 2 C 
L s +R s+l 

4L-R2C R . 
En supposant , par exemple, Q2 = 4L2C > 0 et en posant a = 2L, on laisse 

le soin au lecteur de prouver que, sous cette condition, on a : 

i(t) = L~U(t)e-at sin(Qt) 

Cas d'une force électromotrice sinusoïdale 

On étudie, en supposant encore Q2 = 4L4~2~C > O, le cas où e(t) = Asin(wt). 

P " ' ' d' 1 f · · 11 Aws ar 1.., 1 on est amene a ecomposer a ract1on rationne e L[(s + a) 2 + n2][82 + w2] 

où on a posé a = 2~. Finalement, si n =/= w, la solution s'écrit : 

i(t) = U(t) jacos(wt) + ,Bsin(wt) +[a' cos(Qt) + ,B' sin(Qt)]e-at] 

Les constantes a et ,8 étant calculables en fonction des données. Si n = w, les 
formules restent valables en se simplifiant un peu. 
Cas d'une force électromotrice représentée par une impulsion 
Dans ce cas, le plus simple pour les calculs, on a abusivement : e(t) = Aô et la 
transformée, toujours sous les mêmes conditions, s'écrit : 

J(s) = A---8--­
L[( s + a)2 + Q2] 
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On en déduit 

i(t) = 1u(t)e-at lcos nt) - ~ sin(nt)] 

Supposons que l'on veuille vérifier la condition initiale. Lorsque t -t 0, cette 

solution a pour limite la constante 1 qui n'est pas la condition initiale nulle et qui 

n'est pas non plus en rapport simple avec l'amplitude de l'impulsion. Cependant, 
ceci est bien en accord avec les remarques de la section 6.1.1 : on peut voir que 
la limite de q(t) est bien nulle, c'est sa dérivée i(t) qui n'a pas de raison d'être 
nulle à l'instant t = O. Pour tenter une explication ou une interprétation sur 

cette limite 1, nous remplaçons cette impulsion d'amplitude A par une de ses 

modélisations, c'est-à-dire par une fonction définie par : 

Vt E [O, a], e(t) = Aa- 1 , Vt >a, e(t) = 0 

Cette fonction s'exprime par la différence e(t) = AU(t) -U(t- a) et par consé­
Œ 

quent, la transformée s'écrit alors, en utilisant un des résultats précédents et une 
translation : 

En principe le temps a est trés court. On interprète alors la solution en faisant 
tendre a vers 0 (convergence simple à t fixé). On trouve : 

1. sin[flt) - ea°' sin[fl(t - a)] 0 ( 0 ) • (o ) 
1m = ~Gcos ~d - asm ~d 

a-tO Œ 

On retrouve ainsi la réponse du circuit à l'impulsion précédente. 
Enfin, l'explication de cette limite de i(t) peut être donnée par l'intégration sur 
[O, a] des équations (E1). On a : 

{°' 1 {°' {°' 
Li(a) + R Jo i(u)du + C Jo q(u)du = Jo e(u)du =A, q(a) = 1°' i(u)du 

En faisant tendre a vers 0, les intégrales tendent vers 0 et on obtient bien que 

lim i(t) = 1 et lim q(t) = O. · 
Autrement dit, c'est en revenant à l'equation intégra-différentielle donnée par les 
lois de la physique et en faisant en quelque sorte des interprétations énergétiques 
que l'on peut expliquer la transformation de la condition initiale sur la fonction 
i. 
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Exemple 6.6 Etude d'un circuit L, C avec intervention de la distribution ô' 

L'intensité et la tension étant nulles pour t < O, on entre aux bornes d'une partie 

de circuit de résistance négligeable, la tension Va définie, en posant A = ~ où 
a 

V est une constante, par : 

Vt E [O, a[, Va(t) =A, Vt E [a, 2a[, Va(t) = -A, Vt ~ 2a, Va(t) = O 

L'équation (E1) vérifiée par l'intensité i(t) s'écrit : 

d" 1 {t 
L d; (t) + C lo i(u)du = A[U(t) - 2U(t - a)+ U(t - 2a)] 

Sa transformée (E2) par .C s'écrit : 

(Ls + _.!__ )I(s) = A [1 - 2e-a8 + e-2as] 
Cs s 

En posant w2 LC = 1, la solution de cette équation s'exprime par: 

I(s) = A [1 - 2e-as + e-2as] 
L(s2 +w2) 

L'intensité i s'en déduit : 

i(t) = w~a2 [u(t) sin(wt) - 2U(t - a) sin(w(t - a))+ U(t - 2a) sin(w(t - 2a))] 

Si on suppose que la durée de ce signal Va est très faible, un développement du 
second ordre par rapport à a au voisinage de 0 montre que l'intensité réponse est 
voisine de la distribution : 

lim i(t) = VL ô - LV sin(wt) 
a-+0 W 

C'est la réponse que l'on obtient en résolvant l'équation (s2 + w2)J(s) = v;2
, 

c'est-à-dire en supposant que la tension d'entrée se représente par la distribution 
Vô'. Il suffit d'ailleurs pour le voir de prouver que, au sens des distributions, on 
a: lim va(t) = Vô'. 

a-+0 

Exemple 6.7 Etude d'un filtre 

Le filtre considéré est constitué du circuit électrique figuré ci-après où les courants 
sont indiqués avec les sens de parcours. Les nombres complexes Zi, Z2 , Z3 sont 
les impédances complexes qui tiennent compte des résistances, des inductances 
et des capacités. Si I(s) est l'image de Laplace du courant i(t) qui traverse 
l'impédance Z = (R, L, C), l'image de la tension aux bornes de cette impédance 

est définie par le produit (R + sL + ~8 )/(s). On peut ainsi passer directement 

aux 3 équations vérifiées par les images de Laplace / 0 , /i, /2 des trois courants. 
Si V(s) est l'image de Laplace de la tension appliquée à l'entrée de ce filtre, on 
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obtient, en calculant la tension dans les branches du circuit (ce qui revient à. 
appliquer les lois de Kirschoff), le système d'équations (E2) : 

Figure 6.1 

On se contente d'étudier le cas particulier suivant : 

a 
Z1 = Zs = - , Z2 = Z4 = c, 

s 

b 
Z3= -

s 

Le système s'écrit de manière matricielle : 

(
c+a/s -c 0 ) (I1(s)) (V(s)) 

c -(2c+b/s) c I2(s) = 0 
0 c -(c+a/s) I3(s) 0 

Le calcul du déterminant Li fournit la factorisation: Li= a +3 es (c(b+2a)s+ab) 
s 

et la solution peut alors être donnée : 

Io(s) 

li (s) 

h(s) = 

V( ) c2s2 + c(2a + b)s +ab 
8 8 (a+ cs)(c(2a + b)s +ab 

s2 

eV ( 8 )-c(-2a_+_b )_s_+_a_b 

83 
c2V(s)-------­

(a + cs)(c(2a + b)s +ab 

Supposons que le signal d'entrée imposé au filtre soit l'impulsion Vô, autrement 
a ab 

dit : V(s) =V constante. En posant a=--;; et f3 = - c(b + 2a), nous obtenons 

la solution du problème posé laquelle contient des distributions de Dirac ô et ô' : 

[ ô' b2+2a2 +2ab [a ab3 J] 
io(t) V b+2a + c(2a+b)2 ô-U(t) c2e-at+ 2c2(b+2a)3e-.Bt 

( ) V [ ô' ab ô U( ) a2b2 -.Btl 
ii t 2a+b - c(2a+b)2 + t c2(2a+b) 3e 

V [ ô' 2a(a + b) ô U( ) [ a -~t ab3 -.BtJ] 
i2(t) = 2a+b-c(2a+b)2 + t 2c2e -2c2(2a+b) 4 e 

On peut facilement vérifier, par exemple, la première équation. 
On laisse au lecteur le soin de trouver la réponse du filtre lorsque le signal d'entrée 

est une constante V d'où V(s) = V. Cette réponse fait intervenir l'impulsion ô. 
s 
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Exemple 6.8 Généralisation de l'exemple précédent. 

On suppose, sans revenir à la constitution du circuit physique proprement dit 
' que les équations E2 qui sont les transformées des équations liant les intensités 

i1, i2, · · ·ÏN+i sont les suivantes : 

3 1 
( 4s + -) li + ( - - 4s) h 

s s 
2E 

0 
1 1 1 

(- - 4s)In-1+2(- + 4s)In + (- - 4s)In+li n = 2, 3, · · ·, N 
S B S 

1 1 
( - - 4s) l N + ( - + 4s + 4) l N +1 
s s 

0 

Le déterminant de ce système pour N = 1 s'écrit: 

1 
3 + 4s2 1 - 4s2 1 Â1 = 1 _ 4s2 (l + 2s)2 = (1+2s)2(3+4s2 - (1 - 2s)2) = 2(1 + 2s)3 

Pour N = 2 on trouve : Â2 = 2(1+2s)4 Dans le cas général, on met 2s + 1 en 
facteur dans la dernière ligne et la dernière colonne, ce qui remplace le dernier 
terme par 1, et on remplace la colonne CN par CN - (1- 2s)CN+l· 
Le dernier mineur principal Ô(3) d'ordre 3 du déterminant ÂN s'écrit alors : 

2(1+4s2) 
1- 4s2 

0 

1- 4s2 - 0 
2(1+4s2) - (1 - 2s)2 

1 - 2s - ( 1 - 2s) 

0 
1-2s 

1 

On développe par rapport à la dernière ligne. Comme le cofacteur du dernier 
terme est le déterminant ÂN-1, on en déduit : ÂN = (2s + l)ÂN-l et, par 
conséquent : ÂN = 2{2s + l)N+2. 
Par les mêmes procédés portant sur les dernières lignes et colonnes, on trouve les 

diverses inconnues. Par exemple, la fonction li est donnée par : li ( s) = ( Es ) 
2s+ 1 

On en déduit par la première équation du système (E2 ) que 

Es 2 (2s - 1)2 2s - 1 
12 (s) = (2s + 1)(1- 4s2) (4s+2- 3- 4s ) =-Es (1- 2s)(l + 2s)2 =Es (2s + 1)2 

De proche en proche, on obtient les autres intensités, à savoir : 

Es [2s - 1] n-1 l (s)--- --
n - 2s+ 1 2s + 1 

Es [s - 1/2] n-1 
En écrivant ce résultat sous la forme 2(s + l/2) s + 112 et en utilisant 

l'exemple 2.21 qui concerne les polynômes de Laguerre, on peut conclure : 

in(t) = U(t)e-tf2 Ln-1 (t) 
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Exemple 6.9 Etude d'un pont électrique. 

On considère le circuit dessiné ci-après où sont indiquées les éléments caractéris­
tiques et les intensités. La tension d'entrée v(t), appliquée entre les bornes A et 
F, à. partir de l'instant t = O, date à. laquelle toutes les intensités sont nulles, est 
la distribution v(t) = Kô'. Le problème est de déterminer les courants ii, i 2 et i 3 • 

Pour simplifier, on suppose que, dans le système d'unités considéré, les valeurs 
' . d t ' . t" ' "fi t L 1 R numenques es carac ens 1ques ven en : = C = . 

Figure 6.8 

Les équations sont simples à. établir (Lois de Kirschoff ou applications de la loi 
d'Ohm) et, en utilisant la notion d'impédance complexe, les transformées des 
équations par [, s'écrivent directement : 
Dans la branche AB F, on obtient la relation (1) : 

Dans la branche A B D A, on obtient la relation (2) : 

2Rsli + (Rs + R)/3 - Rh= 0 

La relation (3) s'écrit dans la branche A D F : 

R 
RI2+ (!2 + /3)(R+ -) = Ks 

s 

En divisant ces équations par R, ce qui revient à. remplacer K par ~, le déter­

minant de ce système s'écrit : 

~= 

2s+ 1 
2s 

0 

0 
-1 

2s+ 1 

-1 
(s + 1) 
l+s 

s s 

= _ 2 (s2+3s+1)(2s + 1) 
s 

-3+V5 -3-VS 
Après simplification par 2s + 1 et en posant a = 2 et b = 2 , la 

solution de ce système s'écrit : 

Ks(s+2) K [ a+l b+l ] 
Ii(s) = 2R(s2+3s+1) = 2R l - VS(s - a)+ VS(s - b) 
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Ks(s-3) _ I< [l- 6a+l + 6b+l ] 
2R(s2 +3s+1) - 2R vfs(s - a) vfs(s - b) 

h(s) J( s2 _ I< [l _ 3a + 1 + 3b + 1 ] 
2R(s2 + 3s + 1) - 2R vfs(s - a) vfs(s - b) 

On en déduit la solution du problème : 

/([ a+l b+l ] ii(t) 2R o -U(t) v'5 exp(at) +U(t) v'5 exp(bt) 

J( [ 6a + 1 6b + 1 ] i2(t) 2R o - U(t) v'5 exp(at) + U(t) v'5 exp(bt) 

J( [ 3a + 1 3b + 1 ] i3(t) 2R o - U(t) v'5 exp(at) + U(t) v'5 exp(bt) 

Exemple 6.10 Equation différentielle contenant des termes retardés. 

Dans certains problèmes aux limites de la Physique, interviennent dans les équa­
tions différentielles, des termes à arguments retardés : On peut supposer que, 
dans un circuit, les intensités, par exemple, dans certaines parties de ce circuit 
soient retardés de temps fixes connus ho, hi,···. Considérons par exemple l'équa­
tion différentielle (Ei) : 

y"(t) = ay'(t - hi)+ by(t - ho)+ f(t) 

On suppose que les nombres ho et hi sont positifs , que les solutions cherchées 
sont causales, que les conditions initiales sont nulles et que la fonction f est dans 
Cd. Dans ces conditions la transformation C nous fournit l'équation (E2) : 

s2Y(s) = asY(s) exp(-shi) + bY(s) exp(-sh0 ) + F(s) 

On en déduit formellement l'image de la solution : 

Y(s) = F(s) 
s2 - as exp(-shi) - b exp(-sho) 

On peut l'écrire, en mettant s2 en facteur, sous la forme : Y(s) = F(2s) 1 ( ) 
s 1-us 

, . , . asexp(-shi)+bexp(-sho) 
ou la fonction u est defime par : u(s) = 2 . 

s 

L'idée étant de développer 1 ( ) , il nous faut prouver d'abord que la série de 
l-us 

terme général lu(s)ln est convergente pour x = ~e(s) assez grand. 

Or, cela est évident puisque : 1 u ( s) 1 ~ : :1 e-xhi + I ~d I e-xho . 

Il existe donc a> 0 et k tels que ~e(s) > a=> lu(s)I ~ l~I · On peut d'ailleurs 

supposer que l~I < 1 dans ce demi-plan IIa. 

+oo 
La série de puissances 2)u(s))n est donc uniformément convergente et définit, 

0 
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puisque son terme général est holomorphe, une fonction analytique dans le demi­
plan Ila. En fait, on peut démontrer, à l'aide du théorème 1.4, que la fonction 

·somme (1 - u(s))-1 est une transformée de Laplace. 

Pour cela, considérons v(s) = 1 ~(~:s). Dans le demi-plan Ila, on a la majora-

tion : lv(s)I ~ lsl 2 (l ~ k/lsl). On en déduit qu'il y a convergence uniforme de 

v(s) vers 0 dans ce demi-plan lorsque !si --+ +oo et, d'ailleurs, la même majo­
ration prouve l'absolue convergence de l'intégrale de v sur une droite 6. dans ce 
demi-plan. Cette fonction v est donc (théorème 1.4) une image de Laplace. Il 

en est de même pour 1 _ ~(s) = 1 + u(s) + v(s) et l'image inverse de Y(s) peut 

s'écrire comme série des images inverses des termes du développement précédent. 
Terminons en donnant une indication sur ce calcul de l'image inverse. 
Celle de u s'écrit: g(t) = aU(t- hi)+ b(t - h0 )U(t - h0 ), celle de un est alors la 
puissance de convolution g*n et, par conséquent, la solution s'écrit sous la forme 
d'une série de convolées, à savoir : 

+oo 
y(t) = [f(t)*(tU(t)] * [ô+ L:o*n] 

1 

Tout ce développement peut être généralisé à une équation différentielle d'ordre 
quelconque. Nous voyons maintenant, sur un exemple, comment on peut effectuer 
les calculs dans le cas où il n'y a qu'un seul retard qui intervient dans l'équation 
différentielle. 

Exemple 6.11 Résolution d'un problème avec un seul retard. 

On suppose, dans ce qui précède: h1 = 0, ho= 1, a= 1 et f =o. Alors, on a: 

Y(s) _ 1 _ ~ bn exp(-ns) 
- s2 - s - be-s - L.J sn(s - l)n 

0 

On calcule l'image inverse du terme général en décomposant la fraction rationnelle 

( l ) , ce qui peut se faire en utilisant des développements limités de (1- X r 
sn 1- s n 
àl'ordre n - 1. On trouve ainsi : 

1 n [ 1 n-l ( n - k + 1) ! ] 1 n-l ( -1) k ( n - k + 1) ! 
--- (-1) - + "' + +"' -'---'---'----sn(1 - s)n - sn ~ n!k!sn-k (s - l)n ~ n!k!(s - l)n-k 

On en déduit, à l'aide de translations, l'image inverse Yn(t) du terme général de 
la série définissant Y ( s) : 

() =bnU( _ )[(-l)n[(t-nr-1 ~(n-k+l)!(t-nr-k-1] 
Yn t t n 1 + L.J lkl( - k)' n. 1 n . . n . 

(t - n)n-lef-n n-1 (-l)k(n - k + l)!(t - nr-k-let-nl 

+ n! + ~ n!k!(n - k)! 

C'est la série de tous ces termes qui constitue la fonction y solution du problème. 
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6.1.3 Problèmes aux limites de la mécanique 

Exemple 6.12 Mouvement d'une particule sur une ligne droite 

Une particule de masse m oscille sur une droite. Elle est soumise à une force 
d'intensité m(µ 2 + a2) et à une résistance au mouvement d'intensité 2mµv où v 
est la vitesse. A l'instant t = 0, la particule est au repos. Il s'agit d'étudier le 
mouvement de la particule qui s'amorce sous l'effet d'une suite régulière d'impul­
sions d'amplitude P constante aux instants tn = .!:. 

a 
L'équation du mouvement s'écrit : 

OO 

mx" + 2mµx' + m(µ 2 + a2 )x =PL ô.!: 
o a 

La transformation C nous fournit : 

+oo 
[ms2 + 2mµs + m(m2 + a2)]Y(s) = P L,:exp(- ns] 

o a 

En l'absence de majorations simples sur les contours habituels, le théorème d'in­
version parait difficile à utiliser. Nous utilisons ici la sommation des images 

P exp(-s.?1) 
inverses des fonctions Fn(s) = - ( )2 a 2 • L'image inverse de cette fonc-

m m+µ +a 
tion est la translatée d'indice n/a de la fonction t H U(t)e-µ.t sin(at). On en 
déduit la solution qui s'exprime au moyen d'une somme localement finie : 

P +oo n n . 
y(t) = -L,:U(t- -)exp(-µ(t- -))sin(at-n) 

am 0 a a 

Nous étudions maintenant un problème où la variable n'est plus le temps et 
où les conditions initiales sont remplacées par des conditions pour deux valeurs 
différentes de la variable. 

Exemple 6.13 Déformation d'une poutre sous l'action de charges transversales. 

En supposant que le poids propre de la poutre est négligeable, la déformation, 
notée y(x), en un point d'abscisse x de la poutre est solution de l'équation différen­
tielle EJy(4)(x) = f(x) où E et I sont des constantes représentant respectivement 
le module d'Young et le moment d'inertie de la section transversale de la poutre. 
Cette fois la variable est une variable d'espace, la fonction f donnée représente 
la charge transversale par unité de longueur que supporte la poutre au point 
d'abscisse x. On suppose la poutre de longueur finie L, on est amené à résoudre 
cette équation sur un intervalle [O, L] dans diverses hypothèses concernant les 
extrémités de la poutre. On suppose par exemple que la poutre est horizontale 
et encastrée en ces deux extrémités, ce qui se traduit par la nullité de y et de sa 
dérivée aux points d'abscisses x = 0 et x = L. On suppose aussi que la charge se 
concentre en un point d'abscisse a avec 0 < a< L, donc est représentée par une 
impulsion notée abusivement J(x) = Pôa dont la transformée de Laplace est la 



6.2. Equations aux dérivées partielles de la physique 251 

fonction e-as. 
Si on pose, ces quantités étant inconnues a priori : y"(O+) = a 2 et y"'(O+) = a 3 , 

la transformation C de l'équation (E1) donnée nous fournit l'équation (E2) : 

EI[s4Y(s) - sa2 - a 3] = Pexp(-as) 

On obtient donc, en posant K = ; 1 : 

Y( ) _ a2 a3 Ke-as 
s -3+4+ 4 s s s 

On en déduit la fonction y comme si les tous les nombres du second membre 
étaient des données et comme si x avait un sens au delà de L : 

[a2x2 a3x3 ] K y(x) = U(x) - 2- + - 6- + 6-u(x - a)(x - a)3 

Il nous reste, pour déterminer la solution, qu'à calculer les nombres a 2 et a 3 à 
l'aide des conditions d'encastrement au point d'abscisse L. En exprimant donc 
que la fonction et sa dérivée sont nulles en cette extrémité, nous obtenons deux 
équations, à savoir : 

a2L2 + a33L3 + K(L 3- a)3 = 0 

2a2L + a3L2 + K(L - a)2 = O 

La résolution de ces deux équations à deux inconnues fournit a 2 et a 3 et on en 
déduit la solution. Le lecteur peut trouver, pour ce même problème d'autres 
situations où la poutre est très longue ou encore lorsque la poutre n'est plus 
encastrée soit en une extrémité soit en ses deux extrémités (Cf. Exercice 7. 38). 

6.2 Equations aux dérivées partielles de la physique 

6.2.1 Généralités 

Nous ne décrivons que le cas où un phénomène physique fait intervenir une fonc­
tion g de deux variables, l'une x dite variable d'espace et l'autre très souvent 
la variable temps notée t. Le phénomène se passe dans un domaine n du plan 
de ces deux variables. Le temps varie sur [O, +oo[, alors que trois situations se 
présentent pour la variable x qui parcourt soit R., soit une demi-droite que l'on 
identifie à [O, +oo[, soit un segment de droite que l'on identifie à l'intervalle [O, ~· 
Le phénomène physique se traduit mathématiquement par une équation aux dé­
rivées partielles (E1) dont l'inconnue est la fonction g. 
C'est par des considérations pratiques ou expérimentales que l'on sait que cer­
taines conditions sur la frontière du domaine n sont susceptibles de fournir l 'uni­
cité de la solution de (E1), laquelle solution est interprétable comme la fonction 
décrivant effectivement le phénomène dans son acception physique. Les condi­
tions frontières relatives à t = 0 sont dites des conditions initiales; alors que celles 



252 Chapitre 6. Problèmes aux limites de la physique 

qui correspondent par exemple à x = 0 ou x = l sont dites des conditions au bord 
ou conditions limites. 
Souvent l'équation (E1) est du second ordre, ce qui veut dire que l'ordre maximum 
des dérivées est 2. Parmi ces conditions de frontière, peuvent figurer également 
des conditions de comportement asymptotiques, qui peuvent être dictées aussi 
par la connaissance expérimentale du phénomène ou encore par des considéra­
tions de physique théorique. Cela peut être, soit le comportement de la fonction 
g lorsque t tend vers +oo, par exemple que g reste bornée ou qu'elle tende vers 
0 d'une certaine façon, soit éventuellement le comportement de g lorsque x tend 
vers ±oo. Les conditions initiales et les conditions limites peuvent faire intervenir 
la fonction g et certaines de leurs dérivées partielles. 
Ces conditions de frontière sont notées: g(x,O),g(l,t),g(O,t) ···,mais ces sym­
boles sont impropres, en fait, ce sont plutôt des limites à droite ou à gauche par 
rapport à l'une des variables; par exemple g(O, t) est une fonction t 1-7 g0 (t) ou 
une distribution gu0 en la variable t telle que, au sens des fonctions ou au sens 
des distributions, on puisse écrire : 'Vt;::: O, lim g(x, t) = go(t). Et si la fonction 

x-tO+ 
g0 est une fonction de valeur importante qui s'annule en un temps très court, 
on est amené dans certains cas à remplacer cette fonction par l'impulsion unité 
ô, ce qui revient à réaliser cette condition initiale par une double limite. Cette 
interprétation des conditions de frontière est très importante. Ssupposons, par 
exemple, que l'on ait obtenu une écriture de la solution. Généralement, cette 
écriture n'est valable que dans l'intérieur du domaine n. On ne peut donc, dans 
le but de vérifier ses calculs, remplacer les variables par des valeurs frontières ; 
cela n'a aucun sens en général. Il faudra effectivement vérifier sur cette écriture 
que la limite au sens de la condition de frontière existe bien au sens des fonctions 
ou au sens des distributions et que cette limite est bien celle que l'on attend. 

6.2.2 Méthode de résolution de Laplace 

La méthode de Laplace consiste à transformer 1'.équation (E1) par C opérant 
sur les fonctions partielles en une variable et leurs dérivées par rapport à cette 
variable. Généralement, cette variable est t. La fonction inconnue devient : 
t ~ 9x(t), elle dépend d'un paramètre x variant dans le domaine d'espace. On 
supposera donc que c'est une fonction causale, ce qui coïncide, en général, avec 
le fait que le phénomène étudié est un phénomène «commençant» et qu'en prin­
cipe la fonction g est nulle avant l'instant pris pour origine des temps. S'il en 
est autrement, c'est la fonction U(t)gx(t) qui sera prise en compte et dans ce 
cas, certaines propriétés (translation, convolution, · · ·) doivent être maniées avec 
précautions. 
La première hypothèse H1 à formuler est que l'abscisse de convergence de cette 
fonction n'est pas +oo, ce n'est que des résultats d'expérience qui permettent pour 
des problèmes classiques de consolider cette hypothèse. On doit aussi supposer 
qu'il en est de même pour les dérivées de 9x, c'est-à-dire les dérivées partielles 
par rapport à t et même que toutes ces abscisses de convergence sont inférieures 
à un réel fixe indépendant de x. 
Il est alors logique de noter C(gx) comme une fonction des variables x et s, cette 
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dernière gardant un rôle d'auxiliaire, x reprenant son rôle de variable. Cette 
fonction est désignée par G ( x, s) ou G s ( x). Les dérivées partielles seront alors 
transformées suivant les règles habituelles, ce qui fait intervenir les conditions 
initiales : 

L: [!9x(t) J (s) = sG(x, s) - g(x, O+) = sG(x, s) - go(x) 

Et, éventuellement, si la dérivée partielle d'odre 2 par rapport à t intervient : 

~ 8 
.c[dt2 ux(t)] (s) = s2G(x,s)- sg(x,O+)- âtg(x,O+) 

Il faut aussi transformer les dérivées partielles par rapport à x qui interviennent 
dans (E1). Cela suppose, et c'est une autre hypothèse H2 , que, d'une part, on 
puisse intervertir sous le symbole de la transformation de Laplace la dérivation 
partielle par rapport à x et l'intégration par rapport à t et que, d'autre part, 
certaines conditions initiales soient dérivables par rapport à x. Par exemple : 

L:(âg(x, t)) = ~(L:(ga:(t)) = ~G(x, s) 
8x âx 8x 

Et, pour une dérivée mixte : 

82g(x, t) d 8 d 
L:( 8 ) = -d (L:(-8 g(x, t)) = -d (sG(x, s) - g(x, o+)) 

xt X X X 

L'équation (E1), supposée linéaire se traduit ainsi par une équation différentielle 
où l'inconnue est la fonction x i---+ G s ( x). Cette équation ( E2) est linéaire, elle 
peut faire intervenir des coefficients variables en x et un second membre fonction 
de x, tous ces termes dépendant également du paramètre s que l'on peut supposer 
réel et assez grand, ce qui est susceptible de faciliter la discussion. Le domaine 
dans lequel on résoud cette équation est le domaine d'espace défini a priori; c'est 
ou bien la droite entière, ou bien l'intervalle ]O, +oo[, ou bien l'intervalle ]O, l[ 
et, si l'équation (E2) est du second ordre, la solution dépend en général de deux 
constantes arbitraires. Dans le premier cas, ce sont des conditions de compor­
tements asymptotiques aux deux infinis qui permettent la détermination de ces 
constantes. Dans le deuxième cas, ce sont les conditions aux limites portant sur 
Gs et sa dérivée à droite de x = 0 et d'autre part des conditions de comportement 
asymptotique en +oo. Dans le troisième cas, ce sont les conditions limites aux 
extrémités x = 0 et x = l qui le permettent. 
Enfin, il s'agit de trouver l'original de la fonction G8 , la variable x devenant 
maintenant un paramètre. Ce n'est pas la phase la plus simple de l'étude. Dans 
certains cas, un dictionnaire assez complet d'images de Laplace permet le retour 
à la fonction g. Mais, la plupart du temps, il faudra utiliser la formule d'in­
version, avec des contours auxiliaires sur lesquels on applique le théorème des 
résidus (Contour de Bromwich). Dans ce dernier cas, le plus courant, la solu­
tion se présentera sous forme de séries simples ou doubles ou d'intégrales plus ou 
moins liées aux fonctions spéciales. C'est ce qui peut être appelé la solution ex­
plicite du problème physique considéré. Cette expression donne l'évolution dans 
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le temps et le comportement dans l'espace de la fonction g, étant bien entendu 
qu'il faut faire appel à des procédés numériques pour obtenir des résultats chif­
frés approximatifs. Il n'est pas interdit de faire, par des passages à la limites , 
quelques vérifications concernant les conditions de frontière. Dans ce qui suit , 
nous appliquons ces principes sur quelques équations classiques de la physique 

6.2.3 Problèmes de diffusion de la chaleur 

Exemple 6.14 On propose de déterminer la fonction (t, x) i-t g(t, x), continue 
dans le domaine Q = [O, +oo[x[O, L], admettant des dérivées du premier ordre 
par rapport à t et du second ordre par rapport à x à l'intérieur de n, qui soit 
solution de l'équation aux dérivées partielles E1) : 

8g 82g 2 
{)t (t, x) = {)x 2 (t, x) - a g(t, x), 

et qui vérifie la condition initiale Vx E [O, L],g(O+, x) = 0 et des conditions dites 
"conditions au bord" :g(t, 0) = ho(t),g(t, L) = hi(t), ces dernières étant données. 

Un tel problème apparaît dans l'étude de l'évolution de la température sous cer­
taines conditions, d'une tige de longueur L. On suppose que les fonctions ho et 
h1 sont transformables par.Cet que leurs transformées sont Ho et H1• 

On suppose aussi que les hypothèses (H1) et (H2) faites dans §6.2.2sontjustifiées. 
Il en résulte que la transformée G8 (x) est solution de l'équation E2 , transformée 
de E1: 

d2G 
(s + a2)G8 (x) = dx2

8 (x) 

Nous sommes alors en présence, pour chaque valeur du nombres, d'un problème 
aux limites, régi par une équation différentielle du second ordre en la variable x. 
Pour simplifier, on suppose d'abord que s est réel et que s + a2 >O. La solution 
générale de l'équation de E2 s'écrit : 

Il reste à déterminer les deux constantes, qui sont ici, en fait, des fonctions 
de s. En utilisant les conditions au bord, on obtient immédiatement les valeurs 
de C1 ( s) et C2 ( s). On en déduit la fonction G :c sous la forme : 

Gs(x) H0(s)ch(xvs+ a2 ) 

( r-;--;;) sh(xvs + a2 + H1(s)-H0 (s)ch(Lvs+a2 ~ 
sh(L s + a2 

Calcul de la fonction solution g On peut d'abord constater que, malgré la 
présence du radical Vs + a2, la fonction s i-t G 8 ( x) est uniforme. Cela tient à la 
parité de la fonction ch et au quotient des deux fonctions impaires portant sur 
la fonction sh. Cette fonction s i-t G 8 ( x) est alors holomorphe dans le demi-plan 
Ilo. 
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a 
Pour continuer avec un cas particulier simple, on suppose que H0 (s) 

H1(s) = f!... La formule précédente devient: 

= - et 
s 

s 

Ga(x) = ash[(L - x)v;+a2] + ,Bsh(xv;+a2 
s sh(Lv' s + a2) 

Nous appliquons le théorème d'inversion. La validité de cette formule d'inversion 
est semblable à celle proposée dans l'exercice 3.42. Les pôles de F définie par 
F(s) = e8tG8 (x) sont définis par sin(iLv's + a2 ) = O, donc ce sont les points 

n27r2 , . . 
s = 0 et Sn vérifiant : Sn+ a 2 = - 0 . Le res1du, au pomt s = 0 de cette 

fonction s'écrit : 

R [F( ). = O] = ash[a(L - x)] + ,Bsh(ax) 
es s 's sh(aL) 

Les résidus de Faux points sn, qui sont tous des pôles simples, sont donnés par : 

. _ _ ash((L-x)in7r/L)+,Bsh(xin7r/L) 
Res[exp(st)Gs(x), s - sn] - exp(tsn) (( )/ )( 2) 1; 2 C ) Lsn 2 Sn + a - ch m7r 

En explicitant et en simplifiant, on obtient : 

On prend pour contour un segment de la droite d'intégration de la formule d'in­
version complété par un arc de cercle de rayon Rn = -a2 - (n + 1/2)2;. et de 
centre 0, placé à gauche de cette droite. On peut compléter aussi ce segment par 
2 autres segments d'ordonnées ±net un segment vertical d'abscisse -Rn de façon 
que le contour utilisé (Cf. figure de l'exemple 6.20) soit rectangulaire. 
En s'appuyant encore sur des majorations et des calculs analogues à ceux de 
l'exemple 2.27 lorsqu'il s'agit du contour circulaire ou des calculs de l'exemple 
6.20 dans le cas d'un contour rectangulaire, on peut montrer finalement que 
l'image inverse de G 8 est égale à la somme de tous les résidus de la fonction 
exp(st)G8 (x) en tous les pôles de cette fonction. On en déduit la fonction solu­
tion sous la forme d'une série trigonométrique par rapport à la variable x qui est 
aussi une série d'exponentielles par rapport à la variable t : 

g(t,x) = 
ash[a(L - x)] + ,Bsh(ax) 

sh(aL) 

211" 2+oonexp[-tn~~2]((-l)n,B+a). nx7r 
+ L2 exp -ta L a2 + n27r2 / L2 sm( L) 

0 
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Exemple 6.15 Etude de la chaleur rayonnée dans l'espace par une source de 
chaleur qui s'identifie à un cylindre infini. 

Le cylindre est infini de rayon a. Sa température est constante égale à 90 en son 
intérieur. Ce cylindre est plongé à l'instant t = 0 dans l'espace où la température 
est nulle. La distribution des températures fait intervenir seulement une variable 
d'espace r qui est la distance du point courant de l'espace à l'axe du cylindre. 
La fonction inconnue du problème est alors (t, r) i-+ 9(t, r) et la condition initiale 

peut s'écrire g(O+, r) = 90 [u(r) - U(r - a)]. Pour les conditions limites (condi­

tions sur l'axe du cylindre et très loin de cet axe), on impose, quel que soit t : 
limr-+O 9(t, r) =Co où Co peut dépendre du temps et limr-++oo 9(t, r) =O. 
En utilisant le laplacien en coordonnées cylindriques, l'équation (E1) du problème 
s'écrit : 

89 [829 189 ] 
ât (t, r) = k âr2 (t, r) +;: âr (t, r) 

En tenant compte de la condition initiale, la transformation C nous fournit, en 
conservant les hypothèses H1 et H2 de §6.2, l'équation (E2) du second ordre, en 
la variable r, à coefficients variables : 

d2G8 dGs rs rsgo [ ] 
r dr2 (r) + dr (r) - kGs(r) = --k- U(r) - U(r - a) 

Résolution de (E2) sur [a, +oo[ 
Cette équation est du type de celle de Bessel d'indice O. Plus précisément, si 
dans l'équation de Bessel modifiée d'indice O, qui s'écrit : xy" +y' - xy = 0 et 
qui admet (Cf. Annexe 2) pour base de solutions {I0 (x), K0 (x)} sur ]O, +oo[, 
on pose : z(x) = y(Kx) = y(u), on obtient : uz"(u) + z'(u) - K 2uz(u) = 0 et 

cette équation s'identifie à (E2 ) pour K 2 = ~· Il en résulte que l'équation (E2) 

admet pour solutions sur [a, +oo[, puisqu'alors elle est sans second membre, les 
combinaisons linéaires : 

Dans cette formule, on suppose que s appartient au champ complexe coupé sui­
vant l'axe des réels négatifs, avec un argument vérifiant -7r < a1·9(s) < 7r; la 

fonction notée If prolonge ainsi la détermination réelle sur l'axe des réels posi­

tifs. Puisque, lorsque r-+ +oo, seule, sur les deux fonctions, K0 (r) tend vers 0, 
l'autre n'ayant pas de limite, on en déduit que les solutions acceptables sur cet 

intervalle s'écrivent: G1 (s) = C2(s)Ko(r[f ). 

Résolution de (E2 ) sur [O, a[ 
Au lieu de résoudre (E2) avec ses conditions initiales sur ]O, a] par les moyens 
classiques, on choisit, ici, de faire cette résolution en utilisant la transformation 
Cr en la variable r à (E2) dans laquelle s reste un paramètre et r la variable. La 

transformée de G8 (r) étant notée G1 (u), celle de la dérivée ! G8 (r) est égale à 
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O"G1 (O') -Co et celle de la dérivée seconde s'écrit : 0"2G1 (O') - CoO' - f3 où f3 est la 

valeur :r G8 (0). De plus, l'im~ge de rU(r) est la fonction 0'-2• L'équation (E2), 

à coefficients variables se transforme donc en (E3) : 

(~ - 0'2)G~(O') - O"G1(0') = - s90 
k ku2 

On doit d'ailleurs y remarquer la suppression des termes Co et /3. L'équation 
sans second membre admet les solutions: G1 (u) = C(u2 - f)- 112• Comme, de 

plus, l'équation complète admet la solution particulière : u 1-t 90 , on en déduit 
O' 

que la solution générale de (E3) s'écrit : 

G1(0') = 9o + C(0'2 _ ~)-1/2 
(J' k 

Comme l'image inverse de (0'2 - 1)-112 est la fonction I 0 (r), il en résulte, aprés 
utilisation d'une dilatation, que la solution générale de (E2) sur ]O, a[ s'exprime 

par : G8 (r) = 9o + C(s)Io (r~) où C(s) ne dépend que de s. 

Solution de (E2) sur ]O, +oo[ 
Il reste à raccorder les solutions à la borne a des deux intervalles précédents, ce 
qui doit permettre de déterminer les deux constantes C(s) et C2 (s). En posant : 
µ = ..filk, ces constantes en effet doivent vérifier, d'une part, la condition de 
continuité : 

9o + C(s)Io(aµ) = C2(s)Ko(aµ) 

D'autre part, la condition de dérivabilité : 

µC(s)Ib(aµ) = µC2(s)Kb(aµ) 

Puisque : lb= li et Kb = -K1, cette relation devient : C(s) = -C2(s) ~\~:1 · 
On utilise ensuite (Cf. [[29]],[[18]]) : I11 (z)I<11+1 (z) - [11+1 (z)K11 (z) = z-1 pour 
v = O, ce qui donne: C2 (s) = -90aµK1(aµ). On obtient ainsi les constantes et, 
finalement, la solution de {E2) s'exprime par : 

Gs(r) 9o [ 1 - aVsfkK1(a.Js/k)Io(rVsfk)] 'v'r E]O, a] 

Gs(r) = 9oaVsfkli (aVsfk)Ko(rVsfk) 'v'r E [a, +oo[ 

Majorations préliminaires à l'utilisation d'une formule d'inversion 
On met à part la contante 9o que l'on sait inverser. Alors, les deux expressions 
trouvées, où on suppose que z = s appartienne au plan complexe coupé suivant la 
demi-droite des réels négatifs, sont holomorphes dans Ilo. On utilise les compor­
tements asymptotiques des fonctions In et I<n au voisinage de l'infini {Cf. [[29]]) 
dans II0 qui sont donnés par : 

In(z),...., [(exp(z) + i exp(-z + i1r(n + 1/2)), 
Vz 
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On en déduit : 

µIo(rµ)K1(aµ) rv H exp(./f (r - a)), avec r - a< 0 

µ!1 (rµ)I<o(aµ) rv H' exp( -If (a - r)), avec r- a> 0 

On suppose pour toute la suite que r =I= a. On peut donc appliquer le théorème 

d'inversion aux deux expressions. On pose: ~ = b et ~ = r', l'expression va-

lable pour r <a étant écrite alors sous la forme: F1(z) = bvzI<1(bv'Z)I0 (r'v'Z), 
On ne donne les détails que pour cette première fonction. 
Image inverse de F1 
Pour parvenir à l'image inverse, on utilise le contour de la figure de l'exemple 2.25. 
Pour faire une majoration sue l'arc de cercle de ce contour, on considère seulement 
sa partie supérieure, notée ')'+. En reprenant les comportements asymptotiques 
précédents, on obtient pour F1 (z), lorsque 7r/2 < arg(z) < 37r/2, l'équivalence: 

F1(z) "'H(exp((r' - b)vz) + i(exp(-(r' + b)v'Z) 

Les deux exposants r' - b et -(r' + b) sont négatifs. La partie réelle de vz étant 
v'Rcos(9/2) avec cos(9/2) ~ 0, on en déduit, pour R assez grand, la majoration 
valable sur ')'+ : 

IF1(z)I::; Cexp((r' - b)VRcos(9/2) 

Ceci fournit la convergence uniforme sur les arcs fermés strictement inclus dans 
î'+, mais non la convergence uniforme souhaitée sur tout l'arc. Par contre, on 
peut conclure à la convergence uniforme vers 0 sur î'+, lorsque R --+ +oo, de 

Fi (z), ce qui permet d'appliquer le lemme de Jordan. Le même raisonnement 
z 

s'applique sur la partie inférieure du cercle car il y a simplement le changement de 
i en -i dans la formule d'équivalence Ci-dessus. En outre, les mêmes majorations 
et équivalences s'appliquent pour l'autre fonction µ11 (rµ)I<0(aµ). Ce qui précède 

''If l' l h' ' d'' . 'F1(z) b' d · · montre qu i aut app iquer e t eoreme mvers1on a -- ; on o tien ra ams1 
z 

une primitive 91 de l'image inverse de Fl(z) (Cf. Remarque 1.12). 
z 

D'après cette proposition, nous obtenons, L étant le lacet bordant la coupure de 
la figure 2.25 : 

91 (t r) = --4- { Fi (z) eztdz 
1 2i7r }L Z 

Calcul de l'image inverse 91 dans le cas où r E]O, a[ 
Sur le petit cercle î' de rayon c du lacet, grâce à l'équivalence, au voisinage de 

0 : K1 (z) "' log(z/2), on obtient : 11 Fi (z)dzl ::; K ve(ln[c/2] + 7r). Cette 

intégrale tend donc vers O. La limite de l'intégrale sur la partie inférieure du 
lacet, lorsque celle-ci se rapproche de la coupure, partie où l'argument de z est 
égal à -7r, s'exprime par : 

r+oo (-i)v'Plo(r'(-i)v'P)I<1 (b(-i)v'P)e-pt dp 
lo P 
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Sur la partie supérieure du lacet, cette limite s'écrit : 

- {+oo (i)ypl0 (r'(i)v'P)K1(b(i)yp)e-ptdp 
lo P 

D'après les relations où Y1 est une fonction de Bessel-Weber {Cf. [[29]] et Annexe 
2), on a: Io(iz) = Io(-iz) = Jo(z) et : 

La somme des deux intégrales précédentes nous fournit la limite de l'intégrale sur 
le lacet, à savoir : 

r+oo e-pt 
i1r Jo Jo(r' yp)J1 (bv'P) -fPdp 

En effectuant le changement de variable d'intégration : p = ku2, on arrive à 
1,. . d F1(z) , . image mverse e --,a sav01r: 

z 

r+oo 
91(t) =a Jo Jo(ru)K1(au) exp(-tku2 )du 

Par conséquent, on a la solution du problème lorsque r E]O, a[: 

g(t, r) = 9o [ 1 - a!(].+= Jo(ru )J1 (au) exp(-tku2)du)] 

La dérivée formelle de cette intégrale s'écrit : 

r+oo 
-ak Jo u2Jo(ru)Ji(au)exp(-tku2 )du 

En se servant des équivalences précédentes, on voit qu'il est possible lorsque 
t E [t0 , +oo[ avec t0 > 0 de majorer l'intégrant par une fonction sommable indé­
pendante de t. Il en résulte l'expression de g(t, r) pour 0 < r < a. 
Etude pour r > a Les calculs sont analogues, en échangeant les fonctions de 
Bessel 10 et / 1, Ko et K 1• On aboutit finalement à la même formule intégrale, à 
savoir: 

Vr >a, 
r+oo 

g(t, r) = goak Jo u2 Jo(ru)J1 (au) exp(-tku2)du 

Dans cette dernière formule, comme IJo(ru)I ~ 1 et que limr--+O Jo(ru) = 0, le 
théorème de Lebesgue nous fournit bien la condition de nullité à l'infini. 

6.2.4 Problèmes de transmission dans les lignes électriques 

Dans une ligne électrique, on désigne les constantes physiques, déterminées par 
unité de longueur, qui la caractérisent par R, L, C, G qui sont respectivement la 
résistance, la self-inductance ou inductance, la capacité et la perditance. L'étude 
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physique du phénomène se traduit par un système (E1) de deux équations aux 
dérivées partielles linéaires à coefficients constants : 

{ 
Lôi 

ât + 
câv 

ât + 

Ri 

Gv 

âv 
âx 
âi 
âx 

En éliminant une des fonctions i ou v dans ce système, on aboutit à la même équa­
tion dite «équation des télégraphistes» vérifiée par l'une ou l'autre des fonctions, 
par exemple, pour u : 

a2 a2 a 
âx2 u = LC ât2 u + ( RC + LG) ât u + RGu 

C'est donc une équation linéaire du second ordre à coefficients constants de coef­
ficients a= LC, b = RC+LG, c = RG. On remarque que, pour a= 0, on trouve 
une équation de propagation de la chaleur étudiée dans un des exemples précé­
dents. On utilise la transformation de Laplace pour les fonctions de la variable 
t. On suppose encore que les hypothèses H1 et H2 sont vérifiées. Le système 
précédent est transformé en un système différentiel d'inconnues (x, s) i-t I(x, s) 
et (x, s) i-t V(x, s) où la seule variable est la variable d'espace x, la variables de 
Laplace étant considérée comme un paramètre : 

{ 
(Ls+R)I 

(Cs+ G)V 

dV 

dx 
dl 
dx 

+ Lio 

+ Cvo 

L'image du potentiel vérifie l'équation obtenue par élimination de I et le système 
devient : 

(E3) { 
d2V 

dx2 

I 

(Ls + R)(Cs + G)V 
1 dV 

Ls+R dx + 

L dio 
dx 

Lio 
Ls+R 

- C(Ls+ R)vo 

Concernant les conditions au bord à adjoindre aux données initiales, on considère 
seulement deux cas particuliers : 

Exemple 6.16 Problème d'une ligne demi-infinie, avec L = G = 0, le courant 
et le potentiel étant nuls pour t :'.S 0 et la donnée initiale au point x = 0 étant de 
type sinusoïdal : t i-t A sin(wt) 

La première équation de (E3) s'écrit, pour x > 0 : V"= RCsV. On en déduit: 

V(s, x) = H1(s) exp(-VRCsx) + H2(s) exp(VRCsx) 

Aw 
La condition à l'infini exige H2 =O. La condition en x = 0 exige H1(s) = 2 2. 

s +w 
On en déduit, en ayant posé : VRC = 'Y, l'image de la fonction potentiel : 

Aw 
V(s, x) = 2 2 exp(--yy'Sx) 

s +w 
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Le problème est maintenant d'appliquer la formule intégrale d'inversion. 
Ayant coupé le champ complexe suivant l'axe des réels négatifs et la branche de 
la racine étant celle qui prolonge la racine carrée réelle, on définit la fonction 

s t-t F(s) = 2 1 2 exp(-1vsx + st). Elle est holomorphe dans le demi-plan 
s +w 

II0 , les hypothèses d'application de.la formule d'inversion sont vérifiées et l'image 
inverse s'obtient par"intégration de F) sur /:}.c où c > O. On se sert du contour 
r = r c,r,R,a de la figure 2.25. Le théorème des résidus nous donne : 

[F1 (s)ds=2i11"[Res(F;iw)+Res[F; -iw)] 

Nous procédons aux majorations habituelles en nous contentant des parties de 
contour incluses dans le demi-plan supérieur puisque les calculs resteront les 
mêmes sur les parties symétriques. 
Sur [A'B'] d'ordonnée R, on a ls2 + w21 ~ R2 - w2, 1 exp(-1x.Js)I < 1 et 
1 exp(st)I ~exp( et). On en déduit une majoration et la limite : 

1 { F(s)dsl ~ ~2xp(ct~ --+ 0 
j[A'B') -W 

Sur l'arc Jiïà que l'on paramètre au moyen de : s = Rexp(i8), on a la majora­
tion: 1 exp(st)I ~ exp(RtcosO) et, les autres inégalités précédentes étant toujours 
vraies, on aboutit à la majoration : 

h R 111"-a _ F(s)ds ~ R2 2 exp(RtcosO)dO 
B'a -w 7r/2 

En majorant cette intégrale par le remplacement de 11" - a par 11", puis en la trans­
formant en l'intégrale sur [O, 11" /2] de exp(-Rt sin O)dO, ce qui permet d'utiliser le 
lemme 1.3, on obtient la majoration et la limite lorsque R --+ +oo : 

{ J( 
}Fa F(s)ds ~ R(R2 - w2) --+ 0 

Au voisinage de s = 0 dans le plan coupé, lim sFl(s) = 0 et, par conséquent, 
isl-tO 

l'intégrale sur le petit cercle Cr tend vers O. Il reste donc les deux demi-droites 
du lacet L. 
Sur [ab] l'argument de s est 11" - a tandis que sur [b'a'], il est égal à -11" +a. La 
limite l+de l'intégrale sur [a, b] est donc : 

l+ = hm e' 11" a vr p . ·c _ ) 1° (exp(-1x lpexp(i(11" - a)/2) + tpexp(i(11" - a))d 
a-tO +oo p2 exp(-2ia) + w2 

- r+00 (exp(-ifxy'P - tp) d 
Jo p2 +w2 p 
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De même, l'intégrale sur [b' a'] a pour limite : 

I = r+00 (exp( i'YX.,/P - tp) d 
- Jo p2 +w2 p 

On en déduit que la limite de l'intégrale étendue au lacet s'exprime par : 

lim { F(s)ds = -2i {+oo exp(-pt) sin('Yx.,fa) dp 
a-tO,r-tO} L } 0 p2 + w2 

Enfin, la somme des résidus est égale à 

(2iw)-1 [exp(-'YXVw exp(i?r /4) + iwt) - exp(-'YXVw exp(-i7r /4) - iwt)] 

En rassemblant tous ces résultats, nous obtenons pour la fonction potentiel : 

Le problème se termine, en utilisant les équations de départ E 1, par la détermi­
nation de la fonction i(t, x). 
On reprend ce problème avec d'autres données. 

Exemple 6.17 Problème d'une ligne demi-infinie, avec L = G = O, le courant 
et le potentiel étant nuls pour t ~ 0 et la donnée initiale au point x = 0 étant une 
série d'impulsions : A Eci00 akÔak· 

En se reportant aux calculs précédents, la fonction V ( s, x) est définie cette fois 
par: 

+oo 
V(s,x) =A L:akexp(-aks-v1IiëTsx) 

0 

Si les coefficients ak sont quelconques, on peut chercher les images inverses de 
chacune des fonctions exp(-aks - 'YXVS ou encore celle de ~xp(-'Yx../S). En 
utilisant les résultats de l'exemple 2.17 (formule 2.18), on voit que cette image 

2 

inverse est . ~exp(-1-). On en déduit la solution sous la forme d'une série 
2v7rt3 4t 

de translatées dans le temps t, à savoir : 

Exemple 6.18 Cas d'une ligne de longueur l finie. 

On suppose que le potentiel initial est la constante v0 , que la dérivée du potentiel 
est nulle quel que soit t > 0 au point x = O, que le courant initial est nul et qu'en 
l'extrémité x = l, le potentiel est la constante v1 pour tout t > O. On conserve 
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toujours L = G = O. Le courant initial étant nul, la première équation de (E3 ) 

nous donne: 
d2V 
dx2 - RCsV = -CRvo 

Cette équation du second ordre, avec des coefficients constants et second membre 
constant, se résoud immédiatement. On trouve, en posant encore 1 2 = RC la 
relation : 

V= H1(s)ch(1xv's) + H 2 (s)sh(1xv's) + vo 
s 

Pour x = 0, la dérivée par rapport à x est nul, ce qui donne : 1vsH2(s) = O, 
d'où H2 (s) = O. Pour x = l, le potentiel reste égal à vi, soit plutôt v1 (l, t) = 
U(t)v1 dont l'image de Laplace est vi. En remplaçant x par l, on obtient donc : 

s 
H1(s)ch(-l1VS) + vo = vi. On en tire: H1(s) = vi - Voch(l1Vs) et on en 

s s s 
déduit l'image de Laplace du potentiel v : 

V( ) vo v1 - vo ch(x1.,fi) 
s,x = -+ ( /;) 

S S ch l/yS 

L'image inverse de cette fonction a été calculée dans l'exemple 2.27. On obtient 
ainsi le résultat valable pour 0 < x < l et tout t > 0 : 

( ) _ 4(v1 - vo) ~ (-1r+i [- (n + 1/2)211"2t] [(2n + 1)11"x] 
v t,x - v0 + 11" ~ ( 2n+ l) exp l2RC cos 2l 

Pour un autre problème concernant une ligne finie, voir l'exercice 7.41. 

6.2.5 Problèmes de vibrations des tiges 

On ne considère que les tiges qui sont des milieux à une dimension d'espace et deux 
sortes de vibrations, les vibrations longitudinales et les vibrations transversales. 
La encore, la tige peut être infinie semi-infinie ou de longueur finie. 
Cas des vibrations longitudinales 
La tension p( t, x) s'applique au point de la tige d'abscisse x à l'instant t; ces points 
sufissent des déplacements longitudinaux se traduisant par la fonction y(t, x). 
On note p la densité constante de la barre (barre uniforme), E module de Young, 

E 2 P la force appliquée à la barre et M la masse de la barre. On pose : - = c . 
p 

Alors, les équations du phénomène s'écrivent : 

8y 
p(t,x) = E Bx' 

Par élimination de p, on en déduit l'équation vérifiée par la fonction y, à savoir: 
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Cas des vibrations transversales 
On note toujours y(t, x) le déplacement en un point d'abscisse x de la tige. En 
désignant par Set I l'aire et le moment d'inertie de la section droite de la tige et 
en posant K 2 = :J, l'équation (Ei). des vibrations transversales de la tige sous 
l'action d'une force F(t, x) appliquée en chacun des points de la tige, s'écrit: 

[)4y 1 82y F(t,x) 
{)x4 (t, x) + [(2 ât2 (t, x) = El 

Exemple 6.19 Etude des vibrations longitudinales d'une barre soumise à une 
force axiale en une des extrémités. 

La tige est de longeur L, en position horizontale, encastrée en l'extrémité x = O, 
l'autre extrémité x = L étant soumise, à l'instant t = 0, instant où la barre est 
supposée en équilibre, à une force axiale de type sinusoïdal : p(t, L) =A sin(wt). 
Le poids de la barre étant perpendiculaire à l'axe horizontal sur lequel on pro­
jette, ce poids n'intervient pas. Il nous faut ainsi trouver une solution de l'équa­
tion (Ei) : ~ - c2~ = 0 qui vérifie les conditions initiales y(O+, x) = 0 et 

~; (O+, x) =O. L'équation (E2) transformée par C est alors : 

d2Y8 (x) _ s2 Y. ( ) = 0 
d 2 2 s X 

X C 

Les conditions au bord, c'est-à-dirè aux points x = 0 et x = L s'écrivent : 

y(t, 0) = 0 et A sin(wt) = E:~ (t, L). Elles deviennent les conditions limites pour 

(E2): Ys(O+) = 0 et EddYs (L- 0) =A 2 w 2. 
X S +w 

La solution générale de E2) s'exprime par : Ys ( x) = C1 ( s )sh( sx) + C2 ( s )sh( sx). 
c c 

, . sEC1(s) sL w 
Les constantes C1 et C2 ver1fient C2 = 0 et ch(-) = A 2 2. On en 

c c s +w 
déduit l'image de Laplace cherchée : 

Y. Aw ssh(sx/c) 
s(x) = Ec (s2 + w2)ch(sL/c) 

Application de la formule intégrale d'inversion 
La fonctions 1--t Y8 (x) précédente est holomorphe dans II0 • Le calcul des modules 
des fonctions hyperboliques nous donne, en posant ~e(s) = a et ~m(s) = b, la 
majoration : 

sh(sx/c) 

ch(sL/c) 

Jch2(ax/c) - cos2(bx/c) ch(ax/c) = < ~'---'--'-
J ch 2 (a L / c) - sin2(bL/c) - sh(aL/c) 

Cette dernière expression a le comportement de exp(~(x - L)), avec x - L ~ O. 
c 

On en déduit que, dans II0 , le théorème d'inversion 1.4 s'applique. Ainsi, le 
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résultat s'obtient en intégrants M- (z) = Yz(x)est sur une droite/::':;. d'abscisse a0 

dans IIo. 
Cette fonction F est prolongeable holomorphiquement au point z = 0 . Les points 
singuliers de F sont, d'une part, iw et -iw et, d'autre part, les points de la suite 

' '( 1)7rC Sn ou Sn = i 2n + 2L . 

En prenant le contour r n = [A, B] U [ B, C] U [ C, D] U [ D, A J (voir figure ci-après) 

où les orgonnées des segments horizontaux sont ±Rn = ± n;c, les segments 

verticaux étant d'une part placé sur /::':;. et d'autre part d'abscisse an = -n. Le 
théorème des résidus nous donne : 

+= fr F(z)dz = 2i7r [Res(F; iw) + Res(F; - iw) + L Res(F; sn) J 
~ -= 

C Figure 6.19 

En utilisant les majorations précédentes des modules des sh et des ch, on obtient 
sur les segments [AB] et [CD] l'égalité: lch(zL/c)I = ch(aL/c) puis la majoration 

1
sh(sx/c)1 ch(ax/c) , _ Aw . 

( / ) ~ h( / ) ~ 1 et, par consequent, en posant I< - E . ch sL c c aL c c 

11 F(z)dzl < I<(n + ao) eaot--+ 0 
[AB] - IRnl (R; - w2) 

La même propriété est vraie sur [CD]. Sur le segment [BC], on a : 

On en déduit : 

{ F(z)dz ~ 2I<C ( l2Rnl 2) e-nt --+ O 
J[BC] n n - w 

Concluons que la passage à la limite se solde par 

1 1 += -.- F(z)dz = [Res(F; iw) + Res(F; - iw) + L Res(F; sn)] 
2i 7r !:>. -= 
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L ''d . , R (F±') ±isin(wx/c) es res1 us sont exprimes par : es ; iw = 2 cos(wL/c) et par 

On en conclut : 

R (F. )- 2 2.(-1rsin((2n+1)11'x/2L) 
es , Sn - 11'C i [(2n + 1)211'2c2 - 4L2w2] 

( ) - 1 sin(wx/c) 2 L:+oo (-l)nsin((2n+ l)11'x/2L) 
y t, X - - + C [( 2 411' cos(wL/c) 0 2n + 1) 11'2c2 - 4L2w2] 

Exemple 6.20 Etude des vibrations longitudinales d'une barre verticale sou­
mises à son propre poids. 

La tige est de longueur L, elle est fixée dans une position verticale en ses deux 
extrémités. A l'instant t = 0 on la libère de sa fixation en son extrémité supé­
rieure, sans vitesse initiale. 
L'accélération de la pesanteur étant notée g, l'équation (E1) s'écrit : 

82y 82y 
8t2 - c2 8x2 = g 

Puisque les valeurs initiales y(O+, x) et de ~; (O+, x) sont nulles, l'équation (E2) 

transformée de (Ei) par .C s'écrit : d2~8 ~x) - s: Y8 (x) = -{-. Cette équation 
X C CS 

est soumise aux conditions au bord suivantes : 

Vt > 0, Ys(O) = O, Vt > 0, dYs(L) = O 
dx 

La solution de (E2) est obtenue en ajoutant à la solution Ach(x) + Bsh(sx) de 
c c 

l'équation sans second membre, la solution particulière constituée par la constante 
g / s3 • A l'aide des conditions aux extrémités x = 0 et x = L, on trouve facilement 
Ys(x) = .!!.._ [l _ ch(s(L - x)/c)]. 

s3 ch(sL/c) 

L . . . U(t)t2 p 1 d ., e premier terme a pour image mverse - 2- our e euxieme terme, on 

peut appliquer le théorème d'inversion. En effet, la fonction ch~~fs~/~/c) reste 

bornée dans le demi-plan II0 , ce qui implique que la fonction à étudier est majorée 

par K/s3 • La fonction admet les pôles s = 0 et Sn= (2n+ l)ic 2~. 
On en déduit que ce deuxième terme est égal à la somme de tous les résidus 
associé à ces pôles. Cette fin de calcul ne présente pas de difficultés. 

6.2.6 Problèmes concernant le champ électromagnétique dans 
l'espace 

Les équations des problèmes qui suivent sont des conséquences des équations de 
Maxwell (Cf. [[20]]) écrites ci-après. On y utilise les caractères gras pour désigner 
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des vecteurs. 
Une distribution de charges étant caractérisée par la densité de charge p{m, t), la 

densité de courant j(m, t), le champ électromagnétique créé ( E{m, t), B{m, t)) 
est relié aux densités précédentes par les équations : 

V7.B 0 {6.1) 

VAE 
{) 

{6.2) --B ât 
V7.E 

p 
{6.3) 

êo 

VAB µo (j + êo :t E) {6.4) 

Les constantes qui y figurent êo et µ0 sont respectivement la permittivité du 
vide et la perméabilité du vide. On suppose être dans un milieu donné où la den­
sité de charge est liée au champ électrique par : j = <7 E, <7 étant la conductivité 
de ce milieu. 
Images de Laplace des équations de Maxwell 
Ces équations vectorielles se projettent sur les axes orthonormés d'un repère et 
fournissent un système {E1) d'équations aux dérivées partielles dont les fonctions 
inconnues sont les composantes des fonctions vectorielles considérées. En trans­
formant par f, en la variable t ces équations scalafres, on obtient un système (E2 ) 

d'équations dont la variable, comme à l'habitude, est la variable d'espace. 
A la place des projections sur les axes, on peut multiplier les équations de Max­
well par e-st et intégrer les égalités obtenues sur [O, +oo[ en supposant que ces 
intégrations commutent aux opérations de divergence et de rotationnel. Cela nous 
permet d'ailleurs d'obtenir d'une part des équations transformées indépendantes 
des axes et, d'autre part une écriture plus globale du système {E2). 

Les transformées de Laplace du champ électrique et du champ magnétique 
sont notées l'(s) et B(s). Les valeurs initiales de ces champs, c'est-à-dire leurs 
valeurs à l'instant t = 0 étant notées E0 et B0 , les images de Laplace des dérivées 
de ces champs s'écrivent : 

f, ( :t E) ( s) = sl' ( s) - E0 

et, de même: 

c(:t B) (s) = sB(s) - Bo 

pour ces transformées de Laplace(6. 2) et {6.4) nous donnent : 

[v Al'] (s) 

[v AB] (s) 

-sB(s) +Bo 

(µo<7 + E:os)l'(s) - µoêoEo 

(6.5) 

{6.6) 

Pour éliminer l'une des deux inconnues dans ce système, nous utilisons la for­
mule classique du double rotationnel qui va se transporter, par linéarité, sur les 
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transformées de Laplace à valeurs vectorielles. Par exemple, pour B, on a: 

Cette formule devient : 

V A (v AB)= v(v.B) - V2 B(s) 

En tenant compte des divergences de B et de E données par les relations (6.1) et 
(6.3) et en posant w2 (s) = sµ0 (u + se0 ), les équations précédentes fournissent : 

-V2 B(s) 

V ( V.E(s)) (s) 

-w2 (s)B(s) +(µou+ seo)Bo - µoeo V AEo 
V2 E(s) - w2(s)E(s) + µoeosEo +V ABo 

(6.7) 

(6.8) 

On peut améliorer la dernière équation en se servant de la relation (6.3), mais les 
problèmes que nous allons traités exigent plutôt les coordonnées cylindriques. 

Utilisation des coordonnées cylindriques 

On reprend les relations de Maxwell en coordonnées cylindriques. Nous obtenons 
ainsi 6 équations concernant les composantes des vecteurs B et E qui sont notées 
Bz, Br, Be et Ez, Eri Eu. En utilisant les formules classiques définissant ces 
composantes pour le rotationnel, les équations précédentes deviennent d'abord : 

(vAB )r 
(vAB) 8 

(vABt 
(vAE) r 
(vAE) 8 

(vAE) z 

18Bz 8Be 8Er 
;: 80 - 8z =µou Er+ µoeoTt 

8Br 8Bz 8Ee 
= 8z - 8r = µouEe +µoeoTt 

1 8Be 1 8Br 8Ez 
;:Be+ 8r - ;: 80 = µouEz + µoeoTt 

18Ez ôEe ÔBr ------ ---
r 80 ôz ôt 
ÔEr ôEz ôBe 
ôz - ôr =-Tt 

!Ee + ôEe _ !ôEr = _ ôBz 
r ôr r 80 8t 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

On passe ensuite aux équations vérifiées par les transformées de Laplace de ces 
composantes. Dans le cadre des deux exemples qui seront traités ci-dessous, 
on fait l'hypothèse que ces composantes sont indépendantes de z, ce qui annule 
les dérivées partielles en z et, par ailleurs, que toutes les conditions initiales sont 
nulles. Sous ces hypothèses, les équations (6.9), (6.10) et (6.14) nous fournissent : 

1 ôBz 
µo(u + seo)Er (6.15) 

r 80 
ôBz 

µo(u + seo)Ee (6.16) - ôr 

!eu+ ôte 
r ôr 

! ôEr _ sB 
r 80 z 

(6.17) 
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En appliquant l'opérateur~~~- à. l'équation (6.16), l'opérateur-~ g0 à. l'équation 
(6.15), en ajoutant et en substituant dans (6.17), on obtient une équation ne 
concernant que la composante Bz : 

~i_ [r âBz] 
r âr âr 

(6.18) 

Les autres équations (6.11), (6.12) et (6.13) fournissent un système duquel on 
pourrait tirer une équation dont la seule inconnue est Cz. En particulier, nous 
obtenons: 

1 âEz 
-sBr (6.19) r âfJ 

âez 
-sBo (6.20) 

âr 

~i_ [r âez] 
r âr âr 

1 â2Cz 2( ) 
- r2 â(J2 + w s ez (6.21) 

6.2. 7 Exemples de problèmes de détermination de champs 

Exemple 6.21 Etude du champ magnétique produit par une plaque conductrice 
s'identifiant à un plan d'épaisseur 2a. 

On suppose que les conditions initiales sont nulles et d'autre part que w2(s) = sk2 

avec k2 = µ0u, ce qui revient à. négliger t:0 • Cette simplification correspond à la 
propriété physique selon laquelle, dans tout le volume d'un conducteur métal­
lique, le courant de déplacement jn = co ~~ est négligeable devant la densité de 
courant j = uE, dans le domaine des fréquences industrielles et hertziennes (Cf. 
[[20]]). A l'instant initial, un champ magnétique Bo= kcos(wt), où le vecteur k 
est le vecteur unitaire de l'axe Oz, est établi sur les deux faces x =a et x =-a. 
Il est facile de voir que la connaissance de B(s) résulte de celle de sa composante 
sur cet axe z'z. Comme on peut prouver que le champ magnétique est indé­
pendant de l'angle O, on est amené à résoudre l'équation (6.18) dans laquelle la 
dérivée partielle en fJ est nulle et dans laquelle on assimile r à la variable x : 

d2 
dx2Bz - k2sBz = 0 

La solution générale de cette équation, en posant pour simplifier Y = Bz s'ex­
prime donc par: Y(x) = Ach(k.v,S"x) + Bsh(k.v,S"x). Il suffit maintenant de tenir 
compte des deux conditions sur les surfaces de la plaque. Pour x = t:a = ±a, 
on obtient : 2 s 2 = Ach(k.v,S"a) + t:Bsh(k.v,S"a). On en déduit B = 0 et 

s +w 
A= (s2 + w2):h(ky1Sa). L'image de Laplace de la fonction cherchée est donc : 

B ( ) sch(k.v,S"x) 
z x = (s2 + w2)ch(ky1Sa) 

On laisse le soin au lecteur de terminer les calculs en appliquant la formule inté­
grale d'inversion, comme dans l'exemple 2.27 et la proposition 2.4; les majorations 

s 
étant analogues puisque s-1 est remplacé par 2 2 • 

s +w 
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Exemple 6.22 Etude du champ à l'intérieur d'un cylindre conducteur de rayon 
a, après qu'à l'instant t = O, un champ magnétique constant parallèle à l'axe du 
cylindre ait été établi à l'extérieur de ce cylindre. 

Le cylindre est supposé de longueur infinie, d'axe Oz. Pour des raisons géomé­
triques et physiques évidentes, la fonction étudiée Y = Bz ne dépend que de la 
variable r supposée vérifier 0 ~ r < a. On suppose que les conditions initiales 
sont nulles et d'autre part que w2 (s) = sµ0u, ce qui revient à négliger e0 , cette 
simplification ayant été déjà expliquée et exploitée dans l'exemple précédent. 
Il en résulte que Y = Bz vérifie l'équation différentielle 

~i_ [r ôBs] = w2(s)Bs 
r âr âr 

En prenant pour variable w(s)r, cette équation devient l'équation de Bessel d'in­
dice 0 dont on sait (Cf.Annexe 2) qu'une base de solutions est constituée par 
les fonctions : Io et I<0 • Comme seule la fonction Io reste finie lorsque r ~ O, 
on en déduit : Y(s, r) = AI0 (w(s)r). Il suffit maintenant de tenir compte de la 

condition initiale pour r =a qui s'écrit : Y(s, a) = Bo. On obtient ainsi A, d'où 
s 

. Bo Io(wr) 
la solution : Y(s, r) = -/, ( )' 

s o wa 

Reto.ur à la fonction inconnue Bz(t, r) 

On sait que I 0 (iu) = J0 (u) et que les seules zéros de Jo sont réels, simples 

et constituent une suite de réels strictement positifs ( œn) et la suite de leurs 

opposés ( -œn). Il en résulte que le dénominateur Io(a..jsµ 0 u) ne s'annule que 
2 

pour les valeurs réelles négatives Sn = - ~. De plus, malgré la présence de 
. auµo 

la variable r..jsµ 0u, la parité de la fonction Io entraîne que cette fonction ne 
dépend pas de la détermination choisie pour la puissance 1/2 de s. La fonction 
précédente précédentes 1-t Y(s, r) est donc holomorphe dans le demi-plan Ilo et, 
en utilisant le comportement asymptotique de la fonction Io (Cf.Exemple 6.15), 
on voit que l'on peut utiliser la formule d'inversion, à savoir : 

B ( ) _ Bo 1 st Io(y'SïIOür) d 
z t, r - . e ( ) s 

2i1l' t::.. sio a..jsµou 

On utilise le contour composé d'un segment de la droite 6 et d'un arc de cercle 
de rayon Rn = u~o (œn+l + œn) 2 • En utilisant l'équivalent, pour les grandes 

valeurs des: ::(~~ "'fle..,/B(B-A) (Cf. [[29]] ou Annexe 2), on montre que 

l'intégrale sur ce cercle tend vers 0 lorsque n ~ +oo. 
, • . t Io(..jsµour) . . 

En defimtive, en posant : F(s) = e8 /, ( ..(SïIOü), Il vient la formule : 
s o a sµou 

+oo 
Bz(t, r) =Bo [Res(F; 0) + L Res(F; Sn)] 

1 
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Le calcul des résidus est immédiate. On trouve : 

Res(F; 0) = 1, Res(F· s ) - esnt Jo(rœn) 
1 n - -Sn_J._b_( a-0!-'-n-) 

On en conclut : 

( ) [ 
~ 8 t Jo(rœn) ] 

Bz t, r =Bo 1 + L..J en J.'( ) 
1 Sn 0 aœn 

Exemple 6.23 Etude des champs électrique et magnétique à l'intérieur d'un 
conducteur cylindrique après qu'à l'instant t = 0 un champ magnétique uniforme, 
dont la direction est orthogonale à l'axe du cylindre, ait été établi à une grande 
distance de l'axe du cylindre. 

On suppose toujours les conditions initiales nulles et on fait toujours l'hypothèse 
w2 (s) = sµ0u. On détermine d'abord la fonction (r, 8) 1-7 &z(s, r, 8) qui est 
solution de l'équation (6.21). En posant: &z(s, r, 8) = U(wr) sin 8 dans l'équation 
(6.21), on voit que U vérifie l'équation de Bessel d'indice 1, à savoir : 

(wr) 2U" + (wr)U' - (1 + (wr) 2 )U = 0 

Cette équation admet pour base de solutions (Cf.Annexe 2) (Ii(wr), Ki(wr)). 
Lorsque r -+ O, cette dernière n'étant pas finie, les seules solutions à retenir, 
quand O ~ r <a, s'écrivent: &z = Ali(wr) sin8. 
A l'aide des équations (6.19) et (6.20), on en déduit , lorsque 0 ~ r < a : 

1 
Br= --Ali(wr) cos8, 

sr 

Utilisation des conditions initiales 

Bo= -~Ali(wr)sin8 
s 

La difficulté réside ici dans le fait que la condition initiale concerne l'extérieur du 
cylindre. Elle ne peut se traduire qu'au travers de la surface externe du cylindre 
en imposant la continuité des composantes Br et Bo pour r =a. Par hypothèse: 

lim Br = Bo cos 8, 
r-++oo S 

lim Bo= -Bo sin 8 
r-++oo 

Ces formules suggèrent d'utiliser la fonction potentiel </>dont dérive le champ à 

l'extérieur du cylindre, vérifiant donc : Br = - ~~ et Bo = - ~ :: . Lorsque r est 

à gauche de a, les composantes précédentes contiennent cos 8 et sin 8 en facteurs j 
cela impose, pour réaliser la continuité précédente, qu'il en soit de même pour Br 
et Bo. 
On cherche donc r-+ f(r, s) qui tend vers 0 lorsque r-+ +oo et telle que : 

Br =. (J(r, s) +Bo) cos 8, Bo = (!(r, s) - Bo) sin 8 
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Déterminons alors la fonction </J. Soit F une primitive en r de f. On obtient 
d'abord en intégrant par rapport à r : <P = -(F + rB0 ) cosO + C(s, 0). En 
dérivant ensuite par rapport à 0, on a : 

[ f - Bo] sin O = - ~ [ ( F + r Bo) sin fJ + C0 ( t, 0)] 

On en déduit la fonction C(t,fJ) puis la formule <P = rcosfJ(f- Bo)+ H(s). 

Enfin, en exprimant que : tl.</J = 0, soit encore : tl.</J =cos 9(r f" + 3f') = 0, on 

obtient r !" + 3/' = O, d'où f(r, s) = K~s). Finalement : 
r 

Vr >a: ,Br= ( I~~s) + ~0 ) cosO, Bo= ( I~~s) - ~0 ) sinO 

La continuité dont il est question ci-dessus fournit donc : 

K(s) - Bo= ~Alf(wa), K(s) +Bo= -~Ali(wa) 
~ s s ~ s ~ 

On peut ainsi déterminer A(s) et K(s). Désormais, on limite l'étude à celle d'une 
composante du champ magnétique à l'intérieur du conducteur. 

Détermination d'une composante du champ, par exemple, Br 

Ce qui précède fournit : 

B _ 2aBo cos (J li (wr) 
r - sr awIHaw) + li(aw) 

Malgré la présence de la variable JS,en raison de l'imparité de li, les fonc-
. akJSif(kJS) + li(kJS) ~I (k- Dl d c . ·c tlons Vs et v s 1 v s 1 sont es tonct1ons un11ormes et 

holomorphes. D'ailleurs, en utilisant la relation de récurrence, pour n = 1, 
zl~(z) + nln(z) = zln-l (z), le dénominateur devient awlo(aw) . Les zéros de 

2 

ce dénominateur sont donc : Sn = - 20ln où les nombres ± Oln sont les zéros de 
a aµo 

la fonction J0 • Il en résulte que la fonction s i-t Br (s, r, 9) est holomorphe dans 
le demi-plan II0 . Les comportements asymptotiques déjà signalés dans d'autres 
exemples montrent que la formule intégrale d'inversion est applicable, à savoir : 

B ( (J) _ 2Bo cos (J 1 st li ( r y'Scfiiô) d 
r t, r, - . e ( ) s 

2i11"r t:::,. sJsaµolo Jsaµo 

En utilisant le contour habituel, les formules de comportements asymptotiques 
montrent que l'intégrale sur le cercle tend vers O. Comme le résidu de l'intégrant 
au point s = 0 est égal à 1racr2 et que ces résidus au point s =Sn sont égaux à 

esnt li(r~~' on en déduit, à l'aide des relations entre les fonctions 
snJsnaµo o a Snaµo 

de Bessel In et Jn, la formule finale : 

B ( 0) - 2B0 cosfJ [~ ~ (- a; )J1(0tnr/a)] 
r t, r, - 2 + L..- exp 2 2 J ( ) r 1 a O' µo an 1 Oin 



Chapitre 7 

Exercices des chapitres 4, 5 et 
6 

Exercice 7 .1 ( **) 

Soient 'Pe une fonction de Z>(IR), positive, de support [-e,e] dont l'intégrale sur lR 
vaut 1 et Ue une fonction continue, valant 1 sur [-2e, +oo[ et nulle sur]- oo, -4ê[. 
1) Expliciter de telles fonctions (la première, classique, peut être définie par une 
exponentielle sur [-e,e], la deuxième peut être choisie affine par morceaux). 
2) On considère la convolée œe = 'Pe *Ue. Montrer que œe(x) = 0 si x < -5ê 
et exprimer œe(x) par une intégrale sur [-4e, x + e]. Montrer que œe est une 
fonction de Z>(IR) qui vaut 1 sur [-e, +oo[. 
3) Montrer que œe(t) exp(-xt), où x > 0 est fixé, est une fonction de S(R.). A 
l'aide de cette fonction œe, justifier les affirmations contenues dans la démonstra­
tion de la proposition 4.2. 

Exercice 7.2 (*) 

Justifier les convergences et divergences des séries utilisées dans les exemples 5.8 
et les suivants 

Exercice 7.3 (*) 

. . . +oo 1 +oo 1 
S01ent les dem1-pe1gnes T = L ( k)'ô(2k) et S = L ( k )'ô(2k+i)· Effec-

0 2 . 0 2 +l. 
tuer les produits de convolution T * T, S * S, T *S. Effectuer également cette 

+oo +oo 
convolution pour les peignes T = L kô(2k) et S = L Ô(2k). 

0 0 

Exercice 7 .4 ( *) 

1) En utilisant une série entière, convergente sur] -1, +1[, solution de l'équation 
différentielle: (1-u2)y'(u)-uy(u) = 1, trouver le développement en série entière 
d arcsinu 
eur+ ~· 

vl- u2 
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1.3.5 ... (2k + 1) 
2) On pose : ak = . Effectuer la convolution des deux peignes 

2.4 .... (2k) 
+oo +oo 

T = ô + 2.:: akÔ2k et S = ô' + 2.:: 2kak 1 Ô2k+i· 
1 1 + 

Exercice 7.5 (**) 

1) On rappelle la définition : Ei(-t) = -1+oo exp(-u) du. 
t u 

On se propose de déterminer la dérivée au sens des distributions de la fonction 
f définie par f(t) = U(t)Ei(-t). 
Pour cela, on montrera, après avoir interverti l'ordre de deus intégrations, que 
cette dérivée est définie par : 

1+00 e-u lu ([/]', <p) = lim - <p1(t)dtdu 
e:~O e: U e: 

En faisant ensuite apparaître la partie finie de Pf [U(t~e-t] et, en utilisant (Cf. 

1+00 -v 

Exercice 3.19) la formule : lim [ ~dv + ln x +'Y] = O, montrer que : 
x-tO x V 

Vérifier ce résultat à l'aide de la transformation de Laplace. 
2) Déterminer à l'aide d'autres parties finies et éventuellement de dérivées de la 
distribution ô, les dérivées des distributions suivantes, J0 étant la fonction de 
Bessel d'indice 0 : 

U(t) Jo(t) Pf [u(t) Jot(t)], 
tl/2 ' 

Pf [u(t) Jo(t)] 
t3/2 ' 

Exercice 7.6 (*) 

Soit la fonction f polynômiale par morceaux, causale et définie sur tout intervalle 
[n, n + 1[ par :f(t) = n2t2 +nt+ 1. 
Comme dans l'exemple 5.16, calculer la dérivée [!]", puis sa transformée de La­
place et en déduire la transformée de Laplace de f. Retrouver cette transformée 
par un calcul direct. 

Exercice 7. 7 (*) 

Déterminer par la formule de définition les transformées des deux parties finies 

suivantes : Pf ( U(t)(t- 2 )) et Pf ( U(t)(C 2 ln t)). 

Trouver également les définitions des parties finies de Pf (u(t)(t-312)) et de 

Pf ( U(t)(c512)) ainsi que leurs produits par le logarithme. 

Vérifier les résultats par des dérivations à partir de Pf ( U(t)(t 112)). 
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Exercice 7.8 (*) 

Etablir la formule de définition de la distribution régulière T et de la partie finie 
S définies par : 

T = [U(t)U(l - t) ln(l - t)], 

Comparer la dérivée de T et S. 

Exercice 7.9 (*) 

Pf[U(t)U(l - t)] 
t-1 

On se refère à §4.8. Montrer qu'effectivement la forme linéaire obtenue (en re­
tranchant la partie infinie) dans la formule de la définition 4.5 est bien une dis­
tribution. 

Exercice 7.10 (***) 

Les symboles 'f/k,p introduits dans la démonstration de la proposition 4.1 consti­
tuent une base de semi-normes dans l'espace S. Il en résulte que si T est une 
forme linéaire continue sur S, alors il existe ( k, p) telle que l'image de T soit bor­
née sur la boule unité fermée associée à 'f/k,p· En déduire qu'il existe également 
un réel c > 0 tel que : 

'f/k,p(<p) ~ 1 => l(T, <p)I ~ c 

Montrer alors, en utilisant les fonctions ( ) , que, quel que soit <p E S, on 
'f/k,p <p 

a : l(T, <p)I :::; C'f/k,p(<p).Montrer que, réciproquement si cette dernière relation 
est vérifiée pour un certain couple (k,p) et un certain réel c, la forme linéaire 
T est continue. Expliquer ainsi l'argument contenu dans la preuve de ii) de la 
proposition 4.1. 

Exercice 7 .11 ( **) 

Soit f définie par f(t) = (ln2t)
2. 

. t 
On utilise le polynôme de Taylor de degré 1. La partie infinie est contenue dans : 

1A [<p(O) (l;:)2 + <p'(O) (l~t)2] 

Montrer alors, en utilisant deux intégrations par parties, que la distribution Pf(f) 
est définie par : 

<pf. [(lnt) 2] ) _ 1. [1A (lnt) 2 ( )d (lné) 2 2 (1né) 2 (lné)3 ] -- ,<p - Im --<pt t+--+ --+-- --
t2 e-+0 e t2 é é é 3 

Exercice 7.12 (**) 

On propose de définir, pour a non entier et m entier, la partie finie de U(t)ta (ln t)m. 
Comme pour la partie finie de t-n, on utilise, pour -n - 1 < ~e(a) < -n, ou 
pour a= -n, le polynôme de Taylor de degré n - 1 en écrivant: 

1A ta(lnt)m<p(t)dt = 1A ta(lnt)m [<p(t)-Tn-1(<p)]dt+ 1A cn(lnt)mTn-i(<p)dt 
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Exercice 7.13 (**) 

Dérivation d'une partie finie par rapport à l'exposant 
On rappelle la formule de définition, pour a réel, non entier d'abord : 

[1+00 k=n-1 cp(k) (0) [ gk+a+l ] l 
lim cp(t)tadt + L kl k l 
e--+0 e . • +a+ 

k=O 

Montrer que la dérivation d'ordre 1 par rapport à a conduit au résultat : 

. [1+00 a k=n-1 cp(k) (O)ek+a+l [ ln t 1 ] l 
!~ e cp(t)t ln tdt + ~ k! k +a+ 1 - (k +a+ 1)2 

Effectuer également la dérivation d'ordre 2. Comparer avec la définition de l'exer­
cice précédent pour m = 1 et pour m = 2. Les formules obtenues peuvent ensuite, 
grâce au prolongement analytique, être étendues au cas où a est complexe. Dé­
tailler pour -n - 1 < ~e(a) < -n, toujours non entier. 

Exercice 7.14 (**) 

Déterminer les distributions parties finies de U(t) 1~ t et U(t) (ln/) 2
• En déduire, 

2 . 

par dérivation, celle de U(t) 1~2 t. Comparer avec le résultat de l'exercice 7.11. 

Exercice 7.15 (*) 

Déterminer les images de Laplace des parties finies des fonctions U(t) J~~~~t) et 

( ) Jl/2(t) 
u t t5/2 

Exercice 7.16 (*) 

U(t) 
Définir la distribution régulière : [!] = ~· En déduire la définition de la 

partie finie de [g] = U ( t) 
v'll - tj3 

Exercice 7.17 (*) 

En utilisant les résultats donnés, dans' le cas où V est non entier, par les for­
mules (5.10) et· (5.11) (Exemple 5.26), ·montrer les relations de récurrence 

J~ 11 (t) = -~J_,,(t) - J_,,+i(t) et J~11 (t) = ~J_,,(t) + J_,,_1 (t). 

_ !:._t-v J et 
dt Il 

Ces formul~s, qui peuvent se mettre sous la forme C" J,,+1 
d . . 

t" J,,_1 = '-d t" J,,, sont encore valables si v est un entier n. t . 
Démontrer ces formules directement dans ce dernier cas en utilisant les séries 
entières de définition. 
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Exercice 7.18 (**) 

a) En utilisant la relation précédente et en dérivant le résultat donné, pour n = 2, 

dans l'exemple 5.30 (formule (5.15)), ce qui fournira l'image de U(t) J~~t), déter-

miner l'image de la partie finie de U(t) J2~t). Faire une vérification du résultat 
, t 

trouve. 
b) Déterminer, par une intégration à partir de la formule (5.15), l'image de La-

J1(t) 
place de U(t)ta. 

c) Par la même démarche, déterminer l'image de la partie finie de U(t) J;~t) et 

en déduire l'image de U(t) J;~t). 

Exercice 7.19 (**) 

a) En utilisant, par exemple un développement en série entière, déterminer la 
transformée de la partie finie de U(t)J0 (2Vt)t- 1 • Indications : On sera amené 

+oo (-l)n+l n+l 
à trouver la somme f ( u) = ~ ( n + 1) ! (: + 1) . On montre que cette fonction 

s'exprime à l'aide de la fonction u i-+ Ei(-u) et on aboutit ainsi à l'image de 
U(t)J0 (2Vt)t- 1 qui est: Ei(-1/s) - 21. Comparer avec l'exemple 5.25. 
b) Utiliser la même méthode pour l'image de la partie finie de U(t)J0 (2Vt)C 2 • 

c) Déduire des deux résultats précédents, l'image de Pf[U(t)J1 (2Vt)t-3! 2]. 

Exercice 7.20 (*) 

Mettre formellement le développement de l'image de la partie finie de J_>.(t) 
t 

sous la forme du produit par s>- par une série entière de la variable s-2 En 
posant s = u-1 et en utilisant la formule (5.10) de l'exemple 5.25, déterminer le 
développement en série entière de la fonction : u i-+ (1 + Vl + u2)>.. 

Exercice 7.21 (*) 

Détermner les parties finies Pf[U(t(l - t))(l - t)a et Pf[U(t(t - l))(t - l)a. En 
discutant suivant que a est entier ou non, calculer les dérivées de ces parties 
finies. 

Exercice 7.22 (*) 

Les parties finies Pf[U(t(l -t))(l-t)a] et Pf[U(t(t- l))(t- l)a] ayant été définies 
dans l'exercice précédent, dériver ces distributions par rapport à l'exposant a en 
supposant que a < 0 et non entier. 

Exercice 7.23 (*) 

Définir les distributions Pf(U(t) cost] ·et Pf(expt] pour n = 1 et n = 2. Donner 
tn tn 

les formules exprimant leurs dérivées. 
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Exercice 7. 24 ( **) 

On propose des applications de la proposition 4.12. En vérifiant les hypothèses 
de cette proposition <laps l'exemple précisé ci-dessous, montrer, en utilisant les 
images inverses de sn+À, qu'au sens des distributions : 

lim Pf [u(t) t-n-l-À = 15(n) 
a-tO f (-n - À) 

Exercice 7.25 (**) 

Cet exercice est encore basé sur la proposition 4.12. Montrer que dans l'espace 
des distributions, on a lim >.e-Àt =O. Plus généralement, montrer que la limite 

À-t+oo 

).n+l dn [ ] 
lorsque >. -t +oo de ~ dtn U(t)e-Àttn-l est égale à 15(n). 

Exercice 7. 26 ( **) 

A l'aide de f(t) = exp(-s2), pour laquelle on sait que Î = f et d'un peigne 
+oo 

L nôn, vérifier la proposition 4.13. 
0 

Exercice 7.27 (***) 

Trouver des primitives généralisées pour les fonctions suivantes : 

U(t - 1) (t ~ ~)n, U(t(t - 1)) {/: ~)n 
Exercice 7.28 (**) 

On propose une autre méthode que celle de l'exemple 5.33 pour calculer l'image 

de Laplace de ~(t). On se base sur la primitive de ~ qui est la fonction 
smt smt 

localement sommable f(t) = ln jcotan(t/2)1, ·toutes deux 211'-périodiques, cette 
dernière étant même développable en série de Fourier au sens des fonctions. 
l)Montrer que f est paire et que ses seuls coefficients non nuls sorit les an pour 
n impair. Montrer, par une intégration par parties que, C étant le cercle unité 
de C, on a: 

!'Ir sin(nt) l l z2n - 1 
~~= . &=~ ~ 

-'Ir sm t i 0 ( z2 - 1) zn 

En déduire le résultat et conclure à 

2) Exprimer l'action ([!]', <p) sous la forme de la série de terme général : 

1(n+l/2)1r 1(n+l)1r 
Un= f(t)<p'(t)dt + f(t)<p'(t)dt 

n'lr (n+l/2)1r 
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Montrer que l'on a : f(t)c.p'(t)dt = - ln 2c.p(O) + Pf ~dt. Détailler 17r/2 17r/2 (t) 
o o smt 

les calculs pour le terme général Un et en déduire la formule : 

[J]' = - ln 2ô - Pf(~) 
smt 

3) En multipliant par U la relation ( *) et en justifiant la commutation entre Cet la 
+oo 

sommation d'une série, montrer que C(UJ)(s) = -2 L ( k )[ 2 
8 

( k )2 • 
0 2 +1 s + 2 +1 

En déduire l'image de la dérivée et, par utilisation de la question 2), donner 

l'image de Laplace de la partie finie de ~(t). 
smt 

Exercice 7. 29 ( *) 

En utilisant éventuellement la formule 4.22 et en se servant de la méthode de 

l'exemple 4.18, montrer les formules suivantes où on a posé () = arctan(~), 
r'(x) 

'lf;(t) = r(x) et r = Jx2+1: 

.C (Pf ( U(t) ;!::)) = (-~!"r" [ocos(n9) + [1n r - ,P(n +1)] sin(n9)] 

.C ( Pf ( U(t) ;::) ) = (-~;r• [o sin(n9) - [ln r - .P( n + 1)] cos(n9)] 

Exercice 7 .30 ( *) 

Continuer les calculs de l'exemple 5.3, de détermination de l'image de Laplace 
Inn t 

de: U(t)-t- pour n = 2 et n = 3. 

Exercice 7.31 (*) 

Calculer la convolée des parties finies de U(t)C 1 par U(t)C 2 

Exercice 7.32 (*) 

Déterminer la convolée : U(t) * Pf(U(t)t-n. On se servira de l'exemple 5.18. 

Exercice 7 .33 ( **) 

- 1 On propose de calculer T = Pf(U(t)t 1) * [g] avec g(t) = U(t)--. . 
t - ib 

a) Montrer que cette convolution est définie par : 

[l+oo lu dx 1+00 c.p(u)dul (T,c.p}=lim c.p(u) ( 'b)du+lne 'b 
e-tO e e X u-x-i e u-i 
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b) Calculer de façon élémentaire lu dx et en déduire la valeur de 
e: (u - X - ib) l u dx 

e: x(u - x - ib)° 
Montrer que le terme en ln ê se supprime dans la formule et que l'on a : 

(T,cp)= fo+oo :~u1b[ln(uJu2 +b2)-lnb+iarctan(~·))du 

c) En déduire la convolée de Pf(U(t)r1) par t~!t~2 • 

Exercice 7.34 (*) 

Résoudre l'équation intégrale où À est donné vérifiant À> 0 : 

1t y(t) t>· 
0 ch(t-u)y(u)du-t2À+l = 2À+l1>.(t) 

Exercice 7.35 (*) 

Résoudre l'équation intégro-différentielle générale 

a lat y(u)du+by(t)+cy'(t) = f(t) 

Exercice 7 .36 ( *) 

Déterminer, soit avec C, soit avec le calcul symbolique (Cf. §5.6.3) les inverses 
de convolution des fonctions ou distributions suivantes : 

U(t) [1 +cos(2t)-12 cos(3t)], o+U (t) (cos t+et), ( o" +20' +o)*(o" +U(t) (sht+sin t)) 

Exercice 7.37 (*) 

Trouver toutes les solutions causales de l'équation différentielle : t2y" +3ty' +y = o 

Exercice 7.38 (*) 

Résoudre l'exemple 6.13 lorsque la poutre est encastrée à l'extrémité x = 0 avec, 
en l'autre extrémité x = L, la condition : y = y" = O, la charge étant Px sur 
[O, a[ et P(L - x) lorsque a< x < L. 

Exercice 7.39 (*) 

On modifie l'énoncé de l'exemple 6.15. A l'extérieur du cylindre, la température 
est nulle à l'instant t = O. Sur la surface du cylindre, en contact avec ce milieu 
extérieur, la température est maintenue constante u(a, t) = ua.. La température 
en un point quelconque extérieur au cylindre ne dépend que de t et de la distance r 
du point à l'axe du cylindre. Le problème ne concerne donc que ces deux variables 
et l'équation de la chaleur, traduite en utilisant les coordonnées polaires, reste 
celle de l'exemple 6.15. 
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On impose également à la température de tendre vers 0 lorsque la distance au 
cylindre devient infinie; autrement dit : 't/t > O, limr-Hoo u(t, r) =O. 
Montrer que la température g est donnée par: 

g(r, t) = -4-- { est Ko(r./Sïk) ds 
2i11" }.t,. Ko(a./Sïk) s 

On transformera cette intégrale en utilisant un lacet le long de la coupure identi­
fiée à l'axe des réels négatifs et un arc de cercle. Trouver la limite de l'intégrale 

sur cet arc à l'aide de l'équivalence ~~~~;:~ ,...., ~eµ(r-a). Le calcul est ainsi 

ramené au calcul le long du lacet bordant la coupure. En se servant des formules 
Ko(zi) = -1ri(Jo(z) - iYo(z)) et Ko(-zi) = 7ri(J0 (z) + iY0 (z)), montrer que : 

(t ) _ 1 {+00 Jo(µa)Yo(µr) - Jo(µr)Yo(µa) e-Pt d 
g 'r. - 90 - ; Jo JJ(aµ) + Yo2(µa) p p 

Exercice 7 .40 

La fonction H étant l'image de Laplace de h, montrer la relation suivante : 

On calculera l'intégrale du second membre en exprimant H(l/x) e~ en appliquant 
la formule de Fubini, l'intégrale restante se calculant par des procédés classiques. 

Exercice 7 .41 

Problème où des ajustements interviennent en fonction de l'évolution 
d'une des fonctions inconnues. 

On considère un circuit faisant intervenir deux courants, par exemple, i1 et i2. 
Une première équation, dite principale, s'écrit : 

Mais la deuxième équation dépend des valeurs atteintes par i 1 (t). On démarre 
à l'instant t = 0 avec les valeurs nulles pour i1 et pour i2. Tant que li1I ~ 1, 
le courant i 2 reste constant, sinon, c'est-à-dire si, à un certain instant, li1I > 1, 
alors les deux courants vérifient, à partir de cet instant, une deuxième relation : 
i~ + i1 = sgn(i1), (**)· 
On suppose que v(t) s'identifie à une impulsion : Co. 
Puisque la valeur initiale de i 1 est nulle, l'équation à prendre en compte au 
démarrage est donc i~(t) + w2i 1 (t) = Co et on sait que la condition initiale 
i 1 (O+) = 0 est cohérente (Cf. §6.1.1) avec la nature du second membre. 
Etude de la première phase du phénomène 
Trouver la transformée li = .C(i1), puis la fonction i1 dont on prouvera qu'elle 
démarre en croissant à partir de la valeur nulle. 
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Discuter la suite du problème selon que : C $ w ou non. Dans ce dernier cas, 
montrer que la fonction i 1 atteint la valeur +1 à l'instant : ti = arcsin(~). On 

en déduira qu'à cet instant, on passe à une deuxième phase du phénomène où les 
deux courants sont régis par le système : 

Etudier cette deuxième phase du phénomène en utilisant les nouvelles conditions 
initiales : i1(t1 + 0) = 1, i~(t1) = Ccos(wti), i2(ti) =O. En utilisant 
une translation, on peut prendre l'origine de cette phase en t =O. A l'aide de la 
transformation C, déterminer les deux courants en posant: a1 = Ccos(wt1). 

Pour continuer la démarche, on prendra les valeurs particulières : C = V:, w = 

~. Etudier la fin de cette deuxième phase en utilisant, par exemple des intersec­

tions de courbes. Amorcer alors la troisième phase du phénomène. 

Exercice 7 .42 

Etude d'une ligne électrique de longueur finie. 

La ligne est de longueur 1 et ses caractéristiques sont R et L . L'extrémité 
d'abscisse x = l est reliée à la terre par l'intermédiaire d'une capacité Cz. Le 
courant et la charge initiaux étant nuls, on applique à la ligne une force électro­
motrice constante v =V en x = 0 à l'instant t=O. on montre que l'équation E2 

d2 
du problème se transforme par C en : dx2 V(x, s) - (Ls + R)CsV = O. Cette 

équation a pour conditions aux bords aux points x = 0 et x = l les relations 

V(O, s) = V et V(l, s) = !(Cl, s). On admet que cette dernière condition se tra-
s 1 

duit, par l'égalité qui relie les valeurs d'une fonction et de sa dérivée au point 

x = l, à savoir : V(l, s) = - (Ls +l R)Ci d~ V(l, s). 

On pose pour s > 0, ./(Ls + R)C = w et K(s) = Ls +wR)Ci. Montrer que la 

solution de l'équation E2 s'écrit : 

V(x s) = V -sh(w(x - l)) + K(s)ch(w(x - l) 
' s sh(wl) + K(s)ch(wl) 

Appliquer la formule d'inversion en utilisant au prélable un changement de va­
riable sur s de type affine réel. 



Annexes 
Annexe 1 : Fonctions eulériennes 

1. Définitions et premières propriétés 

Par définition, la fonction eulérienne est définie dans le demi-plan II0 par une 
intégrale : 

r(z) = 1+oo e-ttz-1 dt 

On démontre, en effet, que l'intégrale converge si !Re(z) > O. 
L'intégrale de la dérivée est uniformément convergente sur les demi-droites [a, +oo[ 
où a > O. Il en résulte que r est holomorphe dans II0 , avec la première dérivée 
donnée par la formule : r' (z) = J;° e-ttz-1 1n t dt. 
La fonction r vérifie la relation r(z + 1) = zr(z) et comme r(l) = 1, cette 
fonction prolonge la fonction factorielle par la formule r(n + 1) = n!. 

2. Prolongement analytique 

La relation fonctionnelle précédente permet de prouver que, étant donné z non 
entier négatif et de partie réelle négative ou nulle, et un entier n quelconque tel 
que n + ~e(z) > O, la relation : 

r(z) = r(z + n) 
(z + n - 1) (z + n - 2) · · · (z + l)z 

définit une fonction (le second membre est en effet indépendant de n) analytique 
de z dans le champ complexe privé de tous les réels entiers négatifs ou nuls. Ces 
points sont des pôles simples. 

3. Fonction B 

Définition 
Cette fonction est définie dans II0 X II0 par : 

ou encore 

Relation avec r 
On prouve que : 

(z, u) t-t B(z, u) = 11 tz-l (1 - tr-1 dt 

r12 
B(z, u) = 2 Jo (cos(0)) 2z-1 (sin(0)) 2u-l dO 

B(z u) = r(z)r(u) 
' r(z+u) 

En particulier, en utilisant un changement de variable et, via un contour conve­
nable, le théorème des résidus, on obtient la formule dite «des compléments»: 

1+00 xz-1 7r 

r(z)r(l - z) = B(z, 1 - z) = -1 -dx = . ( ) 
o + x sm 7rZ 
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4. Etude de la fonction r pour z = X réel 

Pour x > 0, la dérivée seconde vérifie : r" (x) > O, donc la fonction est convexe 
On montre que son minimum est obtenu en un point Xm tel que 1 < Xm < 2. 
Au voisinage de x = O, par la formule des compléments, on a l'équivalence : 
r( x) ,.._, ~. Au voisinage de +oo, le comportement est donné par la formule de 
Stirling : 

r(x) rv xxe-xy'2;j; 

Lorsque x < 0, la formule de prolongement prouve que, dans ] - n - 1, -n[ 
où n E N, la fonction reste du signe de ( -1 r+i. On prouve également que 
(r''r - r'2)( x) > 0, ce qui revient à dire que dans chaque intervalle ] - n -1. - n[, 
la fonction est logarithmiquement convexe. Il en résulte que le produit r''r est 
positif, donc que la fonction est convexe si la fonction est positive et concave si 
la fonction est négative. Ces propriétés sont résumées sur le graphe ci-après. 

-4 0 

(\ 
5. Formules utiles 

En utilisant la relation entre B et r, on évalue, pour ~e(z) > O, la dérivée 
r'(z) [11 - (1 - t)z-l 

logarithmique : r(z) = -1 + Jo t dt. 

On en tire en particulier : r'(l) = -1. 
22x-l 1 

Formule de duplication : r(2x) = .Ji r(x)r(x + 2). 
1 +oo 

Autres formules: On a: r(z) = zexp(1z)If [(1+~)exp(-~)] d'où, par 

deux dérivations successives : 

Vz E <C, 
d r' +oo 1 

-z ~ N =? dz ( r) ( z) = ~ ( n + z) 2 

On a aussi, la formule réelle : Vx > 0, 
X 1 

r(x) = lim n n. 
n-++oo x(x + 1) · · · (x + n) 
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Annexe 2 : Fonctions de Bessel 
1. Equations différentielles de Bessel 
Elles s'écrivent : 

x2y" + xy' + (x 2 - v2)y = 0 (Ev) 
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Parmi les solutions, on distinguent celles qui sont le produit de x"' par des sé­
ries entières. On trouve ainsi les fonctions Jv, dites «fonctions de Bessel de 
première espèce», équivalentes à (x/2)"' en x = 0, définies par : 

+oo (-1r(x/2)2n+v 
Jv(x) = L n!f(n + v + 1) 

0 

Le rayon de convergence de la série entière est infini ; les fonctions de Bessel 
d'indices entiers sont donc des fonctions entières. Dans le cas où v est non entier, 
ces fonctions ont pour domaines d 'hol4:>morphie ceux des branches de x"'. 
Solutions fondamentales 
Si v est non entier, un système de solutions fondamentales pour (Ev) est le couple 
{Jv, J_v}· Un autre système est le couple {Jv, Yv} où Yv, notée aussi Nv, est la 
«fonction de Bessel de deuxième espèce», définie par; 

Yv(x) = Jv(x) cos.(v7r) - J_v(x) 
sm(v7r) 

On peut également, en utilisant les fonctions de Bessel «de troisième espèce», 
dites aussi de Hankel, définies par : 

H (l) J 'Y. V = V+ i //) HS2) = Jv - iYv, 

constituer un troisième couple de solutions fondamentales : { HS1), HS2)}. 

Dans le cas de v = n entier, les couples de solutions précédentes ne sont plus 
des bases, mais un passage à la limite fournit la base { Jn, Yn} avec la définition : 

Yn(x) = lim Yv(x). On en déduit l'autre base {HA1) 1 HA2)}. 
v~n 

2. Fonctions de Bessel d'argument purement imaginaire 
En utilisant la variable ix, on obtient l'équation différentielle : 

On déduit de ce qui précède, d'abord la solution lv, dite fonction de Bessel 
((modifiée de première espèce», définie par : 

+oo (z/2)v+2n 
lv(z) = L n!f(v + n + 1) 

0 

Compte tenu des définitions des puissances à exposants non entiers, les relations 
entre lv et Jv s'écrivent : 

lv(z) 

lv(z) 

exp(-vi7r /2)Jv(zexp(vi7r /2) 

exp(vi7r /2)Jv(z exp(-vi7r /2) 

7r 
(-7r < arg(z) :::; 2 

7r 
("2 < arg(z):::; 7r 
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On définit également, dans le cas où v est non entier, les fonctions de Bessel 
«modifiées de deuxième espèce)} K,, définies par: 

K,,(z) = ?!:_ L,,(~) - I,,(z) 
2 SlilV7r 

Ces fonctions deviennent, dans le cas d'un indice entier n : 

K ( ) _ 1. (-l)n L,,(z) -1,,(z) _ 1. K ( ) 
n Z - lm 2 - lm 11 Z 11-+n V - n 11-+n 

Les fonctions de Hankel : 

sont reliées à ces fonctions par : 

K,,(z) = i7r/2exp(iv7r/2)H!1>(iz) 

En passant aux arguments imaginaires, les diverses bases de solutions de E,, 
deviennent des bases de solutions pour Ei. Les wronskiens associés aux bases 
citées fournissent les relations : 

2 
Jn(z)Y~(z) - Yn(z)J~(z) = 

z 
1 

In(z)K~(z) - Kn(z)I~(z) -
z 

3. Relations de récurrence 

zJ~(z) 

zJ~(z) 

zl~(z) -
zl~(z) -
zK~(z) -
zK~(z) 

In(z)Kn+I (z) 

4. Représentations intégrales 
Dans le cas où ~e(v + 1/2) > 0, on a : 

nJn(z) - zJn+I (z) 

-nJn(z) + zJn-1 (z) 
nln(z) - zln+I (z) 

-nln(z) + zln-1(z) 
nKn(z) - zKn+I (z) 

-nKn(z) + zKn-1(z) 
1 

-Kn(z)In+I (z) + -
z 

J,,(x) (:_)11 1 1+I(l-t2)-1f2ét:cdt 
2 y'?rr(v + 1/2) -1 ' 

J,,(x) (:_)11 1 ['Ir ei:ccos8[sin0)211dO 
2 y'?rr(v + 1/2) lo 

Pour n entier, Jn apparaît comme un coefficient de Fourier : 

Jn(x) = _..!._ {2'1r écsin8e-in8d0 
27r lo 
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+oo 

Il en résulte le développement en série de Fourier: éxsine = LJn(x)én9• 

-oo 
5. Représentations par des séries 

6. Comportements asymptotiques 
Les fonctions U et V ayant des développements asymptotiques commençant par 

(4n2 - 1) 311" v:;re-z 
1 + =F Bz , on a: 1 arg(z)I < 2 => Kn(z) = V'iZ V(z) et, d'autre part: 

11" 311" ez e-z+(n+l/2)i1r 
-2 < arg(z) < -2 => In(z) = rn=U(z) + . rn= V(z) 

v21l"z v21l"z · 

Dans le cas où - 3; < arg(z) < ~'on remplace, dans la deuxième exponentielle, 

l'exposant -z + (n + 1/2)i11" par -z - (n + 1/2)i11". 
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Conçu en quelque sorte comme la suite naturelle de l'ouvrage intitulé 
Mesures et distributions. Théorie et illustration par les exemples, ce livre 
donne une présentation théorique de la transformation de Laplace uni­
latérale des fonctions et des distributions (chapitres 1 et 4), consolidée 
par l'étude de nombreux exemples utilisant des méthodes diverses (cha­
pitres 2 et 5). Le chapitre 6 donne des exemples de résolution de pro­
blèmes de Physique dans différents domaines (vibrations mécaniques, 
circuits électriques, signal, diffusion de la chaleur, équations de Maxwell 
dans des cas particuliers). Les autres chapitres proposent des exercices. 
Bien entendu, il est utilisable par la plupart des étudiants engagés dans 
une maîtrise scientifique. Outre la transformation en elle-même, qui 
constitue un des exemples les plus fructueux, après la transformation de 
Fourier, de correspondance entre fonctions ou entre distributions et 
fonctions, le livre fournit, pour le calcul des images, un grand nombre 
d'occasions de manipuler les procédés de l'analyse classique des fonc­
tions et des distributions. 
La construction de la transformation, la mise en place de l'inversion de 
la transformation, l'étude des comportements au voisinage de l'infini, 
l'utilisation de la théorie des résidus, sont beaucoup de notions qui peu­
vent présenter de l'intérêt pour les étudiants en Mathématiques. Les 
diverses méthodes utilisées dans les recherches d'images de Laplace et 
dans les résolutions d'équations fonctionnelles peuvent leur apparaître 
comme de bonnes illustrations des cours d'analyse des fonctions et de 
calcul différentiel, orientées vers les déterminations explicites de solu­
tions. 
Aux étudiants des maîtrises de Physique ou de Physique appliquée, 
notamment celles qui sont tournées vers le traitement du signal ou vers 
l'automatisme, l'ouvrage apporte, outre les justifications théoriques 
indispensables des fonctions spéciales et des exemples, dans des 
domaines variés de la Physique, des problèmes de physique régis par des 
équations différentielles ou des équations aux dérivées partielles et par 
des conditions limites interprétables en termes concrets. 
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