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INTRODUCTION

Cet ouvrage est divisé en deux parties.

La premiére est purement algébrique. Son objectif est
la classification des formes quadratiques sur le corps des
nombres rationnels (théoréme de Hasse-Minkowski); il
est atteint au chapitre IV. Les trois premiers chapitres
contiennent divers préliminaires : loi de réciprocité qua-
dratique, corps p-adiques, symboles de Hilbert. Le cha-
pitre V applique les résultats précédents aux formes
quadratiques a coefficients entiers de discriminant + 1;
ces formes interviennent dans des questions variées :
fonctions modulaires, topologie différentielle, groupes
finis.

La seconde partie (chap. VI et VII) utilise des moyens
« analytiques » (fonctions holomorphes). Le chapitre VI
donne la démonstration du « théoré¢me de la progression
arithmétique », dit & Dirichlet; ce théor¢me intervient
d’ailleurs en un point crucial de la premiére partie
(chap. III, n® 2.2). Le chapitre VII est consacré aux
formes modulaires, et, en particulier, aux fonctions théta;
on y voit reparaitre certaines des formes quadratiques
du chapitre V.

Les deux parties correspondent a des cours donnés
en 1962 et 1964 aux éléves de seconde année de ’Ecole
Normale Supérieure. Une rédaction de ces cours, sous
forme de notes polycopiées, avait été faite par J.-J. Sansuc
(chap. I-IV) et par J.-P. Ramis et G. Ruget (chap. VI-
VII). Elle m’a été trés utile; je tiens & en remercier ici
ses auteurs.
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METHODES ALGEBRIQUES
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CHAPITRE 1

CORPS FINIS

§ 1, Généralités
Notations

Si X est un ensemble fini, Card (X) désigne le nombre
d’éléments de X.

On note Z, N, Q, R, C I’ensemble des nombres entiers,
entiers positifs (i.e. > 0), rationnels, réels, complexes.

Le groupe des éléments inversibles d’un anneau A est

noté A’; tous les anneaux considérés sont supposés
commutatifs.

1.1. Corps finis.

Soit K un corps. L’image de Z dans K est un anneau
intégre, donc isomorphe a Z, ou 4 Z|pZ, avec p premier;
son corps des fractions est isomorphe 4 Q oua F, = Z/pZ.
Dans le premier cas, on dit que K est de caractéristique 0
dans le second cas, que K est de caractéristique p, et p est
alors le plus petit entier n> 1 tel que n.1 = 0 dans K.

Lemve, — St K est de caractéristique p > 0, Papplica-
tion o : x> x¥ est un isomorphisme de K sur un de ses sous-
dorps K.

On a o(x) = o(x) 6(»). D’autre part, le coefficient

binomial (i) est congru 4 0 (mod ) si 1< k< p; on

en déduit que
o(x +) = o(x) + (),
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d’ou le fait que ¢ est un homomorphisme. De plus, ¢ est
évidemment injectif,

TutoriMe 1. — 1) La caracténristique d’un corps fini K o5
un nombre premier p # 0; st f= (K :F,], le nombye
déléments de K est g = p'. .

i) Soit p un nombre premier et soit g = P o(f> 1) une
puissance de p. Soit Q un corps algébriquement clos de caracts-
ristique p. 1l existe un sous-corps F, de Q et un seul qui gt

dléments ; c’est Uensemble des racines du polyndme X — X,

iii) Tout corps fini @ q = p’ éléments est isomorphe & F,,

Si K est fini, il ne contient pas le corps Q; sa caracté-
ristique est donc un nombre premier p. Si f est le degré
de 'extension K/F,, il est clair que Card (K) = p/,
d’ou i).

D’autre part, si Q est algébriquement clos de caracté-
ristique p, il résulte du lemme ci-dessus que I'application
x> x? (ou ¢ =/, f> 1) est un automorphisme de Q) ;
en effet, c’est la puissance f-itme de 'automorphisme
o : x> x? (noter que o est surjectif puisque 2 est algébri-
quement clos). Les éléments x € Q invariants par x b» #?
forment donc un sous-corps F, de (. Ce corps a ¢ éléments.
En effet, la dérivée du polynéme X7 — X est

gXe-1—1=pp/-1X0"1 ] = —1

et ne s’annule pas; il en résulte (puisque Q est algébri-
quement clos) que X?— X a ¢ racines distinctes; on a
donc bien Card (F,) = ¢. Inversement, si K est un
sous-corps de () A ¢ éléments, le groupe multiplicatif K*
des éléments non nuls de K a ¢— 1 éléments; on a
donc x*"'=1 si xeK’, dod ¥ =x si xeK, ce
qui montre que K est contenu dans F; puisque

Card (K) = Card (F,)

ona K = F,, ce qui achéve de prouver ii).
Enfin, P’assertion iii) résulte de ii) et du fait que tout
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corps a p’ éléments peut étre plongé dans Q, puisque ce
dernier est algébriquement clos.

1.2. Groupe multiplicatif d’un corps fini.

Soit p un nombre premier, soit f un entier > 1 et
soit ¢ = p/.

THEOREME 2. — Le groupe multiplicatif ¥, du corps fini F,
est cyclique d’ordre q — 1.

Démonstration. — Si d est un entier > 1, rappelons qu’on
note cpgd) Pindicateur d’Euler de d, c’est-A-dire le nombre
des entiers x, avec 1<x<d, qui sont premiers a d (autre-
ment dit, dont I'image dans Z/dZ est un générateur de
ce groupe).

Il_ est clair que le nombre des générateurs d’un groupe
cyclique d’ordre 4 est égal & o(d).

LeMME 1. — §i n est un entier > l,ona n=2X o(d).

dln
(Rappelons que la notation d| n signifie que d dzl'vise n.)
Si d divise n, soit C; 'unique sous-groupe de Z/nZ
d’ordre d, et soit ®; I’ensemble des générateurs de C,.
Comme tout élément de Z/nZ engendre 'un des C,, le
groupe Z/nZ est réunion disjointe des ®; et ’on a :

n = Card (Z/n2) = . Card (®) = 3 ¢(d).

Lemuve 2. — Soit H un groupe d’ordre fini n. On suppose
que, pour tout diviseur d de n, U'ensemble des x € H tels que
x4 =1 aau plus d éléments. Alors H est cyclique.

Soit d un diviseur de n. S’il existe x € H d’ordre d,
le sous-groupe (x) ={1,%, ...,x"'} engendré par xest
cyclique d’ordre d; vu I’hypothése, tout élément y € H
tel que ¥ = 1 appartient A (x). En particulier, les seuls
¢léments de H d’ordre 4 sont les générateurs de (x), et
ceux-ci sont en nombre ¢(d). Ainsi le nombre d’éléments
de H d’ordre d est 0 ou @(d). Si c’était 0 pour une
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valeur de d, la formule n =d}|_, o(d) montrerajt -
n

le nombre d’éléments de H est < n, contrairement 3

I’hypothése. En particulier, il existe un €lément x ¢ H
d’ordre n, et H coincide avec le groupe cyclique (x).

Le théoréme 2 résulte du lemme 2, appliqué 2 H = F;
et n=g—1; il est en effet évident que I'équation
¥ =1, qui est de degré d, a au plus d solutions dans F,,

Remarque. — La démonstration ci-dessus montre que,
lus généralement, tout sous-groupe fini du groupe multi-

plicatif d’un corps est cyclique.

§ 2. Equations sur un corps fini

Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p, et soit K
un corps & ¢ éléments.

2.1. Sommes de puissances.

LEMME. — Soit u un entier > 0. La somme S(X¥) = X x

estégaled — 1 stuest > 1 et divisible par ¢—1; elle mr:‘ézak
a 0 stnon.
(On convient que x* =1 si u =0, méme st x=0.)
Si u =0, tous les termes de la somme sont égaux a 1,
d’ou S(X%) =¢.1 =0, puisque K est de caractéris-

tique p.
Si u est > 1, et divisible par ¢— 1, ona 0* =10 et
xv=1si x3# 0; dou S(X*%) = (¢—1).1 =—1.

Enfin, si # est > 1, et non divisible par ¢ — 1, le fait
que K’ soit cyclique d’ordre ¢ — 1 (th. 2) montre qu’il
existe y €K' tel que »*# 1. Ona

S(X") — E v = E yuxu =yuS(Xu) ,

zEK* zEK®
d’olt (1—»*).S(X"¥) =0, etcelaentraine bien S(X*) =0.
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(Van"ante. — Utiliser le fait que, si 4> 2, la somme
des racines d-i¢mes de 'unité est nulle.)

2.2. Le théoréme de Chevalley,

TutoriMe 3 (Chevalley-Warning). — Soient
Ja €K[X), .., X,

d’es polynémes a n variables tels que X deg (f,) < n, et soit V
Uensemble de leurs zéros communs dans K™, On a

Card (V) = 0 (mod p).

Posons P =TI (1 —fu-1), etsoit xeK" Si x€V,
t?us les f,(%) sont nuls, et 'on a P(x) =1; si ¢V,
I'un des f, (%) est non nul, et f2-*(x) = 1, d’oi P(x) = 0.
Ainsi, P est la fonction caractéristique de V. Si, pour tout

polyndme f, on pose S(f) = X f(x), on a donc :
z€K"

Card (V) = S(P) (modp),

et tout revient 2 montrer que S(P) = 0.
Or, ’hypothése 2 deg (f,) < n entraine

deg (P) < n(g —1);
donc P est combinaison linéaire de mondmes
Xt=XHn,, Xt

avec 2y < n(g — 1); il suffit de prouver que, pour un
tel mondéme X* on a S(X*) = 0. Mais cela résulte du
lemme, puisque I’'un au moins des y; est < ¢ — 1, c.q.f.d.

CoroLLAIRE 1, — Si X deg (f,) <n, et si les f, sont
sans terme constant, les f, ont un zéro commun non trivial.

En effet, si V était réduit {0}, on aurait Card (V) =1,
et Card (V) ne serait pas divisible par p.
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Le corollaire 1 s’app_liqgc notamment lorsque les £
sont homogénes; €N particulier :
CoRrOLLAIRE 2. — Toule forme quadratique d’au moins

3 pariables sur K a un zéro non trivial. .
(En langage géométrique : toute conique sur un corps

fini a un point rationnel.)

§3. Loi de réciprocité quadratique

3.1. Carrés de F,.
Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p.

TutoriMme 4. — a) Si p = 2, ltout élément de B est un carré,
b) Si p# 2, les carrés de Fy forment un sous-groupe
dindice 2 de F,; ce sous-groupe est le noyau de I homomorphisme

x> xX9"V2 G valeurs dans {£ 1}
(En d’autres termes, on a une suite exacte :

1>F2->F,>{£1}>1)
Le casa) résulte de ce que x = x* estun automorphisme

de F,.

Dans le cas b), soit Q une cléture algébrique de F,;

si xeF,, soit yeQ telque > =x Ona
),Q-l = x@-U2 — + 1 ,
puisque -1 =1.

Pour que x soit un carré dans F,, il faut et il suffit
que y appartienne a F,, c’est-a-dire que #*~!= 1. On
voit donc bien que F;? est le noyau de x> x9-12, De
plus, comme F; est cyclique d’ordre ¢—1, Iindice
de F? est égal 2 2.

3.2. Symbole de Legendre (cas élémentaires).
DEFINTTION. — Soit p un nombre premier # 2, et soit x € F,

On appelle symbole de Legendre de x, et on note (f), Uentier
AP = o, b
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On convient d’étendre ce symbole & F, tout entier en

0
posant (;) = 0. De plus,si x€Z apourimage x' €F,,

X x'
on pose (15) = (E),
Ona (E) (%) = (%) : le symbole de Legendre est un

X

«caractere» (cf. chap. VI,§1). Vule théoréme 4, (;) =1

¢quivaut & xe€F}’; si xeF, a pour racine carrée y

dans une cloture algébrique de F,, on a (;) = y*L
Calcul de (E) pour x =1, —1,2,

Si n est un entier impair, soient €(n) et w(n) les éléments
de Z/2Z définis par :

PR 0 si n=1 (mod 4)

) I it A { 1 si n=—1 (modd)

n?—1 0 si n=+4+1 (mod8)

8 1 si n=+5 (mod8).

il

w(n)

[l

(mod 2) = {

[L’application € est un homomorphisme du groupe multi-
plicatif (Z/4Z)" dans Z/2Z; de méme, & est un homo-
morphisme de (Z/8Z)" dans Z/[2Z.]

THEOREME 5. — On a les formules :
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Seule la derniére mérite qu’on la démontre. Si ¢ désigne
une racine primitive 8-iéme de 'unité dans une cloture
algébrique 2 de F,, l’élément,}’\= a4 ot vérifie 3 — 9
(en effet, on a at =—1, d'ott a® +a"%=0), Ona

yp?=a? +a"?

Si p=+1 (mod 8), cela entraine »? =y, d’on

Si p= + 5 (mod8), on trouve :
p=dtfat=—(@+ta)=—y

cela se voit en utilisant encore la formule a* = — 1. On
en déduit que y?~' = —1, d’ou iii).

Remarque. — On peut exprimer le théoréme 5 de la
maniére suivante :

—1 est un carré (modp) <> p= 1 (mod4).

2 est un carré (modp) <> p= 41 (modS8).

3.3. Loi de réciprocité quadratique.

Soient ¢ et p deux nombres premiers distincts, différents
de 2.

THEOREME 6 (Gauss). — On a (;-J) = (!_; ) (— 1)srsim),

Soit Q une cldture algébrique de F, et soit w €42 une
racine primitive /-i¢éme de 'unité. Si x € F,, 1’élément w”
a un sens, puisque ®w’ = 1. On peut donc définir la
« somme de Gauss » :

LemMe 1. — % = (— 1)=9,
(Par abus de notations, on note encore ¢ I'image de /
dans le corps F,.)
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L
En effet
);2-—-V tz t+g AN t(u‘—"—t
=A@ = B w3 )
s wEF, LEF, 4
Orsi t3#0:
tu—1t) wen 8 1 gt , U
T =) ) = e e 2
ct
(— 1)y _ 3 C, w*
. e
ol
C o E (1‘——'(“_1)

Siu=0, C= Y
. tEF,;
décrit F,— {1}, et l'on a :

1 .
(?) ={¢—1; sinon s =1 — g1

_ s 1 1
Cy '—‘g{(z) ' Rk () =—1

vu que dans F; il y a autant de carrés que d’éléments qui
ne le sont pas. Donc :

2 Cut=0—1— 3 wr=¢
uEFy u€EF}

ce qui démontre le lemme.

LEMME 2. — y7-1 = (*;).

Puisque Q est de caractéristique p, on a :

-1 =1
r=% Qu =3 " w==E-&),

dot yo-1 = (§).
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Le théoréeme 6 est maintenant immédiat.

d’apres les lemmes 1 ct 2, on a En effet,
((‘_‘:.lplff_’) = y?-1 (f;) ,
et d’autre part, le théoréme 5 montre que
((— 1)=<n) o (1)
?
Traduction. — Ecrivons {Rp si ¢ est un carré (mod p)

(autrement dit, si { est « reste quadratique » modulo b

et
{Np sinon. Le théoréme 6 signifie que : )

{Rp < pRY si poul= 1 (mod4)
{Rp < pN? si petf=—1 (modd4).
Remarque. — Le théoréme 6 peut étre utilis€ pour

calculer par réductions successives les symboles de
Legendre. Ainsi :

(33 = (o) = (5g) = (z) (o)

APPENDICE
Autre démonstration de la loi de réciprocité quadratique
(d’aprés G. Eisenstein, F. Crelle, 29, 1845, p. 177-184)
i) Le lemme de Gauss.

Soit p un nombre premier # 2, et soit S une partie
de F;, telle que F} soit réunion disjointe de S et de — S;

dans la suite, on prendra § = {1, .. .’P—z' 1}.



CORPS FINIS 19

Si seS et aekF,, on peut écrire as sous la forme
as =e,(a) s, avec ea)=+1 et 5€ S.

Lemme (Gauss). — (

a
15) - sIE-E[Se'(a).

On remarque d’abord que, si s et s’ sont deux éléments
distincts deS,ona s, # s, (carsinon, on aurait s =+ 5,
contrairement au choix de S). On en conclut que s 5
est une bijection de S sur lui-méme. Faisons alors le
produit des égalités as = ¢,(a) s, On obtient :

gl H § = ( H es(a)) H Sa = ( H ea(a)) H §
. sES sES sES s€S8 sES
d’ou
a?-v2 — ] e,(a) ,
sES

: : . a
ce qui démontre le lemme, puisque (5) — g~ D2

dans F,.
Exemple. — Prenons a = 2, et B={1; «; ',P—g— 1}.
et ¢,(2) =—1 sinon.

—_—

Ona ¢(2) =1 si 2sgp

On en conclut que (%) = (—1)*¥), otn( p) estle nombre

—1 —1 .
d’entiers s tels que p 1 < ép g™ Si p est de la
= R,

forme 1 + 4% (resp. — 1 + 4k), on a n(p)

2 :
On retrouve ainsile faitque (5) = 1sip=+41 (mod 8)
20 __1si p=45 (mod8), cf théorme 5.

¥ [=
c(p

ii) Un lemme trigonométrique.

LEMME. — Soit m un entier positif impair. On @
2m)
3

sin. mx L 4) (m = 1)/2 H (sin2 o i sin2 __;_

sin X 1<ji<m-1/2
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Cela se vérifie sans difficulté¢ (on peut, par exemple,
démontrer d’abord que le premier membre est un poly-
ndme de degré (m —1)[2 ensinx, puls remarquer que

5 ines les sin® @
ce polynéme a pour racin =0 avec

1<j< (m—1)/2;

le facteur (— 4)™ -2 s'obtient en comparant les coeffi-
cients de ¢ -2 dans les deux membres).

iii) Démonstration de la loi de réciprocité.

Soient ¢ et p deux nombres premiers distincts, et diffé-
rents de 2. Soit S = { L ..,(p— 1)/2}, comme ci-des-
sus. D’aprés le lemme de Gauss, on a :

/4
=) = II ¢,(¢).
G =L
Or I’égalité s = ¢,(¢) s, montre que
2 . 2m
sin — {5 = ¢,(£) sin — s,.
> (¢) 3

En faisant le produit de ces égalités, et en tenant compte
de ce que s> s, est une bijection, on obtient :

£ T o) = T s 25 i 2
(;)-.l;:[se,(l) —.l‘::lssm s [sin "k

En appliquant le lemme trigonométrique avec m = ¢,
ceci peut s’écrire :

{ 2 2mt
= I (— 4)¢ -1 Sl T oy
( p) .I;Is( ) ‘ET(SIH R )
27ts 2nt
= (— 4)-Dip-1)/4 R ki B S,
=4 sesl.-[te'r(sm b Al )s
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o T désigne l'ensemble des entiers compris entre |
et {{ — 1)/2, En permutant les rodles de £ et p, an obitiege
de méme

1 2rel 2rs

(sin? Sy o= gin® —),

(P‘ - ‘A FALER AL ML
! ' (€8 IET P

{
Les facteurs donnant (=) et (

~ i

) sont donc identiques, au

signe pres. Comme il y en a (p—1)(/ —1)/4, on
trouve :

(}_:) p— (?}) (___ 1)(9-1;(!-11!4’

ce qui est bien la loi de réciprocité quadratique, cf. théo-
réeme 6.
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CORPS p-ADIQUES

Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier.

§1. L’anneau Z, et le corps Q,

1.1. Définitions.

Pour tout n > 1, posons A, = Z[p"Z; c’est 'anncau
des classes d’entiers (mod p"). Un élément de A, définit
de manitre évidente un élément de A, _,; on obtient
ainsi un homomorphisme

(Pn :An“}An—l

qui est surjectif, et de noyau p" =1 A,
La suite :
AL A Ay Ay

forme un « systéme projectif », indexé par les entiers > 1.

DErNTION 1. — On appelle anneau des entiers p-adiques,
et on note Z,, la limite projective du systeme (A, ®,) défini

ci-dessus.
Par définition, un élément de Z, = LIE (A,s Pn) St

une suite x = (..., Xy -+ ., %), AVEC !
x,€A, et @u(x,) =x,_, i n22
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L’addition et la multipllcatlo.n dthp sont c(ljc?ﬁmzcs & COOr=
données par coordonnées »; autrement dit, Z_ est up

i A,. Si ’on munit les
sous-anneay du produit gl " es A, de la

n
topologie discrete, et I1A,dela topologie produit, Pan-
neau Z, se trouve muni d’une topologie qui en fait un
espace j:c::impat:zt (car fermé dans un produit d’espaces

compacts).

1.2. Propriétés de Z,.

Soit ¢, : Z, - A, l'application qui associe 2 un entier
p-adique x sa n-iéme composante x,,.

- [

PropostTion 1. — La suite 0 — 2, >>Z, > A, — 0 est
exacte.

(On peut donc identifier Z,/p" Z, 3 A, = Zjp" Z.) .

La multiplication par p (donc aussi par p") est injective
dans Z_; en effet, si x = (x,) est un entier p-a-diquc tel
que px =0, ona px,,, =0 pour tout n, ce qui entraine
que x,., est de la forme p"y,.,, avec y,,,€A,,,;
comme X, = @,,1(¥s+1), ON voit que x, est également
divisible par p", donc est nul.

Ilestclair quele noyaudee, contient p* Z, ; inversement,
si ¥ = (x,) appartientaKer (¢,),ona x, = 0 (mod p")
pour tout m > n, ce qui signifie qu’il existe un élément
Jm-n bien déterminé de A, _, tel que X, =Y. ..
Les y; définissent un élément y de Z, = h*_mA,,, et ’on

vérifie tout de suite que p"y = x, ce qui acheve de
démontrer la proposition.

Prorosrrion 2. — a) Pour quun élément de Z, (resp.
de A,) soit inversible, il faut et il suffit qu'il ne soit pas divisible
par p.

b) Si U désigne le groupe des éléments inversibles de Z,,

tout élément de 2., diffférent de 0 sderit de Jagon unique sous la
Jorme p*u, avec ueU ot n> Q.
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(Un élément de U est appelé une unité p-adique.)

11 suffit de prouver a) pour les A, : le cas de Z, en
résultera. Or, si x €A, n’appartient pas i pA,, son
image dans A, = F, est non nulle, donc inversible; il
existe alors y,ze€A; tels que x=1—pz doun
(1 +pz+ ... +p""12°-1) =1, ce qui montre bien
que x est inversible.

D’autre part, si x €Z, est non nul, il existe un plus
grand entier n tel que x, = ¢,(x) soit nul; on a alors
% = p"u, avecu nondivisible par p, d’ot u € U d’aprés a).
L’unicité de cette décomposition est évidente.

Notation. — Soit x un élément non nul de Z,; écrivons x
sous la forme p"u, avec u € U. L'entier n est appelé la
valuation p-adique de x, et noté v, (x). On pose 2,(0) = + oo,
et 'on a :

U,(x_y) = vp(x) + 0,(2)
vp(* + ) > Inf (v,(x), 2,(7))-

Il résulte aussitdt de ces formules que Z, est un anneau
intégre.

ProposITION 3. — La topologie de Z,, peut étre définie par
la distance

d(x,5) = e=%s=,

L’anneau 2, est un espace complet, dans lequel Z est dense.

Les idéaux p"Z, forment une base de voisinages de 0;
comme x € p"Z, équivaut 2 v,(x) > n, on voit bien que
la topologie de Z, est définie par la distance

dx,) = €.

Comme Z,, est compact, il est complet. Enfin,si x = (x,)
est un élément de Z,, et si y,€Z est congru a x,
(mod p™), on a lim.y, = x, ce qui prouve que Z est
dense dans Z,,
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1.3. Le corps Q.

DgrFmNrTION 2. — On app‘elle corp’s des nombres p-adiques,
et on note Q, le corps des fractions de | annffiu Z,

On voit toutdesuite que @, = Z,[p~']. Toutélément x
de Q;, s’écrit de fagon unique sOus laforme p" u, avec n € 2,
we U ici encore, n s'appelle la v?.luauon p-ad1que de «x,
et se note v,(X)- Ona v,(x) 2 0 sietseulementsi x e Z,.

ProposiTioN 4. — Le corps Q,,, muni de la topologie définie
par d(x,y) = e~ @~V est localement compact, et Z, en est
un sous-anneau ouvert ; le corps Q est dense dans Q.

C’est immédiat.

Remarques. — 1) On aurait pu définir Q, (resp. Z,)
comme le complété de Q (resp. Z) pour la distance p-adique d.
2) La distance d vérifie U'inégalité « ultramétrique » :

d(, z) < Sup (d(%, »), d(, 2)).

On en déduit facilement qu’'une suite #, a une limite si
et seulement si lim.(u,,; —¥,) =0; de méme, une
série converge si et seulement s1 son terme général tend
vers 0.

§ 2. Equations p-adiques
2.1. Solutions.

LemMe, — Soit ... > X, =X, ;> ... >X, un
systéme projectif, et soit X = l{iE.X,, sa limite projective. Si
les X, sont finis et non vides, X est non vide.

Le fait que X soit # g estclairsiles X, - X _; sont
surjectifs; on va se ramener a ce cas. Pour cela, notons X,
I'imagedeX, ,  dansX, ; pourn fixe,lesX,  forment une
famille décroissante d’ensembles finis non vides; il en
résulte que cette famille est stationnaire, i.e. que X, , est
indépendant de p pour p assez grand. Soit Y, cette valeur
limitedes X, ,.On vérifie immédiatement que X, =X,
applique Y, sur Y, _;; comme les Y,, sont non vides, on
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a lim.Y, # ¢ d’aprés la remarque faite plus haut;
d’ou, a fortiori, l*i-rE.X,, # .

Notation. — Si feZ,[X,, ..., X,] est un polyndme
a coefficients dans Z_, et si n est un entier > 1, on note f,
le polyndme 2 coefficients dans A, déduit de fpar réduc-
tion (mod p®).

ProposITION 5. — Sotent f% e€Z,[X,, ..., X,] des
polyndmes @ coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence entre :

1) Les f ont un zéro commun dans (Z,))™.

1) Pour tout n> 1, les polynsmes £V ont un zéro commun
dans (A,)™.

Soit X (resp. X,,) 'ensemble des zéros communs aux @
(resp. aux f). Les X,, sont finis, et 'ona X = 1i<r_n.Xﬂ;

d’apreés le lemme ci-dessus, X est non vide si et seulement
si les X, sont non vides; d’ol1 la proposition.

Un point x = (x, ..., x,) de (Z,)™ est dit primitif si
'un des x, est inversible, c’est-a-dire si les x; ne sont pas
tous divisibles par p; on définit de maniére analogue les
éléments primitifs de (A,)™.

Prorosirion 6. — Sotent [ € Z,[X,, ..., X,] des poly-
némes homogeénes & coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence
enlre :

a) Les f ont un zéro commun non trivial dans (Q,)™.

b) Les f ont un zéro commun primitif dans (Z,)™.

c) Pour tout n> 1, les i ont un zéro commun primitif
dans (A,)™.

L’implication b) = a) est évidente. Inversement, si
x = (%, ..., X,) estunzéro commun non trivial des f®,
posons :

B = Info. ()i sva®lnd o »=F"x

I1 est clair que y est un élément primitif de (Z,)™, et que
c’est un zéro commun des f*; on a donc bien b) <> a).
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Quant & I’équivalence de b) et ¢), elle résulte du lemme
donné plus haut.

9.9. Amélioration des solutions approchées,

I1 s'agit de passer d’une solution (mod p") & une solution
véritable (i.e. 2 coefficients dans Z,). On utilise le lemme
suivant (analogue p-adique dela « méthode de Newton ») :

Lemme. — Soit fe€Z[X], et soit f' sa dérivée. Soient
x€Zy, nkhel telsque 0< 2k < n, f(x) = 0 (mod pn)
v, (f'(x)) =k Il existe alors y € Z, tel que :

f(y) = 0 (mod p"*?)
0 (f) =k ¢ y=x (modp-A.

Prenons y delaforme x + p"~*z, avec z € Z,. D’apres
la formule de Taylor, on a :

SO) =f(x) +p"F2f'(x) + p**~*a, avec aeZ,

Par hypothese, on a f(x) = p"b et f'(x) = p*¢, avec
beZ, et ¢ceU; cela permet de choisir z de telle sorte
que

b

b4+ 2=0 (mod?p).
Dés lors ( 2

J() =p"b+ z) + *""**a =0 (modp"+?)

puisque 2r — 2% > n. Enfin, la formule de Tavylor appli-
quée A f’ montre que f'(») = p*c (mod p"*%; corlzlrr)ne
n—=Fk >k, on en déduit bien que v,(f'(y)) = .

THEOREME 1. — Soient
JeE IRy «: 5 X x = (x) € (Z,)™, n kel

. p = .
o ~ < b ]

S@ =0 (modp) @ u, (L () =k
j
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Il existe alors un zéro y de f dans (Z,)™ qui est congru & x
modulo p™~*.

Supposons d’abord que m = 1. En appliquant le
lemme ci-dessus & x = x, on obtient +™ €Z,, congru
a x@ (mod p" %), et tel que :

FE) =0 (modpm+y),  u,(f/(xV) =k

On peut appliquer le lemme & #%, en remplagant »
par n + 1. De proche en proche, on construit ainsi une
suite @, ..., 2@, ..., telle que :

L@+l = %@ (mod pn-{-q —-k), f(x(Q)) =0 (mod pn +a).

C’est une suite de Cauchy; si ’on note y sa limite, on a
“évidemment f(») =0 et y = x (modp®~*), d’our le
théoréme dans ce cas.

Le cas m> 1 se raméne au cas m =1 car on ne

modifie que x;. Plus précisément, soit feZ,[X;] le
polynéme 3 une variable obtenu en remplagant les X,
i # j, par les ¥;. On peut appliquer ce que 'on vient de
démontrer 3 f et & x;; on en déduit 'existence de y; = x;

(mod p"~*) tel que f(y;) = 0. Sil’on pose y; = x; pour
i # j, I’élément » = (y;) répond a la question.
CoROLLAIRE 1. — Tout zéro simple de la réduction modulo p
d’un polynéme f se reléve en un zéro de f a coefficients dans Z,.
(Si g est un polyndme sur un corps, un zéro x de ¢
est dit simple si 'une au moins des dérivées partielles 0g/0X;

est non nulle en x.)
Cest le cas particulier n =1, £ =0.

COROLLAIRE 2. — Supposons p # 2. Soit
f(X) = Za; X\ X,
avec a, = ay, une forme quadratique & coefficients dans zZ,
dont le discriminant det (a;;) est inversible. Soit a €Z,. Toute

solution primitive de Péquation f(x) = a (mod p) se reléve en
une solution exacte.
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Vu le corollaire 1, il suffit de voir que ¥ n’annule pas
toutes les dérivées particlles de f modulo p. Or :

of X
—— 2 . 5
0X; ; pal

comme det (a;;) 0 (modp) et que x est primitive,
on voit bien que 'une de ces dérivées partielles est 3= 0

(mod p).
COROLLAIRE 3. — Supposons p = 2. Sout
= 2a; X X

avec a;; = aj;, une forme quadratique a coefficients dans Z,
et soit a€Z, Soit x une solution primitive de f(x) = a
(mod 8). On peut relever x en une solution exacte, pourvu que x
n’annule pas toutes les 9f]0X; modulo 4; cetle derniére condition
est notamment vérifiée si det (a;;) est inversible.

La premitre assertion résulte du théoréme, appliqué
a4 n=3, k=1; la seconde se démontre comme dans
le cas p# 2 (& cela prés qu’il faut tenir compte du
facteur 2).

§ 3. Le groupe multiplicatif de Q,
3.1. La filtration du groupe des unités.

Soit U =2, le groupe des unités p-adiques. Pour
tout n> 1, onpose U, =1+ p*Z,; il est clair que U,
est le noyau de I’homomorphisme ¢, : U — (Z/p"Z)".
En particulier, le quotient U/U, s’identifie a F, donc est
cyclique d’ordre p—1 (cf. chap. I, th. 2). Les U, for-
ment une suite décroissante de sous-groupes ouverts de U,
et 'on a U= 1(121 U/U,. Si n>1, Papplication

(1 + p"x) > x (mod p) définit un isomorphisme
U,/U, .1 > Z/2Z ;
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cela résulte de la formule :

(L4 p"*)(1 4 p"y) = 1+ p"(x+) (modp"*?).
On en déduit, par récurrence sur n, que U,/U,, est d’ordre
o

LeMME. — Soit 0 — A — E — B — 0 une suite exacte de
groupes commutatifs (notés additivement), avec A et B fims
dordres a et b premiers entre eux. Soit B' Uensemble des x € E

tels que bx = 0. Le groupe E est somme directe de A et de B';
de plus, B' est le seul sous-groupe de E isomorphe a B.

Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe 7,5 € Z
telsque ar + bs =1. Si xe ANB, ona ax = bx =0,
d’od (ar + bs) x =x = 0; ainsi AnB =0. De
plus, tout x € E peut s'écrire x = arx + bsx; comme
bB =0, ona bECA, dou bsxe€ A; d’autre part, on
a abE =0, dott arxeB. On voit donc bien que
E = A®DB’, etla projection E—B définit un isomor-
phisme de B’ sur B. Inversement, si B” est un sous-groupe
de E isomorphe 2 B, on a 4B" =0, d’ou B"’CB' et
B” = B’ puisque ces groupes ont le méme ordre.

ProrposiTionN 7. — Ona U=V x U, od
V={xeU|x =1}
est le seul sous-groupe de U isomorphe a F,.
On applique le lemme aux suites exactes :
1-»U,/U,—U/U,~F,—1
ce qui est licite puisque Pordre de U,/U, _, est p® 7, et

celui de F, est p— 1. Onen conclut que U/U,, contient
un unique sous-groupe V,, isomorphe & F}, et la projection

u/v, > U/U, _,

applique V,, isomorphiquement sur V.

U = lim.U/U,
—

Comme
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on en déduit par passage a la limite un sous-groupe V
de U isomorphe 2 Fj;; ona U=V x U;; l'unicit¢ de V
résulte de celle des V.

COROLLAIRE. — Le corps Q,, contient les racines (p—1)-témes
de Punité.

Remarques. — 1) Le groupe V s’appelle le groupe des
représentants multiplicatifs des éléments de ) o

2) L’existence de V peut aussi se démontrer en appli-
quant le corollaire 1 au théoréme 1 2 I’équation

X?-1—1=0.
3.2. Structure du groupe U,.

Levmme. — Soit x€ U, — U, ,,, avec n>1 siop#F 2
et n>2 si p=2. Onaalors x* € U,.1— U,se

L’hypothese signifie que x = 14 kp", avec k#0
(mod p). D’aprés la formule du bindéme, on a

=14kttt ... Rp™

et les exposants de p dans les termes non écrits sont
> 2n + 1, donc aussi > 7+ 2. D’autre part, on a
np>n+ 2 (grice au fait que n2> 2 8 p=2), On
en conclut que

x? = 1 + kpﬂi—l (modpﬂ+2)
d,Ol‘.l x’ € U”+1'_ Uﬂ+2-

PrOPOSITION 8. — i p # 2, U, est isomorphe 2%,
Sip=2,0ma Uy ={£1} X U, et U, est isomorphe a Zy.

Occupons-nous d’abord du cas p # 2. Choisissons un
élément o € U, — U,, par exemple a =1 + . D’apres
lelemme ci-dessus, ona a? € Uy, — Uj,,. Soita,l'image
de « dans U,/U,; ona (x,)?" " # 1 et ()" =1 en
vertu de ce qui précéde. Mais U, /U, est d’ordre p*~7; on
en conclut que c’est un groupe cyelique, engendré par &y
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Notons alors 0, , Iisomorphisme zi> o« de Z/p*~'Z
sur U,/U,. Le diagramme

ﬁn_,u
Z)p"Z —% U,[U,,,

\)
Zjpn-1Z % UU,

est commutatif. On en conclut que les 0, , définissent un
isomorphisme 6, de Z, = lim.Z/p" ~'Z sur
<

U, = ljr_n'UIIUn ’

d’ou la proposition pour p # 2.

Supposons maintenant que p = 2. On choisit alors
« € U, — Uy, autrement dit « = 5 (mod 8). On définit
comme ci-dessus des isomorphismes

0, :2/2"2Z - U,/U,,

d’ol1 un isomorphisme 0, : Z, —» U,. De plus, I’homo-
morphisme
U, » U,/U, ~ Z/2Z

induit un isomorphisme de { + 1} sur Z/2Z. On en déduit
que U]. ={:t 1} X Uz, C.q-f-d.

TuEOREME 2. — Le groupe Q) est isomorphe a

ZXZ,X2[(p—1)2 st p+#2
et a
ZXZ, X222 si p=2

Tout élément x € Q, s’écrit de fagon unique sous la
forme x =p"u, avec n€Z et ueU. On a donc
Q, ~Z x U. D’autre part, la proposition 7 montre

J.~P. SERRE 2
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que U=V x U,, ou V est cyclique d’ordre i
enfin, la structure de U, est donnée par la proposition 8,
3.3. Carrés de Q.

THEOREME 3. — Supposons p # 2, et soit x =p"u un
élément de Q;, avec neZ et ue U. Pour que x s0it un carré,
il faut et il suffit que n soit pair, et que P'image u de u dans
F, = U/U, soit un carré. .

(Cette dernitre condition revient a dire que le symbole

de Legendre (-!-‘—) de u est égal 4 1; nous écrirons par la
u u

suite (-) au lieu de (=).
() (3) )

Décomposons u sous la forme u = v.u,, avec veV
¢t u,€U,. La décomposition Q, ~Z XV x U, du
théoréme 2 montre que x est un carré si et seulement si
n est pair et v et u, sont des carrés; mais U, est isomorphe
aZ, et 2 est inversible dans Z,; tout élément de U, est

donc un carré. Comme V est isomorphe 4 F}, le théoréme
en résulte.

COROLLAIRE. — §i p # 2, [e groupe Q,[Q;* est un groupe
de type (2, 2) ; il admet pour représentants {1, p, u, up} ot u e U

est tel que (;) = —1.
C’est évident.

THEOREME 4. — Pour qu'un élément x = 2n
un carré, il faut et il suffit que n soit pairetque u = 1 (mod 8).

La décomposition U = {£ 1} X U, montre que u est
un carré si et seulement si u appartient 2 U,, et est un carré
dans U,. Or Iisomorphisme 0 : Z, > U, construit dans
la démonstration de la proposition 8 applique 2"Z, sur
U, .25 on en conclut (pour n=1) que I'ensemble des
carrés de U, est égal 3 Uy Un élément u e U est donc

un carré si, et seulement si, il est congru a 1 modulo 8,
d’out le théoréme.

u de Q, soit
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Remarque. — Le fait que tout élément de Uy est un carré

résulte aussi du corollaire 3 au théoréme 1, appliqué A la
forme quadratique X2,

COROLLAIRE. — Le groupe Q;/Q;* est de type (2,2,2). Il
admet pour représentants {+ 1, 4+ 5, + 2, + 10},

Cela résulte du fait que {4 1, 4- 5} est un systéme de
représentants pour U/U,.

Remarques. — 1) Pour p = 2, définissons des homo-

morphismes ¢, & : U/U; —Z/2Z au moyen des formules
du chapitre I, n° 3.2 :

z2—1

s} i = (mod 2) ={ si 2= 1 (mod4

)
si z=—1 (mod4)
si z=41 (mod8)
si z=4 5 (mod8).

I1 est clair que € définit un isomorphisme de U/U, sur
Z[2Z et o un isomorphisme de U,/U; sur Z/2Z. Le
couple (g, w) définit donc un isomorphisme de U[Uy sur
Z[2Z X Z[2Z; en particulier, une unité 2-adique z est
un carré si et seulement si on a £(2) = w(z) = 0.

2) Les théorémes 3 et 4 montrent que Q;? est un sous-
groupe ouvert de @,

(z) = "2;1 (mod 2) =

- O = O

C SUT. l?“‘.
\ i
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SYMBOLE DE HILBERT

§ 1. Propriétés locales

Dans ce paragraphe, la lettre k désigne, soit le corps R
des nombres réels, soit le corps @, des nombres p-adiques
($ étant un nombre premier).

1.1. Définition et premiéres propriétés.

Soient a,b €£’. On pose :

(,0) = 1si 22—ax*—b?=0 a une solution
# (0,0,0) dans 4%;
(a, b) = —1 sinon.

Le nombre (a,6) = 4 1 s’appelle le symbole de Hilbert
de a et b, relativement a %. Il est clair que (g, b) ne change
pas lorsqu’on multiplie a et b par des carrés; le symbole
de Hilbert définit donc une application de k' [k'* X k'|k"

dans {+ 1}.

ProposITION 1. — Soient a, b € k", et soit k, = k(+/b)
le corps obtenu en adjoignant ¢ k une racine carrée de b.
Pour que (a, b) =1, il faut et il suffit que a appartienne au
groupe Nk, des normes des éléments de ki,

Si b est le carré d’un élément ¢, I'équation

Z2—a?—br=0
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admet (¢, 0, 1) pour solution, et Pon a (a,8) =1, @y
la proposition dans ce cas, puisque &, =& et Nz, = k}l
Sinon, %, est quadratique sur k; si 3 désigne une racin.
carrée de b, tout élément & €k, sécrit z 4 By ay -
9, z2€k, et la norme N(E) de & est égale a 22’-_ bjzc
Si a € Nk}, il existe donc 3, z €k telsque a = 22— j2
si bien que la forme quadratique z*—ax®—p)? , ir;
zéro (z,1,9), et 'on a (a,6) = 1. Inversement, s
(a, b) = 1, cette forme a un zéro (z,x,y) # (0,0 ,0)-
on a nécessairement x # 0, car sinon b serait un ca,rré;

o J
on en conclut que & est norme de -~ + B=.
x

ProPoOSITION 2. — Le symbole de Hilbert satisfait aux

Jormules :
i) (a,6) = (b,a) et (a &) = 1
ii) (2, —a) =1 et (a1 —a) = 1;
iii) (a,6) =1 = (ad’, ) = (4, );
iv) (a,6) = (a,— ab) = (a, (1 —a) b).
(Dans ces formules, a, a’, b, ¢ désignent des éléments
de A°; on suppose a # 1 lorsque la formule contient le

terme 1—a.) .
La formule i) est évidente. Si b= —a (resp. si

b =1—a), la forme quadratique 22—ax®— b a
pour zéro (0, 1, 1) (resp. (1, 1, 1)); ona donc (a,6) =1,
ce qui démontre ii). Si (4, 6) = 1, ’élément a appartient

au sous-groupe N#;, cf. proposition 1; on a donc
o’ €Nk, < ad' €Nk
ce qui démontre iii). La formule iv) résulte de i), 1)
Remarque. — La formule iii) est un cas particulier de
la formule
v) (ad’, b) = (a, b) (a, b)

qui exprime la bilintarité du symbole de Hilbert; cette
formule sera démontrée au numéro suivant.

, i),
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1.2. Calcul de (a, b).

THEOREME 1. — 8§t A =R, ona (a,b) =1 siaoubd
est > 0et (a,0) =—1 siaethsont <O.

St k= Q,, et silon éecrit a, b sous la_forme p*u, pPv od u
et v appartiennent au groupe U des unités p-adiques, on a :

(@ ) = (— )@ (5)° )" siop#2
(a’ b) — (__ l)s(u)e(v)+ aw(v) + Pwlu) 51 p = 9

[On rappelle que (g) désigne le symbole de Legendre (%) .

ol  est I'image de u par ’homomorphisme de réduction

modulo p : U —F,. Quant 4 £(u) et w(«), ils désignent
— -

respectivement la classe modulo 2 de - 5 et de = 3 ! 5

cf. chap. II, n° 3.3.]

THEOREME 2. — Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire

non dégénérée sur le Fy-espace vectoriel k" [R™.
[La bilinéarité de (a, b) n’est autre que la formule v),

mentionnée 4 la fin du n° 1.1; Passertion « (a, b) est
non dégénérée » signifie que,si b €&” esttel que (a, ) =1
pour tout a€k’, ona bek™]

COROLLAIRE. — i b n'est pas un carré, le groupe Nk,
défini dans la proposition 1 est un sous-groupe 'd’iz?dice 2de k.

L’homomorphisme ¢, : 4" —{+ 1} défini par

Ps(a) = (3, b)
d’aprés la proposition 1; d’autre part,
) est non dégénérée. Ainsi,
Nk; sur {+ 1}; d’ol

a pour noyau N&,
@, est surjectif, puisque (a, b )
¢, définit un isomorphisme de %’/
le corollaire. _
Remarque. — Plus généralement, soit L une extcn§ion
finie de £ qui est galoisienne, et dont le groupe de Galois G
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montrer que &' [NL’ est isomorphe
ance du groupe NL” détermine 1.,

¢ & b
aux résultats de la théorie dite

est commutatif. On peut
a G, et que la connaissal
ce sont 1a deux des princtp
« du corps de classes local ».

Démonstration des théorémes 1 et 2.

Le cas ou & =R est trivial; on notera que kIR est
alors un espace vectoriel de dimension 1 (sur le corps F,),

admettant pour représentants {1,—1}

Supposons maintenant que k= Q,

Lemme. — Soit v e U une unité p-adique. St Uéquation
2 _— () g une solution non triviale dans Q,, ¢elle

a une solution (2, x, ) telle que %, 5 € U ¢t x€2,

D’apres la proposition 6 du chapitre II, n° 2.1, I'équa-
tion considérée a une solution primitive (2, %, 9)- Montrons
que cette solution répond 2 la question. Sinon, on aurait
soit =0 (modp), soit z= 0 (modp); puisque
2—p?=0 (modp), et v = 0 (mod p), on aurait a
la fois y =0 (modp)et z=0 (mod p), d’out px* = 0
(mod p?),i.e. x =0 (mod p), contrairement au caractére

primitif de (z, #, ).

22— pxt— oy

Revenons maintenant a la démonstration du théo-

réme 1, en supposant d’abord p # 2.

Il est clair que les exposants a et 3 n’interviennent que
par leur résidu modulo 25 vu la symétrie du symbole,
il y a trois cas & considérer :

) a=0, =0 Il faut vérifier que (u,0) = 1.

Or I’équation
22 — ux? — z'_'}'z =0

a une solution non triviale modulo p (cf. chap. I, § 2,
cor. 2 au th. 3); comme le discriminant de la forme qua-
dratique considérée est une unité p-adique, cette solution
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se reléve en une solution p-adique (chap. II, n® 2.2,
cor. 2 au th. 1); on a donc bien (u,v) = 1.

2) « =1, B =0. Il faut vérifier que (pu,?v) = (;)-

Comme (4,v) =1, on a (pu,1) = (p,v) d’aprés la
formule iii) de la proposition 2; il suffit donc de vérifier

v

que (p,2) = (;) Clest clair si v est un carré, les deux
termes €tant €gaux a 1. Sinon, on a (E) = — 1, cf. cha-
pitre II, n® 3.3, théoréme 3; le lemme ci-dessus montre

alors que 2* — px? —1)? n’a pas de zéro non trivial,
etl’on a bien (p,2) = —1.

3) « =1, § =1. Il faut vérifier que :
u, po) = (— 1)2-v2 %y Yy,
(pu, pr) = (—1) 3 &)

Or la formule iv) de la proposition 2 montre que :
(pu, pv) = (pu, — p* wv) = (pu, — uv).

D’aprés ce que ’on vient de voir, on a donc :

(pu, pv) = (——)

SR

Une fois le théoréme 1 établi (pour p # 2), on en
déduit le théoréme 2; en effet, la formule donnant (a, b)
montre que c’est une forme bilinéaire; pour prouver que
cette forme est non dégénérée, il suffit d’exhiber, pour
tout a € k'[k"? distinct de I’élément neutre, un élément &
tel que (g, b)) = — 1. D’aprés le corollaire au théoréme 3
du chapitre II, n° 3.3, on peut prendre a = p, u ou up,

==y

?

d’oui le résultat cherché, puisque (

avec u €U tel que (g) = — 1; on choisit alors pour &

respectivement 4, p et u.
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Le cas p = 2 Ici encore, « et B n’intervienn
ar leur rgsidu modulo 2, et il y a trois cas 4 Cons?:i‘zr%e
1) o= 0, B = (. Il faut vérifier que (u, U) _ ler
u ou v est congru A1 (mod4) et (u,0) =—17 g si
Supposons d’abord que #=1 (mod4). On , s
¢ =1 (mod8),ou 4= 5 (mod 8). Dans le premier o
« est un carré (cf. chap. II, n° 3.3, th. 4) et 'on 4 biey
(u,v) = 1. Dans lesecond cas,ona u + 4v = 1 (moeq 8
ot il existe weU tel que w?=u+4v; la form,
22— ux?—up? a donc pour zéro (w,1,2), et lop ,
bien (4, v) = 1. Supposons maintenant que ¥ = v = — |

(mod 4); si (2, %, ) est une solution primitive de

2% — ux2 —_— l{ya =10 .

ona 2%+ 2 + »* = 0 (mod 4); mais les carrés de Z/4Z
sont 0 et 1; cette congruence entraine donc que x, y, Z sont
congrus 2 0 (mod 2), contrairement a I’hypothése de
rimitivité. On a donc bien (#,v) = —1 dans ce cas.
2) « =1, B =0. Il faut vérifier que :
(2“, U) s (__ l)r.(u)e(u) + (o)

Montrons d’abord que (2,2) = (— 1)¢, c’est-a-dire
que (2,7) =1 équivaut a v = + 1 (mod 8). D’aprés
le lemme ci-dessus, si (2,2) = 1, ilexiste x,, z €Z, tels
que 22—22—p?=0 et 2z#£0 (mod2). On a
alors 2 = 22 = 1 (mod8),d’ou 1 —2+2—v = 0 (mod 8).
Mais les seuls carrés modulo 8 sont 0, 1 et 4; on en tire
bien que 2= +1 (mod 8). Inversement, si v = 1
(mod 8),vestuncarréet (2,7) = 1; si v = —1 (mod 8),
Péquation 22—2x2—p»? =0 admet (1,1,1) pour
solution modulo 8, et cette solution approchée se reléve
en une solution véritable (cf. chap. II, n° 2.2, cor. 3 au
th. 1); on a donc bien (2,2) = 1.

Il faut ensuite montrer que (2u,v) = (2,2)(,);
d’aprés la proposition 2, c’est vrai si (2,7) =1 ou
(u,v) = 1. Ilrestelecas (2,0) = (4,0) =—1, ie. 2=3
(mod 8) et u = 3 ou — 1 (mod 8); quitte & multiplier 4
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et v par des carrés, on peut donc supposer que # = —1,
p=23 ou u=3, v =—2>5; or les équations

2422 —3P?=0 et 2—06s24+5H%=0

ont pour solution (1, 1,1); on a donc bien (24,v) =1.
3) « =1, B =1. Il faut vérifier que :
(2&, 20) — (_ 1)s(u) e(v) + w(u) + (o)

Or la formule iv) de la proposition 2 montre que :
(2u, 20) = (2u, — dw) = (2u, — uv).
D’apres ce que I’on vient de voir, on a donc :
(2“, 20) — (__ 1):(1:) e(-uv) + w(-uy)

Comme e(—1) =1, w(—1) = 0 et e(u)(1 +&(x)) =0,
I’exposant ci-dessus est bien égal A €(u) e(v) + w(4) + w(2),
ce qui achéve la démonstration du théoréme 1. La bili-
néarité de (g, b) résulte de la formule donnant ce symbole,
puisque € et & sont des homomorphismes. La non-dégéné-
rescence se vérifie sur les représentants multiplicatifs
{u,2u}, avec u=1,5—1 ou—>5; on a en effet :

(5,2u) =—1 et (—1,—1)=(—1,—5) =—1

Remarque. — Posons (a, b) =(—1)"%, avec [a, b]eZ/2Z,
de sorte que [a, b] est une forme bilinéaire symétrique
sur le F,-espace vectoriel %’[k"%. Le théoréme 1 permet
d’expliciter la matrice de cette forme par rapport & une
base de &°[k™ :

— Pour k2 =R, cest la matrice (1).

— Pour k=Q,, p+# 2, avec la base {p,u}, ou

01
(;) T—i- 1, c’est la matrice (1 0) si p=1 (mod 4),
ct( )sipE3(mod4).

1 0
— Pour k= Q, avec la base {2,—1,5}, c’est la

0 01
matrice : {0 1 0}.

1 00
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§ 2. Propriétés globales

Le corps Q des nombres rationnels se plonge comm
sous-corps dense dans chacundescorpsQ, etR.Si g, ¢ Q.e
(resp. (a,0)x) le symbole de Hilbert 4,

on note (4, b),
Q, (resp. dans R). On désigne par v

leurs images dans
la réunion de lensemble des nombres premiers et dy

symbole oo, et I'on convient que @, = R.

9.1, La formule du produt.
Tutortme 3 (Hilbert). — S8t a, b € Q’, ona (a,b), =1
pour presque tout v € V, et

II (e, 0), = 1.

veV

L’expression « presque tout 2 € V » signifie « tous
les éléments de V sauf un nombre fini ».)

Puisque les symboles de Hilbert sont bilinéaires, il

suffit de démontrer le théoréme lorsque a et 5 sont égaux
3 —1 ou a un nombre premier. Dans chaque cas, le

théoréme 1 permet le calcul des (a, b), :
)a=—1, b=—1. Ona

(—I:—'I)uo:(_ly""l)z':—l et (—1,—1),=1
si p# 2, c0; le produit est bien égal a 1.
2) a=—1, b=/{, avec / premier. Si /=2, ona
(—1,2),=1 pour tout 2€V ;
si { # 2, ona

(—1,¢8),=1 si v#2/

ct
(— 1,8, = (—1,8,= (=1 ;

le produit est bien égal a 1.
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3) a={, b=1{, avec ¢, ¢ premiers, Si £ = ¢’ |a
formule iv) de la proposition 2 montre que

(4, )y = (—1, ¢),

our tout v € V, et .I’on est ramené au cas traité ci-des-
sus. Si £ # L etsi £'=2 on a (¢,2), =1 pour

o 2L et ({,2); = (— 1), (£,2), = <§) = (—1)0®),

cf. chapitre I, n° 3.2, théoréme 5. Si £ et ¢ sont distincts,
et différents de 2, on a (¢,¢), =1 pour v # 2.4, 1

ot (0 = (=100, (0, ), = (5, (0,00, = (L,

mais, d’apres la loi de réciprocité quadratique (cf. chap. I,
n® 3.3, th. 6), on a

(3) (5) = (— e,

le produit est bien égal & 1. Ceci achéve la démonstration.

Remarque. — La formule du produit est essentiellement
équivalente 2 la loi de réciprocité quadratique. Son intérét
provient en grande partie de ce qu’elle peut s’étendre 2
tous les corps de nombres algébriques (’ensemble V étant

remplacé par ’ensemble des « places » du corps).

2.2. Existence de nombres rationnels de symboles de Hilbert
donnés.

THEOREME 4. — Soit (a,);cq une famille finie d’éléments
de Q’ et soit (g ,);c1. e v Une famille de nombres égaux & + 1.
Pour qu’il existe x € Q" tel que (a;, x), = €; , pour tout i €1
et tout v €'V, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes

soient satisfaites :
(1) Presque tous les ¢, , sont égaux & 1.

(2) Pour tout i€l, ona Il ¢,=1.
?EY




46 COURS D'ARITHMﬁTIQUE

(3) Pour tout veV, il existe x, € Qy tel que

CREARE €, v
pour tout 1 € L.
La nécessité de (1) et (2) résulte du théoréme 3
de (3) est triviale (prendre x, = x).
Pour démontrer la suffisance de ces conditions, —
aurons besoin des trois lemmes que voici :

; celle

LemMe 1 (« lemme chinois »). — Soient g, .. a,,
my, ..., m, des entiers, les m; étant premiers entre eux deux
& deux. Il existe un entier @ tel que a = a; (mod m,) poyy
tout 1.

Soit m le produit des m;. Le théoréme de Bézout montre

que I'homomorphisme canonique

f=n

Z/mZ — 11 Z/m,2

=1

est un isomorphisme. Le lemme en résulte.

LemME 2 (« théoréme d’approximation »). — Soit S

une partie finie de V. L’image de Q dans [1 Q, est dense dans
vES
ce produit (pour la topologie produit de celles des Q,).

Quitte a agrandir S, on peut supposer que
S={00,p1 .08}

olt les p; sont des nombres premiers distincts, et il s’agit
de démontrer que Qestdensedans R X Q, X ... X Q.
Soit donc (%4, %, ..., ¥,) un point de ce produit, et
montrons que ce point est adhérent & @; quitte A faire
une homothétie de rapport entier, on peut supposer que
Pona x €2, pour 1< i< n; il s’agit alors de montrer
que, pour tout € > 0, et tout entier N > 0, il existe
x€Q tel que :

|*—%51<e et 9 (x—x)>N pouri=1,...,n
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D’apres le lemme 1, appliqué aux m; = pY, il existe
xg€Z tel que v, (% —x)> N pour tout . Choisissons
d'autre part un entier ¢> 2 qui soit premier A tous
les p; (par exemple un nombre premier). Il est facile de
voir que les nombres rationnels de la forme alq™, a€Z,
m > 0, sont denses dans R (cela provient simplement de

ce que ¢™ —> o quand m — c0). On peut donc choisir
un tel nombre u = af¢™ tel que :

| %= +9pf ... p¥ | g &

Le nombre rationnel x = x, + up} ... p¥ répond alors
a la question.

LeMME 3 (« théoréme de Dirichlet »). — Si a et m sont
des entiers > 1 premiers entre eux, il existe une infinité de nombres
premiers p tels que p = a (mod m).

La démonstration sera donnée au chapitre VI; le

lecteur pourra vérifier qu’elle n’utilise aucun des résultats
des chapitres III, IV et V.,

Revenons maintenant au théoréme 4, et soit (g; ,) une
famille de nombres égaux 3 + 1, et satisfaisant aux condi-
tions (1), (2) et (3). Quitte & multiplier les g; par le carré
d’un entier, on peut supposer que tous les a; sont entiers.
Soit S le sous-ensemble de V formé de oo, 2, et des fac-
teurs premiers des g;; soit T I'ensemble des éléments » € V
tels qu’il existe 1€l avec g ,=—1; ces deux en-

sembles sont finis. Distinguons deux cas :
1) Ona SNT = @.

Posons :
a=JI¢ e m=8 1]l ¢
LET l€8
{F# oo {#2, ©

Puisque SNT = @, les entiers a et m sont premiers
entre eux, et, d’aprés le lemme 3, il existe un nombre
premier p = a (mod m) tel que p¢SUT,
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Nous allons voir que le nombre x = ap répond 3 |,
question, autrement dit que (4, x), = ¢; , pourtout i ¢ |
et tout 2 € V.

Si veS, ona g,=1 puisque SNT =g, et j
faut donc vérifier que (4, ’f)o =1. Si v= 00, cela
provient de ce que x est > 0; si v est un nombre premier ¢,
ona x = a® (mod m), d’oit x = ¢* (mod 8) pour ¢ =2,
et x = a*> (mod ¢) pour £ # 2; comme x et a sont des
unités /-adiques, cela montre que x est un carré dans Q;
(cf. chap. II, n° 3.3), et I'on a bien (g, x), = 1.

Si v = ¢ n’appartient pasa S, g; est une unité /-adique,

Comme ¢ # 2, on a

(a,, b); = (ﬁzj)":“’ pour tout be@Q,,

cf. théoréme 1. Si £ ¢ T U{p}, x est une unité /-adique,
d’ot v(x) =0, et la formule ci-dessus montre que

(a;, x); = 1; d’autre part, on a g;, = 1, puisque £ ¢ T.
Si /€T, ona y(x) =1; d’autre part, la condition (3)
montre qu’il existe x, € Q; tel que (g, %7); = ¢; 4 pour
tout 7 € I; comme l'un des ¢; , est égal 3 — 1 (puisque
¢ appartient 4 T), on a 7/(x) =1 (mod2), d’olr :

a .
(a, ¥)¢ = (?i) = (a;, %/); = &,¢ pour tout 1€l

Reste enfin le cas ¢ = p, que 'on raméne aux autres
grice 4 la formule du produit :

(d‘, x)p — H (a;, x)ﬂ e H €0 — &, p
vED LES ]

Cela achéve la démonstration du théoréme 4 dans le
cas SNT = a.

2) Cas général.

On sait que les carrés de Q, forment un sous-groupe
ouvert de Q,, cf. chapitre II, n°® 3.3. D’aprés le lemme 2,
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) ;o N "y . o
i existe done 47 € Q7 tel que v'/x, soit un carré dans Q;
pour tout € 8 On a en particulier

(4 X'}y = (&, x,), = ¢, pour tout veS,

Si Von pose ¥, =g ,(q, '), la famille »,, vérific
fes conditions (1), (2}, (3), et de plus y,, =1 si veS.
D'apres 1) ci-dessus, il existe donc y € Q" tel que

f&, -y)! = M.v

pour tout 1€l et tout veV. Si l'on pose x = yx,
il est clair que x répond A la question.




Cuarrtre 1V

FORMES QUADRATIQUES
SUR Q, ET SUR Q

§1. Formes quadratiques

1.1, Définitions.

Rappelons d’abord la notion générale de forme quadra-
tique (cf. Bourbaki, Alg., chap. IX, § 3, n° 4) :

DErnNrTiON 1. — Soit 'V un module sur un anneau commu-
tatif A. Une application Q :V — A est appelée une forme
quadratique sur V si :

1) Ona Q(ax) = a®Q(x) pour acA et xeV.

2) L'application (x, )i Q(x + y) — Q(x) — Q(») est
une forme bilinéaire,

Un tel couple (V, Q) est appelé un module quadratique.

Dans tout ce chapitre, nous nous limiterons au cas
ou I'anneau A est un corps k de caractéristique # 2; le A-
module V est alors un &-espace vectoriel; nous le suppo-
serons de dimension finte.

On posera :

2y = 3[Qx +) — Q) — Q)]

cequia unsens puisque la caractéristique de & est différente
de 2. L'application (x,y) > x.y est une forme bilinéaire
symétrique sur V; on I'appelle le produit scalaire associé & Q .
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Ona Q(x) = x.x. Celaétablitune correspondance bijec-
tive entre formes quadratiques ct formes b:h.néqires Symétriques
(il n'en serait plus de méme en caractéristique 2),

Si (V, Q) et (V' Q') sont dcu_.x nmdu]!:s quadratiques,
g’ morphions (0}1 m.arpht_mfe _ma!rnque} de (V, Q)
dans (V', Q) toute application linéaire f:V -V’ te]le
que Q' of = Q; on a alors  f(x) S() = X.J pour
x,yeV.

Matrice d’une forme quadratique. — Soit (), <<, une
base de V. On appelle matrice de Q par rapport a cette
base la matrice A = (g;), ou a; = ¢.¢;; c’est une
matrice symétrique. Si x = 2x,e, est un élément de v,

ons Q(x) = Eﬂu XiXj,

ce qui montre que Q(x) est une « forme quadratique »
en Xy, ..., X, au sens usuel.

Si 'on modifie la base (¢) au moyen d’une matrice
inversible X, la matrice A’ de Q par rapport A la nouvelle
base est X.A.'X ol ‘X désigne la transposée de X.
On a en particulier

det (A') = det (A).det (X)?

ce qui montre que det (A) est déterminé a la multiplication
prés par un élément de k'*; on I'appelle le discriminant de Q
et on le note disc (Q).

1.2. Orthogonalité.

Soit (V, Q) un module quadratique sur & Deux élé-
ments x, y de V sont dits orthogonaux si x.y = 0. L’en-
semble des éléments orthogonaux A une partie H de V
est noté HO c’est un sous-espace vectoriel de V. Si V,
et V, sont deux sous-espaces vectoriels de V, on dit que
V, et V, sont orthogonaux si V, C V3§, i.e.si xeV,, yeV,
entraine x.y = 0,

L'orthogonal V° de V tout entier est appelé le radical
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(ou le noyau) de V, et noté rad (V). Sa codimension
s'appelle le rang de Q. Si V° = 0, on dit que Q est non
dégénérée; cela équivaut A dire que le discriminant de Q
est # 0 (auquel cas on peut le considérer comme un
élément du groupe %°[k'2),

Soit U un sous-espace vectoriel de V, et soit U* le dual
de U. Soit ¢y :V —U" Japplication qui associe A
tout x € V la forme linéaire (ye U - x.y). Le noyau
de gy est U’ En particulier, on voit que Q est non dégé-
nérée si et seulement si ¢y : V —» V° est un isomorphisme.

DEFINITION 2. — Soient U,, ..., U, des sous-espaces vec-
toriels de V. On dit que V est somme directe orthogonale des U,
si ceux-ci sont deux a deux orthogonaux et si V en est la somme
directe. On éerit alors :

V=U,%...9U,,.

Remarque. — Si x € V a pour composante x; dans U,

on a
Q) = Qu(x) + ... + Qulxa)

ou Q= Q | U; désigne la restriction de Q a U;. Inver-
sement, si (U;, Q;) est une famille de modules quadra-
tiques, la formule ci-dessus munit V =@ U; d’une
forme quadratique Q, dite somme directe des Q, et ’on

aV=UU,®...8U,.

ProrosrTioN 1. — St U est un supplémentaire de rad (V)
dans V, on a V = U @ rad (V).

Clest clair.

ProrostTiON 2. — Supposons (V, Q) non dégénéré. Alors :

i) Tout morphisme métrigue de V dans un module quadra-
tigue (V’, Q) est injectif.

ii) Pour tout sous-espace vectoriel U de V, on a :

U% = U, dimU + dim U° = dim,V
rad (U) =rad (U% = U N U",
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Pour que U soit non géghdfé, il faut et il suffit que U° le soit,
auguel cas V =U® U

iii) Si V est somme directe orthogonale de deux sous-espaces,
ceux-ct sont non dégéntrés, et chacun d’eux est l'orthogonal de
autre. .

Si f:V—>V' estun morphisme métrique, et si
f(x) =0, ona xy=S(x) f(») =0 pour tout yeV;
dot x = 0 puisque (V, Q) est non dégénéré.

Si U est un sous-espace vectoriel de V, I'homomor-
phisme gy .V — U" défini plus haut est surjectif; en
effet, il s’obtient en composant ¢y :V >V avec la
surjection canonique V* — U’, et l'on a supposé que gy
est bijectif. On a donc une suite exacte :

0->U">V->U" =0

d’otr dim V = dim U* 4 dim U° = dim U + dim U°,
Ceci montre que U et U%® ont méme dimension ;
comme U est contenu dans U% ona U=1U%; Ia
formule rad (U) = U NU? est évidente; en 'appli-
quant 2 U, et en tenant compte de ce que U =T,
on en déduit que rad (U°) = rad (U), d’oi en méme
temps la derniére assertion de ii). Enfin, iii) est triviale.

1.3. Vecteurs tsotropes.

Dérnrrion 3. — Un élément x d’un module quadratique
(V, Q) est dit isotrope si P'on a Q(x) = 0. Un sous-espace U
de V est dit isotrope si tous ses éléments sont isolropes.

On a évidemment :

Uisotrope <= UCU? < Q|U=0.

DérNtrion 4. — On appelle plan hyperbolique tout module
quadratique ayant une base formée de deux éléments isotropes X, ¥
tels que x.y # 0.

Quitte 2 multiplier y par 1/x.y, on peut supposer que
x.y = 1. La matrice de la forme quadratique par rapport
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¢ 0 1
A x,» est alors simplement (1 0) ; son discriminant
est— 1 (en particulier, elle est non dégénérée).

PROposmOb{ 3. — Soit x un dlément isotrope # O d’un
module quadratique non dégénéré (V, Q). Il existe alors un
sous-espace U de V' qui contient x et qui est un plan hyperbolique,

Puisque V est non dégénéré, il existe zeV tel que
x.z2=1. L%élément y =2z (z.2) x est isotrope et

x.y=2. Le sous-espace U =hkx+ %y répond A la
question.

COROLLAIRE. — 87 (V, Q) est non dégénéré et contient un
élément isotrope non nul, on a Q (V) = k.

(Autrement dit, pour tout a €k, il existe v eV tel
que Q@) =a)

Vu la proposition, il suffit de faire la démonstration
lorsque V est un plan hyperbolique, de base x, y avec x, y

isotropes et x.y =1. Si aek, onaalors a = Q(x + fy),
d'ott Q(V) = k. 2

1.4. Bases orthogonales.
DEFINITION 5. — Une base (e, . . ., ¢,) d’un module quadra-

tigue (V, Q) est dite orthogonale si elle est formée d’éléments

deux & deux orthogonaux, ie. si V=rhe,® ... @ ke,
Il revient au méme de dire que la matrice de Q par
rapport A cette base est une matrice diagonale :

a, 0 0
0 a 0
0 0 a,

Si x = Xx¢, onaalors Q(x) =a,xf + ... + g, %%

TutorEME 1. — Tout module quadratique (V, Q) posséde
une base orthogonale.
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Cela se démontre par récurrence sur a dim V, le
cas 1o 0 dtant trivial. 81V oest isotrope, toute base
de V est orthogonale, Sinon, on choisit un élément ¢, ¢ V
tel que ¢,.¢, # 0. L'orthogonal H de ¢ est un hypcrgl:\.n,
et comme ¢, n'apparticnt pas AH, ona V= ke ®H;
vu 'hypothdse de récurrence, H posséde une base ortho-
gonale (eg, « e,); il est clair que (e, €5 v ooy ¢,) répond
A la question.

Diwnrrion 0. — Deux bases orthogonales
Q = (fla“"fn) et € = (6, ...,0)

de V sont dites contigués st elles ont un élément en commun
(i.e. 8'il existe i et J tels que ¢ = ¢)).

TrtoREME 2. — Supposons V non dégénéré de dimension > 3,
of soient €= (61 - or )y € = (€], ..., ¢,) deux bases
orthogonales de V. Il existe une suite finie €', eV, ..., e™
de bases orthogonales de V telle que €' = e, e™ = ¢, e
que € soit contigué eV pour 0L i <<m,

(On dit que €7, ..., e™ est une chaine de bases
orthogonales contigués reliant € & €'.)

Nous distinguerons trois cas :

) On @ (eg.)(e}.e0) — (62.€)% # 0.

Cela revient A dire que ¢, et ¢; ne sont pas proportionnels

et que le plan P = ke, -+ key est non dégénéré. Il existe
alors &, €y € P tels que

P ke, ke, ct P =he® kel

Soit H l'orthogonal de P; comme P est non dégénéré,
ona V=H® P, cl. proposition 2. Soit (¢y, .. ., ¢,) une

base orthogonale de H. On peut alors relier € & €' au
moyen de la chaine :

€ —(6,,€,€5, ..., ¢p) —1-(5;,:.;,:;,...,3;) —>e'

d’ou le théoréme dans ce cas.
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i) On a (e,.¢))(ec.e2) — (e,.¢2)2 # 0.

On‘ raisonne de la méme manidre, en remplacant e
pa & .

iii) On a (e,.¢,)(¢ .¢]) — (6,.¢)* =0 pour 1 =1,2,

On démontre d’abord :

Lemue. — Il existe xck tel que e, = ey + xey soit
non isotrope, et engendre avec e, un plan non dégénéré,

Ona ¢;.¢; = ¢1.¢; + x*(¢;.¢;); on doit donc prendre a2
distinct de — (e.¢])/(e5.e5). D’autre part, pour que e,
engendre avec ¢; un plan non dégénéré, il faut et il suffit
que

(‘l'el) (ez"x) R (‘1"":)2 # 0.

Si I'on explicite en tenant compte de I’hypothése iii),
on trouve que le premier membre est — 2x(e,. ;) (¢, . €).
Or I'hypothése iii) entraine e;.{ # 0 pour i=1,2.
On voit donc que e, vérifie les conditions du lemme si et
seulementsil'onaala fois x % 0 et 42 # — (¢].e})/(e5.¢3).
Cela élimine au plus trois valeurs de x; si 2 a au moins
4 éléments, on peut donc trouver un tel x, Reste le cas
ou £ = F; (lecas £ =F, est exclu puisque caract (k) # 2).
Mais, dans ce cas, tout carré non nul est égal A 1, et
I'hypothése iii) s’écrit (e;.e,)(e;.¢) =1 pour i =1,2;
le rapport (¢;.¢;)/(es.¢5) est donc égal A 1, et, pour réaliser
la condition x* # 0, —1, il suffit de prendre x =1.

Ceci étant, choisissons ¢, = ¢; + xe; vérifiant les condi-
tions du lemme. Comme ¢, n’est pas isotrope, il existe ¢;
tel que (e, ¢3) soit une base orthogonale de ke;ékcg.
Posons :

€ = (e3¢5 ...,¢p)

c'est une base orthogonale de V. Comme ke, + ke, est
un plan non dégénéré, la partie i) de la démonstration
montre que l'on peut relier € & €” par une chaine de
bases contigués; d’autre part €’ et €’ sont contigués;
d’ou le théoréme.
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1.5. Théoréme de Whatt.

Soient (V, Q) et (V', Q) deux modules quadratiques
non dégénérés; soit U un sous-espace vectoriel de V, et

soit s: U >V’

un morphisme métrique injectif de U dans V’, Oy, cherche
A prolonger s & un sous-espace plus grand que U, et si

ossible & V tout entier. On commence par le cas o U
est dégénéré :

Lemme. — St U est dégénéré, on peut brolonger s en yp
morphisme métrique injectif s, : U, - V') o 1 Contient U
comme hyperplan.

Soient x un élément non nul de rad (U) et ¢ une forme
linéaire sur U telle que #(x) = 1. Comme V est non
dégénéré, il existe y €V tel que £(u) = u.y pour tout
u € U; de plus, on peut supposer que y.y = (rem-

placer y par y —Mx, avec A= 3y.y). Le sous-espace

U, = U®#ky contient U comme hyperplan.

La méme construction, appliquée 3 U’ = sU, »' —
et ' = {os~! donne U; =U'®ky. Soit s, U, - U
Papplication linéaire qui coincide avec s sur U et ap-
plique y sur y’; il est immédiat que s, répond  la question.

Trforkme 3 (Witt). — Si (V,Q) et (V', Q') sont
isomorphes, et non dégénérés, tout morphisme métrique injectif
s: U=V
d’un sous-espace vectoriel U de 'V peut étre prolongé en un iso-

morphisme de V sur V',

Puisque V et V' sont isomorphes, on peut supposer
que V =V’ D’autre part, en appliquant le lemme
ci-dessus, on voit que ’on peut se borner au cas ot U est
non dégénéré. On raisonne alors par récurrence sur dim U.

Si dim U =1, U est engendré par un élément x non
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isotrope; si y = s(x), ona y.y = x.x. On peut choisir
e==%1 tel que x + ¢y ne soit pas isotrope; sinon, en
effet, on aurait

2xdr+~2xga==2x“x—-2xgl==0

ce qui c?trainerait X.x = 0. Choisissons un tel e, et
soit H Lhypcrplan orthogonal 4 z=x-+¢y; on a
':V =’kz€) H. Soit ¢ la « symétrie par rapport a H »,
i.e. I'automorphisme de V qui est 'identité sur H et qui
change z en — z. Comme x — gy appartientd H, on a :

o(x—e) =x—ey et olx +&y) = —X—gy

d'ot o(x) = —ey. L’automorphisme — eq prolonge
donc s.

Si dim U > 1, ondécompose U sousla forme U, ® U,,
avec Uy, U, # 0. D’aprés I'hypothése de récurrence,
la restriction s, de sa U, se prolonge en un automorphisme
o, de V; quitte & remplacer s par o705, on peut donc
supposer que s est l'identité sur U,. Le morphisme s
applique alors U, dans 'orthogonal V, de U,; d’aprés
’hypothése de récurrence, la restriction de s 4 U, se
prolonge donc en un automorphisme o, de V,; 'auto-
morphisme o de V qui est I'identité sur U, et g, sur V,
répond alors a la question.

CoROLLAIRE. — Deux sous-espaces isomorphes d’un module
quadratique non dégénéré ont des orthogonaux isomorphes.

On prolonge un isomorphisme entre les deux sous-
espaces en un automorphisme du module, et I’on restreint

ce dernier aux orthogonaux.
1.6. Traductions.
Soit

FX) = X +2 T ayX,X,
=1 i</
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une forme quadratique & n variables sur k; on pose
a; = a; si 1>, de sorte que la matrice A = (ay)
est symétrique. Le couple (A", ) est un module quadra.
tique, dit associé & f (ou 2 la matrice A).

DErFINTTION 7. — Deux formes quadratiques f et £ sont dites
équivalentes si les modules correspondants sont isomorphes,

On écrit alors f~ f'. Si A et A’ sont les matrices de f
et f', cela revient & dire qu’il existe une matrice inver.
sible X telle que A’ = X.A.'X, cf.no1.1,

Soient f(X;, - .., Xp) et 8(Xy, .., X,) deux formes
quadratiques; on note f + ¢ (ou simplement £ ¢ si
aucune confusion n’est possible) la forme quadratique

S5 o5 Xg) T 8K i o e X

en n + m variables. Cette opération correspond A celle
de somme orthogonale (cf. déf. 2, n® 1.2). On écrit de méme
f—g (ou simplement f—g) pour f4 (—g).

Voici quelques exemples de traductions ;

ntm)

Dermntrion 4. — Une forme f(X,, X,) @ deux variables
est dite hyperbolique si U'on a :

fr XXy~ X3 — X3,
(Cela signifie que le module (%2, f) correspondant est
un plan hyperbolique, cf. déf. 4.)
On dit qu’une forme f(X,, ..., X,) représente un élé-
ment a de £ s’il existe x €k", x # 0, tel que f(x) = a.
En particulier, f représente 0 si et seulement si le module

quadratique correspondant contient un élément isotrope
non nul.

PropostTION 3'. — Si f représente 0, et est non dégénérée,

ona f~ f, + g o f, est hyperbolique. De plus, f représente
tout élément de k.

C’est la traduction de la proposition 3 et de son
corollaire.
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COROLLAIRE 1. — So;¢ g =
. =8(Xy, ..., X, _,) une form
quadratique non dégénérée, et soit g ¢ . Lo pro}riﬁés sui}f;n:e;
sont équivalentes :

1) g représente a.

i) Ona g~ h 4 aZ2 od hestune ormeenn — 2 variables

iii) La Jorme f = g—q73 repré?:nte 0. .

I1 est clair que 11) = 1). Inversement, si g représente a,
le module quadratique V correspondant 3 g contient un
élément x tel que JF+¥=a; si H désigne I'orthogonal
dex,ona V=H®®kx d’oun &~ h+ aZ* ob h désigne
la fo::me quadratique attachée A une base de H.

L’unphcatign i) = iii) est immédiate. Enfin, si la
forme f = g— aZ? a un zéro non trivial (%555 5 58 mqn®),s
on a, soit z = 0, auquel cas g représente 0, donc aussi a,
soit z # 0, auquel cas g(x,/z, .. 3 Xn_1/2) = a. Dou
iii) = 1),

COROLLAIRE 2. — Soient g et h deux Jormes non dégénérées

de rang > 1, et soit f= g h, Les propriétés suivantes sont
équivalentes -

a) f représente 0,

b) Il existe a €k’ qui est représenté par g et par h.

c) Il existe ack’ tel que g— aZ% et h— q72 repré-
sentent 0.

L’équivalence b) <>c¢) résulte du corollaire 1. L’im-
plication b) = a) est triviale. Montrons que a) = b).
Un zéro non trivial de f peut s’écrire sous la forme (x,%),
avec g(x) = h(y). Sil’élément a = g(x) = h(y) est # 0,
il est clair que b) est vérifiée. Si a = 0, 1'une des formes,
£ par exemple, représente 0, donc tout élément de k,
et en particulier, toute valeur non nulle prise par .

Le théoréme 1 se traduit en la classique décomposition
des formes quadratiques en « sommes de carrés » :

THEOREME 1. — Soit f une forme quadratique en n variables.
llexiste ay, ... ,a,€k tels que f~ a, X3+ ... + a, X2,
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Le rang de f est le nombre des indices i tels que a; # 0,
Il est égal A n si et seulement si le discriminant a ...a

de f est # 0 (autrement dit, si f est non dégénérée)’:

Enfin, le corollaire au théoréme de Witt donne [e
théoréme de « simplification » suivant :

TutoriME 4. — Sotent f=g 1 h o ff=g 4w
deux formes quadratiques non dégénérées, Si f~ f' ¢ g~ g
ona h~ k.

CoROLLAIRE. — 81 f est non dégénérée, on a

ngl+'+gm+}1

ok gy, ..., 84m Sont hyperboliques, et h ne représente pas 0,
Cette décomposition est unique, a équivalence pres.

L’existence résulte de la proposition 3, et I'unicité du
théoréme 4.

[Le nombre m des facteurs hyperboliques peut étre
caractéris¢ comme la dimension des sous-espaces 1solropes
maximaux du module quadratique correspondant i f)

1.7. Formes quadratiques sur F.

Soit p un nombre premier # 2, etsoit ¢ = p' une puis-
sance de p; soit F, un corps a ¢ éléments (cf. chap.1,§1)

+

ProposrTionN 4. — Une forme quadratique sur F derang > 2
(resp. de rang >3) représente tout élément de ¥, (resp. de b

Vu le corollaire 1 4 la proposition 3', il suffit de prouver
que toute forme quadratique 4 3 variables représente 0,
et ceci a €té€ démontré au chapitre I, § 2, comme consé-
quence du théoréme de Chevalley.

[Indiquons rapidement comment on peut démontrer
cette proposition sans utiliser le théoréme de Chevalley.
Il s’agit de montrer que, si a,b,¢€F, sont non nuls,
I’équation

(*) ax® + byt = ¢
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a une solution. Soit fs (resp. B) I'ensemble des ¢léments
de F, de la forme ax? (resp. de la forme ¢ — b?), avec
x€F, (resp. avec ye F,). On voit tout de suite que A

etBontchacun (¢ +- 1)/2 éléments; ona donc A B # o
d’ou une SO[UIIOH dc l’équaﬁc)n (.).] ]

Rappelons d’autre part (cf, chap. I, n° 3.1) que le

groupe Fo/Fi* a deux éléments. Notons g un élément de F!
qui n’est pas un carré, ‘

ProrosiTiON 5. — Toute forme quadratique non dégénérée
de rang n sur ¥ est équivalente q

X+ ... +X2_,+x2
Xi+ ... +X2_, +axt

suivant que son discriminant est ou non un carré,
Clestclairsi n = 1. Si n> 2, la proposition 4 montre
que la forme f représente 1. Elle est donc équivalente

A X%+ g ougest une forme A n— 1 variables, et I’on
applique I'hypothése de récurrence 2 g.

ou

CoROLLAIRE. — Pour que deux formes quadratiques non
dégénérées sur F soient équivalentes, il faut et il suffit qu’elles
atent méme rang et méme discriminant,

(Bien entendu, le discriminant est considéré comme un
élément du groupe quotient F;/F;2,)

§ 2. Formes quadratiques sur Q,

Dans ce paragraphe (n® 2.4 excepté), p désigne un
nombre premier; on note & le corps p-adique Q,,.

Tous les modules quadratiques considérés sont relatifs
a k, et sont supposés non dégénérés; on fait les mémes
conventions pour les formes quadratiques.

2.1, Les deux invariants.

Soit (V, Q) un module quadratique de rang n; nous
noterons d(Q) ) son discriminant; c’est un élément de 2° [k,



64 COURS D’ARITHMETIQUE

cf.no1.1.S1i e=(¢;, -..,¢,) est une bas
de V, ctsi l'on pose @; =¢.¢, ona :

dQ)=a ...a, (dans k'jk'e)_

e orthogonale

(Dans tout ce qui suit, nous nous permet
de noter par la méme lettre un élémlznt de ;::O:: 5?2;;2:
modulo £72.)

Rappelons d’autre part que, si a et b sont des éléments
de £°, on a défini au chapitre III, n° 1.1, le symbole de
Hilbert (a, b), égal & + 1. Nous poserons :

E(e) =‘£I’ (ﬂ“ dj).

Ona e(e) = + 1. Deplus, e(e) est un invariant de (V,Q).
En effet :

TutorEME 5. — Le nombre €(€) ne dépend pas du choix
de la base orthogonale e.

Sin=1 onacele)=1 Sin=2 ona ¢le) =1
si et seulement si la forme Z?—a,X*—4,Y* repré-
sente 0, autrement dit (cf. cor. 1 a la prop. 3') si et seule-
ment si a, X2 + a, Y® représente 1; mais cette dernidre
condition signifie qu'il existe x € V tel que Q(x) =1,
et cela ne dépend pas de €. Pour n> 3, on raisonne
par récurrence sur n. D’aprés le théoréme 2, il suffit de
prouver que &(€) = e(€’) lorsque e et €’ sont contigués.
Mais, vu la symétrie du symbole de Hilbert, £(e) ne
change pas de valeur lorsqu’on permute les ¢;; on peut
donc supposer que €' = (¢, ..., ¢,) esttelque ¢ =¢,.
Sil’on pose a; = ¢ .¢;, ona a, = a,. On peut écrire e(e)
sous la forme

e(e) = (a8, ... a..)ggf{l{j(a‘, a)
= (2,,d(Q) a)) Il (a,4)
2gi<d
puisque d(Q) =g, ... a,.
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De méme

c(€) = (a,d(Q) a)) I (qf,4j).
2<i<y
Mais I’hypothése de récurrence, appliquée a I’orthogonal
de ¢;, montre que l’on a
2“:‘1;1{}(&5, aJ’) =2£1:I<j(ai) a.i) )
d’ou le résultat cherché.
Nous écrirons désormais €(Q ) a la place de e(e).

Traduction. — Si f est une forme quadratique a n va-

riables, et si
f~aXi+ ... +4,X3,

les deux éléments
d(f)=a,...a, (dans &°[R")
o(f) = I (@)  (dans{1)

<ij
sont des invariants de la classe d’équivalence de f.

2.2. Représentation d’un élément de k par une forme quadratique.

LemMe. — a) Le nombre d’éléments du Fy-espace vectoriel
RIk2 est 2, avec 1=2 si p#2 et 1=3 8 p=2,

b) Si ack'[k? et €=+ 1, soit H; Pensemble des
x €k’ |k tels que (x,a) =c. Si a=1, Hga 2" éléments
et H;'=2. Si a# 1, Hf a 277 éléments.

c) Soient a,a’ € k°[k"? et €, ¢’ = £ 1; onsuppose que Hy
et HE sont non vides. Pour que Hi N HE = o, il faut et
il suffit que a =a' et e =—¢'.

L’assertion a) a été démontrée au chapitre II, n® 3.3.
Dans b), le cas a =1 est trivial; si a # 1, I'homo-
morphisme b - (a, b) applique’’/k™sur{+ 1}(chap.III,
n® 1.2, th. 2); son noyau H} est donc un hyperplan de
k'|k? et a 271 éléments; son complémentaire H; ' a
27 -1 léments (c’est I’hyperplan « affine » parallele 4 H).

J.~P. SERRE 3
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Enfin, si H: et H} sont non vj

des et disio; .
nécessairement 2" -1 éléments ch jomnts, ils ont

mentaires ’un de ’autre; cela entraine H! — Hlomp:lé‘..
' e a’s d ou

comme le symbole de Hilbert est nop dégénéré, on en

- I 1
déduit a =a' et évidemment ¢ = e’; la réciproque
est triviale.

Soit maintenant f une forme quadratique de rang n;
. . 3
soient d =d(f) et € = e(f) ses deux Invariants,

THEOREME 6. — Pour que f représente 0, il Saut et il suffit
que :
i)n=2 et d=—1 (dans k°[k") ;
i) n=3 e (—1,—d) =¢;
i) n=4 et,s0it d# 1, soit d=1 ¢t ¢ = (—1,—1);
iv) n2> 5.
(En particulier, toute forme & au moins 5 varigbles repré-
sente 0.)
Avant de démontrer ce théoréme, indiquons-en une
conséquence :
Soit a €k’[k, et soit f, = f— aZ? (cette forme est
définie & équivalence prés). On sait (cf. no 1.6) que
Ja représente 0 si et seulement si f représente a. Or, on a

d(fo) = —ad, €(fy) = (—a,d)e,

comme on le vérifie aussitét. En appliquant le théoréme 6
a f;, et en tenant compte de ces formules, on obtient :

COROLLAIRE. — Soit a € k'[k™2. Pour que f représente a,
il faut et il suffit que :
i)n=1 et a=d;
i) n=2e¢t (a,—d) =¢;
iii) n =23 et, s0it a # —d, s0it a = — d et (—1,—d) =¢;
iv) n> 4.
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(Précisons que, dans cet énoncé comme dans celui du
théoréme 6, a et d sont considérés comme des éléments
de k'[k"*; ainsi, inégalité a # —d signific que a n’est
pas égal au produit de — d par un carré.)

Démonstration du théoréme 6. — On écrit f sous la forme

f~aXi+ ...+ a, X2, et 'on considére séparément
lescas n = 2,3,4et> 5.

i) Le cas n = 2.

La forme f représente 0 si et seulement si — a,/a, est
un carré; mais —a,la, = —a,8, = —d dans k°[R"%;
on doit donc avoir —d =1, i.e. d=—1.

ii) Le cas n=3.
La forme f représente 0 si et seulement si la forme

— Gy f~ — 30, X} — 02, X5 — X3

représente 0. Or, par définition méme du symbole de
Hilbert, cette derniére forme représente 0 si et seulement
si I'on a :

En développant, on trouve :

(—1,—1) (—La) (= 1, ay) (as, as)
(als a‘2) (ﬂla as) (aﬂs aa) = 1.

Mais on a (ay, a5) = (— 1, ag), cf. chapitre III, n° 1.1,
proposition 2, formule iv). On peut donc récrire la condi-
tion ci-dessus sous la forme

(—1,—1 (= 1, a,a,05) (ay, a2) (ay, as) (ay; @y) = 1

ou encore (—1,—d)e =1, ie. (—1,—d) =¢e

iii) Lecas n=4.

D’aprés le corollaire 2 a la proposition 3’, f représente 0
si, et seulement si, il existe un élément x € k°[k'® qui est
représenté par les deux formes

o X+ aXE o —aXi—aXi
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D’aprés le cas ii) du corollaire ci-dessus
caractérisé par les conditions : » un tel x est

(x, —aya5) = (@, 32) et (x,—agq,) = (— ag, — a,).

Soit A la partie de &'k définie par la premi .
et soit B gzllc définie par la sccol::ldc. I?Osrm;ir:;z:?u":’
sente pas 0, il faut et il suffitque ANB = 5. O ;E:B-
sont évidemment non vides (on a a, € A et R
par exemple). D’aprés la partie ¢) du lemme donné ay
début de ce numéro, la relation ANB =2 ¢quivaut
donc a :

a0, =asa, et (d,8)=—(—a,—a,).

La premiére condition signifiec que d = 1. Si elle est
réalisée, on a

e = (a,, &) (ay, a,) (a3a,, a3a,);

en utilisant la relation (x, x) = (— 1, x) (cf. chap. III
n° 1.1, formule iv) de la proposition 2), on en tire : ’

e = (ay, 85) (ay, @) (— 1, aga,)
= (8,, 8) (— a3, —a,) (—1,—1).

On voit ainsi que la seconde condition s’écrit
e st 1)

d’ou le résultat cherché.

iv) Le cas n= 5.

11 suffit de traiter le cas n = 5. En utilisant le lemme
et la partie i) du corollaire ci-dessus, on voit qu'une
forme de rang 2 représente au moins 2'~! éléments
de £°/k™®, et il en est a fortiori de méme pour les formes
de rang > 2. Comme 2'"!> 2, f représente au moins
un élément a € k°[k'* qui est distinct ded. On a :

S~ aX*+ g

ou g est une forme de rang 4. Le discriminant de g est
égal a dfa; il est donc différent de 1, et, d’aprés iii), la
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forme g représente 0. Il en est alors de méme de f, ce
qui acheve la démonstration du théoréme 6.

Remarques. — 1) Soit f une forme quadratique ne
représentant pas 0. Les résultats ci-dessus montrent que
le nombre d’éléments de &°/" qui sont représentés par f
estégalalsin=1, 42" 'sin=2, 42" —1si n=3,
etd2'si n =4,

2) On a vu que toute forme quadratique 2 5 variables
sur Q, représente 0. Signalons a ce propos la conjecture
qu’avait faite Artin : fout polynéme homogéne de degré d
sur Q, en au moins d* 4 1 variables, a un zéro non trivial.
Le cas d =3 a été résolu affirmativement (cf. par
exemple, T. Springer, Koninkl. Nederl. Akad. Van Wetenss.,
1955, p. 512-516). Le cas général est resté ouvert pendant
une trentaine d’années. Ce n’est qu’en 1966 que G. Ter-
janian a montré que la conjecture d’ Artin est fausse : il existe
un polynéme homogeéne de degré 4 sur Q,, en 18 variables,
qui n’a aucun 2zéro non trivial. Terjanian part du
polynéme

a(X,Y,Z) = X*YZ + Y?ZX + Z* XY + X2 Y
J Y22 | ZOXE e X Y T

qui a la propriété que n(x,y,2z) = —1 (mod4) si
(%, y, z) est primitif dans (Z,)®. Soit

f(xla . JXD) ="(X1: x-suxs)
+ n(X,, X5, Xo) + n(X;, X4, Xy)

ona f(x,...,%) &0 (mod4) si (x,...,%) est pri-
mitif. De 13, on déduit facilement que le polynéme

F(X,, ..., X)) = Sy ooy Xo) + 4/ (X -+ s Xs)

n’a pas de zéro non trivial. (Il existe des exemples ana-
logues — mais de plus hauts degrés — pour tous les Q,,.)

On sait toutefois que la conjecture d’Artin est « presque »
vraie : pour un degré d fixé, elle est vraie pour tous les
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nombres premiers 2 s__auf un nombre fini (Ax-Kochen,
Amer. J. of Math., 1965) ; cependant, méme pour d — 4,
on ne sait pas déterminer 'ensemble des nombres premiers
exceptionnels.

2.3. Classification.

Tutorime 7. — Deux Sormes quadratiques sur  sons
équivalentes si et seulement s elles ont méme rang, méme discri-
minant, et méme invariant €.

Que deux formes équivalentes aient les mémes inva-
riants résulte de la définition de ceux-ci. La réciproque
se démontre par récurrence sur le rang n des deux formes o
et g considérées (le cas n = 0 étant trivial). Le corollaire
au théoréme 6 montre que f et g représentent les mémes
éléments de £°[&'%; on peut donc trouver a €k qui est
représenté a la fois par f et par g; cela permet d’écrire

f~ aZ? + f' et g~al*+ g
ou f’, g’ sont des formes de rang n— 1. On a

d(f') = ad(f) = ad(g) = d(g")
e(f') = e(f)(a,d(f") = e(g)(a, d(g)) = e(g’)

ce qui montre que f’ et ¢" ont les mémes invariants. Vu
’hypothése de récurrence, on a f'~ g, dou f~ g

CoROLLAIRE. — A équivalence prés, il existe une forme de
rang 4 et une seule qui ne représente pas 0; si (a, b) = — 1,
cest la forme 2* — ax® — by* + abt®.

En effet, d’aprés le théoréme 6, une telle forme est
caractérisée par d(f) =1, e(f) =—(—1,—1), etun
calcul immédiat montre que 22— ax2 — by? 4 abt? aces
propriétés.

Remarque. — On peut caractériser cette forme comme
la norme réduite de I'unique corps non commutatif de
degré 4 sur Q,; si (a, ) = — 1, ce corps peut étre défini
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comme un corps « de quaternions », de base{1,1,j, ij},

3 |

2 — i L os
avec t“=a, ] —b, ) = — .

ProposITION 6. — Sotent n> 1, dek’[R* et e = = 1.
Pour qu'il existe une forme quadratique f de rang n telle que
d(f) =4d et e(f) = e, il faut et il suffit que Uon ait :
n=1 e=1; o n=2 d#—1;

ou Ni=2 g=1 ou n>= 3.

Le cas n = 1 est trivial. Si n = 2, on a f~ aX®+ bY?
et, s1 d(f) =—1, B(f} = (a, b) = (a,—ab) =1; on
ne peut donc pas avoir simultanément d(f) =—1 et
e(f) =— 1 Inversement, si d = — 1, e =1, on

prend f= X2 —Y? si d# —1, il existe aek’ tel
que (a,—d) =g, ct Pon prend f= aX® 4 adY? Si
n = 3, on choisit a €k’[" distinct de — d; d’apres ce
qu’on vient de voir, il existe une forme g de rang 2 telle
que d(g) = ad, e(g) = e(a, —d); la forme aZ% ¢
convient. Le cas n> 4 se raméne au cas n =23 en
prenant f de la forme 203 X X)) + X3 A e + X5,

ou g a les invariants voulus.

COROLLAIRE. — Le nombre des classes de formes quadratiques
derangnsur Q,, p # 2 (resp. p = 2) est égal a4 (resp. 8)
sin=1, a7 (resp. 15) si n = 2,eta 8 (resp. 16) st n > 3.

En effet, d( f) peut prendre 4 (resp. 8) valeurs, ete(f )
peut prendre deux valeurs.

9.4, Le cas réel.

Soit_f une forme quadratique de rang n sur le corps R
des nombres réels. On sait que f est équivalente a

X4 ... +X—Yi—...—Y;

oll r et s sont deux entiers > 0 tels que r + 5 =n; le
couple (r, 5) ne dépend que de f; on 'appelle la signature
de f. On dit que f est définiesirou s = 0, autrement dit
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si f a un signe constant; sinon, on dit que f est inddfini
(c'est le cas ou f represente 0).
L'incariant c( f) se définit comme dans le cas de Q,;
du fait que (—1,—1)=—1,ona:
e(f) = (—D"" nre =[ 1 si s=0,1 (mod4)
\ "‘"‘"‘1 51 152,3 (mod_t;
D'autre part : _
( 1) e P s=0 (mod2)
df)=(—1"= —1 si s=1 {mod2).

On voit ainsi que la connaissance de d( f) et g( f) équivaut
A celle de la classe de s modulo 4; en particulier, d( f) e
e(f) déterminent f & équivalence prés si n < 3.

On vérifie également que les parties i), ii), iii) du théo-
réme 6 et de son corollaire sont valables sur R (d’ailleurs leur
démonstration n'utilisait que la non-dégénérescence du
symbole de Hilbert, et celle-ci s'applique & R); il n'en
va évidemment plus de méme pour la partic iv).

§ 3. Formes quadratiques sur Q

Toutes les formes quadratiques considérées sont A coef-
ficients dans Q, et sont supposées non dégénérées.

3.1. Invariants d'une forme.

De méme qu'au chapitre III, § 2, on note V la réunion
de I'ensemble des nombres premiers et du symbole <o,
et ’on convient que Q. = R.

Soit f~ a, X} + ... + a,X; une forme quadratique
de rang n. On lui associe les invariants suivants :

a) Le discnminant d(f) € Q'/Q™, égal a g, ... a,.

b) Soit 2z € V. L'injection Q — Q, permet de consi-
dérer f comme une forme quadratique (qQue nous noterons f,)
sur Q,. Les invariants de f, seront notés 4,(f) ete,(f); 1l
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estclair que d,( f)est 'image de d( f) par Q°/Q"* — Q./Q.%;
on a
Eu(f) - H (ai: a.l‘)v'
1<y
La formule du produit (chap. 111, n° 2.1, th. 3) entraine

la relation :
'g[vev(f) =1,

c) La signature (r, s) de la forme quadratique réelle [,
est un autre invariant de f.

Les invariants d,(f), €,( f) et (r, 5) sont parfois appelés
les invariants locaux de f.

3.2. Représentation d’un nombre par une forme.

TréorkME 8 (Hasse-Minkowski). — Pour que f repré-
sente 0, il faut et il suffit que, pour tout v eV, la forme f,
représente 0.

(Autrement dit : fa un zéro « global » si et seulement
si fa partout un zéro « local ».)

La nécessité est triviale. Pour voir la suffisance, on
écrit f sous la forme

f=aXi+4+ ... +,X% 4€Qq.

Quitte & remplacer f par a, f, on peut en outre supposer

que g, =1
On considére séparément les cas n = 2,3,4 et > 5,
i) Le cas n =2,

Ona f = X} — aX}; commef, représente 0, aest > 0,
Si on écrit a sous la forme :

Py npt,ta]
P

le fait que f, représente 0 montre que a est un carré
dans Q,, donc que v,(a) est pair. Il en résulte que a est
un carré dans Q, et f représente bien 0.
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ii) Le cas n=3 (ngcndrg). .

Ona f=Xi— aX3— bX3; quitte & multiplier q, §
par des carrés, on peut supposer que a et b sont des entiers
sans facteurs carrés (1.e. v,,_(a), v,(b) sont égaux A 0 oy |
pour tout nombre premier $). On peut aussi supposer
que |a] < |0l On raisonne alors par récurrence sur
entier m = |a| + |b]. St m=2, ona

[=X+X3+ X3 ;

le cas de X2+ X2+ X§ est exclu, puisque f, repré-
sente 0; dans les autres cas, S représente bien zéro.
Supposons m > 2, le. || > 2, et écrivons b sous

la forme R

o1 les p; sont des nombres premiers distincts. Soit p I'un

des p;; nous allons voir que a est un carré modulo p. Clest

évidentsi @ = 0 (mod p). Sinon, a est une unité p-adique;

par hypothésc, il existe (-\‘,)’, z) € (QD)S tel que
22—a—brF =0

et 'on peut supposer (x,y,z) primitif (cf. chap. II,
n° 2.1, prop. 6). Ona 22—a?* =0 (modp). On en
conclut que, si x = 0 (mod p), il en est de méme de z,
et by® est divisible par p?; comme 2,(8) =1, cela en-
traine y = 0 (mod p) contrairement au fait que (x, y, 2)
est primitif. On a donc x % 0 (mod p), ce qui montre
bien que a est un carré (mod p). Ceci étant, comme
Z/bZ = [1Z/p;Z, on voit que a est un carré modulo b.
Il existe donc des entiers ¢, &’ tels que

12 =a + bb'
et on peut choisir ¢ de telle sorte que |¢| < |b]/2. La

formule bb' = 12— a montre que bb’ est une norme de

'extension k(4/a)/k, ot k= Q ou Q,; on en conclut
(le raisonnement est le méme que celui de la prop. 1
du chap. III) que f représente 0 dans & si et seulement s'il
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en est dc m&me de f’ = X?__ ﬂx:% . ba m’. En arti»
culier, f* représente 0 dans chacun des Q.. Mais l’ol:-; a:

18]

t2—a
e S puisque |b| > 2,

b

[ =

- 4 ”» 2 -
Ecrivons &’ sous la forme 6" 42 avec ", u entiers et §” sans

facteurs carrés; on a a fortiori |6°| < |b|. L’hypothése
de récurrence s’applique donc 2 la forme

fr=X—aX— b X2

qui est équivalentea f*. On voit ainsi que f* représente 0
dans Q, et il en est de méme de f.
iii) Lecas n = 4.
On a :
f=aX3 + X3 — (cX3 + dX3).

Soit v € V. Puisque f, représente 0, le corollaire 2 3 la
proposition 3’ du n° 1.6 montre qu’il existe x, € Q. qui
est représenté a la fois par aXj 4 6X3 et par X 4 dX2;
d’aprés la partie ii) du corollaire au théoréme 6 (qui
s'applique également 3 Q, = R), cela revient & dire
que I'on a :

(xm — db), = (a: b}n et (%g — ed), = (C, d), .

Comme Hv(ﬂ, b), = Hv(t-‘, d), =1, on peut appli-
vE vE
quer le théoréme 4 du chapitre III, n® 2.2, et I'on en
conclut qu’il existe x € Q" tel que :
(.1’, T ab)o — (d, b)u et (xa == Cd)v - (ﬂ, d)v
pour tout v € V,

La forme aX? + 6X3i— xZ? représente alors 0 dans
chacun des Q,, donc dans Q d’aprés ce que ’on vient
de voir. On en conclut que x est représenté dans Q par
aX} + 6X2, etle mémearguments’applique a ¢X3 + dX3;
d’ou le fait que f représente 0.
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iv) Le cas n2 5.
On raisonne par récurrence sur n. On écrit f sous la

forme )
J=h=gp

avec h=a, X2 + 0, X3, § = — (s X3+ ... + a,X2).
Soit S la partie de V formée de oo, 2 et des nombres
premiers p tels que v,(a) # 0 pour un > 3; c’estun
ensemble fini. Soit v € S. Puisque f, représente 0, il
existe a, € Q, qui est représenté dans Q, par k et par g;
il existe donc ' €Q,, i =1,...,n, telsque:
h(x3, x3) = @, = &(x5, . - ., %3)-

Mais les carrés de Q; forment un ensemble ouvert (cf.
chap. II, n° 3.3). On en conclut, au moyen du théoréme
d’approximation (chap. III, n° 2.2, lemme 2), qu'il
existe x;, X, €Q tels qUCaSi a = h(xy, x;), onait afa, € Q*
pour tout v € S. Considérons maintenant la forme

fi =422 —g.

Si veS, greprésente a, dans Q,, donc aussi a puisque
ala, € Q2; on en conclut que f représente 0 dans Q,.
Si ¢S, les coefficients —ag, ..., —a, de g sontdes
unités v-adiques; il en est de méme de a,(g), et, puisque
p# 2, ona g,(g) =1 Comme le rang de g est > 3,
le théoréme 6 montre que g représente 0 [cela pourrait
aussi se déduire du cor. 2 au th. 1 du chap. II, n° 2.2,
combiné avec le théoréme de Chevalley]. Dans tous les
cas, on voit que f; représente 0 dans Q,; comme le rang
de f, est n— 1, I’hypothése de récurrence montre que
f; représente 0 dans Q, i.e. que g représente a dans Q;
comme A représente a, on en déduit bien que freprésente 0,
ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Soit a € Q'. Pour que f représente a
dans Q, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi dans chacun des Q.
Cela résulte du théoréme, appliqué a la forme aZ? — f.
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COROLLAIRE 2 (Mcycr). — Une forme quadratique de
rang > O représente O si et seulement si elle est indéfinie (i.e. si
elle représente 0 dans R).

En effet, d’aprés le théoréme 6, une telle forme repré-
sente 0 dans chacun des Q,.

COROLLAIRE 3. — Soit n le rang de f. Supposons que n = 3
(resp. n=4 et d(f) =1). Si f représente 0 dans tous
les Q, sauf un au plus, alors f représente 0.

Supposons que 7 = 3. D’aprés le théoréme 6, f repré-
sente 0 dans Q, si et seulement si I’on a :

(.)o (_ 1, — d(f))o = Eu(f)'

Mais les deux familles ¢,( f), (— 1, — d( f)), vérifient la
Jformule du produit du chapitre I1I, n° 2.1. On en conclut
que, si (*), est vraie pour tout v sauf un au plus, (*), est
vraie pour tout v; d’aprés le théoré¢me 8, la forme frepré-

sente 0.
Lorsque n =4 et d(f) = 1, on raisonne de la méme
maniére, 1’égalité (*), étant remplacée par :

(==ily e 1), = e,(f)-

Remarques. — 1) Supposons que n = 2, et que frepré-
sente 0 dans tous les Q, sauf un nombre fini. On peut alors
montrer, au moyen du théoréme de la progression arith-
métique (cf. chap. VI, n° 4.4), que freprésente 0.

2) Le théoréme 8 ne s’étend pas aux polynémes homo-
génes de degré > 3; par exemple, Selmer a démontré que

I’équation 3X3 4 4Y® 4 573 = 0

a une solution non triviale dans chacun des Q,, mais
n’en a aucune dans Q.

3.3. Classification.

THEOREME 9. — Soient f et f' deux formes quadratiques
sur Q. Pour que f et ' sotent équivalentes sur Q, 1l faut et il suffit
qu'elles le soient sur chacun des Q,.
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La nécessité est triviale. Pour prouver la suffisance,
on raisonne par récurrence sur le rang ’fdc fetf. S
n =0, il n’y a rien & démqnlrcr-.fo(n(;n, il calcistc aeQ
représenté par f, donc aussi par " (cf. cor. 1 au th. 8),
OE a alorIS) [~ aZ® t g, f'~aZ? 4 g'. Dapres l)c
théoréme 4 du n° 1.6, on a g~ g sur Q, pour tout
v € V. L’hypothese de récurrence montre alors que g~ '3

sur Q, d’out f~f

COROLLAIRE. — Soient (r, 5) et (r', ') les signatures de f
et de f'. Pour que f et [ soient équivalentes, il faut et il suffit
que l'on ait :

d(f) =d(f), (ns) =("5) et e(f)=re(f)

pour tout veV,

En cffet, ces conditions expriment simplement que f
et f' sont équivalentes sur chacun des Q,.

Remarque. — Les invariants d = d(f), ¢, =¢,(f) et
(r,5) ne sont pas arbitraires. Ils vérifient les relations
suivantes :

(1) e, =1 pour presque tout veV, et Me =1;
vEYV
(2) e,=1 si n=1, ousi n =2 etsil'image d, de d
dans Q;/Q,2 est égale a — 1
3) r,s20 et r+s5=n;
(4) dp = ("— 1)';
(5) € = (_____ 1)41: =0/2,

Inversement :

ProrosiTION 7. — Sotent d, (g,),ev et (r, 5) vérifiant les
relations (1) a (5) ci-dessus. Il existe alors une forme quadra-
tique de rang n sur Q, ayant pour invariants d, (e,),c v ¢t (r, 5).

Le cas n =1 est trivial.

Supposons que n =2, Soit » € V. La non-dégéné-
rescence du symbole de Hilbert, jointe A la condition (2),
montre qu'il existe x,€Q, tel que (x,,—d), =c¢,
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De 3, et de la condition (1), on déduit Iexistence de x € Q"
tel que (x,—d), =, pour tout v €V (cf. chap. III
no 2.2, th. 4). La forme xX? 4 xdY? convient.

Supposons que n = 3. Soit S I'ensemble des v eV
tels que (— t_i,.-— 1), = —e¢,; c'est un ensemble fini.
Si v € S, choisissons dans Q./Q.* un élément ¢, distinct
de I'image —d, de — d dans ce groupe. Utilisant le
théoréme d’approximation (cf. chap. 111, n°2.2, lemme 2)
on voit qu'il existe ¢e€Q' dont I'image dans chacun
des Q,/Q,°, v €S, est ¢, D’aprés ce que l'on vient de
prouver, il existe une forme g de rang 2 telle que
d(g) = cd, €,(8) = (¢, —d), ¢, pour tout v eV,
On constate alors que la forme f = ¢Z2 4 g convient.
[Noter que, pour n< 3, on n’a pas A s’occuper de la
signature de la forme, car les conditions (3), (4), (5) la
déterminent en fonction de d, et ¢,,.]

Lorsque n> 4, on raisonne par récurrence sur n.
Supposons d’abord que r soit > 1. On voit alors, au
moyen de ’hypothése de récurrence, qu’il existe une
forme g de rang n — 1 qui a pour invariants d, (c,),cv
et (r—1,s); la forme X%+ g répond A la question.
Lorsque r = 0, on construit une forme 4 de rang n — 1,
ayant pour invariants —d, g,(— 1, —d), et (0,n—1);
la forme — X2 4 4 convient.

APPENDICE

Sommes de trois carrés

Soient n et p des entiers positifs. On dit que n est somme
de p carrés si n est représenté sur ’anneau Z par la forme
quadratique X2+ ... + X3, ie. s'il existe des entiers
nyg, ..., 0, telsque

n=n+...+n}.

TuétoriME (Gauss). — Pour qu'un entier positif n soit
somme de trois carrés, il faut et il suffit qu'il ne soit pas de la
SJorme 4°8b—1), avec a,b €Z.
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(Exemple : si nn'est pas divisible par 4, c’est une somme
de trois carrés si et sculement sil'ona n =1, 2 3,5, 6
(mod 8).)

Démonstration. — On peut supposer n non nul, L,
condition « n est de la forme 4985 —1) » équivaut

alors & dire que —n est un carré dans Q; (cf. chap, II
n° 3.3, th. 4). Or, on a le résultat suivant : !

Lemme A, — Soit a € Q. Pour que a soit représentd syy Q
par la forme f=Xi+ X5+ X3, il faut et 1l suffit que 4
soit > 0 et que — a ne soul pas un carré dans Q,.

D’apres le corollaire 1 au théoréme 8, il faut exprimer
que a est représenté par f sur R et sur tous les Q,. Le cas
de Rdonne la condition de positivité. D’autre part, les inya-
riants locaux d,(f) ete,(f) sont égauxa 1.8i p # 2 ona

(—1, ——-d,(f)), = (—1,— )y=1= e(f);
le corollaire au théoréme 6 montre alors que a est repré-
senté par fsur @, Si p =2, ona
(— 1, —dy(f))a=—1# &(f);
le méme corollaire montre que a est représenté par f

sur @, si et seulement si a est différent de — 1 dans Q;/Q;?,
i.e. si — a n’est pas un carré de Q,.

11 faut maintenant passer des représentations sur Q aux
représentations sur Z. Cela se fait au moyen du lemme
suivant :

Lemme B (Davenport-Cassels), — Soit
?
JX)= ¥ ¢;XX,

fi=1

une forme quadratique définie positive, la matrice (a,)) étant

symélrique et & coefficients entiers. On fait I’ hypothése sutvante :

(H). — Pour tout x = (x,, ..., x,) € Q, il existe y € Z?
tel que f(x—y) <1.
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Alors, si n€Z est représenté par f sur Q, n est aussi repré-
senté par f sur Z.

Si x=(x, "'pr) et y= (y,, ...,_y,,) sont deux
éléments de Q”, nous noterons x.y leur produit sca-
laire 2a;%75 On a x.x = f(x).

Soit n un entier représenté par f sur Q. Il existe un
entier ¢ > 0 tel que t*n = x.x, avec x € Z®. Choisis-
sons ¢ et x de telle sorte que ¢ soit minimum; il nous faut
prouver que I’on a alors ¢t = 1.

D’aprés 'hypothése (H), il existe y €Z® tel que

~ | R

=y 2z avec 2.z< 1.

- x - -
Si 2.2=0, ona 2=0, et z est A coefficients entiers,

Vu la minimalité de ¢, cela entraine ¢ = 1.
Supposons que l'on ait z.z # 0, et posons :

a =yy—n

b = 2(nt— x.y)
' =at+ b
x = ax + by.

On a a,b,t' €Z. De plus :

X% =atx.x + 2abx.y + b¥y.y
a® 12 n + ab(2nt — b) + b%(n + a)
n(a® 12 + 2abt + b?)

= t'?2n.

D’autre part :
tt' = at® + bt = t2y.y — nt® + 2nt* — 2x.y
=12y y— 2.y +x.x= (ty — ). (p — %)
=i3z2.2,
d’ol ¢’ = tz.2; comme 0 < z.2<1, ona 0< i<t
Ceci contredit la minimalité de ¢, et achéve la démons-
tration du lemme.
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Pour démontrer le théoréme, il suffit maintenant
vérifier que la forme S=X]+ X3+ X2 satisfat é.(}:
condition (H) du lemme B. Or c’est immédiat : ¢
(%), %o, %) € Q" on choisit (3,35, 55) €2° tel que
%, —y| < 1/2 pour tout i; ona X(x—y)*< 3/4< 1,

CororLLAIRE 1 (Lagrange). — Tout entier positif est
somme de quatre carrés.

Soit n un entier > 0. On peut ’écrire sous la forme 49,
olt mn'est pasdivisiblepar4. Si m = 1,2,3,5,6 (mod 8),
m est somme de trois carrés, et il en est de méme de n’
Sinon, on a m = —1 (mod8), et m—1 est sommé
de trois carrés; dans ce cas m est somme de quatre carrés
et il en est de méme de n. ’

CoroLLAIRE 2 (Gauss). — Tout entier positif est somme
de trois nombres triangulaires.

(On appelle « nombre triangulaire » tout nombre de

m(m + 1 . )

la forme -(——2—-—), ou m est entier.)

Soit n un entier > 0. En appliquant le théoréme 3

e :

8n + 3, on voit qu’il existe des entiers x,, x,, x4 tels que

x4+ x + x2 = 8n + 3.
Ona:
+x+x=3 (mod8).

Mais les seuls carrés de Z/8Z sont 0, 1 et 4: une
de trois carrés de Z/8Z ne peut étre ég.';le A3 ciuc si zﬁﬁz
f:le ses termes est égal 2 1. On en conclut que les x; sont
impairs, et 'on peut les écrire sous la forme 2mi+ 1
avec m; entier. On a : e

i—am‘(m +1) 1 i=3
i?l__‘z_ =§ (£§1(2mi + 1)2_3) = -18— (8?1 + 3_3)

=n.
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ENTIERES
A DISCRIMINANT + 1

§1. Préliminaires

1.1. Définitions.

Soit n un entier > 0. On s’intéresse A la catégorie S,
suivante :

Un objet E de S, est un groupe abélien libre de rang n
(donc isomorphe a4 Z7) muni d’une forme bilinéaire
symétrique E X E —Z, notée (x,y) > x.y, telle que:

i) L’homomorphisme de E dans Hom (E, Z) définie par la
forme x.y est un isomorphisme.

On voit tout de suite que cette condition équivaut 2
la suivante (cf. Bourbaki, 4lg., chap. IX, § 2, prop. 3) :

i) Si () estune basede E, et st ayy = ¢.¢y, le déterminant
de la matrice A = (a) est égal a + 1.

La notion d’isomorphisme de deux objets E, E' € S, se
définit de facon évidente : on écrit alors E ~ E'. Il est
commode d’introduire aussi S=US, n=0,1,...

Si E€S,, l'application x++x.x fait de E un module
quadratique sur Z (cf. chap. IV, déf. 1, n° 1.1). Si (¢) est
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une base de E, et si ¥ = Xx¢, la forme quadratiqye
f(x) = x.x est donnée par la formule

f(x) = ‘}:';aux,x,, avec ay = ¢.¢,

= Xayxf + 2 X gy x,x,.
i i<y

Les coefficients de ses termes rectangles sont done pairs
Le discriminant de f (i.c. det (q;;)) est égal A + 1, Changcr.
la base (¢) revient & remplacer la matrice A — (a,,)
par ‘BAB, avec B e GL(n,Z). Du point de vye de ‘lja
forme f, cela revient & effectuer sur les variables (x) la
substitution linéaire de matrice B; la forme obtenue est
dite dquivalente & la forme f. (On observera qu’il s'agit 13
d’équivalence sur l'anneau Z des entiers; c'est une notion
plus fine que celle d’équivalence sur Q, étudiée ay chapitre
précédent.)

1.2, Opérations sur S.

Soient E,E'€S. On note E®FE' la somme directe
de E et de E’, munie de la forme bilinéaire somme directe
de celles de E et de E’; on a, par définition (cf. Bourbaki
Alg., chap. 1X, § 1, n° 3) : |

(x+%).0+)) =5y +#.y
si x,yeE et x, ) eF,
Du point de vue « formes quadratiques », cette opération

correspond a celle de somme directe orthogonale, notée ® ay
chapitre 1V.

On peut aussi définir le produit tensoriel E® E/, ainsi
que les puissances extérieures A™ E (cf. Bourbaki, loc. cit,,
n® 9); nous n’en aurons pas besoin.

1.3. Invariants.

1.3.1. Si E€S,, I'entier n s’appelle le rang de E,
et se note r(E),
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1.9.2, Bolt Fel, etsoit V=KOR le Reespace
vectorlel obtenn en étendant les scalaires de Z a4 R, La
forme quadratique de Voa une signature (r, 5) bien déter-
minte (ef. chap, 1V, n®2.4), L'entier

T(l) =r—4
ent appelé Uindice de F, Ona
() € w(B) < () et (k) = (K) (mod2),

Rappelons que Ko et dite définie si ©(E) = 4 r(E),
i, 8 X X A un Bigne constant; sinon, 1L est dite indéfinte,

1.9.8, Le discriminant de ¥, par rapport & une base (¢,) ne
dépend pan du choix de cette base; en effet, changer la
base (¢) multiplic le discriminant par

det (X'X) = det (X)?,

oit X est une matrice inversible sur Z; le déterminant de X
est égal A - 1, et son carré est égal A 1.
Le discriminant de E se note d(E); on a d(E) = 4 1.
Si V = E@R ent designature (r, s), le signe de d(E)
est (— 1)*; comme d(F) = 4 1, onen déduit la formule :

d(E) == (~— 1)/r18 - 5(ENA,

1.3.4, Soit E 8. Ondit que E est pair (ou de type 11)
si 1a forme quadratique associée & E ne prend que des
valeurs paires; si A est la matrice définie par une base
de E, il revient au méme de dire que tous les termes diagonaux
de A sont pairs.

Si I n’est pas pair, on dit que E est impair (oude type I).

1.3.5. Soit E €S, et soit E = E[2E la réduction
de E modulo 2, C'est un espace vectoriel de dimension r(E)
sur le corps F, = Z/2Z. Par passage au quotient, la
forme x.y définit sur E une forme % . j qui est symétrique
et de discriminant 4 1 = 1. La forme quadratique
associée x . % est additive : on a

(F+5) (F+j)= %2457+ 2% y=83+).7;
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c’est donc un élément d}l dual de E. Mais la forme bili-
néaire ¥. j est non dégénérée : elle définit un isomorphisme

de E sur son dual. On en conclut qu'il existe un ¢/émen;
canonique u € E tel que
U.XxX=Xx.X pour tout ¥ € E,

Revenant A E, on voit donc qu’il existe u e E, défini
modulo 2E, tel que

u.x = x.x (mod 2) pour tout x e E,

Considérons I'entier u.u. Si I'on remplace u par u + 2
u.u est remplacé par :

(u+2x). (u+2x) =v.u+4(u.x+x.x) = u.u (mod 8).

L'image de u.u dans Z/8Z est donc un invariant de E;
on le note o(E). Si E est de type II, la forme % . % est nulle
(autrementdit, x. y estalternée), et]'on peut prendre 4 = 0,
d’ou o(E) = 0.

1.3.6. Soit p un nombre premier, et soit V), = E® Q
le Q,-espace vectoriel déduit de E en étendant les scalajres
de Z 4 Q,. L’invariant ¢(V,) = + 1 de V, défini au
chapitre IV, n° 2.1, est a fortiori un invariant de E:
notons-le e,(E). On peut démontrer que I’on a :

g,(E) =1 si p#?l
&(E) =(—1)}, ol j=7(d(E)+r(E) —o(E)—1).

Cela se voit en décomposant E® Z, en somme directe
orthogonale de Z,-modules de rang 1 (resp. de rang 1
ou2)si p # 2 (resp.si p = 2), Comme nousn’utiliserons
pas ces formules, nous laissons le détail de la vérification
au lecteur (voir aussi J. Cassels, Comm. Math. Help., 37,
1962, p. 61-64).

1.3.7. Soient E;, E; €8S, etsoit E=E,®E,. Pour

que E soit de type II, il faut et il suffit que E, et E, le
soient. On a :
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{E) = r(E) +r(By),  (E) = t(E,) + =(E
CE) = o(E) + o(E),  d(E) = Sl

1.4. Exemples.

1.4.1. On note I, (resp. I_) le Z-module Z muni de
la forme bilinéaire xy (resp. — xy) ; il correspond a la forme
quadratique %2 (resp. — x%).

Si s et ¢ sont deux entiers > 0, on note sI, ®¢1_ la
somme directe de s copies de I, et de ¢ copics de 1.

]

[}
la forme quadratique correspondante st Y xp— 2
. P 5 S j=1
Les invariants de ce module sont les suivants :
r=s418 t=5—t, d=(—1)}, o=s—1t(mod 8).

A part le cas trivial ou (s5,) = (0,0), lemodule sI, &¢I

est de type L.
1.4.2. On note U I’élément de S, défini par la ma-

0 1
trice (1 0). La forme quadratique associée est la
forme 2%,%, : U est de type II. On a

(U) =2, (U)=0, dU)=—1 oU)=0.

1.4.3. Soit k£ un entier > 0, soit n = 4k, et soit V
I'espace vectoriel @", muni de la forme bilinéaire stan-
dard Yx, y, correspondant 4 la matrice unité. Soit E, le
sous-groupe de V formé des points a coordonnées entiéres;
muni de la forme bilinéaire induite par celle de V, Eq est
un élément de S,, isomorphe a n.I,. Soit E, le sous-
module de E, formé des éléments x tels que x.x=0
(mod 2), c'est-A-dire Xx, = 0 (mod2). On a :

(Eq : Ey) = 2.

Soit E le sous-module de V engendré par E, et par
e=(1/2,...,1/2). Ona 2 €E; (du fait que n= 0
(mod 4)) et e¢E,, dou (E:E) = 2. Pour qu'un
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élément x = (x) de V appartienne A E, il fayt et il
suffit que 'on ait :

n
2x, €2, x—x; €2, ‘Exie?.z.
-1

1
On a alors x.c=35 2x,€Z; comme ¢.p— k, on en

conclut que la forme x.y prend sur E des valeuss entires,
De plus, le fait que Elfalt. le méme indice dans E, et
dans E montre que le discriminant de E est égal A cely;
de E,, c’est-a-dire & + 1. Le module quadratique E est
donc un élémentde S, = S;; onlenotera r, Lorsque &
est pair (i.e. lorsque n =0 (n}od 8)), c.e =1 est pair,
et on en déduit que x.x est pair pour tout x e E; T ot
donc de type II lorsque n = 0 (mod 8). On a :

l’(Ps,,.) = 8m, T(Pam) = 8m3 U(Pam) =0, d(PBm) = 1.

Le cas de I'y est particuliérement intéressant. Ilya

240 éléments (1) x eIy tels que x.x =2, 5 (¢;) désigne

la base canonique de Q% ce sont les vecteurs
. 5. 8

tete (T#R) et 3 2, g=z=1, Meg=1.
=1 i=1

[Les produits scalaires mutuels de ces vecteurs sont

entiers; ils forment ce que I'on appelle en théorie des

groupes de Lie un « systéme de racines de type Eg », cf. Bour-

baki, Gr. et Alg. de Lie, chap. VI, § 4, n° 10,)

On peut prendre pour base de I'g les éléments -

1 1
§(e1+es)—-?:(ez+ oo+ 6),
(}) Plus généralement, nous verrons au chap. VII, n® 6.6, que, si N

est un entier > 1, le nombre des x € 'y tels que .5 = 2N est égal A
240 fois la somme des cubes des diviseurs de N.
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La matrice correspondante est -

/ 2 0 —1 0 0o 0o 0o ¢
0 2 0 —1 0 o0 o0 n\
-1 0 2 —1 0 0 0 o0
2 —1 0 0 0

1
0 —1 2 —1 0 0
0 0 0 0 —1 2 —1 0
\ 0 0 0 0 0 —1 2 —1
0 0 0 0 0 0 —1 2
Pour m> 2, les vecteurs x eI, tels que x.x =2
sont simplement les + ¢ +¢, (i # k); on observera
qu’ils n’engendrent pas T',,,, contrairement 4 ce qui se passe

dans le cas m = 1. En particulier, 'y, n'est pas
isomorphe @ I'y,.

1.5. Le groupe K(S).

Soient E, E’ €S. Nous dirons que E et E’ sont stable-
ment isomorphes s'il existe F €S telque EGF ~ E'G F;
c’est 14 une relation d’équivalence. Nous noterons K , (S)
le quotient de S par cette relation, et, si E €S, nous
noterons (E) la classe de E dans K, (S). L'opération ©
définit par passage au quotient une loi de composition,
notée +, sur K, (S); cette loi est commutative, associative,
et a pour élément neutre la classe 0 du module 0 €8S.

On a : (E®E) = (E) + (E).

De plus, si x,y, 2z K,(S) sonttelsque x + 2=y + 2,
ona x =y; la vérification est immédiate. Ceci permet
de définir le groupe K(S) & partir de K, (S) (exactement
comme on définit Z A partir de ensemble Z, des entiers
2 0) : par définition, un élément de K(S) est un couple
(z,7), avec x,yeK,(S), deux couples (x,5), (¥,))
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étant identifiés si et sculement si'on a x + 5 =54y
La loi de composition de K(S) est définie par

*5y) + &) =E+7y+5)

Elle fait de K(S) un groupe commutatif, d’élément
neutre (0, 0). On identific K, (S) 4 une partie de K(S)
par Papplication %+ (x,0). Tout élément de K(S) est
différence de deux éléments de K, (S), donc peut s'écrire
sous la forme (E) — (F), avec E,FeS. Ona

(E) — (F) = (E) — (F) dans K(S)

si et seulement §'il existe G €S tel que
EOF®G~EBFOG,

i.e. si et seulement si E@F et E'®F sont stablement
isomorphes.

Propriété universelle de K(S). — Soit A un groupe commu-
tatif, et soit f: S — A une application telle que

SE) =f(E) +f(Ey) si E~E®E;

on dit alors que f est additive. Si x = (E) — (F) est
un élément de K(S), on pose f(x) = f(E) —f(F);
cela ne dépend pas de la décomposition de x choisie.
Il est immédiat que l'application f:K(S) - A ainsi
définie est un homomorphisme. Inversement, tout homo-
morphisme f: K(S) - A donne, par composition avec
S — K(S), une fonction additive sur S. On exprime cette
propriété « universelle » de K(S) en disant que K(S) est
le groupe de Grothendieck de S, relativement a I’opération @.

En particulier, les invariants r, 7, d, ¢ du n° 1.3 défi-
nissent des homomorphismes :

r:K@S) »2, 1:K(S) >2Z
d:K(S) >{+1}, o:K(S)—>2Z8Z

On a ici encore © = r(mod 2), d = (— 1) 72,
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§2. Enoncé des résultats
2.1, Détermination du groupe K(S).

THEOREME 1. — Le groupe K(S) est un groupe abélien libre
de base (1.) et (I.).

(La démonstration sera donnée au n° 3.4.)

En d’autres termes, tout fe K(S) s'écrit de fagon
unique sous la forme :

S=s.(1,) 4+ t.(I.), avec s teZ

Ona r(f) =s+1t 7(f) = s—1, ce qui montre que s
et ¢ sont déterminés par r et 7, On en conclut :

CoROLLAIRE 1. — Le couple (r, <) définit un isomorphisme
de K(S) sur le sous-groupe de Z X Z formé des éléments (a, b)
tels que a =b (mod 2).

D’ol :

COROLLAIRE 2, — Pour que deux éléments E et E' de S
soient stablement tsomorphes, il faut et il suffit qu'ils aient méme
rang et méme indice.

[Noter que cela n’entraine nullement E ~ E’. Par

0 1
exemple U = (l 0) définit dans K(S) le méme élé-

t 1 0
ment que (0 1

solent de types différents.]

THEOREME 2. — On a o(E) = v(E) (mod 8) pour
tout E €8S.

En effet, 7, réduit modulo 8, et o sont des homomor-
phismes de K(S) dans Z/8Z qui coincident sur les géné-
rateurs I, et I_ de K(S); ils coincident donc sur tout K(8S).

CoROLLAIRE 1. — Si E est de type II, on a =(E) = 0
(mod 8).
En effet, o(E) = 0.

)=I*@I_, bienque Uet I, ®1_
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(Noter que ceci entraine 7(E) = 0 mod 2 et

d(E) — (___ l)r{EHR.)
CoroLLAIRE 2. — Si Eest définietde type Il ona r(E) = (

d 8).
(mgn c}fct, on a alors ©(E) = & r(E).

ues. — 1) Inversement, on a vu au n° 1.4 que,
pof:n:g:?t n multiple de 8, il existe E €S, qui est défini

ositif et de type II.
’ 2) La congruence o(E) = ~(E) (mo.d 8) peut aussi
se déduire de la formule du produit []e,(E) =1

(cf. chap. IV, n°3.1), combinée avec les valeurs dese,(E)
données (sans démonstration) au n° 1.3.6.

2.2. Théorémes de structure (cas indéfini).

Soit E € S. Nous dirons que E représente zéro s'il existe
xeE, x#0, tel que x.x=0. Cela équivaut A dire
que la forme quadratique Q (x) correspondante représente ()
sur Q, au sens du chapitre IV, n° 1.6; en effet, on passe
d’un zéro rationnel A& un zéro entier par homothétie.

THEOREME 3. — Si E €8S est indéfini, E représente zéro.

(La démonstration sera donnée au n° 3.1,)

THEOREME 4. — §i E €S est indéfini et de type I, E est
isomorphe a sI, @ t1_; o s et t sont des entiers > 1.
[La forme quadratique correspondante est donc équi-

] :
valente sur Z a la forme X xf — X %)
f=1 j=1
(La démonstration sera donnée au n° 3.3.)

COROLLAIRE. — Sotent E et E’ deux éléments de S de méme
rang et de méme indice. On a alors
E@I, ~E'®I, ou E®I_~EDI..

Clest clair si E =0, Sinon, I'un des deux modules
E®I,, E®I_ est indéfini. Supposons que ce soit le
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premier. Comr.nc E et E’ ont méme signature, E'@®
est également indéfini. En appliquant le théoréme 4 o;
voitque E®@I, et E'® 1, sont isomorphes & sI ®,tI
et s'1, ®t I_ respectivement. Comme E et E’ Ont+ méme
signature, on a s = ', t =1¢', d’ol le résultat cherché.

THEOREME 5. — 8t E€S est indéfini, de type 11, et s5i
7(E) 2 0, E est tsomorphe & pU @ gL, o2 p et q sont des
entiers > 0 convenables.

[Lorsque 7(E) < 0, on a un résultat correspondant,
obtenu en appliquant le théoréme au module déduit
de E par changement de signe de la forme quadratique.]

(La démonstration sera donnée au n° 3.5.)

1
On notera que ¢ = ET(E) et p= %(r(E) — <1(E)).

Il en résulte que E est déterminé 2 isomorphisme prés par
son rang et son indice. Comme il en est de méme pour
le type I (cf. th. 4), on en déduit :

TrEorEME 6. — Si E, E' €S sont indéfinis, ont méme
rang, méme indice, et méme type, ils sont isomorphes.

2.3. Le cas défim.

On n’a pas de théoréme de structure, mais seulement
un théoréme de finitude : pour tout entier n, S, ne contient
qu'un nombre fini de classes définies positives. Cela
résulte, par exemple, de la théorie de la « réduction »
des formes quadratiques. La détermination explicite de
ces classes n’a été faite que pour les petites valeurs de n
(pour n < 16, voir M. Kneser, Archiv der Math., 8, 1957,
p- 241-250). On peut employer pour cela la formule de
Minkowski-Siegel (Kneser utilise une méthode différente).
Voici en quoi consiste cette formule (je me borne, pour
simplifier, au type IT — il y a des résultats analogues pour
le type I :

Soit n =8k un entier divisible par 8. Notons C,
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Pensemble des classes, & isomorphisme prés, d’éléments
E €S, qui sont définis posi-tifs de type I1. Si Ee Q.
soit Gy le groupe d’automorphismes de E; c’est un groupe
fini, puisque c’est un sous-groupe discret du groupe
orthogonal, qui est compact; soit gy l'ordre de G,.

Posons :
Mn= E llgE'
EEC,

C’est la « masse » de C,, au sens d’Eisenstein, i.e. le
nombre des éléments E de C,, comptés chacun avec ]a
multiplicité 1/gg. La formule de Minkowski-Siegel (1)
donne la valeur de M, :

sz j=tk-1
ani LB (=8

(*) M, =2!" 8k
ou les B, sont les nombres de Bernoulli (B, = 1/6,
B, = 1/30, ..., ¢k chap. VII, n° 4.1).

(Voici quelques valeurs approchées des M, :

M, = 10-? x 1,4352...; M,q = 10-18 x 2,4885...;
M,, = 1072 x 7,9367...; Mg, = 10" x 4,0309...;
M,, = 10 x 4,3930...)

Cette formule permet de prouver qu’une partie C' de C,
est égale & C,, : il suffit de vérifier que la somme des 1/gg,
pour E € C', est égalea M, (si C' # C,, cette somme
est < M,).

Exemples

i) n =238, i.e. £ =1. Onadonné plus haut (n°1.4.3)
un élément I'y de C;. On peut vérifier (cf. par exemple
Bourbaki, Gr. et Alg. de Lie, chap. VI, § 4, n® 10) que
I'ordre du groupe d’automorphismes de I'y est 2143°5%7.
D’autre part, la formule (*) donne Mg =2-13-85-27-1,

() Pour une démonstration de cette formule, voir C. L. SIEGEL,
Gesamm. Abh,, I, n° 20, et I1I, n° 79,
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En compavant, on voit que Uly est vddust an senl dldment I,
pésultat dd A Mordell,

W) o= 100 On connalt denx ¢léments de ¢, ¢

Py On peut er W ial
et Iyl peut montrer que les ordres gy, corres-
pulltlalll(.‘i sont respectivement ‘,’,“‘(HH) et 280300478
D'autre pnf‘l. h'-lm l‘mill..‘.! W3- 105-47-011-118~1 et il
n'est pas diflicile de vérilier que

001/2931954 7011 .18 = L2V (16 1) - (/2% 3105478

On adone Qg e { Uy, Uy @ Uyl résultae dov & Wi,

i) e 20 L détermination de Cye n &6 faite
en 1908 par H. Niemeier; cet ensemble a 24 éléments,
L'un d'eux (découvert par Leech A propos d’un probléme
d’empilement de spheres dans R™) est particulidrement
remarquable; ¢’est le seul élément de Cyy qui ne contienne
aucun vecteur ¥ avee x.v e 2 Son groupe d’auto-
morphismes G est d'ordre :

28PHETIL. 18,28 == 8 315 553 613 086 720 000,

Le quotient G/{+ 1} est un groupe simple; c’est le
plus grand des trois « groupes sporadiques » construits
par Conway ().

iv) n =32, Comme My, > 4.10” et que g, > 2 pour
tout E, on voit que Cyy a plus de 80 millions d’éléments;
la liste n'en a pas été faite,

§ 3. Démonstrations
3.1, Démonstration du thdoréme 3.

Soit E€8,, etsoit V=E®Q le Q-espace vectoricl
correspondant. On suppose E indéfini, et il faut montrer
que E (ou V, cela revient au méme) représente 0.
On distingue plusieurs cas ;

i) n=2. La signature de V est alors (1,1), d’od

(') O J. M. Conway, Bull. London Math. Soc., 1, 1969, p. 79-88,
alnsl que Invent. Math,, 7, 1969, p. 137-142,
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d(E) = —1. Comme — d(E) est un carré dans Q, il est
clair que V représente 0.

i) n=3. Soit f(Xy, Xsy Xy) = 2a; XX, la forme

uadratique correspondant a une base de E; on a g;; €2
et det (g;) =+ 1. Sip est un nombre premier # 2,
la forme déduite de f par réduction modulo $ a un zro
non trivial (chap. I, n® 2.2), et ce zéro se reléve en un
zéro p-adique (chap. II, n° 2.2, cor. 2 au th. 1). Ainsi
f représente 0 sur tous les Q, (p # 2), ainsi quesur R;
d’apres le corollaire 3 au théoréme 8 du chapitre 1V,
no 3.2, il en résulte que f représente 0 sur Q.

iii) n =4. Le méme argument que ci-dessus montre
que la forme quadratique f représente 0 sur tous les Q,,
p # 2, ainsi que sur R. Sile discriminant d(E) de f est
égal 4 1, cela suffit & entrainer que f représente 0 sur Q
(cor. 3 au th. 8 du chap. IV, n° 3.2). Sinon, on a

d(E) = —1

et d(E) n’est pas un carré dans @,; d’apres le théoréme 6
du n° 2.2 du chapitre IV, il en résulte que f représente 0
sur Q,; le théoréme de Hasse-Minkowski (chap. IV,
n® 3.2, th. 8) montre alors que f représente 0 sur Q.

iv) n> 5. Onapplique le théoréme de Meyer (chap. 1V,
n® 3.2, cor. 2 au th. 8).

3.2. Lemmes.

Soit E€S et soit F un sous-module de E; soit F’

Pensemble des éléments de E orthogonaux aux éléments
de F.

LemMe 1. — Pour que F, muni de la forme x.y induite par
celle de E, appartienne a S, il faut et il suffit que E soit somme
directe de ¥ et de ¥’

Si E=F®F, on a d(E)=d(F).d{F’), dou
d(F) = £ 1. Réciproquement, si d(F)=+1, on a
évidemment F N F' =0; de plus, si x€E, la forme
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linéaire y>x.y (y€F) est définie par un élément
% €F. Onaalors x = xy + x,, avec %y e F et x, ¢
dou E=FO®F. :

LemME 2. — Soit x€E tel que x.x = + 1, of soit X
Porthogonal de x dans E. Si D =2Zx, ona E=D®X,

On applique le lemme 1 avec F = D,

(Si, par exemple, x.x=1, ona D~1I,, dou
E~I, &X)

Un élément x € E est dit indivisible sl n’appartient
a aucun des sous-groupes nE (n > 2), autrement dit
si on ne peut le diviser par aucun entier > 2. Tout élément
non nul de E s’écrit de maniére unique sous la forme mx,
avec m > 1 et x indivisible.

LemMe 3. — St x est un élément indivisible de E, il existe
yeE tel que x.y=1.

Soit f, la forme linéaire y»x.y définie par x. Clest
un homomorphisme de E dans Z. De plus, f, est indivisible,
puisque x l’est et que x.y définit un isomorphisme de E
sur son dual Hom (E,Z). On en conclut que f, est
surjective (sinon, on pourrait la diviser par un entier > 2),
et il existe donc y € E tel que x.y = 1.

3.3. Théoreme de structure (cas indéfim impair (1)).

Lemue 4. — Soit E € S,. Supposons E indéfini et de type 1.
Il existe alors FeS,_, telque E~1, ®1_@F.

D’aprés le théoréme 3, il existe x€E, x # 0, tel
que x.x = 0. Quitte A diviser x par un entier conve-
nable, on peut supposer x indivisible; d’aprés le lemme 3
ci-dessus, il existe alors y € E tel que x.y = 1. On peut
choisir y de telle sorte que y.y soit impair. En effet, suppo-
sons que y.y soit pair; puisque E est de type I, il existe
teE tel que .t soit impair. Posons y =t + &y, et

(*) La méthode suivie dans ce numéro m’a été indiquée par Milnor,
airsi que I'idée d'introduire le groupe K(S).

J.~P. SERRE 4
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choisissons & de tellesorte que x.y" =1, ie. A =1—x 4
ona y.y =t (mod 2), et y'.y" est impair. On peut
donc supposer que J.Y = 2m + 1, Posons alors

o=y—m%, =y—(m+1)x

On constate immédiatement que ¢y.6; =1, ¢,.¢, =0,
tg.6g = — 1. Le sous-module G de E engendré par (&1, ¢,)

est isomorphe a I,®1.; daprés le lemme 1, on a
donc E~1,®@I_®F, avec Fe§, _,.

Démonstration du théoréme 4. — On raisonne par récur-
rence sur n. Soit E €5,, avec E indéfini et de type I,
D’aprés le lemme 4, E~I, ®I_®F. Si n=2, on
a F=0, et le théoréme est démontré. Si n> 2, on
a F#0, et 'un des modules I, ®F, I_®F est
indéfini; supposons par exemple que ce soit le premier,
Comme I, est de type I, il en est de méme de I, ®F,
et I’hypothése de récurrence montre que I,®F est de

la forme al, ®4I_; d’ou :
Exa ,®(b+1)I.

3.4. Détermination du groupe K(S).

Soit E€S, E# 0. Alors E@I, ou E@I_ est
indéfini et de type I. Appliquant le théoréme 4, on en
déduit que l'image de E dans K(S) est combinaison
linéaire de (I,) et de (I_). Il s’ensuit que (I,) et (I.)
engendrent K(S). Comme leurs images par I’homo-

TPl (r,7) :K(S) >Z x Z

sont linéairement indépendantes, (I,) et (I_) forment
une base de K(S).

3.5. Théoréme de structure (cas indéfiny pair).

Lemume 5. — Soit E € S, Supposons E indéfini et de type I1.
Il existe alors F €S telque E ~ UBF.
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On pr.o_céde comme dans la démonstration du lemme 4.
On choisit d’abord un x e E, x # 0, x indivisible, tel
que ¥.x = 0; onchoisit ensuite un ye kL telque x.y=1.
Si y.y = 2m, on remplace y par y — mx et 'on obtient
un nouvel y tel que y.y = 0. Le sous-module G de E
engendré par (x, y) est alors isomorphe & U; d’aprés le
lemme 1, ona E~U®F, avec F€S.

Lemme 6. — Sotent F, F, € S. Supposons que F, et F,
sotent de type II, et que 1, @1_OF, ~1, OI_®F,
Alors U®F, ~ USF.,.

Pour simplifier les notations, on posera W =1,@1_,
EE=WO9F, V,=E ®Q. Dans E, soit E? le sous-
groupe formé des éléments x tels que x.x = 0 (mod 2);
c’est un sous-groupe d'indice 2 de E,. On voit tout de
suite qu'on 2 E? = W@ F,, ou WO est 'ensemble des
éléments x = (x,,x,) de W tels que x, = x, (mod 2).
Soit E} le « dual » de E? dans V|, c’est-a-dire I’ensemble
des y € V, telsque x.y € Z pour tout x € E{. Il est clair
que E; = W*@F,, ou W* est I’ensemble des (x), x,)
telsque 2x, €2, 2x,€Z, x, —x,€Z. Ona E)JCE,CE/,
et le quotient E//E? est isomorphe 4 W*[W;; c’est un
groupe de type (2, 2). Il existe donc trois sous-groupes
stricternent compris entre EJ et E'; ils correspondent aux
trois sous-groupes d’ordre 2 d’un groupe de type (2, 2).
L’un d’eux est E, lui-méme; les deux autres seront notés E
et E{. Ici encore, on a :

E, =W®&F, E =WOoF,

ou W’ et W” sont définis de fagon évidente. On constate
immédiatement que W’ et W” sont isomorphes & U
(on peut par exemple prendre pour base de W' les vee-
teurs a = (1/2,1/2), b = (1, —1); ona a.a == b.b =0,
a.b =1; pour W on prend (1/2, —1/2) et (1,1)).
Soit alors f: W@ F, - W® F, un isomorphisme, 1l se
prolonge en un isomorphisme de V, sur Vy, qui applique
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E, sur E,, donc aussi EY sur EJ et E} sur E} vu les défi.
nitions de ces sous-groupes. 1} applique donc aussi (E;, L)
soit sur (Ej, Ej), soit sur (Eg, Eg). Comme E{ et Ef sony

isomorphesa U @ I, on voit bien que UDF, ~ UwF,,

Démonstration du théoréme 6. — On va d’abord prouver
que, si Ej, E, €S sont u.:d{fim'.r, de type 11, et ont méme rang
el méme indice, ils sont isomorphes. D’aprés le lemme 5
ona E =U®F, E;=U®F,; il est clair que F,
et F, sont de type 11 ct ont méme rang ct méme indir:t:l
Les modules I, ®I_®F, et I, @I_OF, sont indé.
finis, de type I, de méme rang ct de méme indice, D’apres
le théoréme 4, ils sont isomorphes. Appliquant le lemme (;
on voit alors que E; et E, sont isomorphes, ce qui démomré
notre assertion.

Le théoréme 5 est maintenant immédiat : si E est
indéfini, de type II, et si T(E) > 0, on détermine des
entiers p et ¢ par les formules

1 1
?=§T(E): P=§(f(E)-"T(E))-
En appliquant le résultat ci-dessus aux modules E et
pU @ gly, on voit que ces modules sont isomorphes.
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CHAPITRE VI

LE THEOREME
DE LA PROGRESSION
ARITHMETIQUE

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme
suivant, conjecturé (et utilisé) par Legendre, et prouvé
par Dirichlet :

THEOREME, — Soient a et m des entiers > 1, premiers enire
eux. Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = a
(mod m).

La méthode suivie (qui est celle de Dirichlet lui-méme)
utilise les propriétés des fonctions L.

§ 1. Caractéres des groupes abéliens finis
1.1. Dualité.

Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement.

DErntTiON 1. — On appelle caractére de G tout homo-
morphisme de G dans le groupe multiplicatif C° des nombres

complexes.
Les caractéres de G forment un groupe Hom (G, C)

que ’on note G et que 'on appelle le dual de G.

Exemple. — Supposons que G soit ¢yclique d’ordre n, de
générateur 5. Si y :G —C" est un caractére de G,
Pélément w =y(s) vérifie la relation w" =1, ie. est
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une racine n-itme de l'unité. Inversement, toute racine
n-itme de 'unité w définit un caractére de G au moyen
de s*+>w?. On voit ainsi que 'application y 1 y(s) “est
un isomorphisme de G sur le groupe |, des racines n-iémes 4,
I'unité; en particulier, G est cyclique d'ordre: n,

ProrosrrioN 1. — Soit H un sous-groupe de G. Tout
caractére de H peut étre prolongé en un caractére de G,

On raisonne par récurrence sur 'indice (G : H) de H
dans G. Si (G:H) =1, ona H =G, etil n'ya rien
A démontrer. Sinon, soit x un élément de G n’appartenant
pas & H, et soit n le plus petit entier > 1 tel que x € H,
Soit ¥ un caractére de H, et soit ¢ = y(x"). Puisque ¢*
est un groupe divisible, on peut choisir un élément w e ¢
tel que w" =t Soit H' le sous-groupe de G engendré
par H et x; tout élément de H' s’écrit &' = h+®, avec aeZ

t he H. Posons , ,
: ¥/ () = y(h) ur.

On vérifie aussitdt que ce nombre ne dépend pas de la
décomposition kx® de &', et que " : H' — € est un carac-
tére de H' prolongeant y. Comme (G : H') < (G : H),
I’hypothése de récurrence permet de prolonger %' en un
caractére de G tout entier.

Remarque. — L’opération de restriction définit un
homomorphisme A
p:G>H
et la proposition 1 dit que p est surjectif. D’autre part,
le noyau de p est formé des caractéres de G qui sont
triviaux sur H; il est donc isomorphe au groupe (G/H)"
dual de G/H. D’ou la suite exacte :

{1} (G/H)~ - G -~ H > {1)}.

Prorosrrion 2. — Le groupe G est un groupe abélien fini
de méme ordre que G.
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On raisonf:c w_mcc sur 'ordre = de G, le
cas = =1 étant trivial. 8i =3 2, on choisit un sous-
groupe cyclique H non trivial de G. D'apres la remarque
cz-df:sus, Eerdre. de G est le produit des ordres de H et
de 1G;i-l] - Mais I'ordre de H (resp. de G/H) est égal
a celui de son dual, puisque H est cyclique (resp. puisque
G/H est d’ordre strictement plus petit que 7). On en
conclut que I'ordre de G est produit des ordres de H et
de G/H, et il est bien égal a I'ordre de G.

Rm::zrgfc — On peut prouver un résultat un peu plus
précis : G est isomorphe (non canoniquement en général)
@ G. Cela se démontre en décomposant G en produit de
groupes cycliques.

Si xeG, l'application yy%(x) est un caractére
de G. On obtient ainsi un homomorphisme ¢ : G — é

ProrostTioN 3. — L'homomorphisme < est un tsomorphisme
de G sur son bﬁualﬁé.

Puisque G et G ont méme ordre, il suffit de montrer
que ¢ est injectif, i.e. que, si x est un élément # 1 de G,
il existe un caractére y de G tel que y(x) # 1. Or,
soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par x. Il
est clair (cf. exemple ci-dessus) qu’il existe un caractére x
de H tel que y(x) # 1, et la proposition 1 permet de
prolongery en un caractére de G. D’oli le résultat cherché.

1.2. Relations d’orthogonalité.

ProrosttioN 4. — Soit n = Card (G), et sout xeé.
Ona:
Ty =n & x=1

2EG
=0 8 y# L
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La premitre formule est évidente. Pour proyver la
deuxiéme, choisissons y € G tel que y(y) # 1, Ona -

x(7) Z ) = Z ) =2 10,

d’ol
x() —1) X x(x) =0.
z€EG
Comme x(y) # 1, on en déduit bien 3 (%) = 0.

. 2€G
CoROLLAIRE. — Soit x€G. Ona:
p x(x) =n af x=1
xEG
=0 & x#I1

Cela résulte de la proposition 4, appliquée au groupe G.

Remarque. — Les résultats précédents sont des cas
particuliers des « relations d’orthogonalité » de la théorie
des caractéres des groupes finis (non nécessairement
abéliens).

1.3. Caractéres modulaires.

Soit m un entier > 1. Nous noterons G(m) le groupe
multiplicatif (Z/mZ)" des éléments inversibles de |'an-
neau Z/mZ. C'est un groupe abélien fini d'ordre g(m),
ol @(m) est I'indicateur d’Euler de m, cf. chapitre I
n° 1.2. Un élément y du dual de G(m) est appel¢ un
caractére modulo m; on peut le considérer comme une fonc-
tion définic sur I'ensemble des entiers premiers a m, A
valeurs dans C', et vérifiant la relation y(ab) = y(a) x(8);
on convient de prolonger cette fonction i Z tout entier,
en posant y(a) = 0 sian’est pas premier A m.

Exemples

1) m = 4; le groupe G(4) a deux éléments, donc a
un unique caractére non trivial, qui est x> (— 1)%
cf. chapitre I, n° 3.2,



LE THEOREME DE LA PROGRESSION ARITHMETIQUE 107

2) m=8; le groupe G(8) a quatre éléments. Il a
trois caractéres non triviaux, qui sont

x B (—1)=, (— 1o, (— 1)ete) + wio)

cf. chapitre I, n° 3.2,

3). m = p, avec p premier # 2. Le groupe G(p) est
cyclique d’ordre p— 1, donca unseul caractéred’ordre 2,

le caractére de Legendre x (i).

4) m = 7. Le groupe G(7) est cyclique d’ordre 6, donc
a deux caractéres d’ordre 3, qui sont imaginaires conju-
gués. L'un d’eux est donné par

x(x) =1 sio x=+1 (
y(x) =¥ si x=+2 (mod7)
x(x) =™ i x=m 3 (

Les caractéres d’ordre 2 sont étroitement liés aux
caractéres de Legendre. Plus précisément :

PROPOSITION 5. — Soit a un entier non nul sans facteurs
carrés (cf. chap. IV, n° 3.2), ¢ soit m=4\|a|. Il existe

alors un caractére Y, modulo m et un seul tel que Y,(p) = (E)

pour tout nombre premier p ne divisant pas m. Ona y¥=1
et Y, #1 5 a# 1.

L’unicité de y, est évidente, puisque tout entier premier
A m est produit de nombres premiers ne divisant pas m;
il en est de méme du fait que yz = 1.

Pour démontrer I'existence de y,, supposons d’abord
que a soit de la forme £, . .. £, ot les £; sont des nombres
premiers distincts, et différents de 2. On prend alors
pour ¥, le caractére

Yalx) = (— 1)sor@ (-E) . (;';)-
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Si p est un nombre prc.micr distinct de 2 et des T P
de réciprocité quadratique montre que

_h bey _ (8
wlh) = () () =),

et x, répond bien a la question. De plus, on a y, % 1
si a #1; en effet, il suffit de choisir x tel que

(3)=—1 et x=1(moddly...1)
1
pour que l'on uit Yu(x) = —1.
Lorsque a est de la forme — & (ou 2b, ou — 2b), avec
b=1¢ ...¢ comme ci-dessus, on prend pour y, le

produit de x, avec le caractére (— 1)*® (ou (— 1)e@
ou (— 1)@+e@) T méme argument que ci-dessus
montre que X # 1.

Remarque. — On peut montrer que, si ¥ est un entier > (
premier a m, on a

Xa(%) =’H (a,2); = II (a,x),,

| m (. m=1

ou (a, x), désigne le symbole de Hilbert de a et x, dans
le corps Q. On aurait d’ailleurs pu utiliser cette formule
pour définir y,.

§ 2. Séries de Dirichlet
2.1. Lemmes.

LemMe 1. — Soit U un ouvert de C, et soit f, une suite de

Jonctions holomorphes sur U qui convergent uniformément sur tout

compact vers une fonction f. La fonction f est alors holomorphe
dans U, et les dérivées f,) des f, convergent uniformément sur tout
compact vers la dérivée ' de f.

Rappelons bri¢vement la démonstration :

Soit D un disque fermé contenu dans U, et soit C son

bord, orienté a la fagon habituelle. D’aprés la formule
de Cauchy, on a
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f(z).__.__l_ fn(z)
o 2ire 03—20

pour tout z, intérieur 2 D. En passant 2 la limite, on
en déduit :

ce c!ui montre que f est holomorphe dans Iintérieur de D,
d’ou la premiére partie du lemme. La seconde se démontre
de la méme maniére, en utilisant la formule :

102
7o) = g | 2 e

LemMe 2 (lemme d’Abel). — Soient (a,) et (b,) deux
suites. Posons :

A,,= ”i’ a, g Syu= n-Ew a,b,.
On a alors : o "
Suvm = Z Amalbs—bass) + Anaba
Démonstration. — On remplace a, par A, ,— Ap -1

et on regroupe les termes.

LEMME 3. — Soient o, B deux nombres réels, avec 0 < a < .
Soit z=x + iy, avec x,yER et x> 0. Ona:

e — B | < 2] (e — B,

Démonstration. — On écrit :
e~ %5 — Pt = zrc“' dt
- 4

d’ol, en passant aux valeurs absolues :

|~ — e Bs| < ]z|J‘ eod = L ]( — ¢~ bo),
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9.9, Sénes de Dirichlet.

On se donne une suite strictement croissante (A,) de
nombres réels tendant vers + . Pour simplifier, on
suppose que les A, sont positifs (ce n’est pas essentiel, car
on peut toujours se ramener a ce cas en supprimant up
nombre fini de termes des séries considérées).

On appelle série de Dirichlet d’exposants (A,) une série

de la forme :
Sae ™ (a,€C, z€0).

Exemples

a) h, = logn (séries de Dirichlet proprement dites).
On écrit alors la série sous la forme XYa_/n*, cf. no 2.4,

b) A, =n. En posant {=¢"% on est ramené aux

séries entiéres en {.

Remarque. — La notion de série de Dirichlet est un cas
particulier de celle de transformée de Laplace d'une
mesure u. On appelle ainsi la fonction

j: ).

Le cas considéré ici est celui ol w est une mesure discreéte,
(Pour plus de détails, cf. par exemple D. Widder, The
Laplace Transform, Princeton Univ. Press, 1946.)

PropostTion 6. — Si la séne f(z) = Eane_""’ converge
pour z = z,, elle converge uniformément dans tout domaine de
la forme R(z — 2)) 2 0, | Arg (z — 2p)| < &, avec a < w/2.

(Ici, et dans toute la suite, on désigne par R(z2) la partie
réelle du nombre complexe z.)

Quitte 3 effectuer une translation sur z, on peut sup-
poser que z = 0. L’hypothése signifie alors que la
série X a, est convergente. Il nous faut prouver qu'il y a

convergence uniforme dans tout domaine de la forme
R(z) > 0, |z|/R(2) < k. Soit €> 0. Puisquela série 3 a,,
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clonvcrgc,_ilya\‘mNtclquc,si m,m' 2N, ona |A, <€
(les notations étant celles du lemme 2). Appliqﬁant le
lemme en question avec b, = ¢~**, on obtient :

m' -1
= =2n ~Mne =Am' S
Sm.m' E Aﬂ-n(e e . 1’) +Am.m" L
En posant z =%+ iy, et en appliquant le lemme 3,
on trouve (pour m, m’ > N) :

[81%:" .5 o
|Sp.m | < (1 +— Y (=)

c’est-a-dire :
|Spe. o | € (1 + k(e *n® — 7))

d’ou :
S, | < (1 + )
et la convergence uniforme est évidente.

CoROLLAIRE 1. — Si f converge pour z = Zp, elle converge
pour R(z) > R(z,), et la fonction ainst définie est holomorphe.
Gela résulte de la proposition 6 et du lemme 1.

mble de convergence de la série f

COROLLAIRE 2. — Lense
maximal (appelé demi-plan de

contient un demi-plan ouvert
convergence).
(Par abus de langage, on considére o et C com

demi-plans ouverts.)
Sile demi-plan de convergence est donné par R(z) > o,

on dit que p est 'abscisse de convergence de la séric considérée.

(Lescasaet ( correspondent respectivementa p = + ©
et p=— )

Le demi-plan de convergence de la séric X la, | ¢
est appelé (pour des raisons évidentes) le demi-plan de
convergence absolue de f; son abscisse de convergence est
notée p*. Lorsque A, =1 (cas des séries entiéres), on
sait que p=p% Il n’en est pas de méme en général.

Par exemple, la série L 1a plus simple :
L(iz)=1—13"+ 15— 17"+ ..-

me des
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correspond & p = 0 et p* =1, comme on le verra par
la suite.

COROLLAIRE 3. — f(2) converge vers f(z,) lorsque z — %
en restant dans le domaine R(z—2) > 0, | Arg (z— z,) | < «,

avee o < 7t/2. )
Cela résulte de la convergence uniforme, et du fait

i -
que ¢ M® tend vers e ",

CoroLLAIRE 4. — La fonction f ne peut étre identiquement
nulle que si tous les coefficients a,, sont nuls.

Montrons que a, est nul. On multiplie f par e** et
I'on fait tendre z vers + o (avec z réel, par exemple).
La convergence uniforme montre que ¢™*f tend alors
vers ay, d'ou 2, = 0. On proc¢de de méme pour a,, etc.

2.3. Séries de Dirichlet a coefficients positifs.

PRrOPOSITION 7. — Soit f = Xa,e”** unesériede Dirichlet
dont les coefficients a, sont réels > 0. Supposons que f converge
pour R(z) > p, avec p € R, el que la fonction f puisse étre
prolongée analytiquement en une fonction holomorphe au voisinage
du point z = p. Il existe alors un nombre € > 0 tel que f
converge pour R(z) > p —e.

(En d’autres termes : le domaine de convergence
de f est limité par une singularité de f située sur I’axe
réel.)

Démonstration. — Quitte 3 remplacer z par z—p,
on peut supposer que p = 0. Puisque f est holomorphe
a la fois pour R(z) > 0 et dans un voisinage de 0, elle
est holomorphe dans un disque |z—1|< 1 4 ¢, avec
e > 0. En particulier, sa série de Taylor converge dans
ce disque. Or, d’aprés le lemme 1, la dérivée p-itme de f
est donnée par la formule

f?(z) = Za,(—2r,)?e™*  pour R(z)>0 ;
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d’ou :
1) = (—1)* Taza, e

La série de Taylor en question s’écrit :

< 4
f(2) =1§0P—! (z—12f2(1), |z—1|<1+e
En particulier, pour 2 =—g¢, ona:
&1
fl=9 = Z 5 (L +er (=120,

la série étant convergente.
Mais (—1)?f% (1) = > A2a, e ™ est une série conver-

gente & termes > 0. I S'ensuit que la série double a
termes positifs

ﬂ—a=g%%u+anw“

converge. Or, en regroupant les termes, on peut I'écrire :

@™

fl—e) = %a,e"‘" 2 ;—;1-' (14 €)?\;

’-0 .

=z Za”e-’-u 31‘“‘ +e) — Ean 61'8 .
n n

ce qui montre que la série de Dirichlet donnée converge
pour z = —¢, donc aussi pour R(z) > —e¢, cq.fd.
9.4. Séries de Dirichlet proprement dites.

Clest le cas A, = logn. Les séries correspondantes
s’écrivent

£ = T a,

A=l

la notation s étant traditionnelle pour désigner la variable.
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ProposTioN 8. — Si les a,, sont bornés, il y a convergence

absolue pour R(s) > 1. . i
Cela résulte de la convergence bien connue de I 1 [n®

pour a> 1. nel
b
PROPOSITION 9. — St les sommes partielles A,,=3 a,

; m
sont bornées, il y a convergence (non nécessairement absolue)

pour R(s) > 0. .
Supposons que 'on ait |Ap | < K. En appliquant le
lemme d’Abel (lemme 2), on trouve

m -1 1

1 1
| Sen, me | € K( E l;—“m;l‘l‘lml)-

On peut supposer s réel (grace a la prop. 6). Cela permet
d’écrire I'inégalité¢ précédente sous la forme plus simple

lSm.m'I S K!m‘s

et la convergence est évidente.

§ 3. Fonction zéta et fonctions L

3.1. Produits eulériens.

DeérmntTioN 2. — Une fonction f: N — C est dite multi-
plicative si Pon a f(1) = 1 et 51

S (nm) = f () f(m)
chaque fois que les entiers n et m sont premiers entre eux.

Exemples. — L'indicateur d’Euler (chap. I, no 1.2), la
Jonction de Ramanujan (chap. VII, no 4. 9) sont des fonctions
multiplicatives.

Soit f une fonction multiplicative et bornée.
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LemMe 4. — La série de Dirichlet Y, f(n)[n* converge

n=1
absolument pour R(s) > 1, et sa somme dans ce domaine est
égale au produit infini convergent

T +SDF7 4 o+ S ™ + ).

(Ici, et dans toute la suite, on note P 'ensemble des
nombres premiers.) 2

La convergence absolue de la série résulte du fait que
S est bornée (cf. prop. 8). Soit S un ensemble fini de
nombres premiers, et soit N(S) ’ensemble des entiers > 1
dont tous les facteurs premiers appartiennent a S.

L’égalité suivante est immédiate :

% S = TL( S f(pm ™),

nEN(8)
W
Quand S croit, le premier membre tend vers 3 f(n)/n".
n=1

On en déduit que le produit infini converge et que sa
valeur est bien égale & X f(n)/n".

LeMME 5. — St f est multiplicative au sens strict (i.e. si
f(nn') = f(n) f(n) pour tout couple n,n" €N), ona:

o 1
2O = & =T

Cela résulte du lemme précédent, combiné avec I'iden-

tit¢ f(p™) =S(H)™
3.2. La fonction zéta.

On applique le numéro précédent avec f=1. On
obtient la fonction :
< 1 1
(@ =3 <=0 —
n=10 PEP 1 —
P

ces formules ayant un sens pour R(s) > 1.
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PropostTIoN 10. — a) La fonction T est holomorphe et + ()
dans le demi-plan R(s) > 1.
b) On a :
1

s—1

L) = + @(s)

o ¢(s) est holomorphe pour R(s) > 0.
L’assertion a) est évidente. Pour b), on remarque que

I'on a :
1 @ n+1
=rz"'dt= b L~ dt,
s—1 1 ne1

n

On peut donc écrire :
N+l

l @ n+1
=S—1+n§1Jn e
Posons
n+l w
5.0 = j (= rNdt et gls) = T gus).

Tout revient A voir que ¢(s) est définie et holomorphe
pour R(s) > 0. Or il est clair que chaque ¢,(s) vérifie
cette condition; il suffit donc de prouver que la série 3 g,
converge normalement sur tout compact pour R(s) > 0,

Ona:
|Pa(s)| < Sup. [nt— 1|
n<i<n+l
Mais la dérivée de la fonction n=* — ¢~ * est égaled s/t*+1,
On en tire :
| s

[9a(8) | € ,,=+I1’ avec x = R(s),

ct 'on obtient bien une série qui converge normalement
pour R(s) > ¢ quel que soit &> 0,
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C(;ROLLAIRE 1. — La fonction zéta a un pble simple pour
s=1,
C’est clair.

COROLLAIRE 2, — Lorsque s — 1, on a

Zp~t~ log 1/(s— 1)

alors que 3 1/p** reste borné.
k=2
On a
log&(s) = Z 1/k.p** = T 1/p* + ()
g PEP

avec §(s) = X X 1/k.p* La série ¢ est majorée

par la série PEP k=2
< XZlfp(p—1) < Ezlln(n— 1) =1,

Lok -]
L)

On en conclut que reste bornée, et, comme le corollaire 1
montre que log {(s) ~ log 1/(s — 1), le corollaire 2 en
résulte.

Remarque. — Bien que ce soit inutile pour notre objet,
il faut mentionner que {(s) se prolonge analytiquement
cn une fonction méromorphe dans tout le plan complexe,
avec pour seul péle s = 1. La fonction

§(s) ==~ " T(s/2) §(s)

vérifie ['équation fonctionnelle £(s) = E(1 — s).
De plus, la fonction zéta prend des valeurs rationnelles sur
les entiers négatifs :

G(— 2n)
S(1 —2n)

0 si n>0
(—1)*B,/2n si n>0
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' itme nombre de Bernoulli (of, ohs
B, désignant le n- lli (ef, chap, V11,
n® 4.1). ‘ )
On conjecture ( hypothése de Riemann ) que les antres
. l
zéros de { ne trouvent sur la droite R(s) = = celz 4
: :

été vérifié numériquement pour un grand nombre d’entre
cux (plus d’un milliard).

3.3, Les fonctions L.
Soit m un entier z 1, et goit 4 un caractére mod m

(cf. n® 1.3). La fonction L. correspondante est définie par
la série de Dirichlet

L,7) = 2 )l

On notera que, dans cette somme, on peut se borner aux
entiers n qui sont premiers & m; en effet, les autres corres-
pondent 4 une valeur nulle de 7.

Le cas du caractére unité ne donne rien d’essentiel-
lement nouveau :

Prorostrion 11. — Pour 4y =1, ona :
L(s, 1) = F(s) {(s), avee F(s) = Il'[ (1—p-9.
pim

En particulier, L(s, 1) est prolongeable analytiquement pour
R(s) > 0, et admet s =1 pour pole simple.
C’est immédiat.

ProposITION 12. — Pour ¥ # 1, la série L(s, y) converge
(resp. converge absolument) dans le demi-plan R(s) > 0
(resp. R(s) > 1).0na:

1
Lisy) = [T ———,
52 'E':IPI_Z_(_Q)_

?

pour R(s) > 1.
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Les assertions relatives 3 R(s) > 1 résultent de ce qui
a été dit au n° 3.1. Reste A voir la convergence de la
série pour R(s) > 0. D’aprés la proposition 9, il suffit
de voir que les sommes

Ay = Z x(n), us v,
sont bornées. Or, d’aprés la proposition 4, on a
u+m-1
2 yn) =0.
u

On en conclut qu’il suffit de majorer les sommes A, ,
pour v —u < m, ce qui est immédiat : on a
[Au.a] “<- ‘P(m)'
D’ou la proposition.
Remarque. — En particulier, L(1, y) est fini lorsque
x # 1. Le point essentiel de la démonstration de Dirichlet

consiste & prouver que L(1,y) est différent de zéro. Clest
’objet du numéro suivant.

3.4. Produit des fonctions L relatives & un méme entier m.

Dans ce numéro, m est un entier fixé > 1. Si p ne divise
pas m, on note p son image dans G(m) = (Z/mZ)" et
f(p) Pordre de § dans le groupe G(m). Par défini-
tion, f(p) est le plus petit entier f> 1 tel que p/ =1
(mod m). On pose

g(p) = o(m)lf(#) ;

c’est I'ordre du quotient de G(m) par le sous-groupe ($)
engendré par p.
Lemue 6. — Si p + m, on a l'identité
[I(1 —x(p) T) = 1 =Ty,
le produit étant dtendu & tous les caractéres y, de G(m).
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Soit W I'ensemble des racines f(p)-itmes de 'unité,
On a l'identité :
IT 1 —uT) =1—T/»,
wEW

Le lemme 6 résulte de 13, et du fait que, pour tout w e W,
il existe g(p) caractéres x de G(m) tels que ¥(p) = w,

Nous allons maintenant définir une nouvelle fonc.
tion {,,(5), au moyen de la formule

Cm(s) - I;I L(": X.) )

le produit étant étendu a tous les caractéres X de G(m).

ProrosiTioN 13. — On a :

() = 10 !

rm 1 '
P (1 e pﬂp) ')o(r}

Cest une série de Dirichlet a coefficients entiers > 0, convergeant
dans le demi-plan R(s) > 1.

En remplagant chaque fonction L par son dévelop-
pement en produit, et en appliquant le lemme 6 (avec
T = p~*), onobtientle développement en produit del,(s).
Ce développement met en évidence le fait que c’est une
série A coefficients entiers > 0; sa convergence pour
R(s) > 1 est immédiate.

TutorkMme 1. — a) {,, a un péle simple pour s =1,
b) L(1,%) # O pour tout y # 1.

Si L(1,x) # 0 pour tout y # 1, le fait que L(s, 1)
ait un pdle simple pour s =1 montre qu’il en est de
méme de {,,. Donc b) = a). Supposons maintenant que
Pon ait L(l,y) =0 pour un x # 1. La fonction {,,
serait alors holomorphe en s = 1, donc aussi pour tout s
tel que R(s) > 0 (cf. prop. 11 et 12). Comme c’est une
série de Dirichlet A coefficients positifs, cette série conver-
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gerait pour tout s du méme domaine (cf. prop. 7). Mais
c’est absurde. En effet, le p-itme facteur de {,, est égal a

1
(1 _,_.p- fip) a)
et domine la série

1 _!_p-c:»{mn +P-2;tmu 4+ ...

Il s’ensuit que §,, a tous ses coefficients supérieurs a ceux

- = (1 + p- /lp) e +ﬁ~2ﬂpn e 5 .)vfm

de la série :
S, nooms
(n,m)=1
laquelle diverge évidemment pour s = ——1—— D’ou le
résultat cherché. pim)
Remarque. — La fonction ¢, est égale (4 un nombre

fini de facteurs preés) 4 la fonction zéta attachée au corps
des racines m-iémes de "unité. Le fait que g, ait un pdle
simple pour s = 1 peut donc aussi se déduire de résultats
généraux sur les fonctions zéta des corps de nombres
algébriques.

§ 4. Densité et théoréme de Dirichlet

4.1. Densité.

Soit P I’ensemble des nombres premiers. Nous avons
vu (cor. 2 4 la prop. 10) que, lorsque s tend vers 1 (s étant
réel > 1, pour fixer les idées), on a :

1 1
2 =~ 1 ‘
sepp’ ® i1
Soit A une partie de P. Nous dirons que A a pour densité
un nombre réel k lorsque le rapport

1 1
(2, 5)llog =)
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tend vers % lorsque s — 1. (Bien entendu, on a néces-
sairement 0 < 2< 1.) Le théoréme de la progression
arithmétique peut se préciser de la manitre suivante :

THEOREME 2. — Soit m > 1, et soit a tel que (aym) =1,
Soit P, l’ensemble des nombres premiers p tels que $ = a(mod m),
L’ensemble P, a pour densité 1[p(m).

(Autrement dit, les nombres premiers sont « également
répartis » entre les différentes classes modulo m qui sont
premiéres & m.)

CorOLLAIRE. — L’ensemble P, est infini,
En effet, un ensemble fini a une densité nulle.

4.2, Lemmes.

Soit x un caractére de G(m). Posons :

Jx(5) =’§mx(ﬁ)/ﬁ‘,

cette série étant convergente pour s> 1,

Lemme 7. — Siy =1, ona f, ~ log

T—7 pour s > 1,

En effet, f ne différe de la série X 1/p* que par un
nombre fini de termes.

Lemme 8. — Si X # 1, f, reste borné lorsque s — 1,
On va utiliser le logarithme de la fonction L(s, y).
Il faut préciser un peu ce que I'on entend par 13 (du fait
que log n’est pas une fonction A proprement parler) :
L(s, x) est défini par le produit [T 1/(1—yx(p)/p*).
Pour R(s) > 1, chaque facteur est de la forme 1/(1 —«a),

avec |a|<1. Nous définirons log

comme
l—a

2 a"[n (détermination « principale » du logarithme),

ne=l]
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et nous définirons log L(s, x) par la série (évidemment
convergente) :

log L(s, x) = Xlog T XEP) 5= (R(5) > 1)
= Zx(p)"np*

(Autre définition équivalente : on prend la « branche »

de log L(s, x) dans R(s) > 1 quis’annule quand s — o0
sur I’axe réel.)

On peut décomposer log L(s, %) en deux morceaux :
log L{s, x) = £,(s) + Fy(s),

Fy(s) = : ﬂ2> ()" mp.

avec

Le théoréme 1, joint au corollaire 2 4 la proposition 10,
montre quelog L(s, x) et F, (s) restent bornés quand s — 1.
Il en est donc de méme de £, (s), ce qui démontre le lemme.

4.3. Démonstration du théoréme 2.

Il faut étudier le comportement de la fonction
&) = X 1/p*
PEP,
pour s —> 1.

LEMMeE 9, — On a

1
o($) = ——= Zx(a) 1 £.(s),
l9) = s Ztle) )
la somme étant étendue a tous les caractéres y, de G(m).

La fonction X x(a)~! £, (s) sécrit, en remplagant Jy par
sa définition :

2 (Zxa ) x(o)ip.

pim X
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Mais x(a™') wWp) = x(a~'p). D’apres le corollaire A ],
proposition 4,ona:

Ex(a—lp) = ¢@(m) si a”'p=1 (mod m)
X

=0 sinon.
On trouve donc bien la fonction ¢(m) g,(s).

Le théoréme 2 est maintenant évident. En effet, le

lemme 7 montre que f,(s) ~ logs_ 7 pour y =1,

et le lemme 8 montre que les autres f, restent bornés.
En comparant au lemme 9, on voit que

i .. 1
o(m) Cs—1’

ga(*‘) ~

1
ce qui signifie bien que la densité de P, est —.
qui sig q e

4.4. Une application.

ProPOSITION 14. — Soit a un entier qui ne soit pas un carré.,

Llensemble des nombres premiers p tels que (E ) =1 a pour
densité 1/2. p

On peut supposer a sans facteurs carrés. Soit m = 4 |a|,
soit ¥, le caractére (mod m) défini dans la proposition 5
du n° 1.3, et soit HC G(m) le noyau de y, dans G(m).
Si p est un nombre premier ne divisant pas m, soit § son

image dans G(m). On a E‘) =1 si et seulement si
2 ?

7 appartient 4 H. D’apres le théoréme 2, 'ensemble des
nombres premiers vérifiant cette condition a donc pour
densité 'inverse de I'indice de H dans G(m), c’est-a-
dire 1/2.
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COROLLAIRE. — Soit a un entier. Si Péquation X% —a = 0

a une solution modulo p pour presque tout p € P, elle a une
solution dans Z.

Remarque. — 11y a des résultats analogues pour d’autres
types d’équations. Par exemple :

i) Soit f(X) =ayX" 4 ... + a, un polynéme de
degré n, a coefficients entiers, qui soit irréductible sur Q.
Soit K le corps engendré par les racines de f (dans une
extension algébriquement close de Q), et soit N = K :Q];
ona N2> n. Soit P, "ensemble des nombres premiers p
tels que f « se décompose complétement modulo p »,
i.e. tels que toutes les racines de f (mod p) appartiennent
a F,. On peut démontrer que la densité de P, est 1/N.
(La méthode est analogue A celle du théoréme de Dirichlet
— on utilise le fait que la fonction zéta du corps K a un
pole simple pour s = 1.) On peut aussi donner la densité
de '’ensemble P} des p tels que la réduction de f (mod p)
ait au moins une racine dans F; c’est un nombre de la
forme ¢g/N, avec 1< ¢<N (mis A part le cas trivial
ou n=1).

ii) Plus généralement, soit {f,(X;,...,X,)} une
famille de polynémes a coefficients entiers, et soit Q
I’ensemble des p € P tels que les réductions des £, (mod p)
aient un zéro commun dans (F,)". On peut montrer
(cf. J. Ax, Ann. of Math., 85, 1967, p. 161-183) que Q a
une densité; de plus cette densité est un nombre rationnel,

et n’est nulle que si Q est fini.

4.5. Densité naturelle.

La notion de densité utilisée dans ce paragraphe est la
notion « analytique » (ou « de Dirichlet »). Malgré sa
complication apparente, elle est d’une utilisation trés
commode.

Il y a une autre notion, celle de densité « natu-
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relle » : un sous-ensemble A de P a pour densité naty.
relle & si le rapport

Nombre d’éléments de A qui sont < n
Nombre d’éléments de P qui sont <n

tend vers £ quand n — co.

On peut montrer que, si A a pour densité naturelle
la densité analytique de A existe, et est égale A k. Pa;
contre, il existe des ensembles ayant une densité analy-
tique, mais pas de densité naturelle. Clest le cag par
exemple, de I’ensemble P! des nombres premiers dopt le
premier chiffre (dans le syst¢me décimal) est égal 2 1 .
on voit aisément, en utilisant le théoréme des nombre:;
premiers, que P! n’a pas de densité naturelle, et d’autre
part, Bombieri m’a communiqué une démonstration dy
fait que la densité analytique de P! existe (elle est égale
a logyp 2 = 0,3010299...).

Toutefois, cette « pathologie » ne se produit pas pour
les ensembles de nombres premiers considérés plus haut ;
Pensemble des p € P tels que p = a (mod m) a une densits
naturelle (égale & 1/q(m), si a est premier A m); il en est
de méme des ensembles notés P,, P} et Q au numéro
précédent. Pour une démonstration (et une estimation du
« terme d’erreur »), le lecteur pourra consulter les

ouvrages de Prachar, Blanchard et Ellison, cités dans
la Bibliographie.



Cuaritre VII

FORMES MODULAIRES

§1. Le groupe modulaire
1.1. Définitions.

On note H le demi-plan supérieur de C, autrement dit
I’ensemble des nombres complexes z dont la partie ima-
ginaire Im (z) est > 0. 5 b

Soit 8L, (R) le groupe des matrices ( d)’ a coefficients

¢
réels, telles que ad—bc = 1. On fait opérer BL,(R)
sur C = CuU {} dela manitre suivante :

a b -
si g =( d) est un élément de BL,(R), etsi z € C,

on pose

(A

z__az+b
£ T ez 4 d’

On vérifie facilement la formule

(1) Im (g2) = [z F dp°

Il en résulte que H est stable par I’action de 8Ly(R). On
0

) demL@

opére trivialement sur H; on peut donc considérer que

c’est le groupe PSL,(R) = 8L,(R)/{+ 1} qui opére (et
ce groupe agit fidélement — on peut méme montrer que

notera que I'élément —1 = (—_O
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c'est le groupe de tous les automorphismes analytiques
de H). |

Soit 8L,(Z) le sous-groupe de BL,(R) formé des matrices
a coefficients dans Z. Cest un sous-groupe discret de 8L,(R).

Dersrrion 1. — On appelle groupe modulaire
G = BLyZ)/{+ 1)
image du groupe 8L,(Z) dans PSL,(R).
b:
Si g = (a d) est un €lément de BL,(Z), on se per-
¢

mettra souvent de noter encore g son ima
modulaire G.

le groupe

ge dans le groupe

1.2. Domaine fondamental du groupe modulaire.

Soient S et T les éléments de G définis respectivement
0 —1 11
t .Ona:
par o) <t (s ,)-Ona

Sz=—1/g, Tz =2z+41
32 =1, (ST)2 =1.
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Soit, d’autre part, D le sous-ensemble de H formé des
points z tels que |z]=1 et |R(z)| < 1/2. La figure
de la page précédente représente les transformés de D
par les éléments :

(1, T, TS, ST-18, ST-}, §, ST, TS, T~'S, T}

du groupe G.
Nous allons voir que D est un domaine fondamental pour
l’action de G sur le demi-plan H. Plus précisément :

TagoriMe 1. — 1) Pour tout z € H, il existe geG

tel que gz €D.

2) Supposons que deux points distincts z, 2’ de D soient congrus
modulo G. On a alors, soit R(z) = £ 1/2 et z=2 %1,
soit |z|=1¢et 2 =— 1/z.

3) Soit zeD, et soit 1(z) ={glgeG,gz=12} le
stabilisateur de z dans G. On a 1(z) = {1}, sauf dans les
trois cas suivants :

7 =1, auquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 2 engendré par S;

7 =p = €™, auquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 3 engendré
par ST;

z=—p = €, augquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 3

engendré par TS.
Les assertions 1) et 2) entrainent :

COROLLAIRE. — L’application canonique D - H/G est
surjective; sa restriction @ Pintérieur de D est injective.

TuforiMe 2. — Le groupe G est engendré par S et T.

Démonstration des théorémes 1 et 2. — Soit G’ le sous-
groupe de G engendré par S et T, et soit 2 € H. Nous
allons voir qu’il existe g' € G’ tel que g'zeD, cequi

b
démontrera l'assertion 1) du théoréme 1. Si g = (a )
est un élément de G, on a ¢ d

(1) i) o EEH_IJF%)_F;

J.-P. SERRE b
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comme ¢ et d sont entiers, le nombre des couples |,
tels que |cz + d| soit inférieur A un nombre donné est fin,
On en conclut qu’il existe g &G’ tel que Im (gz) 505t
maximum. Il existe d’autre part un entier n te] que T g;
ait une partie réelle comprise entre —1/2 et 41 2.
L’élément 2z’ = T"gz appartient & D; en effet, il suffe
de voir que |2'|> 1; mais, si on avait 7] <1,
I’élément — 1/2’ aurait une partie imaginaire strictement
plus grande que Im (z’), ce qui est impossible. L’élément
g’ = T"g répond donc a la question.

Prouvons maintenant les assertions 2) et 3) du théo-

réeme 1. Soient zeD et g=(: d)eG tels que

gz € D. Quitte 4 remplacer (z, g) par (82,71, on peut
supposer que Im (gz) > Im (z), i.e. que |¢cz + d|est< 1,
Ceci est évidemment impossible si |¢| > 2. Restent donc
lescas c=0,1,—1. Si ¢c=0, ona d= 41 et g est
une translation par + 4. Comme R(z) et R(gz) sont tous
deux compris entre — 1/2 et 1/2, cela entraine, soit b = ()
et g =1, soit b = + 1, auquelcasl’un des nombres R(z)
et R(gz) doit étre égal 2 — 1/2 et autre 2 1/2. Si ¢ = 1,
le fait que | z + d| soit < 1 entraine d = 0, saufsi z — P
(resp. — p) auquel cas on peut avoir d =0, 1 (resp.
d=0,—1). Lecas d =0 donne |z| <1, d’ot |2| =1;
d’autre part, puisque ad — bc = 1, ona b= —1, d’ou
g2 =a—1/z et la premitre partie de la discussion
montre que ¢ = 0, saufsi R(z) = 4 1/2, ie.si z — P
ou —p, auquel cas on peut prendre q = 0,—1 ou
a=0,1. Lecas z=p, d=1 donne a—b =1 et
gp =a—1/(1+p) =a+p, dott a=0,1; on traite
de méme le cas z=—p, d=—1, Enfin, le cas
¢=—1 se raméne au cas ¢=1 en changeant les
signes de a, b, ¢, d (ce qui ne change pas g, considéré
comme élément de G). Ceci achéve la vérification des
assertions 2) et 3).

Il nous reste a prouver que G’ = G. Soit £ un élément
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de G. Choisissons un point z, intérieur 4 1) (par exemple
zy == 21), etsoit z = gzy, Ona vu plus haut qu'il cxiste
g €G' tel que g'zeD. Les points 7, et g% = 1 hty
de D sont congrus modulo G, et 'un d’eux est intéricur
3 D. D’aprés (2) et (3) il en résulte que ces points sont
confondus et que g’z = 1. On a donc bien g,
ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — On peut montrer que < 8,1 5, (81)% ,
est une présentation de G, ou (ce qqui est bquivalent) que
G cst produit libre du groupe cyclique d’ordre 2 enyendrt par 5
et du groupe cyclique d’ordre 3 engendré por ST.

§ 2. Fonctions modulaires

2.1. Définitions.

DEFINITION 2. — Soit ko un entier. On appelle fonstion
faiblement modulaire de poids 2k () toute Sonction méromurphe f
sur le demi-plan H qui vérifie la relation

@) 1)) = (2 4 d)- 2L

pour lout (: Z) € 8BL,(2).

Soit g I'image dans G de (a d) .Ona:
¢

d(gz)|dz = (cz 4 d)~%
La relation (2) peut donc 8'écrire :

f(g7) _ (M)-k

flz) " dz

ou encore

(3) f(g2) d(gz)* = [ () d"

(1) Certains auteurs disent que f est « de poids — 2k », d'autres
que / est « de poids k ».
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Elle signifie que la « forme différentielle de poids £ 5
f(z) dZ* est invariante par G. Comme G est engendré par
les éléments S et T (cf. th. 2), il suffit que cette forme
soit invariante par S et par T. D’oy

ProrosITION 1. — Soit f une fonction méromorphe sur H.
Pour que f soit une fonction faiblement modulaire de poids Op
il faut et il suffit que Uon ait les deux relations ’
(4) Sz +1) = f(2)

(5) S(—1/z) = 2% f(2).,

Supposons la relation (4) vérifiée. On peut alors expri-

mer f comme fonction de ¢ = ¢2™ fonction que nous

noterons f; elle est méromorphe dans le disque lgl <1

privé de l’origine. Si f se prolonge en une fonction méro-
morphe (resp. holomorphe) a origine, nous dirons, par
abus de langage, que f est méromorphe (resp. holomorphe)

a linfini. Cela signifie que f admet un développement de
Laurent au voisinage de I’origine

~ + @
flg) = _Zman q"
ol les a, sont nuls pour n assez petit (resp. pour n < (),

DeriNtTION 3. — Une fonction Saiblement modulaire est dite
modulaire si elle est méromorphe & Pinfini. .

Lorsque fest holomorphe A I'infini, on pose S(0) =£(0),
C’est la valeur de f A Pinfini.

DEFINITION 4. — On appelle forme modulaire toute Sonction
modulaire qui est holomorphe partout (y compris & I'infini);
st une telle fonction s’annule & infini, on dit que c’est une forme
parabolique (Spitzenform en allemand, cusp form en anglais).

Une forme modulaire de poids 2k est donc donnée par
une série

6) @ =S =3 o

ne=0 n=0
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qui converge pour |g| <1 (i.e. pour Im (z) > 0), et
qui vérifie 'identité

(5) S(—=1]z) = 2 f(2).
C’est une forme parabolique si a, = 0.
Exemples

1) Si f et f’ sont des formes modulaires de poids 2k
et 2%, le produit ff’ est une forme modulaire de poids
2k + 2K’

2) Nous verrons plus loin que la fonction

g [T (1 —¢qm* =q—24¢> +252¢° —1472¢* + . ..

n=1

est une forme parabolique de poids 12.

2.2, Fonctions de réseaux el fonctions modulaires.

Rappelons d’abord ce qu’est un réseau dans un espace
vectoriel réel V de dimension finie : ¢’est un sous-groupe I
de V vérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) I est discret et V/I' est compact;
ii) I' est discret et engendre le R-espace vectoriel V;
iii) il existe une R-base (¢,, . . ., ¢,) de V qui est une Z-base

deI (ie. ' =2¢,® ... ®Ze,).

Soit Z [ensemble des réseaux de C, considéré comme
R-espace vectoriel. Soit M 'ensemble des couples (w,, w,)
d’éléments de C° tels que Im (w;/w,) > 0; a un tel
couple, on associe le réseau

P(wl, (ﬂz) = Zml ® Z'CIJz
de base{ w,, &, }. On obtient ainsi une application M — %
qui est évidemment surjective.

a b
Soit g = ( ) € 8L,(Z) et soit (0, wy) € M.
Posons : ¢ d

w; =aw, + b, et @, =cw; + dw,.
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Il est clair que{wj, wz Jest une base de T'(w, 6s,). De pluy,
si 'on pose z = /e, et 2 = wifu,, on z ;
az -+ b

zl:cz-;’-dzgz'

On en conclut que Im(Z) >0, donc que (@}, wl)
appartient 2 M.

PropostTiON 2. — Pour que dewr éléments de M définiszomy
le méme réseau, il fout et il suffit qrils soient congrus .
duls SLy(Z).

On vient de voir que la condition est suffisante. Inver.
sement, si (w,, ;) et (@, &3;) sont dcu:f: éléments de M
qui définissent le méme réseau, il existe une matrice

a b

¢
la premitre base en la seconde. Si det (z) était < ), Io
signe de Im (w{/w,) serait Popposé de celui de Im (w,)e,),
comme on le voit par un calcul immédiat. Ces deyx
signes étant les mémes, on 2 nécessairement det (z) = 1
ce qui démontre la proposition.

On peut donc identifier Pensemble R des réseaux de C
avec le quotient de M par Paction de 8L,(Z).

Faisons maintenant opérer C sur Z (resp. sur M) par
[l (resp. (0, 6,) = (hsy, 2ay)), 2.2 C. Le quo-
tient M/C” s’identifiec 24 H par (w;, w,) - 2 = w,/u,, et
cette identification transforme I’action de 8L,(Zj sur M
en celle de G = 8L,(Z)/{£ 1} sur H (cf. n° 1.1). On
tire de 12 :

entiére g = ( ) de déterminant + 1 qui transforme

PropostTion 3. — L'application (w,, ©35) > @[3, induit
bar passage au quotient une bijection de ZC" sur H|G.

(Ainsi, un élément de H/G peut étre identifié i un
réseau de C, défini 2 homothétie pres.)

Remarque. — Associons 4 un réseau T de C la courbe
elliptique Epr = C[T'; il est facile de voir que deux ré-
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scaux [" et I définissent des courbes elliptiques isomorphes
si, et seulement si, ils sont proportionnels. Cela fournit une
troisi¢tme dcscriptiﬂn de HfG — ;@:’0' « c'est 'ensemble
des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques.

Passons maintenant aux fonctions modulaires. Soit F une
fonction sur %, 4 valeurs complexes, et soit 2 £Z. Nous
dirons que F est de poids 2k si 'on a

(7) F(AT) = A-2F(T)

pour tout réseau I' et tout A e C",

Soit F une telle fonction. Si (w;, w,) €M, notons
F(w;, wp) la valeur de F sur le réseau I'(v,, ©,). La
formule (7) se traduit par

(8) - Fawy, Me,) =A% F(w,, w,);

de plus, F(w,, ;) est invariante par I'action de SL,(Z)
sur M.

La formule (8) montre que le produit u# F(w,, &) ne
dépend que de z = w,/w,. Il existe donc une fonction f
sur H telle que

(9) Flo, 0,) = 07 * fo,/o,).
En écrivant que F est invariante par 8L,(Z), on voit
que f satisfait a l'identité

@ £ = (e + )2 f(E

pour tout (: j) € 8L,(Z).

Inversement, si f vérifie (2), la formule (9) lui associe
une fonction F sur £ qui est de poids 22. On peut ainsi
identifier les fonctions modulaires de poids 2k & certaines
Sfonctions de réseaux de pords 2k.
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9.3. Exemples de fonctions modulaires : sérips d’ Eisenstein

Lemme 1. — Soit I' un réseau de C. La séri, 2 1y o

est convergente paw’Z o v 2ﬁ YET Yl
(Le symbole signifie que la sommation

les éléments non nuls de I'.) porte sur
On peut procéder comme pour la série 21 /n%, .. ma:

rer la série considérée par un multiple de I’in'tégri(l);

dx dy
e ﬂ (¥ - )= étendue au plan privé d'un disque

de centre 0. L’intégrale double se calcule sans difficulté

passant aux « coordonnées polaires ». Une autre méthe, ;n
essentiellement équivalente, consiste A remarquer que f:
nombre des €léments ye I tels que || soit Comprisqent e
deux entiers consécutifs n et n + 1 est O(n); 1a conver cnre
de la série est ainsi ramenée A celle de la série El/gnu tce

Soit maintenant 2 un entier > 1. Si " es
de C, posons

(10) Gy (T") =Er 1.

Cette série, dite série d’Eisenstein, converge absolument
en vertu du lemme 1. On obtient ainsi une fonction dci.
réseaux de poids 2k, que nous noterons G, (bien que la
notation Gy soit plus commode...). Comme ay numéro

précédent, on peut considérer G, comme une fonction
sur M, donnée par

1
11 G.(w,, = 2,/ -
( ) k( 1 (’32) Eﬂ (mm1 + nmg)”‘ ’
ici encore, le symbole X' signifie que la sommation porte
sur les couples d’entiers (m, n) distincts de (0, 0). La fonction
sur H correspondant & G (par le procédé explicité au

numéro précédent) est encore notée G,. D’aprés les
formules (9) et (11), on a :

(12) G.(2) = X :

m.n (mz + n)%

t un réseay
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PROPOSITION 4. — Soit k un entier > 1. La série d’ Eisenstein
G, (2) est une forme modulaire de poids 2k. On a

G, (0) = 2¢(2k)

ot U désigne la fonction zéta de Riemann.

Ce qui préceéde montre que G, (2) est faiblement modulaire
de poids 2k. Il faut voir que G, est partout holomorphe
(y compris a I'infini). Supposons d’abord que z appar-
tienne au domaine fondamental D (cf. n® 1.2). On a
alors :

|mz + n|? = m? 2z + 2mnR(z) + n?
> m2—mn + n? = |mp—nl?

D’aprés le lemme 1, la série >’ 1/|mp — n|* est conver-
gente. On en conclut que la série G,(z) converge normale-
ment sur D, donc aussi (en appliquant le résultata G, (g~ * z),
avec g € G) dans chacun des transformés ¢gD de D par G.
Comme ceux-ci recouvrent H (th. 1), cela montre que G,
est holomorphe dans H. Reste & voir que G, est holomorphe
4 I’infini (et A trouver sa valeur en ce point). Cela revient
a prouver que G a une limite pour Im (z) - co. Or,
on peut supposer que z reste dans le domaine fonda-
mental D; vu la convergence uniforme sur D, cela permet
de passer 4 la limite terme & terme. Les termes 1/(mz + n)*
relatifs 4 m # 0 donnent 0; les autres donnent 1 [n2*,

On a donc
lim.G,(2) = X' 1/n* = 2 X 1/n%* = 2{(2%),
n=1

ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — Nous donnerons au n° 4.2 le dévelop-
pement de G, en série de puissances de ¢ = £,

Exemples. — Les séries d’Eisenstein de poids les plus bas
sont G, et G, qui sont de poids 4 et 6. Il est commode (3
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cause de la théorie des courbes elliptiques) de les rem-
placer par les multiples

(13) By = 60G2, 8 = 140G3.

On a g(®) = 1207(4) et gz(c0) = 2807(6). Vu les
valeurs connues de (4) et {(6) (cf. par exemple n° 4.1
ci-apres), on trouve

4 8
(14)  g(@) =3 et g(@) =t

Si 'on pose
(15) A = g8 —27g,

on en déduit que A(o0) = 0; autrement dit, A est une
forme parabolique de poids 12.

Lien avec les courbes elliptiques. — Soit I' un réseau de C,
et soit
1 1 1
U) = =+ 2 (——— —3
(16) pr() =5+ & (=g — R
la fonction de Weierstrass () correspondante. Les G,(T")
interviennent dans le développement de Laurent de pp :

A7) pel@) = 5 + I (Zh—1) Gy(I) .

Si I’on pose x = pr(4), » = pr(u), ona
(18) r = 4x" — gy x — g3,

avec g, = 60G,(I"), gg = 140G4(I') comme ci-dessus.
A un facteur numérique prés, A = g§ — 27g3 est égal
au discriminant du polynéme 4X3 — g, X — gi.

On démontre que la cubique (projective) définie par

(1) Voir par exemple H. CARTAN, Théoric élémentasre des fonctions
analytiques d'une ou plusieurs variables complexes, chap. V, §2, n° 5.
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I'équation (18) est isomorphe 2 la courbe elliptique C/T';
en particulier, c’est une courbe non singuliére, ce qui
entraine que A est # 0.

§3. L’espace des formes modulaires

3.1. Les zéros et les piles d’une fonction modulaire.

Soit f une fonction méromorphe sur H, non identi-
quement nulle, et soit  un point de H. Nous appellerons
ordre de f en p, et nous noterons v,(f), I'entier n tel que
f](z— p)™ soit holomorphe et non nul en p.

Lorsque f est une fonction modulaire de poids 2k,

I'identité :
£3) = (e + d) =G0

montre que 2,(f) = 94, (f), si g€G; en d’autres termes,
v,(f) ne dépend que de 'image de p dansle quotient H/G.

On peut de plus définir v, ( f) comme I'ordre pour g =0
de la fonction f(q) associée a f (cf. n°® 2.1).

Enfin, nous noterons e, 'ordre du stabilisateur du
point p; on a ¢, =2 (resp. ¢, =3) sl p est congru
modulo G A ¢ (resp. 4 p), et ¢, = 1 sinon, cf. théoréme 1.

TutorEME 3. — Soit f une fonction modulaire de pords 2k,
non identiquement nulle. On a

1 R
(19) yoo(f) +pEZHIG—v’(f) =E

69
[On peut aussi écrire cette formule sous la forme
1 1 " k
(200  w(f) +5u(f) +3%0) +,£;G””(f) =5
ot le signe ¥’ indique que la sommation porte sur les

points de H/G distincts des classes de i et de p.]
Observons d’abord que la somme écrite dans le théo-
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réme 3 a un sens, i.e. que f n'a qu’un nombre fini de zéros
et de poles modulo G. En effet, puisque f est méromorphe, il
existe r > 0 tel quefn ait nizéro ni pole pour 0 < lgl <r;

1 1
ainsi f n’a ni zéro ni pole pour Im (2) > = log (;)

Or, la partie D, du domaine fondamental D définie par
1 1
lsinégalité Im (2) < _2.‘3'_': IOg (;) est Compacte; commefest

méromorphe dans H, elle n’a qu'un nombre fini de zéros
et de poles dans D,, d’ol notre assertion. 1 d

Pour démontrer le théoréme 3, nous intégrerons ——— 4
sur le bord de D. Plus prec1sément aim f

1) Supposons que f n’ait, sur la frontiere de D, d’autres
zéros ou d’autres poles que , p, — p evcntuellemcnt Il
existe un contour € tel celui
représenté ci-contre, dont
I'intérieur contienne un re-
présentant de chaque zéro ou
pole de f non congru aiou e
D’apres le théoréme des ré-
sidus, on a :

af :
217‘ i péz;!mv’(f)'

Bl D’ D’autre part :

a) Le changement de va-
riable ¢ = ¢™* transforme
I’arc EA en un cercle w cen-
tré en ¢ = 0 parcouru dans
le sens rétrograde et ne ren-

fermant d’autre zéro ou pdle
de f que 0 évcntuellcmcnt D’ou :

Y_L(L_ .
2111: Ef 2imdof

A - E
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3 1 4 .
6) L'intégrale de 5— 7’,{ sur le cercle auquel appartient

-y

I'arc BB’, parcouru dans le sens rétrograde, vaut — g, ( f).

Lorsque le rayon de ce cercle tend vers 0, I'angle B, B
2=

tend vers %', d’ou :
1 ™df 1
2—-JB 2 > —galh).
De méme, lorsque le rayon des arcs CC’ et DD’ tend
vers 0 : .
1 [T df 1
Tn’h:.[c ? _*_:iyi(f)
1 Vdf 1
=) F>—gal)

¢) T transformant I'arc AB en I'arc ED’, et f(Tz) étant
égal & f(z), on a :

w| T+ _mf“-’f 0.

d) S transformant I'arc B'C en I'arc DC', et f(Sz) étant

égal 2 s*f(z),ona:

S _ gy e I8

f(82) S’
d’ou :
G Sz
L] a'f+9_ gl J"(q’fz) j{((s:)))
?J'BJ' cf am
1 dz
==l (—2k*;)
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lorsque les rayons des arcs BB', GC', DD’ tendent vers 0,
En écrivant 1'égalité des deux EXPressions trouyvées

i 1 f df et en passant a la limite, on trouye la
POUr oo f
formule (20). ;

2) Supposons que f ait un zéro ou un Eélc A sur la

1 13
demi-droite {z|R(z) = — 3 Im (z) > —2-} On re-
A, : prend la méme démonstra-

tion avec un contour € mg.
difié au voisinage de ) et
| de TA comme P’indique 1a f.
gure (I'arc de cercle contour.
. : nant TA est le transforme
Gl $Ta par T de larc de cercle
; ! contournant 1),
On procéde de maniére

analogue si f a plusieurs
r A 2€ros ou péles sur le bord

de D.
By&\vo'

8 €€ p Remarque. — Cette démons.
tration un peu pénible aurajt
pu étre évitée si 'on avait
défini une structure analyti-
que complexe sur le compac-

tifi¢ de H/G (cf. par exemple
Seminar on Complex Multiplication, Lecture Notes in Math.,
n® 21, exposé II).

-1

— e ————

2 0

55

3.2. Lalgébre des formes modulaires.

Si k2 est un entier,
C-espace vectoriel des
(resp. des formes parab

nous noterons M, (resp. MY) le
formes modulaires de poids 2k
oliques de poids 2%), cf. n° 2.1,
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définition 4. Rappelons que M} est le noyau de la forme
linéaire fr> f(o) sur M;; on a donc dim M,/MJ{ < 1.
De plus, pour %2> 2, la série d’Eisenstein G, est un
élément de M, tel que G, () # 0, cf. n° 2.3, propo-
sition 4; on a donc

M, =M!&C.G, (pour k> 2).

Rappelons enfin que 'on note A I’élément g3 — 27g5
de MY, o g, = 60G, et g, = 140 G,.

TuEOREME 4, —i) Ona M, = 0 pour k<0 et k = 1.

ii) Pour £ =0,2,3,4,5, M, est un espace de dimen-
sion 1 admettant pour base 1, G,, Gg, Gy, G5; 0na M) = 0.

iii) La multiplication par A définit un isomorphisme de M, _q
sur M.

Soit f un élément non nul de M,. Tous les termes du
membre de gauche de la formule

@) sl Faul) Finl) + T al) =5
pEH/G

sont alors positifs. On a donc k2> 0, et aussi % # 1
car—é ne peut pas s’écrire sous la forme n + n'/2 + 7"/3,

avec n,n’,n” > 0. Cela démontre 1).
Appliquons maintenant (20) & f = Gy, #=2. Onne

peut écrirt:gsous la forme n 4+ n'[2 + n"[3, n,n’,n" 2 0,

que pour z =0, n'=0, n"=1; on en conclut que
7,(Gg) = 1 et que 7,(G,) = 0 pour p # p (modulo G).
Le méme argument s’applique & G; et montre que
5(G,) = 1 et que les autres 2,(G;) sont nuls. Ceci suffit
déja a prouver que A ne s’annule pas au point i, donc
n’est pas identiquement nul. Comme le poids de A est 12,
et que 7,(A) > 1, la formule (20) montre que ,(3) =0
pour p # © et que 7,(A) =1; autrement dit, A ne
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s’annule pas sur H, et a un zéro simple a linfini, Si fest un
élément de M}, et si 'on pose g = fJA, il est clair que
g est de poids 2k — 12; de plus, la formule

R /A

montre que v, (g) est > 0 pour tout p, donc que g appartient

M, _s, ce qui démontre iii).

Enfin, si 2<5, ona 2—6<0, dou M) =0
d’apres i) et iii) ; on en conclut que dim M, < 1. Comme
1, G,, G;, G, Gy sont des éléments non nuls de |
M;, M;, M, My, ona dim M, =1 pour 2 =0, 2, 3,4,5,
ce qui démontre ii).

CorOLLAIRE 1. — On a :
[%/6] stk=1 (mod6), 2> 0
[£/6] +1 sik% 1 (mod6), 2> 0.
(Rappelons que [x] désigne la partie entiére de x, i.e. le
plus grand entier n tel que n < x.)

La formule (21) est vraie pour 0< & < 6, d’apres 1)
et ii). D’autre part, les deux membres augmentent d’une

unité lorsqu'on remplace & par k2 4+ 6 (cf. iii)). La
formule est donc vraie pour tout &2 > 0.

(21) dim M, =

CoROLLAIRE 2. — L'espace M, admet pour base la Samille
des monomes G§ G§, avec o, B entiers > 0 et 2 + 3B =k

Montrons d’abord que ces mondmes engendrent M,.
Clest clair pour k< 3, d’aprds i) et ii). Pour k> 4,
on raisonne par récurrence. On choisit un couple (y, 8)
d’entiers > 0 tel que 2y + 38 =k (C’est possible pour
tout %2> 2). La forme modulaire g = GYG} est non
nulle a linfini. Si fe M,, il existe donc A € C tel que

f—2Ag soit parabolique, donc de la forme Ah, avec

heM,_q cf. ii). On applique alors ’hypothése de
récurrence 3 A.
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I1 reste A voir que les mondmes en question sont linéai-
rement indépendants; s’ils ne Détaient pas, la fonc-
tion GI/G§ vérifierait une équation algébrique non tri-
viale, A coefficients dans C, donc serait constante, ce qui
est absurde puisque G, s’annule en p mais pas G,.

+®

Remarque. — Soit M = X M, lalgtbre graduée
somme directe des M,, et soit € : C[X,Y] - M I’homo-
morphisme qui applique X sur G, et Y sur Gg. Le corol-

laire 2 équi.vaut A dire que ¢ est un isomorphisme; on peut
donc identifier M a l'algébre de polyndmes C[G,, Gs].

3.3. L’invariant modulaire.

Posons
(22) j = 1728 g}/A.

PROPOSITION 5. — a) La fonction j est une fonction modu-

laire de poids 0.
b) Elle est holomorphe dans H et a un pole simple & Uinfini.
c) Elle définit par passage au quotient une bijection de H|G
sur C.
L’assertion a) provient de ce que g3 et A sont toutes
deux de poids 12; b) provient de ce que A est # 0 sur H
et a un zéro simple a Pinfini, alors que g, est non nulle
3 Pinfini. Pour prouver c), il faut voir que, si A€ C, la
forme modulaire f = 1728g3 —A A a un zéro et un seul
modulo G. Pour cela, on applique la formule (20), avec
f=/f, et k=6 Les seules décompositions de £/6 =1

sous la forme n + n'[2 + n’|3, avec m,n', n" > 0, cor-
respondent 2
(n,n'yn") = (1, 0,0), ou (0,2, 0), ou (0,0,3).

Cela entraine bien que f, s'annule en un point et un seul

de H/G.
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PropostTiON 6. — Soit f une fonction méromorphe sur H
Les propriétés suivantes sont équivalentes : '
i) f est une fonction modulaire de poids 0
ii) f est quotient de deux formes modulaires de méme poids.
iii) f est une fonction rationnelle de j. )

Les implications iii) = ii) = i) sontimmédiates. Mop.-
trons que i) = iii). Soit donc f une fonction modulajre,
Quitte a multiplier f par un polynéme en j convenable,
on peut supposer que f est holomorphe sur H. Comme
A s’annule a 'infini, il existe un entier n> 0 te] que
g = A"f soit holomorphe a l'infini. La fonction g est
alors une forme modulaire de poids 12n; d’aprés le corol]-
laire 2 au théoréme 4, on peut I’écrire comme combinaison
linéairc des Gg GE, avec 2 + 3[3 = Bn. Par Iinéarité,
on est ramené au cas ou g = G§G§, ie. f= Gg G§/An.
Mais la relation 2a + 38 = 6n montre que p = /3 et
g = B/2 sont des entiers,etl'ona f = G}* G*/A?*+9, QOp
est ainsi ramené A voir que G3/A et G/A sont des fonctions
rationnelles de j, ce qui est évident.

Remarques. — 1) Comme on I’a signalé plus haut, il est
possible de définir de fagon naturelle une structure de

variété analytique complexe sur le compactifié ﬁ(}.} de H/G.
La proposition 5 s’énonce alors en disant que j définit un

isomorphisme de ﬁTG sur la sphére de Riemann
8, =CuU{}

quant 2 la proposition 6, elle se réduit au fait bien connu
que les seules fonctions méromorphes sur 8, sont les
fonctions rationnelles.

2) Le coefficient 1728 = 2%3% a été introduit pour
que j ait un résidu égal a 1 A 'infini. Plus précisément, les
développements en série du § 4 montrent que :

(23) j(z)=$+744+§c(n)g", 1eH, ¢=e,

=1
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On a :
c(1) = 223%1823 = 196884

¢(2) = 2115.2099 = 21493760.

Les ¢(n) sont des entiers, jouissant de remarquables
propriétés de divisibilité :

n=0 (mod 2° =¢(n) =0 (mod 2%a+8) g > 1

n=0 (mod 3% =¢(n) =0 (mod 3**%) ~
0 (mod 5% = ¢(n) =0 (meod e
0 (mod 7% = ¢(n) =0 (mod )
0 (mod 11°) = ¢(n) = 0 (mod 11°).
dessus A. O. L. ATKIN et J. N. O’'Brien, Trans.
e l'article d’ATKIN
North Holland,

| a2
m o m

Voir la-
Amer. Math. Soc., 126, 1967, ainsi qu

dans Computers in mathematical research (
1968).
§ 4. Développements en série & Dinfini

4.1. Nombres de Bernoullt.
IIs sont définis par le développement en série :

X w0
(24) Z—1 = 1230 by *R!,

cf. BOURBAKI, FVR, chap. VL
On a bo= 1, & = — 1/2, bok +1 =0 (k? 1):
= (—1)¥*!B, avec B,> 0 (k>1), de sorte que

by =
l’ign peut récrire (24) sous la forme :
x % . x2*

4 R — 1)¥+1B, ——.

e F—=1—z RV R
Table numérique
1 1 1 1 5

B, = 6! Bz == Eﬁ’ - Zﬁs B{ - 3'_0': Bb gﬁ
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B=-6—g=}- B7=zs B8=@Z: ____‘9_8_(1'2
° 27307 6 5107 ™ 798
B - 174611 _ 854513 236364091
TR0 T 188 7 BT 2730
8553103 B — 23749461029
& o M 810
Remarque. — Les valuations p-adiques v,(B,) des B,
possédent les propriétés suivantes :
i) si p—1 divise 2%, alors v,(B,) = —1;

ii) si p—1 ne divise pas 2k, alors v,(By/k) >0 (et
a fortiori v,(By;) = 0).

Il en résulte que le dénominateur de B, est le produit
des nombres premiers p de type i). Il n’y a pas de formule
de ce genre pour les numérateurs; indiquons seulement
que ceux de By, ..., By sont premiers, et que ceux de
By, - .., By, se factorisent de la fagon suivante :

174611 = 283.617; 854513 = 11.131.593

236364091 = 103.2294797; 8553103 = 13.657931

23749461029 = 7.9349.362903.

Les B, permettent de calculer les valeurs de la fonction
zéta de Riemann pour les entiers pairs > 0 (et aussi pour
les entiers impairs < 0) :

Prorosrrion 7 (Euler). — St & est un entier > 1, on a :
92k - 1

(25) A
L’identité
© 2% 2%k
(26) zeotgz =1 —E}l B, @)1
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résulte de la définition des B, en posant x = 2iz. D’autre
part, en prenant la dérivée logarithmique de

i - 2%
(27) sin 2 = z“l'_I1 (1— ;2;2) :
ona:

@ 22
z cot =1 2 e e
() cogs=1+22 o 5=
™ w ok

i 0%

n=1k=1 !l?k‘lt'ﬂ

En comparant (26) et (28), on obtient (25).

Exemples
2 oy
(2 =53 ‘@W=335 O =357

L 710
(8 =5zigry U0 =571l

' 691 n12 2 it
8(12) = 35 59.72.11.13° ) =557 11.13

4.9. Développements en série des fonctions G, .

Nous allons donner le développement de Taylor de
la série d’Eisenstein Gy(z) par rapport a ¢ = o,
On part de la formule bien connue :

1 : 1 1

(29) mcotgmz=—-+ % + .
Z me=124+m Z—m
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On a par ailleurs :

1
(30) wcotgmz=1 el Y k. ax

sin 7tz q—l

; 2ir . @
=1 — =i —2ir X ¢,

—49 n=0

D’ou, en comparant :

31 Z ( . + : ) = in—2i 3
e = — n
( ) +m-1 Z4+m Z—m " 1R‘Eq.

ne=(

Par dérivations successives de (31), on obtient la formule
suivante (valable pour % > 2) :

1 1 b
32 - — 2t T pt-1g0
( ) m§z (m + Z)k ( e 1)' ( tn) nglnk q
Convenons de noter o,(n) la somme I d* des puis-

din
sances k-iémes des diviseurs positifs de n.

Prorosrrion 8. — Pour tout entier k> 2, on q :
(2im)* =

(33) Gy(2) = 25(2k) + ?_-:-_l)_i Y u’u 1(n) g".
On développe : .
Cu(2) =tu mEﬂO 0) (712 + m)*
A2k +2F F

n=1mez (nz 4+ m)%’

En appliquant (32) (avec z remplacé par nz), on en

déduit : 2 2miye
biw] @ @©
Gy(2) = 2((2k) + m nz-;x ¢§1au tg
2 =

=X + s B o)

Ae=]
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CoroLLAIRE. — Gy(2) = 2[(2) E,(z), avec

(34) E(s) =1+ Ytﬂ}:_:lﬂu-x(ﬂ) q"
el
(35) = (=15

On définit E;(z) comme le quotient de G, (z) par 2L (2k);
1 est clair que Ey(2) est de la forme (34). Le coefficient v,

se calcule au moyen de la proposition

_ !
Ye = ZE— 1)1 §(24)
B TV O LI .
=211 F B> =l
Exemples
s 1
E,=1+ 2402103(11) q" g = (2m)* 23 E,
- 1
b =1—504 Saes 6= Egh
E,=1+ 480 X o,(n)¢" (480 = 25.3.9)
n=1
F, = 1—264 T 05(r)¢" (264 = 2°.3.11)
ne=l
65520 2
Eg=1+ -z—g—l-—- Y op(m) " (65520 =24,32.5.7.13)
n=1
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Remarque. — On a vu au n® 3.2 que 'espace des formes
modulaires de poids 8 (resp. 10) est de dimension 1.
On a donc :

D’ou les identités : i
1

ay(n) = og(n) + 120:2:163(771) ag(n — m)
1164(n) = 2164(n) — 1005(n) + 5040 ”E:Ua(") o5(n — m).

Plus généralement, chaque E, peut s’exprimer comme
polynéme par rapport A E, et E,.

4.3. Ordre de grandeur des coefficients des formes modulaires.
Soit
6 f=Zagr  (g=ev

une forme modulaire de poids 2k, 2> 2. On s'intéresse
a la croissance des a,.

ProrosrrioN 9. — Si f = G,, Pordre de grandeur de a,
est i =1, De fagon plus précise, il existe deux constantes A, B> (
telles que

(38) An®*-1< |g,| < Bn®-1,
La proposition 8 montre qu’il existe une constante
A >0 telle que a, = (— 1)*Acy _,(n), d’ou :
|85 | = Aoy _y(n) > An*-2,

D’autre part :
4] Az LAz b arm—t
nZk-1 " T4 g%k-1 di R (2t —1) < + 0.
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Tnéorime 5 (Hecke)., — Si f est une forme parabolique,
on a:
(39) a, = O(n).
(Autrement dit, le quotient [a, |/n* reste borné quand

n -+ CO.)
Puisque f est parabolique, on a a5 = 0 et I'on peut

mettre ¢ en facteur dans le développement (37) de f.
D'ol
(40) | f(2)] = O(g) = O(e~2™), avec y = Im (2)

lorsque ¢ tend vers 0.
Soit @(2) ="f(2)|}*. Les formules (1) et (2) montrent

que @ est invariante par le groupe modulaire G. De plus,
@ est continue sur le domaine fondamental D, et la for-

mule (40) montre que @ tend vers 0 pour y — 0. On en
conclut que @ est bornée, autrement dit qu'il existe une

constante M telle que
(41) | f(2)] < My ®*  pour z€H.

Fixons y et faisons varier x entre 0 et 1. Le point
g = ™=+ W décrit un cercle C, de centre 0. D’aprés la
formule des résidus, on a :

o0 = 5 Jo SO g = [ S+ ) g7

(On pourrait aussi déduire cette formule de celle donnant
les coefficients de Fourier d’une fonction périodique.)

En utilisant (41), on en tire :
la, | € My ke,

Cette inégalité est valable pour tout y > 0. Pour y = 1/n,
elle donne |a, | < ¢**Mn*, d’ou le théoréme.

COROLLAIRE, — St f n'est pas une forme parabolique, I'ordre
de grandeur de a,, est n™* "1,
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On écrit S sous la forme
hh fa?bolig;ue, ¢t on applj
théoréme 5 en tenant com et |
geable » devant it pte de ce que n* egt n i

apres Delign
on a

]

G = O(n*=112 g (1))
OlU ao(n) est le nombre des diviseurs de , Cela entra
- - ine
@y = O(nk~12+r) Pour tout ¢

4.4, Le développement de A,

Rappelons que
(42) A =g} —27g2 = (2m)n 2703"%(E§ — BY)
= (2r)% (¢ — 24¢% 4+ 202¢° — 1472¢¢ 4 e

TrtorkmE 6 (Jacobi). — A = (2m)2, [ —_—

: ne1 '
[Cette formule se démontre de fagon naturelle ay
moyen de la théorie des fonctio

‘ ns elliptiques. Comme cette
méthode nous entrainerait trop loin, nous allons indiquer
une autre démonstration, qui est « élémentaire » mais

quelque peu artificielle; pour plus de détails, le lecteur

pourra se reporter & A. Hurwitz, Math, Werke, Bd. I,
p. 977-595.]

Posons :

Pour prouver que F et A sont proportionnels, il suffit de
montrer que F est une forme modulaire de poids 12;
en effet, le fait que le développement de F ait un terme
constant nul montrera que F est parabolique, et I'on
sait (th. 4) que 'espace MJ des formes paraboliques de
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ids 12 est de dimension 1. D’aprés la propositi
du n° 2.1, tout revient A prouver q&: Frepestion: 1

(44) F(—1/2) = 2R ().
Nous utiliserons pour cela les séries doubles :
) =2 e rmr T

oo 1
Bl = e e e

ot le signe X’ indique que I'on excepte de la sommation
le couple (0, 0) pour G et G,, et les couples (0, 0), (1, 0)
ur H et H,. (Noter 'ordre des sommations!)
Les séries H,; et H sont faciles a calculer explicitement,
A cause de la formule

(m—1 + nz) (m + nz) " m—1+4nz m+nz

et de la formule (29).
On trouve qu’elles convergent, et que l'on a :

H =2 H=2—2m/.
D’autre part, la série double de terme général

1 1
(m—1 4 nz) (m + na) ~ (m + n2)?

1
(m + n2)* (m —1 + nz)
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est absolument sqmmablc. On en conclut que G, —y
et G — H coincident, donc que les séries G et G éonv .
gent (avec I'ordre de sommation indiqué), et qu; Por :r-

G,(2) — G(2) = Hy(z) — H(2) = 2nifz,

De plus, il est clair que Gy(—1/2) = 2G
déduit : - Ot

(45) Gy (— 1/2) = 22G4(2) — 2miz.

D’autre part, un calcul analogue a celui d
position 8 donne : e la pro.

T2 ®
(46) Gy(s) == — 8% T o,(n) 4"

Revenons 2 la fonction F définie par (43). Sa différentie]]
logarithmique est : .

dF dg s
47) —=—(1—24 nm
4 F=7 ( LX)
dg ©
= ? (1 — 24"?1 Ul(n) ql).
D’oui, en comparant a (46)
dF  6:

(48) —F- = ; GI(Z) dz.
En combinant (45) et (48), on obtient
dF(— 1 61
ay T - o0 G
6id
= =55 (22Gy(2) — 2niz)
__ dF(z) dz
=¥ TRT
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Ainsi, les deux fonctions F(— 1/2) et z12F
différentielle logarithmique. 11 cxii:?;- dor Urgi)cgzzlzi?;
telle que F(—1/2) = £z'*F(2) pour tout zeH. Pour
z=i ona M=1 —1fz=2z et F(z) #0, don
k=1, ce qui établit (44) et achéve la démonstration.

Remarque. — On trouvera une autre démonstration
« élémentaire » de lidentité (44) dans C. L. Siegel
Gesamm. Abhk., 111, n® 62. Voir aussi Seminar on C‘omp&;

Multiplication, VI, § 6.

4.5. La fonction de Ramanujan.
On note t(r) le n-iéme coefficient de la forme parabo-
lique F(z) = (2%)7*A(z). On a donc :
(50) él T(n) ¢" = q.,fi (1— g%,
La fonction ni>7(n) s'appelle la fonction de Ramanujan,

Table numérique (%)

(1) =1, (2) =—24, (3) =202, =(4) =—1472
7(5) = 4830, 7(6) = — 6048, =(7) = — 16744
7(8) = 84480, =(9) = — 113643, =(10) = — 115920
7(11) = 534612, ~(12) = — 370944.

Propriétés des =(n)
(81) t(n) = O(nf
puisque A est de poids 12, cf. n° 4.3, théoréme 5. (On
a méme =(n) = O(n"2*) pour tout e>0, d’aprés
Deligne.)

(1) Cette table est extraite de D. H. LEAMER, Ramanujan's function
<(n), Duke Math. J., 10, 1943, oi l'on trouvera les valeurs de t(n)

pour n < 300.
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(52)  x(nm) =x(n) t(m) si (n,m) = |
(53) T(P"H) = 7(p) T(p") .__.pu,r(p.._l)

pour p premier
cf. n® 5.5 ci-aprés. P premicr, > |

Une autre fagon d’énoncer (52) et (53) consiste 2 g
re

que la séric de Dirichlet L (s) = §
le développement culérien suivtant 2 "—11(")

G4) L) =1I L
pep 1 —(p)p* 4 pti-
cf. n° 5.4.

D’apres Hecke (cf. n® 5.4), la fonction L
en une jfonction entidre dans tout le plan com

fonction (27)~* I'(s) L (s)

est invariante par st 12 — s,
Les t(n) vérifient diverses congruences modulo 212, 30 53
7, 23, 691. Citons en particulier (sans démonstratio;l) :

In' admct

s¢ prolonge
plexe, et |a

(99) t(n) = noy(n) (mod 3%)
(56) t(n) = nog(n) (mod 7)
(57) t(n) = oy (n)  (mod 691).

Pour d’autres exemples, et leur interprétation en termes
de « représentations [-adiques », voir Sém. Delange-Pisot-
Poitou 196768, exposé 14, ainsi que I'exposé de Swinnerton-
Dyer & Anvers (Lecture Notes, n® 350, Springer, 1973).

Signalons enfin une guestion ouverle, posée par D. H. Leh-
mer : est-il vrai que t(n) # 0 pour tout n 2 1?

§ 5. Opérateurs de Hecke

5.1. Définition des T(n).

Notion de correspondance sur un ensemble. — Soit E un
ensemble et soit Xy le groupe abélien libre engendré
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par E. On appelle correspondance sur B (4 coefficients
entiers) tout homomorphisme T de X, dans lui-méme
On peut se donner T par sa valeur sur les éléments x de E :

(58) T = X m(x)y  nx)eZ,

les n (%) étant nuls pour presque tout y.

Soit I une fonction numérique sur E. Par Z-linéarité
clle se prolonge en une fonction, encore notée F, sur X ’
On appelle transformée de F par T, et I'on note TF o
restriction & E de la fonction FoT. Avec les notati’cms

de (H8), on a
(50) TF(x) = F(T(x)) =u§Eﬂv(x) F(y).

Les T(n). — Soit # l'ensemble des réscaux de C
(cf. n® 2.2). Soit n un entier > 1. On note T'(n) la corres-
pondance sur R qui transforme un réseau en la somme (dans Xg)
de ses sous-réseaux d’indice n. On a donc :

(60) TmP= X I, sil'ed
(I':I")=n

La somme du deuxiéme membre est finie : en effet
les réseaux IV contiennent tous al'; leur nombre est aussi
le nombre des sous-groupes d’ordre nde I'/nl’ = (Z[nZ)?,
Si n est premier, on voit facilement qu’il y en a n + 1
(nombre de points de la droite projective sur le corps

A n éléments).
Nous utiliserons aussi les opérateurs d’homothétie R,

(e 0') définis par
(61) R,['=a" siTe

Formulaire. — On peut composer les correspondances T (n)
et R, entre elles, puisque ce sont des endomorphismes du

groupe abélien X,
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PrOPOSITION 10, — Les correspondances T'(n) et R, y rifiens
les identités
(62) R?& Rll = RMJ- )\’ = c-)~
63  RaTM) = T(n) Ry (n>1, e,
(64) T(m) T(n) = T (mn) st (myn) =1,
) TN TR =T +#TE IR,

(p premier, n> 1),

Les formules (62) et (63) sont triviales.
La formule (64) équivaut 2 I’assertion suivante

soient m, n deux entiers > 1 premiers entre eux, et soit
[ un sous-réseau d'un réseau ' d’indice mn; il existe
alors un unique sous-réseau I de T, contenant I", tel
que ([:I")=r et (IV:I") =m. GCette assertion
résulte elle-méme du fait que le groupe I'/I”, qui est
d’ordre mn, se décompose de fagon unique en somme
directe d’un groupe d’ordre m et d’un groupe d’ordre n
(théoreme de Bézout).

Prouvons (63). Soit.I' un réseau. Alors T(p™) T(p) T,
T(p"**) Let T(p" ') R, I sont des combinaisons linéaires
de réseaux contenus dans I et d’indice p"** dans I (noter
que R, I est d’indice p? dans T'). Soit I un tel réseau;
il est affecté, dans les termes précités, des coefficients a, b, ¢;
tout revient & montrer qué 4 = b + pc, i.e. que

a=1+pr,

car b est visiblement égal a 1.

Distinguons deux cas :

i) I n’est pas contenu dans pT. Alors ¢ =0 et a est
le nombre des réseaux I", intermédiaires entre I et IV
et d’indice p dans I'; un tel réseau I" contient pI'. Dans
T/pT, I'image de IV est d’indice p, et contient I'image
de I, qui est d’ordre p (donc aussi d’indice p puisque
/gL est d’ordre $?); il n’y a donc qu'un seul I qui
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réponde a laquestion;d'oli a = 1 etlaformulea =
est vérifiée. rmulea=1+e

ii) ‘["C pI'. On a ¢ =1; n’importe quel réseau I"
d'indice p dans I' contient pI', donc a fortiori I. D'ou
a=p+ 1 etlaformule a =1 4 pc est encore vérifiée.

CorOLLAIRE 1. — Les T(p"), n> 1, sont des polyns
, nz 1, lyndmes
par rapport @ T( p) et R,
Cela résulte de (63), par récurrence sur n.

CoROLLAIRE 2. — L’algébre engendrée par les R, et les
T(p), P premier, est commutative; elle contient tous les T(n).
Cela résulte de la proposition 10 et du corollaire 1.
Action des T(n) sur les fonctions de poids 2k. — Soit F une
fonction sur & de poids 2% (cf. n® 2.2); par définition,

on a
(66) R,F=A"%*F  pour tout AeC.

Soit n un entier > 1. La formule (63) montre que

R, (T(n) F) = T(n) (RyF) =A"*T(n) F,
autrement dit T(n) F est aussi de poids 2k. Les formules (64)
et (65) donnent :
(67) T(m) T(n) F = T(mn) F  si (myn) =1;
(68)  T(p) T(p") F =T(p"*") F +p"#*T("" ) F,

p premier, n> 1.
5.9. Un lemme matriciel.

Soit ' un réseau, de base (w;, w,), etsoit nun entier > 1.
Le lemme suivant donne le moyen de construire tous les
sous-réseaux de I" d’indice n :

b
Lemue 2. — Soit S, l'ensemble des matrices entiéres (:; d) i

a b _
avec ad =n, a2 1, 0 b<d S c=(0 d) appar-

tient a S,, soit T, le sous-réseau de T ayant pour base :

J.-P. SERRE 6
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L’application &> I, est une bijection de S, sur Uensemble I(n)
des sous-réseaux d’indice n de 1"

Le fait que I'; appartienne a I'(n) est immédiat,
Inversement, soit I' € I'(n). Posons :

Y, =T/ +2Z0,;) et Yy=2Zuw/(I" NZa,).

Ce sont des groupes cycliques, engendrés respectivement
par les images de o; et de w,. Soient a et d leurs ordres,

La suite exacte

0>Y,»>TT">Y,—>0
montre que ad =n. Si w,=dw, on a el
D’autre part, il existe «; € I tel que

W = aw, (mod Zw,).
11 est clair que w; et w; forment une base de I'. De plus,
on peut écrire w; sous la forme

W = aw, + by, avec beZ,

ou b est déterminé de fagon unique modulo d; si I’on
impose 4 b I'inégalité 0 < b < d, cela détermine b, donc
aussi w;. On a donc associé a tout IV € I'(n) une matrice
o(IV) €8S,; on vérifie tout de suite que les applications

oIy et IV o(I) sont inverses I'une de lautre;
d’ou le lemme.

Exemple. — Si p est premier, S, se compose de la ma-

tricc(P O) et des p matri . 0
0 1 P anccs(o P) avec gb<p,

9.3. L’action des T'(n) sur les fonctions modulaires.

Soit £ un entier, et soit f une fonction faiblement modu-
laire de poids 2%, cf. n° 2.1. Comme on I’a vu au n° 2.2,
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il lui correspond une fonction F de poids 2k sur Z telle
que
(69) F([(, ) = o7 % f(0,/0,)-

Nous définirons T(n) f comme la fonction sur H associée
& la fonction n®* =T (n) F sur  (noter le coefficient numé-

rique 7% ~! qui permet d’avoir des formules « sans déno-
minateur » par la suite). On a donc, par définition :

(70) T(n) f(2) = n*~*T(n) F(T'(z 1))
ou encore, grice au lemme 2 :
az + b

7)) Te)fE) =t B dE (),
ACI<E

Propostion 11. — La fonction T(n) f est faiblement
modulaire de poids 2k; elle est holomorphe sur H si f Pest. On a

(72)  T(m) T(n)f = T(mn) f si (m,n) =1;
(73) T(p) T(")f =T *Nf+ 7 TS

p premier, n > 1.

—

N

La formule (71) montre que T(n) f est méromorphe
sur H, donc faiblement modulaire; si de plus f est holo-
morphe, il en est de méme de T(n) f. Les formules (72)
et (73) résultent des formules (67) et (68), compte tenu
du coefficient numérique n%* ! incorporé dans la défi-
nition de T(n) f.

Comportement & Vinfini. — Supposons que f soit une
fonction modulaire, i.e. soit méromorphe a l'infini. Soit
(74 fa) = X elm) ¢"
son développement de Laurent par rapport a ¢ = e,

ProposTION 12. — La fonction T(n) f est une fonction
modulaire. On a

(75) T(n) f(2) =m§zw(m) "
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avee
_ ok -1, M"
(76) y(m) =,2.9 te(5)-
a=1

On a par définition :
T(n) f(z) =n*"1 X d* X ¢(m) 62""“%‘5”‘.

ad=n,a=1 meZ
0<b<d
Or .
m
Z ezﬂi?-

0 b<d

vaut d si d divise m, et sinon vaut 0. On peut donc écrire,
en posant mfd =m' :
T(n) f(z) =n*-1 X d~Z+lg(m'd) ¢

ad=n
a=1,meEZ

Ordonnons suivant les puissances de g :
T fie) = 5 ¢ T (G109,
REZ a

alln,pn)
a=

Puisque f est méromorphe A l'infini, il existe un entier
N> 0 tel que ¢(m) =0 si m< —N. Les c(*—i—d) sont
a

alors nuls pour p < —nN, ce qui montre que T(n) fest
également méromorphe a I'infini; comme elle est faible-
ment modulaire, c’est bien une fonction modulaire. Le
fait que ses coefficients soient donnés par la formule (76)
résulte du calcul ci-dessus.

CoROLLAIRE 1. — y(0) = gy, _,(n) ¢(0) et v(1) = ¢(n).

COROLLAIRE 2. — §i n = p, avec b premier, on a

¥(m) = c(pm) sim 0 (mod p)
Y(m) = c(pm) + 4 ~Ye(mlp)  sim =0 (mod p).
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COROLLAIRE 3. — Si f est une forme modulaire (resp. une
Jorme parabolique), il en est de méme de 'T'(n) f.

C’est clair,

Ainsi, les T(n) opérent sur les espaces My et MR dun® 3.2,
D’aprés ce qu'on a vu plus haut, les opérateurs ainsi
définis commutent entre cux et vérifient les identités :

(72)  T(m) T(n) = T(mn) si (m,n) =1
(73) T(p) T(p") = T(p"**) + p* 1 T(p""")

si p est premier, n> 1.

5.4, Fonctions propres des T(n).

[e]

Soit f(z) = X ¢(n) ¢" une forme modulaire de

n=0
poids 2k, k> 0, non identiquement nulle. Supposons
que f soit fonction propre de tous les T(n), i.e. qu’il existe
une suite de nombres complexes A(n) tels que

(77) T(n) f = A(n)f  pour tout n2> 1.

TutoriMe 7. — a) Le coefficient ¢(1) de g dans fest # 0.
b) Si f est normalisée de telle sorte que ¢(l)=1, on a

(78) ¢(n) = N(n)  pour toul n 2>

Le corollaire 1 a la proposition 12 montre que le coeffi-
cient de ¢ dans T(n) f est ¢(n). D’autre part, d’apres (77),
c’est aussi A(n) ¢(1). On a donc :

¢(n) = A(n) ¢(1).

Si ¢(1) était nul, tous les ¢(n), n>0, seraient nuls,
et f serait une constante ce qui est absurde. D’ou a) et b).

.COROLLAIRE 1. — Deux formes modulaires de poids 2k, k>0,
qui sont_fonctions propres des T'(n) avec les mémes valeurs propres
A(n), et qui sont normalisées, coincident.
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Cela résulte de ?.), appliqué 2 la différence des deux
fonctions en question.

COROLLAIRE 2. — Sous les hypothéses du théoréme 7, b), on o

(79)  o(m) () = c(mn) Y-
(80) c(p) c(p") = c(p"*Y) + p2e(pn-Y)

st p est premier, n > 1,

En effet, les valeurs propres A(n) = ¢(n) vérifient les

mémes identités (72) et (73) que les T(n).
Les formules (79) et (80) peuvent se traduire analyti-

quement de la maniére suivante :
Soit ®
1) 0(5) = Z ()

la série de Dirichlet définie parles¢(n) ; d’aprésle corollaire
au théoréme 5, cette série converge absolument pour

R(s) > 2k.

CoOROLLAIRE 3. — On a
i

(82) D,(s) =pl;IP 1—c(p)p* +p% 1%

D’aprés (79), la fonction ni> ¢(n) est multiplicative.
Le lemme 4 du chapitre VII, n° 3.1, montre donc que
[+ 4]

@ (s) est produit des séries X ¢(p") p~ ™. Posant p~* =T,
n=0

on voit que l’on est ramené A prouver lidentité :

o 1
(83) T T =g
B ®, ,(T) =1—o(p) T + p*1 T2

Formons la série

UT) = (5 cp) T (1 —e(p) T+ 7T,
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Le cocfficient de T dans ¢ est ¢(p) — -
de T**Y n2>1, est (£) —<(p) =0

(" *1) —c(p) c(p") + p2-1c(pn-1y,

qui est nul d’aprés (80). La série ¢ est donc réduite A son
terme constant ¢(1) =1, ce qui démontre (83)

s celui

Remarques. — 1) Inversement, les formules (81) et (82
entrainent (79) et (80). ek (5
2) Hecke a démontré que @, se prolonge analytique-
ment en une fonction méromorphe dans tout le plan

complexe (qui est méme holomorphe si fest parabolique)

et que la fonction ’

(84) X, (s) = (2m)=*T'(s) O,(s)
vérifie I’équation fonctionnelle -
(85) X,(s) = (—1)FX,(2k — ).

La démonstration utilise la _formule de Mellin :
X,(s) = [ (fliy) —f()) »* Dy

combinée avec Pidentité f(— 1/z) = 2% f(z). Hecke a
également démontré une réciproque : toute série de
Dirichlet ® qui vérifie une équation fonctionnelle de ce
type, ainsi que certaines hypothéses de régularité et de
croissance, provient d’une forme modulaire f de poids 2%;
de plus, f est une fonction propre normalisée des T(r) si
et seulement si @ est un produit eulérien du type (82).
Voir 1a-dessus E. Hecke, Math. Werke, n® 33, ainsi que
A. Weil, Math. Annalen, 168, 1967.

5.5. Exemples.

a) Séries d’Eisenstein, — Soit k un entier > 2.
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ProposiTioN 13. — La sérip 2 Eisenstein
propre des T'(n); les' valeurs propreg correspon da};; t:st Joncti,
Ok - 1(n), et la fonction propre noymay; 5 sont

sée est -
B B d
86) (—1)F — E, = (—1)t*
86) (=1) 4k " (=1) m +n§1°2k—1(") ™
La série de Dirichlet correspondante ot &) g
Prouvons d’abord que G, est fonction propre (e T(n).
il suffit de le faire pour les T(p), p premier, C );

. ’ b}

3 onsidéropg
comme une fonction sur I’ensemble % des réseaux deg
on a )

G, (I') =T§;1/Y”‘ (cf. n02.3),

S =2k 41

et

T GT) = X 31

(C':T)mp yer

Soit yeT. Si yeyl, Y appartient A chacun e
p + 1 sous-réseaux de I' d’indice p; sa contributiop
dans T(p) G,(I") est (p + D/Y*. 8i yeI' — T, Y n’ap-
partient qu’a un seul sous-réseau d’indjce b et sa contri-
bution est 1/y*. On a donc :

T(p) G(I') = G(T) +P7é2;r1/Y”‘ = Gi(T) + G, (pT)
=1+ G,

ce qui montre que G, (considérée comme JSonction sur &)
est fonction proprede T(p) pour la valeur propre 14 pt-%;
considérée comme forme modulaire, G, est donc fonction
propre de T(p) pour la valeur propre :

P14 p1-%) = Gox - 1(8)-

Les formules (34) et (35) du n° 4.2 montrent que la
fonction propre normalisée associée 2 G, est :

B @0
(—1° Z]z +“§1°ﬂ:-1(") q".
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On en déduit que les valeurs propres des T(n) sont
les oy 4(n).
Enfin :

2oy ()= T a*-a'd"
ne=1 6,d=1

= (2 1) (T 1ja"+12)

az=1

= {(s) §(s — 2k + 1).
b) La fonction A.

ProrosiTioN 14. — La fonction A est fonction propre
des T(n); les valeurs propres correspondantes sont les ©(n), et
la fonction propre normalisée est :

(2m) "2A = ¢TI (1— 4 b =Elr(n) q".

C’est évident, puisque I’espace des formes paraboliques
de poids 12 est de dimension 1, et qu’il est stable par
les T(n).

CoOROLLAIRE. — On a
(52) v(nm) = 7(n) ©(m) si (n,m) =1
(83) w(p) v(p") = <(p"*") + p<(p"7Y)
si p est premier, n 2> 1.

Cela résulte du corollaire 2 au théoréme 7.

Remarque. — On a des résultats analogues chaque fois
que I'espace MY des formes paraboliques de poids 2% est
de dimension 1, ce qui se produit pour k =6, 8, 9, 10, 11,
13. avec pour base respectivement A, AG,, AG,, AG,,
AGy, AG,.
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5.6. Compléments.
5.6.1. Le produtt scalaire de Petersson,

Soient f, ¢ deux formes paraboliques de poids 22 —
k> 0. On vérifie facilement que la mesure )

w(f, &) =f(2) 8(D) ¥ dxd?  (x =R(2), y = Im (2))

est invariante par G et que c’est une mesure bornée syur
I'espace quotient H/G. En posant

81 hed>= [ w8 = [ £ g@ 2,

on obtient un produit scalaire hermitien sur M}, qui est
positif et non dégénéré. On vérifie en outre que l'on a

(88) (T(n) fig>=<f,T(n) g>

ce qui signifie que les T(n) sont des opérateurs hermitigns
par rapport a < f, ¢ >. Comme les T(n) commutent entre
eux, on en déduit, par un argument bien connu, qu’i/ existe
une base orthogonale de M} formée de vecteurs propres des T(n),
et que les valeurs propres des T(n) sont des nombres réels.

5.6.2. Propriétés d’intégralité.

Soit M, (Z) I’ensemble des formes modulaires
f=2Z c(n) "

de poids 2k dont les coefficients ¢(n) sont entiers. On peut
prouver qu’il existe une Z-base de M;(Z) qui est une
C-base de M,, a savoir :

pour & pair, les E3F?, avec a, be N, a + 3b = k/[2;

pour k impair, les Eg E3F?, avec a, beN, a+ 3b=(k—3)/2
(on rappelle que F = ¢II(1 — ¢")). La proposition 12
montre que M, (Z) est stable par T(n),n> 1. On en
conclut que les coefficients du polyndme caractéristique de T (n),
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opérant sur M,, sont des entiers (1); en particulier, les

valeurs propres des T(n) sont des entiers algébriques (« tota-
lement réels », d’aprés 5.6.1).

5.6.3. La conjecture de Ramanujan-Petersson.
Soit f=n§>:16(n) q", ¢(1) =1, une forme parabo-

lique de poid/s 2k qui soit fonction propre normalisée
des T(n). Soit

D, 5(T) =1—0¢(p) T + p*-1 T2, p premier
le polyndme défini au n° 5.4, formule (83). On peut
’écrire
(89) Psp(T) = (1 —a, T) (1 —; T),
avec
(90)  aptap=clp), o =p%L,

La conjecture de Petersson consiste a dire que a, et a,, sont
imaginaires conjugués; on peut aussi I’exprimer en disant que

lay | = |ag | = pF-12

ou encore
le(p) | < 20512
ou encore
le(n) | € n*~120,(n) pour tout n> 1.

Pour %2 =6, c’est la conjecture de Ramanujan :
I7(p) | < 2612

Ces conjectures ont été démontrées en 1973 par P. De-
ligne (Publ. Math. LH.E.S., 43, p. 302), comme consé-
quences des « conjectures de Weil » sur les variétés algé-
briques sur les corps finis.

(1) Signalons qu'il existe une formule explicite donnant la trace
gtos ’11‘(;:), cf. M. EICHLER et A. SELBERG, Journ. Indian Math. Soc.,
, 1956.
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§ 6. Fonctions théta
~

6.1. La formule de Poisson.

Soit V un espace vectoriel réel, de dimension finie n,
muni d’une mesure ix:vari?lntc (e _Soit V.' le dual de V
Soit f une fonction indéfiniment dxffél:cintla!)]c A décrois-
sance rapide sur V (cf. L. Schwartz, Théorie des Distriby-
tions, chap. VII, § 3). La transformée de Fourier f' de f est
définie par la formule

O SO = [ e ) pla).

(Pest une fonction indéfiniment différentiable A décrois-
sance rapide sur V', .

Soit maintenant I' un réseau de V (cf. n® 2.2). Nous
noterons I le réseau de V' dual de I'; c’est 'ensemble

des ye V' tels que (%) €Z pour tout xeI'. On
vérifie tout de suite que I s’identifie au Z-dual de T

(d’ou la terminologic).
ProrosrTionN 15, — Soit v = u(VI'). On a

(92) Z flx) = 07t I f'0).

Quitte A remplacer p par v~ 'y, on peut supposer que
w(V/T') = 1. En prenant une base ¢, ..., ¢, de I', on
identifie VAR", ['AZ", et . 4 la mesure produitdx, ... dx,;
on a alors V' =R", IV =12Z" et !’on est ramené A la
formule de Poisson classique (Schwartz, loc. cit., for-
mule (VII, 7; 5)).

6.2. Application aux formes quadratiques.

Nous supposerons désormais que V est muni d’une
forme bilinéaire symétrique x.y qui est positive non dégénérée
(lie.ona x.x >0 si x # 0).

Nous identifierons V 4 V' au moyen de la forme bili-
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néaire précédente. Le réseau I' devient ainsi un réseau
de V; on a y€I" si et seulement si x.y€Z pour
tout x e I'.

Au réseau I', nous associerons la fonction suivante,
définie sur R} :

(93) Op(t) = X e"™==,
z€T’

Enfin, nous choisirons la mesure invariante p. de V
de telle sorte que, si ¢, ..., &, estune base orthonormale
de V, le cube unité défini par les ¢; ait un volume égal
2 1. Le volume v duréseau I est alors défini par v = u.(V/T)
cf. n° 6.1.

ProposiTiON 16. — On a lidentité
(94) Op(t) = t=™2p=10n.(t71).

Soit f=e¢ ™% C’est une fonction indéfiniment
différentiable 2 décroissance rapide sur V. La transformée
de Fourier f* de fest égale & f. En effet, choisissons une base
orthonormale de V, et utilisons cette base pour identifier V
3 R"; la mesure p devient la mesure dx = dx, ... dx,, et

- ’ Ld
la fonction f s’écrit \ a
f=’e"“‘zl+"‘+ ),

On est alors ramené A montrer que la transformée de
Fourier de e~ ™" est ¢~ ™, ce qui est bien connu.

On peut maintenant appliquer la proposition 15 a la
fonction f et au réseau ¢tV?T'; le volume de ce réseau
est 12, et son dual est ¢~ V2I"; en explicitant, on obtient
la formule 2 démontrer.

6.3. Interprétation matricielle.

Soit ¢, ...,¢, une base de I'. Soit a; =¢.¢. La
matrice A = (a,) est une matrice symétrique, positive
non dégénérée. Si x = Zx¢; est un élément de V, on a

X.X = 2y Xy %5
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La fonction @ s’écrit :

t) = E -t Ea;-z’-z..
(95) Or(?) P jiaj
Le volume v de I' est donné par la formule
(96) » = det (A)'2,

Cela peut se voir de la maniére suivante : soit SRR
une base orthonormale de V, et posons

E=€1A000A5n, e=¢1A...AGn.

On a ¢ =2Ag, avec |A| = v. D’autre part, on a :
¢.¢e = det (A) e.¢;

en comparant, on obtient bien 2% = det (A).
Soit B = (4;;) la matrice inverse de A. On vérifie

tout de suite que la base duale (¢) de (¢;) est donnée par
les formules : ’
& — Zbu CJ.

Les (¢;) forment une base de I'". La matrice ¢} .¢] est égale
a2 B. On en conclut en particulier que, si 1’on pose

' =p(V/II), ona w' =1.

6.4. Cas particulier.

Nous allons nous intéresser aux couples (V, ") qui
vérifient les deux conditions suivantes :

i) Ledual T de T estégal aT.

Il revient au méme de dire que 'ona x.yeZ pour
x, y€I' et que la forme x. y définit un isomorphisme de T
sur son dual. En termes matriciels, cela revient 3 demander
que la matrice A = (¢.¢;) soit a coefficients entiers et que
son déterminant soit égal & 1; d’aprés (96), cette dernitre

condition équivaut 3 » = 1,
Si n = dim V, cette condition entraine que le module

quadratique I' appartient A la catégorie S, définie au
n° 1.1 du chapitre V. Inversement, si I" € S, est défini
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positif, ct si 'on pose V=TQ®R, |
e . e couple (V, T
ii) Ona x.x=0 (mod2) pour tout xeT.

Cela signifie que I" est de type 11, au sens du chapitre V,

no 1.3.'4, ou encore que les termes diagonaux ¢.¢ de
la matrice A sont pairs.

Nous avons donné au chapitre V des exemples de tels
réseaux I'.

6.5. Les fonctions théta.

Dans ce numéro, ainsi que dans le suivant, nous suppo-

sons que le couple (V, I') satisfait aux conditions 1) et ii)
du numéro précédent.

Soit m un entier > 0, et notons rp(m) le nombre des
éléments x de I tels que x.x = 2m. 1l est facile de voir
que rp(m) est majoré par un polyndme en m (on a par
exemple rp(m) = O(m™?)). 1l en résulte que la série
entiére

"E:ofr(m) ¢"=14+rml)g+...

converge pour |g| < 1. On peut donc définir une fonc-
tion O sur le demi-plan H par la formule :

O  Or(®) = T re(mqn (o g =),

On a :

(98) Br(z) - Z qtz.zl,’z — E izl 2)

z€Tl’ zec’
La fonction Op est appelée la fonction théta du module
quadratique I'. C’est une fonction holomorphe sur H.

THEOREME 8. — a) La dimension n de V est divisible par 8.

b) La fonction Op est une forme modulaire de poids nf2.

L’assertion a) a déja été démontrée (chap. V, n° 2.1,
cor. 2 au th. 2).
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Montrons que O vérifie I'identité
(99) Op(— 1/2) = (—i2)"2 O (2).
Comme les deux membres sont analytiques en z, 1l suffit

de prouver cette formule lorsque z = it, avec ¢ réel > 0,

Or on a : . e
Bp(lt) =zezpe wi(z.z) __ ®I“(t)-

De méme, Op(— 1/it) = Op(¢~1). La formule (99) résulte
donc de (94), compte tenude ce que v =1 et [V =T
Comme n est divisible par 8, on peut récrire (99) sous

la forme :

(100) Op(—1/2) = 2" 0p(2),
ce qui montre bien que O est une forme modulaire de
poids n/2.

[Indiquons briévement une autre démonstration de a).
Supposons que n ne soit pas divisible par 8; quitte A
remplacer I' par '@ I' ou T®@T'®I'®T, on peut
supposer que n =4 (mod 8). La formule (99) s’écrit

alors :
Op(—1/2) = (— 1) 2"26p(2) = — 2™20(2).

Si 'on pose w(z) = Op(z) dz"4, on voit que la forme
différentielle w est transformée en — w par S : z}» — 1/z,
Comme « est invariante par T : 2zt 2z 4 1, on en
conclut que ST transforme w en — w, ce qui est absurde,

puisque (ST)3 = 1.]

CorOLLAIRE 1. — Il existe une forme parabolique fr de
poids nf2 telle que
(101) O = E, + /1, o} k = nf4.

Cela résulte du fait que Or(0) =1, donc que 6 —E,
est parabolique.
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4k
COROLLAIRE 2. — Ona rp(m) = — a,, _,(m) + O(m*
oy r Bk!}.l()'{" (m*),

Cela résulte du corollaire 1, de la formule (34) et
du théoréme 5.

Remarque. — Le « terme correctif » fr est en général
non nul. Toutefois Siegel a démontré que la moyenne
(convenablement pondérée) des fr. est nulle. Plus préci-
sément, soit C, 'ensemble des classes (4 isomorphisme
pres) de réseaux [' vérifiant i) et ii), et soit g 'ordre du
groupe d’automorphismes d’un élément I' de G, (cf.
chap. V, n°2.3). On a

1
102 2 — frn=0
( ) TECy 8rfr
ou encore
1
(103) T —0p =M,.E, WM, =% L.
FECy 81 TecCy &r

On notera que cela équivaut a dire que la moyenne
des Op est fonction propre des T(n).

Pour une démonstration des formules (102) et (103),
voir C. L. Siegel, Gesam. Abh., n°® 20.

6.6. Exemples.

i) Le cas n=38.

Toute forme parabolique de poids n/2 =4 est nulle.
Le corollaire 1 au théoréme 8 montre que 'on a 8 = E,.
autrement dit :

(104) rp(m) = 24004(m)  pour tout entier m > 1.

Ceci s’applique au réseau I'y construit au chapitre V,
n°1.4.3, réseau qui est d’ailleurs 'unique élément de Gy,
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ii) LG cas ﬂ=16°

Pour la méme raison que ci-dessus, on a :
(105)  Op=E,=1+480 3 o(m) g

Ici, on peut prendre ' =T @ T ou T' =T; (avec
les notations du chap. V, n° 1.4.3); bien que ces deux
réseaux ne soient pas isomorphes, ils ont méme fonction
théta (ils représentent le méme nombre de fois chaque
entier).

On notera que la fonction 8 attachée au réseau I'y @ T,
est le carré de la fonction 0 de I'y. On retrouve ainsi
I’identité :

(1 4240 T oy(m) ™% =1 + 480 2107(m) ™
me=1 m =
iii) Le cas n = 24.

L’espace des formes modulaires de poids 12 est de
dimension 2. Il admet pour base :

65520 2
Es=1+ T mz_:lo'n(m) "

o0

F=(@n#A=g Il (1—g%= 3 x(m) "

Mme=1
La fonction théta associée A un réseau I' s’écrit donc
(106) Or = Eg + ¢cp F, avec ¢p € Q.

On a :
(107) rp(m) = 9_23_?0 6y;,(m) + cpt(m) pourm > 1.

Le coefficient ¢p se détermine en faisant m =1 :

65520
(108) ¢p = rp(l) — 891 °
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On notera qu’il est # 0 puisque 65520/691 n’est pas
un entier.

Exemples
a) Le réseau I' construit par J. Leech (Canad. J. Math.,
16, 1964) est tc1 quc rr!(].) = O. On a alors :

65520
p = — ~gop = — 2'3"5.7.13/601.
) Pour ' =Ty®@T4®L,, on a rp(1) = 3.240,
d'ou : 432000

— — 973358
p = gy = 2735°/691.

¢) Pour I'=T), ona rp(1) = 2.24.23, d’ou :

697344
or = —ggp = 293.227/691.

6.7. Compléments.

Le fait que nous n’ayons traité que le groupe modulaire
G = P8SL,(2) lui-méme nous a obligé & nous limiter
aux réseaux vérifiant les conditions trés restrictives
du n° 6.4. En particulier, nous n’avons pas pu traiter
le cas le plus naturel, celui des formes quadratiques

X2 4 ...+ X

qui vérifient i) mais pas ii). Les fonctions théta corres-
pondantes sont des « formes modulaires de poids n/2 »
(noter que n/2 n’est pas nécessairement pair, ni méme
entier) par rapport au sous-groupe de G engendré par S
et T2, Ce groupe est d’indice 3 dans G; son domaine
fondamental a deux « pointes » auxquelles correspondent
deux types de « séries d’Eisenstein »; on obtient par ce
moyen des formules donnant le nombre de représenta-
tions d’un entier en somme de n carrés; pour plus de dé-
tails, voir les ouvrages cités dans la bibliographie ci-aprés.
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