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'ntroduction

Les modeles mathématiques ont un succes inoui dans le domaine de la phy-
sique par leur capacité a prédire les phénomenes auxquels ils s’appliquent :
mécanique classique, mécanique quantique, électromagnétisme, physique des
particules, astrophysique, etc. En un siecle les mysteres de la physique ont
réduit comme peau de chagrin.

Ce succes, en soi fascinant, peut-il, fut-ce de maniere beaucoup plus mo-
deste, se reproduire dans le domaine de 1’économie" ? La question est ou-
verte, elle est 'objet d’un débat : ['utilisation des modéeles mathématiques en
économie.

Pour participer a ce débat, il est indispensable de comprendre les modeles
formalisés de I’économie. Il ne serait pas raisonnable de ne pouvoir accéder a
ces modeles par peur ou méconnaissance des outils mathématiques de base.

Loin de nous I'idée que ces outils mathématiques de base sont a portée fa-
cile d’intellect : on affirme seulement qu’il faut savoir s’y prendre et ce, de
maniere pragmatique. Aussi, dans ce livre, quatre étapes jalonnent le chemin
de la compréhension.

1) L’écriture, le sens des mots, la définition rigoureuse des objets mathéma-
tiques. L’expérience nous a appris qu’'un étudiant qui sait et qui se trompe,
est un étudiant qui, a un endroit de sa copie, n’a plus géré son écriture ou
a négligé le sens des mots. Ce n’est pas I’étudiant qui déraille, c’est son
écriture qui ne tient plus la route.

2) Le raisonnement et son catalogue de regles du jeu logique, expliquées ou
démontrées (en partie) au chapitre 1; I’étudiant les appliquera « sans état
d’intellect » tel un automobiliste le code de la route.

3) La démonstration pour décoder le chemin du labyrinthe qui meéne au théo-
reme ; grice a elle, ce qui paraissait « magique » devient « vrai ». Chaque

1. le mot « économie » a pour racine grecque « oikonomia » : regle de vie domestique, gestion
de la maison.
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fois que la généralité n’en est pas compromise, afin de ne pas alourdir inu-
tilement 1’écriture, on traite sur des exemples simples la démarche de dé-
monstration qui conduit au résultat. Ne pas comprendre en premiere lecture
une démonstration n’est pas génant du tout, tant s’en faut ; par contre, faire
le choix d’ignorer la démonstration, c’est décider de rester dans la magie
des mots du théoreme incompris. Manipuler les idées, les concepts, sans les
comprendre est strictement interdit car dangereux pour I’intelligence.

4) Le calcul, les exercices qui rassurent et indiquent la position de 1’étudiant
sur le chemin de la compréhension. Pour cela, nous vous proposons des
points méthode. L’intérét d’un exercice est le questionnement qu’il amene,
les idées, les initiatives qu’il nécessite d’ou, parfois, I’obligation de revoir le
cours mais sans la démonstration bien sfr.

A la fin de chaque chapitre, se trouvent des exercices dont les corrigés sont mis
ala fin du livre. L’étudiant mesurera son assurance et son savoir-faire a I’envie
qu’il a de regarder la solution avant d’avoir fini 1’exercice.

Quelques indications

En début de chapitre, on désigne par mots clés des mots nouveaux impor-
tants que 1’on va définir et qu’il est indispensable de connaitre.

Au sein d’un méme chapitre, les définitions, propositions, théoremes sont
numérotés dans 1’ordre d’arrivée.

Mutatis mutandis signifie « en changeant ce qu’il faut changer ». On emploie
cette expression pour dire que les arguments du raisonnement restent les
mémes, seuls changent les objets auxquels ils s’appliquent.

— Dans tout le livre les mots « fonction » et « application » sont synonymes.
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1. Langage

mathématique,
mode d'emploi

autorisés, répertoriés, codés, indépendants du langage parlé qui

les exprime. « La logique est parfaitement intelligible, néanmoins
totalement inexplicable dans ses fondements » (S. Kleene). Dans ce cha-
pitre, on code les regles de la logique et de ses signes « ET, OU, —, =, V,
I ». 1l s’agit d’apprendre a mieux cerner « ce que démontrer veut dire ».

E n mathématiques, démontrer c’est convaincre avec des arguments

Mots clefs : proposition, vrai, faux, connecteur, implication, pour tout x,
il existe au moins un x, ensemble, union, intersection, produit de deux
ensembles, fonction, application, injection, surjection, bijection.

. COnnecteurs logiques ET, OU, NON, =

A. I.e vrai et le faux

e Définition 1

On appelle proposition tout assemblage de lettres et de signes qui vérifie les
trois conditions suivantes :

cet assemblage a une syntaxe correcte. (En d’autres termes, le lecteur sait le
«lire »);

cet assemblage a une sémantique correcte. (En d’autres termes le lecteur
«comprend » ce qu’il lit) ;

cet assemblage a une seule valeur de vérité : la valeur vrai ou bien la valeur
faux.

Langage mathématique, mode d’emploi ® 3



—> Commentaires

Dans le langage mathématique les lettres peuvent étre d’alphabets diffé-
rents (latins ou grec) et les signes vont de la parenthese, virgule, +, ., =,
etc. aux chiffres arabes (0, 1,2, ..., 9) ainsi que romains (I, V X. L, C, D,
M) en passant par des dessins plus ou moins parlants (3_, [, /., \, etc.)
que les mathématiciens ont I’art d’inventer au fil de leurs théories.

P Exemples
Considérons les assemblages suivants :

- P =0 +oui! /=)
Ce n’est pas une proposition car la syntaxe est incorrecte.

— Py = (La racine carrée de Napoléon n’est pas carrée)
Ce n’est pas une proposition : on la lit trés bien mais on ne comprend
pas. Sémantique incorrecte.

- P3 =(12 x 14 = 168)
C’est une proposition, on sait a partir du cours moyen qu’elle a la
valeur vrai.

- Py = (XII x XIV = CLXVIIID)

C’est une proposition, la méme que P3 a I’écriture pres. On remar-
quera que s’il est courant de multiplier en chiffres arabes, cela [’est
beaucoup moins avec les chiffres romains. Pour faire de I’ arithmétique
il fallait faire le bon choix de I’écriture et de ses signes !

— Ps = (dans un triangle quelconque, la somme des angles est un angle
plat)
C’est une proposition, on sait depuis le college qu’elle a la valeur vrai.

lal — 6] < la — b])

— Pg = (a et b deux nombres réels quelconques,
C’est une proposition, vraie pour un lycéen.

- Pr=(sia<0etf /surR, alors af \, surR)

C’est une proposition, vraie pour un bachelier. On remarquera la va-
riété des lettres et des signes.

— Pg = (tout entier pair supérieur a 4 est la somme de deux nombres
premiers)
C’est une proposition qui date de 1742, appelée la conjecture') de
Goldback. On ne connait toujours pas sa valeur de vérité, en effet, s’il
est facile de vérifier que 8 = 5+ 3, 10 = 7+ 3,24 = 11 + 13, le
cas général n’a toujours pas été démontré. On sait cependant que la
propriété est vraie pour tout entier pair compris entre 6 et 33 x 10°.

1. Une conjecture est une proposition que 1’on subodore vraie quoique ni contredite ni démon-
trée.
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— Pg = (Il existe au moins un triplet (x, y, z) d’entiers naturels strictement
positifs tel que x* + y*> = 7%.)
11 suffit de chercher un peu. On trouve : 3* + 4* = 5%. La proposition
Pg est donc vraie. Tel est le sens de « il existe au moins un... »

On trouve aussi 5% + 122 = 132, puis 992 + 49002 = 49012, puis...
Mais cela est sans importance pour Po, ’existence a lui seul du triplet
(3,4,5) pour (x,y, z) assure la valeur de vérité Vrai a Py, qu’il y en ait
d’autres, et combien, en nombre fini ou pas, est une tout autre question.

— P1g = (Pour n > 3, il n’existe pas d’entiers x, y, z non nuls tels que
X+yt=7")
1l s’agissait de la conjecture de Pierre Simon de Fermat (1601-1665)
devenue un théoreme en 1990 grdce au mathématicien anglais Andrew
Wiles. Il aura donc fallu plus de trois siecles pour savoir Pyg vraie !

B. ET, OU, NON
1) Définitions
e Définition 2 : connecteur NON

Soit A une proposition, on définit la nouvelle proposition notée NON A, ou
encore —A (lire non A), a I’aide de la table de vérité suivante (tableau 1.1).

Tableau 1.1 -V est I’abréviation de vrai ; F est [’abréviation de faux.

A —A
v F
F v

e Définition 3 : connecteurs OU et ET

Soit A et B deux propositions, on définit les nouvelles propositions « A OU
B » ainsi que « A ET B » a I’aide de la table de vérité suivante (tableau 1.2).

Tableau 1.2
A B AOUB AETB
A% \Y% \Y% A%
A% F \Y% F
F \Y% \Y% F
F F F F

Langage mathématique, mode d’emploi ® 5



—> Commentaires
A et B sont deux propositions, chacune vraie ou bien fausse, il y a donc
quatre cas possibles de valeur de vérité pour le couple (A, B).
La proposition « A ET B » a clairement le sens de « A et B » du langage
courant — appelé aussi langage de I’observateur — avec « et » conjonction
de coordination.
La proposition « A OU B » a le sens de «ou bien A ou bien B ou bien
les deux ». Il s’agit du « ou » avec le sens inclusif (qui inclut les deux
cas). L’autre « ou », avec le sens exclusif (ou I’un ou I’autre mais pas les
deux), fait partie du langage courant. Ainsi, dans « tout ou rien » le « ou »
est exclusif alors que dans « étre étudiant ou salarié suffit pour avoir la
Sécurité sociale » le « ou » est inclusif. Seul le contexte permet de choisir
entre ces deux «ou » du langage de 1’observateur. Il est clair que ce « ou »
exclusif n’arien a voir avec le connecteur « OU », systématiquement écrit
avec majuscules dans la suite du livre.

e Définition 4 : P = Q

Si deux propositions P et Q ont sur chacune des lignes de leur table de vérité
commune la méme valeur de vérité, on dit qu’elles sont égales, et on note

P=Q.
2) Propriétés du NON, ET, OU

Par le biais des tables de vérité on obtient les propriétés des trois connecteurs
définis plus haut.

a) ——A=A
On construit la table de vérité (tableau 1.3).
Tableau 1.3
A —A ——A
\'% F \'%
F \'% F

Les propositions A et =—A (comprendre —(—A) et lire NON NON A) ont
les mémes valeurs de vérité sur les mémes lignes, on peut donc écrire = —A =
A d’apres la définition 4.

—> Commentaires

Dans le langage mathématique deux négations ont valeur d’affirmation.
Ce n’est pas le cas dans le langage courant : « Non, je ne viendrai pas
lundi », ne signifie pas : « Je viendrai lundi. »

6 ® MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE
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b) ~(AOUB) =—-AET —B

On construit la table de vérité (1.4).

Tableau 1.4
A B -A -B AOUB (A OU B) —-AET —-B
\Y% v F F \Y F F
\Y% F F v \Y% F F
F v v F \Y% F F
F F v v F \Y% v

Les propositions =(A OU B) et =A ET —B ont mémes valeurs de vérité sur
les mémes lignes, d’apres la définition 4 : =(A OU B) = -A ET —-B.

¢) (AETB)=-AO0U —-B

On procede de la méme manicre que précédemment

—> Commentaires

Les écritures ci-dessus sont ambigiies, on aurait di écrire [~(A OU
B)]=[—(A) ET (—B)] pour b et [+(A ET B)] = [(—A) OU (—B)] pour c.

On a implicitement (sans le dire !) décidé que « =» domine « ET » et
«OU » qui eux-mémes dominent « — ». D’ou la suppression des paren-
theses et la simplification d’écriture. On continuera par la suite.

C. =:Si..., Alors...

e Définition 5 : « = » le connecteur implication

Soit A et B deux propositions, on définit la nouvelle proposition « A = B »
(lire « A implique B » ou bien « A entraine B » ou encore « si A, alors B ») par
(A = B) = (—A OU B). D’ou la table de vérité de « A = B » (tableau 1.5).

Tableau 1.5
A B -A —-AOUB A=B
v v F v \Y ligne 1
v F F F F ligne 2
F \% v v \Y% ligne 3
F F v v \Y ligne 4

Langage mathématique, mode d’emploi ® 7
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Commentaires

On retiendra que la proposition A = B est toujours vraie sauf dans le
cas ou A vrai et B faux (ligne 2).

On ne tentera pas de « donner du sens » a la proposition « A = B » en
I’interprétant par le « Si A, alors B » du langage de 1’observateur. Ainsi
dire & un ami : « Si demain il pleut, alors je viens te voir » sous-entend :
« Si demain il ne pleut pas, alors je ne viens pas te voir »... et on n’est
plus dans le cadre de la définition exprimée ligne 3 de la table de vérité
de « A = B ». On doit regarder la table de vérité sans réfléchir (sans
réfléchir pour une fois !). Dans le langage mathématique, le seul sens
d’une proposition est sa valeur de vérité, c’est-a-dire la propriété d’étre
vraie ou fausse.

On ne confondra pas « A = B » qui est une proposition dont la valeur
de vérité dépend de celles de A et de B avec « I’affirmation A = B est
vraie », souvent utilisée pour énoncer un théoréme.

Dans A = B, A est appelée condition suffisante pour B, et B condition
nécessaire pour A. En effet, dans le cas ou A = B est vraie (lignes 1,
3, 4 de sa table de vérité) :

— Il suffit d’avoir A vraie pour étre assuré de B vraie.

— On ne peut avoir A vraie et B fausse, le vrai de B est donc nécessaire
au vrai de A.

Exemple : soit p un entier naturel, A et B les propositions :
— A = (p nombre premier strictement supérieur a 2)
— B = (p nombre impair)

Il est clair que A = B est une proposition vraie, que A est suffisant (mais
pas nécessaire) pour B, que B est nécessaire (mais pas suffisant) pour A.

e Propriétés du connecteur

a) Il est faux que : Si (A = B), alors (—mA = —B). Il suffit pour cela de montrer
que la proposition (A = B) = (A = —B) n’est pas vraie dans tous les cas.
On le constate (ligne 3) de la table de vérité suivante (tableau 1.6).

Tableau 1.6
A B A =B -A = —-B (A = B) = (WA = —-B)
\'% \% \'% \'% \'%
\'% F F \'% \'%
F \'% \'% F F
F F \'% \'% \'%

8 e MATHEMATIQUES POUR L’ECONOMIE
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—> Commentaires

Cette technique de démonstration par table de vérité, clot toute discus-
sion. Ainsi : plus jamais on ne pensera vrai que : si, «si il pleut, alors
Paul prend son parapluie », alors « si il ne pleut pas, alors Paul ne prend
pas son parapluie ».

On notera la lourdeur de ce langage et la clarté de la table de vérité.

b) (A = B) = (—B = —A)

Propriété qui se démontre par la table de vérité suivante (tableau 1.7)

Tableau 1.7
A B —A -B A=B -B = —-A
\'% \'% F F \% \'%
\'% F F \'% F F
F \'% \'% F \'% \'%
F F \'% \'% \'% \'%

Ce résultat est tres utile dans les démonstrations quand, pour montrer que
A = B est une proposition vraie, il est plus commode de montrer la valeur
vraie de =B = —A, appelée I'implication contraposée de A = B. On énonce
parfois ce résultat : L’implication « A = B » est équivalente 2 « =B = —A»
sa contraposée. Nous donnerons plus loin un sens au mot « équivalent ».

¢) (—(A = B)) = (AET —B)

On peut, pour démontrer ce résultat, soit construire la table de vérité ad hoc,
soit utiliser les propriétés du NON, ET, OU vues précédemment. Ainsi :

—(A=B)=-(-A0OUB)=—--AET -B=AET-B

—> Commentaires
La négation d’une implication n’est donc pas une implication.

d) L’implication est transitive
Propriété qui se traduit par
Q=[(A=B)=[B=0= (A= 0)]]

est une proposition toujours vraie.

Pour montrer ce résultat il suffit de construire la table de vérité de Q qui
comportera huit lignes correspondant aux différentes valeurs de vérité vrai,
faux de A, B et C (tableau 1.8, page suivante).

Langage mathématique, mode d’emploi ® 9



Tableau 1.8

=
=
a

A=C | B=0O=AU=0
v v

T < < TOm< <| P
m < o< T < mTm<|=®

T oo < < < <A

< < mm < < <1<l

< < T < < < <||

< < < < < < < <0

< < 10T < < <
< <7 < < < <

—> Commentaires

S¢l y avait n propositions Ay, A, ...,A,, dans Q, il y aurait 2" lignes
dans sa table de vérité. La méthode de démonstration par table de vérité
devient donc tres rapidement ingérable a la main.

([A = B]ET [B = C]) = [A = C] est une proposition toujours vraie
(facile & vérifier par la table de vérité) qui exprime elle aussi la transitivité
de I'implication.

<, Bi-implication
e Définition 6 : « < » le connecteur bi-implication

Soit A et B deux propositions, on définit la nouvelle proposition « A < B »
(lire « A bi-implication B » ou bien « A si et seulement si B ») par :

(A< B)=(A=B)ET B = A)

La table de vérité de « A < B » est la suivante (tableau 1.9).

Tableau 1.9
A B A=B B=A A& B
A% A% v \Y% \Y%
A% F F \Y% F
F A% A% F F
F F A% \Y% \Y%
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On constate, via la définition 4, que
— si « A < B est vrai », alors « A = B »; et réciproquement.

— Si « A < B est vrai », on dit que « A équivaut logiquement a B », ou encore
« A si et seulement si B » est vraie, ou encore les propositions A et B sont
équivalentes.

—> Commentaires

Dans la suite du cours, on écrira A < B pour signifier « A < B est une
proposition vraie », ¢’est-a-dire A = B.

De méme. on écrira A = B pour dire « A = B est une proposition
vraie ».

1. Les quantificateurs V et 3

V signifie « quel que soit », pour tout.

3 signifie « il existe au moins un ».
Soit ag, ay,as, ..., a,,...une famille rangée (ou suite) de nombres réels.
On considere les propositions :

— A =les a, sont tous nuls;
— B =les a, sont non tous nuls ;
— C = a partir d’un certain rang les a, sont tous nuls.

Pour de telles propositions, I’emploi des signes V et 3, appelés quantificateurs,
permet de rendre mécanique 1) 1’écriture des contraires ; 2) la recherche de
leur lien logique ; 3) la démonstration de leur valeur de vérité dans les cas ou
les a, sont explicités.

A. Régles d'utilisation

1) Le quantificateur « V »

La proposition A = les a, sont tous nuls :

— sécrit A=VneN,q,=0;

— se lit « quel que soit n élément de N, a@,, = 0» ;

— ou signifie encore « pour tout n élément de N, a, = 0», «ag =0ET a; =0
ET a, = 0 ET... etc. »
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2) Le quantificateur « 3 »

La proposition B = les a, sont non tous nuls :

— signifie « I’un au moins des a,, est non nul » ;

— s’écrit B =dn € Ntel que a, # 0;

— se lit «il existe au moins un €lément n € N tel que a, # 0 ».

3) Passage d'une proposition a son contraire

On remarque que A et B sont des propositions contraires (i.e. A = —B et
B = —A). Si on remplace la proposition (a, # 0) par =(a, = 0), les écri-
tures suivantes font apparaitre les régles permettant de passer d’une proposi-
tion contenant des quantificateurs a sa proposition contraire.

A=VneN, a, =0
! !
—A = dn € N tel que —(a, = 0)
B = dn € Ntel que —~(a, = 0)
! !
-B=VneN, a, =0

Point méthode
Pour passer d’une proposition a son contraire :

on remplace le signe V par 3;

— on remplace le signe d par V ;

on remplace la proposition sur laquelle porte le signe V par son contraire ;

on remplace la proposition sur laquelle porte le signe 3 par son contraire.

4) Propositions contenant deux quantificateurs

a) Considérons la proposition C = « a partir d’un certain rang les a, sont tous
nuls ».

C signifie : il existe au moins un rang p € Ntel que a, = 0ET apy = 0
ET a,,, = 0 ET, etc. La proposition a, = 0 ET ap.; = 0 ET ap.2 = 0 ET,
etc. peut s’écrire :

Vn>=p,a,=0

ou encore, via la définition 5 de « = » donnée plus haut :
VvneNnz2p=a,=0

C’est la deuxieme écriture que 1’on choisit.
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Récapitulation :
C = «a partir d’un certain rang les a, sont tous nuls » :
— s’écritdp € Ntelque Vn e Nyn > p = a, =0;

— se lit « il existe au moins p € N tel que pour tout n € N, si n > p alors
a, = 0».

b) Considérons la proposition D = —C et appliquons le point méthode ci-
dessus vu en 3 pour I’écrire a I’aide des quantificateurs.

C=dpeNtelqueVne Nyn>p=a,=0
-C=VpeN,-vVvneN,n>p=a,=0)
-C=VpeN,dne Ntelque ~(n > p = a, =0)
-C=VpeN,dne Ntelquen > p ET —(a, = 0)

ou encore
D=-C=VpeN,dneN, telquen > pETa, #0

On a utilisé la propriété de négation de I’implication vue plus haut, a savoir :
-(A = B)=AET -B.

¢) De facon générale, P(n, p) étant une proposition qui dépend de n et p, la
négation de la proposition :

Vn € N, dp € N tel que P(n, p)

est :
dn € Ntel que Vp € N, P(n, p)

B. Exemples

e Soit A la proposition suivante, ot N = {0, 1,2, ...} désigne I’ensemble des
entiers naturels.

A =1l existe dans N un entier plus grand que tous les autres.

A I'aide des quantificateurs, A s’écrit,

A=dneNtelqueVke N k<n
d’ ol I’écriture mécanique de son contraire

—A =Vn € N,Jdk € Ntel que —(k < n)
—“A=VneN,Jke Ntelque k >n
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La connaissance intuitive des entiers naturels permet d’affirmer que A est
fausse. Quant a la démonstration de cette affirmation faisons-la en démontrant
que —A est vraie.

Soit n un entier quelconque, en considérant k = n + 1 on a bien k € N et
k > n.

Donc pour tout n € N il existe (on I’a trouvé !) k € N tel que k > n.
Donc «Vn € N, dk € N tel que k > n » est une proposition vraie.

Conclusion —A est vrai.

—> Commentaires

Dans la proposition —A, I’existence de I’entier k une fois n choisi est tout
a fait concrete. En effet on sait expliciter k en fonctionden : k = n + 1
dans notre cas.

Pour un 7 choisi, il n’y a pas d’unicité de 'entier k : k = n+2,k = n+3,
etc., conviennent aussi.

Dans notre exemple les entiers k qui conviennent dépendent toujours de
n, mais il peut ne pas en étre ainsi.

Pour déterminer la valeur de vérité de A, on a étudié —A.

e Soit H = I’ensemble des humains et C = I’ensemble des chaussures.

Considérons la proposition : A = « Tout le monde trouve chaussure a son
pied ». A I’aide des quantificateurs, A s’écrit : A = VA € H3c € C tel que la
pointure de ¢ convienne a A. Si on change 1’ordre des quantificateurs dans la
proposition A, la nouvelle proposition B s’écrit : B = J¢ € C tel que Vi € H,
la pointure de ¢ convient a . La traduction de B dans le langage courant est :
il existe une chaussure « taille unique » qui convient a tous.

On retiendra de cet exemple, la propriété générale suivante :

— on change le sens d’une proposition en changeant I’ordre des quantifica-
teurs ;

— la proposition B = (dc € Ctel que VA € H. . )
implique la proposition A = (Vh € H 3¢ € C tel que...).
Implication qui, dans notre exemple, se comprend aisément puisque la
chaussure ¢ dont B vrai assure 1’existence, convient a tous les hommes 4
dans I’écriture de A.
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11F Application : opérations
sur les ensembles

A. Ensemble, élément, inclusion

On connait les ensembles numériques :

N ={0,1,2,...} = I’ensemble des entiers naturels,
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} =1’ensemble des entiers,

Q:{rzgtelquepezﬁez’cﬁéo}
q

= I’ensemble des nombres rationnels,
R = I’ensemble des nombres réels,
C = I’ensemble des nombres complexes,
la,b[ = {x € Rtelque a < x < b}

appelé intervalle ouvert de bornes a et b, etc.

Plus généralement, on dit que A est un ensemble si on est capable de recon-
naitre tous ses éléments c’est-a-dire, si I’écriture «a € A » est une proposition
(vraie ou fausse donc) pour tout objet a considéré.

«a € A» selit «a est un élément de A » (on dit aussi « a appartient a A »).
On écrit a ¢ A pour exprimer —(a € A).

—> Commentaires

Les termes « ensemble », « élément » sont familiers dans le cadre du
langage courant et nous avons le sentiment, voire la certitude, de com-
prendre leurs diverses relations. En fait cette notion d’ensemble est
beaucoup moins naive qu’elle n’en a I’air et les picges ludiques de la
contradiction, découverts au début du siecle, ne peuvent étre désamor-
cés. A partir des années 50, les logiciens — Kurt Godel entre-autres — ont
précisé les limites incontournables des formalismes dans I’écriture ma-
thématique. Quelques ambitions mathématico-intellectuelles du début du
siecle ont du étre revues a la baisse.

On désigne par E un ensemble, dit référentiel, ot sont puisés tous les é1é-
ments servant a définir les autres ensembles.
Tout ensemble A peut alors étre défini :

— soit en énumérant ses éléments (quand c’est possible) ;
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— soit en donnant la propriété notée P(a) qui caractérise ses éléments a pris
dans E.

P Exemple

E=RetPla) = «a>+a—2=0»et A= {ac Rtelque P(a)},
c’est-a-dire : a € A <= P(a).

1l est clair que A = {—2,1}.

E=RetA={acRtelque—1<a<+1} onlapropriété P(a) qui
caractérise les éléments a de A est —1 < a < +1. Cet ensemble appelé
intervalle ouvert de R se note A =] — 1, +1[. Il est clair que dans ce cas
on ne peut pas énumérer tous les éléments de A.

On désigne par ) = { }, lire « ensemble vide », I’ensemble qui ne
posséde aucun élément et pour lequel donc la proposition « a € () » est
fausse quel que soit [’objet a.

e Définition 7 : inclusion de deux ensembles

On dit que I’ensemble A est inclus dans I’ensemble B si Va € E,a € A —
a € B, ou plus simplement, s’il n’y a pas d’ambiguité sur le référentiel E :
Va,a € A =—> a € B. On note alors A C B et A est appelé sous-ensemble ou
partie de B.

—> Commentaires

A C B signifie que tout élément de A est élément de B, et les propriétés
de I’C seront les conséquences directes des propriétés de I'implication
« = » et du quantificateur « V ».

o Définition 8 : égalité de deux ensembles

On dit que ’ensemble A est égal a I’ensemble Bsi A C Bet B C A. On note
alors A = B.

B. Union, intersection, complémentaire,
produit

Les connecteurs OU, ET, NON, et les quantificateurs V, 3 permettent de définir
de nouveaux ensembles a partir d’ensembles donnés. Leurs propriétés sont les
conséquences directes des propriétés des connecteurs et quantificateurs. On
désigne par £ un ensemble dit référentiel, par A, B, C, ... des parties de E et
par A1, Ay, ..., A,, ... une famille infinie de parties de E.
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o Définition 9
a) Union de deux ensembles

A l’aide du « OU » on définit le nouvel ensemble A U B (lire A union B) tel
que :
AUB={x€Etelquexc AOU x € B}

b) Union dénombrable d’une famille d’ensembles

A I’aide du « 3 » on définit le nouvel ensemble UneN A,, (lire union sur n € N
des A,) tel que :

UA” ={xe€Etelque In € Ntelque x € A, }
neN

¢) Intersection de deux ensembles

A I’aide du « ET » on définit le nouvel ensemble A N B (lire A intersection B)
tel que :
ANB={xe Etelquex € AET x € B}

d) Intersection dénombrable d’une famille d’ensembles
A Taide du «V » on définit le nouvel ensemble ﬂneN A,, (lire intersection sur
n € Ndes A,) tel que :

ﬂAn ={xeEtlqueVne N,xe€ A,}
neN

e) Complémentaire d’un ensemble

A I’aide du « NON » on définit le nouvel ensemble C £A (lire complémentaire
de A dans E) tel que :

CekA={xcEtlquex¢ A}

ou encore :
CpA = {x € Etel que NON(x € A)}

On note A° ou A cet ensemble s’il n’y a aucune ambiguité sur le référentiel E.

—> Commentaires

On définit I’ensemble A . B (lire « A moins B ») des éléments de A qui
ne sont pas dans B ; c’est-a-dire A ~ B = AN B°.
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—> Commentaires

On notera que tous les ensembles définis ci-dessus a I’aide de parties de
E sont encore des parties de E. Ce n’est plus le cas pour I’ensemble A x B
défini ci-dessous.

f) Produit de deux ensembles

A I’aide du « ET » on définit le nouvel ensemble A x B (lire produit cartésien
de A par B) tel que :

A x B={(a,b)telquea € AETb € B}

Pour définir A X B on introduit un nouvel élément noté (a, b) et appelé couple.
On définit I’égalité suivante entre deux couples :

(a,b) =(d,b) <= [a=d ETb =1V]

e Quelques propriétés

On se contentera de donner quelques unes des nombreuses propriétés de ces
opérations en précisant leur lien avec les propriétés des connecteurs ou quan-
tificateurs mis en cause.

A ANBUCO=ANBUMANCOC)
En effet :
XEANMBUC)<—= (xcA)ET(x€ BUC)
< (x € A) ET[(x € B)OU(x € O)]
XEANBUMANC) < [(x€ A)ET(x € B)]
OU[(x € A) ET(x € O)]

On vérifie via une table de vérité que la proposition P ET(Q OU R) est équiva-
lente a la proposition (P ET Q) OU(P ET R) et en remplacant P par (x € A), Q
par (x € B), R par (x € C) on déduit :

XEANBUC) <= xc(ANBUMANO)
d’ou I’égalité ensembliste :
ANBUC)=ANBUMANC)

On dit que I’intersection est distributive pour I’union. De la méme maniere on
démontrerait que 1’union est distributive pour I’intersection, c¢’est-a-dire :

AUBNC)=AUBNMAUC)
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b) (mnEN A")c = UnEN A:‘t

En effet :
C
x € (ﬂAn> = - (xe ﬂAn>
neN neN

<~ -(VneN,x €A,
<= dn e Ntel que ~(x € A,)
<= dn e Ntel que x € A,

= xe|]JAy
neN

C. Fonction. Injection. Surjection. Bijection
A et B désignent deux ensembles, et :
f A — B
x = f)=y

désigne une fonction (on dit aussi application) de A dans B.
Dans I’écriture y = f(x), y s’appelle I'image de x par f et x ’antécédent de

y par f.
1) Pour que f soit une fonction il faut que tout élément x de A ait au plus une
image y = f(x) dans B, ce qui peut s’écrire :

Vx €A, VX €A, f(x) # f(X) = x# ¥
Ou encore, sachant qu’une implication est équivalente a sa contraposée :
Vxe A, VX' €A, x=x = f(x) = f(X)

On comprendra mieux avec le dessin suivant (figure 1.1).

A B

<

Figure 1.1 — Situation INTERDITE si on veut que f soit une application de A dans B.
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2) On dit que I’application f est une injection de A dans B si :
Vx€e A, VX €A, x# X = f(x) # f(X)

ou encore :

Vx€ A, VX €A, f(x) = f(X) = x=4

ou encore si tout élément de B est image d’au plus un élément de A.
On comprendra mieux avec le dessin suivant (figure 1.2).

x)

Figure 1.2 — Situation INTERDITE si on veut que f soit une injection.

3) On dit que I’application f est une surjection de A dans B si :
Vye Bdxe Atelque f(x) =y

ou encore si tout élément de B est image d’au moins un élément de A.
On comprendra mieux avec le dessin suivant (figure 1.3).

A B={1,2,3,4}
f

'

Figure 1.3 — L’élément 4 de B qui n’est image d’aucun élément de A INTERDIT a f d’étre une
surjection.
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4) Une application qui est a la fois injection et surjection est appelée bijection :

A f B
7
A ={a,b,c,d} B ={1,2,3,4}

Figure 1.4 — Exemple de bijection de A dans B.

5) Dans le cas ol f A — B
x = f)

est une bijection (et seulement dans ce cas) on définit une nouvelle applica-
tion notée f~!, appelée application réciproque de f (on dit aussi application
inverse) telle que :

' B - A
y o~ [w=xey=f@
Ainsi dans I’exemple de la figure 1.4

B f—l A

'*v
g

Figure 1.5

6) Egalité de deux applications f et g.
On dit que f = g si f et g ont méme ensemble de départ A, méme ensemble
d’arrivé BetVx € A, f(x) = g(x).

7) Soit f et g deux applications telles que :
f A — B
x = f()
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et g B — C
y +— 9

On définit une nouvelle application notée g o f, appelée application composée
de g avec f, telle que :

gof A — C
x = (go Hlx) =glf(0]

P Exemple

On retiendra que g o f peut étre définie sans que f o g le soit. C’est le cas
dans I’exemple suivant :

A

f B g C

‘—. 7
S —

A

d’oit
gof
Figure 1.6
P Exemple

Soit f I'application de la figure 1.4, ona f~' de la figure 1.5, on en déduit
flof 1A — A
x o= ff@l=x
et fof/' :B — B
y = S wl=y
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—> Commentaires

Soit Idy (respectivement Idg) I'application identique de A dans A (res-
pectivement de B dans B), on montre sans difficulté : si f : A — B est
bijective, alors f~! o f = Idy et fo f~! = Idp.

8) Soit f 1A — B
x = y=fx

une application quelconque de I’ensemble A dans I’ensemble B.

a) Pour toute partie X de A, on définit f(X) ’ensemble des images par f des
éléments de X, c’est-a-dire :

fX) ={y = f(x) tel que x € X} qui est une partie de B.
J(X) est appelé ensemble image directe par f de I’ensemble X.

b) Pour toute partie ¥ de B, on définit f~!(Y) I’ensemble des antécédents par
f des éléments de Y, c¢’est-a-dire :
FH(Y) = {x € Atel que f(x) € Y}, qui est une partie de A.

F~1(Y) est appelé ensemble image réciproque par f de ’ensemble Y.

—> Commentaires

Soitx € X C A, alors f(x) € B, mais f(X) C B.Soity € Y C B, alors
F~N(y) n’est défini que si f est bijective, par contre f~'({y}) et f~1(Y)
sont des parties de X toujours définies que f soit bijective ou non.

» Exemple
On considere ’application f de la figure 1.3.

fA) = {123} f(a.b}) = {12} f({ab.ch) = {1,2};
fdd}) = {3} (mais f(d) = 3).

S7B)y = Ay L2 = {aboes 4D = 00 {2 =

{b,c}; (mais f~'(2) n’est pas autorisé car f n’est pas bijective).
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Exercices

y
Enoncés
Exercice n° 1

On désigne par A, B, C trois propositions.

a) Construire la table de vérité de la proposition suivante :
P=[A=BETB=0)]=A=20)
b) Quelle propriété de I’implication avez-vous démontrée ?

Exercice n° 2
Exprimer le contraire des propositions suivantes dans le langage courant.
A =V est vert et R est rouge

B = Le chomage régresse ou I’'inflation croit (on commencera par choisir le sens du « ou »
dans B dans le cadre du langage courant)

C = Si le chdmage régresse, alors 1’inflation croit.

Exercice n° 3
a) Donner la table de vérité du « ou exclusif ».

b) Dans une méme table de vérité comparer les propositions « mA OU B » et « —A ou
exclusif B ». Conclusion sur « == » ?

Exercice n’ 4

Soit a et b deux nombres réels quelconques. L'implication suivante est-elle vraie :
a < b = a < b? Méme question pour I’implication contraposée et I’'implication
réciproque.

Exercice n° 5

Démontrer a I’aide d’une table de vérité que —(A ET B) = -A OU —B.
Peut-on dire que les propositions =(A ET B) ainsi que (—A OU —B) sont équivalentes ?

Exercice n° 6

Déterminer I’ensemble E tel que : E = {a € Rtel que Ve > 0, 0 < a < &}

Exercice n° 7
a) A et B deux ensembles, écrire la négation de A C B.

b) Démontrer a I’aide de la table de vérité de « = » que ) C A est vrai pour tout
ensemble A. Comparer les ensembles () et {()}.

c) Soit A = {a, b, c}, expliciter I’ensemble des parties de A. On le notera P(A).

d) Soit A un ensemble quelconque. Démontrer qu’il y a plus d’éléments dans P(A) que
dans A.
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Exercice n° 8

Expliciter les ensembles suivants ou 2 est un entier naturel et [a, b] et ]a, b[ désignent des
intervalles de R.

1 1 1 1
A= -+ ; = -+ ;
nrgN n+1’ n+l}’ ﬂ] n+1l’ n+l{’

neN
1
=N ot

neN

;. D= U]—n,+n[; E = U[—n,+n]

neN neN

Exercice n° 9
Soit

f A — B
x = y=flx

a) Enoncer la propriété de f représentée par chacune des propositions suivantes :
Pi = (f(A) = B),P, = (Vy € B, '({y}) # D),
P; = (Vy € B, f~'({y}) contient au plus un élément),
Py = (Vy € B, f~'({y}) contient un élément et un seul).

b) Soit B; et B, deux parties de B. Démontrer que :

T BNBy = BN (B
¢) Soit Ay et A, deux parties de A. Démontrer que :
f(A1NA2) C f(A) N f(A2)

A I'aide d’un contre-exemple démontrer que I’inclusion réciproque peut étre fausse.
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2 . Les ensembles

numériques
N, Z, Q, R

es nombres, premier pas d'une pensée abstraite, ont une histoire.
Quelques questions et anecdotes a leur sujet :

- Quel est le signe le plus fréquent dans un cahier de mathématiques et

ce depuis le cours préparatoire ?

Réponse : Le signe « = », dit signe d'égalité, timidement introduit par
Robert Recorde (1510-1558). Ce signe mit longtemps avant d'étre ac-
cepté.

Quel est le nombre le plus « magique » de tous, tant par le concept voi-
sin de la paranoia qu'il représente, que par I'épanouissement libérateur
qu'il eut pour I'intellect subodorant la notion de structure algébrique ?
Réponse : On pourrait penser a des nombres tels que :

V2, qui n'est méme pas rationnel !
i le complexe tel que i = —1, et cela fait bizarre!

—nl2

i qui vaut e=™2, nombre réel auquel on ne s'attend pas.

pi la « star » de I'histoire des nombres, avec ses fans sur internet ca-
pables de réciter plus de mille décimales (club trés fermé donc!), avec
ses malades de la quadrature du cercle (construire a la regle et au com-
pas un carré de méme surface qu’un cercle donné... on sait aujourd’hui
que cela est impossible), avec ses ordinateurs qui, a n’en plus finir, cal-
culent ses décimales.

nvalait :

e 3,1 chez les Babyloniens (2000 av. J.C.),
e 3,141 pour Archiméde (-250 av. J.C.),

e 3,14159 pour Liuttui (+264),

e 3,141592 pour Tsu Chung Chih (+480),
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e 3,1415926536 pour Vicite (+1593).

En 1985 on connaissait 17 millions de décimales de , en 1989 le milliard
est atteint, en 1994 on en est a quatre milliards.

Sans I'ombre d'une hésitation la réponse est la suivante : le nombre le
plus magique de tous est le nombre nul appelé « zéro ». Noté a l'aide
du chiffre « 0 », le mot « chiffre » vient de I'arabe « sifr »... qui veut
dire zéro. L'introduction du zéro est une réalisation des Hindous (vers
800 ans av. J.-C.), les Romains I'ignoraient et ne I'avaient donc pas dans
leur catalogue de chiffres: |, V, X, L, C, D, M.

Gerbert (pape de 999 a 1003 sous le nom de Sylvestre Il, célébre pour
son érudition et ses réformes contre les abus religieux) introduit en
occident les chiffres arabes (d’origine hindoue) et le systéme de numé-
rotation décimale avec les chiffres 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9.

Mais il faudra attendre le XI11¢ siecle pour que I'usage se répande.

L'air de rien, I'introduction du concept « zéro » — qui sert a compter les
objets quand il n'y en a pas et qui permet la numérotation de position
— est un immense accomplissement, décisif dans I'abstrait pour notre
intellect.

Pas de zéro, pas d'algébre !
(Le mot algébre vient de I'arabe « al-djabar » avec le sens de « recons-
truction »).

Mots clefs : Récurrence, ZZ:O ax, Cﬁ, majorant (resp. minorant) d’un en-
semble, plus grand (resp. plus petit) élément d’'un ensemble, borne supé-
rieure (resp. inférieure) d'un ensemble, valeur absolue, intervalle de R.

|. Les entiers naturels N

A. Propriétés de I'addition

et de la multiplication
De maniere naive, on désigne par N = {0, 1,2,3,...} I’ensemble des entiers
naturels. Cet ensemble est muni de deux opérations, I’ addition et la multiplica-

tion, dont les propriétés bien connues sont les suivantes. a, b, ¢ étant des entiers
naturels quelconques.

(Py) a+beN
On dit que I’addition est stable dans N.

(P2) a+b=b+a
On dit que I’addition est commutative.
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P3) a+b)+c=a+{b+c)
On dit que I’addition est associative, propriété qui permet 1’écriture a +
b + c sans parentheses... et sans ambiguité.

(P4) ab e N
On dit que la multiplication est stable dans N.
(Ps) ab = ba
On dit que la multiplication est commutative.
(Ps) (ab)c = a(bc)
On dit que la multiplication est associative, d’ou I’écriture abc sans pa-
rentheses.
P7) alb +c¢) = ab+ ac
On dit que la multiplication est distributive pour 1’addition.

Par ailleurs, N est muni d’une relation d’ordre total qui permet de comparer
les entiers. Elle est notée « < » et pour a et b deux entiers quelconques on a la
propriété :
(Pg) soit a < b, soit b < a.
—> Commentaires

Ces propriétés :

— sont le fond commun calculatoire de nous tous et semblent donc « cou-

ler de source ».

— seront conservées dans les ensembles numériques plus grands que sont
Z, Q, R. Par contre, dans C on perdra la relation d’ordre total « < »
de (Pg).

— de (Py) a (P7) sont les sept « premiers commandements » pour définir
les structures algébriques abstraites (anneau, corps) dont on connait les
développements et Iefficacité dans les modeles auxquels elles s’ap-
pliquent.

L’écriture (N, +, ., <) désigne I’ensemble N muni d’une addition, d’une
multiplication, d’une relation d’ordre. Pour les mé&mes raisons on écrira
@Q +,. 9, R, +,. ), etc.

B. Le raisonnement par récurrence
1) Principe

L’ensemble N est défini formellement a 1’aide de cinq axiomes dus a Peano
Giuseppe (1858-1932) dont I’un, dit axiome d’induction, sert a valider le rai-
sonnement par récurrence. L’étudiant doit voir ce raisonnement comme une
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belle machine a démontrer qu’une proposition est vraie quel que soit 1’en-
tier n ; tout état de pensée autre que pratique est a prohiber. Seule compte I’ef-
ficacité. Le principe est le suivant : « soit P(n) une proposition dépendant d’un
entier naturel n € N. Si P(0) est vraie et si, pour tout n € N I’implication
“P(n) = P(n + 1)” est vraie, alors la proposition P(n) est vraie pour tout
entier n € N ».

Tout est dit entre ces guillemets ; il n’y a rien a ergoter sur la récurrence.

2) Applications

Point méthode

Dans une démonstration par récurrence, procéder de la maniere suivante :

— exprimer clairement la proposition P(n) dont on veut démontrer qu’elle
est vraie pour tout n € N.

- Etape 1 : Vérifier que P(0) est vraie.

— Etape 2 : Faire I’hypothese, appelée hypothése de récurrence : « P(n)
vraie pour I’entier n € N ».
En déduire par des calculs, des raisonnements, de I’intuition, etc. que
«P(n + 1) est vraie pour ’entier n + 1 € N ».

— Etape 3 : Récurrence terminée. Enoncer clairement le résultat « pour tout
n € N, P(n) est vraie ».

Exemples
+1
a) 0+1+2+...+n:%
Montrons que cette égalité est vraie pour tout entier n € N. On désigne
+1
par P(n) la proposition : 0 +1+2+...+n = M et de facon
n
mécanique on applique le principe de récurrence.
’ . 00+1)
Etape 1 : P(0) est vraie car : 0 = —

Etape 2 : Pour tout n € N, U'implication P(n) = P(n+1) est vraie. En

effet : sous I’hypothese (dite de récurrence) : « P(n) vraie pour ’entier

nn+1
ne€ Ny cest-a-dire0+1+...+n= %, on déduit :

O+1+...+n+(m+1H)=0+1+...4n]l+(n+1)

1
0+1+...+n+(n+1):@+(n+1)
0+1+”'+”+<"+1):W
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d’out « P(n + 1) vraie pour Uentier (n + 1) ».

L’entier n choisi étant quelconque, on en déduit : pour tout n € N,

Uimplication P(n) = P(n + 1) est vraie.

Etape 3 : La récurrence est terminée. On conclut : pour tout n € N,

nn+1)
T

— La formule ci-dessus donne une expression simple de la somme des
entiers successif jusqu’a n. On peut s’en passer pour n = 10 et
calculer directement 1+2+...+10. On peut s’en passer, a la rigueur,
pour n = 1000000 et calculer, avec ordinateur et algorithme ad-
hoc, la somme 1 +2 + 3 + ... + 1000000. Par contre pour n =
1000000 000000 — 106x(10) jo caleul direct de 1 +2+3 + ... +
106%(10%) g7 techniquement impossible.

n’ n
— Lefaitque 1 +2+...+n = — + = soit un trindme du second degré

P(n) est vraie, c’est-a-dire pour toutn € N, 1+2+3+.. .+n =

en n, est un résultat utile dans le cours d’analyse.

— 1l a bien fallu, dans un premier temps, subodorer la formule 1 + 2 +
n(n+1) o ) . )
n=—" avant d’envisager sa démonstration par récur-
rence. Notons au passage qu’il n’y a pas de méthode pour « subo-
dorer une formule »... fut-elle démontrable par récurrence.
b) Soit ¥ une application de N dans N,  strictement croissante. Mon-
trons par récurrence : pour tout n € N, y(n) > n.
On désigne par P(n) la proposition : y(n) > n.

Etape 1—P(0) est vraie. En effet, y(0) € N = {0, 1,2, ...} donc y(0) >
0.

Etape 2 — Hypothése de récurrence : P(n) vraie pour Uentier n € N,
c’est-a-dire Yy(n) > n.
Alors :

Y(n + 1) > W(n) car  strictement croissante
dony(n+1)>yn) >n
etdoncy(n+1)>n

W(n+1) est un entier strictement plus grand que [’entier n, on en déduit
Y(n+1) = n+1c’est-a-dire P(n + 1) vraie pour Uentier n + 1.

Etape 3 — La récurrence est terminée. On conclut : pour tout n € N,
Y(n) = n.
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C. I.e signe >

On retiendra « ) _ » en tant que signe abréviatif d’une grande commodité.

1) Définition
Soit la suite de nombres réels ag,aj,asz,...,a,,... On décide d’écrire la

somme agp + a; + ax + ... + a, des (n + 1) premiers termes de la suite de
la maniere suivante :

n
apgtay+a+...+a, = E ay
k=0

(lire « somme de k = 0 a k = n des a; »).
Dans cette écriture I'indice k de a; s’appelle ['indice muet, le choix de la
lettre pour I’indice muet n’intervient pas dans la somme. Ainsi :

3 3

3
E ay = E ai:Zaj:aO+a1+a2+a3
i=0

k=0 j=0

On a le choix des valeurs extrémes que peut prendre I’indice muet & condition
que celle du haut soit supérieure ou égale a celle du bas. Ainsi :

5

E ap = ap +az +aq + as,
k=2

mais I’écriture 21%:5 ai n’est pas définie.
2) Exemples

n
oZk:1+2+3+...+n.
=1

n

1 1 1 1
o) o=lds .+

k—lk 2 3 n

n
.qu:1+q+q2+...+q” (N.B.¢’ =letg' =g)
k=1

n
oZ(2k+1): 1+34+5+...4+2n+1) =la somme des (n + 1) premiers

k=0
entiers impairs.
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3) Propriétés
e Propriété 1

si A désigne un nombre réel qui ne dépend pas de I’indice muet de sommation :

zn:/l:(n+1)/l et zn:/lak:/l-zn:ak
k=0 k=0 k=0

Démonstration : aucune difficulté. On notera les égalités :
n n n n
g aidi = 4 g ag; g aidy = dg g ai
k=0 k=0 i=0 i=0

e Propriété 2

S la+b) = ax+ Y b
k=0 k=0

k=0

Démonstration

> (ax +be) = (ag + bo) + (a1 +br) + ...+ (@ + by)
k=0

=(ap+ay1+...+a,)+by+by+...+by)
~(Sa)+ (T
k=0 k=0

e Propriété 3

2 n n

n
E ag| = aidg
k=0

i=0 k=0

Démonstration
n 2 n n
Z ay = Z a;| X Z Ay
k=0 i=0 k=0
n n n
=dy Zak + ay Zak +...+a, Zak
k=0 k=0 k=0
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on pose :

k=0

d’ou :

n n n n

21 _

g ay| = b; = E a;ay

k=0 i=0 i=0 \k=0
e Propriété 4
soit (a;j) i=1,..., une famille de n x m nombres réels. Alors :

j=1,..m

animi% ZZ“Z]

i=0 j=0 j=0 i=0

Démonstration : on note sous forme de tableau la famille (a;;) i=1,... , le réel
j=1,...m
a;; se trouvant a la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de ce tableau a n lignes et

m colonnes :

app apz ... 4y ... iy

a;l ap ... aij ol Uiy

_anl apn ... anj anm_

On désigne par S la somme des n x m nombres a;; ; S ne dépend pas de I’ordre
dans lequel sont effectuées les additions.
D’une part L; = ZT: | a;j = somme des termes de la ligne i et :

n n m
IS
i=1 i=1 j=1

D’autre part C; = > 7 | a;; = somme des termes de la colonne j et :

m m n
S _ZCJ_ZZa,,

j=1i=1

on conclut immédiatement.
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D. Lesnombres Ck

Soit 300 étudiants dans un amphithéatre. Il en faut 30 pour faire un groupe de
travaux dirigés. Combien de choix sont possibles pour faire un groupe ?

Un raisonnement simple va aboutir a une formule dite récurrente qui don-
nera la réponse a notre question, réponse notée C3.

1) Définition

Soit A un ensemble de n éléments et B une partie de A. Dans B, il peut y
avoir soit 0, soit 1, soit 2, etc., soit n éléments. On désigne par Cﬁ le nombre
de parties B a k éléments choisis parmi les n éléments de A. Ainsi, pour un
ensemble a 4 éléments tel que A = {a,b,c,d}, les différentes parties B a
trois éléments sont : {a,b,c}, {a,c,d}, {b,c,d}, {a,b,d}. Il y en a quatre
d’ou C3 = 4.

2) Propriétés

a) On déduit immédiatement de la définition du nombre CX : pour tout n € N,
CO=1,Cr=1,Cl =n,Ck=05si k> n.

b) Soit A un ensemble de n éléments ; on désigne par By une partie a k éléments
de A et par B/, la partie constituée par les (n — k) éléments de A qui ne sont
pas dans By.

Figure 2.1
A toute partie By correspond une et une seule partie B! _,. et réciproque-
ment. Donc, a toute partie a k éléments correspond une et une seule partie a
(n — k) éléments, d’ou 1’égalité :

ck=cr*

¢) Soit a € A un élément particulier de A.
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By
By
Figure 2.2

— Toute partie a k éléments de A soit contient a soit ne le contient pas.

— Pour définir une partie telle que By il faut choisir (k — 1) éléments parmi les
(n — 1) éléments de A autres que a. Il y a donc Cﬁ:} parties telles que By.

— Pour définir une partie telle que B, il faut choisir k éléments parmi les (n—1)
éléments de A autres que a. Il y a donc ij_l parties telles que B

De ces trois points. on déduit 1’égalité

ck=ck i+t

n—1

d) Calcul des Cﬁ par récurrence

On distingue par P(n) la proposition : « Les nombres CS, C,ll, e C,’j, ....Cr
sont connus. »

Etape 1 — P(0) est vraie. En effet C8 = 1 (car la seule partie de I’ensemble
vide est I’ensemble vide).

Etape 2 — Hypothese de récurrence « P(n) vraie pour I’entier n € N », ¢’est-
a-dire les nombres C2, C,i, cey C’;, ..., C? sont connus.

Alors pour I’entier (n + 1), d’apres les résultats vus en a et ¢, on a les éga-
0 1.0l 0ol ol 2 ok
lités suivantes : C,,, = 1;C,,, = C, +C,;C;.; = C, +Cy5...5Ch =

Cck=1 +Ck; ..., "l = 1. Donc les nombres CY, ,,C!,,,...,C" sont connus

et P(n + 1) vraie pour I’entier (n + 1).

Etape 3 — La récurrence est terminée. On conclut : pour tout n € N. les
nombres CS, C,ll, cey Cﬁ, ..., Cy sont connus. En d’autres termes, ces nombres
sont calculables. Une présentation commode des calculs se fait a I’aide du
tableau suivant, appelé triangle de Pascal, ou I’on calcule de proche en proche
les nombres C,
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e) Le triangle de Pascal!

n=0,C'8
n=1, C(I)Ci
n=2, CYC}C}

n=3,CC}CC

n=4 QAEG
n=s g dalcd
etc.

Figure 2.3 — (Ainsi les nombres de la ligne 5 sont calculés a partir des nombres de la ligne 4 :
Cg = Cﬁ + Ci par exemple.)

Ce qui donne apres calcul, chaque ligne permettant de calculer la suivante :

n=0,1

n=11 1

n , 1 21
n=313 31
n=4,1 4 1
n—5,1551
etc.

Figure 2.4 — (Le 10 est obtenu par I’addition de 6 et 4.)

—> Commentaires
Ainsi, il est possible par cette méthode de calculer le nombre C%go qui
répond a la question du début de ce chapitre.
Quant a la faisabilité d’un tel calcul par le triangle de Pascal ? Le calcul
des nombres CYy,, Clog, - - - C300 nécessite le calcul des 300 lignes précé-
dentes de Ck(n = 0 a n = 299), ce qui implique le calcul et I’écriture de

44 850 nombres !

(Eneffet, 1 +2+...4+299 = M = 44 850 d’apres un résultat
vu précédemment).

Méme si, pour des considérations de symétries (CX = C"~*) dans le

triangle de Pascal, on divise par deux les calculs, le calcul effectif de
C39, n’est pas envisageable par cette méthode.

1. Blaise Pascal (1623-1662), mathématicien, physicien, philosophe et écrivain frangais. Mais
le « triangle de Pascal » figure dans un ouvrage chinois de 1303.
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f) La formule explicite des C,’:

Par d’autres méthodes de dénombrement, on démontre la formule explicite

suivante :
X n!

C,=—=
kN (n—k)!
ou n! (lire « factorielle n ») est défini par :
00=1 e nl=m-Dln, neN
Ainsi, 1! =1;2!'=1x2;3!=1 x2 x 3;etc.
—> Commentaires
Le nombre n! représente le nombre de permutations d’un ensemble de n

objets.
n! prend tres vite de grandes valeurs (par exemple 10! = 3628 800) et
1 bre C3) = =20 qui, apres les simplifications évident t
? ,no.m re C300 = 3017797 Wb aPres les simplifications évidentes, peu
s’écrire
30 _ 271 x 272 x ... x 300
007 I x2x... %30

est lui aussi treés grand. On le gardera sous cette forme.

3) La formule du bindbme de Newton

a) On écrit cote a cdte les identités remarquables ainsi que les premieres lignes
du triangle de Pascal.

n=1, (@+b)' =a+b 11
n=2, (a+b)=d>+2ab+b* 121
n=3, (a+b) =d +3a’bh+3ab*>+b> 1331

n=4, (@+b*=ad"+4a’b+6a’b* +4ab’> +b* 14641
On constate 1’écriture (cas n = 3 par exemple)
(a+b)} = Ca® + CLa®b + C3ab® + C3b°
On subodore alors la formule générale
(a+b)' =Co%" + Cla" b+ C2d" 20 + ...+ Cka" bk + ...+ C"D"

ou encore, en utilisant le signe > :
n
(@+b)y' =Y Cha"*b*
k=0
dite formule du binome de Newton (1642—-1727).
La démonstration (tres calculatoire) se fait par récurrence a I’aide de la re-
lation : Ck = C*~1 + C*_| vueen20).
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b) Applications

— Soit A un ensemble de n éléments. Le nombre de parties, ou sous-ensembles,
de A estégal a:
Co+Cly vty 1

car, on I’a vu, CX représente le nombre de parties de A ayant k éléments.
D’apres la formule du bindme de Newton :

CO+Cly. . +C'=U+1)"=2"

Conclusion : un ensemble a n éléments posséde 2" parties.

—Poura = 1 et b = —1 dans la formule du bindbme de Newton, on obtient
I’égalité :
CO—Cl+C2-C+...+(=1D)'C"=0

" L'ensemble R des nombres réels

Résoudre une équation, c’est trouver I’inconnue. Mais encore faut-il savoir ou
la chercher : c’est-a-dire dans quel ensemble ?

Siun ensemble ne contient pas les inconnues cherchées, il est naturel d’ima-
giner, dans un premier temps, un ensemble plus grand qui, lui fait I’affaire. On
pourra toujours voir, ensuite, comment légitimer par une construction rigou-
reuse via I’algébre ou I’analyse ce nouvel ensemble.

Ainsi naquirent Z, Q, R a partir de N.

A. Insuffisance des ensembles N, Z, Q

1) Des entiers naturels aux entiers relatifs

L’équation x + 7 = 2 n’a pas de solution x dans N. On imagine Z =
{..,=2,-1,0+ 1,+2,...} ou:
— d’une part : ’équation x + 7 = 2 a sa solution x = —5 dans Z;

— d’autre part : toute équation de la forme x + b = a a une solution dans Z,
pour tout a € Z pour tout b € Z. Z s’appelle I’ensemble des entiers relatifs.

2) Des entiers relatifs aux « fractions » de Q

L’équation 7x = 2 n’a pas de solution x dans Z. On imagine Q = {r = P el
q

que p € Z,q € Z,q# 0} ou:

2
— d’une part I’équation 7x = 2 a sa solution x = = dans Q;
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— d’autre part toute équation de la forme ax = b a une solution dans Q pour
tout a € Q, a # 0 et pour tout b € Q.

Q s’appelle I’ensemble des nombres rationnels et la notation d désigne une
q
fraction.

—> Commentaires
r est un nombre rationnel (ratio veut dire rapport) si et seulement si il
existe deux entiers relatifs p et g avec g # 0 tels que r = B.
q

4 6
et g ne sont pas uniques, en effet, - = — = —.
peta pas g 7714 21
/
Sir=Lety = E/ on retiendra que :
q q
- r=r<=pd=qr
g Pl rar
qq’
, oo
— rr — —
q9
r pqd
rqp

A partir de N I’ensemble des entiers naturels on a vu la nécessité de
définir des ensembles plus grands Z et Q ou les équations en x : a+x = b
et ax = b avaient toujours une solution.

La construction de Z a partir de N puis de Q a partir de Z se fait par
les voies de 1’algebre. N C Z C Q et les opérations d’addition et de
multiplication, ainsi que la relation d’ordre <, définies dans N s’étendent
a Q sans perdre les propriétés Py a Pg vues en I-A.

3) Insuffisance de Q I'ensemble des rationnels

a) Le théoreme de Pythagore (VI® siecle av. J.C.). Ce théoréme est a 1’origine
de I’insuffisance des fractions. Parmi ses nombreuses démonstrations donnons
celle qui fait appel a la notion de surface dans le cas particulier d’un triangle
rectangle isocele de coté 1. Considérons la figure suivante :

Surface du grand carré = 4.

Surface du petit carré = x?

1
Surface du triangle ABC = 5

La surface du grand carré est égale a la somme de la surface du petit carré et
de quatre fois la surface du triangle ABC, c’est-a-dire 4 = x> + 2 d’oul x> = 2.
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x / | AN
1 / : \\
g |
|
\ ! /
NX 1 4
1 A
\\\\\ : S
A 1 B
Figure 2.5

Conclusion : La longueur x de I’hypoténuse du triangle rectangle ABC est
solution de I’équation x> = 2.

Il pourrait paraitre naturel de chercher x parmi les rationnels. En effet, avec
les fractions, on peut toujours améliorer la précision d’encadrement de x tel
que x> = 2. Le tableau 2.1 nous donne des nombres rationnels de plus en
pﬁus proches — par exces ou par défaut — du nombre « idéal » x cherché tel que
x° =2

Tableau 2.1
X X X X
1,4 1,96 1,5 2,25
1,41 1,9881 1,42 2,0164
1,414 | 1,999396 1,415 | 2,002225
x=7? 2 x=7? 2

b) Aucun nombre rationnel n’a son carré égal a 2, ou encore 1’équation x> = 2
n’a pas de solution dans @, ou encore « x* =2 = x ¢ Q», ou encore
<<x€(@:>x27é2».

Démonstration par [’absurde de ce résultat

Soit x € Q et x > 0. On écrit x sous la forme x = B,p € N,g € N,
q

42
P fraction irréductible. (Par exemple x = 7 a pour forme irréductible x =

N L

= B.) Par des considérations élémentaires de parités sur les entiers p et g,
q

montrons que 1’égalité x> = 2 c’est-a-dire p> = 24> est incompatible avec
I’hypothese x = P fraction irréductible. En effet ;

x2:2:>p2:2q2:>p2pairzppair:>p:2.k,
ke N= 4k* = 24> = 2k* = ¢* = ¢* pair = q pair
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—> Commentaires
La propriété « p> pair = p pair » utilisée ci-dessus résulte de 1’impli-
cation contraposée « p impair = p? impair ». En effet : p impair =
p=2k+1,k € N= p?> = 202k*>+2k)+1, 2k*> +2k € N = p? impair.
Récapitulation : si x = P est Ia fraction irréductible telle que x> = 2, alors p

q
et ¢ sont des entiers naturels pairs... et la fraction d n’est plus irréductible. On

q
a trouvé une contradiction ; elle clot notre démonstration par 1’absurde.

Conclusion : si x € Q, x > 0, alors x> # 2. Par ailleurs, si x € Q, x < 0 alors
—x>0, —x € Qetx?> = (—x)* #2.

L’équation x> = 2 n’a donc pas de solution dans Q, pour mesurer la lon-
gueur de la diagonale d’un carré de c6té 1 on a besoin d’autres nombres que
ceux écrits sous forme de fractions.

Seule consolation, on sait approcher le « nouveau nombre x » qui n’est pas
dans QQ, d’aussi pres que 1’on veut par des éléments de Q.

4) R : le « clone algébrique » de

On admettra I’existence, la construction par les méthodes de I’analyse mathé-
matique, d’'un ensemble R dit ensemble des nombres réels tel que :

-QcCcR

- (R, +, ., <) est algébriquement la copie conforme de (Q, +, ., <) c’est-a-dire
que les regles de calcul sont les mémes.

— « Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure dans R ».
Cette propriété, qui n’est pas vraie dans Q, caractérise I’ensemble R des
nombres réels. Son étude est I’objet du paragraphe B ci-dessous.

L’équation x> = 2 (et plus généralement toute équation de la forme x> = a,

a > 0, a € R) ades solutions dans R.
Les nombres réels qui ne sont pas dans QQ sont dits nombres irrationnels
(c’est-a-dire ne peuvent étre écrits sous forme de rapport).

B. COncept nouveau : borne supérieure
d’'une partie non vide de R

1) Définitions
Soit E une partie non vide de R et a un nombre réel.

a) aestunmajorant de EsiVx € E, x < a

b) aestun minorant de EsiVx € E, a < x
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¢) a est est le maximum de E ou encore le plus grand élément de E si a est un
majorant de E et a € E. On note alors a = max E.

d) a est le minimum de E ou encore le plus petit élément de E si a est un
minorant de E et a € E. On note alors a = min E.

e) a est la borne supérieure de E si a est le plus petit des majorants de E. On
note alors a = sup E.

f) a estla borne inférieure de E si a est le plus grand des minorants de £. On
note alors a = inf E.

g) On dit que E est une partie majorée (respectivement minorée) de R si elle
admet un majorant (respectivement minorant) dans R.

h) On dit que E est une partie bornée de R si elle est a la fois majorée et
minorée.

2) Exemples. Commentaires

a) E={1,3,5,7};maxE = supE = 7; min E = inf E = 1. Plus générale-
ment, toute partie non vide finie de N admet un min et un max.

111 1
bDE=<1,-,-,—,...0 =4 — N*
) { a2’3’4a } {n,ne }
max £ = supE = 1; inf E = 0 mais min E n’existe pas. Montrons par I’ab-

surde ce dernier résultat : s’il existe min E alors min £ = — € E. On en déduit
n

1 . . R,

b = o € E avec b < min E et min E n’est donc pas le plus petit élément
n

de E.

—> Commentaires

On notera, dans cet exemple, que E, bien que minoré, n’admet pas de
plus petit élément. La situation se retrouve avec des ensembles majorés
sans plus grand élément.

3) Propriétés
e Proposition 1

S’il existe, le plus grand (respectivement le plus petit) élément d’une partie E
non vide de R est unique.

Démonstration : Soit E une partie non vide de R, a; € R tel que a; plus grand
élément de E, ay € R tel que a; plus grand élément de E. Alors :

(1) aeFE

2) Vx€eE, x<a Jol a; < ap d’apres (1) et (4)
3) ap €E ar < ay d’apres (2) et (3)
4) VxeE, x<a

et donc a; = as.
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—> Commentaires

On a ainsi montré : si deux éléments a; et a, ont chacun les caractéris-
tiques de « plus grand élément de E », alors ils sont égaux. D’ou I'unicité
de max E s’il existe.

Cette technique de démonstration de 'unicité (sans condition d’exis-
tence) est classique, on la retrouvera dans la suite du cours.

Exactement de la méme maniere — mutatis mutandis — on montrerait que
min £ est unique.

Corollaire : Si elle existe, la borne supérieure (respectivement inférieure)
d’une partie £ non vide de R est unique.

Démonstration : Soit Mg = I’ensemble des majorants de E. Si Mg # () alors
sup £ = min Mg et on conclut a ’unicité de sup E d’apres la proposition 1.
Idem — mutatis mutandis — pour ’unicité de inf E.

e Proposition 2

a=maxE — a=supE = a majore E
a=minE — a=infE =— a minore FE

Démonstration : Soit E une partie non vide de R et a = max E le plus grand
élément de E.

ackE
a=max E — .
a € Mg = 1’ensemble des majorants de £

Vm € Mg, a<m(cara € E)
a € Mg

= a est le plus petit élément de Mg
—> a = min Mg = le plus petit des majorants de E
— a=supk

L’implication a = sup E = a majore E résulte de la définition de sup E = le
plus petit des majorants de E.

De la méme maniere — mutatis mutandis — on montre les deux autres impli-
cations.
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e Proposition 3 : Caractérisation de la borne supérieure

Soit E une partie non vide de R, alors

4 — sup E (1)a majore E

—Sup 2Q)Ve>03xc Etelquea—e<x<a
Démonstration : Si a est le plus petit des majorants de E alors, d’une part il est
majorant (d’ou (1)) et, d’autre part, il n’y a pas de majorant strictement plus pe-
tit que a (d’ou (2)). Situation que 1’on peut commenter a 1’aide du schéma 2.6.

a—ce xekE a=supE

P * * » R

Figure 2.6

Tout nombre a — ¢ strictement plus petit que @ ne majore plus E, c’est-a-dire
dxe Etelquea — e < x.
—> Commentaires

D’apres les propriétés des quantificateurs vues au chapitre 1 :

a — & ne majore plus £ <= —(a — € majore E)
<— (Vx€eE x<a—eg)
< dxecEtlquea—e<x

4) Axiome de la borne supérieure dans R

[’axiome de la borne supérieure — en abrégé ABS — s’énonce : « Toute partie
non vide majorée de R admet une borne supérieure dans R ». Cet axiome pose
une propriété qui caractérise I’ensemble R des réels par rapport a I’ensemble
des rationnels, sachant que dans QQ cette propriété n’est plus vraie (voir ci-
dessous). Ainsi, on peut dire que I’ ABS est le « plus » de R par rapport a Q et,
comme tout axiome, I’ABS ne se démontre pas.

—> Commentaires
On montre sans difficulté que I’ ABS est équivalent a 1I’axiome de la borne

inférieure, en abrégé ABI : « Toute partie non vide minorée de R admet
une borne inférieure dans R ».

5) Q n'est pas muni de I’ABS

En effet, il existe des parties non vides majorées de Q qui n’admettent pas de
borne supérieure dans Q.
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Soit A = {r € Q* tel que > <2}. 1 € A donc A partie non vide.
reA=r’<2=r*<9 = r<3. Donc 3 est un majorant de A.
A C Q" € Q C R. Donc A est une partie non vide majorée de Q.

Sachant que Q C R, il est clair que A est aussi une partie non vide majorée
de R.

D’apreés I’ABS dans R qui assure I’existence de sup A dans R, posons @ =
supA, @ € R.
Montrons par 1’absurde que @ n’est pas un rationnel.
Soit I’hypothese : a € Q.
2 —a?

2+a
r € QF, r* < 2,donc r € A, d’autre part @ < r € A. Contradiction avec

@ = sup A qui est un majorant de A. Conclusion o > 2.

Supposons @ < 2. On considére le nombre r = « + . D’une part

)

Supposons @ > 2. On considére le nombre y = o — . D’une part

a
y € Q*, 2 < y* avec pour conséquence Vr € A, 1> <2 < y>dou 0 < r <y
et y majore A, d’autre part y < a. Contradiction avec @ = sup A qui est le plus
petit des majorants de A. Conclusion o < 2.

Il en résulte : @* = 2. Or, on I’a vu précédemment en A 3 b), aucun rationnel
n’a son carré égal a 2. Contradiction avec 1’hypothese a € Q, on conclut notre
raisonnement par I’absurde : @ = sup A est un nombre irrationnel.

—> Commentaires

A, partie non vide majorée de Q, n’a pas sa borne supérieure dans Q,
I’axiome de la borne supérieure que 1’on a posé en tant que propriété
de R I’ensemble des réels n’est donc pas vérifié par Q I’ensemble des
rationnels. L’étude de cet exemple le prouve.

11 est clair que certaines parties non vide majorées de @ ont leur borne
supérieure dans Q. Ainsi B = {r € Q" tel que > < 9}, a pour borne
supérieure sup B =3 € Q.

Les bornes supérieures, des parties non vides majorées de QQ, qui ne sont
pas dans QQ définissent tous les nombres irrationnels. On mesura la le coté
« productif » de ce nouveau concept de borne supérieure.
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C. I.'ensemble (R, +, ., <, ABS)
1) L'application valeur absolue |.|

a) Définition

.l ‘R — Ry

x +— |x| = max{x, —x}

D’ou le graphe 2.7.

el === -

\J

—a o x +a X
Figure 2.7

Conséquence directe du graphe, on remarque :

+x si x>0
x| = :
—x st x<0

|x| =0 sietseulement si x = 0;

B

|x| <a sietseulementsi —a < x<a
|x| > a sietseulementsix>aoux< —a.
b) Propriétés

Pour tout x et y dans R,

a) |xy| = [x].|y|

b) |x+y| < [x]+ ]yl

&) x| — lyll < lx— o]
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Démonstration :
a) Sachant que

+x si x>0
[l = —x si x<0

dans les quatre cas possibles de signes pour x et y on montre 1’égalité. Ainsi,
casx > 0ety <0:|xy| = —xy = x.(—y) = |x|.|y| etc.
b) Il est clair que Vx € R, x < |x| et —x < |x|, d’ou les inégalités :

x < x| x < |
y < |yl y < |yl
x+y < |x[+]yl  —(x+y < |x]+ ]y

On voit que |x| + |y| est un majorant de {x + y, —(x + )}, il en résulte :
[ +y| = max{x+y, —(x + )} < [x] +y|

¢) On pense a écrire x = (x — y) + y d’ou |x| < |x — y| + |y| d’apres b) et
x| = [yl < [x —yl-

De méme [y| — [x[ < |y — x| = [(=D.(x —p)| = [ = 1[.]x —y[ =[x — y].
Récapitulation :
x| — |yl < [x —y
(x| = |y < |x —y
On conclut :

x| = lyl| = max{|x| -

< x—y

»—(xl = lyh}

2) Intervalles de RR. Voisinage d'un point

a) Définitions

Les parties suivantes de R jouent un role important en analyse, on les appelle
intervalles de R. Soita € Retbh € R

la,b[ = {x € Rtelque a < x < b}, appelé intervalle ouvert de bornes a et b
[a,b] = {x € Rtel que a < x < b}, appelé intervalle fermé, ou segment,

de bornes a et b
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[a,b] = {x e Rtelquea < x < b}
Ja,b] = {x € Rtel que a < x < b}
la, +oo[ = {x € Rtel que a < x}
[a,+oo[ = {x € Rtel que a < x}
] —o00,al = {x € Rtel que x < a}
] —o0,a] = {x € Rtel que x < a}

]—o00,+00[ =R
—> Commentaires

e Il est clair que Ja,a[=]a, a] = [a,a[= 0 et [a,a] = {a}.
Enfin, si b < a, ]a, b[= [a, b[=]a, b] = [a, b] = (.

e On a répertorié ci-dessus tous les types possibles d’intervalles de R (il y
en a donc neuf). On remarquera la propriété caractéristique pour qu’une
partie / de R soit un intervalle :

I intervalle de R si et seulement si:Va € I,Vb € I, la,b[C I
Ainsi E =]0,5[ U {6} U [9,11] est une partie de R qui n’est pas un
intervalle de R.

e Les intervalles ouverts de R, sont :
la,b[, la,+oo[, ]—o0,al, ]— o0,+0o0[
Les intervalles fermés de R sont :
la,b], [a,+oco[, ]—o00,a], ]— o0,+o0[
Si I est un intervalle ouvert de R, alors :
Vxel, da>0telque]x—a,x+a[CI
Par exemple, si I =]a, b[ :

a X b

[ -
-
[ ]

-
am

Figure 2.8
]x — a, x + o[ s’appelle intervalle ouvert de centre x et de rayon a > 0.

Il est clair que cette propriété n’est pas vraie pour I’intervalle fermé [a, b]
puisque pour x = 4, la — @, a + a[ n’est jamais inclus dans [a, b].
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b) Représentation paramétrique de I’intervalle ]a, b[
Soit I’intervalle ouvert Ja,b[, a < b :

x€la,bl <= a<x<b<—0<x—a<b-—a

xX—a
—0<
b

<lem 7% aq0.1]
—a b—a

< x=a+Ab—a), 1€]0,1]
< x=Ab+ (1 —a, 2 €]0,1[
< x=pa+ (1 —wb, ueclo,1[
< x=aa+pb, a+p=1, a €]0,1[, B €]0, 1]

Conclusion : On appelle représentation paramétrique de l'intervalle ]a, bl,
I’écriture suivante :

la, b[= {ua + (1 — )b tel que p €10, 1[}

Ainsi tout élément x €]a, b[ peut &tre écrit sous la forme x = pa + (1 — )b,
u €10, 11.

De la méme maniere on montrerait que tout élément x € [a, b] fermé, peut
étre écrit x = pa + (1 — )b, u € [0, 1].

¢) L’inéquation |[x — a| < g,a € R, >0

Cette inéquation joue un role essentiel en analyse, nous en donnons la solution
(obtenue sans difficulté) : x est solution de I’inéquation |x — a| < & si et seule-
ment si x €la — &,a + &[. |x — a| est la distance entre les points d’abscisses x
et a (figure 2.9).

a—¢ X a x a+e
o & & L o
1 * * * — R
-« - - - - >

X —al |x—al

Figure 2.9

d) Voisinage d’un point de R

On sera amené dans le chapitre 4 a parler d’une propriété « vraie au voisinage
d’un point a € R » avec le sens intuitif « habituel ». On exprimera cette situa-
tion de la maniere suivante : «il existe @ > 0 tel que sur I'intervalle ouvert
la — a,a + a[ la propriété est vraie ».
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» Exemples

o La fonction x — Inx est définie au voisinage de a = 107> car définie sur
Pintervalle la — 10~%,a + 107*[.

0 a=1072
® | . ! —
a—10"* a+ 1074
Figure 2.10

e La fonction x — +/x n’est pas définie au voisinage de a = 0 car, quel que
soit @ > 0, cette, fonction n’est pas définie sur U'intervalle | — a, +al... a
cause des nombres strictement négatifs qui s’y trouvent.

e La fonction x — In|x| est définie au voisinage de a = 0 sauf en a = 0, car
définie sur ] — 1,+1[\{0} (In|x| est définie sur R*).

e [La fonction x — 5 est définie au voisinage de a = 2 sauf en a = 2.
x [R—

Exercices

Enoncés
Exercice n° 1

Démontrer les formules suivantes ou n désigne un entier naturel quelconque. On utilisera
la méthode proposée :

_ n+l
a) 1+q+qz+...+q":711 q (2.1)
—q

— Démontrer (2.1) par récurrence sur n. On traitera a part le cas g = 1.

— Calculer (1+g+¢*+...+¢")(1 —¢), en déduire directement la formule (2.1) pour

q# 1.
b) 1+2+3+...+n:%n(n+1) 2.2)

Démontrer (2.2) directement apres avoir calculé

[T+2+3+...+(n—D+n]l+n+n—D+...+2+1].

) Z(Zk —D=n (2.3)
k=1

— Démontrer (2.3) par récurrence sur n
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— Démontrer (2.3) directement en utilisant (2.2) ainsi que les propriétés du signe

« Z ».

Exercice n° 2

«La péche a la formule en vue d’une récurrence ». Fort du résultat :

1 1
1+2+...+n:§n2+§n,

on peut espérer une formule P(n) telle que :
P+2°+... 41" =P(n) (2.4)

ou n est un entier quelconque.

a) Quel type de polyndme P(n) est-il raisonnable de proposer ? Est-on assuré de 1’exis-
tence d’une telle formule, polyndmiale ou non ?

b) On pose P(n) = an® + bn® + cn + d. Démontrer que si P(n) convient pour (2,4),
alors a, b, c, d sont les solutions d’un systeme linéaire de quatre équations a quatre
inconnues. Calculer a, b, ¢, d.

¢) Démontrer par récurrence que : pour tout n € N,

12+22+...+n2:7n(n+1)6(2n+1)

d) Peut-on imaginer une généralisation de cette méthode ?

Exercice n° 3
Etablir I égalité suivante :
k k—2 k—1 k
C,=C,5+2C,_,+C,_»

Meéthode : Isoler deux éléments d’un ensemble a n éléments puis dénombrer les parties
a k éléments contenant 1’un, I’autre, I’un et I’autre, ni I’un ni I’autre.

Exercice n° 4

Démontrer que pour tout n € N*, C3, est pair.

Exercice n® 5
. . . . 1
Soit A partie non vide de R telle que A C]0, +oo[. Démontrer que inf { —,a € A} =0
a

si et seulement si sup A = +oo.

Exercice n’ 6
Démontrer les relations suivantes ou a et b désignent deux réels quelconques.
a) 2lab| < a® + b?

b) Va>+ b < |al +|b| < V2Va + b2
c) max{a,b} = %(a+b+ |a — b|)

d) min{a,b} = %(a +b—la—b|)
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Exercice n° 7
Soitup = P +22 + . +nletou =1 +2+...+n)°.

Démontrer que : Vn € N*, u, = v,.

Exercice n° 8

n _lk+] 1 1 _1n+]
Soit S, = Z =D = 1——+——...+¢.Onveutmontrer:Vn eN", S, >

k 23 n
k=1

a) Calculer §1,S52,53.

1
etSn—] 2 _] :>Sn >

b) Démontrer que Vr > 3 on a I'implication : [S,_> > >

N =

¢) Conclure.

N =

1
>

Les ensembles numériques N, Z, Q, R ® 53






© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3 - Suites et séries

numériques

discrets, c'est-a-dire que I'on observe a intervalles de temps régu-

liers : une production annuelle, un indice mensuel, des résultats dé-
mographiques ou comptables publiés une fois par an... Le mathématicien
dira : « une suite numérique est une application dont le domaine de défi-
nition est I'ensemble N des entiers naturels, et qui prend ses valeurs dans
I’ensemble R des nombres réels ».

! es suites numériques sont utilisées pour modéliser des phénomeénes

Mots clefs : suite, limite, convergence, série.

|. Notations et définitions

A. IIIustrations

Ilustrons par des exemples cette notion de suite.

1) Intéréts composés

Considérons un capital C placé a un taux i durant un nombre n d’années, les
intéréts étant incorporés au capital a la fin de chaque année. La valeur acquise
a la fin de la premiére année de placement sera notée xi, celle acquise a la fin
de la 2° année x», ... celle acquise a la fin de la n-ieme année, x;,.
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x; =C(+10)
x2 = C(1 +1i)?

Xp_1 = C(1 + i)' !

Xp = Xp—1(1 +10) = C(1 + i)

On obtient donc une fonction qui a chaque année n associe la valeur acquise a
la fin de cette année. Cette fonction est une suite :

o N—R

n+— @(n) = x, avec x,, = C(1 +i)"

On la notera (x,),. Elle intervient en économie et en finance quand on travaille
avec des intéréts composés.

Dans cet exemple, le temps était divisé en années. On pourrait envisager de
le diviser en mois ou jours ou minutes ou secondes... et ainsi voir le compor-
tement de notre fonction appelée suite lorsque 1’intervalle de temps devient de
plus en plus petit, et le nombre d’intervalles devient de plus en plus grand.

2) Intéréts continus

Examinons ce que devient au bout d’un an un capital de 1000 000 euros placé

. . 7 . . 7
respectivement aux taux : annuel de 7 %, semestriel de 3 %, trimestriel de 1 %,

7 7 7
mensuel de 1—%, hebdomadaire de = %, quotidien de 365 %... et notons y,

Y2, Y4, Y12, Ys2, Y365 les valeurs acquises. On a :

y1 = 1000000 (1 + 0,07) = 1070000

2
0’§7> = 1071225

y> = 1000000 <1+

12
~ 1072290
>)

y12 = 10000000 <1 + 0i07

0,07
365

365
Y365 = 1000000 <1 + ) ~ 1072501
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Apparait alors la relation suivante ou n est le nombre d’intervalles de temps

) 7
égaux et y, la valeur acquise au taux — % au bout d’un an :
n

0,07\"
yn:1000000(1+ - >
n

Ainsi est définie une application :

N—R

nHyn

Il parait naturel de vouloir étudier « le comportement limite » de y, quand n

devient de plus en plus grand et I'intervalle de temps — année de plus en plus
n

petit.

B. D:¢finitions

e Définition 1

Une suite numérique est une application de N dans R qui a n € N fait corres-
pondre u, € R; ce que ’on note :

®: N—R

n+— ®dn) =u,

Le domaine de définition d’une suite est N ou encore une partie de N (par
exemple N*). On remplace, pour les suites, la notation n —— @(n) par n —
u,, mettant ainsi la variable n € N en indice.

Une suite est aussi notée

(Un)pen ou  (up), ou (w,) OU nr—u, OU Uy, U, U, ...

On utilisera dans ce livre la notation (u;,),,.

u, s’appelle le terme de rang n de la suite (u,), et ug le terme initial de la
suite.

On retiendra donc que u,, désigne un nombre réel et (u,), une suite.

Ainsi (1000 000(1 + 0.07

. n
continus.

)", désigne la suite (y,), de I’exemple des intéréts
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o Définition 2

Une suite (u,), est dite croissante lorsque : Vn € N, u,41 = u,

Elle est dite strictement croissante lorsque : Vn € N, u,41 > u,

Une suite (u,), est dite décroissante lorsque : Vn € N, u,11 < up

Elle est dite strictement décroissante lorsque : Vn € N, u,) < u,

Une suite est dite monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante. Elle
est dite strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante.

Point méthode
Pour démontrer qu’une suite est monotone on étudie le signe de u,+1 — u,.

.. . . : Un+1
Toutefois, si u, > 0 pour tout #, il est parfois plus facile de comparer ———
Un
a 1 pour en déduire le signe de u,+1 — uy,.

e Définition 3

Une suite est dite (u,), majorée lorsque :
JAeR telque VneN, u, <A

ce qui se lit :
il existe au moins un réel A, tel que pour tout entier naturel n dans N, u, est
inférieur ou égal a A.

Une suite (u,), est dite minorée lorsque :

dBeR telque VneN, u, > B

Une suite est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

C. Quelques exemples de suites

1) La suite (u,), définie par u,, = a, (n € N) ol a est une constante (c’est-a-dire
u, ne dépend pas de n).

2) La suite (u,), définie par u, = n, (n € N) est strictement croissante. 0 est
un minorant, la suite n’est pas majorée.

. . 1 . .
3) La suite (uy), définie par u,, = —, (n € N*¥) est strictement décroissante.
n

0 est un minorant, 1 est un majorant.

4) La suite (u,), définie par u,, = (—1)", (n € N) n’est pas monotone. —1 est
un minorant, 1 est un majorant.
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5) La suite (u,),, définie par u,, = 2", (n € N) est strictement croissante. 0 est
un minorant, la suite n’est pas majorée.

. 1\" . .
6) La suite (u,), définie par u, = (§> , (n € N) est strictement décroissante.

0 est un minorant, 1 est un majorant.

7) La suite (u,), définie par u,, = (—%)n +1,(n € N).
8) La suite (u,), définie par u, = —n?, (n € N).

9) La suite (u,), définie par u,, = (—n)", (n € N).

n

!
10) La suite (uy), définie par u, = (n ), (n € N¥).

11) La suite (u,), définie par u, =

1+2+...+n
n

5 ), (n € N¥).
12) La suite (u,), telle que ug = 0, u; = V1w = 1+ V1, u3 =
V1+ VI1+ V1, ete.

13) La suite (i,), définie par u, = c <1 + i) ,(n € N*,c € R*,i € R¥).

Ix4xTx...x@Bn+1) ,

14) La suite (u,), définie par u, = TER] ', c e RY,

(n € N).

1 3
15) La suite (u,), telle que up =2 et Vn € N, u, = > {un + —] .

—> Commentaires
Les exemples de suites ci-dessus ainsi que les quelques graphiques re-
présentés nous amenent a recenser les différents comportements types
des termes u, d’une suite (u,), quand n devient de plus en plus grand.

Type I- 1l existe a € R tel que u, est aussi proche (ou voisin) de a
qu’on le veut pourvu que 7 soit assez grand. On dira alors que
la suite (u,), a pour limite a, quand n tend vers +oo.

Type I — u, est aussi grand qu’on le veut pourvu que n soit assez grand.
On dira alors que la suite (i), a pour limite +o00, quand n tend
vers +00.

Type Il — u, est aussi petit (au sens de grande valeur négative) qu’on le
veut pourvu que n soit assez grand. On dira alors que la suite
(uy), a pour limite —oo, quand # tend vers +00.
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Up=n Uy = —

n
unl unl
5L . 1L o
41 .
3L ® 172 | -
2L . 13
1] e 14 [ *
1 2345 n 1 2345 n
u, = (—=1)" U, = 2"
A A
Up Un
9} .
8 L
7 L
1 ¢ ° o ° 6
5L
| N SN N (N NN N— > 4— [ ]
12345 n 3t
1L o 2L o
10—
1 2345 n
Figure 3.1

Type IV — Ni type I, ni type II, ni type III. On dira alors que la suite (u,),
n’a pas de limite (ni finie ni infinie).

Avec ces seuls arguments, on peut « voir » que les suites 3—6—7 sont du
type I (avec a = O pour 3 et 6 et a = 1 pour 7) ; que les suites 2 et 5 sont
du type II'; que la suite 8 est du type III ; enfin que les suites 4 et 9 sont
du type IV.

Par contre, pour les suites 10-11-12—-13-14-15, il est difficile de « pré-
voir » le comportement des u,, quand » tend vers +oco.

D’ou la nécessité d’une définition plus fine du concept de limite pour une
suite quand n tend vers +00, afin de savoir classer toute suite (i), — aussi
« tordue » soit-elle — dans 1’un des types I, II, III, IV.
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Il. La notion de limite et son langage
de définition

A. Suites convergentes

e Définition 4

On dit que la suite (u,), a pour limite a € R, quand n tend vers I’infini, lorsque :

Ve>0, In. €N telque VneN, n>n.—= |u, —a| <e€ 3.1

e ce qui se lit : pour tout € strictement positif, il existe au moins un entier
naturel 7. (qui dépend de €), tel que pour tout entier naturel n, si n > 5, alors
|y — al < €;

e ce qui s’écrit :

lim u, =a ouencore [u, — a, quand n — +0o0]
n—+0o0o

e ce qui se comprend (sachant que la condition |u, — a| < € équivaut a u,, €
[a — €,a + €] c’est-a-dire la distance entre u, et a est inférieure a €) : «les u,
sont aussi voisins qu’on le veut de a, pourvu que 7 soit assez grand » ;

e ce qui se dessine figure 3.2.

Uy

a+e

1 2 3 Ne

Figure 3.2
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Tous les u, sont dans [a — €,a + €] a partir du rang 7, ; ou encore, il est
interdit a u,, de ne pas étre dans [a — €,a + €] sin > 7.

Vocabulaire. Lorsque la suite (u,), a pour limite a € R, quand n tend vers +00
on dit que la suite (u,), converge vers le nombre a.

—> Commentaires

a) Le concept de limite finie, suggéré précédemment par le comporte-
ment type I des termes u,, d’une suite (u,),, est contenu dans I’écri-
ture (3.1) de la définition 4. Ce concept est difficile, décoder le sens
de son écriture ne va pas de soi. Afin de mieux le cerner, appliquons
la définition a des cas élémentaires de suites.

e Suite constante (uy,), telle que u, = a pour tout n € N.

Alors
vneN, [u, —al =0
d’ou
VneN, n>2n. = |u, —a| <e
d’ou

Ve>0, n.eN telque VneN, n>n. = |u, —a| <e€

est une proposition vraie.
Conclusion : lim,,_ ;o #, = a. Résultat dont on se doutait ; « I’arse-
nal » de I’écriture (3.1) est dans ce cas superflu.

e Suite constante a partir d’un certain rang.
Soit (uy,), telle que Vn € N, n > ny = u, = a.
Par exemple :

up up u us Uy us Uep uz usg Ug ...
32 1 39 6 2 2 2 2.

(Icing = 6eta=2).
Alors
VneN, n>ny= |u, —al =0
d’ou
Ve>0, In.eN telque VneN, n>n. = |u, —a| <€
est une proposition vraie puisqu’il suffit de choisir pour . € N n’im-
porte quel entier supérieur a ng.

Conclusion : lim,_, ., u, = a. Résultat dont on se doutait, d’autant
que «tous les u, égaux a partir d’un certain rang » correspond a la
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notion de limite simple et naive que 1’on garde tant que ’on n’a pas
fait le tour complet de I’écriture (3.1).

e La suite (u,), définie par u, = 1 n € N* converge vers 0 via la
définition. "

En effet, écrivons (3.1) avec u,, = l et a = 0. Cela donne :

Nous choisissons un € et nous che;Z:hons un naturel 7, tel que :

1
n?ﬂe:>|;—0’<€

.1 1 . . .
On a bien — < € pour tout n > —, mais comme il n’y a pas de raison
n

1 1 1
de supposer que — est un naturel, on choisit . = [—] + 1, ot [—]
€ € €

désigne la partie entiere de —, qui est bien un naturel supérieur a —.
€ €

Ce choix de 7, garantit bien (3.1).

b) Dans I’écriture (3.1) de la définition 4, il y a trois inégalités :
La premicre est stricte Ve > 0, .. ., elle doit le rester sous-peine d’ap-
pauvrir completement le concept de limite et lui donner le sens sim-
pliste et naif de ’exemple d’une suite constante. En effet, soit une
suite (u,), telle que :

Ve>0, €N telque VneNn>n.= |u, —al <e€

alors, pour € = 0, il existe 79 € N tel que [Vn € N,n > g =
|, — a| < € donc uy,, Up+1, Uny+2, - . . tous égaux a a, et la suite (i),
est constante égale a a a partir du rang 9 € N.

Quant aux deux autres inégalités «n > ne » et « |u, —a| < e» qu’elles
soient larges ou strictes, cela ne change pas le sens de la définition.
Ainsi, les propositions (3.1) et (3.2) :

Ve>0, Inc €N telque VneN, n>n.—= |u,—a| <e (3.1)
Ve>0, Inc € N telque VYneN, n>n.= |u, —a|<e (3.2)

sont équivalentes.

B. Suites divergentes

e Définition 5

On dit que la suite (u,), diverge, lorsqu’elle ne converge pas.
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o Définition 6

On dit que la suite (u,), tend vers +00, quand 7 tend vers +00, lorsque :
VA>0,dpp €N telque VneN, n>n = u, >A
On écrit :

lim u, = +o0ou [y, — +00, quand n — +0o0]
n—+o00o

Cela signifie : u, est aussi grand qu’on le veut pourvu que n soit assez grand.
P Exemple

La suite (uy,), définie par u, = n%, (n € N) tend vers +00, quand n tend
vers +00.

— Onremarque : n > VA = n* > A, d’oitn > [VA]+1 > VA =
n? > A, on [ V/A] désigne la partie entiére de /A.

— Soit A > 0 choisi quelconque, en prenantny € N tel que ny = [ VA]+1
ona:
Vn eN, n>nA:n2>A

— On a donc montré :
VA>0, Iny e NtelqueVn e N, n>ny = n> > A
c’est-a-dire lim,,_, oo n> = +00.

Remarquons que :

— le choix de I’entier 74 n’est pas unique et tout entier tel que [/A] + 2,
[VA] + 3, [VA] + 4, ... convient pour choix de 774 ;

— lim,_, 400 n* = +00 est intuitivement une évidence, ce qui I’est moins, c’est
le choix de 174 € N en fonction de A € R pour retrouver ce résultat avec la
définition abstraite de lim,,_, 4o 1% = +00.

o Définition 7

On dit que la suite (), tend vers —oo, quand n tend vers +oo, lorsque :
VA<O0,dpga €N telque VneN, n>n — u, <A

On écrit :

lim u, = —ocoou [y, — —o0, quand n — +00]
n——+oo
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C. Récapitulation

Reprenons le classement des comportements types des termes u,, d’une suite
(u,)n tel que présenté en début de chapitre.

Type I -  (uy), telle que lim,, oo u, = a € R.
Type - (uy), telle que lim,,—, o u,, = +00.
Type Il — (u,), telle que lim,,_, ;o0 4, = —00.

Type IV — (u,), n’appartenant a aucune des 3 catégories ci-dessus (ni pour
limite un nombre réel, ni pour limite +00, ni pour limite —co).

Les suites du type I sont dites convergentes dans R, toutes les autres sont dites
divergentes. Toutefois certains auteurs considerent que les suites du type II
(respectivement du type III) « convergent » vers +oo (respectivement —o0).
C’est une question de terminologie.

115 Propriétés des limites

e Proposition 1 : unicité de la limite

Si la limite d’une suite existe, alors elle est unique.
Point méthode
pour prouver 1’unicité, on montre que si la suite (#,), admet deux limites

alors ces deux limites sont égales.

Démonstration : Hypothése : lim, . u, = a1 € R, lim,_, ;o u, = a € R.
On veut montrer : a; = a,.
(1) Via la définition 4, ’hypothese s’écrit :

Ve>0, Inc €N, telqueVn € N, n > n. = |u, —aj| <€

et
Ve>0, I, eN, telqueVn e N, n > 5. = |u, —az| < €

(2) Soit € > 0, € fixé quelconque. Alors d’apres I’hypothese il existe . € N, il
existe 7. € N tels que :

VneN, n>n. = |u, —ay| <e

et
VneN, n2n. = |u, —a| <€

Suites et séries numériques ® 65



(3) On remarque I’inégalité suivante :
la; — ax| = |a1 — up + uy — az| < |ay — up| + |uy — az|

Cette inégalité est évidente, ce qui I’est moins c’est de penser a |’utiliser sa-
chant qu’elle est la clef de notre démonstration.

(4) Soit alors 'entier 7 = max(n,,n.), il est clair que ! > n.etn?! > n. et

donc d’apres les étapes (2) et (3) ci-dessus on a le résultat suivant :
VneN, n>2nl = |a) —aa] < lay — up| + |y — az] < €+ €< 2
(5) Récapitulation : Ve > 0, |a; — ap| < 2e.
(6) Montrons que : SiA € Rest tel que Ve > 0,0 < A < 2¢, alors A = 0.
On fera un raisonnement par I’absurde.
Si A > 0, alors en prenant € = 1 ona:A = 4e > 2¢e ce qui contredit
I’hypothese, donc A < 0, or A > 0 et finalement A = 0.

(7) Conclusion : on applique (6) avec A = |a; —ay| dans (5), d’ou |a; —ap| = 0
et a; = ap. C’est le résultat souhaité.

e Proposition 2

Si une suite est convergente, alors elle est bornée.

~—> Commentaires
La proposition 2 signifie que si lim, .+ 4y, = a € R, alors il existe
A > 0tel que [Vn € N, —A < u, < Al
La réciproque est fausse. Par exemple, la suite (u,), définie par u, =
(—1)" est bornée, mais ne converge pas.

La proposition 2 est une implication, elle est équivalente a sa contrapo-
sée : si une suite est non bornée, alors elle est divergente. (Rappelons
qu’une suite divergente est une suite qui n’a pas de limite finie a € R.)

La démonstration repose sur I’idée suivante :

Si lim,,_, 1 u, = a, alors a partir d’un certain rang 7y, tous les u, sont
dans I’intervalle [a — 1,a + 1]. Quant aux autres uy, up, . . . Uy, 1, ils sont
en nombre fini. Soitn € N

sin <y alors |u,| < max {|uo,...|uy 1|}
sin > ny alors |u,| — |a| < ||un| — |a|| < |u, —al <1
d’ou
lun| < 1+ |a]
Et finalement,

VneN, |u,| <A =max {1+ |al|,|uo|,|u1],...|up -1}
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e Proposition 3 : opérations sur les limites

Si (up), et (v,), sont deux suites convergentes telles que lim,,_, o 4, = a et
lim;,— 400 v, = b. Alors :

a) lim,_ oo (u, +v,) =a+b.
b) VA € R, lim,,_, ;o Au,, = Aa.
) lim,_ 400 |un| = |al.

d) lim,, ;oo (1, X v,) = a X b.

Q| =

1
e)sia#0,lim, 100 — =
Up

f) si Vn, u, < vy, alors a < b.

g si lim, ioou, = a, limy_ ooV, = aet Vo, u, < w, < vy, alors
lim,_. ;oo w, = a.

Démonstration : seulement quelques commentaires. Pour démontrer a), on
utilise I'inégalité :

|(un+Vn)_(a+b)| < ’Mn _a"" ’Vﬂ_b|

D’apres d) et e) il est clair que si a # 0,

lim v
. Vn . 1 . . 1 n—+00 " b
Iim —= lm (v, x— )= lim v, x lim —=——F—=—
n—+00 Uy, n—+0o Uy n—+0o n—+00 Uy, lim Uy a
n—+0o0

Concernant f), on remarquera que I’inégalité stricte n’est pas conservée en
considérant I’exemple :

1 1 . 1 .1
—— < —etpourtant lim —— = lim - =0.
n n n—+o00 n n—+o0o n
g) porte le nom de propriété d’encadrement ou théoréme sandwich ou encore
théoreme des gendarmes.

» Exemple
. cosn . 1 .
lim,_y00 —— = 0car lim,_1o0 — = lim;; ;o0 — =0
n n n
1 cosn 1
et —— < < — pour tout n.
n n n
Plus généralement, si (u,), est bornée et si lim,_ .oV, = 0, alors

lim,, o (u, x v,) = 0.
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e Proposition 4

a)Si lim wu, = +oo alors lim —u, = —ocoetsi lim u, = —oo alors
. n—+oo n—+oo n—+oo

lim —u, = +oo.

n—+oo

1
b) Si hm u, = oo alors lim — =0.

n—+0o0o Mrl

c) Si hm u, = +oo et si (v,), est bornée alors lim (un +v,) = +0oQ.
n—+0oo n—+

d)Si lim wu, = —o0 et si (v,), est bornée alors hm (un +v,) = —o0.
n—+o0o

e)Si lim wu, =+occet lim v, = +o0 alors hm (un +v,) = +o00.
n—+oo n—+oo n—+

f)Si lim u, = —ooet lim v, = —o0 alors hm (un +v,) = —o0.
n—+0oo n—+0oo n—+

g Si lim u, =+4+oc0et lim v, = +ocoalors lim (un X V) = +00.
n—+oo n—+oo n—+

h)Si lim u, = —occet lim v, = —ooc alors hm (un X V) = +00.
n—+oo n—+oo

1)Si lim u, = +occet lim v, = —oo alors hm (un X V,) = —00.
n—+oo n—+oo n—+

D Si lim u, = +ooetsi lim v, =a > 0alors hm (un X V) = +00.
n— n—+o0 n—+

k) Si hm u, = +ooetsi lim v, =a <0 alors hm (un X Vp) = —0Q.
n—+oo n—+oo n—+

Remarque sur les signes +00, —o0... et méditation sur 1 infini.

Dans le cadre de I’idée naive que chacun peut se faire de « I’infini » — ma-
thématique bien sir! — les résultats ci-dessus semblent assez naturels et les
signes nouveaux « +00 », « —o0 » apparus aux définitions du § Il ont, a s’y
méprendre, quelques faux airs de nombres réels.

Par simplification et pour mémoire, 1’étudiant bien souvent, retiendra :

a) sous la forme —(+00) = —00, —(—00) = +00;
1
b) sous la forme — = 0;
+o0

¢) sous la forme (+00)+ bornée = +00;

d) sous la forme (—o0)+ bornée = —o0;

e) sous la forme (+00) + (+00) = +00;

f) sous la forme (—o0) + (—00) = —00;

g) sous la forme (+00) X (+00) = 4+00;

h) sous la forme (—o00) X (—00) = +00;

i) sous la forme (+00) X (—00) = —00;

j) sous la forme (+00) X a = +oosia > 0;
k) sous la forme (+o0) x a = —oo sia < 0.

+00 . o
Les formes ((+00) — (+00)), o (+00) x 0 sont des formes indéterminées,

c’est-a-dire qu’il n’y a pas de réponse générale. Ceci ne dispense pas, bien au
contraire, d’étudier les cas particuliers relevant de ces types.
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On retiendra que seules les définitions 6 et 7 sont habilitées a « traiter » de
+00 et —oo qui bien sir, ne sont pas deux nouveaux nombres réels. Pour s’en
convaincre on remarquera :
si+oo =4 € R,alors d’apres e) : A+4 = Ad’ou 4 = O et finalement +oco0 = 0.
A méditer.

V. Premiers criteres de convergence

Etant donnée une suite (4p)n, trouver a dans R tel que lim,, ;oo 4, = a est un
cas idéal rarement atteint. On a des théorémes qui permettent dans certains cas
de savoir si la limite existe sans connaitre a priori la valeur de cette limite. On
pourra méme « encadrer » cette limite.

A- SUitES monotones bornées
e Théoreme 1

Si la suite (u,), est croissante et majorée alors elle converge et :

lim u, = sup{uo,...,uy,...} = supu,
n—+0o0 neN

Si la suite (u,), est décroissante et minorée alors elle converge et :

lim w, = inf{ug, ..., u,,...} = inf u,
n—+o0 neN

B. Suites adjacentes

o Définition 8

On dit que les deux suites (i), et (v,), sont adjacentes lorsque :

a) (uy,), est croissante,
b) (v,), est décroissante
c) lim (4, —v,) =0
n—+o0o
e Théoreme 2

Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont convergentes et ont la méme
limite.
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P Exemple

1
u”:1+?+3_2+"'+ﬁ’

(uy)n et (vp), sont deux suites adjacentes car :

Up = Up + —.
n

a) (uy,), est croissante ;

-1 _
b) v — v, = —— < 0, d’out (v,), est décroissante ;

nn+1)

1
c) vy —uy, = — — 0 quand n — oc.
n

e Proposition 5

Si la suite (u,,), est croissante, si la suite (v,), est décroissante et si pour tout 7,
u, < v, alors les deux suites convergent vers des limites respectives a; et ap.
Sia; = ap, alors les suites sont adjacentes.

V. Exemples

A. Suite définie par une relation explicite
P> Exemples

1
e On considere la suite (uy), définie par u, =5 — —, (n € N¥).
n

. . .1 .
lim u, = lim 5— lim — =15, par la proposition 3.
n—+0o0 n—+0oo n—+oo n

n!
e On considere la suite (uy), définie par u, = — (n € N%)
n

Vn € N*, u, >0, donc (uy,), est minorée par 0.

De plus :
(n+1)!
£ Un+l (n + 1)@t no\"
Ve N¥, Ul - ( )
" U, n! n+1
n"
. n n .
1l est clair que I < 1, donc ( " < 1, ce qui montre que (u,),
n

est décroissante. Donc elle converge par le théoreme 1.
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e On considere la suite (u,), définie par :

1+2+...
" — (%),mem
n

+1
On utilise la formule 1 +2+ ... +n = % ce qui donne

I
_n(n+1)_n+1_”<1+2>

2 2n nx?2

. 1
etonalim,_ o Uy = =

>

B. Suite définie par une relation
(ou équation) de récurrence

o Définition 9

Une suite est dite définie par une relation (ou équation) de récurrence si elle
est définie par une relation donnant u,,, a partir de u,, u,—1,...,ug et n; c’est-
a-dire par une équation de récurrence.

On dit aussi que la suite est solution d’une équation de récurrence.

P Exemple (suite de Fibonacci)
Cette suite est telle que :

Uugp up up us Uy us Ug uy...

0 1 1 2 3 5 8§ 13...

et on peut la définir ainsi :

Vn € N, upy1 =ty + tty—

up=0 et u =1

Ona:lim,_ o u, = +o0. Il est moins évident que

un+1_1+\/§
u, 2

lim,,_ 4o ~ 1,61 appelé nombre d’or.
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Suite définie par une équation de récurrence d’ordre 1 :

Upy1 = f(un)’ uo donné

Le chapitre 12 est consacré a I’étude des équations de récurrence, et des condi-
tions suffisantes de convergence des suites qu’elles définissent, mais nous pou-
vons deés maintenant étudier la convergence d’une suite définie par une équa-

tion de récurrence d’ordre 1, dans le cas particulier ou cette suite se trouve étre
monotone, en appliquant les résultats de ce chapitre-ci.

P> Exemples
e On considere la suite (u,), telle que uy = 0, uy = V1,

U = \/1+\/T,u3: \/1+ v 1+ \/T,etc.

1l serait tres difficile d’étudier cette suite sous cette forme, I’écriture
des u, devenant vite ingérable, mais, si on remarque qu’elle peut se
définir par :

uy=0,Von eN, u,,1 = /1 +u,

alors on sait montrer (voir exercice 4) a)) qu’elle est croissante et ma-

1+ 5
-

e On considere la suite (u,), définie par u,.1 = —_’:_3 (n € N), ug > 0.
Up

Jjorée, donc convergente, et que sa limite est | =

X

x+3
bien définie (le dénominateur n’est jamais nul) et tous ses termes sont

strictement positifs.

La fonction f est donnée par : f(x) = , x > 0. Cette suite est

Elle est minorée par 0 : ¥n € N, u,, > 0.

. u 1
Elle est décroissante car Vn € N, L < 1.
Uy u, +3

Le théoréme 1 implique donc qu’elle converge.

Soit a sa limite. Calculons a.

lim u,
. . Uy n—+00
lim u,,; = lim = —
n—+00 n—+0o U, + 3 Iim u, +3
n—+oo

par la proposition 3.

On a alors a = %. (La limite a de la suite vérifie donc a = f(a).)
a

Cette équation a deux solutions 0 et —2, mais la suite étant a termes
strictement positifs on a a = 0.
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Point méthode

Pour étudier une suite de la forme u,,1 = f(u,), up donné, on peut passer
par les étapes suivantes :

a) Vérifier que la suite est bien définie. Se demander si la suite est de signe
constant.

b) Calculer les termes u, up, u3 pour « voir » ou encore tracer le graphe de
f et faire une construction graphique de u;,up, us ... (figure 3.3, page
ci-contre.)

¢) Examiner si la suite est monotone. Ceci peut se faire de plusieurs fa-
cons :

— étudier le signe de u,+; — u,, ou

g 2 19 .o Upyd
— siVn € N, u,, > 0 étudier I’inégalité 2 > 1, 0u
Up
— étudier la croissance de f, en effet si f est croissante alors (uy,), est
monotone et on a :

Soit : ug < up = uy = f(up) < f(ur) =ur = u; < up

et par récurrence on obtient que u, < u,.], c’est-a-dire que la suite
est croissante,

Soit : uy > Uy = u; = f(Mo) > f(Lt]) =Uy = U] = Up

et par récurrence on obtient que u,, > u,.1, c’est-a-dire que la suite
est décroissante.

Mais si f est décroissante alors (u,), n’est pas monotone (on a seule-
ment (1), et (42,41), monotones, 1’une croissante, I’autre décrois-
sante).

d) Lorsque la suite est croissante (respectivement décroissante), essayer
de trouver un majorant (respectivement un minorant) pour étre assuré
de I’existence d’une limite (Théoréme 1). Reste a le trouver ! D’autant
que parfois il faut d’abord trouver un bon majorant (respectivement mi-
norant) pour montrer que la suite est croissante (respectivement décrois-
sante). (voir exercice 4) b))

e) Lorsque (u,), est convergente, essayer de calculer sa limite a en écri-
vant lim,,_, yo0 U1 = lim, ., f(u,) car si f est de la forme somme,
produit, quotient, alors en appliquant la proposition 3, on peut espérer
obtenir que a vérifie a = f(a). En fait, lorsque f est continue et (u),
convergente, la limite a de la suite (u,), vérifie I’équation f(x) = x. (Ce
résultat sera explicité au chapitre 4).
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Attention : Toute solution de I’équation f(x) = x, n’est pas limite de la

suite !
y
y=f(x
i e s ‘ y=x
u ] O
I
)
I
u r , - -
I
!
uo/ 7
]
up u uz 53
Figure 3.3

uites particuliéres
1) Suite arithmétique

e Définition 10

On appelle suite arithmétique de raison r, la suite (u,), définie par I’équation
de récurrence d’ordre 1 suivante :

VneN, u,g1 =u, +r, ugdonné 3.3)
On peut aussi définir cette suite par la relation explicite :
Vn €N, u, = ug + nr (3.4)
En effet (3.3) <= (3.4).

On peut considérer que (3.4) est la solution de 1’équation (3.3).

Si r = 0 alors la suite est constante : pour tout n € N, u, = ug, si r # 0
alors la suite tend vers +co ou —oo, suivant que r est positif ou négatif. Donc
c’est une suite divergente.
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» Exemples

o La suite (u,), définie par I’équation de récurrence suivante :

VneN, upr =u, +4, ug =2

est une suite arithmétique de raison 4. On peut la définir par une rela-
tion explicite :
VneN, u,=2+4n

Intéréts simples
On considere un capital de 30 000 euros placé pendant un an au taux
d’intérét simple de 0,15 % par quinzaine.

Au bout d’une quinzaine il va devenir 30000(1 + 0,0015) euros =
30045 euros, et au bout de deux quinzaines il va devenir 30 000(1 +

2 x 0,0015) euros = 30090 euro, et au bout de n quinzaines il va

devenir 30000(1 + n x 0,0015) euros.

Somme des premiers termes

La somme des n + 1 premiers termes d’une suite arithmétique est donnée par :

n

1
Zuk:u0+u1+...+un:§(n+1)(u0+un)
k=0

En effet, posons S, = ug + uy + ... + up.

Ona:
28, = (o + ...+ up) + (p + ...+ ug)
= (ug + uy) + (U +uy_1) + ...+ (u, + up)
n
:Z(uk"‘un—k)
k=0
Or pour toutk =0,...,nona:

Up + Up_ = uy + kr+ug+(m—k)r =uy+ (ug +nr) = up + u,

1
Dou2S,=m+ Do +u,)etS, = E(n + D(uo + up).
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2) Suite géométrique
o Définition 11

On appelle suite géométrique de raison r, la suite (u,), définie par I’équation
de récurrence d’ordre 1 suivante :

Vn €N, u,y1 = ru,, ugdonné 3.5)
On peut aussi définir cette suite par la relation explicite :
VneN, u, =r"ug (3.6)

En effet (3.5) <= (3.6).
On peut considérer que (3.6) est la solution de 1’équation (3.5).

P> Exemples
e La suite (uy), définie par I’équation de récurrence suivante :
1
VneN, u,y = gun, ug =2

. . L. . 1 Lo .
est une suite géométrique de raison 5. On peut la définir par une rela-

tion explicite :
1 n
Vn € N, U, = <§> 2

o [ntéréts composés

On considere un capital de 30 000 euros placé pendant un an au taux
d’intérét composé annuel de 6 %.

Au bout d’un an, il va devenir 30000(1 + 0,06) euros = 31800 eu-
ros, et au bout de 10 ans il va devenir 30000(1 + 0,06)10 euros =
53725,43 euros, et au bout de n ans il va devenir 30000(1 + 0,06)".

Convergence

Si ug = 0 alors la suite est constante : ¢’est la suite nulle.

Sinon la suite est convergente lorsque —1 < r < 1 et divergente dans les
autres cas.

En effet :

e sir =1, alors u,, = uy. C’est une suite constante.

e si0 < r < 1, alors (u,), est décroissante et minorée lorsque uy > 0 donc
convergente, et on montre que lim, ;oo 4, = 0. ((u,), est croissante et
majorée lorsque 1y < 0 donc convergente, et on montre que
lim,, 40 u, = 0)
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e si —1 < r < 0,alors u, = (—1)"a"ug, ot 0 < @ < 1 et on montre que
lim,, ;oo u, = 0.

e sir = —1 alors (u,), est une suite qui prend les valeurs 1y et —ug de facon
alternée, elle oscille, donc elle diverge.

e sir > 1,alors u, = (1 + b)"'ug, ou b > 0, ce qui donne quand gy > 0,
U, = ZZ:O CPbPuy > (1 + nb)ug, donc u, tend vers +oo (u, tend vers —oo
quand uy < 0).

e sir < —1,alors u, = (—1 — b)"ug, ou b > 0, ce qui donne
u, = (—1)" EZ:O CLbPuqy donc u, est une suite qui prend des valeurs stric-
tement positives et strictement négatives de fagon alternée avec |u,| — +o0,
donc elle diverge.

Somme des premiers termes

La somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique est donnée par :

; n+Duy sir=1

Zuk: 1—7’"+1

k=0 ———up sir#1
1—r

Démonstration : Soit r # letS, = > ;_,uk

n n
Sn:Zuk:Zrkuo:u0+ru0+r2u0+...+rnuo
k=0 k=0

Zuk—rZuk :u0+ru0+r2u0+...
k=0 k=0
oot Pug — (ruo +r2u0+...+r”+1u0)
= Uy — fﬂ+1u0
. 1—
DousS, —rS, =uy(l —r"*etS, = — -
—-r

n
3) Suite (u,), telle que u, = (1 + %)

Sa limite est e ~ 2,718 la base du logarithme népérien (tel que Ine = 1). Cette
suite conduit parfois le débutant a raisonner Faux de la maniere suivante :

1

I+— = ie I, 1" = o 1
n
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" . . . )
donc <1 + —> tendrait aussi vers 1. L’erreur commise est la suivante :
n
k
confusion entre limy_ oo [liM;— 100 <1 + —) qui est bien égale a 1, et
n

: 1" . , 1
lim,— 400 <1 + —> ou la variable n est la méme dans le dénominateur de —
n n

k
et dans I’exposant (...)", ce qui n’est pas le cas dans (1 + —) .
n

On sait de fagon analogue calculer lim,,_, oo [limg—1oo(1 + ,ll)k] = +o00.
Etudions 2 présent la suite (uy,),.

up =2; u=225; wu3=236...;...
u10:2,6...;...u100:2,7048...;...u1000:2,7169...;...

Démontrons, en utilisant la formule du bindme de Newton : (a + b)* =
ZZ:O Cﬁa”_kbk, que la suite (u,), est croissante. En effet :

N | . n!
(1+;> :;C}QJ avec Cn: m

11 n— 1 - —k+1
DoncCﬁx—:—xﬁxn w.o.ox TP TR
nk k! n n n n

Etape 1 :

e (o2) -

1 n+l n+1 ) 1
n = 1+ = C _
Up+1 < n+ 1) — n+1 (”l + l)k

1
L’idée est de majorer chacun des C par Cn+1( 1) pourk =0,1,...,n
Etape 2 :
Pourk € {1,2,...,n}
1 1 —1 - —k+1
ﬁ—k:—xzxn )ooox Py IEET
n k' n n n n

:ixlx 1—l ...x(l—g)x...x l—k_1
k! n n n
1 1 —1
<—x1x(1-— ...><<1— p)x...x l—k
= k! n+1 n+1 n+1

—=Ck b
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(On a majoré (1 — B) par (1 — Ll) pour p=1,2,...,k—1).
n n+

1 1
Conclusion : CX— " < ijﬂ( )k,k e {1,2,...,n}.

Etape 3 :

1
+1 ’ N sz
kg n+1( " 1)" +Cy T DT d’apres 1’étape 2

n+1

- Z n+l, | 1\k (”l + l)k = Up+1

Conclusion : Vn € N*, u,, < u,,. La suite (u,), est donc croissante.
Démontrons que la suite (u,), est majorée.

1 1 1 P k—1 1
k

—- = = —=]... - = - < —=
Cnnk 7 x 1 x <1 n) X (1 n> X ... X (1 " ) T

(on a majoré (1 —E) par lpourp=1,...,k—1)
n

] 1
< = ——, ke {2,3,...,
kk—1) k—1 &k € n}

On en déduit la majoration suivante de (u,), :
B " &l SN |
ty = (14~ _Zc,%_uuz_:cnJ
2+Z LI I Y i
k—l N n)

Conclusion : Vn € N*, u,, < 3.

Suites et séries numériques ® 79



Récapitulation : La suite (u,), est croissante et majorée par 3, donc d’apres
le théoreme 1 cette suite converge. Sa limite, que 1’on note e est égale a
sup,,cn+ Un. Des calculs précédents on déduit I’approximation suivante de e :

27 <e<3

0 1 2 up=26.. /3

H| = 2 Hipp = 2,70,,.

\J

X

Figure 3.4

VI. Séries numériques

A. Définitions

Les séries sont des suites particulicres, suffisamment importantes pour étre
étudiées séparément.

o Définition 12

Soit (u,), une suite numérique.
La série numérique de terme général u, est la suite (S ,), définie par :

n
S, = Z ui, c’est-a-dire :
k=0

So=ug
S]ZMQ+M1

52:u0+u1+u2

S, s’appelle la somme partielle de la série.

Remarque : Etudier la série de terme général u, c’est étudier la suite (S ,),.
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o Définition 13

Une série de terme général u,, est dite convergente si la suite (S ), est conver-
gente et dans ce cas on note :

+00
Iim §, = g Uy
n—+oo

n=0

Une série est divergente si elle ne converge pas.
. ‘o Z 2 . +00 A .
On note abusivement la série de terme général u, : Y, u,, méme si elle
ne converge pas.

P> Exemple (la série géométrique)
Etudier la série de terme général u, = r*ugy, ug donné, c’est étudier la
suite

n
S,,:Zrkuo:uo(l+r+r2+...+rn)
k=0

On reconnait bien S ,, comme étant la somme des (n + 1) premiers termes
d’une suite géométrique. On appelle alors la série, série géométrique.
Pour étudier sa convergence il suffit de revenir a I’expression de S, don-
née dans la partie concernant les suites géométriques.

Sir=1, §,=m+ Duy,

1— !
si r#1, Snzliuo,
—r

. . 1 .
donc la série est convergente de limite I ug si |r| < 1.

—r
Dans tous les autres cas elle est divergente.

B. Propriétés

e Proposition 6 : condition nécessaire de convergence
Si la série de terme général u, converge alors lim, oo u, = 0.

—> Commentaires
La réciproque est fausse.

Si lim,, o0 u, = 0 alors on ne peut rien conclure sur la série de terme
général u,,.

. 1 ) 1 . .
Par exemple : lim, ;oo — = O et la série Z;g — est divergente (voir
n n

exercice 5) ¢)).
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. 1 .. 1 .
Par contre lim,,_, — = 0 et la série Z:{Z’i — est convergente (voir
n
exercice 5) b)).

Cette propriété est un critere de divergence pour une série. En effet, la
contraposée donne :

Silim,_ 400 u, # 0 alors la série de terme général u,, diverge.

e Proposition 7 : convergence absolue

Sila série "% |u,| est convergente alors la série S 72 u,, est convergente.
; n=0 n=0
La réciproque est fausse.
. £ +00 . +00
On dit que la série ) |, % u, est absolument convergente si ) .~ |u,| est
convergente.

e Proposition 8 : comparaison de séries a termes positifs

Soit (u,), et (v,), deux suites qui vérifient Vn, 0 < u, < v,,.
Si Y20 vy est convergente alors la série %G u, est convergente.
Si Y uy est divergente alors la série Y > v, est divergente.

e Proposition 9 : regle de d’Alembert

Un+1
Up

Supposons que lim,,—, o0 =1

Sil < 1 alors lasérie Y % |u,| est convergente.
Sil > 1 alors la série ' u, est divergente.
Sil =1, il n’y a pas de conclusion générale.

—> Commentaires

. 1 . Un+1
En effet, pour la série Z;g p) on a lim, ., ” =
n
n2
lim;,— 4 o0 m = 1 et la série est convergente. (voir exercice 5) b)) ;
n
. . 1 . Up+1 . n
mais pour la série > = on a lim,— 400 | —— | = limy— 400 1= 1
~'n n n+

et la série est divergente (voir exercice 5) c)).

Dans le cas ot / = 1. on pourra continuer 1’étude avec la régle de Raabe-
Duhamel (voir exercice 5) g)).

e Proposition 10 : regle de Cauchy

. 1

Supposons que lim,,_, ;o (|t ]) 7 = L.
Sil < 1 alors la série Y% |u,| est convergente.
Sil > 1 alors la série > ' u, est divergente.
Si/ =1,iln’y a pas de conclusion générale.
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e Proposition 11 : un critere de convergence vers 0 pour une suite

Si lim M<1alors lim u, = 0.
n—--:o00 ’Mn’ n—-00

Up+1
U

Démonstration : Si lim,,_, < 1, alors la série >0 |uy| est conver-

gente par la regle de d’ Alembert et donc la série >0 u, est convergente (par
la proposition 7). La proposition 6 donne alors lim,,_, 1~ 4, = 0; donc la suite
(up), est convergente de limite nulle.

On peut aussi utiliser la regle de Cauchy pour obtenir un tel résultat.

»> Exemple

n
. . L. n ‘1.
Pour étudier la suite définie par : u, = Sip (n € N), on peut considérer
n

la série de terme u,. La régle de d’Alembert donne :

(n+ 1)t 5!

. Up+1
Iim |[—| =
n—+oco | U, n—+oo 51+l (n + 1) p»
. n+ 1" e
Iim ——=-<1
n—+oo  Sp 5

donc la série converge. La proposition 6 implique alors lim,,_, o, u, = 0;
donc la suite (uy), est convergente de limite nulle.

1 n
Remarque : On rappelle que <<1 + —> ) tend vers e ~ 2,718 quand
n n

n tend vers ’infini.

e Proposition 12 : critére de convergence des séries alternées

Si la série Y720 u, vérifie les conditions suivantes :

Vn € N, uuu,,1 < 0 (série alternée)

Vn €N, |uye1| < |uy| (la suite (|u,|), est décroissante)
lim u, =0
n——-mmo

alors la série est convergente.

» Exemple
La série harmonique alternée est la série de terme général :
(="
u, =
n

Elle vérifie toutes les hypotheses de la Proposition 12, ce qui montre la
convergence de la série, alors qu’elle n’est pas absolument convergente.
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Exercices

y
Enoncés

Exercice n° 1

Soit (i), une suite et [ € R.

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

a) Si limy—+o0 |un| = 1|, alors lim,— oo un = [. La réciproque est-elle vraie ?

b) Si limp— oo 42 = 1, alors limy— 400 tn = V1.

¢) Silim,— 400 =a# 1,etlim,— o0 uy =1 € R, alors lim,—, 100 t, = 0.

Un+1
d) (un), monotone si et seulement si Vn € N (up+1 — tn)(ty — tty—1) > 0.
Exercice n° 2

Etudier la convergence des suites (i), définies par :

Au, = vVn+1— /n,(neN),

b)un:S—gn,
)uy =T,
1
d)un:(—g)”,
e)u,,:l+%+é+...+%,(neN).
f)u,,:l+%+%+...+ni2,(neN*)
1

1
Dup=1+=-+...+—,(neN"
2 n

Exercice n° 3

Montrer que les suites (u,), et (v,), définies par :

1 1 1 *
u":1+ﬂ+§+"'+ﬂ’(n6N)
Vn = +F+_‘+ H+ ‘,(ne )

sont adjacentes.

Exercice n’ 4
Etudier la convergence des suites (i), définies par :
a)ug =0et 1 = V1 +up, Vn € N.

1
b) uy = 2et Unp+1 = 5

Up + £:| ,(ne N)
Un
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¢) Soit (xx)n et (yn)n deux suites définies par :

1
Vn € N, X+l = /XnYn €U Ypy1 = z(xn + yn)

O<x0<y0

1. Démontrer que Vn € N, x, > Oety, >0
2. Démontrer que Vn € N, x, < y,. En déduire que Vn € N, x,, < Xpv1 < Yns1 < Yn

3. Démontrer que les suites (x,), et (y,). sont convergentes. Soit @ = lim,— o X, €t

ﬁ - limn—>+oo Yn
n

1 . .
4. Démontrer que Vn € N, y, — x, < (E) (yo — x0). En déduire @ = B. Les suites

(Xn)n et (yn)n sont elles adjacentes ?
Exercice n° 5

Etudier la convergence des séries :

+oo +oo 1
DY =Y
n=0 n=0

+oo +oo 1
b) § Un = g n_z,
n=1 n=1

+oo

+00 1
C) Zun = i_l’

n=1 n=1

+00 +00 0
d)Zun: (1+r_l> >

n=1 n=1

+00
€) Z Un =

-1 n
3+2n+4n2) ’

n=0 n=0
+0o0o +0o0o n
nd w= 1+30
n=0 n=0
+oo
Ix4xT7x...x0Bn+1) , N
Up avec u, = c¢,c€eR;.
g)g " " it D) *

oo oo (_ l)n
h n =
DI ING
Exercice n° 6

n—1

on—1

On considere la suite (u,), telle que uy = 1, uy = uy—1 +(—1)
a) Calculer uy, us, ug.
b) La suite est-elle monotone ? Peut-on en déduire qu’elle n’a pas de limite ?

¢) Expliciter u, en fonction de n € N*. En déduire que u, est la somme des n premiers
termes d’une suite géométrique de raison ¢ dont on donnera la valeur, ¢’est-a-dire que la
suite (un)n est une série géométrique.

d) En déduire la limite de la suite (u)n.
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4. F onctions réelles

d'une variable réelle

va devenir la clef d’une nouvelle notion : celle de limite en un point
ou a l'infini d'une fonction réelle d'une variable réelle. Ainsi les
propriétés de la limite concernant une suite vont se transposer dans les
propriétés de la limite en un point ou a I'infini d’une fonction.
A partir de cette notion on peut définir ce qu‘on appelle des fonctions
équivalentes au voisinage d'un point ou quand x tend vers I'infini.
Enfin la notion de continuité en un point d’'une fonction réelle d'une
variable réelle ne sera qu’un cas particulier banal, quoique riche en infor-
mations sur la fonction, de la notion de limite en un point d’une fonction.

l a notion de limite pour une suite, abordée au chapitre précédent,

Mots clefs : limite, fonctions équivalentes, continuité, théoréme des va-
leurs intermédiaires, théoréme d’optimisation.

|. I.imite d'une fonction

A. I.imite en un point

o Définition 1 (langage des voisinages)

Soit @ € R et f une fonction définie sur I’intervalle / =la — a,a + a[,a > 0,
sauf peut-étre en a. (On dit aussi f définie sur un voisinage de a, sauf peut-&tre
en a).

On dit que la fonction f a pour limite le nombre réel | quand x tend vers a,
lorsque :

Ve>0,3ne >0 telque Vx eI~ {a},|x —a|<n.=|f(x) -1 <€
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e ce qui s’écrit :

lim f(x)=1[7ou lim f(x)=1[ ou limf =1 ou [f(x) — [,quand x — qa]

x—a,x#a

e ce qui se comprend : f(x) est aussi voisin qu’on le veut de [/ pourvu que x
soit assez voisin de a.

e [’existence et la valeur / de lim f(x) dépendent du comportement local de f
X—a

autour de a, mais pas de la valeur éventuelle de f au point a.

Remarque : lim f(x) =< lim [f(x) = ]| =0
X—da X—da

P Exemple
Soit :
iR =R
X f(x) = /X
Soit a € R¥%. On va montrer que lim f(x) = +/a en appliquant la défini-
X—a
tion 1.

|x —a| |x —a|

Ona0<|f(x)_\/a’:|\/__\/a|:\/}+\/a \/a

En prenant . = €+/a, on a bien |x — a| < n. = |f(x) — a| <€

. Soit e > 0.

—> Commentaires

On peut montrer que la définition 1 et la définition 2 ci-dessous sont équi-
valentes. Ainsi les propriétés des limites des fonctions seront obtenues a
partir des propriétés des limites des suites.

e Définition 2 (langage des suites)

On dit que la fonction f a pour limite le nombre réel / quand x tend vers a,
lorsque f transforme toute suite (x,), déléments de I ~. {a} qui converge vers
a en une suite (f(x,)), qui converge vers /.

B. I.imite a gauche, limite a droite

e Définition 3

Soit a € R et f une fonction définie sur I'intervalle I} =Ja — a, a[,a > 0.
On dit que la fonction f a pour limite a gauche le nombre réel [} quand x
tend vers a, lorsque :

Ve>0,3ne >0 telque Vxel;, O0<a—x<ne=|f(x)— | <€
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e ce qui s’écrit lim f(x) =/jou lim f(x) =1
xX—a~— X—a, x<da
Pour une fonction définie sur I’intervalle I, =]a, a + a[, @ > 0, on dit que la
fonction f a pour limite a droite e nombre réel [, quand x tend vers a, lorsque :
Ve>0,3ne >0 telque Vxeh, O<x—a<n.=|f(x) —h|<e
e ce qui s’écrit lim f(x) =L ou lim f(x)=15h
x—at X—a, Xx>a

Remarque. On peut écrire les définitions équivalentes via le langage des suites.

f@f -~ .

) ~ h=f@po- - et bl v
I
fa@=tb- - o | l |
/‘/T: 1 /‘/: 1 /:

Figure 4.1

Iy =1lim,_,,- f(x), [, = lim,_,+ f(x). On constate :
1) Dans les trois cas de figure f n’admet pas de limite au point a, bien quelle
admette une limite a gauche /; et une limite a droite /5.

2) Il (respectivement /») limite de f a gauche de a (respectivement a droite
de a) ne dépend pas de la valeur de f au point a.

La proposition suivante fait le lien entre la notion de limite et celle de limite a
gauche, limite a droite.

e Proposition 1

lim f(x) =1/ sietseulementsi lim f(x) =1/ et lim f(x)=1
xX—a x—a— x—at
Il est clair que lim f(x) = [ implique I’éxistence de la limite a gauche et de la
X—a
limite a droite de f en a tout en fournissant la valeur de ces limites qui est /. 11
suffit de lire les définitions respectives pour s’en convaincre. Nous admettrons
la réciproque.

» Exemple
Soit :
f:R*—=R

x— f(x)=

[

X
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fx)

Figure 4.2

On va montrer que lir% f(x) n’existe pas.
X—

x| —X

Iim f(x)= lim — == lim — = —1
x—0— x—0— X x—0— X
hm fx) = hm M == lim - 1

X x—0* Xx

Comme lim f(x) # lirrol f(x), la proposition 1 implique que liII(l) f(x)
x—0~ x—07* xX—

n’existe pas.

C. I.imite infinie en un point

o Définition 4 (langage des voisinages)

Soit a € R et f une fonction définie sur I'intervalle I =]a — a,a + a[,a > 0
sauf peut-&tre en a. On dit que la fonction f tend vers +o0o quand x tend vers
a, lorsque :

e ce qui s’écrit lim f(x) = +o0

X—a
e ce qui est équivalent a la définition via le langage des suites suivante : f
transforme toute suite (x,), d’éléments de I . {a}, qui converge vers a, en une
suite (f(x,)), qui tend vers +00.

On définit de facon similaire : lim f(x) = —oo, lim f(x) = +o0,
x—a x—a~

hm f(x) = +o0..
x—a*

P Exemple

Soit :
f:R*—=R
X f(x) = =
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.1 . . .
On va montrer que lim — = +o00 en appliquant la définition via le lan-

x—0t X
gage des suites.
» Exemple
A 1
fx) = -
. X
Soit :
f : R* — R
1 !
x — f)=-
X
0 X
Figure 4.3
On va montrer que lim,_,o+ f(x) = +oo. Soit (x,), une suite quel-

conque telle que

VvneN, x,>0 e lim x,=0

n—+0o0

. ) 1 ) 1
Alors limy,—, 10 f(x,) = lim,,_, ;oo — = 400, donc lim,_,g+ — = +00.
X X

De la méme maniére on montrerait lim,_,g- — = —o0.
X

D). Limite a rinfini
o Définition 5 (langage des voisinages)

Soit f définie sur I'intervalle J = [a, +oo[. On dit que la fonction f a pour
limite le nombre réel / quand x tend vers +oco lorsque :

Ve>0,3A >0 telque Vxe J, x> A= |f(x) - <€

e ce qui s’écrit lim f(x) = loulimf = [ ou encore [ f(x) — [, quand
X—+00 +00

X — +00]

e ce qui est équivalent a la définition via le langage des suites suivante : f

transforme toute suite (x,), d’éléments de J, qui tend vers +oc0, en une suite

(f(x,))n qui converge vers L.

On définit de facon similaire lim f(x) =
X——00
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P> Exemples

e Soit :
f:R*—=R
1
X f) = -
X
.1 . PP .
On va montrer que lim — = 0 en appliquant la définition via le
x—+00 X

langage des suites.
Soit (x,), une suite quelconque telle que

lim x, = +o0
n—+oo
. . 1 ..
Alors limy, ., f(x,;) = lim,_4oo — = 0, par la proposition 4 b) du
Xn
chapitre 3 sur les suites. La suite (x,), étant choisie arbitrairement, on
obtient que lim,_, o, — = 0.
X

e Soit :
fR—R
x+— f(x) =sinx
On va montrer que lim f(x) n’existe pas en utilisant la définition via
X—+00
le langage des suites.
1l suffit de considérer les suites (x,), et (y,), telles que ¥Vn € N, x,, =
11
20In,y, = 2lIn + 5

Il est clair que lim x, = +ocoet lim y, = +oomais lim f(x,) =
n—+00 n—+00 n—+00o

17
lim sin(2[in) = 0 et lim f(y,) = lim sinR2lIn+ —) = 1. On
n—+00 n—+00 2

n—+0o0
constate que f transforme deux suites (x), et (Yn), d’éléments de R,

qui tendent vers +00, en deux suites (f(x,)), et (f(yn))n qui convergent
vers des limites différentes. Donc lim f(x) n’existe pas.
X—+00

o Définition 6 (langage des voisinages)

Soit f définie sur I'intervalle J = [a, +oo[. On dit que la fonction f tend vers
+00 quand x tend vers +oo lorsque :

VB>0,dAp >0 telque Vxe J, x>Ap= f(x) > B
e ce qui s’écrit lilP f(x) = 400
X—+00
e ce qui est équivalent a la définition via le langage des suites suivante : f

transforme toute suite (x,), d’éléments de J, qui tend vers +c0, en une suite
(f(x,))n qui tend vers +00.
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On définit de fagon similaire lim f(x) = —oo, lim f(x) = +oo,
X—+00 X——00

lir_n f(x) = —o0

E. Propriétés des limites

e Proposition 2 : unicité de la limite
Si la limite de f quand x tend vers a existe, alors elle est unique.

Démonstration : Soit / et ' deux limites éventuelles de f quand x tend vers a.
Soit (x,), une suite quelconque qui converge vers a. La suite (f(x,)), converge
alors vers [ et I ce qui implique / = /' par la propriété d’unicité de la limite
d’une suite (chapitre 3, proposition 1).

o Définition 7

La somme de deux fonctions f et g définies sur un intervalle J de R est la
fonction notée f + g définie de la facon suivante :

VxeJ, (f +9x) = f(x) +g(x)

De méme le produit de deux fonctions f et g définies sur un intervalle J de R
est la fonction notée f x g définie de la facon suivante :

Vxe J, (f x 9)(x) = f(x) X g(x)

Enfin le quotient de deux fonctions f et g définies sur un intervalle J de R est

la fonction notée — définie de la fagon suivante :

Vxe J, (f_”> =¥
g g(x)

pourvu que g ne s’annule pas sur J.

e Proposition 3 : opérations sur les limites

Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage / de a, sauf peut-étre en a.
Si lim,_,, f(x) =l et lim,_, g(x) = k alors :

a) lim_o(f +g)(x) = [ +k
b) VA € R, limy_, Af(x) = Al
¢) lim, ., |f(x)] = |/

d) lim,_o(f X g)0) = [ x k
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1 1
e) lim,_, —(x) = — pourvu que [ # 0

f 1

f) siVx e l, f(x) < g(x)alors [ < k

g) silimy_,, f(x) = lim,,g9(x) = letVx € I, f(x) < h(x) < g(x) alors
lim,_, h(x) =1

Si k # 0 alors en combinant d) et e), on obtient que lim,_., Z(x) = T
g

Démonstration : ces propriétés sont les mémes que celles déja vues pour les
suites. Pour les démontrer il suffit d’écrire la définition de la limite qui fait
intervenir les suites et d’appliquer les propriétés des suites.

Ces propriétés restent vraies si on remplace a par +00 ou —o0.

P> Exemples
. X =5x+4 . X1 =5/x+4/x%)
e lim ———— = lim
xotoo 2xXF —Tx2 4+ 6 x—+oo X3(2x — T/x+6/x3)
. 1—5/x+4/x 0
Cxoto0 20— T/x +6/x3
1
en appliquant la proposition 3 et sachant que lim — = 0 par

) X—+00 X
I’exemple de la section I.

o i YET222 -2
=6 x—6  x6(x—6)(vVx—2+2)

x—6 1 1
=6 (x—6)(Vx—2+2) =6 Vx—2+2) 4

en appliquant la proposition 3 e).

e Reprenons [’exemple suivant. Soit :
R =R
x = flx) = \/x

Soit a € R%. On va montrer que lim f(x) = +/a en appliquant les
X—a

propriétés des limites.

Ona0 < |[f(x) — Val = |Vx— Va| = %. Comme
lim x—dl = 0, la proposition 3 g) implque lim |f(x) — \/a| =0
xX—a \/} + a xX—a

c’est-a-dire lim f(x) = /a.
X—a
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F. Cas d’une fonction monotone

On rappelle qu’une fonction f définie sur un intervalle J de R est dite crois-
sante (respectivement décroissante) lorsque :

VxelJ, Vyeld x<y= f(x) < f(y)

(respectivement f(x) = f(y)).
Elle est dite strictement croissante (respectivement strictement décrois-
sante) lorsque :

VxeJ,VyelJ x<y= f(x) < f(y)

(respectivement f(x) > f(y)).

Une fonction monotone est une fonction croissante ou décroissante.

Une fonction strictement monotone est une fonction strictement croissante
ou strictement décroissante.

Une fonction f est dite majorée dans I'intervalle J si ’ensemble f(J) =
{f(x) tel que x € J} est majoré, c’est-a-dire :

JA € R, tel que Vx € J, f(x) < A.

Dans ce cas, d’apres ’axiome de la borne supérieure dans R, il existe @« € R
tel que @ = sup f(J). a est appelé la borne supérieure de f dans J et se note :

@ = sup f(J) = sup f(x) = sup f
xeJ J

Mutatis mutandis, on définit f minorée dans J et B8 la borne inférieure de f
dans J se note :

B = inf f(J) = inf f(x) = inf f.
xeJ J

On peut maintenant donner la proposition 4 suivante, qui prolonge aux fonc-
tions le théoréme 1 sur les suites monotones bornées du chapitre 3.

e Proposition 4

Si f est une fonction croissante sur [a, +oo[ et majorée, alors limy_, ;o0 f(X)
existe et vaut sup ., +oof J (X)-

On a la proposition analogue :

Si f est une fonction décroissante sur | — oo,a] et minorée, alors
lim,_,_ o f(x) existe et vaut inf ey 4 f(X).
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G . Quelques limites classiques, utiles...
incontournables
Le chapitre suivant (sur la dérivation) fournira de nouveaux moyens pour cal-

culer des limites de fonctions. On pourra s’en servir par exemple pour démon-
trer que :

. Inx
— lim — =0,
X—+00 X
X
— lim — =+00,Vn e N
x—+00 X
X
— lim — = +oopoura > 1,
x—+00 X

1 X
— lim <1 + —> =e
X—+00 X

Il. Fonctions équivalentes

A. Fonctions équivalentes quand x tend
vers a

o Définition 8

Soit a € R, f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle définies sur un
voisinage de a, sauf peut-étre en a avec g(x) # 0 pour tout x de ce voisinage,
x différent de a.

On dit que f et g sont équivalentes quand x tend vers a, lorsque

lim,_, 19
g0 . .
On dit aussi f et g sont équivalentes au voisinage de a.

=1, ce qui s’écrit f ~, g.

P> Exemples
e Soit f et g deux fonctions polynéomes de R dans R telles que f(x) =
X2+ 2x% + Sx et g(x) = 5x, alors f ~o g

242
Eneffet - lim 2% — Jim =T 2X¥5 _
x—0 g(x) x—0 5

1.
—> Commentaires

D’une facon générale, un polyndome est équivalent, quand x tend
vers 0, a son mondme de plus bas degré.
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e Soit

f+ R\{-L+1} — R
PR f()_\/l-;3x4—2

La fonction f n’est pas définie au point a = 1, on peut toutefois 1’ étu-
dier au voisinage de ce point et méme lui trouver une fonction équiva-
lente. Pour cela en multipliant par la quantité conjuguée on a :

1+3x*—4
VxeR\ {—1,+1}, =
reE LA 0 (2 = D(VT+3x% +2)
B 3x* — 1) 3P+
@ DVI+3¢+2) V143442
Ainsi lim,_, f(x) = % et lim,_,; % =1,dou f ~ %
2

Fonctions équivalentes quand x tend vers +oo ou —oo

La définition 8 s’étend sans difficulté aux cas ou x tend vers +oco ou —oo, au
lieu de tendre vers a € R.

Soit donc f et g définies sur un intervalle de la forme Ja, +oo[, a € R
(respectivement | — 0o, a[ a € R).

o Définition 9

On dit que f et g sont équivalentes quand x tend vers +o0, (respectivement

f(x) fx

—o0) lorsque limy_, o, —— = 1, (respectivement lim,_, _, — = 1) ce qui
_ g(x) g(x)
s’écrit f ~,o g (respectivement f ~_ . g).

P> Exemples
e Soit f et g deux fonctions polynémes de R dans R telles que f(x) =
553 +2x2 + Sxet g(x) = 5x°, alors f ~yo0 get f ~_oo g

En effet :
im 79— 5001 +2/(5x) + 1/(D)] |
x—+00 g(X)  x—+oo 5x3 o
De méme
lim @ =1
x=—00 g(x)
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—> Commentaires

D’une fagon générale, un polyndme est équivalent, quand x tend vers +oo
(respectivement —o0), a son mondme de plus haut degré.

e Soit
f: R — R

1
x —  f()=e¢" +x +In|x| +ﬂ
X
On cherche un équivalent de [ en +oo, en —o0o, en 0. Sachant (cf. I-
G de ce chapitre) qu’en +0o [’exponentielle I’emporte sur la fonction
puissance qui elle-méme [’emporte sur la fonction In, on peut « prévoir »
un équivalent de f en +00, a savoir f(x) ~4o0 €*.

En effet :
31 1
fim L%~ fim (1+x—+n’x’+ ):1+0+0+021.
x—+o00 eX X—+00 e et ]x].ex

Méme raisonnement en —oo, oil x° | "emporte sur In |x|, d’oit f(x) ~_

X3, en effet

* 1 1
im 79— g (S P —0+140+0=1.
X——00 x3 X——00 x3 x3 ]x].x3

Enfin au voisinage de 0,

lim &

= lim(|x|.e* + |x|.6> + [x[.In|x| + ) =0+0+0+ 1
x—0 1/’)6’ x—0

. 1
d’ont f(x) ~q m

B. Propriétés des fonctions équivalentes
quand x tend vers a ou vers oo

e Proposition 5

Soit fi, g1, f2, g» des fonctions définies sur un voisinage de a sauf peut-&tre
en a.

fih ~a 9192 4.1)

Si fi ~a g1 et fr ~q g alors : {
filfa~agilgy  (42)
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Démonstration :

4.1)lim,_., 1.2)(x) —lim,_, fi) L) im, ., fi(x) im,_, H(x) o
(9192)(x) g1(x) g2(x) g1(x) g (x)
la proposition 3 d) de ce chapitre sachant que lim,_,, h) et lim,_,, ()
. g1(x) g2(x)
existent.
Et comme lim,_, & = letlim,_, M =1lonalim,, (f1./2)(x) _
g1(0) g2(x) (9192)(0)

1 ce qui montre que fi /> ~, 9192
(4.2) se démontre de facon similaire.

—> Commentaires
Ces propriétés restent vraies si ou remplace a par -co.

Attention fi ~, g1 et f ~, g» ne donne aucune information concernant
I’équivalence, au voisinage de a, entre (f] + f2) et (g1 + g2). De méme si f; ~,
g1, on ne peut pas en déduire s o fi ~, h o gj, ou h est une fonction telle que
h o fi et h o gy soient définies au voisinage de a. (voir exercices 4 et 6 de ce
chapitre et exercice 9 du chapitre 5).

I" COntinuité

A. I.a notion de continuité
1) Continuité en un point

o Définition 10

Soit a € R et f une fonction définie sur un voisinage de a.
On dit que la fonction f est continue en a, lorsque lim,_,, f(x) = f(a).

e Ce qui se comprend :

— festdéfinieen a;

— la limite de f quand x tend vers a existe ;

— la limite de f quand x tend vers a est égale a la valeur de f en a.

e Ce qui s’écrit en utilisant la définition de la limite dans le langage des voisi-
nages (chapitre 4 définition 1) :

Ve >0, In. >0, telque Vx €la —a,a+al, |x—a| <ne = |f(x) — f(a)| < €

Pour parler de la limite de f quand x tend vers a, f doit étre définie sur un
voisinage de a mais pas nécessairement en a, mais pour parler de la continuité
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de f en a on doit en plus connaitre la valeur f(a). Dans la définition de la conti-
nuité en a intervient la limite de f quand x tend vers a; si on remplace cette
limite par la limite a gauche (respectivement a droite), on obtient la continuité
a gauche (respectivement a droite) comme on le voit ci-dessous.

2) Continuité a gauche, continuité a droite

e Définition 11

Soit f une fonction définie sur Ja — @, a], @ > 0.
On dit que la fonction f est continue a gauche en a, lorsque lim,_, ,— f(x) =

f(@).
De méme pour une fonction f définie sur [a,a + a[, @ > 0, on dit que f est
continue a droite en a, lorsque lim,_,+ f(x) = f(a).

fx) fx) f@b - __
f(a) - /_/ f(a) ____.l/_/ 'T/—/
|

f(x)

|
I

a x | a x| a X
f est continue [ est continue f n’est ni continue a gauche,
a gauche en a. a droite en a. ni continue a droite en a.
Figure 4.4

La proposition suivante fait le lien entre la continuité en a et la continuité a
gauche et a droite en a.

e Proposition 6

Jf est continue en a si et seulement si f est continue a gauche en a et f est
continue a droite en a.

Démonstration : cette proposition résulte de la proposition 1 sur les limites :
lim f(x) = f(a) < lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—a x—a~ x—at

P Exemple
La fonction de demande d’un bien est donnée par

f(p)Z{l sio< p<l

—p+3sil<p<3
f n’est pas continue en p = 1. En effet lim,_,;- f(p) = 1 = f(1) donc f
est continue a gauche en 1 mais lim,_1+ f(p) = 2 # f(1) donc f n’est
pas continue a droite en 1. D’ou f n’est pas continue en 1.
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Figure 4.5

3) Continuité sur un intervalle

a) Continuité sur un intervalle ouvert
o Définition 12

Soit f définie sur un intervalle ouvert J de R. On dit que f est continue sur J
lorsque f est continue en tout point de J.
Ainsi f est continue sur Ja, b[ si Vxo €]a, b[, lim,_.,, f(x) = f(xo).

b) Continuité sur un segment
o Définition 13

On dit que f est continue sur un segment [a, b] lorsque f est continue sur ]a, b[,
continue a droite en a et continue a gauche en b.

De méme on dit que f est continue sur [a, +oo[ lorsque f est continue sur
la, +o0[ et continue a droite en a. La continuité de f sur | — oo, b] se définit de
facon analogue.

p> Exemples
e La fonction constante :
f : R — R
x — f(on=1
est continue sur R. En effet f est continue en tout point a de R :
lim, ., f(x) =1 = f(a).
e La fonction identité :
f : R — R
x — fx=x

est continue sur R. En effet f est continue en tout point a de R :
lim,—,, f(x) = lim,_, x = a = f(a).
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e La fonction :
f: Ry — Ry
x o fl=Vx

est continue sur R, = [0, +o0[. En effet f est continue sur 10, +o0[
car f est continue en tout point a de 10, +oo[ : lim,_,, f(x) = /a =
f(a) (premier exemple de la section A des limites). D’autre part, f est
continue a droite en 0 : lim,_o+ f(x) = lim,_g+ /x = VOo=0=
f(0).

e La fonction suivante obtenue a partir des tarifs postaux frangais pour
une lettre en service rapide (tableau 4.1) :

Tableau 4.1

Poids jusqu’a 20 50 100 250 500 1000 2000 3000
Tarifs 0,50 0,75 1,11 19 2,65 348 4,64 547

(les poids étant donnés en grammes et les tarifs en euros) est une fonc-
tion en escalier non continue. En effet f n’est pas continue en 20 par
exemple car f n’est pas continue a droite en 20 : limy_+ f(x) =

0,75 # £(20) = 0,5.

B. Propriétés des fonctions continues

e Proposition 7 : opérations sur les fonctions continues

Soit a € R et f et g deux fonctions définies sur un voisinage de a. Si f et g
sont continues en a alors :

a) f + gestcontinue en a;
b) VA € R, Af est continue en a;
¢) f X gestcontinue en a;

1
d) ? est continue en a, pourvu que f(a) # 0.

Si g(a) # 0 alors en combinant c) et d), on obtient que f est continue en a.
g9

Démonstration : cette proposition est une conséquence de la proposition 3 de
ce chapitre : Opérations sur les limites. Démontrons par exemple a).

lirrb( [+ = lin}l( f(x) +gx) = lirrb fx) + lirrb g(x) (Proposition 3 a))
= f(a) + g(a) (continuité de f et gen a)
= (f +¢g)a) cequiprouve a)

102 ® MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

On démontre les autres propriétés de facon analogue.
Ces propriétés restent les mémes pour la continuité a gauche, a droite et la
continuité sur un intervalle.

e Proposition 8 : continuité d’une fonction composée

Si f est continue en a et g continue en f(a), alors g o f est continue en a.
Cette propriété est valable pour la continuité sur un intervalle pourvu que
g o f soit défini.

C. I.es fonctions continues usuelles

Les fonctions polyndmes sont continues sur R et les fonctions rationnelles sont
continues sur leur ensemble de définition. En effet, la fonction constante et la
fonction identité étant continues sur R (voir exemples précédents), la proposi-
tion 7 permet d’établir le résultat.

La fonction valeur absolue est continue sur R.

Les fonctions puissance, exponentielle, logarithme, sinus, cosinus sont
continues sur leur ensemble de définition. (Ce résultat sera admis).

Toutes les autres fonctions obtenues par des combinaisons de fonctions
continues via les propositions 7 et 8 sont des fonctions continues.

e Proposition 9 : limite d’une fonction composée

Si lim,_,, f(x) = [ et g continue en [, alors lim,_.,(g o f)(x) = g(0).
De méme : si lim,_, ., f(x) = [etg continue en /,
alors lim,—, 4 o0(g © f)(x) = g()).

» Exemple

Calculer lim,_,ge* sin(4)

exsin(i) — (g o f)(X) ou f(x) = Xxsin <£> et g(Z) = e On a

. . (1 . . .
lim,_,¢ x sin <—> = 0 et g est la fonction exponentielle donc g est conti-
X

nue sur R.

Done lim,_oe*5") = lim,_o(g o £)(x) = g(lim,_g f(x)) = g(0) =
0
e’ = 1.
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D. Théorémes fondamentaux

e Théoréme 1 : le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Si f est continue sur I'intervalle fermé borné [a, b], alors pour tout d compris
entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =d.

Ce théoreme signifie que tout point d compris entre f(a) et f(b) est 'image
d’un point ¢ de I’intervalle [a, b]. Le point ¢ n’est pas nécessairement unique
comme I’indique la figure 4.6.

fx)

Figure 4.6

Examinons un cas ot f n’est pas continue sur [a,b] comme ’indique la

figure 4.7.
fyp======mm '
A
f@r- /

\J

Figure 4.7

Le pointd € [f(a), f(b)] n’est pas I'image d’un point c de ’intervalle [a, b].

e Théoreme 2 : le théoreme d’optimisation de Weierstrass

(cas le plus simple)

Si f est continue sur I’intervalle fermé borné [a, b], alors f atteint son maxi-
mum M et son minimum m sur [a, b], c’est-a-dire : il existe x* € [a, b] tel que
pour tout x € [a, b], f(x) < f(x*) = M etil existe x, € [a, b] tel que pour tout
x € [a,b], f(x) = f(xy) = m.
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—> Commentaires

Examinons des cas ou I’'une des hypotheses de ce théoreme ne serait pas
vérifiée :

Premier cas : I'intervalle n’est pas fermé. 4
Soit :

f : 1021 — R

1
X f(x):;

f est continue sur I’intervalle borné ]0,2]

'

mais f n’admet pas de maximum sur ]0,2] et 5 £
limy_,o+ f(x) = +o0 (figure 4.8).

Figure 4.8
Deuxieme cas : ’intervalle n’est pas borné.
Soit : \
f : R — R
x — fx)=eé*
) ) f&x)=¢"
f est continue sur R qui est fermé
mais f n’admet ni maximum ni mi-
nimum sur R et
. €
lim f(x) = +o0, /
X—+00
lim f(x)=0 >
X——00
Figure 4.9

mais 0 n’est pas atteint (figure 4.9).

Troisieme cas : f n’est pas continue sur un intervalle fermé borné.
Soit :

f 02 — R
I
¥ o f) = ;51x7£0 n
1 six=0

f est définie sur I’intervalle fermé borné [0, 2] mais f
n’est pas continue en 0. f n’admet pas de maximum 0 2

sur [0, 2]. Figure 4.10
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Les deux théoremes précédents sont souvent « résumés » en un seul théo-
reme qui est le suivant :

e Théoreme 3

Si f est continue sur I’intervalle fermé borné [a, b], alors il existe m et M dans
R tels que f([a, b]) = [m, M].

—> Commentaires

Ce théoréme s’énonce parfois de la maniere suivante : « L'image d’un
intervalle fermé borné, par une fonction continue, est encore un intervalle
fermé borné. »

E. Applications

1) Existence de racines de |'équation f(x) = 0

e Proposition 10

Si f est continue sur I'intervalle fermé borné [a, b], f(a) = O et f(b) < 0 (ou
vice versa), alors il existe x € [a, b] tel que f(x) = 0.

Démonstration : c’est un résultat immédiat du théoreme des valeurs intermé-
diaires : les hypotheses de ce théoreme étant satisfaites on 1’applique pour
d = 0 qui est compris entre f(a) et f(b); on obtient ainsi I’existence de
x € [a,b] tel que f(x) = 0.

2) Encadrement des racines de |'équation f(x) = 0

Apres avoir utilisé la Proposition 10 pour prouver I’existence d’une racine de
I’équation f(x) = 0, on peut construire une technique d’encadrement de cette
racine comme le montre I’exemple suivant ou f(x) = A+ + 2 +x—1.
Ona f(0) = —1 <0, f(1) =4 > O et f continue sur [0, 1]. La proposition 10
implique I’existence de xp € [0, 1] tel que f(xp) = 0.

On divise I’intervalle [0, 1] en deux parties égales. Comme f(1/2) =
—0,53 < 0 on applique la Proposition 10 sur I’intervalle [1/2, 1]. Puis on le
divise en en deux parties égales. f(3/4) = 1,2 > 0, on réitere I’opération sur
[1/2,3/4]...

3) Théoreme 4 : le théoréme du point fixe

Si f est continue sur I’intervalle fermé borné [a, b] et f([a, b]) C [a, b] alors f
admet un point fixe, c’est-a-dire il existe x € [a, b] tel que f(x) = x.
En économie un point fixe s’appelle un équilibre.
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Démonstration : Soit g 1a fonction définie par : g(x) = f(x)— x. g est continue
sur [a, b] car somme de deux fonctions continues. De plus on a :

f(a) € la,b] = f(a) > a=—=g(a) >0
et
fb) €la,b] = f(b) < b= ¢g(b) <0

La proposition 10 implique alors I’existence de x € [a, b] tel que g(x) = 0
c’est-a-dire f(x) = x.

4) Suite définie par une relation de récurrence

e Proposition 11

Soit (u,), une suite définie par u,+; = f(u,) pour tout n € N et par un terme
initial ug. Si (u,), est convergente et si f est continue alors la limite / de la
suite vérifie f(I) = L.

Démonstration : on a lim, o, = [ d” ol lim,_, . up+; = [ En pas-
sant a la limite dans u,.; = f(u,) on a lim, ;o tpy1 = lim,— 100 f(u,) =
Sdim,,_, o u,) par la continuité de f ce qui donne / = f(/).

On avait signalé ce résultat dans le chapitre sur les suites.

» Exemple
On reprend un exemple traité au chapitre 3 consacré aux suites sans par-
ler de continuité. Il s’agit de la suite (u,), défnie par u,.; = » Mi 3
(n € N), uy > 0. !
On avait montré que la suite (u,), est convergente car minorée et
décroissante. Comme la fonction f donnée par f(x) = , x>0

est continue sur R, la limite [ de la suite vérifie f(I) = [ c’est-a-dire

3= [ soit I(I + 2) = 0. Comme d’autre part | > 0, on conclut que

SN~
oW

F. Fonction réciproque d'une fonction continue
strictement monotone sur un intervalle

e Proposition 12

Soit / un intervalle de R. Si f: I — R est continue, strictement monotone
sur /, alors

a) f(I) = J estun intervalle de R, fermé borné si I est fermé borné.
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b) f est une bijection de / sur J

¢) application réciproque de f, notée f~':J — I telle que f~'(y) = x
si et seulement si y = f(x) est continue, strictement monotone sur J (de
méme nature que f).

d) les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport a la premiére bis-
sectrice.

Exercices

Enoncés

Exercice n° 1

a) Trouver un équivalent de la fonction f dans les cas suivants (puis en déduire la limite) :
2 +70)(x+3

fx) = % lorsque x tend vers 0, vers +o0o, vers —1.

X+ x

Vi1

b) Trouver la limite de f(x) = lorsque x tend vers 17,

Exercice n° 2
On considere la fonction f définie sur son ensemble de définition par :
Vit —V1-x
f(x) — X S1 X # 0

1 six=0

a) Quel est I’ensemble de définition de f ?

b) Calculer la limite de f quand x tend vers O; f est-elle continue en 0 ?

Exercice n® 3

Un agent immobilier percoit des frais de location de la facon suivante :

14 % pour un loyer allant jusqu’a 1000 €

10 % sur la tranche de loyer de 1000 a 1500 €

6 % sur la tranche de 1500 a 3000 €

4 % au-dela de 3000 €

a) Ecrire la fonction qui donne le montant des frais percus en fonction du loyer.

b) Etudier la continuité de cette fonction.

Exercice n° 4

a) On considere les fonctions fi(x) = x + 2, gi(x) = x + X, fHlx) = —x + 2 et
g2(x) = —x + .
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Démontrer que fi ~o g1 et f2 ~¢ g> mais que les fonctions (fi + f>) et (g1 + g2) ne sont
pas équivalentes au voisinage de 0. Commentaires ?

b) On considere les fonctions i (x) = x+1 et hx(x) = x ainsi que la fonction exp(x) = e”
Démontrer que h; ~4o h2 mais que les fonctions exp oh; et exp ok ne sont pas équiva-
lentes au voisinage de +o0o. Commentaires ?

¢) Démontrer que fi ~+o0 f2 puis calculer limy— 400 |fi(x) — f2(x)|. Commentaires ?

Exercice n° 5

Une fonction f définie sur une réunion d’intervalles disjoints est continue sur cet en-
semble si f est continue sur chacun des intervalles.

Soit
f - [0,1JU[2,3] — R

1sixel0,1]

S f<x)_{2six€[2,3]

a) Démontrer que le théoréme 3 ne peut s’appliquer a f.

b) Démontrer que la conclusion du théoréme n’est pas satisfaite par f.

Exercice n° 6

Soit les suites (#4,)n, 1 = 1 et (Vu)u, n > 2 telles que

1 ; 1
Up = —— € Vn = ——— >
n n“’% n n(ln I’l)2

3 1 1 1 .
Démontrer que Inu, ~+00 In —, que uy ~+00 —, que Inv, ~400 In —, mais que v, n’est
n n n

o 1
pas équivalente a — quand x tend vers +co.
n
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5. Dérivation

réelle d'une variable réelle. Pour un économiste la dérivée d'une

fonction est la valeur marginale de cette fonction ainsi la dérivée
d'une fonction cout est le colGt marginal.
On réalisera dans ce chapitre que le théoreme des accroissements finis
est un outil tres puissant qui permet de démontrer un grand nombre de
résultats trés importants comme les formules de Taylor, les conditions né-
cessaires et suffisantes (du second ordre) que I'on rencontre dans I'étude
des extrema d’une fonction. Avec ce dernier sujet on introduira les fonc-
tions convexes et les fonctions concaves.

Ce chapitre est consacré a la notion de dérivabilité d'une fonction

Mots clefs : dérivée, différentielle, théoréme des accroissements finis,
formule de Taylor, extrema d'une fonction, fonction convexe, fonction
concave.

|. I.a notion de dérivée

A. Nombre dérivé

e Définition 1

Soit a € R et f une fonction définie sur un voisinage de a.

. . L. . x)— f(a

On dit que la fonction f est dérivable en a lorsque lim, ., f@ = f@
x—a

existe.

Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f en a et elle est notée f'(a).

f(X) f()

Si f est dérivable en a, on écrit f'(a) = lim,_, ———— ou de facon
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fla+h) — f(a)

équivalente f'(a) = lim;_o——————. Il faudra choisir I’écriture qui

convient le mieux au probleme.

P> Exemples
Soit :

fR, — R
X fx) = Vx
1

Soit a € R*. Onva montrer que f est dérivable en a et que f'(a) =

En effet :

=

2

_f@-f@ _ . VE-a

lim
X—a X—da x—a X—a
. xX—a 1
= lim =
x—a (x —a)(\/x+ \a) 2+/a
cara # 0.
Donc f est dérivable en a puisque lim,_., M existe et on a
xX—a
1

fla) = ﬁ'

Interprétation géométrique :

(D)
fla+h

f(a)

Figure 5.1

Soit I' le graphe de la fonction f. L’équation de la droite (D) passant
par les deux points A (a, f(a)) et M (a + h, f(a + h)) est donnée par :

y= W(x_a) + f(a)
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Lorsque « le point M tend vers le point A » tout en restant sur I, la droite
(D) tend vers la droite (T) appelée tangente a I" au point A et dont [’équa-
tion est :

y = lim

h—0

<f(a+h)—f(a)
h

)(x—a)+f(a)

c’est-a-dire :
y = f(a)(x—a)+ f(a)

Le nombre dérivé de f en a s’interpréte donc comme la pente de la tan-
gente a I au point a.

En économie f’(a) est la valeur marginale de f en a. Par exemple, si C(q) est

le cofit total pour une production ¢, C'(g) est le colit marginal. Les praticiens
. . . C@g+1)—C(q) . iy .
assimilent cette limite au quotient ——————— a condition que ¢ soit assez

grand. Ils disent alors que le colit marginal est le supplément de cof(it entrainé
par la fabrication d’une unité supplémentaire.
e Définition 2

On dit que la fonction f est différentiable en a lorsqu’ il existe un nombre réel
b et une fonction € tels que pour tout / avec a + h au voisinage de a

fla+ h) = f(a) + bh + he(h) avec %in}) eh)y=0

e Proposition 1

f est dérivable en a si et seulement si f est différentiable en a.
Attention : ceci ne sera pas vrai pour les fonctions de plusieurs variables.

Démonstration : si f est dérivable en a, alors en posant

iy = LOD SO

on a bien limy,_,g e(h) = 0 et f(a + h) = f(a) + f'(a)h + he(h) avec b = f'(a).
La réciproque est immédiate.

Pour parler de f’(a), f doit étre définie en a et sur un voisinage de a donc
sur un intervalle de la forme Ja — a,a + af, avec a > 0.

o Définition 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja — «, a] avec @ > 0.
On dit que la fonction f est dérivable a gauche en a lorsque

lim J(x) = fla)
x—a~ X—a
existe.
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Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f a gauche en a et elle est
notée f’ (a).
De méme pour f définie sur [a,a + a[, avec @ > 0. on dit que la fonction f

J) — fla)

X—a

est dérivable a droite en a lorsque lim,_, ,+ existe et on note cette

limite f7(a).

e Proposition 2

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche en a, f est
dérivable a droite en a et f/ (a) = f1(a).

Démonstration : cette proposition résulte de la proposition 1 sur les limites
(chapitre 4).

P Exemple
Soit :

f : R — R

x o f(0) = |x]

On va montrer que fn’est pas dérivable en 0.

En effet :
tim SO =SO o M 2 )
—0—  x—0 =0~ X x—=0" X
f)-=fO) X o
T TR TR TR0

Donc f est dérivable a gauche et a droite en 0, mais n’est pas dérivable
en 0. En O, le graphe de f présente un point anguleux.

v}
fx) = x|

Figure 5.2

114 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

B. Dérivabilité sur un intervalle

1) Dérivabilité sur un intervalle ouvert

e Définition 4

Soit f définie sur un intervalle ouvert J de R. On dit que f est dérivable sur J
lorsque f est dérivable en tout point de J.

2) Dérivabilité sur un segment

e Définition 5

On dit que f est dérivable sur [a, b] lorsque f est dérivable sur ]a, b[, dérivable
a droite en a et dérivable a gauche en b.
On définit de fagon analogue la dérivabilité de f sur [a, +o0[ et ] — o0, b].

C. Fonction dérivée

e Définition 6

Lorsque f est dérivable sur un intervalle ouvert J, on définit la fonction dérivée
de f, f’, par

ff:J—R

x— f(x)

On dira plus simplement « dérivée » de f au lieu de « fonction dérivée » de f.

» Exemple
Soit :
f : R+ — R
X f() = Vx
Alors :
f R —R
1
x— [0 =

2

B

e Définition 7

On dit que f est contintiment dérivable sur un intervalle ouvert J, lorsque f est
dérivable sur J et f’ continue sur J. Ceci se dit aussi f est de classe C! sur J.
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o Définition 8

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert J. Lorsque f’ est dérivable sur J, on
note f” sa fonction dérivée et on ’appelle dérivée seconde.

On note ), si elle existe, la dérivée d’ordre n et on dit que f est n-fois
dérivable. Ainsi fV = ¢/, f@ = 7 f® = [f*=D} n € N* et on pose
ro=7.

Lorsque f existe pour tout n € N*, on dit que f est indéfiniment dérivable.

D. Propriétés des fonctions dérivables

e Proposition 3 : dérivation et continuité

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration : c’est un résultat immédiat de la proposition 1 qui donne
limy, o f(a + h) = f(a).

—> Commentaires

La réciproque est fausse. La fonction f de R dans R telle que
x — f(x) = |x| est continue en 0 mais n’y est pas dérivable.

On déduit de cette proposition 3 que si f est dérivable sur un intervalle
alors f est continue sur cet intervalle.

e Proposition 4 : opérations sur les fonctions dérivables
Si f et g sont dérivables en a, alors :
a) f + g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
b) VA € R, Af est dérivable en a et (Af) (a) = Af'(a)
¢) f x g estdérivable en a et (f X g)'(a) = f'(a) x g(a) + f(a) X ¢'(a)

d) % est dérivable en a et <%> (a) = — [;(E;;z

Si g(a) # 0 alors en combinant c) et d), on obtient que ! est dérivable en a
g

< 1)’ @) x gla) — f(@) x d'(a)
et (a) = .
g [9(@)]?

pourvu que f(a) # 0

Démonstration : ces propriétés se déduisent facilement de celles des limites
(chapitre 4 Proposition 3)
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Démontrons par exemple c¢). On écrit

(> 90— (f xg)a) _ f()gx) — fl@g(x) + fl@glx) — fla)gla)

X—da X—da

<f(Xi fla )) o) + f@) (g(x;:g(a)>

a

Comme f et g sont dérivables en a, on a:

lim & (X) f(a)
1 e —
—da

X—a

o0 —g@ _
X—a

= f'(a) et lim
X—a

Comme g est continue en a (Proposition 3) on a lim,_,, g(x) = g(a).
La proposition 3 du chapitre 4 implique alors :

lim (f x 9(x) = (f x g)a)

X—a X—a

= fl(@) x g(a) + f(a) x g(a)

Les mémes regles de dérivation s’appliquent aux dérivées a gauche, a droite et
sur un intervalle.

e Proposition 5 : dérivée d’une fonction composée

Si f est dérivable en a et g dérivable en f(a) alors g o f est dérivable en a et
(go (@) =4df@] x f'(a.

La méme regle s’applique aux dérivées sur un intervalle : si f est dérivable
sur un intervalle J et g dérivable sur un intervalle J; tel que f(J) C Ji, alors

g o f estdérivable sur J et (go f) = (g o f) x f.

» Exemple
Soit h(x) = V1 +x* On peut écrire h = g o f avec g(y) = \/y et
f(x) = 1 + x* f est dérivable sur R et f'(x) = 4x> ; g est dérivable sur

R¥ f(R) C R} et g'(y) = 5——=. La proposition 5 donne alors : g o f est

N

1
dérivable sur R et (g o = '(x) = ———4x".
érivable sur R et (g o ) (x) = ¢'[f(x)]f (%) Wi X

e Proposition 6 : dérivée d’une fonction réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle J et
a € J.Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors la fonction réciproque

£~ ! est dérivable en b = f(a) et (f~1)(b) = ce qui s’écrit aussi

FU o

—1y _ 1 .
(@] = @
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La méme regle s’applique aux dérivées sur un intervalle : si f est strictement
monotone et dérivable sur un intervalle J et /' ne s’annule pas sur J, alors la

fonction réciproque f~! est dérivable sur f(J) et (f~!) = f’if—l
[¢]
> Commentaires

Lorsque 1’on sait que (f~!) est dérivable, on retrouve la formule en déri-
vant f o f~! comme I’indique la proposition 5 :

(fof Yy =y donc (fof Yy =1

c’est-a-dire

1
I p—1 —1y/ -1 —1y/ _
U WIS ) (@) et (f7 ) Tl
P Exemple

On définit la fonction exponentielle comme fonction réciproque de la
fonction logarithme népérien (voir chapitre intégration). Montrons que la
dérivée de la fonction exponentielle est elle-méme. On pose f(x) = In(x),

1
x € RX. f est strictement croissante et dérivable sur R et f'(x) = p #0

sur R* (voir chapitre intégration). Donc sa fonction réciproque f~'(y) =
exp(y) = e¥ est dérivable sur R = f(RY}) et

=1y — ; _ i — oY
VW= Frign ~ 1 ¢
ey
—> Commentaires

Sachant que (f~!) est dérivable, on retrouve la formule en dérivant f o
f~! comme I’indique la proposition 5 : (Inoexp)(y) = Ine’ = y donc

1 = (Inoexp)'(y) = In'(e’)(e") = eiy(ey )
d’ou (e¥) = ¢&v.

Les propriétés 4, 5 et 6 sont utiles pour le calcul des dérivées dans beau-
coup de cas.
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E. Dérivées des fonctions usuelles

Tableau 5.1

Dy fx) Dy f®
R X! R nx"~!
R: In x R 1

In x A
R: logax:m R TIna a>0, a#1
R e" R e’
R a* = e*na R a'lna a>0, a#1
R sin x R COS X
R cos x R —sinx

Ces résultats s’établissent en appliquant la définition de la dérivée ou en
utilisant les propriétés.

F. Elasticite

Soit a # 0.

e Définition 9

Soit f une fonction non nulle en a et dérivable en a. L’élasticité de f en a est
donnée par

™~ j@
e @ _af@
E(f/®)x=a = lim ——— - fla
a

En économie, 1’élasticité de la demande mesure la limite du rapport de I’ac-
croissement relatif de la demande et de I’accroissement relatif du prix lorsque
le prix x tend vers a.

Par exemple pour E = —2, si le prix augmente de 1 %, la demande diminue
de 2 %.
» Exemple
Soit :
R —R

x — f(x) :cxg, c,BeER
Alors E(f/x) = B = constante.
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e Proposition 7

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle J.
Alors pour tout x de J on a E(—f/x) = E(f/x) et E(fg/x) = E(f/x) +
E(g/x).

G . Différentielle

Reprenons la définition 2 de la différentiabilité d’une fonction f en a : il existe
un nombre réel b et une fonction e tels que pour tout z avec a + h au voisinage
dea:

f(a+h) = f(a) + bh + he(h) avec %ir% eh)y=0

En fait cette définition permet d’affirmer 1’existence de deux fonctions, I’une
notée € et I’autre que I’on commencera par noter ¢ et qui est définie par

¢:R— R
h—— ¢(h) =bh avec b= f'(a)

C’est cette fonction qui nous intéresse. On remarque que c¢’est une application
linéaire.

e Définition 10

La différentielle de f en a est I’application linéaire ¢ de R dans R, qui a &
associe ¢(h) = f'(a)h.

Attention : La différentielle de f en a n’est pas un nombre, c’est une fonction
qui dépend du point a.

Pour marquer cette dépendance on utilise la notation df(a) ou df, pour la
différentielle de f en a au lieu de ¢. On a donc :

df(@): R — R
h — df(a)(h) = f'(a)h

La différentielle de f en a permet d’obtenir des approximations de
f(a+ h) — f(a). On peut écrire f(a+h)— f(a) = f’'(a)h pour h petit. La fonc-
tion f étant généralement non-linéaire, approximer f(a + h) par f(a) + f'(a)h,
pour A petit, est un procédé de linéarisation locale (autour de a) de f, ce qui
correspond géométriquement a approximer une courbe par sa tangente.

120 © MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

» Exemples

e Soit :

R —R
X f(x) = Vx

La différentielle de f au point 1 est I’application linéaire notée df(1)
qui a h € R associe f'(1)h :

df(): R — R
h

h— df(1)(h) = f'(Hh = 3

On peut utiliser la différentielle pour obtenir une approximation de

V1,2, Eneffet f(1+h) = f(1)+df(1)(h) = f(1)+gdonc f(1+0,2) =
f()+ 0;22 c’est-a-dire V1,2 = V1+02~ V1+0,1 =1,1

e Une entreprise produit un bien B en utilisant un bien A. Soit x la quan-
tité nécessaire du bien A pour produire la quantité y de B et f la fonction
de production ou f(x) = 50x% — X3, 0 < x < 50.

On fixe x a 10 et on cherche a calculer de combien varierait le niveau
de production si on utilisait une unité de plus. On peut utiliser la dif-
[férentielle pour obtenir une approximation de f(11) — f(10). En effet
FA1) — £(10) =~ df(10)(1) = f/(10)1 = 700.

Ici on peut vérifier la qualité de I’approximation car il est facile de
calculer f(11) — f(10) = 719.

Remarque : les regles de dérivation données aux Propositions 4 et 5 permettent
de faire les opérations suivantes sur les différentielles :

d(f + g)(a) = df(a) + dg(a)

d(f x g)(a) = df(a) x g(a) + f(a) x dg(a)

d <f> (@) = 4/(@) x 9@ — /(@) x dg(a) pourvu que g(a) # 0

g [g(a)?

d(g o f)(@) = dg(f(a)) df(a)
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" Théoréme des accroissements finis
et applications

A. Théorémes

o Théoréeme 1 : théoréeme de Rolle

Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie f(a) = f(b), alors il
existe ¢ € la, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration : si f est constante sur [a, b], le résultat est trivial. Soit donc
f non constante sur [a, b]. Comme f est continue sur [a, b], f atteint son mi-
nimum m et son maximum M sur [a, b] (chapitre 4 théoréme 2) et m = M. On
ne peut pas avoir a la fois m = f(a) et M = f(a) car f est non constante. On a
donc m # f(a) ou M # f(a).

Prenons par exemple le cas M # f(a). 1l existe ¢ € Ja, b[ tel que f(c) =
(¢ # b car f(a) = f(b) donc f(b) # M).

On a alors :
J(x) — flo) (C)
pour x<c,
x—c
et pour x> c, f = 1©) <0
x—c
D’ou lim,_, .- f = J©) = 0 (cette limite existe puisque f est dérivable sur

X—C
la, b[, donc dérivable en ¢ donc dérivable a gauche en c), donc :

010

—C

fl©)=0 et fi(c)= lim
x—ct
Comme f est dérivable en c on a

fl©) = fl(c) = fio)
ce qui donne 0 < f/(¢) < 0 et donc f/(c) = 0 (figure 5.3).

e Théoreme 2 : théoreme des accroissements finis

Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il existe ¢ € ]a, b tel
que f(b) — f(a) = (b —a)f' (o).
Démonstration : il suffit d’appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g telle
S~ f@),

a

que g(x) = f(x) — ¥ —
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Sfla) =f(b)

I e T -
[ T
'

hel0,1]

Figure 5.3

g est définie et continue sur [a, b] comme somme de fonctions continues sur
[a, b], dérivable sur ]a, b[ comme somme de fonctions dérivables sur ]a, b[ et :

f(®) — f(a)
a

g0 = f0) — ===

D’autre part :

gwr=ﬂm—aﬂ2‘fw>:bﬂ2—aﬂm

- —a

etg@%=ﬂw—bﬂ2_fW):bﬂ@—aﬂw
— —

Ainsi g(a) = g(b).

g vérifie toutes les hypotheses du théoréme de Rolle. On lui applique donc
ce théoreme ce qui garantit 1’existence de ¢ € ]a, b[ tel que ¢'(c) = 0 ce qui
donne f(b) — f(a) = (b — a)f'(c) (figure 5.4).
=—> Commentaires

On a vu au chapitre 2 la représentation paramétrique d’un intervalle :
c€labl<=c=a+00b—a),dc]0,ll
La conclusion de ce théoreme s’écrit aussi : il existe 8 € ]0, 1] tel que

fb) = fla) = b —a)f'(a+ 00— a).

On a démontré le théoreme des accroissements finis a partir du théoreme
de Rolle. D’autre part on constate que le théoreme de Rolle est un cas par-
ticulier du théoréme des accroissements finis. Ces deux théorémes sont donc
équivalents.
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Géométriquement, le théoreme des accroissements finis indique I’existence
d’au moins un point c tel que la tangente en ce point au graphe de f est parallele
ala corde (a, f(a)) et (b, f(D)) (figure 5.4).

A

f)

fla)

Figure 5.4

B. Applications

1) Sens de variation d’'une fonction

On rappelle que x est dit intérieur a I, s’il existe @ > O tel que |x—a, x+a[C 1.

e Proposition 8
Soit f continue sur un intervalle / et dérivable en tout point intérieur a /.
a) f est constante sur I si et seulement si pour tout x intérieur a 1, f’(x) = 0;

b) f est croissante (respectivement décroissante) sur / si et seulement si pour
tout x intérieur a I, f'(x) > 0 (respectivement f’(x) < 0);

¢) si pour tout x intérieur a I, f'(x) > 0 (respectivement f’(x) < 0), alors f est
strictement croissante (respectivement strictement décroissante) sur /.

Démonstration : soit x; < x deux points de /. Le théoréme des accrois-
sements finis appliqué a [x;, xp] garantit I’existence de ¢ € ]xi, xp[ tel que
f(x2) — f(x1) = (x2 — x1)f"(c). On en déduit facilement :

— si pour tout x intérieur a I, f'(x) = 0 alors f est constante sur [ ;

— si pour tout x intérieur a I, f’(x) > 0 (respectivement f’(x) < 0), alors f est
croissante (respectivement décroissante) sur / ;
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— si pour tout x intérieur a 7, f'(x) > 0 (respectivement f’(x) < 0), alors f est
strictement croissante (respectivement strictement décroissante) sur /.

Le reste des implications résulte de la définition d’une fonction dérivable en
un point : soit xo un point intérieur a 1. Si f est constante sur /, alors :

e = tim TO S0

—X0 X — X0

10 = fe0) _

Si f est croissante (respectivement décroissante) sur / alors
X — X0

J () — f(x0)

(respectivement < 0) d’ou f'(xp) = lim,_, T«
— X0

> 0 (respective-

ment < 0).
Attention : la réciproque de c) est fausse. Par exemple la fonction

fR—R
x|—>f(x):x3

est strictement croissante et f7(0) = 0.

2) Etude de limites

e Proposition 9 : regle de I’Hopital

Soit / un intervalle ouvert de R et a € 1. Soit f et g deux fonctions continues
sur I, dérivables sur [ sauf peut-étre en a et g(x) # 0 si x # a.

0
1) @ est de la forme indtermine — ou > quand x tend vers a
g(x) 0 00
Si< et
!
2 tim LY
x—a g'(x)
/
alors lim @ = li o _ A

= |lim =
x—ag(x) x—ag'(x)

—> Commentaires

La regle de I’Hopital s’étend aux cas a = 00 et aux cas A = £o0.

P> Exemples

In(1 +
a) Onveut calculer lim u Onpose f(x) = In(1+x) et g(x) = x.
x

x—0
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f(x)

0
—— est de la forme indéterminée — quand x tend vers O et
g9(x) | 0

, _
f,(x) — lim 1*+X
x—0 ¢g'(x) x—0 1

1
In(1 +
Do tim D gy Thx )
x—0 X x—0
1
I Z
b lim Y o x
x—+00 X x—+00 |
.o —1—x .o —1 e 1
C) xhi>n0 x2 B xh£>10 2x B xh£>10 E B E

On a appliqué ici successivement deux fois la regle de I’Hopital.

X
d) On veut calculer limy_, , (1 + —> , si elle existe et en déduire
X

1\" r\ X
lim <1+—> et lim (1+—)
n—+00 n x—+00 X

< 1>x In(1+Ly xIn(1+1)
o 1+ — =e =€ X,
X

In(1 + y)

1
lim,_, 100 xIn <1 + —) = lim,_q, = 1 d’apres a) ci-dessus.

X

1
On a donc obtenu lim,_, ;o x1n <1 + —) = 1. Comme [’exponentielle
X

est une fonction continue, on peut appliquer la proposition 9 du cha-
xIn(1+1)

pitre 4, pour obtenir que lim,_, , o € =el =e

e FEn particulier; la suite (n), étant une suite telle que lim,_, oo 1 = +00,
la définition de la limite a Iinfini, (définition 5 via le langage des suites,
. 1"
chapitre 4) implique que lim,,_, , o <1 + —> =e.
n

. r\~*
e Montrons que lim,_. , (1 + —) =¢" pourr> 0.
X

(142) = ((Hg)f)’: (v +$>y>r=(f(y))’

Onalimy ., f(y) = e et la fonction puissance est une fonction conti-
nue en e, on peut appliquer la proposition 9 du chapitre 4 pour obtenir

ry\ -
que limy_, (1 + —) =e’.
X
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3) Formule de Taylor et développement limité

e Proposition 10 : formule de Taylor-Lagrange pour une fonction
deux fois dérivable

Si f est deux fois dérivable sur un intervalle J et si a et b sont deux points
distincts de J, alors il existe ¢ strictement compris entre a et b tel que :

f ”(C)

f(b) = f@) + (b —a)f'(a) + (b — a)

A

Démonstration : on pose g(x) = f(b) — f(x) — (b — x)f'(x) — (b — x)zg

et on choisit A pour avoir g(a) = 0. On a aussi g(b) = 0. (Supposons a <

b). Comme de plus g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, on peut lui

appliquer le théoreme de Rolle. II existe donc ¢ €]a, b, tel que ¢'(c) = 0. Or

gx)=—f )+ (x)—b—x)f"(x)+(b—x)A,d’ou A = f”(c). En reportant
cette valeur dans g(a) = 0, on obtient la formule annoncée.

En posant & := b — a, la formule de Taylor s’écrit : il existe 8 € ]0, 1] tel

que
"(a + 6h
fla+h) = f@)+hf'(@+ hz%

e Proposition 11 : formule de Taylor-Lagrange

si f est n + 1 fois dérivable sur un intervalle J et si a et b sont deux points
distincts de J, alors il existe ¢ strictement compris entre a et b tel que :

f (”)(a) a1 S0
+(b—a) TEE

fb) = f@)+®—af'@+--+b—a)
Démonstration : il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction

W JE (a)

g(x) = f(b) — f(x) — Z(b —X) — (- x)"”

(n+1)!

En posant & := b — a, la formule de Taylor s’écrit : il existe 8 € ]0, 1[ tel que :

) e £ (a + 6n)

fla+h) = f(a)+hf'(@+--+h" it D)

Lorsque a = 0 et b = x, la formule porte le nom de formule de Mac Laurin et
s’écrit : il existe 8 € ]0, 1[ tel que

SO0 i [0
|

f) = fO0) +xf0)+---+x" (n+1)!
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P Exemple
La formule de Mac Laurin (a 'ordre 3) de la fonction f définie par
f(x) = V1 + x est donnée par :

1 1
\/1+x—1+2x——x2+Ex + f(4)(9x) 6e10,1[

En effet :

f) = Vitx=(+x)> f(0):1

1
f@=3+n" £10) = 2
1 /-1 3 —1
1 I -3 1 —_!
f(x)—2<2(1+x) 2) /0) = )
) —1 (=3 AN
f (X)ZT 7(1+x)2 f (0)2—
e Proposition 12 : formule de Taylor-Young
Si f est n fois dérivable en a (c’est-a-dire si f, f”,---, f"~V sont définies

sur un voisinage de a et f(a) existe) alors pour tout & tel que a + & est au
voisinage de @, on a :

f(”)( )

fla+h) = f(a)+hf' (@) +---+ 1" + n'e(h) avec %irr(l) eth) =0

Démonstration : elle se fait en appliquant n — 1 fois le théoréme de Rolle a
une fonction bien choisie.

Mais si 1’on rajoute 1’hypothése « f continue en a » on peut déduire cette
proposition de la formule de Taylor-Lagrange pour une fonction n fois déri-
vable. En effet la continuité de ™ en a exige que f soit définie sur un
voisinage de a : il existe donc un intervalle ouvert Ja — a,a + [ sur lequel
f est n fois dérivable. On applique alors la formule de Taylor-Lagrange a f
sur Ja —a,a+a[pouraeta+hota+h € la— a,a+ a[. On pose ensuite

f"(a +6h) — f"(a)
e(h) =

' d’ot lim,_¢ e(h) = 0 car f™ continue en a.
n!

—> Commentaires

Si f est indéfiniment dérivable en O alors pour tout x au voisinage de 0
onaVn e N:

™0
FO) = FO) + xf'0) + -+ 5L ()

+ x"e(x) avec lirr(l) ex)=0
X—
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o Définition 11

On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de O lors-
qu’il existe des constantes cy, c;..., ¢, € R et une fonction € telles que :

f(x) =co+cix+ -+ x" + x"e(x) avec lin}) ex)=0

co+ c1x + -+ + ¢, X" sappelle partie principale du développement et x"e(x)
s’appelle reste.

On montre que si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0, alors il est unique.

On peut calculer les développements limités d’ordre n au voisinage de O de
la plupart des fonctions usuelles grace a la formule de Taylor-Young.

On définit de fagon similaire les développements limités d’ordre n au voisi-
nage de a € R.

» Exemples
e La fonction f définie par f(x) = e est indéfiniment dérivable en O,
donc on peut calculer son développement limité d’ordre n au voisinage
de 0 grace a la formule de Taylor-Young : pour tout x au voisinage de 0
ona:
(n)
10 = f0) + x5O 44 LD
f0) =¢e® =1, f'(x) = e et f(0) = 1. Pour tout n, f™(x) = e et
F™0) = 1.
Le développement limité d’ordre n au voisinage de 0 de la fonction est
donc donné par :

¥ X

D S S & im e(x) =
e —1+1!+2!+3!+ +n!+x"e(x) avec )lcli%e(x)—o

+ x*e(x) avec lir% ex)=0
X—>

est indéfiniment dérivable en Q.

1
e La fonction f définie par f(x) = I
Son développement limité d’ordre n au voisinage de 0 est donné par :

1

1—x

=1+x+2+ -+ +x"ex) avec lirr(l)e(x):O
X—

e La fonction f définie par f(x) = In(1 + x) est indéfiniment dérivable
en 0. Son développement limité d’ordre n au voisinage de 0 est donné
par:

¥ X

In(1 — T 4.
n(l +x)=x 2+3+

X!
+ (="' 4 Xe(x) avec  lim e(x) =0
n x—0

Dérivation ® 129



e La fonction f définie par f(x) = sin x est indéfiniment dérivable en 0.
Son développement limité d’ordre n au voisinage de 0 est donné par :

©oox

sinx =x——+ —+
315!
2m+1

1\ X 2m+1 . _
+(—=1) 7(2m+1)!+x e(x) avec )lcgr(l)e(x) 0

e La fonction f définie par f(x) = cos x est indéfiniment dérivable en 0.
Son développement limité d’ordre n au voisinage de 0 est donné par :

o at
cosx:1—5+ﬂ+---
m X" 2m .
+(—1) W + x"e(x) avec jlg}) e(x)=0
4) Applications a I'étude de limites
P Exemple
Vitx—1- %x+ éxz

Soit a calculer lim,_, 3

X
Le développement limité a I’ordre 3 au voisinage de O de la fonction f

définie par f(x) = 1+ x est donné par :
V1i+x= 1+1x— lx2+ix3+x3f(x)
2 8 16

avec lim,_.¢ €(x) = 0. On obtient alors

1 1
\/1+x—1—§x+—x2

8 _
3 —16+e(x)
Et | |
VIitx—1—-x+-x 1
lim 28 _ _
x—0 x3 16

Notons qu’on aurait pu calculer cette limite en appliquant trois fois la
regle de I’Hopital.

P Exemple

1 n
On a déja montré que lim,_, , <1 + —) =e.
n
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Donnons une seconde démonstration de ce résultat, qui utilise les dé-
veloppements limités.

) 1 1
1 In(1+—)" nln(l1+—)
(1 + —) = n —=e n
n

1
Le développement limité d’ordre 2 au voisinage de O de In (1 + —) est

n
donné par :
1 1 /1\? 1\? /1 1
In <1+—> = - - <—) /2 + <—> E<—> avec  lim E<—> =0
n n n n n 1 n
_*)0
n
D’ou

. 1 . 1 1 1
lim nln<1+—>: lim <1——+<—>6(_>>:1
n—-+00 n n—+00 2n n n

Comme [’exponentielle est une fonction continue, on peut appliquer la
1

. A . . nin(l+—)
proposition 9 du chapitre 4, pour obtenir que lim,_, ;. e n =el =
e.

—> Commentaires
On peut aussi utiliser cette méthode pour montrer que

1 X
lim (1 + —) =e
X—+00 X

"I Recherche d’'extrema. Convexité

A. Extrema d’une fonction
1) Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle J de R.
On veut étudier des problemes de la forme :

(P;) Maximiser f(x), xeJ

ou
(P;) Minimiser f(x), xeJ
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o Définition 12

On dit que f admet un maximum global sur J en a € J, lorsque :
VxedJ, f(x) < fla)

Ceci se dit aussi a fournit un maximum global a f ou a est un maximum global
de f ou a est solution globale du probleme (P).
On dit que f admet un minimum global sur J en a € J, lorsque :

VxeldJ, f(x)= fla)

Ceci se dit aussi a fournit un minimum global a f ou a est un minimum global
de f ou a est solution globale du probleme (P5).

On dit que c’est un maximum (respectivement minimum) global strict
lorsque :

VxeJ, x#a= f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a))

Global se dit aussi absolu et strict se dit unique.
Un extremum est un maximum ou un minimum.

o Définition 13

On dit que f admet un maximum (respectivement minimum) local sur J en
a € J, lorsqu’il existe n > O tel que :

Vx e la—n,a+nl NJ, f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a))

On dit que c’est un maximum (respectivement minimum) local strict lors-
qu’il existe > 0 tel que :

Vx €la—n,a+n[NJ, x #a= f(x) < f(a) (respectivement f(x)> f(a))

Local se dit aussi relatif.

Un maximum global est un maximum local.

Notons que le probleme (P;) Minimiser f(x), x € J, est équivalent au pro-
bléme (Py) Maximiser — f(x), x € J.

—> Commentaires

Lorsque f est continue sur J, un intervalle fermé borné, alors le théoreme
d’optimisation (chapitre 4 théoréme 2) garantit 1’existence d’un maxi-
mum global et d’un minimum global de f.
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y=fx)

J = Ju,v[

| 1 r

7 f—>
u a b c d e v

ni max max global min local  max local min local
ni min de f de f surJ de f surJ defsurJ bien que f'(e)
bien que f'(a) = 0 n’existe pas
Figure 5.5
» Exemple

Maximiser f(x) = 2,xe[-1,1]

f est continue sur [—1,1] qui est fermé et borné donc f admet un
maximum sur [—1, 1]. Celui-ci est atteint en x = 1 car la fonction est
croissante. Vx € [—1,1], f(x) < f(1) = 1. Notons que ce maximum est
un point du bord de l'intervalle.

Attention, les résultats de la suite ne sont valables que pour des intervalles
ouverts.

2) Conditions nécessaires

e Proposition 13 : condition nécessaire du 1° ordre (CN1)

Soit f définie sur un intervalle ouvert [ eta € I.
Si f est dérivable en a et admet un extremum local sur / en a,
alors f’(a) = 0.

Démonstration : on suppose que 1’extremum est un maximum. Ceci signifie
qu’il existe 7 > 0O tel que

Vx €la—n,a+nl, f(x)< fla)
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D’ou:

f(X)—f(a)>0 etpour x > 4, f(X)—f(a)<0

X—a X—da

f()C)—f(a)2 f(X)—f(a)<0
X—a

X—da

pour x < a,

Donc f/ (a) = lim

0 et ffr(a) = lim
x—a— x—a*

Comme f est dérivable ena on a:
@) = fL(a) = fi(a)

ce qui donne 0 < f'(a) < 0 etdonc f'(a) = 0.

Attention : la nullité de la dérivée est une condition nécessaire pour qu’un
point soit un extremum mais elle n’est pas suffisante, autrement dit la réci-
proque de cette proposition est fausse.

Par exemple la fonction f définie sur R par f(x) = x> est dérivable en 0,
vérifie f/(0) = 0, mais n’admet pas d’extremum en O (car dans tout voisinage
1—n,+n0de 0, f(x) < f(0)six <O0et f(x)> f(0)six>0.)

Un point x qui vérifie f/(x) = 0 est appelé point critique ou candidat.
Lorsque I’on cherche les extrema de f sur un intervalle ouvert , on peut les
chercher parmi les points x qui vérifient f’(x) = 0 puisque la CN1 garantit
que si x est un extremum alors f/(x) = 0. Ces points qui vérifient f'(x) = 0
sont donc des « candidats » a étre des extrema mais ne sont pas forcément des
extrema.

—> Commentaires
On ne peut pas appliquer la CN1 :
— si f n’est pas dérivable en a : par exemple la fonction f définie sur R

par f(x) = |x| admet un minimum en 0, mais n’est pas dérivable en O
et donc on ne peut pas lui appliquer la CN1 ;

— si ’intervalle I n’est pas ouvert et a est un point du bord. Par exemple
la fonction f définie sur [1,2] par f(x) = x> admet un maximum en 2
et pourtant f/(2) = 4 # 0.

e Proposition 14 : condition nécessaire du 2" ordre (CN2)

Soit f définie sur un intervalle ouvert / et a € 1.

Si f est 2 fois dérivable en a et admet un maximum local sur / en a, alors
f"(@) <0.
—> Commentaires

Dans la proposition, en remplagcant maximum local par minimum local,
la conclusion devient f”(a) > 0.
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Démonstration : La démonstration se fait par application de la formule de
Taylor-Young a I’ordre 2 que I’on rappelle : pour tout 4 tel que a + & est au
voisinage de a

zf”( )

fla+h)= f(a)+hf'a) +h + h*e(h) avec lim e(h) = 0.

Comme f admet un maximum local en a, il existe n > O tel que :
Vh telque a+he€la—n,a+nl, fla+h) — f(a)<0

De plus si f admet un maximum local en a alors f'(a) = 0 (c’est la CN1). En
appliquant alors la formule de Taylor-Young a 'ordre 2 a f sur Ja — n,a + n[
on obtient

<f @ + E(h)> < 0 etparsuite %in(l) <f @ + e(h)> <0

2! 2!
ce qui donne f”(a) < 0.

» Exemple
Une entreprise produit un bien avec un coiit de production C(q) oii q est la
quantité produite. Supposons que C est une fonction deux fois dérivable.
Si le prix de vente p est fixé p = p*, cherchons les conditions nécessaires
pour avoir un profit maximum.
Le profit est donné par :

II(q) = p*q — C(q)

Si g* est le niveau de production qui permet a [’entreprise de réaliser un
profit maximum alors IT'(g*) = 0 (CN1) et IT"(g*) < 0(CN2).

Cela donne p* = C'(q*) (ce qui signifie que le prix est égal au coiit
marginal en g*) et C"(g*) > 0.

Attention, la condition f”(a) < 0 est une condition nécessaire d’optimalité
mais elle n’est pas suffisante.

Reprenons par exemple la fonction f définie sur R par f(x) = x>. f/(0) = 0
donc f”(0) < 0 mais 0 n’est pas un extremum.

Lorsque 1’on cherche les extrema de f sur un intervalle ouvert /, on peut
les chercher parmi les points x qui vérifient f'(x) = 0 et f”(x) < 0. La CN2
permet donc de réduire encore la recherche mais elle ne dit pas du tout que les
points trouvés en résolvant f'(x) = 0 et f”/(x) < 0 sont des extrema. Il nous
faut donc des conditions suffisantes pour garantir que nos candidats sont bien
des extrema.
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3) Conditions suffisantes
e Proposition 15 : conditions suffisantes du 2" ordre (CS2)
Soit f définie sur un intervalle ouvert / eta € 1.
Si f est 2 fois dérivable en a et vérifie f'(a) = 0 et f”(a) < 0, alors f admet

un maximum local strict sur / en a.
Attention, ici 'inégalité est stricte.

Démonstration : on applique la formule de Taylor-Young a 1’ordre 2, avec
f'(@) = 0 : Pour tout & tel que a + h est au voisinage de a,

fla+h) = f(a) + h* (f @ e(h)) avec  lim e(h) = 0

Comme

(@) . o
o < 0 et limy_ge(h) = 0, il existe n > 0 tel que pour tout
// /!
he]l—nnl f2 + €(h) est du signe de f ('a)

pour tout i €] —n,nl,h # 0, f(a + h) — f(a) <0ce qui indique que f admet
un maximum local strict sur / en a.

, donc il existe n > 0 tel que

—> Commentaires

Dans la proposition, en remplagant f”'(a) < 0 par f”(a) > 0 on obtient
que f admet un minimum local strict.

Point méthode

Pour trouver les extrema locaux de f fonction réelle d’une variable réelle 2
fois dérivable sur un intervalle ouvert / de R on procede comme suit :

a) on cherche les candidats en résolvant f/(x) = O sur [;
b) on se restreint a ceux d’entre eux qui vérifient f”(x) < 0ou f’(x) >0

¢) seuls ceux qui vérifient f”(x) < 0 ou f”(x) > 0 sont bien des extrema
locaux (CS2).

Si un candidat vérifie f”/(x) = 0 on ne peut rien conclure et il faut examiner
par un autre moyen si ¢’est un extremum ou pas.

Dans la pratique on saute directement de a) a c).

Exemples
e Maximiser f(x) = x> — x, x € R.
f est 2 fois dérivable sur R. On résout f'(x) = 0 ¢ est-a-dire 3x> — 1 =

1 1
0, ce qui donne x| = \/;et Xy = — 3

X1 et xo sont donc les candidats.
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f"(x) = 6x d’out

1 1
£ = £ ( 5) - 6\@> 0
F) = £ (— %) — 6\@ <0

Les CS2 impliquent donc que x, est la solution du probleme, c’est-a-
dire xy fournit un maximum local strict a f. On note que x| fournit un
minimum local strict a f. On peut montrer qu’ils ne sont pas globaux.
En effet lim,_ 1 f(x) = 400 et lim,_,_ f(x) = —00

et

Rechercher les extrema de la fonction f définie par f(x) = x> + x*.

f est 2 fois dérivable sur R. On résout f'(x) = 0 c’est-a-dire 3x> +
453 = 0 ce qui donne x2(3 +4x) = 0 et donc x; = —3/4 et x, =0
sont des candidats.

f(x) = 6x + 12x> d’onr f"(x1) = f"(=3/4) = 2,25 > 0. Les CS2
impliquent donc que x| fournit un minimum local strict a f.

On peut montrer qu’il est global.

f"(x2) = f"(0) = 0 donc on ne peut rien conclure quant a x, = 0.
1l faut examiner ce point « a la main » en revenant a la définition d’un
extremum. f(x) — f(0) = x> + x* = x*(1 + x). Dans tout voisinage
1 —n,+nl de 0, dx tel que f(x) < f(0) et Ix tel que f(x) > f(0), donc
f n’admet ni minimum local ni maximum local en x; = 0.

Une entreprise produit un bien avec un coiit de production C(q) =
—1
%) q® + 2¢% ol q est la quantité produite. Le prix de vente p est

fixé : p = 75. On voudrait le niveau de production qui permettra a
I’entreprise de réaliser un profit maximum.

II(q) = 75 — (—(1/75)¢° + 2¢*) = (1)75)¢> — 2¢* + 15q
1T'(g) = 0 implique ¢*/25 — 4q +75 = 0

La résolution de cette équation fournit deux candidats q = 25 et gy =

75.

I1"(q) = 2q/25 —4 d’ou I1"(q1) = —2 < 0 et IT"(q2) = 2 > 0. Les
CS2 impliquent donc que q, = 25 fournit alors un profit maximum.
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B. COnvexité

1) Fonction convexe sur un intervalle de R

o Définition 14
Soit f définie sur un intervalle / de R. On dit que f est convexe sur I lorsque

Vxel, Yyel, VAe[0,1], f(Ax+(1— Dy <Af(x)+1—Df(y)

ﬂ

u(t) (T)

=M@ + (1 =Wf(y)

|
!
!
|
[
1
1

8 e s i ot e

y v
=N+ (1 o )\.))’
re[0,1]

Figure 5.6 — Graphe d’une fonction convexe.

Vt € [x,y], f(£) < u(t)
Vz € [u, vVt €lu,vI, f(z) = f(t) — f (D)t — z) (Proposition 16)

e Définition 15

Soit f définie sur un intervalle / de R. On dit que f est strictement convexe sur
I lorsque :

Vxel,Vye LVAa€l0, 1, x#y = f(Ax+ (1 —Dy) < Af(x) + (1 — Df(y)

P Exemple
La fonction f définie par f(x) = |x| est convexe sur R mais elle n’est pas
strictement convexe sur R.

e Proposition 16

Soit f définie et dérivable sur un intervalle ouvert /. f est convexe sur / si et
seulement si :

VxelLVyel, fy) — f(x0) < /Wy —x)
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Cela signifie que le graphique d’une fonction convexe dérivable se situe au-
dessus de chacune de ses tangentes.

—> Commentaires
f est strictement convexe si, et seulement si :

VxeLVyel,y#x= fy) — f(x) < fy)y — x)

e Proposition 17
Soit f définie et 2 fois dérivable sur un intervalle ouvert 1.
a) f est convexe sur [ si et seulement si f”/(x) > 0 pour tout point x de 7 ;

b) Si f”(x) > 0 pour tout point x de 7, alors f est strictement convexe sur /.

—> Commentaires

La réciproque de b) est fausse. La fonction f définie par f(x) = x* est
strictement convexe sur R et pourtant sa dérivée seconde est nulle en 0.

» Exemple
La fonction f définie sur R par f(x) = e est indéfiniment dérivable. Pour
tout x € R, f"(x) = e* > 0. Donc f est strictement convexe sur R.

Lorsque I’on a étudié les extrema d’une fonction, on a insisté sur le fait que
les points fournis par f/(x) = 0 n’étaient que des candidats a étre des extrema
et qu’il fallait recourir a une condition suffisante pour vérifier si certains d’entre
eux étaient des extrema. Dans le cas des fonctions convexes dérivables les
points fournis par f’(x) = 0 sont des points de minima globaux comme le
montre la proposition suivante.

e Proposition 18 : condition nécessaire et suffisante d’optimalité (CNS)

Soit f définie, dérivable et convexe sur un intervalle ouvert /. Soit a € I.
f'(a) = 0 si, et seulement si, f admet un minimum global sur / en a (strict si
la convexité est stricte).

Remarque : pour une fonction convexe la CN1 est une CS.

Démonstration : si f admet un minimum global sur 7 en a alors f admet un
minimum local sur / en a et la CN1 donne : f’(a) = 0.
Supposons f’(a) = 0 et appliquons la proposition 16 a tout x € I et a. Il
vient :
Vxel, fla) — f(x) <0

ce qui signifie que f admet un minimum global sur / en a.
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P Exemple
On considere le probleme suivant :
Minimiser f(x) =2x — vVx+ 1 sur] — 1, +ool.
f est deux fois dérivable sur | — 1,+00[. On cherche des candidats

1
en résolvant f'(x) = 0, c’est-a-dire 2 — ——— = 0 ce qui donne
AL SVarl 9
15
xX=——
16

1
f(x) = Z(x + 1)*3/2, d’ouVx €] —1,400[, f’(x) > 0; donc f est

strictement convexe sur | — 1, +o0ol.

15
Donc x = T Sfournit un minimum global strict a f sur] — 1, +o0o[.

2) Fonction concave sur un intervalle de R

o Définition 16

Soit f définie sur un intervalle / de R. On dit que f est concave sur I lorsque :

Vxel,VyeLVAe[0,1], f(Ax+ (1 —Dy) = Af(x)+ (1 —Df(y)

e Définition 17

Soit f définie sur un intervalle I de R. On dit que f est strictement concave sur
I lorsque :

Vxel,Vye LVAa€l0, 1, x#y = f(Ax+ (1 —Dy) > Af(x) + (1 = Df(y)
—> Commentaires

f est concave si et seulement si — f est convexe.

e Proposition 19

Soit f définie et dérivable sur un intervalle ouvert /. f est concave sur [ si et
seulement si :

VxelLVyel, fy) — f(x) = f'\y — x)

Cela signifie que le graphique d’une fonction concave dérivable se situe au-
dessous de chacune de ses tangentes.
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—> Commentaires

f est strictement concave si, et seulement si :

VxeLVyel,y#x= fy) — f(x)> fy)y — x)

e Proposition 20
Soit f définie et 2 fois dérivable sur un intervalle ouvert 1.
a) f est concave sur [ si et seulement si f”(x) < 0 pour tout point x de [ ;

b) Si f”(x) < 0 pour tout point x de /, alors f est strictement concave sur /.

e Proposition 21 : condition nécessaire et suffisante d’optimalité (CNS)

Soit f définie, dérivable et concave sur un intervalle ouvert /. Soit a € I.
f'(a) = 0 si, et seulement si, f admet un maximum global sur I en a (strict si
la concavité est stricte).

Récapitulation des conditions : soit f deux fois dérivable sur un inter-
valle ouvert Jde R,eta € J

e f quelconque
CNIletCN2:

f admet un minimum local en a = f'(a) = 0 et f"(a)

>0
f admetun maximum localen a = f'(a) =0 et f"(a) <0

CS2:

f'(@)=0cet f(a) >0 = admet un minimum local stricten a
fl(@)=0cet f’(a) < 0 = admet un maximum local stricten a

e f convexe :
CNS : f'(a) = 0 <= f admet un minimum global en a

e f strictement convexe :
CNS : f'(a) = 0 <= f admet un minimum global strict en a

e f concave :
CNS : f'(a) = 0 <= f admet un maximum global en a

e f strictement concave :
CNS : f'(a) = 0 <= f admet un maximum global strict en a

Dérivation ® 141



Point méthode

Soit f deux fois dérivable sur un intervalle ouvert J de R. Pour étudier les
extrema de f sur J on procede de la facon suivante :

on cherche les candidats en résolvant f'(x) = 0. Soit @ € J un candidat ;

on calcule f”(x).

Si f”(x) n’est pas d’un signe constant sur J, on étudie le signe de f”(a) :
— si f”(a) < 0, alors f admet un maximum local strict en a ;
— si f’(a) > 0, alors f admet un minimum local strict en a ;

— si f”(a) = 0, alors on ne peut pas conclure.

Si f/”(x) est d’un signe constant sur J :

—si f(x) €0, Vx € J, alors f est concave sur J d’ou f admet un maxi-
mum global en a;

— si f"(x) <0, Vx € J, alors f est strictement concave sur J d’ou f admet
un maximum global strict en a;

—si f”(x) = 0, Vx € J, alors f est convexe sur J d’ou f admet un mini-
mum global en a;

— si f”(x) >0, Vx € J, alors f est strictement convexe sur J d’ou f admet
un minimum global strict en a.

Exercices

nonceés

Exercice n° 1

Etudier la dérivabilité de la fonction définie 2 I’exercice 3 du chapitre 4 (Frais d’agence).

Exercice n° 2

Montrer que la fonction f définie par

Flo) = xzsin(i) si x#0
0 sio x=0

est dérivable. Sa dérivée est-elle continue ?
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Exercice n° 3
On considere la fonction f définie sur son ensemble de définition par :
X+2—V4-x2

X
1 si x=0

a) Quel est I’ensemble de définition de f ?

b) Calculer la limite de f quand x tend vers O ; f est-elle continue en 0 ?

¢) Calculer f'(x) pour x €] — 2,2[~.{0}, puis la limite de f’ quand x tend vers 0

d) Montrer que f est dérivable en 0 en utilisant la définition. Que vaut donc f’(0)?

e) La fonction f” est-elle continue en 0 ?

Exercice n° 4
X

. a
a) Montrer que limy—.+00 — = +ocopoura > Letr > 0.
X

b) Déterminer lim (+ DinGx+ 1) = xlnx'
X—+00 Inx

Exercice n° 5

Etudier les extrema des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :
a) f(x) = x> — 20x + 3, b) g(x) = xe**, ¢) h(x) = —xInx + 4x — 6.

Exercice n° 6

Une entreprise a observé que pour un produit donné le cofit total C(g) (en milliers d’eu-
ros) de la production variait en fonction de la quantité produite ¢ (en milliers de pieces)
de la maniere suivante :

Cl9)=27" —q +4q

a) Quelle doit étre la production ¢ si I’entreprise cherche a minimiser le coit moyen ?
Ecrire la fonction de coiit marginal.
Vérifier que pour la valeur de ¢ qui minimise le colit moyen, le colit marginal est égal
au colit moyen minimum.

b) Démontrer que la propriété qui vient d’étre vérifiée est générale :

C@)

Soit C(g) le cofit total, g la quantité produite, Cp(q) = —— le colit moyen
q

Caractériser la valeur ¢* qui minimise le colit moyen et vérifier que dans ce cas, on a

Cu(g") = C'(g").
Exercice n® 7
Soit v la quantité d’input utilisée pour produire une quantité ¢ d’un bien et w le prix
donné de I’input. On suppose que la fonction de production donnée par ¢ = f(v) vérifie
les hypotheses suivantes :

f(0) =0, V"w>0, f0)>0,f (>0, et f'(»<0
lim f(v) =1

V—+00

Etudier le probléme de maximisation du profit, posé par I’entreprise, le prix de vente p
étant fixé.
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Exercice n° 8 (Regle de I’Hopital)
Soit f et g deux fonctions dérivables sur I’intervalle I =]a — a,a + af, a > 0 et telles
que f(a) = g(a) = 0.

[,

a) Peut-on calculer directement lim ——= ?
x—a g( x)

b) Soit x € I, x # a. On considere la fonction

¢: I - R
1= o) = g)f1) — f(Dg()

Calculer ¢(x) et ¢(a).
En déduire qu’ il existe § €]0, 1] tel que ¢'(a + 6(x — a)) = 0.
¢) Calculer ¢’(¢). Déduire de la question précedente que pour tout x € I, x # a, il existe
6 €]0, 1] tel que

fX) _ fla+6(x—a)

g(x)  g'(a+0(x—a)
d) On suppose que lim f/(x) = u et lim ¢’(x) = v # 0. Déduire de la question précé-

X—a X—a
Jx)

dente la valeur de lim ——= en fonction de u et v.
X—a g(x)

Cette regle éponyme est due a Guillaume Francois Antoine de I’Hopital, marquis de
Sainte-Mesme (1661-1704).

Exercice n° 9

Soit la fonction f définie par
FO=In(1+x)—x—x*, x>—1

a) Calculer lim f(—f)
x—0 X

b) En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.

¢) Montrer a I’aide de cet exemple que si fi ~q g1 et fo ~4 g2 alors on ne peut pas en
déduire fi + o ~a g1 + g2.

Exercice n° 10

Soit f une fonction strictement concave dérivable sur R, telle que f(0) = 0. Montrer

f)
X

que la fonction ——= est strictement décroissante sur R} .
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6. 'ntégration

tangle comment calculer une aire dont les bords sont courbes, ou

peu réguliers, voire franchement tordus ? L'intégrale de Riemann(”
nous donne une réponse. Sa construction se fait naturellement, via les
méthodes classiques de I'analyse en premiére année d'université. La
deuxiéme partie concerne les techniques de calcul intégral, en général
acquises sans difficulté par les étudiants. Ceux-ci, parfois, donnent méme
I'impression d’en raffoler... comme si ces techniques les rassuraient du
théorique et conceptuel.

l ‘idée est banale : a partir de la mesure de la surface d'un rec-

Mots clefs : primitive, intégrale, logarithme, changement de variables,
intégration par parties, intégrale généralisée.

|. Primitive

Toutes les fonctions considérées dans ce paragraphe sont définies et continues
sur des intervalles.

Quand f est dérivable, on sait calculer par des méthodes explicites (dérivée
d’une somme, d’un produit, d’un quotient, de la composée de deux fonctions
dérivables) une nouvelle fonction appelée dérivée de f et notée f’. Cette opé-
ration s’appelle « dérivation » et, si elle existe, la fonction dérivée est unique.
Posons alors le probleme inverse : connaissant la fonction f, trouver, TOUTES
les fonctions F telles que F’ = f. Cette opération s’appelle recherche d’une
primitive.

1. Bernhard Riemann, mathématicien allemand (1826—1866), dont les travaux ont eu un impact
considérable sur les mathématiques modernes.
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o Définition 1

Soit / un intervalle ouvert de R, f et F' deux fonctions définies sur /. On dit
que F est une primitive de f sur I si:Vx € I, I, F'(x) = f(x); i.e. F a pour
dérivée f sur I.

e Proposition 1

Si F est une primitive de f sur I, alors I’ensemble # des primitives de f sur /
est :

P={G:1—Rtelque, Vxe I, G(x) = F(x)+C, C = constante}
Démonstration : VG € £, G' = F' = f donc G est primitive de f. Récipro-
quement, soit G une primitive de f, alors G' = f = F/ dou G’ — F/ = Oet
donc G — F = C = constante.

Notation : on écrit parfois [ f(x)dx une primitive quelconque de f (appelée
intégrale indéfinie de f) c’est-a-dire un élément quelconque de P.
P> Exemples
e La fonction F définiepar F : R —

X =

w|x, A

est une primitive de
f : R—R
X xz, sur Uintervalle R =] — oo, +00[
e La fonction F définiepar F : R — R

x — e

est une primitivede f : R — R

x +— e, sur Uintervalle R

e La fonction F définiepar F : R — R
3

X

X — —+e
3

est une primitive def : R — R
x — x>+, sur intervalle R

e La fonction sinus est une primitive sur R de la fonction cosinus.
Toutes ces primitives ont été trouvées en lisant a l’envers un catalogue
de dérivées. Par contre, les primitives de Inx, de xsinx n’y figurent
probablement pas et la primitive de e~ certainement pas. Pour les
deux premieres, il existe des techniques d’intégration pour les calculer,
pour la derniere, on montre qu’une primitive existe mais qu’elle ne
peut s’ exprimer a l’aide des fonctions usuelles.
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e Proposition 2

Il existe une primitive et une seule F de f qui prend en xg € I une valeur A
donnée, i.e. F(xg) = A.

Démonstration :

On montre (corollaire de la proposition 5) que toute fonction continue sur /
admet une primitive sur /. Quant a ’unicité, elle résulte de la proposition 1.
En effet : soit G et F deux primitives de f sur [ telles que G(xg) = F(xg) = A.
Comme G(x) = F(x)+ C,onaG(xg) = F(xg) +CdouC =0etG =F.

1l. |ntégra|e définie

Toutes les fonctions considérées dans ce paragraphe sont continues et, si déri-
vables, la dérivée est elle aussi continue. On définit une méthode pour calculer
la surface sous la courbe C d’une fonction f > 0 (figure 6.1) ; le nombre qui
mesure 1’aire sera noté fab f(x)dx et lu « somme de a a b de f(x)dx » ou encore
«intégrale de a a b de f(x)dx ».

Tangente a C dont la
pente est f'(c)

sens X
,geometrlque \ C graphe de f
A . .
S/ ! [
& ! |
Ay
fiI—>R ¢ a c b
e
2
93\
%
o\
g C graphe de f
F primitive s | grap
de f : [
I
| |
a b

Figure 6.1 — Surface S = F(b) — F(a) notée S = f: f(x)dx appelée Intégrale définie de f sur
[a,b].
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A. Etude d'un exemple

Sachant que la surface du rectangle est S = [ x L (cf. le cours
préparatoire), on définit un procédé ou, « par passage a la li- S
mite » on calcule une surface dont un bord est le graphe d’une

fonction f. Test dans le cas ou la surface est celle d’un triangle L
rectangle.
Soit la fonction
S 10,6 — R
t — at=f@), a€eR
A I A
f@® =at i i
T
i | I
] I | |
| | | | |
| | | |
| | | |
| | | | |
| | | |
\ I | % I | I |
L= 7 s
X0 = 0 X1 X2 Xk—1 Xk b=x, t

Figure 6.2

On appelle subdivision de lintervalle [a,b] la suite finie de points

X0, X1, Xy tellequea = xp < xp <xp <o <Xy <X < -0 <X, =D
Ces n+ 1 points définissent 7 intervalles [x;_1, x¢], K = 1, - - - n. Dans notre cas
b—a b

a = 0 et tous les intervalles ont la méme longueur (x; — xx—1) = = -
n n

b
d’oll x; = k- —- Appelons d une telle subdivision et s(d) la somme suivante :
n

s(d) = (% — ) f 1)

k=1
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Il est clair que s(d) représente la somme des surfaces des rectangles dessinés
sous le graphe de f. Par ailleurs :

n

s(d)zzgxaxgx(k—l)
k=1

b2
s(d) = ‘;—2 Sk
k=1

b2
— (4244 (= 1)
n
(n—1Dn .
Enfin, sachantque 1 +2+---+(n — 1) = > (cf. chapitre 2)
ab’>  (n—n

D=

. . b
Quand n — +o00, la longueur des intervalles [x;_1, x¢] qui est — tend vers 0, et
n

ab?
s(d) = =~

2
Or, a est justement la surface de triangle OAB. On va généraliser cette

méthode et calculer des surfaces dans le cas ou f est continue sur [a, b].

B. Fonction Riemann-intégrable
sur un intervalle [a,b]

1) Somme intégrale d'une fonction f définie sur [a,b]

Soit d = {xgp,x1,--- ,x, tel que eta = xp < x; < --- < x, = b} une subdi-
vision quelconque de [a, b] (VB : les intervalles [x;, x;41] ne sont pas d’égales
longueurs, en général) et T = (ty, 11, - - , t,—1) une famille de n points de [a, b]
telle que t; € [x;, xiy1] pouri =0, --- ,n—1. La somme notée S 4(T) telle que :

Sa(T) = f(to)(x1 — xo) + f(t1)(x2 — x1) + - -
+ ) (Xip1 — x) + -+ [l 1) (X0 — X4—1)

n—1
Sa(T) =Y flt) - (Xer1 — X))
i=0

est appelée la somme intégrale de la fonction f associée a d et T. 1l est clair
que S 4(T) représente la somme des surfaces des rectangles hachurés de la
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R
AN

L
2 V.
a=xoy X Xic1 X Xipl Xn—t Xn=b
Figure 6.3

figure 6.3. Soit, maintenant, le « pas » de la subdivision d, noté |d| et défini
par: |d| = max;—o....n—1 |Xi+1 — X;|. Enfin, on dit que S est la limite des sommes
intégrales S 4(T) quand le pas |d| tend vers 0 si : Ve > 0, 36, > O tel que Vd
subdivision de [a, b] et VT = (to,t1,- -+ ,t,—1) tel que #; € [x; — Xj41]

Si:|d| < 8, alors [Sg(T)— S| <e

Ce que 'on note : § = lim g0 S a(T)

o Définition 2

Si cette limite S existe (i.e. S € R), on dit que f est Riemann-intégrable sur
[a,b] et on note S = fab f(x)dx appelée intégrale définie de f sur [a, b].
a et b s’appellent les bornes de ’intégrale et x la variable muette.

—> Commentaires

e [ e nombre réel représenté par I’écriture fab f(x)dx ne dépend pas de la
variable muette choisie, ¢’est-a-dire :

b b b
/ f(x)dx:/ f(t)dt:/ f(u)du = etc...

e Si f > Osur [a, b], fab f(x)dx représente I’aire comprise entre la courbe
de f, I’axe des x et les droites d’équation x = a et x = b. (Voir figure 6.3.)
e Si la courbe représentant f est en partie au-dessus et en partie en-

dessous de I’axe des x, fab f(x)dx est la somme algébrique des aires si-
gnées, aires positives au-dessus de 1’axe et négatives en-dessous. (voir
figure 6.4).

Dans ce cas si on veut calculer 1’aire comprise entre la courbe, I’axe des x
et les droites x = a et x = b il faut calculer séparément les aires positives
et négatives puis additionner les valeurs absolues de ces aires signées.
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YA

Figure 6.4

eOnpose: [ f(x)dx =0et [ f(x)dx = — fab f(x)dx

e Si dans S4(T), la somme intégrale de f, on remplace f(#;) par M; =
Sup, ey x..,1f(X), on obtient la somme Ss = Z?:_ol Mi(xiz1 — x;), ap-
pelée somme de Darboux supérieure et si on remplace f(t;) par m; =
Inf [y, x.,1f(x), on obtient : S ; = Z?;ol mi(xi+1 — x;) appelée somme de Dar-
boux inférieure.

Dans I’exemple vu en A, c’est la limite d’une somme de Darboux inférieure
quand |d| = P 0 qui nous a permis de retrouver la surface du triangle

rectangle.
Enfin, sachant que sur chaque intervalle [x;, x;1], m; < f(#) < M;, on ales
inégalités :
S;<SaT)< 8,

et ceci quelle que soit la famille 7 = (¢, t1,- - - ,#,—1) choisie.

2) Principales propriétés de l'intégrale de Riemann

e Proposition 3

Parmi les fonctions Riemann-intégrables sur [a, b], on trouve :
— les fonctions continues sur [a, b] ;

— les fonctions continues par morceaux sur [a,b], c’est-a-dire, bornées et
continues sur [a, b] sauf en un nombre fini de points de discontinuité de
premicre espece c¢’est-a-dire ou la fonction fait un saut de hauteur finie.

Ce résultat est admis.
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e Proposition 4 : propriétés de I’intégrale définie
f et g désignent deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

1. Linéarité : a et b deux réels quelconques. Si « et S sont deux réels qui ne
dépendent pas de la variable muette x, alors :

b b b
/ [ f(x) + Bg(x)]dx = @ / F(odx + B / g(0)dx

2. Relation de Chasles : a, b, c trois réels quelconques

b c b
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx

3.a)Sia<betVx € [a,b], f(x) > Oalors [” f(x)dx > 0.
b)Sia < betVx € [a,b], f(x) < g(x) alors fab f(x)dx < fab g(x)dx

4. Formule de la moyenne : si Vx € [a, b], g(x) > 0 alors il existe I tel que :

b b
/ f)g(x)dx =T - / g(x)dx

avecm < I' < M oum = infyepqp)f(x) et M = sup,c(, 1/ (x). En particulier
pour g(x) = 1, Vx € [a, b]

b
/ fydx=T-(b—a), m<I'<M

Enfin, si f est continue sur [a, b], alors il existe xo € [a, b] tel que f(xp) = I
d’ol I’égalité :

b
/ f(dx = f(xo)b —a), xo € [a,b]

Démonstration :

e | et 2 se démontrent sans difficulté griace a la proposition 6 ci-apres

e 3. a) Admis

e 3. b) se déduit de 1 et 3.a). sachant que g(x) — f(x) > 0, Vx € [a, b].

e 4. Vx € [a,b],m < f(x) < Metg(x) > 0d oumg(x) < f(x)-g(x) < Mg(x)
d’apres 3 b) et la linéarité 1.

b b b
m- / g(x)dx < / F(x)g(x)dx < M - / g(x)dx (6.1)
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b b
_ [ f(x0)g(x)dx < Met [ f(0g(x)dx

Si [? g(x)dx > 0 alors m < < =T estle
f“ fab g(x)dx fab g(x)dx

nombre cherché.

Si fab g(x)dx = 0 alors fab f(x)g(x)dx = 0 d’apres (6.1), d’ou 1a encore la
formule de la moyenne.

Si g(x) = 1, Vx € [a,b] interprétation géométrique de la formule de la
moyenne (figure 6.5) est la suivante : il existe /" tel que

b
/ fxydx =1T-({b—a)

= Surface du rectangle de base (b — a)
et de hauteur /" (rectangle ABCD de la figure)

fx)

FD%A c

a X0 b

Figure 6.5

Si f continue sur [a, b], alors, (théoreme 3 du chapitre 4) f([a, b]) = [m, M]
etVI € [m, M], dxp € [a,b] tel que f(xg) =TI

Corollaire : si a < b, alors

b
/ f(x)dx

Démonstration : il suffit d’appliquer 3.b) de la proposition 4 aux inégalités :

b
< / F(0)ldx

Vx € [a,b], —|f(0)| < f(x) <|[f(X)]
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b
3) Relation entre I'intégrale définie/ f(t)dt

et F une primitive de f sur [a,b]

Soit f continue sur [a, b], alors Vx € [a, b], f est continue donc intégrable sur
[a, x] d’ou la fonction F :

F : [a,b] — R
X — F(x):/ f(t)dt

ol la borne x est la variable de F et t la variable muette dans I’intégrale définie.

e Proposition 5

Soit f continue sur [a, b], alors la fonction x — F(x) = fax f(t)dr est continue
dérivable sur [a, b] et F' = f. F est donc une primitive de f sur [a, b].

Démonstration : f continue sur [a, b], intervalle fermé borné, donc f est bor-
née sur [a, b], i.e. AM € R tel que Vx € [a,b], | f(x)| < M
Soit x et h tel que x € [a,b] et x + h € [a, b], alors
x+h
| sl
X

x+h
/ f(®)dt
< M- Al

0< [F(x+h) —F(x)| = <

(d’apres le corollaire de la proposition 4).

x+h
/ @l

0 < [F(x+h)— F(9| < M- |o] — 0

0 < |F(x+h) — F)| <

Conclusion

d’ol limy_,o F(x + h) = F(x) i.e. F continue au point x.
Montrons que F’(x) = f(x)
f continue au point x, donc :

Ve >0, dne > 0 tel que |t — x| <n. = |f(t) — f(x)| <&

Soit donc : £ > O et i tel que |h| < 7,

P n— F 1 x+h
Pt P gy L[ fiour—n s00)
. ; b 1 x+h
[ oo
P W F 1 x+h
M—f(x)’ <O / /() — fx)ldr
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or:t € [x,x+hl,
dou: |h| <me= [t —x[ <ne = [f() - f(¥)| <&
I3 ) — f(x)|dt‘ < ‘f;‘*h sdt‘ — |hle

F(x+h) — F(x)

d’ou :

et finalement : ’ h — f)| <esi|h <ne
< . F(x+h) — F(x)
“est-a- clim ————M = =
c’est-a-dire hli% A f(x)
F7(,x)

Corollaire : toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur
cet intervalle.

Démonstration : résulte directement de la proposition 5, en effet : soit f conti-
nue sur l’intervalle / et @ € I. La fonction x — F(x) = fax f(t)dt est une
primitive de f.

Conséquence : on peut définir ainsi la fonction logarithme népérien, déja ren-
contrée dans ce livre.

e Définition 3 : fonction logarithme népérien

La fonction

f o 10,400[ — R
1

X = -
X

est continue sur ]0, +oo[, on définit la fonction In, appelée logarithme népérien
telle que :

In : 10,400 — R
*de
1!

X — Inx=

1
D’aprés la proposition 5 : (Inx)) = —; In1 = 0; ainsi, la fonction In est LA
X

1
primitive de x — — sur ]0, +oo[ qui s’annule pour la valeur 1 de sa variable.
X

e Proposition 6

Si F' est une primitive de f sur [a, b], alors :

b
/ f(dr = F(b) — F(a)
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1
graphe de f(x) = -

X
. P Lo . , dt
Figure 6.6 — Interprétation géométrique. L’aire de la surface hachurée est : / 5= In x.
1

Démonstration : sous I’hypothese f continue sur [a, b], 1a fonction
F : [a,b] — R
X
x — F(x) = / f(®)dt
a

est, d’apres la proposition 5, une primitive de f sur [a, b] telle que :
b a
Fb) = / fndt et F(a) = / f(Hdt
a a

Conclusion : fab f(®)dt = F(b) — F(a). Enfin, d’apres la proposition 1, si G est
une autre primitive de f sur [a, b], G(x) = F(x) + constante d’ ol :

b
/ fdr = F(b) — F(a) = G(b) — G(a)

Point méthode

Pour calculer fab f(®)dt, on détermine F, une primitive quelconque de f sur
[a, b] et on applique la formule de la proposition 6 :

b
/ f(dt = F(b) — F(a)

Notation usuelle : fab f(®dt = [F (t)]’; = F() — F(a)
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4) Applications

a) On prend I’exemple vu section II § A, ot I’on a savamment calculé la surface
d’un triangle rectangle dont les c6tés a angle droit ont pour longueur b et ab.

b
b at’ ab?
atdt = | —| = —
0 2 |, 2
qui est bien le résultat trouvé avec les sommes de Darboux.
b) Mesure des surplus
Tres généralement, la demande est une fonction décroissante du prix et 1’offre

une fonction croissante du prix, ce qui donne des courbes a I’allure représentée
dans la figure 6.7.

fonction d’offre p2(Q)

fonction de demande p; (Q)

Q
Figure 6.7

Dans I’hypothése d’un marché a concurrence parfaite, le prix py qui se
forme sur le marché selon la «loi de I'offre et de la demande » correspond
a I’égalité de I’offre et de la demande, c’est-a-dire au point d’intersection des
deux courbes.

Mais il apparait sur le graphique que des consommateurs étaient préts a
payer plus cher que le prix du marché. Le total de leur « bénéfice » efit été
drainé par un habile monopole susceptible de pratiquer en face d’eux une dis-
crimination parfaite. Ce total économisé est représenté sur le graphique par
I’aire ABE soit :

Qo
/ p1(Q)dQ — poQo (aire AODE — aire ODEB)
0

Il s’appelle le surplus des consommateurs.
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Dans le méme temps, des producteurs se trouvaient disposés a céder leurs
produits a un prix inférieur a py. L’existence d’un prix unique de marché leur
assure un gain dont le total est mesuré par 1’aire BEC, soit :

Qo
PoQo — / p2(Q)dQ  (aire ODEB — aire ODEC)
0

1l s’appelle le surplus des producteurs.

C. Méthodes de calculs

1) Utilisation de la linéarité de l'intégrale

Pour calculer une primitive de a f + g, si on peut calculer F et G respective-
ment primitives de f et g, alors aF + SG une primitive de a f + SBg.

P Exemple
1
Soit f:] —1,+1[— R telle que f(x) = I 5
—Xx
1 1 1 1
Si on remarque : f(x) = 77 i'_x + 3 T —» (cela s’appelle décom-

poser la fonction rationnelle en éléments simples et une méthode

., . . x2
générale de décomposition existe), alors :

1

o[- o] -3 o]

1 — X
3

+l
d
d’ou,/ 2,
1 1—=x

W=
W=

W=
W=

2
7,
\ //
A ///‘

-1 -1/3 +1/3

I
|
I
I
|
|
|
I
|
I
|
|
|
|
|
[
1
1
1
1
1
[
I
|

Figure 6.8 — interprétation géométrique : la surface hachurée est égale a In2 ~ 0,693.
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» Exemple
Soit f: R —] — 1, +1][ telle que f(x) = cos® x
Si on remarque : f(x) = %(1 + cos 2x) alors :

d 1 4 d 1 1 [sin2x]"
/ cos? xdx = — / 1dx + / cos2xdx | = =[x]§ + = SImexy _ 7
0 2\ Jo 0 2 2 2 ], 2

4

b f(x) = cos® x

9,

7
7
11/40- 8

0 /2 b1

1

Figure 6.9 — Interprétation géométrique : la surface hachurée est égale a 5-

2) Méthode du changement de variable

A T’origine de cette méthode, la formule de dérivation des fonctions compo-
sées : soit I et J deux intervalles de R, et F, f, u trois fonctions telles que

J 5 I 5 R avec F primitive de f sur I, f continue sur I, u dérivable sur J,
alors :

Vied, (Fouw'(t) = (F ou)t) x u'(t)
= (fou)r) x u'(t)

Ainsi, F o u est une primitive de (f o u) x u’ sur J si F est une primitive de f
sur I. D’apres la proposition 6 on a les égalités : v € J, B € J

5
/ (f o u)®) x ' (t)dt = F ou(B) — F o u()
' = F(b) — F(a)

b
= / fx)dx, ot uB)=>b et ul@)=a

On dit que I’on a fait le changement de variable x = u(t) dans 'intégrale :

b
/ F(x)dx (6.2)
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dont le calcul ramene a celui de I’intégrale :
B
/ (fou)t) x u'(t)dt (6.3)
a

Point méthode

Tout I’art du changement de variable consiste a trouver la bonne fonction
u qui en rendant calculable I’intégrale (6.3) permet de calculer I’intégrale
(6.2). Dans le changement de variable x = u(f), on retiendra que I’applica-
tion u : J — [ doit étre bijective (d’ou I’écriture équivalente t = u (%)
et dans I’intégrale, on utilisera de maniere formelle la notation dx = u/(¢)dt
six = u(t).

P Exemples

¢In
o | = / —xdx. Changement de variable x = u(t) = €' ou de maniére
1 X

équivalente t = In x. On écrit : dx = e'dt et lintégrale I devient :

Ine 1
t 1 1
I: o tdt: tdt:_t21:—
Al et><e /o 2[ o 2

1
d
o /| = / L. Changement de variable t = ul(x) =1+ x2 d’ou
0 1+ x2
dt = 2xdx et :

w1y 2 dr
1:/ — — — = [V =V2-1
u=1(0) 2\/2 1 2\/2

2

d

o ] = / Xixﬂc Changement de variable x = u(t) = Int ou, de
1 e —¢

. . : . :
maniere équivalente, t = e*. On écrit dx = N et intégrale I devient :
2 2

€ €
[
- e 71
t

et en reprenant les calculs du point C 1), on obtient :

2 M Ty e

2

1 1+t 1. @ 2

L PR L R SR O )
2 1—t],
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3) Méthode de I'intégration par parties

A Porigine de cette méthode, la formule de dérivation d’un produit f x ¢ de

fonctions définies dans I’intervalle 7 :

Vxel, (f(0gx) = f(0g(x) + f(x)g'(x)

Soita € I, b € 1, d’apres la proposition 6 :

b
/ Lf(0)g(01dx = [f(x)g(x)]:

b b
— [ gt [ oog s

d’ou la formule suivante dite formule d’intégration par parties :

b b
/ f(0g (0)dx = [f(x)g(0)]1; — / f'(x0g(x)dx
Ja Ja

(1) (2)

Cette formule permet de calculer I'intégrale (1) si on sait calculer I’inté-
grale (2) et si on connait une primitive de la fonction notée ¢'(x).

»> Exemple
I =[] Inxdx

1
{ FO) = Inx, f(x) =
=1, g00)=x

D’apres la formule d’intégration par parties :
€
I = [xlnx]?—/ dr=e—e+1=1
1

P> Exemples
a€eR, I(a) = foa xe*dx

{f(X) =x, fl(=1
g (x) =e*, gx) = e*

I(a) = [xe"]; — /a e'dx =¢e“(a—1)+1
0

x (on retiendra cette disposition des calculs)
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Soit maintenant : a € R, J(a) = foa xe“dx

{f(X) =2, f(x) =2x
g(x) =e", gx) =¢e*

a
J(a) = [x*e"]§ — 2/ xe*dx = a’e? — 2I(a)
0
J(a) = e“(a®> —2a+2)—2

—> Commentaires

De la méme maniére, on pourrait calculer K(a) = [’ x’e*dx en utilisant
le calcul de J(a).

1l. |ntégra|e généralisée

On parle d’intégrale généralisée (on dit aussi intégrale impropre) lorsque 1’in-
+00
. z . . . _ 42
tervalle d’intégration est de longueur infinie, par exemple : / e "dt, ou

0
lorsque la fonction devient infinie sur I’intervalle d’intégration, par exemple :

1
1 1
—dt, — — +oo quand t — 0*.
/0 Vit

A. Cas ol I'une des bornes de l'intervalle
d’intégration est infinie

1) Définitions

Soit f continue sur [a, +oo[ et I7(x) = f ax f(®)dt, on pose par définition :

+00

f(Hdt = lilgl Ir(x) = lilgl / f(dt (figure 6.10)
X—+00 X—+00 a

a

Si la limite existe, on dira que I’intégrale de f existe en +0o (ou encore est
convergente en +00), dans le cas contraire on dira qu’elle n’existe pas en +00
(ou encore qu’elle est divergente en +00).

De méme si f est continue sur ] — oo, b[, on posera :

b b
/ fdr = tim / fH)dt

162 ® MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

A
f@®

\

Figure 6.10

Enfin si f est continue sur R et a € R, on posera :

+00

fHdt = / ’ f(de + - f(dt

les deux intégrales de f respectivement en +00 et —oo devant exister séparé-

ment.
» Exemples
a) &'
+00 X
/ e 'dt = lim e 'dt
0 X—+00 0
= lim [—e '} .
X—+00
0 t
= lim (1—-e")=1 Figure 6.11
X—+00

+00 . X . 2
b) [y tdr =lim, . o [ 1dr =lim, 0 5 = +00

Donc Uintégrale est divergente en +0o. De méme, ’intégrale en —oo,
0 . 2 .

f_oo tdt = lim, ., —% = —oc est divergente. On en conclut que

J "% tdt n’existe pas (les deux intégrales I "0 tdt et J O 1dt n’existant
o0 4 0 %o .

pas séparément). On remarquera sur cet exemple que [’existence de la

limite suivante : lim,_, fj; tdt = lim,_, .o, 0 = O ne suffit pas pour

conclure a ’existence de fjgj tdr.

2) Propriétés, critéres d'existence

Considérons I’'intégrale généralisée fa+°° f(®)dz. Soit on connait une primitive
de f et I’existence de cette intégrale est ramenée a un calcul explicite et banal
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de limite, soit on ne connait pas de primitive de f et la question se pose de
trouver des conditions suffisantes assurant I’existence de I’intégrale générali-
sée. D’ou, les criteres suivants :

e Proposition 7

Soit f continue sur [a, +oo[ et b tel que a < b. Les intégrales fa+oo f(®)dt et
J,7°° f()dt sont de méme nature et [ f()dt = fab fode+ 7 f(ndt

Démonstration : soita < b < x:

X b X
/ f(H)dt = / fde + / f()de
a a b

d’ou par passage a la limite quand x — +o0, le résultat souhaité.
Interprétation : 'intégrale de f en +o0o dépend seulement du comportement
de f au voisinage de +oco0.

e Proposition 8 : criteres d’existence et de non-existence

a) Si 0 < f < g, lexistence de f;oo g(t)dt entraine 1’existence de
f;oo f(t)dt ; la non-existence de fa+oo f(t)dt entraine la non-existence de
[0 g(t)de.

a

b) Sig et f sont deux fonctions équivalentes quand x — +oo (on dit aussi au

voisinage de +00), alors [ f(r)dt et [ g()dt sont de méme nature.

Démonstration :
a) Soita < x, Ip(x) = fax f(Hde et I,(x) = fax g(t)dt

<

N
% :.3?\\\\\

TR
X
(X
K>

boges”

¢7‘§§

Fodeletelet
50R
%

AR
)
.
%
SRR
305
%

....................

Figure 6.12

Il est clair que : 0 < I7(x) < Iy(x); x — Iy(x) est une fonction croissante
de x; enfin, si B = f;oo g(t)dt existe, alors I(x) < B, Vx € [a,+0oo[
car B = limy 00 Iy(X) = SUP 4 +00[ Ig(X)- On a vu (proposition 4 du
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chapitre 4), x — fax f(@®dt = Iy(x) fonction croissante sur [a, +oo[, et
majorée par B, admet une borne supérieure A = SUp, 1, ;oo [r(X) qui est

justement égale & lim,_. o0 Ir(x) = [ f()dt.
Conclusion :

+00

+00
B = / g(H)dr existe = A = f(Hdr existe
a

a

Enfin, par contraposition de I’implication :

Non-existence de A = Non-existence de B

0
g(1)
— 1,1+ 1] W est clair que f(t) et g(#) sont de

b) Soit f ~io g, c’est-a-dire lim,_ ;o

@6}1

"g(0)
méme signe, on prend le signe positif ce qui ne restreint pas la généralité

de la démonstration. Il en résulte :

= 1. Donc il existe b tel que

b>aetVt > b

Vit > b, %g(t) < SO < %g(t)

D’apres le résultat a) précédent :

1
—si |, b+°O f(n)dt existe, alors 3 / b+oo g(1)dt existe (on utilise la premiére inéga-
lité)

+00

— i f ;OO g(t)dt existe, alors 7 b f(t)dt existe (on utilise la deuxieéme inéga-

lité) et — via la proposition 7 — on déduit sans difficulté le résultat cherché
de b).

e Proposition 9 : I’'intégrale généralisée

+00
/ —~ existe si et seulement si a > 1

1

, . L. 1
Démonstration : une primitive de P est

Int sia=1

1 I
l_axﬂjs1a#1
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d’ou,

Inx —— +00 sia=1
X—+00
*dt +00 sia<1
—=< 1 1
L — -1 —==1{ 1 [~a
1 —a [x! x—+00 —:/ —,sia>1
a—l 1 Al

—> Commentaires

. 1 R . .
Les fonctions ¢ +— o vont étre de commodes fonctions test pour appli-

quer la proposition 8.

3) Application des critéres d'existence
+o0
a) Existence de I = / e_tzdt

On a déja vu que [ e~ dt ne peut s’exprimer a I’aide des fonctions élémen-
taires, un calcul direct de [ par le biais des limites est donc impossible. D’ o,
ici I'utilité des criteres permettant de savoir, sans la calculer, si 'intégrale gé-
néralisée existe ou non. Etudions d’abord I’existence de f0+°° e~"dr. On sait
t2

que * x e”© ——— 0, donc est aussi voisin de 0 que I’on veut pour ¢ assez

t—+00
< . . . _ 42 .
grand, c’est-a-dire il existe @ > 0 tel que Vz > a, 0 < ’e™" < 1, le choix du
nombre 1 étant bien siir arbitraire. On a donc :

_p 1
Vi>a, O0<e <t—2

+00
D’apres la proposition 9 et la proposition 7, / 7 existe donc, d’apres la
a

.. 2 . s N .. )

proposition 8§, fa+°° e~ ""dr existe et enfin, d’aprés la proposition 7, f0+°° e dt
. . . X 7[2 o 0 7[2 . A
existe. Si, on remarque : [y e "dr = [~ e " dr on obtient :

0 , 0 5 X 5 +00 )
/ e "dr = lim e "dt = lim e dt = / e "dt
0

P x—+o00 [ x—+00 Jo

. +oo 42 . A £ sz
Conclusion : fioo e~ " dr existe et on a méme 1’égalité :

+00 2 +00 2
I:/ e_tdtzz/ e dt
—00 0

Enfin on montre que / = /7, résultat qui sera utilisé en probabilités.
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+00 t

b) Existence de J = / ——d¢
) 0 (1 + £2)3

1

(1 +£2)3
J existe.

1 . . i
~+oo 73 donc d’apres les propositions 8 et 9, I’'intégrale généralisée

—> Commentaires
Dans cet exemple un calcul direct de J est possible puisqu’on sait expri-

X
t .
mer/o mdr = I(x). Soit :

u=1+720<r<x
du = 21dt

X ¢ 1+x21du
W= g ) 5w
IR R e
w=3-27, ==i|arer
I(x)—>1:/ !
0

x—too 4 (1 +2)3 dr

B. Cas ou la fonction devient infinie
sur l'intervalle d'intégration

1) Définitions
Soit f continue sur [a, b[, et lim,_,,— f(x) = +oco(ou — o0).

On considere I¢(x) = fax f(t)dt. Par définition, on pose :

b X
/ f(Hdr = lirzl_ Ip(x) = lirzl_ / f(H)dt

Si la limite existe on dira que f est intégrable en b. De méme, si f est
continue sur ]a, b[, et lim,_,+ f(f) = +oo(ou — o0) on posera :

b b
/ f(ndt = lim / f(t)dt

et on dira f intégrable en a et si la limite existe. Enfin, si f est continue sur
la, b[, mais ni continue en a ni en b, on étudiera séparément 1’intégrabilité de
fenaetenb.
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f@®
f(a

Figure 6.13

P> Exemples

1 . . .
o {+— —— est continue sur 10, 1[ mais pas en 0, ont lim,_,op+ — = +00

Vi

1 d 1
t dr
— = lim — = Iim 2(1 — vx) =2
i Ho+/x i lim 2( V)
sin ¢ . x . .
e — tant = o5t est continue sur [0,5[ mais pas en 7, ou,
cos
hmH%f tant = +00

* sint X
——dt = [~ In(cos 1)] = — In(cos x) ——— +o0
o COSst

—
Y=ty

Donc, foi tan rdt n’existe pas ou encore t — tant n’est pas intégrable
Vs

en —-

2
2) Critéres d'existence

Les questions sont les mémes qu’en A.2) concernant I’intégrabilité des fonc-
tions en +00 et —oo, les réponses sont quasi identiques.

Soit f continue sur [a, b[, discontinue en b. On se pose la question de I'inté-
grabilité de f en b, c’est-a-dire la question de I’existence de lim,_, ;- fux f(r)dt.
Soit on connait explicitement une primitive F de f, et le probleme revient a re-
garder I’existence de lim,_,,~ F(x) sachant que fax f(Hdt = F(x) — F(a), soit
on ne connait pas de primitive de f auquel cas on fera appel aux criteres sui-
vants qui donnent des conditions suffisantes pour 1’intégrabilité de f en b.
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e Proposition 7 bis :

Soit f continue sur [a,b[ et lim,_,,— f(x) = +oo(ou — o0), alors pour tout
point a; € [a, b les intégrales fab f(Hdr et fabl f(t)dt sont de méme nature et si

elles existent on a :
b aj b
/ f(Hdt = / f(Hde + / f(H)dt

Démonstration : Vx € [a, b,

/ " fode = / " fodr + / o

d’ol, par passage a la limite quand x — b, le résultat souhaité.
Interprétation : I'intégrale de f en b dépend seulement du comportement de
f au voisinage du point b.

e Proposition 8 bis : criteres d’existence et de non-existence

a) Si0 < f < g, 'existence de fab g(t)dt entraine 1’existence de fab f(Hdt; la
non-existence de fab f(t)dt entraine la non-existence de fab g(t)dt.

_f®

b) Si f et g sont continues sur [a, b[ et lim,_,;,- = 0
g

alors, les intégrales en b de f et de g sont de méme nature.

=cavec 0 < c < +00,

Démonstration : elle utilise les mémes arguments que la démonstration de la
proposition 8, a savoir :

a) Soit f et g continues sur [a, b[ mais pas en b. Soit :

a<x<b, Iy(x)= /Xf(t)dt; Iy(x) = /X g(H)dr

De 0 < f < g, on déduit I(x) < I,(x), ainsi que x — [¢(x) et x — I,(x)
sont des fonctions croissantes. Enfin, si B = fab g(t)dr existe, alors,

Ir(x) < Iy(x) < B= lim I,(x) = sup I,(x)
x—b~ xE[a,b[

x +— I¢(x) fonction croissante sur [a, b[, majorée par B, admet une borne
supérieure A = sup, ¢ 145 Lr(X)

qui est justement égale a lim,_;,— I¢(x) = fub f(ndt.
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Figure 6.14

Conclusion : , ,
/ g(t)dt existe = / f(t)dr existe
a a

L’implication contraposée donne le deuxieme résultat cherché :
b b
Non-existence de / f(H)dt = Non-existence de / g(H)dt
a a

f@)

b) Soitlim,_,,- —= = 1 alors, en appliquant la définition de la limite, on a :

g9(1)
dy € [a,b| tel que Vr € [y, b,

f(®

Sachant alors que —— > 0, on déduit les inégalités :

g(t)

%g(f) < f() < %g(t) [cas f() et g(¢) positifs]

ou bien
%g(t) = f() > %g(t) [cas f(7) et g(r) négatifs]

et d’apres le résultat a) précédent on en déduit que les intégrales fyb f()dtet
fyb g(t)dt sont de méme nature.

11 suffit alors d’appliquer la proposition 7bis pour conclure.
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Exercices

y
Enoncés

Exercice n° 1

A partir de la fonction de demande :

-2

4
0 — @ =5
et de la fonction d’offre :
0 —p(Q)=20+1
déterminer le prix d’équilibre du marché et la quantité échangée a 1’équilibre.
Calculer le surplus des consommateurs et le surplus des producteurs.

Mémes questions a partir des fonctions de demande et d’offre définies par :

pi(Q) = /71—-40

et

p2(Q) =20 +1

Exercice n° 2

On considere la fonction f de R dans R :

X six e [0,1]
fx)y=¢2—xsixe [1,2]
0 sinon

+00
Représenter graphiquement f. Vérifier que : / f(x)dx = 1 (f est une densité de
2 — 00
probabilité). Que vaut : E = / xf(x)dx ? (E est ’espérance de la loi de densité f).
0

Exercice n° 3

Loi de Pareto : Soit

4 six>1
fx) = , a>0eta>0
0 sinon
+00 N N
a) Soit/ = f(x)dx. A quelle condition / existe-t-elle ? A quelle condition sur « et

1
aa-tonl=17?(sil =1, festladensité de la loi de Pareto).

+00
b) Sia > 2, calculer J = / xf(x)dx dans le cas ou f est la densité de la loi de
1

Pareto.
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Exercice n° 4

Intégration par parties. Calculer les intégrales suivantes :

a) I(a) = / xe”"dx, et J(a) = [ e ¥dx
0

n
b) I = / e " sin xdx (effectuer deux intégrations par parties successives)
0

2
Inx - . .

c) K = ——dx (on peut aussi utiliser le changement de variable t = Inx, voir
X

1
exemple dans C 2).

Exercice n° 5

Intégration par changement de variable. Calculer les intégrales

U xdx )
a)/om(t—x +1)

b) L(a) = / xe “dx (¢ = x%). Que vaut limy_ 100 L(a) ?
0

2
c) / (Inx)*dx (r = In x)
1
Exercice n’ 6
Intégrale d’une fonction rationnelle. Déterminer a et b tels que :

1 p—
x(x+1)

=12
+

3
Calculer I = / dx .
1 x(x+1)

Exercice n° 7

Existence d’intégrales généralisées. Les intégrales suivantes ont-elles un sens ? (on ne
demande pas leur calcul)

+oo
a) / e” Vidx (pour x grand, on utilisera : y/x > 21n x).
0

+oo xﬂ/
b ——dx, R.
)/1 1+ x2 Lo
+00

ol= / x *(nxfdx, « eR,BER.
1
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7 . Algébre

linéaire 1

Tel est en deux mots, I'intérét de ce chapitre qui initie I'étudiant

a la structure abstraite d’espace vectoriel. Les nombres réels, les
vecteurs du plan, les couples (x, y) de réels, les n-upplets (xy, ..., x,) de
réels, les fonctions affines de R dans R, les fonctions trinémes du second
degré, etc., auront désormais des airs de famille qui ne tromperont pas
et tous ces cas particuliers ainsi que leurs propriétés seront traités a la
fois. Ensuite on définit paragraphe 3 la notion d'application linéaire...
qui généralise la pragmatique « regle de trois ».
Enfin le c6té calculatoire de ce chapitre — inversion d'une matrice par
exemple — est trés technique, jamais difficile si I'écriture est bien gérée.

u n petit pas pour la connaissance, un grand pas pour l'intelligence.

Mots clefs : espace vectoriel, vecteur, scalaire, libre, générateur, base,
application linéaire, noyau, rang, matrice.

I. Lastructure d’'espace vectoriel

On désigne par E un ensemble dont les éléments, appelés vecteurs, seront notés
i,V,...,ly,i,... et par R I’ensemble des réels dont les éléments, appelés
scalaires, seront notés @, 8, ...,a1,B1, ... Enfin, dans E une égalité est définie
et I’écriture « i = ¥ » a un sens bien précis.
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A. Définitions

o Définition 1

On appelle addition interne dans E toute application

¢ : EXE-—E
(@, V) — @, V) = i +V

qui & deux éléments quelconques i et V de E associe un troisiéme élément noté
il + v, lui aussi dans E (on dit aussi que 1’addition est stable dans E).

o Définition 2

On appelle multiplication externe sur E toute application

v : RXE—E
(@, i) — Yla, i) =a-i

qui a tout réel « et a tout vecteur i# de E associe un vecteur noté « - i qui
appartient lui aussi a E.
On dit aussi que la multiplication par un scalaire est stable dans E.

e Définition 3

On dit que I’ensemble £, muni de I’addition interne « + » et de la multiplication
externe « . » a une structure d’espace vectoriel réel si les huit axiomes suivants
sont vérifiés :
- A Vi, VW EE, i+ (V+0) =@+ +d

propriété dite d’associativité de 1’addition ;
- Ay Vi,VEE, i+V=V+iu

propriété dite de commutativité de I’ addition ;

N

— Ajz :il existe un vecteur 0 € E tel que Vit € E, it +0 = i ce vecteur 0
s’appelle le vecteur nul de E ;

— Ay : tout vecteur i € 1? admet un opposé noté —ii tel que —ii € E et
i+ (=it = (—iD) + i = 0

- As:Vo,BERVIUEE, a-B-i))=(a-B)-U;

—Ag:VaeR,Vi,yveEE, a-i+V)=a-id+a-V,

- A7 Vo,BERVUEE, (a+B)-d=a-d+p- i,

- Ag:ViieE, 1-i=1i.
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On parle alors de (E, +, -) espace vectoriel réel (réel car les scalaires sont des
nombres réels), ou encore du R-espace vectoriel E, ou plus simplement du
Re.v. E.

Enfin il est bien commode de supprimer tout simplement le signe « - » de la
multiplication et d’écrire i au lieu de « - il. C’est ce que nous ferons pour la
suite.

B. Exemples

1) E = R : I'ensemble des nombres réels

Muni de I’addition et multiplication habituelles — dont I’apprentissage débute
a I’école primaire — I’ensemble (R, +, -) est un R-espace vectoriel. Dans ce
cas, et dans ce cas seulement, les vecteurs i, V,..., et les scalaires a,p, ...
sont de méme nature et, suivant la logique de notre écriture, on devrait noter

- —
3, (%), v2,0,... en tant que vecteurs et 3, %, v/2,0... en tant que scalaires.
Z¢le inutile réservé aux maniaques de 1’écriture !

Enfin les huit axiomes Ay, Ay, ..., Ag qui donnent la structure d’espace vec-
toriel a R (définition 3) correspondent a nos regles habituelles de calcul dans R.

2) E = R?: I'ensemble produit de R par R

e R? = {(x,y) tel que x € Rety € R}, I’élément (x, y) de R? s’appelle un
couple.

e Dans R? on définit I’égalité :
Ly =Wy == et y=y)
e Dans R? on définit une addition interne :
() + &y = (x+ Xy +y)
et une multiplication par un nombre réel « :
a(x,y) = (ax, ay)

e Dans (R?, +, ) les axiomes Ay, ..., Ag se vérifient sans difficulté et d’apres
la définition 3, R? est un R e.v.
—> Commentaires
Dans R2, il est clair que le vecteur nul est (0, 0), ce que I’on notera 0=
(0,0); et enfin que I’opposé du vecteur i = (x,y) est le vecteur —if =
(—X, _y)
Remarque : On montre de facon analogue que R” est un R e.v.
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3) E = & I'ensemble des vecteurs du plan

On note @ = AB le vecteur d’origine A et d’extrémité B ou A B
et B sont deux points du plan. Si les points A et B sont distincts
le vecteur i = zﬁ se dessine comme ci-contre, il est caracté-
risé par sa direction (qui est celle de la droite passant par les
points A et B), son sens (qui est celui de A vers B), sa longueur
(qui est celle du segment AB).

Si les points A et B sont confondus, on note 0 =AB = AA appelé vecteur
nul de 2.

Sy

a) Egalité dans &#

AB = CD <> le quadrilatere ABDC est un parallélogramme <= les vecteurs
— —
AB et CD ont méme direction, méme sens, méme longueur (figure 7.1).

Figure 7.1

b) Addition dans &

Elle est définie par 1’égalité AB + BC = AC ou A, B, C sont trois points
quelconques du plan, représentée par la figure 7.2 et appelée « régle du paral-
lélogramme ».

Figure 7.2
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Il est clair que cette addition est interne dans & ; que le vecteur nul est
- — —
0 = AA, A point quelconque du plan; que ’oppsé de ii = AB est le vecteur
— — = — -
—id=BAcarii+ (—il) = AB+ BA = AA = 0.

¢) Multiplication externe par un scalaire

—
Soita € Retil = AB € &£, A et B distincts. Si a # 0, @il est le vecteur qui
a méme direction que iZ, méme sens (respectivement sens contraire) que i si
a > 0 (respectivement a < 0) et pour longueur ax longueur de i (figure 7.3).

Sia=0,0-i=0.

Bl

Sy
%

A/

Figure 7.3

d) On montre par le biais de la géométrie que les huit axiomes Ay, ..., Ag sont
vérifiés dans (P, +, ) qui possede aussi la structure de R e.v.

—> Commentaires
(P, +, ) appelé plan vectoriel (dont I’étude débute au lycée), est un pré-
cieux modele d’espace vectoriel. Ses éléments, les vecteurs fﬁ), ont le
privilege d’étre dessinables dans le plan en tant qu’objets géométriques
concrets. Par nature les vecteurs ont — ou sont prédestinés a avoir — une
orientation alors que les scalaires, non. Cela apparait clairement dans cet
exemple.

4) E = A, ensemble des fonctions affines de R dans R
On dit que f est une fonction affine de R dans R si elle est de la forme :
f: R—=R
x— f(x)=ax+b

ou a et b sont deux réels fixés. On notera f,; une telle fonction et donc :
A= {f.ptelquea € R, bR}
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Ainsi: f31(x) =3x+1; fo1(x) = 1; fio(x) = x;0u f31, fo,1, fi,0 sont trois

éléments de A.

e On définit dans + une égalité qui est I’égalité usuelle des fonctions :

Jap = fea = VxR, fop(x) = fea(x)
On montre sans difficulté :

Jab = fea<=—a=cetb=d

On définit dans + une addition qui est I’addition usuelle des fonctions :

(fap + fea)X) = fap(X) + fea(x)
T T

addition dans 4  addition dans R

On montre sans difficulté :

Vx € R, (fap + fea)X) = farepra(X)

Résultat qui se traduit dans + par 1'égalité f,, + fea = farcp+a- Donc la
somme de deux fonctions affines est encore une fonction affine et 1’addition
choisie est bien interne dans .

On définit la multiplication d’un scalaire @ € R par une fonction f,, € A
de la maniere usuelle, c’est-a-dire :

(@ - fap)(x) = @fap(x) = alax + b)
= (aa)x + (a'b) = faa,ab(x)

D’ou I’égalité dans A : @ - f,5 = foa.ab-

On désigne par (+, +, -) I’ensemble des fonctions affines, muni de 1’addition
interne et de la multiplication externe par un scalaire réel définies ci-dessus.
Les axiomes Aj,...,Ag de structure d’espace vectoriel sont vérifiées, cela
se montre sans difficulté. Par exemple :

Jap + fed = fareprd = feradsb = fea + fap

d’ou la propriété A, de commutativité.

Jab + foo = far0p+0 = fap d’0U Pexistence du vecteur nul 0= Joo de A
qui est la fonction identiquement nulle.

Conclusion : (A, +, ) est un R.e.v. ou les vecteurs sont des fonctions.
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5) E = A I'ensemble des fonctions affines

e On définit dans + la composition des fonctions notées « o », telle que :

(Jap © Jed)X) = fap(ex +d) = a(cx +d) + b = (ac)x + ad + b = fac.ad+b(X)

Il est clair que la loi « o » est interne dans - et que 1’on a la relation f,; o
fC,d = f;lc,ad+b-
e On définit la multiplication @ - f, 5, @ € R, f,;, € 4 comme ci-dessus en 4.

e D’oul (4, o, -) muni de la loi « o » interne et de la loi « - » externe. Regardons
si (4, o, -) a une structure d’espace vectoriel. On remarque que 1’axiome A;
de commutativité n’est pas vérifié car :

fizo 4= fie
fraofiz=1/ 0 et fie# fi0

Conclusion : (A, o0,-) n’est pas un R e.v.

C. Propriétés du calcul dans un R e.v.

De la méme maniere que 1’on déplacerait des picces dans un jeu d’échec sous
la stricte observance de ses régles, on va manipuler les axiomes Aj, ..., Ag
de la structure d’espace vectoriel et dégager les premieres propriétés du calcul
dans un R e.v. Pour le débutant ces propriétés vont a priori de soi. En fait, elles
ne sont que 1’habitude des années antérieures du calcul dans R qui, comme on
I’a vu est justement un R e.v. particulier.

Soit E un R e.v., on note i, ¥, ... les vecteurs de E et a,f3, ... les scalaires
réels. Des huit axiomes d’espace vectoriel résultent les propriétés de calcul
dans E suivantes :

1. 0 le vecteur nul de E est unique ;

2. Lopposé —ii de tout vecteur i est unique ;
3. Vi € E, 00 =0et(~ )i = —ii;

4. VaeR,a-0=0;

5. ai=0<a=00uit=0

Démonstration de 1 : Soit 61 et 62 deux vecteurs nuls de E, alors :
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i

or 61 + 62 =0, + 61 d’apres A, et finalement :
61 :61 +62=62+61 :62d’0ﬁ61 :62
Récapitulation : s’il y avait deux vecteurs nuls ils seraient égaux, on conclut a
- e, =4
I’unicité de 0 € E.

Démonstration de 3 : d’apres les axiomes Ag, Ay, Ag successivement appli-
qués, on a les égalités :

i=1-u=0+0d=1d+0id=u+0i

d’ou il = il + 0if et d’apres As, 07 = 0 I'unique vecteur nul de E. Enfin, en
appliquant successivement le résultat 0if = O puis ’axiome A7, on a :

0=0i=0+—-Dii=1i+(—Did=i+ (i

d’ot it + (—1)it = 0 et d’apres A4, (—1)i = —it I'unique vecteur opposé de i
d’apres la propriété 2.

D. COmbinaison linéaire de vecteurs

E un R e.v., if, ¥ deux vecteurs de E et @, 8 deux nombres réels, le vecteur
ail + BV est appelé combinaison linéaire des vecteurs i et V.

1) Exemples

o E = R?etii = (—3,+7). D’apres les regles de calcul dans R?, on peut
écrire :

(=3,47) =(=3,0) + (0, +7) = —=3(1,0) + 7(0, 1)

et:il = —-3r+7jour=(1,0)et J= (0, 1). Le vecteur i est donc combinai-
son linéaire des vecteurs 7’et J.

Plus généralement, soit il = (x, ) un vecteur quelconque de R, Il est facile
de voir que i@ = xT'+ yJ'ce qui permet de remarquer que tout vecteur i de E
peut s’écrire combinaison linéaire des vecteurs 7’ = (1,0) et 7= (0, 1). On
reprendra plus loin ce résultat appelé 2 jouer un trés fort role dans R? en tant
que Re.v.
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e FE = 7 le plan vectoriel.

- I

w=4u+ EV

est un vecteur du plan combinaison linéaire
des vecteurs u et v

Figure 7.4

2) Définition 4

On appelle combinaison linéaire des vecteurs ily, ..., i, de E tout vecteur v
1 n
qui peut s’écrire :

n
V= aqit’l +C¥2L72+...+Clnb7n: E a,ﬂ,-

i=1
ouajy,...,a, sont n nombres réels et n € N,

—> Commentaires

Il est clair que cette définition généralise la précédente ou il n’y avait que
deux vecteurs.

e Proposition 1

Une combinaison linéaire des vecteurs Vj,...,V,, chacun combinaison li-
néaire des vecteurs iy, . . . , ii,, est encore une combinaison linéaire des vecteurs
- -

U, ..., Uy.
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Démonstration :

e Casn=m=2
Soit ¥| = aif +B122, V) = 7171 + il et W = avy + by, ol «, B,v,0,a,b
sont des réels. @ combinaison linéaire des vecteurs V; et ¥, peut s’écrire :

0= a(afﬁl +ﬁﬁ2) + b()/ﬁ)l + 5L72)
= (aa + by)it; + (aB + bd)it»
donc @ est combinaison linéaire des vecteurs i et if.
o Cas général. n € N, m € N : se démontre de la méme manicre.

1l. Sous-espace vectoriel -
Systeme générateur — Systéme libre

A. Définitions — Propositions — Exemples
1) Définition 5

Soit £ un R e.v. et A une partie de E. On dit que A est un sous-espace vectoriel
de E si A est lui-méme un R e.v.

P> Exemples
o A = E est un sous-espace vectoriel de E.

e A = {6} C E est un sous-espace vectoriel de E. On peut s’amuser
a vérifier les huit axiomes d’espace vectoriel pour ['ensemble A ou
se trouve un seul vecteur... on pourra aussi utiliser la proposition 2
suivante :

e Proposition 2

Soit £ un R e.v. et A une partie non vide de E. On a I’équivalence logique
suivante :
A sous-espace vectoriel de £

L’addition est stable dans A, ¢’est-a-dire :
Vic A, VbeA, d+beA

<<~ 4 ET

stable dans A, c’est-a-dire : Vo € R, Vd € A, -d € A

( { La multiplication par un scalaire est
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Démonstration :

« == » Soit A sous-espace vectoriel de E, donc par définition A est lui-
méme un R e.v. Il en résulte que ’addition et la multiplication sont stables
dans A, d’ou (1) et (2).

«<=» Soit A C E tel que (1) et (2). Les éléments de A sont des éléments
de E d’ou les axiomes Ay, Ay, As, Ag, A7, Ag Vérifiés par les éléments de
A. Enfin soit d@ € A (d existe car A # (0); 0 - d € A d’apres (2) ; sachant que
0d=0et0dcA d’apres (2) on en déduit 0 € A, d’otl I’axiome As.

Enfin pour tout vecteur @ € A, —d = (—1)-a € A d’aprés (2), d’ou
I’axiome Aj4.

Corollaire de la proposition 2 : soit A une partie non vide de £ R e.v.

A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

Va eR,VBER,Vac A VbEA, ad+pbc A

Point méthode

Soit £ un R e.v. et A une partie de E, a la question : A est-il un sous-espace
vectoriel de E ? on répondra de la maniére suivante : le vecteur nul 0de E
est-il dans A ?

— si non, la question est réglée : A n’est pas un sous-espace vectoriel de E
car ’axiome A3 n’est pas vérifié ;
. . . . = . .
— si oui, il faut continuer la recherche : 0 € A, donc A partie non vide.

Reste a vérifier les points (1) et (2) de la proposition 2 ou bien utiliser le
corollaire, plus synthétique mais parfois d’écriture plus délicate.

2) Exemples de sous-espaces vectoriels

a)E=R>*A={d=(x0),xcR}

0,0) = 0 € AetAn’est pas vide.
Soit : d = (x,0) € A b= y,0) € A, € R, B € Ralors:a&’+,81;:

(ax + By, 0) € A et d’aprés le corollaire, A est un sous-espace vectoriel de R.

b)E=R’A={d=(xy1),x <R ycR}

0,0,0) = 0 n’est pas dans A qui n’est donc pas un sous-espace vectoriel

de E.

OE=RA={d=(xy,2), telque2x+y—z=0}

0,0,0) = 0 € A.
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Soitd = (x,y,2) € Aeth = (X,y,7) € Aeta € R alors :
Zi+1;:(x+x’,y+yl,z+zl) (7.1)

avec : 2(x+ X))+ (y+y)—(z+7)=QRx+y—2+ 22X +y —7)=0+0=0
etd+ b € A. 1 addition est stable dans A.

ad = (ax, ay, az) (7.2)

avec 2ax+ay —az =a(2x+y —z) = a-0 = 0et ad € A. La multiplication
par un scalaire est stable dans A.

Conclusion : Les conditions (7.1) et (7.2) sont justement celles de la proposi-
tion 2. Donc A est un sous-espace vectoriel de R>.

e Proposition 3
a) L’intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-
espace vectoriel de E. C’est faux pour I’union.

b) La somme de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vecto-
riel de E.

Démonstration :

a) Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de E. Montrons en utilisant le
corollaire de la proposition 2 que A N B est encore un sous-espace vectoriel
de E.0 € AN Bdonc AN Bnest pas vide.

Soita e R,Be R, il € ANBetvV € ANBalorsii € A,V € A, A sous-espace
vectoriel de E et d’apres le corollaire

ail + i € A (7.3)

de méme ii € B,V € B, B sous-espace vectoriel de E et d’apres le corollaire

ail+pBvV e B (7.4)

On déduit de (7.3) et (7.4) que wil + BV € AN B.
D’apres le corollaire on conclut : A N B sous-espace vectoriel de E.

e Montrons que le résultat ci-dessus est faux dans le cas de I’union. Un contre-
exemple bien choisi suffira pour s’en convaincre.
Soit: A = {@=(x,0),x e R}et: B={b=(0,y),y € R}.
On a vu ci-dessus en 2-a que A est un sous-espace de E = R?, il est clair
qu’il en est de méme pour B. Considérons alors les vecteurs @ = (1,0) € A
eth=(0,1)¢cB.dc AUBethc AUB;mais@+b = (1,1) ¢ AUB
car (1,1) ¢ Aet(1,1) ¢ B. La condition (1) de la proposition 2 n’est pas
satisfaite, ou en d’autres termes 1’addition n’est pas stable dans A U B, donc
A U B n’est pas un sous-espace vectoriel de E.
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—> Commentaires
Dans I’exemple ci-dessus A N B = {(0,0)} = {0} prouvant ainsi via la
premiére partie de la proposition 3 que {0} est un R e.v.

b) Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de E. A + B = {ii € E tel que il =
it| + iy, il] €A, il, € BY.0 € A+ Bdonc A + Bn’est pas vide.

Soita € R, € R, 0,0 € A+ B.

Alors ¥ = 171 +l72, 171 €A, 172 € B,ﬁ: lB] +u_52, lB] €A, u_jz € B.

On a donc al7+,3u_5 = a(171 + 172) +ﬁ(u_51 + u_J)z) = (a’l71 +,8u_51) + (a/l72 +ﬁu_52).

Or at} + B € A (A étant un sous-espace vectoriel de F) et av, + S, € B
(B étant un sous-espace vectoriel de E). D’ou '+ B € A + B. Donc A + B
est un sous-espace vectoriel de E.

—> Commentaires

On dit que A et B sont en somme directe si et seulement si pour tout
élément il de A + B, il existe un unique couple (if1, i) de A x B tel que
i=1iu 1+ ﬁz.

La somme sera alors notée : A & B.

A et B sont en somme directe si et seulement si A N B = {0}.

B. Systéme générateur, espace vectoriel engendré
par un systéme de vecteurs

1) Définition 6

Soit E un R ev. et S = {iy,...,i,} un systtme de n vecteurs de E. On
dit que S est un systeme générateur de E si tout vecteur de E peut s’écrire
comme combinaison linéaire des vecteurs de S. Ou encore, dit autrement :
pour tout i € E, il existe a1 € R,...,qa, € R, n nombres réels tels que
i = il + ...+ auid,. On dit aussi que S engendre E ou encore que E est
engendré par S .

» Exemple
On a vu en 1.D.1) que pour tout ii = (x,y) € R% il = xi'+ yJ avec
7= (1,00 € R?et = (0,1) € R% Donc S = {7, j} est un systeme
générateur du R e.v. E = R>.

e Définition 7

Soit E un R e.v. et S = {ify,...,i,} un systtme de n vecteurs de E. On
désigne par L(S) ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de S,
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c’est-a-dire :

L(S) = {hZaiﬁi, % ER, i= 1,2,...n}

i=1

e Proposition 4

L’ensemble L(S) défini ci-dessus est le plus petit sous-espace vectoriel de E
(au sens de I’inclusion) contenant les vecteurs iy, ..., i, de S.

Démonstration :

Tl est clair que L(S) est une partie deEetque@z 0-i1+0-ih+...+0-1,

est un vecteur de L(S).

Soita € R,B8 € R, d € L(S), b € L(S). Le vecteur ad + ﬁl; combinai-
.. N - n .. L.

son linéaire des vecteurs d et b eux-mémes combinaison linéaire des vec-

teurs iy, ..., i, est, d’aprés la proposition 1, encore combinaison linéaire

des vecteurs iy, .. ., iy,.

Donc ad + ,BI; € L(S) et, d’apres le corollaire de la proposition 2, L(S) est

un sous-espace vectoriel de E.

Montrons que tout sous-espace vectoriel A qui contient les vecteurs

iy, ...,i, de S, contient le sous-espace vectoriel L(S).

Soit A un sous-espace vectoriel de E tel que i, € A,...,i, € A. Soit

i € L(S), alors i = ayil] + ...+ ayil, et I'addition et la multiplication

par un scalaire étant stables dans A, i € A.

Conclusion : i € L(S) = il € A, c’est-a-dire L(S) C A. Ainsi L(S) est le
plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs ij,..., i, de S.
Enfin il est clair que par définition de L(S), S est un systeéme générateur de
I’espace vectoriel L(S).

2) Exemples

a)E=R2S = {7} avec’= (1,0) et = (0, 1)

Montrons par deux inclusions successives que L(S) = R?.

e L(S) C R? (Aucune difficulté).
e R2 C L(S) en effet :

i=(xy) e R =il = xi’+yJe LS)

b) E=R2 S = {il,v} avec il = (1,2) et V = (2,2)

Montrons 12 encore que L(S) = R?

La premiere inclusion, L(S) C R2, est immédiate.
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e La deuxieéme inclusion, R?> C L(S) dépend de I’existence des solutions d’un
systeme linéaire de deux équations a deux inconnues.
Soit @ = (a,b) € R?, @ sera un élément de L(S) si et seulement si il existe
a € Retp e Rtels que @ = ail + BV = (a + 26, 2a + 2p).
D’ou le systeme d’équations ou a et b sont des parametres et a, S les incon-

nues :
a+2B8=a
20+28=0»b
systeme qui admet le couple («, 8) solution tel que :
a=b—a
: b
= d— —
2

Conclusion : tout vecteur @ = (a,b) € R? peut s’écrire @ = (b — a)il +

b
(a — 5) 7. Donc R? C L(S).

O E=RetA={i=(xy,2) tel que2x+y—z=0}

Questions : A est-il un sous-espace vectoriel de R3 ? Si oui, trouver un systéme
générateur de A. Par une astuce simple de calcul, mais a retenir, on va montrer
que A = L(S) ou S est un systeéme de vecteurs, et ainsi répondre aux deux
questions posées.

e Soit il = (x,y,z) un vecteur quelconque de A. On peut écrire :
i=(xy,2)=(xy,2x+y) (dapres la définition de A)
=(x0,2x) +0,y,y)
= x(1,0,2) + y(0,1,1) (d’apres les regles de calcul dans R3)

d’ot si I'on pose @ = (1,0,2) et b = (0,1, 1), tout vecteur # de A peut
s’écrire it = xd+yb, c’est-a-dire est une combinaison linéaire des vecteurs @
et b. Donc A C L(S) avec S = {a, b}.
e Réciproquement, soit v € L(S), alors :
V=ad+Bb=a(1,0,2) + S0, 1,1) = (a,8,2a + )
etV € A car 2a + B — (2a +B) = 0, égalité qui caractérise les vecteurs de A.

Donc L(S) C A.

e Finalement A = L(S) et d’apres la proposition 4, A est un sous-espace vec-
toriel de E = R?, c’est méme le plus petit contenant les vecteurs & et b.
Enfin le systeme {&, b} engendre A.

e Dans la définition de A on peut reconnaitre le plan vectoriel contenant les
vecteurs a et b.
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C. Systéme libre — Systéme lié
1) Définition — Proposition
e Proposition 5

Soit E un R-e.v. et iy, ila, ..., i, des vecteurs de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

O Il existe aq, a, . . ., @, des scalaires
5
non tous nuls tels que @i + ...+ ayil, =0

an L’un des vecteurs iZ; est combinaison linéaire
des autres

Démonstration :

. e N
o I —>1I, en effet : soit a1 # 0 et aqidy + @ity + . . . + ayil, = 0, alors d’apres
les régles du calcul dans un espace vectoriel, le vecteur if; peut s’écrire :

il est donc combinaison linéaire des autres, d’ou II.

e Il = 1, en effet : soit il = Boiiy + ...+ By, alors
- - - ~
1 s Ul —ﬁzuz—...—ﬁnun =0

etl #0doul

o Définition 8

Si I’'une des deux conditions (I) ou (II) ci-dessus est vérifiée, on dit que les
vecteurs iy, . . ., il, sont linéairement dépendants ou encore que le systéme S =
{idy,...,uy,} estlié. Dans le cas contraire on dit que les vecteurs i, .. ., if, sont
linéairement indépendants ou encore que le systeme S est libre.

e Corollaire de la proposition 5

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme {i},...,i,} soit
libre est :

. - - ~
Si ayi;+...+auui, =0 alors a=ar=...=a, =0.

2 . .. =4
Démonstration : appelons A la proposition « aqif] + ... + @i, = 0» et B la
proposition « @} = @y = ... = @, = 0», c’est-a-dire les « a; sont tous nuls ».
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Le contraire de « si A, alors B » est la proposition A ET NON B, c’est-a-
dire : .
(i) + ...+ ayi, = 0) ET (Ies @; non tous nuls)

qui est justement la condition I de la proposition 5 définissant un systeme
i, ...,y lié.
Conclusion : «si A, alors B » signifie que le systeme iy, . . ., ii, est libre.

Point méthode

En algebre linéaire dés que I’on rencontre un systtme {i,...,i,} de
vecteurs la question se pose de savoir s’il est libre ou lié. Pour voir
si le systeéme {u,...,i,} est lié ou libre on doit regarder si 1’équation

= . .
iy + ...+ ayid, = 0 admet d’autres solutions que la solution @) = a; =
. = a, = 0 ou tous les @; sont nuls. Si oui le systeme est lié, si non le
systeme est libre.

2) Exemples

a) Le systeme {7, .k} de R? avec 7= (1,0,0), /= (0, 1,0), k = (0,0, 1) est-il
libre ?

-

N
Cl’]l_)+ a2f+ C¥3k =0

:>(a/1,a/2,a/3): (0,0,0) — ] = Q) = a3 =0

Réponse : oui.

b) Le systeme {if1,ib,ilz} de R® avec it} = (1,2,3), il = (—1,1,—1) et
iz = (0,3,2) est-il libre ?

Réponse : non, si ’on remarque il3 = iy + ilp, ce qui permet d’appliquer la
condition (II) : I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres. Géomé-
triquement cela signifie que les trois vecteurs sont coplanaires.

¢) Le systtme {it},il,ii3} de R3 avec ity = (1,2,0), ib = (2,0,1) et
iz = (0,1,2) est-il libre ?

On ne voit pas apparaitre, comme dans le cas précédent, un des vecteurs
combinaison linéaire des autres. Cela, bien sir, ne veut pas dire qu’une telle
relation n’existe pas. On utilise alors le corollaire ce qui conduit a la résolution
d’un systeme dont les inconnues sont les a; :

iy + ... +C¥3L73 = 6:> (a1 + 2ap,2aq + a3, ap + 2a3) = (0,0,0)

a;+2a; =0
— 21 +a3 =0 = ai=apx=a3=0
a/2+20/3:0
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Réponse : le systeme est libre (et aucun des trois vecteurs n’est combinaison
linéaire des autres).
=—> Commentaires

On voit dés maintenant qu’il est nécessaire de résoudre un systeme li-
néaire pour savoir si des vecteurs sont libres ou liés. On parlera plus loin
d’une méthode générale, dite méthode du pivot, pour résoudre de telles
équations.

3) Résultats élémentaires

a) {@} libre <> i # 0
Montrons {it} lié <= it = 0, ce qui est équivalent.
0 K ——» {ﬁ} lié

— Ja £ 0tel que i = 0

<
Il
SN

1
= —(ai)=1-Ud=
a

— =0

(et

e<E=xi=

b) Si dans un systeme ’un des vecteurs est le vecteur nul, alors le systeme est
lié.

Soit par exemple le systeme S = {if, it 0, iy }. Alors 0 = 0-it; +0-it, +0-ii,
donc I’'un des vecteurs de S, a savoir le vecteur 6 est combinaison linéaire des
autres et S est lié.

¢) Si {iy, it ..., i, } est un systeme libre, alors tous les #; sont distincts.
En effet, soit par exemple if; = if», alors

12)1:1'1/72+0-I/_t)3+...+0-12n

est combinaison linéaire des autres, donc le systeme est lié. D’ou par contra-
position le résultat cherché.

d) Si{u,...,d,} estun systeme libre, alors tout sous-systeéme est encore libre.
En effet : soit {i}, il, i3} systeme libre. Considérons le systeme {i}, i3 }. On
a les implications

> -
cnii]+a3ﬁ3:0:>a1ﬁ1+0-ﬁ2+a3ﬁ3:0:>a1 :a3:0

Donc {i, i3 } libre.

190 ® MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

e Proposition 6

Soit {i,...,i,} un systtme libre et ¥ un vecteur qui n’est pas combinaison
linéaire des iy, ..., ii,. Alors le systeme {V, i, ..., i, } est libre.

Démonstration : soit 1’égalité :
BV +aqily + ...+ ity =0 (7.5)

Il s’agit de prouver que  =a; =ar = ... = a, = 0.SiB # 0, alors :

V= (—ﬂ> U + +<—%>-ﬁ
= B 1 ﬁ n

Ce qui est impossible puisque ¥ n’est pas combinaison linéaire des ;. Donc
s 5z . — - ~ N
B = 0 et I'égalité (7.5) s’écrit ayil; + ... + ayid, = 0. Or par hypothese le

systtme {i,...,i,} est libre, d’ot @; = @, = ... = @, = 0. Finalement
B=a; =...= a, = 0sous I’hypothése (7.5), c’est-a-dire {V,i,...,u,} est
libre.

D. Base d’'un espace vectoriel
1) Définition 9

Soit iy, ..., d,, n vecteurs du R espace vectoriel E. On dit que le systeme
B = {i,...,u,} est une base de E si B est libre et si B engendre E.
2) Exemples

a) E = R?, 8 = {i,j} avec 7 = (1,0) et 7= (0, 1) on a vu précédemment
R? = L(B), c’est-a-dire B engendre R?. Par ailleurs il est clair que B est libre
car :

at+Bi=0= (@,f)=0=a=8=0
Conclusion : le systeme {7, j} est une base de R?, appelée la base canonique

de R2.

b) E = R? B8 = {7, j.k} avec 7= (1,0,0), 7= (0,1,0), k = (0,0,1). Ona vu
précédemment B systéme libre. Par ailleurs il est clair que 8 engendre R>, en
effet : tout vecteur i = (x,y,z) € R? peut s’écrire il = xT'+ yj+ k.

Conclusion : le systeme {7, J, I?} est une base, appelée la base canonique de R.
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~—> Commentaires
On notera si aucune ambiguité n’est a craindre, 7 = (1,0) et = (0, 1)
les vecteurs de la base canonique de R? et 7= (1,0,0), /= (0, 1,0), k=
(0,0, 1) les vecteurs de la base canonique de R3, mémesi 7= (1,0) € R?
et 7= (1,0,0) € R? sont deux vecteurs de nature différente.

¢)A={i=(xyztelque2x+y —z=0}

On a vu précédemment que A était un sous-espace vectoriel de R?, engendré
par le systeme {d, 5} avec d = (1,0,2) et b= 0,1, 1).

Pour savoir si le systeme est libre, il faut résoudre I’équation ad + Bl; =0
d’inconnues « et 8. Cette équation est équivalente au systéme linéaire :

a=0
B=0
20+ =0

qui admet pour seule solution @ = 5 = 0.
Conclusion : ad@ + b = 0 = « = 8 = 0 donc le systeme {@, b} est libre.

B = {@, b} systeme libre et générateur de A est une base de A sous-espace
vectoriel de R,

e Proposition 7

Le systeme B = {i}, ..., i, } est une base de E si et seulement si rout vecteur il
de E peut s’écrire de maniere unique il = ayil + ... + @,ii,, ¢’est-a-dire le n-
upplet (a1, ..., a,) est unique.
Démonstration :
e Soit B = {i},...,u,} une base de E et i un vecteur quelconque de E.

B engendre E donc i peut s’écrire comme combinaison linéaire des i; :

i aqb_il + ...+ a/niin (7.6)

Soit By, ...,B, tels que :

ﬁ]l/_t)l + ... +ﬁnb7n (7.7)

<
Il

alors d’apres (7.6) et (7.7) on peut écrire :
0=il—il = (a) — Bty + ...+ @y — Bty
Or B est un systeme libre, donc @ — 81 = ... = @, — 5, = 0 c’est-a-dire :

a; =B1,...,a, = By
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Conclusion : si B est une base, la combinaison linéaire (7.6) qui exprime i est

unique.
Réciproquement : si tout vecteur i de E peut s’écrire il = ail] +. . . + @yily,
d’une part B = {ii},...,i,} engendre E par définition, d’autre part 1’unicité

N

de I’écriture appliquée a i = 0 nous donne I’implication :

oty

a +
5 S, (=—~a=...=a,=0
=0-u;+...+0-u,

c’est-a-dire B systeme libre.
Conclusion : B est une base de E.

3) Composantes d'un vecteur dans une base

Soit B = {i,...,i,} une base du R e.v. E. Tout vecteur i de E s’écrit de
maniére unique ] = @iy + ...+ @uiiy.

Les nombres a1, @y, ..., a, s’appellent les composantes du vecteur i dans
la base B.

On pose

@n

appelée la matrice colonne (ou encore vecteur colonne) associée au vecteur it
dans la base B.

—> Commentaires

Le mot « matrice » utilisé ici sera défini au chapitre suivant dans son sens
général.

e Soit {7, J.k} la base canonique de R>.

2
Au vecteur if = 27+ 3]+ k est associée la matrice colonne U = | 3
1

1

Au vecteur v = '+ J— k est associée la matrice colonne V = | 1

1]
0
0
0

Au vecteur 0 = 07+ 0 T+ Ok est associée la matrice colonne O =
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o Soit B = {ily, iy, il3} avec il] = (1,2,0), il = (2,0,1), i3 = (0,1,2). Ce
systéme est libre (on I’a vu précédemment), montrons qu’il engendre R3.
Soit i = (x, y,z) et i = ai) + aih + a3il3.

L’ égalité ci-dessus est équivalente au systeme linéaire de trois équations aux
trois inconnues ap, @y, @3 :

ay+2a+0-a3 =x (a)
201 +0 - +az =y (b)
0a1 +a2+2a3 =z (C)

Systeme que I’on résout par la méthode du pivot de Gauss. (On verra plus
loin le théoréme qui assure la validité de cette méthode en montrant 1’équi-
valence des systemes.)

ay) +2a) = x (@)
day —ar =2y — 2 2-(b)—(c)=(d)
{9aqzx+2(2y—z) (@) +2-(d)
. 1
d’ou:a; = §[x+4y—2z]
1
d’ou:ap = 5[4x—2y+z]
. 1
d’ou: a3 = 5[—2x+y+4z].

Donc si i = (x,y,z) € R?, il peut s’écrire :
L1 L1 L1 R
u:§[x+4y—2z]‘u1+§[4x—2y+z]-u2+§[—2x+y+4z]‘u3

c’est-a-dire est combinaison linéaire des vecteurs iy, iln, i3.

Conclusion : 8’ = {ily, il», ii3 } est une base de R>.

e Application

Dans la base 8 = {if}, i, i3}, aux vecteurs & = (2,3,1), V = (1,+1,—1),
0= (0,0, 0) sont respectivement associées les matrices colonne suivantes :

4/3 7/9 0
uv=1\1/3|, VV=|1/9 ]|, 0=10
1/3 -5/9 0
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—> Commentaires

Pour un vecteur donné, en changeant de base on change la matrice co-
lonne associée a ce vecteur. Ainsi au vecteur # = (2, 3, 1) de R? est asso-

2
ciée la matrice colonne U = | 3 | dans la base canonique, et la matrice
1
4/3
colonne U’ = | 1/3 | dans la base B'.
1/3

4) Résultat fondamental

Peut-on engendrer R3 avec deux vecteurs ? Peut-on trouver quatre vecteurs
formant un systéme libre dans R® ? La proposition ci-dessous donne la réponse
il faut au moins trois vecteurs pour engendrer R3 ; pour étre libre un systéme
de vecteurs de R* doit comporter au plus trois vecteurs.

e Théoreme 1
Soit £ un R-espace vectoriel admettant pour base un systeéme de n vecteurs.
Si le systeme {if, il, ..., i, } engendre E, alors p > n.

Si le systeme {if;, il, ..., il } engendre E et p = n, alors ce systeme est libre ;
c’est donc une base de E.

Si {t, 15, ..., U, } est un systeme libre dans E, alors g < n.

Si {v1, 02, ..., U, } est un systeme libre dans E et ¢ = n, alors le systéme en-
gendre £ ; ¢’ est donc une base de E.

—> Commentaires
Par contraposition, on déduit de cette proposition :
e Sip <n,alors {ily,...,il,} n’engendre pas E
e Sig > n,alors {Vi,...,V,} n’est pas libre.
Application : grace au théoreme 1 on sait répondre aux questions suivantes :

e Quand un systéme peut-il étre libre et générateur dans R3 ? Réponse : on

. - . .
connait la base canonique {7, j,k} de R, elle contient exactement trois vec-
teurs donc il faut au moins trois vecteurs pour engendrer R? et au plus trois
pour que le systeme puisse étre libre.

Tout systéme libre et générateur de R3 comporte donc exactement trois vec-
teurs.

La généralisation de ce résultat est I’objet du corollaire 1 qui suit.
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e Quand un systéme libre de R n’engendre-t-il pas R3 ? Réponse : s’il com-
porte au plus deux vecteurs. Exemple : {7, 7}, {,k}, {J. K} sont des systémes
libres non générateurs de R3.

e Quand un systéme générateur de R? est-il non libre ? Réponse : quand il
comporte au moins quatre vecteurs. Exemple : {7, j.k, i}, avec @ vecteur
quelconque de R?, engendre R? car il comporte les trois vecteurs de la base
canonique mais il ne peut étre libre car il comporte quatre vecteurs.

e Corollaire 1

Soit E un R-espace vectoriel et B = {1;1, ey 5,,} une base de E. Alors toute
autre base de E contient exactement n vecteurs.

Démonstration : soit £ = {I,..., l?,} une autre base de E. D’une part £
engendre E et d’apres le théoreme 1 p > n; d’autre part £ est libre et d’apres
le théoréeme 1 p < n. Conclusion p = n.

o Définition 10

D’apres le corollaire 1, si B = {1;1, o, 5,,} est une base de E, toute autre base
de E contient exactement n vecteurs. On dit que E est un R-espace vectoriel
de dimension n et on note dim £ = n.

P> Exemples

o dimR3 = 3 car B = {7, J.k} est une base de trois vecteurs.
e dimR? =2 car B = {(1,0),(0, 1)} est une base de deux vecteurs.

e dimR = 1 car B = {1} est une base d’un seul vecteur.

e dim{0} = 0 par convention.

—> Commentaires

Comment interpréter cette notion de dimension d’un R-espace vecto-
riel ? Grosso modo c’est le nombre de scalaires qu’il faut connaitre pour
déterminer un vecteur de I’espace, informations données dans un ordre
convenu.

Ainsi il faut trois nombres a, b, ¢ pour déterminer le vecteur i = (a, b, ¢)
de R3; il faut deux nombres a et b pour déterminer le vecteur i = (a, b)
de R?; il faut quatre informations pour donner rendez-vous i un ami
la rue, le numéro, 1’étage, I’heure. Nous vivons dans un espace temps
de dimension 4 : les fonctions affines f(x) = ax + b forment un espace
vectoriel, il faut deux nombres a et b pour déterminer une fonction affine,
I’espace vectoriel est de dimension 2.
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—> Commentaires

Si E est un espace vectoriel de dimension n et si {i,...i,,} C E, alors
pour montrer que ce systeme forme une base de E il suffit de montrer
qu’il est libre. C’est une application du Théoreme 1.

e Corollaire 2 (appelé aussi « Théoreme de la base incompléte »)

Soit E un R-espace vectoriel tel que dim £ = n, et £ = {l_i, s l_;,} un systeme
libre de p vecteurs de E. Alors il existe &8 une base de E qui contient £, c’est-
a-dire B={l1,...,0,&ps1,...,En}.

Démonstration : d’apres le théoreme 1, p < netsi p = n alors £ est une base
de E auquel cas on prend 8 = L.

Si p < n, alors £ n’engendre pas E. Donc il existe i € E tel que
i ¢ L(L), c’est-a-dire i ne peut s’écrire combinaison linéaire des vecteurs
de L. D’apres la proposition 6 le systeme {ﬁ . l?,,ﬁ} est libre. On pose
il = &,.1. On recommence 1’opération (n — p) fois jusqu’a obtenir le systeme
libre 8 = {I1,...,1,,&1,...,2,} de n vecteurs de E qui engendre E d’apres
le théoreme 1 car dim £ = n. B est bien la base cherchée.

» Exemple
E=R}L={l,b}, avec; = (1,—1,0) et I = (0,1, —1). On cherche
une base B de R> telle que L C B.
L est libre (en effet : aly +,8fz =0=a =B=0).
£ n’engendre pas R> (en effet : dimR> = 3 et il n’y a que deux vecteurs
dans £L).
Pour déterminer la base B cherchée il suffit de trouver un vecteur ii =

(x,y,z) tel que B = {l_; , l; i} systéme libre (en effet : trois vecteurs libres
de R3 engendrent R?).

(0}, o, ) libre = i ¢ L(L)

avec L(L) = {al_; +Bl§,af e RBeR} = {(a,—a+B,-PB)a R

B € R}
par exemple il = (0,1,0) ¢ L(L).

Conclusion : B = {l_i, b, i}.

5) Rang d'un systéme de vecteurs

o Définition 11

Soit S = {iu,...,u,} un systtme de n vecteurs de ’espace vectoriel E. On
pose : Rang S = Nombre maximum de vecteurs libres qu’il est possible d’ex-
traire de S ou encore : Rang S = dim L(S).

On montre que ces deux définitions de Rang S sont équivalentes.
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P> Exemples
e Rang{(1,2),(2,1),(0,0),(—1,-2)} =2
e Rang{(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2),...,(n,n,n)} =1
e Rang{(1,1,1),(1,—1,2)} =2.
Dans les exemples ci-dessus la réponse est immédiate (il suffit de réfléchir

un peu!) dans le cas général il en est tout autrement, une méthode systé-
matique doit étre mise au point, elle utilise la proposition 8 ci-dessous.

e Proposition 8

Soit § = {if},...,i,} un systtme de n vecteurs d’un espace vectoriel E. On
ne change pas le rang de S si I’on ajoute a I’'un d’entre eux une combinaison
linéaire des autres.

Démonstration : pour simplifier 1’écriture, dans la démonstration on prendra :
S = {IZ], i, i3, I/_t)4} et S’ = {IZ], i, i3, Us + il +/312)2}

Montrons L(S) = L(S’), c’est-a-dire les espaces vectoriels engendrés par S et
par S’ sont égaux.
el c L(S,) = il = Qi) + iy + A3z + A4(ily + il +,3L72)

— U= 4 + /1401)1/71 + (1 + /14,3)L72 + /131/73 + /14L74

=il € L(S). Donc L(S") C L(S). Réciproquement :
e il € L(S) = il = Qi) + by + Azilz + A4y

— U= (/11 — a’/l4)1/_t)1 + (/12 —ﬁ/l4)b72 + /1312)3 + /14(1/74 + CL’IZ] +ﬁb72)

= € L(S"). Donc L(S) C L(S").

Conclusion : L(S) = L(S’) d’ou Rang § = dimL(S) = dimL(S’) =
Rang S’.

6) Méthode pour déterminer le rang d'un systéme S
de vecteurs

Soit le systtme T = {1, >, 13,73 } de R*

(3,4,1,2) =1
0,5,4,1) =t
0,0,1,6) =13
(0,0,0,0) = 7

dit systeme échelonné (en passant d’un vecteur au suivant on rajoute au moins
un z€ro a partir de la gauche). Dans ce cas le calcul du rang est immédiat : c’est
le nombre de vecteurs non nuls. Ainsi Rang 7" = 3.
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Application : via la proposition 8, on sait transformer tout systeme S de vec-
teurs en un systeme échelonné 7' de méme rang.

» Exemple
Soit le systeme S = {i, i, il3, iis }

—_

(1,2,3,4) =i
i Systeme que [’on va modifier

2,3,4,1)=1i1, . N
3.4.1.9) — i sans en changer le rang jusqu’a
(3.4.1.2) = it3 obtenir un systeme T échelonné
(4,1,2,3) = ily
(1,2,3,4) = il; = v,
(0,—1,-2,-7) =il — 2if; = V2 | Rang S = Rang{¥,, ¥, ¥3, 4}
0, -2, —8,—10) = i3 — 3it; = 3 | d’apres la proposition 8
0,-7,—10,—13) = iiy — 4l = V4

(1,2,3,4) = v, = w;

0,-1,-2,-7) =V, =)
(0,0,—4,4) = V3 — 2V, = W
(0,0,4,36) = vy — TV, = Wy

Rang{V, v, V3, V4}
= Rang{lﬁl . u_jz, u_53, u_54}
d’apres la proposition 8

(1,2,3,4) =, =1
Rang{t—i’ t_i$ t—:;’ t_‘)‘}

= Rang{lﬁl 5 u_jz, u_53, u_54}
d’apres la proposition 8
(0,0,0,40) = Wy + 03 = 14

{1, 1, 83,14} systeme échelonné de rang 4, d’oi finalement Rang S = 4.

Afin d’illustrer cette méthode on a choisi un systeme de quatre vecteurs
aux composantes simples. Si tel n’était pas le cas, les calculs a la main
seraient ingérables. Aussi il faut :

— avoir compris comment ¢a marche ;

— savoir que [’on peut confier ce type de calcul a un logiciel informa-
tique tout comme [’épicier du coin confie les notes de ses clients a une
calculette.
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11F Application linéaire

On parle de linéarité quand on applique la proportionnalité (appelée aussi le
prorata) et que I’on calcule a I’aide de la fameuse, difficile, élémentaire « regle
de trois » :

Si 8,75 metres de tissu coltent 450 €, alors

12 x 450

12 metres de tissu colitent —875 € = f(12),
3 x 450
3 metres de tissu colitent ;7 5 € = f(3),
450
x metres de tissu coditent al ;7 5 € = f(x).

L application f de R dans R ainsi définie par la « régle de trois » est de la forme
x +— f(x) = ax. Cette notion simple et naturelle de linéarité de R dans R se
généralise au cas des fonctions ¢ de R dans R?, de R? dans R?, etc.

A. Définitions

On désigne par E et F deux R-espaces vectoriels et par f une application de E
dans F.

o Définition 12

On dit que f est une application linéaire de E dans F si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

Vi e E,VWEE, f+V)=f)+ f(V) (a)
Va € R, Vii € E, f(ail) = af(i) (b)
e Définition 13

On dit que f est une application linéaire de E dans F si la condition suivante

est satisfaite :
Vi€ E,VWeE,VeeR, VBER

fait + B7) = afG) + () ©

—> Commentaires
Les définitions 12 et 13 sont équivalentes, la démonstration ne pose au-
cune difficulté.
La définition 13 se généralise de la fagon suivante :
f est une application linéaire si Viiy,...,i, € E, Vai,...,a, € R,

f(Z?:] @;il;) = Z?:] a’if(’zi)-
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o Définition 14
On désigne par L(E, F) ’ensemble des applications linéaires de E dans F.

—> Commentaires

La moindre des choses est de vérifier que J£L(E, F) n’est pas un ensemble
vide, réflexe prudent du mathématicien, rassuré ainsi de ne pas parler de
«rien ».

Soit I’application notée 6 telle que :
6 : E —F
i — 6 =0r
Utilisons la définition 13 :
O(ait + B7) = O
a-0(id) + pOGF) = a - Op + B0p = Op + Op = Op
Conclusion : § € L(E,F) et L(E, F) # ().

—> Commentaires
Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme.
Une application linéaire de E dans R est appelée forme linéaire.

e Proposition 9

a) (L(E,F),+,)estunRe.v.

b) Sip € LE,F) ety € L(F,G) alors ¢ o ¢ € L(E,G). Autrement dit : la
composée de deux applications linéaires est encore une application linéaire.

Démonstration :

a) Soit ¢ et ¥ deux éléments de L(E, F), alors ¢ + ¢ et 1 - ¢ sont des éléments
de L(E, F). En effet :

(¢ + Y)(ail + BY) = @(ail + BY) + Y(aii + V)
= ap(il) + Pp(V) + ay(id) + Py(V)
= alp@) + Y@)] + Ble() + Y (V)]
= a(p + yY)(id) + Ble + Y)(V)

et ceci pour tout # et v dans E, a et 8 dans R.
De méme :

Ap(aii + BV) = Aap(id) + Bo(V)]
= Aag(il) + APp(V)
= a(Ap)(d) + B(Ap)(V)
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Enfin la vérification des huit axiomes d’espace vectoriel se fait sans diffi-
culté en utilisant la structure de R, e.v. de F.

b) (¥ o p)ail + pV) = Ylp(ai + V)] = Ylap) + Be(V)] = ayle@)] +
BUle(N] = a(y o ¢)(id) + B o ¢)(V) et ceci pour tout i et V dans E, a et B
dans R. Donc ¢ o ¢ linéaire.

B. Exemples

1) Soita € Reet f telle que :
f + E —E
i — ai = f@)
f est une application linéaire, en effet :
faii + V) = a(ail + py) = alail) + faV) = af(@) + Bf(V)

d’apres la définition 13, f € L(E, E).
—> Commentaires

Dans le cas particulier o £ = R, I’application

R — R

X = ax

dont le graphe (D) est une droite de pente a passant par 1’origine, est
linéaire (figure 7.5).
)

A CY

D)

- s :

Figure 7.5 Figure 7.6

L’application affine de R dans R de graphe (A) telle que :
f : R—R
x — 2x+1=f(x)

n’est pas linéaire. En effet f(x +y) = 2(x +y) + 1 et f(x) + f(y) =
(2x+ 1) + 2y + 1) prennent des valeurs différentes, la condition (a) de la
définition 12 ne peut donc étre satisfaite (figure 7.6).
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2) Soit I’application
pri R3 — R
i=(xy,2) — pr@)=x
Montrons que cette application, appelée projection sur 1’axe des x, est linéaire.
Soitid = (x,y,2), & = (X, y,7), e e R, R
pri(ait + pit) = pri(ax+px,ay + By ,az + ) = ax + Bx’
apri(i@) + Bpri(@) = ax + ¥
D’ot la linéarité de pr| via la définition 13.
3) Soit I’application
¢ : R? —R
(Y — ey = @x+y,x—y x+2y)
a) La linéarité de ¢ se vérifie sans difficulté. En effet :
e Soitil = (x,y)etv=(x,y)
e +V) = p(x+ X,y +y)
=@+X+y+y . x+xX —@+y),x+x +2+y))
=+ + @+, =y + (& =y, +29) + (X +2y)
@) + () = (x+y, x —y, x + 29 + (X +y, X' —y', X' +2¢)
=((x+y+ & +y), (x =y + (X —y), (x+ 2 + (X +2y))

Donc ¢(if + V) = ¢(il) + ¢(¥) et la condition (a) de la définition 12 est
satisfaite.

e Soita € Retil = (x,y)

p(ail) = p(ax, ay) = (ax + ay, ax — ay, ax + 2ay)
=a(x+y.x—y,x+2y) = a- p(id)

et la condition (b) de la définition 12 est satisfaite.

b) Soit {7, j} la base canonique de R? :

¢ = (1,00 =(1,1,1) =d € R’
¢(D=¢0.D=(1,-1,)=beR’

Soit i = (x,y) un vecteur quelconque de R.
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D’une part il = x7'+ yJ, d’autre part ¢ étant linéaire

o(it) = p(x,y) = XU+ yJ) = x¢(D) + yop(J)
= xd + ylg
D’ou les conclusions suivantes :

— on connait entierement 1’application ¢ si on connait @ = ¢(7) et b= () les
images des vecteurs de la base {7, j} ;

— @(R?) = I’ensemble des images par ¢ des vecteurs de R?

e(R?) = {g(il) tel que il € R?}

= {p(x, y) tel que (x,y) € R?}

— {x@+ybtel que x € Rety € R}

= L) avec S ={a b}
©(R?) est donc un espace vectoriel (cf proposition 4), @(R?) C
R donc @(R?) est un sous-espace vectoriel de R>, enfin
dim ¢(R?) = Rang{@,b} =2 car {a@,b} est un systme libre de R3
(puisqu’il s’agit de deux vecteurs non proportionnels). Enfin il est clair que

©(R?) est strictement inclus dans R? puisque avec seulement deux vecteurs
on ne peut engendrer R,

4) Espaces vectoriels isomorphes

Soit E un R espace vectoriel et dim E = n, on choisit 8 = {é},...,&,} une
base de E, on définit I’application ¢ de E dans R”" telle que :

n
i— o) = (ay,...,a,) € R" siﬁ:Zaié}
i=1

ou encore, suivant la notation matrice colonne introduite en IL.D.3) : si i est
représenté par
aj
U=
ay

On a les résultats suivants :

a) Vii € E, le n-upplet (a1, ...,a,) € R" existe et est unique (proposition 7)
donc ¢ est bien une application de E dans R".

b) ¢ € L(E,R"), la démonstration est facile quoique longue a écrire.

204 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

¢) o est injective, en effet :
ei) = p(V) = (a1, ..., a,) € R"
n
— A=) of et V=) wf=—i=7V
i=1 i=1
d) ¢ est surjective, en effet :
Y(ay,...,a,) € R", le n-upplet (ai,...,a,) est image du vecteur
= Z?:] a;é; € E.
e Définition 15

¢ application linéaire bijective de E dans R”" est appelée isomorphisme de E
dans R"™. On dit que les espaces vectoriels E et R” sont isomorphes, avec le
sens de « méme forme », sous-entendu algébrique.

e Théoréeme 2

Tout R espace vectoriel de dimension n est isomorphe a I’espace vectoriel R”.
La démonstration est traitée dans I’exemple ci-dessus.

—> Commentaires

Soit F un R espace vectoriel. Une application linéaire bijective de E dans
F est appelée isomorphisme de E dans F.

C. Propriétés

e Proposition 10

a) Sig € L(E, F), alors ¢(0g) = Op et o(—it) = —p(id), Vit € E.
b) Soit Idg I’application identique de E dans FE telle que il — Idg(id) = i.
ldg € L(E,E) et Idg est un isomorphisme de E dans E.

Démonstration :

a) SoitiZ € E, sachant que 0 - i = 65 ona:
¢(0p) = ¢(0 - i) = 0 - (@) = OF
De méme, sachant que (—1) - i = —if,on a :
p(—il) = p((=1) - il) = (=1) - @(il) = —p(id)

b) Aucune difficulté.
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o Théoréme 3

Soit E et F deux R espaces vectoriels, {d,...,d,} une base de E et
S = {51, ... ,I;n} un systeme guelconque de n vecteurs de F. Alors :

a) Il existe une application linéaire ¢ et une seule telle que :

@(@) = by,...,o(@,) = by

b) ¢ estinjective si et seulement si S = {51, e, 5,,} est un systéme libre de F'.

C) ¢ est surjective si et seulement si S = {51, ... ,I;n} est un systéme généra-
teur de F.

d) ¢ est bijective si et seulement si § = {I;] ey I;n} est une base de F.

Démonstration : a) Soit ¢ € L(E, F) telle que ¢(@) = by, i = 1,...,n
e Montrons que I’on sait calculer (i) pour tout i de E.
n

= Za,-[i,- (car {dy,...,d,} base de E).

n

e(il) = Z a;o(d;) (car ¢ linéaire)
i—1
n

= Z a/il;i. (La connaissance des 1;; nous permet de calculer ¢(if), d’ol
i=1
I’existence de ¢.)
e Montrons 1’unicité de ¢ en utilisant le procédé bien connu : « s’il y en avait
deux elles seraient les mémes ». Soit ¢ € L(E, F) ety € L(E, F) telles que

‘10((11) - lﬁ(dz) =b;, i=1,.

M—Zaa,alorsgy(ﬁ') Zab —Za, (a)—zﬁ(Zaa,)— ().

Conclusmn Vi € E, tp(ﬁ’) w(u) c est—a—d1re = w.
On démontre a présent, les parties b) et ¢) du théoréme sachant que la par-
tie d) en résulte immédiatement.

e Soit ¢ injective. On a les implications suivantes :

a1by + ...+ apb, = O
= a19(d)) + ...+ ayp(d,) = 6F (par définition des I;i)
= p(a1d; + ...+ a,d,) = 6F (car ¢ linéaire)
—saidi +...+aud, =0 (viala proposition 10 et ¢ injective)

—=a;=...=a,=0 (car{dy,...,d,} libre)
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D’ou finalement I’implication :

0151+...+an5n:6:>a1 =ap=...=q,=0
et d’apres le corollaire de la proposition 5 on conclut {I;] s En} systeme
libre.
e Réciproquement, soit § = {1;1, .. .,l;n} libre. Considérons & = i, a;d;
et V=" | Bid; deux vecteurs de E. On a les implications suivantes :
(i) = @)
n n
=) aip(@) =Y _Bipd)
i=1 i=1
n n
= abi =) Bbi
i=1 i=1
—a;=pf;, i=1,...,n (car § libre)
==
Donc :

Vi, VEE, ¢il) = ¢(V) = i =V
c’est-a-dire que ¢ est une application injective de E dans F.
Montrons maintenant la partie ¢) du théoréme.

e Soit ¢ surjective, c’est-a-dire :
Vij € F, il € E tel que ¢(il) = if

Donc : . . )
j=¢ (Z CV@‘) = Z aip(d;) = Zaigi
i=1 i=1 i=1

d’ou i € L(S) et S engendre F.
e Réciproquement, soit S un systeme générateur de F. Alors Vij € F
n n n
J=> Bibi=> Bipd) =" ¢Bid) = (i)
i=1 i=1 i=1
avecil = » - Bid; € E.
Conclusion : tout vecteur i de F est image par ¢ d’au moins un vecteur i de E,
¢ est donc surjective.
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Point méthode

Pour savoir si une application linéaire ¢ de E dans F est injective (res-
pectivement surjective, bijective) il suffit de regarder si une base de E est
transformée par ¢ en un systeme libre (respectivement générateur, base).

P Exemple
0 R? —R3
i=(xy) — @)= x+y,x—y,x+2y)

On a vu en B-3 que ¢ était linéaire.
Choisissons : {dy,d,} la base canonique de R*. Calculons :

by = @(@) = ¢(1,0) = (1,1,1)
by = @(d2) = (0, 1) = (1,—1,2)

Concluons : § = {5152} est libre (car les deux vecteurs ne sont pas
colinéaires) donc ¢ est injective; S = {51,52} n’engendre pas R> (qui
est de dimension 3) donc ¢ non surjective.

P Exemple
v R —R
ﬁ:(X,y,Z) = $(ﬁ):(x+y+z$x_y+z)

On montre sans difficulté que  est linéaire.
Choisissons : {dy,d»,d;} la base canonique de R>. Calculons :

by = y(d) = ¥(1,0,0) = (1, 1)
by = Y(d») = ¥(0,1,0) = (1,—1)
by = Y(d3) = (0,0, 1) = (1, 1)

Concluons : § = {I;],I;Z,I;g} engendre R2 (facile a voir) donc ¥ sur-

Jective ; S = {51,52,1;3} n’est pas libre, car dim(R?) = 2, donc ¢ non
injective.
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D. Noyau et image d'une application linéaire
o Définition 16

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. On appelle Noyau de ¢ I’ensemble
noté Ker ¢ tel que :

Ker ¢ = {ii € E tel que (if) = Of}

On le note aussi 90_1({6F}).
(La notation Ker vient de Kernel qui signifie noyau en Allemand.)
On appelle Image de ¢ I’ensemble ¢(E) noté aussi Img, tel que :

@(E) ={w € F tel que & = ¢(il),il € E}.

e Proposition 11

Soit E et F deux R e.v. et ¢ application linéaire de E dans F. Alors ¢(F) est
un sous-espace vectoriel de F et Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : soit {d, ...,d,} une base de E.

(E) = {U—)) = ‘10(’/7), i= Za/,ﬁ,- € E}

i=1
= {u_ﬁ: Zaigo(&’i), at,...,a, € R}
i=1
= L) avec S ={¢(d),...,p(d,)}

et on sait que L(S) est un R e.v. (¢f. proposition 4).
Montrons que Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E. Soit i et ¥ deux

vecteurs de Ker ¢ et @ et 8 dans R. Alors o(«ii + %) = ap(it) + (7)) = OF car
ii € Kery = ¢il) = Op et v € Ker ¢ = ¢(V) = Op. Donc «aii + BV € Ker ¢,
donc Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E.

e Définition 17
On appelle rang de I’application linéaire ¢ la dimension de ¢(E).

—> Commentaires

Avec les notations utilisées dans la démonstration de la proposition 11,
ona:
rang ¢ = dim ¢(E) = dim L(S) = rang S
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e Corollaire
Si ¢ est une application linéaire de E dans F, alors rang ¢ < dim E.
Démonstration : rang ¢ = dim ¢(E) = rang{¢(a,), ..., ¢(dy)}
({a,...,d,} base de E) d’ourang ¢ < n = dimE
e Proposition 12
Soit ¢ application linéaire de E dans F.
¢ injective <= Kerg = {0z}
Démonstration :
® « = » : soit ¢ injective. D’ une part 90(65) = 6F (car ¢ linéaire), d’autre

part OF a pour seul antécédent O (car ¢ injective). D’ou les équivalences
suivantes :

-

ﬁEKergo<:>g0(L7):6F<:>L7:05
Conclusion : Ker ¢ = {0 }.
e «<—»:soit Kerp = {65}, alors :Vii € E,VYW e E
Qi) = (¥) = @il — V) = O

-

= i—-v=0

oS!
<y
Il
<l

Conclusion : ¢ injective.

o Théoreme 4

Soit E et F deux R e.v. et ¢ une application linéaire de E dans F. Alors :

a) dim Ker ¢ + dim ¢(E) = dim E (Théoréme des dimensions ou Théoréme du
rang)

b) ¢ injective <=> rang ¢ = dim E

¢) @ surjective <= rang ¢ = dim F’

d) ¢ bijective <= rang ¢ =dimE = dim F

e) Sidim E = dim F, alors ¢ injective <= ¢ surjective.

Démonstration : Soit {dj,...,d,} une base quelconque de E et
S = {e(@),...,¢(d,)}, par définition du rang d’une application linéaire ¢
et du rang d’un systéme de vecteurs, on a les égalités :

Rang ¢ = dim ¢(E) = dim L(S) = Rang §

Montrons a)
— Cas g injective. D’apres b) dim ¢(E) = dimE = n, d’apres la proposition 12
dim Ker ¢ = dim{0z} = 0, d’ou a).
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— Cas ¢ non injective. D’apres la proposition 12, il existe i € Ker g, il # 0.
D’apres la proposition 11, Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E. Soit S| =
{é\,....é,}, p < n, une base de Kerg. Soit S" = {é|, ..., &5, &p41, ..., &, } une
base de E construite en complétant le systeme libre S| (Corollaire 2 du
Théoreme 1 : théoréme de la base incomplete).

Montrons que T = {@(€p+1), ..., ¢(€,)} est une base de ¢(E).

T est libre, en effet : . .
cVp+1‘10(é)p+1) +...+ an‘p(é)n) =0 = ‘10(ap+1é)p+1 +...+a,é,) =0p
— ap+1é‘p+1 +.. .+ané‘n S Ker<p — ap+1é‘p+1 +.. .+an3n :ﬁlé)l +.. ~+Bpgp
:>B1g1 +...+ﬁpé)p —ap+1é‘p+1 —...—ané‘n = 615 :>ﬁ1 = ... :Bp =
Apr)1 =...=a, =0
= apr1=...=a, =0
Donc T est libre.
T engendre ¢(E), en effet :
Soit @ € @(E), alors ) = @(¥) avec ¥ € Eeti = yi&1+...+V,é, +yp+1é’p+1_)+
oot V0.
e(0) = @(y1€1 + ... +Yp€p) + Vps19(€ps1) + ... + Ynp(Ey).
Oryé +...+v,€, € Kerpdonc (yi€| +...+7v,€,) = O
donc p(¥) = 0 = yps19(€ps1) + ... + ¥up(€,). Donc T engendre ¢(E).
Les résultats b), ¢), d), e) sont conséquences immédiates du théoréme 3, en
effet :

— @ injective <= § libre avec rang S = n = dim E = rang ¢;

— @ surjective <= § engendre F
< F=L(S)etdimF = dim L(S) = rang ¢;

— Les résultats d) et e) résultent de b) et ¢).

» Exemple
On suppose que R> et R* sont munis des bases canoniques.

¢ : R? — R*

i =(xy,2) =)= x+y,x+2,x—2+2y,y —2)
On montre sans difficulté que ¢ est linéaire.

Ker ¢ = {il € R? tel que ¢(id) = Ogs }
={(xy2) € R> tel que (x+y, x+2,x — 2+ 2y, y — 2)
=(0,0,0,0)}.
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Donc pour déterminer Ker ¢ il faut résoudre

x+y=0
x+z=0
x—z+2y=20
y—z=0

ce qui donney = —x, 7 = —x, y = z. Donc Ker ¢ = {(x, —X,—X) € R3

tel que x € R} = {x(1, —1,—1) € R3 tel que x € R}. Ker ¢ est un sous-

espace vectoriel de R® de dimension 1. Une base en est {(1,—1,—1)}.
Comme dim Ker ¢ + dim (R?) = dim R3, on en déduit que

dimpR*») =3 -1=2.

Pour trouver une base de (R>) on utilise le fait que o(R>) est engendré
par {(2)), p(&>), p(&3)}, oil {1, &>,83} est la base canonique de R>.

Qp(é)l) - (1’ 1’ 1’0)’ 90(32) - (1’0’ 2’ 1)’ 90(33) - (O’ 1, _la _1)

Ce systeme générateur {p(€)),p(&2),p(é3)} est lié. Sachant que
dimp(R?) = 2 on en extrait une base de p(R?) : {p(e2), p(&3)} =
{(1’ 07 2’ 1)7 (0’ 17 _17 _1)}

V. Matrice d'une application linéaire

L’étudiant, qui souhaite apprendre les techniques du calcul matriciel avant d’en
comprendre le lien avec les applications linéaires, passera directement en C.

y
A. Ecriture matricielle

Soit Eun R e.v., dimE = net Bg = {é),...,&,} une base de E. Soit F
un Re.wv., dimF = met B = {fT,an} une base de F. Enfin, soit ¢
application linéaire de E dans F.

D’apres le théoreme 3 a), ¢ est enticrement déterminée si I’on connait cha-
cun des vecteurs de la famille {¢(é}), ..., ¢(é,)}, ce qui revient & connaitre les
composantes dans la base Br de chacun des vecteurs 90(2 N, j=1,...,n.

On réintroduit ici la nouvelle notation, d’une efficacité redoutable, invention
de génie, tout autant qu’a leur époque la brouette et sa roue : la notation a deux
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indices. Ainsi on écrira :

r N - - -
p@1) = anfi+anfr+...+amfm
> > >

0(@) =anfi+anh+...+awfn

)

N _ - - -
w(&) = ayfitayfr+...+ awjifm

> - >
_So(é)n) = alnfl + a2nf2 +...+ amnfm

Ces n égalités déterminent entierement 1’application linéaire ¢. Elles sont dé-

finies par le biais de m X n nombres réels notés a;;, i—1,...m-
J=1..n
Il est commode de représenter ces n égalités de la maniere suivante afin

d’éviter la répétition d’écriture des vecteurs f_l) s f; de la base Br :

0(@) e(@) ... p@) ... pE)

- _ p=d
a dap ... aij ... Qi f_l)
ay dazp ... azj .o Aoy fz

iR

aiy ap ... Qjj ... Qip | f;
N

L dml Am2 .. Amj .. Qmn | f,

Ainsi apparait la tableau A tel que :

ap a2 ... djj ... dip
ay dazp ... azj o Aoy
A= . .
ajlr ap ... djj ... Qp — hgne 1
| Aml Am2 -+ Qmj - G |
colonne j

ot la j-ieme colonne est celle des composantes du vecteur ¢(¢;) dans la base
- -
Br ={fts- s fm}-
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o Définition 18

Le tableau A ci-dessus de m x n nombres réels a;; rangé€s en m lignes et n
colonnes s’appelle une matrice de type (m, n) — ou encore de format (m, n). La
notation standard est la suivante :

ayy ... ay

A =A(m,n) = (a;j)i=1,.on = | - Gij -
Jj=1,...n

—> Commentaires

Le nombre réel a;; se trouve donc a la i-ieme ligne et j-iéme colonne de

la matrice A = (a;})i=1,...m-
j=ln

On retiendra qu’une matrice est un tableau avec des lignes et des co-
lonnes de nombres réels. Ce tableau tel que présenté ci-dessus, une fois
choisies une base de E et une base de F', définit une application linéaire
petune seule du R e.v. E dansle Re.v. F.

D’ou la proposition suivante :

e Proposition 13

Soit E et F deux R e.v., dim E = n, dim ' = m. On choisit Bg et By bases
respectives de E et F. A toute application linéaire ¢ de E dans F est associée

une matrice A(m, n) = (a;j)i=1,...m Ou les a;; sont définis par les n €galités (1) ci-
J=1..n
dessus. Réciproquement, a toute matrice A(m, n) est associée une application

linéaire ¢. La matrice A(m,n) s’appelle la matrice associée a I’application
linéaire ¢ dans les bases B et Br.

o Définition 19

Soit A la matrice associée a ¢ application linéaire de E dans F. On appelle
rang de la matrice A le rang de I’application linéaire ¢, c’est-a-dire :

Rang A = Rang ¢ = dim¢(F) = dim L(S) = Rang §

ou S = {¢(@)...p,)} avec {éi,...,&,} = Bg une base de E.
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B. Etude d’exemples

1) Soit ¢ : R? — R telle que il = (x,y) — @) = (x +y, x — y,x + 2y)
application linéaire vue en IIL.B.3. On choisit la base canonique de R? :

¢1 = (1,0), &, = (0, 1). On choisit la base canonique de R : ﬁ = (1,0,0),
£ =1(0,1,0), 5 = (0,0, 1). On calcule :

p@) =1L =fi+ft+fi et @@ =0-1.2)=f~f+2f

La matrice A(3, 2) associée a ¢ dans les bases choisies est donc :

(@) ¢(é2)

1 1A
AB2)= |1 1| f
1 2] A

—> Commentaires
IT est clair que la matrice trouvée A(3,2) dépend des bases choisies dans
R? et R>. En choisissant d’autres bases on aurait trouvé une autre ma-
trice B(3, 2) pour cette méme application linéaire ¢.
Enfin :
Rang A = Rang ¢ = Rang{¢(¢),¢(¢2)} =2

car {¢(€)), p(&2)} systeme libre.
2) Soit :
v o R  —R
= (xy,2) — Y)=x+y+zx—y+2)
I’application linéaire vue en III.C. On choisit dans R? (respectivement R?) la
base canonique &; = (1,0,0), & = (0,1,0), & = (0,0, 1) (respectivement la
base canonique ﬁ = (1,0), ﬁ = (0, 1)).
W@ =) =fi+f
W@ =0.-)=f—-f
W@ =10 = fi+ f
La matrice A(2, 3) associée a i dans les bases choisies est la suivante :
w(e) Y(@) w(es)
1 1 17 A
A2,3) =
1 —1 1| £
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Enfin :
Rang A = Rang ¢ = Rang{y/(€}), y(€2), y(é3)} = 2
> Commentaires
La proposition 13 amene les questions suivantes : si ¢ et ¢ sont deux
applications linéaires ayant respectivement A et B pour matrice, comment
calculer les matrices de ¢ + ¥, ¢ oy, i o p dans le cas ol ces applications

linéaires sont bien définies ? Méme question pour la matrice de A¢ avec
1eR?

C. Algébre des matrices

1) Notations

Dans ce paragraphe une matrice A, objet mathématique a part entiere, est un
tableau de nombres réels avec m lignes et n colonnes présenté de la manicre
suivante (la notation A(m, n) est précisée ci-dessous) :

13 ;l 6 2
[2 5} . |2 ;[11 13 05] ; 3.9
AQ.2) ! A9 0

A@. 1) AG.2)

On note a;; le nombre réel, appel€ coeflicient de la matrice, qui se trouve a la

.....

J=L.n
lignes et n colonnes.
De maniere explicite 1’écriture de A est la suivante :

ap a2 ... aij ... A

any azz...azj...azn
A=

ajl ap ... aij .o Aip

LAml Am2 --. Amj - .- Amp |

e On dit que A est de format (m, n), ou de type (m, n). Pour indiquer que A est
une matrice avec m lignes et n colonnes on pourra noter A(m, n). Enfin on
désigne par M(m, n) I’ensemble des matrices de format (m, n).

e Sin =1, A(m, 1) est dite matrice colonne. Exemple la matrice A(4, 1) ci-
dessus.
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e Sim = 1, A(1,n) est dite matrice ligne. Exemple la matrice A(1,3) ci-
dessus.
e Transposée d’une matrice. Si on échange les lignes et les colonnes d’une

matrice A a m lignes et n colonnes, on obtient sa matrice transposée notée
AT an lignes et m colonnes. Ainsi :

1 2 3 1 4 7

A= 5 6|, AT=12 5 8
7 8 9 3 6 9
12

B=1|4 5], BT:B ‘5‘ ;]
(7 8

Dans le cas général :

----- j yenes

. T T N T
SiA = (a;j)i=1,..m» alors A" = (a;3) j=1,..n OU aj; = a;j
j=1,...n i=1

On notera la propriété évidente :

Ant =4

2) Matrices carrées

Sim = n, A(n, n) est dite matrice carrée d’ordre n.
Exemple la matrice A(3, 3) ci-dessus.
Soit A = (a;j)i=1,.., une matrice carrée d’ordre n. Les éléments

.....

Jj=1,...n
ari,an,. .., a,, forment la diagonale principale de A.

Si a;; = 0 pour i # j, la matrice A est dite diagonale

30 0
A=10 1 0 | est une matrice diagonale d’ordre 3
0O 0 =2

Si tous les éléments de la diagonale sont égaux a 1 et les autres nuls, A est
appelée matrice unité d’ordre n et notée A = I,.

1 0
=10 0 | est la matrice unité d’ordre 3
0 1

S = O
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Sia;; = O pouri > j(respectivement i < j) la matrice A est dite triangulaire
supérieure (respectivement inférieure) d’ordre 7.
1 2 4 1 0 O
0 6 9 et 2 7 0
0 0 0 0 1 6
sont des matrices triangulaires respectivement supérieure et inférieure.
On appelle trace de la matrice carrée A = (a;;)i=1,...» le nombre réel tr(A)

j=1,...n
tel que tr(A) = "7 a;.
tr(A) est donc la somme des éléments de la diagonale principale de A.

3) Opérations sur les matrices

De maniere technique on va apprendre a additionner deux matrices de méme
format, multiplier une matrice par un scalaire et, enfin, multiplier une matrice
de format (m, p) par une matrice de format (p, n). Les deux premieres opéra-
tions sont simples, quasi naturelles. Il n’en est rien pour la troisieéme, c’est-a-
dire la multiplication des matrices entre elles.

Ensuite il s’agira de faire le lien avec les opérations d’addition, de mul-
tiplication par un scalaire et de composition des applications linéaires d’un
espace vectoriel dans un autre. Cela donnera tout son sens aux opérations sur
les matrices.

a) Egalité de deux matrices de méme format

Soit A = (a;j)i=1,...m €t B = (b;})i=1,...m deux matrices de méme format (m, n).

j=1,...n j=1,...n
Les deux matrices sont égales, ce que I’on écrit A = B si a;; = b;; pour
i=1...,metj=1,...,n End autres termes, a des places identiques dans le

tableau de chacune des matrices (méme ligne. méme colonne) les coefficients
sont égaux.

b) Addition de deux matrices de méme format
Soit (g; ]),_1 m €t B = (b;;)i=1,...,m deux matrices de méme format (m, n).

J=Loon =1l
On définit la somme A + B de A et de B par :

A+ B = (a;j + bij)i=1,..m
Jj=1,...n

P Exemple

123+32—1_442
0 -1 2 31 0 [3 0 2

218 ® MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

¢) Produit d’une matrice par un scalaire

Soit A = (a;j)i=1,...m matrice de format (m, n) et € R, un scalaire.

.....

..... n

j=1
On définit le produit @ € R par A :

aA = (@ - ajj)i=1,..m

» Exemple

d) Produit de deux matrices

La situation se complique un peu car I’algorithme qui définit le produit de deux
matrices n’est pas naturel du tout. Pour le comprendre, il faut faire le lien avec
la composition des applications linéaires d’un espace vectoriel dans un autre.
C’est ce que nous ferons plus loin.
Soit A = (a;j)i=1,...,n» matrice de format (m, p) et B = (b;;)i=1
— ya

..........

j=l..p =1, n
format (p, n)
On définit le produit AB de A par B de la maniére suivante :
P
AB = (¢ij)i=1,..m avec ¢jj = Zaikbkj
ji=1,...,n
i k=1

e Le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.

e [a matrice AB est de format (m, n) ot m est le nombre de lignes de A et n le
nombre de colonnes de B.

»> Exemple
Produit d’une matrice ligne A(1, p) = [a“ ap ... alp] par une matrice
colonne
by
by
Bip. )= |
by

La matrice produit AB de format (1,1) est :
AB = (Cij){:% = [c11]
j=

avec
c11 = ajiby +appby + a13b31 + ...+ a1pbp1
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Application :

[1 2 3]x|1|=[10] carlx2+2x1+3x2=10

[1 2 3]x |0 |=[-2]carlx1+2x0+3x—-1=-2

La matrice ligne A doit avoir autant de colonnes que la matrice B de
lignes pour que le produit AB soit défini.

Exemple
Produit d’une matrice A(3,2) par une matrice B(2,2)

ajp  ap aybi +anbyy  an b +anbn
by b2

ary azp | X
by bn

] = | aa1b11 +axnby  axbin +axnbn
a1 axn e —— az1bi1 +azbyr  azbip +axnbxn

A AB

Le produit BA n’est pas défini.

Point méthode

Chacun des coeflicients de la matrice produit AB est le résultat du produit
d’une matrice ligne extraite de A par une matrice colonne extraite de B. Le
produit de la matrice ligne «i» de A par la matrice colonne « j» de B donne
le coeflicient ¢;; de la matrice AB.

ar an C11 C12
[bn blz] _

ay axp 1 Cn
by by
a1 am | e 1 Cx
———— B —————
A AB

Ainsi le coefficient ¢y est celui de la matrice [czz] produit de la matrice

ligne [a21 azz] par la matrice colonne [le]
22
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» Exemple

2 1

2 -1

1 4 3
AB:[IZO :ﬂ BA=11 2 3

3 4 4

Dans cet exemple les matrices AB et BA sont toutes deux définies. Elles ne
sont pas égales, le produit de deux matrices n’est donc pas commutatif.

e) Inverse d’une matrice carrée

Soit A = (a;j)i=1,..,, une matrice de carrée d’ordre n. La matrice A est inver-

.....

Jj=1,...n
sible (on dit aussi réguliere) s’il existe une matrice B, carrée d’ordre n, telle

que : AB = BA = I, ol I, est la matrice unité d’ordre n.
e Si Bexiste, B est unique et on note B = A~
o A~ ! est appelée la matrice inverse de A

e on montre qu’il suffit de vérifier ’'une des deux égalités AB = I,, ou BA = I,
pour étre assuré de I’existence de B = A~! la matrice inverse de A.

f) Recherche de I’inverse d’une matrice

» Exemple
Soit
1 5 -1
A=10 =2 1
0 2 2

Conséquence directe de la définition, la recherche de A~' revient a
résoudre I’équation matricielle AB = I.

Posons
a a X
B=|b B y
c vy z

la matrice inconnue dont on veut calculer les 9 coefficients.
L’équation AB = I s’écrit :

1 5 -1 a a x 1 0 O
-2 I1{x{b B y{=1{0 1 0
0 2 c v z 0 0 1
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D’ou les trois systemes linéaires suivants a trois inconnues chacun,
respectivement a, b, c; a, B, v, X, y, Z.

a+5h—c=1
-2b+c=0
2b+2¢c =0

Solution via la méthode du pivota =1,b =10, c = 0.

a+56+y=0
—28+y =1
26+2y =0
. . , . 1 1
Solution via la méthode du pivot « = 2, B = —3 vy = 3
x+59y—z=0
—2y+z=0
2y+2z=1
. . , . 1 1 1
Solution via la méthode du pivot : x = ——, y = 2 7= 3
D’ou finalement la matrice inverse de A :
- 1 -

1 2 —=

2

1 1

Al=|0o —= -

3 6

1 1

0 - -

L 3 3

e On notera le caractere fastidieux et répétitif des calculs, les trois systemes li-
néaires étant identiques aux seconds membres pres. On verra plus loin com-
ment se ramener a un seul systéme linéaire.

e Il n’existe pas de moyens simples et rapides pour calculer I’inverse d’une

matrice, sauf 1’utilisation d’une calculette sophistiquée avec le programme
ad hoc pour s’en charger, programme d’ailleurs qui, a quelques variantes
pres, utiliserait notre méthode du pivot.
Recourir a I’algorithme informatique — i.e. la calculette — sans en com-
prendre ni le besoin ni le sens, relegue dans le mystérieux ce qui ne I’est
pas et tue le plaisir de comprendre. Que I’étudiant médite sur I’esclavagisme
intellectuel que constituerait 1’attitude réflexe d’aboutir au résultat sans en
comprendre le mécanisme.
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e Cas d’une matrice diagonale.

Soit
ap 0 0 b1 0 0
A= 0 ar 0 et B= 0 by 0
0 0 ass 0 0 b33

On calcule sans difficulté :

ayibyy 0 0
AB = 0 azzbzz 0

d’ott A~!, la matrice inverse de A, dans le cas ot tous les termes de la dia-
gonale sont non nuls :

(aj))~! 0 0
A7l = 0 (azz)fl 0
0 0 (az3)~!

4) L'espace vectoriel des matrices de méme format

Pour des raisons de simplicité d’écriture on va étudier la structure de M(2,2)
I’ensemble des matrices a 2 lignes et a 2 colonnes. Les résultats se généralisent
sans probléme a I’ensemble M(m, n).

a) Vérification des axiomes de R e.v.

Soit A = {a“ au} ,B = [b“ bu] ,C = {C“ 612] trois matrices de
a  an by bn 1
M2,2).

A+B— {a11+b11 6112"‘[712}

a1 +by  axn +by
est encore un élément de M(2,2), donc I’addition est interne dans M(2, 2).

ayy + by + i a12+b12+6’12}
A;)) A+(B+C)=A+B)+C=
(A1) ( )= ) [021+b21+621 ay +bxy +cxn

(Ay) A+ B = B+ A (aucune difficulté)

(As) A+60=60+Aavech= [ } appelée matrice nulle

0 0
0 0
—ap —a12]

A A+ (—A)=0avec —A =
(Ag) (—A) |:_a21 s
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(A5)(Ag)(A7)(Ag) De la méme maniere, conséquence directe des propriétés
de I’addition et de la multiplication dans R, on vérifierait les quatre autres
axiomes d’espace vectoriel (cf. définition 3).

Conclusion : I’ensemble M(2,2), muni de 1’addition et de la multiplication
externe est un R espace vectoriel.

b) Recherche d’une base du R e.v. M(2,2)

ail apn

Soit A = [ ] un vecteur quelconque de M(2, 2).

as an

1 0 0 1 0 O 0 O
QA:(,ZU 0 0 +apn 0 0 + ajy 1 0 + an 0 1

Le systeme de vecteurs {J1, J2, J3, J4 } de M(2,2), tel que :

10 0 1 0 0 0 0
(o L R S | B L]

est donc un systeme générateur du R e.v. M(2,2)
® aJ; +,3J2 +)/J3 +0J4 =106

= [;y [;] = [8 8} a=B=y=6=0

Le systeme {J, J2, J3, J4} est donc libre.

Conclusion : le R e.v. M(2,2) des matrices a 2 lignes et 2 colonnes est de
dimension 4.
Résultat que I’on généralise sous la forme suivante.

e Proposition 14

L’ensemble .M(m, n) des matrices a m lignes et n colonnes est un espace vec-
toriel de dimension m x n. La famille des m x n matrices dont tous les termes
sont nuls sauf un, égal a I’unité, constitue une base, appelée la base canonique
de M(m, n).

e Corollaire : les espaces vectoriels M(m,n) et R™*" sont isomorphes. En
particulier le R e.v. des matrices de format (2, 2) est isomorphe & R*.
La démonstration résulte du théoréme 2 et de la proposition 14.

5) L'algébre des matrices carrées

a) Propriétés de la multiplication des matrices

Par souci de faisabilité, dans les exemples de calcul on se cantonnera a I’ordre 2
ou 3.
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Soit A, B, C des €éléments de M(n,n) ’ensemble des matrices carrées
d’ordre n. On montre sans difficulté autre que calculatoire, les propriétés sui-
vantes :

(1) Les matrices AB et BA sont bien définies et éléments de M(n, n). La mul-
tiplication des matrices est stable dans M(n, n).

(2) ABB+C) = AB+ AC et (B+ C)A = BA + CA. La multiplication des
matrices est distributive a droite et a gauche pour 1’addition.

(3) A(BC) = (AB)C. La multiplication des matrices est associative, il en ré-
sulte I’écriture sans ambiguité ABC telle que
ABC = A(BC) = (AB)C

4) Al, = I,A = A ou I, estla matrice unité d’ordre n.
b)) A-6, =0,-A = 0, ou 6, est la matrice carrée d’ordre n dont tous les
coefficients sont nuls, appelée matrice nulle d’ordre n.

(6) Le produit des matrices n’est pas commutatif, pour s’en convaincre il suffit
de considérer

1 0 1 I 1 0 1
I B B I B
on constate : AB # BA

On conclut : le produit de matrices n’est pas commutatif.

(7) Pour A = {1 0] et B = {0 0] AB = {0 0].C’est—é—dire un

0 0 0 1 0 O
produit AB de matrices peut étre nul sans qu’aucune des deux matrices ne
soit nulle.
Récapitulation

Muni de I’addition (interne) et de la multiplication (externe) par un scalaire,
I’ensemble (M(n,n), +, ) des matrices carrées d’ordre n est un R-espace vec-
toriel.

De plus M(n, n) est muni d’un produit interne (le produit des matrices) dis-
tributif pour 1’addition. On dit que M(n, n) a une structure d’algebre.

Sachant qu’un nombre réel « a » définit une matrice [a] de format (1, 1)
et réciproquement, I’algebre des matrices apparait comme généralisation de
I’algebre des nombres réels.

Dans cette généralisation la propriété d’associativité a été conservée (cf. (3) :
(AB)C = A(BC)) mais la commutativité (ab = ba) du produit dans R a été
perdue (c¢f: (6) : AB # BA), ainsi que la propriété : si un produit de deux
nombres réels est nul, alors au moins un des facteurs est nul (cf. (7) : AB =6
avec A # fet B # 0).
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b) Ecriture sous forme matricielle d’un systéeme linéaire
de n équations a n inconnues

o Définition 20

On appelle systeme linéaire de n équations a n inconnues tout systéme qui peut
se mettre sous la forme :

anxy +apxy +...+agux, = b]
a1 Xy +axpxy + ...+ aux, = b2

(7.8)
a1 X1 + apxy + ...+ ayx, = b,
Les inconnues sont les n nombres réels xj, ..., x,. Les n? nombres réels g; s
i=1,...,n;j=1,...,n;sont les coeflicients. Les n nombres by, ..., b, sont
les seconds membres.
Siby = by = ... = b, =0, on dit que le systeme est homogene. D’apres

les régles du produit matriciel, le systeme (7.8) est représenté par 1’égalité
matricielle ou X est I’inconnue :

AX =B (7.9)
avec :
ajy dp ... daig X by
any ann e anyy X2 bz
A= o X = . B=
a,1 ... Qp Xy b,

e Résoudre I’équation (7.9) c’est déterminer toutes les matrices colonnes X
solutions.

e Proposition 15

Si la matrice A est inversible, I’équation AX = B admet la solution unique :
X=A"'B.

Démonstration :
(7.9) AX =B
= A '(AX)=A"'B (multiplication 2 gauche par A~
des deux membres de (7.9))
= (A7'A)X =A"'B (associativité du produit)
= LX=A"'B (carA'A=1,)
= X=A"'B (car,X = X)
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Corollaire

Si la matrice A est inversible, I’équation AX = 0 admet la solution nulle pour
unique solution.

Démonstration : on applique la Proposition 15 avec B = 0, ce qui donne :

0 0
X=A"'B=4A"" 9 _ P
0 0

e Application

Calcul de A~! par résolution du systéme linéaire AX = B ol X est la matrice
colonne inconnue.

Soit la matrice A = B i] dont on veut calculer I'inverse A~ !,

On pose
x=|%|, p=|™
IREN | b
_ I 2 (x| _|b
s[5 (0] = 0)
X1 + 2)C2 = bl (L])
e
3X1 + 4X2 = b2 (Lz)
X1 + 2x2 = b] (Ll)
e
Ox; —2xp = by —3b1 (L, —3Ly)
X = —2]91 + bz
= 3 1 solution unique du systéme.
Xy = 5[91 — Ebz
X1 —2 1 by
< . = 3 1 b
2 > 2
~— X=A"'B
-2 1
avec A~ = 3 1
2 2

Algébre linéaire 1 ® 227



Point méthode

Pour calculer I’inverse d’une matrice carrée A d’ordre n, il suffit de résoudre
le systeme linéaire de n équations a n inconnues tel que AX = B ou X est
la matrice colonne inconnue et B une matrice colonne donnée, chacune de
format (7, 1). Si le systeme admet une solution unique

X1

5%
X =

Xn

alors en écrivant X = A~!B on détermine explicitement la matrice A",
Dans la pratique cette méthode ne peut étre appliquée que pour n < 4,
au-dela les calculs effectifs sont trop longs a la main.

D. Matrices et applications linéaires

On reprend les résultats vus en A ci-dessus et on montre sur des exemples les
propriétés a caractere général. Soit
¢ R? — R?
ﬁ:(X,y,Z) = ‘P(ﬁ):(x*‘zy,_x—zz,z"‘y)

oo R3 — R?
i=xy2) — Y= Qyx+y+2,—y)

Dans R? espace de départ on choisit sa base canonique {},&,&;}; méme
choix dans R3 espace d’arrivée.
e on vérifie sans difficulté la linéarité de ¢ et .
e pe)=(,-1,00=¢ - &

@(@2) = (2,0,+1) = 2¢) + &

So(é):;) = (0’ _2’ 1) = _232 + é)3

D’ol A la matrice de ¢ relativement aux bases choisies :

20
A=|-1 0 =2
0 1 1
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e De la méme maniere on détermine B la matrice de ¢

0 2 0
B=|1 1 2
0o -1 0
1) La matrice de ¢ + i est A + B. En effet :
a) (9 + @) = @(@) + (@) = (1,=1,0) + (0, 1,0)

=(1,0,0) = ¢

(e +Y)(@) = (&) +¥(&) = (2,0, 1) + (2,1, —1)
= (4, 1,0) = 45)1 + é)z

(¢ +y¥)(&3) =(0,0,1) = &

D’ou la matrice de ¢ + ¢ :

S O =

4 0
1 O (7.10)
0 1

b) Vu I’addition des matrices définie en C

1 2 0 0 2 0 1 4 0
A+B=|-1 0 —=2|+|1 1 2|=1]0 1 o] @11
0 1 1 0 -1 0 0 0 1

D’ou le résultat cherché d’apres (7.10) et (7.11).

2) La matrice Ag est AA pour tout 4 € R. La vérification ne présente aucune
difficulté.

3) La matrice de ¢ o i est AB La matrice de i o ¢ est BA. En effet :
a) g oY@ = plU(@)] = ¢(@) = 22, + &
@ o Y(@r) = plY(@r)] = (28| + & — &3)
=2¢(&)) + p(&2) — p(&3) = 4¢é};
@ o Y(&3) = plY(€3)] = p(28) = 2¢(é) = 4é) + 2¢;

D’ou la matrice de ¢ o i :

(7.12)

—_ O N
S O B
N O B
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b) Vu le produit des matrices défini en C

1 2 0 0 2 0 2 4 4
AB=|—-1 0 =2 x |1 1 2|=(0 0 O (7.13)
0 1 1 0 -1 O 1 0 2

D’ou le résultat cherché d’apres (7.12) et (7.13).
¢) De la méme maniére on montrerait que BA est la matrice de i o .

4) V = ¢(i) si et seulement si V = AU ou U (respectivement V) est la matrice
colonne de i (respectivement ¥) dans la base de I’ensemble de départ (respec-
tivement d’arrivée). En effet :

X
soit # = (x,y,z) et U = |y | la matrice colonne associée dans la base
z
xl
canonique, de méme pour vV = (¥, i/, ) etV = | i/
Z/

V=) = (X,y,7)=(x+2y,—x —2z,z+y)

X 1 2 0 X
— |y|=|-1 0 =2|x|y

4 0 1 1 z
<— V=AU

5) L’application linéaire :
Ops : R* — R?
I/_[ — 6R3 = (0’ 09 0)

a pour matrice

0 0 O
0 0 0] =6 (matrice nulle)
0 0 O

L application linéaire :
ldgs : R} — R
i — i

a pour matrice

0
0| =13 (matrice unité d’ordre 3)
1

S O =
S = O
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La vérification ne présente aucune difficulté.

6) Si ¢ application linéaire bijective a pour matrice A, alors ¢~! 1’application
réciproque de ¢ a pour matrice A~! la matrice inverse de A. En effet :
Soit ¢ : R?® — R3, ¢ linéaire, bijective.

a) Propriétés de !

e Par définition
tp_l RO R
v — @ \(¥) = il tel que @(id) =V

ou encore
pop ' =¢ oy =ldy

D’ou la figure 7.7.

R3 R?

&y
N’

Figure 7.7

On notera : Iexistence de ¢! en tant qu’application est liée a la bijectivité

de ¢; ¢! est elle-méme une application bijective.
° 9071
a €R,BER, ¥ € R3, ¥ € R, les égalités suivantes sont équivalentes :

est linéaire.

¢ V) + ) = ap (7)) + o () (7.14)
= oy (ath +p(h) = glag” ') +Bp~ ()]
= oV +fh =apop () +Bpoy ()

(car @ 0 ¢~ ! = Idps et ¢ linéaire)

< 61'171 +/3172 = CKV] +/3172 (7.15)

L’égalité (7.15) est vraie d’ou, par équivalence, 1’égalité (7.14) qui exprime
la linéarité de ¢~!. Soit donc C la matrice de ’application linéaire ¢~
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1 1 1

b) ¢ a pour matrice A, ¢~ a pour matrice C, oo™ = ¢ ' o = ldps etdonc
d’apres les résultats énoncés en 3 et 5 : AC = CA = I3. On conclut C = A~!,
le résultat cherché.

P> Exemples
a)

¢ R? —R3
= (xy,2) — @) = (x+2y,—x —2z,2+Yy)

e La matrice de ¢ dans la base canonique {&),&,,} est :

2 0
A=|-1 0 =2
0 1 1

o Les vecteurs p(@1), p(&>), p(&3) représentés respectivement par les

1 2 0
matrices colonnes : | —1 0 —2 | forment un systeme libre
0 1 1

de R
1l en résulte Rang A = Rang ¢ = 3, ¢ bijective et A inversible.

o Calcul de A~ la matrice de ¢~ .

X
On pose U =

N R
<
Il
Q\

[\
()

~

AU=V<= | -1 0 =2

IS S
Il
N

x+2y=x (L))

< —x-2z=y (Ly)

y+z =7 (L3)
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b)

et apres calcul :

( 1 1
J e e
X=5x -5y =z
B 1, , 1 solution unique
AU =V — y_z_lx+4_1y+§z du systeme.
1 1 1
S Ay
LA
— 1 1 -—
- = -1
2 2 ,
. R I I
Y i 1 207
z z
1 1 1
L 4 4 2 -
—=U=A"V
o La matrice de ¢~ est donc :
- 1 1 -
- —= -1
2 2
a1
4 4 2
1 1 1
L 4 4 2 -
et:
90_1 ]R3 —>R3
1
R 1 B N
V=0,y.2) —¢ () <2x SY — 2
1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 1 /
4x+4y +ZZ’ 2 7Y +ZZ
A R® —R?

U= (xy,2) —yY) = Qy,x+y+2z,—y)
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e La matrice de  dans la base canonique {&),é,,és} est :

0 2 0
B=|1 1 2
0 -1 O

o Les vecteurs Y(ey), (@), y(&3) ne forment pas un systeme libre
donc  n’est pas injective (Théoreme 3), donc W n’est pas bijec-
tive, donc W~ n’existe pas et B~ non plus.

7) Récapitulation

Si ¢ et ¥ sont des applications linéaires de matrices respectives A et B, les
résultats étudiés ci-dessus sur des exemples sont résumés dans le tableau 7.1.

Tableau 7.1
@ A
1/ B
Ap AA
o ! Al
o+Y A+ B
oy AB
Yoo BA
[0 0 0]
Ors 0 0 O
|10 0 0]
(10 0]
Idps 0O 1 0
100 1]

8) Matrice de passage et changement de base

Soit & = {&1,&, &3} et F = {ﬁfzf;} deux bases de R? (par exemple). On
appelle matrice de passage de la base & a la base ¥, la matrice carrée P dont
les colonnes sont formées des coordonnées des vecteurs de ¥ dans la base &.

P Exemple
€ la base canonique de R> et F telle que :

A=01,-1,00=¢ -2
f=(2,0,1)=22 +&
f=(0,-2,1)= —2& + &
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e Matrice de passage de la base & a la base ¥ :

~
Il
|
() f— )
— o o
|
— o (e
> ™

& & &
- [ I
2 2 | A
1 1]
pl = Z Z Z
i 1 2| "
L N 2
L7424 2

ot P~ est la matrice inverse de P (on a repris les calculs faits en 6).

e Siii € R3 a pour matrice colonne U dans la base & et V dans la base
F, alors :
U=PV et V=P'U

Soit it = (1,2,3), sa matrice colonne dans la base canonique & est :

1
U = | 2| et sa matrice colonne dans la base F est :
3
ro1 1 ! 7 r 77
2 2 1 2
v | L L L9
4 4 2 4
1 1 1 3 3
L 4 4 2 L 4

o Soit y : R3 — R3, B la matrice de  dans la base & (au départ et a
Iarrivée), B' la matrice de  dans la base ¥ (au départ et a I’arrivée),
alors :

B =P 'BP et B=PBP!

On dit que les matrices B et B sont semblables. Elles représentent la
méme application linéaire  mais dans des bases différentes.
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Ainsi :
v oo R®  — R
(xyn)=u — Yl)=Qy,x+y+2z,—y)

a pour matrice :

0 2 0
B=|1 1 2
0O -1 0
dans la base & et pour matrice B’ = P~1BP dans la base F, ¢’est-a-
dire :
— 1 1 -—
7 "3 “1lro 2 o0 12 0
B = l l l 1 1 2 -1 0 =2
4 4 2
_1 _1 l 0O -1 0 0 1 1
L 4 4 2
-2 -2 -4
B = 0 1 0
| 2
o Définition 21

Deux matrices B et B’ sont dites semblables s’il existe une matrice inversible
P telle que B = PB'P~'.

9) Matrices équivalentes

Soit f : E — F une application linéaire, & et & deux bases de E et P la
matrice de passage de € a &', et F et ' deux bases de F et Q la matrice de
passage de F a F'.

Si A désigne la matrice de f dans les bases € et F, et si A’ désigne la matrice
de f dans les bases & et ¥/, alors : A’ = Q" 'AP et A = QAP !,

Ces deux égalités sont équivalentes puisque P~! (respectivement Q') est
la matrice inverse de P (respectivement Q).

Les matrices A et A’ représentent la méme application linéaire f dans des
bases différentes. On dit que les matrices A et A’ sont équivalentes.
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o Définition 22

Deux matrices A et A’ sont dites équivalentes s’il existe deux matrices inver-
sibles P et Q telles que A = QA’P~ !,

Exercices

E

Exercice n° 1

EunRe.v.eti,...,i, des vecteurs de E. On considere les trois propositions suivantes :
. . . ¢

P = [il existe a1, . .., @, des scalaires non tous nuls tels que ail) + @il + . . . + ayily, = 0]

Q = [L’un des vecteurs est combinaison linéaire des autres]
. =2
R=[Siaily + aails + ...+ auiiy = 0, alorsa; = a2 = ... = a, = 0]

a) Quelle est la valeur de vérité de chacune des propositions P, Q, R dans le cas ou
S = {i1,...,l,} estun systeme libre ?

b) Parmi les trois propositions P, Q, R, lesquelles sont équivalentes ? L'une d’elles est-
elle le contraire de 1’autre ?

Exercice n° 2

Soit i et V deux vecteurs du R e.v. E. Démontrer 1’équivalence logique suivante :
{i, v} libre <= {i + ¥, V} libre

Exercice n° 3
4

SoitA=[1 2 3] matrice ligne, et B= | 5 | matrice colonne.
6

Effectuer si c’est possible les produits AB et BA.

Exercice n° 4

D’apres la méthode vue dans ce chapitre, pour inverser une matrice de format (10, 10)
combien d’équations et d’inconnues comportera le systeme linéaire a résoudre ? A partir
de quel format vous parait-il raisonnable d’acheter la calculette qui inverse les matrices ?

Exercice n° 5

PROBLEME (Dans ce probléme les principaux points du cours d’ Algebre du chapitre 7
sont abordés)

1- Soitﬁ :gl,é, :l),f; =(0,-2,1), ﬁ = (0, 2, 2) trois vecteurs de R3. On considere
S ={f.f f}
a) Le systeme § est-il libre ?
b) Le systtme S engendre-t-il R® ?
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II— On désigne par &, = (1,0,0), & = (0,1,0), &3 = (0,0, 1) les vecteurs de la base
canonique de R>.
On désigne par :

¢ : R — R

i = )=V

I’application linéaire telle que : p(@)) = fi, p(@) = fr, ¢(@) = fs ob fi, fo, f5
sont les vecteurs de la partie I ci-dessus.

a) o est-elle injective ? Surjective ?

b) Déterminer les espaces vectoriels Ker ¢ et tp(R3) ou Ker ¢ désigne le noyau de
®.

¢) Soit i# = (x,y, z) un vecteur quelconque de R3, calculer p(it) = (a, b, ¢) ou les
nombres a, b et ¢ seront chacun exprimés en fonction de x, y, z.

Il - Dans R* espace de départ de ¢ on choisit la base canonique {;, &, &} et de méme
dans R? espace d’arrivée de .

a) Déterminer A la matrice de ¢, relativement a ces bases.

X a
b) On désigne par U = |y | et V = | b | les matrices colonnes qui repré-
z c

sentent les vecteurs & = (x, y,z) et vV = (a, b, ¢) dans la base canonique.

Montrer que 1’égalité matricielle AU = V d’inconnue U est équivalente a
un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues.

Ecrire explicitement ce systeme.

¢) Résoudre le systeme suivant ou x, y, z sont les inconnues et a, b, ¢ des para-

metres
X =a
Sx—2y+2z="5> (7.16)
—Xx +y+2z=c
X a
d) exprimer la solution (x, y, z) de (7.16) sous laforme |y | = Bx | b | ou B
z c

est une matrice (3, 3) que 1’on déterminera.
IV — A désigne la matrice de ¢ vue en Il.a et B désigne la matrice déterminée en III — d.

a) Effectuer le produit matriciel AB. En déduire la relation entre les matrices A
et B.

b) Soit ¢! I"application réciproque de ¢.

1

1. Quelle est la matrice de ¢! relativement 2 la base canonique de R* ?

2. Soit ¥ = (a, b, ¢) un vecteur de R?, calculer o~ '(¥) = (x,y,2) ot les
nombres x, y et z seront chacun exprimés en fonction de x, y, z.
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Exercice n° 6

Déterminer le rang du systeme S = {i1, ilo, il3, il4 } tel que :

i =(1,-1,2,0)
i =(2,1,-11)
i3 =(0,1,2,3)

iy =(3,-1,-2,1)

Commentaire : on ramenera S a un systeme échelonné de rang identique en se servant de
la proposition 8.

Exercice n° 7

a) Soit A une matrice (m, p) et B une matrice (p, n).
Montrer que (AB)T = BTAT
b) Soit A et B deux matrices carrées inversibles d’ordre n.

Montrer que AB est inversible et que AB) ' =B71A7L

Exercice n° 8
Cet exercice reprend la démonstration du Théoreme des dimensions (théoreme 4 a)). Soit

o:R* —R*
A=y z)— @) =x—zy—t,x+y—2z—1,2x+3y — 2z — 31

a) Démontrer que ¢ € L(R*, R*).

b) Définir Ker ¢ puis démontrer que S| = {€1,é>} ou & = (1,0,1,0) et & = (0,1,0, 1)
est une base de Ker ¢.

c) Démontrer que S = {&, &, 3,84} ou & = (1,0,2,0) et & = (0, 1,0, 2) est une base
de R*.

d) Démontrer que 7 = {¢(&3), ¢(é4)} est une base de o(RY).
e) Vérifier le Théoréme des dimensions.
f) ¢ est-elle injective, surjective, bijective ?

g) Déterminer A, un sous-espace vectoriel de R*, tel que

¥ : A — R*la restriction de paA
dr— ¥(a) = ¢(a)

soit injective. Le sous-espace vectoriel est-il unique ?

Exercice n° 9

Soit & = {2, &, &} la base canonique de R® et F = {ﬁ, A, ﬁ} la base de R® telle que
A=0,01;5=011;4=(1,11.

a) Calculer P la matrice de passage de & 2 F puis Q la matrice de passage de & a &.
b) Calculer PQ et QP.
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¢) En déduire la résolution des systemes suivants :

X+y=a —y+z=ad

)] y+z=>b ; (2 —x+z="0

X+t y+z=c x+ y—z=c

d) Soit
a a
. . /
Xg— b et ij-— b/
clg clF

Calculer les coordonnées de X dans F et de Y dans &.
e) Soit ¢ € LR, R?) telle que 7 = (x,4,2) — @(@) = (y + 2, x + 2, X + ).

Déterminer la matrice A de ¢ dans la base & et la matrice B de ¢ dans la base F .

Exercice n° 10

Soit M(2,2) le R espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes. On
rappelle que la trace de la matrice A est le nombre réel tr(A) = a1 + az.

a) Montrer que tr € £(M(2,2), R).

b) Soit B € M(2,2) et & : M(2,2) — M(2,2)
A— DA =AT xB

SoitA € M(2,2) et ¥ : M(2,2) — M(2,2)
B — %B =AT xB

Montrer que @ et ¥ sont des éléments de L(M(2,2), M(2,2)).
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8. L’ensemble C

des nombres
complexes

duire un « nombre nouveau i » tel que i> = —1 afin de donner une

solution a I’équation. On ne regrettera pas |'audace car cela va
permettre la construction d’un ensemble C (dit des nombres complexes)
qui contient I'ensemble R, recopie sa structure algébrique (C est un corps
tout comme R), et dans lequel non seulement les équations du second
degré auront toujours des solutions mais toute équation polynomiale de
degré n, n € N, de la forme :

! Y 4 équation x?+ 1 = 0 n’a pas de solution dans R. On décide d’intro-

1

apX"+ap_1x""'+...+ax+ap=0 avec a, €C, k=0,1,..,n

aura n solutions dans C.
Par contre, on « perdra » la relation d'ordre « < » bien connue de R. Ce
chapitre, tres calculatoire, est sans difficulté majeure.

Mots clefs : nombres complexes, module, argument.
I. Genéralites

A. Forme algébrique d'un nombre complexe
1) Définitions

e On désigne par C I’ensemble des nombres complexes et par «i» un élément
de C tel que i2 = —1.

e Tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique : z = a + ib avec a € R
eth e R.
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L’écriture z = a+ib s’ appelle la forme algébrique de z ; le réel «a» s’ appelle
la partie réelle de z et se note a = R(z); le réel « b » s’appelle la partie
imaginaire de z et se note b = J(z). Sib = 0, alors z = a € R ce qui montre
que R est inclus dans C. Si a = 0, alors z = ib et on dit dans ce cas que z
est un imaginaire pur.

e Soit z et 7/ deux nombres complexes tels que :
z=a+ib, 7 =d +ib', ac R, beR,d eR, b eR

on définit I’égalité, I’ addition et 1a multiplication dans C de la maniére sui-
vante :

a) Egalité

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire, ¢’est-a-dire :

/

a—a
=7 { et
b=">

b) Addition
7+7 =(a+ib)+ (d +ib') = (a+d) +i(b + )

c’est-a-dire :

Rz+7)=R@+RE) et Iz+7)=3I@+3I()

¢) Multiplication
z-7 = (a+ib)(d +ib') = (ad' — bb") + i(ab’ + d'b)

résultat que 1’on obtient en calculant comme dans R et en remplacant i par —1.

2) Exemples de calcul. Remarque importante

(14202 =1+4i+4i> = -3 +4i

3 5 6

l+i+i2+iP+it+P +i%+i’'=1+i—-1—-i+1+i—-1—-i=0

—> Commentaires
La relation d’ordre « < » définie dans R sous-ensemble de C, ne se pro-
longe pas a C. On prendra donc soin de ne jamais écrire qu’un nombre
complexe est positif ou négatif ou plus grand qu’un autre nombre com-
plexe.
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B. COnjugué d'un nombre complexe
1) Définition

Le nombre complexe 7 = a — ib est appelé le conjugué du nombre complexe
z=a+1ib ou a +1b est la forme algébrique de z, c’est-a-dire : @ € Retb € R.

2) Propriétés

On montre sans difficulté les propriétés suivantes :
a) 7= Z

b) z+7Z=2R(2)

¢) z—7=23()i

d z+7 =7+7;z—7 = 7— 7. Le conjugué d’une somme (ou d’une
différence) est la somme (ou la différence) des conjugués.

e) 7z =7 -7. Le conjugué d’un produit est le produit des conjugués.

1
3) Application : mise sous forme algébrique de 5

Soitze Ctelquez =a+ib,a € R, b € R. Alors :
Z=(a+ib)a—ib)=a* +b* €R

et sous I’hypothese z # 0, c’est-a-dire : a # 0, et b # 0,on a :

1z a . b

= —_ = —1
& a+b at+ b

1
qui est bien la forme algébrique de z puisque ﬁ € Ret g eR.
Z 1

On en déduit la mise sous forme algébrique de : — =z' - —.
Z Z

—> Commentaires
z=a+ib=0<=a=>b=0<+= a’+b* = 0 <= 77 = 0, c’est-a-dire
un nombre complexe z est nul si et seulement si zz = 0.

» Exemple
(1+20)?  —3+4i  (-3+4D1+i) 7,1
1-i 1-i  (d-da+i 2 2
1 1 1—i 1+2i 7 1.

+i 1-2 (+0d—1) d-2h1+2) 10 10"
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C. I.e plan complexe

1) L’ensemble C est un R espace vectoriel de dimension 2.

a) C est muni d’une addition interne définie en [.A.1) qui satisfait les axiomes
Ay, Ay, Az, A4 d’espace vectoriel posés au chapitre 7 paragraphe I (la vérifi-
cation est immédiate).

b) C est muni d’une multiplication externe par un nombre réel puisque si @ €
Retz=a+1ib,alors :

az = (@ +10)(a + ib) = aa + iab

d’apres la multiplication interne définie en I.A.1. Cette multiplication externe
satisfait les axiomes As, Ag, Ay, Ag d’espace vectoriel posés au chapitre 7
paragraphe I (la vérification est immédiate).

¢) Tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique z = a - 1 + bi, a € R,
beR.

Conclusion : d’apres a) et b), C est un R-espace vectoriel et d’apres c) et la
proposition 7 chapitre 7, {1,1} est une base de C. L’ensemble C des nombres
complexes est donc un R-espace vectoriel de dimension 2.

2) Conséquence : le plan complexe

L’ensemble C des nombres complexes, R-espace vectoriel de dimension 2, est
d’apres le théoreme 2 chapitre 7, isomorphe au R-espace vectoriel R? vu au
chapitre 7.

On va donc pouvoir représenter z = a+ib, a € R, b € R par le couple (a, b)
de nombres réels, par le point M(z) de coordonnées (a, b) dans le plan, ainsi

que par le vecteur OM du plan dit plan complexe (voir figure 8.1).

axe des imaginaires purs

blL oo ___ M(z)

axe des réels

Q- - - - 22

Figure 8.1
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On dit que M(z) est I'image de z et que z est I’affixe de M. On retiendra
qu’additionner des nombres complexes c’est additionner des vecteurs du plan
complexe, d’ou la figure 8.2, ot OM(Z)M(z+ 7 )M(z) est un parallélogramme.

b+b’ M(Z+Z’)
bl
b
|
. I
i I
|
1
0 1 a a a+d

Figure 8.2

D. Forme trigonométrique d'un nombre
complexe

1) Définition

Soit M(z) 'image dans le plan complexede z=a +ib,a € R,b € R

Le point M(z) peut étre repéré dans le plan complexe par un couple (p, 6) ot
p est la longueur OM et 0 I’angle tel que sur la figure 8.3.

Figure 8.3

Le couple (p,6) s’appelle les coordonnées polaires du point M(z) et le
couple (a, b) s’appelle les coordonnées cartésiennes de M(z).

p s’appelle le module du nombre complexe z et se note p = |z|.

0 s’appelle I’argument du nombre complexe z et se note 6 = Arg(z).
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Des considérations élémentaires de la géométrie du triangle nous donnent
les relations suivantes entre coordonnées polaires (p, 6) et coordonnées carté-
siennes (a, b) du nombre complexe z =a +ib :

p = Va2 + b2 (théoreme de Pythagore appliqué au triangle OAM)
cosf = a4 et sinf = é = #
P Vi +p? P Vi +p?
Récapitulation : tout nombre complexe z = a +1ib, a € R, b € R peut s’écrire
z = p(cos 6 + isin 6) appelée forme trigonométrique de z.

P Exemple
Vs
Le nombre complexe i a pour module 1 et pour argument > Le nombre

complexe 1 + i a pour module /2 et pour argument ;_r

2) Propriétés

e Siz=a+ib,a € R,b € Ralors, |z| = Va2 +b? = \/Z_Zoflzdésignele
conjugué de z. On montre sans difficulté les propriétés suivantes du module
d’un nombre complexe.

a) |7l =0<=2=0:R0@) < |2;3@ < |z]: 2| =zl = | -2 = | -7
b) |zZ| = |z - || ; pour tout n € N, || = |z
Quand on multiplie des nombres complexes, on multiplie leurs mo-
dules.

_ Il
/]

d) Inégalité triangulaire :

¢) Siz #0, §

Izl = ]| < |z + 2| < |2 + ||

e) On retrouve les propriétés de la valeur absolue définie sur R et on re-
marque : si z = a + 10 est un nombre réel, alors « module de z » est
égal a « valeur absolue » de a ou encore |z| = |a.

e Soit z € C et § = arg(z) 'argument de z, il est clair que 6 est un angle défini
a un multiple de 2z pres, ce que 1’on retiendra pour la suite.
On a les propriétés suivantes de I’argument d’un nombre complexe :
a) arg(z) = —arg(z) (voir figure 8.4);
b) arg(z7') = arg(z) + arg(Z') ; pour tout n € N, arg(z") = narg z.
Quand on multiplie des nombres complexes, on additionne leurs argu-

ments.

Z/

c) Siz#0,arg <%> = —arg(z) et arg <Z> = arg(7) — arg().
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M(2)

\ sens positif

Arg(2)

Arg(2)

M(2)
Figure 8.4

e Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module
et méme argument a 2km pres.

3) Formule de Moivre. Notation exponentielle

On admettra la formule suivante, dite formule d’Euler : € = cos + isin6,

6 € R. La notation ' désigne la notation exponentielle avec ici la variable
« 16 » complexe, notation justifiée car les propriétés de 1’exponentielle réelle
sont encore vérifiées quand la variable est complexe. Ainsi :

e@ib — e . &b = e%(cos b + isin b)

D’ou la formule suivante :

pourtout 8 € Ret n € N, ey =

c’est-a-dire
(cos @ +1sin 8)" = cos né + isin nd

appelée (sous cette forme) formule de Moivre. Elle se démontre directement
par récurrence sur A.

Le nombre complexe z = p(cos 6 + isin 6) s’écrira désormais z = pe'? avec
I’avantage que, sous cette forme, les calculs des produits, quotients peuvent
étre faits en utilisant les propriétés habituelles de I’exponentielle.

1l. Equations dans C

A. I.e Théoréme de d'Alembert-Gauss

On a le résultat fondamental suivant qui justifie pleinement la construction de
I’ensemble C.
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o Théoreme de d’Alembert-Gauss

Tout polyndome de degré n a coefficients dans C admet n racines (distinctes ou
confondues) dans C.

B. Equation du second degré a coefficients réels

On retrouve les résultats sous les formes habituelles :
ax* +bx+c =0, a#0, a€R, beR, ceR

On calcule A = b? — 4ac appelé le discriminant de ’équation.
Si A > 0, deux solutions réelles :

—b— VA —b+ VA

2a 2a
Si A = 0, une solution réelle double :

—b

0 = —
2a

Si A < 0, deux solutions complexes conjuguées distinctes :

b —iV=A  —b+iV—A

et z
2a 2 2a

<1

P Exemple
Soit I’équation x> — 2x + 3 = 0.
A = —8 < 0. Il y a donc deux racines complexes conjuguées

2—1i 241
Zzizlﬁzl—l\/i et 7= +;\/§:1+l\/§

C. Equation du second degré a coefficients
complexes

1) Recherche de la racine carrée d'un nombre complexe

Soit Z = a + 1B, on cherche : z = a + ib tel que :

2=z (8.1)
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7 = a*>—b*>+2iab et1’égalité (8.1) est équivalente aux deux égalités suivantes :

{a?—#:a (8.2)
2ab = (8.3)
Par ailleurs, sachant que |z2| = |Z|, on a aussi 1’égalité :

@ +b* = a2+ (8.4)

De (8.2) et (8.4) on déduit les valeurs de a® et b? et I’égalité (8.3) nous indique
si a et b sont de signes contraires ou de méme signe.

» Exemple
Les racines carrées deZ =3 +4isontz; =2 +ietzp = —2 — 1.

2) Equation az2 + bz+c=0avecac€ C,b € C,cc Ceta #0

On calcule le discriminant A = b*> — 4ac qui est un nombre complexe.
—b
Si A = 0, une solution double : zg = 2
a

Si A # 0, deux solutions complexes distinctes :

—b—0 _ —b+¢
2a 2a

1 =

ol § est une racine carrée de A calculée comme en 1) ci-dessus.

115 Espaces vectoriels sur C

Le chapitre 7 était consacré a I’étude des espaces vectoriels réels. Par exemple
R, R?, R3, R* sont des R-espaces vectoriels de dimensions respectives 1, 2, 3,
4.

En prenant les scalaires dans C au lieu de R, on définit de fagon analogue
les espaces vectoriels complexes. Ainsi, C est un C-espace vectoriel de dimen-
sion 1. Enfin, (en posant K = R ou C), d’aprés le résultat suivant (dont la
démonstration ne présente aucune difficulté) : « Si E et F sont des K-espaces
vectoriels de dimensions respectives p et g alors E X F est un K-espace vecto-
riel de dimension p + g»,ona:

C estde dimension 1 en tant que C-espace vectoriel
mais de dimension 2 en tant que R-espace vectoriel

C? est de dimension 2 en tant que C-espace vectoriel
mais de dimension 4 en tant que R-espace vectoriel
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C? est de dimension 3 en tant que C-espace vectoriel
mais de dimension 6 en tant que R-espace vectoriel

Exercices

y
Enoncés

Exercice n° 1

Démontrer que le conjugué d’une somme (respectivement d’un produit, d’un quotient)
est la somme (respectivement le produit, le quotient) des conjugués.

Exercice n° 2

Mettre sous la forme algébrique z = a +1ib, a € R, b € R, les nombres complexes
suivants :
1

o . N o N
Zl7(1+2l)(3+4l),227—3+2i,23 Q+i0) ; z4

1—1i
14’

Exercice n° 3

_ Vz,7 € C

Démontrer que =i
z

7

Exercice n° 4

Calculer les nombres :

a=Viin=V2+2; 3= V3 +4i

Exercice n° 5

Résoudre 1’équation : z% — (3 + i)z + (4 + 3i) = 0.

Exercice n° 6

Résoudre 1’équation 22 =2 dans C.
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9. Algébre

linéaire 2

permet de savoir si une matrice est inversible ou non. La diagona-

lisation d'une matrice, lorsqu’elle est possible, permet d’obtenir
une matrice diagonale semblable a la matrice. Les formes quadratiques
qui sont utiles dés que I'on utilise des fonctions de plusieurs variables sont
étudiées ici.

O n introduit la notion de déterminant d'une matrice, notion qui

Mots clefs : matrice, déterminant, diagonalisation, valeur propre, vec-
teur propre, forme quadratique, définie positive, définie négative, semi-
définie positive, semi-définie négative.

|. Déterminants

On étudiera en détails la notion de déterminant d’une matrice (2,2) en don-
nant la démonstration de tous les résultats présentés. Puis on signalera que ces
résultats se généralisent au déterminant d’une matrice (n, n).

A. Déterminant d’une matrice (2, 2)
Soit K = R ou C.

e Définition 1

. ap a . N .
Soit A = | ' “12 | une matrice (2, 2) a coefficients dans K.
azy ax
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Le déterminant de A est le scalaire noté det(A) défini par :

ay a
det(A) = [ """ 1) = gy 1ax — ayan
axy ax
P Exemple
Soit :
103
=[5

det(A) =10 x 6 —3 x 2 = 54.

e Proposition 1
Pour toutes matrices A, B de format (2, 2) a coefficients dans K on a :
det(AB) = det(A) det(B) = det(BA)

Démonstration : on considére deux matrices A, B a coefficients dans K.
ap a b1 b
A— | a2 p_ |P10n
ajy an» b21 b22

anbi +apby  anbiy +annbn
ax b1 +axnby  axbiy +axnbn

Ona:
AB:{

donc :
det(AB) = (a11b11 + ai2bz1)(azi1b1z + axbn)
— (a11b12 + apba)(ax1b1 + axbyy)
= (a11ax — apaz)(b11bxy — bi2byy)
= det(A)det(B)
et donc det(AB) = det(A)det(B) = det(B)det(A) = det(BA)

e Proposition 2
Pour toute matrice A (2,2) a coefficients dans K on a :
det(AT) = det(A)

Démonstration :

) aj a ap a
si: A= A2 alors AT = 12
ay ax» ap ax

donc det(AT) = ajja2n — arain = det(A).
On désigne par A, A; les deux colonnes de la matrice A et on note A =
(A1,Ar).
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e Proposition 3
a) Le déterminant d’une matrice (2, 2) est nul si ses deux colonnes sont iden-
tiques.

b) Le déterminant d’une matrice est inchangé si on rajoute a I’'une de ses co-
lonnes un multiple de I’autre.

¢) Le déterminant dune matrice change de signe si on échange les deux co-
lonnes de la matrice.

Ce qui s’écrit :

a) det(A;,A)) =0;

b) det(A; + @Ay, Ay) = det(A;, Ay) et det(Ay, @A + Ap) = det(A1, Ay) pour
toutax € K;

c) det(A,,A;) = —det(Aq,Ar).

Démonstration :

a) det(Ay,Ay) = ajjaxn —ajan =0

b)

a + aa a
det(A; + @Ay, Ay) = det | ! 2 on
az) +aax  axn

= (an + aap)axn — aplax + aay)

= (a11a2 — appazy) + alanaxn — apnd)
= (anaxn — ana)

= det(A},Ar)

On montre de méme la deuxieéme partie de b).
) det(Az, A1) = (a21a12 — anaxn = —det(A1,Az)

4= L3

Posons : A| = [;] et Ay = [Z} A = (A1,Ay). Formons la matrice

» Exemple
Soit :

(A1 + (—2)A3, Ap) en ajoutant a la premiere colonne de A le produit de
-2 par la deuxiéme colonne :

—10 6
Alors det(A) = 20 = det(A| + (—2)A,, Ap).

(A1 + (DA, As) = [ 0 2}

On considere que Ay, Ay, A3 sont trois vecteurs colonnes ou matrices co-
lonnes.
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e Proposition 4
Soit @, 8 € K.

det(@A| + BAy, A3) = adet(A}, Az) + Bdet(Az, Az)
et

det(A, @Ay + BA3) = adet(A, Ay) + Bdet(A1, Az)

Remarque : la partie b) de la proposition précédente n’est qu’un cas particulier
de cette proposition.

Remarque : comme det(AT) = det(A), on obtient des propositions analogues
aux deux propositions ci-dessus en remplacent les colonnes de la matrice par
ses lignes.

e Théoréme 1
A inversible <= det(A) # 0

Démonstration : supposons A inversible alors il existe une matrice notée
A~ telle que AA~! = I d’ott det(AA~!) = detl = 1. Or det(AA~!) =
det(A)det(A~1). Donc det(A)det(A~") = 1 ce qui implique det(A) # 0.

1 an  —an
det(A) | —ax ai

Supposons a présent det(A) % 0. Posons N = } alors

1 det(A) O
~det(A) | 0 det(A)
La proposition suivante découle immédiatement de ce théoreme.

] = I. Donc A est inversible et A~ = N.

e Proposition 5§
Si A est inversible alors :

1
det(A)

On rappelle que la trace d’une matrice A(2,2) est la somme des éléments dia-
gonaux de A.

det(A™! =

tr(A) = ay +axn

e Proposition 6
Soit A et B deux matrices de format (2, 2). Alors :
tr(AB) = tr(BA)

On rappelle que deux matrices A et B sont dites semblables lorsqu’il existe une
matrice P inversible telle que :

A= PBP !

254 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

e Proposition 7
Si A et B sont deux matrices semblables de format (2, 2) alors
det(A) = det(B)
tr(A) = tr(B)

Démonstration : si A et B sont deux matrices semblables alors il existe une
matrice P inversible telle que A = PBP~!. D’ou :

det(A) = det(PBP~ ") = det(P~'(PB)) = det(P~' PB) = det(IB) = det(B)

D’autre part tr(A) = tr(PBP~") = tr(P~'PB) = tr(B).

B. Déterminant d’une matrice (n,n)
1) Déterminant d'une matrice (3, 3)
Soit
ail di2 ai3
A= | ay ax ax
asy azp ass

o Définition 2

Le déterminant d’une matrice A(3,3), est le scalaire noté det(A) défini par :

ai ap aiz
det(A) = | a2 ax ax
asy az asj
= a11a22033 — A11023032 — A12021433
tajpazzazy + ajzaziasy — ayzdaznasg

Pour calculer le déterminant d’une matrice (3,3) on peut utiliser la regle de
Sarrus qui consiste a écrire les trois colonnes de la matrice puis les deux pre-
mieres colonnes et effectuer le produit des termes en diagonale avec les signes
+ ou — comme indiqué ci-dessous :

.+ .. - ==
an. . aya. a3, an Can
az e ant A an
as ayp’ a’ Casz “ras

Attention cette régle n’est valable que pour les déterminants de matrices (3,3).
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D’autre part, on note que :

a a a a a a
det(A) = apdet | 2 “B | —appdet | P B 4 apadet | 292
asp ass asy ass asy azp

Ainsi on a défini le déterminant d’une matrice (3,3), a partir de trois détermi-
az a3
asz asz
enlevant 2 A sa premiére ligne et sa premiére colonne. On la notera A1 ;.
Les matrices correspondant au terme a;; sont obtenues en enlevant a A sa
i-éme ligne et sa j-ieme colonne. On les notera A;;. 3
On a alors det(A) = ajjdet(Aq1) — ajpdet(An) + q13det(413).
On peut aussi vérifier que det(A) = Z§:1 a;j(—=1)"/det(A;))
pour tout i = 1,...,3 et det(A) = Y7 a;;j(—1)"*/det(A;j) pour tout j =
1,...,3.
Ainsi on peut calculer le déterminant d’une matrice (3.3) «le long d’une
+ —+
ligne ou d’une colonne » et se rappeler le schéma suivant | — + —
+ —+
Il faut par exemple choisir la ligne ou la colonne qui contient le plus de
78ros.

nants de matrices (2,2). La matrice { ] est obtenue a partir de A en

P Exemple
Soit :
4 6 8
A=15 0 4
3 0 4
Pour calculer det(A) on choisit de développer le long de la deuxieme
colonne, ce qui donne det(A) = —6 ‘ g j = —6(20 — 12) = —48.

—> Commentaires
Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des termes

diagonaux.
Soit :
210 0
A=10 40
0 0 A3
0
det(A) = A 02 2| = s
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2) Déterminant d'une matrice (n,n)

Soit :
ai ain e e Alp
asy az azn
A=
anl ann e e Ann

On définit le déterminant d’une matrice (n, n) a partir de n déterminants de
matrices (n—1,n—1)...c’est-a-dire a partirde n x (n— 1) - - - X 3 déterminants
de matrices (2,2).

n
det(A) = ) a;j(—1)"/det(A;j) pour tout j=1,...n

i=1
n

et det(A) = > a;j(—1)"*/det(d;;) pour tout i=1,...n
=1

Toutes les propriétés concernant les déterminants de matrices (2, 2) restent
vraies pour les déterminants de matrices (n, n).

e Proposition 8

Pour toutes matrices A et B de format (n, n) :

det(AB) = det(A)det(B) = det(B)det(A) = det(BA)
det(AT) = det(A)

e Proposition 9

a) Le déterminant d’une matrice est nul si deux de ses colonnes sont iden-
tiques.

b) Le déterminant d’une matrice est inchangé si on rajoute a I’'une de ses co-
lonnes une combinaison linéaire des autres.

¢) Le déterminant d’une matrice change de signe si on échange deux des co-
lonnes de la matrice.

e Proposition 10

Une matrice A est inversible <= det(A) # 0.

Si A est inversible alors det(A_l) = .
det(A)
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e Proposition 11

Si A et B sont deux matrices semblables alors :

det(A) = det(B)
tr(A) = tr(B)

C. Applications

1) Calcul de l'inverse d'une matrice par la méthode
des déterminants

On a noté A;; la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue a partir de la matrice A
en enlevant a A sa i-eme ligne et sa j-¢me colonne.

On appelle cofacteur de a;; le réel (—1)*/det(A;;) et on le note ¢;;.
On peut écrire alors det(A) = > | ajjcij.
On appelle matrice adjointe de la matrice A la matrice suivante :

T
C11 21 Cnl C11 C12 Cln
C12 c22 ce ce Cn2 C21 (65%) A A Copn
adjAdy=|... ... ... ... ...|=
Cln Con N N Cnn Cnl Cn2 e e Cnn

e Proposition 12

Soit A une matrice inversible alors

L
AT = Ga@) @

Démonstration : on la fera simplement pour des matrices carrées d’ordre 2.
Dans ce cas :

ci1 = (—1)*det(A};) = detay = ax
cia = (—1Pay, ¢ = (-1 apn, cxn= ('

Cc11 € g a —a g a —a
adj(A): |: 11 12:| :|: 22 21:| :|: 22 12:|

€21 €22 —di2  di —dazr  dil
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Si A est inversible alors det(A) # O par le théoreme 1.

1 . 1 ap a a» —a
A adj(A) = 11 an 2 —an
det(A) ajjaxy — apay |ax axn | | —ax  ai
1 apax — dpd 0
apyax — apas) 0 apaxy — apa)

:[éﬂzz

Donc A~! = dj(A).
onc det(A)a j(A)
» Exemple
Soit :

7 _
A= 15
3

—_ O W

—1
4
4

det(A) = 3(20—12) + 1(8 +5) = 37 # 0 donc A est inversible. Calculons
sa matrice inverse A~ 1.

1
Al adj(A)

~ det(A)
ci1 = 1(0+4) =4, cp=—-120—-12)= -8, c3=1(-5—-0)= -5
o1 =—1(—12—-1)=13, cn=18+3) =11, 3 =—-1(=2+9)=-7

31 =1(-12-0)=—-12, c3=—-18+5)=—-13, ¢ =10+15) =15

4 13 —12
adj(A)= | -8 11 —13
-5 -7 15
| 4 13 —12
Donc A'=— -8 11 —13
15 7 15

Dans la pratique, cette méthode est utilisable pour n = 2 ou 3.
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2) Résolution d'un systéme linéaire par la méthode
des déterminants

On considere le systeme linéaire :

axy +appxy +---+agpx, = b]
arixy +axypxy +---+aux, = b2

Au1 X1 + AppXp + -+ + Ay Xy = by,

On peut I’écrire sous la forme AX = B ol A est la matrice carrée (a;;);; d’ordre
by

b
n et B le vecteur colonne 2

by
Si det(A) # 0 alors A est inversible et la solution unique du systéme est
X=A"'B.
Supposons donc que det(A) # 0.
On note A, Ay, ...,A, les colonnes de A. Le systeme s’écrit alors :

Aixi+Axr+---+Ax, =B

Calculons det(B, Ay, ..., A,) qui est le déterminant de la matrice obtenue a partir
de A en remplagant la premiere colonne de A par B.

det(B,As, ...,A,) = det(Ajx; + Apxo + -+ Auxy, Ao, o, A
= xjdet(A1, A, ..., Ay) + xodet(A, Ay, ..., Ap)
+x3det(As, Az, ...Ap) + - - - + xpdet(A,, Ar, ..., Ay)
= xpdet(A;,As, ..., A,) = x1det(A)

 det(B, Ay, ..., Ay)

D’ol x; =
: det(A)
On montre de méme que pour touti = 1,...,n :

 det(A}, Ay, ..., B, ..., Ay)
N det(A)

Xi

ou Best ala place de A;.

Cette méthode est dite méthode de Cramer.

Elle est intéressante si les coefficients du systeéme dépendent d’un parametre,
sinon le pivot de Gauss est préférable.
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» Exemple
Résoudre le systeme suivant par la méthode de Cramer.

2x1+x0 —x3 =1
X1+3X2+X3:0
2x1+3x —x3=4

Ona:
21 -1 01-1
A= 113 1 detAd)=(33 1|=-3(-1+3)=-6#0
23 -1 03 -1
donc le systeme admet une solution unique.
11-1
03 1
det(B, A3, A3) 43 -1 —6+@ x4 -5
X1 = = f— —_
: det(A) det(A) —6 3
21 -1
10 1
det(Ay, B, A3) 24 -1 3—-12 3
Xy = = — - —
2 det(A) det(A) 6 2
211
130
det(A;, A,, B) 234 —-3+20 —17
X fr— = fr— fr—
3 det(A) det(A) —6 6

D. Déterminant d'un systeme de n vecteurs
1) Déterminant de deux vecteurs

o Définition 3

Soit E un espace vectoriel sur K et f une application de E x E dans R. On
dit que f est bilinéaire lorsque f est linéaire par rapport a chacune de ses
variables, c’est-a-dire lorsque les applications ¢ et i telles que :

Vje€ E,®: E— R définie par &(X) = f(X,7)
et:
VX€ E,¥: E — R définie par Y(H) = f(X, %)

sont linéaires.
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o Définition 4

On dit que f est alternée lorsque V(X,§) € E X E, f(X,§) = —f(#, X).
Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension deux, muni d’une base
Br = {é1,é}. Soit ¥, ij deux vecteurs de E. On considere les vecteurs co-

X .
lonnes correspondants : X = Ll} ety = [Z 1} dont les coefficients sont
2 2

les composantes des vecteurs X et i dans la base Bg. On forme la matrice
M = (X,Y) c’est-a-dire que M a pour premicre colonne X et pour deuxieéme
colonne Y.

o Définition 5

Le déterminant de deux vecteurs X,ij dans la base Bg est le déterminant de la
matrice M qui a pour colonnes X et Y :

X1 Y1

det(%, ) = det(M) = = X1Y2 — Y1X2

o Définition 6

On appelle application déterminant dans la base Bg 1’application qui a tout
couple (X, ) de vecteurs de E associe le déterminant de la matrice M qui a
pour colonnes X et Y :

det: EXE — R

N X
det(X, j) = det(M) = ’ LI X1Y2 — Y1x2

X2 Y2

e Proposition 13
L application déterminant dans la base Bg = {&),é>}, de E x E dans R est
bilinéaire, alternée et vérifie det(é}, &;) = 1.
—> Commentaires
En fait c’est ’'unique application vérifiant ces propriétés.

Démonstration :

X1 ayr + Bz
X2 ays + B2
= xi(ay2 + Bz2) — (ay1 + Bz1)x2

= a(x1y2 — y1x2) + B(x122 — 21x%2) = adet(X, §) + B det(¥, 2)

det(R, aif + B7) =

262 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

On montre de méme que det(aX + BZ, §) = a det(X, ) + Bdet(Z, §).
Donc cette application est bilinéaire.
D’autre part :

=y1x2 — x1y2 = —(X1y2 — y1x2) = —det(X, i)

o Yy x
det(i, X) =
7, % ’yz o

Donc I’application est alternée.
E est muni de la base Bg = {&),2,}. Les composantes des vecteurs &}, &,
dans la base {€], &} sont les coeflicients des vecteurs colonnes correspondants

oz | o [0
a€1,62.061.

Donc det(é}, é;) = ’ 10

01‘:1'

—> Commentaires
det(®, ¥) = x1x2 — x1x2 = 0.
Comme det(M7T) = det(M) on peut considérer [’application déterminant

comme fonction des vecteurs dont les composantes sont les coefficients
des vecteurs lignes de la matrice.

e Proposition 14

Le déterminant de deux vecteurs de E est inchangé si on rajoute a 1’'un des
vecteurs un multiple de 1’autre ce qui s’écrit :

det(¥ + aij, i) = det(%, )
det(X, ¥ + i) = det(, i)

e Théoreme 2
Deux vecteurs X et if de E sont linéairement indépendants <= det(X, ) # 0.

Démonstration : supposons X et i linéairement dépendants. Alors il existe
a # 0tel que X = ajj c’est-a-dire x; = ay; et x, = ays.

D’ou det(X, §) = x1y2 —y1 X2 = ay1y> —y1ay> = 0. La contraposée s’écrit :
det(X, j) # 0 = X et i linéairement indépendants.

Supposons a présent det(¥, ) = 0. Ceci s’écrit x1yo — y1x, = 0.

Si x, = 0 alors xjy, = 0. Si x; = 0 alors ¥ = (0,0) d’ou X et i linéairement
dépendants. Si x; # Oety, = 0 alors ¥ = (x1,0) et § = (y1,0) d’ou X et i
linéairement dépendants.

Siy, = 0alors y;x; = 0. Siy; = 0 alors jf = (0,0) d’ou X et i linairement
dépendants. Siy; # Oet x, = 0 alors ¥ = (x1,0) et ¥ = (y1,0) d’ou X et i
linéairement dépendants.
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R
Si x; # 0 ety, # 0 alors en posant @ = =2 = 0 on obtient x, = ays, et
Y2

x1 = ay; donc ¥ = aij d’ou X et i linéairement dépendants.
On a montré det(¥, j) = 0 = X et j linéairement dépendants.
La contraposée s’écrit : ¥ et j de E linéairement indépendants —-

det(%, i) # O.

2) Déterminant de n vecteurs

Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension n, muni d’une base B =
{€1,&,...,@,}. On définit de la méme facon une application déterminant re-
lativement a la base B, de E X E X --- x E dans R. Cette application est
I’unique application multilinéaire (linéaire par rapport a chacun de ses argu-
ments), alternée qui vérifie det(é;, &,...,¢é,) = 1.

1l. Diagonalisation d'une matrice

A. Valeurs propres

On pose K = R ou C.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 7, muni d’une base 8. Soit
Jf un endomorphisme sur E et A la matrice carrée d’ordre n a coefficients dans
K représentant f dans la base Bg.

o Définition 7

Une valeur propre de I’endomorphisme f est un scalaire 4 € K tel qu’il existe
VEE,V# 0, vérifiant :
f@) =av

Un tel vecteur V est appelé vecteur propre associé a la valeur propre A pour f.
Une valeur propre de la matrice A est un nombre A € K tel qu’il existe un
vecteur colonne V, V = 0, vérifiant :

AV =4V

Le vecteur colonne V est aussi appelé vecteur propre associé a la valeur propre
A pour A bien qu’il vaudrait mieux I’appeler vecteur propre colonne.
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» Exemple

100
Soit A = |01 2|. On peut vérifier que :
002
100 0 [0
012 21 =212
002 1 1
07
Donc 2 est une valeur propre de A et | 2 | est un vecteur propre associé
1
0
a la valeur propre 2. Notons que | 2 | n’est pas le seul vecteur propre as-
1
0
socié d la valeur propre 2. Par exemple | 6 | est aussi un vecteur propre
3

associé a la valeur propre 2.
o Définition 8
On appelle sous-espace propre associé a une valeur propre A 1’ensemble
E,={7 € E tel que f(H=AV}={¥ € E tel que (f — AI)v=0}=Ker(f — AI)
C’est un sous-espace vectoriel de E.

e Définition 9

Le polynéme caractéristique de f ou de A est le polyndome P4 défini pour
chaque A € K par :

ajp — A apn aiy
any 6122—/1 ary
Pa(d) =det(A — Al) =
a, an cee e Ay — A

Lorsque A est d’ordre n le polyndme caractéristique de A est de degré n.
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P Exemple

. aj a
Soit A = a2
azy ax

Pa(A) = det(A — Al) = (a1 — D(axpn — ) — apan
= A — (a11 +an)d + (a1a — apnay)

A est d’ordre 2, le polynéme caractéristique de A est donc de degré 2.

e Proposition 15
A est valeur propre de A si et seulement si 4(4) = 0.

Démonstration : A est valeur propre de A :

<= [il existe V non nul tel que AV = AV]
<= [il existe V non nul tel que (A — AV = 0]
<= [(A — Al) non inversible]
<= [det(A — ) = 0]
— P =0
Donc pour trouver les valeurs propres d’une matrice A il faut chercher les
racines de P 4(A).
Comme un polyndme de degré n admet n racines d’apres le théoreme de

d’ Alembert-Gauss on peut dire qu’une matrice carrée d’ordre n admet n va-
leurs propres (réelles ou complexes. distinctes ou confondues).

P Exemple
Soit :
120
A= |-131
041

Les valeurs propres de A sont les racines de P 4(A).

a-a4 2 0
Pa)) =detA—-AH=| -1 G- 1
0 4 (A-2

=(1- /l)((3 DA -2 —4)—2(—(1 - /l))
= (1 =DA% —41+1)
On résout (1 — DA% —41+1) = 0 ce qui donne trois valeurs propres

réelles :

=1 L=2+V3 A13=2—+3
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» Exemple

Soit :
01
et
Les valeurs propres de A sont les racines de P 4(A).
O-2 1 2
P — — — =
Pa(d) = det(A — Al) ‘ 10— A +1

On résout 2> + 1 = 0 ce qui donne deux valeurs propres complexes :
Ay = i, Ay = —i, mais pas de valeurs propres réelles.

e Proposition 16

Soit A une matrice ayant n valeurs propres réelles ou complexes, distinctes ou
confondues. Alors : le déterminant de A est égal au produit des valeurs propres
de A; la trace de A est égale a la somme des valeurs propres de A.

Démonstration : on la fera dans le cas n = 2.

Soit :
a a
A= |91 an
ay ax

Pa(d) = det(A — AU) = (a11 — D(az — ) — anaz
= A% — (a1 +an)d + (anax — apa)
= 2> — (trace(A)) A + (det(A))
D’autre part si Ay, A, sont valeurs propres alors :
Pa) = A=A~ ) =2 = A + ) + 414

Donc det(A) = 114, et trace(A) = A + Ap.
Pratique pour trouver les valeurs propres des matrices (2,2) :

» Exemple
Soit A = B ﬂ On a det(A) = A1, et trace(A) = Ay + Ay donc :
i =1
A+ =38

La résolution de ce systeme de deux équations a deux inconnues donne

=4+ V15et 1y =4— V15,

Attention : ne pas appliquer la méthode de 1’exemple pour des matrices carrées
d’ordre n avec n strictement supérieur a 2.
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B. Diagonalisation

o Définition 10

f est dite diagonalisable dans R (respectivement dans C) lorsqu’il existe n
valeurs propres réelles distinctes ou confondues (respectivement complexes)
et n vecteurs propres linéairement indépendants associés respectivement aux
valeurs propres.

Autrement dit, la matrice A associée a f est diagonalisable lorsqu’il existe
une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A = PDP~!
c’est-a-dire lorsqu’elle est semblable & une matrice diagonale. En effet soit
A1, ..., A, les n valeurs propres et Vi, ..., ¥, les n vecteurs propres linéairement
indépendants associés respectivement aux valeurs propres (soit Vi, ...,V les
vecteurs colonnes correspondants)

AV =4V, AV, =4,V

Appelons P la matrice dont les vecteurs colonnes sont Vi,..,V,. P
est inversible car les vecteurs ¥i,...,V, sont linéairement indépendants
(det(P) = det(¥1, ..., ¥,) # 0). Appelons D la matrice diagonale ayant Ay, ..., A,
pour termes diagonaux.

(AVI, e AV = (4 V1, e, 4,V)

donc
AWVy,...,V,) = PD
et
AP = PD
d’ou
A = PDP™!

D’autre part s’il existe une matrice diagonale D et une matrice inver-
sible P telles que A = PDP~! alors AP = PD. Soit Py,...,P, les co-
lonnes de P et dy,...,d, les termes diagonaux de D alors AP = PD donne
AP, = d\Py,...,AP, = d,P,. Ceci indique que di,...,d, sont valeurs
propres de A et que Py,..., P, vecteurs propres associés respectivement aux
valeurs propres. Alors les vecteurs py,. .., p, (dont les composantes sont les
coefficients des vecteurs colonnes Pj, ..., P,) sont des vecteurs propres de f
linéairement indépendants (car det(f, ..., p,) = det(P) # 0.)

e Définition 11

La multiplicité d’une valeur propre est son ordre dans le polyndme caractéris-
tique.
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e Proposition 17

Une matrice carrée A d’ordre n est diagonalisable si et seulement si la multi-
plicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre
associé a la valeur propre.

Si une matrice carrée A d’ordre n admet n valeurs propres distinctes alors
elle est diagonalisable.

Point méthode
Pour diagonaliser une matrice on procede de la facon suivante :

— on calcule les valeurs propres de la matrice A en cherchant les racines de
Pa(A);
— si elles sont toutes distinctes alors A est diagonalisable ;

— si certaines d’entre elles sont multiples on cherche pour chacune le sous-
espace propre associé en résolvant (A — A/)X = O et on en trouve une
base. Si la dimension de chaque sous-espace est égale a la multiplicité
de la valeur propre a laquelle il est associé, alors A est diagonalisable. Si
pour une valeur propre 4; on trouve dim E; < multiplicité de 4;, A n’est
pas diagonalisable ;

— lorsque A est diagonalisable on forme D matrice diagonale contenant les
valeurs propres le long de la diagonale et P matrice inversible dont les
colonnes sont les V; correspondants a tous les vecteurs des bases des
espaces propres.

On calcule P! et on écrit A = PDP~!.

Exemple
100

Reprenons ’exemple de A = | 0 1 2 |. Le polynéme caractéristique de
002

Aest Pa(l) =det(A — A =1 =22 —-1). 11 y a une valeur propre
simple 11 = 2 et une valeur propre double 1, = 1.

Cherchons ’espace propre E|, associé a 1, = 2.

1l faut résoudre (A —21)X = O :
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—1 0 X 0
d’ou -1 2 y{ = 10| ainsi:
0 0 0] |z 0
—x=0
—y+2z=0 E;={(xy,2) €Rtel que x=0er y =2z}
0=0

C’est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 1. Une base en est
(0,2, 1)}.

Cherchons I’ espace propre E», associé a 1, = 1.

1l faut résoudre (A — DX = O :

000
A—I1=1]1002
001
dou :
0=0
22=0 E,={(x,y,2) €R> tel que z =0}
z=0

C’est un sous-espace vectoriel de R? de dimension deux. Une base en est
{(1,0,0),(0,1,0)}.

Dim E| = I = multiciplité de la valeur propre 2.

dim E, = 2 = multiciplité de la valeur propre 1.

Donc A est diagonalisable.

200 010
D={010|et P=]201
001 100

Le calcul de P~ donne :

Le cas particulier des matrices symétriques est trés important.
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o Définition 12

Une matrice carrée A d’ordre n est dite symétrique lorsque AT = A, c’est-a-
dire lorsque pour touti = 1, ...,n, pour tout j = 1, ...,nonaa;; = aj;, sii % j.

e Proposition 18

Toute matrice symétrique réelle a des valeurs propres réelles et est diagonali-
sable. Dans ce cas, il existe P telle que :

P ' =Pl et A= PDPT

1. Formes quadratiques

e Définition 13

Une forme quadratique sur R? est une application ¢ de R? dans R qui 4 ¥ =
(x1, xp) associe q()?) = C]]X% + C12X1X2 + Co1X0X] + CZZX% ou Cij € R pour tout
i=1,2,tout j=1,2.

En assimilant une matrice d’ordre 1 a un réel, on peut écrire :

¢ = [, ] [C“ C”} [”}

€21 €22 X2

) X . c1y ¢
En notant X la matrice colonne "'l et Clamatrice | " “* | ona:
X2 C21 €22

q® =Xx"cx

A toute forme quadratique g on peut associer une matrice C. Notons qu’on
peut toujours écrire

q(f) = Cllx% + (1/2)(612 + o)X X + (1/2)(6‘12 + o)X X1 + szxg = XTAX

N

ou :
c11 (1/2)(c12 + c21)

(/e + ea) n

c’est-a-dire A symétrique.

Donc a toute forme quadratique g on peut associer une matrice A symétrique
réelle.

L’intérét des matrices symétriques réelles est qu’elles ont des valeurs
propres réelles et qu’elles sont diagonalisables (proposition 18).

A
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o Définition 14

Une forme quadratique sur R" est une application ¢ de R” dans R qui a
X = (x1, ..., X,) associe ¢(X) = Y 7, Z’}:l cijxixjou ¢;; € R pour tout i, j.
En posant X la matrice colonne des coordonnées de X et C la matrice (¢; i
ona q(¥) = X' CX.
Eten posant a;; = (1/2)(c;; + ¢j;) et A la matrice (a;;);; on obtient bien qu’a
toute forme quadratique ¢ on peut associer une matrice A symétrique :

q()?) = zn: Zn:aijxixj = XTAX

i=1 j=1

o Définition 15

On dit que la forme quadratique ¢ (ou que la matrice symétrique associée A)
est :

— semi-définie positive lorsque V¥ € R", ¢(¥) = XTAX > 0;
— semi-définie négative lorsque VX € R", g(¥) = XTAX < 0;
— définie positive lorsque V¥ € R", 4 0 = ¢(2) = XTAX > 0;
— définie négative lorsque V¥ € R", £ 0 = ¢(¥) = XTAX < 0.

e Proposition 19
Toute forme quadratique ¢ sur R” telle que ¢(¥) = >, 37 a;jxix; =
XTAX peut s’écrire :
n
q® => Ay}
i=1

ol Ay, A, ...,4, sont les n valeurs propres de la matrice symétrique A, et
Y1, Y2, ..., Yn sont des combinaisons linéaires de xi, xp, ..., X,.

Démonstration : A étant symétrique, on a (Proposition 18) A = PDPT ou D
est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres
de A.

n n
q®) = X"AX = X"PDP'X = (PTX)'DP"X = Z Z dij(PTX),(PTX);
i=1 j=1
Ord;; = A; sii = jetvaut 0 sinon.

Dot g(¥) = 3 i Ay} avec y; = (PTX)i = Y1, piixj
En utilisant ce résultat on peut démontrer la proposition suivante.
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e Proposition 20
Une forme quadratique (ou la matrice symétrique associée) est :

— définie positive (respectivement définie négative) si et seulement si toutes
les valeurs propres de la matrice sont strictement positives (respectivement
strictement négatives) ;

— semi-définie positive (respectivement semi-définie négative) si et seulement
si toutes les valeurs propres de la matrice sont positives ou nulles (respecti-
vement négatives ou nulles) ;

— indéfinie lorsque les valeurs propres sont de signes opposés.

Dans le cas d’une matrice symétrique d’ordre 2, le signe des valeurs propres
peut étre déterminé en calculant le déterminant et la trace de la matrice. En
effet, le déterminant étant égal au produit des deux valeurs propres et la trace
égale ala somme des deux valeurs propres, si le déterminant est positif les deux
valeurs propres sont du méme signe et dans ce cas si la trace est positive les
deux valeurs propres sont positives et si la trace est négative les deux valeurs
propres sont négatives. Si par contre le déterminant est strictement négatif les
deux valeurs propres sont de signes opposés.

Attention, ceci n’est valable que pour des matrices symétriques d’ordre 2.
Pour une matrice symétrique d’ordre 3 si le déterminant est positif cela signifie
que le produit des trois valeurs propres est positif mais on pourrait avoir deux
valeurs propres négatives et la troisicme positive. On peut essayer d’utiliser la
proposition 21 dans ce cas.

On appelle mineurs principaux d’une matrice carrée A = (a;j)i=1,...m»
j=1,...n
les n sous-matrices carrées A(,) d’ordre p obtenues en prenant les p premicres

lignes et colonnes de A, p = 1, ..., n. Ce sont les sous-matrices :
aip ... aip

aiy a2 .
} v A= | o Ay = A.

Ay = (ann), Ap) = [am .

apl app

e Proposition 21
Une forme quadratique (ou la matrice symétrique associée) est :

— définie positive si et seulement si les déterminants des » mineurs principaux
sont tous strictement positifs :

Vp =1,..,n, det(A(p)) >0

— définie négative si et seulement si Vp = 1,...,n, (=1)P det(A(,)) >0
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Si une forme quadratique (ou la matrice symétrique associée) est semi-définie
positive, alors :

Vp =1,..,n, det(A(p)) >0

Si une forme quadratique (ou la matrice symétrique associée) est semi-définie
négative, alors :

Vp = 1’ N, (_1)[7 det(A(p)) > 0

Attention pour les formes quadratiques semi-définies la condition nécessaire
n’est pas suffisante.

P> Exemples

e Soit A = {

274 o

12 -4
—4 3
étant strictement positif, les deux valeurs propres sont du méme signe
et comme la trace est strictement positive, les deux valeurs propres sont
strictement positives. Donc la matrice A est définie positive.

Soit B = [2 > } det(B) = —31 et tr(B) = —1. Le déterminant

}. det(A) = 20 er tr(A) = 15. Le déterminant

5 =3
étant négatif, les deux valeurs propres sont de signes opposés. Donc la
matrice B est indéfinie.

2 1/2
/2 1/8
étant nul, l'une des valeurs propres est nulle et comme la trace est
strictement positive, la deuxieme valeur propre est strictement positive.
Donc la matrice C est semi-définie positive.

Soit C = ] det(C) = 0 et tr(A) = 17/8. Le déterminant

A la forme quadratique q(x1, x;) = —x% — X1X2 — 4x% est associée la
: _ -1 —1/2
matrice symétrique A = | 12 —4 |

det(A) = 15/4 > O donc les 2 valeurs propres de A sont de méme signe.
trace(A) = —5 < 0 donc les 2 valeurs propres sont strictement néga-
tives. D’out la matrice A est définie négative (Proposition 20). Donc la
forme quadratique q aussi.
A la forme quadratique q(x1, x2, X3) = 6x% + 16x% + 6x% — 42 x1x0 +
6 -2v20
8x2x3 est associée la matrice symétriqgue A = | =22 16 4
0 4 6

Premiere méthode : on calcule les valeurs propres de cette matrice
symétrique d’ordre 3 pour connaitre leurs signes.

Les valeurs propres de A sont les racines de Pa(A). Ps(1) = det(A —
Al = (6 — D)(A* — 224 + 72) = 0. On trouve trois valeurs propres
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A =6, 1y = 4 et I3 = 18. Comme les trois valeurs propres sont
strictement positives, A est définie positive de méme que q par la Pro-
position 20.

Deuxieme méthode : det(A(;)) = 6 >0,

6 —2V2
-2V2 16
det(Ag)) = det(A) = 128 > 0. Donc A est définie positive de méme
que q par la Proposition 21.

det(A() = ‘ —=88>0,

e A la forme quadratique q(xi,x;) = —4x% — 8x1xp — 4x§ est associée

—4 —4

det(A) = 0 donc au moins 'une des valeurs propres de A est nulle.
trace(A) = —8 < 0 donc 'une des valeurs propres est strictement né-
gative et ’autre est nulle. D’out la matrice A est semi-définie négative.
Donc la forme quadratique q aussi.

1

la matrice symétrique A = [

Exercices

y
Enoncés

Exercice n° 1

Calculer les déterminants des matrices suivantes

8 30 —14 -1 2 -3
A=| -6 =21 91, B= 4 4 -12
-6 =23 11 -2 2 —6

Exercice n° 2

Montrer que les matrices A et A7 ont les mémes valeurs propres.

Exercice n’ 3
Utiliser les déterminants pour montrer que les vecteurs suivants sont linéairement indé-
pendants :
¥=04,-2,-2), §j=(-1,-32), Z=(-322)
Exercice n° 4

Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables dans R ou C ?

s 1 -3 13 =23 2 1
A:[_2 0], B = 13 4 6|, C=|(-1 4 1
-23 6 17 0 0
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Exercice n° 5

a)

b)

6 0 O
Montrer que la matrice A = | —11 —5 —33 | est diagonalisable et trouver une
0 0 6

matrice diagonale D et des matrices de passage P et P~! telles que A = PDP™!
Calculer A".

Exercice n° 6

On désigne par E = M(n, n) I’ensemble des matrices carrées a coefficients dans R ayant
n lignes et n colonnes.

a)

b)

c)

d)

Donner la dimension du R-e.v. (E, +, .) et expliciter une base dans le cas n = 3.
On dit qu'une matrice A est antisymétrique si AT = —A.
Dans le cas n = 3, donner un exemple de matrice symétrique, de matrice antisymé-

trique, de matrice ni symétrique ni antisymétrique.

Soit 3 = {S € E tel que S symétrique} etd = {T € E tel que T antisymétrique}.
S et T sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ ? Si oui donner, au feeling, leurs
dimensions ?

Déterminer S N .

Soit
1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

Calculer M = %(A +AT), N = %(A — AT) puis M + N.

Généraliser a une matrice A quelconque.

Exercice n° 7

Soit g : R¥ — R, forme quadratique telle que : g(x1, X2, X3) = X3 + X3 + X3 — X1 X2 —
X2X3 — X1X3

On veut savoir si :

Y
2)
3)
4)

a)

b)
c)

d)

€)

g définie positive ?

q semi-définie positive ?

q définie négative ?

q semi-définie négative ?

Calculer ¢(1, 1, 1). Répondre par « oui », « non », « wait and see », aux quatre ques-
tions ci-dessus.

Définir B la matrice symétrique associée a g et répondre aux quatre questions.

Démontrer que B = PDP~! ol D est une matrice diagonale et P une matrice inver-
sible a expliciter. Répondre aux quatre questions.

On considere le trindme du second degré : x — p(x) = ¥ —Bx+y,avec B =y+2z,
v = y* + 7% — yz ol y et z sont des constantes. Démontrer que Vx € R, Vy € R Vz €
R, p(x) > 0. Répondre aux quatre questions.

Développer I’expression, dite décomposition de Gauss de la forme quadratique,
(x — % - %z)2 + %(_I/ — 27> Répondre aux quatre questions.
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0. F onctions

réelles de
plusieurs
variables réelles

n introduit dans ce chapitre les outils nécessaires a I'étude des

fonctions de plusieurs variables. Il s'agit en fait de généraliser a

R? et & R” les notions de « valeur absolue, intervalle ouvert ou
fermé, voisinage d’'un point... » rencontrées dans I’'étude de R. On dira
plutot dans R” : « norme, boule ouverte ou fermée,... ». On généralise
aussi les notions de « limite, continuité, dérivabilité » des fonctions réelles
d'une seule variable réelle aux fonctions de plusieurs variables. Pour un
économiste les « dérivées partielles » sont des utilités marginales, des pro-
ductivités marginales...
La différentiabilité joue un réle trés important et n’est pas équivalente a
la dérivabilité contrairement a ce que I'on a vu pour les fonctions d'une
seule variable. On retrouve le théoréme des accroissements finis (généra-
lisé) que I'on démontre a partir du théoréme des accroissements finis pour
les fonctions d’une seule variable et qui a son tour permet de démontrer
la plupart des théorémes essentiels (la dérivation en chaine...). Un autre
puissant théoréme est présenté : celui des fonctions implicites a partir du-
quel on peut démontrer les théoréemes d’optimisation sous contraintes.

Mots clefs : norme, distance, boule ouverte ou fermée, voisinage, en-
semble ouvert, limite, continuité, dérivée partielle, différentielle, théo-
réme des accroissements finis, dérivation en chaine, fonction positive-
ment homogéne, théoréme des fonctions implicites, formule de Taylor.
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1. INormes et distances sur R2

A. I.'ensemble R2

R? =R x R = {(x1, x) tels que x; € Ret x, € R}

Les éléments (x1, x) de R? s’appellent des couples.

On définit dans R? 1’égalité suivante :

(x1,%2) = (W1, y2) <= [x1 = y1 et x2 = y7]

On voit que I’ordre intervient dans 1’écriture du couple.

On définit une addition dans R telle que :

V(x1, %) € R%, V(y1.p2) € R, (x1,x2) + (y1,42) = (x1 + Y1, X2 + 42)
On définit une multiplication externe telle que :
V(xi,x) € R?, VAER, A(x,x) = (1x),Axy)

Muni de ces deux opérations I’ensemble R? a une structure d’espace vectoriel.

Représentation géométrique des éléments de R? : le couple (x;, x»), le vec-
teur OM , (lorsque M est un point du plan d’abscisse x; et d’ordonnée x»), le
point M sont les représentants d’'un méme objet.

A
Ko | e e s M
[
|
|
[
= |
J I
1A &
o I Xy
Figure 10.1

B. Produit scalaire, normes et distances
1) Produit scalaire

o Définition 1

Soit ¥ = (x1, 1) € R*et f = (y1, y2) € R2.

Le produit scalaire de ¥ et ij, noté X.ij, est le réel X.ij = x1y1 + x2y5.

On adonc ¥.X = x% + x3.
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e Proposition 1 : inégalité de Schwarz

%
<y

Vi = (x1,x) € R?, Vi=(y1,y) € R, %7 < VR

Démonstration :

RD* = (xiy1 + x2p2)* = (x1y1)” + (2y2)” + 2X111 %202
= X1y} + 55 + 2x151 00
< X{YT + 55 + XY + Gy

=+ +) =REX T

car 2x1y1. 002 — (XY + 3y7) = —(x192 — x01)” < 0
Soit 0 origine sur ’axe des réels et M le point d’abscisse x sur I’axe des

o
réels. La valeur absolue de x, notée |x|, sert & mesurer la longueur de OM. On

souhaite aussi mesurer la longueur du vecteur oM lorsque M est un point du
plan d’abscisse x; et d’ordonnée x, et on souhaite une notion de longueur qui
généralise la valeur absolue d’un réel, cette notion sera la norme d’un élément
de R%. On verra que 1’on peut définir plusieurs facons de mesurer une longueur.
Ceci s’étend aussi a R".

2) Normes

e Définition 2

Une norme sur R? est une application notée || . || de R? dans R;

|.]] : R*—R

(x1, x2) || (x1,x2) ||

qui satisfait les conditions suivantes :

Vx,x) €RY || (x1.x0) |20 (N1)

V(1) €R? | (k1,2 [|[= 0= (x1,%2) = (0,0) (N2)

Y(x,x) € REVAER, | Ax,x2) ||= || || (x1,x2) || (N3)
Y(x1,x) € REV(y1,p0) € RE, || (x1, %) + (w1, 1) ||

<G x) ||+ [ s m2) || (N4)

(appelée inégalité triangulaire)
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3) Exemples de normes

.k : R*—R
(x1, x2) — || (x1,x2) [[1= |x1] + |x2]
.l : RR—R

(x1,x2) || (X1, x%2) [a= \/xF + x5 = VR

(appelée norme euclidienne car définie a partir du produit scalaire).

.5 @ RP—R

(x1, x2) || (x1,x2) ||3= Max{|x{|, |x2[}

On vérifie sans difficulté que || . ||; et || . |[3 satisfont bien les axiomes
(NI)—(N4) d’une norme. Quant a la norme euclidienne, on a besoin de 1’iné-
galité de Schwarz pour démontrer qu’elle satisfait (N4) :

V(x1, 1) € R%,V(y1,10) € R,
| e, x2) + i) |15 =1 i+ y1x2 +12) |3
= (x1 +y1, X2 + y2).(x1 + y1, X2 + y2)
= (v +y1) + (2 + )’
:x% +y%+2x1y1 +x%+y% + 23012
XX+ §y+2%y
R+ Jg+2VRRGG
TR+ \/ﬁ)z

| Gets ) (2 + [ s yo) [12)°

VAN
=l

Il
~—~~

| (x1,x2) + (W1, y2) ||2<|| (x1,x2) [|2 + || (W1,92) |2

On a donc plusieurs facons de mesurer un vecteur qui ne correspondent pas
toutes a la longueur usuelle. Notons que la norme euclidienne correspond a la
longueur usuelle. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Pythagore dans le triangle

OAM pour voir que || (x1,x2) [[2= 4 /x% + x% représente la longueur du vecteur

OM dans le systeme d’axes orthonormés (0, 7, j) (voir figure 10.1).

280 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

4) Distance

e Définition 3

Soit || . || une norme sur R?. On appelle distance sur R? associée & la norme
|| . || Papplication d telle que :

d : R*xR*—R
((x1,%2), W1, 2)) — d((x1, x2), 1, y2)) =] (1, x2) — W1, 12) |

P Exemple (de distance)
La distance associée a la norme euclidienne. Soit ¥ = (x1,x;) € R? et
7= (y1,y2) € R, alors :

d@ ) =|| =7 = V(x1 — y1)* + (x2 — y2)?

5) Boule ouverte, boule fermée, voisinage d'un point de R?

On veut généraliser la notion d’intervalle ouvert ou fermé de R a R et aR” ; ce
sera la notion de boule ouverte de R? qui jouera dans R? le role de I’intervalle
ouvert et borné de R et la boule fermée celui de I'intervalle fermé borné. On
introduit alors les définitions suivantes.

o Définition 4
Soit @ = (aj,a>) € R?, et soit » > 0. Soit || . || une norme sur R,

[¢]
La boule ouverte de centre d et de rayon r est I’ensemble noté B (d, r) défini
par :

B@r ={f=(nx) eRY | 2—a|<r}
= {¥ = (x1,x) € R*/d(X,d) < r}

C’est donc I’ensemble des points ¥ = (x1, x») de R? dont la distance au point
d = (a1, ay) est strictement plus petite que r.

o Définition 5

La boule fermée de centre @ = (aj,ay) et de rayon r, notée B(a,r) est Ien-
semble défini par :

B@r)={f=(xLxn) cR?/ | Z—a|<r}
= {X=(x;,x) € R*/d(X,d) < r}

Les boules ouvertes et fermées sont définies relativement a une norme.
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P Exemple
Dessins de ]?3 (6, 1) dans les trois normes (voir figure 10.2).

Attention au mot « boule » : notons que dans R?, 1?32 (6, 1) est le disque
de centre 0 et de rayon 1 sans sa circonférence alors que 1091 (6, 1) et
1?33 (6, 1) sont des carrés. On a donc écrit « une boule est un carré » !

On verra plus loin que dans R?, ;32 (6, 1) est la sphere.

Clairement, sur le dessin, la boule 133 (6, 1) contient la boule %2 (6, 1)
qui contient la boule 1091 (6, 1) qui elle-méme contient une boule 1%3 (6, r)

[¢]
qui contient un boule B> (6, ) qui contient...

t

53(6, 1)

o

| B>0.1)

4

| B@

0,0 1

Figure 10.2

Il en résulte, que si une partie de R? contient 'une des trois boules
elle contient aussi les deux autres (de rayons éventuellement différents)
et donc la notion « étre voisin du point (ay,a) » ne dépend pas de la

boule 131 @,n), 1?32 @@,r), 1%3 (@, r) choisie ni des normes || . |1, || - |2,
I . |3 qui servent a les définir respectivement. On exprime cette propriété
en disant que sur R? ces trois normes sont équivalentes, les théorémes de
I’Analyse dans R? restant les mémes quelle que soit la norme choisie.
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Désormais on notera || . || l'une quelconque de ces trois normes,
sans préciser laquelle et on écrira (R?, || . ||) pour parler de I’espace
normé R2,

o Définition 6
Soit @ = (a1, ay) € R?. Un voisinage de @ est une partie de R? contenant une

[}
boule ouverte B (d, r) de centre d et de rayon r > 0.

e Définition 7

Un ensemble est dit ouvert dans R? s’il est voisinage de chacun de ses points,
c’est-a-dire si pour chacun de ses points il existe une boule ouverte centrée en
ce point entierement contenue dans 1’ensemble.

P> Exemples
R?, R x R%, ]0, 1[ X ]2, 3 [ sont des ouverts de R>.
e Définition 8
Un ensemble est dit fermé dans R?, si son complémentaire est ouvert c’est-a-
dire A est fermé dans R? si {(x1,x) € R?/(x;, x2) ¢ A} est ouvert dans R,

» Exemples
R2 R, x R,, [0, 1] X [2, 3} sont des fermés de R2.

—> Commentaires
On dira qu’ une fonction de R? dans R est définie au voisinage de @ =

(a1, ap) lorsqu’il existe r > O tel que f est définie sur Icé @@, r).

C. Généralisation aR"

Toutes les notions précédentes définies dans R? se généralisent sans difficulté
aR"™

e Définition 9

£ 2

Le produit scalaire de X et i, noté x.jj, est le réel X.j = > ) _| Xxyk-

e Proposition 2 : inégalité de Schwarz

Soit ¥ = (x1, ..., X), ¥ = (y1, ..., y,) des vecteurs de R”. On a

27 < VERTT

Fonctions réelles de plusieurs variables réelles ® 283



c’est-a-dire :

n

Z XYk

n
SNDIE NI
k=1

k=1 k=1
o Définition 10
Une norme sur R” est une application notée || . || de R” dans R :
] R" — R
X = (X1, 0y Xp) — || X||

qui satisfait les conditions suivantes :

vXeR", ||X||=0 (N1)
VXeR", ||X||=0=X%¥=0 (N2)
c’est-a-dire (xp,...,x,) = (0,...,0)
VX e R, VaeR, | A% [|=[2] || % | (N3)
VXeRLVGeRY, [[X+7|<[[ X[+ 7] (N4)
(appelée inégalité triangulaire)
Notons que pour n = 1, I’application valeur absolue :
.l ¢+ R—R
vérifie bien les axiomes (N1)—(N4) d’une norme. La notation || . || choisie pour
une norme n’était donc pas naive.
P> Exemples (de normes)
.1 R* — R

n
= (X1seees Xn) — 2= |x
i=1

|12 R" — R

X = (X1, ey X) — [ X]=

(appelée norme euclidienne).

| . R" — R

f: (x17 LS xn) — || )? H3: Max{’)(f]
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o Définition 11

Soit || . || une norme sur R". On appelle distance sur R" associée a la norme
|| . || Papplication d telle que :

d : R'xR'—R
(X)) — dX, ) =|| ¥ -7 |

P Exemple (de distance)
La distance associée a la norme euclidienne. Soit X = (xq, ..., x,) € R" et
7= Wi,....yn) € R", alors :

dx, 9 = ¥ =7 ll2=

o Définition 12
Soit @ = (ay, ..., a,) € R", et soit r > 0.

[¢]
La boule ouverte de centre d et de rayon r est I’ensemble noté B (d, r) défini
par :

B@,r)={X=(x1,...xp) eR"/ || X—d|<r}
={XeR"/d(X ad) <r}
o Définition 13
La boule fermée de centre @ = (ay, ..., a,) et de rayon r, notée B(d, r) est 1’en-

semble défini par :

Bd,r) = {f= (xi,...x)) €RY/ | ¥— @ | < r}
— (Y RYd(%d) < r}

Par exemple dans R,
B2 (0,1) = {¥= (x1,x0,x3) ERY/ | ¥—d |2< 1}
={¥=(x,x,x3) ER/xf + 3+ 43 < 1}

%2 (6, 1) est donc la sphere de centre 0= (0,0,0) et de rayon 1.

Notons que pour n = 1, ;3 (a,r)={xeR/|x—a|<r} = ]a —ra+ r[, ce
qui montre bien qu’une boule ouverte de R est un intervalle ouvert. De méme
une boule fermée de R est un intervalle fermé. On retouve bien I’idée que la
boule de R" généralise a R" la notion d’intervalle de R.
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o Définition 14

Un ensemble est dit ouvert dans R” s’il est voisinage de chacun de ses points,
c’est-a-dire si pour chacun de ses points il existe une boule ouverte centrée en
ce point et entierement contenue dans 1’ensemble.

e Définition 15

Un ensemble est dit fermé dans R”, si son complémentaire est ouvert.

" Fonctions de deux variables
et généralisation aux fonctions
de nvariables

A. Définitions — Exemples — Graphes

Soit :

f : R*—R

(x1, x2) — f(x1, x2)

—
Le triplet (x1, x2, f(x1, Xx2)) est un point N ou un vecteur ON de R3 une fois
choisi un systeme d’axes.

e Définition 16

On appelle ensemble de définition de f, ’ensemble des couples (x1, x2) € R?
qui ont une image par f. On le note Dy. Dy est une partie de R2.

o Définition 17
On appelle graphe de f I’ensemble G tel que G = {(x1, x2, f(x1, x2))/(x1, x2) €
Dy}

G est une partie de R, sa représentation graphique dans R est une surface
de R?.

On confond souvent graphe et représentation graphique.
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o Définition 18

Soit ¢ € R. On appelle courbe de niveau c¢ de la fonction f I'intersection de la
surface représentant f et du plan x3 = c. C’est 'ensemble des points (x1, x)
tels que f(x1, x2) = c. On la note C.(f).

—> Commentaires

La projection de cette courbe sur le plan x3 = 0 est aussi appelée courbe
de niveau.

Pour les économistes, lorsque f est une fonction d’utilité, les courbes de

niveau s’appellent courbes d’indifférence et lorsque f est une fonction de
production elles s’appellent isoquantes.

» Exemple
Soit :

f : R*—R

(X1, %2) — f(x1,%2) = A7 + X3

Dy = R2. Pour ¢ > 0, la courbe de niveau c, C.(f) est le cercle d’équa-
tion x3 + x3 = ¢ dans le plan x3 = c.
Par exemple, C|(f) est le cercle d’équation x

x3 = 1 (figure 10.3).

2+ x5 = 1 dans le plan

X2

fOr,x2) =23+

X

Figure 10.3
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P Exemple
Soit :
f : R*—R
(x1,x2) — f(x1,x2) = /x1x2

Dy = {(x1,x) € R*/x;x; > 0} = R; UR?
C.(f) = {(x1, x2)/ /x1x2 = c}. Soit ¢ > 0. C.(f) est la courbe d’équa-
2

) c
tion x, = — dans le plan x3 = c.
X1

B. I.imite — Continuité
o Définition 19

Soitd = (ay,as) € R?et f une fonction réelle de deux variables réelles définie
sur un voisinage V de @ sauf peut-étre en a.

On dit que f a pour limite le nombre réel / quand ¥ = (x1, x2) tend vers
a = (a1, ay), lorsque :

Ve>0,3ne >0, telque VXeV, X#det [|[X—dl|<n.=|f(x)—[ <€
e ce qui se note :

lim f(X¥) =1 ou plus simplement lim f(¥) =1
X—ad,XAd X—d

e ce qui s’écrit aussi de facon équivalente :

Ve>0, I >0, telque YREV, +£d et X EB (@, 1)
— @D e]l-elte|

e ce qui se comprend : f(X) peut étre aussi voisin qu’on le veut de / (dans un
intervalle ]l —€l+ ED pourvu que X soit assez voisin de d (dans une boule
centrée en q).

Dans R on a vu que la limite existe, si et seulement si la limite a gauche
existe, la limite a droite existe et les deux sont égales. Dans R? on peut s’ap-
procher d’un point du plan le long d’une infinité de chemins.

Les propriétés de la limite d’une fonction de deux variables sont les mémes
que celles de la limite d’une fonction d’une seule variable.

Si de plus f est définie en d et le nombre réel / se trouve &tre exactement
f(@) alors on dira que f est continue en @, ce qui fait I’objet de ce qui suit.
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o Définition 20

Soitd = (ay,a) € R%et f une fonction réelle de deux variables réelles définie
sur un voisinage V de a.

On dit que f est continue au point @ € V, lorsque limg_,z f(¥) = f(a).
e Ce qui s’écrit en utilisant la définition de la limite :

Ve>0, Ine >0, telque VXe€V, | ¥—d|<n.= |f(X)— f@)| <€

e Définition 21

On dit que f est continue sur un ouvert D de R?, lorsque f est continue en tout
point de D.

—> Commentaires

Si f est continue sur un ouvert, alors f est continue sur tout sous-
ensemble de cet ouvert.

e Proposition 3 : opérations sur les fonctions continues

Soit @ € R? et f et g deux fonctions réelles de deux variables réelles définies
sur un voisinage de d.
Si f et g sont continues en @ alors :

a) f + g est continue en d.

b) VA1 € R, A x f est continue en d.

¢) f X g estcontinue en d.

d) 1/f estcontinue en d (pourvu que f ne s’annule pas en @).

Si g ne s’annule pas en d, alors en combinant ¢) et d) on a f/g est continue
-
en d.

e Proposition 4 : composées de fonctions continues

Soit f une fonction réelle de deux variables réelles, continue en & et g une
fonction réelle d’une variable réelle continue en f(@). Alors g o f est continue
end.

»> Exemples de fonctions continues
Pour montrer qu’une fonction est continue en d, on applique la définition
ou les propriétés et pour montrer qu’elle n’est pas continue en a il suffit de
trouver un chemin le long duquel la fonction prend une valeur constante
différente de f(a).
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e Les fonctions projections

pri ¢ (x1,x2) — pri(xy, x2) = xj
et

pr2 ¢ (x1,x2) — pra(x1, x2) = x;
sont des fonctions continues.

Montrons par exemple que pr est continue sur R*. Soit @ € R?, mon-

. N . 2 ..
trons que pr) est continue en d. Munissons R* de la norme euclidienne
par exemple (le résultat étant le méme pour toute autre norme car les
normes sur R? sont équivalentes). Il faut donc montrer que

Ve>0, 3. >0, telque VEER?, || ¥—a |2 <7e
= |pri(X) — pri(@)| < €
Or
|pri(X) — pri(@)| = |x1 — a1
<V —a)P+m—aP=|f-als.

11 suffit alors de choisir ne = €. Ainsi || X — d ||2< ne = |pri(%) —
pri(@)| <e.

e Soitd = (a1,az) € R2, et f une fonction réelle de deux variables
réelles définie sur un voisinage V de a. Si f est continue en d alors les
fonctions d’une seule variable suivantes :

x1 — f(x1,a2) et xp — f(ai, x2)

sont continues en ay, respectivement ay.
La réciproque est fausse.

e La fonction

A Xl 2
est une fonction continue.
Soit @ € R?, montrons que || . || est continue en @. Il faut donc montrer
que
Ye>0, >0, telque VEER?, ||[R—d|<ne== || %] — | @||<e

Or les propriétés de la norme induisent 1’inégalité suivante :
el =lalll<lfx-al

1l suffit alors de choisir ne = €.
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o f(x1,x) = x% +5x1x0 + x%. f est continue en tout point de R? comme
somme de produits de fonctions continues qui sont les fonctions pro-
jections.

e D’une facon générale toute fonction polynéme est continue sur R* car
somme de produits de fonctions continues qui sont les fonctions projec-
tions et les fonctions constantes. De méme toute fonction quotient de
polynomes est continue en tout point qui n’annule pas le dénominateur.

X1X

)
) flrn,x0) = 2 (x1, x2) # (0,0)

0 si (x1,x2) = (0,0)

f est continue en tout point (x1, x2) # (0, 0) mais n’est pas continue en
(0,0).

En effet f(x1,x1) = % donc en s’approchant de (0,0) le long de la
premiere bissectice f a une valeur constante non nulle.

Toutes ces définitions se généralisent sans difficulté a R”.

C. Dérivées partielles. Elasticités partielles

Soitd = (a;,as) € R% et f une fonction réelle de deux variables réelles définie
sur un voisinage V de a.

On fixe x, = ay, et on considere la fonction ¢ définie par : x; —— ¢(x) =
f(x1,a2), c’est une fonction d’une seule variable, on sait donc exprimer son
nombre dérivé au point a; € R s’il existe :

¢/(a1) = lim M — lim fx1,a0) — flar, a2)

X1 —ap X1 —dap X1 —ap X1 —aj

o Définition 22

On appelle dérivée partielle de f par rapport a x; en d = (aj, az), la limite
suivante lorsqu’elle existe :

) x1,a2) — f(ay,a
lim f(x1,a2) — f(ay,a2)
X]1—ay X1 —a

On utilise aussi 1’écriture équivalente :

flai + hy,a2) — f(ay,az)

lim
7 —0 h
. o of
Cette limite est alors notée : f, (d) ou a—(a).
X1
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On dit aussi « dérivée partielle de f par rapport a la premiere variable ».

On reprend le procédé ci-dessus en permutant le rdle des deux variables :
on fixe la premiere variable x; = a; et on considere la fonction ¥ définie par :
xy — ¥(xp) = f(ay, x2), c’est une fonction d’une seule variable, on sait donc
exprimer son nombre dérivé au point a; € R s’il existe :

' 4 —
W(a) = lim (x2) (@) _ lim flar, x2) — f(ar,a2)
X2—ap X2 — dp Xp—ap X2 — dp

e Définition 23

On appelle dérivée partielle de f par rapport a x, en (aj, ay), la limite suivante
lorsqu’elle existe :

lim flar, x2) — f(ar,a2)

Xp—ayp X2 — dp

Cette limite est alors notée : f;, (@) ou %(d’).
On dit aussi « dérivée partielle de f par rapport a la deuxieme variable ».

e Définition 24

On dit que la fonction est dérivable en @ = (a1, az) lorsque les dérivées par-
tielles de f par rapport a xi, et x5, en d, existent.

o Définition 25

Soit f dérivable en d = (ay, ay). Le gradient de f en d est :
grad f(@) = (f), (@, f1, (@) € R?

e Définition 26

Soit f définie sur un ouvert D de R?. On dit que la fonction f est dérivable sur
D lorsque f est dérivable en tout point de D.

o Définition 27

Lorsque f est dérivable sur D, on définit deux nouvelles fonctions de D
dans R :

— l'une f;, : X = (x1,x2) — f] (¥) appelée fonction dérivée partielle de f
par rapport a la premiere variable ;

— lautre f), : ¥ = (x1,x2) — fy,(X) appelée fonction dérivée partielle de f
par rapport a la deuxiéme variable.

292 e MATHEMATIQUES POUR L'ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

» Exemples

e Dans une économie a deux biens 1 et 2, soit U la fonction d’utilité d’un
consommateur et x\, xp les quantités des deux biens. L utilité margi-
nale du bien 1 (respectivement 2) en un point est la dérivée partielle
de U par rapport a x| (respectivement par rapport a x;) en ce point.
L’économiste ’assimile a la variation de ['utilité quand la consom-
mation du bien augmente d’une unité (petite en valeur relative). Elle
dépend des deux biens. Lorsqu’elle est positive cela signifie que [’ac-
croissement de la quantité consommée de ce bien augmente le niveau
de satisfaction du consommateur et lorsqu’elle est négative cela signi-
fie que ce bien est une nuisance.

Soit U(xy,xp) = x%xz Calculons ['utilité marginale du bien 1
en(l, 1):

Uy, (x1,x2) = 2x1xp, d’on Uy, (1,1) =2
Calculons celle du bien 2 en (1,1) :
Ul (x1,x00) = x1, doir U (1,1) =1

e Soit f une fonction de production ; la productivité marginale du fac-
teur 1 (respectivement 2) en un point est la dérivée partielle de [ par
rapport a x\ (respectivement par rapport a x) en ce point.

Soit la fonction de production g = f(x1,xp) = x?xg avec) <a <1

et 0 < b < 1. q est dérivable sur R x R%. La productivité marginale

du facteur 1 est : f;l (x1,x2) = ax‘ll_lxg. Elle est décroissante par rap-

port aux quantités utilisées de ce facteur et croissante par rapport aux
quantités utilisées du facteur 2. La productivité marginale du facteur 2
est : fr,(x1,x2) = bx?xlz’fl.

e Proposition 5 : opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont dérivables en d, alors :

a) f + g est dérivable en d et
Vi=12 (f+9),@ = f(@ +g,(@
b) VA € R, Af est dérivable en a et
Vi=12 ), (@ = Af, @
¢) f x gestdérivable en d et

Vi=12 (f xg) (@ = f.(@) x g@ + f(@) x g (@)
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1
d) ? est dérivable en d et

. 1 fi.(@
vi=1,2 (=) @=L
’ <f> LT Trar

pourvu que f(@) # 0.

~—> Commentaires
Si g(d@) # 0 alors en combinant ¢) et d), on obtient que J—C est dérivable
g

endet:
. f>’ L L@ x 9@ — f@) % ¢,.(@
Vi=1,2 =] (@ == — :
(g lg@P
o Elasticité partielle
Soit d = (a1, a) % (0,0).

e Définition 28

Soit f une fonction non nulle en @ et dérivable en a. L’ élasticité partielle de f
par rapport & x| en d est 1’élasticité de la fonction : x; — f(x1,ay), elle est
notée E(f/x1)y—z:
ai fy, (@)

f@
De méme [I’élasticité partielle de f par rapport & x;, en d est 1’élasticité de la
fonction : x, — f(ay, x2), elle est notée E(f/x2)y—z :

E(f/x2)pq = “Zﬁ‘j‘?

E(f/x1)z=a =

Généralisation a R"
Toutes ces définitions se généralisent sans difficulté a R".
Donnons uniquement certaines d’entre elles.

Soit @ = (ay,...,a,) € R" et f une fonction réelle de n variables réelles
définie sur un voisinage V de d.

o Définition 29

Pour tout i = 1,...,n, on appelle dérivée partielle de f par rapport a x; en
d = (ay, ..., a,), la limite suivante lorsqu’elle existe :

lim f(al’ A al*l’ xi’ ai+1’ A aﬂ) - f(al’ A al’ A an)

Xi—a; Xi — a;

0
Cette limite est alors notée : f7.(d) ou a—f(c_i)
i X;
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o Définition 30

Soit f dérivable en @ = (ay, ..., a,). Le gradient de f en d est :

grad f(@) = (f1, @) oos f3(@). e f1,(@) € R

D. Différentielle

e Définition 31

On dit que la fonction f est différentiable en d = (ay,as) € R? lorsqu’il existe
. =d
des nombres réels S, 5, et une fonction € tels que pour tout &7 = (hy, hy) avec
e . . -
d + h au voisinage de @ :

F@+ ) = f@) +Bihy +Baho+ || B || e(h)
avec lim; s e(fz) =0.

P> Exemples
e La fonction f:R?> — R
X=(x1,x0) = f(xn,20) = 27 + 23
est différentiable en tout point @ de R2. En effet soit h tel que @ + h

soit au voisinage de a. f(d + i_z)) = fla; + hy,ay + o) = (ay + hy)*> +

(az + h2)2 = a% + a% + 2611]’11 + 2a2h2 + ]’l% + ]’l% = a% + a% + 2611]’11 +

2arhy + \/ h% + h% \/ h% + h%. Donc il existe des nombres réels ) =

2ay, B2 = 2ap et une fonction € telle que e(i_z)) = \/h% + h% vérifiant

f@+h) = f@) +Bihi +Bohy + | |h|e(h) avec lim e(h) = 0.
h—0

e Les fonctions projections pry et pry sont différentiables en tout point d
. id rd . . .
de R?. En effet soit h tel que d + h soit au voisinage de d.

pri(d+ l_{) = pri(ay +hy,ar +hy) = ay +hy. Donc il existe des nombres
réels B1 = 1,82 = 0 et une fonction € telle que e(l_{) = 0 vérifiant
pri(@+ h) = pri(a@) + Bihy + Baha + ||h||e(h) avec e(h) = 0.

Démonstration analogue pour pr;.
e Théoreme 1

Si f est différentiable en @ = (ay,a») € R?, alors f est continue en @, dérivable
en d (les dérivées partielles f; , f;, existent en @) et 81 = f, (d), B2 = f,,(d).
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Démonstration : f est différentiable en d = (a;,ay) donc pour tout h =
(h1, hy) avec d + h au voisinage de don a :

f@+h) = f@ +Bih +Baho+ || 1t || e(h)
avec limeG e(h) =0.
En passant a la limite quand /i tend vers 0 = (0,0) on obtient limhaa(; f@+
= f(d) ce qui signifie que f est continue en d@. Choisissons a présent h =
(h1,0) on a alors :
F@+ ) = £@ +Bihy + |hy|e(hy, 0)

avec limy, 0 €(h;,0) =0
Divisons le tout par /; cela donne :

f(al +h1’a2?—f(a],a2) —ﬁ +u (hl,O)

avec limy, 0 €(h1,0) =0
En passant a la limite quand /; tend vers 0 on obtient :

lim flay + hy,a2) — flar, az) _ B

h| —0 h]
c’est-a-dire 81 = f; (d). On montre de méme que B> = f,,(@).

On a donc si f est différentiable en @ = (a;, a>) € R?, pour tout havecd+h
au voisinage de @ :

F@+ 1) = f@ + fL@h + fL@h+ | 7 || eh)

avec lim}—l»%@ E(}_l)) =0.
Mais I’existence des dérivées partielles ne suffit pas a affirmer qu’une fonc-
tion est différentiable.

P Exemple
X1X2 .
si (x1, x2) # (0,0)
fx1,x) = { X +x3

0 si (x1,x2) = (0,0)

[ est dérivable en (0, 0) c’est-a-dire que ses dérivées partielles en (0, 0)
existent. En effet :
0) — (0,0 0-0
o fELO = 0.0 L 0-0
x1—0 X1 — 0 x1—0 X
donc f) (0,0) = 0.
De méme on a f;z(O, 0) = 0. Mais f n’est pas continue en (0, 0)
(exemple vu auparavant) donc f n’est pas différentiable en (0, 0).
Une condition suffisante de différentiabilité est donnée dans le théo-
reme suivant.
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o Théoréme 2

Si les dérivées partielles de f, f;l et f;z existent au voisinage de d et sont
continues en d alors f est différentiable en d.

e Définition 32

. 1 > s . / /
Or} dit que f e.st. de classe C' ena lorsque les dérivées partielles de f, fy et fy)
existent au voisinage de @ et sont continues en 4.
(Le théoreme 2 se lit alors : si f est de classe C' en 4, alors f est différen-
tiable en d.)

P Exemple
f : R*—R
> — 24+ 2
x_(xl,x2)|—>f(xl,XQ)—X1+ o)

est différentiable en tout point de R car ses dérivées partielles
f;l (%) = 2x; et f;z()?) = 2x, existent et sont continues en tout point

de R2.

e Définition 33

La différentielle de f en @ est 'application linéaire ¢ de R* dans R, qui a
I = (h, ) associe ¢p(h) = f1 (@i + fL(@Dho.

C’est donc une fonction qui dépend du point d.

Pour marquer cette dépendance on utilise la notation d f(@) pour la différen-
tielle de f en @ au lieu de ¢. On a donc :

df@ : R*—R
h— df@(h) = f,,@h + f,,(@h, = gradf(@).h
On rappelle que grad f| (@).h est le produit scalaire de

grad f(@) = (f}, (@), fi,(@) etde k= (h1,h)

- - . PR 2 .
En posant Aa = h c’est-a-dire (Aay, Aay) = (hy, hy), on a I’écriture équiva-
lente souvent utilisée en économie :

df@B&a = f},(@Aar + fl,(@Aar = grad f(@).Aa

La différenticlle de f en @ permet d’obtenir des approximations de
f@+ h) — f(@), pour h petit. La fonction f étant généralement non-linéaire,
approximer f(@+ h) par f(@) + fr,@hy + f1,(@ha, pour J petit, est un procédé
de linéarisation locale (autour de @) de f.
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P Exemple
Dans une économie a deux biens 1 et 2, soit U la fonction d’utilité d’un

consommateur.

Si U(x1,x2) = 4 + 2x1x2, U est différentiable. L’utilité marginale
du bien 1 en (1,1) est : U)’Cl(l, 1) = 2 et celle du bien 2 en (1,1) est
U;z(l, 1) =2

Lorsque xy varie de 1 a 1,1 et x, de 1 a 0,8 [utilité varie de
U(,1;0,8) — U(1,1) = —0,24.

En utilisant la différentielle on peut calculer une valeur approchée de
cette variation :

dUu(1,1)(0,1; —0,2) = U;](l, 1)0, 1 + U;z(l, 1)(—0,2) = —-0,2

La différentielle fournit donc une bonne approximation de la variation de
lutilité pour de petites variations des variables.

e Proposition 6 : opérations sur les fonctions différentiables

Soit f et g deux fonctions différentiables (respectivement de classe C') en @
alors :

— f + g est différentiable (resp. de classe C')en det :
d(f + 9)(@ = df(a) + dg(a)
— f x g est différentiable (resp. de classe C')en d et :

d(f x g)a) = df(a) x g(a) + f(@) x dg(a)

- i est différentiable (resp. de classe C Dendet:
9

d (f) @ = df(a) x g(@) — f(a) x dg(a)
L)@ = _
g [g9(a))?

pourvu que g(@) # 0

Point méthode

Pour montrer qu’une fonction f est différentiable en @ on peut appliquer
la définition 31 ou utiliser les opérations sur les fonctions différentiables.
On peut essayer de voir si f est de classe C! en & et dans ce cas utiliser la
condition suffisante : f de classe C' en @ = f différentiable en a.
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o Définition 34

Soit f définie sur un ouvert D. f est différentiable sur D lorsque f est différen-
tiable en tout point de D.
f est de classe C' sur D lorsque f est de classe C! en tout point de D.

—> Commentaires

La différentiabilité des fonctions projections et la proposition 6 im-
pliquent que les fonctions polyndmes, les fonctions quotients de poly-
némes (pourvu que le dénominateur ne s’annule pas) sont différentiables.
Il est clair qu’elles sont méme de classe C'.

a) Généralisation a R”

Toutes ces définitions se généralisent sans difficulté a R”.

Donnons uniquement certaines d’entre elles.

Soit @ = (ay,...,a;) € R" et f une fonction réelle de n variables réelles
définie sur un voisinage V de d.

o Définition 35

On dit que la fonction f est différentiable en d = (ay, ...,a,) € R" lorsqu’il

existe des nombres réels Sy, ..., 3, et une fonction € tels que pour tout 7 =
g . .

(h1, ..., hy) avec d + h au voisinage de @ :

F@+R) = f@) + Bl + .+ Bahy || T2 | e(B)
avec limﬁa(; e(fz) =0.
o Définition 36

La différentielle de f en & est I’application linéaire df(d) de R" dans R telle
que :

df@ : R'—R

h— df@h) =Y fi(@h; = grad f(@).h

i=1

E. Dérivées partielles secondes
o Définition 37

La dérivée partielle seconde de f par rapport a xi,x en d = (aj,ay), lors-
qu’elle existe est la dérivée partielle de f; par rapport a x; en d.

2
(@) ou f' (@).

On la not
n la note Txadn
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On définit de méme les dérivées partielles secondes de f par rapport a xp, xi,
9?
que I’on note f(Zz’) ou xm (@) ainsi que celles par rapport a x, X €t a xp, xp,
end.
o Définition 38
La matrice hessienne de f en d = (ay,a») est la matrice carrée d’ordre 2
suivante :
o (@ fi @

xzx] (6_{) xez (a)

Hess(f,d) = f"(@) =

o Théoréme 3 : théoréme de Schwarz

Z : =2
Si fy1,, et fi.,, sont continues en d = (ai, ag) alors X1 (@ = [, (@).
"
Donc si les dérivées partlelles secondes f; ., et f{ sont continues en d la

matrice hessienne de f en @ est symétrique.

e Définition 39

On dit que f est de classe C? en & lorsque les dérivées partielles secondes de f
existent au voisinage de @ et sont continues en 4.
Donc, lorsque f est de classe C? en @ la matrice hessienne de f en @ est
symétrique.
—> Commentaires
Il est clair que la somme, le produit, le quotient (lorsque le dénominateur

ne s’annule pas) de fonctions de classe C? en @ sont des fonctions de
classe C? en d.

On définit de facon analogue pour p € N, les fonctions de classe C” en @ :
ce sont les fonctions dont les dérivées partielles d’ordre p existent au voisinage
de d et sont continues en d. Une fonction qui est de classe C? en @ pour tout
p € N, est dite de classe C* en d. C’est le cas des fonctions polyndmes par
exemple.

b) Généralisation a R”

Toutes ces définitions se généralisent sans difficulté a R”.

e Définition 40

La dérivée partielle seconde de f par rapport a x;, x; en d = (ay, ..., a), lors-
qu’elle existe est la dérivée partielle de f;i par rapport a x; en d.

2
PTG ou £l @.

On la not
n anoeaxjax[
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o Définition 41

La matrice hessienne de f en @ = (ay,...,a,) est la matrice carrée d’ordre n
suivante :

Ta@  fh@ o flL@ ]

o @ fon@ . [, (@)
Hess(f,d) =

xnxl (J) xnx2( ) e ann(_))

Elle est symétrique lorsque f est de classe C2 en @ (théoréme de Schwarz).

"l Théoréme des accroissements finis
et applications

A. Théoréme des accroissements finis

e Théoreéme 4 : théoreme des accroissements finis

Soit f continue et dérivable sur une boule ouverte B de R.
Soit (a1, az), (b1, by), (a1, by) € B, alors il existe ¢; strictement compris entre
aj et by et il existe ¢, strictement compris entre a, et by tels que :

J(b1,by) — f(ar,ap) = (b1 — a))f (c1,b2) + (by — az) f, (a1, ¢2)
Démonstration : écrivons :
f(b1,b2) — f(ar,az) = f(b1,b2) — f(a1,by) + f(a1,b2) — f(ar,az)

Supposons pour simplifier que a; < by et a; < bs.
La seconde variable étant fixée on considere la fonction :

¢ : [a1,b1]C]R—>R
x1 — f(x1,b2) = ¢(x1)

¢ est continue sur [aj, by ], dérivable sur ]al , by [ donc satisfait bien les hypo-
theses du théoréme des accroissements finis (chapitre 5, théoreme 2) pour une
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fonction d’une variable. On applique alors ce théoreme ce qui donne 1’exis-
tence de ¢; € ]al,bl [tel que ¢(by) — ¢(ay) = (b — ay)¢'(cy) et en traduisant :
f(b1,b2) — f(ar,b2) = (b — anfy (c1, b2).
De méme le TAF appliqué a :
Y . [ap, )] CR— R

X — flai, x2) = ¥(x2)
donne I’existence de ¢; € ]az, by [ tel que :

flai,by) — f(ar,a2) = (by — ) f, (a1, c2)

En utilisant les deux résultats et :

f(b1,b2) — f(ar,a2) = f(b1,b2) — f(ai,b2) + f(a1,b2) — f(ay,az)

on obtient bien

J(b1,b2) — flar,az) = (b1 — aNfy, (c1,b2) + (by — ax) fy, @y, ¢2)

Ce théoreme se généralise a R".

B. Dérivées de fonctions composées
(Dérivation en chaine)

e Proposition 7

Soit f une fonction réelle de 2 variables réelles dérivable sur un ouvert D de
R? (dont les dérivées partielles existent sur D) et g une fonction d’une variable
dérivable sur f(D).

Alors g o f est dérivable et :

(go [y (x1,:2) = g (f(x1, x2)) £, (x1, %2)
(g o )y (x1,x2) = g (f(x1, x2)) f1,(x1, %2)

Démonstration :

Pour démontrer ce résultat il suffit de fixer d’abord la deuxiéme variable et
de considérer la fonction d’une seule variable @(x;) = f(x1, xp) et de calcu-
ler (g o @) (x1) en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction composée
(g o ®)(x1) =g (P(x1)) D (x1) = ¢ (f(x1, x2)) f1, (X1, X2).

On fait de méme pour la dérivée partielle par rapport a x;.
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» Exemple
S(x1,x) = x% + x%. Soit g une fonction d’une variable dérivable sur R,
alors (gof);1 (x1, x2) = g’(x%+x%)2x1 et (gof)ﬁc2 (x1,x2) = g’(x% +x%)2xz.

1
27
go f(x1,x) = w/x% + x%. Pour tout (x1,x) # (0,0) on a :

Si g(z) = \/z alors g est dérivable sur R et ¢'(z) =

X1
2X1 =

1
/.2 2 2 2
24/ X7+ x5 xX] + x5

(go P (x1,x2) = g'(x] +33)2x; =

et X
(go ), (x1, 1) = ———
\/ X3+ X3
Attention g o f(x1,x) = x% + x% n’est pas dérivable en (0,0) (voir

exercice n° 5).

Corollaire

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert D de R? et g une fonction de
classe C! sur f(D). Alors g o f est de classe C! sur D.

Démonstration : elle se déduit facilement de la Proposition 7.

e Proposition 8 : dérivation en chaine pour une fonction
de deux variables

Soit u et v deux fonctions d’une variable dérivables sur / C R et f une fonction

de 2 variables de classe C! sur un ouvert D C R2. Supposons que pour tout
t € 1, (u(t),v(t)) € D. Soit F(1) = f (u(r), »(1)). Alors F est dérivable sur / et :

F'(t) = f1(u(t),v)d () + f(u(®), v(1))V'(2)

—> Commentaires
f est une fonction de deux variables, f; est la notation pour la dérivée
partielle de f par rapport a la premiére variable, comme f} est la notation
pour la dérivée partielle de f par rapport a la deuxiéme variable.

Démonstration : la dérivation en chaine est une application du théoréme des
accroissements finis.

Soita € I, F(1) — F(a) = f(u(0),v(1)) — f(u(a),v(a)). Comme f vérifie
les hypotheses du Théoreme des accroissements finis, il existe ¢; strictement
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compris entre u(t) et u(a) et ¢, strictement compris entre v(¢) et v(a) tels que :

[ (u@), (1) — f(u@),v(@) = (ut) — u(@) £, (c1, v(1))
+ (v(t) = v(@) f; (u(a), c2)
(F() = F(@)/(t — a) = [f(u@®), (1)) — f(u(a), v(@))] /(t — a)
= [(u(t) — w(@) /(t — @)] f;(c1,v(D))
+ [(v(t) = v(@) /(t = @)] f)(u(a), c2)
lim (F(1) = F(@)) /(t = @) = lim [ (u(t) — u(@)) /(t = @)] fy(c1,¥(0))

+ [(n0) = v(@) [t — @] f;(u(@), c2)

Or:
lim (u(r) — u(@)) /(t — a) = u'(a)

et lim £, (c1,v(0)) = f,(u(@), (@)

par la continuité de f; et de v.
De méme :

lim (v(1) — v(@))/(t — a) =V/(@) et lim f/(u(a), c2) = f; (u(@), (@)

par la continuité de f].
Dot F'(a) = f;,(u(a), v(a))u' (@) + f, (u(a), v(a))V (a). a étant un point quel-
conque de /, F est dérivable sur [ et

F'() = fiu(@®), vy () + f(u®), ()Y ()
en tout point ¢ € 1.

P> Exemples

e F(t) = f(sint,cost) ou f est de classe C! sur R2
On pose u(t) = sint, v(t) = cost. u et v sont dérivables sur R. Donc F
est dérivable sur R et F'(t) = f,(sint,cos )u'(r) + f)(sint, cos 1)V (1)
F'(t) = fl(sint,cos r)cost + fi(sin t,cos £)(— sin ).
Si f(u,v) = u* —v* alors fi(u,v) = 2u et fi(u,v) = —2v.
Ainsi fi(sint,cost) = 2sins er f)(sint,cosf) = —2cost et
F'(t)y = 2sintcost + 2costsint résultat que I’on aurait pu obtenir
en écrivant F(f) = sin’t — cos*t.

o SiF(x) = f(x, g(x)) ot f est de classe C' sur R? et g dérivable sur R,
alors F'(x) = fl(x,g9(x)) + Ty (x,9(x) g (x)

304 e MATHEMATIQUES POUR L’ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

o [M est une fonction d’importation, Y désigne le revenu national, p et px
sont des prix, t est le taux de change. IM est de classe C' sur R x R*.

On pose G(t) = IM <Y, %) et on veut calculer G'(1).
D

On pose u(t) =Y, v(t) = ti u et v sont dérivables sur R%. Donc G
p*
est dérivable sur R’ et

G'(1) = IM, (Y i) W (1) + 1M, (Y i) 0
tp*

Ip*

(1) = My 2 (-2
CO =0 <Y’tp*>< tzp*)

Soit u et v de classe C' sur I C R et f de classe C' sur un ouvert D de R?.
Supposons que pour tout ¢ € I, (u(?),v(t) € D. Alors F(t) = f(u(t),v(t)) est de
classe C! sur I.

Corollaire

Démonstration : elle se déduit facilement de la Proposition 8.

Généralisation a R”
e Proposition 9 : dérivation en chaine pour une fonction de n variables

Soit uy, uy, ..., u, des fonctions réelles d’une variable réelle dérivables sur I C
R et f une fonction réelle de n variables réelles de classe C! sur un ouvert D
de R". Soit F(1) = f(u1(1), ..., un(1)) ; alors F est dérivable et

F'(1) = fr (ui(®)s oo un @)y (1) + oo+ [y (01(0), ey (1)) 11, (1)

Lorsque les fonctions u et v sont des fonctions de 2 variables 7 et s, on ne
peut plus parler de F’, mais de F; et F’, et la proposition se généralise a la
suivante.

e Proposition 10 : dérivation en chaine partielle pour une fonction
de deux variables

Soit u et v deux fonctions de deux variables de classe C' sur un ouvert de R>
et f une fonction de deux variables de classe C' sur un ouvert de R?. Soit
F(t,5) = f(ut, 5),v(t,s)). Alors :

Fy(t,s) = fo(u(t, $),v(t, 9))u(t, 5) + £, (u(t, $), (1, ) vi(t, 5)

et

Fi(t,s) = fo(u(t, ),v(t, $))uy(t, s) + f,(u(t, 5), v(t, $))Vi(t, )
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On peut retenir ces formules de la fagon suivante :
8F_6f8u+8f8v 8F_8f6u+6f8v
ot Oudt Ovot' ds  Ouds  Ovos

La démonstration est similaire a celle de la proposition 8.

Cette proposition se généralise au cas ou

F(t1,nty) = f(u1(t1, s 1), ooy tn(t1, ooy 1)

ol f est une fonction de n variables de classe C et pour tout i = 1,...,n,
u; est une fonction de p variables de classe C!.

C. Fonctions positivement homogénes

e Définition 42

On dit que f est positivement homogeéne de degré k sur D C R? lorsque :
VE=(x1,x) €D, YA>0, f(a0) = Af(D)
Dans cette définition on sous-entend que si ¥ € D alors VA > 0, AX € D.

P> Exemples

o f(x1,x) = x% + x% est positivement homogéne de degré 2 sur R.
En effet :

VZ= (x1,x) € R%, VA>0, f(Ax;,Ax) = (Ax))* + (Ax)?
= P(x] + x3)
= P f(x1,x)

o f(x1,x)=x1+ x% n’est pas positivement homogene
e Les fonctions de production de type Cobb-Douglas sont des fonctions posi-
tivement homogénes.

Par exemple la fonction f(x1,x2) = cx‘fxg ou a, 3, ¢ sont strictement posi-
1ifs, est positivement homogene de degré a + 8 sur R} x R7.

Les rendements d’échelle sont croissants si a+ > 1, constants sia+ = 1
et décroissants si @ + 3 < 1.
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o Théoréme 5

Les dérivées partielles d’une fonction dérivable positivement homogene de de-
gré k sur D sont des fonctions positivement homogenes de degré k — 1 et véri-
fient la formule d’ Euler :

VX = (x1,x2) € D, x1 (D) + x2f1,(X) = kf (%)

Démonstration : elle est basée sur la formule de dérivation en chaine. Soit f
positivement homogene de degré k. On a

Vf: (x1, X2) S D, V/l > 0, f(/lX],/le) = /lkf()q,xz) (10.1)

On fixe A, xp et on dérive par rapport a x; chacun des membres de 1’éga-
lité (10.1) :
Afy, (Axr, ) = A (1, x2)
D’ou
flQxy, Axp) = A L (3, x2)
ce qui indique bien que f;, est positivement homogene de degré k — 1.
On démontre de facon similaire que f;z est positivement homogene de degré
k—1.
On fixe a présent x;, x, et on dérive par rapport a A chacun des membres de
I’égalité :
x1f1, (Ax1, Ax2) + xo fL (Axy, Axa) = kAT f(x1, x0)
Pour A = 1 on obtient la formule d’Euler :

X[, (D) + x2f3,(R) = kf(2)

» Exemple
Reprenons I’exemple précédent de la fonction f(x1, x2) = cx{ xg

1 —1
flxx) = caxi™'E, fl(x1,x) = Bagas

1l est facile de voir que f;, et f, sont positivement homogénes de degré
a + B — 1 et que la formule d’Euler est vérifiée :

X1 cax‘f_lxg + xp¢cBxf 271 = (@ + B)exf X,

Cette définition et ce théoréme se généralisent a R”.
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D. Théoréme des fonctions implicites

Soit f une fonction de 2 variables de classe C' sur un ouvert D de R% et ¢ € R.
{(x1,x2) € D tel que f(x1,x2) = c} est la courbe de niveau c¢ de f. Soit
d = (a1, ay) un point de cette courbe c¢’est-a-dire un point tel que f(a;,az) = c.
On pose les problemes suivants :

Peut-on mettre I’équation f(x;, xp) = ¢ sous la forme x, = ¢(x;) au voisi-
nage de @?

La courbe de niveau ¢ de f posséde-t-elle une tangente au point a ?

Si oui peut-on déterminer 1’équation de cette tangente ?

On cherche donc une fonction ¢ définie sur un intervalle / de R conte-
nant a, a valeurs dans un intervalle J de R contenant a; et telle que Vx; € I,
f(x1,6(x) =c.

On note que dans I x J, le graphe de ¢ est la courbe de niveau ¢ de f et
donc I’équation de la tangente a la courbe de niveau ¢ de f au point (a;, ay) est
I’équation de la tangente au graphe de ¢ au point (ay, a).

e Définition 43

On appelle fonction implicite définie par I’équation f(x1,xp) = ¢ toute fonc-
tion ¢ définie sur un intervalle / de R a valeurs dans un intervalle J de R et
telle que Vx| € 1, f(x1,¢(x))) = ¢

P Exemple
L’équation f(x1,xp) = x% +x§ = 1 définit la fonction implicite ¢ suivante
de 10, 1] dans [0, 1] passant par le point (1/2, \/§/2) :
¢ . [Oa 1] — [O’ 1]
x1 — ¢(x) tel que f(x1,¢(x1)) =1

Ici on peut méme expliciter ¢ : ¢(x1) = /1 — x%.

En général on ne sait pas expliciter ¢.

On va énoncer un théoréme qui permet d’affirmer I’existence de la fonc-
tion ¢ définie au voisinage du point @ = (aj,ay) tel que f(a;,az) = c et de
calculer aussi I’équation de la tangente au graphe de ¢ au point (a;, ay).

e Théoreme 6 : théoreme des fonctions implicites (TFI)

Soit f une fonction de deux variables de classe C' sur un ouvert D de R?, soit
f(x1,x2) = cavec ¢ € Rfixé. Si f(a1,az) = cet f] (a1,a2) # 0 alors il existe
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un intervalle ouvert I contenant a, un intervalle ouvert J contenant a,, et une
fonction ¢ : I — J de classe C! tels que

v-xl el f(X1,¢(XI)) =G, ¢(Cl1) =a

et {(x1,x2) € I x Jtelque f(x1,x) = ¢} = {(x1,¢(x1))} tel que x; € I}
(ceci implique en particulier 1’unicité de ¢), eton a :

_ @ @)

n(ar,a)

¢'(ar) =

—> Commentaires
Démontrons la derniére assertion en supposant que ¢ de classe C' existe.
Posons F(x;) = f(x1,¢(x1)) = c. Donc F'(x;) = 0.
Or:
F'(x1) = fy, (x1,6(x) + fo, (x1,6(x1) ¢ (x1)

Donc en particulier :

fi (ar ¢tan) + £, (a1, ¢(a)¢'(a) = 0

Sachant que ¢(a;) = a» et que f;z(al,az) # 0 on obtient le résultat
annoncé.

Ainsi on sait calculer ¢'(a;) et écrire 1’équation de la tangente au graphe
de ¢ au point (a;, ay), sans connaitre de « formule » explicitant ¢ (formule qui
d’ailleurs la plupart du temps n’existe pas).

Remarque : On a un résultat analogue avec 1’hypothese f;l (ar,az) # 0 au lieu
de f,,(a1,a2) # 0.

» Exemple
Dans une économie a deux biens 1 et 2, soit U la fonction d’utilité d’un
consommateur.

On appelle taux marginal de substitution du bien 1 contre le bien 2,
(TMS)15 en un point d, I’opposé de la pente de la tangente en d a la
courbe d’indifférence passant par ce point.

Le praticien ’assimile au taux auquel la consommation du bien 2 peut
étre réduite sans que soit affecté le niveau d’utilité du consommateur,
lorsque la consommation du bien 1 est augmentée d’une unité.

On peut montrer en utilisant le TFI que ce taux en d est égal au rap-
port des utilités marginales en d. Supposons que U admet des dérivées
partielles strictement positives et continues, c’est-a-dire que les utilités
marginales sont strictement positives et continues en tout point de leur
ensemble de définition. Soit d = (a1, ay) un point quelconque. La courbe
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d’indifférence passant par d est donc U(x1, x2) = U(ay,ar) = U. Comme
U’ (a1,a2) # 0 on peut appliquer le TFI pour obtenir deux intervalles
ouverts 1, J et une fonction ¢ : 1 — J tels que ¢(a;) = ar

{(x1,x) € I x J tel que U(xy,x) =c} = {(x1,¢(x1)) tel que x; € I}

U, (a1, a2)
Ui, (a1, a)

¢'(a)) = —

E. Formule de Taylor

Nous donnerons ces formules pour des fonctions de deux variables unique-
ment, mais elles se généralisent aux fonctions de n variables.

e Proposition 11 : formule de Taylor-Lagrange

Si f est de classe C? sur un ouvert convexe D de R? (cf. définition 3 cha-
pitre 11) etsidetd+ h sont deux points distincts de D, alors il existe 6 € ]0, 1 [
tel que :

f@+h) = f@ + fl(@hi + f(@h

@+ O3 + f1L (@ + OW)hhy + fxm (@ + Ohyh3

xlxl xlxz

Démonstration : on pose d = (ay,az), h o= (h1,hy) et g(t) = f(@+ tfz) =

(a1 + thy, ar + thy). g est alors une fonction d’une variable réelle .
9
g est deux fois dérivable et la dérivation en chaine (Proposition 8) donne :

g'(1) = fi,(ay + thy,az + thy)hy + f, (@) + thy, az + thy)hy
g"(t) = x1x1 (ay +thy,ay + thz)hl

+ fo (@ + thy, ap + thy)hy hy
(ay + thy,ay + thy)hohy

x2x|

xez(al +thy,ar + lhz)hz

310 © MATHEMATIQUES POUR L’ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

On applique alors la formule de Taylor-Lagrange a la fonction d’une variable g
sur [0, 1] (chapitre 5, proposition 10), et on note que g(O) = f(@), g(1) =

f@+h) :ilexiste 6 € ]0, 1[telqueg(1)—g(0)+g(0)+gT() d’ou :

f@+hy = f@ + fl(@hi + fl(@h

1
V(@ + ORKT + fI @+ Oy + < xm(a + Oh)h3

e Proposition 12 : formule de Taylor-Young
Si f est de classe C? sur un ouvert convexe D de R? et si & est un point de D,

- g . .
alors pour tout & tel que d + h est au voisinage de @, on a :

2

f@+h) = f@) +fo@h +ZZM + (h + W) ¥ (h)

i=1 j=1

ot lim; .00) Y(h)=0

Démonstration : on déduit cette proposition de la précédente. On peut montrer
(ce que I’on ne fera pas ici) qu’en posant :

W(h) = [fll,, @+ 00K +2f0 @+ 6m)hihy + L, (@+ 63
— (fl, @hi +2f] . (@hihy + i (@h3) ]/ (2(h] + h3))

on a hm» —.00) Y(h) =0

— Commentaires

(a)h ihj
Le terme Z Z qui apparait dans la formule de Taylor-

i=1 j=1
Young est une forme quadratique g sur R? et la matrice symétrique qui

lui est associée est iHess( f,a).

Soit H = [Z ] le vecteur colonne des composantes de h= (hy, hy) dans
2

la base canonique de R?. On a:

ZZ:Z m/(ﬁ)hh HTHess(f,cY)H

2
i=1 j=1
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Exercices

y
Enoncés

Exercice n° 1
Soit f une fonction réelle de deux variables réelles définie par :
2.2
1

X1X2 .
o si (x1,x2) 7 (0,0)

flxi,x) =

a) Montrer que f est positivement homogene.

b) Vérifier que f satisfait la formule d’Euler.

¢) On considere la fonction g définie par : g(u, v) = f(u+v, u—v). Vérifier que g satisfait
la formule d’Euler.

Exercice n° 2

On considere la fonction f de deux variables réelles définie par :
fx1,x) = X — 4x5 +4x1 x5 — X

a) Calculer les dérivées partielles de f.
b) Soit I’équation f(x1,x2) = 0. Montrer qu’il existe, au voisinage de 1, une fonction ¢
telle que f(xi, (x1)) = O et ¢(1) = 1.

¢) Ecrire I’équation de la tangente au graphe de ¢ au point (1, 1).

Exercice n° 3
On considere la fonction f : R?> — R définie par :
2—y
SOy = Yery
0 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

a) Montrer que f est C2 sur RZ\{(O, 0}
b) Montrer que les dérivées secondes f,(0,0) et f,:(0, 0) existent mais sont distinctes.

¢) Que peut-on dire alors de la continuité de f, et fy en (0, 0) ?

Exercice n° 4

Soit f une fonction réelle de deux variables réelles de classe C'.
On pose :

v P
F=f (tz +3z*,7)
e

a) Calculer F'(¢).
b) Appliquer a la fonction f définie par f(x,y) = 2x+y
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Exercice n° 5

Montrer que la fonction \/ x2 + x3 n’est pas dérivable en (0, 0).

Exercice n° 6

On considere la fonction de 2 variables f(x1, x2) = \/ X2 +x3+3.

a) Donner I’ensemble de définition Dy de f.

b) Montrer que f est différentiable sur Dy.

¢) Calculer la différentielle de f en (2, 3) notée df(2, 3).

d) Donner une valeur approchée de f(2, 1;3,08) a I’aide de df(2, 3).

Exercice n° 7

On considere la fonction f(xi,x2) = (x% + x2 + D> . Ecrire la formule de Taylor a
I’ordre 2 de f au voisinage de (0, 0)

Donner 1I’approximation affine de f au voisinage de (0, 0) puis 1’approximation quadra-
tique de f au voisinage de (0, 0).

Application : donner les approximations pour f(0,09;0,08) et comparer avec la valeur
£(0,09;0,08) donnée par une calculatrice.

Exercice n° 8

X —x .
_ _ _ >—— si(x,x) # (0,0
Soit la fonction f définie par f(x) = ¢ X X

0 si (x1,x2) = (0,0)

a) Montrer que f est dérivable pour tout (xi, x2) # (0,0) et calculer ses dérivées par-
tielles.

b) f est-elle différentiable en tout point (xj,x2) # (0,0)? Définir la différentielle
df(a,b), (a,b) # (0,0).

¢) Démontrer que f n’est pas continue en (0, 0).

d) f est-elle différentiable en (0,0) ?

e) Démontrer que f n’est pas dérivable en (0, 0).
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1 1. Recherche

d’'extrema.
Convexite

ainsi que celle de minimum global ou local des fonctions de plu-

sieurs variables sans contraintes ou sous des contraintes d'égalité
ou d’inégalité. Le probléme de choix du consommateur peut étre posé
par |'économiste ainsi : maximiser |'utilité sous une contrainte de bud-
get. Le producteur maximise son profit sous la contrainte de sa fonction
de production avec des prix qui lui sont imposés ou bien il minimise un
coUt... On présente les fonctions convexes et les fonctions concaves. On
étudie les conditions nécessaires et les conditions suffisantes d’optimalité
dans les différents cas.

o n étudie dans ce chapitre la notion de maximum global ou local,

Mots clefs : extrema d’une fonction, condition nécessaire, condition suffi-
sante, fonction convexe, fonction concave, extrema sous contraintes, mul-
tiplicateur de Lagrange, multiplicateur de Kuhn et Tucker.

|. Présentation des problémes

A. Définitions

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R".

On veut étudier des problemes de la forme :

Par) Maximiser (%)
M7 quand # € D

ou :

P.) Minimiser f(X)
"] quand ¥ € D
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o Définition 1

On dit que f admet un maximum global sur D en d € D, lorsque :
VX e D, f(¥) < f(@)

Ceci se dit aussi @ fournit un maximum global a f sur D ou @ est un maximum
global de f sur D ou d est solution globale du probleme (Pjy).
On dit que f admet un minimum global sur D en d € D, lorsque :

vXeD, f(X) > f(@

Ceci se dit aussi @ fournit un minimum global a f sur D ou @ est un minimum
global de f sur D ou d est solution globale du probleme (P,,).

On dit que c’est un maximum (respectivement minimum) global strict
lorsque :

VXe D, X+ d—=— f(X) < f(@ (respectivement f(X) > f(d))

e Définition 2

On dit que f admet un maximum (respectivement minimum) local sur D en
a € D, lorsqu’il existe > 0 tel que :

V¥ e Bdn)ND, f(¥) < f(@ (respectivement f(¥) = f(a))

On dit que c’est un maximum (respectivement minimum) local strict lorsqu’il
existe 7 > 0 tel que :

VX € B@n ND, ¥#d—=— f(X)< f(@) (respectivement f(¥) > f(d))

Un maximum global est un maximum local.

Un extremum est un maximum ou Un minimum.

Notons que le probleme (P,,) (Minimiser f sur D) est équivalent au pro-
bleme (Py,) (Maximiser — f sur D).

Lorsque D est un ouvert de R”, on dit que (Py;) et (P,,) sont des problemes
SANS contraintes et lorsque D n’est pas un ouvert, on dit que 1’on a des pro-
blémes SOUS contraintes.

On étudiera des problemes de maximisation sous contraintes d’égalité tels
que :

Maximiser f(X)
quand ¥ € ¢, O ouvert de R”
sous les contraintes Vj = 1,...,p, g;(X) =0
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DanscecasonaD = {¥ € Otel que g|(¥) = 0,...,g,(X) = 0}. Et on étudiera
des problémes de maximisation sous contraintes d’égalité et d’inégalité tels
que :
Maximiser f(X)
quand ¥ € O, O ouvert de R”
sous les contraintes Vj = 1,...,p, g;j(X) =0
Vk=1,....q, il® <0

Dans cecasona:

D={%e€0telquegi(D)=0,...,9,(d =0, fi(®) <O,..., f() <0}

" Extrema d’une fonction
sans contraintes

A. COnditions nécessaires

e Proposition 1 : condition nécessaire du 1°" ordre (CN1)
Soit f définie sur un ouvert D et d € D.
Si f est dérivable en @ et f admet un extremum local sur D en 4, alors :
grad f(d@) = 0
ce qui s’écrit aussi :
Vi=1,...,n, f;i(iz’) =0
—> Commentaires
Dans I’écriture grad f(d) = 6, il est clair que 0 € R"donc 0 = ©,...,0).

Démonstration : on rappelle que f dérivable en d signifie que les dérivées
partielles de f en d existent. Considérons les n fonctions @; d’une seule va-

riable telles que pour tout i = 1,...,n,x; — Di(x;) = f(ai, ..., Xi,...,a).
Il est clair d’aprés les définitions précédentes que si @ = (ay,...,a,) four-
nit un maximum (ou un minimum) a f alors pour tout i = 1,...,n,
a; fournit un maximum (ou un minimum) a la fonction d’une variable
Di(x;) = f(ay,...,xj,...,a,) d’ol en appliquant la Condition Nécessaire du
1°" ordre pour les fonctions d’une variable (Chapitre 5 Proposition 13) on ob-
tient : pour touti = 1,...,n, Pi(a;) = fi.(a1,...,a;,...,a,) = 0.
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Attention : la nullité des dérivées partielles est une condition nécessaire pour
qu’un point soit un extremum mais elle n’est pas suffisante autrement dit la
réciproque de cette proposition est fausse. Par exemple la fonction f définie
sur R? par f(x1,x) = x1x2 admet des dérivées partielles en (0, 0), vérifie
;] 0,0) =0, f;z (0,0) = 0 mais n’admet pas d’extremum en (0, 0) (car dans

tout voisinage de (0,0), f(x1,x2) < f(0,0) si x; et xp sont de signes opposés
mais f(xy, x2) > £(0,0) si x; et x, sont du méme signe).

Un point % qui vérifie grad (%) = 0 est appelé point critique ou candidat.

Lorsque 1’on cherche les extrema de f sur un ouvert D, on peut les chercher
parmi les points X qui vérifient grad f(X) = 0 puisque la CN1 garantit que si
®est un extremum alors grad f(¥) = 0. Ces points qui vérifient grad f(¥) = 0
sont donc des « candidats » a étre des extrema mais ne sont pas forcément des
extrema.

e Proposition 2 : condition nécessaire du 2"® ordre (CN2)

Soit f définie sur un ouvert D et @ € D.
Si f est de classe C? au voisinage de & et f admet un maximum local en &,

alors :
Vi € R", Z Z fo@hihj <0
i=1 j=1
c’est-a-dire la matrice hessienne de f en d, Hess(f, @) est semi-définie négative
(cf. chapitre 9).
Démonstration : la démonstration se fait en appliquant la formule de Taylor-
Young (chapitre 10, proposition 12). Nous la donnerons pour une fonction de

deux variables. Rappelons la formule : pour tout h tel que d+ R estau voisinage
ded,ona:

f@+h) = f(@-+ Z fu(@h; + Z Z

i=1 j=1

”’(9) S+ )R

ou limy .00) Y(h) = 0.

Si f admet un maximum local en &, il existe n > 0 tel que :
VX € B(d,n), f(X) < f(@ et f,(@ =0, fi,(@ =

Soit & € R” et ¢ suffisamment petit tel que a + th € B(@, n).

Donc f(d+ th) — f(@) < 0. En appliquant alors la formule de Taylor-Young
a f sur B(d,n), on obtient

2 ()hh

ZZ + 2+ h)P(h) <O ot lim P(th) =0
i=1 j=1 th—(0,0)
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Donc :

5 2 m,(*) ihj

i=1 j=1

+ (W +W)W(h) <0 on lim P(th) = 0
—

+ (W + W) P(th) | <0

tim | 32

i=1j

2 fx](a)l Jj
— 2

1

et comme lim,_ Y’(ti_l)) = 0 on obtient bien :

2 2
VEER:L D S fl (@hih; <0

i=1 j=1

ce qui signifie, par définition, que Hess(f, @) est semi-définie négative.
Attention : la condition Hess(f, @) semi-définie négative est une condition né-
cessaire d’optimalité mais elle n’est pas suffisante.

Dans la proposition, en remplacant maximum local par minimum local, la
conclusion devient Hess(f, @) semi-définie positive.

B. COnditions suffisantes

e Proposition 3 : conditions suffisantes du 2" ordre (CS2)

Soit f définie sur un ouvert D et d € D.
Si f est de classe C? au vmsmage de d et f vérifie grad f(a) = 0 et

Vi € R", h %+ 0 = ZZ (a)hihj < 0 (c’est-a-dire : la matrice
i=1 j=1

hessienne de f en d, Hess(f, @) définie négative), alors f admet un maximum

local strict en d.

—> Commentaires

Dans la démonstration que I’on ne donnera pas, on utilise aussi la formule
de Taylor-Young a I’ordre 2.

Attention : ici I'inégalité est stricte.

Dans la proposition, en remplagant Hess(f,d) définie négative par
Hess(f, @) définie positive on obtient que f admet un minimum local
strict.
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Point méthode

Pour trouver les extrema locaux de f fonction réelle de n variables réelles
de classe C? sur un ouvert D de R" on procéde comme suit :

a) on cherche les candidats en écrivant la CN1 c’est-a-dire en résolvant
grad f(X) = OsurD;

b) on se restreint a ceux d’entre eux qui vérifient Hess(f, @) semi-définie
négative ou semi-définie positive (CN2) ;

c) seuls ceux qui vérifient Hess(f, @) définie négative ou Hess(f, @) définie
positive sont bien des extrema locaux (CS2).

Dans la pratique on saute directement de a) a c).

—> Commentaires

Pour voir si la matrice symétrique Hess(f, @) est définie négative ou défi-
nie positive on peut appliquer la définition ou calculer les valeurs propres
de la matrice et examiner leur signe ou bien utiliser le critere des déter-
minants des mineurs principaux.

On rappelle qu’'une matrice symétrique est définie négative (respective-
ment définie positive) si, et seulement si, ses valeurs propres sont stricte-
ment négatives (respectivement strictement positives).

Elle est semi-définie négative (respectivement semi-définie positive) si,
et seulement si, ses valeurs propres sont négatives ou nulles (respective-
ment positives ou nulles).

Donc si on trouve une valeur propre nulle on ne peut pas conclure quant
a I’optimalité du point étudié.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, le signe des valeurs propres
peut étre déterminé en calculant le déterminant et la trace de la matrice.
Le déterminant étant égal au produit des deux valeurs propres et la trace
égale a la somme des deux valeurs propres, si le déterminant est positif
les deux valeurs propres sont du méme signe et dans ce cas, si la trace est
positive les deux valeurs propres sont positives et si la trace est négative
les deux valeurs propres sont négatives. Si, par contre, le déterminant est
strictement négatif les deux valeurs propres sont de signes opposés.
Attention ceci n’est valable que pour des matrices symétriques d’ordre 2.
Pour des fonctions de plus de deux variables il faut calculer les valeurs
propres de la Hessienne au point candidat pour trouver leur signe ou bien
utiliser le critere des déterminants des mineurs principaux.

Exemple
Chercher les extrema de la fonction suivante :

3
X
fx1,x) = ?1 +x1x0 + X3, (x1, %) € R?
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f est de classe C? sur R%. On cherche les candidats en écrivant la CN1
-
c’est-a-dire en résolvant grad f(¥) = 0, ce qui donne

2
fo(xt,x) =x7+x =0

fo(x1,x2) = x1+2x, =0

La résolution de ce systeme donne deux points candidats : (0,0) et
(172, =1/4).

Etudions alors la matrice hessienne de f en chacun des candidats :

[ oz, () ;’,xz(f)]
Hess(f, %) =

Lfon@® fn(®

-2)61 1
Tl 2

Au point (0,0) on a :

0 1
Hess(f,(0,0)) = L 2]

det Hess(f,(0,0)) = —1 < 0, trace Hess(f,(0,0)) = 2.

Le déterminant étant strictement négatif les deux valeurs propres sont
de signes opposés donc la matrice Hess ( £, (O, 0)) n’est ni définie négative
ni définie positive et par suite le point (0, 0) ne fournit ni un maximum ni
un minimum a la fonction (contraposées des CN2).

Au point (1/2,—1/4)on a :

Hess(f,(1/2,—1/4)) = “ H

det Hess(f,(1/2,—1/4)) = 1> 0;
trace Hess(f, (1/2,—1/4)) =3 > 0.

Le déterminant étant positif les deux valeurs propres sont du méme
signe et comme la trace est positive les deux valeurs propres sont donc
positives. Donc la matrice Hess (f, (1/2,— 1/4)) est définie positive et par
suite le point (1/2, —1/4) fournit un minimum local strict a la fonction.

1
Il n’est pas global. En effet f(—1,0) = —3 < f(1/2,-1/4) = T
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I I I COnvexité

A. Sous-ensemble convexe de R"

e Définition 3
Un sous-ensemble D de R" est dit convexe lorsque :
VX, Vije D, VAae[0,1], AX+(1 — Dy €D

c’est-a-dire lorsque D contient tout segment joignant deux de ses points.

P Exemple
R?, R%, [0,1] x [0,1], 10, 1[x]0, 1[. .. sont des sous-ensembles convexes
de R
sous-ensemble convexe de R? sous-ensemble non convexe de R?

Figure 11.1

B. Fonction convexe sur un sous-ensemble
convexe de R"

1) Caractérisation d'une fonction convexe

e Définition 4

Soit f définie sur un sous-ensemble convexe D de R". On dit que f est convexe
sur D lorsque :

V¥e D, Vi€ D, YA€ [0,1], f(A%+ (1 — D7) < Af@) + (1 — Df (@)

e Définition 5

Soit f définie sur un sous-ensemble D de R”". On dit que f est strictement
convexe sur D lorsque :

-

V¥e D, Vje D, VA€l0,1[, ¥+#
= f (A + (1= F) < Af@D) + (1 = V@)
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e Proposition 4

Soit f définie et différentiable sur un ouvert convexe D de R". f est convexe
sur D si et seulement si :

vXe D, VjeD, f(i) — f(X) < grad f(§) - (F — %)

—> Commentaires
f est strictement convexe si, et seulement si,

VX¥eD,Vje D, ¥#j= f(j) — f(X) < gradf(§) - (F — D)

e Proposition 5
Soit f de classe C? sur un ouvert convexe D de R”.

a) f est convexe sur D si, et seulement si, Hess(f, X) est semi-définie positive
pour tout point X de D.

b) Si Hess(f, X) est définie positive pour tout point ¥ de D, alors f est stricte-
ment convexe sur D.

La réciproque de b) est fausse.

2) Minimum d’une fonction convexe

Lorsque I’on a étudié les extrema d’une fonction, on a insisté sur le fait que les

points fournis par grad f(X) = 0 n’étaient que des candidats a étre des extrema
et qu’il fallait recourir a une condition suffisante pour vérifier si certains d’entre
eux étaient des extrema. Dans le cas des fonctions convexes différentiables les
points fournis par grad f(¥) = 0 sont des points de minima globaux comme le
montre la proposition suivante.

e Proposition 6 : condition nécessaire et suffisante d’optimalité (CNS)

Soit f définie, différentiable et convexe sur un ouvert convexe D. Soit @ € D.

2 . . o . Y .
grad f(d@) = 0 si, et seulement si, f admet un minimum global sur D en a (strict
si la convexité est stricte).

Remarque : pour une fonction convexe la CN1 est une CS.

Démonstration : si f admet un minimum global sur D en &, alors f admet un
minimum local sur D en d et la CN1 donne : grad f(a@) = 0.

Supposons grad f(a) = 0 et appliquons la proposition 4 a tout ¥ € D et d. Il
vient

V¥eD, f(a)— f(X) <0
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P Exemple
On considere le probleme suivant :
Minimiser f(x,y,7) = X2+ y2 +72 — xy + xz, (x,y,2) € R3,
f est de classe C* sur R® (qui est ouvert et convexe). On résout
grad f(x,y,z) = 0 c’est-a-dire :

filxy,2)=2x—y+z=0
ey =25 —x =0
fZ’(x,y,z) =2z4+x=0

On a un point candidat (0,0, 0)
Examinons Hess ( [ (xy, z)) :

2 -1
Hess (f, (x,y, z)) = | -1 2
1 0

NN O =

Calculons les valeurs propres de cette matrice qui sont les racines du
polynome caractéristique associé (1) = det (Hess( f.(x,y,2)) — AU ) :

2—-4 -1 1
=det | —1 2—-4 0
1 0 2—-21

Onadonc (2 — Q) [(2 - - 2} = 0 qui donne :

=2 L=2+V2, 13=2—2

Les trois valeurs propres étant strictement positives, Y(x,y,z) € R3,
Hess ( f,(xy, z)) est définie positive donc f est strictement convexe.
(0,0,0) fournit donc un minimum global strict a f.

—> Commentaires

La convexité permet de ne pas recourir a une condition du second ordre
et donc d’avoir un minimum en résolvant grad f(d) = 0. Ceci est intéres-
sant lorsque 1’on sait a ’avance que la fonction est convexe. Cela parait
moins intéressant lorsqu’il s’agit de démontrer la convexité en utilisant
la Hessienne ! Mais I’intérét réside dans le fait que le minimum obtenu
est global alors que les CS2 ne traitent que de minimum local.
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C. Fonction concave sur un sous-ensemble
convexe de R"

1) Caractérisation d'une fonction concave

o Définition 6

Soit f définie sur un sous-ensemble convexe D de R”. On dit que f est concave
sur D lorsque :

V¥e D, Vije D, Vac[0,1], fAX+ (1 — Dif) = Af(@) + (1 — D@
o Définition 7
Soit f définie sur un sous-ensemble convexe D de R”. On dit que f est stricte-
ment concave sur D lorsque :
V¥e D,VyjeD,VAel0,1[,X#§
= f(WW+ (1 = D7) > (@) + (1 = Df @)

f est concave si, et seulement si, — f est convexe.

e Proposition 7

Soit f définie et différentiable sur un sous-ensemble ouvert convexe D de R".
f est concave sur D si, et seulement si :

vXe D, VjeD, f(§) — f(X) = grad f(§) - (F — %)

—> Commentaires
f est strictement concave si, et seulement si,

V¥eD,VjeD, X#§j= f) — f(X) > grad f(i)) - (F — %)
e Proposition 8

Soit f de classe C? sur un sous-ensemble ouvert convexe D de R”.

a) f estconcave sur D si, et seulement si, Hess(f, X) est semi-définie négative
pour tout point ¥ de D.
b) Si Hess(f, ¥) est définie négative pour tout point X de D, alors f est stricte-
ment concave sur D.
» Exemple
Soit f(x1,x)) = —e@)H2=1? L 50 4y,
f est de classe C* sur R>.
fi(x1,x0) = —2xpe R 4
floxr ) = =205 — D+l _ g
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On calcule

Hess(f, (x1, x2))
[ —2(1 + zx%)e(mzﬂnfl)z —dxy(xy — 1)exH02=17 ]

—dxy(xy — e HR=D? (] 4 2(xy — 1)) +H=D?

2
— D) =1 [ T+2xp 2x(x —1) ]

2x1(xp — 1) 14 2(xp — 1)?

Y(x1, x2) € R? det Hess(f, (x1,x2)) = 462 [)‘%Jr()‘z*l)z](l + 2x% + 2(xp —
D?) > 0 et traceHess(f, (x1, x2)) = —Ze(x‘)2+(x2*1)2(1 + Zx% +1+2(x) —
1)?) < 0, donc Y(x1,x2) € R?, les 2 valeurs propres de Hess(f, (x1,x2))
sont strictement négatives, donc ¥(xi, xp) € R2, Hess( f,(x1,x2)) est dé-
finie négative ce qui implique que f est strictement concave sur R>.

2) Maximum d’une fonction concave

Dans le cas des fonctions concaves différentiables sur un ouvert convexe de
. . 2 . .

R”, les points fournis par gradf(X¥) = 0 sont des points de maxima globaux

comme le montre la proposition suivante.

e Proposition 9 : condition nécessaire et suffisante d’optimalité (CNS)

Soit f définie, différentiable et concave sur un sous-ensemble ouvert convexe
DdeR"etd € D.

gradf(a) = 0 si, et seulement si, f admet un maximum global sur D en d
(strict, si la concavité est stricte).

P Exemple
On considere la fonction de production :

q(x1,x2) = \/x1 + \/x2 définie sur R x R}

Soit p le prix de I’output et wy, wy les prix des inputs. (p, wy, wy sont stric-
tement positifs). On veut étudier le probleme de maximisation du profit et
définir les fonctions de demande d’input.

Le profit est :

(x1, %) = p (VX1 + V/X2) — wix) — woxy
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On résout donc le probleme suivant :
Maximiser T1(xy, xp) sur R} x R}

I est de classe C? sur I’ouvert convexe R xR*. On cherche les candidats
en résolvant :
grad I1(xy, xp) = O c’est-a-dire :

I, (x1, x2) =

I, (x1,x2) =

2
Le candidat est <2L;)1> s <2pt

Hess (I1, (x1, x2)) =

—-Pp

0o —£

32

4x,

Pour tout (x1,x;) de l'ensemble de définition, cette matrice est définie
négative car ses valeurs propres sont strictement négatives; la fonc-
tion 11 est donc strictement concave et le candidat fournit un maxi-
mum global strict a la fonction. Le profit est donc maximum pour

2 2
(x1,x) = <ﬁ> , <ﬁ> . Les fonctions de demande d’input
sont alors :
2 2
X (p,wi, wy) = <2%1> ;o X(pwi,wy) = <2%2>

Récapitulation des conditions

Extrema sans contraintes

Soit f de classe C2 sur un ouvert @ de R", etd € O :

e f quelconque
CNI1 et CN2:
f admet un minimum local en @ = grad f(d) = 0 et Hess( f,d) semi-
définie positive

f admet un maximum local en d = grad f(ad) = 0 et Hess( f,d) semi-
définie négative
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CS2:

gradf(d) = 0 et Hess( f» @) définie positive = f admet un minimum
local strict en d

gradf(d) = 0 et Hess( f,d) définie négative = f admet un maximum
local strict en d.

On suppose de plus @ convexe.
e f convexe :
CNS : grad f(d@) = 0 <= f admet un minimum global en @

f strictement convexe :

CNS : gradf(a) = 0 < f admet un minimum global strict en d
e f concave :

CNS : gradf(a) = 0 — f admet un maximum global en a@

f strictement concave :
CNS : grad f(d@) = 0 <= f admet un maximum global strict en @

Point méthode
Soit f de classe C? sur un ouvert @ de R”. Pour étudier les extrema de f
sur @ on procede de la facon suivante :

on cherche les candidats en résolvant gradf(¥) = 0. Soit @ € @ un can-
didat ;

on calcule Hess(f, X).

Si Hess(f, X) n’est pas de méme nature sur @ alors on étudie la nature de

Hess(f, d) :

si Hess(f, @), est définie négative, alors f admet un maximum local strict
end;

si Hess(f, @), est définie positive, alors f admet un minimum local strict
-
end;

si Hess(f, @), est semi-définie négative ou semi-définie positive, alors on
ne peut pas conclure ;

si Hess(f, @) est indéfinie, alors f n’admet pas d’extremum en d.

Si Hess(f, X) est de méme nature sur O :

si Hess(f, X), est semi-définie négative Vx € @, alors f est concave sur ()
d’ol f admet un maximum global en @

si Hess(f, ), est définie négative Vx € @9, alors f est strictement concave
sur @ d’ou f admet un maximum global strict en @ ;
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— si Hess(f, X), est semi-définie positive Vx € (9, alors f est convexe sur (9
d’ott f admet un minimum global en d ;

— si Hess(f, X), est définie positive Vx € @, alors f est strictement convexe
sur @ d’ou f admet un minimum global strict en d.

|V Extrema sous contraintes :
théoréeme d’existence

o Définition 8

Un ensemble D est dit borné dans R" lorsque :
de>0telqueV¥e D, || X||<c

On n’a pas précisé la norme. En effet les trois normes définies étant équiva-
lentes, si D est borné relativement a I’une, il sera borné pour toutes les autres
normes.

e Définition 9

Un ensemble D est dit compact dans R" lorsqu’il est a la fois fermé et borné.

Nous allons considérer les ensembles que nous pourrons rencontrer.
On peut montrer que pour des ensembles D de la forme :

D={X¥cR'telsqueVj=1,...,p, gj(X) =0, etVk =1,...,q, fi(¥) <0}

si pour tout j = 1,..., p, g; est continue sur R”,
pour tout k = 1,...,q, fi est continue sur R”
et D est borné
alors D est compact.
Le résultat est le méme si on remplace R" par R’}.

» Exemple
D = {Ze R*tel que g(¥) = x7 + x3 — 8 =0}

(x1, %) 2= V8

g est continue sur R? et D est borné car ¥(x1, x2) € D,
donc D est compact.
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P Exemple

D= {X’e R? tel que fi(X) = p1x; + paxa — 10 < 0, fo(¥) = —x; <0,

fHE) =—x < 0} ou p1,p2 >0

fi, fo f5 sont continues sur R?
D est borné car V(x1,x2) € D, 0 < x; < 10/p1, 0 < xo < 10/ p; donc

Y(x1,x2) € D, || (x1,%2) [|2< +/100/(p1)? + 100/(p2)>

Donc D est compact.

e Théoreme 1 : théoréeme d’optimisation de Weierstrass

Si f est une fonction continue sur un ensemble compact D C R”", alors f atteint
son maximum et son minimum sur D.
Autrement dit le probleme

Maximiser f(X)
quand ¥ € D
admet une solution globale
et le probleme :
Minimiser f(X)
quand X € D

admet une solution globale.

Ce théoreme garantit 1’existence d’au moins une solution pour chacun des
problemes ci-dessus, sans pourtant donner de moyen pour trouver cette solu-
tion. Nous verrons par la suite comment I’utiliser judicieusement. Il nécessite
de savoir reconnaitre qu’une fonction est continue et qu’un ensemble est com-
pact dans R".

P Exemple
On considere le probleme suivant :

Maximiser f(x1,x) = X} — x5 + 6
sous les contraintes x% + x% =8

Ici D = {% € R? tel que g(¥) = x} + x5 — 8 = 0}. On a montré
ci-dessus que D est compact.
Comme f est continue sur D, le théoreme d optimisation de

Weierstrass garantit I’existence d’une solution a ce probléeme.
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» Exemple
On considere le probleme suivant :
Maximiser f(x, %) = X3 — x5 + 6
sous les contraintes p1x; + prxy < 10
X1 2 0
X2 = 0

ou p1 > 0, pa > 0 sont donnés.
Ici
D = {)?6 R? tel que f]()?) = p1x1 + paxp — 10 <0,
S® = —x1 <0, (D) = -0 <0}

On a montré ci-dessus que D est compact.
Comme f est continue sur D le théoréme d’optimisation de Weierstrass
garantit I’existence d’une solution a ce probleme.

V. Extrema d'une fonction
sous contraintes d'égalité :
conditions nécessaires et suffisantes

Soit f définie sur un ouvert @ de R".
On considere le probleme suivant :

Maximiser f(X)
(P,)< quand ¥ € O
sous les contraintes Vj = 1,...,p, g;(X) =0

Remarque : p < n.
Notons que ce probléme est de la forme :

Par) Maximiser f(¥)
M7 quand % € D

D ={x€0 telque gi(X) =0,...,9,(X) =0}

D n’étant pas un ouvert nous sommes en présence d’un probleme sous
contraintes.
En reprenant la définition 1 on a la définition 10.
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o Définition 10

On dit que @ est solution globale du probléme lorsque @ € D et VX € D,
J@ < f(@)

Cest-a-dire d € O, Vj = 1,...,p, gi@ = 0 et VX €€ O
vérifiant Vj = 1,...,p, g;(¥) = Oona f(¥) < f(d).

Ceci se dit aussi f admet un maximum en & sur ( sous les contraintes
Vi=1,...,p,9;%) =0.

On dit que 4 est solution locale du probleme lorsque @ € D et qu’il existe
un voisinage V de @, tel que VX € VN D on a f(X) < f(@).

Etudions d’abord le probléme pour une fonction de 2 variables et une seule
contrainte.

Soit f définie sur un ouvert @ de R.

On considere le probléme suivant :

Maximiser f(xy, x2)
(P2) § quand (x1,x2) € O
sous la contrainte g(xy, xp) =0

Il faut d’abord essayer de transformer le probleme de maximisation d’une
fonction de deux variables, sous une contrainte d’égalité en un probleme
de maximisation d’une fonction d’une seule variable sans contrainte. Cela
est possible lorsque 1’on peut exprimer x; en fonction de x, (ou vice
versa) a partir de la contrainte. Lorsque la fonction g est affine c’est-a-dire
g(x1,Xx2) = ax; + bxy + c ou a, b, c sont des réels on peut toujours ramener le
probléme sous contrainte a un probléme de maximisation d’une fonction d’une
seule variable sans contrainte.

Lorsque I’on ne peut pas transformer le probleme sous contrainte en un pro-
bleme sans contrainte, on utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange
que I’on présente ci-dessous.

e Proposition 10 : condition nécessaire du 1°" ordre (CN1)

Soit f définie sur un ouvert G et @ = (aj,ay) € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

est de classe C! sur @;
f

— gestdeclasse C! sur O;

d est solution locale du probleme (P;);

grad g(a@) non nul ;

alors il existe 4 € R tel que :

grad f(d) + Agrad g(@) = 0
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ce qui s’écrit aussi :

fi@+ g, (@ =0
f,@ + 2g,,(@ =0

On pose L(¥, 1) = f(X) + Ag(X), L est appelé lagrangien et A multiplicateur de
Lagrange. La conclusion de la CN1 s’écrit :

Vi=1,2 L (@A1)=0
La condition « grad g(@) non nul » est appelée qualification des contraintes. On
ne peut pas appliquer cette proposition lorsqu’elle n’est pas vérifiée.

Démonstration : la démonstration est basée sur le théoreme des fonctions
implicites (théoréme 6 du chapitre 10).

g est de classe C' sur O et g(a;,as) = 0. grad g(@) non nul signifie que
gy, (@ # 0 ou g\ (@ # 0. Supposons g, (@ # 0. On applique le théo-
réme des fonctions implicites a g ce qui donne 1’existence d’un intervalle ou-
vert [ contenant a;, d’un intervalle ouvert J contenant a,, et d’une fonction ¢ :
I — J de classe C! tels que :

Vxi €1, g(x1,¢(x1) =0, ¢plar) = ay et
{(x1,x2) € I x J tel que g(x1,x2) =0} = {(xl, q>(x1)) tel que x; € I}

(ceci implique en particulier 1’unicité de ¢) eton a :

oo @
v g@

Comme d est solution locale du probleme (P5), a; est solution locale du pro-
bléeme de maximisation d’une fonction d’une seule variable :

Maximiser f(x1) = f(x1, $(x1)), x1 € 1.

La CN1 pour ces problemes donne alors f’ (a;) =0.0r:

Fen) = £ (x,90Ge) + £ (x1, 9(x1)) ¢/ (xp)
donc : 0 = f'(ay) = £, (a1, dplar)) + £, (a1, §(ar)) ¢'(ar) :

9@ )
g, ()

0= f;l (611, q>(a1)) + f;z (al’ q)(al)) <

folana) _ fi@ _¢,@
folana) ~ f,@ 4@
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(@)

Posons 4 = —=*—, on obtient bien :
95, (@)
fo(@ + g, (@ =0
[1,(@) + g, (@) =0
P Exemple

Dans la théorie néo-classique du consommateur, le consommateur maxi-
mise son utilité sous sa contrainte de budget.

Soit U(x1,x2) une fonction d’utilité admettant des dérivées par-
tielles strictement positives et continues sur [’ouvert R x R} et soit
p1X1 + p2x2 = R une contrainte de budget. x; > 0, x, > 0, R > 0,
p1 > 0, po > 0. Montrons que si (x},x5) est solution du probléeme de
maximisation de [’utilité sous contrainte de budget, alors le taux margi-
nal de substitution TMS1 en (x7, x5) est égal au rapport des prix.

Le probleme de maximisation s’écrit :

Maximiser U(x1, x2)
(P){ quand (x1,x) € RE x R*
sous la contrainte p1x| + pox; = R

Premiere méthode : on peut se ramener a un probleme de maximisation
d’une fonction d’une seule variable sans contrainte.

On peut exprimer x| en fonction de x) a partir de la contrainte :
x1 = (R — paxp)/p1 et poser V(xp) = U((R — p2x2)/p1, xz). V est alors
de classe C! sur R%.

Le probleme de maximisation d’une fonction de deux variables sous
une contrainte devient alors un probléme de maximisation d’une fonction
d’une seule variable (et sans contrainte) :

(P) Maximiser V(x3) = U((R — pzxz)/pl,x2>, x>0

Si (x],x3) est solution du probleme (P) alors x5 est solution du pro-
bleme (P).

En effet si pour tout (x1, x2) € R} xR} tel que x; = (R—paxy)/p1ona
U(x1, x2) < U(x}, x5) avec x] = (R — pax3)/ p1 alors pour tout xo € R,

V) = U((R = pa/prx2) < U(R = pax)/pr.3) = V)
La CNI (chapitre 5, proposition 13) implique alors V'(x}) = 0, c’est-
a-dire :

Uty (R = 22330/ p1,35 ) (= paf 1) + Uy (R = o1, 33) = 0
Uy, (X1, X5)(—=p2/p1) + Uy, (x7, x3) = 0
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U’ (x1,x2)

Comme TMS 15(x1,x0) = ————
Us, (x1, x2)

(chapitre 10) on a

* ok 1
TMS 12, x5) = 2L
P2

Deuxieme méthode : les multiplicateurs de Lagrange.

1l est plus simple et naturel d’utiliser la premiére méthode mais nous
donnons celle-ci dans un but d’illustration.

On pose :

g(x1,x2) = p1x1 + pox —R=0
L(x1, x2, ) = U(x1, x2) + Ap1x1 + paxa — R)

On va appliquer la CNI1 pour un probleme de maximisation sous une
contrainte d’égalité (Proposition 10). On a :

— U est de classe C' sur R* x R% ;
— g estde classe C' sur R% x R* ;
— (x],x3) est solution du probleme ;
- gradg(-xfwx;) = (pl’pZ) 7é (0$ O)
donc la Qualification des Contraintes est vérifiée.
L (x},x5,) =0
Alors il existe A € R tel que : L, (x1,x5,) =0
pixi +p2x; —R=0
c’est-a-dire
Uy, (31, %) + Ap1 =0
Uy (x7, %) + Apy = 0
p1xX] + p2xs —R=0
U’ (xF,x3)
etona TMS 2(x],x3) = % =0
UL (x1,x5)  p2

Commentaires
Attention, la condition «il existe 4 € R tel que grad f(a@)+

Agradg(d) = 0 » est une condition nécessaire mais elle n’est pas suf-
fisante.

Les points X qui vérifient :
«il existe A € R tel que grad f(X) + A grad g(¥) = 0 »

sont seulement des candidats a étre solutions. Pour trouver lesquels
d’entre eux sont des solutions on a besoin de conditions suffisantes. On
en donne trois dans la suite.
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e Proposition 11 : conditions suffisantes

Supposons que le probleme (P,) possede une solution globale (par application
du théoreme d’optimisation de Weierstrass par exemple).

Supposons qu’il existe des candidats obtenus en appliquant la CN1.

Alors parmi ces candidats, ceux qui donnent a f la plus grande valeur sont
solution globale du probleme.

e Proposition 12 : conditions nécessaires et suffisantes
pour un probleme convexe

Soit f définie sur un ouvert convexe @ et d = (ay,az) € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C! sur @;
- 9@ =0;
f est concave ;

— gest affine;

grad g(@) non nul ;

alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
a) il existe A € R tel que grad f(@) + A grad g(@) = 0;
b) d est solution globale du probleme (P5) ;

ce qui signifie : la CN1=CS.

e Proposition 13 : conditions suffisantes du second ordre (CS2)

Soit f définie sur un ouvert @ et @ = (aj,ay) € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C? sur 9;

— gestde classe C? sur O;

- 9@ =0;

— grad g(@) = (g, (@). g\, (@) non nul ;

— il existe A € R tel que grad f(a@) + A grad g(d) = 0:

— pour tout i = (hy,hy) non nul tel que ¢, (@hy + g\, (@hy = 0 on a:
HT[Hess(f,d) + AHess(g,d@)|H < 0.

Alors d est solution locale du probleme (P»).
H est la matrice ou vecteur colonne des composantes de h.
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—> Commentaires

On a des propositions analogues pour un probléme de minimisation sous
contrainte.

» Exemple
On considere le probleme suivant :

Maximiser f(x1,x) = X} — x5 + 6
sous la contrainte x3 + x3 = 8

On pose g(x1,x2) = x3 + x5 — 8 = 0.

f et g sont de classe C? sur R?.

grad g(x1, x2) = (2x1,2x2) # (0, 0) pour tout (x1, x2) # (0, 0).

(x1, x2) = (0, 0) ne vérifie pas la contrainte.

Donc la qualification des contraintes est vérifiée en tout point admis-
sible c’est-a-dire en tout point qui vérifie la contrainte d’égalité.

On pose L(xy, x2, A) = f(x1, x2) + Ag(x1, x2),

c’est-a-dire : L(x1,x2,1) = x% — x% +6+ /l(x% + x% —8)

et on résout :

L;I (x1,x2,1) =0

L' (x1,x2,4) =0
B+ -8=0
2x1+24x; =0
c’est-a-dire : { —2x2 +2Ax; =0
B+x5—-8=0
Les deux premieres équations donnent :

2xi(1+ ) =0; 2x(-1+4)=0

Si x; = 0 la troisiéme équation implique x, = /8 ou x = —\/8 et
par la deuxieme équation 1 = 1.
Et si A = —1 la deuxieme équation donne x; = 0 la troisieme équation

implique x|, = /8 ou x; = — /8.
Donc on a quatre points candidats :

0,V8), 1=1
0,-V8), 1=1
(V8,0), 1=—1
(—8,0), 1=-1
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Premiere méthode : f est continue sur D = {(x1,x;) € R? tel que
x? + x5 = 8} qui est compact car g(x1,x) = X7 + x5 — 8 est continue
et D est borné.

Le théoreme d’optimisation de Weierstrass implique [’existence d’une

solution. Examinons tous les points obtenus par la CN1 :
f(V8,0) = f(—V8,0)= 14 alors que f(0, V8)= f(0,—V8) =2

Donc (\/g, 0) et (— V3, 0) fournissent un maximum global sous la
contrainte.
Deuxiéme méthode : on va appliquer les CS?2 :

Hess(f,)?):[é _02} Hess(g,)?):[é g]

Soit i = (hy, hy) # (0,0) tel que g (@hy + g (Dhy = 0 c’est-a-dire
2a1h1 + 2612]’12 =0.
Pour (0, V/8) et (0, — v/8) onahy = 0 et hy % 0 sinon (hy, hy) = (0,0).
Enudions H' [Hess (1, (0, v/8)) + AHess (g, 0, V)| H, ot A= 1

HT {Hess (f, (0, \/§)> + Hess (g, (0, \/g))} H

— [y, 0] [g 8} [}8] _ a0

puisque hy # 0

donc le point (0, \/8) fournit un minimum local strict & f sous la
contrainte.

On a le méme résultat pour (0, — \/g).

Pour (1/8,0) et (—\/8,0)onahy = 0 et hy # 0 sinon (hy, hy) = (0,0).

Enudions H' [Hess (f,(1/8,0)) + AHess (g, (v/3,0))| H, it 1 = —1

HT [Hess ( £.(V8, 0)) — Hess (g, (V3, 0))}}1

= [0, ] [8 _04} [2’2] — 42 <0

puisque hy # 0

donc le point (/8,0) fournit un maximum local strict a f sous la
contrainte.

On peut montrer qu’il est en fait global.

On a le méme résultat pour (— \/g, 0).

1l est clair que la premiere facon de résoudre le probleme est plus
simple. Nous avons donné la deuxieme en guise d’illustration.
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o Généralisation a R”

On considere le probleme général (P,)

e Proposition 14 : condition nécessaire du 1°" ordre (CN1)

Soit f définie sur un ouvert @ et d € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C! sur 9;
— pour tout j = 1,..., p, g; est de classe C'sur0;
— d est solution locale du probleme (P),) ;

— la condition de qualification des contraintes :

grad g1(d), grad g»(a), ..., grad g, (@)

sont linéairement indépendants

alors il existe A1, A2, ..., 4, € Rtels que :

P
grad f(a) + Z Ajgradg;(d) = 0
j=1

ce qui s’écrit aussi :

Vi=1,....n, fi(@+ g @ +...+ g, @ =0

On pose L(X, A1, ...,4,) = f(X)+ 25;1 A;g(X), L est appelé lagrangien et les
A; multiplicateurs de Lagrange. La conclusion de la CN1 s’€crit :

Vi=1,...,n L@A,....) =0

Cette proposition n’est qu’une condition nécessaire qui en général n’est pas
une condition suffisante. Nous donnons dans ce qui suit trois propositions de
conditions suffisantes.

e Proposition 15 : conditions suffisantes

Supposons que le probleme (P,) posseéde une solution globale (par applica-
tion du théoreme d’optimisation de Weierstrass par exemple). Supposons qu’il
existe des candidats obtenus en appliquant la CN1.

Alors parmi ces candidats, ceux qui donnent a f la plus grande valeur sont
solution globale du probleme.
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e Proposition 16 : conditions nécessaires et suffisantes
pour un probleme convexe

Soit f définie sur un ouvert convexe Getd = (ay,...,a,) € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C! sur 9;

— pourtout j=1,...,p, g¢g;(@ =0;
— f est concave;

— pour tout j = 1,..., p, g; est affine ;

— la condition de qualification des contraintes : gradg;(d), grad g>(d),...,
grad g,(a) sont linéairement indépendants ;

alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
a) il existe Aj,As,...,4, € Rtels que grad f(d) + 25;1 Ajgradg (@) = 0;
b) d est solution globale du probleme (P,,).

P Exemple
Maximiser f(x1,x2,x3) =41Inx; +2x3 + 8x3
sous les contraintes 8 — x; — xp —2x3 =0
1—(1/2)x1 —x3=0
X1 > 0
f est définie sur @ = R x R x R qui est ouvert et convexe.
On pose
gi1(x1, %2, x3) =8 — x1 — x2 — 2x3
et
ga(x1,x2,x3) = 1 —(1/2)x1 — x3

£, g1, g» sont de classe C' sur O.
grad g (x1, x2, x3) = (=1, -1, -2)

et
grad g2(x1, x2, x3) = (—=(1/2),0, —1)

grad g1 (x1, X2, x3) et grad go(x1, X2, X3) sont linéairement indépendants.
Donc la qualification des contraintes est vérifiée en tout point de O.
On pose :

L(x1, x2, x3, A1, A2) = f(x1, X2, X3) + A191(X1, X2, X3) + A2 g2 (X1, X2, X3)
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c’est-a-dire
L(x1,x2,x3, A1, A2) = 41In x1 + 2x, + 8x3
+ 4@ —x1 —xp —2x3) + (1 —(1/2)x; — x3)
et on résout :
L' (x1,x2,x3,41,42) =0

L', (x1,x2,x3,41,42) = 0
L (x1, %2, 3,41, 42) = 0

g1(x1, x2, X3) =0

g2(x1, X2, X3) =0
4/x1 — A4 —(1/2)2 =0
2—A =0
c’est-a-dire : { 8 —21; — A =0
8—x1—x—2x3 =0
1—(1/2)X1—X3 =0

cequidonne xy =1, X =6,x3=1/2, 41 =2, 1, =4.
Le point (1,6, 1/2) est donc candidat.

4

0 O

Hess(f,®— | M
ess(f, X) = 0 0 0
0 O

0

VX € O, Hess(f, X) est semi-définie négative. Donc f est concave sur Q.
Comme f est concave et g et gy affines, (1,6, 1/2) est la solution glo-
bale du probleme.
Pour des problemes non convexes on peut utiliser la proposition sui-
vante.

e Proposition 17 : conditions suffisantes du second ordre (CS2)

Soit f définie sur un ouvert @ et d = (ay,...,a,) € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C? sur 9;
— pour tout j = 1,..., p, g; est de classe C?surO;
— pourtout j=1,...,p,g;@ =0;

— la condition de qualification des contraintes : grad g;(a), grad g»(d), .. .,
grad g, (@) sont linéairement indépendants ;

Recherche d’extrema. Convexité ® 341



— il existe Aj, A2, ...,4, € Rtels que grad f(a) + 25;1 Ajgradg;(d) = 0;

— pour tout h = (hy,...,hy) non nul tel que
grad g1(a) - h= 0,...,grad g,(a) - h=0

on a : H' |Hess(f,d) + E?Zl AjHess(gj,a)|H < 0 (ou H est le vecteur
colonne associé a 71)

Alors d est solution locale du probleme (P,,).

—> Commentaires

On a des propositions analogues pour un probleme de minimisation sous
contraintes d’égalité. (Dans la proposition 15 remplacer grande par pe-
tite, dans la proposition 16 remplacer f concave par f convexe, dans
la proposition 17 remplacer < par > pour obtenir les propositions ana-
logues.)

Vl . Extrema d'une fonction sous contraintes
d’'égalité et d'inégalité : conditions
nécessaires et suffisantes

On considere le probléme suivant :
soit f définie sur un ouvert ¢

Maximiser f(2)

quand ¥ € O

sous les contraintes  Vj=1,...,p, gj(¥) =0
Vk=1,...,q, (<0

()

Attention p(X) < 0 n’est pas considéré une contrainte d’inégalité car {X €
R” tel que p(¥) < O} est un ouvert et une telle contrainte fait partie de la
définition de O.

e Proposition 18 : conditions nécessaires du 1¢" ordre (CN1)
Kuhn et Tucker

Soit f définie sur un ouvert Qet a € O.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— festde classe C! sur 9;
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— Pour tout j =1,..., p, g; est de classe ClsurO;
— Pourtoutk = 1,...,q, fi est de classe C' sur O;
— d solution locale du probléeme (P);

— la condition de qualification des contraintes : grad g;(d), grad g»(a), . . .,
grad g,(d), grad fi(d) (pour les k tels que fi(@) = 0) sont linéairement in-
dépendants,

alors il existe p + g nombres réels Ay, A2, ..., Ap, M1, ...,y qui satisfont les
conditions suivantes :
p q
grad f(@) + > A;grad g (@) + Y _ p grad fi(@) = 0 (C1)
j=1 k=1
Vk=1,...,q, ufi(@ =0 (C2)
Vk=1,...,q, w <0 (C3)

En posant :
P q
LR Aoy Aot pig) = FR + Y g (D + Y pufil®)
j=1 k=1
(Cl1) s’écrit :
Vi=1,...,n, L;[_(a_’,/ll,...,/lp,ul,...,uq) =0

~—> Commentaires
Les conditions (C1), (C2), (C3) sont appelées conditions de Kuhn et Tu-

cker. A1, A2, ...,Ap, i1, ..., g sont appelés multiplicateurs de Kuhn et
Tucker.
On remarque que seuls les multiplicateurs p,...,u,; associ€s aux

contraintes d’inégalité sont signés.

On a une proposition analogue pour un probleme de minimisation sous
contraintes d’égalité et d’inégalité ot on remplace Vk = 1,...,q, ux <0
parVk=1,...,q, ux = 0.

Sous la condition de qualification des contraintes, les conditions de
Kuhn et Tucker sont des conditions nécessaires d’optimalité. Pour les
probléemes convexes c’est-a-dire lorsque @ est convexe, la fonction f
concave, les fonctions g; affines et les f; convexes, ces conditions sont
aussi suffisantes.

e Proposition 19 : conditions nécessaires et suffisantes
pour un probleme convexe

Soit f définie sur un ouvert Qeta € 0.
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Si les conditions suivantes sont satisfaites :

— @ est un ouvert convexe non vide de R" ;

— festdeclasse C! sur 9;

— pourtoutk =1,...,q, fr est de classe Clsur0;

— pourtout j=1,...,p,g;(@ =Oetpourtoutk =1,...,q, fi(d) <O0;
— festconcave sur J;

— pour tout j = 1,..., p, g; est affine ;

— pourtoutk =1,...,q, f; est convexe sur J;
— la condition de Slater : grad g;(d), grad g»(d), ..., grad g,(a), sont linéai-
rement indépendants, et il existe § € O tel que pour tout j = 1,...,p,

gj(j) =O0etpourtoutk =1,...,q, fi(}) <0
alors pour tout @ € O, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a) il existe p+q nombres réels Ay, A3, ..., A, 11, . . ., g qui satisfont les condi-
tions suivantes :

14 q
grad f(@) + > A;grad g;(@) + Y _ pui grad fi(@) = 0 (Cl)
j=1 k=1
Vk=1,....q mfu(@ =0 (C2)
Vk=1,...,q, ix <0 (C3)

b) d est solution globale du probleme (£) .
~—> Commentaires

On a une proposition analogue pour un probleme convexe de minimi-
sation sous contraintes d’égalité et d’inégalité (c’est-a-dire lorsque O est
convexe, la fonction f convexe, les fonctions g; affines et les f; convexes)
ouonremplace Vk = 1,...,q, ux < OparVk=1,...,q, ur = 0.

P Exemple
On consideére le probleme suivant dans R? :

Maximiser  f(x1,x2) = Inx; + In(xy + 5)
X1+ x < 4
X1 > 0
x>0

1l n’y a pas de contrainte d’égalité et il y a deux contraintes d’inégalité :
NG, x)=x1+x—4<0 et folx;, ) =—-x<0

O = R} x] — 5, o[ ouvert convexe.
f, fi et f> sont de classe C? sur O.
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f est strictement concave. En effet :

=
2
Hess (f, (xl,xz)) = ! L

(x2 +5)?

V(x1,x2) € Rix] —5,00[, Hess (f, (x1, xz)) est définie négative donc f
est strictement concave.

11 et f> sont affines donc convexes.

Il existe j € O tel que f1(§) < 0 et fo(if) < 0. On peut prendre
iJ = (1, 1), la condition de Slater est donc vérifiée.

Par la proposition (19), les conditions de Kuhn et Tucker sont néces-
saires (car la condition de qualification est vérifiée) et suffisantes (car le
probleme est convexe).

On pose alors :

L(x1, x2, u1, 42) = Inxy +1In(xz + 5) + pi(x1p + x2 — 4) + po(—x2)

et on résout :

Vi=1,2 L (% p,pu2) =0 (CI)
m1fi(xr, x2) =0

C2

{#2f2(x1,X2) =0 2

<0, <0 (C3)

c’est-a-dire

1
L (x,py, i) = o +u; =0

(CD)
L (x, a1, o) = wys T =0
Hi(x1 +x—4)=0
C2
{#2(—362):0 ©2)
<0, w<o0 (C3)
- Sipy =pp=0:

1
alors — =0 et =0, donc il n’y a pas de solution.

X1 X7 +
- Siﬂ]zo,ﬂz#o.'

1
alors — = 0donc il n’y a pas de solution.
X1
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- Sipy #0, 2 =0

1 1
(C2) donne x; + xo —4 =0et (Cl) donne uy = —— = — d’ou
X1 X2+ 5
1
X]=Xxp+5etxp, = ) ce qui est impossible car x; > 0.
= Sip #0, 2 #0:
alors (C2) donne x1 + xp —4=0etx, =0
1 1 1 1
Donc x; = 4. uy = 1 <Oetup = -——-=——<0;(C3) est

donc vérifiée. Ainsi il existe 1, pp vérifiant (C1), (C2), (C3), ce qui est
équivalent au fait que (4,0) est solution globale du probleme par la
proposition (19).

Lorsque le probleme n’est pas convexe on peut essayer d’appliquer la pro-
position suivante :

e Proposition 20 : conditions suffisantes

Supposons que le probleme (#) possede une solution globale (par applica-
tion du théoreme d’optimisation de Weierstrass par exemple). Supposons qu’il
existe des candidats obtenus en appliquant la CN1.

Alors parmi ces candidats, ceux qui donnent a f la plus grande valeur sont
solution globale du probleme.

—> Commentaires

On a une proposition analogue pour un probleéme de minimisation sous
contraintes d’égalité et d’inégalité. (Dans la proposition 20, remplacer
grande par petite).

Exercices

y
E nonces

Exercice n° 1

Etudier les extrema des fonctions suivantes :
a) f(xy) = —x* —3y* + 2x + 3y + 10.

b) f(x1, %) = x2(In* x2 + x7), x2 > 0.

©) f(x1,x)= 2le‘ + X% — 12x1x3.

d) g(x1,x) = —6x1 + 5x1 — 413 + 4x1 x2.
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Exercice n° 2
12

Soit la fonction d’utilité U(xj,xp) = 2x:/ 24 5x,’” et la contrainte de budget
pix1+p2xa=RouR>0,p; >0,p2>0.x1>0,x >0

Déterminer les fonctions de demande.

Montrer qu’elles sont homogenes de degré zéro par rapport aux prix et au revenu.

Exercice n° 3

On considere la fonction de production ¢ = v}/ 3y,. Soit wy et ws les prix des facteurs 1

et 2. Quelles sont les quantités utilisées v; et v, des différents facteurs si le niveau de
production est fixé a g ?

Exercice n° 4
Maximiser f(x1,x2) = Inx; + Inx
2-x-x¥=0
x1 >0, x>0
Exercice n° 5
3

Maximiser U(xy, x2, x3) = g a; In x;

i=1

3
(Pl) me:R

i=1

x>0, Vi=1,...,3
ou les parametres a1, . .., a3, p1, ..., p3, R sont strictement positifs et Z?:] a; = 1.

Exercice n° 6

Extrema de f(x1,x2) = x1x2
x% + x% =5

Exercice n° 7
Maximiser f(x1, x2, x3) = In(x1x2x3)
x1 >0, x0>0, x3>0
X|+x2+x3=26
x% + x% + x% < 16
Exercice n° 8
Maximiser f(x1,x2) = x1 +2x2
P){ 3x3+x3<1
x1 —3x < —1

a) Montrer que (P) admet une solution optimale.
b) Résoudre le probleme (P).
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Exercice n° 9
On considere la fonction de 2 variables f définie par : f(x1, x2) = ln(x% + x% +1)
a) Quel est I’ensemble de définition de f ?

b) Montrer que f est de classe C> sur son ensemble de définition et calculer sa matrice
hessienne.

¢) Trouver un sous-ensemble ouvert D de R? sur lequel f est strictement convexe.

d) Trouver les extrema de f sur D sous la contrainte x; — x» = 1.
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12 - E,quations

de récurrence

est une suite. En économie, ces équations décrivent, par exemple,

des évolutions de prix en temps discret. On dit que I'on a une
équation de récurrence d'ordre 1, lorsque le terme de rang n + 1 de la
suite est donné en fonction du précédent c’est-a-dire du terme de rang n
et de n éventuellement. On dit que I'on a une équation de récurrence
d'ordre 2, lorsque le terme de rang n+2 de la suite est donné en fonction
des deux précédents c’est-a-dire des termes de rang n+1 et derang n et de
n éventuellement. L'étude des équations de récurrence linéaires est plus
simple que le cas général car dans le premier cas on sait trouver la (ou
les) suites solutions et donc étudier leur convergence. On commencera
donc par le plus simple et on ébauchera ensuite I'étude du cas général en
introduisant la notion d’équilibre.

o n étudie ici des équations dites de récurrence, dont I'inconnue

Mots clefs : suite, équation de récurrence linéaire, ordre un, ordre deux,
équilibre, stabilité.

. Equations de récurrence linéaires
d’ordre 1 a coefficients constants

e Définition 1

Une équation de récurrence linéaire d’ordre 1, a coefficients constants, avec
second membre, est une équation de la forme :

Upr) = ay, + o(n), neN (12.1)

oua € Retdp: N — R.On appelle ¢p(n) le second membre de I’équation.

Equations de récurrence ® 349



On appelle solution générale de (12.1) I’ensemble des suites solutions
de (12.1).

Lorsque ug est fixé, on trouve la solution unique de (12.1) de premier terme
up comme le garantit la proposition suivante.

e Proposition 1
Pour tout ©y € R il existe une unique solution de (12.1) de premier terme .

Démonstration : Soit uy € R, u; = aug + $(0), ..., upe1 = au, + d(n). ..
Pour I’unicité, supposons qu’il existe deux solutions (u,), et (v,), de (12.1)
de premier terme ug. On démontre par récurrence que Vn € N, u,, = v,,. En
effet u; = aup + ¢(0) = avy + $(0) = vy, et si on suppose u, = v, alors
Ups1 = Aty + () = avy + G(n) = vy
Donc Vn € N, u,, = v,.

o Définition 2

Une équation de récurrence linéaire d’ordre 1 sans second membre (c’est-a-
dire telle que ¢p(n) = 0) est appelée équation homogene.
On reconnait en fait I’équation d’une suite géométrique.

e Proposition 2

Toute solution (u,), de (12.1) est la somme d’une solution particuliere (w,),
de (12.1) et d’une solution de 1’équation homogene associée.

Lorsque de plus ug est fixé, on trouve la solution unique de (12.1) de premier
terme ug.

Démonstration : soit (w,), une solution particuliere de (12.1). On a donc :

Wyl = awy, + ¢(n), neN
Upt) = auy, + G(n), neN
D’ou: uyr1 — wye1 = a(u, —wy), n € N
et en posant v, = u,, — w,, n € N
ceci s’écrit : Vo1 = avy,, n € N

C’est I’équation homogene associée a (12.1). Ainsi (u,), est telle que Vn €
N, u, = w, +v,

Recherche de la solution de I’équation homogene associée

Var1 = avy, n € N est I’équation homogene associée a (12.1). On reconnait
bien I’équation d’une suite géométrique de solution générale v,, = a" vy, n € N.
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Recherche de la solution particuliére

La regle (que nous ne démontrerons pas mais dont nous détaillerons quelques
parties) est la suivante : Lorsque ¢(n) est une constante » ou un polyndéme 5(n)
ou k" ou cos nf ou sin nf ou un produit de ces fonctions ou une somme de ces
fonctions, alors on cherche une solution particuliere de la méme forme que
¢(n) si aucun des termes apparaissant dans ¢(7n) n’est solution de 1’équation
homogene. Sil’un des termes apparaissant dans ¢(n) est solution de I’équation
homogene, alors on cherche une solution particuliere de la méme forme que
¢d(n) multipliée par n.

Considérons le cas ¢(n) = r, ou r € R, est une constante.

L’équation (12.1) s’écrit :

Upl =au, +r, n€N (12.1)

o Définition 3

Le réel £ est appelé équilibre ou point stationnaire de (12.1"), lorsqu’il vérifie :
X =ax+rc’est-a-dire, sia # 1, X = r/(1 — a).

e Proposition 3

Supposons ¢p(n) = r. Si a # 1, alors la suite constante (w,), définie par
I’équilibre, c’est-a-dire w, = r/(1 — a), Vn € N, est une solution particuliere
de (12.1");

Sia = 1, alors la suite (w,), définie par w, = nr, Vn € N, est une solution
particuliere de (12.1').

Démonstration : si a # 1, la suite constante définie par 1’équilibre
w, = r/(1 — a), Vn € N, vérifie bien (12.1"), par définition d’un équilibre.
Sia = 1, la suite définie par w, = nr, Vn € N, vérifie bien (12.1') :

n+Dr—nr=r
Sia # 1, la solution générale de (12.1") est donnée par :
uy = r/(1 —a) + (ug — r/(1 — a))d"

Eneffetu, =w, +v, =r/(1 —a) +vpa" =r/(1 —a) + (uo —r/(1— a))a”.
Lorsque ug est fixé on obtient la solution unique de premier terme .

e Proposition 4

Si |a| < 1 alors la suite (u,), converge vers 1’équilibre.

Démonstration : u,, = r/(1 — a) + (uo —r/(l — a)) a.

Si |a| < 1 alors lim,—, 400 " = 0.
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P Exemple
P, étant le prix d’un bien a la date n, on veut étudier I’évolution de ce
prix sachant que la demande D, et I’offre S,, sont telles que :

D,=-8P,+41, neN
§S,=3P,1—-3, neN

On suppose que le marché est en équilibre : D, = S, n € N.
La suite (Py), vérifie une équation de récurrence linéaire d’ordre 1.
En effet : —8P, +41 =3P, 1 —3,neN
) 3
c’est-a-dire : P,y = —§Pn + 3 n e N,
Résolvons cette équation.

L’équation homogéne associée est vy = _§V”’ équation d’une suite
n
géométrique de solution générale v, = (_§ vo, n € N

Cherchons une solution particuliere de 1’équation de récurrence

Pn+1 :_§Pn+ﬁ-
8 8
Comme ¢p(n) = 3 eta = —E # 1 une solution particuliére est (wy,),
telle que pour tout n, w, = 7. Pour déterminer vy on reporte w, dans
I’équation, ce qui donne y = —éy + IR donc y = 4. y est un équilibre

et (wy), est la suite constante ¥n € N, w, = 4.

44
La solution générale de I’équation P, = — an + 3 est donnée par :

n
P, = <_§> vo +4, n € N et en déterminant vy en fonction de Py :
3 n
vo = Py — 4, donc la solution est P,, = <—§> (Po—4)+4, neN

3
Pour tout Py, la suite (Py), converge vers I’équilibre 4 (car | — §| <1

3 n
donc lim,,_, ; <—§> =0).

e Proposition 5

Lorsque ¢(n) = £(n) ou & est un polyndme, une solution particuliere (wy),
de (12.1) est de la forme : Vn € N,

w, =Qmn) si a#l
w, =n@n) si a=1

ou @ est un polyndme de méme degré que 7.
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Remarque : la proposition 3 est contenue dans celle-ci en notant que lorsque
d(n) = r, ¢(n) est bien de la forme & (n) avec P (n) = r, polyndme de degré 0.

e Proposition 6

Lorsque ¢(n) = k" ou k € R, une solution particuliere (w,), de (12.1) est de
la forme : Vn € N,

w, =yk" si k#a
w, =nyk" si k=a

» Exemple
Soit a résoudre I’équation de récurrence linéaire d’ordre 1 :

Upe1 = duy, +n’,neN
uy = 1
L’équation homogene associée est v, = 4v,, équation d’une suite géo-
métrique de solution générale v, = 4"vy, n € N.
Cherchons une solution particuliére :
Comme ¢p(n) = P(n) = n?, P est un polynéme de degré 2. Comme
a # 1, une solution particuli¢re (wy), est donnée par w, = Q(n) pour

tout n, avec @ polynome de degré 2, donc Qn) = cn®> + dn + e. Pour
déterminer c d et e on reporte w, dans l’équation, ce qui donne

VneN, cn+1)?+dn+1)+e=4(cn*+dn+e)+n
c’est-a-dire
VneN, n*@c+1)+n(—2c+3d)+3¢e—c—d=0

Ce polynome est toujours nul si tous ses coefficients sont nuls. Donc :

3c+1=0
—2¢+3d=0
3¢e—c—d=0

doiwc = —1/3,d = =2/9, e = —5/27 et (wy), est la suite telle que
Vn €N, w, = —(1/3)n> — (2/9n — 5/27.

La solution générale de I’équation de récurrence avec second membre
est donnée par : u, = 4" vy— (1/3)n2—(2/9n—5/27, n € N et la solution
unique qui vérifie ug = 1 est obtenue en déterminant vy en fonction de la
condition initiale uy = 1 :

1 =ug = vy—5/27, donc vo = 32/27 et la solution unique de premier
terme uy = 1 est u, = 4"(32/27) — (1/3)n* — 2/9n —5/27, n € N
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—> Commentaires

Les propositions 3, 5 et 6 sont contenues dans une proposition plus gé-
nérale qui s’énonce ainsi :

lorsque ¢p(n) = k"P(n), ou k € R et P polyndme, une solution particu-
liere de (12.1) est de la forme : Vn € N,

w, = k"Q(n) si k#a
w, =nk"@n) si k=a

(cf. exercice n° 2)

e Proposition 7

Lorsque ¢(n) = r; cos(nd) + ry sin(nd), avec ri, r» € R, une solution particu-
liere (wy,), de (12.1) est de la forme : Vn € N,

w;, = ycos(nd) + o sin(nd)

P Exemple
Soit a résoudre I’équation de récurrence linéaire d’ordre 1 :

U1 = (1/2)u,, + 4sin(2n)
L’équation homogene associée est v,.1 = (1/2)v,, équation d’une suite
géométrique de solution générale v, = (1/2)"vo, n € N
Cherchons une solution particuliére (w,), de la forme : Vn € N,

wy, = ycos(2n) + ¢ sin(2n)

En injectant w,, dans [’équation, on obtient :

—4sin?2 4<cos2—(1/2)>

y= : R -
(cos2 —a /2)) + (sin2)?

2
(cos 2—( /2)) + (sin2)?

La solution générale est donnée par (uy), telle que u, = (1/2)"vy + wy,
néeN.

—> Commentaires

Si ¢(n) est une somme des fonctions précédentes alors une solution par-
ticuliere (wy,), est telle que w, est une somme des formes précédentes.
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1l. Equations de récurrence linéaires
d'ordre 2 a coefficients constants

e Définition 4
Une équation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec
second membre est une équation de la forme :

Upid = AUyyy + buy + d(n), neN (12.2)

ouag,beRetdp:N—R.

e Proposition 8

Il existe une unique suite (u,), solution de (12.2), de premiers termes ug et u;
donnés.
La démonstration est similaire a celle de la proposition 1.

e Proposition 9

Toute solution de (12.2) est la somme d’une solution particuliere de (12.2) et
d’une solution de I’équation homogene associée.

Lorsque de plus ug et u; sont fixés, on trouve la solution unique de (12.2) de
premiers termes i et u;.

Démonstration : soit (u,), une solution de (12.2) et soit (w,), une solution
particuliere de (12.2), on a donc :

Wpt2 — AWyy1 — bw, = ¢(n), neN
d’ou:
Upi) — Wpy2 — AUy — Wpy1) — buy, —w,) =0, neN
et en posant v, = u,, — wy, n € N

ceci s’écrit :
Vg2 — aVyy1 —bv, =0, neN

ce qui indique que (v,), est solution de 1’équation homogene associée a (12.2)
etu, =w, +v,,n € N
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Point méthode

Cette proposition trace la démarche a suivre pour résoudre une équation
récurrente linéaire d’ordre 2 :

on résout I’équation homogene associée ;

— on cherche une solution particuliere ;

on écrit la solution générale ;

on trouve la solution unique si les deux premiers termes sont donnés.

A. Résolution de I'équation homogéne associée

On considere 1’équation homogene :

Vpsr — aVye1 — bv, =0, neN (12.3)

e Proposition 10

L’ensemble des suites numériques (réelles) solutions de (12.3) est un espace
vectoriel de dimension deux.

Démonstration : notons S, ’ensemble des suites numériques (réelles) solu-
tions de (12.3) et munissons le des deux opérations suivantes : addition de deux
suites et multiplication d’une suite par un réel.

— L’addition de deux suites de S, est stable, c’est-a-dire la somme de deux
suites vérifiant (12.3) est une suite vérifiant (12.3). En effet soit (x,),,, (Yn)n
deux solutions de (12.3) et considérons la suite (x, + y,),. Pour tout n € N
on a X,4p — ax,+1 — bx, = 0 et y,42 — ay,41 — by, = 0. D ol pour tout
n € Nona (x40 — axpe1 — bxy) + Yns2 — ayne1 — by,) = 0 qui s’écrit
(Xn42 + Yns2) — a(Xp41 + Yns1) — b(x, + y,) = 0 et qui indique que (X, +y,),
est solution de (12.3).

— Lamultiplication d’une suite par un réel est stable, c¢’est-a-dire la multiplica-
tion d’une suite par un réel vérifiant (12.3) est une suite vérifiant (12.3). En
effet soit (x,), une solution de (12.3) et ¢ € R. Considérons la suite (cx;,),.
Pour tout n € N on a x40 — ax,+1 — bx, = 0. D’ou pour tout n € N on a
(cXpyi2 — acxy+1 — bexy,) = 0 qui indique que (cx,), est solution de (12.3).

De plus I’addition est associative, commutative, a un élément neutre : la suite
constante nulle (qui est solution de (12.3)) et toute suite (v,), solution de (12.3)
a un opposé qui est la suite (—v,), solution de (12.3) aussi. La multiplication
par un réel est distributive par rapport a 1’addition, vérifie pour tout cy,c; €
R, et toute suite (v,), solution de (12.3), (¢1 + c2)v, = (c1vp) + (cav,) et
(c1c2)vy, = c1(cpvy) pour tout n € N et possede un élément neutre 1.
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Donc S, muni des deux opérations ci-dessus est un espace vectoriel.

Montrons qu’il est de dimension 2. Soit (x,), la suite solution de (12.3) de
premiers termes xo = 1, x; = 0 et (y,), la suite solution de (12.3) de premiers
termes yo = 0,y; = 1. Alorson a :

— (Xp)n et (y,), sont linéairement indépendantes. En effet supposons que pour
tout n, c1x, + oy, = 0. Alors n = 0 implique c;xg + coyo = 0d’otic; =0,
et n = 1 implique c;x; + coy; = 0 d’ott ¢ = 0. Donc (x,), et (y,), sont
linéairement indépendantes.

— Toute solution de (12.3) est une combinaison linéaire de ces deux solutions
(X2)n et (yn)n. En effet soit (v,), la suite solution de (12.3) de premiers
termes v, v fixés. Considérons la suite (s,), = (vox, + V1Yn).. Elle est
solution de (12.3) et vérifie s9 = vy, s; = v, donc par unicité (proposi-
tion 8) on a (v,)p = (8u)n = (VoXn + V1Yn)n

Ainsi {(x,)n, (Yn)n } forme une base de S ce qui implique que S est de dimen-
sion deux.

—> Commentaires

Cette proposition va nous permettre de trouver I’ensemble des solutions
de (12.3). Comme on est en présence d’un espace vectoriel, il suffit de
trouver une base de cet espace pour connaitre 1’espace tout entier. Donc
il suffit de trouver deux solutions de (12.3) qui sont linéairement indé-
pendantes pour trouver I’ensemble des solutions de (12.3), autrement dit,
la solution générale est donnée par la combinaison linéaire de deux solu-
tions linéairement indépendantes.

On s’intéresse aux suites réelles solutions de (12.3), mais (12.3) pourrait
avoir des solutions qui sont des suites complexes. On les utilisera alors pour
trouver des solutions qui sont des suites réelles.

Cherchons a présent cette solution générale.

Comme I’équation homogene associée a une équation de récurrence linéaire
d’ordre un, v,+1 = av,, (et qui est I’équation d’une suite géométrique) a pour
solution générale a"vy, il n’est pas invraisemblable de penser qu’une solution
de (12.3) est de la forme A" ou A est un nombre non nul réel ou complexe. En
posant alors v, = A", n € Nona:

A2 g™ —pa" =0, neN

et donc :
A2 —al' —b=0, (12.4)

car 1 # 0.
L’équation (12.4) est appelée équation caractéristique de (12.3). C’est une
équation du second degré en A.
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11 est clair que si A est solution de (12.4) alors la suite (v,), telle que v, = A"
pour tout n est solution de (12.3).

11 suffit alors de trouver deux suites réelles solutions linéairement indépen-
dantes.

On a ramené la résolution d’une équation de récurrence a la résolution d’une
équation du second degré c’est-a-dire on a ramené la recherche d’une suite
(vp)n a la recherche d’un nombre réel ou complexe A.

L’équation caractéristique (12.4) étant une équation du second degré, trois
cas peuvent se présenter. Suivant le signe de A = a® + 4b, elle peut avoir :

— deux racines réelles distinctes ;
— une racine réelle double ;

— deux racines complexes conjuguées.

e Proposition 11

Si I’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes A; et A,
alors la solution générale de (12.3) est donnée par la suite (v,), telle que
vp =ad] +BA5,n e Noua,peR

Démonstration : pour tout n € N, 172 — g1 — b7 = AN — ady —
b) = 0 car A est racine de I’équation caractéristique. Donc (17}), est solution
de (12.3). De méme (A15), est solution de (12.3). Montrons que (A7), et (1),
sont linéairement indépendantes :

SiVn € N, c1d] + coA45 = 0 alors n = 0 implique ¢; + ¢ = Oetn = 1
implique c;4; + cod; = 0 ce qui donne ¢; = —cp et c;(4; — Ap) = 0. Et
finalement ¢; = 0 (car A # Ay) et co = 0.

Donc (17), et (13), sont linéairement indépendantes.

P Exemple
Résoudre I’équation de récurrence linéaire homogene d’ordre deux :

Vo2 + 31 —4v, =0, neN
L’équation caractéristique est
P +31-41=0
A =25 > 0donc il y a deux racines réelles distinctes :
Ay = 1, Ay = —4 donc la solution générale de I’équation de récur-

rence est donnée par v, = al” + p(—4)', n€ Noun o, p € R
c’est-a-dire v, = a+p(—4), neNouna, f € R
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e Proposition 12

Si I’équation caractéristique a une racine réelle double 4, alors la solution gé-

nérale de (12.3) est donnée par la suite (v,,), telle que

vy =ad"+pnl",n € Noua,p € R.

Démonstration : la racine réelle double de 1’équation caractéristique est
a . . .

A= 7 La suite (1"), est solution de (12.3), montrons que (nd"), est aussi

solution. Pour tout n € N,

n+2)2"? —a(n+ DA™ — b = n(A"? — g —p)+ 2 21 —a) =0

donc nA" est aussi solution.

Montrons que ces deux solutions de (12.3), (1"), et (nd"),,, sont linéairement
indépendantes :

Supposons Vn € N, c1 A" +cnd" = 0. Alors n = 0 implique ¢c; = 0etn =1
implique co4 = 0 ce qui donne ¢; = 0. Donc (17),, et (nd"), sont linéairement
indépendantes.

e Proposition 13

Si I’équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées A et A, alors
la solution réelle générale de (12.3) est donnée par la suite (v,), telle que :

v = al|" cos(nB) + B|A|" sin(nb), ne N

oua,fp R

Démonstration : 1 € C donc A = |A|(cos 0+isin0) et A = ||(cos O — isin 0).
(1Y), et ("), sont deux solutions de (12.3) car A et A sont les racines de
I’équation caractéristique. Ce sont en fait des suites complexes c’est-a-dire
Vn e N, 2" € Cetonad” = |1"(cos(nB) + isin(n0)). Et Vn € N, 1" € C,
A" = |A]"(cos(nb) — isin(nB)) = A". Ona:

1 -
Vn e N, 5(/1" +A") = [4]" cos(nB) € R
et on peut facilement montrer que la suite réelle (]/l|" cos(n@))n est aussi solu-

tion de (12.3).
En effet, pour tout n € N,

1 - - -
5(/lﬂ+2 +/ln+2 —Cl(/ln+l +/lﬂ+l) —b(/ln +/lﬂ))
1 1 - - -
— 5(/lﬂ+2 _a/lﬂ+l —b/ln) + 5(/l}'l+2 —a/ln+1 —b/ln) — 0

1 -
Donc <§(/l” + A")) est solution de (12.3).

n
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D’autre part :
Vn € N, _71(/1" ~ 2" = |4 sin(n0) € R

et la suite réelle (|/l]” sin(ne))n est solution de (12.3). Montrons que ces deux
suites réelles sont linéairement indépendantes.

Supposons que Vn € N, ¢;|4|" cos(n0) + cz|4]" sin(nB) = 0. Alors n = 0
implique ¢; = 0. Donc Vn € N, ¢;3|4|" sin(n6) = 0, ce qui donne ¢, = 0. Les
deux suites sont linéairement indépendantes.

La solution générale s’obtient en prenant toutes leurs combinaisons li-
néaires : v, = a|A|" cos(n6) + B|A|" sin(nB), n € Nou a, € R.

B. Recherche d’une solution particuliere de (12.2)

Comme a I’ordre un, on cherche ici une solution particuliere de la méme forme
que ¢(n).
Supposons que ¢p(n) = r, r € R. (12.2) s’écrit :

Ups2 = QUpyy +buy +r, neN (12.2")

o Définition 5

Le réel % est appelé équilibre ou point stationnaire de (12.2), lorsqu’il vérifie :
X=aX+bx +rc’est-adire,sia+b# 1, x=r/(1 —a—b).

e Proposition 14

Lorsque ¢(n) = r, la suite constante (wy), définie par I’équilibre c’est-a-dire
par w, = r/(1 —a — b), Yn € N, est une solution particuliere de (12.2), si
a+b#1;

la suite (w,), définie par w, = ny est une solution particuliere de (12.2'), si
a+b=1leta#2;

la suite (w,), définie par w, = nzy est une solution particuliere de (12.2") si
a=2eth=—1.

Démonstration : si a + b # 1, la suite constante (w,), définie par I’équilibre
¢’est-a-dire par w, = r/(1—a—b), Vn € N, est solution de (12.2") par définition
de I’équilibre.
Sia+b=1leta#2, (n+2)yy—an+1)yy—bny =r,d’ouny(l—a—>b) =0
ety(2—a)=rcequidonney =r/(2 —a)etVn € N,w, = nr/(2 — a).
Sia=2etb=—1,(n+2)*y =2n+ 1)>y —n>y +r,d’ouy = r/2.
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e Proposition 15
Lorsque ¢(n) = &£(n) ou F est un polyndome, une solution particuliere
de (12.2) est donnée par la suite (w,), telle que Vn € N,
w, = Qn), si o a+b#1
w, =n@n), si a+b=1eta#?2
w, = nzé‘Z(n), si a=2etbh=—1
ou @ est un polyndme de méme degré que 5.

Pour trouver @ c’est-a-dire déterminer ses coefficients il faut injecter w,
dans (12.2).

e Proposition 16
Lorsque ¢p(n) = k" ou k € R, une solution particuliere de (12.2) est donnée
par la suite (wy,), telle que Vn € N :

w, = yk" si k n’est pas racine de 1’équation caractéristique

w, = ynk" si k est racine simple de 1’équation caractéristique

w, = yn®k" si k est racine double de I’équation caractéristique

—> Commentaires
Les propositions 14, 15 et 16 sont contenues dans une proposition plus
générale qui s’énonce ainsi :
lorsque ¢(n) = k"P(n), ot k € R et P polyndme, une solution particu-
liere de (12.2) est donnée par la suite (w,), telle que : Vn € N,

w, = k"@Q(n) si k n’est pas racine de I’équation caractéristique
w, = nk"@(n) si k est racine simple de 1’équation caractéristique
w, = n*k"Q(n) si k est racine double de I’équation caractéristique

—> Commentaires

Si ¢(n) est une somme des fonctions précédentes alors une solution par-
ticuliere (wy,), est telle que w, est une somme des formes précédentes.

y
C. Ecriture de la solution générale
U, =vp+w, neN

On note qu’on a un ensemble de solutions paramétré par a., {3.
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D. Détermination de la solution unique
lorsque ug et uq sont fixés

11 suffit de déterminer o et 3.

P Exemple
Soit a résoudre I’équation :

Upyr = Yoy — 4u, +n, neN
up =1, u;y = 3.
On utilise la démarche proposée.
a) La solution de I’équation homogéne associée
On écrit I’équation homogene associée
Vni2 = 4Vpp1 —4vy, neN
On écrit ’équation caractéristique :
2 —41+4=0
A=0
Donc I’équation caractéristique a une racine double : 1 =2
La solution générale de I’équation homogene est :

vp = 02" +pn2", neN

b) Recherche d’une solution particuliere de I’équation
Ici &(n) = P(n) = n donc P est un polynéme de degré 1 en n.
Comme a+b # 1, une solution particuliére est la suite (w,), telle que
w, = @(n), n € N avec @ polynéme de degré 1 enn : Q(n) = cn +d.
Doncw, =cn+d, neN
En reportant (w,), dans l’équation on a pour tout n :
cn+2)+d—4(cn+ 1) +d)+4(cn+d)=n
c’est-a-diren(c — 1) —2c+d =20
douwc=1, —2c+d =0, doncd =2
w,=n+2,neN
¢) La solution générale est : u,, = 02" +Pn2" +n+2,n € N
d) Détermination de la solution unique telle que uy = 1, u; = 3
1=02’+Bx0x2°+0+2
3=2' +px1x2'+1+2
Ce qui impliqgue 0. = —1, =1
Ainsi la solution unique est : u, = —=2" +n2" +n+2,n € N,
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115 Equations de récurrence d'ordre 1 :
le cas général

o Définition 6

On appelle équation de récurrence d’ordre 1 une équation de la forme :
upr1 = f(up), neN (12.5)

Exemple : u,yy = /1 +u,,n € N
L’inconnue d’une équation de récurrence est une suite, donc la solution gé-

nérale de cette équation est I’ensemble des suites (u,), qui vérifient (12.5).

Si on rajoute a I’équation (12.5) une condition initiale, c¢’est-a-dire si on fixe
la valeur du premier terme : ug = c, alors 1’équation admettra au plus une
solution telle que ug = c.

e Proposition 17

Soit 7 un intervalle de R. Si f est une fonction de / dans / et ¢ € [ alors
I’équation :

Upr) = f(uy,), neN
admet une solution unique (u,), de premier terme ug = c.

Démonstration : elle se fait par récurrence.

Dans certains bons cas on peut résoudre 1’équation, c’est-a-dire trouver la
suite solution c’est-a-dire expliciter le terme u, de la suite en fonction de n
et de ug. Par exemple I’équation u,.; = au,, n € N, ug donné est I’équation
d’une suite géométrique : la suite (u,), telle que u, = a*ug, n € N. On peut
alors étudier la convergence de cette suite. Méme lorsqu’il n’est pas possible
d’expliciter la solution de I’équation, on peut essayer d’étudier la convergence
de la suite suivant le schéma proposé au chapitre des suites. Cela est possible
lorsque la suite est monotone. « Croissante et majorée » ou « décroissante et
minorée » sont des conditions suffisantes de convergence. Mais toutes les suites
ne sont pas monotones ! On se propose alors de donner d’autres conditions suf-
fisantes de convergence qui font intervenir la notion de fonction contractante
et on étudie la notion d’équilibre.

e Définition 7

On dit que le réel X est un équilibre ou un point stationnaire de (12.5) lorsque

() = &
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Ceci signifie que la suite constante (uy),, définie par Vn € N, u,, = X est une
solution de (12.5).

Un équilibre est donc un point fixe de f.

Graphiquement, si X est un équilibre, (%, X) est un point d’intersection de la
courbe représentant y = f(x) et de la premiere bissectrice y = x (figure 12.1).

y=f)

|
X1 |
L

AL

Figure 12.1

Reld
=

En reprenant la proposition 11 du chapitre 4 on déduit :

Si (uy,), solution de (12.5) est une suite convergente et si f est une fonction
continue alors la limite X de la suite est un équilibre. (En effet lim,, ., 41 =
lim, oo f(u,) = f(lim,— 100 u,) comme f est continue. D’ou ¥ = f(X)).

o Définition 8

Soit f une fonction définie sur un intervalle / C R.
On dit que f est contractante sur I lorsque :

Jk € [0, 1], tel que Vx,y € I, |f(y) — f(x)| < kly — x]

On a alors les propositions suivantes :

e Proposition 18
Si f est contractante sur un intervalle / C R alors f est continue sur /.

Démonstration : soit x € /. Comme f est contractante, on a pour tout y € I,

f)—F)] < kly—x| d’otlim, . [f(y)— f(0)] = Oetlim, . f(y) = f(x) ce
qui signifie que f est continue en x. x étant choisi arbitrairement f est continue
sur / tout entier.

e Proposition 19

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I C R. Si
db>0, telqueVxe I, [f/(x)| <b<1

alors f est contractante sur /.
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Démonstration : soit x, y € I, x < y, le théoréme des accroissements fi-
nis appliqué a la fonction f continue sur [x,y], dérivable sur ]x,y[ garan-
tit 'existence de ¢ € Jx,y[ C I tel que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x). Dol
If@) — f] = [f'©lly — x| < bly — x|

e Définition 9

Un équilibre X de (12.5) est dit globalement stable dans un intervalle I si pour
tout ug € I, la suite (u,), solution de (12.5) de premier terme uy converge
vers X.

Ceci signifie qu’en initialisant la suite (u,), telle que u,+; = f(u,) en n’im-
porte quel point de /, cette suite va converger vers X.

—> Commentaires

On déduit de cette définition que si un équilibre est globalement stable
dans I, alors il est unique. En effet supposons qu’il existe deux équilibres
X1 et X, dans I tels que X est globalement stable. Alors la suite solution
de (12.5) de premier terme X, est une suite constante qui converge vers X
mais aussi vers x| car X est un équilibre globalement stable. Par unicité
de la limite d’une suite on a alors X = X».

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes de stabilité globale
d’un équilibre.

o Théoréme 1

Soit / un intervalle de R et f une fonction de / dans /. Si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

I est fermé

f est contractante

alors f admet un unique point fixe x dans / et X est un équilibre globalement
stable dans /.

Démonstration : on admettra 1’existence d’un équilibre & dans / (la démons-
tration de ce résultat nécessite la notion de suite de Cauchy non abordée dans
cet ouvrage).

Montrons qu’il est unique. Supposons qu’il existe deux équilibres : X; et X
dans /. f est contractante donc il existe k dans [0, 1[, tel que pour tous x, y dans
I,avec x Zyonal|f(y) — f(x)| < kly — x| < |y — x|

Dot [f(&1) — f(R)] < |&1 — X2

c’est-a-dire %] — %] < |X] — %]. Ce qui est impossible. Donc I’équilibre
est unique

Montrons qu’il est globalement stable dans /.
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Soit ug € I et (uy), la suite de premier terme g et solution de (12.5).
|Mn_fc’ ’f(”n 1)_f(x)’ k|un 1 _x’ k |un 2_x’ <k"!bto—f6!

D’ol limy— 400 |ty — &| < 1limy— 400 k" |up — | = 0car 0 < k < 1.

ug étant quelconque, on a obtenu que pour tout uy € I, la suite (u,), solu-
tion de (12.5), de premier terme ug, converge vers X ce qui signifie que X est
globalement stable dans /.

P Exemple
On considere ’équation u,+; = In(4 + u,), la fonction f(x) = In(4 + x)
est définie sur | — 4, +o0[

[ =

+Xx

pour tout x > < flix) < donc f est contractante

f Ry — ]R+. R, estferme

Le théoreme précédent garantit [’existence d’un unique équilibre X €
R, globalement stable dans R..

Donc pour tout uy € Ry, la suite (uy), solution de u,+1 = In(4 + uy,),
de premier terme ugy, converge vers X.

Il se peut qu’un équilibre X ne soit pas globalement stable dans / tout entier
mais globalement stable dans I’intersection de / et d’un voisinage V de x d’ou
la définition suivante :

e Définition 10

Un équilibre x est dit localement stable dans I s’il existe un voisinage V de x
tel que X est globalement stable dans V N 1.
On voudrait alors des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité locale.

e Proposition 20 : Conditions nécessaires de stabilité locale

Soit I un intervalle de R et f une fonction de / dans /. Si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

il existe un équilibre X dans /

f” est continue sur un voisinage de %

I’équilibre X est localement stable dans /

alors | f'(®)] < 1

On déduit de cette proposition :

Lorsque f est une fonction de / dans , telle qu’il existe un équilibre X dans
I et que f” est continue sur un voisinage de £, si |f'(2)| > 1 alors I’équilibre %
n’est pas localement stable dans /.
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e Proposition 21 : Conditions suffisantes de stabilité locale

Soit / un intervalle de R et f une fonction de / dans /. Si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

il existe un équilibre X dans /
f" est continue en % et | f'(%)] < 1
alors X est localement stable dans /.

Démonstration : comme |f'(%)| < 1 il existe c tel que | f'(X)| < ¢ < 1.

On va montrer qu’il existe un voisinage V de X tel que pour tout x dans V,
|f/(x)| < ¢ < 1. Comme f” est continue en £ on a lim,_; f/(x) = f'(%).

En utilisant la définition d’une limite via le langage des voisinages (défini-
tion 1 chapitre 4) on a alors pour € fixé, € = ¢ — |f'(%)| > 0, il existe n¢ > 0
tel que, Vx au voisinage de %, |[x — 2| <ne = |f'(x) — f'(R)| < € c’est-a-dire
|f/(x)| <e+]|f(R)] =c. Donc V=]% — ne, X+ nel.

De plus on peut montrer que f vade / NV dans I N V.

Soit ug € I NV, et (u,), la suite solution de u,,; = f(u,), de premier
terme up. Le théoreme des accroissements finis implique qu’il existe alors d
strictement compris entre u, | et X tel que

uy — 2| = | fn—1) — )| = [ (-1 — &| < clup—1 — 3|

et on obtient |u, — X < ¢*|up — X|. D’o lim,,—, 4 o0 4, = X car lim,,_ o " = 0.
Ceci signifie que X est localement stable dans 1.

» Exemple
On considére I’équation u,1 = 2 \/u, + % la fonction f(x) =2 +/x+ g
est définie sur R et a valeurs dans R.. Cherchons les équilibres en ré-
solvant f(x) = x ¢’est-a-dire 2 \/x + g = X, ce qui donne deux équilibres
X1 =0et X = 16.
Ici on ne peut pas avoir d’équilibre globalement stable puisqu’il y a

deux équilibres.

1 1
flx) = — > f' est continue au voisinage de %, = 16. f'(%;) =

S

| =

16y =

—— 4+ — = — < 1 donc %, est localement stable dans R..
V16 4 ’

u
En fait pour tout ug de R, la suite (uy,), solution de u,+1 = 2 \/u, + En

de premier terme ugy converge vers x; et seule la suite constante u, = 0
pour tout n € N converge vers I’équilibre X1 = 0.
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Exercices

y
Enoncés

Exercice n°® 1

On considere le modele de croissance suivant :

La production Y; de la période t, est une fonction linéaire par rapport au capital K; :
vt Y = E, r > 1. On suppose qu’il n’y a pas de dépréciation du capital. On désigne
par C; la fgnction de consommation et on suppose que C; = cY; + d.

¢ est la propension a consommer (0 < ¢ < 1) et d une constante positive.

Soit I; I'investissement a la date . On a I; = K41 — K;

L’équation d’équilibre des marchés est :
C[ + I[ — Y[

Montrer que 1’évolution de la production est donnée par une équation de récurrence
linéaire d’ordre un et trouver la solution générale (Y;);.

Exercice n° 2

Résoudre 1’équation de récurrence linéaire d’ordre 1 :
n
Ups1 = 3up +3'n

up =1

Exercice n° 3

On suppose que 1’évolution du revenu Y, de I’année n en fonction du revenu des années
précédentes est définie par :

Yn=aYn1+aY, 2+ ... +am¥Yy-m+r

a) Déterminer Y, sia; = %, a=...=an,=0,r=12, Yy = 40.
N . . 3 —27
b) Méme question si a; = 3@ = = = A = 0,r =15, Yo = 40,

Y, =45.

Exercice n° 4
On considere le modele de croissance suivant :

On suppose que chaque individu offre une unité de travail. La production Y; de la pé-
riode ¢, est une fonction homogene de degré 1, du capital K, et de la population ac-
tive N; : Vt,Y; = F(K;, N;). On désigne par n le taux de croissance de la population :
Niv1 = (1 + n)N;.

On désigne par C; la fonction de consommation et on suppose que C; = (1 — 5)Y;. s est
le taux d’épargne.
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Soit I; I'investissement a la date ¢ : I; = K1 — (1 — 8)K;. 6 est le taux de dépréciation
du capital.

L’équation d’équilibre des marchés est :
C[ + It — Yt
Montrer que 1’évolution du rapport capital par téte (c’est-a-dire du rapport capital par

unité de travail) k; est donnée par une équation de récurrence d’ordre un. Appliquer au
cas ot F(K,N) = AK“N'~ pour trouver les équilibres et étudier leur stabilité.
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Corrigés

des exercices

Chapitre 1

Exercice n° 1

P est toujours vraie, ce qui démontre la transitivité de 1’implication.

Exercice n° 2

Meéditer sur le « flou» du langage courant de base si on se contente d’un regard superficiel !

Exercice n° 3

2) Tableau C.1
A B A ou exclusif B
\% \" F
\% F \%
F \" \%
F F F
5 Tableau C.2
A B -A OUB —A ou exclusif B
\" \" \" \%
\" F F F
F \" \" F
F F \" \%

e « A OU B » est par définition la proposition A = B (définition 5)

e « A ou exclusif B » est la proposition A <> B (définition 6)
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Dans le langage courant, la maladie du « ou » avec son ambiguité de sens (ou exclusif ? ou
non ?) contamine le « si ceci, alors cela» qui peut passer de « implique » a « équivalent » ! On
comprend mieux désormais les difficultés des étudiants... qui se soigneront définitivement en
se référant systématiquement a la table de vérité de « = »... et rien d’autre !

Exercice n° 4

Oui — oui — non.

Exercice n° 5

Aucune difficulté. Les propositions sont équivalentes.

Exercice n° 6
E = {0}

Exercice n® 7

a)
b)

c)

d)

“(ACB)y=3dxcAtelquexc AETx¢ B

La proposition P = Q est vraie d&s que P est faux. Or a € () est une proposition toujours
fausse. ) C {0}.

Les parties de A sont : 0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a.c}, {b.c}. {a,b,c}. Ce sont les huit
éléments de P(A) appelé ensemble des parties de A.

P(A) contient toujours la famille des parties a un élément a € A, notées {a} et appelées
singletons.

Exercice n® 8
A=B={0}:C=0;D=E =R =] — 00, +00].

Exercice n° 9

a)

b)

c)

Py est vraie si et seulement si f surjective. Idem pour P,. P3 est vraie si et seulement si f
injective. P4 est vraie si et seulement si f bijective.

fx) e By N {xef_](Bl)

f(x) € By xef By —F€

x € fF'BINB) = f(x) € BN By, = {

BN B

Conclusion : f~Y(Bi N By) C f~(B) N f~1(By)

enfin I’inclusion réciproque est vraie car les implications ci-dessus ont leur réciproque vraie
(aucune difficulté).

(y € f(A1INA)) = (y = f(x),x €A1 NA2)

=y =f(0).x € ADET (y = f(x),x € A2)

= (y€ FANETy € f(4) = (v € f(AN N f(Ar))
Conclusion : f(A; N A2) C f(A1) N f(A2).

La réciproque de cette inclusion est fausse, il suffit de le vérifier sur I’exemple de la fi-
gure C.1.

f(Al) = {a’ b}’ f(AZ) = {a, b}
f(AI N A = f({2}) = {b}
et f(A) N f(A2) = {a,b} ¢ f(A1 N A2) = {b}
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7

Figure C.1

Chapitre 2

Exercice n° 1

a)

b)

)

La récurrence ne présente aucune difficulté.

A+qg+q +..+"HA—q)=1—g"

d’otl directement la formule (2.1) pour g # 1.

1+ 2+ 3 +...+(n—1D+n
+n+n—D+m—2)+...+ 2 +1l=nn+1
d’ou directement la formule (2.2)

i(Zk—l):i%—il:2ik—nz2n(ﬂ+l)><%—n:nz
k=1 k=1 k=1 k=1

Quant a la démonstration par récurrence elle ne présente aucune difficulté.

Exercice n° 2

a)

b)

Sachant que :

1 1
1+2+3+...+n:§n2+§n

polynome de degré 2, il parait raisonnable de proposer 1> + 2% + ... + n®> = P(n) avec
P(n) = an® + bn®> + cn +d, polyndme de degré 3. Aucune assurance sur I’existence d’une
« formule » P(n) polynomiale ou pas.

Si P(n) = an® + bn* + cn + d vérifie I'égalité (2.4), alors :

P0)=0 dot d=0
P()=1 dot a+b+c=1
PQ)=5 dou 8a+4b+2c=5
P(3)=14 dou 27a+9b+3c =14

Systeme linéaire de 4 équations a 4 inconnues :

1 1 1
luti ca=—-,b==-,c=—-,d=0.
Solution : a 3 b > c G d=0
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¢) La démonstration par récurrence de : pour tout n € N

13 1, 1 am+D@n+1)
—3n+2n +6n—76

P+2%+... +1%

ne présente aucune difficulté, mais sa nécessité est absolue si on veut valider la formule (2.4)
pour tout n € N.

d) L’idée de la généralisation est claire : pour tout k € N
Fedibe +nf= polyndome de degré (k + 1)

Quant a la démonstration on peut imaginer une récurrence sur k € N... ce que nous ne
ferons pas !

Exercice n° 3

Soit £ un ensemble de n éléments, a € E,b € E.

Figure C.2

e llya Cﬁ:; parties a k éléments telles que A qui contient a ;
e ilya Cﬁ:; parties a k éléments telles que B qui contient b ;
e ilya Cﬁ:% parties a k éléments telles que C qui contient a et b ;

o ilyaCk_, parties a k éléments telles que D qui ne contient ni a ni b;
e toute partie a k éléments étant soit de type A, soit de type B, soit de type C, soit de type D,
on en déduit : C¥ le nombre de parties 2 k éléments de E est tel que

ck=ct2+act) v+,

n—

Exercice n° 4

A toute partie A a n éléments d’un ensemble a 2n éléments est associée sa partie A qui est aussi
a n éléments.

Exercice n° 6

a)  Utiliser les inégalités (a + b)*> > 0 et (a — b)* > 0.
b)  Elever au carré les inégalités et utiliser a).
c)d) Vérifier cas par casa > b, a < b, a = b.
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Exercice n® 7

1
On fait une récurrence sachant que 1 +2 + ... +n = nn 2+ ).
Exercice n° 8
a) S1=1,8.=1/2,83=5/6
b) Soitn € N*, n > 3 et I’hypothese S,_» > %etS,,_l > %
—1m! 1.1 1_1
Si n est impair, alors S, = S,—1 + e =Spit-=2z+-2==
n n 2 n~ 2
-1 n __1 n+l1 1 1
Sinestpair,alorsS,,:S,,,2+u+¥:S,,,2+ - =
" i | o
=Sia2t——2Z2ct+t—-=2> =
n2 nn—1) 2 nn-—1) 2
Conclusion : Vn > 3, S, > %

c) Via a) et b) on a fait une récurrence a « deux coups » c’est-a-dire la proposition (S, > 5)

) . 1 1
nécessite S,_2 > 3 etS,—1 = ok
1
Donc Vn € N*, S, > 3
Chapltre 3
Exercice n° 1
a) est fausse. Par exemple, la suite (i), définie par u, = (—1)" est telle que limy— 100 |un| = 1,

et lim,— o0 U, n’existe pas. La réciproque est vraie (cf. proposition 3 c)).
b) est fausse. Il suffit de considérer le méme exemple que pour a).
Uy

_ly

c) est vraie. Par I’absurde, supposons que limy,— 400 Uy = [ 7 0; alors lim,— 400 7
Un+1

ce qui contredit I’hypothese.
Donc lim,— o0 ttn = 0.

d) est vraie.

Exercice n° 2

Point méthode

a) penser a la quantité conjuguée.
Onau :\/m_\/ﬁ:(\/”‘Ll_\/ﬁ)(‘/”‘LlJr\/ﬁ): 1
Vn+ 1+ /n Vn+1l+ /n

1
Onaalors 0 < up < —.

Jn

On en déduit par la proposition 3 g), que lim,— +o0 4y = 0.
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b)

)

d)

e)

g)

. L 8 . o . 8 .
La suite de terme général u, = 5 — gn, est une suite arithmétique de raison — 5 La suite

est donc divergente.

La suite de terme général u,, = 7", est une suite géométrique de raison r = 7 > 1, donc
divergente.
. . 1\" L _ 1
La suite de terme général u, = 9 est une suite géométrique de raison r = -3
Comme |r| < 1, la suite est convergente et lim,— +o0 tn = 0.
Onau 1+1 u 1+1+ u 1+1+ ! + ! On reconnait donc la somme
1= 3 U2 = s+ 55Uz = -+ =+ =
3 37300 373273
des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison 3 et de terme initial up = 1,
dont on connait une formule explicite :
1
el 3 11
=1+=-+ + — = == — ——
”" ¥ L "2 2%
3
. 3
On a donc limy— 400 Up = ok
(0] =1 =1 ! =1 ! ! (0] i de f 1 lici
nauw = 1l,u =1+ 7o U3 = + » + 7 n ne connait pas de formule explicite
donnant u,, mais si on remarque que :
1 1 1 1

>2 —<— = __
vk 2 S kk—1) k—1 k

1 11 11 1 1
< — - - — - —— =)+ — -
u 1+(1 2)+(2 3)+(3 4)+ +(n_1 )

1 . . .
d’ott u, < 2 — — < 2. Donc (u,), est majorée par 2. De plus elle est croissante, puisque
n
1

(n+1)32
montre par des méthodes plus sophistiquées que :

alors :

Upsl — Up = > 0, Vn € N. Le théoreme 1 implique alors qu’elle converge. On

li l+i+i+ +i —ﬁ
n—lrlPoo 22 32 n2 76

1
n+1

La suite est croissante. En effet u,+1 — u, = > (0. On va montrer qu’elle n’est pas

majorée.
1
Remarque : uy, > 3 + up, Vn € N.

Montrons par récurrence sur p que :

) VpeEN, uy > g
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L’inégalité est vraie pour p = 1, car up1 = 1 + = > —. Supposons I’inégalité vraie pour

N =
N =

p. et montrons qu’elle est vraie pour p + 1 :

tupy = -+ (hypothese de récurrence)

P
Uppst = Udxor = B}

N =
N =

_pt1
T2
qui est bien I'inégalité écrite pour I’entier p + 1.
Donc 1) est bien vérifiée. On déduit alors de 1) que :
2) VA>0,3dnatelque Vn € N, n > na = u, > A, c’est-a-dire lim,— 400 Uy = +00.

Exercice n° 3

La suite (uy), est croissante car :

1

= e 0

VneN, 1 —up

La suite (v,), est décroissante car :

1 1 1—n
VnZI,VnH—Vn:Zm—H:W—I)!\

De plus 1im,soc (v — ) = limy e~ = 0
n:

Donc (u)n et (vu), sont adjacentes et d’apres le théoréme 2, lim,— 100 Uy = liMy— 100 Var-

. 1 1
Remarque : On montre que lim,— +oo (l + =+ —=+...+ —) =e.
! ! n!

Exercice n° 4

Pour les deux exercices suivants reprenons la démarche exposée pour 1’étude d’une suite de la

forme un+1 = f(uy).

a) Vn € N*, u, > 0 donc la suite est bien définie. On considere f(x) = V1+x,x > 0. f
est croissante, ce qui implique que (u,), est monotone. Comme 1y = 0 et u; = 1, u; > uo,
(un)n est croissante.

(un)n est majorée par 2. En effet 4y < 2. Supposons que u, < 2 et montrons que i+ < 2.
U1 = V1+us < V142 = /3 < 2. DoncVn € N, u, < 2. On conclut que (u,)n
croissante et majorée converge. Soit / sa limite. On peut écrire la suite sous la forme :

s> =1+, Vn €N, ug =0

En passant a la limite on a P=1+1 par la proposition 3 d). Les solutions de cette équation

1—ﬁet1+ﬁ

3 7 La suite étant a termes strictement positifs, sa limite est positive

1+ 5
—

sont

ou nulle donc [ =

b) Vn € N, u, > 0 donc la suite est bien définie et tous les termes de la suite sont strictement
positifs.
17

Calculons quelques premiers termes : u; = % =15 u = T =1416...
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D’apres 1’étude graphique de la suite, il semblerait que 1’on ait : (u,), décroissante, (i),
minorée par 0, et u, — [, quand n — 400, telle que / = V2.

En fait, dans cet exercice, il faudra d’abord trouver un bon minorant pour montrer que la
suite est décroissante. Pour cela, procédons ainsi : si la suite converge alors sa limite / vérifie

2 1
a deux solutions v/2 et — /2 mais comme la suite est a termes strictement positifs, si elle
converge alors [ = /2.
Montrons que /2 est un minorant. up = 2 > +/2. Supposons que u, < /2 et montrons
que Up1 = V2.0na:

1 2
== {l + —] (par la proposition 3), ¢’est-a-dire | = f(J). Cette équation s’écrit I> = 2 et

2

2
2 _ un_\/i
un+l—\/§:1|: 2:|_\/§:(u”+2 2\/514"_( > >0

Uy + — =
Un 2up 2up

Puisque VY € N, u, > 0. On a donc u,s1 > V2. Ainsi Vn € N, u, > /2. On va montrer
ensuite que la suite est décroissante. Comme Vn € N, u, > 0, on peut comparer A,
u

n 1 2 1 2 .
Unil _ 2 I+—|.OnaVneN, = |1+ — <lcaruﬁ>2pu1squeVn€N,un> V2.
Un 2 us 2 u;

Donc la suite est décroissante. Etant décroissante et minorée, elle est convergente et sa limite
est \/i

Remarque :Vn € N, u, € Q’ensemble des nombres rationnels et lim,— o0 4y = V2 ¢ 0.
Il existe donc des suites de nombres rationnels qui convergent vers un nombre réel qui
n’est pas rationnel. Suite a ce concept on dit que Q n’est pas complet, motivant ainsi la
construction de R, ensemble plus grand que Q, avec R, lui, complet.

1) On fait une récurrence sur n € N (aucune difficulté).
1 1 P
2) Ynel — Xnel = 3G+ yn) = /T = 5 (Vg — VXn)? = 0. On en déduit : y, =
1 1
E(xn + _’/n) < z(yn + _’/n) = UYn et Xpt1 = \/ XnYn = V XnXn = ‘xn| = Xn.

3) (yn)n est décroissante et minorée par xo donc convergente.
(xn)n est croissante et majorée par yo donc convergente.

L —n
4) Ynil — Xnrl 5( Yn = /) _ L VYn— /X < l carVn € N
Yn — Xn (\/Yn — VX)) (\/Yn + /%) 2 Syt Vw2 ’
2
VYn — \/Xn . 1 1

0 ——— < 1.1 sulte : yy — X0 < =(Wn—1 — Xu—1) < | = 2 —

NN en résulte : y X 2(_1/,, | — Xn—1) > (Yn—2

" "

Xn—2) < ... < (5) (Yo — x0). Donc 0 < yn — xn < (5) (yo — xo) et par passage a

n

la limite quand n — 400, sachant que lim (%) (yo—x0) =0onal0 < B—a<0
n—+oo

c’est-a-dire @ = . Il est clair que les suites (x,), et (), sont adjacentes.

Exercice n° 5

a)

On a une série géométrique. r = 3 etup = 1. Comme r < 1, la série est convergente de
limite L3
i 1 =7
3
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b)

)

d)

e)

g)

Remarque : Cet exercice est le méme que I’exercice 2) e).
Cette série est la suite

,,:l+—+i+...+i2, (n € NY),
n

étudiée a I’exercice 2) f).
Cette série est la suite
1 1 N
Si=1l+=+...+—-, (meN"
2 n

étudiée a I’exercice 2) g).
Ona:

n—+o0 n—+o0

lim u, = lim (1+1) =e#0
n

Donc la série diverge par la propriété 6.

La regle de Cauchy donne :

1
) =0<1

. 1 . -1 !
nllrl;rnooqun )” - nBl;noo (I (3 +2n + 4}’12)

Donc la série converge.

La regle de d’ Alembert donne :

n+1
. U . (n+1) 1
lim [ = fim %:—<1
n—+oo Up n—+oo 3
I+3
Donc la série converge.
Ix4x7x...x0Bn+1
Uy = ( )c”, c e R},
(n+1)!
. u . 3n+4 N N s
lim —L = lim X ¢ = 3c. Donc d’apres la regle de d’ Alembert
n—+oo Uy n—+oo N +
L. L. 1 L. . 1 . Up+1
série est convergente ; si ¢ > — la série est divergente. Pour c = =, lim ——
3 n—+oo  Up

regle de d’ Alembert ne permet pas de conclure.

Point méthode

Dans ce cas on peut essayer d’appliquer la regle de Raabe-Duhamel :
- 1} .

Si a > 1, la série converge.

Un

n—+o0

Soit o = lim n{

Up+1
Si o < 1, la série diverge.

Un

n—+oo Up+1

Dans notre exemple 0. = lim n [

pour ¢ = .

si <11a
isic < =
3

= 1 donc la

2
— 1] =3 < 1. Donc la série est divergente
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+oo
P . Lo
Récapitulation : ¢ < 3 la série Z u, est convergente.
n=0
l +00
c> 3 la série Z uy, est divergente.
n=0
Autres cas d’application de la régle de Raabe-Duhamel.
+00
Soit la série Z = (voir exercice 5 b) ci-dessus).
n

n=1

lim |2t = 1, cas sans réponse de la regle de d’ Alembert. On applique alors la regle de
n—+oo Un
Raabe-Duhamel : 0. = lim n { tn | _ l} = 2> 1.0On conclut : la série est convergente.
n—+00 Un+1

+oo

Soit la série E — (voir exercice 5¢) ci-dessus).
n

n=1

lim Unil | _ 1, cas sans réponse de la regle de d’ Alembert. On applique alors la reégle de
n—+oo Un
Raabe-Duhamel : 0. = lim n { S 1} = 1, cas sans réponse de la regle de Raabe-
n—+oo Up+1

Duhamel. On a vu par d’autres méthodes que cette série est divergente.

. . 1 . .
h) La série est alternée. |u,| = T donc la suite (|ux|), est décroissante.
n
. 1 . L
lim 7 = 0. La Proposition 12 permet alors de conclure que la série est convergente.
n—s o0 n

Exercice n° 6

a) up =1/2, us =3/4, us =5/8

b) Non:u, —u; = —1/2 < 0 alors que u3 — up = 1/4 > 0. On ne peut pas déduire qu’elle
n’a pas de limite

n—1

1 -1

) up = E (—1)/(?,4: >
k=0

n—1

LI el G V) T el 12
! ;(_1) POy L ML L S 7 S

Chapitre 4

Exercice n° 1

P+ (x+3)
X+ x2 '

a) fx) =
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Au voisinage de x = 0, d’apres la proposition 5 du chapitre 4 et sachant qu’un polynéme
est équivalent a son mondme de plus bas degré, on a :

2 +78 ~Q X

2
— (x2+7x3)(x+3) ~0 ¥ x3
x+3 ~0 3

P +THx+3)  ~p a2 X3 32
2 :>f(X)NOX_);:3

©+x> ~px

c’est-a-dire lim & =1dou 11m f(x) = 3.

x—
De la méme manlere au V01smage de X = +oo,0na:
2 3 3
x“+7x ~Nioo 1X
— (x2 + 7x3)(x +3) ~ioo 7x
X+3 ~yoo X

P +T)X+3) oo T 77
5 5 = f(%) ~i0 S T3

2
X+ X ~Nioco X

lir+n f(x)=0.

Au voisinage de x = —1.On a:

(x) = (I+70)x+3) (1 +7x)(x+3)

=== *(x+1)(x2—x+1)
(I +7x)(x+3)

d’ou hm (x + 1) f(x) = =4

don lim L | cestardire f(x) ~_ 1
—_1 —4 x+1
x+1
b) L’ensemble de définition de f est ]1, +ool.

S| -1 1 Vai—D(Vx—1 1
F) = xx_lz(x x)(:c;r):( x )(x)c—l)(x+):(\/)c_—l)(x+l)

2
. x =1 .
xh:ﬁl+ ST = xhiﬁl+(\/x_ Dx+1)=0.

m x2—x+1

liml f(x) n’existe pas.
X——

Exercice n° 2

a) L’ensemble de définition de fest [—1,1]

b)
VIt —VI-2 (VI+2—VI—2D)(VI+x2+V1—22)
x B WVI+ 2+ V1=
D) - =) 2x°
_x(\/1+x2+ V1= x2) _x(\/1+x2+ V1—2x2)
2x

(VT2 VT2

i YIFP = V-2 2x =

x—0 X =0 (VT+:2+ V1=

f n’est pas continue en 0 car lim,_,o f(x) = 0 # f(0) = 1.
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Exercice n° 3

a)

b)

14x/100 si 0 < x < 1000
F() = 140 + (x — 1000)10/100  si 1000 < x < 1500
190 + (x — 1500)6/100 si 1500 < x < 3000
280 + (x — 3000)4/100 si x > 3000
c’est-a-dire
0,14x si 0 < x < 1000
) 0,1x+40 si 1000 < x < 1500
f = 0,06x + 100  si 1500 < x < 3000
0,04x +160 si x> 3000

f est une fonction affine par morceaux.

Elle est continue sur I’intervalle [0, 1 000] (car continue en tout point de 1’intervalle
ouvert ]O, 1 000[ et continue a gauche en 1 000 et a droite en 0).

f est continue sur I’intervalle ouvert ]1 000, 1 500][.

Examinons sa continuité en x = 1 000.

limy— 1 000+ f(x) = limy— 1000+ 0,1x + 40 = 140 = £(1 000)

donc f est aussi continue a droite en x = 1000 ce qui permet de déduire que f est
continue en x = 1000.

On démontre de la méme fagon que f est continue aux points 1 500 et 3 000 en montrant
qu’elle est continue a gauche et a droite en ces points.

[ est donc continue sur [0, +oo[.

Exercice n° 4

a)

b)

9

Au voisinage de 0 un polyndme est équivalent a son terme de plus bas degré (voir commen-
taires définition 8 chapitre 4), donc fi ~o g1 et f> ~o g2. Par contre : (fi + 2)(x) = 252,

. (g1 + g2)(x)
(g1 +¢2)(x) = 227 et lim 27227
N 20 (fi + f2)(0)

pas équivalentes au voisinage de 0. Conclusion : La proposition 5 du chapitre 4 ne s’étend
pas au cas de I’addition.

= 0 # 1, donc les fonctions fi + f> et g1 + g2 ne sont

Au voisinage de +0o (ou de —oo) un polyndme est équivalent a son terme de plus haut degré

. . P . _expohi(x)
(voir commentaires définition 9 chapitre 4), donc &y ~ioc hy. Par contre : ——— =
exp oha(x)
ex+l
o = e —r—+00 © # 1, donc les fonctions exp oh et exp ohy ne sont pas équivalentes au

voisinage de 0.

Conclusion : La proposition 5 du chapitre 4 ne s’étend pas au cas de la composition des
fonctions.

fi ~+00 f2 avec les mémes arguments qu’a la question 2 et
lim [fi(x) — f2(x)| = +o0.
X—+00

Conclusion : Ne pas confondre étre équivalents et avoir des valeurs proches.

Exercice n° 5

a)

S est continue sur D = [0, 1] {J[2, 3] ensemble fermé borné, mais D n’est pas un intervalle
(voir commentaires chapitre 2 II-C-2-a).
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b) f(D) = {1,2} qui n’est pas un intervalle.

Exercice n° 6

Inu 1 . Inu, u 1 . 1
" =1+—,d’o0 lim t = 1. “+=—=——,dolt lim +=—=1
In 1 n n—+oo |n 1 1 nn en Inn n—+oo 1 el
n 7 n n
Invy, In(Inn . Inv, v, 1 . v,
= =1+2 ( ), d’ott lim = =1 T+ =—=.dob lim + =0.
In n nn n—+oo In " » (lnn) n—+oo Z

Commentaires : De Inv, ~1o In %, on ne peut déduire e~y e La relation d’équiva-

lence des fonctions n’est pas stable pour la composition des fonctions.

Chapitre 5

Exercice n° 1

f est dérivable sur I’intervalle [0, 1 000[. f est dérivable a gauche en 1000, £/ (1000) = 0,14;
f est dérivable a droite en 1000, f1(1000) = 0,1. Comme f/(1000) # £’ (1000), f n’est pas
dérivable en 1 000.

De méme f est dérivable sur les intervalles ]1 000, 1 500[, ]1 500, 3 000] et ]3 000, +oco[ mais
n’est pas dérivable en x = 1500 et x = 3000 car en chacun de ces points la dérivée a gauche
et la dérivée a droite de f existent mais ne sont pas égales.

Exercice n° 2

f est dérivable en tout point x différent de O car c’est une composée de fonctions dérivables.
Etudions la dérivabilité en O en passant par la définition :

jim /0= O

x—0 X —

o Psin(h—-0 /1
= lim 2 =limxsin[ -] =0
x—0 x—0 x—0 X
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Pour x #20ona:

f'(x) = 2xsin (l) + x* cos (l) (—iz) = 2xsin (l) — cos (l)
x x X x X

. . . . (1 . 1 .
lim,_o f’(x) n’existe pas car lim,_¢ x sin (—) = 0O et lim,_ocos (—) n’existe pas. Donc f’
X X

n’est pas continue en 0.

Exercice n° 3

a) l’ensemble de définition de f est [—2,2].

b)
) L (x+2P =@ -1 . 2x% + 4x
lim f(x) = lim = lim
X—'Of( ) =0 x(x+2)+ V4 —x2) =0 x(x+2+ V4 —x2)
x2x+4)

lim =1
=0 x(x+ 2+ V4 —x2)

f est continue en 0 car lim,_o f(x) = f(0) = 1.
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c)

d)

€)

Pour x €] — 2,2[\{0}, on a f'(x) = % (74"2_ = - 2+ m).
lim,_o f'(x) = i
Xx+2— V4 -2 |
lime_o 7RSO o x " 1
X X 4
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = %

f' est continue en 0 car lim,_o f'(x) = f/(0) = i

Exercice n° 4

a)

b)

X X
P . a a .o . tT00
Etudions d’abord lim,_,+- —. — est de la forme indéterminée oo lorsque x — 400,
X X 9

. . a’ . a‘lna
la reégle de I’'Hopital donne limy— 400 — = limy— 400 =e"Mng = +oo.
X
. X X X\ x\"
Donc limy—io0 — = 0. — = <7> = (—X> =go f(x)avecc = a'/" > 1 ou
a a a ¢

fx) = ix, et g(z) = 7. On a lim,_ ;o0 f(x) = 0 et g est une fonction puissance donc
c
-
continue en 0, donc limy— 4 o0 r limy— 400 g © f(x) = g(0) = O par la proposition 9 du
aX

chapitre 4.

. . a*
Finalement limy— 400 — = +00.
X

(x+1DIn(x+ 1) —xlnx = In(1 + l)X+1n(x+ 1) - 1+ 00 = +00, quand x — +00;
X

d’oit la forme indéterminée > pour f quand x — 400, d’ou laregle de I’Hopital appliquée
00
deux fois; d’ou lim f(x) = 1.

X—+00

Exercice n° 5

a)

b)

c)

f est deux fois dérivable sur R. On cherche les candidats en résolvant f(x) = 0 c’est-a-
dire 5x* — 20 = 0. La résolution de cette équation fournit deux candidats x; = — /2 et
0= 2.

() = 20x° dob £ (x1) = f(—V2) = =402 < Oet f'(x2) = f'(V2) = 402 >

0. Les CS2 impliquent donc que f admet un maximum local strict en x; et un minimum

local strict en x». Ils ne sont pas globaux car liIIl f(x) =+4occet lim f(x) = —o0.
X—+00 X— —00

g est définie et deux fois dérivable sur R. On cherche des candidats en résolvant ¢’(x) = 0

¢’est-a-dire e**(1 + 2x) = O ce qui donne x = —1/2.  ¢"(x) = 4e**(1 + x) donc

g"(—=1/2) = 27! > 0. Les CS2 impliquent donc que x = —1/2 fournit un minimum local

strict a g sur R. On peut montrer qu’il est global.
h est définie et deux fois dérivable sur R. On cherche des candidats en résolvant 4’'(x) = 0
. . 1
¢’est-a-dire —Inx +3 = O ce quidonne x = ¢,  h”(x) = —— dou Vx € RY, A’ (x) <0
X

donc h est strictement concave sur R%. Donc x = ¢* fournit un maximum global strict a /
sur RY.
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Exercice n° 6

C
a) Le colt moyen Cy(q) = @ =247 —q+4.
q
Cly(q) = 4g —1 = 0d ot g = 1/4 est candidat. Comme C};(g) = 4, pour tout g, Cy est
une fonction strictement convexe donc ¢ = 1/4 minimise le colit moyen. (¢ = 1/4 fournit
un minimum global strict)

La fonction de cofit marginal est C'(q) = 6¢> —2q+4. C'(1/4) = 31/8 et Cy(1/4) = 31/8.

b) Si ¢" minimise le coiit moyen Cpy(q) = @ , alors C;(¢g*) = 0 (CN1).
q
/
Culg) = w Ciy(¢*) = 0 donne C'(¢*)q* = C(q*) c’est-a-dire :

!, % C * *
g =L ey
q
Exercice n° 7

Comme f est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, f ~! existe et est définie sur [0, 11
(proposition 12 chapitre 4). La fonction de demande d’input contrainte par g est donnée par
v = f’l(q). Donc le profit est I1(q) = pg — wf’l(q).

IT'(g) = 0 implique w[f~'1'(g) = p, wm = p. Si un tel point g existe alors en notant
que IT est une fonction strictement concave (car Vg € [0,1],

() = wf"lf (@]
global strict au profit.

< 0 par hypothese) on déduit que g fournit un maximum

1 3
[f’(f‘l(q))}

Exercice n° 8

a) Non. Les fonctions f et g dérivables en a (par hypothese) sont donc continues en a, d’ou :
fo _ am 0

lim f(x) = f(a) = 0 et limg(x) = g(a) = 0. En écrivant lim ——~ = =% on
x—a x—a x—a g(x) llm g(x)

tomberait sur la forme indéterminée 2 o qui ne demande a €tre déterminée que par la regle

de 1’Hopital, regle particulierement efficace dans ce cas.

b) ¢(x) = ¢(a) = 0, ¢ continue sur [a, x] (cas x > a), ¢ dérivable sur ]a, x[, on peut donc
appliquer le théoréme de Rolle a ¢ sur [a, x], donc il existe ¢ €]a, x[ tel que ¢’(c) = O eten
écrivant ¢ = a + 6(x — a) (voir représentation paramétrique d’un intervalle), on conclut :

360 €10, 1] tel que ¢’(a + 8(x — a)) = 0. (Le cas x < a se traite de la méme maniere).
c) ¢'(t) = g(x).f'(t) — f(x).g'(¢) et en appliquant le résultat de la question ci-dessus :
f(x) _ flla+6(x—a) )
g(x)  g'(a+6(x—a)
11 est clair que 6 dépend du x choisi dans I\{a} donc on écrit § = 6, pour la suite.
d) Vx € I\{a}, 30 = 6, €]0, 1] tel que (1). 6, €]0, 1[ donc 6, borné d’ot lim (a+6(x—a)) =
S(x) f(a+9(x—a)) u

t donc li lim ——————— = = —.
etdone . Jo g(x) s ga+0:(x—a) v

360 €]0, 1] tel que ——
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Exercice n® 9

/!

a) On applique la regle de I'Hopital a I puis a ]gi” il vient :
OO f”(x) 3

x~>0 x2 x~>0 X x~>0 _E.
b) f ~o gavec g(x) = —3
¢) In(1+x) = fi(x) ~0g1(x) =x
—x = = () ~0 2(0) = —
mais il est faux que fi + o ~o0 g1 + g2, eneffet fi + /o = f ~o g avec g(x) = —%xz
d’apres b).
N.B. : g1 + g» = 0 la fonction constante identiquement nulle et dire qu’une fonction f est
équivalente a 0 en un point n’a pas de sens (voir la définition de [ ~g g.)

Exercice n° 10
@Y _ fox— @)
X o x2
dérivable sur Ry on aVx,y € Ry, x # y = f(x) — f(y) > f'(x)(x — y). (Proposition 19,

commentaires). En particulier pour y = 0 et sachant que £(0) = OonaVx € R}, f(x) > f'(x)x.
f x)

Donc Vx € R}, f'(x)x — f(x) < 0. Donc la fonction Z=—= est strictement décroissante sur R.

< 0, Vx € RI. En effet comme f est strictement concave et

Chapitre 6

Exercice n° 1

On reprend les arguments utilisés en 11.B.4.b) dans I’application « Mesure des surplus ». Les
calculs ne présentent aucune difficulté.

Exercice n° 2

/ Fdx = / Fdx = / Fdx + / foode = 3 +
E:/O xf(x)dx—/o xdx+/] x(2 — x)dx = {);_3};4_ (xz—%)]?_l

Exercice n° 3

l\)l'—‘
Il
—_

a) L’intégrale existe si o > 1 et elle vaut :

+00 1 +oo a
’:/1 f“‘)dx:“{m}l e

I vaut 1 a la condition que a = a — 1.
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b) J existe bien si o > 2 ; elle vaut :

J:(a—l)/m Sflz{i(a_l) } ==
. X

(—o+2)x%72 ] a—2

Exercice n° 4
@ Ia)=1—¢c¢“(+a)etJ(a) = —dPe % + 21(a)

b) I = [ — (sin x)efx} T / (cosx)e” "dx = [ — (cos x)ef"} T / (sin x)e”"dx
0 Jo 0 0
On obtient donc : 2 = (1 +e™7)

2
0 K= (lnx) /lnx :(1n2)2—K;K:%.
(f(x) =Inxetyg (x) = l)
X

(In2)?
R

In2
Par changement de variable : t = Inx; K = / tdt =
0

Exercice n° 5

a)

b)

2

L(a): %/0 eitdt: %(l—eiaz)—) %sia—>+oo

In2
c) I = / Peldr = J(In2) ot J est définie et calculée dans le 2° exemple de I1.C.3. On
trouve?
-2 ((mz)2 — 22+ 1)

Exercice n° 6

On détermine a et b par identification algébrique dans 1’égalité :

a b (a+bx+a _ 1

+ - - dot:a=leth=—1
PR Xx+ 1) xxa1y COaTIe

On en déduit :

B 3 dx 3 dx - 3 3 3
1_/1 7_/] x+l_[lnx]]—[ln(x+1)]1—ln(§)
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Exercice n°® 7

a) Pour x assez grand,ona: /x> 2Inx, soit:0 < e Vige 2y = L

b)

c)

v

1 . . R _
— ¢tant intégrable en +00, il en est de méme de e Vi
X

o
. X L. ! e . .
La fonction f(x) = 5 est équivalente en +00 8 ——. Donc I'intégrale de f existe si
X x2-

2
et seulement si (2 — a) > 1; c’est-a-dire o < 1.

) .
Supposons oo = 1 + 9, avec 8 > 0. Posons y = 1 + ok Les résultats sur la croissance

comparée de (In x) et x en +00 nous disent que pour x grand :

et I’intégrale existe en +00. Si a < 1, on utilise la minoration f(x) > x~“ pour conclure &
la non-existence de I’intégrale en +oco. Conclusion : / existe si et seulement si o > 1.

Chapitre 7

Exercice n° 1

a)

Si § est libre alors R est vraie, P et Q sont fausses.

b) P et Q sont équivalentes. R est le contraire de P. R est le contraire de Q.

Exercice n° 2

«==» Hypt : {id, V} libre. Alors :

(il +7) + B =0
:aﬁ’+(a+ﬁ)?:6
= a=0 et a+p=0 (car{i v} libre)
—o0=pf=0

Conclusion : {# + v, V'} libre.

«<=» Hypt : {# + v, V} libre. Alors :

ait + 7 =0
= a@+HN+PB—a)W=0
= a=0 et B—a=0 (car{d+V,V} libre)
—a==0

Conclusion : {i, v} libre.
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Exercice n° 3

AB=1x4+2x5+3x6= [32} matrice de format (1, 1)

4 8 12
BA=1]5 10 15 matrice de format (3, 3)
6 12 18

Exercice n° 4

10 équations a 10 inconnues.

Exercice n° 5

I— a)etb)S estun systeme libre. On en déduit S systéme générateur de R? car dimR? = 3
(Théoréeme 1)

- a S =/ f_f s f;, ﬁ } est une base d’apres le résultat de la question I. Donc ¢ bijective
(Théoreme 3), donc @ injective et surjective.

b) Kerg = {6} espace vectoriel de dimension zéro. p(R®) = R,

o) @) = @(xé) + yés + 283) = x@(€1) + yp(&2) + z9(&3)
= (x,5x,—x) + (0, —2y,y) + (0,2z,22) = (x,5x — 2y + 2z, —x + y + 22)

d’ou :
. 3 3 a=x
¢ ’ﬁ_]F‘ ):)R(j_( b.o) telque § b = 5x — 2y +2z
U=y Pu =1, 0,¢ c=—x+y+2z
1 0 O
- a A= 5 =2 2
—1 1 2
b)
1 0 0 X a
AU =V <= 5 -2 2 y|=1b
-1 1 2 Z c
X =a

<< S5x — 2y + 2z
—Xx+ y +2z=c¢

(C.1)

c¢) Lesysteme (C.1) a pour solution :

X = a
1 1
= 2a — -b + -
y a — zb+ zc
1 1 1
z:——a+gb+—c
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d)  Sous forme matricielle, la solution de (C.1) s’écrit :

1 0 0
X 1 1 a
_ 2 - -
y|= 3 3| |°
¢ _boro 1t
2 6 3
matrice B
1 0 0
10 0 11 1 0 0
IV-a AB=| 5 -2 2 2 -3 3|=|0 10
—1 1 2 1 1 1 0 1
2 6 3

AB = I donc B est I'inverse de A... et A est I'inverse de B. On peut poser B = A~
1. B= A" estlamatrice de ¢~' relativement 2 la base canonique de R3.

2. Bétant la matrice de ¢, on en déduit :

¢ (@) = —%62 + ééé = (0,—%, é)
0

—1(3)_13 +lg — ll
0] =za+36=103.3

d’ou :
CP_1(17) = cp_](aé‘l + bé; + cé3)
=ap @)+ by (@) +cop” (@)
1 1.1 1 1
= (a, 2a, —E(l) + (0, —gb, gb) + (0, 36‘, 30)
1 1 1 1 1
= (a,2a— §b+ §C,—§a+ €b+ §C)
d’otr :

o R3 . R3
V=(@bo) — o' =(xy2)

telque x =a;y =2a — %b+ %c;z: —%a+ éb+ %c

On peut vérifier : cp_](ﬁ) = e, cp_l(ﬁ) = &, cp_](f;) = &3, résultats auxquels il

fallait s’ attendre puisque ¢(&1) = 1, p(&2) = f, p(@3) = f3.

On vient de montrer dans ce probleme que :

1 0 0
10 0 L
Iinverse de A = 5 =2 2| est 2 -3 3|=B= A7l
-1 1 2 1 1 1
2 6 3
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On a montré dans le cours (cf. IV.C.3.f) que :

1 L

15 -1 : %
linversede AT = |0 -2 1| est: |0 —= — | =B"T=@u"H"!

0o 2 2 31‘ ?

0 it Z

3 3

O AT (respectivement B”) désigne la matrice transposée de A (respectivement B).
On vérifie sur cet exemple le résultat général suivant : la transposée de I’inverse,
c’est I’inverse de la transposée ou encore, dit autrement (A_])T = (AT)_].

Il est clair que cette vérification n’a aucune valeur de démonstration.

Exercice n° 6
Rang § =4.

Exercice n® 7

a)

b)

P
On pose AB = C ol ¢;j = E aixby;.

k=1
Les termes de la matrice transposée CT seront notés c/T,

14
(AB)T = CT ou CjTi =Cij = Z a[kbkj.
k=1
P P
On pose B'AT =D.Ona dji = Z bJT»ka,{i = Z byjaix. Donc (AB)T = BTAT.
k=1 k=1
B 'A~'AB = B~'I,B = I, donc AB inversible et (AB)”' = B~'A"!.

Exercice n° 8

a)

b)

c)
d)

e)
f)
2

On vérifie (aucune difficulté) :
Vi, v € R, VA € R, (i + V) = ¢(id) + ¢(V) et p(Aid) = Ag(id).
Ker ¢ = {# = (x,4,2,0) € R* tel que x = z,y = 1} = {# = (x,y,x,4) € R* tel que
x € Ry e R} ={d=x1,010) +y0,1,0,1), x € Ry € R} = {id = x&| + yés,
xR,y eR}
d’ou {1, &} engendre Ker ¢. De plus {&, &} libre.
S est un systeme libre de 4 vecteurs de R* donc S est une base de R*.
o(@) = (—1,0,—1,-2), p(és) = (0,—1,—1,—3). Ces 2 vecteurs forment un systtme
libre, montrons qu’ils engendrent o(R*).
V€ oRY = V=), icR*
— V= (p(a']a + @28 + @383 + 0424), ay, @, a3, a4 € R
=V = a19(€1) + @2¢(&2) + a3p(&3) + a1p(Es)
=V = a3¢(&;) + a4p(&s) comme @(&1) = Ogs, p(€2) = Ops.
dim Kery + dimg(R*) = 4 = dimR*.
Non,non,non.
A=L{&,é})ouA =LH{&}) ouA =L{é}).
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Exercice n® 9

a)

101 0 —1 1
111 1 1 -1
b) PO = QP =L donc Q = P!
c) (1) peut s’écrire
a X a
PX=|b| avec X=|y| donc X=0Q | b
c z c
De méme dans (2),
a/
X=P|V
c/
d) Si
a —b+c
X8: b , alors X?ZQXéa: —a+c
cleg a+b—c F
De méme
a +c
_ _ / /
Yg—PY?— /b +/c /
a+b +c

€)
011 -1 0 0
A=1101| B=P'AP=|0 —10
110 2 22
Exercice n° 10

a) SoitA,B € M(2,2). A+ B = (aij + bij)i=12
=12
tr(A+ B) = ayy + b1 +ax + by = aj; +ax + by + by = tr(A) + tr(B)

SoitA € M(2,2) et € R, tr(aA) = aay; + aaxn = ala); + axn) = atr(A)

Donc tr € L(M(2,2),R). Donc tr est une application linéaire de M(2,2) dans R

b) SoitA,C € M(2,2)
PA+C)=A+C) ' xB=AT+C")xB=A" x B++C" x B
Soit A € M(2,2) et € R. P(aA) = (@A) x B = A" x B = ad(A)
Donc @ est une application linéaire de M (2, 2) dans M(2,2)
De méme ¥(B+ D) = AT x (B+ D) = AT x B+ AT x D = ¥(B) + ¥(D)

¥Y(@B) = AT x (aB) = aA” x B. Donc ¥ est une application linéaire de M(2,2) dans

M(2,2).

392 e MATHEMATIQUES POUR L’ECONOMIE



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 8

Exercice n° 1
Il s’agit donc de démontrer quelques propriétés du conjugué, données en 1-B-2.
Soitz=a+ib,7 =d +ib',acR,beR,d e R, b €R.
i+ =@+a)+ib+b)=(a+d)—ib+b)=(a—ib)+(d —ib)=7+7
7x 7 = (a+ib)a +ib") = (ad’ — bb') — i(ab’ + d'b).
Zx 7 = (a—ib)d —ib") = (ad — bb') — i(ab’ + d'b).
a . b
py R

Onavuen 1-B-3: l =
z

d’ou l *L+iL Parailleurslfif < = a +1 b
) @+b: @+ b Iz @+ a+bhr @ +b

1 1 ! 1 /1 _1 -7
Donc (_) =z d’ou (Z_) = (Z/ X —) = /<—) = Z/j = ZT
Z Z Z z z z z

Exercice n° 2

3 2
— —5+10i == _ 2% — 7 +24i = —i
21 5+10i, =z 3 b ® T+24i, z4 i

Exercice n° 3

On sait que |z| = +/zZ (I-D-2-a), d’ou en utilisant les propriétés I-B-2, on a :
e - iAok
V77 1]
Exercice n° 4

:i¥(1+i),22:i(\/(\/§+1)+i\/(\/§—1)>,Z3:i(2+i)~

2| 21
53.
=

Exercice n° 5

Les solutions sont : z; =2 —ietz = 1 + 2i.

Exercice n° 6

Soit z = |z|e®. Ona 2 = 2¢
3 3if i0

L’équation s’écrit alors |z|"e”" = 2¢

Or deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module et méme argu-
ment 2 2kr pres : |z)° =2et30 =0+ 2kn ,k=0,1,... Dot |z| =2 et:

— Pourk =0,0=0,z =230 =23

— Pourk = 1,0 = 2n/3, zp = 2133 = 21323

— Pourk = 2,0 = 4n/3, z5 = 2'343 = 213,413

— Pour k = 3, 0 = 2r, on obtient 23" = 21360 = 213 on retrouve donc la racine z

Iy a donc 3 racines dont une est réelle.
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Chapitre 9

Exercice n° 1

On désignera par Ay, Az, A3 les trois colonnes de la matrice A et on notera A = (A1, Az, A3).

8 0 -—-14
det(A1,Ar,A3) = det(A1,Ar —2A1 +A3,A3) = | —6 O 9]1=0
-6 0 11

On désignera par L, L, L3 les trois lignes de la matrice B et on notera B = (Ly, Lo, L3).

-1 2 =3
det(Ly, Ly, L3) = det(Ll,Lz —2L3,L3) = 8 0 0| = —8(—12 +6) =48
-2 2 -6

Exercice n° 2

Si A est valeur propre de A alors :
0= Pa() = det(A — Al) = det(A — AD" = det(A" — Al) = P47 ()
Or P 47 () = 0 implique que A est valeur propre de A”.

Exercice n° 3

= (4,-2,-2), 7= (—1,-3,2), 2= (—3,2,2). Trois vecteurs %, 7, Zde R> sont linéairement
indépendants <= det(¥,,2) # 0

4 -1 -3
det@ g0 =|-2 -3 2|=-10
-2 2

donc les trois vecteurs sont linéairement indépendants.

Exercice n° 4

Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caractéristique de A :
Pa) =det(A —A) =2 - D(~)+2 =2 —21+2

Il y a donc deux valeurs propres complexes conjuguées 41 = 1 +iet A, = 1 —i. Donc A est
diagonalisable dans C, mais pas dans R.

B est diagonalisable dans R car c’est une matrice réelle symétrique.

PourCona:
Pe)=| =1 4—21 1 :(5—/1)((2—/1)(4—/1)“):(5—/1)(/1—3)2

Iy a donc une valeur propre simple A; = 5 et une valeur propre double A, = 3.
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L’espace propre E; associé 2 1, = 5 est un sous-espace vectoriel de R de dimension un.

Cherchons 1’espace propre E, associé a A, = 3. Il faut résoudre CX = 3X, c’est-a-dire
(C-3DX=0:

—x+y=0

—x+y+z=0

2z=0

cequidonne z =0, x =y, E» = {(x,y,2) € R3 tel que x =y, z = 0}.

Une base en est {(1,1,0)}. Donc E> est un sous-espace vectoriel de R* de dimension un.
dim E> < 2 = multiplicité de A».

Donc C n’est pas diagonalisable dans R (ni dans C).
Exercice n° 5

a) Les valeurs propres de A sont les racines du polyndme caractéristique de A :
Pa(l) =det(A — AI) = (6 — (=5 — (6 — A)

Il y a donc une valeur propre simple : 1; = —5 et une valeur propre double A, = 6.

L espace propre E; associé 2 1] = —5 est un sous-espace vectoriel de R* de dimension un.
II faut résoudre (A + 5)X =0 :

11x=0
—11x—33z=0 E; = {(x,y.2) € R’ tel que x = 0, z = 0}
11z =0

Une base en est {(0, 1,0)}.
Cherchons 1’espace propre E» associé a A, = 6. 11 faut résoudre (A — 61)X =0

0=0
—1lx— 11y —33z=0 E» ={(x,y,2) eR’ tel que — 1lx — 11y — 33z =0}
0=0

C’est un sous-espace vectoriel de R de dimension deux.
Une base en est {(0, —3,1),(—3,0, 1)}.
Donc A est diagonalisable dans R.

-5 0 0 0 0 -3
D=| 0 6 0| P=]|1 =3
0 0 6 0 1 1
1 1 3
Lecalculde P~'domne P~'=| 1/3 0 1
—-1/3 0 0

b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, A" = PD"P~ !,

A* = PDP"'PDP™' = PD*P”!
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Supposons que A" = PD"P~!, alors A" = PDP~'PD"P~! = PD""'P~! Donc pour
toutn, A" = PD"P~".

(=5)" 0 0
D" = 0 6" 0
0 0 6
donc :
K 0 -3 (=5)" 0 0 1 1 3
A'"=11 =3 0 0 6" 0 1/3 0 1
10 1 1 0 0 6 —-1/3 0 O
I 6" 0 0
=|9-6 5 3(-5-¢")
L 0 0 6"

Exercice n° 6

a) dimE = n*. Pour n = 3 on a la base canonique

100 010 000
Ji=1000 J,=1000 e o= 1000
000 000 001
b)
123 0-2-3 123
254, 2 0 -4, 456
347 34 0 789

matrices respectivement symétrique, antisymétrique, ni I’une ni 1’ autre.

¢) b C E quiestun R e.v,, il suffit donc de vérifier que I’addition interne et la multiplication
externe sont stables dans . Soit A € S et B € b, alors (A + B)Y = AT + BT = A +B.
Donc A + B € 5. Idem (14)" = 1AT = 1A, 1 € R. Donc 1A € B. Conclusion ® C E qui
estun R e.v. Idem pour & .
Au feeling dimBd = n + "("Tfl) et dimJ = "("Tfl)
SNT = {6} ot {8} est la matrice nulle.

d
| 135 | 0-1-2
§(A+AT): 3571, E(A—AT): 10 —1|, M+N=4A
579 21 0

VA€ E,A=M+NavecM = %(A +AT)etN = %(A—AT) ceci d’apres les regles de calcul
dans un R e.v. Enfin sachant que (M + N =M + N7, am)” = am” ; (MT)T = M on
endéduit M € et N €.

Remarque : E est la somme directe des 2 sous-espaces vectoriels et & et on note E =
S @ T (voir chapitre 7, proposition 3).
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Exercice n® 7

a)

b)

d)

€)

q(1,1,1) = 0 donc les réponses sont :1) non. 2) wait and see. 3) non. 4) wait and see.

1 —1/2 —-1/2
B=|—-1/2 1 —1/2| eten calculant les difjterminants des sous-matrices :
—1/2 —1/2 1

1 —1/2

det[1] =1 > 0 det {_1/2 1

} = 3/4 > 0, det(B) = 0. Réponses :1) non. 2) wait and

see. 3) non. 4) non.

00 O 11 0 1 1 1
coob=103/2 0 |,P=1]10 1 ,P’1 = % 2 —1 —1 .0 est valeur propre
0 0 3/2 1 —-1-1 -1 2 -1

simple et 3/2 valeur propre double. les vecteurs propres respectivement associés a ces va-
leurs propres sont

(1,1,1),(1,0,—1),(0,1,—1). Les valeurs propres sont toutes > 0 donc 1) non. 2) oui.
3) non. 4) non.

p(x) = - Bx+7vy,4= -3y — 2)> < 0, le trindme p(x) a donc un signe constant pour
tout x de R. par ailleurs p(x) — 400 quand x — +o0 et donc Vx € R, p(x) > 0. or
p(x) = q(x,y,z) qui s’annule pour (1, 1, 1). Réponses : 1) non. 2) oui. 3) non. 4) non.

(x— %y - %z)2 + %(y —7¢ = q(x,y,z) d’ou g(x, y,z) = 0etnul pour x =y = z. Réponses :
1) non. 2) oui. 3) non. 4) non.

Chapitre 10

Exercice n° 1

a)

b)

c)

(Ax)*(Ax2)’
(Ax1)? + (Ax2)?
Donc f est positivement homogene de degré 2.

VX = (x1,x2) # (0,0),

VX = (x1,x) # (0,0), VA > 0, f(Ax1, Ax2) = = /lzf(xl,xz).

2,0, 2 2.2 2 2 2 22
2x165(x1 + x3) — 2x1(x1X3) + o 2x10(x1 + x3) — 2x0(x1x3)
(x% + x3)? (2 +x3)?

X1 f1, (D) + xofp,(D) = xi

_ O+ 521N +20005) — (201 +25)(x115)

(x% + x3)?
2, 2y 2.2 2.2 2.2 2.2
_ (X7 + x3)(2x7x5 + 2x7x5 — 2x7X5) _ 2x1X5 = 2f(x)
(x% + x%)2 (x% + x%)

ugi,(u, v) +vg,(u,v) = u(fx'I (u+v,u—v)+f£z(u+v,u—v)> +v<ﬂ| (u+v,u—v)— fr,(u+

v,u—v)) :(u+v)f;](u+v,u—V)+(u—v)f)£z(u+v,u—v):2f(u+v,u—v):29(u,v)
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Exercice n° 2

a) fxi1(x1,x2) = 4x3 — 2x1, faa(xr, x2) = 5x3 — 16x3 + 8x1x2.
b) f est une fonction de 2 variables de classe C' sur R%. f(1,1) = 0et f'xy(1,1) = =3 # 0.

le TFI implique alors qu’il existe un intervalle ouvert / contenant 1, un intervalle ouvert J
contenant 1, et une unique fonction ¢ : I — J de classe C' tels que :

Vx €1, f(xl,q)(x])) -0, d(1)=1

= D 22
¢) Le TFI donne : ¢'(1) = fxo(1,1) -3 3

2
d’ou I’équation de la tangente au graphe de pen(1,1):xp — 1 = §(x1 -1

Exercice n° 3

a) festdeclasse C 2 en tout (x, y) # (0,0) car c’est le quotient de deux fonctions de classe C?
(qui sont des produits de fonctions projections).

f est méme de classe C*°.

, X y+4x2y X —4)c3y2 —xy4
b) filx,y) = W iy = T @+
Com M{)‘(0,0) — Oona £(0,0) = lim,_o w = 0.
De méme fy(O, 0)=0.
" ﬁmw £O0 A

y
: , -
WO = OO0y, £y

S0 0) =T L

Sy (0,0) # £,1(0,0)

¢) Comme f 0,0) # f, £(0,0) alors f et fy’; ne sont pas continues en (0, 0) (Théoréme de
Schwarz).

Exercice n° 4

1 1 t3
F=f (ﬁ + 3t3, 67)

) F'(t)=fl (z’ +313, ) (
13

+f (l’ +3tI

m_
Wi

1-

2
_ 4r

) < re >d’0i1:
2’

2) fluy) =2x+y. filxy =2, fylxy =1

2 32" — 2"
F(z)_z(zt 241 *)+<T
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Exercice n° 5

hx,0) = h0.0) _ \/;%_ .
— = lim —— = lim

X1 x—0 X1 x—0 X1

On pose A(X) = \/x% + x2. On calcule lim | ]
x| —

Or cette limite n’existe pas. Donc la dérivée partielle de & par rapport a x; en (0, 0) n’existe pas.

D’ou h(¥) = \/ x% + x% n’est pas dérivable en (0, 0). (La dérivée partielle de & par rapport a x»
en (0, 0) n’existe pas non plus).

Exercice n° 6

a) Dy =R~
b) f est dérivable car composée de fonctions dérivables. f = N ou g(xi, x2) = x% + x% +3
est dérivable sur R? et est & valeurs dans R, et \/ est dérivable sur R} .

L@ = all et fr,(¥) = 2

/2, 2 /2, .2
x|+ x5+ 3 x| +x;5+3

classe C' sur R? donc f est différentiable sur R* ou bien f est de classe C' sur R? car
composée des fonctions f = Vo9 ol g(x1, x2) = x% + x% + 3 estde classe C' sur R? et est

sont continues sur R. Donc f est de

a valeurs dans R}, et y/est de classe C! sur R%. Donc f est différentiable sur R2.

¢) df(2,3)est’application linéaire qui a h= (h1, h2) € R? associe df2, 3)(%7) = f1,(2,3)hi +
[0(2,3)hy = (1/2)h1 + (3/4)ha.

d) f(2,1;3,08) = f(2,3) +df(2,3)(0,1;0,08) = 4 + (1/2) x 0,1 + (3/4) x 0,08 = 4,11

Exercice n° 7
f(x1,x0) = (x% +x+ e, f est de classe C? sur R?.
FL@ = Qx1 + 327 + 300 +3)e™, fL(D) = &
Fan (@ = (12x1 +9x7 + 902 + 1De™, 740 (D) = 3€™, f700(®) =0
fO =1, f,0) =3, f,0) =1
10 = 11, £, 0) =3, fL,(0) =0

=, = ;R ;R 1 7 =2, 7 2. l i =2, -,
F) = FO) + £, O + 1O + 3 £l Ok + £ @iz + 5 fl O + (07 + By (h)

o lim y(h) = 0.

h—s0
o 11 5 2 20,7

f(h)y =14+3h1 +hy + Th] + 3h1hy + (hi + hy)y(h)

o lim y(h) =0
h—0

L’approximation affine de f au voisinage de (0,0) : f (ﬁ) ~1+4+3h +h
L’ approximation quadratique de f au voisinage de (0,0) : f (ﬁ) ~1+3h+h+ %h% + 3hihy
Approximation affine de f(0,09,0,08) : 1,35

Approximation quadratique de f(0,09,0,08) : 1,41615
Valeur de £(0, 09; 0, 08) donnée par une calculatrice : 1,42537
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Exercice n° 8

a)

b)

c)

d)

e)

V(x1,x2) # (0,0), f est dérivable car quotient de deux fonctions dérivables qui sont des
4xy x2 , 4x1x2

(% + x2)2’ fo = (xl +x3)?

En tout point (x1,x2) # (0,0), f est différentiable car quotient de deux fonctions différen-

tiables qui sont des fonctions polyndmes.

fonctions polyndmes. f;, =

2
Soit (a,b) # (0,0), df(ab)(hi.hy) = f.(@bh + fl(@bh = % .
4a*b
@+

2
V(x1,0) t. q. x1 # 0, f(x1,0) = % =1

1
Donc f prend la valeur constante 1 le long de la droite xo, = 0. Or £(0,0) = 0 donc f n’est
pas continue en (0, 0)

f n’est pas différentiable en (0, 0) car f n’est pas continue en (0, 0).
2

adl
2
— 1
lim f&,0 = 70.9 = lim L = lim — qui n’existe pas. Donc f n’est pas déri-
x1—0 X1 — 0 x—0 X x1—0 X

vable en (0, 0). (la dérivée partielle par rapport a x, en (0, 0) n’existe pas non plus.)

Chapitre 1

Exercice n° 1

a)

b)

flx,y) = —x - 3y2 +2x+ 3y + 10. f est de classe C? sur R?. On cherche les candidats en
écrivant la CN1 c’est-a-dire en résolvant grad f(x,y) = 0, ce qui donne

filx,y) = —2x+2=0

fy)=—6y+3=0

La résolution de ce svsteme donne un point candidat : (1, 1/2).

faly) - fiylx, y)] B {—2 0 }

Hes > (X =
ess(f, (x.p)) {fylﬁ(x’ Y Ly 0 -6

Donc pour tout (x, y), Hess( £, (x, y)) est définie négative. D’ou f est strictement concave.
(1, 1/2) fournit alors un maximum global strict a f.

L’ensemble de définition de f est R x RY. f est de classe C 2 sur cet ensemble. On cherche
les candidats en résolvant grad f(¥) = 0 ¢’est-a-dire

foa@® =2x1x2=0

fo =10+ x1 + x2 (Zmi) -0

X2
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c)

d)

On obtient x; = 0 car x, > 0, d’ou Inx2(In x2 + 2) = 0, ce qui donne 2 candidats (0, 1) et
(O
Calculons Hess(f, X).

2x 2x1
Hess(f, %) = 2 2ln x 2
X2 X2

On note que f n’est ni concave ni convexe.
20
Hess(f,(0,1)) = {O 2]

Les 2 valeurs propres de cette matrice sont strictement positives donc Hess ( £, (0, 1)) est
définie positive donc f admet un minimum local strict en (0, 1). (CS2).
Notons qu’il est en fait global car V(xj, x2) € R x RY, f(x1,x) = 0= f(0, 1).

) 2e 2 0
Hess(f, (0,e™9)) = -2
0 -
e

det = —4 < 0 donc les 2 valeurs propres sont de signes opposés. Donc Hess( £, (0, e’z))
est indéfinie. D’ol f n’admet ni maximum ni minimum en (0, e ).
f est de classe C* sur R%. On cherche les candidats en résolvant :

fixx) =0 , o 8x3 —12x; =0
{ Falenx) =07 SO 90 12 =0
ce qui donne x; = 6x; et 8x3 — 72x; = 0 qui s"écrit 8x;(x7 —9) = 0. D’ott x; = O ou 3 ou
—3. 1l y a donc trois candidats (0, 0), (3, 18), (—3, —18).

2437 —12

—12 2

En (0,0), Hess(f, (0,0)) = { _(12 _212

indéfinie, donc (0, 0) ne fournit ni max ni min a f.

216 —12}]),0‘\] det = 216 x 2 — 144 = 288 > 0. Les

On calcule Hess(f, (x1, x2)) = [

} . D’ot det = —144 < 0, donc Hess(f, (0,0)) est

—-12 2
deux valeurs propres sont du méme signe.
trace = 216 +2 = 218 > 0. Donc les deux valeurs propres sont strictement positives. Ainsi
Hess(f, (3, 18)) est définie positive ce qui implique que (3, 18) fournit un minimum local
strict a f (CS2).

Idem en (—3, —18).

En (3, 18), Hess(f, (3,18)) = {

g est de classe C? sur R%. On cherche les candidats en résolvant :
/

gy, (x1,x2) =0 | N —12x;1 +5+4x =0 . . l 1
{ g}z(xuxz) _o°°¢ est-a-dire 8w +dr =0 ce qui donne un candidat (2, 4).
—12 4

4 -8
V(x1,x2) € R?, det Hess(g, (x1,x2)) = 80 > 0 et trace Hess(g, (x1, x2)) = —20 < 0, donc
V(x1,x2) € R?, les deux valeurs propres de Hess(g, (x1, x2)) sont strictement négatives, donc
V(x1,x2) € R?, Hess(g, (x1, x2)) est définie négative ce qui implique que g est strictement

On calcule Hess(g, (x1, x2)) = [

concave sur R?. Donc le candidat (5, %) fournit un maximum global strict a g (CNS).
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Exercice n° 2
On étudie donc le probleme :
Maximiser 2xi/2 + 5xé/2
sous la contrainte g(x1, x2) = p1x1 + paxa— R=0
Premiere méthode :

On transforme le probléme en un probléme de maximisation d’une fonction d’une seule variable
sans contrainte.

X = R — pixi
P2
R—pix 12
Vix1))=U (xl, %) = Zx}/z + 5<(R - p1x1)/p2>
R — pix1 > 0. V est 2 fois dérivable sur R.
—12
On résout V'(x;) = xfl/z — (5p1/2)<(R — plxl)p2> = 0, ce qui donne
R

X1 , X1 est candidat.

T i+ 2503 (o)

V" (x1) = —(1/2)x7* = 5/4)(p1)*(R — pix1) 2 p; 2 ¥y > 0, V"’ (x1) < 0 donc V stricte-
ment concave donc le candidat est un maximum global strict de V.

R R R
X = donc s est une solution glo-
2T b+ Ap?25p) (m +25p12/@p2) 2 +4p22/<25p1>) £
R
bale strict bl¢ v 0, ), V| —m—m———— Vv “est-a-di
ale stricte au probleme car Vx; > 0, (x; # %) (p1 +25p12/(4p2)) > V(x1) c’est-a-dire
. R R R — p1xi
Vx>0, (x ), U s >U | x, ————
R (m 2512/ @p) Pl +4P22/(25P1)) ( S )
c’est-a-dire
R —
Vo >0, (u#R), xw=-—22
122
R R
U s > U(xy, x
(p1 +25p12/(4p2)” pa +4p22/(25pl)) (1, 22)

Deuxieme méthode :
U est de classe C2 sur R x RY, g est de classe C? sur RY x R*

grad g(x1, x2) = (p1, p2) # (0,0) donc la qualification des contraintes est satisfaite en tout
point de R} x R}.

On pose L(x1,x2,1) = 2x:/2 + 5)6;/2 + A(p1x1 + p2x2 — R)

et on résout :

L (x1,x,) =0 xl_l/2+/lp1 =0
L, (x1,x,2) =0 ¢’est-a-dire 5/2x "+ apr =0
pix1+pxa —R=0 pix1+ pax2 —R=0
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d’ou :
52 = Q5/4)pi/p’x et pixi+pa(25/4p1 /o) ) = R

ce qui donne :
R R

XM= —F5 3 = T3
L o+ 25p2/Gp)” P T pa+ 4pa2/(25p)

1= _ . [Pt 25p12/(4p2)
Rp% '
Le point :

(x1,x) = ( R R )
DT b+ 25002/ (4p2) p2 + 4p22]25p1)

est donc candidat. |
2x3%

Hess(U, (xl,x2)> = ! 5
0o —
32

4x2/

V(x1, x2) € RY x R}, Hess <U, (x1, x2)> est définie négative donc la fonction U est strictement
concave.
R R

p1+25p1%/(4p2)” p2 +4p2*/(25p1)
une solution globale au probleme (Proposition 12) de maximisation sous contrainte.

Comme la fonction ¢ est affine on conclut que ( ) fournit

D’autre part les fonctions de demande sont données par :
R R
p1+25p1%/(4p)’ p2 +4p2*/(25p1)
Montrons qu’elles sont homogenes de degré zéro par apport aux prix et au revenu :
tR _ tR
tp1 + 25[21)%/(4[1)2) - t<p1 +25p12/(4p2)

x{(p1, p2,R) = x5(p1,p2,R) =

vt > 0, ¥ (tp1,tpa, tR) = > = x{(p1, p2, R),
tR

d
— B — ¥R
1p2 + 422 251p1) X(p1, p2, R)

x‘zl(tpl ,1p2,tR) =

Exercice n° 3
Il s’agit ici de minimiser la dépense, un niveau de production étant fixé.

1/3

Minimiser wivi + wavy
sous la contrainte g = v,"" v,

vi>0,v2 >0, w; >0,w >0.

Premiére méthode :

on transforme le probleme en un probléme de minimisation d’une fonction d’une seule variable
q

. On pose :
W

sans contrainte. v, =

f(Vl)_f<Vl,%) = wiv +w2V?T

1 1

f est de classe C2 sur RY.
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On considere le probleme de minimisation d’une fonction d’une seule variable sans contrainte :

Minimiser f(v1) = wivi +w—z. vi € R}
vV
1

On résout f'(vl) = 0, c’est-a-dire wy — (1/3)wrgv, 43 = = 0, ce qui donne ¥; = q3/4(w2/3w1)3/4.

1) = 4/9w2gv;", pour tout vi > 0, f”(v1) > 0 donc f est strictement convexe et 9; est
un minimum global strict de 7. On calcule 9 ce qui donne 9 = 7°/*(w2/3wi) 4. V¥vi > 0,

f(V]) > f(\'}]) c’est-a-dire Vv; > 0, (v # ), f <V1, ]/3) > f <V], ]/3) c’est-a-dire

a4
W
minimum global strict de f sous la contrainte c’est-a-dire ce sont les quantités des différents

facteurs qui minimisent la dépense, le niveau de production étant fixé a g.

Y(vi,v2) # (71,92) et tel que vi > 0, vo2 = fvi,v2) > f(¥1,92). Ainsi (91, 72) est un

Deuxieme méthode :

S, v) = wivi +wavs

gvi, ) =q — v:/3vz =0

f estde classe C2 sur R x R}. g est de classe C? sur RY x R*

gradg(vi,v2) = <(—1/3)vf2/3vz, —v}B) # (0,0) donc la qualification des contraintes est
satisfaite en tout point de R} x R}.
On pose L(vi,v2, ) = wivi + wava + A(G — V%/3V2)

et on résout :

L, (vi,v2,1) =0 wy — /l(1/3)vf2/3y2 =0
Ly, (vi,v2,0) =0 c’est-a-dire : — =0
z}—v}BvZ:O q—v%/3v2:0
N wi w2 . -, _ 1/3
dot : 4 =3 = = , ce qui donne en utilisant § — v;""v2 = 0 :
‘/1—2/3‘/2 ql/4(w2/3w1)1/4 1

V= q3/4(w2/3w1)3/4, Vo = ¢73/4(w2/3w1)_1/4, A= On obtient donc un candidat (v, 92).

1/3

Essayons d’appliquer les CS2 (proposition 13). Soit h o= (hi,h) tel que gvI i, v)h +

h h
g, (F1, )y = 0 cest-a-dire —(1/3)07 92y — 913 hy = 0. Alors hy = — 3‘AV2 _ _mw
V1 wr

hy # 0 sinon (hy, ha) = (0, 0).

H" [Hess ( £, 92)) + 1Hess (g, o, 92))] H

(2/9)@71/2(11)2/31[)])*3/2 _(1/3)671/2(102/311)])71/2 hl

~1/3 h
I —(1/3)g7 2 (ws 3w 0 _hw

w2

2 ~—1/2 —1/2
2hiwy G~ (wa/3wr) )>0

1/3 (h 2/9q (w2 /3w) 7 + - 3
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donc (V,7,) est solution locale stricte de notre probleéme. On peut montrer qu’elle est globale.

Ce sont les quantités des différents facteurs qui minimisent la dépense, le niveau de production
étant fixé a g.

Exercice n° 4

Premiere méthode :

f est de classe C? sur R x RX.

On transforme le probléme en un probleme de maximisation d’une fonction d’une seule variable
sans contrainte.

x| = 1/2—x%, {(xl,xz)telqueZ—x%—x%:O,xl >0, x2 >O}
= {(xl,xz)telsquexl =4/2-23,0<x< \/5}

On pose f(x2) :f(\/Z—xﬁ,xz) :ln(\/Z—x%> +1Inx;.

f est de classe C? sur I'intervalle ouvert ]0, v/2[.

On considere le probleme :

Maximiser f(x2) = In ( 2 — x%) +Inx, = (1/2)In(2 — x%) +1Inxp

0< X2 < \/§
Fx) = —x/2 — x%) +1/x2 = Opour x2 = 1 ou —1. Or x, = —1 n’appartient pas a
I’ensemble de définition de f donc il y a un candidat unique x, = 1.

2+ 13 1
flom =23 1

Q2-x»2 B

Vxz, f'(x2) < 0 donc f est strictement concave. Donc # aun maximum global strict en x, = 1.
Vx tel que 0 < xo < V2, f(1) = f(x2)

cest-a-dire Vxp tel que 0 < xo < V2, f(1,1) > f ( \/2— x%,xz)

c’est-a-dire V(x1, x2) tel que x; = \/2 — x%, 0<x< V2, f(,1) = f(x1,x2). Le point (1, 1)
fournit donc une solution globale stricte au probleme.

Deuxieme méthode :
Onpose g(x;,x) =2 —x1 — x5 =0
grad g(x1, x2) = (—2x1, —2x2) # (0,0) car x; > 0, x; > 0.
Donc la qualification des contraintes est vérifiée en tout point de I’ensemble de définition.
On pose
L(x1, %2, ) = f(x1,x2) + Ag(x1, x2),

c’est-a-dire

L(x1,x2,0) =Inx; +Inx; + A2 — x% — x%)
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et on résout :

1
Ll (x1,x2,2) =0 — =21 =0
X1
’ _ N TR 1
Ly, (x1,x,4) =0 c’est-a-dire : S 2 =0
2
2-xi-x=0 2-2—2=0
Les deux premicres équations donnent x = x3 c’est-da-dire x; = —x ou x| = x, et la
troisieme équation implique x7 = 1, ¢’est-a-dire x; = —l oux; = 1. Or x; > 0. Donc il y a

un candidat unique (x1, x2) = (1, 1), 4 = 1/2. On ne peut pas utiliser ici la proposition 12 pour
en déduire que le candidat est solution car g n’est pas affine. On va essayer d’appliquer les CS2
(proposition 13).

—1
— 0 -2 0
2
xl , HeSS(g, (xl,xz)> =
0 - 0 -2

Hess(f, (xl,x2)> =
Soit h = (h1, h2) # (0,0) tel que g4, (1, DAy + gy, (1, Dhy = 0 ¢’est-a-dire —2h; — 2h, = 0.
Alors hp = —hy et hy # 0 sinon (h1, h2) = (0,0).

H" [Hess (f, a, 1)) + /lHess(g, a, 1))}}1
-1

_ 0 _
= [, —h] 2o +1/2{2 O} {hl]:—4h%<0

I 0 -2
1

puisque i # 0.

Donc le point (1, 1) fournit une solution locale stricte au probleme. On peut montrer qu’elle est
en fait globale.

Exercice n° 5

U est définie sur @ = R x R¥ x R qui est ouvert et convexe.
On pose g(x1, X2, X3) = p1X1 + pax2 + p3x3 — R.

U et g sont de classe C? sur ¢9.

grad g(x1, x2, x3) = (p1, p2, p3) # (0,0,0).

Donc la qualification des contraintes est vérifiée en tout point de (9.
On pose L(x1, x2, x3,4) = U(x1, X2, x3) + Ag(x1, X2, X3) c’est-a-dire

L(x1,%2,3,4) = 30, ailnx; + A+, pixi — R) et on résout :

L;I(xl,xz,x3,/1) =0 ai/x1 + Ap: =0

Ly (x1, %2, x3,4) =0 @/x2 + Ap2 =0
c’est-a-dire :

L;S(xl,xz,x3,/1) =0 a3/x3 + Ap3 =0

g(x1, X2, X3) =0 pi1x1 + p2x2+ p3x3—R =0
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d’ou I’on tire @) = —Ap1x1, @2 = —Apax2, @3 = —Ap3x3. Comme 21.3:1 a; = 1 on obtient
—A(p1x1 + pax2 + p3x3) = 1 et donc —AR = 1 ou encore 4 = —1/R.

Ce qui donne x; = —a1/(4p1) = Rai/p1, x2 = Raz/p2, x3 = Raz/p3.

(Rai/p1,Raz/pa, Ras/p3) est donc candidat. Comme U est strictement concave (voir ci-
dessous) et g affine, (Ra1/p1, Raz/p2, Raz/ p3) est solution globale stricte du probleme.

—ay

0 o
x12
—
Hess(U.(romox)) = | 0 =% 0
X2
s
o o =
x32

Pour tout (x1,x2,x3) € 9, Hess(U, (x1, x2, x3)) est définie négative donc U est strictement
concave.

Exercice n° 6
Posons g(x1, x2) = x% + x% — 5. fetg sont de classe C' sur R?.

grad g(¥) = (2x1,2x2) # (0, 0) pour (x1, x2) # (0,0). Or (0, 0) ne vérifie pas la contrainte donc
la condition de qualification des contraintes est vérifiée en tout point qui vérifie la contrainte
d’égalité.

Cherchons des candidats. Posons L(¥, 1) = x1x2 + /l(x% + x% — 5) et résolvons

L, (%) =0 X2 +2Ax =0
L,(Z) =0 cest-a-dire X1 +210 =0
g(¥) =0 B+x2-5=0

ce qui donne 4 candidats (\/g, \/g) avec 4 = —1/2, (— \/E,— \/g) avec 4 = —1/2,
(— \/E, \/g) avec A = 1/2et (\/E,— \/g) avec A =1/2.

Soit K = {¥ € R?/g(¥) = 0}.

K est fermé car g est continue sur R2. K est borné. Donc K est compact. Comme f est continue
et K compact, le théoreme d’optimisation de Weierstrass assure que f atteint son maximum
global et son minimum global sur K. Examinons alors les valeurs de f aux points candidats :

f(\/g ﬁ) :f(—\/g,—ﬁ) :5/2>f(—\ﬁ, \/f) :f(\ﬁ,—\/é) =52
donc ( \/E s \/ %) et (— \/E ,— \/g ) fournissent un maximum global a f sous la contrainte
et (— \/E , \/g ) et ( \/E L — \/ %) fournissent un minimum global a f sous la contrainte.

Exercice n° 7

Il y a une contrainte d’égalité et une contrainte d’inégalité : g(x1,x2) = X1+ x2+x3 —6 =0 et
filxi,x2) =22 + X3+ x5 — 16 < 0.

O = R* x R* x R} ouvert convexe.

f, g et fi sont de classe C? sur .
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f est strictement concave. En effet :

_—1 0 0

X1 .
Hess(f,(xl,xz,x3)>: 0 5 0
1
o 0
x32

Pour tout (x{,x2,x3) € O, Hess( f, (xl,xz,x3)) est définie négative donc f est strictement
concave.

g est affine.
/1 est strictement convexe.
En effet :
2 0 0
Hess(f],(xl,xZ,x3)> —lo 2 o
0 0 2

Pour tout (x1,x2,x3) € (9, Hess ( fi, (xl,xz,x3)) est définie positive donc f est strictement
convexe.

On est donc en présence d’un probleme convexe.
grad g(2) = (1,1, 1) # (0,0,0).

Il existe 7 € O tel que g(§) = O et fi(if) < 0. On peut prendre i = (1,2, 3) car g(1,2,3) = O et
fi(1,2,3) = —2 < 0. La condition de Slater est donc vérifiée.

Par la proposition 19), les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessaires (car la condition de
qualification est vérifiée) et suffisantes (car le probleme est convexe).

On pose : L(x1, x2, x3, A, pt) = f(x1,x2,x3) + Ag(x1, X2, X3) + pf1(x1, X2, X3)
= In(x;x2x3) + A(x1 + X2 + x3 — 6) +/J(x% + x% + x% — 16)

et on résout :

Vi=1,...,3 Ly(x1,x2,x3,4,u) =0 (C1)
wfi(xi, x2, x3) =0 (€2)
u<0, (€3)

c’est-a-dire :

1
Ly (x1, %2, 3, A, 0) = — + A+ 2ux; =0
X

L, (x1, x2, x3, A, 1) = 1 + A+ 2ux, =0 (CI)

X2

1
L (x1, %2, X3, A, 1) = - + A+ 2ux3 =0

3
HOxi + 35 +x3 —16) = 0 (C2)
1 <0, (€3)

et xi+tx+x3=06
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Sig#0

1+ Axp + 2ux? —0
X1 -
2
alors (C2) donne (x? + x3 + x3 — 16) = 0, (C1) s’ écrit 1+ A0 +200 _
x
1+ Ax3 +2ux3 —0

X3
2ﬂx%+/lx1 +1=0

Comme x; > 0, x2p > 0, x3 > 0, on a 2ux§ +Ax2+1 =0 ce qui indique que

2uxs+Axs+1=0
X1, X2, x3 sont les racines de la méme équation du second degré dont le discriminant
A% — 8y est strictement positif car (C3) impose u < 0. Les racines de cette équation étant
(= — /22 = 8w)/(4u) >0, (=1 + /A2 —8u)/(4u) < 0, onadonc x; = x; = x3 =
(=1 — \/ A2 — 8u)/(4u) car x; > 0, x; > 0, x3 > 0. La contrainte d’égalité implique alors
3x1 = 6,dod x| = xp = x3 = 2 mais (2,2, 2) ne vérifie pas (X7 + x5 + 3 — 16) = 0.

Donc ce cas est impossible.

Siug=20
1
—+1=0
X1
1 N . 1 1 r ., ..
(Cl)donne ¢ — +A2=0.Douontire —4 = — = — = — c’est-a-dire x; = x» = x3.
X2 X1 X2 X3
1
x_ + /1 = 0
3
La contrainte d’égalité implique alors x; = x, = x3 = 2. On a donc le point (2,2, 2) et

1
A= —5 (C3) est vérifiée car u = 0 donc p < 0. Ainsi il existe A, u vérifiant (C1), (C2),

(C3), ce qui est équivalent au fait que (2,2, 2) est solution globale stricte du probleme par la
proposition 19.

Exercice n° 8

a)

b)

Il s’agit de maximiser la fonction f sur I’ensemble
D= {xeR*telque fi(x) =3x1 + x5 — 1 <0, fo(x) = x1 — 312 + 1 < 0}

Comme f est continue sur D et D est compact le théoreme d’optimisation de Weierstrass
garantit I’existence d’une solution a ce probleme.

(D est compact car il est fermé et borné :

D est fermé car f; et f> sont continues.

D est borné car (3x] + x3 < 1) implique (x] + x5 < 1) donc || (x1,x2) [2< 1)
f. fi et f> sont de classe C? sur R.

[ est concave car linéaire.

/1 est strictement convexe.

En effet

Hess(ﬁ,(x1,x2)> = {g g]
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Pour tout (xj,x) € Rz, Hess( f],(X],)Q)) est définie positive donc fi est strictement
convexe.

> est convexe car affine.

On est donc en présence d’un probleme convexe.

Il existe 7 € R? tel que fi(#) < O et f2(7) < 0. On peut prendre i = (—1/3,1/2) car
fi(—=1/3,1/2) = =5/12 < O et fo(—1/3,1/2) = —5/6 < 0. La condition de Slater est donc
vérifiée.

Par la proposition 19, les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessaires (car la condition de
qualification est vérifiée) et suffisantes (car le probleme est convexe).

On pose :
L(x1, x2, 1, 2) = f(x1, x2) + py f1(x1, x2) + po f(x1, x2)
=x1 +2x2 +u1(3x% + x% — D) +m(x; —3x2+ 1)

et on résout :

Vi=1,2 L,(x1, x2, 1, 2) = 0 (ChH
H1fi(xr, x2) =0

(C2)
2 fa(x1,x2) =0

<0, 2 <0, (C3)

c’est-a-dire

1+6uixi +u2=0
(ChH
2+ 2uix2 —3u2 =0
mGx+x5—1)=0
(€2)
a(x1 —3x2+1)=0
m <0, <0 (€3)

e Siu;=0,u2=0
alors (C1) implique 1 = 0 et 2 = 0. Donc ce cas est impossible.
e Sipy=0,u0 #0
alors (C1) implique p» = —1 et u» = 2/3. Donc ce cas est impossible.
° Si/J] 750,/12:0
alors (C2) implique 3x3 + x3 — 1 = 0. En utilisant (C1) on obtient y; = —1/(6x1) = —1/x2,
(x1 #0,x2 #0)
Et par la suite 3x7 + 36x> — 1 = 0 donne x; = 1/v/39, x» = 6/v/39 ou x; = —1/+/39,
x2 = —6/+/39. On exclut ce second cas car il donne y; = /39/6 > 0.
Si (x1, 12) = (1/\/@,6/ m) alors 11 = —/39/6 < 0 et u» = 0 donc > < 0. Ainsi il

existe up, pp vérifiant (C1), (C2), (C3), ce qui est équivalent au fait que <l/ v39,6/ v/ 39>
est solution globale du probleme par la proposition 19.
Pour vérifier qu’il n’y a pas d’autre solution globale on examine le dernier cas :
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Sip # 0.2 #0

(C2) implique 3x% + x% —1=0etx; —3xp+ 1 = 0. Ceci utilisé avec (C1) donne (x, xp) =
(1/2,1/2) ou (x1,x2) = (—4/7,1/7). (x1,x2) = (1/2,1/2) implique p» = 1/2 > 0 donc ce
n’est pas une solution ((C3) n’est pas vérifiée).

(x1,x2) = (—4/7,1/7) implique p; = 1/2 > 0 donc ce n’est pas une solution ((C3) n’est
pas vérifiée).

<l /V39,6/ 39> est donc I'unique solution globale du probleme.

Exercice n® 9

a)
b)

c)

d)

L’ensemble de définition de f est R2.
On peut écrire f = g o h ol h(x1, x2) = x% + x% +1>0etg(y) =Iny

h est de classe C? sur R? et h(R?) C R. g est de classe C? sur R*. Donc f = g o h est de
classe C? sur R2.

2x1 2x2
/ _ / _
Fu (1, 32) 2+ + 1 Fr (31, 32) 2+ +1
1 2 +2x3 42 —dxix
H . S
ess(f, (x1,x2)) Fr2r1p Cdnx 28 —22+2
1

det Hess(f, (x1,x2)) = (—4x] — 4x3 — 8x1x3 +4)

(2 + 23+ 1)*

- 2, 22
= + -1
(x% I X% I 1)4 [(X] X2) ]
det Hess(f, (x1,x2)) > 0'si (23 + x3)> < 1
$ >
(3 + 23+ 1)?
Donc Hess(f, (x1, x2)) est définie positive sur D = {(x1,x2) € R?/x3 + 2% < 1}. (Cest la
boule ouverte de centre (0, 0) et de rayon 1.). Donc f est strictement convexe sur D.

trace Hess(f, (xi1, x2)) = 0

On pose g(x1, x2) = x1 — x2 — 1. g est affine.
grad g(x1,x2) = (1,—1) # (0,0) donc la condition de qualification des contraintes est
verifiée pour tout point.

On pose L(x1,x2,4) = ln(x% + x% + 1) + A(x; — x» — 1) et on cherche les candidats en
résolvant :

2x1
Ly (x1,x,2) =0 22l 4=0
Ly, (x1,x2,4) =0, c’est-a-dire 2 _p
g(x1,x2) =0 2+ad+1
x1—x—1=0
Ce qui donne 4 = 5 2x21 =—= 2x§ ,d’ott x; = —xp. Etcomme x; —x,—1 =0,
xp+x; + 1 xp+x; + 1

1 1 1
on obtient un candidat (E’ _E)' On note que (E’ —5) € D. Comme f est strictement

convexe sur D et g affine,

1
G
probleme convexe.)

1 . .. N .
s —5) fournit un minimum global strict a f sur D sous la contrainte. (CNS pour un

Corrigés des exercices ® 411



Chapitre 12

Exercice n° 1

On a les équations suivantes :

It:KH] _Kr
Cf:CY[+d
C[+I[:Yt

dou ¢¥y +d + r(Yis1 — Y:) = Yice qui donne rYii1 + Yi(c —r — 1) +d = 0 qui s’écrit
(c—=r—1)

Yis1 + —— =Y, + — = 0 et qui est une équation de récurrence linéaire d’ordre 1 avec
r r
e R > d+r—¢c . .
second membre. L’équation homogene associée est v;.; = ——— v, équation d’une suite
t
PR P (d+r—0c
géométrique de solution générale v, = (7 vo, t € N.
r

Cherchons une solution particuliere de I’équation avec second membre :

d . N . v
Comme ¢(f) = —— eta # 1 une solution particuliere est donnée par I’équilibre.
r

d
S d-o

Wy

La solution générale de I’équation avec second membre est donnée par

_(U+r=0\'(, d d
Y’_( ; )(Y° (l—c))+(l—c)

On note que Y; tend vers I’infini quand ¢ tend vers ’infini car

UHr=9 1 O<e<l r>1

Exercice n° 2

Soit a résoudre 1’équation de récurrence linéaire d’ordre 1 avec second membre

Ups1 = 3up + 3"n

up =1

L’équation homogene associée est v,+1 = 3v,, équation d’une suite géométrique de solution
générale v, = 3"von € N

Cherchons une solution particuliere :

Comme ¢(n) = K"P(n) = 3"n, on a k = 3 et P(n) = n, donc I est un polynome de degré 1.
Comme k = a, une solution particuliere est (w,), telle que pour tout 1, w, = n3"@(n) avec @

polyndme de degré 1, donc @(n) = cn+d. Pour déterminer c et d on reporte w, dans 1’équation,
ce qui donne

(n + 1)3"! <c(n + 1)+ d> —3n3"(cn + d) +3"n
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et apres calcul

Vn €N, (6c — Dn+ (3¢ +3d) = 0 < {2:3161::00
d’ouc=1/6,d =—1/6.
(wn)a est la suite telle que Vi € N, w, = n3" <(1/6)n 1 /6).
La solution générale de 1’équation w41 = 3u, + 3"m est donnée par
u, = 3"vp +n3" <(1/6)n - 1/6), n € N. La solution unique qui vérifie up = 1 est

obtenue en déterminant vy en fonction la condition initiale 1y = 1 :

1 = up = vy, donc vy = 1 et la solution unique de premier terme up = 1 est :

Uy = 3" + n3" ((1/6)n - 1/6),n €N

Exercice n° 3
a) On a une équation de récurrence linéaire d’ordre 1 avec second membre.
3
Yiri = EYI‘I +12

Yo =40
L’équation homogene associée est v,+1 = 7V équation d’une suite géométrique de solution

générale v, = (%) vo, n € N

Cherchons une solution particuliere de I’équation avec second membre :
Comme ¢(n) = 12 et @ # 1 une solution particuliere est donnée par 1’équilibre. Vn € N,
wy, = 12/(1 —3/2) = =24
. ) 3 n
La solution générale de 1’équation avec second membre est donnée par Y, = vo (5) —24

Si Yo = 40, vo = 64. La solution unique de premier terme Yo = 40 est

3

Y,,:64(§) —24, neN

b) On a une équation de récurrence linéaire d’ordre deux avec second membre.

3 27
Yoo ==Y — =Y, +1
+2 3 +1 64 + 15

Yo =40, Y =45

1. La solution de I’équation homogene associée :
On écrit I’équation homogene associée

27
Va2 = SVasl = o Vnn ME N
On écrit 1’équation caractéristique :
3 27
-1+ =0

2 64
9
A= —
16
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Donc I’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes : 41 = 3 b=z

La solution générale de I’équation homogene est :

9 n 3 n
n — = = N N
Y a(s) +,B(8) ne

2. Recherche d’une solution particuliere de 1’équation
Ici ¢p(n) = 15 donc comme a+b # 1, une solution particuliere est donnée par 1I’équilibre.
3 27
Onrésouty — —y+ —y —15=0
n résouty — oy a1
VvneN,w,=y=-192

3. Lasolution générale est: ¥, = a (%) +p (%) —192,neN
4. Détermination de la solution unique telle que Yo = 40, Y; = 45.
45:a§+[3§—192 p=32

Ainsi la solution unique telle que Yo = 40, Y1 = 45 est :

Y,,:ZOO(%) +32(§) —-192, neN

Comme la production Y; de la période ¢, est une fonction homogene de degré 1, du capital K; et
de la population active N; : Vt, Y; = N;F(K;/N, 1).

On pose k; = K;/N;.
Ona K[+] = (1 — (5)K[ + SF(K[, N[) donc (1 + n)kf+] = (1 — (5)]([ + SF(kt, 1)

Exercice n° 4

1
ki1 = m[(l — 0)kr + sF(kt, 1)]
1 ay
ki1 = m[(l — Ok + sAk, | = g(k:)

k: est donc solution d’une équation de récurrence d’ordre 1 non linéaire. Cherchons les équi-

1
libres en résolvant g(k) = k c’est-a-dire ——[(1 — §)k + sAk”] = k ce qui donne deux

(1 +n)

1/(a—1)

équilibres : k) = Oeth, = (n * 5) .
sA
/ _ 1 _ a—1
g (k) = —(1 " n)[(l 0) + sAak® .
g est continue sur R et ¢’ (k) = ! [(1 = 6) + a(n + 9)].
(1 +n)

Si m [(1=6)++a(n+06)] < 1, alors k» est localement stable dans R+ par la proposition 21
n

et en fait on peut montrer qu’il est globalement stable dans R .
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A

addition : 28, 29, 174, 182, 242
addition interne : 174
algebre : 28, 225
application : 19,

— alternée : 262

— bijective : 206

— bilinéaire : 261

— composée : 22

— déterminant : 262
— injective : 206

— linéaire : 200

— réciproque : 21, 108
— surjective : 206
associative : 29
associativité : 174

B

base : 191

base canonique : 191
bijection : 21

bind6me de Newton : 38
borne

— inférieure : 43

— supérieure : 42, 43
boule

— fermée : 281, 285
— ouverte : 281, 285

C

candidat : 134, 318
changement de variable : 159
chiffre : 28

’ndex

classe C' : 297

classe C? : 300
combinaison linéaire : 181
commutative : 28
commutativité : 174
complémentaire : 17
condition

— de Kuhn et Tucker : 343
— de Slater : 344

— nécessaire : 8

— suffisante : 8
conjecture : 4

connecteur : 5

— bi-implication : 10

— implication : 7

continuité d’une fonction : 99-101, 288

contraintes d’égalité : 331
contraire : 12

coordonnées

— cartésiennes : 245

— polaires : 245

couple : 18

courbe de niveau : 287
criteres d’existence : 163, 166

D

dérivable

— adroite : 114

a gauche: 113

dérivation en chaine : 302, 303
dérivé : 111

—d’ordren: 116

— d’une fonction : 115
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— d’une fonction composée : 117 — de récurrence linéaire d’ordre 2 :

— d’une fonction réciproque : 117 355
— partielle : 292 — homogene : 355
— partielle seconde : 299 équilibre : 351, 363
seconde : 116 — globalement stable : 365
Déterminants : 251 — localement stable : 366
— de deux vecteurs : 261 équivalent : 9
— d’une matrice : 251, 255, 257 espace vectoriel : 174
deux ensembles : Extrema
— intersection de : 17 — d’une fonction sans contraintes : 317
—unionde: 17 — sans contraintes : 327
développement limité : 129 — sous contraintes : 329, 331
diagonale : extremum : 132, 316, 317
— d’une matrice : 217 F
— principale : 217
diagonalisable : 268, 269 fonction : 19,
différentiable : 299 — affines : 177, 179
différentielle : 120, 297 — continues : 289
distance : 50, 281, 285 — croissante : 95

— concave : 140, 325

E — continue : 99-101

égalité : 173,242 — continiiment dérivable : 115
— de deux applications : 21 — contractante : 364

— de deux ensembles : 16 — convexe : 138, 322
élasticité : 119 — de Cobb-Douglas : 306

— partielle : 294 — dérivable : 111, 113,292
élément : 15 — dérivée : 115
endomorphisme : 201 — différentiable : 113, 295, 298
ensemble : 15, — équivalentes : 96

— borné : 329 — implicite : 308

— compact : 329 — logarithme népérien : 155
— convexe : 322 — primitive : 146

— de définition : 286 — positivement homogenes : 306
— fermé : 283, 286 — projections : 290

— image directe : 23 forme

— ouvert : 283, 286 — algébrique : 242

entiers — linéaire : 201

— naturels : 28, 39 — quadratique : 271, 272

— relatifs : 39 — trigonométrique : 245
équation formule

— caractéristique : 357 — d’Euler : 247, 307

— de récurrence : 71 — de la moyenne : 152, 153
— de récurrence d’ordre 1 : 363 — de Mac Laurin : 127

— de récurrence linéaire d’ordre 1 : — de Moivre : 247

349 — de Taylor : 127,310
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— de Taylor-Lagrange : 127, 310
— de Taylor-Young : 128

G

gradient : 292

H

hypothese de récurrence : 30
|

image :

— directe : 23

— de I’application linéaire : 209
imaginaire pur : 242
implication

— contraposée : 9

— équivalente : 9

— transitive : 9

inclusion de deux ensembles : 16
inégalité de Schwarz : 279, 283
injection : 20

intégrale

— définie : 150

— d’une fonction définie : 149
— généralisée : 162

— indéfinie : 146

Intersection

— de deux ensembles : 17

— dénombrable : 17

intervalle : 48

— fermé : 48

— ouvert : 48

inverse d’une matrice carrée : 221, 258

isomorphes : 204, 205
isomorphisme : 205

L

lagrangien : 333
limite : 61, 87

M

matrice :

—rang d’une : 214
— inversible : 221
— A diagonale : 217
— adjointe : 258

— associée a I’application linéaire :
214

— carrée : 217

— colonne : 193,216

— de format (m, n) : 214

— de passage : 234

— de type (m,n) : 216

— diagonale : 268

— hessienne : 300, 301, 318

— inverse : 221

— inversible : 254, 258

— ligne : 217

— nulle : 225

— produit : 219, 221

— symétrique : 271

— Transposée : 217

—unité : 217, 225, 230

— de format (m, n) : 216

— équivalentes : 236

— semblables : 254

— symétriques : 270

maximum : 43, 132, 316, 318, 319

Mesure des surplus : 157

méthode de Cramer : 260

minimum : 43, 132

— global : 316

multiplicateur

— de Lagrange : 333

— de Kuhn et Tucker : 343

multiplication : 242

— associative : 29, 225

— commutative : 29

— distributive : 29, 225

— externe : 174

— stable : 29, 174, 182, 225

N

nombres

—Ck: 35

—Ck: 36

— irrationnels : 42

— rationnels : 40
—réels : 42

nombre complexe : 241
— affixe : 245
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— argument : 245

— image : 245

— module : 245
NONA:5

norme : 279, 284

— euclidienne : 280, 284

Noyau de I’application linéaire : 209

0]

opérations : 28
opposé : 174
ordre : 29

P

partie : 16

— bornée : 43

— imaginaire : 242

— majorée : 42, 43

—réelle : 242

pas de la subdivision : 150
plan complexe : 244

point fixe : 364

polyndéme caractéristique : 265
positivement homogene : 306
produit

— de deux ensembles : 18
— de deux matrices : 219

— interne distributif : 225

— scalaire : 278

— scalaire : 283

projection : 203

proposition : 3

— équivalente : 11

Q

qualification des contraintes : 333, 339

quantificateurs : 11
—d:11
—V:11

R

rang : 209,
— d’une matrice : 214
— de I’application linéaire : 209

— d’un systeme de vecteurs : 197
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récurrence : 29

regle

— d’Alembert : 82

— de Cauchy : 82

— de I’Hopital : 125

— de Raabe-Duhamel : 82

— de Sarrus : 255

relation de Chasles : 152
représentation paramétrique : 50
Riemann-intégrable : 150

S

scalaires : 173

segment : 48

série : 80

— absolument convergente : 82

— convergente : 81

— géométrique : 81

si et seulement si : 11

somme : 218

— de Darboux inférieure : 151

— de Darboux supérieure : 151

— de deux sous-espaces
vectoriels : 184

— directe des sous-espaces
vectoriels : 185

— intégrale : 149

sous-ensemble : 16

Sous-ensemble convexe : 322

sous-espace propre : 265

sous-espace vectoriel : 182

stabilité d’un équilibre : 365

stable : 28, 174, 182

structure algebre : 225

subdivision : 148

suite : 55

— adjacentes : 69

— arithmétique : 74

— bornée : 58

— croissante : 58

— convergentes : 65

— décroissante : 58

— géométrique : 76

— divergentes : 65

— majorée : 58
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— minorée : 58

— monotone : 58

— numérique : 57
surjection : 20

surplus

— des consommateurs : 157
— des producteurs : 158
systeme

— échelonné : 198

— homogene : 226

— libre : 188

—1ié : 188

— linéaire : 226

T

Théoreme

— de d’ Alembert-Gauss : 247

—de Rolle : 122

— de Schwarz : 300

— des accroissements finis : 122, 301
— des fonctions implicites : 308

— des valeurs intermédiaires : 104

— d’optimisation de Weierstrass : 104
— du point fixe : 106

trace : 218

triangle de Pascal : 36

1]
Union dénombrable : 17
Vv

valeur

— absolue : 47

— propre : 264

variable muette : 150, 154
vecteur : 173

— colonne : 193

—nul : 174

— propre : 264

— linéairement dépendants : 188
— linéairement indépendants : 188
voisinage : 283
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