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BAILLY Balé
CHAPITRE 1: INTEGRALE INDEFINIE

I. Primitive et intégrale indéfinie

I. 1. Notion de primitive.

L’un des principaux problémes du calcul différentiel est la recherche de la
dérivée d’une fonction donnée. De nombreux problémes d’analyse mathématique
et les innombrables applications de cette derniére & la géométrie, la mécanique,
la physique et la technique conduisent au probléme inverse, c’est a dire a la
détermination d’une fonction F'(x) dont la dérivée F’(x) est égale a une fonction
f(z) donnée.

La détermination d’une fonction dont on connait la dérivée est un probléme
fondamental du calcul intégral.

Définitionl.
On dit qu'une fonction F'(x) est une primitive d’une fonction f(z) sur un
intervalle X si F'(x) = f(z) pour tout z € X.

Exemples:

1) La fonction F'(x) = sinz est une primitive de la fonction f(x) = cosz sur
la droite numérique tout entiére, car (sinz)’= cosz pour tout .

2) La fonction F(z) = +/1 — 22 est une primitive de la fonction f(z) =

—ﬁ sur lintervalle |—1, 1[, car (V1 — z2) = — \/iﬁen tout point z de cet
intervalle.

La primitive d’une fonction f(z) donnée n’est pas unique. En effet, si F'(x)
est une primitive de f(z), il en est de méme de toute fonction F'(z) + C, ou
C' est une constante arbitraire, puisque (Fz) + C)’ = f(z). Par exemple, la
fonction f(x) = cos z admet pour primitive aussi bien sin z, que sin z+C,puisque
(sinxz 4 ¢) = cosz.

Montrons maintenant que toutes les primitives de f(z) sont de la forme
F(x)+ C, ou F(zx) est une primitive de f(x).

Lemme 1
Toute fonction dont la dérivée est nulle sur un intervalle X est constante sur
X.

Preuve.
Supposons f’(z) = 0 sur un intervalle X. D’apres le théoréme des accroisse-
ments finis, pour deux points quelconques z1, 22 € X,on a

f(x2) = f(z1) = f(§) (22 — 71), T1< €< T2



Ce qui prouve que f(x) prend la

Puisque f'(€§) = 0, on a f(x3) = ).
t C, ou C est une constante

fa
méme valeur sur X, autrement dit f(z) =

Théoréme 1.

Si F(z) est une primitive d’une fonction f(x) sur un intervalle X, toute
autre primitive de f(z) peut étre mise sous la forme F(z) + C, ot C est une
constante arbitraire.

Preuve.

Soit ®(x) une autre primitive de la fonction f(z) sur Uintervale X, c’est - &
- dire que ®'(x) = f(z). Alors pour tout x € X

[®(z) — F(z)] = ®(z) — F'(z) = f(z)— f(z) = 0. Il résulte du lemme 1.1
que la fonction ®(z) — F(z) = C, ou C est une constante arbitraire. Donc
(z)=F(@z)+CNl

Alinsi, toutes les primitives de f(x) sont de la forme F(z) + C, ou F(z) est
une primitive de f(z) et C' une constante arbitraire.

1.2. Intégrale indéfinie.

Définition 2
Si une fonction F'(x) est une primitive d’une fonction f(z) sur un intervalle
X, Pensemble des fonctions F'(z)+C, oi C' est une constante arbitraire, s’appelle

intégrale indéfinie de f(z) sur X et se note /f(x)dx =F(z)+C.
La fonction f(z) s’appelle 'intégrant, la variable x, variable d’intégration.
Le symbole / f(z)dz désigne donc ensemble de toutes les primitives de la

fonction f(x). On comprendra parfois par ce symbole un élément quelconque
de cet ensemble, c’est - & - dire une primitive.

La détermination d’une fonction par sa dérivée s’appelle intégration de cette
fonction. L’intégration est 'opération inverse de la dérivation. Pour vérifier
qu’une intégration est correcte, il suffit de dériver le résultat obtenu pour obtenir
I’'intégrant.

Dans ce chapitre, nous glissons volontiers sur le probléme de ’existence des
primitives (donc des intégrales indéfinies) pour de vastes classes de fonctions.
Signalons qu’au chapitre suivant, on prouvera que toute fonction continue sur
un segment posséde une primitive (donc une intégrale indéfinie) sur ce segment.

Exemples:
1) /3m2dm =23+ C, car (23 + C) = 322.

2) /cos xdx = sinz + C, car (sinz 4 ¢)’ = cos .



3) /%dm =In|z|+ C, car (In|z|+C) = =

4) /exp(sz)dx = —1 exp(—2z) + C,car (—1 exp(—2z) + C)’ = exp(—2x),

ainsi de suite.

II. Propriétés fondamentales de ’intégrale indéfinie.
Les propriétés suivantes de I'intégrale indéfinie sont une conséquence immé-
diate de sa définition.

P.1. La dérivée d’une intégrale indéfinie est égale & l'intégrant; la différen-
tielle d’une intégrale indéfinie , & ’expression sous le signe somme, c’est - & -
dire

([ f@yizy = 5 etd/f (2)d

Eneffeh(/f( Jdz)' = (F(x)+C) = F'(x) ) et d/f Ydz = ( /f Ydz)'
f(z)dx.

P.2. L’intégrale indéfinie de la différentielle d’une fonction est égale a la
somme de cette fonction et d’une constante arbitraire, c’est - & - dire /dF(a:) =
F(z)+C.

En effet, puisque dF (z) = F'(z)dz, il vient /F'(m)dm =F(z)+C.

P.3. Tout facteur constant peut étre sorti du signe somme, c’est - & - dire
si k = const, alors /kf(x)dx = k/f(x)dx

En effet, soit F(z) une primitive de f(z): F'(z) = f(z). Alors kF(x)
est une primitive de kf(z) : (kF(x)) = kF'(z) = kf(x). D’ou k/f(:z:)dx =
k[F(z)+ C) = kF(z) + C1, ou C1 = kC.

P.4. L’intégrale indéfinie de la somme algébrique de deux fonctions est égale
a la somme algébrique des intégrales indéfinies de ces fonctions, c’est - & - dire

/[f(m)ig(:c)] d:v:/f(x)d:vi/g(a:)dm.

En effet, soient F'(z) et G(x) des primitives de f(x) et g(z) : F'(z) = f(z),
G'(z) = g(x). Les fonctions F(z) + G(z) sont alors des primitives des fonctions
f(z) £ g(x). Donc

/ () dat / g(@)dz = [F(z) + C1E[G(z) + Co] = [F(z) + G(a)]+[Ch + Cy] =

[F(z) £ G(z)] + C = / )] da.

Cette propriété reste valable pour tout nombre fini de fonctions.

ITI. Table des principales intégrales.



Les principales intégrales sont regroupées dans la table suivante. Certaines
formules résultent directement de la définition de I'intégration comme 'opération
inverse de la dérivation et de la table des dérivées. La véracité des autres for-
mules se vérifie aisement par dérivation.

I) /wadx:f;:ll—&-c (a#—1); 1I) /%zln|x|+0;

I11) /wg‘faz = Larctan £ + C; IV) \/% = arcsin £ + C;
V) /a’:dm = % + C (0<a# 1); VI) /exp(m)dx =exp(z) + C
VII) /sinxdz = —cosz + C; VIII) /cos;rd:z: =sinz + C;
IX) /Coi—;“z =tanz + C; X) /&Z—gx = —cotanz + C}

r—a

de 1
XI)/wz—a2 - ﬂln z+a

IV. Principales méthodes d’intégration.

+C (a # 0); XII) \/% =In |z + V% + k|+C.

IV.1. Intégration directe.

Le calcul des intégrales par une utilisation directe de la table des intégrales
élémentaires et des propriétés fondamentales des intégrales indéfinies s’appelle
intégration directe.

Exemples:

1) /(5cosx—3x2+%)dm:5/cosxdx—3/w2dx+ & — 5sing — 23 +

In|z|+C
2) /(sin%—l—cos%)de:/(1+sinx)dx:x—cosx—|-€

IV.2. Intégration par substitution (changement de variable).

Dans de nombreux cas, 'introduction d’une nouvelle variable d’intégration
permet de ramener 'intégration & la recherche d’une intégrale de table, c’est -
a - dire de se ramener a une intégration directe. Cette méthode qui s’appelle
méthode d’intégration par substitution, ou encore méthode de changement de
variable, est basée sur le théoréme suivant:

Théoréme 2.

Soit = ¢(t) une fonction définie et dérivable sur un intervalle T' et soit
X son ensemble des valeurs. Soit enfin f(x) une fonction définie sur X.Si la
fonction f(z) admet une primitive sur X, alors

[1@is = [rle@iema @ st

Preuve.



Soit F(x) une primitive de f(x) sur X. Considérons la fonction composée
F [p(t)] sut T. La régle de dérivation d’une fonction composée nous donne

(Flo(t)) = FL ] ¢'(t) = £ [o(t)] ¢'(2), c'est - a - dire que F[(t)] est
une primitive de la fonction f [p(t)] ¢'(¢t) sur T, donc

/ﬂwmwmﬁ:meuc.

En remarquant que F' [¢(t)] +C = (F(2) +C) [p=p4)= /f(x)da? lo=e(t), ON

obtient la formule (1).
C’est la formule de changement de la variable d’intégration.

Exemples:

1) Calculer 'intégrale /ﬁdm =71

Posons © — 1 = t; alors x = t 4+ 1. D’ott dz = dt. La formule ci-dessus nous
donne

3
(zf’l)fzdx:/(t;” dt:/(t+3+%+t%) dt = 34+ 3t+3Inft|— 1 +C.

En revenant & la variable x, on obtient en définitive

I=i(@-1)2+3@-1)+3lnjz—1 - 25 +C.

Remarque. Quand on change la variable d’intégration dans une intégrale
indéfinie, on a parfois intérét & se donner non pas = en fonction de ¢ mais ¢ en

fonction de z.

2) Calculer lintégrale J = /wf—;dm‘

Posons z° + 7 = t, dt = 5z*dx; alors J = %/% = %ln [t| + C, si bien que

4 _ 1 5
/Tf,ﬁr?dx— gln’x +7‘ + C.
Signalons que le choix convenable de la substitution souléve de sérieuses

difficultés. Pour les surmonter, il faut parfois étre doué d’une bonne technique
de dérivation et bien connaitre les intégrales tabulaires.

3) Calculer l'intégrale K = / dar

z2+a

2 - 201 T — — _Vz?ta
Posons Va2 +a+x = t, d’oil (\/erl) dx = dt. Donc dz = 2= dt,

de sorte que

dr_ — [4—In|t|+C=In|VaZ+a+z|+C.

z2+a

4) Calculer I'intégrale / sin™ x cos zdx

Posons t = sinz, dt = cos zdzx. Alors



Tt _ sin"tlg : _
/Sin"xcosmdx:/t”dtz T O = n+l +C, 51.n7é L
Injt|+C =n|sinz|+C, sin=-1
5) Calculer lintégrale /#‘lﬁ)n, n#1
Posons z2 + 1 = t, 2zdx = dt;alors
xdx 1 dt __ 1 1 _ 1 1
/(a:2+1)" - §/Tn — T 2(n—1) tnFT +C = T 2(n—1) (zZ+1)" L +C.

Poue n = 1 on obtient / zd 19y, (332 + 1) + C.

z2+1 2

IV.3. Méthode d’intégration par parties.

La métode d’intégration par parties est basée sur la formule de dérivation
du produit de deux fonctions.

Théoréme 3.
Soient u(z) et v(z) des fonctions définies et dérivables sur un intervalle X.
Si la fonction v/ (x)v(z) admet une primitive sur X, alors la fonction u(z)v'(z)

admet aussi une primitive sur X et [ u(z)v'(z)dz = u(z)v(z) — [ v/ (x)v(x)dx.
2)
Preuve.
’ L)a (re;ation [u(z)v(z)] = o (z)v(z)+u(z)v’ (z) entraine u(z)v' (z) = [u(z)v(x)]' -

La fonction u(x)v(z) est une primitive de la fonction [u(z)v(x)]" sur X. La
fonction v/(z)v(x) admet une primitive sur X par hypotheése. Donc la fonction
u(z)v'(x) en admet une aussi sur X. Une intégration de la derniére égalité nous
donne la formule (2) B

La formule (2) s’appelle formule d’intégration par parties.

Comme v'(x)dz = dv, v/ (z)dx = du, on peut le mettre sous la forme /udv =

uv — /vdu.

Cette formule permet de ramener le calcul de / udv & celui de / vdu qui est

parfois plus simple.

Exemples:
1) Calculer L; = [ arctanxzdz.
Posons arctan x = u, donc du = Igd—il; dv = dx, don v = .
_ dv 1o dE®+1)
Donc L; = z arctanz — /$1+:1c2 = rarctanz — 3 f I = T arctanx —

%ln(mQ—Fl)—&—C’.



2) Calculer Ly = [ zexp(x)da.
Posons u = x, donc du = dx; dv = exp(z)dz, [ dv = [exp(z)dz, v = exp(z).
Donc Ly = zexp(z fexp Ydx = J:exp( ) —exp(x) + C.

3) Calculer L3 = [zInazdz. On trouve Ly = f:rQ Inz — m2 +C.

On est parfois amené a se servir plusieurs fois de la formule d’intégration
par parties pour calculer une intégrale.

4) Calculer Ly = [ 22 cos zdz.

Une double intégration par parties donne Ly = z2

sinz+2x cosx—2sinx+C.
Calculons en conclusion I'intégrale I,, = [ (zzfiizl)n, n € N*

Pour n =1, on a l'intégrale tabulaire I; = arctanx + C.

Supposons n > 1. En représentant 1 au numérateur comme (22 + 1) —22 on

obtient
I, = f — +1 —— f 0 o’dy Intégrons la deuxiéme intégrale par parties:

a;2+1)n
zdx zdx
U=z, du =dz, dv = =, = @ = (2n72)(i2+1)"*17 alors
22dx _ x dx
S @ — @2 T f @92 F)T done
In= In 1+ (2n— 2)(;2+1)n T 2n1 2171 1

ST n—3
d’ou I, = (@n— 2)($2+1)" 3 5 dn-1- (3)

L’intégrale I,, est donc exprimée en fonction de I,,—1. C’est une formule de
récurrence.

Si 'on demande calculer [ L la formule de récurrence (3 ) donne

(z 2+1
de _

f (ﬂﬁ“fl)3 T A= 2Jrl)2 + 4f (x2+1)2’ avec f 2+1) 2= 2+1 +3 f 2+1

Or I = arctana: donc

f (xzd_fl)?, = iz 2+1)2 + S(TQ_H) + 3 arctanx+ C.

V. Intégration des fonctions rationnelles.

Les fractions (ou fonctions) rationnelles, c’est - a - dire les fonctions de

la forme %, ou P(x) et Q(x) sont des fonctions polyndomes, forment une

importante classe de fonctions dont
Iintégrale s’exprime toujours par l'intermédiaire de fonctions élémentaires.
Si le degré du numérateur est supérieur & celui du dénominateur, on obtient
alors gg:g =W(x)+ SE;; (1), ou W(x) est un polyndéme appelé partie entiére

de la fonction ggz; et ggi;, une fraction irréductible.

Exemples:
P42l —x?41 _ 2 222 —6x+2
]') 3 —2x+1 7 +3— 3 —2z+1
a:3+$+1 _ 1
2) 241 =z+ 241"



En algébre supérieure on démontre que tout polynéme peut étre décomposé
en un produit de la forme

Qlx) = Az —a)(z—pF)..(z —7),

ot A est le coefficient dominant de Q(z), «, 3, ..., v les racines de 'équation
Q(z) = 0. Les facteurs (z—a), (x—f), ..., (x—y) s’appellent éléments simples. Si
les éléments simples sont confondus, on obtient la décomposition Q(z) = A(z —
Q)" (z—B)° ... (x — 'y)t, (2) ou r, s,...,t sont des entiers appelés multiplicités
des racines «, (3,...,¥ respectivement, et tels que r + s+ ... +t = n, ol n est le
degré de Q(x).

Le polynome Q(z) peut aussi présenter des racines complexes. On démontre
en algébre que si @« = a + tb est une racine complexe de multiplicité r d’'un

polynéme & coefficients réels, il en est de méme de sa conjuguée complexe «
= a—1b. En d’autres termes, si la décomposition (2) contient le facteur (x —a)",
ot a = a+ib (b # 0), elle contiendra également le facteur (z—a)". En multipliant
ces deux facteurs, on obtient (z — a)"(z — a)” = (2% + 2pz + q)", ou p = —a,
g=a?+0b% p?—q%< 0, pet g sont réels.

En procédant de méme avec les autres racines complexes, on peut mettre la
décomposition (2) sous la forme

Q(z) = Alx — )" (z — B)° ...(x% + 2pz + ¢)! (z* + 2uz +v)"..., (3), ou o, 3,
vy Dy G, Uy U, ... sONt des réels.

Le théoréme suivant est démontré en algébre supérieure.

Théoréme.
Une fraction rationnelle irréductible gg; dont le dénominateur Q(z) est un

polynome de la forme (3), se décompose de fagon unique sous la forme
R(z) _ A A
Q@) = wa T @@ T T
Myz+N,
@ty + o)
ou Ay, As, ..., A, ..., My, Ny, My, No,..., My, Ny, ..., sont des réels.
L’expression (4) s’appelle décomposition d’une fraction rationnelle en élé-
ments simples. Pour déterminer les nombres Ay, Ao, ..., Ay, ..., M1, N1, Mo,
Na, ..., My, Ny, ..., on utilise souvent la méthode des coefficients indéterminés ou

celle des limites ou une combinaison des deux.

A, Myiz+ N4 Moxz+ No
(z—a)r +ot z2+2px—+q + (z2+2pz+q)? +..t

Exemples:

1) Décomposer la fraction rationnelle #}14_6 en éléments simples.

Comme 22 — 5z + 6 = (z — 3)(x — 2), la formule (4) donne
_A + _B_
z—3 r—2"

Apreés multiplication des deux membres de cette égalité par 22 — 52 + 6, on
obtient

20 — 1= A(x — 2) + B(xz — 3). Par identification des coefficients suivant les
mémes puissances, on trouve A =5, B = —3.

Donc —22=1_ — 5 3

z2—5z+6 ~ -3 r—2"

2zx—1
x2—bx+6

2) Décomposer la fraction rationnelle gc(f;iﬁ)g en éléments simples.



Les racines du polynéme z2 + 1 étant complexes, la formule (4) donne
z2-1 _ A + Bx+C T Dz+FE
z(z24+1)2 — z2+1 (z2+1)2"
Aprés multiplcation des deux membres de cette égalité par x(x? + 1)2
identification des coefficients suivant les mémes puissances, on obtient:
A=-1,B=1,C=0,D =2, FE=0. Donc la décomposition cherchée est
z2-1 1 x4 2z
z(xz24+1)2 T =z z2+1 (z241)2"
Il résulte de ce qui précede que Pintégration d’une fonction rationnelle (1) se
raméne & celle d'un polynéme W (x) = apa™ +a12™ 1 +...+ a,, dont I'intégrale

est tabulaire, et a celle d’une fraction rationnelle irréductible %; ceci nous

condult au calcul d’intégrales des quatre types suivants:
N [-A dx:Aln\x—aH—C’

I11) #;fﬂ T

IV) f%dm (r>1)

Ceci étant, le trinome z2 + 2px + ¢ n’admet pas de racines réelles, c’est - &
- dire que p? — ¢q < 0.

Pour calculer l'intégrale III), remarquons que 22 +2pr+q = (x+p)?+q—p°.
Posons par la suite x +p=1t; g —p> = h > 0.

On obtient alorsf%d = At;@ihApdt 1Af fff%—l— (B—Ap) t2+h

Le calcul de la premiére intégrale de droite est immeédiat: [ t%tf‘;b =In |t2 + h| +
C =In|2?+2pz +q| + C.
La deuxiéme intégrale est tabulaire.

. 6x+5
Exemple: calculer [ 252 dx

Complétons le dénominateur & un carré: 22 +4x+9 = (x+2)% +5 et faisons
la substitution  + 2 = ¢. On obtient:

6245 _ 6x+5 6(t—2)+5 6t—7 2tdt _
il 2+4x+9dx f(l+2)2+5 =/ t2+5 dt = ft2+5dt 245 7ft2+5_

3In (2 +5) — \/5 arctan \/g +C.
En revenant & la variable x, on obtient
f%dm—?ﬂn( 2+4.’L‘—|—9) - %arctanx—j;—i—a

Ax+B

Passons & présent au calcul de l'intégrale IV: [ mdm, g—p>>0,7

> 1.
Introduisons & cet effet la nouvelle variable z par la formule z = 22— d’ou
vV a—p?

z=2zv/q—p*—p,dx=+/q—p?dz (5
On a par ailleurs 2% + 1 = (“_p) + 1 2 42prtg (6)
En faisant la substitution (5) et en tenant compte de (6), on obtient donc
_ Axz+B _ A(Z q—p%—p)+B Mz+N zdz
J G+ 2pe oy 0 = | Ty Ve Pz = [ GErdz = M [ Gir

Nf 2+1)7‘7
ou M et N se déduisent de I'avant - derniére égalité.



La deuxiéme intégrale peut étre calculée a I’aide de la formule de récurrence
(3), obtenue au paragraphe IV.3.
En posant 22 4+ 1 = ¢ dans la premiére intégrale, on obtient

zdz  _ M [ dt _ M M 1
Ml =%/ =—mnr+C=—mmem— +C

Exemple: Calculer I = [ %dm

Posons z = 2=L = Z=1 d’ou dz = 2dz et 2? — 2z + 5 = 4(2* + 1), donc

V-1
5243 _ (1+2z)+3 10z+8 _ d d
il (2 $2x+5)2 de = [ 42(z2+1)2 2d =/ (22 Z+1)2dz 1 f (z2Z+Zi)2 +/ (z2+21)2'
Mais [ (ZQ_H)Q = ZQ_H, Ik (ZQH)Q = 2(z2+1) + arctan z.
Donc
I=— 22+1 + m + %arctanz +C = 8?:2:-51) + %arctanz + C.
En revenant & la variable x, on obtient
_ w7 1 -1
1= 2(z2f21+5) + 5 arctan (“"2 ) + C.

On a ainsi établi que 'intégration de toute fraction rationnelle se raméne &
celle d'un polynéme et d’un nombre fini d’éléments simples dont les intégrales
s’expriment par des fonctions rationnelles, logarithmes et des arcs tangentes.
Autrement dit, toute fraction rationnelle s’intégre par des fonctions élémen-
taires.

VI. Intégration de certaines fonctions irrationnelles et transcen-
dantes.

Désignons préalablement par R(u,v) une fonction rationnelle de deux vari-
ables u et v, c’ets - & - dire une fonction obtenue uniquement par des opérations

arithmétiques (addition, soustraction, multiplication et division) sur les vari-

5, .4
ables u et v. Par exemple: R(u,v) = %

Si les variables u et v sont & leur tour fonctiond de z: u = p(z), v = P(x),
la fonction R[p(x), ¥(x)] s’appelle fonction rationnelle de p(z) et ¢ (z). Par
)=

exemple, la fonction f(x # est une fonction rationnelle de = et de

vz —1: f(z) = R(z,vVz? —1). Ici R(u,v) = J‘;[%U, u=x,v=vz? -1

. in2 — 2 . . .
La fonction f(z) = S252=595 L egt une fonction rationnelle de sinx et cosx :
. sin® x+2 cos x
f(z) = R(sinx, cos ).
Considérons maintenant les intégrales de certaines fonctions irrationnelles et
transcendantes élémentaires et montrons qu’elles se raménent a des intégrales de
fonctions rationnelles qui peuvent étre calculées par les méthodes du paragraphe

V.

VI. 1. Intégrales de la forme [ R(z, 7}/ %)dm, ol a, b, c et d sont des

nombres arbitraires (2 # 2); m, un entier naturel, R une fonction rationnelle

de z et 7/%El Montrons que la substitution ¢t = 7/%+t nous conduit a
cx+d cx+d

10



m
ax+b b—dt d

N . , . . m_
I'intégration d’une fonction rationnelle. En effet, ™ = &5, © = 25,

Wdt de sorte que
[ R(z, \/@ do = [ R(LA" 1)mie 2Odb) gy — [ Ry (t)dt on Ry (t) est
une fonction de rationnelle de t.
Exemples:
1) Calculer T' = [ /32 4z
Posons ¢t = \/}J_rj On obtient t? = %Jrz soit x = t{&, dx = %.

DoncTfott;f1 —2ftt‘§}r11dt—2fdt 2ft2+1 =2t—2arctant+C =

[1+ 1+
2y/15% — 2arctan /177 + C.

2) Calculer S = fﬁ
En remarquant que /z + /z = (/)% + (¥/z)?, posons t = /z = x = 1%,
donc dx = 6t5dt.

On obtient alors S =6 [ t3it2 dt = i:lf =6[(t* —t+1— t+1)dt

76(———+t71n|t+1|)+072f73f+6f 6In(yz+1)+C

VI.2. Intégrale de la forme [ R(z,Vaxz? + bx + c¢)dz, ou a, b et ¢ sont des
nombres arbitraires; a # 0; R une fonction rationnelle de z et de vaz? + bx + c.

Si le trindme az? + bx + ¢ posséde des racines réelles distinctes 1 et o et
que a > 0, alors

Vaz? +bx + ¢ = \/a(z — z1)(x — x2) = |z — 24| 2z=22) Donc

Tr—x1

R(z,Vax? +bx+c) = R(zx,|x — x| a(f_iff)) = Ry(=, af_i;“’)) (voir
exemple 1)).

Si x1 = @e, alors Vaz? + bz + ¢ = |z — x1]|/a, c’est - & - dire qu’on a une
fonction rationnelle de x sous le signe d’intégration.

Il est donc plus intéressant de traiter le cas ot le trinéme az?+ bz +c n’admet
pas de racine réelle et a > 0. montrons que dans ce cas on se raméne a I'intégration
d’une fonction rationnelle par la substitution d’Euler ¢t = vax? + bx + c+ z+v/a
(on peut aussi poser t = vaz? + bx + ¢ — z+/a).

En élevant les deux membres de I'égalité t — x+/a = vax? + bx + ¢ au carré,
on obtient bx + ¢ = t? — 2\/atx, de sorte que

_ t?—c Vaz2 + bz + ¢ Vat?+bt+cy/a ft +bt+cy/a
T =g sy VO +bx+6—72ft+b dxr = 7(2ft+b) 2dt.

Donc fR(x, m)dx = fR 2\t/2a_t-c‘rb7 ﬁ;\jabg;f)?f(zt\;iisfdt
J Ri(t)dt

ol Ry(¢) est une fonction rationnelle de ¢.
Sia < 0etc>0,on utilise une autre substitution d’Euler: vaz? + bx + ¢ =
xt ++/c.

Exemples:
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dx _
1) Calculer f m = M
Les racines du trinome z? + z 4 1 étant complexes, faisons la substitution
V1?2 + 2+ 1=1t—z. En élevant au carré, on obtient

x —|—x+1_t2—2tm+x doux—1+2}5,d —2(tli;t+)édt.

Alors [ p x2+z+1 = tt(lj_g)lz

Par ailleurs, % = % + % + ﬁ. On obtient A = 2, B = -3,
D =-3.

Soit fﬁ\/j;:m = f[ff@f(lm)}dt—ﬂnm Snf1+2t +

3
3o T C.

DoncM:2ln|\/m2—|—m+1+m| 1n|1+2x+2\/x2+x+ ’+

2(1+2x+2\/a:2+:u+1) +

C

2) Calculer P = [ 1+m)m
Les racines de 1 + = — 22 étant complexes et a < 0, ¢ > 0, on utilise la

substitution vV1 + x — 22 =t — 1.

En élevant les deux membres au carré, on obtient aprés simplification z =
142t

t2+41"
Soit dx = %dt Vitr—a22= t";;ri?'
_ 2(1—t—t2)
Done P = | gy eps @t ~ ~2/ wriie = “2uctan(t+ 1) +C:

En définitive, P = —2 arctan 7w +C.

Signalons que le calcul des intégrales par la substitution d’Euler conduit
généralement a des calculs laborieux et des expressions volumineuses, aussi n’y
recourt-on que dans les cas ot il est impossible de calculer ces intégrales par un
procédé plus court.

VI. 3. Intégrale de la forme [ R(sinz, cosz)dz, ou R est une fonction
rationnelle de sinx et cosz.
Montrons que la substitution ¢ = tan § nous raméne a I'intégration d’une
fonction rationnelle. En effet7
2tan(%) Itan®(3) _ 1-¢2 4 2dt

S = ey = T €057 = Tty = 1ee 40 = T

de sorte que
2
[ R(sinz, cosz)dx = [R(:2 1+t2, hi?)fftt? = [ Ry(t)dt, ou Ry(t) est une
fonction rationnelle de ¢.

. dx
Exemple: Calculer | 1 el
La substitutiont = tan § nous donne sinz = 1+t2 ,x = 2arctant, dv = 1%rdf2.
dt _
Donc f 1+smz - f (1+t) - 1+t + C= 1+tan Trtanz T C.

Remarque: le changement de variable ¢t = tan 5 conduit souvent a des cal-
culs trop compliqués. Il est parfois préférable d’avoir recours a d’autres méth-
odes menant plus rapidement au but.
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1) Si R(sinz, —cosx) = —R(sinz,cosx) (c’est le cas si 'intégrale est de la
forme [ R(sinz) cosxdx), poser sinz = t.

Exemple: ficos FHCOST Iy
. sin® z+1 . Lo
2) Si R(—sinx,cosz) = —R(sinz,cosz) (c’est le cas si U'intégrale est de la

forme [ R(cosx) bin xdx), poser cosxz = t.

Exemple: [ Qsm L dx

3) Si R(—sinxz, —cosz) = R(sinx,cosx) (c’est le cas si 'intégrale est de la
forme [ R(tan x)dw) poser tanz = t.

Exemple: [ e

cos® x

VI.4. Intégrale de la forme [ R(expz)dz
Montrons que la substitution ¢ = expx nous conduit & l'intégration d’une

fonction rationnelle. En effet vu que z = Int et dr = @ , on obtient
J R(expz)dx = [ R(t)<E, out R(t) est une fonction ratlonnelle de t.
X 1
Exemple: calculer [ exﬁi 1dr
Posons t = expz, d’ou dx = % Donc
X 1. (t=1dt _ [2t=(t+1) 53, _ dt _
fixﬁﬁﬂdl’ t-TlT*f T(t+1) dt = 2f +1 f7f21n|t+1|71n|t|+

C=2n(expz+1)—z+C.

Signalons en conclusion que les méthodes d’intégration envisagées n’épuisent
pas toutes les classes de fonctions élémentaires analytiquement intégrables. On
a pu se rendre compte que l'intégration est plus compliquée que la dérivation.
Il importe donc de résoudre un grand nombre d’exercices.

Notons par ailleurs que si la dérivation est une opération stable, il en va
autrement de lintégration. Il existe des fonctions élémentaires (par exemple
exp(—z?), ﬁ, Sig“", etc...) dont les primitives ne sont pas des fonctions élé-
mentaires. Ces primitives existent bien pourtant et jouent un réle important
tant en analyse mathématique que dans ses applications. Ces primitives sont
bien étudies et leurs tables et graphiques permettent de les utiliser fréquemment
en pratique.
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