SOH x=zH

ca soutra!

Cours d’Analyse réelle

Ibrahima TOURE

Décembre 2020


null

null

null


Table des matiéres



Chapitre 1

Fonctions d’une variable réelle

1.1 Limite et continuité

Définition 1.1.1. Soit A une partie de R et f: A — R une fonction.
On dit que f

- minorée s’il existe m € R tel que Vo € A on a f(x) => m.

- majorée s’il existe M € R tel que Ve € A on a f(z) < M.

- bornée si f est majorée et minorée.

Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f le nombre réel

Supgeaf = Sup{f(zx)|x € A}.

On définit de méme la borne inférieure.

On dit que f admet un mazimum en a € A si f(a) est le mazimum de la
partie f(A) = {f(z)|xr € A}.

On dit que f admet un maximum local en a € A s’il existe un intervalle
ouvert I contenant tel que f(a) soit le maximum de f(ANI).

On définit de méme la notion de minimum local.

Un extremum (local) est un mazimum (local) ou un minimum (local).

Ces définitions ne sont que des généralisations des mémes notions vues
dans le cas des suites.

Remarque 1.1.2. Une fonction bornée posseéde toujours une borne supé-
rieure et une borne inférieure mais pas forcément un mazximum et un mini-
mum.

Exemple 1.1.3. 1. Soit f :]0,1[— R définie par f(x) = x. Alors f est
bornée. On a Supy . f = 1, mais max) . f n'exviste pas.
On a infioaf = o, mais minj (f n’existe.

2


null
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2. Une fonction peut admettre un mazimum en plusieurs points. Ainsi
f(x) = sinx admet un mazimum en les points x = § + 27 avec k € Z.

Dans la suite on prendra comme domaine de définition A I'un des inter-
valles de la forme

- A =]z, y[, [x,y[,]7,y] ou [x,y] avec ¥ < y. On notera A = [x,].

- A =] —00,z] ou ] — oo, x[. On notera alors A =] — 0o, 7]

- A =[z,+00[ ou |z, +0o[. On notera A = [z, +-o0|.

- A =] — 00, +o0[ alors A =] — 00, +o0].
On dit que A est 'adhérence de A.

On généralise la notion de limite d’une suite (u,) quand n tend vers 400
a la limite d’une fonction f(x) quand x tend vers a.

Définition 1.1.4. (Limite d’une suite)
Soit A un intervalle et A son adhérence. Soient f : A — R une fonction et
a€ A

1. On dit que f admet | comme limite en a si
Ve >0,3a >0 telque Vx € A/jlzv —a|<a=|f(x)—I] <e
On note glﬁl_rg flz) =1
2. On dit que f(x) tend vers +o00 quand x tend vers a si
VK € R,3a >0 tel que Vo € A, |z — o] < a = f(x) > K.

On note lim f(x) = +oo.
Tr—a

3. On dit que f admet | comme limite quand x tend vers +o0o quand x
tend vers +00 i

Ve > 0,3K tel que Vo € A,z > K = |f(z) — | < e

On note lim f(x)=1.

T—+00

4. On dit que [ tend vers +oo quand x tend vers +o0 st
VK,3IM tel que Vo € A,x > M = f(z) > K.

On note lim f(x) = +oo.

T—+00

On définit de méme lim f(z) = —oo et lim f(z) = —oc.
T—Fo00 T—a
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Exemple 1.1.5. 1. Soient A =|0,1[,a = 1 € A et f(z) = z. Alors
lim f(z) = 1.
z—1
Soient A =]0,1[,a=0¢€ A et f(z) = =22 Alors lirr(l) f(x)
T—
Soient A =0,1[,a =0 € A et f(z) =

2. =1
3. 1. Alors lir% f(z) = +oo.
4. Soient A =] — oo, +o0[ et f(x) =e*. Alors lir_"I_l f(z) =0.
d.

Soient A =] — 00, 400| et f(x) =x. Alors lim f(z) = +o0.

—+00

Propriété 1.1.6. Si f admet une limite a, cette limite est unique.

Démonstration. La démonstration est identique a celle donnée pour les suites.
On procede par ’absurde en supposant que f admet deux limites [ et " avec
[ <l en a. On prend € = 1'771 Il existe alors a > 0 tel que |x — a| implique
que |f(z) =] <eet o >0 tel que |z — a|] < o implique que |f(x) —I'| <e.
Onal —l=|'—f(z)+ f(x) =1 <|I' = f(z)| + |f(x) — | par I'inégalité
triangulaire. Si |z — a| < min(a, a’), on déduit que ' — 1 << 255, ce qui est
absurde.

O

Définition 1.1.7. (Continuité)
Soient f : A — R eta € A. On dit que f est continue en a si f admet f(a)
comme limite en a. Autrement dit

Ve >0,3a >0 tel que Vo € A, |z —al <a=|f(z) — f(a)| <e.
On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
Exemple 1.1.8. 1. Les fonctions exponentielles et trigonométriques sont

continues sur leurs domaines de définitions.

2. Soit E(x) le plus grand entier supérieur ou égale a x. C’est la partie
entiere de x. O montre que la fonction £ : R — Z C R est continue
sur R\ Z.

Définition 1.1.9. (Prolongement par continuité)
Soient f : A — R une fonction continue et g : B — R avec A C B. On
dit que g est un prolongement par continuité de f si

1. g est le prolongement de f(c’est-a-dire g(x) = f(x) pour tout x € A.)
2. g est continue en tout point de B.
Exemple 1.1.10. Prenons A =]0,1] et B = [0,1]. Soit f(x) = =22 Alors la
fonction g définie par

g(x):smx siz#0 et glx)=1six=0
T

est un prolongement par continuité de f.
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1.2 Propriétés de la limite d’une fonction

Les propriétés des limites de suites de fonctions se généralisent facilement
au cas des fonctions.

Propriété 1.2.1. Soient f : A — R et g : B —> R deux fonctions.

1. St f admet une limite | en a € R, alors il existe un intervalle ouvert
I contenant a tel que f soit bornée sur ANI. St f admet une limite |
lorsque x tend vers +o00 alors il existe un intervalle I =|b, +o00[ tel que
f soit bornée sur ANI.

2. Silim f(x) =0 et si g est bornée sur un intervalle ouvert contenant a
T—ra

alors lim f(x)g(z) = 0.

3. Si f et g ont une limite dans R quand x tend vers a, alors

(lim () + g(x)) = lim f () + lim g

T—ra Tr—a

et

(lim f(z)g(x)) = (lim f(z))(lim g(z)).

T—a r—ra r—a

4. Si f ne s’annule pas sur A et
a) St lim f(z) =1 € R\ {0}, alors
Tr—a

1
Silim — = -
T—a f( ) l
b) Silim |f(x)| = +oo, alors
r—a
1
lim —— =10
z—a f(x)
c) St lim f(x) = 0 et si f(x) > 0 sur un intervalle ouvert contenant a,
T—a
alors
lim —— ! = 100
z—a f(x )

5. 8 f(x) < g(x) sur un intervalle ouvert contenant a, alors

lim f(z) < lim g(x).
r—a T—a
6. Théoréme des gendarmes

Si f(z) < g(x) < h(x) sur un intervalle ouvert contenant a et si
lim f(z) = lim h(x) = [, alors lim g(x) = .
T—ra T—ra T—ra
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Démonstration. Les démonstrations sont les mémes dans le cas des suites.
Démontrons par exemple le théoréme des gendarmes. Fixons ¢ > 0. Alors il
existe a > 0 tel que |z — a| < a implique |f(z) — | <€, donl —e < f(x).
De méme il existe o’ > 0 tel que |z — /| < o implique |h(z) — l]e, d’on
h(z) <1+ e Doncsi |x —a|] < min(a,d’), alors | —e < g(z) <l +e. O

Propriété 1.2.2. (Critére séquentiel de continuité)
Soient une fonction f : A — R et a € A. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. f est continue en a.

2. Pour toute suite u, a valeurs dans A telles que lim w, = a, on a

) n—+oo
i f(w) = f(a).

Démonstration. Supposons que [ est continue en a. Fixons € > 0. Alors il
existe a > 0 tel que |z — a| < a implique |f(z) < —f(a)| < e. Comme (u,,)
tend vers a, il existe un entier N tel que si n > N alors |u,, — a| < a. Mais
alors | f(u,) — f(a)| < e. Donc la suite (f(u,)) a pour limite f(a).

Pour montrer la réciproque nous allons prouver la contraposée : en supposant
que f n’est pas continue en a, il s’agit de trouver une suite (u,) qui converge

vers a et telle que liril f(u,) # f(a).
n—-+0oo

Dire que f n’est pas continue en a est la négation de lim f(x) = f(a), c’est-
Tr—a

a-dire
non (Ve > 0,3a > 0,Vx € ANja — a,a + | f(z) — f(a)| <€)
qui équivaut a
(%) Je > 0,Va > 0,3z € ANja — a,a+«of |f(z)— f(a)| > e

On a le droit de choisir a. Prenons par exemple o« = 2% avec n € N. La relation
(%) implique alors qu’il existe u,, € ANja—«, a+«af tel que |f(u,)— f(a)| > €.
Alors |u, — a| < 5+, donc (u,) tend vers a et comme |f(u,) — f(a)| > € la
suite (f(u,)) ne converge pas vers f(a).

]

1.3 Propriétés des fonctions continues

Théoréme 1.3.1. (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) < f(b). Alors pour
tout y € [f(a), f(b)] il existe x € [a,b] tel que f(x) =y.
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Démonstration. On va définir par récurrence deux suites (a,) et (b,). On
commence par ag = a et by = b. supposons (a,,) et (b,) construits.
Si f(2£t) >y, on pose

a’n b?’l
Apir1 = Qp et bn+1 = _2’_ .
Si f(%f) <y, on pose
a, + by,
Apt1 = 9 et bn+1 = bn

On va montrer que pour tout n on a

(*) flan) <y < f(by).

Au rang n = 0 la relation (*) équivaut a f(a) < y < f(b), qui est
I’hypothese.
supposons que (*) est vraie au rang n. On distingue deux cas.

- si f(%f) > y alors

an, + b,
2

flan1) = flan) <y < f( ) = f(bnt1).

- Si f(%dba) <y alors

an + b,
2

flant1) = f( ) <y < f(bn) = f(bnt).

D’ou (*) est vraie au rang n + 1.
Par définition de a,, et de b, on voit que a, < b,, que la suite (a,) est
croissante et que la suite (b,) est décroissante. Enfin on a

a, — by, b—a

b1 — Any1 = B = ... = ontl "

Donc la suite (b, — a,,) tend vers 0.

On a donc deux suites adjacentes. Ainsi elles convergent vers la méme limite.
Appelons = cette limite.

Veérifions que x € [a,b]. En effet on a a = ag < a,, <z < b, %=0.

Vérifions que f(x) = y. Comme ff est continue sur [a, b], elle est continue en
x et donc nETmf(an) = f(z) et ngrfoof(bn) = f(z). Mais par la propriété

(*) on a f(a,) <y < f(b,). Finalement par le théoréme des gendarmes on
obtient f(x) =y.
[l
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Théoréme 1.3.2. Soit f : [a,b] — R wune application continue sur un
segment. Alors f a un minimum et un mazximum sur [a,b].

Démonstration. il suffit de montrer le résultat pour le maximum (pour le
minimum, on prend — f a la place de f).

Montrons d’abord par I'absurde que f est majorée. Supposons que f n’est
pas majorée. Cela implique que pour tout entier n il existe un réel x € |a, b
tel que f(z) > n. Appelons x, cet élément. on a donc une suite (z,) a
valeurs dans le segment [a,b]. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
peut extraire une sous-suite convergente (y,) de la suite (x,). On obtient
ainsi une application strictement croissante ¢ : N — N telle que y, = o).
Donc

Fyn) = [(@om) > (1) 2 m,
ce qui implique que la suite f((y,)) tend vers +oo.

Notons | = hIJP Yn. Comme f est continue on a lir+n flyn) = f(), ce qui
n—-+0o0 n—-+0oo

contredit hI_{l f(yn) = 4+00. Donc f est majorée et Supp,y f existe.

n—-+0oo
Soit M cette borne supérieure. Il suffit de montrer qu'il existe z € [a, b] tel
que f(x) = M. Soit n un entier. Par définition de la borne supérieure, M — 2%
n’est pas un majorant des valeurs de f, donc il existe x,, € [a, b] tel que

1
on a donc une suite (x,,) dans [a, b]. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une sous-suite convergente (y,) de () avec Y, = Ty(m), ot : N — N
est une application strictement croissante. Soit x la limite de la suite (y,).
On a les égalités

1 1
M—Q—nSM—W<f(yn)§M-

Par le théoréme des gendarmes on conclut que la suite (f(y,)) tend vers M.
Comme f est continue, on aussi lirf f(yn) = f(x). Finalement on obtient
n—-+0o0o

flz) =M. 0

1.4 Fonctions dérivables

Soient : A — R une fonction et a € A.

Définition 1.4.1. On dit que f est dérivable en a si la limite

i £ = f(@)

rT—ra Tr— Qa

existe dans (R). On note f'(a) cette limite.
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Exemple 1.4.2. 1. Soit f : R — R définie par f(z) = |x|. On vérifie
facilement que f est continue sur R. On a

lim M — lim M =1
z—0t x—0 z—0t T
et
i f@® = fla) el
z—0— r—0 z—0- T

Donc f n’est pas dérivable en 0. Par contre f est dérivable en tout point
a # 0.
2. Les fonctions classiques
- trigonométriques : sin, cos,tan, ...
- polynomiales : ax* + bx + c, ...

- exponentielles : e*

az+b

- rationnelles : &5, ...

Interprétation géométrique.
La dérivée f'(a) de f en a donne la pente de la tangente au point (a, f(a))
au graphe de f.

Propriété 1.4.3. Soient f : A— R eta € A. Si f est dérivable en a, alors
f est continue en a.

Démonstration. Soit | = lim % Comme la fonctions z est continue en

Tr—a
a, on a lim(z —a) = 0. D’ou en utilisant la propriété des limites par rapport
T—T
au produit,

lim (f(x) - f(a)) = [M

(o)

T—a r—a
= lim lM} lim(x —a)=10=0
r—a Tr — a r—a

Donc lim f(x) = f(a) et f est continue en a.
T—a

]

Remarque 1.4.4. 1. la réciproque n’est pas toujours vraie, comme le prouve
Vexemple f(x) = |x| en x = 0.

2. 1l existe de méme des fonctions continues qui ne sont dérivables en
aucun point de leur ensemble de définition.



CHAPITRE 1. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 10

Propriété 1.4.5. Soit f : A — R une fonction admettant un extremum
local en a. Si f est dérivable en a, alors f'(a) = 0.

Démonstration. Supposons que l'extremum est un maximum (le cas du mi-
nimum se traite en remplagant f par —f). Alors par définition il existe un
intervalle ouvert I contenant a tel que pour tout :L‘ E INAona f(x) < f(a).
Six >a,onax—a>0et f(zr)— f(a) <0, donc £ ) f(a) < 0 et par passage
a la limite on obtient f’(a) < 0.

Siz<a,onazr—a<0et f(z)—f(a) <0, donc ) f(“) > ( et par passage
a la limite on obtient f’(a) > 0.

En combinant les deux inégalités on obtient f'(a) = 0.

]

Remarque 1.4.6. La réciproque n’est pas toujours vraie. si f(x) = 23, on a
£1(0) =0, mais 0 n'est pas un extremum local.

Définition 1.4.7. Fonction dérivée
St f: A —> R est dérivable en tout point de A, alors f est dérivable sur A
et on définit sa fonction dérivée f' par

ffPA— Rz~ f(x).

Propriété 1.4.8. 1. Si f et g sont dérivables sur A, alors f + g et fg
sont dérivables sur A et

(f+9) =1 +g et (fg9)=[fg+fg.

2. Si f ne s’annule pas sur A, alors % est dérivable sur A et

()=
e

Démonstration. 1. Le cas de I'addition résulte facilement du résultat concer-
nant ’addition des limites.
Pour le produit, on écrit

f(@)g(x) = fla)g(a) = (f(x) — g(a)) g(x) + f(a) (g(x) — g(a)) .

On divise par (z — a) et on passe & la limite quand z tend vers a ce
qui donne le résultat grace aux propriétés des limites de produit et de
somme. De plus on sait que g(x) tend vers g(a) par la continuité de g.
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2. Pour l'inverse, on écrit :

( 11 ) 1 fl@)=fle 1 1
fl@) fla))z—a  w—a f(z)f(a)
qui a un sens pour |x — a| assez petit.

Quand x tend vers a, f(z) tend vers f(a), car f est continue. On obtient
alors 1 formule désirée.

O

Propriété 1.4.9. Dérivée de la composée de deux fonctions

Soient f: A — R et g: B — R deux fonctions telles que f(A) C B (pour
tout x € A on a f(x) € B). Si f est dérivable en a et g est dérivable en
f(a) € B, alors la composée go f: A — R est dérivable en a et

(gof) (a) =g (f(a)).f'(a).
Démonstration. Soit a € A. Par définition de la dérivée, on a

(g0 fY (@) = lim LI —9 1)),

rT—ra Tr — a

On suppose pour simplifier qu’il existe un intervalle I contenant a tel que
f(z) # f(a) pour tout x € (I N A)\ {a}. On peut écrire alors :

() (@) _ . a(f@) — g (Fla) f) — fla)
T—a T —a r—a f(z) — f(a) " r—a
L gU) =) @)~ f
r—a f(x) — f(a) “zoa T —a

Le premier facteur est la composée des fonctions
9(y) — g (f(a))
y— fla)

Comme f est continue, f(z) tend vers f(a). Comme g est dérivable en f(a),
on a

r— f(r) et y—

yg??a) y — f(a)

En composant, on trouve
g (@) — g (f(a)
z—a f(x) — f(a)

D’ou la formule de la proposition. n

=g (f(a)).
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1.5 Propriétés des fonctions dérivables

Théoréme 1.5.1. (Théoréme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a,b] et dérivable sur |a,b]|
telle que f(a) = f(b). Alors il existe xc €|a,b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Comme f est continue sur un segment, f admet un maxi-
mum et un minimum. Soit M = max|q s f et minggy f.

Sim # f(a) ou M # f(a) il existe ¢ €]a, ] tel que f posséde un extremum
en c¢. On sait alors que f'(c) = 0.

Sinon on a m = f(a) = f(b) et M = f(a) = f(b). Donc f est constante sur
[a,b] et f'(c) =0 pour tout ¢ €la, b|. O

Théoréme 1.5.2. (Théoréme des accroissements finis)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et dérivable sur ]a,bl. Alors il
existe ¢ €a, b| tel que

f(b) — f(a)

/ —

f (C) - b —a .

Démonstration. On introduit la fonction auxiliaire suivante
f(b) — f(a)

o) = f(a) = (@) - (@ - ) 20—

On a ¢(a) = ¢(b) = 0. La fonction ¢ est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[. D’apreés le théoréme de Rolle il existe ¢ €]a, b] tel que f'(¢) = 0. Comme

Ja) = @) - TU =T

on obtient bien la formule annoncée en posant x = c.

Propriété 1.5.3. Soit f : A — R une fonction dérivable sur A. Alors
1. f est constante si et seulement si f'(x) = pour tout x € A.

2. [ est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f'(x) > 0 (resp.
f'(xz) <0) pour tout x € A.

3. Si f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) pour tout x € A, alors f est strictement
croissante (resp. décroissante).

Démonstration. 1. Si f est constante, sa dérivée est nulle. Réciproque-
ment, soient a,b € A avec a < b. On applique le théoréme des accrois-
sements finis & la fonction f sur [a,b] : il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

Comme f’ est nulle, on obtient f(b) = f(a). Par conséquent f est
constante.


null
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[@=1@) < (.

r—a

2. Si f est croissante, on a f'(x) > f(a) pour > a et alors

De méme si z < a, on a f(z) < f(a) et {21 > 0 Comme les

r—a

inégalités passent a la limite, en faisant tendre x vers a on voit que

f'(a) = 0.

Réciproquement, on procéde comme dans la premiére partie : on obtient

f(0)=f(a) = f'(c)(b—a). Donc f(b)—f(a) = 0sib > aet f(b)—f(a) <
0 si b < a. Donc f est croissante. On traite le cas f décroissante en
remplacant f par —f.

3. Pareil que pour 2 sauf qu’on a des inégalités strictes.
m

Remarque 1.5.4. La réciproque de 3 n’est pas vraie. En effet, la fonction
f(x) = 2? est strictement croissante, mais sa dérivée f'(x) = 322 s’annule
enx = 0.

1.6 Application aux suites réelles

Théoréme 1.6.1. (Théoréme du point fixe)
Soit f: A — R une fonction dérivable. Supposons qu’il existe un point fixe
l € A pour f, c’est-a-dire un point [ tel que

et qu’il existe un intervalle I = [l —a,l+a] et un réel X < 1 tel que pour tout
xel

[f(z)] < 1.

Alors la suite (uy,) définie par ug € I et la formule de récurrence

Unp41 = f(un)
converge vers [.

Démonstration. On a v, = u, — [. Il suffit de montrer que (v,) tend vers
0. Montrons que par récurrence que u, € I pour tout n. Par hypothése ug
Supposons u,, € I. Alors si 'on applique le théoréme des accroissements finis
a la fonction f et a l'intervalle [u,, ] si u, < (ou bien [I,u,] si u, > [) on
obtient qu’il existe ¢ €lu,, ([ tel que

flun) = (D) _ ungr =1

up—1  u,—1

(o) =
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la derniére égalité résulte de f(u,) = uny1 et f(1) = I. Comme |u,,l[C I on
sait que |f'(c)| <A < 1. D’ou

’Un—l—l’ <\ (*)

Comme A < 1, on obtient |v,11| <, ce qui implique que u, 1 € I.
En itérant I'égalité (*), on trouve

1| < [vnl < Xlop_a] <o <A o).

Comme 0 < A < 1, la suite (A™) tend vers 0. Par conséquent la suite (v,)
tend ainsi vers 0.

]

Remarque 1.6.2. Si de plus la fonction dérivée f' est continue, alors la
condition | f'(1)| < 1 implique existence d’un intervalle I = [l — a,l+ a] tel
que pour tout x € I on a |f'(x)] <A < 1.

Exemple 1.6.3. Prenons f(z) =1+ 1. Soit | = HT‘@ le nombre d’or, c’est-
a-dire le réel positif satisfaisant 'équation 1> = 1 + 1, qui est équivalente d
[ = f(l). Doncl est un point fize.

On a f'(z) — %, donc |f'(z)| < 1 pour x > 1. Ainsi on peut prendre un
intervalle T = [l — %,l + %] le théoréme du point fize implique alors la suite
définie par ug € I et up 1 =1+ i converge vers .


null


Chapitre 2

Intégration

Soient a et b deux réels. On supposera dans toute la suite, sauf mention
du contraire, que a < b et toutes les fonctions sont supposées définies sur
[a,b] et a valeurs reéelles.

Exemple introductif

Considérons la fonction f : © — €®. On souhaite calculer I'aire en des-
sous du graphe de f et entre les droites d’équations (z = 0), (x = 1) et 'axe

(Ox).

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situées sous
la courbe, puis par des sommes de rectangles situées au-dessus de la courbe.
Découpons 'intervalle [0, 1] a l’aide des réels 0, %, %, cee ”T_l, 1 Une telle suite
de réels sera appelée une subdivision de I'intervalle [0, 1].

Considérons d’abord les rectangles en dessous de la courbe (voir figure ci-
dessus).

15


null
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y=¢ + ¥

N
FNTERE =
ENT R
[
-
=
]
&k

Chaque rectangle a pour base [%, %] et pour hauteur f(=1) = e
i €{1,2,--- n} . Ainsi l'aire d’un tel rectangle est (£ — =1 e = Len
La somme des aires des rectangles est :

X n n ;

i=1 i=1

1 2 al—(en) 1 1—e 1
_Ee n.en 1_61/" 5.1—61/n (6—1).6%_1

Considérons maintenant les rectangles suivants :

+¥ / y=¢"

/-

-

0 n=10 1

Chaque rectangle a pour base [%,
{1,2,--- n}. _
Ainsi 'aire d'un tel rectangle est (£ — =1) f(£) = Lew. La somme des aires

] et pour hauteur f(1) = e pour i €

i
n
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des rectangles est :

A=Y -Gy = e L

n n n n — en
i1 1—en
1 l—e 1
= —e l-en — (6 — 1) T n en
n en — 1

Remarquons que A7 <A < A%
Lorsque 'on considére des subdivisions de plus en plus petites (c’est-a-dire
lorsque 'on fait tendre n vers +o0) alors on obtient a la limite que :

lim A} < lim A< lim AYg

n—-+00 n—-+o00 n—-+o0o

soite—1<A<e—-1

Donc 'aire de notre région est A=e — 1

2.1 Intégration des fonctions en escalier

2.1.1 Subdivision d’un segment

Définition 2.1.2. .

e On appelle subdivision d’ordre n de [a,b] toute partie finie
X = A{zxog, 21, -+ ,x,} C [a,b] telle que a = xg < 77 < -+ < Tp_q <
T, =0b
e On appelle par ou module de la subdivision X, le réel :
(S(X) = maxie{m,...,n} (Il — xi—l)
n° Nous noterons S, 'ensemble des subdivisions de [a, b]
Exemple 2.1.3. Soit n un entier naturel non nul, on définit une subdivision

X ={xo, 21, -+ ,2n} de la,b] par Vi € {0,1,2,--- ,n}, x; = a +i=2
Elle est appelée subdivision équidistante ou a pas constant §(x) = ?’%’

Définition 2.1.4. Soient X etY deux subdivisions de [a,b] on dit que X est
plus finie que Y si tout élément de Y est élément de X . On note Y C X.
Remarque 2.1.5. .

o La relation "est plus fine que” définit une relation d’ordre sur S,

o Si X etY sont deur subdivisons de |a,b] alors X UY est une deuz
subdivisions de [a,b] plus finie que X etY.
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2.1.6 Fonctions en escalier

Définition 2.1.7. Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier

sl existe une subdivision v = {xg,x1, -+ ,x,} de |a,b] et des nombres réels
C1,Co, -+ Cy tels que pour tout i € {1,2,--- ,n} on ait Vo €|x;_q1, x|, f(x) =
C;

Une telle subdivision X est appelée subdivision adaptée a f.
n°® On notera &([a,b]) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b]

Exemple 2.1.8. .

- Une fonction constante sur le segment [a, b] est une fonction en escalier
sur [a, b]

- La fonction partie entiere est une fonction en escalier sur tout segment
[a,b], une subdivision adaptée étant constituée de a,b et de tous les
entiers

Soit X = (i)1<i<n Y = (Yi)1<i<n une subdivision adaptée a f(resp. a g).
Alors Z = X UY = (z;)1<i<n est une subdivision adaptée a f et g.

Pour chaquei € {0,1,2,--- ,n}, il existe'h € {0,1,--- ;n}etlje{0,1,2,---
tels que |21, zi[Clar—1, 2| et |zio1, zi[Clyr—1, yrl-

Ainsi Vo €lzi_y, zi; (f +9)(x) = f(x) +g(z) = ¢ +d; = Ap; donc
f+g€&(ab)).

o Soit A € C,V = {x;}1<i<n est une subdivision adaptée a \f et Vo €
]%-17%[7

Af)(x) = Af(x) = Ae;. D'ou \f € E([a,b])

2.1.9 Intégrale d’une fonction en escalier

Soit f € E([a,b]) et X = (x;)1<i<n une subdivision adaptée a f telle que
Vo €]z, zi, f(x) = ¢,c; € R.
Posons s(f, X) =31 ci(wiog — ;)

Propriété 2.1.10. Soit Y = (y;)1<i<n une subdivision adaptée o f telle que
Ve €lyi—1, yil, f(2) = diyd; € R.

Montrons que > ci(xi —xi—1) =D ooy di(yi — Yi-1)

C’est-a-dire la somme s(f,x) ne dépend pas de la subdivision donnée.
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e Supposons que Y est une subdivision obtenue en ajoutant un élément
x' (entre x;y et x;) a X. Alors

n+1
p(£,Y) = (4 — yi-1)d;

=1
i—1 n+1

= Z(?Jj —yj-1)d; + (@ — yim)di + (Yir1 — 27)dig1 + Z —Yj-1)
j=1 Jj=i+2
i—1 ntl

= Z(Ij —xj1)¢ + (2" —wi1)e + (1 — %) + Z —Yj-1)
j=1 J=i+2
i—1 n

= (=m0 + (@ —zia)ei+ Y (01— y5)dj

j=1 j=it+1

1
- Z(%‘ = 2j1)¢ + (2 = zia)e + Z — j-1)

j=1 Jj=i+1

= (@ — 2

j=1

Maintenant soit Y une subdivision plus finie que X, alors Y est obtenue en
rajoutant un nombre finie d’éléments a X. Ainsi d’apres le cas précédent, on
montre que s(f, X) = s(f,Y).

Enfin st X etY sont deux subdivisions adaptée a f alors il existe une sub-
division Z plus finie que X et Y. D’apres le cas précédent on a p(f,Z) =
p(£.Y) = p(f, X).

On a la définition suivante.

Définition 2.1.11. Soit f une définition en escalier sur [a,b] et X = (z;)1<i<n
une subdivision adaptée a f.

Soient ¢y, ¢, -+ ,Cn les nombres réels tels que VY €|x;_q1, x4, f(x) = ¢;. On
appelle intégrale de f sur|a,b] et on la note f; f(x)dx le nombre réel Y c;(x;—
(’,Ei,l).

/abf(a:)da: = gCZ(xl — 1)

2.2 Intégrale d’une fonction bornée

On rappelle qu’une fonction f : [a,b] — R est bornée s’il existe M > 0 tel
que


null
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Vr € [a,b], —M < f(z) < M
Posons m(f) = infoefap) f(z) et M(f) = sup,epy f(2)

2.2.1 Somme de Darboux

Soit X = {xg, 1, ,x,} une subdivision de [a, b]. Pour touti € {1,--- ,n},
Posons
mi(f) = infoepe,_y 2 f(2) et Mi(f) = sub,epy, 2 f(T)
Définition 2.2.2. Soit f une fonction bornée sur |a,b] et X = {x;}1<s<n
une subdivision de |a, b].
- On appelle somme de Darboux inférieure de f relativement a X, le
nombre réel

p(f, X) = Z(% — zi—1)mi(f)
i=1
- On appelle somme de Darboux supérieure de f relativement a X, le
nombre réel

n

S(f,X) =Y (s — wi 1) Mi(f)

i=1

Remarque 2.2.3. Pour une fonction positive, la somme de Darboux infé-
rieure de f est l'aire de la somme des rectangles en dessous de la courbe
(comme dans ’exemple introductif) et la somme de Darboux supérieure de
f est laire de la somme des rectangles au dessus de la courbe (comme dans
lexemple introductif ).

Exemple 2.2.4. Ecrire les sommes de Darboux inférieure et supérieure de
la fonction [ : x w— x sur Uintervalle [—1,1], relativement a la subdivision
X = (—1 + %)ogiggn.

Somme de Darboux inférieure

2n
p(f,X) = (i — zi))ma(f)
i=1
1 o1 —1 1
Ii—xi_1:—1+—+l— = —
n n n

m;(f)= inf f(z)= inf z=z—x,,=-1+ .

TE[Xi—1,%4] TE[T;—1,%4] n
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et p(fﬂ)z%zn: <—1+i;1) :%<Z(—1)+Z%>

I I
S 3= 3|
| |
[\ [\
N S
+ o+ o+
Sl— 3|+
~ gjﬁ <)
ST ~U S
~. <
v |
N
N——

Somme de Darboux supérieure

2n
et S(f,X)= Z(i’% — Ti-1) ]SUP [(f)
i=1 TE|T;—1,T;
2n 2n

=—|-2n+ — {
n n =

1 1 2n(2n +1 1
__<_2n+_M)__
n n 2 n

Exemple 2.2.5. Ecrire les sommes de Darboux inférieure et supérieure de
la fonction f : x +— € sur Uintervalle [0,1] relativement a la subdivision
X = (%)1<i<n' 1l s’agit bel et bien de l’exemple introductif.

Propriété 2.2.6. Soit f une fonction bornée sur [a,b] et X,Y deuz subdivi-
sions de [a,b] telles que X CY. On a

1) 6(Y) < 6(X)

) s(f, X) <s(f, X), s(f,X) = s(f,Y)

Démonstration

Soit X = (x;)o<i<n €tY = (Y;)o<j<n telles que Y soit plus fine que X.
(1) 0(Y) = maxo<i<n(yi — vi—1) et 6(X) = maxo<i<n(z; — 1)
Comme X CY alorsVi € 0,1,2,--- ,n tel que
Tig—1 < Y; < Tiy. Donc pour tout j € {1,2,--- ,m}, il existe i €
{1,2,--- ,n} tel que [y;—1,y;] C [zie1,x:]. D'ouVj € {1,2,--- ,n};y; —
Y1 < @ —xim < 0(X) et par suite maxo<i<n(yi — vie1) < 0(X)
C’est-a-dire §(Y') < 0(X)
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(2) Comme X CY, alorsY est obtenue en ajoutant un membre finie d’élé-
ment, a X. Il suffit alors de faire la démonstration pour la subdivision
Y obtenue en ajoutant un point x* (entre x;—1 et x;) a X.
Notons que

z; si je€{0,1,---,i—1}

Yy = z* si 5=1
rjiop st je{i+1,i+2,--- ,m}

n

s(f,X) =) (ri—mia) _inf  (f(y))

T€[ri_1,%;

=1
n+1
s(f, X) = Z(yz — Yi-1) me[;nf y ](f(x))
j=1 ji—1,Y5
i—1
=) (Wi—yi1) inf (f(z))+ (2" —xima) inf  (f(2))+
o z€[Yj-1,Y;] z€[wi—1,2%]
n+1
.—2%) inf —y, 1) inf
(ZL‘ v )176[1];21,$*](f(x)) + _z: (y] Yi 1)w€[yljril7yj](f(x))
Jj=i+2
i—1
=S it (f@)+ @ —ai) int(f()+
j=1 j—1,%j TE[T;—1,%

n+1

(i —a*) inf (f(x)+ > (wj0—xj-0) inf  (f(x))

rE[r* ] T2 e€[zj—2,25-1]

[z*,x;] C [xioy, 2] = inf  (f(z)) < inf (f(x))

TE[Ti—1,%4] T€[z*,x4]

[zi1,2"] C [wi,x) = inf (f(z)) < inf (f(z))

re[mi_l,xi] xe[wi_l,x*]
Ainsi

(¢ —wiy) _inf (@) + (2i—a") inf (f(2) > (" —a0) if(fla)+

T€[xi—1,2*] T€[x*,x4] T€[wi—1,2*]

(x; —2*) inf (f(2))

x€[wi—1,%)

= (v; —m1) inf  (f(x))

T€[wi_1,24)
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Par conséquent

s(f,Y) >Z j— i) inf (f(2)) + (2 —2i21)  inf (f(2))

TE€[Y;-1,Y5] z€[xi_1,24)

n+1

+ ) (o —aym) i (f(@))

iTine r€[zj—2,25-1]

En faisant le changement de variable k = j—1 dans la derniére somme

on a :
i—1
s(f,Y) > —xj—1) inf  (f(2)) + (2 — 25-1)
k:l z€[yj—1,Y;]
inf + T — T inf T
€[ 1,24 k-zz;-l( g -t G[xkqu](f( ))

soit s(f,Y) > s(f,X).

Propriété 2.2.7. Soit f une fonction bornée sur [a,b] et X,Y deuz subdivi-
sions de [a,b], on a :

(i) s(f,X) <S(f.Y)
(it) m(f)(b—a) <s(f,X) < S(f, X)M(f)(b— a)
Démonstration

(i) Posons Z =X UY Ona X C Z, d’aprés la proposition1.2.6.,
s(f, X) < s(f, 2Z) ors(f, Z2) < s(f, 2)

doi s(f,X) < S(f,2) (2.1)
On a ausst Y C Z et d’aprés la proposition1.2.6.,
S(f,2) < S(f, X) (22)

de (?7) et (?7), On déduit que s(f, X) < s(f,Y).
(i) Vi€ {1,2,--- n},[z;_1,2;] C |a,b

Dow mi(f) = _inf (f(zx))=m(f)= inf (f(z))

T€[Ti—1,25] TE[Ta,xp]
et Mi(f) = sup ](f(x))SM(f)z s?pb](f(x))
TE|T;—1,T; xE|a,

Ainsi m(f) <my(f) < Mi(f) < M(f)
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Ce qui implique
m(f) (@ — zio1) <mi(f)(@ — 2io1) < Mi(f) (@i — 2i1) < M(f)(2 — 25-1)

et par la suite

n

m(f) Z(xz — @) < Zmz(f)($z — @) < Z M;(f) (i — @)

=1
n

< M(f)) (@i =)

i=1

soit m(f)(b—a) < s(f, X) < S(f, X) < M(f)(b—a)

2.2.8 Intégrale supérieure et inférieure

Définition 2.2.9. Soit f un élément de B(I,R).

1. L’intégrale supérieure de f sur I est le nombre réel

- b
/If(x)d:r;:/f(x)dxzinf{S(f,X)/XE@I}

2. L’intégrale inférieure de f sur I est le nombre réel

/[ f(x)dz = / f(x)dr = sup{S(f, X)/X € &/}

Proposition 2.2.10. Soit f € B(I,R). X etY deux subdivisions de I.
Alors on a

b )
S(.X) < [ flado < [ fw)is < 5(.Y)

Démonstration. Nous avons X C X UY et Y C X UY et d’aprés la propo-
sitionl.1.6, on a s(f, X) < s(f,X UY) < S(f,Y), pour toutes subdivisions
X et Y de I. En prenant le sup sur les X et ensuite inf sur les Y, on a

£ fla)de < fﬂx)dx


null
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Exemple 2.2.11. 1. Considérons la fonction f(x) = e* sur lintervalle
[0,1] et la suite de subdivisions X, = (=)o<i<n. On peul voir que

s(f, Xn) = %11_ et S(f, X,) = ens(f, X,). Donc

1
—en

! 11—
/f( Jdz > lim — ‘
Jo_

=e—1

n—+o00 N | —en

f Ydr < lim ens(f, n)=e—1

n—-+4o0o

Par suite fo r)dr=e—1= fo

2. Considérons la fonctzon f(x) = 2% sur Uintervalle [—1,1] et la suite
de subdivision X, = (=1 + £)o<i<on. On peut voir que s(f, X,) =
lw et S(f, X,) =s(f,X,) + 5. Donc

n3

1f($)d$ ol 2= Un@etD) ;

n—-+00 n3 6

1f(fc)d:c < lim s(f, X,) +— =
—1

2
n—-+o0o 77,2 3

Par suite f;llf(x)dx =2= Ef(:v)d:v

3. Considérons la fonction f(x) = U sur lintervalle [0,1]. Pour toute
subdiwvision X de I, on a m;(f) = 0 et M;(f) = 1. On peut voir que
s(f,Xn) =0 et S(f, X,) =1. Donc

Lf(:c)d:c =0 eth(x)dx =

Proposition 2.2.12. Soient f et g deuz fonctions bornées sur I,k € R, A >
0 et X une subdivision de I.

1 Vo eR, f(x) >0 = [/f(x)dz >0

2. [Vx e R, f(x) = K] :>ffx =k(b—a)= [ f(x)dx

3. [Xx € Rg(z) = f( ) + K] if_ng)dx:f_;f(x)dvak(b—a) <
[Pf(@)dz + k(b — a) = ["g(x)
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4 f:fg(w)dﬁf_ < [/ (f+9)(a < [*(f+9)(x)dz < ["f(x)dz+
[Pg(x)da
5. [P @)de = Af f(@)de < [PAf(x)de = A[ f (x)de
6. [~ @)de = — [ f(@)de < — [ f(a)de = [P(~ f)(2)de
Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition O

Proposition 2.2.13. Soit f une fonction bornée sur I. Alors
0<S(f,X) f f(x)dx < e
Vee Ri V0 e R VX € &; p(X) <6

C’est-a-dire o
lim < S(f,X) f

p(X)—0

lim <s(f,X)= faf(:v)da:

p(X)—0 —

Démonstration. Soit € € RY.
1¢"cas : f = k. Alors, Pour toute subdivision X de I on a

S(f, X) = k(b — a) = S(f, X) = /f / f(@)da

Donc, pour toute subdivision X de I, on a

S(f,X)—/f(x)dx:s(f,X)—/f(x)dx:0<5

1*"cas : f n’est pas constante. Alors on a m(f) < M(f). Puisque

b
| #ayiz = jnt S(7.%0.

il existe une subdivision X, de I telle que

b

0<S(1.X) - [ flado <

Posons
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O = eard(X) (M) — m()))

D’aprés le corollaire 1.1.9, on a pour toute subdivision X de [

P(X) < 61 = S(f,X) = [} f(x)de < S(f, X.) + card(X)p(X)(M(f) —
m(f)) = [} f(@)de < §+5=¢

De méme, puisque fab f(x)dr = supxcg, s(f, X) il existe une subdivision
X! de I telle que o

o< | fa)ds — s(f,X) <

DN ™

Posons

% = Yeard(XD (M (F) — m(f))

D’aprés le corollairel.1.9, on a pour toute subdivision X de [

p(X) < 0y = [*f(@)dr—s(f, X) < [*F(x)dr—s(f, X2)+card(XL)p(X)(M(f)—
m(f)<5+5=c

Posons 0 = min(d;, d2) alors

0§S(f,X)—fabf(x)dx<e
Ve e REVEERL VX € & p(X) <6
ng_ff(:c)dx—s(f,X)<5
[

Proposition 2.2.14. Si f € B(I,R) alors pour tout ¢ €la, b|

Ja_ Ja e (2.3)

Démonstration. Soit ¢ €]a, b|
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(a) Pour toutes subdivisions X = {zg, - ,z,} de [a,c[ et Y = {yo, ", yn}
de [e,b], on a Z = zg, -+ , 2, =C =Yy, "+, Yn st une subdivision de
[a,b] et

c s
S X) 4 s(£Y) < s(£.2) < / f(x)de < / f(x)dz < S(f.2)
- < S(f,X)+S(,Y)

par suite,
c b b b < b
/ f(z)dx + / flx)dx < / flz)dr < / f(z)dr < / f(z)dx —I—/ f(x)dx
(b) Supposons que X = {xg,--- ,2,} soit une subdivision de [a, b].
1¢"cas 1l existe ig € {1,--- ,n—1} tel ¢ = x;0. Alors Xy = {xo, -, Zi0}
est une subdivision de [a, c[ et Xy = {xj0, - , 2.} est une subdivision
de [¢, b]. Donc,

(. X) =s(f X)) +s(f. X < [ fla)de + [t

< / e + / f(x)de < S(f,X,) < S(f. X) = S(f, X)

2 cas 1l existe ig € {1,--- ,n — 1} tel que ¢ =|x;0, Ti041]. Alors
X7 = {xo, -+, Ty, c} est une subdivision de [a, c[ et Xo = {c, zi0, -+, n}
est une subdivision de [c,b[ et Z = xg,- -, Xi0, €, Tior1, -+ , Ty €St Une

subdivision de [a, b] plus fine que X. Ainsi on a,

S X) <s(£.2) = s(f, X)) + s(f. Xa) < / e + / f(x)da

< / fla)de + / f(a)dr < S(f. X)) < S(f. Xa) = 5(f, X) < (. X)

Donc dans tous les cas on a

b

s(f,X)g/acf(x)dx—i—/cbf(x)da:g/acf(:v)dx—l—/cf(a:)dng(f,X)
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Par suite,
£f(x)dx£f(x)dx +£f(x)dx < Zf(x)dx+ff($)dx < S(f,X)

</ ()

]

Définition 2.2.15. f : I — R est une fonction en escalier s’il existe une
subdivision X = {xo, -+ ,x,} de I et une suite de réels (k;)o<i<n telles que

Vi € {O, cee ,n} YV E]Zl/’i,l, ZEAf(l’) = k’l
On dit alors que X est adaptée a f.
Proposition 2.2.16. Soient f : I — R une fonction en escalier et X =
(xi)o<i<n une subdivision adaptée a f telle que

Vi € {O, cee ,n} Vx G]xi_l, x,[f(x) = k‘z

Alors

£f<x)dm = i ki(a; — 2ii1) = ff(x)dx

Démonstration. Considérons une subdivision Y plus fine que la subdivision
X.

Vi € {07 to 7n} Eljl € {17 to 7m} : [xiflvxi] U§:1=ji—1+1 [ijly}ﬁ]
Avec jo = 0. remarquons que

Vie{0,--- ,n} 3j € {jica+2, Jima} my(f) < ki < M;(f)
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Donc
Iimj(f)(w — ¥j-1)
:i(mji_1+1(f)(in_1+1 — Y1)+ jzf 2mj )(¥j; = Vi) +
mzjz-(f)(yn = Yji-1)) ] o
Zi(mjil(f)(ynlﬂ — Vi) | Ji 2’%(.% - yj-1)+
o (F) 550 Yt)
= Z ki(a; — xio1) + Z [y (f) = K] (100 — ¥5i0)+
Z () — k) (555 — ¥30)
D’ou 7
03 ke )~ s Y) € 3 [y )+ = m ()] ()
| < on(M(f) — m(H)p(Y)
De facon analogte, on a
0< S(Y) Zk ) < S () — k) + My () — k)] ()

Donc
)l(léI}l/ S(f Y) Zkz(m T 1) = lim S(f7
p(Y)—0 i p(Y)—0
Ainsi,
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Remarque 2.2.17. 1. La proposition 1.2.8 montre que si [’'on modifie la
valeur d’une fonction en escalier en un nombre fini de points alors les
intégrales supérieures et inférieures de f sur I ne changent pas.

2. Soit f un élément de B(I,R). Alors

VX € &; s(f,X):/gox(x)dx et S(f,X):/wx(ac)dx

ou px et x sont des fonctions en escaliers sur I définies par :

Vi e {0, ,n}Vr €]z, x| ox(x) = mi(f) et ¥x(x) = M;(f)

Donc,

b b
/ f(z)dz = sup {/ p(x)dx = ¢ en escalier ,p < f}

b b
/ f(z)dz = inf {/ W(x)dx 1 en escalier | f < ¢}

En prenons en compte(1), il apparait donc que fff(x)da: et f_ablp(a:)dx

ne varient pas lorsqu’on modifie la valeur de f en nombre fini de point
de I.

2.2.18 Intégrale de Riemann

Définition 2.2.19. Un élément f de B(I,R) est dit Riemann intégrale sur
I si

/ f(x)dx = / f(z)dx ou p(lim [S(f,X)—s(f,X)] =0 (2.4)

X)—0

St f est Riemann intégrale sur I, alors son intégrale de Riemann est

/abf(f’f)dx = /Lbf(x)da: = ff(g;)daj (2.5)

Exemple 2.2.20. 1. D’aprés Exemple 1.2.3 sur ["intégrale supérieure et
infrieure, nous avons :


null
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(a) La fonction f(x) = e est intégrable dur [0,1] et on a

1 1 1
/ e“’d:v:/exda::/ eder=e—1
0 0 JO

(b) La fonction g(x) = x? est Riemann intgrale sur lintervalle [—1,1]
et on a

/01 fz)de = ;f(x)dx = Zf(x)dx _ g

2. Toute fonction en escalier sur intervalle.
L’ensemble des fonctions rélles Riemann intégrables sur I sera note

R(I,R)
Proposition 2.2.21. Soient f et g deux fonctions Riemann intégrables sur
I, k et X\ deux réels et ¢ €]a, b].
1. m(f)(b—a) < fabf(a:)dx < M(f)(b—a) (inégalité de la moyenne). En
particulier fab kdr = k(b — a)
2. Vo € If(x) < g(a)] = [ f(x)de < [} g(x)da
3. f+g€RUR) et [[f(z+g(@)de = [} f(x)dz + [ g(x)dz
b A € R(ILR) et [PAf(z)dr =\ [ f(x)dx

5. f € R(la,d,R) N R([¢,b],R) et [\ f(x)dz = [° f(a)de + [ f(z)da
(relation de Chasles).

Démonstration. 1) Découle de la proposition 1.1.6.3 et 1.2.2, tandis que
2), 3) et 4) sont des conséquences immédiates de la proposition 1.2.4
5) quand a lui, découle de la proposition 1.2.5

[]

Remarque 2.2.22. Soit f une fonction Riemann intégrale sur 1. La re-
marque 1.2.9 donne :

1.
b b
/ f(x)dx = sup {/ o(z)dz : ¢ en escalier ,p < f}

b
— inf {/ Y(zx)dz 1 en escalier | f < ¢}
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2. Supposons que g est bornée et que {x € R: f(x) # g(x)} a un nombre
fini d’éléments. Alors g est Riemann intégrable sur I et on a

/abf(x)dx = /ab g(x)dx

Définition 2.2.23. Soit f une fonction définie sur I et X = (x;)o<i<n € ®7.
Alors la somme

Ox = Z fti)(xi — i)

avec x;_1 < t; < x; est une somme de Riemann de f relativement a la sub-
division X.

Proposition 2.2.24. Soit f une fonction Riemann intégrable sur I. A chaque
subdivision X = {xg,--- ,x,} associons une suite (t;)1<i<n telle que

Vi € {1, c ,n}tl S [(Ti,l,ﬂﬁi].

Alors

/ f(x = hm f(ti)(a:i—:yi,l) (2.6)

Démonstration. Pour tout X = {xg, - ,x,} et tout (t;)1<i<n € [[[zi—1, 21],
on a pour tout i € {0,--- ,n},m;(f) < f(t;) < M;(f). D’ou

s(f, X) <Z i — i) f(t) < S(f, X)
Donc

b n
/a f(z)dz < p(%i(ggoinf;(xi — i) f(t;) < hnio supz — ;1) f(t;)

/f

/abf(x - hrgOZf J— i)

D’ou
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Corollaire 2.2.25. Soit f une fonction Riemann intégrable sur I. Alors

Par convention, si f est intégrable sur I = [a,b], on pose

/b” f(z)de = — /ab f(z)dz et /aa f(z)dx =0 (2.7)

Proposition 2.2.26. Si f : I — R est une fonction monotone, alors elle est
Riemann intégrale sur I.

Démonstration. (a) supposons que f est croissante. Soit X une subdivision
de I. On a pour tout i dans {1,--- ,n}

f(@ia) = mi(f) < Mi(f) < f(:)

ce qui permet d’avoir M;(f) — m;(f) < f(x;) — f(x;_1). Ainsi

n

0 < S(f, X) = s(f,X) =D _[Mi(f) = mi( )] (w:i — xi 1)

=1

< Z[f(xi) — fzi)lp(X) = (f(b) = f(a))

Orslimp(XHO(f(b)_f(a>)P(X) = 0 donc limy(x)-0(S(f, X)=s(f, X)) =
0. Si

(b) Supposons que f est décroissante ; alors — f est croissante et d’aprés ce
qui précéde, est Riemann intégrable. Donc f est Riemann intégrable
d’apreés la Proposition 1.3.3

O

Proposition 2.2.27. Si f : [ — R est une fonction continue, alors elle est
Riemann Intégrable sur I.

Démonstration. fétant continue sur I compact, y est uniformément continue.
Soit € un élément de R . Il existe § € RY tel que

Vr,y € [r—y| <d=|[f(z) - f(y)l <e
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Soit X = {zg, - ,x,} une subdivision de I telle que p(X) < . On a

Vie{l,--- n}Ve,y€lziq,x] ly—zx| <x;—xi9 <0
Vie{l, -+ ,n}Va,y € [z, @] [f(y) — flz)] < bia

Vie {1 inh Yoy € ) fy) - 7 < f2) < fly) + 7=
Vie {1} mi(f) < Milf) < 5= mi(f)

Vi€ {1, n} 0 < M(f) —mi(f) < —

9
S(va)_S<faX) S b_azn<xi_xz

=1

b—a
1)25

Par conséquent,

p(X)—0

Définition 2.2.28. Soit f: I — R. On appelle
1. Partie position de f, lapplication

f+ . I — R+
z = fT(z) =max(f(z),0)
2. Partie négative de f, Uapplication
fﬁ Y R+
v o f(2) = max(~ f(2),0)
Remarque 2.2.29. Soit f: I — R. Alors
Lf=fr=fetlfl=f"+f"
2. f€B(I,R) < |f|€B(I,R) < [, f~ € B(I,R)
Proposition 2.2.30. Supposons que f est Riemann Intégrable sur I. Alors

1. f+,f~ € R(IR) et

/abf(a:)dx = /ab fH(x)dx — /ab [ (z)dx
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2. |f| € RUR) et

< / @)l

/ab f(z)dx

Démonstration. Soit X = (x;)p<i<n une subdivision de I. On a
f<fret f<fT,

de sorte que pour tout i € {1,--- ,n}.

0 < Mi(f) = mi(f) < mi(f) < Mi(f*) < Mi(f),

Soit M;(f*) —mi(f*) < Mi(f) — ma(f).
Mi(f) < 0=V € w1, 2:) f () = 0= 0= M;(f") —mi(f) < Mi(f) —mi(f),
Donc
0<S(f7X) —s(f7,X) <S(f,X) —s(f, X).
Or f € R(I,R) d’on
lim (S(f7,X)—s(f7.X)) < lim (S(f,X)—s(f, X))

p(X)—0 p(X)—0

Ainsi fT € R(I,R). f et f* étant Riemann Intégrable, la différence f~ =
f — fT Dest aussi, et on a

/abf(a:)dx = /ab fH(x)dx — /ab [ (z)dx

De méme, |f| = f*+ f~ € R(I,R) et on a
b
[ 1@z

/abf(m)dx /ab FH(w)dx /abf_(x)dx

Lemme 2.2.31. Supposons que p €]1,00[ et ¢ = 1%

< +

1 s+ c=1etqe]l, o0
2. VA,BeR,A?B:1 <1A+1B
3. (a5, bi)1<icn € (R X R)" S0 agy < (X0, a?)# (S0, b7


null
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4. VM,m eR,0<m <M onapmP ' (M—m) < MP—mP < pMP~*(M—
m)
Démonstration. 1. évident

2. On consideére la fonction f(z) = e*.f”(xz) = ¢” > 0 donc f est convexe.
Ainsi pour tout x € R, on a

1 1 1 1
f(;x +(1— ];)y) < gf(af) + (1 - E)f(y)

Choisir z et y tels que A = e” et B = eV et le résultat s’ensuit.

3. Soit (aibi)lgign € (R X R)n
Si Y a; ou Y b =0 alors
Vie{l,---,n}a,=0o0uviec{l,--- ., n} b =0
Donc pour tout ¢, on a a;b; = 0.
si Y a; #0 et > b; # 0 alors nous posons
a? bY

Zj:l a? Zj:l bf

D’aprés 2), nous aurons

1
< -A+

S e
S o=

Al'B

S < YA iy s o
i=1 pi:l qz‘:l

Donc,

n

3 aib <1
n 1 n Ly =7
i=1 (Zj:l aj)? (Zj:l a;))

et le résultat s’ensuit.

Soient m et M deux nombres réels tels que : 0 < m < M. La fonction g
définie par g(t) = t? est continue sur R, deux fois dérivable sur R, avec :

Vi e Ry, g"(t) = p(p — )I'2 >0

donc g est convexe et par suite

_ M) —g(m) MP—mP _
plz / <g( = < ,M - Mpl
pm =g m) < T M—m =9 =p
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Proposition 2.2. 32 Supposons que f et g sont Riemann intégrables sur I,
p €]1,00[ et g = ;L. Alors
1. fg,|f*|, ]gp\ sont intégrables sur [

o(a)ir] < ([150P)a)” (Llotoovis)’
Démonstration. Soit f,g € R(I,R).

1. (a) Montrons que |f|P € R(I,R)
Soit X = (x;)o<i<n une subdivision de I. On a pour tout i €

(1,--,n}
mi([f[7) = [mi(|fDIP < [Mi(lgD]" = Mi([f]7)

Ainsi,

0< 5(\f!p X) = s(lgl”, X)

Z ([P = mi(|FD)P)(@s — iz1)

< ZPMiﬂpo_l — (M(|f1) = ma(|f])(zi — 2i-1)
< pM(|f)PHS(If1, X) = s(1f], X))

La derniére inégalite provenant du Lemme 1.3.13. En faisant tendre
le pas p(X) de X vers 0, le résultat s’ensuit, vu que |f| € R(I,R).

(b) Montrons que fg € R(I,R)
Puisse ¢ = %5 €]1,00[, on a donc que |g|? € R(,R).f et g sont
Riemann intégrable implique que f — g l'est aussi, et par suite |f — g|.
On a aussi fg = %((f —9)*— f*—g*). Donc fg est Riemann intégrable.

2. Etablissons I'inégalite de Holder
Soit X comme ci-dessous un découpage de I. Pour tout i € {1,--- ,n}
on a M;(|fg|) < M;(|f|)M;(|g|) ce qui permet d’avoir

S(1f9l, X) = E:M'um —%1,<§j[ ()i — )7 |
WMWP%ﬂ

Donc d’apreés l'inégalite de Holder discret, on a

NMM=§MMW(amﬂT(W(—%£

=1

= S(IF1P, X)5(gl*, X)

Q=
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Puisque les fonctions intervenant dans l'inégalite sont Riemann inté-
grables, nous obtenons le résultat en faisant tendre le pas vers 0.

]

Proposition 2.2.33. Supposons que f et g sont Riemann intégrable sur I,

1. Si g est positive sur I alors

) [ ot < [ e <) [y

2. Si g est positive sur I et f continue sur I alors

b b
de € [a,b] : / f(z)g(x)dx = f(c)/ g(z)dzx (1ére formule de la moyenne)

Démonstration. Puisque les fonctions f et g sont Riemann intégrables sur I,

1. Supposons que g est positive sur I. Vo € Im(f)g(z) < f(z)g(z) <

M(f)g(x). Donc d’aprés la Proposition 1.3.3 nous avons

b b b
mn/mmm;/mmmMSMm/gmm

2. Si g est positive et f continue. D’aprés ce qui précéde, on a

() [ ot < [ e <) [y

L’application t — f(t) f; g(x)dx est continue sur I. Donc d’aprés le
théoréme de valeurs intermédiares, on a

b b
%EMM/f@M@M=ﬂ@/g@M

]

Proposition 2.2.34. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions Riemann inté-
grables sur I, et f une fonction définie sur I. (f,)n<n converge uniformément
vers [ dans I alors f est Riemann intégrable sur I et

n—-+0o0o

/abf(x)dx: lim /abfn(x)dx
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Démonstration. 1. Considérons un ¢ > 0. Puisque la suite (f,,),>0 converge
uniformément vers f, il existe un entier N. tel que pour tout entier
n > N, on ait

Vi € fulw) —e < f() < fula) +¢
En considérant une subdivision X = (z;) de I, on a pour tout n > N,

Vie{1l,---,n} mi(fn) —e <mi(f) < Mi(f) < Mi(fa) +¢
Soit

$(fu, X) —e(b—a) < s(f, X) < S(f, X) < S(fn, X) +e(b—a).

De sorte que

0<S(f,X)—s(f, X) < S(fn,X) = 5(fn,X)+2e(b—a).
Chaque f, étant Riemann intégrable, on a pour tout n > N,

pégrio(s(fnaX) - S(fnaX)) =0

Soit

p(gr)go(s(f,X) —s(f, X)) =2e(b—a)

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a le résultat.

2. D’apres 1., nous avons

Ve RY dN.:Vn > N, VX € 6y,
$(f, X) —e(b—a) < s(f,X) < S(f, X) < S(fn, X) + +e(b—a)

En faisant tendre p(X) vers 0, nous obtenons

/ab fo(z)dx — /ab f(z)dz

Ve R} AN, :Vn > N, < 2e(b—a)

et le résultat s’ensuit



CHAPITRE 2. INTEGRATION 41

Définition 2.2.35. Soit f: [ — C
1. f est dite Riemann intégrable sur I st Ref et Imf le sont.

2. Si f est Riemann intégrable, sont intégrable de Riemann sur I est le
nombre complexe

/abf(f)d$= /abRef(x)dx+i/ab]mf(m)dx

Exemple 2.2.36. 1) VteR, f(t) =te*. La fonction f est continue sur
R donc lapplication F : x > fom te?tdt est une application dérivable de
R dans R avec

d x
VeeR, Fl(x) = —/ te?dt = we*”.
dz J,

2) ¥Vt eR, f(t) = e?In(t? +1). La fonction f est continue sur R donc
Uapplication F : x — fox e In(t? + 1)dt est une application dérivable
de R dans C avec

d [* ‘
VzeR, F'(z)= %/ e in(t* + 1)dt = e In(2* + 1).
0

Si nous considérons la fonction ¢ définie par p(u) = u® +2u + 1 qui est
dérivable sur R, la fonction

ud+2u+1 )
ur G(u) = Fop(u) = / e n(t* + 1)dt
0

est dérivable sur R avec V u € R,
G'(u) = Fp(u)e'(u) = flp(u)¢'(u) = e D n((u® + 2u + 1)* +
1)](3u? + 2)

Soit D CR et f: D — R une fonction numérique définie sur D.

Définition 2.2.37. Une fonction F' de D — R est une primitive de f sur
D si et seulement si

1) F est dérivable sur D.
2) Pour tout x € D, F'(x) = f(z).

Proposition 2.2.38. Si F' et G sont deux primitives de f sur D alors F —G
est une constante sur chaque intervalle I C D.
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Démonstration. Soit a,x appartenant a I. On applique le Théoréme des ac-
croissements finis & la fonction h = F' — G, dérivable sur [a,z] C I, comme
somme de fonctions dérivables. On a donc

e €la,x[: (F—G)(x)—(F-G)(a) = (x—a)(F—G)'(¢) = F'(¢c)—G'(c) =

Donc F(z) — G(x) = F(a) — G(a), qui est une constante, indépendante de x
qui peut parcourir I’ensemble des points de I. O

n° St f admet G comme primitive sur un intervalle I, alors l’ensemble
des primitives de f sur I est noté :

/f(a:) — Gz)+C

Théoréme 2.2.39. Toute fonction continue f : [a,b] — R posséde une

primitive, donnée par
_ / oy

Démonstration. Cette intégrale existe pour tout x € [a,b] car f est continue
sur cet intervalle, donc est Riemann intégrable. Par ailleurs,

mnﬂx+m—FT):1V" ﬁ—/nf £)dt]

h—0 h

/ f(t) (relat. de Chasles)

D’aprés le théréeme de la moyenne,

1 z+h
3¢ € [z, 2 + h], tel que E/x f)ydt = f(&)

Donc,

TG et ) Y7

h—0 =

(NB : £ = a ou x = b on ne peut considérer que la limite & gauche ou a
droite) O

Remarque 2.2.40. Supposons que f est une fonction continue sur un in-
tervalle compact I = [a,b] Le Théoreme 1.4.7 permet d’identifier l'intégration
comme une antidifférentiation (4 une constante prés), puisque F' = f pour

= J, f(t)at
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Proposition 2.2.41. Supposons que f est Riemann intégrable sur tout in-
tervalle compact [, 5] inclus dans D et admet G comme primitive sur D.

Alors 5
o, C D, / f(Hydt = G(B) — Glo) = [G())?

Démonstration. Considérons une subdivision X = {x, ..., z,,} de [a, §]. Pour
tout x € D, G'(x) = f(x) et pour tout 1 < i < n, G est continue sur [x;_1, ;]
et dérivable sur |x;_1,z;[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

Vie{l,...n} 3t €z, v Glx)—G(xio1) = G'(t;)(wi—xi1) = f(t;)(wi—xi1)

or
n

G(b) — G(a) = Z[G(%) (zi-1) Z fti) (v — wi1)

i=1
Ceci étant vrai pour toute subdivision X € G, g, on fait tendre le pas vers
0, et le résultat s’ensuit. O

tn+1

Exemple 2.2.42. 1) VneN, [t"dt =
2) VaeR, [etdt = +C.
3) Soit r €] — 1;+00],

. 1 n . 1 n .r 1 n .
VREN’nrH;Z :E;(%) ZE;JC(%)

ou f(z) = x". [ est continue sur [0,1], donc Riemann intégrable sur
cet intervalle. En plus,

r+1
/f t)dt = / x'dt = T + C surRY

+C.

donce
1

li = !
nggon /f r+1] r+1

2.2.43 Primitive des fonctions usuelles
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fonctions primitives intervalles
n Zntl R si n >0
v'n € Z\{-1} el {]R* st n<0
(CLI + b)n n c %(ax:i)1n+l {R* SZ" n >0
Z\{—l} R st n<0
= In |z| R*
z® o € R\{-1} e R*
e a e R\{-1} e R
a® a € Ry \{1} = R
sin x —Ccosx R
cosx sinx R
tan x —1In | cos z| | =5 +km, S+ knlkeZ
cotanx In | sin x| Jkm, (k+D)rn[ ke Z
—5— = 1+ cotan’x | —cotana Jkm, (k+D)rn[ ke Z
—5—=1+tan’z | tanz | =5 +km, S+ knlkeZ
leﬂ arctan R
( Argth (] —-1,1]
— Argcothz | — 00, —1[U]1, +00|
" \%ln‘}——i__ﬂ \R\{_Ll}
— arcsin | —1,1]
( Argcha (1—1,1]
mé_l -Argch(-x) | — o0, —1]
|In |z + V2% — 1] ] — 00, —=1{U]1, +o0]
mé—l—l Argshr = In(z + | R
24+ 1)

1 . 5 R si h>0
= hE€R In(z + Va2 +h) {]—oo,—\/W[U] T 7] G heo
sinh x cosh x R
cosh x sinh x R
tanh x In cosh x R
Smi% —cothx R*
cosi% —tanh z R

2.2.44 Reégles de calcul

Proposition 2.2.45. Soit (f;, a;)1<i<n un élément de (C! x C)™. Supposons
que pour tout i € {1,...,n}, F; est une primitive de f; sur I. Alors F =



null
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Yoo Fy est une primitive de Y. oy fi sur 1.
Démonstration.

VeelVie{l,..,n}, Fl(z)=fix)

(2

Veel, (i o F) (z) = i o Fl(x) i i fi(w Z a; fi)(x
i=1 i=1 i=1 i=1

Exemple 2.2.46.

n n i+1
: T
(qi)1<i<n € crtl — /;aixldx = ;aii 1 +

Proposition 2.2.47. (Intégration par parties)
Supposons que F et G sont deux fonctz'ons dérwables sur D.

1) [ F(2)G'(x)dz = F — [ F'(x)

2) si F' et G’ sont Rzemann mtegmbles sur l mtervalle compact [a,b] C D

alors , ,
/ F(2)G'(x)dx = [F(2)G(z)]® — / F'(2)G(x)dz
Démonstration. 1) On suppose F' et G dérivable sur D.
VoeD, (F(x)G(z)) = F'(2)G(z) + F(x)G'(z),

soit

Ve D F(x)G(z)=(F(x)G(x)) — F'(2)G(z)

On a alors

/F(x)G’(x)dx = /(F(x)G(a:))'dx — /F’(x)G(x)dx
= F(2)G(x) — /F’(:U)G(x)dx

2) On suppose F' et G Riemann intégrables sur [a, b], alors F'G et FG' le
sont aussi sur [a, b]. D’aprés la Proposition 0.0.9 on a

b b b
/F(x)G/(:v)d:v:/(F(J:)G(x))’dx—/ F'(2)G(x)dx
~ [F@)GE), - [ PG
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Exemple 2.2.48. Calculons la primitive fegcsin(x)dx. On posera successi-
vement f = sin(x), puis f = cos(x)

/e””sin(x)dx = e"sin(x) — /excos(a:)dx
= esin(x) — [e®cos(x) — /ex(—sin(a:))da:]
_ (sin(z) — cos(x))e” — / % sin(z)dz

On met tous les intégrales dans le membre de gauche et obtient apres division
par 2 :
(sin(x) — cos(x))e”

/exsm(x)dx = +C

2

Théoréme 2.2.49. (Formule de Taylor avec reste intégrable)
Supposons que f est de classe C"™' sur lintervalle I, avec n entier naturel.
Alors pour tout xg,x € I, on a

) =3 o g o [ e (o

prt ! . n!

Démonstration. Pour n = 0, la formule est vraie : en effet, elle s’écrit dans
ce cas

f@%ﬁ@@:/ﬁww

Supposons maintenant (0.09) vraie pour un certain n € N, et que f(”“)
admette une derivée f("2) continue sur [z¢, z]. Ainsi les deux facteurs dans
le reste intégral vérifient les conditions suivantes

1
n+1

w= O = o = [ et o/ (1) = (z — )" = v(t) = (z — )"t

de sorte que nous avons par intégration par parties

(TL+1) t _t ndt — (7L+1) t _ t n+1 / (n+2) _t n+1dt
[ sty = [0 e e [
Et le résultat s’ensuit. O

Proposition 2.2.50. Supposons que ¢ : J — I est dérivable sur l'intervalle
J de R.

1. Si F' est une primitive de f sur 1
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(a) alors G = F o ¢ est une primitive de (f o )¢’ sur J.

(b) et si (f o)y est Riemann intégrable sur l'intervalle compact |c, (]
inclus dans J et f Riemann intégrable sur o(|a, f]) alors

B o(B)
/ () ()t = F(p(8)) — Fleo(a)) = / T

2. Si @ est bijective et G est une primitive de (f o p)’ sur J
(a) alors G = F o p~! est une primitive de f sur I,

(b) et si f est Riemann intégrable sur l'intervalle compact [c,d] inclus dans
I et (f op)¢' Riemann intégrable sur J alors

d e 1(d)
[ swae= [ sewneon = o @) - o @)

Démonstration. 1) Si F est une primitive de f sur I

(a) F oy étant la composée de deux applications dérivables 'est aussi et
Vie J (Fop)(t)=F(p)'(t) = fle)¢'(t)

(b) D’apreés la Proposition 0.0.9 et 1, nous avons

»(B)
/ Ft)dt = [F@)22) = Flp(8) — F(p(a)) = [F o (b))}

B8
- / Fo(t)g (D)t

2) Si ¢ est bijective et G est une primitive de (f o )¢’ sur J

(a) o~ !est dérivablesur I avec:V z € I, (™1 (z) = go/(grll(x)) F =Gop™
est dérivable sur I et Vo € I,

F'(z) =G (¢ (@) () (@) = fo w(w‘l(x))w’(w_l(x))m
= f(x)

(b) D’aprés la Proposition 0.0.9 et 1, nous obtenons

d
/ f(w)de = [F(2)]{ = F(d) = F(c) = Fop(p™(d) = Fop(p™'(c))

)
=G(p () = Gle™(e) = / fle(t)e'(t)dt
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Exemple 2.2.51. Calculons les intégrales suivantes :

1
vz 1— 222 T sin(t)
A= - d B = —— dt
1 /1 —22 v /o 2+ cos(t)

V2

1. Pour le calcul de A, nous posons f(x) = \I/ﬁ% et nous considérons le

changement de variable x = ¢(t) = sin(t). On a
m m
i<t /(1) —
1 <t< 1 et ¢'(t) = cos(t)

™

/_ f(x)dz = ' f(sint)cos(t)dt

S

A

jus
4

"k
|8
INE]

1 — 2sin?(t
= 1= 2sin () ) t)dt = / cos(2t)dt,
—z /1 —sin?(t —z

%, on a /1 —sin?(t) = cos(t) et 1 — 2sin(t) =
%

cos(2t). D’ou A = Sm2(2t)|

IN

car pour —5 <t

%
2. Pour le calcul de B, nous posons p(t) = cos(t), soit ¢'(t) = —sin(t) de
sorte que

B = /0 ﬂﬂt)t)dt: /0 = ﬂf(w(t))so'(t)dt

2 + cos( 2+ o(t 0

)
avec f(x) = 51=. Puisque ¢(0) = 0 et o(57) = —1 nous obtenons

5w
sin(t
B= r=—1 2) |1
/0 2+cos / f n(x+ )|_1

Corollaire 2.2.52. (Changement de variable)
Soit f: 1 — R continue et p : J — I un difféomorphisme, c’est a dire une
bijection telle que ¢ et o=t soient continument dérivables. Dans ce cas,

[ e = Flo(a) avee Ft) = [ fett (2.9)

Autrement dit, F o o1

on a

est une primitive de f. En termes d’intégrale définis,

L(: d:zc—/ fle (2.10)
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Proposition 2.2.53. Supposons que
1. f est positive et décroissante sur |a, b]
2. g est Riemann intégrable sur [a,b]

Alors il existe un élément c € [a,b] tel que

/ F(Dg(t)dt = £(a) / g(t)dt

Démonstration. f étant monotone est Riemann intégrable sur [a,b]; par
suite, fg est Riemann intégrable sur [a,b]. Posons pour tout ¢ € |a,b,
G(t) = fj g(x)dx. G est continue, donc bornée sur [a, b]. Posons

m =inf{G(t) : t € [a,b]} et M =sup{G(t) : t € [a,b]}

Considérons un nombre réel ¢ > 0, g et fg étant Riemann intégrable sur
[a, b], il existe un nombre 6 > 0 tel que

flz)de < s(f, X) < S(f, X)
f(z)dx + ¢

AN
S

V X = (25)o<i<n € Sp p(X) <6 = n
(Zi)osis sl P(X) (ti)o<i<n € [Tii (i1, ] =

S (gt (e — i) = [ F()g(0)t

<e€
\

Considérons un élément X € &, vérifiant p(X) < 0 et un élément (¢;)o<i<n
de H?:1[5Ui71, x;] alors

1 &
Vie{l,...n},mi(g) = inf g(t)< ﬁ/ g(t)dt < sup g(t) = Mi(g)
i Ti-1 Sy,

t€[zi—1,; t€lxs_1,x4]

par conséquent

Vie{l,..,n}, 3 kmi(g), Mi(g)] : ki(xi—xiq1) = /Il g(t)dt = G(x;)—G(xi-1)
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de sorte que
zn; Ptk (s — wiy) = En; F(t)(G (@) = G(xi))
TSRS STICER
- 2:: F(t)G ;) — jz:;f(tm)G(ari)

N i(f(ti) — f(tin1))G (i) + G(b) f(tn) — G(a) f(t1)

Donc
mf(t) < Zf(ti)ki(xi — 1) < M f(t) (2.11)

ceci venant du fait que m < G(t) < M. Or

<

Z f(t)ki(w; — xi) — / f(t)g(t)dt

> (e =)~ [ SO0

+ Z ft)ki(zi — 2i-1) — Z ft)g(ti)(zi — zi1)
< Z f(t) (ki) — g(ta)(wi — mi1) | + €
<D fla)(Mi(g) = mi(g))(w; — wi1) + €
= (a’)(S<gaX) - S(gvX>) te
Soit
n b
S fthei i)~ [ S0 < @@+ De @12

Des Relations (4) et (5) nous obtenons

b
mf(t) — (2f(a) + De < / F(B)g(t)dt < MF(ty) + (2f(a) + 1)e
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Cela donne, en prenant t; = a,

mf(a) — (2f(a) + 1)e < / ft)gt)dt < Mf(a)+ (2f(a) + 1)e.

€ étant quelconque dans R ;nous avons en fait

mf(a) < / F(D)g(t)dt < Mf(a).

Puisque G est continue sur [a,b], le Théoréme des valeurs intermédiaires
donne

Jee o] / F(Hg(hydt = F(@)G ()
C’est a dire

b c
Seefat)s [ fand= 1@ [ g

2.2.54 Exemples classiques

2.2.55 Formes [ sin?(z)cos?(z)dz, (p,q) € N?

1. ler cas : p ou q est impair.
p = 2n+ 1 avec n € N.En utilisant le changement de variables t =
cos(x) on obtient

/smp(:v)cosq(:v)dx = /sm%(x)cosq(x)sin(x)dx
_ / (1 — cos?(x))"cos" (z)(cos(z)) da

= — /(1 — )" tdt

n

_ _z_: (Z) (—1)’“/752’”%

" /n . £2k+q+1
=— —1)f—+C
;(/J( ) 2k +q+1

2k+q+1(

= (n o \k41€O8 x)
_Z(k)( 1 2k +q+1 e

k=0

g =2m + 1 avec m € N. Utiliser le changement de variables t = sinx
et procéder comme précédemment.


null
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2. 2éme cas : p et q sont pairs.

Il convient de linéariser sinP(x)cos?(x) en utilisant les formules
1+ cos(2¢)
= 5 7
ou les formules d’Euler

1 —cos(2p)

1
5 et sin(p)cos(p) = §sin(2ap)

cos* () sin® ()

e 4 e~ ¢ sin() el — e
— €l S1n =
2 14 2%

Exemple 2.2.56. 1) calcul des primitives de [ sin®(x)cos'®(x)dx
/8’in3($)60815(1‘)d1‘ =— /(1 — cos?(x))cos™ (x)(cos(x)) dx
=— /(1 — )t dt

cos(ip) =

/5in3(x)cosl5(:v)dx =——+—=+C

2) Calcul des primitives de [ sin®(x)cos*(z)dx

sinZ(x)cos4(m):(e ;.e )(e —0—26 )
i

_ _%(em o4 e—i2m)21_4<ei4x 446 4 6 A2 4 omide)
_ 6_14(ei6x 4 2¢He iy o2y ge-ita | gty
= —3—12(—2 — co0s(2x) + 2cos(4x) + cos(61))
Dot
/sinQ(x)cos4(x)dx = / —3%(—2 — cos(2z) + 2cos(4x) + cos(6z))dx
= —i(—2x — 1sm(2x) + 1Sm(4x) + lSm(6x)) +C
32 2 2 6

2.2.57 Primitive des fractions rationnelles

En utilisant la division euclidienne, toute fonction rationnelle R peut se
mettre sous la forme
N(x)
D(x)
oi Q,N et D sont des polynomes vérifiant d°(N) < d°(D).La recherche de
la primitive de () ne posant pas de difficulté, nous nous occupons de %.

R(z) = Q(z) +
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Proposition 2.2.58. Supposons que le nombre réel a est un zéro d’ordre

k>1deD :D(x)=(x—a)*Di(z) avec Dy(a) # 0. Alors

k

N(z) A, Ni(z) o )
D(z) ; @—ay ' Di(v) d°(N1) < d°(Dy)
Démonstration.
V AER, N@) A N(z) — AD;(x)

D(x)  @—aF  (z—a)fDi(x)
Déterminons Ay de fagon a avoir N(a) — AD;(a) = 0. Alors A, = ggzg et
N(z) — ApD1(z) = (z — a) Ng(z). Par suite,
D(x)  (z—a)*  (r—a)"Dy(z)

En ittérant k£ fois ce procédé nous obtiendrons le résultat anoncé. O

avec d°(Ny) <k —1+d°(D)

Proposition 2.2.59. Supposons que D(z) = (z*+pxr+q)*>Dy(x) avec k € N¥,
Dy (x) n'est pas divisible par x* + px + q et A = p*> —4q < 0. Alors,

N(z) _ Zk: A+ B, N(z)

+ L(Ny) < d°(D
D(e) ~ 2=+ prta) | Dy(e) T =D
Démonstration.
VABeR N(z)  Az+B N(z) — (Az + B)Dy(z)

D(z) (z2+pr+q)F (22 +pr+q)FDi(z)

Déterminons Ay, et By, de sorte que N(x) — (Ax + B)D;(x) soit divisible par
22 +pr+q. Pour cela il suffit que N(x)— (Apx+ By)D1(x) admette les mémes
zéros a + i3 que 2 +pr +q :

N(a+1i8) — (Ag(a +i8) + By)Di(a + i) =0

, _ N(a+iB) .
Ap(a+1iB) + By = Di(a i) =K +iLavec L, K € R
Aka+Bk:K :>Ak:£etBk:K—£oz.
A =1L B 8
Alors N(z) — (Agz + Bp)D1(x) = (2% + pr + q) Np(2) et
N(z) = At + By + Ni () avec d°(Ny) < k—1+d°(D)

D(z) (2?2 +px+qF (22 +pxr+ ¢ Di(z)

En ittérant k£ fois ce procédé nous obtiendrons le résultat anoncé. O
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Corollaire 2.2.60. Supposons que

n m

D(z) = H(m —a;)" H(CL‘2 + pjx + ;)Y avec p? —4q; <0pourl <j<m
i=1 j=1

N - . .
Alors % se decompose en éléments simples comme suit

N(z) < i
D(x) _Z [Z (x—a

i=1 Ls=1

" |  Bja+Cj
Z g x2 —]kpja: +jqj)

Démonstration. Conséquence immédiate des Propositions 0.0.19 et 0.0.20

[]

La recherche des primitives de % se ramene donc au calcul de primitives

de la forme

d b

/—xet/ (az +b) dx avec p* —4q < 0
(x —a)" (22 4+ pr +q)"

Or nous avons

/asd—xa = Infz —al+C (2.13)
dz 1 -
/(w—a)" S A=) gyt O sin =2 (2.14)

+b 2x + d
/;aw_ux:ﬂ/zﬂv_pdﬁ(b_%)/ G
x4 +pxr+q 2) x*+pr+gq 2 (z+8)2 + 2=

a 2x + 2b—a 4q—p?
:—/z—pdx+(b— p)/ Qqu dzx
2) x*+pr+gq 4q — p? ( L_)2 41

Pourn > 2

/ (ax +b) dx:g/ 2¢+p I (b__p)/ dx
(22 + pr +q)" 2) (22 +pr+q)" 2 [(x + )2 4 49—p?

B a N 2b — ap 4 "
- 2(1—n)(a? +pr + g 2 \4q—p?

/ dz
[ 2z+p \2

(322) HT
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En utilisant le changement de variables t = \/2%, nous avons
a—p

2+ 1)"

En posant t = tan(p), nous obtenons

[ @i = gy = [ o

qui est une primitive déja étudiée.

I - [

]

Exemple 2.2.61. 1) Calcul de [ de

La décomposition en éléments simple donne

x2+2_21+11 121
(z+1)B3(x-2)  9z+1 3@@+1)2 (z+1)3 9x-2

D’ou les primitives

/ r? 42 g 2/ 1 y +1/ 1 p
Tr=—= T+ - | ——=dr—
(x+1)3(x—2) 9/) x+1 3) (z+1)?

1 2 [ 1
dz + 2 d
/(x+1) C‘7+9/x—2$

2l xr—2 20 — 1 L
— ZIn _
9 |z+1| (z+1)2
2) Caleul de [ T 208 gy
Décomposition en éléments simple
x4—|—4x3—|—11x2+12x+8_ a n bx + ¢ n dx +e
(22422 +3)2(x+1)  x+1 22+20+3 (22422 + 3)2
En développant et en identifiant les coéfficients ou par autres méthodes,
on obtient
ot +40® +112° + 120 +8 1 Lo el
(22422 +3)2(x+1)  o+1 (22422 + 3)2

1 2r+ 2 2
= +

1
t+1 " 22 +20+3)2 (224 2z +3)2
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Calcul de

/<x2+21x+3>2d$/m+f%/4[(

Posons % =t et donc dz = /2t. On obtient

/4{@;;“] :/4(#—\?1)20&:?/(

Posons t = tan(¢) on a dp = D’ou

t2+1

! dx = \/_ d¢ ﬁArctan(t) +
(2% 4 22 + 3)? tan2(¢) +1 8

\/_ \/_ z+1
\/§ \/_:172—|—2x+3

= —Arctcm
8

Conclusion

m4+4:p3+11x2—|—12x+87 1 T+ 2
(2 +22+3)2(x +1)

+C

56
dx
x+1 2
) 1]
dt
t2 + 1)2
V2
8 t2+1

2.2.62 Primitive des fonctions rationnelles en sin et cos

Reégle de Bioche

Posons f(x) = F(sin(x),cos(x)). On étudie l'invariance de f(x)dx quand

on remplace x ou par —xr, ou T — T OU par ™+ T

1. Si deux au moins des changements laissent f(x)dx invariant, alors on

utilise le changement de variables cos2x =t
2. Si f(x)dx est invariant quand on remplace x par :
(a) —x alors on pose cosx =t
(b) m— x alors on pose sinx =t

(¢) ™+ x alors on pose tanx =t

8. Dans tous les cas on peut utiliser le changement de variables tan(§) =t

Exemple 2.2.63. 1. Calcul de [ 2 dx

1+sinx

Le changement de variable préconisé par la régle Bioche est tan(5) = t.

Alors sinx = {255 et dt = (1 + tan®(%))5dzx, soit dv =

1+t2

t

: 2t
sinx T2 2
—dr = dt =4
/1—|—sinx * /1+ 1+t2 /(1+t2

1+t2

J(1+1)2

—2_dt donc

dt


null
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t at +b c

(1+ﬁx1+w2_t%+1+t+1+(ﬁ+92

11 1
S22+ 1 0 (t+1)2

/ ! dt—l/ldt 1/ L
1+2)(1+t)2 2] 2+1 2) (t+1)?

et par suite

/ LY L +C=a+
1 + sinx 2 tan(3)+1 tan(%) +1

D’ou

+C

W[ o

1. Calcul de dz

2—sin?(x) "
Le changement de variable préconis par la régle Bioche est tanx = t.
2

Alors sin®(x) = 125 et (1+t*)dz = dt, donc

/ d _/’ 1 dt _/ dt _1/ dt
2 — sin?(x) 92— L 1+1¢2 2+ 2 (\%)2+1

1412

t tanx

1 d(\%) 1 1
= — —= = — Arctan—= + C = —=Arct
\/5/(\?5)2 1 \/§ T an\/§ \/§ rean \/§

+C

2.2.64 Primitive de fonctions rationnelle de fonctions
hyperboliques
[ R(chz, shx)dx ot R(X,Y) est une fonction rationnelle en X etY. En
utilisant le regle de Bioche

1. [ R(cosz, sinx)dx se calcule en utilisant cos2x = t alors [ R(chx, shx)dx
se calcule avec ch2x =t.

2. [ R(cosx, sinx)dx se calcule en utilisant cosz = t alors [ R(chz, shx)dx
se calcule avec chx =t.

3. [ R(cosz, sinx)dx se calcule en utilisant sinx =t alors [ R(chx, shx)dx
se calcule avec shx = 1.

4. [ R(cosz, sinz)dx se calcule en utilisant tanz = t alors [ R(chx, shx)dx
se calcule avec thx =t.

5. dans tous les cas on peut utiliser e* =t ou th(5) =1t
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Exemple 2.2.65. 1. Calcul de h3
Les regles de Bioche préconisent pour f si‘f;ﬁ,x
cosx =t. Posons chx =t. Alors,

le changement de variable

ch’x — sh’x =1 = sh’x = ch®z — 1 et dt = shaxdx

donc
/dm _/sha:dx_/ dt
sh3r | shiz ) (12 —1)2
or
1 1 a . b . c L d
(2 —1)? (—1 t+1) t+1 (t+1)2 t—1 (t—1)2
1 1 1 N 1
4 t+1 2ot—1  (t—1)2
D’ou
1 1 t+1 1 1 1 t+1 1 1
—— = — |l - - C=-l —— C
/(t2—1)2 4{”15—1' t+1 t—1]+ 4"15—1' 21"
sot
/dm *ll chx +1 chx L C
sh3x_4n chx — 1 2shx

2. Calcul de ln2 dz

5shx—4chx ®

Posons e* = t et donc dx = ¢

t.CE—O(:)t—let:E—an(:)t—Q

/ln2 dx B /ln2 dr B 2/ln2 dx
o Bshx—Achx  Jy (et —e ) —2(e"+e ) T Jy e —9e®
2 2
:2/ d :2/1 BN N
L 29 L 6\t—3 13
1] t—3]1* 1,2
— || 2| =zZmZ
31 [t+3]], 375
2.2.66 Intégrales abéliennes

Ce sont les intégrales de la forme [ R(z, {/ ) dx ou [ R(x,vVaz? + b + ¢)dx

avec R(X,Y) une fonction rationnelle en X etY et n entier.

1. Dans le cas de [ R(z, {/ %)dm , le changement de variables {/ % =

t nous rameéne a un calcul de primitive de fonction rationnelle en t.
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2. Dans le cas de [ R(z,vaz?+ bz + c)dx, les changements de variables
- Var?+br+c=/ax sia>0.

- aﬁ:tsz'axz—l—bx—i-c:a(x—a)(x—ﬁ) avec a # 3, nous

rameéne & des calculs de primitives de fonctions rationnelles en t.

Exemple 2.2.67. 1. Calcul de [ —\/\/g;;/%dx

Ona:ve+1= (Jo+1)? et J/r+1 = (Vx+1)% Posons t =
vz +1 et on adr=6t2dt.

1— 9 1 13— t2 16 —¢5
votl- Vet da::/ 6t5dt:/6 dt
Vr+1+yr+1 3+ 12 t+1

2
—6/ 0 — 2t — 23 — 22+ 2% —24+ —— | dt
t+1

1 2 2 2
=6t - -t -3+ -2+ 2nlt+1 C
<6 gt gt et +2In|t + 1] | +

En remplacant t par sa valeur en x, on obtient

Vi+1—var+1
Ve+1+vz+1

12
dx:1+x—E\G/x+15+3\6/x+14—4\(7x+13
Y 6Vr+ 1 —12¥z + 1+ 12n \6/a:—|—1—|—1‘+0
12 (z +1)° . 4 . 3 6 2
=14+xz— — +3vVe+1 —4vz+1 +6vVr+1
5 Jr+1 Vorl Verl Vo+l
—12vx + 1+ 12In \G/x—i-l—i-l‘—l—C’

dx
2. Calcul de fx-i—x—\/m
Posons Va2 +x+1=x+t. Onaz?+x+1 =24 2tx + 12,
s(1-2t) =t~ 1= z =11

2 —t+1
dr = —2—+dt
(1 —2t)2
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/ dx —2(t2—t+1)dt __2/ t? —t 4 1)dt
r4+vV2+z+1 —2t)2(285L 1) (1—2t)(t —2)
1 3 t
:_2/( 2+§(1—2t)(t—2))dt
1 3,1 1 2 1
:—2/{7*5(—5(1_%)‘&_2)] at

=2 — 4 =In|l —2t| — In|t — 2
<2+4ln| t| — In|t |)+O

(t —2)?
=t+1 C
+in —1—2t+

A/ 72 1— _22
=Val+ar+1—a+In( Vol totl-z-2) )+ C
\/‘1—2\/x2+x—|— — 2z

3. Calcul de [ z—ﬁ\/Qa: — 22dx.
En remarquant que 2z — 1* = —x(x — 2), posons t = /=L et t? = 252
donc 2tdt = == dx = —du,

[\

r—1 -1 2--1 1-#

v+l P+l 248241 3+

-1
/z+1\/2x—m2dx:/ \/ 2—x)x dx—/x+1 x2dx

B 1—t2 B (1—1%)
_/3+t2t(t2+1) (= 1)1t2+1dt__8/(3+z&2)(1t2+1)3

qui est une primitive déja étudiée.
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Chapitre 3

Développements limités

Motivation

Prenons [’exemple de la fonction exponentielle. Une idée du comportement
de la fonction f(x) = expx autour du point x = 0 est donné par sa tangente,
dont l’équation est y = 14+x. Nous avons approximé le graphe par une droite.
Si lon souhaite faire mieuz, quelle parabole d’équation y = co + c1x + cox?
approche le mieuz le graphe de f autour de x = 07 Il s’agit de la parabole
d’équation y =1+ x + %xz.

Cette équation a la propriété remarquable que si on note g(x) = exp(z) —
(14 2 + 32?) alors g(0) = 0, g'(0) = 0 et g (0) = 0. Trouver l'équation de
cette parabole c’est faire un développement limité a l'ordre 2 de la fonction
f . Bien sir si l'on veut étre plus précis, on continuerait avec une courbe du
troisieme degré qui serait en fait y =1+ x + %xQ + 1623,

61
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y = exp(r)

_:Jr=l+.1'.'+§+’|—j1

-_a,r=k+::'--'-f_;

y=-l+:u;

Dans ce chapitre, pour n’importe quelle fonction, nous allons trouver le po-
lynome de degré n qui approche le mieux la fonction. Les résultats ne sont
valables que pour x autour d’une valeur fixée (ce sera souvent autour de 0).
Ce polynome sera calculé a partir des dérivées successives au point considére.
Sans plus attendre, voici la formule, dite formule de Taylor-Young

x? "

TR f<">(0)H + 2"e(x).

f(@) = f(0) + f(0)x + f"(0)

x? "
La partie polynomiale f(0) + f'(0)x + fﬂ(O)E o [ (0)— +a" est le
! n!
polynome de degré n qui approche le mieux f(z) autour de x = 0. La partie
x"e(x) est le reste dans lequel €(x) est une fonction qui tend vers 0 (quand x
tend vers 0) et qui est négligeable devant la partie polynomiale.

3.1 Formules de Taylor

Nous allons voir trois formules de Taylor, elles auront toutes la méme
partie polynomiale mais donnent plus ou moins d’informations sur le reste.
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Nous commencerons par la formule de Taylor avec reste intégral qui donne
une expression exvacte du reste. Puis la formule de Taylor avec reste f™+1)(c)
qui permet d’obtenir un encadrement du reste et nous terminons avec la for-
mule de Taylor-Young trés pratique si I’on n’a pas besoin d’information sur
le reste.

Soit I C R un intervalle ouvert. Pour n € N*, on dit que f : I — R est une
fonction de classe C™ si f est n fois dérivable sur I et f™ est continue. f est
de classe C° si f est continue sur I. f est de classe C* si f est de classe C"
pour tout n € N.

3.1.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 3.1.2. (Formule de Taylor avec reste intégral ).
Soit f: I — R une fonction de classe C"' (n € N) et soit a,z € I. Alors

f"(a) f"(a)

o (@ n!

f(z) )+f()(x—a)+ —a) 4+

/ I gy,

Nous noterons T, (x) la partie polynomiale de la formule de Taylor ( elle
dépend de n mais aussi de f et a) :

fla)
2!

(x —a)"+

Tn(l'):f(a)—i—f/(a)(g;_&)+ (iL‘—a)2+---—|—

Remarque
En écrivant x = a+h ( et donc h = (x —a)) la formule de Taylor précédente
devient (pour tout a et a+h de I) :

"(a (n) a h p(n+1) a
fla+h) :f(a)+f’(a)h+f2—(!)h2+~--+fT!()hu/O fn—(!m(h—t)"dt.

Exemple 3.1.3. La fonction f(x) = exp(z) est de classe C"™! sur I = R
pour tout n. Fizons a € R. Comme f'(z) = exp(x), f"(x) = exp(x),--- alors
pour tout x € R :

exp(z) = exp(a) + exp(a)(x —a) + -+ + exzfa) (x —a)" + /x ele(t) (x —t)"dt.

Bien str si l'on se place en a = 0 alors on retrouve le début de notre approxi-
mation de la fonction exponentielle en x =0 : exp(x) = 1+z+ “27—? + “’g—? 4.
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Preuve du théoréme. Montrons cette formule de Taylor par récurrence
surk <n :

" (k) a
0 ()+f()( )+ L0000 o Dy

/ FEHD () ) W=t

(Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fize dans cette
prewve on remplace x parb.)
Initialisation. Pour n =0, une primitive de f'(t) est f(t) donc

/b f'@®)dt = f(b) — f(a), donc f(b) = f(a) + f f'(t)dt. ( On rappelle que

par convention (b—1)? =1 et 0! = 1.)
Hérédité. Supposons la formule vraie au mng k-1. Elle s’écrit f(b) = f(a)+

(k—1) k-1
Fla)b—a)+--+ L ()b—kl /f b (Uil

- —1)!
o | . (b= £
On effectue une intégration par parties dans l’intégrale f (t)mdt.

k=1
%T%Wmmawzﬂﬂwwav:

En posant u(t) = fB(t) et v'(t) =

(-
k!

[ 1ol {fwww Nr+/wﬂm®&lﬁﬁ
- f(k _t / 1 ’f“ ) 7 dt.

Ainsi lorsque [’on remplace cette expression dans la formule au rang k — 1
on obtient la formule au rang k.

Conclusion. Par le principe de récurrence la formule de Taylor est vraie
pour tous les entiers n pour lesquels f est classe C"FL. Il

; alors

3.1.4 Formule de Taylor avec reste f")(c)

Théoréme 3.1.5. (Formule de Taylor avec reste f"V(c))
Soit f: I — R une fonction de classe C"** (n € N) et soit a,z € I. Il existe
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un réel ¢ entre a et x tel que :

"q (n)
£@) = fa) + F@) - )+ T2 —ap o Ty
G
(n+1)! (z =)™

Exemple 3.1.6.
Soit a, x € R. Pour tout entier n > 0 il existe ¢ entre a et x tel que exp(x) =
exp(a)  exp(c) (2 — )

n! (n+1)! '
Dans la plupart des cas on ne connaitra pas ce c. Mais ce théoreme permet
d’encadrer le reste. Ceci s’exprime par le corollaire suivant :

exp(a)(z —a)+--- +

Corollaire 3.1.7.
Si en plus la fonction }f(”“)‘ est majorée sur I par un réel M, alors pour
tout a,x € I, on a :

|l’ _ 6L|n+1

|f(x) = T,(z)| < MW

Exemple 3.1.8.

Approzimation de sin(0.01)

Soit f(z) = sin(x). Alors f'(z) = cos(x), f"(x) = —sin(z), fO(z) =
—cos(x), fW(z) = sin(z). On obtient donc f(0) =0, f/(0) =1, f(0) = 0,

fO0) = =1, fM(0) = 0. La formule de Taylor ci-dessus en a = 0 aa
72 23 7

Vordre 8 devient f(x) = 0+ l.o + 0— - 1 [ )4', c’est a dire

flx)=2— % + f@(c )24, pour un certam c entre 0 et x.
Appliquons ceci pour x = 0,01. Le reste étant petit on trouve alors

0,01)3
( ’6 ) = 0,00999983333 - - -

sin(0,01) ~ 0,01 —

On peut méme savoir quelle est la précision de cette approximation : Comme
3

fW(z) = sin(z) alors |fP(c)] < 1. Donc )f( ) — x—‘ < ﬁ Pour x = 0,01

cela donme | sin(0,01) — (0,01 — & 01) )| < ! 001 . Comme (0 01) ~ 4,16.1071°
alors notre approximation donne au moins 8 chzﬁres e:mcts apres la virgule.

Remarque
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e Dans ce théoreme, Uhypothese f de classe C"™' peut-étre affaiblie en f
n + 1 fois dérivable sur I,

e e réel ¢ entre a et v signifie ¢ €la, x| ou ¢ €z, al,

o Pourn =0 c’est exactement ’énoncé du théoreme des accroissements
finis : il existe ¢ €a, b| tel que f(b) = f(a)+ f'(c)(b— a).

e Si I est un intervalle borné et f de classe C**', alors £+ est continue
sur I donc il existe un M tel que |f" V) (x) < M pour tout x € i. Ce
qui permet toujours d’appliquer le corollaire.

Pour la preuve du théoréeme nous aurons besoin d’un résultat prélimi-
naire.

Lemme 3.1.9. (Egalité de la moyenne)

supposons a < b et soient u,v : [a,b] — R deux fonctions continues avec v po-
b b

sitive ou nulle . Alors il existe ¢ € [a, ] tel que/ u(t)v(t)dt = u(c) / v(t)dt.
Démonstration Notons m = inf u(t) et M = sup u(t). On a alors

tela,b] tefa,b]
/bv(t>dt§/ u(t t<M/ t)dt (carv>0). Amszm<—ff<>()<didt_

M. Puisque u est continue sur [a,b] elle prend toutes les valeurs comprises
entre m et M ( théoréme des valeurs intermédiaires). Donc il existe ¢ € [a, b

[P u(tyo(t)dt
[Po(t)dt
Preuve du théoréme Pour la preuve nous montrerons la formule de
Taylor pour f(b) en supposant a < b. Nous montrerons seulement ¢ € [a, D]
au lieu de ¢ €]a, b].
Posons u(t) = f™+)(t) et v(t) = (b;’;)n (qui est bien positive ou nulle). La

avec u(c) =

b
formule de Taylor avec reste intégral s’écrit :f (b) = Tn(a)—l—/ u(t)v(t)dt. Par

b b
le lemme 1, il existe ¢ € [a,b] tel que / u(t)v(t)dt = u(c)/ v(t)dt. Ainsi le

b b—t b—t)n+1
reste est/a u(t)v(t)dt = f(”“)(C)/a ( o i dt = f(c) {_%} =
f(”H)(C)%%l;—l). Ce qui donne la formule recherchée.

3.1.10 Formule de Taylor-Young

Théoréme 3.1.11. (Formule de Taylor-Young)
Soit f: I — R une fonction de classe C" et soit a € I. Alors pour tout x € I
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on a :

@) = F@) 4 F @ =)+ D@yt

ou € est une fonction définie sur I telle que e(x) — 0.
x

Preuve f étant une fonction de classe C™ nous appliquons la formule de
Taylor avec reste f"™(c) au rang n-1. Pour tout x, il existe ¢ = c(x) compris

" ()¢
entre a et x tel que f(x) = f(a)+ f'(a)(z—a)+ f'la (' )( a)+- —|—f n'< )(m—
a)". Que nous réécrivons f(x) = f(a) + f'(a)(z —a) + f2(' )(x —a)?+-+
f™a), o [ = fT(a) f(e) = f"(a)

o (x—a)"+ o .

‘ (x—a)". On pose e(x) =
! n!
Puisque f™ est continue et que c(z) — a alors lim,_,, €(x) = 0.

3.1.12 Un exemple

Soit f:] —1,4+o0[—= R, z +— In(1 + x); r est infiniment dérivable. Nous
allons calculer les formules de Taylor en 0 pour les premiers ordres.

Tous d’abord f(0) = 0. Ensuite f'(z) = = donc 1(0) = 1. Ensuite f"(z) =

@iz done f(0) = —1. Puis fO(z) = +2 donc f®(0) = +2. Par ré-

1
m et dO’fLC f(n) (O) ==

(0 n—1)!

1+ )3

currence on montre que f™(z) = (=1)" "} (n—1)!

(=1)"Y(n — 1)I. Ainsi pour n > 0 :
(—1)"_1x—. Voici donc les premiers polynomes de Taylor :
n

x? 2 a8

To(l') =0 Tl(QT) = T2($) =T — ? T3(;[;) =T — ? —+ ?
Les formules de Taylor nous disent que les restes sont de plus en plus
petits lorsque n croit. Sur le dessins les graphes des polynomes Ty, Ty, Ts, T
s’approchent de plus en plus du graphe de f . Attention ceci n’est vrai qu’au-

tour de 0.
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]

EEH FEER

Pour n quelconque nous avons calculé que le polynome de Taylor en 0 est
. a* 22 "
T = —1 k_l— = _ J— . _]_ n_l__

(o) = 3D me = e (T

3.1.13 Résumé

1l y a donc trois formules de Taylor qui s’écrivent toutes sous la forme
f(x) = T,(x) + Ra(x)
ot T, (z) est toujours le méme polynome de Taylore :

T,(2) = fa) + f@)a —a) + T @ a2 ot

f"(a)

n!

(x —a)".

C’est lexpression du reste R, (x) qui change (attention le reste n’a aucune
raison d’étre un polynome).
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- fsy
R, (z) = — (7 — t)"dt Taylor avec reste intégral
u n!
F(e)
R,(x) = m(m —a)"t? Taylor avec reste £V (c), ¢ entre a et x
R, (x) = (x — a)"€¢(x) Taylor-Young avec €(x) — 0

Tr—a

Selon les situations 'une des formulations est plus adaptée que les autres.
Bien souvent nous n’avons pas besoin de beaucoup d’information sur le reste
et c¢’est donc la formule de Taylor-Young qui sera la plus utile.

Notons que les trois formules ne requiérent pas evactement les mémes hy-
potheses : Taylor avec reste intégral a [’ordre n exige une fonction de classe
C"t, Taylor avec reste une fonction n+1 fois dérivable, et Taylor-Young une
fonction C™. Une hypothése plus restrictive donne logiquement une conclusion
plus forte. Cela dit, pour les fonctions de classe C*™ que I’'on manipule le plus
souvent, les trois hypothéses sont toujours vérifiées.

Notation Le terme (x—a)"¢(z) ow €(x) — 0 est souvent abrégé en < petit

0> de (x — a)" et est noté o((x — a)™). Donc o((x — a)™) est une fonction

o((z —a)")

telle que lim = 0. 1l faut s’habituer a cette notation qui simplifie

T—a (1’ — a)"
les écritures, mazis il faut toujours garder a l’esprit ce qu’elle signifie.
Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On
se ramene souvent au cas particulier ot a = 0, la formule de Taylor- Young
s’écrit alors

2 n
F@) = F(O) + F(O) + f'O) 55 +-+ FV(0) = +a"e(x)
ot lim, 9 €(z) = 0.
Et avec la notation < petit 0> cela donne
2 n
F@) = £0) + FO)x + " (0) 3 + -+ f(0) = + ofa")

Mini-exercice

1. Ecrire les trois formules de Taylor en 0 pour x — cos(x), x — explz),
x +— sinh(z).

4 . 5y ) 1
2. Ecrire les formules de Taylor en 0 a l'ordre 2 pour x T T

tan(zx).
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3. Ecrire les formules de Taylor en 1 pour x — z* — 922 + 14z + 3.

4. Avec une formule de Taylor en 1 a l'ordre 2 de x — /1 + x, trouve
une approximation de \/1,01. Idem avec In(0,99).

3.2 Développement limités au voisinage d’un
point

3.2.1 Définition et existence

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque.

Définition 3.2.2. Poura € I etn € N, on dit que f admet un développement
limité (DL) au point a et a l'ordre n, s’il existe des réels co, ¢y, -, c, et une
fonction € : I — R telle que lim,_,, €(x) = 0 de sorte que pour tout x € I :

flx)=co+c(x—a)+- -+l —a)"+ (x —a)e(x).

o L’égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a l'ordre n.
o Leterme co+ci(x—a)+---+c,(v—a)” est appelé la partie polynomiale
du DL.

o Le terme (x — a)"e(x) est appelé le reste du DL.
La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développe-
f®(a)

k!

Propriété 3.2.3. Si f est de classe C™ au voisinage d’un point a alors f

admet un DL au point a a lordre n, qui provient de la formule de Taylor-
Young :

ments limités en posant ¢, =

fla)
1

(x—a)—i—%(x—af—i—-—l—

f(z) = f(a) +
ot lim,_,, €(z) = 0.

Remarque

1. si f est de classe C™ au voisinage d’un point 0, un DL en 0 a l'ordre n
est l’expression :

n

2
T+t f(">(0)% + a"e(x).

Flx) = F(0) + [/ (0 + (0) 5,


null
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2. Si f admet un DL en un point n alors elle en posséde un pour tout

k <n. En effet
"(a "(a (k) a
1@ = s+ Ty s Ty g
(k+1) (n)
+(x —a)" + Jszl()a‘)(x —a)ftt 4 / n!(a (x —a)" + +(z — a)"e(z)
—(a-a)*n(@)

ot lim,_,, n(x) = 0.

3.2.4 Unicité
Propriété 3.2.5. Si f admet un DL alors ce DL est unique.

Preuve Ecrivons deur DL de f : f(z) = ¢+ ci(x —a) + -+ + cp(z —
a)"+(x—a)e(z) et f(x) =do+di(zr—a)+---+dy(x—a)"+(r—a)"e(x).
En effectuant la différence on obtient :

(do = co) +(dr —er)(x —a) +--- + (dn — ) (7 = )" + (2 — a)"(&2(2) — &2 (7)) = 0.

Lorsque l'on fait x = a dans cette égalité alors on trouve dy— co = 0. Ensuite
on peut diviser cette égalité par x —a : (dy — ¢1) + (de — e2)(x — a) -+ +
(dp —cp)(z —a)" ' + (z — a)" (e2(x) — €1(x)) = 0. En évaluant en x = a on
obtient dy — c; = 0, etc. On trouve co = dy, ¢ = dy, -+ , ¢, = d,,. Les parties
polynomiales sont égales et donc les restes aussi.

Corollaire 3.2.6. Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale
de son DL en 0 ne contient que des monémes de degrés pairs (resp. impairs).

Par exemple x — cos(:702 est pare et nous verrons que son DL en 0 com-

24

mence par .'cos(x)zl—%%—z—gg—?—i----

Preuve f(r) = co + c17 + cox® + c323 + -+ + ¢, 2" + x"e(x). Si f est paire
alors f(z) = f(—z) = co — 17 + c2® — c32° + -+ + (=1)"ca" + z"€(x).
Par unicité du DL en 0 on trouve ¢y = —cy, cg = —c3,-++, et donc ¢; = 0,
3 =0, .

Remarque

1. L’unicité du DL et la formule de Taylor-Young prouve que si [’on
connait le DL et que f est de classe C™ alors on peut calculer les nombres
k
dérivés a partir de la partie polynomiale par la formule ¢, = % Ce-
pendant dans la majorité des cas on fera linverse : on trouve le DL a
partir des dérivées.
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2. Si f admet un DL en un point a a l’ordre n > 0 alors f est continue en
a et cy= f(a).

3. Si f admet un DL en un point a a l'ordre n > 1, alors f est dérivable
ena et on acy= f(a) et c; = f'(a). Par conséquent y = ¢y + c1(x — a)
est ’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse a.

4. Plus subtil : f peut admettre un DL a l'ordre 2 en un point a sans
admettre une dérivée seconde en a. Soit par exzemple f(x) = 2°sin(1)

. Alors f est dérivable mais ' ne l’est pas. Pourtant f admet un DL

en 0 a lUordre 2 : f(z) = 2%¢(x) (la partie polynomiale est nulle).

3.2.7 DL des fonctions usuelles & 'origine

Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young.

_1 x 2 2 "
exp(z) = +ﬁ+§+§+---+x e(z)
1.2 32'4 :L.2n —_—
COSh(x)Zl—i-a%—Z—l—---—i-(2n)!+x e(z)
‘ r a3 b 2+l -
Slnh(x):ﬁ‘i‘g—i—aﬁ-"'—l-m—l-m E(x)
=1 ‘TQ $4 1nx2n 2n+1
cos(z) = —E—l-z—-"—l-(—)@n)!—i—x ()
. A . il B
) =gy Ty P gy e
2 I3 n
m(l+2) =2 =+ 7 = ()"t ae(a)
ala—1 ala—1)(a—=2)---(a—n+1
(1+x)a:1+ax+%$2+---+ ( ) 72' ( )x"+x“e(:)§)
1
:1_$+l‘2—ZE3+$4—ZL‘5+---—|—(—1)nxn+$n€($‘)
1+z
1 .
1 =l+z+a®+2°+a' +2°+ - + 2" + 2 ()
-
1 1.1.35---(2n—3
\/1+$:1—}—£——x2+...+(_1)n—1 (n )xn+xn€(n)

2 8 2nn!
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Ils sont tous a apprendre par ceur. C’est facile avec les remarques sui-
vantes :

Le DL de cosh(z) est la partie paire du DL de exp(x). C’est-a-dire
que l’on ne retient que les mondmes de degré pair. Alors que le DL de
sinh(z) est la partie impaire.

Le DL de cos(z) est la partie paire du DL de exp(x) en alternant le
signe +/— du mondéme. Pour sin(x) c’est la partie impaire de exp(z)
en alternant aussi les signes.

On notera que la précision du DL de sinx est meilleure que [’appli-
cation naive de la formule de Taylor le prévoit (x*""2e(x) au lieu de
22" le(z) ; c’est parce que le DL est en fait a lordre 2n + 2, avec un
terme polynomial en x*" 2 nul (donc absent). Le méme phénoméne est
vrai pour tous les DL pairs ou impairs (dont sinh x, cos x, cosh x).

Pour In(1 4+ z) n'oubliez pas qu’il n’y a pas de terme constant, pas de
factorielle aux dénominateurs, et que les signes alternent.

1l faut aussi savoir écrire le DL a ’aide des sommes formelles
(et ici des < petits 0 >) :

" gk _ a®
exp(z) = — +o(z" et In(l+z)= —1)F 1 o(2™).
ple) = 3 7 + ol (L 2) = 30 o)
La DL de (1 + z)* est valide pour tout o € R. Pour a« = —1 on
retombe sur le DL de (1 + )™ = H% Mais on retient souvent le DL
de ﬁ qui est tres facile. 1l se retrouve ausst avec la somme d’une suite
géométrique 1 +x+at -+ 2" = 1_195:1 =- 9”1"_: = =+ a"e(x).

Pour oo = 5 on retrouve (I+a)2=yI+az= 1+%+ 222 +---. Donc
il faut connaitre les trois premiers termes.

3.2.8 DL de fonction en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement si
la fonction x — f(x+a) admet un DL au voisinage de 0. Souvent on raméne
donc le probleme en 0 en faisant le changement de variables h = x — a.

Exemple 3.2.9.

1.

DL de f(z) = exp(x) en 1.
On pose h = x — 1. St x est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous
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allons nous ramener a un DL de exp(h) en h = 0. On note e = exp(1).
exp(z) =exp(l+ (z — 1)) = exp(1) exp(z — 1) = eexp(h)
h? hr
(1+h+§+ +F+h€(h))
—1)2 - 1"
@12 )

:e(1+(x—1)+ +(x—1)"e(a:—1)>

2! n!
ot lim, 1 e(z — 1) = 0.
2. DL de g(x) = sin(z) en 3.
Sachant que sin(z) = sin(§ +x — §) = cos(x — ) on se ramene au DL
. (z—3)?
de cos(h) quand h = v — 5 — 0. On a donc sin(z) = 1 — —r
_ m\2n ’
ot (—1)”% + (z — g)%ﬂe(x - g) ot lim, 1 ¢(z — 1) = 0.

3. DL de l(z) = In(1 + 3x) en 1 a lordre 3.
Il faut se ramener a un DL du type In(1+h) en h = 0. On pose h = x—1
( et doncx =1+ h).
Onal(z) =In(143z) =In(1+3(1+h)) =
In(4) + ln(l + 3h) = ln(4) + 3 (32 4
—1)°+

(4+3h) In(4(14 2hY)
123 + hie(h) = In(4)

1
2\
—1)3e(z—1) oulim,_; e(x—1) =

(x
Mini-exercices.

1. Calculer le DL en 0 de x — coshx par la formule de Taylor-Young.

7. x —x
Retrouver ce DL en utilisant que cosh x = %

2. Ecrire le DL en 0 a Uordre 8 de /1 + z. Idem avec

3. Ecrire le DL en 2 a lordre 2 de \/x.

4. Justifier lexpression du DL de ﬁ a laide de l'unicité du DL et de la
somme d’une suite géométrique.

1
Vitz®

3.3 Opérations sur les développements limités

3.3.1 Somme et produit

On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a
lordre n :

f(.T) =c¢t+cr+---+ Cnl’n + .Z'n€1<l') g(x) = d(] + dlx 4+ dna:n + .’L'n€2($)
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Propriété 3.3.2. e [+ g admet un DL en 0 l'ordre n qui est :
(f+9)(x)=f(x)+g(x)=(co+do) + (c1+d)x+ -+ (cn +dp)x" + 2"e(x).

o (fxg) admet un DL en 0 Uordre n qui est : (f x g)(z) = f(z) x g(x) =
T, (z) + 2"e(x) ou T, (x) est le polynome (co+ c1x + -+ - + cpa™) X (do +
dix + -+ d,z™) tronqué a l'ordre n.

Tronquer un polynome a l'ordre n signifie que [’on conserve seulement
les mondmes de degré < n.

Exemple 3.3.3.
Calculer le DL de cosx X v/1+x en 0 a l'ordre 2. On sais qu cosx = 1 —
s+ 2% (x) et V1+ 1z =1+ 32 — 27 + 2% (x). Donc

1 1 1
cost X V14+z=(1- §x2 + 226y (x)) x (14 3%~ §$2 + 2%ey(z))

1 1
=1+ -2 — §x2 + 226y ()

2
- %gﬂu + %:z: _ %xQ + e (x))
+ 226y (2) (1 + %x - éxQ + 22ey())
=1+ %x - %xQ + 2%ey(z)
— %xQ ix:)’ + %x‘l - %x462(:p)
+ 22ey (x) + %13361 (x) — éx‘lel(:c) + zter (7)ea(2)
=1+ %1’ + (—%:ﬂ - %xQ) termes de degré 0, 1 et 2
partie tronquée a Uordre 2
+ 2?6y (z) — ix?’ + 1—16x4 - %$462($) + 2%¢ ()
—i—%x?’el(:p) — %x‘lel (z) + z'e1(2)ex()

reste de la forme z2e(x)

1 5
=1+ -2 — —2° 4 2%(x).
On a en fait écrit beaucoup de choses superflues, qui a la fin sont dans le reste
et n’avaient pas besoin d’étre explicitées! Avec I’habitude les calculs se font
trés vite car on n’écrit plus les termes inutiles. Voici le méme calcul avec la
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notation < petit 0o > : dés qu’apparait un terme Z‘261(I) ou un terme 3, - - -

on écrit juste o(x?*) (ou si 'on préfere xv2e(x)).

1 1 1
cost X V14+z=(1- 5:}02 + 2%e)(x)) x (14 3%~ ng + 2%ey(z))
1 1
=1+ -2 — —2°+ o(a?
5%~ 3 (z7)
1
— 53:2 + o(z?)
+ o(z?)
1 5
=1+ -2 — —2° + o(2?).
2 8 (=)
La notation < petit o > évite de devoir donner un nom a chaque fonction,
en ne gardant que sa propriété principale, qui est de décroitre vers 0 au moins
a une certaine vitesse. Comme on le voit dans cet exemple, o(x?) absorbe les
éléments de méme ordre de grandeur ou plus petits que lui : o(x?) — %xS +
tx?0(x?) = o(2?). Mais il faut bien comprendre que les différents o(x?) écrits
ne correspondent pas a la méme fonction, ce qui justifie que cette égalité ne

soit pas fausse!

3.3.4 Composition

On écrit

flx)=C(x) + 2" (r) = o+ 1z + -+ + cpz” + 2" ()
g(x) = D(x) + 2"€x(x) = do + drx + - - - + dpa” + 2" €x()

Propriété 3.3.5.

Si g(0) =0 (c¢’est-a-dire dy = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a
lordre n dont la partie polynomiale est le polynome tronqué a ['ordre n de la
composition C(D(x)).

Exemple 3.3.6.
Calculons le DL de h(z) = sin(In(1 + z)) a Uordre 3.

e On pose ici f(u) = sin(u) et g(x) = In(1 + x) ( pour plus de clarté il
est préférable de donner des noms différents aux différentes variables
des deuz fonctions, ici x et u). On a bien f o g(x) = sin(ln(l + z)) et
9(0) =0.

e On écrit DL a lordre 8 de f(u) = sin(u) = u — %—? + ude; (u) pour u
proche de 0.


null
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e Etonposeu=g(zr)=In(l+z)=x— % + %—3 + 23e9(x) pour x proche

de 0.
e On aura besoin de calculer un DL & lordre 3 de u* (qui est bien sir le
. 2
produit u x u) : u? = (r — L + & + 13ey(7))? = 2% — 2% + 2Pes(x) et

aussi u® qui est u X u?, ud = 13 + x3ey(1).
2

e Donc h(zx) = fog(x) = f(u) :u—%—?—ku%l(u) — (aj—%_}_%)_
t2® + Pe(x) = v — La® + 3a% + 2%e(x).

w

Exemple 3.3.7.

Soit h(x) = y/cos(x). On cherche le DL de h en 0 a l'ordre 4.

On utilise cette notion de < petit 0 >. On connait le DL de f(u) = v1+u
enu=0alordre 2 : f(u) =v1+u=1+tu—su®+ o(u?).

Et si on pose u(x) = cos(z)—1 alors on a h(z) = f(u(z)) et u(0) = 0. D’autre
part le DL de u(z) en x = 0 a Uordre 4 est : u(z) = —3z% + ;2" + o(z?).
On trouve alors u* = § + o(z?).

Et ainst

h(z) = f(u) = 1+ —u— 22 + o(u?)

2 8
1,1 1 1,1
T S BN S A 4
—I—2( 5% +243:) 8(4x)+0(:c)
1 1 1
=1— -2+ —z* — —z* + o(2?)

4 48 32
1
2 — —a' +o(ah).

1
—1-=
17 T 96

3.3.8 Division

Voict comment calculer le DL d’un quotient 5. Soient

flx)=cot+cz+ -+ cpx” + 2" () g(x) =do+dyx+ -+ dpx" + 2 e ().

Nous allons utiliser le DL de HLU =1l4u+u>+ud+---.

1. Sidy =1 on pose u=dix + -+ d,a" + z"€ex(x) et le quotient s’écrit

[ _ 1
ri Rl e=t

2. Si dy est quelconque avec dy # 0 alors on se rameéne au cas précédent
en écrivant

1 1 1

g(l’) _d01+3—é$++%$n+xn;2o(x)

3. Si dy = 0 alors on factorise par x* ( pour un certain k) afin de se
ramener aux cas précédents.
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Exemple 3.3.9.

1. DL de tan(z) en 0 a lordre 5.
Tout d’abord sin(z) = z — 1—63 + 1% + 2°e(x). D’autre par cos(r) =

1—§+§+$56(x) =1+4wuen posamﬁu:—Q%2 +4§+x56(:c). )
Nous aurons besoin de u* et u* : u® = (=% + L 4 2°%(x)) = & +
20e(x) et en fait ud = x°e(x). (On note abusivement e(x) pour différents
restes.)
Ainsi
L 1 —u+u? —u® +u’e(u)
cos(z) 1+u
2 4
= +°% = §—4+x5e<x)
5
=1+ 59172 + ﬂfl + 2%¢(x)
Finalement
1
t = si X
an(z) = sin(zx) cos()
3 5 1 5
— (z— % + %0 +a%e(z)) x (1+ 50% + ot + 2%e(x))
3 2
=z+ % + 1—5$5 + 2%¢(x).
2. DL de ;i—i en 0 a lordre 4.
1+ 1 1
— (1 -
2vz TR
1 T T T x
] 1- = N2 7N3 Y 4
- L @ - 4 (G o)
1+x x2+x3 x4+(4)
=—4+-——+4+———+ox
2 4 8 16 32
3. Si on souhaite calculer le DL de % en 0 a lordre 4 alors on écrit
: X I3 1'5 I2 .734
sin(x) _ 03 + a5 +0(l’5) _ z(l— TGl +0(x4))
sinh(z) 2424+ 2 40(2%)  2(l+% + %4 +o(z))
L 1
=(1- %+ = +o(2h) x
SRS AN TS Fe e
22 4
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Autre méthode. Soit f(x) = C(x) + z"€1(x) et g(x) = D(x) + 2"ex(2).
Alors on écrit la division suivant les puissances croissantes de C' par D a
Pordren : C' = DQ+2"™' R avec deg Q < n. Alors Q est la partie polynomiale
du DL en 0 a l’ordre n de %

Exemple 3.3.10.

DL de 2Jﬁ+229”3 a lordre 2. On pose C(x) = 2+x+21° et D(x) = 1422 alors
C(x) = D(z) x (2+z —22%) + 23(1 + 2z). On a donc Q(z) = 2 + x — 222,
R(x) = 1+ 2x. Et donc lorsque l'on divise cette égalité par D(x) on obtient

ggw; =2+ 1z — 227 + 2%¢(z).

3.3.11 Intégration

Soit f: I — R une fonction de classe C"™ dont le DL ena € I a l’ordre n
est f(x) =co+a(r—a)+calr—a)+- - +c(z—a)" + (x—a)"e(z).

Théoréme 3.3.12.
Notons F une primitive de f . Alors F' admet un DL en a a l'ordre n+1 qui
s’écrit :

(r—a)® (z—a)

F(z) =F(a) 4+ c(z —a)+ ¢ 5 + 3 N

_ n+1

>n+1
n+1

n(x)

ot lim,_,,n(x) = 0.

Cela signifie que l’on integre la partie polynomiale terme a terme pour obtenir
le DL de F(x) a la constante F(a) pres.

Preuve. On a F(x = [T f(t)dt = ap(x—a)+-- -+ ;25 (x—a)" ' +
[t — a)"te(t)dt. Notons n( ) = fo(t —a)"e(t)dt. ( Remarque : la
fonction € est continue : elle est continue en a par définition, et elle est

continue en dehors de a en écrivant e(x) = ﬁ(f(x) (co+ c1(x —a) +
co(x—a)*+ - +co(z—a)"))). Alors

— n 1 B
In(z)| < - ! (t —a)"| sup |e(t)|dt
- te(a,x]
= su (t —a)"|dt = sup |e(t)].
(z—a)tt tefi]’ '/ (¢ =a)l te[fx]‘ (®)

Mais supye(, o [€(t)] — 0 lorsque x — a. Donc n(x) — 0 quand x — a.
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Exemple 3.3.13.

Calcul du DL de arctan(x).

On sait que arctan’(x) = ﬁ En posant f(z) = ﬁ et F(z) = arctan(x),
on écrit

1 n
arctan’(z) = = Z(—l)kx% + 2%"e(z).
k=0

Et comme arctan(0) = 0 alors arctan(x) = Y, (—1)Fz?+! 4 22ntle(z) =
e

Exemple 3.3.14.
La méthode est la méme pour obtenir un DL de arcsinx en 0 a ['ordre 5.

11l
arcsin’z = (1— %) 7% = 1 — L(—a?) + 2527 (=) + a'e(a) = 1+ Ja? +
Sut + ate(x).
Donc arcsinz = x + 2% + Sa° + 2%¢(x).

Mini-exercices.

1. Calculer le DL en 0 a l'ordre 3 de exp(x) — IJ%:B, puis de x cos(2z) et
cos(z) x sin(2x).

2. Calculerle DL en 0 a Uordre 2 de \/1 + cos(x), puis de exp(y/1 + cos(x)).

3. Calculer le DL en 0 a lUordre 3 de In(1 + sinx). Idem a l'ordre 6 pour
In(1 + 22)%

4. Calculer le DL en 0 a l'ordre n de m(z#?’) Idem a Uordre 3 avec 16;;'

5. Par intégration retrouver la formule du DL de In(1+x). Idem a l’ordre
3 pour arccos x.

3.4 Applications des développements limités

Voici les applications les plus remarquables des développements limités.
On utilisera aussi les DL lors de l’étude locale des courbes paramétrées lors-
qu’il y a des points singuliers.

3.4.1 Calculs de limites

Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes in-
déterminées! 1l suffit juste de remarquer que si f(x) = co+ c1(z —a) + -
alors lim,_,, f(z) = ¢o.



CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENTS LIMITES 81

Exemple 3.4.2.

n z)—tan(x)+1 sin?(z
Limite en 0 de 0 )3;2 Si(HQ)(J;)g =

Notons fé;; cette fraction. En 0 on a f(z) = In(1+ ) — tan(z) + 1 sin®(z) =
T 133 3 x CC4
($——+§— S ro(at) — (z4+Z o)+ ir— L to(a?) = —& — 24
s(2? — it + 0( 1) = —Zat+o(x?) et g(x) = 3a? sin( 1) = 32%(z + o(x)

Sx + 0( .
7*.%4 o\x -5 o . .

Ainsi E 3 = 3x4+:(z(4)) = ?:—Q&-j(l()l) en notant o(1) une fonction ( inconnue )

tendant vers 0 quand x — 0. Donc lim,_,q % = —35—6.

Note : en calculant le DL & un ordre inférieur (2 par exemple), on n’au-

rait pas pu conclure, car on aurait obtenu f@) _ o)

@ = o) ¢ qui ne leve pas
[indétermination. De fagon générale, on calcule les DL a ['ordre le plus bas
possible, et si cela ne suffit pas, on augmente progressivement l’ordre (donc

la précision de l’approximation).

3.4.3 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Propriété 3.4.4.

Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a : f(x) = co + c1(x —
a) + cp(x — a)* + (z — a)fe(x), ou k est le plus petit entier > 2 tel que le
coefficient ¢y, soit non nul. Alors ’équation de la tangente a la courbe de f en
a est :y=co+ci(x—a) et la position de la courbe par rapport a la tangente
pour x proche de a est donnée par le signe f(x) — vy, c’est-a-dire le signe de
cr(z — a)k.

Il y a 8 cas possibles.

e Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.

I )
\

s
=


null
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e Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.

i
"

e Si ce signe change (lorsque l'on passe de x < a a x > a) alors la courbe
traverse la tangente au point d’abscisse a. C’est un point d’inflexion.

Comme le DL de f en a a lordre 2 s’écrit aussi f(x) = f(a) + f'(a)(x —
a) + @(m —a)? + (z — a)%e(x), alors Uéquation de la tangente est aussi
y= f(a)+ f'(a)(x —a). Si en plus f"(a) # 0 alors f(x) —y garde un signe
constant autour de a. En conséquence si a est un point d’inflexion alors
f"(a) = 0. (La réciproque est fausse.)

Exemple 3.4.5.

Soit f(x) =x* — 223 + 1.
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1. Déterminons la tangente en % du graphe de f et précisons la position
du graphe par rapport a la tangente.
On a f'(z) = 42® — 622, f"(z) = 122 — 122 donc f"(3) = -3 #0 et
k= 2.
On en déduit le DL de f en % par la formule de Taylor-Young : f(x) =
(3)
O+ D=3+ TR 1P+ @ - PPy = B - - -
3@ —3)" + (= 3)%e(x).
Donc la tangente en % esty =1 — (x —
de la tangente car f(z) —y = (-3 +

_1
$—2.

2. Déterminons les points d’inflexion.

Les points d’inflexion sont a chercher parmi les solutions de f”(x) = 0.

Donc parmix =0 et x = 1.

e Le DL en 0 est f(x) = 1 — 223 + 24 (il s’agit juste d’écrire les
monoémes par degrés croissants!). L’équation de la tangente au point
d’abscisse 0 est doncy = 1 (une tangente horizontale). Comme —2z°
change de signe en 0 alors 0 est un point d’inflexion de f.

e Le DL en 1 : on calcule f(1), f'(1),--- pour trouver le DL en 1
flx) = =2(x—1)+2(x— 1)+ (x—1)*. L’équation de la tangente au
point d’abscisse 1 est donc y = —2(x —1). Comme 2(x — 1)3 change
de signe en 1, 1 est aussi un point d’inflexion de f.

et le graphe est en dessous

)
x—3)? est négatif autour de

()

&
SN—
NN

i

{ Tangente en

(=1
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3.4.6 Développement limité en +oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|xq, +oo[. On dit que f
admet un DL en 400 a l'ordre n s’il existe des réels cq, ¢y, -+ ,cp tels que

c1 C c, 1
fla)y=cot+ —+ 54+ el-)

ou () tend vers 0 quand x — +0c.

Exemple 3.4.7.
flz) = 1n(2 —) =

(=1t 1)1 (2)+1n(1+%):ln(2)+%_8$_2+24z3+ -t
" —|— =), 0 .
71,2"3102 T

0 1img 4 oo e(%) =
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£

3\
o i | i i
i | | In(2 + )

' i = ln{2} .
-5 o=f e a2 A | ‘.
o i
-2
=7
-4

Cela nous permet d’avoir une idée assez précise du comportement de [ au
voisinage de +00. Lorsque x — +00 alors f(x) — In(2). Et le second terme
est —I—%x, donc est positif, cela signifie que la fonction f(x) tend vers In(2)
tout en restant au-dessus de In(2).

Remarque.
1. Un DL en 400 s’appelle aussi un développement asymptotique.

2. Dire que la fonction x +— f(x) admet un DL en +o0o a lordre n est
équivalent a dire que la fonction x — f(%) admet un DL en 0" a lordre
n.

3. On peut définir de méme ce qu’est un DL en —1.

Propriété 3.4.8.

On suppose que la fonction x +—
@ = ap+ 2+ % + Iike(%), ou k est le plus petit entier > 2 tel que le
coefficient de % soit non nul. Alors lim, ;. f(z) — (aox + a1) = 0 (resp
x — —o0) : la droite y = apx +ay est une asymptote a la courbe de f en +oo
( ou —o0) et la position de la courbe par rapport a l'asymptote est donnée

par le signe de f(x) —y, c’est-a-dire le signe de —£.

f(=z)

T

admet un DL en +o00 (ou en —00) :

xT
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¢ y=flx)

y=apx+aq

/ x

Preuve. On a lim, ;o (f(2) —aor —a1) = lim, o0 -7 + xk%le(%) =0.
Donc y = agr + ay est une asymptote a la courbe de f. Ensuite on calcule la
différence f(x) — apx — a1 = -5 + —7e(2) = (1 + ie(%)) O
Exemple 3.4.9.

Asymptote de f(x) = exp(L) - Va2 — 1.

y y=1l4+=x y=exp{i]-s.f?~’"—'i
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1. En 400,
f(zx) 1 2 -1 1 1
@) _ exp( ) = exp(1) /1
1 1 1 1 1 1 1 1
(e m (2 (1= = (-
(1+ +2 2+63+:c36(:c)) ( 222 :1:36<x)>

Donc lasymptote de f en 400 esty =z + 1. Comme f(x) —z—1=
—# + x—ge(%) quand r — +o0o, le graphe de f reste en dessous de

l"asymptote.

2. En —oo.
5 — expd) 2T — —exp(d) 1= = —1— 1+ gt el

Donc y = —x — 1 est une asymptote de fen —oo. On a f(x)+x+1=
3% + x%e(%) quand x — —o0; le graphe est au-dessus de l’asymptote.

Mini-exercices.

\/1+x—sinh(%)

@)= 1orsque x tens vers 0. Idem avec —

1. Calculer la limite de =

( pourk =1,2,3,---).

Vr—1
In(z)

— L lorsque x tend vers 0.
X

lorsque = tend vers 1. Idem pour (1_”&)%,

2. Calculer la limite de ra

1

puis tan?(x)

3. Soit f = exp(z) + sin(x). Calculer l’équation de la tangente en x = 0
et la position du graphe. Idem avec g(x) = sinh(x).
4. Calculer le DL en +o0o a l'ordre 5 de . Idem a [’ordre 2 pour (1—1—%)9‘3.

z+1 °
graphe par rapport a l’asymptote.

5. Soit f(x) = \/ZEL. Déterminer Uasymptote en 400 et la position du
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Chapitre 4

Equations différentielles

Lorsqu’un corps tombe en chute libre sans frottement, il n’est soumis qu’a
_>

son poids P . Par le principe fondamental de la mécanique : P = m'd . Tous
les vecteurs sont verticaux donc mg = ma, ot g est la constante de gravita-
tion, a l’accélération verticale et m la masse. On obtient a = g. L’accélération
étant la dérivée de la vitesse par rapport au temps, on obtient :

do(t)

dt

Il est facile d’en déduire la vitesse par intégration : v(t) = gt (en supposant
que la vitesse initiale est nulle), c’est-a-dire que la vitesse augmente de fagon

linéaire au cours du temps. Puisque la vitesse est la dérivée de la position,
dx(t)

1
on a v(t) = — donc par une nouvelle intégration on obtient x(t) = §gt2

(en supposant que la position initiale est nulle).
b

Le cas d’un parachutiste est plus compliqué. Le modeéle précédent n’est pas
applicable car il ne tient pas compte des frottements. Le parachute fait subir
une force de frottement opposée a sa vitesse. On suppose que le frottement
est proportionnel a la vitesse : F' = — fmuv (f est le coefficient de frottement).
Ainsi le principe fondamental de la mécanique devient mg — f mv = ma, ce
qut condwit a la relation :

=

38
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dv(t)
dt

=g— fu(t)

C’est une relation entre la vitessev et sa dérivée : il s’agit d’une équa-
tion différentielle. Il n’est pas évident de trouver quelle est la fonction v qui
convient. Le but de ce chapitre est d’apprendre comment déterminer v(t), ce
qui nous permettra d’en déduire la position x(t) a tout instant.

4.1 Deéfinition

4.1.1 Introduction

Une équation différentielle est une équation :

1. dont linconnue est une fonction (généralement notée y(x) ou simple-
ment y) ;

2. dans laquelle apparaissent certaines des dérivées de la fonction (dérivée
premiére ', ou dérivées d’ordres supérieurs y", y3),...).

Voici des équations différentielles faciles a résoudre.

Exemple 4.1.2. De téte, trouver au moins une fonction, solution des équa-
tions différentielles suivantes :

¥y msinx ¥ix)=ae"+be™ ohabeR
yml+er ¥ix)=—cosx+ax+b oche bemr
ymy yix)=ke™ oikeRr

_-,.-:’=3_'|.' ¥ix)=ke* obhkeR

_-,-H=curs:r: ¥ix)=x+e*+k ol keR

y my yix)s=cosx+k oukeR

1l est aussi facile de vérifier qu’une fonction donnée est bien solution
d’une équation.

Exemple 4.1.3. 1. Soit l’équation différentielle y' = 2xy + 4x. Vérifier
que y(z) = k exp(z?) — 2 est une solution sur R, ceci quel que soit
ke R.
2. Soit Uéquation différentielle x*y" — 2y + 2x = 0. Vérifier que y(x) =
kx? + z est une solution sur R, pour tout k € R.
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4.1.4 Deéfinition

Passons a la définition compléte d’une équation différentielle et surtout
d’une solution d’une équation différentielle.

Définition 4.1.5. Une équation différentielle d’ordre n est une équation de
la forme :

F(a,y. s ny™) =0 (E)

ot F est une fonction de (n + 2) variables.
Une solution d’une telle équation sur un intervalle I C R est une fonction
y : I — R qui est n fois dérivable et qui vérifie I’équation (E).

Remarque 4.1.6. o (C’est la coutume pour les équations différentielles de
noter y au lieu de y(x), ¥ au lieu y'(x),...On note donc "y = sinx" ce qui
signifie "y'(x) = sinx "

o [l faut s’habituer au changement de nom pour les fonctions et les variables.
Par exemple (2")% + t(2')? + (sint)z* = €' est une équation différentielle
d’ordre 2, dont ["tnconnue est une fonction x qui dépend de la variable t.
On cherche donc une fonction z(t), deuz fois dérivable, qui vérifie (z"(t))3 +
t(2'(t))% + (sint)(x(t))* = €.

e Rechercher une primitive, c’est déja résoudre ’équation différentielle i’ =
f(z). C’est pourquoi on trouve souvent « intégrer 'équation différentielle »
pour « trouver les solutions de l’équation différentielle ».

e La notion d’intervalle dans la résolution d’une équation différentielle est
fondamentale. Si on change d’intervalle, on peut trés bien obtenir d’autres
solutions. Par exemple, si on se place sur lintervalle I; =]0, +o00[, [’équation

différentielle y' = — a pour solutions les fonctions y(z) = In(x)+k. Alors que
x

sur Uintervalle Iy =]—00, 0[, les solutions sont les fonctions y(z) = In(—x)+k
(k est une constante).
e Si aucune précision n’est donnée sur l'intervalle I, on considérera qu’il

s’agit de I = R.

Exemple 4.1.7. (Equation a variables séparées). Une équation différentielle
a variables séparées est une équation du type :

f = j]‘((f/; ouy'f(y) = g(x)

Une telle équation se résout par calcul de primitives. Si G(x) est une pri-
mitive de g(x) alors G'(x) = g(x). Si F(z) est une primitive de f(x) alors

!

F'(x) = f(z), mais surtout, par dérivation d’une composition, (F(y(x))) =
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Y (2)F'(y(z)) = v f(y). Ainsi ’équation différentielle i f(y) = g(x) se réécrit
(F(y(2))) = G'(x) ce qui équivaut a une égalité de fonctions : F(y(x)) =
G(z) +c.

Voici un exemple concret : x*y' = e™¥ On commence par séparer les variables

x d’'un coté ety de lautre : y'e¥ = - (en supposant x # 0). On intégre des
x

deur cotés :
1
ey =——+c(ceR)
T

Ce qui permet d’obtenir y (en supposant —lx +c¢>0) :
1
y(z) = In(=—+¢)
qui est une solution sur chaque intervalle I ot elle est définie et dérivable.

Cet intervalle dépend de la constante ¢ : si ¢ < 0, I =]-,0[; si ¢ = 0,
c

1
I =]—00,0[; sic>0, [:]E,—f—oo[.

4.1.8 Equation différentielle linéaire

On ne sait pas résoudre toutes les équations différentielles. On se concentre
dans ce chapitre sur deux types d’équations : les équations différentielles li-
néaires du premier ordre et celles du second ordre a coefficients constants.
Une équation différentielle d’ordre nest linéaire si elle est de la forme :

ao(@)y + ar @)y + .. + an@)y™ = g(x)

ot les a; et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle I C R.
Le terme linéaire signifie grosso modo qu’il n’y a pas d’exposant pour les
termes y,y',y", ...
Une équation différentielle linéaire est homogene, ou sans second membre, si
la fonction g ci-dessus est la fonction nulle :

ao(2)y + ar(@)y + ... + ap(z)y™ =0

Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si les fonc-
tions ai ci-dessus sont constantes :

aoy + ary’ + ... + a,y™ = g(z)
ot les ai sont des constantes réelles et g une fonction continue.

Exemple 4.1.9. 1. ¢/ + bxy = €* est une équation différentielle linéaire
du premier ordre avec second membre.
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2.y + 5xy = 0 est l’équation différentielle homogéne associée a la précé-
dent.

3. 2y" — 3y + by = 0 est une équation différentielle linéaire du second
ordre a coefficients constants, sans second membre.

4. y*—y =1z ouy’y —y =0 ne sont pas des équations différentielles
linéaires.
Propriété 4.1.10. (Principe de linéarité).
St yy et yo sont solutions de l’équation différentielle linéaire homogene
ao(z)y + ar(z)y' + ... + an(2)y™ =0 (Eo)

alors, quels que soient \, i, € R, Ay 4 pyo est aussi solution de cette équation.

C’est une simple vérification. On peut reformuler la proposition en disant
que l’ensemble des solutions forme un espace vectoriel.
Pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre

ao(2)y + a1(z)y' + ... + an(2)y™ = g(z)

on décompose souvent la résolution en deux étapes :
e trouver une solution particuliére yo de l’équation (E),
o trouver [’ensemble Sy, des solutions y de l’équation homogéne associée

ao(2)y + ar(z)y’ + ... + an(x)y(n) -0
ce qui permet de trouver toutes les solutions de (E) :

Propriété 4.1.11. (Principe de superposition,).
L’ensemble des solutions S de (E) est formé des

Y +vy avec y € Sy.

Autrement dit, on trouve toutes les solutions en ajoutant une solution particu-
liere auz solutions de l’équation homogene. C’est une conséquence immédiate
du caractere linéaire des équations.

Mini-exercices

1. Chercher une solution « simple » de l’équation différentielle iy’ = 2y.
Méme question avec y" = —y; y" + cos(2x) =0; xy” =y’
2. Résoudre I’équation différentielle a variables séparées y'y* = x. Méme
1
question avec y' = ylnzx ; y' = —(n > 1).
yn
3. Soit l’équation y' = y(1 — y). Montrer que si y est une solution non

nulle de cette équation, alors z = 2y n’est pas solution. Que peut-on en
conclure ?
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4.2  Equation différentielle du premier ordre

Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 4.2.1. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est
une équation du type :

y' =a(x)y + b(z) (E)
ol a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R.

Dans la suite on supposera que a et b sont des fonctions continues sur I.
On peut envisager la forme : a(x)y' + 5(x)y = v(x). On demandera alors que
a(x) # 0 pour tout x € I. La division par o permet de retrouver la forme
On va commencer par résoudre le cas ot a est une constante et b = 0. Puis
a sera une fonction (et toujours b =0). On terminera par le cas général ot
a et b sont deux fonctions.

4.2.2 Yy =ay
Théoréme 4.2.3. Soit a un réel. Soit l’équation différentielle :
y=ay (E)

Les solutions de (E), sur R, sont les fonctions y définies par : y(x) = ke
ou k € R, est une constante quelconque.

ax

Ce résultat est fondamental. Il est tout aussi fondamental de comprendre
d’ot vient cette formule, via une preuve rapide (mais pas tout a fait rigou-
/

reuse). On rééerit ’équation différentielle sous la forme v _ a, que l'on

intégre a gauche et a droite pour trowver : Inly(x)| = ax +b On compose
par lezponentielle des deuz cotés pour obtenir : |y(z)| = e®*°. Autrement
dit y(z) = £e’e®. En posant k = £e® on obtient les solutions (non nulles)
cherchées. Nous verrons une preuve rigoureuse juste apres.


null
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Exemple 4.2.4. Résoudre l’équation différentielle : 3y' — 5y = 0

On écrit cette équation sous la forme y' = gy Ses solutions, sur R, sont

donc de la forme : y(z) = kes®, ou k € R.

Remarque 4.2.5. o L’équation différentielle (E) admet donc une infinité
de solutions (puisque l'on a une infinité de choizx de la constante k).

e La constante k peut étre nulle. Dans ce cas, on obtient la « solution nulle
» ry =0 sur R, qui est une solution évidente de l’équation différentielle.

e Le théoreme 1 peut aussi s’interpréter ainsi : st yo est une solution non
identiquement nulle de ’équation différentielle (F), alors toutes les autres
solutions y sont des multiples de yo. En termes plus savants, l’ensemble des
solutions forme un espace vectoriel de dimension 1 (une droite vectorielle).

Démonstration. théoréme 2.2

1. On vérifie que les fonctions proposées sont bien solutions de (F). En
effet, pour y(x) = ke®, on a y/(z) = ake™ = ay(x).

2. Montrons que les fonctions proposées sont les seules solutions. (C’est-
a~dire qu'il n’y en a pas d’un autre type que y(z) = ke®.) Soit y une
solution quelconque de (F) sur R. Considérons la fonction z définie par :
z(x) = y(x)e~*. Alors, par la formule de dérivation d’un produit :

?(x) = y'(w)e™ +y(z)(—ae™™) = (Y (z) — ay(z))
Mais, par hypothése, y est une solution de (£), donc y/(x) — ay(z) = 0.
On en déduit que 2/(x) = 0, pour tout réel . Ainsi z est une fonction
constante sur R. Autrement dit, il existe une constante k telle que
z(xz) = k pour tout z € R. D’ou : z(z) = k donc y(x)e * = k donc
y(x) = ke®. Ce qui termine la preuve du théoréme.

]
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4.2.6 ¢y =a(x)y
Le théoreme suwivant affirme que, lorsque a est une fonction, résoudre

Iéquation différentielle y' = a(x)y revient a déterminer une primitive A de
a (ce qui n’est pas toujours possible explicitement).

Théoréme 4.2.7. Soit a : I — R une fonction continue. Soit A: I — R
une primitive de a. Soit ’équation différentielle :

y =alx)y  (E)

Les solutions sur Ide (E) sont les fonctions y définies par : y(x) = keA® on
k € R est une constante quelconque.

Si a(zr) = a est une fonction constante, alors une primitive est par
exemple A(x) = ax et on retrouve les solutions du théoréme 2.2 Une preuve
rapide du théoreme 2./ est la suivante :

/

% =a(z) & Injy(z)| = A(z) + b < |y(z)| = 2@ + b & y(2) = £elet® &

y(r) = ke@ aqvec k = +eb. Une preuve rigoureuse (puisque l'on évite de

diviser par quelque chose qui pourrait étre nul) :

Démonstration. y(x) solution de (F)

& 1/(x) — aw)y(z) = 0
& e 10y (2) — ay(x)) =0
& (y(r)eA®) =0
& 3k e R, y(z)e 4@ =k
< 3k € R, y(z) = ke®

O]

Exemple 4.2.8. Comment résoudre l’équation différentielle v*y' = y? On

se place sur lintervalle 1. =]0,+o0] ou I_ =] — 00,0[. L’équation devient
1 _

Yy = —y . Donc a(r) = —;, dont une primitive est A(x) = —. Ainsi les
T x x

solutions cherchées sont y(z) = ke™= , ou k € R.

4.2.9 y =a(x)y+ b(x)

1l nous reste le cas général de [’équation différentielle linéaire d’ordre 1
avec second membre : Yy = a(z)y + b(x) (E)
oua:I —Retb:I— R sontdes fonctions continues. L’équation homogene
associée est :
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y =alx)y  (Eo)

Il n’y a pas de nouvelle formule a apprendre pour ce cas. Il suffit d’appliquer
le principe de superposition : les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant a
une solution particulicre de (E) les solutions de (Ey). Ce qui donne :

Propriété 4.2.10. Si i/ est une solution de (E), alors les solutions de (E)
sont les fonctions y : I — R définies par :

y(r) = yo(x) + ke avec k € R
ot x — A(z) est une primitive de x — a(x).

La recherche de la solution générale de (E) se réduit donc a la recherche

d’une solution particuliére. Parfois ceci se fait en remarquant une solution
évidente. Par exemple, I’équation différentielle y' = 2xy + 4x a pour solution
particuliere yo(z) = —2; donc l’ensemble des solutions de cette équation sont
les y(x) = —2 + ke*0u k € R.
Recherche d’une solution particuliére : méthode de variation de la
constante Le nom de cette méthode est paradoxal mais justifié ! C’est une
méthode générale pour trouver une solution particuliére en se ramenant @
un calcul de primitive. La solution générale de (Ey) y' = a(x)y est donnée
par y(z) = ke@ avec k € R une constante. La méthode de la variation
de la constante consiste a chercher une solution particuliére sous la forme
yo(z) = k(x)eA ™, ou k est maintenant une fonction & déterminer pour que
Yo soit une solution de (F) y = a(x)y + b(x). Puisque A’ =a, on a :

yo(x) = a(x)k(z)e™ + K (2)e*™ = a(x)yo(z) + K (z)eA®
Ainsi :
yh(x) — a(z)yo(x) = K (x)er)

Donc yo est une solution de (E) si et seulement si

K (2)et®) = b(x) & K () = b(z)e ™4 & k(z) = /b(x)e‘A(w)dx.

Ce qui donne une solution particuliére yo(x) = (/ b(z)e 2@ dz)et™@ de (E)

sur I. La solution générale de (E) est donnée par

y(x) = yo(w) + keA@ k€ R.
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Exemple 4.2.11. Soit l’équation y' +y = e* + 1. L’équation homogéne est

/

y' = —y dont les solutions sont les y(x) = ke™®, k € R.
Cherchons une solution particuliére avec la méthode de variation de la constante :
on note yo(x) = k(z)e™*. On doit trouver k(x) afin que yo vérifie I’équation
différentielle y' +y = e* + 1.

y(’] + Yo = e’ +1

& (K(x)e™ —k(x)e™) + k(z)e™ =€ + 1
S kK(x)e " =e"+1

& K (r) =e* +e°

1
S k(r)=ze*+e" +c

2
On fize ¢ =0 (n’importe quelle valeur convient) :
1 1
yo(z) = k(z)e™ = (56295 +et)e " = 569” +1

Nous tenons notre solution particuliére! Les solutions générales de ’équa-
tion y +y = e® + 1 s’obtiennent en additionnant cette solution particuliére

1
auz solutions de l’équation homogéne : y(x) = 56“5 +1+4+ke™ keR

4.2.12 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Voici I’énoncé du théoreme de Cauchy-Lipschitz dans le cas des équations
différentielles linéaires du premier ordre.

Théoréme 4.2.13. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). Soit y' = a(x)y + b(x)
une équation différentielle linéaire du premier ordre, ou a,b : I — R sont
des fonctions continues sur un intervalle ouvert I. Alors, pour tout xo € I et
pour tout yo € R, il existe une et une seule solution y telle que y(xo) = yo.

D’apres nos calculs précédents cette solution est :
y(zr) = (/ b(t)e A0 dt)et® 4 yyped®
zo
ot A est la primitive de a s’annulant en xy, et cette solution vérifie bien y(zo)
= Yo-
Exemple 4.2.14. Trouver la solution de y +y = e* + 1 vérifiant y(1) = 2.
Nous avons déja trouvé toutes les solutions de cette équation dans [’exemple
1
7:y(x) = 569” +1+ke ™, k € R. Nous allons déterminer la constante k afin

que la condition initiale y(1) = 2 soit vérifiée :


null
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y(l):2<:>%el+1+k:e_1:2(:)§:1——(:)k:e—£

Ainsi la solution cherchée est y(z) = 3e” + 1+ (e — %)e‘x, et c’est la
seule solution.

4.2.15 Courbes intégrales

Une courbe intégrale d’une équation différentielle (E) est le graphe d’une
solution de (E). Le théoréme 0.0.10 pour les équations différentielles linéaires
du premier ordre y' = a(x)y + b(x) se reformule ainsi : « Par chaque point
(x0,%0) € I X R passe une et une seule courbe intégrale. »

—~

Exemple 4.2.16. Les solutions de l’équation différentielle y +y = x sont
les

y(z)=z—-1+ke® keR

et sont définies sur I = R. Pour chaque point (xo,yo) € R?, il existe une
unique solution y telle que y(xo) = yo. Le graphe de cette solution est la
courbe intégrale passant par (o, yo)-

~—

—_———

W
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4.2.17 Exemples
Exemple 4.2.18. On considére l'équation différentielle (E) : 23y + (2 —
3z?)y = 2°.

1. Résoudre ’équation différentielle (E) sur ]0,4o00] et ] — 00, 0].

2. Peut-on trouver une solution sur R ?

3. Trouver la solution sur |0,4o00| vérifiant y(1) = 0.

Correction 4.2.19. 1. (a) Résolution de I’équation homogéne (Ey) : x3y'+
2 — 312
(2—32%)y = 0. Pourx # 0, on ay = — *

3
3,2
tion générale de (Ey) est y(x) = kel ~555 0 = edinlalezr = k|$|3ea%2.

Donc la solution générale de (Ey) sur |0, 4o00[ est : y(x) = kyades? ; et

y. Donc la solu-

sur] — 00,0 : y(z) = kpades?
(b) Résolution de l’équation avec second membre (E) par la méthode
de variation de la constante. On cherche une solution sous la forme

y(x) = k(z)m%x%. En dérivant et en remplagant dans l’équation diffé-
1

rentielle, on obtient k' (x)x%e3* = 1 Donc k(z) = [ da = %efw% +c.
D’ot une solution particuliere de (E) sur |0, 4+o00] ou | —00,0[ : yo(z) =

1
k(m)x:gex% = §x3

22

¢) Solution générale sur 0, +ool : y(x) = L1a® + k1x3ez%.
2

Solution générale sur ] — 00,0 : y(z) = 32° + kpades? .

2. 233 tend vers +oo (resp. —o0) lorsque x — 0T (resp. 07 ), donc
pour ki ou ko non nul, y ne peut pas étre prolongée par continuité en
0. Pour ky = ko =0, y(z) = %x?’ est continue et dérivable sur R. C’est
la seule solution sur R.

3. Si l'on cherche une solution particuliere vérifiant y(1) = 0, alors on

1

aylz) = 22 + kades?, y(1) = 3+ ke = 0, donc k = ~% Donc
e

y(z) = 12° — 2%51336%2

Exemple 4.2.20. Résoudre (1 + x)y — (z + 2)y = 2.

1. Equation homogéne.
L’équation homogéne est x(1+z)y — (x +2)y = 0. Pour x # 0 et x #

, , x4+ 2 " _
—1, léquation s’écrit y = —————y. La décomposition de la fraction
z(1+x)
x—+2 2 1
en éléments simples est : a(x) = rre 2 . Une primitive

C2(l+x) oz 14w
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de a(x) est donc A(z) = [ xé’iﬁ:)dx = 2ln|z| — In|z + 1|. La solution

générale de I’équation homogéne est y(x) = keA® = ke2nlzl=tnle+1l —
2

kel " = k2 = +k-22 . Cette solution est bien définie enx = 0. On

|z+1] z+1°
obtient donc la solution générale de I’équation homogene : y(z) = kxx—jl
sur] — oo, —1[ ou sur | — 1, 4o0].

2. Solution particuliére
On cherche une solution de [’équation non homogéne sous la forme
yo(z) = k;(x)x"c—j1 par la méthode de variation de la constante. En rem-
plagant dans ’équation, on obtient k'(x)ax® = 2z. Donc pour x # 0,

on ak'(z) = %, et k(z) = —2. D’ou la solution générale de I'équa-
tion non homogéne y(x) = —ﬁ—fl + kxx—jl Cette solution est définie sur
| —o0,—1[ ou] — 1, +o0].

3. Existe-t-il une solution définie sur R ?

On a y(zr) = W;LJ:Z) Donc pour k # —2, on ne peut prolonger y en

—1. Pour k = =2, on peut prolonger y en —1. On obtient une solution
définie sur R : y = —2x.

Mini-exercices.

1. Résoudre l’équation différentielle y' + yln2 = 0. Tracer les courbes in-

tégrales. Trouver la solution vérifiant y(1) =

N | —

2. Résoudre U'équation différentielle 2y’ + 3y = 5. Trouver la solution vé-

rifiant y(0) = —3 Tracer la courbe intégrale.

3. Trouver une solution évidente, puis résoudre l’équation différentielle
2zy’ +y = 1. Trouwver la solution vérifiant y(1) = 2. Tracer la courbe
intégrale. Méme travail avec l'équation xy' —y = 2.

4. Par la méthode de variation de la constante, trouver une solution par-
ticuliére de ’équation différentielle y' —2xy = 3ze™ . Méme travail avec
Y + 2y = sin(3x)e 2.

4.3 Equation différentielle du second ordre

FEquation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants


null
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4.3.1 Définition

Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants,
est une équation de la forme

ay” + by +cy = g(x) (E)

ot a,b,c € Ria # 0 et g est une fonction continue sur un intervalle ouvert
1. L’équation

ay’ +by +cy=0 (Eo)

est appelée I’équation homogéne associée & (E). La structure des solutions de
[’équation est trés simple :

Théoréme 4.3.2. L’ensemble des solutions de [’équation homogéne (Fy) est
un R-espace vectoriel de dimension 2.

Nous admettons ce résultat.

4.3.3 Equation homogéne

On cherche une solution de (Ey) sous la forme y(z) = €™ our € C est
une constante a déterminer. On trouve

ay” + by +cy=0
& (ar® +br+c)e™ =0
sar +br+c=0.

Définition 4.3.4. L’équation ar® + br +c = 0 est appelée 'équation carac-
téristique associée a (Ey)

Soit A = b? — 4ac, le discriminant de ’équation caractéristique associée
a (Eo).

Théoréme 4.3.5. 1. Si A > 0, ’équation caractéristique posséde deux
racines réelles distinctes 11 # 1o et les solutions de (Ey) sont les y(x) =
e 4+ e ou A\, p € R.
2. St A =0, l'équation caractéristique posséde une racine double rq et les
solutions de (Ey) sont les y(z) = (A + px)e™® ou \, u € R.

3. 51 A < 0, Uéquation caractéristique posséde deux racines complexes
conjuguées 1y = a + i3, ro = a — if3 et les solutions de (Fy) sont les
y(z) = e**(Acos(Bx) +psin(Bx)) ot A, € R..
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Exemple 4.3.6. 1. Résoudre sur R l’équation y" —y'—2y = 0. L’équation
caractéristique est r> —r — 2 =0, qui s’écrit aussi (r +1)(r —2) =0
(A > 0). D’on, pour tout x € R, y(x) = Ae™® + pe**, avec \, i € R.

2. Résoudre sur R [’équation y" — 4y’ + 4y = 0. L’équation caractéristique
est? —4r +4 =0, soit (r—2)2=0 (A =0). D’on, pour tout v € R ,
y(z) = (A + px)e* ou A\, u € R.

3. Résoudre sur R ’équation y" — 2y’ + by = 0. L’équation caractéristique
est v —2r +5 = 0. Elle admet deux solutions complexzes conjuguées :
rm =142, etry =1—2i (A <0). D'ou, pour tout x € R, y(x) =
e (A cos(2z) +psin(2x)) ou A\, p € R.

Démonstration. La preuve consiste a trouver deux solutions linéairement in-
dépendantes, ce qui permet d’affirmer qu’elles forment une base d’apres le
théoréme 0.0.11 (que 'on a admis).

1. Si A > 0, alors ’équation caractéristique a deux racines réelles dis-
tinctes r1,79. On obtient ainsi deux solutions y; = €%, yo = €% qui
sont linéairement indépendantes car r; # ro. Comme 'espace des solu-
tions est un espace vectoriel de dimension 2 (par le théoréme 0.0.11),
alors une base de 'espace des solutions de (FEj) est {e"*, e"2*}. La
solution générale de (Ey) s’écrit y(z) = Ae™* + pe™®, ou A, u € R.

2. Si A = 0, alors I’équation caractéristique a une racine réelle double
ro. On obtient ainsi une solution y; = €™%. On vérifie que yy = xe™”
est aussi une solution : ayy + byh + cys = (2arg + ardz)e™ + (b +
brox)e™” + cxe™* = (2arg + b)e™* = 0 car 2arg + b = P'(ry) = 0, ou
P(r) = ar*+br+c. Ces deux solutions sont linéairement indépendantes.
Une base de 'espace des solutions est {e1%, ™"}, et la solution générale
de (Ey) s’écrit y(z) = (A + px)e™®, o A\, u € R.

3. Si A < 0, alors I'équation caractéristique a deux racines complexes
conjuguées r; = a + i3, ro = a — i3. On obtient deux solutions com-
plexes Y; = eletible — pazgibe y, — pla=if)lz — coze=ibr Comme les
parties réelles et imaginaires sont des solutions réelles, on obtient deux
solutions réelles y; = e** cos(fz), yo = e**sin(fx), qui sont linéai-
rement indépendantes. Alors, une base de l'espace des solutions est
{e*® cos(fx), e** sin(fx)}. La solution générale de (Ey) s’écrit y(x) =
e (Acos(fx) + psin(fx)), on A\, u € R.

O

4.3.7 Equation avec second membre

Nous passons au cas général d’une équation différentielle linéaire d’ordre
2, a coefficients constants, mais avec un second membre g qui est une fonction
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continue sur un intervalle ouvert I C R :
ay” + by +cy = g(x) (E)

Pour ce type d’équation, nous admettons le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui
s’énonce ainsi :

Théoréme 4.3.8. (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz).
Pour chaque xog € I et chaque couple (yo,v1) € R?, ’équation (E) admet
une unique solution y sur I satisfaisant auz conditions initiales : y(xo) =

yoety' (zo) = y1.

Dans la pratique, pour résoudre une équation différentielle linéaire avec
second membre (avec ou sans conditions initiales), on cherche d’abord une
solution de I’équation homogéne, puis une solution particuliére de I’équation
avec second membre et on applique le principe de superposition :

Propriété 4.3.9. Les solutions générales de l’équation (E) s’obtiennent en
ajoutant les solutions générales de ’équation homogéne (Eqy) a une solution
particuliére de (E).

1l reste donc a déterminer une solution particuliére.

4.3.10 Recherche d’une solution particuliére

On donne deux cas particuliers importants et une méthode générale.
Second membre du type e** P(x)
Si g(x) = e**P(x), avec a« € R et P € R[X], alors on cherche une solu-
tion particuliére sous la forme yo(x) = e**x™Q(x), ot Q est un polynome de
meéme degré que P avec :
e yo(x) = e*Q(x) (m = 0), si o n'est pas une racine de l’équation caracté-
ristique,
e yo(z) = ze®Q(x) (m = 1), si o est une racine simple de l’équation carac-
téristique,
o yo(z) = 22e*Q(x) (m = 2), si a est une racine double de ’équation ca-
ractéristique.
Second membre du type e**(Pi(x)cos(fx) +Po(x)sin(fx)).
Si g(z) = e**(Py(x) cos(Bx) +Po(x)sin(fz)) , o a, f € R et P, Py € R[X],
on cherche une solution particuliére sous la forme :
o ®(Q1(x) cos(Bx)+ Qa(x)sin(Szx)), si a+iff n’est pas une racine de l’équa-
tion caractéristique,
o ¢ (Q1(x) cos(Bx)+ Qo(x)sin(fx)), si a+if est une racine de l’équation
caractéristique. Dans les deux cas, (1 et Qo sont deux polyndomes de degré
n = max{degP;,degP,}.
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Exemple 4.3.11. Résoudre les équations différentielles :
(Eo) vy =5y +6y =0 (Ey) y" — 5y + 6y = 4xe® (Es) " —
5y + 6y = 4xe?®.
Trouwver la solution de (Ey) vérifiant y(0) =1 et y'(0) = 0.
1. Equation (Ey). L’équation caractéristique est r*> —5r+6 = (r —2)(r —
3) = 0, avec deux racines distinctes 11 = 2,19 = 3. Donc [’ensemble
des solutions de (Fy) est {\e*® + ue®® | A\, u € R}.

2. Equation (E)).
(a) On cherche une solution particuliére o (Ey) sous la forme yo(x) =
(ax 4+ b)e®. Lorsque 'on injecte yo dans l’équation (E1), on obtient :

(ax +2a+b)e® — 5(ax + a+ b)e” + 6(ax + b)e® = dxe”
& (a—b5a+6a)r+2a+b—>5(a+b)+ 6b=4x
S2a=4 et —3a+20=0

Sa=2 et b=3

Donc yo(z) = (2x + 3)e”.

(b) L’ensemble des solutions de (E) est {(2x + 3)e” + \e** + pe®” |

A€ R}

(c) On a y(x) = (22 + 3)e” + Xe** + ue*. On cherche A\, u tels que

y(0) =1, ¢'(0) = 0. C’est-a-dire que 3+ A+ p =1,5+2\+3u = 0.

Donc A = —1,u = —1, c’est-a-dire que y(x) = (2x + 3)e® — e** — 32,
3. Equation (E,). Comme 2 est une racine de I'équation caractéristique,

on cherche une solution particulicre sous la forme yo(x) = x(ax+b)e*®.
On obtient yo(x) = x(—2x — 4)e?*.

M¢éthode de variation des constantes.
Si{y1,y2} est une base de solutions de I’équation homogéne (Ey), on cherche
une solution particuliere sous la forme yo = A\y1 + pys, mais cette fois X et u
sont deux fonctions vérifiant :

Nyi+py, =0
’ ’ g:L’
Ay + 1y —92)

Pourquoi cela ? Si yo = \y1 + uye est une telle fonction, alors :
Yo =AY+ K ye + MY+ pys = Ayy + s

X
9() + Ay + s

vy = Ny s+ Ny = =
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Ainsi léquation (E) est vérifiée par yq :

xz i Vi ! !
% + Ayi + ) + 0(Ayy + pyy) 4+ c(Ayr + pye)

= g(z) 4+ May{ + byy + cy1) + playy + bys + cys)
= g(x)

ayy +bys +cyo = a

On a utilisé le fait que y; et yo sont solutions de l’équation homogéne. Le
systeme (S) se résout facilement, ce qui donne N et ji' puis \ et p par inté-
gration.

Exemple 4.3.12. Résoudre [’équation suivante, sur lintervalle | 5*, %[ :

! _ 1
Yy t+y=
CoS T

Les solutions de [’équation homogéne y" +y = 0 sont Acos(x) + psin(x)
ot A\, i € R On cherche une solution particuliére de [’équation avec second
membre sous la forme

yo(x) = A(z) cosz + p(z) sinz

ou cette fois N(x), u(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient (S) :

1

CoST

: ) g(x)
ANYp+py, ===

Nop+pys =0 Ncosz+p'sine =0
donc

7. /
—Asinz 4+ p cosx =

En multipliant la premiere ligne par sinxet la seconde par cosx, on obtient

Ncoszsing + p (sinz)? =0
—N coszsina 4 p'(cosz)? =1
donc par somme y' = 1. Ainsi p(x) = x et la premicre ligne des équations
—sinz
devient N = donc A(z) = In(cosx). On vérifie pour se rassurer

que yo(x) = In(cosz) cosz + xsinzx est une solution de l’équation. Ainsi les
fonctions solutions sont de la forme :

Acosx + psinz + (n(cosx) cosx + wsinz
quels que soient A\, u € R.

Mini-exercices.
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1. Résoudre léquation différentielle y" + w?y = 0. Trouver la solution
vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 1. Tracer la courbe intégrale. Résoudre
I’équation différentielle y" + w?y = sin(wx).

2. Résoudre l'équation différentielle y" + vy — 6y = 0. Trouver la solution

vérifiant y(—1) = 1 et y'(—1) = 0. Tracer la courbe intégrale. Résoudre
Uéquation différentielle y" +y' — 6y = e*.

3. Résoudre ’équation différentielle 2y" — 2y’ + %y = 0. Trouver la solution
ayant une limite finie lorsque x — +00. Résoudre 2y”—2y’+%y =x—1.

4.4 Problémes et équations différentielles

4.4.1 Parachutiste

Revenons sur l’exemple du parachutiste de lintroduction : sa vitesse ver-
ticale vérifie I’équation différentielle
dv(t)
dt

ot g (la constante de gravitation) et f (le coefficient de frottement) sont des
constantes.

=g — fo(t)

v X

Nous avons tous les ingrédients pour trouver v.

e Equation homogéne. Les solutions de I’équation homogéne v'(t) = — fo(t)
sont les v(t) = ke Mk € R

e Solution particuliére. On cherche une solution particuliére v,(t) = k(t)e=/*
de l’équation v' = g — fv par la méthode de variation de la constante :
v (t) = K (t)e I = fk(t)e ™', Pour que v, soit solution de I'équation différen-
tielle il faut et il suffit donc que k'(t)e™* = g. Ainsi k'(t) = gelt donc, par
exemple, k(t) = $e’*. Ainsi vy(t) = 5.
e Solutions générales. La solution générale de l’équation est donc v(t) =


null
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% + ket EeR
e Condition initiale. Si a l'instant t = 0 le parachute se lance avec une
vitesse initiale nulle, c¢’est-a-dire v(0) = 0, alors sa vitesse est :

— gp—ft
v(t) =%+ %e

e Vitesse limite. Lorsquet — +00, v(t) = Voo = %, qui représente la vitesse
limite que le parachutiste ne peut dépasser. Expérimentalement, on mesure
que vy vaut environ 5m/s (soit environ 20km/h), et comme g ~ 9,81m/s?,
cela permet de calculer le coefficient de frottement f.

e Position. Comme v(t) = % trouver la position x revient & trouver une

. . . E’
primitive de v :

g g, _

z(t) = Zt+ (et = 1)
[

en prenant comme convention z(0) = 0.

Ceci n’est bien sir qu’un modéle qui ne correspond pas parfaitement a la

réalité, mais permet cependant de mettre en évidence des propri€tés vérifiées

par les conditions expérimentales, comme la vitesse limite par exemple.

4.4.2 Demi-vie

Dans un tissu radioactif, la vitesse de désintégration des noyauz radioac-
tifs est proportionnelle au nombre de noyauz radioactifs N(t) présents dans
le tissu a ["instant t. Il existe donc une constante \ strictement positive telle
que :

N'(t) = —AN(t)

Le signe «- » de cette équation différentielle traduit la décroissance du nombre
de noyauz. Si Ny désigne le nombre de noyaux a linstant initial, on a donc :
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N(t) = N()G_)‘t

Dans ce contexte apparaissent souvent deux grandeurs qu’il est bon de savoir
interpréter graphiquement :
e Le temps caractéristique, noté T, est défini par :

1

T=—

A
Si (T) désigne la tangente a l'origine de la courbe (C) de la fonction N, le
temps caractéristique T est l’abscisse du point d’intersection de la droite (T)
avec l'axe du temps. En effet, une équation de (T) est :

On constate que st t = 7, on a bien y = 0. Plus le temps caractéristique est
petit, plus la vitesse de désintégration initiale est élevée.

e La période de demi-vie, notée 71,2, est la période au bout de laquelle la
moitié des noyaux se sont désintégrés. On a donc :
No

N(Tl/g) = 7

N,
Done Nye /2 = 70, d’ot ATy 9 = In2. Ainsi :

In2
Tij2 = e TIn2

A
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On peut aussi exprimer N(t) en fonction de la période de demi-vie : N(t) =

Y —rt g N2 T
Noe = N0€ = N0€ 1/2 = N[)2 /2,
Notez que 112 ne dépend pas de Ny, et c’est bien le temps nécessaire pour que
la moitié des noyaux se soient désintégrés, ce quel que soit instant initial :

MasaV — 1 1 .=t N(
N(t+T1/2):N0€ /2 :N0€T1/2 1:§N02T1/2 :#

4.4.3 Modéles d’évolution

On considére une culture de bactéries en milieu clos. Soit Ny le nombre
de bactéries introduites dans la culture a 'instant t = 0.
Loi de Malthus.
Un premier modele est de supposer que la vitesse d’accroissement des bacté-
ries est proportionnelle au nombre de bactéries en présence. Cela signifie que
le nombre N(t) de bactéries vérifie l’équation différentielle

Y = ay,

ou a > 0 est une constante dépendant des conditions expérimentales. Nous
savons résoudre cette équation! Ainsi selon ce modéle

N(t) = Noeat.

Le milieu étant limité (en volume, en éléments nutritifs,... ), le nombre de
bactéries ne peut pas croitre indéfiniment de facon exponentielle. Ce modéle
ne peut donc s’appliquer sur une longue période.

Modéle de Verhulst

Pour tenir compte de ces observations, on présente un autre modéle d’évolu-
tion. On suppose que le nombre N(t) de bactéries vérifie I’équation différen-
tielle

y = ay(M —y), (E)

ot a >0 et M > Osont des constantes. On cherche les solutions y de (E)
telles que y(t) > 0 pour t € I = [0,+o0[. Supposons qu’une telle solution y
existe.

e Changement de fonction.

On transforme l'équation (E) en une équation plus facile a résoudre. Pour

cela on pose z(x) = ——. La fonction z est dérivable sur I et :

y(x)

/ - M M
Z/:y_2:a/y(y—2):a—a/—:a—&MZ.
Y Yy Yy
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e Solutions z.
Ainsi la fonction z doit vérifier [’équation différentielle

Z=a—aMz,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants
avec second membre constant. On en déduit que, pour tout x € I,

1
_ Jo—aMz
z(x) = ke + i
ou k € R est une constante.
e Solutions y.
Cela permet d’obtenir y :
1 1 B M
y(z) = () = a4 i T kMe—aMz 4|
M
L k est déterminé [ dition initiale y(0) = M =N,
a constante k est déterminée par la condition initiale y SV 0,
B B
ainsi k = N,
Exemple 4.4.4. On suppose Ny = 0,01 (en million de bactéries) et M = 1,
a=1. Alors k = Fo v 99. Ainsi selon ce modéle :
1
N() = 1499~

Il est clair que 0 < N(t) < 1 pour toutt >0, et N(t) — 1 lorsque t — +o0.
Pour connaitre les variations de la fonction N, nul besoin de calculs car on
sait déja que N est solution de l’équation différentielle (E), donc N'(t) =
N(t)(1 — N(t)). Ainsi N'(t) > 0, donc la fonction N est croissante.

N(t)

modéle de Malthus

(O [ o i S e

modele de Verhulst

Le modele de Verhulst a l’avantage de bien faire apparaitre un comportement
asymptotique particulier : le nombre de bactéries finit par se stabiliser.
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4.4.5 Masse attachée & un ressort

Une masse est attachée a un ressort. Quelles sont les forces qui s’ap-
pliquent a cette masse ?

Un poids P,

e une réaction R = —? qut $’oppose au poids,
e une force de rappel T',

e une force de frottement ?

.ii.R
/\/V\T//\ F
= » =
N N
L ) :D.
0 <

Principe fondamental de la mécanique
Le principe fondamental de la mécanique s’écrit :

P+R+T+F=ma

. . -
Il est a noter que la réaction s’opposant au poids, on a ? + ﬁ = 0, et
l’équation devient :

7—1—? —md

Force de rappel

La force de rappel est une force horizontale. Elle est nulle a la position d’équi-
libre, qui sera pour nous l'origine x = 0. Si on écarte davantage la masse du
mur, la force de rappel est un vecteur horizontal qui pointe vers la position
d’équilibre (vers la gauche sur le dessin). Si on rapproche la masse du mur, le
ressort se comprime, et la force de rappel est un vecteur horizontal qui pointe
encore vers la position d’équilibre (cette fois vers la droite sur le dessin). On

%
modélise la force de rappel par T' = —kx i ou x est la position de la masse
(on peut avoir x > 0 ou x < 0), et k > 0 est une constante qui dépend du
ressort.


null
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§/\/\/\‘;h‘ §\/\/\/\ §VW %
- el
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Oscillations sans frottements Dans un premier temps, on suppose qu’il

n’y a pas de frottement : = 0. Le principe fondamental de la mécanique,
constdéré uniquement sur ’axe horizontal, s’écrit alors :
d*z(t)
—kx(t) =m
(t) o
1l s’agit donc de résoudre ’équation différentielle du second ordre :
k
y'+ —y=0.
m

k
L’équation caractéristique est r>+— = 0, dont les solutions sont les nombres
m

complexes r; = —1—2'\/% et ry = —i,/% . Nous sommes dans le cas A =

—4mk < 0. Les solutions de cette équation caractéristique sont de la forme

atif avec a = 0, f = \/% , ce qui fait que les solutions de [’équation

différentielle sont les :

y(x) = (A cos(Bz) + psin(Bx))

Dans notre situation (la fonction inconnue est z et la variable t) :

£(t) = Aeos(y/E) + psin(\/ED)  (\ueR)

Exemple 4.4.6. On liche la masse au point d’abscisse 1, sans vitesse ini-
tiale. Cela nous donne les canditions initiales x(0) = 1 et 2/(0) = 0. Comme

x(0) = 1 alors A = 1. Comme 2'(0) = 0 alors p = 0. Ainsi on trouve une
solution périodique : x(t) = cos( \/>t
x(t),

N /NN
WAL NS
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Oscillations avec faibles frottements

dz
On rajoute une force de frottement ? = —fma qui est proportionnelle a

la vitesse et s’oppose au déplacement (f est le coefficient de frottement). Le
principe fondamental de la mécanique devient :
dxz(t) d*x(t)

—helt) = fm=g= =m=as

1l s’agit donc de résoudre ’équation différentielle : " + fy’ + %y =0

L’équation caractéristique est cette fois r2+f7“+% = 0. Son discriminant est
A= f?— 4%. Supposons que le coefficient de frottement f soit faible, c’est-
a-dire que A = f? — 4£ < 0, comme dans le cas sans frottement. On note

m
6 = +/|A| = /4% — f2. Les deux solutions sont ri = a+if et ry = a —if3

avec o = —g et f = g = \/% — J;—z. Les solutions de I’équation différentielle
sont encore de la forme :

y(x) = e (Acos(Bz) + psin(fz))
Ce qui donne ici :
z(t) = e (A cos(8t) + psin(t)) (A ueR)

Cette fois la solution n’est plus périodique, mais correspond a un mouvement
oscillant amorti, qui tend vers la position d’équilibre x = 0.

x(t)

Mini-exercices.
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1. Un circuit €lectrique constitué d’un condensateur de capacité C se dé-
charge dans une résistance R. Calculer [’évolution de la charge élec-

trique qui vérifie q(t) = —RCdzi—g).

2. Calculer et tracer les solutions du systeme masse-ressort pour différents
nweaux de frottements.

3. Une tasse de café de température Ty = 100°C' est posée dans une piece
de température T, = 20°C. La loi de Newton affirme que la vitesse de

dT(t)
Cdt

sa température T(t) et la température ambiante T,,. Sachant qu’au bout
de 3 min la température du café est passée a 80°C', combien de temps
faudra-t-il pour avoir un café a 65°C ¢

décroissance de la température est proportionnelle a [’écart entre
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