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Chapitre 1

Propriétés du corps des nombres
réels

1.1 A propos du corps des réels R

Les nombres réels forment un ensemble noté par R et muni de deux opérations
internes + : R x R — Ret-: R x R — R, appelées respectivement, addition et

multiplication, ainsi que d’une relation "<", " plus petit que", le tout satisfaisant a
des propriétés que nous présentons par groupes.

1.1.1 Notion de corps
Soient a, b, c des éléments de R. Nous admettons que 1’addition et la multipli-
cation dans R vérifient les propriétés suivates :
(A) a+b=0b+aeta-b=>b-a(commutativité).
(B) (a+b)+c=a+(b+c)et(a-b)-c=a-(b-c) (associativité).
(C) a-(b+c¢)=a-b+ a-c(distributivité).

(D) II existe deux nombres réels notés O et 1 telsa +0 = a et 1 - a = a pour tout
élément a de R.

(E) Pour tout «a il existe un nombre réel —a tel que a + (—a) = O etsia # 0, il
existe un nombre réel 1/a tel que a - (1/a) = 1.

Au vu de ces propriétés, on appelle R un corps .
Notons que le sous-ensemble Q de R, appelé ensemble des nombres rationnels
et défini par
Q={a/blacZetbeZ},

1. Un corps est un ensemble A muni de deux lois de compositions internes (applications de
A x A dans A) que nous notons encore "+"et " - " vérifiant les propriétés (A) — (E)
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1.1. A PROPOS DU CORPS DES REELS R

ouZ=4...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} est'ensemble des entiers relatifs et Z* = Z\
{0}, muni de I’addition et de la multiplication est aussi un corps. Dans 'ensemble

a
b
a € Z les nombres { et a, nous avons les inclusions N C Z C Q C R, ou N =

Q on identifie § et ;== pour tout a € Z et b,n € Z*. En identifiant pour tout
{0,1,2,3,...} est'ensemble des entiers naturels. L'ensemble Q C R.

En effet, un raisonnement géométrique, certainement déja connu des babylo-
niens, montre qu’il est possible de construire un carré B de surface double de
celle d'un carré initial A que 'on choisit de coté égal a 1. Sil’on note d la longueur
du coté du carré B, qui est égale a la longueur de la diagonale du carré A, I'égalité
d? = 2 est alors vérifiée. Mais un tel nombre d, ne peut pas étre dans Q.

Proposition 1.1.1 Le nombre d = /2 positif qui vérifie d> = 2, n’est pas un nombre
rationnel.

Preuve : Nous allons faire une démonstration par I’absurde. Supposons que /2
est rationnel. I existe alors deux entiers positifs a,b tels que v/2 = a/b. Si a et
b sont pairs, on peut simplifier la fraction a/b par 2. En simplifiant par 2 autant
que possible, on arrive au cas ot au moins un des deux entiers a ou b est impair.
En élevant au carré I'égalité v/2 = a/b et en multipliant les deux membres par
I’entiers naturel b?, on arrive a 2b? = a?. Donc a? est pair. Si a est impair, on peut
écrire a = 2o+ 1, alors a® = 4a” + 4a + 1 qui est impair. On en déduit donc que a
est pair, donc on peut écrire a = 2a, ce qui donne 2b* = 4a? et en simplifiant par
2, on obtient b* = 2a®. Le méme raisonnement montre alors que b est aussi pair.
On a donc une contradiction avec I’hypothese que a ou b est impair, et p? ne peut
pas étre rationnel. O

1.1.2 L'ordre surR
Nous admettons que 'ensemble des nombres réels R est ordonné par la rela-
tion "<" qui a les propriétés suivantes :
(F) Tout couple (a,b) de réels vérifie exactement une des trois relations sui-

vantesa = b, a < bou b < a.
(G) Sia < betb < calors a < ¢ (transitivité).

(H) Sia < b,alors a + ¢ < b+ cpour tout ¢, et si 0 < calors ac < be.

Proposition 1.1.2 R est un corps totalement ordonné?.

n,n nsn

2. On appelle corps ordonné un corps K muni d’opérations "+" et "*-" et d'une relation < telle

que les relations (F) — (H) soient satisfaits.



1.1. A PROPOS DU CORPS DES REELS R

Notation 1.1.3 Pour tout couple de réels (a,b),

1. a > bsignifieque b < a

2. a < bsignifie que I'on a soit a < b, soit a = b

3. a > bsignifie que I'on a soit a > bsoit a = b

4. R, ={x e R|lz > 0}

5. R* =R\ {0}
L’ensemble des rationnels Q est aussi un corps totalement ordonné. Donc les pro-
priétés que nous avons vu jusqu’ici ne permettent pas de caractériser I'ensemble
R, car QQ est strictement contenu dans R.

Dans un corps ordonné, on peut introduire la notion de la valeur absolue d"un
nombre.

Définition 1.1.4 La valeur absolue du nombre réel a est le nombre réel noté |a| et défini

a si a>0
ol = |

par

—a st a<0

De la définition de la valeur absolue, nous avons immédiatement ce qui suit, pour
tous a,b € R,

1. |a| >0

2. |a] = 0 sietseulementsia =0

3. [~al = a]

4. 2] =ysia#0

5. [a-b| = af |0

6. Soitb > 0. |a| < bsietseulementsi —b < a <b
7. Soit b > 0. |a| < bsi et seulement si —b < a < b.
8. |a] < z pour tout x € R, si et seulement si a = 0.

Proposition 1.1.5 (Inégalité triangulaire) Soient a,b € R

la +b| < |a| + |b| (1.1)

Preuve : Il y a quatre possibilités :

1. Sia > 0etb > 0alorsa+b>0,desorte que |a + b| = a+ b= |a|] + |]]
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1.1. A PROPOS DU CORPS DES REELS R

2. Sia<0etb<0Oalorsa+b<0et|la+b=—(a+b) =—a-+(=b)=|a|+ |b]

3. Sia <0etb>0alorsa+ b= —|a| + |b| de sorte que |a + b| = |—|a| + [b]| <
|al + 1]
4. Sia > 0etb < 0Oalorsa+b = |a|—|b| de sorte que |a + b| = ||a] — [b]| < |a|+]b]

Corollaire 1.1.6 Soient a,b € R
la] = [6]] < |a + 0] (1.2)

et
l|la| — |b]] < |a —b| (1.3)

Preuve : En remplacant dans (1.1) a par a — b nous obtenons |a| < |a — b + ||, de
sorte que
la] = [b] < |a —b] (1.4)

Intervertissons les roles de a et b, nous obtenons

6] = la| <|b—al (1.5)
qui est équivalent a dire que

6] = la| <'la —b| (1.6)

puisque |a — b| = |b — a|. Mais alors puisque
— [b| si > b
lal — o = { 4IPSt el = 0l 1.7
[b] —la| si [b] <|al
le résultat découle des inégalités (1.4) et (1.6). En remplacant b par —b dans (1.2),
nous obtenons (1.3) O

Une autre caractéristique importante de R est que I’on ne peut pas donner des

valeurs a deux réels qui se suivent.

Lemme 1.1.7 Entre deux nombres réels a < b il y a toujours une infinité de nombres
réels différents

Preuve : Nous commengons avec

a+b

a < <b

En répétant cette construction on obtient une infinité de nombres entre a et b O



1.1. A PROPOS DU CORPS DES REELS R

1.1.3 Propriété de la borne supérieure

Définition 1.1.8 Soit A une partie de R

1. Le réel M est un majorant de A si pour tout a € Aonaa < M.On dit que A est
majorée si A admet au moins un majorant.

2. Le réel m est un minorant de A si pour tout a € A, onam < a. On dit que A est
minorée si A admet au moins un minorant.

3. Sila partie A est majorée et minorée alors on dit que A est bornée.

4. On dit qu'un réel m est une borne inférieure de A et on note m = inf A, si m est
un minorant de A et si :

Ve >0,3v € Atelquem <z <m+e

(ce qui peut se traduire en disant que m est le plus grand des minorants de A ).

5. On dit qu'un réel M est une borne supérieure de A et on note M = sup A, si M
est un majorant de A et si :

Ve >0,z € Atelque M —e <x < M

(ce qui peut se traduire en disant que M est le plus petit des majorants de A ).

(D Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure. On dit
que R possede la propriété de la borne supérieure ou est complet.

On admet qu’a un isomorphisme pres, il existe un et un seul corps totalement
ordonné possédant la propriété de la borne supérieure, c’est-a-dire vérifiant les
propriétés (A) — (I). En d’autres termes, deux corps ordonnés complets sont iso-
morphes : Il existe une bijection entre les deux corps qui respecte les opérations
algébrique et la relation d’ordre

Remarque 1.1.9 Toute partie A non vide et minorée de R admet une borne inférieure :
en notant (—A) I'ensemble des opposés des éléments de A, inf A = —sup(—A).

Théoreme 1.1.10 Si A admet une borne inférieure (resp. supérieure) cette derniere est
unique.

Preuve : Supposons que A admette deux bornes supérieures M et M’ avec M’ <
M. Prenant e = M — M’, on peut alors trouver x € Atelque M' = M —e < 2 < M,
ce qui contredit I'inégalité x < M'. L'ensemble A admet donc au plus une borne
supérieure. On procéde de méme pour la borne inférieure. O



1.1. A PROPOS DU CORPS DES REELS R

La borne inférieure ou supérieure de A quand elle existe n’est pas nécessaire-
ment un élément de A. Si inf(A)(resp. sup(A)) existe et est dans A, on dit alors que
inf(A) (resp. sup(A)) estle plus petit (resp. plus grand) élément de A. Siinf(A) € A
(resp. sup(A) € A ) on dit aussi que c’est le minimun (resp. maximun) de A et on
le note min(A) (resp. max(A)).

Proposition 1.1.11 1. L'ensemble des entiers naturels N admet un plus petit élément
qui est 0.

2. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
3. Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.

4. Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément, et toute partie
non vide et majorée, un plus grand élément.

Définition 1.1.12 (intervalle,segment) Soient a,b deux réels tels que a < b.

1. On note |a, b] I'ensemble des réels x tels que a < x < b. C’est un intervalle fermé.
On dit aussi que [a, b] est un segment.

2. On note |a, b] I'ensemble des réels x tels que a < x < b. C'est un intervalle ouvert.
On définit de méme les intervalles mixtes ou semi-ouverts [a, b| et ]a, b].On intro-
duit aussi le symbole oo (appelé l'infini) et on note [a, +oc[ 'ensemble des x réels
tels que a < x et |—o0, a| I'ensemble des réels x tels que v < a

Exemple 1.1.13 — 1,13, sont des majorants du segment A = [—1, 1]. 1 est un majo-
rant de A = [—1,1].
— L'intervalle [a, +oo| n’a pas de majorant.

Théoréme 1.1.14 (Propriété d’archimede) Soient x et y deux réels > 0, alors il existe
un entier n tel que ny > x.

Preuve : Nous faisons la preuve par I’absurde. Si l'affirmation était fausse alors x
serait un majorant de
S ={yn/n € N}.

Donc, d’apres la propriété (I) S posseéde une borne supérieure que nous notons
B. Ainsi, yn <  pour toutn € N. Orsi n € N alors n + 1 € N. Il vient alors que
(n+1)y < g pour tout n € N et par conséquent yn < 3 — e pour tout n € N. Ainsi
B — € est un majorant de S; ce qui est absurde car § — € < 3 et 3 est le plus petit
des majorants. O

La propriété d’Archimede dit qu’en faisant assez de pas de longueur y on
dépasse x



1.2. DENSITE DES RATIONELS ET IRRATIONNELS

Théoreme 1.1.15 Pour tout réel x il existe un unique entier rélatif n tel que

n<r<n+l1 (1.8)

Preuve : Pour z entier relatif, il suffit de prendre n = x. On suppose donc que
x n’est pas un entier relatif. Supposons d’abord que x est strictement positif. Le
théoreme 1.1.14 affirme qu’il existe m € N — {0} tel que m > z. Par conséquent,
I'ensemble des entiers m > 0 vérifiant m > x est non vide. Il admet donc un plus
petit élément p. Il suffit alors de poser n = p — 1. Pour < 0 en raisonnant avec
—x on aboutit a I'existence d’un entier p vérifiant p < —x < p + 1. On a alors
—(p+1) < x < p( = n’est pas entier ) et n = —(p + 1) convient. Si pour z réel il
existe deux entiers n et p vérifiant la relation (1.8), on a alors :

n<zr<n+l
p—1l<—-a<-—p

doncn—p < 1,s0itn—p < 0etn—p > —1,so0itn — p > 0. Et nécessairement
n = p. D’ot1 'unicité de n vérifiant (1.8). O

Définition 1.1.16 Avec les notations du théoreme précédent, I'entier n est appelé la par-
tie entiere de x. On le note [z| ou E(x).

1.2 Densité des rationels et irrationnels

Définition 1.2.1 Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si A rencontre
tout intervalle ouvert |a, b] avec a < b.

Théoreme 1.2.2 [ensemble QQ des nombres rationnels est dense dans R.

Preuve : Soient a,b € R tels que a < b. Appliquons le théoreme 1.1.14 avec z = 1
et y = b— a. Il existe un entier positif ¢ tel que ¢(b—a) > 1. Il existe aussi un entier
j tel que j > qa. Ceci est evident si a < 0, et découle du théoreme 1.1.14 avec
y = letxz = agsia > 0.Soit p le plus petit entier qui vérifie p > ¢ga. Nous avons
p — 1 < ga, de sorte que nous avons qa < p < ga + 1. Mais puisque 1 < ¢(b — a)
ceci implique ga < p < qa + q(b — a) = ¢b et par suite a < § <b. O

Théoréme 1.2.3 L'ensemble des nombres irrationnels noté R \ Q est dense dans R.



1.3. EXERCICES

Preuve : Soit i un nombre irrationnel,par exemple v/2. Soient a et b deux réels tels
que a < b. On applique le théoreme 1.2.2 a Ja — ¢, b — 4|, il existe un rationnel r tel
quea —1 <7 <b—1i. Alorsa < i+r < b. Le nombre v = i 4 r est irrationnel,
sinon ¢ = = — r serait rationnel contrairement a I’hypothése. O

Remarque 1.2.4 Il y a beaucoup plus de nombres réels que de nombres rationnels. On
peut montrer que les ensembles 7 et Q peuvent etre mis en bijection avec N, c’est-a-dire
que I’on peut numéroter avec les entiers naturels éléments de Z et Q. On dit que Z et Q
sont dénombrables. Par contre R n’est pas dénombrable ( théoreme de cantor ) et pourtant
Q est dense dans R.

1.3 Exercices

Exercice 1 Pour tout x € R, E(x) désigne la partie entiére de .
1. Montrer clairement que la fonction E est croissante.

2. Soit n € N. On veut montrer que E(v/4n + 2) = E(v/4n + 1).
(a) Montrer par I'absurde qu’il n’existe pas d’entier relatif q tel que (q + 1)* =

4dn + 2.
(b) On pose ¢ = E(v/4n+ 1) et p = E(v/4n + 2). Monter que si ¢ < p alors
VIn¥l<q+1<In+2.

(c) Déduire de tout ce qui précede que q = p.

Correction 1 Pour tout v € R, E(x) désigne la partie entiere de x.

1. Montrons que E est croissante. Soient x,y € R tels que x < y. On a par définition
E(r) <z <y <E(y) +1

11 vient alors que E(x) et E(y) sont deux entiers naturels qui vérifient E(z) <
E(y) + 1. Donc E(z) < E(y). D’oit la croissance de E.

2. Soit n € N. On veut montrer que E(v/4n + 2) = E(v/4n + 1).
(a) Supposons que q € 7 avec (q + 1)* = 4n + 2. q étant un entier, est soit pair,

soit impair.

— Sigest pair alors il existe k € Z tel que q = 2k et par conséquent (q+1)* =
(2k +1)? = 4k* + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1 qui est un nombre impair. Or
4n + 2 est pair. Par suite, il est impossible d’avoir (¢ + 1)* = 4n + 2.

— Si q est impair alors il existe k € Z tel que q = 2k + 1. Par suite (¢ +1)? =
(2k 4 2)? = 4k + 8k + 4 = 4(k* + k + 2) qui est multiple de 4. Or 4n + 2
est un multiple de 2 qui n’est pas multiple de 4. Par conséquent il est encore
impossible d’avoir une égalité.

9
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En conclusion, il n’est pas possible de trouver d’entier q tel que (¢ + 1)* =
4dn + 2.

(b) Onpose q = E(v/4n + 1) et p = E(v/4n +2). Si g < palors E(v/4n + 1) <
E(vV4n +2), c’est a dire E(v/4n + 1) + 1 < E(vV/4n + 2). 1l vient alors de
la définition de partie entiere que ¢ < V/An+1 < ¢+ 1 < E(v4n +2) <
Van +2;soit Vain +1 < g+ 1 < An + 2,

(c) Ilvient de ce qui précede quesi q < pavec ¢ = E(v/4n + 1) et p = E(/4n + 2),
alors An +1 < ¢+ 1 < /4An + 2, c'est-a-dire 4n + 1 < (¢ + 1)? < 4n + 2.
Or 4n + 1 et 4n + 2 étant deux entiers consécutifs, la seule possibilité est
(g + 1)? = 4n + 2, ce qui est impossible d’apres la question 2a). Donc p < q.
Or la fonction partie entiére est croissante d’apres la question 1), et pour tout
entier naturel n, \/4n +1 < v/4n + 2. Donc E(v/4n + 1) < E(v/4n +2);
c’est-a-dire que q < p. Il vient alors que q = p.

Exercice 2 Soient x et y des réels, montrer que :
Lo |z[+ |yl < |z +y[ + |z —y]
2214 jzy—1 <(A+]z-1)A+|y—1))

Correction2 1. Ona

2] = [(x +y) + (z —y)| <[z +yl+ [z -yl

et
2l =@ +y) = (@ =yl < |z +yl+ e -yl

en sommant les deux inégalités, on a le double du résultat demandé.

2. Ona
I+ lz =1)A + |y = 1) = [z =1+ |y = 1+ |z = 1ly = 1]+ 1.
11 s’agit donc de prouver que
lzy =1 <o =1 +ly =1+ [z =1y =1 = [z =1+ |y = 1| + |zy =2z —y + 1|

Ce qui s’écrit |vy — 1| — vy —x —y + 1] < |z — 1|+ |y — 1| ou encore |y — 1| —
|z +y —ay — 1| < |z — 1|+ |y — 1| Or la seconde inégalité triangulaire donne
jal = o] < |a + 0]

Exercice 3 Soit la fonction f définie par f(x) = E(2x) — 2E(x), ott E(x) désigne la
partie entiére de x.

1. Montrer que la fonction f est périodique de période 1.

10
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2. Calculer f(z) pour x € [0, [ puis pour z € [$,1[. En déduire que
Ve e R0 < E(2z) — 2E(x) < 1.

Correction3 1. f(z+1) = E(20+2)—-2E(z+1) = E(22)+2-2E(z)—2 = f(x)
, [ est donc 1-périodique.

2. Siz € 0,5 alors 2z € [0,1[ et f(x) =0—0=0,siz € [3,1[, ona2z € [1,2[et
f@)=1-0=1.
Pour x € [0,1], onadonc 0 < E(2x) — 2E(x) < 1, par 1-périodicité, on a

Ve R 0< E(2z)—2E(x) <1

Exercice4 1. Démontrer quesir € Qet x ¢ Qalorsr +x ¢ Q et sir # 0 alors
re ¢ Q.

2. En déduire : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.

Exercice 5 On veut montrer que l'ensemble F = {pIn2+ qIn 3 : (p,q) € Z*} est dense
dans R.

1. Quand dit-on qu’un sous-ensemble A de R est dense dans R ?

2. Montrer que In2 et In3 sont dans F, et que si x € F alors mx € F pour tout
m € Z.
3. Soit av = inf FF NRY.
(a) Justifier l'existence de o et montrer que si o« € F'NR? alors pour tout v € F,
r—aE(2)=0
(b) Montrer que 12 ¢ Q. En déduire que o ¢ F NRY,.

(c) Montrer que si o > 0 alors o € F' N R?.. Conclure par rapport a o

4. Déduire de ce qui précede que F est dense dans R

Correction 5 Montrons que F est dense dans R.

1. Aest dense dans R si et seulement pour tout a < bdans R, il existe o € A tel que
a<a<b.

2. Soit x € F il existe (p,q) € Z* tel que x = pln2 + qln3, par suite mz =
mpIln2 +mqIn3 = p'In2 + ¢ In3 avec (p', ¢') € Z*. Donc mz € F.

3. Soit o = inf FNRY.
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1.3. EXERCICES

(a)

(b)

(c)

L’ensemble F. = F NR* est une partie de R minorée par 0 donc admet une
borne inférieur o = inf F NIRY > 0.

Par ailleurs, si « €€ I, alorsa > 0. Soit v € Fetk =E(Z). Ona
k:§E<k+1©ka§x§ka+a©0§x—k’a<a.
a

Or x et ko étant dans F', x — ko l'est aussi. Ce qui veut dire que v — ko = 0
ou bien x — ko € Fy. La deuxieme hypothese contredit 'infimum de «.. Donc
x —ka =0.

Sia € F'NRY alors d’apres la question précédente, F' = aZ. Si ceci était le
cas, vu que In 2 et In 3 sont dans F, on aurait In2 = ka et In3 = k'« soit

22 — & yationnel. Ce qui est faut car 22 ¢ Q. Donc o ¢ F N R,

Supposons o« > 0. Si « ¢ Fy alors il existerait x € F, tel que o < x < 2a.
De méme en considérant o < x, il existe y € F\y tel que o < y < x. D’out
O<z—y<oaOrsiz,y € F,alorsx—y € F; ce qui nous améne a dire que
x —y € Fy, ce qui contredirait le fait que « est la borne inf. En conclusion

a=0.

4. Si o = 0 alors pour deux réels a < b, il existe z € Fy tel que 0 < z < b — a; soit

1<

b — 2 Ceci implique qu’il existe un entier relatif n tel que © < n < 2, soit
4 z 4 z

a<nz<b Ornz e F.D’oula densité.
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Chapitre 2
Suites réelles

Nous nous interessons dans ce cours aux suites réelles, mais nous donnerons
de temps a autre des résultats élémentaires portant sur les suites complexes.

2.1 Convergence d'une suite

2.1.1 Généralités sur les suites numériques

Définition 2.1.1 On appelle suite réelle (resp.complexe), toute application définie sur N
(ou une partie de N) a valeurs dans R ( resp. C ). On note usuellement v = (uy,),, o OU
U= (Un), >y, OU tout simplement (uy,,) une suite. u,, est appelé le terme général de la suite

(uy).

Pour simplifier, nous supposerons que les suites sont définies sur N et on note
RY I’ensemble des suites réelles, (CN ’'ensemble des suites complexes).

Le terme général u,, d'une suite (u,) peut étre donné sous forme explicite ou
sous forme récurrente ( ce qui signifie que 1'on indique une loi de formation des
termes successifs ).

Exemple 2.1.2 1. Lasuiteréelle e = (e,),,-, définie par e,, = (14 1)" est sous une

43

forme explicite. Elle commence par e; = 2, ey = 9 g = 33.etc.

4
2. La suite (de Fibonacci) (v, )nen définie par vg = 0,v; = 1 et vy40 = Vpy1 + vy, €5t
donnée sous une forme récurrente. Elle commence par vg = 0,01 = 1, v3 = 2, efc.

3. Plus généralement on a les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 définies par la
formule w, 11 = au,, + bu,_1 avec uy et u; données.

Définition 2.1.3 Une suite réelle (u,),, . est dite :

1. majorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier n € N on ait u,, < M,

13



2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n € N on ait m < u,,

3. bornée si elle est majorée et minorée,

4. non décroissante, ou croissante au sens large ( resp. non croissante, ou décroissante
au sens large ) si pour tout n € N on a w,41 > wu,, (resp. u, > up41),

5. strictement croissante ( resp. strictement décroissante ) si pour tout n € N on a
Upt1 > Uy, (TESP. Uy, > Upt1),

6. monotome si elle est croissante ou décroissante,

7. périodique s'il existe un entier p € N tel que pour tout n € N on ait u,,p, = uy,.
L’entier p est la période de la suite.

Une suite complexe (u,,) est dite bornée si la suite réelle (|u,|) est bornée.

Exemple 2.1.4 La suite de terme générale

1.

5.

u, = sinn est bornée. Elle n’est ni décroissante ni croissante.

2. u, = = définie pour n > 1 est strictement décroissante et bornée.
3.
4

. Uy = upa™ avec uy > 0 est croissante non majorée si a > 1, décroissante et bornée

u, = €" est croissante, minorée mais pas majoreée.

si0 < a <1, constante si a = 1.

La suite u,, = sin (32) est périodique de période 17.

Remarque 2.1.5 1. Si la suite réelle (u,,) est une suite croissante a termes stricte-

2.

3.

ment positifs, alors (=) est une suite décroissante a termes positifs. Dans ce cas en
n

effet :

1 1
< —.
Un+1 Unp,

un_;,_l > un p—

Il peut arriver qu'une suite soit rendue monotome quand on en supprime les q
premiers termes (q fixé).

D’apres sa définition, la monotonie se met en évidence en étudiant le signe de w,, 11 —
uy,,. Dans le cas oit u, > 0 pour tout n € N, on peut aussi comparer a 1 le quotient

Un+1
Up

2.1.2 Suites convergentes ou divergentes

Définition 2.1.6 Soit (u,,) une suite complexe ou réelle. On dit que (u,,) admet a € C

pour limite ou que (u,,) converge vers a et on écrit lim wu, = a, si pour tout ¢ > 0 il

n——+00

existe un N € N tel que |u,, — a| < e pour tout n > N. En formule

lim w,=a<=Ve>0,IN €N, (n>N = |u, —a| <e¢)

n——+o00

14



2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

Proposition 2.1.7 La limite d"une suite convergente est unique.

Preuve : (Nous faisons la démonstration par I'absurde) Soit (u,,) une suite. Supposons
qu’il y a deux limites ¢ et ¢ avec ¢ # ¢'. Prenons

B |0 — 2|
€= 1 > 0.

Comme / est la limite de la suite (u,,) il existe un entier N tel que pour n > N on
ait |u, — ¢| < ¢, de méme ¢’ étant aussi limite, il existe un entier N’ tel que pour
tout n > N’ on ait |u, — ¢'| < e. Alors si n > max (N, N') I'inégalité triangulaire
permet d’écrire

-1
ce qui est absurde. O
Exemple 2.1.8 1. Montrons que la suite (u,) de terme général u, = =253 a pour
limite —2.
Nous avons

7 7
up — (2)| < €<= —— <e<= n>-—2.
n+2 €

Donc pour € > 0sin > E (L) =1 > I —2alors |u, — (—2)| <«

“ 1, . P o ) N L . o 1
2. Considérons la suite définie par u, = vn?® + 1 —n. On peut écrire u, = Z—=5—
ce qui montre que |u,| < % pour tout n € N*. Donc lim,,_,, u, = 0. On peut
remarquer que la suite (u,,) est décroissante. En utilisant 'inégalité

lla] = [bl] < 'fa—bl,
qui est valable pour tous réels a et b, on montre que

lim w, =0(= lim |u,|=|{|.
n——ao0 n—=o0

Théoréme 2.1.9 Toute suite ( réelle ou complexe ) convergente est bornée.

Preuve : Soit (u,)n,en qui converge vers ¢ € C. Il existe N € N tel que pour tout
n > N, on ait |u, — ¢| < 1, ¢’est-a- dire

[un| = |tup — 0+ ) < Ju, — €]+ €] <1+ |].

Posons
M = max {|ug|, |u|, ..., lun]|, |€] + 1}.

Nous avons pour tout n € N, |u,| < M. O
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2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

Définition 2.1.10 Une suite non convergente est dite divergente.

Exemple 2.1.11 Montrons que la suite (u,,) définie par u,, = (—1)" est divergente. Si
cette suite converge vers un réel ( la suite |u| = (|(—1)"|)nen qui est constante égale a 1
va converger vers |{| et nécessairement ¢ = 1. En écrivant que pour € = 1, il existe un
entier N tel que :

Vn > N [(=1)" =/ <1

et en prenant n > N impair si { = 1 et pair si { = —1, on aboutit @ 2 < 1 qui est
impossible. La suite u est donc divergente.

Parmi les suites réelles divergentes, on traite a part celles qui tendent vers l'infini.

Définition 2.1.12 Soif (u,,) une suite réelle.

1. On dit que (u,) tend vers 400 si,
VM € R,,3N € N tel que Vn > N,u, > M.

On note lim wu,, = +oo.
n——+o00

2. On dit que (u,,) tend vers —oo si,
Vm € Ry, 3N € Ntel queVn > N,u, < —m.

On note lim wu,, = —o0.
n——+00

Exemple 2.1.13 Soit (a,) la suite de terme général a, = “-. Montrons que lirf a, =
: n—-—+0o0

+o0. En effet, nous avons pour tout n € N*,

n n nn
Ay — — — —
"l an—1"""21

Donc pour tout K > 0sin > K alorsona a,, > K. Prendre pour N tout entier supérieur
a K, en occurence E(K) + 1.

Une suite qui tend vers +oo est nécessairement positive a partir d'un certain rang.
On peut remarquer que lim u, = —oo si et seulement si lim,,_, | —u,, = +00

n—-+oo

Si u,, = Ui avec v, > 0 pour tout n € N, alors lim u, = 0 si, et seulement si,
n n—+oo

lim v, = +0c0

n——+o0o

Dans la définition de la convergence et des limites ci-dessus, les inégalités
peuvent étre larges ou strictes.

Une suite qui tend vers l'infini (c’est-a-dire vers +o0o ou —o0) est non bornée
donc divergente.

Une suite complexe (u,)nen telle que 1ir}rr1 |u,| = +o00 est divergente puisque

n—-+00

non bornée.
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2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

2.1.3 Théoremes généraux sur les suites convergentes

Théoreme 2.1.14 Si v = (u,,),en est une suite de nombres complexes pour laquelle on
peut trouver une suite v = (v, )nen de réels positifs telle que lil}rn v, = 0et |u, — | < v,
n——+0oo

a partir d’un certain rang, oit ¢ est un nombre complexe donné, alors lim wu, =/
n——+00

Preuve : Fixons ¢ > 0. Il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny,v, < e
Par ailleurs, il existe V; tel que pour tout n > Ny, |u, — {| < v,. Maintemant, si
n > max (No, Ny), alors |u,, — {| < v, <e. O

Le résultat qui suit se déduit immédiatement de la définition d"une suite conver-
gente.

Théoreme 2.1.15 Soit (u,),en une suite réelle telle que lilil Uy = L.
n—-—+0o0

1. Sif > 0 (resp. £ < 0) on a alors u,, > 0 (resp. u,, < 0) a patir d'un certain rang.

2. Si w, est positif (resp. négatif) a partir d’un certain rang, on a alors { > 0 (resp.
<0)

Preuve:

1. Pour e = £ il existe ng € N tel que :

1
Vn > ng, ju, — ] < 3
soit : ’ 5
Vn>no,§ < Up < §£
et donc:

14
Vn > ng, 0 < 2 < Up,.
Pour ¢ < 0, on travaille avec la suite (—u,,),en.

2. Se déduit facilement du premier point.

O

Théoreme 2.1.16 (theoréme de gendarmes) Soient (u,,), (v,,) et (w,) trois suites réelles.
Si a partir d’un certain rang, v, < u, < w, et d'autre part (v,) et (w,) admettent la
méme limite ¢, alors (u,,) converge et admet aussi ¢ pour limite.

Preuve : Fixons € > 0. La convergente de (v,,) vers ¢ implique qu’il existe N € N
tel que sin > N alors |v, — £| < ¢, c’est-a-dire

(—e<v, </l+e. (2.1)
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2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

De méme la convergence de (w,) vers ¢ implique qu’il existe N’ tel que n > N’
alors |w,, — ¢| < ¢, c’est-a-dire

(—e<w, <l+e (2.2)
Par ailleurs, il existe d’apres '’hypothése, M € N tel que n > M alors
Vp < Uy < Wy, (2.3)
Donc si n > max (N, N’, M) alors (2.1), (2.2) et (2.3) sont valides. Par suite,
(—e<v, <u, <w, <l+e.

Ce qui prouve que la suite (u,,) tend vers ¢. O

Remarque 2.1.17 Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles. Si a partir d’un certain rang
onawv, < u, etsidautre part

1. lim v, = +ocoalors lim u, = +00

n—-+o0o n—-+o00
2. lim w, = —ooalors lim v, = —00
n—-+o0o n—-+o0o

Preuve : D’apres 'hypothese, il existe N; € N tel que pour tout n > N, on ait

Up < Up,.

1. Dire que lir}rn v, = 400 signifie pour K € QQ donné, il existe un entier NV tel
n—-+0oo

que sin > N alors v, > K. D’autre part on sait que pour tout n > Ny, on a
vn, < u,. Donc sin > max(Ny, N) ona K < v, < u,, ce qui prouve que u,

tend vers +oo.
2. On fait de méme qu’en 1).

O

Théoreme 2.1.18 Soient u = (uy,),en une suite réelle ou complexe telle que w,, soit non

Un+1

n

nul a partir d'un certain rang et a € R;. Si lim
n—-+oo

=aalors lim /|u,| =a
n—-+o0o

Preuve : Exercice. O

2.1.4 Valeurs d’adhérence

Définition 2.1.19 Soit (u,,),cn une suite réelle ou complexe.
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2.1. CONVERGENCE D’UNE SUITE

1. Ondit que la suite (v,,) est une suite extraite de (u,,) lorsqu’il existe une application
@ strictement croissante de N dans N telle que

Vn € N, v, = Ugp(n)

2. On dit qu'un scalaire a est valeur d’adhérence de la suite (u,)nen Sil est limite
d’une suite extraire de (u,)pen.

En pratique, on rencontrera souvent les extractions (u,1)n>o (suite décalée d’un indice),
(U2n ) n>0 €t (Uoni1)n>0 (termes pairs et impairs d'une suite).

Exemple 2.1.20 La suite de terme générale v, = + + sin 22% admet les valeurs d’adhé-

rences 0, ﬁ, — V3 Ces nombres sont les limites respectives des suites extraires (v ,
2 B 3n

(V3n11) et (V3ny2)-.

Remarque 2.1.21 Si ¢ est une application strictement croissante de N dans N alors pour
tout n € N, p(n) > n.

Preuve : Procédons par récurrence. On a ¢(0) > 0 puisque ¢(0) € N. Supposons
que ¢(n) > n.ona p(n + 1) > ¢(n) puisque ¢ eststrictement croissante. Donc
o(n+1) >n,soitp(n+ 1) > n+ 1 puisque ¢(n + 1) est un entier. O

Théoreme 2.1.22 Soit (u,,) une suite. Alors (u,) tend vers ( si et seulement si toute
extraire (sous suite) de (u,,) tend vers .

Preuve : <) C’est évident puisque la sous-suite (v,) obtenue en prenant pour ¢
I'identité de N est la suite (u,,) elle-méme.

=) Soit (v,,) la sous-suite associée a 1'application ¢ : N — N. Fixons ¢ > 0.
Comme la suite (u,) tend vers ¢, il existe un entier N tel que si n > N alors
|u, — €| < €. Orn > N implique ¢(n) > n, d’apres la remarque 2.1.21. Donc

v — €] = |upm) — £| < €

pour n > N, ce qui prouve que (v,) tend vers (. O

Le théoréme ci-dessus nous fait comprendre qu’une suite convergente a exactement
une valeur d’adhérence.

Corollaire 2.1.23 Si une suite réelle (u,,) admet deux suites extraires qui tendent vers
deux limites différentes, alors (u,,) n’admet pas de limite.
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2.2. CRITERES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE

2.2 Critéres de convergence d'une suite

2.2.1 Suites réelles monotomes ou bornées

Théoreme 2.2.1 1. Tout suite (u,,) croissante et majorée, converge vers sup u,,n € N.
2. Toute suite (u,,) croissante non majorée tend vers +oo.
3. Toute suite (v,,) décroissante et minorée converge vers inf v,,,n € N

4. Toute suite (v,,) décroissante et non minorée tend vers —oo.

Preuve:

1. La partie A de R formée des u,, pour n € N est non vide et majorée. Puisque
R posséde la propriété de la borne supérieur, sup A = ¢ existe. Puisque ¢
est un majorant on a u, < ¢ pour tout n. Soit € > 0. Comme ¢ est le plus
petit majorant le nombre ¢ — e n’est pas un majorant de A, donc il existe un
élément uy de A tel que £ —e < uy. Comme (u,,) est croissante, on a u,, > uy

pour n > N.On a donc pour n > N,
l—e<uny <u, <l</l+c¢

D’ou

u, — ¥l <eet lim w, =/.
n—>-+o0o

2. L'assertion (u, ) n’est pas majorée s’écrit
VK € R,dN € Ntel queuy > K

Comme (u,,) est croissante on a alors u,, > uy > K pour tout n > N, ce qui
est la définition de lim w, = +oo

n—>—+00
3. Procéder comme au ) en prenant I'infimun a la place du supremun.
4. Procéder comme au ) en utilisant la décroissante et la définition du in f.

O
Théoreme 2.2.2 De toute suite réelle (u,),cn on peut extraire une suite monotone.
Preuve : Considérons 1’ensemble

A ={n € Ntel que Vm > n, u,, < u,}.

Si A est finie, il admet un majorant ny ¢ A (prendre ny = 0 si A est vide). Il existe
alors un entier n; > ng tel que u,, > uy,.

Comme n; ¢ A, il existe ny > n; tel que u,, > u,, et ainsi de suite,on construit
par récurrence une suite strictement croissante d’entiers (n;)ren telle que uy, ,, >
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2.2. CRITERES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE

uy,, pour tout k € N. La suite (u,, )xen est alors extraire de (u,),en et strictement
croissante.

Si A est infinie, on peut ranger ses éléments dans 'ordre croissant, soit A =
{ny tel que k € N} avec n;, < nyyy pour tout & € N et par construction, on a
Uny,, < Up, pour tout & € N. La suite (uy, )ren est alors extraite de (uy)nen et
est décroissante. O

Théoréme 2.2.3 (Bolzano-Weierstrass) De foute suite bornée on peut extraire une
sous-suite convergente.

Preuve : Résulte immédiatement des deux théoremes précédents. O

Théoreme 2.2.4 Une suite réelle (uy,)nen est convergente si et seulement si elle est bor-
née et n’a qu'une seule valeur d’adhérence.

Preuve : On sait déja qu'une suite convergente est bornée et qu’elle n'a qu'une
seule valeur d’adhérence.

Réciproquement, supposons que la suite bornée (u,),en admette ¢ pour seule
valeur d’adhérence. Si cette suite ne converge pas vers /, on peut alors trouver un
réel e > 0 tel que pour tout entier n, il existe p > n avec |u, — £| < e. Par récurrence
on peut alors construire une suite strictement croissante d’entiers (¢(n))nen telle
que ‘%(n) - £| > e pour tout n. De la suite bornée (uy(,))nen, ON peut extraire une
sous suite (ug(n))nen qui converge vers ¢’ et par passage a la limite dans 1'inégalité
|usny — €| > €, on en déduit que |/ — ¢| > € > 0, c’est-a-dire que ¢ est une valeur
d’adhérence de (u,,),en distincte de ¢, ce qui contredit '’hypothese de départ. O

Théoréme 2.2.5 Une suite réelle est divergente, si et seulement si, elle vérifie ['une des
deux conditions suivantes :

— elle est non bornée,

— elle est bornée et admet au moins deux valeurs d’adhérence

2.2.2 Critere de Cauchy

Définition 2.2.6 LUne suite (u,,),en (réelle ou complexe) est dite de Cauchy, si

lim sup |u, — u,| = 0.

n—00 p g>n

Cette derniere condition se reécrit classiquement a I'aide de quantificateurs universels et
existentiels :
Ve > 0,dN € N,Vp,q > N, |u, — u,| <,
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2.2. CRITERES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE

ou encore :
Ve > 0,3IN € N,VE > 0, [upr — un| < e

Théoreme 2.2.7 Toute suite de Cauchy (réelle ou complexe) est bornée.

Preuve : Si (u,)nen est une suite de Cauchy, il existe alors un entier naturel ny > 1
tel que :

Vn > ng, Vm > ng, [ty — u,| < 1;

ce qui entraine que pour tout n > ny,

un| = [un = tng 1 + tng 1]

< tun = Ungpa| + [Unga1] <1+ [ungia] -

Posons

M = max {|ug|, |ui|, ..., [tng|, 1+ |tng+1|} -

Ona |u,| < M pour tout n € N, ce qui signifie que la suite (u,),en est bornée. O

Théoreme 2.2.8 Une suite réelle ou complexe est convergente si et seulement si, elle est
de Cauchy.

Preuve : Soit (a,) une suite réelle ou complexe.
=) Nous supposons que la suite (a,) converge vers a.
Soit € > 0. puisque lim a, = a, il existe ny € N tel que pour toutn € N,

n——+o0o

n>ny=la, —al < % (2.4)

Par conséquent,
n,m > nyg = |a, — an| =la, —a+a—ay| <la, —al +|a—an| < e

Ce qui montre que la suite est de Cauchy.

<) Nous supposons que la suite (a,) est de Cauchy.

Elle est bornée d’aprés le théoréme 2.2.7. Donc, admet d’apres le théoreme de
Bolzano-weierstrass, une sous-suite convergente (a,(,)). Notons a la limite de la
sous-suite (ay,(n))-

Soit € > 0. La suite (a,) étant de Cauchy; il existe no € N tel que pour tout

n,m e N
€

: (2.5)

n,m > ng = |a, —a,| <
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2.3. OPERATIONS SUR LES SUITES CONVERGENTES

par ailleurs la sous-suite (a,(,)) converge vers a. Donc il existe n; € N tel que pour
toutn € N,
€
n>n = |a¢(n) — CL‘ < 3 (2.6)

Sin > max(ng, nq), nous obtenons a partir de (2.5) et (2.6) que
lan — al = |an = ap@m) + Gpm) = af < [an = agew| + |agm —af <
d’ot1 le résultat O
Exemple 2.2.9 Montrons que, pour tout nombre complexe z la suite (u,(2))nen définie
par u,(z) = ’,;Lzozk—k; est convergente. La limite de cette suite est I’exponentielle complexe

de z notée exp(z).
11 suffit de montrer que c’est une suite de Cauchy. en effet, pour m > n > 2 nous

avons
k
|um_un| - ‘ Tkn: +1Z_
"R
2" A Lm—n—1
T oD a2 T 2 (m - m
R I U E il
(n+1)! n+2 (m+2)2 7 (n42)mnl
En désignant par ny > 2 un entier naturel tel que ng + 2 > |z|, on a pour m > n > ny,
’Z‘n+1 1
‘um - un‘ S
(n+ 1)1 — 2L

n+2

ce qui implique que (u,(z))nen est de Cauchy, donc convergente.

2.3 Opérations sur les suites convergentes

Dans I’ensemble CV, on définit la somme des suites u = (u,)nen €t v = (Uy)nen
par u + v = (u, + Uy )nen et le produit de u par le scalaire A par Au = (Auy,)nen.
Muni de ces lois CN est un espace vectoriel sur C. On définit également le produit
des suites u = (up)nen €t v = (V) nen Par u.v = (U, )nen, ce qui confere a CY une

structure d’algebre ' commutative sur C

1. Une algebre sur un corps commutatif K ou simplement une K-algebre, est une structure
algébrique (A, +, x, -) telle que
i (A,+,-) estun espace vectoriel sur K
ii laloi x définie de A x A dans A (loi de composition interne) est distributive par rapport a la
loi +;
iii pour tout (a,b) € K2 et pour tout (z,y) € A%, (a.z) x (b.y) = (ab).(z x y)

elle est commutative si la loi de composition interne x est commutative.
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2.3. OPERATIONS SUR LES SUITES CONVERGENTES

Proposition 2.3.1 Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles ou complexes. Si (u,,) est bornée
et (v,,) converge vers 0, alors la suite (u,v,) converge vers 0.

Preuve : La suite (u,) étant bornée, il existe un réel K tel que |u,| < K pour tout
n € N. Fixons € > 0. il existe NV € N tel que |v,| < ¢/ K pour tout n > N, grace a la
convergence de (v,,) vers 0. Ainsi, pour n > N, |u,v,| = |u,| . [vn] <€, O

Théoreme 2.3.2 Soient u = (u,)nen et v = (v,,)nen deux suites telles que lim w,, = ¢

n—+o00
et lim v, =/
n—+oo
1. Les suites u + v et u.v convergent respectivement vers { + (' et (.0'.

2. Dans le cas oil les suites u et v sont réelles, les suites min {u, v} = (min {u,, v, })nen

et max{u,v} = (max {u,, v, })nen convergent respectivement vers min{¢, ('} et
max {(, ('}.

3. Sil' # 0, il existe alors un entier ny tel que la suite ! = (*),>,, soit définie et

cette suite converge vers §

4. Si ¢ > 0, il existe un entier ng tel que u, > 0 pour tout n > ng et la suite

Vo = (\/Un ) n>n, converge vers \/{
Preuve:
1. Soit € un réel strictement positif.
dn; e N,Vn € N, (n > ny) = |u, — ] <e.

Et,
Iny e N,Vn € N, (n > ny) = |v, — 0| < e

En posant ng = maxn;,ny, ona:
Vn > ng, | (un + ) — (C+ )| < |up — €] + v, — 0] < 2¢

ce qui signifie que la suite u + v converge vers ¢ + ¢'. Par ailleurs, comme la
suite converge v est bornée (car converge), il existe un réel M > 0 tel que :

Vn e N, |v,| <M

et pour toutn > ng,on a:

[ upv, — 0| = |upv, — lv, + v, — O]
< g, — log| + [v, — €0
< val un = €]+ [€] Jv, — ]
< (M +[{])e,

ce qui signifie que la suite u.v est convergente vers ¢.¢'.
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2.3. OPERATIONS SUR LES SUITES CONVERGENTES

2. Se déduit de la relation

max(a, b)

va,beR,{ (“+b+|a_b|>}

(a+b—la—10])

1
2
min(a,b) = 3
3. Si ¢’ # 0 alors a partir d’un certain rang n, les éléments de la suite v sont
non nuls et la suite ¥ est définie a partir de ce rang. On peut en fait trouver
no tel que |v,| > " 5 pour n > ny comme nous le voyons dans le théoréeme
2.1.15, ce qui entrame que:

1 1
v, ¥

vy, —
v !

2

Vn > nyg, < 0]

5 v — ]

etlim, . % = é—l, Le résultat sur le produit nous donne alors lim,,__,; (Z—: =

£
Z/

4. Si{¢ > 0, on peut en fait trouver un entier n, tel que u,, > ﬁ pour tout n > ng

et avec:
‘\/un \/_‘ —i—\/—' |un—€\
on déduit que 11r+n Vi = V1.
n—-—+0oo
O
Théoreme 2.3.3 Soient u = (Uy)nen €f v = (v,)nen deux suites réelles telles que

lim w, =/fet lim v, =/.
n—-+o0o n—-+o0o
1. Si ¢ > (' onaalors u, > v, a partir d'un certain rang.
2. Sia partir d’un certain rang, u,, < v, alors ¢ < (.
3. Si M est un majorant de la suite u, alors { < M.

4. Sim est un minorant de la suite u, alors { > m.
Preuve : On applique le théoréme 2.1.15 aux suites v —u, M —uetu —m. O

Remarque 2.3.4 1. Si lim w, = +oc et (v,) est minorée alors lim (u, + v,) =

n—-+00 n—-+00
+00. De méme si lim u,, = —oo et (v,) majorée alors lim (u,, + v,) = —oo.
n—-+0o n—-+00

2. si lim u, = +ooet lim =/ & Ralors
n—+oo n—+oo

lim w,v, =
n—-+4o0o

+oo si £>0
—00 si <0
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2.4. SUITES ADJACENTES

3. si lim u, = —ocoet lim u, =¢¢c Ralors
n—-+0oo n—-+00
: —oo si £>0
lim u,v,, = i .
n—00 +oo st £ <0
On a une forme indéterminé pour v + v si lim u, = +ooet lim v, = —oo et
n—+oo n—>-+oo
pour w X vsi lim w, = *ooet lim w, = 0. Dans ces différents cas, une étude plus
n—r+0o00 n—r-+00

approfondie est necessaire pour conclure.

2.4 Suites adjacentes

Définition 2.4.1 Deux suites réelles (a,,) et (b,,) sont dites adjacentes si 'une des suites
est croissante (au sens large), I'autre suite décroissante au sens large et si la différence des
deux tend vers 0.

Remarque 2.4.2 Si (a,,) et (b,) sont deux suites adjacentes avec (a,,) croissante et (b,,)
décroissante, alors pour tout n € N a,, < b, En effet, si (ay,) est croissante et (b,,) décrois-
sante alors (b, — a,,) est décroissante. Si la suite (b, — a,,) est décroissante et converge
vers 0 alors (b, — a,,) est une suite a termes positifs. Donc, pour tout n, b, — a,, > 0 donc
b, > ay. On peut méme observer que pour tous entiers p, q (non nécessairement égaux),
a, < b,. En effet, si p < q alors

a, < aq, < by,

et sip > qalors a, < b, < b,.

Théoreme 2.4.3 Soient (a,,) et (b,) deux suites adjacentes (oit (a,,) est croissante et (b,,)
est décroissante). Alors ces deux suites sont convergentes, et ont la méme limite { € R.
De plus, pour tout entier naturel n, a,, < ¢ < b,

Preuve: La suite (a,) est croissante, et majorée par by. Or on déduit de 'hypothese
de la borne supérieure que toute suite croissante et majorée converge. La suite
(a,) admet donc une limite ¢. Puisque la suite (b, — a,) converge vers 0, on en
déduit que la suite (b,) converge également vers ¢. De plus, pour tout n, a,, < ¢ <
by, : la prémiere inégalité se déduit, par passage a la limite, de

Vg, a, < b,

et la seconde se déduit de
Vp, a, < by,
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2.5. SUITES PARTICULIERES

Exemple 2.4.4 Montrons que les suites (u,)nen et (Un)nen définie respectivement par

a1
Up = Ek’:OH
et
1
Up = Uy + —
n!

sont adacentes. Il est clair que (u,,) est croissante et pourn > lona:

1 . 1 1 n—1 <0
vn —Un - e —
“ (n+1)!  (n+ 1) nl (n+1)!

donc (vy,),>1 est décroissante. De plus avec

) i 1
lm v, —u,= lim — =0,
n—>-+4oo n—)—i-oon!

on en déduit que ces suites sont adjacentes

2.5 Suites particulieres

2.5.1 Récurrence homographique

Suites arithméco-géométriques

Définition 2.5.1 Une suite u,,) réelle ou complexe est :

1. Arithmétique lorsqu’il existe b € C tel que pour tout n € N, w1 = u,, +b. ben
est la raison.

2. Géométrique lorsqu’il existe a € C tel que,pour tout n € N, u,41 = au, - a enest
la raison.

3. Arithmético-géométrique lorsqu’il existe a,bnC tels que pour tout n € N, u, 1 =
au, + b.

Proposition 2.5.2 Etant donné une suite arithmétique (v,,) de raison r,

1. Pour tout entier ng < n, ona
Up = Un, + (TL - TL()).T'

2. sir > 0 sa limite est +00
3. sir < 0 salimite est —oo

4. si la raison est nulle, la suite est constante et converge vers la constante.
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2.5. SUITES PARTICULIERES

5. La somme de termes consécutifs de (v,,) a partir du rang p € N est

(n—p+D)(vn +vp)
2

Up +Vpp1 +...+ v, =

Proposition 2.5.3 Etant donné une suite géométrique (u, ) ey de raison g,

1. pour tout entiers naturels ng <n

_ n—ng
Up = Unyq

2. Siq < —1, la suite diverge et ne posséde pas de limite. Dans R = R U {—oo0, +00}
les valeurs d’adhérence sont +oo et —oo.

Si ¢ = —1, la suite diverge et posseéde deux valeurs d’adhérence ug et —uyg
Si |q| < 1, la suite converge vers 0

Si q = 1, la suite est constante et converge vers ug

S ks W

Si q > 1, la suite est divergente mais possede une limite égale 4 +o00 si ug > 0 et
—00 pour ug < 0

7. Pour deux entiers 0 < m < n

p=

pour q différent de 1

Remarque 2.5.4 Etudions la suite u = (a™)en 0it a € C sia = 0 alors u est constante
égale a 0. Pour |a| > 1, la formule du binéme de Newton nous dit que

la"| > 1+ n(la] — 1)

et comme |a| —1 > 0ona

lim n(ja| —1) = 400,
n—>-+00

ce qui entraine que

lim |a"| = 400
n—r-+00
et la suite u diverge. Pour 0 < |a| < 1, nous avons = > 1. Ainsi en écrivant que

|al

1
|a|n =1

laf™
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2.5. SUITES PARTICULIERES

nous aoons

lim |a|" =0.
n— —+00

Pour |a| = 1, ona a = ¢“. Si = 2km avec k € Z(soit a = 1), alors u est constante
égale a 1 : Supposons que 0 ¢ 277 et montrons par I'absurde que la suite ne converge

pas. Nous supposons qu’il existe { € C tel que li1r£1r e’ = (. Nous avons l'implication
n—-4+oo

lim u, =0(= lim |u,;1 —u,| =0
n—-4oo n—>oo

En effet, si € > 0 est fixé, il existe N tel que n > N implique |u,, — {| < 5. Il vient alors
que n > N implique

[tns1 — tUn| = Jtns1 — 04+ € — wp| < |ty — O+ |u, — €] < €

puisquen+1>n > N. Or

0

n+1l _ an‘ _ }ei(nJrl)G _ ein9| _ |6i9 . 1| _ sin§

la
On déduit que sin § = 0 et par conséquent que 6 = 2k ce qui est contradictoire. La suite
w est donc divergente.
Proposition 2.5.5 Soit (u,) une suite arithmético-géométrique : w, ., = au, + b.
1. Sia =1, c’est une suite arithmétique et si c’est b = 0 c’est une suite géométrique.

2. Sia # 1, lasuite (v,) définie par v, = u, — 7, est géométrique de raison a.

Suite homographique

Définition 2.5.6 Une suite (u,,) (complexe ou réelle) est dite homographique, lorsqu’il
existe des constantes a, b, c, detd telles que :

1. c#0etad—bc#0

2. pour tout n € N,
au, +b

cuy, +d

(2.7)

Up+1 =

Proposition 2.5.7 Soit (u,,) une suite homographique définie par la relation (2.7). On

considere I'équation

ar +b
D= 2.8
. cr +d (2.8)

1. Si avest une racine de (2.8) il existe p € N tel que u, = «, alors la suite (u,,) est

constante.

2. Si I'équation (2.8) a deux racines distinctes « et (3, alors la suite (v,,) définie par
Uy, = ﬁ est une suite géométrique;

3. Si l'équation (2.8) a une racine double o, la suite (v,) définie par v, = - L est

n—Q

une suite arithmétique
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2.5. SUITES PARTICULIERES

2.5.2 Suites récurrentes linéaires

Nous désignons par K, 'ensemble R ou C

Définition 2.5.8 Soif (a,b) € K x K. Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une
suite (uy,)nen qui satisfait la rélation de récurrence pour tout n > 0

Upto = AUpy1 + bUy,.

Théoréme 2.5.9 Soient (a,b) € R*avecb # 0 et L(a,b) I'ensemble de suites récurrentes
linéaires d’ordre 2 :

L(a,b) = (up)nen € RN tel que ¥n € Nty 19 = atly11 + bu,.
L’ensemble L(a,b) est un R-espace vectoriel de dimension 2.

Preuve : Pour montrer que £(a,b) est un R-espace vectoriel nous montrons que
c’est un sous-espace vectoriel de RY. La suite nulle est une suite recurrente lineaire
d’ordre 2 donc £L(a, b) est non vide. Soit u et v deux suites de L(a, b) et (o, 3) € R
Posons w = au + fv. Nous avons alors :

Wpio = QUpio+ BUnia
= a(atp1 + uvy,) + Blavyyr + buy)
= a(aupyr + Bopsr) + blau, + Po,)
= Wnyy + bwy
Donc w € L(a,b). Ainsi L(a, b) est un sous-espace vectoriel de RY. O
Considérons l'application ¢ suivante :
0: L(a,b) — R?
(Un)nen = (g, ur) .
Nous remarquons deux choses :
1. L’application ¢ est linéaire. En effet pour tout (u, v) € £L*(a,b) et tout (o, ) €
R?,
p(au + Bv) = (aug + Puo, auy + Boi) = ap(u) + Bp(v).
2. L'application ¢ est bijective (en effet un élément u de £L(a, b) est uniquement
déterminé par ses deux premiers termes.) Précisons cela. Si uy = u; = 0 alors
u est la suite, donc kery est réduit a la suite nulle et ¢ est injective. Enfin,
étant donné deux sclaires (a, 3) € R? on peut définir une suite u € p(a, b)
telle que uy = a et u; = . L'application ¢ est surjective. En conclusion ¢

est un isomorphisme d’espace vectoriel. Comme R? est de dimension 2, il
en est de méme pour L(a, b)
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2.5.3 Description des suites récurrentes linéaires

Une suite géométrique (r"),en non nulle est dans L(a, b) si et seulement si r
est solution de 1'équation caractéristique

X2—aX —b=0. (2.9)

Comme b est supposé non nul de (2.9) n"admet pas 0 comme solution.

1. (2.9) a deux racines distinctes. Notons «a et 3 les deux racines de (2.9). Les
deux suites géométriques (a"),en et (8")nen sont dans p(a, b) et sont linéai-
rement indépendantes (le vérifier par exemple sur leur image par isomor-
phisme ¢), elles forment donc une base de p(a,b) puisque dimL(a,b) = 2.
Ainsi: u € L(a,b) si et seulement s’il existe (1, v) € R? tel que :

vn € Nyu, =na" +vp".

2. (2.9) a une racine double. Notons p la racine de (2.9). Les deux suites (11"),en
et (nu™)nen sont dans L(a, b) et sont linéairement indépendantes, elles forment
donc une base de L(a,b) puisque dimL(a,b) = 2. Ainsi : u € L(a,b) si et
seulement s'il existe (n,v) € R?:

Vn € Nyu, = (n+vn)u".

3. (2.9) n’a pas de racines réelles. L’équation (2.9) a deux racines complexes
conjuguées w et w. Posons r = |w| et § = argw. On vérifie que les suites

(r™ cos(nB))nen et (r" sin(nh)),en sont linéairement indépendantes, elles forment

donc une base de L(a,b) puisque dimL(a,b) = 2. Ainsi : u € p(a,b) si et
seulement s’il existe (1, v) € R? tel que :

Vn € N, u, = nr" cos(nf) + vr" sin(nf).

Exemple 2.5.10 Etudier la suite réelle (u,,)nen définie par w, o = 2u, — Uy, g = 0
et up = 3.

I'équation caractéristique (2.9) est X?+ X —2 = 0, elle admet deux racines distinctes 1
et —2. Donc il existe (o, ) € R? tel que pour tout n € N, u,, = a+(—2") . Déterminons
a et 3. Nous avons :

upy=a+ =0
u =a—20=3

Donc o = 1 et f = —1. Ainsi pour tout n € N, u,, =1 — (—2").
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2.6 Exercices

Exercice 6 Calculer la limite

1. de la suite (u,)nen-, définie par

2. de la suite (vy,)nen, définie par

v, = Vn!

Exercice 7 On considere la suite (u,,)nen+ définie par

1 1
Up =14+ =4+ ...+ =.
2 n
1. Etudier la monotonie de la suite (u,,)nen.

2. Montrer que uy, — u, > 3

3. La suite (uy,)nen~ est-elle de Cauchy ? Justifier.

4. Donner avec justification la limite si elle existe de la suite (u;,)nen-

. . . A o n+3 . e e
Exercice 8 Soit la suite (uy,)nen+ de terme général u,, = oy et la suite (s,,) définie
par

Sp = 21 Up.
s . . 2 n+3 __a b C
1. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que 35 —- = 1 + 5 + -4

2. En déduire que la suite (s,,) converge vers une limite { que I'on déterminera.

Exercice 9 On considere les suites (u,),, et (v,,), définies respectivement par

1 1 1
Uy =1+ =+ ...+ =etv, =u, + —
1! n! n!

1. Montrer que (uy), et (v,), convergent vers une méme limite (.

2. Démontrer que ¢ € R\ Q.

Correction 9 I est clair que w est croissante et pour n > 1,ona:

1 n 1 1 n—1 0
Un _Un: _—— =
“ (n+1)! " (n+1) nl (n+1)!

donc (vy,)n>1 est décroissante. De plus avec lim (v, — u,) = lim % = 0 on déduit que
- n— 00 n—oo "
ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la limite ¢ avec

U, <l <wv, VnéeN". (2.10)

Si nous supposons que { est rationnel, alors il existe p,q € N* tel que ¢ = 2. Il vient alors
de (2.10) que uq < 2 < vq. En multipliant par q! nous obtenons que qlug < (¢ —1)lp <
qlv,. Or qu,! € Net glv, = uy, + 1. Donc qlu, < (¢ — 1)!p < qlu, + 1, ce qui est
impossible.
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Exercice 10 Soit u = (u,)nen une suite complexe telle que les deux suites extraites
(U2n)nen €t (Ugnt1)nen sont convergentes. A quelle condition la suite (u,),en est elle
convergente ?

Correction 10 Si et seulement si les deux suites extraites convergent vers la méme limite
L.

Exercice 11 Soient (u,)nen une suite complexe et (v, )nen la suite (des moyennes de
Césaro) définie par :

n—1

Un:%Zuk

k=0
Montrer que si (u,)nen converge vers { alors (v, ),en converge vers la méme limite.
Correction 11 Soit (uy,),en une suite qui converge vers (.

Ve > 0,3n. € N|Vn > n, |u, — (| <e.

C’est-a-dire que pour n > n.,

—1 . -1
[vn — £ = %‘Zzzouk_d S%!ZZ:ouk—fH%}Zzzmﬂuk—a
%—i—e

IN

D’ou le résultat annoncé

Exercice 12 1. Soit (uy,)nen une suite réelle ou complexe telle que w,, soit non nul a
partir d'un certain rang et \ un scalaire. Montrer que

un+1

lim
n—oo

=)A= lim VYu, =\

n—oo

U,

2. On considere la suite (u,)nen définie par

0|3

si  n est pair

3 N3

n+l .  n—1 . . .
> bz si nestimpair

a
Uy =
a

on ) <a<b.

(a) Calculer si elles existes, les limites suivantes

un—i—l

lim {/u, et lim

n—-+o0o n—-+o0o

Unp

(b) Conclure.
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Correction 12 1. On peut supposer, quitte a réindéxer la suite, que tous les w,, sont

Un+1
Un

non nuls. Si lim,,

“Z“ = A > 0 alors lim, ln< > = u, avec
p = In(X) pour X réel non nul et p = —oo si A = 0, soit lim,,_, o In(|u,41]) —

In(|u,|) = w et en utilisant le résultat de I'exercice précédent, nous avons

n—-+oo N

n—1

. 1

lim =S n(fugia]) — In(lugl) = g
k=0

soit : .
lim — (In(|un|) — In(fuol)) = 4

n—+oo N

encore équivalent 4 lim,, 4o (In({/uy,)) = p, ce qui donne lim,, oo /uy = .

(La réciproque est fausse)

2. (@) 0O<a<bona

1
(a2b%)™ = Vab si nest pair
1
b%) "=Vab (%)™ si nestimpair

qui converge vers v/ ab.

az b3 _ . .
Uns1 T a Sl nestpair
— 7L<2F bn;l . . .
Un YT = b si  nestimpair
a 2 b 2

qui n’admet pas de limite lorsque n tend vers +oo.
(b) La convergence de la racine 3/u,, n'implique pas celle du quotient ==

3. Appliquer ce qui préceéde, en remarquant que chaque suite est de la forme ( 3/u,,).
Calculer lim =+ pour chacune des suites.

Exercice 13 Soient (u,), (v,) et (w,) les suites définies par la donnée de w,, v, et wy et
les relations de récurrence

Un+wn_ Uy + Wy Uy + Uy
Un4+1 = 9 ; Unt1 = 9 et Wn41 = 9

Etudier les suites u, v et w puis déterminer w,,, v, et w, en fonction de n en recherchant

des combinaisons linéaires intéressantes de u,v et w. En déduire lim wu,, lim v,et

n—-+o0o n—-+o0o
lim w,,.
n—-+o00

1

nn!

Exercice 14 Montrer que les suites u et v définies par u, = >, & et v, = u, +
sont adjacentes.

Exercice 15 Déterminer u,, en fonction de n et de ses premiers termes dans chacun des
cas suivants :
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1. Vn € N, du, 0 = dupig + 3u,.

2. Vn € N, dup,.o = uy.

3. Vn € N, 4du, o = 4uyyg + 3u, + 12.
4. VneN, 2-=_-1 4 L

Un+2 Un+1 Un
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Chapitre 3

Limites, continuités et dérivabilités

3.1 Limite et continuité

3.1.1 Généralités
Soient X et Y deux ensembles non vides.

Définition 3.1.1 Si D est une partie non vide de X, la correspondance [ qui a chaque
élément x de D associe un élément unique y de'Y est appelée application de D dans Y ou
fonction définie sur D a valeurs dans Y. On dit aussi que f est une fonction définie dans
X, a valeurs dans 'Y, dont le domaine de définition est D. La relation entre I'élément x de
D et son correspondant y dans Y est notée y = f(z). On note

f: D — Y
v = f(z)

Soit f une fonction définie dans X a valeurs dans Y et de domaine de définition
D.
- Si A C D alors I'image de A est le sous-ensemble f(A) de Y défini par

f(A) ={f(z)/x € A}.

f(D) est appelé aussi ensemble image de f.
— Le graphe de f est le sous-ensemble G de X x Y défini par

Gy =A{(z, f(x))/z € D}.

- Si B C Y alors f~!(B) désigne le sous-ensemble de X défini par
f(B)={reD/f(x) € B}.

36



3.1. LIMITE ET CONTINUITE

SiY =R, alors f est une fonction numérique ;sien plus D € R, on dit que f
est une fonction numérique d"une variable réelle. L'ensemble des fonctions
numériques d’une variable réelle définies sur D est noté R”. Dans la suite,
D; désignera le domaine de la fonction numérique f.

Définition 3.1.2 Soient [ et g deux fonctions numériques d'une variable réelle. Si Dy N
D, # 0, alors les fonctions f + g, f — g, fg sont définies sur Dy N Dy par (f + g)(z) =

fx)+g(x), (f —9)(x) = f(x) —g(z), (fg)(x) = f(x)g(x). La fonction quotient 5 est
définie par (%)(L) = % pour tout v € Dy N D, tel que g(x) # 0.

Exemple 3.1.3 Si f(z) = 4 —a2 et g(z) = o — 1 alors Dy = [-2,2] et D, =
[1, +o00[. Donc
1. f+g, f —get fgsont définies sur Dy N D, = [1,2] par
(@) (f+9)(x) =vV4—22+ o —1
b) (f—9)(x)=vi—2?— Va1
(€ (fo)(x) = (Vi-a?)(Vo—1)=/(d—a*)(z 1)

Py 2 . , .
2. § est définie sur |1, 2] par (g)(:c) = /=== Bien que l'expression \/ (4 — x?)(x — 1)
ci-dessus soit définie aussi sur | — oo, —2|, elle ne représente pas fg pour ces valeurs
de x, vu que f et g ne sont pas définies sur cet ensemble.

Dans la suite de ce cours,nous considérons essentiellement les fonctions nu-
mériques d'une variable réelle.
Définition 3.1.4 Soient D une partie de Ret f : D — R une fonction.
1. On dit que f est :
(a) minorée s'il existe m € R tel que pour tout x € D on ait f(z) > m.
(b) majorée s’il existe M € R tel que pour tout x € D on ait f(x) < M.
(c) bornée si f est majorée et minorée .

2. Si f est majorée, on appelle borne supérieure de f le nombre réel
su]g)f =sup{f(z)/x € D}.

De méme on définit la borne inférieure d une fonction minorée sur D.

3. On dit que f admet un maximun en a € D si f(a) est le maximun de la partie
f(D)

4. On dit que f admet un maximun local en a € D s'il existe un intervalle ouvert

I contenant a tel que f(a) soit le maximun de f(D N I). On définit de méme la
notion de minimun et de minimun local.
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5. Un extremun (local) est un maximun (local) ou un minimun (local)

Remarque 3.1.5 Une fonction bornée posséde toujours une borne supérieure et une
borne inférieure mais pas forcément un maximun et un minimun.

Notation 3.1.6 Soient a,b € R, a < b.

1. Si I =la,b|, |a,b], [a,b] ou [a, b] alors on note I = |a, b] et i =la, b]

2. Si I =]a, +o0 out [a, +oo| alors T = [a, +-oof et I =]a, +o0|

3. Si I =] —o00,blou] — oco,b]alors I =] — 00, b ou;:] — 00, b]

4. Si]=]— oo, too|=RalorsT=I=Ret[ =1
1 est appelé adhérence de I dans R et T est Vintérieur de I ; Dans la suite I désignera un
intervalle de 'une des formes ci-déssus.

Définition 3.1.7 Soit [ une fonction définie sur Dy et I C Dy.

1. f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I lorsque
V(z,2') € I*,x <2’ = f(z) > f(2')(resp.f(z) > f(z))
2. f est croissante (resp. strictement croissante) sur I lorsque
V(z,2") € I, < o' = f(x) < f(a)(resp.f(x) < f(2))

3. f est monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante ou décrois-
sante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

4. Si le domaine de définition Dy de f est symétrique par rapport a 0; c’est-a-dire
r €Dy —x € Dy,

alors f est :
— pairesi f(—x) = f(z) pour tout x € Dy,
— impaire si f(—x) = — f(x) pour tout x € Dy.

5. On dit que T € R\ {0} est une période de f si Dy est stable par translation
x — x+T; cest-a-dire siz € Dyalors x +T1 € Dy, et f(x +T) = f(x) pour
tout x € Dy.
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3.1.2 Notion de limite d’une fonction
I est toujours un intervalle de R (voir notation 3.1.6).

Définition 3.1.8 Soient [ : I — R une fonction et a € 1.

1. Ondit que f admet ¢ comme limite en a si
Ve>0 30> 0telqueVr € I, |z —a|l <d=|f(x)—{] <e.

On note lim f (z) = /.

T—ra

2. Ondit que f(x) tend vers +oo quand x tend vers a si
VK e R} 36 >0telqueVr € l,|v —a|l <= f(z)> K.

On note lim f () = 4o0.
T—a

3. On dit que f admet { comme limite quand x tend vers +oo si
Ve >0 dK e R} telqueVr € I,o > K = |f(x) — (] <e.

On note lim f(x) = (.

T—r—+00

4. On dit que f tend vers +oo quand x tend vers +00 si
VK e R}, IM € RY tel queVx € I,x > M = f(x) > K.

On note lim f(z) = +o0

T—r—+00

On définit de méme lim f(x) = —ooet lim f(x) = —o0.

r—+o0 r—a

Exemple3.1.9 1. limz cos+ = 0, car pour tout € > 0, si |z| < e alors |z cos | <
z—
|z| <€

2. On montre de méme que : limxz = a pour tout a € R, lirf " = +oo pour tout
T—ra T—r+00
n € N¥,

lim 2" =
r—r—00

+oo si n est pair et non nul
—oo si n  estimpair

AV = oo I or =0, Jigizan = +oo ¥ €N

Proposition 3.1.10 Soient [ : [ — Ret a € 1. Si f admet une limite en a, cette limite

est unique.

Preuve : Comme dans le cas des suites, nous procédons par 1’absurde. Supposons
que f admet deux limites distinctes ¢ et ¢’ en a, avec ¢ < {'. Puisque ¢ < ¢’ nous
prenons dans la définition de la limite € = KT’E Il existe alors § > 0 tel que pour
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toutx € I, |z — a|] < ¢ implique que |f'z) — (| < eetd’ > 0 tel que pour toutz € I,
|z —a| < ¢" implique |f(z) — | <e.Ona

C—l=|l'= f(z)+ fx) =€ < |t = f(z)] + | f(z) —

par inégalité triangulaire. En prenant x € I tel que |z — a| < min(d, ), on obtient
"' — 1 < ' =, ce quiest absurde O

Proposition 3.1.11 Soient [ et g deux fonctions numériques d’une variable réelle défi-

nies sur l'intervalle I, a une borne de I ou un élément de 1.

1.

Si f admet une limite ¢ € R en a, alors

— Sia € R, il existe a > 0 tel que f soit bornée sur INja — a,a + a,

— Sia = +oo alors il existe b € R tel que f soit bornée sur IN]b, +o00],
— Sia = —ooalors il existe b € R tel que f soit bornée sur IN| — oo, b|.

Si f et g ont une limite dans R quand x tend vers a, alors

lim (f(x) + g(x)) = lim f(z) + limg(z)

r—ra r—a

et
lim (f(x)g(x)) = lim f(2)limg()

Silim f(z) € {—o0, +oo} et limg(x) = ¢ € Ralors
— lim(f(z) + g(z)) = lim f(x) et
T—a T—a

—limf(z) si £<0
- lim(f(z)g(z)) = § =

v—a limf(z) si >0
Tr—ra
_ im 4@
7y =0

Silim f(z) = i1_> g(x) = +ooalors lim (f(z) + g(x)) = lim(f(z)g(z)) = 400

T—ra r—a

Silim f(z) = il_rf(llg(x) = —oo alors lim(f(z) + g(z)) = —oo et im(f(z)g(z)) =

Tr—ra Tr—ra

Si f admet une limite { # 0 quand x tend vers a alors

’ 1 1
m—-— = —
:r%af(x) !
Si
lim [/(2)] = +oo

alors

limL =0

:c—)af(x)

40



3.1. LIMITE ET CONTINUITE

8. Nous notons J un intervalle de la forme
INja—68,a+6] si acl
J =14 |b,+o0] si a= 400
| — o0, (] si a=—00
0itd >0,b,ceR
(a) Silim f(x) = 0 et si g est définie et bornée sur .J alors lim f(x)g(z) =0

Tr—a Tr—a
(b) Silimf(x)=0etsi f(x) > 0sur.Jalors lim+~ = +oo.
T—a z—at (@)

(c) Si f(x) < g(x) sur un intervalle .J alors
i. limf(z) = +o00 = limg(z) = +oo et
Tr—a Tr—ra
limg(z) = —oo = lim f(z) = —o0
Tr—a r—a
ii. Silimf(z)=/{etlimg(x) = alorsl < /.
Tr—a T—a
(Gendarmes) Si f(x) < g(z) < h(x) sur J et si limf(z) = limh(z) = ¢
Tr—ra Tr—ra
alors limg(x) = ¢
Tr—a
Preuve : Les démonstrations sont les mémes que dans le cas des suites. O
Soit zy € I. posons I; =|xg, +oo[N] et I, =| — oo, x0[NI, I} = [zo, +o0[N] et
I =] — oo, z] N 1.

Définition 3.1.12 Soit [ une fonction réelle définie sur I \ {zy}. On dit que { € R est
la limite a droite (resp. a gauche) en x de f, si la restriction de f a I1(resp. a I5), admet ¢
pour limite en x.

Notation 3.1.13 1. Lorsqu’elle existe, la limite a droite de f en x est notée _TILI% f(x)

r>xz(
ou lim f(z)
IE—}ZI‘S—
2. Lorsqu’elle existe, la limite a gauche de f en x est notée lim f(z)ou lim f(z)
z<xz( xﬁxoi

Exemple 3.1.14 Soitn € Z
lim E(z) =n

T —n

et
limE(z)=n—-1

T —n

z<n
On déduit que la fonction partie entiere n’admet de limite en aucun n € Z. On dit que la
fonction f définie sur I est continue a droite (resp. a gauche) en xy, lorsque la restriction
de f a I (resp. 1)) est continue en x

Remarque 3.1.15 Si f admet la méme limite ¢ a gauche et a droite en x alors { est la
limite de f en x.
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3.1.3 Fonction continue

Théoréme 3.1.16 Soit £ C R. Alors E est un intervalle si et seulement si E posséde la
propriété suivante
Veiye Eilxr<z<y=zekFE.

Preuve : La condition est nécessaire. Si, par exemple, E = [a, b], les solutions
a<z,y<betr<z<yimpliquenta <z <betze E.

La condition est suffisante. Supposant £ non vide et non réduit a un seul, posons
a=inf £ > —ocoetb=supE < +o0.Soita < z < b. Puisque z > q, il existe v € E
tel que z > z. De méme, puique z < b, il existe y € E tel que z < y. Mais alors
r<z<yetdoncz e E. O

Définition 3.1.17 Soit f : I — R une fonction

1. On dit que f est continue en a € I si f admet f(a) comme limite en a. Autrement
dit
Ve > 0,30 > 0tel queVa € I,|x —a| < = |f(z) — f(a)|] <e.
2. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de 1.

3. On dit que f est uniformément continue sur I lorsque

Ve > 0,V(z,2") € I*)|z — 2| <6 = |f(x) — f(a')| < e

Notons qu’une fonction uniformément continue sur I est continue sur /

Définition 3.1.18 (Prolongement par continuité) Soient f : | — R une fonction
continueet g : J — Ravec I C J. On dit que g est un prolongement par continuité de f
si

1. g est un prolongement de f(c’est-a-dire que g(x) = f(x) pour tout x € I)

2. g est continue en tout point de J.

Proposition 3.1.19 (Critere séquentiel de continuité) Soient une fonction f : I —
Ret a € 1. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en a.

2. Pour toute suite (x,,)nen 4 valeurs dans I telle que lixf T, =aona lir}r'l flz,) =
n——+00 n—-+00
f(a).
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Preuve : Supposons f continue en a. Soit e > 0. Il existe § > 0 tel que [z —a| <
implique |f(z) — f(a)| < €. Or (z,,)nen tend vers a. Donc il existe N € N tel que si
n > N alors |z, — a| < §. Mais alors |f(z,) — f(a)| < e. Donc la suite (f(x,))nen @
pour limite f(a). Pour montrer la réciproque, nous allons prouver la contraposée :
en supposant que f n’est pas continue en a il s’agit de trouver une suite (z,,)nen
qui converge vers a et telle que nEToo f(z,) # f(a). Dire que f n’est pas continue

en a se traduit par

de > 0,V > 0,3z € INja — 0,a + 0] avec |f(x) — f(a)| > €.
En prenant par exemple § = 5. avec n € N, la relation ci-dessus implique alors

1
2n

une suite (z,,)nen qui vérifie

qu'il existe z, € INja — 57, a + 5+ tel que |f(z,) — f(a)| > e. On construit ainsi

1
|z, —a|] < o (3.1)

et

[f(zn) = f(a)] > € (3.2)
pour tout n € N. Il vient alors de (3.1) que (z,),en tend vers a alors que (f () )nen
ne tend pas vers f(a) comme le montre (3.2) O

Théoreme 3.1.20 Si f, g : [ — R sont continues en xy € I, alors
1. f + g est continue en x,
2. fg est continue en x,
3. Sig(xzo) # 0, f/g est continue en x.

4. Si f(I) C Jetsih:J— Restcontinueen f(xg),alors h o f est continue en xg

Preuve : Les trois énoncés découlent directement du théoréme sur la limite d"une
somme, d"un produit et du quotient des suites convergences. Pour le quatrieme,
considérons une suite (z,),cn de points de I qui converge vers zj. La fonction

étant continue en z,.

lim f(2n) = f(o).

n—-4o0o
La fonction h étant continue en f(zg),

lim A(f(xn)) = h(f(x0))-

n——+00

Un ensemble £ C R est ouvert si a chaque = € E correspond 6 > 0 tel que
|z —d,2+ [ C E. Tout intervalle ouvert est un ensemble ouvert. Toute réunion
d’intervalles ouverts est un ensemble ouvert. Toute réunion d’ensembles ouverts
est un ensemble ouvert.
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Théoréme 3.1.21 L'image inverse d’un intervalle ouvert par une fonction continue sur
un intervalle ouvert f :Ja,b[— R est un ensemble ouvert

Preuve : Soit
zo € fH (e, d]) = {z €]a,b]/ f(x) e, d[}

.Onac < f(zg) < d. Posons € = min(d — f(xo), f(zo) — ¢). La fonction f étant
continue en zy, il existe 6 > 0 tel que pour tout = €|a, b[, |z — x¢| < ¢ impliquent
|f(z) — f(z0)| < €. Alors

c < f(xo) —e < f(z) < f(wo) +e<d

et
Jo — 6,20 + 0[C (e, d]).

On applique souvent le théoréme précédent de la fagon suivante : si f :|a, b[—
R est continue et si f est strictement positive en x, il existe un intervalle ouvert
centré en x( dans lequel f reste strictement positive.

Théoreme 3.1.22 (théoréme des valeurs intermédiaires) Soit [ : [a,b] — R une
fonction continue telle que f(a) < f(b). Alors pour tout y € [f(a), f(b)] il existe x €
[a,b] tel que f(x) =y

Preuve : Contruisons par récurrence les suites (a,) et (b,) en posant ay = a et
by = b et pour a, et b, contruits, poser

{ Anp+1 = Qp et bn+1 = %T—H)n si f((ln;rbn) Z Yy

U1 = 232 et by = b, si f(%=f=) <y
Pour les suites (a,) et (b,), nous avons
fla,) <y < f(by) Vn € N.

En effet, d’apres ’hypothese du théoreme nous avons f(a) < y < f(b), ce qui
montre que la relation est vraie au rang n = 0. Supposons la vraie au rang n € N,
c’est-a-dire f(a,) <y < f(b,), et montrons qu’elle I’est aussi au rang n + 1.
- Si f(=f=) > yalors flansr) = fla) <y < f(*32) = f(buy1), soit
f(an-l-l) <y< f(bn—l-l)'
= Si f(e5P) < yalors fany) = f(*3%) <y
flans1) <y < f(bpra).

IN

f(bn) = [(bnta), soit
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Donc nous avons dans tous les cas f(a,11) < y < f(buy1). Par définition de a,
et b, il est immédiat les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes , car (a,) est croissante,

(b,) décroissante et lirf (an — b,) =0 car
n—-+0o0

a, — by, a—>b
Ant1 — bny1 = B =...= o+l

Les suites (a,,) et (b,) convergent par conséquent vers la méme limite que nous
notons z etona a, <z < b, pour tout n € N. C’est-a-dire x € [a,b]. Commef est
continue sur |[a, b], elle est continue en = et donc

lim f(a,) = lim f(b,) = f(x)

n——+0oo n——+00
.Or f(a,) <y < f(b,). Donc f(z) = y. O

A partir de ce théoreme et de la caractérisation des intervalles, nous avons le
résultat suivant :

Théoreme 3.1.23 L'image directe d'un intervalle par une fonction numérique d une va-
riable réelle continue est un intervalle.

Théoreme 3.1.24 Soit [ : [a,b] — R une application continue sur un segment. Alors f
a un maximun et un minimun sur |a, b|.

Preuve : Il suffit de montrer le résultat pour le maximun (pour le minimun, on
prend —f a la place de f). Montrons d’abord par l’absurde que f est majorée.
Supposons que f n’est pas majorée. Cela implique que pour tout entier n il existe
un réel = € [a,b] tel que f(z) > n. Appelons z,, cet élément. On a donc une suite
(x,) a valeurs dans le segment [a, b]. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on
peut extraire une sous-suite convergente (y,) de la suite (z,). On obtient ainsi
une application strictement croissante ¢ : N — N telle que y, = (). Donc
fyn) = f(xpm)) > ¢(n) > n, ce qui implique que la suite f(y,) tend vers +oo.
Notons ¢ = ETwyn. Comme f est continue on a nETw f(yn) = f(£), ce qui contre-

n

dit lim f(y,) = +o0. Donc f est majorée et supy, f existe. Soit M cette borne

n——+0o0o
supérieure. Il suffit alors de montrer qu’il existe = € [a, b] tel que f(x) = M. Soit

n un entier. Par définition de la borne supérieure, M — - n’est pas un majorant
des valeurs de f, donc il existe z,, € [a,b] tel que M — &~ < f(z,) < M.Ona
donc une suite (z,,) dans [a, b]. par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe
une sous-suite convergente (y,) de (z,) avec y, = T ) olt ¢ : N = N est une ap-
plication strictement croissante. Soit z la limite de la suite (y,). On a les inégalités

M-+ < M- #(n) < f(yn) < M. Par le théoreme des gendarmes (théoreme
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2.1.16) on conclut que la suite (f(y,)) tend vers M. Comme f est continue, on a
aussi

lim f(yn) = f(x).

n—-4o00

Finalement on obtient f(z) = M. O

Théoreme 3.1.25 Soit f : R — R une fonction continue telle que

lim f(z) = lim f(x)=0.

r——+00 T—r—00

S’il existe un point x_ oir f(x_) < 0, f atteint une valeur minimun finie quelque part
sur R et s'il existe unpoint x ot f(x4)>0, f atteint une valeur maximun finie quelque
part sur R.

Preuve : Vérifions le deuxiéme énoncé (la vérification du prémier est analogue).
Soit zg > |z| tel que |x| > zo implique f(z) > f(x;)/2. L'intervalle [—x¢, (] étant
fermé borné, la fonction y atteint son maximun : il existe x5, € [—xo, 7| tel que

fxar) = sup {f () /2 € [—wo, o]}

. Mais puisque sup { f(z)/x € [—z0, xo]} > f(x+) > f(x) pour tout z tel que |z| >
xo, on a en fait sup { f(x)/z € [—xo, z0|} =sup {f(z)/xz € R}. O

Une fonction f : I — R est injective si pour tout 1,22 € If(x1) = f(z2) im-
plique z; = z,. Une telle fonction établit donc une bijection entre son domaine /
et son image f (/) (qui est un intervalle si f est continue ). Elle admet une fonction
inverse f~!, f~': f(I) — I, définie par la relation f~(f(x)) = z.

Théoreme 3.1.26 une fonction continue f : I — R est injective si et seulement si elle
est strictement monotone.

Preuve : La condition est évidemment suffisante. Pour montrer qu’elle est néces-
saire, supposons par exemple que l'on ait f(x;) < f(z2) pour deux points 1 < x9
et montrons que 'on a f(x3) < f(z4) quels que soient z3 < z4. Considérons pour
cela la fonction continue g : [0, 1] — R définie par

g(t) = f((1 = t)zy +txs) — f((1 — t)zg + tay).

Onag(0) = f(z1) — f(zg) < 0etg(l) = f(x3) — f(z4). Sil'on avait g(1) = 0, on
devrait avoir z3 = x4 ce qui est exclu. Si on avait g(1) > 0, on pourrait trouver
s €]0, 1] tel que g(s) = 0. Alors, il faudrait avoir (1 — s)z; + sz3 = (1 — s)zo + sz4,
c’est-a-dire 0 > (1 — s)(x; — z2) = s(z4 — x3) > 0 ce qui est absurde. Finalement,
on abien ¢g(1) < 0. O
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Théoreme 3.1.27 Soit [ : I — R une fonction continue strictement monotone. Alors la
fonction inverse f~' : f(I) — R est continue.

Preuve : Supposons par exemple f strictement croissante. Alors f~! est aussi stric-

tement croissante. Soient J = f(I) et Xy = f(x) € J, o € I(éventuellement, on
peut avoir Xg = A = f(a) ou Xy = B = f(b) mais ces cas se traitent de fagon
similaire). Soit ¢ > 0. posons

0 = inf {f(x0) — f(x0 — €), f(z0 + €)}
SiXg—6<X<Xo+d,0na
(X —0) < f7HX) < fTH(Xo+9)
.Comme f(zg—€) < Xy — 6 et Xo+ 0 < f(xo + €), on a aussi
7 (flwo =€) < fTHX) < [T (f(xo +€))

c’est-a-dire
o —e< fHX) < a0 +e

ou encore [~1(Xy) —e < [THX) < f7HXp) +€ O

3.2 Fonctions dérivables

I désigne toujours un intervalle de R.

3.2.1 Généralité sur les fonctions dérivables

Soient f : I — R une fonction et a € I.

Définition 3.2.1 On dit que [ est dérivable en a si la limite
L f@) = f(a)

r—ra Tr — Qa

existe et est finie. On note f'(a) cette limite.

La dérivée f'(a) de f en a donne la pente de la tangente au point (a, f(a)) au
graphe de f. Notons que si f est dérivable en x(, en posant r(z) = f(z) — f(zo —

(x — x0) f'(z0), on a

(@) ()] (3.3)
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Proposition 3.2.2 Soient [ : [ — Ret a € 1. Si [ est dérivable en a, alors [ est

continue en a.

Preuve : Soit ¢ = hm()—a

Comme la fonction x — z est continue en a, on a

lim(z — a) = 0. D’ot1 en utilisant la propriété des limites par rapport au produit
Tr—a

lim(f(z) — f(a) = lim

T—a T—a T — a

= limwlim(:c—a) =/(-0=0

r—ra Tr—a T—ra

Donc lim f(x) = f(a) et f est bien continue en a. O
T—a

Remarque 3.2.3 1. Laréciproque n’est pas toujours vraie, comme le prouve I'exemple
f(z) = |x|enx = 0. Eneffet ona

@) =) el

lim =1
z — 0 z—0 z—0 T
z >0 x>0

et 0
limM: 1imm_ 1
z— 0 xr — z—0 T
x <0 x>0

Donc f n’est pas dérivable en 0.

2. 1l existe méme des fonctions continues qui ne sont dérivables en aucun point de leur
domaine de définition.

Proposition 3.2.4 Soit [ : I — R une fonction admettant un extremun local en a. Si f
est dérivable en a, alors f'(a) = 0.

Preuve : Supposons que 'extremun est un maximun (le cas du minimun se traite
en remplacant f par —f). Alors par définition il existe un intervalle ouvert o > 0
tel que pour tout x € Nja — a,a +afona f(z) < f(a).Siz >a,onaz —a > 0et
f(x) — f(a) <0, donc # < 0 et par passage a la limite on obtient f'(a) < 0.
Siz <a,onaz—a<0etf(zx)— fla) < O,donc% > 0 et par passage a la
limite on obtient f'(a) > 0. En conbinant les deux inégalités on obtient f'(a) = 0
O

Définition 3.2.5 (Fonction dérivée.) Si [ : [ — R est dérivable en tout point de I,
alors f est dérivable sur I et on définit sa fonction dérivée f' par

oI > R
= f(x)
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Proposition 3.2.6 Soient f et g deux fonctions définies sur 1.

1. Si f et g sont dérivables sur I, alors f + g et fg sont dérivables sur I et
(f+9) =f+get(fg)=Ffg+fd

2. Si f ne s’annule pas sur I, alors % est dérivable sur I et

L I
- -

Preuve:

1. Le cas de I'addition résulte facilement du résultat concernant I’addition des
limites. Pour le produit, on écrit

f(@)g(z) = fla)g(a) = (f(z) = f(a))g(x) + fla)(g(x) — g(a)).

On divise par (z —a) et on passe a la limite quand z tend vers a ce qui donne
le résultat grace aux propriétés des limites de produit et de sommes. De plus
on sait que g(x) tend vers g(a) par la continuité de g.

2. Pour l'inverse, on écrit

(1 B 1) 1 :_f(x)—f(a) 1 1
r—a v—a  f(z)f(a)

qui a un sens pour |z — a| assez petit. Quand z tend vers a, f(x) tend vers

f(a), car f est continue. On obtient alors la formule désirée.

Proposition 3.2.7 (Dérivée de la composée de deux fonctions) Soient f : [ — R
et g : J — R deux fonctions telles que f(I) C J (pour tout x € I ona f(x) € J). Si f
est dérivable en a € I et g est dérivable en f(a) € J, alors la composée go f : [ — R est

dérivableen a et (go f) (a) = ¢ (f(a)) - f'(a)
Preuve : Soit a € I. Par définition de la dérivée, on a

T—ra Tr — Qa

Distinguons deux cas :
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3.2. FONCTIONS DERIVABLES

lercas: f'(a) # 0,ona f(x)— f(a) # 0 en tous les points de I qui sont dans un
intervalle ouvert contenant a. C’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que f(x) # f(a)
pour tout x € (Ja — o,a + a[NI) \ {a}. On peut écrire alors

) —af@) _ . glf) —alf(@) f)— fla)

z—a T —a zsa  f(z) — f(a) T —a
gf) —alf@) )~ fl@)
z—a  f(x) — f(a) T—=a T —a

Le premier est la composée des fonctions = — f(x) ety — %((f) Comme f

est continue, f(x) tend vers f(a). Comme g est dérivable en f(a), on a

9(y) — 9(f(a))

Ay @ U
En composant, on trouve

wma f(z) = fla)
D’out la formule de la proposition.
2ieme cas f'(a) = 0. Il faut montrer que

L9 — (@)

Tr—a Tr — Qa

Soit € > 0.
Il existe d’apres (3.3) , > 0 tel que

l9(y) — g(f(a))l < (L +1g'(f(a)]) |y — f(a)]

des que y € J satisfait la relation |y — f(a)| < 6, et 6y > 0 tel que

€
|’x_a’

ST g (f(a)

des que x € [ satisfait la relation |z — a| < d;. Alors, si x € I satisfait la relation

2~ af < mf{(;f 5M}

ona
l9(f(x)) = g(f(a))] < A +1g'(f(@))])[f(x) = fla)] < €|z —al

a

Proposition 3.2.8 (Dérivée de la fonction réciproque) Soit [ : [ — J,out [ et J
sont deux intervalles de R avec a € I. Si f est inversible, f~! est dérivable en f(a) si et

seulement si f'(a) # 0 auquel cas (f~1)(f(a)) = f,%a)
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Preuve : La condition est nécessaire puisque si f ! est dérivable en f(a), la fonc-
tion composée f~!(f(z)) sera dérivable en a et’'onaura 1 = (f~1)(f(a))f'(a). Elle
est aussi suffisante puisque si elle est satisfaite, on a

X)) = (S (a)

lim = lim —————
2= f(a) X — f(a) X f(a) f{(l*(;”(()fia
= WFeT@ = Fla)

3.2.2 Propriété des fonctions dérivables

Théoreme 3.2.9 (théoreme de Rolle) . Soit f : [a.b] — R une fonction continue sur
[a, b] et dérivable sur |a, b telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €|a, b| tel que f'(c) = 0.

Preuve : Comme f est continue sur un segment, f admet un maximun et un mini-
mun d’aprés le théoreme 3.1.24. Soit M = max,p f et m = minj) f. Sim # f(a)
ou M # f(a) il existe un ¢ €la, b tel que f possede un extremun en c. On sait
alors que f'(c¢) = 0 d’apres la proposition 3.2.4. Sinon on a m = f(a) = f(b) et
M = f(a) = f(b). Donc f est constante sur [a, b] et f'(c) = 0 pour tout ¢ €|a,b]. O

Théoreme 3.2.10 (théoreme des accroissements finis) Soif f : [a, b] — R une fonc-

tion continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|. Alors il existe ¢ €|a,b| tel que f'(c) =

J(b)—f(a)
b—a

)f(b f(a)

Preuve : Considérons la fonction auxiliaire p(z) = f(z) — f(a) — (x — ,))
On a ¢(a) = ¢(b) = 0. La fonction ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
D’aprés le théoreme de Rolle, il existe ¢ €|a, b] tel que ¢’(c) = 0. Comme ¢'(z) =

f(zx) — b) f @ on obtient bien la formule annoncée en posant x = ¢ O

Proposition 3.2.11 Soit f : I — R une fonction dérivable sur l'intervalle I. Alors :
1. f est constante si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € I.

2. f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f'(x) > O(resp. f'(z) < 0)
pour tout x € I.

3. Si f'(x) > O(resp. f'(x) < 0) pour tout x € I, alors f est strictement croissante
(resp. décroissante).

Preuve:
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1. Si f est constante, sa dérivée est nulle. Réciproquement, soient a,b € I avec
a < b.On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur le
segment [a, b] : il existe un ¢ €a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a). Comme
f" est nulle, on obtient f(b) = f(a). Par conséquent f est constante.

2. Si f estcroissante, ona f(z) > f(a) pourx > aetalors (f(z)—f(a))/(x—a) >
0.Demémesixz < a,ona f(x) < f(a)et(f(x)—f(a))/(x—a) > 0. Comme les
égalités passent a la limite, en faisant tendre z vers a on voit que f'(a) > 0.
Réciproquement; on procéde comme dans la premiére partie : on obtient
F(b) = f(a) = F'(e)(b— a). Done f(b) — f(a) > 0sib > aet f(b) — f(a) < 0
b < a. Donc f est croissante. On traite le cas f décroissante en remplacant f
par —f.

3. Pareil que pour 2) sauf qu’on a des inégalités strictes.

O

Théoreme 3.2.12 (Inégalité des accroissements finis.) Soient f et g deux fonctions
définies sur le segment [a, b, avec a < b. On suppose :

1. f et g continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b|
2. |f'(z)| < ¢'(x) pour tout x €la, b|.
Alors
[f(b) = f(a)] < g(b) — g(a)

Preuve : Puisque |f'(z)| < ¢'(z) pour tout z €a,b[, ona f'(z) < ¢'(x) et —f'(z) <
¢'(x) pour tout = €la, b[, soit (f — g)'(x) < 0et (f + g)'(x) > 0 pour tout = €la, b|.
Il vient que f — g est décroissante sur [a,b] tandis que f + g y est croissante.
Ora < b. Donc (f —g)(a) > (f —g)(b) et (f + g)(a) < (f + g)(b), c'est-a-dire
f(b)=f(a) < g(b)—g(a) et f(a) = f(b) < g(b)—g(a). D'ott |f(b) — f(a)| < g(b)—g(a)

O

Corollaire 3.2.13 Soit f une fonction continue sur le segment |a,b] et dérivable sur
la, b]. Si f" admet une limite ¢ en a, alors f est dérivable en a et f'(a) =/

Preuve:
lim f'(z) = € & Ve, 3e €]a, b],Va €la, ], |f'(x) — ] < e

r—a
f étant continue sur [a, ¢] et dérivable sur |a, | on peut appliquer 1'inégalité des

accroissements finis, sur [, ¢], a la fonction g(z) = f(z) — lx :
Ve € la, d, [f(x) = f(a) = l(z — a)| < e(z - a)
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et dongc,
(2) - f(a) _,

r—a

Ve > 0,V €la, ¢, <e€

. Ainsi, f est dérivable en a et sa dérivée est f'(a) = ¢ O

Lemme 3.2.14 Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b

telles que ¢' ne s’annule pas sur |a,b[. On suppose de plus que g(a) # g(b). Il existe £

fO)=f(a) _ f(§)

dans |a, b| tel que s —s@) = 76

Preuve : Considérons la fonction ¢ définie sur [a,b| par ¢(z) = f(x) — f(a) —

%(Q(m) —g(a)). On a p(a) = ¢(b) = 0. La fonction ¢ est continue sur [a, b]

et dérivable sur ]a,b[. D’apresle théoreme de Rolle, il existe £ dans |a, b tel que

- . [~ (@) fO)—f@) _ £
#'(€) = 0, ce qui donne f() — yG=9'(§) = 0. On en deduit G=ois = 5 O

Proposition 3.2.15 (Reégle de 1'Hospital) Soient f et g deux fonctions définies sur un
intervalle I, dérivables dans un voisinage pointé de o € I ; c’est-a-dire dans V() \ {a},
oit V(a) =]a — r, e + [N pour un certain r > 0. On suppose que f et g admettent en
o toutes deux la méme limite nulle ou toutes deux des limites infinies. Alors si + possede

une limite ¢ en «, il en est de méme de ,etlona hm @) _ iy L&)
z—a9 g'( ) ;r—m((]( )

Preuve : I'existence de la limite de £, suppose qu'il existe un voisinage pointé de
a dans lequel ¢’ ne s’annule pas. 501t donc V'(«) un tel voisinage

1. f et g tendent vers 0. Les fonctions f et g se prolongent par continuité en
a par la valeur 0, et g est strictement monotone sur V' («). D’apres lemme
3.2.14 appliquée dans l'intervalle de bornes « et = 011 x appartient a V'(«),

1 oy (fﬂ) F7(E(
il existe {(z) compris entre a et z tel que ¢ & = 3 (é

Egg)) = /. Alors, on a également,

Lorsque x tend vers

«a, il en est de méme de £(z) et donc l1m

fl@) _
};5% glz)

2. f et gtendent vers l'infini. Quitte a changer les signes de f et g, on peut sup-
poser que [ etg tendent vers +o0o en a. Il existe alors un voisinage épointé
de a sur lequel f et g ne s’annulent pas.

— Supposons “/ fini. Soit € > 0. Il existe un voisinage V'(«) tel que, pour tout

x de cet intervalle ‘ g :éz)) -/ ‘ < ¢ Soit alors a fixé dans V/(a). Comme g est

strictement monotone, pour tout x compris strictement entre a et o, on a
g(z) # g(a). On peut donc appliquer le lemme 3.2.14 dans l'intervalle de

bornes x et a. Il existeé(x, a) Compris entre a et z, donc dans V/ (« ), tel que

f@)-1@| _ f(E@a) f@)= 4 f(E.a) g‘

g(x)—g(a) g’ (&(z,a)) g(z)— (a) 7 (€(z,a)) . Posons

et alors
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n(z) = i:;ig% .On a alors alcl_rfclln(x) = 1. On peut écrire
I@) || @) = )
5o = o
flx) ~ fla) _ o
< o) [EE=L 4 e i)

< ni@)5 + 601 —n(x))]

. Mais, le membre de droite tend vers 5 lorsque z tend vers a. Il existe
donc un voisinage épointé V;(«) dans lequel

€
n(z)g + A = (@) <e
Ce qui donne )% — E‘ < e. Il en résulte que

f(z)

lim ——= = /.
z—a g(x)

— Supposons ¢ infinie. Comme ’gc—: tend vers l'infinie, f' ne s’annule pas dans
un voisinage épointé de a et on applique ce qui précede a & qui tend
vers 0. Il en résulte que ¢ tend vers 0, et puisque g ne s’annule pas, on en
déduit que 5 tend vers 0.

Exemple 3.2.16

1. Soit p(x) = ap + a1 + . .. + a,z™ un polynoéme de degré n. Calculons lim ’%. Il

T—00

suffit de déterminer lim 2 pour k € 0,1,...,n. Or (z")O(z) = k(k —1)... (k —
T—r00

¢+ 1)a* " pour tout £ < ket (e*)) = €® nous avons lim (z%)(x) = +oo et

—+00
. 7~ . k . , . .
lim (e%)¥) = +o0 pour ¢ < k. D'oit lim % = lim £ = 0. C'est ainsi que
r—+00 T—+o0 € x—>+00¢
lim 22 =0
r—>+00 e”

2. Calculer lim =2 En posant f(z) = 1 — cosZet g(x) =1—coszona f(0) =
z—

0 l—cosx

g(0) = Oet f et g sont dérivable en 0 avec f'(0) = 0 et ¢'(0) = 0 car f'(z) = L sin2

et ¢'(x) = sinx. Les fonctions dérivées étant aussi dérivables en 0 on passe a 1
511715, iz _ 1 x 2 _ [
dérivée seconde . f"(x) = ; cos 5 et g"(x) = cosx. D'oil

1—cosZ Lginz LeosZ 1
lim——2 = lim2—2 = lim4—2 = =
=01 —cosx 20 sinx z—0 COS T 4
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3.3 Exercices

Exercice 16 Montrer que toute fonction croissante f de I = [a,b] dans I, admet au
moins un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe un réel « dans I tel que f(o) = a.

Correction 16 L’ensemble :
E={z€[a,b]|f(zx) <z}

est non vide (f(a) € |a,b] entraine f(a) > a) majoré par b; il admet donc une borne
supérieure o € [a, b].

Sia = aalors f(x) < x pour tout x € I\ {a} et pour ng € N* tel que a + nio <bon
a, du fait de la croissance de f sur I :

1 1
Vnzno,agf(a)gf(a+ﬁ)<a+ﬁ

qui par passage a la limite quand n tend vers l'infini donne a = f(a).
Si a > a, par définition de la borne supérieure, on peut trouver pour tout entier
naturel non nul n un réel v, € Ja — L o] N Eet:

VnZl,f(a)Zf(xn)an>oz—%

qui par passage a la limite quand n tend vers l'infini donne f(«) > o, c’est-a-dire que o
est dans E.

Siaw="balorsa < f(a) <b=aeta= f(a). Sia <b, pour n assez grand on a
a < flo) < fla+21) < a+ L quipar passage a la limite donne o = f(«). En définitive
« est un point fixe de f dans 1.

Exercice 17 On considere les fonctions f : © +— x — Arctan(Inz) et v :  — z(1 +
(Inx)?) définies sur |0, +oo|.

1. Justifier que ces deux fonctions sont infiniment dérivables sur |0, +o0|.

2. (a) Calculer les limites de u(x) lorsque = tend vers O par valeurs supérieures et
ensuite lorsque x tend vers +oo. Montrer que u se prolonge par continuité
sur [0, 400].

(b) Calculer la dérivée de u sur ]0, +o0.

(c) Montrer que le graphe du prolongement de u a [0, oo admet en 0 une tan-
gente verticale.

(d) Dresser le tableau des variations de u sur [0, +o0|.

(e) Montrer que Iéquation u(z) = 1 admet une unique solution que I'on déter-
minera. On la note c.
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3. (a) Calculer les limites de f(x) quand x tend vers O par valeurs supérieures et
vers +o00. En déduire que f se prolonge par continuité sur [0, +oo|.

(b) Calculer la dérivée de f sur )0, +oo[ et exprimer la en fonction de u.

(c) Dresser le tableau des variations de f sur [0, +oo.

(d) Montrer que f est une bijection de I, = [0, ] dans I, = |a, lim f(x)|.

x — 0

z >0
4. (a) Soit x < y < a. A l'nide du théoréeme des accroissements finis appliqué a f
sur [x,y|, montrer que

f(z) = f(y)

fley < B2

< /')
(b) En déduire que pour tout y < aona

IOES

(c) Montrer enfin que le graphe du prolongement de f a [0, +oo[ admet en 0+
une tangente verticale.

5. On note g la fonction réciproque de f : Iy — I5. Donner le domaine de dérivabilité
de g.

Correction 17 On considere les fonctions f : v +— = — Arctan(lnz) et u : . — 2(1 +
(Inx)?) définies sur 10, +oc|.

1. La fonction x — Inwx est indéfiniment dérivable sur |0, +oo[ et la fonction v —
Arctan z indéfiniment dérivable sur R, donc la composée v — Arctan(Inz) est
indéfiniment dérivable sur |0, 4oco[. Par suite f est indéfiniment dérivable comme
somme des fonctions x +— x et x — Arctan(Inz) qui sont indéfiniment dérivable
sur |0, +oo[. De méme puisque x — x* est indéfiniment dérivable sur R, la composé
x + 1+ (Inz)? est indéfiniment dérivable et u est indéfiniment dérivable comme
le produit de deux fonctions indéfiniment dérivables.

2. (a) Calcule des limites de u(x) :

. ERT 2\ 7: 2

car lim,_,o x* Inx = 0 pour tout o > 0.

. T 2y _
o) = i o+ (a)’) = 4o

Puisque u est continue sur |0,4o0[ et sa limite en O par valeurs supérieurs
existe et est finies, elle est prolongeable par continuité sur [0, +o00].
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(b) Dérivée de usur]0, +ool. u/(z) = (1+(Inz)?)+2(222) = 1+ (Inz)*+2Inx

(c) Montrons que le graphe du prolongement de w a [0, +oo[ admet en 0 une
u(@)—u(0)

tangente verticale. Pour cela il faut montrer que lim,_,o. = o00. En

effet, nous avons M = 1+ (Inz)? qui tend vers +oc lorsque x tend vers
0 par valeurs positives.

(d) Tableau des variations de u sur [0, +oo[. Puisque que u'(x) = (1+1nxz)* > 0,
la fonction u est croissante. Donc

(e) La fonction u étant continue et strictement croissante de 0 a +oo, I'équation
u(x) = 1 admet une unique solution dans [0, +o00].

Exercice 18 On considére la fonction réelle de variable x réelle :
flz) = el T pour x > 0.

1. Déterminer le domaine D de définition de f.
2. Calculer les limites de f a la frontiere de Dy.

3. Déterminer le domaine de définition de la fonction f' (indiquer les éventuels points
oii la fonction f n’est pas dérivable). Donner l'expression de f'(x).

4. Etudier la croissance et décroissance de f.

5. Déterminer les éventuels asymptotes verticaux et horizontaux. Donner I’équation
de l'asymptote oblique sous la forme y = cx + d, avec ¢, d € R.

6. Tracer le graphique de la fonction f sur le plan Cartesien en accord avec les résultats
obtenus pour les étapes données ci-dessus.

Exercice 19 A I'aide du théoreme des accroissements finis, montrer que pour tous a,b €
R, tels que a < b,

1 < Artan(b) — Artan(a) < 1
1+062 b—a ~ 1+ a?
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Chapitre 4

Developpement limité

4.1 Fonctions négligeables

Soita € R = R U {—00, +o0} et D une partie de R telle que

—ac€Dsia€R,

— il existe a > 0 tel que [o, +00[C D sia = +o0,

— ilexiste 5 < 0 tel que | — 00, 3] C Dsia = —o0
Les fonctions f, g... sont définies sur D a valeurs dans R. Un sous-ensemble 1/
de D est voisinage pointé de a si

— ilexiste > Otel que Ja — §,a +d[ND \ {a} CVsiaeR

— il existe M € R tel que | M, +oo[ND C Vsia = +o0

— ilexiste M € Ravec| — oo, M[ND C Vsia = —ox0,
Pour ne pas trop alourdir les notations, on convient qu’une égalité entre fonctions

sous-entend la restriction a l'intersection des domaines de définition.

Définition 4.1.1 La fonction [ est dite négligeable devant g au voisinage de a, si et
seulement s'il existe un voisinage pointé V de a et une fonction e : V. — R de limite nulle
en a, telle que f = € - g (dans V). On écrit

f<ge f=o0(g) Y. v o Rtel que f = e- g et lime(z) = 0.
a a Tr—a
L’écriture f = o(g) est la notation de Landeau et f < ¢ la notation de Hardy:.
Exemple4.1.2 1. Ona
f=o(l) < limf(x) =0

a r—a

2. La fonction nulle x — 0 est négligeable devant toute fonction en tout point a(prendre
e =0). Dautrepart, f = o(f) = f=€¢-f o (1 —¢€ef =0= f = o (car
lime = 0 = (1 — €) # 0) dans le voisinage de a.
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Remarque 4.1.3 Alors que la notation de Hardy parait plus "logique”, on utilise dans
la pratique plus souvent celle de Landeau, car elle permet 'abus de notation tres pratique
qui consiste a écrire

f(z) = g(x) + o(h(x))(x — a) aulieude f — g = o(h).

Lorsqu’on utilise cette notation, chaque terme o(h(x)) représente une fonction quelconque
de x, négligeable devant h, mais a priori inconnue et différente d’un éventuel autre terme
o(h(x)). On prendra aussi garde de toujours préciser le point auquel la la relation de
négligence s’applique.

Exemple 4.1.4 1. Si f est bornée et g tend vers l'infini, alors f 5 o(g).
2. Ona z™ = o(a") si et seulement si m < n (car alors e = 2™ " — 0), et 'opposé

au voisinage de 0.

3. Onaz® = o(e’) et (Inz)®

o(2P)(x — o0) pour tout a, 3 > 0.

La proposition suivante permet de trouver autant d’exemples que I’on souhaite :

Proposition 4.1.5 Si la fonction f /g est définie dans un voisinage pointé de a, alors
f=o(g9) < lim£&) = .

a 730, 9(%)
Preuve : Exercice. (Il suffit d'utiliser e = f/g). O

Notons que :
— Larelation < est transitive ; c’est-a-dire f < g, g < h = f < h,

— Compatible avec la multiplication, c’est-a-dire f < g = f-h < g-het

f+h < g-kpour toutes fonctions f,g,h, k: V — R.
la relatign < n’est pas compatible avec 1'addition! Par exemple, v <« 3 et
@? < —2”, mais on n'a pas x + 2°<a* + (—2*) = o. Dans la pratique, on utilise
donc la notation o(g)(voire o(g(x))) pour représenter une fonction f quelconque,
a priori inconnue, telle que f < g. On écrit ainsi par exemple z"o0(z™) = o(z"*™),
o(z™) + o(x™) = o(x™>mM)(x — 00). ..

4.2 Fonctions équivalentes

Définition 4.2.1 On dit que | est équivalent i g au voisinage de a ssi f — g est négli-
geable devant g :onécrit f ~g<—= f—9 < g
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4.3. DEVELOPPEMENT LIMITE : DEFINITION ET PROPRIETES

Proposition 4.2.2 Si [ /g est défini dans un voisinage pointé de a, alors [ ~ g <=
lim f/g = 1.

Preuve : Exercice(utiliser la déf. pour m.q.f = (1 +¢€))g O

Notons que la relation ~ est :
— une relation d’équivalence, car elle est

refflexive f ~ f
symétrique f ~ g =g~ f
transitive f ~getg~h = f ~h

Proposition 4.2.3 (limites.) Si [ ~ g, alors lim g existe ssi lim f existe, et si elles
existent, ces deux limites sont égales.

Proposition 4.2.4 (produit, quotient, puissance.) On peut prendre le produit , quo-
tient (lorsqu’il est défini) et une puissance quelconque d’équivalences. Dans le cas général,
on ne peut additionner des équivalences.

Proposition 4.2.5 (composée.) Soit f ~ get p : [ — R tel que lim, o = a alors
foprgogp.

4.3 Développement limité : Définition et propriétés

4.3.1 Développement limité d’ordre n en z

Définition 4.3.1 Soient [ : [ — Ret g € [. On dit que [ admet un développement
limité d’ordre n au voisinage de o (en abrégé DL, (x)) si et seulement s’il existe n + 1
réels ag, ay, . .., a, tels que pour tout v € I

f(x) =aog+ai(z — 20) +az(x —20)* + ...+ an(x — 20)" + (. — 20)" ()

et lime(x) = 0.

On appelle alors le polynome P(x — o) = ag + a1(z — xg) + az(x — x0)? + ... +
..+ ap(x — )" la partie réguliere du DL, et (v — x¢)"€(z) le reste d’ordre n, que
I’on note aussi o((z — xo)").

Exemple 4.3.2 (fondamental.) Soit f :] — 1,1[— R définie par f(z) = -=. Ona

f(x):1+x+x2+x3+x31 S
—x

Donc f admet un DL3(0) de partie réguliere P(x) = 1 + x +* +a et de reste o(2?) =

3 _ .3
rie(r) = 27 %
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4.3. DEVELOPPEMENT LIMITE : DEFINITION ET PROPRIETES

Un développement limité est une stricte égalité mathématique, il ne faut donc
jamais "oublier" le reste en faveur de la partie réguliere. D’ailleurs, dans certains
cas le reste peut étre plus intéressant que la partie réguliere.

Comme la formule simplifie pour z; = 0, on se ramene souvent a ce cas en
considérant ¢g(t) = f(zo + ), en faisant un changement de variables = = z¢ + ¢,
puis un DL(0) de ¢(t), dans lequel on resubstitue finalement ¢t = x — .

Corollaire 4.3.3 (Conséquences de la définition.) On se limite ici aux cas ou I est
un intervalle, éventuellement privée du point x.

1. Si f admet un DL en zy € 1, alors f admet une limite en x, égale a ay = P(0). Si
xo € 1, cela implique que f est continue en x, ou bien f admet un prolongement
par continuité en xo(en posant f(xy) = ay), dont le DL coincide avec celui de f.

2. Si fadmet DL, (zo), n > let xy € I,alors f est dérivable en xq et f'(x¢) = a1 =
P'(0).

Exemple 4.3.4 Pourn € N, k € N*, f(x) = 2" sina=* n'est pas définie en 0 mais
admet un DL, (0)(de partie réguliere nulle et avec ¢ = xsinz~*) et donc un prolonge-
ment par continuité en 0. pour n > 1, ce prolongement f est dérivable en 0 (2° partie du
corollaire) (avec f'(0) = 0), mais la dérivée n'est pas continue en 0 si n. < k : en effet
f'(x) = (n+1)z" sinz* —ka" % cosz™*(x # 0) n’admet pas de limite en 0 pour n < k.

Remarque 4.3.5 L'exemple précédent montre que méme si f admet un DL a un ordre
aussi élévé qu’on veut, cela n'implique jamais que la dérivée soit continue, et donc encore
moins que la fonction soit deux fois dérivable ! (Prendre k = n arbitrairement grand dans
I'exemple ci-dessus.)

4.3.2 Unicité du Développement limité

Lemme 4.3.6 (troncature.) Si f admet un DL, (x) de partie réguliére P, alors f admet
DL,,(zo) pour tout m € 0,...,n, dont la partie réguliére sont les termes de dégré < m
de P.

Preuve : Il suffit de montrer que les termes ax(z —z,)* avec k > m peuvent s’écrire
come reste d’ordre m :

S arak( — 20)" + (2 — m9)"e(x) = (x — z0)™n()

avec
n(z) =S¢ qak(x — 20) " + (. — 20)" "e(x) = 0(x — o).
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4.4. EXISTENCE DE D.L.-FORMULES DE TAYLOR

Théoreme 4.3.7 (Unicité) Si [ admet un DL, il est unique, P et e sont uniques.

Preuve : (Par récurrence). Pourn =0, P = qy = ILm f(z) ete(x) = f(z) — ap sont
déterminés de fagon unique. Supposons que le 5[/:%%) de f est unique, et que f
admet un DL, (o), f = S0 ailz — 20)’ + (x — x0)"'e(z). D’apres le lemme
4.3.6,a0+...+an(x—x0)"+ (x—2,)"n(x) avec n(z) = any1(x—x0)+(x —x0)e(2) est

un DL, (zo) de f. D’apres I'hypothese de récurrence , ao, . . ., a, ainsi que le reste

x—lxo I_1x077<x) — Gp41

n sont uniques. Or, lim n(x) = an11. Ce coefficient, et e(z) =
T—T0

sont donc également uniques. O

4.4 Existence de D.L.-Formules de taylor

Dans ce paragraphe, on affirme 'existence du D.L pour les fonctions suffi-
samment dérivables, et on précise en méme temps une expression explicite des
coefficients de la partie réguliere en terme des dérivées de la fonction au point du
D.L.

Définition 4.4.1 Soit A C R un intervalle ou plus généralement une union d'inter-
valles. Pour tout entier n € N.

1. On définit par récurrence la dérivée n'*™ de f notée f™, par : f©) = f, et pour
toutn € N, frtt = (fY.

2. On définit C"(A) comme l'ensemble des fonctions f : A — R tel que f peut étre
dérivée n fois et sa dérivée n'e™e, f("), est continue.

3. On dit que f est de la classe C* sur A, lorsque pour tout n € N, f est de classe
C"(A).

Exemple 4.4.2 Ia fonction cos est de classe C* et I'on a

( () (=D cosx  si n=2k
cosz\") =
(=D lsing si n=2k+1

Proposition 4.4.3 Etant donné deux fonctions f et g de classe C"(D), fg est de classe
C™(D) et nous avons la formule de Leibniz, qui donne la dérivée n'™° du produit

(fg)™ = 5 L2 f® gl
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4.4. EXISTENCE DE D.L.-FORMULES DE TAYLOR

Preuve : Par récurrence, nous avons (fg)' = f'g + f¢'. Supposons que pour u,v €
C"(D)ona (fg)™ = Z;}:O[jflf(p) (n=P) Considérons f et g de classe C""'(D). fg
est de classe C"'(D) avec (fg)"*") = ((fg))™. (fg)" étant de classe C"(D) et la
dérivation étant linéaire, il vient :

(f9)™ ) = ((fg))™ = (f'9)™ + (fg')™

Or les fonctions f’,g,¢" et f sont de classe C"(D). L'hypothese de récurrence
donne :
(Fg)" 1) = 25 L fr g 4+ 2oL f gD,

Un changement de variable dans le premier terme de la somme permet d’écrire
S B8 fet gln=p) = sntiGe=t ¢®lg(n +1 — p),
de sorte que
(fg)(nH) — f(nH)g + Ezzl[]ﬁflf(p)gnﬂfp + Egzl[];zf(p)g(nfpﬂ) + fg(nJrl).

Avec
Oy + 0 = B

il vient que
(fg)™tD = frtg 435 By fPgU D) 4 fglrtt) = SEiCT frt gttty

|

Remarque 4.4.4 1. C°(D) est I'ensemble des fonctions continues de D dans R.
2. On a une suite d'inclusions strictes C"*1(D) c C*(D) C ...... c CYD) c
C(D).
3. Si f € C™(D) on dit que f est de classe C"

4. C>(D) l'intersection des C"(D) pour n € N, c’est-a-dire C*°(D) est I'ensemble des
fonctions f : D — R admettant des dérivées de tout ordre. On dit qu’elles sont de
classe C>

Théoréme 4.4.5 (formule de Taylor-Lagrange.) Soient f € C"*(I) et a,b € I avec
a < betla,b] C I. Alors il existe ¢ €|a, b| tel que

b—a)”
L(b-a)

n!

(b—a)"tt
(n+1)!

F(a)+ Fr (o).

Sin = 0 on retrouve le théoreme des accroissements finis
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4.4. EXISTENCE DE D.L.-FORMULES DE TAYLOR

Preuve : Soit A la constante qui vérifie

(b—a)’
2l

B (b—a)n

n!

(b—a)"t!

(n+1)! A

f(b) = fa) = (b—a)f'(a) - f@(a) ~ f"(a) =

Comme dans la démonstration du théoreme des accroissements finis, on introduit
une fonction auxiliaire
(b—a)"

n!

(b — x)"tt

(n+1)! A

(b —2'37)2 ™ (z)—

p(x) = f(b)—f(2)=(b—2)f'(z)- f(x)~
Comme f € C""'(I), on a f™ € C'(I), donc ¢ € C'(I). Le choix de A donne
¢(a) = 0 et on aaussi ¢(b) = 0. On peut donc appliquer le théoreme de Rolle : il

existe ¢ €]a, b tel que ¢'(c) = 0. Calculons la dérivée de ¢

termes de ¢ dérivée
f(b) 0
—f(@) —f'(x)

—(b—2)f'(a) +f/(@) — (b—2)f(¢)
N =

x x)Ptl
+OSE P ) - o £ )

_%f(p)( )
b—az)Pt1
( p+1)l fp+1 ( )

—EE (@)

—x n—1 n ' —x)" n
+(b(n_)1)! f( )<ZIZ'> - %f( +1)(£IZ’)
T n+1 —z)"
b(n-‘rl A _'_(bn!) A

Dans la colonne de droite tous les termes sauf deux se simplifient, il reste

) = O (4 g ),

n!

Comme ¢ # b, 'égalité ¢/(c) = 0 donne f("*V(¢c) = A. On a obtenu la formule de
Taylor. O

Le théoreme indique que si f est n + 1 fois continiment dérivable sur [z, z],
alors f admet un DL,(z) de partie réguliere

(polyndme de coefficient a;, = 7 f*¥)(z()), avec le reste de Lagrange d’ordre n,

[ 0(e)

Je €lxg, z]: f(x) — P(x — o) = CES

([E o Ig)n+1
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4.5. D.L. DE QUELQUES FONCTIONS ELEMENTAIRES

Remarque 4.4.6 On peut montrer que le théoreme reste vrai sous la condition moins
forte que f™(a) existe et f soit n + 1 fois dérivables sur |a, b|. Par exemple, f(x) = \/,
admet un DLy(0) de partie réquliere nulle et de reste Ry(f,0,x) = /r = o(a®). La
dérivée f'(x) = %

comme f'(§).x avec { = Lx.

Lo/ n'est pas définie en 0, mais le reste peut néanmoins s'exprimer

Remarque 4.4.7 Dans le cas particulier (mais fréquent) ot zo = 0, et en posant ¢ = Ox
avec 6 € [0, 1], la formule de Taylor-Lagrange s’appelle formule de MacLaurin :

Jon (0z) L (n+1)

30 €]0,1[: f(z) = f(0)+ ...+ CE T

Théoreme 4.4.8 (formule de Taylor-Young.) Soient f € C*(D) et a € D. Alors f
admet un développement limité d’ordre n en a donné par

(x —a)?

2!

(x —a)"

n!

f(a) +o((z — a)").

[(a)+ ...+

Preuve:Ona f € C"(D) = C"~V+1(D). On peut appliquer la formule de Taylor-
Lagrange a 'ordre n — 1 a f avec x a la place de b. On suppose ici que = > a.

) = 5(@) 4 (@ = ) (@) 4 oot S a4 E 0 )
avec ¢ €la, z|. Ecrivons le dernier terme sous la forme
(x ;'a)"fn@) _ (x ;!a)"f(n)(a) n (x 7—1‘@>” (f(n)(C) o f(”)(a)).

I1 suftit donc de montrer que

(z—a)"

n!

(f™(e) = f"(a)) = o(z — a)").

c’est-a-dire que lim (f™(c) — f™(a)) = 0. Cela résulte de la continuité de f™ au
Tr—a

pointa O

4.5 D.L.de quelques fonctions élémentaires

En utilisant la formule de Taylor, on obtient les D.L.(0) des fonctions élémen-
taires exp, cos, sin, (1 + z)* donnés ci-dessous, ol o(z") représente une fonction

inconnue de la forme z"¢(x), avec lirr(l)e(:c) = 0.
T—r
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4.5. D.L. DE QUELQUES FONCTIONS ELEMENTAIRES

4.5.1 Fonction exponentielle

T 12 1 n n
e :expx:1+x+§x —i—...—l—ﬁx + o(z")

En effet pour tout k € Non a f®(z) = e*, donc f®(0) = 1. D’ou

ZEk n
et = EZ:OH + o(z").
4.5.2 Fonctions trigonométriques :

Puisque la dérivée d’ordre n de cos est donnée par la formule

( o) (=1)*cosz  si n=2k
cosz)\™ =
(=) lsing si n=2k+1

nous déduisons que

1 (—1)

sinx = x — gx?’ +...+ mﬁ”“ + o(x*™th)
1 —1)"
cosx =1— 5:1:2 +...+ %x% + o(x*")

4.5.3 Fonction z — In(1 + z):

1 2 (_l)nJrln n
In(l42)=x—-2*+...+ z" 4 o(z")
2 n
1 2 n n
1_x:1+x+x + ...+ 2"+ o(z")

11 suffit de calculer les dérivées successives. On a
fOz)=k(1-2)"""*VkeN

donc f*)(0) = k! et
1 n n
T2 = Sp_oz” 4 o(a™).

4.5.4 Fonctionz — (14 z)*:

aoa—1a—2 a—n+1
1 *=1 e+ = .
(1+x) +ax + +1 5 3 -

" 4 o(z")
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4.6. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

4.5.5 Fonctions hyperboliques :

Les fonctions chx = £Et¢— et shx = £=“— ont comme D.L les termes en

2 2
puissances paires resp. impaires de e”, ce sont donc ceux de cosz et sinz, mais
avec des signes + partout. (En effet, cosz = Ree™ = ch(iz) et sinz = Ime™ =

ish(iz).)

4.6 Opérations sur les développements limités

Proposition 4.6.1 (Somme et produit de développements limités.) Soient f et g
deux fonctions admettant des développements limités d’ordre n en a alors f + g et fg
admettent des développements limités d’ordre n en a. Plus précisement si

fz) =3 _gon(z —a)* +o((x —a)") et g(x) = 2o Br(x — a) + o((x — a)™)

alors
(f +9)(z) = Zi_plan + Bi)(x — @) + o((z — a)")
et
(f9)(x) = Tp_y (ZioiBr—i) (x — a)* + o((x — a)").

Preuve : L'assertion concernant 1’addition est évidente. Pour le produit on multi-
plie les polyndmes en (z — a) venant de f et g en négligeant les termes de dégré
> n qui sont des o((x — a)"). Pour calculer le produit des polyndémes on com-
mence par calculer le terme constant, puis le coéfficient de (x — a) puis celui de
(x—a)?,...(fg)(x) = apby + (apby + aiby)(x — a) + (aghy + a1by + asby)(x —a)*+ . ..
a

En pratique, connaissant les développements limités des fonctions usuelles en
0, on calcule le développement limité d"une fonction f(z) au voisinage de a de la
maniere suivante.

1. On se raméne au point 0 par la translation, c’est-a-dire en posant z — a = u,
de sorte que u tend vers 0 quand « tend vers a. Ainsi le développement
limité en 0 de la fonction g(u) = f(u + a) correspond au développement
limité en a de la fonction f.

2. On utilise les formules donnant le développement limité d’'une somme,
d"un produit et d'une composée de fonctions usuelles.

Proposition 4.6.2 (Composition de développements limités.) Soient [ et g deux
fonctions ayant des développements limités d’ordre n en 0. On suppose que g(0) = 0.
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4.6. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Alors f o g a un développement d’ordre n en 0 qui s’obtient en appliquant dans le dé-
veloppement de f la variable x par le développement de g et en négligeant les termes de
dégré > n.

Exemple 4.6.3 Calcul du développement limité de e°** en 0 a l'ordre 3. On a
2
cost =1— ) + o(z%).

On a cos0 = 1 # 0. Mais on peut écrire cosx = 1 + u(z) avec u(0) = 0. Alors
z)

ecosx = ! TU?) = et (1), Ona
2 3
ur f
e =1+u+ —+ — +o(u®).
tut o+t (u”)
Comme u(x) = ‘T”"? +o(x*"), u? va commencer par x* et on peut donc négliger toutes les

puissances uk pour k > 2. Finalement, il reste

eCosT — 6(1 _ x

5) + o(2?).

Proposition 4.6.4 (Développement limité de la fonction inverse.) Soient f et g deux
fonctions admettant des développements limités a 'ordre n en 0. Si g(0) # 0, la fonction
5 admet un développement limité a I'ordre n en 0.

Preuve : Il suffit de montrer que % a un développement limité a 1’ordre n en 0.
Ecrivons le développement limité de g a I’'ordre n en 0

g(x) = by + Ezzlbkxk + o(z")

avec by # 0. Alors

L 1 _ 1 11
g(x) by + T bk +o(am) g (1 bxn begh O<xn)> Dol —u
=15

avec u = — ( ’,3:12—’51:’“> + o(2™). On sait que — = 14+ u +u? + ... +u" + o(u").

Par composition on a un développement limté d’ordre n de la fonction —g(lm) a
Exemple 4.6.5 Calcul du développement limité de tan x = =22 en 0 4 l'ordre 5. On a
. 2 ad 5
Slnx_m_€+_120 + o(z°)
et , ,
x x
B L 5.
COS T 2—!-24—{—0(55)
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4.7. APPLICATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

1
cos T

_ 1 ozt
=1 aoec u = 5 o1

o(x°). Onaaussi 75 = 1+ u+u? +u® +u* +u® 4 o(u®). Comme le premier terme (par

11 suffit d’avoir le développement a l'ordre 5 de ——. On a

ordre croissant des puissances de ) du développement limité de u est en x?, le premier
terme du développement limité de u® est en x*. Celui de u* est en x°, donc négligeable a
U'ordre 5, ainsi que celui de u®. En d’autres mots u* = o(x%) et u®> = o(z®). Il reste donc

1 x?  xt xt x? bt
1+ I o) =14+ S 12 o).
+(2 24)+4+0(x) +2+24 + o(z°)

1—u

En multipliant on obtient

: 3 5 2 4
5
fang = S0 = <x+x—+x—+0(:c5)) <1+x—+i+0(x5)>

CcoST 6 120 2 24

et apes simplication

x3 220

tanz = + — + —— 5,
an x x+3—|—15 + o(x?)

4.7 Application des développements limités

Calculs des limites

ef—e %

sin x

1. Calcul de lim
x—0

ef—e?=14z—(1—2z)+o(x) =2z +o(z)sinz =z + o(x) donc

et —e® 24 olz)
lim—— = lim r_ — 9
x—0 SInx x~>01 + %

1
r—1"

2. Calcul de lim =% —
x—0¢ —¢€

Le développement limité de e” en 1 a 'ordre 2 est

e =etelr—1)+ g(;c 12 4 o((z —1)?).

Donc
e 1 B e 1
et —e x—1 efr—1)+5(x—1)2+o((x—-1)?) x-1
1 1
I (DN
1 1




4.8.D.L. EN +©

Donc

lim——— ! lim ! (_(a: —1) —o((x — 1))) = hm_l_M _

ile® —e z—1 aslg—1 2
3. Prolongeons par continuité en 0 la fonction

f:]-mn[ —- R

xr '_> T2 -
sin® x l—cosx

Le développement limité de sinz en 0 a 'ordre 4 donne sinz = x — %3 +o(z*)
donc sin® z = 2% — % + o(z°) et

2 2 1 2 x?
== == (1+=—0o(z).
sin2$ x2 <1 — %2 —+ 0(m3)> 1’2 ( * 3 0(£L' )>

Par ailleurs, le développement limité de cosz au voisinage de 0 a ’ordre 5

2 4
donne cosz = 1 — £ + £ + o(z”). Donc

1 2 1 2 (12
1 —cosz 22 \1— ‘f—; + o) x2 12

En conclusion,

2 1 2 [x? 3 1
s’z 1—cosz 22 (z“@ >) =5 to@)
D’ou
: 2 1 1
lim—— — = -,
z—=0sin“x 1 —coszx 2

Etude locale des fonctions On considere f définie sur I =]z¢—a, xo+a] admettant
un D.Ly(xo) de partie réguliere P = ag + a1 X + a,X?,p > 2 tel que a,, # 0. Alors
la tangente 7" a la courbe Cy de f a pour équation y = ag+ a1 (z — o), et la position
de Cy par rapport a T' est donnée par le signe de a,(z — )" :

1°"cas : ppair le point P = (x, f(x¢)) est dit ordinaire a, > 0 = Cy au dessus
deT,a, < 0= CyendessusdeT,Sia; =0 = extremun;danscecas:a, >0 =
minimun et f convexe, et a, < 0 = maximun et f concave au voisinage de x.

2°cas : pimpair P = (x, f(z0)) est un point d’inflexion, C traverse 7" en P.
Convexité et concavité a droite et a gauche de P selon le signe de a,(z — x)".

4.8 D.L.en +o0

Définition 4.8.1 On dit que f : I — R, I =|a,oc0|(resp. I =] — 00, al), admet un
DL, (+o0)(resp. DL, (—o00)) si et seulement si il existe un polynéme P € R,,[X] tel que
1
Ve el: f(z)=P(=)+o(l/z")(z — Fo0)

(avec toujours o(1/z™)) une fonction de la forme e(x) /2", ¢ — 0.
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Donc f admet un D.L,,(+00) si et seulement si g(t) = f(1/t) admet un D.L,(+0);
c’est ainsi qu’on détermine dans la pratique les D.L.(+00) (méme si on n’écrit pas

explicitement le changement de variables ¢t = 1/x).

Corollaire 4.8.2 Si f admet un D.L.(+00), alors f admet une limite finie en oo
(comme dans le cas d'un DL(a),a € R).

Remarque 4.8.3 Si f s’écrit comme différence de deux fonctions qui n’admettent pas
une limite finie, f peut quand méme admettre un D.L(co) lorsque ces deux fonctions
sont équivalentes en l'infini. Pour pouvoir faire un D.L de I'autre facteur (différence de
deux D.L.). Si suffisamment de termes des deux D.L. s’annulent il est possible que le
produit soit un D.L. au sens strict (sinon c’est un D.L. généralisé).

Exemple 4.8.4 D.L.o(+oc0)de f(z) = Va2 — 1—/x% — x : séparément les deux racines
n’admettent pas de DL(c0). Or, f(z) = |z| . <\/1 —1/22 —/1— 1/x>, et en utilisant

VI= 1z = 14 5(-1/2) = <(=1/2) +o(1/a)",

ona

@) =lol (14 5-1/2) + ot/ = 14 5 ) =lal. (53 = 525 +ol1/a").

en développant, on a f(x) = sgn(z) (3 — 21 + o(1/x)), d'oir le résultat cherché.

4,9 Etude d’une branche infinie en 400

Pour trouver 1'assymptote (si elle existe) a la courbe C' d’une fonction f, on
cherche un DL (c0) de la fonction g := = — 1f(z). Si g(z) = a+ b/z + o(1/z),
alors f(z) = zg(x) = a.x+b+o0(1)(z — o0), donc la droite A d’équation y = ax+0b
est assymptote a C.

Remarque 4.9.1 On peut renoncer a l'introduction de la fonction g; et faire le DL
directement a partir de la fonction f. Cependant, I'expression f(x) = a.x +b+o(1)(x —
o0) n'est pas un D L) au sens strict de la définition ; a cause du premier terme qui n’est
pas un polynome en 1/x.

La position de C' par rapport a A au voisinage de 1'infini se déduit du signe de
f(x) — (ax + b). Pour connaitre, on peut chercher le prochain terme non-nul dans
le DL(wy de g.Sig(x) = a+b/x + ap/aP + o(1/2P) avec a, # 0, alors on a f(x) =
ar +b —|— a,/xP~1 + o(1/2P~1). Le signe de a, indique donc la position de C par
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rapport a A : pour a, > 0. C est au dessus de A au voisinage de +oo, sinon en-
dessous. Le méme raisonnement s’applique au voisinage au voisinage de —oo, en
tenant compte du signe de 277! : ici c’est sgna,.(—1)P~! qui indique si C' est au-
dessus ou en-dessous de A Notons que 1 f peut ne pas admettre de DL, avec p
assez grand pour déterminer la position par rapport a A, comme c’est le cas pour
f=x—ao+ %sz’n% ; on peut toutefois affirmer que f est au-dessusde y = =

410 Exercices

ef—e %

2

Exercice 20 On rapelle que shx =

1. Donner le developpement limité a I'ordre 3 au voisinage de O des fonctions sui-

vantes : .
SN T

a) shx b) ¢) In(1+ x)

shx

1
. sinx \ =2
lim
z—0 \ shx

z3 r?
a)shxzx—l—g—ko(x:i) c)ln(x +1) =z — ?—i-?—l—o(xi)‘)

b) Pour donner le quotient a I'ordre 3, nous devons donner les DL du numérateur

2. Calculer

Correction20 1. DL3(0):

et du dénominateur a l'odre 4, car les deux n’admette pas de terme conatant. Mais
sing = a — 2 + o(z*) et she = + =" + o(z?)

donc

. 23 4 z? 3
Slnx:x_€+o(x):1_€+0(x): (1_:10_2) (1+I_2)+0($3):1_:U_+0
she x4+ 2 4o(xt) 14 L +o(z?) 6 6

Alors

2. Calcule de la limite.

. 1 1 sinx < . N
Nous remarquons d’abord que (322)+? = 32 k), Or d'apres ce qui précede,
: 2 . ; ,
In ($02) = —Z + o(x®) par suite 5 In(32L) = —1 + o(x). Par conséquent,
; =

. SINT \ = . 1 sinz . 1 1

lim ( ) = lim 22 ") = lim ¢ 519@) = ¢~ 3

z—0 \ shz 2—0 z—0

¢ réalise une bijection de R sur

Exercice 21 1. Justifier que la fonction sh(z) = <=

R.
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2. On note Argsh la fonction réciproque sh. Justifier que Argsh est dérivable sur R et
1

que Argsh'(az) = ﬁ

3. Donner le DLg(0) de ﬁ et en déduire le D Lg(0) de Argsh.

Correction 21 1. La fonction sh est définie sur R, continue et dérivable sur R car la
fonction exponentielle I'est, de dérivée

(sh)(z) = % >0

Donc sh est strictement croissante. Par ailleurs

lim sh(z) = —o0
T——00

car e® tend vers 0 et e~ x tend vers +oo. De méme

lim sh(x) = +o0
T—+00

Fonction continue et strictement monotone de R dans R réalise une bijection R
dans R.

2. sh étant dérivable sur R et (sh)'(z) = <= = cha # 0, sa réciproque Argsh est

dérivable sur son ensemble de définition R. Par ailleurs, nous avons par définition

1 1
A h/ = =
reshi () sh’(Argsh(z))  ch(Argsh(z)
1
= car ch’z — sh’z = 1
\/1 + sh®(Argsh(z)
B 1
VIt a2
3. Le DL¢(0) de 1;2 — (1 + 22)~2 Nous avons au voisinage de 0
I 1.1, 1,1 , 111 1 ; ,
I+2)72 = 1+ (=5)r+5(=5)(=5 — 12"+ g(—?(—g = D=5 = 2)2" +o(z”)
1
= 1+ (—5)3: + g:cQ %x?’ + o(z?)

On en déduit que

1 . oy — L1 o 1 2 3 4 6 6
—m—(l—l—x) 2—1+(—§)x —i—gar 6" + o(z”)
Puisque Argsh'(z) = ﬁ et Argsh(0) = 0, nous avons en intégrant la partie

réguliere de sa dérivée

1
Argsh(z) =z + (—6)x3 + 4%.705 + o(z%)
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4

Exercice 22 1. Justifier que la fonction f(x) = i 5z admet un developpement

limité d’ordre 10 au voisinage de 0, et donner ce developpement.
2. Donner le developpement limité d’ordre 2 de x —— In(sinx) en 7, et en déduire

lim (sin 7)Y/ (2=7),

s
=5

Correction 22 1. Ondit qu'une fonction admet un developpement limité a I'ordre 10
en xy s'il existe des réels ag, ay, ..., a, tel que f(z) = ag + ar(z — xo) + ... +
aro(x — 20)™ + o((z — 29)™).

On dit qu’une fonction admet un developpement limité a I'ordre 10 en +oo s'il

existe des réels ag, ai, . .., aio, on ait f(z) =ao+ ar11 + ... + aio=r + 0(=p ).

2. La fonction f(x) = f(z) = % est de classe C*°(R) donc admet un developpe-
ment limité d’ordre 10 en 0.
En effectuant la division suivant les puissances croissantes du numérateur par le
dénominateur, on trouve :

.1‘4

f(ﬂﬁ):f(x):m

— 134 . :L‘6 _}_$10 +0(ZL‘10).

3. (a) Donnons le developpement limité d’ordre 2 de x —— In(sinz) en T : En

posant u = x — /2, nous avons que u tends vers 0 lorsque x tends /2 et
sinz = sin(u+m/2) = cosu. Or au voisiage de 4, on a cosu = 1 — §+0(u2).
D’oit DLy(7/2) de sin x est

sine =1— %(m —7/2)? +o((z — 7/2)%)

Par ailleurs le DL5(0) de In(1 + x) est

2

In(l4+2z)=x— % + o(z?)

11 vien alors que
In(sin z) = ln(l—%(:1:—7T/2)2+0((:c—7r/2)2)) _ —%(x—w/2)2+0((x—7r/2)2)

(b) Déduisons lim (sin z)'/(*=m),
=3

(sing)/ o™ = ¢/ (@e-mn(sing) _ o1/ (2e=m)(—g(@=m/2)*to((z=7/2)%) — =3 ((@=/2)to((@=r/2))
D’on
lim (sinz)Y®~™ = lim o~ i ((@=m/2)+o((e—7/2))) _ |
x—/2 z—7/2
Exercice 23 1. Déterminer le developpement limité a I'ordre 1 au voisinage de 0 de la

fonction u(x) = Arctan(1l + x)
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2. Calculer

. Arctan(2sinz) —
lim
e~z cos 3x

Indications 8 En posant x = ¢ + t trouver des équivalents du numérateur et du déno-
minateur.
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