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Chapitre 1

Eléments de logique

1.1 Propositions

Définition 1.1.1 Une proposition P est un énoncé qui est vrai dans certaines conditions,
fauz dans d’autres, mais dont on peut décider dans toute situation donnée, s’il est vrai ou
fauz.

On attribue done, a chaque situation donnée, l'une des valeurs de vérité V (vrai) ou F
(Fauz) a la proposition P.

Par exemple :

P < Le Liberia est un pays de I’Afrique > est un énoncé vrai.

() < Pour tout entier naturel n il existe un entier naturel m tel quem
tion (@) est fausse.

R < Quelle belle maison! >. I.’énoncé R n’est pas une proposition.

< Il a fait beau le jour J > n’est pas une proposition car les criteres de décison sont insuffi-
sants.

2 = n >. La proposi-

Notons que certaines propositions sont considérées comme vérité absolue, qui ne se déduisent
pas d’autres propositions vraies, elles traduisent, dans certains cas des propriétés évidentes.
On les appelle des axiomes. Par exemple, I’énoncé suivant est un axiome de la Géométrie
euclidienne. < Par deux points distincts du plan, il passe une droitre et une seule. >

Etant donnée une proposition, on est souvent amené a déterminer si elle est vraie ou fausse.
On regroupe diverses propositions de la fagon suivante :
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8 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LOGIQUE

1.2 Connecteurs

Si P, Q, R, ... sont des propositions, tout énoncé formé a partir de ces propositions et
des liaisons et, ou, non est encore une proposition puisqu’on peut, dans chaque situation,
décider de sa vérité. Cette grammaire des propositions se mathématise a 1’aide de signes que
I’on nomme connecteurs.

a) La négation d’une proposition P est notée non(P) (ou bien | P). La négation d’'une
proposition P vraie sera fausse et la négation d’une proposition P fausse sera vraie.

On a la table de vérité suivante

1P
F
v

| <| @

b) La conjonction (P et Q) est une proposition qui est vraie si et seulement si les deux
propositions P et () sont simultanément vraies. On la note aussi P A Q).

La table de vérité correspondante est

o <] <| T
| <| | <|O
|| | <| >

¢) La disjonction (P ou Q) est une proposition qui est vraie si et seulement si au moins
une des deux propositions P et @) est vraie. (Les deux peuvent étre vraies). Le "ou”
a un sens inclusif. On a la table de vérité suivantes.

PIQ[PVQ
VIV V
VIF| V
F(V] V
F|F| F

d) L’équivalence (P < () est une propostion qui est vraie si et seulement si P
et () sont simultanément vraies ou simultanément fausses, autrement dit si P et @)
ont la méme valeur de vérité.



1.2. CONNECTEURS 9

On a la table de vérité suivante.

Pl Q|lPeQ
VIV \Y%
VI|F F
F|V F
F|F \Y%

Par exemple, soit z, y € R,
r=exp(y) < (x>0 et y=In(x))

e) L’implication logique (P = () est une proposition qui est vraie si et seule-
ment si P est fausse ou () est vraie.

(P = Q) < (non(P) ou Q)

Cette notion est la plus difficile a maitriser, contrairement a ce que I'on peut penser
au premier abord. On a la table de vérité suivante

PlQ|P=0Q
VIV \Y%
VI F F
F|V \Y%
F|F \Y%

1) La négation de (P et Q) est (non(P) ou non(Q)).

En effet, dire que (P et Q) est fausse, c’est dire que I'une au moins des deux propositions
est fausse.

2) La négation de (P ou Q) est (non(P) et non(Q)).

En effet, nier que I'une au moins des deux propositions est vraie, c¢’est dire qu’elles sont
toutes les deux fausses.

3) La négation de (P = Q) est (P et non(Q)).
En effet, nous avons vu que P = @ est synonyme de (non(P) ou Q). La négation

est donc bien (P et non(Q)). Dire que I'implication est fausse, c’est donc dire que l'on a
I’hypothese P mais pas la conclusion Q.

4) La négation de (P < Q) est ((P et non(Q)) ou (Q et non(P))).

Propriétés 1 Les propriétés suivantes dérivent de ce qui précede.
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1)PVP=P

2)PVQ=QVP

3) (PVQ)VR=PV(QVR)
}))PAP=P

5)PNQ=QANP

6) (PAQ)AR=PA(QAR)

7) PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)
8) PA(QVR)=(PAQ)V(PAR)
9)P=Q=1PVvQ

10) 1(P v Q) =1PAQ

1) 1(PAQ) =1PVI]Q

12) P=Q =1Q =|P

13)(P=Q et Q=R)= (P=R)

14) (P& Q e Q< R)= (P<R)
Le lecteur est prié de s’en convaincre via les tables de vérités.

Remarque 1.2.1 [l n’est pas difficile de prouver que
(P&Q)=(P=Q e Q= P)

1.3 Quantificateurs

Considérons a présent une proposition P qui dépend de la variable x appartenant a un
domaine E. On notera P(z) pour dire que P dépend de x. Pour exprimer que la proposition
P est vraie pour au moins un élément x du domaine £, on écrit

dx € E, P(z).
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Le symbole d est appelé quantificateur existentiel.

Pour exprimer que la proposition P est vraie pour tout les éléments x du domaine F, on
écrit

Ve E, P(x).
Le symbole V est appelé quantificateur universel.
1) La négation de ¥V =, P(x) est 3z, non(P(z)).

En effet, dire qu’il est faux que P(x) soit vraie pour tout z, c’est dire que P(x) est fausse
pour au moins un x.

2) La négation de 3z, P(z) est Vx,non(P(x)).

Dire qu'il n’existe aucun x vérifiant P(x) c’est dire que tous les z vérifient la négation
de P.

Remarque 1.3.1 (trés important!) Une proposition peut éventuellement contenir une suc-
cession de quantificateurs. Il faut faire attention a 'ordre des quantificateurs dans une telle
proposition. Notons que deux quanticateurs de meéme nature qui se suivent peuvent étre
échangés. Cela ne doit pas se faire pour deuxr quantificateurs de nature différente qui se
suivent dans une proposition.

Par exemples
HVzeR_,VyeR,,z2<y < VyeR, VzeR_ z<y.
2)VmeN,dneN, m<n < dneNVmeN m<n.
On notera les implications suivantes (il n’y a pas d’équivalence!).
i) 3z e E, Ple)NQ(z)) = (@xek, Plx)) NSz e E, Q(x)).
ii) (Ve € E, P(z))V(Vx € B, Q(z)) = (Vxze€E, Plx)VQ(x)).
Par exemple, il existe des nombres entiers pairs et il existe des nombres entiers impairs,

mais, il n’existe aucun entier qui soit a la fois pair et impair. De méme, tout entier est pair
ou impair, mais il est faux que tout entier soit pair ou que tout entier soit impair.
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1.4 Regle générale d’application

Pour montrer :
i) une conjonction P et ) : montrer P et montrer @,
ii) une disjonction P ou ) : montrer P ou montrer @),

iii) une implication P = (@ : ajouter P comme hypothese a sa liste de connaissances et
montrer ().

iv) une négation non(P) : ajouter P comme hypothese a sa liste de connaissances et montrer
qu’on aboutit a une contradiction. La proposition P est alors nécessairement fausse, autre-
ment dit non(P) est synonyme de P = contradiction.

v) dx € E, P(z) : exiber un élément ¢t de E bien choisi et montrer qu'on a P(t),

vi) Vo € E, P(z) : montrer P(z) pour tout z € E.

1.5 Quelques formes de raisonnement

Un raisonnement consiste a arriver a une conclusion en partant d’une ou plusieurs hy-
potheses, et en utilisant les regles de déduction d’une proposition a partir d'une autre.

Raisonnement par implication

Principe : si P est vraie et si P = () est vraie alors () est vraie. Ainsi, pour démontrer une
propriété C' (conséquence) partant d'une proposition vraie H (hypothese), on démontrera

H:>P0:>P1:>'--:>Pn71:>Pn et Pn:>0

Raisonnement par équivalence

Il consiste a établir I'équivalence P < () a l'aide d’une chaine d’équivalences car
I’équivalence est transitive.
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Exemple
Résoudre dans R, en raisonnant par équivalences I’équation suivante.

24+ 2=3zx

d’inconnue z.

Le raisonnement par I’absurde

En logique classique, on ajoute la regle suivante dite de raisonnement par l’absurde.
Pour montrer la proposition P, ajouter non(P) a la liste de ses connaissances et montrer
une contradiction, autrement dit, si non(P) = contradiction, on a prouvé P.

Noter que l'on a
(P = Q) < (non(Q) = non(P))

(qui permet de faire un raisonnement par contraposée).

Exemples
1) Montrer que
VneN,n? dimpair = n impair

2) Montrer que
V2 ¢ Q.

3) Montrer que la proposition suivante est vraie :

dx e R\ Q, mﬂe(@.

Raisonnement par récurrence

- Récurrence simple

Ce raisonnement consiste & montrer qu'une proposition P(n) dépendante de l'entier n € N
est vraie de la maniere suivante : - on montre que P(ng) est vraie,

- on montre que, pour tout n € N, n > ng,
P(n) vraie = P(n+1) vraie

On déduit que P(n) est vraie pour tout n € N, > ny.
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Exemples

1) Montrer que, pour tout n € N, l'on a

k

nk:n(n—l—l)

0

i

2) Montrer que, si a € N alors Uentier (a 4+ 1)"*! — a(n + 1) — 1 est multiple de a®.

- Récurrence généralisée

Ce raisonnement consiste & montrer qu'une proposition P(n) dépendante de l'entier n € N
est vraie de la maniere suivante :

i) on montre que P(ng) est vraie,

ii) on montre que pour tout n € N, n > ny,

(Vm <n,m>ng, P(m) vrale = P(n+1) vraie.
Alors P(n) est vraie pour tout n € N.
Exercice

Démontrer que tout nombre entier n > 0 est le produit d’un nombre fini de nombres entiers
premiers.

Raisonnement par contre-exemple

Rappelons que les propositions |(Vx € E, P(z)) et 3z € E, | P(z) sont équivalentes.

Principe du contre-exemple : pour montrer que la proposition Vx € E, P(z) est fausse,
on exhibe xy € E tel que | P(zg) soit vraie.

Exemple
Montrer qu’un nombre entier divisible par 6 et 4 n’est pas nécessairement divisible par 24.

NB : il y a d’autres formes de raisonnement par exemples le raisonnement par dis-
jonction des cas, le raisonnement par exclusion ...etc...



Chapitre 2

Opérations sur les ensembles

Définition 2.0.1 On appelle ensemble une collection d’objets bien déterminés dans laquelle
les objets sont uniques (ne se repétent pas). Ces objets sont souvent appelés les éléments
de cet ensemble.

Pour exprimer que x est un élément de l’ensemble E, on écrit x € E.

Soient E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F, et on note E C F, si
tous les éléments de E appartiennent a F'.

ECF & VxeFE zekF.

Par exemple

A= ensemble des pays d’Afrique.

B= ensemble des pays du monde. On a A C B.

L’ensemble des entiers naturels, noté N. L’ensemble des entiers relatifs noté Z. On a N C Z.

Remarque 2.0.1 1) Si EC F et F C G alors E C G.

2JA=B & ACB e BCA

Notation 2.0.1 1) Un ensemble A qui ne contient aucun élément est dit vide, on note

A=0.
2) Un ensemble E qui n’a qu’un seul élément x est appelé un singleton et est noté E = {z}.

3) Un ensemble constitué de deux éléments a et b est noté {a, b} et est appelé une paire .

15



16 CHAPITRE 2. OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

4) Un ensemble E est dit fini si il contient un nombre fini d’éléments, ce nombre est appelé
le cardinal de E et noté Card E.

5) Soient E et F' deux ensembles. Si E C F on dit que E est une partie de F (ou un
sous-ensemble) de F'. On note P(F) 'ensemble des parties de F.
Dire que E n’est pas contenu dans F' revient a dire qu’il existe au moins un élément x € E

tel que x ¢ F.

NB : on convient que l’ensemble vide est contenu dans tous les ensembles.

Question : Peut-on parler de ’ensemble (2 dont les éléments sont tous les ensembles ?

Exercice
Soit E = {a, b, c,d} un ensemble contenant 4 éléments. Déterminer P(E).

Proposition 2.0.1 Si E est un ensemble fini alors l’ensemble P(E) des parties de E est

un ensemble fini et on a
CCl’f’dP(E) — 20ardE

2.1 Opérations élémentaires

Soit E un ensemble.
Intersection

Soient A, B deux parties de E. L’intersection de A et B est I’ensemble des éléments de E
qui appartiennent a la fois a A et a B. On le note AN B.

ANB={zx€E/x €A e =z€ B}

On définit de fagon générale AN BN C ...etc...

Si AN B = () on dit que A et B sont disjoints.

Propriétés 2 Pour A, B € P(FE) on a
1)ANA=,

2) ANB = BN A,
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3) AN =0,
4) ANE = A.
Réunion

Soient A, B deux parties de F. La réunion de A et B est par définition le sous-ensemble de
E contenant exactement A ou B. On le note AU B.

AUB={zx €FE/ z€A ou xz€B}

On définit de fagon générale AU BUC' ...etc...

Propriétés 3 Pour A, B € P(E) on a
1) AUA = 4,

2) AUB=DBUA,

3) AUD=A,
4) AUE=EFE,
5) ACAUB,

6) ANBCAUB,
7) (ANB)UC =(AuC)N(BUC),

8) (AUB)NC = (ANC)U(BNC).

Complémentaire
Soit A une partie de E. On appelle complémentaire de A dans E, noté Cs I'ensemble des
éléments de F qui n’appartiennent pas a A. On le note aussi £\ A ou A.

Propriétés 4 Pour A, B, C € P(E) on a :
1)ANA=19,
2) ANB=AUDB,

3) AUB=ANB,
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JJACB = DBCA,
5)A=A.

6) A\B=ANB.

2.2 Extension des opérations intersection et réunion

Définition 2.2.1 Soit F' un ensemble, I un ensemble appelé ensemble d’indices. On appelle
famille d’éléments de F, indexée par I, toute correspondance de E vers I qui associe, a tout
élément i € I, un unique élément x; € F. Une telle famille est souvent notée (x;)ics.

Exemples
1)I=N, F=17,
N—Z,n+——2"

9) [ =N, F = P(R),
N— F=P(R), n+— x, =n;n+ 2|

Soit E' un ensemble non vide et (A;);e; une famille de parties de E.

Définition 2.2.2 On appelle réunion de la famille (A;)ier , Uensemble des éléments de E
qui appartiennent a l'un au moins des A;. Il est noté | J,.; Ai. On a

JAi={zcE/Jiel zc A}

i€l

Définition 2.2.3 On appelle intersection de la famille (A;)icr, 'ensemble des éléments de
E qui appartiennent a tous les A;. 1l est noté (),c; Ai. On a

(NAi={zcE/Viel zcA}

iel

Définition 2.2.4 On dit que la famille (A;);c; partitionne E ou définie une partition
de E si, et seulement si, les 3 conditions suivantes sont satisfaites :
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DYiel, A #0,
2) E = Uie[ A,-,

3)\V/Z,]€[,Z7éj, AzﬂAJIQ

Exemple de partition

E=R,.
Pour tout n € N on pose A4,, = [n,n + 1[. Alors
VneN, A, #0,

Vm,neN,n#m, A,NA,=0>0.

On a

R—F:UAn

neN

Donc la famille (A, ),en partitionne R.

2.3 Produit cartésien

Soient A et B deux ensembles.

Définition 2.3.1 Le produit cartésien de A et B noté Ax B est par définition [’ensemble
des couples (a,b) avec a € A et b € B.

AxB={(a,b)/ac A e beB}

1)SiA#BonaAxB#BXxA.

2) Sia#b,on a (a,b) # (b,a).

NAxB=0 < A—=0 ou B=0.

4) Si A et B sont des ensembles finis alors A x B est un ensemble fini et on a

card (A x B) = card A X card B

5) On considére n ensembles (n € N*), Ay, ..., A,. Le produit cartésien de ces n ensembles
est noté

A x Ay x ... x A,
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Si chaque sous-ensemble A;, : = 1,...,n est fini alors A; x Ay x ... X A, est fini et on a
card (Ay; X Ag X ... X Ay) = card Ay X card Ay X ... X card A,

Propriétés 5 Soient A, B, E, F' des ensembles quelconques. On a les propriétés suivantes.

I)AXBCExF <& ACE e BCF,

2)(ANB)x E=(AXx E)N(B x E),

3)(AUB)x E=(AXx E)U(B X E),

4) (AUB)x (ENF)=[Ax (ENF)]U[B x (ENF)],

5) (AUB)x (ENF)=[(AxE)N(Ax F)]U[(Bx E)N (B x F)|.

Exercices
Déterminer graphiquement les produits cartesiens suivants.
a) [17 S[X [_27 O]

b) [2,3[x][1, 1]
c) {2} x [-2,0]

d) R x [~2,0).

Définition 2.3.2 Soient E et F' deux ensembles. On appelle relation binaire de E vers
F, tout triplet R = (E, F,T') ou ' est une partie du produit cartésien E X F' que ’on appelle
graphe de la relation R.

Si (x,y) € ', on dit que = est en relation avec y et on note TR y.

Si E = F, on dit que R est une relation binaire sur E, nous noterons en abrégé (E,R).

Exemples

1) Soient £ ={1,2,3,4}, F={a,b,c,d} et I'={(2,a), (1,b), (2,¢) }. Alors ' C E x F
et (E, F,T') est une relation binaire de E vers F.

2) Soit E un ensemble.

a) la relation binaire définie sur E par I' = () s’appelle la relation vide et la relation définie
par I' = E x E la relation grossiére.

b) La relation définie par I' = {(z,z)/x € E } est I’égalité dans F, son graphe s’appelle la
diagonale de E' x FE.



Chapitre 3

Applications

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Soit f = (E, F,I") une relation binaire de E vers F.
1) On dit que f est une relation fonctionnelle (ou, est une fonction) de E vers F' si
tout élément de E est en relation avec au plus un élément y de F'. Cet élément, lorsqu’il

existe, est noté f(x).

L’ensemble E est appelé ensemble de départ de f et 'ensemble F' est appelé ensemble
d’arrivé de f.

L’ensemble des x de E pour lesquels f(x) existe, s’appelle ensemble de définition de
la fonction f et se note Def(f) ou Dy.

On note souvent f : E — F pour la fonction f = (E, F,T).

On notera F(E, F) l'ensemble des fonctions de E vers F.

Exemple On considére la correspondance f : R — R telle que f(z) = /32 —2,Vz € R.
Alors f est une fonction. Ona Dy ={z e R /x> 3 }.

Définition 3.1.2 Une fonction de E vers F est une application si chaque élément de
E admet une image (unique) dans F.
L’ensemble des applications de E vers F se notera A(E, F).

21



22 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

L’application identité de E est par définition l'application de E vers E qui a tout élément
x € F associe x lui-méme, elle est notée Idg.

Exemples 1) La fonction f : R — R telle que f(z) = v/3x — 2,V € R n’est pas une
application.
2) La fonction g : [3,400[— R, 2 — g(z) = v/3z — 2 est une application.

Définition 3.1.3 Soient f : E — F une application et A C E. On appelle restriction de
[ a A, Uapplication notée f,, définie de A vers I, qui coincide avec f dans A. C’est a dire,
Ve A, fia(x) = f(x). On dit alors que f est un prolongement de f/a.

Par exemple, 'application h : N — R définie par Vn € N, h(n) = n? — 3 est la restriction a
N de l'application f: R — R définie par Vz € R, f(z) = 22 — 3.

Théoreme 3.1.1 S5i E et F' sont des ensembles finis alors le nombre d’applications de E
vers F' égale

(Card F)C‘”dE

3.2 Composée d’applications

Définition 3.2.1 Soient f : E — F et g : FF — G deux applications. On appelle com-
posé de g et f et on note go f, Uapplication de E vers G définie par :

VeeE, (gof)(z)=g(f(z))

Notons que Iécriture g o f signifie que l'on effectue d’abord l'opération x —— f(x) puis
Vopération f(x) — g(f(z)).

Si f: E — F,alors foldg = f et Idr o f = f mais il ne s’agit pas dans les deux
cas de la meme application identité.

Exemples
On considere 'application f : R —— R telle que Vo € R, f(z) = va?+1letg: R - R
telle que g(x) = 22 — 1. Alors Vo € R, (go f)(z) = 2°.

Propriétés 6 Soient f: E — F, ¢g:F — G, h:G — H des applications. Alors :
ho(go f)=(hog)of, et l'on note simplement ho go f cette application de E vers H.
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Il s’agit d’une propriété tres importante et triviale, nous supposerons donc qu’elle fait partie
du patrimoine culturel du lecteur.

3.3 Injections, surjections, Bijections

Définition 3.3.1 Soit f : E — F une application. On dit que f est :
i) Injective (ou est une injection) si l'une des propriétés équivalentes suivantes est

vérifiée :
Vz, 2 € B, flx)=f() = z=2.
2)Va, 2 € B, x#2 = f(z)#f(2)

ii) Surjective (ou est une surjection) si elle vérifie la propriété suivante :

Vye F, Jze€E, telque y= f(x)

iii) Bigjective (ou est une bijection) si est a la fois injective et surjective, c’est a dire
si elle vérifie :

Vy e F, 3lzel, y=f(x).

Exercice
1) L’application f: R — R, x — 2* + 3 n’est pas injective. En effet, on a f(3) = f(—3).
Elle n’est pas surjective car —10 n’a pas d’antécédent par f.

2) L’application h : R — R, , z — 2 n’est pas injective mais, elle est surjective.

3r—1
T L’application f est-elle injective?

3) Soit f : R\ {1} — R définie par f(z) =

bijective ?

4) Soit f: R — R définie par f(x) = 23. Montrer que f est bijective.

5) Soit g : R x R — R x R définie par g(z,y) = (¢ + y,xy). L’application g est-elle
injective ? bijective ?

Définition 3.3.2 Soit f : E — F une application. On dit que [ est tnversible s’il existe
une application g : ' — E telle que go f = Idg et fog=Idp

Théoreme 3.3.1 L’application f : E — F est inversible si et seulement si f est bijective,
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Papplication g de la définition 3.3.2 est alors unique, on ’appelle ['application réciproque
de f . On la note f~1, c’est une bijection de F vers E. Elle est définie par :

V(z,y) e ExXF, z=f"y) < y=/fla)

Propriétés 7 Soient f : E — F etg: FF — G deux applications. St f et g sont inversibles
alors g o f est inversible et on a

(gof)y ' =f"og

11 suffit, en effet, de calculer f~*og logofetgofoflog

3.4 Image directe, Image réciproque

Définition 3.4.1 Soient f : E — I une application et A C E, B C F.
i) On appelle image directe de A par f, et on note f(A), la partie de F' définie par :

fLA)={ye F/3zeAy=flr)}
Ainsi, Vy € F, on a :
ye f(Ad) & ZFzxeA y=f().

i) On appelle image réciproque de B par f, et 'on note f~Y(B), la partie de E
définie par :
fH(B)={zcE/f(x)eB}.

Ainsi, Ve € E on a :

ref (B <« f(x)eB.
On convient que f(0) =0 et f~1(0) =0

NB : remarquons que ces notations sont abusives, en particulier f~!(B) ne préjuge pas
de l'existence de I'application réciproque de f. Evidemment, si f est inversible on a
I *{y}) = {f'(v)}, ce qui en quelque sorte justifie la notation. Mais en général f~1({y})
peut étre vide ou contenir plus d’'un élément.

Exemples

Soit f: R — R définie par f(z) =2>+1,Vx € R.
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On pose
A={-3,2,37}, B={-2-3,249}, C=[-26], D=][-5—1]
On a f(B) = {5,10,17,82},, f(C)=[1,37] et f~L(D) = 0.

Exercice

Déterminer f~1(A) et f~1(C).

Propriétés 8 Soit f : E — F une application. Soient A, A" deux parties quelconque de E
et B, B deux parties quelconque de F. On a les propriétés suivantes.

1JACA = [f(A)cC fA),

2)BCcB = fYB)cfYB).

3) fFLAUA) = f(A) U f(A),

4) fUBNB) = f1(B)nfH(B),

5) f(ANA) C f(A) N f(A),

6) Si f est injective alors f(ANA") = f(A) N f(A),
7) f(f74(B)) C B,

8) Si f est surjective alors f(f~'(B)) = B,

9) Ac f7H(f(A)),

10) Si f est injective alors A = f~1(f(A)),

11) f~4(B) = f~1(B)

Preuve (laissée a la sagacité du lecteur)

Exercices
Montrer que

i) f injective < VAeP(E), A= f"1(f(A)).
ii) f surjective VB € P(F), f(f(B)) =B.

iii) f injective <« VA, A € P(E), f(ANA) = f(A) N f(A).
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3.5 Fonction indicatrice

Définition 3.5.1 Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indi-
catrice de A la fonction a valeurs dans R, notée 14 ou xa, définie sur E& par

1 si z€A
V$6E71A<I>:{O si rd A

Propriétés 9 Soient E un ensemble et A, B des parties de E. Alors
i)1p=1— 14,

i) 1aup = 1a+ 1 — 1ans,

iii) 1ang = 14.15,

w) ACB & 14<l1p,

’U) 1AAB = 1A+1B —2 lA.lg.

Exercice
Démontrer les propriétés ci-dessus.



Chapitre 4

Relations binaires

4.1 Relations d’équivalence

Définition 4.1.1 Soit R une relation binaire sur l’ensemble E. On dit que R est une re-
lation d’équivalence sur E siles 3 conditions suivantes sont satisfaites.

i) R est reflexive, c’est a dire
VereFE, xRz

ii) R est symétrique, c’est a dire
Ve,ye E, 2Ry = yRx
iii) R est transitive, c-a-d

Ve,y,z€ E, 2Ry e yRz = xRz

Exemples

1) la relation R sur Z définie par
Ve,yeZ, 2Ry <& 3 divise z—y

est une relation d’équivalence.
2) La relation R sur Z définie par

Ve,yeZ, xRy << x—y+2 estpair

est une relation d’équivalence

27
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Définition 4.1.2 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E, on appelle classe
d’équivalence d’'un élément x de E, ’ensemble

T={yekE/zRy}

L’ensemble des classes d’équivalence s’appelle ensemble quotient de E par R et se note
généralement E/ R. Tout élément d’une classe d’équivalence s’appelle représentant de cette
classe.

L’application s : E — E/R définie par x — T s’appelle surjection canonique.

Exercices
1) Vérifier que la relation R sur Z définie par

Ve, yeZ, xRy << x—y estdivisible par 2

est une relation d’équivalence et déterminer les classes d’équivalence de cette relation.

2) Vérifier que la relation A sur Z définie par
Ve,yeZ, zAy < x+y+4 estpair

est une relation d’équivalence.
3) Montrer que Vz,y € Z, 2Ry < zAy.

4) Déterminer les classes de a =2, b=4 et ¢ = 5.

Propriétés 10 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. On a les propriétés
sutvantes.

Preuve (laissée au lecteur)

Théoreme 4.1.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. L’ensemble des
classes d’équivalence modulo R est une partition de E. Réciproquement, toute partition de E
définit une relation d’équivalence sur E dont les classes sont ces ensembles qui partitionnent

E.
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Preuve Soit (4;);c; une famille de parties de F qui partitionne E. La relation R définie sur
E par
Ve,ye E,2Ry < diel,ze€ A, et ye€A

est une relation d’équivalence sur E.

4.2 Décomposition canonique d’une application

(cf. cours magistral)

4.3 Relations d’ordre

Définition 4.3.1 Soit R une relation binaire sur [’ensemble E.
On dit que R est une relation d’ordre sur E si les 3 conditions suivantes sont satisfaites.
i) R est reflexive, c’est a dire
VeeFE, xRz

ii) R est antisymétrique, c’est a dire
Ve,ye E, 2Ry et yRrx= zx=y
iii) R est transitive, c-a-d
Ve,y,z€ E, 2Ry et yRz = xRz

Une relation d’ordre R sur E est dite totale si deux éléments quelconque de E sont compa-
rables. Une relation d’ordre non totale est dite partielle.

Par exemples,

1) la relation A sur N définie par Vz,y € N, zAy << o divise y est une rela-
tion d’ordre partielle,
2) la relation R sur R définie par
Ve, yeR, 2Ry & zx—yeR,
est une relation d’ordre totale.
NB : la relation R sur R définie par

Ve, yeR, 2Ry & zx<y

n’est pas une relation d’ordre. Elle est pourtant appelée relation d’ordre stricte sur R.
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Définition 4.3.2 (Majorants, Minorants)
Soit (E,R) un ensemble ordonné et A une partie de E.

1) Un élément M € E est appelé un majorant de la partie A s’il vérifie la propriété suivante.
Vre A xRM.

Dans ce cas, on dit que A est majorée par M.

2) Un élément m € E est appelé un minorant de la partie A s’il vérifie la propriété sui-
vante.
Vere A mRx

Dans ce cas, on dit que A est minorée par m.

3) On dit que A est une partie majorée de E si A posséde au moins un majorant dans
E, autrement dit,

(A est majorée dans E) & IM e E,Vre A, xRM.

4) On dit que A est une partie minorée de E si A posséde au moins un minorant dans E,
autrement dit,

(A est minorée dans ) < 3dIme E, Ve A, mRx.

Définition 4.3.3 Soient (E,R) un ensemble ordonné et A une partie de E.

1) On appelle plus grand élément de A tout élément M de E qui appartient a A et
qui est un magorant de A. On le note maxg A (s’il eziste!).

2) On appelle plus petit élément de A tout élément m de E qui appartient a A et qui est
un minorant de A. On le note ming A (s’il existe!).

Exemples
1) Considérons R, muni de la relation usuelle <. On pose A = [2,9]. Alors
14 et 18 sont des majorants de A, —3 et 1,5 sont des minorants de,

2 est le plus petit élément de A. 9 est le plus grand élément de A.

L’ensemble B = [3, 7] n’admet pas de plus grand élément dans R.

Définition 4.3.4 (Borne supérieure, Borne inférieure)
Soient (E,R) un ensemble ordonné et A une partie de E.
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1) On appelle borne supérieure de A dans E le plus petit élément (s’il existe) de l'en-
semble des majorants de A dans E. Elle est souvent notée sup A.

2) On appelle borne inférieure de A dans E le plus grand élément (s’il existe) de [’ensemble
des minorants de A dans E. Elle est souvent notée inf A.

Exemples

1) Considérons R muni de la relation usuelle < et A = [2,7, B =]6,11]. Alors sup A =
7, infA=2 supB=11 infB =6.

Notons que A n’a pas de plus grand élément dans R et B n’a pas de plus petit élément
dans R. 2) on pose £ =N, A = {1;2;3;4}. On munit E de la relation suivante.

r/y < x divise y

Le sous-ensemble A n’admet pas de plus grand élément car il n’existe aucun de ses éléments
qui soit divisible par les autres. On a sup,.4 x = 12. Mais A admet 1 comme plus petit
élément et on a inf,cqx = 1.

3) On pose E = N*. On munit E de la relation suivante.
r/y << x divise y

Toute partie finie A de N* possede une borne supérieure qui est le ppem des éléments de A.
Toute partie finie A de N* possede une borne inférieure qui est le pged des éléments de A.

4) Soient E un ensemble et P(E) I'ensemble des parties de £ ordonné par inclusion et
H une partie non vide de P(F). Alors H admet une borne supérieure et une borne inférieure
dans P(E) et on a

sup H = UX et infH = ﬂX.

XeH XeH

Théoréme 4.3.1 (Caractérisation de la borne supérieure et inférieure) Soit A
une partie non vide d’un ensemble ordonné (E,R) et m, M des éléments de E.

a) On a M = sup A si, et seulement si, les 2 conditions suivantes sont satisfaites :
i)VreA RM,

i)Vye B, yRM e y#M < dxecA yRx et x#y.
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b) On a m = inf A si et seulement si les 2 conditions suivantes sont satisfaites :

i)VreA mRe,

i)Vye E, mRy e y#m = 3FJoxe€A Ry et xz#y.

On retiendra les résultats importants suivants.

Théoréme 4.3.2 1) Toute partie non vide de N admet un plus petit élément dans N.

2) Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément dans N. (relati-
vement a la relation d’ordre usuelle)
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Exercices

Exercice 0.1
En notant P et ) les affirmations suivantes :
P : Jean est fort en Maths.
Q : Jean est fort en Chimie.
Représenter les affirmations suivantes sous forme symbolique, a 'aide des lettres P et @
et des connecteurs usuels.
1) Jean est fort en Maths mais faible en Chimie.
2) Jean est fort en Math ou il est a la fois fort en chimie et faible en Maths.
3) Jean n’est fort ni en Math ni en Chimie.
4) Jean est fort en Maths §'il est fort en Chimie.
Exercice 0.2
P, Q et R étant des propositions données, construire les tables de vérité des formes propo-
sitionnelles suivantes
1) (-P) = (PVQ)
2) P = (QVR)
3) ~((=P) V (-Q))
4) (PAQ) = (—Q)
5) PV (=(QAR)).

Exercice 0.3
En notant P, Q) et R les 3 affirmations suivantes :

P : Pierre fait des Maths
Q : Pierre fait de la chimie
R : Pierre fait de I’Anglais

représenter les affirmations qui suivent sous forme symbolique, a I'aide des lettres P, Q,
R et des connecteurs usuels.

1) Pierre fait des Maths et de 1’Anglais mais pas de Chimie.
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2) Pierre fait des Maths et de la Chimie mais pas a la fois de la chimie et de I’Anglais.
3) Il est faux que Pierre fasse de 1’Anglais sans faire de Maths.

4) 11 est faux que Pierre ne fasse pas des Maths et fasse quand méme de la Chimie.

5) Il est faux que Pierre fasse de 1’Anglais sans faire de Maths.

6) Pierre ne fait ni Anglais ni Chimie mais il fait des Maths.

Exercice 1

1) étant donnés deux entiers a et b, on considere les duex propositions :

Q@ : aetbsont touts les deux pairs

Q) : aetbsont de parités différentes. Que signifient les implications suivantes et lesquelles
sont vraies pour les valeurs de a et b?

P=Q, Q=P P=Q Q=P P=Q Q=P P=Q Q=P

Exercice 2
Ecrire les implications ou équivalences correctes :

a) Vo € E, p(x) et q(z)]rrrrr Nz € E, p()et|Va € E, q(z)]
b) Bz € E, p(x) et g(a)]....r..... Bz € E, p(x)et@z € E, q(z)]

¢) [V € B, p(x) ouq(z)]oorvere Ve E, plz)ouVz € E, q(z))
d) 3z € E, p(x) ou q(z)].ororoo Bz € E, p(x)]ou[3z € E, q(z)].

Exercice 3
Soit (z,y) € R x R. Ecrire les négations des propositions suivantes :

HN1<z<y

Ve BENs cE,x#1 = f(x)# f(a)

5) V6>07 377>>\V/$ G]a,b[, |I’—$0| <n = |f($)—f($0)| <€
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6) VaeZ,VbeN" g€ Z, a=bg+r et 0<r<b.

Exercice 4

VRAI ou FAUX?

1) La négation de (P = Q) est (Q = P)

2) soit f : E — F une application.

Vo,y e B, f(x)=fly) = v=y) & Vo,y € E, v =youf(z) = f(y)

3)Si f: E— Fetg:F— FE sont des applications bijectives on a
(fog) ™ =f oy

4) Soient f : F — F une application et A C E.

VereFE, f(x) € f(A) = z€ A
Exercice 5

P, Q, R, S étant 4 propositions, on désigne par A la proposition : (P V Q) A (RV S) et
par B la proposition : (PAQ)V (RAS)

1) Déterminer une autre proposition équivalente a A et une autre proposition équivenlente
a B.

2) z et y étant des nombres réels, en utilisant les résultats de la question précédente, résoudre

le systeme (S) suivant :
{ (z—1)(y—=2)=0

(z—2)(y—3)=0
3) z et y étant des nombres réels, en utilisant les résultats de la question précédente, résoudre
I'équation (F) suivante :

|z =3)(y = 2)[ +[(z = )(y —4)[ = 0
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Exercice 6

Soit P et () deux propositions. On note P 1 @ la proposition |[(P A Q).

1 g’appelle la barre de Sheffer.

1) Exprimer |P, PAQ, PVQ alaide de P, @ et du seul connecteur 1.
2) Exprimer de méme P = @ et P & Q.

Exercice 7
Ecrire a 'aide de quantificateurs les propositions suivantes et donner les valeurs de vérité.

1) Le carré de tout réel est positif.

2) Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.
3) Aucun entier n’est supérieur a tous les autres.

4) Tous les réels ne sont pas des quotients d’entiers.

5) Il existe un entier multiple de tous les autres.

6) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

7) Etant donné trois réels, il y en a au moins deux de méme signe.
Exercice 8

1) Démontrer par récurrence les propositions suivantes :
a)VneN, Y o 2F =2 —1

b) Vn e N, Yp_, k? = et zntl)

2) Démontrer par récurrence que
Vn e N\{0,1,2,3}, n?<2"

Exercice 9

Démontrer que pour tout n € N,
1) n® — n est divisible par 6,
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2) n® — n est divisible par 30,

3) Soit 4 divise n?, soit 4 divise n? — 1.

Ensembles, Applications

Exercice 10

Soient A, B et C des parties quelconques d’un ensemble E. On note A le complémentaire
de A dans E Simplifier les ensembles suivants :

1) X =(ANnB)U(ANB),

HU=[An(BUC)N[(BNC)uUC],

5 V=ANBUMANC)U[(AUuB)N(AUOQO)].
Exercice 11

Soient A, B, C' des ensembles; Montrer que :

1) AuUB=AnNnC = BCACC
2)ANBCANC e AUBCAUC = BcCC.
Exercice 12

Soient A, B,C des ensembles. Dire si les propositions suivantes sont vraies. (Justifier vos
réponses!)

1)AcBNnC = ACB et AcCC
2) AcBUC = ACB ou AcCC.
3) AcBNC = ACB ou AcCC.
4)ACcBUC = ACB e AcCC.

5) BNCCA = DBCA e CCA.
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Exercice 13
On appelle différence symétrique de deux sous-ensembles A et B de E le sous ensemble noté
AAB suivant :

AAB=(A\B)U(B\ A)

1) Montrer que AAB = (AUB)\ (AN B)
2) Déterminer AA(, AAE, AAA ou A est une partie de F.

3) Soient A, B, C' des parties de E. Montrer que
(AAB)AC = AA(BAC)
Exercice 14
a) Indiquer si la famille d’ensemble partitionne E dans chaque cas suivant :
1) A, ={n,n+2} et E=N,
2) A, ={2n,2n+1} et E=N,
3) Ap =[2n,2n+ 1 et E =RY,
4)Vn e N, A, = [=5, [ et E=]0,1[.

b) Pour tout n € N*, on pose B, :}%, n+ 1]. Caractériser de maniere explicite les ensembles

suivants :
C=()B., D=/ B

neN* n=cN*

Exercice 15

Soit P ’ensemble de tous les pays du monde et V' I’ensemble de toutes les villes du monde.
On note G 'ensemble de tous les gens qui ont vécu jusqu’a aujourd’hui. Soit I I’ensemble de
tous les Ivoiriens.

Soit ¢ : P — V D'application qui associe a p € P la ville capitale de p.

Soit m : G — G 'application qui associe a g € GG la mere de g.

Soit h: R x R — R définie par h(z,y) =22+ 5y + 1.

1) Déterminer si ces applications sont injectives, surjectives, bijectives.

2) Quelle est I'image directe ¢(P) de P par ¢?
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3) Quelle est I'image directe de G par m ?

4) Quelle est I'image directe de I par m?

5) Quelle est I'image directe de R x R par h?
Exercice 16

1) On considére Papplication f : R x R — R x R définie par f(x,y) = (z,zy — y?).
L’application f est elle injective ? Est elle surjective ?

2) Soit h l'application de R x R vers R x R définie par
hz,y)=Q2er+y—1,-3z+2y+2)
démontrer que h est une bijection et déterminer sa bijection réciproque h!.

Exercice 17

1

soit f: R — R la fonction définie par v +— f(z) = 705

Déterminer les ensembles suivants :

F(=2,1, £(0,3), fH([=1,1]), £, 3)-

Exercice 18

On considere I'application f : R — R définie par f(x) = =
1) L’application f est-elle injective 7 Est elle surjective ?

2) On pose I = [3,4]. Déterminer f~*(I)

3) Montrer que f(R) =[—1,1].

4) Montrer que la restriction g : [-1,1] — [—=1,1], g(z) = f(z) est une bijection.

Exercice 19

Pour tout entier n € N*, on pose A,, = [#1, 1.
2
On considere application f : R — R définie par f(x) = TJ;Q
x

a) Vérifier si la famille de parties (A, )nen+ partitionne I'ensemble E =]0, 1].
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b) L’application f est-elle injective ? Est elle surjective ? Justifier les réponses!
c) Déterminer f(A,) pour tout n € N*.

d) On pose I = [1,1]. Déterminer f~*(I).

e) Montrer que f(R) = [—1,1].

Exercice 20

Soient E un ensemble et A, B deux parties de E. Soit f l'application de P(E) vers P(E) x
P(FE) définie par f(X)=(XUAXUB), VX €PE).
Montrer que

f injective & ANB=10

Exercice 21

1) Déterminer toutes les applications f de N vers N telles que
Vm,neN, f(m+n)=f(m)+ f(n)
2) Déterminer toutes les applications g de N vers N telles que
Vm,neN, gm+n)=g(m)gn)
3) Déterminer toutes les applications h de N vers N telles que
VneN, h(n)<n

4) Soit E un ensemble fini.
a) Montrer que toute application injective de E' dans E est une bijection.

b) Montrer que toute application surjective de E sur F est une bijection.
Relations binaires

Exercice 22
On considere lensemble E = {x, O, A, 1O} et les relations binaires suivantes :

R={(%), (5, 48)} §={(+%),(8,4),(¢,€0),(¢,0), (A,0), (+,O)}

Etudier R et S.
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Exercice 23

On considere les deux relations R, A suivantes :

a) E =R,
Ve, yeR, xRy < coslz+siny=1

b) E =N,
Ve,yeN, zAy < dp, g e N, y=pal

1) Pour chacune de ces relations, étudier la réflexivité, la symétrie, I'antisymétrie et la tran-
sitivité.

2) La relation A est-elle une relation d’ordre totale ? Justifier la réponse.
Exercice 24 : Relation de congruence modulo n sur Z.
Soit n € N. Sur Z on considere la relation R définie comme suit : pour tous a et b éléments

de Z, on a
aRb si b—a€enZ

(i)- Montrer que R est une relation d’équivalence.

(ii)- Montrer que R a exactement n classes d’équivalences si n # 0.
(iii)- Montrer que R est compatible a la fois avec + et x.

(iv)- Décrire les classes d’équivalence dans les cas suivants : n = 0.

Exercice 25
Sur Z on considere la relation R définie comme suit : Pour tous a et b éléments de Z, on a

aRb si b —a’€6Z
(1)- Montrer que R est une relation d’équivalence.

(ii)- Déterminer les classes d’équivalence.



