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Suites

Exercice 1:
Dans cet exercice toutes les récurrences devront étre faites sans considérer qu’elles sont évidentes ;
Soit (u,)nso la suite de nombres réels définie pgre 10,1] et par la relation de récurrence

N CY
n+1 2 4
Montrer que vn € N, u, > 0.
Montrer que vn € N, u,, < 1.
Montrer que la suite est monotone. En déduire que la suite est convergente.
4. Déterminer la limite de la suit@L,) 5.

wh e

Allez a: Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Dans cet exercice toutes les récurrences devront étre faites sans considérer qu’elles sont évidentes ;
Soit (u,)nso la suite de nombres réels définie pgre 11,2] et par la relation de récurrence

2
Montrer que vn € N,u,, > 1.
Montrer que vn € N, u,, < 2.
Montrer que la suite est monotone. En déduire que la suite est convergente.
4. Déterminer la limite de la suit@t,) ;>o-

whn e

Allez a :Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Soientu,, a etb trois réels. On considére la sute,),-, de nombres réels définie pay et la relation
de récurrence :

hwnh e

Upsr =au, +b
Comment appelle-t-on la suie, ), lorsquea = 1 ? Lorsque qué = 0 eta = 1 ?
Exprimeru,, dans les deux cas particulier de la question 1.
Dans le cas général, calculgr, u, etu; en fonction dew,, a etb.
Démontrer par récurrence que le terme général de la suite est donné par :

n
u, = auy + bz a* ¥, neN*
k=1
On suppose que # 1. Démontrer que

a—1

a—1

n—k

a

NgE

=
1l

1
Déduire de ce qui précede que pour toat N*.
_ a"(u; —ug) —b

un
a—1

On suppose dans cette question gue 1 etqueau, + b > u,. Montrer que la limite de la suite
(U nen @ pour limite+oco.

On suppose dans cette question Quea < 1, montrer quéu, ), -, converge et que sa limite ne

dépend pas de,.

Allez a: Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Soit (u,,) une suite définie par la relation de récurrence



Upp1 = Eun +1

Et la donnée de,

1.
1.1.Montrer que su, < 2 alors pour tout > 0, u,, < 2 et que la suite est monotone.
1.2.En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

2.1.Montrer que su, = 2 alors pour tout > 0, u,, = 2 et que la suite est monotone.
2.2.En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

3.1.0n posev,, = u,, — 2. Montrer que la suitév,,) est une suite géométrique de raiéon

3.2.En déduire une expressiondgen fonction dex etu,. Retrouver le résultat des deux
premieres questions.
3.3.En déduire

Allez a: Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
1. Déterminer la limite de la suitgt,,),cy dont le terme général est défini par

2n+V4n? + 1
U, =
" on+VnZ+1

2. En déduire la limite de la suite de terme génggaléfini par
2n —V4n? + 1

n—vn2+1

Up =

Allez a: Correction exercice 5 :

Exercice 6:

E(Vn)

1. On pose que, = — —  pour toutn € N*, montrer que

lim u, =0
n—-+oco

2
E(vn .
2. On pose que,, = # ; pour tod n € N*, montrer que la suit@,,),en+ CONverge et

déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
On considére la suit@:,) ey définie pany, = 0 et par la relation de récurrence

1 ) 3
Un+1 :gun +E

Montrer que pour tout € N*, u,, > 0.
Calculer la limite éventuelle de la su(t,),ey-
Montrer que pour tout € N, u,, < 3.
4. Montrer que la suite est croissante, que peut-on en conclure ?
Allez a: Correction exercice 7 :

w N =

Exercice 8 :
On considere la suite de nombre réel définie par son premierdgread et par la relation de
récurrence :



Unpr = 2up + )

Montrer que la suitéu,,),cn €St convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Montrer que la suitéu,,),cy de terme général, définie par :
2n+1 2n+1 2n+1
B R T R e
Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 9 :

Un

Exercice 10 :
Montrer que la suitéu,, ),y de terme général, définie par :
_Ix3x.x(2n+1)
Y = 36 x..x (3n+ 3)
Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 10 :

Exercice 11 :

1. Montrer que pour tout € N*
1 1 1

k(k+1) k k+1
2. Soit (uy)nen+ la suite réelle définie pour tout> 0 par
~ z": 1 11
T Lk D T 1x2 7 2x3 n(n + 1)
A I’aide de la question 1. Montrer que (u,)nen* €St cONvergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Soit (u, ) ey la suite a valeurs réelles définie par la donnée,de; et la relation de récurrence
vn € N, 2Up4n — SUpyq +2u, =0
Soient(v,)nen € (W) ey €S Suite a valeurs réelles définies, pour togtN, par

3 3 3
Up = 3up — Eun+1 et wy = _Zun + Eun+1

1. Montrer que(vy,) ey €St UNE suite géométrique de rai%oﬁn déduire une expressionggen
fonction den, deu, et deu;.

2. Montrer que(wy,)en €St Uune suite géométrique de rai2on déduire une expressionwlg en
fonction den, deu, et deu,.

3. Calculerv, + w, de deux facons différentes et en dédujjeen fonction der, deu, et deu;.

4. Selon les valeurs de, et deu, déterminer si la suitéu,),cy CONverge et le cas échéant déterminer
sa limite.

Allez a: Correction exercice 12 :

Exercice 13:
N . , PP . 11 .
On considere la suite de nombres réels définie par son premienigreme- et par la relation de

récurrence :



5 7
un+1=E+ un_z

Montrer que la suitéu,),cy €St bien définie, convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
1. Calculer, si cette limite existe.
 An—-n+1
11m —_—
n—+o 2\m +n 4+ 2
2. Etudier la suitdu,,),,cy de nombres réels définie par la donnée de :
O<uy<1 et u,=u;;— WU,_q1)>
Allez a: Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Calculer, si elle existe, la limite, lorsqueend vers I’infini, de I’expression

Jn24+n+1-—yn2-n+1

Allez a: Correction exercice 15 :

Exercice 16 :

Calculer
1.
. nln(n)
nl—1>I-|r-loo In"™(n)
2.
lim Vyn?2+n+1—-n

n—-+oo

Allez a: Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
On considére les suit€a,,),>1 et(v,),>; de nombres réels définies pour taut 1 par

1 1
un=1+?+§+---+$ et vn=un+;
Montrer que ces deux suites sont convergentes et ont la méme limite (que 1’on ne cherchera pas a

calculer).
Allez a: Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Soienta, etb, deux réels tels qug, < b,. On définit par récurrence les suites ) ey et (by)nen pPar

2a, + b,
An+1 =~ 3
a, + 2b,
by = 25—

1. Montrer que la suitda,, — b,),en €St une suite géométrique, et I’exprimer en fonction de n, a, etb,.
2. Montrer que ces suites sont adjacentes.

; +b
3. En calculant,, + b,,, montrer qu’elles convergent vers a02 2

Allez a: Correction exercice 18 :

Exercice 19 :



On considere la suit@t,),>o de nombres réels dont le terme général est défini par récurrence en

posant :
Ug=2 et Uy =+/2u,—1
1. Montrer que, pourtout € N, 1 < u,,.
2. Montrer que la st (u,),so €st décroissante.
3. En déduire que la suiter,) ¢ €st convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
On considere la suit@t,),>; de nombres réels définie pour taut 1 par :

%=%ﬂﬁ)

Montrer qu’elle est convergente et préciser sa limite.
Allez a: Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
. , 1 , . ey 1
1. Montrer que la relation de récurrencg,; = 5(1 —J1- un) et la donnée initiale, = :

permet de définir une suife,,),,cy de nombres réels appartement a I’intervalle 10,1].
2. Montrer que la suite est décroissante.
3. Montrer que la suite est convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
Soita € ]10,1[ un réel. On considére la suite,) définie par, = a, et pour toun > 0,

n+u,
Un+1 = n+1
1. Montrer que pourtout e N,0 <u, < 1.
2. Montrer que la suite est croissante.
3. Montrer que pour tout € N,
Unsr — 1 ljzn+ 11
4. Montrer que pour tout € N,
a—1
u, =1+ oy

On rappelle qué! =1
Allez a: Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
Pour tout entien > 0, on considére la fonctiofy: [0,1] — R définie parf,(x) = x™ — (1 — x)?

1. Dans cette question, I’entier n est fixe.
a) La fonctionf,, est-elle strictement monotone ?
b) Montrer qu’il existe un unique a,, € 10,1[ tel quef,,(a,) = 0.
c) Quel est le signe d&, 1 (ay,) ?

2. On considere la suite de terme généigl),,».
a) Montrer a I’aide de la question précédente que la suite (a,),s, €St croissante.
b) En déduire que la suite est convergente, on natsealimite.
C) supposons que < 1.

1) Montrer qu’alors



liIP (@)™ =0
n—-+oo
ii) A I’aide de la relation f;, (a,) = 0, en déduire qué — « = 0, conclure.

Allez a: Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
Soit (u,)nen+ la suite de nombres réels définie par

1
U, =n 1+£—1

. L 1
Montrer que la suitéu,),en+ CONverge et que sa limite gst
Allez a: Correction exercice 24 :

Exercice 25:

On considere la suit@t, ) ,en+ de nombres réels définie par
1 1 1 1
_n+1+n+2+n+3+m+%
1. Montrer que la suitéu,),en+ €St croissante.

2. Montrer que la suitéu,,),cn+ €St convergente et que sa linditeérifie

Un

1<l<1
S =t

Allez a: Correction exercice 25 :

Exercice 26 :
On considere la suit@t,) ey de nombres réels définie par
1 1 1

U sn(DIVT | 3+ sin@)V2 | 3+ sin(m)Vn

Montrer que
lim u, = +o
n-+oo

Allez a: Correction exercice 26 :

Exercice 27 :
On considére la suit@:,,),,cy de nombres réels définie par la donnée de son premierigraad et
par la relation de récurrence

Un+1 = 16 + 4uj;

Montrer qu’elle est croissante, convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 27 :

Exercice 28:
On considére la suit@t,),cn+ de nombres réels définie par
(=" sin(n?)\"
n (50 0)
1. Montrer qu’il existe un entier naturel n, tel que pour tout > n,, on ait :
(=™ sin(n?)| 3
‘ n * 2 4
2. Montrer que la suite converge et déterminer sa limite.
Allez &: Correction exercice 28 :




Exercice 29 :
Montrer que la suitéu,,),cy définie par la donnée dg € R et par la relation de récurrence

Est convergente et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 29 :

Exercice 30 :
Montrer que la suitéu,,),cn définie par la donnée dg = 1 et par la relation de récurrence
Upsq = U, — 3 +e¥n
1. Montrer que la suitéu,),cy €St strictement décroissante.
2. Montrer que la suitéu, ),y €st divergente.
3. Montrer que

lim u, = —oo
n—-+oo

Allez a: Correction exercice 30 :

Exercice 31 :
Soit (u, ) nen la suite définie pam, > 1 un réel et par la relation de récurrengg; = 1 + In(u,,)
1. Montrer que pour tout € N, u,, > 1
2. Etudier la fonction définie syd, +oo[ parf(x) = In(x) — x + 1 et en déduire son signe gdy+oo].
3. Montrer que la suitéu,, ),y €St monotone.
4. En déduire qu’elle converge, et déterminer sa limite.
Allez a: Correction exercice 31 :

Exercice 32:
Pour chacune des assertions ci-dessus :
e Si vous estimez qu’elle est vraie, donner en justification.
e Si vous estimez qu’elle est fausse, justifiez-le en exhibant un contre-exemple.
1. Siune parti® deR est non vide et minorée, sa borne inférieure est un élémént de
2. Si(u,)ney €St une suite de nombres réels telle que la limitg,dEn+oo est+oo, alors elle est
croissante a partir d’un certain rang.
3. Si(u,)ney €st une suite de Cauchy de nombres réels, alors est bornée.
4. Si(uy)nen €St une suite de nombres réels ne vérifiant pas

lim |u,| =+
n-+oo

Alors elle est bornée.
Allez a: Correction exercice 32 :

Exercice 33 :
On considere la suit@:,),s, la suite de nombres réels dont le terme géngralst défini poun > 2
par :

1

S S
th=57T3 n

Montrer que

lim u, =+
n—-+oo

On pourra montrer qu@t, )2 n’est pas une suite de Cauchy.
Allez a: Correction exercice 33 :

Exercice 34 :



Pour toutn € N*, on pose :

1+1+1+ o
V2 3 Vn

1. Montrer que(u,),=1 €St une suite divergente.
2. Pour toutn € N*, on pose :

Un = —=Un
Vn
a) Montrer que,

Pour toutn € N* :

1 1
= 2(Wn+1-vn) < =
b) En déduire que, pour toute N* :
2V/n+1-2<u,<2Vn-1
c) Montrer que(vy,),», €St convergente et précisez sa limite.
Allez a: Correction exercice 34 :

Exercice 35:
1. Soit(H,) la proposition suivante.

1 1 1

vneN,Vp € N*,——+ _—
n p (n+ 1)2 (n+p)2 n n+p

Montrer(Hp) par récurrence sur.
2. Soit (uy),s=1 la suite définie par :

1 1
Zk2—1+—+§+ +—

Montrer que la suitéu, ), est convergente et on ne cherchera pas a déterminer la limite de cette su
On pourra montrer que cette suite une suite de Cauchy.
Allez a: Correction exercice 35 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :

1. Faisons un raisonnement par récurrenges 10,1] doncu, > 0. Montrons quet,, > 0 entraine
queu,,1 > 0.

(un)?
4

un+1=7+ >0

Donc pour tout € N, u,, > 0.

2. Faisons un raisonnement par récurrenges [0,1] doncu, < 1. Montrons quet, < 1 entraine
queun+1 <1.

(u)> 1 (1)* 3
— <— —=—<1
Uny =5 TS o=
Donc pour touh € N, u,, < 1.
3. Calculons
u,)? u u,)?> u
un+1—un=7+%—un=—7n+%=—n(—2+un)

Commed <u, <1,ona-2<-2+u, <-1<0, par conséquent



u
Un+1 — Un :Tn(_z‘l'un) <0

Ce qui montre que la suite est strictement décroissante.
Autre méthode, comme la suite est a valeur strictement positive, on peut regapa®idnt de
Upyq PATUy, -

uy |, (uy)?
Un+1 _ 2 + 4

U, Uy, 2 472 4
Ce qui montre aussi que la suite est strictement décroissante.
4. La suite est strictement décroissante et minoré@ pdanc elle converge vers une limite notée
cette limite appartient p,1] et cette valeur vérifie
l 12 l 12 [=0
l=—+—©0=—-xc+— 21+=01(-2+D) =01 ou
2 4 2 4 [ =2
Par conséquerit= 0.
Allez a: Exercice 1 :

Correction exercice 2 :
1. Faisons un raisonnement par récurrenges |1,2] doncu, = 1. Montrons quet,, > 1 entraine

queu,,; > 1.

w)? 3 1 3
= — —_ —_ _——= 1
R
Donc pour touk € N, u,, > 1.
2. Faisons un raisonnement par récurrenges |1,2] doncu, < 2. Montrons quet, < 2 entraine

queu,, +1 <?2.

2
w)® 3 _(2)
4 47 4

1

+ E =—-<2
2 <

Donc pour tout € N, u,, < 2.

3. Calculons

(u)? 3 1 1
Upy1 — Up = Z +Z_un:Z(urzl_4un+3):Z(un_l)(un_3)

Commel <u, <2,0nau,—1>0etu,—2<—1<0, par conséquent
1
Up+1 —Up = Z(un - 1)(un - 3) <0

Ce qui montre que la suite est strictement décroissante. De plus elle eserpardrdonc elle converge.
Autre méthode, comme la suite est a valeur strictement positive, on peut reggtaeicliet da,, ., par

Uy -
(un)? | 3
ey "4 T _Un 3
U, Uy, 4 4u,
Il faut alors étudier la fonctiofi: ]1,2] —» R définie par
(x) = X 4 3
=345
) 1 3 x?-3
=42 ="3

X V3 2
f'(x) 0 +

1
f(x) \\ E/

el RN

Cela montre que



vu, €11,2], f(u,) <1

Et que donc
u
vn € N, L P
u'Tl
Ce qui montre aussi que la suite est strictement décroissante. De plus eif@est parl donc elle
converge.
4. On notel cette limite, elle appartient[a,2] et cette valeur vérifie
lZ 3 lZ 3 l =1
l=—t+-©0=—-l+-o?-4l+3=0
1 +4 2 +4 + ou

=2
Par conséquert= 1
Allez a: Exercice 2 :

Correction exercice 3 :
1. Lorsquea =1 alorsu,,; = u, + b, la suite(u,),,ey €St une suite arithmétique de raigon
Lorsqueb = 0 eta # 1 alorsu,,.; = au,, la suite(u, ),ey €St une suite géométrique de raigon
2. Lorsquea = 1 alorsu,, = uy +nb
Lorsqueb = 0 eta # 1 alorsu,, = a™uy(remarque, st = 1 cela ne change rien).

Uy =aug+>b
u, = auy + b = alauy + b) + b = a’uy + (a + 1)b
uzs =au, +b =a(a®ug+ @+ b+ b =a3uy+ (a®>+a+1)b
4. Pourn = 1 I’égalité est vérifiée (c’est méme la définition de u,), On peut aussi remarqué que la
relation est aussi vérifiée pour= 2 etn = 3 d’apres 3.
Montrer que 1’égalité au rang n entraine celle au rang= 1

n
Uptp =AU, +b=a (a"uo + bz a”‘k> +b=a(a*uy+b(@ +a**+-+a+1))+b
k=0

=a"uy + b(@*t +a"+ -+ a*+a)+b

n+1
=a" "y, +b(@ "t +a*+--+a’*+a+1)=a*ug+b ) attik
k=0
Donc pour touh € N*, on a

n
U, = auy+ b Z ank
k=0

n
Zan-" =a"1+a" 1+ ta+l=1+a+-+a"l=
k=1
Autre méthode, on pos€ =n — k, sik = 1 alorsk’ =n — 1 et sik = n alorsk’ =0
n—-1
et _ k,=1—a”=a”—1
1—a a—1

1—a”_a”—1

1—-a a-1

NgE

a
1 k'=0

a

&
1l

6. D’apres 4. Pour touth > 1
a"—-1 a*uy(a—1) + b(a™ - 1)
a-1 a—1
a"(wpa —up+b) —b a"(uy —uy) —b
a—1 - a—1
7. Commea > 1, a™ - +oo lorsquen - + et au, + b > u, équivaut a; — u, > 0, on reprend
I’expression du 7. Il est clair queat, = +oo

n
u, = auy + bz a"* =a"uy,+ b
k=0




8. Commeld <a < 1,a™ — 0 donca™(u; —uy) —b - —b lorsquen — +oo par conséquent

li b
im u, =——
n—+oo a—1

Et effectivement cette limite ne dépend pasigle
Allez a: Exercice 3 :

Correction exercice 4 :

1.
1.1.Par récurrence, < 2 et montrons que,, < 2 entraineu,,; < 2
1 1
Un+1 =Eun+1SEX2+1=2
Donc pour toutr > 0, u,, < 2
1 2 —uy,
un+1—un=§un+1—un= l—zun= > >0
Donc la suitdu,,) est croissante.
1.2.La suite est croissante et majorée bdonc elle converge vers une limitqui vérifie
1 1
l==l+1oe-l=11=2
2 2
2.

2.1Par récurrence, = 2 et montrons gelu,, = 2 entraineu, ,; = 2

1 1
un+1=§un+125x2+1=2

Donc pour toutr = 0, u,, = 2
1 2—u,

un+1—un=§un+1—un=1—§un= > <0

Donc la suitgu,,) est décroissante.

2.2 La suite est décroissante et minoréedonc elle converge vers une limitgui vérifie

l—ll+1=>11—1=>l—2
=5 Sl= =

3.
3.1
1 1 1
Un+1 :un+1_2:§un+1_2:§un_1 zz(un—Z) =§vn
Donc (v,,) est une suite géométrique de rai:;son
3.2
On déduit de 3.1. que pour tout> 0 :
1 1
Un = Z_nvo =2_n(u0 —2)
Alors pour toutn > 0 :
Ug
un=Un+2=2—n—2n_1+2
. Up 1 .
i (8- ) =0 1m0, =2

3.3



n n
Zuk=2(vk+2)=(v0+2)+(v1+2)+~-+(vn+2)=v0+v1+---+vn+2(n+1)
k=0 k=0

1 1 1
=v0+§vo+?v0+---+2—nv0+2(n+1)
1
1_2n+1
1
1=-3

1 v
=2v0(1—ﬁ)+2(n+1)=2v0—2—2+2(n+1)

1 1
=v0<1+—+---+—>+2(n+1)=v0

> o +2(n+1)

Ce qui entraine que

v v
Z;{lzouk_2170_2_2+2(n+1)_2v0_2_2+2(n+1)
n n n

»0+2=2

Allez a: Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
1. Le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux-werd s’agit donc d’une forme
indéterminée.
Premiére méthode
On va multiplier en haut et en bas par la quantité conjuguée

2 +VIETT (20 +VEEFT)(2n —VEE T 1) (n - VAZ 1)
T AV r 1 (vt )(n— V2t 1)(2n — VanZ + 1)
(@ -n’+D))n-Vvn2+1) —(n-VvnZ+1) -n+Vn?+1
B (nz —(n?2+ 1))(211 — m) B —(Zn — \/m) C n+VAnZ+ 1
Il s’agit d’une forme encore plus indéterminée que la précédente, il s’agit donc d’une mauvaise idée.
Deuxieme méthode

1 [+ L on(1+ /1+L
m+VIZ +1 2n+\/4n2(1+w) 2n+ 2n 1+W "( An2
un: p—tl p— —_—
JrZ =1
ntvnt+l n+ /n2(1+i2) n+n’1+i2 n<1+ ’1+i2>
n n n
/ 1
1+ 1+W
it
n
o
: . n
lim u, = lim 2————
n—-+oo n—+oo 1
1+ /1+F

2. Le numérateur est une forme indéterminée — oo et le dénominateur est une forme indéterminée
+00 — o0, doncw,, est une forme indéterminée.
Premiére méthode
On va multiplier en haut et en bas par la quantité conjuguée

2n—VanZ+1 _ (2n—V4n? + 1)(2n +VanZ + 1)(n + Vn? + 1)
n—vnZ+1 (n—VnZ+ 1)(n+Vn2 +1)(2n+ VanZ + 1)
(@2 -+ D)n+Vn2+1)  —(n+VvnZ+1)  n+Vn?+1 1

(-2 +D)2n+VanZ+1) —-(2n+VanZ+1) 2n+VAnZ+1  Un

.. 1
Donc la limite dev, est;

=2

=2

Up =




Deuxiéme méthode

e \/4n2(1+i) 2n—2n |1+ 7 2"<1—
—n2 B / ’
n-vnt+l 1+ n—n 1+ n<1— 1+

1- 1+H

1- /1+1

Le numérateur et le dénominateur tendent Oeatsnc il s’agit d’une forme indéterminée, ¢’est une
mauvaise ide.
Allez a: Exercice 5 :

—_
+
4;|
S|
)
N~

U, =

3N| —_
~——

=2

Correction exercice 6 :

1. Pour toutn € N* il existe un uniqug = E(v/n) tel que
p<Vn<p+1
Donc
p2<n<(p+1)>?
D’ou I’on déduit que
1 1 1
- < —
G+D? n-p?
On multiplie ces derniéres inégalités pa# E(\/_) >0, carn > 1

p p_p E(vn) _E(n) _ 1

p+D? “n"p? (EGn)+1)° 7 E(\/_)
Lorsquen - +oo, E(v/n) - 400 donc

E(vn)
n-+oo n
Puisque les limites des expressions de gauche et de droite tend@nt vers
2. Avec les mémes notations on multiplie les inégalités
1 1 1

(p+1? n~ p?

=0

Parp? = E(vn)" = 0
vt v EGR_EGR)_

@+ n"p* (E(Vn)+ 1)2 n
Lorsquen — +oo, E(v/n) > +o0 donc

2
_ E(Vn)
lim
n—+oo n
Puisque les limites des expressions de gauche et de droite tenddnt vers
Allez a: Exercice 6 :

=1

Correction exercice 7 :
_12,3_3
1. U =ZuUpg 5 =3

On va montrer que pour toat> 1, u,, > 0 entraine quet,,; > 0.
1., .33
un+1—€un+§>§>0
C’est bien le cas. Donc pour toutn € N*, u,, > 0



2. Sila suite(u,) ey @admet une limité alors

1 3
l=€lz+§@lz—6l+9=0@(l—3)2=0(:)l=3

3. Encore une fois, faisons un raisonnement par récurrepce,0 < 3, montrons que,, < 3
entraine quer,,; < 3.

_1 2+3<1><9+3—3+3—3
Unt1 =g T3S 6 22727
Donc pour tou € N, u,, < 3.
4. Calculonsu,+; —u,
1 3 1 1
un+1—un=€u,21+§—un=g(u,21—6un+9)=g(un—3)2>0

La suite(u, ) ey €St strictement croissante, comme elle est bornég, gde convergente vers
T 1 3 T
la seule valeur qui vérifie= glz + 2, c’est-a-direl = 3.
Allez a: Exercice 7 :

Correction exercice 8 :

On va d’abord voir si la suite est monotone :
1

— 93,2
un+1—un—2un—un+§

L’équation 2X%2 — X + % a pour discriminamd =1 —4 x 2 X % = 0, il s’agit donc, a un coefficient prés

d’une identité remarquable
2

2X2—X+1=2<X2—1X+i>=2(X—1)
8 2 16 4

Donc
2

5 1 1
un+1—un=2un—un+§=2<un—1) =0

La suite est croissante, montrons par récurrence, qu’elle est majorée par i
1
Uy =0< "

Montrons que,, < i entraine que,,; < i

"2 11 1 1

1
un+1:2u721+§<2>(<z> +§:§+§:Z

La suite est croissante et majorée, elle converge vers unelliquiteérifie
2

=202 4+ o o2 l+1—0<=>2<l 1) 0=l
B 8 8 4) 4

Allez a: Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
11 suffit d’imaginer la téte de u, 4 pour étre décourager a I’avance de calculer u,,,; — u, pour essayer
de montrer la monotonie de cette suite. On va faire autrement, pokraddt?2, ..., n}
1 1 1
< <
3n2+n~" 3n?+k” 3n2+1

Donc
2n+1+2n+1+ +2n+1<2n+1+2n+1+ +2n+1
3n24+n 3n2+n 3n2+n" 3n2+1 3n2+2 3n2+n
2n+1 2n+1 2n+1

< + ot
3n2+1 3n2+1 3n2+1



2n+1
Lesn termes dans le premier membre sont tous egau’-l)ze& Lesn termes dans le dernier membre

2n+1

sont tous egauxa— on en déduit que
. 2n+1 cu <nx 2n+1
3n2+n- "7 3n2 +1
_ 2n+1 o 2n®+n 2
nl—1>r-lpoon X 3n2+n - nl—l>rP003n2 +n - §
, 2n+1 o 2n%+n 2
nl—lgloon X 3n2+1 - n—1>r-|¥1003n2 +1 - §
On en déduit que
2
1lgﬂnu“ ~3

Allez a: Exercice 9 :

Correction exercice 10 :
Ce genre d’exercice ce traite toujours de la méme facon, il faut « semtijue 1’on peut exprimer u,, 4
en fonction dev, :
1x3x.x2n+1)x2n+3) 1x3x.x2n+1) 2n+3 2n+3
Ut T T3 X X (3n+3)(B3n+6)  3x6X.x(Bn+3) 3m+6 " 3n+e
S’il y a une limite [ elle vérifie

2
z=zx§@(1—ﬁz_o@l_o

Il reste @ montrer que la suite de terme généralonverge.
Il est plus que clair que, > 0, la suite est minorée, de plus il suffit de regarder le quéftﬁéhpour

savoir si la suite est monotone (décroissante nous arrangerait bien)
Uppr  2n+3 2n+4 2(n+2) 2
un_3n+6<3n+6_3(n+2)_§<1
Donc la suite de terme génétgl est décroissante et minorée donc elle converge, comme on 1’a vu plus
haut la seule limite possible ést

Allez a: Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1.
1 1 k+1—-k 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)

w=Y - 2 - 2 i =

2. Premiére méthode

Dans la seconde somme on pkSe- k + 1, alorsk =1 = k’ = n=>k'=n+1
n n+1
_ 1
tn K K
k=1 k'=2
Ensuite on change’ enk
n n+1
1 1 1
S LT Lk T+l
k=1 k=2

Car tous les autres termes se simplifient
Par conséquerfis, ) e+ CONverge et sa limite est
Deuxieme méthode



_ 1 4 1 - 1 _(1 1>+(1 1)+ +< 1 1>+(1 1
= 1x272x3 nn+1) \1 2/7\273 n-1 /" nt1

1

Tn+1
Car tous les autres termes se simplifient

Par conséquerfit, ) e+ CONverge et sa limite est
Allez a: Exercice 11 :

Correction exercice 12 :

1.
3 3/5 15 3 3 3
Unt1 = 3Un41 — Eun+2 = 3Up+1 — E(Eun+1 - un) = (3 - T) Upyr T Eun = _Zun+1 + Eun
1 3 1
=3 (3 =) =37
Donc (v,,),,en €St une suite géométrique de rai%on
Donc
1\" 1\" 3
m=(3) w=(3) (3w-3u)
2.
3 3 3 3/5 15 3 3
Whpt1 = _Zun+1 + Eun+2 = _Zun+1 + E(Eurﬁl - un) = (T - Z) Un+1 — Eun
3 3 3
= 3Up41 — Eun =2 (Eun+1 - Zun> = 2wy
Donc (w,,),,en €St une suite géométrique de raion
Donc
— n — Jon 3 3
w, = 2"wy =2 (—Zuo +§u1)
3. D’une part
3 3 3 9
U + Wy = 3uy, _Eun+1 - Zun + Eun+1 = Zun

D’autre part

n

1 3 n 3 3
vn+wn=<§> (3u0—§u1)+2 <_Zu0 +§u1)
Donc

41\ 3 (3 3 INZ (12
w=5(3) (Bu-zu)+ 2 (-qurzu))=(5) Gu-gu)+2* (-3 +3u)
4.Cmﬂm&”wmbmmmenﬁ—§%+éﬂliOammmﬁmdwmmeﬁmmcmcmwa@p%.
n
Supposons que §u0 + §u1 =0, comme(%) tend verd, alors pour toutes valeurs §eo - §u1

u, tend ver9.
Allez a: Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
Si la suite de terme générg] converge vers une limitealors

l—5+ l 7
2 4




Il est clair qu’il va falloir élever au carré quelque chose, mais si on éléve au carré ces deux expressio
on va avoir un double produit ou il y aura encore une racine alors il faut modifier Iégérement cette
égalité

7
l — E = l— Z
Onyva
5\° 7
(1-3) =t-3
Mais attention, il faudra faire une réciproque des foislqu% soit négatif.
12—51+§=l—z<:>12—6l+8=0
4 4

Cette équation du second degré a pour discriminant
A=36—4x8=4
Et donc comme racines

La solutionl = 4 est la seule possible.

Commeu, < 4, ce qui nous arrangerait maintenant c’est que la suite de terme général u,, Soit croissante
et majorée pat, on pourrait alors conclure que la suite de terme géngradt convergente et de limite
4. Montrons ce résultat par récurrence.

1 , .11
Pouru, = ~ cest claer < 4.

Montrons que,, < 4 entraine quet,,; < 4

5 7 5 7 5 9 5 3
un+1=§+ un—Z<§+ 4—Z=§+ Z=§+§=4

La suite(u, ) ey €St majorée pat.
Pour montrer que la suife,,),,cy €St croissante on aura besoin de montrer, au préalable que par tou

5 , . , .. , . .

Nu, > ~» pour ce genre de récurrence on peut dire que c’est trivial, on vérifie au passage que la suite de
sz e 5 7

terme général, est définie pour tout € N caru,, > S Un— 7> 0

Regardons maintenant si la suite est monotone :

T A V-
5 7 5 7 \Z7 T T\ 27T U7
—Uu, + un—z=

Upy1 —Up =5+ un___unzz

5 2 7
CGmw) “(m-7F) w6t (- D - )

S_ o _ |, 7 S5__ _ | _7 5_. _ _7
2 UnT(UnTzg 27T Tz 27 UnT(Un T3

§<un=>un—2>0

u, <4=u,—4<0



5
E<unzz—un<0:z—un—

Par conséquent,, ; — u, > 0, la suite est croissante

C’est fait, la suite (u, ) ey €St Croissante et majorée donc elle converge vers la seule limite pbssible
4.

Allez a: Exercice 13 :

7
-—=<0

Correction exercice 14 :

1. 1l s’agit d’une forme indéterminée, on mettre en facteur, au numérateur et au dénominateur les
termes qui tendent le plus vite vers I’infini

1 1 1 1
\/ﬁ—n+1_n<\/_ﬁ_1+ﬁ)_ﬁ_1+ﬁ
2\/H+n+2_n<£+1+§)_i+1+3

\/ﬁ n \/ﬁ n

1 1
 Vn-n+l . o Mtwoa
lim — = lim =——=-1
ot b +2 more 2 L 2

\/ﬁ n

2. Si(uy)ney admet une limité, celle-ci vérifie
I=1-1?1=0
Regardons si la suite est monotone, pour#toxt1
Up —Up_q = —(Up_1)* <0

Donc la suite est décroissante.
Montrons par récurrence que pour tagt 0. 0 < u, < 1, puis montrons que pour tout> 1
0 <u,_; <1entraine quéd < u, < 1.

Uy = Up_g — (Up—1)® = Up_1 (1 — Up_q)
0 <u,_; <1entraine qud < 1 —u,_; <1 et le produit de deux nombres compris efitet
1 est compris entré et1, donc0 < u, < 1. En particulief(u,,),ey €St minorée pad, comme
elle est décroissante, elle converge vers la seule limite possitie

Allez a: Exercice 14 :

Correction exercice 15 :

n+n+1-(m*-n+1) 2n

ViZ+n+1+VnZ—n+1 1,1 5 1,1
1+ﬁ+ﬁ)+ n (1_ﬁ+ﬁ)
2n 2

1 1 1 1 N 1 1 1 1
n\/1+ﬁ+ﬁ+n\/1—ﬁ+ﬁ \/1+ﬁ+ﬁ+\/1_ﬁ+ﬁ

Jn24+n+1—yn2—-n+1=

n2

Donc cette expression admet une limite et

2 2
lim (\/n2+n+1—\/n2—n+1)= lim =§=1

n—+oo n—+oo 1 1 1 1
\/1+ﬁ+ﬁ+\/1_ﬁ+_2

Allez a: Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
1.
nln(n) eln(n)xln(n)

1 2
) = e = eI xIn(m)—nxIn(in(n)) — en(%—ln(ln(n)))
lnn n en>< n(in(n



M -0 et In(ln(n)) - +oo

n
Donc
1 2
n<@ — ln(ln(n))) - —00
Et
y nln(n)
n>tbo In*(n)
2.

1
m (n2+n+1)—n2 n+1 Tl(1+ﬁ)
n n -_n= = =
VnZ+n+14+4n Vn?+n+1+n \/nz( 1 1)+n

1+—+—2
n n
1 1
n(1+1_l) 1+E 1
= - ==

Allez a: Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
Nous allons utiliser le théoreme sur les suites adjacentes

—1+1+1+ +1+ ! (1+1+1+ +1)— ! >
Unt1 =l = 2T 53T 33 n T (n+ 1)3 257 33 n3) " (n+ 1)3
Donc la suit(u,,),»; est croissante
1 1 1 1 1 n?2+n’n+1)-(n+1)»
vn+1_vn:un+1+—2_un__2: 3+ 2 2 3.2
n+1) n n+1)32 (n+1)?2 n (n+1)3n
nP+nP+n® - +3n°+3n+1) n2+3n+1<
B (n+ 1)3n? T (n+1)3n2
Donc la suitgv,,) =, est décroissante
Up ~Up =37 0
Donc les deux suites convergent vers une méme limite.
Allez a: Exercice 17 :
Correction exercice 18 :
1
2a,+b a, + 2b a, —b 1
Ans1 — bpy1 = n3 = — n3 = = n3 n=§(an_bn)
Donc la suite{a,, — b, ),en €St UNE suite geometrique de raiéppar conseéquent
1
an — b, = 3_n(a0 - bo)
2.
2a, +b 2a, + b, — 3a a, —b 1
an+1_an:%_an: = ?:l == Tl3 n:_3n+1(a0_b0)>0
Cara, < b
Donc la suitda,,),,cy €St croissante.
a, + 2b a, — b 1
bn+1_bn=%_bn= - 3 n=3n+1(a0_b0) <0
Cara, < b

Donc la suitegb,),,cn €St décroissante.



: .1
nl_l)ff_loo(an —by) = nl_l)Too?)—n(ao —by) =0

En appliquant le théoréme des suites adjacentes on en conclut que ces deux saitgsnta@rs une
méme limite notd.

2a, +b, a,+2b, 3a,+3b,
3 3 3
La suite(a, + b,)nen €St constante donc, pour toue N
a, +b, =ag+ by
En faisant tendre vers I’infini dans cette expression, on trouve que
l+1l=ay+by

Apy1 + bpyr = =an+ by

Ce qui implique que
ag + by

l= >

Allez a: Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
1. 1 <wuy, montrons qué < u, entraine qud < u, 4+

Unsr = 2up, —1>V2x1-1=1
Cela montre que la suite est bien définie cas, sk % alorsu,, ., n’est pas défini.

n—1—u2 uz +2u, +1 u, + 1)?
Uppr —Up = 2Up — 1 —u, = no___T1 n _ (u, +1) <0

V2u 1+u, Veup,—1+u, J2u,—1+u,
Donc la suitgu,) ey €St décrmssante.
3. La suite est décroissante et minoréelpdonc elle converge vers une limitqui vérifie

l=v2l-1

l>0et+v2l—1>0donc
I=V2l-1e?=21-1’?-2l+1=0(-1)?’=0s1=1
Allez a: Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
On a

E(vn) <vn <E(Wn) +1
Donc
Vn—1<E(Vn) <vn
On divise paw/n > 0

Vi-1_B(W) V1 _BGR)
N N AN AN
D’apres le théoréme des gendarmes
E
lim (\/ﬁ) =1
n—-+oo \/ﬁ

Allez a: Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
1. Montrons par récurrence qiva > 0, 0 < u,, < 1, cela montrer au passage que la qujtest
bien définie pour tout (en effet siu,, & [0,1] u, 4, n’est pas défini.
€ ]10,1[, montrons maintenant que € ]0,1[ entraine quet,,, € ]0,1[



VneENO<u,<le0<l-uy<led< /-y, <leo<l-JI-u,<1

1 1
(:)0<§(1—,/1—un)<§:>0<un+1<1

Doncvn € N,u, € ]0,1].
2. Nous allons employer la méthode « normale
1

1 1
un+1—un=§(1—,/1—un)—un=§—un—§,/1—un
2
G ) o ATTE)(-u) ka-w

1 1 1 1

g—un+§ 1—un g—un+§ 1—un
1 2 1 1 9 9
ﬁ—gun+uﬁ—ﬁ+ﬁun_ uﬁ—ﬁun un(un—ﬁ)

1 1 -1 1 1 1
g—un+§,/1—un g—un+§w/1—un g—un+§w/1—un
Et la cela coince, au numérateur, on connait bien le signg dwis pas celui de,, — % etau

, . . R 1 .
dénominateur, rien ne nous permet d’affirmer que S Un > 0 (cela nous aurait arranger parce

gue dans ce cas on aurait pu conclure que le dénominateur est positif). Bref il doit y avoir un

« truc».
1 1(1—4/1-— 1+.,1-— 1 1-(1-
un+1:_(1_\/1_un):_( un)( al un):—XM
5 5 1+ J1-u, 5 1+ 1-u,
1 u, 1 U,

X —————=<

5 1+ /1-u, 5 1+0
Et voila le travail, la suitéu,, ),,cy €St décroissante.

3. La suite est décroissante et minorée(pdonc elle est convergente vers une linitgii veérifie

1
lzg(l—\/l—l)@Slz1—\/1—1@51—1=— 1-1

Maintenant on peut €lever au carré mais on n’aura qu’une implication parce que rien ne garantit
que5l — 1 soit du méme signe queV1 — I, ¢’est-a-dire négatif (en fait si parce qug = % et la

suite est décroissante dane %, mettons que 1’on ait rien vu).
9
(51—1)2:1—l<:>2512—10l+1:1—l@25l2—9l:0@25l<l—£>:0
Il'y a deux limites possible$,= 0 convient cab X 0 — 1 = —/1 — 0, par contré = 35 ne

2
. 9 4 9 16 4
convientpascai x —— 1 =-et— /1——: - /—: —=
25 5 25 25 5

Finalement la suite est décroissante, minoréd pelte converge vers la seule limite possible
[=0.
Allez a: Exercice 21 :

Correction exercice 22 :
1. OnappelldH,) 0 <u, <1

(H,) est vraie, il reste a montrer qUé,,) entraine(H,, ;)
n+ u,

O<un<1:>0<un+n<n+1:>0<n+1<1
Ce qui montre qué < u, ., <1
2.
n+uy, n+u,—m+Du, n+u,—nu,—u, n-—nu, n(l-—u,)
Un+1 — Un = —Up = = = = >0
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1



Carl—u, >0
Donc la suitdu,,) est croissante.

n+u, nt+uy,—n—-1 u,—1

n+1 N n+1 T n+1

Upyr — 1=

4. On appelleHy,) 1u, =1+ aT_,l

a—1
l1+——=14+a—-1=a=uy

0!
Donc(H,) est vraie. Il reste a montrer qUe,) entraine(H,,, ;)
a—1 a—1
1=l P ek b ) R VRS | P P Ak
Ynn T A= T T n+1 n+l T n+l  (n+Dn!
42t
ST (n+ D)

Ce qui montréH,, )
Allez a: Exercice 22 :

Correction exercice 23 :
1. a)f, est définie, continue et dérivable a dérivée continu¢osLi.
fi(x)=nx""1-2(1-x)(-1) =nx"1+2(1 —x)
Pourx € ]0,1[, x™ 1 > 0 et1 — x > 0 doncf,, est strictement croissante. On pourrait vérifier
quef, (0) > 0 et quef;, (1) > 0 mais méme si ces dérivées avaient été nulle cela n’aura pas
changer la conclusion.
b) £,,(0) = -1 etf,(1) = 1, d’aprés 1.a) f,, est une bijection croissante Wel[ sur]—1,1][,
doncO € ]—-1,1[ admet un unique antécédente 10,1[, c’est-a-dire tel quef,(a,) = 0.
c)
fn(an):()(:}ag_(l_an)z =0 ay = (1—0!71)2
far1(an) = a;rl1+1 -(1- an)z = arrlH_l —ag =ag(a, —1) <0
Carall >0etl —a, <0.
2. a) La fonctionf,,,; est une bijection croissante donc
0 = frs1(@ns1) > frrr(an) © any > an
Par conséquent la suife,,),cy €St croissante.
b) la suite est croissante et majoréelpatonc elle converge.
C) I) La suite est croissante alors
0<a,<a
Cela entraine que
O0<ap<a®
Or, si0 < a < 1 alors la limite dex™ est nulle, on en déduit, d’aprés le théoréme des gendarmes
que

lim ap =0
n—->+oo

i) Onavu au 1. c) que
fn(an) =0 a, = (1- an)z
Ce qui entraine, d’apres 2. ¢) 1) que
lim (1-a,)?=0

n—-+oo

Autrement dit que

lim a, =1
n—-+oo

Ce qui signifie quexr = 1, (commel < a,, < 1 et que(@,,) -+ admet une limiter entraine
que0l < a < 1), il y a une contradiction avec I’hypothése a < 1, par conséquernt = 1.



Allez a: Exercice 23 :

Correction exercice 24 :

Avec

o = EE

Si f admet une limite lorsque— 0, avecx # 0 alors cette limite est la méme que celleuge
Il s’agit d’une forme indéterminée.
Premiére méthode
Regle de L Hospital, on pose
gx)=v14+x—-1 et h(x)=x

Alors
) = et KO =1
X) = e xX) =
g 2V1 +x
g’(x)= 1
h'(x) 2J1+x
y g’ (x) y 1 1
1rn,—= 1£n—=—
= IEONE- FNEENE

On en déduit que

\/1+x—1_1_ gx) 1

Et alors
] 1
ne " = 2
Deuxiéme méthode
On pose
glx)=+v1+x
Vi+x—-1 g(x)—g(0)
b B x—0
Il s’agit du taux de variation, en 0, de la fonctiory, sa limite esy’'(0). Commeg’(x) = N;_x :
x#0
Et alors
) 1
ne " = 2

Troisieme méthode

1 1
/1+——1></1+—+1) 1 1
1 < n n I+--1 o B 1

1+--1]=n =n =n =
/ 1 / 1 / 1 ’ 1
1+ﬁ+1 1+ﬁ+1 1+H+1 1+ﬁ+1
. ) 1 1
lim u, = lm —/7/— ==
n—-+oo n—-+oo 1
1+E+1

Allez a: Exercice 24 :



Correction exercice 25 :

1,
1 1 1 1 1 1
u"+1_u":n+2+n+3+n+4+m+ﬂ+2n+1+2n+2
1 1 1 1 1 1 1
_(n+1+n+2+n+3+'"+%):2n+1+2n+2_n+1

_2(n+1)+2n+1—2(2n+1)_

= <0
22n+1D(n+1) 22n+1)(n+1)
Donc la suitgu,,) ey €St croissante.
2. Vke{1,2, ..,n}
1 1 1
— < <
2n n+k n+1
Donc
1++1<1+1+1++1<1++1
2n 2n" n+1 n+2 n+3 2n n+1 n+1
xXn xXn
Autrement dit
n < n
o St
Ce qui entraine que
1
5 <u,<1

La suite(u,),cy €St majorée pdr et croissante donc elle converge vers une lilnite
1
Et on & < [<1.

Allez a: Exercice 25 :

Correction exercice 26 :
On va minoremw,, par une suite qui tend veso
vk € {1,..,n},3 + [sin(k)|Vk <3+ Vk <3 ++n
Ce qui entraine que
1 1

Vk €{1,..,n} >
{ ) 3+ |sin(k)|[Vk ~ 3++n

Donc

1 1 n
+...+ — -
3+vVn 3+vn 3+Vn

Xn

+ oo

On en déduit que
lim u, =+
n—-+oo

Allez a: Exercice 26 :

Correction exercice 27 :

) 1
Uptr — Up = 4Up —up + 1_6
Transformons le polynomex? — X + 116
Son discriminant est
1
A=1-4%X4x—=0
16



Donc, a un coefficient pres, il s’agit d’une identité remarquable
Alors

La suite(u,),cy €St croissante.

7 .y 1
Montrons par récurrence qu’elle est majorée par -.

, . 1 . 1
Pouru, = 0 c’est vrai. Montrons que u,, < 3 entraine que,,; < .

_1_+42<t1+4x(w2 1,4 1,11
tnt1 = 70 T *n S g 8 64 16 " 16 8

1 . . , 1 . .
Doncvn € N,u, < p (u,)nen €St Ccroissante et majorée gafonc elle converge vers une limitqui

vérifie
2

l—1+412(:>412 l+1—0=>4(l 1) —O(:)l—l
16 16 8/ 8

(u,)nen CONverge vers la seule limite possitz-lle
Allez a: Exercice 27 :

Correction exercice 28 :

1.
-1"  sin(n? -D*  |sin(n? 1 |sin(n? 1 1
(D", sin@)| _ D7, [sin))] 1 |sin@)] 11
n 2 n 2 n 2 n 2
La suite de terme génér;llabst décroissante et pour taut 5
1 < 1 < 1
n- 5 4
Donc pour tout = 5
—-1)"  sin(n? 1 1 3
(D" sinG)| _1,1_3
n 2 4 2 4

2. Pourtoutn > 5

3 n
o<u=(®) -0
un <\7)
Donc d’apres le théoréeme des gendarmes :

lim u, =0
n—+oo

Allez a: Exercice 28 :
Correction exercice 29 :
1
==e7% >0
Uy 3 e

Montrons par récurrence que pour tagt 1 queu, > 0
Pourn = 1 c¢’est vrai. Montrons que u,, > 0 entraine quet,,; > 0

e Un >0

u =

C’est une grosse évidence.
On en déduit que pour toat> 1

e Un

<
nz+2 nz+2

0 <upr =

Comme



n
0

lim =
n-+on? + 2
D’apres le théoreme des gendarmes

lim u,,, =0« lim u, =0
n—»+oo n—-+oo

Allez a: Exercice 29 :

Correction exercice 30 :
1.
Upsq —Up = —3+e%n
Pour montrer quéu, ),y €st décroissante il va falloir montrer que
—3+en< e ern<3 e u, <In(3)
Montrons cela par récurrence que< In(3)
e <3 =In(e) <In(3) = uy; =1 < In(3) pourn = 0 c’est vrai.
Montrons queu, < In(3) entraine quer,,,; < In(3)
Upe1 = Uy —3+e¥n <In(3) =3 + ™3 =In(3) =3+ 3 =In(3)
Donc pour tout € N, u,, < In(3)
Cela montre que,;; — u, < 0 et que la suitéu,),cy €4 décroissante.
2. Sila suite(u,) ey €St convergente vers une limitalors
l=1-3+ele0=-3+elee'=3=1=mIh(3)
Or la suite(u, ),y €St décroissante &t < In(3) donc elle ne peut pas converger Jags).
3. La suik (u,) ey est décroissante, si cette suite est minorée, elle converge or ce n’est pas le cas,
donc elle n’est pas minorée. Une suite décroissante et non minorée tend vers —oo.
Allez a: Exercice 30 :

Correction exercice 31 :
1. On pos€«H,), u, > 1, (Hy) est vraie, il reste a montrer qUé,,) entraine(H,,,.,)
U, >1=In(u,) >0=>uy =1+1In(u,) >1

2.
1 1—x
vx>1,f'(x)==—-1= <0
X X
Carx>1
La fonction est strictement décroissante, de p{d9 = In(1) — 1 + 1 = 0 donc pour touk > 1,
f(x) <o0.
3.

Uppr — Up = 1+ In(uy) —up = f(uy) <0
Car pour toun € N, u,, > 1. Ce qui montre que la suifa,,) est décroissante.
4. La suite est décroissante et minoréelpdonc elle converge vets> 1 telle que
I=1+In()e f)=0
Or pour toutc > 1 f(x) < 0 etf(1) = 0 donc la seule limite possible ést 1.
Allez a: Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
1. C’est faux, par exemple B = ]0,1] est minorée, sa borne inférieure @st 0 ¢ 10,1].
2. C’est faux, par exemple la suite (u,),> la suite de nombres réels définit par :

U, =n+ (_1)71\/%

_ (-D"
Uy —n<1 + 7 )

En transformantit,,, pourn > 0 :




Il est clair que

lim u, =+
n—-+oo

Unpy —Up =N+ 1+ (D" WVn+1—(n+(-D™n) =1+ (D" (Vn+Vn+1)
Donc poumn = 2p, U541 < Uzp, c€ qui montre que la suite n’est pas croissante méme a partir d’un
certain rang. En fait la suite augmente entrg ; etu,, et elle diminue un peu moins entrg, et
Uzp+1-
3. Une suite de Cauchy a valeurs réelle converge vers une lidhitec

Ve > 0,AN e N,vn > N, |u, —l| <€

Prenons = 1 (n’importe quelle valeur convient) alors |u,, — [| < 1 ce qui équivaut a
ANeEN,Vvn>N,-1<u,—1<1

Ou encore a

ANEN,Yn>N,l—-1<u,<l+1
Ensuite I’ensemble {ug, u4, ..., uy} €st un ensemble fini, il admet donc un minimum et un maximum,
notons les respectivement, etu, , ce qui signifie que

vn € {0,1,...,N}, Up, < Up < Up,
Par conséquent
vn € N, min(l -1, uno) <u, < max(l + 1, unl)
Donc la suitdu,) ey €St bornée.
Remarque cela signifie nullement que I’ensemble {u,, n € N} admet un maximum et un minimum,
cela peut étre le cas ou pas.
4. On fait comme si on n’avait rien vu.

Commencons par écrire ce que signifie :

lim |u,| =+
n—+oo

VAeER,INEN,VREN,n>N = |u,| > A
Puis écrivons la négation de cette proposition, attention, il y a un piege, la négation de
«n> N, |lu,| >A»estar <N ou |u,| <A»
JAERVNENIneNn>N et |u,| <A (1)
Car la négation déP) = (Q) est: (P) et non(Q)
La, il ne faut pas s’enthousiasmer en se disant que |u,| < A veut bien dire quéu,,),cy €St bornée.
Rappelons ce que signifie qu’une suite est bornée
JAe R, VneEN,|u,| <4 (2)
Ou strictement inférieure & si on veut.
Dans(1) ilyaun «3n € N » et dang2) il y a un «vn € N », cela pose pbléme parce que I’on
ne voit pas bien comment on pourrait faire pour transformer le « il existe » en « pour tout ». Il 'y a
sans doute un truc que I’on a pas vu, et si la proposition 4 était fausse malgré les apparences
trompeuses. Si par exem(gke,) ey admettait une soustte tendant vers 1’infini et que les autres
termes restent bornés, on serait dans le cadre de la proposition 4 et pourtant la suite n’est pas bornée,
donnons un exemple d’une telle suite : pour toutp € N
Upp =D €t Uy =0
La limite de la suité|u,|)neny = (Un)nen cette suite n’est pas +co car il existe une sous-suite
constante (et égaletd et pourtanfu,,),cy n’est pas bornée car il existe une sous-suite tendant vers
I’infini. Et voila !
Allez a: Exercice 32 :

Correction exercice 33 :
On rappelle qu’une suite (u, ) ey €St une suite de Cauchy si elle vérifie
Ve>0,AN e N,VvneN,VYmeENm=>n=>N= |u,, —u,|l <e



Ou encore
Ve >0,ANENVRENVPENR=N etp = 0= |upyy, —up| <€
Nions cette proposition
de >0,YyNeN,IJneN,IpeNn=>N et p >0 et |un+p —un| >e (1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Unip TUn St g E Aot '+n+p‘<§+§+"'+;>=n+1+"'+n+p
lunsp —un| =——+ -+ L S
n+1 n+p n+p n+p n+p
Xp

Ensuite on choisip de facon a ce qqanﬂ, — un| ne tende pas vefs p = n convient
Revenons &1), prenong = %, n quelconque (ici il n’y a pas besoin d’en prendre un en particulier, cela

marche avec tous !) pt= n, cela montre quél) est vrai, autrement dit qe,,),,>, n’est pas une suite
de Cauchy.

Malheureusement cela ne suffit pas pour montrer(@y®, s, tend vers 1’infini, par exemple la suite de
terme général—1)™ n’est pas une suite de Cauchy et elle ne tend pas vers .

Il faut rajouter que la suit@u,,),,s, €st croissante. Pour tout> 2

i +1+ L
=9 T3 n+l Tl
Ce qui entraine que
Upy1 > Up
La suite est croissante et elle n’est pas de Cauchy donc elle tend vers +oo.

Remarque :
Si ce résultat ne vous parait pas évident, démontrons-le, nous savons que si
(U )ns2 st croissante et majorée alors elle converge, donc c’est une suite de Cauchy.
La contraposée de cette phrase mathématique est
Si (u,)ns2 n’est pas de Cauchy alors elle n’est pas croissante ou elle n’est pas majorée.
Comme elle est croissante, elle n’est pas majorée.

Allez a: Exercice 33 :

Correction exercice 34 :
1. Nous allons montrer que@,,),,»1 n’est pas une suite de Cauchy.
Pour montrer que la suite,,),,»; n’est pas une suite de Cauchy on va montrer
Jde >0,YNeN,FneN,IpeN,n=>Netp =0 et |un+p —u|>e (1)

1 1 1 1 1 1 1
Unap — U b=t b=+ (+—+—+-%ﬁ
vl = [ o e o ,/—n+ VAR
NI |_ 1 1 L1
Vn+1 Jn+p \/n_-l-l \/n+p \/n+p Jn+p
xp
p

n+
Ensuite on choisip de fagcon a ce qqan+p - un| ne tende pas vefs p = n convient

n 1
vV +n=\/%>ﬁ

n quelconque (ici il n’y a pas besoin d’en prendre un en particulier,

3

|un+p - unl >

Revenons &1), prenong = f,
cela marche avec tous et n, cela montre quél) est vrai, autrement dit qe,,),,»; n’est pas une
suite de Cauchy. Par conséquent



lim u, = +o
n-+oo

a)
 ~ (n+1-Vn)(In+1+Vn) n+l-n 1
n+l=vn= N T Vntitvn Vailtom

D’autre part
Vn<vn+1=2vn<Vvn+1+vn<2vn+1=

Ce qui entraine que

1 1
< <
2yn+1 Vn+1++Vvn 2vVn

1 2 1
\/n—+1<2(\/n+1_ﬁ):—\/n—+1+\/ﬁ<ﬁ

b) On applique le 2.a pour toite {1,2, ...,n}
Premiere méthode

¢k1—+1<2(m‘m<v1_z
\/%<2(\/T—\/T)<%
\/%<2(W—x/§)<%
\/ﬁ<2(\/(n—l)+1—\/n—1)< n1—1
\/n1—+1<2(m_ﬁ)<%

Puis on fait la somme de cedignes
1
<2(Vn+1-vV1)<u
el ) <t

En simplifiant tous les termes qui se simplifient
L’inégalité de droite donne I’inégalité de gauche demandée 2(\/n +1- \/T) <u,
Et I’inégalité de gauche

u, — 1+

+2vn+1-2

u, — 1+

1
<2(\n+1-eu, <1-
A )

_—1+2(n+1) 1_2n+1
B Vvn+1 _\/n+1

Il faudrait montrer que pour toute N,

2n+1
<2ne2n+1<2ynn+1) @ 2n+1)?2 < 4n? +4n
Vn+1 ( ) e ( )

Seulement voila, c’est faux !
Alors au lieu de faire la somme depremieres lignes on va faire la somme xes1
premieres liges en ne gardant que 1’inégalité de gauche.

u, —1<2(vn—1)

1
Vvn+1

Ce qui entraine que
u, <2vn—1
Et voila. On a bien pour tout> 1.
2Vn+1-2<u,<2Vn-1

c) On divise ces inégalités pdn



< <
Vn Vn Vn
Ce qui entraine que
5 n+1 < <2 1
— — S v <S — —
n n- " Vn
D’apres le théoréeme des gendarmes
Jim, v, =2
Allez a: Exercice 34 :
Correction exercice 35 :
1. Pourp =1,
(H) VneN < 1 !
1 n '"m+12 n n+1
Pour montrer cela on va calculer
1 1 1  +D?*-nn+D-n n*+2n+1-n*-n-n_ 1 S
n n+l (m+12 n(n+ 1)2 B n(n + 1)? " n(n +1)2

Ce qui montre que

Montrons que(H,,

1 1

VneEN, —<———
n n+1)?% n n+1
) entraing(Hy )
1 1 1 1 1

——+ -+ + <—- +
(n+1)? n+p)? (m+p+1)2 n n+p (M+p+1)>
Il faut montrer que cette expression est majorée par

1 1
n n+p+1

Pour cela nous allons calculer la différence

1 1
n n+p+1
Donc

1 1 1 1 1 1
_<E_n+p+(n+p+1)2>:_n+p+1+n+p_(n+p+1)2
_—m+p+D+p)+(n+p+1)°—(n+p)

B (n+p)(n+p+1)?
_(m+p+D[-n+p)+(n+p+D]-(+p) (+p+1)—(n+p)

m+p)(n+p+1)2 C (nt+pn+p+1)2
1

:(n+p)(n+p+1)2

>0

1 1 4 1 <1 1
n n+p (m+p+1)? n n+p+1

En fait on aurait pu utilisefH;) en changeant en(n + p)

Par conséquent

1 1 1
(n+1)? n+p)? (m+p+1)? n n+p+1

Ce qui montre quéH,,) entraine(H, 1),

Et finalement

1 1 1

(n+ 1)2 n+p)? n n+p

vn € N,Vp € N*

On rappelle quéu,),>; est une suite de Cauchy si

0



Ve>0,3NEN,VREN,VpENN=Netp = 0= |uyy, —u,| <€
On choisit ure > 0 quelconque, &V tel quellv <e€

Pour toutn € N, n > N et pour toup € N*

1 1 1 1 1 1 1 1
lunsp — un|—|1+ stEt ottt o e +1)2+---+m—<1+ﬁ+3—+ +n>
=|—+---+ N P I S S
(n+1)? n+p)?l (m+1)? (n+p)2 n n+p n~ N
Ce qui montre que cette est une suite de Cauchy, comme il s’agit d’une suite réelle elle converge.

2
On verra en L2 que sa limite éréat
Allez a: Exercice 35 :



