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Nombres réels

Exercice n° @ # Fomesouirz.com

¢a soutra!

Soit (a,b) € R% Montrer que :

ab| < a242—62' ja+b] + a — b = |al + [b] + [|a] — [b]].
B o - [b]| < |a—0]. B |/l /ol < /b al.
la| + |b] < |a+b| + |a—b|. I4]ab—1] < (14 |a—1]) (1 + b —1|).

Exercice n° @

Soient n € N*, @y, 29, -+, Xpn, Y1,Y2, - , Y des nombres réels.

Montrer 'inégalité suivante dite de Cauchy-Shwarz :

($e) = (5) (54)

Indication : Ecrire Z(txl + 1;)? sous la forme at? + bt + ¢, étudier son signe puis en
i=1
déduire celui du discriminant associé.

En déduire I'inégalité dite de Holder :

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(S = (51) (%) -
i=1 i=1 i=1

n

Indication : Ecrire Z Ti4y;)? Z xi(zi+y;) —I—Z yi(x;+y;) puis utiliser I'inégalité
=1 i=1 i=1
de Cauchy-Schwarz pour les deux sommes.

Exercice n° @

Soient A et B deux parties de R non vides.
On suppose que A C B. Montrer que :
si B est majorée alors A est majorée et sup(A) < sup(B)
si A est minoré alors B est minorée et inf(A) > inf(B).

On suppose que A et B sont majorées. Montrer que A U B est majorée et
sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

On suppose que A et B sont minorées. Montrer que A U B est minorée et
inf(AU B) = min{inf(A), inf(B)}.



Onnote A+ B={a+0b | a€ Aetbe B}.
si A et B sont majorées alors A+ B est majorée et sup(A+B) = sup(A)+sup(B)
si A et B sont minorées A + B est minorée et inf(A + B) = inf(A) + inf(B).
On note —A ={—a | a € A}
si A est majorée alors —A est minorée et inf(—A) = —sup(A)

si A est minorée alors —A est majorée et sup(—A) = —inf(A).
Onnote A—B={a—b | a€ Abe B}.

si A est majorée et B est minorée alors A — B est majorée et
sup(A — B) = sup(A) — inf(B).

si A est minorée et B est majorée alors A — B est minorée et
inf(A — B) = inf(A) — sup(B).

Si f: R — R une fonction majorée, alors on note sup f(z) = sup{f(z) | = € R}.
R

S
Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions majorées. Montrer que
sup(f(z) + g(z)) < sup f(x) + sup g().
z€eR zeR z€R

Donner un exemple ou 1’égalité n’est pas vérifiée.

Si f: R — R une fonction minorée, alors on note irellfRf(x) =inf{f(z) | = € R}.

Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions minorées. Montrer que
inf(f(z) +g(x)) > inf f(x)+ inf g(z).

Donner un exemple ou 1’égalité n’est pas vérifiée.
Exercice n° 9

Préciser lorsqu’ils existent la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément,
le plus petit élément de chacune des parties de R suivantes :

A:{2+(_$)n; nEN*}, B:{(—l)"+1; neN*}.

n

Exercice n° @

1
Soit k € N*. Montrer que vk + 1 — Vk < m < Vk — Vk — 1. En déduire la partie

n2

entiere de — Z —= pour tout n € N*.
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