
C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

1 2

1

ωω0 (r)

ω0 (r) − 1

r2

ρ (Lω)

E N S E I G N E M E N T  S U P  M A T H

A
N

A
LY

S
E 

M
AT

R
IC

IE
LL

E 
CO

U
R

S
 E

T
 E

X
ER

CI
CE

S
 R

ÉS
O

LU
S

Ag réga t i on  –  Mas te r

Jean-Étienne Rombaldi

Cette deuxième édition du livre « Analyse matricielle » est 
corrigée et augmentée d’un chapitre sur les matrices réelles 
positives et stochastiques.

Cet ouvrage est consacré à l’étude de l’espace vectoriel Mn (K) 

des matrices carrées à coefficients réels ou complexes du point de vue 

algébrique et topologique, préalable nécessaire à tout cours d’analyse 

numérique. La synthèse réalisée par l’auteur permet aux étudiants 

d’approfondir leurs connaissances sur les espaces vectoriels normés et 

l’algèbre linéaire, des notions de base en algèbre linéaire et en topologie 

étant suffisantes pour la lecture de ce livre.

Le public visé est celui des candidats à l’agrégation (interne et externe) et 

également celui des étudiants de licence et maîtrise de mathématiques. 

Chaque chapitre est suivi d’une série d’exercices corrigés. Les résultats 

classiques sont illustrés par des exemples qui peuvent trouver leur place 

dans les leçons d’oral des concours.

Jean-Étienne Rombaldi est professeur agrégé de mathématiques, 

son dernier poste étant à l’institut Fourier de Grenoble (Université Grenoble-

Alpes). Il a longtemps été préparateur, à l’université et pour le compte 

du CNED à l’agrégation interne et externe de mathématiques.

www.edpsciences.org 

ISBN : 978-2-7598-2341-3

9 782759 823413

21 e

Agrégation 
Master

E N S E I G N E M E N T  S U P  M A T H

1 2

1

ωω0 (r)

ω0 (r) − 1

r2

ρ (Lω)

ANALYSE MATRICIELLE 
COURS ET
EXERCICES RÉSOLUS 
2e édition

Jean-Étienne Rombaldi

9782759823413_MathSup.indd   1 30/09/2019   17:51

Free Hand



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

1 2

1

ωω0 (r)

ω0 (r) − 1

r2

ρ (Lω)

E N S E I G N E M E N T  S U P  M A T H

A
N

A
LY

S
E 

M
AT

R
IC

IE
LL

E 
CO

U
R

S
 E

T
 E

X
ER

CI
CE

S
 R

ÉS
O

LU
S

Ag réga t i on  –  Mas te r

Jean-Étienne Rombaldi

Cette deuxième édition du livre « Analyse matricielle » est 
corrigée et augmentée d’un chapitre sur les matrices réelles 
positives et stochastiques.

Cet ouvrage est consacré à l’étude de l’espace vectoriel Mn (K) 

des matrices carrées à coefficients réels ou complexes du point de vue 

algébrique et topologique, préalable nécessaire à tout cours d’analyse 

numérique. La synthèse réalisée par l’auteur permet aux étudiants 

d’approfondir leurs connaissances sur les espaces vectoriels normés et 

l’algèbre linéaire, des notions de base en algèbre linéaire et en topologie 

étant suffisantes pour la lecture de ce livre.

Le public visé est celui des candidats à l’agrégation (interne et externe) et 

également celui des étudiants de licence et maîtrise de mathématiques. 

Chaque chapitre est suivi d’une série d’exercices corrigés. Les résultats 

classiques sont illustrés par des exemples qui peuvent trouver leur place 

dans les leçons d’oral des concours.

Jean-Étienne Rombaldi est professeur agrégé de mathématiques, 

son dernier poste étant à l’institut Fourier de Grenoble (Université Grenoble-

Alpes). Il a longtemps été préparateur, à l’université et pour le compte 

du CNED à l’agrégation interne et externe de mathématiques.

www.edpsciences.org 

Agrégation 
Master

E N S E I G N E M E N T  S U P  M A T H

1 2

1

ωω0 (r)

ω0 (r) − 1

r2

ρ (Lω)

ANALYSE MATRICIELLE 
COURS ET
EXERCICES RÉSOLUS 
2e édition

Jean-Étienne Rombaldi

9782759823413_MathSup.indd   1 30/09/2019   17:51

Free Hand

Free Hand

Free Hand



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

Jean‐Étienne ROMBALDI

Analyse matricielle 
Cours et exercices résolus

2e édition

Free Hand

Free Hand

Free Hand

Free Hand



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

Imprimé en France

ISBN (papier) : 978‐2‐7598‐2341‐3 ‐ ISBN (ebook) : 978‐2‐7598‐2419‐9

Tous droits de traduction, d’adaptation et de reproduction par tous procédés, réservés
pour tous pays. La loi du 11 mars 1957 n’autorisant, aux termes des alinéas 2 et 3 de
l’article 41, d’une part, que les « copies ou reproductions strictement réservées à
l’usage privé du copiste et non destinées à une utilisation collective », et d’autre part,
que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et d’illustration, « toute
représentation intégrale, ou partielle, faite sans le consentement de l’auteur ou de ses
ayants droit ou ayants cause est illicite » (alinéa 1er de l’article 40). Cette représentation
ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait donc une contrefaçon
sanctionnée par les articles 425 et suivants du code pénal.

© EDP Sciences, 2019

Dans la même collection

Éléments d’analyse réelle, 2e édition
Jean‐Étienne Rombaldi
2019, ISBN : 978‐2‐7598‐2339‐0

Thèmes pour lʹagrégation de mathématiques, 2e édition
Jean‐Étienne Rombaldi
2019, ISBN : 978‐2‐7598‐2340‐6

Free Hand

Free Hand

Free Hand

Free Hand



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

Table des matières

Avant-propos v

1 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéris-
tiques 1
1.1 Définitions et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Localisation des valeurs propres d’une matrice complexe . . . . . . 7
1.3 Matrice compagnon d’un polynôme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4 Le théorème de Cayley-Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Méthodes de calcul du polynôme caractéristique d’une matrice com-

plexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6 Sous espaces caractéristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.7 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Réduction des endomorphismes et des matrices 31
2.1 Trigonalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Diagonalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 Espaces vectoriels euclidiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.4 Réduction des matrices orthogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.5 Réduction des matrices symétriques réelles . . . . . . . . . . . . . . 42
2.6 Tridiagonalisation des matrices symétriques réelles. Méthode de Hou-

seholder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.7 Espaces vectoriels hermitiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.8 Réduction des matrices normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.9 Forme réduite de Jordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.10 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C) 73
3.1 Norme matricielle induite par une norme vectorielle . . . . . . . . 73
3.2 Le groupe topologique GLn (K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.3 Propriétés topologiques de l’ensemble des matrices diagonalisables

de Mn(C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.4 Rayon spectral d’une matrice complexe . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.5 Conditionnement d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.6 Quotient de Rayleigh-Ritz et Hausdorffien . . . . . . . . . . . . . . 96
3.7 Conditionnement des problèmes de valeurs propres . . . . . . . . . 99
3.8 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Free Hand

Free Hand

Free Hand

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
iv

4 Matrices positives et irréductibles 123
4.1 Matrices positives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.2 Matrices strictement positives et théorème de Perron-Frobenius . . 128
4.3 Matrices irréductibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.4 Matrices primitives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
4.5 Matrices stochastiques et bistochastiques . . . . . . . . . . . . . . . 141
4.6 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

5 Systèmes linéaires 161
5.1 Position des problèmes et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
5.2 Problèmes numériques liés à la résolution des systèmes linéaires . . 162
5.3 Cas des matrices triangulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.4 Matrices de dilatation et de transvection. Opérations élémentaires 164
5.5 Méthode des pivots de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
5.6 Résolution des systèmes linéaires à coefficients entiers . . . . . . . 170
5.7 Décomposition LR ou méthode de Crout . . . . . . . . . . . . . . . 171
5.8 Décomposition LD tL des matrices symétriques réelles . . . . . . . 174
5.9 Décomposition de Cholesky des matrices symétriques réelles définies

positives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
5.10 Méthode d’élimination de Gauss-Jordan . . . . . . . . . . . . . . . 176
5.11 Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires . . . . . . 177
5.12 Méthode de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
5.13 Méthode de Gauss-Seidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.14 Méthode de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
5.15 Méthodes de descente et de gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
5.16 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6 Calcul approché des valeurs et vecteurs propres 209
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
6.2 Méthode de la puissance itérée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
6.3 Méthode de Jacobi pour les matrices symétriques . . . . . . . . . . 213
6.4 La méthode de Givens et Householder . . . . . . . . . . . . . . . . 218
6.5 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

7 Systèmes différentiels linéaires et exponentielle d’une matrice 229
7.1 Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants . . . . . . . 229
7.2 L’exponentielle d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
7.3 Un algorithme de calcul de l’exponentielle d’une matrice . . . . . . 239
7.4 Equations différentielles linéaires d’ordre n à coefficients constants 240
7.5 Systèmes différentiels linéaires à coefficients non constants . . . . . 242
7.6 Méthode de variation des constantes . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
7.7 Surjectivité et injectivité de l’exponentielle matricielle . . . . . . . 247
7.8 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6

Avant-propos

Cet ouvrage, qui pourrait s’intituler « Matrices réelles et complexes, propriétés
algébriques et topologiques, applications » est consacré à l’étude de l’espace vec-
toriel Mn (K) des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels ou complexes du
point de vue algébrique et topologique. Cette étude est un préalable important à
tout bon cours d’analyse numérique.

Des connaissances de base en algèbre linéaire et en topologie sont amplement
suffisantes pour la lecture de cet ouvrage.

Le public visé est celui des étudiants du deuxième cycle universitaire et des
candidats à l’Agrégation externe et interne de Mathématiques.

La synthèse proposée est un bon moyen de réviser ses connaissances sur les
espaces vectoriels normés et l’algèbre linéaire. Les candidats à l’agrégation trouve-
ront tout au long de cet ouvrage de nombreux exemples d’applications des résultats
classiques souvent proposés dans les leçons d’oral. Par exemple, si dans une leçon
sur le groupe orthogonal on pense à mentionner la compacité de On (R) il faut
avoir réfléchi à quelques exemples d’applications de ce résultat. En suivant cette
idée, je me suis efforcé de faire suivre chaque résultat classique et important d’un
certain nombre d’applications.

Chaque chapitre est suivi d’une liste d’exercices corrigés. Une bonne utilisa-
tion de ces exercices consiste bien évidemment à les chercher au préalable, puis à
confronter les résultats obtenus aux solutions proposées.

L’étude des propriétés topologiques de l’espace vectoriel Mn (K) et l’application
aux méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires et de recherche des
valeurs et vecteurs propres utilisent quelques résultats de base sur les espaces
vectoriels normés de dimension finie. On pourra se reporter à [18] pour l’étude des
espaces vectoriels normés. En particulier, le théorème du point fixe de Banach est
utilisé dans l’étude des systèmes différentiels linéaires.

Les chapitre 1 et 2 sont consacrés à l’étude des valeurs et vecteurs propres des
matrices réelles ou complexes. Les résultats importants sont le théorème de décom-
position des noyaux et les divers théorèmes de réduction à la forme triangulaire
ou diagonale.

C’est au chapitre 3 qu’on aborde l’étude des propriétés topologiques de l’espace
vectoriel Mn (K) . On y introduit les notions de norme matricielle induite par une
norme vectorielle et on démontre quelques résultats classiques de densité et de
connexité.
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vi Avant-propos

Pour ce qui est des applications de ce chapitre, je me suis limité à l’analyse
numérique linéaire. Pour une application aux groupes de Lie, le lecteur intéressé
pourra consulter l’ouvrage de Mnéimné et Testard [12].

Le chapitre 4, qui n’était pas présent dans la première édition, est consacré à
l’étude des matrices à coefficients positifs ou strictement positifs avec pour ap-
plication une étude des matrices stochastiques et doublement stochastiques qui
interviennent en théorie des probabilités.

Les chapitres 5 et 6 sont deux chapitres importants de l’analyse numérique
linéaire. On s’intéresse aux méthodes directes et itératives de résolution des sys-
tèmes linéaires et aux méthodes de calcul approché des valeurs et vecteurs propres
d’une matrice carrée réelle ou complexe.

Enfin le chapitre 7 est une application à l’étude des systèmes différentiels li-
néaires à coefficients constants ou non et à l’exponentielle d’une matrice. L’expo-
nentielle d’une matrice y est définie à partir de l’étude des systèmes différentiels
linéaires à coefficients constants.

Cette deuxième édition différe de la première par la suppression du premier
chapitre sur les espaces vectoriels normés et l’ajout d’un chapitre sur les matrices
réelles positives. On renvoie à [18], publié chez le même éditeur, pour les résultats
sur les espaces vectoriels normés utilisés dans cet ouvrage.

Je tiens à remercier les éditions EDP Sciences pour la confiance qu’ils m’ac-
cordent en publiant une deuxième édition de ce travail.
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6 Chapitre 1

Polynômes minimal et
caractéristique. Sous espaces

caractéristiques

Pour ce chapitre, K est un corps commutatif et E un K-espace vectoriel de
dimension n ≥ 1.

Pour toute partie non vide X de E on désigne par Vect (X) le sous espace
vectoriel de E engendré par X, soit l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
(finies) d’éléments de X.

On note L (E) l’algèbre des endomorphismes de E, Mn (K) l’algèbre des ma-
trices carrées d’ordre n à coefficients dans K et GLn (K) le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de Mn (K) .

On note Id [resp. In] l’endomorphisme [resp. la matrice] identité.
Pour tous i, j compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous les coeffi-

cients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1. La famille (Ei,j)1≤i,j≤n est la
une base canonique de Mn (K) .

Le choix d’une base B = (ek)1≤k≤n de E permet de réaliser un isomorphisme
d’algèbres de L (E) sur Mn (K) . Cet isomorphisme est réalisé de la façon suivante :
à tout endomorphisme u de E, on associe sa matrice A = ((aij))1≤i,j≤n ∈ Mn (K)
dans la base B définie par :

∀j ∈ {1, · · · , n} , u (ej) =
n∑

i=1

aijei

À toute matrice A dans Mn (K) est associé l’endomorphisme de Kn, que nous
noterons encore A :

A : Kn → Kn

x = (xi)1≤i≤n �→ Ax =

(
n∑

j=1

aijxj

)
1≤i≤n

On désigne par K [X] l’anneau des polynômes à coefficients dans K et par K (X)
son corps des fractions rationnelles.
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2 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Un polynôme non nul est dit unitaire si son coefficient dominant est égal à 1.
On rappelle que K [X] est un anneau euclidien, donc principal et factoriel.

Un résultat qui nous sera utile est le théorème de Bézout qui nous dit que deux
polynômes A et B sont premiers entre eux dans K [X] si, et seulement si, il existe
deux polynômes U et V dans K [X] tels que AU +BV = 1.

Pour tout endomorphisme u de E, on note u0 = Id et on définit les puissances
successives de u par la relation de récurrence uk+1 = uk pour tout k ∈ N, ce qui

nous permet de définir, pour tout polynôme P =

p∑
k=0

akX
k ∈ K [X] , l’endomor-

phisme P (u) =

p∑
k=0

aku
k. La sous algèbre de L (E) engendrée par u est constituée

des endomorphismes v = P (u) où P est dans K [X] . On note naturellement K [u]
cette algèbre et il est facile de vérifier qu’elle est commutative. Précisément on a :

∀ (P,Q) ∈ K [X]
2
, (PQ) (u) = P (u) ◦Q (u) = Q (u) ◦ P (u)

On définit de manière analogue la sous algèbre K [A] de Mn (K) engendrée par
une matrice A ∈ Mn (K) . Si A est la matrice de u dans une base B de E, la
matrice de P (u) dans B est alors P (A) .

1.1 Définitions et premières propriétés

L’espace vectoriel L (E) étant de dimension n2, on en déduit que pour tout
endomorphisme u de E la famille

(
uk
)
0≤k≤n2 est liée, ce qui se traduit en disant

qu’il existe un polynôme P non nul dans K [X] tel que P (u) = 0. Il en résulte que
l’ensemble Iu = {P ∈ K [X] | P (u) = 0} n’est pas réduit au polynôme nul. Cet
ensemble qui est le noyau du morphisme d’algèbres P �→ P (u) , est un idéal de
K [X] . L’anneau K [X] étant principal on peut donner la définition suivante.

Définition 1.1. Pour tout endomorphisme u de E, on appelle idéal annu-
lateur de u l’idéal Iu et polynôme minimal de u le générateur unitaire de
cet idéal. On note πu ce polynôme.

On a donc Iu = {P ∈ K [X] | P (u) = 0} = K [X]πu et πu est le polynôme
unitaire de plus petit degré annulant u.

On définit de manière analogue le polynôme minimal d’une matrice A ∈ Mn (K) .
Si u ∈ L (E) a pour matrice A dans une base de E, il a alors le même polynôme

minimal que A.

Définition 1.2. Soit u un endomorphisme de E. On dit que λ dans K
est une valeur propre de u s’il existe un vecteur non nul x dans E tel que
u (x) = λx. On dit alors que x est un vecteur propre de u associé à la valeur
propre λ et que le sous espace vectoriel de Eλ = ker (u− λId) de E est
le sous espace propre associé à λ. L’ensemble des valeurs propres de u est
appelé le spectre de u et noté Sp (u) .

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Définitions et premières propriétés 3

Définition 1.3. Soit A ∈ Mn (K) . On dit que λ dans K est valeur propre
de A s’il existe un vecteur non nul x dans Kn tel que Ax = λx. On dit alors
que x est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ et que le sous
espace vectoriel Eλ = ker (A− λIn) de Kn est le sous espace propre associé
à λ. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et noté
Sp (A) .

Si u ∈ L (E) a pour matrice A dans une base de E, un scalaire λ ∈ K est valeur
propre de u si, et seulement si, il est valeur propre de A.

Pour A ∈ Mn (K) et λ ∈ K, on a les équivalences :

(λ ∈ Sp (A)) ⇔ (ker (A− λIn) 	= {0}) ⇔ (A− λIn /∈ GLn (K))

⇔ (det (A− λIn) = 0)

La matrice XIn − A étant un élément de Mn (K [X]) ⊂ Mn (K (X)) , on peut
considérer son déterminant χA (X) = det (A−XIn) qui est un élément de K [X] .
Ce déterminant est le polynôme caractéristique de la matrice A. C’est un polynôme
unitaire de degré n.

Une matrice et sa transposée ayant même déterminant, on en déduit qu’elles
ont le même polynôme caractéristique.

Pour toute matrice P ∈ GLn (K) , les matrices A − XIn et P−1AP − XIn =
P−1 (A−XIn)P sont semblables dans Mn (K (X)) , donc χA = χP−1AP . On
peut donc définir le polynôme caractéristique d’un endomorphisme u ∈ L (E) par
χu (X) = χA (X) , où A est la matrice de u dans une quelconque base de E. On
peut noter χu (X) = det (u−XId) .

Avec ces notations, le spectre de u [resp. de A] est l’ensemble des racines de
son polynôme caractéristique. C’est donc une partie finie de K ayant au plus n
éléments. Ce spectre peut être vide (par exemple pour K = R) ou pas (par exemple
pour K = C d’après le théorème de d’Alembert-Gauss).

On rappelle que la trace d’une matrice A = ((aij))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) est

Tr (A) =

n∑
i=1

aii. Pour A,B dans Mn (K) , on a :

Tr (AB) =
n∑

k=1

(AB)kk =

n∑
k=1

n∑
i=1

aikbk,i =

n∑
i=1

n∑
k=1

bk,iaik

=

n∑
i=1

(BA)ii = Tr (BA)

Il en résulte que deux matrices semblables ont même trace. En effet si B =
P−1AP avec P ∈ GLn (K) , on a alors :

Tr (B) = Tr
(
P−1 (AP )

)
= Tr

(
(AP )P−1

)
= Tr (A)

On peut donc définir la trace de u ∈ L (E) comme la trace de sa matrice dans
n’importe quelle base de E.
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6
4 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Théorème 1.1.

Si A = ((aij))1≤i,j≤n ∈ Mn (K) admet n valeurs propres λ1, · · · , λn

distinctes ou confondues dans K, on a alors :

det (A) =

n∏
k=1

λk et Tr (A) =

n∑
k=1

λk

Preuve. Le développement du déterminant dans Mn (K (X)) nous donne :

χA (X) =

∣∣∣∣∣∣∣
X − a11 · · · −a1,n

...
. . .

...
−an,1 · · · X − an,n

∣∣∣∣∣∣∣ = Xn −Tr (A)Xn−1 + · · ·+ (−1)
n
det (A)

et dans le cas où χA est scindé sur K, on a aussi :

χA (X) =

n∏
k=1

(X − λk) = Xn −
(

n∑
k=1

λk

)
Xn−1 + · · ·+ (−1)

n
n∏

k=1

λk

ce qui nous donne, par identification des coefficients de Xn−1 et des coefficients

constants, les égalités Tr (A) =

n∑
k=1

λk et det (A) =

n∏
k=1

λk. �

Théorème 1.2.

Soient u ∈ L (E) et P ∈ K [X] . Pour toute valeur propre λ ∈ Sp (u) ,
P (λ) est valeur propre de P (u) . Pour K est algébriquement clos, on a
Sp (P (u)) = {P (λ) | λ ∈ Sp (u)} .

Preuve. Si λ ∈ K est une valeur propre de u et x ∈ E \ {0} un vecteur propre
associé, on vérifie alors facilement que pour tout polynôme P ∈ K [X] , on a
P (u)x = P (λ)x. En effet, de u (x) = λx, on déduit par récurrence sur k ≥ 0 que
uk (x) = λkx pour tout k ∈ N, puis par linéarité, il en résulte que P (u)x = P (λ)x
pour tout P ∈ K [X] . Ce qui signifie que x est un vecteur propre de P (u) associé
à la valeur propre P (λ) .

Si P (X) = a0 est un polynôme constant, P (u) = a0Id a alors pour unique
valeur propre a0, l’espace propre associé étant E.

On suppose que K est algébriquement clos et que P est non constant (Sp (u) et
Sp (P (u)) sont donc non vides). On a vu que {P (λ) | λ ∈ Sp (u)} ⊂ Sp (P (u)) .
Si μ ∈ Sp (P (u)) , en notant Q (X) = P (X) − μ, l’endomorphisme Q (u) est non

injectif et en écrivant que Q (X) = α

p∏
i=1

(X − λi)
mi (K est algébriquement clos),

on en déduit qu’il existe un indice i tel que l’endomorphisme u − λiId soit non
injectif ce qui signifie que λi est une valeur propre de u, puis de Q (λi) = 0, on
déduit que μ = P (λi) . En définitive on a Sp (P (u)) = {P (λ) | λ ∈ Sp (u)} . �
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6
Définitions et premières propriétés 5

Pour K non algébriquement clos, l’inclusion {P (λ) | λ ∈ Sp (u)} ⊂ Sp (P (u))

peut être stricte. Par exemple pour A =

(
0 −1
1 0

)
∈ M2 (R) et P (X) = X2,

on a A2 = −I2 et Sp (A) = ∅, donc l’inclusion est stricte.

Lemme 1.1 Soit u un endomorphisme non nul de E. Si F est un sous espace
vectoriel de E stable par u, le polynôme caractéristique de la restriction de u à F
divise alors celui de u.

Preuve. Soit B1 une base de F complétée en une base B = B1 ∪ B2 de E. Dans

cette base la matrice de u est A =

(
A1 A2

0 A3

)
où A1 est la matrice, dans la base

B1, de la restriction de u à F (F est stable par u) et le polynôme caractéristique
de u s’écrit χu (X) = det (A1 −XIn1) det (A3 −XIn3) . Il en résulte que χu est
un multiple du polynôme caractéristique de la restriction de u à F. �

Théorème 1.3.

Soient u un endomorphisme de E et λ ∈ K une valeur propre de u. Si λ
a pour multiplicité α en tant que racine du polynôme caractéristique de u,
on a alors 1 ≤ dim (ker (u− λId)) ≤ α.

Preuve. Pour λ ∈ Sp (u) , le sous-espace vectoriel Eλ = ker (u− λId) n’est pas
réduit au vecteur nul et sa dimension est supérieure ou égale à 1. Ce sous-espace
vectoriel étant stable par u, le polynôme caractéristique χλ de la restriction de
u à Eλ divise le polynôme caractéristique χu de u (lemme 1.1). En remarquant
que χλ (X) = (λ−X)

δ où δ est la dimension de Eλ, on en déduit que χu (X) =

(λ−X)
δ
Q (X) et la racine λ de χu étant de multiplicité α, on a nécessairement

δ ≤ α. �
Théorème 1.4.

Soit u un endomorphisme de E. Les valeurs propres de u sont les racines
de son polynôme minimal.

Preuve. Si λ ∈ K est une valeur propre de u et x un vecteur propre (non nul)
associé, de l’égalité 0 = πu (u) (x) = πu (λ)x avec x 	= 0, on déduit que πu (λ) = 0,
c’est-à-dire que λ est racine de πu. Réciproquement si λ est racine de πu, on a alors
πu (X) = (X − λ)Q (X) et avec πu (u) = (u− λId) ◦ Q (u) = 0 et du caractère
minimal de πu on déduit que u−λId est non inversible, ce qui équivaut à dire que
λ est une valeur propre de u. �

Définition 1.4. Soit u un endomorphisme de E. La multiplicité d’une
valeur propre de u en tant que racine de son polynôme minimal est appelée
l’indice de cette valeur propre.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
6 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Définition 1.5. On dit qu’un endomorphisme u ∈ L (E) [resp. une matrice
A ∈ Mn (K)] est nilpotent [resp. nilpotente] s’il existe un entier r stricte-
ment positif tel que ur−1 	= 0 et ur = 0. [resp. Ar−1 	= 0 et Ar = 0.]. On dit
que r est l’ordre de nilpotence de u [resp. de A].

Il est facile de vérifier que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme
nilpotent.

Lemme 1.2 Si u ∈ L (E) est nilpotent, on a alors Tr
(
uk
)
= 0 pour tout k compris

entre 1 et n. Pour K de caractéristique nulle, un endomorphisme u ∈ L (E) est
nilpotent si, et seulement si, Tr

(
uk
)
= 0 pour tout k compris entre 1 et n.

Preuve.

1. On vérifie tout d’abord par récurrence sur la dimension n ≥ 1 de E, qu’un en-
domorphisme nilpotent est de trace nulle. Pour n = 1, l’unique endomorphisme
nilpotent est l’endomorphisme nul et sa trace est nulle. Supposons le résultat
acquis pour les espaces vectoriels de dimension au plus égale à n− 1 ≥ 1 et soit
u ∈ L (E) nilpotent d’ordre r ≥ 1 avec E de dimension n ≥ 2. Comme 0 est
valeur propre de u (ur−1 	= 0, donc il existe y ∈ E tel que x = ur−1 (y) 	= 0
et on a u (x) = ur (y) = 0), il existe un vecteur non nul e1 dans le noyau
de u et complétant ce vecteur en une base B1 de E, la matrice de u dans B1

est de la forme A =

(
0 α
0 B

)
où α ∈ M1,n−1 (K) et B ∈ Mn−1 (K) . Avec

Ar =

(
0 αBr−1

0 Br

)
= 0, on déduit que B est nilpotente et en conséquence

Tr (B) = 0 (l’hypothèse de récurrence nous donne le résultat sur Mn−1 (K)),
ce qui entraîne que Tr (u) = Tr (A) = Tr (B) = 0.

2. Si u ∈ L (E) est nilpotent, il en est alors de même de uk pour tout entier k ≥ 1
et en conséquence, Tr

(
uk
)
= 0.

3. Pour la réciproque avec K de caractéristique nulle, on procède encore par récur-
rence sur la dimension n ≥ 1 de E. Pour n = 1, on a u (x) = λx, Tr (u) = λ et
le résultat est trivial. Supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de
dimension au plus égale à n− 1 ≥ 1 et soit u ∈ L (E) tel que Tr

(
uk
)
= 0 pour

tout k compris entre 1 et n = dim (E) ≥ 2. En désignant par χu (X) =

n∑
k=0

akX
k

le polynôme caractéristique de u et en tenant compte de χu (u) =

n∑
k=0

aku
k = 0

et Tr
(
uk
)

= 0 pour k = 1, · · · , n, on déduit que Tr (χu (u)) = na0 = 0
et a0 = det (u) = 0 puisque K de caractéristique nulle. Donc 0 est valeur
propre de u et il existe une base B de E, dans laquelle la matrice de u est

de la forme A =

(
0 α
0 B

)
où α ∈ M1,n−1 (K) et B ∈ Mn−1 (K) . Avec

Ak =

(
0 αBk−1

0 Bk

)
, on déduit que Tr

(
Bk
)
= Tr

(
Ak
)
= Tr

(
uk
)
= 0 pour

tout k = 1, · · · , n et l’hypothèse de récurrence nous dit que B est nilpotente.
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6
Localisation des valeurs propres d’une matrice complexe 7

Enfin, en notant p l’indice de nilpotence de B, avec Ap+1 =

(
0 αBp

0 Bp+1

)
= 0,

on déduit que A est nilpotente et il en est de même de u.

On peut aussi procéder comme suit en écrivant le polynôme minimal de u sous
la forme πu (X) = XrQ (X) avec Q (0) 	= 0. Le théorème de décomposition des
noyaux (théorème 1.11) nous dit que E = F ⊕ G, où les espaces F = ker (ur)
et G = ker (Q (u)) sont stables par u (commutativité de K [u]). Si Q est non

constant, il s’écrit alors Q (X) = Xp−r +

p−r−1∑
k=0

akX
k avec 0 ≤ r ≤ p− 1 et on a

0 = Q (u)|G = Q
(
u|G
)
, donc Tr

(
Q
(
u|G
))

= Tr
(
up−r
|G
)
+

p−r−1∑
k=0

ak Tr
(
uk
|G
)
= 0

et Tr
(
up−r
|G
)
+

p−r−1∑
k=1

ak Tr
(
uk
|G
)
= −a0 dim (G) 	= 0 (on est en caractéristique

nulle et a0 = Q (0)). Il existe donc un entier k compris entre 1 et p − r ≤ n

tel que Tr
(
uk
|G
)

	= 0. Utilisant la matrice de uk dans une base adaptée à
la somme directe E = F ⊕ G, F et G étant stables par uk, on aboutit à
Tr
(
uk
)
= Tr

(
uk
|F
)
+ Tr

(
uk
|G
)
= Tr

(
uk
|G
)
	= 0, ce qui n’est pas. Le polynôme

Q est donc constant égal à 1, ce qui nous donne πu (X) = Xr et signifie que u
est nilpotent d’ordre r.

�

1.2 Localisation des valeurs propres d’une ma-
trice complexe

Pour ce paragraphe, K désigne le corps des nombres complexes et l’espace vec-
toriel Cn est muni de la norme x �→ ‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi| .

Pour λ ∈ C et R ∈ R+, on note D (λ,R) = {z ∈ C | |z − λ| ≤ R} le disque
fermé de centre λ et de rayon R dans le plan complexe.

Pour n ≥ 2, A ∈ Mn (C) et i, j compris entre 1 et n, on note :

Li =
n∑

j=1
j �=i

|aij | , Cj =
n∑

i=1
i�=j

|aij | , L = max
1≤i≤n

(Li + |aii|) , C = max
1≤j≤n

(Cj + |ajj |)

Théorème 1.5. Gerschgörin-Hadamard

Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a Sp (A) ⊂
n⋃

i=1

D (aii, Li) .
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8 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Preuve. Soient λ ∈ Sp (A) et x ∈ Cn un vecteur propre associé tel que ‖x‖∞ = 1.
Pour i ∈ {1, · · · , n} tel que |xi| = ‖x‖∞ , on a :

|λ− aii| = |(λ− aii)xi| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
j �=i

aijxj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
⎛⎜⎜⎝ n∑

j=1
j �=i

|aij |

⎞⎟⎟⎠ ‖x‖∞ = Li

soit λ ∈ D (aii, Li) . �

On a aussi l’inclusion Sp (A) = Sp ( tA) ⊂
n⋃

j=1

D (ajj , Cj) .

Les disques fermés D (aii, Li) sont les disques de Gerschgörin.
L’exercice 1.9 est une application du théorème de Gerschgörin-Hadamard au

calcul des valeurs propres d’une matrice.

Corollaire 1.1 : Pour toute valeur propre λ ∈ C de A ∈ Mn (C) on a
|λ| ≤ min (L,C) .

Preuve. Pour λ ∈ Sp (A) et i ∈ {1, · · · , n} tel que |λ− aii| ≤ Li, on a :

|λ| ≤ |λ− aii|+ |aii| ≤ Li + |aii| ≤ L

Remplaçant A par sa transposées, on a aussi |λ| ≤ C, donc |λ| ≤ min (L,C) . �

Définition 1.6. Une matrice A ∈ Mn (C) est dite à diagonale strictement
dominante si :

∀i ∈ {1, · · · , n} , |aii| > Li

Les matrices à diagonale strictement dominante se rencontrent dans de nom-
breux problèmes, par exemple dans le problème de l’interpolation par des fonctions
splines cubiques ou dans les problèmes de résolutions d’équations aux dérivées par-
tielles par des méthodes de discrétisation par différences finies (voir [17]).

Corollaire 1.2 : Une matrice A ∈ Mn (C) à diagonale strictement do-
minante est inversible.

Preuve. Soient A ∈ Mn (C) , λ ∈ Sp (A) et i compris entre 1 et n tel que
|λ− aii| ≤ Li. Dans le cas où A est à diagonale strictement dominante, on ne peut
avoir λ = 0. On a donc Sp (A) ⊂ C∗, ce qui implique que A est inversible. �

Une généralisation du théorème de Gerschgörin et Hadamard est le théorème
d’Ostrowski qui suit.

Lemme 1.3 Soit A dans Mn (C) . S’il existe un réel α ∈ [0, 1] tel que :

∀i ∈ {1, · · · , n} , |aii| > Lα
i C

1−α
i

la matrice A est alors inversible.
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Localisation des valeurs propres d’une matrice complexe 9

Preuve. Pour α = 1, il s’agit du corollaire 1.2 et pour α = 0, c’est encore le
corollaire 1.2 appliqué à tA.

On suppose que α ∈ ]0, 1[ et que A est non inversible, ce qui revient à dire que
0 est valeur propre de A. Si x ∈ Cn \ {0} est un vecteur propre non nul associé, il
est alors solution non nulle du système linéaire :

n∑
j=1

aijxj = 0 (1 ≤ i ≤ n)

et on a :

|aii| |xi| ≤
n∑

j=1
j �=i

|aij | |xj | (1 ≤ i ≤ n)

Tenant compte de Lα
i C

1−α
i < |aii| , pour tout i ∈ {1, · · · , n} , on en déduit que :

Lα
i C

1−α
i |xi| ≤

n∑
j=1
j �=i

|aij | |xj | (1 ≤ i ≤ n)

l’inégalité étant stricte pour tous les indices i tels que xi 	= 0. Utilisant l’inégalité
de Hölder, on obtient pour 1 ≤ i ≤ n :

Lα
i C

1−α
i |xi| ≤

n∑
j=1
j �=i

|aij |α
(
|aij |1−α |xj |

)

≤

⎛⎜⎜⎝ n∑
j=1
j �=i

|aij |

⎞⎟⎟⎠
α⎛⎜⎜⎝ n∑

j=1
j �=i

|aij | |xj |
1

1−α

⎞⎟⎟⎠
1−α

= Lα
i

⎛⎜⎜⎝ n∑
j=1
j �=i

|aij | |xj |
1

1−α

⎞⎟⎟⎠
1−α

Pour xi 	= 0, l’inégalité est stricte et nécessairement Li > 0. On en déduit donc
que :

Ci |xi|
1

1−α ≤
n∑

j=1
j �=i

|aij | |xj |
1

1−α (1 ≤ i ≤ n)

l’inégalité étant stricte pour xi 	= 0 et évidente pour xi = 0. En additionnant ces
inégalités, on aboutit à :

S =

n∑
i=1

Ci |xi|
1

1−α <

n∑
i=1

n∑
j=1
j �=i

|aij | |xj |
1

1−α =

n∑
j=1

Cj |xj |
1

1−α = S

ce qui est impossible. La matrice A est donc nécessairement inversible. �
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Théorème 1.6. Ostrowski

Pour tout réel α ∈ [0, 1] et toute matrice A ∈ Mn (C) , on a :

Sp (A) ⊂
n⋃

i=1

D
(
aii, L

α
i C

1−α
i

)

Preuve. Pour λ ∈ Sp (A) , la matrice A − λIn est non inversible et le lemme
précédent nous dit que pour tout réel α ∈ [0, 1] , il existe un indice i ∈ {1, · · · , n}
tel que |aii − λ| ≤ Lα

i C
1−α
i . �

Corollaire 1.3 : Pour A ∈ Mn (C) et λ ∈ Sp (A) , il existe i ∈ {1, · · · , n}
tel que |λ|2 ≤ (Li + |aii|) (Ci + |aii|) .

Preuve. Prenant α =
1

2
dans le théorème d’Ostrowski, on peut trouver i compris

entre 1 et n tel que |aii − λ| ≤
√
LiCi, ce qui implique que :

|λ| ≤ |aii|+
√
LiCi ≤

√
(|aii|+ Li) (|aii|+ Ci)

la dernière inégalité résultant de 2
√
LiCi ≤ Ci + Li. �

1.3 Matrice compagnon d’un polynôme
K est à nouveau un corps commutatif.

À tout polynôme unitaire P (X) = Xn −
n−1∑
k=0

akX
k de degré n ≥ 1 dans K [X] ,

on associe sa matrice compagnon CP ∈ Mn (K) définie par :

CP =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0 a0

1
. . .

... a1
...

. . . 0
...

0 · · · 1 an−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Pour n = 1, on a P (X) = X − a0 et CP = (a0) .
Une telle matrice est aussi appelée matrice de Frobenius.
Pour ce paragraphe, on se fixe P ∈ K [X] unitaire de degré n ≥ 1 et uP est

l’endomorphisme de Kn de matrice CP dans la base canonique B = (ek)1≤k≤n .

On a donc uP (ek−1) = ek pour k compris entre 2 et n et uP (en) =

n−1∑
k=0

akek+1. Il

en résulte que ek = uk−1
P (e1) pour k compris entre 1 et n.

Lemme 1.4 Pour tout polynôme Q ∈ K [X] , on a Q (uP ) = 0 si, et seulement si,
Q (uP ) (e1) = 0.
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Matrice compagnon d’un polynôme 11

Preuve. Si Q (uP ) = 0, on a alors en particulier Q (u) (e1) = 0. Réciproquement,
si Q (uP ) (e1) = 0, on a alors pour tout k compris entre 2 et n :

Q (uP ) (ek) = Q (uP )
(
uk−1
P (e1)

)
= uk−1

P (Q (uP ) (e1)) = 0

donc Q (u) = 0. �
Théorème 1.7.

Un polynôme unitaire P est polynôme minimal et polynôme caractéris-
tique de sa matrice compagnon CP .

Preuve. L’égalité uP (en) =

n−1∑
k=0

akek+1 se traduit par un
P (e1) =

n−1∑
k=0

aku
k
P (e1) ,

soit P (uP ) (e1) = 0, ce qui équivaut à P (uP ) = 0 d’après le lemme précé-
dent. Le polynôme minimal πuP

divise donc P et deg (πuP
) ≤ n. La famille de

vecteurs (ek)1≤k≤n =
(
uk−1
P (e1)

)
1≤k≤n

étant libre, il n’existe pas de polynôme
Q ∈ Kn−1 [X] \ {0} tel que Q (UP ) = 0, donc deg (πuP

) ≥ n. Le polynôme mini-
mal πuP

est donc de degré n et égal à P puisque unitaire divisant P. On a donc
πCP

= πuP
= P.

Le calcul du polynôme caractéristique χCP
peut se faire en effectuant l’opération

élémentaire L1 ← L1+XL2+X2L3+ · · ·+Xn−1Ln dans Mn (K (X)) qui donne :

χCP
(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X · · · 0 −a0

−1
. . .

... −a1
...

. . . X
...

0 · · · −1 X − an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 P (X)

−1
. . .

... −a1
...

. . . X
...

0 · · · −1 X − an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n+1
P (X) (−1)

n−1
= P (X)

On peut aussi procéder comme suit. En notant χ(a0,··· ,an−1) (X) le polynôme
caractéristique de CP et en le développant par rapport à la première ligne, on a :

χ(a0,··· ,an−1) (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X · · · 0 −a0

−1
. . .

... −a1
...

. . . X
...

0 · · · −1 X − an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= X · χ(a1,··· ,an−1) (X)− a0

puis par récurrence, on obtient χ(a0,··· ,an−1) (X) = Xn −
n−1∑
k=0

akX
k. �
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12 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Corollaire 1.4 : CP est inversible si, et seulement si, P (0) 	= 0. Dans ce
cas, on a :

C−1
P =

1

a0

(
Cn−1

P −
n−1∑
k=1

akC
k−1
P

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−a1

a0
1 · · · 0

−a2

a0
0

. . . 0
...

... . . . 1
1
a0

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
et πC−1

P
(X) = χC−1

P
(X) = − 1

a0
XnP

(
1

X

)

Preuve. On a det (CP ) = (−1)
n
χCP

(0) = (−1)
n
P (0) = (−1)

n+1
a0, donc

CP est inversible si, et seulement si, a0 = P (0) 	= 0. Dans ce cas, de l’égalité

P (CP ) = πCP
(CP ) = 0, on déduit que C−1

P =
1

a0

(
Cn−1

P −
n−1∑
k=1

akC
k−1
P

)
, donc

u−1
P (e1) =

1

a0

(
en −

n−1∑
k=1

akek

)
et u−1

P (ek) = u−1
P (uP (ek−1)) = ek−1 pour k

compris entre 2 et n, ce qui nous donne :

C−1
P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−a1

a0
1 · · · 0

−a2

a0
0

. . . 0
...

...
. . . 1

1
a0

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Dans la base (f1, · · · , fn) = (en, en−1, · · · , e2, e1) , la matrice de u−1

P est :

CQ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0 1

a0

1
. . .

... −an−1

a0

...
. . . 0

...
0 · · · 1 −a1

a0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

soit la matrice compagnon du polynôme Q (X) = Xn −
n−1∑
k=0

αkX
k, où α0 =

1

a0
et

αk = −an−k

a0
pour 1 ≤ k ≤ n− 1. On a donc :

πC−1
P

(X) = χC−1
P

(X) = − 1

a0
Xn

⎛⎝ 1

Xn
−

n−1∑
j=0

aj
1

Xj

⎞⎠ = − 1

a0
XnP

(
1

X

)

�
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Le théorème de Cayley-Hamilton 13

1.4 Le théorème de Cayley-Hamilton
K est un corps commutatif et E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.
Dans ce qui suit, u ∈ L (E) peut être remplacé par A ∈ Mn (K) .
On se donne un endomorphisme u ∈ L (E) \ {0} et à tout vecteur x ∈ E \ {0} ,

on associe les ensembles :

Iu,x = {P ∈ K [X] | P (u) (x) = 0} , Eu,x = Vect
{
uk (x) | k ∈ N

}
On dit que Eu,x est le sous espace cyclique de E engendré par x.
On désigne par pu,x le plus grand entier naturel non nul tel que la famille de vec-

teurs Bu,x =
(
uk (x)

)
0≤k≤pu,x−1

soit libre. La famille de vecteurs
(
uk (x)

)
0≤k≤pu,x

étant liée, il existe des scalaires a0, · · · , apu,x−1 tels que upu,x (x) =

pu,x−1∑
k=0

aku
k (x)

(caractère minimal de pu,x). On note πu,x (X) = Xpu,x −
pu,x−1∑
k=0

akX
k dans K [X] .

Lemme 1.5 Avec les notations qui précèdent, Bu,x est une base de Eu,x et πu,x

est le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de la restriction de u à
Eu,x.

Preuve. On a Vect (Bu,x) ⊂ Ex et par définition de l’entier pu,x, Bu,x est une
base de Vect (Bu,x) . On a upu,x (x) ∈ Vect (Bu,x) et on vérifie facilement par récur-
rence que upu,x+k (x) ∈ Vect (Bu,x) pour tout entier naturel k. On a donc l’égalité
Vect (Bu,x) = Eu,x.

En écrivant que la matrice de u|Eu,x
dans la base Bu,x est :

Au,x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0 a0

1
. . .

... a1
...

. . . 0
...

0 · · · 1 apx−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
soit la matrice compagnon de πu,x, on en déduit que πu,x est le polynôme minimal
et le polynôme caractéristique de u|Eu,x

. �

Théorème 1.8. Cayley-Hamilton

Pour tout u ∈ L (E) de polynôme caractéristique χu, on a χu (u) = 0.

Preuve. Le résultat étant évident pour u = 0, on suppose u non nul. Pour x dans
E\{0} , le sous espace cyclique Eu,x étant stable par u, le polynôme caractéristique
πu,x de u|Eu,x

divise celui de u. Il existe donc Q ∈ K [X] tel que χu = Qπu,x et
on a χu (u) (x) = Q (u) ◦ πu,x (u) (x) = 0. On a donc ainsi montré que pour tout
x ∈ E, on a χu (u) (x) = 0 (c’est clair pour x = 0), ce qui équivaut à χu (u) = 0.
�
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14 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Corollaire 1.5 : Pour tout u ∈ L (E) , le polynôme minimal πu divise le
polynôme caractéristique χu.

Preuve. Le polynôme minimal divisant tout polynôme annulateur de u, on déduit
du théorème de Cayley-Hamilton que πu divise le polynôme caractéristique χu. �

Du corollaire précédent, on déduit que deg (πu) ≤ n. On retrouve aussi le fait
que les racines de πu sont valeurs propres de u.

Pour K algébriquement clos (par exemple, K = C) le polynôme caractéristique

de l’endomorphisme u s’écrit χu (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk où les αk sont dans N∗ et

les λk dans K deux à deux distincts. Le polynôme minimal πu étant un diviseur

de χu avec les mêmes racines, il s’écrit πu (X) =

p∏
k=1

(X −λk)
βk avec 1 ≤ βk ≤ αk.

Dans le cas où l’endomorphisme u est inversible, le théorème de Cayley-Hamilton
nous donne un moyen de calculer l’inverse de u, si on connaît son polynôme ca-

ractéristique Pu. En effet l’égalité χu (u) = 0 avec χu (X) =

n∑
k=0

akX
k donne :

u−1 = − 1

a0

n∑
k=1

aku
k−1 = − 1

det (u)

n∑
k=1

aku
k−1

On peut aussi remarquer que u−1 est un polynôme en u. Ce résultat étant
aussi valable pour une matrice inversible, on en déduit que l’inverse d’une matrice
triangulaire supérieure [resp. inférieure] et inversible est une matrice triangulaire
supérieure [resp. inférieure].

Le théorème de Cayley-Hamilton permet également de calculer up pour tout
entier p supérieur ou égal à n en fonction de Id, u, · · · , un−1. En effet pour p = n,

de χu (u) =

n∑
k=0

aku
k = 0 avec an = 1, on déduit que un = −

n−1∑
k=0

aku
k et pour

p > n la division euclidienne de Xp par χA, X
p = QχA +R avec R = 0 ou R 	= 0

et deg (R) < n, donne up = R (u) .

1.5 Méthodes de calcul du polynôme caractéris-
tique d’une matrice complexe

On suppose le corps K de caractéristique nulle et on se donne A ∈ Mn (K) de

polynôme caractéristique χA (X) =

n∑
k=0

akX
k.

Le théorème de Cayley-Hamilton nous dit que pour tout vecteur u ∈ Kn \ {0} ,

on a
n∑

k=0

akA
ku = 0, ce qui fait apparaître, en posant uk = Aku, les coefficients ak

comme solutions du système linéaire
n−1∑
k=0

akuk = −un. En prenant u de manière
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aléatoire, on a toutes les chances que le système ci-dessus soit non dégénéré de
sorte que les coefficients du polynôme caractéristique s’obtiennent comme solution
d’un système de Cramer. C’est la méthode de Krylov.

On peut ensuite utiliser, pour les matrices réelle ou complexe de taille raison-
nable, une méthode numérique de résolution d’une équation polynomiale pour en
déduire des valeurs approchées des valeurs propres.

Les formules de Newton qui suivent pour un polynôme scindé sur K nous four-
nissent deux autres méthodes de calcul du polynôme caractéristique.

Théorème 1.9. Formules de Newton

Soit P (X) =

n∑
k=0

akX
k =

n∏
k=1

(X − λk) ∈ K [X] un polynôme unitaire

de degré n ≥ 2 scindé sur K. On lui associe les suites (σn,k)1≤k≤n et
(Sn,k)≤k≤n définies par :

σn,k =
∑

1≤i1<···<ik≤n

λi1λi2 · · ·λik , Sn,k =

n∑
i=1

λk
i (1 ≤ k ≤ n)

Pour tout entier k compris entre 1 et n on a :

Sn,k + an−1Sn,k−1 + · · ·+ an−(k−1)Sn,1 + an−kk = 0

Preuve. Les σn,k sont les fonctions symétriques élémentaires des racines et en

développant le produit
n∏

k=1

(X − λk) , on vérifie facilement que an−k = (−1)
k
σn,k

pour k compris entre 0 et n, en notant σn,0 = 1.

En notant, pour j compris entre 1 et n, Pj (X) =

n∏
k=1
k �=j

(X − λk) , on a :

(X − λj)Pj (X) = P (X)− P (λj) =

n−1∑
k=0

(−1)
k
σn,k

(
Xn−k − λn−k

j

)

soit Pj (X) =

n−1∑
k=0

(−1)
k
σn,k

Xn−k − λn−k
j

X − λj
avec :

Xn−k − λn−k
j

X − λj
= Xn−k−1 +Xn−k−2λj + · · ·+Xλn−k−2

j + λn−k−1
j

pour k compris entre 0 et n − 1. On déduit que pour tout entier k compris entre
0 et n− 1 le coefficient de Xn−1−k dans Pj est donné par :

an−1−k,j =

k∑
i=0

(−1)
i
σn,iλ

k−i
j
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16 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

D’autre part, le polynôme dérivé de P est donné par :

P ′ (X) =

n−1∑
k=0

(−1)
k
(n− k)σn,kX

n−k−1 =

n∑
j=1

Pj

et en identifiant les coefficients de Xn−k−1, pour tout entier k compris entre 0 et
n− 1, on en déduit que :

(−1)
k
(n− k)σn,k =

n∑
j=1

an−1−k,j =

n∑
j=1

k∑
i=0

(−1)
i
σn,iλ

k−i
j

=
k∑

i=0

(−1)
i
σn,i

n∑
j=1

λk−i
j =

k∑
i=0

(−1)
i
σn,iSn,k−i

en notant Sn,0 = n, ce qui s’écrit aussi :

Sn,k − σn,1Sn,k−1 + · · ·+ (−1)
k−1

σn,k−1Sn,1 + (−1)
k
σn,kk = 0

En utilisant les égalités an−k = (−1)
k
σn,k, on déduit que, pour tout entier k

compris entre 1 et n− 1, on a :

Sn,k + an−1Sn,k−1 + · · ·+ an−(k−1)Sn,1 + an−kk = 0

Pour k = n l’identité s’obtient en écrivant que pour tout entier j compris entre 1
et n on a :

0 = P (λj) = λn
j + an−1λ

n−1
j + ...+ a1λj + a0

et en faisant la somme de toutes ces égalités. �

Pour A ∈ Mn (C) de polynôme caractéristique χA (X) =

n∑
k=0

akX
k =

n∏
k=1

(X − λk)

avec an = 1, où les λk sont les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité,

les valeurs propres de Ak, pour k ∈ N sont les λk
i et on a Sn,k =

n∑
i=1

λk
i = Tr

(
Ak
)
,

de sorte que les formules de Newton pour χA s’écrivent :

Tr
(
Ak
)
+ an−1 Tr

(
Ak−1

)
+ · · ·+ an−(k−1) Tr (A) + an−kk = 0

pour k compris entre 1 et n. Les coefficients an−k du polynôme caractéristique χA

apparaissent donc comme solutions du système triangulaire inférieur :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

an−1 = −Tr (A)

an−2 = −1

2

(
Tr
(
A2
)
+ an−1 Tr (A)

)
...

an−k = −1

k

(
Tr
(
Ak
)
+ an−1 Tr

(
Ak−1

)
+ · · ·+ an−(k−1) Tr (A)

)
...

a0 = − 1

n

(
Tr (An) + an−1 Tr

(
An−1

)
+ · · ·+ a1 Tr (A)

)
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Sous espaces caractéristiques 17

C’est la méthode de Leverrier.
La méthode de Souriau nous donne un autre algorithme de χA et de l’inverse

dans le cas où A est inversible.
On définit les suites de matrices (Ak)1≤k≤n , (Bk)1≤k≤n et la suite de scalaires

(αk)1≤k≤n de la manière suivante :{
A1 = A α1 = −Tr (A1) B1 = A1 + α1In

Ak = Bk−1A αk = −Tr (Ak)

k
Bk = Ak + αkIn (2 ≤ k ≤ n)

Théorème 1.10.

Avec les notations qui précèdent, on a χA (X) = Xn+

n∑
k=1

αkX
n−k. Si de

plus A est inversible, son inverse est alors A−1 = − 1

αn
Bn−1.

Preuve. En posant α0 = 1, il s’agit de montrer que αk = an−k pour k compris
entre 0 et n. Pour ce faire, on procède par récurrence sur k compris entre 0 et n.

Pour k = 0, on a α0 = 1 = an et pour k = 1, on a α1 = −Tr (A) = an−1.
Supposons que αj = an−j pour j = 0, · · · , k − 1, avec k > 1. Par définition, on a
Ak = Bk−1A = Ak−1A+ αk−1A et par récurrence, il vient :

Ak = Ak + α1A
k−1 + · · ·+ αk−1A = Ak + an−1A

k−1 + · · ·+ an−(k−1)A

ce qui nous donne en utilisant les formules de Newton :

Tr (Ak) = Tr
(
Ak
)
+ an−1 Tr

(
Ak−1

)
+ · · ·+ an−(k−1) Tr (A) = −an−kk

et en conséquence, αk = −Tr (Ak)

k
= an−k.

Pour k = n, on a An = An + an−1A
n−1 + · · · + a1A et Bn = An + αnIn =

An + a0In = χA (A) = 0 soit An = Bn−1A = −αnIn. Dans le cas où A est

inversible, on a αn = a0 = det (A) 	= 0 et A−1 = − 1

αn
Bn−1. �

1.6 Sous espaces caractéristiques

Théorème 1.11. Décomposition des noyaux

Soient r un entier supérieur ou égal à 2 et P =
r∏

k=1

Pk dans K [X] , les

polynômes Pk étant deux à deux premiers entre eux. Pour tout endomor-

phisme u de E on a ker (P (u)) =

r⊕
k=1

ker (Pk (u)) .
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18 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Preuve. On procède par récurrence sur r ≥ 2. Pour r = 2, les polynômes P1 et
P2 sont premiers entre eux et le théorème de Bézout nous dit qu’il existe A, B
dans K [X] tels que AP1+BP2 = 1. On a alors A (u) ◦P1 (u)+B (u) ◦P2 (u) = Id
et pour tout x ∈ ker (P (u)) , on a :

x = (A (u) ◦ P1 (u)) (x) + (B (u) ◦ P2 (u)) (x) (1.1)

où x2 = (A (u) ◦ P1 (u)) (x) ∈ ker (P2 (u)) , x1 = (B (u) ◦ P2 (u)) (x) ∈ ker (P1 (u)) ,
du fait de la commutativité de K [u] . On a donc ainsi montré l’égalité :

ker (P (u)) = ker (P1 (u)) + ker (P2 (u))

l’inclusion ker (P1 (u))+ker (P2 (u)) ⊂ ker (P (u)) étant évidente. De l’égalité (1.1)
on déduit immédiatement que ker (P1 (u))∩ ker (P2 (u)) = {0} . On a donc bien la
somme directe ker (P (u)) = ker (P1 (u))⊕ ker (P2 (u)) . On conclut par récurrence
sur r en considérant que si P1 est premier avec P2, · · · , Pr, il est alors premier avec
leur produit. �

Dans le cas où P (u) = 0, on a E =

r⊕
k=1

ker (Pk (u)) .

Soit u ∈ L (E) dont le polynôme caractéristique s’écrit χu (X) =

r∏
k=1

(X−λk)
αk

avec αk ∈ N∗ et les λk ∈ K deux à deux distincts. Le polynôme minimal de u s’écrit

alors πu (X) =
r∏

k=1

(X − λk)
βk avec 1 ≤ βk ≤ αk.

Définition 1.7. Avec les notations qui précèdent, on appelle sous-espaces
caractéristiques de u les sous espaces vectoriels Nk = ker (u− λkId)

αk pour
tout k ∈ {1, 2, · · · , r} .

Théorème 1.12.

Avec les notations qui précèdent, on a E =

r⊕
k=1

Nk et pour tout k compris

entre 1 et r, on a :
1. Nk = ker (u− λkId)

βk ;
2. λk est la seule valeur propre de la restriction de u à Nk ;
3. dim (Nk) = αk ;
4. la restriction de u− λkId à Nk est nilpotente d’indice βk.

Preuve. De χu (u) = 0 et du théorème de décomposition des noyaux, on déduit

que E =
r⊕

k=1

Nk.

Rectangle

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Sous espaces caractéristiques 19

1. On note, pour k ∈ {1, 2, · · · , r} , Mk = ker (u− λkId)
βk et on a :

Mk ⊂ Nk, E =

r⊕
k=1

Nk =

r⊕
k=1

Mk

donc 1 ≤ dim (Mk) ≤ dim (Nk) , n =

r∑
k=1

dim (Nk) =

r∑
k=1

dim (Mk) et nécessai-

rement Mk = Nk.

2. Soit λ une valeur propre de u|Nk
. C’est aussi une valeur propre de u, donc

il existe j ∈ {1, 2, · · · , r} tel que λ = λj et un vecteur x ∈ Nk \ {0} tel que
(u− λjId) (x) = 0. On a alors x ∈ Nk ∩ Nj \ {0} et nécessairement j = k
(Nk ∩Nj = {0} si j 	= k).

3. Soit dk = dim (Nk) , pour k compris entre 1 et r. De ce qui précède on déduit
que le polynôme caractéristique de u|Nk

∈ L (Nk) (Nk est stable par u) est

Pk (X) = (λk −X)
dk . De E =

p⊕
k=1

Nk, les Nk étant stables par u, on déduit

que χu =

r∏
k=1

Pk et dk = αk.

4. Pour tout k compris entre 1 et r, on note vk = (u− λkId)|Nk
∈ L (Nk) et on

a vβk

k = 0 (Nk = ker (u− λkId)
βk). Si vβk−1

k = 0 pour un k ∈ {1, 2, · · · , r} , le

polynôme (X − λk)
βk−1

r∏
j=1
j �=k

(X − λj)
βj annule alors u puisqu’il annule tous les

u|Nj
et E =

r⊕
k=1

Nk, ce qui contredit le fait que
r∏

k=1

(X − λk)
βk est le polynôme

minimal de u. On a donc vβk−1
k 	= 0 et vk est nilpotent d’indice βk.

�
Du théorème précédent on va déduire que tout endomorphisme de E dont le

polynôme caractéristique est scindé sur K se décompose de manière unique comme
somme d’un endomorphisme diagonalisable (un endomorphisme est diagonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale) d et d’un endo-
morphisme nilpotent v avec d et v qui commutent.

Lemme 1.6 Avec les notations qui précèdent, pour tout k compris entre 1 et r, le

projecteur πk de E sur Nk parallèlement à
r⊕

j=1
j �=k

Nj est un polynôme en u.

Preuve. Les polynômes Pk (X) =

r∏
j=1
j �=k

(X − λj)
βj , (1 ≤ k ≤ r) étant premiers

entre eux dans leur ensemble, on peut trouver des polynômes Q1, Q2, · · · , Qr tels

que
r∑

k=1

QkPk = 1 (théorème de Bézout). On a alors Id =

r∑
k=1

Qk (u) ◦ Pk (u) et
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20 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

tout x ∈ E s’écrit x =

r∑
k=1

(Qk (u) ◦ Pk (u)) (x) avec :

(Qk (u) ◦ Pk (u)) (x) ∈ Ker (u− λkId)
βk = Nk

C’est-à-dire que (Qk (u) ◦ Pk (u)) (x) est la projection de x sur Nk parallèlement à
r⊕

j=1
j �=k

Nj . On a donc πk = Qk (u) ◦ Pk (u) ∈ K [u] . �

Les projecteurs πk de E sur Nk parallèlement à
r⊕

j=1
j �=k

Nj sont les projecteurs

spectraux de u.

Théorème 1.13. Dunford

Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique est
scindé sur K. Il existe un unique couple (d, v) d’endomorphismes de E tel
que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et u = d+ v.

Preuve. On a vu que sur chaque Nk, l’endomorphisme vk = (u− λkId)|Nk
est

nilpotent et en notant dk = λkId|Nk
, on a u|Nk

= dk + vk avec dk diagonalisable,
vk nilpotent et dkvk = vkdk. On définit alors les endomorphismes d et v par

d =

r∑
k=1

λkπk et v = u− d. L’endomorphisme d est diagonalisable (d = dk sur Nk),

l’endomorphisme v est nilpotent (v = vk sur Nk), d et v commutent puisqu’ils
sont dans l’algèbre commutative K [u] et u = d + v. Il reste à montrer l’unicité
d’un tel couple (d, v) . Soit (d′, v′) un autre couple d’endomorphismes vérifiant
les mêmes conditions que (d, v) . Comme u = d′ + v′ et d′ et v′ commutent, ils
commutent avec u donc avec d et v qui sont des polynômes en u. On a alors
d−d′ = v′− v, avec d−d′ diagonalisable comme somme de deux endomorphismes
diagonalisables qui commutent (exercice 2.3) et v′ − v nilpotent comme somme
de deux endomorphismes nilpotents qui commutent. On a donc nécessairement,
d− d′ = v′ − v = 0. D’où l’unicité de la décomposition. �

Pratiquement la décomposition de Dunford d’un endomorphisme de E dont
le polynôme caractéristique est scindé sur K passe par le calcul des projecteurs
spectraux πk. Pour ce faire il suffit de disposer d’un polynôme annulateur de u

de la forme P (X) =

r∏
k=1

(X − λk)
mk ,avec mk ≥ βk pour tout k compris entre 1

et p où les λk sont les valeurs propres de u et βk est la multiplicité de λk comme
racine du polynôme minimal (on peut prendre pour polynôme P le polynôme
caractéristique, ou mieux le polynôme minimal, de u). À partir de la décomposition

en éléments simples
1

P (X)
=

p∑
k=1

mk∑
i=1

αik

(X − λk)
i
, en posant pour k compris entre

1 et r, Qk (X) =

mk∑
i=1

αik (X − λk)
mk−i

, Pk (X) =

r∏
j=1
j �=k

(X − λj)
mj , on obtient
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1

P (X)
=

r∑
k=1

Qk (X)

(X − λk)
mk

et la décomposition de Bézout 1 =

r∑
k=1

QkPk qui permet

d’obtenir les projecteurs spectraux πk = (QkPk) (u) . On a alors u = d + v avec

d =
r∑

k=1

λkπk et v = u− d.

La décomposition de Dunford d’un endomorphisme u de E dont le polynôme
caractéristique est scindé sur K permet le calcul de ses puissances successives. En
effet comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du binôme de Newton
pour écrire :

∀p ≥ 1, up = (d+ v)
p
=

p∑
k=0

(
p

k

)
dk ◦ vp−k

Le calcul des puissances successives de l’endomorphisme d peut se faire dans une
base de diagonalisation ou en utilisant les propriétés des projecteurs pour écrire
que :

∀p ≥ 1, dp =

(
r∑

k=1

λkπk

)p

=

r∑
k=1

λp
kπk

et le calcul des puissances successives de l’endomorphisme nilpotent v s’arrête à
vq−1 où q est son indice de nilpotence.

On peut aussi calculer vp avec :

∀p ≥ 1, vp =

(
r∑

k=1

(u− λkId)πk

)p

=
r∑

k=1

(u− λkId)
p
πk

Avec l’exercice 1.12 on a un exemple de tels calculs.

1.7 Exercices
On désigne par E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1.

Exercice 1.1. Soit P une matrice inversible de Mn (C) . On définit les
matrices réelles R et J par R = Re (P ) et J = Im (P ) . Montrer qu’il
existe un réel λ tel que la matrice R+ λJ soit inversible. En déduire que si
A,B appartenant à Mn (R) sont semblables dans Mn (C) , elles sont alors
semblables dans Mn (R) .

Solution. Si le polynôme ϕ (X) = det (R+XJ) s’annule pour toute valeur
réelle il est alors identiquement nul et ϕ (i) = det (R+ iJ) = det (P ) = 0, ce qui
contredit P inversible. Il existe donc des réels λ tels que ϕ (λ) = det (R+ λJ) 	= 0.
Si A,B ∈ Mn (R) sont semblables dans Mn (C) il existe alors une matrice P
inversible dans Mn (C) telle que A = P−1BP. On a alors en notant R la partie
réelle de P et J sa partie imaginaire, (R+ iJ)A = B (R+ iJ) et en identifiant
parties réelles et parties imaginaires, RA = BR, JA = BJ. Pour tout réel λ tel
que R+λJ soit inversible on a alors (R+ λJ)A = B (R+ λJ) , ce qui prouve que
les matrices A et B sont donc semblables dans Mn (R) .
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22 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Exercice 1.2. On suppose que K = R ou C. Montrer que pour tout en-
domorphisme u de E il existe un sous espace vectoriel de E de dimension
1 ou 2 stable par u.

Solution. Le polynôme minimal πu se décompose dans l’anneau factoriel K [X]
en produit de facteurs irréductibles, ces facteurs étant de degré 1 ou 2. Si πu admet
un facteur irréductible de degré 1, ce dernier est de la forme X − λ avec λ dans
K et λ est une valeur propre de u. Il est alors facile de vérifier que pour tout
vecteur propre x dans E \ {0} associé à cette valeur propre la droite vectorielle
D = Kx est stable par u. Si K = R et tous les facteurs irréductibles de πu sont
de degré 2, ils sont alors de la forme X2 + bX + c et le polynôme πu s’écrit
πu (X) =

(
X2 + bX + c

)
Q (X) . De l’égalité 0 = πu (u) =

(
u2 + bu+ cId

)
◦Q (u)

et du caractère minimal de πu on déduit que l’endomorphisme u2 + bu+ cId n’est
pas injectif, c’est-à-dire que son noyau n’est pas réduit à {0} . Pour tout vecteur x
non nul dans ce noyau on vérifie alors que F = Vect {x, u (x)} est un sous espace
vectoriel de dimension 2 stable par u. En effet on sait déjà que F est de dimension
1 ou 2 et si F est de dimension 1, x est alors vecteur propre de u et la valeur propre
correspondante est racine de πu ce qui contredit le fait que πu n’a pas de facteur
irréductible de degré 1. Donc F est de dimension 2. Avec u2 (x) + bu (x) + cx = 0,
on déduit que u2 (x) est dans F, ce qui entraîne que F est stable par u.

Exercice 1.3. Soient A et B dans Mn (K) . En remarquant que :(
XIn −AB 0

B XIn

)
=

(
−A XIn
In 0

)(
B XIn
In A

)
dans Mn (K (X)) , montrer que AB et BA ont même polynôme caractéris-
tique.

Solution. On a :

Xn det (XIn −AB) = det

(
XIn −AB 0

B XIn

)
= det

(
−A XIn
In 0

)(
B XIn
In A

)
= det

(
B XIn
In A

)(
−A XIn
In 0

)
= det

(
XIn −BA XB

0 XIn

)
= Xn det (XIn −BA)

donc AB et BA ont même polynôme caractéristique.

Exercice 1.4. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (K) est de rang r si,

et seulement si, elle est équivalente à Ar =

(
Ir 0
0 0

)
. En déduire que
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pour toutes matrices A et B dans Mn (K) , AB et BA ont même polynôme
caractéristique (considérer d’abord le cas où A = Ar).

Solution.

1. Soient u ∈ L (Kn) de matrice A, de rang r, dans la base canonique de Kn, H
un supplémentaire de ker (u) dans Kn, donc de dimension r, B1 = (ek)1≤k≤r

une base de H et B2 une base de ker (u) . La famille u (B1) = (u (ek))1≤k≤r est

alors libre dans Kn (si
r∑

k=1

λku (ek) = 0, on a alors
r∑

k=1

λkek ∈ H ∩ ker (u) = {0}

et tous les λk sont nuls du fait que B1 est libre) et elle se complète en une base
B = (u (e1) , · · · , u (er) , fr+1, · · · , fn) de Kn. La matrice de u dans les bases
B1 ∪ B2 et B a alors la forme indiquée. La réciproque est évidente.

2. Pour A = Ar, en écrivant B =

(
B1 B2

B3 B4

)
avec B1 dans Mr (K) et B4 dans

Mn−r (K) on a AB =

(
B1 B2

0 0

)
, BA =

(
B1 0
B3 0

)
et :

det (XIn −AB) = Xn−r det (XIr −B1) = det (XIn −BA)

Dans le cas général, on a A = PArQ (le cas A = 0 est trivial) et :

χAB = χP (ArQBP )P−1 = χAr(QBP ) = χ(QBP )Ar
= χQ(BPArQ)Q−1 = χBA

Exercice 1.5. On suppose que K est infini. Montrer que pour toute ma-
trice A dans Mn (K) il existe une infinité de scalaires λ tels que λIn−A soit
inversible. En utilisant ce résultat, montrer que pour toutes matrices A et B
dans Mn (K) , AB et BA ont même polynôme caractéristique (considérer
d’abord le cas où la matrice A est inversible).

Solution.

1. L’application polynomiale λ �→ det (λIn −A) a au plus n racines dans K, donc
ce déterminant est non nul pour une infinité de valeurs de λ et pour ces valeurs
la matrice λIn −A est inversible.

2. Si A est inversible, les matrices AB et BA = A−1 (AB)A sont alors semblables
et elles ont même polynôme caractéristique.

3. Pour A dans Mn (K) il existe une infinité de scalaires λ tels que λIn − A soit
inversible et pour ces valeurs de λ on a, χ(A−λIn)B (X) = χB(A−λIn) (X) . Pour
tout x fixé dans K on a donc deux polynômes en λ qui coïncident pour une
infinité de valeurs, ils sont donc égaux et λ = 0 donne χAB (X) = χBA (X) .

Exercice 1.6. On suppose que K = C et on se donne u, v dans L (E) .
Montrer que :
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1. si u et v commutent, ils ont alors un vecteur propre en commun ;
2. si u ◦ v − v ◦ u = u, u et v ont alors un vecteur propre en commun ;
3. si u◦v−v ◦u = αu+βv, u et v ont alors un vecteur propre en commun.

Solution.
1. Avec la condition u ◦ v = v ◦ u on vérifie facilement, pour toute valeur propre

λ ∈ C de u, l’espace propre E (u, λ) est stable par v. La restriction de v à E (u, λ)
définit alors un endomorphisme de E (u, λ) et cet endomorphisme admet des
valeurs propres dans C. Tout vecteur propre de la restriction de v à E (u, λ)
associé à l’une de ces valeurs propres est alors un vecteur propre commun à u
et v.

2. Si u ◦ v − v ◦ u = u on vérifie alors par récurrence que, pour tout k ∈ N∗, on a
uk ◦ v− v ◦uk = kuk. En effet le résultat est vrai pour k = 1 et en le supposant
vrai pour k ≥ 1 on a :

uk+1 ◦ v − v ◦ uk+1 = u ◦
(
uk ◦ v − v ◦ uk

)
+ (u ◦ v − v ◦ u) ◦ uk

= u ◦
(
kuk

)
+ u ◦ uk = (k + 1)uk

Ce résultat peut se traduire en disant que l’application linéaire définie sur L (E)
par ϕ (w) = w ◦ v− v ◦w est telle que ϕ

(
uk
)
= kuk pour tout k ∈ N∗. Si uk est

non nul pour tout k ∈ N∗, chacun de ces vecteurs de L (E) est alors un vecteur
propre de ϕ et cet endomorphisme de L (E) a une infinité de valeurs propres,
ce qui est impossible. Il existe donc un entier k ≥ 1 tel que uk = 0, ce qui
entraîne que u n’est pas injectif et 0 est valeur propre de u. Avec la condition
u ◦ v − v ◦ u = u on vérifie alors facilement que le noyau de u est stable par v.
Tout vecteur propre de la restriction de v au noyau de u est alors une vecteur
propre commun à u et v.

On peut aussi montrer que la condition u ◦ v − v ◦ u = u entraîne que u n’est
pas inversible. En effet si u est inversible on a alors v = u−1 ◦ (v + Id) ◦u, donc
v et v + Id ont même polynôme caractéristique, ce qui nous dit que :

∀λ ∈ C, χv (λ) = det (λId− v − Id) = χv (λ− 1)

On en déduit alors par récurrence que χv (k) = χv (0) pour tout entier naturel
k, le polynôme χv étant non constant, ce qui est impossible. On a donc ker (u) 	=
{0} et on conclut comme dans la démonstration qui précède.

3. D’après ce qui précède on peut supposer que α et β sont non nuls et la condition
u ◦ v − v ◦ u = αu+ βv peut s’écrire :

(αu+ βv) ◦
(
1

α
v

)
−
(
1

α
v

)
◦ (αu+ βv) = αu+ βv

Avec ce qui précède, on déduit qu’il existe un vecteur non nul x dans le noyau
de αu+ βv qui soit un vecteur propre de v, c’est-à-dire que (αu+ βv) (x) = 0

et v (x) = λx. On a alors u (x) = −β

α
λx et x est un vecteur propre commun à

u et v.
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Exercice 1.7. Soient α, β dans K et A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n la matrice
d’ordre n ≥ 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{

aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

1. Calculer Δ(α, β) = det (A (α, β)) .

2. Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres avec leur mul-
tiplicité de la matrice A (α, β) .

3. Calculer le polynôme minimal de la matrice A (α, β) .

4. Dans le cas où la matrice A (α, β) est inversible, calculer son inverse.
5. Calculer A (α, β)

k pour tout entier naturel k.

Solution.

1. La matrice A (α, β) est de la forme :

A (α, β) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
β α α · · · α
α β α · · · α
...

. . . . . . . . .
...

α · · · α β α
α · · · α α β

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne on a :

Δ(α, β) = det (A (α, β)) = β + (n− 1)α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
α β α · · · α
...

. . . . . . . . .
...

α · · · α β α
α · · · α α β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puis en retranchant la première colonne aux colonnes 2 à n on obtient :

Δ(α, β) = (β + (n− 1)α) (β − α)
n−1

2. Le polynôme caractéristique de A (α, β) est donné par :

χ(α,β) (X) = Δ (−α,X − β) = (X − (β + (n− 1)α)) (X − (β − α))
n−1

Les valeurs propres de A (α, β) sont donc λ1 = β + (n− 1)α et λ2 = β − α.
Pour α = 0, la matrice A (0, β) est celle d’une homothétie et λ1 = λ2 = β
est valeur propre d’ordre n de cette matrice. Pour α 	= 0, λ1 est valeur propre
simple et λ2 est valeur propre d’ordre n − 1. On peut aussi remarquer que
A (α, β) + (α− β) In = αA (1, 1) avec A (1, 1) de rang 1. On déduit donc que 0
est valeur propre d’ordre n− 1 de A (1, 1) et que Tr (A (1, 1)) = n− 1 est valeur
propre simple. On retrouve alors facilement les valeurs propres de A (α, β) .
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26 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

3. Pour α = 0, on a A (α, β) = βIn et π(α,β) (X) = X − β. Pour α non nul, on a :

A (α, β)− (β − α) In = αA (1, 1)
A (α, β)− (β + (n− 1)α) In = αA (1, 1− n)

avec A (1, 1)A (1, 1− n) = 0. La matrice A (α, β) n’étant pas celle d’une homo-
thétie, on en déduit que son polynôme minimal est :

π(α,β) (X) = (X − (β − α)) (X − (β + (n− 1)α))

4. Pour α = 0, on A (α, β) = βIn et cette matrice est inversible si, et seulement
si, β 	= 0 avec A (α, β)

−1
= β−1In. Pour α non nul, la matrice A (α, β) est

inversible si, et seulement si, β 	= α et β 	= − (n− 1)α et son polynôme minimal
est π(α,β) (X) = (X − λ1) (X − λ2) . L’égalité π(α,β) (A (α, β)) = 0 donne alors :

A (α, β)
−1

=
1

λ1λ2
((λ1 + λ2) In −A (α, β))

=
1

λ1λ2
A (−α, λ1 + λ2 − β) =

1

λ1λ2
A (−α, β + (n− 1)α)

5. Pour α = 0, on A (α, β) = βIn et A (α, β)
k
= βkIn pour tout k ∈ N. On suppose

que α est non nul. Pour k = 0 et k = 1, on a A (α, β)
k
= akA (α, β)+ bkIn avec

(a0, b0) = (0, 1) et (a1, b1) = (1, 0) . Pour k ≥ 2, la division euclidienne de Xk

par π(α,β) (X) s’écrit Xk = Q (X)π(α,β) (X) + akX + bk, avec :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ak =

λk
1 − λk

2

λ1 − λ2
=

λk
1 − λk

2

nα

bk =
λ1λ

k
2 − λ2λ

k
1

λ1 − λ2
=

λ1λ2

nα

(
λk−1
2 − λk−1

1

)
Et on a A (α, β)

k
= akA (α, β) + bkIn pour tout k ∈ N. On peut aussi écrire :

A (α, β)
k
=

1

nα

(
λk
1 (A (α, β)− λ2In) + λk

2 (λ1In −A (α, β))
)

(
1

nb
(A (α, β)− λ2In) et

1

nb
(λ1In −A (α, β)) sont les projecteurs spectraux),

ou encore A (α, β)
k
=

1

n

(
λk
2A (1, 1)− λk

1A (1, 1− n)
)
.

Exercice 1.8.
1. Pour toute matrice complexe A = ((aij))1≤i,j≤n d’ordre n ≥ 2 et pour

tout nombre complexe t, on note At = ((aij + t))1≤i,j≤n . Montrer que :

∀t ∈ C, det (At) = det (A) + tS (A)

la constante réelle S (A) ne dépendant que des coefficients de A.
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2. Soient a, b, c des nombres complexes et M (a, b, c) = ((mij))1≤i,j≤n la
matrice d’ordre n ≥ 2 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,

⎧⎨⎩
mii = b
mij = c si j ∈ {i+ 1, · · · , n}
mij = a si j ∈ {1, · · · , i− 1}

(a) En prenant, pour a 	= c, A = M (a, b, c) , t = −a et t = −c dans la
question précédente, calculer le déterminant de M (a, b, c) .

(b) Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres de
M (a, b, c) .

Solution.

1. En notant Cj la colonne numéro j de A, T le vecteur de composantes toutes
égales à t et en utilisant la n-linéarité du déterminant on déduit que :

det (At) = det (C1 + T, · · · , Cn + T ) = det (A) + tS (A)

où on a noté S (A) =

n∑
j=1

det (C1, · · · , Cj−1, E, Cj , · · · , Cn) , E désignant le

vecteur de composantes toutes égales à 1.

2. La matrice M (a, b, c) s’écrit :

M (a, b, c) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b c c · · · c
a b c · · · c
...

. . . . . . . . .
...

a · · · a b c
a · · · a a b

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(a) Pour a = c, la matrice M (a, b, a) est symétrique et ce cas a été étudié avec

l’exercice 1.7. Dans ce cas, on a :

det (M (a, b, a)) = (b+ (n− 1) a) (b− a)
n−1

Pour a 	= c, prenant A = M (a, b, c) dans la question précédente, on a :

det (A−a) = (b− a)
n
= det (A)− aS (A)

det (A−c) = (b− c)
n
= det (A)− cS (A)

On en déduit facilement que det (M (a, b, c)) =
c (b− a)

n − a (b− c)
n

c− a
.

(b) Pour a = c, le polynôme caractéristique et les valeurs propres de la matrice
M (a, b, a) ont été calculés à l’exercice 1.7. On suppose donc que a 	= c.
Dans ce cas, le polynôme caractéristique de M (a, b, c) est donné par :

χa,b,c (X) =
c (b− a−X)

n − a (b− c−X)
n

c− a
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28 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Pour a = 0 ou c = 0, la matrice M (a, b, c) est triangulaire avec b pour
valeur propre d’ordre n. Pour a 	= 0 et c 	= 0, on a

χa,b,c (b− a) = a (a− c)
n−1 	= 0, χa,b,c (b− c) = c (c− a)

n−1 	= 0

On peut donc écrire que les valeurs propres de M (a, b, c) sont définies par(
b− λ− a

b− λ− c

)n

=
a

c
. En notant ω1, · · · , ωn les racines n-ième dans C de

a

c
(qui est non nul), on déduit alors que les valeurs propres de M (a, b, c)

sont les λk = b +
cωk − a

1− ωk
pour k compris entre 1 et n (comme a 	= c, on

a ωk 	= 1).

Exercice 1.9. Soient a, b dans R et A (a, b) la matrice réelle d’ordre n ≥ 2
définie par :

A (a, b) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a b 0 · · · 0

b a b
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . b a b
0 · · · 0 b a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de A (a, b) .

Solution. On peut écrire A (a, b) = aIn + bA (0, 1) . Il suffit donc de considérer
le cas où (a, b) = (0, 1) . La matrice A (0, 1) est symétrique réelle, donc toutes
ses valeurs propres sont réelles. Avec le théorème de Gerschgörin-Hadamard, on
déduit que pour toute valeur propre λ ∈ R on a |λ| ≤ 2. Une telle valeur propre
peut donc s’écrire λ = 2 cos (α) avec α ∈ [0, π] . Si x est un vecteur propre non nul
associé ses composantes sont solutions de la récurrence :

xk−1 − λxk + xk+1 = 0 (1 ≤ k ≤ n)

avec les conditions aux limites x0 = 0 et xn+1 = 0. Le polynôme caractéristique de
cette récurrence est P (r) = r2 − 2 cos (α) r + 1, soit P (r) =

(
r − eiα

) (
r − e−iα

)
.

Les racines sont donc r1 = eiα et r2 = e−iα. Ce qui donne :

xk = c1e
ikα + c2e

−ikα (0 ≤ k ≤ n+ 1)

Avec x0 = 0, on déduit que c2 = −c1. Avec xn+1 = 0 et (c1, c2) 	= (0, 0) , on

déduit que sin ((n+ 1)α) = 0 et α =
jπ

n+ 1
avec 1 ≤ j ≤ n. Les valeurs propres

de A (a, b) sont donc les :

λk (a, b) = a+ 2b cos

(
kπ

n+ 1

)
(1 ≤ k ≤ n)

L’espace propre associé à λk (a, b) est la droite engendrée par le vecteur v(k) de
composantes :

v
(k)
j = sin

(
j

kπ

n+ 1

)
(1 ≤ k, j ≤ n)
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Exercice 1.10. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’ordre 2. Mon-
trer que si B1 = (u (ek))1≤k≤r est une base de Im (u) , elle se complète alors
en une base B2 =

(
u (e1) , · · · , u (er) , e′1, · · · , e′p

)
de ker (u) et la famille de

vecteurs B =
(
u (e1) , · · · , u (er) , e′1, · · · , e′p, e1, · · · , er

)
est une base de E.

Écrire la matrice de u dans cette base.

Solution. De u2 = 0 on déduit que Im (u) est contenu dans ker (u) . On peut
donc compléter B1 en une base B2 de ker (u) . En utilisant le théorème du rang on
a card (B2) = n − r = r + p, on déduit donc que p = n − 2r et card (B) = n. Il
suffit donc de montrer que le système B est libre. Si

r∑
k=1

αkek +

r∑
k=1

βku (ek) +

p∑
k=1

γke
′
k = 0

en appliquant u on a
r∑

k=1

αku (ek) = 0 et tous les αk sont nuls. Le système B2

étant libre on en déduit ensuite que tous les βk et les γk sont nuls. En conclusion
le système B est libre et c’est une base de E. La matrice de u dans cette base est

alors A =

(
0 0 Ir
0 0 0

)
.

Exercice 1.11. On suppose K de caractéristique nulle. En utilisant les
formules de Newton, montrer que pour toutes matrices A,B dans Mn (K)
les matrices AB et BA ont même polynôme caractéristique.

Solution. Notant χAB (X) =

n∑
k=0

akX
k, χBA (X) =

n∑
k=0

bkX
k, on a an = bn = 1

et an−1 = −Tr (AB) = −Tr (BA) = bn−1. Supposons que an−j = bn−j pour tout
entier j compris entre 0 et k − 1 avec 1 ≤ k ≤ n. On a alors, en utilisant les
formules de Newton relatives à la matrice AB :

kan−k = −
(
Tr
(
(AB)

k
)
+ an−1 Tr

(
(AB)

k−1
)
+ · · ·+ an−(k−1) Tr (AB)

)
avec, pour tout entier j compris entre 1 et k :

Tr
(
(AB)

j
)
= Tr

(
A
(
B (AB)

j−1
))

= Tr
((

B (AB)
j−1
)
A
)
= Tr

(
(BA)

j
)

ce qui nous donne kan−k = kbn−k, soit an−k = bn−k puisque K est de caracté-
ristique nulle. On a donc ainsi montré par récurrence que AB et BA ont même
polynôme caractéristique.
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30 Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Exercice 1.12. Ecrire la décomposition de Dunford de la matrice :

A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ ∈ M4 (C)

En déduire un calcul de Ar pour tout entier r strictement positif.

Solution. Le polynôme caractéristique de A est χA (X) = X (X − 1)
3 et son

polynôme minimal est πA (X) = X (X − 1)
2
. On a la décomposition en éléments

simples :
1

πA (X)
=

1

X
+

(
1

(X − 1)
2 − 1

X − 1

)
qui donne la décomposition de Bézout 1 = (X − 1)

2
+
(
2X −X2

)
et les projecteurs

spectraux π1 = (A− I4)
2
, π2 = 2A−A2 (on a π1 + π2 = I4). On obtient alors la

décomposition A = D + V avec :

D = π2 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , V = A−D =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
Pour r > 0, on a Ar = Dr + rDr−1V (V 2 = 0) avec Dr = πr

2 = π2 = D. Soit :

∀r ≥ 2, Ar = D (I4 + rV ) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1 1
0 1 r 0
0 0 1 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠
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6 Chapitre 2

Réduction des
endomorphismes et des

matrices

On garde les notations du chapitre précédent.

2.1 Trigonalisation

Définition 2.1. On dit qu’un endomorphisme u ∈ L (E) est trigonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire.

Si u ∈ L (E) a pour matrice A dans une base B = (ek)1≤k≤n et si de plus u
est trigonalisable, il existe alors une base B′ = (e′k)1≤k≤n dans laquelle la matrice
T de u est triangulaire. On sait alors que les matrices A et T sont semblables,
c’est-à-dire qu’il existe une matrice inversible P d’ordre n à coefficients dans K
telle que T = P−1AP. Ce qui nous conduit à la définition suivante.

Définition 2.2. On dit qu’une matrice A d’ordre n à coefficients dans K
est trigonalisable, si elle est semblable à une matrice triangulaire.

Deux matrices semblables ayant même déterminant, elles ont même polynôme
caractéristique. En conséquence, si la matrice A est semblable à une matrice tri-
angulaire T, les termes diagonaux de T sont alors les valeurs propres de A.

On en déduit également qu’une matrice à coefficients réels n’ayant pas toutes ses
valeurs propres réelles n’est pas trigonalisable dans Mn (R) . Par exemple la ma-

trice A =

(
0 1
1 0

)
de valeurs propres complexes i et −i n’est pas trigonalisable

dans M2 (R) .
Sur un corps algébriquement clos, tout endomorphisme et toute matrice sont

trigonalisables.
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32 Réduction des endomorphismes et des matrices

Lemme 2.1 On suppose que K est algébriquement clos et que E est de dimension
n ≥ 2. Si u est un endomorphisme de E, il existe alors un hyperplan de E stable
par u.

Preuve. K étant algébriquement clos, u admet au moins une valeur propre λ ∈ K.
L’endomorphisme u− λId est alors non injectif et son image Im (u− λId) est un
sous espace vectoriel de dimension inférieure ou égale à n − 1. Il existe donc un
hyperplan H de E qui contient Im (u− λId) . On a alors u (x)−λx ∈ H pour tout
x ∈ E et :

∀x ∈ H, u (x) = (u (x)− λx) + λx ∈ H

ce qui signifie que H est stable par u. �
Théorème 2.1.

Pour K algébriquement clos, tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension n ≥ 1 de E. Pour n = 1 le
résultat est évident. Supposons-le acquis pour les K-espaces vectoriels de dimension
n− 1. Si u est un endomorphisme sur le K-espace vectoriel E de dimension n ≥ 2,
il existe alors un hyperplan H de E stable par u et la restriction v de u à H
est trigonalisable, c’est-à-dire qu’il existe une base B1 = (ek)1≤k≤n−1 de H dans
laquelle la matrice de v est triangulaire supérieure. Pour tout vecteur en ∈ E \H
la famille B = (ek)1≤k≤n est une base de E et la matrice de u dans cette base est
triangulaire supérieure. �

Corollaire 2.1 : Toute matrice à coefficients dans un corps algébrique-
ment clos est trigonalisable.

On a déjà vu que le résultat du théorème 2.1 est faux si le corps de base est
R. Ce qui est important dans la démonstration précédente c’est que u admet des
valeurs propres ainsi que la restriction de u à tout sous espace vectoriel de E stable
par u. Pour tout corps commutatif, on a le résultat suivant.

Théorème 2.2.

Un endomorphisme u ∈ L (E) est trigonalisable sur K si, et seulement
si, son polynôme caractéristique est scindé sur K.

Preuve. Il est clair que si u est trigonalisable son polynôme caractéristique est
alors scindé sur K (raisonner avec la matrice de u dans une base de trigonalisa-
tion). Réciproquement si χu est scindé sur K, u admet alors au moins une valeur
propre λ ∈ K et comme dans le cas algébriquement clos, on montre qu’il existe un
hyperplan H de E qui est stable par u. En utilisant le lemme 1.1, on déduit que le
polynôme caractéristique de la restriction de u à H est également scindé sur K. La
démonstration se termine alors par récurrence comme dans le cas algébriquement
clos. �
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Corollaire 2.2 : Soit u un endomorphisme de E. Si u est trigonalisable
et si F est un sous espace vectoriel de E stable par u, la restriction de u à
F est alors aussi trigonalisable.

Corollaire 2.3 : Toute matrice A ∈ Mn (K) dont le polynôme caracté-
ristique est scindé sur K est trigonalisable.

2.2 Diagonalisation

Définition 2.3. On dit qu’un endomorphisme u ∈ L (E) est diagonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Si u ∈ L (E) a pour matrice A dans une base B = (ek)1≤k≤n et si de plus u est
diagonalisable il existe alors une base B′ = (e′k)1≤k≤n dans laquelle la matrice D
de u est diagonale. On sait alors que les matrices A et D sont semblables, c’est-à-
dire qu’il existe une matrice inversible P d’ordre n à coefficients dans K telle que
D = P−1AP. Ce qui nous conduit à la définition suivante.

Définition 2.4. On dit qu’une matrice A d’ordre n à coefficients dans K
est diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale.

Une condition suffisante de diagonalisation est donnée par le résultat suivant.

Théorème 2.3.

Si u est un endomorphisme de E ayant n valeurs propres distinctes dans
K, il est alors diagonalisable.

Preuve. Si u a n valeurs propres distinctes, ces valeurs propres sont alors toutes
simples et chaque sous espace propre de u est de dimension 1. Il est facile de vérifier
que ces sous espaces propres sont en somme directe. Il en résulte alors que u est
diagonalisable. �

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un endomorphisme soit diago-
nalisable sont données par le résultat suivant.

Théorème 2.4.

Soit u un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
1. u est diagonalisable ;
2. si λ1, · · · , λp sont les valeurs propres de u deux à deux distinctes dans

K, on a alors E =

p⊕
k=1

ker (u− λkId) ;
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3. si λ1, · · · , λp sont les valeurs propres de u deux à deux distinctes dans

K, on a alors
p∑

k=1

dim (ker (u− λkId)) = n ;

4. le polynôme caractéristique de u est scindé sur K de racines deux à deux
distinctes λ1, · · · , λp dans K, chaque λk (1 ≤ k ≤ p) étant de multiplicité
αk = dim (ker (u− λkId)) ;

5. il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples dans K ;
6. le polynôme minimal πu est scindé à racines simples dans K.

Preuve. (1) ⇔ (2) . Si u est diagonalisable, il existe alors une base :

B =
(
e11, · · · , e1,α1

, · · · , ep1, · · · , ep,αp

)
de E formée de vecteurs propres avec :

u (ek,j) = λkek,j (1 ≤ k ≤ p, 1 ≤ j ≤ αk)

où les λ1, · · · , λp sont les valeurs propres distinctes deux à deux de u. On déduit

alors facilement que E =

p⊕
k=1

ker (u− λkId) avec dim (ker (u− λkId)) = αk. La

réciproque est évidente.
(2) ⇔ (3) Cette équivalence est évidente (les espaces propres sont en somme

directe).

(3) ⇒ (4) Si
p∑

k=1

dim (ker (u− λkId)) = n, on a alors E =

p⊕
k=1

ker (u− λkId) et

le polynôme caractéristique de u s’écrit χu (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk .

(4) ⇒ (5) Du fait que dim (ker (u− λkId)) est égal à la multiplicité de λk, on

déduit que
p∑

k=1

dim (ker (u− λkId)) = n et donc que E =

p⊕
k=1

ker (u− λkId) . On

a alors P (u) = 0 avec P (X) =

p∏
k=1

(X − λk) scindé sur K à racines simples.

(5) ⇒ (6) Le polynôme minimal étant un diviseur de tout polynôme annulateur,
il est également scindé sur K à racines simples si (5) est vérifié.

(6) ⇒ (1) Si le polynôme minimal de u s’écrit πu (X) =

p∏
k=1

(X − λk) , les λk

étant deux à deux distincts, le théorème de décomposition des noyaux nous donne

E =

p⊕
k=1

ker (u− λkId) , ce qui signifie que u est diagonalisable. �

2.3 Espaces vectoriels euclidiens
Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur R de dimension n ≥ 1.
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Définition 2.5. On appelle produit scalaire euclidien sur E toute applica-
tion :

ϕ : E × E → R
(x, y) �→ ϕ (x, y)

qui vérifie les propriétés suivantes :
— pour tout x dans E, l’application y �→ ϕ (x, y) est linéaire et pour

tout y dans E, l’application x �→ ϕ (x, y) est linéaire (ϕ est une forme
bilinéaire sur E) ;

— ϕ (x, y) = ϕ (y, x) pour tous x, y dans E (ϕ est symétrique) ;
— ϕ (x, x) ≥ 0 pour tout x dans E (ϕ est positive) ;
— pour x dans E, ϕ (x, x) = 0 équivaut à x = 0 (ϕ est définie).

On note en général (x, y) �→ 〈x | y〉 un tel produit scalaire.

Définition 2.6. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire euclidien.

Exemple 2.1 L’espace vectoriel Rn est muni de sa base canonique (ek)1≤k≤n .

On se donne un vecteur ω dans Rn et pour x =

n∑
k=1

xkek, y =

n∑
k=1

ykek dans Rn

on note 〈x | y〉 =
n∑

k=1

ωkxkyk. L’application ainsi définie est un produit scalaire sur

Rn si, et seulement si, toutes les composantes de ω sont strictement positives. Si
tous les coefficients ωk sont égaux à 1, le produit scalaire obtenu est appelé produit
scalaire canonique de Rn.

Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace euclidien et on note pour
tout x dans E, ‖x‖ =

√
〈x|x〉.

Théorème 2.5. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous x, y dans E on a |〈x | y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ , l’égalité étant réalisée si,
et seulement si, x et y sont liés.

Preuve. Si x = 0 ou x 	= 0 et y = λx avec λ ∈ R, on a alors l’égalité pour
tout y ∈ E. On suppose donc que x est non nul et y non lié à x. La fonction
polynomiale P définie sur R par P (t) = ‖y + tx‖2 = ‖x‖2 t2+2 〈x | y〉 t+‖y‖2 est
alors à valeurs strictement positives, le coefficient de t2 étant non nul, il en résulte
que son discriminant est strictement négatif, soit 〈x | y〉2 − ‖x‖2 ‖y‖2 < 0, ce qui
équivaut à |〈x | y〉| < ‖x‖ ‖y‖ . �
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Théorème 2.6. Inégalité de Minkowski

Pour tous x, y dans E on a ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , l’égalité étant réalisée
si, et seulement si, x = λy avec λ ≥ 0 (on dit que x et y sont positivement
liés).

Preuve. Si x = 0, on a alors l’égalité pour tout y ∈ E. Si x 	= 0 et y = λx
avec λ ∈ R, on a ‖x+ y‖ = |1 + λ| ‖x‖ ≤ (1 + |λ|) ‖x‖ = ‖x‖ + ‖y‖ , l’égalité
étant réalisée pour λ ≥ 0. Pour λ < 0, l’inégalité est stricte puisque dans ce cas
|1 + λ| < 1 + |λ| = 1− λ. On suppose que x est non nul et y non lié à x. On a :

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2 〈x | y〉+ ‖y‖2

et avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

‖x+ y‖2 < ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

ce qui équivaut à ‖x+ y‖ < ‖x‖+ ‖y‖ . �

Corollaire 2.4 : L’application x �→ ‖x‖ =
√
〈x|x〉 définit une norme sur

E.

Les deux égalités qui suivent sont utiles en pratique.

Théorème 2.7.

Pour tous x, y dans E on a :

〈x | y〉 = 1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
=

1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
La deuxième identité est l’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique

des normes réelles déduites d’un produit scalaire (exercice 2.4).

Pour x et y non nuls, on a −1 ≤ 〈x | y〉
‖x‖ ‖y‖ ≤ 1, donc il existe un unique réel θ

dans [0, π] tel que 〈x | y〉 = cos (θ) ‖x‖ ‖y‖ . On dit que θ est la mesure dans [0, π]

de l’angle que font les vecteurs x et y dans E \ {0} . Pour θ =
π

2
, on a 〈x | y〉 = 0

et on dit que les vecteurs x et y sont orthogonaux.

Définition 2.7. On dit que deux vecteurs x et y dans E sont orthogonaux
si 〈x | y〉 = 0.

Le résultat suivant se démontre facilement.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Espaces vectoriels euclidiens 37

Théorème 2.8. Pythagore

Les vecteurs x et y sont orthogonaux dans E si, et seulement si,
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 .

Définition 2.8. On appelle famille orthogonale dans E toute famille (ei)i∈I

de vecteurs de E telle que 〈ei | ej〉 = 0 pour tous i, j dans I tels que i 	= j.
Si de plus ‖ei‖ = 1 pour tout i ∈ I, on dit alors que cette famille est
orthonormée ou orthonormale.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En effet si (ei)i∈I

est une telle famille et si
∑
j∈J

λjej = 0, où J est une partie finie de I, on a alors

pour tout k ∈ J, 0 =

〈∑
j∈J

λjej | ek
〉

= λk ‖ek‖2 avec ‖ek‖ 	= 0 et nécessairement,

λk = 0.

Théorème 2.9. procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xk)1≤k≤p dans E, il existe une unique famille
orthonormée (ek)1≤k≤p dans E telle que :

∀k ∈ {1, 2, · · · , p} ,
{

Vect {e1, · · · , ek} = Vect {x1, · · · , xk}
〈xk | ek〉 > 0

Preuve. On procède par récurrence sur p ≥ 1. Pour p = 1, on a nécessairement
e1 = λ1x1 avec λ1 ∈ R∗ et 1 = ‖e1‖ = |λ1| ‖x1‖ , donc |λ1| =

1

‖x1‖
ce qui donne

deux solutions pour λ1. La condition supplémentaire 〈x1 | e1〉 > 0 entraîne λ1 > 0

et on a l’unique solution e1 =
1

‖x1‖
x1. Supposons p ≥ 2 et construite la famille

orthonormée (ek)1≤k≤p−1 vérifiant les conditions :

∀k ∈ {1, 2, · · · , p− 1} ,
{

Vect {e1, · · · , ek} = Vect {x1, · · · , xk}
〈xk | ek〉 > 0

Si
(
e′1, e

′
2, · · · , e′p−1, ep

)
est une solution à notre problème, on a alors nécessaire-

ment e′k = ek pour tout k compris entre 1 et p− 1 (unicité pour le cas p− 1). Les
conditions Vect {e1, · · · , ek} = Vect {x1, · · · , xk} pour tout k compris entre 1 et p,

entraînent ep =

p−1∑
j=1

λjej + λpxp. Avec les conditions d’orthogonalité :

∀j ∈ {1, · · · , p− 1} , 〈ep | ej〉 = 0

on déduit que :
λj + λp 〈xp | ej〉 = 0 (1 ≤ j ≤ p− 1)
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et ep = λp

⎛⎝xp −
p−1∑
j=1

〈xp | ej〉 ej

⎞⎠ = λpyp.

Du fait que xp /∈ Vect {x1, · · · , xp−1} = Vect {e1, · · · , ep−1} , on déduit que

yp 	= 0 et la condition ‖ep‖ = 1 donne |λp| =
1

‖yp‖
. La condition supplémentaire :

0 < 〈xp | ep〉 =
〈

1

λp

⎛⎝ep −
p−1∑
j=1

λjej

⎞⎠ | ep
〉

=
1

λp

entraîne λp > 0, ce qui donne en définitive une unique solution pour ep. �
Si on désigne par E = (ek)1≤k≤n la base canonique de Rn muni de sa structure

euclidienne canonique, tout système orthonormé F = (fk)1≤k≤n est alors une base
de Rn (ce système est libre formé de n vecteurs) et la matrice de passage Ω de
la base canonique E à la base F est telle que tΩΩ = In. En effet les colonnes de
Ω sont formées des composantes des vecteurs fj dans la base E et le coefficient
d’indice (i, j) de tΩΩ est 〈fi | fj〉 = δij .

Définition 2.9. On dit qu’une matrice carrée A à coefficients réels d’ordre
n est orthogonale si tAA = In. On note On (R) l’ensemble des matrices
orthogonales.

On peut également dire qu’une matrice orthogonale est la matrice de passage
de la base canonique de Rn à une base orthonormée où Rn est muni de sa structure
euclidienne canonique.

On (R) est un sous groupe multiplicatif de GLn (R) et l’application A �→ det (A)
réalise un morphisme de groupe de On (R) sur {−1, 1} . Le noyau de ce morphisme
est un sous groupe distingué de On (R) appelé groupe des matrices de rotation. Il
est noté O+

n (R) . On note O−
n (R)] le sous ensemble de On (R) formé des matrices

telles que det (A) = −1.

Corollaire 2.5 : Toute matrice A ∈ GLn (R) s’écrit de manière unique
A = ΩT, où Ω est une matrice orthogonale et T une matrice triangulaire
supérieure à coefficients diagonaux strictement positifs.

Preuve. L’espace vectoriel Rn est muni de sa structure euclidienne canonique,
on désigne par E = (ek)1≤k≤n la base canonique de Rn et par C1, · · · , Cn les
colonnes de la matrice A (ce sont des vecteurs de Rn). Si A ∈ GLn (R) , la famille
de vecteurs C = (Ck)1≤k≤n est alors une base de Rn et on peut lui appliquer le
procédé de Gram-Schmidt. Il existe donc une base orthonormée F = (fk)1≤k≤n de
Rn telle que Vect {f1, · · · , fk} = Vect {C1, · · · , Ck} pour tout k ∈ {1, · · · , n} , ce
qui entraîne que la matrice de passage T1 de la base C à la base F est triangulaire
supérieure et la matrice de passage Ω de la base canonique E à la base F est
orthogonale. En considérant que A est la matrice de passage de la base canonique
E à la base C, on a (relation de Chasles pour les matrices de passage) :

A = PE,C = PE,FPF,C = ΩT−1
1 = ΩT
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avec Ω orthogonale et T triangulaire supérieure. En considérant que les termes
diagonaux de T sont les tjj = 〈Cj | fj〉 pour 1 ≤ j ≤ n, on déduit que T est à
termes diagonaux strictement positifs, si on a les conditions 〈Cj | fj〉 > 0 pour
tout j ∈ {1, · · · , n} . S’il existe deux décompositions A = ΩT et A = Ω′T ′ avec Ω,
Ω′ orthogonales et T, T ′ triangulaires supérieures, la matrice Δ = T ′T−1 = tΩ′Ω
est alors triangulaire supérieure orthogonale et Δ−1 = tΔ est à la fois triangulaire
supérieure et inférieure, elle est donc diagonale et orthogonale. Les termes diago-
naux de Δ sont donc égaux à ±1. Si on suppose de plus que T et T ′ sont à termes
diagonaux strictement positifs, il en est alors de même de Δ et nécessairement
Δ = In, ce qui donne T = T ′ et Ω = Ω′. D’où l’unicité de la décomposition. �

Cette décomposition est parfois notée A = QR avec Q orthogonale et R triangu-
laire supérieure de termes diagonaux strictement positifs et appelée décomposition
QR de la matrice A. Cette décomposition conduit à un algorithme de calcul des
valeurs propres d’une matrice symétrique réelle moyennant certaines conditions.

Théorème 2.10.

Dans un espace vectoriel E euclidien de dimension n, tout système or-
thonormé peut se prolonger en une base orthonormée.

Preuve. Soit (ek)1≤k≤p un système orthonormé dans E. Pour p = n, c’est une
base de E. Pour 1 ≤ p < n, ce système est libre dans E, donc se prolonge en une
base (e1, · · · , ep, xp+1, · · · , xn) de E. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt fournit, vu l’unicité, le système orthonormé (e1, · · · , ep, ep+1, · · · , en) qui
est une base de E (c’est un système libre à n éléments). �

Si (ek)1≤k≤n est une base orthonormée de E, tout vecteur x ∈ E s’écrit alors

x =
n∑

k=1

λkek avec λk = 〈x | ek〉 pour 1 ≤ k ≤ n et on a ‖x‖2 =
n∑

k=1

|λk|2 .

Corollaire 2.6 (Schur) : Soit A une matrice réelle d’ordre n > 0 dont
toutes les valeurs propres sont réelles. Il existe une matrice orthogonale Ω
telle que tΩAΩ soit triangulaire supérieure. C’est-à-dire que la matrice A
se trigonalise dans une base orthonormée.

Preuve. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1 le résultat est évident.
Supposons le acquis pour n − 1 ≥ 1 et soit A une matrice réelle d’ordre n dont
toutes les valeurs propres sont réelles. On note u l’application linéaire ayant A
pour matrice dans la base canonique de Rn. Si λ1 est une valeur propre de u et
e1 un vecteur propre associé unitaire, on complète (e1) en une base orthonormée
B1 = (ek)1≤k≤n de Rn. La matrice de passage Ω1 de la base canonique à cette base

est orthogonale et la matrice de u dans B1 s’écrit A1 = tΩ1AΩ1 =

(
λ1 a1
0 B1

)
avec a1 ∈ M1,n−1 (K) (ensemble des matrices à une ligne et n − 1 colonnes)
et B1 ∈ Mn−1 (K) . Le polynôme caractéristique de A (égal à celui de A1) est
alors donné par χA (X) = (X − λ1) det (XIn−1 −B1) . On en déduit alors que la
matrice B1 a toutes ses valeurs propres réelles. On peut donc utiliser l’hypothèse
de récurrence pour écrire qu’il existe une matrice orthogonale Ω′

2 d’ordre n − 1
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telle que tΩ′
2B1Ω

′
2 = T2 soit triangulaire supérieure. La matrice Ω2 =

(
1 0
0 Ω′

2

)
est alors orthogonale d’ordre n et la matrice :

tΩt
2Ω1AΩ1Ω2 =

(
λ1 a1
0 tΩ′

2B1Ω
′
2

)
=

(
λ1 a1
0 T2

)
est triangulaire supérieure. �

2.4 Réduction des matrices orthogonales

Pour ce paragraphe, on désigne par E l’espace vectoriel Rn, par (ek)1≤k≤n la
base canonique de E et le produit scalaire euclidien canonique de E est noté :

(x, y) =

(
n∑

i=1

xiei,

n∑
i=1

yiei

)
�→ 〈x | y〉 =

n∑
i=1

xiyi

Définition 2.10. Un endomorphisme u ∈ L (E) est dit orthogonal si :

∀ (x, y) ∈ E2, 〈u (x) | u (y)〉 = 〈x | y〉

La matrice d’un endomorphisme orthogonal dans une base orthonormée de E
est une matrice orthogonale.

On note O (E) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Lemme 2.2 Soit u ∈ L (Rn) . Il existe un sous espace vectoriel P de Rn de di-
mension égale à 1 ou 2 et stable par u.

Preuve. Voir l’exercice 1.2. �

Lemme 2.3 Soient E un espace vectoriel euclidien et u ∈ O (E) un endomor-
phisme orthogonal. Il existe des sous espaces vectoriels P1, · · · , Pr de E, de dimen-

sion égale à 1 ou 2, deux à deux orthogonaux et stables par u tels que E =

r⊕
j=1

Pj .

Preuve. On procède par récurrence sur la dimension n ≥ 2 de E. Pour n = 2,
le résultat est évident. Supposons le acquis pour tout endomorphisme orthogonal
sur un espace vectoriel euclidien de dimension p comprise entre 1 et n − 1, avec
n > 2. Si P1 est un sous espace vectoriel de E non réduit à {0} de dimension au
plus 2 stable par u, endomorphisme orthogonal, alors P⊥

1 est stable par u. En effet
u (P1) ⊂ P1 et u ∈ GL (E) entraînent u (P1) = P1 (un isomorphisme conserve
la dimension), donc tout y ∈ P1 s’écrit y = u (x) avec x ∈ P1 et pour tout
z ∈ P⊥

1 , on a 〈u (z) | y〉 = 〈u (z) | u (x)〉 = 〈z | x〉 = 0, c’est-à-dire que u (z) ∈ P⊥
1 .

Comme 0 < dim
(
P⊥
1

)
< dim (E) , on peut trouver des sous espaces vectoriels

P2, · · · , Pr de E, de dimension au plus égale à 2, deux à deux orthogonaux et

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Réduction des matrices orthogonales 41

stables par la restriction de u à P⊥
1 , donc par u, tels que P⊥

1 =

r⊕
j=2

Pj . On a alors

E = P1 ⊕ P⊥
1 =

r⊕
j=1

Pj . �

Théorème 2.11.

Soit A une matrice orthogonale d’ordre n ≥ 2. Il existe une matrice
orthogonale P telle que :

P−1AP =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ip 0 0 0 · · · 0

0 −Iq 0
. . . . . . ...

0 0 R1 0
. . . 0

0
. . . 0 R2

. . . 0
... . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 0 Rr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
où, pour tout k ∈ {1, · · · , r} , on a noté Rk =

(
cos (θk) − sin (θk)
sin (θk) cos (θk)

)
avec

θk ∈ ]0, 2π[ \ {π} .

Preuve. On procède par récurrence sur n ≥ 2. Pour n = 2, dire que la matrice

A =

(
a c
b d

)
est orthogonale équivaut à :{
a2 + b2 = c2 + d2 = 1
ac+ bd = 0

{
a2 + c2 = b2 + d2 = 1
ab+ cd = 0

On déduit alors que b2 = 1 − a2 = c2, a2 = 1 − b2 = d2, donc c = εb, d = ηa,

avec ε, η dans {−1, 1} tels que εη = −1. Ce qui entraîne A =

(
a −b
b a

)
ou

A =

(
a b
b −a

)
avec a2 + b2 = 1. Réciproquement, les matrices de l’une de ces

deux formes sont orthogonales. Dans le premier cas, on peut poser a = cos (θ) avec

θ ∈ [0, 2π[ et A =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
. Dans le deuxième cas, la matrice A est

symétrique de valeurs propres 1 et −1, elle est donc orthogonalement semblable

à D =

(
1 0
0 −1

)
. Supposons le résultat acquis pour toute matrice orthogonale

d’ordre p compris entre 2 et n−1 et soit A une matrice orthogonale d’ordre n > 2.
On désigne par u l’endomorphisme orthogonal ayant A pour matrice dans la base
canonique de E = Rn muni de sa structure euclidienne canonique. Si u admet
1 ou −1 comme valeur propre, pour tout vecteur propre x associé à cette valeur
propre, le sous espace vectoriel (Rx)⊥ est stable par u. En effet, pour tout y dans
(Rx)⊥ , on a 〈u (y) | x〉 = ±〈u (y) | u (x)〉 = ±〈y | x〉 = 0 et il existe une base
orthonormée B de (Rx)⊥ dans laquelle la matrice de la restriction de u à (Rx)⊥
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est de la forme :

A′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ip 0 0 0 · · · 0

0 −Iq 0
. . . . . .

...

0 0 R1 0
. . . 0

0
. . . 0 R2

. . . 0
...

. . . . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 0 Rr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Dans la base orthonormée

{
1

‖x‖2
x

}
∪ B la matrice de u est A′′ =

(
±1 0
0 A′

)
,

qui est bien de la forme souhaitée. Si toutes les valeurs propres de u sont complexes

non réelles, alors dans une décomposition E =

r⊕
k=1

Pk du type lemme 2.3 tous les

sous espaces vectoriels Pk sont de dimension 2 et la restriction de u à chacun des
Pk a ses valeurs propres complexes non réelles. D’après l’étude du cas n = 2 (les
Pk sont stables par u), on déduit alors qu’il existe une base orthonormée de Pk

dans laquelle la matrice de u est de la forme Rk =

(
cos (θk) − sin (θk)
sin (θk) cos (θk)

)
avec

θk ∈ ]0, 2π[\{π} . En réunissant toutes ces bases, on obtient une base orthonormée
de E dans laquelle la matrice de u est :

A′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
R1 0 · · · 0

0 R2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Rr

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�

On a p = dim (ker (A− In)) et q = dim (ker (A+ In)) avec p+ q + 2r = n. De
plus A ∈ O+

n (R) [resp. A ∈ O−
n (R)] si, et seulement si, q est pair [resp. impair].

2.5 Réduction des matrices symétriques réelles
On garde les notations du paragraphe 2.4.

Définition 2.11. Une matrice réelle A est dite symétrique, si tA = A.
On dit qu’elle est symétrique positive si on a de plus 〈Ax | x〉 ≥ 0 pour
tout x ∈ E. On dit qu’elle est symétrique définie positive si on a de plus
〈Ax | x〉 > 0 pour tout x ∈ E \ {0} .

On peut associer une forme quadratique à une matrice symétrique A en posant
q (x) = 〈Ax | x〉 pour tout x ∈ E. La forme polaire associée est alors définie par :

∀ (x, y) ∈ E2, ϕ (x, y) =
1

2
(q (x+ y)− q (x)− q (y)) = 〈Ax | y〉
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Pour A positive, on l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀ (x, y) ∈ E2, |ϕ (x, y)| ≤
√
q (x)

√
q (y)

Le cône isotrope de q est définie par q−1 {0} = {x ∈ E | q (x) = 0} . Pour A
positive, on a q−1 {0} = ker (A) . En effet, si q (x) = 0, on a alors :

‖Ax‖22 = 〈Ax | Ax〉 = 〈A (Ax) | x〉 = ϕ (Ax, x) ≤
√
q (Ax)

√
q (x) = 0

et Ax = 0. La réciproque est claire.

Théorème 2.12.

Soit A une matrice symétrique réelle. Les valeurs propres de A sont toutes
réelles et A se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-à-dire qu’il
existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A = PD tP, les coefficients diagonaux de D étant les valeurs propres dans
R de la matrice A.

Preuve. Soit q : x �→ q (x) = 〈Ax | x〉 la forme quadratique associée à la matrice
A. Elle définie une application continue de E dans R et elle atteint son maximum
sur la sphère unité de E (qui est compacte puisque E est de dimension finie). On
peut donc poser λ = sup

x∈E, ‖x‖=1

q (x) et on a λ = q (x0) avec ‖x0‖2 = 1. On en

déduit alors que la forme quadratique

q1 : x �→ q1 (x) = λ ‖x‖22 − q (x) = 〈λx−Ax|x〉
est positive. Le vecteur x0 qui est dans le cône isotrope de q1 est alors dans le noyau
de λIn −A. On a donc ainsi montré que λ est une valeur propre réelle de A et x0

un vecteur propre réel associé. Une récurrence sur la dimension n ≥ 1 de E permet
alors de montrer que A se diagonalise dans une base orthonormée. En effet, du fait
que 〈Ax | x0〉 = 〈x | Ax0〉 = λ 〈x | x0〉 , on déduit que l’hyperplan H = (Rx0)

⊥ est
stable par A et dans une base orthogonale adaptée à la décomposition E = Rx0⊕H,
la matrice de l’application linéaire associée à la matrice A dans la base canonique

est de la forme A′ =
(

λ 0
0 B

)
avec B symétrique réelle d’ordre n−1. On applique

alors l’hypothèse de récurrence à la matrice B pour conclure. �
La démonstration de ce théorème de diagonalisation des matrices symétriques

réelles est une adaptation au cas de la dimension finie d’un résultat plus général
de diagonalisation d’un opérateur auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert.
Précisément si u est un endomorphisme auto-adjoint compact sur un espace de
Hilbert E, il a alors toutes ses valeurs propres réelles et E est somme hilbertienne
des espaces propres de u (voir [7], p. 125).

Avec l’exercice 2.7 on propose une autre démonstration du théorème précédent.

Corollaire 2.7 : Une matrice symétrique réelle est définie positive [resp.
positive] si, et seulement si, toutes ses valeurs propres sont strictement po-
sitives [resp. positives].

Une autre caractérisation des matrices réelles symétriques définies positives est
donnée avec l’exercice 2.6.
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Théorème 2.13.

Une matrice symétrique réelle A = ((aij))1≤i,j≤n à diagonale strictement
dominante est définie positive si, et seulement si, on a aii > 0 pour tout i
compris entre 1 et n.

Preuve. Supposons que aii > 0, pour tout i = 1, · · · , n. On sait déjà que les
valeurs propres de A sont réelles. En reprenant la démonstration du théorème 1.5,
on a |λ− aii| ≤

∑
j �=i

|aij | < aii et nécessairement λ > 0. La matrice A a donc toutes

ses valeurs propres strictement positives, ce qui équivaut à dire qu’elle est définie
positive. La réciproque provient de l’égalité aii = 〈Aei | ei〉 où (ek)1≤k≤n désigne
la base canonique de Rn. �

2.6 Tridiagonalisation des matrices symétriques
réelles. Méthode de Householder

On a vu que toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable à
une matrice diagonale, donc tridiagonale. L’avantage de la méthode de tridiago-
nalisation due à Householder, décrite dans ce paragraphe, est qu’elle fournit un
procédé algorithmique simple de réduction à la forme tridiagonale d’une matrice
symétrique réelle sans avoir à calculer ses valeurs propres. Cette réduction est
utilisée pour calculer des valeurs approchées des valeurs propres d’une matrice
symétrique réelle (méthode de Givens-Householder, paragraphe 6.4).

Pour n ≥ 2, l’espace vectoriel Rn est muni du produit scalaire euclidien cano-
nique 〈· | ·〉 et de la norme euclidienne associée ‖·‖ . On désigne par (ek)1≤k≤n la
base canonique de Rn.

Pour tout réel α, le signe de α est défini par signe (α) = 0 pour α = 0 et
signe (α) =

α

|α| pour α 	= 0.

Définition 2.12. On appelle matrice de Householder toute matrice réelle
de la forme Pu = In − 2u tu, où u est un vecteur unitaire dans Rn.

Si, pour tout vecteur unitaire u ∈ Rn, on note Pu la matrice de Householder
qui lui est associée et Hu l’hyperplan orthogonal à u dans Rn, on a alors :

∀x ∈ Hu, Pux = x− 2
(
u tu

)
x = x− 2 〈u | x〉u = x

et, avec Puu = −u, on déduit que Pu est la symétrie orthogonale par rapport à
l’hyperplan Hu. En particulier l’inverse de Pu est donné par P−1

u = tPu = Pu.

Lemme 2.4 Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 2. En utilisant les
notations qui précèdent, on a :

P−1
u MPu = M − 2

(
v tu+ u tv

)
où v = Mu− 〈u | Mu〉u.
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Preuve. On a P−1
u MPu = PuMPu = M − 2u tuM − 2Mu tu+4u tuMu tu avec

u tuM − u ( tuMu) tu = u t (Mu)− u 〈u | Mu〉 tu = u tv et :

Mu tu− u
(

tuMu
)

tu = (Mu− 〈u | Mu〉u) tu = v tu

d’où le résultat. �
Dans ce qui suit, on se donne une matrice symétrique réelle A = ((aij))1≤i,j≤n

d’ordre n ≥ 3. On note x = (ai,1)1≤i≤nla première colonne de A et :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x(2) = x− a11e1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
a21
...

an1

⎞⎟⎟⎟⎠
y(2) = x(2) + signe (a21)

∥∥x(2)
∥∥ e2

P1 =

{
In si y(2) = 0
Pu(2) si y(2) 	= 0

où u(2) =
1∥∥y(2)∥∥y(2) pour y(2) 	= 0. Enfin on note A1 = P−1

1 AP1 =
((
a1ij
))

1≤i,j≤n
.

Lemme 2.5 Avec les notations qui précèdent, la matrice A1 est symétrique avec
a1i1 = 0 pour i = 3, 4, · · · , n.

Preuve. Si y(2) = 0, on a alors ai1 = 0 pour tout i = 3, 4, · · · , n et A1 = A vérifie
bien la condition voulue. On suppose donc que y(2) 	= 0. On a A1 = P1AP1 et A1

est symétrique puisque P1 et A le sont. La première colonne de A1 est donnée par
A1e1 = P1AP1e1. Avec e1 ∈

(
Ry(2)

)⊥
, on a P1e1 = e1 et A1e1 = P1Ae1 = P1x.

En notant y(2) = x(2) + z(2), avec z(2) = signe (a21)
∥∥x(2)

∥∥ e2, on a :〈
y(2) | x(2) − z(2)

〉
=
〈
x(2) + z(2) | x(2) − z(2)

〉
=
∥∥∥x(2)

∥∥∥2 − ∥∥∥x(2)
∥∥∥2 = 0

donc : {
P1

(
x(2) + z(2)

)
= −x(2) − z(2)

P1

(
x(2) − z(2)

)
= x(2) − z(2)

et P1x
(2) = −z(2) = − signe (a21)

∥∥x(2)
∥∥ e2. Ce qui donne en définitive :

P1x = P1

(
a11e1 + x(2)

)
= a11e1 − signe (a21)

∥∥∥x(2)
∥∥∥ e2

C’est à dire que :

a1i1 =

⎧⎨⎩
a11 si i = 1
− signe (a21)

∥∥x(2)
∥∥ si i = 2

0 si i = 3, ..., n

�
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Théorème 2.14.

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3. Il existe n−2 matrices
orthogonales P1, · · · , Pn−2 telles que la matrice :

T = P−1
n−2P

−1
n−1 · · ·P−1

1 AP1P2 · · ·Pn−2

soit tridiagonale.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n ≥ 3. Pour n = 3, la matrice A est
déjà tridiagonale. On suppose donc le résultat vrai pour les matrices symétriques
d’ordre n− 1 ≥ 3. Avec les notations du lemme 2.5, on a :

A1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a112 0 · · · 0
a121 a122 a123 · · · a12n
0 a132 a133 · · · a13n
...

...
...

. . .
...

0 a1n2 a1n3 · · · a1nn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
cette matrice étant symétrique ainsi que la matrice d’ordre n− 1 :

B =

⎛⎜⎝ a122 · · · a12n
...

. . .
...

a1n2 · · · a1nn

⎞⎟⎠
Par hypothèse de récurrence, on peut trouver Q2, · · · , Qn−2 orthogonales telles
que T1 = Q−1

n−2 · · ·Q−1
2 BQ2 · · ·Qn−2 soit tridiagonale. On pose alors :

Pj =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0
... Qj

0

⎞⎟⎟⎟⎠
pour j = 2, 3, · · · , n− 2 et :

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a112 0 · · · 0
a121
0 T1

...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On a alors T = P−1

n−2 · · ·P−1
2 A1P2 · · ·Pn−2 = P−1

n−2 · · ·P−1
2 P−1

1 AP1P2 · · ·Pn−2. �

2.7 Espaces vectoriels hermitiens
Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur C de dimension n ≥ 1.
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Définition 2.13. On appelle produit scalaire hermitien sur E toute appli-
cation

ϕ : E × E → C
(x, y) �→ ϕ (x, y)

qui vérifie les propriétés suivantes :
— pour tout y dans E l’application x �→ ϕ (x, y) est linéaire ;
— ϕ (y, x) = ϕ (x, y) pour tous x, y dans E ;
— ϕ (x, x) ≥ 0 pour tout x dans E ;
— pour x dans E, ϕ (x, x) = 0 équivaut à x = 0.

On note en général (x, y) �→ 〈x | y〉 un tel produit scalaire.

Définition 2.14. Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie muni d’un produit scalaire hermitien.

Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace hermitien et on note pour
tout x dans E, ‖x‖ =

√
〈x|x〉.

Théorème 2.15. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous x, y dans E on a |〈x | y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ , l’égalité étant réalisée si,
et seulement si, x et y sont liés.

Preuve. Pour x, y fixés dans E on pose 〈x | y〉 = ρeiθ avec ρ = |〈x | y〉| ∈ R+ et
θ ∈ [0, 2π[ . On désigne par P la fonction polynomiale définie par :

∀t ∈ R, P (t) =
∥∥x+ teiθy

∥∥2 = ‖y‖2 t2 + 2t |〈x | y〉|+ ‖x‖2

On a P (t) ≥ 0 pour tout réel t et nécessairement le discriminant de ce polynôme de
degré 2 est toujours négatif ou nul, soit |〈x | y〉|2 − ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0, ce qui équivaut
à |〈x | y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ . Si x et y sont liés, il est alors clair que l’égalité est réalisée.
Réciproquement si l’égalité est réalisée, le polynôme P admet alors une racine
réelle λ et x+ λeiθy = 0, c’est-à-dire que x et y sont liés. �

Théorème 2.16. Inégalité de Minkowski

Pour tous x, y dans E on a ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , l’égalité étant réalisée
si, et seulement si, x = λy avec λ ≥ 0 (on dit que x et y sont positivement
liés).

Preuve. On a ‖x+ y‖2 = ‖x‖2+2Re 〈x | y〉+‖y‖2 et avec l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

ce qui équivaut à ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ . L’égalité est réalisée si, et seulement si,
Re 〈x | y〉 = |〈x | y〉| = ‖x‖ ‖y‖ , ce qui entraîne |〈x | y〉| = ‖x‖ ‖y‖ et il existe un
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nombre complexe λ tel que x = λy. Pour x = 0, l’égalité est réalisée et pour x 	= 0,

on a Re 〈x | y〉 = Re
(
λ ‖y‖2

)
= |λ| ‖y‖2 avec ‖y‖ 	= 0, donc Re (λ) = |λ| et λ est

un réel positif. �

Corollaire 2.8 : L’application x �→ ‖x‖ =
√
〈x|x〉 définit une norme sur

E.

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux vecteurs x et y dans E sont
orthogonaux si 〈x | y〉 = 0.

Le théorème de Pythagore est encore vrai sous la forme : si les vecteurs x et y
sont orthogonaux dans E, on a alors ‖x+ y‖2 = ‖x‖2+ ‖y‖2 . La réciproque étant
fausse dans le cas hermitien (l’égalité ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 entraîne seulement
Re 〈x | y〉 = 0).

On définit, comme dans le cas euclidien, les notions de famille orthogonale et
orthonormale. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Théorème 2.17. procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xk)1≤k≤p dans E, il existe une unique famille
orthonormée (ek)1≤k≤p dans E telle que :

∀k ∈ {1, 2, · · · , p} ,
{

Vect {e1, · · · , ek} = Vect {x1, · · · , xk}
〈xk | ek〉 > 0

Preuve. La démonstration est analogue à celle du théorème 2.9. �
En notant E = (ek)1≤k≤n la base canonique de Cn muni de sa structure hermi-

tienne canonique avec le produit scalaire (x, y) �→ 〈x | y〉 =
n∑

k=1

xkyk, tout système

orthonormé F = (fk)1≤k≤n est une base de Cn (ce système est libre formé de n
vecteurs) et la matrice de passage U de la base canonique E à la base F est telle
que U∗U = In, où U∗ =

((
u∗
ij

))
1≤i,j≤n

désigne la matrice adjointe de la matrice
complexe U = ((uij))1≤i,j≤n , définie par :

u∗
ij = uji (1 ≤ i, j ≤ n)

En effet les colonnes de U sont formées des composantes des vecteurs fj dans
la base E et le coefficient d’indice (i, j) de U∗U est 〈fj | fi〉 = δij .

Définition 2.15. On dit qu’une matrice carrée A à coefficients complexes
d’ordre n est unitaire si U∗U = In. On note Un (C) l’ensemble des matrices
unitaires.

On peut également dire qu’une matrice unitaire est la matrice de passage de
la base canonique de Cn à une base orthonormée où Cn est muni de sa structure
hermitienne canonique.

Un (C) est un sous groupe multiplicatif de GLn (C) et l’application A �→ det (A)
réalise un morphisme de groupe de Un (C) sur le groupe multiplicatif des nombres
complexes de module 1.
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Corollaire 2.9 : Toute matrice A ∈ GLn (C) peut s’écrire de manière
unique A = UT, où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire
supérieure à coefficients diagonaux strictement positifs.

Preuve. La démonstration est analogue à celle du corollaire 2.5. �
Théorème 2.18.

Dans un espace vectoriel E hermitien de dimension n tout système or-
thonormé peut se prolonger en une base orthonormée.

Preuve. La démonstration est analogue à celle du théorème 2.10. �

Corollaire 2.10 (Schur) : Soit A une matrice complexe d’ordre n > 0.
Il existe alors une matrice unitaire U telle que U∗AU soit triangulaire su-
périeure. C’est-à-dire que la matrice A se trigonalise dans une base ortho-
normée.

Preuve. La démonstration est analogue à celle du corollaire 2.6. �

2.8 Réduction des matrices normales

On note (ek)1≤k≤n la base canonique de Cn et le produit scalaire hermitien
canonique de Cn est noté :

(x, y) =

(
n∑

i=1

xiei,

n∑
i=1

yiei

)
�→ 〈x | y〉 =

n∑
i=1

xiyi

La norme associée est la norme hermitienne notée x �→ ‖x‖ .

Définition 2.16. Une matrice complexe A est dite hermitienne si A∗ = A.
On dit qu’elle est hermitienne positive, si on a de plus 〈Ax | x〉 ≥ 0 pour
tout x ∈ E. On dit qu’elle est hermitienne définie positive, si on a de plus
〈Ax | x〉 > 0 pour tout x ∈ E \ {0} .

Définition 2.17. Une matrice complexe A est dite normale si A∗A = AA∗.

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices
normales.

Lemme 2.6 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne [resp. hermitienne
positive] sont réelles [resp. réelles et positives]. Les valeurs propres d’une matrice
unitaire sont de module égal à 1.

Preuve. Soient A ∈ Mn (C) hermitienne, λ ∈ C une valeur propre de A et
x ∈ Cn un vecteur propre non nul associé. On a :

λ ‖x‖2 = 〈Ax | x〉 = 〈x | A∗x〉 = 〈x | Ax〉 = λ̄ ‖x‖2
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donc λ = λ̄ et λ ∈ R. Si de plus A est positive, on a alors λ ‖x‖2 = 〈Ax | x〉 ≥ 0
avec x 	= 0, ce qui entraîne λ ≥ 0.

Soient A ∈ Mn (C) unitaire, λ ∈ C une valeur propre de A et x ∈ Cn \ {0} un
vecteur propre associé. On a :

|λ|2 ‖x‖2 = ‖Ax‖2 = 〈Ax |Ax〉 = 〈x |A∗Ax〉 = ‖x‖2

et nécessairement |λ| = 1. �
Théorème 2.19.

Si A une matrice complexe normale, elle se diagonalise alors dans une
base orthonormée, c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une
matrice diagonale D telles que A = UDU∗, les coefficients diagonaux de
D étant les valeurs propres dans C de la matrice A.

Preuve. On montre tout d’abord que pour toute valeur propre λ ∈ C de A, le sous
espace propre associé Eλ = ker (A− λIn) est stable par A∗ et que son orthogonal
E⊥

λ est stable par A et par A∗, ce qui permet de raisonner par récurrence sur
l’ordre n de la matrice A.

Pour tout x ∈ Eλ on a, puisque A est normale, AA∗x = A∗Ax = λA∗x et
A∗x ∈ Eλ, c’est-à-dire que Eλ est stable par A∗.

Pour x ∈ E⊥
λ et y ∈ Eλ, on a A∗y ∈ Eλ et 〈Ax | y〉 = 〈x | A∗y〉 = 0, c’est-à-dire

que Ax ∈ E⊥
λ et E⊥

λ est stable par A. Puis en écrivant que :

〈A∗x | y〉 = 〈x | Ay〉 = 〈x | λy〉 = λ̄ 〈x | y〉 = 0

on déduit que A∗x ∈ E⊥
λ et E⊥

λ est stable par A∗.
On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension n de l’espace vectoriel

hermitien E. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour toute
matrice normale d’ordre p ∈ {1, · · · , n− 1} . Soient λ une valeur propre de A et
Eλ l’espace propre associé. Si Eλ = E, la matrice A est alors une homothétie et
toute base orthonormée de E convient. Si Eλ 	= E, E⊥

λ est alors de dimension
p ∈ {1, · · · , n− 1} et la restriction B de A à E⊥

λ est un endomorphisme normal de
E⊥

λ (une matrice est identifiée à l’application linéaire qu’elle définie dans la base
canonique de E). Il existe donc une base orthonormée de E⊥

λ formée de vecteurs
propres de B, donc de A. En complétant cette base par une base orthonormée de
Eλ on obtient une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de A. �

Si λ est une valeur propre de A, la stabilité de E⊥
λ par A∗ est en fait vraie pour

toute matrice A.
Du fait qu’une matrice hermitienne ou unitaire est normale on déduit les résul-

tats suivants.

Corollaire 2.11 : Une matrice hermitienne [resp. unitaire] a ses valeurs
propres réelles [resp. de module 1] et se diagonalise dans une base orthonor-
mée.

De ce résultat on déduit l’existence d’une racine carrée pour une matrice com-
plexe hermitienne positive.
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Corollaire 2.12 : Si A est une matrice complexe hermitienne positive, il
existe alors une unique matrice hermitienne positive B telle que A = B2.

Preuve. La matrice A étant hermitienne positive a toutes ses valeurs propres
réelles positives et se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-à-dire qu’il
existe U ∈ Un (C) et (λk)1≤k≤n ∈ (R+)

n tels que A = UDU∗, avec :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
En posant :

Δ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0
√
λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
et B = UΔU∗, on a B2 = A, la matrice B étant hermitienne positive (ses valeurs
propres sont positives).

Si P est le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par P (λi) =
√
λi pour

tout i ∈ {1, · · · , n} (le degré de P est p− 1 où p est le nombre de valeurs propres
distinctes de A), on a alors P (A) = UP (D)U∗ = UΔU∗ = B, c’est-à-dire que B
est polynomiale en A. Si C est une autre racine carrée de A hermitienne positive,
on a alors C2 = A et C commute avec A, donc avec B. En définitive les matrices B
et C commutent et sont diagonalisables, on sait alors qu’elles sont simultanément
diagonalisables (exercice 2.3), c’est-à-dire qu’il existe une matrice P dans GLn (C)
telle que C = PΓP−1 et B = PΛP−1 avec Γ et Λ diagonales à coefficients réels
positifs. De C2 = A = B2, on déduit alors que Γ2 = Λ 2 et Γ = Λ du fait que ces
matrices sont diagonales à coefficients réels positifs. Et en définitive B = C. �

Une matrice réelle symétrique et positive admet également une unique racine
carrée symétrique positive.

On montre de manière analogue que si A est une matrice complexe hermitienne
[resp. réelle symétrique] positive, alors pour tout entier k > 0, il existe une unique
matrice complexe hermitienne [resp. réelle symétrique] positive B telle que A =
Bk. De plus, si A est définie positive, il en est de même de B.

De ce résultat on peut déduire l’existence de la décomposition polaire d’une
matrice réelle ou complexe inversible. Précisément on a le résultat suivant.

Corollaire 2.13 : Toute matrice complexe [resp. réelle] inversible A peut
s’écrire de manière unique A = UH [resp. A = ΩS] où U [resp. Ω] est une
matrice unitaire [resp. orthogonale] et H [resp. S] une matrice hermitienne
[resp. symétrique] définie positive.

Preuve. On démontre le résultat dans le cas complexe. Le cas des matrices réelles
se traitant de manière analogue. Si A = UH, on a alors A∗A = HU∗UH = H2 et H
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est la racine carrée de la matrice hermitienne définie positive A∗A (〈A∗Ax | x〉 =
‖Ax‖22 > 0 pour x non nul). La matrice U est alors donnée par U = AH−1

(A inversible entraîne H inversible). On a donc, en cas d’existence, l’unicité des
matrices U et H. Pour A ∈ GLn (C) , la matrice A∗A est hermitienne définie
positive et elle admet une unique racine carrée hermitienne définie positive H. En
posant U = AH−1, on a A = UH et :

U∗U =
(
H−1

)∗
(A∗A)H−1 = (H∗)−1

H2H−1 = H−1H = In

c’est-à-dire que U est unitaire. �

2.9 Forme réduite de Jordan
Dans le cas d’un corps algébriquement clos, on peut affiner le théorème 2.1 de

trigonalisation comme on va le voir dans ce paragraphe.
Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension n ≥ 2 sur K et on

désigne par E∗ le dual algébrique de E, c’est-à-dire l’espace vectoriel des formes
linéaires sur E.

L’orthogonal dans E d’une partie non vide Y de E∗ est le sous espace vectoriel
Y ◦ de E défini par Y ◦ = {x ∈ E | ∀ϕ ∈ Y, ϕ (x) = 0} .

La base duale d’une base B = (ek)1≤k≤n de E est la base B∗ = (e∗k)1≤k≤n de
E∗ définie par :

∀j ∈ {1, · · · , n} , ∀x =

n∑
i=1

xiei, e
∗
j (x) = xj

Pour tout endomorphisme u ∈ L (E) , on note tu ∈ L (E∗) le transposé de u
défini par :

∀ϕ ∈ E∗, tu (ϕ) = ϕ ◦ u
Si u ∈ L (E) a pour matrice A dans une base B de E, la matrice de tu dans la

base duale B∗ est alors tA.

Lemme 2.7 Si u ∈ L (E) est nilpotent d’ordre r ≥ 1, il en est alors de même de
tu dans L (E∗) .

Preuve. Pour u, v dans L (E) , on a t (u ◦ v) = tv ◦ tu, donc ( tu)
r
= t (ur) = 0

et ( tu)
r−1

= t
(
ur−1

)
	= 0, c’est-à-dire que tu est nilpotent d’ordre r. �

Lemme 2.8 Soit u ∈ L (E) nilpotent d’ordre r ≥ 1. Pour tout vecteur x ∈ E tel
que ur−1 (x) 	= 0, la famille Bx =

(
uk (x)

)
0≤k≤r−1

est libre et l’espace vectoriel
Fx = Vect (Bx) est stable par u.

Preuve. Comme ur−1 	= 0, il existe des vecteurs x ∈ E\{0} tels que ur−1 (x) 	= 0.
Si, pour un tel vecteur x ∈ E\{0} , la famille Bx est liée, il existe alors des scalaires

λ0, · · · , λr−1 non tous nuls tels que
r−1∑
k=0

λku
k (x) = 0. En désignant par p le plus
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petit entier compris entre 0 et r− 1 tel que λp 	= 0, on a nécessairement p ≤ r− 2
(puisque ur−1 (x) 	= 0) et :

λpu
p (x) = −

r−1∑
k=p+1

λku
k (x) = −

r−1−p∑
j=1

λp+ju
p+j (x)

donc λpu
r−1 (x) = −

r−1−p∑
j=1

λp+ju
r+j−1 (x) = 0 (on a ur+k = 0 pour k ≥ 0), ce

qui n’est pas. La famille Bx est donc libre et Fx = Vect (Bx) est un sous-espace
vectoriel de dimension r de E. De l’égalité ur = 0, on déduit que cet espace est
stable par u. �

Lemme 2.9 Soit u ∈ L (E) nilpotent d’ordre r ≥ 1. Il existe une forme linéaire
ϕ ∈ E∗ et un vecteur x ∈ E tels que Fx = Vect

{
x, u (x) , · · · , ur−1 (x)

}
et l’ortho-

gonal Gϕ dans E de Hϕ = Vect
{
ϕ, tu (ϕ) , · · · , ( tu)

r−1
(ϕ)
}

sont stables par u

avec E = Fx ⊕Gϕ.

Preuve. Comme tu ∈ L (E∗) est nilpotent d’ordre r, pour toute forme linéaire
ϕ ∈ E∗ telle que ( tu)

r−1
(ϕ) 	= 0, l’espace Hϕ = Vect

{
ϕ, tu (ϕ) , · · · , ( tu)

r−1
(ϕ)
}

est de dimension r stable par tu et son orthogonal dans E, à savoir l’espace
Gϕ = H◦

ϕ = {x ∈ E | ∀ψ ∈ Hϕ, ψ (x) = 0} , est de dimension n − r stable par u
(pour x ∈ Gϕ et ψ ∈ Hϕ, on a tu (ψ) ∈ Hϕ, donc ψ (u (x)) = tu (ψ) (x) = 0

et u (x) ∈ Gϕ). Comme ( tu)
r−1

(ϕ) = ϕ ◦ ur−1 	= 0, pour tout x ∈ E tel que
ϕ
(
ur−1 (x)

)
	= 0 l’espace Fx = Vect

{
x, u (x) , · · · , ur−1 (x)

}
est de dimension r

stable par u. Enfin, pour vérifier que E = Fx ⊕ Gϕ, il nous suffit de vérifier que

Fx∩Gϕ = {0} puisque dim (Fx)+dim (Gϕ) = n. Si y =

r−1∑
k=0

λku
k (x) ∈ Fx∩Gϕ, on a

alors ur−1 (y) ∈ Gϕ (Gϕ est stable par u), donc 0 = ϕ
(
ur−1 (y)

)
= λ0ϕ

(
ur−1 (x)

)
et λ0 = 0. Supposant que λ0 = · · · = λj = 0 pour 0 ≤ j ≤ r−2 (si r = 1 c’est fini),

on a y =
r−1∑

k=j+1

λku
k (x) et 0 = ϕ

(
ur−j−2 (y)

)
= λj+1ϕ

(
ur−1 (x)

)
, donc λj+1 = 0.

�
De ces lemmes on déduit les résultats suivants.
Théorème 2.20.

Si u ∈ L (E) est nilpotent d’ordre r ≥ 1, il existe alors une base B =

p⋃
i=1

Bi

de E telle que chaque sous-espace vectoriel Fi = Vect (Bi) soit stable par u
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54 Réduction des endomorphismes et des matrices

et la matrice dans la base Bi de la restriction ui de u à Fi est :

Ji =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0

1 0 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 0 0
0 · · · 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mni

(K)

où ni = dim (Ei) (1 ≤ i ≤ p), la suite (ni)1≤i≤p étant décroissante avec
n1 = r. La matrice de u dans la base B est donc :

J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
J1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Preuve. On procède par récurrence sur n = dim (E) . Pour n = 1, on a u = 0 et
le résultat est trivial. Supposons le acquis pour les espaces vectoriels de dimension
strictement inférieure à n. Avec les notations du lemme précédent, la matrice de
u|Fx

(Fx est stable par u) dans la base B1 =
(
uk (x)

)
0≤k≤r−1

est :

Jr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0

1 0 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 0 0

0 · · · 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mr (K)

Si r = n c’est fini, sinon en complétant cette base par une base Bϕ de Gϕ (notation

du lemme précédent), la matrice de u dans la base B1∪Bϕ est A =

(
Jr 0
0 An−r

)
(Gϕ est stable par u) où An−r ∈ Mn−r (K) est la matrice de u|Gϕ

dans Bϕ, cette
matrice étant nilpotente d’indice au plus égal à r avec Gϕ de dimension strictement
inférieure à n. L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure. �

Théorème 2.21. Jordan

Soit u ∈ L (E) \ {0} tel que son polynôme caractéristique s’écrive

χu (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk avec αk > 0 et les λk distincts deux à deux.
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Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
J1 0 · · · 0

0 J2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (2.1)

avec :

∀k ∈ {1, 2, · · · , p} , Jk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λk 0 0 · · · 0

εk,2 λk 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . εk,αk−1 λk 0
0 · · · 0 εk,αk

λk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mαk

(C)

où εk,i ∈ {0, 1} (forme réduite de Jordan).

Preuve. En désignant pour tout k compris entre 1 et p, par Nk = ker (u− λkId)
βk

les sous-espaces caractéristiques de u où βk est la multiplicité de λk comme racine

du polynôme minimal (théorème 1.12), on a E =

p⊕
k=1

Nk. Chaque sous espace

vectoriel Nk est de dimension αk stable par u, λk est la seule valeur propre de la
restriction de u à Nk et la restriction de u − λkId à Nk est nilpotente d’indice
βk. On déduit alors qu’il existe une base Bk de Nk dans laquelle la matrice de la
restriction de u− λkId à Nk est de la forme :

Jk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0

εk,2 0 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . εk,αk−1 0 0

0 · · · 0 εk,αk
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ Mαk

(C)

Dans la réunion de ces bases, la matrice de u a la forme indiquée. �

Corollaire 2.14 : Toute matrice non nulle A d’ordre n à coefficients
complexes est semblable à une matrice triangulaire de la forme (2.1) .

Avec les exercices 2.15 et 2.7, on propose deux autres démonstration du théo-
rème 2.20 sans utiliser la dualité.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
56 Réduction des endomorphismes et des matrices

2.10 Exercices

Exercice 2.1. Soit u ∈ L (E) diagonalisable. Montrer que si F est un
sous espace vectoriel de E stable par u, la restriction de u à F est alors
aussi diagonalisable.

Solution. Dire que u est diagonalisable équivaut à dire que son polynôme minimal
πu est scindé sur K à racines simples. Si F est stable par u, la restriction v de u à
F est alors un endomorphisme de F annulé par le polynôme πu qui est scindé sur
K à racines simples, il en résulte que v est diagonalisable.

Exercice 2.2. Soit u ∈ L (E) diagonalisable de valeurs propres deux à
deux distinctes λ1, · · · , λp (1 ≤ p ≤ n). Montrer que pour 1 ≤ k ≤ p la
projection de E sur le sous espace propre ker (u− λkId) est donnée par

pk = αk

p∏
j=1
j �=k

(u− λjId) où αk =
1

p∏
j=1
j �=k

(λk − λj)

(utiliser la décomposition en

éléments simples de 1

πu
).

Solution. Si u ∈ L (E) est diagonalisable, son polynôme minimal s’écrit alors

πu (X) =

p∏
k=1

(X − λk) , où λ1, · · · , λp (1 ≤ p ≤ n) sont les valeurs propres deux à

deux distinctes de u. La décomposition en éléments simples
1

πu (X)
=

p∑
k=1

αk

X − λk
,

où αk =
1

p∏
j=1
j �=k

(λk − λj)

, nous donne l’égalité de Bézout
p∑

k=1

αk

p∏
j=1
j �=k

(X − λj) = 1

qui nous dit que x =

p∑
k=1

αk

p∏
j=1
j �=k

(u− λjId)x pour tout x ∈ E. Considérant que

pour k ∈ {1, · · · , p} et x ∈ E, on a (u− λkId)

p∏
j=1
j �=k

(u− λjId) (x) = πu (u) (x) = 0,

on déduit que αk

p∏
j=1
j �=k

(u− λjId)x ∈ ker (u− λkId) , c’est à dire que les projec-

teurs pk s’écrivent pk = αk

p∏
j=1
j �=k

(u− λjId) . En particulier ces projecteurs sont des

polynômes en u.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Exercices 57

Exercice 2.3. Soit (ui)i∈I une famille d’endomorphismes de E (I étant
un ensemble d’indice non nécessairement fini). On suppose que les ui com-
mutent deux à deux et sont diagonalisables. Montrer qu’il existe une base
commune de diagonalisation.

Solution. On procède par récurrence sur la dimension n ≥ 1 de E. Pour n = 1,
le résultat est évident. On suppose que E est de dimension n+1 et que le résultat
est acquis pour les espaces vectoriels de dimension inférieure ou égale à n. Si tous
les ui sont des homothéties, le résultat est alors clair. Sinon on se donne j ∈ I tel
que uj ne soit pas une homothétie. On a la décomposition en sous espaces propres

E =

p⊕
k=1

ker (uj − λkId) . L’endomorphisme uj n’étant pas une homothétie, chaque

sous espace propre est de dimension inférieure ou égale à n. Comme tous les ui

commutent à uj , chaque sous espace propre est stable par ui pour tout i dans I
et la restriction de chaque ui à chaque ker (uj − λkId) est diagonalisable. On peut
donc appliquer, pour tout entier k compris entre 1 et p l’hypothèse de récurrence à
la famille des restrictions des ui à ker (uj − λkId) , ce qui permet de construire une
base de diagonalisation de ker (uj − λkId) commune à toutes les restrictions de ui

à cet espace. La réunion de ces bases donne une base de diagonalisation commune
à tous les ui.

Exercice 2.4. Soit (E, ‖·‖) un espace vectoriel normé réel. On note :

μ (E) = sup
(x,y)�=(0,0)

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ∀ (x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(identité du pa-

rallélogramme) ;
2. la norme ‖·‖ dérive d’un produit scalaire sur E ;
3. μ (E) = 1 ;
4. pour x, y fixés dans E, ‖x+ ty‖2 est un trinôme en t.

Solution.

(1) ⇒ (2) On définit la fonction 〈· | ·〉 sur E × E par :

(x, y) �→ 〈x | y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
Il est facile de vérifier que cette application est symétrique (〈x | y〉 = 〈y | x〉)
et définie positive (〈x | x〉 = ‖x‖2 ≥ 0 avec égalité si, et seulement si, x = 0).
En utilisant l’identité du parallélogramme on va montrer que cette application
est bilinéaire. C’est donc un produit scalaire et la norme ‖·‖ en dérive. Avec
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58 Réduction des endomorphismes et des matrices

l’identité du parallélogramme on a, pour x, y, z dans E :

〈x+ z | y〉+ 〈x− z | y〉

=
‖x+ z + y‖2 − ‖x+ z − y‖2 + ‖x− z + y‖2 − ‖x− z − y‖2

4

=

(
‖x+ y + z‖2 + ‖x+ y − z‖2

)
−
(
‖x− y + z‖2 + ‖x− y − z‖2

)
4

=

(
‖x+ y‖2 + ‖z‖2

)
−
(
‖x− y‖2 + ‖z‖2

)
2

= 2 〈x | y〉

ce qui donne pour z = x :

∀ (x, y) ∈ E2, 〈2x | y〉 = 2 〈x | y〉

En posant u =
1

2
(x+ y) , v =

1

2
(x− y) , on a alors :

〈x+ y | z〉 = 〈2u | z〉 = 2 〈u | z〉 = 〈u+ v | z〉+ 〈u− v | z〉
= 〈x | z〉+ 〈y | z〉

On a donc 〈x+ y | z〉 = 〈x | z〉+ 〈y | z〉 , pour tout (x, y, z) dans E3. Par récur-
rence, on déduit que :

∀ (x, y) ∈ E2, ∀n ∈ N∗, 〈nx | y〉 = n 〈x | y〉 (2.2)

Avec 〈0 | y〉 = 0 et 〈−x | y〉 = −〈x | y〉 , on déduit que (2.2) est valable pour

tout entier n dans Z. Puis avec 〈x | y〉 = n

〈
1

n
x | y

〉
pour tout entier n ≥ 1, on

déduit que (2.2) est valable pour tout r ∈ Q. Enfin avec la densité de Q dans
R et la continuité de l’application :

(x, y) �→ 〈x | y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
on déduit que (2.2) est valable pour tout r ∈ R. Ce qui achève de prouver que
l’application 〈· | ·〉 est bilinéaire.

(2) ⇒ (3) Si la norme dérive d’un produit scalaire, on vérifie alors facilement qu’on a
l’identité du parallélogramme et l’égalité μ (E) = 1.

(3) ⇒ (1) Si μ (E) = 1, on a alors :

∀ (x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 ≤ 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
En posant u = x+ y, v = x− y, on a :

‖2x‖2 + ‖2y‖2 = ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2

≤ 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
= 2

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
soit 2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
≤ ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 et l’égalité.

On a donc les équivalences (1) ⇔ (2) ⇔ (3) .
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(2) ⇒ (4) C’est évident.
(4) ⇒ (1) Pour x, y fixés dans E on peut écrire P (t) = ‖x+ ty‖2 = at2+2bt+c, pour tout

réel t. Le coefficient c est donné en faisant t = 0, soit c = ‖x‖2 et le coefficient
a est donné par :

a = lim
t→+∞

P (t)

t2
= lim

t→+∞

∥∥∥∥1t x+ y

∥∥∥∥2 = ‖y‖2

On en déduit alors que :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = P (1) + P (−1) = 2 (a+ c) = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
c’est-à-dire l’identité du parallélogramme.

Exercice 2.5.
1. Montrer que l’application (A,B) �→ 〈A | B〉 = Tr (A tB) définit un pro-

duit scalaire sur Mn (R) .

2. Montrer que pour toute forme linéaire ϕ ∈ Mn (R)
∗ il existe une unique

matrice C ∈ Mn (R) telle que :

∀A ∈ Mn (R) , ϕ (A) = Tr
(
A tC

)
3. Montrer que l’application déterminant, det : Mn (R) → R est différen-

tiable et que sa différentielle u est donnée par :

∀A ∈ Mn (R) , ∀H ∈ Mn (R) , u (A) (H) = Tr
(
H tC

)
où C est la comatrice de la matrice A.

4. Soit Y une fonction définie sur un intervalle réel I à valeurs dans
Mn (R) et dérivable. Montrer que la fonction f : t �→ det (Y (t)) est
dérivable et calculer sa dérivée.

Solution.
1. Pour toutes matrice A,B dans Mn (R) , on a 〈A | B〉 =

∑
1≤i,j≤n

aijbij , c’est-à-

dire que 〈· | ·〉 est le produit scalaire euclidien de Mn (R) � Rn2

.

2. La base canonique (Ei,j)1≤i,j≤n de Mn (R) est orthonormée pour ce produit
scalaire. Pour toute forme linéaire ϕ ∈ Mn (R)

∗ et toute matrice A ∈ Mn (R) ,
on a :

ϕ (A) = ϕ

⎛⎝ ∑
1≤i,j≤n

aijEi,j

⎞⎠ =
∑

1≤i,j≤n

aijϕ (Ei,j) = 〈X | C〉

où C ∈ Mn (R) est défini par C =
∑

1≤i,j≤n

ϕ (Ei,j)Ei,j . On a donc ainsi mon-

tré que l’application C �→ (ϕC : A �→ 〈A | C〉) est surjective de Mn (R) sur
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Mn (R)
∗
. Cette application étant linéaire et les espaces vectoriels Mn (R) et

Mn (R)
∗ étant de même dimension, on en déduit que c’est un isomorphisme.

C’est-à-dire que, pour toute forme linéaire ϕ ∈ Mn (R)
∗
, il existe une unique

matrice C ∈ Mn (R) telle que :

∀A ∈ Mn (R) , ϕ (A) = Tr
(
A tC

)
Ce dernier résultat est vrai sur tout corps commutatif K.

3. La fonction det est continûment dérivable comme fonction polynomiale des
coefficients, donc différentiable. Notons u sa différentielle. Pour toute matrice
A ∈ Mn (R) , u (A) est une forme linéaire sur Mn (R) , donc il existe une
unique matrice C ∈ Mn (R) telle que u (A) (H) = Tr (H tC) pour tout H dans
Mn (R) . Pour H = Ei,j (1 ≤ i, j ≤ n), on a Tr (H tC) = cij , ce qui nous donne
C = ((u (A) (Ei,j)))1≤i,j≤n . Il s’agit donc de calculer les u (A) (Ei,j) , pour

1 ≤ i, j ≤ n. La différentielle de det en A s’écrit u (A) =
∑

1≤i,j≤n

∂ det

∂xij
(A) dxij ,

où on a noté dxij = E∗
i,j (base duale de la base canonique de Mn (R)). On a

donc :
u (A) (Ei,j) =

∂ det

∂xij
(A) = lim

t→0
t�=0

det (A+ tEi,j)− det (A)

t

En notant Aj la colonne j de la matrice A, (ei)1≤i≤n la base canonique de Rn

et en utilisant la n-linéarité du déterminant, on a :

det (A+ tEi,j) = det (A1, · · · , Aj−1, Aj + tei, Aj+1, · · · , An)

= det (A) + t det (A1, · · · , Aj−1, ei, Aj+1, · · · , An)

et cij =
∂ det

∂xij
(A) = det (A1, · · · , Aj−1, ei, Aj+1, · · · , An) (cofacteur (i, j) de

A). On a donc :

∀H ∈ Mn (R) , u (A) (H) = Tr
(
H tC

)
où C est la matrice des cofacteurs de la matrice A.

4. La fonction f est dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables, avec :

∀t ∈ I, f ′ (t) = u (Y ) (Y ′ (t)) =
∑

1≤i,j≤n

∂ det

∂xij
(Y ) (t) y′ij (t)

C’est-à-dire que :

f ′ =
∑

1≤i,j≤n

det (Y1, · · · , Yj−1, ei, Yj+1, · · · , Yn) y
′
ij

=

n∑
j=1

det

(
Y1, · · · , Yj−1,

n∑
i=1

y′ijei, Yj+1, · · · , Yn

)

=
n∑

j=1

det
(
Y1, · · · , Yj−1, Y

′
j , · · · , Yn

)
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Exercice 2.6. Soit A ∈ Mn (R) . On appelle sous-matrices principales
de A les matrices :

Ak = ((aij))1≤i,j≤k (k = 1, · · · , n)

et déterminants principaux les réels Δk = det (Ak) . Montrer qu’une matrice
symétrique réelle est définie positive si, et seulement si, tous ses détermi-
nants principaux sont strictement positifs.

Solution. Si la matrice A est symétrique définie positive, il en est alors de même
de toutes ses sous-matrices principales. En effet, pour tout entier k compris entre 1

et n, si x est un vecteur non nul de Rk, le vecteur x′ =
(

x
0

)
∈ Rn est non nul et

〈Akx | x〉 = 〈Ax′ | x′〉 > 0. On déduit que toutes les valeurs propres de la matrice
Ak sont strictement positives et det (Ak) > 0 pour tout entier k compris entre 1 et
n. Pour la réciproque on procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1 le résultat
est évident. Supposons le acquis pour les matrices symétriques d’ordre n − 1 ≥ 1
et soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ayant tous ses déterminants
principaux strictement positifs. On désigne par (ei)1≤i≤n la base canonique de
Rn. Avec l’hypothèse de récurrence on déduit que la matrice symétrique An−1 est
définie positive et la restriction à l’espace vectoriel H engendré par {e1, · · · , en−1}
de la forme quadratique q : x �→ 〈Ax | x〉 est définie positive. Il existe alors une
base (f1, · · · , fn−1) de H orthonormé pour q|H et la matrice de q dans la base
(f1, · · · , fn−1, en) s’écrit :

A′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · α1

0
. . . . . .

...
...

. . . 1 αn−1

α1 · · · αn−1 αn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

En posant fn = en −
n−1∑
i=1

αifi, le système (f1, · · · , fn−1, fn) est une base de Rn

orthogonale pour q et la matrice de q dans cette base s’écrit :

A′′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1 0
0 · · · 0 βn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Le déterminant de la matrice A′′ est du même signe que celui de A, c’est-à-dire
positif. En conséquence la forme quadratique q est définie positive et la matrice A
symétrique définie positive.
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Exercice 2.7. On se place dans (Rn, 〈· | ·〉) euclidien, on note ‖·‖ la
norme associée et on désigne par S1 la sphère unité de Rn pour cette norme.
Soit A une matrice réelle symétrique d’ordre n. On lui associe la forme qua-
dratique q définie par :

∀x ∈ Rn, q (x) = 〈Ax | x〉

1. Montrer que l’application q est bornée sur S1 et atteint ses bornes. On
note λ0 = q (x0) = sup

x∈S1

q (x) , où x0 dans Rn est tel que ‖x0‖ = 1.

2. On se donne un vecteur x1 dans (Rx0)
⊥∩S1 et pour tout réel θ ∈ [−π, π]

on note xθ = cos (θ)x0+sin (θ)x1. Utilisant les inégalités q (xθ) ≤ q (x0)
montrer que :

∀θ ∈ [−π, π] , 2 cos (θ) sin (θ) 〈Ax0 | x1〉 ≤ sin2 (θ) (q (x0)− q (x1))

puis en déduire que 〈Ax0 | x1〉 = 0.

3. Déduire de ce qui précède que A se diagonalise dans une base orthonor-
mée.

Solution.

1. L’application q est continue en tant qu’application polynomiale, elle est donc
bornée et atteint ses bornes sur la sphère unité S1 qui est compacte dans Rn.

2. On a xθ ∈ S1 pour tout θ ∈ [−π, π] , donc :

q (xθ) = cos2 (θ) q (x0) + 2 cos (θ) sin (θ) 〈Ax0 | x1〉+ sin2 (θ) q (x1) ≤ q (x0)

ce qui entraîne que 2 cos (θ) sin (θ) 〈Ax0 | x1〉 ≤ sin2 (θ) (q (x0)− q (x1)) . On en
déduit que :{

∀θ ∈ ]0, π[ , 2 cos (θ) 〈Ax0 | x1〉 ≤ sin (θ) (q (x0)− q (x1))
∀θ ∈ ]−π, 0[ , 2 cos (θ) 〈Ax0 | x1〉 ≥ sin (θ) (q (x0)− q (x1))

En faisant tendre θ vers 0 par valeurs positives et négatives, on en déduit que
〈Ax0 | x1〉 = 0, c’est-à-dire que x1 ∈ {Ax0}⊥ .

3. On déduit de ce qui précède que pour tout x appartenant à {x0}⊥ \ {0} , on

a x qui appartient à {Ax0}⊥ (il suffit de prendre x1 =
1

‖x‖x), c’est-à-dire que

{x0}⊥ ⊂ {Ax0}⊥ . Il en résulte que R (Ax0) = {Ax0}⊥⊥ ⊂ {x0}⊥⊥
= Rx0 et

en particulier, il existe λ ∈ R tel que Ax0 = λx0, ce qui signifie que x0 est
un vecteur propre de A. La matrice A étant symétrique, l’orthogonal de x0

dans Rn est stable par A et il suffit d’appliquer le raisonnement précédent à cet
orthogonal pour conclure par récurrence.
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Exercice 2.8. Soit A = (C1, · · · , Cn) ∈ Mn (C) où Ck désigne la co-

lonne k de A. Montrer que |det (A)| ≤
n∏

k=1

‖Ck‖ (inégalité d’Hadamard),

en notant ‖·‖ la norme hermitienne sur Cn (on peut utiliser le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt).

Solution. Pour det (A) = 0, le résultat est évident. On suppose que det (A) 	= 0.
Dans ce cas le système (C1, · · · , Cn) est une base de Cn et le procédé de Gram-
Schmidt nous permet alors de construire une base orthogonale (E1, · · · , En) de Cn

telle que :

E1 = C1 ; ∀k ∈ {2, · · · , n} , Ek = Ck +

k−1∑
j=1

λj,kEj

Un déterminant étant inchangé si on ajoute à une colonne une combinaison linéaire
des autres, en notant N = (E1, · · · , En) ∈ Mn (C) , on a det (A) = det (N) . En
notant D = N∗N, on a :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
‖E1‖2 0 · · · 0

0 ‖E2‖2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 ‖En‖2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
donc |det (A)|2 = |det (N)|2 = det (D) =

n∏
k=1

‖Ek‖2 , soit |det (A)| =
n∏

k=1

‖Ek‖ .

Enfin avec :

‖Ck‖2 = ‖Ek‖2 +
k−1∑
j=1

|λj,k|2 ‖Ej‖2 ≥ ‖Ek‖2

on déduit que |det (A)| ≤
n∏

k=1

‖Ck‖ .

Exercice 2.9. Montrer qu’une matrice A d’ordre n > 0 à coefficients
complexes est normale si, et seulement si, il existe un polynôme P à coef-
ficients complexes tel que A∗ = P (A) .

Solution. Une matrice normale se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-
à-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que
D = U∗AU. En notant λ1, λ2, · · · , λp les éléments diagonaux deux à deux distincts
de D (ce sont les valeurs propres de A) avec 1 ≤ p ≤ n, on désigne par P le
polynôme d’interpolation de Lagrange défini par :

P ∈ Cp−1 [X] , P (λk) = λk (1 ≤ k ≤ p)

on a D∗ = P (D) = U∗P (A)U et P (A) = UD∗U∗ = (UDU∗)∗ = A∗. La réci-
proque est évidente.
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Exercice 2.10. Soit A une matrice d’ordre n ≥ 1 à coefficients com-
plexes.
1. Montrer que A est la matrice nulle si, et seulement si, Tr (AA∗) = 0.

2. Montrer que la matrice A est hermitienne si, et seulement si, AA∗ = A2.

Solution.

1. Pour A = ((aij))1≤i,j≤n , on a Tr (AA∗) =
∑

1≤i,j≤n

|aij |2 (carré de la norme

hermitienne de Cn2

) et Tr (AA∗) = 0 équivaut bien à A = 0.

2. Soit A ∈ Mn (C) telle que AA∗ = A2. Notant B = A − A∗, on a BB∗ =

A∗A− (A∗)2 et :

Tr (BB∗) = Tr (A∗A)− Tr
(
(A∗)2

)
= Tr (AA∗)− Tr

(
(A∗)2

)
= Tr

(
AA∗ − (A∗)2

)
avec AA∗ = (AA∗)∗ =

(
A2
)∗

= (A∗)2 . On déduit donc que Tr (BB∗) = 0 et
B = 0, c’est-à-dire A = A∗. La réciproque est évidente.

Exercice 2.11. Soit A ∈ GLn (C) , montrer qu’il existe deux matrices
unitaires U, V et une matrice diagonale D à coefficients réels strictement
positifs telles que A = UDV ∗ (décomposition singulière de la matrice A).

Solution. La matrice A∗A est hermitienne définie positive (en effet, pour x non
nul on a 〈A∗Ax | x〉 = ‖Ax‖22 > 0), donc il existe une matrice unitaire V telle que
V ∗ (A∗A)V = Δ où :

Δ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
avec λi ∈ R∗

+ pour tout i ∈ {1, · · · , n} (la matrice A est inversible). En notant
W = AV, on a alors W ∗W = D2, où :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0
√
λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
et avec U∗U = D−1W ∗WD−1 = D−1D2D−1 = In, on déduit que U = WD−1 est
unitaire. Ce qui donne en définitive U∗AV = D−1W ∗W = D−1D2 = D, avec D
diagonale à coefficients réels strictement positifs.
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Exercice 2.12. Soient A et B deux matrices hermitiennes positives dans
Mn (C) . Montrer que :

0 ≤ Tr (AB) ≤ Tr (A)Tr (B)

(on peut d’abord considérer le cas où la matrice A est diagonale).

Solution. Si (ei)1≤i≤n désigne la base canonique de Cn, on a alors, pour toute
matrice A = ((aij))1≤i,j≤n dans Mn (C) , aij = 〈Aej | ei〉 pour 1 ≤ i, j ≤ n. Dans
la cas particulier où A est hermitienne positive on a aii = 〈Aei | ei〉 ≥ 0 pour
1 ≤ i ≤ n. Si A est diagonale hermitienne positive, on a alors :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
avec λi ∈ R+ pour tout i et pour toute matrice B ∈ Mn (C) hermitienne positive,
on a bii ≥ 0 pour tout i et :

0 ≤ Tr (AB) =
n∑

i=1

λibii ≤
(

n∑
i=1

λi

)(
n∑

i=1

bii

)
= Tr (A)Tr (B)

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, toutes ses valeurs
propres sont réelles positives et il existe une matrice unitaire U telle que :

A = U

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠U∗ = UDU∗

avec λi ∈ R+ pour tout i. En remarquant que AB = UDU∗B = U (DU∗BU)U∗

est semblable à D (U∗BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC) . Mais D est diagonale
hermitienne positive et C hermitienne positive unitairement semblable à B. Donc :

Tr (AB) = Tr (DC) ≤ Tr (D)Tr (C) = Tr (A)Tr (B)

Exercice 2.13. Montrer que l’application A �→ ‖A‖s =
√

Tr (A∗A) est
norme sur Mn (C) (norme de Schur) et qu’elle est sous-multiplicative,
c’est-à-dire que ‖AB‖s ≤ ‖A‖s ‖B‖s pour toutes matrices A et B apparte-
nant à Mn (C) .

Solution. Pour tout A ∈ Mn (C) , on a ‖A‖s =
√

Tr (A∗A) =

√
n∑

i,j=1

|aij |2,

c’est-à-dire que ‖·‖s est la norme hermitienne de Mn (C) identifié à Cn2

. Pour
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66 Réduction des endomorphismes et des matrices

toutes matrices A,B dans Mn (C) , on a :

‖AB‖2s = Tr (B∗ (A∗AB)) = Tr ((A∗AB)B∗) = Tr ((A∗A) (BB∗))

et les matrices A∗A et BB∗ étant hermitiennes positives, on peut utiliser le résultat
de l’exercice 2.12 pour écrire que :

‖AB‖2s ≤ Tr (A∗A) Tr (BB∗) = ‖A‖2s ‖B∗‖2s = ‖A‖2s ‖B‖2s
ce qui prouve que la norme de Schur est sous-multiplicative.

On peut aussi montrer ce résultat directement en écrivant que :

‖AB‖2s =

n∑
i,j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i,j=1

(
n∑

k=1

|aik| |bkj |
)2

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

‖AB‖2s ≤
n∑

i,j=1

(
n∑

k=1

|aik|2
)(

n∑
k=1

|bkj |2
)

= ‖A‖2s ‖B‖2s

Exercice 2.14. Montrer que toute matrice à coefficients réels ou com-
plexes est semblable à sa transposée (utiliser la décomposition de Jordan
sur C).

Solution. On se place tout d’abord dans le cas où A est un bloc de Jordan
complexe de la forme :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
. . . 0

0 0
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 · · · 0 0 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L’endomorphisme u associé à la matrice A est alors défini dans la base canonique
(ei)1≤i≤n de Cn par : {

u (e1) = λe1
u (ej) = ej−1 + λej (2 ≤ j ≤ n)

Dans la base (en, · · · , e1) l’endomorphisme u a pour matrice tA. Si A est une
matrice complexe quelconque, on sait qu’elle est semblable à une matrice de la
forme :

A′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
J1 0 · · · 0

0 J2
. . . 0

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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où les Jk sont des blocs de Jordan du type précédent. Chacun de ces Jk étant sem-
blable à sa transposée on en déduit facilement que A est semblable à sa transposée.
Ce résultat est encore valable pour les matrices réelles du fait que deux matrices
réelles qui sont semblables sur C le sont sur R (exercice 1.1).

Exercice 2.15. Avec cet exercice, on propose une démonstration du théo-
rème 2.20 sans utiliser la dualité. On se donne u ∈ L (E) nilpotent d’ordre
r compris entre 2 et n−1 avec n ≥ 2 (pour r = 1, u est nulle et pour r = n,
c’est fait avec le lemme 2.8).

1. Soit (B,C) ∈ Mr,n−r (K)×Mn−r (K) tel que A =

(
Jr B

0n−r,r C

)
soit

nilpotente d’ordre r. Montrer que B est nulle si, et seulement si, ses r−1
dernières lignes sont nulles.

2. En utilisant le lemme 2.8, justifier l’existence d’une base de E dans
laquelle la matrice A de u est de la forme

(
Jr B

0n−r,r C

)
.

3. En notant, pour m = n−r, toute matrice X ∈ Mr,m (K) et tout entier i
compris entre 1 et r, Xi = (xi1, xi2, · · · , xi,m) sa ligne numéro i, donner
pour tout entier k compris entre 1 et r − 1 une expression du produit
Jk
r X en fonction des Xi.

4. En notant, pour toute matrice X ∈ Mr,n−r (K) , TX =

(
Ir X
0 In−r

)
,

montrer qu’il existe une matrice X ∈ Mr,n−r (K) telle que TXA (TX)
−1

soit de la forme
(

Jr 0
0 C

)
.

5. Conclure.

Solution.

1. Soit v ∈ L (Kn) de matrice A dans la base canonique (ek)1≤k≤n . Dire que les
r − 1 dernières lignes de B sont nulles se traduit par v (ej) = b1je1 + cj pour
r + 1 ≤ j ≤ n, où cj ∈ G = Vect {er+1, · · · , en} . Comme A est nilpotente
d’ordre r, on a :

0 = vr (ej) = b1jv
r−1 (e1) + vr−1 (cj) = b1jer + vr−1 (cj) (2.3)

avec v (ej) ∈ Vect {e1, er+1, · · · , en} et vk (ej) ∈ Vect {e1, · · · , ek, er+1, · · · , en}
pour 1 ≤ k ≤ r − 1 (récurrence immédiate), donc vr−1 (cj) appartient à
Vect {e1, · · · , er−1, er+1, · · · , en} et l’égalité (2.3) impose b1j = 0 pour tout
j, ce qui signifie que la première ligne de B est nulle et en conséquence, B = 0.
La réciproque est évidente.

2. En complétant la famille libre Bx =
(
uk (x)

)
0≤k≤r−1

en une base de E, la
matrice de u dans cette base a la forme indiquée puisque Vect (Bx) est stable
par u.
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3. En notant (ej)1≤j≤m la base canonique de Km, on a pour tout entier j compris

entre 1 et m, Jk
r Xej = Jk

r

(
r∑

i=1

xijei

)
=

r∑
i=1

xijJ
k
r ei =

r−k∑
i=1

xijei+k, ce qui

signifie que la colonne numéro j de Jk
r X est

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
0
x1j

...
xr−k,j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, le coefficient x1j

étant en ligne k + 1, donc Jk
r X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
0
X1

...
Xr−k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, la ligne X1 étant en position

k + 1.

4. Pour tout X ∈ Mr,n−r (K) , la matrice TX est inversible d’inverse (TX)
−1

=(
Ir −X
0 In−r

)
et on a :

TXA (TX)
−1

=

(
Ir X
0 In−r

)(
Jr B
0 C

)(
Ir −X
0 In−r

)
=

(
Jr B (X)
0 C

)
où B (X) = XC − JrX + B. Il s’agit alors de montrer que le système linéaire
B (X) = 0 a une solution dans Mr,n−r (K) . En notant Mi la ligne numéro i
d’une matrice M, on a B1 (X) = X1C +B1 et Bi (X) = XiC −Xi−1 +Bi pour
2 ≤ i ≤ r. En définissant la matrice X par :

Xr = 0, Xr−1 = Br, Xr−2 = Xr−1C +Br−1, · · · , X1 = X2C +B2

la matrice B (X) a ses dernières lignes nulles avec
(

Jr B (X)
0 C

)
nilpotente

d’ordre r (elle est semblable à la matrice A), ce qui revient à dire qu’elle est
nulle.

5. Pour retrouver le théorème 2.20, il revient au même de prouver que toute ma-
trice nilpotente A ∈ Mn (K) \ {0} est semblable à une matrice de la forme⎛⎜⎜⎜⎜⎝

J1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . Pour ce faire, on procède par récurrence sur n ≥ 1.

Pour n = 1 c’est clair. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n − 1 ≥ 1
et soit A ∈ Mn (K) \ {0} nilpotente d’ordre r ≥ 2. Pour r = n, on déduit du
lemme 2.8 que A est semblable à Jn. Pour 2 ≤ r ≤ n−1, la question précédente

nous dit que A est semblable à une matrice de la forme A1 =

(
Jr 0
0 C

)
. Avec
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0 = Ar
1 =

(
Jr
r 0
0 Cr

)
, on déduit que C est nilpotente d’ordre r1 ≤ r < n et

l’hypothèse de récurrence nous permet de conclure.

Exercice 2.16. Avec cet exercice, on propose une démonstration du théo-
rème 2.20 sans utiliser la dualité. Précisément, on se propose de démontrer
que pour tout endomorphisme nilpotent u ∈ L (E) d’ordre r ≥ 1, il existe
un entier p compris entre 1 et n et des sous espaces E1, · · · , Ep de E tels
que pour tout i compris entre 1 et p, l’espace Ei est de dimension ni ≥ 1,
stable par u, la restriction ui de u à Ei est nilpotente d’ordre ni, la suite

(ni)1≤i≤r est décroissante avec n1 = r et E =

p⊕
i=1

Ei (décomposition de E

en sous-espaces cycliques). Pour n = 1, le résultat est évident (u = 0 et
E1 = E). Le supposant acquis pour les espaces de dimension inférieure à
n− 1, on se donne un espace E de dimension n ≥ 1 et un endomorphisme
u ∈ L (E) nilpotent d’ordre r compris entre 1 et n. Comme pour r = 1
(u = 0) ou r = n (p = 1, E1 = E et n1 = n) il n’y a rien à montrer, on
suppose que r est compris entre 2 et n− 1.

1. Montrer que F = Im (u) est un sous-espace vectoriel de E stable par u,
de dimension comprise entre 1 et n − 1 et que la restriction de u à F
est nilpotente d’ordre r1 ≤ r − 1.

Par hypothèse de récurrence appliquée à la restriction de u à Im (u) ,

on peut donc écrire Im (u) =

p⊕
i=1

Fi, où chaque Fi est un sous-espace

de Im (u) de dimension ni ≥ 1, stable par u tel que u|Fi
est nilpotent

d’ordre ni, la suite (ni)1≤i≤r étant décroissante avec n1 = r1 ≤ r − 1.

2. Montrer que, pour tout i compris entre 1 et p, il existe un vecteur xi ∈ E
tel que la famille Bi =

(
u (xi) , u

2 (xi) , · · · , uni (xi)
)

soit une base de Fi

et la famille {xi} ∪ Bi est libre.

3. En notant Gi =

ni⊕
k=0

Kuk (xi) pour tout entier i compris entre 1 et p et

G =

p∑
i=1

Gi, montrer que :

(a) Gi ∩ ker (u) = Kuni (xi) ;

(b) G ∩ ker (u) =

p⊕
i=1

Kuni (xi) ;

(c) G =

p⊕
i=1

Gi ;

(d) dim (G) = dim (Im (u)) + p.

4. En désignant par H un supplémentaire de G∩ker (u) dans ker (u) , mon-
trer que E = G⊕H et conclure.
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70 Réduction des endomorphismes et des matrices

Solution.

1. Comme u est non nul et nilpotent, on a dim (Im (u)) ≥ 1 et dim (ker (u)) ≥ 1
puisque 0 est valeur propre de u, donc dim (Im (u)) = n−dim (ker (u)) ≤ n−1.
Il est bien connu que Im (u) est stable par u.

2. L’endomorphisme ui = u|Fi
∈ L (Fi) étant nilpotent d’ordre ni = dim (Fi) ,

on a vu avec le lemme 2.8 qu’il existe une famille libre de la forme Bi =(
uk (yi)

)
0≤k≤ni−1

dans Fi et cette famille en est une base puisque formée de
ni vecteurs. Comme yi ∈ Fi ⊂ Im (u) , il existe xi ∈ E tel que yi = u (xi) ,

donc Bi =
(
uk (xi)

)
1≤k≤ni

. Si x =

ni∑
k=0

λku
k (xi) = 0, on a alors 0 = u (x) =

ni∑
k=0

λku
k+1 (xi) =

ni−1∑
k=0

λku
k (yi) (on a uni (yi) = 0 car yi ∈ Fi et uni

i = 0), ce

qui équivaut à la nullité de tous les λi car
(
uk (yi)

)
0≤k≤ni−1

est une base de
Fi. La famille {xi} ∪ Bi est donc libre.

3.

(a) Chaque uni (xi) est dans Gi et u (uni (xi)) = uni (yi) = 0, donc uni (xi)

est dans ker (u) . Un élément de Gi ∩ ker (u) s’écrit x =

ni∑
k=0

λku
k (xi) et

on a 0 = u (x) =

ni∑
k=0

λku
k+1 (xi) =

ni−1∑
k=0

λku
k+1 (xi) , donc λk = 0 pour

0 ≤ k ≤ ni − 1 et x = λni
uni (xi) avec uni (xi) = uni−1 (yi) 	= 0, ce qui

signifie que Gi ∩ ker (u) est la droite vectorielle dirigée par uni (xi) .

(b) Un élément de G∩ker (u) s’écrit z =

p∑
i=1

zi avec zi ∈ Gi et on a 0 = u (z) =

p∑
i=1

u (zi) avec u (zi) ∈ u (Gi) et :

u (Gi) = Vect
{
u (xi) , · · · , uni+1 (xi)

}
= Vect {u (xi) , · · · , uni (xi)} = Fi

les Fi étant en somme directe, ce qui impose la nullité de tous les u (zi) ,
donc zi ∈ Gi ∩ ker (u) , soit zi = λiu

ni (xi) . La famille (uni (xi))1≤i≤p en-
gendre donc G∩ker (u) et elle est libre puisque chaque uni (xi) = uni−1 (yi)
est non nul dans Fi, les Fi étant en somme directe.

(c) Si
p∑

i=1

zi = 0 avec zi ∈ Gi pour tout i, on a alors
p∑

i=1

u (zi) = 0 avec u (zi)

dans u (Gi) = Fi, les Fi étant en somme directe, donc u (zi) = 0 pour tout
i, c’est-à-dire que zi ∈ Gi ∩ ker (u) = Vect {uni (xi)} , soit zi = λiu

ni (xi) .

On a donc
p∑

i=1

λiu
ni (xi) = 0, la famille (uni (xi))1≤i≤p étant libre, ce qui

impose λi = 0, soit zi = 0 pour tout i.
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(d) Il en résulte que :

dim (G) =

p∑
i=1

dim (Gi) =

p∑
i=1

(ni + 1) =

p∑
i=1

dim (Fi)+p = dim (Im (u))+p

4. On a ker (u) = (G ∩ ker (u))⊕H, donc :

dim (H) = dim (ker (u))− dim (G ∩ ker (u))

= n− (dim (Im (u)) + p) = n− dim (G)

Pour tout x ∈ G∩H, on a x ∈ H ⊂ ker (u) et x ∈ G, donc x ∈ (G ∩ ker (u))∩H,

soit x = 0. En conclusion, on a E =

p⊕
i=1

Gi ⊕ H, chaque espace Gi ayant une

base de la forme B′
i =

(
uk (xi)

)
0≤k≤ni

et H ⊂ ker (u) . En écrivant H =

q⊕
i=r+1

Hi

avec Hi = Khi, on a bien une décomposition de E de la forme annoncée et la
matrice de u dans une base adaptée à cette somme directe est bien diagonale
par blocs de Jordan.
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6 Chapitre 3

L’espace vectoriel normé
Mn (K) (K = R ou C)

Pour ce chapitre, K est le corps des réels ou des complexes.

3.1 Norme matricielle induite par une norme vec-
torielle

Pour ce paragraphe on se donne une norme x �→ ‖x‖ sur Kn. On note respec-
tivement, B = {x ∈ Kn | ‖x‖ ≤ 1} la boule unité et S = {x ∈ Kn | ‖x‖ = 1} la
sphère unité de (Kn, ‖·‖) .

On rappelle que sur un espace vectoriel normé une application linéaire est conti-
nue si, et seulement si, elle est bornée sur la sphère unité et qu’en dimension finie
la sphère unité est compacte et tout endomorphisme est continu (voir [18]). On
peut donc définir, pour toute matrice A, la quantité |||A||| = sup

x∈S
‖Ax‖ .

Théorème 3.1.

Pour toute norme x �→ ‖x‖ sur Kn, l’application A �→ |||A||| = sup
x∈S

‖Ax‖
définit une norme sur Mn (K) .

Preuve. L’égalité |||A||| = 0 équivaut à ‖Ax‖ = 0 pour tout x dans S. En remar-

quant que pour tout x dans Kn on a
1

‖x‖x ∈ S et en utilisant la linéarité de A, on

déduit que A = 0. La vérification des autres propriétés d’une norme ne pose pas
de problèmes particuliers. �

Définition 3.1. L’application A �→ |||A||| = sup
x∈S

‖Ax‖ est la norme matri-

cielle induite par (ou subordonnée à) la norme vectorielle x �→ ‖x‖ .

L’espace vectoriel Mn (K) étant de dimension finie, on sait que toutes les normes
sur cet espace sont équivalentes, c’est-à-dire qu’on a une seule topologie sur cet
espace compatible avec la structure d’espace vectoriel.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
74 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

La norme matricielle subordonnée à la norme euclidienne ‖·‖2,R sur Rn est
définie par :

∀A ∈ Mn (R) , |||A|||2,R = sup
‖x‖2,R=1

‖Ax‖2,R

et a priori cette norme pourrait être différente de celle induite par la norme her-
mitienne ‖·‖2,C de Cn définie par :

|||A|||2,C = sup
‖z‖2,C=1

‖Az‖2,C

où ‖z‖22,C = ‖x‖22,R + ‖y‖22,R pour tout z = x + iy ∈ Cn. En fait, il n’en est rien.
En effet pour tout x ∈ Rn, on a ‖x‖2,C = ‖x‖2,R et ‖Ax‖2,C = ‖Ax‖2,R , donc
|||A|||2,R ≤ |||A|||2,C . Et pour z = x+ iy ∈ Cn, on a :

‖Az‖22,C = ‖Ax‖22,R + ‖Ay‖22,R ≤ |||A|||22,R
(
‖x‖22,R + ‖y‖22,R

)
= |||A|||22,R ‖z‖22,C

donc |||A|||2,C ≤ |||A|||2,R .
Les deux exemples qui suivent nous permettent de calculer effectivement les

normes matricielles induites par les normes vectorielles ‖·‖∞ et ‖·‖1 .

Lemme 3.1 La norme matricielle induite par ‖·‖∞ est définie par :

∀A ∈ Mn (K) , |||A|||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

Preuve. Le résultat étant évident pour A = 0, on suppose A non nulle. On note
B = (ei)1≤i≤n la base canonique de Kn et S∞ la sphère unité de (Kn, ‖·‖∞) .

Pour tout x ∈ S∞, on a ‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
⎛⎝ max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

⎞⎠ , donc

|||A|||∞ ≤ α = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | . Soient k un entier compris entre 1 et n tel que

α =
n∑

j=1

|akj | et x =

n∑
j=1

xjej ∈ S∞ défini par :

xj =

⎧⎪⎨⎪⎩
akj
|akj |

si akj 	= 0

0 si akj = 0

(A étant non nulle, on a α > 0 et il existe un indice j tel que akj 	= 0). En notant
y = Ax, on a :

∀i ∈ {1, · · · , n} , |yi| ≤ ‖y‖∞ ≤ |||A|||∞ ≤ α

avec |yk| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

akjxj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

|akj | = α, donc ‖Ax‖∞ = α et |||A|||∞ = α. �
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Lemme 3.2 La norme matricielle induite par ‖·‖1 est définie par :

∀A ∈ Mn (K) , |||A|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |

Preuve. Posons β = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | . Pour x dans S1 (sphère unité de (Kn, ‖·‖1)),
on a :

‖Ax‖1 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|xj |
n∑

i=1

|aij | ≤ β

n∑
j=1

|xj | = β

donc |||A|||1 ≤ β. Pour montrer que β ≤ |||A|||1 , il suffit de trouver un vecteur x dans

S1 tel que ‖Ax‖1 = β. Soit k compris entre 1 et n tel que β =

n∑
i=1

|aik| . Pour

x = ek (kème vecteur de la base canonique de Kn), on a :

‖Ax‖1 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|aik| = β

On a donc bien |||A|||1 = β. �
On a |||A|||1 = |||A∗|||∞ , où A∗ = tA désigne la matrice adjointe de A.

Lemme 3.3 Pour toute matrice P dans GLn (K) l’application :

x �→ ‖x‖P =
∥∥P−1x

∥∥
∞

définit une norme sur Kn et la norme matricielle induite par cette norme est
définie par :

∀A ∈ Mn (K) , |||A|||P =
∥∥P−1AP

∥∥
∞

Preuve. Il est facile de vérifier que ‖·‖P définit une norme sur Kn. On peut aussi
remarquer que P est la matrice de passage de la base canonique B = (ek)1≤k≤n

de Kn à une base B′ = (e′k)1≤k≤n et en notant X =

⎛⎜⎝ x1

...
xn

⎞⎟⎠ , X ′ =

⎛⎜⎝ x′
1
...
x′
n

⎞⎟⎠ , les

coordonnées du vecteur x dans les bases respectives B et B′, on a :

‖x‖P =
∥∥P−1X

∥∥
∞ = ‖X ′‖∞

Pour toute matrice A dans Mn (K) , on a :

|||A|||P = sup
x∈Kn\{0}

‖Ax‖P
‖x‖P

= sup
X∈Kn\{0}

∥∥P−1AX
∥∥
∞

‖P−1X‖∞
soit en posant X = PX ′ :

|||A|||P = sup
X′∈Kn\{0}

∥∥P−1APX ′∥∥
∞

‖X ′‖∞
=
∥∥P−1AP

∥∥
∞
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�
Le théorème qui suit nous donne quelques propriétés des normes matricielles

induites par une norme vectorielle.

Théorème 3.2.

Soit A �→ |||A||| une norme sur Mn (K) induite par une norme x �→ ‖x‖
sur Kn. On a |||In||| = 1 et :

∀A ∈ Mn (K) , |||A||| = sup
x∈B

‖Ax‖ = sup
x∈Kn\{0}

‖Ax‖
‖x‖ (3.1)

∀x ∈ Kn, ∀A ∈ Mn(K), ‖Ax‖ ≤ |||A||| ‖x‖ (3.2)

∀A ∈ Mn(K), ∀B ∈ Mn(K), |||AB||| ≤ |||A||| |||B||| (3.3)

∃x ∈ S tel que |||A||| = ‖Ax‖
|||A||| = inf

{
α ∈ R+ | ∀x ∈ Kn, ‖Ax‖ ≤ α ‖x‖

}
(3.4)

Preuve. Pour tout x ∈ S, on a ‖Inx‖ = ‖x‖ = 1, donc |||In||| = 1.
L’égalité (3.1) résulte de l’inclusion S ⊂ B et de la linéarité de A.
L’inégalité (3.2) se déduit facilement de (3.1) .
De (3.2) on déduit que pour toutes matrices A,B dans Mn (K) on a :

∀x ∈ Kn, ‖ABx‖ ≤ |||A||| ‖Bx‖ ≤ |||A||| |||B||| ‖x‖

D’où l’inégalité (3.3) .
Du fait qu’en dimension finie la sphère unité est compacte et qu’une fonction

continue sur un compact admet une borne supérieure qui est atteinte, on déduit
qu’il existe x dans S tel que |||A||| = ‖Ax‖ .

On note D = {α ∈ R+ | ∀x ∈ Kn, ‖Ax‖ ≤ α ‖x‖} . On a D 	= ∅, car |||A||| ∈ D,
donc D admet une borne inférieure comme partie non vide et minorée de R+ et
inf (D) ≤ |||A||| . Soient α ∈ D et x dans S tel que |||A||| = ‖Ax‖ . On alors :

|||A||| = ‖Ax‖ ≤ α ‖x‖ = α

soit |||A||| ≤ α. On en déduit donc que |||A||| ≤ inf (D) et |||A||| = inf (D) . �
La propriété (3.3) se traduit en disant que toute norme matricielle induite par

une norme vectorielle est sous-multiplicative.
En fait pour toute norme A �→ N (A) sur Mn (K) , il existe une constante réelle

λ > 0 telle que :

∀ (A,B) ∈ Mn (K)×Mn (K) , N (AB) ≤ λN (A)N (B)

(exercice 3.1).
Il existe quand même des normes sur Mn (K) qui ne sont pas sous-multiplicatives

(exercice 3.2).
Une norme sous-multiplicative n’est pas nécessairement induite par une norme

vectorielle. Par exemple la norme de Schur est sous-multiplicative (exercice 2.13)
et n’est pas induite par une norme vectorielle du fait que pour tout entier n ≥ 2
on a ‖In‖s =

√
n 	= 1.
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3.2 Le groupe topologique GLn (K)

L’espace vectoriel Mn (K) est muni d’une norme quelconque (elles sont toutes
équivalentes).

Lemme 3.4 L’application det : Mn (K) → K est continue.
Preuve. L’application déterminant est continue comme fonction polynomiale des
coefficients mij d’une matrice M. �

Théorème 3.3.

L’ensemble GLn (K) est un ouvert dense de Mn (K) .

Preuve. L’ensemble GLn (K) est un ouvert de Mn (K) en tant qu’image réci-
proque de l’ouvert K∗ par l’application continue déterminant.

La fonction polynomiale z �→ det (zIn −A) a au plus n racines dans K, il existe
donc un entier k0 tel que :

∀k > k0, det

(
1

k
In −A

)
	= 0

et on a A = lim
k→+∞
k>k0

Ak avec les Ak =
1

k
In −A inversibles pour tout k > k0. �

Ce théorème peut aussi se montrer en utilisant la caractérisation des matrices
de rang r donné (exercice 3.3).

Théorème 3.4.

L’application A �→ A−1 est continue de GLn (K) dans GLn (K) .

Preuve. L’application A �→ C (A) qui associe à une matrice A sa comatrice
C (A) est continue de Mn (K) dans Mn (K) car ses composantes sont des fonctions
polynomiales des coefficients aij . On en déduit alors que l’application A �→ A−1 =

1

det (A)
tC (A) est continue de GLn (K) dans GLn (K) . �

La continuité de (U, V ) �→ UV et M �→ M−1 peut se traduire en disant que
la topologie de GLn (K) est compatible avec sa structure de groupe. On dit aussi
que GLn (K) est un groupe topologique.

Théorème 3.5.

Le centre de Mn (K) est formé des homothéties et le centre de GLn (K)
est formé des homothéties non nulles.

Preuve. Soit A = ((aij))1≤i,j≤n dans le centre de Mn (K) , c’est-à-dire commu-
tant avec toutes les matrices. On a AEij = EijA, pour tous i, j et en désignant
par (ei)1≤i≤n la base canonique de Kn, on a :

AEijej = Aei =

n∑
k=1

akiek = EijAej = Eij

(
n∑

k=1

akjek

)
= ajjei
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Donc aki = 0 pour k ∈ {1, · · · , n} \ {i} et aii = ajj . C’est-à-dire que A = λIn. On
peut aussi remarquer que si A est dans le centre de Mn (K) , elle commute alors
à tout projecteur px sur la droite Kx. On en déduit que toutes les droites sont
stables par A et A est une homothétie.

Avec la densité de GLn (K) dans Mn (K) et la continuité du produit matriciel,
on déduit que toute matrice dans le centre de GLn (K) est aussi dans le centre de
Mn (K) , c’est donc une homothétie et son rapport est non nulle puisqu’elle est
inversible. �

Ces résultats sont en fait valables sur tout corps commutatif infini. Pour le
cas de Mn (K) , la démonstration est identique. Si A dans le centre de GLn (K) .
Pour tout B ∈ Mn (K) , le polynôme det (λIn −B) a au plus n racines dans K,
donc pour K infini, il existe λ ∈ K tel que λIn − B soit inversible. On a alors
A (λIn −B) = (λIn −B)A, c’est-à-dire λA−AB = λA−BA et AB = BA. Donc
A est dans le centre de Mn (K) .

Corollaire 3.1 : Les groupes multiplicatifs GLn (R) et GLn (C) ne sont
pas isomorphes.

Preuve. Si ϕ : GLn (R) → GLn (C) est un isomorphisme de groupes multiplica-
tifs, il induit alors un isomorphisme du centre de GLn (R) sur celui de GLn (C)
(dire que A est dans le centre de GLn (R) équivaut à dire que AM = MA pour
tout M ∈ GLn (R) ce qui équivaut à :

∀M ∈ GLn (R) , ϕ (A)ϕ (M) = ϕ (M)ϕ (A)

encore équivalent à :

∀M ∈ GLn (C) , ϕ (A)M = Mϕ (A)

et donc à ϕ (A) est dans le centre de GLn (C)). On aurait alors un isomorphisme
de groupes multiplicatifs de R∗ sur C∗, ce qui est impossible (i est d’ordre 4 dans
C∗ et il n’y a pas d’élément d’ordre 4 dans R∗). �

Corollaire 3.2 : Il existe une base de Mn (K) formée de matrices inver-
sibles.

Preuve. V = Vect (GLn (K)) est un sous espace vectoriel fermé de Mn (K) (on
est en dimension finie) qui contient GLn (K) , il contient donc son adhérence c’est-
à-dire Mn (K) . Donc V = Mn (K) et du système générateur GLn (K) on peut
extraire une base. �

Ce résultat est encore valable sur un corps commutatif infini. En effet il existe
une infinité de scalaires λ ∈ K tels que, pour tous i, j dans {1, · · · , n} , Eij + λIn
est inversible. Pour un tel λ ∈ K la famille B = (Eij + λIn)1≤i,j≤n est une base
de Mn (K) . En effet l’égalité

∑
1≤i,j≤n

aij (Eij + λIn) = 0 entraîne aij = 0 pour

i 	= j et on a
n∑

i=1

⎛⎝aii + λ

n∑
j=1

ajj

⎞⎠Eii = 0 (In =

n∑
i=1

Eii), donc aii + λ

n∑
j=1

ajj = 0
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Le groupe topologique GLn (K) 79

pour tout i ∈ {1, · · · , n} et en sommant on a (1 + nλ)

n∑
j=1

ajj = 0, ce qui donne

n∑
j=1

ajj = 0 en choisissant λ ∈ K tel que 1 + nλ 	= 0 et aii = 0 pour tout i. La

famille B est donc libre et c’est une base car formé de n2 éléments.

Corollaire 3.3 : Pour n ≥ 2 il n’existe pas de norme sur Mn (K) telle
que

∥∥P−1AP
∥∥ = ‖A‖ pour tout A dans Mn (K) et tout P dans GLn (K) .

Preuve. Supposons que pour toutes matrices A dans Mn (K) et P dans GLn (K)
on ait

∥∥P−1AP
∥∥ = ‖A‖ . En appliquant cette égalité à PA et P, on a ‖AP‖ =

‖PA‖ . Par densité de GLn (K) dans Mn (K) et continuité du produit matriciel, on
déduit que ‖AP‖ = ‖PA‖ pour tous A,P dans Mn (K) . Mais ce denier résultat
est impossible pour n ≥ 2. En effet E12E11 = 0 et E11E12 	= 0. �

De la densité de GLn (K) dans Mn (K) , on peut déduire une généralisation à
Mn (K) du théorème de décomposition polaire des matrices inversibles (corollaire
2.13). Pour ce faire on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.5 L’ensemble Un (C) [resp. On (R)] des matrices complexes unitaires
[resp. réelles orthogonales] est compact dans Mn (C) [resp. Mn (R)].

Preuve. On munit l’espace vectoriel Mn (K) de la norme matricielle |||·|||2 induite
par la norme hermitienne ou euclidienne de Kn. Du fait qu’une transformation
unitaire ou orthogonale conserve la norme hermitienne ou euclidienne de Kn, on
déduit que pour toute matrice A unitaire ou orthogonale on a |||A|||2 = 1. On
déduit donc que Un (C) [resp. On (R)] est borné dans (Mn (K) , |||·|||2) . De plus
cet ensemble est fermé comme image réciproque du fermé {In} de Mn (K) par
l’application continue A �→ A∗A. En conclusion Un (C) [resp. On (R)] est compact
dans (Mn (K) , |||·|||2) en tant que fermé borné (on est en dimension finie). �

Corollaire 3.4 : Toute matrice A ∈ Mn (C) [resp. A ∈ Mn (R)] peut
s’écrire A = UH [resp. A = ΩS] où U [resp. Ω] est une matrice unitaire
[resp. orthogonale] et H [resp. S] une matrice hermitienne [resp. symétrique]
positive.

Preuve. Toute matrice A ∈ Mn (K) peut s’écrire A = lim
k→+∞

Ak où (Ak)k∈N

est une suite de matrices inversibles. Avec le théorème de décomposition polaire
(corollaire 2.13), on peut écrire pour tout entier k, Ak = UkHk [resp. Ak = ΩkSk]
où (Uk)k∈N

[resp. (Ωk)k∈N
] est une suite de matrices unitaires [resp. orthogonales]

et (Hk)k∈N
[resp. (Sk)k∈N

] une suite de matrices hermitiennes [resp. symétriques]
définies positives. De la suite (Uk)k∈N

[resp. (Ωk)k∈N
] dans le compact Un (C) [resp.

On (R)] on peut extraire une sous-suite
(
Uϕ(k)

)
k∈N

[resp.
(
Ωϕ(k)

)
k∈N

] qui converge
vers une matrice U ∈ Un (C) [resp. Ω ∈ On (R)]. De Hk = U−1

k Ak = U∗
kAk [resp.

Sk = Ω−1
k Ak = tΩkAk] et de la continuité du produit matriciel, on déduit que la

suite
(
Hϕ(k)

)
k∈N

[resp.
(
Sϕ(k)

)
k∈N

] est convergente. La limite H [resp. S] de cette
suite est une matrice hermitienne [resp. symétrique] positive et on a A = UH
[resp. A = ΩS]. �
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80 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

Pour A de rang r < n, la décomposition ci-dessus n’est pas unique. En effet,
on peut diagonaliser la matrice hermitienne [resp. symétrique] positive H [resp.
S] dans une base orthonormée (ei)1≤i≤n avec Hei = λiei [resp. Sei = λiei] pour
1 ≤ i ≤ n où λi = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− r et λi > 0 sinon (si A n’est pas inversible,
il en est alors de même de H [resp. S] et 0 est valeur propre de H [resp. S]). Les
Uei [resp. Ωei] sont alors uniquement déterminés pour n − r + 1 ≤ i ≤ n, mais
pour 1 ≤ i ≤ n− r il n’y a pas unicité.

En désignant par H++
n (C) [resp. S++

n (R)] l’ensemble des matrices complexes
[resp. réelles] d’ordre n hermitiennes [resp. symétriques] définies positives, le théo-
rème de décomposition polaire des matrices inversibles peut s’exprimer comme
suit.

Théorème 3.6.

L’application (U,H) �→ UH [resp. (Ω, S) �→ ΩS] réalise un homéomor-
phisme de Un (C) ×H++

n (C) [resp. On (R) × S++
n (R)] sur GLn (C) [resp.

GLn (R)].

Preuve. On fait la démonstration dans le cas des matrices réelles inversibles. Le
cas complexe se traitant de manière analogue.

On sait que toute matrice A ∈ GLn (R) s’écrit de manière unique A = ΩS
avec Ω ∈ On (R) et S ∈ S++

n (R) , donc l’application ϕ : (Ω, S) �→ ΩS réalise une
bijection de On (R)×S++

n (R) sur GLn (R) . Cette application est continue car ses
composantes sont des fonctions polynomiales des coefficients ωij de Ω et srp de
S. Il reste à montrer que ϕ−1 est continue. Soit (Ak)k∈N

une suite de matrices
dans GLn (R) qui converge vers A. On note ϕ−1 (Ak) = (Ωk, Sk) pour tout k ∈ N
et ϕ−1 (A) = (Ω, S) . De la suite (Ωk)k∈N

dans le compact On (R) , on peut ex-
traire une sous-suite

(
Ωϕ(k)

)
k∈N

qui converge vers une matrice Ω′ ∈ On (R) . De
Sk = tΩkAk, on déduit que la suite

(
Sϕ(k)

)
k∈N

converge vers S′ = tΩ′A. La ma-
trice S′ est symétrique positive comme limite d’une suite de matrices symétriques
positives et elle est définie puisque inversible. On a alors la décomposition polaire
A = Ω′S′. Cette dernière décomposition étant unique, on a nécessairement Ω′ = Ω.
On a donc ainsi montré que la suite (Ωk)k∈N

a une unique valeur d’adhérence dans
le compact On (R) , elle converge donc vers Ω et (Sk)k∈N

= ( tΩkAk)k∈N
converge

vers tΩA = S. C’est-à-dire que la suite ((Ωk, Sk))k∈N
=
(
ϕ−1 (Ak)

)
k∈N

converge
vers (Ω, S) = ϕ−1 (A) et ϕ−1 est continue. �

Théorème 3.7.

L’ensemble GLn (C) est connexe par arcs.

Preuve. Pour A 	= B dans GLn (C) , le polynôme P (X) = det ((1−X)A+XB)
est de degré inférieur ou égal à n. Il a donc au plus n racines distinctes z1, · · · , zp
dans C. On note Ω = C \ {z1, · · · , zp} . On a {0, 1} ⊂ Ω car P (0) = det (A) 	= 0
et P (1) = det (B) 	= 0. De plus parmi les droites Dα =

{
z = ρeiα; ρ ∈ R

}
et

Δβ =
{
z = 1 + ρeiβ ; ρ ∈ R

}
avec 0 ≤ α, β < π, il en existe une infinité qui ne

rencontrent pas {z1, · · · , zp} et telles que Dα ∩Δβ 	= ∅ (figure 3.1). En choisissant
deux telles droites qui se coupent en γ, le chemin formé de la juxtaposition des
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Le groupe topologique GLn (K) 81

segments [0, γ] et [γ, 1] permet de joindre continûment les points 0 et 1 dans Ω.
On note ϕ : [0, 1] → Ω ce chemin et on définit ψ : [0, 1] → Mn (C) par :

∀t ∈ [0, 1] , ψ (t) = (1− ϕ (t))A+ ϕ (t)B

Cette application est continue et P (ψ (t)) 	= 0 pour tout t ∈ [0, 1] (ψ (t) est dans
Ω), c’est-à-dire que ψ est une fonction continue qui relie A et B dans GLn (C)
(ψ (0) = A et ψ (1) = B). On a donc ainsi prouvé que GLn (C) est connexe par
arcs. �

γ

Dα

Δβ

z1

z2

z3

zp

1

Figure 3.1 –

On peut aussi montrer la connexité de GLn (C) en utilisant le théorème de
trigonalisation des matrices complexes (exercice 3.9).

L’ensemble GLn (R) n’est pas connexe (exercice 3.10).
Des résultats sur la réduction des matrices unitaires complexes et orthogonales

réelles on déduit les résultats de connexité suivants.
Théorème 3.8.

Le sous groupe Un (C) de GLn (C) formé des matrices unitaires est
connexe par arcs.

Preuve. Une matrice unitaire a toutes ses valeurs propres de module 1 et se
diagonalise dans une base orthonormée. Pour tout A ∈ Un (C) il existe donc une
matrice diagonale :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
eiθ1 0 · · · 0

0 eiθ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eiθn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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82 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

et une matrice unitaire U ∈ Un (C) telles que A = UDU∗. En posant, pour tout
t ∈ [0, 1] , γ (t) = UD (t)U∗, où :

D (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
eitθ1 0 · · · 0

0 eitθ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eitθn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
on définit un chemin continu dans Un (C) qui relie In et A. Ce qui prouve la
connexité par arcs de Un (C) . �

Théorème 3.9.

Les composantes connexes du sous groupe On (R) de GLn (R) formé des
matrices orthogonales sont O+

n (R) et O−
n (R) .

Preuve. On sait que pour toute matrice orthogonale A, il existe une matrice Ω
dans On (R) et une matrice :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ip 0 0 · · · 0

0 −Iq 0
. . .

...

0 0 R (θ1)
. . . 0

...
. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 R (θr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
où pour tout k ∈ {1, · · · , r} , R (θk) =

(
cos (θk) − sin (θk)
sin (θk) cos (θk)

)
avec θk dans

]0, 2π[ − {π} , telles que A = ΩD tΩ. Si de plus A ∈ O+
n (R) , l’entier q est alors

nécessairement pair et la matrice D peut s’écrire D =

⎛⎝ Ip 0 0
0 D1 0
0 0 D2

⎞⎠ avec :

D1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
R (α1) 0 · · · 0

0 R (α2)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 R (αq′)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

D2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
R (θ1) 0 · · · 0

0 R (θ2)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 R (θr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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où αj = π pour tout j. En posant, pour tout t ∈ [0, 1] , γ (t) = ΩD (t)
t
Ω, où

D (t) =

⎛⎝ Ip 0 0
0 D1 (t) 0
0 0 D2 (t)

⎞⎠ , avec :

D1 (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
R (tα1) 0 · · · 0

0 R (tα2)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 R (tαq′)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

D2 (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
R (tθ1) 0 · · · 0

0 R (tθ2)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 R (tθr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
on définit un chemin continu dans O+

n (R) qui relie In et A. Ce qui suffit à prouver
la connexité par arcs de O+

n (R) .

Pour toute matrice A ∈ O−
n (R) (par exemple A =

(
In−1 0
0 −1

)
) l’applica-

tion M �→ AM réalise un homéomorphisme de O+
n (R) sur O−

n (R) . On en déduit
alors que O−

n (R) est connexe par arcs.
On a On (R) = O+

n (R) ∪ O−
n (R) , avec O+

n (R) et O−
n (R) fermés (images ré-

ciproques de 1 et −1 respectivement par l’application déterminant) connexes dis-
joints dans On (R) . Ce sont donc les composantes connexes de On (R) . �

3.3 Propriétés topologiques de l’ensemble des ma-
trices diagonalisables de Mn(C)

Définition 3.2. Si P (X) =

n∑
k=0

akX
k et Q (X) =

m∑
k=0

bkX
k sont deux

polynômes non nuls dans C [X] avec an 	= 0 et bm 	= 0, on appelle
alors matrice de Sylvester de P et Q, la matrice de la famille de vec-
teurs

(
P,XP, · · · , Xm−1P,Q,XQ, · · · , Xn−1Q

)
dans la base canonique de

Cn+m−1 [X] . On note S (P,Q) cette matrice, son déterminant est appelé le
résultant de P et Q et est noté res (P,Q) .

Lemme 3.6 Soient P et Q deux polynômes non constants dans C [X] . Ces poly-
nômes ont une racine commune dans C si, et seulement si, il existe deux polynômes
non nuls U et V tels que deg (U) < deg (Q) , deg (V ) < deg (P ) et UP + V Q = 0.

Preuve. Si λ ∈ C est une racine commune à P et Q, il existe alors deux polynômes
non nuls P0 et Q0 tels que P (X) = (X − λ)P0 (X) et Q (X) = (X − λ)Q0 (X) .
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En posant U = Q0, V = −P0, on a UP + V Q = 0 avec deg (U) = deg (Q) − 1
et deg (V ) = deg (P )− 1. Réciproquement, supposons qu’il existe deux polynômes
non nuls U, V dans dans C [X] tels que UP = −V Q avec deg (U) < deg (Q) et
deg (V ) < deg (P ) . Si P et Q sont premiers entre eux, P divise alors V (théorème
de Gauss), ce qui est impossible du fait que deg (V ) < deg (P ) . P et Q ne sont
donc pas premiers entre eux et nécessairement ils ont une racine commune dans
C. �

Théorème 3.10.

Deux polynômes non nuls P et Q ont une racine commune dans C si, et
seulement si, res (P,Q) = 0.

Preuve. En reprenant la démonstration du lemme précédent, on pose :

U (X) =

m−1∑
k=0

ukX
k, V (X) =

n−1∑
k=0

vkX
k

où n est le degré de P et m celui de Q. La condition UP + V Q = 0 avec U et V

non nuls est équivalente à
m−1∑
k=0

ukX
kP (X) +

n−1∑
k=0

vkX
kQ (X) = 0, où les uk et vk

ne sont pas tous nuls, ce qui équivaut à dire que la famille de vecteurs :{
XkP (X) , XjQ (X) | 0 ≤ k ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1

}
est liée dans Cn+m−1 [X] , ce qui est encore équivalent à dire que le résultant de
P et Q est nul. En conclusion, P et Q ont une racine commune dans C si, et
seulement si, res (P,Q) = 0. �

On désigne par D′
n (C) l’ensemble des matrices M ∈ Mn (C) ayant n valeurs

propres distinctes dans C et par Dn (C) l’ensemble des matrices diagonalisables de
Mn (C) .

Théorème 3.11.

L’ensemble D′
n (C) est l’intérieur de Dn (C) .

Preuve. Une matrice M ∈ Mn (C) est dans D′
n (C) si, et seulement si, son

polynôme caractéristique χM n’a que des racines simples dans C, ce qui équivaut
à dire que ϕ (M) = res (χM , χ′

M ) 	= 0. L’ensemble D′
n (C) est donc un ouvert de

Mn (C) comme image réciproque de l’ouvert C∗ par l’application continue ϕ (ϕ
est une fonction polynomiale des coefficients de M). Une matrice ayant n valeurs
propres distinctes est diagonalisable, on a donc les inclusions D′

n (C) ⊂ Dn (C) et

D′
n (C) ⊂

◦
Dn (C) puisque D′

n (C) est ouvert. Supposons qu’il existe A ∈
◦
Dn (C)

ayant une valeur propre λ d’ordre supérieur ou égal à 2. On peut alors trouver une

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
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matrice inversible P telle que A = PDP−1 où :

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 0 0 · · · 0
0 λ 0 · · · 0

0 0 λ3
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Pour tout entier k > 0, on pose :

Δk =

(
λ 1

k
0 λ

)
, Dk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Δk 0 · · · 0

0 λ3
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Le polynôme minimal de Dk est un multiple de celui de Δk, c’est-à-dire de (X − λ)

2

(si P (Dk) = 0, on a alors P (Δk) = 0 et P est un multiple de πΔk
). En conséquence

la matrice Dk et la matrice Ak = PDkP
−1 ne sont pas diagonalisables (une matrice

est diagonalisable si, et seulement si, son polynôme minimal est scindé à racines
simples). Comme A = lim

k→+∞
Ak, on ne peut pas avoir A ∈

◦
Dn (C) . Donc toutes

les matrices de
◦
Dn (C) ont n valeurs propres distinctes et

◦
Dn (C) ⊂ D′

n (C) . En

définitive,
◦
Dn (C) = D′

n (C) . �
Théorème 3.12.

Les ensembles D′
n (C) et Dn (C) sont denses dans Mn (C) .

Preuve. Toute matrice A ∈ Mn (C) est semblable à une matrice triangulaire
supérieure, c’est-à-dire qu’il existe une matrice P inversible et une matrice tri-

angulaire T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t11 t12 · · · t1n

0 t22
. . .

...
...

. . . . . . tn−1,n−1

0 · · · 0 tnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ telles que A = PTP−1. On pose

alors :

α =

⎧⎨⎩
1 si tii = tjj pour tous i 	= j dans {1, · · · , n}

inf
1≤i,j≤n, tii �=tjj

|tii − tjj | sinon

et on définit la suite de matrices (Tk)k≥1 par Tk = T +Δk, où :

Δk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α

k
0 · · · 0

0
α

2k

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0
α

nk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Pour tout entier k > 0 la matrice Tk a toutes ses valeurs propres distinctes (si

tii +
α

ik
= tjj +

α

jk
avec tii 	= tjj , on a alors |tii − tjj | =

α

k

∣∣∣∣1i − 1

j

∣∣∣∣ < α

k
≤ α,

ce qui contredit la définition de α) et donc Tk ∈ D′
n (C) et elle est en particulier

diagonalisable. On a alors, avec la continuité du produit matriciel, A = lim
k→+∞

Ak,

où pour tout k > 0 la matrice Ak = PTkP
−1 est dans D′

n (C) et diagonalisable.
D’où la densité de D′

n (C) et Dn (C) dans Mn (C) . �
Pour n ≥ 2, l’ensemble Dn (R) des matrices diagonalisables de Mn (R) n’est

pas dense dans Mn (R) (exercice 3.13). De manière plus précise on peut montrer
que l’adhérence de Dn (R) est l’ensemble Tn (R) des matrices trigonalisables de
Mn (R) (exercice 3.14).

L’application qui associe à une matrice A ∈ Mn (C) son polynôme caractéris-
tique χA ∈ Cn [X] est continue (les coefficients de ce polynôme sont des fonctions
polynomiales des aij). On peut alors se poser la question de savoir s’il en est de
même pour l’application qui associe à une matrice son polynôme minimal. De la
densité de D′

n (C) dans Mn (C) on déduit que la réponse est négative.

Corollaire 3.5 : Pour n ≥ 2, l’application qui associe à une matrice
A ∈ Mn (C) son polynôme minimal n’est pas continue.

Preuve. Supposons que l’application A �→ πA qui associe à une matrice A de
Mn (C) son polynôme minimal soit continue. Avec la densité de D′

n (C) dans
Mn (C) , on peut écrire que In = lim

k→+∞
Ak où (Ak)k∈N

est une suite de matrices
à valeurs propres deux à deux distinctes. Avec la continuité de A �→ πA, on aurait
alors πIn = lim

k→+∞
πAk

. Mais pour toute matrice M dans D′
n (C) on a πM = χM

(polynôme caractéristique). On aurait alors avec la continuité de A �→ PA :

(X − 1) = πIn = lim
k→+∞

πAk
= lim

k→+∞
χAk

= χIn = (X − 1)
n

ce qui est impossible pour n ≥ 2. Donc, pour n ≥ 2, l’application A �→ πA n’est
pas continue. �

3.4 Rayon spectral d’une matrice complexe

Définition 3.3. Le spectre d’une matrice A ∈ Mn (C) est l’ensemble noté
Sp (A) de toutes ses valeurs propres complexes et son rayon spectral est le
réel ρ (A) = max

λ∈Sp(A)
|λ| .

Le rayon spectral ρ (A) est le rayon du plus petit disque centré en 0 du plan
complexe contenant toutes les valeurs propres de la matrice A.

En utilisant le théorème 1.2, on a sp
(
Ak
)
=
{
λk | λ ∈ sp (A)

}
pour tout k ∈ N

et en conséquence :

ρ
(
Ak
)
= max

λ∈sp(A)

∣∣λk
∣∣ = max

λ∈sp(A)
|λ|k = ρ (A)

k
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Rayon spectral d’une matrice complexe 87

puisque la fonction t �→ tk est croissante sur R+.

Lemme 3.7 Si A ∈ Mn (C) est une matrice normale, on a alors |||A|||2 = ρ (A) .

Preuve. Une matrice normale A ∈ Mn (C) se diagonalise dans une base ortho-
normée, il existe donc des scalaires λ1, · · · , λn et une base orthonormée (ek)1≤k≤n

de Cn tels que Aek = λkek pour tout k ∈ {1, · · · , n} . Pour tout x =

n∑
k=1

xkek ∈ Cn

tel que ‖x‖22 =
n∑

k=1

|xk|2 = 1, on a :

‖Ax‖22 =

n∑
k=1

|xk|2 |λk|2 ≤ ρ (A)
2

n∑
k=1

|xk|2 = ρ (A)
2

On a donc |||A|||2 ≤ ρ (A) . Si k ∈ {1, · · · , n} est tel que ρ (A) = |λk| , on a alors
ρ (A) = |λk| = ‖Aek‖2 avec ‖ek‖2 = 1. Donc |||A|||2 = ρ (A) . �

L’égalité |||A|||2 = ρ (A) est valable en particulier pour A complexe hermitienne
ou unitaire et pour A réelle symétrique ou orthogonale.

Théorème 3.13.

Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on a |||A|||2 =
√
|||A∗A|||2 =

√
ρ (A∗A).

Preuve. Pour x ∈ Cn tel que ‖x‖2 = 1, on a en utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

‖Ax‖22 = 〈x | A∗Ax〉 ≤ ‖x‖2 ‖A∗Ax‖2 ≤ ‖x‖2 |||A∗A|||2 ‖x‖2 = |||A∗A|||2

Ce qui entraîne |||A|||22 ≤ |||A∗A|||2 ≤ |||A|||2 |||A∗|||2 et |||A|||2 ≤ |||A∗|||2 . En appliquant
cette inégalité à A∗, on obtient |||A∗|||2 ≤ |||A|||2 ce qui donne |||A∗|||2 = |||A|||2 . On
en déduit que |||A|||22 ≤ |||A∗A|||2 ≤ |||A|||2 |||A∗|||2 = |||A|||22 , donc |||A|||22 = |||A∗A|||2 . La
matrice A∗A étant normale (elle est hermitienne), on a aussi |||A∗A|||2 = ρ (A∗A) ,

donc |||A|||2 =
√
|||A∗A|||2 =

√
ρ (A∗A). �

Définition 3.4. Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , les racines carrées posi-
tives des valeurs propres de A∗A sont les valeurs singulières de A.

Lemme 3.8 En notant, pour tout réel δ > 0, Dδ = diag
(
1, δ, · · · , δn−1

)
dans

Mn (R) , on a D−1
δ ADδ =

(
δj−iaij

)
1≤i,j≤n

pour toute matrice A = ((aij))1≤i,j≤n

dans Mn (K) .

Preuve. La multiplication à droite par la matrice diagonale Dδ a pour effet de
multiplier la colonne numéro j par δj−1 et la multiplication à gauche par D−1

δ =
D 1

δ
de diviser la ligne numéro i par δi−1. Il en résulte que le coefficient d’indice

(i, j) de D−1
δ ADδ est δj−1δ1−iaij = δj−iaij .
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88 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

On peut aussi écrire en utilisant la base canonique B = (ei)1≤i≤n de Kn :

D−1
δ ADδej = D−1

δ Aδj−1ej = δj−1
n∑

i=1

aijD 1
δ
ei = δj−1

n∑
i=1

aij
1

δi−1
ei

=

n∑
i=1

δj−iaijei

ce qui donne
(
D−1

δ ADδ

)
ij
= δj−iaij . �

Lemme 3.9 Soit A ∈ Mn (C) . Pour tout réel ε > 0 il existe Pε ∈ GLn (C) telle
que la matrice Tε = P−1

ε APε soit triangulaire supérieure avec :

Tε = ((tij))1≤i,j≤n , max
1≤i≤n−1

n∑
j=i+1

|tij | < ε

Preuve. Pour A ∈ Mn (C) , il existe P ∈ GLn (C) telle que T = P−1AP soit
triangulaire supérieure. En utilisant les notations du lemme précédent, on a pour
tout réel δ > 0 :

Tδ = D−1
δ TDδ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t11 δt12 · · · δn−1t1n

0 t22
. . .

...
...

. . . . . . δtn−1,n−1

0 · · · 0 tnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
La matrice Tδ est semblable à la matrice A et en notant Tδ =

((
t′ij
))

1≤i,j≤n
, on a

lim
δ→0

t′ij = 0 pour 1 ≤ i < j ≤ n, on peut donc choisir δ > 0 tel que :

∀i ∈ {1, · · · , n− 1} ,
n∑

j=i+1

∣∣t′ij∣∣ < ε

Une autre façon de procéder est de considérer l’endomorphisme u de Cn canoni-
quement associé à la matrice A et une base (ek)1≤k≤n dans laquelle la matrice T
de u est triangulaire supérieure. Pour tout réel δ > 0, on note Bδ = (e′k)1≤k≤n la
base de Cn définie par e′j = δj−1ej et on a :

∀j ∈ {1, · · · , n} , u
(
e′j
)
= δj−1

j∑
i=1

tijei =

j∑
i=1

δj−itije
′
i

Pour δ > 0 assez petit la matrice de u dans Bδ a alors la forme souhaitée. �
Théorème 3.14.

Soit A ∈ Mn (C) .
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Rayon spectral d’une matrice complexe 89

1. Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a
ρ (A) ≤ |||A||| , l’inégalité pouvant être stricte et ρ (A) ≤ inf

k∈N∗

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k .

2. Pour tout ε > 0, il existe une norme matricielle induite par une norme
vectorielle telle que |||A||| ≤ ρ (A) + ε.

3. ρ (A) = inf
|||·|||∈N

|||A||| , où N désigne l’ensemble de toutes les normes matri-

cielles induites par une norme vectorielle (théorème de Householder).

Preuve.

1. Si λ ∈ Sp (A) est telle que ρ (A) = |λ| et x est un vecteur propre associé
de norme 1 dans (Cn, ‖·‖) , on a alors ρ (A) = |λ| = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ |||A||| .
En prenant pour A une matrice nilpotente non nulle, on a ρ (A) = 0 < |||A||| .
On en déduit que, pour tout k ∈ N∗, on a ρ (A)

k
= ρ

(
Ak
)
≤
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ , soit
ρ (A) ≤

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k et en conséquence, ρ (A) ≤ inf

k∈N∗

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k .

2. En utilisant le lemme 3.9, on peut trouver pour tout réel ε > 0, une matrice
inversible Pε telle que Tε = P−1

ε APε soit triangulaire supérieure avec :

Tε = ((tij))1≤i,j≤n , max
1≤i≤n−1

n∑
j=i+1

|tij | < ε

On associe à cette matrice Pε la norme matricielle M �→ |||M |||P =
∣∣∣∣∣∣P−1

ε MPε

∣∣∣∣∣∣
∞

(lemme 3.3) et on a :

|||A|||P =
∣∣∣∣∣∣P−1

ε APε

∣∣∣∣∣∣
∞ = |||Tε|||∞

= max
1≤i≤n−1

⎛⎝|tnn| , |tii|+
n∑

j=i+1

|tij |

⎞⎠ ≤ ε+ max
1≤i≤n

|tii|

soit |||A|||P ≤ ρ (A) + ε puisque les tii sont les valeurs propres de A.

3. Résulte de ce qui précède.

�
Le premier point du théorème précédent nous dit que l’application ρ est continue

en 0.
On déduit aussi de ce point et de l’équivalence des normes sur Mn (C) , dé-

duire que pour toute norme sur Mn (C) , il existe une constante α > 0 telle que
ρ (A) ≤ α ‖A‖ pour tout A dans Mn (C) . Mais on peut avoir ρ (A) > ‖A‖ .
Par exemple, pour n = 2 avec la norme A �→ ‖A‖ = max

1≤i,j≤n
|aij | et la matrice

A =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
, on a ‖A‖ = max {|cos (θ)| , |sin (θ)|} < 1 = ρ (A)

pour θ ∈
]
0,

π

2

[
.

Avec l’exercice 3.24, on propose une autre démonstration du théorème de Hou-
seholder.
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Théorème 3.15. Gelfand

Quelle que soit la norme choisie N sur l’espace vectoriel Mn (C) , on a
ρ (A) = lim

k→+∞

(
N
(
Ak
) 1

k

)
pour toute matrice A ∈ Mn (C) .

Preuve. En reprenant les notations de la démonstration du deuxième point du
théorème précédent, on a pour A ∈ Mn (C) , ε ∈ R+,∗ et k ∈ N∗, en notant
γε = |||Pε|||∞

∣∣∣∣∣∣P−1
ε

∣∣∣∣∣∣
∞ :∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣
∞ =

∣∣∣∣∣∣PεT
k
ε P

−1
ε

∣∣∣∣∣∣
∞ ≤ |||Pε|||∞

∣∣∣∣∣∣P−1
ε

∣∣∣∣∣∣
∞
∣∣∣∣∣∣T k

ε

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ γε |||Tε|||k∞ < γε (ρ (A) + ε)
k

soit
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ < γ

1
k
ε (ρ (A) + ε) . Il en résulte que ρ (A) ≤

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ < γ

1
k
ε (ρ (A) + ε)

avec lim
k→+∞

γ
1
k
ε = 1, il existe donc un entier k0 ∈ N∗ tel que γ

1
k
ε < 1 + ε pour

tout k ≥ k0, ce qui nous donne ρ (A) ≤
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ < (1 + ε) (ρ (A) + ε) = ρ (A) +

ε (ρ (A) + ε+ 1) pour tout k ≥ k0 et signifie que ρ (A) = lim
k→+∞

(∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞
)
. Comme

ρ (A) est un minorant de la suite
(∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞
)
k∈N∗

, c’est aussi la borne inférieure de

cette suite. On a donc ρ (A) = lim
k→+∞

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ = inf

k∈N∗

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ .

Toutes les normes sur Mn (C) étant équivalentes, il existe deux constantes α > 0
et β > 0 telles que α |||X|||∞ ≤ N (X) ≤ β |||X|||∞ pour tout X ∈ Mn (C) , ce qui
nous donne pour tout k ∈ N∗ :

α
1
k
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ ≤ N

(
Ak
) 1

k ≤ β
1
k
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞

avec lim
k→+∞

α
1
k = lim

k→+∞
β

1
k = 1 et lim

k→+∞

(∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞
)
= ρ (A) . On déduit alors du

théorème d’encadrement que lim
k→+∞

(
N
(
Ak
) 1

k

)
= ρ (A) . �

Le théorème de Gelfand peut aussi se montrer en utilisant la décomposition
D +N de Dunford (exercice 3.26).

Théorème 3.16.

L’application ρ qui associe à toute matrice de Mn (C) son rayon spectral
est continue.

Preuve. On munit Mn (C) d’une norme matricielle induite par une norme vec-
torielle.

Si (Tk)k∈N
est une suite de matrices triangulaires supérieures qui converge vers

une matrice T, cette matrice T est alors également triangulaire supérieure et ses
valeurs propres sont les termes diagonaux tii = lim

k→+∞
t
(k)
ii , en notant t(k)ii les termes

diagonaux de Tk pour tout k ∈ N et tout i compris entre 1 et n. Avec la continuité
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Rayon spectral d’une matrice complexe 91

de l’application x ∈ Cn �→ ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| , on déduit que :

ρ (T ) = max
1≤i≤n

|tii| = lim
k→+∞

max
1≤i≤n

∣∣∣t(k)ii

∣∣∣ = lim
k→+∞

ρ (Tk)

Soit (Ak)k∈N
une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans Mn (C) .

On veut montrer que la suite (ρ (Ak))k∈N
converge vers ρ (A) dans R. Pour ce

faire on va montrer que cette suite est bornée et admet ρ (A) pour unique valeur
d’adhérence.

Avec les inégalités ρ (Ak) ≤ |||Ak||| et la convergence de la suite (Ak)k∈N
on déduit

que la suite (ρ (Ak))k∈N
est bornée dans R et on peut en extraire une sous-suite

convergente
(
ρ
(
Aϕ(k)

))
k∈N

. En utilisant le théorème de Schur (corollaire 2.10),
on peut trouver, pour tout entier naturel k, une matrice unitaire Uk telle que
la matrice Tk = U∗

kAkUk soit triangulaire supérieure. Dans le compact Un (C) ,
on peut extraire de

(
Uϕ(k)

)
k∈N

une sous-suite
(
Uσ(k)

)
k∈N

qui converge vers une
matrice unitaire U. La suite

(
Tσ(k)

)
k∈N

converge alors vers la matrice T = U∗AU
qui est triangulaire supérieure semblable à la matrice A. On a alors :

ρ (A) = ρ (T ) = lim
k→+∞

ρ
(
Tσ(k)

)
= lim

k→+∞
ρ
(
Aσ(k)

)
= lim

k→+∞
ρ
(
Aϕ(k)

)
La suite réelle bornée (ρ (Ak))k∈N

admet donc ρ (A) pour unique valeur d’adhé-
rence, ce qui équivaut à dire qu’elle converge vers ρ (A) . �

Avec l’exercice 3.25, on propose une autre démonstration de la continuité du
rayon spectral. De ce théorème, on déduit que, pour tout réel R > 0, l’ensemble
{A ∈ Mn (C) | ρ (A) < R} est ouvert dans Mn (C) comme image réciproque de
l’ouvert ]−∞, R[ par l’application continue ρ.

Lemme 3.10 Soient θ1, · · · , θq des réels deux à distincts dans [0, 2π[ , a1, · · · , aq

des réels et (uk)k∈N
la suite de nombres complexes définie par uk =

q∑
j=1

aje
ikθj

pour tout k ∈ N. Si lim
k→+∞

uk = 0, on a alors aj = 0 pour tout j compris entre 0 et
q.

Preuve. Comme lim
k→+∞

uk = 0, la série entière
∑

ukz
k a un rayon de convergence

R ≥ 1 et pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a :

f (z) =

+∞∑
k=0

ukz
k =

q∑
j=1

aj

+∞∑
k=0

(
zeiθj

)k
=

q∑
j=1

aj
1− zeiθj

ce qui nous donne, pour tout j ∈ {1, · · · , q} :

aj =
(
1− zeiθj

)
f (z)−

(
1− zeiθj

) q∑
r=1
r �=j

ar
1− zeiθr

En prenant z = ρe−iθj , avec 0 < ρ < 1, on obtient aj = lim
ρ→1−

(1− ρ) f
(
ρe−iθj

)
puisque les θr sont deux à deux distincts dans [0, 2π[ . Comme lim

k→+∞
uk = 0, pour
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tout ε > 0 on peut trouver un entier k0 tel que |uk| < ε pour tout k > k0, ce qui
donne, pour |z| < 1 :

|f (z)| ≤
k0∑
k=0

|uk|+ ε

+∞∑
k=k0+1

|z|k =

k0∑
k=0

|uk|+
ε |z|k0+1

1− |z| ≤
k0∑
k=0

|uk|+
ε

1− |z|

et pour z = ρe−iθj avec 0 < ρ < 1, on obtient :

(1− ρ)
∣∣f (ρe−iθj

)∣∣ ≤ (1− ρ)

(
k0∑
k=0

|uk|
)

+ ε < 2ε

pour ρ proche de 1. On a donc lim
ρ→1−

(1− ρ) f
(
ρe−iθj

)
= 0 et aj = 0 pour tout j

compris entre 1 et q. �
Théorème 3.17.

Pour A ∈ Mn (C) , les conditions suivantes sont équivalentes.
1. lim

k→+∞
Ak = 0 ;

2. pour toute valeur initiale x0, la suite (xk)k∈N
définie par xk+1 = Axk,

pour k ≥ 0, converge vers le vecteur nul ;
3. ρ (A) < 1 ;
4. il existe au moins une norme matricielle induite telle que |||A||| < 1 ;
5. la matrice In − A est inversible et la série de terme général Ak est

convergente de somme (In −A)
−1 ;

6. la matrice In − A est inversible et la série de terme général trace
(
Ak
)

est convergente de somme trace
(
(In −A)

−1
)

;

7. lim
k→+∞

trace
(
Ak
)
= 0.

Preuve. (1) ⇒ (2) Résulte de ‖xk‖ =
∥∥Akx0

∥∥ ≤
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ ‖x0‖ .
(2) ⇒ (3) Supposons qu’il existe une valeur propre λ de A telle que |λ| ≥ 1. Si

x0 est un vecteur propre non nul associé à λ, en écrivant que xk = Akx0 = λkx0,
on voit que la suite (xk)k∈N

ne converge pas vers 0.
(3) ⇒ (4) Soit ε > 0 tel que ρ (A) + ε < 1. Il suffit de prendre une norme

matricielle induite telle que |||A||| < ρ (A) + ε (théorème 3.14).
(4) ⇒ (1) En prenant une norme matricielle induite qui vérifie |||A||| < 1 et en

écrivant que
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ ≤ |||A|||k , on déduit que lim
k→+∞

(
Ak
)
= 0.

On a donc montré que les assertions (1) à (4) sont équivalentes.
(3) ⇒ (5) Si ρ (A) < 1, alors 1 n’est pas valeur propre de A et In − A est

inversible. En notant, pour tout entier p, Sp =

p∑
k=0

Ak, on a (In −A)Sp = In−Ap+1

avec lim
p→+∞

(
In −Ap+1

)
= In. En utilisant la continuité du produit matriciel, on
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déduit alors que :

lim
p→+∞Sp = lim

p→+∞ (In −A)
−1 (

In −Ap+1
)
= (In −A)

−1

c’est-à-dire que
+∞∑
k=0

Ak = (In −A)
−1

.

(5) ⇒ (6) La convergence de la série
+∞∑
k=0

Ak entraîne lim
k→+∞

Ak = 0 et en consé-

quence ρ (A) < 1. En notant λ1, · · · , λn les valeurs propres de A, on a pour tout
entier p :

p∑
k=0

trace
(
Ak
)
=

p∑
k=0

n∑
j=1

λp
j =

n∑
j=1

p∑
k=0

λp
j =

n∑
j=1

1− λp+1
j

1− λj

avec |λj | < 1 pour tout j. On déduit alors que la série de terme général trace
(
Ak
)

est convergente avec :
+∞∑
k=0

trace
(
Ak
)
=

n∑
j=1

1

1− λj

En considérant que les
1

1− λj
, pour 1 ≤ j ≤ n, sont toutes les valeurs propres de

(In −A)
−1

, on déduit que :

+∞∑
k=0

trace
(
Ak
)
= trace

(
(In −A)

−1
)

(6) ⇒ (7) Résulte immédiatement du fait que le terme général d’une série
convergente tend vers 0.

(7) ⇒ (3) Supposons que ρ (A) ≥ 1. On note λ1, · · · , λn les valeurs propres de
A avec |λ1| = · · · = |λp| = ρ (A) > |λj | pour j > p (dans le cas où p < n). On a
alors :

p∑
j=1

(
λj

ρ (A)

)k

=
1

(ρ (A))
k

n∑
j=1

λk
j −

n∑
j=p+1

(
λj

ρ (A)

)k

=
1

(ρ (A))
k
trace

(
Ak
)
−

n∑
j=p+1

(
λj

ρ (A)

)k

→
k→+∞

0

En notant
{
eiθ1 , · · · , eiθq

}
l’ensemble des valeurs prises par

{
λ1

ρ (A)
, · · · , λp

ρ (A)

}
avec les réels θj deux à deux distincts dans [0, 2π[ , on a :

p∑
j=1

(
λj

ρ (A)

)k

=

q∑
j=1

aje
ikθj →

k→+∞
0

les coefficients aj étant des entiers strictement positifs, ce qui est impossible d’après
le lemme 3.10. On a donc ρ (A) < 1. �

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
94 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

3.5 Conditionnement d’une matrice
Quand on étudie un système linéaire de n équations à n inconnues à coefficients

réels ou complexes, on peut se poser la question suivante : si x ∈ Kn est solution
du système Ax = b, comment sera modifiée cette solution si les coefficients du
second membre ou de la matrice sont modifiés ?

Considérons par exemple le système Ax = b, avec :

A =

⎛⎜⎜⎝
10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

⎞⎟⎟⎠ , b =

⎛⎜⎜⎝
32
23
33
31

⎞⎟⎟⎠

de solution x =

⎛⎜⎜⎝
1
1
1
1

⎞⎟⎟⎠ . Si on modifie le second membre en b+ δb =

⎛⎜⎜⎝
32.1
22.9
33.1
30.9

⎞⎟⎟⎠ ,

c’est-à-dire que b est donné avec une erreur relative de 0.3%, la solution devient

alors x + δx =

⎛⎜⎜⎝
9.2

−12.6
4.5
−1.1

⎞⎟⎟⎠ . On a donc une erreur relative sur x de l’ordre de

1000%. De même si on perturbe la matrice en prenant :

A+ δA =

⎛⎜⎜⎝
10 7 8.1 7.2
7.08 5.04 6 5
8 5.98 9.81 9

6.99 4.99 9 9.98

⎞⎟⎟⎠

et, en gardant le second membre initial, la solution devient x+ δx =

⎛⎜⎜⎝
−8.1
137
−34
22

⎞⎟⎟⎠ .

Le théorème et la définition qui suivent permettent d’étudier plus en détail cette
question.

Théorème 3.18.

Soient x �→ ‖x‖ une norme sur Kn, A �→ |||A||| la norme matricielle
induite, A une matrice dans GLn (K) et x dans Kn solution du système
Ax = b. Si x + δx est la solution du système perturbé Ay = b + δb, on a
alors :

‖δx‖
‖x‖ ≤ |||A|||

∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣ ‖δb‖

‖b‖ (3.5)

Si x+ δx est la solution du système perturbé (A+ δA) y = b, on a alors :

‖δx‖
‖x+ δx‖ ≤ |||A|||

∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣ |||δA|||

|||A||| (3.6)

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Conditionnement d’une matrice 95

Preuve. Supposons que A (x+ δx) = b + δb et Ax = b. On en déduit que
δx = A−1δb et ‖δx‖ ≤

∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣ ‖δb‖ . De même b = Ax donne ‖b‖ ≤ |||A||| ‖x‖ .

L’inégalité (3.5) s’en déduit alors immédiatement.
De même, si (A+ δA) (x+ δx) = b et Ax = b, on a alors δx = −A−1δA (x+ δx)

et ‖δx‖ ≤
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣ |||δA||| ‖x+ δx‖ , d’où l’inégalité (3.6) . �
Ce qui nous conduit à poser la définition suivante.

Définition 3.5. Soit A �→ |||A||| une norme matricielle induite par une
norme vectorielle x �→ ‖x‖ . Si A est une matrice réelle ou complexe in-
versible, le conditionnement de A relativement à cette norme est alors la
quantité cond (A) =

1

|||A||| |||A−1||| .

Le conditionnement n’est défini que pour une matrice inversible et dépend du
choix d’une norme matricielle.

On notera cond∞, cond1 et cond2 les conditionnements associés respectivement
aux trois normes classiques de Kn.

Le mauvais conditionnement d’une matrice n’est pas lié à un déterminant voisin
de 0. Dans le cas de l’exemple précédent, la matrice est symétrique définie positive
de déterminant égal à 1.

Les valeurs propres de la matrice A sont 0.01, 0.84, 3.86 et 30.3. Le conditionne-
ment, relativement à la norme euclidienne, est alors cond2 (A) ∼= 0.01

30.3
∼= 3.3∗10−4.

Le théorème suivant résume quelques propriétés du conditionnement.

Théorème 3.19.

Soit A �→ |||A||| une norme matricielle induite par une norme vectorielle
x �→ ‖x‖ . Pour toute matrice inversible A à coefficients réels ou complexes,
on a cond (A) ∈ ]0, 1] , cond (A) = cond

(
A−1

)
et cond (αA) = cond (A)

pour tout α ∈ K∗.

Preuve. En écrivant que
∣∣∣∣∣∣AA−1

∣∣∣∣∣∣ = 1, on déduit que 1 ≤ |||A|||
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣ , c’est-à-
dire que le conditionnement est un réel non nul compris entre 0 et 1. Les autre
propriétés sont des conséquence immédiates de la définition. �

Un système sera bien conditionné si cond (A) est voisin de 1 et mal conditionné
si ce conditionnement est proche de 0.

Dans le cas de la norme hermitienne, le conditionnement d’une matrice peut se
calculer en fonction de ses valeurs singulières (i. e. les valeurs propres de A∗A).

Théorème 3.20.

Soit A une matrice inversible à coefficients réels ou complexes. On a
cond2 (A) =

√
μmin

μmax
, où μmin [resp. μmax ] est la plus petite [resp. plus

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
96 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

grande] valeur propre de A∗A. En particulier, pour A normale, on a

cond2 (A) =

min
1≤i≤n

|λi|

max
1≤i≤n

|λi|
, où les λi sont les valeurs propres de A.

Preuve. On a |||A|||22 = ρ (A∗A) = μmax et :∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣2
2
= ρ

((
A−1

)∗
A−1

)
= ρ

(
(AA∗)−1

)
=

1

μmin

ce qui donne cond2 (A) =
1

|||A|||2 |||A−1|||2
=

√
μmin

μmax
.

Si A est normale, il en est alors de même de A−1 et on a :

|||A|||2 = ρ (A) ,
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣
2
= ρ

(
A−1

)
=

1

min
1≤i≤n

|λi|

ce qui donne cond2 (A) =
1

|||A|||2 |||A−1|||2
=

min
1≤i≤n

|λi|

max
1≤i≤n

|λi|
. �

Pour A est unitaire complexe ou orthogonale réelle, on a |||A|||2 =
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣
2
= 1

et cond2 (A) = 1.

3.6 Quotient de Rayleigh-Ritz et Hausdorffien
Un outil intéressant pour l’étude des matrices hermitiennes est le quotient de

Rayleigh-Ritz. Il nous permettra d’étudier le problème du conditionnement des
valeurs propres dans le cas des matrices hermitiennes.

Pour ce paragraphe, Cn est muni de sa structure hermitienne canonique et on
note S1 la sphère unité de (Cn, ‖·‖2) .

Définition 3.6. Soit A une matrice complexe. On appelle quotient de
Rayleigh-Ritz associé à cette matrice l’application :

RA : x ∈ Cn \ {0} �→ RA (x) =
〈Ax | x〉
‖x‖22

Définition 3.7. Soit A une matrice complexe. On appelle hausdorffien de
A la partie de C définie par H (A) = RA (Cn \ {0}) .

Par linéarité, on vérifie facilement que le Hausdorffien d’une matrice A est aussi
défini par :

H (A) = RA (S1) = {〈Ax | x〉 | x ∈ S1}
Le résultat qui suit nous donne une définition variationnelle des valeurs propres

d’une matrice hermitienne.
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Théorème 3.21. Rayleigh-Ritz

Soit A une matrice hermitienne de valeurs propres (réelles) λ1 ≤ · · · ≤ λn

et (ek)1≤k≤n une base orthonormée de vecteurs propres associés avec, pour
tout entier k compris entre 1 et n, Aek = λkek. On a :{

λk = sup
{
RA (x) | x ∈ Vect {ek+1, · · · , en}⊥ \ {0}

}
(1 ≤ k ≤ n− 1)

λn = sup {RA (x) | x ∈ Cn \ {0}}{
λ1 = inf {RA (x) | x ∈ Cn \ {0}}
λk = inf

{
RA (x) | x ∈ Vect {e1, · · · , ek−1}⊥ \ {0}

}
(2 ≤ k ≤ n)

Preuve. Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a RA (ek) = 〈Aek | ek〉 = λk.

On note Vn = Cn et pour k compris entre 1 et n−1, Vk = Vect {ek+1, · · · , en}⊥ .

Soit k un entier compris entre 1 et n. Tout vecteur x dans Vk s’écrit x =

k∑
j=1

xjej .

Si ce vecteur est non nul, on a alors RA (x) =

k∑

j=1
λjx

2
j

k∑

j=1
x2
j

≤ λk

k∑

j=1
x2
j

k∑

j=1
x2
j

= λk Avec

RA (ek) = λk, on en déduit que λk = sup {RA (x) | x ∈ Vk \ {0}} .
Les identités avec les bornes inférieures se montrent de manière analogue. �

Corollaire 3.6 : Si A est une matrice hermitienne de valeurs propres
λ1 ≤ · · · ≤ λn, on a alors H (A) = [λ1, λn] .

Preuve. Du théorème de Rayleigh-Ritz, on déduit que H (A) ⊂ [λ1, λn] .
En écrivant tout λ ∈ [λ1, λn] sous la forme λ = (1− t)λ1 + tλn et en posant

x =
√
1− te1 +

√
ten (notations du théorème 3.21), on a ‖x‖2 = 1 et RA (x) = λ.

On a donc [λ1, λn] ⊂ H (A) .
Une autre façon de voir les choses est de dire que la sphère unité de Cn est

compacte et connexe et son image par la fonction continue RA est compacte et
connexe dans R, c’est donc un intervalle fermé borné. Les valeurs propres λ1 et λn

étant les bornes inférieure et supérieure de cette image, on a H (A) = [λ1, λn] . �
Ce corollaire s’interprète en disant que, si A est une matrice hermitienne, pour

tout vecteur non nul x dans Cn, il existe au moins une valeur propre de A inférieure
ou égale à RA (x) et au moins une valeur propre supérieure ou égale à RA (x) .

Dans le cas d’une matrice hermitienne on a vu que le hausdorffien est compact
convexe et contient le spectre de A. En fait ce résultat est général.

Lemme 3.11 Pour toute matrice complexe A et tout scalaire α, on a :

H (αA) = αH (A) , H (A+ αIn) = H (A) + {α}

Preuve. Il suffit de vérifier. �
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Théorème 3.22.

Pour toute matrice complexe A, le hausdorffien H (A) est une partie com-
pacte et convexe de C qui contient le spectre de A.

Preuve. Le hausdorffien H (A) est compact comme image de la sphère unité S1

(compacte dans Cn) par l’application continue RA.
Pour toute valeur propre λ de A, on peut trouver un vecteur propre associé

unitaire x et on a λ = 〈Ax | x〉 = RA (x) ∈ H (A) . On a donc sp (A) ⊂ H (A) .
Montrer que H (A) est convexe revient à montrer que pour tous x, y dans S1 le

segment [RA (x) , RA (y)] est contenu dans H (A) . Si RA (x) = RA (y) , ce segment
est alors réduit au point RA (x) qui est bien dans H (A) . On suppose donc que
RA (x) 	= RA (y) . Dans ces conditions le système {x, y} est libre (en effet y = λx

entraîne |λ| = 1 et RA (y) = |λ|2 RA (x) = RA (x)) et pour tout réel t compris
entre 0 et 1, le vecteur z (t) = tx + (1− t) y est non nul. On peut donc poser
ϕ (t) = RA (z (t)) et on définit ainsi une fonction continue de [0, 1] dans C à
valeurs dans H (A) .

On suppose dans un premier temps que RA (x) = 1 et RA (y) = 0.
La matrice A peut s’écrire A = H1 + iH2 avec H1 et H2 hermitiennes (prendre

H1 =
1

2
(A−A∗) et H2 =

1

2i
(A−A∗)) et pour tout z dans Cn on a :

〈Az | z〉 = 〈H1z | z〉+ i 〈H2z | z〉

avec 〈H1z | z〉 et 〈H2z | z〉 réels. Du fait que RA (x) et RA (y) sont réels on déduit
alors que 〈H2x | x〉 et 〈H2y | y〉 sont nuls et pour tout réel t compris entre 0 et 1
on a :

〈H2z (t) | z (t)〉 = 2Re 〈H2x | y〉 t (1− t)

Quitte à remplacer x par λx avec |λ| = 1 (ce qui ne change pas RA (x)), on peut
supposer que 〈H2x | y〉 est imaginaire pur de sorte que :

∀t ∈ R, 〈H2z (t) | z (t)〉 = 0

et :
∀t ∈ R, 〈Az (t) | z (t)〉 = 〈H1z (t) | z (t)〉 ∈ R

La fonction ϕ est donc à valeurs réelles, continue sur [0, 1] avec ϕ (0) = 0 et
ϕ (1) = 1. Le théorème des valeurs intermédiaires nous dit alors que ϕ prend
toutes les valeurs entre 0 et 1, c’est-à-dire que :

[RA (x) , RA (y)] = [0, 1] ⊂ ϕ ([0, 1]) ⊂ H (A)

Dans le cas général, avec RA (x) 	= RA (y) , on peut trouver des scalaires α, β
tels que αRA (x) + β = 1 et αRA (y) + β = 0, ce qui peut aussi s’écrire en tenant
compte de ‖x‖2 = ‖y‖2 = 1, 〈(αA+ βIn)x | x〉 = 1 et 〈(αA+ βIn) y | y〉 = 0. En
notant B = αA+βIn, on a RB (x) = 1, RB (y) = 0 et ce qui précède nous dit que
[0, 1] ⊂ H (B) = αH (A) + {β} , c’est-à-dire que tout réel t compris entre 0 et 1
s’écrit t = αμ+ β avec μ ∈ H (A) .
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Conditionnement des problèmes de valeurs propres 99

En écrivant que α =
1

RA (x)−RA (y)
, β = − RA (y)

RA (x)−RA (y)
, on obtient pour

tout t ∈ [0, 1] , t =
μ−RA (y)

RA (x)−RA (y)
, 1− t =

RA (x)− μ

RA (x)−RA (y)
, ce qui entraîne que

tRA (x) + (1− t)RA (y) = μ ∈ H (A) . On a donc bien [RA (x) , RA (y)] ⊂ H (A) ,
ce qui achève de prouver que H (A) est convexe. �

Corollaire 3.7 : Soit A une matrice complexe de trace nulle. Il existe une
matrice unitaire U telle U∗AU ait tous ses termes diagonaux nuls.

Preuve. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, c’est clair. On le
suppose acquis pour n−1 ≥ 1 et on se donne une matrice A = ((aij))1≤i,j≤n dans
Mn (C) de trace nulle. On note u l’endomorphisme de Cn défini par la matrice
A dans la base canonique. Pour tout i compris entre 1 et n, aii = 〈Aei | ei〉 est
dans H (A) , c’est-à-dire que H (A) contient tous les termes diagonaux de A. Avec
la convexité de H (A) on déduit alors que :

0 =
1

n
Tr (A) =

1

n

n∑
i=1

aii ∈ H (A)

Il existe donc un vecteur unitaire f1 tel que 〈Af1 | f1〉 = 0. On complète ce vecteur
en une base orthonormée (fk)1≤k≤n de Cn et dans cette base la matrice de u est

de la forme A1 = U∗
1AU1 =

(
0 a
b C

)
, où U1 est une matrice unitaire, a une

matrice à une ligne et n− 1 colonnes, b une matrice à n− 1 lignes et 1 colonne et
C une matrice carrée d’ordre n − 1. Comme 0 = Tr (A) = Tr (A1) = Tr (C) , on
peut appliquer l’hypothèse de récurrence à la matrice C et il existe une matrice
unitaire U2 d’ordre n−1 telle que la matrice U∗

2CU2 soit de trace nulle. En posant

U3 =

(
1 0
0 U2

)
on définit une matrice unitaire d’ordre n et la matrice :

U∗
3U

∗
1AU1U3 =

(
0 a′

b′ U∗
2CU2

)
est unitairement semblable à la matrice A et de trace nulle. �

3.7 Conditionnement des problèmes de valeurs
propres

Dans ce paragraphe on va voir que les problèmes de valeurs propres sont bien
conditionnés pour les matrices hermitiennes.

Le résultat qui suit nous donne une autre caractérisation variationnelle des
valeurs propres d’une matrice hermitienne. Contrairement à la caractérisation de
Rayleigh-Ritz elle ne fait pas intervenir les vecteurs propres.

Pour tout k compris entre 1 et n, on désigne par Ek l’ensemble des sous espaces
vectoriels de dimension k de Cn.
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Théorème 3.23. Courant-Fischer

Soit A une matrice hermitienne de valeurs propres λ1 ≤ · · · ≤ λn. Pour
tout entier k compris entre 1 et n on a λk = inf {μA (V ) | V ∈ Ek} où
μA (V ) = sup {RA (x) | x ∈ V \ {0}} .

Preuve. On désigne par (ek)1≤k≤n une base orthonormée de vecteurs propres de
la matrice A, avec, pour tout entier k compris entre 1 et n, Aek = λkek.

On note Vn = Cn et pour k compris entre 1 et n−1, Vk = Vect {ek+1, · · · , en}⊥ .
On a vu que λk = sup {RA (x) | x ∈ Vk \ {0}} = μA (Vk) . On déduit donc que
λk ≥ αk = inf {μ (V ) | V ∈ Ek} .

Soit V ∈ Ek, on a :

dim
(
V ∩ V ⊥

k−1

)
= dim (V ) + dim

(
V ⊥
k−1

)
− dim

(
V + V ⊥

k−1

)
= n+ 1− dim

(
V + V ⊥

k−1

)
≥ 1

donc V ∩ V ⊥
k−1 	= {0} et pour tout y ∈ V ∩ V ⊥

k−1 \ {0} , on a :

λk = inf
{
RA (x) | x ∈ V ⊥

k−1 \ {0}
}
≤ RA (y) ≤ sup {RA (x) | x ∈ V \ {0}}

c’est-à-dire que :

∀V ∈ Ek, λk ≤ sup {RA (x) | x ∈ V \ {0}} = μA (V )

soit λk ≤ αk et λk = αk. �
On note Hn (C) l’ensemble des matrices hermitiennes.

Corollaire 3.8 : Soit A : [a, b] �→ Hn (C) une application continue. Si
pour tout t dans [a, b] on note λ1 (t) ≤ · · · ≤ λn (t) les valeurs propres de
A (t) rangées dans l’ordre croissant, les fonctions λk sont alors continues de
[a, b] dans R.

Preuve. Pour t ∈ [a, b] , soit (ek (t))1≤k≤n une base orthonormale de vecteurs
propres de A (t) , avec A (t) ek (t) = λk (t) ek (t) . On note Vk (t) l’espace vectoriel
engendré par (e1 (t) , · · · , ek (t)) (l’orthogonal de {ek+1 (t) , · · · , en (t)}). En utili-
sant le théorème de Courant-Fischer, on peut écrire que pour tous t, t0 dans [a, b]
on a :

λk (t) = inf
{
μA(t) (V ) | V ∈ Ek

}
≤ μA(t) (Vk (t0)) = sup

{
RA(t) (x) | x ∈ Vk (t0) \ {0}

}
avec RA(t) (x) = RA(t0) (x) +RA(t)−A(t0) (x) , on a alors :

λk (t) ≤ sup
{
RA(t0) (x) +RA(t)−A(t0) (x) | x ∈ Vk (t0) \ {0}

}
≤ sup

{
RA(t0) (x) | x ∈ Vk (t0) \ {0}

}
+ αk (t0)
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Conditionnement des problèmes de valeurs propres 101

où on a noté αk (t0) = sup
{
RA(t)−A(t0) (x) | x ∈ Vk (t0) \ {0}

}
. Mais on a aussi

sup
{
RA(t0) (x) | x ∈ Vk (t0) \ {0}

}
= λk (t0) , donc λk (t) ≤ λk (t0)+αk (t0) avec :

αk (t0) ≤ sup
{
RA(t)−A(t0) (x) | x ∈ Cn \ {0}

}
≤ sup

{
〈(A (t)−A (t0))x|x〉

‖x‖22
| x ∈ Cn \ {0}

}
≤ |||A (t)−A (t0)|||2

On a donc montré que, pour tous t, t0 dans [a, b] on a :

λk (t) ≤ λk (t0) + |||A (t)−A (t0)|||2
En permutant les rôles de t et t0, on déduit que :

|λk (t)− λk (t0)| ≤ |||A (t)−A (t0)|||2
ce qui suffit à prouver la continuité de λk. �

Ce résultat peut s’interpréter en disant que de petites perturbations sur les
coefficients d’une matrice hermitienne n’engendreront que de petites perturbations
sur les valeurs propres. Ce qui revient à dire que le problème de valeurs propres
est bien conditionné dans ce cas.

Si les valeurs propres d’une fonction continue A définie sur [a, b] et à valeurs
dans Hn (C) définissent des fonctions continues, en général il n’en n’est pas de
même des vecteurs propres (exercice 3.28).

Pour toute matrice A dans Hn (C) , on note λ1 (A) ≤ · · · ≤ λn (A) ses valeurs
propres rangées dans l’ordre croissant.

Corollaire 3.9 (Weyl) : Soient A,B deux matrices hermitiennes. Pour
tout entier k compris entre 1 et n on a :

λk (A) + λ1 (B) ≤ λk (A+B) ≤ λk (A) + λn (B)

En particulier pour B positive, on a λk (A) ≤ λk (A+B) .

Preuve. On a λk (A+B) = inf {μA+B (V ) | V ∈ Ek} , pour tout entier k compris
entre 1 et n avec μA+B (V ) = sup {RA+B (x) | x ∈ V \ {0}} pour tout V ∈ Ek. En
écrivant que RA+B (x) = RA (x) +RB (x) ≥ RA (x) + λ1 (B) , on déduit que :

μA+B (V ) ≥ μA (V ) + λ1 (B) ≥ λk (A) + λ1 (B)

et λk (A) + λ1 (B) ≤ λk (A+B) .
Remarquant que les valeurs propres de −B sont les λk (−B) = −λn−k+1 (B) et

en appliquant l’inégalité précédente au couple (A+B,−B) , on obtient :

λk (A+B) + λ1 (−B) ≤ λk (A+B −B)

soit λk (A+B) ≤ λk (A) + λn (B) .
Pour B positive, on a λ1 (B) ≥ 0 et λk (A) ≤ λk (A+B)−λ1 (B) ≤ λk (A+B) .

�
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102 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

Corollaire 3.10 : Pour tout entier k compris entre 1 et n, l’application
A �→ λk (A) est continue de Hn (C) dans R.

Preuve. Soient A,B dans Hn (C) . On a :

−ρ (B) ≤ λ1 (B) ≤ λk (A+B)− λk (A) ≤ λn (B) ≤ ρ (B)

c’est-à-dire |λk (A+B)− λk (A)| ≤ ρ (B) = |||B|||2 et la continuité de λk en découle.
�

En écrivant l’ensemble H++
n (C) des matrices hermitiennes définies positives

sous la forme H++
n (C) =

n⋂
k=1

λ−1
k (R∗) et en utilisant la continuité des applications

λk, on déduit que H++
n (C) est ouvert dans Hn (C) .

3.8 Exercices

Exercice 3.1. Montrer que pour toute norme N sur Mn (K) il existe une
constante réelle λ > 0 telle que :

∀ (A,B) ∈ (Mn (K))
2
, N (AB) ≤ λN (A)N (B)

Solution. L’application bilinéaire (A,B) �→ AB est continue de (Mn (K))
2 dans

Mn (K) (en dimension finie toute application bilinéaire est continue), il existe donc
une constante réelle λ > 0 telle que :

∀ (A,B) ∈ (Mn (K))
2
, N (AB) ≤ λN (A)N (B)

On peut aussi travailler tout d’abord avec une norme sous-multiplicative (par
exemple |||·|||1) puis utiliser le théorème d’équivalence des normes sur Mn (K) .

Exercice 3.2. Montrer que la norme N : A �→ max
1≤i,j≤n

|aij | sur Mn (K) ,

n’est pas sous-multiplicative.

Solution. Par exemple, dans le cas n = 2, avec A =

(
a 1
0 0

)
, B =

(
b 0
1 0

)
,

où a > 1, b > 1, on a AB =

(
ab+ 1 0

0 0

)
et N (AB) = ab+1 > N (A)N (B) =

ab.

Exercice 3.3. Montrer la densité de GLn (K) dans Mn (K) en utilisant le

fait que toute matrice de rang r est équivalente à Ar =

(
Ir 0
0 0

)
(exercice

1.4).
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Solution. Soit A ∈ Mn (K) de rang r. Si r = 0, on a alors A = 0 = lim
k→+∞

1

k
In. Si

r > 0, il existe alors deux matrices inversibles P et Q telles que A = PArQ et on a

A = lim
k→+∞

PMkQ, avec Mk =

(
Ir 0

0
1

k
In−k

)
. Dans tous les cas on peut écrire

A comme limite d’une suite de matrices inversibles. Donc GLn (K) est dense dans
Mn (K) .

Exercice 3.4. Déduire de la densité de GLn (K) dans Mn (K) que pour
toutes matrices A, B dans Mn (K) , AB et BA ont même polynôme carac-
téristique.

Solution. Pour A est inversible, AB et BA = A−1 (AB)A sont semblables et
en conséquence, ont même polynôme caractéristique. Dans le cas général, on peut
écrire que A = lim

k→+∞
Ak où (Ak)k∈N

est une suite de matrices inversibles. Les ma-
trices AkB et BAk ont donc même polynôme caractéristique et avec la continuité
du produit matriciel et du déterminant, on peut écrire que, pour tout λ dans C,
on a :

det (λIn −AB) = lim
k→+∞

det (λIn −AkB)

= lim
k→+∞

det (λIn −BAk) = det (λIn −BA)

c’est-à-dire que AB et BA ont même polynôme caractéristique.

Exercice 3.5. Montrer que GLn (Q) est dense dans Mn (R) .

Solution. On utilise sur Mn (R) la norme N : A �→ max
1≤i,j≤n

|aij | . Soient A

dans Mn (R) et ε ∈ R+,∗. Comme GLn (R) est dense dans Mn (R) , il existe
P = ((pij))1≤i,j≤n ∈ GLn (R) telle que N (A− P ) <

ε

2
et comme Q est dense dans

R, il existe pour tous i, j compris entre 1 et n, une suite
(
r
(k)
i,j

)
k∈N

de nombres
rationnels qui converge vers pij . De la continuité du déterminant, on déduit, en
notant Rk =

((
r
(k)
i,j

))
1≤i,j≤n

pour tout k ∈ N, qu’il existe un entier k0 tel que

det (Rk) 	= 0 pour tout k > k0 (puisque lim
k→+∞

det (Rk) = det (P ) 	= 0). Prenant k0

assez grand, on peut aussi avoir
∣∣∣pij − r

(k)
i,j

∣∣∣ < ε

2
pour tout k > k0 et pour tous i, j

compris entre 1 et n, ce qui nous donne N (P −Rk0+1) <
ε

2
et N (A−Rk0+1) < ε

(inégalité triangulaire) avec Rk0+1 ∈ GLn (Q) . On a ainsi montré que GLn (Q)
est dense dans Mn (R) .

Exercice 3.6. Soient A ∈ Mn (C) et A = UH une décomposition polaire
de la matrice A avec U unitaire et H hermitienne positive. Montrer que la
matrice A est normale si, et seulement si, U et H commutent.
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104 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

Solution. Dans tous les cas, on a A∗A = HU∗UH = H2. Si les matrices U et H
commutent, on alors AA∗ = UHHU∗ = H2 = A∗A, c’est-à-dire que la matrice A
est normale. Réciproquement, on suppose que la matrice A est normale. La matrice
K = UHU∗ est hermitienne positive (〈Kx | x〉 = 〈H (U∗x) | U∗x〉 ≥ 0 puisque H
est positive) avec K2 = UHHU∗ = AA∗ = A∗A = H2. On a donc H2 = K2

avec H et K hermitiennes positives, ce qui entraîne H = K du fait de l’unicité de
la racine carrée hermitienne positive (corollaire 2.12). On a donc UHU∗ = H et
UH = HU.

Exercice 3.7. Déduire le théorème de Cayley-Hamilton de la densité de
Dn (C) dans Mn (C) .

Solution. Si A ∈ Mn (C) est diagonalisable, il existe alors une matrice inversible

P et une matrice diagonale D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ telles que A = PDP−1.

Ce qui entraîne que :

χA (X) =

n∏
k=1

(X − λk) , χA (A) = PχA (D)P−1 = 0

Une matrice quelconque A ∈ Mn (C) s’écrit A = lim
k→+∞

Ak, où (Ak)k∈N
est une

suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité de l’application M �→ χM (M)
de Mn (C) dans Mn (C) (les composantes de cette application sont des fonctions
polynomiales des mij), on en déduit que χA (A) = lim

k→+∞
χAk

(Ak) = 0.

Exercice 3.8. Soit ϕ une forme linéaire sur l’espace Mn (K) telle que
ϕ (AB) = ϕ (BA) pour toutes matrices A,B dans Mn (K) .

1. En notant (Eij)1≤i,j≤n la base canonique de Mn (K) , montrer que
ϕ (Eii) = ϕ (Ejj) pour tous i, j compris entre 1 et n. On note λ cette
valeur commune.

2. Montrer que ϕ (A) = λTr (A) pour toute matrice A dans Mn (K) (on
peut d’abord supposer que la matrice A est diagonalisable). Ce résultat
est en fait valable pour tout corps commutatif K de caractéristique nulle.

3. Soit u un endomorphisme de l’espace Mn (K) tel que u (In) = In et
u (AB) = u (BA) pour toutes matrices A,B dans Mn (K) . Montrer que
u conserve la trace.

Solution. On rappelle que si (ei)1≤i≤n désigne la base canonique de Kn, la
matrice Eij est alors définie par :

∀k ∈ {1, · · · , n} , Eijek =

{
0 si k 	= j
ei si k = j
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1. Pour i 	= j compris entre 1 et n, on a EijEji = Eii et EjiEij = Ejj , donc
ϕ (Eii) = ϕ (EijEji) = ϕ (EjiEij) = ϕ (Ejj) . On peut donc poser λ = ϕ (Eii)
pour tout i compris entre 1 et n.

2. Si D est une matrice diagonale, elle s’écrit alors D =
n∑

i=1

λiEii et on a :

ϕ (D) =
n∑

i=1

λiϕ (Eii) = λ

n∑
i=1

λi = λTr (D)

Si A est une matrice diagonalisable, elle s’écrit alors A = PDP−1 avec P
inversible, D diagonale et on a :

ϕ (A) = ϕ
(
PDP−1

)
= ϕ

(
DP−1P

)
= ϕ (D) = λTr (D) = λTr (A)

Si A ∈ Mn (K) est quelconque, elle peut alors s’écrire comme limite d’une suite
(Ak)k∈N

de matrices diagonalisables et avec la continuité des formes linéaires ϕ
et Tr, on déduit que ϕ (A) = lim

k→+∞
ϕ (Ak) = λ lim

k→+∞
Tr (Ak) = λTr (A) .

3. On définit la forme linéaire ϕ par ϕ (A) = Tr (u (A)) pour toute matrice A dans
Mn (K) . On a ϕ (AB) = ϕ (BA) pour toutes matrices A,B dans Mn (K) ,
donc ϕ (A) = λTr (A) , soit Tr (u (A)) = λTr (A) pour toute matrice A dans
Mn (K) . Enfin avec u (In) = In on déduit que λ = 1.

Exercice 3.9. Montrer que GLn (C) est connexe par arcs en utilisant le
fait que toute matrice complexe est semblable à une matrice triangulaire.

Solution. Pour toute matrice A ∈ GLn (C) , il existe une matrice P ∈ GLn (C)
et une matrice triangulaire supérieure T = ((mij))1≤i,j≤n telles que A = PTP−1.

On note, pour tout j ∈ {1, 2, · · · , } , mjj = ρje
iθj avec ρj > 0 et on définit un

chemin continu ϕ : [0, 1] → GLn (C) par :

∀t ∈ [0, 1] , ϕ (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ϕ11 (t) ϕ12 (t) · · · ϕ1n (t)

0 ϕ22 (t)
. . .

...
...

. . . . . . ϕn−1,n−1 (t)
0 · · · 0 ϕnn (t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
où :

ϕij (t) =

{
tmij si 1 ≤ i < j ≤ n
(1− t) eit θj + tmjj si i = j

On a alors ϕ (0) = In, ϕ (1) = T et γ : t �→ Pϕ (t)P−1 est un chemin continu qui
relie la matrice identité à la matrice A dans GLn (C) .

Exercice 3.10. Montrer que GLn (R) n’est pas connexe.

Solution. Si GLn (R) est connexe, son image par l’application continue déter-
minant est alors un connexe de R (théorème des valeurs intermédiaires). Or cette
image est R∗ non connexe dans R. Donc GLn (R) n’est pas connexe.
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Exercice 3.11. Montrer que pour tout r ∈ {0, 1, · · · , n} l’ensemble Ar

des matrices de Mn (C) de rang r est connexe par arcs.

Solution. Deux matrices sont de même rang si, et seulement si, elles sont équi-
valentes. Donc pour toutes matrices A,B dans Ar il existe P et Q dans GLn (C)
telles que B = PAQ. Si γ1 et γ2 sont deux fonctions continues de [0, 1] dans
GLn (C) telles que γ1 (0) = In, γ2 (0) = In, γ1 (1) = P, γ2 (1) = Q, alors
γ : t �→ γ1 (t)Aγ2 (t) est un chemin continu qui relie A et B dans Ar. Ce qui
prouve que Ar est connexe par arcs.

Exercice 3.12. Montrer que pour tout r ∈ {0, 1, · · · , n− 1} l’ensemble
Ar des matrices de Mn (R) de rang r est connexe par arcs.

Solution. Pour r = 0, le résultat est clair. Pour A de rang r ≥ 1, il existe P et

Q dans GLn (R) telles que A = P

(
Ir 0
0 0

)
Q = PArQ. En fait, pour r < n,

on peut prendre P et Q dans GL+
n (R) . En effet si P est dans GL−

n (R) , alors la

matrice P

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1 0
0 · · · 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = PJ est dans GL+
n (R) et en remarquant que,

pour r < n, JAr = Ar, on a A = PJArQ. De même pour Q. On déduit alors la
connexité de Ar de celle de GL+

n (R) comme dans l’exercice 3.11.

Exercice 3.13. Montrer que l’ensemble D2 (R) des matrices diagonali-
sables de M2 (R) n’est pas dense dans M2 (R) .

Solution. L’application ϕ : M =

(
a b
c d

)
∈ M2 (R) �→ (a− d)

2
+ 4bc ∈ R qui

associe à une matrice le discriminant de son polynôme caractéristique (résultant
de χM et χ′

M ) est continue, donc A = lim
k→+∞

Ak entraîne ϕ (A) = lim
k→+∞

ϕ (Ak) .

Mais pour Ak dans D′
2 (R) ou dans D2 (R) , on a ϕ (Ak) ≥ 0 et pour A à valeurs

propres complexes non réelles, on a ϕ (A) < 0. Une telle matrice A ne peut donc
être limite d’une suite de matrices de D′

2 (R) ou de D2 (R) .

Exercice 3.14. On désigne par Tn (R) l’ensemble des matrices trigo-
nalisables de Mn (R) et par θ : Tn (R) → Rn l’application définie par
θ (M) = (λ1, · · · , λn) où λ1 ≤ · · · ≤ λn sont les valeurs propres de la
matrice M.

1. Montrer que Tn (R) est fermé dans Mn (R) (on peut montrer que si
(Tk)k∈N

est une suite de Tn (R) qui converge vers T ∈ Mn (R) , la suite
(θ (Tk))k∈N

est alors bornée dans Rn et en déduire que le polynôme ca-
ractéristique de T est scindé sur R).
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2. Montrer que Tn (R) est l’adhérence de l’ensemble Dn (R) des matrices
diagonalisables de Mn (R) .

Solution. On munit Rn de la norme ‖·‖∞ et Mn (R) de la norme matricielle
induite. On a alors :

∀M ∈ Tn (R) , |||θ (M)|||∞ = ρ (M) = max
1≤k≤n

|λk| ≤ |||M |||∞

1. Si (Tk)k∈N
est une suite dans Tn (R) qui converge vers T ∈ Mn (R) , la suite

(θ (Tk))k∈N
est alors bornée dans Rn et on peut en extraire une sous-suite(

θ
(
Tϕ(k)

))
k∈N

qui converge vers λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rn. D’autre part, le po-

lynôme caractéristique de M ∈ Tn (R) est de la forme χM (X) =

n∑
j=0

ajX
j ,

les coefficients aj étant des fonctions continues de θ (M) (fonctions polyno-
miales symétriques élémentaires des racines). De lim

k→+∞
θ
(
Tϕ(k)

)
= λ, on dé-

duit alors que lim
k→+∞

χTϕ(k)
(X) =

n∏
j=1

(X − λj) . L’application qui associe à une

matrice M son polynôme caractéristique est continue (ses composantes sont
des fonctions polynomiales des mij), donc lim

k→+∞
χTϕ(k)

= χT et le polynôme

χT (X) =
n∏

j=1

(X − λj) est scindé dans R [X] , ce qui entraîne que T ∈ Tn (R) .

On a donc ainsi prouvé que Tn (R) est fermé dans Mn (R) .

2. On a Dn (R) ⊂ Tn (R) avec Tn (R) fermé, donc Dn (R) ⊂ Tn (R) . Une dé-
monstration identique à celle du théorème 3.12 permet de montrer l’inclusion
Tn (R) ⊂ Dn (R) , d’où l’égalité Dn (R) = Tn (R) .

Exercice 3.15. Soient A et B deux matrices normales dans Mn (C) .
Montrer que ρ (AB) ≤ ρ (A) ρ (B) .

Solution. On a ρ (AB) ≤ |||AB|||2 ≤ |||A|||2 |||B|||2 = ρ (A) ρ (B) pour A, B normales.

Exercice 3.16. Soient
+∞∑
k=0

akz
k une série entière de rayon de convergence

R > 0 et A ∈ Mn (K) . Montrer que pour ρ (A) < R, la série de terme
général akAk est convergente et pour ρ (A) > R, elle est divergente.

Solution. Supposons que ρ (A) < R. On sait qu’il existe une norme matri-
cielle |||·||| subordonnée à une norme vectorielle telle que ρ (A) ≤ |||A||| < R (théo-

rème 3.14). On a alors
+∞∑
k=0

|ak| |||A|||k < +∞ et avec
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ ≤ |||A|||k pour tout en-

tier naturel k, on déduit que la série de terme général akA
k est normalement
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108 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

convergente, donc convergente, dans l’espace complet Mn (K) . Pour ρ (A) > R,

la suite
(
|ak| ρ (A)k

)
k∈N

n’est pas bornée. Avec ρ (A)
k
= ρ

(
Ak
)

et |ak|
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ ≥
|ak| ρ

(
Ak
)
, on en déduit que la suite

(
|ak|

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣)

k∈N
n’est pas bornée et la série

de terme général akAk est divergente.

Exercice 3.17. On désigne par F l’ensemble des matrices non inversibles
de Mn (C) . On munit Mn (C) de la norme matricielle induite par la norme
hermitienne canonique de Cn et pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on note
d (A,F) = inf

M∈F
|||A−M |||2 .

1. Montrer que pour toute matrice M ∈ F , on peut trouver un vecteur
unitaire x tel que 1

|||A−1|||2
≤ ‖(A−M)x‖2 .

2. Soient A ∈ GLn (C) et λ2
1, · · · , λ2

n les valeurs propres de la matrice A∗A
avec 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn. On rappelle qu’on peut écrire A = UDV ∗

où U, V sont deux matrices unitaires et D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(exercice 2.11).

(a) Montrer que
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣
2
=

1

λ1
.

(b) On pose M0 = UD0V
∗, avec D0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . Mon-

trer que |||A−M0|||2 = λ1.

(c) Déduire de ce qui précède que d (A,F) =
1

|||A−1|||2
.

Solution.

1. Pour M ∈ F , 0 est valeur propre de M et il existe un vecteur unitaire x tel que
Mx = 0. On a alors :

‖(A−M)x‖2 = ‖Ax‖2 =

∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣
2
‖Ax‖2

|||A−1|||2
≥
∥∥A−1Ax

∥∥
2

|||A−1|||2
=

1

|||A−1|||2

donc
1

|||A−1|||2
≤ |||A−M |||2 pour tout M ∈ F , soit

1

|||A−1|||2
≤ d (A,F) .

2. La matrice A∗A est hermitienne définie positive. Ces valeurs propres sont donc
toutes réelles strictement positives et on peut les noter λ2

1, · · · , λ2
n.
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(a) On a :∣∣∣∣∣∣A−1
∣∣∣∣∣∣2
2
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(A−1

)∗
A−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(AA∗)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
= ρ

(
(AA∗)−1

)
=

1

min
1≤k≤n

(λ2
k)

ce qui donne
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣
2
=

1

λ1
.

(b) On a M0 ∈ F et :

|||A−M0|||22 = ρ
(
(A−M0) (A−M0)

∗)
= ρ

(
U (D −D0)

2
U∗
)

= ρ
(
(D −D0)

2
)
= λ2

1

c’est-à-dire que |||A−M0|||2 = λ1 =
1

|||A−1|||2
.

(c) On peut donc conclure à l’égalité d (A,F) =
1

|||A−1|||2
.

Exercice 3.18. On désigne par A la matrice réelle d’ordre n supérieur
ou égal à 2 définie par :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 −1

−1 1 0
. . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . −1 1 0
0 · · · 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1. Calculer les valeurs propres de tAA.

2. Calculer |||A|||2 .

Solution.

1. On a :

tAA =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 · · · −1

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

−1 · · · 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Les valeurs propres de la matrice symétrique réelles tAA sont réelles et le
théorème de Gerschgörin-Hadamard nous dit que toute valeur propre λ de cette
matrice est telle que |λ− 2| ≤ 2. On peut donc écrire une telle valeur propre

sous la forme λ = 2 (1− cos (θ)) = 4 sin2
(
θ

2

)
avec θ ∈ [0, π] . De det (A) = 0
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110 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

(en développant suivant la première ligne) on déduit que 0 est valeur propre
de tAA, ce qui correspond à θ = 0 ou θ = π. Si λ est une valeur propre non
nulle, on a alors θ ∈ ]0, π[ et un vecteur propre associé x de coordonnées xk

(1 ≤ k ≤ n) est défini par les relations de récurrence :

xk−1 + (λ− 2)xk + xk+1 = 0 (1 ≤ k ≤ n) (3.7)

avec les conditions aux limites x0 = xn et xn+1 = x1. Tout revient à chercher les
suites réelles (xk)k∈N

périodiques de période n et vérifiant la récurrence (3.7) .
Le polynôme caractéristique de cette récurrence, P (r) = r2 − 2 cos (θ) r + 1 a
pour racines r1 = eiθ et r2 = e−iθ. On obtient donc les solutions définies par :

∀k ∈ N, xk = αeikθ + βe−ikθ,

les coefficients α et β étant tels que xk ∈ R et xk+n = xn pour tout entier naturel
k. Des conditions xk ∈ R pour tout entier k on déduit que (α− β) sin (kθ) = 0
et α = β. La condition x0 = xn donne 2α cos (nθ) = 2α et, si on s’intéresse à
une solution non nulle on a nécessairement α 	= 0 et cos (nθ) = 1, ce qui donne

θ = j
2π

n
avec 0 ≤ j ≤ n− 1. On a donc ainsi montré que la matrice tAA a n

valeurs propres simples données par :

λj = 4 sin2
(
j
π

n

)
(0 ≤ j ≤ n− 1)

2. On a :

|||A|||2 =
√
ρ ( tAA) =

⎧⎨⎩
2 si n = 2p

2 sin

(
p

2π

2p+ 1

)
si n = 2p+ 1

Exercice 3.19. Montrer les inégalités suivantes pour toute matrice A
dans Mn (C) :
1. |||A|||2 ≤

√
|||A|||∞ |||A|||1.

2. |||A|||∞√
n

≤ |||A|||2 ≤ √
n |||A|||∞ .

3. |||A|||1√
n

≤ |||A|||2 ≤ √
n |||A|||1 .

Solution.

1. On note λ2
1, · · · , λ2

n les valeurs propres de A∗A avec 0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn et on
a |||A|||2 = λn. En désignant par en un vecteur propre de A associé à la valeur
propre λn et unitaire pour ‖·‖∞ , on a :

|||A|||22 = |λn|2 =
∥∥λ2

nen
∥∥
∞ = ‖A∗Aen‖∞ ≤ |||A∗|||∞ |||A|||∞

Puis avec |||A∗|||∞ = |||A|||1 , on déduit que |||A|||2 ≤
√

|||A|||∞ |||A|||1. L’égalité étant
réalisée pour A = In.
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2. Pour tout x dans Cn on a ‖Ax‖22 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij | |xj |

⎞⎠2

et,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que :

‖Ax‖22 ≤
n∑

i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij |2
⎞⎠⎛⎝ n∑

j=1

|xj |2
⎞⎠ = ‖x‖22

n∑
i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij |2
⎞⎠

Il en résulte que :

|||A|||22 ≤
n∑

i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij |2
⎞⎠ ≤

n∑
i=1

⎛⎝ n∑
j=1

|aij |

⎞⎠2

≤ n

⎛⎝ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

⎞⎠2

soit |||A|||2 ≤ √
n max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | =
√
n |||A|||∞ . D’autre part il existe un indice i tel

que |||A|||∞ =

n∑
j=1

|aij | et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

|||A|||∞ =

n∑
j=1

|aij | · 1 ≤
√
n

√√√√ n∑
j=1

|aij |2

En désignant par (ei)1≤i≤n la base canonique de Cn on a
√

n∑
j=1

|aij |2 = ‖A∗ei‖2 ,

ce qui donne en définitive, |||A|||∞ ≤ √
n ‖A∗ei‖2 ≤ √

n |||A∗|||2 =
√
n |||A|||2 .

3. Ces inégalités se déduisent des précédentes avec |||A∗|||∞ = |||A|||1 , |||A∗|||2 = |||A|||2 .

Exercice 3.20. Soient α, β des réels et A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n la ma-
trice réelle d’ordre n supérieur ou égal à 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{

aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

1. Calculer le rayon spectral ρ (α, β) de A (α, β) .

2. On suppose que αβ ≥ 0. Comparer |||A (α, β)|||∞ , |||A (α, β)|||1 et
|||A (α, β)|||2 .

Solution.
1. On a vu (exercice 1.7) que les valeurs propres de la matrice A (α, β) sont données

par λ1 = β + (n− 1)α et λ2 = β − α. Le rayon spectral de A (α, β) est donc
ρ (α, β) = max (|β + (n− 1)α| , |β − α|) , ce qui donne quatre possibilités.

(i) α ≤ β, β > − (n− 1)α. Alors :

ρ (α, β) = max (β + (n− 1)α, β − α) =

{
β + (n− 1)α si α > 0
β − α si α ≤ 0
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(ii) α ≤ β, β ≤ − (n− 1)α. Alors :

ρ (α, β) = max (−β − (n− 1)α, β − α)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
−β − (n− 1)α si β < −n− 2

2
α

β − α si β ≥ −n− 2

2
α

(iii) α > β, β > − (n− 1)α. Alors :

ρ (α, β) = max (β + (n− 1)α, α− β) =

⎧⎪⎨⎪⎩
β + (n− 1)α si β > −n− 2

2
α

α− β si β ≤ −n− 2

2
α

(iv) α > β, β ≤ − (n− 1)α. Alors :

ρ (α, β) = max (−β − (n− 1)α, α− β) =

{
−β − (n− 1)α si α < 0,
α− β si α ≥ 0.

2. La matrice A (α, β) est symétrique réelle, donc ρ (α, β) = |||A (α, β)|||2 . Pour
αβ ≥ 0, on a :

ρ (α, β) = |β|+ (n− 1) |α| = |||A (α, β)|||2 = |||A (α, β)|||∞ = |||A (α, β)|||1

Exercice 3.21. Calculer le rayon spectral et le conditionnement pour la
norme matricielle induite par la norme euclidienne de la matrice :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 0 0 · · · 0
−1 2 −1 0 · · · 0
. . . . . .
. . . . . .
0 · · · 0 −1 2 −1
0 · · · 0 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Solution. On a vu (exercice 1.9) que les valeurs propres de A sont :

λk = 2− 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
= 4 sin2

(
kπ

2 (n+ 1)

)
(1 ≤ k ≤ n)

On a ρ (A) = 4 sin2
(

nπ

2 (n+ 1)

)
et le conditionnement pour la norme matricielle

induite par la norme euclidienne par cond2 (A) =
λ1

λn
=

sin2
(

π
2(n+1)

)
sin2

(
nπ

2(n+1)

) (la matrice

A est symétrique définie positive). On peut remarquer que lim
n→+∞ cond2 (A) = 0,

c’est-à-dire que la matrice A est mal conditionnée pour les grandes valeurs de n.
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Exercice 3.22. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2 l’espace vectoriel
Rn est muni de sa structure euclidienne canonique avec le produit scalaire

(x, y) �→ 〈x | y〉 =
n∑

i=1

xiyi de norme associée notée ‖·‖2 . On désigne par Hn

la matrice de Hilbert d’ordre n définie par Hn =

((
1

i+ j − 1

))
1≤i,j≤n

.

1. Montrer que Hn est la matrice dans la base canonique de Rn−1 [X] du
produit scalaire défini par :

(P,Q) �→ 〈P | Q〉 =
∫ 1

0

P (t)Q (t) dt

2. Qu’en déduit-on pour les valeurs propres de Hn.

On désigne par Rn le quotient de Rayleigh-Ritz associé à la matrice Hn

et par ρn son rayon spectral.

Dans ce qui suit on écrit Hn+1 sous la forme Hn+1 =

(
Hn Cn
tCn

1
2n+1

)

avec Cn =

⎛⎜⎝
1

n+1
...
1
2n

⎞⎟⎠ . Un vecteur x′ de Rn+1 est écrit sous la forme

x′ =
(

x
xn+1

)
avec x ∈ Rn et xn+1 ∈ R.

3. Montrer que la suite (ρn)n≥2 est croissante.
4. Soient x′ ∈ Rn+1 tel que ‖x′‖2 = 1 et x 	= 0. Montrer que :

Rn+1 (x
′) ≤ ρn ‖x‖22 + 2 |xn+1| ‖Cn‖2 ‖x‖2 +

1

2n+ 1
x2
n+1

5. On désigne par q la forme quadratique définie sur R2 par :

∀ (u, v) ∈ R2, q (u, v) = ρnu
2 + 2 ‖Cn‖2 uv +

1

2n+ 1
v2

Calculer sup
(u,v)∈R

2

u2+v2=1

q (u, v) .

6. Déduire de ce qui précède que ρn+1 ≤ ρn + ‖Cn‖2 ≤ ρn +
1√
2n

.

Solution. On désigne par (ek)0≤k≤n−1 la base canonique de Rn−1 [X] définie
par :

∀i ∈ {0, · · · , n− 1} , ei (X) = Xi
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1. La matrice du produit scalaire (P,Q) �→ 〈P | Q〉 dans la base canonique de
Rn−1 [X] est la matrice de coefficients :

〈ei−1 | ej−1〉 =
∫ 1

0

ti+j−2dt =
1

i+ j − 1
(1 ≤ i, j ≤ n)

C’est bien la matrice de Hilbert d’ordre n.

2. On en déduit alors que la matrice réelle Hn est symétrique définie positive et
ses valeurs propres sont réelles strictement positives.

3. La matrice Hn étant symétrique réelle de plus grande valeur propre ρn, on
a ρn = sup

x∈Rn\{0}
Rn (x) (théorème 3.21). Soient x ∈ Rn \ {0} et x′ ∈ Rn+1

défini par x′
j = xj pour j compris entre 1 et n et xn+1 = 0. On a x′ 	= 0 et

Rn (x) = Rn+1 (x
′) ≤ ρn+1. Le vecteur x étant quelconque dans Rn \ {0} on en

déduit que ρn ≤ ρn+1. La suite (ρn)n≥2 est donc croissante.

4. On a 〈Hn+1x
′ | x′〉 = 〈Hnx+ xn+1Cn | x〉+ xn+1

(
〈Cn | x〉+ xn+1

2n+ 1

)
, soit :

〈Hn+1x
′ | x′〉 = 〈Hnx | x〉+ 2xn+1 〈Cn | x〉+ x2

n+1

2n+ 1

Et pour x′ ∈ Rn+1 tel que ‖x′‖2 = 1 et x 	= 0 cela s’écrit :

Rn+1 (x
′) = Rn (x) ‖x‖22 + 2xn+1 〈Cn | x〉+ x2

n+1

2n+ 1

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

xn+1 〈Cn | x〉 ≤ |xn+1| |〈Cn | x〉| ≤ |xn+1| ‖Cn‖2 ‖x‖2

et, avec ρn = sup
x∈Rn\{0}

Rn (x) , on aboutit à :

Rn+1 (x
′) ≤ ρn ‖x‖22 + 2 |xn+1| ‖Cn‖2 ‖x‖2 +

1

2n+ 1
x2
n+1

5. La matrice de la forme quadratique q dans la base canonique de R2 est donnée

par A =

(
ρn ‖Cn‖2

‖Cn‖2 1
2n+1

)
. Ces valeurs propres sont :

1

2

⎛⎝ρn +
1

2n+ 1
±

√(
ρn − 1

2n+ 1

)2

+ 4 ‖Cn‖22

⎞⎠
On en déduit que :

sup
(u,v)∈R

2

u2+v2=1

q (u, v) =
1

2

⎛⎝ρn +
1

2n+ 1
+

√(
ρn − 1

2n+ 1

)2

+ 4 ‖Cn‖22

⎞⎠
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6. Soit x′ ∈ Rn+1 tel que Rn+1 (x
′) = ρn+1 et ‖x′‖2 = 1. On a x′ =

(
x

xn+1

)
avec x 	= 0 et ρn+1 ≤ q (‖x‖2 , |xn+1|) ≤ sup

(u,v)∈R
2

u2+v2=1

q (u, v) d’après ce qui précède.

En écrivant que :√(
ρn − 1

2n+ 1

)2

+ 4 ‖Cn‖22 ≤
∣∣∣∣ρn − 1

2n+ 1

∣∣∣∣+ 2 ‖Cn‖2

et en remarquant que ρn ≥ ρ2 =
4 +

√
13

6
≥ 1, on déduit que :∣∣∣∣ρn − 1

2n+ 1

∣∣∣∣ = ρn − 1

2n+ 1

et ρn+1 ≤ ρn + ‖Cn‖2 . Enfin avec :

‖Cn‖22 =

n∑
k=1

1

(n+ k)
2 ≤

∫ 2n

n

dt

t2
=

1

2n

on déduit que ρn+1 ≤ ρn +
1√
2n

.

Exercice 3.23. On reprend les notations de l’exercice 3.22. On munit
l’espace vectoriel R [X] du produit scalaire défini par :

(P,Q) �→ 〈P | Q〉 =
∫ 1

0

P (t)Q (t) dt

la norme associée étant notée ‖·‖ .
On note (ek)k∈N

la base canonique de R [X] définie par :

∀k ∈ N, ek (X) = Xk

Pour tout n ∈ N∗, on désigne par δn la distance de en à Rn−1 [X] . On rap-
pelle qu’il existe un unique polynôme P ∈ Rn−1 [X] tel que δn = ‖en − P‖
et que ce polynôme est aussi caractérisé par en − P ∈ (Rn−1 [X])

⊥
. On

note P (X) =
n−1∑
j=0

ajX
j et on associe à ce polynôme la fonction rationnelle

f définie par f (t) =
1

t+ n+ 1
−

n−1∑
j=0

aj
t+ j + 1

.

1. Calculer f (k) pour tout entier k compris entre 0 et n.

2. En écrivant la fonction f sous la forme f (t) =
Q (t)

n+1∏
j=1

(t+ j)

, en déduire

la valeur de δn.
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3. On désigne par μn la plus petite valeur propre de la matrice de Hilbert

Hn et on note x =

⎛⎜⎜⎜⎝
−a0

...
−an−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

(a) Montrer que μn+1 ≤ δ2n

‖x‖22
.

(b) Montrer que μn ≤ 1

2n− 1

1(
2(n−1)
n−1

)2 ≤ 1

12

1

15n−1
.

(c) Montrer que cond2 (Hn) ≤
1

2
(
4 +

√
13
) 1

15n−1
.

Solution.
1. Pour tout entier naturel k on a :

f (k) =

∫ 1

0

tn+kdt−
n−1∑
j=0

aj

∫ 1

0

tj+kdt = 〈en − P | ek〉

De en − P ∈ (Rn−1 [X])
⊥ on déduit que f (k) = 0 pour tout entier k compris

entre 1 et n− 1 et f (n) = 〈en − P | en〉 = ‖en − P‖2 = δ2n.

2. Réduisant au même dénominateur, on a f (t) =
Q (t)

n+1∏
j=1

(t+ j)

avec Q ∈ Rn [X] .

La fonction f s’annulant en 0, 1, · · · , n−1, il en est de même de Q et ce dernier

s’écrit Q (t) = αn

n−1∏
j=0

(t− j) . De lim
t→−(n+1)

(t+ n+ 1) f (t) = 1, on déduit que

αn =
(n!)

2

(2n)!
et δ2n = f (n) =

(n!)
4

(2n+ 1) ((2n)!)
2 , soit δn =

(n!)
2

√
2n+ 1 (2n)!

.

3. On désigne par Rn+1 le quotient de Rayleigh-Ritz associé à la matrice symé-
trique réelle Hn+1.

(a) On a μn+1 = inf
y∈Rn+1\{0}

Rn+1 (y) ≤ Rn+1 (x) (théorème 3.21) avec :

Rn+1 (x) =
〈Hn+1x | x〉

‖x‖22
=

txHn+1x

‖x‖22
=

‖en − P‖2

‖x‖22
=

δ2n

‖x‖22
(Hn+1 est la matrice dans la base canonique du produit scalaire de Rn [X]).

On a donc bien μn+1 ≤ δ2n

‖x‖22
.

(b) Du fait que ‖x‖2 ≥ 1 on déduit de ce qui précède que :

μn+1 ≤ δ2n =
(n!)

4

(2n+ 1) ((2n)!)
2 =

1

2n+ 1

1(
2n
n

)2
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D’autre part avec
δ2n+1

δ2n
=

(n+ 1)
2

4 (2n+ 1) (2n+ 3)
et avec :

4 (2n+ 1) (2n+ 3) = 16n2 + 32n+ 12 ≥ 15
(
n2 + 2n+ 1

)
on déduit que δ2n+1 ≤ 1

15
δ2n et δ2n ≤

(
1

15

)n−1

δ21 =
1

12

(
1

15

)n−1

. On a

donc μn ≤ 1

12

1

15n−1
.

(c) La matrice Hn étant symétrique réelle et la suite (ρn)n≥2 étant croissante
(exercice 3.22), on déduit que :

cond2 (Hn) =
μn

ρn
≤ μn

ρ2
≤ 1

2
(
4 +

√
13
) 1

15n−1

Exercice 3.24. On propose une autre démonstration du théorème de
Householder (théorème 3.14). Soit A ∈ Mn (C) .

1. Montrer que pour tout ε > 0, l’application x �→ ‖x‖ε =

+∞∑
k=0

∥∥Akx
∥∥
∞

(ρ (A) + ε)
k

est bien définie et que c’est une norme sur Cn.

2. Montrer que |||A|||ε < ρ (A) + ε, puis en déduire que ρ (A) = inf
|||·|||∈N

|||A||| ,
où N désigne l’ensemble de toutes les normes matricielles induites par
une norme vectorielle.

Solution.

1. En notant uk =

∥∥Akx
∥∥
∞

(ρ (A) + ε)
k

et vk =

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣
∞

(ρ (A) + ε)
k
, on a 0 ≤ uk ≤ vk ‖x‖∞ avec

lim
k→+∞

k
√
vk = lim

k→+∞

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞

ρ (A) + ε
=

ρ (A)

ρ (A) + ε
∈ [0, 1[ . On déduit alors du critère

de Cauchy que la série à termes positifs
∑

vk est convergente et il en est de

même de
∑

uk. Avec ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ε , on déduit que ‖x‖ε = 0 si, et seulement
si, x = 0. On vérifie facilement que les autres propriétés d’une norme sont bien
vérifiées.

2. Pour tout x ∈ Cn \ {0} , on a :

‖Ax‖ε =
+∞∑
k=0

∥∥Ak+1x
∥∥
∞

(ρ (A) + ε)
k
= (ρ (A) + ε)

+∞∑
k=1

∥∥Akx
∥∥
∞

(ρ (A) + ε)
k

= (ρ (A) + ε) (‖x‖ε − ‖x‖∞) < ρ (A) + ε

On a donc ainsi montré que pour tout A ∈ Mn (C) et tout ε > 0, il existe une
norme matricielle |||·||| sur Mn (C) induite par une norme vectorielle ‖·‖ sur Cn

telle que |||A||| ≤ ρ (A) + ε. Comme ρ (A) ≤ |||A||| pour toute norme matricielle
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118 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

induite par une norme vectorielle, cela se traduit par ρ (A) = inf
|||·|||∈N

|||A||| , où

N désigne l’ensemble de toutes les normes matricielles induites par une norme
vectorielle.

Exercice 3.25. On propose une autre démonstration de la continuité du
rayon spectral.
1. En notant, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , χA son polynôme caracté-

ristique, montrer que l’application ϕ : (A, z) ∈ Mn (C)×C �→ χA (z) est
lipschitzienne sur tout compact de Mn (C)× C.

2. Soient B (0, R) une boule fermée de centre 0 et de rayon R > 0 dans
(Mn (C) , N) , où N est une norme sur Mn (C) . Montrer qu’il existe une
constante CR telle que pour toutes matrices A, B dans B (0, R) , il existe
une valeur propre μ ∈ Sp (B) telle que |ρ (A)− μ|n ≤ CRN (B −A) .

3. En déduire la continuité du rayon spectral sur Mn (C) .

Solution.

1. Identifiant Mn (C)×C à Cn2+1, la fonction ϕ est polynomiale, donc de classe C∞

et en conséquence lipschitzienne sur tout compact de Mn (C)×C. En se donnant
une norme N sur Mn (C) , il existe donc pour tout compact K de Mn (C)×C
une constante CK > 0 telle que |χA (z)− χB (z′)| ≤ CK (N (B −A) + |z′ − z|)
pour tous (A, z) et (B, z′) dans Mn (C)× C.

2. En prenant λ ∈ Sp (A) telle que |λ| = ρ (A) , on a :

|χB (λ)| =

∣∣∣∣∣∣
∏

ν∈Sp(B)

(λ− ν)

∣∣∣∣∣∣ = |χB (λ)− χA (λ)| ≤ CRN (B −A)

où CR est la constante CK correspondante au compact K = B (0, R)× {λ} de
la question précédente, ce qui nous donne pour μ ∈ Sp (B) telle que |λ− μ| =
min

ν∈Sp(B)
|λ− ν| :

|λ− μ|n ≤
∏

ν∈Sp(B)

|λ− ν| ≤ CRN (B −A)

3. Avec les notations précédentes, on a |λ| − |μ| ≤ |λ− μ| ≤ C
1
n

R (N (B −A))
1
n ,

donc :

ρ (A) = |λ| ≤ |μ|+ C
1
n

R (N (B −A))
1
n ≤ ρ (B) + C

1
n

R (N (B −A))
1
n

A et B jouant des rôles symétriques, on a aussi ρ (B) ≤ ρ (A)+C
1
n

R (N (B −A))
1
n ,

ce qui nous donne en définitive |ρ (B)− ρ (A)| ≤ C
1
n

R (N (B −A))
1
n , pour toutes

matrices A, B dans B (0, R) . La fonction ρ est donc höldérienne sur toute boule
fermée B (0, R) de Mn (C) et en conséquence continue sur Mn (C) .
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Exercice 3.26. En utilisant la décomposition de Dunford A = D + N
avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND, montrer le théorème de
Gelfand (théorème 3.15).

Solution. Par équivalence des normes sur Mn (C) , il nous suffit de se placer
dans le cas où N = |||·|||∞ . Pour A ∈ Mn (C) , on a la décomposition de Dunford
A = D+N avec D diagonalisable de mêmes valeurs propres que A et N nilpotente
qui commute avec D. Pour tout entier k ≥ n, on a Nk = 0 (N est nilpotente d’ordre
r ≤ n) et :

Ak = (D +N)
k
=

n∑
j=0

(
k

j

)
Dk−jN j = Dk−n

n∑
j=0

(
k

j

)
Dn−jN j

ce qui nous donne en notant α = max
0≤j≤n

∣∣∣∣∣∣Dn−jN j
∣∣∣∣∣∣
∞ :

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣
∞ ≤

∣∣∣∣∣∣Dk−n
∣∣∣∣∣∣
∞

n∑
j=0

(
k

j

) ∣∣∣∣∣∣Dn−jN j
∣∣∣∣∣∣
∞ ≤ α

⎛⎝ n∑
j=0

(
k

j

)⎞⎠∣∣∣∣∣∣Dk−n
∣∣∣∣∣∣
∞

Pour tout j compris entre 0 et n, on a
(
k

j

)
≤ k (k − 1) · · · (k − j + 1) ≤ kj ≤ kn,

donc
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣
∞ ≤ α (n+ 1) kn

∣∣∣∣∣∣Dk−n
∣∣∣∣∣∣
∞ et :

ρ (A) ≤
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ ≤ (α (n+ 1))

1
k k

n
k
∣∣∣∣∣∣Dk−n

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞

Comme D est diagonalisable, il existe P ∈ GLn (C) et Δ = diag (λ1, · · · , λn) telles
que D = PΔP−1, de sorte que :∣∣∣∣∣∣Dk−n

∣∣∣∣∣∣
∞ =

∣∣∣∣∣∣PΔk−nP−1
∣∣∣∣∣∣
∞ ≤ |||P |||∞

∣∣∣∣∣∣P−1
∣∣∣∣∣∣
∞
∣∣∣∣∣∣Δk−n

∣∣∣∣∣∣
∞ = β

∣∣∣∣∣∣Δk−n
∣∣∣∣∣∣
∞

avec
∣∣∣∣∣∣Δk−n

∣∣∣∣∣∣
∞ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣diag (λk−n
1 , · · · , λn

)k−n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

= max
1≤i≤n

|λi|k−n
= (ρ (A))

k−n (D

et A ont les mêmes valeurs propres). On a donc, pour tout k ≥ n :

ρ (A) ≤
∣∣∣∣∣∣Ak

∣∣∣∣∣∣ 1k
∞ ≤ (αβ (n+ 1))

1
k k

n
k (ρ (A))

k−n
k

avec lim
k→+∞

(αβ (n+ 1))
1
k k

n
k = 1 et lim

k→+∞
(ρ (A))

k−n
k = ρ (A) . On déduit alors

du théorème d’encadrement que lim
k→+∞

(∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ 1k
∞
)
= ρ (A) .

Exercice 3.27. Pour toute matrice A dans Mn (C) on désigne par H (A)
le hausdorffien de A.

1. Montrer que si A est diagonale, H (A) est alors l’enveloppe convexe du
spectre de A.
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120 L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)

2. Montrer que pour toute matrice A dans Mn (C) et toute matrice unitaire
U, on a H (U∗AU) = H (A) .

3. Montrer que pour toute matrice normale A, H (A) est l’enveloppe
convexe du spectre de A.

Solution.
1. Soit A une matrice diagonale de valeurs propres λ1, · · · , λn. Pour tout vecteur

x dans la sphère unité de (Cn, ‖·‖2) , on a RA (x) = 〈Ax | x〉 =
n∑

i=1

|xi|2 λi avec

0 ≤ |xi|2 ≤ 1 et
n∑

i=1

|xi|2 = 1. Il en résulte que H (A) est l’enveloppe convexe

du spectre de A.

2. Pour tout vecteur x dans la sphère unité S1 de (Cn, ‖·‖2) , on a :

〈U∗AUx | x〉 = 〈Ay | y〉
avec y = Ux qui décrit tout S1 quand x décrit S1 pour U unitaire. On déduit
alors que H (U∗AU) = H (A) .

3. Si A est une matrice normale, elle se diagonalise alors dans une base ortho-
normée, c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire U telle que la matrice
D = U∗AU soit diagonale. On a alors H (A) = H (D) qui est égale à l’enve-
loppe convexe du spectre de D. Comme A et D ont même spectre on déduit
que H (A) est l’enveloppe convexe du spectre de A. Dans le cas où la matrice A
est hermitienne, on retrouve l’égalité H (A) = [λ1, λn] où λ1 est la plus petite
valeur propre de A et λn la plus grande.

Exercice 3.28. Soit A : [0, 1] → S2 (R) définie par :

∀t ∈ [0, 1] , A (t) =

(
a (t) b (t)
b (t) −a (t)

)
avec :

a (t) =

{
0 si t = 0

e−
1
t2 cos

(
1
t

)
si t 	= 0

, b (t) =

{
0 si t = 0

e−
1
t2 sin

(
1
t

)
si t 	= 0

1. Montrer que A est continue et pour tout t dans [0, 1] calculer les valeurs
et vecteurs propres de A (t) .

2. Montrer que les vecteurs propres de A (t) ne définissent pas des fonctions
continues en 0.

Solution.
1. La fonction A est continue sur [0, 1] et pour tout t dans [0, 1] , les valeurs propres

de A (t) sont données par :

λ1 (t) =

{
0 si t = 0

e−
1
t2 si t 	= 0

, λ2 (t) = −λ1 (t)
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Ce sont des fonctions continues sur [0, 1] . On peut leur associer les fonctions
vecteurs propres suivantes :

∀t ∈ ]0, 1] , e1 (t) =

(
cos
(

1
2t

)
sin
(

1
2t

) ) , e2 (t) =

(
sin
(

1
2t

)
− cos

(
1
2t

) )

e1 (0) =

(
1
0

)
, e2 (0) =

(
0
1

)
Il est clair que ces fonctions vecteurs propres ne sont pas continues en 0.

Exercice 3.29. Soient A,B deux matrices hermitiennes et [a, b] un in-
tervalle réel. Pour tout t ∈ [a, b] on pose A (t) = A + tB. Montrer que la
fonction qui à tout réel t dans [a, b] associe la plus petite valeur propre de
A (t) est concave.

Solution. Pour tout t ∈ [a, b] , on désigne par (ek (t))1≤k≤n une base orthonormée
de vecteurs propres associée aux valeurs propres (réelles) λ1 (t) , · · · , λn (t) de A (t)

avec A (t) ek (t) = λk (t) ek (t) pour tout k = 1, · · · , n. Pour tout x =

n∑
j=1

xjej (t)

de norme 1 et tout t ∈ [a, b] , on a :

〈A (t)x | x〉 =
n∑

j=1

λj (t)x
2
j ≥ λ1 (t)

n∑
j=1

x2
j = λ1 (t)

C’est-à-dire que :

∀t ∈ [a, b] , 〈Ax | x〉+ t 〈Bx | x〉 ≥ λ1 (t)

En prenant x = e1 (t0) pour t0 ∈ [a, b] , on a :{
λ1 (t0) = 〈Ae1 (t0) | e1 (t0)〉+ t0 〈Be1 (t0) | e1 (t0)〉
∀t ∈ [a, b] , λ1 (t) ≤ 〈Ae1 (t0) | e1 (t0)〉+ t 〈Be1 (t0) | e1 (t0)〉

Ce qui peut s’écrire, en posant b0 = 〈Be1 (t0) | e1 (t0)〉 :

∀t ∈ [a, b] , λ1 (t) ≤ λ1 (t0) + b0 (t− t0)

Pour u, v dans [a, b] et θ ∈ [0, 1] , on a alors :{
λ1 (u) ≤ λ1 (u+ θ (v − u))− θ (v − u) bθ,u,v
λ1 (v) ≤ λ1 (u+ θ (v − u)) + (1− θ) (v − u) bθ,u,v

et (1− θ)λ1 (u) + θλ1 (v) ≤ λ1 (u+ θ (v − u)) , c’est-à-dire que la fonction λ1 est
concave.
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6 Chapitre 4

Matrices positives et
irréductibles

Pour ce chapitre, K est le corps des réels ou des complexes.
Pour A = ((ai,j)) 1≤i≤n

1≤j≤m
dans Mn,m (K) et x = (xi)1≤i≤m dans Km, on note

(Ax)i la composante numéro i du vecteur Ax.
Pour A = ((ai,j))

1≤i≤n
1≤j≤m

dans Mn,m (K) , on note |A| = ((|ai,j |))
1≤i≤n,
1≤j≤m

dans

Mn,m (R) .
Pour toute matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n dans Mn (K) et pour 1 ≤ p < q ≤ n, on

note Ap,q = ((aij))p≤i,j≤q une sous-matrice principale de A.

On note D = diag (λ1, · · · , λn) une matrice diagonale D dans Mn (K) de termes
diagonaux λ1, · · · , λn.

4.1 Matrices positives

Définition 4.1. Une matrice A dans Mn,m (R) est dite positive [resp. stric-
tement positive] et on note A ≥ 0 [resp. A > 0], si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls [resp. strictement positifs].

Si A,B sont deux matrices dans Mn,m (R) la notation A ≥ B [resp. A > B,
ou A ≤ B, ou A < B] signifie que la matrice A − B est positive [resp. A − B est
strictement positive, ou B −A est positive ou B −A est strictement positive].

En considérant la matrice A =

(
1 0
0 0

)
, on voit que les conditions A ≥ 0 et

A 	= 0 n’entraînent pas A > 0.

Lemme 4.1 Si (zk)1≤k≤n ∈ Cn est tel que
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

|zk| , il existe alors un

réel θ ∈ ]−π, π] tel que zk = |zk| eiθ pour tout k compris entre 1 et n.
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124 Matrices positives et irréductibles

Preuve. Dans le cas où tous les zk sont nuls, n’importe quel réel θ convient. Dans
le cas contraire, en désignant par I l’ensemble des indices k compris entre 1 et n
tels que zk 	= 0 et en écrivant pour tout k ∈ I, zk = ρke

iθk avec ρk = |zk| > 0,
θk ∈ ]−π, π] , on a :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣∣∣∣∑
k∈I

zk

∣∣∣∣∣
2

=
∑
k∈I

|zk|2 +
∑
j �=k

ρjρk cos (θj − θk)(∑
k∈I

|zk|
)2

=
∑
k∈I

|zk|2 +
∑
j �=k

ρjρk

et l’égalité

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

|zk| équivaut à
∑

(j,k)∈I2

j �=k

ρjρk (1− cos (θj − θk)) = 0. Tous

les termes de cette somme étant positifs ou nuls avec ρjρk > 0, on en déduit que
cos (θj − θk) = 1 pour j 	= k dans I, avec −2π < θj − θk < 2π, ce qui équivaut
à θj = θk. En notant θ cette valeur commune on peut prendre θk = θ pour les
indices k tels que ρk = 0 et on a zk = ρke

iθ = |zk| eiθ pour tout entier k compris
entre 1 et n. �

Avec les lemmes qui suivent on résume quelques propriétés élémentaires des
matrices positives.

Lemme 4.2 Pour A, B dans Mn,m (K) , on a :
1. |A+B| ≤ |A|+ |B| ;
2. |A| est positive et |A| = 0 si, et seulement si, A = 0 ;
3. pour tout scalaire λ, on a |λA| = |λ| |A| ;
4. pour A réelle strictement positive et x ∈ Rm positif non nul, Ax est strictement

positif ;
5. s’il existe un vecteur x strictement positif dans Rm tel que Ax = |A|x, on a

alors A = |A| .

Preuve. Le premier point se déduit des inégalités |ai,j + bi,j | ≤ |ai,j |+ |bi,j | pour
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m et les deux points suivants sont évidents.

Si x ∈ Rm est positif non nul, il existe alors un entier k compris entre 1 et m
tel que xk > 0 et pour tout i compris entre 1 et n, on a :

(Ax)i =

m∑
j=1

ai,jxj ≥ ai,kxk > 0

pour A strictement positive. On a donc Ax > 0 pour A > 0, x ≥ 0 et x 	= 0.
Supposons qu’il existe un vecteur x ∈ Rm strictement positif tel que Ax = |A|x.

Pour tout i compris entre 1 et n, on a
m∑
j=1

(|ai,j | − ai,j)xj = 0 avec xj ∈ R+,∗ pour

tout j, ce qui équivaut à |ai,j | = Re (ai,j) et Im (ai,j) = 0, soit à A = |A| . �

Lemme 4.3 Pour A dans Mn,m (K) et B dans Mm,r (K) , on a :
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1. |AB| ≤ |A| |B| ;
2. pour A réelle positive et B réelle strictement positive, l’égalité AB = 0 équivaut

à A = 0 ;
3. pour A réelle strictement positive et B telle que |AB| = A |B| , il existe des

réels θ1, · · · , θr dans ]−π, π] tels que B = |B|Δ, où Δ = diag
(
eiθ1 , · · · , eiθr

)
.

Preuve. Les inégalités

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=1

|ai,k| |bk,j | pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r,

où

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

ai,kbk,j

∣∣∣∣∣ est le coefficient d’indice (i, j) de |AB| et
m∑

k=1

|ai,k| |bk,j | celui de

|A| |B| , signifient que |AB| ≤ |A| |B| .

L’égalité AB = 0 est équivalente à
m∑

k=1

ai,kbk,j = 0 pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r et

pour A,B réelles positives cela équivaut à ai,kbk,j = 0 pour tout k compris entre
1 et m, équivalent à ai,k = 0 si de plus B est strictement positive, c’est-à-dire que
A = 0.

L’égalité |AB| = A |B| avec A réelle strictement positive est équivalente à∣∣∣∣∣
m∑

k=1

apkbkq

∣∣∣∣∣ =
m∑

k=1

apk |bkq| pour tout p compris entre 1 et n et tout q compris entre

1 et r. Pour p, q fixés, la suite de nombres complexes (zk)1≤k≤m = (apkbkq)1≤k≤m

est telle que

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
m∑

k=1

|zk| , ce qui équivaut à l’existence d’un réel θpq ∈ ]−π, π]

tel que zk = eiθpq |zk| pour tout k compris entre 1 et m (lemme 4.1). On a
donc apkbkq = eiθpq |apkbkq| = apke

iθpq |bkq| avec apk > 0, ce qui équivaut à
bkq = eiθpq |bkq| . En fixant p et en notant θq pour θpq, cela s’écrit B = |B|Δ,
où Δ = diag

(
eiθ1 , · · · , eiθr

)
. �

Lemme 4.4 Si A, B dans Mn,m (R) et A′, B′ dans Mm,r (R) sont telles que
0 ≤ A ≤ B et 0 ≤ A′ ≤ B′, on a alors 0 ≤ AA′ ≤ BB′.

Preuve. Les matrices A, A′ étant réelles positives, il en est de même de AA′.
En écrivant que BB′ −AA′ = B (B′ −A′) + (B −A)A′, on déduit que si A ≤ B,
A′ ≤ B′, avec A′, B positives, on a alors AA′ ≤ BB′. �

Des lemmes précédents, on déduit facilement par récurrence que si A,B dans
Mn (K) sont telles que |A| ≤ B, on a alors

∣∣Ak
∣∣ ≤ |A|k ≤ Bk pour tout entier

naturel k.

Lemme 4.5 Soit A ∈ Mn (R) positive.
1. Pour B ∈ Mn (C) telle que |B| ≤ A, on a ρ (B) ≤ ρ (|B|) ≤ ρ (A) .

2. Pour toute sous-matrice principale Ap,q de A, on a ρ (Ap,q) ≤ ρ (A) . En parti-
culier, on a max

1≤i≤n
aii ≤ ρ (A) .

3. Pour B ∈ Mn (R) telle que 0 ≤ B < A, on a ρ (B) < ρ (A) .

4. S’il existe k ∈ N∗ tel que Ak soit strictement positive, on a alors ρ (A) > 0.
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5. Si la somme des termes de chaque ligne [resp. colonne] de A est constante égale
à α, on a alors ρ (A) = α = |||A|||∞ [resp. ρ (A) = α = |||A|||1] et ρ (A) est une
valeur propre de A associée à un vecteur propre strictement positif.

6.

min
1≤i≤n

⎛⎝ n∑
j=1

aij

⎞⎠ ≤ ρ (A) ≤ max
1≤i≤n

⎛⎝ n∑
j=1

aij

⎞⎠
min

1≤j≤n

(
n∑

i=1

aij

)
≤ ρ (A) ≤ max

1≤j≤n

(
n∑

i=1

aij

)

7. Pour tout x ∈ Rn strictement positif, on a min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ (A) ≤ max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

.

8. S’il existe x ∈ Rn strictement positif et α, β dans R+ tels que αx ≤ Ax ≤ βx
[resp. αx < Ax < βx], on a alors α ≤ ρ (A) ≤ β [resp. α < ρ (A) < β].

9. Si la matrice A admet un vecteur propre strictement positif, la valeur propre
associée est alors ρ (A) et on a ρ (A) = sup

x>0
min

1≤i≤n

(Ax)i
xi

= inf
x>0

max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

.

Preuve.
1. Pour tout k ∈ N, on a

∣∣Bk
∣∣ ≤ |B|k ≤ Ak. Munissant Mn (C) de la norme

N : X = ((xij))1≤i,j≤n �→ max
1≤i,j≤n

|xij | , on a pour tout k ∈ N∗ :

N
(
Bk
)
= N

(∣∣Bk
∣∣) ≤ N

(
|B|k

)
≤ N

(
Ak
)

et avec la croissance de t �→ t
1
k sur R+, on en déduit que :

N
(
Bk
) 1

k ≤ N
(
|B|k

) 1
k ≤ N

(
Ak
) 1

k

puis faisant tendre k vers l’infini, il en résulte que ρ (B) ≤ ρ (|B|) ≤ ρ (A)
(théorème de Gelfand).

2. Pour A ≥ 0, on a 0 ≤ Ãp,q =

⎛⎝ 0 0 0
0 Ap,q 0
0 0 0

⎞⎠ ≤ A, ce qui nous donne

ρ (Ap,q) = ρ
(
Ãp,q

)
≤ ρ (A) .

3. Pour ρ (B) = 0, le résultat se déduit de ρ (A) ≥ max
1≤i≤n

aii > 0 (A est strictement

positive). Pour tous i, j compris entre 1 et n, on a 0 ≤ bij
aij

< 1, donc il existe

un réel λ > 0 tel que
bij
aij

< λ < 1, soit
1

λ
bij < aij . On a donc 0 ≤ 1

λ
B < A et

ρ

(
1

λ
B

)
≤ ρ (A) , ce qui entraîne pour ρ (B) > 0 :

ρ (B) <
1

λ
ρ (B) = ρ

(
1

λ
B

)
≤ ρ (A)

et en conséquence, ρ (B) < ρ (A) .
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4. On a ρ
(
Ak
)
= (ρ (A))

k et Ak > 0 donne ρ
(
Ak
)
> 0 (point précédent), donc

ρ (A) > 0. On peut aussi dire que si ρ (A) = 0, on a alors ρ
(
Ak
)
= (ρ (A))

k
= 0,

donc toutes les valeurs propres de Ak sont nulles et Tr
(
Ak
)
= 0, ce qui est

incompatible avec Ak > 0.

5. Dans le cas des lignes, les égalités
n∑

j=1

aij = α pour tout i compris entre 1 et n

nous disent que le vecteur e =

⎛⎜⎝ 1
...
1

⎞⎟⎠ ∈ Rn est vecteur propre de la matrice

A associé à la valeur propre α. La matrice A et le réel α étant positifs, on a

α ≤ ρ (A) ≤ |||A|||∞ = max
1≤i≤n

⎛⎝ n∑
j=1

aij

⎞⎠ = α, soit α = ρ (A) . En raisonnant

avec la transposée de la matrice A et en utilisant le fait qu’une matrice et
sa transposée ont mêmes valeurs propres, on obtient le deuxième résultat en

considérant que ‖ tA‖∞ = |||A|||1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

aij

)
.

6. On sait déjà que ρ (A) ≤ |||A|||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

aij . On note αi =

n∑
j=1

aij pour

1 ≤ i ≤ n et α = min
1≤i≤n

(αi) . Pour α = 0, le résultat est évident. Pour α > 0,

on a αi > 0 pour tout i et la matrice B =

((
α

αi
aij

))
1≤i,j≤n

est telle que

0 ≤ B ≤ A,

n∑
j=1

bij = α pour tout i compris entre 1 et n, ce qui nous donne

α = ρ (B) ≤ ρ (A) . En raisonnant avec tA, considérant que ρ ( tA) = ρ (A) et
‖ tA‖∞ = |||A|||1 , on obtient le deuxième encadrement.

7. Pour x = (xi)1≤i≤n ∈ Rn strictement positif donné, la multiplication à droite
de A par Dx = diag (x1, · · · , xn) a pour effet de multiplier chaque colonne j de
la matrice A par xj et la multiplication à gauche par D−1

x de diviser chaque

ligne i de la matrice A par xi, de sorte que D−1
x ADx =

((
xj

xi
aij

))
1≤i,j≤n

, ce

qui nous donne :

min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

= min
1≤i≤n

n∑
j=1

xj

xi
aij ≤ ρ

(
D−1

x ADx

)
= ρ (A)

≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

xj

xi
aij = max

1≤i≤n

(Ax)i
xi

8. L’encadrement αx ≤ Ax ≤ βx équivaut à αxi ≤ (Ax)i ≤ βxi pour tout i
compris entre 1 et n, ce qui entraîne :

α ≤ min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ (A) ≤ max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ β
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128 Matrices positives et irréductibles

On procède de même pour les inégalités strictes.

9. On a sup
x>0

min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ (A) ≤ inf
x>0

max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

. Si A admet un vecteur propre

strictement positif x, la valeur propre α associée est alors réelle positive et

avec α = min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ (A) ≤ max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

= α, on en déduit les égalités

α = ρ (A) = sup
x>0

min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

= inf
x>0

max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

.

�
Les inégalités aii ≤ ρ (A) ne sont pas nécessairement vérifiées si la matrice

A n’est pas positive. Par exemple toute matrice A =

(
α β
γ −α

)
semblable à

J =

(
0 1
0 0

)
a un rayon spectral nul et une telle matrice s’écrit, en notant

P =

(
a b
c d

)
une matrice inversible :

A = P−1JP =
1

ad− bc

(
dc d2

−c2 −dc

)
En prenant dc > 0, on a a11 > ρ (A) = 0.

Du point 6. du lemme précédent, on déduit que si A est une matrice positive

dans Mn (R) telle
n∑

j=1

aij > 0 [resp.
n∑

i=1

aij > 0] pour tout i [resp. j] compris entre

1 et n, on a alors ρ (A) > 0. En particulier une matrice strictement positive a son
rayon spectral strictement positif.

4.2 Matrices strictement positives et théorème de
Perron-Frobenius

Lemme 4.6 Soient A ∈ Mn (R) strictement positive et x ∈ Cn un vecteur propre
non nul associé à une valeur propre λ telle que |λ| = ρ (A) . Dans ce cas, ρ (A)
est valeur propre de A avec |x| comme vecteur propre associé, ce vecteur étant
strictement positif et il existe un réel θ tel que x = eiθ |x| .

Preuve. On a ρ (A) > 0 du fait que A > 0 (point 6. du lemme 4.5).
De Ax = λx avec |λ| = ρ (A) , on déduit que ρ (A) |x| = |Ax| ≤ |A| |x| = A |x| ,

donc y = A |x| − ρ (A) |x| est positif. Si ce vecteur est non nul, on a alors Ay > 0
car A est strictement positive (point 4. du lemme 4.2), ce qui signifie en notant
x′ = A |x| que ρ (A)x′ < Ax′ avec x′ > 0 (le vecteur x est non nul) qui entraîne que
ρ (A) < ρ (A) (point 8. du lemme 4.5), soit une impossibilité. On a donc y = 0, soit
A |x| = ρ (A) |x| , ce qui signifie que ρ (A) est valeur propre de A avec |x| comme

vecteur propre associé. En écrivant que |x| = 1

ρ (A)
A |x| , on déduit que |x| > 0.

On a donc A |x| = ρ (A) |x| = |Ax| et du lemme 4.3, point 3, avec B = x dans
Mn,1 (R) , on déduit qu’il existe θ ∈ ]−π, π] tel que x = eiθ |x| . �
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Théorème 4.1. Perron-Frobenius

Si A ∈ Mn (R) est strictement positive, ρ (A) est alors l’unique valeur
propre de A de module maximum, l’espace propre associé à ρ (A) est une
droite vectorielle engendrée par un vecteur strictement positif et ρ (A) est
valeur propre simple de A.

Preuve. Dans la démonstration du lemme précédent on a vu que si λ est une
valeur propre de la matrice A telle que |λ| = ρ (A) et si x est un vecteur propre
non nul associé, on a alors x = eiθ |x| avec A |x| = ρ (A) |x| . Le rayon spectral
ρ (A) est donc valeur propre de A. De plus, avec :

λx = Ax = A
(
eiθ |x|

)
= eiθA |x| = eiθρ (A) |x| = ρ (A)x

on déduit que λx = ρ (A)x avec x 	= 0, et λ = ρ (A) . Donc ρ (A) est l’unique
valeur propre de A de module maximal.

En notant Eρ(A) l’espace propre associé à la valeur propre ρ (A) , tout vecteur
non nul x dans Eρ(A) est tel que |x| > 0 (lemme précédent) et aucune des com-
posantes de x n’est nulle. S’il existe deux vecteurs x, y linéairement indépendants
dans Eρ(A), le vecteur z = x1y − y1x est alors non nul dans Eρ(A) avec z1 = 0, ce
qui est impossible. On a donc dim

(
Eρ(A)

)
= 1.

Pour n = 1, il est clair que ρ (A) est valeur propre simple de A. On suppose
donc que n ≥ 2. Si la multiplicité de ρ (A) comme valeur propre de A est m ≥ 2,
en se donnant un générateur x > 0 de l’espace propre Eρ(A), il existe y ∈ Cn

linéairement indépendant de x tel que Ay = x+ρ (A) y (la matrice A est semblable

à une matrice de la forme

⎛⎝ (
ρ (A) 1
0 ρ (A)

)
0

0 B

⎞⎠ puisque dim
(
Eρ(A)

)
= 1

avec ρ (A) de multiplicité m ≥ 2). En notant y le vecteur conjugué de y dans Cn,

on a Ay = x+ ρ (A) y puisque A et x sont réels. Le vecteur z =
1

2
(y + y) est alors

réel tel que Az = x + ρ (A) z. Comme x est strictement positif, il existe un réel
assez grand α > 0 tel que v = z+αx soit strictement positif. On dispose alors d’un
vecteur v > 0 tel que Av = x+ ρ (A) v > ρ (A) v, ce qui nous donne ρ (A) < ρ (A)
(point 8. du lemme 4.5), soit une impossibilité. �

Corollaire 4.1 : Si A ∈ Mn (R) est strictement positive, il existe alors
un unique vecteur propre associé à la valeur propre ρ (A) dans le compact
K1 = {x ∈ Rn | x ≥ 0, ‖x‖1 = 1} .

Preuve. On a vu que Eρ(A) = Rx avec x > 0. Le vecteur v =
1

‖x‖1
x est alors

l’unique élément de K1 ∩ Eρ(A). �
Le vecteur x ∈ K1 ∩ Eρ(A) est appelé, le vecteur de Perron de la matrice

strictement positive A.

Corollaire 4.2 : Si A ∈ Mn (R) est strictement positive, elle ne peut
alors avoir deux vecteurs propres positifs linéairement indépendants.
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130 Matrices positives et irréductibles

Preuve. Soit y un vecteur propre positif non nul associé à une valeur propre λ
de A. On a Ay > 0 et il existe un indice i compris entre 1 et n tel que (Ay)i = λyi

avec yi > 0, ce qui entraîne que λ > 0 et y =
1

λ
Ay > 0. Avec le point 9. du lemme

4.5, on déduit que nécessairement λ = ρ (A) et le théorème de Perron-Frobenius
nous permet de conclure. �

En utilisant la densité de l’ensemble des matrices strictement positives dans
l’ensemble des matrices positives, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.3 : Si A ∈ Mn (R) est positive, ρ (A) est alors valeur propre
de A et il existe un vecteur propre associé non nul positif.

Preuve. Pour tout k ∈ N∗, on note Ak =

((
aij +

1

k

))
1≤i,j≤n

et vk est le

vecteur de Perron de la matrice strictement positive Ak. On a lim
k→+∞

Ak = A et

avec la continuité du rayon spectral, on déduit que lim
k→+∞

ρ (Ak) = ρ (A) . D’autre

part, la suite (vk)k≥1 étant dans le compact K1, on peut en extraire une sous suite(
vϕ(k)

)
k≥1

convergente vers un vecteur v ≥ 0 et on a :

Av = lim
k→+∞

Aϕ(k)vϕ(k) = lim
k→+∞

ρ
(
Aϕ(k)

)
vϕ(k) = ρ (A) v

c’est-à-dire que v est un vecteur propre non nul (puisque ‖v‖1 = 1) positif de A
associé à la valeur propre ρ (A) . �

Corollaire 4.4 : Si A ∈ Mn (R) est une matrice positive, on a alors
ρ (In +A) = 1 + ρ (A) . De plus, s’il existe un entier k ≥ 1 tel que Ak soit
strictement positive, ρ (A) est alors valeur propre simple de A.

Preuve. Pour toute matrice A ∈ Mn (K) , on a Sp (In +A) = {1 + λ | λ ∈ Sp (A)} ,
donc ρ (In +A) ≤ 1+ρ (A) . Si de plus A est positive, ρ (A) est alors valeur propre
de A, donc 1 + ρ (A) est valeur propre de In + A et 1 + ρ (A) ≤ ρ (In +A) , d’où
l’égalité.

En notant m la multiplicité algébrique de la valeur propre ρ (A) de A, il existe
une matrice inversible P telle que T = P−1AP soit triangulaire supérieure de
diagonale (ρ (A) , · · · , ρ (A) , λm+1, · · · , λn) avec |λi| < ρ (A) pour tout entier i
compris entre m + 1 et n (dans le cas où m < n). La matrice T k = P−1AkP est
alors triangulaire supérieure de diagonale

(
ρ (A)

k
, · · · , ρ (A)

k
, λk

m+1, · · · , λk
n

)
et

ρ (A)
k
= ρ

(
Ak
)

est alors valeur propre de Ak de multiplicité supérieure ou égale
à m. Pour Ak strictement positive, cette multiplicité vaut 1, donc m = 1. �

Une matrice positive telle que Ak soit strictement positive pour un entier k ≥ 1
est un cas particulier de matrice positive irréductible.

Les théorèmes de Perron-Frobenius et de Gerschgörin-Hadamard nous per-
mettent d’obtenir le résultat suivant de localisation des valeurs propres d’une ma-
trice, où D (a, r) = {z ∈ C | |z − a| ≤ r} désigne le disque fermé de centre a ∈ C
et de rayon r > 0.
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Corollaire 4.5 : Soient A ∈ Mn (C) et B ∈ Mn (R) positive telle que

|A| ≤ B. On a Sp (A) ⊂
n⋃

i=1

D (aii, ρ (B)− bii) , ce qui signifie que toutes les

valeurs propres de A sont dans la réunion des disques de centre aii et de
rayon ρ (B)− bii.

Preuve. Supposons dans un premier temps que la matrice B soit strictement
positive.

Si x est le vecteur de Perron de B, on a alors pour tout entier i compris entre
1 et n :

n∑
j=1
j �=i

|aij |xj ≤
n∑

j=1
j �=i

bijxj = (ρ (B)− bii)xi

soit
1

xi

n∑
j=1
j �=i

|aij |xj ≤ ρ (B)−bii. D’autre part, le théorème de Gerschgörin-Hadamard

nous dit que si λ ∈ C est une valeur propre d’une matrice C, il existe alors un

indice i compris entre 1 et n tel que |λ− cii| ≤
n∑

j=1, j �=i

|cij | . La matrice A ayant les

mêmes valeurs propres que la matrice Cx = D−1
x ADx, où Dx = diag (x1, · · · , xn)

(on a donc Cx =

((
xj

xi
aij

))
1≤i,j≤n

), on déduit que pour toute valeur propre

λ ∈ C de A, il existe un indice i tel que :

|λ− aii| = |λ− cii| ≤
n∑

j=1
j �=i

|cij | =
1

xi

n∑
j=1
j �=i

|aij |xj ≤ ρ (B)− bii

ce qui donne le résultat annoncé.
Dans le cas où la matrice B est positive, non strictement positive, en désignant

pour tout réel ε > 0, par Bε la matrice strictement positive Bε = ((bij + ε))1≤i,j≤n ,

on a Bε > |A| , donc Sp (A) ⊂
n⋃

i=1

D (aii, ρ (Bε)− bii − ε) . Avec la continuité du

rayon spectral, on en déduit alors le résultat annoncé. �

Lemme 4.7 Soit A ∈ Mn (R) strictement positive. Si x est un vecteur propre
strictement positif de A associé à la valeur propre ρ (A) , il existe alors un unique
vecteur y strictement positif qui est vecteur propre de tA associé à la valeur propre
ρ ( tA) = ρ (A) tel que tyx = 1.

Preuve. La matrice tA est strictement positive avec ρ ( tA) = ρ (A) , l’espace
propre associé à la valeur propre ρ (A) de tA est donc une droite vectorielle dirigée

par un vecteur z > 0. En posant y =
1
tzx

z, on a y > 0, tAy = ρ (A) y et tyx = 1.

Réciproquement, si tAy = ρ (A) y avec y > 0, tyx = 1, on a alors y = αz avec

α =
1
tzx

, ce qui prouve l’unicité du vecteur y. �
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Avec les notations et hypothèses du lemme précédent, on désigne par Eρ(A)

l’espace propre associé à la valeur propre ρ (A) de A (matrice strictement positive),
par E′

ρ(A) l’espace propre associé à la valeur propre ρ ( tA) = ρ (A) de tA et on
note L = x ty = ((xiyj))1≤i,j≤n .

Avec le lemme qui suit, on résume quelques propriétés de cette matrice L.

Lemme 4.8 La matrice L est indépendante du choix du vecteur x et strictement
positive de rang 1. On a Lx = x, tLy = y et pour tout entier naturel k non nul :

Lk = L, AkL = LAk = ρ (A)
k
L,

(
1

ρ (A)
A− L

)k

=

(
1

ρ (A)
A

)k

− L

L est la matrice de la projection sur la droite vectorielle Eρ(A) parallèlement à
l’hyperplan H = {z ∈ Cn | tyz = 0} .

Preuve. On a Eρ(A) = Cx, E′
ρ(A) = Cy, avec x > 0, y > 0 et tyx = 1. Si (x′, y′)

est un autre couple de vecteurs vérifiant ces propriétés, on a alors x′ = αx, y′ = βy,
avec α > 0, β > 0, 1 = ty′x′ = αβ tyx = αβ et x′ ty′ = αβx ty = x ty = L.

Les vecteurs x et y étant strictement positifs, il en est de même de la matrice
L. De plus, pour j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de L est yjx > 0, il
en résulte que L est de rang 1 avec Im (L) = Cx = Eρ(A).

Avec l’associativité du produit matriciel, on peut écrire :

Lx = x
(

tyx
)
=
(

tyx
)
x = x

tLy = y
(

txy
)
=
(

txy
)
y = t

(
tyx
)
y = y

On a L2 = x ( tyx) ty = ( tyx) (x ty) = L et par récurrence Lk = L pour tout
k ≥ 1.

De Ax = ρ (A)x, on déduit que Akx = ρ (A)
k
x pour tout k ≥ 1 et :

AkL = Akx ty = ρ (A)
k
x ty = ρ (A)

k
L

De même avec tAy = ρ (A) y, on obtient :

LAk = x tyAk = x t
((

tA
)k

y
)
= x t

(
ρ (A)

k
y
)
= ρ (A)

k
L

La dernière relation peut se montrer par récurrence sur k ≥ 1. Le résultat est
évident pour k = 1 et en le supposant acquis pour k ≥ 1, on a :(

1

ρ (A)
A− L

)k+1

=

(
1

ρ (A)
A− L

)((
1

ρ (A)
A

)k

− L

)

=

(
1

ρ (A)
A

)k+1

− 1

ρ (A)
k
LAk − 1

ρ (A)
AL+ L2

=

(
1

ρ (A)
A

)k+1

− 1

ρ (A)
k
ρ (A)

k
L− 1

ρ (A)
ρ (A)L+ L

=

(
1

ρ (A)
A

)k+1

− L
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On a L2 = L, Im (L) = Eρ(A) et le noyau de L est donné par :

Ker (L) =
{
z ∈ Cn | x tyz = 0

}
=
{
z ∈ Cn |

(
tyz
)
x = 0

}
= H

c’est-à-dire que L est la projection sur Eρ(A) parallèlement à H. �

Théorème 4.2.

Avec les notations et hypothèses du lemme 4.7, on a :

lim
k→+∞

(
1

ρ (A)
A

)k

= L = x ty

Preuve. Avec
(

1

ρ (A)
A

)k

− L =

(
1

ρ (A)
A− L

)k

pour k ≥ 1, il suffit de mon-

trer que la matrice
1

ρ (A)
A − L a un rayon spectral strictement inférieur à 1, ce

qui revient à dire que ρ (A− ρ (A)L) < ρ (A) . Si λ est un valeur propre non
nulle de B = A − ρ (A)L et z est un vecteur propre non nul associé, on a alors
(A− ρ (A)L) z = λz et avec L (A− ρ (A)L) = 0, on déduit que λLz = 0 et Lz = 0
pour λ 	= 0, ce qui entraîne que λz = Az − ρ (A)Lz = Az, c’est-à-dire que λ est
valeur propre de A avec z pour vecteur propre associé. On a donc montré que toute
valeur propre λ non nulle de B est aussi valeur propre de A et donc |λ| ≤ ρ (A) . Si
λ est une valeur propre non nulle de B telle que |λ| = ρ (A) , on a alors λ = ρ (A)
(premier point du théorème de Perron-Frobenius 4.1) et tout vecteur propre asso-
cié z est aussi vecteur propre de A, on a donc z = αx avec α ∈ C∗ pour z 	= 0, ce
qui entraîne :

ρ (A) z = (A− ρ (A)L) z = (A− ρ (A)L)αx

= αAx− αρ (A)Lx = αρ (A)x− αρ (A)x = 0

en contradiction avec ρ (A) > 0 et z 	= 0.
On a donc |λ| < ρ (A) pour toute valeur propre de B et ρ (B) < ρ (A) . D’où le

résultat. �
Avec ce résultat, on retrouve le fait que la matrice L ne dépend que de la matrice

strictement positive A et pas du choix de x. On retrouve aussi le dernier point du
théorème de Perron-Frobenius 4.1.

Théorème 4.3. Perron-Frobenius

Si A ∈ Mn (R) est strictement positive, ρ (A) est alors valeur propre
simple de A (l’espace propre associé est donc une droite vectorielle).

Preuve. On sait déjà que ρ (A) est l’unique valeur propre de A de module maxi-
mum. Notons m sa multiplicité algébrique. Le théorème de trigonalisation sur C
nous dit qu’il existe une matrice inversible P telle que T = P−1AP soit triangulaire
supérieure de diagonale (ρ (A) , · · · , ρ (A) , λp+1, · · · , λn) avec |λi| < ρ (A) pour i
compris entre m+1 et n (si m < n). En écrivant, pour tout entier naturel non nul

k, que
(

1

ρ (A)
T

)k

= P−1

(
1

ρ (A)
A

)k

P et avec la continuité du produit matriciel,
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le théorème précédent nous dit que lim
k→+∞

(
1

ρ (A)
T

)k

= P−1LP = L′ où L′ est

triangulaire supérieure de diagonale (1, · · · , 1, 0, · · · , 0) . On a donc rang (L′) ≥ m
et avec rang (L′) = rang (L) = 1, on déduit que nécessairement m = 1. �

Si la matrice A est positive, on a vu que ρ (A) est valeur propre de A (corollaire
4.3), mais cette valeur propre n’est pas nécessairement simple (prendre par exemple
la matrice identité). Dans le cas où il existe un entier naturel k tel que Ak soit
strictement positive, ρ (A) est valeur propre simple de A.

4.3 Matrices irréductibles
Si n est un entier naturel supérieur ou égal à 2, on désigne alors par Sn le

groupe des permutations de l’ensemble {1, · · · , n} et par B = (ek)1≤k≤n la base
canonique de Kn (K = R ou C).

Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels, on note δi,j le symbole de Kronecker
(δii = 1 et δi,j = 0 pour i 	= j).

Définition 4.2. La matrice de permutation associée à σ ∈ Sn est la ma-
trice de passage Pσ de la base canonique de Kn à la base Bσ =

(
eσ(k)

)
1≤k≤n

.

On a donc, si Pσ est une matrice de permutation, Pσej = eσ(j) pour tout entier
j compris entre 1 et n, ce qui revient à dire que Pσ =

((
δi,σ(j)

))
1≤i,j≤n

. En
particulier, on a PId = In.

Une telle matrice de permutation étant la matrice de passage de la base cano-
nique de Kn à une base orthonormée est unitaire, donc P−1

σ = tPσ.
Une matrice de permutation étant unitaire dans Mn (C) est diagonalisable sur

C. Mais sur R ce résultat n’est plus valable. Par exemple, pour σ cycle d’ordre 3,
le polynôme minimale de Pσ est X3 − 1 et ce dernier n’est pas scindé sur R, donc
cette matrice n’est pas diagonalisable sur R.

De plus il est facile de vérifier que pour toutes permutations σ, τ dans Sn,
on a PσPτ = Pσ◦τ (il suffit d’écrire que pour tout i compris entre 1 et n, on a
PσPτei = Pσeτ(i) = eσ◦τ(i) = Pσ◦τei). On en déduit alors que P−1

σ = Pσ−1 .
Pour toute permutation σ ∈ Sn et tout vecteur x = (xi)1≤i≤n ∈ Kn, on a

P−1
σ x =

n∑
j=1

xjeσ−1(j) =

n∑
i=1

xσ(i)ei (changement d’indice i = σ−1 (j)), ce qui signi-

fie que P−1
σ x =

(
xσ(i)

)
1≤i≤n

se déduit de x en faisant agir la permutation σ sur les
composantes de x. On en déduit que pour toute matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n dans
Mn (K) , P−1

σ A =
((
aσ(i),j

))
1≤i,j≤n

se déduit de A en faisant agir la permutation
σ sur les lignes de A.

La multiplication à droite d’une matrice A par une matrice de permutation Pσ

va faire agir la permutation σ sur les colonnes de A. En effet, pour tout j compris

entre 1 et n, on a APσej = Aeσ(j) =

n∑
i=1

ai,σ(j)ei, donc APσ =
((
ai,σ(j)

))
1≤i,j≤n

.
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On a donc pour toute permutation σ ∈ Sn et toute matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n

dans Mn (K) , P−1
σ APσ =

((
aσ(i),σ(j)

))
1≤i,j≤n

, c’est-à-dire que P−1
σ APσ se déduit

de A en faisant agir la permutation σ sur les lignes et les colonnes de A.

Définition 4.3. Une matrice A ∈ Mn (K) est dite réductible s’il existe une
matrice de permutation Pσ telle que :

P−1
σ APσ =

(
B 0
C D

)
(4.1)

où B ∈ Mp (K) avec 1 ≤ p ≤ n − 1. Une matrice non réductible est dite
irréductible.

Exemples 4.1

1. Une matrice ayant tous ses coefficients non nuls est irréductible.
2. Une matrice ayant une ligne (ou une colonne) nulle est réductible. En effet si

la ligne numéro i est nulle en transposant la ligne 1 avec la ligne i et la colonne
1 avec la colonne i, on obtient une matrice avec la première ligne nulle.

3. Une matrice A =

(
a b
c d

)
dans M2 (K) est irréductible si, et seulement si,

bc 	= 0. En effet S2 = {τ12, Id} et P−1
Id

APId = A ou P−1
τ12APτ12 =

(
a c
b d

)
est de la forme (4.1) si, et seulement si, b = 0 ou c = 0.

Une condition suffisante d’irréductibilité est donnée par le résultat suivant.

Lemme 4.9 Soit A ∈ Mn (K) . S’il existe un entier naturel p tel que Ap ait tous
ses coefficients non nuls, A est alors irréductible.

Preuve. Si A est réductible, il existe alors une matrice de permutation Pσ telle

que P−1
σ APσ =

(
B 0
C D

)
et pour tout p ≥ 1 on a P−1

σ ApPσ =

(
Bp 0
Cp Dp

)
,

ce qui signifie que la matrice Ap est également réductible, elle a donc au moins un
coefficient nul. �

Exemple 4.1 La matrice A =

⎛⎝ 1 1 0
1 1 1
0 1 1

⎞⎠ est irréductible puisque A2 > 0.

Cette condition n’est pas nécessaire comme le montre l’exemple de la matrice

A =

(
0 1
1 0

)
.

Une définition équivalente de la notion de matrice réductible est donnée par le
résultat suivant.
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Théorème 4.4.

Une matrice A ∈ Mn (K) est réductible si, et seulement si, il existe
une partition non triviale (I, J) de {1, · · · , n} telle que aij = 0 pour tout
(i, j) ∈ I × J.

Preuve. Soit A ∈ Mn (K) réductible. Il existe une permutation σ telle que
aσ(i),σ(j) = 0 pour 1 ≤ i ≤ p et p + 1 ≤ j ≤ n, où p est un entier compris
entre 1 et n − 1. En notant I = {σ (1) , · · · , σ (p)} , J = {σ (p+ 1) , · · · , σ (n)} ,
on définit une partition non triviale de {1, · · · , n} telle que aij = 0 pour tout
(i, j) ∈ I × J. Réciproquement supposons qu’il existe une partition non triviale
(I, J) de {1, · · · , n} telle que aij = 0 pour tout (i, j) ∈ I × J. En notant p le
cardinal de I, on a 1 ≤ p ≤ n−1 et il existe σ ∈ Sn telle que I = {σ (1) , · · · , σ (p)} ,
J = {σ (p+ 1) , · · · , σ (n)} , ce qui donne :

P−1
σ APσ =

((
aσ(i),σ(j)

))
1≤i,j≤n

=

(
B 0
C D

)
c’est-à-dire que A est réductible. �

De ce théorème, on peut déduire qu’une matrice est irréductible si, et seulement
si, sa transposée l’est.

Une autre définition équivalente de la notion de matrice réductible est donnée
par le résultat suivant.

Théorème 4.5.

Une matrice A ∈ Mn (K) est réductible si, et seulement si, il existe une
partie non triviale J de {1, · · · , n} telle que le sous-espace vectoriel de Kn,
VJ = Vect {ej | j ∈ J} , soit stable par A.

Preuve. Dire que A ∈ Mn (K) est réductible équivaut à dire qu’il existe une
partition non triviale (I, J) de {1, · · · , n} telle que aij = 0 pour tout (i, j) ∈ I×J,

ce qui revient à dire que pour tout j ∈ J on a Aej =

n∑
i=1

aijei =
∑
i∈J

aijei ∈ VJ , ce

qui est encore équivalent à dire que VJ est stable par A. �
Les propriétés élémentaires suivantes nous seront utiles.

Lemme 4.10 Si A est réductible, il en est alors de même de |A| et de In +A.

Preuve. Cela résulte de P−1
σ APσ =

(
B 0
C D

)
qui entraîne que :

P−1
σ |A|Pσ =

(
|B| 0
|C| |D|

)
et P−1

σ (In +A)Pσ =

(
Ip +B 0

C In−p +D

)
puisque l’action de Pσ est seulement de permuter des lignes et des colonnes. �

On a vu que si A est une matrice strictement positive dans Mn (R) , ρ (A) est
alors l’unique valeur propre de A de module maximum, cette valeur propre est
simple, l’espace propre associé est une droite vectorielle engendrée par un vecteur
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strictement positif et une telle matrice ne peut avoir deux vecteurs propres positifs
linéairement indépendants.

Ces résultats ne s’étendent pas au cas des matrices positives, mais pour les
matrices positives qui sont de plus irréductibles, on a des résultats analogues.

Lemme 4.11 Soient A ∈ Mn (R) positive irréductible et y ∈ Rn un vecteur positif
non nul. Si y est strictement positif, il en est alors de même de z = (In +A) y.
Si y a au moins une composante nulle, le nombre de coordonnées nulles de z est
alors strictement inférieur au nombre de coordonnées nulles de y. Dans tous les
cas, le vecteur (In +A)

n−1
y est strictement positif.

Preuve. Les composantes du vecteur z = (In +A) y sont données par :

zi =

n∑
j=1

aijyj + yi (1 ≤ i ≤ n)

Si la matrice A et le vecteur y sont positifs, on a alors zi ≥ yi ≥ 0 et z est positif.
Avec z ≥ y, on déduit que z est strictement positif si y l’est.

En supposant que y a au moins une composante nulle, de 0 ≤ yi ≤ zi, on déduit
que zi = 0 entraîne yi = 0. Le nombre de coordonnées nulles du vecteur z est donc
inférieur ou égal à celui de y.

Supposons que z et y ont le même nombre de composantes nulles. En notant Jy
l’ensembles des indices compris entre 1 et n tels que yi = 0, on a zi > 0 pour i /∈ Jy

et en conséquence zi = yi = 0 pour tout i ∈ Jy, avec zi =
∑
j /∈Iy

aijyj et yj > 0 pour

j /∈ Jy. On a donc en tenant compte du fait que les coefficients aij sont positifs ou
nuls, aij = 0 pour i ∈ Jy et j /∈ Jy avec Jy de cardinal compris entre 1 et n− 1 (y
a au moins une composante nulle et n’est pas le vecteur nul) ce qui revient à dire
que la matrice A est réductible. En conclusion le nombre de composantes nulles
de z est strictement inférieur à celui de y, si la matrice positive A est irréductible.

Si le vecteur y est positif non nul, il a alors au moins une coordonnée strictement
positive et ce qui précède nous dit que le vecteur (In +A) y a au moins deux
coordonnées strictement positives. Par récurrence on en déduit que le vecteur
(In +A)

n−1
y a au moins n coordonnées strictement positives, ce qui revient à

dire qu’il est strictement positif. �
Théorème 4.6.

Soit A ∈ Mn (R) positive. Cette matrice est irréductible si, et seulement
si, la matrice (In +A)

n−1 est strictement positive.

Preuve. Du lemme 4.11, on déduit que si A est positive irréductible, alors pour
tout j compris entre 1 et n le vecteur (In +A)

n−1
ej est strictement positif, ce qui

équivaut à dire que la matrice (In +A)
n−1 est strictement positive. Réciproque-

ment si la matrice (In +A)
n−1 est strictement positive, elle est alors irréductible

ainsi que A (lemme 4.10). �
On peut en fait montrer que A ∈ Mn (K) est irréductible si, et seulement si,

(In + |A|)n−1 est strictement positive (voir [9], théorème 6.2.23).
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Théorème 4.7. Perron-Frobenius

Si A ∈ Mn (R) est positive et irréductible, ρ (A) est alors strictement
positif, c’est une valeur propre simple de A et l’espace propre associé est
une droite vectorielle engendrée par un vecteur strictement positif.

Preuve. La matrice A étant irréductible n’a pas de ligne nulle, on a donc puis-

qu’elle est positive
n∑

j=1

aij > 0 pour tout i compris entre 1 et n, ce qui entraîne

ρ (A) > 0 (point 6. du lemme 4.5). Avec le théorème de trigonalisation sur C, on
voit que si ρ (A) est valeur propre de multiplicité supérieure ou égal à 2, il en est
alors de même de 1 + ρ (A) comme valeur propre de In +A. Mais In +A positive
et (In +A)

n−1 strictement positive entraîne que ρ (In +A) = 1 + ρ (A) est valeur
propre simple de In + A (corollaire 4.4). En conséquence ρ (A) est valeur propre
simple de A. L’espace propre associé est donc de dimension 1 et on sait qu’il peut
être engendré par un vecteur positif x (corollaire 4.3). De Ax = ρ (A)x, on dé-
duit que (In +A)

n−1
x = (1 + ρ (A))

n−1
x et avec (In +A)

n−1
x > 0 (point 4. du

lemme 4.2), (1 + ρ (A))
n−1

> 0, on déduit que x > 0. �

Corollaire 4.6 : Une matrice A ∈ Mn (R) positive irréductible ne peut
pas posséder deux vecteurs propres positifs linéairement indépendants.

Preuve. Soit A ∈ Mn (R) positive et irréductible. On sait déjà qu’une telle
matrice possède un vecteur propre positif associé à la valeur propre ρ (A) . Si
x est un vecteur propre positif non nul associé à une valeur propre λ de A, il
existe alors un indice i compris entre 1 et n tel que (Ax)i = λxi avec xi > 0 et
(Ax)i ≥ 0, ce qui entraîne que λ ≥ 0. On a aussi (I +A)

n−1
x = (1 + λ)

n−1
x, avec

(I +A)
n−1

x > 0 (puisque (I +A)
n−1

> 0 et x ≥ 0 non nul) et (1 + λ)
n−1

> 0,
ce qui entraîne x > 0. En définitive un vecteur propre positif non nul de A est
nécessairement strictement positif.

Si x et y sont deux vecteurs propres non nuls de A associés aux valeurs propres
respectives λ et μ, on a alors x > 0, y > 0, λ ≥ 0 et μ ≥ 0. Supposons λ ≤ μ. En
posant α = max

1≤i≤n

yi
xi

, on a αx− y ≥ 0 et il existe un indice i compris entre 1 et n

tel que αxi−yi = 0. Si αx−y est non nul, on a alors (I +A)
n−1

(αx− y) > 0, soit
α (1 + λ)

n−1
x > (1 + μ)

n−1
y et en particulier α (1 + λ)

n−1
xi > (1 + μ)

n−1
yi,

avec αxi = yi > 0, ce qui entraîne (1 + λ)
n−1

> (1 + μ)
n−1 en contradiction avec

λ ≤ μ. On a donc αx = y, c’est-à-dire que les vecteurs x et y sont liés et λ = μ. �
On a vu (point 1. du lemme 4.5) que si A,B dans Mn (C) sont telles que

|B| ≤ A, on a alors ρ (B) ≤ ρ (|B|) ≤ ρ (A) . Avec le théorème qui suit on s’intéresse
au cas d’égalité ρ (B) = ρ (A) .

Lemme 4.12 Soit A ∈ Mn (R) une matrice positive et irréductible. Si x est un
vecteur propre positif non nul tel que ρ (A)x ≤ Ax, on a alors Ax = ρ (A)x et x
est strictement positif.

Preuve. Si la matrice A est positive irréductible, il en est alors de même de sa
transposée et le théorème de Perron-Frobenius nous assure l’existence d’un vecteur
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strictement positif y tel que tAy = ρ (A) y et pour tout vecteur x dans Rn, on a ;
ty (Ax− ρ (A)x) = ρ (A) tyx− ρ (A) tyx = 0

Si de plus on suppose que ρ (A)x ≤ Ax, on a ty (Ax− ρ (A)x) = 0 avec ty > 0
et Ax− ρ (A)x ≥ 0, ce qui équivaut à Ax− ρ (A)x = 0 (point 2. du lemme 4.3 en
transposant). Le vecteur x est donc un vecteur propre positif non nul de A associé
à ρ (A) , il est donc strictement positif (théorème de Perron-Frobenius). �

Lemme 4.13 Si A ∈ Mn (R) est positive irréductible et B ∈ Mn (K) telle que
|B| ≤ A, on a alors ρ (B) ≤ ρ (A) . Si ρ (B) = ρ (A) , on a alors |B| = A. En
particulier pour B positive, B ≤ A et B 	= A entraîne ρ (B) < ρ (A) .

Preuve. On sait déjà que ρ (B) ≤ ρ (A) (point 1. du lemme 4.5). Supposons que
ρ (B) = ρ (A) . Dans ce cas, il existe une valeur propre de B de plus grand module
de la forme λ = eiθρ (A) et si x est un vecteur propre non nul associé dans Cn,
on a alors ρ (A) |x| = |λx| = |Bx| ≤ |B| |x| ≤ A |x| , soit ρ (A) |x| ≤ A |x| avec A
positive irréductible et |x| positif non nul. Le lemme précédent nous dit alors que
A |x| = ρ (A) |x| et que |x| est strictement positif. On a donc |Bx| = |B| |x| = A |x| ,
soit (A− |B|) |x| = 0 avec A− |B| ≥ 0 et |x| > 0, ce qui entraîne A = |B| . �

Théorème 4.8.

Soient A ∈ Mn (R) positive et irréductible et B ∈ Mn (K) telle que
|B| ≤ A. On a ρ (B) ≤ ρ (A) . Si ρ (B) = ρ (A) et si λ = eiθρ (A) est une
valeur propre de module maximum de B, il existe alors des réels θ1, · · · , θn
tels que B = eiθΔBΔ−1, où Δ = diag

(
eiθ1 , · · · , eiθn

)
.

Preuve. Avec ρ (B) = ρ (A) , en reprenant la démonstration qui précède, si
x est non nul tel que Bx = λx, on a alors A |x| = ρ (A) |x| avec |x| > 0 et
A = |B| . Pour tout entier k compris entre 1 et n, on peut écrire xk = |xk| eiθk ,
avec |xk| > 0 et θk ∈ ]−π, π] et en désignant par Δ la matrice diagonale de
termes diagonaux eiθ1 , · · · , eiθn , on a x = Δ |x| . L’égalité Bx = λx s’écrit alors
BΔ |x| = eiθρ (A)Δ |x| , ce qui donne A |x| = ρ (A) |x| = e−iθΔ−1BΔ |x| . En
notant C = e−iθΔ−1BΔ, on a |C| = |B| = A et l’égalité précédente s’écrit |C| |x| =
C |x| avec |x| > 0, ce qui équivaut à C = |C| (point 5. du lemme 4.2), soit à
e−iθΔ−1BΔ = A ou encore B = eiθΔBΔ−1. �

4.4 Matrices primitives
Le théorème 4.2 n’est pas valable si on suppose seulement la matrice A positive.

L’exemple de la matrice A =

(
0 1
1 0

)
nous montre que l’hypothèse A positive

et irréductible n’est pas suffisante non plus. C’est la notion de matrice primitive
qui va nous permettre de prolonger ce théorème.

Définition 4.4. Une matrice A ∈ Mn (R) est dite primitive, si elle est
positive irréductible et a unique une valeur propre de module maximale.
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Du théorème de Perron-Frobenius 4.7, on déduit que si la matrice A est primi-
tive, ρ (A) est alors l’unique valeur propre de module maximal et que cette valeur
propre est simple. Les matrices strictement positives sont des cas particuliers de
matrices primitives (théorème de Perron-Frobenius 4.1).

Il est facile de vérifier qu’une matrice est primitive si, et seulement si, sa trans-
posée l’est.

Théorème 4.9.

Si A ∈ Mn (R) est une matrice primitive, son rayon spectral est alors

strictement positif et on a lim
k→+∞

(
1

ρ (A)
A

)k

= x ty, où x, y sont des vec-

teurs strictement positifs tels que Ax = ρ (A)x, tAy = ρ (A) y, txy = 1.

Preuve. La matrice A étant positive irréductible, le théorème de Perron-Frobenius
4.7 nous dit que ρ (A) est strictement positif, que c’est une valeur propre simple et
que l’espace propre associé est une droite vectorielle engendrée par un vecteur x
strictement positif. La matrice tA ayant les mêmes propriétés, il existe un vecteur
z > 0 tel que tAz = ρ (A) z et le vecteur y =

1
tzx

z est tel que tAy = ρ (A) y et
txy = 1. On peut donc définir la matrice L = x ty et cette matrice vérifie toutes

les conditions du lemme 4.8. On a alors
(

1

ρ (A)
A

)k

− L =

(
1

ρ (A)
A− L

)k

pour

tout entier k ≥ 1 et il s’agit de montrer que ρ (A− ρ (A)L) < ρ (A) . Si λ est un
valeur propre non nulle de B = A − ρ (A)L et z est un vecteur propre non nul
associé, on a alors (A− ρ (A)L) z = λz et avec L (A− ρ (A)L) = 0, λ 	= 0, on
déduit que Lz = 0, ce qui entraîne que λz = Az − ρ (A)Lz = Az, c’est-à-dire que
λ est valeur propre de A avec z pour vecteur propre associé et donc |λ| ≤ ρ (A) . Si
|λ| = ρ (A) , on a alors λ = ρ (A) (A est primitive) et tout vecteur propre associé
z est aussi vecteur propre de A, on a donc z = αx avec α ∈ C∗, ce qui entraîne
que :

ρ (A) z = (A− ρ (A)L) z = (A− ρ (A)L)αx = 0

qui est en contradiction avec ρ (A) > 0 et z 	= 0. On a donc |λ| < ρ (A) pour toute
valeur propre de B, ce qui donne le résultat annoncé. �

Le résultat qui suit nous donne une définition équivalente de la notion de matrice
primitive.

Théorème 4.10.

Soit A ∈ Mn (R) positive. Cette matrice est primitive si, et seulement
si, il existe un entier naturel p tel que Ap soit strictement positive.

Preuve. Si A ∈ Mn (R) est primitive, l’égalité lim
k→+∞

(
1

ρ (A)
A

)k

= L > 0

entraîne alors que Ap > 0 pour p assez grand. Réciproquement si A ∈ Mn (R)
est positive avec Ap > 0, elle est alors irréductible (lemme 4.9). Si λ est une
valeur propre de A telle que |λ| = ρ (A) , λp alors est valeur propre de Ap avec
|λp| = ρ (A)

p
, ce qui entraîne λp = ρ (A)

p puisque Ap est strictement positive. Si
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λ 	= ρ (A) , il existe alors deux vecteurs x et y linéairement indépendants tels que
Ax = ρ (A)x et Ay = λy, ce qui entraîne Apx = ρ (A)

p
x et Apy = λpy = ρ (A)

p
z,

c’est-à-dire que x et y sont dans l’espace propre de Ap associé à la valeur propre
ρ (A)

p
, mais on sait que cet espace propre est une droite vectorielle, les vecteurs

y et z sont donc liés. On aboutit ainsi à une contradiction. La seule possibilité est
donc λ = ρ (A) , ce qui achève de prouver que A est primitive. �

Le résultat qui suit nous donne un critère plus pratique pour vérifier qu’une
matrice positive irréductible est primitive.

Théorème 4.11.

Soit A ∈ Mn (R) positive irréductible. Si tous les termes diagonaux de
A sont strictement positifs, An−1 est alors strictement positive et A est
primitive.

Preuve. On désigne par B la matrice dans Mn (R) définie par bij = aij pour
i 	= j et bii = 0, soit B = A−Δ où Δ est la matrice diagonale de termes diagonaux
aii. La matrice B est irréductible comme A. En effet si B est réductible, il existe
alors une partition (I, J) non triviale de {1, · · · , n} telle bij = 0 pour (i, j) ∈ I×J,
ce qui entraîne aij = 0 pour (i, j) ∈ I × J puisque i 	= j dans ce cas, et donc A
est réductible. En notant α le plus petit des aii pour i compris entre 1 et n, on a

α > 0 et A ≥ αIn + B = α

(
In +

1

α
B

)
, donc An−1 > αn−1

(
In +

1

α
B

)n−1

> 0

du fait que
1

α
B est irréductible. �

On peut montrer le résultat suivant (voir [9], corollaire 8.5.9).

Théorème 4.12. Wielandt

Soit A une matrice positive dans Mn (R) . Cette matrice est primitive si,
et seulement si, An2−2n+2 est strictement positive.

4.5 Matrices stochastiques et bistochastiques

Définition 4.5. On dit qu’une matrice A = ((ai,j))1≤i,j≤n ∈ Mn (R) est
stochastique si tous ses coefficients sont positifs et si :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
n∑

j=1

aij = 1

Exemple 4.2 Une matrice de permutation est stochastique.

Si on note e le vecteur de Rn dont toutes les composantes sont égales à 1, une
matrice positive A ∈ Mn (R) est stochastique si, et seulement si, Ae = e, ce qui
revient à dire que 1 est valeur propre de A et que e est un vecteur propre associé.
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De cette remarque, on peut déduire que le produit de deux matrices stochastiques
est une matrice stochastique.

D’autre part si (Ak)k∈N
est une suite de matrices stochastiques qui converge vers

une matrice A, cette limite est alors également stochastique. L’ensemble Pn (R) des
matrices stochastiques est donc fermé dans Mn (R) et étant borné (on a |||A|||∞ = 1
pour toute matrice stochastique), on en déduit que c’est un compact.

Enfin il est facile de vérifier que Pn (R) est convexe.
Du point 5. du lemme 4.5, on déduit que le rayon spectral d’une matrice sto-

chastique vaut 1 et que c’est une valeur propre. De plus e étant un vecteur propre
strictement positif associé à la valeur propre 1 = ρ (A) , on déduit du point 9.
du lemme 4.5 que si x est un vecteur propre strictement positif d’une matrice
stochastique, la valeur propre associée est alors 1. Ce même lemme nous dit que

sup
x>0

min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

= inf
x>0

max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

= 1.

On résume ces propriétés avec le théorème suivant.

Théorème 4.13.

L’ensemble Pn (R) des matrices stochastiques d’ordre n est convexe, com-
pact et stable par la multiplication des matrices. Toute matrice stochastique
a un rayon spectral égal 1 et ce rayon spectral est la seule valeur propre
admettant des vecteurs propres strictement positifs.

Si A est une matrice stochastique primitive (par exemple strictement positive),
1 = ρ (A) est alors l’unique valeur propre dominante de A et cette valeur propre
est simple. En désignant par f un vecteur propre strictement positif de tA associé

à la valeur propre 1 tel que tfe =

n∑
i=1

fi = 1, on a d’après le théorème 4.9 :

lim
k→+∞

Ak = e tf =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1 f2 · · · fn
f1 f2 · · · fn
...

...
. . .

...
f1 f2 · · · fn

⎞⎟⎟⎟⎠

Définition 4.6. On appelle matrice doublement stochastique, une matrice
stochastique A telle que tA soit aussi stochastique.

Si A est une matrice doublement stochastique, e est vecteur propre de A et
tA associé à la valeur propre 1 et si de plus A est primitive, le résultat précédent
donne alors f =

1

n
e et :

lim
k→+∞

Ak =
1

n

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎠
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Pour A stochastique irréductible, la suite de matrices
(
Ak
)
k≥1

n’a pas néces-

sairement de limite comme le montre l’exemple de la matrice A =

(
0 1
1 0

)
.

Par contre si on suppose de plus que tous les coefficients diagonaux de A sont
strictement positifs, cette matrice est alors primitive (théorème 4.11) et le résultat
précédent s’applique.

Les matrices de permutation sont des matrices doublement stochastiques et
elles suffisent à décrire l’ensemble de toutes ces matrices, c’est ce que nous dit le
théorème de Birkhoff qui suit. La démonstration de ce théorème nécessite quelques
résultats sur les polyèdres convexes de Rn.

On rappelle qu’une partie C de Rn est convexe, si pour tout couple (a, b) d’élé-
ments de C, le segment [a, b] = {(1− t) a+ tb | 0 ≤ t ≤ 1} est contenu dans C.

Exemples 4.2

1. Une intersection d’ensembles convexes est convexe.
2. L’adhérence d’un convexe est convexe. En effet si C est convexe et a = lim

k→+∞
ak,

b = lim
k→+∞

bk sont dans l’adhérence C de C, les ak et bk étant dans C, on a

alors pour tout t ∈ [0, 1] , (1− t) a+ tb = lim
k→+∞

((1− t) ak + tbk) ∈ C.

3. Si u est une application linéaire de Rn dans Rm, alors pour tout convexe C
dans Rn [resp. dans Rm] l’image directe [resp. l’image réciproque] de C par u
est un convexe de Rm [resp. Rn].

4. En particulier, si ϕ est une forme linéaire non nulle sur Rn, alors pour tout
réel α l’ensemble Hα = ϕ−1 (α) = {x ∈ Rn | ϕ (x) = α} est convexe dans Rn

comme image réciproque du convexe {α} de R par l’application linéaire ϕ. Un
tel convexe Hα est l’hyperplan affine d’équation ϕ (x) = α.

5. Pour toute forme linéaire non nulle ϕ sur Rn, les ensembles H+
α = ϕ−1 ([α,+∞[)

et H−
α = ϕ−1 (]−∞, α]) [resp. H+,∗

α = ϕ−1 (]α,+∞[) et H−,∗
α = ϕ−1 (]−∞, α[)]

sont convexes dans Hα. De tels convexes sont les demi espaces fermés [resp.
ouverts] limités par Hα. En dimension finie, l’application x �→ ϕ (x) − α est
continue et en conséquence les demi-espaces H+

α et H−
α [resp. H+,∗

α et H−,∗
α ]

sont biens bien des fermés [resp. ouverts] de Rn.

Définition 4.7. Un polyèdre dans Rn est une partie bornée de E qui peut
s’écrire comme intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés.

Pour n = 2, on retrouve la notion de polygone.
Un polyèdre est fermé et convexe comme intersection d’ensembles fermés et

convexes. Étant fermé et borné, il est compact dans Rn.

Exemple 4.3 L’ensemble P =

{
x ∈ (R+)

n | ‖x‖1 =

n∑
i=1

xi = 1

}
est un polyèdre

convexe (exercice 4.4).
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Définition 4.8. Si X est une partie de Rn, on appelle alors enveloppe
convexe de X, l’intersection de tous les convexes de Rn qui contiennent X.

Cette enveloppe convexe est aussi le plus petit convexe de Rn contenant X.
On note Cv (X) l’enveloppe convexe de X. C’est un convexe de Rn.
Une définition équivalente de la notion d’enveloppe convexe est donnée par le

résultat suivant.
Théorème 4.14.

Si X est une partie non vide de Rn, l’enveloppe convexe de X est alors
l’ensemble des combinaisons linéaires convexes d’éléments de X, c’est-à-
dire qu’un vecteur x est dans Cv (X) si et seulement si il existe des vecteurs

x1, · · · , xp dans X et des réels positifs ou nuls λ1, · · · , λp tels que
p∑

i=1

λi = 1

et x =

p∑
i=1

λixi, ce qui peut aussi s’exprimer en disant que x est barycentre

de points de X affectés de coefficients positifs.

Preuve. Notons B (X) l’ensemble des combinaisons linéaires convexes d’éléments
de X. On montre tout d’abord que B (X) est convexe, c’est donc un convexe de E
contenant X et en conséquence il contient Cv (X) .

Si x =

p∑
i=1

λixi et y =

q∑
i=1

μiyi sont dans B (X) , avec λi ≥ 0, xi ∈ X pour

1 ≤ i ≤ p, μi ≥ 0, yi ∈ X pour 1 ≤ i ≤ q et
p∑

i=1

λi =

q∑
i=1

μi = 1, alors pour tout

t ∈ [0, 1] , le vecteur z = (1− t)x+ ty s’écrit z =

p∑
i=1

(1− t)λixi +

q∑
i=1

tμiyi, avec

(1− t)λi > 0, tμj ≥ 0, pour 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et :

p∑
i=1

(1− t)λi +

q∑
i=1

tμi = (1− t) + t = 1

ce qui signifie que z ∈ B (X) .
On montre ensuite par récurrence sur p ≥ 1 que toute combinaison linéaire

convexe de p éléments de X est dans Cv (X) . Pour p = 1, le résultat découle de
X ⊂ Cv (X) . Pour p = 2, si x1, x2 sont dans X et λ1, λ2 sont des réels positifs
tels que λ1 + λ2 = 1, λ1x1 + λ2x2 est alors dans Cv (X) puisque cet ensemble est
convexe. Supposons le résultat acquis pour p ≥ 2 et soient x1, · · · , xp+1 dans X,

λ1, · · · , λp+1 dans R+ tels que
p+1∑
i=1

λi = 1. Notons λ =

p∑
i=1

λi. Pour λ = 0, tous les

λi pour 1 ≤ i ≤ p, sont nuls et λp+1 = 1, de sorte que
p+1∑
i=1

λixi = xp+1 est dans
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Cv (X) . Pour λ 	= 0, on a par hypothèse de récurrence, x′ =
p∑

i=1

λi

λ
xi ∈ Cv (X) et

p+1∑
i=1

λixi = λx′ + λp+1xp+1 ∈ Cv (X) puisque λ ≥ 0, λp+1 ≥ 0 et λ+ λp+1 = 1. On

a donc ainsi montré que Cv (X) = B (X) . �
Le théorème de Carathéodory qui suit, nous permet de préciser que dans le

résultat qui précède, on peut toujours avoir p ≤ n+ 1.

Théorème 4.15. Carathéodory

Si X est une partie non vide dans Rn, tout élément de l’enveloppe convexe
de X est alors combinaison linéaire convexe de p ≤ n+ 1 éléments de X.

Preuve. On sait déjà que tout élément de Cv (X) s’écrit x =

p∑
i=1

λixi avec xi ∈ X,

λi ∈ R+ et
p∑

i=1

λi = 1. Pour p ≤ n+1, il n’y a rien à montrer. Supposons donc que

p > n+1. La famille de vecteurs (xi − x1)2≤i≤p formé de p−1 > n vecteurs est alors

liée et il existe des réels μ2, · · · , μp non tous nuls tels que
p∑

i=2

μi (xi − x1) = 0, ce qui

peut aussi s’écrire en posant μ1 = −
p∑

i=2

μi,

p∑
i=1

μixi = 0 avec
p∑

i=1

μi = 0. On peut

alors écrire, pour tout réel positif t, x =

p∑
i=1

(λi − tμi)xi, avec
p∑

i=1

(λi − tμi) = 1.

Comme les coefficients μi sont tous non nuls de somme nulle, il en existe au moins
un qui est strictement positif et on peut poser :

t0 = min

{
λi

μi
| 1 ≤ i ≤ p, μi > 0

}
=

λk

μk

pour un indice k compris entre 1 et p. En notant δi = λi − t0μi, pour 1 ≤ i ≤ p,

on a δk = 0, δi ≥ 0 pour 1 ≤ i ≤ p (pour μi > 0, on a
λi

μi
≥ t0, soit δi ≥ 0 et

pour μi ≤ 0, δi ≥ λi ≥ 0) et
p∑

i=1

δi = 1. On a donc x =

p∑
i=1, i �=k

δixi, avec δi ≥ 0,

p∑
i=1, i �=k

δi = 1, c’est-à-dire que x est combinaison linéaire convexe de p−1 éléments

de X. Une récurrence descendante nous permet alors de conclure. �

Corollaire 4.7 : L’enveloppe convexe d’un compact de Rn est compacte.
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Preuve. On désigne par Δ le compact de Rn+1 défini par :

Δ =

{
λ ∈

(
R+
)n+1 | ‖λ‖1 =

n+1∑
i=1

λi = 1

}

et, pour X compact non vide dans Rn, par ϕ l’application définie par :

∀ (λ, x) ∈ Δ×Xn+1, ϕ (λ, x) =

n+1∑
i=1

λixi

Le théorème de Carathéodory nous dit que l’image de ϕ est exactement l’enveloppe
convexe de X, donc Cv (X) = ϕ

(
Δ×Xn+1

)
est compacte dans E comme image

du compact Δ×Xn+1 (produit de compacts) par l’application continue ϕ. �

Corollaire 4.8 : L’enveloppe convexe d’une partie bornée de Rn est bornée.

Preuve. Si X est une partie bornée de Rn, elle est alors contenue dans une partie
compacte Y et Cv (X) est bornée car contenue dans le compact Cv (Y ) . �

Pour la démonstration du théorème du théorème de Birkhoff, nous aurons éga-
lement besoins du théorème de projection sur un convexe fermé et du théorème de
Krein-Milman qui suivent.

Pour ce qui suit, Rn est muni de sa structure euclidienne canonique.

Théorème 4.16. Projection orthogonale sur un convexe fermé

Soit C une partie non vide de Rn convexe et fermée. Pour tout x ∈ Rn,
il existe un unique y ∈ Rn tel que :

‖x− y‖2 = inf
z∈C

‖x− z‖2 (4.2)

Ce vecteur y ∈ Rn est également caractérisé par :

∀z ∈ C, 〈x− y | z − y〉 ≤ 0 (4.3)

Preuve. L’ensemble {‖x− z‖2 | z ∈ C} est une partie non vide minorée de R,
elle admet donc une borne inférieure δ = inf

z∈C
‖x− z‖2 . Par définition de cette

borne inférieure, on peut construire une suite (yk)k≥1 d’éléments de C telle que :

∀k ≥ 1, δ2 ≤ ‖x− yk‖22 ≤ δ2 +
1

k
(4.4)

Pour q > p ≥ 1, on a :

‖yq − yp‖22 = ‖(yq − x) + (x− yp)‖22
= 2

(
‖yq − x‖22 + ‖x− yp‖22

)
− ‖(yq − x)− (x− yp)‖22
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avec ‖(yq − x)− (x− yp)‖22 = 4

∥∥∥∥x− 1

2
(yp + yq)

∥∥∥∥2
2

≥ 4δ2 puisque
1

2
(yp + yq) ∈ C

(qui est convexe). On a donc, pour q > p ≥ 1 :

‖yq − yp‖22 ≤ 2
(
‖yq − x‖22 + ‖x− yp‖22

)
− 4δ2 ≤ 2

(
1

q
+

1

p

)
− 2δ2 ≤ 4

p

et il en résulte que la suite (yk)k≥1 est de Cauchy dans l’espace complet Rn, elle
est donc convergente et sa limite y est dans C qui est fermé.

Et en faisant tendre k vers l’infini dans (4.4) , on obtient ‖x− y‖2 = δ. On a
donc l’existence de y ∈ C vérifiant (4.2) et il reste à montrer l’unicité.

Si z est un autre élément de C vérifiant (4.2) , on a alors :

‖y − z‖22 = ‖(y − x) + (x− z)‖22

= 2
(
‖y − x‖22 + ‖x− z‖22

)
− 4

∥∥∥∥x− 1

2
(y + z)

∥∥∥∥2
2

= 4δ2 − 4

∥∥∥∥x− 1

2
(y + z)

∥∥∥∥2
2

≤ 4δ2 − 4δ2 = 0

puisque
1

2
(y + z) ∈ C (qui est convexe) et nécessairement z = y.

Soit y l’élément de C vérifiant (4.2) , cet ensemble étant convexe, pour tout z
dans C et tout t ∈ ]0, 1] , le vecteur v = (1− t) y + tz est dans C et on a :

‖x− y‖22 ≤ ‖x− v‖22 = ‖x− y‖22 − 2 〈x− y | z − y〉 t+ ‖z − y‖22 t2

ce qui équivaut à :

∀z ∈ C, ∀t ∈ ]0, 1] , 2 〈x− y | z − y〉 ≤ ‖z − y‖22 t

En faisant tendre t vers 0+, on aboutit à :

∀z ∈ C, 〈x− y | z − y〉 ≤ 0

Réciproquement supposons que u ∈ C vérifie (4.3) . Pour tout z ∈ C, on peut
écrire :

‖x− z‖22 = ‖(x− u) + (u− z)‖22
= ‖x− u‖22 − 2 〈x− u | z − u〉+ ‖u− y‖22 ≥ ‖x− u‖22

ce qui équivaut à dire que ‖x− u‖2 = inf
z∈C

‖x− z‖2 et nécessairement u = y. �
Avec les hypothèses et notations du théorème précédent, la borne inférieure

δ = inf
z∈C

‖x− z‖2 est la distance d (x,C) de x à C. Le vecteur y ∈ C réalisant cette
distance est la meilleure approximation de x ∈ Rn par des éléments du convexe
C. Ce vecteur y étant également caractérisé par (4.3) est de ce fait aussi appelé
la projection orthogonale de x sur C et noté y = pC (x) . L’application pC ainsi
définie de Rn sur C est la projection orthogonale de Rn sur C.
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Corollaire 4.9 : Soit C une partie convexe fermée non vide de Rn distincte
de Rn. Si pour x dans Rn \C, on désigne par D la droite vectorielle dirigée
par x− pC (x) et par H l’hyperplan affine passant par x et orthogonal à D,
soit :

H = x+D⊥ = {z ∈ Rn | 〈x− pC (x) | x− z〉 = 0}
cet hyperplan contient alors x et C est contenu dans le demi-espace ouvert :

H+,∗ = {z ∈ Rn | 〈x− pC (x) | x− z〉 > 0}

Preuve. On a bien x ∈ H et pour tout z ∈ C, on a :

〈x− pC (x) | x− z〉 = 〈x− pC (x) | (x− pC (x)) + (pC (x)− z)〉
= ‖x− pC (x)‖22 − 〈x− pC (x) | z − pC (x)〉
≥ ‖x− pC (x)‖22 > 0

puisque x /∈ C. �
On note (ek)1≤k≤n la base canonique de Rn et (e∗k)1≤k≤n sa base duale (définie

par e∗i

(
n∑

k=1

xkek

)
= xi pour 1 ≤ i ≤ n).

Si X est une partie non vide de Rn, sa frontière est alors Fr (X) = X \
◦
X.

Définition 4.9. Soit C un convexe dans Rn non vide et distinct de Rn.
On dit qu’un hyperplan affine H est un hyperplan d’appui de C si H ∩ C
est non vide et C est contenu dans l’un des demi-espaces fermés limités par
H.

On rappelle que pour toute forme linéaire ϕ sur Rn, on peut trouver un unique

vecteur v ∈ Rn tel que pour tout x ∈ Rn, on ait ϕ (x) = 〈x | v〉 (v =

n∑
k=1

ϕ (ek) ek)

et ce vecteur est non nul pour ϕ est non nulle.

Lemme 4.14 Soit C un convexe dans Rn non vide et distinct de Rn. Si H est un
hyperplan d’appui de C, tout point de H ∩ C est alors un point frontière de C.

Preuve. Soit H un hyperplan d’appui de C d’équation ϕ (x) = α.
Soit a ∈ H ∩ C et supposons que ϕ (x) = 〈x | v〉 ≥ α pour tout x dans C. Si

a n’est pas dans la frontière de C, il existe alors un réel ε > 0 tel que la boule
ouverte B (a, ε) de centre a et de rayon ε soit contenue dans C. Pour tout réel
t > 0 assez petit, on a a− tv ∈ C et :

ϕ (a− tv) = 〈a | v〉 − t ‖v‖22 < 〈a | v〉 = α

en contradiction avec ϕ (a− tv) ≥ α. On a donc a ∈ Fr (C) . �

Exemple 4.4 Soit C =

p⋂
i=1

H+
i ⊂ Rn un polyèdre convexe, où H+

i = ϕ−1
i ([αi,+∞[) ,

les ϕi étant des formes linéaires non nulles sur E et les αi des réels. Si x ∈ C
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est tel que ϕi (x) > αi pour tout i compris entre 1 et p, avec la continuité des
applications ϕi, on déduit alors qu’il existe un réel ε > 0 tel que la boule ouverte

B (x, ε) de centre x et de rayon ε soit contenue dans C =

p⋂
i=1

H+
i et en conséquence

x est dans l’intérieur de C, donc x /∈ Fr (C) . On a donc ainsi montré que pour
tout x ∈ Fr (C) , il existe un indice i compris entre 1 et p tel que ϕi (x) = αi et
Hi est un hyperplan d’appui de C qui contient x. C’est-à-dire que tout point de la
frontière de C est contenu dans un hyperplan d’appui.

En fait ce résultat est valable pour tout convexe fermé dans Rn euclidien.

Lemme 4.15 Si C est un convexe fermé dans Rn non vide et distinct de Rn, tout
point de la frontière de C est alors contenu dans un hyperplan d’appui de C.

Preuve. Soit a dans la frontière de C. Pour tout entier naturel non nul k on
peut trouver un élément xk dans la boule ouverte B

(
a,

1

k

)
de centre a et de

rayon
1

k
qui n’appartient pas à C. On note yk = pC (xk) la projection de xk

sur C, zk =
1

‖xk − yk‖2
(xk − yk) et Hk = {z ∈ E | 〈zk | xk − z〉 = 0} l’hyperplan

affine passant par xk et orthogonal à zk. Le corollaire 4.9 nous dit alors que C est
contenu dans le demi-espace ouvert H+,∗

k = {z ∈ E | 〈zk | xk − z〉 > 0} . Chaque
vecteur zk étant dans la sphère unité de E qui est compacte, on peut extraire de
la suite (zk)k≥1 une sous-suite

(
zϕ(k)

)
k≥1

qui converge vers un vecteur v de norme
1. En considérant que la suite (xk)k≥1 converge vers a et en utilisant la continuité
du produit scalaire, on déduit que pour tout z dans C on a :

〈v | a− z〉 = lim
k→+∞

〈
zϕ(k) | xϕ(k) − z

〉
≥ 0

c’est-à-dire que C est contenu dans le demi-espace H+ = {z ∈ E | 〈v | a− z〉 ≥ 0} ,
le vecteur a étant dans l’hyperplan H d’équation 〈v | a− z〉 = 0. Cet hyperplan
H est donc un hyperplan d’appui de C. �

Par analogie à la notion de sommet d’un polygone dans R2, on définit de ma-
nière plus générale les sommets, ou points extrêmaux, d’un convexe de la manière
suivante.

Définition 4.10. Soit C un convexe non vide de Rn. On dit qu’un point a
de C est un point extrêmal si tout segment dans C qui contient a admet ce
point pour extrémité.

Dire que a dans le convexe C est extrêmal équivaut à dire que si a ∈ [x, y] avec
x, y dans C, on a alors a = x ou a = y, ce qui est encore équivalent à dire que si
a = (1− t)x+ ty avec x, y dans C et 0 < t < 1, on a alors a = x = y.

Une définition équivalente de point extrêmal d’un convexe est donnée par le
résultat suivant.

Lemme 4.16 Soit C un convexe non vide de Rn. Un point a de C est extrêmal
si, et seulement si, C \ {a} est convexe.
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Preuve. Soit a ∈ C extrêmal et x, y dans C \ {a} . L’ensemble C étant convexe,
on a [x, y] ⊂ C et a ∈ [x, y] entraîne x = a ou y = a, ce qui est exclu. On a donc
[x, y] ⊂ C \{a} . On a donc ainsi montré que C \{a} est convexe. Réciproquement,
supposons C \ {a} convexe et soit [x, y] un segment dans C qui contient a. Si x, y
sont tous deux dans C \ {a} qui est convexe, on a alors a ∈ [x, y] ⊂ C \ {a} , ce
qui est impossible. On a donc x = a ou y = a, ce qui prouve que a est extrêmal
dans C. �

Exemple 4.5 Les points extrêmaux de P =

{
x ∈ (R+)

n | ‖x‖1 =

n∑
i=1

xi = 1

}
sont les vecteurs de la base canonique (exercice 4.6).

De manière plus générale, un convexe compact admet des points extrêmaux.

Lemme 4.17 Un convexe compact non vide dans Rn a des points extrêmaux.

Preuve. Soit C un convexe compact non vide dans Rn. L’application e∗1 étant
continue sur le compact C, elle y est bornée et atteint sa borne inférieure, on
peut donc poser t1 = inf

x∈C
e∗1 (x) (t1 est la plus petite des premières composantes

d’éléments de C). L’ensemble C1 =

{
x = t1e1 +

n∑
i=2

xiei | x ∈ C

}
est alors un

compact non vide de E (il est fermé et borné) et on peut poser t2 = inf
x∈C1

e∗2 (x) .

En continuant ainsi de suite, on construit un vecteur u =
n∑

i=1

tiei dans C et on

vérifie qu’il extrêmal. Si u = (1− t)x + ty avec x, y dans C et t dans ]0, 1[ ,
de t1 = (1− t)x1 + ty1 avec t1 ≤ x1, t1 ≤ y1 et 0 < t < 1, on déduit que
nécessairement t1 = x1 = y1. Puis par récurrence, vue la construction des tk, on
déduit que tk = xk = yk pour tout k compris entre 1 et n. On a donc u = x = y,
ce qui prouve que u est extrêmal dans C. �

Lemme 4.18 Si C est un convexe compact non vide dans Rn, pour tout hyperplan
d’appui H de C, C∩H (qui est convexe compact et non vide) admet alors des points
extrêmaux qui sont aussi des points extrêmaux de C.

Preuve. Notons H = {x ∈ Rn | ϕ (x) = α} un hyperplan d’appui de C. On a
ϕ (x) ≥ α pour tout x ∈ C et H contient un point frontière de C. L’intersection
C ∩ H est alors un convexe compact non vide et il admet des points extrêmaux
(lemme 4.17). Soit x un point extrêmal de C ∩H. Si il existe y, z dans C et t dans
]0, 1[ tels que x = (1− t) y + tz, on a alors :

α = ϕ (x) = (1− t)ϕ (y) + tϕ (z) > (1− t)α+ tα = α

si ϕ (y) > α ou ϕ (z) > α, ce qui est impossible. On a donc ϕ (y) = α et ϕ (z) = α,
c’est-à-dire que y et z sont dans C ∩ H et y = z = x puisque x est un point
extrêmal de C ∩H. En conclusion x est un point extrêmal de C. �
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Théorème 4.17. Krein-Milman

Tout compact convexe dans Rn est l’enveloppe convexe de ses points ex-
trêmaux.

Preuve. Soit C un convexe compact non vide dans Rn. On note S (C) l’enveloppe
convexe de l’ensemble des points extrêmaux de C. On a S (C) ⊂ C.

Supposons qu’il existe a ∈ C qui n’est pas dans S (C) . On a alors a /∈ S (C),
ce dernier ensemble étant convexe (l’adhérence d’un convexe est convexe) et fermé
dans E. On peut donc utiliser le corollaire 4.9 pour dire qu’il existe un hyperplan
affine d’équation ϕ (x) = α contenant a et tel que ϕ (x) > α pour tout x ∈ S (C).
L’image de C par ϕ est convexe (image d’un convexe par l’application linéaire
ϕ) et compacte (image du compact C par l’application continue ϕ) dans R, c’est
donc un intervalle réel [u, v] qui contient α (puisque ϕ (a) = α). Désignons par K
l’hyperplan affine d’équation ϕ (x) = u. On a K ∩ C 	= ∅ et ϕ (x) ≥ u pour tout
x ∈ C car [u, v] = ϕ (C) , c’est-à-dire que K est un hyperplan d’appui de C et le
lemme 4.18 nous dit que K contient des points extrêmaux de C, si x est l’un de
ces points, il est alors dans S (C) et ϕ (x) > α ≥ u en contradiction avec ϕ (x) = u
(x est dans K). On a donc C ⊂ S (C) et C = S (C) . �

On note Bn (R) l’ensemble des matrices bistochastiques dans Mn (R) et En (R)
le sous-espace vectoriel de Mn (R) constitué des matrices A = ((aij))1≤i,j≤n véri-

fiant
n∑

k=1

aik =

n∑
j=1

akj = 0 pour tous i, j compris entre 1 et n.

Lemme 4.19 L’espace vectoriel En (R) est de dimension égale à (n− 1)
2
.

Preuve. On note ϕ l’application linéaire qui associe à toute matrice X =
((xi,j))1≤i,j≤n dans En (R) la matrice Y = ((xi,j))1≤i,j≤n−1 . Si X ∈ En (R) est
telle que ϕ (X) = 0, on a alors xij = 0 pour tous i, j compris entre 1 et n − 1,

xin = −
n−1∑
k=1

xik = 0 pour i compris entre 1 et n − 1, et xnn = −
n−1∑
k=1

xkn = 0,

c’est-à-dire que X = 0 et ϕ est injective.
Pour toute matrice Y ∈ Mn−1 (R) , en posant :

xin = −
n−1∑
k=1

yik, xnj = −
n−1∑
k=1

ykj , (1 ≤ i, j ≤ n− 1)

on a
n−1∑
i=1

xi,n = −
n−1∑
i=1

n−1∑
k=1

yik = −
n−1∑
k=1

n−1∑
i=1

yik =

n−1∑
k=1

xnk, de sorte que la matrice :

X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y11 · · · y1,n−1 x1n

...
. . .

...
...

yn−1,1 · · · yn−1,n−1 xn−1,n

xn1 · · · xn,n−1 −
n−1∑
i=1

xi,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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est dans En (R) avec ϕ (X) = Y. L’application ϕ est donc surjective. Il en résulte
que c’est un isomorphisme et dim (En (R)) = dim (Mn−1 (R)) = (n− 1)

2
. �

Lemme 4.20 Bn (R) est un polyèdre convexe dans Mn (R) et les points extrêmaux
de ce polyèdre sont les matrices de permutations.

Preuve. Il est facile de vérifier que Bn (R) est fermé et borné, donc compact.
Dire que A = ((ai,j))1≤i,j≤n est dans Bn (R) équivaut à :

aij ≥ 0,

n∑
k=1

aik = 1,

n∑
j=1

akj = 1 (1 ≤ i, j ≤ n)

En notant
(
E∗

ij

)
1≤i,j≤n

la base duale de la base canonique de Mn (R) (définie par
E∗

ij (A) = aij), et pour 1 ≤ i, j ≤ n, L∗
i et C∗

j les formes linéaires définies sur

Mn (R) par L∗
i =

n∑
k=1

E∗
ik, C

∗
j =

n∑
k=1

E∗
kj , on déduit que A ∈ Bn (R) équivaut à :

E∗
ij (A) ≥ 0, L∗

i (A) = 1, C∗
j (A) = 1 (1 ≤ i, j ≤ n)

Il en résulte que Bn (R) est un polyèdre convexe dans Mn (R) .
Soit A une matrice de permutation et supposons que A = (1− t)X + tY avec

X,Y dans Bn (R) et 0 < t < 1. Sur chaque ligne i de la matrice A il y a un seul
coefficient non nul aij = 1 et pour k 	= j, on a 0 = aik = (1− t)xik + tyik qui
entraîne que xik = yik = 0 et xij = yij = 1 puisque tous les coefficients d’une
matrice bistochastique sont positifs ou nuls et la somme des termes d’une même
ligne vaut 1. On a donc X = Y = A. On a donc ainsi montré que les matrices de
permutation sont des points extrêmaux de Bn (R) .

Pour la réciproque, on procède par récurrence sur n ≥ 2. Pour n = 2, une

matrice stochastique est de la forme A =

(
a 1− a

1− a a

)
avec 0 ≤ a ≤ 1. Si

cette matrice est de permutation c’est alors un point extrêmal de B2 (R) , sinon
on a 0 < a < 1. Supposons, ce qui n’est pas restrictif, que 0 < a ≤ 1− a < 1, soit
0 < a ≤ 1

2
. En posant :

X = A+ a

(
0 1
1 0

)
− a

(
1 0
0 1

)
=

(
0 1
1 0

)
Y = A− a

(
0 1
1 0

)
+ a

(
1 0
0 1

)
=

(
2a 1− 2a

1− 2a 2a

)

on a X ∈ B2 (R) , Y ∈ B2 (R) , A =
1

2
(X + Y ) , avec A 	= X, A 	= Y, ce qui signifie

que A n’est pas extrêmal. Le résultat est donc montré pour n = 2. Supposons le
acquis pour n − 1 ≥ 2 et soit A ∈ Bn (R) un élément extrêmal. On montre tout
d’abord que la matrice A a au plus 2n− 1 coefficients non nuls. Supposons que A
ait au moins 2n coefficients non nuls que nous notons aik,jk avec 1 ≤ k ≤ 2n et les
couples (ik, jk) deux à deux distincts. On désigne par H le sous-espace vectoriel
de Mn (R) de dimension 2n engendré par les matrices Eik,jk , pour 1 ≤ k ≤ 2n,
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où (Eij)1≤i,j≤n désigne la base canonique de Mn (R) . On a H ∩ En (R) 	= {0} à
cause des dimensions. Il existe donc une matrice B ∈ H ∩ En (R) \ {0} . Si pour
tout réel t, on note Ct = A + tB, on a alors cij = aij pour (i, j) 	= (ik, jk) et
cik,jk = aik,jk + tbik,jk > 0 pour t voisin de 0 (on a aik,jk > 0 pour tout k), puis

avec B ∈ En (R) , on déduit que
n∑

k=1

cik =

n∑
k=1

aik = 1,

n∑
k=1

ckj =

n∑
k=1

akj = 1 pour

tous i, j. Pour t ∈ ]−ε, ε[ \ {0} avec ε > 0 assez petit, les matrice Ct et C−t sont

donc dans Bn (R) et A =
1

2
(Ct + C−t) avec A 	= Ct, A 	= C−t, en contradiction

avec A extrêmal. La matrice A a donc au plus 2n− 1 termes non nuls et il existe
nécessairement une ligne d’indice i de cette matrice avec un seul coefficient aij non
nul, ce coefficient valant 1. La matrice A étant bistochastique, tous les coefficients
de la colonne j, excepté celui en ligne i, sont nuls. La matrice A′ extraite de A
en supprimant la ligne i et la colonne j est alors dans Bn−1 (R) et extrêmale.
En effet si A′ ∈ [B′, C ′] avec B′, C ′ dans Bn−1 (R) , on a alors A ∈ [B,C] , où
B,C sont dans Bn (R) telles que bij = cij = 1 et B′, C ′ sont extraites de B,C
en supprimant la ligne i et la colonne j et A = B ou A = C, ce qui entraîne
A′ = B′ ou A′ = B′. Avec l’hypothèse de récurrence, on déduit alors que A′ est
une matrice de permutation dans Mn−1 (R) et A est une matrice de permutation
dans Mn (R) . �

De ce résultat et des théorèmes de Krein-Milman et de Carathéodory (théorèmes
4.17 et 4.15), on déduit enfin le résultat suivant.

Théorème 4.18. Birkhoff

Une matrice A ∈ Mn (R) est doublement stochastique si, et seulement

si, elle s’écrit A =

p∑
k=1

λkPk, où p ≤ (n− 1)
2
+ 1, les Pk sont des matrices

de permutation et les λk des réels positifs tels que
p∑

k=1

λk = 1.

Preuve. L’ensemble des matrices bistochastiques étant un polyèdre convexe dans
l’espace vectoriel Mn (R) , le théorème de Krein-Milman nous dit que c’est l’en-
veloppe convexe de ses points extrêmaux, donc de l’ensemble des matrices de per-

mutations. Toute matrice A ∈ Bn (R) s’écrit donc A =

q∑
k=1

μkPk, où les Pk sont des

matrices de permutation et les μk des réels positifs tels que
q∑

k=1

μk = 1. En écrivant

A− In =

q∑
k=1

μk (Pk − In) , on déduit que A− In est dans Cv (X) ⊂ En (R) formé

des matrices Pσ − In, où σ parcourt l’ensemble des permutations de {1, · · · , n} .

Le théorème de Carathéodory nous dit alors que A − In =

p∑
k=1

λk (Pk − In) , où
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p ≤ dim (En (R)) + 1 = (n− 1)
2
+ 1, les Pk sont des matrices de permutation et

les λk des réels positifs tels que
p∑

k=1

λk = 1, ce qui équivaut à A =

p∑
k=1

λkPk. �

4.6 Exercices

Exercice 4.1. Pour n ≥ 2, on note Jn = {1, · · · , n} , B = (ek)1≤k≤n la
base canonique de Rn et on désigne par A ∈ Mn (R) une matrice positive.
Pour i, j dans Jn, m ∈ N∗, on note L (i, j,m) la proposition :

∃ (i0, · · · , im) ∈ Jm+1
n tel que

{
i0 = i, im = j
∀k ∈ {0, · · · ,m− 1} , aik,ik+1

	= 0

et L (i, j) la proposition :

∃m ∈ N∗ tel que L (i, j,m) est vraie

1. Montrer que la propriété L est transitive dans le sens où L (i, j) et L (j, r)
vraies pour i, j, r dans In entraîne L (i, r) vraie.

2. Montrer que si A est réductible et si (I, J) est une partition non triviale
de In telle que ai,j = 0 pour tout (i, j) ∈ I × J, alors pour tout couple
(i, j) ∈ I × J, L (i, j) n’est pas vraie.

3. Soit j fixé dans Jn. On note J la partie de Jn constituée de j et des
indices i ∈ Jn tels que L (i, j) est vraie. Montrer que le sous-espace
VJ = Vect {ei | i ∈ J} est stable par A.

4. Déduire de ce qui précède l’équivalence :

(A irréductible) ⇔
(
Pour tout (i, j) ∈ J2

n, L (i, j) est vraie
)

5. On suppose que L (i, j) est vraie, avec i 	= j. Montrer qu’il existe m dans
Jn−1 tel que L (i, j,m) soit vraie.

6. Pour tout m ∈ N∗, on pose Am =
((

a
(m)
i,j

))
1≤i,j≤n

. Montrer que pour
i 	= j on a l’équivalence :

(L (i, j,m) est vraie) ⇔
(
a
(m)
i,j > 0

)
7. En conclure que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la matrice A est irréductible ;
(b) pour tout (i, j) ∈ J2

n tel que i 	= j, il existe m ∈ Jn−1 tel que
a
(m)
i,j > 0 ;

(c) (In +A)
n−1

> 0.
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Solution.

1. Si L (i, j) et L (j, r) sont vraies, il existe alors des entiers naturels non nuls m et
p, des suites d’éléments dans Jn, (i0 = i, i1, · · · , im = j) et (j0 = j, j1, · · · , jp = r)
tels que aik,ik+1

	= 0 pour k = 0, · · · ,m−1 et ajk,jk+1
	= 0 pour k = 0, · · · , p−1.

En posant q = m+ p et :

(s0, s1, · · · , sq) = (i0 = i, i1, · · · , im = j0 = j, j1, · · · , jp = r)

on a ask,sk+1
	= 0 pour k = 0, · · · , q − 1, c’est-à-dire que L (i, r) est vraie.

2. Supposons la matrice A réductible et soit (I, J) une partition non triviale de
Jn telle que aij = 0 pour tout (i, j) ∈ I × J. Pour (i, j) ∈ I × J, m ≥ 1 et
(i0, · · · , im) ∈ Jm+1

n avec i0 = i, im = j, en désignant par k le plus grand indice
compris entre 0 et m− 1 tel que ik ∈ I, on a (ik, ik+1) ∈ I × J et aik,ik+1

= 0,
la proposition L (i, j,m) est donc fausse pour tout m ≥ 1 et également la
proposition L (i, j) .

3. Supposons VJ non stable par A, il existe alors un indice i ∈ J tel que Aei /∈ VJ ,

soit Aei =

n∑
k=1

akiek avec aki 	= 0 pour un indice k /∈ J. On a donc k 	= j. La

propriété L (k, i, 1) est donc vraie ((i0, i1) = (k, i) ∈ J2
n et ai0,i1 = aki 	= 0)

ainsi que L (k, i) . Si i = j, alors L (k, j) est vraie avec k 	= j, ce qui signifie que
k ∈ J en contradiction avec k /∈ J. On a donc i 	= j et i ∈ J, ce qui signifie
que L (i, j) est vraie. Mais L (k, i) et L (i, j) vraies entraîne L (k, j) vraie par
transitivité et comme k 	= j, cela veut dire que k ∈ J toujours en contradiction
avec k /∈ J. En conclusion V est stable par A.

4. On a vu en 2 que si A est réductible il existe alors un couple (i, j) dans J2
n tel que

L (i, j) n’est pas vraie. On déduit donc que si L (i, j) est vraie pour tout (i, j)
dans J2

n, A est alors irréductible. Réciproquement supposons A irréductible.
Pour tout j ∈ Jn, l’ensemble J de la question précédente n’est pas vide (j ∈ J)
et l’espace VJ associé est stable par A, ce qui entraîne J = Jn (théorème 4.5),
encore équivalent à dire que L (i, j) est vraie pour tout i ∈ Jn \ {j} . Si n ≥ 2,
pour tout j ∈ Jn il existe alors i 	= j dans Jn et L (i, j) , L (j, i) vraies entraîne
par transitivité que L (j, j) est vraie. On a donc bien L (i, j) est vraie pour tout
i ∈ Jn.

5. Si on suppose L (i, j) vraie avec i 	= j, il existe alors un entier m ≥ 1 et un
m-uplet d’entiers (i0, · · · , im) avec i0 = i, im = j tels que aik,ik+1

	= 0 pour
k = 0, · · · ,m−1. On désigne par m le plus petit entier naturel non nul vérifiant
cette propriété. Pour cet indice m les entiers ik sont nécessairement deux à
deux distincts. En effet si ip = iq avec 0 ≤ p < q ≤ m, alors la suite (ik)0≤k≤m

privée de iq convient aussi, ce qui contredit la caractère minimal de m. On a
donc card {i0, · · · , im} = m + 1 avec {i0, · · · , im} ⊂ Jn, donc m + 1 ≤ n, soit
m ≤ n− 1.

6. Pour m ≥ 2 et i, j dans In, on a a
(m)
ij =

n∑
k=1

a
(m−1)
ik akj . On montre par récurrence

sur m ≥ 1 que pour i 	= j dans Jn, on a L (i, j,m) vraie si, et seulement si, a(m)
ij

est strictement positif. Pour m = 1 c’est la définition de L (i, j, 1) . En supposant
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156 Matrices positives et irréductibles

le résultat acquis au rang m− 1, on a a
(m)
ij > 0 si, et seulement si, il existe un

entier k ∈ Jn tel que a
(m−1)
ik > 0 et akj > 0 et avec l’hypothèse de récurrence

cela équivaut à l’existence de k ∈ Jn tel que L (i, k,m− 1) et L (k, j, 1) soient
vraies, ce qui équivaut à l’existence d’entiers i0 = i, i2, · · · , im−1 = k dans Jn
tels que aip,ip+1

	= 0 pour tout p compris entre 0 et m − 2 et akj 	= 0, encore
équivalent à L (i, j,m) vraie.

7. Si la matrice positive A est irréductible, pour i 	= j dans Jn la propriété L (i, j)
est alors vraie, ce qui entraîne l’existence de m ∈ Jn−1 tel que L (i, j,m) soit
vraie, encore équivalent à a

(m)
ij > 0. Supposons que pour tous i 	= j dans Jn il

existe m ∈ Jn−1 (dépendant de i et j) tel que a
(m)
ij > 0. Avec :

(In +A)
n−1

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
Ak = In +

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
Ak

on déduit que le coefficient d’indice (i, i) de cette matrice est :

cii = 1 +

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
a
(k)
ii ≥ 1 > 0

et pour i 	= j, du fait qu’il existe un indice m compris entre 1 et m− 1 tel que
a
(m)
ij > 0, on a pour le coefficient d’indice (i, j) de (In +A)

n−1 :

cij =

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
a
(k)
ij ≥ Cm

n−1a
(m)
ij > 0

En définitive la matrice (In +A)
n−1 est strictement positive. Si la matrice

(In +A)
n−1 est strictement positive, on a alors

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
a
(k)
ij > 0 pour tous

i 	= j dans Jn et il existe m ∈ Jn−1 tel que L (i, j,m) soit vraie, ce qui entraîne
que L (i, j) est vraie. On a donc L (i, j) vraie pour tous i 	= j dans Jn, ce qui
équivaut à L (i, j) vraie pour tous i, j dans Jn puisque n ≥ 2, équivalent à dire
que A est irréductible.

Exercice 4.2. Montrer que, pour tout entier n ≥ 3, la matrice de Wei-

landt A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...

0 0 0
. . . 0

0 0 0 · · · 1
1 1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ est primitive.

Solution. On utilise les notations et résultats de l’exercice précédent. Le coef-
ficient ai,i+1 pour i compris entre 1 et n − 1 et le coefficient an,1 étant non nul,
on déduit que L (i, j) est vraie pour tous i, j (par transitivité) et donc que A est
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irréductible. Le polynôme caractéristique de la matrice positive A est Xn−X−1.
Avec le théorème de Cayley-Hamilton, on a An = A+ I et An2−n = (A0 + I)

n−1

est strictement positive puisque A est irréductible, la matrice A est donc primitive.
On peut en fait vérifier que le coefficient d’indice (1, 1) de An2−2n+1 est nul et que
An2−2n+2 > 0.

Exercice 4.3. On dit qu’une matrice rectangulaire B ∈ Mm,n (C) est
non redondante si aucune de ses lignes ni aucune de ses colonnes n’est
nulle. Une matrice non redondante B ∈ Mm,n (C) est dite décomposable
s’il existe des matrices de permutation P ∈ Mn (C) et Q ∈ Mm (C) telles

que PBQ soit de la forme
(

B′ 0
0 B′′

)
, où B′ et B′′ sont des matrices

rectangulaires. Une matrice rectangulaire B est dite indécomposable si elle
est non redondante et n’est pas décomposable.

1. Soient B ∈ Mm,n (C) et C =

(
0 B
tB 0

)
∈ M� (C) , avec � = m + n.

Montrer que B est indécomposable si, et seulement si, C est irréductible.
2. Soit B ∈ Mm,n (R) une matrice à coefficients réels positifs ou nuls.

Montrer que si B est indécomposable, B tB et tBB sont alors primi-
tives.

Solution.

1. Soit B ∈ Mm,n (C) non redondante et décomposable. Il existe alors une par-
tition (I, J) de {1, · · · ,m} (les numéros de lignes) et une partition (K,L) de
{1, · · · , n} (les numéros de colonnes) telles que :

∀ (i, j) ∈ I ×K ∪ J × L, bij = 0

On définit alors la partition (U, V ) de {1, · · · ,m+ n} par U = I ∪ (m+ L) ,
V = J ∪ (m+K) , où on a posé m+L = {m+ j | j ∈ L} et pour (i, j) ∈ U×V,
on a les quatre possibilités suivantes :

— soit i ≥ m+ 1 et j ≥ m+ 1, dans ce cas on a cij = 0 par définition de la

matrice C =

(
0 B
tB 0

)
avec B ∈ Mm,n (C) et tB ∈ Mn,m (C) ;

— soit i ≥ m + 1 et j ≤ m, dans ce cas en écrivant i = m + i′, cij est le
coefficient de la ligne i′ et de la colonne j de tB, soit cij = bji′ avec
(j, i′) ∈ J × L, ce qui donne cij = bji′ = 0 ;

— soit i ≤ m et j ≤ m, dans ce cas on a cij = 0 par définition de la matrice
C ;

— soit i ≤ m et j ≥ m + 1, dans ce cas en écrivant j = m + j′, cij est
le coefficient de la ligne i et de la colonne j′ de B, soit cij = bij′ avec
(i, j′) ∈ I ×K, ce qui donne cij = bij′ = 0.

On a donc cij = 0 pour tout (i, j) ∈ U × V et avec la symétrie de la ma-
trice C on a également cij = 0 pour tout (i, j) ∈ V × U. Cette partition
(U, V ) de {1, · · · ,m+ n} définit donc une matrice de permutation P telle que
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158 Matrices positives et irréductibles

P−1CP =

(
B1 0
0 B2

)
, ce qui signifie que la matrice C est réductible. Ré-

ciproquement supposons la matrice C réductible, il existe alors une partition
(U, V ) de {1, · · · ,m+ n} telle que cij = 0 pour tout (i, j) ∈ U ×V ∪V ×U. On
définit alors les partitions (I, J) de {1, · · · ,m} et (K,L) de {1, · · · , n} par :{

I = {1, · · · ,m} ∩ U, J = {1, · · · ,m} ∩ V
K = {j ∈ {1, · · · , n} | m+ j ∈ V } , L = {j ∈ {1, · · · , n} | m+ j ∈ U}

Pour (i, j) ∈ I × K, on a (i,m+ j) ∈ U × V et cij = 0 (coefficient de la
ligne i ≤ m et de la colonne m + j de C), c’est-à-dire bij = 0. De même si
(i, j) ∈ J × L, on a (i,m+ j) ∈ V × U et cij = 0, soit bij = 0. En conclusion
B est décomposable. On a donc ainsi montré que B est indécomposable si, et
seulement si, C est irréductible.

2. Si D = B tB est réductible, étant symétrique cela équivaut à l’existence d’une
partition (I, J) de {1, · · · ,m} telle que dij = 0 pour tout (i, j) ∈ I × J, soit :

∀ (i, j) ∈ I × J,

n∑
k=1

bikbjk = 0

La matrice B étant positive, cela équivaut à :

∀ (i, j) ∈ I × J, ∀k ∈ {1, · · · , n} , bikbjk = 0

On définit alors une partition (K,L) de {1, · · · , n} en posant :{
K = {k ∈ {1, · · · , n} | ∃j ∈ J | bjk 	= 0}
L = {k ∈ {1, · · · , n} | ∃i ∈ I | bik 	= 0}

En effet, pour tout k ∈ {1, · · · , n} il existe i ∈ {1, · · · ,m} = I∪J tel que bik 	= 0
puisque B est supposée non redondante, on a donc k ∈ K∪L. Si k ∈ K il existe
alors j ∈ J tel que bjk 	= 0 et bikbjk = 0 pour tout i ∈ I entraîne k /∈ L. On a
donc K ∩ L = ∅, c’est-à-dire que (K,L) est bien une partition de {1, · · · , n} .
Pour (i, k) ∈ I ×K, il existe j ∈ J tel que bjk 	= 0 et bikbjk = 0 donne bik = 0.
De même (i, k) ∈ J × L donne bik = 0. La matrice B est donc décomposable.
On a donc ainsi montré que si B est indécomposable alors B tB est irréductible.
De manière analogue on montre que tBB est irréductible. La matrice B tB
étant symétrique réelle positive (au sens euclidien) est diagonalisable à valeurs
propres réelles positives. Cette matrice étant positive et irréductible, son rayon
spectral r est valeur propre avec un espace propre de dimension 1, cette valeur
propre est donc simple (puisque B tB est diagonalisable) et |λ| < r pour toute
autre valeur propre de B tB. Il en de même de tBB puisque cette matrice a
même polynôme caractéristique que B tB.

Exercice 4.4. Montrer que P =

{
x ∈ (R+)

n | ‖x‖1 =

n∑
i=1

xi = 1

}
est un

polyèdre convexe.
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Solution. L’ensemble P est borné puisque contenu dans la boule unité fermée de
(Rn, ‖·‖1) . En désignant par (e∗i )1≤i≤n la base duale de la base canonique de Rn

(e∗i (x) = xi, pour tout x =

n∑
i=1

xiei ∈ Rn) et par ϕ la forme linéaire définie par

ϕ =
n∑

i=1

e∗i , on a :

(x ∈ P ) ⇔
{

e∗i (x) ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n)
ϕ (x) ≥ 1, ϕ (x) ≤ 1

ce qui prouve que P est un polyèdre convexe de Rn.

Exercice 4.5. Montrer que si C est un convexe compact dans Rn eucli-
dien, il est alors l’enveloppe convexe de sa frontière.

Solution. L’ensemble C étant fermé, on a Fr (C) ⊂ C et Cv (Fr (C)) est contenu
dans C puisque C est convexe. Soit x un élément de C. Pour toute droite D
passant par x, D ∩ C est convexe comme intersection de convexes, fermé comme
intersection de fermés et borné car contenu dans C qui est compact, c’est donc un
convexe compact de D, c’est-à-dire un segment de D (qui peut être identifiée à R
par le choix d’une origine). On a donc x ∈ D∩C = [y, z] avec y, z dans la frontière
de C, ce qui entraîne x ∈ Cv (Fr (C)) . On a donc bien C = Cv (Fr (C)) .

Exercice 4.6. Montrer que les vecteurs de la base canonique de Rn sont

les points extrêmaux du convexe P =

{
x ∈ (R+)

n | ‖x‖1 =

n∑
i=1

xi = 1

}
.

Solution. Si ei = (1− t)x+ ty avec x, y dans P et 0 ≤ t ≤ 1, on a alors :

(1− t)xj + tyj =

{
0 si j 	= i
1 si j = i

avec xj , yj positifs pour 1 ≤ j ≤ n. Si 0 < t < 1, on a alors xj = yj = 0 pour j 	= i

et xi = yi = 1 puisque
n∑

j=1

xj =

n∑
j=1

yj = 1, c’est-à-dire que x = y = ei. Chaque

vecteur ei est donc extrêmal dans P. Réciproquement si a est un élément extrêmal
de P et a n’est égal à aucun des ei, ce vecteur a alors au moins deux composantes
ai et aj strictement positives avec 1 ≤ i < j ≤ n. Si t = min (ai, aj) , on a alors
0 < t < 1 et en posant x = a+ t (ei − ej) et y = a+ t (−ei + ej) , on a :{

x = (a1, · · · , ai−1, ai + t, ai+1, · · · , aj−1, aj − t, aj+1, · · · , an) ∈ P
y = (a1, · · · , ai−1, ai − t, ai+1, · · · , aj−1, aj + t, aj+1, · · · , an) ∈ P

avec a =
1

2
(x+ y) , c’est-à-dire que a est le milieu du segment [x, y] ⊂ P avec

a 	= x, a 	= y, en contradiction avec a extrêmal. On a donc ainsi montré que les ei
sont les seuls points extrêmaux de P.
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6 Chapitre 5

Systèmes linéaires

K est le corps des réels ou des complexes, n est un entier supérieur ou égal à 2
et (ek)1≤k≤n désigne la base canonique de Kn.

Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1. La famille (Ei,j)1≤i,j≤n

est alors une base de Mn (K) .
Une matrice est notée A = ((aij))1≤i,j≤n , où l’indice i est le numéro de la ligne

et j celui de la colonne.
On note In la matrice identité d’ordre n.

5.1 Position des problèmes et notations
On s’intéresse dans ce chapitre à la résolution de systèmes linéaires, Ax = b,

de n équations à n inconnues à coefficients dans K et au problème de l’inversion
d’une matrice de GLn (K) .

On distingue deux catégories de méthodes de résolution d’un système linéaire,
les méthodes directes et les méthodes itératives.

Si on suppose une précision infinie, les méthodes directes conduisent à la solu-
tion exacte du système en un nombre fini d’étapes alors que les méthodes itératives
donnent toujours une approximation de la solution, la solution exacte étant obte-
nue en un nombre infini d’étapes.

Les méthodes directes ont un caractère exact, mais pour les grands systèmes,
la propagation des erreurs d’arrondis en diminue l’efficacité.

Les méthodes itératives sont bien adaptées au cas des matrices creuses (avec
beaucoup de termes nuls), car ces méthodes ne transforment pas la matrice de
départ, contrairement aux méthodes directes.

Pour l’aspect programmation on pourra consulter [ ?] ou [24].

Exemple 5.1 Une méthode directe, la méthode de Cramer : Si on note,
pour j = 1, 2, · · · , n, Aj la matrice déduite de A en remplaçant par b sa colonne
numéro j, la solution du système Ax = b est alors donnée par les formules de
Cramer :

xj =
det (Aj)

det (A)
(j = 1, 2, · · · , n)
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162 Systèmes linéaires

En calculant un déterminant par la formule det (A) =
∑

σ∈Sn

sign (σ)
n∏

j=1

aj,σ(j),

où Sn désigne l’ensemble des permutations de {1, 2, ..., n} et sign (σ) la signature
de σ, cela nécessite n! (n− 1) multiplications et (n!− 1) additions, donc environ
nn! opérations élémentaires. Comme il y a n + 1 déterminants à calculer puis n
divisions à faire, on aura donc un total d’environ n2n! opérations élémentaires à
effectuer, ce qui peut être beaucoup trop important pour de grandes valeurs de n.

Les méthodes directes sont plutôt adaptées au « petits système » (n < 50) et
les méthodes itératives aux « grands systèmes ».

Les méthodes décrites dans ce chapitre sont utilisées pour la résolution des
systèmes non linéaires par la méthode de Newton-Raphson et pour résoudre des
problèmes d’interpolation et d’approximation.

Les méthodes itératives sont utilisées en relation avec les méthodes de diffé-
rences finies et d’éléments finies pour la résolution de certaines équations aux
dérivées partielles linéaires.

Si la matrice A et le vecteur b sont à coefficients complexes, en écrivant que
A = C + iD, b = α + iβ et x = ξ + iη, avec C,D, α, β, ξ, η à coefficients réels,
la résolution du système de n équations à n inconnues à coefficients complexes
Ax = b, se ramène à un système de 2n équations à 2n inconnues à coefficients

réels
(

C −D
D C

)(
ξ
η

)
=

(
α
β

)
. On peut donc se contenter de ne considérer

que les systèmes à coefficients réels.
Si la matrice A est inversible, les colonnes de A−1 sont alors les solutions des n

systèmes linéaires :
Ax = ej (j = 1, 2, .., n)

En effet, en notant pour tout j = 1, 2, · · · , n, Cj la colonne numéro j de A−1, on
a AA−1 = (AC1, AC2, · · · , ACn) = (e1, e2, · · · , en) = In, c’est-à-dire que le calcul
de l’inverse d’une matrice se ramène à la résolution simultanée de n systèmes
linéaires de même matrice. Le coût du calcul de l’inverse d’une matrice d’ordre
n est donc n fois supérieur à celui de la résolution d’un système linéaire de n
équations à n inconnues. Pour cette raison il est déconseillé, d’un point de vue
numérique, d’inverser une matrice si cette opération ne s’avère pas nécessaire.

5.2 Problèmes numériques liés à la résolution des
systèmes linéaires

La précision des ordinateurs n’étant pas infinie, un algorithme de résolution
numérique d’un système linéaire ne donnera pas, en général, une solution exacte
mais seulement une approximation de cette solution.

D’autre part il sera important de savoir évaluer le temps de calcul nécessaire à
un tel algorithme.

Les erreurs numériques sont de trois types :

— les erreurs sur les données (pour des données expérimentales) ;
— les erreurs d’arrondis (calculs en virgule flottante) ;
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— les erreurs de troncature.

Les erreurs d’arrondis vont s’accumuler au cours des calculs, il est donc impor-
tant de connaître le nombre d’opérations élémentaires que nécessite un algorithme.

Un système Ax = b est dit (théoriquement) dégénéré si det (A) = 0, mais
vérifier cette condition de manière exacte nécessite une précision infinie. Il faut
donc définir un concept de dégénérescence numérique d’un système linéaire.

Un système sera dit numériquement dégénéré, si la valeur de son déterminant
calculé en machine est non significative (c’est-à-dire trop petite ou trop grande).

Exemple 5.2 La matrice de Hilbert définie par Hn =

((
1

i+ j − 1

))
1≤i,j≤n

est

symétrique définie positive, donc non dégénérée. En fait, on a det(Hn) =
Φ4

n−1

Φ2n−1
,

où Φn =
n∏

k=1

k! (exercice 5.2). Pour n grand, on a det (Hn)machine = 0 et le

système est numériquement dégénéré, mais non dégénéré.

Des exemples de calculs de déterminants de matrices de Hilbert, en utilisant,
d’une part la décomposition LR et d’autre part la formule de Hilbert sont donnés
dans le tableau qui suit.

n Déterminant Formule Déterminant calculé avec LR
1 1.00000000000000E+00 1.00000000000000E+00
2 8.33333333333333E-02 8.33333333333333E-02
3 4.62962962962963E-04 4.62962962962961E-04
4 1.65343915343915E-07 1.65343915343930E-07
5 3.74929513251509E-12 3.74929513251290E-12
6 5.36729988735869E-18 5.36729988682088E-18
7 4.83580262392612E-25 4.83580261566227E-25
8 2.73705011379151E-33 2.73705023258196E-33
9 9.72023431192500E-43 9.72026335654786E-43
10 2.16417922643149E-53 2.16436997064480E-53
11 3.01909533444935E-65 3.02449714771783E-65
12 2.63778065125355E-78 2.70874882840569E-78
13 1.44289651879114E-92 Pivot trop petit dans LR
14 4.94031491459083E-108 Pivot trop petit dans LR
15 1.05854274306972E-124 Pivot trop petit dans LR
16 1.41913921144317E-142 Pivot trop petit dans LR
17 1.19027124270300E-161 Pivot trop petit dans LR
18 6.24486061412311E-182 Pivot trop petit dans LR
19 2.04934373331812E-203 Pivot trop petit dans LR
20 4.20617895662473E-226 Pivot trop petit dans LR
21 5.39898624190004E-250 Pivot trop petit dans LR

Dans la pratique, les coefficients de la matrice et du second membre ne sont
connus que de façon approximative. Un problème important est donc de savoir
si de petites variations sur ces coefficients peuvent entraîner de grosses variations
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164 Systèmes linéaires

sur la solution. La notion de conditionnement d’une matrice (paragraphe 3.5) nous
fournit un outil qui permet d’analyser ce problème.

Les matrices de Hilbert sont mal conditionnées (exercice 3.23).

5.3 Cas des matrices triangulaires
On suppose pour ce paragraphe que la matrice A est inversible, triangulaire

supérieure et à coefficients réels ou complexes. Le système Ax = b s’écrit alors :

aiixi + ai,i+1xi+1 + · · ·+ ai,nxn = bi (1 ≤ i ≤ n)

avec aii 	= 0 pour tout i = 1, · · · , n et la résolution de ce système se fait alors « en
remontant » : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
bn
ann

xi =

(
bi −

n∑
j=i+1

aijxj

)
aii

(i = n− 1, · · · , 1)

Pour un système triangulaire inférieur, on procède de même « en descendant ».
Pour le calcul de l’inverse d’une matrice triangulaire on utilise le fait que les

colonnes de A−1 sont les solutions des systèmes Ax = ei avec i compris entre 1 et
n, ce qui donne, pour A triangulaire inférieure, pour les coefficients de U = A−1 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uii =
1

aii

uij = 0 (1 ≤ i < j ≤ n)

uki = −

k−1∑
j=i

akjuji

akk
(1 ≤ i < k ≤ n)

Si la matrice A est triangulaire supérieure la matrice tA est alors triangulaire
inférieure et on peut alors écrire A−1 = t( tA)−1.

5.4 Matrices de dilatation et de transvection. Opé-
rations élémentaires

Définition 5.1. On appelle matrice de transvection toute matrice de la
forme Tij (λ) = In + λEij , avec 1 ≤ i 	= j ≤ n et λ ∈ K.

Définition 5.2. On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme
Di (λ) = In + (λ− 1)Eii, avec 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗.
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Définition 5.3. On appelle matrice élémentaire une matrice de dilatation
ou de transvection.

Lemme 5.1 Une matrice élémentaire est inversible d’inverse Tij (λ)
−1

= Tij (−λ)

pour une matrice de transvection et Di (λ)
−1

= Di

(
1

λ

)
pour une matrice de di-

latation.

Preuve. Pour 1 ≤ i 	= j ≤ n et λ ∈ K on a Tij (λ)Tij (−λ) = In − λ2E2
ij avec

E2
ij = 0. En effet pour tout entier k compris entre 1 et n on a :

Eijek =

{
0 si k 	= j
ei si k = j

⇒ E2
ijek =

{
0 si k 	= j
Eijei = 0 si k = j

Le deuxième résultat est évident. �
Pour toute matrice A ∈ Mn (K) on note Li (1 ≤ i ≤ n) sa ligne numéro i

(matrice à 1 ligne et n colonnes) et Cj (1 ≤ j ≤ n) sa colonne numéro j (matrice

à n lignes et 1 colonne). On écrira A =

⎛⎜⎝ L1

...
Ln

⎞⎟⎠ ou A =
(
C1 · · · Cn

)
.

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les lignes de A
toute matrice de la forme :

Ai (λ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Li−1

λLi

Li+1

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
avec 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗, c’est-à-dire que la matrice Ai (λ) est déduite de la
matrice A en multipliant sa ligne numéro i par λ ou de la forme :

Aij (λ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Li−1

Li + λLj

Li+1

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
avec 1 ≤ i 	= j ≤ n et λ ∈ K, c’est-à-dire que la matrice Aij (λ) est déduite de la
matrice A en ajoutant à la ligne numéro i la ligne numéro j multipliée par λ.
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166 Systèmes linéaires

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les colonnes de
A toute matrice de la forme :

A′
j (λ) =

(
C1 · · · Cj−1 λCj Cj+1 · · · Cn

)
avec 1 ≤ j ≤ n et λ ∈ K∗, c’est-à-dire que la matrice A′

j (λ) est déduite de la
matrice A en multipliant sa colonne numéro j par λ ou de la forme :

A′
ji (λ) =

(
C1 · · · Cj−1 Cj + λCi Cj+1 · · · Cn

)
avec 1 ≤ i 	= j ≤ n et λ ∈ K, c’est-à-dire que la matrice A′

ji (λ) est déduite de la
matrice A en ajoutant à la colonne numéro j la colonne numéro i multipliée par
λ.

Lemme 5.2 Avec les notations qui précèdent on a :

Ai (λ) = Di (λ)A, Aij (λ) = Tij (λ)A
A′

j (λ) = ADj (λ) , A
′
ji (λ) = ATji (λ)

Preuve. Le coefficient d’indice (p, q) du produit de matrices Di (λ)A est obtenu
en faisant le produit de la ligne p de Di (λ) par la colonne q de A, ce qui donne en
notant αp,q ce coefficient :

αp,q =

{
ap,q si 1 ≤ p 	= i ≤ n, 1 ≤ q ≤ n
λaiq si p = i, 1 ≤ q ≤ n

On a donc bien Ai (λ) = Di (λ)A. Les autres égalités se montrent de façon ana-
logue. �

On sera amené à utiliser deux autres types d’opérations élémentaires que sont
les permutations de lignes ou de colonnes. En fait ces opérations se déduisent des
précédentes. Par exemple pour permuter les lignes i et j où 1 ≤ i < j ≤ n on
effectue les opérations suivantes :

⎛⎜⎝ L1

...
Ln

⎞⎟⎠ �→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Li−1

Li + Lj

Li+1

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Li + Lj

...
−Li

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Lj

...
−Li

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L1

...
Lj

...
Li

...
Ln

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ce qui revient à effectuer les produits Dj (−1)Tij (1)Tji (−1)Tij (1)A. La ma-
trice Dj (−1)Tij (1)Tji (−1)Tij (1) est la matrice de permutation qui a pour ac-
tion de permuter les vecteurs ei et ej , elle s’écrit Pij = In − (Eii + Ejj) +
(Eij + Eji) . De même la permutation des colonnes i et j est obtenue en mul-
tipliant à droite la matrice A par Tij (1)Tji (−1)Tij (1)Di (−1) . Le produit de
matrices Tij (1)Tji (−1)Tij (1)Di (−1) est la matrice de permutation tPij = Pji.

L’ensemble des matrices de dilatation ou de transvection forme un système
générateur du groupe multiplicatif GLn (K) .
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Théorème 5.1.

Pour toute matrice A ∈ GLn (K) il existe des matrices de transvection
P1, · · · , Pr et Q1, · · · , Qs telles que A = P1 · · ·PrDn (det (A))Q1 · · ·Qs.

Preuve. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1 le résultat est évident.
On le suppose vrai sur GLn−1 (K) .

On se ramène tout d’abord au cas où a21 	= 0. Si a21 = 0, la matrice A étant
inversible, il existe alors un indice i ∈ {1, 3, · · · , n} tel que ai1 	= 0 et la matrice
T2i (1)A (déduite de A en ajoutant la ligne i à la ligne 2) est telle que son coefficient
d’indice (2, 1) est non nul. Une fois ramené à a21 	= 0, on se ramène à a11 = 1
en remplaçant la première ligne L1 par L1 + λL2 (multiplication à gauche par
T12 (λ)) où le scalaire λ est choisi tel que a11 + λa21 = 1. Ensuite, pour tout
i ∈ {2, 3, · · · , n} , en remplaçant la ligne Li par Li−ai1L1 (multiplication à gauche
par Ti1 (−ai1)), on annule le coefficient d’indice (i, 1) . On peut donc trouver des
matrices de transvection P1, · · · , Pk telles que :

Pk · · ·P1A =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 α12 · · · α1n

0 α22 · · · α2n

...
...

. . .
...

0 αn2 · · · αnn

⎞⎟⎟⎟⎠
De manière analogue, en multipliant à droite par des matrices de transvection,
Q1, · · · , Qm, on obtient :

Pk · · ·P1AQ1 · · ·Qm =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0 β22 · · · β2n

...
...

. . .
...

0 βn2 · · · βnn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0
... B
0

⎞⎟⎟⎟⎠
avec det (B) = det (A) , puisque det (P ) = 1 pour toute matrice de transvection
P. On peut alors conclure en appliquant l’hypothèse de récurrence à la matrice
B ∈ GLn−1 (K) . �

En désignant par GL+
n (R) [resp.GL−

n (R)] l’ensemble des matrices d’ordre n à
coefficients réels de déterminant strictement positif [resp. négatif] on déduit du
théorème précédent le résultat suivant.

Corollaire 5.1 : Les ensembles GL+
n (R) et GL−

n (R) sont connexes par
arcs et ce sont les composantes connexes de GLn (R) .

Preuve. Soit A ∈ GL+
n (R) . Elle s’écrit A = P1 · · ·PrDn (det (A))Q1 · · ·Qs, les

Pk et Qj étant des matrices de transvections. Pour toute matrice de transvection
T = Tij (λ) et tout t ∈ [0, 1] , on note T (t) = Tij (tλ) et on définit l’application
γ : [0, 1] → Mn (R) par :

∀t ∈ [0, 1] , γ (t) =
r∏

k=1

Pk (t)Δ (t)

s∏
k=1

Qk (t)
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168 Systèmes linéaires

où Δ(t) = Dn (t det (A) + (1− t)) . Pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

det (γ (t)) = t det (A) + (1− t) > 0

du fait que A ∈ GL+
n (R) . De plus γ est continue avec γ (0) = In et γ (1) = A. On

a donc ainsi prouvé que GL+
n (R) est connexe par arcs.

Pour toute matrice A ∈ GL−
n (R) (par exemple A = Dn (−1)) l’application

M �→ AM réalise un homéomorphisme de GL+
n (R) sur GL−

n (R) . On en déduit
alors que GL−

n (R) est connexe par arcs.
Avec GLn (R) = GL+

n (R)∪GL−
n (R) , les ensembles GL+

n (R) et GL−
n (R) étant

des ouverts connexes disjoints, on déduit que ce sont les composantes connexes de
GLn (R) . �

Ce résultat permet de définir une orientation sur Rn. On dit que deux bases B
et B′ de Rn définissent la même orientation si la matrice de passage de B à B′ est
dans GL+

n (R) .

5.5 Méthode des pivots de Gauss
Effectuant des opérations élémentaires sur les lignes du système linéaire Ax = b

(permutations et combinaisons linéaires de lignes, c’est-à-dire des opérations qui
ne vont pas changer l’ensemble de ses solutions), on le transforme en un système
triangulaire supérieur Rx = c. Du fait qu’une permutation de lignes change le
déterminant de signe et que d’ajouter un multiple d’une ligne à une autre ne

change pas ce dernier, on a det (A) = det (R) = ±
n∏

i=1

rii.

L’intérêt de cette méthode est surtout pédagogique, dans la pratique il est
préférable d’utiliser la méthode LR (paragraphe 5.7) quand cette dernière peut
s’appliquer, ou la méthode de Gauss-Jordan (paragraphe 5.10).

On note ici Li la ligne numéro i du système linéaire Ax = b.
Etape 0 — On se ramène à un système tel que a11 non nul.
Si pour tout i = 1, 2, · · · , n, on a ai1 = 0, on a alors det (A) = 0 et c’est terminé.

Sinon, il existe i > 1 tel que ai1 soit non nul, et en permutant les lignes 1 et i (si
i = 1, on ne fait rien), on se ramène à un système A(1)x = b(1), avec a

(1)
11 non nul.

Le coefficient a
(1)
11 est le premier pivot.

On a alors det (A) = ± det
(
A(1)

)
, avec le signe moins si, et seulement si, il y a

une permutation des lignes 1 et i avec i > 1.
Etape 1 — Elimination de x1 dans les équations 2, · · · , n.
On effectue pour cela les transformations élémentaires suivantes :

L
(1)
i �→ L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

L
(1)
1 (i = 2, 3, · · · , n)
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et après une éventuelle permutation des lignes 2 et i > 3, on obtient le système
A(2)x = b(2), avec a

(2)
22 non nul où :

A(2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Le coefficient a

(2)
22 est le deuxième pivot.

Etape k — Elimination de xk dans les équations k + 1, · · · , n.
À la fin de l’étape k − 1, on a obtenu le système A(k)x = b(k), avec :

A(k) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1k · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2k · · · a

(2)
2n

...
. . . . . .

...
. . .

...
0 · · · 0 a

(k)
kk · · · a

(k)
kn

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 a
(k)
nk · · · a

(k)
nn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et a

(k)
kk non nul.

Le coefficient a
(k)
kk est le pivot numéro k.

On effectue alors les transformations élémentaires suivantes :

L
(k)
i �→ L

(k)
i − a

(k)
ik

a
(k)
kk

L
(k)
k (i = k + 1, · · · , n)

puis une éventuelle permutation des lignes k + 1 et j > k + 1 pour se ramener à
a
(k+1)
k+1,k+1 non nul.

Au bout de n−1 étapes, on est donc ramené à un système triangulaire supérieur
A(n)x = b(n).

De plus, on a det (A) = (−1)
p
det
(
A(n)

)
, où p est le nombre de permutations

qui ont été nécessaires pour avoir des pivots non nuls et det
(
A(n)

)
est le produit

des pivots.
Pour éviter de faire une division par un nombre trop petit, dans le choix du

pivot, on aura intérêt, à l’étape k − 1, à permuter la ligne k avec la ligne j ≥ k
telle que |ajk| = max

k≤i≤n
|aik| , de manière à avoir le pivot le plus grand possible en

valeur absolue. Si ce maximum est trop petit, le système est alors numériquement
dégénéré.

On peut donner un ordre de grandeur du nombre d’opérations élémentaires que
nécessite la méthode de Gauss.

Les opérations L
(k)
i �→ L

(k)
i − a

(k)
ik

a
(k)
kk

L
(k)
k (i = k + 1, · · · , n) , à l’étape numéro k,

demandent (n− k) divisions, (n− k)
2 multiplications et (n− k)

2 additions, ce qui
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170 Systèmes linéaires

donne un total de
n−1∑
k=1

n − k =
n (n− 1)

2
divisions et un nombre d’additions et

de multiplications égal à 2

n−1∑
k=1

(n− k)
2
=

2n(n− 1) (2n− 1)

6
. Il nous faut donc

n(n− 1)(4n+ 1)

6
� 2n3

3
opérations élémentaires pour aboutir à un système trian-

gulaire supérieur. Puis la résolution de ce dernier système nécessite n divisions et
n (n− 1) additions et multiplications, soit n2 opérations élémentaires. En résumé,
la résolution d’un système de n équations à n inconnues par la méthode de Gauss
va nécessiter un nombre d’opérations qui est un O

(
n3
)
.

5.6 Résolution des systèmes linéaires à coefficients
entiers

Si la matrice A et le vecteur b sont à coefficients entiers relatifs, en modifiant la
méthode de Gauss, on peut calculer la solution x de façon exacte comme vecteur
à coefficients dans Q.

On procède comme suit.
Etape 0 — Après une éventuelle permutation de lignes, on a obtenu le système

A(1)x = b(1) à coefficients dans Z avec un premier pivot non nul.
Etape 1 — Elimination de x1 dans les équations 2, · · · , n.
En effectuant la division de la ligne 1 par le premier pivot, on perd le caractère

entier du système. Il est préférable de procéder comme suit.

— garder la ligne 1 ;

— L
(1)
i �→ a

(1)
11 L

(1)
i − a

(1)
i1 L

(1)
1 , pour i = 2, · · · , n.

Ce qui donne le système A(2)x = b(2), avec un deuxième pivot non nul (au prix
d’une éventuelle permutation).

Etape 2 — Elimination de x2 dans les équations 3, · · · , n.
Si on procède de la même façon pour cette étape, on constate que les coefficients

de la matrice A(3) et du vecteur b(3) sont divisibles par le premier pivot. On peut
donc s’autoriser une division par ce premier pivot pour cette étape 2, ce qui aura
l’avantage de diminuer les coefficients obtenus.

Etape k — Elimination de xk dans les équations k + 1, · · · , n.

Cette étape est décrite par les formules a
(k+1)
ij =

(
a
(k)
kk a

(k)
ij − a

(k)
ik a

(k)
kj

)
a
(k−1)
k−1,k−1

pour

i = k + 1, · · · , n et j = k + 1, · · · , n + 1 (en prenant b comme colonne numéro
n+ 1), ce qui donne au bout de n− 1 étapes un système triangulaire supérieur à
coefficients entiers qui peut se résoudre de façon exacte dans Qn.

Calcul du déterminant — Au signe près, on a det
(
A(2)

)
=
(
a
(1)
11

)n−1

det (A)

et det
(
A(3)

)
=

(
a
(2)
22

a
(1)
11

)n−2

det
(
A(2)

)
=
(
a
(2)
22

)n−2

a
(1)
11 det

(
A(1)

)
. De proche en
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proche, on a det
(
A(n)

)
= (−1)

p

(
n∏

k=1

a
(k)
kk

)
det (A) , ce qui donne, tenant compte

de l’expression de det
(
A(n)

)
comme produit des pivots, det (A) = (−1)

p
a
(n)
nn .

5.7 Décomposition LR ou méthode de Crout

Définition 5.4. Les sous-matrices principales d’une matrice A ∈ Mn (K)
sont les matrices :

Ak = ((aij))1≤i,j≤k (k = 1, · · · , n)

et les déterminants principaux sont les Δk = det (Ak) .

Dans le cas où tous les déterminants principaux de A sont non nuls, dans la
méthode de Gauss, tous les pivots seront non nuls et il ne sera pas nécessaire
de faire des permutations de lignes (on ne s’occupe pas de la taille des pivots).
Réciproquement, si tous les pivots sont non nuls, tous les déterminants principaux
sont alors non nuls.

Exemples 5.1

1. Si A est à diagonale strictement dominante, il en est alors de même de toutes
les sous matrices principales de A et ces dernières sont inversibles. On en dé-
duit que, pour A à diagonale strictement dominante, la méthode de Gauss ne
nécessite pas de permutations de lignes.

2. Si A est symétrique définie positive, il en est de même de toutes les sous ma-
trices principales de A. Donc, pour A symétrique définie positive, la méthode
de Gauss ne nécessite pas de permutations de lignes.

La méthode des pivots de Gauss est basée sur les résultats suivants.

Lemme 5.3 Soit A ∈ Mn (K) de coefficient a11 non nul. Il existe des matrices
de transvection P1, · · · , Pr telles que :

Pr · · ·P1A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
... . . . ...

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn

⎞⎟⎟⎟⎠
Preuve. En reprenant les notations du paragraphe 5.5, le passage de la matrice
A, de premier terme a11 non nul à la matrice unité A(2) se fait en multipliant à
gauche la matrice A par les matrices de transvection :

Pi = Ti1 (λi1) (2 ≤ i ≤ n)
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où on a noté λi1 = −a
(1)
i1

a11
, c’est-à-dire que :

Pn−1 · · ·P1A =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn

⎞⎟⎟⎟⎠
�

On a rg (A) = 1 + rg
(
B(1)

)
, en notant B(1) =

⎛⎜⎜⎝
a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
. . .

...
a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn

⎞⎟⎟⎠ .

On a Pn−1 · · ·P1 = F1 avec F1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · · · · 0
λ21 1 0 · · · 0

...
...

. . . . . .
...

λn−1,1 0 · · · 1 0
λn1 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . La matrice

F1 est une matrice de Frobenius.

Définition 5.5. On appelle matrice de Frobenius une matrice carrée d’ordre
n qui ne diffère de l’identité que par une colonne (ou une ligne).

Théorème 5.2.

Toute matrice A ∈ GLn (K) peut être réduite à la forme triangulaire
supérieur en la multipliant à gauche par des matrices de transvection ou de
dilatation de la forme Di (−1) .

Preuve. C’est la transcription matricielle de l’algorithme de Gauss.
On peut aussi raisonner par récurrence sur n ≥ 1 en utilisant le lemme précé-

dent.
En multipliant au besoin la matrice A par une matrice de permutation (produit

d’une matrice de dilatation par trois matrices de transvection) on se ramène au
cas où le coefficient a11 est non nul. On conclut alors facilement en utilisant le
lemme 5.3 et l’hypothèse de récurrence. �

Dans l’hypothèse où tous les déterminants principaux de la matrice A sont
non nuls (on n’effectue pas de permutations de lignes dans la méthode de Gauss),
le résultat précédent s’exprime en disant qu’il existe des matrices de Frobenius

de la forme Fk =

n∏
i=k+1

Tik (λik) (λik = −a
(k)
ik

a
(k)
kk

avec les notations du paragraphe

5.5) telles que Fn−1 · · ·F1A = R, où R est une matrice triangulaire supérieure. La
matrice produit Fn−1 · · ·F1 est triangulaire inférieure à diagonale unité. En notant
L = (Fn−1 · · ·F1)

−1 on a alors la décomposition A = LR avec L triangulaire
inférieure à diagonale unité et R triangulaire supérieure.
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Décomposition LR ou méthode de Crout 173

Théorème 5.3.

Une matrice inversible A possède une décomposition A = LR, avec L
triangulaire inférieure à diagonale unité et R triangulaire supérieure si,
et seulement si, tous les déterminants principaux de A sont non nuls. Une
telle décomposition est unique et les coefficients diagonaux de R sont donnés
par : ⎧⎪⎨⎪⎩

r11 = a11

rkk =
det(Ak)

det (Ak−1)
(k = 2, · · · , n)

où les Ak désignent les sous matrices principales de A.

Preuve. Si tous les déterminants principaux de A sont non nuls on a vu que la
matrice A admet une décomposition LR.

Pour k = 1, · · · , n, on peut décomposer les matrices A, L et R par blocs de la
façon suivante :

A =

(
Ak Bk

Ck Dk

)
, L =

(
Lk 0
Ek Gk

)
, R =

(
Rk Hk

0 Mk

)
où Ak, Lk et Rk désignent respectivement les sous matrices principales de A, L et
R. Le produit A = LR donne alors Ak = LkRk et on a :

det (Ak) = det (Lk) det (Rk) = det (Rk) =
k∏

i=1

rii

L’unicité de la décomposition LR provient du fait que si A = LR et A = L′R′ avec
L,L′ triangulaires inférieures de diagonale unité et R,R′ triangulaires supérieures,
alors L′−1L = R′R−1 est à la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure
de diagonale unité et c’est alors nécessairement l’identité.

Inversement si la matrice inversible A admet une décomposition LR, alors R
est aussi inversible et la décomposition par bloc faite précédemment nous montre
que tous les déterminants principaux de A sont non nuls. �

Pour obtenir pratiquement de la décomposition LR on peut procéder par coef-
ficients indéterminés, c’est-à-dire qu’on écrit A = LR, on effectue le produit et on
identifie, ce qui donne en effectuant les calculs dans l’ordre indiqué :⎧⎨⎩

r1j = a1j (j = 1, · · · , n)

Li1 =
ai1
a11

(i = 2, · · · , n)

puis, pour k = 2, · · ·n :

rkj = akj −
k−1∑
i=1

Lkirij (j = k, · · · , n)

et :

Lik =

(
aik −

k−1∑
j=1

Lijrjk

)
rkk

(i = k + 1, · · ·n)
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avec Lii = 1.
En utilisant la décomposition A = LR, le système Ax = b équivaut aux deux

systèmes triangulaires :{
Ly = b (triangulaire inférieur)
Rx = y (triangulaire supérieur)

La méthode obtenue est appelée méthode de Crout. Cette méthode est intéres-
sante pour résoudre en parallèle plusieurs systèmes linéaires de même matrice A,
car la décomposition LR ne fait pas intervenir le second membre.

En utilisant la décomposition A = LR, on a A−1 = R−1L−1 et il suffit alors
d’utiliser les procédures d’inversion des matrices triangulaires du paragraphe 5.3.

5.8 Décomposition LD tL des matrices symétriques
réelles

On suppose dans ce paragraphe que la matrice A est inversible symétrique et
qu’il n’y a pas de permutations dans la méthode de Gauss.

Dans la décomposition LR de A, on a det (R) = det (A) 	= 0, donc tous les
termes diagonaux de R sont non nuls et on peut écrire R sous la forme R = DR′,
où D est diagonale et R′ est triangulaire supérieure à diagonale unité (il suffit de
diviser chaque ligne de R par son terme diagonal). On a donc A = LDR′, puis en
écrivant que tA = A et en utilisant le fait que la décomposition LR est unique,
on déduit que R′ = tL. On a donc pour toute matrice symétrique A, dont tous
les déterminants principaux sont non nuls, la décomposition unique A = LD tL,
la matrice L étant triangulaire inférieure et à diagonale unité et la matrice D
diagonale.

Cette décomposition nous donne un moyen de calculer la signature de la matrice
symétrique réelle A.

On rappelle qu’une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles
et que, pour A inversible, le couple d’entiers (p, q) formé du nombre p de valeurs
propres strictement positives et du nombre q = n−p de valeurs propres strictement
négatives est uniquement déterminé par A. Ce couple d’entiers est la signature de
A.

L’égalité A = LD tL avec L inversible se traduit en disant que les matrices
A et D sont congruentes et le théorème de Sylvester nous dit que deux matrices
congruentes ont même signature. On a donc sign (A) = sign (D) = (p, n− p) , où
p est le nombre de termes strictement positifs de la diagonale de D.

La matrice A est définie positive si, et seulement si, tous les coefficients de D
sont strictement positifs.

Comme pour la décomposition LR, on trouve les coefficients de L et D par
identification, ce qui donne, d1 = a11 et pour i = 2, · · · , n :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Lij =

(
aij −

j−1∑
k=1

LikdkLjk

)
dj

(j = 1, · · · , i− 1)

di =

(
aii −

i−1∑
k=1

L2
ikdk

)
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5.9 Décomposition de Cholesky des matrices sy-
métriques réelles définies positives

L’espace vectoriel Rn est muni de sa structure euclidienne canonique.
Dans le cas où la matrice A est symétrique définie positive, la décomposition

LD tL permet de montrer le résultat suivant.

Théorème 5.4.

Une matrice réelle A est symétrique définie positive si, et seulement si,
il existe B triangulaire inférieure et inversible telle que A = B tB. De plus
une telle décomposition est unique si on impose la positivité des coefficients
diagonaux de la matrice B.

Preuve. Si A est symétrique définie positive, dans la décomposition LD tL, on
a alors di > 0 pour tout i = 1, · · · , n. On peut donc écrire D = D′2 et, en posant
B = LD′, on a A = B tB avec B triangulaire inférieure, la diagonale de B étant
formée des ±

√
di. Réciproquement, si A = B tB, la matrice A est alors symétrique

et pour tout vecteur x non nul, on a 〈Ax | x〉 = 〈B tBx | x〉 = 〈 tBx | tBx〉 > 0,
puisque B est inversible. �

Le calcul effectif des coefficients de B se fait par identification ce qui donne :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
bij =

(
aij −

j−1∑
k=1

bikbjk

)
bjj

(j = 1, · · · , i− 1)

b2ii = aii −
i−1∑
k=1

b2ik

(i = 1, · · · , n)

Le nombre d’opérations, dans la décomposition de Cholesky est un O
(
n3
)
. En

effet, il y a n racines carrées à calculer,
n∑

i=1

i− 1 =
n (n− 1)

2
divisions,

n∑
i=1

⎛⎝i− 1 +
i−1∑
j=1

j − 1

⎞⎠ =

n∑
i=1

(
i− 1 +

(i− 1) (i− 2)

2

)
=

1

2

n∑
i=1

i (i− 1) additions

et autant de multiplications. Ce qui donne un total
n
(
2n2 + 3n+ 1

)
6

opérations.

Le déterminant de A se calcule avec det (A) =
b∏

i=1

b2ii.

La résolution du système Ax = e se ramène à la résolution de deux systèmes
triangulaires.

Pour calculer l’inverse de A il suffit d’inverser la matrice triangulaire B.

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
176 Systèmes linéaires

5.10 Méthode d’élimination de Gauss-Jordan
La méthode de Gauss-Jordan est une variante de la méthode de Gauss. Elle

consiste à se ramener à un système diagonal, à l’aide de transformations élémen-
taires.

À l’étape k, on ne se contente pas seulement d’éliminer le coefficient de xk dans
les lignes k+1 à n, mais on l’élimine aussi dans les lignes du dessus soit 1 à k− 1.
Ce qui donnera au bout de n étapes un système diagonal.

Description de la kème étape du calcul ( 1 ≤ k ≤ n ) À la kème étape, on
est au départ dans la situation suivante :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1+ +a
(k)
1k xk + · · · +a

(k)
1n xn = b

(k)
1

· · · · · · · ·
xk−1 +a

(k)
k−1,kxk + · · · +a

(k)
k−1,nxn = b

(k)
k−1

+a
(k)
kk xk + · · · +a

(k)
kn xn = b

(k)
k

+a
(k)
k+1,kxk + · · · +a

(k)
k+1,nxn = b

(k)
k+1

· · · · · · · ·
+a

(k)
nk xk + · · · +a

(k)
nnxn = b

(k)
n

On peut supposer que a
(k)
kk est le pivot maximum, sinon, il suffit de permuter

avec une des lignes suivantes.
On commence par extraire xk de la kème équation, soit :

xk =
b
(k)
k − a

(k)
k,k+1xk+1 − · · · − a

(k)
kn xn

a
(k)
k,k

que l’on reporte ensuite dans les autres équations, ce qui donne :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1+ +a
(k+1)
1k+1 xk+1 + · · · +a

(k+1)
1n xn = b

(k+1)
1

· · · · · · · ·
xk−1 +a

(k+1)
k−1,k+1xk+1 + · · · +a

(k+1)
k−1,nxn = b

(k+1)
k−1

xk +a
(k+1)
k,k+1xk+1 + · · · +a

(k+1)
kn xn = b

(k+1)
k

+a
(k+1)
k+1,k+1xk+1 + · · · +a

(k+1)
k+1,nxn = b

(k+1)
k+1

· · · · · · · ·
+a

(k+1)
nk+1 xk+1 + · · · +a

(k+1)
nn xn = b

(k+1)
n

avec, pour j = k + 1, · · · , n, a(k+1)
kj =

a
(k)
kj

a
(k)
kk

, b
(k+1)
k =

b
(k)
k

a
(k)
kk

et, pour i 	= k dans

{1, · · · , n} , j dans {k + 1, · · · , n} :

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − a

(k)
ik a

(k+1)
kj , b

(k+1)
i = b

(k)
i − a

(k)
ik b

(k+1)
k

On obtient alors directement la solution, après la n-ième étape, soit x1 = b
(n)
1 ,

· · · , xn = b
(n)
n .
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5.11 Méthodes itératives de résolution des sys-
tèmes linéaires

Étant donné un système linéaire Ax = b de n équations à n inconnues, la matrice
A étant supposée inversible, on veut construire une suite

(
x(k)

)
k∈N

d’éléments de
Rn qui va converger vers la solution x de ce système. Le calcul de chaque x(k)

étant plus simple que la résolution directe du système.
Pour ce faire, on écrit la matrice A sous la forme A = M−N, où M est facilement

inversible, et la résolution de Ax = b est ramenée au problème de point fixe qui
consiste à trouver x dans Rn solution de x = M−1Nx +M−1b. Pour résoudre ce
problème, on utilise la méthode des approximations successives, c’est-à-dire qu’on
considère la suite

(
x(k)

)
k∈N

définie par :{
x(0) ∈ Rn

x(k+1) = M−1Nx(k) +M−1b
(5.1)

Si cette suite converge, c’est nécessairement vers la solution de Ax = b.
Une méthode itérative de résolution du système linéaire Ax = b est donc définie

par le choix d’une décomposition A = M −N.

Définition 5.6. Si A est une matrice réelle inversible, on dit alors que la
méthode itérative associée à la décomposition A = M−N avec M inversible
est convergente, si pour tout x(0) ∈ Rn, la suite

(
x(k)

)
k∈N

définie par (5.1)
est convergente.

Les principaux problèmes posés par les méthodes itératives sont les suivants :
— à quelles conditions sur la matrice M, la suite définie par (5.1) converge-

t’elle ?
— comment choisir M facilement inversible ?
— quelle est la rapidité de la convergence ?
Le théorème qui suit nous donne une condition nécessaire et suffisante de conver-

gence de la suite définie par (5.1) .

Théorème 5.5.

Soient A = M−N une matrice inversible avec M inversible et ρ
(
M−1N

)
le rayon spectral de la matrice M−1N. La méthode itérative associée à la
décomposition A = M −N converge si, et seulement si, ρ

(
M−1N

)
< 1.

Preuve. On pose B = M−1N et on suppose que ρ (B) < 1. En écrivant que
l’équation Ax = b équivaut à x = Bx+M−1b, on déduit que :

∀k ∈ N, x(k+1) − x = B
(
x(k) − x

)
= Bk+1

(
x(0) − x

)
Avec ρ (B) < 1 on déduit que lim

k→+∞
Bk = 0 et donc que la suite

(
x(k)

)
k∈N

converge

vers x, quelle que soit la valeur initiale x(0) (corollaire 3.17). Réciproquement, si la
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178 Systèmes linéaires

méthode associée à la décomposition A = M −N est convergente, alors pour tout
vecteur y(0) ∈ Rn la suite

(
y(k)

)
k∈N

définie par y(k+1) = By(k) pour tout entier k

est convergente vers le vecteur nul, ce qui équivaut à ρ (B) < 1 (corollaire 3.17).
�

S’il existe une norme matricielle telle que |||B||| < 1, la méthode itérative corres-
pondante est alors convergente puisque ρ (B) ≤ |||B||| .

Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a :∥∥∥x(k) − x
∥∥∥ =

∥∥∥Bk
(
x(0) − x

)∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣∣Bk

∣∣∣∣∣∣ ∥∥∥x(0) − x
∥∥∥

On peut donc utiliser
∣∣∣∣∣∣Bk

∣∣∣∣∣∣ pour avoir une idée de la vitesse de convergence
d’une méthode itérative. De manière plus précise, on peut remarquer que :

∀k ∈ N,
∣∣∣∣∣∣Bk

∣∣∣∣∣∣ = sup
y(0)∈Rn\{0}

∥∥Bky(0)
∥∥∥∥y(0)∥∥ = sup

y(0)∈Rn\{0}

∥∥y(k)∥∥∥∥y(0)∥∥
la suite

(
y(k)

)
k∈N

étant définie par y(k+1) = By(k), ce qui peut aussi s’écrire, en
notant x la solution de Ax = b :

∀k ∈ N,
∣∣∣∣∣∣Bk

∣∣∣∣∣∣ = sup
x(0)∈Rn−{x}

∥∥x(k) − x
∥∥∥∥x(0) − x
∥∥ .

D’autre part, on sait que ρ (B) = lim
k→+∞

(∣∣∣∣∣∣Bk
∣∣∣∣∣∣ 1k) (corollaire 3.15).

Ces considérations nous amènent à donner les définitions suivantes.

Définition 5.7. Soit A = M −N une matrice inversible avec M inversible
telle que ρ

(
M−1N

)
< 1. La quantité R∞

(
M−1N

)
= − ln

(
ρ
(
M−1N

))
est

appelée le taux asymptotique de convergence de la méthode itérative associée
à la décomposition A = M − N. Pour toute norme matricielle |||·||| induite
par une norme vectorielle et pour tout entier k strictement positif tel que∣∣∣∣∣∣Bk

∣∣∣∣∣∣ < 1, la quantité Rk

(
M−1N

)
= −1

k
ln
(∣∣∣∣∣∣∣∣∣(M−1N

)k∣∣∣∣∣∣∣∣∣) est appelée
le taux moyen de convergence pour k itérations et pour la norme |||·||| de la
méthode itérative associée à la décomposition A = M −N.

On a bien sûr, R∞
(
M−1N

)
= lim

k→+∞
Rk

(
M−1N

)
.

La méthode itérative associée à la décomposition A = M − N sera d’autant
plus performante que R∞

(
M−1N

)
est grand.

5.12 Méthode de Jacobi

Pour A = ((aij))1≤i,j≤n , on choisit M = D matrice diagonale définie par
dii = aii pour tout i = 1, · · · , n, en supposant que tous les coefficients diagonaux
de A sont non nuls. L’algorithme de construction des x(k) est alors le suivant :

x
(k+1)
i = − 1

aii

n∑
j=1
j �=i

aijx
(k)
j + bi (i = 1, · · · , n)
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Le calcul des composantes de x(k+1) nécessite de garder en mémoire le vecteur
x(k). Une itération va donc immobiliser 2n cases mémoires.

On peut décider d’arrêter les itérations à un rang MaxIter donné ou lorsque∥∥x(k+1) − x(k)
∥∥ < ε

∥∥x(k+1)
∥∥ (ε étant une précision donnée).

Comme valeur initiale, on peut prendre x(0) =

((
bi
aii

))
1≤i≤n

.

Dans le cas particulier des matrices à diagonale strictement dominante, on a le
résultat suivant.

Théorème 5.6.

Si la matrice A est à diagonale strictement dominante, la méthode de
Jacobi est alors convergente.

Preuve. Une matrice à diagonale strictement dominante a tous ses termes dia-
gonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Jacobi. Pour J = D−1N,

avec A = D−N, on a |||J |||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1
j �=i

∣∣∣∣aijaii

∣∣∣∣ < 1, donc la méthode de Jacobi est

convergente. �

5.13 Méthode de Gauss-Seidel
On choisit pour matrice M le triangle inférieur de A, c’est-à-dire que M est

définie par : {
mij = 0, pour 1 ≤ i < j ≤ n
mij = aij , pour 1 ≤ j ≤ i ≤ n

En notant A = M − N, le vecteur x(k+1) est solution du système triangulaire
inférieur Mx(k+1) = Nx(k) + b. D’où l’algorithme de Gauss-Seidel :

aiix
(k+1)
i = −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j + bi (i = 1, · · · , n)

Cet algorithme est en fait une amélioration de l’algorithme de Jacobi. En effet,
dans le calcul de x(k+1)

i , on utilise les composantes 1 à i−1 de x(k+1) (alors que dans
la méthode de Jacobi ce sont celles de x(k) qui sont utilisées) et les composantes
i + 1 à n de x(k) (comme dans la méthode de Jacobi). Cet algorithme sera donc
en général plus performant que celui de Jacobi.

Pour une itération on garde seulement n termes en mémoire.
Les théorèmes qui suivent nous donnent des conditions suffisantes de conver-

gence de la méthode de Gauss-Seidel.

Théorème 5.7.

Si la matrice A est à diagonale strictement dominante, la méthode de
Gauss-Seidel est alors convergente.
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180 Systèmes linéaires

Preuve. Une matrice à diagonale strictement dominante a tous ses termes dia-
gonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. Soient A à
diagonale strictement dominante, G = M−1N, λ ∈ C une valeur propre de G et
x ∈ Cn un vecteur propre non nul associé. On a alors Nx = λMx, c’est-à-dire :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−
n∑

j=i+1

aijxj = λ

i∑
j=1

aijxj (i = 1, · · · , n− 1)

0 = λ
n∑

j=1

anjxj

Si on suppose que |λ| ≥ 1, en prenant i tel que ‖x‖∞ = |xi| , on déduit que
|λ| |aii| ≤

∑
j �=i

|aij | |λ| , ce qui contredit le fait que la matrice A est à diagonale

strictement dominante. Le rayon spectral de G est donc strictement inférieur à 1
et la méthode de Gauss-Seidel converge. �

Théorème 5.8.

Si la matrice A est symétrique définie positive, la méthode de Gauss-
Seidel est alors convergente.

Preuve. Une matrice symétrique définie positive a tous ses termes diagonaux
strictement positifs, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. Soient A
symétrique définie positive, λ ∈ C une valeur propre de G = M−1N et x ∈ Cn un
vecteur propre non nul associé. En écrivant A = D+E+F, où D est la diagonale
de A, E le triangle inférieur strict, F le triangle supérieur strict et en notant 〈· | ·〉
le produit scalaire hermitien canonique de Cn, on a :

〈x | Ax〉 = 〈x | Dx〉+ 〈x | Ex〉+ 〈x | Fx〉 (5.2)

Puis avec Fx = −λ (Dx+ Ex) (M = D + E, N = −F ), on déduit que :

〈x | Ax〉 =
(
1− λ

)
(〈x | Dx〉+ 〈x | Ex〉)

donc λ 	= 1 (puisque 〈x | Ax〉 > 0) et :

1

1− λ
〈x | Ax〉 = 〈x | Dx〉+ 〈x | Ex〉 (5.3)

Par conjugaison complexe de (5.2) , en considérant que A et D sont hermitiennes
et que tE = F on déduit que :

1

1− λ
〈x | Ax〉 = 〈x | Dx〉+ 〈x | Fx〉 (5.4)

En faisant (5.3) + (5.4) − (5.2) , on en conclut que
1− |λ|2

|1− λ|2
〈x | Ax〉 = 〈x | Dx〉 .

Avec 〈x | Ax〉 > 0 et 〈x | Dx〉 > 0 (A et D sont définies positives) on déduit que
|λ| < 1. Le rayon spectral de G est donc strictement inférieur à 1 et la méthode
de Gauss-Seidel converge. �
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De manière générale, quand les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont
convergentes il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut que la
méthode de Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge comme le

montre l’exemple de la matrice A =

⎛⎝ 1 2 −2
1 1 1
2 2 1

⎞⎠ . Pour la méthode Jacobi

toutes les valeurs propres de J sont nulles et pour la méthode de Gauss-Seidel, on

a G =

⎛⎝ 0 −2 2
0 2 −3
0 −2 4

⎞⎠ avec les valeurs propres 0, 0.35 et 5.64.

Dans le cas des matrices tridiagonales les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel
convergent ou divergent simultanément et dans le cas de la convergence c’est la
méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide (exercice 5.8).

5.14 Méthode de relaxation
On pose A = D +E + F, où D est la partie diagonale de A, E sa partie trian-

gulaire inférieure stricte et F sa partie triangulaire supérieure stricte. On suppose
toujours que la matrice A est inversible et que tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls.

En vue d’accélérer la convergence de la méthode de Gauss-Seidel, on introduit
un paramètre dans la matrice G = − (D + E)

−1
F. Précisément, on pose :

Mω =
1

ω
D + E, A = Mω −Nω, Lω = M−1

ω Nω

où ω est un paramètre réel non nul à préciser. On a alors :

Lω = (D + ωE)
−1

((1− ω)D − ωF )

Le vecteur x(k+1) est alors la solution du système triangulaire :

(D + ωE)x(k+1) = ((1− ω)D − ωF )x(k) + ωb

Ce qui donne l’algorithme de calcul :

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i + ωx̂

(k+1)
i (i = 1, · · · , n)

où x̂
(k+1)
i est donné par les formules de Gauss-Seidel en fonction des composantes

1 à i− 1 de x(k+1) et des composantes i+ 1 à n de x(k), soit :

aiix̂
(k+1)
i = −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

ai,jx
(k)
j + bi (i = 1, · · · , n)

Ce qui peut encore s’écrire :

x(k+1) = x(k) − ωξ(k+1) (k ≥ 0)
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182 Systèmes linéaires

où ξ(k+1) est le vecteur résidu défini par :

ξ
(k+1)
i =

1

aii

⎛⎝i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j +

n∑
j=i

ai,jx
(k)
j − bi

⎞⎠ (i = 1, · · · , n)

Comme test de convergence on peut prendre
∥∥ξ(k)∥∥ < ε, où ε > 0 est une

précision donnée, une norme matricielle étant choisie.
Une condition nécessaire sur ω pour que la méthode converge est donnée par le

résultat suivant.
Théorème 5.9.

Avec les notations de ce paragraphe, la méthode de relaxation correspon-
dante ne peut converger que si ω ∈ ]0, 2[ .

Preuve. Si λ1, · · · , λn sont les valeurs propres de Lω, on a alors :
n∏

i=1

λi = det (Lω) =
det ((1− ω)D − ωF )

det (D + ωE)
= (1− ω)

n

et ρ (Lω) ≥ |ω − 1| . �
Dans le cas où la matrice A est symétrique définie positive, la condition néces-

saire du théorème précédent est aussi suffisante.

Théorème 5.10.

Soit A une matrice symétrique définie positive. Avec les notations de ce
paragraphe, la méthode de relaxation correspondante est convergente si, et
seulement si, ω ∈ ]0, 2[ .

Preuve. Si la matrice A est symétrique définie positive, on a alors aii > 0 pour
tout i compris entre 1 et n. On peut donc définir la suite

(
x(k)

)
k∈N

de la méthode
de relaxation. Avec le théorème précédent, il nous suffit de montrer que la méthode
converge pour ω ∈ ]0, 2[ .

En reprenant les notations du début de ce paragraphe, on a A = Mω − Nω,

avec Mω =
1

ω
D + E et Nω =

(
1

ω
− 1

)
D − F.

On note 〈· | ·〉 le produit scalaire hermitien canonique de Cn.
Soit λ ∈ C une valeur propre de Lω = M−1

ω Nω et x ∈ Cn \ {0} un vecteur
propre associé. On a Nωx = λMωx et :

〈x | Ax〉 = 〈x | Mωx〉 − 〈x | Nωx〉 =
(
1− λ̄

)
〈x | Mωx〉

La matrice A étant symétrique définie positive, on en déduit que λ 	= 1 et :
1

1− λ̄
〈x | Ax〉 = 1

ω
〈x | Dx〉+ 〈x | Ex〉 (5.5)

Par conjugaison complexe, en considérant que A est hermitienne et que tE = F
on déduit que :

1

1− λ
〈x | Ax〉 = 1

ω
〈x | Dx〉+ 〈x | Fx〉 (5.6)
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Enfin, avec A = D + E + F, on peut aussi écrire :

〈x | Ax〉 = 〈x | Dx〉+ 〈x | Ex〉+ 〈x | Fx〉 (5.7)

En faisant (5.5) + (5.6)− (5.7) , on en conclut que :(
1− |λ|2

)
|1− λ|2

〈x | Ax〉 =
(
2

ω
− 1

)
〈x | Dx〉

En tenant compte de la positivité de A et D et du fait que ω ∈ ]0, 2[ , on déduit que
|λ| < 1. On a donc ainsi montré que ρ (Lω) < 1 et que la méthode de relaxation
associée converge. �

Pour ω = 1, on retrouve le fait que la méthode de Gauss-Seidel converge pour
les matrices symétriques définies positives.

Dans le cas des matrices tridiagonales symétriques définies positives on peut
faire une étude plus précise.

Lemme 5.4 Pour toute matrice M = ((mij))1≤i,j≤n dans Mn (K) et pour tout
scalaire t la matrice M (t) = ((mij (t)))1≤i,j≤n définie par :

mij (t) = ti−jmij (1 ≤ i, j ≤ n)

est semblable à M.

Preuve. Il suffit de remarquer que M (t) = P (t)MP (t)
−1

, où :

P (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t 0 · · · 0

0 t2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 tn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ GLn (K)

pour t non nul. �
On suppose que A est tridiagonale symétrique définie positive. Les coefficients

diagonaux de A sont alors tous non nuls et on définit les matrices J = −D−1 (E + F )

(méthode de Jacobi) et Lω =

(
1

ω
D + E

)−1((
1

ω
− 1

)
D − F

)
(méthode de re-

laxation).
On désigne par PJ le polynôme caractéristique de J et par PLω

celui de Lω.

Lemme 5.5 Soit A tridiagonale symétrique définie positive. Avec les notations de
ce paragraphe, pour tout ω ∈ R∗ et tout λ ∈ C∗ on a :

PLω

(
λ2
)
= ωnλnPJ

(
λ2 + ω − 1

ωλ

)

Preuve. On a PLω (λ) =
1

det
((

1
ωD + E

)) det(( 1

ω
− 1

)
D − F − λ

(
1

ω
D + E

))
,

soit PLω

(
λ2
)
=

ωn

det (D)
det (Hω,λ) , en notant Hω,λ la matrice tridiagonale définie
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184 Systèmes linéaires

par Hω,λ =
1− ω − λ2

ω
D − λ2E − F. En utilisant les notations du lemme 5.4, on

peut écrire, pour λ ∈ C∗, que det (Hω,λ) = det

(
Hω,λ

(
1

λ

))
avec :

Hω,λ

(
1

λ

)
= λ

(
1− ω − λ2

ωλ
D − E − F

)

ce qui nous donne PLω

(
λ2
)

= ωnλnPJ

(
λ2 + ω − 1

ωλ

)
, en tenant compte de

PJ (μ) =
(−1)

n

det (D)
det (E + F + μD) . �

Lemme 5.6 Soit A tridiagonale symétrique définie positive. Avec les notations de

ce paragraphe, on a PJ (λ) = (−1)
n
λq

p∏
k=1

(
λ2 − μ2

k

)
avec 0 < μ1 ≤ · · · ≤ μp < 1

dans R, 2p+ q = n et :

PLω
(λ) = (−1)

n
(λ+ ω − 1)

q
p∏

k=1

(
(λ+ ω − 1)

2 − ω2μ2
kλ
)

C’est-à-dire que les valeurs propres de Lω sont 1−ω d’ordre supérieur ou égal à q
et les λ1 (μk, ω) , λ2 (μk, ω) pour k = 1, · · · , p, où les λi (μk, ω) (i = 1, 2) sont les
racines de l’équation :

(λ+ ω − 1)
2 − ω2μ2

kλ = 0 (5.8)

Preuve. Pour la forme du polynôme caractéristique de J, voir l’exercice 5.8.
Il reste à montrer que toutes les valeurs propres de J sont réelles. Si μ ∈ C
est une valeur propre de J et x ∈ Cn \ {0} est un vecteur propre associé, on a
alors (1− μ)Dx = Ax et (1− μ) 〈Dx | x〉 = 〈Ax | x〉 . Les matrices A et D étant
symétriques définies positives, on déduit que μ est réelle et μ < 1. Comme −μ est
aussi valeur propre de J on déduit que |μ| < 1. En utilisant le lemme 5.5, on a
pour λ ∈ C∗ :

PLω

(
λ2
)
= ωnλn (−1)

n

(
λ2 + ω − 1

ωλ

)q p∏
k=1

((
λ2 + ω − 1

ωλ

)2

− μ2
k

)

= (−1)
n (

λ2 + ω − 1
)q p∏

k=1

((
λ2 + ω − 1

)2 − μ2
kω

2λ2
)

ce qui équivaut à PLω
(λ) = (−1)

n
(λ+ ω − 1)

q
p∏

k=1

(
(λ+ ω − 1)

2 − ω2μ2
kλ
)
. �

Lemme 5.7 Pour μ ∈ ]0, 1[ , ω ∈ ]0, 2[ , on considère l’équation en λ :

(λ+ ω − 1)
2 − ω2μ2λ = 0 (5.9)
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Méthode de relaxation 185

et on pose ω0 (μ) =
2

1 +
√

1− μ2
. Pour ω ∈ ]0, ω0 (μ)[ l’équation (5.9) admet deux

racines réelles distinctes :

λ1 (μ, ω) =
ω2μ2 − 2 (ω − 1)− ωμ

√
ω2μ2 − 4ω + 4

2

λ2 (μ, ω) =
ω2μ2 − 2 (ω − 1) + ωμ

√
ω2μ2 − 4ω + 4

2
=

(ω − 1)
2

λ1 (μ, ω)

pour ω = ω0 (μ) elle admet une racine double :

λ1 (μ, ω) = λ2 (μ, ω) =
ω2μ2

2
− (ω − 1) = ω0 (μ)− 1

et pour ω ∈ ]ω0 (μ) , 2[ elle admet deux racines complexes conjuguées :

λ1 (μ, ω) =
ω2μ2 − 2 (ω − 1)− iωμ

√
−ω2μ2 + 4ω − 4

2

λ2 (μ, ω) =
ω2μ2 − 2 (ω − 1) + iωμ

√
−ω2μ2 + 4ω − 4

2
=

(ω − 1)
2

λ1 (μ, ω)

avec |λ1 (μ, ω)| = |λ2 (μ, ω)| = ω − 1.

Preuve. À μ ∈ ]0, 1[ fixé, le discriminant Δ(μ, ω) = ω2μ2
(
ω2μ2 − 4ω + 4

)
de

(5.9) a une seule racine dans ]0, 2[ , ω0 (μ) = 2

1+
√

1−μ2
. Le calcul des racines de

(5.9) est alors immédiat. �
Théorème 5.11. Young-Varga

Si A est symétrique définie positive et tridiagonale, alors :
1. les méthodes de Jacobi et de relaxation pour ω ∈ ]0, 2[ sont convergentes ;

2. en posant r = ρ (J) et ω0 (r) =
2

1 +
√
1− r2

, on a :

ρ (Lω) =

⎧⎨⎩ ω2r2 − 2 (ω − 1) + ωr
√
ω2r2 − 4ω + 4

2
si 0 < ω < ω0 (r)

ω − 1 si ω0 (r) ≤ ω < 2

C’est-à-dire que la fonction ω �→ ρ (Lω) a l’allure indiquée par la figure
5.1 et que la valeur optimale du paramètre de relaxation est ω0 (r) avec
ρ
(
Lω0(r)

)
= ω0 (r)− 1.

Preuve.

1. La matrice A est symétrique définie positive, on sait alors que r = ρ (J) ∈ [0, 1[
et la méthode de Jacobi converge. Pour ω ∈ ]0, 2[ la méthode de relaxation
converge d’après le théorème 5.10.
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1 2

1

ωω0 (r)

ω0 (r) − 1

r2

ρ (Lω)

Figure 5.1 –

2. Si r = 0, toutes les valeurs propres de J sont alors nulles et 1 − ω est la seule
valeur propre de Lω d’après le lemme 5.6. Et dans ce cas on a ρ (Lω) = |1− ω|
(figure 5.2).
Si r ∈ ]0, 1[ , d’après les lemmes 5.6 et 5.7 on a pour ω ∈ ]ω0 (μ) , 2[ ⊂ ]1, 2[ ,
ρ (Lω) = |1− ω| = 1 − ω. Si ω ∈ ]0, ω0 (μ)[ , en remarquant que la fonction
μ �→ λ1 (μ, ω) est décroissante et μ �→ λ2 (μ, ω) croissante sur R+, on déduit
avec les notations du lemme 5.6 que les valeurs propres de Lω vérifient :

λ1 (μp, ω) ≤ · · · ≤ λ1 (μ1, ω) < 1− ω < λ2 (μ1, ω) ≤ · · · ≤ λ2 (μp, ω)

et ρ (Lω) = λ2 (μp, ω) = λ2 (r, ω) .

�

1 2

1

ω

ρ (Lω)

Figure 5.2 –

Du point de vue numérique il est préférable de surestimer la valeur optimale de
ω du fait que la pente de la demi-tangente à droite en ω0 (r) est égale à 1 alors
qu’elle infinie à gauche.

Si on sait calculer la valeur optimale de ω, ce choix n’est pas judicieux dès
la première itération. Le procédé d’accélération de convergence de Tchebychev
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Méthode de relaxation 187

consiste à changer de paramètre ω à chaque itération de la manière suivante.
Pour première valeur de ω, on prend ω1 = 1, puis à l’étape suivante on prend
ω2 =

1

1− ρ(J)2

2

et aux étapes suivantes on prendra ωk+1 =
1

1− ρ(J)2ωk

4

. La suite

(ωk)k∈N
converge en fait vers ω0 (r) et le procédé de Tchebychev va diminuer, en

général, le nombre d’itérations.
Lorsque la dimension du système est très grande, on aura intérêt à partitionner

la matrice A en blocs, ce découpage étant adapté à la forme particulière de A. On
a donc :

A = A =

⎛⎜⎜⎜⎝
A11 A12 · · · A1m

A21 A22 · · · A2m

...
...

. . .
...

Am1 Am2 · · · Amm

⎞⎟⎟⎟⎠
où Aij est une matrice à ni lignes et nj colonnes, avec

n∑
i=1

ni = n. Les matrices

Aii étant supposées inversibles. Le second membre b et l’inconnue x sont alors
partitionnés de manière analogue, soit :

b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
B1

B2

.

.
Bm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
X1

X2

.

.
Xm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Le système à résoudre peut alors s’écrire par blocs :

m∑
j=1

AijXj = Bi (i = 1, · · · ,m)

Et les formules pour la méthode de relaxation s’écrivent :

X(k+1) = X(k) − ωΞ(k+1) (k ≥ 0)

où Ξ(k+1) est le vecteur résidu défini par :

Ξ(k+1) = A−1
ii

⎛⎝i−1∑
j=1

AijX
(k+1)
j +

n∑
j=i

AijX
(k)
j −Bi

⎞⎠ (i = 1, · · · ,m)

Cette méthode est la méthode de relaxation par blocs et est intéressante si les
Aii sont facilement inversibles.

La méthode de relaxation est utilisée pour la résolution d’une équation aux
dérivées partielles de type elliptique par la méthode des différences finies. On aura
à résoudre des systèmes tridiagonaux par blocs, les matrices blocs de la diagonale
étant tridiagonales et les autres diagonales.
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188 Systèmes linéaires

5.15 Méthodes de descente et de gradient
L’espace vectoriel Rn est muni de sa structure euclidienne canonique. On note

〈· | ·〉 le produit scalaire euclidien, ‖·‖2 la norme associée et l’espace vectoriel
Mn (R) est muni de la norme matricielle induite par |||·|||2 .

On désigne par (ek)1≤k≤n la base canonique de Rn.
On rappelle qu’une fonction ϕ définie sur un ouvert non vide O de Rn et à

valeurs réelles est dite différentiable en x ∈ O s’il existe une forme linéaire L sur
Rn telle que ϕ (x+ h) = ϕ (x) + L (h) + o (‖h‖) pour tout h dans un voisinage de
0. Le vecteur gradient de ϕ en x est le vecteur noté dϕ (x) défini par :

∀h ∈ Rn, L (h) = 〈dϕ (x) | h〉

Dans la base canonique de Rn ce vecteur s’écrit dϕ (x) =

n∑
k=1

∂ϕ

∂xk
(x) ek.

On dit que la fonction ϕ est différentiable sur O si elle est différentiable en tout
point de O.

On dit la fonction ϕ admet un minimum [resp. maximum] local en x0 ∈ O s’il
existe un voisinage ouvert V de x0 dans O tel que :

∀x ∈ V , ϕ (x) ≥ ϕ (x0) [resp. ϕ (x) ≤ ϕ (x0)

On dit la fonction ϕ admet un extremum local en x0 ∈ O, si elle admet un
minimum ou un maximum local en x0.

On rappelle enfin un résultat donnant une condition nécessaire pour qu’une
fonction différentiable en un point d’un ouvert de Rn admette un extremum local
en ce point.

Théorème 5.12.

Soient O un ouvert non vide de Rn, ϕ une fonction définie sur O à valeurs
réelles et différentiable en un point x0 ∈ O. Si ϕ admet un extremum local
en x0, le vecteur gradient dϕ (x0) est alors nul.

Preuve. On suppose que ϕ admet un maximum local en x0. L’ensemble O étant
ouvert, pour tout vecteur h ∈ Rn il existe un réel α strictement positif tel que la
fonction f : t �→ ϕ (x0 + th) soit définie sur ]−α, α[ . Cette fonction est dérivable
en 0 avec f ′ (0) = 〈dϕ (x0) | h〉 . En écrivant que :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f ′ (0) = lim
t→0
t>0

ϕ (x0 + th)− ϕ (x0)

t
≤ 0

f ′ (0) = lim
t→0
t<0

ϕ (x0 + th)− ϕ (x0)

t
≥ 0

on déduit que f ′ (0) = 0. On a donc ainsi montré que 〈dϕ (x0) | h〉 = 0 pour tout
h ∈ Rn, ce qui équivaut à dϕ (x0) = 0. �
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Méthodes de descente et de gradient 189

Définition 5.8. On appelle fonctionnelle quadratique sur Rn toute fonction
ϕ définie sur Rn à valeurs réelles telle que :

∀x ∈ Rn, ϕ (x) =
1

2
〈Ax | x〉 − 〈b | x〉

où A est une matrice symétrique réelle d’ordre n et b un vecteur de Rn.

Pour la suite de ce paragraphe, on se donne une matrice symétrique réelle définie
positive d’ordre n, un vecteur non nul b dans Rn et on note ϕ la fonctionnelle
quadratique associée.

Pour tout réel λ on désigne par Hλ l’hyper-quadrique d’équation ϕ (x) = λ.
La matrice A étant inversible, le système linéaire Ax = b admet une unique

solution que nous noterons u. On a écarté le cas b = 0 qui donne la solution
triviale u = 0.

Du fait que la matrice A est symétrique, on déduit que pour tout vecteur δ ∈ Rn

et tout réel t, on a :

ϕ (u+ tδ) =
1

2
〈Aδ | δ〉 t2 + 〈Au− b | δ〉 t+ ϕ (u)

et avec Au = b, ϕ (u) = −1

2
〈Au | u〉 , on obtient :

ϕ (u+ tδ) =
1

2
〈Aδ | δ〉 t2 − 1

2
〈Au | u〉 (5.10)

Le vecteur u étant non nul (on a pris b non nul), on a 〈Au | u〉 > 0 (la ma-
trice A est définie positive) et pour δ non nul le vecteur u + tδ appartient à
l’hyper-quadrique Hλ si, et seulement si, t est solution de l’équation polynomiale
〈Aδ | δ〉 t2 = 2λ + 〈Au | u〉 . Pour λ positif ou nul on a deux solutions réelles,

t = ±
√

2λ+ 〈Au | u〉
〈Aδ | δ〉 .

Le vecteur δ étant quelconque dans Rn \ {0} , on déduit que pour tout réel λ
positif ou nul l’ensemble Hλ est un hyper-ellipsoïde de centre u.

Lemme 5.8 La fonctionnelle quadratique ϕ associée à la matrice A et au vecteur
b est différentiable sur Rn avec :

∀x ∈ Rn, dϕ (x) = Ax− b

Preuve. En utilisant la symétrie de la matrice A, on a pour tous vecteurs x, h
dans Rn :

ϕ (x+ h) = ϕ (x) + 〈Ax− b | h〉+ 1

2
〈Ah | h〉

et avec |〈Ah | h〉| ≤ |||A|||2 ‖h‖
2
2 , on déduit le résultat. �

Le vecteur gradient dϕ (x) = Ax− b est aussi appelé vecteur résidu et souvent
noté r (x) .

Pour tout réel λ positif ou nul le vecteur dϕ (x) est dirigé suivant la normale à
l’hyper-ellipsoïde Hλ passant par le centre u.
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Théorème 5.13.

La solution u du système linéaire Ax = b est le vecteur qui réalise le
minimum global de la fonctionnelle quadratique ϕ.

Preuve. En utilisant (5.10) avec t = 1 et δ = x − u, on a pour tout vecteur x

dans Rn, ϕ (x) =
1

2
〈A (x− u) | x− u〉 − 1

2
〈Au | u〉 . La matrice A étant définie

positive, on en déduit que :

∀x ∈ Rn \ {0} , ϕ (x) > −1

2
〈Au | u〉 = ϕ (u)

ce qui entraîne que ϕ atteint son minimum en u et que ce minimum est unique sur
Rn. Réciproquement si ϕ admet un extremum global en x ∈ Rn alors dϕ (x) = 0,
c’est-à-dire que x est solution de Ax = b et nécessairement x = u. Cet extremum
est un minimum et il est unique. �

La résolution du système linéaire Ax = b est donc équivalente à la résolution
du problème d’optimisation sans contraintes qui consiste à déterminer le vecteur u
de Rn solution de ϕ (u) = inf

x∈Rn
ϕ (x) . Le principe des méthodes de descente pour

résoudre ce type de problème consiste à construire une suite de vecteurs (xk)k∈N

destinée à converger vers la solution cherchée u telle que le passage de xk à xk+1

se fait en résolvant un problème de minimisation plus simple à une variable. À
chaque itération on se donne une direction de descente δk ∈ Rn\{0} et on cherche à
minimiser la restriction de ϕ à la droite passant par xk et dirigée par δk, c’est-à-dire
qu’on veut minimiser la fonction d’une variable réelle t �→ ϕk (t) = ϕ (xk + tδk) .
En remarquant (grâce à la symétrie de la matrice A) que :

ϕk (t) =
1

2
〈Aδk | δk〉 t2 + 〈dϕ (xk) | δk〉 t+ ϕ (xk)

est un polynôme de degré 2 à coefficient dominant strictement positif (la matrice
A est définie positive et le vecteur δk est non nul), on calcule facilement la valeur
de t qui réalise le minimum de la fonction ϕk sur R. Cette valeur est donnée par

tk = −〈dϕ (xk) | δk〉
〈Aδk | δk〉

. En notant rk = dϕ (xk) = Axk − b = A (xk − u) le vecteur

résidu d’ordre k, le vecteur xk+1 s’écrit xk+1 = xk − 〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

δk.

Lemme 5.9 Avec les notations qui précèdent, le vecteur rk+1 est orthogonal au
vecteur δk.

Preuve. On a rk+1 = Axk+1 − b = Axk − b+ tkAδk = rk + tkAδk et :

〈rk+1 | δk〉 = 〈rk | δk〉 −
〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

〈Aδk | δk〉 = 0

�
Pour n = 2, le vecteur rk+1 = dϕ (xk+1) est orthogonal à l’ellipse Hϕ(xk+1) et

δk orthogonal à rk+1 est donc tangent à cette ellipse.
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C’est le choix des vecteurs de descente qui va définir une méthode.
En prenant δk = e1, on obtient, en notant x

(k)
j les composantes du vecteur

xk dans la base canonique de Rn, xk+1 = xk − 1

a11

⎛⎝ n∑
j=1

a1jx
(k)
j − b1

⎞⎠ e1, ce qui

donne les formules : ⎧⎪⎨⎪⎩ a11x
(k+1)
1 = −

n∑
j=2

a1jx
(k)
j + b1

x
(k+1)
j = x

(k)
j (j = 2, · · · , n)

En remplaçant le vecteur xk par le vecteur, encore noté xk, de composantes
x
(k+1)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)

n et en prenant δk = e2, on obtient pour la deuxième compo-
sante de xk+1 :

a22x
(k+1)
2 = −a21x

(k+1)
1 −

n∑
j=3

a2jx
(k)
j + b2

les autres composantes de xk étant inchangées. En continuant ainsi avec e3, · · · , en
on retrouve les formules de Gauss-Seidel (paragraphe 5.13). On sait que pour A
symétrique définie positive cette méthode est convergente.

Le théorème qui suit nous indique comment choisir des directions de descente
qui assurent la convergence de la méthode.

On note 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres de la matrice A rangées dans
l’ordre croissant.

Lemme 5.10 Avec les notations qui précèdent, pour tout vecteur x dans Rn, on
a 〈Ax | x〉 ≥ λ1 ‖x‖22 .

Preuve. La matrice A, symétrique, se diagonalise dans une base orthonormée
(fk)1≤k≤n avec Afk = λkfk pour tout entier k compris entre 1 et n. Dans cette

base on a x =
n∑

k=1

αkfk et Ax =

n∑
k=1

αkλkfk, de sorte que :

〈Ax | x〉 =
n∑

k=1

λkα
2
k ≥ λ1

n∑
k=1

α2
k = λ1 ‖x‖22

�
Théorème 5.14.

Soit (xk)k∈N
la suite de vecteurs définie par :⎧⎨⎩ x0 ∈ Rn

∀k ∈ N, xk+1 = xk − 〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

δk
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où rk = Axk − b est le vecteur résidu d’ordre k et δk un vecteur unitaire
dans Rn. S’il existe un réel α strictement positif tel que :

∀k ∈ N, 〈rk | δk〉 ≥ α ‖rk‖2 (5.11)

la suite (xk)k∈N
converge alors vers la solution du système linéaire Ax = b.

Preuve. Si il existe un entier naturel k0 tel que rk0
soit nul, la suite (xk)k∈N

est
alors stationnaire sur u à partir du rang k0 et c’est terminé. On suppose donc rk
non nul pour tout entier naturel k.

On remarque tout d’abord que les inégalités (5.11) entraînent 0 < α ≤ 1. En
effet avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a 〈rk | δk〉 ≤ ‖δk‖2 ‖rk‖2 = ‖rk‖2 ce
qui entraîne α ≤ 1 puisque rk est non nul. Avec les inégalités :

∀k ∈ N, ‖xk − u‖22 ≤ 1

λ1
〈A (xk − u) | xk − u〉 = 1

λ1
ek

il suffit de montrer que la suite (ek)k∈N
converge vers 0 sur R.

Pour tout entier naturel k on a ek = 〈Axk − b | xk − u〉 = 〈rk | xk − u〉 et avec
〈rk+1 | δk〉 = 0, on déduit que :

ek+1 =

〈
rk+1 | xk − u− 〈rk | δk〉

〈Aδk | δk〉
δk

〉
= 〈rk+1 | xk − u〉

Avec rk+1 = rk − 〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

Aδk (démonstration du lemme 5.9) on déduit que :

ek+1 = ek − 〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

〈Aδk | xk − u〉

Enfin avec la symétrie de la matrice A et Au = b on peut écrire que :

〈Aδk | xk − u〉 = 〈δk | Axk − b〉 = 〈δk | rk〉

et ek+1 = ek − 〈rk | δk〉2
〈Aδk | δk〉

.

Avec l’hypothèse rk non nul pour tout entier naturel k on déduit que ek est non
nul pour tout entier naturel k et l’égalité précédente s’écrit :

ek+1 = ek

(
1− 1

ek

〈rk | δk〉2
〈Aδk | δk〉

)
(5.12)

Avec les inégalités :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
〈rk | δk〉 ≥ α ‖rk‖2
〈Aδk | δk〉 ≤ |||A|||2 ‖δk‖

2
2 = |||A|||2 = λn

ek =
〈
rk | A−1rk

〉
≤
∣∣∣∣∣∣A−1

∣∣∣∣∣∣
2
‖rk‖22 =

1

λ1
‖rk‖22
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on déduit que ek+1 ≤
(
1− λ1

λn
α2

)
ek, ce qui s’écrit ek+1 ≤

(
1− cond2 (A)α2

)
ek.

Avec α et cond2 (A) dans l’intervalle ]0, 1] on déduit que :

∀k ∈ N, 0 < ek ≤ βke0

avec β = 1− cond2 (A)α2 ∈ [0, 1[ . Il en résulte que lim
k→+∞

ek = 0 et lim
k→+∞

xk = u.

�
En désignant par θk la mesure dans [0, π] de l’angle des vecteurs rk et δk, la

condition (5.11) s’écrit :
∀k ∈ N, cos (θk) ≥ α

avec α ∈ ]0, 1] . En particulier on a θk ∈
[
0,

π

2

[
et les vecteurs rk et δk ne sont pas

orthogonaux.
Le cas θk = 0 est réalisé pour δk =

1

‖rk‖2
rk (et donc α = 1) en supposant

toujours rk non nul. La méthode obtenue pour ces choix de vecteurs de descente
est la méthode de plus profonde descente ou méthode du gradient (rk = dϕ (xk))
à paramètre optimal.

Le théorème précédent nous dit que cette méthode est convergente et nous
donne une majoration de l’erreur, ce qui est résumé par le résultat suivant.

Théorème 5.15.

Soient A une matrice réelle symétrique définie positive d’ordre n, b un
vecteur non nul dans Rn et (xk)k∈N

la suite de vecteurs définie par :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x0 ∈ Rn

∀k ∈ N, xk+1 =

⎧⎨⎩
xk si rk = Axk − b = 0

xk − ‖rk‖22
〈Ark | rk〉

rk si rk 	= 0

La suite (xk)k∈N
converge vers la solution u du système linéaire Ax = b et

une majoration de l’erreur est donnée par :

∀k ∈ N, ‖xk − u‖2 ≤ γ (1− cond2 (A))
k
2

où γ est une constante réelle.

La méthode du gradient conjugué de Hestenes et Stiefel consiste à construire
la suite (xk)k∈N

de la manière suivante⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x0 ∈ Rn

∀k ∈ N, xk+1 =

⎧⎨⎩ xk si rk = Axk − b = 0

xk − 〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

δk si rk 	= 0

avec les vecteurs de descente δk, pour k ≥ 1 (quand ils existent), choisis dans le
plan engendré par les vecteurs orthogonaux rk et δk−1 de la forme δk = rk+tkδk−1,
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194 Systèmes linéaires

le coefficient tk étant déterminé de sorte que le coefficient 1 − 1

ek

〈rk | δk〉2
〈Aδk | δk〉

qui

intervient dans la formule (5.12) soit minimum.
Si à l’étape k ≥ 1 le vecteur rk est non nul, le vecteur ek = 〈rk | xk − u〉 est

alors déjà déterminé et avec l’orthogonalité des vecteurs rk et δk−1 (lemme 5.9)
on a 〈rk | δk〉 = 〈rk | rk + tkδk−1〉 = ‖rk‖22 qui est également déterminé. Il s’agit
donc de trouver tk ∈ R qui minimise la fonction polynomiale de degré 2 :

Pk (t) = 〈Aδk | δk〉 = 〈Aδk−1 | δk−1〉 t2 + 2 〈Aδk−1 | rk〉 t+ 〈Ark | rk〉

Cette fonction atteint son minimum en tk = − 〈Aδk−1 | rk〉
〈Aδk−1 | δk−1〉

.

On préfère écrire que le réel tk est déterminé par 〈Aδk−1 | rk + tkδk−1〉 = 0, ce
qui équivaut à 〈Aδk−1 | δk〉 = 0.

La matrice A étant symétrique définie positive, l’application (x, y) �→ 〈Ax | y〉
définit un produit scalaire sur Rn et la condition 〈Aδk−1 | δk〉 = 0 signifie que les
vecteurs δk et δk−1 sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

Définition 5.9. Si A est une matrice réelle d’ordre n symétrique définie
positive, on dit alors que deux vecteurs x, y dans Rn sont A-conjugués si
〈Ax | y〉 = 0.

En définitive le vecteur de descente est défini par δk = rk −
〈Aδk−1 | rk〉

〈Aδk−1 | δk−1〉
δk−1

et on a δk 	= 0 avec δk et δk−1 qui sont A-conjugués.

Lemme 5.11 Avec les hypothèses et notations qui précèdent on a :

〈rk+1 | δk−1〉 = 0, 〈rk+1 | rk〉 = 0, tk =
‖rk‖22

‖rk−1‖22
Preuve. On a, en utilisant l’expression de rk+1 obtenue dans la démonstration
du lemme 5.9 :

〈rk+1 | δk−1〉 = 〈rk | δk−1〉 −
〈rk | δk〉
〈Aδk | δk〉

〈Aδk | δk−1〉

avec 〈rk | δk−1〉 = 0 et 〈Aδk | δk−1〉 = 〈Aδk−1 | δk〉 = 0, ce qui donne bien
〈rk+1 | δk−1〉 = 0. Le vecteur rk+1 est orthogonal aux vecteurs δk−1 et δk, il est
donc orthogonal au vecteur rk qui appartient au plan engendré par les vecteurs
δk−1 et δk.

Avec Aδk−1 =
〈Aδk−1 | δk−1〉
〈rk−1 | δk−1〉

(rk − rk−1) , 〈rk | rk−1〉 = 0 et 〈rk | δk−1〉 = 0,

on déduit que :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
〈Aδk−1 | rk〉 =

〈Aδk−1 | δk−1〉
〈rk−1 | δk−1〉

‖rk‖22

〈Aδk−1 | δk−1〉 = −〈Aδk−1 | δk−1〉
〈rk−1 | δk−1〉

〈rk−1 | δk−1〉
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Méthodes de descente et de gradient 195

et tk =
‖rk‖22

〈rk−1 | δk−1〉
. Enfin avec δk = rk + tkδk−1 et 〈rk | δk−1〉 = 0, on déduit

que 〈rk | δk〉 = ‖rk‖22 et tk =
‖rk‖22

‖rk−1‖22
. �

En résumé, à l’étape k ≥ 1, en supposant toujours que rk est non nul, le calcul
de xk+1 se fait de la manière suivante :

δk = rk +
‖rk‖22

‖rk−1‖22
δk−1, xk+1 = xk − 〈rk | δk〉

〈Aδk | δk〉
δk (5.13)

Pour l’initialisation on se donne un vecteur x0 dans Rn et on prend δ0 = r0.

Lemme 5.12 Avec les hypothèses et notations qui précèdent, pour j compris entre
0 et k, les vecteurs rj sont deux à deux orthogonaux et les vecteurs δj sont deux à
deux A-conjugués.

Preuve. Si r0 = Ax0 − b est non nul, on pose alors δ0 = r0 et on peut construire
les vecteurs x1, r1 et δ1, le vecteur r1 étant orthogonal à δ0 = r0 et le vecteur δ1
A-conjugué avec δ0.

Supposons le résultat acquis jusqu’à l’ordre j − 1 avec j compris entre 2 et k.
Il s’agit alors de montrer que 〈rj | δi〉 = 0 et 〈Aδj | δi〉 = 0 pour i compris entre 0
et j − 1. On sait déjà que ces égalités sont vérifiées pour i = j − 1. On a :

rj = rj−1 +
〈rj−1 | δj−1〉
〈Aδj−1 | δj−1〉

Aδj−1

et avec 〈rj−1 | rj−2〉 = 0, il reste 〈rj | rj−2〉 =
〈rj−1 | δj−1〉
〈Aδj−1 | δj−1〉

〈Aδj−1 | rj−2〉 .
Pour j = 2 on a r0 = δ0 et 〈Aδ1 | r0〉 = 〈Aδ1 | δ0〉 = 0.

Pour j > 2, on a rj−2 = δj−2 −
‖rj−2‖22
‖rj−3‖22

δj−3 et avec l’hypothèse de récurrence

on aboutit à 〈Aδj−1 | rj−2〉 = 〈Aδj−1 | δj−2〉 −
‖rj−2‖22
‖rj−3‖22

〈Aδj−1 | δj−3〉 = 0.

On a donc 〈rj | rj−2〉 = 0.
D’autre part, on a :

〈Aδj | δj−2〉 = 〈δj | Aδj−2〉 =
〈
rj +

‖rj‖22
‖rj−1‖22

δj−1 | Aδj−2

〉
= 〈rj | Aδj−2〉

et avec rj−1 = rj−2 +
〈rj−2 | δj−2〉
〈Aδj−2 | δj−2〉

Aδj−2, on a :

〈rj | Aδj−2〉 =
〈Aδj−2 | δj−2〉
〈rj−2 | δj−2〉

(〈rj | rj−1〉 − 〈rj | rj−2〉) = 0

(on a 〈rj−2 | δj−2〉 = ‖rj−2‖22 	= 0). On a donc 〈Aδj | δj−2〉 = 0. De manière
analogue on montre que 〈rj | ri〉 = 0 et 〈Aδj | δi〉 = 0 pour i = j − 3, · · · , 0. �
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196 Systèmes linéaires

Les vecteurs rj étant deux à deux orthogonaux et non nuls pour j compris entre
0 et k, on a nécessairement k ≤ n−1 (dans Rn il n’est pas possible d’avoir plus de
n vecteurs orthogonaux non nuls, puisqu’un tel système est nécessairement libre),
c’est-à-dire que le vecteur rn est nécessairement nul. Précisément il existe un entier
p compris entre 0 et n− 1 tel que rp 	= 0 et rp+1 = 0, ce qui équivaut à Axp+1 = b
et Axk = b pour tout k ≥ p+1. En d’autres termes on a obtenu le résultat suivant.

Théorème 5.16. Stiefel

La méthode du gradient conjugué converge en n itérations au plus, c’est-
à-dire que la suite de vecteurs (xk)k∈N

définie par (5.13) avec x0 ∈ Rn et
δ0 = r0 est stationnaire à partir d’un rang p ≤ n sur la solution du système
linéaire Ax = b.

5.16 Exercices

Exercice 5.1. Soient α, β dans K et A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n la matrice
d’ordre n supérieur ou égal à 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{

aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur α et β pour que la
matrice A (α, β) soit inversible.

2. On suppose que A (α, β) est inversible. Résoudre le système linéaire
A (α, β)x = e dans les deux cas suivants :

(a) Toutes les composantes de e valent 1.
(b) e est un vecteur quelconque.

Solution.

1. Le déterminant de A (α, β) est Δ(α, β) = (β + (n− 1)α) (β − α)
n−1 (exercice

1.7), donc A (α, β) est inversible si, et seulement si, β 	= α et β 	= − (n− 1)α.

2.

(a) Ajoutant les lignes 2 à n à la première, on obtient α
n∑

j=1

xj =
nα

β + (n− 1)α
,

puis en retranchant cette équation aux équations 1 à n, on obtient :

∀i ∈ {1, · · · , n} , xi =
1

β + (n− 1)α
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(b) Les mêmes opérations qu’en 2a donnent α
n∑

j=1

xj =
αS (e)

β + (n− 1)α
, où S (e) =

n∑
i=1

ei, puis :

∀i ∈ {1, · · · , n} , xi =
1

β − α

(
ei −

αS (e)

β + (n− 1)α

)

Exercice 5.2. Pour tout entier n ≥ 1, on note Hn la matrice de Hilbert
d’ordre n définie par Hn =

((
1

i+ j − 1

))
1≤i,j≤n

.

1. Calculer le coefficient de 1

X + n
dans la décomposition en éléments

simples de la fraction rationnelle Rn (X) =

n∏
k=1

(X − k)

n∏
k=0

(X + k)
.

2. On note An = ((aij))1≤i,j≤n la matrice d’ordre n définie par :

aij =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

i+ j − 1
si j = 1, · · · , n− 1, i = 1, · · · , n

Rn−1 (i) si j = n, i = 1, · · · , n

(a) Montrer que det (An) =

(
2n

n

)
det (Hn) .

(b) Montrer que det (An) = Rn−1 (n) det (Hn−1) .

3. En notant, pour n ∈ N∗, Φn =

n∏
k=1

k!, montrer que det (Hn) =
Φ4

n−1

Φ2n−1
.

4. Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a det (Hn) ≤
1

nn
.

Solution.

1. La décomposition en éléments simples de Rn s’écrit Rn (X) =

n∑
k=0

λk,n

(X + k)
, avec

λk,n = lim
x→−k

((x+ k)Rn (x)) . En particulier le coefficient de
1

X + n
est donné

par λn,n =
(2n)!

(n!)
2 =

(
2n

n

)
.
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2. On a, en notant hij =
1

i+ j − 1
pour i, j compris entre 1 et n :

An =

⎛⎜⎜⎜⎝
h11 · · · h1,n−1 Rn−1 (1)
h21 · · · h2,n−1 Rn−1 (2)

...
. . .

...
...

hn1 · · · hn,n−1 Rn−1 (n)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

avec Rn−1 (i) =
n−1∑
k=0

λk,n−1

(i+ k)
=

n−1∑
k=0

λk,n−1hi,k+1 =

n∑
j=1

λj−1,n−1hi,j pour tout i

compris entre 1 et n.

(a) En notant Cj la colonne numéro j de Hn, la colonne numéro n de An

est combinaison linéaire des C1, · · · , Cn. Le déterminant étant une forme
n-linéaire alternée, on en déduit que :

det (An) = λn−1,n−1 det (Hn) =

(
2 (n− 1)

n− 1

)
det (Hn)

(b) On a Rn−1 (i) = 0 pour i = 1, · · · , n− 1 et en développant le déterminant
suivant la dernière colonne, on en déduit que det (An) = Rn−1 (n) det (Hn−1) .

3. On en déduit que det (Hn) =
Rn−1 (n)

λn−1,n−1
det (Hn−1) avec λn−1,n−1 =

(2n− 2)!

((n− 1)!)
2

et Rn−1 (n) =
((n− 1)!)

2

(2n− 1)!
, ce qui donne :

det (Hn) =
((n− 1)!)

4

(2n− 1)! (2n− 2)!
det (Hn−1)

Par récurrence, on en déduit que :

det (Hn) =
((n− 1)! (n− 2)! · · · 2!)4
(2n− 1)! (2n− 2)! · · · 3!2! =

Φ4
n−1

Φ2n−1

4. On a det (Hn) =
((n− 1)! (n− 2)! · · · 2!)3
(2n− 1)! (2n− 2)! · · ·n! , soit avec

(
2k

k

)
=

(2k)!

(k!)
2 :

det (Hn) =
(n− 1)!

(2n− 1)!

1(
2(n−1)
n−1

) (n− 2)!

(2n− 3)!

1(
2(n−2)
n−2

) · · · 2!
5!

1(
4
2

) 1

3!

1(
2
1

)
En posant ψk =

k!

(2k + 1)!

1(
2k

k

) , on a det (Hn) =

n−1∏
k=1

ψk. Avec
(
2k

k

)
≥ 1, on

déduit que ψk ≤ 1 et :

det (Hn) ≤ ψn−1 =
(n− 1)!

(2n− 1)!

1(
2(n−1)
n−1

) ≤ (n− 1)!

(2n− 1)!
=

1

(2n− 1) · · ·n ≤ 1

nn

Ce qui nous dit que det (Hn) tend vers 0 très vite quand n tend vers l’infini.
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Exercice 5.3. Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 c1 0 · · · 0

b2 a2 c2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . bn−1 an−1 cn−1

0 · · · 0 bn an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
une matrice

tridiagonale à coefficients réels ou complexes dont tous les déterminants
principaux sont non nuls. Donner un algorithme de calcul du déterminant
de la matrice A. Décrire un algorithme de résolution du système linéaire
Ax = e qui utilise la méthode de Gauss sans échange de lignes.

Solution. En notant Dk le déterminant principal d’ordre k d’une matrice tridia-
gonale d’ordre n et en développant Dk suivant la dernière ligne on a la relation
de récurrence Dk = akDk−1 − bkck−1Dk−2, ce qui donne, avec les valeurs initiales
D0 = 1 et D1 = a1, un algorithme de calcul très simple.

Dans le cas où tous les déterminants principaux de la matrice A sont non nuls,
la méthode de Gauss peut s’effectuer sans permutation de lignes (une telle per-
mutation ferait perdre le caractère tridiagonal), on n’aura à chaque étape qu’une
ligne à traiter et pour chaque ligne seulement deux opérations.

À l’étape k de la méthode, la ligne Lk du système devient Lk − mkLk−1

(k = 2, · · · , n) avec mk =
bk

ak−1
. Ce qui donne les formules de transformations :

bk = 0, ak = ak −mkck−1, ck inchangé, ek = ek −mkek−1

Le système triangulaire supérieur obtenu sera bidiagonal et aura pour solution :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
xn =

en
an

xi =
(ei − cixi+1)

ai
(i = n− 1, · · · , 1)

Cette méthode de résolution d’un système tridiagonal est la méthode de double
balayage de Cholesky. Le produit des ai donnera, en fin d’opération, le détermi-
nant de la matrice A.

Exercice 5.4. On reprend les notations de l’exercice 5.3. Décrire un al-
gorithme de résolution du système Ax = e qui utilise la décomposition LR.
Décrire un algorithme de calcul de l’inverse de A qui utilise la décomposition
LR.

Solution. Si tous les déterminants principaux de la matrice A sont non nuls
on sait alors que cette matrice admet une décomposition LR avec L triangulaire
inférieure à diagonale unité et R triangulaire supérieure.
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On cherche les matrices L et R sous la forme bidiagonale, soit :

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 · · · 0

L2 1 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . Ln−1 1 0

0 · · · 0 Ln 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1 r1 0 · · · 0

0 d2 r2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 0 dn−1 rn−1

0 · · · 0 0 dn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On effectuant le produit A = LR et en identifiant avec les coefficients de A, on
obtient alors : {

d1 = a1
rj = cj (j = 1, · · · , n− 1)

puis :

Lj+1 =
bj+1

dj
, dj+1 = aj+1 − rjLj+1 (j = 1, · · · , n− 1)

On en déduit alors une méthode de résolution d’un système tridiagonal utilisant la
décomposition LR. Soit donc à résoudre le système linéaire Ax = e. Tout d’abord,
on résout le système linéaire Ly = e, ce qui donne :{

y1 = e1
yj = ej − Ljyj−1 (j = 2, · · · , n)

Puis on résout le système linéaire Rx = y, ce qui donne :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
xn =

yn
dn

xj =
(yj − rjxj+1)

dj
(j = n− 1, · · · , 1)

On a A−1 = R−1L−1. En utilisant les résultats du paragraphe 5.3, on sait que les
coefficients de U = R−1 et V = L−1 sont donnés, pour j compris entre 1 et n,
par :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ujj =
1

dj

uij = −riui+1,j

di
(i = j − 1, · · · , 1)

uij = 0 (i = j + 1, · · · , n)

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
vij = 0 (i = 1, · · · , j − 1)

ujj = 1

vij = −Liui−1,j (i = j + 1, · · · , n)

Les coefficients de W = A−1 sont alors donnés par wij =

n∑
k=max(i,j)

uikvkj pour i,

j compris entre 1 et n.
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Exercice 5.5. On note An la matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 2
définie par An = ((aij))1≤i,j≤n , avec :{

aij = n− j + 1 pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n
aij = aji pour 1 ≤ j < i ≤ n

1. Calculer det (An) .

2. Calculer l’inverse Bn de la matrice An.

3. Donner la décomposition LR de An.

Solution.

1. On a An =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n n− 1 · · · 2 1

n− 1 n− 1 · · · 2 1
...

...
...

...
...

2 2 · · · 2 1
1 1 · · · 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . En retranchant la deuxième ligne

à la première, on déduit que det (An) = det (An−1) pour tout n ≥ 2, puis par
récurrence que det (An) = 1.

2. La matrice An est inversible dans Mn (Z) (son déterminant vaut 1), c’est-à-dire
que les coefficients de A−1

n sont entiers. Après quelques expériences numériques
on fait l’hypothèse que :

A−1
n = Bn =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Pour vérifier cette hypothèse, il suffit de vérifier que la colonne numéro j de Bn

est solution du système linéaire Anx = ej où ej est le j-ième vecteur de base
canonique de Rn.

3. Si An = LR, alors A−1
n = R−1L−1 avec L′ = L−1 triangulaire inférieure à

diagonale unité et R′ = R−1 triangulaire supérieure. La matrice Bn étant tri-
diagonale, on cherche les matrices L′ et R′ sous la forme :

L′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 · · · 0

L′
2 1 0

. . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . L′

n−1 1 0
0 · · · 0 L′

n 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d′1 r′1 0 · · · 0

0 d′2 r′2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 0 d′n−1 r′n−1

0 · · · 0 0 d′n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Par identification des coefficients dans le produit A−1
n = R−1L−1, on obtient :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

r′i = −1, (i = 1, · · · , n− 1)

d′1 =
1

n

d′i = − 1

L′
i

=
n+ 2− i

n+ 1− i
, (i = 2, · · · , n)

On vérifie alors que l’inverse de la matrice R′ est la matrice :

R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n n− 1 · · · 2 1
0 n−1

n · · · 2
n

1
n

0
. . . . . .

...
...

...
. . . 0 2

3
1
3

0 · · · 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et que l’inverse de la matrice L′ est la matrice :

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 · · · 0

n−1
n 1 0

. . . 0
...

...
. . . . . .

...
2
n

2
n−1 · · · 1 0

1
n

1
n−1 · · · 1

2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Exercice 5.6. Soient α, β dans K avec β 	= 0 et A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n
la matrice d’ordre n supérieur ou égal à 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{

aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

1. Calculer le rayon spectral de la matrice J intervenant dans la méthode
de Jacobi (on peut utiliser les résultats de l’exercice 3.20).

2. Donner une condition nécessaire est suffisante sur la matrice A (α, β)
pour que la méthode de Jacobi converge.

3. Montrer que si la méthode de Jacobi converge, celle de Gauss-Seidel
converge aussi.

Solution. On pose D = βIn et N = D − A (α, β) . La matrice intervenant dans

la méthode de Jacobi est alors donnée par J = D−1N = A

(
−α

β
, 0

)
.

1. Le rayon spectral de J est donné par ρ (J) = ρ

(
A

(
−α

β
, 0

))
= (n− 1)

|α|
|β|

(exercice 3.20).
2. La méthode de Jacobi est convergente si, et seulement si, le rayon spectral de J

est strictement inférieur à 1, ce qui équivaut à |β| > (n− 1) |α| , ce qui encore
équivalent à dire que la matrice A (α, β) est à diagonale strictement dominante.
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3. Si la méthode de Jacobi converge, A (α, β) est alors à diagonale strictement
dominante et la méthode de Gauss-Seidel converge aussi.

Exercice 5.7. On garde les notations de l’exercice 5.6 et en utilisant les
notations de l’exercice 1.8 (question 2), on pose M = M (α, β, 0) , N =
M − A (α, β) et G = M−1N désigne la matrice qui intervient dans la
méthode de Gauss-Seidel.
1. Calculer le polynôme caractéristique de G.

2. Montrer que 0 est valeur propre de G et calculer le produit des valeurs
propres non nulles dans le cas où α est non nul.

3. Montrer que pour |α| ≥ |β| , la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas.

Solution.

1. Le polynôme caractéristique de G est :

χG (X) = det
(
XIn −M−1N

)
= det

(
M−1

)
det (MX −N)

Soit en utilisant les notations et les résultats de l’exercice 1.8 :

χG (X) =
det (M (αX, βX, α))

βn
=

(β − α)
n
Xn −X (βX − α)

n

βn (1−X)

Ce qui peut aussi s’écrire :

χG (X) =

(X − 1)

(
X − α

β

)n

+

(
X − α

β

)n

−
(
1− α

β

)n

Xn

X − 1

=

(
X − α

β

)n

+
α

β

n∑
k=1

(
X − α

β

)n−k (
1− α

β

)k−1

Xk−1

2. On a χG (0) = 0, χ′
G (0) = lim

x→0

χG (x)

x
= (−1)

n αn

βn
. Pour α non nul, 0 est valeur

propre simple de G et en écrivant χG sous la forme χG (X) = X

n∏
i=2

(X − λi) ,

on en déduit que le produit des valeurs propres non nulles de G est donné par
n∏

i=2

λi =
αn

βn
.

3. Pour |α| ≥ |β| , on a

∣∣∣∣∣
n∏

i=2

λi

∣∣∣∣∣ ≥ 1, donc ρ (G) ≥ 1 et la méthode de Gauss-Seidel

ne converge pas.
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Exercice 5.8. Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 c1 0 · · · 0

b2 a2 c2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . bn−1 an−1 cn−1

0 · · · 0 bn an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
une matrice

tridiagonale à coefficients réels ou complexes d’ordre n ≥ 3, les coefficients
ai étant tous non nuls.
1. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice J qui intervient

dans la méthode de Jacobi s’écrit χJ (X) = P
(
X2
)
Xq, où P est un

polynôme tel que P (0) soit non nul.
2. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice G qui intervient

dans la méthode de Gauss-Seidel est tel que χG

(
X2
)
= XnχJ (X) .

3. Montrer que ρ (G) = (ρ (J))
2 et R∞ (G) = 2R∞ (J) et conclure.

Solution. On désigne par D la partie diagonale de A, E sa partie triangulaire
inférieure strict et par F sa partie triangulaire supérieure strict, de sorte que la
matrice A s’écrit A = E + D + F. La matrice qui intervient dans la méthode
de Jacobi est alors donnée par J = −D−1 (E + F ) et celle qui intervient dans la
méthode de Gauss-Seidel par G = − (D + E)

−1
F.

1. Le polynôme caractéristique de J est défini par :

χJ (X) = det
(
XIn +D−1 (E + F )

)
= det

(
D−1

)
det (E + F +DX)

la matrice M = E + F +DX étant tridiagonale. Avec les notations du lemme
5.4, on a M (−1) = −E − F +DX et :

det (M) = det (M (−1)) = (−1)
n
det (E + F −DX)

On en déduit que χJ (−X) = (−1)
n
χJ (X) , donc il existe un polynôme P tel

que P (0) 	= 0 et χJ (X) = P
(
X2
)
Xq.

2. Le polynôme caractéristique de G est défini par :

χG (X) = det
(
XIn + (D + E)

−1
F
)
= det

(
(D + E)

−1
)
det (F + (D + E)X)

avec M = F + (D + E)X tridiagonale. Pour λ > 0, avec les notations du

lemme 5.4, on a M

(
1√
λ

)
=

√
λ (E + F ) + λD =

√
λ
(
E + F +

√
λD
)

et en

conséquence, det (M) = det
(
M
(

1√
λ

))
=
(√

λ
)n

det
(
E + F +

√
λD
)
, donc :

χG

(
X2
)
=

1

det (D + E)
Xn det (E + F +DX)

=
Xn

det (D + E)
χJ (X) det (D) = XnχJ (X)
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3. C’est une conséquence immédiate de ce qui précède. La méthode de Jacobi
converge si, et seulement si, ρ (J) < 1, ce qui équivaut à ρ (G) < 1 donc à
la convergence de la méthode de Gauss-Seidel. En conclusion les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément et dans le cas
de la convergence c’est la méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide.

Exercice 5.9. Soit A une matrice réelle d’ordre n ≥ 2 telle qu’il existe
un réel α strictement positif avec :

∀x ∈ Rn, 〈Ax | x〉 ≥ α ‖x‖22 (5.14)

1. Montrer que pour tout vecteur b ∈ Rn, le système linéaire Ax = b admet
une unique solution u ∈ Rn.

2. Soient θ un réel et (xk)k∈N
la suite de vecteurs définie par :{

x0 ∈ Rn

∀k ∈ N, xk+1 = xk − θ (Axk − b)
(5.15)

Montrer que pour θ ∈
]
0,

2α

|||A|||22

[
la suite (xk)k∈N

converge vers u.

Solution.

1. Avec l’inégalité (5.14) , on déduit que l’équation Ax = 0 équivaut à x = 0, ce
qui équivaut à dire que la matrice A est inversible. En conséquence, pour tout
vecteur b ∈ Rn le système linéaire Ax = b admet une unique solution u ∈ Rn.

2. On note rk = Axk−b le vecteur résidu d’ordre k. La suite (xk)k∈N
converge vers

u si, et seulement si, la suite (rk)k∈N
converge vers le vecteur nul. En remarquant

que rk+1 = rk − θArk = (In − θA) rk, on déduit que rk = (In − θA)
r
r0 pour

tout entier naturel k et la suite (rk)k∈N
converge vers le vecteur nul quelle que

soit la valeur initiale r0 si, et seulement si, ρ (In − θA) est strictement inférieur
à 1. Avec ρ (In − θA) ≤ |||In − θA|||2 , on déduit que si |||In − θA|||2 < 1, la suite
(xk)k∈N

converge alors vers u. Pour x ∈ Rn tel que ‖x‖2 = 1, on a :

‖(In − θA)x‖22 = ‖Ax‖22 θ2 − 2 〈Ax | x〉 θ + ‖x‖22
≤ |||A|||22 ‖x‖

2
2 θ

2 − 2α ‖x‖22 θ + ‖x‖22 = |||A|||22 θ2 − 2αθ + 1

et pour |||A|||22 θ2 − 2αθ + 1 < 1, ce qui équivaut à θ <
2α

|||A|||22
avec θ > 0, on a

|||In − θA|||2 < 1. En conséquence ρ (In − θA) < 1 et la suite (xk)k∈N
converge

vers u.

Exercice 5.10. Soient A une matrice réelle d’ordre n ≥ 2 symétrique
définie positive de valeurs propres 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn et b un vecteur dans
Rn.
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206 Systèmes linéaires

1. Montrer que la matrice A vérifie la condition (5.14) de l’exercice précé-
dent.

2. Montrer que la suite de vecteurs (xk)k∈N
définie par (5.15) dans l’exer-

cice précédent converge vers la solution u du système linéaire Ax = b

quelle que soit la valeur initiale x0 si, et seulement si, θ ∈
]
0,

2

λn

[
.

3. Montrer que, pour x0 donné, le meilleur choix de θ ∈
]
0,

2

λn

[
(i. e. celui

qui assure la convergence la plus rapide) est θ0 =
2

λ1 + λn
et calculer le

rayon spectral ρ0 de la matrice In − θ0A.

4. Calculer les valeurs de θ0 et ρ0 pour la matrice :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Solution.
1. Voir le lemme 5.10.
2. Dans l’exercice précédent on a vu que la suite (xk)k∈N

converge vers u quelle
que soit la valeur initiale x0 si, et seulement si, ρ (In − θA) est strictement
inférieur à 1, ce qui équivaut à dire que pour tout entier j compris entre 1 et n

on a −1 < 1− θλj < 1, ce qui équivaut à θ > 0 et θ <
2

λn
, soit à θ ∈

]
0,

2

λn

[
.

3. Le meilleur choix de θ est celui qui minimise le rayon spectral :

ρ (In − θA) = max
1≤j≤n

|1− θλj | = max (|1− θλ1| , |1− θλn|)

En dessinant le graphe de la fonction θ �→ max (|1− θλ1| , |1− θλn|) , on voit

facilement que cette fonction atteint son minimum en θ0 =
2

λ1 + λn
avec :

ρ0 = ρ (In − θ0A) = max
1≤j≤n

∣∣∣∣1− 2

λ1 + λn
λj

∣∣∣∣
= max

1≤j≤n

(λn − λj)− (λj − λ1)

λ1 + λn
=

λn − λ1

λ1 + λn

Ce qui s’écrit aussi ρ0 =
1− λ1

λn

1 + λ1

λn

=
1− cond2 (A)

1 + cond2 (A)
. La méthode (méthode de

descente à paramètre constant de Richardson) sera donc rapidement conver-
gente pour une matrice bien conditionnée, c’est-à-dire telle cond2 (A) est voisin
de 1.
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4. Les valeurs propres de la matrice A sont données par :

λk (a, b) = 2− 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
= 4 sin2

(
kπ

2 (n+ 1)

)
(1 ≤ k ≤ n)

(exercice 1.9). On a donc :

θ0 =
1

2
(
sin2

(
π

2(n+1)

)
+ sin2

(
nπ

2(n+1)

)) , ρ0 =
sin2

(
nπ

2(n+1)

)
− sin2

(
π

2(n+1)

)
sin2

(
nπ

2(n+1)

)
+ sin2

(
π

2(n+1)

)
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6 Chapitre 6

Calcul approché des valeurs
et vecteurs propres

6.1 Introduction
Le problème de la détermination des valeurs propres d’une matrice est en général

beaucoup plus difficile que celui de la résolution des systèmes linéaires.
Tout d’abord nous allons étudier la méthode de la puissance itérée qui permet de

calculer la valeur propre de plus grand module d’une matrice réelle sous certaines
hypothèses. Puis en itérant ce procédé on peut en déduire les autres quand elles
sont toutes distinctes en modules. Cette méthode, peu performante, est à utiliser
pour les matrices ayant toutes les valeurs propres distinctes ou si on en cherche
seulement à calculer quelques-unes d’entre elles.

D’autres méthodes sont les méthodes de Rutishauser, Givens et Householder et
de Jacobi qui reposent sur le principe suivant : on construit une suite (Ak)k∈N

de
matrices toutes semblables à la matrice A, donc ayant les mêmes valeurs propres,
qui converge vers une matrice plus simple (diagonale pour Jacobi, tridiagonale
pour Givens et Householder, triangulaire pour Rutishauser) encore semblable à
la matrice A. Les valeurs propres cherchées sont alors les termes diagonaux de la
matrice limite, dans le cas des méthodes de Jacobi et de Rutishauser.

Les problèmes posés par ces méthodes sont :

— savoir décrire le passage de Ak à Ak+1 aussi simplement que possible c’est-
à-dire avec un coût de calcul peu élevé ;

— les valeurs propres doivent être bien conservées (stabilité numérique de la
méthode).

Comme pour le chapitre 5, on pourra consulter [ ?] ou [24] pour la programma-
tion des méthodes décrites dans ce chapitre.

6.2 Méthode de la puissance itérée
La méthode de la puissance itérée permet le calcul du rayon spectral de la

valeur propre de plus grand module d’une matrice réelle quand cette valeur propre
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210 Calcul approché des valeurs et vecteurs propres

dominante est unique. Par exemple, les théorèmes de Perron-Frobenius (théorèmes
4.7 et 4.3) nous dit qu’une matrice réelle à coefficients strictement positifs a une
valeur propre dominante unique.

Théorème 6.1.

Soit A une matrice d’ordre n ≥ 2 à coefficients réels telle que la va-
leur propre λ1 de module maximum soit unique. Cette valeur propre est
alors réelle et simple, l’espace propre associé est une droite vectorielle
et on a Rn = ker (A− λ1In) ⊕ Im (A− λ1In) , le sous-espace vectoriel
Im (A− λ1In) étant stable par A.

Preuve. On note λ1, · · · , λn les valeurs propres de A dans C, avec ρ (A) = |λ1| >
|λ2| ≥ |λ3| ≥ ... ≥ |λn| . La valeur propre λ1 est nécessairement réelle et simple
(la matrice A étant réelle son spectre est stable par conjugaison complexe et λ1

est l’unique valeur propre de module maximum). On note E1 = ker (A− λ1In)
et F1 = Im (A− λ1In) . La valeur propre λ1 étant simple, l’espace propre asso-
cié E1 est nécessairement de dimension 1. De plus, il est facile de vérifier que
les sous-espaces vectoriels E1 et F1 sont stables par A. Pour montrer que E1

et F1 sont en somme directe, il suffit de montrer que leur intersection se ré-
duit au vecteur nul (théorème du rang). Si y ∈ E1 ∩ F1, il existe alors un vec-
teur x ∈ Rn tel que y = (A− λ1In)x et (A− λ1In) y = 0. Le vecteur x est
alors dans le noyau de (A− λ1In)

2
. Les valeurs propres de A1 = A − λ1In sont

0, λ2 − λ1, · · · , λ2 − λn, la valeur propre nulle étant simple. La matrice A2
1 a donc

pour valeurs propres 0, (λ2 − λ1)
2
, · · · , (λ2 − λn)

2
, la valeur propre nulle étant

simple. On en déduit alors que ker
(
A2

1

)
est de dimension 1 et, tenant compte

du fait que {0} 	= ker (A1) ⊂ ker
(
A2

1

)
, que ker (A1) = ker

(
A2

1

)
. Il en résulte

x ∈ ker (A1) et y = 0. On a donc E1 ∩ F1 = {0} et Rn = E1 ⊕ F1. �
De manière plus générale, on peut montrer que si λ est une valeur propre de A

d’ordre p ≥ 1, les sous-espaces vectoriels ker (A− λ1In)
p et Im (A− λ1In)

p sont
alors stables par A, supplémentaires dans Rn et dim (Ep) = p (exercice 6.1).

Dans ce qui suit, on munit Rn d’une norme quelconque et A désigne une ma-
trice d’ordre n ≥ 2 à coefficients réels telle que la valeur propre λ1 de module
maximum soit unique. En particulier cette valeur propre est unique. On note
E1 = ker (A− λ1In) , F1 = Im (A− λ1In) et on définit la suite

(
x(k)

)
k∈N

de vec-
teurs de Rn par :⎧⎪⎨⎪⎩

x(0) = e1 + f1 avec e1 ∈ E1 \ {0} , f1 ∈ F1

∀k ∈ N, x(k+1) =
1∥∥Ax(k)
∥∥Ax(k)

On verra au cours de la démonstration du théorème 6.2 que cette suite est bien
définie.

On note, dans la base canonique de Rn, e1,j les composantes du vecteur e1, x
(k)
j

celles de x(k) et
(
Ax(k)

)
j

celles de Ax(k).

On a alors le résultat suivant qui permet de calculer une valeur approchée de
la valeur propre de plus grand module et d’un vecteur propre associé.
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Théorème 6.2.

Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) lim

k→+∞
∥∥Ax(k)

∥∥ = |λ1| = ρ (A) .

(ii) lim
k→+∞

x(2k) = v1, lim
k→+∞

x(2k+1) = v2 = signe (λ1) v1 où v1 est un vecteur
propre non nul associé à λ1.

(iii) Pour tout j ∈ {1, · · · , n} tel que e1,j 	= 0, on a lim
k→+∞

(
Ax(k)

)
j

x
(k)
j

= λ1.

Preuve. On identifie une matrice à l’endomorphisme de Rn qu’elle définit et on
note B la restriction de A à F1. D’après le théorème 6.1, B est un endomorphisme
de F1 de valeurs propres λ2, · · · , λn.

On a Ax(0) = λ1e1 + Bf1 	= 0, donc x(1) est bien défini. Par récurrence, on
voit que x(k) est bien défini avec une projection non nulle sur E1. De manière plus
précise, on a :

∀k ∈ N,

⎧⎪⎨⎪⎩
Akx(0) = λk

1e1 +Bkf 	= 0

x(k) =
1∥∥Akx(0)

∥∥Akx(0)

En effet le résultat est vrai pour k = 1 et en le supposant vrai pour k ≥ 1, on a
Ak+1x(0) = λk+1

1 e1+Bk+1f 	= 0 et Ax(k) =
1∥∥Akx(0)

∥∥Ak+1x(0) 	= 0, de sorte que :

x(k+1) =

∥∥Akx(0)
∥∥∥∥Ak+1x(0)
∥∥ 1∥∥Akx(0)

∥∥Ak+1x(0) =
1∥∥Ak+1x(0)

∥∥Ak+1x(0)

Pour tout entier k ≥ 1, on a Akx(0) = λk
1e1 + Bkf1 = λk

1 (e1 + fk) avec

lim
k→+∞

fk = lim
k→+∞

((
1

λ1
B

)k

f1

)
= 0 du fait que ρ

(
1

λ1
B

)
< 1.

En écrivant que x(k) =

(
λ1

|λ1|

)k
1

‖e1 + fk‖
(e1 + fk) , on déduit que :

∥∥∥Ax(k)
∥∥∥ =

1

‖e1 + fk‖
‖λ1e1 +Afk‖

et lim
k→+∞

∥∥Ax(k)
∥∥ = |λ1| . On déduit aussi que :

lim
k→+∞

x(2k) = v1 =
1

‖e1‖
e1, lim

k→+∞
x(2k+1) =

signe (λ1)

‖e1‖
e1

Enfin avec Ax(k) − λ1x
(k) =

(
λ1

|λ1|

)k
1

‖e1 + fk‖
(Afk − λ1fk) , on déduit que

lim
k→+∞

(
Ax(k) − λ1x

(k)
)
= 0.
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212 Calcul approché des valeurs et vecteurs propres

Comme e1 	= 0, il existe j ∈ {1, ..., n} tel que e1,j 	= 0 et pour k assez
grand on a x

(k)
j 	= 0. Avec lim

k→+∞

((
Ax(k)

)
j
− λ1x

(k)
j

)
= 0, on déduit alors que

lim
k→+∞

(
Ax(k)

)
j

x
(k)
j

= λ1. �

En général on n’a pas d’informations sur le sous-espace propre E1 de sorte
qu’en prenant x(0) quelconque dans Rn sa projection sur E1 peut être nulle et
théoriquement la méthode décrite ci-dessus ne donnera pas le résultat espéré. En
fait F1 est un hyperplan de Rn, donc de mesure nulle, et en prenant x(0) quelconque
dans Rn on a très peu de chances de tomber sur F1. Si x(0) est dans F1, à cause des
erreurs d’arrondis, au bout de quelques itérations on sort de cet hyperplan, mais
la convergence peut être lente. Une autre façon d’éviter ce type de problème est de
prendre deux valeurs différentes de x(0) et de garder celle qui donne la convergence
la plus rapide.

La méthode de la puissance itérée est en fait une adaptation de la méthode
de Bernoulli pour calculer la racine de plus grand module d’un polynôme, quand
cette dernière est unique.

Si la matrice A est inversible, en appliquant la méthode de la puissance itérée
à la matrice A−1, on a alors un moyen de calculer la valeur propre de plus petit
module de A (quand cette dernière est unique). La méthode obtenue est aussi
appelée méthode de la puissance inverse. Dans la pratique on évite d’inverser A et
on utilise la suite définie par :⎧⎪⎨⎪⎩

x(0) = en + fn avec en ∈ ker (A− λnIn) \ {0} , fn ∈ Im (A− λnIn)

∀k ∈ N, x(k+1) =
1∥∥u(k+1)
∥∥u(k+1), avec Au(k+1) = x(k)

Le calcul approché des autres valeurs propres peut se faire en utilisant la mé-
thode de déflation dans l’hypothèse où les valeurs propres de A sont telles que
|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| . La matrice A est alors diagonalisable avec des valeurs
propres réelles et simples.

Soit e1 un vecteur propre associé à λ1 de norme euclidienne égale à 1. On va
vérifier que les valeurs propres de la matrice B = A−λ1e1

te1 = ((aij − λ1e1,ie1,j))
sont 0, λ2, · · · , λn. On appliquera alors la méthode de la puissance itérée à cette
nouvelle matrice pour obtenir une valeur approchée de λ2, puis on continue ainsi
pour obtenir des valeurs approchées des autres valeurs propres.

Lemme 6.1 Avec les notations qui précèdent, en notant e1 un vecteur propre de
A associé à λ1 de norme euclidienne égale à 1, les valeurs propres de la matrice
B = A− λ1e1

te1 sont 0, λ2, · · · , λn.

Preuve. Pour tout j = 1, 2, · · · , n, λj est aussi valeur propre de tA. On désigne
par fj un vecteur propre de tA associé à λj . En écrivant que :

〈e1 | fj〉 =
1

λ1
〈Ae1 | fj〉 =

1

λ1

〈
e1 | tAfj

〉
=

λj

λ1
〈e1 | fj〉

on déduit que 〈e1 | fj〉 = 0 pour tout j compris entre 2 et n. On a alors pour tout
j compris entre 2 et n :

tBfj =
tAfj − λ1e1

te1fj = λjfj − λ1 〈e1 | fj〉 e1 = λjfj
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c’est-à-dire que λj est valeur propre de tB, c’est donc aussi une valeur propre de
B. Enfin, on a Be1 = Ae1 − λ1e1

te1e1 = λ1e1 − λ1 〈e1 | e1〉 e1 = 0, c’est à dire
que 0 est valeur propre de B. �

6.3 Méthode de Jacobi pour les matrices symé-
triques

On se donne, pour ce paragraphe, une matrice A symétrique réelle. Elle est
donc diagonalisable avec ses valeurs propres toutes réelles.

Le principe de la méthode de Jacobi consiste à construire une suite de matrices
de rotations planes (R (θk))k∈N

telle que pour k tendant vers l’infini, la suite de
matrices (Ak)k∈N

définie par :{
A0 = A

Ak+1 = R (θk)
−1

AkR (θk) (k ≥ 0)

converge vers une matrice diagonale. Comme chacune des matrices Ak est sem-
blable à la matrice A, on en déduit que les valeurs propres de A sont les termes
diagonaux de la matrice limite. Cette méthode est bien adaptée aux matrices sy-
métriques réelles de petite taille.

Pour toute matrice M = ((mij))1≤i,j≤n d’ordre n ≥ 2 et à coefficients réels, on

désigne par ‖M‖s = Tr ( tMM)
1
2 la norme de Schur de M.

On vérifie facilement qu’on a |||M |||2 ≤ ‖M‖s , où |||·|||2 désigne la norme matricielle
induite par la norme euclidienne et que ‖MR‖s = ‖RM‖s = ‖M‖s pour toute
matrice orthogonale R.

Pour tout θ ∈ [−π, π[ et tout couple (p, q) d’entiers tel que 1 ≤ p < q ≤ n, on
note Rp,q (θ) la matrice de rotation d’angle θ dans le plan défini par les vecteurs
ep et eq de la base canonique (ek)1≤k≤n de Rn. Une telle matrice est de la forme

Rp,q (θ) =

⎛⎝ Ip−1 0 0
0 ρp,q (θ) 0
0 0 In−q

⎞⎠ , où on a posé ρp,q (θ) =

⎛⎝ c 0 −s
0 Iq−p+1 0
s 0 c

⎞⎠
avec c = cos (θ) et s = sin (θ) .

Pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 2, M = ((mij))1≤i,j≤n , on
note Mp,q (θ) = Rp,q (θ)

−1
MRp,q (θ) .

Pour une matrice symétrique M, le produit Mp,q (θ) est facile à calculer. La
multiplication à gauche par Rp,q (θ)

−1
= tRp,q (θ) modifie seulement les lignes p

et q de M et la multiplication à droite par Rp,q (θ) change seulement les colonnes
p et q de M. Ce qui donne pour les coefficients de Mp,q (θ) =

((
m′

ij

))
1≤i,j≤n

:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m′
ij = mij (i 	= p, i 	= q, j 	= p, j 	= q)

m′
ip = cmip + smiq (i 	= p, i 	= q)

m′
pp = c2mpp + s2mqq + 2scmpq

m′
iq = cmiq − smip (i 	= p, i 	= q)

m′
qq = s2mpp + c2mqq − 2scmpq

m′
pq =

(
c2 − s2

)
mpq − sc (mpp −mqq)
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la matrice Mp,q (θ) étant symétrique. De plus on a ‖Mp,q (θ)‖s = ‖M‖s .
L’idée de la méthode Jacobi est de déterminer θ de manière à annuler les coef-

ficients m′
pq et m′

qp de Mp,q (θ) .

Lemme 6.2 Soit (p, q) ∈ N2 tels que 1 ≤ p < q ≤ n et mpq 	= 0.

1. Il existe un unique réel θ ∈
]
−π

4
,
π

4

]
\ {0} tel que m′

pq = 0.

2. t = tan (θ) est l’unique solution dans ]−1, 1] \ {0} de l’équation du second degré
t2 + 2bpqt− 1 = 0, où on a posé bpq =

mpp −mqq

2mpq
.

3. c = cos (θ) et s = sin (θ) peuvent se calculer de manière algébrique avec les
égalités c =

1√
1 + t2

et s = tc.

Preuve.

1. La condition m′
pq = 0 équivaut à :(

cos (θ)
2 − sin (θ)

2
)
mpq − sin (θ) cos (θ) (mpp −mqq) = 0

Pour mpq 	= 0, on a θ 	= 0. Si mpp = mqq, on prend alors θ =
π

4
et pour

mpp 	= mqq la condition ci-dessus s’écrit tan (2θ) =
2mpq

mpp −mqq
et cette équation

admet une unique solution θ ∈
]
−π

4
,
π

4

[
\ {0} .

2. On déduit facilement du point précédent que t = tan (θ) ∈ ]−1, 1] \ {0} et qu’il
est solution de l’équation du second degré t2 + 2bpqt − 1 = 0. Cette équation
admet deux racines réelles :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t1 = −bpq +
√
1 + b2pq =

1

bpq +
√
1 + b2pq

t2 = − 1

t1
=

−1√
1 + b2pq − bpq

La racine de valeur absolue inférieure à 1 est t =
signe (bpq)√
b2pq + 1 + |bpq|

, avec la

convention signe (0) = 1.

3. Des égalités cos (θ) =
1√

1 + tan2 (θ)
, sin (θ) = cos (θ) tan (θ) , on déduit que

c =
1√

1 + t2
et s = tc.

�
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En remarquant que τ = tan

(
θ

2

)
=

s

1 + c
, les formules donnant les coefficients

de Mp,q (θ) se simplifient pour donner finalement :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m′
ij = mij (i 	= p, i 	= q, j 	= p, j 	= q)

m′
ip = mip + s (miq − τmip) (i 	= p, i 	= q)

m′
pp = mpp + tmpq

m′
iq = miq − s (mip + τmiq) (i 	= p, i 	= q)

m′
qq = mqq − tmpq

m′
pq = 0

(6.1)

Dans ce qui suit, A désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3 de
valeurs propres (réelles) λ1, · · · , λn. On lui associe la suite de matrices symétriques
(Ak)k∈N

définie par Ak =
((

a
(k)
ij

))
1≤i,j≤n

et :

{
A0 = A

Ak+1 = R (θk)
−1

AkR (θk) (k ≥ 0)

où R (θk) est la matrice unité si a(k)pq = 0 et une matrice de rotation Rp,q (θk) avec
1 ≤ p < q ≤ n tels que

∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ = max
1≤i<j≤n

∣∣∣a(k)ij

∣∣∣ et θk ∈
]
−π

4
,
π

4

]
\ {0} tel que

a
(k+1)
pq = 0.

On décompose chaque matrice Ak sous la forme Ak = Dk + Ek où Dk est la
partie diagonale de Ak.

Lemme 6.3 Avec les notations qui précèdent, on a lim
k→+∞

Ek = 0.

Preuve. En utilisant les formules simplifiées (6.1) , on a :

‖Dk+1‖2s =

n∑
i=1

∣∣∣a(k+1)
ii

∣∣∣2 =

n∑
i=1

i�=p,i �=q

∣∣∣a(k)ii

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k+1)
pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k+1)
qq

∣∣∣2
avec :∣∣∣a(k+1)

pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k+1)
qq

∣∣∣2 =
∣∣∣a(k)pp + tka

(k)
pq

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k)qq − tka
(k)
pq

∣∣∣2
=
∣∣∣a(k)pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k)qq

∣∣∣2 + 2tka
(k)
pq

(
a(k)pp − a(k)qq + tka

(k)
pq

)
le réel tk étant l’unique solution dans ]−1, 1]\{0} de l’équation t2k+2bpqtk−1 = 0.

On a alors a
(k)
pp − a

(k)
qq =

1− t2k
tk

a
(k)
pq et :

∣∣∣a(k+1)
pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k+1)
qq

∣∣∣2 =
∣∣∣a(k)pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k)qq

∣∣∣2 + 2
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣2
ce qui donne ‖Dk+1‖2s = ‖Dk‖2s + 2

∣∣∣a(k)pq

∣∣∣2 .
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On peut aussi constater que :(
a
(k+1)
pp a

(k+1)
pq

a
(k+1)
qp a

(
k+1
qq

) )

=

(
cos (θk) sin (θk)
− sin (θk) cos (θk)

)(
a
(k)
pp a

(k)
pq

a
(k)
qp a

(k)
qq

)(
cos (θk) − sin (θk)
sin (θk) cos (θk)

)
et par conservation des normes on a immédiatement :∣∣∣a(k+1)

pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k+1)
qq

∣∣∣2 + 2
∣∣∣a(k+1)

pq

∣∣∣2 =
∣∣∣a(k)pp

∣∣∣2 + ∣∣∣a(k)qq

∣∣∣2 + 2
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣2
On conclut alors avec a

(k+1)
pq = 0.

D’autre part, on a ‖Ak‖2s = ‖Dk‖2s+‖Ek‖2s avec ‖Ak‖s = ‖A‖s pour tout k ≥ 0.

On en déduit alors que ‖Ek+1‖2s = ‖Ek‖2s − 2
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣2 .
En utilisant le fait que akpq est de module maximal dans Ek, on déduit que

E2
ks ≤

(
n2 − n

) ∣∣∣a(k)pq

∣∣∣2et ‖Ek+1‖2s ≤
(
1− 2

n2 − n

)
‖Ek‖2s . Par récurrence on a

alors ‖Ek‖2s ≤
(
1− 2

n2 − n

)k

‖E0‖2s . Il en résulte que lim
k→+∞

‖Ek‖s = 0 pour

n ≥ 3 et lim
k→+∞

Ek = 0. �
Pour montrer que la suite des matrices diagonales (Dk)k∈N

est convergente on
a besoin du résultat suivant qui sera aussi utilisé pour calculer les vecteurs propres
de la matrice A.

Lemme 6.4 Soit (xk)k∈N
une suite dans un espace vectoriel normé de dimension

finie (E, ‖·‖) . Cette suite converge dans (E, ‖·‖) si et seulement si elle est bornée,
n’admet qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence et lim

n→+∞ ‖xk+1 − xk‖ = 0.

Preuve. Voir [18]. �
Théorème 6.3.

Avec les notations qui précèdent, la suite (Ak)k∈N
converge vers une ma-

trice diagonale Dσ de termes diagonaux dσi = λσ(i) pour i = 1, · · · , n,
où λ1, · · · , λn sont les valeurs propres de A et σ une permutation de
{1, · · · , n} .

Preuve. D’après le lemme 6.3, il est équivalent de montrer que la suite (Dk)k∈N

converge vers la matrice Dσ.
Avec ‖Dk‖s ≤ ‖Ak‖s = ‖A‖s , on déduit que la suite (Dk)k∈N

est bornée.
Avec

a
(k+1)
ii − a

(k)
ii =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 si i 	= p, i 	= q

tan (θk) a
(k)
pq , si i = p

− tan (θk) a
(k)
pq , si i = q

|tan (θk)| ≤ 1 et
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ ≤ ‖Ek‖s →
k→+∞

0, on déduit que lim
k→+∞

(Dk+1 −Dk) = 0.
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Pour montrer que la suite (Dk)k∈N
est convergente il nous reste donc à montrer

qu’elle n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence.
Soit

(
Dϕ(k)

)
k∈N

une suite extraite de (Dk)k∈N
qui converge vers une matrice

D diagonale. Avec lim
k→+∞

Eϕ(k) = 0, on déduit que lim
k→+∞

Aϕ(k) = D. Si Pk (X)

désigne le polynôme caractéristique de Aϕ(k), on a lim
k→+∞

Pk (X) = det (XIn −D)

avec Pk (X) = det (XIn −A) puisque A et Aϕ(k) sont semblables. On a donc
montré que D et A ont le même polynôme caractéristique, donc les mêmes valeurs
propres. La matrice D étant diagonale les termes diagonaux de D sont donnés par
dσi = λσ(i) pour tout i = 1, 2, ..., n, où σ est une permutation de {1, · · · , n} . Le
nombre de ces permutations étant fini, on déduit qu’il n’y a qu’un nombre fini de
valeurs d’adhérence. �

Pour calculer une famille de vecteurs propres de A, on désigne par (Pk)k∈N
la

suite de matrices orthogonales définie par Pk = R (θ0)R (θ1) · · ·R (θk) pour tout
k ≥ 0.

On suppose que toutes les valeurs propres de A sont distinctes. On désigne par
D la matrice diagonale de termes diagonaux di = λi pour i = 1, · · · , n et par
P = (C1, · · · , Cn) une matrice orthogonale telle que D = P−1AP, où Cj désigne
la colonne numéro j de P.

Théorème 6.4.

Avec les notations ci-dessus, on a :
1. lim

k→+∞
θk = 0 et lim

k→+∞
Rk = In.

2. La suite (Pk)k∈N
converge vers une matrice Pσ =

(
±Cσ(1), , ...,±Cσ(n)

)
où σ est une permutation de {1, · · · , n} . Le vecteur Cσ(i) étant un vec-
teur propre associé à la valeur propre λσ(i).

Preuve.

1. Avec lim
k→+∞

Dk = Dσ et l’hypothèse que les valeurs propres de A sont deux à
deux distinctes, on déduit qu’il existe un entier k0 tel que :

∀k ≥ k0,
∣∣∣a(k)pq − a(k)qq

∣∣∣ > 1

2
min

1≤i�=j≤n
|λi − λj | > 0

Des inégalités
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ ≤ ‖Ek‖s , avec lim
k→+∞

‖Ek‖s = 0 (lemme 6.3), on dé-

duit que l’on a lim
k→+∞

|bk| = lim
k→+∞

∣∣∣∣∣a(k)pp − a
(k)
qq

2a
(k)
pq

∣∣∣∣∣ = +∞, ce qui implique que

lim
k→+∞

tan (θk) = lim
k→+∞

signe (bk)√
b2k + 1 + |bk|

= 0. En conclusion, on a lim
k→+∞

θk = 0

et lim
k→+∞

Rk = In.

2. On a |||Pk|||2 = 1 (Pk est orthogonale) et, avec Pk+1 − Pk = Pk (R (θk+1)− In)
on déduit que lim

k→+∞
(Pk+1 − Pk) = 0. Il nous reste donc à montrer que la suite

(Pk)k∈N
n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence. Soit

(
Pϕ(k)

)
k∈N

une suite
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extraite de (Pk)k∈N
qui converge vers une matrice orthogonale Q. Avec l’égalité

Aϕ(k) =
tPϕ(k)APϕ(k), on déduit que tPσAPσ = Dσ = lim

k→+∞
Aϕ(k) =

tQAQ.

Les valeurs propres de A étant deux à deux distinctes, on a nécessairement
Q =

(
±Cσ(1), · · · ,±Cσ(n)

)
. D’où le résultat.

�
D’un point de vue numérique, le calcul du maximum des termes non diagonaux

de Ak à chaque étape n’est pas intéressant car il augmente le temps de calcul. On
préfère procéder de la manière suivante : à l’étape k du calcul, la matrice Ak−1

étant construite on construit la matrice Ak en effectuant
n (n− 1)

2
transforma-

tions de Jacobi en prenant pour valeurs successives de (p, q) les valeurs (1, 2) ,
(1, 3) , · · · , (1, n) ; (2, 3) , · · · , (2, n) ; · · · ; (n− 1, n) . Un tel calcul est appelé un
balayage. En notant Sk =

∑
1≤i<j≤n

∣∣∣a(k)ij

∣∣∣ , on arrête les itérations quand Sk < ε,

où ε est une précision donnée. On peut alors montrer que la convergence devient
très rapidement quadratique.

En pratique on n’effectuera pas de transformation de Jacobi si
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ < σ, où

σ est un seuil donné. Usuellement, on prend la valeur σ =
Sk

5n2
seulement pour

les trois premiers balayages, puis à partir du quatrième, on décide que a
(k)
pq = 0 si∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ < ε′
∣∣∣a(k)pp

∣∣∣ et
∣∣∣a(k)pq

∣∣∣ < ε′
∣∣∣a(k)qq

∣∣∣ avec ε′ assez petit.
Le calcul de la matrice Pσ, donnant les vecteurs propres de A, se fait avec les

relations : ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p
(k+1)
ij = p

(k)
ij si j 	= p, j 	= q

p
(k+1)
ip = p

(k)
ip + s

(
p
(k)
iq − τp

(k)
ip

)
p
(k+1)
iq = p

(k)
iq − s

(
p
(k)
ip + τp

(k)
iq

) (i = 1, 2, ..., n)

où τ = tan

(
θk
2

)
=

s

1 + c
.

6.4 La méthode de Givens et Householder
Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ≥ 3. Au paragraphe 2.6, on

a décrit l’algorithme de Householder qui permet de calculer effectivement une
matrice T tridiagonale semblable à la matrice A. Le calcul des valeurs propres
de T nous donne alors celles de A. La méthode de Givens (ou de bissection) nous
fournit, sous certaines conditions, un algorithme dichotomique de calcul des valeurs
propres d’une matrice tridiagonale symétrique. La méthode de la puissance inverse
permet ensuite d’obtenir des vecteurs propres associés.

Pour décrire cette méthode, il sera plus commode de définir le polynôme carac-
téristique par det (A−XIn) .
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Dans ce paragraphe on se donne une matrice :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 · · · 0

b1 a2 b2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . bn−2 an−1 bn−1

0 · · · 0 bn−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
à coefficients réels, tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-à-dire
telle que bi 	= 0 pour tout i compris entre 1 et n− 1. Une telle matrice est de type
Hessenberg irréductible et on sait alors qu’elle admet n valeurs propres réelles
simples. (exercice 6.2). De plus avec ρ (A) ≤ |||A|||∞ où ρ (A) désigne le rayon
spectral de A, on déduit que toutes les valeurs propres de la matrice A sont dans
l’intervalle [a0, b0] = [− |||A|||∞ , |||A|||∞] .

Pour tout k = 1, · · · , n, on note Ak = ((aij))1≤i,j≤k la k-ième sous-matrice
principale de A et Pk (X) = det (Ak −XIk) son polynôme caractéristique de co-
efficient dominant (−1)

k
. Chaque polynôme Pk admet donc k racines réelles dis-

tinctes λ1,k < · · · < λk,k (la matrice Ak vérifie les mêmes propriétés que la matrice
A). Les valeurs propres de A sont les λj = λj,n pour j = 1, 2, · · · , n.

En développant Pk (X) suivant la dernière ligne on obtient la relation de récur-
rence : {

P0 (X) = 1, P1 (X) = a1 −X
Pk (X) = (ak −X)Pk−1 (X)− b2k−1Pk−2 (X) (k = 2, · · · , n)

Lemme 6.5 Pour k = 2, · · · , n, les racines de Pk−1 séparent celles de Pk dans le
sens où : ⎧⎨⎩

λ1,k < λ1,k−1

λj,k−1 < λj+1,k < λj+1,k−1 (1 ≤ j ≤ k − 2)
λk−1,k−1 < λk,k

Preuve. Pour k = 1, on a P1 (X) = a1−X qui admet une racine réelle λ1,1 = a1.
Pour k = 2, on a P2 (X) = (a1 −X) (a2 −X) − b21, avec lim

λ→−∞
P2 (λ) = +∞,

P2 (λ1,1) = P2 (a1) = −b21 < 0 et lim
λ→+∞

P2 (λ) = +∞. Avec le théorème des
valeurs intermédiaires, on déduit donc que P2 admet une racine réelle λ1,2 < λ1,1

et une racine réelle λ2,2 > λ1,1. On a donc montré que la racine λ1,1 de P1 sépare
les deux racines de P2, avec P0 (λ1,1) = 1 > 0. Ce qui est schématisé par la figure
6.1.

Supposons le résultat acquis pour p = 2, · · · , k− 1, avec Pk−2 (λj,k−1) du signe
de (−1)

j−1 pour tout j = 1, · · · , k−1. Avec lim
λ→−∞

Pk (λ) = lim
λ→−∞

(−1)
k
λk = +∞

et Pk (λ1,k−1) = −b2k−1Pk−2 (λ1,k−1) < 0, on déduit qu’il existe une racine de Pk,
λ1,k < λ1,k−1 telle que Pk−1 (λ1,k) > 0, puisque Pk−1 (λ) > 0 sur ]−∞, λ1,k−1[ .

Pour j = 1, · · · , k−2, on a Pk (λj,k−1) = −b2k−1Pk−2 (λj,k−1) du signe de (−1)
j

et Pk (λj+1,k−1) = −b2k−1Pk−2 (λj+1,k−1) du signe de (−1)
j+1

. On en déduit alors
que Pk admet une racine λj+1,k ∈ ]λj,k−1, λj+1,k−1[ (figure 6.2). Pour j impair,
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on a Pk−1 (λj+1,k) < 0 et pour j pair, on a Pk−1 (λj+1,k) > 0, c’est-à-dire que
Pk−1 (λj+1,k) est du signe de (−1)

j
.

Enfin Pk (λk−1,k−1) = −b2k−1Pk−2 (λk−1,k−1) est du signe de (−1)
k−1 et on a

lim
λ→+∞

Pk (λ) = (−1)
k ∞, donc on a une racine de Pk, λk,k ∈ ]λk−1,k−1,+∞[ telle

que Pk−1 (λk,k) soit du signe de (−1)
k−1

. D’où le résultat. �

λ1,1λ1,2 λ2,2

P1 (x)

P2 (x)

Figure 6.1 –

λj+1,kλj,k−1 λj+1,k−1

Pk−1 (x)

j impair

λj+1,kλj,k−1 λj+1,k−1

Pk−1 (x)

j pair

Figure 6.2 –

On note, pour tout réel λ et tout entier k compris entre 0 et n :

sk (λ) =

{
signe (Pk (λ)) si Pk (λ) 	= 0
sk−1 (λ) si Pk (λ) = 0

et Nk (λ) désigne le nombre de changements de signes entre deux termes consécutifs
de la suite (s0 (λ) , s1 (λ) , · · · , sk (λ)) .

En remarquant queP0 (λ) 	= 0 et que pour k = 1, · · · , n, on a Pk−1 (λ) 	= 0 si
Pk (λ) = 0, on déduit que la fonction sk est bien définie et à valeurs dans {−1, 1}
avec s0 (λ) = 1 pour tout réel λ.
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Lemme 6.6 Avec les notations qui précèdent, on a

s1 (λ) =

{
1 si λ ∈ ]−∞, λ1,1]
−1 si λ ∈ ]λ1,1,+∞[

et pour tout k = 2, · · · , n :

sk (λ) =

⎧⎨⎩
1 si λ ∈ ]−∞, λ1,k]

(−1)
j si λ ∈ ]λj,k, λj+1,k] (1 ≤ j ≤ k − 1)

(−1)
k si λ ∈ ]λk,k,+∞[

Preuve. Le résultat sur s1 est évident. Avec lim
λ→−∞

Pk (λ) = +∞ on déduit

que Pk (λ) > 0 sur ]−∞, λ1,k[ pour tout entier k compris entre 1 et n. Et avec
λ1,k < λ1,k−1, on conclut que sk (λ) = 1 sur ]−∞, λ1,k] . Pour tout entier k compris
entre 2 et n et tout entier j compris entre 1 et k − 1, Pk est du signe de (−1)

j

sur ]λj,k, λj+1,k[ . En considérant que λj+1,k ∈ ]λj,k−1, λj+1,k−1[ , on déduit que
sk (λ) = (−1)

j sur ]λj,k, λj+1,k] pour tout k = 3, · · · , n et tout j = 1, · · · , k − 1.
Pour k = 2, le résultat est encore valable puisque s2 (λ2,2) = s1 (λ2,2) = −1. Enfin,
avec lim

λ→+∞
Pk (λ) = (−1)

k ∞, on déduit que sk (λ) = (−1)
k sur ]λk,k,+∞[ . �

Lemme 6.7 Pour tout réel λ et tout entier k compris entre 1 et n, Nk (λ) est égal
au nombre de racines de Pk qui sont strictement inférieures à λ.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur k ≥ 1. Pour k = 1, on a :

(s0 (λ) , s1 (λ)) =

{
(1, 1) si λ ≤ a1 = λ1,1

(1,−1) si λ > a1 = λ1,1
, N1 (λ) =

{
0 si λ ≤ λ1,1

1 si λ > λ1,1

Supposons le résultat acquis pour k − 1 compris entre 1 et n− 1 et soit λ ∈ R. Si
λ ≤ λ1,k < λ1,j (j = 1, · · · , k−1), on a alors Pj (λ) > 0 pour tout entier j compris
entre 1 et k et (s0 (λ) , s1 (λ) , ..., sk (λ)) = (1, 1, ..., 1) , c’est-à-dire que Nk (λ) = 0
et c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ.

Si λ ∈ ]λj,k, λj+1,k] pour un entier j ∈ {1, · · · , k − 1} , on distingue alors deux
cas en fonction de la position de λ par rapport à λj,k−1 ∈ ]λj,k, λj+1,k] .

Si λ ∈ ]λj,k, λj,k−1] , on a alors j−1 racines de Pk−1 strictement inférieures à λ,
c’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que Nk−1 (λ) = j−1. En tenant compte
de sk−1 (λ) = (−1)

j−1 et sk (λ) = (−1)
j
, on déduit que Nk (λ) = Nk−1 (λ)+1 = j

et c’est bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ.
Si λ ∈ ]λj,k−1, λj+1,k] , on a alors j racines de Pk−1 strictement inférieures à λ,

c’est-à-dire avec l’hypothèse de récurrence que Nk−1 (λ) = j. En tenant compte de
sk−1 (λ) = (−1)

j et sk (λ) = (−1)
j
, on déduit que Nk (λ) = Nk−1 (λ) = j et c’est

bien le nombre de racines de Pk strictement inférieures à λ.
Enfin si λ > λk,k > λk−1,k−1, avec l’hypothèse de récurrence on déduit alors

que Nk−1 (λ) = k − 1. Avec sk−1 (λ) = (−1)
k−1 et sk (λ) = (−1)

k
, on déduit que

Nk (λ) = Nk−1 (λ) + 1 = k et c’est bien le nombre de racines de Pk strictement
inférieures à λ. �

Pour tout réel λ, on désigne par N (λ) le nombre de racines de Pn qui sont stric-

tement inférieures à λ et c0 =
a0 + b0

2
est le milieu de [a0, b0] = [− |||A|||∞ , |||A|||∞] .
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Lemme 6.8 Soit i un entier compris entre 1 et n. Si N (c0) ≥ i, on a alors
λi ∈ [a0, c0] , sinon λi ∈ [c0, b0] .

Preuve. Du lemme 6.7, on déduit que si λi ∈ [c0, b0] , alors N (c0) ≤ i − 1 et si
λi ∈ [a0, c0] , alors N (c0) ≥ i. D’où le résultat. �

Pour i fixé entre 1 et n− 1, on note [a1, b1] la moitié de l’intervalle [a0, b0] qui
contient la valeur propre λi et par récurrence on construit une suite ([ak, bk])k≥1

d’intervalles emboîtés telle que :

∀k ≥ 1,

⎧⎨⎩ bk − ak =
b0 − a0

2k

λi ∈ [ak, bk]

Il suffit en effet de reprendre le raisonnement du lemme 6.8 avec chaque inter-
valle [ak, bk] .

On a alors λi = lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = lim
k→+∞

ck, où on a noté ck le milieu de

l’intervalle [ak, bk] (théorème des suites adjacentes).
Le calcul des vecteurs propres associés peut se faire ensuite en utilisant la mé-

thode de la puissance inverse.
Soient i ∈ {1, · · · , n} fixé et λ un réel tel que 0 < |λ− λi| < inf

1≤j �=i≤n
|λ− λj | .

On se donne un vecteur x0 non orthogonal au sous espace propre associé à λi et
on définit la suite de vecteurs (xk)k∈N

par (A− λIn)xk+1 = xk pour tout k ≥ 0.

Lemme 6.9 Avec les notations qui précèdent, la suite
(
signe (λi − λ)

k

‖xk‖
xk

)
k∈N

converge vers un vecteur propre non nul associé à la valeur propre λi.

Preuve. On remarque que si xk+1 = 0, on a alors xk = 0. On déduit donc par
récurrence que si x0 	= 0, on a alors xk 	= 0 pour tout entier k.

Soit (fk)1≤k≤n une base orthonormée de vecteurs propres avec Afj = λjfj

pour tout j compris entre 1 et n. Pour tout entier k, on note xk =

n∑
j=1

xj,kfj .

Avec (A− λIn)xk+1 = xk, on déduit que xj,k+1 =
1

λj − λ
xj,k et par récurrence

xj,k =
1

(λj − λ)
k
xj,0. On peut alors écrire que xk =

1

(λi − λ)
k
yk, où yk est le

vecteur de composantes yj,k =

(
λi − λ

λj − λ

)k

xj,0. On a alors :

lim
k→+∞

yj,k =

{
0 si j 	= i
xi,0 si j = i

avec xi,0 	= 0. Donc lim
k→+∞

yk = xi,0fi est vecteur propre non nul associé à λi. On

en déduit que lim
k→+∞

signe (λi − λ)
k

‖xk‖
xk = lim

k→+∞
1

‖yk‖
yk = signe (xi,0) fi. �

Si A n’est pas irréductible, on peut alors la découper en blocs de matrices irré-
ductibles et l’algorithme de Givens permet encore de calculer les valeurs propres.
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6.5 Exercices

Exercice 6.1. Soit A ∈ Mn (K) et λ une valeur propre de A d’ordre
p ≥ 1. Montrer que les sous-espaces vectoriels Nλ = ker (A− λIn)

p et
Mλ = Im (A− λIn)

p sont stables par A, supplémentaires dans Kn et que
Nλ est de dimension p.

Solution. Avec la commutativité de K [A] on vérifie facilement que les sous-
espaces vectoriels Nλ et Mλ sont stables par A. On a vu (théorème 1.12) que Nλ

est de dimension p et avec le théorème du rang, on déduit que Mλ est de dimension
n−p. Enfin en notant χA (X) = (X − λ)

p
Q (X) le polynôme caractéristique de A,

le polynôme Q étant premier avec (X − λ)
p
, on peut trouver des polynômes U et V

tels que U (X) (X − λ)
p
+V (X)Q (X) = 1 (théorème de Bézout) et tout vecteur x

de Kn s’écrit x = U (A) (A− λIn)
p
(x)+V (A)Q (A) (x) avec U (A) (A− λIn)

p
(x)

dans Mλ et V (A)Q (A) (x) dans Nλ. On a donc Kn = Nλ +Mλ et la somme est
directe en considérant les dimensions.

Exercice 6.2. On appelle matrice de Hessenberg une matrice A à coef-
ficients complexes qui vérifie aij = 0 pour j < i − 1. On dit que A est
irréductible si ai,i−1 	= 0 pour tout i = 2, · · · , n.
1. Montrer que si A est une matrice de Hessenberg irréductible, alors pour

toute valeur propre de A, l’espace propre associé est de dimension 1.

2. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréduc-
tible sont simples si, et seulement si, la matrice est diagonalisable.

3. Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 · · · 0

b1 a2 b2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . bn−2 an−1 bn−1

0 · · · 0 bn−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
une matrice à coefficients

réels, tridiagonale symétrique et irréductible.
(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples.
(b) Décrire un algorithme de calcul de l’espace propre associé à une

valeur propre de A.

4. Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 · · · 0

c2 a2 b2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . cn−1 an−1 bn−1

0 · · · 0 cn an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
une matrice tridiagonale à

coefficients complexes.
(a) Donner un algorithme de calcul du polynôme caractéristique de A.
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224 Calcul approché des valeurs et vecteurs propres

(b) Montrer que A admet les mêmes valeurs propres que la matrice :

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 c2b1 0 · · · 0

1 a2 c3b2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 an−1 cnbn−1

0 · · · 0 1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(c) Montrer que si ai ∈ R pour tout i = 1, · · · , n et ci+1bi ∈ R∗

+ pour
tout i = 1, · · · , n−1, A admet alors n valeurs propres réelles simples
et est diagonalisable.

(d) Que peut-on dire si ai ∈ R pour tout i = 1, · · · , n et ci+1bi ∈ R∗
−

pour tout i = 1, · · · , n− 1 ?

Solution.

1. Soient A une matrice de Hessenberg irréductible, λ un complexe et :

Aλ = A− λIn =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 − λ a12 a13 · · · a1n

a21 a22 − λ a23
. . .

...

0
. . . . . . . . . an−2,n

...
. . . an−1,n−2 an−1,n−1 − λ an−1,n

0 · · · 0 an,n−1 an,n − λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Si Bλ est la matrice extraite de Aλ en supprimant la première ligne et la dernière
colonne, soit :

Bλ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a21 a22 − λ a23 · · · a2,n−1

0 a32 a33 − λ
. . .

...

0
. . . . . . . . . an−2,n

...
. . . 0 an−1,n−2 an−1,n−1 − λ

0 · · · 0 0 an,n−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
on a det (Bλ) =

n∏
i=2

ai,i−1 	= 0. On a donc ainsi montré que :

∀λ ∈ C, rang (Aλ) ≥ n− 1

ou encore :
∀λ ∈ C, dim (ker (A− λIn)) ≤ 1

En particulier, pour λ valeur propre de A on a dim (ker (A− λIn)) = 1.

2. On sait que la matrice A est diagonalisable sur C si et seulement pour toute
valeur propre λ de A, la dimension de ker (A− λIn) est égale à la multiplicité
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de λ comme racine du polynôme caractéristique de A. Avec ce qui précède
on déduit alors que la matrice A est diagonalisable si et seulement toutes ses
valeurs propres sont simples.

3.
(a) Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est

diagonalisable. Si de plus elle tridiagonale et irréductible alors toutes ses
valeurs propres sont simples.

(b) Soit λ une valeur propre de A et x ∈ Rn \ {0} un vecteur propre associé.
On a alors :⎧⎨⎩

a1x1 + b1x2 = λx1

bk−1xk−1 + akxk + bkxk+1 = λxk (2 ≤ k ≤ n− 1)
bn−1xn−1 + anxn = λxn

Si xn = 0, avec l’hypothèse bi 	= 0 pour tout i = 1, · · · , n−1, on déduit alors
que tous les xi sont nuls. On peut donc prendre xn = 1 et (x1, · · · , xn−1)
est solution du système triangulaire supérieur :⎧⎨⎩

bk−1xk−1 + (ak − λ)xk + bkxk+1 = 0 (2 ≤ k ≤ n− 2)
bn−2xn−2 + (an−1 − λ)xn−1 = −bn−1

bn−1xn−1 = λ− an

La solution de ce système peut se calculer avec l’algorithme :⎧⎪⎨⎪⎩
xn−1 =

λ− an
bn−1

xk−1 = −bkxk+1 + (ak − λ)xk

bk−1
(k = n− 1, · · · , 2)

On retrouve le fait que l’espace propre associé à la valeur propre λ est de
dimension 1.

4.
(a) Si, pour tout k = 1, · · · , n, on désigne par Ak la matrice principale d’ordre

k de A, alors la suite (Pk)1≤k≤n des polynômes caractéristiques des Ak

vérifie la récurrence :{
P0 (X) = 1, P1 (λ) = a1 −X
Pk (X) = (ak −X)Pk−1 (X)− bk−1ckPk−2 (X) (2 ≤ k ≤ n)

(b) Le polynôme caractéristique de la matrice B s’obtient avec la même récur-
rence que celui de A en utilisant les mêmes conditions initiales, ces deux
polynômes sont donc identiques.

(c) En utilisant deux fois le résultat précédent, on voit que A admet les mêmes
valeurs propres que la matrice :

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
√
c2b1 0 · · · 0

√
c2b1 a2

√
c3b2

. . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . .

√
cn−1bn−2 an−1

√
cnbn−1

0 · · · 0
√
cnbn−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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La matrice C est symétrique tridiagonale et irréductible, elle est donc
diagonalisable avec n valeurs propres réelles simples. La matrice A admet
donc n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable.

(d) Soit A =

⎛⎝ a −b1 0
1 0 −b2
0 1 a

⎞⎠ , avec a ∈ R, bi > 0 pour i = 1, 2. Son

polynôme caractéristique est P (X) = (a−X)
(
X2 − aX + b2 + b1

)
. Pour

a2 − 4 (b1 + b2) = 0 la matrice A admet une valeur propre double et donc
n’est pas diagonalisable.

Exercice 6.3. Soit A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 · · · 0

c2 a2 b2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . cn−1 an−1 bn−1

0 · · · 0 cn an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
une matrice

tridiagonale à coefficients complexes telle que ai ∈ R pour tout i = 1, · · · , n
et ci+1bi ∈ R∗

+ pour tout i = 1, 2, · · · , n− 1.

1. Montrer que A admet les mêmes valeurs propres que la matrice :

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 c2b1 0 · · · 0

1 a2 c3b2
. . . 0

0
. . . . . . . . . 0

0
. . . 1 an−1 cnbn−1

0 · · · 0 bn an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Pour ce qui suit, on suppose que A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 b1 0 · · · 0

1 a2 b2
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 an−1 bn−1

0 · · · 0 1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

avec ai, bi ∈ R, bi > 0. On note D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

1 0 1
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 0 1
0 · · · 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. On

définit alors une homotopie de D vers A en posant :

∀t ∈ [0, 1] , A (t) = (1− t)D + tA

2. Calculer les valeurs propres de D.
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3. Montrer que, pour tout t dans [0, 1] , A (t) admet n valeurs propres réelles
simples.

4. Montrer qu’il existe une fonction f = (f1, · · · , fn) : [0, 1] → Rn continû-
ment dérivable telle que le polynôme caractéristique de A (t) s’écrive :

∀t ∈ [0, 1] , P (X, t) =
n∏

j=1

(X − fj (t))

Pour tout t dans [0, 1] et j = 1, · · · , n, on pose ϕj (t) = P (fj (t) , t) et
on a alors ϕj (t) = 0 sur [0, 1] .

5. Montrer que pour tout j = 1, · · · , n, fj est solution sur [0, 1] d’une équa-
tion différentielle avec condition initiale.

6. Donner un algorithme de calcul de toutes les valeurs propres de la ma-
trice A.

Solution.

1. Voir l’exercice 6.2.
2. En utilisant les résultats de l’exercice 1.9, on déduit que les valeurs propres de

la matrice D sont données par λk = 2 cos (kθ) (1 ≤ k ≤ n) avec θ =
π

n+ 1
.

3. Pour tout t dans [0, 1] , on a :

A (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ta1 1− t+ tb1 0 · · · 0

1 ta2 1− t+ tb2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . 1 tan−1 1− t+ tbn−1

0 · · · 0 1 tan

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est irréduc-
tible avec 1 − t + tbi > 0 pour tout t ∈ [0, 1] et tout i = 1, 2, · · · , n (exercice
6.2).

4. Soit t0 ∈ [0, 1] et λ0 une valeur propre de A (t0) . On a P (λ0, t0) = 0 et
∂P

∂λ
(λ0, t0) 	= 0 puisque λ0 est racine simple de P (·, t0) . Le théorème des

fonctions implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert V0 de t0 dans
[0, 1] et une fonction f = (f1, · · · , fn) : V0 → Rn continûment dérivable tels
que :

∀t ∈ V0, P (X, t) =

n∏
k=1

(X − fk (t))

Les valeurs propres de A (t) étant simples, on peut supposer que f1 (t) < · · · <
fn (t) . Avec cette condition la fonction f est unique. L’intervalle [0, 1] étant
compact, on peut trouver une partition du type [0, 1] = [a0, b0[∪ [a1, b1[∪ · · · ∪
[ap, bp] , où 0 = a0 < b0 = a1 < b1 = a2 < · · · < bp−1 = ap < bp = 1, telle
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pour tout k = 0, · · · , p, il existe une unique fonction continûment dérivable
fk = (f1,k, · · · , fn,k) : [ak, bk] → Rn avec :

∀t ∈ [ak, bk] ,

⎧⎪⎨⎪⎩ P (X, t) =

n∏
j=1

(X − fj,k (t))

f1,k (t) < f2,k (t) < · · · < fn,k (t)

La fonction f définie sur [0, 1] par f (t) = (f1,k (t) , · · · , fn,k (t)) pour t ∈ [ak, bk]

est alors continûment dérivable et on a P (X, t) =

n∏
j=1

(X − fj (t)) pour tout

t ∈ [0, 1] .

5. En dérivant la relation ϕj (t) = 0 par rapport à t, pour tout j = 1, · · · , n, on
déduit que fj est solution du problème de Cauchy :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

fj (0) = aj

f ′
j (t) = −

∂P

∂t
(fj (t) , t)

∂P

∂λ
(fj (t) , t)

(t ∈ [0, 1])

La simplicité des valeurs propres de A (t) nous garantit que
∂P

∂λ
(fj (t) , t) 	= 0

sur [0, 1] .

6. Le calcul du polynôme caractéristique P (X, t) se fait en utilisant la récurrence :{
P0 (X, t) = 1, P1 (X, t) = ta1 −X
Pk (X, t) = (tak −X)Pk−1 (X, t)− (1− t+ tbk−1)Pk−2 (X, t) (2 ≤ k ≤ n)

En dérivant par rapport à X et à t, on obtient l’algorithme suivant de calcul
des dérivées partielles de P :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂P0

∂X
(X, t) = 0,

∂P0

∂t
(X, t) = 0

∂P1

∂X
(X, t) = −1,

∂P1

∂t
(X, t) = a1

∂Pk

∂X
(X, t) = (tak −X)

∂Pk−1

∂X
(X, t)− Pk−1 (X, t)

− (1− t+ tbk−1)
∂Pk−2

∂X
(X, t)

∂Pk

∂t
(X, t) = (tak −X)

∂Pk−1

∂t
(X, t) + akPk−1 (X, t)

− (1− t+ tbk−1)
∂Pk−2

∂t
(X, t)− (bk−1 − 1)Pk−2 (X, t)

En utilisant la méthode Runge-Kutta d’ordre 4, on peut alors calculer des va-
leurs approchées des valeurs propres fj (1) de la matrice A.
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6 Chapitre 7

Systèmes différentiels
linéaires et exponentielle

d’une matrice

Pour n ∈ N∗, l’espace vectoriel Cn est muni d’une norme quelconque notée ‖·‖ .
Pour tout intervalle réel [a, b] on désigne par C0 ([a, b] ,Cn) l’espace vectoriel des

fonctions continues définies sur [a, b] et à valeurs dans Cn. On munit cet espace
vectoriel de la norme de la convergence uniforme définie par :

∀y ∈ C0 ([a, b] ,Cn) , ‖y‖∞ = sup
t∈[a,b]

‖y (t)‖

On rappelle que l’espace vectoriel E muni de cette norme est complet (voir
[18]).

Étant donnés un ouvert Ω de R× Cn et une fonction continue :
f : Ω → Cn

(t, y) �→ f (t, y)

on dit qu’une fonction y : I → Cn définie sur un intervalle réel I est solution du
système différentiel y′ = f (t, y) , si cette fonction est dérivable sur I avec :

∀t ∈ I, (t, y (t)) ∈ Ω et y′ (t) = f (t, y (t))

Le problème de Cauchy associé à ce système et aux conditions initiales (t0, y0)
consiste à rechercher les solutions qui vérifient y (t0) = y0.

7.1 Systèmes différentiels linéaires à coefficients
constants

Pour tout réel strictement positif α, on note Eα = C0 ([−α, α] ,Cn) et on munit
cet espace vectoriel de la norme de la convergence uniforme ‖·‖∞ .

On se donne une matrice non nulle A ∈ Mn (C) , un vecteur y0 ∈ Cn et on
définit l’application ϕ : Eα → Eα par :

∀y ∈ Eα, ∀t ∈ [−α, α] , ϕ (y) (t) = A

∫ t

0

y (u) du+ y0
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Lemme 7.1 Il existe un entier p strictement positif tel que l’application itérée
ϕp = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸

p fois

soit strictement contractante.

Preuve. Pour y, z dans Eα et t dans [−α, α] on a :

‖ϕ (y) (t)− ϕ (z) (t)‖ =

∥∥∥∥A ∫ t

0

(y (u)− z (u)) du

∥∥∥∥
≤ |||A|||

∣∣∣∣∫ t

0

‖y (u)− z (u)‖ du
∣∣∣∣ ≤ |||A||| ‖y − z‖∞ |t|

où A �→ |||A||| est la norme matricielle induite par la norme vectorielle x �→ ‖x‖ .
Par récurrence sur k ≥ 1, on déduit que :

∀k ≥ 1, ∀t ∈ [−α, α] ,
∥∥ϕk (y) (t)− ϕk (z) (t)

∥∥ ≤ (|||A||| |t|)k
k!

‖y − z‖∞

En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k = 1 et en le supposant
acquis pour k ≥ 1, on a pour tout t ∈ [−α, α] :∥∥ϕk+1 (y) (t)− ϕk+1 (z) (t)

∥∥ ≤ |||A|||
∣∣∣∣∫ t

0

∥∥ϕk (y) (u)− ϕk (z) (u)
∥∥ du∣∣∣∣

≤ |||A||| |||A|||k
k!

‖y − z‖∞
∣∣∣∣∫ t

0

|u|k du
∣∣∣∣

avec
∣∣∣∣∫ t

0

|u|k du
∣∣∣∣ = ∫ |t|

0

ukdu =
|t|k+1

k + 1
, ce qui donne :

∥∥ϕk+1 (y) (t)− ϕk+1 (z) (t)
∥∥ ≤ (|||A||| |t|)k+1

(k + 1)!
‖y − z‖∞

On en déduit alors que :

∀k ≥ 1,
∥∥ϕk (y)− ϕk (z)

∥∥
∞ ≤ (|||A|||α)k

k!
‖y − z‖∞

et avec lim
k→+∞

(|||A|||α)k
k!

= 0, il en résulte que, pour p ≥ 1 assez grand, l’application
ϕp est contractante. �

On considère le problème de Cauchy :{
y′ (t) = Ay (t) (t ∈ [−α, α])
y (0) = y0

(7.1)

Lemme 7.2 Si une fonction y définie sur [−α, α] est solution de (7.1) , elle est
alors de classe C∞ sur [−α, α] .

Preuve. Soit y : [−α, α] → Cn une solution de (7.1) . On vérifie, par récurrence
sur k ≥ 1, que y est de classe Ck pour tout k ≥ 1. Le résultat est vrai pour k = 1.
En le supposant acquis pour k ≥ 1, on déduit de y′ = Ay que y est de classe Ck+1

avec y(k+1) = Ay(k). �
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Lemme 7.3 Une fonction y définie sur [−α, α] est solution de (7.1) si, et seule-
ment si, c’est un point fixe de l’application ϕ dans Eα.

Preuve. Soit y : [−α, α] → Cn une solution du système différentiel (7.1) , pour
tout t ∈ [−α, α] on a :

y (t) =

∫ t

0

y′ (u) du+ y (0) = A

∫ t

0

y (u) du+ y0 = ϕ (y) (t)

c’est-à-dire que y = ϕ (y) . Réciproquement, si y ∈ Eα est point fixe de ϕ, on a
alors y (0) = y0 et y est de classe C1 sur [−α, α] avec y′ = Ay. �

Le problème de Cauchy (7.1) est donc équivalent au problème de point fixe
y = ϕ (y) sur Eα.

Lemme 7.4 Pour tout réel strictement positif α, le problème (7.1) admet une
unique solution y définie par y = lim

k→+∞
(yk) où la suite de fonctions (yk)k∈N

est
définie par :

∀k ∈ N, ∀t ∈ [−α, α] , yk (t) =

⎛⎝ k∑
j=0

tj

j!
Aj

⎞⎠ y0

la convergence de la suite de fonctions (yk)k∈N
vers y étant uniforme sur [−α, α] .

Preuve. Pour p assez grand, l’itérée ϕp de ϕ est contractante, donc le théorème du
point fixe itéré nous dit que ϕ admet un unique point fixe donné par y = lim

k→+∞
(yk)

dans (Eα, ‖·‖∞) (c’est-à-dire que la suite de fonctions (yk)k∈N
converge uniformé-

ment vers y sur [−α, α]), où (yk)k∈N
est une suite d’approximations successives de

y définie par : {
∀t ∈ [−α, α] , y0 (t) = y0
∀k ∈ N, yk+1 = ϕ (yk)

Par récurrence, on a facilement :

∀k ∈ N∗, ∀t ∈ [−α, α] , yk (t) =

⎛⎝ k∑
j=0

tj

j!
Aj

⎞⎠ y0

En effet, pour k = 1, on a y1 (t) = A

∫ t

0

y0du+ y0 = (tA+ In) y0 et en supposant

le résultat acquis pour k ≥ 1 :

yk+1 (t) = A

∫ t

0

⎛⎝ k∑
j=0

uj

j!
Aj

⎞⎠ y0du+ y0 =

⎛⎝k+1∑
j=0

tj

j!
Aj

⎞⎠ y0

�
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Théorème 7.1.

Le problème de Cauchy :{
y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (0) = y0

(7.2)

admet une unique solution définie par :

∀t ∈ R, y (t) = lim
k→+∞

⎛⎝ k∑
j=0

tj

j!
Aj

⎞⎠ y0

Preuve. Pour tout réel α > 0, on note yα la solution de (7.1) sur [−α, α] . Pour
0 < α < β, yα et la restriction de yβ à [−α, α] sont solutions du même problème
de Cauchy. Une telle solution étant unique on déduit que les fonctions yα et yβ
coïncident sur [−α, α] . On peut donc définir sur R la fonction y par :

∀t ∈ R, y (t) = yα (t) = lim
k→+∞

⎛⎝ k∑
j=0

tj

j!
Aj

⎞⎠ y0

où α > 0 est tel que t ∈ [−α, α] . Cette fonction est bien solution de (7.2) sur R. �

Corollaire 7.1 : L’ensemble SA des solutions de y′ = Ay est un sous
espace vectoriel de dimension n de C∞ (R,Cn) . Si (ek)1≤k≤n est une base
de Cn et si, pour tout entier k compris entre 1 et n, la fonction yk est la
solution du problème de Cauchy :{

y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (0) = ek

la famille (yk)1≤k≤n est alors une base de SA.

Preuve. Il est clair que l’ensemble SA des solutions sur R du système différentiel
y′ = Ay est un sous espace vectoriel de C∞ (R,Cn) . Le théorème 7.1 se traduit en
disant que l’application y �→ y (0) réalise un isomorphisme de SA sur Cn, donc SA

est de dimension n. Pour montrer que la famille (yk)1≤k≤n est une base de SA, il

suffit de montrer qu’elle est libre. L’égalité
n∑

k=1

λkyk = 0 équivaut à
n∑

k=1

λkyk (t) = 0

pour tout réel t et t = 0 donne
n∑

k=1

λkek = 0, ce qui entraîne λk = 0 pour tout

k ∈ {1, · · · , n} puisque (ek)1≤k≤n est libre. La famille (yk)1≤k≤n est donc une base
de SA. �
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7.2 L’exponentielle d’une matrice

Théorème 7.2.

Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on peut définir une unique fonction de
classe C∞, EA : R → Mn (C) telle que :{

EA (0) = In
∀t ∈ R, E′

A (t) = AEA (t)
(7.3)

Cette fonction est définie par :

∀t ∈ R, EA (t) =

+∞∑
k=0

tk

k!
Ak

Preuve. On note (ek)1≤k≤n la base canonique de Cn et on définit, la fonction
matricielle EA = (C1, · · · , Cn) , en disant que la colonne numéro j de EA, notée
Cj , est la solution sur R du problème de Cauchy :{

y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (0) = ej

(7.4)

ce qui se traduit matriciellement par (7.3) . Réciproquement si E est solution
de (7.3) , ses colonnes vérifient alors le système (7.4) et elles sont uniquement
déterminées. Pour j ∈ {1, · · · , n} , la solution de (7.4) est de classe C∞ et donnée

par Cj (t) = lim
p→+∞

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
ej , donc la fonction EA est de classe C∞ avec, pour

tout réel t EA (t) = lim
p→+∞

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
=

+∞∑
k=0

tk

k!
Ak, la convergence étant uniforme

sur tout compact de R. �

On note, pour tout réel t, EA (t) = etA et la matrice eA =

+∞∑
k=0

1

k!
Ak est appelée

l’exponentielle de la matrice A. La convergence de cette série est uniforme sur
tout compact de Mn (C) . En effet, si on note |||·||| une norme sous-multiplicative
sur Mn (C) , pour tout compact K de Mn (C) il existe une constante M > 0 telle
que |||A||| ≤ M pour toute matrice A dans K et, avec :

+∞∑
k=0

1

k!

∣∣∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣∣∣ ≤ +∞∑

k=0

1

k!
|||A|||k ≤

+∞∑
k=0

1

k!
Mk = eM

on déduit que la série de terme général
1

k!
Ak est uniformément convergente sur

K. On en déduit alors que l’application A �→ eA est continue sur Mn (C) .
Le calcul de l’exponentielle d’une matrice est simplifié dans le cas d’une matrice

diagonalisable. En effet si la matrice A ∈ Mn (C) est diagonalisable, il existe alors
une matrice inversible P et une matrice diagonale D = diag (λ1, · · · , λn) telles que
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A = PDP−1. Avec la continuité du produit matriciel, on déduit que eA = PeDP−1

est également diagonalisable avec eD = diag
(
eλ1 , · · · , eλn

)
.

Ce calcul se simplifie également dans le cas des matrices nilpotentes. En effet

si la matrice A est nilpotente d’ordre p ≥ 1, on a alors eA =

p−1∑
k=0

1

k!
Ak.

Pour toute matrice A dans Mn (C) , la matrice eA est limite d’une suite de
polynômes en A, c’est donc un élément de l’adhérence de C [A] dans Mn (C) . Le
sous-espace vectoriel C [A] étant de dimension finie dans Mn (C) est fermé et donc
confondu avec son adhérence. On déduit donc que eA est un polynôme en A, c’est-
à-dire qu’il existe un polynôme RA dépendant de A tel que eA = RA (A) . En fait il
n’est pas possible de trouver un polynôme R tel que eA = R (A) pour toute matrice
A. En effet si un tel polynôme existe en notant p son degré on a alors pour toute

matrice A et tout réel t, etA =

p+1∑
k=0

tk

k!
Ak + o

(
tp+1

)
=

p∑
k=0

rkt
kAk et avec l’unicité

du développement limité d’ordre p + 1 on déduit que nécessairement Ap+1 = 0
pour toute matrice A, ce qui est impossible (prendre par exemple A = In).

Avec la continuité de l’application M �→ My0 et le théorème 7.1, on déduit que
la solution du problème (7.1) est la fonction y définie par :

∀t ∈ R, y (t) = etAy0

De manière plus générale, pour tout t0 ∈ R, le problème de Cauchy :{
y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (t0) = y0

(7.5)

admet pour une unique solution la fonction y définie par :

∀t ∈ R, y (t) = e(t−t0)Ay0

En effet, la fonction y est solution de (7.5) si, et seulement si, la fonction z
définie par :

∀t ∈ R, z (t) = y (t+ t0)

est solution de (7.2) et on sait que ce problème admet pour unique solution la
fonction z définie par :

∀t ∈ R, z (t) = etAy0

c’est-à-dire que la solution du problème (7.5) est donnée par :

∀t ∈ R, y (t) = z (t− t0) = e(t−t0)Ay0

Lemme 7.5 Si A,B sont deux matrices qui commutent dans Mn (C) , on a alors
eA+B = eAeB = eBeA.

Preuve. On définit les fonctions Y et Z par :

∀t ∈ R, Y (t) = et(A+B), Z (t) = etAetB
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Ces fonctions sont dérivables sur R avec :

∀t ∈ R, Y ′ (t) = (A+B)Y (t) , Z ′ (t) = AetAetB + etABetB

Du fait que A et B commutent et que l’application X �→ XB est continue, on
déduit que etAB = BetA. On a donc Z ′ (t) = (A+B)Z (t) . Finalement avec
Y (0) = Z (0) = In on déduit que Y = Z (unicité de la solution du problème
de Cauchy), c’est-à-dire que et(A+B) = etAetB pour tout réel t. On démontre de
manière analogue que et(A+B) = etBetA (on peut aussi utiliser la commutativité de
A et B et la continuité du produit matriciel pour montrer que eA et eB commutent).
�

Si les matrices A et B ne commutent pas, en général il n’y pas d’égalité entre
eA+B , eAeB et eBeA (exercices 7.1, 7.2 et 7.3).

En utilisant la décomposition de Dunford A = D+V avec D diagonalisable, V
nilpotente et DV = V D on a en notant p l’indice de nilpotence de la matrice V,

eA = eDeV = eD
p−1∑
k=0

1

k!
V k, la matrice eD étant facilement diagonalisable si on sait

diagonaliser D.
En fait la décomposition de Dunford de la matrice A permet d’obtenir celle de

eA.

Lemme 7.6 Si A = D+V est la décomposition de Dunford de la matrice A, celle
de eA est alors donnée par eA = eD + eD

(
eV − In

)
, avec eD diagonalisable et

eD
(
eV − In

)
nilpotente, ces deux matrices commutant.

Preuve. Comme D et V commutent, on a eA = eDeV = eD + eD
(
eV − In

)
.

On a vu que la matrice eD est diagonalisable. D’autre part, avec la continuité du
produit matriciel on déduit que les matrices V et eD commutent et on peut écrire
que :

eD
(
eV − In

)
= eDV

p−1∑
k=1

1

k!
V k−1 = V

(
eD

p−1∑
k=1

1

k!
V k−1

)

V commutant avec eD
p−1∑
k=1

1

k!
V k−1. Il en résulte que la matrice eD

(
eV − In

)
est

nilpotente. Les matrices eD et eD
(
eV − In

)
commutant, on a obtenu ainsi la dé-

composition de Dunford de eA (cette décomposition est unique). �

Lemme 7.7 L’Application exp : A �→ eA est continue de Mn (C) dans GLn (C) .
Plus précisément, pour toute matrice A ∈ Mn (C) , la matrice eA est inversible
d’inverse e−A.

Preuve. Résulte de In = eA−A = eAe−A. �
Le calcul du déterminant de eA pour toute matrice A permet de retrouver le

caractère inversible de eA.

Lemme 7.8 Pour toute matrice A ∈ Mn (C) on a det
(
eA
)
= eTr(A).
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236 Systèmes différentiels linéaires et exponentielle d’une matrice

Preuve. Pour A ∈ Mn (C) diagonalisable on a A = PDP−1 avec P inversible et
D diagonale de valeurs propres λ1, · · · , λn. On a alors eA = PeDP−1 et :

det
(
eA
)
= det

(
eD
)
=

n∏
k=1

eλk = e

n∑

k=1

λk

= eTr(A)

Si A est matrice quelconque dans Mn (C) , on peut alors l’écrire A = lim
k→+∞

Ak,

où (Ak)k∈N
est une suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité des appli-

cations exponentielles complexe et matricielle et de l’application trace, on déduit
que :

det
(
eA
)
= lim

k→+∞
det
(
eAk
)
= lim

k→+∞
eTr(Ak) = eTr(A)

On peut aussi utiliser une trigonalisation de la matrice A. �

Lemme 7.9 Si λ ∈ C est une valeur propre de la matrice A ∈ Mn (C) , alors
pour tout réel t, eλt est valeur propre de etA et pour tout vecteur propre associé
x ∈ Cn, la solution du problème de Cauchy :{

y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (0) = x

(7.6)

est la fonction y définie par :

∀t ∈ R, y (t) = eλtx

Preuve. Soit x ∈ Cn \ {0} un vecteur propre associé à la valeur propre λ de
A. Pour tout k ∈ N, on a Akx = λkx et, du fait de la continuité de M �→ Mx,

etAx =

+∞∑
k=0

tk

k!
Akx =

+∞∑
k=0

tk

k!
λkx = etλx, c’est-à-dire que x est un vecteur propre

de etA associé à la valeur propre etλ. La solution du problème (7.6) est donc la
fonction t �→ etAx = etλx. �

Théorème 7.3.

Si A ∈ Mn (C) est diagonalisable de valeurs propres deux à deux dis-
tinctes λ1, · · · , λp (1 ≤ p ≤ n), les solutions du système différentiel y′ = Ay
sont alors les fonctions définies par :

∀t ∈ R, y (t) =
p∑

k=1

eλktCk

où les Ck sont des vecteurs de Cn.

Preuve. On désigne par {μ1, · · · , μn} l’ensemble des valeurs propres de A et
par (ek)1≤k≤n une base de vecteurs propres associée. Avec le corollaire 7.1 et le
lemme 7.9, on déduit que (etμkek)1≤k≤n est une base de l’espace des solutions de

y′ = Ay, c’est à dire que toute solution de ce système s’écrit y (t) =

n∑
k=1

αke
μktek,
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L’exponentielle d’une matrice 237

ou encore en regroupant les valeurs propres identiques y (t) =

p∑
k=1

eλktCk avec Ck

dans ker (A− λkIn) pour tout k ∈ {1, · · · , p} . �

Lemme 7.10 Soit A ∈ Mn (C) admettant une seule valeur propre λ ∈ C et
πA (X) = (X − λ)

α le polynôme minimal de A avec 1 ≤ α ≤ n. Les solutions du
système différentiel y′ = Ay sont les fonctions définies par :

∀t ∈ R, y (t) = eλt
α−1∑
j=0

tj

j!
(A− λIn)

j
y0

où y0 ∈ Cn, ce qui revient à dire que etA = eλt
α−1∑
k=0

tk

k!
(A− λIn)

k
.

Preuve. Toute solution de z′ = (A− λIn) z s’écrit :

z (t) = et(A−λIn)z0 =

+∞∑
k=0

tk

k!
(A− λIn)

k
z0 =

α−1∑
k=0

tk

k!
(A− λIn)

k
z0

du fait que (A− λIn) est nilpotente d’ordre α. On en déduit que toute solution de
y′ = Ay s’écrit :

y (t) = etAy0 = et(A−λIn)etλIny0 = eλt
α−1∑
k=0

tk

k!
(A− λIn)

k
y0

�
Théorème 7.4.

Soit A ∈ Mn (C) de polynôme minimal πA (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk , les

valeurs propres λ1, · · · , λp étant deux à deux distincts dans C. Les solutions
du système différentiel y′ = Ay sont les fonctions définies par :

∀t ∈ R, y (t) =
p∑

k=1

eλktPk (t)

où, pour tout k ∈ {1, · · · , p} , Pk désigne une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal à αk − 1 et à valeurs dans Cn.

Preuve. Pour tout k ∈ {1, · · · , p} on note Ek = ker (A− λkIn)
αk le sous espace

caractéristique associé à la valeur propre λk. D’après le théorème de décomposition

des noyaux, on a Cn =

p⊕
k=1

Ek. Soit y solution de y′ = Ay. On peut écrire, de

manière unique, y (0) =

p∑
k=1

xk avec xk ∈ Ek pour tout k ∈ {1, · · · , p} . Si, pour
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k ∈ {1, · · · , p} , on désigne par yk la solution du problème de Cauchy :{
y′ (t) = Ay (t) (t ∈ R)
y (0) = xk

z =

p∑
k=1

yk est alors solution du même problème de Cauchy que y. On a donc, du

fait de l’unicité de cette solution, y =

p∑
k=1

yk. Mais, d’autre part, on a :

yk (t) = etAxk = eλktet(A−λkIn)xk = eλkt
αk−1∑
j=0

tj

j!
(A− λkIn)

j
xk

du fait que (A− λkIn)
j
xk = 0 pour tout j ≥ αk. Ce qui donne y (t) =

p∑
k=1

eλktPk (t) ,

en notant Pk (t) =

αk−1∑
j=0

tj

j!
(A− λkIn)

j
xk. �

Dans la démonstration précédente, le vecteur xk est la projection de y (0) sur
ker (A− λkIn)

αk . En notant πk cette projection (projecteur spectral), on en déduit
que :

etA =

p∑
k=1

eλkt

⎛⎝αk−1∑
j=0

tj

j!
(A− λkIn)

j

⎞⎠πk

On peut retrouver ce résultat en utilisant la décomposition de Dunford (para-
graphe 1.6). En effet la matrice A s’écrit A = D + V avec D diagonalisable, V
nilpotente et DV = V D. On a alors eA = eDeV . Puis en écrivant que :

∀r ≥ 0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Dr =

p∑
k=1

λr
kπk

V r =

p∑
k=1

(A− λkIn)
r
πk

on obtient :

eD =

+∞∑
r=0

1

r!
Dr =

+∞∑
r=0

1

r!

(
p∑

k=1

λr
kπk

)
=

p∑
k=1

(
+∞∑
r=0

λr
k

r!

)
πk =

p∑
k=1

eλkπk

et :

eV =

+∞∑
r=0

1

r!
V r =

+∞∑
r=0

1

r!

(
p∑

k=1

(A− λkIn)
r
πk

)

=

p∑
k=1

(
αk−1∑
r=0

1

r!
(A− λkIn)

r
πk

)
=

p∑
k=1

(
αk−1∑
r=0

1

r!
(A− λkIn)

r

)
πk
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(la restriction de A− λkIn à ker (A− λkIn)
αk est nilpotente d’ordre αk).

Enfin avec les propriétés des projecteurs, on déduit que :

eA =

p∑
k=1

eλk

(
αk−1∑
r=0

1

r!
(A− λkIn)

r

)
πk

7.3 Un algorithme de calcul de l’exponentielle d’une
matrice

Soit A ∈ Mn (C) de valeurs propres λ1, · · · , λn dans C. On lui associe la suite
de matrices (Bk)1≤k≤n définie par :{

B1 = In
Bk+1 = (A− λkIn)Bk (1 ≤ k ≤ n− 1)

On a alors (A− λnIn)Bn = 0. En effet, on a Bk =

k−1∏
j=1

(A− λjIn) pour tout

k ∈ {2, · · · , n} et pour k = n, (A− λnIn)Bn =

n∏
j=1

(A− λjIn) = χA (A) = 0

d’après le théorème de Cayley-Hamilton.

Théorème 7.5.

Avec les notations qui précèdent, si y = (yk)1≤k≤n est la solution du
problème de Cauchy : {

y′ (t) = Jy (t) (t ∈ R)
y (0) = e1

(7.7)

où J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 0 · · · 0

1 λ2 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 λn−1 0
0 · · · 0 1 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et e1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , on a alors :

∀t ∈ R, etA =

n∑
k=1

yk (t)Bk

Preuve. Il suffit de montrer que la fonction y =

n∑
k=1

ykBk est solution du même

problème de Cauchy que t �→ etA.
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Pour t = 0 on a y (0) =

n∑
k=1

yk (0)Bk = B1 = In et pour tout t ∈ R :

y′ (t) =
n∑

k=1

y′k (t)Bk = λ1y1 (t) +

n∑
k=2

(yk−1 (t) + λkyk (t))Bk

=

n∑
k=1

λkyk (t)Bk +

n−1∑
k=1

yk (t)Bk+1

avec :
n−1∑
k=1

yk (t)Bk+1 =
n−1∑
k=1

yk (t) (A− λkIn)Bk

= A

n−1∑
k=1

yk (t)Bk −
n−1∑
k=1

λkyk (t)Bk

ce qui donne en définitive :

y′ (t) = λnyn (t)Bn +Ay (t)− yn (t)ABn

= Ay (t)− yn (t) (A− λnIn)Bn = Ay (t)

On peut donc conclure que etA =

n∑
k=1

yk (t)Bk pour tout réel t. �

7.4 Equations différentielles linéaires d’ordre n à
coefficients constants

On considère l’équation différentielle d’ordre n linéaire à coefficients complexes
constants :

y(n) (t) = a1y (t) + a2y
′ (t) + · · ·+ any

(n−1) (t) (t ∈ R) (7.8)

Une telle équation différentielle peut se ramener à un système différentiel linéaire
Y ′ = AY de matrice :

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. .
. . . . . . .

0 0 · · · 0 1
a1 a2 · · · an−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(matrice compagnon du polynôme Xn −
n−1∑
k=0

akX
k).

Rectangle



C
e 

do
cu

m
en

t e
st

 la
 p

ro
pr

ié
té

 e
xc

lu
si

ve
 d

e 
F

at
im

a 
H

m
id

an
i (

fa
tim

a.
hm

id
an

i1
@

us
m

ba
.a

c.
m

a)
 -

 1
6 

ju
in

 2
02

1 
à 

20
:4

6
Equations différentielles linéaires d’ordre n à coefficients constants 241

En effet, si y ∈ Cn (R,C) est une solution de l’équation différentielle (7.8) , la
fonction vectorielle Y ∈ C1 (R,Cn) définie par :

∀t ∈ R, Y (t) =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1 (t)
y2 (t)

...
yn (t)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
y (t)
y′ (t)

...
y(n−1) (t)

⎞⎟⎟⎟⎠
est alors solution de :

∀t ∈ R, Y ′ (t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y2 (t)
...
yn (t)
n∑

k=1

akyk (t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = AY (t)

où A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. .
. . . . . . .

0 0 · · · 0 1
a1 a2 · · · an−1 an

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . Réciproquement soit Y =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1
y2
...
yn

⎞⎟⎟⎟⎠ dans

C1 (R,Cn) solution du système différentiel Y ′ = AY. En posant y = y1, on a :

y′ = y2, · · · , y(n−1) = yn et y(n) = a1y1 + a2y2 + · · ·+ anyn

c’est-à-dire que y est solution de (7.8) .

Théorème 7.6.

Les solutions de l’équation différentielle (7.8) sont les fonctions de la

forme y (t) =

p∑
k=1

eλktPk (t) , où λ1, · · · , λp sont les racines deux à deux dis-

tinctes du polynôme πA (X) = Xn−
n∑

k=1

akX
k−1 de multiplicités respectives

α1, · · · , αp et chaque Pk est une fonction polynomiale de degré inférieur ou
égal à αk − 1.

Preuve. On sait que toute solution du système différentiel Y ′ = AY s’écrit

Y (t) =

p∑
k=1

eλktPk (t) , où λ1, · · · , λp sont les valeurs propres deux à deux distinctes

de A et pour tout k ∈ {1, · · · , p} , Pk est un polynôme à coefficients dans Cn de
degré strictement inférieur à la multiplicité αk de λk comme racine du polynôme
minimal de A (théorème 7.4).

Avec les notations de ce paragraphe, le polynôme minimal de la matrice A

est défini par πA (X) = Xn −
n∑

k=1

akX
k−1 (théorème 1.7), donc toute solution de
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l’équation différentielle (7.8) est de la forme y (t) =

p∑
k=1

eλktPk (t) , où λ1, · · · , λp

sont les racines deux à deux distinctes du polynôme πA et pour tout k ∈ {1, · · · , p} ,
Pk est un polynôme de degré strictement inférieur à αk. �

Le polynôme πA est appelé le polynôme caractéristique de l’équation différen-
tielle d’ordre n (7.8) .

7.5 Systèmes différentiels linéaires à coefficients
non constants

Soient [α, β] un intervalle réel fermé borné, t0 un point donné dans [α, β] ,

K : [α, β]
2 → Cn et h : [α, β] → Cn deux applications continues. On désigne

E = C0 ([α, β] ,Cn) l’espace des fonctions continues de [α, β] dans Cn muni de la
norme de la convergence uniforme et on définit l’application ϕ : E → E par :

∀y ∈ E, ∀t ∈ [α, β] , ϕ (y) (t) =

∫ t

t0

K (t, u) y (u) du+ h (t)

Lemme 7.11 Avec les notations qui précèdent, il existe un entier p strictement
positif tel que l’application ϕp = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸

p fois

soit contractante. En conséquence,

l’application ϕ admet un unique point fixe dans E.

Preuve. Il est clair que pour toute fonction y continue sur [α, β] la fonction ϕ (y)
est également continue sur [α, β] . Pour y, z, dans E et t dans [α, β] on a :

‖ϕ (y) (t)− ϕ (z) (t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

t0

K (t, u) (y (u)− z (u)) du

∥∥∥∥
≤ λ

∣∣∣∣∫ t

t0

‖y (u)− z (u)‖ du
∣∣∣∣ ≤ λ ‖y − z‖∞ |t− t0|

où λ = sup
(t,u)∈[α,β]2

‖K (t, u)‖ . Par récurrence sur k ≥ 1, on déduit que :

∀t ∈ [α, β] ,
∥∥ϕk (y) (t)− ϕk (z) (t)

∥∥ ≤ (λ |t− t0|)k
k!

‖y − z‖∞
En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k = 1 et le supposant acquis
pour k ≥ 1, on a pour tout t ∈ [α, β] :∥∥ϕk+1 (y) (t)− ϕk+1 (z) (t)

∥∥ ≤ λ

∣∣∣∣∫ t

t0

∥∥ϕk (y) (u)− ϕk (z) (u)
∥∥ du∣∣∣∣

≤ λ
λk

k!
‖y − z‖∞

∣∣∣∣∫ t

t0

|u− t0|k du
∣∣∣∣

avec
∣∣∣∣∫ t

t0

|u− t0|k du
∣∣∣∣ = |t− t0|k+1

k + 1
, ce qui donne :

∥∥ϕk+1 (y) (t)− ϕk+1 (z) (t)
∥∥ ≤ (λ |t− t0|)k+1

(k + 1)!
‖y − z‖∞
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Il en résulte que :

∀k ≥ 1,
∥∥ϕk (y)− ϕk (z)

∥∥
∞ ≤ (λ (β − α))

k

k!
‖y − z‖∞

puis, avec lim
k→+∞

(λ (β − α))
k

k!
= 0, on en déduit que pour k ≥ 1 assez grand l’ap-

plication ϕk est contractante. Le théorème du point fixe itéré (l’espace (E, ‖·‖∞)
est complet) nous dit alors que ϕ admet un unique point fixe dans E. �

Lemme 7.12 Soient [α, β] un intervalle réel fermé borné et

A : [α, β] → Mn (C) , b : [α, β] → Cn

deux applications continues. Pour tout t0 ∈ [α, β] et tout y0 ∈ Cn le problème de
Cauchy : {

y′ (t) = A (t) y (t) + b (t) (t ∈ [α, β])
y (t0) = y0

(7.9)

admet une unique solution.

Preuve. Dire que y ∈ C1 ([α, β] ,Cn) est solution de (7.9) équivaut à dire que
pour tout t ∈ [α, β] on a :

y (t) =

∫ t

t0

y′ (u) du+ y (t0) =

∫ t

t0

A (u) y (u) du+

∫ t

t0

b (u) du+ y0

c’est-à-dire que y = ϕ (y) où ϕ est définie par :

K : (t, u) �→ A (u) , h : t �→
∫ t

t0

b (u) du+ y0

On déduit alors de ce qui précède que (7.9) a une unique solution. �
Dans ce qui suit I est un intervalle réel et A : I → Mn (C) , b : I → Cn sont

deux applications continues.

Théorème 7.7.

Pour tout t0 ∈ I et tout y0 ∈ Cn le problème de Cauchy :{
y′ (t) = A (t) y (t) + b (t) (t ∈ I)
y (t0) = y0

(7.10)

admet une unique solution.

Preuve. Pour tout intervalle fermé borné J ⊂ I contenant t0, on note yJ la
solution de (7.9) sur J. Si J1 et J2 sont deux tels intervalles, du fait de l’unicité
de la solution du problème de Cauchy sur un intervalle compact on déduit que
yJ1 (t) = yJ2 (t) pour tout t ∈ J1 ∩J2. On peut donc définir sur I la fonction y par
y (t) = yJ (t) où J est n’importe quel intervalle compact contenu dans I et tel que
t0 ∈ J. Il est alors clair que y est solution de (7.10) et que ce problème admet une
unique solution dans C1 (I,Cn) . �
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Corollaire 7.2 : L’ensemble SI des solutions sur l’intervalle I du système
différentiel y′ (t) = A (t) y (t) est un espace vectoriel de dimension n sur C.
Une famille (yk)1≤k≤n de solutions est une base de SI si, et seulement si,
il existe t0 ∈ I tel que la famille de vecteurs (yk (t0))1≤k≤n soit une base de
Cn.

Preuve. Du théorème 7.7 avec b = 0, on déduit que SI est non vide et que, pour
tout t0 ∈ I, l’application linéaire ψ : y �→ y (t0) réalise un isomorphisme de SI sur
Cn. Il en résulte que SI est un espace vectoriel de dimension n sur C. Si la famille
de vecteurs (yk (t0))1≤k≤n est une base de Cn, son image réciproque (yk)1≤k≤n

par l’isomorphisme ψ est alors une base de SI . �
Ce résultat nous dit que si l’application w : t �→ det (y1 (t) , · · · , yn (t)) s’annule

en un point, elle est alors identiquement nulle.

Corollaire 7.3 : Soit u une solution sur l’intervalle I du système diffé-
rentiel avec second membre :

y′ (t) = A (t) y (t) + b (t) (7.11)

Toute autre solution de ce système s’écrit z = u + y, où y est solution du
système différentiel homogène y′ (t) = A (t) y (t) sur l’intervalle I.

Preuve. Il est clair que pour toute solution z de (7.11) la fonction y = z − u
est solution de y′ = Ay. On déduit que si (yk)1≤k≤n est une base de solutions de

y′ = Ay sur I, toute solution de y′ = Ay + b s’écrit alors z =

n∑
k=1

λkyk + u, où les

scalaires λk sont uniquement déterminés par z (t0) , t0 étant donné dans I. �

Définition 7.1. Soit (yk)1≤k≤n une base de l’espace vectoriel des solu-
tions sur l’intervalle I du système différentiel y′ (t) = A (t) y (t) . On appelle
wronskien de cet ensemble de solutions, la fonction :

w : I → C
t �→ w (t) = det (y1 (t) , · · · , yn (t))

Théorème 7.8.

Avec les notations qui précèdent, le wronskien w est solution de l’équation
différentielle :

w′ (t) = Tr (A (t))w (t) (t ∈ I)

Pour tout t0 ∈ I, on a w (t) = w (t0) e
g(t) pour tout t ∈ I, en notant

g (t) =

∫ t

t0

Tr (A (x)) dx. Le wronskien d’une base de solutions sur I du

système y′ (t) = A (t) y (t) ne s’annule jamais.
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Preuve. Les yj étant de classe C1 et l’application déterminant de classe C∞ on
déduit que w est de classe C1 avec :

w′ =
n∑

j=1

det
(
y1, · · · , yj−1, y

′
j , · · · , yn

)
=

n∑
j=1

det (y1, · · · , yj−1, Ayj , · · · , yn)

(exercice 2.5). Pour tout t ∈ I l’application :

ϕt : (y1, · · · , yn) �→
n∑

j=1

det (y1, · · · , yj−1, A (t) yj , · · · , yn)

étant n-linéaire alternée sur (Cn)
n est proportionnelle au déterminant, c’est-à-dire

qu’il existe une constante λ (t) ∈ C telle que :

∀Y = (y1, · · · , yn) ∈ (Cn)
n
, ϕt (Y ) = λ (t) det (Y )

Cette constante est égale à ϕt (In) , soit en notant (ek)1≤k≤n la base canonique de
Cn :

λ (t) =
n∑

j=1

det (e1, · · · , ej−1, A (t) ej , · · · , en) =
n∑

j=1

ajj (t) = Tr (A (t))

On a donc en définitive, w′ (t) = Tr (A (t))w (t) pour tout t ∈ I.

Soit, pour t0 fixé dans I, g : t �→
∫ t

t0

Tr (A (x)) dx la primitive de Tr (A) nulle

en t0. On a w′ (t) = g′ (t)w (t) et
(
w (t) e−g(t)

)′
= 0 pour tout t ∈ I. On déduit

donc qu’il existe une constante C ∈ C telle que w (t) = Ceg(t) et t = t0 donne
C = w (t0) . On a donc w (t) = w (t0) e

g(t), pour tout t ∈ I.
On sait que (yk)1≤k≤n est une base de solutions si, et seulement si, la famille de

vecteurs (yk (t0))1≤k≤n est une base de Cn, ce qui équivaut à dire que w (t0) 	= 0,
ce qui est encore équivalent à w (t) 	= 0 pour tout t ∈ I. On a donc ainsi montré
que le wronskien d’une base de solutions ne s’annule jamais sur I. �

7.6 Méthode de variation des constantes

Théorème 7.9.

Si la famille (yk)1≤k≤n est une base de l’espace vectoriel des solutions
du système y′ (t) = A (t) y (t) sur l’intervalle I, la fonction y définie sur

I par y (t) =

n∑
i=1

λi (t) yi (t) est alors solution particulière sur l’intervalle

I du système différentiel avec second membre y′ (t) = A (t) y (t) + b (t) si,
et seulement si, pour tout t ∈ I, le vecteur (λ′

k (t))1≤k≤n est solution du

système linéaire
n∑

i=1

λ′
i (t) yi (t) = b (t) .
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Preuve. La fonction y =

n∑
i=1

λiyi est solution sur l’intervalle I du système dif-

férentiel y′ = Ay + b si, et seulement si, on a
n∑

i=1

λ′
iyi +

n∑
i=1

λiy
′
i = Ay + b, avec

n∑
i=1

λiy
′
i =

n∑
i=1

λiAyi = Ay, ce qui équivaut à dire que pour tout t ∈ I le vecteur

(λ′
k (t))1≤k≤n est solution du système linéaire

n∑
i=1

λ′
i (t) yi (t) = b (t) . Le détermi-

nant de ce système est le wronskien de la base de solutions (yk)1≤k≤n , il n’est
donc jamais nul et on a une unique solution. �

Corollaire 7.4 : Soient p, q, r : I → C des fonctions continues. L’ensemble
des solutions sur l’intervalle I de l’équation différentielle d’ordre 2 :

y′′ = py′ + qy (7.12)

est un espace vectoriel de dimension 2 sur C. Si (u, v) est une base de
solutions sur l’intervalle I, de l’équation différentielle y′′ = py′ + qy, la
fonction y définie par y (t) = λ (t)u (t) + μ (t) v (t) est alors solution sur
l’intervalle I, de l’équation différentielle y′′ = py′ + qy + r si, pour tout
t ∈ I, (λ′ (t) , μ′ (t)) est solution du système linéaire de deux équations à
deux inconnues : {

λ′ (t)u (t) + μ′ (t) v (t) = 0
λ′ (t)u′ (t) + μ′ (t) v′ (t) = r (t)

Preuve. La fonction y est solution de (7.12) si, et seulement si, la fonction vec-

torielle z =

(
y
y′

)
est solution du système différentiel z′ = Az où A =

(
0 1
q p

)
est continue de I dans M2 (C) . On en déduit alors que l’ensemble des solutions de
(7.12) est un espace vectoriel sur C de dimension 2.

Si (u, v) est une base de solutions sur I, de l’équation y′′ = py′ + qy, le couple(
z =

(
u
u′

)
, w =

(
v
v′

))
est alors une base de solutions sur I du système

différentiel z′ = Az (il est facile de vérifier que (z, w) est libre).
La fonction Z = λz + μw est solution de Z ′ = AZ + b si, et seulement si, pour

tout t ∈ I le vecteur
(

λ′ (t)
μ′ (t)

)
est solution de λ′ (t) z (t) + μ′ (t)w (t) = b (t) ,

soit : {
λ′ (t)u (t) + μ′ (t) v (t) = 0

λ′ (t)u′ (t) + μ′ (t) v′ (t) = r (t)

Dans ce cas on a alors, en posant y = λu+ μv :

Z = λz + μw =

(
λu+ μv
λu′ + μv′

)
=

(
y
y′

)
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et Z ′ =

(
y′

y′′

)
= AZ + b =

(
y′

py′ + qy + r

)
, c’est-à-dire que la fonction

y = λu+ μv est solution sur I de y′′ = py′ + qy + r. �
Le wronskien du système différentiel z′ = Az est w (t) = w (t0) e

g(t), en notant

g (t) =

∫ t

t0

Tr (A (x)) dx =

∫ t

t0

p (x) dx. Ce wronskien étant w (t) = det (z (t) , w (t)) ,

on en déduit que u (t) v′ (t)− u′ (t) v (t) = w (t0) e
g(t). Ce résultat peut être utilisé

pour calculer une solution de base v connaissant une solution u.

7.7 Surjectivité et injectivité de l’exponentielle
matricielle

On a vu que pour toute matrice A ∈ Mn (K) la matrice eA est inversible
(lemme 7.7) et avec det

(
eA
)
= eTr(A), on déduit que si A est à coefficients réels,

eA est alors dans l’ensemble GL+
n (R) des matrices réelles d’ordre n de déterminant

strictement positif.
On note Nn (K) l’ensemble des matrices à coefficients réels ou complexes d’ordre

n qui sont nilpotentes.

Définition 7.2. On dit qu’une matrice A ∈ Mn (K) est unipotente si la
matrice A− In est nilpotente.

On note Ln (K) l’ensemble des matrices à coefficients réels ou complexes d’ordre
n qui sont unipotentes.

Lemme 7.13 Si f (z) =
+∞∑
k=0

akz
k est une série entière de rayon de convergence

R > 0, alors pour toute matrice A ∈ Mn (C) telle que ρ (A) < R la série de terme
général akAk est convergente.

Preuve. Voir l’exercice 3.16. �

Avec les notations du lemme précédent la matrice f (A) =
+∞∑
k=0

akA
k, pour

ρ (A) < R, est en fait un polynôme en A, dont les coefficients dépendent de A. En
effet, f (A) est dans l’adhérence de C [A] qui est fermé dans Mn (C) en tant que
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

En partant du développement en série entière de la fonction logarithme com-
plexe :

ln (1 + z) =

+∞∑
k=1

(−1)
k−1

k
zk (|z| < 1)

on peut définir la fonction logarithme matricielle, sur l’ensemble des matrices A
dans Mn (C) telles que ρ (A) < 1 par :

ln (In +A) =

+∞∑
k=1

(−1)
k−1

k
Ak
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En particulier on a ln (In) = 0 et pour toute matrice nilpotente A, en notant p

un entier naturel tel que Ap+1 = 0, on a ln (In +A) =

p∑
k=1

(−1)
k−1

k
Ak.

Lemme 7.14 Pour A ∈ Mn (C) telle que ρ (A) < 1, on a eln(In+A) = In +A.

Preuve. Pour tout x ∈ R, on a ex =

+∞∑
k=0

αkx
k avec αk =

1

k!
pour tout entier

naturel k et pour tout réel x tel que |x| < 1, on a ln (1 + x) =
+∞∑
j=1

βjx
j avec

βj =
(−1)

j−1

j
pour tout entier naturel j non nul. On peut alors écrire pour k ≥ 1

et |x| < 1, que (ln (1 + x))
k
=

+∞∑
j=k

βk,jx
j et :

eln(1+x) = 1 +

+∞∑
k=1

αk

⎛⎝+∞∑
j=k

βk,jx
j

⎞⎠ = 1 + x+
+∞∑
j=2

(
j∑

k=1

αkβk,j

)
xj

Avec eln(1+x) = 1 + x, on déduit alors que :

∀k ≥ 2,

j∑
k=1

αkβk,j = 0

En écrivant que eln(In+A) = In + A +

+∞∑
j=2

(
j∑

k=1

αkβk,j

)
Aj , pour A ∈ Mn (C)

telle que ρ (A) < 1, on en déduit que eln(In+A) = In +A. �

Lemme 7.15 Pour toute matrice A ∈ Nn (C) on a eA ∈ Ln (C) et :

∀t ∈ R, ln
(
etA
)
= tA

Preuve. Si A ∈ Nn (C) , il existe p ∈ N tel que Ap+1 = 0 et eA = In + V,

avec V = A

p∑
k=1

1

k!
Ak−1 qui est nilpotente. On a donc eA ∈ Ln (C) . Pour tout réel

t, on a également etA = In + V (t) ∈ Ln (C) avec V (t) =

p∑
k=1

1

k!
tkAk telle que

V (t)
p+1

= 0. La fonction V est dérivable sur R ainsi que la fonction ϕ définie
par :

ϕ (t) = ln
(
etA
)
− tA =

p+1∑
k=1

(−1)
k−1

k
V (t)

k − tA

avec ϕ′ (t) = V ′ (t)

(
p+1∑
k=1

(−1)
k−1

V (t)
k−1

)
−A.
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Il est facile de vérifier que (In + V (t))

(
p+1∑
k=1

(−1)
k−1

V (t)
k−1

)
= In, c’est-à-

dire que :
p+1∑
k=1

(−1)
k−1

V (t)
k−1

= (In + V (t))
−1

=
(
etA
)−1

= e−tA

et avec V ′ (t) =
(
etA − In

)′
= AetA, on déduit que ϕ′ (t) = 0 pour tout réel t. On

a donc :
∀t ∈ R, ϕ (t) = ϕ (0) = ln (In) = 0

ce qui équivaut à ln
(
etA
)
= tA pour tout réel t. �

Théorème 7.10.

L’exponentielle matricielle réalise une bijection de Nn (C) sur Ln (C)
d’inverse le logarithme matricielle.

Preuve. On sait déjà que l’exponentielle matricielle envoie Nn (C) dans Ln (C) et
que pour tout A ∈ Nn (C) , on a eln(In+A) = In+A avec B = ln (In +A) ∈ Nn (C) ,
ce qui prouve que l’exponentielle matricielle réalise une surjection de Nn (C) sur
Ln (C) . Si A1, A2 dans Nn (C) sont telles que eA1 = eA2 , alors ln

(
eA1
)
= ln

(
eA2
)
,

c’est-à-dire, d’après le lemme précédent avec t = 1, que A1 = A2. L’exponentielle
matricielle restreinte à Nn (C) est donc injective. �

Corollaire 7.5 : Pour tout nombre complexe λ non nul et pour toute
matrice A ∈ Nn (C) il existe X ∈ Mn (C) telle que eX = λIn +A.

Preuve. Soient λ ∈ C et A ∈ Nn (C) . On sait que la fonction exponentielle
complexe est surjective de C sur C∗, il existe donc un nombre complexe μ tel que

λ = eμ et en posant X = μIn + ln

(
In +

1

λ
A

)
, on a :

eX = eμIneln(In+
1
λA) = λIn

(
In +

1

λ
A

)
= λIn +A.

�
Théorème 7.11.

L’exponentielle matricielle réalise une surjection de Mn (C) sur
GLn (C) .

Preuve. Le théorème de réduction de Jordan nous dit que toute matrice A dans
GLn (C) est semblable à une matrice bloc de la forme :

J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
J1 0 · · · 0

0 J2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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avec Jk = λkIn + Vk, pour tout entier k compris entre 1 et p, la matrice Vk étant
nilpotente et λk étant valeur propre de A. Comme la matrice A est inversible, tous
les λk sont non nuls et on peut trouver des matrices à coefficients complexes Xk

telles que eXk = Jk.
Si A = PJP−1 avec P inversible, en définissant la matrice X par :

X = P

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
X1 0 · · · 0

0 X2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Xp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠P−1,

on a :

eX = P

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
eX1 0 · · · 0

0 eX2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 eXp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠P−1 = PJP−1 = A

�
Il est facile de vérifier que l’exponentielle matricielle définie sur Mn (C) n’est

pas injective. Par exemple, pour tout entier relatif k on a e2ikπIn = In, c’est-à-
dire que l’équation eX = In a une infinité de solutions dans Mn (C) . En fait les
solutions sont les matrices semblables aux matrices 2iπK où K est une matrice
diagonale d’ordre n à coefficients entiers relatifs (exercice 7.14).

Le théorème précédent nous permet de retrouver la connexité de GLn (C) .

Corollaire 7.6 : GLn (C) est connexe par arcs.

Preuve. Soient A1, A2 deux matrices dans GLn (C) . Il existe deux matrices
X1, X2 dans Mn (C) telles que eX1 = A1 et eX2 = A2. L’application ϕ définie sur
[0, 1] par ϕ (t) = e(1−t)X1+tX2 est alors un chemin continu dans GLn (C) qui relie
A1 et A2. �

On déduit aussi l’existence d’une racine p-ième pour toute matrice inversible.

Corollaire 7.7 : Soit p un entier naturel non nul. Pour toute matrice
A ∈ GLn (C) il existe une matrice X ∈ GLn (C) telle que Xp = A.

Preuve. Il existe une matrice Y ∈ Mn (C) telle que eY = A. En posant X = e
1
pY ,

on a X ∈ GLn (C) et Xp = eY = A. �
Si on se restreint aux matrices complexes hermitiennes [resp. réelles symé-

triques] l’exponentielle est injective et son image est l’ensemble des matrices com-
plexes hermitiennes définies positives [resp. réelles symétriques définies positives].

Théorème 7.12.

L’exponentielle matricielle réalise une bijection de l’ensemble des ma-
trices complexes hermitiennes sur l’ensemble des matrices complexes her-
mitiennes définies positives.
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Preuve. Il est facile de vérifier que l’exponentielle d’une matrice hermitienne est
également hermitienne. De plus si X est hermitienne, ses valeurs propres λ1, · · · , λn

sont alors réelles et celles de eX sont les réels strictement positifs eλ1 , · · · , eλn , en
conséquence la matrice eX est définie positive.

Soit A = UDU∗ une matrice hermitienne définie positive où U est unitaire et
D diagonale de valeurs propres réelles strictement positives μ1, · · · , μn. On note
P le polynôme d’interpolation de Lagrange défini par P (μi) = ln (μi) pour tout
i ∈ {1, · · · , n} (le degré de P est p − 1 où p est le nombre de valeurs propres
distinctes de A). La matrice X = P (A) = UP (D)U∗ est hermitienne et telle que
eX = A. Si Y est une autre matrice hermitienne telle que eY = A, Y commute
alors avec A, donc avec X qui est polynomiale en A. En définitive les matrices X
et Y commutent et sont diagonalisables, on sait alors qu’elles sont simultanément
diagonalisables (exercice 2.3), c’est-à-dire qu’il existe une matrice P dans GLn (C)
telle que X = PΔP−1 et Y = PΛP−1 avec Δ et Λ diagonales à coefficients réels.
De eX = eY on déduit alors que eΔ = eΛ et Δ = Λ du fait que ces matrices sont
diagonales à coefficients réels et que l’exponentielle réelle est bijective de R sur
R∗

+. On a donc X = Y, c’est à dire que l’équation eX = A a une unique solution
hermitienne. �

7.8 Exercices

Exercice 7.1. Comparer eA+B , eAeB et eBeA pour A =

(
1 1
0 0

)
et

B =

(
1 −1
0 0

)
.

Solution. Le polynôme caractéristique de ces deux matrices est X (X − 1) . Avec
le théorème de Cayley-Hamilton on déduit alors qu’elles vérifient les équations
M2 = M et donc Mk = M pour tout entier k supérieur ou égal à 2. Il en résulte
que :

eA = I2 + (e− 1)A =

(
e e− 1
0 1

)
, eB = I2 + (e− 1)B =

(
e 1− e
0 1

)
Ce qui donne :

eAeB =

(
e2 − (e− 1)

2

0 1

)
, eBeA =

(
e2 (e− 1)

2

0 1

)
	= eAeB

D’autre part la matrice A + B =

(
2 0
0 0

)
a pour polynôme caractéristique

X (X − 2) , ce qui entraîne, en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton, que
(A+B)

2
= 2 (A+B) et :

eA+B = I2 +
1

2

(
e2 − 1

)
(A+B) =

(
e2 0
0 1

)
est différent de eAeB et de eBeA.
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Exercice 7.2. Soient A,B dans Mn (C) . Montrer que et(A+B) = etAetB

pour tout réel t si, et seulement si, A et B commutent.

Solution. Pour tout réel t on a :

et(A+B) = In + t (A+B) +
t2

2
(A+B)

2
+ o

(
t2
)

etAetB = In + t (A+B) +
t2

2
(A+ 2AB +B) + o

(
t2
)

et de l’unicité du développement limité d’ordre 2, on déduit que l’égalité et(A+B) =
etAetB est réalisée si, et seulement si, (A+B)

2
= A+2AB +B ce qui équivaut à

AB = BA.

Exercice 7.3. Pour A,B dans Mn (C) , on note [A,B] = AB −BA.

1. Soient A,B dans Mn (C) telles que [A, [A,B]] = 0. Montrer que :

∀t ∈ R, etABe−tA = B + t [A,B]

2. Soient A,B dans Mn (C) telles que [A, [A,B]] = [B, [B,A]] = 0. Mon-
trer que :

∀t ∈ R, e−t(A+B)etAetB = e
t2

2 [A,B]

3. Soient A,B dans Mn (C) telles que [A, [A,B]] = [B, [B,A]] = 0. Mon-
trer que eA+B = eAeBe−

1
2 [A,B].

Solution.
1. En notant Y (t) = etABe−tA pour tout réel t, on a Y ′ (t) = etA [A,B] e−tA. Si

de plus on a [A, [A,B]] = 0, les matrices A et [A,B] commutent alors, ce qui
entraîne que les matrices etA et [A,B] commutent de sorte que :

∀t ∈ R, Y ′ (t) = [A,B] etAe−tA = [A,B]

et, avec Y (0) = B, on déduit que Y (t) = B + t [A,B] .

2. En notant Y (t) = e−t(A+B)etAetB , Z (t) = e
t2

2 [A,B] pour tout réel t, on a
Z ′ (t) = t [A,B]Z (t) et :

Y ′ (t) = e−t(A+B)
(
−BetAetB + etABetB

)
= e−t(A+B)

(
−B + etABe−tA

)
etAetB

Avec l’hypothèse [A, [A,B]] = 0, on déduit que −B + etABe−tA = t [A,B] et :

∀t ∈ R, Y ′ (t) = te−t(A+B) [A,B] etAetB

Enfin avec l’hypothèse [A, [A,B]] = [B, [B,A]] = 0, on déduit que [A,B] et
A+B commutent, ce qui entraîne que [A,B] et e−t(A+B) commutent de sorte
que Y ′ (t) = t [A,B]Y (t) pour tout t ∈ R. Avec Y (0) = Z (0) = In on déduit
que Y et Z sont solutions du même problème de Cauchy ce qui donne Y = Z.
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3. En faisant t = 1 dans l’égalité précédente on a e−(A+B)eAeB = e
1
2 [A,B], ce qui

équivaut à eA+B = eAeBe−
1
2 [A,B].

Exercice 7.4. Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn (C) on a

lim
p→+∞

(
In +

1

p
A

)p

= eA.

Solution. On pose, pour tout entier naturel p, Ap =

(
In +

1

p
A

)p

=

p∑
k=0

(
p
k

)
pk

Ak.

On note |||·||| une norme sous-multiplicative sur Mn (C) . Pour tout entier naturel p,

on a
∣∣∣∣∣∣eA −Ap

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

p∑
k=0

(
1

k!
−
(
p
k

)
pk

)
Ak

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

+∞∑
k=p+1

|||A|||k
k!

avec lim
p→+∞

+∞∑
k=p+1

|||A|||k
k!

= 0.

En remarquant que
1

k!
−
(
p
k

)
pk

=
1

k!

(
1− p (p− 1) · · · (p− k + 1)

pk

)
≥ 0, on déduit

que :

∣∣∣∣∣∣eA −Ap

∣∣∣∣∣∣ ≤ p∑
k=0

(
1

k!
−
(
p
k

)
pk

)
|||A|||k +

+∞∑
k=p+1

|||A|||k
k!

= e|||A||| −
(
1 +

|||A|||
p

)p

→
p→+∞ 0

Exercice 7.5. Soit A ∈ Mn (C) diagonalisable de valeurs propres deux à
deux distinctes λ1, · · · , λp (1 ≤ p ≤ n). Montrer que :

∀t ∈ R, etA =

p∑
k=1

αke
λkt

p∏
j=1
j �=k

(A− λjIn)

où les αk ∈ C s’expriment en fonction des valeurs propres de A.

Solution. En reprenant les notations du théorème 7.3, le vecteur Ck est la pro-
jection de y (0) sur ker (A− λkIn) . En désignant par pk cette projection, on déduit

alors du théorème 7.3 que etA =

p∑
k=1

eλktpk. D’autre part, on sait que ces projec-

teurs s’écrivent pk = αk

p∏
j=1
j �=k

(A− λjIn) où αk =
1

p∏
j=1
j �=k

(λk − λj)

(exercice 2.2). Ce

qui donne en définitive etA =

p∑
k=1

αke
λkt

p∏
j=1
j �=k

(A− λjIn) .
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Exercice 7.6. Soit A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ ∈ M4 (C) .

1. Calculer etA pour tout t ∈ R.

2. Résoudre le système différentiel y′ = Ay

Solution.

1. Le polynôme caractéristique de A est χA (X) = X (X − 1)
3
. L’espace propre

associé à la valeur propre 0 est E0 = C

⎛⎜⎜⎝
1
0
0
−1

⎞⎟⎟⎠ et l’espace propre associé à la

valeur propre 1 est E1 = C

⎛⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ ⊕ C

⎛⎜⎜⎝
0
1
0
0

⎞⎟⎟⎠ . La matrice A n’est donc pas

diagonalisable et comme C4 = ker (A)⊕ ker (A− I4)
3
, on déduit que :

2 < dim
(
ker (A− I4)

2
)
≤ dim

(
ker (A− I4)

3
)
= 3

Donc ker (A− I4)
2 est de dimension 3 et C4 = kerA⊕ker (A− I4)

2 (le polynôme
minimal de A est πA (X) = X (X − 1)

2).
Pour tout x ∈ kerA et tout y ∈ ker (A− I4)

2
, on a etAx = x et etAy =

etet(A−I4)y = et (y + t (A− I4) y) . Tout vecteur z ∈ C4 s’écrit z = x + y où
x = (A− I4)

2
z ∈ kerA, y = A (2I4 −A) z ∈ ker (A− I4)

2 (l’identité de Bézout
(−X + 2)X+(X − 1)

2
= 1 permet d’obtenir les projections sur les sous espaces

caractéristiques) et :

etAz = x+ et (y + t (A− I4) y)

= (A− I4)
2
z + et (A (2I4 −A) z + t (A− I4)A (2I4 −A) z)

Écrivant que A (2I4 −A) = A−A (I4 −A) et :

(A− I4)A (2I4 −A) = −A (A− I4)
2
+A (A− I4) = A (A− I4)

on déduit que etAz = (A− I4)
2
z + et (Az + (t− 1)A (A− I4) z) . Enfin de

(A− I4)
2
=

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎠ , (A− I4)A =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , on déduit

que etA =

⎛⎜⎜⎝
et 0 1− et et − 1
0 et tet 0
0 0 et 0
0 0 et − 1 1

⎞⎟⎟⎠ .
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2. Les solutions de y′ = Ay sont alors données par :

y (t) = etAy0 =

⎛⎜⎜⎝
αet + (γ − δ) (1− et)

(β + γt) et

γet

γ (et − 1) + δ

⎞⎟⎟⎠

Exercice 7.7. Soit A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 −1 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ ∈ M4 (C) . Calculer etA, en

utilisant l’algorithme du paragraphe 7.3.

Solution. On a χA (X) = X (X − 1)
3
, donc λ1 = 0, λ2 = λ3 = λ4 = 1, B1 = I4,

B2 = A, B3 = (A− I4)A =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ et B4 = (A− I4)
2
A = 0 (le

polynôme minimal de A est X (X − 1)
2). La solution de (7.7) est donnée par :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1 (t) = 1
y2 (t) = et − 1
y3 (t) = (t− 1) et + 1

y4 (t) =

(
(t− 1)

2
+ 1

2

)
et − 1

(le calcul de y4 n’est pas nécessaire puisque B4 = 0). On a alors :

etA = I4 +
(
et − 1

)
A+

(
(t− 1) et + 1

)
(A− I4)A =

⎛⎜⎜⎝
et 0 1− et et − 1
0 et tet 0
0 0 et 0
0 0 et − 1 1

⎞⎟⎟⎠

Exercice 7.8. En utilisant les résultats de l’exercice 1.7, calculer l’expo-
nentielle de la matrice A (α, β) = ((aij))1≤i,j≤n d’ordre n supérieur ou égal
à 3 définie par :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
{

aii = β
aij = α si j ∈ {1, · · · , n} \ {i}

où α, β sont des nombres complexes donnés.

Solution. Pour α = 0, on A (α, β) = βIn et eA(α,β) = eβIn. On suppose que α
est non nul et dans ce cas on a (exercice 1.7) :

∀k ∈ N, A (α, β)
k
=

1

n

(
λk
2A (1, 1)− λk

1A (1, 1− n)
)
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avec λ1 = β + (n− 1)α et λ2 = β − α. Ce qui donne :

eA(α,β) =
1

n

(
eλ2A (1, 1)− eλ1A (1, 1− n)

)

Exercice 7.9. Montrer que le système différentiel y′ = Ay a toutes ses
solutions bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes
ses valeurs propres imaginaires pures.

Solution. Si A est diagonalisable à valeurs propres imaginaires pures, toute

solution de y′ = Ay est alors de la forme y (t) =

p∑
k=1

eiμktCk avec les μk réels

et pour tout t ∈ R on a ‖y (t)‖ ≤
p∑

k=1

∣∣eiμkt
∣∣ ‖Ck‖ =

p∑
k=1

‖Ck‖ = M, c’est-à-

dire que toute solution de y′ = Ay est bornée. Si A admet une valeur propre
λ de partie réelle non nulle, pour tout vecteur propre associé x ∈ Cn \ {0} , la
fonction y définie par y (t) = eλtx est alors une solution de y′ = Ay telle que
‖y (t)‖ = eRe(λ)t ‖x‖ pour tout t ∈ R et pour Re (λ) > 0 [resp. Re (λ) < 0] on
a lim

t→+∞ ‖y (t)‖ = +∞ [resp. lim
t→−∞ ‖y (t)‖ = +∞], c’est donc une solution non

bornée. Si A n’est pas diagonalisable, il existe alors une valeur propre λ de A telle
que ker (A− In) � ker (A− In)

2 et on peut trouver un vecteur non nul x ∈ Cn

tel que (A− In)x 	= 0 et (A− In)
2
x = 0. La solution du problème de Cauchy

y′ = Ay, y (0) = x est alors y (t) = eλtet(A−In)x = eλt (x+ t (A− In)x) et on
a ‖y (t)‖ ≥ eRe(λ)t (|t| ‖(A− In)x‖ − ‖x‖) , c’est donc une solution non bornée.
On a donc ainsi montré que le système différentiel y′ = Ay a toutes ses solutions
bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes ses valeurs
propres imaginaires pures.

Exercice 7.10. Montrer que si A ∈ Mn (C) est telle que A∗ = −A,
toutes les solutions de y′ = Ay sont alors bornées sur R.

Solution. Si A∗ = −A, la matrice iA est alors hermitienne, donc diagonalisable
à valeurs propres réelles. Les valeurs propres de A sont donc imaginaires pures et
avec le résultat de l’exercice 7.9 on déduit que toutes les solutions de y′ = Ay sont
bornées sur R.

Exercice 7.11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la ma-
trice A pour que le système y′ = Ay ait toutes ses solutions bornées sur
R+.

Solution. On a vu avec l’exercice 7.9 que s’il existe une valeur propre λ de A de
partie réelle strictement positive, on peut alors construire une solution de y′ = Ay
non bornée sur R+. Supposons que toutes les valeurs propres de A soient de parties
réelles négatives ou nulles. On note λ1, · · · , λr les valeurs propres de parties réelles
nulles (quand il en existe) et λr+1, · · · , λp celles de parties réelles strictement
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négatives (quand il en existe), les λk étant deux à deux distincts. Le polynôme

minimal de A s’écrit alors πA (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
αk et toute solution de y′ = Ay

est de la forme y (t) =

p∑
k=1

eλktPk (t) avec Pk (t) =

αk−1∑
j=0

tj

j!
(A− λkIn)

j
xk. Une telle

fonction est bornée sur R+ si, et seulement si, α1 = · · · = αr = 1. En définitive,
toutes les solutions de y′ = Ay sont bornées sur R+ si, et seulement si, toutes les
valeurs propres de A sont de parties réelles négatives ou nulles, celles de partie réelle
nulle étant racines simples du polynôme minimal de A. Ce qui est encore équivalent
à dire que la matrice A est semblable à une matrice de l’une des trois formes

suivantes

⎛⎜⎜⎜⎝
eiθ1 0 · · · 0
0 eiθ2 · · · 0

. .
. . . .

0 · · · 0 eiθn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eiθ1 0 . . . 0

.
. . . . . . .

0 · · · eiθr 0 · · · 0
0 · · · 0 Jr+1 · · · 0

. . . .
. . . .

0 . . . 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ou

⎛⎜⎜⎜⎝
J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0

. .
. . . .

0 · · · 0 Jp

⎞⎟⎟⎟⎠ avec Jk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λk ε1 · · · 0
0 λk ε2 · · · 0

. .
. . . . . . .

0 · · · 0 λk εn−1

0 · · · 0 λk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Re (λk) < 0,

εi ∈ {0, 1} .

Exercice 7.12. Pour A et B dans Mn (C) on désigne par ΦA,B l’appli-
cation de Mn (C) dans Mn (C) définie par :

ΦA,B (X) = AX +XB

L’espace vectoriel Mn (C) est muni d’une norme matricielle induite par
une norme vectorielle sur Cn.

1. Donner les solutions du problème de Cauchy :{
Y ′ (t) = ΦA,B (Y ) (t) (t ∈ R)
Y (0) = C

(7.13)

où C est donnée dans Mn (C) (on peut utiliser Z (t) = Y (t) e−tB).
2. On suppose que toutes les valeurs propres de A et B sont de parties

réelles strictement négatives, on se donne une matrice C ∈ Mn (C) et
Y est la solution de (7.13) .

(a) Montrer qu’il existe deux constantes α > 0 et β > 0 telles que
|||Y (t)||| ≤ βe−αt pour tout t ∈ R.

(b) Montrer qu’il existe X ∈ Mn (C) telle que C = ΦA,B (X) .

(c) En déduire que ΦA,B est un isomorphisme.
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Solution.

1. Le problème de Cauchy (7.13) admet une unique solution Y ∈ C∞ (R,Mn (C)) .
On définit Z ∈ C∞ (R,Mn (C)) par Z (t) = Y (t) e−tB et pour tout t ∈ R on a :

Z ′ (t) = (AY (t) + Y (t)B) e−tB − Y (t)Be−tB = AZ (t)

avec Z (0) = C. On a donc Z (t) = etAC et la solution du problème (7.13) est
Y (t) = etACetB .

2.

(a) En reprenant les notations de la démonstration du théorème 7.4, on a :

∣∣∣∣∣∣etA∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

p∑
k=1

eλkt
αk−1∑
j=0

tj

j!
(A− λkIn)

j
pk

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ e−μtν

n−1∑
j=0

tj

j!

où −μ = max
1≤k≤p

Re (λk) < 0 et ν = max
1≤k≤p

0≤j≤αk−1

‖A− λkIn‖j ‖pk‖ . Avec

lim
t→+∞ e

μ
2 t
∣∣∣∣∣∣etA∣∣∣∣∣∣ = 0, on déduit qu’il existe β1 > 0 tel que

∣∣∣∣∣∣etA∣∣∣∣∣∣ ≤ e−α1tβ1,

où α1 =
μ

2
. On a une majoration analogue pour la matrice B avec des

constantes α2 et β2. On déduit alors la majoration de la solution de (7.13) :

∀t ∈ R, |||Y (t)||| ≤
∣∣∣∣∣∣etA∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣etB∣∣∣∣∣∣ |||C||| ≤ e−αtβ

avec α = α1 + α2 et β = β1β2 |||C||| .
(b) Soit Y solution de (7.13) . En intégrant on a :

Y (t) = A

∫ t

0

Y (u) du+

∫ t

0

Y (u) duB + C

De |||Y (t)||| ≤ e−αtβ on déduit que l’intégrale
∫ +∞

0

Y (u) du est convergente

et que lim
t→+∞Y (t) = 0. En faisant tendre t vers l’infini dans l’identité ci-

dessus, on déduit que :

−C = A

∫ +∞

0

Y (u) du+

∫ +∞

0

Y (u) duB

c’est-à-dire C = ΦA,B (X) avec X = −
∫ +∞

0

Y (u) du ∈ Mn (C) .

(c) Le résultat de la question précédente se traduit en disant que ΦA,B est
surjective. Cette application étant un endomorphisme de Mn (C) on déduit
que c’est un isomorphisme. Une autre démonstration consiste à utiliser le
fait que sp (ΦA,B) = sp (A) + sp (B) .
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Exercice 7.13. Montrer que les fonctions u (t) =

∫ +∞

0

e−x2

cos
(
tx2
)
dx

et v (t) =

∫ +∞

0

e−x2

sin
(
tx2
)
dx sont bien définies, de classe C1 sur R et

solutions d’un système différentiel que l’on résoudra.

Solution. De la convergence de l’intégrale
∫ +∞

0

e−x2

dx on déduit que la fonction

w : t �→
∫ +∞

0

e(it−1)x2

dx est bien définie sur tout R. Il en résulte que les fonctions

u = Re (w) et v = Im (w) sont bien définies sur R. En dérivant formellement on

a w′ (t) =
∫ +∞

0

ix2e(it−1)x2

dx. De la convergence de l’intégrale
∫ +∞

0

x2e−x2

dx on

déduit que la fonction y : t �→
∫ +∞

0

ix2e(it−1)x2

dx est bien définie sur tout R. Pour

t ∈ R et h ∈ R∗, on a :

w (t+ h)− w (t)

h
− y (t) =

∫ +∞

0

e(it−1)x2

(
eihx

2 − 1

h
− ix2

)
dx

avec :∣∣∣∣∣eihx
2 − 1

h
− ix2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1h
∑
n≥2

(
ihx2

)n
n!

∣∣∣∣∣∣ ≤ |h|x4
∑
n≥2

(
|h|x2

)n−2

n!
≤ |h|x4e|h|x

2

et pour |h| ≤ 1

2
,

∣∣∣∣∣eihx
2 − 1

h
− ix2

∣∣∣∣∣ ≤ |h|x4e
x2

2 , ce qui donne en définitive :

∣∣∣∣w (t+ h)− w (t)

h
− y (t)

∣∣∣∣ ≤ |h|
∫ +∞

0

x4e−
x2

2 dx →
h→0

0

La fonction w est donc dérivable sur R de dérivée y. On en déduit alors que les
fonctions u et v sont dérivables sur R de dérivées :

u′ (t) = −
∫ +∞

0

x2e−x2

sin
(
tx2
)
dx, v′ (t) =

∫ +∞

0

x2e−x2

cos
(
tx2
)
dx

Une intégration par parties (où on dérive e(it−1)x2

par rapport à la variable x)
donne :

w (t) = −2 (t+ i)w′ (t) (7.14)
ce qui équivaut au système :{

u (t) = −2 (tu′ (t)− v′ (t))
v (t) = −2 (u′ (t) + tv′ (t))

encore équivalent au système différentiel :{
2
(
1 + t2

)
u′ (t) = −tu (t)− v (t)

2
(
1 + t2

)
v′ (t) = u (t)− tv (t)
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On a de plus les conditions initiales u (0) =

∫ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
et v (0) = 0.

L’équation (7.14) entraîne
(
w2 (t+ i)

)′
= 0, soit w2 (t+ i) = C, où C est une

constante complexe. Avec w (0) =

√
π

2
, on déduit que C = i

π

4
et :

u2 − v2 =
π

4

1

1 + t2
, 2uv =

π

4

t

(1 + t2)
(7.15)

C’est à dire que
(
u2,−v2

)
est solution de l’équation polynomiale de degré 2 :

r2 − π

4

1

1 + t2
r −

(π
8

)2 t2

(1 + t2)
2 = 0

ce qui donne u2 (t) =
π

8

1 +
√
1 + t2

(1 + t2)
et v2 (t) =

π

8

√
1 + t2 − 1

(1 + t2)
. La fonction conti-

nue u ne s’annule jamais, elle garde donc un signe constant et ce signe est celui
de u (0) , c’est-à-dire le signe positif. De (7.15) on déduit que la fonction uv est
impaire du signe de t. Ce qui donne en définitive :

u (t) =
1

2

√
π

2

√
1 +

√
1 + t2

(1 + t2)

v (t) = − signe (t)

2

√
π

2

√√
1 + t2 − 1

(1 + t2)

Exercice 7.14. Déterminer toutes les solutions dans Mn (C) de l’équa-
tion eX = In.

Solution. Soit X ∈ Mn (C) telle que eX = In. On a la décomposition de Dunford
X = D+V avec D diagonalisable, V nilpotente et DV = V D. Cette décomposition
permet d’obtenir celle de eX , soit eX = eD + eD

(
eV − In

)
avec eD diagonalisable

et eD
(
eV − In

)
nilpotente (lemme 7.6). Avec l’unicité de cette décomposition,

on déduit que eD = In et eV = In. La première égalité avec D diagonalisable
entraîne que D est semblable à une matrice 2iπK où K est une matrice diagonale
à coefficients entiers et la deuxième égalité entraîne V = 0. En effet si p est le
plus petit entier naturel non nul tel que V p = 0, en supposant p ≥ 2, l’égalité

eV = In +

p−1∑
k=1

1

k!
V k = In entraîne

p−1∑
k=1

1

k!
V k = 0 et en multipliant par V p−2,

on aboutit à V p−1 = 0 ce qui est en contradiction avec la définition de p. On a
donc p = 1 et V = 0. On a donc ainsi montré que les solutions dans Mn (C) de
l’équation eX = In sont les matrices semblables à une matrice 2iπK où K est une
matrice diagonale à coefficients entiers.
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équations différentielles, 240

adjointe (matrice), 48

Bézout, 2
Bernoulli, 212
Birkhoff, 153

Carathéodory, 145
Cauchy (problème de), 229
Cauchy-Schwarz (inégalité de), 35, 43,

47
Cayley-Hamilton, 13
Cholesky, 175
conditionnement, 95
convexe, 143
Courant-Fischer, 100
Cramer, 161
Crout (méthode de), 174

décomposition des noyaux, 17
décomposition LR, 173
décomposition polaire, 51, 79
décomposition singulière, 64
déflation, 212
déterminants principaux, 171
descente (méthode de), 190
diagonale strictement dominante, 8
diagonalisable (endomorphisme), 33
diagonalisable (matrice), 33
différentiable (fonction), 188
dilatation (matrice de), 164
doublement stochastique (matrice), 142
Dunford, 20

enveloppe convexe, 144
espaces caractéristiques, 18
euclidien (espace), 35
exponentielle (d’une matrice), 233

fonctionnelle quadratique, 189
Frobenius (matrice de), 172

Gauss (pivots de), 168
Gauss-Jordan, 176
Gauss-Seidel, 179
Gelfand, 90
Gerschgörin (disques de), 8
Gerschgörin-Hadamard, 7
Givens, 218
gradient (vecteur), 188
gradient conjugué (méthode du), 193
Gram-Schmidt, 37, 48
groupe topologique, 77

Hadamard (inégalité de), 63
hausdorffien, 96
hermitien (espace), 47
hermitienne (matrice), 49
hermitienne définie positive (matrice),

49
hermitienne positive (matrice), 49
Hessenberg (matrice de), 223
Hilbert (matrice de), 113, 163
Householder, 89
Householder (méthode de), 44
Householder (matrice de), 44
hyper-quadrique, 189
hyperplan affine, 143
hyperplan d’appui, 148

idéal annulateur, 2
indice (d’une valeur propre), 5
irréductible (matrice), 135
isotrope (cône), 43

Jacobi, 178, 213
Jordan, 52
Jordan (forme réduite de), 55
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Krein-Milman, 151
Krylov, 15

Leverrier, 17
logarithme matriciel, 247

méthode itérative, 177
matrice élémentaire, 165
matrice compagnon, 10
matrice de Frobenius, 10
mesure (d’un angle), 36
Minkowski (inégalité de), 36, 47

Newton (formules de), 15
nilpotent, 6
normale (matrice), 49
norme matricielle, 73

orientation, 168
orthogonal (endomorphisme), 40
orthogonale (famille), 37
orthogonale (matrice), 38
orthogonaux (vecteurs), 36, 48
orthonormée (famille), 37
Ostrowski, 10
Ostrowski-Reich, 182

parallélogramme, 36
permutation (matrice de), 134, 166
Perron-Frobenius, 129, 133, 138
point extrêmal (d’un convexe), 149
polyèdre, 143
polynôme caractéristique, 3
polynôme minimal, 2
positive (matrice), 123
primitive (matrice), 139
produit scalaire euclidien, 35
produit scalaire hermitien, 47
projecteurs pectraux, 20
projection orthogonale, 146
puissance inverse, 212
puissance itérée, 209

QR (décomposition), 39

réductible (matrice), 135
résidu (vecteur), 189
résultant, 83
Rayleigh-Ritz (quotient de), 96

Rayleigh-Ritz (théorème de), 97
rayon spectral, 86
relaxation (méthode de), 181
relaxation par blocs, 187
Richardson, 206
rotation, 38

Schur (norme de), 65
signature, 174
Souriau, 17
sous espace cyclique, 13
sous espace propre, 2, 3
sous-matrices principales, 61, 171
sous-multiplicative (norme), 76
spectre, 2, 3
stochastique (matrice), 141
Sylvester (matrice de), 83
symétrique (matrice), 42
symétrique définie positive (matrice), 42
symétrique positive (matrice), 42
systèmes différentiels, 229, 242

taux asymptotique de convergence, 178
taux moyen de convergence, 178
Tchebychev, 186
transvection (matrice de), 164
trigonalisable (endomorphisme), 31
trigonalisable (matrice), 31

unipotente (matrice), 247
unitaire (matrice), 48
unitaire (polynôme), 2

valeur propre, 2, 3
valeurs singulières, 87
variation des constantes, 245
vecteur propre, 2, 3

Weyl, 101
Wielandt, 141
wronskien, 244

Young-Varga, 185

Rectangle


	Analyse matricielle
	Table des matières
	Avant-propos
	Chapitre 1 - Polynômes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques
	1.1 Définitions et premières propriétés
	1.2 Localisation des valeurs propres d’une matrice complexe
	1.3 Matrice compagnon d’un polynôme
	1.4 Le théorème de Cayley-Hamilton
	1.5 Méthodes de calcul du polynôme caractéristique d’une matrice complexe
	1.6 Sous espaces caractéristiques
	1.7 Exercices

	Chapitre 2 - Réduction des endomorphismes et des matrices
	2.1 Trigonalisation
	2.2 Diagonalisation
	2.4 Réduction des matrices orthogonales
	2.5 Réduction des matrices symétriques réelles
	2.6 Tridiagonalisation des matrices symétriques réelles. Méthode de Householder
	2.8 Réduction des matrices normales
	2.9 Forme réduite de Jordan
	2.10 Exercices

	Chapitre 3 - L’espace vectoriel normé Mn (K) (K = R ou C)
	3.1 Norme matricielle induite par une norme  vectorielle
	3.2 Le groupe topologique GLn (K)
	3.3 Propriétés topologiques de l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(C)
	3.4 Rayon spectral d’une matrice complexe
	3.5 Conditionnement d’une matrice
	3.6 Quotient de Rayleigh-Ritz et Hausdorffien
	3.7 Conditionnement des problèmes de valeurs propres
	3.8 Exercices

	Chapitre 4 - Matrices positives etirréductibles
	4.1 Matrices positives
	4.2 Matrices strictement positives et théorème de Perron-Frobenius
	4.3 Matrices irréductibles
	4.4 Matrices primitives
	4.5 Matrices stochastiques et bistochastiques
	4.6 Exercices

	Chapitre 5 - Systèmes linéaires
	5.1 Position des problèmes et notations
	5.2 Problèmes numériques liés à la résolution des systèmes linéaires
	5.3 Cas des matrices triangulaires
	5.4 Matrices de dilatation et de transvection. Opérations élémentaires
	5.5 Méthode des pivots de Gauss
	5.6 Résolution des systèmes linéaires à coefficients entiers
	5.7 Décomposition LR ou méthode de Crout
	5.8 Décomposition LD tL des matrices symétriques réelles
	5.9 Décomposition de Cholesky des matrices symétriques réelles définies positives
	5.10 Méthode d’élimination de Gauss-Jordan
	5.11 Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires
	5.12 Méthode de Jacobi
	5.13 Méthode de Gauss-Seidel
	5.14 Méthode de relaxation
	5.15 Méthodes de descente et de gradient
	5.16 Exercices

	Chapitre 6 - Calcul approché des valeurs et vecteurs propres
	6.1 Introduction
	6.2 Méthode de la puissance itérée
	6.3 Méthode de Jacobi pour les matrices symétriques
	6.4 La méthode de Givens et Householder

	Chapitre 7 - Systèmes différentiels linéaires et exponentielle d’une matrice
	7.1 Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants
	7.2 L’exponentielle d’une matrice
	7.3 Un algorithme de calcul de l’exponentielle d’une matrice
	7.4 Equations différentielles linéaires d’ordre n à coefficients constants
	7.5 Systèmes différentiels linéaires à coefficients non constants
	7.6 Méthode de variation des constantes
	7.7 Surjectivité et injectivité de l’exponentielle matricielle
	7.8 Exercices

	Bibliographie
	Index


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


