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Avant-propos

Cet ouvrage, qui pourrait s’intituler « Matrices réelles et complexes, propriétés
algébriques et topologiques, applications » est consacré a I’étude de ’espace vec-
toriel M, (K) des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels ou complexes du
point de vue algébrique et topologique. Cette étude est un préalable important &
tout bon cours d’analyse numérique.

Des connaissances de base en algebre linéaire et en topologie sont amplement
suffisantes pour la lecture de cet ouvrage.

Le public visé est celui des étudiants du deuxiéme cycle universitaire et des
candidats a I’Agrégation externe et interne de Mathématiques.

La synthese proposée est un bon moyen de réviser ses connaissances sur les
espaces vectoriels normés et ’algebre linéaire. Les candidats a 'agrégation trouve-
ront tout au long de cet ouvrage de nombreux exemples d’applications des résultats
classiques souvent proposés dans les legons d’oral. Par exemple, si dans une lecon
sur le groupe orthogonal on pense a mentionner la compacité de O, (R) il faut
avoir réfléchi a quelques exemples d’applications de ce résultat. En suivant cette
idée, je me suis efforcé de faire suivre chaque résultat classique et important d’un
certain nombre d’applications.

Chaque chapitre est suivi d’une liste d’exercices corrigés. Une bonne utilisa-
tion de ces exercices consiste bien évidemment a les chercher au préalable, puis a
confronter les résultats obtenus aux solutions proposées.

L’étude des propriétés topologiques de l'espace vectoriel M,, (K) et Papplication
aux méthodes itératives de résolution des systemes linéaires et de recherche des
valeurs et vecteurs propres utilisent quelques résultats de base sur les espaces
vectoriels normés de dimension finie. On pourra se reporter a [18] pour ’étude des
espaces vectoriels normés. En particulier, le théoreme du point fixe de Banach est
utilisé dans I’étude des systemes différentiels linéaires.

Les chapitre 1 et 2 sont consacrés a I’étude des valeurs et vecteurs propres des
matrices réelles ou complexes. Les résultats importants sont le théoreme de décom-
position des noyaux et les divers théorémes de réduction a la forme triangulaire
ou diagonale.

C’est au chapitre 3 qu’on aborde ’étude des propriétés topologiques de I'espace
vectoriel M,, (K). On y introduit les notions de norme matricielle induite par une
norme vectorielle et on démontre quelques résultats classiques de densité et de
connexité.
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vi Avant-propos

Pour ce qui est des applications de ce chapitre, je me suis limité a I'analyse
numérique linéaire. Pour une application aux groupes de Lie, le lecteur intéressé
pourra consulter Pouvrage de Mnéimné et Testard [12].

Le chapitre 4, qui n’était pas présent dans la premiere édition, est consacré a
I’étude des matrices a coefficients positifs ou strictement positifs avec pour ap-
plication une étude des matrices stochastiques et doublement stochastiques qui
interviennent en théorie des probabilités.

Les chapitres 5 et 6 sont deux chapitres importants de l’analyse numérique
linéaire. On s’intéresse aux méthodes directes et itératives de résolution des sys-
teémes linéaires et aux méthodes de calcul approché des valeurs et vecteurs propres
d’une matrice carrée réelle ou complexe.

Enfin le chapitre 7 est une application a I’étude des systemes différentiels li-
néaires a coefficients constants ou non et a I’exponentielle d’une matrice. L’expo-
nentielle d’une matrice y est définie a partir de ’étude des systemes différentiels
linéaires a coefficients constants.

Cette deuxieme édition différe de la premiere par la suppression du premier
chapitre sur les espaces vectoriels normés et I’ajout d’un chapitre sur les matrices
réelles positives. On renvoie a [18], publié chez le méme éditeur, pour les résultats
sur les espaces vectoriels normés utilisés dans cet ouvrage.

Je tiens a remercier les éditions EDP Sciences pour la confiance qu’ils m’ac-
cordent en publiant une deuxieme édition de ce travail.
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Chapitre 1

Polynémes minimal et
caractéristique. Sous espaces
caractéristiques

Pour ce chapitre, K est un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel de
dimension n > 1.

Pour toute partie non vide X de F on désigne par Vect (X) le sous espace
vectoriel de E engendré par X, soit I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
(finies) d’éléments de X.

On note £ (F) l'algebre des endomorphismes de E, M,, (K) l'algébre des ma-
trices carrées d’ordre n & coefficients dans K et GL,, (K) le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de M,, (K).

On note Id [resp. I,,] 'endomorphisme [resp. la matrice] identité.

Pour tous ¢, j compris entre 1 et n, on note Ej; la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui d’indice (¢, j) qui vaut 1. La famille (E; ;),; ;,, est la
une base canonique de M,, (K).

Le choix d'une base B = (ex),<j<, de E permet de réaliser un isomorphisme
d’algebres de £ (E) sur M, (K) . Cet isomorphisme est réalisé de la fagon suivante :
a tout endomorphisme u de E, on associe sa matrice A = ((ai;)),<; j<, € Mn (K)
dans la base B définie par :

Vie{l,--- ,n}, u(e) :Zaijei
i=1

A toute matrice A dans M,, (K) est associé ’endomorphisme de K", que nous
noterons encore A :

A: K" — K"

n
= (Ti)i<ic, — Az = (Zlaij%)
J:

1<i<n

On désigne par K [X] Panneau des polyndmes a coefficients dans K et par K (X)
son corps des fractions rationnelles.
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2 Polynémes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Un polynome non nul est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

On rappelle que K[X] est un anneau euclidien, donc principal et factoriel.
Un résultat qui nous sera utile est le théoreme de Bézout qui nous dit que deux
polynémes A et B sont premiers entre eux dans K [X] si, et seulement si, il existe
deux polynémes U et V dans K [X] tels que AU + BV = 1.

Pour tout endomorphisme u de E, on note u® = Id et on définit les puissances
successives de u par la relation de récurrence u*+! = u* pour tout k € N, ce qui

P
nous permet de définir, pour tout polynéme P = ZakX k¢ K[X], I'endomor-
k=0

P

phisme P (u) = Zakuk. La sous algébre de £ (E) engendrée par u est constituée
k=0

des endomorphismes v = P (u) ou P est dans K[X]. On note naturellement K [u]

cette algebre et il est facile de vérifier qu’elle est commutative. Précisément on a :

V(P,Q) e K[X]?, (PQ)(u) =P (u)oQ(u) =Q(u)o P (u)

On définit de maniére analogue la sous algebre K [A] de M,, (K) engendrée par
une matrice A € M,, (K). Si A est la matrice de u dans une base B de E, la
matrice de P (u) dans B est alors P (A).

1.1 Définitions et premiéres propriétés

L’espace vectoriel £ (F) étant de dimension n?, on en déduit que pour tout
endomorphisme u de F la famille (uk) g<nene St liée, ce qui se traduit en disant
qu'il existe un polynéme P non nul dans K [X] tel que P (u) = 0. Il en résulte que
Pensemble I, = {P € K[X] | P (u) =0} n’est pas réduit au polynéme nul. Cet
ensemble qui est le noyau du morphisme d’algebres P +— P (u), est un idéal de
K [X]. L’anneau K [X] étant principal on peut donner la définition suivante.

Définition 1.1. Pour tout endomorphisme u de E, on appelle idéal annu-
lateur de w lidéal I,, et polynome minimal de w le générateur unitaire de
cet idéal. On note m, ce polynéome.

On a donc I, = {Pe€K[X]|P(u) =0} = K[X]|n, et m, est le polyndme
unitaire de plus petit degré annulant u.

On définit de maniére analogue le polynéme minimal d’une matrice A € M,, (K).

Siu € L (F) a pour matrice A dans une base de F, il a alors le méme polynéme
minimal que A.

Définition 1.2. Soit u un endomorphisme de E. On dit que A dans K
est une valeur propre de u s’il existe un vecteur non nul x dans E tel que
u(x) = Az. On dit alors que = est un vecteur propre de u associé d la valeur
propre A et que le sous espace vectoriel de E\ = ker (u— Ald) de E est
le sous espace propre associé a A. L’ensemble des valeurs propres de u est
appelé le spectre de u et noté Sp (u) .


Rectangle


Définitions et premiéres propriétés 3

Définition 1.3. Soit A € M,, (K). On dit que X dans K est valeur propre
de A sl existe un vecteur non nul x dans K™ tel que Ax = \x. On dit alors
que x est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \ et que le sous
espace vectoriel By = ker (A — \I,,) de K™ est le sous espace propre associé
a M. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et noté

Sp (A).

Siu € L (F) a pour matrice A dans une base de F, un scalaire A € K est valeur
propre de u si, et seulement si, il est valeur propre de A.
Pour A € M,, (K) et A € K, on a les équivalences :

(A€ Sp(A)) & (ker (A= A,) #{0}) & (A= M, ¢ GL, (K))
& (det (A — \,,) = 0)

La matrice XI,, — A étant un élément de M,, (K[X]) C M,, (K (X)), on peut
considérer son déterminant y 4 (X) = det (A — X1,,) qui est un élément de K [X].
Ce déterminant est le polynome caractéristique de la matrice A. C’est un polynéme
unitaire de degré n.

Une matrice et sa transposée ayant méme déterminant, on en déduit qu’elles
ont le méme polynoéme caractéristique.

Pour toute matrice P € GL,, (K), les matrices A — XI,, et P"1AP — XI,, =
P~1(A - XI,) P sont semblables dans M, (K(X)), donc xa = xp-14p. On
peut donc définir le polynéme caractéristique d’un endomorphisme u € £ (F) par
Xu (X) = xa (X), ot A est la matrice de u dans une quelconque base de E. On
peut noter x, (X) =det (v — XId).

Avec ces notations, le spectre de u [resp. de A] est I’ensemble des racines de
son polynéme caractéristique. C’est donc une partie finie de K ayant au plus n
éléments. Ce spectre peut étre vide (par exemple pour K = R) ou pas (par exemple
pour K = C d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss).

On rappelle que la trace d’une matrice A = ((aij)),<; j<, € Mun(K) est

Tr (A) = Za”' Pour A, B dans M,, (K), on a :
i=1

n

Tr(AB) =Y (AB), =Y > awbpi= > > briain

k=1 k=11i=1 =1 k=1

Il en résulte que deux matrices semblables ont méme trace. En effet si B =
P~YAP avec P € GL, (K), on a alors :

Tr(B) =Tr (P~' (AP)) = Tr (AP) P™") = Tr (4)

On peut donc définir la trace de u € £ (F) comme la trace de sa matrice dans
n’importe quelle base de F.
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4 Polynémes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Théoréme 1.1.

Si A = ((aij)1<; j<n € Mn(K) admet n valeurs propres Ai,--, Ay
distinctes ou confondues dans K, on a alors :

n

det (A) = ﬁ)\k et Tr(A) = Z)\k
k=1

k=1

Preuve. Le développement du déterminant dans M,, (K (X)) nous donne :

X—ay1 - —Q1.n
W@ = e m@ X e () et ()

—0n,1 e X - Qn,n

et dans le cas ou x4 est scindé sur K, on a aussi :

n n

xa(X)=J[(X=x)=X"- (ZAQ X" (D" T
k=1

k=1 k=1
ce qui nous donne, par identification des coefficients de X"~ ! et des coefficients

constants, les égalités Tr (4) = Z)\k et det (A) = H)\k. O
k=1 k=1

Théoréme 1.2.

Soient uw € L(E) et P € K[X]. Pour toute valeur propre X € Sp (u),
P ()\) est valeur propre de P (u). Pour K est algébriquement clos, on a

Sp (P (w) = {P(A) [ A €Sp(u)}.

Preuve. Si A € K est une valeur propre de u et x € E \ {0} un vecteur propre
associé, on vérifie alors facilement que pour tout polynéme P € K[X], on a
P (u)z = P ()\) . En effet, de u (z) = Az, on déduit par récurrence sur k > 0 que
uF () = \Fx pour tout k € N, puis par linéarité, il en résulte que P (u)x = P (\) z
pour tout P € K[X]. Ce qui signifie que x est un vecteur propre de P (u) associé
a la valeur propre P ().

Si P(X) = ag est un polynéme constant, P (u) = agld a alors pour unique
valeur propre ag, I’espace propre associé étant F.

On suppose que K est algébriquement clos et que P est non constant (Sp (u) et
Sp (P (u)) sont donc non vides). On a vu que {P (A) | A € Sp(u)} C Sp (P (u)).
Si e Sp(P(u)), en notant Q (X) = P (X) — p, Pendomorphisme @ (u) est non

P

injectif et en écrivant que Q (X) = aH (X — )™ (K est algébriquement clos),
i=1

on en déduit qu’il existe un indice i tel que I’endomorphisme u — A;Id soit non

injectif ce qui signifie que \; est une valeur propre de u, puis de @ (\;) = 0, on

déduit que p = P ();) . En définitive on a Sp (P (u)) ={P(A\) | A€ Sp(w)}. O
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Définitions et premiéres propriétés 5

Pour K non algébriquement clos, I'inclusion {P (\) | A € Sp (u)} C Sp (P (u))

(1) _01 ) € My (R) et P(X) = X2

on a A% = —1I et Sp (A) = (), donc l'inclusion est stricte.

peut étre stricte. Par exemple pour A = <

Lemme 1.1 Soit u un endomorphisme non nul de E. Si F est un sous espace
vectoriel de E stable par u, le polynéme caractéristique de la restriction de u a F
divise alors celui de u.

Preuve. Soit B; une base de F' complétée en une base B = B; U By de E. Dans
Ay Ay
0 Az
B1, de la restriction de u a F' (F' est stable par u) et le polynéme caractéristique
de u s’écrit x, (X) = det (A — X1,,,)det (A3 — X1,,). Il en résulte que x,, est
un multiple du polynoéme caractéristique de la restriction de u a F. O

Théoréeme 1.3.

cette base la matrice de u est A = < ) ou A; est la matrice, dans la base

Soient u un endomorphisme de E et A € K une valeur propre de u. Si \
a pour multiplicité o en tant que racine du polynome caractéristique de u,
on a alors 1 < dim (ker (u — AId)) < .

Preuve. Pour A € Sp (u), le sous-espace vectoriel Ey = ker (u — AId) n’est pas
réduit au vecteur nul et sa dimension est supérieure ou égale a 1. Ce sous-espace
vectoriel étant stable par u, le polynéme caractéristique y, de la restriction de
u a E) divise le polynéme caractéristique x, de u (lemme 1.1). En remarquant
que xx (X) = (A= X)° ol § est la dimension de E,, on en déduit que y, (X) =
AN—X )6 Q (X) et la racine X de x, étant de multiplicité «, on a nécessairement
0 < o ([

Théoréeme 1.4.

Soit u un endomorphisme de E. Les valeurs propres de u sont les racines
de son polynome minimal.

Preuve. Si A € K est une valeur propre de u et x un vecteur propre (non nul)
associé, de I'égalité 0 = m, (u) () = 7, (A) z avec z # 0, on déduit que m, (A) =0,
c’est-a-dire que A est racine de m,. Réciproquement si A est racine de m,, on a alors
Ty (X) = (X = A)Q (X) et avec m, (u) = (u— Ald) o Q (u) = 0 et du caractere
minimal de m, on déduit que u — AId est non inversible, ce qui équivaut a dire que
A est une valeur propre de w. O

Définition 1.4. Soit u un endomorphisme de E. La multiplicité d’une
valeur propre de u en tant que racine de son polynome minimal est appelée
lindice de cette valeur propre.
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6 Polynémes minimal et caractéristique. Sous espaces caractéristiques

Définition 1.5. On dit qu’un endomorphisme u € L (E) [resp. une matrice
A € M, (K)] est nilpotent [resp. nilpotente] s’il existe un entier r stricte-
ment positif tel que u" "t # 0 et u” = 0. [resp. A1 #£0 et A" =0.]. On dit
que r est Uordre de nilpotence de u [resp. de AJ.

Il est facile de vérifier que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme
nilpotent.

Lemme 1.2 Siu € L (F) est nilpotent, on a alors Tr (uk) = 0 pour tout k compris
entre 1 et n. Pour K de caractéristique nulle, un endomorphisme u € L (E) est
nilpotent si, et seulement si, Tr (uk) = 0 pour tout k compris entre 1 et n.

Preuve.

1. On vérifie tout d’abord par récurrence sur la dimension n > 1 de E, qu'un en-
domorphisme nilpotent est de trace nulle. Pour n = 1, 'unique endomorphisme
nilpotent est ’endomorphisme nul et sa trace est nulle. Supposons le résultat
acquis pour les espaces vectoriels de dimension au plus égale a n—1 > 1 et soit
u € L (E) nilpotent d’ordre r > 1 avec E de dimension n > 2. Comme 0 est
valeur propre de u (u"~* # 0, donc il existe y € E tel que x = u" ! (y) # 0
et on a u(x) = u" (y) = 0), il existe un vecteur non nul e; dans le noyau
de u et complétant ce vecteur en une base By de F, la matrice de u dans B

est de la forme A = 8 g ) ot o € My 1 (K) et B e M,,_1(K). Avec
0 aB™! L1 . ,
A" = 0 Br = 0, on déduit que B est nilpotente et en conséquence

Tr(B) = 0 (I’hypothese de récurrence nous donne le résultat sur M,,_; (K)),
ce qui entraine que Tr (u) = Tr (A) = Tr (B) = 0.

2. Siu € L (F) est nilpotent, il en est alors de méme de u* pour tout entier k > 1
et en conséquence, Tr (u*) = 0.

3. Pour la réciproque avec K de caractéristique nulle, on procede encore par récur-
rence sur la dimension n > 1 de E. Pour n =1, on a u (z) = Az, Tr(u) = X et
le résultat est trivial. Supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de
dimension au plus égale a n —1 > 1 et soit u € L (E) tel que Tr (uk) = 0 pour

n
tout k compris entre 1 et n = dim (E) > 2. En désignant par x,, (X) = Zaka
k=0

n
le polynéme caractéristique de u et en tenant compte de x,, (u) = Zakuk =0
k=0

et Tr(uk) = 0 pour k = 1,---,n, on déduit que Tr(x, (u)) = nag = 0
et ap = det(u) = 0 puisque K de caractéristique nulle. Donc 0 est valeur
propre de u et il existe une base B de F, dans laquelle la matrice de u est

de la forme A = 8 g ) ot o € Mj,—1(K) et B € M,,_1(K). Avec
k 0 Bk L. k k k
AF = 0 B , on déduit que Tr (B ) =Tr (A ) =Tr (u ) = 0 pour

tout Kk = 1,--- ,n et 'hypothése de récurrence nous dit que B est nilpotente.
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P
Enfin, en notant p I'indice de nilpotence de B, avec APt — < 8 ngiH > =0,

on déduit que A est nilpotente et il en est de méme de wu.

On peut aussi procéder comme suit en écrivant le polynéme minimal de u sous
la forme 7, (X) = X"Q (X) avec @ (0) # 0. Le théoreme de décomposition des
noyaux (théoréme 1.11) nous dit que £ = F' @ G, ou les espaces F' = ker (u")
et G = ker (Q (u)) sont stables par u (commutativité de K[u]). Si @ est non

p—r—1
constant, il s’écrit alors Q (X) = XP~" + Z apX® avec0<r<p—1etona
k=0 —
0=0Q (u)‘G =Q (u|G) , donc Tr (Q (u‘G)) =Tr (qu;T) + Z ay, Tr (ulkc> =0

p—r—1 B
et Tr (ufgr) + Z ay Tr (uffG) = —agdim (G) # 0 (on est en caractéristique

nulle et ap = @ (0)). Il existe donc un entier k& compris entre 1 et p —r < n
tel que Tr (ufG) # 0. Utilisant la matrice de u* dans une base adaptée a
la somme directe F = F @& G, F et G étant stables par u*, on aboutit a
Tr (uk) =Tr (u‘kF) + Tr (uf“G) =Tr (u‘kG) # 0, ce qui n’est pas. Le polyndéme
Q est donc constant égal a 1, ce qui nous donne 7, (X) = X" et signifie que u
est nilpotent d’ordre 7.

O

1.2 Localisation des valeurs propres d’une ma-
trice complexe

Pour ce paragraphe, K désigne le corps des nombres complexes et ['espace vec-
toriel C™ est muni de la norme x — |[|z|| = max |z;].
1<i<n

Pour A € C et R € RT, on note D (\,R) = {z€C ||z — ) < R} le disque
fermé de centre A et de rayon R dans le plan complexe.
Pour n > 2, A € M,, (C) et i, j compris entre 1 et n, on note :

Li=Y lai|, C; = laij|, L= max (L; + laz|), C = max (Cj + |az;|)
1=1

1<i<n 1<j<n

<
=

<
<

Théoréme 1.5. Gerschgorin-Hadamard

Pour toute matrice A € M, (C), on a Sp(A4) C | )D (ai;, L;).

—

i=1
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Preuve. Soient A € Sp (A) et x € C” un vecteur propre associé tel que ||z|| = 1.
Pour i € {1,--- ,n} tel que |z;| = ||z||,, on a :

A —a| = (A —ai) 2| = Zaz’jxj < Z lai;| | ]l = L
j=1 j=1
J#i J#i
soit A € D (am Lz) . O
On a aussi I'inclusion Sp (4) = Sp( '4) C Ub(ajj, ;).
j=1
Les disques fermés D (ay;, L;) sont les disques de Gerschgérin.

L’exercice 1.9 est une application du théoréeme de Gerschgorin-Hadamard au
calcul des valeurs propres d’'une matrice.

Corollaire 1.1 : Pour toute valeur propre A € C de A € M,, (C) on a
|A| <min (L, C).

Preuve. Pour A € Sp(A) et i€ {1,---,n} tel que [\ —a;| < L;,ona:
Al <A = ai| + |ai| < Li + |au| < L

Remplagant A par sa transposées, on a aussi |A\| < C, donc |A\| < min (L,C). O

Définition 1.6. Une matrice A € M,, (C) est dite & diagonale strictement
dominante si :
Vi € {1, ,n}, |CL“'| > LZ

Les matrices & diagonale strictement dominante se rencontrent dans de nom-
breux problémes, par exemple dans le probléme de I'interpolation par des fonctions
splines cubiques ou dans les problemes de résolutions d’équations aux dérivées par-
tielles par des méthodes de discrétisation par différences finies (voir [17]).

Corollaire 1.2 : Une matrice A € M,, (C) a diagonale strictement do-
minante est inversible.

Preuve. Soient A € M, (C), A € Sp(A) et i compris entre 1 et n tel que
A — a;;| < L;. Dans le cas ol A est & diagonale strictement dominante, on ne peut
avoir A = 0. On a donc Sp (4) C C*, ce qui implique que A est inversible. O

Une généralisation du théoreme de Gerschgorin et Hadamard est le théoreme
d’Ostrowski qui suit.

Lemme 1.3 Soit A dans M,, (C). S’il existe un réel a € [0,1] tel que :
Vie {17 e 7”’}7 |azz| > L?C'Ll_a

la matrice A est alors inversible.
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Preuve. Pour a = 1, il s’agit du corollaire 1.2 et pour a = 0, c’est encore le
corollaire 1.2 appliqué & ‘A.

On suppose que « € ]0, 1] et que A est non inversible, ce qui revient & dire que
0 est valeur propre de A. Si x € C™\ {0} est un vecteur propre non nul associé, il
est alors solution non nulle du systeme linéaire :

Zaijszo (].SZS’H)

j=1
et ona: .
il i) < lag||2;] (1< <n)
j=1
i
Tenant compte de L?Cil_o‘ < |a|, pour tout i € {1,--- ,n}, on en déduit que :

n

LYCI |ag| <) lagsl o] (1 <i<n)
j=1
i

I'inégalité étant stricte pour tous les indices i tels que x; # 0. Utilisant I'inégalité
de Holder, on obtient pour 1 <i<n:

n
L2Cl il < 3 Jaigl” (laggl'™ Ja51)

j=1
i
[ ey l—«
n n i n N
<Y lais] > laij] |z = =L [ D laij| ;| ==
j=1 Jj=1 j=1
J#i J#i J#i

Pour x; # 0, I'inégalité est stricte et nécessairement L; > 0. On en déduit donc
que :

n
1 1 .
Cilaa| == <> sl ;| ™= (1<i<n)
j=1
J#i
I'inégalité étant stricte pour x; # 0 et évidente pour x; = 0. En additionnant ces
inégalités, on aboutit a :

n ) n n . n )
S = ZC’Z- || =5 < ZZMM ;| = ch ;| = 5
i=1 =

i=1 j=1

ce qui est impossible. La matrice A est donc nécessairement inversible. O
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Théoréme 1.6. Ostrowski

Pour tout réel o € [0, 1] et toute matrice A € M,, (C), on a :

=

Sp (A) - D (aii, Liacilia)
=1l

?

Preuve. Pour A € Sp(A4), la matrice A — AI,, est non inversible et le lemme
précédent nous dit que pour tout réel o € [0, 1], il existe un indice i € {1,--- ,n}
tel que |a;; — \| < LEC} ™, O

Corollaire 1.3 : Pour A € M,, (C) et A\ € Sp(A), il existei € {1,--- ,n}
tel que |\? < (L + |asi) (C; + |ai)) -

1
Preuve. Prenant a = 3 dans le théoreme d’Ostrowski, on peut trouver i compris

entre 1 et n tel que |a; — A| < +/L;C;, ce qui implique que :

Al < laiil + VLiCi < V/(Jaii| + Li) (Jau| + Cy)

la derniere inégalité résultant de 2v/L;C; < C; + L;. O

1.3 Matrice compagnon d’un polynéme

K est a nouveau un corps commutatif.
n—1
A tout polynéme unitaire P (X) = X" — Zaka de degré n > 1 dans K[X],
k=0
on associe sa matrice compagnon Cp € M,, (K) définie par :

0O --- 0 ag

CP _ 1 . . al
: -0 :
0 -+ 1 an_y

Pourn=1,ona P(X)=X —ag et Cp = (ap).

Une telle matrice est aussi appelée matrice de Frobenius.

Pour ce paragraphe, on se fixe P € K[X] unitaire de degré n > 1 et up est
I'endomorphisme de K" de matrice Cp dans la base canonique B = (€x);<p<,, -

n—1

On a donc up (ex—1) = e pour k compris entre 2 et n et up (e,) = ZakekH- n
k=0

en résulte que e, = u’f;l (e1) pour k compris entre 1 et n.

Lemme 1.4 Pour tout polynome Q € K[X], on a Q (up) = 0 si, et seulement si,

Q (up) (e1) = 0.
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Preuve. SiQ (up) =0, on a alors en particulier @ (u) (e;) = 0. Réciproquement,
si Q (up) (e1) =0, on a alors pour tout k& compris entre 2 et n :

Q (up) (ex) = Q (up) (up ' (e1)) = ufp " (Q (up) (1)) = 0
donc Q (u) = 0. O
Théoréme 1.7.

Un polynome unitaire P est polynome minimal et polynome caractéris-
tique de sa matrice compagnon Cp.

n—1 n—1

Preuve. L’égalité up (e,) = Zak6k+1 se traduit par ul (e1) = Zakulfg (e1),
k=0 k=0

soit P (up)(e1) = 0, ce qui équivaut & P(up) = 0 d’apres le lemme précé-

dent. Le polynéme minimal 7,, divise donc P et deg(m,,) < n. La famille de
vecteurs (ex);cpc, = (u’f;l (61))1<k<n étant libre, il n’existe pas de polynéme
Q € K,_1[X]\ {0} tel que Q (Up) = 0, donc deg (m,,) > n. Le polynéme mini-
mal 7,, est donc de degré n et égal a P puisque unitaire divisant P. On a donc
TCp = Tup = P.

Le calcul du polynéme caractéristique x ¢, peut se faire en effectuant I’opération
élémentaire Ly < L1+ X Lo+ X?Lz+---+ X" 'L, dans M,, (K (X)) qui donne :

X - 0 —ag o --- 0 P(X)

- -
XCP(X): . . fll = A . “

: X : : X :

0 - -1 X—ap_1 0 - -1 X—an_1

= ()" P(X) ()" = P(X)

On peut aussi procéder comme suit. En notant x(a,... ,a,_,) (X) le polynome
caractéristique de Cp et en le développant par rapport a la premiere ligne, on a :

X - 0 —ag
-1 —aq
X(ao, - an—1) (X) = . . . =X X(a1,,an—1) (X) — ag
: X :
0 - =1 X—a,_1

n—1
puis par récurrence, on obtient X(qq,... .a,_,) (X) = X" — Zaka. g
k=0
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Corollaire 1.4 : Cp est inversible si, et seulement si, P (0) # 0. Dans ce

cas, on a :
—a ] 0
ao
C;l (Cn 1 Zakck 1) _ _Z% 0 0
C 1
L0 0

1 1
et Togt (X) = XC;1 (X) = 7@70an <X>

Preuve. On a det (Cp) = (—1)" xcp (0) = (=1)" P(0) = (—1)"""ap, donc
Cp est inversible si, et seulement si, ag = P (0) # 0. Dans ce cas, de I'égalité

1
P(Cp) = mc,, (Cp) = 0, on déduit que Cp' = w0 (C’” ! ZakC’k 1> , donc

B 1 n—1 B B
up' (e1) = — <6n - Z%%) et up' (ex) = up' (up(ex—1)) = er_1 pour k
o k=1
compris entre 2 et n, ce qui nous donne :
—a 1 ...
ao
C;l _ -2 0 0
S 1
L0 0
0
Dans la base (f1, -, fn) = (én,en—1, -+ ,€2,€1), la matrice de u;l est :
1
0 --- 0 L
.. : An—1
Co = 1 T
: t. O .
0 1 —Z—é
1
soit la matrice compagnon du polynéme @ (X ZakX ou ag = — et
ag
Up—k
ap = — pour 1 <k <n-—1.On a donc :
ao
1 - 1. (1
Moot (X) = X1 (X) = _LTOX Z ]XJ = —;OX P (X)
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1.4 Le théoreme de Cayley-Hamilton

K est un corps commutatif et E un K-espace vectoriel de dimension n > 1.

Dans ce qui suit, u € L (E) peut étre remplacé par A € M,, (K).

On se donne un endomorphisme u € £ (E) \ {0} et a tout vecteur z € E'\ {0},
on associe les ensembles :

Iio={P eK[X]|P(u)(x) =0}, By, = Vect {u* (z) | k € N}

On dit que F, , est le sous espace cyclique de E engendré par x.
On désigne par p,, , le plus grand entier naturel non nul tel que la famille de vec-
teurs B, , = (u” (z)) _, soit libre. La famille de vecteurs (u* (z))

OSkSpu,m nggpu,z
Pu,z—1
étant liée, il existe des scalaires ag, - - - ,a,, ,—1 tels que uP»= (x) = E apu® ()
k=0
pu,m_l
(caractére minimal de p, ;). On note m, ; (X) = XPwe — E ap X" dans K [X].
k=0

Lemme 1.5 Avec les notations qui précédent, B, , est une base de Ey , et Ty »

est le polynome minimal et le polynome caractéristique de la restriction de u d
Eu,.’p

Preuve. On a Vect (B, ) C E, et par définition de lentier p, ,, By, est une
base de Vect (B, ;) . On a uP*= (x) € Vect (B,,,) et on vérifie facilement par récur-
rence que uPu= % (z) € Vect (B, ) pour tout entier naturel k. On a donc 1’égalité
Vect (By,z) = Fu g

En écrivant que la matrice de u|g, , dans la base B, ;. est :

0 0 ap
Au@ _ 1 aq
0
o --- 1 ap, —1

soit la matrice compagnon de 7, ,, on en déduit que 7, , est le polynéme minimal
et le polynome caractéristique de ug, . (]

u, T

Théoréme 1.8. Cayley-Hamilton

Pour tout u € L (F) de polynome caractéristique x.,, on a X, (u) = 0.

Preuve. Le résultat étant évident pour u = 0, on suppose u non nul. Pour z dans
E\{0}, le sous espace cyclique E,, , étant stable par u, le polynoéme caractéristique
Tu,z de up, . divise celui de u. Il existe donc @ € K[X] tel que x, = Qmy . et
on a xy (u) (z) = Q (u) o Ty e (w) (x) = 0. On a donc ainsi montré que pour tout
x € E, on a x, (u)(z) =0 (c’est clair pour = = 0), ce qui équivaut & y, (u) = 0.
|
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Corollaire 1.5 : Pour tout u € L (E), le polynome minimal m,, divise le
polynome caractéristique Xo,.

Preuve. Le polynéme minimal divisant tout polynéme annulateur de u, on déduit
du théoréme de Cayley-Hamilton que 7, divise le polynéme caractéristique x,. O]
Du corollaire précédent, on déduit que deg (m,) < n. On retrouve aussi le fait
que les racines de 7, sont valeurs propres de wu.
Pour K algébriquement clos (par exemple, K = C) le polynéme caractéristique
P

de 'endomorphisme u s’écrit y,, (X) = H(X — M) ol les oy, sont dans N* et

k=1
les A dans K deux a deux distincts. Le polynéme minimal 7, étant un diviseur
P
de x,, avec les mémes racines, il s’écrit 7, (X) = H(X — k)P avec 1 < B, < ay.
k=1

Dans le cas ou I'endomorphisme u est inversible, le théoreme de Cayley-Hamilton
nous donne un moyen de calculer l'inverse de u, si on connait son polynéme ca-
n

ractéristique P,. En effet I’égalité x,, (u) = 0 avec x, (X) = Zaka donne :
k=0

1 « 1
—1 Z k—1 Z k—1
= —— a = — arl
“ ag i det (u) F
k=1 k=1

On peut aussi remarquer que u~! est un polynéme en u. Ce résultat étant
aussi valable pour une matrice inversible, on en déduit que I'inverse d’une matrice
triangulaire supérieure [resp. inférieure| et inversible est une matrice triangulaire
supérieure [resp. inférieure].

Le théoreme de Cayley-Hamilton permet également de calculer u? pour tout

entier p supérieur ou égal & n en fonction de Id,u,--- ,u™"!. En effet pour p = n,
n n—1

de x, (u) = Zakuk = 0 avec a, = 1, on déduit que u” = —Zakuk et pour
k=0 k=0

p > n la division euclidienne de X? par y4, X? = Qxa +Ravec R=0o0u R#0

et deg (R) < n, donne u? = R (u).

1.5 Meéthodes de calcul du polynéme caractéris-
tique d’une matrice complexe

On suppose le corps K de caractéristique nulle et on se donne A € M,, (K) de
n
polyndme caractéristique x4 (X) = ZakX k.
k=0

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que pour tout vecteur v € K™\ {0},

n
on a E arAFu = 0, ce qui fait apparaitre, en posant u; = AFu, les coefficients ay

k=0
n—1

comme solutions du systeme linéaire g apul = —Up. En prenant v de maniere
k=0
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aléatoire, on a toutes les chances que le systeme ci-dessus soit non dégénéré de
sorte que les coefficients du polynéme caractéristique s’obtiennent comme solution
d’un systéme de Cramer. C’est la méthode de Krylov.

On peut ensuite utiliser, pour les matrices réelle ou complexe de taille raison-
nable, une méthode numérique de résolution d’une équation polynomiale pour en
déduire des valeurs approchées des valeurs propres.

Les formules de Newton qui suivent pour un polynéme scindé sur K nous four-
nissent deux autres méthodes de calcul du polyndéme caractéristique.

Théoréme 1.9. Formules de Newton
Soit P(X) = ZakX"”‘ = H (X — X\i) € K[X] un polynome unitaire
k=0

k=1
de degré n > 2 scindé sur K. On lui associe les suites (o 1)

(Snk)<pen définies par :

1<k<n €t

Onk = Z Aiy Nig =+ Niges Sn,k:ikf (1<k<n)

1<ig <+ <ip<n =1
Pour tout entier k compris entre 1 et n on a :

Sn,k + an—lsn,k—l AFoceqF an—(k—l)Sn,l +an—1k =0

Preuve. Les o, sont les fonctions symétriques élémentaires des racines et en
n
développant le produit H (X — A\), on vérifie facilement que a,_j = (—1)’C On,k
k=1
pour k compris entre 0 et n, en notant 0,0 = 1.

n
En notant, pour j compris entre 1 et n, P; (X) = H (X = Ax),ona:

k=1
k#j
n—1
k n— n—
(X =X\)P(X)=P(X)=P) =Y (=) onp (X7 = X7 7F)
k=0
n—1 n—k n—k
X A
soit P; (X) = Z (—1)" onk e )\] avec :
k=0 A
anlc )\n—k
J _ yn—k—-1 n—k—2y . L n—k—2 n—k—1
X, =X + X Aj o+ XN + A

pour k compris entre 0 et n — 1. On déduit que pour tout entier k& compris entre
0 et n — 1 le coefficient de X"~'~* dans P; est donné par :

k

p—1-kj = Z (1) Un,i)\;?ii
i=0
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D’autre part, le polynéme dérivé de P est donné par :

n—1

P’ (X) = Z (_1)]€ (n N k) o,n’an—k:—l _ ZPJ
j=1

k=0

et en identifiant les coefficients de X ¥~ pour tout entier k¥ compris entre 0 et
n — 1, on en déduit que :

(*1)]c ( Un k= Zan 1-k,j — ZZ O—n,z)\?_i

7j=11i=0
k n k
k—1 %
Z Un,i Z A= Z (—=1)" 00 iSn ki
1=0 Jj=1 1=0

en notant S, o = n, ce qui s’écrit aussi :
k—1 k
Sn,k - O'n,lsn,k—l + -+ (71) O'n,k—lsn,l + (*1) O'n,kk =0

En utilisant les égalités a,_ = (—1)k0n’k, on déduit que, pour tout entier k
compris entre 1 et n — 1, on a :

Sn,k + anflsn,kfl + -+ CLn—(k—l)Sn,l + anfkk =0

Pour k£ = n l'identité s’obtient en écrivant que pour tout entier j compris entre 1
etnona:

0=P(X) =X +an 1A'+ ..+ a1} +ag
et en faisant la somme de toutes ces égalités. O
Pour A € M,, (C) de polynéme caractéristique x 4 ( Zaka H (X — Xg)
avec a,, = 1, ou les \ sont les valeurs propres de A comptces avoc }lcur mﬁltllphcité,
les valeurs propres de A¥, pour k € N sont les A¥ et on a S, . = Z)\f =Tr (Ak) ,

i=1
de sorte que les formules de Newton pour y 4 s’écrivent :

Tr (A") +ap1 Tr (A" ) 4+ 4 ap_-1) Tr (A) + ankk =0

pour k compris entre 1 et n. Les coeflicients a,,_j; du polyndme caractéristique x 4
apparaissent donc comme solutions du systéme triangulaire inférieur :

ap—1 = — ’11“r (4)
n-2 = —3 (Tr (A?) + ay—1 Tr (A))

Qp_f = —% (Tr (Ak) + a,_1Tr (Ak_l) +o (-1 Tr (A))

1
G == (Tr (A™) +ap—1 Tr (A"71) + - + a1 Tr (4))
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C’est la méthode de Leverrier.

La méthode de Souriau nous donne un autre algorithme de x4 et de l'inverse
dans le cas ou A est inversible.

On définit les suites de matrices (Ax);<p<,, » (Bk)i<p<, €t la suite de scalaires
(k)1 <p<, de la maniére suivante : o -

A1 =A o] = —Tr (Al) Bl = Al + Oélfn
Ap = Br1A ap = o (kAk) By =Ar+apl, 2<k<n)

Théoréme 1.10.

n
Avec les notations qui précédent, on a x4 (X) = X"+ ZakX"’k. Si de
. k=1
plus A est inversible, son inverse est alors A= = ——B,,_;.
(e70)

Preuve. En posant ag = 1, il s’agit de montrer que oy = a,_j pour k compris
entre 0 et n. Pour ce faire, on procede par récurrence sur k compris entre 0 et n.

Pour k =0,onaay =1=a, et pour k =1, onaa = —Tr(A) = a,_1.
Supposons que o = ay—j; pour j =0, -,k —1, avec k > 1. Par définition, on a
Ap =B 1A= A;,_1A+ ap_1A et par récurrence, il vient :

Ap=A"+ oA v A=A 4 a, A e, oA
ce qui nous donne en utilisant les formules de Newton :
Tr(Ag) = Tr (Ak) 4+ an,_1 Tr (Akil) +o Aty (g—1) Tr (A) = —an_rk

Tr (Ak>

et en conséquence, o = — = Up_k-

Pour k=mn,ona A, = A" +a, 1A" ' +---+aAdet B, = A, + a1, =
A, + aol, = xa(4) = 0 soit A, = B,-1A = —a,I,. Dans le cas ou A est

1
inversible, on a a,, = ag = det (A) #0 et A~ = —a—B,L_l. O

1.6 Sous espaces caractéristiques

Théoréme 1.11. Décomposition des noyaux

T
Soient r un entier supérieur ou égal @ 2 et P = HPk dans K[X], les

k=1
polynomes Py étant deux o deux premiers entre eux. Pour tout endomor-

phisme u de E on a ker (P (u)) = @ker (P (w)).
k=1
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Preuve. On procede par récurrence sur r > 2. Pour r = 2, les polynoémes P; et
P, sont premiers entre eux et le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe A, B
dans K [X] tels que APy +BP, = 1. On a alors A (u)o Py (u) + B (u)o Py (u) = Id
et pour tout = € ker (P (u)), on a :

= (A(u) o Py (w) (x) + (B (u) o P» (w)) (x) (L1)

ouze = (A(u)o Py (u)) (z) € ker (P (u)), 21 = (B (u) o P2 (u)) (z) € ker (P (u)),
du fait de la commutativité de K[u]. On a donc ainsi montré I’égalité :

ker (P (u)) = ker (Py (u)) + ker (Ps (u))

I'inclusion ker (P (u))+ker (P (u)) C ker (P (u)) étant évidente. De Iégalité (1.1)
on déduit immédiatement que ker (P (u)) Nker (P2 (u)) = {0}. On a donc bien la
somme directe ker (P (u)) = ker (P (u)) @ ker (P2 (u)) . On conclut par récurrence

sur r en considérant que si P; est premier avec Ps, - - - , P,, il est alors premier avec
leur produit. O
T
Dans le cas out P (u) =0,ona E = @ker (P (u)) .
k=1

Soit u € L (E) dont le polynome caractéristique s’écrit x,, (X) = H (X = Ap)*

k=1
avec ay, € N* et les A\ € K deux a deux distincts. Le polynéme minimal de w s’écrit
”

alors m, (X) = H(X — )P avec 1 < B < ag.
k=1

Définition 1.7. Avec les notations qui précédent, on appelle sous-espaces
caractéristiques de u les sous espaces vectoriels Ny = ker (u — A\ Id)™* pour

tout k € {1,2,--- ,r}.

Théoréme 1.12.

T
Avec les notations qui précédent, on a E = @Nk et pour tout k compris

k=1
entre 1 et r, on a :

1. Ny =ker (u — A\ Id)"* ;

2. i est la seule valeur propre de la restriction de u a Ny ;
3. dim (Ny) = oy, ;

4. la restriction de uw — \pId a Ny est nilpotente d’indice (.

Preuve. De x, (u) =0 et du théoréme de décomposition des noyaux, on déduit

que E = éNk.
k=1
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1. On note, pour k € {1,2,--- ,r}, My :ker(u—/\kld)ﬁ’“ et on a :

My C Ng, E:éNk :éMk
k=1 k=1

T s
donc 1 < dim (My) < dim (Ng), n = Zdim (Ng) = Zdim (My) et nécessai-
k=1 k=1
rement M = Nj.

2. Soit A une valeur propre de uy, . C’est aussi une valeur propre de u, donc
il existe j € {1,2,---,r} tel que A = A; et un vecteur z € Ny \ {0} tel que
(u—A;Id)(z) = 0. On a alors x € N, N N, \ {0} et nécessairement j = k
(N, N N; = {0} sij #k).

3. Soit d = dim (Ny), pour k compris entre 1 et r. De ce qui précede on déduit
que le polynéme caractéristique de un, € L£(Ng) (Ng est stable par u) est

P

P, (X) = (Mg — X)d’“ .De E = @Nk, les N, étant stables par u, on déduit
k=1

T
que Y, = HPk et dp = ayg.
k=1
4. Pour tout k compris entre 1 et 7, on note vy = (u— ApId)y, € L(Ng) et on

avk —O(Nk—ker(u—)\kld)’@’“) Sl’l)ﬁk Y= 0pour un k e {1,2,--- 7}, le

polynéme (X — )\k)ﬂ’“fl H (X — )\j)ﬂj annule alors u puisqu’il annule tous les

j=1
J#k
T T
un, et B = @Nk, ce qui contredit le fait que H (X — )\k)ﬁk est le polyndme
k=1 k=1

minimal de u. On a donc vk’rl =% 0 et v est nilpotent d’indice By.
|
Du théoréeme précédent on va déduire que tout endomorphisme de E dont le
polyndme caractéristique est scindé sur K se décompose de maniére unique comme
somme d’un endomorphisme diagonalisable (un endomorphisme est diagonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale) d et d’un endo-
morphisme nilpotent v avec d et v qui commutent.

Lemme 1.6 Avec les notations qui précédent, pour tout k compris entre 1 et r, le
y
projecteur w, de E sur Ny parallélement d @Nj est un polynome en u.
j=1
#k
T

Preuve. Les polynémes Py (X) = H (X — )\j)ﬁj , (1 < k < r) étant premiers

j=1
J#k
entre eux dans leur ensemble, on peut trouver des polynémes Ql, Q2, -, Q. tels

que ZQkPk = 1 (théoréme de Bézout). On a alors Id = ZQ’“ o Py (u) et
k=1 k=1
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T

tout x € E s’écrit x = Z (Qr (u) o Py (u)) (x) avec :
k=1

(Qk (u) o Py () (z) € Ker (u — A\ Id)™ = Ny,
C’est-a-~dire que (Q (u) o Py (u)) (z) est la projection de x sur Ny parallelement a
éNﬂ" On a donc 1, = Q (u) o Py, (u) € Ku]. O
i T
Les projecteurs m, de E sur Nj parallelement a @Nj sont les projecteurs
j=1
spectraux de u. 7

Théoréme 1.13. Dunford

Soit uw un endomorphisme de E dont le polynome caractéristique est
scindé sur K. I existe un unique couple (d,v) d’endomorphismes de E tel
que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et u = d + v.

Preuve. On a vu que sur chaque Ny, 'endomorphisme vy = (u — /\kId)|Nk. est

nilpotent et en notant dy = AxId|n, , on a u|y, = di + vi avec dj, diagonalisable,

v nilpotent et drvp = vrdi. On définit alors les endomorphismes d et v par
”

d= Z)\mrk et v = u — d. L’endomorphisme d est diagonalisable (d = dj, sur Ny),
k=1

Pendomorphisme v est nilpotent (v = vy sur Ni), d et v commutent puisqu’ils
sont dans Palgeébre commutative K [u] et u = d + v. Il reste & montrer 1'unicité
d’un tel couple (d,v). Soit (d’,v") un autre couple d’endomorphismes vérifiant
les mémes conditions que (d,v). Comme u = d' + v' et d’ et v/ commutent, ils
commutent avec u donc avec d et v qui sont des polynémes en u. On a alors
d—d =v" —wv, avec d—d' diagonalisable comme somme de deux endomorphismes
diagonalisables qui commutent (exercice 2.3) et v’ — v nilpotent comme somme
de deux endomorphismes nilpotents qui commutent. On a donc nécessairement,
d—d =v —v=0. Dot 'unicité de la décomposition. |

Pratiquement la décomposition de Dunford d’un endomorphisme de E dont
le polyndéme caractéristique est scindé sur K passe par le calcul des projecteurs

spectraux 7. Pour ce faire il suffit de disposer d’un polyndéme annulateur de u
-

de la forme P (X) = H (X — X\g)™ ,avec my > By pour tout k compris entre 1
k=1

et p ou les \; sont les valeurs propres de u et ) est la multiplicité de A\; comme

racine du polynéme minimal (on peut prendre pour polynéme P le polynéme

caractéristique, ou mieux le polynéme minimal, de u). A partir de la décomposition
P mp

1 Qi .
en éléments simples = —————;, én posant pour k compris entre
P (X) ;;(X = Ak)
M T
letr Qp(X) = Zaik (X =)™ P (X) = H (X —X;)™, on obtient
i=1 j=1

J#k
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1 s Qk (X) T
— = —————— et la décomposition de Bézout 1 = . P, qui permet
PX) ,;(Xf)\k) i D ;Qk ) qui p

d’obtenir les projecteurs spectraux 7, = (QrPx) (u). On a alors u = d + v avec

d:Z)\kﬂ'k etv=u—d.

k=1
La décomposition de Dunford d’un endomorphisme u de E dont le polynéme

caractéristique est scindé sur K permet le calcul de ses puissances successives. En
effet comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du binéme de Newton
pour écrire :

P
Vp>1, uP = (d+v)’ = ,;J (i)dk ovP~F

Le calcul des puissances successives de 'endomorphisme d peut se faire dans une
base de diagonalisation ou en utilisant les propriétés des projecteurs pour écrire

que :
r p r
Vp>1, dP = (ka> = Z/\iwk
k=1

k=1
et le calcul des puissances successives de I’endomorphisme nilpotent v s’arréte a
v971 oll ¢ est son indice de nilpotence.
On peut aussi calculer v avec :

T T

P
Vp > 1, vP = (Z (u— M\ Id) 7rk> = (u — A\ Id)? mp,

k=1 k=1

Avec 'exercice 1.12 on a un exemple de tels calculs.

1.7 Exercices

On désigne par F un K-espace vectoriel de dimension n > 1.

Ezxercice 1.1. Soit P une matrice inversible de M,, (C). On définit les
matrices réelles R et J par R = Re(P) et J = Im (P). Montrer qu’il
existe un réel X\ tel que la matrice R+ \J soit inversible. En déduire que si
A, B appartenant a M,, (R) sont semblables dans M, (C), elles sont alors
semblables dans M, (R) .

Solution. Si le polynéme ¢ (X) = det (R+ XJ) s’annule pour toute valeur
réelle il est alors identiquement nul et ¢ (i) = det (R + iJ) = det (P) = 0, ce qui
contredit P inversible. Il existe donc des réels A tels que ¢ (A) = det (R + A\J) # 0.
Si A,B € M,, (R) sont semblables dans M,, (C) il existe alors une matrice P
inversible dans M,, (C) telle que A = P~'BP. On a alors en notant R la partie
réelle de P et J sa partie imaginaire, (R+1iJ) A = B (R +14J) et en identifiant
parties réelles et parties imaginaires, RA = BR, JA = BJ. Pour tout réel \ tel
que R+ \J soit inversible on a alors (R + AJ) A = B (R + \J), ce qui prouve que
les matrices A et B sont donc semblables dans M, (R).
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FExercice 1.2. On suppose que K = R ou C. Montrer que pour tout en-
domorphisme u de E il existe un sous espace vectoriel de E de dimension
1 ou 2 stable par u.

Solution. Le polynéme minimal 7, se décompose dans I'anneau factoriel K [X]
en produit de facteurs irréductibles, ces facteurs étant de degré 1 ou 2. Si 7, admet
un facteur irréductible de degré 1, ce dernier est de la forme X — X avec A\ dans
K et A\ est une valeur propre de wu. Il est alors facile de vérifier que pour tout
vecteur propre x dans E \ {0} associé a cette valeur propre la droite vectorielle
D = Kz est stable par u. Si K = R et tous les facteurs irréductibles de m, sont
de degré 2, ils sont alors de la forme X2 + bX + ¢ et le polyndme m, s’écrit
T (X) = (X2 +bX +¢) Q(X). De Iégalité 0 = m, (u) = (u? + bu + cId) o Q (u)
et du caractére minimal de 7, on déduit que I’endomorphisme 12 + bu + cId n’est
pas injectif, ¢’est-a-dire que son noyau n’est pas réduit & {0} . Pour tout vecteur x
non nul dans ce noyau on vérifie alors que F' = Vect {x, v (z)} est un sous espace
vectoriel de dimension 2 stable par u. En effet on sait déja que F' est de dimension
1 ou 2 et si F est de dimension 1, x est alors vecteur propre de w et la valeur propre
correspondante est racine de m, ce qui contredit le fait que m, n’a pas de facteur
irréductible de degré 1. Donc F' est de dimension 2. Avec u? (z) + bu (z) + cx = 0,
on déduit que u? (x) est dans F, ce qui entraine que F est stable par u.

Ezercice 1.3. Soient A et B dans M,, (K). En remarquant que :

XI,—AB 0 \ [ -A XI, B XI,
B xi, )=\ 1, o I, A
dans My, (K (X)), montrer que AB et BA ont méme polynome caractéris-
tique.

Solution. On a :

n o
X" det (X1, — AB) = det X1,

—A XIn B XI,
det( " )(zn i)
B I, -A XI,
I I, 0
XI, —BA XB
:det( 0 X1,

XIn 0 )

) = X" det (X1, — BA)

donc AB et BA ont méme polynoéme caractéristique.

Ezxercice 1.4. Montrer qu’une matrice A € M,, (K) est de rang r si,

S
et seulement si, elle est équivalente a A, ( IOT 8 ) En déduire que
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pour toutes matrices A et B dans M,, (K), AB et BA ont méme polynome
caractéristique (considérer d’abord le cas ot A = A,.).

Solution.

1. Soient u € £ (K™) de matrice A, de rang r, dans la base canonique de K", H
un supplémentaire de ker (u) dans K", donc de dimension r, Bi = (ex);<x<,
une base de H et By une base de ker (u) . La famille u (B1) = (u (eg));<x<, €st

alors libre dans K™ (si ZMU (er) =0, on a alors Z)\kek € HnNker (u) = {0}
k=1 k=1
et tous les A\ sont nuls du fait que B; est libre) et elle se compléte en une base

B = (u(er), - ,uler), fre1, -+, fn) de K*. La matrice de u dans les bases
B1 U By et B a alors la forme indiquée. La réciproque est évidente.

B By avec By dans M, (K) et By dans
Bs B,

(B B B oY
./\/lnr(K)onaAB—< 0 0 >7BA—(B3 O)et.

2. Pour A = A,, en écrivant B =

det (XI,, — AB) = X" det (X1, — B) = det (XI,, — BA)
Dans le cas général, on a A = PA,Q (le cas A = 0 est trivial) et :

XAB = XP(A,.QBP)P~t = XA,.(QBP) = X(QBP)A, = XQ(BPA,Q)Q—! = XBA

Exercice 1.5. On suppose que K est infini. Montrer que pour toute ma-
trice A dans M, (K) il existe une infinité de scalaires A tels que \I,,— A soit
inwversible. En utilisant ce résultat, montrer que pour toutes matrices A et B
dans M,, (K), AB et BA ont méme polynome caractéristique (considérer
d’abord le cas ot la matrice A est inversible).

Solution.

1. L’application polynomiale A — det (Al,, — A) a au plus n racines dans K, donc
ce déterminant est non nul pour une infinité de valeurs de A et pour ces valeurs
la matrice AI,, — A est inversible.

2. Si A est inversible, les matrices AB et BA = A~ (AB) A sont alors semblables
et elles ont méme polynéme caractéristique.

3. Pour A dans M, (K) il existe une infinité de scalaires A tels que AI,, — A soit
inversible et pour ces valeurs de A on a, x(a—xz,)B (X) = XB(a-x1,) (X) . Pour
tout = fixé dans K on a donc deux polyndmes en A qui coincident pour une
infinité de valeurs, ils sont done égaux et A = 0 donne x a5 (X) = xpa (X).

Exercice 1.6. On suppose que K = C et on se donne u,v dans L (E).
Montrer que :
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1. st u et v commutent, ils ont alors un vecteur propre en commun ;
2. siuov—vou=u,u etv ont alors un vecteur propre en commun ;

3. siuov—vou = au+ Pv, u et v ont alors un vecteur propre en commun.

Solution.

1. Avec la condition u o v = v o u on vérifie facilement, pour toute valeur propre
A € C de u, Uespace propre E (u, \) est stable par v. La restriction de v & F (u, \)
définit alors un endomorphisme de E (u, \) et cet endomorphisme admet des
valeurs propres dans C. Tout vecteur propre de la restriction de v a E (u, A)
associé a 1'une de ces valeurs propres est alors un vecteur propre commun a u
et v.

2. Siuwowv —wvou=u on vérifie alors par récurrence que, pour tout k € N*, on a

uP ov —vouF = kuP. En effet le résultat est vrai pour k = 1 et en le supposant

vrai pour k> 1on a :

k+1 k+1

=wuo (uFov—vour)+ (uov—vou)ou"

=wuo (kuf) +uou” = (k+1)uf

u ocCv—vou

Ce résultat peut se traduire en disant que 'application linéaire définie sur £ (F)
par ¢ (w) = wov—vow est telle que ¢ (uk) = ku® pour tout k € N*. Si u* est
non nul pour tout k& € N*, chacun de ces vecteurs de £ (E) est alors un vecteur
propre de ¢ et cet endomorphisme de £ (F) a une infinité de valeurs propres,
ce qui est impossible. 11 existe donc un entier k& > 1 tel que u* = 0, ce qui
entraine que u n’est pas injectif et 0 est valeur propre de u. Avec la condition
uov —vowu=u on vérifie alors facilement que le noyau de u est stable par v.
Tout vecteur propre de la restriction de v au noyau de u est alors une vecteur
propre commun & u et v.

On peut aussi montrer que la condition u o v — v o u = u entraine que u n’est
pas inversible. En effet si u est inversible on a alors v = u~! o (v + Id) ou, donc
v et v 4+ Id ont méme polynoéme caractéristique, ce qui nous dit que :

VYAeC, xo (\)=det(A\Id—v—1Id) =x, (A—1)

On en déduit alors par récurrence que x, (k) = x, (0) pour tout entier naturel
k, le polynéme x, étant non constant, ce qui est impossible. On a donc ker (u) #
{0} et on conclut comme dans la démonstration qui précede.

3. D’apres ce qui précede on peut supposer que « et § sont non nuls et la condition
uov—uvou=«au+ fv peut s’écrire :

1 1
(au+ pv) o (v) - (v) o (au + fv) = au + fv
@ @
Avec ce qui précede, on déduit qu’il existe un vecteur non nul z dans le noyau
de au + fv qui soit un vecteur propre de v, c’est-a-dire que (au + fv) () =0

et v (z) = Az. On a alors u (z) = ——Az et = est un vecteur propre commun a
fe!

u et v.
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Ezercice 1.7. Soient o, f dans K et A (e, B) = ((ai;)),<; j<,, la matrice
d’ordre n > 3 définie par : T

. aiizﬁ
Vil e oni, { aij=a sij€{l n}\{i)
1. Calculer A (a, 5) = det (A (v, B)) .

2. Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres avec leur mul-
tiplicité de la matrice A (o, ).

3. Calculer le polynome minimal de la matrice A (c, 3) .

4. Dans le cas ot la matrice A («, B) est inversible, calculer son inverse.

5. Calculer A («, ,B)k pour tout entier naturel k.

Solution.

1. La matrice A («, ) est de la forme :

5 a a - o«
a B a - «
A(a,B) = :
a -+ a [ o«
a -+ a a B

En ajoutant les lignes 2 a n a la premiere ligne on a :

1 1 1 - 1

a B a - a
A, B)=det (A(a,B))=B+(n—1)«

a - a B a

a - a a B

Puis en retranchant la premiere colonne aux colonnes 2 a n on obtient :
-1
Ae,B) = (B+(n—1)a)(B—a)"
2. Le polynéme caractéristique de A (a, ) est donné par :

X (X)=A(—, X =)= (X = (B+(n—1)a)) (X — (B—a)" "

Les valeurs propres de A (a, ) sont donc \y = S+ (n—1)a et Ao = 5 — a.
Pour a@ = 0, la matrice A (0, 3) est celle d’'une homothétie et A\; = Ao =
est valeur propre d’ordre n de cette matrice. Pour o # 0, A1 est valeur propre
simple et A9 est valeur propre d’ordre n — 1. On peut aussi remarquer que
Ao, B)+ (= B) I, = aA(1,1) avec A(1,1) de rang 1. On déduit donc que 0
est valeur propre d’ordre n—1 de A (1,1) et que Tr (A (1,1)) = n—1 est valeur
propre simple. On retrouve alors facilement les valeurs propres de A (v, ).
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3. Pour a =0, on a A(a, ) = BI, et (4,3 (X)= X — 3. Pour a non nul, on a :

A(aaﬂ)_(ﬁ_a)In:aA(Ll)
A, B) — (B+(n—1)a) I, = aA(1,1—n)

avec A (1,1) A(1,1 —n) = 0. La matrice A (a, 8) n’étant pas celle d'une homo-
thétie, on en déduit que son polynéme minimal est :

Tap) (X) = (X = (B-a)) (X =(B+(n—-1)a))

4. Pour @ = 0, on A («, 8) = BI,, et cette matrice est inversible si, et seulement
si, B # 0 avec A(a,8)”" = B71I,. Pour a non nul, la matrice A (a, 8) est
inversible si, et seulement si, 5 # a et § # — (n — 1) « et son polyndme minimal
est T(a,p) (X) = (X — A1) (X — Ap) . L’égalité 74,5y (A (o, B)) = 0 donne alors :

Ala, 5)71 = )\11>\2 (M +X) L, — A, B))
1 1
= )\1)\2"4(7043)‘1 +>\27ﬂ) = WA(7Q75+(717 1)0[)

5. Poura=0,0on A (a,f) = pl, et A (04,5)1c = B*I, pour tout k € N. On suppose
que o est non nul. Pour k =0et k=1,ona A (a,ﬁ)k = ax A («, 8) + by I, avec
(ag,bo) = (0,1) et (a1,by) = (1,0). Pour k > 2, la division euclidienne de X*
par m(q,5) (X) s’écrit X¥ = Q (X) m(a,5) (X) + arX + by, avec :

M -AA N
T M=\ na
B DYPLED VP LEND IP P

_ k=1 k-1
bk o )\1 — )\2 o no (/\2 /\1 )

ag

Et on a A (o, 8)F = arA (a, B) + b1, pour tout k € N. On peut aussi écrire :
1
A, f) = — (A (A (0 8) = AaLn) + A5 (Ml — A(a, 9))

1 1

— (A(a, B) — Xol,) et — (M1, — A(a,B)) sont les projecteurs spectraux),
b b

n n

1
ou encore A (o, B)F = (M5A(1,1) = AFA(1,1—n)) .

n

FExercice 1.8.

1. Pour toute matrice compleze A = ((ai;)),<; j<, d’ordre n > 2 et pour
tout nombre compleze t, on note Ay = ((aij +1)),<; ;<, - Montrer que :

Vt € C, det (A;) = det (A) + LS (A)

la constante réelle S (A) ne dépendant que des coefficients de A.
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2. Soient a,b,c des nombres complexes et M (a,b,c) = ((mij))1<z‘j<n la
matrice d’ordre n > 2 définie par : o

ViG{l,n-,n}, mijzcsije{i+17...7n}
mij:a,sije{l’...’i_l}

(a) En prenant, pour a # ¢, A= M (a,b,c), t = —a et t = —c dans la
question précédente, calculer le déterminant de M (a,b,c).

(b) Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres de
M (a,b,c).

\ J

Solution.

1. En notant Cj la colonne numéro j de A, T' le vecteur de composantes toutes
égales a t et en utilisant la n-linéarité du déterminant on déduit que :

det (A;) = det (Cy + T, -+ ,Cp +T) = det (A) + S (A)

oll on a noté S(A4) = Zdet(C’l,n- ,Cj—1,E,Cj,---,Cy), E désignant le
j=1

vecteur de composantes toutes égales a 1.

2. La matrice M (a, b, c) s’écrit :

b ¢ c

a b c c
M (a,b,c) =

a -+ a b ¢

a - a a b

(a) Pour a = ¢, la matrice M (a,b,a) est symétrique et ce cas a été étudié avec
I’exercice 1.7. Dans ce cas, on a :

det (M (a,b,a)) = (b+ (n—1)a) (b —a)" "
Pour a # ¢, prenant A = M (a, b, ¢) dans la question précédente, on a :
det (A_,) = (b—a)" =det (A) — aS (A)

det (A_.) = (b—c)" =det (A) —cS (A)
clb—a)" —a(b—c)".

c—a

On en déduit facilement que det (M (a,b,¢)) =

(b) Pour a = ¢, le polyndéme caractéristique et les valeurs propres de la matrice
M (a,b,a) ont été calculés a lexercice 1.7. On suppose donc que a # c.
Dans ce cas, le polynéme caractéristique de M (a, b, c) est donné par :

chb—a—X)"—a(b—c—X)"

Xab.e (X) = P
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Pour a = 0 ou ¢ = 0, la matrice M (a,b,c) est triangulaire avec b pour
valeur propre d’ordre n. Pour a # 0 et ¢ # 0, on a

Xape(b—a)=a(a— c)"_1 #0, Xape(b—c)=c(c— a)"_l #0

On peut donc écrire que les valeurs propres de M (a, b, ¢) sont définies par

b—X—c

a
— (qui est non nul), on déduit alors que les valeurs propres de M (a, b, c)
c

b—A—a\" a
< = —. En notant wq, -+ ,w, les racines n-iéme dans C de
c

wi —a

sont les A\, = b+ 1k7 pour k compris entre 1 et n (comme a # ¢, on
—

awy # 1).

Ezxercice 1.9. Soient a,b dansR et A (a,b) la matrice réelle d’ordre n > 2
définie par :

a b 0o --- 0
b a b
Aa,b) =1 o 0
: - b a b
0o --- 0 b a

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de A (a,b) .

b,

Solution. On peut écrire A (a,b) = al, + bA(0,1). Il suffit donc de considérer
le cas ou (a,b) = (0,1). La matrice A(0,1) est symétrique réelle, donc toutes
ses valeurs propres sont réelles. Avec le théoreme de Gerschgorin-Hadamard, on
déduit que pour toute valeur propre A € R on a [A| < 2. Une telle valeur propre
peut donc s’écrire A = 2 cos («) avec o € [0, 7] . Si x est un vecteur propre non nul
associé ses composantes sont solutions de la récurrence :

Tp—1 — A+ xp1 =0 (1 <k <n)

avec les conditions aux limites g = 0 et 2,11 = 0. Le polynome caractéristique de
cette récurrence est P (r) =r? — 2cos (a)r + 1, soit P (r) = (r —e'®) (r — ™).
Les racines sont donc r; = €' et ro = ¢ '*. Ce qui donne :

T = c1eFY 4 cge R 0<k<n+1)

Avec 79 = 0, on déduit que c3 = —c1. Avec z,41 = 0 et (c1,c2) # (0,0), on

déduit que sin((n+1)a) =0et o = ]:1 avec 1 < j < n. Les valeurs propres
n

de A (a,b) sont donc les :

k
Ak (a,b) = a+2bcos( T

n -+

1) (1<k<n)

L’espace propre associé a A (a,b) est la droite engendrée par le vecteur v®) de

composantes :
k
vl#) sin(j T ) (1<k,j<n)
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FExercice 1.10. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’ordre 2. Mon-
trer que si By = (u(ex)),<p<, €st une base de Im (u), elle se compléte alors
en une base By = (u (e1), - ,uler), e, - ,e,) de ker (u) et la famille de
vecteurs B = (u(e1),--- ,u(ey), €, - e, e1,--- ,e.) est une base de E.
Ecrire la matrice de uw dans cette base.

J

Solution. De u? = 0 on déduit que Im (u) est contenu dans ker (u). On peut
donc compléter By en une base By de ker (u) . En utilisant le théoréme du rang on
a card (B2) = n —r = r + p, on déduit donc que p = n — 2r et card (B) = n. 1l
suffit donc de montrer que le systéme B est libre. Si

s T p
Z ager + Zﬁku (ex) + ZW&% =0
k=1 k=1 k=1

T
en appliquant u on a Zaku (er) = 0 et tous les ay sont nuls. Le systéme B

k=1
étant libre on en déduit ensuite que tous les i et les ~y; sont nuls. En conclusion

le systeme B est libre et c’est une base de E. La matrice de u dans cette base est
alors A = 0 0 I
~\0 0 0 )

Exercice 1.11. On suppose K de caractéristique nulle. En utilisant les
formules de Newton, montrer que pour toutes matrices A, B dans M,, (K)
les matrices AB et BA ont méme polynome caractéristique.

n n
Solution. Notant xap (X) = Zaka, xBa (X) = Zkak, onaa,=b,=1
k=0 k=0
et ap—1 = —Tr (AB) = —Tr (BA) = b,,—1. Supposons que a,_; = b,,_; pour tout
entier j compris entre 0 et £k — 1 avec 1 < k < n. On a alors, en utilisant les
formules de Newton relatives a la matrice AB :

han g == (Tr ((AB)") + any Tr (AB)!) 4+ 0 er) Tr (AB))
avec, pour tout entier j compris entre 1 et k :

Tr ((AB)j> _ (A (B (AB)H)) _" ((B (AB)J’*) A) _ ((BA)j)
ce qui nous donne kay_j = kb,_, soit a,_j = by_i puisque K est de caracté-

ristique nulle. On a donc ainsi montré par récurrence que AB et BA ont méme
polynoéme caractéristique.
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Exercice 1.12. Ecrire la décomposition de Dunford de la matrice :
-1
€ My (C)

o O O =
O O = O
— =

o O O =

En déduire un calcul de A" pour tout entier r strictement positif.

J

Solution. Le polynome caractéristique de A est ya (X) = X (X —1)* et son
polynéme minimal est 74 (X) = X (X — 1)>. On a la décomposition en éléments
simples :

11 . 1 1
Ta(X) X \(x-1? X-1
qui donne la décomposition de Bézout 1 = (X — 1)2—|— (2X — X2) et les projecteurs

spectraux m = (A — 14)2 , T = 2A — A% (on a m; + 7o = I;). On obtient alors la
décomposition A = D + V avec :

10 -1 1 000 0
010 0 001 0
D=m=1¢901 o[V=4"P=¢9 00 0
001 0 000 0

Pour 7 > 0, ona A" = D" +rD""'V (V2 =0) avec D" = 75 =y = D. Soit :
—1
Vr>2 A" =D(I4+1V) =

OO O =
[l )
—_ =3

OO O
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Chapitre 2

Réduction des
endomorphismes et des
matrices

On garde les notations du chapitre précédent.

2.1 Trigonalisation

Définition 2.1. On dit qu’un endomorphisme u € L (E) est trigonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire.

Si u € L(F) a pour matrice A dans une base B = (ex),<1,, €t si de plus u
est trigonalisable, il existe alors une base B’ = (e},), ., ., dans laquelle la matrice
T de u est triangulaire. On sait alors que les matrices A et T sont semblables,
c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible P d’ordre n a coefficients dans K
telle que 7' = P~'AP. Ce qui nous conduit & la définition suivante.

Définition 2.2. On dit qu’une matrice A d’ordre n a coefficients dans K
est trigonalisable, si elle est semblable a une matrice triangulaire.

Deux matrices semblables ayant méme déterminant, elles ont méme polynome
caractéristique. En conséquence, si la matrice A est semblable & une matrice tri-
angulaire T, les termes diagonaux de T sont alors les valeurs propres de A.

On en déduit également qu’une matrice a coefficients réels n’ayant pas toutes ses
valeurs propres réelles n’est pas trigonalisable dans M,, (R). Par exemple la ma-

. 0 1 . . . .
trice A = ( 10 ) de valeurs propres complexes i et —¢ n’est pas trigonalisable
dans Ms (R).

Sur un corps algébriquement clos, tout endomorphisme et toute matrice sont

trigonalisables.
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Lemme 2.1 On suppose que K est algébriguement clos et que E est de dimension
n > 2. 5t u est un endomorphisme de E, il existe alors un hyperplan de E stable
parT u.

Preuve. K étant algébriquement clos, u admet au moins une valeur propre \ € K.
L’endomorphisme u — AId est alors non injectif et son image Im (u — AId) est un
sous espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n — 1. Il existe donc un
hyperplan H de E qui contient Im (v — AId). On a alors u () — Az € H pour tout
reFEet:

Vee H, u(z)=(u(z)—\x)+ e € H

ce qui signifie que H est stable par u. O

Théoréme 2.1.

Pour K algébriquement clos, tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de E. Pour n =1 le
résultat est évident. Supposons-le acquis pour les K-espaces vectoriels de dimension
n — 1. Si u est un endomorphisme sur le K-espace vectoriel E de dimension n > 2,
il existe alors un hyperplan H de E stable par u et la restriction v de u & H
est trigonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une base By = (ex),<j<,_, de H dans
laquelle la matrice de v est triangulaire supérieure. Pour tout vecteur e,, € E\ H
la famille B = (ex); <)<, est une base de E et la matrice de u dans cette base est
triangulaire supérieure. O

Corollaire 2.1 : Toute matrice a coefficients dans un corps algébrique-
ment clos est trigonalisable.

On a déja vu que le résultat du théoreme 2.1 est faux si le corps de base est
R. Ce qui est important dans la démonstration précédente c’est que u admet des
valeurs propres ainsi que la restriction de u a tout sous espace vectoriel de E stable
par u. Pour tout corps commutatif, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2.

Un endomorphisme u € L (E) est trigonalisable sur K si, et seulement
st, son polynome caractéristique est scindé sur K.

Preuve. 1l est clair que si u est trigonalisable son polynoéme caractéristique est
alors scindé sur K (raisonner avec la matrice de u dans une base de trigonalisa-
tion). Réciproquement si x,, est scindé sur K, v admet alors au moins une valeur
propre A € K et comme dans le cas algébriquement clos, on montre qu’il existe un
hyperplan H de E qui est stable par u. En utilisant le lemme 1.1, on déduit que le
polynéme caractéristique de la restriction de u & H est également scindé sur K. La
démonstration se termine alors par récurrence comme dans le cas algébriquement
clos. ]
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Corollaire 2.2 : Soit u un endomorphisme de E. Si u est trigonalisable
et si F' est un sous espace vectoriel de E stable par u, la restriction de u a
F' est alors aussi trigonalisable.

Corollaire 2.3 : Toute matrice A € M,, (K) dont le polynome caracté-
ristique est scindé sur K est trigonalisable.

2.2 Diagonalisation

Définition 2.3. On dit qu’un endomorphisme u € L (E) est diagonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Siu € L(E) a pour matrice A dans une base B = (ex); <., et si de plus u est
diagonalisable il existe alors une base B = (e},), . ,, dans laquelle la matrice D
de u est diagonale. On sait alors que les matrices A et D sont semblables, c’est-a-
dire qu’il existe une matrice inversible P d’ordre n a coefficients dans K telle que
D = P~'AP. Ce qui nous conduit & la définition suivante.

Définition 2.4. On dit qu’une matrice A d’ordre n a coefficients dans K
est diagonalisable si elle est semblable da une matrice diagonale.

Une condition suffisante de diagonalisation est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.3.

Si u est un endomorphisme de E ayant n valeurs propres distinctes dans
K, il est alors diagonalisable.

Preuve. Siwu a n valeurs propres distinctes, ces valeurs propres sont alors toutes
simples et chaque sous espace propre de u est de dimension 1. Il est facile de vérifier
que ces sous espaces propres sont en somme directe. Il en résulte alors que u est
diagonalisable. O

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un endomorphisme soit diago-
nalisable sont données par le résultat suivant.

Théoréme 2.4.

Soit uw un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. u est diagonalisable ;

2. st A1, , Ay sont les valeurs propres de u deuz a deuzx distinctes dans

P
K, on a alors E = @ker (w— A\pId) ;
k=1
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3. 81 Ai,-- , A, sont les valeurs propres de u deux a deux distinctes dans

P
K, on a alors Z dim (ker (u — A\pId)) =n;
k=1
4. le polynome caractéristique de u est scindé sur K de racines deux a deux
distinctes A1, - -+ , Ay dans K, chaque A\, (1 < k < p) étant de multiplicité
oy, = dim (ker (v — A\, Id)) ;

5. il existe un polynome annulateur de u scindé a racines simples dans K ;

6. le polynome minimal , est scindé a racines simples dans K.

Preuve. (1) < (2). Siu est diagonalisable, il existe alors une base :
B = (611,“- €lagy tt Cply ,ep’ap)
de E formée de vecteurs propres avec :
u(ep;) = Awer; (1<k<p1<j<ay)
out les A1, -+, A\, sont les valeurs propres distinctes deux a deux de u. On déduit

P
alors facilement que E = @ker (u — A\pId) avec dim (ker (u — A\ Id)) = a. La
k=1
réciproque est évidente.
(2) < (3) Cette équivalence est évidente (les espaces propres sont en somme
directe).

p P
(3) = (4) Si Z dim (ker (u — A Id)) =n, on a alors E = @ker (u— AgId) et

k=1 k=1
P

le polyndme caractéristique de u s’écrit y,, (X) = H (X =)
k=1
(4) = (5) Du fait que dim (ker (u — A Id)) est égal & la multiplicité de \x, on

ag

P p
déduit que Zdim (ker (u — AgId)) = n et donc que E = @ker (u— AglId). On

k=1 k=1
P

a alors P (u) =0 avec P(X) = H (X — Ag) scindé sur K a racines simples.
k=1
(5) = (6) Le polynéme minimal étant un diviseur de tout polynéme annulateur,
il est également scindé sur K & racines simples si (5) est vérifié.

P
(6) = (1) Si le polynéme minimal de u s'écrit m, (X) = H (X = X)), les Mg
k=1
étant deux a deux distincts, le théoreme de décomposition des noyaux nous donne
P
E= @ ker (u — A\ Id), ce qui signifie que u est diagonalisable. |
k=1

2.3 Espaces vectoriels euclidiens

Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur R de dimension n > 1.
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Définition 2.5. On appelle produit scalaire euclidien sur E toute applica-
tion :
p: ExXE — R
(z,9) = ¢(z,9)
qui vérifie les propriétés suivantes :

— pour tout = dans E, Uapplication y — ¢ (x,y) est linéaire et pour
tout y dans E, Uapplication x — ¢ (x,y) est linéaire (¢ est une forme
bilinéaire sur E) ;

— ¢ (z,y) = ¢ (y,z) pour tous x,y dans E (p est symétrique) ;
— @ (z,2) >0 pour tout x dans E (¢ est positive) ;
— pour x dans E, ¢ (x,2) =0 équivaut d © =0 (p est définie).

On note en général (x,y) — (x | y) un tel produit scalaire.

Définition 2.6. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire euclidien.

Exemple 2.1 L’espace vectoriel R™ est muni de sa base canonique (€r); <<, -

n n
On se donne un vecteur w dans R™ et pour x = g Tpek, Y = E yrer dans R™

k=1 k=1
n

on note (x | y) = Zwkxkyk. L’application ainsi définie est un produit scalaire sur
k=1

R"™ si, et seulement si, toutes les composantes de w sont strictement positives. Si

tous les coefficients wy, sont égaux a 1, le produit scalaire obtenu est appelé produit

scalaire canonique de R™.

Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace euclidien et on note pour
tout = dans E, ||z| = +/(z|x).

Théoreme 2.5. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous x,y dans E on a |(z | y)| < ||z| ||y|| , I’égalité étant réalisée si,
et seulement si, x ety sont liés.

Preuve. Sixz =0ouxz # 0 et y = Ax avec A € R, on a alors 'égalité pour
tout y € E. On suppose donc que x est non nul et y non lié a x. La fonction
polynomiale P définie sur R par P (t) = ||ly + tz|* = ||z||* 2 +2 (z | y) t + ||y est
alors & valeurs strictement positives, le coefficient de t? étant non nul, il en résulte
que son discriminant est strictement négatif, soit (z | y)* — ||lz||* |y||* < 0, ce qui
équivant & |(z | y)| < [l ] O
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Théoréme 2.6. Inégalité de Minkowski

Pour tous x,y dans E on a ||z + y|| < ||z| + |ly||, I’égalité étant réalisée
si, et seulement si, © = Ay avec A > 0 (on dit que x et y sont positivement

liés).

Preuve. Si z = 0, on a alors I’égalité pour tout y € F. Si x # 0 et y = Az
avec A € R, on a [z +y| = [1+Alflzll < (1+ A fl2ll = [l2ll + llyll, égalite
étant réalisée pour A > 0. Pour A\ < 0, I'inégalité est stricte puisque dans ce cas
[14+ Al <14 |A]=1— A On suppose que z est non nul et y non lié¢ & . On a :

2 2 2
[l +yll” = [lzI” + 2 (= | y) + [y
et avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2 2 2 2
e +yl” <Ilzl” + 2 l=] {lyll + lylI” = =l + llyl)
ce qui équivaut a ||z +y| < ||z|| + ||yl - O

Corollaire 2.4 : L’application x — ||z|| = \/{(z|z) définit une norme sur
E.

Les deux égalités qui suivent sont utiles en pratique.
Théoréme 2.7.

Pour tous x,y dans E on a :
_ 1 2 2 2\ 1 2 2
(@ly) =5 (lz+ul” = llel” = llyl”) = 7 (lz +5l" = llz ~yll
) 2 2 2
o+ gl + llz = yl1” =2 (1l + lly1*)

La deuxieme identité est I’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique
des normes réelles déduites d’un produit scalaire (exercice 2.4).
(x| y)

] [lyl]
dans [0, 7] tel que (x| y) = cos (0) ||z||||y]| . On dit que 6 est la mesure dans [0, 7]

Pour x et y non nuls, on a —1 <

< 1, donc il existe un unique réel

de Pangle que font les vecteurs x et y dans E \ {0} . Pour 0 = g, ona(x|y)=0

et on dit que les vecteurs x et y sont orthogonaux.

Définition 2.7. On dit que deux vecteurs x ety dans E sont orthogonauz
si (x| y) =0.

Le résultat suivant se démontre facilement.


Rectangle


Espaces vectoriels euclidiens 37

Théoréme 2.8. Pythagore

Les wvecteurs x et y sont orthogonauxr dans E si, et seulement si,
2 2 3
o +ylI” = [zl + llyl”-

Définition 2.8. On appelle famille orthogonale dans E toute famille (e;), .,
de vecteurs de E telle que {(e; | ej) = 0 pour tous i,j dans I tels que i # j.
Si de plus |le;|| = 1 pour tout i € I, on dit alors que cette famille est
orthonormée ou orthonormale.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En effet si (e;),c;
est une telle famille et si Z)\jej = 0, ou J est une partie finie de I, on a alors
=
2 . .
pour tout k € J, 0= <Z)\jej | ek> = Ak |lex||” avec ||er]] # 0 et nécessairement,
JjeJ
A = 0.

Théoréme 2.9. procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xk)lgkgp dans E, il existe une unique famille
orthonormée (ex), <y, dans E telle que :

Vect {e1, -+ ,ex} = Vect {a1, - ,a}

Vk€{172;"'7p}7 { <$k|ek>>0

Preuve. On procede par récurrence sur p > 1. Pour p = 1, on a nécessairement

1
e1 = Mxg avec Ap € R* et 1 = |leg]| = [M] ||x1]|, done [M\q] = Tl ce qui donne
€
deux solutions pour \;. La condition supplémentaire (z; | e;) > 0 entraine Ay > 0
et on a l'unique solution e; = Wazl. Supposons p > 2 et construite la famille
Z1

orthonormée (ex); <y, ; vérifiant les conditions :

Vk € {1’27 ’p_1}7 { VeCt{€17'~c ,ek}:VeCt{xl,... ;xk}

<$k | 6k> >0
Si (e’l7 €5y €1, ep) est une solution a notre probléme, on a alors nécessaire-
ment €), = ej, pour tout k compris entre 1 et p — 1 (unicité pour le cas p — 1). Les
conditions Vect {e1,--- , e} = Vect {x1,- -, 2} pour tout k compris entre 1 et p,
p—1
entralnent e, = Z)\jej + Apxp. Avec les conditions d’orthogonalité :
j=1

v]€{177p71}? <6P|6j>:0

on déduit que :
AjtAp(aple)=0(1<j<p-1)
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p—1
et e, =Ny | 2p — Z (p | ej)ej | = ApYp-
j=1
Du fait que z, ¢ Vect{z1,---,zp_1} = Vect{e1,---,ep,_1}, on déduit que
yp # 0 et la condition |le,|| =1 donne |A,| = Tl La condition supplémentaire :
Yp
1 = 1
0<(zp|ep) =({+ ep_z/\jej lep ) =+
Ap 4 Ap
Jj=1
entraine A\, > 0, ce qui donne en définitive une unique solution pour e,. O

Si on désigne par € = (ex); <<, la base canonique de R™ muni de sa structure
euclidienne canonique, tout systeme orthonormé F = (fi); <<, est alors une base
de R™ (ce systéme est libre formé de n vecteurs) et la matrice de passage Q de
la base canonique € & la base F est telle que 'QQ = I,,. En effet les colonnes de
2 sont formées des composantes des vecteurs f; dans la base £ et le coefficient
d’indice (4,7) de *QQ est (fi | f;) = dij-

Définition 2.9. On dit qu’une matrice carrée A a coefficients réels d’ordre
n est orthogonale si *AA = I,,. On note O, (R) l’ensemble des matrices
orthogonales.

On peut également dire qu’une matrice orthogonale est la matrice de passage
de la base canonique de R™ & une base orthonormée ou R™ est muni de sa structure
euclidienne canonique.

O,, (R) est un sous groupe multiplicatif de GL,, (R) et ’application A — det (A)
réalise un morphisme de groupe de O,, (R) sur {—1,1} . Le noyau de ce morphisme
est un sous groupe distingué de O,, (R) appelé groupe des matrices de rotation. Il
est noté O;f (R). On note O,, (R)] le sous ensemble de O,, (R) formé des matrices
telles que det (A) = —1.

Corollaire 2.5 : Toute matrice A € GL,, (R) s’écrit de maniére unique
A = QT, ou Q est une matrice orthogonale et T une matrice triangulaire
supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs.

Preuve. L’espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique,
on désigne par £ = (ex);<p<, la base canonique de R™ et par Ci,---,C, les
colonnes de la matrice A (ce sont des vecteurs de R"). Si A € GL,, (R), la famille
de vecteurs C = (Ck);<p<, est alors une base de R™ et on peut lui appliquer le
procédé de Gram-Schmidt. II existe donc une base orthonormée F = (fi);<4<,, de
R™ telle que Vect {f1, -+, fx} = Vect {C1,---,Cy} pour tout k € {1,--- ,n}, ce
qui entraine que la matrice de passage 17 de la base C a la base F est triangulaire
supérieure et la matrice de passage {2 de la base canonique £ a la base F est
orthogonale. En considérant que A est la matrice de passage de la base canonique
& ala base C, on a (relation de Chasles pour les matrices de passage) :

A=Pge=PerPrec =017 =QT
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avec () orthogonale et T triangulaire supérieure. En considérant que les termes
diagonaux de T sont les t;; = (C; | f;) pour 1 < j < n, on déduit que T est &
termes diagonaux strictement positifs, si on a les conditions (C; | f;) > 0 pour
tout j € {1,--- ,n}. S’il existe deux décompositions A = QT et A = Q'T" avec €,
Q) orthogonales et T, T” triangulaires supérieures, la matrice A = T/T~1 = tQ)/'Q
est alors triangulaire supérieure orthogonale et A~! = *A est & la fois triangulaire
supérieure et inférieure, elle est donc diagonale et orthogonale. Les termes diago-
naux de A sont donc égaux a £1. Si on suppose de plus que T et T” sont & termes
diagonaux strictement positifs, il en est alors de méme de A et nécessairement
A =1,, cequidonne T'=T" et Q = Q. Dot I'unicité de la décomposition. [
Cette décomposition est parfois notée A = QR avec Q) orthogonale et R triangu-
laire supérieure de termes diagonaux strictement positifs et appelée décomposition
QR de la matrice A. Cette décomposition conduit a un algorithme de calcul des
valeurs propres d’une matrice symétrique réelle moyennant certaines conditions.

Théoréme 2.10.
Dans un espace vectoriel E euclidien de dimension n, tout systéme or-

thonormé peut se prolonger en une base orthonormée.

Preuve. Soit (€x);<;<, un systéme orthonormé dans E. Pour p = n, c’est une
base de E. Pour 1 < p < n, ce systéme est libre dans E, donc se prolonge en une

base (€1, ,€p, Tpy1, - ,&,) de E. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt fournit, vu l'unicité, le systéme orthonormé (eq,--- , ey, epp1,- -+ ,€n) qui
est une base de E' (c’est un systeme libre a n éléments). O

Si (er);<p<, est une base orthonormée de E, tout vecteur x € E s’écrit alors

n n
x = Z)\kek avec A\, = (x| e) pour 1 <k <netona |z = Z IAk]?
k=1 k=1

Corollaire 2.6 (Schur) : Soit A une matrice réelle d’ordre n > 0 dont
toutes les valeurs propres sont réelles. Il existe une matrice orthogonale 2
telle que *QAQ soit triangulaire supérieure. Cest-a-dire que la matrice A
se trigonalise dans une base orthonormeée.

Preuve. On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat est évident.
Supposons le acquis pour n — 1 > 1 et soit A une matrice réelle d’ordre n dont
toutes les valeurs propres sont réelles. On note u lapplication linéaire ayant A
pour matrice dans la base canonique de R™. Si \; est une valeur propre de u et
e1 un vecteur propre associé unitaire, on compléte (e1) en une base orthonormée
Bi = (ek);<p<, de R". La matrice de passage {11 de la base canonique & cette base
est orthogonale et la matrice de u dans By s’écrit A1 = 'Q,AQ, = ( )E)l %11 )
avec a3 € Mj —1(K) (ensemble des matrices & une ligne et n — 1 colonnes)
et B; € M,_1(K). Le polyndme caractéristique de A (égal a celui de A;) est
alors donné par x4 (X) = (X — Ay)det (XI,—1 — By). On en déduit alors que la
matrice B; a toutes ses valeurs propres réelles. On peut donc utiliser I’hypothese
de récurrence pour écrire qu'il existe une matrice orthogonale Q) d’ordre n — 1
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1
telle que Q% B1QY, = T; soit triangulaire supérieure. La matrice 25 = < 0 (g)’ )
2

est alors orthogonale d’ordre n et la matrice :

A a Aoa
tOt _ 1 1 _ 1 1
QQQlAﬂlﬂQ - < 0 tQéBlgé ) - ( 0 T2 >

est triangulaire supérieure. O

2.4 Réduction des matrices orthogonales

Pour ce paragraphe, on désigne par E 'espace vectoriel R™, par (ex);<p<,, la
base canonique de E et le produit scalaire euclidien canonique de E est noté :

n n n
(1) = (z zy> el =3 e
i=1 i=1 =1

Définition 2.10. Un endomorphisme w € L (E) est dit orthogonal si :
V(z,y) € B® (u(@) [ u(y) = (]y)

La matrice d’un endomorphisme orthogonal dans une base orthonormée de F
est une matrice orthogonale.
On note O (E) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Lemme 2.2 Soit u € L(R™). Il existe un sous espace vectoriel P de R™ de di-
mension égale a 1 ou 2 et stable par u.

Preuve. Voir I'exercice 1.2. O

Lemme 2.3 Soient E un espace vectoriel euclidien et w € O (E) un endomor-
phisme orthogonal. Il existe des sous espaces vectoriels Py,--- |, P, de E, de dimen-

T
sion égale a 1 ou 2, deux d deux orthogonaux et stables par u tels que E = @Pj.
j=1

Preuve. On procede par récurrence sur la dimension n > 2 de E. Pour n = 2,
le résultat est évident. Supposons le acquis pour tout endomorphisme orthogonal
sur un espace vectoriel euclidien de dimension p comprise entre 1 et n — 1, avec
n > 2. Si Py est un sous espace vectoriel de E non réduit & {0} de dimension au
plus 2 stable par u, endomorphisme orthogonal, alors Pi- est stable par u. En effet
u(Py) C P et w € GL(E) entrainent u (P;) = P; (un isomorphisme conserve
la dimension), donc tout y € Py s’écrit y = u(x) avec x € P; et pour tout
z€ P ona (u(z)|y) = (u(z) |u(x) = (2| z) =0, cest-a-dire que u (z) € Pj-.
Comme 0 < dim (Pll) < dim (E), on peut trouver des sous espaces vectoriels
Py, --- ,P. de E, de dimension au plus égale a 2, deux a deux orthogonaux et
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T
stables par la restriction de u & Pj-, donc par u, tels que Pj- = @Pj. On a alors
j=2

E=PoP =P O
j=1
Théoréme 2.11.

Soit A une matrice orthogonale d’ordre n > 2. Il existe une matrice
orthogonale P telle que :

I, 0 0 0 0
0 —I, 0

pigp_| 0O 0 R0 0
0 0 Ry 0
: ‘. °, 9, ‘. 0
0O - 0 0 0 R,

ot, pour tout k € {1,--- ,r}, on a noté Ry = < sl el
k k

0 €10,27[\ {7} .

cos (0) —sin (0r) > avec

Preuve. On procede par récurrence sur n > 2. Pour n = 2, dire que la matrice

A= < Z 2 > est orthogonale équivaut a :

A+t =c+d*=1 a?+ct=0r+d*=1
ac+bd =10 ab+cd =0

On déduit alors que b?> = 1 —a? = ¢, a®> = 1 — b?> = d?, donc ¢ = &b, d = na,
a —b

ou
b a

avec ¢,7n dans {—1,1} tels que en = —1. Ce qui entraine A = (

A= ( Z _ba ) avec a? + b = 1. Réciproquement, les matrices de I'une de ces

deux formes sont orthogonales. Dans le premier cas, on peut poser a = cos () avec

_( cos(#) —sin(0)
0 €l0,2met A= ( sin (6)  cos(0)
symétrique de valeurs propres 1 et —1, elle est donc orthogonalement semblable

) . Dans le deuxiéme cas, la matrice A est

\ 1 , . .
aD= ( 0 _01 > . Supposons le résultat acquis pour toute matrice orthogonale

d’ordre p compris entre 2 et n— 1 et soit A une matrice orthogonale d’ordre n > 2.
On désigne par u ’endomorphisme orthogonal ayant A pour matrice dans la base
canonique de £ = R” muni de sa structure euclidienne canonique. Si v admet
1 ou —1 comme valeur propre, pour tout vecteur propre x associé a cette valeur
propre, le sous espace vectoriel (Ra:)J' est stable par u. En effet, pour tout y dans
(Rz)", on a (u(y)|z) = £ (u(y) |u(x)) = £(y|z) = 0 et il existe une base
orthonormée B de (Rz)" dans laquelle la matrice de la restriction de u & (Ra)™
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est de la forme :

I, 0 0 0 0
0 I, 0

|0 0 R 0 0
0 0 Ry 0
: . R . 0
0O -~ 0 0 0

=

r

1
Dans la base orthonormée {H”x} U B la matrice de u est A" = < iol j/ > )
Zll2

qui est bien de la forme souhaitée. Si toutes les valeurs propres de u sont complexes
T

non réelles, alors dans une décomposition £ = @Pk du type lemme 2.3 tous les

k=1
sous espaces vectoriels Py sont de dimension 2 et la restriction de v a chacun des

Py a ses valeurs propres complexes non réelles. D’apres Iétude du cas n = 2 (les

Py sont stables par ), on déduit alors qu'’il existe une base orthonormée de P

dans laquelle la matrice de u est de la forme Ry = < cos (Or) ~ —sin (0) ) avec
sin ()  cos (0)

0 €10,27[\ {7} . En réunissant toutes ces bases, on obtient une base orthonormée

de F dans laquelle la matrice de u est :

R 0 - 0
A/: 0 R2

o 0

0O --- 0 R,

([l
On a p = dim (ker (A — I,,)) et ¢ = dim (ker (A + I,,)) avec p+ ¢ + 2r = n. De
plus A € O (R) [resp. A € O, (R)] si, et seulement si, ¢ est pair [resp. impair].

2.5 Réduction des matrices symétriques réelles

On garde les notations du paragraphe 2.4.

Définition 2.11. Une matrice réelle A est dite symétrique, si 'A = A.
On dit qu’elle est symétrique positive si on a de plus (Ax | z) > 0 pour
tout x € E. On dit qu’elle est symétrique définie positive si on a de plus
(Az | ) > 0 pour tout x € E \ {0} .

On peut associer une forme quadratique a une matrice symétrique A en posant
q () = (Az | z) pour tout z € E. La forme polaire associée est alors définie par :

V(z,y) € B ¢(z,y) == (q(x+y) —q@) —qy) = (Az | y)

|~
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Pour A positive, on I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(z,y) € E?, o (z,9)] < Va(z)V/q(y)

Le cone isotrope de ¢ est définie par ¢~ {0} = {x € E | ¢(x) =0}. Pour A
positive, on a ¢~ {0} = ker (A). En effet, si ¢ () = 0, on a alors :

1Az |5 = (Az | Az) = (A(Az) | 2) = @ (Az,2) < /g (Ar) /g (2) = 0

et Ax = 0. La réciproque est claire.

Théoréme 2.12.

Soit A une matrice symétrique réelle. Les valeurs propres de A sont toutes
réelles et A se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu’il
existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A= PD P, les coefficients diagonauz de D étant les valeurs propres dans
R de la matrice A.

Preuve. Soit ¢ :z — g (x) = (Az | 2) la forme quadratique associée & la matrice
A. Elle définie une application continue de F dans R et elle atteint son maximum
sur la sphére unité de FE (qui est compacte puisque FE est de dimension finie). On

peut donc poser A =  sup ¢ (x) et on a A = ¢(xg) avec ||zgl, = 1. On en
z€E, |z||=1
déduit alors que la forme quadratique

iz (@) = Mell; —q(2) = (Ao — Azlz)

est positive. Le vecteur x qui est dans le cone isotrope de ¢; est alors dans le noyau
de A\I,, — A. On a donc ainsi montré que A est une valeur propre réelle de A et z
un vecteur propre réel associé. Une récurrence sur la dimension n > 1 de E permet
alors de montrer que A se diagonalise dans une base orthonormée. En effet, du fait
que (Az | z0) = (z | Azo) = A (x| 2), on déduit que I'hyperplan H = (Rxq)™ est
stable par A et dans une base orthogonale adaptée a la décomposition £ = Rxg®H,
la matrice de I'application linéaire associée a la matrice A dans la base canonique

A I , , .
est de la forme A’ = 0 g ) avec B symétrique réelle d’ordre n—1. On applique
alors I’hypothese de récurrence a la matrice B pour conclure. O

La démonstration de ce théoréme de diagonalisation des matrices symétriques
réelles est une adaptation au cas de la dimension finie d’un résultat plus général
de diagonalisation d’un opérateur auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert.
Précisément si u est un endomorphisme auto-adjoint compact sur un espace de
Hilbert E, il a alors toutes ses valeurs propres réelles et E est somme hilbertienne
des espaces propres de u (voir [7], p. 125).

Avec lexercice 2.7 on propose une autre démonstration du théoreme précédent.

Corollaire 2.7 : Une matrice symétrique réelle est définie positive [resp.
positive] si, et seulement si, toutes ses valeurs propres sont strictement po-
sitives [resp. positives].

Une autre caractérisation des matrices réelles symétriques définies positives est
donnée avec ’exercice 2.6.
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Théoréme 2.13.

Une matrice symétrique réelle A = ((as;)), <, j<, @ diagonale strictement
dominante est définie positive si, et seulement si, on a ay; > 0 pour tout i
compris entre 1 et n.

Preuve. Supposons que a;; > 0, pour tout ¢ = 1,--- ;n. On sait déja que les

valeurs propres de A sont réelles. En reprenant la démonstration du théoréme 1.5,

ona XA —ai| <Y |a;j| < ai; et nécessairement A > 0. La matrice A a donc toutes
1

ses valeurs propirzs strictement positives, ce qui équivaut a dire qu’elle est définie

positive. La réciproque provient de I'égalité a;; = (Ae; | ;) out (ex); <, désigne

la base canonique de R™. o O

2.6 Tridiagonalisation des matrices symétriques
réelles. Méthode de Householder

On a vu que toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable a
une matrice diagonale, donc tridiagonale. L’avantage de la méthode de tridiago-
nalisation due a Householder, décrite dans ce paragraphe, est qu’elle fournit un
procédé algorithmique simple de réduction a la forme tridiagonale d’une matrice
symétrique réelle sans avoir a calculer ses valeurs propres. Cette réduction est
utilisée pour calculer des valeurs approchées des valeurs propres d’une matrice
symétrique réelle (méthode de Givens-Householder, paragraphe 6.4).

Pour n > 2, I'espace vectoriel R™ est muni du produit scalaire euclidien cano-
nique (- | -) et de la norme euclidienne associée |-||. On désigne par (ex);<p, la
base canonique de R". T

Pour tout réel «, le signe de a est défini par signe («) = 0 pour a = 0 et

«

signe («) pour o # 0.

|

Définition 2.12. On appelle matrice de Householder toute matrice réelle
de la forme P, = I, — 2u ‘u, ot u est un vecteur unitaire dans R™.

Si, pour tout vecteur unitaire © € R”, on note P, la matrice de Householder
qui lui est associée et H, 'hyperplan orthogonal a v dans R™, on a alors :

VeeH,, Px=z—-2u'v)z=0-2(u|z)u=2z

et, avec P,u = —u, on déduit que P, est la symétrie orthogonale par rapport a
I'’hyperplan H,. En particulier I'inverse de P, est donné par P! = ‘P, = P,.

Lemme 2.4 Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n > 2. En utilisant les
notations qui précédent, on a :

Pu_lMPu:M—Q(v ‘u4u )

ot v =Mu— (u| Mu) u.
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Preuve. Ona P;'MP, = P,MP, = M —2u ‘uM — 2Mu "u+ 4u ‘uMu *u avec
wluM —u(*uMu) 'u=ut(Mu) —u{u| Mu) *u=u'tvet:

Mu v —u ('uMu) 'u=(Mu—(u| Mu)u) ‘u=10"u

d’otut le résultat. ([l
Dans ce qui suit, on se donne une matrice symétrique réelle A = ((ai;)), -, i<n
d’ordre n > 3. On note z = (ai,1)1<i<n1a premiere colonne de A et :

0

azi
2@ =2 — a6 =
11€1

an1
y@ =z 4 signe (ag1) ||~'U(2)H €2

P o_ I, siy® =0
Tl P siy® #£0

ouu®? = H(12)||y(2) pour y? # 0. Enfin on note 4; = P, AP, = ((a;))
Y

Lemme 2.5 Avec les notations qui précédent, la matrice Ay est symétrique avec
al =0 pouri=3,4,--- ,n.

1<i,j<n

Preuve. Siy® =0, on a alors a;; = 0 pour tout i = 3,4, --- ,n et A; = A vérifie
bien la condition voulue. On suppose donc que y # 0. On a A, = PLAP; et A,
est symétrique puisque P; et A le sont. La premiére colonne de A; est donnée par

Aier = PiAPie;. Avec e; € (IRy@))L7 on a Pie; = ey et Aje; = PiAe; = Pix.
En notant y = 2 + 2 avec 2(?) = signe (a) Hx(Q)H €9, 01 a :

<y(2) 2@ Z<2>> _ <x(2> +2@) | 2@ Z<2>> - Hx@)’r B HN)HQ —0

donc :
P (z(2) + 2(2)) — 2@ _,®
P (x(2) _ 2(2)) — 2@ _ (2
et Prz® = —22) = —signe (as1) ||x(2)H es. Ce qui donne en définitive :

Pz =P (a1161 + x(2)) = aj1e1 — signe (azy) Hx(g)H e

C’est a dire que :

ai sit=1
al, = { —signe (ag) Hx(Z)H sii=2
08ii=3,..n
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Théoréme 2.14.

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n > 3. Il existe n—2 matrices
orthogonales Py, - -+ , P,_o telles que la matrice :

T=pr P! - -P/'AP,P,--- P, »

soit tridiagonale.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n > 3. Pour n = 3, la matrice A est

déja tridiagonale. On suppose donc le résultat vrai pour les matrices symétriques
d’ordre n — 1 > 3. Avec les notations du lemme 2.5, on a :

a1 ab 0 tee 0
1 1 1 1

azy a? a%3 T a%n

A = 0 a3 azgz --- az,
0 a}ﬂ a}L3 al

1
a2 Aoy,
1 1
Qo a

Par hypothese de récurrence, on peut trouver Qs, -

-, Qn_o orthogonales telles
que T = ,,:12 e Q;lBQg -+ Qn_o soit tridiagonale. On pose alors :
10 --- 0
0
Pi=1 .
. Q]‘
0
pour j =2,3,--- ,n—2et:
a1 ab 0 e 0
ag

7=1] 0 T
0
Onaalors T =P, - Py APy Py g=P, ' Py 'Pl AP Py--- P, 5. O

2.7 Espaces vectoriels hermitiens

Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur C de dimension n > 1.
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Définition 2.13. On appelle produit scalaire hermitien sur E toute appli-

cation
p: ExXE — C

(z,y) = ¢(@y)
qui vérifie les propriétés suivantes :
— pour tout y dans E Uapplication x — ¢ (x,y) est linéaire ;
— ¢ (y,x) = ¢ (x,y) pour tous x,y dans E ;
— ¢ (x,2) > 0 pour tout x dans E ;

— pour x dans E, ¢ (x,z) =0 équivaut a x = 0.
On note en général (x,y) — (z | y) un tel produit scalaire.

Définition 2.14. Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimen-
ston finie muni d’un produit scalaire hermitien.

Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace hermitien et on note pour
tout x dans E, ||z| = /(z|z).

Théoréme 2.15. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous x,y dans E on a |(x | y)| < ||z|| |yl , ["égalité étant réalisée si,
et seulement si, x et y sont liés.

Preuve. Pour 2,y fixés dans E on pose (x| y) = pe'? avec p = |(z | y)| € RT et
6 € [0,2x[. On désigne par P la fonction polynomiale définie par :

i 2
Vt € R, P(t) = [lo+tey||” = [ly)* ¢ + 2t |{w | y)] + |1z

Ona P (t) > 0 pour tout réel ¢ et nécessairement le discriminant de ce polynéme de
degré 2 est toujours négatif ou nul, soit |(z | y)|* — ||z||* y[|* < 0, ce qui équivaut
al{x|y) <z llyll. Siz et y sont liés, il est alors clair que 1'égalité est réalisée.
Réciproquement si 'égalité est réalisée, le polynéme P admet alors une racine
réelle A et © + Ae'y = 0, c’est-a-dire que z et y sont liés. O

Théoréme 2.16. Inégalité de Minkowski

Pour tous x,y dans E on a ||z +y| < ||| + ||lyl|, [égalité étant réalisée

si, et seulement si, x = Ay avec A > 0 (on dit que x et y sont positivement
liés).

Preuve. Ona ||z +y|* = |z +2Re (x| y)+|ly|” et avec I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

2 2 2 2
e +yll™ < Nzl + 2 [[=[ [yl + Iyl = (] + llyl)

ce qui équivaut a ||z +y| < [Jz| + [ly|| . L'égalité est réalisée si, et seulement si,
Re(z | y) = (x| y)| = llz|| llyll, ce qui entraine |(z | y)| = ||z|| ||y et il existe un
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nombre complexe A tel que z = \y. Pour z = 0, I’égalité est réalisée et pour x # 0,
on a Re(z | y) = Re (A Hy||2) = M [lyl|? avec [|y|| # 0, donc Re (X) = || et A est
un réel positif. O

Corollaire 2.8 : L’application x — ||z|| = \/(z|z) définit une norme sur
E.

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux vecteurs x et y dans E sont
orthogonaux si (z | y) = 0.
Le théoreme de Pythagore est encore vrai sous la forme : si les vecteurs x et y

sont orthogonaux dans E, on a alors ||z + y||* = ||z]|> + ||y||” . La réciproque étant
fausse dans le cas hermitien (I'égalité ||z + y||> = ||z||* + ||ly||* entraine seulement
Re (x| 3) = 0)

On définit, comme dans le cas euclidien, les notions de famille orthogonale et
orthonormale. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Théoréme 2.17. procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xk)1<k<p dans E, il existe une unique famille
orthonormée (ey,), <)<, dans E telle que :

Vect {e1, - ,ex} = Vect {1, -+ , a1}

vk e {1,2,--- ,p}, { (z | ex) >0

Preuve. La démonstration est analogue a celle du théoreme 2.9. ]
En notant £ = (ex); <<, la base canonique de C™ muni de sa structure hermi-

n
tienne canonique avec le produit scalaire (x,y) — (z | y) = Zwk%, tout systéme
k=1
orthonormé F = (fi);cp<, est une base de C" (ce systeme est libre formé de n
vecteurs) et la matrice de passage U de la base canonique £ a la base F est telle
que U*U = I,,, ou U* = ((uja))xz i<n désigne la matrice adjointe de la matrice

complexe U = ((u;5)) définie par :

1<ij<n

uf =5 (1<i.j <n)

En effet les colonnes de U sont formées des composantes des vecteurs f; dans
la base & et le coefficient d’indice (7,7) de U*U est (f; | fi) = dsj.

Définition 2.15. On dit qu’une matrice carrée A a coefficients complexes
d’ordre n est unitaire si U*U = I,. On note U,, (C) ’ensemble des matrices
unitaires.

On peut également dire qu’'une matrice unitaire est la matrice de passage de
la base canonique de C™ a une base orthonormée ou C" est muni de sa structure
hermitienne canonique.

Uy, (C) est un sous groupe multiplicatif de GL,, (C) et Papplication A — det (A)
réalise un morphisme de groupe de U, (C) sur le groupe multiplicatif des nombres
complexes de module 1.
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Corollaire 2.9 : Toute matrice A € GL,, (C) peut s’écrire de maniére
unique A = UT, ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire
supérieure d coefficients diagonauz strictement positifs.

Preuve. La démonstration est analogue a celle du corollaire 2.5. |
Théoréme 2.18.
Dans un espace vectoriel & hermitien de dimension n tout systéme or-

thonormé peut se prolonger en une base orthonormeée.

Preuve. La démonstration est analogue a celle du théoreme 2.10. ]

Corollaire 2.10 (Schur) : Soit A une matrice complexe d’ordre n > 0.
1l existe alors une matrice unitaire U telle que U* AU soit triangulaire su-
périeure. C’est-a-dire que la matrice A se trigonalise dans une base ortho-
normeée.

Preuve. La démonstration est analogue a celle du corollaire 2.6. ]

2.8 Reéduction des matrices normales

On note (ex);<p<, la base canonique de C™ et le produit scalaire hermitien
canonique de C” est noté :

n n n
(z,y) = (Z e, Z%—a—) = ly) =Y 4T
i=1 i=1 i=1
La norme associée est la norme hermitienne notée x +— ||z|| .

Définition 2.16. Une matrice complexe A est dite hermitienne si A* = A.
On dit qu’elle est hermitienne positive, si on a de plus (Azx | x) > 0 pour
tout x € E. On dit qu’elle est hermitienne définie positive, si on a de plus
(Az | ) > 0 pour tout x € E \ {0} .

Définition 2.17. Une matrice complexe A est dite normale si A*A = AA*.

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices
normales.

Lemme 2.6 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne [resp. hermitienne
positive] sont réelles [resp. réelles et positives]. Les valeurs propres d’une matrice
unitaire sont de module égal a 1.

Preuve. Soient A € M,, (C) hermitienne, A € C une valeur propre de A et
x € C™ un vecteur propre non nul associé. On a :

Mel* = (Az | 2) = (@ | A%2) = (x| Az) = X|«||*
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donc A = X et A € R. Si de plus A est positive, on a alors A||z|* = (Az | z) > 0
avec z # 0, ce qui entraine A > 0.

Soient A € M,, (C) unitaire, A € C une valeur propre de A et x € C™ \ {0} un
vecteur propre associé. On a :

A llz))* = || Az]|* = (Az |Az) = (z |A"Az) = |«||”

et nécessairement |A| = 1. O
Théoréme 2.19.

Si A une matrice complexe normale, elle se diagonalise alors dans une
base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une
matrice diagonale D telles que A = UDU™, les coefficients diagonaux de
D étant les valeurs propres dans C de la matrice A.

Preuve. On montre tout d’abord que pour toute valeur propre A € C de A, le sous
espace propre associé Fy = ker (A — \I,,) est stable par A* et que son orthogonal
E/\L est stable par A et par A*, ce qui permet de raisonner par récurrence sur
lordre n de la matrice A.

Pour tout x € E) on a, puisque A est normale, AA*r = A*Ax = \A*z et
A*x € E), c’est-a-dire que E) est stable par A*.

Pourz € Ef- et y € E\,ona A*y € E) et (Az | y) = (x| A*y) = 0, ’est-a-dire
que Az € E)% et EAl est stable par A. Puis en écrivant que :

(A | y) = (z | Ay) = (2 [ \y) = Az | y) =0

on déduit que A*z € E5- et Ej- est stable par A*.

On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension n de l'espace vectoriel
hermitien F. Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le acquis pour toute
matrice normale d’ordre p € {1,---,n — 1}. Soient A une valeur propre de A et
E), espace propre associé. Si Ey = E, la matrice A est alors une homothétie et
toute base orthonormée de E convient. Si Ey # E, Ey est alors de dimension
p€{l,--,n— 1} et la restriction B de A & Ey est un endomorphisme normal de
Ei‘ (une matrice est identifiée a application linéaire qu’elle définie dans la base
canonique de E). Il existe donc une base orthonormée de E;- formée de vecteurs
propres de B, donc de A. En complétant cette base par une base orthonormée de
E)\ on obtient une base orthonormée de F formée de vecteurs propres de A. [J

Si A est une valeur propre de A, la stabilité de Ey- par A* est en fait vraie pour
toute matrice A.

Du fait qu'une matrice hermitienne ou unitaire est normale on déduit les résul-
tats suivants.

Corollaire 2.11 : Une matrice hermitienne [resp. unitaire] a ses valeurs
propres réelles [resp. de module 1] et se diagonalise dans une base orthonor-
meée.

De ce résultat on déduit l'existence d’une racine carrée pour une matrice com-
plexe hermitienne positive.
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Corollaire 2.12 : Si A est une matrice complexe hermitienne positive, il
existe alors une unique matrice hermitienne positive B telle que A = B2.

Preuve. La matrice A étant hermitienne positive a toutes ses valeurs propres
réelles positives et se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu'’il
existe U € Uy, (C) et (A\r)<p<,, € (RT)" tels que A =UDU*, avec :

A 0 0

p_| 0 X :
S

0 0 A

En posant :

N

: . i 0

0 o 0 vV
et B=UAU*, on a B? = A, la matrice B étant hermitienne positive (ses valeurs
propres sont positives).

Si P est le polynome d’interpolation de Lagrange défini par P ()\;) = v/\; pour
tout ¢ € {1,--- ,n} (le degré de P est p — 1 ou p est le nombre de valeurs propres
distinctes de A), on a alors P (A) = UP (D)U* = UAU* = B, c’est-a-dire que B
est polynomiale en A. Si C' est une autre racine carrée de A hermitienne positive,
on a alors C? = A et C commute avec A, donc avec B. En définitive les matrices B
et C' commutent et sont diagonalisables, on sait alors qu’elles sont simultanément
diagonalisables (exercice 2.3), c’est-a-dire qu’il existe une matrice P dans GL,, (C)
telle que C' = PI'P~! et B = PAP~! avec I' et A diagonales & coefficients réels
positifs. De C? = A = B2, on déduit alors que I'> = A 2 et I' = A du fait que ces
matrices sont diagonales a coefficients réels positifs. Et en définitive B=C. 0O

Une matrice réelle symétrique et positive admet également une unique racine
carrée symétrique positive.

On montre de maniére analogue que si A est une matrice complexe hermitienne
[resp. réelle symétrique] positive, alors pour tout entier k > 0, il existe une unique
matrice complexe hermitienne [resp. réelle symétrique] positive B telle que A =
B*. De plus, si A est définie positive, il en est de méme de B.

De ce résultat on peut déduire 'existence de la décomposition polaire d’'une
matrice réelle ou complexe inversible. Précisément on a le résultat suivant.

Corollaire 2.13 : Toute matrice complexe [resp. réelle] inversible A peut
s’écrire de maniére unique A = UH [resp. A = QS| ou U [resp. Q] est une
matrice unitaire [resp. orthogonale] et H [resp. S| une matrice hermitienne
[resp. symétrique] définie positive.

Preuve. On démontre le résultat dans le cas complexe. Le cas des matrices réelles
se traitant de maniére analogue. Si A = UH, on aalors A*A = HU*UH = H? et H
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est la racine carrée de la matrice hermitienne définie positive A*A ((A*Ax | x) =
||Ax\|§ > 0 pour z non nul). La matrice U est alors donnée par U = AH !
(A inversible entraine H inversible). On a donc, en cas d’existence, I'unicité des
matrices U et H. Pour A € GL, (C), la matrice A*A est hermitienne définie
positive et elle admet une unique racine carrée hermitienne définie positive H. En
posant U = AH ' ona A=UH et :

U'U=(H") (AAH ' =H)"H*H'=H 'H=1I,

c’est-a-dire que U est unitaire. O

2.9 Forme réduite de Jordan

Dans le cas d’un corps algébriquement clos, on peut affiner le théoréme 2.1 de
trigonalisation comme on va le voir dans ce paragraphe.

Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension n > 2 sur K et on
désigne par E* le dual algébrique de E, c’est-a-dire ’espace vectoriel des formes
linéaires sur E.

L’orthogonal dans E' d’une partie non vide Y de E* est le sous espace vectoriel
Y°de Edéfinipar Y ={z € E|Vp eV, p(x)=0}.

La base duale d’une base B = (ex),<4<,, de E est la base B* = (ef), .., de
E* définie par :

n
Vie{l,---,n}, V:E:Zatiei, e; (v) = x;
i=1

Pour tout endomorphisme u € £ (E), on note *u € L£(E*) le transposé de u
défini par :
Vo e B, tu(p)=pou
Siu € L(E) a pour matrice A dans une base B de F, la matrice de u dans la
base duale B* est alors 'A.

Lemme 2.7 Siu € L(E) est nilpotent d’ordre r > 1, il en est alors de méme de
tu dans L (E*).

Preuve. Pour u,v dans £(E),ona *(uov)= tvo tu,donc (*u)" = t(u") =0
et (tu) h=t (u""1) #0, c’est-a-dire que ‘u est nilpotent d’ordre 7. O

Lemme 2.8 Soit u € L (E) nilpotent d’ordre r > 1. Pour tout vecteur x € E tel
que u" ! (z) # 0, la famille B, = (u* (z)) est libre et l’espace vectoriel
F, = Vect (B,) est stable par u.

0<k<r—1

Preuve. Comme u"~1 # 0, il existe des vecteurs x € E\ {0} tels que u" =1 (z) # 0.

Si, pour un tel vecteur z € E\ {0}, la famille B, est liée, il existe alors des scalaires
r—1

Ao, -+, Ar—1 non tous nuls tels que Z)\kuk () = 0. En désignant par p le plus
k=0
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petit entier compris entre 0 et r — 1 tel que A, # 0, on a nécessairement p < r — 2
(puisque u" 1 (z) # 0) et :

r—1 r—1—p
M (@)= — 3 Mt (@)= — 3 Apurt ()
k=p+1 j=1
r—1-p
donc A\pu"~ Z)\Jrurﬂl (x) = 0 (on a u"t* = 0 pour k > 0), ce
qui n’est pas. La famllle B est donc libre et F, = Vect (B,) est un sous-espace
vectoriel de dimension r de E. De 1'égalité u” = 0, on déduit que cet espace est
stable par w. ([
Lemme 2.9 Soit u € L (E) nilpotent d’ordre r > 1. Il existe une forme linéaire
¢ € E* et un vecteur x € E tels que F, = Vect {z,u(x), -+ ,u"~1 (z)} et Uortho-
gonal Gy, dans E de H, = Vect {cp, fu(p), - ( tu)r_l (<p)} sont stables par u

avec £ = F, © G,.

Preuve. Comme ‘u € £ (E*) est nilpotent d’ordre r, pour toute forme linéaire
@ € E* telle que ('u)"~ " () # 0, Vespace H, = Vect {<p, tu(p), -, (tu) (@)}
est de dimension r stable par ‘u et son orthogonal dans E, & savoir I'espace
Gy, =Hg ={z€ E |V € Hy,, ¢ (x) =0}, est de dimension n — r stable par u
(pour z € Gy, et ¢ € Hy, on a 'u(y) € Hy, donc ¢ (u(z)) = 'u(y)(z) =0
et u(z) € G,). Comme (tu) " (p) = pourl £ 0, pour tout z € E tel que
¢ (ur (z)) # 0 Despace F, = Vect {z,u(x), -+ ,u""*(x)} est de dimension r
stable par u. Enfin, pour vérifier que £ = F, © G, il nous suffit de vérifier que

F,NG, = {0} puisque dim (F,)+dim (G,) =n.Siy = Z)\kuk () € FxNG,, ona

alors u" ! (y) € G, (G, est stable par u), donc 0 = ( (y) = ( (z))

et \g = 0. Supposant que \g = =Xj=0pour0<j<r— (s1 r =1 cest ﬁm)

onay= Z AetF () et 0= (u"772(y)) = Ajpe (v (z)), donc Ajq = 0.
kg1

O

De ces lemmes on déduit les résultats suivants.
Théoréme 2.20.

P

Siu € L (FE) est nilpotent d’ordre r > 1, il existe alors une base B = UBi
i=1

de E telle que chaque sous-espace vectoriel F; = Vect (B;) soit stable par u
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et la matrice dans la base B; de la restriction u; de uw a F; est :

0 0 0 0
1 0 0
Ji=1| o 0 | €Mn, (K)
: o1 0 0
0o --- 0 1 0

oi n; = dim(E;) (1 < i < p), la suite (n;),<;<, €tant décroissante avec
n1 = r. La matrice de v dans la base B est donc :

J 0 - 0
g=| 0

: % 0

0 -+ 0 Jp

Preuve. On procede par récurrence sur n = dim (E). Pour n =1, ona u =0 et
le résultat est trivial. Supposons le acquis pour les espaces vectoriels de dimension
strictement inférieure a n. Avec les notations du lemme précédent, la matrice de

up, (F, est stable par u) dans la base By = (u” (x))0<k<7«71 est :
0 0 o --- 0
1 0 0
J.=| o 0 | € M (K)
1 0 0
0 0 1 0

Sir = n cest fini, sinon en complétant cette base par une base B, de G, (notation

du lemme précédent), la matrice de u dans la base B;UB,, est A = < Lg’ AO )

(G est stable par u) ot Ap,—, € My, (K) est la matrice de u|g, dans By, cette
matrice étant nilpotente d’indice au plus égal a r avec G, de dimension strictement
inférieure a n. L’hypothese de récurrence permet alors de conclure. O

Théoréme 2.21. Jordan

Soit w € L(E)\ {0} tel que son polyndome caractéristique s’écrive

P
Xu (X) = H(X — Ap)® avec oy, > 0 et les A distincts deux a deu.
k=1
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1l eziste une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

Jg 0 - 0
a=| 0 (2.1)
’ 0
0 0 J,
avec :
Ak 0 0 0
k2 Ak 0 :

. €k,ar—1 )\k 0
0 s 0 Ek, o >\k

ot e € {0,1} (forme réduite de Jordan).

Preuve. En désignant pour tout k compris entre 1 et p, par N = ker (u — )\kId)ﬁ’“
les sous-espaces caractéristiques de u ou [ est la multiplicité de Ax comme racine
P

du polynoéme minimal (théoréme 1.12), on a E = @Nk. Chaque sous espace
k=1

vectoriel N est de dimension «y, stable par u, Ax est la seule valeur propre de la

restriction de u a Ny et la restriction de u — A\pId & Ny est nilpotente d’indice

Br. On déduit alors qu’il existe une base By de Nj dans laquelle la matrice de la

restriction de u — A\, Id a N}, est de la forme :

0 0 0 0
Ek.2 0 0
J = 0 0 S Mak ((C)
: Ek,ap—1 0 0
0o - 0 €ka, O
Dans la réunion de ces bases, la matrice de u a la forme indiquée. O
Corollaire 2.14 : Toute matrice non nulle A d’ordre n a coefficients

complezes est semblable a une matrice triangulaire de la forme (2.1).

Avec les exercices 2.15 et 2.7, on propose deux autres démonstration du théo-
reme 2.20 sans utiliser la dualité.
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2.10 Exercices

Exercice 2.1. Soit u € L(E) diagonalisable. Montrer que si F est un
sous espace vectoriel de E stable par w, la restriction de uw a F est alors
aussi diagonalisable.

Solution. Dire que u est diagonalisable équivaut a dire que son polynéme minimal
7, est scindé sur K a racines simples. Si F' est stable par u, la restriction v de u &
F est alors un endomorphisme de F' annulé par le polynéme 7, qui est scindé sur
K a racines simples, il en résulte que v est diagonalisable.

Ezxercice 2.2. Soit u € L(E) diagonalisable de valeurs propres deux d

deux distinctes Ai,---,Ap (1 < p < n). Montrer que pour 1 < k < p la

projection de E sur le sous espace propre ker (u — AgId) est donnée par
P

1
Pk = akH (u—A\;Id) ot o, = pi (utiliser la décomposition en

=1 (A —
J#k 1;[1 y
j#k
1
éléments simples de — ).
u

\ J

Solution. Si u € L (FE) est diagonalisable, son polynéme minimal s’écrit alors
P

H (X — k), ol Ag,- -+, Ay (1 < p<n)sont les valeurs propres deux a

1 P AL
T (X) ZX—Ak’
k=1

deux distinctes de u. La décomposition en éléments simples

1 N
ol o = ————, nous donne I'égalité de Bézout Zak [I(X=X) =
f1 (=) =
J:
itk
p
qui nous dit que z = Zak (u— A;Id) x pour tout z € E. Considérant que
h=1 J;k
P
pour k € {1,--- ,p} et x € E, on a u—)\kIdHu—)\Id x) =1y (u) () =0,
j=1
Jj#k
p
on déduit que akH (u—NjId)x € ker (u— A\Id), c’est & dire que les projec-
j=1
ik
P
teurs pj s’écrivent pp = akH (u— A;Id). En particulier ces projecteurs sont des
j=1
ik

polyndmes en u.
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Exercice 2.3. Soit (u;);.; une famille d’endomorphismes de E (I étant
un ensemble d’indice non nécessairement fini). On suppose que les u; com-
mutent deux d deux et sont diagonalisables. Montrer qu’il existe une base
commune de diagonalisation.

Solution. On procede par récurrence sur la dimension n > 1 de E. Pour n = 1,
le résultat est évident. On suppose que E est de dimension n+ 1 et que le résultat
est acquis pour les espaces vectoriels de dimension inférieure ou égale a n. Si tous
les u; sont des homothéties, le résultat est alors clair. Sinon on se donne j € I tel
que u; ne soit pas une homothétie. On a la décomposition en sous espaces propres

P
FE = @ ker (u; — ApId) . L’endomorphisme u; n’étant pas une homothétie, chaque
k=1

sous espace propre est de dimension inférieure ou égale a n. Comme tous les u;
commutent a u;, chaque sous espace propre est stable par u; pour tout ¢ dans
et la restriction de chaque u; & chaque ker (u; — A\ Id) est diagonalisable. On peut
donc appliquer, pour tout entier k compris entre 1 et p I’hypothese de récurrence a
la famille des restrictions des u; a ker (u; — A\rId), ce qui permet de construire une
base de diagonalisation de ker (u; — ApId) commune & toutes les restrictions de w;
a cet espace. La réunion de ces bases donne une base de diagonalisation commune
a tous les u;.

Exercice 2.4. Soit (E,|||) un espace vectoriel normé réel. On note :

2 2
z+y| +l|r—y

W(E)=  sup I ||2 | g I
(z,y)#(0,0) 2(||x|\ + [yl )

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¥(z,y) € B2, o+ yl* + llo = yll* = 2 (2l]* + wll*) (identité du po-

rallélogramme) ;
2. la norme ||-|| dérive d’un produit scalaire sur E ;
3. n(E)=1;

4. pour x,y fizés dans E, ||z —|—ty||2 est un trindme en t.

L J

Solution.

%1) = (2) On définit la fonction (- | -) sur E x E par :
®

(0.9) = @9y =1 (ool ~la—yl?)

Il est facile de vérifier que cette application est symétrique ((z | y) = (y | x))
et définie positive ((z | #) = ||z||* > 0 avec égalité si, et seulement si, z = 0).
En utilisant I'identité du parallélogramme on va montrer que cette application
est bilinéaire. C’est donc un produit scalaire et la norme ||-|| en dérive. Avec
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Iidentité du parallélogramme on a, pour x,y, z dans E :

(x+z|ly)+(x—2]y)
_ lz+z+yl* = llz+z =yl + o — 2z +yl* = o — 2 —y?

4
(le+y+ 217 +llz+y = 2IF) = (lo =y + 207+l =y - 2I)
N 4
2 2 2 2
(e + 1> + 12017) = (e = > + 1121%)
- 5 =2(z |y)

ce qui donne pour z =z :

V(z,y) € B, (2x]y) =2(z|y)

1
Enposantu:i(ery),’u:i(xfy),onaalors:

(tyl2)=Qulz)=2(ul2z)=(utv]|z)+(u-2v]2)
=(z[2)+{y|2)

Onadonc (z+y|z)=(x]|z2)+{y]|z2), pour tout (x,y,2) dans E3. Par récur-
rence, on déduit que :

V(z,y) € E*, Vn e N*, (nz | y) =n(z|y) (2.2)
Avec (0] y) =0 et (—z|y) = — (x| y), on déduit que (2.2) est valable pour
tout entier n dans Z. Puis avec (z | y) =n %x | y> pour tout entier n > 1, on
déduit que (2.2) est valable pour tout r € Q. Enfin avec la densité de Q dans

R et la continuité de I'application :

(@) = (@ 19) = 3 (e + ol e — o))

on déduit que (2.2) est valable pour tout r € R. Ce qui achéve de prouver que
Papplication (- | -) est bilinéaire.

¥2) = (3) Si la norme dérive d’un produit scalaire, on vérifie alors facilement qu’on a

I'identité du parallélogramme et I’égalité p (F) = 1.

)= (1) Si u(E)=1, on a alors :

V(z.y) € B2 o+ yll® + e —yl® <2 (2l + Iyl
En posant u =z +y,v=x—y,ona:
221 + 1i2gll” = flu+ vl + lu = ]
<2 (JJul® + 1oll*) =2 (Jl + 9l + llo = 1)

soit 2 ([l2l]* + lgl1*) < llz + gl + llz = yll* et Tégalité.
On a donc les équivalences (1) < (2) < (3).
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(2) = (4) Clest évident.

(4) = (1) Pour z,y fixés dans E on peut écrire P (t) = ||z + ty||* = at®+2bt+c, pour tout
réel t. Le coefficient ¢ est donné en faisant t = 0, soit ¢ = ||z||* et le coefficient
a est donné par :

2

Pt 1
o= tim 2O Hx+y = |ly|I*

t—+oo ¢ t—+oo || t

On en déduit alors que :
o+ yll* + o = ylI* = P(1) + P (=1) =2(a+ ) = 2 (Jlall* + Iyl

c’est-a~dire 'identité du parallélogramme.

Exercice 2.5.
1. Montrer que Uapplication (A, B) — (A | BY = Tr (A 'B) définit un pro-
duit scalaire sur M,, (R).

2. Montrer que pour toute forme linéaire ¢ € M,, (R)" il existe une unique
matrice C € M, (R) telle que :

VA e M, (R), ¢(A)=Tr (A *C)

3. Montrer que Uapplication déterminant, det : M,, (R) — R est différen-
tiable et que sa différentielle u est donnée par :

VA € M, (R),VH € M, (R), u(A) (H) = Tr (H 'C)

ot C' est la comatrice de la matrice A.

4. Soit Y wune fonction définie sur un intervalle réel I a wvaleurs dans
M, (R) et dérivable. Montrer que la fonction f : t — det (Y (1)) est
dérivable et calculer sa dérivée.

Solution.
1. Pour toutes matrice A, B dans M,, (R), on a (A | B) = Z a;jb;j, c’est-a-
1<i,j<n
dire que (- | -) est le produit scalaire euclidien de M,, (R) = R™".
2. La base canonique (E;;),, ;., de M, (R) est orthonormée pour ce produit

scalaire. Pour toute forme linéaire ¢ € M,, (R)" et toute matrice A € M, (R),
ona:

p(A)=¢| > ayEi;|= Y aye(E;)=(X]|C)

1<ij<n 1<ij<n

ou C € M,, (R) est défini par C = Z ¢ (FE; ;) E; ;. On a donc ainsi mon-
1<i,j<n
tré que lapplication C' +— (oo : A — (A]C)) est surjective de M, (R) sur
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M, (R)*. Cette application étant linéaire et les espaces vectoriels M,, (R) et
M, (R)* étant de méme dimension, on en déduit que c’est un isomorphisme.
C’est-a-dire que, pour toute forme linéaire p € M, (R)", il existe une unique
matrice C' € M, (R) telle que :

VA e M, (R), ¢ (A) =Tr (A 'C)

Ce dernier résultat est vrai sur tout corps commutatif K.

. La fonction det est contintiment dérivable comme fonction polynomiale des
coefficients, donc différentiable. Notons u sa différentielle. Pour toute matrice
A € M, (R), u(A) est une forme linéaire sur M, (R), donc il existe une
unique matrice C € M,, (R) telle que u (A) (H) = Tr (H *C) pour tout H dans
M, (R). Pour H=FE; ; (1<1i,j <n),onaTr(H 'C) = ¢, ce qui nous donne
C = ((u(A)(Eij)))1<ij<n - 1l sagit donc de calculer les u (A4) (£ ;), pour
0 det (A) das,

l‘ij

1 <14,j < n. La différentielle de det en A s’écrit u (A) = Z

1<ij<n
ot on a noté dr;; = E}; (base duale de la base canonique de M,, (R)). On a
donc :

Odet . det (A+tE; ;) —det (A
u(4) (By) = 99 (4) = iy AL i) = At ()
=T

En notant A; la colonne j de la matrice A, (€;);;,, la base canonique de R"
et en utilisant la n-linéarité du déterminant, on a :

det (A+tEl7J) = det (Al, e 7Aj—1;Aj +t61',Aj+1, e ,An)
= det (A) + tdet (Al,' e ,Aj_l,ei,Aj+1,- e ;An)

et ¢ = g;let (A) = det (Aq,--- ,Aj_1,ei,Aj1q,--- , Ay) (cofacteur (i,7) de
ij
A). On a donc :

VH € M, (R), u(A)(H) = Tr (H *C)

ou C est la matrice des cofacteurs de la matrice A.

. La fonction f est dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables, avec :

viel f)=u¥) Y ()= Y. 80@ (Y) () i; (£)

ox;
1<ij<n Y

C’est-a-dire que :

f/: Z det(Yla"'an—he’ia}/j-‘rla"'aYn)y;j

1<i,j<n

Zdet (Yla"' 7)/jflazy7/;jeiay’j+1,"' aYn>
j:l =1

:Zdet (Y1, -+, Y;o0,Y], - V)
j=1
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Ezxercice 2.6. Soit A € M, (R). On appelle sous-matrices principales
de A les matrices :

Ay = ((@55))1<s.5<x B=1,--+,n)

et déterminants principaux les réels A, = det (Ag) . Montrer qu’une matrice
symétrique réelle est définie positive si, et seulement si, tous ses détermi-
nants principaux sont strictement positifs.

€ J

Solution. Sila matrice A est symétrique définie positive, il en est alors de méme
de toutes ses sous-matrices principales. En effet, pour tout entier £ compris entre 1
et m, si « est un vecteur non nul de R¥, le vecteur 2’ = ( Jg ) € R™ est non nul et
(Agx | ) = (A2’ | 2’) > 0. On déduit que toutes les valeurs propres de la matrice
Ay, sont strictement positives et det (Ag) > 0 pour tout entier k compris entre 1 et
n. Pour la réciproque on procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat
est évident. Supposons le acquis pour les matrices symétriques d’ordre n — 1 > 1
et soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ayant tous ses déterminants
principaux strictement positifs. On désigne par (e;);.,.,, la base canonique de
R™. Avec I’hypothese de récurrence on déduit que la matrice symétrique A,,_; est
définie positive et la restriction a 'espace vectoriel H engendré par {e1, - ,e,—1}
de la forme quadratique ¢ : © — (Ax | ) est définie positive. Il existe alors une
base (fi, -+, fn—1) de H orthonormé pour gy et la matrice de ¢ dans la base

(f17"' 7fn717en) s’écrit :

A/
1 Op—1
g T Qp—1 Qo
n—1
En posant f, = e, — Z%‘fm le systéme (f1, -, fn—1, fn) est une base de R™
i=1

orthogonale pour ¢ et la matrice de ¢ dans cette base s’écrit :

AI/: O
: o1 0
0o --- 0 Bn

Le déterminant de la matrice A” est du méme signe que celui de A, c’est-a-dire
positif. En conséquence la forme quadratique q est définie positive et la matrice A
symétrique définie positive.
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.

Ezxercice 2.7. On se place dans (R™,{(-|-)) euclidien, on note ||| la
norme associée et on désigne par Sy la sphére unité de R™ pour cette norme.
Soit A une matrice réelle symétrique d’ordre n. On lui associe la forme qua-
dratique q définie par :

Ve € R", q(x) = (Ax | x)

1. Montrer que l'application q est bornée sur Sy et atteint ses bornes. On

note \g = q (z9) = sup q(z), ot xg dans R™ est tel que ||xo| = 1.
x€Sy

2. On se donne un vecteur xy dans (Rzo)" NSy et pour tout réel € [—m, 7]
on note xg = cos (0) xo+sin (0) z1. Utilisant les inégalités q (xg) < q(xo)
montrer que :

VO € [—m, ], 2cos (0)sin (0) (Azo | 1) < sin® (0) (q (z0) — ¢ (1))

puis en déduire que (Axg | x1) = 0.

3. Déduire de ce qui précéde que A se diagonalise dans une base orthonor-
mée.

Solution.

1.

L’application ¢ est continue en tant qu’application polynomiale, elle est donc
bornée et atteint ses bornes sur la sphere unité S; qui est compacte dans R".

. On a xy € S* pour tout § € [—m, 7], donc :

q () = cos? (0) q (o) + 2cos (A) sin (0) (Azq | 21) +sin® (0) ¢ (z1) < q (o)

ce qui entraine que 2 cos (0) sin (0) (Axg | z1) < sin® (0) (¢ (x0) — ¢ (z1)). On en
déduit que :

{ V0 € 10,7, 2cos (0) (Axg | z1) < sin(0) (¢ (zo) — q (x1))
VO € ]—m,0[, 2cos (0) (Axg | x1) > sin(0) (¢ (xo) — q (1))

En faisant tendre 6 vers 0 par valeurs positives et négatives, on en déduit que
(Azg | 1) = 0, Cest-a-dire que 2 € {Azo}™.

On déduit de ce qui précede que pour tout x appartenant a {:z:o}L \ {0}, on

a x qui appartient a {Amo}J‘ (il suffit de prendre z; = ), c’est-a-dire que

[
{zo}" C {Azo}" . 1l en résulte que R (Azg) = {Azo} ™ C {zo}™" = Rayg et
en particulier, il existe A € R tel que Azxy = Az, ce qui signifie que zy est
un vecteur propre de A. La matrice A étant symétrique, I'orthogonal de g
dans R"™ est stable par A et il suffit d’appliquer le raisonnement précédent a cet
orthogonal pour conclure par récurrence.
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Ezxercice 2.8. Soit A = (C1,---,Cp) € M, (C) ou Cy désigne la co-

lonne k de A. Montrer que |det (A)| < H ICk|l (inégalité d’Hadamard),
k=1

en notant ||-|| la norme hermitienne sur C™ (on peut utiliser le procédé

d’orthogonalisation de Gram-Schmidt).

Solution. Pour det (A) = 0, le résultat est évident. On suppose que det (A) # 0.

Dans ce cas le systeme (Cy,---,C),) est une base de C" et le procédé de Gram-
Schmidt nous permet alors de construire une base orthogonale (E1,-- - , E,) de C"
telle que :
k—1
Ey=Ci;Vke {2, .0}, Ex=Cy+ Y AuiE
j=1

Un déterminant étant inchangé si on ajoute a une colonne une combinaison linéaire
des autres, en notant N = (Ey,---,E,) € M,, (C), on a det (A) = det (N). En
notant D = N*N, on a :

1B 0o o0

2

Do 0 |IE
: . 0
0 0 B

donc |det (A)]* = |det (N)]* = det (D) = [] IIEl*, soit |det (A)] = [] llExl-
k=1 k=1
Enfin avec :
k—1
2 2 2 2 2
ICKI® = 1B + > sl N E5117 = Bl

j=1

on déduit que |det (A)] < H ICx -
k=1

FEzxercice 2.9. Montrer qu’une matrice A d’ordre n > 0 a coefficients
complexes est normale si, et seulement si, il existe un polynome P d coef-
ficients complexes tel que A* = P (A).

Solution. Une matrice normale se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-
a-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que
D = U*AU. En notant A1, Ag, - -+, Ap les éléments diagonaux deux a deux distincts
de D (ce sont les valeurs propres de A) avec 1 < p < n, on désigne par P le
polynéme d’interpolation de Lagrange défini par :

PeCyi[X], P(\) =X (1<Ek<p)

ona D*=P(D)=U*P(A)U et P(A) = UD*U* = (UDU*)* = A*. La réci-
proque est évidente.
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Ezxercice 2.10. Soit A une matrice d’ordre n > 1 a coefficients com-
plezxes.

1. Montrer que A est la matrice nulle si, et seulement si, Tr (AA*) = 0.

2. Montrer que la matrice A est hermitienne si, et seulement si, AA* = A2

Solution.

1. Pour A = ((aij)) on a Tr(AA*) = Z |aij|2 (carré de la norme
1<ij<n
hermitienne de C™*) et Tr (AA*) = 0 équivaut bien a A = 0.
2. Soit A € M,, (C) telle que AA* = A% Notant B = A — A*, on a BB* =

A*A — (A%)% et :

1<ij<n?

Tr (BB*) = Tr (A*A) — Tr ((A*)Q)
= Tr (44%) = Tr ((47)°) = Tr (44" - (4%)?)

avec AA* = (AA*)" = (AQ)* = (A*)*. On déduit donc que Tr (BB*) = 0 et
B =0, c’est-a-dire A = A*. La réciproque est évidente.

Ezxercice 2.11. Soit A € GL,, (C), montrer qu’il existe deux matrices
unitaires U,V et une matrice diagonale D a coefficients réels strictement
positifs telles que A = UDV™* (décomposition singuliere de la matrice A).

Solution. La matrice A*A est hermitienne définie positive (en effet, pour  non

nul on a (A*Ax | z) = ||Aa:||§ > 0), donc il existe une matrice unitaire V' telle que
V*(A*A)V = A ou:

MO -0
A_| 0 ;
S
0 0
avec \; € R pour tout i € {1,---,n} (la matrice A est inversible). En notant

W = AV, on a alors W*W = D?, ou :

V1 0

: L 0
0 - 0 VA,
et avec U*U = D™'W*WD~! = D7'D?D~! = [,,, on déduit que U = WD~ ! est

unitaire. Ce qui donne en définitive U*AV = D™'W*W = D~'D? = D, avec D
diagonale & coeflicients réels strictement positifs.
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Ezxercice 2.12. Soient A et B deux matrices hermitiennes positives dans
M,, (C). Montrer que :

0<Tr(AB) < Tr(A)Tr (B)

(on peut d’abord considérer le cas ot la matrice A est diagonale).

. J

Solution. Si (e;),.,., désigne la base canonique de C", on a alors, pour toute
matrice A = ((ai;)),<; j<, dans My (C), a;; = (Ae; | e;) pour 1 < i,j < n. Dans
la cas particulier ott A est hermitienne positive on a a; = (Ae; | e;) > 0 pour
1 <7 <mn.Si A est diagonale hermitienne positive, on a alors :

A 0 0
A—| 0 X :
S o0
0o .- 0 An

avec \; € RT pour tout i et pour toute matrice B € M,, (C) hermitienne positive,
on a b;; > 0 pour tout i et :

0 < Tr(AB) ZAbu<<Z)\><Zb”>_ A)Tr(B)

Dans le cas général, on sait que, si A est hermitienne positive, toutes ses valeurs
propres sont réelles positives et il existe une matrice unitaire U telle que :

AN 0 - 0
a=y| O M U*=UDU*

S 0

o --- 0 M\

avec \; € R™ pour tout i. En remarquant que AB = UDU*B = U (DU*BU) U*
est semblable & D (U*BU) = DC, on a Tr (AB) = Tr (DC') . Mais D est diagonale
hermitienne positive et C' hermitienne positive unitairement semblable & B. Donc :

Tr (AB) = Tr (DC) < Tr (D) Tr (C) = Tr (A) Tr (B)

Exercice 2.13. Montrer que lapplication A — [|All, = /Tr (A*A) est
norme sur M, (C) (norme de Schur) et qu’elle est sous-multiplicative,
c’est-a-dire que ||[AB||, < ||A|l, | B||, pour toutes matrices A et B apparte-

nant ¢ M,, (C).

Solution. Pour tout A € M, (C), on a ||A], = /Tr(A*A Z la;]?,

i,7=1

c’est-a-dire que ||-||, est la norme hermitienne de M,, (C) identifié a C"’. Pour
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toutes matrices A, B dans M,, (C), on a :
|AB|?> = Tr (B* (A*AB)) = Tr ((A*AB) B*) = Tr ((A*A) (BB*))

et les matrices A* A et BB* étant hermitiennes positives, on peut utiliser le résultat
de l'exercice 2.12 pour écrire que :

|AB|? < Tr (A*A) Tr (BB*) = |A|2 |B*))? = |AI2 | B2

ce qui prouve que la norme de Schur est sous-multiplicative.
On peut aussi montrer ce résultat directement en écrivant que :

D anbi| <Y (Z |az‘k|bkj|>

k=1 i,j=1 \k=1

n

IABZ = >

ij=1

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

JAB|? < ) ( |am|2> (Zwkﬂ?) = A2 |B|?
k=1 k=1

4,j=1

Exercice 2.14. Montrer que toute matrice a coefficients réels ou com-
plezes est semblable a sa transposée (utiliser la décomposition de Jordan
sur C).

Solution. On se place tout d’abord dans le cas ou A est un bloc de Jordan
complexe de la forme :

A1 0 0
0 A 1 0
A=190 o - 0
: . . o]
0 -~ 0 0 A

L’endomorphisme u associé a la matrice A est alors défini dans la base canonique
n .
(ei)lgign de C™ par :

{ w(er) = dey

u(ej) =ej—1+Xej (2<j<n)

Dans la base (e, - ,e1) Pendomorphisme u a pour matrice 'A. Si A est une
matrice complexe quelconque, on sait qu’elle est semblable & une matrice de la
forme :

Ji 0 0
| 0 0
()
0 0 J.

p
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ou les Ji, sont des blocs de Jordan du type précédent. Chacun de ces Jj étant sem-
blable & sa transposée on en déduit facilement que A est semblable & sa transposée.
Ce résultat est encore valable pour les matrices réelles du fait que deux matrices
réelles qui sont semblables sur C le sont sur R (exercice 1.1).

p

\

Ezxercice 2.15. Avec cel exercice, on propose une démonstration du théo-
réme 2.20 sans utiliser la dualité. On se donne u € L (E) nilpotent d’ordre
r compris entre 2 et n—1 avecn > 2 (pour r = 1, u est nulle et pour r = n,
c’est fait avec le lemme 2.8).

. Iy B
1. Soit (B,C) € My (K) x M,,_,. (K) tel que A =

: Opry C

nilpotente d’ordre r. Montrer que B est nulle si, et seulement si, sesr—1
dernieres lignes sont nulles.

soit

2. En utilisant le lemme 2.8, justifier l’existence d’une base de E dans

laquelle la matrice A de u est de la forme ( I B > .

Onfnr C
3. En notant, pour m = n—r, toute matrice X € M, ,,, (K) et tout entier i
compris entre 1 et r, X; = (241, Tia, -+, Tim) Sa ligne numéro i, donner

pour tout entier k compris entre 1 et r — 1 une expression du produit
JEX en fonction des X;.

0 In—r
montrer qu’il existe une matrice X € M, ,,_, (K) telle que Tx A (TX)f1

. J. 0
soit de la forme < 0 C > .

5. Conclure.

4. En notant, pour toute matrice X € M, ,_, (K), Tx = ( L X ) ,

Solution.

1. Soit v € £ (K™) de matrice A dans la base canonique (ex), ), - Dire que les

. En complétant la famille libre B, = (u”(z))

r — 1 derniéres lignes de B sont nulles se traduit par v (e;) = byjeq + ¢; pour
r+1<j<mn ouc; €G= Vect{e 41, --,en}. Comme A est nilpotente
d’ordre r, on a :

0=1"(e;) = bljvrfl (e1) +v" 1 (¢j) =bije, + Pl (¢j) (2.3)

avec v (e;) € Vect{e1, e, 41, -+ ,en} et vk (ej) € Vect{er, - ,ex,€rip1, - ,€n}
pour 1 < k < r — 1 (récurrence immédiate), donc v"~!(c;) appartient a
Vect{e1, -+ ,er—1,€r41, -, €} et I'égalité (2.3) impose by; = 0 pour tout
J, ce qui signifie que la premiere ligne de B est nulle et en conséquence, B = 0.
La réciproque est évidente.

0<h<r_1 ©D UDE base de E, la

matrice de u dans cette base a la forme indiquée puisque Vect (B,) est stable
par u.
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3. En notant (e;) la base canonique de K™, on a pour tout entier j compris

1<j<m
T T r—k
entre 1 et m, J¥Xe; = JF (inj€i> = injJ,’?ei = injei_i'_k;, ce qui
i=1 i=1 i=1
0
_— L " 0 .
signifie que la colonne numéro j de J7X est . , le coefficient z1;
15
Ty—k,j
0
, . k 0 . , .
étant en ligne k£ + 1, donc J'X = ¥ , la ligne X, étant en position
1
Xr—k

k+1.
4. Pour tout X € M, ,,_, (K), la matrice Tx est inversible d’inverse (Tx)f1 =

e A .
O In_r et on a :

o (I X J, B I, -X\ _(J. B(X)
TxA(Tx) —< 0 In_r)< 0 c)( 0 In_r>_< 0o C
ou B(X)=XC — J.X + B. Il agit alors de montrer que le systéme linéaire
B (X) = 0 a une solution dans M, ,,_, (K). En notant M; la ligne numéro 4
d’une matrice M, on a By (X) = X1C+ B; et B; (X) = X,;C — X,_1 + B; pour
2 <4 < r. En définissant la matrice X par :

X, = 0, X1 = BT7 X, o= Xr—10+Br—1a"' 7X1 = XoC + By

Jr B(X)
0 C
d’ordre 7 (elle est semblable a la matrice A), ce qui revient a dire qu’elle est
nulle.

la matrice B (X) a ses derniéres lignes nulles avec nilpotente

5. Pour retrouver le théoreme 2.20, il revient au méme de prouver que toute ma-
trice nilpotente A € M, (K) \ {0} est semblable & une matrice de la forme

Ji 0 . 0
0 : . . ,
. Pour ce faire, on procede par récurrence sur n > 1.
: . .0
0 Ce. 0 Jp

Pour n = 1 c’est clair. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n —1 > 1
et soit A € M,, (K) \ {0} nilpotente d’ordre r > 2. Pour r = n, on déduit du
lemme 2.8 que A est semblable a J,. Pour 2 < r < n—1, la question précédente

nous dit que A est semblable & une matrice de la forme A; = < {)T g ) . Avec
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J 0
0o cr
I’hypothese de récurrence nous permet de conclure.

0=A4] = ) , on déduit que C est nilpotente d’ordre 1 < r < n et

Exercice 2.16. Avec cet exercice, on propose une démonstration du théo-
reme 2.20 sans utiliser la dualité. Précisément, on se propose de démontrer
que pour tout endomorphisme nilpotent w € L (E) d’ordre r > 1, il existe
un entier p compris entre 1 et n et des sous espaces E1,--- ,E, de F tels
que pour tout i compris entre 1 et p, l'espace E; est de dimension n; > 1,

stable par u, la restriction u; de u a E; est nilpotente d’ordre n;, la suite
P

(ni)1<i<r est décroissante avec ny =1 et £ = @El (décomposition de E
i=1

en sous-espaces cycliques). Pour n = 1, le résultat est évident (u = 0 et
Ey = E). Le supposant acquis pour les espaces de dimension inférieure d
n — 1, on se donne un espace E de dimension n > 1 et un endomorphisme
u € L(E) nilpotent d’ordre r compris entre 1 et n. Comme pour r = 1
(u=0)our=mn (p=1, By = E et ny = n) il n’y a rien a montrer, on
suppose que r est compris entre 2 et n — 1.

1. Montrer que F = Im (u) est un sous-espace vectoriel de E stable par u,

de dimension comprise entre 1 et n — 1 et que la restriction de u a F
est nilpotente d’ordre 11 < r — 1.

Par hypothése de récurrence appliquée d la restriction de u d Im (u),

P

on peut donc écrire Tm (u) = @Fi, ot chaque F; est un sous-espace
i=1

de Im (u) de dimension n; > 1, stable par u tel que u|p, est nilpotent

d’ordre n;, la suite (n;), <., €tant décroissante avec ny =r; <r — 1.

2. Montrer que, pour toutt compris entre 1 et p, il existe un vecteur v; € E
tel que la famille B; = (u(z;) ,u* (z;),- -+ ,u™ (x;)) soit une base de F;
et la famille {x;} U B; est libre.

ng
3. En notant G; = @]Kuk (z;) pour tout entier i compris entre 1 et p et
k=0

P
G = ZGi’ montrer que :

i=1
(a) G;Nker (u) =Ku™ (z;);

(b) GnNker(u)= @KUM (i) ;
i=1

(c) G = @Gi ;
(d) dim (@) = dim (Im (u)) + p.

4. En désignant par H un supplémentaire de GNker (u) dans ker (u) , mon-
trer que E = G & H et conclure.
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Solution.

1. Comme u est non nul et nilpotent, on a dim (Im (u)) > 1 et dim (ker (u)) > 1
puisque 0 est valeur propre de u, donc dim (Im (u)) = n — dim (ker (u)) < n—1.
Il est bien connu que Im (u) est stable par w.

2. L’endomorphisme u; = u|p, € L(F;) étant nilpotent d’ordre n; = dim (F),
on a vu avec le lemme 2.8 qu’il existe une famille libre de la forme B; =
(uk (yi))o <k<n,—1 dans F; et cette famille en est une base puisque formée de
n; vecteurs. Comme yi € F; C Im (u), il existe z; € FE tel que y; = u(x;),

ng

done B; = (u* (2)), ., .Siz= Z)\kuk (z;) = 0, on a alors 0 = u(x) =

k=0
n;—1
Z)\kukﬂ Z)\ku (y;) (on a u™ (y;) =0 car y; € F; et ul™ = 0), ce
k=0

qu1 équivaut a la nullité de tous les \; car (ulC (yi))o<k<n'_1 est une base de
F;. La famille {z;} U B; est donc libre. o

(a) Chaque u™ (z;) est dans G; et w(u" (x;)) = u" (y;) = 0, donc u™ (z;)

est dans ker (u). Un élément de G; Nker (u) s’éerit © = Z)\kuk () et

k=0
n;—1
onal=u( ZAkuk+1 Zx\kukH (x;), donc A\ = 0 pour
k=0

0<k<n;—1 et x = Ay, u™ (1) avec u™ (z;) = u™ 1 (y;) # 0, ce qui
signifie que G; Nker (u) est la droite vectorielle dirigée par u™i (x;) .
P

(b) Un élément de GNker (u) s’écrit z = Zzz avec z; € Gietona 0 =u(z) =
i=1
P
Zu (z;) avec u (z;) € u (G;) et :
i=1

u (G;) = Vect {u (z5),- - u™t? (zz)} = Vect {u (z;), - ,u" (x;)} = F;

les F; étant en somme directe, ce qui impose la nullité de tous les u (z;),
donc z; € Gi Nker (u), soit z; = A\;u™ (z;). La famille (u™ (2;)), <<, en-

gendre donc GNMker (u) et elle est libre puisque chaque u™ (z;) = u™ ! (y;)
est non nul dans Fj, les F; étant en somme directe.
P p
(c) Si Zzl = 0 avec z; € G, pour tout 7, on a alors Zu (z;) = 0 avec u (z;)
i=1 i=1

dans u (G;) = Fj, les F; étant en somme directe, donc u (z;) = 0 pour tout
i, c’est-a- dlre que z; € G; Nker (u) = Vect {u™ (z;)}, soit z; = Au" (x;).

On a donc Z)\ u" (x;) = 0, la famille (4" (7;)),,<, étant libre, ce qui
i=1
impose A\; = 0, soit z; = 0 pour tout i.
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(d) 11 en résulte que :

p
dim (G Zdlm =D (ni+1) = Zdlm i)+p = dim (Im (u))+p

i=1 =
4. On a ker (u) = (G Nker(u)) ® H, donc :

dim (H) = dim (ker (u)) — dim (G N ker (u))
=n — (dim (Im (u)) + p) =n — dim (G)

Pour tout v € GNH,onax € H C ker (u) et x € G, donc x € (G Nker (u))NH,
P

soit x = 0. En conclusion, on a F = @Gi @ H, chaque espace (G; ayant une
i=1

q
base de la forme B} = (u* (mi))0<k<n et H C ker (u) . En écrivant H = @ H;
- i=r+1
avec H; = Kh;, on a bien une décomposition de E de la forme annoncée et la
matrice de u dans une base adaptée a cette somme directe est bien diagonale
par blocs de Jordan.
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Chapitre 3

L’espace vectoriel normé

M,, (K) (K =R ou C)

Pour ce chapitre, K est le corps des réels ou des complexes.

3.1 Norme matricielle induite par une norme vec-
torielle

Pour ce paragraphe on se donne une norme z +— ||z|| sur K”. On note respec-
tivement, B = {z € K" | ||z]| < 1} la boule unité et S = {x € K" | ||z|| =1} la
sphere unité de (K™, ||-||) .

On rappelle que sur un espace vectoriel normé une application linéaire est conti-
nue si, et seulement si, elle est bornée sur la sphére unité et qu’en dimension finie
la sphere unité est compacte et tout endomorphisme est continu (voir [18]). On
peut donc définir, pour toute matrice A, la quantité A = sup ||Az]| .

€S

Théoréme 3.1.

Pour toute norme x +— ||z|| sur K", Uapplication A — | A] = sup ||Az||
z€S

définit une norme sur M,, (K).

Preuve. L’égalité |A| = 0 équivaut a ||Az|| = 0 pour tout = dans S. En remar-

quant que pour tout x dans K™ on a W:c € S et en utilisant la linéarité de A, on
x
déduit que A = 0. La vérification des autres propriétés d’une norme ne pose pas

de problemes particuliers. O

Définition 3.1. L’application A — |A| = sup ||Az|| est la norme matri-
€S

cielle induite par (ou subordonnée d) la norme vectorielle x — ||z .

L’espace vectoriel M, (K) étant de dimension finie, on sait que toutes les normes

sur cet espace sont équivalentes, c’est-a-dire qu’on a une seule topologie sur cet
espace compatible avec la structure d’espace vectoriel.
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La norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne ||-[|, p sur R™ est
définie par :
vAe My (R), [Al,g = sup [|Az]yp

lll5 =1
et a priori cette norme pourrait étre différente de celle induite par la norme her-

mitienne [|-[|, ~ de C" définie par :

(Al e = sup Az]l; ¢

I=ll5 c=1

ol + ||y||§]R pour tout z = = + iy € C"™. En fait, il n’en est rien.
En effet pour tout € R", on a ||zfl,c = [[z]lyp et [|[Az|,c = [[Az|l,p . donc
lAl g < |Alc- Et pour 2 =2 +iy € C", on a:

2 2 2 2 2 2 2 2
||Az||27C = HA‘T”Q,R + ||Ay||2,R < |||A|||2,1R (HxHQ,R + ||yH2,]R) = |||A|||2,]R HZHQC
donc [Afly ¢ < | Al -

Les deux exemples qui suivent nous permettent de calculer effectivement les
normes matricielles induites par les normes vectorielles ||-|| et [|-]|; .

Lemme 3.1 La norme matricielle induite par ||-|| . est définie par :
VA€ My (K), Al = max Z |aij]

Preuve. Le résultat étant évident pour A = 0, on suppose A non nulle. On note
B = (€i);<;<, la base canonique de K" et S, la sphere unité de (K", || -

Pour tout # € S, on a ||Az||, = max Zaijxj < | max Z|a”| , donc

1<i<n 1<i<n
1A, < a = Jnax Z la;j| . Soient k un entier compris entre 1 et n tel que
j=1
n
o= Z |ax;| et = ijej € So défini par :
Jj=1 Jj=1

& si (27 7& 0
l’j = |akj|

O0siag; =0
(A étant non nulle, on a o > 0 et il existe un indice j tel que ax; # 0). En notant

y=Az,ona:
Vie{l,--,n}, |yl <yl < Al < @

n n
avec x| = |y arjz;| =Y laks| = o, done [ Az, = a et |A], = o 0
j=1
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Lemme 3.2 La norme matricielle induite par ||-||, est définie par :

VA e M, (K), |A], = max Z|am|

1<j<n

n

Preuve. Posons = max Z la;j| . Pour z dans Sy (spheére unité de (K", ||-[|,)),
i<

[Az|l, = Z Z%% = Z\%lZl%l = ﬁZlﬂ?]\ =

=1 |j=1

on a :

donc [|A]l; < 8. Pour montrer que 8 < |A|, , il suffit de trouver un vecteur = dans

n

Si1 tel que ||Az||; = B. Soit k compris entre 1 et n tel que § = Z |aix|. Pour
i=1

r = ey (k®™¢ vecteur de la base canonique de K"), on a :

n

1Azl =Y | asa;| = law| = 8

i=1|j=1 i=1

On a donc bien |A], = 5. B O
On a [A], = |A*]. . ou A* = A désigne la matrice adjointe de A.

Lemme 3.3 Pour toute matrice P dans GL,, (K) Uapplication :
z—|z||p = HP_lchoO

définit une norme sur K" et la norme matricielle induite par cette norme est
définie par :
VA€ My (K), |Alp = ||[PTIAP|

Preuve. Il est facile de vérifier que ||-|| , définit une norme sur K™. On peut aussi
remarquer que P est la matrice de passage de la base canonique B = (ex);<p<,,

1 )
n oy () _ . ’_ .
de K" & une base B’ = (e,),.;.<,, et en notant X = : , X = : , les
T, x,,
coordonnées du vecteur x dans les bases respectives B et B, on a :

lzllp =[P X[, = 1X"]l

Pour toute matrice A dans M,, (K), on a :

], = sup 1Azle _ IprAx],,
r zeKn\{0} ]l p XeKn\{0} |P~1X]|

soit en posant X = PX' :

P lAPX'
o= sp AP

=||p~tAP
X/€Km\ {0} X7 || oo H I
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|
Le théoreme qui suit nous donne quelques propriétés des normes matricielles
induites par une norme vectorielle.

Théoréme 3.2.

Soit A — |A| une norme sur M,, (K) induite par une norme x — ||x||
sur K™ On a |I,]| =1 et :

Ax
VA€ My (K), [Al = suplaz] = swp 12ZL g

zEB zeKn\{0} [Ea
Vz € K", VA € My (K), [|Az| < | A] ||| (3.2)
VA € Myn(K), VB € M, (K), |AB] < |A] |B] (3-3)

Jz € S tel que |A] = || Az||
JA] = inf {a € R | V& € K", | Az|| < a|lz||} (3.4)
Preuve. Pour tout x € S, on a ||I,z|| = ||z|| =1, donc |I,] = 1.

L’égalité (3.1) résulte de l'inclusion S C B et de la linéarité de A.
L’inégalité (3.2) se déduit facilement de (3.1).
De (3.2) on déduit que pour toutes matrices A, B dans M, (K) on a :

ve € K", [|ABz|| < [A]||[Bz]| < [ALIB] |||l

D’oti I'inégalité (3.3) .

Du fait qu’en dimension finie la sphere unité est compacte et qu'une fonction
continue sur un compact admet une borne supérieure qui est atteinte, on déduit
qu’il existe = dans S tel que [|A] = ||Az||.

On note D = {a € RT | Vo € K", ||Az|| < a||z]|}. On a D # 0, car |A] € D,
donc D admet une borne inférieure comme partie non vide et minorée de Rt et
inf (D) < ||A|]. Soient o € D et « dans S tel que |A| = ||Az||. On alors :

1Al = [[Az]| < aflz] = a

soit |A] < . On en déduit donc que [|A] < inf (D) et |A| = inf (D). O
La propriété (3.3) se traduit en disant que toute norme matricielle induite par
une norme vectorielle est sous-multiplicative.
En fait pour toute norme A — N (A) sur M,, (K), il existe une constante réelle
A > 0 telle que :

YV (A, B) € M, (K) x M, (K), N (AB) < AN (A) N (B)

(exercice 3.1).

11 existe quand méme des normes sur M,, (K) qui ne sont pas sous-multiplicatives
(exercice 3.2).

Une norme sous-multiplicative n’est pas nécessairement induite par une norme
vectorielle. Par exemple la norme de Schur est sous-multiplicative (exercice 2.13)
et n’est pas induite par une norme vectorielle du fait que pour tout entier n > 2

on a |1, = v # L.
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3.2 Le groupe topologique GL, (K)

L’espace vectoriel M,, (K) est muni d’une norme quelconque (elles sont toutes
équivalentes).

Lemme 3.4 L’application det : M, (K) — K est continue.

Preuve. L’application déterminant est continue comme fonction polynomiale des
coefficients m;; d’'une matrice M. O

Théoréme 3.3.

L’ensemble GL,, (K) est un ouvert dense de M, (K).

Preuve. L’ensemble GL, (K) est un ouvert de M,, (K) en tant qu’image réci-
proque de 'ouvert K* par ’application continue déterminant.

La fonction polynomiale z — det (2I,, — A) a au plus n racines dans K, il existe
donc un entier kg tel que :

1
Yk > ko, det (kln - A) £0

1
etona A= lim A avecles Ay = —1I,, — A inversibles pour tout k > kg. O
k]:;J]rCoo k
0

Ce théoreme peut aussi se montrer en utilisant la caractérisation des matrices
de rang r donné (exercice 3.3).

Théoréme 3.4.

L’application A — A~ est continue de GL,, (K) dans GL,, (K).

Preuve. L’application A — C(A) qui associe & une matrice A sa comatrice
C' (A) est continue de M,, (K) dans M,, (K) car ses composantes sont des fonctions
polynomiales des coefficients a;;. On en déduit alors que Iapplication A — A7t =
detl(A) tC' (A) est continue de GL,, (K) dans GL,, (K). O

La continuité de (U, V) — UV et M +— M~! peut se traduire en disant que
la topologie de GL,, (K) est compatible avec sa structure de groupe. On dit aussi
que GL,, (K) est un groupe topologique.

Théoréme 3.5.

Le centre de M., (K) est formé des homothéties et le centre de GL, (K)
est formé des homothéties non nulles.

Preuve. Soit A = ((ai;)),<; j<, dans le centre de M,, (K), c’est-a-dire commu-
tant avec toutes les matrices. On a AF;; = E;; A, pour tous i, et en désignant
par (€;);<;<, la base canonique de K", on a :

n n
AEijej = Aei = E ;€ — EijAej = Eij ( E akjek> = Qj;€;

k=1 k=1
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Donc ay; =0 pour k € {1,--- ,n}\ {i} et a;; = aj;. Cest-a-dire que A = AI,,. On
peut aussi remarquer que si A est dans le centre de M,, (K), elle commute alors
a tout projecteur p, sur la droite Kz. On en déduit que toutes les droites sont
stables par A et A est une homothétie.

Avec la densité de GL,, (K) dans M, (K) et la continuité du produit matriciel,
on déduit que toute matrice dans le centre de GL,, (K) est aussi dans le centre de
M, (K), c’est donc une homothétie et son rapport est non nulle puisqu’elle est
inversible. g

Ces résultats sont en fait valables sur tout corps commutatif infini. Pour le
cas de M, (K), la démonstration est identique. Si A dans le centre de GL,, (K).
Pour tout B € M, (K), le polynéme det (AI,, — B) a au plus n racines dans K,
donc pour K infini, il existe A € K tel que A\I,, — B soit inversible. On a alors
A (M, — B) = (\,, — B) A, c’est-a-dire \A— AB = MA— BA et AB = BA. Donc
A est dans le centre de M,, (K).

Corollaire 3.1 : Les groupes multiplicatifs GL,, (R) et GL,, (C) ne sont
pas isomorphes.

Preuve. Sip:GL, (R) = GL, (C) est un isomorphisme de groupes multiplica-
tifs, il induit alors un isomorphisme du centre de GL, (R) sur celui de GL,, (C)
(dire que A est dans le centre de GL,, (R) équivaut a dire que AM = M A pour
tout M € GL,, (R) ce qui équivaut a :

VM € GL, (R), ¢ (A)p (M) = ¢ (M) (A)
encore équivalent a :
VM € GL, (C), ¢ (A) M = M¢ (A)

et donc & ¢ (A) est dans le centre de GL,, (C)). On aurait alors un isomorphisme
de groupes multiplicatifs de R* sur C*, ce qui est impossible (i est d’ordre 4 dans
C* et il n’y a pas d’élément d’ordre 4 dans R*). O

Corollaire 3.2 : Il existe une base de M,, (K) formée de matrices inver-
sibles.

Preuve. V = Vect (GL,, (K)) est un sous espace vectoriel fermé de M,, (K) (on
est en dimension finie) qui contient GL,, (K), il contient donc son adhérence c’est-
a-dire M,, (K). Donc V= M,, (K) et du systeme générateur GL,, (K) on peut

extraire une base. O
Ce résultat est encore valable sur un corps commutatif infini. En effet il existe
une infinité de scalaires A € K tels que, pour tous 4,j dans {1,--- ,n}, E;; + AI,

est inversible. Pour un tel A € K la famille B = (Ej; + Aln),, ;,, est une base

de M,, (K). En effet I'égalité Z a;j (Eij + M) = 0 entraine a;; = 0 pour
1<ij<n

n n n n
) 75.] et on a Z ai; + /\Za]‘j E;=0 (In = ZE“'), donc a;; + /\Z&jj =0
i—1 J=1 i—1 J=1
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n
pour tout ¢ € {1,---,n} et en sommant on a (1 + n\) Zajj = 0, ce qui donne
j=1

n
Zajj = 0 en choisissant A € K tel que 1 + nA # 0 et a;; = 0 pour tout i. La
j=1
famille B est donc libre et c¢’est une base car formé de n? éléments.

Corollaire 3.3 : Pour n > 2 il n'existe pas de norme sur M,, (K) telle
que ||[P7rAP|| = ||A|| pour tout A dans M., (K) et tout P dans GL, (K).

Preuve. Supposons que pour toutes matrices A dans M,, (K) et P dans GL,, (K)
on ait ||P’1APH = ||A]|. En appliquant cette égalité & PA et P, on a |[|[AP| =
|PA| . Par densité de GL,, (K) dans M,, (K) et continuité du produit matriciel, on
déduit que ||AP]|| = ||PA| pour tous A, P dans M,, (K). Mais ce denier résultat
est impossible pour n > 2. En effet E1oF11 =0 et Fy1F1o # 0. [l

De la densité de GL,, (K) dans M,, (K), on peut déduire une généralisation a
M,, (K) du théoréme de décomposition polaire des matrices inversibles (corollaire
2.13). Pour ce faire on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.5 L’ensemble Uy, (C) [resp. O, (R)] des matrices complexes unitaires
[resp. réelles orthogonales] est compact dans M,, (C) [resp. M, (R)].

Preuve. On munit I'espace vectoriel M, (K) de la norme matricielle |-|, induite
par la norme hermitienne ou euclidienne de K™. Du fait qu'une transformation
unitaire ou orthogonale conserve la norme hermitienne ou euclidienne de K™, on
déduit que pour toute matrice A unitaire ou orthogonale on a |A], = 1. On
déduit donc que U, (C) [resp. O, (R)] est borné dans (M, (K),|-],). De plus
cet ensemble est fermé comme image réciproque du fermé {I,} de M,, (K) par
lapplication continue A — A*A. En conclusion U, (C) [resp. O,, (R)] est compact
dans (M, (K), |-|,) en tant que fermé borné (on est en dimension finie). O

Corollaire 3.4 : Toute matrice A € M,, (C) [resp. A € M,, (R)] peut
s’écrire A = UH [resp. A = QS] ot U [resp. Q] est une matrice unitaire
[resp. orthogonale] et H [resp. S| une matrice hermitienne [resp. symétrique]
positive.

Preuve. Toute matrice A € M,, (K) peut s’écrire A = klim Ap ot (Ap) ey
—+o00

est une suite de matrices inversibles. Avec le théoréme de décomposition polaire
(corollaire 2.13), on peut écrire pour tout entier k, Ay = U Hy, [resp. Ap = QxSk]
ott (Uk)en [resp. (k),en] est une suite de matrices unitaires [resp. orthogonales]
et (Hg)pen [resp. (Sk)pen) une suite de matrices hermitiennes [resp. symétriques]
définies positives. De la suite (Ug),cy [resp. ()] dans le compact U, (C) [resp.
O,, (R)] on peut extraire une sous-suite (U‘P(k))keN [resp. (Q%"(k))keN] qui converge
vers une matrice U € U, (C) [resp. © € O, (R)]. De Hy = U, ' Ay, = Uj Ag [resp.
Sk = Q;lAk = 0 Ax] et de la continuité du produit matriciel, on déduit que la
suite (H@(k))keN [resp. (SW(’C))ICEN] est convergente. La limite H [resp. S] de cette
suite est une matrice hermitienne [resp. symétrique| positive et on a A = UH
[resp. A = QS]. O
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Pour A de rang r < n, la décomposition ci-dessus n’est pas unique. En effet,
on peut diagonaliser la matrice hermitienne [resp. symétrique] positive H [resp.
S] dans une base orthonormée (e;),,., avec He; = \je; [resp. Se; = A;e;] pour
1<i<nou)=0pour1<i<mn-—ret) >0sinon (si A n'est pas inversible,
il en est alors de méme de H [resp. S] et 0 est valeur propre de H [resp. S]). Les
Ue; [resp. Qe;] sont alors uniquement déterminés pour n — r + 1 < i < n, mais
pour 1 <7 <n—riln’y a pas unicité.

En désignant par H,'t (C) [resp. S,/ (R)] 'ensemble des matrices complexes
[resp. réelles|] d’ordre n hermitiennes [resp. symétriques| définies positives, le théo-
reme de décomposition polaire des matrices inversibles peut s’exprimer comme
suit.

Théoréme 3.6.

L’application (U, H) — UH [resp. (Q,5) — QS] réalise un homéomor-
phisme de Uy, (C) x H}T (C) [resp. O, (R) x ST+ (R)] sur GL,, (C) [resp.
CL, (R)]

Preuve. On fait la démonstration dans le cas des matrices réelles inversibles. Le
cas complexe se traitant de maniere analogue.

On sait que toute matrice A € GL, (R) s’écrit de maniére unique A = QS
avec Q € O, (R) et S € S+ (R), donc I'application ¢ : (Q,5) — QS réalise une
bijection de O,, (R) x S;f* (R) sur GL,, (R) . Cette application est continue car ses
composantes sont des fonctions polynomiales des coefficients w;; de € et s,, de
S. 1l reste & montrer que ¢! est continue. Soit (Ay),y une suite de matrices
dans GL,, (R) qui converge vers A. On note o~ (Ax) = (Q, Sk) pour tout k € N
et o1 (A) = (2,5). De la suite (Q),cy dans le compact O, (R), on peut ex-
traire une sous-suite (Qu(x)), oy qui converge vers une matrice Q' € O, (R). De
Sp = A, on déduit que la suite (S%’(k))keN
trice S’ est symétrique positive comme limite d’une suite de matrices symétriques
positives et elle est définie puisque inversible. On a alors la décomposition polaire
A =S’ Cette derniére décomposition étant unique, on a nécessairement 2’ = .
On a donc ainsi montré que la suite (€2), c a une unique valeur d’adhérence dans
le compact Oy, (R), elle converge donc vers Q et (Sk), ey = ( “QrAg), oy converge
vers 'QA = 5. Clest-a-dire que la suite ((Q, Sk)) ey = (o7 (Ak))keN converge
vers (2,5) = ¢ (A) et ¢! est continue. O

Théoréeme 3.7.

converge vers S’ = Q) A. La ma-

L’ensemble GL,, (C) est connexe par arcs.

Preuve. Pour A # B dans GL,, (C), le polynéme P (X) = det ((1 — X) A+ XB)
est de degré inférieur ou égal a n. Il a donc au plus n racines distinctes 21, - , 2,
dans C. On note @ = C\ {2z1,---,2,}. Ona {0,1} C Q car P(0) =det(A) #0
et P (1) = det(B) # 0. De plus parmi les droites D, = {z = pe'®;p € R} et
Ag = {z =14pefipe R} avec 0 < «, < m, il en existe une infinité qui ne
rencontrent pas {z1,--- ,2,} et telles que D, N Ag # (0 (figure 3.1). En choisissant
deux telles droites qui se coupent en «, le chemin formé de la juxtaposition des
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segments [0,7] et [v,1] permet de joindre contintiment les points 0 et 1 dans .
On note ¢ : [0,1] — £ ce chemin et on définit v : [0,1] — M, (C) par :

Vte[01], v () =(1—-¢(t)A+e(t)B

Cette application est continue et P (¢ (t)) # 0 pour tout ¢t € [0,1] (¢ (¢) est dans
), c’est-a-dire que 1 est une fonction continue qui relie A et B dans GL, (C)
(¢ (0) = A et (1) = B). On a donc ainsi prouvé que GL,, (C) est connexe par
arcs. ]

As

FIGURE 3.1 —

On peut aussi montrer la connexité de GL, (C) en utilisant le théoréme de
trigonalisation des matrices complexes (exercice 3.9).

L’ensemble GL,, (R) n’est pas connexe (exercice 3.10).

Des résultats sur la réduction des matrices unitaires complexes et orthogonales
réelles on déduit les résultats de connexité suivants.

Théoréme 3.8.

Le sous groupe U, (C) de GL, (C) formé des matrices unitaires est
connezxe par arcs.

Preuve. Une matrice unitaire a toutes ses valeurs propres de module 1 et se
diagonalise dans une base orthonormée. Pour tout A € U, (C) il existe donc une
matrice diagonale :

edr 0 ... 0

i@z
D= 0 e
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et une matrice unitaire U € U, (C) telles que A = UDU*. En posant, pour tout
te0,1],~v () =UD(t) U*, ou :

et o ... 0
itez
D(t) = 0 e
: 0
0 e 0 eitgn

on définit un chemin continu dans U, (C) qui relie I, et A. Ce qui prouve la
connexité par arcs de U, (C). O

Théoreme 3.9.
Les composantes connexes du sous groupe O, (R) de GL, (R) formé des

matrices orthogonales sont O (R) et O, (R).

Preuve. On sait que pour toute matrice orthogonale A, il existe une matrice €2
dans O, (R) et une matrice :

I, 0 0 0
0 —I, 0
D=1 0 0o R(@®) 0
' 0
0 0 0 R(,)

ou pour tout k € {1,---,r}, R(0) = ( Z?r?((g:)) ;(ilsn(éi];) ) avec 0 dans

10,27[ — {7}, telles que A = QD Q. Si de plus A € O, (R), l'entier ¢ est alors

I, 0 0
nécessairement pair et la matrice D peut s’écrire D = 0 Dy O avec :
0 0 Dy
R (041) 0 0
D1 _ 0 R (Oég)
. 0
0 0 R(ay)
R (61) 0 0
Dy — 0 R (62)
' 0
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ol a; = 7 pour tout j. En posant, pour tout ¢ € [0,1], v(t) = QD (t)'Q, on

I, 0 0
D)= 0 D(t) 0 , avec :
0 0 Do(t)
R(tar) 0 - 0
Dy (t) = 0 Rita) .
. , 0
0 0 R(tay)
(t61) 0 0
Dy (1) = 0 R (t03)
: - 0
0 .0 R(t6)

on définit un chemin continu dans O, (R) qui relie I,, et A. Ce qui suffit a prouver
la connexité par arcs de O (R).

Pour toute matrice A € O, (R) (par exemple A = ( Ino_l _01 )) l’applica-
tion M + AM réalise un homéomorphisme de O, (R) sur O,; (R). On en déduit
alors que O, (R) est connexe par arcs.

On a 0, (R) = O (R)UO,, (R), avec O, (R) et O,; (R) fermés (images ré-
ciproques de 1 et —1 respectivement par I'application déterminant) connexes dis-
joints dans O,, (R). Ce sont donc les composantes connexes de O,, (R). O

3.3 Propriétés topologiques de I’ensemble des ma-
trices diagonalisables de M, (C)

Définition 3.2. Si P Zaka et Q(X Zkak sont deuz
k=0
polynomes non nuls dans C[X ] avec a, # 0 et b, # 0, on appelle

alors matrice de Sylvester de P et Q, la matrice de la famille de vec-
teurs (P7 XP,--- . X™1PQ,XQ,- - ,X"ilQ) dans la base canonique de
Chrim—1[X]. On note S (P, Q) cette matrice, son déterminant est appelé le
résultant de P et Q et est noté res (P, Q).

Lemme 3.6 Soient P et Q deux polynomes non constants dans C[X]. Ces poly-
nomes ont une racine commune dans C si, et seulement si, il existe deux polynomes

non nuls U et V tels que deg (U) < deg (Q), deg (V) < deg(P) et UP+VQ = 0.

Preuve. Si A € C est une racine commune a P et @, il existe alors deux polynémes
non nuls Py et Qp tels que P (X) = (X — A Py (X) et Q(X) = (X —)N)Qo(X).
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En posant U = Qo, V = —FPy, on a UP + VQ = 0 avec deg (U) = deg(Q) — 1
et deg (V) = deg (P) — 1. Réciproquement, supposons qu’il existe deux polynémes
non nuls U, V dans dans C[X] tels que UP = —VQ avec deg (U) < deg (Q) et
deg (V) < deg (P). Si P et @ sont premiers entre eux, P divise alors V' (théoréme
de Gauss), ce qui est impossible du fait que deg (V) < deg(P). P et Q ne sont
donc pas premiers entre eux et nécessairement ils ont une racine commune dans

C. O
Théoréme 3.10.

Deux polynomes non nuls P et QQ ont une racine commune dans C si, et
seulement si, res (P, Q) = 0.

Preuve. En reprenant la démonstration du lemme précédent, on pose :
U(X)= u X*, V(X) = kaxk

ou n est le degré de P et m celui de Q. La condition UP+VQ =0avecU etV

m—1
non nuls est équivalente a ZukaP ) + kaXkQ X) =0, ou les ug et vy

k=0
ne sont pas tous nuls, ce qui équivaut a dire que 1a famille de vecteurs :

{X*P(X), X'Q(X)|0<k<m-1,0<j<n-—1}

est liée dans C,, 41 [X], ce qui est encore équivalent & dire que le résultant de
P et @ est nul. En conclusion, P et ) ont une racine commune dans C si, et
seulement si, res (P, Q) = 0. O

On désigne par D/, (C) 'ensemble des matrices M € M,, (C) ayant n valeurs
propres distinctes dans C et par D,, (C) I'ensemble des matrices diagonalisables de

M, (C).
Théoréme 3.11.

L’ensemble D, (C) est Uintérieur de Dy, (C).

Preuve. Une matrice M € M, (C) est dans D (C) si, et seulement si, son
polyndme caractéristique ;s n’a que des racines simples dans C, ce qui équivaut
a dire que ¢ (M) = res (xm, X)) # 0. L’ensemble D), (C) est donc un ouvert de
M,, (C) comme image réciproque de louvert C* par l'application continue ¢ (¢
est une fonction polynomiale des coefficients de M). Une matrice ayant n valeurs
propres distinctes est diagonalisable, on a donc les inclusions D), (C) C D,, (C) et

[e] o]
D! (C) C D, (C) puisque D!, (C) est ouvert. Supposons qu’il existe A € D,, (C)
ayant une valeur propre A d’ordre supérieur ou égal a 2. On peut alors trouver une


Rectangle


Propriétés topologiques de 'ensemble des matrices diagonalisables de M.,,(C) 85

matrice inversible P telle que A = PDP~! ot :

A0 O - 0
O x 0 - 0
D=| 0 0 X
P
0O 0 -~ 0 X\,
Pour tout entier £ > 0, on pose :
A 0 0
1
A — A% Dy = 0 A3
0 A .
: . w0
0 - 0 M\

Le polyndme minimal de Dy, est un multiple de celui de A, cest-a-dire de (X — A)?
(si P (Dy) = 0,on aalors P (Ag) = 0 et P est un multiple de ma, ). En conséquence
la matrice Dy, et la matrice A, = PD; P! ne sont pas diagonalisables (une matrice
est diagonalisable si, et seulement si, son polynéome minimal est scindé a racines

[e]
simples). Comme A = kgrfoo Ay, on ne peut pas avoir A € D,, (C). Donc toutes

les matrices de D,, (C) ont n valeurs propres distinctes et D,, (C) C D), (C). En
définitive, D,, (C) = D), (C). O
Théoreme 3.12.

Les ensembles D), (C) et Dy, (C) sont denses dans M, (C).

Preuve. Toute matrice A € M, (C) est semblable a une matrice triangulaire
supérieure, c’est-a-dire qu’il existe une matrice P inversible et une matrice tri-

t11 tig - tin
. _ 0 ta _ —1
angulaire T = telles que A = PTP~". On pose
. . tnfl,nfl
0 --- 0 ton

alors :
1 si t;; = tj; pour tous i # j dans {l,--- ,n}

inf ti; — t;i| sinon
1<i,j<n, tis#ty; | sl

et on définit la suite de matrices (Ty),~; par T =T + Ay, ol :

0 --- 0

«

Ak = 2k

o =9

: . .0
«
0o .- 0 —
nk
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Pour tout entier k£ > 0 la matrice T} a toutes ses valeurs propres distinctes (si

- o P o | all 1 - o
kY gk 1 Eli j E =
ce qui contredit la définition de «) et donc T, € D), (C) et elle est en particulier

diagonalisable. On a alors, avec la continuité du produit matriciel, A = . lim Ay,
— 400

ot pour tout k > 0 la matrice Ay = PT,P~! est dans D), (C) et diagonalisable.
D’ou la densité de D), (C) et D,, (C) dans M,, (C). O

Pour n > 2, Pensemble D,, (R) des matrices diagonalisables de M,, (R) n’est
pas dense dans M,, (R) (exercice 3.13). De maniére plus précise on peut montrer
que ladhérence de D,, (R) est ’ensemble T, (R) des matrices trigonalisables de
M, (R) (exercice 3.14).

L’application qui associe a une matrice A € M,, (C) son polynoéme caractéris-
tique x4 € C,, [X] est continue (les coefficients de ce polynéme sont des fonctions
polynomiales des a;;). On peut alors se poser la question de savoir s'il en est de
méme pour 'application qui associe a une matrice son polynéme minimal. De la
densité de D), (C) dans M,, (C) on déduit que la réponse est négative.

avec t;; # t;j, on a alors [t; —t

Corollaire 3.5 : Pour n > 2, Uapplication qui associe a une matrice
A € M,, (C) son polynéme minimal n’est pas continue.

Preuve. Supposons que 'application A — 74 qui associe & une matrice A de

M., (C) son polynoéme minimal soit continue. Avec la densité de Dj, (C) dans

M., (C), on peut écrire que I,, = klim Ay ot (Ag),ey est une suite de matrices
—+0o0

a valeurs propres deux a deux distinctes. Avec la continuité de A — 74, on aurait

alors my, = khm T4, - Mais pour toute matrice M dans D), (C) on a mp = X
) ——+o0

(polynome caractéristique). On aurait alors avec la continuité de A — Py :

X—1)=mn; = lim 7wy, = lim = =(X-1"

( )=m, = lm m = lm xa, =xr5, = )

ce qui est impossible pour n > 2. Donc, pour n > 2, lapplication A — 74 n’est
pas continue. O

3.4 Rayon spectral d’'une matrice complexe

Définition 3.3. Le spectre d’une matrice A € M,, (C) est l’ensemble noté
Sp (A) de toutes ses valeurs propres complexes et son rayon spectral est le

réel p (A) = Agslgfix) [A] -

Le rayon spectral p (A) est le rayon du plus petit disque centré en 0 du plan
complexe contenant toutes les valeurs propres de la matrice A.

En utilisant le théoréme 1.2, on a sp (AF) = {\* | X € sp(A)} pour tout k € N
et en conséquence :

k\ __ k| __ k_ k
p (A7) = max IN'| = max, DI =p(4)


Rectangle


Rayon spectral d’une matrice complexe 87

puisque la fonction ¢ — t* est croissante sur Rt .
Lemme 3.7 Si A € M,, (C) est une matrice normale, on a alors |A], = p(A).

Preuve. Une matrice normale A € M,, (C) se diagonalise dans une base ortho-
normée, il existe donc des scalaires Ay, -+ , A, et une base orthonormée (ex); 1<,

n
de C™ tels que Aep, = \geg pour tout k € {1,--- ,n}. Pour tout z = Zxkek eCr
k=1

n
tel que ||a?||§ = Z lzk]> =1, on a:
k=1

A3 =l Ml* < p (A el = p (4)?
k=1

k=1

On a donc |A|, < p(A). Sik e {1,---,n} est tel que p(A) = |Ax|, on a alors
p(A) = el = [Aexl, avec [lex]ly = 1. Done [Al, = p (A) 0

L’égalité |A], = p(A) est valable en particulier pour A complexe hermitienne
ou unitaire et pour A réelle symétrique ou orthogonale.

Théoréme 3.13.

Pour toute matrice A € M,, (C), on a |A], = \/TA*A], = \/p (4*A).

Preuve. Pour z € C" tel que ||z]|, = 1, on a en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

2 * * * *
[Az]ly = (x| A"Az) < [la[l, [|A"Az]l, < |[=]l, |A™Al, [lz]l, = | A A,

. N 2 %« * * s
Ce qui entraine JAJ2 < [A*Al, < |Al, |A°], et |Al, < |A*],. En appliquant
cette inégalité a A*, on obtient |A*|, < |A|, ce qui donne |A*|, = [|A],. On
P 2 X X 2 2 .
en déduit que A, < [A"A], < [A],[A"], = [Aly, done |A]; = [AA], . La
matrice A*A étant normale (elle est hermitienne), on a aussi |A*Al, = p (A*A4),
done A, = /[A*A], = /p (A A). 0

Définition 3.4. Pour toute matrice A € M,, (C), les racines carrées posi-
tives des valeurs propres de A*A sont les valeurs singulieres de A.

Lemme 3.8 En notant, pour tout réel § > 0, Ds = diag (1,5,--- ,5”71) dans
M., (R), on a Dy "ADs = (6" ""a;;)
dans M, (K).

\<i j<n bour toute matrice A= ((aij)1<i j<n

Preuve. La multiplication a droite par la matrice diagonale Ds a pour effet de
multiplier la colonne numéro j par 67! et la multiplication & gauche par D(;_1 =
D 1 de diviser la ligne numéro i par 8~ !. Il en résulte que le coefficient d’indice

(i,7) de D(;lAD(; est 5j_151_iaij = 5-j_iaij.
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On peut aussi écrire en utilisant la base canonique B = (e;);,,, de K" :

n n
; ; ; 1
D(s_lAD(;ej = D(s_lAéjilej = 6J71 E CL,']'D%GZ' = 5]71 E Cl,‘j(sijei

i=1 i=1
n
= Zéj _1(11‘]' €;
i=1
ce qui donne (DglAD(;)ij = 07""a;;. 0

Lemme 3.9 Soit A € M,, (C). Pour tout réel € > 0 il existe P. € GL,, (C) telle
que la matrice T, = P-YAP. soit triangulaire supérieure avec :

n

T, = ((tij))1§i7j§n7 1;};&571 Z ltij| <e
Jj=i1+1

Preuve. Pour 4 € M, (C), il existe P € GL, (C) telle que T = P~LAP soit
triangulaire supérieure. En utilisant les notations du lemme précédent, on a pour
tout réel 6 > 0 :

ti1 Oti o 0" M,
Ts = Dé_lTD(; = 0 t22
. 5tn—1,n—1
0o - 0 o

La matrice Ts est semblable & la matrice A et en notant T = ((t;J)) on a

1<ij<n’

éiné tgj =0 pour 1 <1i < j <mn, on peut donc choisir § > 0 tel que :
—

Vie{l,--,n—1}, Y |t <e
j=it+1

Une autre fagon de procéder est de considérer I'endomorphisme u de C™ canoni-
quement associé a la matrice A et une base (ey), <, dans laquelle la matrice T'
de u est triangulaire supérieure. Pour tout réel § > 0, on note Bs = (€},),;.,, la

base de C™ définie par ¢ = 6/ "'e; et on a :

J J
V] S {1, ce ,n} , U (8;) = (5j_1 Ztijei = Z 5j_itij€;
i=1 i=1

Pour 6 > 0 assez petit la matrice de u dans B a alors la forme souhaitée. |

Théoréme 3.14.
Soit A € M, (C).
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1. Pour toute morme matricielle induite par une norme vectorielle, on a
1
p(A) < |A|, linégalité pouvant étre stricte et p(A) < kian 1A% -
EN*
2. Pour tout € > 0, il existe une norme matricielle induite par une norme
vectorielle telle que | A < p (A) +e.

3. p(A) = Iilng\f JAl, ot N désigne I’ensemble de toutes les normes matri-
e

cielles induites par une norme vectorielle (théoréme de Householder).

Preuve.

1. Si A € Sp(A4) est telle que p(A) = |\ et = est un vecteur propre associé
de norme 1 dans (C",]|-||), on a alors p(A) = |\ = ||Az|| = [|Az] < |A4].
En prenant pour A une matrice nilpotente non nulle, on a p (4) =0 < |4].
On en déduit que, pour tout k& € N*, on a p(A)]f = p(Ak) < H‘Ak“

1 1
p(A) < ||A*||* et en conséquence, p(A) < king AF||F
N

2. En utilisant le lemme 3.9, on peut trouver pour tout réel ¢ > 0, une matrice

inversible P. telle que T. = P 1 AP. soit triangulaire supérieure avec :

, soit

n
T. = ((tij))lgi,jgn’ 1<r1n<a5{—1 Z ‘tij| <e
R S |

On associe a cette matrice P. la norme matricielle M — M|, = || P M P. H|Oo
(lemme 3.3) et on a :

1Alp = [P AP = 1T

n
_ y S| < i
max tanl s [tis] + Z;rl |ti;] _a+1r£ia§xn\tu\
j=i

soit JA]p < p(A) + € puisque les ¢;; sont les valeurs propres de A.

3. Résulte de ce qui précede.

O

Le premier point du théoréme précédent nous dit que I’application p est continue
en 0.

On déduit aussi de ce point et de 1’équivalence des normes sur M,, (C), dé-
duire que pour toute norme sur M, (C), il existe une constante o > 0 telle que
p(A) < «al|A|| pour tout A dans M, (C). Mais on peut avoir p(A4) > |A4].
Par exemple, pour n = 2 avec la norme A — ||A] = 12}2})2” |a;;| et la matrice

~( cos(f) —sin(0) N . -
A= ( ol iy ) om Al = max{leos(O) sin @)} < 1= p(4)
pour 6 € }O,z[.

Avec 'exercice 3.24, on propose une autre démonstration du théoréeme de Hou-
seholder.
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Théoréme 3.15. Gelfand

Quelle que soit la norme choisie N sur l'espace vectoriel M,, (C), on a
p(A) = lim (N (AF) E) pour toute matrice A € M,, (C).

k—+oc0

Preuve. En reprenant les notations de la démonstration du deuxiéme point du

théoréme précédent, on a pour A € M, (C), e € R™* et k € N*, en notant
Ye = 1Pl | P

4% = 1P-T2P | < 121 ||

< ITels <7 (p(A4) +¢)"

o 17l

soit || A ‘H% < 75% (p(A) +¢). Il en résulte que p(A4) < || A ”ﬁ < vj’ (p(A)+e)

avec hrf 75 = 1, il existe donc un entier kg € N* tel que % < 1+ ¢ pour
k—+oc0
tout k > ko, ce qui nous donne p(A) < ||A* H|7 (I+e)(p(A)+e) =p(A)+
1
e(p(A)+e+ 1) pour tout k > kg et 81gn1ﬁe que p(A) = i lim (||| Ak || x ) . Comme
—+00 o0
1
p (A) est un minorant de la suite (|||Ak m N )k u , ¢’est aussi la borne inférieure de
cette suite. On a donc p (A) = lim ||AF Hr = inf [lA¥ “‘7
k—+4o00 keN*

Toutes les normes sur M, (C) étant équivalentes, il existe deux constantes o > 0
et > 0 telles que a | X] < N (X) < B|X],, pour tout X € M, (C), ce qui
nous donne pour tout k € N* :

Lo ey ® b\ F Lok ®
ak [|AR| L < N (AF)F < pE AR

avec lim a% = lim ﬁk =1let hm (|”Ak ||| ) p(A). On déduit alors du

k—-+4o0 k— 400

théoreme d’encadrement que lim ( (AF)* ) =p(4). O

k—+oco
Le théoreme de Gelfand peut aussi se montrer en utilisant la décomposition

D + N de Dunford (exercice 3.26).
Théoreme 3.16.

L’application p qui associe a toute matrice de M, (C) son rayon spectral
est continue.

Preuve. On munit M,, (C) d’'une norme matricielle induite par une norme vec-
torielle.

Si (Tk),, oy est une suite de matrices triangulaires supérieures qui converge vers
une matrice T, cette matrice T est alors également triangulaire supérieure et ses

valeurs propres sont les termes diagonaux t;; = lim t(k) en notant tgf ) Jes termes
k— 400

diagonaux de T}, pour tout k € N et tout ¢ compris entre 1 et n. Avec la continuité
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de I'application z € C" — ||z|| = ax ||, on déduit que :
<i<n

1<
T) = tul = i t = i T
P = jo Tl = Jp e | = D e ()

Soit (Ax)cn une suite de matrices qui converge vers la matrice A dans M,, (C) .
On veut montrer que la suite (p(Ag)),cy converge vers p(A) dans R. Pour ce
faire on va montrer que cette suite est bornée et admet p (A) pour unique valeur
d’adhérence.

Avec les inégalités p (Ax) < |Ax| et la convergence de la suite (Ay), o on déduit
que la suite (p(Ag)),cy est bornée dans R et on peut en extraire une sous-suite
convergente (p (A‘P(k)))keN' En utilisant le théoréme de Schur (corollaire 2.10),
on peut trouver, pour tout entier naturel k, une matrice unitaire Uy telle que
la matrice T, = U; AUy, soit triangulaire supérieure. Dans le compact U, (C),
on peut extraire de (U<P(k))keN une sous-suite (Ug(k))keN qui converge vers une

matrice unitaire U. La suite (Tg(k))keN converge alors vers la matrice T'= U* AU
qui est triangulaire supérieure semblable a la matrice A. On a alors :
p(A)=p(T)= lim p (Tory) = Jm p (Ao)) = Jm o (Agry)
La suite réelle bornée (p (Ax)),cyn admet donc p(A) pour unique valeur d’adhé-
rence, ce qui équivaut a dire qu’elle converge vers p (A) . O
Avec Dexercice 3.25, on propose une autre démonstration de la continuité du
rayon spectral. De ce théoréme, on déduit que, pour tout réel R > 0, I’ensemble
{Ae M, (C)]|p(A) <R} est ouvert dans M,, (C) comme image réciproque de
louvert |—oo, R[ par 'application continue p.

Lemme 3.10 Soient 6,,--- ,0, des réels deux d distincts dans [0,27], a1,--- ,aq
q

des réels et (ur),cy la suite de nombres complexes définie par uyp = E aje’tbi
=1

pour tout k € N. Si klim ur = 0, on a alors a; = 0 pour tout j compris entre 0 et
—+o00
q.

Preuve. Comme lim wu; = 0, la série entiere E uxz* a un rayon de convergence
k—+oco

R > 1 et pour tout z € C tel que |z| < 1, on a :

+o0o q +oo

q
k 0.\ Fk a;
FE) =Y wet =30y () =3y
k=0 j=1

— j=1 k=0
ce qui nous donne, pour tout j € {1,--- ,q} :

q
0 . i0; Ay
a; = (1 — zew]) fz) - (1 — ze 67) Z T o0,
T

En prenant z = pe™*%, avec 0 < p < 1, on obtient a; = lim (1 —p)f (pe_iej)
p—1-

puisque les 6,. sont deux & deux distincts dans [0, 27[. Comme . lim wuy = 0, pour
—+o0
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tout € > 0 on peut trouver un entier kg tel que |ug| < & pour tout k > ko, ce qui
donne, pour |z] <1 :

ko +oo |Z|k0+1
A<D lul+e 3, |z ZWH ZWH T
k=0 k=ko+1

—i0;

et pour z = pe~ "% avec 0 < p < 1, on obtient :

ko
=) [[ (pe™)| < (1= p) (Zlukl) +e<2e

k=0

pour p proche de 1. On a donc lim (1 —p) f (pe=) = 0 et a; = 0 pour tout j

p—1-
compris entre 1 et q. (]

Théoréme 3.17.

Pour A € M,, (C), les conditions suivantes sont équivalentes.

1. lim AF=0;

k—+oo

2. pour toute valeur initiale xo, la suite (xy),cy définie par x4 = Ay,
pour k > 0, converge vers le vecteur nul;

3. p(A)<1;
4. il existe au moins une norme matricielle induite telle que |A| < 1;

5. la matrice I, — A est inversible et la série de terme général A* est
convergente de somme (I, — A)™" ;

6. la matrice I,, — A est inversible et la série de terme général trace (Ak)

est convergente de somme trace ((In = A)fl) ;

7. lim trace (Ak) =0.

k—+o0

Preuve. (1) = (2) Résulte de ||ax| = [|[A*zo|| < || A% [|zol|-

(2) = (3) Supposons qu’il existe une valeur propre A de A telle que |A| > 1. Si
xo est un vecteur propre non nul associé & ), en écrivant que x = AFzy = Nxg,
on voit que la suite (x),cy ne converge pas vers 0.

(3) = (4) Soit € > 0 tel que p(A) + ¢ < 1. Il suffit de prendre une norme
matricielle induite telle que |A] < p (4) + & (théoréme 3.14).

(4) = (1) En prenant une norme matricielle induite qui vérifie |[A] < 1 et en
écrivant que [|A¥|| < JA]", on déduit que lim (AF) =

k—+oo
On a donc montré que les assertions (1) a (4) sont équivalentes.

(3) = (5) Si p(A) < 1, alors 1 n’est pas valeur propre de A et I, — A est
P

inversible. En notant, pour tout entier p, S, = ZA’“, ona (I, — A)S, = I,,— AP*!
k=0

avec lim (In — Ap‘H) = I,. En utilisant la continuité du produit matriciel, on
p—r—+o00
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déduit alors que :

lim S, = lim (I, —A)"" (I, — AP*) = (I, — A)~"

p—r—+o0 p—>+oo
“+o0
c’est-a-dire que ZAk (I, —A)~!
k=0
“+oo
(5) = (6) La convergence de la série ZAk entraine lim AF = 0 et en consé-
=0 k——+oco
quence p(A) < 1. En notant Ay,---, A, les valeurs propres de A, on a pour tout
entier p :
P n n p noq_ )\;?Jrl
k P _ P _ J
S tswe (1) = 130 = 33 g - 32
k=0 j=1 j=1k=0 j=1 J

avec |Aj| < 1 pour tout j. On déduit alors que la série de terme général trace (A”“)

est convergente avec :
n

+oo
Ztrace (Ak) = Z 1
= 1—A

Jj=1

1
En considérant que les T pour 1 < 5 < n, sont toutes les valeurs propres de
J

(I, — A)~", on déduit que :

thrac(a (Ak) — trace ((In _ A)fl)

k=0

(6) = (7) Résulte immédiatement du fait que le terme général d’une série
convergente tend vers 0.

(7) = (3) Supposons que p(A) > 1. On note Ay, -+, A\, les valeurs propres de
A avec | M| =--- = |\| = p(A) > |\j]| pour j > p (dans le cas ot p < n). On a
alors :
P k n n k
A ) 1 5 ( A >
— P
&
; <p(A) (p(A)) ; ! F% p(4)
= ——trace (A¥) — ( J ) - 0
(p(A)" () j:};l p(A)) k—too
En notant {1, ... ¢} I'ensemble des valeurs prises par { AN }
T p(A) "p(4)

avec les réels 0; deux & deux distincts dans [0, 27[, on a :

p \ k q

J _ ikb;
> () L o0
Jj=1 Jj=1

p(
les coefficients a; étant des entiers strictement positifs, ce qui est impossible d’apres
le lemme 3.10. On a donc p(A) < 1. O
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3.5 Conditionnement d’une matrice

Quand on étudie un systeme linéaire de n équations a n inconnues a coefficients
réels ou complexes, on peut se poser la question suivante : si z € K" est solution
du systéeme Ax = b, comment sera modifiée cette solution si les coefficients du
second membre ou de la matrice sont modifiés ?

Considérons par exemple le systeme Ax = b, avec :

10 7 8 7 32
7 5 6 5 23
A= 8 6 10 9 , b= 33
7 5 9 10 31
1 32.1
. 1 . . 22.9
de solution = = E Si on modifie le second membre en b + §b = 231 |
1 30.9
c’est-a-dire que b est donné avec une erreur relative de 0.3%, la solution devient
9.2
—-12.6 . )
alors = + dx = 15 . On a donc une erreur relative sur = de 'ordre de
—1.1
1000%. De méme si on perturbe la matrice en prenant :
10 7 81 7.2
7.08 504 6 5
A+0A=1 "¢ 598 981 9
6.99 499 9 998
—8.1
. . . 137
et, en gardant le second membre initial, la solution devient x + dx = _34
22

Le théoréme et la définition qui suivent permettent d’étudier plus en détail cette
question.

Théoréme 3.18.

Soient x +— ||z une norme sur K", A — [A| la norme matricielle
induite, A une matrice dans GL,, (K) et x dans K" solution du systeme
Ax =b. Si x + dx est la solution du systeme perturbé Ay = b+ db, on a

alors :
Izl |6b]]

IED el

Si x + dz est la solution du systéme perturbé (A+ 6A)y = b, on a alors :

< 1ap fay ool (3.5)

H5x|| 5]

_yy 104l
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Preuve. Supposons que A (z+dx) = b+ db et Az = b. On en déduit que
bz = A7'6b et ||0x| < [|A7| I6b]|. De méme b = Az donne [[b]| < [A] ||
L’inégalité (3.5) s’en déduit alors immédiatement.
De méme, si (A + 6A) (v + dx) = bet Az = b, on a alors 6z = —A"15A (x + dx)
et [|5z] < [|A7H|| 16A] ||z + 6z, d’out I'inégalité (3.6). O
Ce qui nous conduit a poser la définition suivante.

Définition 3.5. Soit A — |A| une norme matricielle induite par une
norme vectorielle x — ||z||. Si A est une matrice réelle ou complexe in-

versible, le conditionnement de A relativement a cette norme est alors la
1

quantité cond (A) = W

Le conditionnement n’est défini que pour une matrice inversible et dépend du
choix d’une norme matricielle.

On notera cond,, cond; et conds les conditionnements associés respectivement
aux trois normes classiques de K”.

Le mauvais conditionnement d’une matrice n’est pas lié a un déterminant voisin
de 0. Dans le cas de I’exemple précédent, la matrice est symétrique définie positive
de déterminant égal a 1.

Les valeurs propres de la matrice A sont 0.01, 0.84, 3.86 et 30.3. Le conditionne-

0.01
ment, relativement & la norme euclidienne, est alors conds (A4) = 303 =~ 331074
Le théoréme suivant résume quelques propriétés du conditionnement.

Théoréme 3.19.

Soit A — |A| une norme matricielle induite par une norme vectorielle
x +— ||z||. Pour toute matrice inversible A a coefficients réels ou complezes,
on a cond (A) € ]0,1], cond (A) = cond (A™!) et cond (@A) = cond (A)
pour tout o € K*.

Preuve. En écrivant que [|AA~!|| = 1, on déduit que 1 < A [|A~|, cest-a-
dire que le conditionnement est un réel non nul compris entre 0 et 1. Les autre
propriétés sont des conséquence immédiates de la définition. O
Un systeme sera bien conditionné si cond (A) est voisin de 1 et mal conditionné
si ce conditionnement est proche de 0.
Dans le cas de la norme hermitienne, le conditionnement d’une matrice peut se
calculer en fonction de ses valeurs singulieres (4. e. les valeurs propres de A*A).

Théoréme 3.20.

Soit A une matrice inversible a coefficients réels ou compleres. On a
condy (A) = 1/'umin, 0l fimin [T€SP. [imax | est la plus petite [resp. plus
,uma,x



Rectangle


96 L’espace vectoriel normé M,, (K) (K=R ou C)

grande] wvaleur propre de A*A. En particulier, pour A normale, on a
min |\
1<i<n

max |\;|’
1<i<n

conds (A) = ot les \; sont les valeurs propres de A.

Preuve. On a |A]5 = p(A*A) = fimax et :

—112 —1\* 4—1 x\—1 1
A7 = o (470 4) = p ((aa)) =L
. 1 HMmin
ce qui donne conds (A) = ALTAT = p—
2 2 max
Si A est normale, il en est alors de méme de A~! et on a :
_ _ 1
1Al = p(A), H|A 1”|2 =p (A 1) = m
1<i<n' '
| 2z, A
id ds (4) = === . O
co aut dome cond () = G 1A, ~ max A
1<i<n
Pour A est unitaire complexe ou orthogonale réelle, on a [A], = H’A‘l‘”Q =1

et condy (A) = 1.

3.6 Quotient de Rayleigh-Ritz et Hausdorffien

Un outil intéressant pour I’étude des matrices hermitiennes est le quotient de
Rayleigh-Ritz. 11 nous permettra d’étudier le probleme du conditionnement des
valeurs propres dans le cas des matrices hermitiennes.

Pour ce paragraphe, C™ est muni de sa structure hermitienne canonique et on
note Sp la sphére unité de (C", [|-||,) .

Définition 3.6. Soit A une matrice complexe. On appelle quotient de
Rayleigh-Ritz associé a cette matrice 'application :

(Az | z)

Raio€CM\{0) o Ra(e) = <

Définition 3.7. Soit A une matrice complexe. On appelle hausdorffien de
A la partie de C définie par H (A) = R4 (C™\ {0}).

Par linéarité, on vérifie facilement que le Hausdorffien d’une matrice A est aussi
défini par :
H(A)=Ra(S1)={(Ax|x)|x € S}

Le résultat qui suit nous donne une définition variationnelle des valeurs propres
d’une matrice hermitienne.
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Théoréme 3.21. Rayleigh-Ritz

Soit A une matrice hermitienne de valeurs propres (réelles) \y < -+ < A\,
et (er), <<y, une base orthonormée de vecteurs propres associés avec, pour
tout entier k compris entre 1 et n, Aep = Agex. On a :

An = sup {Ra (z) | x € C" \ {0}}

A =inf{R4 (z) | z € C™\ {0}}
s = inf{RA (z) | = € Vect {ex, - ,ex_1}™\ {o}} 2<k<n)

{ )\kzsup{RA(x) | z € Vect {exy1,- - ,en}L\{O}} (I1<k<n-1)

Preuve. Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a R (ex) = (Aey, | ex) = M.
On note V,, = C™ et pour k compris entre 1 et n—1, Vi, = Vect {ex11, - ,e"}L .
k

Soit k un entier compris entre 1 et n. Tout vecteur x dans Vj, s’écrit = E Tje;.
J=1

k
2
2 /\j{L’j

J

8
<o

= A\, Avec

Si ce vecteur est non nul, on a alors Ry (z) = <

8
<o

S
ol
S ive

1
k
e ~
R4 (er) = Mg, on en déduit que A\, = sup{Ru4 (z) |z € V;, \ {0}}.

Les identités avec les bornes inférieures se montrent de maniere analogue. [

Corollaire 3.6 : Si A est une matrice hermitienne de valeurs propres
M << Ay, onaalors H(A) = [A, A\ .

Preuve. Du théoréme de Rayleigh-Ritz, on déduit que H (A) C [A1, \].

En écrivant tout A € [A1, A,] sous la forme A = (1 —¢) Ay + tA, et en posant
z =+/1—te; ++/te, (notations du théoréme 3.21), on a ||z||, = 1 et Ra () = \.
On a donc [\, A\,] C H(A).

Une autre fagon de voir les choses est de dire que la sphere unité de C™ est
compacte et connexe et son image par la fonction continue R4 est compacte et
connexe dans R, c¢’est donc un intervalle fermé borné. Les valeurs propres A\; et A,
étant les bornes inférieure et supérieure de cette image, on a H (A) = [A1, A]. O

Ce corollaire s’interprete en disant que, si A est une matrice hermitienne, pour
tout vecteur non nul z dans C", il existe au moins une valeur propre de A inférieure
ou égale & Ry (z) et au moins une valeur propre supérieure ou égale & Ry (z) .

Dans le cas d’une matrice hermitienne on a vu que le hausdorflien est compact
convexe et contient le spectre de A. En fait ce résultat est général.

Lemme 3.11 Pour toute matrice complexe A et tout scalaire o, on a :
H(ad) = oM (A), H(A+al,) = H(A) +{a}

Preuve. 1l suffit de vérifier. |


Rectangle


98 L’espace vectoriel normé M,, (K) (K=R ou C)

Théoréme 3.22.

Pour toute matrice complexe A, le hausdorffien H (A) est une partie com-
pacte et convexe de C qui contient le spectre de A.

Preuve. Le hausdorffien H (A) est compact comme image de la sphére unité S,
(compacte dans C™) par l'application continue R 4.

Pour toute valeur propre A de A, on peut trouver un vecteur propre associé
unitaire z et on a A = (Ax | x) = R4 () € H(A). On a donc sp (A) C H(A).

Montrer que H (A) est convexe revient a montrer que pour tous x,y dans S le
segment [R4 (), Ra (y)] est contenu dans H (A). Si Ra () = Ra (y), ce segment
est alors réduit au point R4 () qui est bien dans H (A4). On suppose donc que
R4 (z) # Ra (y). Dans ces conditions le systéme {x,y} est libre (en effet y = Az
entraine |A| = 1 et R (y) = |A]°Ra (z) = Ra (z)) et pour tout réel ¢ compris
entre 0 et 1, le vecteur z () = tx + (1 —¢)y est non nul. On peut donc poser
©(t) = Ra(z(t)) et on définit ainsi une fonction continue de [0,1] dans C a
valeurs dans H (A).

On suppose dans un premier temps que R4 (z) =1 et Ra (y) = 0.

La matrice A peut s'écrire A = Hy + iHs avec H; et Hs hermitiennes (prendre
Hy = % (A—A*) et Hy = % (A — A*)) et pour tout 2z dans C" on a :

(Az | 2) = (H1z | 2) + i (Haz | 2)

avec (Hyz | z) et (Haz | z) réels. Du fait que R4 (z) et Ra (y) sont réels on déduit
alors que (Hox | ) et (Hay | y) sont nuls et pour tout réel ¢ compris entre 0 et 1
ona:

(Hoz (1) | 2 (1)) = 2Re (Haw | y) t (1 - 1)

Quitte & remplacer x par Az avec |A| = 1 (ce qui ne change pas R4 (x)), on peut
supposer que (Hsx | y) est imaginaire pur de sorte que :

VteR, (Hyz(t) | 2 (t)) =0

et :
VieR, (Az(t) |z (t)) = (H1z(t) | z(t)) €R

La fonction ¢ est donc a valeurs réelles, continue sur [0,1] avec ¢ (0) = 0 et
¢ (1) = 1. Le théoreme des valeurs intermédiaires nous dit alors que ¢ prend
toutes les valeurs entre 0 et 1, c’est-a-dire que :

[Ra (), Ra(y)] = [0,1] € ([0,1]) € H(A4)

Dans le cas général, avec R4 (x) # Ra (y), on peut trouver des scalaires a, 8
tels que aRA (x) + 8 =1et aR (y) + 8 =0, ce qui peut aussi s’écrire en tenant
compte de [|z]|, = ||yl =1, (A + BI,)x | x) =1 et (€A +S1,)y|y) =0. En
notant B = aA+ 1, ona R (x) =1, Rp (y) = 0 et ce qui précede nous dit que
[0,1] € H(B) = oM (A) + {8}, cest-a-dire que tout réel ¢ compris entre 0 et 1
s'écrit t = ap+ [ avec pp € H(A).
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1 R
En écrivant quea = ————— = ﬁ, on obtient pour

Ra (x() ; Ra(y) " é%A((aj‘) — Ra (y)
7 H— g \y . A\T) — 1

toutté[O,l},t——RA(m)_RA(y), 1_t_—RA(.%‘)—RA(y)
tRa(z)+ (1—t)Ra(y) = p € H(A). On a donc bien [R4 (z),Ra (y)] C H(A),

ce qui achéve de prouver que H (A) est convexe. O

, ce qui entraine que

Corollaire 3.7 : Soit A une matrice compleze de trace nulle. Il existe une
matrice unitaire U telle U* AU ait tous ses termes diagonaux nuls.

Preuve. On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, c’est clair. On le
suppose acquis pour n—1 > 1 et on se donne une matrice A = ((a;)), , <, dans
M., (C) de trace nulle. On note u 'endomorphisme de C™ défini par la matrice
A dans la base canonique. Pour tout i compris entre 1 et n, a; = (Ae; | e;) est
dans H (A), c’est-a-dire que H (A) contient tous les termes diagonaux de A. Avec
la convexité de H (A) on déduit alors que :

1

1 n
O—ﬁTr(A)—ﬁ;aiieH(A)

11 existe donc un vecteur unitaire f; tel que (Af; | f1) = 0. On compléte ce vecteur
en une base orthonormée (fi); s, de C" et dans cette base la matrice de u est
0 a
b C
matrice a une ligne et n — 1 colonnes, b une matrice a n — 1 lignes et 1 colonne et
C' une matrice carrée d’ordre n — 1. Comme 0 = Tr(A) = Tr(A;) = Tr (C), on
peut appliquer 'hypothese de récurrence a la matrice C et il existe une matrice
unitaire Uz d’ordre n —1 telle que la matrice U5 CUs soit de trace nulle. En posant

de la forme A, = UfAU, = , ou Uy est une matrice unitaire, a une

1 0 o . . .
Us = ( ) on définit une matrice unitaire d’ordre n et la matrice :

0 U,
KT Tk o 0 al
UsUAULUs = ( Y URCU, )
est unitairement semblable a la matrice A et de trace nulle. O

3.7 Conditionnement des problemes de valeurs
propres

Dans ce paragraphe on va voir que les problémes de valeurs propres sont bien
conditionnés pour les matrices hermitiennes.

Le résultat qui suit nous donne une autre caractérisation variationnelle des
valeurs propres d’une matrice hermitienne. Contrairement a la caractérisation de
Rayleigh-Ritz elle ne fait pas intervenir les vecteurs propres.

Pour tout k£ compris entre 1 et n, on désigne par Ej I’ensemble des sous espaces
vectoriels de dimension k£ de C™.
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Théoréme 3.23. Courant-Fischer

Soit A une matrice hermitienne de valeurs propres Ay < --- < \,,. Pour
tout entier k compris entre 1 et n on a N\, = inf{ua (V) |V € Ex} ot

pwa(V)=sup{Ra (z) |z €V \{0}}.

Preuve. On désigne par (e), 4, une base orthonormée de vecteurs propres de
la matrice A, avec, pour tout entier & compris entre 1 et n, Aey, = Apep.

On note V,, = C™ et pour k compris entre 1 et n—1, V3, = Vect {ep41, - 7en}l‘ .
On a vu que A\, = sup{Ry4 (z) |z € Vx \ {0}} = pa (V). On déduit donc que
A > ap=inf{u(V)|V € E}.

Soit V € Ej, on a :

dim (V N Vi,) = dim (V) + dim (Vi24) — dim (V + Vi)
=n+1—dim(V+Vit)>1

donc V NV, # {0} et pour tout y € VN VL, \ {0}, ona:
Ay = inf {Ra (2) | 2 € Vit \ {0}} < Ra(y) <sup{Ra(z) |z €V \{0}}
c’est-a-dire que :
VV € Ep, A <sup{Ra (z) |z € V\{0}} = pa(V)

soit A\p, < o et A\ = o, O
On note H,, (C) 'ensemble des matrices hermitiennes.

Corollaire 3.8 : Soit A : [a,b] — H, (C) une application continue. Si
pour tout t dans [a,b] on note Ay (t) < -+ < A, (t) les valeurs propres de
A (t) rangées dans l'ordre croissant, les fonctions A\ sont alors continues de
[a,b] dans R.

Preuve. Pour t € [a,b], soit (ex (t));<j<, une base orthonormale de vecteurs

propres de A (t), avec A (t) ey (t) = A (t) er (t) . On note Vj, (t) U'espace vectoriel
engendré par (ey (t), -+, ek (t)) (Uorthogonal de {egy1 (t),---,en (¢)}). En utili-
sant le théoréme de Courant-Fischer, on peut écrire que pour tous t,ty dans [a, b]
ona:

A (8) = inf {paqy (V) |V € B}
< pagy (Vi (to)) = sup { Raqyy (2) | © € Vi (o) \ {0}}

avec Rap) (2) = Ra(y) () + Raw)—Aat) (7), on a alors :

Ak (t) < sup {Ra(ry) (2) + Ragy—aqe) (@) | @ € Vi (to) \ {0} }
<sup {Rag,) () | 2 € Vi (to) \ {0} } + au (to)
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ol on a noté ay, (to) = sup { Raw)—a(,) (@) | © € Vi (to) \ {0} } . Mais on a aussi
sup {RA(tO) () |z € Vi (to) \ {0}} = X (to), donc Ai (t) < Ak (to) + ax (to) avec :

ay, (tg) < sup {RA(t),A(tO) () |xeC™\ {0}}
- { (AW —Alto)ala) | ony {0}}

2
]l

< JA(E) — A(to)l,
On a donc montré que, pour tous ¢,tg dans [a,b] on a :
Ak (£) < Ak (to) + | A () — A(to)l,
En permutant les roles de t et ty, on déduit que :
Ak (1) = Ak (o) < [A(8) — A(to)l,

ce qui suffit & prouver la continuité de \. O

Ce résultat peut s’interpréter en disant que de petites perturbations sur les
coefficients d’'une matrice hermitienne n’engendreront que de petites perturbations
sur les valeurs propres. Ce qui revient a dire que le probleme de valeurs propres
est bien conditionné dans ce cas.

Si les valeurs propres d’une fonction continue A définie sur [a,b] et & valeurs
dans H,, (C) définissent des fonctions continues, en général il n’en n’est pas de
méme des vecteurs propres (exercice 3.28).

Pour toute matrice A dans H,, (C), on note A\; (4) < --- < A, (A) ses valeurs
propres rangées dans ’ordre croissant.

Corollaire 3.9 (Weyl) : Soient A, B deux matrices hermitiennes. Pour
tout entier k compris entre 1 et n on a :

En particulier pour B positive, on a A\ (A) < g (A+ B).
Preuve. Ona A\, (A+ B) =inf {pa1p (V) |V € Ei}, pour tout entier k& compris

entre 1 et n avec puarp (V) =sup{Rat+p (z) |z € V\ {0}} pour tout V' € Ej. En
écrivant que Raip () = Ra (z) + Rp () > Ra (x) + A1 (B), on déduit que :

pats (V) 2 pa (V) + A1 (B) = A (4) + A1 (B)

et A\ (A)+ X (B) <\ (A+ B).
Remarquant que les valeurs propres de —B sont les A\, (—B) = —\,_k41 (B) et
en appliquant I'inégalité précédente au couple (A + B, —B), on obtient :

M (A+ B)+ X\ (—B) < \; (A+ B — B)

soit A (A + B) < Ak (A) + A\n (B) .
Pour B positive,ona Ay (B) > 0et A\, (A) < A\ (A+ B)—\ (B) <A\ (A+ B).
O
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Corollaire 3.10 : Pour tout entier k compris entre 1 et n, l'application
A — Mg (A) est continue de H,, (C) dans R.

Preuve. Soient A, B dans H,, (C). On a :
=P (B) <A (B) <M (A4 B) = M (A4) <A (B) < p(B)
c’est-a-dire |\, (A + B) — \p (A)| < p(B) = | B, et la continuité de A\, en découle.

O
En écrivant ’ensemble ’H++ ((C) des matrices hermitiennes définies positives

sous la forme H* ( ﬂ A, (R*) et en utilisant la continuité des applications

Ak, on déduit que H, T (C ) est ouvert dans H,, (C).

3.8 Exercices

Exercice 3.1. Montrer que pour toute norme N sur M, (K) il existe une
constante réelle X > 0 telle que :

V(4,B) € (M,, (K))*, N(AB) < AN (A) N (B)

Solution. L’application bilinéaire (4, B) — AB est continue de (M,, (K))* dans
M., (K) (en dimension finie toute application bilinéaire est continue), il existe donc
une constante réelle A > 0 telle que :

V(A4,B) € (M, (K))*, N(AB) < AN (A) N (B)

On peut aussi travailler tout d’abord avec une norme sous-multiplicative (par
exemple [|-];) puis utiliser le théoreme d’équivalence des normes sur M,, (K).

Ezxercice 3.2. Montrer que la norme N : A — 1énax la;;| sur M,, (K),
3

n’est pas sous-multiplicative.

Solution. Par exemple, dans le cas n = 2, avec A = < g (1) ) , B = ( ll) 8 > ,

ota>1b>1 ona AB = ( “barl 8 ) et N(AB) =ab+1> N (A)N (B) =
ab.
Ezxercice 3.3. Montrer la densité de GL,, (K) dans M,, (K) en utilisant le
fait que toute matrice de rang r est équivalente a A, = IOT 8 ) (exercice

1.4).
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1
Solution. Soit A € M,, (K) de rang r. Sir =0, on a alors A=0=lim Eln' Si

k— o0
r > 0, il existe alors deux matrices inversibles P et @) telles que A = PA,.Q et on a

I, 0
A= lim PMQ, avec My = 1 . Dans tous les cas on peut écrire
k—+o00 0 E.[nfk

A comme limite d’une suite de matrices inversibles. Donc GL,, (K) est dense dans

M, (K).

Ezxercice 3.4. Déduire de la densité de GL,, (K) dans M,, (K) que pour
toutes matrices A, B dans M,, (K), AB et BA ont méme polynome carac-
téristique.

Solution. Pour A est inversible, AB et BA = A~!(AB) A sont semblables et

en conséquence, ont méme polynome caractéristique. Dans le cas général, on peut

écrire que A = . liT Ay ol (Ag),cy est une suite de matrices inversibles. Les ma-
—+00

trices Ay B et BAj ont donc méme polynome caractéristique et avec la continuité
du produit matriciel et du déterminant, on peut écrire que, pour tout A dans C,
on a:
det (A, — AB) = lim det (A, — A;B)
k— o0
= lim det (A, — BAy) = det (A, — BA)

k——+oo

c’est-a-dire que AB et BA ont méme polynome caractéristique.

Exercice 3.5. Montrer que GL,, (Q) est dense dans M,, (R). ]

Solution. On utilise sur M,, (R) la norme N : A — | Inax la;;| . Soient A
<ij<n

dans M,, (R) et ¢ € RT*. Comme GL, (R) est dense dans M,, (R), il existe
P =((pij)1<i j<n € GLn (R) telle que N (A — P) < g et comme Q est dense dans

R, il existe pour tous 7,7 compris entre 1 et n, une suite (7"513)) de nombres
keN

,

rationnels qui converge vers p;;. De la continuité du déterminant, on déduit, en

notant Ry, = ((rE?))K‘ - pour tout k € N, qu’il existe un entier kg tel que
<ij<n

det (Ry,) # 0 pour tout k > ko (puisque . lirf det (Ry,) = det (P) # 0). Prenant ko
—+00

(k)

. . £ ..
assez grand, on peut aussi avoir |p;; — i ‘ < 3 pour tout k& > kg et pour tous i, j

compris entre 1 et n, ce qui nous donne N (P — Ry 41) < g et N(A— Ryy41) <€

(inégalité triangulaire) avec Ry 11 € GL, (Q). On a ainsi montré que GL,, (Q)
est dense dans M,, (R).

Ezercice 3.6. Soient A € M,, (C) et A=UH une décomposition polaire
de la matrice A avec U unitaire et H hermitienne positive. Montrer que la
matrice A est normale si, et seulement si, U et H commutent.
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Solution. Dans tous les cas, on a A*A = HU*UH = H?. Si les matrices U et H
commutent, on alors AA* = UHHU* = H?> = A* A, c’est-a-dire que la matrice A
est normale. Réciproquement, on suppose que la matrice A est normale. La matrice
K = UHU* est hermitienne positive ((Kz | ) = (H (U*z) | U*z) > 0 puisque H
est positive) avec K? = UHHU* = AA* = A*A = H?. On a donc H? = K?
avec H et K hermitiennes positives, ce qui entraine H = K du fait de 'unicité de
la racine carrée hermitienne positive (corollaire 2.12). On a donc UHU* = H et
UH = HU.

Ezxercice 3.7. Déduire le théoreme de Cayley-Hamilton de la densité de

D,, (C) dans M,, (C).

Solution. Si A € M,, (C) est diagonalisable, il existe alors une matrice inversible

A 0 - 0

P et une matrice diagonale D = 0 A telles que A = PDP~ !,
: . 0
0 -+ 0 M\,

Ce qui entraine que :
H (X =), xa(A)=Pxa(D)P71=0

Une matrice quelconque A € M,, (C) s’écrit A = klim Ap, ot (Ag),cy est une
— 400

suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité de 'application M +— xas (M)
de M,, (C) dans M,, (C) (les composantes de cette application sont des fonctions
polynomiales des m;;), on en déduit que x4 (A) = i lim x4, (Ax) = 0.

—+o00

r N

Ezxercice 3.8. Soit ¢ une forme linéaire sur l’espace M., (K) telle que
© (AB) = ¢ (BA) pour toutes matrices A, B dans M,, (K).

1. En notant (Eij),.; i<, la base canonique de My (K), montrer que

¢ (Ei) = ¢ (Ejj) pour tous i,j compris entre 1 et n. On note A cette
valeur commune.

2. Montrer que ¢ (A) = ATr (A) pour toute matrice A dans M, (K) (on
peut d’abord supposer que la matrice A est diagonalisable). Ce résultat
est en fait valable pour tout corps commutatif K de caractéristique nulle.

3. Soit u un endomorphisme de lespace M,, (K) tel que u(I,) = I, et

u(AB) = u(BA) pour toutes matrices A, B dans M, (K). Montrer que
u conserve la trace.

\ J

Solution. On rappelle que si (€;);.;, désigne la base canonique de K", la
matrice E;; est alors définie par : o

Osik+#j

Vké{l,-~-,n}7 Eijek:{ €Slk‘:j
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1. Pour ¢ 7é j COHlpI‘iS entre 1 et n, on a Ez‘jEji = Em‘ et EjiEi]’ = E]‘j, donc
Y2 (E“) = CP(EZJEjz) = (p(EﬂEl]) =@ (Ejj) . OIl peut donce poser A= %) (E”)
pour tout ¢ compris entre 1 et n.

2. Si D est une matrice diagonale, elle s’écrit alors D = Z)‘ZE“ et on a :

i=1

0 (D) = Z/\zSD(En) = /\Zx\i = \Tr (D)

Si A est une matrice diagonalisable, elle s’écrit alors A = PDP~! avec P
inversible, D diagonale et on a :

¢(A)=¢ (PDP™") = (DP'P) =¢(D)=ATr (D) = ATr (A)

Si A € M, (K) est quelconque, elle peut alors s’écrire comme limite d’une suite
(Ag) ey de matrices diagonalisables et avec la continuité des formes linéaires ¢
et Tr, on déduit que ¢ (A) = lim ¢ (Ax) =X lim Tr(A;) =ATr(A4).

k— 400 k——+o00

3. On définit la forme linéaire ¢ par ¢ (A) = Tr (u (A)) pour toute matrice A dans
M, (K). On a ¢ (AB) = ¢ (BA) pour toutes matrices A4, B dans M, (K),
donc ¢ (A) = ATr (A), soit Tr(u(A)) = ATr(A) pour toute matrice A dans
M, (K) . Enfin avec u (I,) = I, on déduit que A = 1.

Ezercice 3.9. Montrer que GL,, (C) est connezxe par arcs en utilisant le
fait que toute matrice complexe est semblable a une matrice triangulaire.

il existe une matrice P € GL,, (C)
i1))1<i j<n telles que A= PTP~!.

%5 avec p; > 0 et on définit un

Solution. Pour toute matrice A € GL,, (C),
et une matrice triangulaire supérieure T' = ((m
On note, pour tout j € {1,2,---,}, mj; = pjei
chemin continu ¢ : [0,1] — GL,, (C) par :

e11(t) pr2(t) -+ P (t)
vt e [0,1], o(t) = 9 e (t)
: e On—1,n—1(t)

ou :
| tmy; sil<i<ji<n
Pij (t)_{ (1_t)elt97+tmjj SIZ:]
On a alors ¢ (0) = I,,, ¢ (1) =T et vy : t = Py (t) P~! est un chemin continu qui
relie la matrice identité a la matrice A dans GL,, (C).

[ Exercice 3.10. Montrer que GL,, (R) n'est pas connezxe. ]

Solution. Si GL, (R) est connexe, son image par I'application continue déter-
minant est alors un connexe de R (théoréme des valeurs intermédiaires). Or cette
image est R* non connexe dans R. Donc GL,, (R) n’est pas connexe.
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Exercice 3.11. Montrer que pour tout r € {0,1,--- ,n} l’ensemble A,
des matrices de M, (C) de rang r est connexe par arcs.

Solution. Deux matrices sont de méme rang si, et seulement si, elles sont équi-
valentes. Donc pour toutes matrices A, B dans A, il existe P et @ dans GL,, (C)
telles que B = PAQ. Si 71 et 72 sont deux fonctions continues de [0, 1] dans
GLy, (C) telles que 71 (0) = I, 72(0) = In, 11 (1) = P, 72(1) = Q, alors
v it 1 (t) Aya (t) est un chemin continu qui relie A et B dans A,. Ce qui
prouve que 4, est connexe par arcs.

Ezxercice 3.12. Montrer que pour tout r € {0,1,--- ,n — 1} Uensemble
A, des matrices de M, (R) de rang r est connezxe par arcs.

Solution. Pour r = 0, le résultat est clair. Pour A de rang r > 1, il existe P et

Q@ dans GL, (R) telles que A = P( {)T 8 )Q = PA,Q. En fait, pour r < n,

on peut prendre P et @ dans GL; (R). En effet si P est dans GL;, (R), alors la

1 0 --- 0
matrice P 0 ' Co = PJ est dans GL;} (R) et en remarquant que,
.10
0 -~ 0 -1

pour r < n, JA, = A, on a A = PJA,Q. De méme pour Q). On déduit alors la
connexité de A, de celle de GL; (R) comme dans l'exercice 3.11.

Exercice 3.13. Montrer que l’ensemble Do (R) des matrices diagonali-
sables de My (R) n’est pas dense dans Ms (R) .

Solution. L’application ¢ : M = < Z Z > € My (R) — (a—d)* + 4bc € R qui
associe & une matrice le discriminant de son polynome caractéristique (résultant

de xar et xy) est continue, donc A = lim Ay entraine ¢ (A) = lim ¢ (Ag).
k—+o00 k—+o00

Mais pour Ay dans D4 (R) ou dans D (R), on a ¢ (Ag) > 0 et pour A & valeurs
propres complexes non réelles, on a ¢ (A) < 0. Une telle matrice A ne peut donc
étre limite d’une suite de matrices de D} (R) ou de Dy (R).

Ezxercice 8.14. On désigne par T, (R) l’ensemble des matrices trigo-
nalisables de M,, (R) et par 0 : T, (R) — R™ Uapplication définie par
O(M) = (A, -, ) ot Ay < -+ < N\, sont les valeurs propres de la
matrice M.

1. Montrer que T, (R) est fermé dans M,, (R) (on peut montrer que si
(Tk)en st une suite de Tp, (R) qui converge vers T € M, (R), la suite
(0 (Tk))pen est alors bornée dans R™ et en déduire que le polynéme ca-
ractéristique de T' est scindé sur R).
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2. Montrer que T, (R) est l'adhérence de l’ensemble D,, (R) des matrices
diagonalisables de M,, (R).

Solution. On munit R de la norme |[-|| ., et M, (R) de la norme matricielle
induite. On a alors :

VM €T, (R), 10(M)l, = p(M) = max Pl < [M..

1. Si (Ty),en est une suite dans 7, (R) qui converge vers T' € M, (R), la suite
(0 (Tk))pen est alors bornée dans R™ et on peut en extraire une sous-suite
(6 (Tv(’f)))keN qui converge vers A = (\g,---,\,) € R™. D’autre part, le po-

lynéme caractéristique de M € T, (R) est de la forme xp (X) = Zanj,
j=0

les coefficients a; étant des fonctions continues de 6 (M) (fonctions polyno-
miales symétriques élémentaires des racines). De klim 0 (T¢(k)) = )\, on dé-
—+o0
n
duit alors que kEIJ,I-loo XT, ) (X) = H (X — ;). L’application qui associe & une
j=1
matrice M son polyndéme caractéristique est continue (ses composantes sont
des fonctions polynomiales des m;;), donc lim xr,_,, = xr et le polynéme
k—4o00 e (k)
n
xr (X) = H (X — X)) est scindé dans R [X], ce qui entraine que T € T, (R).
j=1
On a donc ainsi prouvé que T), (R) est fermé dans M,, (R).
2. On a D, (R) C T, (R) avec T, (R) fermé, donc D, (R) C T, (R). Une dé-
monstration identique a celle du théoréme 3.12 permet de montrer l'inclusion
Tn (R) C D, (R), d’ou I'égalité D, (R) = T, (R).

Ezercice 3.15. Soient A et B deux matrices normales dans M, (C).
Montrer que p(AB) < p(A) p(B).

Solution. Ona p(AB) < |AB|, < |Al, |Bl, = p(A) p(B) pour A, B normales.

~

+oo
Ezercice 3.16. Soient Zakzk une série entiere de rayon de convergence
k=0
R >0 et Ae M, (K). Montrer que pour p(A) < R, la série de terme
général ap A* est convergente et pour p(A) > R, elle est divergente.

J

Solution. Supposons que p(A4) < R. On sait qu’il existe une norme matri-
cielle |-]| subordonnée & une norme vectorielle telle que p (4) < [|A] < R (théo-

e9)

réme 3.14). On a alors Y _|ax| JA]" < +oo et avec [|A*|| < A]" pour tout en-
k=0

tier naturel k, on déduit que la série de terme général apA* est normalement
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convergente, donc convergente, dans 'espace complet M,, (K). Pour p(A) > R,
la suite (|ak|p(A)k)k . n'est pas bornée. Avec p(A)* = p (A*) et |ag| || A% >
€

|a| p (A¥), on en déduit que la suite (|ax| [|A*]|)
de terme général a, A* est divergente.

keN n’est pas bornée et la série

FEzxercice 3.17. On désigne par F l’ensemble des matrices non inversibles
de M., (C). On munit M,, (C) de la norme matricielle induite par la norme
hermitienne canonique de C™ et pour toute matrice A € M,, (C), on note
d(A,F) = inf |4~ M.

1. Montrer que pour toute matrice M € F, on peut trouver un vecteur

unitaire x tel que <|[(A—=M)z|,.

1
A=,
2. Soient A € GL,, (C) et \3,--- , A2 les valeurs propres de la matrice A* A

avec 0 < Ay < --- < X\,. On rappelle qu’on peut écrire A = UDV*

A O - 0
\ , o 0 X :
ou U,V sont deux matrices unitaires et D =
. 0
0 0 A\
(exercice 2.11).
_ 1
(a) Montrer que ||A7Y||, = N
0o 0 --- 0
. 0 X
(b) On pose My = UDoV*, avec Dy = . Mon-
: % .0
0 -+ 0 M\,
trer que |A — Mol, = M.
1
(c) Déduire de ce qui précéde que d (A, F) = =
2

Solution.

1. Pour M € F, 0 est valeur propre de M et il existe un vecteur unitaire = tel que
Mz = 0. On a alors :

A0, sl _ |4~ 4el,
(A—M)x|, = ||Az]|, = 2 > —2 =
(4= M)ally = Aol = == AT, 1A,
1 . 1
donc v——— < [[A — M|, pour tout M € F, soit -——— < d (A, F).
AT, AT,

2. La matrice A* A est hermitienne définie positive. Ces valeurs propres sont donc
toutes réelles strictement positives et on peut les noter A7, .-, \2.
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(a) On a:
=, = = (487 =
ce qui donne ”|A_1H|2 = /\il

(b) Ona My € F et :
14— Myl = p (A= Mo) (A= Mo)*) = p (U (D~ Do)* U")
—p((D=Dy)?) =13

1

c’est-a-dire que |4 — Moy|, = A1 = AL
2

1
(¢) On peut donc conclure a I'égalité d (A, F) = A,
2

Ezxercice 3.18. On désigne par A la matrice réelle d’ordre n supérieur
ou €égal d 2 définie par :

1 0 0 -1
-1 1 0 0
A= 0
-1 1 0
0 0o -1 1

1. Calculer les valeurs propres de 'AA.
2. Calculer |A], .

Solution.

1. Ona:

Les valeurs propres de la matrice symétrique réelles *AA sont réelles et le
théoreme de Gerschgorin-Hadamard nous dit que toute valeur propre A de cette
matrice est telle que |A — 2| < 2. On peut donc écrire une telle valeur propre

sous la forme A\ = 2 (1 — cos (0)) = 4sin? (Z) avec 0 € [0,7]. De det (4) =0
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(en développant suivant la premieére ligne) on déduit que 0 est valeur propre
de 'AA, ce qui correspond & §# = 0 ou § = 7. Si A est une valeur propre non
nulle, on a alors 6 € ]0, 7| et un vecteur propre associé x de coordonnées xy,
(1 <k < n) est défini par les relations de récurrence :

Th—1+AN—=2)zp + a1 =0 (1 <k <n) (3.7)

avec les conditions aux limites zg = x,, et x,41 = x1. Tout revient a chercher les
suites réelles (), oy périodiques de période n et vérifiant la récurrence (3.7) .
Le polynome caractéristique de cette récurrence, P (r) =12 —2cos (0)r + 1 a
pour racines 71 = €’ et 1, = e~*’. On obtient donc les solutions définies par :

Vk e N, z1, = ae’® + B+

les coefficients av et 5 étant tels que z, € R et x4, = x,, pour tout entier naturel

k. Des conditions zj, € R pour tout entier k on déduit que (o — ) sin (kf) =0

et a = . La condition xy = x,, donne 2« cos (nf) = 2« et, si on s’intéresse a

une solution non nulle on a nécessairement a # 0 et cos (nf) = 1, ce qui donne
2m

6 =j— avec 0 < j <n—1. On a donc ainsi montré que la matrice ‘AA an
n

valeurs propres simples données par :
.o f.T .
Aj =4sin (]H) 0<j<n-1)
2. On a :

2sin=2p
— t —
1AL, = Vo (TAD) ={ <p

in=2 1
2p—|—1> S1n p+

Exercice 3.19. Montrer les inégalités suivantes pour toute matrice A

dans M,, (C) :
1. Al < V1Al 1AL

A
5 1l <|Al, < vnlAl.. -

e

1Al
3. Tnl < |Al, < vnlAl, .

\ J

Solution.

1. On note )\%, .. ,)\% les valeurs propres de A*A avec 0 < \; < --- < A\, et on
a |Al, = An. En désignant par e, un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A, et unitaire pour |||, on a :

1415 = Pal® = [AMeall, = 147 Al < 1471 141

Puis avec |A*| = [|A],, on déduit que |A], < /[|A] |A],. L'égalité étant
réalisée pour A = I,,.
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2 2
n n

n n
2. Pour tout x dans C™ on a ||Ax||§ = Z Zaija:j < Z Z lai;| x| | e,
i=1 |j=1 i=1 \j=1
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que :

n n n n n
2 2 2 2 2
[Az]; <> |ag| > x| = Il |ag]
i=1 \j=1 =1 i=1 \j=1
Il en résulte que :
2 2
n n n n n
2 2
AL <Y (D lai ) <> lag| | <n 113?<an |ai;]
i=1 \j=1 i=1 \j=1 =i

n

soit |A[, < /n max E laij| = v/n | Al - D’autre part il existe un indice i tel
1<i<n 4 1
]:

n
que A = Z |a;;| et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
j=1

n n
2
1Al = lail-1<vVn | > laij]
j=1 j=1

n
En désignant par (e;); -, ,, la base canonique de C* ona , [ Y~ |a,»j|2 = || A%e;ll5 ,
<i< =

ce qui donne en définitive, A < vn||A%e|, < Vn|A*], = Vn]Al,.
3. Ces inégalités se déduisent des précédentes avec |A*| = |A],, [A*], = | Al -

N

Ezercice 3.20. Soient o, des réels et A (o, f) = ((asj))
trice réelle d’ordre n supérieur ou égal a 3 définie par :

1<i j<n @ MO-

. aii =
We{lﬁ""n}’{aij—asij€{1,~~,n}\{i}
1. Calculer le rayon spectral p (o, 5) de A (o, ) .

2. On suppose que off > 0. Comparer |A(a,B)|.., 1A(a,B)]; et
1A (e, B)] -

Solution.

1. Ona vu (exercice 1.7) que les valeurs propres de la matrice A («, 3) sont données
par Ay = B+ (n— 1)« et A2 = 8 — a. Le rayon spectral de A («, 3) est donc
p(a, ) =max (| + (n—1)al,|8 — al), ce qui donne quatre possibilités.

(i) a<B,8>—(n—1)a. Alors :

B+ (n—1)asia>0
B—asia<0

p(a,ﬂ)max(ﬂ+(n1)a,ﬁa){
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(i) a<B,86<—(n—1)a. Alors :

pla,f)=max(—f—(n—1)a, — )
—B—(n—l)asiﬁ<—n_2

—2
ﬂ*aﬁﬂzfnz

«

«

(ti) > B, B> —(n—1)c. Alors :

n—2
fn—1asif>—

p(a,8) = max(8+ (n—Daya—g) =4 T DI
a—pFsip<— 5 «

(%

(iv) a>p,8<—(n—1)a. Alors :

—B-Mn—-1)asia<0,
a—fBsia>0.

p(aﬁ)-max(ﬂ(nna,aﬁ)—{

2. La matrice A (o, ) est symétrique réelle, donc p(a, ) = |A(a, )], . Pour
af >0,ona:

pa,B) =81+ (n—1)la| = A, B)l, = 1A (a; B)lc = 1A (, D)y

Exercice 3.21. Calculer le rayon spectral et le conditionnement pour la
norme matricielle induite par la norme euclidienne de la matrice :

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0
A =

0 0o -1 2 -1

0 0O 0 -1 2

Solution. On a vu (exercice 1.9) que les valeurs propres de A sont :

k k
A = 2 — 2cos il —4gin? [T (1<k<n)
n+1 2(n+1)
On a p(A) = 4sin? — ") et le conditionnement pour la norme matricielle
2(n+1)

02 s
. A1 . Sin (2(n+1))
An o sin? (2(211))
A est symétrique définie positive). On peut remarquer que 11141_1 conds (A) = 0,
n——+0oo

induite par la norme euclidienne par conds (A) (la matrice

c’est-a-dire que la matrice A est mal conditionnée pour les grandes valeurs de n.
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Exercice 3.22. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 l’espace vectoriel

R™ est muni de sa structure euclidienne canonique avec le produit scalaire
n

(z,y) = (z|y) = leyz de norme associée notée ||-||, . On désigne par H,
i=1

1
la matrice de Hilbert d’ordre n définie par H,, = (()) .
i+J =1/ 1cij<n

1. Montrer que H,, est la matrice dans la base canonique de R,,_1 [X] du
produit scalaire défini par :

(P,Q)H<P|Q>=/o P(t)Q (1) dt

2. Qu’en déduit-on pour les valeurs propres de H,,.

On désigne par R,, le quotient de Rayleigh-Ritz associé a la matrice H,
et par p, son rayon spectral.

. Lo H C
Dans ce qui suit on écrit H, 11 sous la forme H, 11 = ( téf o
n 2n+1
1
n+1
avec C,, = : . Un vecteur ' de R™! est écrit sous la forme

1
2n

z = ( v ) avec v € R™ et x,,41 € R.
Tn+1
3. Montrer que la suite (pn)7122 est croissante.
4. Soient ' € R"" tel que ||z'||, =1 et x # 0. Montrer que :

2 2
Rt (@) < pullzllz + 2|znga| 1Cnlly ]l + o 1 et

5. On désigne par q la forme quadratique définie sur R? par :

1
YV (u,v) € R?, q(u,v) = ppu’ +2 ICnlly uv + m”2

Calculer sup ¢ (u,v).
(u,v) ER?
u2+m2:1

6. Déduire de ce qui précéde que pny1 < pn + ||Crlly < pn +

1
\/2n'

J

Solution. On désigne par (€x)y<p<,_; la base canonique de R,_1 [X] définie
par :

Vie {0, ,n—1}, ¢ (X) = X"
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1. La matrice du produit scalaire (P, Q) — (P | @) dans la base canonique de
R, —1 [X] est la matrice de coefficients :

1

—— (1<ij<
Z.Jrj_l( <i,j<n)

1
(ei—1] ej—1) :/ tHI2q =
0

C’est bien la matrice de Hilbert d’ordre n.

2. On en déduit alors que la matrice réelle H,, est symétrique définie positive et
ses valeurs propres sont réelles strictement positives.

3. La matrice H,, étant symétrique réelle de plus grande valeur propre p,, on
ap, = sup R, (z) (théoréme 3.21). Soient x € R™ \ {0} et 2/ € R*H!
z€R"\ {0}
défini par x; = x; pour j compris entre 1 et n et x,41 = 0. On a 2’ # 0 et
R, () = Rpt1 (2') < ppt1. Le vecteur  étant quelconque dans R™\ {0} on en
déduit que p,, < pp41. La suite (py,), -, est donc croissante.

4. On a (Hy 12" | 2') = (Hpx 4+ 2 11Ch | @) + 2pg ((Cn | ) + xnill) , SOit :

2n
22
(Hnpra' [ 2) = (Hpw | 2) + 22011 (Cn | 2) + #fl
Et pour 2’ € R"*! tel que ||2/[|, = 1 et o # 0 cela s’écrit :
2
Rot1 (2') = Ro (2) lall3 4+ 201 {Ci | ) + 35

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
Tnt1(Cn | 2) < [@pt1| (Cn | 2)| < |Tns1 [ [[Cnlly |2l

et, avec p, = sup R, (x), on aboutit & :
zeR™\{0}

1
Ry (x/) < Pn ||1'||§ +2 |l'n+1| ”Cn”Q ||xH2 =+ mxi-s-l
5. La matrice de la forme quadratique ¢ dans la base canonique de R? est donnée

C
par A = ( ”CP"H I {LHQ ) . Ces valeurs propres sont :
nlle  2p11

1 1
+ Pn —
2n + 1 \/( 2n+1

1
— | pn+

2
2
! ) el

On en déduit que :

1
sup Q(uvv): 5 Pn +
(u,v)€R?

w? +v2:1

! + S 2+4||C||2
m+ 1 L nll2
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6. Soit 2/ € R"™! tel que Ryt (2') = pni1 et ||2/]|, = 1. Ona 2’ = ( v )

Tn41
avec x # 0 et ppi1 < q(||z|ly, [znt1]) £ sup ¢ (u,v) d’apres ce qui précede.
(u,v)eR2
u2+v2:1

En écrivant que :

1 2
m -5, 1 4 n2<
(oo = 5 ) +4ICHIE <

4++/13
6

'+2||cn||2

R

et en remarquant que p, > p2 = > 1, on déduit que :

1
2n+1

1
2n+1

et ppi1 < pn + [|Crll, . Enfin avec :

- 1 g 1
Cn2:§ 7</ = =
” ”2 (n+k)2 — " t2 27”&

k=1

1
on déduit que pp4+1 < pp + —.

V2n

Exercice 3.23. On reprend les notations de ’exercice 3.22. On mumnit
Uespace vectoriel R [X] du produit scalaire défini par :

(P,Q)H<P\Q>=/O P(t)Q () dt

la norme associée étant notée ||| .
On note (ex) ey la base canonique de R [X] définie par :

Vk €N, e (X) = X*

Pour tout n € N*, on désigne par 6, la distance de e, a R,_1 [X]. On rap-
pelle qu’il existe un unique polynome P € R, [X] tel que 0,, = |le, — P||

et que ce polynome est aussi caractérisé par e, — P € (R,_; [X])J‘. On
n—1

note P (X) = Zanj et on associe da ce polynome la fonction rationnelle
j=0
1 n—1 @
défini )= —— — —1
[ définie par f (t) PR j;t+j+1
1. Calculer f (k) pour tout entier k compris entre 0 et n.
t

2. En écrivant la fonction f sous la forme f (t) = #, en déduire
I1 (t+4)
j=1

la valeur de 6,,.
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3. On désigne par i, la plus petite valeur propre de la matrice de Hilbert

—ap
H,, et on note x =
—Qp—1
1
62
(a) Montrer que piny1 < —.
2
1 1 1 1
< < — .
(b) Montrer que ji, < om —1 (Q(nil))Q S 1t
n—1
1 1

(¢c) Montrer que condy (H,,) <

2(4+ VI3) 1571

.

Solution.

1. Pour tout entier naturel k£ on a :
1 n—1 o
fk) = / EDY aj/ Rdt = (e, — P | ex)
0 ; 0
7=0

De e, — P € (R,_1 [X])" on déduit que f (k) = 0 pour tout entier k compris
entre 1et n—1et f(n) = (en — P | en) = |len — P||* = 62.
Q)

n+1

[T (t+)

j=1
La fonction f s’annulant en 0,1,--- ,n—1, il en est de méme de @ et ce dernier
n—1

s’écrit Q (t) = oan (t—7).De lm (t+n+1)f(t) =1, on déduit que
=0 t——(n+1)
)’ (n))* . (n)°
a, = et o) =f(n)=——7""—=,50it 0, = ————.
(2n)! fn) (2n+1) ((2n)!)? V2n+1(2n)!
3. On désigne par R, 1 le quotient de Rayleigh-Ritz associé a la matrice symé-
trique réelle H, 4 1.

2. Réduisant au méme dénominateur, on a f (t) = avec Q € R, [X].

Ona gy = inf R, <R, théoreme 3.21 :
(@) Ona s = b Ryt (4) < Ruga (2) (héorome 321) avee
(Hpi12 | ) tanJrlx llen — PH2 5721

Ry (2) = 2 = 2 = 2 = 2

|3 |5 | [l

(H,+1 est la matrice dans la base canonique du produit scalaire de R,, [X]).
2

On a donc bien pi,41 < —.
]l
(b) Du fait que ||z||, > 1 on déduit de ce qui précede que :
(n))* 11
(2n+1)((2n))* 2n+1 (zn)2

n

Pl < 5121 =
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oriy (n+1)?

= t :
52 A@2n+1)(2n+3)

D’autre part avec

4(2n+1)(2n+3) = 16n° + 32n + 12 > 15 (n> + 2n + 1)

déduit que 82, < 62 et 52 < [ n_152 L 0
on dedur ue —_— € —_— = — — . n a
dUe Onp1 = 75% & O =\ 75 1= 19\ 15
d UL
oNne fly, < ——.

Hn = 19 7501

(c) La matrice H, étant symétrique réelle et la suite (p,,),,~, étant croissante
(exercice 3.22), on déduit que : -

o p 11

P~ p2 T 2(4+V/13) 15771

conds (H,,) =

Ezxercice 3.24. On propose une autre démonstration du théoréme de
Householder (théoréme 3.14). Soit A € M,, (C).

. s~ [[4%
1. Montrer que pour tout € > 0, Uapplication x — ||z||. = Zik
imo(p(4) +e)
est bien définie et que c’est une norme sur C™.

2. Montrer que |A|. < p(A) + €, puis en déduire que p (A) = Iilng\/ 141,
e

ot N désigne ’ensemble de toutes les normes matricielles induites par
une norme vectorielle.

\ J

Solution.
1. En notant uy = HALM et v, = M”C’Ok, ona0 <ug <wvglzl,, avec
(p(A) +e) (p(4) +¢) -
lim {vp = lim I+ m‘; = p(4) € [0,1[. On déduit alors du critére
ko0 kotoop(A)+e p(A)+e

de Cauchy que la série a termes positifs ka est convergente et il en est de

méme de g ug. Avec ||lz|| < ||z
si, x = 0. On vérifie facilement que les autres propriétés d’une norme sont bien
vérifiées.

2. Pour tout x € C™ \ {0}, on a:
””” =W+

=4
Z =i (o (4) +e)f
— G <A> a) (Hxllg ~llzlloo) < p(4) +e

On a donc ainsi montré que pour tout A € M, (C) et tout € > 0, il existe une
norme matricielle |-] sur M,, (C) induite par une norme vectorielle ||-|| sur C™
telle que [A] < p(A) + e. Comme p(A) < |A| pour toute norme matricielle

on déduit que |[lz]|. = 0 si, et seulement

e

Ak+1 +00 HAk

2|
(o8]
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induite par une norme vectorielle, cela se traduit par p(A) = Iilng\f 1Al , ou
e

N désigne I’ensemble de toutes les normes matricielles induites par une norme
vectorielle.

FExercice 3.25. On propose une autre démonstration de la continuité du
rayon spectral.

1. En notant, pour toute matrice A € M,, (C), xa son polynome caracté-
ristique, montrer que lapplication ¢ : (A, z) € M, (C)xC+— xa (z) est
lipschitzienne sur tout compact de M,, (C) x C.

2. Soient B (0, R) une boule fermée de centre 0 et de rayon R > 0 dans
(M, (C),N), ot N est une norme sur M,, (C). Montrer qu’il existe une
constante Cr telle que pour toutes matrices A, B dans B (0, R) , il existe
une valeur propre u € Sp (B) telle que |p(A) — p|" < CrN (B — A).

3. En déduire la continuité du rayon spectral sur M,, (C).

Solution.

1. Identifiant M,, (C)xC a C”2+1, la fonction ¢ est polynomiale, donc de classe C*
et en conséquence lipschitzienne sur tout compact de M,, (C) xC. En se donnant
une norme N sur M, (C), il existe donc pour tout compact K de M,, (C) x C
une constante C'x > 0 telle que |xa (2) — x5 (2')| < Cx (N (B —A) + |2/ — z])
pour tous (A, z) et (B, z') dans M,, (C) x C.

2. En prenant A € Sp (A) telle que [A\| =p(A4), on a :

xeN=| JI A=v)|=xs() —xaM\)|<CrN(B-A)

veSp(B)

ou C est la constante C'x correspondante au compact K = B (0, R) x {\} de
la question précédente, ce qui nous donne pour p € Sp (B) telle que [ — u| =
min |\ —v|:
veSp(B)
A—ul"< J[ A-vl<CaN(B-A)
veSp(B)

ES 1
3. Avec les notations précédentes, on a [A| — |u| < |A—p| < Cj (N (B—A)™,
donc :

1

p(A) = [\ < |ul + Cj (N (B = A)* < p(B) +C (N (B - A))

3=

1 1

A et B jouant des roles symétriques, on a aussi p (B) < p (4)+Cp (N (B — A))}’ ,
1

ce qui nous donne en définitive |p (B) — p (A)| < Cj (N (B — A))% , pour toutes

matrices A, B dans B (0, R) . La fonction p est donc holdérienne sur toute boule

fermée B (0, R) de M,, (C) et en conséquence continue sur M,, (C).
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Exercice 3.26. En utilisant la décomposition de Dunford A = D + N
avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = N D, montrer le théoréme de
Gelfand (théoréme 3.15).

Solution. Par équivalence des normes sur M, (C), il nous suffit de se placer
dans le cas ou N = |-| . Pour A € M,, (C), on a la décomposition de Dunford
A = D+ N avec D diagonalisable de mémes valeurs propres que A et N nilpotente
qui commute avec D. Pour tout entier & > n, ona N* = 0 (NN est nilpotente d’ordre
r<n)et:
k k - k k—j n1J k—n - k n—j nrJj
AP =(D+N)F =3 (j)D INJ = Dk <j>D N

=0 =0

ce qui nous donne en notant o = gla<x m Dn=iNi W
0<j<n

_ "~ [k i "~ [k _
o < g X () il e (S () It
j=0 j7=0
Pour tout j compris entre 0 et n, on a k <kk—-1)-(k—j7+1) <k <k",
donc [4*],, < afa+ )& [0

1 1
A) < JAME < (a(n+1)F kE D" "H!’“

Comme D est diagonalisable, il existe P € GL,, (C) et A = diag (A1, -+, A,) telles
que D = PAP~!, de sorte que :

1D = IPa®mP=H < IPL AP L NA L = Bl1AM "]

avee A = Jatag (W7 A T = max 0 = (o) (D

et A ont les mémes valeurs propres). On a donc, pour tout k>n:

k—n

(p(A) 7

el
=3

4) < |45 < @B+ 1)Fk

1 n k—n
avec lim (af(n+1)kkk =1let lim (p(A) * = p(A4). On déduit alors

k—+4oco k—+oco

du théoreme d’encadrement que lim (mA’€ Wi) =p(4).

k—+o00

Exercice 8.27. Pour toute matrice A dans M,, (C) on désigne par H (A)
le hausdorffien de A.

1. Montrer que si A est diagonale, H (A) est alors I’enveloppe convexe du
spectre de A.
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2. Montrer que pour toute matrice A dans M., (C) et toute matrice unitaire
U, on a H(U*AU) =H (A).

3. Montrer que pour toute matrice normale A, H(A) est enveloppe
conveze du spectre de A.

Solution.

1. Soit A une matrice diagonale de valeurs propres A1, --- , A,,. Pour tout vecteur

x dans la sphere unité de (C”, ||-||,), ona Ra(z) = (Az | 2) = Z |2i|* Ai avec
i=1

n

0 < |z;]> <1et Z |z;]* = 1. Il en résulte que H (A) est I'enveloppe convexe
i=1

du spectre de A.

2. Pour tout vecteur = dans la sphere unité S; de (C™,||-||,), on a :
(U AUz | x) = (Ay | y)

avec y = Uz qui décrit tout S; quand x décrit S; pour U unitaire. On déduit
alors que H (U*AU) = H (A).

3. Si A est une matrice normale, elle se diagonalise alors dans une base ortho-
normée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire U telle que la matrice
D = U* AU soit diagonale. On a alors H (A) = H (D) qui est égale a l'enve-
loppe convexe du spectre de D. Comme A et D ont méme spectre on déduit
que H (A) est I'enveloppe convexe du spectre de A. Dans le cas ot la matrice A
est hermitienne, on retrouve 1’égalité H (A) = [A1, \n] olt A; est la plus petite
valeur propre de A et A\, la plus grande.

Ezercice 8.28. Soit A: [0,1] — S (R) définie par :

vte[0,1], A(t) = ( Zé’fi —ba(t(zf) >

avec :
0sit=0 0sit=0
b)) = b(t) =
a(t) {etli’cos(%) sit#£0 "’ ® {etlzsin(i) sit#0
1. Montrer que A est continue et pour tout t dans [0,1] calculer les valeurs

et vecteurs propres de A(t).

2. Montrer que les vecteurs propres de A (t) ne définissent pas des fonctions
continues en 0.

L J

Solution.

1. La fonction A est continue sur [0, 1] et pour tout ¢ dans [0, 1], les valeurs propres
de A (t) sont données par :

Al(t):{ 0sit=0

1 Ao (1) = =M1 (¢
e sit#A0 ] 2 (1) 1)
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Ce sont des fonctions continues sur [0,1]. On peut leur associer les fonctions
vecteurs propres suivantes :

wemi o= () )0 (20

2t

w30 ()

Il est clair que ces fonctions vecteurs propres ne sont pas continues en 0.

Ezxercice 3.29. Soient A, B deux matrices hermitiennes et [a,b] un in-
tervalle réel. Pour tout t € [a,b] on pose A(t) = A+ tB. Montrer que la
fonction qui a tout réel t dans [a,b] associe la plus petite valeur propre de
A(t) est concave.

Solution. Pour tout t € [a, b], on désigne par (e (t)); ), une base orthonormée
de vecteurs propres associée aux valeurs propres (réelles) Ay (), , A\, () de A (t)

avec A (t)ex (t) = A (t) e (t) pour tout k = 1,--- ,n. Pour tout = = ijej (t)
j=1
de norme 1 et tout ¢ € [a,b], on a :

n n

AWz |z)=Y Nl > ) a3

Jj=1 Jj=1

SN
Il
>
i
—
~
~

C’est-a-dire que :
Yt € [a,b], (Az | z) +t(Bx|z) > A\ (1)
En prenant 2 = e (to) pour ty € [a,b], on a :

{ A1 (to) = (Aex (to) | e1 (to)) + to (Bex (to) | €1 (to))
Vt € [a,b], A1 (t) < (Aey (to) | e1 (to)) +t(Bex (to) | e1 (to))

Ce qui peut s’écrire, en posant by = (Bey (to) | e1 (to)) :
vt € la,b], A1 (t) < A1 (to) + bo (E — to)
Pour u,v dans [a,b] et 6 € [0,1], on a alors :

{ A (w) <A (u40(v—u) —0(v—u)bgu
M) <A (u+0@w—u)+(1—-0)(v—u)bpuu

et (1 —0) A (u) + 00X (v) < A (u+60(v—u)), c'est-a-dire que la fonction Ay est
concave.
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Chapitre 4

Matrices positives et
irréductibles

Pour ce chapitre, K est le corps des réels ou des complexes.
Pour A = ((@i ;) 1<i<n dans M, ,, (K) et 2 = (2;),<;<,, dans K™, on note
1<j<m ==
(Az), la composante numéro i du vecteur Ax.
Pour A = ((ai’j))lgign dans M,, », (K), on note |[A| = ((\ai7j|))1§ign) dans
1<55m 155m

Mo,m (R) .
Pour toute matrice A = ((ai,;)),; ;<,, dans My, (K) et pour 1 <p < ¢ <n, on
note Ay q = ((aij))pgi,qu
Onnote D = diag (A1, -+, A,) une matrice diagonale D dans M,, (K) de termes
diagonaux A1, ---, Ay,.

une sous-matrice principale de A.

4.1 Matrices positives

Définition 4.1. Une matrice A dans M,, , (R) est dite positive [resp. stric-
tement positive] et on note A > 0 [resp. A > 0], si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls [resp. strictement positifs].

Si A, B sont deux matrices dans M, ,,, (R) la notation A > B [resp. A > B,
ou A < B, ou A < B] signifie que la matrice A — B est positive [resp. A — B est
strictement positive, ou B — A est positive ou B — A est strictement positive].

1 0

0 0 ) , on voit que les conditions A > 0 et

En considérant la matrice A = (
A # 0 n’entrainent pas A > 0.

n

n
E 2kl = E |2k|, il existe alors un

k=1 k=1
réel 0 € |—m, 7| tel que z, = |zi| e pour tout k compris entre 1 et n.

Lemme 4.1 Si (21),<j<, € C" est tel que
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Preuve. Dans le cas ot tous les z; sont nuls, n’importe quel réel 6 convient. Dans
le cas contraire, en désignant par I I’ensemble des indices k compris entre 1 et n
tels que zp # 0 et en écrivant pour tout k € I, z;, = pkewk avec pr = |zk| > 0,
O € |—m, 7], ona:

2

> a| =D lml*+ D pipkcos (0 — 0)

kel kel £k
2
2
(zw) S 4 S
kel kel £k

et I’égalité

n n
sz = Z |zx| équivaut a Z p;ipk (1 —cos (8 —0x)) = 0. Tous
k=1 k=1 (j,k)er?
i#k

les termes de cette somme étant positifs ou nuls avec p;pr > 0, on en déduit que
cos(0; —0r) = 1 pour j # k dans I, avec =27 < 0; — 0, < 27, ce qui équivaut
a 0; = 0. En notant 6 cette valeur commune on peut prendre ¢, = 6 pour les
indices k tels que pr = 0 et on a z, = pre’? = |z] €’ pour tout entier k compris
entre 1 et n. O

Avec les lemmes qui suivent on résume quelques propriétés élémentaires des
matrices positives.

Lemme 4.2 Pour A, B dans M,, ,, (K), on a :

1. [A+ B| < |A| +|BJ;

2. |A| est positive et |A] =0 si, et seulement si, A=0;

3. pour tout scalaire X, on a |[ANA| = || |A];

4. pour A réelle strictement positive et x € R™ positif non nul, Az est strictement
positif ;

5. 8%l existe un vecteur x strictement positif dans R™ tel que Ax = |A|z, on a

alors A = |A|.

Preuve. Le premier point se déduit des inégalités |a; ; + b; ;| < |a; j| +]b;,;| pour
1<i<n,1<j<metles deux points suivants sont évidents.

Si z € R™ est positif non nul, il existe alors un entier & compris entre 1 et m
tel que z; > 0 et pour tout ¢ compris entre 1 et n, on a :

m

(Ar), = Zai,ﬂj > aipxrr >0

Jj=1

pour A strictement positive. On a donc Az > 0 pour A > 0, x > 0 et x # 0.
Supposons qu’il existe un vecteur 2 € R™ strictement positif tel que Az = |A] .

m

Pour tout i compris entre 1 et n, on a Z (lai ;| — a;j) x; = 0 avec z; € R™* pour
j=1

tout j, ce qui équivaut & |a; j| = Re(a;,;) et Im(a; ;) =0, soit a A = |A]. O

Lemme 4.3 Pour A dans My, ., (K) et B dans My, » (K), on a :
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1. |AB| < |A|[B];

2. pour A réelle positive et B réelle strictement positive, I’égalité AB = 0 équivaut
GA=0;

3. pour A réelle strictement positive et B telle que |AB| = A|B], il existe des
réels Oy, -+ ,0, dans |—m, x| tels que B = |B| A, ot A = diag (6i91, e ,eier) .

m
E a; ;b

k=1

Preuve. Les inégalités

m
E a; 1br

k=1
|A||B], signifient que |[AB| < |A]|B].
m

m
<> aikl b pour 1<i<n, 1<j<r,
k=1

ou

est le coefficient d’indice (7,7) de |AB| et Z |ai k| |bx,;| celui de
k=1

L’égalité AB = 0 est équivalente a Zambk,j =0pour1<i<n,1<j<ret
k=1
pour A, B réelles positives cela équivaut & a; ;b ; = 0 pour tout k compris entre
1 et m, équivalent a a; = 0 si de plus B est strictement positive, c’est-a-dire que
A=0.
L'égalité |AB| = A|B| avec A réelle strictement positive est équivalente a
m

m

Zapkbkq = Zapk |brg| pour tout p compris entre 1 et n et tout g compris entre
k=1 k=1

1 et r. Pour p, ¢ fixés, la suite de nombres complexes (2k);<p<, = (@pkbrq) i<

m

sz = Z |z |, ce qui équivaut & I'existence d’un réel 6, € |-, 7]
k=1 k=1

tel que z, = e |z| pour tout k compris entre 1 et m (lemme 4.1). On a
donc apkbry = €% |appbry| = apre’®i |by,y| avec aye > 0, ce qui équivaut a
brg = €94 |b,|. En fixant p et en notant 6, pour 6,,, cela s'écrit B = |B| A,
ou A = diag (ewl, e ,ew") . O

m

est telle que

Lemme 4.4 Si A, B dans My, ., (R) et A, B' dans M, (R) sont telles que
0<A<Bet0<A<B' onaalors0< AA < BB'.

Preuve. Les matrices A, A’ étant réelles positives, il en est de méme de AA’.
En écrivant que BB’ — AA’ = B(B' — A")+ (B — A) A’, on déduit que si A < B,
A’ < B’, avec A’, B positives, on a alors AA’ < BB'. O

Des lemmes précédents, on déduit facilement par récurrence que si A, B dans
M,, (K) sont telles que [A| < B, on a alors [A¥| < |A|* < B* pour tout entier
naturel k.

Lemme 4.5 Soit A € M,, (R) positive.

1. Pour B € M,, (C) telle que |B| < A, on a p(B) < p(|B]) < p(4).

2. Pour toute sous-matrice principale A, 4 de A, on a p(Ap,) < p(A). En parti-
culier, on a ax aj; <p(A).
Stsn

3. Pour B € M,, (R) telle que 0 < B < A, on a p(B) < p(A).
4. S’il existe k € N* tel que A soit strictement positive, on a alors p (A) > 0.
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5. Sila somme des termes de chaque ligne [resp. colonne] de A est constante égale
a o, on a alors p(A) = a = |Al [resp. p(A) = o = |A],] et p(A) est une
valeur propre de A associée a un vecteur propre strictement positif.

min E ai; | <p(A) < max E a”
1<i<n — 1<i<n
J:

n
min aii | < ) < max a
1<j<n (2 ”) <p(4) 1<j<n (Z ”)
i—

Azx), Ax
7. Pour tout x € R" strictement positif, on a min (Az), < p(A4) < max Ha);
1<i<n  x; 1<i<n  x;

8. S’il existe x € R™ strictement positif et «, B dans R tels que ax < Ax < fx
[resp. ax < Az < Bzx], on a alors a < p(A) < B [resp. a < p(A) < B].
9. Si la matrice A admet un vecteur propre strictement positif, la valeur propre

Ax). Ax).
associée est alors p (A) et on a p(A) =sup min (Az), = inf max g
z>01<i<n  I; z>01<i<n x;

Preuve.

1. Pour tout k € N, on a |[B¥| < |B|* < A*. Munissant M, (C) de la norme

N:X = ((xij))lgi,jﬁn — 1£n?x |zi;|, on a pour tout k € N* :

N (BY) = N (|B*]) < N (1B]*) < N (4")
et avec la croissance de t — t# sur R*, on en déduit que :
N (B¥)* < N (1BF)" <N (AR)F

puis faisant tendre k vers Uinfini, il en résulte que p(B) < p(|B]) < p(4)
(théoréme de Gelfand).

0 0 0
2. Por A >0,ona0< A,, =10 A4,, 0 < A, ce qui nous donne
0o 0 0

p(Apq) = p (Apa) < p(4).
3. Pour p(B) = 0, le résultat se déduit de p (4) > max aii > 0 (A est strictement

bi;
positive). Pour tous ¢, compris entre 1 et n, on a 0 < —* < 1, donc il existe

A4
bij 1
un réel A > 0 tel que —L < \ < 1, soit Xbij < a;j. On a donc 0 < XB < Aet
427
1
P ()\B) < p(A), ce qui entraine pour p(B) >0 :

p(B) < %p(B) =p (/\B) <p(4)

et en conséquence, p (B) < p(A4).
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4. On a p (A*) = (p(A)* et A* > 0 donne p (A*) > 0 (point précédent), donc
p (A) > 0. On peut aussi dire que si p (4) = 0, on a alors p (A%) = (p (ANF =o,
donc toutes les valeurs propres de A* sont nulles et Tr (Ak) = 0, ce qui est

incompatible avec A* > 0.
n

5. Dans le cas des lignes, les égalités Zaij = « pour tout ¢ compris entre 1 et n

j=1
1
nous disent que le vecteur e = € R” est vecteur propre de la matrice
1
A associé a la valeur propre a. La matrice A et le réel o étant positifs, on a
n
a<p(A) <A, = max zjlaij = a, soit @ = p(A). En raisonnant
=

avec la transposée de la matrice A et en utilisant le fait qu’'une matrice et
sa transposée ont mémes valeurs propres, on obtient le deuxiéeme résultat en

1<j<n

n
considérant que | ‘Al = |A], = max Z%) .
i=1

n n
6. On sait déja que p(4) < Al = max Zaij‘ On note o = Zaij pour
=== j=1

1<i<neta= 1r<m£1 (o) . Pour @ = 0, le résultat est évident. Pour a > 0,
<i<n

. . @
on a «; > 0 pour tout ¢ et la matrice B = ((aij)) est telle que
Q; 1<i,j<n

n

0<B<A, Zbij = « pour tout ¢ compris entre 1 et n, ce qui nous donne

Jj=1
a=p(B) < p(A). En raisonnant avec ‘A, considérant que p( tA) = p(A) et
|| *All. = 1Al , on obtient le deuxi¢me encadrement.

7. Pour = (), ;-, € R™ strictement positif donné, la multiplication a droite
de A par D, = diag (x1,-- ,x,) a pour effet de multiplier chaque colonne j de
la matrice A par x; et la multiplication & gauche par D I de diviser chaque

oy
ligne i de la matrice A par z;, de sorte que D;*AD, = <<jaij>) , ce
i 1<i,j<n
qui nous donne :

. (AI)Z . " {L'j 1
1I§nilgn T4 15i%n i—1 i ai; < p(Dy ' AD;) = p(4)
n
< i 3 T = e
i<n 4 x; 1<ign @

8. L’encadrement ax < Az < Sz équivaut a az; < (Az), < fz; pour tout 4

compris entre 1 et n, ce qui entraine :
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On procede de méme pour les inégalités strictes.

Ax), Ax).
9. On a sup min )i < p(A) < inf max ( )’. Si A admet un vecteur propre
z>01<i<n  I; z>01<i<n x;
strictement positif z, la valeur propre « associée est alors réelle positive et
avec @ = min ! < p(A4) < max g = «, on en déduit les égalités
1<i<n @ 1<i<n  x;
a=p(A) =sup min (Az), = inf max Q
z>01<i<n I; z>01<i<n x;

U
Les inégalités a;; < p(A) ne sont pas nécessairement vérifiées si la matrice

A n’est pas positive. Par exemple toute matrice A = ( i _ﬁ o > semblable a

J = ( 8 0 ) a un rayon spectral nul et une telle matrice s’écrit, en notant
a b . .
P= ¢ g ) uwe matrice inversible :

1 de d?
_ p—1 _
A=P JP_adbc(—62 —dc>

En prenant de > 0, on a a;; > p(A) =0.
Du point 6. du lemme précédent, on déduit que si A est une matrice positive

dans M,, (R) telle Za” > 0 [resp. Za” > 0] pour tout ¢ [resp. j| compris entre
j=1 i=1

1 et n, on a alors p(A) > 0. En particulier une matrice strictement positive a son

rayon spectral strictement positif.

4.2 DMatrices strictement positives et théoreme de
Perron-Frobenius

Lemme 4.6 Soient A € M,, (R) strictement positive et x € C™ un vecteur propre
non nul associé a une valeur propre X telle que |\| = p(A). Dans ce cas, p(A)
est valeur propre de A avec |x| comme vecteur propre associé, ce vecteur étant
strictement positif et il existe un réel 0 tel que x = €' |x|.

Preuve. On a p(A) > 0 du fait que A > 0 (point 6. du lemme 4.5).

De Az = Az avec |A\| = p(A), on déduit que p (A4) |z| = |Az| < |A||z| = Alz|,
donc y = A|z| — p(A) |x| est positif. Si ce vecteur est non nul, on a alors Ay > 0
car A est strictement positive (point 4. du lemme 4.2), ce qui signifie en notant
' = Alx| que p (A) 2’ < Az’ avec 2’ > 0 (le vecteur = est non nul) qui entraine que
p(A) < p(A) (point 8. du lemme 4.5), soit une impossibilité. On a donc y = 0, soit
Alx| = p(A)|x|, ce qui signifie que p(A) est valeur propre de A avec |z| comme
vecteur propre associé. En écrivant que |z| = mA ||, on déduit que |z| > 0.

On a donc A |z| = p(A) |z| = |Az| et du lemme 4.3, point 3, avec B = = dans
M1 (R), on déduit qu'il existe 6 € |—m, 7] tel que z = ' |z] . O
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Théoréme 4.1. Perron-Frobenius

Si A € M, (R) est strictement positive, p (A) est alors 'unique valeur
propre de A de module maximum, ['espace propre associé d p(A) est une
droite vectorielle engendrée par un vecteur strictement positif et p (A) est
valeur propre simple de A.

Preuve. Dans la démonstration du lemme précédent on a vu que si A est une
valeur propre de la matrice A telle que |A| = p(A) et si x est un vecteur propre
non nul associé, on a alors x = € |z| avec A|z| = p(A)|z|. Le rayon spectral
p (A) est donc valeur propre de A. De plus, avec :

Ar=Ar=A (eie |z|) = e9Alx| =ePp(A)|z] = p(A)x

on déduit que \x = p(A)x avec © # 0, et A\ = p(A). Donc p(A) est I'unique
valeur propre de A de module maximal.

En notant E,(4) I'espace propre associé a la valeur propre p (A), tout vecteur
non nul x dans E,4) est tel que |[z| > 0 (lemme précédent) et aucune des com-
posantes de z n’est nulle. S’il existe deux vecteurs z,y linéairement indépendants
dans E,(4), le vecteur 2 = z1y — y17 est alors non nul dans E,4) avec 21 =0, ce
qui est impossible. On a donc dim (EP(A)) =1.

Pour n = 1, il est clair que p (A) est valeur propre simple de A. On suppose
donc que n > 2. Si la multiplicité de p (A) comme valeur propre de A est m > 2,
en se donnant un générateur x > 0 de l'espace propre E,4), il existe y € C"
linéairement indépendant de z tel que Ay = z+p (A) y (la matrice A est semblable

( p(A) 1 )
a une matrice de la forme 0  p(A)
0 B
avec p (A) de multiplicité m > 2). En notant ¥ le vecteur conjugué de y dans C™,

puisque dim (Ep(A)) =1

1
ona Ay =z + p(A)7 puisque A et x sont réels. Le vecteur z = 3 (y +7) est alors

réel tel que Az = © + p(A)z. Comme z est strictement positif, il existe un réel
assez grand a > 0 tel que v = z+ ax soit strictement positif. On dispose alors d’un
vecteur v > 0 tel que Av =z + p(A)v > p(A)v, ce qui nous donne p(A) < p(A)
(point 8. du lemme 4.5), soit une impossibilité. O

Corollaire 4.1 : Si A € M,, (R) est strictement positive, il existe alors
un unique vecteur propre associé a la valeur propre p(A) dans le compact
}

Ki={zeR"|2>0, ||z, =1}.

x est alors

Preuve. On a vu que E,4) = Rz avec z > 0. Le vecteur v = Tz
Tl
I'unique élément de K1 N E,a)-

Le vecteur x € K N E,4) est appelé, le vecteur de Perron de la matrice
strictement positive A.

Corollaire 4.2 : Si A € M, (R) est strictement positive, elle ne peut
alors avoir deuz vecteurs propres positifs linéairement indépendants.
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Preuve. Soit y un vecteur propre positif non nul associé a une valeur propre A
de A. On a Ay > 0 et il existe un indice i compris entre 1 et n tel que (Ay);, = Ay;

1
avec y; > 0, ce qui entraine que A > 0 et y = XAy > 0. Avec le point 9. du lemme

4.5, on déduit que nécessairement A = p (A) et le théoréme de Perron-Frobenius
nous permet de conclure. O

En utilisant la densité de I’ensemble des matrices strictement positives dans
I’ensemble des matrices positives, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.3 : Si A€ M, (R) est positive, p (A) est alors valeur propre
de A et il existe un vecteur propre associé non nul positif.

1
Preuve. Pour tout & € N*, on note Ay = <(aij + >> et v, est le
k) ) i<ij<n

vecteur de Perron de la matrice strictement positive A;. On a klirf A = Aet
—+00

avec la continuité du rayon spectral, on déduit que A lim p(Ag) = p(A). D’autre
— 400

part, la suite (vy),~, étant dans le compact K1, on peut en extraire une sous suite
(Uw(k))k>1 convergente vers un vecteur v > 0 et on a :

Av= lim Aggyvpp = lim p(Aew) vow) = p(A)v
c’est-a-dire que v est un vecteur propre non nul (puisque ||v||; = 1) positif de A
associé a la valeur propre p (A). O

Corollaire 4.4 : Si A € M, (R) est une matrice positive, on a alors
p(I, +A) =1+ p(A). De plus, s’il existe un entier k > 1 tel que A* soit
strictement positive, p (A) est alors valeur propre simple de A.

Preuve. Pour toute matrice A € M,, (K),onaSp (I, + A)={1+X| A€ Sp(A)},
donc p (I, + A) < 1+p(A). Side plus A est positive, p (A) est alors valeur propre
de A, donc 1+ p(A) est valeur propre de I, + Aet 1+ p(A) < p(l,+A), don
I’égalité.

En notant m la multiplicité algébrique de la valeur propre p (A) de A, il existe
une matrice inversible P telle que T = P~'AP soit triangulaire supérieure de
diagonale (p(A), -+ ,p(A), Mnt1, ", A\n) avec |N;| < p(A) pour tout entier 4
compris entre m + 1 et n (dans le cas oi m < n). La matrice TF = P~ AFP est

alors triangulaire supérieure de diagonale (p (AF o p (A", A, /\lﬁb) et

P (A)k =p (Ak) est alors valeur propre de A* de multiplicité supérieure ou égale
a m. Pour A* strictement positive, cette multiplicité vaut 1, donc m = 1. O

Une matrice positive telle que A* soit strictement positive pour un entier k& > 1
est un cas particulier de matrice positive irréductible.

Les théorémes de Perron-Frobenius et de Gerschgorin-Hadamard nous per-
mettent d’obtenir le résultat suivant de localisation des valeurs propres d’une ma-
trice, ou D (a,r) = {z € C| |z — a| < r} désigne le disque fermé de centre a € C
et de rayon r > 0.
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Corollaire 4.5 : Soient A € M,, (C) et B € M,, (R) positive telle que
|A| < B. On aSp(A) C UD (@i, p (B) — bi;), ce qui signifie que toutes les

i=1
valeurs propres de A sont dans la réunion des disques de centre a;; et de
rayon p (B) — by;.

Preuve. Supposons dans un premier temps que la matrice B soit strictement
positive.

Si x est le vecteur de Perron de B, on a alors pour tout entier ¢ compris entre
letn:

n n
Z laij|z; < Zbijl‘j = (p(B) = bii) z;
j=1 j=1
i i
1 n
soit —Z la;j| x; < p (B)—by;. D’autre part, le théoreme de Gerschgorin-Hadamard
T
j=1
J#i
nous dit que si A € C est une valeur propre d’une matrice C, il existe alors un
n

indice ¢ compris entre 1 et n tel que |\ — ¢;;| < Z |cij| - La matrice A ayant les

=1, j#i
mémes valeurs propres que la matrice C, = D,;'AD,, ot D, = diag (x1,- -+ ,x,)
s
(on a donc C, = <(7aij)> ), on déduit que pour toute valeur propre
L 1<i,j<n
A € C de A, il existe un indice i tel que :
n 1 n
N —anl = I\ — el < = N < o(B) — bys
| ii| = | Cn|_Z‘CW| xiZ|a1]|x]—p( ) — bii
J=1 Jj=1
J#i J#i

ce qui donne le résultat annoncé.
Dans le cas ol la matrice B est positive, non strictement positive, en désignant

pour tout réel € > 0, par B, la matrice strictement positive B = ((b;; + 6))1<i_j<n ,

n

on a B. > |A], donc Sp (4) C UD (@iiy p (Be) — by —€) . Avec la continuité du
i=1

rayon spectral, on en déduit alors le résultat annoncé. ([l

Lemme 4.7 Soit A € M,, (R) strictement positive. Si x est un vecteur propre
strictement positif de A associé a la valeur propre p (A), il existe alors un unique
vecteur y strictement positif qui est vecteur propre de ‘A associé a la valeur propre

p(tA) =p(A) tel que ‘yx =1.

Preuve. La matrice 'A est strictement positive avec p( *A) = p(A), l'espace
propre associé a la valeur propre p (A) de ‘A est donc une droite vectorielle dirigée

par un vecteur z > 0. En posant y = ——z,onay >0, ‘Ay = p(A)yet 'yr =1
2

t

Réciproquement, si ‘Ay = p(A)y avec y > 0, 'yx = 1, on a alors y = az avec
1

@ = ——, ce qui prouve l'unicité du vecteur y. O
zx


Rectangle


132 Matrices positives et irréductibles

Avec les notations et hypotheses du lemme précédent, on désigne par E, 4
Pespace propre associé a la valeur propre p (A) de A (matrice strictement positive),
par E;(A) I'espace propre associé a la valeur propre p( tA) = p(A) de 'A et on
note L = 'y = ((2:95))1<; j<p -

Avec le lemme qui suit, on résume quelques propriétés de cette matrice L.

Lemme 4.8 La matrice L est indépendante du choix du vecteur x et strictement
positive de rang 1. On a Lz =z, 'Ly =y et pour tout entier naturel k non nul :

k k
1 1
LF =1L, AL =LA" = p(A)FL, (AL> = <A> ~L
W @ o (A)
L est la matrice de la projection sur la droite vectorielle E,ay parallelement a

Uhyperplan H = {z € C" | tyz =0}.

Preuve. On a E,4) = Cz, E/’)(A) =Cy,avecz >0,y >0et ‘yr=1.Si(2',y)
est un autre couple de vecteurs vérifiant ces propriétés, on a alors ' = ax, y' = By,
aveca>0,8>0,1= Y2’ =aBlyr=aB et 2’ 'y =aBz ly =o'ty = L.

Les vecteurs x et y étant strictement positifs, il en est de méme de la matrice
L. De plus, pour j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de L est y;z > 0, il
en résulte que L est de rang 1 avec Im (L) = Cx = E,(4).

Avec l'associativité du produit matriciel, on peut écrire :

Lx:x(tyx) :(tym)x:x
‘Ly=y('zy) = (‘zy)y="("yzr)y=y
Ona L? =z ('yz) 'y = ('yz) (z ty) = L et par récurrence L* = L pour tout
k>1.
De Az = p(A)z, on déduit que A¥z = p (A)k x pour tout k > 1 et :
AL =Arzty=p(A)faty=pA)"L
De méme avec Ay = p(A)y, on obtient :
LAY = gz tyAk = ¢t (( tA)ky) =z (p(A)ky) = p(A)kL

La derniére relation peut se montrer par récurrence sur k > 1. Le résultat est
évident pour k = 1 et en le supposant acquis pour k > 1, on a :

() =Gt (Geart) )

1 k+1 1 1
A) — LA — — AL+ L?
p(A) p(A)

(
= (p(l)Ayﬂ - p(lA)kp(A)kL— ﬁp(A)LJrL
(
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Ona L? = L, Im (L) = E,4) et le noyau de L est donné par :
Ker(L)={z€C" |o'yz=0} ={z€C" | ('yz)a =0} =H
c’est-a-dire que L est la projection sur E,4) parallelement & H. (I

Théoréme 4.2.

Avec les notations et hypothéses du lemme 4.7, on a :
1 k
1 — p— pr— t
o (p(A) A) L=z7y

k k

1 1

Preuve. Avec ( ——A|] —L=—=A—-L) pour k > 1, il suffit de mon-
(p(A) ) (p(A) )

trer que la matrice A — L a un rayon spectral strictement inférieur a 1, ce

A
qui revient a dire qlt)lé /Z(A —p(A)L) < p(A). Si A est un valeur propre non
nulle de B = A — p(A) L et z est un vecteur propre non nul associé, on a alors
(A—p(A)L)z=Xzetavec L(A—p(A)L) =0, on déduit que ALz =0et Lz =0
pour A # 0, ce qui entraine que Az = Az — p(A) Lz = Az, c’est-a-dire que X est
valeur propre de A avec z pour vecteur propre associé. On a donc montré que toute
valeur propre A non nulle de B est aussi valeur propre de A et donc [A| < p(4). Si
A est une valeur propre non nulle de B telle que |A| = p(A), on a alors A = p (A)
(premier point du théoréme de Perron-Frobenius 4.1) et tout vecteur propre asso-
cié z est aussi vecteur propre de A, on a donc z = ax avec a € C* pour z # 0, ce
qui entraine :

p(A)z= (A= p(A)I)z = (A—p(A) L) az
=adr—ap(A)Lr=ap(A)x —ap(A)xz =0

en contradiction avec p (4) > 0 et z # 0.
On a donc |A| < p(A) pour toute valeur propre de B et p (B) < p(A). D’ou le
résultat. O
Avec ce résultat, on retrouve le fait que la matrice L ne dépend que de la matrice
strictement positive A et pas du choix de z. On retrouve aussi le dernier point du
théoreme de Perron-Frobenius 4.1.

Théoréme 4.3. Perron-Frobenius

Si A € M, (R) est strictement positive, p(A) est alors valeur propre
simple de A (I’espace propre associé est donc une droite vectorielle).

Preuve. On sait déja que p (A) est P'unique valeur propre de A de module maxi-
mum. Notons m sa multiplicité algébrique. Le théoreme de trigonalisation sur C
nous dit qu’il existe une matrice inversible P telle que T' = P~ AP soit triangulaire
supérieure de diagonale (p(A),---,p(A), Ap+1, -, ) avec |A;| < p(A) pour i
compris entre m+1 et n (si m < n). En écrivant, pour tout entier naturel non nul

k k
1 1
k, que (T> =p! <A> P et avec la continuité du produit matriciel,
p(A4) p(A)
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k
1
le théoreme précédent nous dit que lim | —=7 ) = P 'LP = L' ou L' est
k—+oo \ p (A)

triangulaire supérieure de diagonale (1,---,1,0,---,0). On a donc rang (L') > m
et avec rang (L') = rang (L) = 1, on déduit que nécessairement m = 1. O

Si la matrice A est positive, on a vu que p (A) est valeur propre de A (corollaire
4.3), mais cette valeur propre n’est pas nécessairement simple (prendre par exemple
la matrice identité). Dans le cas oil il existe un entier naturel & tel que A* soit
strictement positive, p (A) est valeur propre simple de A.

4.3 Matrices irréductibles

Si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, on désigne alors par G,, le
groupe des permutations de l'ensemble {1,--- ,n} et par B = (er), <4<, la base
canonique de K" (K =R ou C).

Pour tout couple (7,7) d’entiers naturels, on note J; ; le symbole de Kronecker
(05 =1 et 0; ; = 0 pour @ # j).

Définition 4.2. La matrice de permutation associée a o € S, est la ma-

trice de passage P, de la base canonique de K™ a la base B, = (6‘7(k))1<k<n .

On a dong, si Py est une matrice de permutation, Pye; = e,(;) pour tout entier
j compris entre 1 et n, ce qui revient & dire que P, = ((6i"7(j)))1§i,j§n' En
particulier, on a Pr, = I,,.

Une telle matrice de permutation étant la matrice de passage de la base cano-
nique de K" a une base orthonormée est unitaire, donc P, ' = 'P,.

Une matrice de permutation étant unitaire dans M,, (C) est diagonalisable sur
C. Mais sur R ce résultat n’est plus valable. Par exemple, pour ¢ cycle d’ordre 3,
le polynéme minimale de P, est X — 1 et ce dernier n’est pas scindé sur R, donc
cette matrice n’est pas diagonalisable sur R.

De plus il est facile de vérifier que pour toutes permutations o, 7 dans &,
on a P, P, = Py, (il suffit d’écrire que pour tout i compris entre 1 et n, on a
PsPre; = Prer(y) = €gor(i) = P,ore;). On en déduit alors que R,_1 =P, 1.

Pour toute permutation o € &, et tout vecteur = (z;);.,., € K", on a

n n
Pl = ijerl(j) = Za:g(i)ei (changement d’indice i = o~ (j)), ce qui signi-
j=1 i1

fie que P, 1z = (x(,(i)) se déduit de x en faisant agir la permutation o sur les

1<i<n
composantes de z. On en déduit que pour toute matrice A = ((a;;))
My (K), PrrA = ((a0().5))
o sur les lignes de A.

La multiplication & droite d’une matrice A par une matrice de permutation P,
va faire agir la permutation o sur les colonnes de A. En effet, pour tout j compris

1<ij<n dans

1<ij<n 5€ déduit de A en faisant agir la permutation

entre 1 et n, on a AP,e; = Aey(;) = Zaiﬁa(j)ei, donc AP, = ((ai’a(j)))

i=1

1<ij<n
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On a donc pour toute permutation o € &, et toute matrice A = ((ai,5));<; j<,
dans M,, (K), P, AP, = ((ag(i)r"(j)))lgi,jgn , c’est-a-dire que P; 1 AP, se déduit
de A en faisant agir la permutation o sur les lignes et les colonnes de A.

Définition 4.3. Une matrice A € M,, (K) est dite réductible s’il existe une
matrice de permutation P, telle que :

v,y (B 0
P; APJ_<C D> (4.1)

ot B € M, (K) avec 1 < p < n — 1. Une matrice non réductible est dite
irréductible.

Exemples 4.1

1. Une matrice ayant tous ses coefficients non nuls est irréductible.

2. Une matrice ayant une ligne (ou une colonne) nulle est réductible. En effet si
la ligne numéro i est nulle en transposant la ligne 1 avec la ligne © et la colonne
1 avec la colonne i, on obtient une matrice avec la premiére ligne nulle.

3. Une matrice A = ( CCL Z > dans My (K) est irréductible si, et seulement si,
be # 0. En effet &y = {r12,14} et P;' APy, = A ou PIAP,, = < Z 2 )

est de la forme (4.1) si, et seulement si, b =0 ou ¢ = 0.
Une condition suffisante d’irréductibilité est donnée par le résultat suivant.

Lemme 4.9 Soit A € M,, (K). S’il existe un entier naturel p tel que AP ait tous
ses coefficients non nuls, A est alors irréductible.

Preuve. Si A est réductible, il existe alors une matrice de permutation P, telle

_ B 0 _ BP0
que P, 1AP, = c D et pour tout p > 1 on a P, tAPP, = ( c, D > ,
ce qui signifie que la matrice AP est également réductible, elle a donc au moins un
coeflicient nul. O
1 1 0
Exemple 4.1 La matrice A= 1 1 1 est irréductible puisque A? > 0.
01 1
Cette condition n’est pas nécessaire comme le montre I'exemple de la matrice
A— 0 1
“\1 0 )

Une définition équivalente de la notion de matrice réductible est donnée par le
résultat suivant.
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Théoréme 4.4.

Une matrice A € M, (K) est réductible si, et seulement si, il existe
une partition non triviale (I,J) de {1,--- ,n} telle que a;; = 0 pour tout
(4,7) € I x J.

Preuve. Soit A € M, (K) réductible. Il existe une permutation o telle que
Us(i)oj) = O pour 1 <4 < petp+1 <7 < n, o pest un entier compris
entre 1 et n — 1. En notant [ = {o(1),--- ,0(p)}, J ={oc(p+1),---,0(n)},
on définit une partition non triviale de {1,--- ,n} telle que a;; = 0 pour tout
(i,j) € I x J. Réciproquement supposons qu'’il existe une partition non triviale
(I,J) de {1,---,n} telle que a;; = 0 pour tout (i,7) € I x J. En notant p le
cardinalde I,onal < p <n-—1letilexistec € &, telleque I = {o (1), -+ ,0(p)},
J={op+1),---,0(n)}, ce qui donne :

PIAP, = ((aa(i),a(j)))lgi,jﬁn - ( ¢ D )

c’est-a-dire que A est réductible. O
De ce théoréme, on peut déduire qu'une matrice est irréductible si, et seulement
si, sa transposée l'est.
Une autre définition équivalente de la notion de matrice réductible est donnée
par le résultat suivant.

Théoréme 4.5.

Une matrice A € M, (K) est réductible si, et seulement si, il existe une
partie non triviale J de {1,---  n} telle que le sous-espace vectoriel de K™,
Vy = Vect{e; | j € J}, soit stable par A.

Preuve. Dire que A € M,, (K) est réductible équivaut a dire qu’il existe une
partition non triviale (I, .J) de {1,--- ,n} telle que a;; = 0 pour tout (i,7) € I x J,
n

ce qui revient a dire que pour tout j € J on a Ae; = g a;je; = g a;je; € Vy, ce
i=1 icJ
qui est encore équivalent a dire que V) est stable par A. ]
Les propriétés élémentaires suivantes nous seront utiles.

Lemme 4.10 Si A est réductible, il en est alors de méme de |A| et de I, + A.

B

’ ~1 —
Preuve. Cela résulte de P ' AP, = ( C D

) qui entraine que :

1 _(|B] 0 1 _( I,+B 0

puisque l'action de P, est seulement de permuter des lignes et des colonnes. [

On a vu que si A est une matrice strictement positive dans M,, (R), p (A4) est
alors I'unique valeur propre de A de module maximum, cette valeur propre est
simple, ’espace propre associé est une droite vectorielle engendrée par un vecteur
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strictement positif et une telle matrice ne peut avoir deux vecteurs propres positifs
linéairement indépendants.

Ces résultats ne s’étendent pas au cas des matrices positives, mais pour les
matrices positives qui sont de plus irréductibles, on a des résultats analogues.

Lemme 4.11 Soient A € M,, (R) positive irréductible et y € R™ un vecteur positif
non nul. St y est strictement positif, il en est alors de méme de z = (I, + A) y.
Siy a au moins une composante nulle, le nombre de coordonnées nulles de z est
alors strictement inférieur au nombre de coordonnées nulles de y. Dans tous les
cas, le vecteur (I, + A)" "y est strictement positif.

Preuve. Les composantes du vecteur z = (I, + A) y sont données par :

n
zi= Y agy;+y (1<i<n)
j=1

Si la matrice A et le vecteur y sont positifs, on a alors z; > y; > 0 et z est positif.
Avec z > y, on déduit que z est strictement positif si y I'est.

En supposant que y a au moins une composante nulle, de 0 < y; < z;, on déduit
que z; = 0 entraine y; = 0. Le nombre de coordonnées nulles du vecteur z est donc
inférieur ou égal a celui de y.

Supposons que z et y ont le méme nombre de composantes nulles. En notant .J,
I'ensembles des indices compris entre 1 et n tels que y; =0, on a z; > 0 pour ¢ ¢ J,
et en conséquence z; = y; = 0 pour tout i € J,, avec z; = Zaijyj et y; > 0 pour

jgl?/
j ¢ Jy. On a donc en tenant compte du fait que les coefficients a;; sont positifs ou
nuls, a;; = 0 pour ¢ € J, et j ¢ J, avec J, de cardinal compris entre 1 et n —1 (y
a au moins une composante nulle et n’est pas le vecteur nul) ce qui revient a dire
que la matrice A est réductible. En conclusion le nombre de composantes nulles
de z est strictement inférieur & celui de y, si la matrice positive A est irréductible.

Si le vecteur y est positif non nul, il a alors au moins une coordonnée strictement
positive et ce qui préceéde nous dit que le vecteur (I, + A)y a au moins deux
coordonnées strictement positives. Par récurrence on en déduit que le vecteur
(I, + A)n_1 Yy a au moins n coordonnées strictement positives, ce qui revient a
dire qu’il est strictement positif. O

Théoréme 4.6.

Soit A € M,, (R) positive. Cette matrice est irréductible si, et seulement
si, la matrice (I, + A)" ™" est strictement positive.

Preuve. Du lemme 4.11, on déduit que si A est positive irréductible, alors pour
tout j compris entre 1 et n le vecteur (I,, + A)n*1 e; est strictement positif, ce qui

n—

équivaut a dire que la matrice (I,, + A) ! est strictement positive. Réciproque-
ment si la matrice (I, + A)"_1 est strictement positive, elle est alors irréductible
ainsi que A (lemme 4.10). O

On peut en fait montrer que A € M,, (K) est irréductible si, et seulement si,

(I, + |A])" ™" est strictement positive (voir [9], théoreme 6.2.23).
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Théoréme 4.7. Perron-Frobenius

Si A € M, (R) est positive et irréductible, p(A) est alors strictement
positif, c’est une valeur propre simple de A et l’espace propre associé est
une droite vectorielle engendrée par un vecteur strictement positif.

Preuve. La matrice A étant irréductible n’a pas de ligne nulle, on a donc puis-
n

qu’elle est positive Zaij > 0 pour tout ¢ compris entre 1 et n, ce qui entraine
j=1
p(A) > 0 (point 6. du lemme 4.5). Avec le théoreme de trigonalisation sur C, on
voit que si p (A) est valeur propre de multiplicité supérieure ou égal & 2, il en est
alors de méme de 1+ p (A) comme valeur propre de I, + A. Mais I,, + A positive
et (I, + A" strictement positive entraine que p (I, + A) = 1+ p (A) est valeur
propre simple de I,, + A (corollaire 4.4). En conséquence p (A) est valeur propre
simple de A. L’espace propre associé est donc de dimension 1 et on sait qu’il peut
étre engendré par un vecteur positif « (corollaire 4.3). De Az = p(A)x, on dé-
duit que (I, + A)" "z = (1+ p(A)" "z et avec (I, + A)" "2 > 0 (point 4. du
lemme 4.2), (1+ p(A)*"" > 0, on déduit que = > 0. O

Corollaire 4.6 : Une matrice A € M, (R) positive irréductible ne peut
pas posséder deuz vecteurs propres positifs linéairement indépendants.

Preuve. Soit A € M,, (R) positive et irréductible. On sait déja qu'une telle
matrice posséde un vecteur propre positif associé & la valeur propre p(A). Si
2 est un vecteur propre positif non nul associé a une valeur propre A\ de A, il
existe alors un indice ¢ compris entre 1 et n tel que (Az), = Az; avec x; > 0 et
(Az), > 0, ce qui entraine que A > 0. On a aussi (I + A)"_1 x=(1+ )\)n_l T, avec
(I+A)" "2 >0 (puisque (I +A)""" > 0etz>0mnonnul)et (1+A)""" >0,
ce qui entraine x > 0. En définitive un vecteur propre positif non nul de A est
nécessairement strictement positif.

Si x et y sont deux vecteurs propres non nuls de A associés aux valeurs propres
respectives A et u, on a alors z > 0,y > 0, A > 0 et p > 0. Supposons A < u. En

1 . . . . . .
posant « = max —, on a ax —y > 0 et il existe un indice ¢ compris entre 1 et n
1<i<n x;

tel que az; —y; = 0. Si ar —y est non nul, on a alors (I + A)" ™" (az —y) > 0, soit
a1+ X"z > (1+p)" "y et en particulier ao(1+N)" "y > (1+p0)" 'y,
avec az; = y; > 0, ce qui entraine (14 X)""" > (14 )" "' en contradiction avec
A < p. On a donc axr = y, c’est-a-dire que les vecteurs x et y sont liés et A = p. O

On a vu (point 1. du lemme 4.5) que si A, B dans M,, (C) sont telles que
|B| < A,onaalors p(B) < p(|B|) < p(A). Avec le théoréme qui suit on s’intéresse
au cas d’égalité p(B) = p(A).

Lemme 4.12 Soit A € M,, (R) une matrice positive et irréductible. St x est un
vecteur propre positif non nul tel que p(A)x < Az, on a alors Az = p(A)x et x
est strictement positif.

Preuve. Sila matrice A est positive irréductible, il en est alors de méme de sa
transposée et le théoreme de Perron-Frobenius nous assure ’existence d’un vecteur
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strictement positif y tel que *Ay = p(A)y et pour tout vecteur 2 dans R", on a;
"y (Az — p(A)z) = p(A) "y —p(A) 'y =0

Si de plus on suppose que p(A)z < Az, on a ‘y(Az —p(A)z) =0 avec ty >0
et Ax —p(A)x >0, ce qui équivaut & Az — p (A)x =0 (point 2. du lemme 4.3 en
transposant). Le vecteur z est donc un vecteur propre positif non nul de A associé
a p(A), il est donc strictement positif (théoréme de Perron-Frobenius). O

Lemme 4.13 Si A € M,, (R) est positive irréductible et B € M,, (K) telle que
|IB| < A, on a alors p(B) < p(A). Si p(B) = p(A), on a alors |B] = A. En
particulier pour B positive, B < A et B # A entraine p(B) < p(A).

Preuve. On sait déja que p(B) < p(A) (point 1. du lemme 4.5). Supposons que
p(B) = p(A). Dans ce cas, il existe une valeur propre de B de plus grand module
de la forme A = ¢?p(A) et si z est un vecteur propre non nul associé dans C",
on a alors p(A) |z| = |A\z| = |Bz| < |B||z| < Az, soit p(A) |z| < Alx| avec A
positive irréductible et |z| positif non nul. Le lemme précédent nous dit alors que
Alx| = p(A) |z| et que |x| est strictement positif. On a donc |Bz| = |B| |x| = A|z|,
soit (A —|B])|z| =0 avec A —|B| > 0 et |z| > 0, ce qui entraine A = |B|. O

Théoréeme 4.8.

Soient A € M, (R) positive et irréductible et B € M, (K) telle que
|IB| < A. Onap(B) < p(A). Sip(B) =p(A) et si X\ = e%p(A) est une
valeur propre de module maximum de B, il existe alors des réels 01,--- , 0,
tels que B = ¢ ABA™!, ou A = diag (eml,n : ,ew”) .

Preuve. Avec p(B) = p(A), en reprenant la démonstration qui précede, si
x est non nul tel que Bx = Az, on a alors A|z| = p(A)|z| avec x| > 0 et
A = |B|. Pour tout entier k compris entre 1 et n, on peut écrire z = |zg| e,
avec |xg| > 0 et 0 € ]—m, 7] et en désignant par A la matrice diagonale de
termes diagonaux e, e on a x = A|x|. L’égalité Bx = Az s’écrit alors
BA|z| = ¢“p(A)Alz|, ce qui donne Alz| = p(A)|z] = e P A"'BA|z|. En
notant C' = e " A~'BA, ona |C| = | B| = A et I’égalité précédente s’écrit |C| |z| =
C'|z| avec |z| > 0, ce qui équivaut & C = |C] (point 5. du lemme 4.2), soit &
e ®A~1BA = A ou encore B = ¢/ ABA™L. O

4.4 Matrices primitives

Le théoréme 4.2 n’est pas valable si on suppose seulement la matrice A positive.
0

1 0
et irréductible n’est pas suffisante non plus. C’est la notion de matrice primitive
qui va nous permettre de prolonger ce théoreme.

L’exemple de la matrice A = < nous montre que I’hypotheése A positive

Définition 4.4. Une matrice A € M,, (R) est dite primitive, si elle est
positive irréductible et a unique une valeur propre de module maximale.
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Du théoreme de Perron-Frobenius 4.7, on déduit que si la matrice A est primi-
tive, p (A) est alors I'unique valeur propre de module maximal et que cette valeur
propre est simple. Les matrices strictement positives sont des cas particuliers de
matrices primitives (théoréme de Perron-Frobenius 4.1).

Il est facile de vérifier qu’une matrice est primitive si, et seulement si, sa trans-
posée l'est.

Théoréme 4.9.

Si A € M, (R) est une matrice primitive, son rayon spectral est alors

k

1

strictement positif et on a lim | ——A| = x ly, ot x,y sont des vec-
k—-+oo \ p(A)

teurs strictement positifs tels que Ax = p(A)z, 'Ay=p(A)y, ‘zy=1.

Preuve. La matrice A étant positive irréductible, le théoréme de Perron-Frobenius
4.7 nous dit que p (A) est strictement positif, que c’est une valeur propre simple et
que 'espace propre associé est une droite vectorielle engendrée par un vecteur x
strictement positif. La matrice 'A ayant les mémes propriétés, il existe un vecteur

1
2z >0 tel que "Az = p(A) =z et le vecteur y = ———2 est tel que Ay = p(A)y et
T

tzy = 1. On peut donc définir la matrice L = x 'y et cette matrice vérifie toutes

k k
1 1
les conditions du lemme 4.8. On a alors (A) —L=|—-+A4- L) pour
p(A) p(A)

tout entier k£ > 1 et il s’agit de montrer que p(A —p(A)L) < p(A). Si A est un
valeur propre non nulle de B = A — p(A) L et z est un vecteur propre non nul
associé, on a alors (A —p(A)L)z = Az et avec L(A—p(A)L) =0, A # 0, on
déduit que Lz = 0, ce qui entraine que Az = Az — p(A) Lz = Az, c’est-a-dire que
A est valeur propre de A avec z pour vecteur propre associé et donc |A| < p(A). Si
A\l = p(A), on a alors A = p(A) (A est primitive) et tout vecteur propre associé
z est aussi vecteur propre de A, on a donc z = ax avec a € C*, ce qui entraine
que :
p(A)z = (A= p(A) L)z = (A p(A) L)az =0

qui est en contradiction avec p (4) > 0 et z # 0. On a donc |A| < p (A) pour toute
valeur propre de B, ce qui donne le résultat annoncé. (Il
Le résultat qui suit nous donne une définition équivalente de la notion de matrice
primitive.
Théoréme 4.10.

Soit A € M, (R) positive. Cette matrice est primitive si, et seulement
si, il existe un entier naturel p tel que AP soit strictement positive.

k
1
Preuve. Si A € M,, (R) est primitive, 1'égalité lim ((A)A) =L >0
p

k—+4o00
entraine alors que AP > 0 pour p assez grand. Réciproquement si A € M,, (R)
est positive avec AP > 0, elle est alors irréductible (lemme 4.9). Si A est une
valeur propre de A telle que [A| = p(A), AP alors est valeur propre de AP avec
IANP| = p(A)”, ce qui entraine \? = p (A)” puisque AP est strictement positive. Si
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A # p(A), il existe alors deux vecteurs = et y linéairement indépendants tels que
Ax = p(A)x et Ay = My, ce qui entraine APx = p (A)F z et APy = \Py = p(A)? 2,
c’est-a-dire que x et y sont dans ’espace propre de AP associé a la valeur propre
p(A)?, mais on sait que cet espace propre est une droite vectorielle, les vecteurs
y et z sont donc liés. On aboutit ainsi a une contradiction. La seule possibilité est
donc A = p(A), ce qui acheve de prouver que A est primitive. O

Le résultat qui suit nous donne un critere plus pratique pour vérifier qu'une
matrice positive irréductible est primitive.

Théoreme 4.11.
Soit A € M,, (R) positive irréductible. Si tous les termes diagonauz de

A sont strictement positifs, A"~ est alors strictement positive et A est
primitive.

Preuve. On désigne par B la matrice dans M,, (R) définie par b;; = a;; pour
1# jet by =0, s0it B=A—A ou A est la matrice diagonale de termes diagonaux
a;;. La matrice B est irréductible comme A. En effet si B est réductible, il existe
alors une partition (7, J) non triviale de {1,--- ,n} telle b;; = 0 pour (i, ) € I x J,
ce qui entraine a;; = 0 pour (i,7) € I x J puisque ¢ # j dans ce cas, et donc A
est réductible. En notant « le plus petit des a;; pour ¢ compris entre 1 et n, on a

1 1 n—1
a>0etAZaIn+Ba<In+B) , donc A"~1 > 1 (I,L+B> >0
o o

1
du fait que —B est irréductible. O
«@

On peut montrer le résultat suivant (voir [9], corollaire 8.5.9).

Théoréme 4.12. Wielandt

Soit A une matrice positive dans M, (R). Cette matrice est primitive si,
et seulement si, A 2042 oot strictement positive.

4.5 Matrices stochastiques et bistochastiques

Définition 4.5. On dit qu'une matrice A = ((ai;)),<; j<, € Mn (R) est
stochastique si tous ses coefficients sont positifs et si :

VZE{]., ,Tl}, Zaij:].
j=1

Exemple 4.2 Une matrice de permutation est stochastique.

Si on note e le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont égales a 1, une
matrice positive A € M,, (R) est stochastique si, et seulement si, Ae = e, ce qui
revient & dire que 1 est valeur propre de A et que e est un vecteur propre associé.


Rectangle


142 Matrices positives et irréductibles

De cette remarque, on peut déduire que le produit de deux matrices stochastiques
est une matrice stochastique.

D’autre part si (A ), oy est une suite de matrices stochastiques qui converge vers
une matrice A, cette limite est alors également stochastique. L’ensemble P,, (R) des
matrices stochastiques est donc fermé dans M,, (R) et étant borné (on a A} =1
pour toute matrice stochastique), on en déduit que c’est un compact.

Enfin il est facile de vérifier que P,, (R) est convexe.

Du point 5. du lemme 4.5, on déduit que le rayon spectral d'une matrice sto-
chastique vaut 1 et que c’est une valeur propre. De plus e étant un vecteur propre
strictement positif associé & la valeur propre 1 = p(A), on déduit du point 9.
du lemme 4.5 que si x est un vecteur propre strictement positif d’'une matrice
stochastique, la valeur propre associée est alors 1. Ce méme lemme nous dit que
sup min (Az), = inf max (Aix)l =1.
z>01<i<n x; r>01<i<n x;

On résume ces propriétés avec le théoreme suivant.

Théoréme 4.13.

L’ensemble P,, (R) des matrices stochastiques d’ordre n est conveze, com-
pact et stable par la multiplication des matrices. Toute matrice stochastique
a un rayon spectral égal 1 et ce rayon spectral est la seule valeur propre
admettant des vecteurs propres strictement positifs.

Si A est une matrice stochastique primitive (par exemple strictement positive),

1 = p(A) est alors 'unique valeur propre dominante de A et cette valeur propre

est simple. En désignant par f un vecteur propre strictement positif de ‘A associé
n

a la valeur propre 1 tel que !fe = Zfl =1, on a d’apres le théoreme 4.9 :

i=1
fl f2 fn
o fi foo
lim A" =e'f = . . .
k=00 : : o
fi fo o fa

Définition 4.6. On appelle matrice doublement stochastique, une matrice
stochastique A telle que 'A soit aussi stochastique.

Si A est une matrice doublement stochastique, e est vecteur propre de A et
t A associé a la valeur propre 1 et si de plus A est primitive, le résultat précédent

donne alors f = —e et :
n

— =
—
—

1
lim A ==
k—+oo n
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Pour A stochastique irréductible, la suite de matrices (A*), || n’a pas néces-

sairement de limite comme le montre I'exemple de la matrice A = ( (1) (1) ) .
Par contre si on suppose de plus que tous les coefficients diagonaux de A sont
strictement positifs, cette matrice est alors primitive (théoréme 4.11) et le résultat
précédent s’applique.

Les matrices de permutation sont des matrices doublement stochastiques et
elles suffisent a décrire I’ensemble de toutes ces matrices, c’est ce que nous dit le
théoreme de Birkhoff qui suit. La démonstration de ce théoréme nécessite quelques
résultats sur les polyedres convexes de R™.

On rappelle qu’'une partie C' de R™ est convexe, si pour tout couple (a,b) d’élé-
ments de C, le segment [a,b] = {(1 —t)a+1tb| 0 <t <1} est contenu dans C.

Exemples 4.2

1. Une intersection d’ensembles convexes est convexe.

2. L’adhérence d’un convexe est conveze. En effet si C est convexe et a = . lim ay,
—+0o0
b= klim by, sont dans l'adhérence C de C, les ay, et by étant dans C, on a
—+0o0

alors pour tout t € [0,1], (1 —t)a+th = klir+n (1 —t)ay +tby) € C.
— oo

3. Si u est une application linéaire de R™ dans R™, alors pour tout convexe C
dans R™ [resp. dans R™] Uimage directe [resp. l’image réciproque] de C par u
est un convere de R™ [resp. R"].

4. En particulier, si ¢ est une forme linéaire non nulle sur R™, alors pour tout
réel o lensemble H, = ¢~ (a) = {x € R" | ¢ (x) = a} est convere dans R"
comme image réciproque du convexe {a} de R par Uapplication linéaire p. Un
tel convexe H, est Uhyperplan affine d’équation ¢ () = a.

5. Pour toute forme linéaire non nulle ¢ sur R™, les ensembles H = ¢! ([, +00])
et Hy = ¢~ (|—00,a]) resp. H* = ¢~ (Ja, +oo) et Hy ™ = o (|=o0, )]
sont convexes dans H,. De tels convexes sont les demi espaces fermés [resp.
ouverts] limités par H,. En dimension finie, Uapplication x — ¢ (x) — « est
continue et en conséquence les demi-espaces HY et H [resp. HI™* et H,*]
sont biens bien des fermés [resp. ouverts] de R™.

Définition 4.7. Un polyédre dans R™ est une partie bornée de E qui peut
s’écrire comme intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés.

Pour n = 2, on retrouve la notion de polygone.
Un polyedre est fermé et convexe comme intersection d’ensembles fermés et
convexes. Etant fermé et borné, il est compact dans R™.

Exemple 4.3 L’ensemble P = {x e (RY)" | |lz|l, = Zﬂ% = 1} est un polyédre
i=1
conveze (exercice 4.4).


Rectangle


144 Matrices positives et irréductibles

Définition 4.8. Si X est une partie de R™, on appelle alors enveloppe
conveze de X, l'intersection de tous les convexres de R™ qui contiennent X.

Cette enveloppe convexe est aussi le plus petit convexe de R™ contenant X.

On note Cv (X)) 'enveloppe convexe de X. C’est un convexe de R".

Une définition équivalente de la notion d’enveloppe convexe est donnée par le
résultat suivant.

Théoréme 4.14.

Si X est une partie non vide de R™, ’enveloppe convexe de X est alors
l’ensemble des combinaisons linéaires convexes d’éléments de X, c’est-a-
dire qu’un vecteur x est dans Cv (X)) si et seulement si il existe des vecteurs

P
21, ,&p dans X et des réels positifs ou nuls A1, -+, A, tels que Z)\i =1
i=1
z K3
et x = Z/\ixi’ ce qui peut aussi s’exprimer en disant que x est barycentre

i=1
de points de X affectés de coefficients positifs.

Preuve. Notons B (X) 'ensemble des combinaisons linéaires convexes d’éléments
de X. On montre tout d’abord que B (X) est convexe, ¢’est donc un convexe de F
contenant X et en conséquence il contient Cv (X).

p q
Six = Z)‘ixi et y = Z,uiyi sont dans B(X), avec A; > 0, z; € X pour

=1 i=1

p q
1§i§p7,uiZO,yZ—EXpourlgigqetZ)\i:Z,uizl,alorspourtout

i=1 i=1
P

q
t €10,1], le vecteur z = (1 —t) x + ty s’écrit z = Z (1 —t) Ny + Ztuiyi, avec
i=1 i=1
(1—t)Xi>0,tu; >0,pour 1 <i<p, 1<j<gqget:

i(l—t)kﬁiwi:(l—twtﬂ

=1 i=1

ce qui signifie que z € B (X).

On montre ensuite par récurrence sur p > 1 que toute combinaison linéaire
convexe de p éléments de X est dans Cv (X). Pour p = 1, le résultat découle de
X C Cv(X). Pour p = 2, si 21,22 sont dans X et Ay, Ao sont des réels positifs
tels que A1 + Ao = 1, A\jz1 + Aoxo est alors dans Cv (X)) puisque cet ensemble est

convexe. Supposons le résultat acquis pour p > 2 et soient x1,--- ,xp41 dans X,
p+1 P
Aty 5 Apg1 dans RT tels que Z)‘i = 1. Notons \ = Z)\i. Pour A\ = 0, tous les
i=1 i=1
p+1

A pour 1 <@ < p, sont nuls et A\,11 = 1, de sorte que Z)\ixi = Tpy1 est dans
i=1
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P
s
Cv (X). Pour A # 0, on a par hypothese de récurrence, 2’ = ZXZ%’ € Cv(X) et

i=1
p+1
Z’\ixi = A2’ + A\pr12p41 € Cv (X) puisque A >0, A\pp1 > 0et A+ Apy1 =1. On
i=1
a donc ainsi montré que Cv (X) = B(X). O
Le théoreme de Carathéodory qui suit, nous permet de préciser que dans le
résultat qui précede, on peut toujours avoir p < n + 1.

Théoreme 4.15. Carathéodory

Si X est une partie non vide dans R™, tout élément de ’enveloppe convexe
de X est alors combinaison linéaire convexe de p < n + 1 éléments de X.

Preuve. On sait déja que tout élément de Cv (X)) s’écrit x = Z)‘ixi avec r; € X,

i=1
P

A € Rt et Z)‘i = 1. Pour p <n+1, il n’y a rien a montrer. Supposons donc que
i=1
p > n+1. La famille de vecteurs (z; — 1)y, <, formé de p—1 > n vecteurs est alors

P
liée et il existe des réels pa, - - - , 11, noN tous nuls tels que Z“i (x; — 1) =0, ce qui
P P = P
peut aussi s’écrire en posant g = —Z,ui, Z/li-ri = 0 avec Z,ui = 0. On peut
i=2 =1 i= 1
P
alors écrire, pour tout réel positif ¢, z = Z (Ni — tp;) @y, avec Z —tp;) = 1.
=1

Comme les coefficients p; sont tous non nuls de somme nulle, il en ex1ste au moins
un qui est strictement positif et on peut poser :

i A
tozmin{l|1§i§p, ui>0}:k
Hi Hk

pour un indice k£ compris entre 1 et p. En notant §; = \; — tous, pour 1 < i < p,
s
onad, =06 >0pour 1 <i<p(pour pg; >0, on a — > tg, soit §; > 0 et

3
P
pour p; < 0,0, >\ >0) et Zéi = 1. On a donc =z = Z d;x;, avec §; > 0,
i=1 i=1, i#k
P
Z 6; = 1, c’est-a-dire que x est combinaison linéaire convexe de p— 1 éléments
i=1, i#k
de X. Une récurrence descendante nous permet alors de conclure. O

Corollaire 4.7 : L’enveloppe convexe d’un compact de R est compacte.
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Preuve. On désigne par A le compact de R**! défini par :

n+1
A- {A € (&)™ A = S = 1}
1=1

et, pour X compact non vide dans R", par ¢ I'application définie par :

n+1
VAz) €Ax X" o(\a) = N
=1

Le théoréme de Carathéodory nous dit que I'image de ¢ est exactement ’enveloppe
convexe de X, donc Cv (X) = ¢ (A X X”H) est compacte dans E' comme image
du compact A x X"+ (produit de compacts) par application continue ¢. (Il

Corollaire 4.8 : L’enveloppe conveze d’une partie bornée de R™ est bornée.

Preuve. Si X est une partie bornée de R™, elle est alors contenue dans une partie
compacte Y et Cv (X) est bornée car contenue dans le compact Cv (V). |
Pour la démonstration du théoreme du théoreme de Birkhoff, nous aurons éga-
lement besoins du théoreme de projection sur un convexe fermé et du théoreme de
Krein-Milman qui suivent.
Pour ce qui suit, R™ est muni de sa structure euclidienne canonique.

Théoréme 4.16. Projection orthogonale sur un convexe fermé

Soit C' une partie non vide de R™ conveze et fermée. Pour tout x € R™,
il existe un unique y € R" tel que :

= = inf = 4.2
Ce vecteur y € R™ est également caractérisé par :

VeelC, (x—ylz—y) <0 (4.3)

Preuve. L’ensemble {||x —z||, | z € C'} est une partie non vide minorée de R,
elle admet donc une borne inférieure § = ing ||z — 2|, . Par définition de cette
z€

borne inférieure, on peut construire une suite (yx),~; d’éléments de C telle que :

1
Vk>1, 82 < |l —yls < 7t (4.4)
Pourg>p>1,ona:

2 2

lyq — yp||2 = [[(yq —2) + (= —yp) I3
2 2 2
=2 (llyg — 2ll3 + e = 5pl3) = (g —2) = (@ = )3
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2
1 . 1
T — 5 (yp +yq)|| > 46% puisque 3 (yp +yq) €C

(qui est convexe). On a donc, pour ¢ >p > 1:

2
avec [|(yq — ) = (z = yp)ll; = 4

2

oo = 0l <2 (o = ol + o = l2) ~ 452 <2 (34 3) o < 2

et il en résulte que la suite (y),~, est de Cauchy dans I'espace complet R"™, elle
est donc convergente et sa limite y est dans C' qui est fermé.

Et en faisant tendre k vers I'infini dans (4.4), on obtient ||z —y||, = J. On a
donc Vexistence de y € C vérifiant (4.2) et il reste & montrer I'unicité.

Si z est un autre élément de C' vérifiant (4.2), on a alors :

2 2
ly —2lz = ll(y —2) + (z = 2)[l;
2

x—l(y+2)

2 2
=2(lly—all3 + o = 215) =4 |} - 5

2
2

<462 —46%2=0
2

1
=46 —4 w—§(y+z)

1
puisque 3 (y + z) € C (qui est convexe) et nécessairement z = y.

Soit y I'élément de C' vérifiant (4.2), cet ensemble étant convexe, pour tout z
dans C et tout ¢ € ]0,1], le vecteur v = (1 —¢) y + ¢tz est dans C et on a :

e = wlly < lle—vlly = llz = yll; =2z —y | 2 = y) t + ||z~ yl32°
ce qui équivaut a :
Vze O, vtel0], 2(x—y|z—y) < |z —ylit
En faisant tendre ¢t vers 07, on aboutit & :
Vzel, (x—y|lz—y) <0

Réciproquement supposons que u € C vérifie (4.3). Pour tout z € C, on peut
écrire :
2 2
[z =25 = l[(z —u) + (u=2)5

2 2 2
=z —uly; = 2@ —ulz—w) +[lu =yl > [lo - ull;

ce qui équivaut & dire que ||z — ul|, = ing |z — 2|, et nécessairement u=y. O
zE

Avec les hypotheses et notations du théoréme précédent, la borne inférieure
0= in?j |z — 2|, est la distance d (z,C') de = a C. Le vecteur y € C réalisant cette
ze

distance est la meilleure approximation de x € R™ par des éléments du convexe
C. Ce vecteur y étant également caractérisé par (4.3) est de ce fait aussi appelé
la projection orthogonale de x sur C et noté y = pc (z). L'application pc ainsi
définie de R™ sur C' est la projection orthogonale de R™ sur C.
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Corollaire 4.9 : Soit C une partie convexe fermée non vide de R™ distincte
de R™. Si pour x dans R™\ C, on désigne par D la droite vectorielle dirigée
par x — pc (x) et par H Uhyperplan affine passant par x et orthogonal a D,
s01it :

H=xz+D!'={zeR"|(z—po(z)|z—2) =0}

cet hyperplan contient alors x et C' est contenu dans le demi-espace ouvert :
H* ={2eR" | {(z —pc (z) |z — 2z) > 0}

Preuve. On a bien x € H et pour tout z € C, on a :

(—pc(2) |z —z2) = (z—pc (@) | (& - pe (x) + (pe () — 2))
= ||z = pc (2)]5 — (= — pc () | 2 = pc (x))
> |z — pe (2)]3 >0

puisque z ¢ C. a
On note (ex); <<, la base canonique de R™ et (e}), ., ., sa base duale (définie

n
par e; <Z$k6k> =uz; pour 1 <i<n).
k=1
P o
Si X est une partie non vide de R™, sa frontiére est alors Fr (X) = X \ X.

Définition 4.9. Soit C' un convezre dans R™ non vide et distinct de R™.
On dit qu’un hyperplan affine H est un hyperplan d’appui de C' st H N C

est non vide et C est contenu dans l'un des demi-espaces fermés limités par
H.

On rappelle que pour toute forme linéaire ¢ sur R™, on peut trouver un unique
n
vecteur v € R™ tel que pour tout z € R™, on ait ¢ (z) = (z | v) (v = Z(p (er) ex)
k=1
et ce vecteur est non nul pour ¢ est non nulle.

Lemme 4.14 Soit C' un convexe dans R™ non vide et distinct de R™. Si H est un
hyperplan d’appui de C, tout point de H N C' est alors un point frontiére de C.

Preuve. Soit H un hyperplan d’appui de C' d’équation ¢ () = «.

Soit @ € H N C et supposons que ¢ (z) = (x | v) > a pour tout x dans C. Si
a n’est pas dans la frontiere de C, il existe alors un réel € > 0 tel que la boule
ouverte B (a,e) de centre a et de rayon e soit contenue dans C. Pour tout réel
t > 0 assez petit, on a a —tv € C et :

2
p(a—to) = (a|v)—tllol2 < {a] v) = a
en contradiction avec ¢ (a — tv) > «. On a donc a € Fr (C). O
P
Exemple 4.4 Soit C = ﬂH;r C R™ un polyédre conveze, ot H = ;7 ([av;, +00])

i=1
les p; étant des formes linéaires non nulles sur E et les a; des réels. Stz € C
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est tel que p; () > «; pour tout i compris entre 1 et p, avec la continuité des

applications p;, on déduit alors qu’il existe un réel € > 0 tel que la boule ouverte
P

B (z,¢) de centre x et de rayon € soit contenue dans C' = an et en conséquence
i=1

x est dans Uintérieur de C, donc x ¢ Fr(C). On a donc ainsi montré que pour

tout © € Fr(C), il existe un indice i compris entre 1 et p tel que @; () = oy et

H; est un hyperplan d’appui de C qui contient x. C’est-a-dire que tout point de la

frontiére de C est contenu dans un hyperplan d’appui.

En fait ce résultat est valable pour tout convexe fermé dans R" euclidien.

Lemme 4.15 57 C est un convexe fermé dans R™ non vide et distinct de R™, tout
point de la frontiere de C' est alors contenu dans un hyperplan d’appui de C.

Preuve. Soit a dans la frontiere de C. Pour tout entier naturel non nul k& on

peut trouver un élément x; dans la boule ouverte B | a, T de centre a et de

1
rayon - qui n’appartient pas & C. On note yr = pc (z) la projection de x
1
sur C, z, = ———— (v, —yx) et Hy, = {2z € E | (2 | x — z) = 0} Phyperplan
1z5 = Yl

affine passant par xj, et orthogonal a zj. Le corollaire 4.9 nous dit alors que C est
contenu dans le demi-espace ouvert H, ™ = {z € F | (2 | 2 — 2z) > 0}. Chaque
vecteur z étant dans la sphere unité de E qui est compacte, on peut extraire de
la suite (z),~, une sous-suite (zw(k)) ,>1 dui converge vers un vecteur v de norme
1. En considérant que la suite (v4),, converge vers a et en utilisant la continuité
du produit scalaire, on déduit que pour tout z dans C on a :
(vla—z) = lm (zu [zemw —2) 20
c’est-a-dire que C' est contenu dans le demi-espace HT = {z € E'| (v | a — z) > 0},
le vecteur a étant dans I'hyperplan H d’équation (v | a — z) = 0. Cet hyperplan
H est donc un hyperplan d’appui de C. (Il
Par analogie & la notion de sommet d’un polygone dans R?, on définit de ma-
niére plus générale les sommets, ou points extrémaux, d'un convexe de la maniere
suivante.

Définition 4.10. Soit C un convexe non vide de R™. On dit qu’un point a
de C' est un point extrémal si tout segment dans C' qui contient a admet ce
point pour extrémité.

Dire que a dans le convexe C' est extrémal équivaut a dire que si a € [z, y] avec
x,y dans C, on a alors a = x ou a = y, ce qui est encore équivalent a dire que si
a=(1—t)x+tyavec z,y dans C et 0 <t < 1, on a alors a = x = y.

Une définition équivalente de point extrémal d’un convexe est donnée par le
résultat suivant.

Lemme 4.16 Soit C un convexe non vide de R™. Un point a de C' est extrémal
si, et seulement si, C'\ {a} est conveze.
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Preuve. Soit a € C extrémal et 2,y dans C'\ {a} . L’ensemble C' étant convexe,
on a [z,y] C C et a € [z,y] entraine x = a ou y = a, ce qui est exclu. On a donc
[z,y] € C\{a}. On a donc ainsi montré que C'\ {a} est convexe. Réciproquement,
supposons C'\ {a} convexe et soit [z, y] un segment dans C' qui contient a. Si x,y
sont tous deux dans C'\ {a} qui est convexe, on a alors a € [z,y] C C\ {a}, ce
qui est impossible. On a donc = a ou y = a, ce qui prouve que a est extrémal
dans C. a

Exemple 4.5 Les points extrémaux de P = {x e (RY" | ||z|l, = le = 1}
sont les vecteurs de la base canonique (exercice 4.6).

De maniére plus générale, un convexe compact admet des points extrémaux.
Lemme 4.17 Un convexe compact non vide dans R™ a des points extrémauc.

Preuve. Soit C' un convexe compact non vide dans R"™. L’application e} étant

continue sur le compact C, elle y est bornée et atteint sa borne inférieure, on

peut donc poser t; = ing ef (x) (t1 est la plus petite des premiéres composantes
S

n
d’éléments de C). L’ensemble Cy = {x =tie; + inei |z € C’} est alors un
i=2
compact non vide de E (il est fermé et borné) et on peut poser to = iné es(x).
zely
n

En continuant ainsi de suite, on construit un vecteur u = E tie; dans C' et on

i=1
vérifie qu’il extrémal. Si u = (1 —t)x + ty avec z,y dans C et ¢t dans |0, 1],
de t; = (1—t)xy + tyr avec t1 < x1, t1 < y; et 0 < t < 1, on déduit que
nécessairement t; = x; = y;. Puis par récurrence, vue la construction des ¢y, on
déduit que tx = zp = yx pour tout k£ compris entre 1 et n. On a donc u =z =y,
ce qui prouve que u est extrémal dans C. O

Lemme 4.18 57 C est un convexe compact non vide dans R™, pour tout hyperplan
d’appui H de C, CNH (qui est convexe compact et non vide) admet alors des points
extrémauz qui sont aussi des points extrémauz de C.

Preuve. Notons H = {z € R" | ¢ (z) = a} un hyperplan d’appui de C. On a
¢ () > « pour tout & € C et H contient un point frontiere de C. L’intersection
C N H est alors un convexe compact non vide et il admet des points extrémaux
(lemme 4.17). Soit = un point extrémal de C'N H. Si il existe y, z dans C et ¢ dans
10, 1] tels que x = (1 —t) y + tz, on a alors :

a=p@)=1-t) el +te(z)>1-t)a+ta=a«a

si ¢ (y) > aou p(z) > a, ce qui est impossible. On a donc ¢ (y) = a et p (2) =
c’est-a-dire que y et z sont dans C N H et y = z = x puisque = est un point
extrémal de C'N H. En conclusion z est un point extrémal de C. ]
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Théoréme 4.17. Krein-Milman

Tout compact convexe dans R™ est [’enveloppe convexe de ses points ex-
tréemauz.

Preuve. Soit C un convexe compact non vide dans R™. On note S (C') 'enveloppe
convexe de 'ensemble des points extrémaux de C. On a S (C) C C.

Supposons qu'il existe a € C' qui n’est pas dans S (C). On a alors a ¢ S (C),
ce dernier ensemble étant convexe (’adhérence d’un convexe est convexe) et fermé
dans E. On peut donc utiliser le corollaire 4.9 pour dire qu’il existe un hyperplan
affine d’équation ¢ () = « contenant a et tel que ¢ (x) > « pour tout = € S (C).
L’image de C par ¢ est convexe (image d’un convexe par l'application linéaire
©) et compacte (image du compact C' par 'application continue ¢) dans R, c’est
donc un intervalle réel [u,v] qui contient « (puisque ¢ (a) = «). Désignons par K
Ihyperplan affine d’équation ¢ (z) = u. On a K NC # () et ¢ (x) > w pour tout
x € C car [u,v] = ¢ (C), c’est-a-dire que K est un hyperplan d’appui de C' et le
lemme 4.18 nous dit que K contient des points extrémaux de C, si x est I'un de
ces points, il est alors dans S (C) et ¢ () > a > u en contradiction avec ¢ (z) = u
(z est dans K). On a donc C C S(C) et C=5(C). O

On note B,, (R) ensemble des matrices bistochastiques dans M., (R) et &, (R)
le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué des matrices A = ((ai;)),<; ;<, Véri-

n n
fiant Zaik = Zakj = 0 pour tous ¢, j compris entre 1 et n.
k=1 j=1

Lemme 4.19 L’espace vectoriel &, (R) est de dimension égale ¢ (n —1)*.

Preuve. On note ¢ lapplication linéaire qui associe a toute matrice X =
((i,4))1<i j<n dans &, (R) la matrice Y = ((#i;)),<; j<,q - S1 X € & (R) est
telle que ¢ (X) = 0, on a alors x;; = 0 pour tous 7,j compris entre 1 et n — 1,

n—1 n—1
Tin = — E z;x = 0 pour ¢ compris entre 1 et n — 1, et z,, = — E Tpn = 0,
k=1 k=1

c’est-a-dire que X = 0 et ¢ est injective.
Pour toute matrice Y € M,,_; (R), en posant :

n—1 n—1
xnz—g yikaﬂfnj:—g Yrj, (1 <4, <n—1)

k=1 k=1

n—1 n—Iln—1 n—Iln—1
on a E Tip = — g g Yik = E E Yik = g Tnk, de sorte que la matrice :
i=1 i=1k=1 k=1i=1
Y11 T Yi,n-1 T1in
X = Yn—1,1 " Yn—1,n—1 Tp—1,n

Tnl Tt ahun—l 4’}: xﬁn
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est dans &, (R) avec ¢ (X) =Y. L’application ¢ est donc surjective. Il en résulte
que ¢’est un isomorphisme et dim (&, (R)) = dim (M,_; (R)) = (n —1)*. O

Lemme 4.20 B, (R) est un polyédre conveze dans M,, (R) et les points extrémaux
de ce polyédre sont les matrices de permutations.

Preuve. 1l est facile de vérifier que B, (R) est fermé et borné, donc compact.
Dire que A = ((ai,5)),<; j<,, est dans By, (R) équivaut a :

n n
aij >0,y ap =1, ay=1(1<i,j<n)
k=1 j=1

En notant (E ) \<ij<n la base duale de la base canonique de M,, (R) (définie par

E} (A) = agj), et pour 1 <4,j <n, L] et C7 les formes linéaires définies sur

M, (R) par L = ZE;‘k, Cr= ZEZJ., on déduit que A € B, (R) équivaut a :
k=1

Ei*j(A)Z(), Li(A) =1, C’;‘(A):1 (1<i,j<n)

Il en résulte que B, (R) est un polyedre convexe dans M, (R).

Soit A une matrice de permutation et supposons que A = (1 —t) X 4+ tY avec
X,Y dans B, (R) et 0 < ¢t < 1. Sur chaque ligne i de la matrice A il y a un seul
coefficient non nul a;; = 1 et pour k # j, on a 0 = a; = (1 —t) 24 + tyi qui
entraine que zj, = yir = 0 et z;; = y;; = 1 puisque tous les coefficients d'une
matrice bistochastique sont positifs ou nuls et la somme des termes d’une méme
ligne vaut 1. On a donc X =Y = A. On a donc ainsi montré que les matrices de
permutation sont des points extrémaux de B, (R).

Pour la réciproque, on procede par récurrence sur n > 2. Pour n = 2, une
matrice stochastique est de la forme A = ( 1 f a 1 ; a ) avec 0 < a < 1. Si
cette matrice est de permutation c’est alors un point extrémal de By (R), sinon
on a 0 < a < 1. Supposons, ce qui n’est pas restrictif, que 0 < a <1 —a < 1, soit

1
0<a< 3 En posant :

0 1 10 0 1
X_A+a<1 o)‘“(o 1)_(1 0)

0 1 10 2a 1—2a
YAa<1 0>+a<0 1)<1—2a 2a )

1
onaXEBg(R),YEBQ(R),A:5(X—|—Y),avecA7éX,A;«éY,cequisigniﬁe

que A n’est pas extrémal. Le résultat est donc montré pour n = 2. Supposons le
acquis pour n — 1 > 2 et soit A € B, (R) un élément extrémal. On montre tout
d’abord que la matrice A a au plus 2n — 1 coefficients non nuls. Supposons que A
ait au moins 2n coefficients non nuls que nous notons a;, ;, avec 1 <k < 2n et les
couples (i, jr) deux & deux distincts. On désigne par H le sous-espace vectoriel
de M,, (R) de dimension 2n engendré par les matrices E;, j,, pour 1 < k < 2n,
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o (Eij) <, j<, désigne la base canonique de M, (R). On a HN&, (R) # {0} &
cause des dimensions. Il existe donc une matrice B € HN &, (R) \ {0}. Si pour
tout réel t, on note C; = A+ tB, on a alors ¢;; = a;; pour (4,j) # (ix,jr) et
Cig.ju = Giy,j, + iy, 5, > 0 pour t v01sm de 0 (on a a;, i >0 pour tout k), puis

avec B € &, (R), on déduit que ZCZ’“ = Za”f =1, ch] Zak] = 1 pour

tous 4, j. Pour ¢ € |—¢,¢[ \ {0} avec ¢ > 0 assez petit, les matrlce C’t et C_; sont
1
donc dans B, (R) et A = 3 (Cy+C_y) avec A # Cy, A # C_4, en contradiction

avec A extrémal. La matrice A a donc au plus 2n — 1 termes non nuls et il existe
nécessairement une ligne d’indice 7 de cette matrice avec un seul coefficient a;; non
nul, ce coeflicient valant 1. La matrice A étant bistochastique, tous les coefficients
de la colonne j, excepté celui en ligne 4, sont nuls. La matrice A’ extraite de A
en supprimant la ligne ¢ et la colonne j est alors dans B,_;1 (R) et extrémale.
En effet si A" € [B',C’] avec B’,C" dans B,_1 (R), on a alors A € [B,(], ou
B, C sont dans B, (R) telles que b;; = ¢;; = 1 et B’,C’ sont extraites de B,C
en supprimant la ligne i et la colonne j et A = B ou A = C, ce qui entraine
A’ = B’ ou A’ = B’. Avec ’hypothése de récurrence, on déduit alors que A’ est
une matrice de permutation dans M,,_1 (R) et A est une matrice de permutation
dans M, (R). O

De ce résultat et des théoremes de Krein-Milman et de Carathéodory (théoréemes
4.17 et 4.15), on déduit enfin le résultat suivant.

Théoreme 4.18. Birkhoff
Une matrice A € M,, (R) est doublement stochastique si, et seulement
P

st, elle s’écrit A = Z)\kPk, oup < (n-— 1)2 + 1, les Py sont des matrices
k=1

P
de permutation et les N\ des réels positifs tels que Z)\k =1.
k=1

Preuve. L’ensemble des matrices bistochastiques étant un polyedre convexe dans
Pespace vectoriel M, (R), le théoréme de Krein-Milman nous dit que c’est I'en-
veloppe convexe de ses points extrémaux, donc de I’ensemble des matrices de per-

mutations. Toute matrice A € B,, (R) s’écrit donc A = Z,ukPk, ou les P sont des

k=1
q

matrices de permutation et les py des réels positifs tels que Z,uk = 1. En écrivant

k=1
Z,uk P, — 1), on déduit que A — I, est dans Cv (X)) C &, (R) formé
des matrlces P, — I, ot ¢ parcourt I’ensemble des permutations de {1,--- ,n}.
p

Le théoreme de Carathéodory nous dit alors que A — I, = Z)\k (P, — 1I,), ou
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p<dim(&, (R)) +1= (n—1)>+1, les Py sont des matrices de permutation et

P P
les A\ des réels positifs tels que Z/\k =1, ce qui équivaut a A = Z/\kpk' O
k=1 k=1
4.6 Exercices
Ezercice 4.1. Pourn > 2, on note J, = {1,--- ,n}, B = (ex),<p<, la

base canonique de R™ et on désigne par A € M,, (R) une matrice positive.
Pour i,j dans J,, m € N* on note L (i,7,m) la proposition :

o s io = 4, im = J
El(lOa 77/m) S Jn tel que { vk € {0’ ,mfl}, aik7ik+1 #0

et L (i,7) la proposition :
Im € N* tel que L (i,j,m) est vraie
1. Montrer que la propriété L est transitive dans le sens ot L (i,7) et L (4,r)

vraies pour i, j,r dans I, entraine L (i,r) vraie.

2. Montrer que si A est réductible et si (I,J) est une partition non triviale
de I, telle que a;; = 0 pour tout (i,7) € I x J, alors pour tout couple
(i,5) € I x J, L(i,7) n'est pas vraie.

3. Soit j fixé dans J,. On note J la partie de J, constituée de j et des
indices i € J, tels que L (i,j) est vraie. Montrer que le sous-espace
Vy = Vect{e; | i € J} est stable par A.

4. Déduire de ce qui précéde I’équivalence :
(A irréductible) < (Pour tout (i,5) € JZ, L(i,7) est vraie)
5. On suppose que L (i, ) est vraie, avec i # j. Montrer qu’il existe m dans
Jn—1 tel que L (i,7,m) soit vraie.
6. Pour tout m € N*, on pose A™ = ((ai?))) . Montrer que pour
’ 1<i,j<n
1 # j on a ’équivalence :

(L (i,7,m) est vraie) < (agz}) > 0)

7. En conclure que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la matrice A est irréductible ;
(b) pour tout (i,5) € J> tel que i # j, il existe m € J,_1 tel que
a(m) >0-:
] 2

(c) (I, + A" ' > 0.
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Solution.

1. Si L(4,7) et L(j,r) sont vraies, il existe alors des entiers naturels non nuls m et
p, des suites d’éléments dans J,, (ig = 4,41, ,im =7) et (Jo=7,J1, - ,Jp =T7)
tels que a;, i, #0pour k =0,--- ,m—1etaj, j_ ., #0pourk=0,---,p—1.
En posant g =m +p et :

(80781a"' 7Sq):(i0:iai17"' 7im:j0:jajla"' ajp:’r)

on a ag, s, 70 pour k=0,---,q— 1, c’est-a-dire que L (i,r) est vraie.

2. Supposons la matrice A réductible et soit (I,.J) une partition non triviale de
Jy, telle que a;; = 0 pour tout (i,7) € I x J. Pour (i,j) € I x J, m > 1 et
(igy*+ yim) € JITL avec ig = i, iy, = j, en désignant par k le plus grand indice
compris entre 0 et m — 1 tel que i € I, on a (ig,ix1) € I X J et a;y 4., =0,
la proposition L (i,j,m) est donc fausse pour tout m > 1 et également la
proposition L (,7).

3. Supposons V; non stable par A, il existe alors un indice i € J tel que Ae; ¢ Vy,

n

soit Ae; = Zakiek avec ap; # 0 pour un indice k ¢ J. On a donc k # j. La
k=1

propriété L (k,i,1) est donc vraie ((ig,i1) = (k,i) € J2 et a;,i, = ar; # 0)
ainsi que L (k,4) . Sii = j, alors L (k, j) est vraie avec k # j, ce qui signifie que
k € J en contradiction avec k ¢ J. On a donc ¢ # j et ¢ € J, ce qui signifie
que L (i,7) est vraie. Mais L (k,i) et £ (i,j) vraies entraine L (k,j) vraie par
transitivité et comme k # j, cela veut dire que k € J toujours en contradiction
avec k ¢ J. En conclusion V est stable par A.

4. Onavuen 2 quesi A est réductible il existe alors un couple (4, j) dans J2 tel que
L (i,7) n’est pas vraie. On déduit donc que si £ (7, j) est vraie pour tout (i, )
dans J2, A est alors irréductible. Réciproquement supposons A irréductible.
Pour tout j € J,,, 'ensemble J de la question précédente n’est pas vide (5 € J)
et espace V associé est stable par A, ce qui entraine J = J,, (théoréme 4.5),
encore équivalent & dire que L (4, 7) est vraie pour tout i € J, \ {j}. Sin > 2,
pour tout j € J, il existe alors ¢ # j dans J,, et L(i,7), £ (J,1) vraies entraine
par transitivité que £ (j, j) est vraie. On a donc bien L (4, j) est vraie pour tout
i€ Jp.

5. Si on suppose L (i,7) vraie avec i # j, il existe alors un entier m > 1 et un
m-uplet d’entiers (ig,--- ,im) avec ig = i, iy, = j tels que a4, 4,., # 0 pour
k=0,---,m—1. On désigne par m le plus petit entier naturel non nul vérifiant
cette propriété. Pour cet indice m les entiers i; sont nécessairement deux a
deux distincts. En effet si i, = i, avec 0 < p < ¢ < m, alors la suite (ix)y<p<,m
privée de i, convient aussi, ce qui contredit la caractére minimal de m. On a
donc card {ig, -+ ,im} = m + 1 avec {ig, - ,im} C Jn, donc m +1 < n, soit
m<mn-—1.

(m

n
. -1 ,
6. Pourm > 2 et i, j dans I,,, on a a;; ) = E aE,:n )akj. On montre par récurrence

k=1
sur m > 1 que pour ¢ # j dans J,, on a L (i, j,m) vraie si, et seulement si, a%n)
est strictement positif. Pour m = 1 ¢’est la définition de £ (7, j, 1) . En supposant
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(m

le résultat acquis au rang m — 1, on a a;; >0 si, et seulement si, il existe un

(m

entier kK € J, tel que a;, >0 et ar; > 0 et avec '’hypothese de récurrence
cela équivaut & l'existence de k € J, tel que L (i,k,m — 1) et L (k,j,1) soient
vraies, ce qui équivaut a l’existence d’entiers ig = 4,42, ,i,,—1 = k dans J,

tels que a;, i, # 0 pour tout p compris entre 0 et m — 2 et ax; # 0, encore
équivalent a L (i, j, m) vraie.
7. Si la matrice positive A est irréductible, pour i # j dans J,, la propriété L (i, j)

est alors vraie, ce qui entraine l'existence de m € J,,_1 tel que L (i, §,m) soit

(m)

vraie, encore équivalent a a;; ' > 0. Supposons que pour tous i # j dans J, il

existe m € J,_1 (dependant de i et j) tel que a( ™ > 0. Avec :

n—1 n—1
~1 ~1
Lo +A)" = (”k )A’f:InJrZ (”k )A’“
k=0 k=1

on déduit que le coefficient d’indice (i,4) de cette matrice est :

.._1+Z( > >1>0

et pour i # j, du fait qu'il existe un indice m compris entre 1 et m — 1 tel que
al;n) > 0, on a pour le coefficient d’indice (i) de (I, + A)" " :

n—1
Cij = Z < i > > C 2] >0

k=1

En définitive la matrice (I, + A)"~" est strictement positive. Si la matrice

n—1
_ n—

(I, + A)" ! est strictement positive, on a alors Z( & ) *) >0 pour tous
k=1

i # j dans J,, et il existe m € J,,_1 tel que L (4, j,m) soit vraie, ce qui entraine

que L (i,7) est vraie. On a donc L (4, ) vraie pour tous ¢ # j dans J,,, ce qui

équivaut & L (i,7) vraie pour tous i, j dans J, puisque n > 2, équivalent & dire

que A est irréductible.

Ezxercice 4.2. Montrer que, pour tout entier n > 3, la matrice de Wei-

o 1 0 - 0

landt A = 00 0 - 0 est primitive.
0 0 0 1
1 1 0 0

\ J

Solution. On utilise les notations et résultats de ’exercice précédent. Le coef-
ficient a; ;41 pour i compris entre 1 et n — 1 et le coefficient a,,; étant non nul,
on déduit que L (7,7) est vraie pour tous 4,j (par transitivité) et donc que A est
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irréductible. Le polynéme caractéristique de la matrice positive A est X™ — X — 1.
Avec le théoreme de Cayley-Hamilton, on a A™ = A+ I et AV = (Ao + I)n_1
est strictement positive puisque A est irréductible, la matrice A est donc primitive.
On peut en fait vérifier que le coefficient d’indice (1,1) de A" =2+ ogt nul et que
Arn' =22 5

Ezxercice 4.3. On dit qu'une matrice rectangulaire B € M, ., (C) est
non redondante si aucune de ses lignes ni aucune de ses colonnes n’est
nulle. Une matrice non redondante B € M, , (C) est dite décomposable
sl existe des matrices de permutation P € M, (C) et Q € M, (C) telles
B/
que PBQ soit de la forme 0 BP”
rectangulaires. Une matrice rectangulaire B est dite indécomposable si elle
est non redondante et n’est pas décomposable.

0 B
‘B0
Montrer que B est indécomposable si, et seulement si, C' est irréductible.

, ou B" et B"” sont des matrices

1. Soient B € M., ,, (C) et C = € My (C), avec £ = m + n.

2. Soit B € My, (R) une matrice a coefficients réels positifs ou nuls.
Montrer que si B est indécomposable, B 'B et ‘BB sont alors primi-
tives.

\ J

Solution.

1. Soit B € M,, ,, (C) non redondante et décomposable. Il existe alors une par-
tition (I,J) de {1,---,m} (les numéros de lignes) et une partition (K, L) de
{1,---,n} (les numéros de colonnes) telles que :

V(i,j)EIXKUJXL, bij:O

On définit alors la partition (U, V) de {1,--- ,m+n} par U = I U (m+ L),
V=JUu(m+K),otonaposé m+L={m+j|je€ L}etpour (ij)€UxV,
on a les quatre possibilités suivantes :

— soit ¢ >m+1et j >m+ 1, dans ce cas on a ¢;; = 0 par définition de la

matrice C' = ( tOB ? ) avec B € My, (C) et ‘B e M, (C);

— soit i > m+ 1 et 7 < m, dans ce cas en écrivant i = m + 7/, cij est le
coefficient de la ligne i’ et de la colonne j de ‘B, soit ¢;; = bjy avec
(4,1) € J x L, ce qui donne ¢;; = by =0;

— soit ¢ <m et j < m, dans ce cas on a ¢;; = 0 par définition de la matrice
C;

— soit ¢+ < m et j > m+ 1, dans ce cas en écrivant j = m + j', ¢;; est
le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j’ de B, soit ¢;; = b;;» avec
(i,j") € I x K, ce qui donne ¢;; = b;jy = 0.

On a donc ¢;; = 0 pour tout (7,j) € U x V et avec la symétrie de la ma-
trice C' on a également ¢;; = 0 pour tout (i,5) € V x U. Cette partition
(U,V) de {1, -+ ,m + n} définit donc une matrice de permutation P telle que
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PTICP = < %1 ]3 > , ce qui signifie que la matrice C' est réductible. Ré-
2

ciproquement supposons la matrice C' réductible, il existe alors une partition
(U, V) de{l,--- ,m+ n} telle que ¢;; = 0 pour tout (¢,j) € Ux VUV xU. On
définit alors les partitions (I, J) de {1,--- ,m} et (K,L) de {1,---,n} par :

I={1l,--- ,m}nU, J={1,---,m}NV

Pour (i,j) € I x K, on a (i,m+j) € U xV et ¢;;j = 0 (coefficient de la
ligne ¢ < m et de la colonne m + j de C), c’est-a-dire b;; = 0. De méme si
(t,j) € Jx Lyona (i,m+j) € VxU et ¢;; =0, soit b;; = 0. En conclusion
B est décomposable. On a donc ainsi montré que B est indécomposable si, et
seulement si, C' est irréductible.

2. Si D = B B est réductible, étant symétrique cela équivaut a l'existence d'une
partition (I, J) de {1,---,m} telle que d;; = 0 pour tout (i,j) € I x J, soit :

V(i,j) € I x J, > bigbjr =0
k=1

La matrice B étant positive, cela équivaut a :
V(Z,j) el xJ, Vke {1,~" ,n}, bz’k-bjk =0
On définit alors une partition (K, L) de {1,--- ,n} en posant :

K={ke{l,---,n}|3jeJ|bj#0}
L={ke{l,---,n}|Jel]|by#0}

En effet, pour tout k € {1, -+ ,n}ilexistei € {1, -+ ,m} = TUJ tel que b # 0
puisque B est supposée non redondante, on a donc k € KUL. Si k € K il existe
alors j € J tel que bji # 0 et b;pbjr = 0 pour tout ¢ € I entraine k ¢ L. On a
donc K N L = 0, ¢’est-a-dire que (K, L) est bien une partition de {1,--- ,n}.
Pour (i,k) € I x K, il existe j € J tel que b;, # 0 et bipb,r = 0 donne by, = 0.
De méme (i, k) € J x L donne b;, = 0. La matrice B est donc décomposable.
On a donc ainsi montré que si B est indécomposable alors B * B est irréductible.
De mani¢re analogue on montre que 'BB est irréductible. La matrice B ‘B
étant symétrique réelle positive (au sens euclidien) est diagonalisable & valeurs
propres réelles positives. Cette matrice étant positive et irréductible, son rayon
spectral r est valeur propre avec un espace propre de dimension 1, cette valeur
propre est donc simple (puisque B B est diagonalisable) et |A\| < r pour toute
autre valeur propre de B *B. Il en de méme de *BB puisque cette matrice a
méme polyndme caractéristique que B ‘B.

Exercice 4.4. Montrer que P = {m € (®RH" ||z, Zazl = 1} est un

polyédre conveze.
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Solution. L’ensemble P est borné puisque contenu dans la boule unité fermée de

(R™,[|-]l;) - En désignant par (e;),.,,, la base duale de la base canonique de R

(e () = z;, pour tout © = inei € R™) et par ¢ la forme linéaire définie par
i=1

e (@) >0 (1<i<n)
(“P)‘:){ o) > 1, p(r) <1

ce qui prouve que P est un polyedre convexe de R".

FEzxercice 4.5. Montrer que si C' est un convere compact dans R™ eucli-
dien, il est alors I’enveloppe convexe de sa frontiére.

Solution. L’ensemble C étant fermé, on a Fr (C) C C et Cv (Fr (C)) est contenu
dans C puisque C est convexe. Soit x un élément de C. Pour toute droite D
passant par x, D N C est convexe comme intersection de convexes, fermé comme
intersection de fermés et borné car contenu dans C' qui est compact, c¢’est donc un
convexe compact de D, c’est-a-dire un segment de D (qui peut étre identifiée & R
par le choix d’une origine). On a donc z € DNC = [y, 2] avec y, z dans la frontiére
de C, ce qui entraine x € Cv (Fr (C)). On a donc bien C' = Cv (Fr (C)).

FExercice 4.6. Montrer que les vecteurs de la base canonique de R™ sont

n
les points extrémaux du convere P = {x e (RY)" | |lz|l, = in = 1} .
i=1

Solution. Sie; = (1 —t)x +ty avec z,y dans P et 0 <t <1, on a alors :

[ OsijA
(1_t)xf+tyﬂ_{ 1sij=i

avec x;,y; positifs pour 1 <j <n.Si0 <t <1, onaalorsz; =y; =0 pour j #1

n n
et z; = y; = 1 puisque ij = Zyj = 1, c’est-a-dire que x = y = ¢;. Chaque
j=1 j=1
vecteur e; est donc extrémal dans P. Réciproquement si a est un élément extrémal
de P et a n’est égal a aucun des e;, ce vecteur a alors au moins deux composantes
a; et a; strictement positives avec 1 < i < j < n. Si t = min (a;,a;), on a alors
O<t<letenposantz=a+t(e; —ej)ety=a+t(—e;+e;),ona:

x:(a1,~~~ ,ai,l,ai+t,ai+1,~~ ,aj,l,aj—t,aj+1,-~~ ,an) cP
y:(alv"' 7ai717ai_t7ai+1a"' 7aj717aj+t7aj+17"' 7an) epr

1
avec a = — (x +y), c’est-a-dire que a est le milieu du segment [z,y] C P avec

a # x, a # y, en contradiction avec a extrémal. On a donc ainsi montré que les e;
sont les seuls points extrémaux de P.
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Chapitre 5

Systemes linéaires

K est le corps des réels ou des complexes, n est un entier supérieur ou égal a 2
et (er); <<, désigne la base canonique de K".

Pour i, entiers compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui d’indice (7,7) qui vaut 1. La famille (E; ;)
est alors une base de M,, (K).

Une matrice est notée A = ((ai;))
et j celui de la colonne.

On note I,, la matrice identité d’ordre n.

1<i,j<n

N . .
1<ij<n OU I'indice ¢ est le numéro de la ligne

5.1 Position des problémes et notations

On s’intéresse dans ce chapitre a la résolution de systeémes linéaires, Az = b,
de n équations a n inconnues a coefficients dans K et au probleme de I’inversion
d’une matrice de GL,, (K).

On distingue deux catégories de méthodes de résolution d'un systéme linéaire,
les méthodes directes et les méthodes itératives.

Si on suppose une précision infinie, les méthodes directes conduisent a la solu-
tion exacte du systeme en un nombre fini d’étapes alors que les méthodes itératives
donnent toujours une approximation de la solution, la solution exacte étant obte-
nue en un nombre infini d’étapes.

Les méthodes directes ont un caractere exact, mais pour les grands systémes,
la propagation des erreurs d’arrondis en diminue 'efficacité.

Les méthodes itératives sont bien adaptées au cas des matrices creuses (avec
beaucoup de termes nuls), car ces méthodes ne transforment pas la matrice de
départ, contrairement aux méthodes directes.

Pour l'aspect programmation on pourra consulter [ ?] ou [24].

Exemple 5.1 Une méthode directe, la méthode de Cramer : Si on note,
pour j = 1,2,--- ,n, A; la matrice déduite de A en remplacant par b sa colonne
numéro j, la solution du systéme Ax = b est alors donnée par les formules de
Cramer :

- det (Aj)

= G (a) U=
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n
En calculant un déterminant par la formule det (A) = Z sign (o) [ aj (),
ce6, J=1
ot &,, désigne l’ensemble des permutations de {1,2,...,n} et sign (o) la signature
de o, cela nécessite n! (n — 1) multiplications et (n! — 1) additions, donc environ
nn! opérations élémentaires. Comme il y a n + 1 déterminants a calculer puis n
divisions a faire, on aura donc un total d’environ n?n! opérations élémentaires d

effectuer, ce qui peut étre beaucoup trop important pour de grandes valeurs de n.

Les méthodes directes sont plutot adaptées au « petits systeme » (n < 50) et
les méthodes itératives aux « grands systemes ».

Les méthodes décrites dans ce chapitre sont utilisées pour la résolution des
systemes non linéaires par la méthode de Newton-Raphson et pour résoudre des
problemes d’interpolation et d’approximation.

Les méthodes itératives sont utilisées en relation avec les méthodes de diffé-
rences finies et d’éléments finies pour la résolution de certaines équations aux
dérivées partielles linéaires.

Si la matrice A et le vecteur b sont a coefficients complexes, en écrivant que
A=C+iD,b=a+if et x = £ +in, avec C, D, a,5,£,n a coefficients réels,
la résolution du systeme de n équations & n inconnues a coefficients complexes
Ax = b, se raméne a un systeme de 2n équations & 2n inconnues & coeflicients

... ( C =D &\ [ « .
réels < D C > < 0 ) = ( 3 ) . On peut donc se contenter de ne considérer

que les systemes a coefficients réels.
Si la matrice A est inversible, les colonnes de A~! sont alors les solutions des n
systémes linéaires :
Az =e; (j=1,2,..,n)

En effet, en notant pour tout j = 1,2, --- ,n, C; la colonne numéro j de A~' on
a AA™L = (ACy, ACy,--- ,AC,) = (e1, €2, -+ ,ep) = I, c’est-a-dire que le calcul
de l'inverse d’une matrice se ramene a la résolution simultanée de n systemes
linéaires de méme matrice. Le colit du calcul de l'inverse d’une matrice d’ordre
n est donc n fois supérieur a celui de la résolution d’'un systéme linéaire de n
équations a mn inconnues. Pour cette raison il est déconseillé, d’'un point de vue
numérique, d’inverser une matrice si cette opération ne s’avere pas nécessaire.

5.2 Problemes numériques liés a la résolution des
systemes linéaires

La précision des ordinateurs n’étant pas infinie, un algorithme de résolution
numérique d’un systéme linéaire ne donnera pas, en général, une solution exacte
mais seulement une approximation de cette solution.

D’autre part il sera important de savoir évaluer le temps de calcul nécessaire a
un tel algorithme.

Les erreurs numériques sont de trois types :

— les erreurs sur les données (pour des données expérimentales) ;

— les erreurs d’arrondis (calculs en virgule flottante) ;


Rectangle


Problémes numériques liés a la résolution des systémes linéaires 163

— les erreurs de troncature.

Les erreurs d’arrondis vont s’accumuler au cours des calculs, il est donc impor-
tant de connaitre le nombre d’opérations élémentaires que nécessite un algorithme.

Un systéme Ax = b est dit (théoriquement) dégénéré si det (A) = 0, mais
vérifier cette condition de maniere exacte nécessite une précision infinie. Il faut
donc définir un concept de dégénérescence numérique d’un systeme linéaire.

Un systeme sera dit numériquement dégénéré, si la valeur de son déterminant
calculé en machine est non significative (c’est-a-dire trop petite ou trop grande).

1
Exemple 5.2 La matrice de Hilbert définie par H,, = <<)> est
i+i=1) icij<n

symétrique définie positive, donc non dégénérée. En fait, on a det(H,) = T n—l ,
2n—1

n
ot &, = Hk! (exercice 5.2). Pour n grand, on a det (Hy),,,chine = 0 €t le

k=1
systéme est numériquement dégénéré, mais non dégéneéré.

Des exemples de calculs de déterminants de matrices de Hilbert, en utilisant,
d’une part la décomposition LR et d’autre part la formule de Hilbert sont donnés
dans le tableau qui suit.

n Déterminant Formule Déterminant calculé avec LR
1 | 1.00000000000000E+00 1.00000000000000E4-00
2 8.33333333333333E-02 8.33333333333333E-02
3 4.62962962962963E-04 4.62962962962961E-04
4 1.65343915343915E-07 1.65343915343930E-07
5 3.74929513251509E-12 3.74929513251290E-12
6 5.36729988735869E-18 5.36729988682088E-18
7 4.83580262392612E-25 4.83580261566227E-25
8 2.73705011379151E-33 2.73705023258196E-33
9 9.72023431192500E-43 9.72026335654786E-43
10 | 2.16417922643149E-53 2.16436997064480E-53
11 | 3.01909533444935E-65 3.02449714771783E-65
12 | 2.63778065125355E-78 2.70874882840569E-78
13 | 1.44289651879114E-92 Pivot trop petit dans LR
14 | 4.94031491459083E-108 Pivot trop petit dans LR
15 | 1.05854274306972E-124 Pivot trop petit dans LR
16 | 1.41913921144317E-142 Pivot trop petit dans LR
17 | 1.19027124270300E-161 Pivot trop petit dans LR
18 | 6.24486061412311E-182 Pivot trop petit dans LR
19 | 2.04934373331812E-203 Pivot trop petit dans LR
20 | 4.20617895662473E-226 Pivot trop petit dans LR
21 | 5.39898624190004E-250 Pivot trop petit dans LR

Dans la pratique, les coefficients de la matrice et du second membre ne sont
connus que de facon approximative. Un probléeme important est donc de savoir
si de petites variations sur ces coefficients peuvent entrainer de grosses variations
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sur la solution. La notion de conditionnement d’une matrice (paragraphe 3.5) nous
fournit un outil qui permet d’analyser ce probleme.
Les matrices de Hilbert sont mal conditionnées (exercice 3.23).

5.3 Cas des matrices triangulaires

On suppose pour ce paragraphe que la matrice A est inversible, triangulaire
supérieure et a coefficients réels ou complexes. Le systeme Ax = b s’écrit alors :

A% + Qi1 Tig1 + -+ Gy =b; (1 <7< n)

avec ay; 7 0 pour tout i = 1,--- | n et la résolution de ce systéme se fait alors « en
remontant » :
bn,
T =
nn
n
bi— > aix;
j=it1 .
T, = (i=n-—1,---,1)

Qi
Pour un systéme triangulaire inférieur, on procede de méme « en descendant ».
Pour le calcul de l'inverse d’une matrice triangulaire on utilise le fait que les
colonnes de A~ sont les solutions des systémes Az = e; avec i compris entre 1 et
n, ce qui donne, pour A triangulaire inférieure, pour les coefficients de U = A~! :

1
Ujj = —
A
k—1
> ajtgi
Upj = — (1<i<k<n)
Gk

Si la matrice A est triangulaire supérieure la matrice *A est alors triangulaire
inférieure et on peut alors écrire A=1 = t(tA)~L

5.4 Matrices de dilatation et de transvection. Opé-
rations élémentaires

Définition 5.1. On appelle matrice de transvection toute matrice de la
forme Ty; (N) = I, + AE;j, avec 1 <i# j<netXeckK

Définition 5.2. On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme
DiN)=I,+(AN—1)Ey, avec 1 <i<n et A € K*.
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Définition 5.3. On appelle matrice élémentaire une matrice de dilatation
ou de transvection.

Lemme 5.1 Une matrice élémentaire est inversible d’inverse T;; A= T;j (=)

_ 1
pour une matrice de transvection et D; (\) Y= p, (A) pour une matrice de di-

latation.

Preuve. Pour 1 <i# j<netXeKonaT;NT,(-\ =1, - )\QEZ-QJ- avec
Efj = 0. En effet pour tout entier k£ compris entre 1 et n on a :

o _JO0sik#j o | O0sik#j
El]ek_{ €; Slk:j éEijek_ Ezjez:OSIk:]

Le deuxieme résultat est évident. O
Pour toute matrice A € M,, (K) on note L; (1 < i < n) sa ligne numéro i
(matrice & 1 ligne et n colonnes) et C; (1 < j < n) sa colonne numéro j (matrice
Ly
a n lignes et 1 colonne). On écrira A = : ou A= ( ¢y - C, ) .
Ly,
On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les lignes de A
toute matrice de la forme :

Ly

Li
A= | AL
Lity

Ly,
avec 1 < i < net A € K* cest-a-dire que la matrice A; (A) est déduite de la
matrice A en multipliant sa ligne numéro i par A ou de la forme :

Ly
Liy

Liy

L,
avec 1 <1 # j <net A€k, cest-a-dire que la matrice 4;; (A) est déduite de la
matrice A en ajoutant a la ligne numéro 4 la ligne numéro j multipliée par A.
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On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les colonnes de
A toute matrice de la forme :

AN =(C1 - Cioi MG Ci - Cy)

avec 1 < j < net A € K*, c’est-a-dire que la matrice A} ()\) est déduite de la
matrice A en multipliant sa colonne numéro j par A ou de la forme :

avec 1 <i#j <net €K, cest-a-dire que la matrice A’; (A) est déduite de la
matrice A en ajoutant a la colonne numéro j la colonne numéro ¢ multipliée par

A
Lemme 5.2 Avec les notations qui précédent on a :

A;(N) =Dy (M)A, Ay (V) =T, (V) A
A; (A)=AD; (\), A;i (AN) = AT (V)

Preuve. Le coefficient d’indice (p, g¢) du produit de matrices D; (\) A est obtenu
en faisant le produit de la ligne p de D; (\) par la colonne ¢ de A, ce qui donne en
notant «,, 4 ce coefficient :

o pqsil<p#i<n,1<q¢g<n
P Aaijgsip=1i,1<qg<n

On a donc bien A; (A) = D; (A\) A. Les autres égalités se montrent de fagon ana-
logue. (]

On sera amené a utiliser deux autres types d’opérations élémentaires que sont
les permutations de lignes ou de colonnes. En fait ces opérations se déduisent des
précédentes. Par exemple pour permuter les lignes i et j ou 1 < ¢ < j < n on
effectue les opérations suivantes :

L, L L Iy

L L{_l Li+Lj L, L,
: — L; +L; — : — : — :
L, Lin ~L; ~L; L;

L L, L, L,

ce qui revient & effectuer les produits D; (—1)T;; (1) T;; (—1) T35 (1) A. La ma-
trice D; (—=1)T;; (1) Tji (—1) Ti; (1) est la matrice de permutation qui a pour ac-
tion de permuter les vecteurs e; et e;, elle s’écrit P;; = I, — (Ey —l—Ejj) +
(Eij + Ej;) . De méme la permutation des colonnes ¢ et j est obtenue en mul-
tipliant & droite la matrice A par T;; (1) Tj; (—1)Ti; (1) D; (—1) . Le produit de
matrices T;; (1) Tj; (—1) T35 (1) D; (—1) est la matrice de permutation 'P;; = Pj;.

L’ensemble des matrices de dilatation ou de transvection forme un systéme
générateur du groupe multiplicatif GL,, (K).
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Théoréme 5.1.

Pour toute matrice A € GL,, (K) il existe des matrices de transvection
Pla"' aPr etha"' 7Qs telles queA:Pl"'Pan(det(A))Ql"’Qs-

Preuve. On procede par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 le résultat est évident.
On le suppose vrai sur GL,_; (K).

On se rameéne tout d’abord au cas o ag; # 0. Si ag; = 0, la matrice A étant
inversible, il existe alors un indice i € {1,3,--- ,n} tel que a;; # 0 et la matrice
T5; (1) A (déduite de A en ajoutant la ligne 7 a la ligne 2) est telle que son coefficient
d’indice (2,1) est non nul. Une fois ramené & ag; # 0, on se rameéne & a;; = 1
en remplagant la premieére ligne Ly par L + ALy (multiplication & gauche par

T12 (M) ou le scalaire A est choisi tel que a1; + Aag; = 1. Ensuite, pour tout
i€{2,3,---,n}, en remplagant la ligne L; par L; —a;1 L1 (multiplication & gauche
par T;1 (—a;1)), on annule le coefficient d’indice (z,1). On peut donc trouver des
matrices de transvection P, --- , Py telles que :

1 ag - g

0 o - aop

Py PLA=
0 an2 - Qun

De maniére analogue, en multipliant a droite par des matrices de transvection,
Q1, - ,Qmn, on obtient :

0 Ba2 -+ Pon 0
Peo PLAQu-Qm=| . . : = . 5

avec det (B) = det (A), puisque det (P) = 1 pour toute matrice de transvection
P. On peut alors conclure en appliquant 'hypothese de récurrence a la matrice
BeGL, 1 (K) . U

En désignant par GL;} (R) [resp.GL,, (R)] I'ensemble des matrices d’ordre n &
coefficients réels de déterminant strictement positif [resp. négatif] on déduit du
théoreme précédent le résultat suivant.

Corollaire 5.1 : Les ensembles GL} (R) et GL;, (R) sont connezes par
arcs et ce sont les composantes connexes de GLy,, (R).

Preuve. Soit A € GL} (R). Elle s’écrit A = Py -+ P.D,, (det (4)) Q1 - Qs, les
Py, et Q; étant des matrices de transvections. Pour toute matrice de transvection
T = T;; (\) et tout ¢ € [0,1], on note T (t) = T;; (tA\) et on définit 'application
v :[0,1] = M, (R) par :

vie 0,1), () = [[P () A1) [[Qx ()
k=1 k=1
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ou A (t) = D, (tdet (A) + (1 —¢)) . Pour tout ¢ € [0,1], on a :
det (v (t)) =tdet (A)+(1—1t) >0

du fait que A € GL; (R). De plus 7 est continue avec v (0) = I,, et v (1) = A. On
a donc ainsi prouvé que GL,} (R) est connexe par arcs.

Pour toute matrice A € GL, (R) (par exemple A = D,, (—1)) Papplication
M +— AM réalise un homéomorphisme de GL;| (R) sur GL, (R). On en déduit
alors que GL,, (R) est connexe par arcs.

Avec GL,, (R) = GL} (R)UGL,, (R), les ensembles GL;} (R) et GL,, (R) étant
des ouverts connexes disjoints, on déduit que ce sont les composantes connexes de
GL, (R). |

Ce résultat permet de définir une orientation sur R™. On dit que deux bases B
et B de R™ définissent la méme orientation si la matrice de passage de B a B’ est
dans GL;} (R).

5.5 Meéthode des pivots de Gauss

Effectuant des opérations élémentaires sur les lignes du systéme linéaire Az = b
(permutations et combinaisons linéaires de lignes, c’est-a-dire des opérations qui
ne vont pas changer ensemble de ses solutions), on le transforme en un systéme
triangulaire supérieur Rr = c. Du fait qu'une permutation de lignes change le
déterminant de signe et que d’ajouter un multiple d’une ligne & une autre ne

n

change pas ce dernier, on a det (A) = det (R) = :I:Hrii.
i=1

L’intérét de cette méthode est surtout pédagogique, dans la pratique il est
préférable d’utiliser la méthode LR (paragraphe 5.7) quand cette derniére peut
s’appliquer, ou la méthode de Gauss-Jordan (paragraphe 5.10).

On note ici L; la ligne numéro i du systéme linéaire Ax = b.

Etape 0 — On se ramene a un systeme tel que a7 non nul.

Sipour tout i = 1,2,--- ,n,onaa;; =0, on aalors det (4) = 0 et c’est terminé.
Sinon, il existe ¢ > 1 tel que a;1 soit non nul, et en permutant les lignes 1 et ¢ (si

(1)

i = 1, on ne fait rien), on se raméne & un systéeme ANz = bV avec aj;,’ non nul.
Le coefficient agll) est le premier pivot.
On a alors det (A) = £ det (A(l)) , avec le signe moins si, et seulement si, il y a
une permutation des lignes 1 et ¢ avec ¢ > 1.
Etape 1 — Elimination de z; dans les équations 2,--- , n.

On effectue pour cela les transformations élémentaires suivantes :

iy’

1
agl)

L o L — S LY (=23, n)
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et apreés une éventuelle permutation des lignes 2 et ¢ > 3, on obtient le systeme
APz = b3 avec aé? non nul ot :

(CORCY (1)

W
A2 _ 0 agy -+ ay,
0 a® ... o2

Le coefficient a%) est le deuxieme pivot.

Etape k — Elimination de zj; dans les équations £+ 1,--- ,n.
A la fin de I’étape k — 1, on a obtenu le systeme A®z = b(¥) | avec :

o 5 )

all a%22) PRI a%é:) PR a%é’l)
O a22 e a2k e a2n
Ak _ : T o
0o .- 0 agz) . al(C’;)
0o -~ 0 a/fzk]:c) R )

et a,(clz) non nul.

Le coefficient a,g};) est le pivot numéro k.

On effectue alors les transformations élémentaires suivantes :

(k)
Oy

puis une éventuelle permutation des lignes k + 1 et 7 > k£ + 1 pour se ramener a
aéﬁﬁ}l)q+1 non nul.

Au bout de n—1 étapes, on est donc ramené a un systéme triangulaire supérieur
AM) gy = p(n)

De plus, on a det (4) = (—1)" det (A(™), oi p est le nombre de permutations
qui ont été nécessaires pour avoir des pivots non nuls et det (A(")) est le produit
des pivots.

Pour éviter de faire une division par un nombre trop petit, dans le choix du
pivot, on aura intérét, a ’étape k — 1, a permuter la ligne k avec la ligne j > k
telle que |aji| = max. |aix| , de maniére & avoir le pivot le plus grand possible en

valeur absolue. Si ce maximum est trop petit, le systéme est alors numériquement
dégénéré.

On peut donner un ordre de grandeur du nombre d’opérations élémentaires que
nécessite la méthode de Gauss.

(k)

i

s L ik Lgf) (i=k+1,---,n), al’étape numéro k,

Les opérations L : *
a

demandent (n — k) divisions, (n — k)* multiplications et (n — k)* additions, ce qui
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n—1
-1
donne un total de Zn —k = M divisions et un nombre d’additions et
k=1
n—1
2 —1)(2n—1
de multiplications égal & QZ (n—k)* = nin é( " ) 11 nous faut donc
k=1

nn—1)(4n+1) 203 = : . . .
« —— opérations élémentaires pour aboutir a un systéme trian-

gulaire supérieur. Puis la résolution de ce dernier systeme nécessite n divisions et
n (n — 1) additions et multiplications, soit n? opérations élémentaires. En résumé,
la résolution d’un systeme de n équations a n inconnues par la méthode de Gauss
va nécessiter un nombre d’opérations qui est un O (n?) .

5.6 Résolution des systemes linéaires a coefficients
entiers

Si la matrice A et le vecteur b sont a coefficients entiers relatifs, en modifiant la
méthode de Gauss, on peut calculer la solution = de fagon exacte comme vecteur
a coeflicients dans Q.

On procede comme suit.

Etape 0 — Aprés une éventuelle permutation de lignes, on a obtenu le systéme
AM gz = p() 3 coefficients dans Z avec un premier pivot non nul.

Etape 1 — Elimination de x; dans les équations 2,--- ,n.

En effectuant la division de la ligne 1 par le premier pivot, on perd le caractere
entier du systeme. Il est préférable de procéder comme suit.

— garder la ligne 1;
— LZ(-l) — agll)Lz(-l) — ag)Lgl), pour¢=2,---,n.

Ce qui donne le systeme A®z = b avec un deuxiéme pivot non nul (au prix
d’une éventuelle permutation).

Etape 2 — Elimination de x5 dans les équations 3,--- ,n.

Si on procede de la méme fagon pour cette étape, on constate que les coefficients
de la matrice A®) et du vecteur b(®) sont divisibles par le premier pivot. On peut
donc s’autoriser une division par ce premier pivot pour cette étape 2, ce qui aura
I’avantage de diminuer les coefficients obtenus.

Etape k — Elimination de z; dans les équations &+ 1,--- ,n.
(a(k)a(’?) _ a(.k)a(k.)>
., ;. (k+1) kk " ik “kj
Cette étape est décrite par les formules a;; = =) pour
A 1,k—1
i=k+1,---,netj=k+1,---,n+1 (en prenant b comme colonne numéro

n+ 1), ce qui donne au bout de n — 1 étapes un systéme triangulaire supérieur a
coefficients entiers qui peut se résoudre de fagon exacte dans Q.
n—1
Calcul du déterminant — Au signe preés, on a det (A?) = (agll)) det (A)

2\ "2 n—2
et det (A®)) = <a?12)) det (A®) = (ag)) agll) det (AW) . De proche en
a1y
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proche, on a det (A(") (Ha(k)> det (A), ce qui donne, tenant compte

de l'expression de det (A(™) comme produit des pivots, det (4) = (—1)" a'.

5.7 Décomposition LR ou méthode de Crout

Définition 5.4. Les sous-matrices principales d’une matrice A € M,, (K)
sont les matrices :

A = ((@55))1<.5<x (B=1,-+,n)

et les déterminants principaux sont les Ay, = det (Ag) .

Dans le cas ou tous les déterminants principaux de A sont non nuls, dans la
méthode de Gauss, tous les pivots seront non nuls et il ne sera pas nécessaire
de faire des permutations de lignes (on ne s’occupe pas de la taille des pivots).
Réciproquement, si tous les pivots sont non nuls, tous les déterminants principaux
sont alors non nuls.

Exemples 5.1

1. Si A est a diagonale strictement dominante, il en est alors de méme de toutes
les sous matrices principales de A et ces derniéres sont inversibles. On en dé-
duit que, pour A a diagonale strictement dominante, la méthode de Gauss ne
nécessite pas de permutations de lignes.

2. Si A est symétrique définie positive, il en est de méme de toutes les sous ma-
trices principales de A. Donc, pour A symétrique définie positive, la méthode
de Gauss ne nécessite pas de permutations de lignes.

La méthode des pivots de Gauss est basée sur les résultats suivants.

Lemme 5.3 Soit A € M,, (K) de coefficient a11 non nul. Il existe des matrices
de transvection Py,--- , P, telles que :

a1 a2 - QAln

0 oW e

P PLA = 22 2n
0 a7(112) aﬁ}n)

Preuve. En reprenant les notations du paragraphe 5.5, le passage de la matrice
A, de premier terme a1; non nul & la matrice unité A® se fait en multipliant &
gauche la matrice A par les matrices de transvection :

P,=Th (A1) 2<i<n)
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(1
ol on a noté \;; = — Zilll , c’est-a-dire que :
B It
0 a212 T aziL
Pn_l.”PlA: . . . .
0 ol .
(1) (1) -
1 1
Qoo+ Qg
Onarg(A)=1+r1g (B(l)) , en notant B = : )
O (¥
1 0 -+ -+ 0
A1 10 0
Ona P, _1---P, = F, avec F| = . La matrice
An—11 0 1 0
A1 O 0 1

F est une matrice de Frobenius.

Définition 5.5. On appelle matrice de Frobenius une matrice carrée d’ordre
n qui ne differe de lidentité que par une colonne (ou une ligne).

Théoréeme 5.2.

Toute matrice A € GL,, (K) peut étre réduite a la forme triangulaire

supérieur en la multipliant a gauche par des matrices de transvection ou de
dilatation de la forme D; (—1).

Preuve. C’est la transcription matricielle de I'algorithme de Gauss.

On peut aussi raisonner par récurrence sur n > 1 en utilisant le lemme précé-
dent.

En multipliant au besoin la matrice A par une matrice de permutation (produit
d’une matrice de dilatation par trois matrices de transvection) on se rameéne au
cas ou le coefficient a1; est non nul. On conclut alors facilement en utilisant le
lemme 5.3 et 'hypothéese de récurrence. O

Dans I'hypothese ou tous les déterminants principaux de la matrice A sont
non nuls (on n’effectue pas de permutations de lignes dans la méthode de Gauss),

le résultat précédent s’exprime en disant qt(l’%l existe des matrices de Frobenius
n k

de la forme F), = H Tir (Nik) (Ni = —azi) avec les notations du paragraphe
i=k—+1 Ok

5.5) telles que Fj,_1--- F1A = R, ot R est une matrice triangulaire supérieure. La

matrice produit F,,_1 - - - F} est triangulaire inférieure a diagonale unité. En notant

L = (F,—1- ~F1)71 on a alors la décomposition A = LR avec L triangulaire

inférieure a diagonale unité et R triangulaire supérieure.
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Théoréme 5.3.

Une matrice inversible A posséde une décomposition A = LR, avec L
triangulaire inférieure a diagonale unité et R triangulaire supérieure si,
et seulement si, tous les déterminants principauz de A sont non nuls. Une
telle décomposition est unique et les coefficients diagonaux de R sont donnés
par :

11 = a1
det(Ak)
Thk = 777
det (Ak—l)

ot les Ay, désignent les sous matrices principales de A.

:27...,n)

Preuve. Si tous les déterminants principaux de A sont non nuls on a vu que la
matrice A admet une décomposition LR.

Pour k =1,--- ,n, on peut décomposer les matrices A, L et R par blocs de la
fagon suivante :

o A, B o Ly, 0 _ Ry, Hy
A_<Ck Dk>’L_<Ek a )= 0
ou Ay, Ly et Ry désignent respectivement les sous matrices principales de A, L et
R. Le produit A = LR donne alors Ay, = LR et on a :

k
det (Ay) = det (L) det (Ry,) = det (Ri) = [ [rui
i=1

L’unicité de la décomposition LR provient du fait que si A = LR et A = L'R’ avec
L, L' triangulaires inférieures de diagonale unité et R, R’ triangulaires supérieures,
alors L'"'L = R'"R™! est & la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure
de diagonale unité et c’est alors nécessairement 1’identité.

Inversement si la matrice inversible A admet une décomposition LR, alors R
est aussi inversible et la décomposition par bloc faite précédemment nous montre
que tous les déterminants principaux de A sont non nuls. O

Pour obtenir pratiquement de la décomposition LR on peut procéder par coef-
ficients indéterminés, c¢’est-a-dire qu’on écrit A = LR, on effectue le produit et on
identifie, ce qui donne en effectuant les calculs dans I'ordre indiqué :

Ty = a1y (-]: L. vn)
Lil = i1 (212, ,n)
ai
puis, pour k =2,---n :
k—1
Thj = Qkj — ZLkzr” =k, ,n)
i=1
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avec L;; = 1.
En utilisant la décomposition A = LR, le systéme Az = b équivaut aux deux
systémes triangulaires :

Ly =b (triangulaire inférieur)
Rz =y (triangulaire supérieur)

La méthode obtenue est appelée méthode de Crout. Cette méthode est intéres-
sante pour résoudre en parallele plusieurs systéemes linéaires de méme matrice A,
car la décomposition LR ne fait pas intervenir le second membre.

En utilisant la décomposition A = LR, on a A~! = R™'L~! et il suffit alors
d’utiliser les procédures d’inversion des matrices triangulaires du paragraphe 5.3.

5.8 Décomposition LD 'L des matrices symétriques
réelles

On suppose dans ce paragraphe que la matrice A est inversible symétrique et
qu’il n’y a pas de permutations dans la méthode de Gauss.

Dans la décomposition LR de A, on a det (R) = det (4A) # 0, donc tous les
termes diagonaux de R sont non nuls et on peut écrire R sous la forme R = DR/,
ot D est diagonale et R’ est triangulaire supérieure a diagonale unité (il suffit de
diviser chaque ligne de R par son terme diagonal). On a donc A = LDR/, puis en
écrivant que *A = A et en utilisant le fait que la décomposition LR est unique,
on déduit que R’ = !L. On a donc pour toute matrice symétrique A, dont tous
les déterminants principaux sont non nuls, la décomposition unique A = LD 'L,
la matrice L étant triangulaire inférieure et a diagonale unité et la matrice D
diagonale.

Cette décomposition nous donne un moyen de calculer la signature de la matrice
symétrique réelle A.

On rappelle quune matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles
et que, pour A inversible, le couple d’entiers (p, q) formé du nombre p de valeurs
propres strictement positives et du nombre ¢ = n—p de valeurs propres strictement
négatives est uniquement déterminé par A. Ce couple d’entiers est la signature de
A.

L’égalité A = LD 'L avec L inversible se traduit en disant que les matrices
A et D sont congruentes et le théoreme de Sylvester nous dit que deux matrices
congruentes ont méme signature. On a donc sign (A4) = sign (D) = (p,n —p), ou
p est le nombre de termes strictement positifs de la diagonale de D.

La matrice A est définie positive si, et seulement si, tous les coefficients de D
sont strictement positifs.

Comme pour la décomposition LR, on trouve les coefficients de L et D par
identification, ce qui donne, d; = a1 et pour i =2,--- ,n :

j—1
(aij - Likdijk>
k=1
d;
i—1
di = (aii — Z L?kdk)
k=1

Lij = (GG=1,--,i—1)
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5.9 Décomposition de Cholesky des matrices sy-
métriques réelles définies positives

L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique.
Dans le cas ou la matrice A est symétrique définie positive, la décomposition
LD 'L permet de montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.4.

Une matrice réelle A est symétrique définie positive si, et seulement si,
il eziste B triangulaire inférieure et inversible telle que A = B 'B. De plus
une telle décomposition est unique si on impose la positivité des coefficients
diagonaux de la matrice B.

Preuve. Si A est symétrique définie positive, dans la décomposition LD *L, on
a alors d; > 0 pour tout i = 1,--- ,n. On peut donc écrire D = D'? et, en posant
B =LD' ona A= BB avec B triangulaire inférieure, la diagonale de B étant
formée des ++/d;. Réciproquement, si A = B *B, la matrice A est alors symétrique
et pour tout vecteur z non nul, on a (Ax | z) = (B 'Bx |z) = ( !Bz | *Bx) > 0,
puisque B est inversible.

Le calcul effectif des coefficients de B se fait par identification ce qui donne :

j—1
(aij - bz’k-bjk>
53 i1=1,---,n

i—1
2 2
b5 = aii E b3y,
k=1

Le nombre d’opérations, dans la décomposition de Cholesky est un O (n3) . En
n
nn-—1
effet, il y a n racines carrées a calculer, Zz —1= g
i=1 2

divisions,

3
.
|
—

i—14Y -1 :i(i—HW):;n i(i—1) additions

i=1 j=1 i=1 i=1

n(2n2 + 3n + 1)
6

et autant de multiplications. Ce qui donne un total opérations.

b
Le déterminant de A se calcule avec det (A) = Hbi
i=1

La résolution du systeme Az = e se ramene a la résolution de deux systémes
triangulaires.
Pour calculer 'inverse de A il suffit d’inverser la matrice triangulaire B.
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5.10 Meéthode d’élimination de Gauss-Jordan

La méthode de Gauss-Jordan est une variante de la méthode de Gauss. Elle
consiste a se ramener a un systeme diagonal, a I’aide de transformations élémen-
taires.

A Détape k, on ne se contente pas seulement d’éliminer le coefficient de xj, dans
les lignes k£ + 1 & n, mais on I’élimine aussi dans les lignes du dessus soit 1 a k — 1.
Ce qui donnera au bout de n étapes un systeme diagonal.

Description de la k®™° étape du calcul ( 1 <k <n ) A la k*™° étape, on
est au départ dans la situation suivante :

r1+ tafze 4o talw, = b
Tp—1 +a,(€kj1,kmk + - +a](€k,)1’nxn = b;ik,)l
P

ta e e e, = B

—l—aflkk)xk N S

On peut supposer que al(ﬁc) est le pivot maximum, sinon, il suffit de permuter

avec une des lignes suivantes.

On commence par extraire zj, de la k¢ équation, soit :
p q s
(k) (k) (k)
- by — A pp1Th+1 — " = Qg T
» o
kk

que 'on reporte ensuite dans les autres équations, ce qui donne :

nt Jraylxll)zkﬂ + - Jrag’ffl)xn — bgk‘H)
Th—1 +a§€kj1%,);+1xk+1 4. _|_al(€k7-.ir1%7)1xn _ b;(.jil)

T —l—a,(:,jﬂxkﬂ + .. +a1(£1+1)$n _ bl(€k+1)

Jra/(c]:b)cﬂxkﬂ 4 +a,gf1?lg;n — bg:rll)

+a§zkkil1)xk+1 + - +a£lk,;+1)xn — bglk;l)

(k) (k)

Qy. - b

avec, pour j = k+1,--- n, a](c];_Jrl) = %7 bgﬂk+1) = lz‘i/k)et’ pour % 75 k dans
Qg O

{1,---,n},jdans {k+1,--- ,n}:

(k1) _ (k) _ ag,’i)aéﬁﬂ), pEHD k) _ ag:)bgfﬂ)

@ij 1j

On obtient alors directement la solution, apres la n-iéme étape, soit z; = bg"),
(n)
Cy Ip = bn .
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5.11 Meéthodes itératives de résolution des sys-
temes linéaires

Etant donné un systéme linéaire Az = b de n équations a n inconnues, la matrice
A étant supposée inversible, on veut construire une suite (1:(’“)) kN d’éléments de

R™ qui va converger vers la solution x de ce systéme. Le calcul de chaque z(*)
étant plus simple que la résolution directe du systeme.

Pour ce faire, on écrit la matrice A sous la forme A = M —N, ou M est facilement
inversible, et la résolution de Ax = b est ramenée au probléme de point fixe qui
consiste & trouver = dans R" solution de x = M ' Nz + M ~'b. Pour résoudre ce
probleme, on utilise la méthode des approximations successives, c¢’est-a-dire qu’on
considere la suite (z(k)) N définie par :

{ (0 e R

2B ) = M1 N2® £ AM-1p (5.1)

Si cette suite converge, c’est nécessairement vers la solution de Ax = b.
Une méthode itérative de résolution du systeéme linéaire Az = b est donc définie
par le choix d’'une décomposition A = M — N.

Définition 5.6. Si A est une matrice réelle inversible, on dit alors que la
méthode itérative associée a la décomposition A = M — N avec M inversible
est convergente, si pour tout (®) € R™, la suite (”T(k))keN définie par (5.1)
est convergente.

Les principaux problémes posés par les méthodes itératives sont les suivants :

— & quelles conditions sur la matrice M, la suite définie par (5.1) converge-
t’elle ?
— comment choisir M facilement inversible ?
— quelle est la rapidité de la convergence ?
Le théoréme qui suit nous donne une condition nécessaire et suffisante de conver-
gence de la suite définie par (5.1).

Théoréme 5.5.

Soient A = M — N une matrice inversible avec M inversible et p (M_lN)
le rayon spectral de la matrice M—'N. La méthode itérative associée d la
décomposition A = M — N converge si, et seulement si, p (M’lN) < 1.

Preuve. On pose B = M~'N et on suppose que p(B) < 1. En écrivant que
Iéquation Az = b équivaut a x = Bx + M ~1b, on déduit que :

VkeN, 25D _ 4 = B (x(k) B :c) _ gktt (x(o) B x)

7 . . k . . k
Avec p (B) < 1 on déduit que kgrfoo B* = 0 et donc que la suite (2! ))keN

vers z, quelle que soit la valeur initiale (%) (corollaire 3.17). Réciproquement, si la

converge
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méthode associée a la décomposition A = M — N est convergente, alors pour tout
vecteur y(©) € R” la suite (y(k))keN définie par y*+1) = By®) pour tout entier k
est convergente vers le vecteur nul, ce qui équivaut a p (B) < 1 (corollaire 3.17).
O

S’il existe une norme matricielle telle que |B| < 1, la méthode itérative corres-
pondante est alors convergente puisque p (B) < | B] .

Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle, on a :

o =] = |2* (= =) < W51 [ <]

On peut donc utiliser H’Bk H’ pour avoir une idée de la vitesse de convergence
d’une méthode itérative. De maniere plus précise, on peut remarquer que :
k,,(0) (k)
VkeN, |B*| = sup 1B ?é I = sup ly . I
yoernoy ¥ yoezno [y

la suite (y(k))keN étant définie par y*+1) = By(¥) ce qui peut aussi s’écrire, en
notant x la solution de Az = b :

en, |5 _,;<o>:£»}){ 2@ =2

D’autre part, on sait que p(B) = s hm (’”B’“ ’” ) (corollaire 3.15).

Ces considérations nous amenent & donner les définitions suivantes.

Définition 5.7. Soit A= M — N une matrice inversible avec M inversible
telle que p (M~'N) < 1. La quantité Roo (M~'N) = —In(p (M~'N)) est
appelée le taux asymptotique de convergence de la méthode itérative associée
da la décomposition A = M — N. Pour toute norme matricielle ||-| induite
par une norme vectorielle et pour tout entier k strictement positif tel que

”|Bkm < 1, la quantité Ry (M*IN) = féln (M (M*IN)k‘H) est appelée

le taux moyen de convergence pour k itérations et pour la norme |-| de la
méthode itérative associée a la décomposition A = M — N.

On a bien sir, Roo (M™'N) = khrf Ry (M~'N).
—+o00

La méthode itérative associée a la décomposition A = M — N sera d’autant
plus performante que R, (M ~'N) est grand.

5.12 Meéthode de Jacobi

Pour A = ((ai;)),<; j<,  on choisit M = D matrice diagonale définie par
di; = ay; pour tout ¢ = 1,--+ ,n, en supposant que tous les coefficients diagonaux
de A sont non nuls. L’algorithme de construction des z(*) est alors le suivant :

x§k+1) _ Za” (k) +b; (i=1,---,n)
] 1
J#i


Rectangle


Méthode de Gauss-Seidel 179

Le calcul des composantes de (T nécessite de garder en mémoire le vecteur
2(®). Une itération va donc immobiliser 2n cases mémoires.

On peut décider d’arréter les itérations a un rang MaxIter donné ou lorsque
[[2®+D — 2 || < g ||a®+D|| (e étant une précision donnée).

Qi
Dans le cas particulier des matrices a diagonale strictement dominante, on a le
résultat suivant.

Théoréme 5.6.

b
Comme valeur initiale, on peut prendre z(9) = (( ! )) .
1<i<n

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante, la méthode de
Jacobi est alors convergente.

Preuve. Une matrice a diagonale strictement dominante a tous ses termes dia-

gonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Jacobi. Pour J = DN,
n
Qi
avec A=D—N,ona |J]_ = max -
1<i<n | aj;

]:

J#i
convergente. O

< 1, donc la méthode de Jacobi est

(%3

5.13 Méthode de Gauss-Seidel

On choisit pour matrice M le triangle inférieur de A, c’est-a-dire que M est
définie par :
mi; =0, pour 1 <i:<j<n
{ m;j = a;5, pour 1 <j<:<mn

En notant A = M — N, le vecteur z(T1) est solution du systéme triangulaire
inférieur Mz*+1) = Nz(®) 4 b. D’on l'algorithme de Gauss-Seidel :

1—1 n
asa ) = - Zaijzg‘kﬂ) - Z az‘ﬂgk) +b; (i=1,---,n)
j=1 j=it1
Cet algorithme est en fait une amélioration de ’algorithme de Jacobi. En effet,
dans le calcul de xEkH), on utilise les composantes 1 & i—1 de z(k+1) (alors que dans
la méthode de Jacobi ce sont celles de z(¥) qui sont utilisées) et les composantes
i+14andez® (comme dans la méthode de Jacobi). Cet algorithme sera donc
en général plus performant que celui de Jacobi.
Pour une itération on garde seulement n termes en mémoire.
Les théorémes qui suivent nous donnent des conditions suffisantes de conver-
gence de la méthode de Gauss-Seidel.

Théoréme 5.7.

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante, la méthode de
Gauss-Seidel est alors convergente.
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Preuve. Une matrice a diagonale strictement dominante a tous ses termes dia-
gonaux non nuls, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. Soient A a
diagonale strictement dominante, G = M ~'N, A € C une valeur propre de G et
x € C™ un vecteur propre non nul associé. On a alors Nz = AMz, c’est-a-dire :

— i Qi L5 = /\iaijxj (Z: 1, ,n— ].)
j=1

j=it+1

n

0= /\Zanjxj

j=1
Si on suppose que |[A| > 1, en prenant i tel que ||z, = |z;|, on déduit que
A ai;| < Z la;j| |\, ce qui contredit le fait que la matrice A est & diagonale

JFi

strictement dominante. Le rayon spectral de G est donc strictement inférieur a 1
et la méthode de Gauss-Seidel converge. (]

Théoréme 5.8.
Si la matrice A est symétrique définie positive, la méthode de Gauss-

Seidel est alors convergente.

Preuve. Une matrice symétrique définie positive a tous ses termes diagonaux
strictement positifs, on peut donc utiliser la méthode de Gauss-Seidel. Soient A
symétrique définie positive, A € C une valeur propre de G = M~'N et z € C" un
vecteur propre non nul associé. En écrivant A = D+ E+ F, ou D est la diagonale
de A, FE le triangle inférieur strict, F' le triangle supérieur strict et en notant (- | -)
le produit scalaire hermitien canonique de C™, on a :

(x| Az) = (x| Dz) + (x| Ex) + (x| Fx) (5.2)
Puis avec Fa = =\ (Dz + Ex) (M =D+ E, N = —F), on déduit que :
(x| Az) = (1-X) ((z| D) + (x| Ex))

donc A # 1 (puisque (x | Az) > 0) et :

1
1_X<x|Aac>:<x|Dx>+<x|Ex> (5.3)

Par conjugaison complexe de (5.2), en considérant que A et D sont hermitiennes
et que 'E = F on déduit que :

1
1—A

(x| Az) = (x| Dx) + (x| Fz) (5.4)

1|\
En faisant (5.3) + (5.4) — (5.2), on en conclut que |1>\:2 (v | Ax) = (x| Dx).
Avec (z | Ax) > 0 et (x| Dx) > 0 (A et D sont définies positives) on déduit que
|[A] < 1. Le rayon spectral de G est donc strictement inférieur & 1 et la méthode

de Gauss-Seidel converge. O
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De maniere générale, quand les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont
convergentes il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut que la
méthode de Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge comme le

1 2 =2
montre 'exemple de la matrice A = 11 1 . Pour la méthode Jacobi
2 2 1
toutes les valeurs propres de J sont nulles et pour la méthode de Gauss-Seidel, on
0o -2 2
aG=| 0 2 —3 | avec les valeurs propres 0, 0.35 et 5.64.
0 -2 4

Dans le cas des matrices tridiagonales les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel
convergent ou divergent simultanément et dans le cas de la convergence c’est la
méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide (exercice 5.8).

5.14 Méthode de relaxation

On pose A =D + E + F, ou D est la partie diagonale de A, E sa partie trian-
gulaire inférieure stricte et F' sa partie triangulaire supérieure stricte. On suppose
toujours que la matrice A est inversible et que tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls.

En vue d’accélérer la convergence de la méthode de Gauss-Seidel, on introduit
un parameétre dans la matrice G = — (D + E)f1 F. Précisément, on pose :

M, = %DJFE, A=M,—N,, L,=DM;'N,
ou w est un parametre réel non nul a préciser. On a alors :
Ly, =(D+wE) " (1 -w)D—wF)
Le vecteur z(*+1) est alors la solution du systéme triangulaire :
(D 4+ wE) ") = (1 —w) D —wF) 2™ 4+ wb

Ce qui donne l'algorithme de calcul :

x§k+1) _ (1 ) (k)—l—wj(k'H) ( 1,--- ’n)

ou x(’H ) est donné par les formules de Gauss-Seidel en fonction des composantes

1ai—1dez*tD) et des composantes i + 1 & n de (%), soit :
n
k: 1) k+1) k .
1) Zau (k+1) Z ai,jxg.)—i—bi (i=1,---,n)
j=it1
Ce qui peut encore s’écrire :

gD = (k) _ ye(kt1) (k> 0)
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ott 1) est le vecteur résidu défini par :

i—1

1
& = | X +Zamx’f> i =1 m)

Qi
7 ] 1

Comme test de convergence on peut prendre ||§(k)|| < g, oue > 0 est une
précision donnée, une norme matricielle étant choisie.

Une condition nécessaire sur w pour que la méthode converge est donnée par le
résultat suivant.

Théoréme 5.9.

Avec les notations de ce paragraphe, la méthode de relaxation correspon-
dante ne peut converger que si w € ]0,2].

Preuve. Si Aq,---, )\, sont les valeurs propres de L, on a alors :
- det ((1 —w)D — wF) n
A =det (L) = =(1-
[Tx: = det (Z.) det (D + wE) (1-w)
et p(Ly) > |lw—1]. O

Dans le cas ou la matrice A est symétrique définie positive, la condition néces-
saire du théoréeme précédent est aussi suffisante.

Théoréme 5.10.

Soit A une matrice symétrique définie positive. Avec les notations de ce
paragraphe, la méthode de relaxation correspondante est convergente si, et
seulement si, w € 10, 2].

Preuve. Sila matrice A est symétrique définie positive, on a alors a;; > 0 pour
tout ¢ compris entre 1 et n. On peut donc définir la suite (x(k))keN de la méthode
de relaxation. Avec le théoréme précédent, il nous suffit de montrer que la méthode
converge pour w € |0,2[.

En reprenant les notations du début de ce paragraphe, on a A = M, — N,,,

avecsz1D+Eeth:<1—1>D—F.
w w

On note (- | -) le produit scalaire hermitien canonique de C™.
Soit A € C une valeur propre de L, = M;'N, et x € C"\ {0} un vecteur
propre associé. On a N,z = AM,x et :

(x| Az) = (x| Myz) — (x| Nyz) = (1= ) (z | M)

La matrice A étant symétrique définie positive, on en déduit que X # 1 et :

A = L Doy v o) ) 55)

Par conjugaison complexe, en considérant que A est hermitienne et que 'E = F

on déduit que :
1

(o | Az) = % (x| Da) + (x | Fa) (5.6)
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Enfin, avec A = D + E + F, on peut aussi écrire :
(x| Ax) = (x| Dz) + (z | Ex) + (x | Fz) (5.7)

En faisant (5.5) + (5.6) — (5.7), on en conclut que :

()

|1_)\|2<x|Ax>:(i—l><x|Dx>

En tenant compte de la positivité de A et D et du fait que w € ]0,2[, on déduit que
[A] < 1. On a donc ainsi montré que p (L) < 1 et que la méthode de relaxation
associée converge. O
Pour w = 1, on retrouve le fait que la méthode de Gauss-Seidel converge pour
les matrices symétriques définies positives.
Dans le cas des matrices tridiagonales symétriques définies positives on peut
faire une étude plus précise.

Lemme 5.4 Pour toute matrice M = ((m;))
scalaire t la matrice M (t) = ((my; (1))

1<ij<n dans My (K) et pour tout
1<ij<n définie par :

mij (t) = tiijmij (1 <i,5< n)
est semblable a M.

Preuve. Il suffit de remarquer que M (t) = P (t) MP (¢t)"", on :

t 0 0
0 ¢
P(t)= € GL, (K)
0
0 0
pour t non nul. 0
On suppose que A est tridiagonale symétrique définie positive. Les coefficients
diagonaux de A sont alors tous non nuls et on définit les matrices J = —D~ ! (E + F)
1 e
(méthode de Jacobi) et L, = (D + E) (( - 1) D — F) (méthode de re-
w w

laxation).
On désigne par Py le polynome caractéristique de J et par Pr, celui de L.

Lemme 5.5 Soit A tridiagonale symétrique définie positive. Avec les notations de
ce paragraphe, pour tout w € R* et tout A € C* on a :

nn M +w-—1
PLW ()\2):(,«) A PJ (c‘})\)
1 1 1
Preuve. Ona Py, (\) = ———~<det( | ——1)D—-F -\ -D+FE| |,
det ((1D + E)) w w
soit Pr,, ()\2) - v det (Hy x), en notant H, » la matrice tridiagonale définie

det (D)
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1—w—\2
par H, » = A ) A2E — F. En utilisant les notations du lemme 5.4, on

1
peut écrire, pour A € C*, que det (H,, ») = det ( WA (A)) avec :

1 1—w— A\
H )=\ —"T"D-E-F

A2 -1
ce qui nous donne Pp, (/\2) = W'A"Py (t}f\), en tenant compte de
Py () = 0 et (B 4 F 4 D). 0
T = Get (D) ¢ .

Lemme 5.6 Soit A tridiagonale symétrique définie positive. Avec les notations de
P

ce paragraphe, on a Py (\) = (=1)" /\qH (A= pf) avec 0 < py < -+ <y < 1
k=1
dans R, 2p+qg=mn et :

p

P, (N =(-1)" (A +w— 1)1 H()\+w—l —w,uk)\>

C’est-a-dire que les valeurs propres de L., sont 1 —w d’ordre supérieur ou égal a q
et les A\ (pg,w) , Ao (g, w) pour 'k =1,--- ,p, ot les N; (g, w) (i =1,2) sont les
racines de l’équation :

A+w—17 = A=0 (5.8)

Preuve. Pour la forme du polynéme caractéristique de J, voir I'exercice 5.8.
Il reste & montrer que toutes les valeurs propres de J sont réelles. Si u € C
est une valeur propre de J et @ € C" \ {0} est un vecteur propre associé, on a
alors (1 — pu) Dz = Az et (1 — p)(Dzx | x) = (Az | x) . Les matrices A et D étant
symétriques définies positives, on déduit que p est réelle et p < 1. Comme —p est
aussi valeur propre de J on déduit que |u| < 1. En utilisant le lemme 5.5, on a
pour A € C* :

P, (X)) =w™\" (—1)" (Auw > f[((A2+W1) ui)

=(-1)" (N +w-1)7 H (()\2 +w— 1)2 — uiw2/\2>

k=1

ce qui équivaut & P, (A\) = (-=1)" (A +w —1)? (A—i—w—l w2ui)\). O

i :jﬁ

Lemme 5.7 Pour p €)0,1[, w €10,2[, on considére ’équation en \ :

Atw—1)>%—w??A=0 (5.9)
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et on pose wo (1) . Pour w € 10,wq (p)[ I"équation (5.9) admet deux

2
1+ /12
racines réelles distinctes :
w2 —2(w—1) —wpy/w?p? — 4w + 4
2

A1 (/L, W) =

Wit —2(w—1) +wpy/wp? —dw+4 (w—1)?
2 Al(uaw)

pour w = wy () elle admet une racine double :

)‘2 (/1'7 w) =

w? 2 o

At (s w) = Ao (p,w) = w=1)=wo(u) -1
et pour w € Jwo (1), 2[ elle admet deux racines complexes conjuguées :

Wp? —2(w —1) —iwpr/—w2p? + 4w — 4
M () = Ll

LW 2w 1) Fiwpy/ o dw — 4 (w—1)°

A2 (/1’7(“1) - 2 - A (M,w)

avee Ay ()| = A (1,0)] = w — 1.

Preuve. A p € ]0,1[ fixé, le discriminant A (u,w) = w?u? (w?p? — 4w +4) de

(5.9) a une seule racine dans ]0,2[, wy (u) = ——2——. Le calcul des racines de

1+4/1—p2

(5.9) est alors immédiat. O

Théoréme 5.11. Young-Varga

Si A est symétrique définie positive et tridiagonale, alors :
1. les méthodes de Jacobi et de relaxation pour w € ]0,2[ sont convergentes ;
2
=———— ona:
1+vV1—1r2
w?r? —2(w—1) + wrvw?r? — 4w + 4 0 < w < wo (1)
p (Lw) — B St w wo \T
w—1stwy(r) <w<2

2. en posant r = p(J) et wp (r)

C’est-a-dire que la fonction w — p(Ly) a Uallure indiquée par la figure
5.1 et que la valeur optimale du paramétre de relazation est wq (r) avec
P (Luo(ry) = wo (r) — 1.

Preuve.

1. La matrice A est symétrique définie positive, on sait alors que r = p (J) € [0, 1]
et la méthode de Jacobi converge. Pour w € ]0,2[ la méthode de relaxation
converge d’apres le théoreme 5.10.
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p (L)

wo (r) =1

FIGURE 5.1 —

2. Sir = 0, toutes les valeurs propres de .J sont alors nulles et 1 — w est la seule

valeur propre de L, d’apres le lemme 5.6. Et dans ce cas on a p (L) = |1 — w|
(figure 5.2).
Sir €]0,1[, d’apres les lemmes 5.6 et 5.7 on a pour w € Jwo (u),2[ C |1,2[,
p(Ly) =]1—w| =1—w. Siw € ]0,wy(u)], en remarquant que la fonction
po— A (p,w) est décroissante et p — Ay (i, w) croissante sur R™, on déduit
avec les notations du lemme 5.6 que les valeurs propres de L, vérifient :

A1 (pp,w) <o <A (p,w) < 1T —w < Ao (p1,w) <o < A (p,w)

et p(Lw) = Az (p,w) = A2 (r,w) .

p(La)

FIGURE 5.2 —

Du point de vue numérique il est préférable de surestimer la valeur optimale de
w du fait que la pente de la demi-tangente & droite en wg (r) est égale a 1 alors
qu’elle infinie a gauche.

Si on sait calculer la valeur optimale de w, ce choix n’est pas judicieux des
la premiere itération. Le procédé d’accélération de convergence de Tchebychev
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consiste a changer de parameétre w a chaque itération de la maniere suivante.
Pour premiere valeur de w, on prend wy; = 1, puis a I'étape suivante on prend

Wy = et aux étapes suivantes on prendra wyy; = ———5—. La suite

1— e 1 _ oL e

(Wi )pen converge en fait vers wp (r) et le procédé de Tchebychev va diminuer, en
général, le nombre d’itérations.

Lorsque la dimension du systeme est tres grande, on aura intérét a partitionner
la matrice A en blocs, ce découpage étant adapté a la forme particuliere de A. On
a donc :

A A - A

Ay Ay -0 Aoy
A=A= . ) , )

Aml Am2 T Amm

n

ot A;; est une matrice & n; lignes et n; colonnes, avec E n; = n. Les matrices

i=1
A;; étant supposées inversibles. Le second membre b et inconnue z sont alors
partitionnés de maniere analogue, soit :

B, X1

By Xo
b= , =

B, X

Le systeme a résoudre peut alors s’écrire par blocs :
m
ZAinj = Bl (’L = 1, ,m)
j=1

Et les formules pour la méthode de relaxation s’écrivent :
x k) — x (k) _ y=(k+1) (k >0)

ott 21 est le vecteur résidu défini par :

i—1 n
20 = A [ 3 AGXT 4 YAV - By | (=10 m)

i=1 j=i

Cette méthode est la méthode de relaxation par blocs et est intéressante si les
Aj;; sont facilement inversibles.

La méthode de relaxation est utilisée pour la résolution d’une équation aux
dérivées partielles de type elliptique par la méthode des différences finies. On aura
a résoudre des systemes tridiagonaux par blocs, les matrices blocs de la diagonale
étant tridiagonales et les autres diagonales.
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5.15 Meéthodes de descente et de gradient

L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. On note
(- ]-) le produit scalaire euclidien, |||, la norme associée et lespace vectoriel
M., (R) est muni de la norme matricielle induite par ||, .

On désigne par (ex); <<, la base canonique de R™.

On rappelle quune fonction ¢ définie sur un ouvert non vide @ de R™ et a
valeurs réelles est dite différentiable en x € O ¢'il existe une forme linéaire L sur
R™ telle que ¢ (z 4+ h) = ¢ () + L (h) + o (]|h|]) pour tout h dans un voisinage de
0. Le vecteur gradient de ¢ en x est le vecteur noté dy (z) défini par :

Vh e R™, L(h) = {dp (z) | h)

n

0
Dans la base canonique de R™ ce vecteur s'écrit dy (x) = Zai (z) eg.
x
k=1
On dit que la fonction ¢ est différentiable sur O si elle est différentiable en tout

point de O.
On dit la fonction ¢ admet un minimum [resp. maximum] local en zy € O ¢’il
existe un voisinage ouvert V de zo dans O tel que :

Ve eV, ¢(x) = ¢ (zo) [resp. ¢ (z) < ¢ (o)

On dit la fonction ¢ admet un extremum local en zy € O, si elle admet un
minimum ou un maximum local en xg.

On rappelle enfin un résultat donnant une condition nécessaire pour qu’une
fonction différentiable en un point d’un ouvert de R™ admette un extremum local
en ce point.

Théoréme 5.12.

Soient O un ouvert non vide de R™, ¢ une fonction définie sur O a valeurs
réelles et différentiable en un point xg € O. Si ¢ admet un extremum local
en xg, le vecteur gradient dp (xg) est alors nul.

Preuve. On suppose que ¢ admet un maximum local en zg. L’ensemble O étant
ouvert, pour tout vecteur h € R" il existe un réel « strictement positif tel que la
fonction f : t — ¢ (20 + th) soit définie sur |—«, af. Cette fonction est dérivable
en 0 avec [’ (0) = (dp (x0) | k). En écrivant que :

@ (zo +th) — ¢ (x0)

’ T
f1(0) = lim t =0
t>0
t—0 t -
t<0

on déduit que f’(0) = 0. On a donc ainsi montré que (dp (xg) | h) = 0 pour tout
h € R", ce qui équivaut a dy (z9) = 0. O
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Définition 5.8. On appelle fonctionnelle quadratique sur R™ toute fonction
 définie sur R™ a valeurs réelles telle que :

1
Vo € R", <p(x):§<Am|m>—<b|x>
ou A est une matrice symétrique réelle d’ordre n et b un vecteur de R™.

Pour la suite de ce paragraphe, on se donne une matrice symétrique réelle définie
positive d’ordre n, un vecteur non nul b dans R™ et on note ¢ la fonctionnelle
quadratique associée.

Pour tout réel A on désigne par H, 'hyper-quadrique d’équation ¢ (z) = A.

La matrice A étant inversible, le systéme linéaire Az = b admet une unique
solution que nous noterons u. On a écarté le cas b = 0 qui donne la solution
triviale u = 0.

Du fait que la matrice A est symétrique, on déduit que pour tout vecteur § € R™
et tout réel ¢, on a :

<p(u+t6):%<A6|6)t2+<Au—b|6>t+<p(u)

(Au | u), on obtient :

1
et avec Au=10, p(u) = 5

o (u+t6) = % (AS | 6) 82 — = (Au | u) (5.10)

1
S 2

Le vecteur u étant non nul (on a pris b non nul), on a (Au|u) > 0 (la ma-
trice A est définie positive) et pour ¢ non nul le vecteur u + t§ appartient a
I’hyper-quadrique H, si, et seulement si, ¢ est solution de ’équation polynomiale
(A5 | 6)t? = 2\ + (Au | u). Pour X positif ou nul on a deux solutions réelles,
2\ + (Au | u)

(A6 6)

Le vecteur § étant quelconque dans R™ \ {0}, on déduit que pour tout réel A
positif ou nul ’ensemble H ) est un hyper-ellipsoide de centre wu.

==

Lemme 5.8 La fonctionnelle quadratique ¢ associée a la matrice A et au vecteur
b est différentiable sur R™ avec :

Ve e R", dp(z) = Az —b

Preuve. En utilisant la symétrie de la matrice A, on a pour tous vecteurs x, h

dans R"™ : .
<p(:v+h):<p(x)+(Ax—b|h>+§<Ah|h>
et avec [(Ah | h)| < |A], ||hH§7 on déduit le résultat. O
Le vecteur gradient dp () = Az — b est aussi appelé vecteur résidu et souvent
noté r (x) .

Pour tout réel A positif ou nul le vecteur dp (z) est dirigé suivant la normale &
I’hyper-ellipsoide H passant par le centre u.
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Théoréme 5.13.

La solution u du systéme linéaire Ax = b est le vecteur qui réalise le
minimum global de la fonctionnelle quadratique .

Preuve. En utilisant (5.10) avec ¢t = 1 et 6 = & — u, on a pour tout vecteur z
1 1
dans R"™, ¢ (x) = 5 (A(lx —u) | x —u) — B (Au | u) . La matrice A étant définie

positive, on en déduit que :
" 1
Vo € R*\ {0}, ¢ (2) > —5 {Au[u) = ¢ (u)

ce qui entraine que ¢ atteint son minimum en u et que ce minimum est unique sur
R™. Réciproquement si ¢ admet un extremum global en 2 € R™ alors dy (z) = 0,
c’est-a-dire que x est solution de Az = b et nécessairement z = u. Cet extremum
est un minimum et il est unique. ([

La résolution du systeme linéaire Az = b est donc équivalente a la résolution
du probleme d’optimisation sans contraintes qui consiste a déterminer le vecteur u
de R™ solution de ¢ (u) = a;iean" ¢ (x) . Le principe des méthodes de descente pour

résoudre ce type de probleéme consiste a construire une suite de vecteurs (z),cy
destinée a converger vers la solution cherchée u telle que le passage de ) & j41
se fait en résolvant un probléme de minimisation plus simple & une variable. A
chaque itération on se donne une direction de descente 0, € R™\{0} et on cherche &
minimiser la restriction de ¢ a la droite passant par xj et dirigée par Jy, c’est-a-dire
qu’on veut minimiser la fonction d’une variable réelle t — @y (t) = @ (zg + tx) .
En remarquant (grice a la symétrie de la matrice A) que :

pu (1) = 5 (A5 | 8) 2 + {dp (22) | 51)t+ ()

est un polynéme de degré 2 & coefficient dominant strictement positif (la matrice
A est définie positive et le vecteur dj est non nul), on calcule facilement la valeur
de t qui réalise le minimum de la fonction ¢ sur R. Cette valeur est donnée par

(de (wk) | Ok)

h=—"""77"5 B tant =d = A —b=A _ 1 t
y (A | 0k) 1L notant 7 ¢ (zk) Tk - >(33k u) le vecteur
J Lo T 5k

du d’ordre k, 1 t éerit _ _ k1) 5

résidu d’ordre k, le vecteur xy 1 s’écrit zp41 = Tg 5,150 .

Lemme 5.9 Avec les notations qui précédent, le vecteur riy1 est orthogonal au
vecteur 0y,.

Preuve. On a ry11 = Azppq — b= Az, — b+t Ad, = 11 + tr Ady, et :

(ri | o)

(Tht1 | Ok) = (1 | k) — m

(Adg | 0k) =0

|
Pour n = 2, le vecteur ry41 = do (zx4+1) est orthogonal a Uellipse H ) et
0 orthogonal a 141 est donc tangent a cette ellipse.

o(Tpt1
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C’est le choix des vecteurs de descente qui va déﬁnir une méthode.
En prenant §; = e;, on obtient, en notant z; k) Jes composantes du vecteur

x), dans la base canonique de R, zp41 = 2 — — E alj ( ) _ by | e1, ce qui
a11

donne les formules :

(k+1) _
a1 Zalj +b1

(k+1) _ (k)

En remplacant le vecteur xj par le vecteur, encore noté xj, de composantes
E+1) (K k . N
xg + ),xg )7 e xﬁ, ) et en prenant d; = e, on obtient pour la deuxiéme compo-

sante de xp11 :

n
aQQngkH) = fazlxﬁkﬂ) - Zazjﬂfgk) + by
j=3

les autres composantes de zj étant inchangées. En continuant ainsi avec eg, - - - , e,
on retrouve les formules de Gauss-Seidel (paragraphe 5.13). On sait que pour A
symétrique définie positive cette méthode est convergente.

Le théoréme qui suit nous indique comment choisir des directions de descente
qui assurent la convergence de la méthode.

On note 0 < \; < --- < A\, les valeurs propres de la matrice A rangées dans
Iordre croissant.

Lemme 5.10 Avec les notations qui précédent, pour tout vecteur x dans R™, on
2
a (Az | z) = M [l -

Preuve. La matrice A, symétrique, se diagonalise dans une base orthonormée
(fi)1<p<n avec Afy = A fi pour tout entier k compris entre 1 et n. Dans cette

base on a z = Zakfk et Ax = Zak/\kfk, de sorte que :
k=1 k=1

(Az | z) Z)\kak >\ Zak =\ | \ac||2

Théoréme 5.14.

Soit (xy) ey la suite de vecteurs définie par :

zo € R™
{ri | Ok)

k1T 5
(Ad | ) ©

Vk € N, Tpt1 = Tk —
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ot 1, = Axyp — b est le vecteur résidu d’ordre k et 0 un vecteur unitaire
dans R™. S7il existe un réel o strictement positif tel que :

Vk € N, <’I“k | 5k> >« ||7‘k||2 (5.11)

la suite (xy), oy converge alors vers la solution du systéme linéaire Ax = b.

ke

Preuve. Si il existe un entier naturel ko tel que 7y, soit nul, la suite (z), oy est
alors stationnaire sur u a partir du rang kg et c’est terminé. On suppose donc 7y
non nul pour tout entier naturel k.

On remarque tout d’abord que les inégalités (5.11) entrainent 0 < o < 1. En
effet avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a (i | 0k) < [|0k|l5 [|7%ll = [I7k]l5 ce
qui entraine o < 1 puisque 7, est non nul. Avec les inégalités :

1 1
Vk €N, [log —ully < — (A(zk —u) | 7, —u) = —e
)\1 )\1
il suffit de montrer que la suite (ex), oy converge vers 0 sur R.
Pour tout entier naturel k on a e, = (Axy — b |z —u) = (rg | xx — u) et avec
(rg41 | 0k) = 0, on déduit que :

rE |0
€k+1 = <7“k+1 | 2 —u — <f4§k||§2>5k> = (Ths1 | T —u)
A B (% | Ok) , . . ,
VeC Tg41 = Tk — mflék (démonstration du lemme 5.9) on déduit que :

(ri | Ok)

— e — NEIO%) gy _
Chil = €} <A5k|5k><5k|xk u)

Enfin avec la symétrie de la matrice A et Au = b on peut écrire que :
<A5k | Tl 7u> = <5k | Axk — b> = <5k | Tk>

2
(re | 6n)
(Adg | 6x)
Avec ’hypothese r; non nul pour tout entier naturel k£ on déduit que e est non
nul pour tout entier naturel k et 1’égalité précédente s’écrit :

et epy1 = e —

2
€Ck+1 = €k <1 — ;m> (512)

Avec les inégalités :

(e |6 = alell,
(A3 | ) < 1AL, 13l = 141, =

1
e = (i | A7) < AT el = 5 el
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2

A
on déduit que ep1q < (1 - A—la ek, ce qui s’écrit ey < (1 — conds (A) 042) eL.

Avec « et condy (A) dans Uintervalle |0, 1] on déduit que :

VkeN, 0< e, < B

avec 3 =1—condy (A)a? € [0,1[. Il en résulte que lim ex =0et lim zy = u.
k——+o00 k—+o0c0
O
En désignant par 0 la mesure dans [0, 7] de langle des vecteurs ry et dg, la
condition (5.11) s’écrit :
VE €N, cos (k) > «

T
avec « € |0,1]. En particulier on a 6 € [07 5 [ et les vecteurs ry et d; ne sont pas
orthogonaux.

Le cas 0, = 0 est réalisé pour §; = rr (et donc o = 1) en supposant

17kl
toujours r; non nul. La méthode obtenue pour ces choix de vecteurs de descente

est la méthode de plus profonde descente ou méthode du gradient (1, = dp (xx))
a parametre optimal.

Le théoreme précédent nous dit que cette méthode est convergente et nous
donne une majoration de I’erreur, ce qui est résumé par le résultat suivant.

Théoréme 5.15.

Soient A une matrice réelle symétrique définie positive d’ordre n, b un
vecteur non nul dans R™ et (xr),cy la suite de vecteurs définie par :

xg € R
Ty sty = Arp —b=0
Vk € N, = 2
el T — 7”7%”2 T St # 0
<A’I‘/c | Tk>

La suite (zy),cy converge vers la solution u du systeme linéaire Ax = b et
une magjoration de l’erreur est donnée par :

(VB

Vk €N, ||z — ull, < v (1 —conds (A))

ou 7y est une constante réelle.

La méthode du gradient conjugué de Hestenes et Stiefel consiste a construire
la suite (74),y de la maniere suivante

zo € R
Tk sirk:Axk—b:()

Vk €N, x4 = (r | o) .
Tp — —————0 SiT 0
VTR AL k7

avec les vecteurs de descente 0y, pour k > 1 (quand ils existent), choisis dans le
plan engendré par les vecteurs orthogonaux ry et 651 de la forme §; = rp+t0k_1,
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1 (re | 6)°
le coefficient t; étant déterminé de sorte que le coefficient 1 — —M qui
€L <A(5k | 5k>
intervient dans la formule (5.12) soit minimum.

Si a l'étape k > 1 le vecteur ry est non nul, le vecteur e, = (ry | 2 —u) est
alors déja déterminé et avec lorthogonalité des vecteurs 7 et d;—1 (lemme 5.9)
ona (ry |0y = (ri | re + tpdp—1) = ||rk||§ qui est également déterminé. Il s’agit
donc de trouver t; € R qui minimise la fonction polynomiale de degré 2 :

Py (t) = <A5k ‘ 5k> = <A5k_1 | 5k—1> 242 <A5k_1 | Tk>t + <A7‘k | Tk>

<A(5k_1 | Tk->
(Adk—1 | O—1)
On préfere écrire que le réel t;, est déterminé par (Ady_1 | ri + tx0r—1) = 0, ce
qui équivaut a (Adk_1 | o) = 0.
La matrice A étant symétrique définie positive, Papplication (z,y) — (Az | y)
définit un produit scalaire sur R™ et la condition (Ad,_1 | d) = 0 signifie que les
vecteurs Jy et dx_1 sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

Cette fonction atteint son minimum en ¢, = —

Définition 5.9. Si A est une matrice réelle d’ordre n symétrique définie
positive, on dit alors que deux vecteurs x,y dans R™ sont A-conjugués si
(Az |y) =0.

<A5k,1 | ’I"k>

— = L 0
(Abp_1 | Op_1) "

En définitive le vecteur de descente est défini par §, = r, —

et on a 0 # 0 avec 0 et dx_1 qui sont A-conjugués.

Lemme 5.11 Avec les hypothéses et notations qui précédent on a :

2
7k l2

(Thg1 | Op—1) = 0, (rpy1 | 7)) =0, tg = 5
-1l

Preuve. On a, en utilisant 'expression de r;41 obtenue dans la démonstration
du lemme 5.9 :

(res1 | Ok—1) = (rg | Op—1) — <<rk [ 0k) (Adk | dk—1)

Aby | k)

avec (r | 0g—1) = 0 et (Adg | d0p—1) = (Adk_1|dr) = 0, ce qui donne bien
(rg41 | 0k—1) = 0. Le vecteur ri41 est orthogonal aux vecteurs o1 et dy, il est
donc orthogonal au vecteur r; qui appartient au plan engendré par les vecteurs
Op_1 et Ip.

Avec A(Sk_l =

on déduit que :

Adp_1 | O
<<7°kkll|5kkll>> (rk —ri—1), (rg | 76—1) = 0 et (ry | dg—1) = 0,
(Adg—1 | Ok—1)

(k=1 | Ok—1)
(Abk—1 | Ok—1)

(k-1 | Ok—1)

(Ad—1 | 1) = Ir&l3

(Adk—1 | Op—1) = — (Th—1 | Ok—1)


Rectangle


Meéthodes de descente et de gradient 195

2
&1l

et tp, = ——mMmM
(k-1 | Ok—1)

. Enfin avec 0 = rp + t0k—1 et (ri | dp—1) = 0, on déduit

2
75l

5
IrialZ |

En résumé, a I’étape k > 1, en supposant toujours que rj est non nul, le calcul
de xj41 se fait de la maniére suivante :

que (ry, | 6) = [|lrell3 et ty = O

2
&l

2
k-1l

(T | Ok)

G =1y + Ok—1, Tht1 = Th — (Ady | 61)

5 (5.13)

Pour l'initialisation on se donne un vecteur zy dans R™ et on prend &g = ryg.

Lemme 5.12 Awvec les hypotheéses et notations qui précédent, pour j compris entre
0 et k, les vecteurs r; sont deux d deux orthogonauz et les vecteurs §; sont deux
deux A-conjugués.

Preuve. Sirg= Axg— b est non nul, on pose alors dg = rg et on peut construire
les vecteurs z1,71 et 01, le vecteur ry étant orthogonal a dg = 1 et le vecteur d;
A-conjugué avec dg.

Supposons le résultat acquis jusqu’a 'ordre j — 1 avec j compris entre 2 et k.
Il s’agit alors de montrer que (r; | §;) = 0 et (Ad; | §;) = 0 pour ¢ compris entre 0
et 7 — 1. On sait déja que ces égalités sont vérifiées pour i =j — 1. On a :

(rj—1]d;-1)
ri=ri_] e Aj,_
T A )T
. (rj—116-1)

et avec (r;_1 | rj_o) =0, il reste (r; | ri_o) = ——-———(Ad;_1 | 7;_2).
<J1|J2> <J|J2> <A5j_1\5j_1>< J1|J2>

Pourj =2ona To = 50 et <A51 | ’/’0> = <A51 | 50> =0.

2
Pour j > 2, onarj_o=408_2— M(Sj_g et avec ’hypothese de récurrence

2
Iri-3ll5

2
il
on aboutit a <A(5j_1 | ’I“j_2> = <A5j_1 | 5j_2> — ::12::5 <A5j_1 | 5j_3> =0.
Tj=3ll2
On a donc (r; | rj—2) = 0.
D’autre part, on a :

2
.
(Adj | 6j-2) = (0; | Adj_2) = <Tj + m%‘fl | A5j2> =(rj | Adj—2)

2
Iri-1ll3

(rj—2 | dj—2)

etavecr,_ 1 =1 o9+ ———7—""+
T A6 [ 85 a)

Abj_o,0ona:
(Adj—5 | 6j—2)

| Adi o) =
(rj | 40-2) (rj—2|dj—2)

((rj I rjm1) = (rj [ rj2)) =0

(on a (rj_s|8;—2) = |[rj—|l> # 0). On a donc (Ad; | §;_2) = 0. De manictre
analogue on montre que (r; | r;) =0 et (Ad; | §;) =0pouri=j;—3,---,0. 0O
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Les vecteurs r; étant deux a deux orthogonaux et non nuls pour j compris entre
0 et k, on a nécessairement k < n—1 (dans R™ il n’est pas possible d’avoir plus de
n vecteurs orthogonaux non nuls, puisqu’un tel systéme est nécessairement libre),
c’est-a-dire que le vecteur 1, est nécessairement nul. Précisément il existe un entier
p compris entre 0 et n — 1 tel que 7, # 0 et 7,41 = 0, ce qui équivaut a Az, =b
et Az, = b pour tout k£ > p+1. En d’autres termes on a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 5.16. Stiefel
La méthode du gradient conjugué converge en n itérations au plus, c’est-
a-dire que la suite de vecteurs (xy),cyn définie par (5.13) avec xo € R™ et

09 = 1o est stationnaire a partir d’un rang p < n sur la solution du systéme
linéaire Ax = b.

5.16 Exercices

Egercice 5.1. Soient o, B dans K et A (e, B) = ((ai5)),<; j<,, la matrice
d’ordre n supérieur ou égal a 3 définie par : -

i =P

g =asije{l,-- ,n}\{i}

1. Donner une condition mécessaire et suffisante sur a et S pour que la
matrice A («, ) soit inversible.

ViG{l,'”,ﬂ}, { Z

2. On suppose que A(a, ) est inversible. Résoudre le systéme linéaire
A(a, B)x = e dans les deux cas suivants :

(a) Toutes les composantes de e valent 1.

(b) e est un vecteur quelconque.

\ J

Solution.

1. Le déterminant de A (o, 8) est A (o, 8) = (B+ (n— 1) a) (8 —a)" " (exercice
1.7), donc A (v, ) est inversible si, et seulement si, 8 # a et # —(n—1) .

n

no
(a) Ajoutant les lignes 2 & n a la premiere, on obtient aij =

=’ B+-1a
puis en retranchant cette équation aux équations 1 a n, on obtient :

1

Vie{l,---,n}, xi:m
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as (e)

n
b) Les mémes opérations qu’en 2a donnent =
(b) Les mémes opérations qu’en nnen aZx] 5rm-Da

j=1
n

E e;, puis :

i=1

Vie{l,---,n}, x; = 5ia <ei_ﬁ+a(i(—e)1)a)

,ouls (e) =

Exercice 5.2. Pour tout entier n > 1, on note H,, la matrice de Hilbert

1
d’ordre n définie par H,, = <()> o
t+3=1))1<i5<n

1. Calculer le coefficient de

dans la décomposition en éléments

[T (X—F)

simples de la fraction rationnelle R, (X) = k:I .
II (X+k)
k=0

2. On note Ap, = ((a45))1<; j<n la matrice d’ordre n définie par :
—sij=1,---n—1,1=1,--- ,n
aij = i+j—1 ’ ’ ’ ’
Rn_l(i) Sij:n’ z:]_’ N

2n

(a) Montrer que det (A,) = (n > det (H,,).

(b) Montrer que det (Ay) = Ry—1 (n)det (Hp—1) .

n
<I)4
3. En notant, pour n € N*, &, = Hk!, montrer que det (H,) = n-l
k=1 @Qn—l
1
4. Montrer que pour tout n € N*, on a det (H,) < —.
n

\

Solution.

n
A
1. La décomposition en éléments simples de R,, s’écrit R, (X) = Z(kank), avec
k=0

Men = lim ((z 4+ k)R, (x)). En particulier le coefficient de

rz——k

par o, = O (m)

est donné

+n
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2. On a, en notant h;; = pour ¢,j compris entre 1 et n :

11
hii -+ hip—1 Rp—1(1)
hotr -+ hap—1 Rp_1(2)
An - . . . 5
hnl tee hn,n—l Rn—l (’ﬂ)

Z)\kn 1higyr = ZAJ 1,n—1h; j pour tout i
j=1

avec R, (i) =

compris entre 1 et n.

(a) En notant Cj la colonne numéro j de H,, la colonne numéro n de A,
est combinaison linéaire des C1,--- ,C),. Le déterminant étant une forme
n-linéaire alternée, on en déduit que :

2 1
@MA@:AnLn1®MEJ:((n1))dﬂH)
n—
(b) Ona R,,—1 (i) =0pouri=1,--- ,n—1 et en développant le déterminant
suivant la derniére colonne, on en déduit que det (4,) = Ry,—1 (n) det (H,—

_ |
3. On en déduit que det (H,,) = M det (H,—1) avec A1 p_1 = LQ)Q
)\n—l,n—l ((n — 1)')
((n—1)H?

et Rn—l (n) = m,

ce qui donne :

o 4
det (H,) = o ((7”;)! (12);) N det (H,,—1)

Par récurrence, on en déduit que :

(n=1Dl(n—2)---20* @2,

(2n—1)!(2n —2)!---3121 &g,

(n—1)!(n-2)!---21)> 2k _(%!.
4. On a det (H,) = Gn =@ =2 !,SOIt avec (k) = ( )

det (H,) =

(n—1)! 1 (n—2)! 1 2! 11
det (H,) = — — s
(2n —1)! (Q(H_ll)) (2n — 3)! (2(7:,—22)) 5! ) 3! ( )
| 1 n—1
En posant ¢ = kf on a det (H, Hwk Avec (:) > 1, on

(2k + 1)! <2:>

déduit que ¥ <1 et :

(n—1)! 1 - (n—15 1

@n—1ﬂ@$j»-—Qn—nr’@n—lyung

1
det (Hn) < wn—l = ﬁ

Ce qui nous dit que det (H,,) tend vers 0 tres vite quand n tend vers l'infini.
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FEzxercice 5.3. Soit A = o . - 0 une matrice

: To bnfl Gp—1 Cn-—1

0o - 0 by G,
tridiagonale a coefficients réels ou complexes dont tous les déterminants
principauz sont non nuls. Donner un algorithme de calcul du déterminant
de la matrice A. Décrire un algorithme de résolution du systéme linéaire
Ax = e qui utilise la méthode de Gauss sans échange de lignes.

\ J

Solution. En notant Dj, le déterminant principal d’ordre k& d’une matrice tridia-
gonale d’ordre n et en développant Dy suivant la derniere ligne on a la relation
de récurrence Dy, = apDy_1 — brcp_1Dy_o, ce qui donne, avec les valeurs initiales
Do =1 et Dy = a1, un algorithme de calcul tres simple.

Dans le cas ou tous les déterminants principaux de la matrice A sont non nuls,
la méthode de Gauss peut s’effectuer sans permutation de lignes (une telle per-
mutation ferait perdre le caractére tridiagonal), on n’aura a chaque étape qu’une
ligne a traiter et pour chaque ligne seulement deux opérations.

A I’étape k de la méthode, la ligne L du systeme devient L — mgLy_1

by
Q-1

(k=2,---,n) avec my = . Ce qui donne les formules de transformations :

b =0, ap = ar — mycr—_1, Cx inchangé, e, = ep — Mmyer_1

Le systeme triangulaire supérieur obtenu sera bidiagonal et aura pour solution :

€n
Ty = —
Qn
= G GT)
a;

Cette méthode de résolution d'un systeme tridiagonal est la méthode de double
balayage de Cholesky. Le produit des a; donnera, en fin d’opération, le détermi-
nant de la matrice A.

FExercice 5.4. On reprend les notations de l’exercice 5.3. Décrire un al-
gorithme de résolution du systéme Ax = e qui utilise la décomposition LR.
Décrire un algorithme de calcul de inverse de A qui utilise la décomposition

LR.

Solution. Si tous les déterminants principaux de la matrice A sont non nuls
on sait alors que cette matrice admet une décomposition LR avec L triangulaire
inférieure a diagonale unité et R triangulaire supérieure.
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On cherche les matrices L et R sous la forme bidiagonale, soit :

1 0 0 - 0 d om0 .- 0

L, 1 0 : 0 dy 7y :

L=1 o o -2=1] o 0
Loy 1 0 : 0 dn_1 Tno1

0 L, 1 0 0 0 dy

On effectuant le produit A = LR et en identifiant avec les coefficients de A, on
obtient alors :

dl = ai

T3 =6 (-7211 ,TL—].)
puis :
bit1 .
](T, djt1=aj41 —riLjp (G=1,---,n—1)

3

On en déduit alors une méthode de résolution d’un systeme tridiagonal utilisant la
décomposition LR. Soit donc a résoudre le systéme linéaire Az = e. Tout d’abord,
on résout le systeme linéaire Ly = e, ce qui donne :

Lj+1 =

{ Y1 =€
yj=e; — Liyj—1 (j=2,---,n)

Puis on résout le systeme linéaire Rx = y, ce qui donne :

2 =0
n dn
= W)

d;j

Ona A~! = R~'L~!. En utilisant les résultats du paragraphe 5.3, on sait que les
coefficients de U = R~ ' et V = L~! sont donnés, pour j compris entre 1 et n,
par :

ujj:d vij:O (1:1,’]71)
T Gy 1) 0 ) Wil

vij = —Liui—1,; (i=j+1,---,n)

n
Les coefficients de W = A~! sont alors donnés par Wi = E UV POUT 1,
k=max(i,5)

j compris entre 1 et n.
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Ezxercice 5.5. On note A, la matrice symétrique réelle d’ordre n > 2
définie par An = ((aij));<; j<p » aVEC :

{aij:n—j—l—lpourlgigjgn

a;j = aj; pour 1 <j<i<n

1. Calculer det (Ay,) .
2. Calculer linverse B,, de la matrice A,,.

3. Donner la décomposition LR de A,,.

Solution.
n n—1 - 201
n—-1 n—-1 - 2 1
.OnaA, = © ¢ ¢ | . En retranchant la deuxiéme ligne
2 2 e 201
1 1 1 1

a la premiére, on déduit que det (A,) = det (A, 1) pour tout n > 2, puis par
récurrence que det (A,) = 1.

. La matrice A,, est inversible dans M,, (Z) (son déterminant vaut 1), c’est-a-dire
que les coefficients de A, ! sont entiers. Aprés quelques expériences numériques
on fait 'hypothese que :

1 -1 0 0
12 -1
ALt =B.=1| o 0
12 -1
0 0 -1 2

Pour vérifier cette hypothese, il suffit de vérifier que la colonne numéro j de B,
est solution du systeme linéaire A, = e; ou e; est le j-ieme vecteur de base
canonique de R™.

. Si A, = LR, alors A} = R7'L71 avec I’ = L~! triangulaire inférieure a
diagonale unité et R’ = R~! triangulaire supérieure. La matrice B,, étant tri-
diagonale, on cherche les matrices L’ et R’ sous la forme :

1 0 0 - 0 d, v 0 - 0
Ly 1 0o .o 0 dy :
L, 1 0 0 d,_, rh_4
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Par identification des coefficients dans le produit A, ' = R™'L~1, on obtient :
7"22—1, (221,771—1)
1 n+2—1i

d/:——zi ':2---
=D Ty 052

On vérifie alors que 'inverse de la matrice R’ est la matrice :

n n—1 2 1
0 n=l 2 1
R=1]0 :
: .. 0 2 1
: 33
0o - 0 0 35
et que l'inverse de la matrice L’ est la matrice :
1 0 o --- 0
=l 1 0 0
L= : : .
2 2
r
wonl 7 1

Ezercice 5.6. Soient o, 3 dans K avec B # 0 et A (e, B) = ((ai5))1<; j<n
la matrice d’ordre n supérieur ou égal a 3 définie par : -

. ai; =
Vie{l,---,n}, { aij = sij €{1,---,n}\ {i}

1. Calculer le rayon spectral de la matrice J intervenant dans la méthode
de Jacobi (on peut utiliser les résultats de l'ezercice 3.20).

2. Donner une condition nécessaire est suffisante sur la matrice A (v, 3)
pour que la méthode de Jacobi converge.

3. Montrer que si la méthode de Jacobi converge, celle de Gauss-Seidel
CONVeErge auss.

J

Solution. On pose D = 81, et N = D — A(«a, 8) . La matrice intervenant dans
la méthode de Jacobi est alors donnée par J = D"!N = A (g, 0) .

1. Le rayon spectral de J est donné par p(J) = p <A (_Z’O)> =(n-1) V;:

(exercice 3.20).

2. La méthode de Jacobi est convergente si, et seulement si, le rayon spectral de J
est strictement inférieur & 1, ce qui équivaut a || > (n — 1) ||, ce qui encore
équivalent a dire que la matrice A (o, 8) est a diagonale strictement dominante.
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3. Si la méthode de Jacobi converge, A («,3) est alors a diagonale strictement
dominante et la méthode de Gauss-Seidel converge aussi.

Exercice 5.7. On garde les notations de l’exercice 5.6 et en utilisant les
notations de lexercice 1.8 (question 2), on pose M = M (a, 3,0), N =
M — A(a,B) et G = M~IN désigne la matrice qui intervient dans la
méthode de Gauss-Seidel.

1. Calculer le polynome caractéristique de G.

2. Montrer que 0 est valeur propre de G et calculer le produit des valeurs
propres non nulles dans le cas ou a est non nul.

3. Montrer que pour |a| > |B|, la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas.

Solution.

1. Le polyndéme caractéristique de G est :
Xe (X) =det (X1, — M'N) =det (M~") det (MX — N)

Soit en utilisant les notations et les résultats de 'exercice 1.8 :

_ det (M (aX, X, )) _ B—a)" X" - X (X —a)"
s B (1 - X)

xa (X)

Ce qui peut aussi s’écrire :

2. Onaxg (0) =0, x (0) = hn%) ch(x) =(-1)" g—n. Pour v non nul, 0 est valeur
z—

n
propre simple de G et en écrivant x¢ sous la forme xg (X) = XH (X =X\),
=2

on en déduit que le produit des valeurs propres non nulles de G est donné par

n an
i:HzAi =5

3. Pour |o| > |B], on a

n

[

=2

> 1, donc p(G) > 1 et la méthode de Gauss-Seidel

ne converge pas.
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\

FEzxercice 5.8. Soit A = o . - 0 une matrice

: Yo bnfl Gp—1 Cn-—1

0o .- 0 by an
tridiagonale a coefficients réels ou complexes d’ordre n > 3, les coefficients
a; €tant tous non nuls.

1. Montrer que le polynome caractéristique de la matrice J qui intervient
dans la méthode de Jacobi s’écrit x; (X) = P (X?) X9, o P est un
polynome tel que P (0) soit non nul.

2. Montrer que le polynome caractéristique de la matrice G qui intervient
dans la méthode de Gauss-Seidel est tel que xa (X2) =X"xs(X).

3. Montrer que p(G) = (p(J))? et Roo (G) = 2Rog (J) et conclure.

J

Solution. On désigne par D la partie diagonale de A, E sa partie triangulaire
inférieure strict et par F' sa partie triangulaire supérieure strict, de sorte que la
matrice A s’écrit A = E + D + F. La matrice qui intervient dans la méthode
de Jacobi est alors donnée par J = —D~! (E + F) et celle qui intervient dans la
méthode de Gauss-Seidel par G = — (D + E)” " F.

1. Le polynome caractéristique de J est défini par :

xs (X)=det (XL, +D " (E+F))=det (D ")det(E+F+ DX)

la matrice M = F + F + DX étant tridiagonale. Avec les notations du lemme
54,ona M (-1)=—FE - F+ DX et:

det (M) = det (M (—1)) = (—1)" det (E + F — DX)

On en déduit que ;s (=X) = (—=1)" x (X), donc il existe un polynéme P tel
que P (0) # 0 et xs (X) =P (X?) X1

. Le polyndme caractéristique de G est défini par :

xe (X) = det (an +(D+E) F) = det ((D + E)’l) det (F + (D + E) X)

avec M = F + (D + E) X tridiagonale. Pour A > 0, avec les notations du
1

lemme 5.4, on a M (ﬁ) = VMNE+F)+AD = ﬁ(E+F+fAD) et en

conséquence, det (M) = det (M (\%)) = (\FA)H det (E +F+ \AD) , donc :

1
~ det(D+ E)
j— Xn
“det(D+B)Y

xa (X?) X"det (E + F + DX)

(X)det (D) = X"x (X)
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3. C’est une conséquence immédiate de ce qui précede. La méthode de Jacobi

converge si, et seulement si, p(J) < 1, ce qui équivaut a p(G) < 1 donc a
la convergence de la méthode de Gauss-Seidel. En conclusion les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément et dans le cas
de la convergence c’est la méthode de Gauss-Seidel qui est la plus rapide.

\

Ezxercice 5.9. Soit A une matrice réelle d’ordre n > 2 telle qu’il existe
un réel a strictement positif avec :

Ve e R®, (Az | z) > o] (5.14)
1. Montrer que pour tout vecteur b € R™, le systéme linéaire Ax = b admet

une unique solution u € R™.

2. Soient 0 un réel et (wy), oy la suite de vecteurs définie par :
To € R™
{ Vk € N, @pp1 = ox — 0 (Azk — b) (&)

Montrer que pour 0 € ] 0, [ la suite (x1),cy converge vers u.

«
2
1412

Solution.

1. Avec l'inégalité (5.14), on déduit que I"équation Az = 0 équivaut & x = 0, ce

qui équivaut a dire que la matrice A est inversible. En conséquence, pour tout
vecteur b € R"” le systéme linéaire Ax = b admet une unique solution u € R™.

On note r, = Az, —b le vecteur résidu d’ordre k. La suite (x4),, o converge vers
u si, et seulement si, la suite (1), oy converge vers le vecteur nul. En remarquant
que riy1 = 1 — 0Ary = (I, — 0A) 1%, on déduit que r, = (I, — 0A)" 7o pour
tout entier naturel k et la suite (74), oy converge vers le vecteur nul quelle que
soit la valeur initiale 7 si, et seulement si, p (I, — 0 A) est strictement inférieur
a 1. Avec p (I, — 0A) < |I,, — 0A],, on déduit que si |I,, — §A[, < 1, la suite
(7x) ey converge alors vers u. Pour z € R™ tel que ||z|l, =1, on a:

(10 — 04) 23 = || Az|5 6% — 2 {Az | 2) 6 + ||
< 1413 ll2]36% = 2a [l ]36 + lll3 = 1415 6% — 206 + 1

2
et pour JA]262 — 206 + 1 < 1, ce qui équivaut & 6 < 22 avec 0 > 0, on a
’ e

|1, — 0A], < 1. En conséquence p (I, —fA) < 1 et la suite (zx),cy converge
Vers u.

FEzxercice 5.10. Soient A une matrice réelle d’ordre n > 2 symétrique
définie positive de valeurs propres 0 < Ay < --- < A\, et b un vecteur dans
R™.
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1. Montrer que la matrice A vérifie la condition (5.14) de l’exercice précé-
dent.

2. Montrer que la suite de vecteurs (vy), oy définie par (5.15) dans l'ever-
cice précédent converge vers la solution u du systéme linéaire Ax = b

quelle que soit la valeur initiale xo si, et seulement si, 0 € }0, ~ [
n

2
3. Montrer que, pour xo donné, le meilleur choix de 6 € ]0, I [ (i. e. celui
n

qui assure la convergence la plus rapide) est 0y = N et calculer le
1
rayon spectral py de la matrice I, — Oy A. "

4. Calculer les valeurs de 0y et py pour la matrice :

2 —1 0 0
1 2 -1

A=1 o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2

\ J

Solution.

1. Voir le lemme 5.10.

2. Dans I'exercice précédent on a vu que la suite (z), oy converge vers u quelle
que soit la valeur initiale zq si, et seulement si, p (I, — 6A) est strictement
inférieur a 1, ce qui équivaut a dire que pour tout entier j compris entre 1 et n

Do R 2 R 2
ona—1<1—9/\j<1,cequlequlvauta9>Oet9<T,smtaee O,A— .
n n
3. Le meilleur choix de 6 est celui qui minimise le rayon spectral :
p (I, —0A) = max |1 —6);| =max (|1 —0\],|1 —6\,])

1<j<n

En dessinant le graphe de la fonction 6 — max (|1 — 6A1], |1 — 6\,]), on voit

facilement que cette fonction atteint son minimum en 6y = SV avec :
1 n
=p (I, — 6pA) = 1 2 A
Po= Pl =) = S T A
~ max (An =) — (N — A1) _ An — A1
1<j<n AL+ A AL+ A

L—5-  1—conds(A)
1+ 21 1+ conds(A4)
descente a parametre constant de Richardson) sera donc rapidement conver-

gente pour une matrice bien conditionnée, c’est-a-dire telle conds (A) est voisin
de 1.

Ce qui s’écrit aussi pg = . La méthode (méthode de
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4. Les valeurs propres de la matrice A sont données par :

km 9 km
=2— = P E— <k<
A (a,b) =2 2cos(n+1) 4sin (2(n+1)) (1<k<n)

(exercice 1.9). On a donc :

2 nmw 2 iy
1 sin (2(n+1)) — S (2(n+1))

2 (s (i) o (i) o (i) + o ()

0o =
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Chapitre 6

Calcul approché des valeurs
et vecteurs propres

6.1 Introduction

Le probleme de la détermination des valeurs propres d’une matrice est en général
beaucoup plus difficile que celui de la résolution des systemes linéaires.

Tout d’abord nous allons étudier la méthode de la puissance itérée qui permet de
calculer la valeur propre de plus grand module d’une matrice réelle sous certaines
hypotheses. Puis en itérant ce procédé on peut en déduire les autres quand elles
sont toutes distinctes en modules. Cette méthode, peu performante, est a utiliser
pour les matrices ayant toutes les valeurs propres distinctes ou si on en cherche
seulement a calculer quelques-unes d’entre elles.

D’autres méthodes sont les méthodes de Rutishauser, Givens et Householder et
de Jacobi qui reposent sur le principe suivant : on construit une suite (Ay), oy de
matrices toutes semblables a la matrice A, donc ayant les mémes valeurs propres,
qui converge vers une matrice plus simple (diagonale pour Jacobi, tridiagonale
pour Givens et Householder, triangulaire pour Rutishauser) encore semblable &
la matrice A. Les valeurs propres cherchées sont alors les termes diagonaux de la
matrice limite, dans le cas des méthodes de Jacobi et de Rutishauser.

Les problémes posés par ces méthodes sont :

— savoir décrire le passage de Ay a Ag41 aussi simplement que possible c’est-
a~dire avec un cott de calcul peu élevé;

— les valeurs propres doivent étre bien conservées (stabilité numérique de la
méthode).

Comme pour le chapitre 5, on pourra consulter [ ?] ou [24] pour la programma-
tion des méthodes décrites dans ce chapitre.

6.2 Méthode de la puissance itérée

La méthode de la puissance itérée permet le calcul du rayon spectral de la
valeur propre de plus grand module d’une matrice réelle quand cette valeur propre
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dominante est unique. Par exemple, les théorémes de Perron-Frobenius (théorémes
4.7 et 4.3) nous dit qu’une matrice réelle & coefficients strictement positifs a une
valeur propre dominante unique.

Théoréme 6.1.

Soit A une matrice d’ordre n > 2 a coefficients réels telle que la va-
leur propre A1 de module mazximum soit unique. Cette valeur propre est
alors réelle et simple, l’espace propre associé est une droite vectorielle
et on a R" = ker (A—\1,) @ Im (A — \1I,), le sous-espace vectoriel
Im (A — M\ 1,,) étant stable par A.

Preuve. On note A\j,---,\, les valeurs propres de A dans C, avec p (4) = |A\1| >
[A2| > [A3] > ... > |\,|. La valeur propre \; est nécessairement réelle et simple
(la matrice A étant réelle son spectre est stable par conjugaison complexe et A
est 'unique valeur propre de module maximum). On note Fy = ker (A — A\ I,)
et F; = Im(A— \I,). La valeur propre \; étant simple, I'espace propre asso-
cié F7 est nécessairement de dimension 1. De plus, il est facile de vérifier que
les sous-espaces vectoriels Eq et Fj sont stables par A. Pour montrer que Ej
et F} sont en somme directe, il suffit de montrer que leur intersection se ré-
duit au vecteur nul (théoreme du rang). Si y € E; N Fy, il existe alors un vec-
teur x € R™ tel que y = (A—XMI,)x et (A—XMI,)y = 0. Le vecteur z est
alors dans le noyau de (A — Alfn)2. Les valeurs propres de A, = A — A\ 1,, sont
0,A2 — A1, , Aa — A\, la valeur propre nulle étant simple. La matrice A? a donc
pour valeurs propres 0, (A2 — )\1)2 sy (A — )\n)z , la valeur propre nulle étant
simple. On en déduit alors que ker (A%) est de dimension 1 et, tenant compte
du fait que {0} # ker (A;) C ker (4%), que ker (A;) = ker (A}). Il en résulte
x €ker (Ay) et y=0. On a donc Ey NFy = {0} et R" = E; @ Fy. O

De maniere plus générale, on peut montrer que si A est une valeur propre de A
d’ordre p > 1, les sous-espaces vectoriels ker (A — A\ 1,,)” et Im (A — \11,,)" sont
alors stables par A, supplémentaires dans R™ et dim (E,) = p (exercice 6.1).

Dans ce qui suit, on munit R™ d’une norme quelconque et A désigne une ma-
trice d’ordre n > 2 a coeficients réels telle que la valeur propre Ay de module
maximum soit unique. En particulier cette valeur propre est unique. On note
E; =ker(A—X\1,), Fiy =Im(A— A\ 1,) et on définit la suite (x(k))keN de vec-
teurs de R™ par :

20 = e, + fi avec e; € E\{0}, fieF

1
v (k+1) — = Ap(k)
keN, x H x(k)HAI

On verra au cours de la démonstration du théoreme 6.2 que cette suite est bien
définie.

On note, dans la base canonique de R", e; ; les composantes du vecteur ey, :cg.k)
celles de (%) et (Ax(k))j celles de Az(F).

On a alors le résultat suivant qui permet de calculer une valeur approchée de
la valeur propre de plus grand module et d’un vecteur propre associé.


Rectangle


Meéthode de la puissance itérée 211

Théoréme 6.2.

Avec les notations ci-dessus, on a :

(7) lim HAw(’“)H =|\|=p(A).

k—+oo

(¢i) lim z®) =y, lim 2@+ =y, = signe (A1) v1 ot vy est un vecteur
k—+oo k—+oco

propre non nul associé d \i.
(Az®)

(i13) Pour tout j € {1,--- ,n} tel que e1; #0, on a lim 7kj = A1
k——+oo ZII§ )

Preuve. On identifie une matrice a ’endomorphisme de R™ qu’elle définit et on
note B la restriction de A & Fy. D’apres le théoreme 6.1, B est un endomorphisme
de Fi de valeurs propres Mg, -+, A,.

On a Az© = \e; + Bfy # 0, donc 2 est bien défini. Par récurrence, on
voit que z(¥) est bien défini avec une projection non nulle sur F;. De maniére plus
précise, on a :

AFz©) = \eey + BFf £ 0
1

(k) — = Ak,(0)
o e

VEk € N,

En effet le résultat est vrai pour kK = 1 et en le supposant vrai pour k& > 1, on a
AFF10) = \MHle 4 BRH1F £ 0 et Ax®) = ——— AFF12(0) £ 0, de sorte que :
[ AF2 (O]
(b+1) _ ||Akx(o)|| 1 k
[AFH 2O || A*2

+1..(0) 1 k+1,,(0)

Pour tout entier k& > 1, on a A*z(®) = Ae; 4 BFf; = M (e + fi) avec

k
. . 1 . 1
kgrfoo fi= kgrfoo <<)\13> fl) = 0 du fait que p ()\13) < 1.

A\
En écrivant que z(F) = <1) —— (e1 + fx), on déduit que :
“ nT) e 7 “
HAN)H = e+ A4S
llex + frll
et lim [|Az®|| = |A1|. On déduit aussi que :
k—4oc0
lim 2% =, = b e1, lim (2D = signe (A1) ()\1)61
koo lex]| ™ koo llea]l
M\
Enfin avec Az — X2 = () —— (Afr — A , on déduit que
1 |)\1‘ Hel‘i’fk”( fk 1.fk> q

lim (Ax(k) — )\11:("3)) =0.

k——+oo
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Comme e; # 0, il existe j € {1,...,n} tel que e;; # 0 et pour k assez
grand on a xgk) # 0. Avec lim ((Ax<k)) = Algc(,k)> = 0, on déduit alors que
k—+o00 J J

(Azh))
lim ———L = \,. |
k——+o00 xik)

En général on n’a pas d’informations sur le sous-espace propre E; de sorte
qu’en prenant z(® quelconque dans R” sa projection sur E; peut étre nulle et
théoriquement la méthode décrite ci-dessus ne donnera pas le résultat espéré. En
fait F| est un hyperplan de R”, donc de mesure nulle, et en prenant z(?) quelconque
dans R™ on a trés peu de chances de tomber sur F. Si 2(9) est dans Fy, & cause des
erreurs d’arrondis, au bout de quelques itérations on sort de cet hyperplan, mais
la convergence peut étre lente. Une autre fagon d’éviter ce type de probleme est de
prendre deux valeurs différentes de z(9) et de garder celle qui donne la convergence
la plus rapide.

La méthode de la puissance itérée est en fait une adaptation de la méthode
de Bernoulli pour calculer la racine de plus grand module d’un polynéme, quand
cette derniére est unique.

Si la matrice A est inversible, en appliquant la méthode de la puissance itérée
a la matrice A™', on a alors un moyen de calculer la valeur propre de plus petit
module de A (quand cette derniére est unique). La méthode obtenue est aussi
appelée méthode de la puissance inverse. Dans la pratique on évite d’inverser A et
on utilise la suite définie par :

20 =e, + f, avec e, € ker (A — X\, I,,) \ {0}, fn € Im (A —\,1,,)

VEeN, 20+ = L 041  ayec AutHD) = o)
’ [ut=n =

Le calcul approché des autres valeurs propres peut se faire en utilisant la mé-
thode de déflation dans I’hypothese ou les valeurs propres de A sont telles que
|A1] > [A2] > -+ > |A\,|. La matrice A est alors diagonalisable avec des valeurs
propres réelles et simples.

Soit e; un vecteur propre associé a A; de norme euclidienne égale a 1. On va
vérifier que les valeurs propres de la matrice B = A—X\je1 ‘e; = ((a;; — Aie1€1,5))
sont 0, Ao, -+, \,. On appliquera alors la méthode de la puissance itérée a cette
nouvelle matrice pour obtenir une valeur approchée de Ao, puis on continue ainsi
pour obtenir des valeurs approchées des autres valeurs propres.

Lemme 6.1 Avec les notations qui précédent, en notant e; un vecteur propre de
A associé a A1 de norme euclidienne égale da 1, les valeurs propres de la matrice

B=A—\ei ter sont 0,ha, -+, Ap.

Preuve. Pour tout j = 1,2,---,n, \; est aussi valeur propre de ‘A. On désigne
par f; un vecteur propre de A associé a ;. En écrivant que :

(o1 13) = 5 <Ae1|fJ>— ! (e tAfJ>—* 1| 15)

on déduit que (e; | fj) = 0 pour tout j compris entre 2 et n. On a alors pour tout
j compris entre 2 et n :

‘Bfj = "Afj = Mer e fi = Nifi = Mlen | fi)er = A
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c’est-a-dire que \; est valeur propre de ‘B, c’est donc aussi une valeur propre de
B. Enfin, on a Be; = Ae; — Aeg teje; = Ajer — A {e1 | er)ep = 0, clest a dire
que 0 est valeur propre de B. O

6.3 Méthode de Jacobi pour les matrices symé-
triques

On se donne, pour ce paragraphe, une matrice A symétrique réelle. Elle est
donc diagonalisable avec ses valeurs propres toutes réelles.

Le principe de la méthode de Jacobi consiste a construire une suite de matrices
de rotations planes (R (0x)),cy telle que pour k tendant vers I'infini, la suite de
matrices (Ay),cy définie par :

Ag=A
{ Apyr =R (0r) " AyR(0r) (k>0)

converge vers une matrice diagonale. Comme chacune des matrices Ay est sem-
blable a la matrice A, on en déduit que les valeurs propres de A sont les termes
diagonaux de la matrice limite. Cette méthode est bien adaptée aux matrices sy-
métriques réelles de petite taille.

Pour toute matrice M = ((m;;)) d’ordre n > 2 et a coefficients réels, on

1<i,j<n
désigne par || M]|, = Tr( tMM)% la norme de Schur de M.

On vérifie facilement qu’on a [ M|, < [|[M]|,, ou |-|, désigne la norme matricielle
induite par la norme euclidienne et que |[MR|, = [[RM|, = ||M]|, pour toute
matrice orthogonale R.

Pour tout 0 € [—m, 7| et tout couple (p,q) d’entiers tel que 1 < p < ¢ < n, on
note R, , (¢) la matrice de rotation d’angle 6 dans le plan défini par les vecteurs
ep et eq de la base canonique (ex); <<, de R”. Une telle matrice est de la forme

I, 0 0 c 0 —5
R,,(0) = 0 ppqe(@) O ,otonaposép,, (@)= 0 I,—py1 O
0 0 In_q s 0 c

avec ¢ = cos (6) et s = sin (0) .
Pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n > 2, M = ((m;;))
—1
note My q (0) = Rpq (6) " MRpq(0).
Pour une matrice symétrique M, le produit M, , (¢) est facile & calculer. La

1<i,j<n» O

multiplication & gauche par R, , (0) " = 'R, , () modifie seulement les lignes p
et ¢ de M et la multiplication & droite par R, , (f) change seulement les colonnes
p et g de M. Ce qui donne pour les coefficients de M, , (0) = ((mgj))lgi,jgn :

my, = cmip + smig (i #p, i # q)
m), = My, + §%Mgq + 25y,

Mi, = cMig — smiy (1 #p, i 7 q)
My, = 82 Mpp + PMgq — 25CMypg

My = (¢ = 8%) Mypg — s¢(Mpp — Mgq)
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la matrice M), , (€) étant symétrique. De plus on a || M), , (0)|, = || M, .
L’idée de la méthode Jacobi est de déterminer 6 de maniere & annuler les coef-
ficients m,, et my, de My, (0).

Lemme 6.2 Soit (p,q) € N? tels que 1 <p < g <n et my, # 0.
T
474
2. t =tan (0) est l'unique solution dans]—1,1]\ {0} de l’équation du second degré
Mpp — Mqq

1. 1l existe un unique réel 6 € }— } \ {0} tel que my,, = 0.

t2 4+ 2bygt — 1 =0, ot on a posé by, = 2,

3. ¢ = cos(f) et s = sin(0) pewvent se calculer de maniére algébrique avec les

égalités c = —— et s = tec.
J V1 + 2
Preuve.
1. La condition m/_ = 0 équivaut a :

Ppgq

(cos (6)* — sin (9)2) Mypq — sin (0) cos (0) (my, — mgq) =0

Pour mpq # 0, on a 0 # 0. Si mp, = mgyq, on prend alors § = Z et pour

2mypq

Mypp 7 Myq la condition ci-dessus s’écrit tan (26) = et cette équation

o Mpp — Myqq
admet une unique solution 6 € }—Z, 1 [\ {0}.

2. On déduit facilement du point précédent que ¢t = tan (6) € |—1,1]\ {0} et qu’il
est solution de 'équation du second degré t + 2b,,t — 1 = 0. Cette équation
admet deux racines réelles :

1
t1=—bpg+ /1 +b2 = ———
bpg + /1 + b2,

1 -1
tzz——:

b 1482, by,

i b
La racine de valeur absolue inférieure a 1 est ¢t = M, avec la
\/05q + 1+ [byg
convention signe (0) = 1.
1
3. Des égalités cos () = —————, sin () = cos (6) tan (0), on déduit que
1+ tan? ()
c=——ct s=tc
1+1t2


Rectangle


Meéthode de Jacobi pour les matrices symétriques 215

S
En remarquant que 7 = tan <2) = oo les formules donnant les coefficients
¢

de M, , (6) se simplifient pour donner finalement :

mgp:mip—ks(miq—Tmip) (’L#pv Z#q)

m;p = mpp + tmpq . . (61)
Mg = Mig — 8 (Mip +Tmiq) (i #p, i #q)

m:zq = Mgq — tMpq

m;,q =0

Dans ce qui suit, A désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n > 3 de
valeurs propres (réelles) A1, -+, A,,. On lui associe la suite de matrices symétriques

(Ak)pen définie par Ay, = (( S;C)))lgi,j<n et :

{ Ag=A
Ak = R(@k)il AkR(Gk) (k >0)

ot R (0y) est la matrice unité si a,(,];) = 0 et une matrice de rotation R, , (0)) avec

- ()‘ T
max |a;;’| et er} 4,4]\{0} tel que

1 <p<q<ntels que ‘apq  Jnax
<i<g<n

a,&’f,“) =0.

On décompose chaque matrice Ay sous la forme A, = Dy + Ey ou Dy, est la
partie diagonale de Ay.

Lemme 6.3 Avec les notations qui précédent, on a 111}_1 E, =0.
k—+o0

Preuve. En utilisant les formules simplifiées (6.1), on a :

) n (kt1) 2 n 9
1Dl =Y |l = >0 +a
=1 i=1
1#Dp,i#£q
avec
2
‘ (k+1) ' + ’ k+1)’ ’ (k) + tka(k) + 'aé];) — tkai()];)

_ |,k k k k k k
- ’app)’ + ‘at(zq)‘ + thaéq) (aép) - aéq) + tkaz(nz))

le réel ¢), étant I'unique solution dans |—1,1]\ {0} de I’équation t2 + 2b,,tx, — 1 = 0.

1—t}
On a alors a](gp) — a,,g’Z) = k agf]) et :

tg
2 2 2
k+1) E+1) |7 | (K k) k)
i ol = o o 2]
. 2 2 |2
ce qui donne || Dy 1]12 = [ Dy +2 |af)|
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On peut aussi constater que :
E+1 k1
g o
Qap a(5q)
: (k) (k) o
- cos (0)  sin () app  Gpg cos (0x) sin (0)
—\ —sin(6) cos(0k) al ol sin (0;)  cos (0)

et par conservation des normes on a immeédiatement :

o o 2l = [ ol 2o
On conclut alors avec a(kH) 0.
D’autre part, on a HAk|| = \\Dk||2+||Ek||2 avec ||Ak||5 = || A4]|, pour tout k > 0.
On en déduit alors que HEk—HH = ||Ek|| -2 ‘apq ‘
En utilisant le falt que a’;q est de module maximal dans Fj, on déduit que
E% < (n*—n) a,(,]Z) et HEkHHi < (1 - 712) ||EkH Par récurrence on a

2
alors ||E;€H2 < (1=
n2 —

n>3et lim Ep=0. O
k—400
Pour montrer que la suite des matrices diagonales (Dy,), oy est convergente on
a besoin du résultat suivant qui sera aussi utilisé pour calculer les vecteurs propres
de la matrice A.

) ||E0||§ Il en résulte que lim |Ey||, = 0 pour
n k— 400

Lemme 6.4 Soit (x),cy une suite dans un espace vectoriel normé de dimension

finie (E,||-||). Cette suite converge dans (E, ||-||) si et seulement si elle est bornée,

n’admet qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence et lirf |zk+1 — zk| = 0.
n—-+0o0

Preuve. Voir [18]. O
Théoreme 6.3.

Awec les notations qui précédent, la suite (Ay),cy converge vers une ma-
trice diagonale D, de termes diagonaur df = A, pour i = 1,---,n,
ol A1, , A\, sont les wvaleurs propres de A el o wune permutation de

{17... ,n}.

Preuve. D’apres le lemme 6.3, il est équivalent de montrer que la suite (Dg),cy
converge vers la matrice D,.
Avec || Dyl < [|Axll, = ||All,, on déduit que la suite (Dg), oy est bornée.
Avec
Osii#p, i#q
k1 k
a§i+ = a’z('i) = tan(0x) G:qu), sii=p
— tan (6y) az(,’f]), sit=gq
(k)

[tan (0x)| < 1 et |apq

< || Ekll, kﬁ+ 0, on déduit que kgrfoo (Di+1 — D) =0.
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Pour montrer que la suite (Dy), oy est convergente il nous reste donc a montrer
qu’elle n’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence.
Soit (D‘P(k))keN une suite extraite de (Dy), oy qui converge vers une matrice
D diagonale. Avec lim FE, ;) = 0, on déduit que klir}_l Ay = D. Si Py (X)
—+00

k—+o00
désigne le polyndme caractéristique de A1), on a kEToo P, (X) =det (X1, — D)
avec Pj, (X) = det (X1, — A) puisque A et A, sont semblables. On a donc
montré que D et A ont le méme polynome caractéristique, donc les mémes valeurs
propres. La matrice D étant diagonale les termes diagonaux de D sont donnés par

d = As(;y pour tout ¢ = 1,2,...,n, oll o est une permutation de {1,---,n}. Le
nombre de ces permutations étant fini, on déduit qu’il n’y a qu'un nombre fini de
valeurs d’adhérence. |

Pour calculer une famille de vecteurs propres de A, on désigne par (Py), oy la
suite de matrices orthogonales définie par P, = R (0y) R (1) --- R (0) pour tout
k> 0.

On suppose que toutes les valeurs propres de A sont distinctes. On désigne par
D la matrice diagonale de termes diagonaux d; = A; pour ¢ = 1,--- n et par

= (Cy,--+,Cy) une matrice orthogonale telle que D = P AP, ou C; désigne
la colonne numéro j de P.

Théoréme 6.4.

Avec les notations ci-dessus, on a :

1. lim 0, =0et lim R, =1,.

k——+oco k——+oco
2. La suite (Py),cy converge vers une matrice Py = (ng(l), s ey :I:C[,(n))
ot o est une permutation de {1,--- ,n}. Le vecteur C,(;y étant un vec-

teur propre associé d la valeur propre Ag ;).

Preuve.

1. Avec lim Dy = D, et ’hypothése que les valeurs propres de A sont deux a

k——+oo
deux distinctes, on déduit qu’il existe un entier kg tel que :

k k
k> ko, |afy — agd)| > 1<12171éljn<n IAi = i1 >0
Des inégalités ’ay;)’ < ||Ek|4, avec lim |Ecl|, = 0 (lemme 6.3), on dé-
a(k) e
duit que 'on a lim |bg| = lim ppiqu = +00, ce qui implique que
k—+4oco k—+oco 2a1()q)
_ signe(by)

lim tan(fy) =

k—+o00 k—>+<>o A /b2 1+ |bk|
et lim Ry =1,.

k—+o00
2. On a |Py|, =1 (P est orthogonale) et, avec Pyi1 — Py = Pr (R (0p41) — Inn)
on déduit que i hI—P (Pi4+1 — Pr) = 0. Il nous reste donc & montrer que la suite
— 400

= 0. En conclusion, on a lim 6, =0
k—+o00

(Pr) ey n'a qu'un nombre fini de valeurs d’adhérence. Soit (PW(k))keN une suite
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extraite de (Py),cy qui converge vers une matrice orthogonale Q. Avec I'égalité
Atp(k) = tpap(k)APga(k)a on déduit que tPUAPU =D, = kgrq{loo Aga(k) = tQAQ

Les valeurs propres de A étant deux a deux distinctes, on a nécessairement
Q= (:I:C’U(l), e 7:I:C’U(n)) . D’ou le résultat.

O

D’un point de vue numérique, le calcul du maximum des termes non diagonaux
de Ay a chaque étape n’est pas intéressant car il augmente le temps de calcul. On
préfere procéder de la maniere suivante : a I'étape k du calcul, la matrice Ag_q

n(n—1)
2

tions de Jacobi en prenant pour valeurs successives de (p,q) les valeurs (1,2),

(1,3), -+, (1,n); (2,3), -+, (2,m); -+ ; (n—1,n). Un tel calcul est appelé un

balayage. En notant Sy = Z ‘az(-j)
1<i<j<n

ol ¢ est une précision donnée. On peut alors montrer que la convergence devient

trés rapidement quadratique.

étant construite on construit la matrice A en effectuant transforma-

, on arréte les itérations quand S < &,

(k)

En pratique on n’effectuera pas de transformation de Jacobi si |aps | < o, ou

. , k
o est un seuil donné. Usuellement, on prend la valeur o = T3 seulement pour
n

les trois premiers balayages, puis a partir du quatrieme, on décide que a,(,]fl) =0si
a®| < o oo (k)
Pq

apyp ‘ et ‘apq ‘ <eg
Le calcul de la matrice P,, donnant les vecteurs propres de A, se fait avec les
relations :

aglz)' avec ¢’ assez petit.

(k+1) _ (k)

Dij =DPij sij#p, j#q
k41 k k k

p ™ =pl s (ol — ) (i=1,2,..0n)
k41 k k k

pl('qu ) :pgq) - pgp) +Tp§q)

. O s
ouT=tan| — | = .
2 1+c¢

6.4 La méthode de Givens et Householder

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n > 3. Au paragraphe 2.6, on
a décrit l'algorithme de Householder qui permet de calculer effectivement une
matrice T tridiagonale semblable & la matrice A. Le calcul des valeurs propres
de T nous donne alors celles de A. La méthode de Givens (ou de bissection) nous
fournit, sous certaines conditions, un algorithme dichotomique de calcul des valeurs
propres d’une matrice tridiagonale symétrique. La méthode de la puissance inverse
permet ensuite d’obtenir des vecteurs propres associés.

Pour décrire cette méthode, il sera plus commode de définir le polyndéme carac-
téristique par det (A — X1,,) .
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Dans ce paragraphe on se donne une matrice :
a; b 0 e 0
bi as b ;
A= 0 .. - 0

bn—2 Qnp—1 bn—l

0o - 0 b1 an

a coefficients réels, tridiagonale symétrique et supposée irréductible, c’est-a-dire
telle que b; # 0 pour tout i compris entre 1 et n — 1. Une telle matrice est de type
Hessenberg irréductible et on sait alors qu’elle admet n valeurs propres réelles
simples. (exercice 6.2). De plus avec p(A) < |A], ou p(A) désigne le rayon
spectral de A, on déduit que toutes les valeurs propres de la matrice A sont dans
Pintervalle [ao, bo] = [~ 4], . [4].J].

Pour tout k = 1,---,n, on note Ay = ((aij)),<; ;< la k-iéme sous-matrice
principale de A et Py (X) = det (Ax — XIi) son polynome caractéristique de co-
efficient dominant ( —1)k. Chaque polynoéme P, admet donc k racines réelles dis-
tinctes A1 i < -+ < Agk (la matrice Ay, vérifie les mémes propriétés que la matrice
A). Les valeurs propres de A sont les A; = \; ,, pour j =1,2,--- ,n.

En développant Py (X) suivant la derniére ligne on obtient la relation de récur-
rence :

{Po<X>=1, P (X)=a;— X
P (X) = (ar —X) Py (X) =02 Pp 5(X) (k=2,---,n)

Lemme 6.5 Pour k =2,---,n, les racines de Py_1 séparent celles de Py dans le
sens ou :

Ak < ALk—1

Ajk—1 < N1k < Ajgrp—1 (1<j<k—2)

Ae—1k—1 < Ak

Preuve. Pour k=1, ona P; (X) = a; — X qui admet une racine réelle A1 1 = a;.
Pour k = 2, on a P, (X) = (a; — X) (az — X) — b?, avec Alim Py (\) = +o0,
——00
Py(A1) = Py(ag) = —b3 < 0 et )\lim Py (\) = 400. Avec le théoréme des
—+o0
valeurs intermédiaires, on déduit donc que P> admet une racine réelle Aj o < Aj 1
et une racine réelle A 2 > A1 1. On a donc montré que la racine A\; ; de P; sépare
les deux racines de Ps, avec Py (A1,1) = 1 > 0. Ce qui est schématisé par la figure
6.1.
Supposons le résultat acquis pour p = 2,--- ,k — 1, avec Py_s (\; x—1) du signe
de (—1)”~" pour tout j = 1,--- ,k—1. Avec )\lim P, (\) = )\lim (—1)k M= 400
——00 ——00
et Py (Mk—1) = —bi_Pe—a (A k—1) <0, on déduit qu’il existe une racine de Py,
Mg < A1 k-1 telle que Py_1 (A15) > 0, puisque Py_1 (A) > 0 sur |—00, A g—1]. ,
Pourj=1,---,k—2,0ona Py (\jr-1) = —b?_Pr—2(\jx—1) du signe de (—1)’
et P, (Ajt1,6—1) = —bi_lPk,g (Ajg1,6—1) du signe de (—l)JJr1 . On en déduit alors
que Pj, admet une racine \j11 5 € JAjr—1,Aj+1,6—1] (figure 6.2). Pour j impair,
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on a Py_1(Aj+1,%) < 0 et pour j pair, on a Py_1 (A\j+1,5) > 0, c’est-a-dire que
Py—1(Njg1k) est du signe de (—1)7.
Enfin Py (Ag—15-1) = —b2_ 1 Pr—2 (Ak—1,,-1) est du signe de (—1)k_1 et on a

Alirf P.(\) = (—1)k 00, donc on a une racine de Py, A\g i € | Ak—1,4-1, 0] telle
—+oo

que Py_1 (A k) soit du signe de (=1)""'. Dot le résultat. O

FIGURE 6.1 —

FIGURE 6.2 —

On note, pour tout réel A et tout entier k compris entre 0 et n :

signe (P (A)) si Py (A\) #0
sk (V) { e () 55 P () = 0

et N, (A) désigne le nombre de changements de signes entre deux termes consécutifs
de la suite (sg (A),s1 (N),---, 86 (M) .

En remarquant quePy (A\) # 0 et que pour k = 1,--- ;n, on a Pr_1 (\) # 0 si
Py, (A) = 0, on déduit que la fonction sj est bien définie et a valeurs dans {—1,1}
avec g (\) = 1 pour tout réel A.
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Lemme 6.6 Avec les notations qui précédent, on a

[ 1sid€]—00, M1 4]
s1(A) = { =1 si A €A1, +00]

et pour tout k =2,---,n :

1 si A € ]—00, A1k]
sp(N\) = (—1)] si A€ ])\j,lm >\j+17k] (1<j<k-1)
(—=1)F si A € App, +00]

Preuve. Le résultat sur s; est évident. Avec )\lim P (\) = +00 on déduit
——00

que Py (A\) > 0 sur ]—oo, A\ ;[ pour tout entier k compris entre 1 et n. Et avec
ALk < A1 k—1, on conclut que si (A) = 1 sur |—oo, Ay ] . Pour tout entier k compris
entre 2 et n et tout entier j compris entre 1 et k — 1, P; est du signe de (fl)j
sur |Ajk, Ajy1,k[. En considérant que Aji1x € [Ajr—1,Aj11,6—1[, on déduit que
sp(N) = (fl)j sur JAj x, Aj+1,k] pour tout k =3,--- ,nettout j=1,--- ,k—1.
Pour k = 2, le résultat est encore valable puisque sz (A22) = s1 (A2,2) = —1. Enfin,
avec )\ETOO Pr(\) = (=1)* 00, on déduit que sj, (A) = (=1)" sur |App, +00[. O

Lemme 6.7 Pour tout réel A et tout entier k compris entre 1 et n, Ny (\) est égal
au nombre de racines de Py qui sont strictement inférieures da \.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur k > 1. Pour £ =1, on a :

. (1, 1) si A S a; = )\171 o 0si A é )\111
(s0(A), 51 (V) = { 1) sirasa =, * TN T6A> A

Supposons le résultat acquis pour k£ — 1 compris entre 1 et n — 1 et soit A € R. Si
A<Mrp<A,;(@G=1---,k—=1),onaalors P; (A) > 0 pour tout entier j compris
entre 1 et ket (s9 (A),81 (A), ..., s (V) = (1,1,...,1), c’est-a-dire que N (A) =0
et c¢’est bien le nombre de racines de Py, strictement inférieures a \.

Si A €Ak, Ajtr1,x) pour un entier j € {1,--- ,k — 1}, on distingue alors deux
cas en fonction de la position de A par rapport & Ajx—1 € [A\jk, Ajri.k] -

SiX €Ak, Ajr—1],onaalors j—1 racines de Py_ strictement inférieures a A,
c’est-a-dire avec I’hypothése de récurrence que Ni_1 (A) = j—1. En tenant compte
de sp_1 (\) = (=1 Vet s, (\) = (=1)7, on déduit que N (A) = N1 (\)+1 =
et c’est bien le nombre de racines de P strictement inférieures a .

SiA€]JNjk—1,Nj41,5, on a alors j racines de Pj,_; strictement inférieures & A,
c’est-a-dire avec ’hypothese de récurrence que Ni_1 (A) = j. En tenant compte de
sk—1(\) = (=1)7 et sx (A\) = (=1)?, on déduit que Ni (A\) = Nx_1 (A) = j et c’est
bien le nombre de racines de Py strictement inférieures a \.

Enfin si A > A > Ap—1,k—1, avec I'hypothese de récurrence on déduit alors
que Np_1 (A) =k — 1. Avec sp_1 (M) = (=)' et sp (\) = (=1)*, on déduit que
Ni (A) = Ni—1 (\) +1 = k et c’est bien le nombre de racines de Py strictement
inférieures a A. |

Pour tout réel A, on désigne par N () le nombre de racines de P,, qui sont stric-

e . ap + by
tement inférieures a A\ et ¢y =

est le milieu de [ag, bo] = [— A . , [Al..] -
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Lemme 6.8 Soit i un entier compris entre 1 et n. Si N (co) > i, on a alors
i € [ag, o], sinon \; € [co, bo] -

Preuve. Du lemme 6.7, on déduit que si \; € [cg, bo], alors N (¢g) < i —1 et si
i € [ag, o], alors N (¢g) > 4. Dot le résultat. O

Pour i fixé entre 1 et n — 1, on note [a1, b1] la moitié de Vintervalle [ag, bg] qui
contient la valeur propre A; et par récurrence on construit une suite ([ax,bx])~,
d’intervalles emboités telle que :

b a by —ag
VE>1,4 © F T ok
Ai € [ag, br]

11 suffit en effet de reprendre le raisonnement du lemme 6.8 avec chaque inter-
valle [ag, bg] .

Onaalors \; = lim ap = lim by = lim ¢, ou on a noté ¢ le milieu de
k——+o00 k—4oc0 k—+o0

I'intervalle [ay, b] (théoréme des suites adjacentes).

Le calcul des vecteurs propres associés peut se faire ensuite en utilisant la mé-
thode de la puissance inverse.

Soient i € {1,---,n} fixé et A un réel tel que 0 < |A — \;| < ) ir;f A=A

<j#isn
On se donne un vecteur xy non orthogonal au sous espace propre associé a A; et
on définit la suite de vecteurs (zx),cy par (A — Al,) xr41 =  pour tout k > 0.

. k
signe (A; — A
Lemme 6.9 Avec les notations qui précédent, la suile <g|(l||)xk>
T
keN

converge vers un vecteur propre mon nul associé a la valeur propre \;.

Preuve. On remarque que si xx11 = 0, on a alors z;, = 0. On déduit donc par
récurrence que si xg # 0, on a alors x; # 0 pour tout entier k.
Soit (fx);<p<, une base orthonormée de vecteurs propres avec Af; = A;f;
n
pour tout j compris entre 1 et n. Pour tout entier k, on note x, = ij,kfj.
j=1

Avec (A — M\1,,) xp+1 = 2, on déduit que x; 1 = z; . et par récurrence
+ ) q J.k+ Js P

1
. Aj— A )
55,0 On peut alors écrire que xj = — Yk ol y est le

(A=) (Ai =)

k
vecteur de composantes y; , = ( ) zj0. On a alors :

Ljk =

A — A
X — A

lim ik =
k——+oo yj’

{Osij;«éi

Xio sl j =1
avec x;0 7 0. Donc i lim yr = x;,0f; est vecteur propre non nul associé a A;. On
:—+00

deduit [ signe (i — A)F i 1 jgne (210) f 0
en déduit que lim ———————x, = lim ——y, = signe(z;0) fi.
koo N koo [yl ” 0

Si A n’est pas irréductible, on peut alors la découper en blocs de matrices irré-
ductibles et I'algorithme de Givens permet encore de calculer les valeurs propres.
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6.5 Exercices

Exercice 6.1. Soit A € M, (K) et A une valeur propre de A d’ordre
p > 1. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ny = ker (A — \I,,)" et
M)y = Im (A — \I,,)? sont stables par A, supplémentaires dans K™ et que
Ny est de dimension p.

Solution. Avec la commutativité de K[A] on vérifie facilement que les sous-
espaces vectoriels Ny et M) sont stables par A. On a vu (théoréme 1.12) que N
est de dimension p et avec le théoréme du rang, on déduit que M) est de dimension
n—p. Enfin en notant x4 (X) = (X — A\)? Q (X) le polynome caractéristique de A,
le polynéme @ étant premier avec (X — \)?, on peut trouver des polynomes U et V
tels que U (X) (X — NP+ V (X)Q (X) = 1 (théoréme de Bézout) et tout vecteur z
de K" s’écrit = U (A) (A — A\L,)P (2)+V (A)Q (A) (z) avec U (A) (A — \I,)" (x)
dans My et V (A)Q (A) (z) dans Ny. On a donc K™ = N, + M) et la somme est
directe en considérant les dimensions.

FEzxercice 6.2. On appelle matrice de Hessenberg une matrice A a coef-

ficients complexes qui vérifie a;; = 0 pour j < i — 1. On dit que A est

irréductible si a; ;—1 # 0 pour tout i =2,--- ,n.

1. Montrer que si A est une matrice de Hessenberg irréductible, alors pour
toute valeur propre de A, ’espace propre associé est de dimension 1.

2. En déduire que les valeurs propres d’une matrice de Hessenberg irréduc-
tible sont simples si, et seulement si, la matrice est diagonalisable.

ay bl 0 0

3. Soit A = 0o . . 0 une matrice a coefficients

: “- bn72 Qp—1 bnfl
0o .- 0 bn_1 an
réels, tridiagonale symétrique et irréductible.
(a) Montrer que les valeurs propres de A sont simples.

(b) Décrire un algorithme de calcul de ’espace propre associé d une
valeur propre de A.

a; by 0 0

4. Soit A = 0o . . 0 une matrice tridiagonale a

. Cpn—1 0Aan—1 bn—l
0o - 0 Cp an
coefficients complexes.

(a) Donner un algorithme de calcul du polyndome caractéristique de A.
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(b) Montrer que A admet les mémes valeurs propres que la matrice :

ay Cgbl 0 s 0
1 as Cgbg
B=] ¢ . . 0
. : 1 Gp—1 Cnbnfl
0o - 0 1 an
(c) Montrer que si a; € R pour tout i = 1,--- ,n et ¢ip1b; € RY pour
touti=1,--- ,n—1, A admet alors n valeurs propres réelles simples
et est diagonalisable.
(d) Que peut-on dire si a; € R pour tout t = 1,--- ,n et ¢;11b; € R*
pour touti=1,--- . n—17
Solution.

1. Soient A une matrice de Hessenberg irréductible, A un complexe et :

ajp — A @12 ais ce A1n

az1 az — A a23
A =A== 0 Ap—2.n
An—-1n—-2 Oapn—1n—1 — A An—1,n
0 T 0 Gp,n—1 Qp.n — A

Si B est la matrice extraite de Ay en supprimant la premiere ligne et la derniere
colonne, soit :

az1 a2 — A a3 e a2, n—1
0 azz a3z — A
Bk - 0 Up—2n
. . 0 Up—1n—2 Opn—1mn—1 — A
0 - 0 0 o

n

on a det (B)) = Ham,l # 0. On a donc ainsi montré que :
i=2

YA eC, rang (Ay) >n—1

ou encore :
VA € C, dim (ker (A —AI,)) <1
En particulier, pour A valeur propre de A on a dim (ker (A — A\I,,)) = 1.

2. On sait que la matrice A est diagonalisable sur C si et seulement pour toute
valeur propre A de 4, la dimension de ker (A — A\I,,) est égale a la multiplicité
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de A comme racine du polynome caractéristique de A. Avec ce qui précede
on déduit alors que la matrice A est diagonalisable si et seulement toutes ses
valeurs propres sont simples.

(a)

(b)

Une matrice symétrique réelle a toutes ses valeurs propres réelles et est
diagonalisable. Si de plus elle tridiagonale et irréductible alors toutes ses
valeurs propres sont simples.
Soit A une valeur propre de A et x € R™\ {0} un vecteur propre associé.
On a alors :

a1xry + bll’g = )\1‘1

bp—1Zk—1 + arxp + bprpr = Avy, (2<k<n-—1)

bp—1Tn—1 + anTn = A2y
Six, = 0, avec 'hypothese b; # 0 pour tout i = 1,--- ,n—1, on déduit alors
que tous les x; sont nuls. On peut donc prendre x,, = 1 et (z1,- -+ ,Tp_1)
est solution du systeme triangulaire supérieur :

bp—1Tk—1 + (ap — A) 2 +bpxpy1 =0 (2< k<n—2)

bp—oTy_2 + (a'n—l - >\) Tp—1 = —bp_1

bn—lxn—l =A- A,

La solution de ce systeme peut se calculer avec l'algorithme :

. _A—ay
n—1— bn—l
b = A
Th—1 = — a1 + (0 = A) ok (k=n-1,---.,2)

br—1

On retrouve le fait que I'espace propre associé a la valeur propre \ est de
dimension 1.

Si, pour tout k = 1,--- ,n, on désigne par Ay la matrice principale d’ordre
k de A, alors la suite (Py),-,, des polyndomes caractéristiques des Ay
vérifie la récurrence : o

P(X)=1 P(N)=a1 - X
Pk (X) = (ak — X) Pk—l (X) - bk-_lckPk._Q (X) (2 < k < ’I”L)
Le polynome caractéristique de la matrice B s’obtient avec la méme récur-

rence que celui de A en utilisant les mémes conditions initiales, ces deux
polynoémes sont donc identiques.

En utilisant deux fois le résultat précédent, on voit que A admet les mémes
valeurs propres que la matrice :

ay vV 62b1 0 e 0
\¢abq a9 Vesbo .
C = O '.. '.. '.' O

\Y4 cnflbn72 Ap—1 \V Cnbnfl

0 . 0 Cnbn—1 a,
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La matrice C' est symétrique tridiagonale et irréductible, elle est donc
diagonalisable avec n valeurs propres réelles simples. La matrice A admet
donc n valeurs propres réelles simples et est diagonalisable.

a 71)1 O
Soit A = 1 0 —by |,aveca € R, b > 0 pour i = 1,2. Son
0 1 a

polynéme caractéristique est P (X) = (a — X) (X% — aX + by + by ) . Pour
a? — 4 (by + by) = 0 la matrice A admet une valeur propre double et donc

n’est pas diagonalisable.

Ezxercice 6.3. Soit A = 0o . . 0 une matrice

o --- 0 @ an,
tridiagonale a coefficients complexes telle que a; € R pour touti=1,---,n
et ciy1b; € Ry pour touti=1,2,---,n — 1.
1. Montrer que A admet les mémes valeurs propres que la matrice :
aq Cgbl 0 tee 0
1 as C3b2 . 0
B=1 o 0
0 1 =1  Cpldp=1
0 0 b, Qo
ap bl 0 tet 0
1 ag bg :
Pour ce qui suit, on suppose que A = 0o . . 0
1 Un—1 bn—l
0 0 1 an
0 1 0 0
1 0 1
avec a;,b; € R, by > 0. Onnote D=1| o - - - g |- On
: o1 0 1
0O --- 0 1 0
définit alors une homotopie de D vers A en posant :
Vte[0,1], A(t)=(1—t)D+tA
2. Calculer les valeurs propres de D.

ar by 0 0

C2 a2 by

Cp—1 Aanp-—1 bn—l
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3. Montrer que, pour tout t dans [0,1], A (t) admet n valeurs propres réelles
simples.

4. Montrer qu’il existe une fonction f = (f1,--+, fn) : [0,1] = R™ contind-
ment dérivable telle que le polynome caractéristique de A (t) s’écrive :

vt e [0,1], ﬁ X—f(t

Pour tout t dans [0,1] et j = 1,--- ,n, on pose p; (t) = P (f; (t).t) et
on a alors @; (t) =0 sur [0,1].

5. Montrer que pour tout j = 1,--- ,n, f; est solution sur[0,1] d’une équa-
tion différentielle avec condition initiale.

6. Donner un algorithme de calcul de toutes les valeurs propres de la ma-
trice A.

Solution.

1. Voir P'exercice 6.2.

2. En utilisant les résultats de ’exercice 1.9, on déduit que les valeurs propres de

la matrice D sont données par A\, = 2cos (kf) (1 < k <n) avec § = %
n

3. Pour tout ¢ dans [0,1], on a :

tap 1 —t+1tb 0 0
1 tag 1—t+thy :
A(t) = 0 0
: . 1 tap—1 1—14tb,—1
0 0 1 ta,,

et cette matrice admet n valeurs propres réelles simples puisqu’elle est irréduc-
tible avec 1 — ¢t 4 tb; > 0 pour tout ¢ € [0,1] et tout ¢ = 1,2,--- ,n (exercice
6.2).

4. Soit t9 € [0,1] et Ag une valeur propre de A(tp). On a P (\g,to) = 0 et

OP
(Ao, to) # 0 puisque A\g est racine simple de P (-,tp). Le théoréme des

fgr)l\ctlons implicites nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert Vy de ty dans
[0,1] et une fonction f = (f1, -+, fn) : Yo — R™ contintiment dérivable tels
que :
n
vt € Vo, P H (X — fi (t

Les valeurs propres de A (t) étant simples, on peut supposer que fi () < --- <
fn (t) . Avec cette condition la fonction f est unique. L’intervalle [0, 1] étant
compact, on peut trouver une partition du type [0, 1] = [ag, bo[U [a1,b1[U -+ U
[ap,bpl, 0L 0 =ag < by =a1 <by =az < - <by1 =a, <b, =1, telle
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pour tout k = 0,---,p, il existe une unique fonction contintiment dérivable
e =(fres o fak) ¢ [ag, be] = R™ avec :
n
(X —
Vit € [ak, bk] , H fj k

Sk (t) < o k() < ok (1)
La fonction f définie sur [0, 1] par f (t) = (f16 (), -+, fnk (t)) pour t € [ag, by]

est alors continfiment dérivable et on a P (X,t) = H (X — f; (t)) pour tout

j=1
tel0,1].
5. En dérivant la relation ¢, (t) = 0 par rapport a ¢, pour tout j = 1,--- ,n, on
déduit que f; est solution du probleme de Cauchy :
fi (0) =q,
orP
e (f; (),1)
1) = - (t € [0.1])
- TAUR
ox

oP
La simplicité des valeurs propres de A (t) nous garantit que N (f; (t),t) #0
sur [0, 1].
6. Le calcul du polynéme caractéristique P (X, t) se fait en utilisant la récurrence :

PO (X,t) = 1, P1 (X,t) = ta1 - X
{ Pk (X,t) = (tak—X)Pk,1 (X,t) - (1—t+tbk,1)Pk,2 (X,t) (2 § k Sn)

En dérivant par rapport a X et a t, on obtient 'algorithme suivant de calcul
des dérivées partielles de P :

0P, 0P, B
e (X,t) =0, W(X,t)—o
8P1 8P1 B
OP, OP)_
P (XLt = (tag — X) L (X 1) — Py (X, 1)
X 5P 0X
k—2
- (1 — t +tbk71) 87 (X,t)
0P, 0Py
5t (X,t) = (ta, — X) gD (X,t) + arPr—1 (X, 1)
OP)._
—(1—t+thp_1) ;t 2(X,t) = (bp—1 — 1) Py_s (X, 1)

En utilisant la méthode Runge-Kutta d’ordre 4, on peut alors calculer des va-
leurs approchées des valeurs propres f; (1) de la matrice A.
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Systemes différentiels
linéaires et exponentielle
d’une matrice

Pour n € N*, Iespace vectoriel C™ est muni d’une norme quelconque notée ||| .

Pour tout intervalle réel [a, b] on désigne par C° ([a,b],C") I'espace vectoriel des
fonctions continues définies sur [a,b] et & valeurs dans C™. On munit cet espace
vectoriel de la norme de la convergence uniforme définie par :

vy € C%([a,0],C"), Iyl = sup [ly ()]

t€la,b]

On rappelle que 'espace vectoriel F muni de cette norme est complet (voir
[18]).
Etant donnés un ouvert €2 de R x C™ et une fonction continue :
f+ Q = (o
(ty) — [f(ty)
on dit qu'une fonction y : I — C™ définie sur un intervalle réel I est solution du
systéme différentiel y' = f (¢,y), si cette fonction est dérivable sur I avec :

Viel, (ty(t) € ety (1) = f(ty (1))

Le probléme de Cauchy associé a ce systéme et aux conditions initiales (to, yo)
consiste & rechercher les solutions qui vérifient y (¢9) = yo.

7.1 Systemes différentiels linéaires a coefficients
constants
Pour tout réel strictement positif o, on note E, = C° ([—a, o], C™) et on munit
cet espace vectoriel de la norme de la convergence uniforme |-|| -

On se donne une matrice non nulle A € M,, (C), un vecteur yo € C™ et on
définit l'application ¢ : Ey, — E, par :

Yy € By, Vt € [—a,a], go(y)(t):A/o y (u) du + yo
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Lemme 7.1 I existe un entier p strictement positif tel que l'application itérée
P =po---0p soit strictement contractante.
| SE—

p fois

Preuve. Pour y,z dans E, et ¢ dans [—«,a] on a :

e () () — ¢ (2) ()] = HA/ (9 () — 2 () du

0
t
< |||A|||V0 ly (w) = z (W)l du| < JA}{ly = 2| [¢]

o A +— | A] est la norme matricielle induite par la norme vectorielle z — ||z|| .
Par récurrence sur k£ > 1, on déduit que :

k> 1,Yt € [—a,q], [|¢" (v) (¢ 0| < W

1y = 2lloo

En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k = 1 et en le supposant
acquis pour k > 1, on a pour tout ¢t € [«

65 () () — 1 () ()] < Am] / 6% ) () — ¢* () ()] du
A
<pa 1Al | / jal* du
0
t [t] | |/€+1
avec /0 u|” du :/0 ukdu = PRl qui donne :
(1A4] )™

[ ) () =+ ) 0] < 55 P Iy = 7l

On en déduit alors que :

k
(Al o)
> 1, e () = ¢ ()] < T v =2l
(141"
et avec lim -————— =0, il en résulte que, pour p > 1 assez grand, I’application
k—+o00 k!
©P est contractante. O

On considere le probleme de Cauchy :

Y (t)=Ay(t) (t€[-a,a])
{ y(0) = yo (7.1)

Lemme 7.2 Si une fonction y définie sur [—a, ] est solution de (7.1), elle est
alors de classe C* sur [—a, a.

Preuve. Soit y : [, a] — C” une solution de (7.1). On vérifie, par récurrence
sur k > 1, que y est de classe C* pour tout k& > 1. Le résultat est vrai pour k = 1.
En le supposant acquis pour k > 1, on déduit de 3 = Ay que y est de classe CF*+!
avec yFt) = Ay(k) O
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Lemme 7.3 Une fonction y définie sur [—a, ] est solution de (7.1) si, et seule-
ment si, c’est un point fize de l'application ¢ dans F.

Preuve. Soit y : [—a,a] — C” une solution du systeme différentiel (7.1), pour
tout t € [—a, @] on a :

y(t)z/o y'(u)du+y<o>:A/O y (u) du + o = ¢ (3) (1)

c’est-a-dire que y = ¢ (y) . Réciproquement, si y € F, est point fixe de ¢, on a
alors y (0) = yo et y est de classe C! sur [—a, a] avec y' = Ay. O

Le probleme de Cauchy (7.1) est donc équivalent au probléme de point fixe
y=¢(y) sur E,.

Lemme 7.4 Pour tout réel strictement positif «, le probléme (7.1) admet une
unique solution y définie par y = klim (yr) ot la suite de fonctions (yx),cy €st
—+0o0

définie par :
k .
o
— A7 | yo

Vk €N, Vt € [~a,a], yx (t) = m
=07

la convergence de la suite de fonctions (yi),en vers y étant uniforme sur [—o, of .
Preuve. Pour p assez grand, l'itérée pP de ¢ est contractante, donc le théoreme du
point fixe itéré nous dit que ¢ admet un unique point fixe donné par y = i lm  (yx)
—>+0o0
dans (Eq, ||-|l.) (c’est-a-dire que la suite de fonctions (y), <y converge uniformé-
ment vers y sur [—a, a]), ot (yx), oy est une suite d’approximations successives de
y définie par :
VEk €N, yes1 =0 (yr)

Par récurrence, on a facilement :

{ vt € [—a,al, yo(t) = yo

k .
i
— A |y

Vk e N*, Vt € [—a,q], yi (t) = S
i=0

¢
En effet, pour k =1, on a y; (t) = A/ yodu + yo = (tA+ I,,) yo et en supposant
0
le résultat acquis pour k> 1 :

W k+1 4

t k i
Uit (1) = A/O > ﬁAJ Yodu + yo = ﬁAJ Yo
j=0 =0
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Théoréme 7.1.

Le probléme de Cauchy :

Y (t) = Ay (t) (t €R)
{ 5 (0) = yo (7.2)

admet une unique solution définie par :

VteR, y(t) = lim — A7 | yo

Preuve. Pour tout réel o > 0, on note y, la solution de (7.1) sur [—«, a] . Pour
0 < a < B, Yo et la restriction de yg & [—a, a] sont solutions du méme probléme
de Cauchy. Une telle solution étant unique on déduit que les fonctions y, et yg
coincident sur [—a, ] . On peut donc définir sur R la fonction y par :

k—+o00

k .
o
VEER, y(t) = ya () = lim ZFAJ Yo
— j!

ol a > 0 est tel que t € [—a, a] . Cette fonction est bien solution de (7.2) sur R. [J

Corollaire 7.1 : L’ensemble Sy des solutions de y' = Ay est un sous
espace vectoriel de dimension n de C* (R,C™). Si (€r);<p<, st une base
de C™ et si, pour tout entier k compris entre 1 et m, la fonction v est la
solution du probléme de Cauchy :

{ Y (t) = Ay (t) (t e R)
y(0) =ex

la famille (Yx),<p<, est alors une base de Sa.

Preuve. Il est clair que I'ensemble S, des solutions sur R du systeme différentiel
y' = Ay est un sous espace vectoriel de C* (R, C™). Le théoréme 7.1 se traduit en
disant que l'application y — y (0) réalise un isomorphisme de S4 sur C”, donc S
est de dimension n. Pour montrer que la famille (yx),<,., est une base de Sy, il

n n
suffit de montrer qu’elle est libre. L’égalité Z/\kyk = 0 équivaut a Z/\kyk (t)=0
k=1 k=1

n
pour tout réel ¢t et ¢ = 0 donne Z)\kek = 0, ce qui entraine A\ = 0 pour tout
k=1
ke {1,---,n} puisque (er), <4<, est libre. La famille (y),,,, est donc une base
de Sy. o o |
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7.2 L’exponentielle d’une matrice

Théoréme 7.2.

Pour toute matrice A € M,, (C), on peut définir une unique fonction de
classe C*°, E4 : R — M, (C) telle que :

E4(0) =1,
{ Ve R, B, () = A4 (t) (7:2)

Cette fonction est définie par :

VtER, Eo(t) =) —AF

Preuve. On note (ej),.;, la base canonique de C™ et on définit, la fonction

matricielle E4 = (Cq,---,C,), en disant que la colonne numéro j de E4, notée
C}, est la solution sur R du probleme de Cauchy :
{ V()= Ay (1) (teR) -
y(0) = e,

ce qui se traduit matriciellement par (7.3). Réciproquement si E est solution
de (7.3), ses colonnes vérifient alors le systeme (7.4) et elles sont uniquement
déterminées. Pour j € {1,--- ,n}, la solution de (7.4) est de classe C*° et donnée

P ik
()= i E
par Cj (t) ,Jim (ko

t
HA’“ ej, donc la fonction E 4 est de classe C* avec, pour

p—r—+o00

p s +00 +k
tout réel t E4 (1) = lim EA’“ = ZﬁAk’ la convergence étant uniforme
! prtd

sur tout compact de R.
+o0o

1
On note, pour tout réel t, B4 (t) = e et la matrice e = ZﬁAk est appelée

k=0
Iexponentielle de la matrice A. La convergence de cette série est uniforme sur

tout compact de M,, (C). En effet, si on note [|-|]| une norme sous-multiplicative
sur M, (C), pour tout compact K de M,, (C) il existe une constante M > 0 telle
que JA] < M pour toute matrice A dans K et, avec :

pO~1 LU ED BT KRS S e
k=0 k=0 =0

1
k!
K. On en déduit alors que I'application A — e est continue sur M, (C).

Le calcul de ’exponentielle d’une matrice est simplifié dans le cas d’une matrice
diagonalisable. En effet si la matrice A € M,, (C) est diagonalisable, il existe alors
une matrice inversible P et une matrice diagonale D = diag (A1, -+, \,,) telles que

on déduit que la série de terme général — AF est uniformément convergente sur
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A =PDP~'. Avec la continuité du produit matriciel, on déduit que e = PeP P~1
est également diagonalisable avec e’ = diag (eAl, e ,eA")
Ce calcul se simplifie également dans le cas des matrices nilpotentes. En effet

p—1
1
si la matrice A est nilpotente d’ordre p > 1, on a alors e = ZEA’“.
k=0""

Pour toute matrice A dans M,, (C), la matrice e? est limite d'une suite de
polynomes en A, c’est donc un élément de ’adhérence de C[A] dans M, (C). Le
sous-espace vectoriel C [A] étant de dimension finie dans M,, (C) est fermé et donc
confondu avec son adhérence. On déduit donc que e? est un polynéme en A, c’est-
a-dire qu'il existe un polyndéme R4 dépendant de A tel que e = R4 (A). En fait il
n’est pas possible de trouver un polynéme R tel que e = R (A) pour toute matrice
A. En effet si un tel polyndéme existe en notant p son degré on a alors pour toute

p+1 k P
t
: 4 tA _ Yok p+1) _ k Ak IS,
matrice A et tout réel t, e = E k!A + o0 (t ) = E rpt® A" et avec 1'unicité
k=0 k=0

du développement limité d’ordre p + 1 on déduit que nécessairement APT1 = 0
pour toute matrice A, ce qui est impossible (prendre par exemple A = [,,).

Avec la continuité de 'application M — My et le théoreme 7.1, on déduit que
la solution du probléme (7.1) est la fonction y définie par :

vt € R, y(t) = ey
De maniére plus générale, pour tout tg € R, le probleme de Cauchy :

y () = Ay(t) (t€R)
{ y (to) = vo (75)

admet pour une unique solution la fonction y définie par :
VteR, y(t) = elt=to) Ay

En effet, la fonction y est solution de (7.5) si, et seulement si, la fonction z
définie par :
thR, Z(t) :y(t+t())

est solution de (7.2) et on sait que ce probléeme admet pour unique solution la

fonction z définie par :
Yt € R, z(t) = ety

c’est-a-dire que la solution du probléme (7.5) est donnée par :
VEER, y(t) =z (t—to) = ey,

Lemme 7.5 Si A, B sont deuz matrices qui commutent dans My, (C), on a alors

eATB = edeB = eBeA.

Preuve. On définit les fonctions Y et Z par :

VieR, YV (t) = B 7 (1) = et4etB
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Ces fonctions sont dérivables sur R avec :
VEER, Y (1) = (A+B)Y (t), Z'(t) = Ae'e!P 1 !4 Be!P

Du fait que A et B commutent et que 'application X — X B est continue, on
déduit que e B = Be!4. On a donc Z’ (t) = (A+ B) Z(t). Finalement avec
Y (0) = Z(0) = I, on déduit que Y = Z (unicité de la solution du probléme
de Cauchy), c’est-a-dire que e"A+5) = et4etB pour tout réel t. On démontre de
maniére analogue que e!A15) = ¢tBel4 (on peut aussi utiliser la commutativité de
Aet B et la continuité du produit matriciel pour montrer que e et e® commutent).
|
Si les matrices A et B ne commutent pas, en général il n’y pas d’égalité entre
eATB edeB et ePBeA (exercices 7.1, 7.2 et 7.3).
En utilisant la décomposition de Dunford A = D+ V avec D diagonalisable, V'
nilpotente et DV = VD on a en notant p 'indice de nilpotence de la matrice V,
p—1
e =ePeV =eP ZEV’“, la matrice e” étant facilement diagonalisable si on sait
k=0""
diagonaliser D.
En fait la décomposition de Dunford de la matrice A permet d’obtenir celle de

et

Lemme 7.6 Si A= D+V estla décomposition de Dunford de la matrice A, celle

de e? est alors donnée par e = eP + eP (ev — In), avec P diagonalisable et
eP (eV - In) nilpotente, ces deux matrices commutant.

Preuve. Comme D et V commutent, on a et = ePe" = eP + &P (6V — In).

On a vu que la matrice e” est diagonalisable. D’autre part, avec la continuité du
produit matriciel on déduit que les matrices V et e” commutent et on peut écrire
que :

p—1 p—1
el (ev — In) = eDVZ k‘Vk L= (eD Z ];Vk_1>
k=1 k=1
p—1
V commutant avec eDZ—'Vk_l. Il en résulte que la matrice e? (e —1I,,) est
k= L
nilpotente. Les matrices e” et e (eV In) commutant, on a obtenu ainsi la dé-
composition de Dunford de e? (cette décomposition est unique). (|

Lemme 7.7 L’Application exp : A — e? est continue de M,, (C) dans GL,, (C).
Plus précisément, pour toute matrice A € M,, (C), la matrice e? est inversible
d’inverse e~

Preuve. Résulte de I, = eA~4 = ¢de—4. O
Le calcul du déterminant de e pour toute matrice A permet de retrouver le
caractere inversible de e?.

Lemme 7.8 Pour toute matrice A € M, (C) on a det (e4) = e™(4),
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Preuve. Pour A € M,, (C) diagonalisable on a A = PDP~! avec P inversible et
D diagonale de valeurs propres Aj,--- , \,. On a alors e4 = PeP P~ et

det (eA) = det (eD) = He“‘ = ekg1 . = Tr(4)

Si A est matrice quelconque dans M, (C), on peut alors ’écrire A = hrf Ap,
k—+o00

olt (Ag),en st une suite de matrices diagonalisables. Avec la continuité des appli-
cations exponentielles complexe et matricielle et de I'application trace, on déduit
que :

det (eA) = lim det (eA’“) = lim M) = T4
k—+4o0 k— 4o
On peut aussi utiliser une trigonalisation de la matrice A. O

Lemme 7.9 Si A € C est une valeur propre de la matrice A € M,, (C), alors
pour tout réel t, eM est valeur propre de et et pour tout vecteur propre associé
x € C", la solution du probleme de Cauchy :

est la fonction y définie par :
VtER, y(t) = eMa

Preuve. Soit z € C™\ {0} un vecteur propre associé a la valeur propre A\ de
A. Pour tout k € N, on a A*z = \fz et, du fait de la continuité de M — Mz,

T4k ook
k. _ k A
ey = Zk'A x Zk')\ x = ez, c’est-a-dire que = est un vecteur propre
k=0
de et associé a la Valeur propre e**. La solution du probléme (7.6) est donc la
fonction t — etz = e . O

Théoréme 7.3.

Si A € M,, (C) est diagonalisable de valeurs propres deux d deux dis-
tinctes A1, -+ ,Ap (1 < p <n), les solutions du systéme différentiel y’ = Ay
sont alors les fonctions définies par :

VteR, y(t Ze)‘ktC'

ou les Cy, sont des vecteurs de C".

Preuve. On désigne par {u1, -, un} U'ensemble des valeurs propres de A et
par (ex), <<, une base de vecteurs propres associée. Avec le corollaire 7.1 et le

lemme 7.9, on déduit que (e'"*ey), .., est une base de I'espace des solutions de

y' = Ay, c’est & dire que toute solution de ce systéme s’écrit y () = Zake”’“tek,
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ou encore en regroupant les valeurs propres identiques y (¢) = Ze)"ftC’k avec C},

k=1
dans ker (A — A\;I,,) pour tout k € {1,--- ,p}. O

Lemme 7.10 Soit A € M, (C) admettant une seule valeur propre X € C et
A (X) = (X =N\ le polynome minimal de A avec 1 < a < n. Les solutions du
systéme différentiel y' = Ay sont les fonctions définies par :

ViER, y(t) = e Z (A=),
a_ltk’
ot yo € C", ce qui revient a dire que et = e)‘tZ—' (A—\I,)"
k=0

Preuve. Toute solution de 2’ = (A — AI,) z s’écrit :

“+00 tk a—1 tk
2(t) =AMz =" o7 (A= AL) 7 (A= AL)
k=0 k=0

du fait que (A — AI,,) est nilpotente d’ordre . On en déduit que toute solution de
Yy = Ay s’écrit :

a—1

_ th X
y () = ey = A nyy = AN 7 (A= ALa) o
k=0
|
Théoréme 7.4.
P
Soit A € M,, (C) de polynome minimal ma (X) = H (X — Xp)™™, les
k=1
valeurs propres A, -, Ap €tant deux d deuz distincts dans C. Les solutions
du systéeme différentiel y' = Ay sont les fonctions définies par :
VteR, y(t Z e’\’“tP
ot, pour tout k € {1,--- ,p}, Py désigne une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a oy — 1 et a valeurs dans C™.
Preuve. Pour tout k € {1, ,p} on note Ej = ker (A — A\;I,,)*" le sous espace

caractéristique associé a la valeur propre Ax. D’apres le théoréme de décomposition
P

des noyaux, on a C" = @Ek. Soit g solution de 3y’ = Ay. On peut écrire, de

k=1
p

maniére unique, y (0) = ka avec ), € E) pour tout k € {1,---,p}. Si, pour
k=1
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ke {l,---,p}, on désigne par y; la solution du probléeme de Cauchy :

{ y' (1) = Ay (t) (t €R)
T

y(0) =
P
z = Zyk est alors solution du méme probleme de Cauchy que y. On a donc, du
k=1
P
fait de I'unicité de cette solution, y = Zyk Mais, d’autre part, on a :
k=1
k=1 I )
n (t) _ etA:ck _ ex\ktet(AfAkIn)xk — Mt Z — (A _ )\kIn)J T
im0 I
du fait que (A — )\kIn) x = 0 pour tout j > ay. Ce qui donne y (¢ Ze)‘kth
O"Cfltj .
en notant Py (t) = Z — (A = M) xp. O
— j!
i=

Dans la démonstration précédente, le vecteur zj est la projection de y (0) sur
ker (A — A\ 1,,)** . En notant 7y, cette projection (projecteur spectral), on en déduit
que :

P ap—1 j

tI .
et = Ze)‘kt Z F (A= L,) | ™

k=1 =0

On peut retrouver ce résultat en utilisant la décomposition de Dunford (para-
graphe 1.6). En effet la matrice A s’écrit A =D+ V avec D diagonalisable, V'

nilpotente et DV =V D. On a alors e = ePeV. Puis en écrivant que :
P
= 2 N
Vr >0, Zf

on obtient :
400 1 +o0 1 p p +o0 AT p
6Dizﬁ Tﬁzrl (ZA};ﬂ'k>Z<ZI:)7ﬁ€Ze kT
r=0 r=0 k=1 k=1 \r=0 k=1
et :
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(la restriction de A — A1, & ker (A — A\ 1,,)™" est nilpotente d’ordre ay).
Enfin avec les propriétés des projecteurs, on déduit que :

P Ozk—l
1 ,
€A:Zekk (Z H(A_/\kln) )ﬂ'k

k=1 r=0

7.3 Un algorithme de calcul de I’exponentielle d’une
matrice

Soit A € M,, (C) de valeurs propres A1, -, A, dans C. On lui associe la suite
de matrices (By), <<, définie par :

By =1,
Bit1=(A—=XeIp)Br (1 <k<n-1)

k-1
On a alors (A — \,I,,) B, = 0. En effet, on a B, = H (A — \;1I,) pour tout

Jj=1
n

ko€ {2, ,n} et pour k = n, (A= M) By = [[(A=\1) = xa(4) =0
j=1
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.

Théoréme 7.5.

Avec les notations qui précédent, si y = (Yr)i<p<, est la solution du
probléme de Cauchy : -

y' () =Jy(t) (teR)
7.7
e ()
M0 0 - 0
1 A 0 : !
? 0
ou J = o . . - 0 ete; = | . , on a alors :
1 A1 O 0
0 0 1 An

Preuve. Il suffit de montrer que la fonction y = Zkak est solution du méme

k=1

probleme de Cauchy que t — et
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n
Pour ¢ =0 on a y (0) :Zyk(O)Bk = By =1, et pour tout t € R :
k=1

NE

Yy (t)=> vy (t)Br =Xy () + > (yr—1(t) + Ay (t)) By

=
M- 104>

=

=

Il

[ V]

Ay (t) Br + Z Y (t) Brt1

>
I
—

avec :

Zyk ) Bit1 = Zyk ) (A= A\iI,) By

—Azyk Bk_z)\kyk By,
ce qui donne en définitive :

Y (t) = Anyn (t) Bn + Ay (t) — yn (1) AB,
= Ay (t) —YUn (t) (A - /\nIn) B, = Ay (t)

On peut donc conclure que et4 Zyk ) By, pour tout réel t. (Il

7.4 Equations différentielles linéaires d’ordre n a
coefficients constants

On considere I'équation différentielle d’ordre n linéaire a coefficients complexes
constants :

Y™ (1) = ary (t) + azy’ (8) + - +any" V(1) (tER) (7.8)

Une telle équation différentielle peut se ramener a un systeme différentiel linéaire
= AY de matrice :

0 1 0 0
0 0 1 0
A= )
0 0 0 1
ar a2 ap—1 0n
n—1

matrice compagnon du olynéme X" — aka .
k=0
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En effet, si y € C™ (R, C) est une solution de ’équation différentielle (7.8), la
fonction vectorielle Y € C! (R,C") définie par :

Y1 (t) yl(t)
Y2 (1) y'(t)
VteR, Y (t) = =
Yn (t) y =0 (1)
est alors solution de :
Y2 (1)
VEER, Y'(t) = Y () =AY (t)
> aryk (1)
k=1
0 1 0 0
0 0 1 0 7;1
2
ou A = e ) . Réciproquement soit ¥ = | . dans
o 0 - 0 1
ap a2 -+ Ap—1 Gn Yn

C! (R, C"™) solution du systéme différentiel Y/ = AY. En posant y =y, on a :

Y =y, ’y(nfl) =y, et y(n) = a1y + asys + - + anyn
c’est-a-dire que y est solution de (7.8).
Théoréme 7.6.

Les solutions de ’équation différentielle (7.8) sont les fonctions de la

P
forme y (t) = Zekkth (t), ot A1, -+, A, sont les racines deux d deuz dis-
k=1

n
tinctes du polynome ma (X) = X™ — Zaka*I de multiplicités respectives
k=1
a1, ,ap el chaque Py est une fonction polynomiale de degré inférieur ou
égal a o, — 1.

Preuve. On sait que toute solution du systeéme différentiel Y’ = AY s’écrit
P
Y (t)= Ze)‘kth (t),0olu A, -+, Ap sont les valeurs propres deux a deux distinctes
k=1

de A et pour tout k € {1,--- ,p}, Px est un polynoéme a coefficients dans C" de
degré strictement inférieur a la multiplicité ay de A\p comme racine du polynome
minimal de A (théoréme 7.4).

Avec les notations de ce paragraphe, le polynéme minimal de la matrice A

n
est défini par 74 (X) = X" — Zaka_l (théoréme 1.7), donc toute solution de
k=1
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I'équation différenticlle (7.8) est de la forme y (¢ Zempk , Ol Ap, e A
sont les racines deux a deux distinctes du polynome 7 4 et pour tout k € {1,--- ,p},
Py, est un polynome de degré strictement inférieur a ay. |

Le polynoéme 74 est appelé le polyndme caractéristique de I’équation différen-
tielle d’ordre n (7.8).

7.5 Systemes différentiels linéaires a coefficients
non constants

Soient [, 8] un intervalle réel fermé borné, ¢y un point donné dans [«, ],
K : [a7ﬁ]2 — C" et h : [o,B] — C™ deux applications continues. On désigne
E = C° ([, 8] ,C™) Tespace des fonctions continues de [a, 3] dans C™ muni de la
norme de la convergence uniforme et on définit 'application ¢ : E — F par :

Vye B, Vielafl, o) (t) = [ K(tu)y(u)duth(t)

to
Lemme 7.11 Avec les notations qui précédent, il existe un entier p strictement
positif tel que Uapplication ¢P = @o---0p soit contractante. En conséquence,
—_———

p fois
Uapplication ¢ admet un unique point fixe dans E.

Preuve. Il est clair que pour toute fonction y continue sur [«, 5] la fonction ¢ (y)
est également continue sur [«, 8]. Pour y, z, dans F et ¢ dans [a, 5] on a :

lo @) (1) — ¢ (2) ()] = ] K (t,0) (3 (u) — = (u)) du

to
t
<A [ Iy @~ =@l du] < My = 2l e~ ol

to

ot A= sup ||K (t,u)]. Par récurrence sur k > 1, on déduit que :

(t,u)E€le, B]?
/\\t t0|)k
vie o dl, ¢ o) < L=ty )

En effet, on vient de voir que le résultat est vrai pour k =1 et le supposant acquis
pour k£ > 1, on a pour tout t € [a B] :

[+ () () |\<A]/ o () () = #* (2) ()

<Ay =l ]/ 0 — tof* du

_ =t to|" ! .
avec |u —to|" du , ce qui donne :

k+1

(At — to)" T

|5 () (1) = " (2) (1) < s 1)

Iy — 2l
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Il en résulte que :

A(B=a)”
V21, [l ) - o () < QEZ gy
: o (A(B—a)" s
puis, avec lim ————— =0, on en déduit que pour k£ > 1 assez grand 'ap-
k—+o00 k!
plication ¢" est contractante. Le théoreme du point fixe itéré (Pespace (E,|-||..)
est complet) nous dit alors que ¢ admet un unique point fixe dans E. O

Lemme 7.12 Soient o, 3] un intervalle réel fermé borné et
Ao, fl = My (C), b [, ] = C"

deuz applications continues. Pour tout to € [, 3] et tout yo € C™ le probléme de

Cauchy :
y' () =A)y () +b(t) (t€lap])
L (79)

admet une unique solution.

Preuve. Dire que y € C! ([o, 8],C") est solution de (7.9) équivaut a dire que
pour tout ¢ € [o, 8] on a :

y<t>=/ ' (u) du+y (o) = A(u)y(u)du+/ b () du + g

to to to
c’est-a-dire que y = @ (y) ou ¢ est définie par :

t
K:(t,u)— A(u), h:t— [ b(u)du+yo
to
On déduit alors de ce qui précede que (7.9) a une unique solution. (]
Dans ce qui suit I est un intervalle réel et A : I — M, (C), b: I — C" sont
deux applications continues.

Théoréme 7.7.

Pour tout tog € I et tout yo € C™ le probleme de Cauchy :

(&)= Ay () +b(t) (tel)
{3<to>=yo ! (7.10)

admet une unique solution.

Preuve. Pour tout intervalle fermé borné J C I contenant ty, on note y; la
solution de (7.9) sur J. Si J; et Jy sont deux tels intervalles, du fait de 'unicité
de la solution du probleme de Cauchy sur un intervalle compact on déduit que
yg, (t) =y, (t) pour tout ¢t € J; N Jz. On peut done définir sur I la fonction y par
y(t) = yy (t) ot J est n’importe quel intervalle compact contenu dans I et tel que
to € J. Il est alors clair que y est solution de (7.10) et que ce probléeme admet une
unique solution dans C* (I,C"). O
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Corollaire 7.2 : L’ensemble S; des solutions sur l'intervalle I du systeme
différentiel y' (t) = A(t)y (t) est un espace vectoriel de dimension n sur C.
Une famille (yx)i <<, de solutions est une base de St si, et seulement s,
il existe to € I tel que la famille de vecteurs (yi (to)),<p<,, S0it une base de
cn.

Preuve. Du théoreme 7.7 avec b = 0, on déduit que S7 est non vide et que, pour
tout ¢ty € I, Papplication linéaire v : y — y (o) réalise un isomorphisme de S; sur
C™. Tl en résulte que Sy est un espace vectoriel de dimension n sur C. Si la famille
de vecteurs (yi (t0));<p<, €st une base de C", son image réciproque (Yi), <<,
par l'isomorphisme 1 est alors une base de Sj. SO

Ce résultat nous dit que si application w : ¢ — det (y1 (), ,yn (t)) s’annule
en un point, elle est alors identiquement nulle.

Corollaire 7.3 : Soit u une solution sur Uintervalle I du systéme diffé-
rentiel avec second membre :

y' () =A)y @) +0(t) (7.11)

Toute autre solution de ce systeme s’écrit z = u + y, ou y est solution du
systéme différentiel homogéne y' (t) = A (t)y (t) sur Uintervalle I.

Preuve. 1l est clair que pour toute solution z de (7.11) la fonction y = z — u
est solution de 3y’ = Ay. On déduit que si (yi),<j<,, est une base de solutions de

n

y' = Ay sur I, toute solution de 3y’ = Ay + b s’écrit alors z = Z)\kyk + u, ou les
k=1

scalaires \; sont uniquement déterminés par z (tg), to étant donné dans I. O

Définition 7.1. Soit (yr) <<, une base de l’espace vectoriel des solu-
tions sur lintervalle I du systéme différentiel y' (t) = A (t)y (t). On appelle
wronskien de cet ensemble de solutions, la fonction :

w: I — C
t = w(t)=det(y1 (), yn (1)

Théoréeme 7.8.

Avec les notations qui précédent, le wronskien w est solution de l’équation
différentielle :
w () =Tr (A®@)w(t) (tel)

Pour tout to € I, on a w(t) = w(tg)ed® pour tout t € I, en notant
t

g(t) = / Tr (A (z)) dx. Le wronskien d’une base de solutions sur I du

to
systéme y' (t) = A (t) y (t) ne s’annule jamais.
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Preuve. Les y; étant de classe C! et I'application déterminant de classe C*° on
déduit que w est de classe C! avec :

n

n
Z ylv"' 7yj—17y;'7"' ayn) :Zdet(yh ayj—laij7"' ayn)
1 -

(exercice 2.5). Pour tout ¢ € I Iapplication :

(Yol (yla"' 7yn) szet(ylv"' ayjflvA(t)ij”' ayn)
j=1

étant n-linéaire alternée sur (C™)" est proportionnelle au déterminant, c’est-a-dire
qu’il existe une constante A (t) € C telle que :

VY = (yla e ayn) S (Cn)n , Pt (Y) = )\ (t) det (Y)

Cette constante est égale & ¢y (I,) , soit en notant (ex); <., la base canonique de
(G o

(1) =D det(en, o sejon, Alt) g, sen) = 3 aj; (1) = Tr(A (1)

On a donc en définitive, w’ (t) = Tr (A (¢)) w (¢) pour tout ¢ € I.
i
Soit, pour ty fixé dans I, g : t — [ Tr(A(z))dz la primitive de Tr (A) nulle
to
en tg. On a w' (t) = g’ () w(t) et (w(t) e_g(t))/ = 0 pour tout ¢ € I. On déduit
donc qu'il existe une constante C' € C telle que w (t) = CeI®) et t = t; donne
C =w(tg). On a donc w (t) = w (to) 9®), pour tout ¢ € I.

On sait que (Yr); <<, est une base de solutions si, et seulement si, la famille de
vecteurs (yi (t0)); <<, €st une base de C", ce qui équivaut a dire que w (to) # 0,
ce qui est encore équivalent & w (t) # 0 pour tout £ € I. On a donc ainsi montré
que le wronskien d’une base de solutions ne s’annule jamais sur I. O

7.6 Méthode de variation des constantes

Théoréme 7.9.

Si la famzlle ( k)1<k<n est une base de l’espace vectoriel des solutions
du systéme y' ( ;1 (_ sur Uintervalle I, la fonction y définie sur
) wi (

I par y(t Z)\

I du systéme dzﬁerentzel avec second membre y' (t) = A(t)y (t) +b(t) si
et seulement si, pour tout t € I, le vecteur (N}, (t)),<y<, est solution du

est alors solution particuliere sur l’intervalle

systeme linéaire Z)\; (t)y; (t) =b(t).

=1
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n
Preuve. La fonction y = Z/\iyi est solution sur intervalle I du systéeme dif-
i=1

n n
férentiel v = Ay + b si, et seulement si, on a ZA;% + Z/\ly; = Ay + b, avec
i=1 i=1

n n
Z)\iyg = Z)\iAyi = Ay, ce qui équivaut a dire que pour tout t € I le vecteur
i=1

i=1
n

(A% (1)1 <j<,, est solution du systeme linéaire Z)\; (t)y; (t) = b(t). Le détermi-
i=1

nant de ce systéme est le wronskien de la base de solutions (yx),<j,, , il n’est

donc jamais nul et on a une unique solution. O

Corollaire 7.4 : Soientp,q,r : I — C des fonctions continues. L’ensemble
des solutions sur l'intervalle I de [’équation différentielle d’ordre 2 :

Y =y +qy (7.12)

est un espace vectoriel de dimension 2 sur C. Si (u,v) est une base de
solutions sur lintervalle I, de ’équation différentielle y" = py’ + qu, la
fonction y définie par y(t) = N(t)u(t) + p(t)v (t) est alors solution sur
Uintervalle I, de ’équation différentielle v’ = py’ + qy + r si, pour tout
t eI, (N(t),u(t) est solution du systéme linéaire de deux équations d
deuz inconnues :

Preuve. La fonction y est solution de (7.12) si, et seulement si, la fonction vec-
Y

torielle z = ( J est solution du systeme différentiel 2’ = Az on A = ( g ]19 )

est continue de I dans M (C). On en déduit alors que I'ensemble des solutions de
(7.12) est un espace vectoriel sur C de dimension 2.
Si (u,v) est une base de solutions sur I, de 1’équation y” = py’ + qy, le couple

U v . .
(z =l Jv=1 ) est alors une base de solutions sur I du systeme

différentiel 2/ = Az (il est facile de vérifier que (z,w) est libre).
La fonction Z = Az + pw est solution de Z’ = AZ + b si, et seulement si, pour

/
tout ¢ € I le vecteur ( 2, Eg ) est solution de X (¢) z () + 1/ (t)w (t) = b(¢t),

{ N@ut)+p (t)v(t)=0
N () (1) + i (D) () =7 (1)

Dans ce cas on a alors, en posant y = Au + pv :

_ o dutpv [y
z=rep=( i )= (%)

soit :
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/ /
et 7' = ( 5/, > = AZ +b = ( o -|—yqy+7“ ) , c’est-a-dire que la fonction

Yy = M+ po est solution sur I de 4" = py’ + qy + . O
Le wronskien du systeme différentiel 2’ = Az est w (t) = w (to) e9®), en notant

t t

g(t)= / Tr (A(z))dx = / p (x) dz. Ce wronskien étant w (t) = det (z () ,w (),
to to

on en déduit que u (t) v’ (t) —u’ (t)v (t) = w (o) e9"). Ce résultat peut étre utilisé

pour calculer une solution de base v connaissant une solution u.

7.7 Surjectivité et injectivité de l’exponentielle

matricielle
On a vu que pour toute matrice A € M, (K) la matrice e est inversible
(lemme 7.7) et avec det (eA) = €T on déduit que si A est & coefficients réels,
e est alors dans I’ensemble GL; (R) des matrices réelles d’ordre n de déterminant
strictement positif.
On note N, (K) I’ensemble des matrices & coefficients réels ou complexes d’ordre
n qui sont nilpotentes.

Définition 7.2. On dit qu’une matrice A € M,, (K) est unipotente si la
matrice A — I, est nilpotente.

On note £,, (K) I’ensemble des matrices a coefficients réels ou complexes d’ordre
n qui sont unipotentes.

“+o0
Lemme 7.13 Si f(z) = Zakzk est une série entiére de rayon de convergence
k=0
R > 0, alors pour toute matrice A € M,, (C) telle que p (A) < R la série de terme
général ap A* est convergente.

Preuve. Voir 'exercice 3.16. N ]
o0

Avec les notations du lemme précédent la matrice f(A) = ZakAk, pour
k=0

p(A) < R, est en fait un polynéme en A, dont les coefficients dépendent de A. En
effet, f (A) est dans 'adhérence de C[A] qui est fermé dans M,, (C) en tant que
sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé de dimension finie.

En partant du développement en série entiére de la fonction logarithme com-
plexe :

too k-1
In(1+ 2) :Z%zk (Jz| < 1)
k=1

on peut définir la fonction logarithme matricielle, sur I'ensemble des matrices A
dans M,, (C) telles que p (A) < 1 par :

In(I,+A) = f(_lk):k_lzﬁlk

k=1
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En particulier on a In (I,,) = 0 et pour toute matrice nilpotente A, en notant p

P k-1
-1
un entier naturel tel que AP*1 =0, on a In (I, + A) = E %

k=1

Ak,

Lemme 7.14 Pour A € M,, (C) telle que p(A) < 1, on a e™Unt4) =, 1 A,

“+o0
Preuve. Pour tout z € R, on a e* = E apzh avec oy =
k=0

T pour tout entier

naturel k et pour tout réel x tel que |z| < 1, on a In(1+ z) Zﬁjxj avec

-y

Bj = ———— pour tout entier naturel j non nul. On peut alors écrire pour k& > 1

et |z| <1, que (In(1 Zﬁk,jxj et :

+o0 +o00
T =143 "y | Y Bryat | =1+ Z (Z au By ]) @’
k=1 =k

Avec e™(1+2) = 1 4 2 on déduit alors que :

J
Vk > 2, Zakﬂ,w- =0

k=1

400 J
En écrivant que e™Unt4) = I 4+ A 4 Z (Zakﬁka) Al pour A € M,, (C)
=2 \k=1
telle que p (A) < 1, on en déduit que e™Un+4) =1 4 A, O

Lemme 7.15 Pour toute matrice A € N, (C) on a e? € L, (C) et

VtER, In () =tA
Preuve. Si A € N, (C), il existe p € N tel que APT! =0 et et = I, +V,
avec V = Ai;!Akl qui est nilpotente. On a donc e € L, (C). Pour tout réel

P
1

t, on a également e = I, + V () € £, (C) avec V () = thkAk telle que
k=1"

vV (t)* 1 — 0. La fonction V est dérivable sur R ainsi que la fonction @ définie

par :
p+1 k—l

¢ (t) =1In () —tA = Z )k —tA

p+
avec ¢ (t) = V' (t) (Z (-1 tv (t)k_1> — A
k=1
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p+1
Il est facile de vérifier que (I, + V (t)) (Z (—1)F1 V(t)k_1> = I,, cest-a-
k=1
dire que :

DV O = (L 4V ()T = () T =t

Bl ke
i MF
— —

et avec V' (t) = (e — In)/ = Ae!, on déduit que ¢’ (t) = 0 pour tout réel . On
a donc :
Ve R, o) = ¢ (0) = In (1) = 0
ce qui équivaut a In (e'4) = tA pour tout réel t. O
Théoreme 7.10.

L’exponentielle matricielle réalise une bijection de N, (C) sur L, (C)
d’inverse le logarithme matricielle.

Preuve. On sait déja que I'exponentielle matricielle envoie N, (C) dans £,, (C) et
que pour tout A € N, (C),onae®n+4) = [, + Aavec B =In (I, + A) € N,, (C),
ce qui prouve que exponentielle matricielle réalise une surjection de N, (C) sur
L, (C).Si Ay, Ay dans NV, (C) sont telles que et = e“2, alors In (eAl) =1In (eA"‘) ,
c’est-a-dire, d’apres le lemme précédent avec t = 1, que A; = As. L’exponentielle
matricielle restreinte a A, (C) est donc injective. O

Corollaire 7.5 : Pour tout nombre complexe A mon nul et pour toute
matrice A € Ny, (C) il existe X € My, (C) telle que eX = \I,, + A.

Preuve. Soient A € C et A € N, (C). On sait que la fonction exponentielle
complexe est surjective de C sur C*, il existe donc un nombre complexe u tel que

1
A=c¢et etenposanthyIn—f—ln(In—i—/\A)7ona:

X = enlngn(In+%4) — 1 <]n + /1\,4) =\, + A.

Théoréme 7.11.

L’exponentielle matricielle réalise une surjection de M, (C) sur
GL, (C).

Preuve. Le théoreme de réduction de Jordan nous dit que toute matrice A dans
GL,, (C) est semblable & une matrice bloc de la forme :

J 0 - 0

J— 0 Ja

o
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avec Jp = A\ I, + Vi, pour tout entier k compris entre 1 et p, la matrice Vj, étant
nilpotente et Ay étant valeur propre de A. Comme la matrice A est inversible, tous
les \p sont non nuls et on peut trouver des matrices a coefficients complexes Xj
telles que eX* = J.

Si A= PJP~! avec P inversible, en définissant la matrice X par :

X, o ... 0
x=p| 0 X P
: . . 0
0o - 0 X,
on a :
eX1 0 0
X
Xopl| O e Pl_pjpl—_4
0
0 0 e¥r

O
Il est facile de vérifier que l'exponentielle matricielle définie sur M,, (C) n’est
pas injective. Par exemple, pour tout entier relatif k& on a e2*7/» = [, c’est-a-
dire que I’équation eX = I,, a une infinité de solutions dans M,, (C). En fait les
solutions sont les matrices semblables aux matrices 2¢mK ou K est une matrice
diagonale d’ordre n & coefficients entiers relatifs (exercice 7.14).
Le théoréme précédent nous permet de retrouver la connexité de GL,, (C).

Corollaire 7.6 : GL, (C) est connexe par arcs.

Preuve. Soient A, As deux matrices dans GL, (C). Il existe deux matrices
X1, Xy dans M,, (C) telles que eXt = A; et eX2 = Ay. L’application ¢ définie sur
[0,1] par ¢ (t) = e(1=O)X1+8X2 gt alors un chemin continu dans G'L,, (C) qui relie
Al et AQ. |
On déduit aussi l'existence d’une racine p-ieme pour toute matrice inversible.

Corollaire 7.7 : Soit p un entier naturel non nul. Pour toute matrice
A € GL,, (C) il existe une matrice X € GL,, (C) telle que XP = A.

Preuve. Il existe une matrice Y € M,, (C) telle que e¥ = A. En posant X = e%Y,
ona X € GL, (C) et XP =¢¥ = A, O

Si on se restreint aux matrices complexes hermitiennes [resp. réelles symé-
triques] 'exponentielle est injective et son image est ’ensemble des matrices com-
plexes hermitiennes définies positives [resp. réelles symétriques définies positives].

Théoréme 7.12.

L’exponentielle matricielle réalise une bijection de l’ensemble des ma-
trices complexes hermitiennes sur l’ensemble des matrices complexes her-
mitiennes définies positives.
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Preuve. Il est facile de vérifier que ’exponentielle d’'une matrice hermitienne est
également hermitienne. De plus si X est hermitienne, ses valeurs propres Ay, -+, A,
sont alors réelles et celles de eX sont les réels strictement positifs e, .-, e’ en
conséquence la matrice eX est définie positive.

Soit A = UDU™* une matrice hermitienne définie positive ou U est unitaire et
D diagonale de valeurs propres réelles strictement positives p1,--- , tt,. On note
P le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par P (u;) = In(u;) pour tout
i€ {l,---,n} (le degré de P est p — 1 ou p est le nombre de valeurs propres
distinctes de A). La matrice X = P (A) = UP (D) U* est hermitienne et telle que
eX = A. Si Y est une autre matrice hermitienne telle que ¢¥ = A, Y commute
alors avec A, donc avec X qui est polynomiale en A. En définitive les matrices X
et Y commutent et sont diagonalisables, on sait alors qu’elles sont simultanément
diagonalisables (exercice 2.3), c’est-a-dire qu’il existe une matrice P dans GL,, (C)
telle que X = PAP~ ! et Y = PAP~! avec A et A diagonales & coefficients réels.
De eX = €Y on déduit alors que e® = e® et A = A du fait que ces matrices sont
diagonales a coefficients réels et que ’exponentielle réelle est bijective de R sur
R%. On a donc X =Y, c’est a dire que I'équation eX = A a une unique solution
hermitienne. ]

7.8 Exercices

1 1
Ezercice 7.1. Comparer eATE, edel et ePet pour A = ( 0 0 ) et
1 -1
IBES .
Solution. Le polynome caractéristique de ces deux matrices est X (X — 1) . Avec
le théoreme de Cayley-Hamilton on déduit alors qu’elles vérifient les équations

M? = M et donc M* = M pour tout entier k supérieur ou égal & 2. Il en résulte
que :

A B . e e—1 B _ B _ e 1l—e
et =L+ (e 1)A—(0 1 ),e =L+ (e 1)B-<0 1 )

Ce qui donne :

2 2 2 2
A _[e —(e—1) Ba_ [ € (e—1) A B
ee (0 1 ),ee(o 1 #*ee

2 0
00
X (X —2), ce qui entraine, en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton, que
(A+B)?*=2(A+ B) et :

1 e? 0

A

e +B:IQ+2(e2—1)(A+B)=< 0 1)
B_A

D’autre part la matrice A + B = a pour polynome caractéristique

est différent de e“e? et de eBed.
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Ezercice 7.2. Soient A, B dans M,, (C). Montrer que e(AT5B) = ¢tAetB
pour tout réel t si, et seulement si, A et B commutent.

Solution. Pour tout réel t on a :

t2
B — [ 1 t(A+ B) + 5 A+ B)? +o(t?)

2
5(A+2AB+B)+0(1€2)
et de I'unicité du développement limité d’ordre 2, on déduit que I’égalité e
et4etB est réalisée si, et seulement si, (A + B)2 = A+ 2AB + B ce qui équivaut a
AB = BA.

t
et =1, +t(A+ B) +

HA+B)

Ezxercice 7.3. Pour A, B dans M,, (C), on note [A, B] = AB — BA.
1. Soient A, B dans M,, (C) telles que [A,[A, B]] = 0. Montrer que :

Vt €R, e*Be™' = B +t[A, B]

2. Soient A, B dans M,, (C) telles que [A,[A, B]] = [B, B, 4]] = 0. Mon-
trer que :

Vi€ R, e {ATB)LAB o5 [4,B]

3. Soient A, B dans M,, (C) telles que [A,[A, B]] = [B,[B, A]] = 0. Mon-
A+B _ ,A B,—}[A,B]

trer que e =ee"e 2
Solution.
1. En notant Y (t) = e Be~ ' pour tout réel ¢, on a Y’ (t) = !4 [A, B] e *4. Si
de plus on a [A4, [A4, B]] = 0, les matrices A et [A, B] commutent alors, ce qui

entraine que les matrices e* et [A, B] commutent de sorte que :
VtER, Y/ (t) = [A, B]ee ' = [A, B]
et, avec Y (0) = B, on déduit que Y (t) = B+t [A, B].
2. En notant Y (t) = e HA+B)etAetB 7 (1) = ¢’ 148l pour tout réel ¢, on a
Z'(t)=t[A,B]Z(t) et :
Y (£) = e~HA+D) (_BetAetB 4 otA BetB)
= ¢~UATE) (LB 4 (tABemtA) ctAetE
Avec I'hypothese [A, [A, B]] = 0, on déduit que —B + e Be 4 =t [A, B] et :
VteR, Y (t) = te {A+B) [A Bl e!4e!P
Enfin avec 'hypothese [A,[A, B]] = [B,[B, A]] = 0, on déduit que [A, B] et
A+ B commutent, ce qui entraine que [A4, B] et e~ *A*5) commutent de sorte

que Y’ (t) = t[A, B]Y (t) pour tout ¢t € R. Avec Y (0) = Z (0) = I,, on déduit
que Y et Z sont solutions du méme probleme de Cauchy ce qui donne Y = Z.
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3. En faisant ¢ = 1 dans I'égalité précédente on a e~ (A+B)eAeB — ¢3lABl e qui

bquivaut a eAtB = eAeBe—z[ABl,

Exercice 7.4. Montrer que pour toute matrice A € M, (C) on a

1 p
lim (In + A) =4,
p——+oo p

1 P P _(p
Solution. On pose, pour tout entier naturel p, 4, = (In + A) = Z(LIC)A’“.
p p
k=0
On note |-] une norme sous—multiplicative sur /\/l (C ) Pour tout entier naturel p,

Z(,i, ) LTy, SR

k=p+1 k=p+1

oma ot — 4, <

p —_ PR J—
En remarquant que 1 (L) = 1 1-— plp=1)--(p=k+1) > 0, on déduit
k! pk k! pk
que :
~(1 () 141° 1A?
A k A
et~ < (k, - ) 1ar + _Z+ Loan (1B o

Ezxercice 7.5. Soit A € M,, (C) diagonalisable de valeurs propres deux a
deux distinctes M\i,--- ,Ap (1 < p <mn). Montrer que :

Vi € R, et Zake)‘ktH A—NI)
J#k

ot les oy, € C s’expriment en fonction des valeurs propres de A.

Solution. En reprenant les notations du théoréeme 7.3, le vecteur C}, est la pro-
jection de y (0) sur ker (A — A\;I,,) . En désignant par py, cette projection, on déduit
P

alors du théoreme 7.3 que et = Ze’\ktpk. D’autre part, on sait que ces projec-
k=1
£ 1
teurs s’écrivent pj, = akH (A= )\I,) ol oy, =

o IT O —A)

J#k j=1
s

(exercice 2.2). Ce

qui donne en définitive et Zake“t H I,).
J#k
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L

S O =

Ezxercice 7.6. Soit A = € My (C).

o O = O
— =
O O O =

0

1. Calculer et* pour tout t € R.
2. Résoudre le systeme différentiel y' = Ay

Solution.

1. Le polynome caractéristique de A est x4 (X) = — 1 . L’espace propre
1

associé a la valeur propre 0 est Fy = 8 et 'espace propre associé a la
-1
1 0
0 1

valeur propre 1 est £; = C 0 0 . La matrice A n’est donc pas
0 0

diagonalisable et comme C* = ker (A4) @ ker (4 — I4 , on déduit que :

2<d1m<ker(A 1) ><d1m(kerA 1) ):3

Donc ker (A — I4)? est de dimension 3 et C* = ker A@ker (A — I,)? (le polynome
minimal de A est m4 (X) = X (X —1)%).
Pour tout # € ker A et tout y € ker (A —I,)°, on a ez = z ot ey =

tetA=T)y — et (y 4+t (A — 1) y) . Tout vecteur z € C* s%écrit z = = + y ou
z=(A-I)°z€ker A, y=A(2L, — A) z € ker (A — I,)* (identité de Bézout
(=X +2) X+(X —1)* = 1 permet d’obtenir les projections sur les sous espaces
caractéristiques) et :

el =ate(y+t(A—1IL)y)
—(A-L) 24+ (AQL—A) z+t(A— 1) A(2L, — A) 2)

Ecrivant que A (214 — A) = A — A(Iy — A) et :
(A-I)AQRI—A) = -A(A- L)’ + A(A- 1) = A(A- 1)

on déduit que ez = (A—14)°z + e (Az+ (t—1)A(A—1I,) ). Enfin de

e ez
o0 1 -1 0 0 0 O

o 00 0 0 s [0 0
0 0 -1 1 0 0 0 O
el 0 1—et et—1

a_ | 0 e te 0

que €° 0 0 ¢ 0

0 0 e -1 1
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2. Les solutions de ¢y’ = Ay sont alors données par :

aet + (v —=06) (1 —¢€b)

+9t) et
y(t) _ 6tAyO _ (ﬁ 7;)
v(et —1)+4§
1 0 -1 1
. . 01 1 0 A

Exercice 7.7. Soit A = 00 1 o€ My (C). Calculer €4, en

0 01 0
utilisant ’algorithme du paragraphe 7.3.

Solution. Ona x4 (X)=X (X — 1)3 ,donc Ay =0, Ao = A3 =Xs =1, By = I,

By = A By = (A-I,)A = et By = (A—1I,)°A = 0 (le

v (t) =1

y2 (1) = et — 1

y3 () = (t—1) etz—l— 1

ys (t) = <(t_12)+1> et — 1

(le calcul de y4 n’est pas nécessaire puisque By = 0). On a alors :

L0 1—et et—1

. _
. 0 et tet 0
AL () A (D ) (A-ra=| 0o
0 0 et—-1 1

Exercice 7.8. En utilisant les résultats de 'exercice 1.7, calculer [’expo-
nentielle de la matrice A (o, B) = ((ai5)),<; j<, @’ordre n supérieur ou égal
a 3 définie par : -

a; = 3

Vie{l, - ,n}, { a; = a sije{l,---,n}\{i}

ol «, B sont des nombres complexes donnés.

J

Solution. Pour o =0, on A (e, 3) = 58I, et eAMaB) — P, On suppose que «
est non nul et dans ce cas on a (exercice 1.7) :

Vk €N, A(a,B)" = % (MSA(1,1) — AJA (1,1 —n))
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avec A\ = S+ (n—1)a et Ay =8 — a. Ce qui donne :

A8) _ % (2 A(1,1) — MA(L,1 - n))

Exercice 7.9. Montrer que le systéme différentiel y' = Ay a toutes ses
solutions bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes
ses valeurs propres imaginaires pures.

Solution. Si A est diagonalisable a valeurs propres imaginaires pures, toute

P
solution de 3y’ = Ay est alors de la forme y (t) = Zei“ktCk avec les py réels
k=1

P P
et pour tout ¢ € R on a ||y (t)] < Z‘e“‘kt‘ ICkII = ZHCICH = M, c’est-a-
k=1 k=1
dire que toute solution de 3’ = Ay est bornée. Si A admet une valeur propre
A de partie réelle non nulle, pour tout vecteur propre associé x € C" \ {0}, la
fonction y définie par y(t) = eMx est alors une solution de y' = Ay telle que
ly ()] = eReM||z| pour tout t € R et pour Re(\) > 0 [resp. Re()\) < 0] on
a lim |y(t)]] = +oo [resp. lim ||y (¢)|| = +o0], c’est donc une solution non
t——+oo t——o0

bornée. Si A n’est pas diagonalisable, il existe alors une valeur propre A de A telle
que ker (A —1,,) G ker (A — I,)? et on peut trouver un vecteur non nul z € C"
tel que (A—1,)z # 0 et (A—1,)>x = 0. La solution du probléme de Cauchy
y = Ay, y(0) = z est alors y (t) = eMetA =)y = M (z +¢(A—1,)x) et on
a lly ()] > eReNE(Jt| (A - I,,) x| — ||z||), c’est donc une solution non bornée.
On a donc ainsi montré que le systéme différentiel y' = Ay a toutes ses solutions
bornées sur R si, et seulement si, A est diagonalisable avec toutes ses valeurs
propres imaginaires pures.

Exercice 7.10. Montrer que si A € M,, (C) est telle que A* = —A,
toutes les solutions de y' = Ay sont alors bornées sur R.

Solution. Si A* = —A, la matrice 7A est alors hermitienne, donc diagonalisable
a valeurs propres réelles. Les valeurs propres de A sont donc imaginaires pures et
avec le résultat de l'exercice 7.9 on déduit que toutes les solutions de 3y’ = Ay sont
bornées sur R.

Exercice 7.11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la ma-
trice A pour que le systéme y' = Ay ait toutes ses solutions bornées sur
RT.

Solution. On a vu avec 'exercice 7.9 que s’il existe une valeur propre A de A de
partie réelle strictement positive, on peut alors construire une solution de ¢y = Ay
non bornée sur R*. Supposons que toutes les valeurs propres de A soient de parties
réelles négatives ou nulles. On note Ay, - -+ , A, les valeurs propres de parties réelles
nulles (quand il en existe) et A\q41,---, A, celles de parties réelles strictement
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négatives (quand il en existe), les A\ étant deux & deux distincts. Le polynéme

minimal de A s’écrit alors w4 ( H (X — M) et toute solution de y/ = Ay
het ap— 1t
est de la forme y (¢ ZeA’Cth avec Py () = Z (A Al ) . Une telle
j=0
fonction est bornée sur ]RJr si, et seulement si, a; = -+ = a,, = 1. En définitive,

toutes les solutions de y’ = Ay sont bornées sur RT si, et seulement si, toutes les
valeurs propres de A sont de parties réelles négatives ou nulles, celles de partie réelle
nulle étant racines simples du polynéme minimal de A. Ce qui est encore équivalent
a dire que la matrice A est semblable & une matrice de I'une des trois formes

€i91 0 . . . 0
61'91 0 ce 0 . .
| 0 et ... 0 0 et 0
suivantes 1 o 0 Jri1 0 P o
0 0 ezen c. 3
0 0 Jp
Ji 0 0 ())\k i\l 3 8
0 Js 0 e
) avec Jp = | ) T » Re () <0,
: o --- 0 Ak En—1
g; € {0, 1} .

Ezxercice 7.12. Pour A et B dans M,, (C) on désigne par ® 4 g lappli-
cation de M,, (C) dans M,, (C) définie par :

‘I)A,B (X) =AX + XB
L’espace vectoriel M,, (C) est muni d’une norme matricielle induite par
une norme vectorielle sur C™.
1. Donner les solutions du probleme de Cauchy :
Y'(t)=2a5Y)(t) (t€R)
{ Y(0) = C (7.13)
ou C est donnée dans M,, (C) (on peut utiliser Z (t) =Y (t)e~'P).

2. On suppose que toutes les valeurs propres de A et B sont de parties
réelles strictement négatives, on se donne une matrice C € M, (C) et
Y est la solution de (7.13).

(a) Montrer qu’il existe deux constantes a > 0 et > 0 telles que
1Y (¢)] < Be=* pour tout t € R.
(b) Montrer qu’il existe X € M,, (C) telle que C = P4 p (X).

(c) En déduire que ® 4 p est un isomorphisme.
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Solution.

1. Le probléme de Cauchy (7.13) admet une unique solution Y € C*> (R, M,, (C)).
On définit Z € C™ (R, M,, (C)) par Z (t) =Y (t) e~ *F et pour tout t € R on a :

Z't)=(AY () + Y (t) B)e "B —Y (t) Be™'P = AZ (1)
avec Z (0) = C. On a donc Z (t) = "4C et la solution du probléme (7.13) est
Y (t) = etACetB.

(a) En reprenant les notations de la démonstration du théoréme 7.4, on a :

P ar1 tj n—1 tj
tA|| Aot . ot
me m_ Ze * Z F(A_)‘kln)jpk <e #VZﬁ
k=1 =0 =
< _ B ;
ou —u 121]?%171%6()\1@) < 0etv lrgkai(p A = ML |lpell - Avec

0<j<ag—1

lim e%! ||| = 0, on déduit qu'il existe 81 > 0 tel que [[e || < e~ 1!y,

t——+oo

N M . . .
ob oy = 2. On a une majoration analogue pour la matrice B avec des

constantes ap et B2. On déduit alors la majoration de la solution de (7.13) :
vie R, ¥ (O] < [l [P 101 < 5

avec v = a1 + g et f= 5152 |C].
(b) Soit Y solution de (7.13). En intégrant on a :

Y(t)A/OtY(u)dqu/OtY(u)duBJrC’

+oo
De |Y (t)] < e~ 3 on déduit que I'intégrale / Y (u) du est convergente

et que tlir+n Y (t) = 0. En faisant tendre ¢ vers l'infini dans l'identité ci-
—+00

dessus, on déduit que :

+oo “+oo
fC:A/ Y(u)dqu/ Y (u)du B
0 0

+oo
c'est-a-dire C' = P4 g (X) avec X = — Y (u)du e M, (C).
0

(c) Le résultat de la question précédente se traduit en disant que ®4 p est
surjective. Cette application étant un endomorphisme de M,, (C) on déduit
que c’est un isomorphisme. Une autre démonstration consiste a utiliser le
fait que sp (®a.5) =sp(A) +sp(B).
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—+0o0
Ezxercice 7.13. Montrer que les fonctions u (t) = / e cos (t:cQ) dx
0

+oo
et v(t) = / e~ sin (ta*) dz sont bien définies, de classe C' sur R et

0
solutions d’un systeme différentiel que l’on résoudra.

\ J

+oo
Solution. De la convergence de 'intégrale / e~ dx on déduit que la fonction
0

+oo
w ot / e(#=1D2” gz est bien définie sur tout R. Il en résulte que les fonctions

0
u = Re (w) et v = Im (w) sont bien définies sur R. En dérivant formellement on

+oo ) ) +oo R
w (t) = / iz?e(*=1*"dz. De la convergence de I'intégrale / 2%e~%" dx on
0 0

déduit que la fonction y : ¢ — / iz2e(®=D7” 4z est bien définie sur tout R. Pour
tcRetheR",

B +oo ) iha?
eerr -l G h/i w () —y(t) = / elit=1)z <€ " L ix2> dx
0

avec :
ihx? n72
-1 thx
= gzu < plat 3 W) gt
n>2 n>2
1 [ethe® —1 ] : P
et pour |h| < 2 - — < |h| z*e’=, ce qui donne en définitive :
h Feo
‘ wlt+h) —w(t) '<h|/ zie” 2dx—>0
h h—0

La fonction w est donc dérivable sur R de dérivée y. On en déduit alors que les
fonctions u et v sont dérivables sur R de dérivées :

+oo 5 +oo 5
u (t) = —/ z’e™" sin (ta?) dx, V' (t) = / z’e™™ cos (tz?) dx
0 0

. 7’ . . Y /. 1t — 2
Une intégration par parties (ot on dérive elit=1)z

donne :

par rapport & la variable x)

w(t)==2(t+1i)w (t) (7.14)
ce qui équivaut au systeme :
{ u(t) = =2 (tu (t) — o' (1))
v(t) = =2 (t)+t (¢))
encore équivalent au systeme différentiel :

{ 2(1+ )/ (t) = —tu(t) — v (t)
2(1+82) v (1) =u(t) —tv(t)
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oo VT
On a de plus les conditions initiales u (0) = / e vdr = 5 et v(0) = 0.
0

L’équation (7.14) entraine (w? (t+i))/ = 0, soit w? (t+1i) = C, ou C est une

3

T
constante complexe. Avec w (0) = , on déduit que C' = ZZ et :

9 9 m 1 Tt
=T o =T 1
ut vt = e 2w 1040 (7.15)

C’est a dire que (u27 —v2) est solution de 1’équation polynomiale de degré 2 :

5 m 1 T 2 2
P S £ N
41+ t2 8/ (1+12)

1+ V14t 9 TVI+t2 -1 . .
——————— et v*(t) = ———————_ La fonction conti-
8 (1+1¢?) 8 (1+1¢?)

nue u ne s’annule jamais, elle garde donc un signe constant et ce signe est celui
de u (0), c’est-a-dire le signe positif. De (7.15) on déduit que la fonction uv est

impaire du signe de t. Ce qui donne en définitive :

ce qui donne u? (t) =

V1412
(1+1¢2)

51gne VidtZ -1
(1+12)

FExercice 7.14. Déterminer toutes les solutions dans M,, (C) de l’équa-
tion eX = I,,.

Solution. Soit X € M,, (C) telle que eX = I,,. On a la décomposition de Dunford
X = D4V avec D diagonalisable, V nilpotente et DV = V D. Cette décomposition
permet d’obtenir celle de e, soit eX = e? + e (¢ — I,,) avec e? diagonalisable
et e? (¥ —I,) nilpotente (lemme 7.6). Avec l'unicité de cette décomposition,
on déduit que eP = I, et ¢ = I,. La premicere égalité avec D diagonalisable
entraine que D est semblable & une matrice 2iw K ou K est une matrice diagonale
a coeflicients entiers et la deuxiéme égalité entraine V' = 0. En effet si p est le
plus petit entier naturel non nul tel que V? = 0, en supposant p > 2, 1’égalité

p—1 p—1
1 1
=1, + E Evk = [, entraine E EVk = 0 et en multipliant par VP2,
k=1 k=1

on aboutit & VP~! = 0 ce qui est en contradiction avec la définition de p. On a
donc p =1 et V = 0. On a donc ainsi montré que les solutions dans M,, (C) de
I'équation eX = I,, sont les matrices semblables & une matrice 2i7K ou K est une
matrice diagonale & coefficients entiers.
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