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Chapter 1

Les suites numériques

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 On appelle suite numérique toute application U définie de N vers R :

U: N — R

n o — U(n)zu".

On notera par u, le terme général de la suite et par (un), oy la suite numérique en elle méme.

Le terme général de la suite peut étre défini d’'une maniére explicite ou d’une maniére récurrente.

e La suite (un), cy- de terme général: u,, = Sin, est définie de maniére explicite et ’on a:
1 1 1
Ui §3u2:67u3:§7'
e La suite (up), oy de terme général: u,q = 1+ ui, avec ug = 1 est définie de maniére récurrente et
I'on a:
3 5
Ui :2,U2 = 5,’&3: 57
e La suite arithmétique (u,), .y de base a = 2 dont le premier terme est ug = 3, peut étre définie:
e d’une maniére explicite avec: u, = 2n + 3,Vn > 1,
e d’une maniére récurrente avec: Un41 = Uy + 2,Vn > 0.
et 'on aura: u; = 5,us = 7,uz =9,---
e La suite (up),cy de terme général: u, = (—1)", est une suite alternée et l'on a:

u0=1,u1=—1,u2:1,-~-

Définition 1.1.2
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1. Soient deux suites numériques (u),, oy €t (vn) On peut alors définir:

neN *

e la somme de ces deux suites comme étant la suite de terme général: u,, + vy,.
e le produit de ces deux suites comme étant la suite de terme général: u,v,.

e le produit de (un)nGN par le scalair A comme étant la suite de terme général: Au,,.

2. On dit de deux suites (un), oy €t (vn),cn qu’elles sont égales, si et seulement si:

Up = VUp, VN € N.

Définition 1.1.3 On dit d’une suite numérique (un), oy qu'elle est:
e minorée, si et seulement si: Am € R,Vn € N:m < u,,.
e majorée, si et seulement si: AM € R,Vn € N: u,, < M.
e bornée, si et seulement si: Im, M € R,YVn € N: m < u,, < M.

(On peut écrire aussi pour (uy,) bornée: A > 0,Yn € N : |u, | < A).

neN

Exemple 1.1.4

e La suite de terme général: u,, = %,Vn € N*, est une suite bornée car: —1 < u,, < 0.

e La suite alternée u,, = (—1)" l'est aussi car: |u,| < 1.

Définition 1.1.5 On dit d’une suite numérique (un ),y qu'elle est:
e croissante, si et seulement si: Yn € N : u,, < upyg.
e décroissante, si et seulement si: Yn € N : uyi1 < uyp,.
e constante, si et seulement si: Vn € N : u,, = up11.

On dit de (up) que c’est une suite monotone si elle est croissante ou bien décroissante pour tout n € N.

neN

Remarque 1.1.6 Pour étudier la monotonie d’une suite, soit on étudie le signe de la différence u,11 — Uy,

soit si les termes de la suite sont positifs on compare le ratio "Z% avec 1.
Exemple 1.1.7
e La suite de terme général:
unzl—i—%—f—%—i—---—l—%,VneN
est strictement croissante, car: un41 — Upn = m > 0= Upt1 > Unp.

e La suite de terme général:

|

n!

up = —,¥n € N*
n

est strictement décroissante car:

(n+1)!

Unt1 _ )0 _ w0\

nmn

Benhassine®2020 2
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1.2 Les suites convergentes

1.2.1 Définition de la convergence d’une suite

Définition 1.2.1 On dit d'une suite numérique (uy),cy qu’elle est convergente et que sa limite est le réel I,

et l'on écrit lim wu,, =1, si et seulement si:

n—-+oo

Ve >0,AN eN,VvneN:n >N = |u, — | <e.

C’est a dire qu’a partir d’un certain rang N + 1, tous les termes de la suite (un), oy se trouvent dans un
voisinage de | (u, € ]l — e, +¢[).

Dans le cas contraire, on parle de suite divergente.

Approche concréte imagée: Imaginez un tireur de fléchettes sur une cible circulaire. Ses
premiers lancés u,, sont incertains, mais au bout d’un cetain nombre d’essaies (N), il devient plus
habile et tous ces futures lancés (n > N) vont étre trés proche du centre de la cible (la limite [):

|, — 1| ~ 0.

Exemple 1.2.2

e La suite (un), oy de terme général: u,, = 2’;;:11 est convergente avec: lim wu, = % En effet:
n—-+o0o

lun — 3| <e & "+17l’<5

2n+1 2
1
4 Inis <é€
1—2¢
= = <n

C’est a dire que pour tout € > 0, il suffirait de choisir un entier naturel N = E( 11826) + 1 pour avoir:

1-2
VneN:n>N=n> °

1
un—§ < €.

(qui n’est autre que Iécriture mathématique de la convergence de la suite (uy,),,cy)-

e La suite (uy,) de terme général: u,, = (—1)" est divergente car elle oscille toujours (méme quand n

neN
— +00) entre deux valeurs: £1.

e La suite (uy,) de terme général: u, = 3n + 1 est divergente car lirf Up = +00.
n—-1+:oo

neN

Remarque 1.2.3

1. Il est possible d’utiliser dans la définition mathématique de la convergence des suites les inégalités

larges:

lim w, =0l<Ve>0,ANeN,VyneN:n>N = |u, — | <e.

n—-+oo

2. Quand on parle d’étudier "la nature" d’une suite, cela revient & voir si elle est convergente ou bien

divergente.

3 Benhassine®)2020
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1.2.2 Propriétés des suites convergentes

Nous allons aborder dans cette sous-section cing théorémes relatifs a la convergence des suites. Ces propriétés

de convergence permetterons de juger de la convergence ou de la divergence d’une suite donnée.

Théoréme 1.2.4 (unicité de la limite)

Si la suite numérique (un), oy est convergente, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons que le suite convergente (uy), oy pPosséde deux limites Iy et . C'est & dire

d’aprés la définition mathématique de la limite:
€
V€>0,3N1EN,VHEN:n>N1é|un711|<§

et:
V5>073N26N,Vn6N:n>N2:>|un—l2\<§.

En posant: N = Maxz(Ny, N3) on peut écrire:

9

€
VnEN:n>N:>|unfll|<§ et |un*lg|<2

On a alors, d’aprés I'inégalité triangulaire de la valeur absolue, pour tout n > N:

llo—l| = |lo—un+u, — 1

IN

|12 *un| + |un - ll|

< |U'n - l2| + |un - ll|
L.t
-2 2 7

Cest a dire: Ve > 0:0< |l — 1| <e.
Ceci implique que: |l —I;| =0
et donc: I3 = {y.(on a l'unicité de la limite). m
Théoréme 1.2.5 Toute suite convergente est bornée.
Démonstration. Soit la suite (u,),cy telle que: lirf uy, =1, c’est a dire que:
n—-—+oo

Ve >0,ANeN,VneN:n>N = |u, — | <e.

En fixant ¢, les termes de la suite pour n > N, appartiennent tous a Uintervalle: |l — el +¢].

En définissant alors le maximum et le minumum suivants:
M = max (ug,u1,- - ,un,l+¢) et m=min (ug,us, - ,un,l —¢),
il est claire que tous les termes de la suite vérifient:
m<u, <M,Vn € N.

La suite (un), oy est bel et bien bornée. m

Benhassine®)2020 4
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Remarque 1.2.6 L’inverse de la proposition précédente n’est pas toujours vraie (prendre par exemple la

suite de terme général: u,, = (—1)", elle est bornée mais ne converge pas).

Théoréme 1.2.7 (convergence des suites monotones)
Si la suite numérique (uy,), oy est:

e croissante et majorée, alors elle est convergente et l'on a: lim w, =1 = sup (u,)

ntoo neN -
e décroissante et minorée, alors elle est convergente et 'on a: lm wu,, = [ = inf (u,), -
n—-+oo

Approche concréte imagée: Imaginez un enfant dans 'amphithéatre qui subitement lache le
ballon gonflable qu’il avait a la main. Le ballon va monter (c’est la suite croissante) inéxorablement
jusqu’a s’arréter (convergence de la suite) lorsqu’il touchera le plafond de ’amphithéatre (la borne
supérieure). Si on refesait 'expérience en plein air (c’est a dire qu’on enléve 'hypothese que la

suite soit majorée), est ce que le ballon va s’arréter de monter?.

Démonstration. Démontrons la premiére proposition, la preuve de la deuxiéme se fera de maniére
similaire.

Soit (), ¢y Une suite croissante et majorée. La suite étant majorée et non vide elle admet une borne
supérieure. Notons celle-ci par:

I = sup (un),cp -

En utilisant la définition mathématique de la borne supérieure on peut écrire:

YneN:u, <I
Ve >0,AN eN:l—ec <upn

YneN:u, <I
Ve >0,Yn > N :l—¢e <u, (car (un),y est croissante)

= Ve>0,INeNVn>N:l—-ec<u, <Il<l+e¢

= Ve>0,AINeN,Vn> N : |u, -] <e.

Cette derniére écriture n’est autre que la définition mathématique de: lim w, =1. =

n—-+oo

Exemple 1.2.8

e La suite de terme général: u, = gfgéﬁn € N est croissante et convergente avec: lim u, = 3 (&

n—-+oo 2

démontrer en utilisant la définition). Alors on peut déduire que:

sup (Un),eny = 7

e La suite de terme général: u, = 1 ¥n € N* est décroissante avec inf (u,) = 0 (a démontrer en

neN
utilisant la définition). Alors on peut déduire que:

lim u, =0.
n—-+4oo

5 Benhassine®)2020



CHAPTER 1. LES SUITES NUMERIQUES

Théoréme 1.2.9 Soient (uy),cy et (vn) deuz suites numériques convergentes telles que:

neN

lim w, =10 et lim v, = ls

n—-+oo n—-+oo
Alors:
e la suite somme (u, + U”)neN est convergente et sa limite est: 11 + lo.
e [a suite produit (“n”n>neN est convergente et sa limite est: l1ls.
e pour tout scalaire X, la suite (Auy,), oy est convergente et sa limite est: Al;.
e la suite quotient (%)HGN définie pour v, # 0,VYn € N est convergente et sa limite est: %(sz la #0).
o la suite (Jun|),cy est convergente et sa limite est: |l1].
® st up < vy, 4 partir d’un certain rang, on a: 11 <ls.

Démonstration. (voir le livre de K.Allab Ref[1] p.105-106 ou bien celui de B.Calvo Ref[2] p.29). m

Théoréme 1.2.10 (théoréme des gendarmes)
Soient (un), ey €t (Vn),en deuz suites numériques convergeant vers la méme limite I. Alors toute suile

(Wn) ey vérifiant pour un Nog € N donné:
Up < Wy < vy, VR > Ny

est forcément convergente avec: lim w, =I.

n—-+4oo

Approche concréte imagée: Imaginez un automobiliste cerné par deux motards de la gen-

darmerie sur une autoroute: I'un a gauche et l'autre & sa droite. Si ces deux motards convergent

vers le méme point (une air de repos), alors forcément 1’automobiliste ira vers ce méme point.

Démonstration. On a:

lim w, =101 & Ve>0,IN;eN,VneN:n>N; = |u, — 1| <e,

n—-+oo

lim v, =1 & £>0,IN2eN,VneN:n>Ny=|v, -] <e.

n—-—+o0o

En posant N = Max(Ny, N1, N2) on peut écrire:
VneN:n>N=|u,—Il|<e et |v,—1]<e,
VneN:n>N=l—-c<u, et v, <l+e.

Comme: Vn € N:n > N : u, < w, < v,,
On déduit que: Vn e N:n>N=[l—-c<w, <l +e.
C’est a dire que:

Ve >0,ANeN,VneN:n> N = |w, -] <e.

Ce qui équivaut a écrire: lirJrrl wy, =10. W
(o]

Exemple 1.2.11 Soient les trois suites définies par:
1 1 1

* — _ —
Vn € N PlUp = 5, Wn = oo Up =
n! 2 n

On démontre facilement par récurence que Vn >4 : u, < w, < vy,.

Comme: : im wu, = lim v, =0, on déduit alors grace au théoréme précédent que (w,), cy est conver-
n—-+4oo n—-+oo n

gente avec: lim w, = 0.
n—-+oo

Benhassine®)2020 6
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1.3 Les suites adjacentes

Définition 1.3.1 On dit de deuz suites numériques (un),cy €t (Vn),cn qu’elle sont adjacentes, si et seule-
ment si, les trois conditions suivantes sont vérifiées:

eVneN:u, <uv,,

® (Un),cy st croissante et (vy), oy est décroissante,

e lim (v, —uy,)=0.

n—-+o0o

Approche concréte imagée: Imaginez deux gamins voisins dans un méme immeuble. L’un
est au dernier étage et descend ((vy,),cy est décroissante) en courant pendant que 'autre qui est
au rez de chaussé monte ( (“n)neN est croissante) en courant. Ils finissent par se tomponner (

lim (v, —uy,) =0). C’est le parfait exemple de deux suites adjacentes. Continuent-ils de courir

n—-+4oo
tous les deux?.Tombent-ils au méme endroit?.A vous de déduitre ’énoncé du prochain théoréme.

Exemple 1.3.2 Les deux suites (uy,) et (Un),en- définies par:

neN*
L1 1
Up — +F+§++E,
Up = Up+ -
n!
sont adjacentes. En effet:
o il est claire que : Yn € N* : uy, < v, (car: v, — up = % > 0).
1 — = 1 i =
* A (o mum) = D s =0

° (u")nEN* est strictement croissante, car: Upy1 — Un = m > 0.

° (”n)neN* est décroissante, car Vn > 1:

1 1
e (“”*” M)‘(“ﬂ*m)

B L1 1
= e T (n+1)! nl
1 1 1
= + _
(n+1)! " (n+1)! nl
~1-n <
(n+1)! —

Théoréme 1.3.3 Si (un), ey €t (Vn),cn S0Ont deuz suites adjacentes, alors forcément elles sont convergentes
vers la méme limite:

lim v, = lim wu,.
n—-+4oo n—-+oo

Démonstration. Soient (un), oy €t (vn),cy deux suites adjacentes. D’aprés la définition des suites

adjacentes, on a les inégalités:
up S U S U S S Up S Uy S0 S U2 S U1 S 0.

On en déduit que la suite (uy), oy est croissante et majorée par vg, donc convergente.
De méme la suite (v,,),y est décroissante et minorée par ug, donc elle aussi est convergente.

Enfin, comme lim (v, —u,)= lim v, — lim w, =0, les deux suites ont forcément la méme limite.
n—-+o00o n—-+00 n—-+00

7 Benhassine®)2020
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1.4 Critére de convergence de Cauchy
Définition 1.4.1 Une suite numérique (uy,),, oy est dite de Cauchy, si et seulement si:

Ve >0,IN e N,Vp,geN:p>g> N = |u, —yy <e.

Approche concréte imagée: Imaginez de nouveau le tireur de fléchettes sur une cible circulaire.
Ses premiers lancés ( u,) sont incertains, mais au bout d’un cetain nombre d’essais (N), il devient
plus habile et tous ces futures lancés (p > q > N) vont étre trés proches l'un de lautre : |u, — uq| ~
0. C’est a dire que tous ces lancés & partir d’un certain rang vont tomber sur un certain point de
la cible (pas forcément le centre de la cible s’il est loucheur). Y a t-il convergence des lancés? Si
oui, peut-on connaitre la distance du point visé du centre de la cible? Vous pouvez déja déduire

I’énoncé des deux théoréme suivants.

Exemple 1.4.2 La suite de terme général: u, = %,Vn € N* est une suite de Cauhy.

En effet, on a Vp,q € N tels que p > q > N:

| | ‘1 1‘<1+1
Up—Ug| = |m—=| < =—+-
v p ql " p ¢
112

= NN N

Donc pour e donné, pour avoir |u, — u,| < €, il suffirait que:
2 <
— <e.
N
C’est a dire on choisit N € N de telle sorte que: % < N (par exemple prendre N = E(%) +1).

Théoréme 1.4.3 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,),.y une suite convergente lirJrrl Uy, = [. D’aprés la définition on a:
n—-—1+0oo

e

v5>0,3NeN,VneN:n>N:>|un—l\<2

Alors: Vp,q € N tels que: p > ¢ > N on a:

lup —ugl = fup —1+1—ug
< |Up_l|+‘u_ZQ|
< ELE_,
- 2 2 7

Donec:

Ve >0,IN e N,Vp,geN:p>g>N = |u, —uy| <e.

C’est a dire (up),, oy est une suite de Cauchy. m

Théoréme 1.4.4 Soit (un),cy une suite numérique. Si (un),, oy est une suite de Cauchy alors (un), oy est

convergente dans R.

Benhassine®)2020 8
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Démonstration. Soit (u,),cy est une suite de Cauchy, i.e:
€

V5>O,3N€N,Vp,q€N:p>q>N:>|up—uq|<2

(%)

Fixons € = 2 alors:

IN eN,Vp,geN:p>qg>N=|u, —uyl <1.
En choisissant ¢ = N + 1 on a:

ANeNYp>N+1 = |up—unt1| <1

= up € }UN+1 —Lunyr + 1[.

La dérniére écriture permet de dire que la suite (uy), oy est bornée.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weiertrass, que 1’on abordera a la fin de ce chapitre, on peut extraire une

sous-suite (up(n)) convergente de (uy), .y (0@ 'application p est une application strictement croissante

neN
de N vers N). Il en ressort alors:

lim upm) =& Ve >0,3N €NV EN:n> N = fuyo =l <5 (k)

n—-+oo

En posant No = Maz(N, N7) et en utilisant (3) et (k%) on obtient:

Ve >0,3Ny e N,V¥n e N :
n>Np = fun =1 < fun = ()| + [tpm) 1|
= |u, —I| < §+ 5 =c¢ (car p(n) >n > Ny > N).

C’est a dire que: lim u, =1. m

n—-+o0o

Remarque 1.4.5

1. Les deux théorémes précédents donnent I’équivalence entre la convergence d’une suite et le fait qu’elle
soit de Cauchy. Ce critére de Cauchy est fort utile pour démontrer la convergence d’une suite sans

connaitre au préalable la valeur de sa limite.

2. Le critere de convergence est valable pour démontrer la convergence dans R (la limite I € R). Il n’est
pas valable lorsque l'on travaille dans Q (considérer par exemple la suite u,, = (1 + %)n, c’est une suite

de Cauhcy dans QQ, mais elle est convergente seulement dans R : lir+n u, = e ¢ Q).
n—-+oo

3. On dit de I'espace R qu'il est complet (toute suite de Cauchy dans R converge dans cet espace). L’espace

Q n’est pas complet.

1.5 Cas particuliers: les suites récurrentes

Définition 1.5.1 On dit d'une suite numérique (un), oy que c’est une suite récurrente si elle est définie par

la donnée de son premier terme ug et la relation:
Vn € N:upir = f(un).

ou f est une application donnée de D C R — R.

9 Benhassine®)2020



CHAPTER 1. LES SUITES NUMERIQUES

Etude de la monotonie d’une suite récurrente:
L’é¢tude de la monotonie d'une suite récurrente (uy), oy reviendra alors & I'étude de la variation de la
fonction f:

e Si f est croissante (f’ > 0), alors (uy), .y est monotone et:

L. (un), ey est croissante si: ug < u;.
2. (Un),cy est décroissante si: u; < ug.

e Si f est décroissante (f' < 0), alors (uy), oy est n’est pas monotone car le terme ;1 — u, est de signe
alterné et donc forcément la suite ne sera pas convergente.

e Si f est constante (f’ = 0), alors (u,), .y est constante et donc forcément convergente.

Exemple 1.5.2 La suite numérique de terme général:

Vn € N* tupy1 = V2 + uy,

UOZQ,

est strictement décroissante car la fonction: f(x) = /2 + x est croissante V& € |—2, 400 :

f(z) = \/;Tx >0,

et: up =2+ uo = V5 > uo.

Question: Qu’en est-il de la monotonie de (up), oy 5t ug = 17 ug =27

Calcul de la limite d’une suite récurrente:

Comme on le verra par la suite au chapitre suivant, pour toute fonction f continue au point xg on a:

lim f(z) = f(xo)-

Tx—T0

Et par suite, pour toute suite récurrente (uy,), oy convergente vers la limite [ on aura:

lim f(u,) = f (zgglooun> = ngrfoou”l =f (zgrfooun> =1=f().

n—-+o0o

C’est a dire que pour calculer la valeur de [ il suffit de résoudre I’équation:

1=1(l).

Remarque 1.5.3 Dans le cas ot l’équation: | = f (I) posséderait plusieurs racines, le probléme reviendrait

a détermaner la validité d’une de ces racines.
Exercise 1.5.4

Considérons la suite numérique de I’exemple précédent:

Vn € N* tupp1 = V2 + uy,

UQZQ,

Benhassine®)2020 10



CHAPTER 1. LES SUITES NUMERIQUES

1. Montrer que: Vn € N: u,, > 2.
2. En déduire que (u,),cy est convergente et calculer sa limite.
Solution 1.5.5

1. La démonstration se fait par récurrence, en effet:
ePourn=0:uy=22>2.

e Supposons: u, > 2 alors:

v
~

Up + 2
= un+22\/1

= Upt1 > 2.

Dou: Vn € N: u, > 2.

2. On a vu dans 'exmple précédent que (uy), oy est décroissante et d’aprés la question précédente elle est

minorée par 2, on déduit d’aprés le theoréme de convergence des suites que (u,), oy est convergente.

Le calcul de la limite lim wu, = se fera en résolvant I’équation:

400
L= f@)
= 1=vVi+2
= 2=]+2
= ?-1-2=0
= (-1)(I+2)=0
l=-1
=
=2
La racine | = —1 est rejetée car par définition les termes de la suite (uy,),y sont tous positifs. Donc:

lim w, = 2.
x—-+00 "

1.6 Les suites qui tendent vers oo

On a vu que parmis les suites divergentes il y a les suites qui convergent vers +o0o. Nous allons donner ci-aprés

la définition mathématique de lim wu, = Foo.
T — 00

Définition 1.6.1 On dit d’une suite numérique (un ),y qu’elle tend vers 0o, si et seulement si:
lir+n U, = +o00 <= VA >0,AINeN,VYneN:n> N = u, > A.
n—-—+0oo

lim u, =-00<VA>0,dNeN,VneN:n>N = u, < —A.

n—-+oo
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Exemple 1.6.2 La suite (u,),cy de terme général u, = 2n? + 1 tend vers +00. En effet, YA > 0 on a:

u, >A & nP+1>A4
& mMP>A-1

= —Agl < n?

C’est a dire que pour tout A > 0, il suffirait de choisir un entier naturel N = E <\/§) + 1 pour avoir:

[A A-1
VneN:n>N=n> §:>n2>T(:>un>A.
Quelques propriétés des suites tendant vers +oo:

1. SiVn € N: u, # 0 tel que: lirf Up = +00, alors on a: lim -+ = 0.

n—-+oo Un

2. Si lim w, =+4ocalors VA€ R: lim (Au,) = sign(A\)oo ( sign(A) désigne le signe du scalaire X).

n—-+o0o n—-+4oo

1.7 Les sous-suites extraites - Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Définition 1.7.1 On considére la suite numérique (uy),cy €t soit une application strictement croissante
p: N — N. Il est possible de définir alors une sous-suite (vy),cy, & partir de la suite (uy), oy, de la fagon
sutvante:

YneN:wv, = Up(n)-

On appelle alors (v,), oy la sous-suite extraite de (un), oy @ l'aide de lapplication p.

Approche concréte imagée: Imaginez une mére (la suite (uy,),y) avec ses deux petites filles
(les sous-suites) lui tenant les mains. Si les deux filles tirent chacune de son coté (par exemple
l'une allant vers l’est et 'autre vers I'ouest), la mére arrivera t-elle a rejoindre la maison familliale?
La réponse est non. Maintenant, si je vous dit que la mére est arrivée & rejoindre sa maison

(convergence vers une limite). Les deux filles, sont elles a la maison (les sous-suites convergent-

elles elles aussi)? Vous pouvez déja déduire I’énoncé du théoréme suivant.

Exemple 1.7.2

e Soit la suite définie par: Vn € N* : u,, = % Il est possible de définir plusieur sous-suite extraite de

(tn), ey - Par exemple:

e Pour p(n) = 2n , on peut définir (u2,), oy dont les termes sont: %, %, é7 e 21n, e
e Pour p(n) =2n + 1, on peut définir (u2,41),y dont les termes sont: 1, %, %, e ﬁ, e
e Pour p(n) = 3n , on peut définir (u3, ),y dont les termes sont: %, %, %, cee, 31n, e

e Pour la suite alternée: Vn € N* : u, = (—1)". Il est possible de définir plusieurs sous-suites extraites

de (un),cy - Par exemple:
e Pour p(n) = 2n , on peut définir (uz, ),y dont les termes sont tous égaux a 1.

e Pour p(n) =2n + 1, on peut définir (u2,41),y dont les termes sont tous égaux a —1.
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Remarque 1.7.3 On peut facilement, par récurrence, démontrer que l’application strictement croissante
p: N — N vérifie la relation:

Vn € N:p(n) > n.

Théoréme 1.7.4 Si (uy),cy est une suite convergente vers une limite I, alors toute sous-suite extraite

ne
(up("))neN est forcément convergente vers cette méme limite.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition mathématique de la convergence de la suite (uy),, oy €t

le fait que Vn e N: p(n) > n. m

Exemple 1.7.5 La suite définie par: ¥n € N* : u,, = L est une suite convergente vers 0. Il en est de méme

1

n
; ites: (2L 1 1
de ses sous-suites extraites: (271)%1\]7 (Q"H)neN’ <3n)nEN’

Corollaire 1.7.6 Soit (uy),cy une suite. Si elle admet une sous-suite divergente, ou bien si elle admet deux

sous-suites convergeant vers des limites distinctes, alors elle diverge.

Théoréme 1.7.7 (de Bolzano Weiertrass)
De toute suite numérique (u,)

R.

neN bornée on peut extraire une sous-suite (up("))nEN convergente dans

Démonstration. La démonstration est basée sur le principe de dichotomie. L’ensemble des valeurs de la

suite est par hypothese ((u,), .y bornée) contenue dans un intervalle [a, b], I'idée est alors de construire une

neN
sous-suite (up(n))n en dont chaque terme w,(,) est inclus dans un intervalle [a,,b,] C [an—1,b,—1] tel que:

o b, —a, = 7}’”*1;“”*1,

e [ag, by] = [a, b].

On aura alors de par cette construction: a, < u,(,) < by, Vn € N.

Il suffira alors de remarquer que les deux suites (a,),,cy et (bn), oy sont adjacentes, donc convergeant vers
la méme limite et d’utiliser le théoréme des gendarmes pour conclure que la sous-suite (up("))n oy convergera

vers cette méme limite elle aussi. m

Exemple 1.7.8 On a vu que la suite alternée ((—1)"), . n'est pas convergente. Mais le fait qu’elle soit

ne
bornée, nous permet d’en extraire une sous-suite convergente. Par exemple:
. 2 . .
o La sous-suite de terme : ug, = (—1) " est une suite constante qui vaut 1, donc convergente.

; 2n+1 . )
e La sous-suite de terme : ugny1 = (—1) "1 est une suite constante qui vaut —1, donc convergente.
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