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PREAMBULE

Ici, on traite avec une structure algébrique incontournable en algebre linéaire. Partant
d’un groupe abélien F, auquel on adjoint une loi de composition externe moyennant un
corps commutatif K, comme ensemble d’action sur E avec quatre lois mélant lois de
compositions interne et externe coexistantes sur £ pour disposer d’une structure
d’espace vectorielle sur . En dimension finie, on peut disposer de la boite a outils
qu’est le calcul matriciel en choisissant une base sur ’espace vectoriel en question, aussi
les bases existent en nombre infini sur une telle structure algébrique. Ensuite, on va se
pencher sur les homomorphismes d’espaces vectoriels qui porteront le nom
d’applications linéaires.Toutefois d’une base a une autre il y a la matrice de passage
d’une base a une autre qui permet d’avoir le correspondant de tout ce qu’on a avec une
base pour 'autre base choisie. Ici il y a un bonheur jouissif a maitriser les arcades du
calcul matriciel. Alors souhaitons nous féconde aventure intellectuelle.
(+=aller loin).



Chapitre 1
ESPACES VECTORIELS

1.0 Quelques rappels sur les structures algébriques

1. Une loi de composition interne sur un ensemble F # &, est une loi "x" qui

permettrait de composer deux éléments a, b de E' pour avoir comme résultat
axb € E;un élément de E, dans la composition a * b; a et b sont
les opérandes et le résultat est : a * b.
2. Une loi de composition externe sur un ensemble F # & au moyen d’'un autre
ensemble K est une loi "T" qui permettrait de composer un élément o € K, b €
pour avoir comme résultat aT'b € E'; un élément de E, dans la composition o7 ;
« et b sont les opérandes et le résultat est : oT'b.
Ainsi avec une loi ou des lois de compositions internes ou externes vérifiants
certaines propriétés, on a des structures algébriques.
3. En ce qui nous concerne, nous avons vu, les unes aprés les autres les structures
suivantes :
Magmas = Semi-groupes =—> Monoides = Groupes =—> Anneaux =—> Corps
—> Espaces Vectoriels.
NB : = signifie : de ce qui précéde découle ce qui suit

4. Toutes structures algébriques s’accompagnent d’une sous-structure et de morphisme

de méme structures. Ici une sous-structure algébrique d’une structure algébrique
donnée E est un sous ensemble non vide A C E tel que vis-a-vis de lui-méme ce sous
ensemble A a la structure de E(exemple un sous-groupe F' d’un groupe F, qui serait
vis-a-vis de lui-méme un groupe)
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Structures Sous-structures Morphismes de méms structures
Magmas Parties stables f(E*x)— (F,T),
Vo,y €E, f(xxy) = f(2)Tf(y)
Semi-groupes Parties stables f(E*x) — (F,T),
Vo,y € E, f(xxy)=f(2)Tf(y)
Monoides avec Parties stables f:(E,x)— (F,T),
un élément auquel Ve,y € B, f(xxy)=f(x)Tf(y),

corps commutatif

neutre e e appartient f (ex) = er avec e, élément neutre
de (E, %) et er elt neutre de (F,T)
Groupes Sous-groupes f:(E %) — (F,T),Vx,y € E,
flaoxy)=f(@)Tf(y), avec f(e.) = er
symt, (z)=symétrie f (symt, (z)) = symt, f (x)
par rapport & "x"de x
Anneaux Sous-anneaux f:(E* L) — (F,T,+),Vo,y € E,
floexy)=f(x)Tf(y), avec f(e) = er
f(symt, () = symt, f (z)
fad) =1 )+
Corps Sous-corps f:(E*L1)— (FT+),Vo,y € E,
flaoxy)=f@)Tf(y)avec f(e.)=er
f (symt, (z)) = symtr f (x)
[oLy) = (@) + f (g)avee f (1) = e
S (symt ( ) = symt, f (x), v € EN{e.}
K-Espaces Sous-espaces fi(Ex ) = (BT, 4)p, KCK
Vectoriels ; vectoriels Vx, y € B, Va e K,
ou K un fzxy)=f(x)Tf(y),avec

fles) =er; f(symt, () = symty f (z)
floy)=a+ f(y)
f s’appelle application linéaire
de E dans F

5. Soit f un morphisme de mémes structures algébriques

on a :

i E— F,

(7). A sous-structure de ' = f (A) est une sous-structure de F'

(ii). B sous-structure de F' = f~!

(B) est une sous-structure de E
(7i7). 11 est lié & tout morphisme de mémes structures algébriques

f:E—F

deux sous-structures; 'une de F, et 'autre de F' a partir des monoides.
Celle de F, s’appelle noyau de f et notée ker f = {z € E; f () = e}
ou er élément neutre de la premiere loi de composition interne de F

et 'autre de F', s’appelle image de f et notée Im f = f (E) = { f(x)

;e B}

c’est 'ensemble image de f avec les propriétés suivantes :
1. ker f = {eg} < f est injective, avec er élément neutre de la premiére loi de

composition interne de F.
2.Imf = f(E)=F < f est surjective
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Objectifs
* Connaitre les définitions d’un K-espace vectoriel , d’un vecteur nul,

d’une combinaison linéaire de vecteurs, de famille de vecteurs libre,

lie, génératrice, d’un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel,

d’une base d’un K-espace vectoriel , de la dimension d’un K-espace vectoriel,

des coordonnées d’un vecteur dans une base donnée sur un K-espace vectoriel,
avoir un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E, comme un
sous-ensemble de E engendré par des vecteurs de E.

Aussi bien que savoir les déterminer comme tels.
* Savoir déterminer le rang d’une famille finie de vecteurs d’un K-espace vectoriel.
* Savoir déterminer une base des solutions d’un systéme d’équations linéaires

homogénes

1.1 Introduction

Dans P I'ensemble des vecteurs du plan, on a :
() VU, v € 5), U+ € P on dit que "+" est une loi de
composition interne sur 3 avec les propriétés suivantes :
)T+ (T+W)=(T+70)+0,V0, 7. T e P.
On dit que la loi "+" est associative dans 3
(2) Le vecteur 0 € P vérifie : VU € 77 T+0=0 —|—
On dii> que la loi "+" abdm(;i> un élément neutre dans 73 qui est ici
0e?P dit yecteur nul de P.
B)VT eP ,ona: (-7 )EPet (W)= (W) +T = 0.
On dit que tout élément u € 73 admet un symétrique unique qui est
(-u) e
4) @+ :7+7,w,7e3.

On dit que la loi "+" est commutative dans P

LT

H
Dés lors, on dit que (P, —l—) est un groupe commutatif ou abélien

(ii) Ya € (R, +, x), VU € 3, a7l =a® € P on dit que "." est
H
une loi de composition externe sur P au moyen du corps (R, +, x)
avec les propriétés s@antes :
(5) 10 = u, Vu € P.(1 est 'élément neutre de (R, x))
H

6) a(Bu)=(axp)W,Vu € P, VYa,3 €R.

H
Na(@+7)=au +a7,VaeK, YVu,v € P.
(
®) (a+pB) W =aW +pu,Ya, ER, VU € P.
On a ainsi une structure d’espace vectoriel sur P et

}

!

on dit que (3, +, ) est un R-espace vectoriel.

Dans la suite on va généraliser la situation ci-dessus dans le sens :
1. Remplacer 3 par un ensemble non vide F, qui muni de "+" loi de
composition interne sur E et "." loi de composition externe sur £ au
moyen d'un corps (K, +, x (notée aussi ".")) quelconque. Ici K =(R ou C).
Tel que conformément aux éléments de E on a les propriétés (1) a (8).

et ainsi avoir encore une structure d’espace vectoriel sur E et dire




CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

alors (E, +,.) est un K-espace vectoriel.

2. On pourrait aussi changer diversement les symboles des lois qui sont en jeu
dans 1. par exemple : (E,+,.) qui devient (E,®,®) et (K, +, X (notée aussi "."))
devant (K, ©, &) avec les propriétés (1) a (8) assurées, et ainsi avoir encore

une structure de K-espace vectoriel sur E.

1.2 Définition d’un espace vectoriel

Définition(courante)

Un groupe commutatif (£, +) est un ensemble F # @ muni d’une loi de

composition interne (x + y) € E, définie pour tous éléments x et y de E,
ayant les propriétés suivantes :

(1) Associativité :  + (y + 2) = (v +y) + 2z, Vr,y, 2 € E

(2) 11 existe un élément neutre 0 € E qui vérifie: Ve € E, 2 +0 =04z = z.

(3) Tout élément = de F posséde un symétrique, noté —x € F tel que

r+ (—z)=(—x)+z=0.

(4) Commutativité : v +y =y + x, Va,y € E.

Soit (E, +) un groupe commutatif et (K =R ou C, +, X) un corps

commutatif. Nous dirons que (E,+) est un espace vectoriel sur K
(qui est appelé le corps de base de I'espace vectoriel)

s’il existe une loi de composition externe "." associant a tout élément
a € K et tout élément x € E, un élément de E, noté a.x = ax,avec les propriétes
suivantes :

(5) 1z = x, tout élément x € E.(1 est 'élément neutre (K, X))
(6) a(Br) = (a x B)x, tout élément x € E, Vo, B € K.
(7) a(z+y) =ar+ay, Va e K, Vz,y € E.
(8) (v + p)x =ax+ px, Vo, f € K, tout élément x € E.
Aussi on dit que (F,+,.) est un K-espace vectoriel.
Définitions
1.Un élément x de (F,+,.) un K-espace vectoriel(qu’on pourrait écrire 7 ) est dit
vecteur et ceux de K scalaires.
2.Deux vecteurs x et y de E sont dit colinéaires s’il existe A\ € K tel que
Yy = Ax.
Remarque
Nous laissons au lecteur le soin de distinguer I’élément neutre de (F,+).
(qu’on pourrait écrire 0 ou O ou simplement 0 8’il n’y pas de confusion possible),
qui est un vecteur, appelé vecteur nul de F, de I’élément nul 0 de K
(qu’on pourrait écrire Ok ), qui est un scalaire.
Ces éléments vérifient les régles de calcul suivantes :
Tout élément z € E Og.x = 0g, d’aprés (8) si f = —a.
Tout élément x € E, Va € K, a.x =0 <= a =0k ouz = 0g.

On a en outre : o (—z) = (—a)x = —ax, tout élément x € E, Va € K.
Et, en particulier (—1)z = —(l.x) = —x.
Remarque

Tout ensemble non vide (E, T, L) muni de deux lois de composition : "T" la premiére,
une loi de composition interne tel que (E, T) soit un groupe commutatif

car vérifiant les propriétés (1) jusqu’a (4) et "L" la deuxiéme loi

étant une loi de composition externe sur £ moyennant un ensemble de
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scalaires a € K un corps commutatif et vérifiant relativement
les propriétés (5) jusqu’a (8) est dit un K-espace vectoriel.En effet :

1.3 Définition générale d’un espace vectoriel sur un
corps commutatif (K, O, &)

Ici (K, ©, &) est un corps commutatif dont I’élément neutre de la deuxiéme loi
est noté eg et I’élément neutre de la premiére loi est eo.

Soit F un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée "®",
de sorte que (E, @) soit un groupe commutatif d’élément neutre eg,.

Aussi, on munit £ d’une loi de composition externe "®" sur K, c’est-a-dire
®:ExK-—FE, (z,\) — A®z,

Siona:

(1) eq @ x = z, tout élément = € F.

(2) a® (B@x)=(adf) @z, tout élément = € E, Va, f € K.

(Ceci semble étre l’associativité de la loi"® ", mais comme o, € K,

a® B n'a pas de sens dans K, au vu du calcul vectoriel dans le plan,

il conviendrait de poser (adf) au liew de o ®@ ).

B) a®(zdy) =(a®z)®(a®y), Va e K, Vr,y € E.

(la loi de composition externe sur E est distributive  gauche

(car la loi de composition externe "®" sur E a le scalaire o gauche :

(x,\) — A ® x) par rapport & la loi de composition interne sur E)

4) (aVf)Rr=(a®@x)® (BR2), Va,B €K, tout élément x € E.

(la loi de composition externe sur E semble distributive de "®" par

rapport a la loi"Q" 1¢7¢ loi de composition interne sur K, ot dans

le dévéloppé pour une question de definition "Q" est remplacée par "®"

la loi de composition interne sur E, car (a®@x); (F®z) € E et
(a®@2x)Q(B®x) n'a pas de sens dans E, d’ou le remplacement ).

En plus d’avoir (F, @) comme un groupe commutatif, nous dirons que

(E, &, ®) a une structure d’espace vectoriel sur le corps commutatif (K, O, &).
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1.3.1 Tableau de simularité

(E,®,Q)Vr,y e BE,x®y € E,
Va € (K,O, &), a®u € E

Dza(ydz)=(roy) 2
Ve,y,z € B

(2) eg € E;Vz € F,
rdepg—epgdr—=u.

(3)Vx € E, symétg (v) € E,
T @ symétg (x) = symétyg (r) D x = eg.

b rzdy=ydzx, Vo,y € E.

) ea ®x =z, Vr € E.

(
6) a® (BR21) = (adbf) @ z,VT € E,
Va, 5 € K.

(7) (W +7)=ad +a7, Ya € K, VU,T EP. (7 a®@(@dy) =(e®r)® (a®y),

Va € K, Vz,y € F.

8) (a+B) T =aT +pU,V,BeR VT €P. |8 (aVB)®zr=(a®1)a (1),

Va,B8 € K, Vx € E.

Définitions

1.Un élément x de (F, ®, ®) un K-espace vectoriel(qu’on pourrait écrire ' ) est dit

vecteur et ceux de K scalaires.

2.Deux vecteurs x et y de E sont dit colinéaires s’il existe A € K tel que

Yy=A®x.

Remarques

Le vecteur nul de (E, @, ®) est 'élément neutre eg,.

Ici eo et eq sont des scalaires éléments neutres respectifs de Q. &.

Ces éléments vérifient les régles de calcul suivantes :

[0 Tout élément z € E ep ® x = eg, d’apres (4) si f = syméto (a).

(Soulignons que syméto () est le symétrique de o par rapport a la loi ©.

Et que syméto (a) Qa = aOsyméto () = eg.)

L] Tout élément x € E/, Va € K, a®r =eg <= a =ey ou x = eg.

[J On a en outre : o ® symétg (x) = (syméto (o)) ® x = syméty (a @ x),
tout élément x € F, Va € K.

[ Et, en particulier (syméto (eq)) @ = syméty (eq ® x) = symétg (x).

1.3.2 Exemples

a) Soit K =R ou C et n un entier naturel non nul.
On munit 'ensemble K" des lois définies par les formules ci-dessous :

V (U, Uy eeey U ) (U1, V2, ey 1) € K™

(Up, Uy veeey Up) + (U1, Vo ey V) = (U + V1, Uz + Vo, eeeey Uy + V)
Y (uy, ug,y .oy uyy) € K" Va € K,

a (Uug, Ugy ey Uy) = (QUL, QUg, ..., QL)

Ces lois font de K" un K-espace vectoriel.

b) L’ensemble C [z] des polyndmes & une variable x et a coefficients dans C

est un espace vectoriel sur le corps des nombre complexes, I’addition étant celle
des polynomes et la multiplication par un nombre complexe c le produit

7
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de ¢ par un polynéme .
Ce méme ensemble est aussi un espace vectoriel sur le corps R des nombres réels avec
une loi externe de multiplication par un nombre réel.On dit que C [z] est un espace
vectoriel complexe si son corps de base est C Si le corps de base est R,

on dit qu’on a un espace vectoriel réel.

c¢) L’ensemble M, (K) des matrices de type (p,¢) muni de 'addition est un groupe
commutatif en association avec la loi de composition externe
(qui est la multiplicationon par un scalaire complexe ou réel, d’'une matrice)
fait de M, (K) un K-espace vectoriel avec K = C ou R.
Définition
Soit une suite (x1, 2, ....., x,) de n vecteurs d'un (K, +, x)-espace vectoriel (E,+,.);
une combinaison T}inéaire de cette suite est un élément de E de la forme :
Y= r; =0T + Qs + ... + Ty,
ol a, (g, ....., 04,; si)nt des scalaires de K ce sont les coéfficients de
la combinaison linéaire ; aussi dit-on que y est combinaison linéaire des
vecteurs x1, To, ...., Tp.
Aussi une suite (x1, 3, ....., x,) de n vecteurs d’'un (K, ©, &)-espace
vectoriel (E, @, ®) ;une combinaison linéaire de cette suite est un élément
de E de la forme :
Y=(01021) D (2 @ 22) ® ... ® (r, ® T)

ol aq, g, ....., ay, sont des scalaires de K ce sont les coéfficients de
la combinaison linéaire.
Exemple

Dans R? z = —2(1,4) + 7(—4,5) — 3(6,9) est une combinaison de la
suite de vecteurs((1,4);(—4,5),(6,9)).

1.4 Suite liée de vecteurs. Suite libre de vecteurs

Définition 3. Soit (F,+,.) un K-espace vectoriel,on dit que la suite de vecteurs
(1,2, ....., x,) de E est liée si I'on peut trouver des scalaires
ay, Qo, ..., a, € K, non tous nuls, tels que :
(9) : >, vy = aqxry + Qs + ... + oz, = 0g
On dit égalemlerit, par abus de langague, que les vecteurs de la suite sont liés,
ou encore linéairement dépendants.
Si la suite (z1, xa, ....., x,) n'est pas liée, on dit qu’elle est libre, ou encore
que 1, T, ....., T, sont libres ou linéairement indépendants ;
ceci signifie que I'égalité (9) entraine a; = ag = ... =a, =0.
Si la suite (21, xa, ....., x,) est libre , il en est de méme de toute suite
partielle et, en particulier, tous les éléments x; de la suite sont distincts.
Exemples
1.S0it x (1,4) + y (—4,5) 4+ 2 (6,9) = (v — 4y + 62,42 + 5y + 92) = (0,0)
x—4y+62=0
{ dr +5y+92 =0
22 5
=T =—=2zYy= =z

7 7
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avec z réel quelconque, ainsi ((1,4);(—4,5),(6,9)) C R? est une suite lice.
2. Soit = (1,4) + y (—4,5) = (x — 4y ,4x + 5y ) = (0,0)

r—4y =0 o
sx+5y =0 7 F=Y=0
Ainsi ((1,4);(—4,5)) est une suite libre.
EXERCICE 1

Montrer que les vecteurs suivants de R? sont linéairement
dépendants et préciser leur relation de dépendance :
1.u—(, —1); v=1(1,0,1); w=(-1,2,-3)
2.u=(1;2;3),v = (4;5;6), w = (—1;2;3)
3.u=(— 125) =(2,3,4); w=(7,0,-7);
Proposition de correction
Lu= (17 27 _1); v = (1:07 1)7 w = <_17 27 _3)

1 2 -1 U 1 2 -1 U
Soit A = 1 0 1 v ~| 0 =2 2 v—u
-1 2 -3 | w 0 4 4| w+u
1 2 -1 U
A~ | 0 =2 2 v —U

0 0 ©0 wHu+2v—u)=wt+u+2(w—u)=0
wru+2w—-u)=0swtu+2(v—u)=2v—u-+w=0; donc
la famille {u, v, w} est une famille liée et la relation de dépendance

liant les vecteurs : u, v, w est : 20 — u + w = 0.
2.u = (1;2;3),v = (4;5;6), w = (—1;2;3)

1 2 3| u 1 2 3
Soit B=| 4 5 6| v ~|0 =3 —6 | v—4u
-1 2 3| w 0 4 6 w+u
3
~ —3 —6 v—4u
)+ 4 (v —4u)
= rang (B) = 3 = card (u,v,w) donc la famille est libre, ici on

n’a pas de dependance linéaire.
3. u=(-1,2,5); v=(2,3,4); w=(7,0,-T7).

-1 2 5 U -1 2 5 U
Soit C' = 2 3 4 VR 0 7 14 v+ 2u
7T 0 =7 | w 0 14 28 | w—+Tu
-1 2 5 U
C =~ 0 7 14 v+ 2u

0 0 0 | w+Tu—2(w+2u)=w+7u—2(w+2u)=0
w+Tu—2w+2u) =0 w+Tu—2w+2u) =3u—2v+w=0; donc
la famille {u, v, w} est une famille liée et la relation de dépendance

liant les vecteurs : u, v, w est :

1
—(Bu+w) & w=2v — 3u.

— 1
3u—21j+w:0(:>u:§(2v—w)<:)v:2

Propriété 1
Pour qu’une suite de vecteurs x1,xa, ....., T, soit liée, il faut et il suffit
que ['un d’eux soit une combinaison linéaire des autres.
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1.5 Espaces vectoriels de dimension finie

1.5.1 Espace vectoriel ayant un nombre fini de générateurs

Définition 4.0n dit qu’'un K-espace vectoriel F posséde n générateurs
1,22, ..o, Tp, Si X1, Ta,....., T, sont des vecteurs de E et si tout vecteur de F
est une combinaison linéaire de (z1, x2, ....., 7, ). Il en résulte que F coincide avec
I’ensemble des combinaisons linéaires de (x1, xs, .....,x,) et est donc 'espace
engendré par cette suite.
Exemple
V(z,y,2) € R3 ona (z,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2 (0,0, 1)
donc R? = {2 (1,0,0) + 4 (0,1,0) + 2 (0,0,1) ; 2,9, 2 € R}
ainsi la famille {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est génératrice de R3.
Propriété 2
Soit E un K-espace vectoriel ayant n générateurs. Alors toute suite
de (n+ 1) vecteurs de E est liée.

1.5.2 Base d’un espace vectoriel

Définition 5. Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que la suite (z1, xa, ....., T,)
est une base de F, si cette suite est prise ordonnée avec les deux propriétés
suivantes :
1) x1, z9, ....., T, sont des générateurs de F.
2°) La suite (z1, xa, ....., ) est libre.
Propriété 3
Soit x1,xa, .....,x, des vecteurs de E un K-espace vectoriel. Pour que la suite
(1, T2, .e.e, T) SOIL une base de E| il faut et il suffit que tout
vecteur y € E s’exprime de facon unique sous la forme :
Y= Q1T+ ..... + apxy, a; €K; ie{l,2,....n}.
a; s’appelle la i coordonnée du vecteur y par rapport a la base (T1,Ta, ..., Ty).
g

Qo
et alors la matrice colonne Y = ) est la matrice colonne des coordonnées du

vecteur y dans la base (1, g, ....., Ty,).

Exemples

Dans R3, soit v = ae; + bey + ces, avec 8 = (ey, €9, €3) une base de R3, alors
a

v a pour coordonnées dans 3, la matrice colonne | b | et le méme vecteur v
c

c
aura pour coordonnées dans 3’ = (e3, ez, 1), la matrice colonne | b

a
Remarques trés importantes

1. Une base d’'un K-espace vectoriel est toujours une suite ordonnée de vecteurs.
2.Dans un espace vectoriel, aucun vecteur n’admet des coordonnées si ledit espace
n’est pas muni d’une base. Ainsi toutes coordonnées d’un vecteur sont fonction
d’une base donnée.

10
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3. Le choix d’une base 5 d’un K-espace vectoriel E permet d’identifier cet espace
vectoriel a K™ ot n = cardf.
4. Si un K-espace vectoriel E # {0g} ; alors il admet une infinité de bases.
Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel ayant une base (1, g, ....., Ty).
Toute autre base de E est formée de n éléments. Toute suite libre (Y1, Yo, .- s Yn)
est une base de E. Aussi toute suite génératrice (z1, za, ..., zn) est une base de E.
Définition 6. Soit £ un K-espace vectoriel non réduit & {Og}.
La dimension de E est le cardinal d’'une de ses bases qui sont en nombre infini.
Aini, §’il existe un entier naturel n et une base de ' composée de n éléments.
Alors, d’apres le théoréme ci-dessus, toute base de E est formée de n éléments ;
cet entier naturel n s’appelle la dimension de E et se note dimFE = n ou
(dimg E = n).
Remarques et Exemples
a) Si £ ={0g}, il n’y a pas de base; on dit encore que E est de dimension nulle et
on pose dim £ = 0.
b) VA € R*, ((X,0);(0,))) est une base du R-espace vectoriel R.
c) Dans un K-espace vectoriel de dimension finie n, toute famille de vecteurs
de FE, de cardinal strictement inférieur a n, ne peut étre génératrice, avec possibilité
d’indépendance linéaire.
d) Dans un K-espace vectoriel de dimension finie n, toute famille de vecteurs
de F, de cardinal strictement supérieur a n, ne peut étre libre, avec possibilité
d’étre génératrice.
e) Dans un K-espace vectoriel de dimension finie n, seule une famille de vecteurs
de FE, de cardinal égal a n, peut étre une base de E. C’est dire qu’une famille de
vecteurs libres de ' a pour cardinal maximal n et une famille de vecteurs générateurs
de E a pour cardinal minimal n.

Exemples de bases de quelques espaces vectoriels

a’) Soit K =R ou C et n un entier naturel non nul. Le K-espace vectoriel K" a
une base dite base canonique (eq, s, ....., €,) ou le vecteur e est le vecteur
(0,0,..,0,1,0,...,0), le 1 étant la k™ coordonnée, toutes les autres
coordonnées sont nulles.

b") Soit C,, [X] le C-espace vectoriel des polynémes a une variable complexes de
degré inférieur ou égal a n, avec le polynome nul. La suite de polynomes
(1,2,22, .....,2") forme une base de E.

Donc dim £ =n + 1.

Plus généralement Va € C, on vérifie que

(1,z —a,(z - a)’, ..., (x— a)") est aussi une base de E.

Ainsi il y a bien une infinité de bases de C,, [ X].

¢”) Il ne faut pas croire que tout espace vectoriel soit de dimension finie.

Le C-espace vectoriel C [z] de tous les polynémes complexes n’est pas de
dimension finie; s’il était de dimension n, n + 1 polynomes quelconques seraient liés;

or la suite (1,x, 22, .....,2™) est une suite libre de n + 1 vecteurs.
Un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension infinie.
Proposition

L’ensemble (M,, (K),+,.) des matrices p x q est un espace vectoriel sur K,

11
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une de ses bases est constituée par les matrices E;; tels que a;; =1 et a,5 = 0,

sir#ious# j. Ceux sont les matrices élémentaires de M, (K).
Soit A = (aij)1 € M,, (K), alors A = Z a;;E;j ce qui entrainera que
! -

IAIN
Q3

i
j

ININ

INIA
ININ

1< 4 p
Ij=<g¢q
la dimension de M, (K) sur K est pq.
Exemples
a’) Une base de 'espace vectoriel Mas (R) est constitué par les matrices :
1 00 010 0 01
E11_|:OOO:|7 E12_|:000:|7E13_|:000:|7
000 0 00 0 00
Eﬂ_{l 0 o}’ E”‘{o 1 0]’E23_[0 0 1}

Donc la dimension de Mas (R) est 6.

.. . 2 5 —7
Ainsi la matrice A = ( 98 4

A= 2E11 + 5E12 — 7E13 + 9E21 + 8E22 + 4E23.

) appartenant a Mz (R) s’écrit :

b") Une matrice 1 X ¢ a la forme A = ( ay a2 v Qg )
on I'appelle matrice ligne ou uniligne appartenant a 'espace M, (K)
qui est isomorphe a K%, donc de dimension q.

an

a21
c’) Une matrice p X 1 a la forme B =

Qp1
On l'appelle matrice colonne ou unicolonne appartenant a ’espace M, (K)
qui est isomorphe a KP, donc de dimension p.
d") Une matrice n x n est dite matrice carrée d’ordre n appartenant a ’espace
vectoriel des matrices notée M, (K).Il est de dimension n? sur K.
Remarques(sous forme d’un petit résumé)

famille liée
1. La combinaison linéaire permet de montrer une : famille libre ;
famille génératrice
2. Famille libre et génératrice donne base;
3. Base d’un K-espace vectoriel E de dimension finie, permet d’identifier
E a K% E qui produit alors les coordonnées de vecteur dans la base considérée ;
4. Ceux sont les coordonnées de vecteurs qui rend possible le calcul matriciel
dans les K-espaces vectoriels(voir [’exercice 1 supra).

1.5.3 Deéterminant d’une suite de vecteurs d’un K-espace vecto-
riel ¥ de dimension finie
Définition
Soit S = (W1, V4, ...., V},) une suite de n vecteurs d’un K-espace vectoriel

E de dimension n. Soit une base 3, de E, le déterminant de la suite S dans
la base 3, est noté

dets (S) =] V{ v - Vf |, ou V) constituent la j*" colonne avec
les coordonnées de V; dans la base 8. V1 < j < n.
Exemple

12



CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Soient Vi = (1,-6,8), Vo = (0,—3,11), V3 = (0,0, —5) trois vecteurs du R-espace

vectoriel R?, et S = (V1, V3, V3) C R3.

Comme cardinal de (S) noté Card (S) = 3 = dimR? alors on peut évaluer le
déterminant de S :

1 0 0 1 0 0
det (S)=|—-6 —3 0 [=15.S0it A=| -6 —3 0 |,
8 11 -5 8 11 -5

on a det (S) = det A = det (*A).

On peut donc saisir les coordonnées des V; en colonne ou en ligne.
Proposition

Soit S = (W4, V4, ...., V},) une suite de n vecteurs d'un K-espace vectoriel E de
dimension n. Soit une base 3, de F,

a) Si detg (S) # 0, alors la suite S est libre ou linéairement indépendante et comme
Card(S) = dim E, donc S est une base de E.

b) Si detg (S) = 0, alors la suite S est liée ou linéairement dépendante.
Remarques

Soit § une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de

dimension n.

1. 3 est une famille libre de F, alors Card (8) < n;

2. si Card(B) > n, alors § ne peut étre une famille libre de

3. [ est une famille génératrice de E, alors Card () > n.

4. Si Card (B) < n, alors 8 ne peut étre une famille génératrice de F

5. (3 est une base de E, alors card (3) = n.

1.6 Sous-espaces vectoriels

Définition 2 : Une partie non vide F' d’'un (K, +, x)-espace vectoriel (E,+,.) est un
sous-espace vectoriel de F si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
1%) (F,+) est un sous-groupe de (F,+)
2YVaecK, Ve e F, axeF.
(i.e. la loi de composition externe sur E est stable dans F'.)
Les opérations définies dans F sont donc également définies dans F' et lui confére
une structure d’espace vectoriel sur K.
Aussi un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel £ est un sous-ensemble
F' de E caractérisé par les deux propriétés suivantes :
Op e F
Ve, y € F x+yelF y<—Va, feK Vr,ye F, ar+ Py € F.
Vae K,\Vz € F, a.x € F.

De méme :
Op e F

Ve,y € F x+yelF y<—VaceK,Ve,yelF, ar+yeF.
Vae K\Vz € F, a.x € F.
Remarque
Tout sous-ensemble non vide F' d’un K-espace vectoriel £ qui est tel que
toute combinaison linéaire de ses éléments lui appartiennent est un
sous-espace vectoriel de E.

13
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1.6.1 Exemples de sous-espaces vectoriels

a) L’ensemble F' des combinaisons linéaires de la suite (z1, z, ....., T,)
est un sous-espace vectoriel de FE.
Nous appellerons ce sous-espace vectoriel F' le sous-espace engendré
par la suite (x1, Tg, ....., Ty,).
b) Soit F un K-espace vectoriel, 'ensemble réduit au singleton vecteur nul :{0g}
est un sous-espace vectoriel de F , ainsi que E lui-méme.
Le sous-espace vectoriel nul {Og} et E sont dit sous-espaces vectoriels
triviaux de F.
Tout autre sous-espace vectoriel F' de E est dit sous-espace vectoriel
propre de FE, et vérifie : {Og} C F C E.
c¢) L’ensemble C,, [x] des polynoémes complexes de degré inférieur ou égal & n € N*,
forme un sous-espace vectoriel de C [z].

1.6.2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension
finie

Proposition
Tout sous ensemble non vide d’un espace vectoriel E engendré par une famille de
vecteurs de F, est un sous-espace vectoriel de E, aussi tout sous-espace vectoriel
de E, est un sous ensemble de E engendré par une famille de vecteurs de E.
La propriété suivante nous sera utile dans cette étude.
Propriété 4
Soit E un K-espace vectoriel et n > 0 un entier naturel. Supposons que toutes
les suites de (n + 1) vecteurs de E soient liées. Alors E est un espace vectoriel de
dimension finie et dimFE < n.
Corollaire 1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et ' C E un sous-espace vectoriel
de E. Alors F' est de dimension finie et dimF < dimE. De plus, si dim F = dim F,
alors F' = F.
Une autre conséquence de la propriété 4 est la suivante :
Corollaire 2
Soit E un espace vectoriel ayant n générateurs xy,Ts, ....., T, alors E est
un espace vectoriel de dimension finie et dim E < n.
Corollaire 3

Soit (x1, 2, .....,x,) une suite de n vecteurs d’un espace vectoriel E.
Soit (Y1, Y2, --ers Ynt1) une suite de (n + 1) combinaisons linéaires des
vecteurs xy, T, ....., Ty. Alors la (y1,y2, .., Yni1) est lice.

1.6.3 Rang d’une suite finie de vecteurs

Considérons une suite (21, xg, ....., £,) de n vecteurs d'un K-espace vectoriel E,
de dimension finie ou non. Le sous-espace F' engendré par cette suite admet
n générateurs xq, s, ....., T,; c’est donc, d’apres le corollaire 2,
un espace vectoriel de dimension finie r < n.
Définition 6.
1. On appelle rang r d’une suite(famille) finie de n vecteurs
d’un K-espace vectoriel, la dimension r de I’espace vectoriel F' engendré par
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ces vecteurs. Ou 'on dira que F' est de codimension (n — 7). On note r < n.

2. Aussi le rang r d’une suite(famille) finie de n vecteurs d’un K-espace vectoriel,

est le nombre maximum de vecteurs de la suite(famille) finie de n veteurs, qui

soient libres dans la suite en question.

Remarques

Sur un K-espace vectoriel F/, de dimension finie, muni d’une base. Considérons

une famille finie S de vecteurs de E. Le rang de S est le rang de la A matrice

constituée en lignes ou en colonnes des coordonnées des vecteurs de S.

A est dite une matrice associée a la suite S. Ainsi rang (S) = rang (A)

1. S est génératrice de F ssi le rang de S = dim E = rang (A)

2. S est libre ssi le rang de S =Cardinal de S(CardS)=rang(A)

3. S est liée ssi le rang de S est stritement inférieur au Cardinal de S(CardS)

4. S est une base de E ssi dim £ =rang de S =Cardinal de S(CardS)

5. Soit F' =< S >, alors dim F' = rang (S) = rang (A)

Proposition

1)Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel £ de dimension

finie, /' U GG est un sous-espace vectoriel ssi /' C G ou G C F.

2) F'NG est un sous-espace vectoriel de . Comme quoi l'intersection de sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel.

3)Si F C G etdimF =dimG alors F = G.

Remarque

La réunion de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel £ de dimension

finie n’est pas necessairement un sous-espace vectoriel de E.

Définition

Soit un sous-ensemble non vide A inclus dans un K-espace vectoriel F,

vect (A) =< A > est appelé le sous-espace vectoriel engendré par A et

c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

Aussi vect (A) =< A > est 'intersection des tous les sous-espaces vectoriels

de E contenant A.

Remarque

Si vy, v9,v3 € E,

vect (v1,v9,v3) = {avy + Puy + 35 a, B,y € K} =< vy, 09, v3 >

c’est ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, vo, vs.

Proposition

Soient A et B des parties d'un K-espace vectoriel E ;

Lwect (vect (A)) = vect (A)

2. 51 A C B = wvect (A) C vect (B)

3. vect (AU B) = vect (A) + vect (B).

4. si A est un sous-espace vectoriel de E, alors vect (A) = A.

Proposition

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel ' de dimension

finie, on a :

1) F 4+ G =< F UG >=l’espace engendré par F'UG.

2)dim(< FUG >) =dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F N G).

Remarque

Si dim F = n, n générateurs de E forment une base de E.

EXERCICE 1

R* est muni de sa base canonique (t1,t,t3,%4). On considére les vecteurs :
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er=(1,2,3,4);e0=(1,1,1,3)5e3=(2,1,1,1); 4 = (—1,0,—1,2); e5 = (2, 3,0, 1).
Soient E 1’espace vectoriel engendré par ey, o, e3 et F' par ey et es.

Calculer les dimensions respectives de E, ', ENF et £+ F.

Proposition de correction de ’exo.1

Soit Sl = {61762,63}; SQ = {64,65}

E =< ey,e9,e3 >=vect (S1) et F' =< ey, e5 >= vect (Ss)

1 2 3 4 1 00 -2
Soit Mp=|(1 11 3|~1010 9 [;
2111 0 01 —4
Mg est une matrice associée a la suite ou a la famille S;.
1 00 -2
Le rang de Mg est la dimensionde £, vu | 0 1 0 9
001 —4
le rang de Mg est 3, donc dim £ = 3.
-1 2 10
. 0 3 01
Soit Mp = 10 ~10 0
2 1 00
My est une matrice associée a la suite ou a la famille S.
10
. . 01
Le rang de My est la dimension de F', vu 00
0 0
le rang de My est 2, donc dim F' = 2.
Soit Sg = {61,62,63, €4, 65}
E+ F =< ey, ey, e3,64,e5 >= vect (S3)
1 2 3 4 10 00
1 1 1 3 0100
Soit Mg, p = 2 1 1 1|~]10010
-1 0 -1 2 0 0 01
2 3 0 1 0000
Mg, r est une matrice associée a la suite ou a la famille Sj.
1000
0100
Le rang de Mg, est la dimensionde £+ F,vu | 0 0 1 0
0 001
0000

le rang de Mg, r est 4, donc dim (E + F) = 4.
Pour finir on sait que : £+ F =vect (FUF) =< EUF >
dm(EF+F)=dmFE+dmF —dim(ENF) <
dim(ENF) = dimE + dim F — dim (E + F) =3 +2—4 = 1.
EXERCICE 2
Préciser si les familles constituées des vecteurs suivants sont liés ou libres.
1.u=(7,12); v =(18,—-13); w = (—4,17)
2. u=(-1,0,2);v=(1,31);w=(0,1,-1)

59
3. u=(15,-27,-6,12); v = (=3, 5, 1, -2).

Proposition de correction de 1’exo.2
l.u=(7,12); v = (18, —-13); w = (—4,17)
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La famille F = {u,v,w} C R? et le CardF =3 > dimR? = 2
donc la famille F est liée dans R?.

2.u=(=1,0,2);v=(1,3,1); w=(0,1,—1)
-1 0 2 u -1 0 2 u
Soit A = 1 3 1 VR 0 3 3 v+u
0 1 -1 w 0 1 -1 w
-1 0 2] u
A= 0 3 3 v+u déla on a bien :
| 0 0 6] 3w+ (v+u)
[ -1 0 2]
A~ | 0 3 3| =lerangde A:rg(A)=3
0 0 6

aussi la famille G = {u,v,w} C R? et le sous-espace vectoriel engendré

par G = {u,v,w} c’est-a-dire < u,v,w > est de

dimension rg (A) = 3 = CardG donc la famille G est libre dans R3.
Remarque

En formant une matrice A constituée en ligne ou en colonne des coordonnées
des vecteurs d’une famille donnée F ; lorsque le rang de A est égal au cardinal
de F, la famille F est libre sinon elle est liée.

59
3. u=(15,-27,-6,12); v = (=5, 5,1,-2).

272’
La famille H = {u,v} C R*
aussi soit
15 =27 —6 12
A—

u
v

5 9

22 9
2 2

(15 —27 —6 12 u

10 0 0 0 6vtu=>6vtu=0

La famille H = {u,v} C R* est donc liée car il y a une relation

de dépendance entre les vecteurs : u,v qui est : 6v + u = 0.

1.6.4 Sous-espaces supplémentaires

Définitions 8
Soit E un K-espace vectoriel.
1. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont en somme directe
si F NG = {0g}. Ceci veut dire que toute somme de vecteur de F' et G
est uniquement déterminée.
2. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont appelés dits
supplémentaires si tout élément = € F s’écrit d’'une fagon et d’'une seule sous
la forme: x=y+z2, yeF, z€G .
On dit encore que FE est la somme directe de F et G et on écrit :
E=FoGeE=F+Get FNG={0g}.
Théoréme 3
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E de bases respectives [ et 7. Les trois propriétés ci-dessous
sont équivalentes :

(a) F et G sont supplémentaires
(b) FNG ={0g} et dim E = dimF + dimG.
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(¢) rang (BU~) =dimF + dimG = dim FE, alors U~ est une base de E.
Théoréme 4. (De la base incompléte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Pour toute suite libre (y1,Ya, .....,Yp) de E (p < n), on peut trouver

q =n —p vecteurs zy, za, ....., 2q de E tels que (Y1, Y, ooy Ups 215 22, coevey Zq)
soit une base de F.
2. Tout sous-espace vectoriel ' =<y, s, ....., Yy, > de E admet un
supplémentaire G =< 21, 22, ....., 24 >.
Remarque : On peut utiliser le rang d’une suite de vecteurs pour la compléter
en base.

1.6.5 Détermination d’un supplémentaire d’un sous-espace vec-
toriel(+4)

Soit F' =< (1,2,-3,3); (1,4,-5,7); (0,2, —2,4) >C R*, nous voulons un
sous-espace vectoriel G de R* qui soit un supplémentaire de F.

Nous allons chercher la dimension de F' qui sera le rang de la famille
{(1,2,-3,3);(1,4,-5,7);(0,2,—2,4)} dont une matrice associé est

1 2 -3 3 10 -1 -1
N=|14 -5 7|~|01 -1 2 |=rg(N)=2=dimF =
0 2 -2 4 00 0 O

F=<(1,2-33); (1.4, -5,7); (0,2, -2,4) >=< (1,0,~1,-1); (0,1, —1,2) >

A partir de 1a on va compléter la famille {(1,0,—1,—1); (0,1, —1,2)} pour obténir
une base de R* par la famille {(0,0,1,0) ; (0,0,0,1)} et alors on peut choisir

G =< (0,0,1,0); (0,0,0,1) >. Pour le choix de la famille {(0,0,1,0) ; (0,0,0,1)}

on a completé matrice é ? :1 _21 } en la matrice inversible :
1 0 -1 -1
01 —1 2
00 1 O
00 0 1

1.6.6 Somme de n sous-espaces vectoriels

Définition
On appelle somme de F}, Fs,...,F,,, n sous-espaces vectoriels de
n

et on note Z F; V'ensemble {z1 + 22+ ... + x,; x; € F; pour 1 <i < n}.
i=1

n

C’est dire que ZE ={z1+xy+..+x,;x; € F, pour 1 <i<n}.
i=1

Proposition

La somme de Fi, Fs,...,F,,, n sous-espaces vectoriels de F,

n
ZFi ={r1+ 23+ ..+ x,;x; € F, pour 1 <i<n} est un sous-espace
i=1
vectoriel de F.
Proposition
Si les F; sont de dimension finie, alors
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Z F; est de dimension finie et dim (Z E) < Z dim (F}).

i—1 i=1 i=1
Définition .
On dit que la somme Z F; est directe si
i=1
V($1,$2, ,l’n) € Fl X FQX...XFn; 1 +x9+ ... +x, = OE =
1 =Ty =..=x,=0g.

Dans ce cas, on note F; @ Fy®...DF,, = EB F;

=1

n

Aussi tout élément de F; @ Fo®...QF, = EB F; s’écrit de maniére
i=1

unique comme somme d’éléments des Fj.

Proposition

Si les F; sont de dimension finie, alors

@ F; est de dimension finie et dim <@ E) = Z dim (F}).
i=1 i=1

i=1

Aussi (dim <Z F) => dim(F))e Y F=F.
i=1 i=1 i=1 i=1
Z F;, = @ F; veut dire que 'on a une somme directe des Fj.
i=1 i=1

1.7 Produit de deux espaces vectoriels sur un méme
corps commutatif K

Soit Fy et Ey deux K- espaces vectoriels . On peut munir ’ensemble produit
E = FE; x Fy d’une structure de K-espace vectoriel en définissant :

I’addition comme le produit de deux groupes additifs :

(21, 22) + (y1,92) = (1 + Y1, T2 + Y2)
et la multiplication de (x1, ) par a € K :

a(xy, 1) = (axy, axs).

Définition 9. L’espace vectoriel E ainsi construit s’appelle le produit des espaces
vectoriels Fy et Es et se note : £ = E; X Es. Le vecteur nul de F est Og = (0g,,0g,)
ou Op, est le vecteur nul de E; et Op, le vecteur nul de Fs. Les deux sous-espaces
vectoriels de E @ Fy = {(21,0), 1 € E1}; Fo = {(0,23), xy € Ey} vérifient :

Propriété 5. F| et Iy sont deux sous-espaces supplémentaires de F,
et on a donc : E = F, D Fs.
Propriété 6. Si F, et Fy sont de dimension finie, alors E est de dimension finie et
on a: dimFE = dim (E; x Fy) = dim FE; + dim Es
Dans la définition d’un produit, on peut avoir F; = F5; on définit ainsi £y X E;
que P'on note aussi F?.
La définition du produit de deux espaces vectoriels se généralise au produit

Ei x By X ... x E, d’un nombre fini de K-espaces vectoriels Fq, s, ...... , E, et,
en particulier on peut avoir Fq X Eq X ... x By = ET.
n fois
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Résumons un peu

1) Moyennant un corps commutatif K, on définira sur un groupe commutatif(abélien)

E une loi de composition externe, dont 'ensemble d’action est le corps K. A des

égards la conjugaison des deux lois de compositions internes sur K avec la loi de

groupe de F et la loi de composition externe définie sur E vérifieraient quatre

propriétés qui procureraient alors & F une structure algébrique du nom de K-espace

vectoriel.

2) Désormais sur E le K-espace vectoriel, il y a la notion de combinaison linéaire

de famille de vecteurs 3 de E qui nous permettra de savoir si ladite famille 3 est libre,
liée ou génératrice de F.

3) Quand la famille (5 est a la fois libre et génératrice de E le K-espace vectoriel ;

3 est appelée une base de E et quand E # {0g}, F dispose d’une infinité de bases.

On note Cardf le cardinal de 3 et c’est défini comme la dimension de F.

Avec Cardf < oo il existe une bijection entre E et K€% et alors le calcul matriciel
est invité dans les espaces vectoriels.

4) Un sous-ensemble F' non vide inclus dans un K-espace vectoriel F, est un

sous-espace vectoriel de F si une famille de vecteurs de E lui est génératrice.

Aussi tout sous-espace vectoriel de E est engendré par une famille de vecteurs de E.

Pour des besoins de géométrie sur F/, ’on va chercher a disposer de sous-espaces
supplémentaires de F.
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Chapitre 2
APPLICATIONS LINEAIRES

Objectifs
* Connaitre les définitions d’une application linéaire h d’un K-espace
vectoriel E dans un LL-espace vectoriel F' avec K C L,
(généralement on prend K =1L ) le noyau(ker h) et l’ensemble-image de h(Imh).
pour finir savoir les déterminer comme tels.
* Connaitre les caractérisations de l'injectivité et de la surjectivité d’une
application linéaire h a travers ker h et Im h.
* Savoir déterminer la matrice d’une application linéaire h d’un K-espace
vectoriel E muni d’une base [ dans un LL-espace vectoriel F' muni d’une
base v avec K C L que je noterai Mat (h,v,5) = M,z (f).
* Comprendre les liens entre matrices et applications linéaires.
* Savoir déterminer la matrice de passage d’une base a une autre dun K-espace
vectoriel, puitsse qu’un K-espace vectoriel non réduit au vecteur nul admet
une infinité de bases. Dés lors le choix d’une base d’un K-espace vectoriel est infini.
* Savoir déterminer la matrice B d’une application linéaire dans de nouvelles
bases en fonction de sa matrice A dans d’anciennes bases avec B = QAP :
Q et P sont des matrices de passage d’une ancienne base a une nouvelle base.
Aussi déterminer les coordonnées d’un vecteur au biais d’une nouvelle base
en fonction des coordonnées du méme vecteur au moyen d’une ancienne base.
L’usage de la matrice de passage d’une ancienne base a une nouvelle base est
de rigueur.
Définition 0 (d’une application linéaire)
Soient (K, T, 1) et (F,*,Q) deux K-espaces vectoriels et
f: E — F une application de E dans F'.
On dit que f est une application linéaire si elle posséde les deux propriétés suivantes :

(1) Ve € E, Vy€E, f@Ty) = f(z) = f(y).

(74) Vo € E, Vo € K, flalz)=aQf (x).

Remarques

(i) et (i) <= Yo, y € F, Yo, B €K, [ (aLa) T (BLy)) =  (a L) * [ (BLy)

= (aQf (2)) * (Y (y))
(i) et (ii) <= Va,y € E,Va €K, f((alz) Ty) = f (ala)«f (y) = (@Of ()« f ().
Définition 1 (d’une application linéaire)
Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K-espaces vectoriels et
f+ E — F une application de E dans F'.
On dit que f est une application linéaire si elle posséde les deux propriétés suivantes :
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(1) VreE, Vy ek, flety) = @)+ f ().
(2) Ve e B, Va € K, f(azx) =af (x).
Propriétés

a’) On déduit de (1) en posant y =z =0 € E, f(0g) =0p € F.
On a également f(—x) = —f(z).

b) (1) et (2) < Vr,y € EVa,B €K, f(ax+ fy) = af (x)+ Lf (y)
(1) et (2) <=V, y € E\Na €K, f(ax+vy)=af (z)+ f(y)

¢’) Soit F munit d’une base [ = (e, ey, ....., €,),
aq
n o)
pour tout y € E, Flaj,ag, ..., € K;y=> aze; ;00Y =
i=1
Qp

est la matrice colonne des coordonnées de y € E dans de la base
B =(e1,€2,......en)y A0t f(y) = f | D aue; | =D a;f (e;) ; donc étant donnée
=1 =1

B =(e1,€9,......en) et f(B)=(f(e1),f(e2),...... f (en)) qui est I’action de [ sur
une base de F, on peut déterminer f (y) , Vy € F, dés qu’on connait

aq
Q2
Y = . qui est la matrice colonne des coordonnées de y € £ dans
an
de la base § = (ey, ey, .....,€,). On peut dire que f est complétement
déterminée par son action sur une base de F.
Remarques

1) Une application linéaire f est une application d’un K-espace vectoriel E dans
un K-espace vectoriel F, telle que l'image d’une combinaison linéaire de vecteurs
de E est égale a une combinaison linéaire de l'tmage des vecteurs de E, avec les
meémes coefficients de combinaison par rapport & un vecteur x de E et son image
f (@).
2) Une application [ entre deux K-espaces vectoriels E et F' est linéaire
ssi les expressions images de f (x), pour x € E, sont combinaison linéaire
de vecteurs de F' de coefficients les coordonnées de x € E, moyennant une base de E.

Exemple

Cette expression : a2y +...+a,x, est linéaire en x, x,, ..., T, car combinaison linéaire
des z1; ...; x, ; mais pas celle-ci : a;z1 + ... + a,x, + b.

Exemples

a) Soit f: R* — R?, (z,y) — (22 + y,0) est une application linéaire

de R? dans R?, car f (z,y) = z(2,0) +y(1,0).
b) Soit g : R? — R?, (z,y) — (4, — 9y) n’est pas une application linéaire
de R? dans R?, car g (0,0) = (4,0) # (0,0) vecteur nul de R?.

2.1 Image et Noyau

Définition 2 (du noyau d’une application linéaire)

Le noyau d’une application linéaire f: E — F' est ’ensemble des vecteurs x € E tels
que f(z) =0p. Nl est noté Ker f. Dou Ker f ={z € FE; f(z)=0p}.

Exemple
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Soit f:R* — R?, (z,y) — (22 + v, 0) une application linéaire de R? dans R2.
ker f = {(z,y) € R*; f (z,y) = (0,0)}
f(x,y):(0,0):>{ Zx(;t_yo—() =>2r+y=0=>y=-2r&r=—1y
ker f = {(z,—2z) ; x € R} =< (1,-2) >= dimker f = 1.
Lemme 1. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E.
Proposition 1. Une application linéaire f: FE — F est
injective si et seulement si Ker f = {0g}.
Définition 3 (de I'image d’une application linéaire)
L’image d’une application linéaire f : E — F est ’ensemble image de E par
I’application f , c’est-a-dire ’ensemble des vecteurs appartenant a F tels qu’il existe
au moins un vecteur z € E avec f (z) =y. On la note f (E) ou encore Im f.
mf={yeF,dneE;fz)=y}={f(@@);oeE}—f(E).
Exemples
1. Soit f: R? — R?, (x,y) — (22 + y,0) une application linéaire de R? dans R2.
Imf=f(R?) ={f(z.y); (z.y) e R} ={(22+,0) ; z,y € R}
={z(2,0)+y(1,0) ; z,y € R} =< (2;0);(1,0) >=< (1,0) >.
2. Soit g : R? - R3; (z,y) — (z — y, 2 + y,z + 2y) une application linéaire de R?
dans R3.
Img=g[R*) ={g(z,9); (v,y) eR*} ={(z —y, 2 +y,x+2y) ; z,y € R?}
Img={z(1,1,1)+y(-1,1,2) ; x,y € R} =< (1,1,1);(—1,1,2) >.
Lemme 2 L’image de f est un sous-espace vectoriel de F.
Remarques
1)L’image par une application linéaire f: E — F d’un sous-espace vectoriel de F
est un sous-espace vectoriel de F'.
2) Aussi 'image reciproque de f d’un sous-espace vectoriel de F
est un sous-espace vectoriel de FE.
Proposition 2
Une application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si Im f = F.
Définition 4 (d’un isomorphisme)
1) Une application linéaire f: E — F est un isomorphisme si elle est injective et
surjective. On dit alors que E et F' sont isomorphes par f.
2) Une application linéaire f : F — E est un endomorphisme. Un endomorphisme
qui est bijectif est un automorphisme.
3) Deux espaces E et F' sont isomorphes noté(F ~ F),
s’il existe au moins un isomorphisme f de F sur F.
4) Si f: FE — F est un isomorphisme, il existe une application inverse f~!; et
f~! est un isomorphisme de F sur E.
5) f: E — F est un isomorphisme <= Ker f = {0g} et f(F)=F.
Théoréme 1
Soient E et F' deur K-espaces vectoriels de dimension finie

et une application linéaire f: E — F. Alors :
(a) f est un isomorphisme entre E et F.

0
(b) dimE = dimF et Kerf ={0g}.

i
(¢) dimE = dimF et ITm f = F
Lemme 3 Soit (x1, 22, ....., T,,) une suite libre de vecteurs de E et une
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application linéaire f : E — F injective. Alors (f (z1), f (x2),....., f (x))
est une suite libre dans F'.
EXERCICE
Parmi les applications suivantes quelles sont celles qui sont linéaires ?
Si oui quelles sont celles qui sont injectives, surjectives, bijectives?

1. f:R?—R? (z,y) — (22 + y; 3z — 2y)

On a f (z,y) = (22 + y; 3z — 2y) et les coordonnées de f (z,y) que
sont 2z + y; 3x — 2y sont des combinaisons linéaires de x et de y, donc
f est linéaire de R? dans R? donc f est un endomorphisme de R2.

ker [ = {(1%9) € R2; f(xay) = (070}} aussi f($,y) = (070)

204y =0 la matrice associée au systeme 2w +y =0
3r—2y=0 3r—2y =20
est A = [ g _12 } o~ [ (1) (1) } donc inversible
alors { 32$:Ej—2yy::()0 < A [ :; } = [ 8
= g = A1 8 = 8 } =

ker f = {(0,0)} = f est un endomorphisme injectif
donc f est a la fois injectif, surjectif et bijectif.

2. [R-SRL S (zy) — (@ +yay)

Ici f(z,y) = (x + y;xy) on constate que la deuxiéme coordonnée de f,
qui est zy n’est pas une combinaison linéaire de x,y donc f n’est pas
une application linéaire de R? dans R2.

3. [RP=R% (v,y)— (z+1y)

f(z,y) = (x + 1;y) on constate que la premiére coordonnée de f, qui

est x + 1 n’est pas une combinaison linéaire de x,y donc f n’est pas une
application linéaire de R? dans R?, on peut aussi juste constater que
f£(0,0) = (1,0) # (0,0) donc f n’est pas linéaire.

4. [:R* - R’ (z,y) — (v +y;2;0)

f(z,y) = (x,y) — (z + y; x;0) aussi on sait que 0 = 0.x + 0.y, donc

les coordonnées de f (z,7) dans une base de R3, sont toutes des

combinaisons linéaires des coordonnés de (z,y) couple variable de f,

donc f est linéaire de R? dans R3.

ke f = {(z,9) € R?, f(z,y) = (x+y;;0) = (0,0,0)},

aussi f (z,y) = (x + y;x;0) = (0,0,0)
rty=0 {x—iry:O {sz

= =

= =0
0=0 z=0 y=20

S ker f = {(r,9) €R2, f(5,y) = (z+450) = (0,0,0)} = {(0,0)}
= f est injective. Aussi Im f = {(z +y,x,0) ; z,y € R}

Im f = {(z+y,2,0) = 2(1,1,0) + y (1,0,0) ; z,y € R}

Im f =< (1,1,0),(1,0,0) > alors Im f est un plan vectoriel engendré
par la famille v = {(1,1,0),(1,0,0)} qui ne peut engendré I’espace
vectoriel R3, car dimR3 = 3 > cardy = 2. Puisque dimR? = 3
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toute famille de vecteurs de R? engendrant R3 doit avoir un cardinal
supéreur ou égal & 3 = dim R?, on peut donc conclure que Im f # R3
= f n’est pas surjective, donc elle ne peut étre bijectve.

2.1.1 Le théoréme noyau-image

Théoréme 2
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et une application linéaire f: E — F.
Si la dimension de E est finie, il en est de méme des dimensions de Kerf et
de f(E)=Imf et l’on a:dimE =dim f (FE) + dim Ker f.
Lemme 4
Soient E de dimension finie et une application linéaire f : E — F.
Alors f (E)=Im f est de dimension finie.
Corollaire. Avec les hypothéses du théoréme 2 :
Ker f ={0g} & dimIm f = dim f (F) = dim E.

2.1.2 Rang d’une application linéaire

Définition 5. Le rang d’ une application linéaire f: E — F.
Avec E de dimension finie est par définition la dimension
de I'image f (E) = Im f.

Exemples

a’) Lapplication f : F — F qui, a tout vecteur z € E associe le vecteur nul 0
de F est linéaire. On a Im f = {Op} et le rang de f est nul.Le noyau ker f = F.
b") L’application f de E dans E qui, a tout vecteur x € E, associe le vecteur x est
linéaire. Ker f ={0}, f(E) = E. On l'appelle 'identité Idg.
C’est un isomorphisme de E sur F,ou automorphisme de E.
¢’) Si E est un espace vectoriel sur le corps K et a # 0 un élément de K,
Iapplication f :x —— ax est une application linéaire de E sur E et
c’est un automorphisme(homothétie vectorielle).
d”) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. A tout vecteur z € E,
on peut faire correspondre sa composante y € F' définie par :
r=y+z,yeF, zed.
L’application f : x —— y est une application linéaire de £ dans F' qu’on appelle
projection sur F' parallelement & G. Le noyau de f est G et 'image f (F) est F.
Si E est de dimension finie, on vérifie directemnet le théoréme noyau-image
sur les dimensions.
e”) Soit £ = C,, [X] le C-espace vectoriel des polynomes complexes de degré
inférieur ou égal a n, avec le polynéme nul. L’application f: P+—— P+ P’ ou P’ est
le polynéme dérivé de P, est une application linéaire de F dans E, on dit encore que
c’est un C-endomorphisme de F.
On vérifie directement que Ker f = {0}; il résulte alors du théoréme 1 que f est
un automorphisme de E donc est surjective.
') Une application linéaire de F un K-espace vectoriel dans K s’appelle une forme
linéaire sur F (K est un espace vectoriel sur lui-méme). Soit f une forme linéaire
non nulle sur un K-espace vectoriel E' de dimension n. On a Im f # {0} et Im f C K
donc I'image de f , espace de dimension 1 appelé droite vectorielle
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(a cause de sa dimension qui est 1) et le noyau de f est de dimension n — 1
et on dit que c’est un hyperplan de F.

Un K-espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.
L’ensemble des formes linéaires de F se note E* ou Lk (F, K)

c’est un -espace vectoriel appelé le dual de E.

2.1.3 Projections et symétries linéaires

Introduction
Soit F est un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F tel que £ = F & G alors
Vee FE,x=uxp+ xg avec xp € F et xg € G de facon unique.
La projection Pr sur F' parallelement a G est telle que
Vo € E, Pr(z) = zp et Pro Pr = Pp(on dit que P est un projecteur).
AussiVo € B, Pp(z) =xp =2p +2¢ —2¢ = (Idg — Pg) ()
La projection Py sur G parallelement a F' est telle que
Vx € E, P (x) = zg et Pgo Pg = Pg.
AussiVe € B, Pg (z) =2¢ =2g+xp —axp = (Idg — Pr) ()
La symétrie S par rapport & F' parallelement & G est telle que
Vx € E, Sk (.l’) =xp —Tg=2Tp — (JIF +Ig) = (2PF — ]dE) (l’)
Ve e E, Sp(v) =2p —2¢ = (2p + 2¢) — 20¢ = (Idg — 2F¢) (x).
et Sp o Sgp = Idg(on dit que Sg est une involution).
La symétrie S¢ par rapport & G parallelement a F' est telle que
Ve € B, Sg(v) =2 —axp = (2P5 — Idg) (x) = (Idg — 2PF) (z).
et SG o SG = ]dE
Aussi SG = —SF = 2PG — ]dE = IdE — 2PF
Définition
Les Pr et P définies supra, sont appélées projections vectorielles
Aussi les Sr et S définies supra, sont appélées symétries vectorielles
c’est clair que projection et symétrie vectorielles sont des applications
linéaires.

2.2 Opérations sur les applications linéaires

2.2.1 L’espace vectoriel Lk (E, F)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Appelons L (E, F') ’ensemble des
applications linéaires de E dans F'.

Somme de deux applications linéaires

Soit f et g deux applications linéaires de F dans F.

On définit f+¢g: E— Fpar:Ve e E, (f+g)(x)=f(z)+ g ().
On vérifie que f + g est bien une application linéaire de F dans F'.
On l'appelle somme de f et g.
Produit de a € K par f € Lx (E, F). Il est définit par : Vo € E, (af) (z) = af (x).
On vérifie que af est bien une application linéaire de F dans F'.
Proposition 3
Les deux opérations précédentes conférent a 'ensemble Ly (E, F)
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une structure d’espace vectoriel sur K.

2.2.2 Composition des applications linéaires

Soit F, F' et G trois K-espaces vectoriels. Etant donné une application linéaire
f+ E — F et une application linéaire g : F' — (G, on vérifie immédiatement que
go f: E — (G est une application linéaire de F' dans G. En particulier,
si ' = F = (G, nous définissons une loi de composition interne dans

Lx (E,E) = Lk (F) = Endk (E) avec la loi"o" des compositions des

applications qu’on appelle la multiplication.
Proposition 4. L’addition et la multiplication"o" définies dans Lx (F)

en font un anneau non commutatif.

Remarque. Le composé de deux isomorphismes est un isomorphisme et donc,
en particulier, le composé de deux automorphismes de F est un automorphisme.
Si E est de dimension finie, I’ensemble des automorphismes de E constitue
le groupe des unités(l’ensemble des éléments inversbles) de 'anneau Lk (F).

2.3 Espace vectoriel quotient(+)

2.3.1 Construction de ’espace vectoriel quotient de F par F

Soit F un K-espace vectoriel et I’ un sous-espace vectoriel de E.
Soit R une relation définie dans E par: x,y € F, 7Ry <= x —y € F';
on montre que R est une relation d’équivalence et compatible avec I’addition dans F,
c’est-a-dire : , 2Ry et 2Rt = (x + 2) R (y + ). Ce qui permet de définir
une opération sur ’ensemble E/F = E/R par:z+y=1x+y.
ou T est la classe de x modulo F. cette opération donne & E/F' une structure de groupe
abélien et 'application ¢ : E — E/F, telle que ¢ () = T est un morphisme de groupe,
qu’on appelle le morphisme canonique de E sur E/F. Outre leur structure de groupe,
E et F' ont maintenant une structure d’espace vectoriel et nous allons compléter
ces résultats en définissant sur £/ F une structure d’espace vectoriel.
Proposition 5. La relation R est compatible avec la multiplication par un scalaire,
c’est-a-dire :Va € K, xRy = az R ay.

De 1a on définit pour « € K et 7 € E/F, o =az, (*)

ce qui est une opération externe dans E/F.
Proposition 6. Le groupe quotient E/F muni de 'opération externe (x)
devient un espace vectoriel sur K et application ¢ : E — E/F

est linéaire et surjective.

Remarque

Le noyau et I'image de ¢ en tant qu’application linéaire sont le noyau et I'image

de ¢ en tant que morphisme de groupe abélien. En particulier, on a Ker ¢ = F'.
Définition 6. L’espace vectoriel obtenu a partir de £ et de son sous-espace F’

par la construction précédente s’appelle I’espace vectoriel quotient de E par F'
et se note E/F. L’application linéaire surjective ¢ : E — E/F s’appelle 'application
linéaire canonique de E sur l'espace vectoriel quotient £/ F.

En particulier si F = {0}, E/F =FE etsi F=EF, E/F ={0}.

La construction de ’espace vectoriel quotient de E par F' est valable

en dimension finie ou non. Si E est de dimension finie, £/F' est aussi de
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dimension finie.

2.3.2 Probleme(+)

La construction de ’espace vectoriel quotient de £ par F' donne une solution

au probléme suivant : étant donné un K-espace vectoriel E' et un sous-espace
vectoriel F', trouver un espace vectoriel £’ sur K et une application linéaire surjective
f: E — E' dont le noyau est F'. Lorsque E est de dimension finie, on obtient
aisément une solution du probléme de la fagon suivante : prenant un sous-espace
supplémentaire G de F' dans E'; la projection p: F — G de FE sur G
parallelement a F' est une application linéaire surjective de noyau F.
Théoréme 3

Soit f . E — E' une application linéaire surjective de l’espace vectoriel E sur
l’espace vectoriel E' et F' son mnoyau. L’espace E' est isomorphe a

Uespace quotient E/F par un isomorphisme o tel que :f = oo ¢; o ¢ est
Uapplication linéaire canonique de E sur E/F. Suivant le diagramme suivant

E % E/F

!
N Lo
E/

Corollaire 1 du théoréme 3

Toutes les solutions du probléme sont des espaces vectoriels
isomorphes entre eut.

Corollaire 2 du théoréme 3

Si E est de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de F,

ona: dim EJF =dim E—dim F, et dim E/F s’appelle la codimension

de F dans FE, et se note codim F', ainsi codim F' = dim E/ F.

Définition

Soit f une application linéaire de £ — F deux K-espaces vectoriels de

dimension finie chacun. On appelle conoyau de f, et on le note Coker f

’espace quotient F'/Im f. De 1a si f est surjective alors Coker = {0f}.

2.4 Matrice d’une application linéaire f: F — F

Relativement & des bases données de I et de F.

Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et ¢ sur K,

B = (e1,...,e,) une base de E, 3’ = (t1, ..., t,) une base de F et

f:+ E — F une application linéaire de E dans F'; f est complétement déterminée
par son action sur la base 3, c’est-a-dire que f est entiérement définie par les

q
fej) =" aijti, a;; € K, j=1,2,...,p.Ainsi les coordonnées de f (e;)
i=1

alj

. : . a2;
dans la base 8" = (t1, ..., t,) constitue la matrice colonne suivante :

Gqj
Proposition
Etant donné f : F — F une application linéaire de £ dans F' des K-espaces
vectoriels avec E' de dimension finie, muni d’une base [ = (ey,...,¢€,),
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alors Im f =< f(e;), 1 <i<p>.

Définition On appelle matrice de ’application linéaire f : £ — F|
relativement aux bases 3 et ', avec 8 = (e1,...,¢e,) et 8’ = (1, ..., t,)

(on sait que f est entiérement définie par les f (e;) € F, pour tout j € [|1,p]]),
est la matrice de type (¢, p) :

fler); flea)s..; fep)

aix aiz ... Qip tl
a1 Q22 ... QA tz
Mg (f) =
(g1 Qg2 ... Qgp tq
Q15
2 : o , a2j
dont la j°™¢ colonne (j = 1,2, ...,p) est constituée par les coordonnées
(g
du vecteur f (e;) par rapport a la base 5. C’est pourquoi nous avons écrit f (e1)
au dessus de la premiére colonne, ..., f (e,) au-dessus de la p?®™® colonne.

Lorsque E = F, 'application linéaire f est un endomorphisme de E et nous
pouvons choisir 3 = . La matrice Mgg (f) s’appelle la matrice de
I’endomorphisme relativement & la base 5 de E.

Remarque

De facon symbolique, on peut écrire :

(F (e1) £ (€8) s £ (6)) = (b1, t) My ()

soit f () = ' Mg (f), tout ceci est symbolique.

Exemple : Soit f un endomorphisme de R? défini par :

(x,y,2) — 2z —y—z;2—2z; A\t —y —22),0u A € R.

Soit 3 = (e; = (1,0,0) ;€5 = (0,1,0);e3 = (0,0,1)) la base canonique de R3.
Pour trouver la matrice de f relativement & la base [ associé a ’ensemble de
depart et a I’ensemble d’arrivé, il faut calculer :

fle) =251, 0); flez) = (=1;0;=1); f(es) = (—1;—1;-2).

2 -1 -1
Et la matrice en questionest M = | 1 0 —1
A =1 =2

Proposition

Soient F, F', G trois K-espaces vectoriels de dimension finie munis de bases
respectives 3, ',y et f € Lx (B, F) et g € Lx (F,G) alors go f € Lx (E,G)
Mg (go f) = Mg (9) X Mgg (f)-

Proposition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et q,
Munis respectivement des bases 3 = (ey,...,€,) et ' = (t1, ..., 1,)
L’application de Lx (E,F) dans Mg, (K) définie par f— Mgg(f) est un
1somorphisme de l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F
sur l’espace vectoriel des matrices de type(q,p) sur K.

Dem :

Moyennant 8 = (e1, ...,e,) et f' = (t1,...,t,) respectivement sur F et F deux
K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et g, il y a isomorphisme entre
E et KP et isomorphisme entre F' et K9.
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sl

Ainsi Vo € B, 32f = : € K? matrice colonne qui représente
Tp

les coordonnées du vecteur x € F dans la base [ de sorte que

p
symboliquement : z = 8 x 28 = Z%‘sz
i=1
Il sera de méme de I’ ¢’est-a-dire :
n

Vye F,3y% = | : | € K? matrice colonne qui représente

Yq
les coordonnées du vecteur y € I dans la base 5 de sorte que

q
symboliquement : y = 3’ x y? = Z yiti.

i=1
De 1a lapplication linéaire f : (E,3) — (F, ') peut étre définie comme suit :
a) f(x) =y on n’a pas utilisé les bases en présence.
b) f (l‘ﬁ ) = y?on a utilisé les bases en présence, ce qui permettra de déterminée
f ala donnée de My (f) en posant : f (27) = My (f) x 27 = (f () = y?
Avec les données de f , 3 et f’ on a naturellement Mg s (f).
Corollaire L’espace vectoriel Lx (E, F') est de dimension finie n = pq.
Remarques
1°) Les espaces vectoriels Lk (E, F) et M, (K) sont isomorphes mais
cet isomorphisme dépend des bases 3 et 3’ choisies dans E et F.
On devrait le noter : My s : Li (E, F) — My, (K).
Il est déterminé par le choix de ces bases.
2°) 11 résulte de la proposition 1 qu'une matrice ¢ X p quelconque dont les
coefficients appartiennent & un corps K peut toujours étre considérée comme
la matrice d’une application linéaire d’un espace vectoriel £ de dimension p
sur K dans un espace vectoriel F' de dimension g sur K,

par exemple de F = K? dans F = K9.

2.4.1 Utilisation du rang d’une matrice associée a une appli-
cation linéaire pour trouver son noyau et son ensemble

image.(+)
0 3 2 -1
Soit la matrice A= | -2 5 1 6 la matrice associée a une application
1 -3 4 2
linéaire f au moyen d’une base de ’espace de depart et une autre base de 1’espace
d’arrivée.

Dans ce qui suit, nous allons échelonner suivant les colonnes la matrice A.
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-Gy Co+3Cy C34+2C4 G4

0 3 2 -1 1 0O 0 O
-2 5 1 6 -6 23 13 -2
1 -3 4 2 -2 3 8 1
1 0O 0 0 R~ O 0 0 1
0 1 0 O 0 1 0 0
0 0O 1 0 0O 0 1 0
| 0 0 0 1 | | -1 3 2 0 |
C1-3C4 —%C4 Cg—i-%(l; C2—|—§C4
[ 1 0 0 0]
0 1 0 0
5 _1 29 29
. i
2 2 2
0 0O 0 1
0 0 1 0
| -1 0 2 3 |
Cy-C3
[ 1 0O 0 0 7
0 1 0 0
5 b2
~ |5 1T s
0 0o 0 1
0 0 1 -1
| -1 0 2 1 |
Evaluons 3 TR IERTE
2 2 0 3 2 —2 72
A % 0 0o 0 1 I 0 0 1
0 0 1 -1 . _3 4 0o 1 -1
-1 0 2 1 0o 2 1
0 0 0
= 1 0 0
S

Ainsi nous pouvons conclure que rang (A) = rang (f) = 3 = dimIm f
Et Im f =< (1,0,-5); (0,1,—3); (0,0, %) > et ker f =< (5,1,—1,1) >
Ce qui est normal puisque la matrice A étant de type (3,4) alors

dim £ =4 et dim F' = 3 avec f : E — F application linéaire.

Ici comme dim F' =3 =dimIm f = Im f = F.

2.4.2 Utilisation de 1’échelonnage d’une matrice associée a une
application linéaire pour trouver I’équation caractéristique
de son ensemble image(+)

12 -3 3
Soit la matrice A= | 1 4 —5 7 | associée & f une application
02 -2 4

linéaire f de R* dans R? au moyenne de choix de bases respectivement
sur R* et R3. Ainsi pour trouver une équation caractéristique de son
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ensemble image I'm f, on va constituer le systéme suivant :
Y1
AX =Y = | y» | qui ne devrait pas étre incompatible.
Y3
Déla nous allons échelonner la matrice augmentée du systeme : AX =Y ;
matrice augmentée qui est :

[1 2 =3 3 o 1 2 =33
M=1|14 =5 7 y | =210 2 =2 4 ys—1 o1
(02 -2 4 y 02 -2 4 ys 2
[1 2 -3 3 o
M~ |0 2 -2 4 Yo — Y1
00 0 O ys—yatuy1 | Lz— Lo

et alors le systéme AX =Y est compatible si y3 — ys + 11 = 0
Ainsi Im f = {(y1,%2,43) € R?; y3 — y2 + 31 = 0}.

2.4.3 Changement de bases

Matrice de passage

Soient B = (e,,...,e,), 5 = ( s n) deux bases de E.
On voudrait avoir la matrice de Idg : (E,B") — (F, B) telle que x — z.
(E, ) signifie que le K-espace vectoriel de dimension ﬁnie E est muni de la base 5.

On sait que V1 < j <n, 3 (a1, agj,..., ;) € K*; €/ = Z Q€.

Ainsi d’aprées ce qui précéde en matiére de la matrice d’une
application linéaire relativement & des bases sur les espaces

de départ et d’arrivé, on a :
/

/ . / . .
€1 5 €9 5 ... €y
11 (12 A1p €1
o1 (X929 Aoy, €9
Mg (Idp) =
Qp1 Q2 ... QOpp €n

On appelle matrice de passage de la base 3 a la base 3,

la matrice : Matgy (Idp) = P = (qij )<y j <, = Pap-

Comme l'application Idg est bijective, alors P = Py est inversible.

En pratique donc,

la matrice P = (aij Ji<i j<n = Papest telle que la j~me colonne

est formée par les coordonnées du vecteur €/ dans la base 5 = (e, ..., ).
Et P! = Py est la matrice de passage de la base ' a la base .

Formule de changement de bases

Soit f € Lk (E,F) et (E B), (F,7)

: d
Soit (B, 7') = (E. ) == (F.7) = (F.7)
On a bien f = Idpo foldg =
Mat.z (f) = Mat, g (Idpo foldg) = Maty., (Idr) x Mat,g (f) x Matgg (Idg),
alors Mat.,z (f) et Mat,s(f) sont équivalentes.
Soit maintenant u € Lk (F, E) < u € Endk (E), on a
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IdE IdE

(E,B) 5 (E,B) = (E,B) —2 (E,B'), et u=Idgouoldg =
Matgg (u) = Matg g (Idgouoldg) = Matgs (Idg) x Matgg (u) X Matge (Idg).
Comme Matg s (Idg) = (Matggy (IdE))_l, Matg s (u) et Matgs (u) sont semblables.
Proposition
Soient 3 = (e,,...,e,), B = (e’l, vy e;) deux bases de F, u € Lk (F ),
P = Pgy = Matgg (Idg), A= Mat(u,B) = Matgg (u),
A= Mat (u, ") = Matg g (u)
= Matgg (Idgouoldg) = Matgs (Idg) x Matgs (u) x Matgg (Idg).,
or Matys (Idg) = (Matgy (IdE))fl, donc :
A'=P AP & A= PA P
Proposition
Soit u un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie F,
muni d’une base 8 et A = Mat (u, 8) = Matgs (u).
u est un automorphisme de F ssi det A # 0 et A~ = Mat (u™',8) = Matgg (u™).
Exercice

0110 0000
. 0010 0 011

Montrer que les matrices A = 0000 et B = 000 1 sont
0000 0000

semblables.
Proposition de solution
La solution revient a trouver quatre vecteurs vy, vy, vs,v4 € R* tel que :
Avy =0, Avy =0, Avs = v, Avy = vy + v3 et det (vq, V2, v3,v4) # 0.
Des lors;
Avy = 0, je propose dans 3 la base canonique de R*, v; = (0,0,0,1)
Avy = 0, je propose dans 3 la base canonique de R*, vy = (1,0,0,0)
Avg = vy, je propose dans (3 la base canonique de R*, v3 = (0,1,0,0)
Avy = vy + vs3, je propose dans (3 la base canonique de R*, vy = (0,0,1,0).

01 00
. 0010
Soit v = {v1,v2,v3,04}, on a dety = 000 1|= —1#0.
1000
01 0O
N 0010
De la soit P = Ppssp o v) = Pgy = 000 11 alors on a :
1 0 00
B =P AP & A et B sont semblables.

Remarque :

Soit = € E, soient 3 = (e,,...,e,), B = (¢, ...,e],) deux bases de E,
symboliquement on notera :

r=pFxz’et f = B Pgp ici 3 est considérée comme une matrice uniligne :
( e, €y -+ €, ) et 3’ est considérée comme une matrice uniligne :

e ey - e ).

Aussi on a: (€f); = Psp (€1)g, Vi € {1,2,...,n}, (€)get (e;) 5 sont les
coordonnées de €, et e; dans la base 8 = (e, ..., e,).

Proposition

Soient 8 = (e,,...,e,), B = (e’ ...,e’n) deux bases de E.

17
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T
) L2
Soit x € B, et 2 = | . = les coordonnées de x dans la base (.
Tn
)
g
et P = . = les coordonnées de x dans la base 3
Iy,
alors 2% = (Pggr = P)x 2% & 2% = (Pyy = P7') x 2.
Remarque

Soient deux bases 3 = (ey, €9, ..., e,) et ' = (t1,1s, ..., t,) d'un K-espace vectoriel F
de dimension n.

Py = ( 915 4P ) ou t? constituent la j%™¢ colonne avec les coordonnées de
t; dans la base 8. V1 < j <n,

et det (Pgg) = detg (8') = ! U T } Je rappelle que Pgy est la matrice de
passage de la base 3 a la base 3.

Proposition

Soit S = (V4, V4, ...., V,,) une suite de n vecteurs d'un K-espace vectoriel F de
dimension n. Soit deux base 3, 3 de E, alors :

dets (S)=| V{ V& - VP | =dets(8) x dety (5)
=|tf ... tﬁ\x(vf’ VQI e vE

2.4.4 Déterminant et trace d’un endomorphisme sur un K-espace
vectoriel I/ de dimension finie

Proposition

Soit un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie,
Moyennant une base 3 sur E qui existe en pareille situation, on peut définir :
det (f) = det (Mg () = det My (f)) et

Trace (f) = Trace (Mgg (f)) = Trace (Myg (f)).

Pour Toute autre base 5’ de E.

Dem :

On sait que Mgy (f) = Pgﬁ% X Mgg (f) x Psp et que :

det (Mg (f)) = det (Pl x Mys (f) x Pygr)

— det (P@) x det (Mg (f)) x det (Pgg)

— (det (Pyg)) ™" x det (Mg (f)) x det (Pgy)
= (det (Pﬁﬁf))fl x det (Pggr) x det (Mpas (f))(car K est un corps commutatif)

= det (Mg (f))-
Aussi Trace (Mgp (f)) = Trace (P/gﬁl, X Mpgg (f) % Pﬁﬁl)
= Trace (Pﬁ_ﬁl, X Pgg x Mgg (f)) = Trace (Mpgp (f)).
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Résumons un peu

1) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels : f : E — F est linéaire si 'image
d’une combinaison linéaire de vecteurs de F est une combinaison linéaire de
I'image des vecteurs antécédents avec les mémes coefficients de combinaison.

2) Soit £ munit d'une base 5 = (eq, e, ....., €,), Vy e E, daj,ag,...,a, € K;

y =Y. we;; dou fly)=1f> qie | = Z a;f (e;) 3 donc étant donnée

=1
B = (e1,€2,......en) et f(B)=(f(e1), f(ea),..... ,f (en)) qui est 'action de f sur
une base de E, on peut déterminer f (y) , Vy € F,. On peut dire que f est
complétement déterminée par son action sur une base de F.
Aussi si F est munit d’'une base v = (1,1, ....., 1) alors V1 <i <n,

f(e) = Z aj;it; € F' dela on peut associer & f une matrice : Mat,z (f) = (a;i)1<j<p-
1<i<n

3) Con51derant
Idg : (E, 3 = (€}, ......€.)) — (E,B = (e1,€2,......€,)), T+ T on aura

alors V1 <i <n, Idg (¢)) = €; = Y aj;e;, dela on peut associer a Idg
j=1
une matrice : Matgy (Idp) = Pgg = (aﬂ)1<3<n appelée la matrice de passage
1<i<n

de la base 3 a la base 3, matrice qui est inversible, dont l'inverse
(Pagr) ™" = Matg ((Idp)™") = Matgs (Idg) == Pys = = (0ji)1<jn est

1<i<n
la matrice de passage de la base 3’ & la base 3 et répresentant I’automorphisme

(IdE)_1 =1Idg: (E,B = (e1,€9,......¢,)) — (E, B = (e}, €}, .....,€.)).
alors V1 S 1 S n, (IdE)_l (6,) = ]dE (61) =€, = z 5]'@'6/'-
EXERCICE 1(bonus)
I. R3 est muni de sa base canonique 3, = {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)}.
Soit les systemes By = {vy;ve;v3} et B = {e1;eq;€3} on

ona:v; = (1,0,1); v =(1,1,1) et v3 = (0,1,1) puis
er =(1,2,0); e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1)

1. 1) Montrer que B; et B sont des bases de R3.
2)  Ecrire les vecteurs (3,4,5) puis (a;b;c) en fonction des
vecteurs la base B;.
II. Soit f: R?® — R3 une application linéaire définie par :

f(vl) = (Oa571) = U
f(v2) = (3,1,2) = uy
fvs) =(1,6,0) = us

1. 1)Exprimer en fonction de u; ; ug et usz les vecteurs f(3,4,5) et f(a,b,c).

3) Déterminer Ker(f) et Im(f).
4) Papplication est - elle bijective ? Justifier

III.  On désire écrire la matrice de f dans la base B.

)

2) En déduire I’expression de f sur R? muni de sa base canonique Bo-
)
)1

1) Exprimer chacun des vecteurs ug ; us ; us dans la base B;.
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2)  En déduire f(vq1); f(v2) et f(vs) dans la base B;.
3) Reécrire f(v1); f(v2) et f(v3). dans la base B.

4)  Ecrire les matrices

AgleatBB(f,)Z A

AB:Matglgl(f,): e etP:PBIB:

NB : Pg, est la matrice de passage de la base By a la base B.
Les matrices Ag et Ap, sont les matrices de f dans les bases B et B;
de f respectivement.

1. 5) Montrer que P est inversible et calculer P!
6) Montrer que Ag = P~1Ag, P

Proposition de correction

I
1. B; = {vi;v9;03} CR3 et B = {ey;en;e3} CR? et
card (By) = 3 = dimR? = card (B).

Ainsi on va évaluer les det (B) et det (By).

1 10 0O 10
det(B)=|0 1 1|=| -1 1 1|=1%0§aifait C, — C»)
1 11 0 1 1
= B, est une base de R3.
1 00
det(B)=|2 1 0 |=1%#0= B est une base de R>.
0 01
2.
*Fa, B,y ER;

(3,4,5) = «(1,0,1) + 5(1,1,1) +~(0,1,1)
=(a+8,6+v,a+8+7)
Soit (3,4,5) = a(1,0,1) + 5(1,1,1) +7(0,1,1)
=(@+BP+ya+B+7)=

a+ =3
(S1) &4 B+y=4
a+B+y=5
Sa matrice augmentée est :

1 10 3 1 0
0114 ]|~=1]0 0
1 115 0 1
=sa=1;=2;v=2. Ains
1)
«

O = O
N DN

(3,4,5) = (1,0,1)+2(1,1,
** o, B,y €R; (a,b,0) =

+ ( 1,1) = vy + 2vg + 2vs.
(1,0,1) + B(1,1,1) +7(0,1,1)
=<+66+%a+6+w
Soit (a,b,¢) = «(1,0,1) + 5(1,1,1) +~(0,1,1)
=m+ﬁﬁ+%a+6+w
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a+f=a
(S2) & B+y=0b
a+pB+y=c
Sa matrice augmentée est :
110 a 100 ¢—0
01 1b|~=(010a+b-—c
1 11 ¢ 0 0 1 c—a
=a=c—b;f=a+b—c;y=c—a
Ainsi :

(a,b,c) = (C—b) (17071>+ (a+b—c) (]-al?l) —f-(C—CL) (07171)
=(c=b)vi+(a+b—c)vg+ (¢ —a)vs.
Mieux on peut résoudre concomittamment :

a+pB=3 a+p=a
(S1) e B+y=4 et (S2) &< B+v=0b
a+B+7=5 a+fB+v=c
car les deux systémes ont la méme matrice associée.
110 3 a
soit la matrice M = [ 0 1 1 4 b | combinant les matrices
1115 ¢

augmentées des deux systémes M échelonnée réduite en ligne
canonique au niveau de la matrice associée des deux systemes

110
quiest : | 0 1 1 | donnera I’ensemble solution des deux
1 11
systémes en méme temps. On aura donc :
110 3 a 1 001 c¢—b
01 14b|~|0102a+b—c|=M,
1 115 ¢ 001 2 c—a

on a les solutions du systéme (S7) & 'avant derniére colonne
de la matrice M’ et les solutions du systéme (S;) a la derniére colonne.

On a bien aussi
(3, 4, 5) =v1 + 2U2 + 21)3

(a,b,c) =(c=b)vi+(a+b—c)va+(c—a)vs ’
11.
1) Expression en fonction de uy; uy et uz des vecteurs f(3,4,5)

et f(a,b,c).
V1 + 21)2 + 2’03 =
4,5) = f(v1) +2f (v9) + 2f (v3) = uy + 2ug + 2ug.
a, (c=bvy+(a+b—c)va+ (c—a)vs =
fla,b,¢) = (c=b) f(v1) +(a+b—c) f(v2) + (c—a) f(v3) &
fla,b,c)=(c—=b)ug+(a+b—c)us + (c — a)us
2) Déduction de l’expression de f sur R® muni de la base canonique
Bo = ((L()?O) ) (07170) ) (0,0, 1))7
Rappel : (a,b,¢) = a(1,0,0) +b(0,1,0) + (0,0, 1)
On a :
fla,bc)=(c=bur+(a+b—c)ug+ (c — a)us <
f(a,b,c)=(c—0)(0,5,1)+ (a+b—1¢)(3,1,2) + (¢ —a) (1,6,0)
= (2a + 3b — 2¢,10c — 4b — 5a,2a + b — ¢).

L’expression est donc :
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f(a,b,¢) = (2a+ 3b — 2¢,10c — 4b — 5a,2a + b — ¢),
V(a,b,c) € R3.
3) Je wvais chercher la matrice de f dans la base [3, la base canonique
de R3 pour cela, je calcule a 'aide de :

f(a,b,c) = (2a+ 3b—2¢,10c — 4b — 5a,2a + b — ¢), ¥ (a,b,c) € R? :

Pour (1,0,0) =a=1,b=c=0

Pour (0,1,0) = a=0,b=1,¢=0

Pour (0,0,1) = a=0b=0,c=1, ainsi on a :
f(1,0,0) = (2,-5,2)

f£(0,1,0) = (3,—4,1)
£(0,0,1) = (-2,10,—1)
La matrice que je cherche est :

2 3 =2
A= -5 —4 10
2 1 -1

et comme det (A) =27 #0 =

f est un automorphsme de R3.
Ainsi ker f = {Ogs} = {(0,0,0)} et Im f = R3.
4) D’apreés la question 3) f est une bijection.

I11.
Rappel : B; = {v1;va;v3} et B = {ey;es;e3} et
f(U1> = (07 5, 1) =
(Ug) = (3, 1, 2) = U2
f(’Ug) = (176’0) = us
1) On sait que (a,b,c) = (c—b)vy + (a+b—c)vg+ (c — a)vs

Alors up = (0,5,1) = (1 =5)v; + (0+5—1)ve + (1 —0) v3
= —4v; + 4vg + v3,
Ug = (3,1,2) = (2— 1)U1+(3+1—2)U2+(2—3)U3
= v1 + 2vy — Vs,
ug=(1,6,0)=(0—6)v;+(1+6—0)vy+ (0—1) w3
= —6U1 + 71]2 — V3,
f(Ul) = (O, 5, 1) = Uy = —4U1 + 41]2 -+ U3
2) Ona f(?)g) = (3,1,2)ZUQ:U1+2’U2—’03
f(vs) = (1,6,0) = ug = —6v; + Tvy — v3
3) Avant de reécrire f(v1); f(va) et f(v3) dans la base B, nous
allons exprimer un vecteur (x,y,z) € R® en fonction des vecteurs de 3.
Ainsi nous allons chercher a déterminer o, 3,7 € R, tels que
(x,y,z) = aey +662 +7€3 = 04(1,2,()) +B<Oa1>0) +’7(O7071)

= (@, 20+ 5,7)
a=zx a==zx

=1 2a+f0=y =4 f=y—2z .
y=2z vy=2z

Dot (z,y,2) = xe; + (y — 2x) ea + zes, il faut noter (z,y,z) € R3

muni de sa base canonique. De la on a :

ul:(0,5,1):0X€1+(5—2X0)62+1X63:562+€3

us = (3,1,2) = 3e; + (1 — 2 x 3) es + 2e3 = 3e; — Hes + 2e3
=(1,6,0) =1le; + (6 —2x 1)es +0 X e3 = €1 + 4des

On pourra alors noter que
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f(v1) =(0,5,1) = uy = 5eg + €3
f(v2) = (3,1,2) = ug = 3e; — Hea + 2e3
f(v3) = (1,6,0) = uz = ey + 4deo
est la reécriture de f(vy); f(va) et f(vs) dans la base B.
4) La matrice Ag, est obténue a laide de :
f(v1) =(0,5,1) = uy = —4v; + 4vg + v3
flve) =1(3,1,2) =ug = vy + 203 —v3
f(vg) = (1, 6, 0) = Uz = —6U1 + 7’02 — Vs
—4 1 -6
de la A51 = 4 2 7
1 -1 -1
Pour écrire Ag, il faudra exprimer les vecteurs de la base 3
en fonction des vecteurs de la base [3,, mais on n'oublie pas que
(a,b,c) =(c—=b)vy+(a+b—c)va+ (c—a)vs de la :
Qer=(1,200=0-2)vy+(1+2—-0)vy+ (0—1) w3
= =201 + 3vy — V3 =
f (61) = —2f (Ul) + 3f (UQ) - f (Ug) = —2U1 + 3U2 — Us
= -2 (562 + 63) + 3 (361 - 562 + 263) - (61 + 462)
= 8e; — 29¢qy + 4es
Qe =(0,1,00=0—-1)v;+(0+1—=0)vy+ (0—0) w3
= —vU1 + Uy =
fe2) = —f(v1) + f(va) = — (Bea + e3) + 3e1 — bea + 2e3
= 381 — 1062 + e3
V) €3 = (0,0,1) = (1—0)U1+(0+0— 1)1)2—{—(1—0)1)3
= U1 — Uy + V3 =
fes) = f(v1) = f(v2) + f (v3)
= 562 +e3 — (361 - 562 + 263) + e+ 462
= —261 + 1462 — €3.
f(er) = 8er — 29ey + 4des
En clair j’ai obténu :{  f(es) = 3e; — 10ex +e3
f(eg) = —261 + 1462 — €3.

8 3 -2
dot Ag = | =29 —10 14
4 1 -1

Pour déterminer Pg g la matrice de passage de la base 3, a la base 3,
il me faut rappeler que :

€1 = —2U1 + 37)2 — U3
ey = —V1 + Uy de la on a :
€3 = V1 — Vg + V3.
-2 -1 1
P=Pgp= 3 1 -1
-1 0 1
5) Calculons le
-2 -1 1
det (Pg,5) =] 3 1 -1
-1 0 1
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20 1
=1 3 0 —1|=1#0(ifait Co+ C3)=>
11 1

Py 5 est inversible.
Déterminons Pg. 15

1 —
com(Pﬂlﬁ): 1 =1 1
0 1 1
1 1 0
scom("Pap)=1] -2 -1 1=
1 1 1
1 1 0
Pﬁ_lgzcom(tPglﬁ)_ —2 —1 1| =Py,
1 1 1
6) Evaluons
1 1 0 -4 1 -6
Pﬁ_llﬁAﬁlz‘PﬁﬂlAﬁlz -2 =1 1| X [ 4 92 7
1 1 1 1 =1 =1
0 3 1
Psg, Ap, = | 5 =5 4
12 0
Et (Pﬁ_llﬁAm) Ps,s = Psp, Ap, Py
003 1] [-2 -1 1
Pgg Ag Pgg= |5 —5 4 | x 3 1 -1
1 2 0 -1 0 1
8 3 =2
(P[ilﬁAﬂl) Py = Psg A Pss= | —29 —10 14
4 1 -1
8 3 =2
On rappelle bien que Ag = | —29 —10 14 |,
4 1 -1

ainst on a bien :
Ap = (P&%Aﬁl) P35 = Pg,js (A, P) = P35 A5, Pag

Ap = (Psp, Ap,) Pa,s = Pss, (A3, P,5) = Pas, As, Ps,5-
Exercice 2(bonus)
Soit f un endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique 3, = (ey, e, e3)

1 2 =3
définiepar: A= | 1 4 =5
02 -2
2
Soit Xg = | —3 | les coordonnées d'un vecteur x; dans la base 3.
—4

1. Calculer f (x1) dans la base f,,.

2. Soient u; =e; +ey +e3,us =e; +3ey +2e3,u3 =e; +2e +esz.
a) Montrer que 3 = (u1, ug, u3) est une base de R3.
b) Déterminer la matrice de passage P de la base 3, a la base 3.
c) Déterminer la matrice de passage P’ de la base 8 a la base f3,,.

40



CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

d) Donner les coordonnées X3 du vecteur x; dans la base 5 de deux fagons.
e) Déterminer la matrice D de f dans la base [ de deux fagons.
f) Calculer f (1) dans la base 3, de deux fagons.
g) Donner 'expressi on de A a partir de celle de D ci-dessus.
Donner A2, A3, A* en fonction de P, D et P!,
Déterminer explicitement A™ avec n € N.
Proposé de solution

2 8
L (f (1)), = Mat (£, By, By) X5, = A | =3 | = | 10
—4 2
a) Avec 8 = (u1, uz,u3) C R3 et Card (8) = 3 = dimR3,
1 11
on va calculer det (3) =| 1 3 2 | = —1%#0, donc 3 est une base de R?.
1 21
b) La matrice de passage P de la base (3, a la base [3 est :
1 11
P=PFPspg=1]1 3 2
1 21
c¢) La matrice de passage P’ de la base 5 a la base 3, est :
1 -1 1
P,:PB@OZ(PQOB)_lzp_lz -1 0 1
1 1 -2
1
d) On a X3 = Pgg, x X3, = | —6 | d’une facon
7
I’autre fagon serait par exemple de noter que
2
Xﬁo = -3 = auy + b’UQ + cus
—4

0
1 2

1 1 1
Xg,=a |1l | +b| 3| +c| 2

1
systéme on trouve bien a b=

d’une fagon

o = O

0

e)Ona:D=P'AP=| 0
0

er et

I’autre fagon est de calculer et résoudre successwement

1
(51) & (f (u1))g, = aur + buz + cus = a ] +c 2]
1
1 1
(52) & (f (u2))g, = a'ur + V'uz + dus = a +b| 3| +c| 2
2 1
(55) & (f (us))g, = a"u1 + b"ug + "uz = a [ ,

je rappelle que les (S;) pour i = 1, 2, 3, sont des systemes a resoudre
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a a ada’ 000
Etalors D= b & v | =0 10
c 0 0 2
000 1
£) (f (1)), = Mat (£.8,8) X5 = DXy = | 01 0 | | =6 | =
00 2 7
Pour la deuxiéme facon, on rappelle qu’a la question 1. on a calculer
f (z1) dans la base f3,, de 1a on fait la mise en équation suivante :
8 1 1 1
(f(@1))g, = | 10 | =aus +buz+cus=a |1 | +b|3 | +c| 2
2 1 2 1

0
—6
14

en résolvant le systéme ci-dessus, on trouve bien a =0, b = —6, c = 14

A2 = pp?p-!
A3 = pp3p-1
A4 = ppip-t
A" =PD"P~! neN

0 0 0
0 =0

n 0

1 0

2 0

1 0

g)OnaD=P''AP & A=PDP'=
Il faut savoir que

0 0
1 0
0o 27
0

1

0

-
3
I
o O O
—_
3
[\)

Ainsi:n € N, A" = PD"P~! =

N W

2" —1 2n 1 —2ntt
A" = 2n+1 -3 2n+1 3 — 2n+2
2" —2 2n 2 —ontl

\—/)_\}_\p_no

,neN.
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TRAVAUX DIRIGES/Espaces vectoriels et Applications linéaires

Rappels
Sur un K-espace vectoriel F/, de dimension n, muni d’une base considérons
une famille S de vecteurs de E. Le rang de S est le rang de la A matrice
constituée en lignes ou en colonnes des coordonnées des vecteurs de S.
On notera que A est une matrice associée a la suite S.
1. S est génératrice de E ssi le rang de S = n = rang (A)
2. S est libre ssi le rang de S =Cardinal de S(CardS)=rang(A)
3. S est liée ssi le rang de S est stritement inférieur au Cardinal de S(CardS5)
4. S est une base de E ssi le rang de S = n =Cardinal de S(CardS)=rang(A)
5. Soit F' =< S >, alors dim F' = rang (S) = rang (A)
EXERCICE 1
Préciser si les familles constituées des vecteurs suivants sont liés ou libres.
1.u=(7,12); v =(18,-13); w = (—4,17)
2.u=(-1,0,2); v=1(1,3,1); w=1(0,1,-1)
3. u=(15,-27,-6,12); v = (—g, g, 1,—2).
EXERCICE 2
On se place dans R? est muni de sa base canonique (e, €9, €3)et on définit les vecteurs
wy = (17171); Wz = (17070); Wz = (171>0); Wy = <0a0>1) ; Ws = (2a270)
Pour chacune des familles suivantes dire si elle est génératrice :
S1 = {wi,wa}; Sy = {wp, ws}; S3 = {ws, ws}; Sy = {ws,ws}; Ss = {w1, wz, w3} ;
Se = {wl,wg,w4}; S7= {w57w3,w1}; Sg = {wl,wg,w3,w4}.
EXERCICE 3
On se place dans R? est muni de sa base canonique (eq, €9, €3) et on définit les vecteurs
wy = (17171)7 Wz = (17070)7 Wz = (17170)7 Wy = (07071) ; Ws = (2a270)
Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 :
S1 = {wi,wa}; Sy = {wp, ws}; S3 = {ws, ws}; Sy = {ws,ws}; Ss = {wy, wz, w3} ;
Se = {wl,wg,w4}; Sr = {w5,w3,w1}; Sg = {wl,wg,w3,w4}.
EXERCICE 4
R3 est muni de sa base canonique (ey, ez, €3).
Soient les vecteurs u; = (1,1,1); ug = (—1,1,0); ug = (1,0, —1).
1. Montrer que By = {uy,us, uz} est une base de R3.
2. Donner les coordonnées respectives des vecteurs (1,0,0); (1,0,1) et (0,0,1)
dans Bj.
3. Soit By = {v; = (0,1,1) ,v2 = (1,0,1) ,v3 = (1,1,0)}.
(a) Montrer que B, est une base de R3.
(b) Trouver dans B et Bs les composantes du vecteur (1,2,1).
EXERCICE 5
R* est muni de sa base canonique (¢1, t2, t3,%4). On considére les vecteurs :
er=(1,2,3,4);e0=(1,1,1,3)5e3=(2,1,1,1); 4 = (—1,0,—1,2); e5 = (2, 3,0, 1).
Soient E ’espace vectoriel engendré par ey, e, e3 et F' par ey et es.
Calculer les dimensions respectives de E, ', ENF et E+ F.
EXERCICE 6
Soit £ = {(z,y,2,t) eERY; 2 +y—2+2t=0etax+y+2=0}
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.
b) Donner une base et la dimension de F.
EXERCICE 7
Soient F' = {(z,y,2) ER®*; x+y+2=0}et G ={(x,y,2) eR3; 2 —y =0et 2 =0}
Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.
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EXERCICE 8

Soient f:R? — R?; (z,9,2) — (2,4,0); g : R? = R3; (2,9) — (v —y,z +y, 7+ 2y)
et h:R® - R; (2,y,2) — x — 3y + 22.

1. Montrer que f, g et h sont linéaires.

2. Déterminer noyau et image dans chaque cas.

EXERCICE 9

Vous répondrez par Vrai ou faux avec justification

a) A un homomorphisme donné f correspond une infinité de matrices
qui lui sont associées.

b) L’application identique d’un espace vectoriel E de dimension finie
se traduit par la méme matrice dans toutes les bases de F.

EXERCICE 10

Soit 3 = (e1, e, €3, €4) la base canonique de R* et f I’endomorphisme de R*
défini par :

fler)=3e1+tex+es+es; fex)=e1+es—esteq; flez) =er —eatez—eq

f(eq) = e +ea—e3+ ey

1. Donner la matrice de f relativement a la base 3. f est-il un automorphisme ?

2. Calculer f (z,y,z,t) pour (z,y,2,t) € R* de deux fagons.

3. Déterminer ker f et Im f.

4. Soit F' = vect (e3, e4). F et ker f sont-ils supplémentaires 7

EXERCICE 11

On considére R* muni de la base canonique 3 = {e1, ez, €3} .

Soient W = ey + 2e5 4+ €3, U = —2e; + €3 — €3, W, = Mey — €3;m € R
1) Pour quelles valeurs de m, S,, = {W, V', W,,} est-il une base de R3?

En déduire que S; est une base de R3.
Déterminer la matrice de passsage de la base 3 a la base S;.
Déterminer la matrice de passage de la base S; a la base [.

)
) — —

4) Soit H = (—5;1;2). Quelles sont les coordonnées de H dans la base Sy 7
)

fm R3-SR (myy;2) = (v + 2y + 2; =22 +y — z;my — 2).

a) Quelle est la matrice de f,,, dans la base 37

b) Dans quels cas f,, est-elle un automorphisme de R3?

En déduire que fy et f; sont des automorphismes de R3.

¢) Trouver (z;y; z) tel que fi(z;y;2) = (0;1;7) et calculer ( f;)~*(2;5;0).
EXERCICE 12

1 3 =2
On considere A= | 0 0 1
0 2 1
On appelle ¢ I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A
x
1) Soit (z,y, z) € R3. Détermner ¢ | y
z

2) Montrer que ¢ est un automorphisme de R3.
3) On note B = {u; = (1,0,0);uy = (5,—2,2) ;us = (—1,1,2)}
a) Montrer que B est une base de R3.

b) Trouver P la matrice de passage de la base canonique de R? a la base B.
c) Calculer P71,

44



TRAVAUX DIRIGES/Espaces vectoriels et Applications linéaires

4) Quelle est la matrice N de ¢ dans la base B.

5) Calculer A" pour tout n € N.

EXERCICE 13

Soit £ = Ry[X] I'espace vectoriel des polynomes a une indéterminée
X, a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a 2. On donne :
Bi=X% B=(X-1?%B=(X+1?0C=10,=X, C3 =X~
1. Montrer que B = (By; By; B;) et C = (C1; Cy; C3) sont des bases de E.
2. Donner les coordonnées des polynémes suivants dans la base B.
R=2X-1,5=12,T=3X%-10X +1.

3. On considere I'application P — f(P) définie dans E par :
f(PY(X)=PX-1)+(X+1)P(X):

Montrer que f est un endomorphisme de E. Donner les matrices :

(i) Matg(f) de f en tant qu’endomorphisme de £ muni de la base B.
(ii) Mates(f) de f en tant qu’application linéaire de £ muni de la
base C dans F muni de la base B.
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EXERCICE 1
Dans R?, on pose : (z,y) + (2/,¢) = (z + 2",y +¢/) et a(z,y) = (ax,0),
a € R. Ces deux lois de composition définissent-elles sur R?
une structure d’espace vectoriel sur R?

EXERCICE 2
Soit R* muni de la loi de composition interne & définie par a @ b = ab,
Va,b € R et de la loi de composition externe ® telle que

A®@a=a; Va € R, VA € R.
Montrer que (]Ri, P, ®) est un R-espace vectoriel.
EXERCICE 3
Considérons les opérations suivantes : @ : R? x R? — R?2 et @ : R? x R — R2.
Dans quels cas la structure (R?, ¢, ®) est-elle un espace vectoriel sur R ?
Y (z1,11); (22,92) € R®, VA € R,
L (z1,51) ® (72, y2) = ((\‘737—1+ \3/95_2)33 (\"’/E‘f‘ \5/%)5) s (11, 01) @A = (iﬁl)\3,9€1>\3) ;
2. (21,51) @ (72,92) = (21 +41,0)5 (21,91) ® A = (21),0);
3. (z1,1) ® (w2,72) = (Y1 + Y2, 21 + 22) 5 (21, 51) @ X = (1A, 21N).
EXERCICE 4
Sur I'ensemble P! des polynomes & une indéterminée X de coéfficients réels,
de degré égal a I'entier positif n, on définit ’addition de deux polynémes P et () par :

(P +Q)(X) = P(X) + Q(X)

et la multiplication par un scalaire réel A par :
(AP)(X) = AP(X).

a) Examiner si ’ensemble P/, muni de ces deux lois est un espace vectoriel.

b) Méme question pour ’ensemble P, des polynémes & une indéterminée X,
de degré inférieur ou égal a I’entier n. Montrer que ’ensemble Z,
des polynomes P de P, tels que :

P(X)+P(-X)=0

est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension et une base.
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Exercice 1
I) Montrer que les vecteurs suivants de R? sont linéairement
dépendants et préciser leur relation de dépendance :

a) u=(1,2,-1); v=1(1,0,1); w=(-1,2,-3)

b) u=(-1,2,5); v=(2,3,4); w=(7,0,-7).

IT) Préciser si les familles constituées des vecteurs suivants sont liés ou libres.
a) u=(7,12); v=(18,-13); w = (—4,17)

b) u=(-1,0,2); v=(1,3,1); w=(0,1,-1)

59
272’
III) Déterminer tous les vecteurs (x,y, 2) de R? tels que le systéme suivant soit libre :

c) u=(15-27,-6,12); v = (— 1,-2).

{(1,0,0); (0,1,1); (x,y,2)}

Exercice 2
On considére les sous-ensembles suivants définis par des conditions sur
les composantes d'un vecteur a = (1, T, ¥3, 4) de R
Indiquer ceux qui sont des sous-espaces vectiriels et
préciser alors leur dimension.

Ei={reR|2y=0}; By ={x eR* |2, >0}; B3 ={x € R* | 2y = x5 + 13} ;
Ey={reR' | 2324 =0}; Es={x e R |2, € Q}; Eg ={x € R* | xg = 2%} .

Exercice 3
On considére £ = R, [X], lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a 2 a coefficients réels muni de sa base canonique B = (1; x; z?).
1. Montrer que B; = (1; 1+ x; 1+ z + x?) est une base de E.
2. Ecrire f (z) = 22? 4+ 32 + 4 dans la base B;.
2
3. Soit P = | —1 | dans la base B ; quelles sont
5
ses composantes dans la base B 7
4.  Lesysteme S = (3 + 2x + 22%; 1+ 3z + 22?; 3 — 5z — 22?) est-il une base
de E'? Si non, indiquer une relation qui lie les trois polynémes. Déterminer
la dimension du sous espace vectoriel de E' engendré par ce systéme
Exercice 4
Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs :

u=(2,1,0); v=(-1,0,1); w=(4,1,-2)

a) Déterminer la dimension et une base de F et écrire la forme générale d’un élément de
F.

b) Montrer que G = {(0,a+ 3,—f) | « € R, 8 € R} est un sous-espace vectoriel de R?
dont

on déterminera la dimension et une base.

c) Déterminer la dimension et une base de la somme et de l'intersection des sous-espaces
vectoriels F' et G.
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d) Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base canonique de R* dans la nouvelle
base de F' + G.

Exercice 5
Dans le R- espace vectoriel £ = R?, on considére les ensembles
F et GG définis comme suit :

F ={(a—3b,2a+3b,a) ; (a,b) € R*}; G ={(z,y,2) € E; z+ 2y =0}
1. Prouver que les ensembles F' et G sont des sous-espaces vectoriels

de F pour lesquels on donnera une base et la dimension.
2. Déterminer le sous-espace vectoriel F' N G.
Exercice 6

Préciser si les applications f : R? — R3 et g : R? — R3
définies ci-aprés sont linéaires ou non :

f(l?,y,Z) = (.%'—Fy,y—FZ,Z— 1)7
g(x,y) = (z,y,m) ol m est un parameétre réel.

Exercice 7

Trouver un endomorphisme de R? dont le noyau soit le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs
u=(1,0,0) et v =(1,1,1). Est-il unique?

Exercice 8
Soit f Iapplication linéaire de R* dans R3 définie par :

flz,y,z,t) = (6x —y + az — 2t,—15x +y + 3z + 5,3z — y + 5z — t).

1. Montrer que cette application n’est pas injective et déterminer
les valeurs du réel a pour lesquelles elle est surjective.
2. Donner une base du noyau de f.
Exercice 9
Soient R3, I’espace vectoriel de base canonique B = (e1 ; €5 ; €3 )
et f I’endomorphisme de R3 défini par :
fler)=e1 +3ex; flea)=—2e; +e3;
f(€3 ) = —€1 —|—2€2 +es .

1. Déterminer la matrice A associée a f.

2. Déterminer une base de Ker (f) et de Im (f).

3. Soit u =e; + ey — ez, montrer que (u, f(u), f?(u)) est une base de R3
et déterminer la matrice de f dans cette base.

4. Montrer que le systéme (u, e; , ey ) est une base de R? et déterminer la

matrice de f dans cette base.
Exercice 10
Soit f un endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique 3, = (ey, €2, e3)

1 2 -3
définiepar: A= | 1 4 -5
0 2 -2

1. Déterminer la matrice définie par : (A — A\l3) ou I3 est la matrice d’ordre 3
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et A € R.
2. Calculer le polynome P (\) = det (A — AI3). En déduire les solutions de
I'équation P (\) = 0.
3. Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels de R3 définis par
E\, =ker(f — A\Idgs), ou \; couvre les solutions de P (A) =0
et Idgs est 'application identité de R3.
4. Soient u;1 =e; +ey +ez,uy =e; +3e +2e3,u3 =e; +2e +e3.
a) Montrer que 3 = (uy,us, u3) est une base de R3.
b) Déterminer la matrice de passage P de la base 3, a la base 5.
¢) Déterminer la matrice D de f dans la base 8 par la formule D = P~1AP.
d) Donner Iexpression de A a partir de celle de D ci-dessus.
Donner A2, A3, A* en fonction de P, D et P~
Déterminer explicitement A™ avec n € N.
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Exercice 1
Soit £ = {(z,y) € R* / y = 2z}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de R? et déterminer une base de E.

Exercice 2
On considére R* muni de la base canonique 3 = {e1, ez, €3} .

Soient W = e; + 2e5 + es, T =2 +ey— es, W, = mey — e3;m € R
1) Pour quelles valeurs de m, S,, = {w, 0, W,,} est-il une base de R3?

En déduire que S; est une base de R3.
2) Déterminer la matrice de passsage de la base  a la base 5.
3) Déterminer la matrice de passage de la base S; a la base 3.
)
)

4) Soit H = (—5;1;2). Quelles sont les coordonnées de H dans la base Sp?
5) On considére 'application linéaire

Jfm R =R (zyy;2) = (z+2y + 2; 20+ y — 2;my — 2).

a) Quelle est la matrice de f,, dans la base 37

b) Dans quels cas f,, est-elle un automorphisme de R3?

En déduire que fy et f; sont des automorphismes de R3.

c) Trouver (z;y; 2) tel que fi(z;y;2) = (0;1;7) et calculer ( f1)71(2;5;0).

Exercice 3
1 1

On considére la matrice A = ( 10 > € My (R).

a) Montrer que A% = A — I,.

b) Calculer A3

¢) Montrer que, si p est un entier positif, on a :

A = (1) I, AT = (1)’ A, A2 = (1)’ (A - L,).

d) Les suites réelles (u,) et (v,) sont définies par les relations de récurrence :

Ups1 = Uy + Uy , Upt1 = —U, et par la donnée de u; et vy.

Calculer u,, et v, en fonction de uq, v; et n, en particulier
pourn=3p;n=3p+1;n=3p+2,peN.

Exercice 4
Soit F' un R - espace vectoriel de dimension 3 et 3 = (e1, e, e3) une base de E.
On considére 'application R - linéaire v : £ — FE définie par :
u(er) = e + eg + 2e3, u(e2) = —u(ey), u(e3) = e; — es.
Soit M la matrice de v dans la base 3. On pose :
fi=extes, fa=eite, fs=ete et ¢=(f1,f2f3)
1) Ecrire la matrice M.
2) Calculer la dimension de Ker (u), le rang de u et le rang de M.
3) Montrer que ¢ est une base de E.
4) Soit P la matrice de passage de la base [ a la base < et

N la matrice de u dans la base <.
4-a) Déterminer les matrices P, P~! et N,
4-b) Pour tout entier k£ > 1, calculer N* et en déduire M*.
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Exercice 1

Sur 'ensemble S des suites numériques u=(u,),eny on définit I'addition de
deux suites u et v par u+ v = (U, + Uy)nen

et la multiplication par un scalaire réel A par :

A= (AU )nen

1. Montrer que S est un espace vectoriel.

2. Montrer que ’ensemble F des suites de Fibonaci qui vérifient la relation de
récurrence U, o = Uy1+1 + U, €st un espace vectoriel dont on déterminera
la dimension.

Exercice 2

1. On considére les sous-ensembles suivants définis par des conditions sur
les composantes d'un vecteur a = (1, T, 3, 74) de R
Indiquer ceux qui sont des sous-espaces vectiriels et préciser alors leur dimension.
Ei={z€R |2, =0}; By ={x e R | 5 > 0};
Ey={r €eR* |z =uy +13}; By = {x € R*| 2324 = 0} ;
Es={reR |z, €Q}; Bg={z e R* | 2y = 2}}.

Exercice 3

Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de
I’espace vectoriel £/ des fonctions dérivables sur R :

Eyv={feE|fP=f};E,={f€E|f(z)=af(2), Vo eR}.

Exercice 4

I) A partir du systéme libre {ey, ..., e,} d’un espace vectoriel E,
on construit les vecteurs :

€j = egtea+...4+e; pour j = 1,2, ....,n. Montrer que {e1, €s, ..., €, } est aussi un systéme libre.
II) Sib = (1,1,1;1); by = (1,1, —1,—1); by = (1, —1,1,—1); by = (1, —1, —1,1) consti-
tient une base de R*,
déterminer les coordonnées du vecteur x = (1,2, 1,1) dans cette base.

IIT) Montrer que le sous-ensemble F, ci-aprés est un sous-espace vectoriel de R*
dont on déterminera la dimension et une base.

EZ{(Q-B,Q&,&+25,—B>|O¢ER, BGR}

IV) Montrer que les polynoémes P;, P, P; définis ci-aprés forment une base

de I'espace vectoriel des polynémes
a une indéterminée X, de degré inférieur ou égal a deux :

Pi(X) = X% By(X) = (X —1)%;5 Py(X) = (X +1).

Exprimer les polynomes () et R suivants dans cette base :

Q(X)=12; R(X)=3X?-10X +1.
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V) Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles continues et dérivables sur R et
F' I’ensemble des fonctions numériques f définies par :

ar + si x<0
f@)=<X ar’*+br+c si 0<zx<1
v+ 9 si 1<

Exprimer les constantes réelles a, 3, 7, ¢ en fonction des trois réels a, b, ¢ pour que
I soit un sous-espace vectoriel de E. Déterminer alors la dimension et
une base de F.

VI) Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs :

u=(2,1,0);v=(-1,0,1); w = (4,1,-2)

a) Déterminer la dimension et une base de F et écrire la forme générale d'un
élément de F.

b) Montrer que G = {(0,a+ 3,—0) |« € R, § € R} est
un sous-espace vectoriel de R3 dont on déterminera la dimension et une base.

c) Déterminer la dimension et une base de la somme et de l'intersection

des sous-espaces vectoriels F' et G.

d) Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base canonique de R?
dans la nouvelle base de F' + G.

X) Dans l'espace vectoriel Rg [X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 3,
on considere les polynémes suivants de I'indéterminée X :

P(X) =5+X+X?+X?; P (X) = - 146X +3X°+X?; P3(X) = —16+3X —2X?;

Py(X) = 3+4X+4X°+X?; Ps(X) = 6+3X+X?; P (X) = —3+6X+10X>+3X°;

P (X)=3-X-3X%-X>

Déterminer la dimension et une base des espaces vectoriels F' et G engendré
respectivement par les familles { Py, P», P3, Py} et {Ps, Ps, Pr},
puis des espaces vectoriels FNG et F + G.

VII) Soit F et G les sous-espaces vectoriels de R* engendrés par les familles
respectives {uy, us, us} et {vy, va}, ou :

Uy = (1a07472) ; U = (1a27371) Uz = (1a_2a573) ;U1 = (4727()’1) ;U2 = (1747271)

a) Déterminer la dimension et une base des espaces vectoriels F' et G.

b) Montrer que les sous-espaces F' et GG sont supplémentaires.
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Exercice 5
Préciser si les applications f : R® — R3 et ¢ : R? — R3
définies ci-aprés sont linéaires ou non :

flr,y,2)=(x+y,y+2,2—1); g(z,y) = (x,y,m) o m est un parameétre réel.

Exercice 6

Trouver un endomorphisme de R? dont le noyau soit le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs u = (1,0,0) et v = (1,1, 1). Est-il unique?

Exercice 7

Soit f I’application linéaire de R* dans R? définie par :

f(r,y,2,t) = (62 —y+az —2t, 152 + y + 32 + 5t, 3z — y + 52 — t).

Montrer que cette application n’est pas injective et déterminer les valeurs
du réel a pour lesquelles elle est surjective. Donner une base du noyau de f.
Exercice 8

s ) . |10 -1 1
On considére les matrices : A = [ 1 2] B —{ 1 0 }

Calculer A% + 2AB + B? et comparer avec (A + B)?. Commenter.

Exercice 9
Si M et N sont deux matrices de types respectifs (m,n) et (n,m) telles que MN = I,
montrer que la matrice P = NM est idempotente, c’est-a-dire que P? = P.
En déduire que P est diviseur & droite et & gauche de zéro.
Exercice 10
Montrer que les vecteurs suivants forment une base de R? :

e1=(1,0,1); ea=(-1,1,0); e3=(2,1,1).

On définit alors 'application f de R® dans R* par les images,
exprimées dans la base canonique de R* :

f(el) = (17 L, 170) ) f(EQ) = (_17_17_170) ) f(€3) = (0717_17_1)'

Déterminer la matrice A qui représente f lorsque R? est muni de la base{e;, €2, €3}
et la matrice B lorsque R? est muni de la base canonique.

A-t-on une relation matricielle entre A et B7

Exercice 11

On considére 'homomorphisme f de R* dans R3 défini par :

flry,z,t) =(@x+t,x+y+t,y+z+1t).

Déterminer la matrice de cette application linéaire lorsque R* est
muni de la base formée des vecteurs :

w = (1,1,1,1,); ups = (1,1,1,0) ; ug = (1,1,0,0) ; uy = (1,0,0,0)

et R3 de la base :

v1 =1(0,0,1); vo=(0,1,1); v3=(1,1,1).

Déterminer le noyau et I'image (Imf) de f.
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Espaces Vectoriels- Applications Linéaires

Exercice 1

1. On pose E = R2. Doté des lois suivantes, F est - il un espace vectoriel ?

(a) L'addition : E X E — E 5 ((z1,%1), (22,%2)) — (21 + 22,91 + ¥2)
et la multiplication R x E — E; (A, (z,y)) — (A\z,0).

(b) L’addition : ' x E — E ; ((w1,1), (72,92)) — (z1 — 372, y1 + 7192)
et la multiplication R x E — E; (A, (z,y)) — (—2z, \y).

2. Soit L ’ensemble des suites réelles qui tendent vers 0.
Montrer que (L; +;-) est un R-espace vectoriel.
3. Est ce que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels ?
(a) A = ensemble des fonctions polynomes.
(b) B = ensemble des fonctions polynémes de degré supérieur ou égal a 2.
(c) C = ensemble des fonctions polynomes degré strictement inférieur a 2.
Exercice 2

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sev de R? ou R? :
Ey ={(x,y,2) € R¥/x + 2y — 32 = 0}

B} ={(2,y,2) € R?/zy = 0}
Ey = {(z,y) € R?/2z — 3y > 0}
By ={(z,y,2) e R?/2® + zy +y* < 0}

Es={f e FR,R)/f(0) =1}
By ={f € F(R,R)/f(1) = 0}
EXERCICE 3

1) Dans R? déterminer les sous espaces vectoriels engendrés par A = {(1,1,1) ; (1,0,1)}.

2)  Soit F = {(z,y,2) € R® / x + 2y — 2z = 0} Montrer qu’il existent deux vecteurs
qui engendrent F.

3) Dans R3 on considére, F' = {(2,0,0) ; z € R} et G = {(z,2,0) ; z € R}
a. Montrer F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.
b. Déterminer F + G.
EXERCICE 4
1-  Dans R?, montrer que (1,2); (2,3); (2,2) forme un systéme générateur.
2-  Montrer que R? = Vect {(1,1); (2,3)}

1. Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres 7 : A; = {(1;2;3), (4;5;6), (—1;2;3)};
Ay = {1;cos(x);cos(22)}; Az = {1;1 + z;2%}; Ay = {(1;0;3), (2;1; 1), (3;1;2)}.

EXERCICE 5

I. Parmi les applications suivantes quelles sont celles qui sont linéaires 7 Si oui quelles
sont celles qui sont injectives, surjectives, bijectives?

a) f:R*—R?  (z,y) — (2z+y;3z —2y)
b) f:R*—R*  (z,y)— (z+y;2y)
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c) [RSRYL O (zy)— (z+ Ly)
d) [R-SR,  (2,y)— (v+y;2;0)
11. Soit E ’espace vectoriel des fonctions de R dans R, deux fois dérivables et ¢
I’application :
f + E—F
y — Y +y =2
Montrer que ¢ est une application linéaire.
EXERCICE 6

I. Soit les systemes By = {vi;va;v3} et B = {e1;ez;e3} onon a: vy = (1,0,1);
ve = (1,1,1) et v3 = (0,1,1) puis e; = (1,2,0); es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1)

1)  Montrer que B; et B sont des bases de R®.
2)  Ecrire les vecteurs (3,4,5) puis (a;b; c) en fonction des vecteurs la base B;.
II. Soit f: R® — R3 une application linéaire définie par :
f(vl) = (Oa 57 ]-) =
fva) = (3,1,2) = uy
f('US) - (1a670) = Uus.
1) Exprimer en fonction de u; ; us et ug les vecteurs f(3,4,5) et f(a,b,c).
2)  En déduire 'expression de f sur R3.

3) Déterminer Ker(f) et Im(f).
3) lapplication est - elle bijective ? Justifier

III.  On désir écrire la matrice de f dans la base B.

1) Exprimer chacun des vecteurs uj ; ug; uz dans la base B;.
2)  En déduire f(v1); f(v2) et f(v3) dans la base B;.
3) Reécrire f(v1); f(v2) et f(v3). dans la base B.

4)  Ecrire les matrices Ag, = | . . . ];

AB: e et P =

NB : P est la matrice de passage de la base B; a la base B. Les matrices Ag et
Ap, sont les matrices de f dans les bases B et B; respectivement.

4)  Montrer que P est inversible et calculer P!
4)  Montrer que Ag = P71 Ag, P.
EXERCICE 7

1. Soit £ un réel.

(a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles les vecteurs u et v sont orthogonaux
dans RY, ou u = (k,1,k,3) et v = (k,3,2,—6)".
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(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles |Jw|| = v/39 ot w = (1,k, —2,5)t €
R%.

(c) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles d(z,y) = 6 on x = (2,k,1,—4)" et
y=(3,—1,6,-3)".

2. Soit L la droite passant par le point A = (2,3,1) et parallele au vecteur U =

(1; —4;1)". Déterminer 1’équation du plan qui contient la droite L et le point B =
(1,2,-1).
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