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Un proverbe chinois affirme : « Lorsqu’on donne un poisson a quelqu’un,
on lui donne a manger pour un jour, lorsqu’on lui apprend a pécher, on lui
donne a manger pour toute la vie. » Notre objectif est de vous apprendre a
pécher
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Table des notations

e N : 'ensemble des entiers naturels.

e 7 : 'anneau des entiers relatifs.

e K : un corps qui peut étre R ou C.

e K[X] : 'anneau des polyndémes & une indéterminée a coeflicients dans

K.
e K"[X] : 'anneau des polyndmes & coefficients dans K de degré inférieur
ou égal a n.

e R” : R-espace vectoriel de dimension n.

e C" : C-espace vectoriel de dimension n.

e L(F) : l'espace des endomorphismes d'un espace vectoriel F.

e M, (K) : I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n & coeflicients
dans K.

e GL,(K) : le groupe des matrices inversibles d’ordre n sur K.

e F) : le sous-espace propre associé a .

e Sp(A) : le spectre de la matrice A.

e x4(X) : le polynome caractéristique de A.

e 14(X) : le polynéme minimal de A.

e () : le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \.

o det(A) : le déterminant d’une matrice carrée A.

e ir(A) : la trace de A, c’est la somme des coefficients situés sur la dia-
gonale.

e 'A : la transposée de A.

e Com(A) : la comatrice d’'une matrice carrée A.

e Vect(X) : l'espace vectoriel engendré par une partie X.
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e dim(F) : dimension d’un espace vectoriel E.

e 3 : une base quelconque de 'espace vectoriel F.

e {e1,...,e,} : la base canonique d’un espace vectoriel de dimension n.
o Matp(f) : La matrice de f dans la base B.

e /[, : matrice unité d’ordre n.

® (aij)i<ij<n : les éléments d’une matrice carrée A.

e Id : I'application identité sur E.

e Im(f) : image d’une application linéaire f.

e ker(f) : noyau d'une application linéaire f.

e rg(f) : rang d’une application linéaire f.

e f|. : la restriction de 'application f au sous-espace F.

e C™®(F) : l'espace des fonctions infiniment dérivables sur FE.
° (Z) . les coefficients binomiaux, (Z) = #lk),

e @ : somme directe des sous-espaces vectoriels.

o ' C F :signifieque FF C Fet F'# E.



Introduction

Ce polycopié s’adresse aux étudiants de la deuxiéme année LMD Mathé-
matiques. Il recouvre le programme d’Algébre 3 qui traite les concepts de base
de la réduction d’endomorphisme en dimension finie et quelques techniques
de calcul matriciel.

Le but de ce cours est d'introduire aux étudiants divers outils mathéma-
tiques permettant la résolution effective d’'un certain nombre de problémes
en particulier la diagonalisation des endomorphismes, la trigonalisation, la
réduction de Jordan, les puissances d’'une matrice, les systemes différentiels
linéaires, etc.

Les chapitres de ce cours sont illustrés par des exemples d’applications, et
une série d’exercices est proposée dans chacun d’entre eux, tous corrigés a la
fin de ce polycopié avec grand soin. Ils permettent a I’étudiant de consolider
ses connaissances acquises et de comprendre comment appliquer les concepts
et outils proposés.

Le polycopié est constitué de trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel sur la construction de ’anneau des poly-
nomes et ses propriétés algébriques.

Le deuxiéme chapitre traite en détail la réduction des endomorphismes d’es-
paces vectoriels de dimension finie (diagonalisation, trigonalisation, la forme
réduite de jordan, la décomposition de Dunford) et ces applications aux calcul
des puissances d’'une matrice, I'inverse d’une matrice et aux suites récurrentes
linéaires.

Au troisiéme chapitre, on introduit la notion d’exponentiel d’une matrice
carrée et I'application a la résolution des systémes différentiels linéaires.



CHAPITRE 1

Rappel : Construction de I'anneau
des polynébmes

Dans ce premier chapitre on rappelle quelques notions et résultats de
la premiére année. On présente aussi quelques propriétés de 'anneau des
polyndmes.

1.1 Groupes, anneaux, idéaux

1.1.1 Groupes

Définitions 1.1

1.

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi interne G X G — G,

(x,y) — x *y telle que :

(i) La loi x est associative sur G, (i. e. pour tous x,y, z dans G,

(11) Il existe un élément neutre e pour la loi x dans G, (i. e. pour tous
reGxxe=exx=1)

(117) Tout élément de G a un symétrique (i.e. pour tous x € G, il existe
yeGtel querxy=y*xx=ce).

Si la loi % est commutative, on dit que le groupe (G, %) est commutatif
(ou abélien).

Un sous-ensemble non vide H de G (ot (G, *) est un groupe) est un
sous-groupe de G si la restriction de la loi x a H lut confere une
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structure de groupe.

Exemples 1.1 Comme exemples de groupes, citons le groupe S, des permu-
tations de l'ensemble {1,...,n} (la loi est la composition), le groupe Z des
entiers relatifs (pour laddition), I’ensemble des réels non nuls (pour la mul-
tiplication), tout espace vectoriel (pour 'addition), l’ensemble des matrices
n X n inversibles (pour la multiplication,).

Proposition 1.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que H soit un
sous-groupe de G est :

H#0etVee H Vye H, xxy ' € H.

1.1.2 Anneaux

Définitions 1.2

1.

Un anneau est un ensemble A muni de deux lois internes, généralement
notées + et x, telles que (A,+) soit un groupe abélien, dont l’élément
neutre est noté 0, et telles que la lor X soit associative et distributive
par rapport a la loi +.

2. Un anneau est unitaire si la loi X posséde un élément neutre, noté 1.

3. Un anneau est commutatif si la lor X est commutative.

4. Un diviseur de zéro a droite (resp. a gauche) de l'anneau A est un

élément a € A, non nul, tel qu’il existe un élément b € A non nul
vérifiant ba = 0 (resp. ab = 0). Un anneau est intégre s’il ne contient
aucun diviseur de zéro. (c’est-a dire ab=0 = a=0Vb=0).

Un corps est un anneau non réduit a {0}, dont tous les éléments sauf
0 sont inversibles pour la loi X.

L’ensemble des éléments inversibles de ['anneau A pour la loi X est un
groupe pour cette loi, noté A*. Les éléments inversibles de A sont aussi
appelés unités.

Un sous-anneau de ['anneau A est une partie B de A, stable pour les
deux lois de composition de l'anneau A, telle que les restrictions des
deux lois + et X a B donnent a B une structure d’anneau.

Soient A C B des anneaux et x € B. Le sous-anneau de B engendré
par A estle « plus petit sous-anneau de B contenant A et x ».



Exemples 1.2
1. L’ensemble 7 des entiers relatifs, muni de l'addition et de la multipli-
cation des entiers, est un anneau commutatif unitaire et integre.

2. L’ensemble 27, = {2n; n € Z} des entiers pairs, muni de [’addition

et de la multiplication des entiers, ne posséde pas d’élément unité mais
vérifie toutes les autres propriétés d’un anneau commutatif.

3. L’anneau nul ({0}, 4+, X) est un anneau unitaire avec 14 = 04. Il ne
contient pas de diviseurs de zéro, il n’est pas intégre et ce n’est pas un
corps.

4. L’anneau des entiers (Z,+, X) est un anneau intégre mais pas un corps
commutatif.

5. Les anneaux (R, +, X) et (C,+, x) sont des corps commutatifs.

6. Pourn > 2 l'anneau M,,(C) des matrices de taille n parn a coefficients
dans C muni de ['addition et de la multiplication des matrices est un
anneau non commutatif et non intégre.

7. L’anneau des fonctions : si A est un anneau et X un ensemble, les
applications de X wvers A forment un anneau noté A(X, A).

8. Anneau d’endomorphisme : Soit (A, +) un groupe abélien. Alors (Endy(A), +, o)
est un anneau unitaire. De méme, st E est un K—espace vectoriel alors
Endg(E) = L(E) est un anneau unitaire.

9. Anneauz de polynomes : R[X] et C[X] sont des anneaux unitaires.
10. 2 = {—1,+1}, R* =R\ {0} et (M,(R))* = GL,(R).
11. L’ensemble des entiers de Gauss Z[i] = {a + ib; a € Z,b € Z} forme
un sous-anneau de C.

12. Les fonctions complezes continues sur un intervalle I : C(I,C) forment
un sous-anneau de A(I,C).

Remarque 1.1 Il ne faut pas confondre A* et A* = A\ {0}. Par exemple :
R* = R*, mais 2" = {—1,+1}.

Définition 1.1 Un homomorphisme d’anneauz ¢ : (A, +, X) — (B, +, X)
est une application de A dans B telle que pour tout x et pour tout y élément
de A on ait



Remarque 1.2 On dit aussi morphisme pour homomorphisme.

Exemples 1.3
1. L’application
A — (End,(A),+,0)
gp'{ a —> P, T+ ax
est un morphisme d’anneaux unitaires.

2. Pour x € R, l'application
v:PeR[X]— P(zx) eR

est un morphisme d’anneaur unitaires.

1.1.3 Idéaux

Définitions 1.3 Soit A(+, X) un anneau
1. Un idéal a gauche de A est un sous-groupe additif I de A tel que

V(a,z) € Ax I, axel.
2. Un idéal a droite de A est un sous-groupe additif I de A tel que
V(a,x) e Ax I, x.a€l.

3. Un idéal de A est un sous-groupe additif de A qui est a la fois idéal a
droite et idéal & gauche de A (on précise parfois en disant, que I est,
un idéal bilatéere ).

Exemples 1.4
1. {0} et A sont des idéaur de A (Si l'anneau A est un corps, alors ce
sont ses seuls idéauz).

2. Pour tout morphisme d’anneaur ¢ : A — B le noyau ker(yp) est un
idéal bilatére de A.

3. Les idéaux I de Z sont les sous-ensembles de la forme

nZ =A{nk; k € Z}.

Proposition 1.2
1. Un idéal est un sous-anneau de A.
2. L’intersection d’une famille d’idéauz o gauche (resp. a droite, resp. bi-
latéres) est un idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatére).
Dans la suite de ces rappels, tous les idéaux considérés sont bilatéres.

Définition 1.2 Soit B une partie de A, l'idéal engendré par B est le plus
petit idéal de A qui contient B. L’idéal engendré par B est noté (B).
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1.1.3.1 Lois quotient

Etant donnée une relation d’équivalence R sur un anneau A, on cherche a
faire de A/R un anneau en le munissant des loisz +y =T+7etT-y =7 7
(ot T désigne la classe de x). Si ces lois sont bien définies (c’est-a-dire que
T+ 1y et T-y ne dépendent pas des représentants choisis de T et 7), on
dit que R est compatible avec la structure d’anneau. On montre que les
relations d’équivalence compatibles avec la structure d’anneau sont de la
forme ¥Ry <= x —y € I, ou [ est un idéal de A. Si tel est le cas, A/R
est un anneau (muni des lois définies plus haut) appelé anneau quotient
et noté A/I.

Proposition 1.3 Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout idéal I
de A, l'ensemble quotient A/I muni de 'addition et de la multiplication défi-
nies ci-dessus est un anneau commutatif unitaire, et la surjection canonique
p: A— A/l est un morphisme d’anneauz unitaires.

Exemples 1.5
1. Pour tout entier n > 0, nZ est un idéal de Z et on peut définir [’anneau
quotient Z/nZ.
2. On considére I = (X% — DR[X] = {(X? = 1)P; P € R[X]} l'idéal de
R[X] engendré par (X? — 1). L’anneau quotient R[X]/(X? — 1)R[X]
admet deux diviseurs de zéro X — 1 et X + 1, donc il n’est pas intégre.

3. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout idéal I de A, on

note I[X] le sous-ensemble de A[X] formé des polynémes a coefficients
dans I. Alors I[X] est un idéal de A[X] et les anneauz (A/I)[X] et
A[X]/I[X] sont isomorphes.

4. Les surjections canoniques py : Z — Z/nZ et
P2 R[X] — R[X]/(X%+1) sont des morphismes d’anneauz unitaires.

Proposition 1.4 Si o : A — B est un homomorphisme d’anneaux, alors
(i) Si J est un idéal de B, ¢~ '(J) est un idéal de A.
(11) Si @ est surjectif et I est un idéal de A, alors p(I) est un idéal de B.
(111) Si I est un idéal de A contenu dans le noyau de @, alors il existe un
unique homomorphisme d’anneauz ® : A/I — B vérifiant o p = ¢.
L’homomorphisme ® est défini par ®(x + I) = p(z).



1.1.3.2 Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition 1.3 Un idéal I de l'anneau A est premier si
V(z,y) e A*, ayc <= axclouycl.
Proposition 1.5 Soit I un idéal de A, on a
I est premier <= A/l est intégre.

Exemples 1.6
1. L’idéal (0) d’un anneau est premier si et seulement si A est intégre.

2. Dans l'anneau Z, un idéal (n) est premier si, et seulement si, n est
premauer.

3. Si K est un corps, l'idéal (X) de K[X] est premier.

4. Soit o : A — B un morphisme d’anneaux. Alors l'image réciproque
d’un idéal premier est encore premier.

Définition 1.4 Soit I un idéal de l'anneau A, distinct de A, on dit que c’est
un idéal maximal si c’est un élément mazrimal dans l'ensemble des idéaux
de A muni de la relation d’inclusion, c’est-a-dire si :

VJ idéalde A, 1 CJ = J =1 oulJ=A.
Proposition 1.6 Soit I un idéal de A, si A est unitaire,
I est mazimal <= A/I est un corps.

Exemples 1.7
1. L’idéal (0) d’un anneau est mazimal si et seulement si A est corps.

2. Un idéal mazimal est premier. En effet, si I est mazimal, A/l est un
corps et donc en particulier intégre. Cependant la réciproque n’est pas
vraie en général. Dans l'anneau Z, l'idéal (0) est premier puisque Z est
intégre mais non maximal puisque 7 n’est pas un corps.

3. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz. Alors l'tmage réciproque
d’un idéal mazimal n’est pas maximal, en effet si ['on prend pour ¢ le
morphisme d’anneaux injectif ¢ : 7 — Q, alors l'image réciproque de
l'idéal (0) n’est pas maximal.

Dans toute la suite de ces rappels, tous les anneaux considérés sont commu-
tatifs.



1.1.3.3 Eléments irréductibles, anneaux factoriels
On suppose que 'anneau A est commutatif unitaire et integre.

Définition 1.5
1. Soit x ety deux éléments de l'anneau A : On dit que x et y sont asso-
ciés s’il existe un élément inversible u de A tel que y = ux.

2. Soit x € A non inversible ; x est irréductible si tout diviseur de x est
soit inversible soit associé a x. On peut aussi dire que x est irréductible
st lorsque x = yz, alors soit y est inversible, soit z est inversible.

Exemple 1.1 Considérons le sous-anneau de C engendré par Z et iv/5 ou
autrement dit l'anneau Z[i/5] des nombres qui peuvent s’écrire a + ibv/5
pour des entiers relatifs a et b. Notez qu’une telle écriture est unique et
qu’en particulier les multiples de 2 sont les nombres de la forme a + ibv/5
avec a et b pairs. L’élément 2 est cependant irréductible dans cet anneau.
En effet, supposons 2 = xy. Les éléments x et y s’écrivent x = a + ibv/5 et
y = c+idv/5. On prenant le carré du module de ces nombres complezes, on
voit que 4 = (a® + 5b?)(c* + 5d?). Ceci force b= d = 0 d’ot 2 = ac. Mais
alors a = £1 ou ¢ = %1 et 2 = xy est donc banale.

Définition 1.6 On dit que ['anneau A est factoriel si
(1) Tout élément x non inversible de A s’écrit

r=Ppip2...-Pn

ol P1, ..., Py sont irréductibles,

(11) La décomposition d’un élément x en produit de facteurs irréductibles
est unique au sens suivant : St on a4 x = PiPa...Pn = q1q2 . . . @y alors
n = m et on peut changer l'ordre des q; de facon que p; et q; soient,
pouri € {1,...,n}, des éléments associés.

Exemple 1.2 L’anneau Z est un anneau factoriel : tout entier se décompose
en facteurs premiers et cette décomposition est essentiellement unique.

1.1.3.4 Anneaux principaux

Définition 1.7
1. Unwdéal I de l'anneau commutatif A est principal s’il est engendré par
un seul élément.



2. Un anneau principal est un anneau intégre commutatif dont tous les
1déaux sont principau.

Exemples 1.8
1. Tout corps est un anneau principal.
Il existe des anneaux intégres non principau.

2. Z|X] est un anneau intégre non principal car si 'on considére 1'idéal
engendré par X et 2, il n’est pas principal.
Il existe des anneaux n’admettant que des idéaux principaux et non in-
tegres.

3. L]AZ est non intégre mais tout idéal est principal (car les seuls idéaux
sont 0 et Z/AZ).

Remarque 1.3 Méme dans le cas ou l'anneau A n’est pas commutatif, on
peut parler d’idéal principal a droite ou a gauche. Ainsi, le sous-ensemble I
de l'anneau A est un idéal principal a droite de A. si I est un idéal a droite
et s’il existe un élément x € I tel que

I ={ax,a € A}.

Remarque 1.4 : Si x est irréductible, alors l'idéal (x) est maximal parmi
les idéaux principaux de A.

Corollaire 1.1 Les idéauxr mazimauxr d’un anneau principal sont exacte-
ment les idéauz de la forme I = (x) = {ax,a € A} pour x un irréductible

de A.

Proposition 1.7 Soit x un élément non nul de l'anneau principal A. Les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) x est un élément irréductible.

(17) (x) est un idéal premier.

(iii) (x) est un idéal maximal.

Théoréme 1.1 Un anneau principal est factoriel.

En particulier, on retrouve que Z est factoriel. De méme, 'anneau K[X] des
polynomes a coefficients dans un corps K est factoriel.



1.1.3.5 Anneaux euclidiens

Définition 1.8 Un anneau A commutatif unitaire intégre est euclidien s’il
existe une application N : A\ {0} — N* telle que, si a et b sont deux
éléments de A et st b #£ 0, il existe des éléments q et r de A tels que

a=0bq+r.

et tels que ou bien v = 0, ou bien N(r) < N(b). Cette application N est
appelée la norme de ['anneau euclidien.

Remarque 1.5 Lorsqu’on écrit a = bq + r avec N(r) < N(b), on effectue
la diviston euclidienne de a par b. Le quotient est q, le reste r.

Exemples 1.9

e 7 est un anneau euclidien, la norme est la fonction valeur absolue.
On remarque que, avec cette définition, il y a dans 7 deux quotients
possibles : ['un par défaut (si le reste est positif), l'autre par exces (si le
reste est négatif). Par exemple : 3 =2x1+1=2x2—1. Le quotient
de 3 par 2 est 2 avec reste —1 ou 1 avec reste +1.

o [’anneau K[X] des polynomes a une indéterminée sur un corps K est
un anneau euclidien, la norme est ['application degré.

Proposition 1.8 Un anneau euclidien est principal, donc factoriel.

1.2 L’anneau des polyndémes

Dans cette partie K désigne un corps commutatif.

1.2.1 L’anneau des polynomes a une indéterminée a coefficients
dans K

Définition 1.9 On appelle polynéme a une indéterminée et a coeffi-
cients dans K une suite (a,)nen sur K dont tous les termes a partir d’un
certain rang sont égaux a 0. On note K[X] l'ensemble des polynomes a co-
efficients dans K et a une indéterminée.

En d’autres termes, P = (a,)nen € K[X] signifie qu’il existe N € N tel que

Vn € N(n > N = a, =0).
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Le polynome P s’écrit ainsi : P = (ag, a1, az,...,ayn,0,0,...) et les termes

agp, a1, s, . .., ay se nomment les coefficients du polyndéme P.
On appelle polynéme nul le polyndéme noté Ogjx] dont tous les coefficients
sont nuls : Ogx; = (0,0,...,0,...). On le note plus simplement 0 s’il n'y a

pas d’ambiguité avec 1’élément nul de K. On appelle polynéme constant
un polyndéme de K[X] de la forme P = (ag,0,0,...,0,0,...).

Définition 1.10 On dit que deuz polynomes P = (ay)nen €t Q@ = (bn)nen
de K[X] sont égauz, et on note P = Q, si a, = b, pour tout n € N.

1.2.2 Valuation et degré d’un polyndéme

Définition 1.11 Soit P = (a,)nen un polynome non nul de K[X].
1. On appelle degré de P, et on note deg(P), le plus grand entier naturel
n tel que a, # 0. Autrement dit,
deg(P) = max{n € N;a, # 0}.

2. On appelle valuation de P, et on note v(P), le plus petit entier naturel
n tel que a, # 0. Autrement dit,

v(P) = min{n € N;a, # 0}.

Exemple 1.3
1. Soit P =(1,0,0,3,0,...) € R[X]. On a : v(P) =0 et deg(P) = 3.
2. Soit P =(0,0,2i,—1,1,...) € C[X]. On a : v(P) =2 et deg(P) = 4.

Remarques 1.1
1. Par convention, on pose deg(Og(x]) = —oo et v(Ogpx]) = +00.
2. Pour tout polynéme P € K[X] non nul, v(P) < deg(P).

Définitions 1.4 Soit P = (a,)nen € K[X] un polynome de degré p
1. le terme constant de P est ag
2. le coefficient dominant de P est a, .

3. le polynome P est unitaire (ou normalisé) si son coefficient dominant
est 1.

4. le polynome P est appelé monéme si v(P) = deg(P).
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1.2.3 Structures algébriques sur les polynémes

Définition 1.12 (Addition de polynomes) Soient P = (a,)nen et
Q = (bp)nen deux polynomes de K[X]. On appelle somme des polynomes P
et Q (ou addition de P et Q) le polynome de K[X], noté P+ Q et défini par

P+ Q = (an +K bn)n€N~

On a ainsi défini une premiére loi (de composition) interne sur K[X] notée
+.

Exemple 1.4 Si P =(1,1,1,0,...) et Q = (0,2,3,—1,0,...) alors
P+@Q=(,1,1,0,...)+(0,2,3,—-1,0,...) = (1,3,4,—1,0,0,...).

Définition 1.13 (Multiplication de polynoémes) Soient P = (a,)nen €t

Q = (by)nen deuz polynomes de K[X]|. On appelle produit de P et Q le

polynome de K[X], noté P x Q (ou plus simplement PQ)) est définie par
P x Q = (¢y)nen avec

n
VneN ¢, =apb,+ arb,_1+---+a,_1b1 + ayby = Z arb,_..
k=0

Exemple 1.5 Soient P = (1,2i,2,0,0,...) et @ = (1,2,0,0,...) deux

polynomes de C[X]. Les coefficients du polynéme P x @ = (¢p)neny € C[X]

vérifient :

( Chy — CLQbO =1

C1 CL()bl + Cllbo =2 + 21

C2 &302 +taiby + a200 + 4
= agpb b b b

3 ap03 + a102 +a201 + azby

< =0 =0
ca = agby + a1bs + asbs + asby + asb
4 004 103 202 301 400

[ Cn = 0 pour tout n > 4.

On a ainsi obtenu : P X Q = (1,24 24,2+ 44,4,0,0,...).
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1.2.3.1 Structure d’anneau commutatif et intégre sur K[X]

1. L’ensemble K[X] muni de la loi + posséde une structure de groupe
commutatif. En effet, I’addition définie sur I’ensemble des polynomes
de K[X] est une loi de composition interne sur K[X] puisque 'addition
+k définie sur le corps K est une loi de composition interne sur K. De
plus, Iaddition des polynomes posséde les propriétés suivantes (qui se
déduisent des propriétés de I'addition sur K).

e Elle est associative : pour tous P, @, R € K[X], on a :

(P+Q)+R=P+(Q+R).
e Llle admet un élément neutre dans K[X]. C’est le polynome Ogpxj car
VP e K[X] P+ OK[X] = O]K[X] + P =P

e Tout polynéme P = (ay,)neny € K[X] admet un symétrique dans K[ X]
qui est le polynome —P = (—ay,)nen-
e Elle est commutative : P+ @ = @ + P pour tous P, dans K[X].

2. La multiplication des polynomes posséde les propriétés suivantes
e Elle est associative : pour tous P, Q, R € K[X],

(PxQ)x R=P x (Q % R).

e Elle est distributive par rapport a ’addition : pour tous
P,Q, R € K[X],

Px(Q+R)=(PxQ)+(PxR)et (Q+R)xP = (QxP)+(RxDP).
e Elle admet un élément neutre dans K[X]. C’est le polyndme
Igix] = (1,0,0,...,0,...). En effet,
VP e K[X] P x Igx) = lgpx) x P = P.
e Elle est commutative : P X Q = @ x P pour tous P, () dans K[X].

De 1. et 2., on conclut que l'ensemble K[X] muni des lois 4+ et x posséde
une structure d’anneau commutatif. De plus si P = (a,)nen €t Q@ = (by)nen
sont deux polynomes non nuls de K[X] de degrés respectifs p et m, alors le
polynome P X QQ = (¢,)nen est non nul. En effet, son (p+m)-éme coefficient
Cp+m €st non nul puisque ¢,y = a, X by, avec a, # 0 et b, # 0. On a ainsi
¢établi que, pour tous P, Q) de K[X],

(P # Ogix) et Q # Ogx) = P x Q # Ogx),

autrement dit que 'anneau (K[X],+, x) est intégre.
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Remarque 1.6 Pour les polyndémes constants et non nuls, les éléments de
K[X] ne possédent pas de symétrique pour la loi X. L’anneau (K[X],+, X)
n’est donc pas un corps.

1.2.3.2 Fonctions polyndémes

Définition 1.14 La fonction polynéme associée au polynome P, est [’ap-
plication de K dans K définie par : x — P(x).

Exemple 1.6
1. 8i P=(1,0,0,3,0,...) € R[X], alors : Vz € R P(x) = 1 + 32°.
2. 8i P=(0,0,2i,—1,1,...) € C[X]. alors : Vx € C

P(x) = 2iz? — 2% + 24,
1.2.4 Arithmétique dans K[X]

1.2.4.1 Division euclidienne

Proposition et définition 1.1 (Division euclidienne) Soient A et B deux
polynomes de K[X] avec B # 0, il existe un unique couple (Q, R) de poly-
nomes de K[ X] tels que

A=BQ+ R et deg(R) < deg(B).

Déterminer le couple (Q, R) c’est effectuer la division euclidienne de A par
B. Les polynémes () et R se nomment respectivement quotient et reste.

Corollaire 1.2 L’anneau K[X] est euclidien pour 'application N = deg .
Exemple 1.7 Considérons les deux polynomes de R[X]| suivants

A=X"4+2X>-X+6 et B=X"—6X"+X +4.
Effectuons la division euclidienne de A par B dans R[X].

Xt 2x3 —-X +6 X3 —6X?2 +X +4

—X* 46X3 —X? —4X X +38
8X% —X?2 —5X 46
—8X3 4+48X? —8X —32
47X? —13X —26

On a ainsi obtenu que A = BQ+ R avec Q = X +8, R =47X?—-13X — 26
et deg(R) < deg(B).
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1.2.4.2 Divisibilité dans K[X]

Définition 1.15 Soient A et B deux polynomes de K[X]. On dit que B
divise A (ou que A est divisible par B) s’il existe @ € K[X] tel que

A= BQ.
On dit aussi que A est un multiple de B ou que B est un diviseur de A.

Définition 1.16 Soit P un polynome de K[X] tel que deg(P) > 1.
1. Le polynome P est dit irréductible (ou premier) dans K[X]| sl n’admet
pour diviseur que les polynomes a.lgx) et a.P o o € K*.
2. Dans le cas contraire, on dit qu’il est réductible.

Exemple 1.8 le polynome P = X* + 1 est irréductible dans R[X]. Par

contre il réductible dans C|[X], car il est divisible par les deux polynomes
X —iet X +1.

1.2.4.3 Zéros ou racines de polyndmes

1. Soit a € A et P € K[X], a est zéro ou racine de P si P(«) = 0.
2. Iélément « de K est racine de P si et seulement si X — « divise P.

3. a est racine d’ordre r, ou de multiplicité r de P si (X — )" divise P,
mais (X — «)"! ne divise pas P.

4. Le nombre de racines (comptées avec multiplicité) d’'un polynome de
degré p est au plus p. Sile polyndéme P a exactement p racines (comptées
avec multiplicité), on dit que le polynome P est scindé.

5. Si P et @ sont de degré < p et sl existe ay, ..., apt1, (p+ 1) éléments
de A tels que P(«a;) = Qo) pour 1 <14 < p, alors P = Q.

1.2.4.4 Dérivation formelle

Définition 1.17 Soit P = > a;X". Le polynéme dérivé de P est P', c’est
i=0
’élément de K[X] défini par

n

P = Z ja; XL

1=0

L’application P — P’ de K[X] dans K[X] est appelée dérivation for-
melle.
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Remarque 1.7 Les propriétés connues pour la dérivation des fonctions d’une
variable réelle sont applicables ici : dérivée d’une somme, d’un produit, dé-
rivée n-ieme, formule de Leibnitz...

1.2.4.5 Polynomes de C[X] et de R[X]

Théoréme 1.2 (Théoréme fondamental de ’algébre) Un élément de
C[X] non constant admet au moins une racine complexre. On dit que C est
un corps algébriqguement clos.

Le théoreme [1.2 est appelé aussi théoréme de d’Alembert[}Gaussf]

Corollaire 1.3
1. Les éléments irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.

2. Les éléments irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les
polynomes de degré 2 qui ont deux racines complexes non réelles, qui
sont alors conjuguées.

1.3 Exercices

Exercice 1. Soit (A, +, X) un anneau commutatif et /N une partie de A,
telle que
N={ze€A:2z"=0,n>1}.

Montrer que N est un idéal de A.

Exercice 2. Soit A un anneau unitaire dont I’élément neutre pour la loi
X est noté 1.

1. Soit  un élément nilpotent (27 = 0) de A. Montrer que 1 — x est
inversible.

2. Soit

U, = H(l +2%), n € N et z nilpotent.
k=0
Montrer que
VneN,U, = (1+2)'(1+22").

1. Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) : Mathématicien et philosophe francais.
2. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : Mathématicien, astronome et physicien allemand.
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Exercice 3. Factoriser dans R[X] et dans C[X] les polynomes :

1. P[X]=—-X8+2X*-1.

2. B[X]=X°—- X3 - X?+1.

3. B3[X]=1- X%

4 PX]=X'"— X3+ X2 - X +1.

5. P5[X]=—-X+ X1 - X3+ X2 - X + 1.

Exercice 4. Soit P = XO04+2X54+4X*+4X34+4X?+2X + 1. On note
j = € 3 .

1. Montrer que j est une racine multiple de P.

2. Factoriser P dans C|X]| puis dans R[X].

Exercice 5. Montrer que pour tout n € N,n > 2, le polynéme

1 1
Po=14+X+—-X?4...4+—=X"
2! n!

n’a que des racines simples dans C.

Exercice 6. Calculer le reste de la division euclidienne de
1. X"+ X + 1 par (X — 1)

2. X" par (X —1)%

3. (X +1)" par (X —1)%

4. (X +1)" par X%+ 1.

Exercice 7. Soit P € K[X], tel que P(X) = Y ap X".
k=0
Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.
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CHAPITRE 2

Réduction des endomorphismes
d’'espaces vectoriels de dimension
finie

Dans tout ce qui suit, K désigne le corps R ou C et E est un espace
vectoriel sur K de dimension finie n. D’autre part £(F) désigne le K-espace
vectoriel des endomorphismes de F.

2.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 2.1 Soit f € L(F)

1. On dit que X\ est une valeur propre de f, sl existe un vecteur non
nul z de E tel que f(x) = Ax.

2. Un vecteur propre de [ associé a la valeur propre A est un vecteur x
non nul tel que f(z) = Ax.

3. Le spectre de f est l’ensemble des valeurs propres de f. On le note

Sp(f)-

Définition 2.2 (version matricielle) Soient A € M,,(K) et X\ € K. S’il
existe un vecteur non nul X de K" tel que AX = \X, alors on dit que :

1. X est une valeur propre de A.

2. X est un vecteur propre de A associé a A.
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On appelle spectre de A et on note Sp(A) l'ensemble des valeurs propres de
A.

Exemples 2.1

1. (Cet exemple est en dimension infinie) L’endomorphisme de dérivation
sur C°(R,R) admet tous les réels comme valeur propre, en effet, pour
tout A € R, t — e est un vecteur propre associé & la valeur propre \.

01

2. Soit A = <1 ]

) . Le réel a = %5 est une valeur propre de A. En

(o) (a)

3. Soit A = 1 1) Le complexe j = —%+i\/7§ = ¢!F est une valeur

propre de A. En effet

Remarque 2.1

1. 1l résulte de la définition qu’un vecteur propre n’est jamais nul.

2. X est une valeur propre de f si et seulement si f —\Id n’est pas injective.
En effet A est une valeur propre de f si et seulement si il existe un vecteur non
nul z de E tel que f(z) = Az. Or f(z) — Az =0 = (f — Ald)(z). Il s’ensuit
que A est une valeur propre de f si et seulement si ker(f — Ald) # {0}.
Remarque 2.2 Soient B une base de E, f € L(E) et A= Matp(f). Alors

1. X est une valeur propre de f si et seulement si A est une valeur propre

de A.

2. x est un vecteur propre de [ si et seulement si X = Matp(z) est un
vecteur propre de A.

Proposition 2.1 Des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux
a deuz distinctes forment une famille libre.

Preuve. Procédons par récurrence sur le cardinal p de la famille de vecteurs
propres considérée.
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1. Si p =1, alors la famille ne contient qu’un vecteur qui est non nul (car
vecteur propre) donc la famille est libre.

2. Soit p € N*, supposons que toute famille de p vecteurs propres associés
a des valeurs propres deux a deux distinctes soit libre et considérons
(21, ..., 2ps1) une famille de p+1 vecteurs propres associées aux valeurs

propres deux a deux distinctes A, ..., Apy1.
p+1

Soit (a,...,ap41) € K" Si 3 ayx; = 0, alors
i=1

p+1 p+1 p+1 p+1
f ( Z aixi) = Z flaw;) = Z i f (i) = Z Aicz; = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Donc
p+1 p+1 p+1 p
0= Z AiQGTi—Apy1 Z ;T = Z()\z'—)\pﬂ)@ﬂi = Z()\i—)\pﬂ)&ﬂi-
i=1 i=1 i=1 i=1
D’aprés notre hypothése de récurrence, pour tout ¢ € {1,...,p},
a; = 0 (car A\p41 # A; par hypothése). On en déduit que ay,4q1 = 0, car
zp+1 # 0. Nous avons donc montré que la famille (z1,...,x,) est libre.

Corollaire 2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout endomor-
phisme de E admet au plus n valeurs propres distinctes.

Preuve. Une famille constituée de vecteurs propres associés a chacune des
valeurs propres est libre (d’aprés la proposition précédente) et de cardinal le
nombre de valeurs propres distinctes. Or, le cardinal d’'une famille libre est
inférieur ou égal a la dimension de I'espace, d’oul le résultat. |

2.2 Polyndéme caractéristique

Définition 2.3 Le polynome caractéristique d’un endomorphisme f € L(E)
est le polynome xr défini par

Xf(X) =det(f — XId).

Le polynome caractéristique de la matrice A € M,,(K) est le polynome x4
défini par
xA(X) =det(A— X1,).
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Remarque 2.3 Soient B une base de E, f € L(E) et A = Matp(f). Alors
Xf= XA

En raison des remarques 2.2 et 2.3} on se contentera dans la majorité des cas
d’énoncer les résultats dans le cadre des endomorphismes.

Dans la proposition suivante, on donne une caractérisation des valeurs
propres, plus pratique que celle de la remarque [2.1].

Proposition 2.2 Soient f € L(FE) et A € K. Alors A est une valeur propre
de f si et seulement si

det(f — \ld) = 0.
Preuve.

A est une valeur propre de f <= Jrx € E\{0}: f(z) =Xz

dre E\{0}: (f = Ad)(z)=0
ker(f — AlId) # {0}

f — Ald n’est pas injectif

f — Ald n’est pas inversible
det(f — AId) = 0.

111100

|
Un des intéréts du polynome caractéristique est la recherche des valeurs
propres comme l'indique le corollaire suivant.

Corollaire 2.2 Soit f € L(E). Les racines de x5 sont exactement les va-
leurs propres de f.

Preuve. Le scalaire A est une racine de y s si et seulement si det(f—AId) =0
c’est-a-dire si, et seulement si, f — AId n’est pas inversible, ce qui est la
définition de A valeur propre. |

Exemple 2.1 Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base
B = (e1,e9,e3). On considére l'endomorphisme f de E défini par

fler) =e1 —ea—e3, flea) = —e1+ea—e3, flez) =—e1—ea+es.
Relativement a la base B, la matrice associée a f est

1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1
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Le polynome caractéristique de A est

1—X =1 —1
xa(A)=det(A—X3) = | -1 1-X -1
—1 -1 1-)
2—)\ -1 —1
= 0 1—A —1 014—01—03
A—2 —1 1-—\
1—X =1
-1 1-A
= —(>\—|—1)(>\—2)2.

B (2_A)| 1-\ -1

o]

Les valeurs propres de A, et donc de f, sont les deux réels —1 et 2.

Remarques 2.1

1. Soit A = (aij)1<ij<2 une matrice carrée d’ordre 2. Pour tout A € K,

ap — A ap

= (ay; — AN)(aze — \) — arqa
o oy — A (a1 ) (a2 ) 12021

= - (a1 + ax)X + ajjazn — ajpan
= A —tr(A)X +det(A).
Par conséquent,
VA €K xa(A) = A2 —tr(A)X\ + det(A).

Plus généralement, si A = (a;; 1<i. i< est une matrice carrée d’ordre n
’ ¥ 1,J<n
alors

YA EK xa(\) = (=1)"A" + (=) tr(AN" 4+ - + det(A). (2.1)

2. Si une matrice A = (a;;)1<ij<n de M, (K) est triangulaire, alors ses
valeurs propres sont les coefficients diagonaux puisque

n

AEK xa() =] J(ai - ).

1=1

3. Le calcul des valeurs propres est invariant par changement de base. En
effet, sotent A et B les matrices représentatives de f dans les bases By
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et By de E respectivement. Le polynome caractéristique de B est défini

par :
x5(\) = det(B — AIL,).

Les deux matrices A et B sont semblables car elles représentent le méme
endomorphisme dans des bases différentes. Elles vérifient ainsi :

B=PlApP

ot P désigne la matrice de passage de By a By. Vérifions que xp(\) =
Xa(A).
xs(A) = det(P7'AP — AP 'P)
= det(P (AP — AP)) = det(P"'(A — \I,)P)
= det(P ') det(A — \I,) det(P)
_ detl( et = M) det(P)
= det(A — AI,,)

= xa().

Définition 2.4 Soient f € L(FE) et \ une valeur propre de f.
o On dit que X\ est une valeur propre de multiplicité m (ou d’ordre m)
de f si \ est une racine de multiplicité m du polyndéme caractéristique
de f.
e [n particulier, st m = 1 alors la valeur propre est dite simple.
St m > 1 alors la valeur propre est dite multiple. Elle est dite double
lorsque m = 2 et triple lorsque m = 3.

P
P

2.3 Sous-espaces propres

Définition 2.5 Soient f € L(E) et A une valeur propre de f. Le sous-
espace propre de f associé a A est le sous-espace vectoriel ker(f — Ald) de
E. On le note
E\(f) :=ker(f — A\d).
Remarques 2.2
1. Si X\ est une valeur propre de f, on a toujours Ex(f) # {0}.

2. E\(f) est I'ensemble des vecteurs propres de f et le vecteur nul. Autre-
ment dit,

Ex(f) = f{e € B: f(x) = Ar}.
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3. Les sous-espaces propres de f sont stables par f ( pour toute valeur

propre A, f(EX(f)) C Ex(f))-

Définition 2.6 Soit A € M, (K) et A une valeur propre de A. Le sous-
espace vectoriel Ey(A) :=ker(A—A\I,) de My ,(K) s’appelle le sous-espace
propre de A associé a la valeur propre .

Exemple 2.2 Reprenons l'exemple [2.1] de ’endomorphisme f de E, avec E
un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (ey, es, e3), dont
la matrice associée relativement a B est

1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1

Nous avons déja vérifié que les valeurs propres de A, sont —1 et 2.

Détermination du sous-espace propre associ€é a \y = —1.
le sous-espace propre associé a A\ = —1 est l'espace By, = ker(A+ I3) et on
a

(x,y,2) € B\, <= —x+2y—2=0 g —92:—=0
—r—y—22=0

— —r=y=2

Donc Ey, = Vect{(1,1,1)}.

Détermination du sous-espace propre associé a Ay = 2.
Le sous-espace propre associé a Ay = 2 est l'espace E)y, = ker(A —21I3) et on
a

—r—y—2=0
(x,y,2) EE\, <= —x—y—2=0 <= z=—(y+2).
—r—y—2=0

Donc E)y, = Vect{(—1,1,0),(—1,0,1)}.

Proposition 2.3 Soit f € L(E). Si A est une valeur propre de multiplicité

m de f alors
1 <dim(E\(f)) < m.

Preuve. Posons p = dim(E)(f)). Soit (ey,...,e,) une base de Ey(f) que
I'on complete (d’aprés le théoréme de la base incompléte) par e,yq,. .., e,
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pour obtenir une base B de E. Dans ce cas on a :

()\ 0 ... 0 apy ... a \
TR : :
Matg(f)=1 0 ... 0 X app1 - am
0 ... ... 0 apy1py1 -+ Gprin
\O e oo 0 anpr1 oo apn /

L’expression du polynéme caractéristique associé a f étant indépendante de
la base choisie, on a :

Xf(X) = det(Matg(f) — X1).
En développant par rapport aux p premiéres colonnes, on obtient :
Xi(X) == X)Pdet(M — X1,,_,),

ot M = (aij)p+1<ij<n. Ainsi (A — X)? divise le polynome xs et p < m. En
particulier, si la multiplicité de A est égale a 1, on en déduit immédiatement
que p = 1. n

Proposition 2.4 Des sous-espaces propres associés a des valeurs propres
deux o deux distinctes sont en somme directe.

Preuve. Soit E),,...,E), des sous-espaces propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes A, ..., \,. Soit = un élément de la somme
de ces sous-espaces propres, supposons que x admette deux décompositions
distinctes sur cette somme

n n

/

T = g T = E ;.
i=1 i=1

n
Alors Y (x; — %) = 0, or chacun des termes de cette somme est soit nul, soit

1=1
un vecteur propre. D’aprés la proposition , x; — x; = 0 pour tout
i € {1,...,n} (sinon on aurait trouvé une combinaison linéaire nulle non

triviale de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes). On obtient 'unicité de la décomposition de x et par conséquent, les
espaces Iy , ..., F) sont en somme directe. |
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Exemple 2.3 Dans E = C*(R,R), le sous-espace vectoriel T des fonctions
paires et le sous-espace vectoriel P des fonctions impaires sont en somme
directe. En effet, ce sont les sous-espaces propres associés aux valeurs propres
1 et —1 de I’endomorphisme de E défini par f — ]/”\ ol ]?: r+— f(—x).

2.4 Exercices

Exercice 8.

1. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice

11

11
Ay = 11
11

—_ = =
—_ = = =

2. En déduire le polynome caractéristique de la matrice

11 ... 1
11 ... 1

An: S . eMn(R)
11 ... 1

Exercice 9. Soit f € L(F) de rang 2. Calculer x s en fonction de tr(f)
et tr(f?).

Exercice 10. Soit A € GL,(K). Calculer x4-1.

Exercice 11. Soit A € M,,(C). Déterminer les valeurs propres de la
comatrice Com(A).

Exercice 12. Calculer les éléments propres des matrices suivantes

-3 1 -1 1 1 1 1 0 0
A= =75 -1 |, B= 2 1 -1|,C=11 2 =3
—6 6 —2 -3 2 4 1 -1 0
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2.5 Diagonalisation d’un endomorphisme

2.5.1 Définitions et exemples

Définition 2.7

1. Un endomorphisme f € L(FE) est dit diagonalisable s’il existe une
base dans laquelle sa matrice est diagonale, c’est-a-dire s’il existe une
base de E formée de vecteurs propres de f.

2. Une matrice A € M,,(K) est dite diagonalisable si elle est semblable
a une matrice diagonale, c’est-a-dire s’il existe une matrice
P € GL,(K), et sl existe une matrice diagonale D € M,,(K), telles
que D = P7'AP, ou bien A = PDP~' P est appelée matrice de

passage.

Exemples 2.2

1. Considérons les matrices suivantes

1 -1 —1 1 1 0 ~10 0
A=l -1 1 -1 |, P=|10 1 |eD=| 0 20
-1 -1 1 1 -1 —1 0 0 2

On vérifie alors [’égalité matricielle suivante :

-100 [ 11 1 -1 -1 1 1 0

020 f=2{2 -1 -1 -1 1 -1 1 0 1

0 02 -1 2 -1 -1 -1 1 1 -1 -1
D P A P

Ainst A est diagonalisable.

. 1 2
2. La matrice A = < 01
diagonalisable, il existe donc P € GLy(K) tel que P~YAP soit dia-
gonale. Les éléments diagonaur de P~*AP sont forcément des valeurs
propres de A et sont donc tous égaur & N = 1 (qui est l'unique va-
leur propre de A). Alors A = PI,P~! = I, or ce n'est pas le cas, par
conséquent la matrice A n’est pas diagonalisable.

) n’est pas diagonalisable, en effet si elle est

2.5.2 Critéres de diagonalisation

L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir des conditions nécessaires et /ou
suffisantes pour la diagonalisabilité d’un endomorphisme.
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Proposition 2.5 Soient f € L(E) et A, Aa,..., N\, les valeurs propres dis-
tinctes de f. Soient E\ , E\,, ..., E) les sous-espaces propres correspon-
dants. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable

est que
dim(E)\l) + dim(E,\z) + o+ dim(E)\p) = dlm(E)

Preuve. (=) Soient n; = dim(F),) pour tout ¢ € {1,...,p} et n = dim(FE).
Supposons f diagonalisable et montrons que ny +ng + - - - +n, = n. Puisque
f est diagonalisable, il existe une base B de vecteurs propres de f telle que la

matrice associée a f dans cette base est diagonale. En notant Ay, Ay, ..., A,
les valeurs propres distinctes, de multiplicités respectives my, mo, ..., m,, on
a

P
VA €K xs(A) =det(Matg(f) — AL) [ [\ = V)™,
i=1
d’ott my +mg + - - - +m, = n puisque )y est un polynoéme de degré n. Donc

il suffit de montrer que n; = m; pour tout ¢ € {1,...,p} pour déduire que
n1+n2+---+np:n.
e Pourtouti € {1,...,p} les m; vecteurs propres de B correspondant aux

valeurs propres \; forment une famille libre. On a donc nécessairement
n; >m; Yie{l,...,p}. (2.2)

e D’aprés la proposition 2.3, la dimension d’un sous-espace propre est
inférieure ou égale a la multiplicité de la valeur propre a laquelle il est
associé. On a donc aussi :

De (2.2) et (2.3]) on déduit que n; = m; pour tout i € {1,...,p}.
(<) Supposons que n; +ng + - - - +n, = n et montrons que f est diagonali-
sable. Soient

1 2
Bi(w! ) 1<icny, Bo( 1zicnys - By )1zicn,
des bases respectives des sous-espaces Ey, Ey,, ..., E) . Tous les vecteurs
appartenant a ces bases sont des vecteurs propres. On considére la famille B
formée de 'ensemble des p bases By, Ba, . .., B,.
B= (ng),vgl), o ,vfllli,zjf),v;z), o ,1}7(1221, o ,ﬁp),vép), o ,117(172)
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C’est une famille libre dans E. Or, card(B) = card(By) + card(By) + -+ - +
card(B,) = n1 + ng + --- + n, et par hypothése ny +ng +--- +n, = n,
alors on obtient card(B) = n. Donc la famille (de vecteurs propres) B est
effectivement une base de F, car toute famille libre de n vecteurs dans un
espace de dimension n est une base, cela termine la démonstration. |

Remarque 2.4 Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement
si B est la somme directe des sous-espaces propres de f.

On déduit immédiatement de la propositionune condition suffisante (mais
non nécessaire) pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable.

Corollaire 2.3 Si un endomorphisme f € L(FE) admet n valeurs propres
deuz a deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Preuve. Si f admet n valeurs propres deux a deux distinctes, alors une
famille de vecteurs propres associés a chacune de ces valeurs propres est libre
et de cardinal n donc c¢’est une base. On a trouvé une base de vecteurs propres
de f donc f est diagonalisable. |

Exemples 2.3

21 0
1. Soit A= 01 -1 | e M3(R). Soit \eR. On a :
02 4

2—-X 1 0
0 1-X —1 [=2-NMNA=51+6)=—(A—2)*(A—-23).
0 2 4-)

La matrice A posséde ainsi une valeur propre simple (A = 3, on a
donc dim(E),) = 1) et une valeur propre double (A\y = 2). On vérifie
facilement que E), = Vect((1,1,-2)) et E), = Vect((1,0,0)). On a
donc dim(F),) = 1. La matrice A n’est pas diagonalisable car

dim(E),) + dim(E),) = 2 # dim(R?).
2. Reprenons l'exemple de la matrice A de M3(R) définie par

1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1
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Les valeurs propres de A sont \y = —1 (valeur propre simple) et Ao = 2
(valeur propre double) et Ey, = Vect((1,1,1)) et
E\, = Vect{(—1,1,0),(—1,0,1)}. Cette matrice est diagonalisable car

dim(E),) + dim(E),) = 1 + 2 = dim(R?).

Définition 2.8 (Polynéme scindé) Le nombre de racines (comptées avec
multiplicité) d’un polynome P € K[X] de degré p est au plus p. Si le poly-
nome P a exactement p racines (comptées avec multiplicité), on dit que le
polynome P est scindé.

Corollaire 2.4 Soit f € L(E). Si son polynome caractéristique Xy est
scindé a racines simples, alors f est diagonalisable.

Preuve. Les racines de x; sont les valeurs propres de f. L’hypothese im-

plique que f admet n valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable

d’apres le résultat précédent. |
On utilise aussi souvent la caractérisation suivante.

Théoréme 2.1 Soient f € L(E) et A1, Ag,..., A\, les valeurs propres dis-
tinctes de [ de multiplicités respectives my, ma, . .., my. Soient By, Ey,, ..., Ey
les sous-espaces propres correspondants. Alors f est diagonalisable si et seule-
ment si les deux conditions suivantes sont satisfaites

(1) Le polynome caractéristique x; de f est scindé sur K.

(11) Pour touti € {1,...,p} dim(E),) = m;.

2.6 Exercices

Exercice 13. Diagonaliser les matrices suivantes :

11 2 0o 2 -1 0O 3 2
A= 211, A= 3 —2 0 , A3 = -2 5 2
013 -2 2 1 2 =30
10 o PR
Ay=1 0 1 0 |, A5 = . .
1 —1 9 — —1 ¢ 1
1 1 1 1

Exercice 14. Soit f : R? — R3 I’endomorphisme définie pour tout
vecteur u = (z,y,2) € R? par

fu) = (42,2 4+ 2y + 2,20 + 4y — 2z).
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1. On note B la base canonique de R?. Donner la matrice associée & f
dans B.

2. Montrer que f est diagonalisable et déterminer les sous-espaces propres
de f.

3. Soit B’ une base de R? constituée de vecteurs propres de f et considé-
rons I'endomorphisme g = f2 — 9f +Id ot f2 = f o f o f. Calculer la
matrice associée & g dans B’ et en déduire la matrice associée a g dans

B.

Exercice 15. Soit £ = R3[X]. Pour un élément P de E, on considére
f(P) le reste de la division euclidienne de AP par B ot A = X% — 1 et
B=X'"-X.

1. Monter que f est un endomorphisme de E puis déterminer ker(f) et

Im(f).

2. Déterminer les valeurs et vecteurs propres de f.

Exercice 16. Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie et f et
g des endomorphismes de F vérifiant :

fog=golf.

1. Montrer que Im( f) et ker(f) sont stables par g.
2. La réciproque est-elle vraie ?
3. En déduire que f et g ont un vecteur propre commun.

Exercice 17. Soit o € R et f : R® — R3 I'endomorphisme dont la
matrice dans la base canonique de R? est

1 0 1
A, = —1 2 1
2—a a—2 «
1. Déterminer les valeurs propres de f.

2. Pour quelles valeurs de o I'’endomorphisme est-il diagonalisable ?
3. Pour a = 2. Calculer A%, k € N.

Exercice 18. Soit (a,b, c¢,d) € K% Montrer que la matrice

a ab 0 1
1 b 0 0
A= 0 1 ¢ cd
0O 0 1 d
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n’est pas diagonalisable.

Exercice 19. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE)
un endomorphisme de rang 1. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur f pour que f soit diagonalisable. Que peut-on dire lorsque f n’est pas
diagonalisable ?

Exercice 20. Soit f € L£(F). On suppose qu'il existe u,v € £ — {0} tel
que f(u) =wu et f(v) = —v. Montrer que f est diagonalisable.

2.7 'Trigonalisation d’un endomorphisme

2.7.1 Définitions et exemples

Définition 2.9

1. Un endomorphisme f € L(E). est dit trigonalisable s’il existe une
base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire.

2. Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable si elle est sem-
blable a une matrice triangulaire, c’est-a-dire s’il existe une matrice
P € GL,(K), et s’il existe une matrice triangulaire T € M,,(K), telles
que T = P~1AP.

Exemple 2.4 Considérons les matrices suivantes
3 —1 1 -1 2 —1
A_(1 1 > p_<1 ! > etT_(O . )
On vérifie alors [’égalité matricielle suivante :

L)L) 0d)

A\ g \ . o \a

~~ ~~

T p-1 A P

Ainsi A est trigonalisable.

2.7.2 Caractérisation de la trigonalisation

Théoréme 2.2 Soit f € L(F). Alors f est trigonalisable si et seulement si
X¢ est scindé dans K[X] (i.e. x¢ se décompose en un produit de polyndmes
du premier degré).
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Preuve. (=) Si f est trigonalisable alors il existe une base B telle que :

ayj; a2 ... Aaip
0 aoo ... Q9p

Mats(f)= . .7 . .
0 ... 0 apy

Utilisons Matg(f) pour calculer le polynéme caractéristique de f. On a :

n

VA €K x;(A) = det(Matg(f) — M,,) = [ [(aii — \).

1=1

puisque Matp(f) est triangulaire, ce qui montre que x est scindé.

(«=) Supposons le polynome caractéristique de f scindé sur K et montrons
qu’il existe alors une base de E relativement a laquelle la matrice associée a
f est triangulaire. Utilisons pour cela un raisonnement par récurrence sur la
dimension n de 'espace E. Le résultat est immédiat pour n = 1. Supposons-
le vérifié pour les espaces de dimension n— 1 avec n > 2. Soit F un K-espace
vectoriel de dimension n et soit f € L(E) tel que x soit scindé. Donc f
posséde au moins une valeur propre A\; € K. Désignons par v; un vecteur

propre de f associé & A;. Complétons vy par des vecteurs vy, . .., v, pour que
B = (v1,v9,...,v,) soit une base de E. Alors
()\ mio ... ... ... mln\
0
Mat =
(/) : v
\ 0 )

Donc x¢(A) = (A1 — A) det(M — Al,—1). D’autre part on a £ = Kv; & F ol
F =Vect(vs,...,v,). Soit g 'endomorphisme de F défini par :

Matg(g) =

Lo )
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Remarquons que pour tout i € {2,...,n} :
f(vi) = myvr + g(vi).
Ainsi pour tout u € F' il existe a € K tel que :
flu) = avy + g(u).

D’autre part on a évidemment g(£) C F. Donc g, € L(F) et Maty,, _,1(9,) =
M. Or xt(A\) = (A — A)det(M — A,—1) = (A — A)xar(A). Comme x s est
scindé, il s’ensuit que yjs est scindé et on peut appliquer I'hypothese de

récurrence. 1l existe une base (v5,...,v)) de F telle que :
a1 g ... Qqp

0 Qoo ... Q9
Mat gy, . oy(9),) = .n

0 ... 0 am
Comme F = Kvy @ F, B = {v,v),...,v,} est une base de E. Pour tout
Jj€42,...,n} il existe a;; € K tel que :

J
f(v;.) = a0 + Q(U}) = ay,;v1 + Z ;.
=2

Il s’ensuit que Matp (f) est triangulaire supérieure. m

Corollaire 2.5 Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension fi-
nie est trigonalisable sur C.

Preuve. C’est une conséquence du fait que C est algébriquement clos (i.e.
tout polynéme a coefficients dans C est scindé). |

Remarque 2.5 Si un endomorphisme f est trigonalisable alors sa matrice
dans une base appropriée est triangulaire supérieure et sur la diagonale prin-
cipale figurent les valeurs propres de f, chacune d’elle y figurant autant de
fois que son ordre de multiplicité dans x.

Corollaire 2.6 Si xs est scindé, c’est-a-dire si x (M) — A), alors

I
yam
>

tr(f) = i)‘i et det(f) = ﬁ)\i.
i=1 i=1
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Preuve. Soit A la matrice associé a ’endomorphisme f, alors

YA = det(A = A) = (A = Ao = A) .. (A — A) (2.4)

n

Le coefficient de A" dans (2.1)) est (—=1)""1 3" a;; car, dans le calcul du dé-
i=1

terminant, seul le produit des éléments de la diagonale de (A — AI) donne un

terme en A"~ 1. D’autre part, le coefficient de A"~ dans est (—1)"1 Zn: i
D’apres la relation (2.1)), on a x4(0) = det(A). D’autre part avec 1on
obtient x4(0) = (A1 — 0)(As — 0)... (A, — 0) = [ A .

En pratique, pour trigonaliser un endomorphigﬁe ou une matrice, on pro-

cédera en suivant pas a pas les étapes de l'exemple traité au paragraphe
suivant

1 -3 4
Exemple 2.5 Soit la matrice A= | 4 —7 8
6 —7 7

1-\ -3 4
AN =det(A—\L) = | 4 —7-A 8
6 -7 T-—2A
1—A —3 4
= | 242X —-1—)\ 0 Lo+ 2x Ly — Ly
6 7T T—A
1—X =3 4
= A+ 2 -1 0
6 —7 7= A

En développant par rapport a la troisiéme colonne on trouve
xa(A) = —(A+1)%(\ = 3).

Cherchons le sous-espace E), = ker(A — 313) associé a \y = 3 qui est a
priort une droite vectorielle représentée par

x —2r—-3y+42=0
(A=3L)1 y | =0<= (¢ 42— 10y+82=0 <—=222zr=y=2.
z 6r — Ty +42 =0

D’ou Ey, = Vect(uy) avec u; = (1,2,2).
Le sous-espace E), = ker(A + I3) associé 4 Ay = —1, valeur propre double,
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peut a priori étre de dimension 1 ou 2. Le systeme qui le définit est

x -2z —-3y+42=0 Y
(A+L)| y | =0<=1< 4dr—6y+82=0 <:>{ :23:
2 6r —Ty+82=0 y=

Donc E\, = Vect(uy) avec us = (1,2,1). Ce sous-espace étant de dimension
inférieure a 2, ordre de la valeur propre —1, A n’est pas diagonalisable.

En prenant pour base (uq, ug, u3) ot ug est un vecteur quelconque indépendant
de uy et us on aura la matrice triangulaire semblable a A :

3 0 a
T=1|10 -1 b
0O 0 -1

Pour préciser la matrice de passage ainsi que a et b, prenons pour ug par
exemple le vecteur e, de la base canonique de R?, ce choix est acceptable car
dans cette base

11
det(ul,uQ,el) =12 2 = -2 75 0.
2 1

o O =

Remarquons que uz = ey convient aussi, mais pas ug = es. La matrice de
1 11

passage est donc P=1 2 2 0

210
On peut trouver a et b en écrivant

T =P AP
mais il est plus simple de remarquer que

f(el) = auj + b’LLQ — €1
e1 + 4eq + Geg

avec
up = e+ 2e9 +2e3, us =e; +2e+e3, u3=e;

donc e3 = u; — ug, €1 = ug et

1 1
Uy = U3 + 269 + up — Uy — 62:—§U1+U2—§U3
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donc

fler) = fles3) = u3+4( — %ul + Uy — %u;;) + 6(u; — ug)

= 4U1 - QUQ — Us

3 0 4
Ainsia=4,b=-2etT =0 —1 =2
0 0 -1

Notons qu’il y a une infinité de changements de base permettant de trigona-
liser une matrice donnée.

Pour plus d’exemples sur la trigonalisation des endomorphismes voir I'exer-
cice 21, page 48.

2.8 Polyndéme annulateur, polynéme minimal et théo-
réme de Cayley-Hamilton

2.8.1 Polynémes d’endomorphismes

Soit f un endomorphisme de E. On rappelle que pour tout k € N*, f* est
défini par récurrence de la fagon suivante :

1 f0=1d.
2. Pour tout entier k > 1, f* = fo k1,

On a alors les propriétés suivantes, pour tout p,q € N on a :
1. fPo fi= fpHa = fio fr.
2 (7)1 = fr1 = (f1).

Définition 2.10 Soit P(X) = > a;. X* un polynome de K[X].

k=0
1. On appelle polynome de l'endomorphisme f € L(E) tout endomor-

phisme de la forme :
n

P(f) =) af*

k=0
2. De méme si A est une matrice de M,,(K), on pose

n

P(A) =) arA"

k=0
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Proposition 2.6 Soient f € L(E), P et Q deux polynomes de K[X] et
(A, 1) € K2, Alors

1. (AP + pQ)(f) = AP(f) + nQ(f).

2. (PQ)(f) = P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f) = (QP)(f).

3. Si B est une base de E, alors Matg(P(f)) = P(Matg(f)).

Remarque 2.6 Cette proposition ne dit rien d’autre que pour tout
f € L(E) Uapplication :

o0 KIX] — L(E)
P(X) — P(f)

1. est une application linéaire du K— espace vectoriel K[ X] dans le K—espace
vectoriel L(E).

2. ¥(P,Q) € KIXP%, @(PQ) = 4(P) 0 &(Q).

5. Dp(1)=f0=1Id

2.8.2 Polyndéme annulateur

Définition 2.11 On dit qu’un polynome P de K[ X] est un polynéme an-
nulateur de la matrice A € M, (K) ou de l’endomorphisme f € L(E) si
P(A) =0, ou si P(f)=0.

Exemples 2.4

1. Sip: E — E est une projection, X> — X est un polynéme annulateur
de p car p* = p.

2. Si f: E— E est une involution (un endomorphisme de E, vérifiant
f?=1d.), X?> — 1 est un polynéme annulateur de f.

Proposition 2.7 Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie admet un polynome annulateur non nul.

Preuve. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £/ de dimension
n. Alors, la famille (f*)g<p<,2 comporte n? + 1 vecteurs de I'espace L(E),
lequel est de dimension n? : elle est alors li¢e. Il existe donc une famille de
(ar)o<ken € K"+ de scalaires non tous nuls telle que

n2

Z akfk = 0.

k=0
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2

n
Par conséquent, le polynéme P(X) = > a; X% est annulateur de f.
k=0
|
Nous verrons dans le paragraphe suivant (théoréme de Cayley-Hamilton)
qu'en dimension n, on peut déterminer un polynoéme annulateur de degré

< n (le polyndéme caractéristique).

2.8.3 Théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoréeme de Cayley-Hamilton a été introduit par HamiltonEl dans le
cas particulier d’'un espace vectoriel £/ de dimension 4, plus tard CayleyEI
a donné une version dans le cas général d'un espace vectoriel de dimension
finie.

Théoréme 2.3 (Cayley-Hamilton) Soit f un endomorphisme de E, alors :

xs(f) = 0.
De méme si A € M, (K), alors x4(A) = 0.

Comme M, (R) € M, (C), il suffit de montrer le théoréme dans le cas ou
K =C.

lére démonstration (par la formule de la comatrice).

Commencons par rappeler la formule de la comatrice.

Proposition 2.8 Soit A € M,,(K), alors
A'Com(A) = det(A)I,. (2.5)

Appliquons la formule (2.5)) & la matrice A — X1, € M,,(K[X]) et adoptons
les notations suivantes :

n

xA(X) =det(A - X1,) = Z ap X" € K[X].

k=0
n—1
'‘Com(A—XI,) = A X" € M, (K[X)).
k=0

Alors, le polynome
(A= XI,)'Com(A— XI,) =) (AA; — A4_1)XF,
k=0

1. William Rowan Hamilton (1805-1865) : Mathématicien, physicien et astronome irlandais.
2. Arthur Cayley (1821-1895) : Mathématicien britannique.
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avec la convention A_; = A,, = 0 coincide avec y4(X)I,. En identifiant les
coefficients, on obtient, pour tout k € {0,...,n},

AAk — Ak,1 = akIn.

Mais alors,
xa(A) = Z ap AF
k=0
= ) (AA, - A AF
k=0
= A"A, —A°A 1 =0
car « tout se simplifie » . |

2éme démonstration (par les matrices triangulaires).

Soit f € L(F). Comme K = C, alors il existe une base B = {ey,...,e,}
dans laquelle T' = Matg(f) est triangulaire supérieure. Notons Ay,..., A\,
les valeurs propres de f telles que :

A
T=1| O
An

Posons Vy = {0} et pour tout k € {1,...,n}, soit Vi := Vect(ey,...,ep).

Alors on a

(f = MId)(Vy) C Vimr, ke {l,...,n}.

En effet, soit k € {1,...,n} et j € {1,...,k}. Comme T est triangulaire
supérieure il existe des scalaires aqj, ..., a;; tels que :

J
(f — )\kld) (6]') = Z Q€ — )\kej.
1=1

Sij < k,alors (f — A\gld)(ej) € Vi—1. Sij = k, comme oy, = Ag, on a aussi
(f — /\kId)(eJ) e Vi

Poursuivons maintenant la preuve du théoréme. Soit maintenant x € £ =V,,.
Alors

(f = MId)(2) € Viy . (f = Mcald) o (f = Md)(z) € Vo, ...,
(f = Aold) 0+ 0 (f — A\Id)(2) € Vi
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Comme V; n’est rien d’autre que le sous-espace propre associé a A; on a :
(f =Aild)o---o (f = Auld)(x) =0,

et comme xf(f)(x) = (=1)"(f — MId) o---o (f — AId)(2), il sensuit que

xs(f) = 0. u

2.8.4 Utilisation pratique d’un polynéme annulateur

2.8.4.1 Calcul de l'inverse

Proposition 2.9 Soit A € M, (R) admettant un polynéme annulateur P
tel que

d
P(X) = Zaka, avec d > 0 et ag = P(0) # 0.
k=0
Alors
;A
A= =) g At
Preuve. Puisque
d
P(A) = Z CLkAk =
k=0

il vient

et donc, en fait

d
1
Al =2 g AF L

Exemple 2.6 Calculons [inverse de la matrice

1 1 0
A= -1 0 0
2 0 -1

Soit P € C[X] un polynéome annulateur de A que l’on suppose non identi-
quement nul (on peut prendre par exemple P = x a, en vertu du théoréme de
Cayley-Hamilton).
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On a : xa(X) = X3+ 1, donc xa(A) = A3+ I3 = 0, on en déduit que
A~t = A?. Finalement, on obtient

1 1 0 1 1 0 0 —1 0
Al1=—1 =10 0 —10 0 =1 1 0
2 0 —1 2 0 —1 0 —2 —1

2.8.4.2 Calculs de puissances

Soit A € M,,(R) admettant un polynéme annulateur P de degré d. Alors
on peut calculer A* (k € N') en fonction de k sans effectuer aucune réduction
de la matrice A et ceci en se servant seulement du polynome P. En effet,
d’apres la division euclidienne dans K[X], il existe (Qy, Rx) € K[X]? tel que

X¥ = Qr(X)P(X) + Rp(X)
avec deg(Ry,) < deg(P) = d. Alors on trouve A% = Ry(A).

Exemple 2.7 Déterminons les puissances d’une matrice A € M, (C) de
polynéme annulateur (X — ).

Le reste de la division euclidienne de X* par (X — «)? est un polynome
de degré au plus 1 que nous noterons aX +b. On a donc :

XF=Q(X)(X —a)? +aX +b.

Reste a déterminer les valeurs des complexes a et b. Pour cela, nous spécifions
cette relation en a puis dérivons cette relation avant de spécifier en « (tous
les termes ot apparait Q s’annulent, car o est racine double de (X — «)?).

Nous obtenons :
of =aa+b
kaf—t = q

Finalement AF = ka* YA+ (1 — k)o*1,.

2.8.5 Polyndéme minimal

Comme l'anneau K[X] est euclidien, il est en particulier principal, donc
chaque idéal de K[X] peut étre engendré par un unique polyndéme unitaire
de degré minimal.

Proposition 2.10 Soit f € L(FE). Considérons le sous-ensemble de K[X]
sutvant :

I(f) = {P € K[X]; P(f) =0}
Alors
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L I(f) # {0}
2. Z(f) est un idéal de K[X] appelé idéal annulateur de f.

Preuve.
1. D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton, xf(f) = 0. Comme
deg x s = n, xs est un polynéme non nul et Z(f) # {0}.
2. L’ensemble Z(f) est clairement un sous-groupe additif de K[X].
Si PeZ(f) et Q€ K[X], alors QP € Z(f), car

(QP)(f) = Q(f) o P(f) = 0.

Définition 2.12 Soit f € L(FE). Le polynome minimal de f est l'unique
polyndme unitaire de degré minimal, noté py, qui engendre Z(f).
Autrement dit py est 'unique polynome unitaire de plus bas degré annulant

f.

Exemple 2.8 Déterminer le polynome minimal des matrices suivantes
4 1

A:<?_f>,B: 1 4

11

e Tout d’abord, le polynome caractéristique de A est x4(X) = (X — 2).
D’ou

=~ = =

a(X) = (X = 2) ou (X - 2)°

et puisque A — 215 # 0, alors pa(X) = xa(X) = (X — 2)2
o Comme xp(X) = (X —3)*(X —6), alors

pp(X) = (X = 3)(X = 6) ou (X —3)*(X —6).
Or (A —313)(A—613) =0. Donc up(X) = (X —3)(X —6).

Proposition 2.11 Soit f € L(E). Le polynome minimal jiy de f divise tout
polynomes annulateurs de f. En particulier, s divise le polynéome caracté-
ristique x ¢ de f.

Preuve. Soit P un polynome annulateur de f et montrons que py divise P.
Pour ce faire, on considere la division euclidienne de P par pir, qui s’écrit :
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ot deg R < degps. On a :
0=P(f) =Q()ns(f) +R(f) = R(f) =0
——

=0
et R(X) est un polyndéme annulateur de f de degré < degps. Forcément,
R =0 et ps(X) divise P(X).
En particulier (d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton) le polynome carac-

téristique x ¢ de f est un polynome annulateur de f alors (en vertu de ce qui
précede) oy divise . n

Proposition 2.12 Le polynome minimal et le polyndéme caractéristique ont
exactement les mémes racines.

Preuve. Soit A une racine de xs. Alors A est une valeur propre de f. Soit
un vecteur propre de f associé a A. Il est facile de voir que pour tout entier

i >0: f'(z) = Na. Donc si pup(X) = a; X", alors
i=0

k

0= pur(f)(x) = Zalf (i:az/\z>x_ﬂf (A)z.

1=0 1=0

Comme x est non nul car x est un vecteur propre, pus(A) = 0 et A est une
racine de pi¢.
Réciproquement, comme iy divise X, les racines de py sont des racines de

Xf- u
Comment trouver le polynéme minimal d’un endomorphisme ?

Théoréme 2.4 Soit f € L(E). On suppose que le polyndome caractéristique
X est scindé sur K :

XF(X) = (=1)"(X = A)"(X = X)) (X — A\p)™

ou A, ..., \p € K sont deur a deux distincts, et aq,...,ar € N* tels que
oy + -+ ap =n. Alors

(X)) = (X = X)X = N)2 (X — )

pour certains entiers : 1 < 6; < oy, 1 =1,...,k.

Preuve. Onnote 3, ..., B les multiplicités de 11 7(X) en les valeurs propres
Ay Ak Ona déja vu que 1 < f§; car py(A;) = 0. On a aussi 5; < o, la
multiplicité de A; dans x(X) car ps divise x. u
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Remarque 2.7 Pour trouver py, on applique a l'endomorphisme f chacun
des polynomes ayant la forme précédente et ceci en respectant ['ordre crois-
sant de leurs degrés. On s’arréte dés qu’on tombe sur le premier polyndome
qui annule f et ce sera le polynéme minimal de f recherché.

Exemple 2.9 On cherche le polynome minimal de la matrice A € My(R)
dans les différents cas suivants.

0100 0100 0100
A 0000 0010 0010
0001 0000 0001
0000 0000 0000
xa(X) | X* X4 X1
pa(X) | X2 X3 X1

2.8.6 Nouveau critére de diagonalisation

Théoréme 2.5 (Lemme de décomposition des noyaux) Soient f € L(F),
Py, ..., Py des polynomes de K[X]| premiers entre eux deuz a deux et

k
P =T] P, Alors :

i=1

ker(P(f)) = @D ker(P(f).

(énoncé similaire avec des matrices)

Preuve. Si k=1, le résultat est évident.
Si k= 2, alors P = PP, et P, et P, sont premiers entre eux. D’aprés le
théoréme de Bezoutrfl, il existe deux polynomes ()1 et (o tels que :

Q1P+ Q2P =1,
Il s’ensuit que :

Q1(f) o Pi(f) + Q2(f) o Pa(f) = 1d.
Soit = € ker(Py(f)) Nker(P2(f)) Alors la relation précédente entraine que :

z = Qi(f)(Pi(f)(2)) + Qa(f)(Pa(f)(x)) = 0.

3. Etienne Bézout (1730-1783) : Mathématicien frangais.
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Donc ker(Pi(f)) et ker(P2(f)) sont en somme directe.
Montrons maintenant que ker(P(f)) C ker(Pi(f)) + ker(P(f)) :
Soit = € ker(P(f)), alors :

r = Q1) (P(f)(@)) + Qo) (Pof) ().

Or :
Py ) Q1) (Pi(f)(2))) = Qi(f)(P(f)(z)) = 0.

) =
Done Q1(f)(PL(f)(2)) € ker(Py(f)). Deméme Qo(f)(Pa(f)(x)) € ker(P1(f)).
Finalement x € ker(Py(f)) + ker(Ps(f)).

Montrons que ker(Pi(f)) + ker(Px(f)) C ker(P(f))

Soit x € ker(Pi(f)), alors P(f)(x) = Po(f)(Pi(f)(x)) = 0 donc x €
ker(P(f)) et ker(Pi(f)) C ker(P(f)). De méme ker(Py(f)) C ker(P(f)).
Donc ker(P;(f)) + ker(Py(f)) C ker(P(f)). On a donc montré que :

ker(P(f)) = ker(Pi(f)) @ ker(Py(f)).

Soit k > 3 et supposons le théoréme démontré au rang k. Montrons que le
k+1

résultat est vrai au rang k+1. Soit donc P = @ P;, avec Py, ..., Py, Pyi1 des
i=1

polynomes de K[ X] deux & deux premiers entre eux. Le fait que le polynome

P41 est premier avec chacun des polyndomes P; (1 < i < k) entraine qu'il

est premier avec leur produit PP, ... Py. Il s’ensuit (d’apreés le cas "k = 2"

déja démontré du théoréeme) que l'on a :

ker P(f) = ker(P,Py ... P)(f) @ ker Py (f).

k
Mais comme ker(P(f)) = @ ker(P;(f)). (d’aprés 'hypothése de récurrence),

il en résulte que :

ker(P(f)) = @ker(P (f))

|
Nous arrivons maintenant a I'importante nouvelle caractérisation des en-
domorphismes diagonalisables annoncée au titre de cette section.

Théoréme 2.6 Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement si
son polynome minimal est scindé sur K et si toutes ses racines sont simples.

Preuve. (=) Supposons que f est diagonalisable. Soient Aq,..., Ay les
valeurs propres de f (comptées sans multiplicité - autrement dit Ay, ..., Ag
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sont distincts). Considérons le polyndme :

P(X) = (X = A1) ... (X = \p).

k

Comme f est diagonalisable, E = € E),(f). Donc soit x € E, alors il existe
i=1

(21, ..., xx) € Ex,(f) x -+ x E\(f) tels que :

x:xl—i_"‘—’_xk

P(f)(%)( 11 7 - Aﬂd)> ((f = Add)(2:)) = 0.
1<i<k

J#
Donc P(f)(z) = 0 pour tout x € E et P(f) = 0. Donc P est un polynéme
annulateur de f et py divise P. Comme les racines de py sont exactement les
valeurs propres Ay, ..., A, il s’ensuit que py = P et uy est scindé et n’a que
des racines simples.
(<) Supposons que g5 est scindé et n’a que des racines simples. Alors :

up(X) = (X = A1) .. (X = ).

et \i,..., A\, sont les valeurs propres de f. D’apreés le théoréme :

k k
B = ker(uy)(f) = @ ker(f = Aild) = P Ex,(f).

Donc E est la somme directe des sous-espaces propres de f ce qui signifie
que f est diagonalisable. |

Corollaire 2.7 Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement si
il existe un polynome annulateur de f qui est scindé et qui n’admet que des
racines simples.

Preuve. (=) On suppose que f est diagonalisable. Alors d’aprés le théoréme
précédent py est scindé et n’a que des racines simples. De plus c’est un
polyndéme annulateur.

(<«=) Réciproquement supposons qu'’il existe un polyndéme annulateur P de f
qui est scindé et qui n’admet que des racines simples. Comme g divise P,
il s’ensuit que py est scindé et n’a que des racines simples ce qui implique
d’apres le théoréme précédent que f est diagonalisable. |
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Exemples 2.5

1. Les projecteurs et les involutions sont diagonalisables car ils admettent

des polynémes annulateurs scindés o racines simples (respectivement
X2 - XetX?-1)

2. Soit A € M,(R) diagonalisable et G4 l'endomorphisme de M., (R)
défini par G4(M) = AM (multiplication a gauche par A). Montrons
que G 4 est diagonalisable.

Comme A est diagonalisable, il existe un polynéme P scindé a racines
simples, annulateur de A.

Un simple calcul donne que, pour tout M € M,(R), P(Ga)(M) =
P(A)M = 0 (c’est-a-dire Gpay = P(G4)), donc P est aussi annulateur
de G 4o qui est donc diagonalisable d’apres la caractérisation précédente.

3. Le seul endomorphisme nilpotent et diagonalisable est [’endomorphisme
nul. En effet, si f est un tel endomorphisme, alors f admet un polyndome
annulateur scindé a racines simples P et un polynome annulateur de la
forme X™. D’ou, P divise X et par conséquent P = X. Dot f est
l’endomorphisme nul.

2.9 Exercices

Exercice 21. Trigonaliser dans M,,(R) en donnant la matrice de passage,
les matrices suivantes

1 4 —2 2 2 -3 B,
A= 0 6 =3 |, 4= 5 1-5],A4=] -15 —6 11
~14 0 34 0 14 —6 11

Exercice 22. Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel tel que
f2 est diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si,

ker(f) = ker(f?).

Exercice 23. Soit A € M, (R) qui admet le polynéme anumulateur
X3 — X — 1. Montrer que det(A) > 0.

Exercice 24. Soit A € M,,(C) telle que
tr(A) = tr(A%) = - = tr(A" ).
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Montrer que A est diagonalisable ou nilpotente.

Exercice 25. Soit f € L(F), on définie 'endomorphisme de L(F) associé
par composition Gy : g — f o g. Montrer que uy = pg,.

Exercice 26. Soit n > 2 et A € M,,(K) une matrice de rang 1.
1. Montrer que puy = X? — tr(A4)X.

2. En déduire les puissances de A en fonction de A et I,,.

Exercice 27. Déterminer le polyndme minimal des matrices suivantes :

111 1 2 =2 3 0 8
A=1111|,B=121 -2 ] eC= 3 —1 6
111 2 2 =3 -2 0 =5

Pour chacune de ces matrices, dire si elle est diagonalisable ou non.

3 1 0
Exercice 28. Soit A= —4 —1 0
4 8 =2
A 000
1. Montrer que A est semblable & une matrice delaforme | 0 Xy «a
0 0 X

2. En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton, exprimer A", en fonction
den (n € N.)

-2 9 -3
Exercice 29. Soit A= -2 7 —1
-1 3 0

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. En déduire le polynéme minimal de A.
3. En utilisant le polynome minimal de A, calculer A~
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2.10 Sous-espaces caractéristiques et décomposition de
Dunford

2.10.1 Sous-espaces caractéristiques

Dans ce paragraphe f est un endomorphisme de E tel que x soit scindé

sur K. Soient A1, ..., Ay les valeurs propres (distinctes) de f. Alors :
k k
Xr(X) = (D" T =2, pwp(X) = [ (X =A%
i=1 i=1

On note d’autre part :
Oy, (f) == ker(f — MId)%, et My, (f) := ker(f — \Id)%.
On a bien entendu 1 < f; < «;.

Définition 2.13 Soit i € {1,...,k}. Le sous-espace vectoriel Cy,(f) s ap-
pelle le sous-espace caractéristique de [ associé a la valeur propre \;.

Remarque 2.8

e D’apres le paragraphe précédent, il est immédiat que :
EAz(f) C Mx\z(f) C C)\z(f)

e C)\.(f) et My.(f) sont stable par f (i.e. f(Cx.(f)) C C\.(f) et
F(My,(f)) € My.(f)). En effet, soit x € Cy\.(f), 1€ {1,...,k},

(f = NI (F(@)) = f o (f = MId)* () = 0.

Proposition 2.13 Soit f € L(FE). Alors :
1. Pour tout entier k > 0, ker(f*) C ker(f*+1).
2. Si j est un entier tel que ker(f7) = ker(f/1), alors :

Vk > j, ker(f?) = ker(f*).

3. Soit ig le plus petit entier tel que ker(f) = ker(f™!). Alors

Preuve.
1. Soit k € N et soit o € ker(f"), alors

fH @) = f(ff () = f(0) = 0.
Donc o € ker(f**1) et ker(f*) C ker(f*+1).
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2. Supposons que ker(f?) = ker(f’*!). Montrons que pour tout k& > j,
ker(f*) = ker(f**1). Soit = € ker(f*!) alors :

fk+1($) — f]+1(fk_]($)) —0.
Donc f*J(z) € ker(f#1), mais comme ker(f7) = ker(fit1),
fEi(z) € ker(f7), et :
P (@) =0 = ff ).

Donc x € ker(f*) et ker(f**1) C ker(f*). Mais d’aprés 1. on a aussi
ker(f*) C ker(f*!). Finalement ker(f*) = ker(f**!).

3. Soit 7o le plus petit entier tel que ker(f%) = ker(f*!). Considérons
I’application :

F: {0,...;ig} — {0,...,n}
k — dim(ker(f*))

D’apres le point précédent, on a :
dim(ker(f")) < - -+ < dim(ker(f")).

Donc F' est injective et il s’ensuit que 79 < n.
|

Définition 2.14 Soit f € L(E). On appelle indice de f le plus petit entier
io tel que ker(f") = ker(f™1).

Définition 2.15 On dit que f € L(F) est un endomorphisme nilpotent s’il
existe un entier p tel que fP = 0.

Remarque 2.9
o Siig > 0, alors d’apres la définition de ig et la proposition [2.15 on a
pour tout p > 1 :

{0} =ker(f*) C -+ S ker(f") =ker(f*) = - = ker(f**7)

e Si f est nmilpotente, l'indice iy de f n’est autre que inf{p; fP = 0},
c’est-a-dire indice de nilpotence de f.

Théoréme 2.7 Soiti € {1,...,k}. L'ordre de multiplicité B; de \; dans jiy
est l'indice de U'endomorphisme (f — \;Id). En particulier on a :

C/\z(f) - M/\z(f)
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Preuve. Les polynomes des ensembles {(X — A\)% ; 1 <1i <k} et

{(X —N)%; 1 < i <k} sont premiers deux & deux. Comme Y, et py
sont des polynomes annulateurs on a ker(xs(f)) = ker(us(f)) et d’apres le
théoreme 2.5 on a :

) k
E= @CAi(f) = @Mki(f)

Donc
k
dim(E) = > dim(C,(f)) = > dim(My,(f)

Donc i

§jmma —dim(My, () = 0.

=1
Comme dlm(CA (f)) — dim(M),(f)) = 0, on a dim(C),(f)) = dim(M,(f))
et Cy,(f) = M), (f) On en dedu1t donc que l'indice iy de (f — A\;Id) vérifie
Z.0 < 6@-

Supposons que 7y < ;. Cela signifie alors que
ker(f — \Id)% 1 = ker(f — A\;Id)%. Considérons alors le polynome

@m(IIw—Mmﬂyx—Ma@l
1<i<k

JFi

k
Soit x € E. Comme E = €@ M, (f), il existe (x1,...,2) € My, (f) x -+ %
=1

J_
M, (f) tel que : x = 1+ - - -+ ). Pour tout j € {1,...,k}. avec j # i on a
(f = \1d)P% () = 0 et comme ker(f — \Id)%~ = ker(f — \Id)P = M), (f)
on a (f A1d)% =L (z;) = 0. Donc pour tout j € {1,...,k} Q(f)(x;) =0
et :
Q(fu)(z) =

Ceci pour tout z € E. Donc () est un polynome annulateur de f. Mais
deg(Q) < deg(jf) ce qui contredit la définition de py. Donc iy = f;. u

Théoréme 2.8 Pour touti € {1,...,k} ona:
dim(Cy, () = @
a; est la multiplicité de la valeur propre \;.
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Preuve. On montre d’abord que dim(C),(f)) < «; par une preuve analogue
a celle de la proposition : posons n; = dim(Cly.(f)). Comme C),(f) est
stable par f, la restriction f; = f e\ () st un endomorphisme de C),(f). De
plus on a ker(f; — A\ilde, ()™ = C’i\i( f). Donc le polynome

Q(X) = (X — \;)™ est un polyndéme annulateur de f; et ceci montre que \;
est 'unique valeur propre de f;. Soit B; une base de C),(f) dans laquelle la
matrice de f; est triangulaire supérieure. On compléte B; par une famille de
vecteurs C de facon a ce que B = B; U C soit une base de E. Alors :

/ Ai Q2 ... Qip,
0o . : A
Matg(f) = D T py—1,
0O ... 0 Y
\ O B

On en déduit alors que :
x5 (X) = (A = X)"xp(X)
et donc (A, — X)™ divise xf(X). Cela implique que n; < ;. On a donc :

k k k
dim(E) =Y “dim(Cy,(f)) => n; <Y a; = dim(E).
=1 =1 1=1
On déduit que n; = «;. [

2.10.2 Décomposition de Dunfordf[]

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E : E=F®QG. Pour tout x de FE il existe un unique couple (p(z),q(x)) €
F x G tel que z = p(x) + q(x).

Proposition 2.14 Les applications p et q sont des endomorphismes de E.
p s’appelle le projecteur sur F' parallélement o G et q s’appelle le pro-
jecteur sur G parallélement a F.

Proposition 2.15 Soit f € L(E). Alors f est diagonalisable si et seulement
si il existe des scalaires A\q, ..., ;. et une famille de sous-espaces vectoriels
(F3)1<i<k tels que :

k k
E=(DFetf=) A\
1=1 1=1

4. Nelson Dunford (1906-1986) : Mathématicien américain.
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ol (pi)1<i<k est la famille de projecteurs associée a (F;)i1<i<k. Dans ce cas
Sp(f) =4{A,..., \e} et F; = E)\(f) pour tout i € {1,..., k}.

Preuve. (=) Supposons que f est diagonalisable. Par la proposition [2.4]
E est somme directe de ses sous-espaces propres :

E= @Exi(f)-

Si on note F; = E)\.(f) et (p;) la famille de projecteurs associée a cette
décomposition, il reste & montrer que f = > A\;p;. Pour montrer que pour

1
tout x de E, f(z) = > A\ipi(x), on peut, par linéarité, supposer qu'il existe
i
i tel que x € F; Alors, on a f(x) = Mz et Y \jpj(x) = Az, Donc I'égalité
J

est établie.
(<) Supposons maintenant qu'’il existe (F;) et ()\;) tels que

E-@F
f=2>Aipi

Alors, on vérifie comme ci-dessus que pour x € Fj, on a Y \jpj(x) = Az de
J
sorte que F; C E).(f). On raisonne sur les dimensions pour en déduire que

F;, = E\,(f) : linclusion déja établie donne dim(F;) < dim(E),.(f)). D’ou
dimE = > dim(F;) < > dim(E).(f)) < dim E, de sorte que toutes ces
inégalités sont des égalités, et donc F; = E),(f). Onen déduit E = @ E),(f)

et donc que f est diagonalisable. |

Théoréme 2.9 (Décomposition de Dunford) Soit f € L(E) tel que x;
soit scindé dans K[X]. Alors il eziste un unique couple (d,v) d’endomor-
phismes de E tel que :

1. f=d+v.

2.dov=vod.

3. d est diagonalisable et v est nilpotent.
k k
De plus si pup(X) = [T(X =X)% alors d = > A\ip; ot (pi)1<i<k est la famille
i=1 i=1
k
de projecteurs associés a la décomposition E = @ C\,(f) et lindice de v est
i=1

TZ@Q%-
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Preuve. Existence : On a E = @ C),(f). Soit (p;)1<i<k la famille de pro-
i=1
k
jecteurs associés a cette décomposition. Posons d = > A\;p; Alors d est un
i=1
endomorphisme diagonalisable (voir Proposition [2.15). Posons maintenant

v=f—d. Alors :

k
vzf—ZAip,—fosz ZA —Z f = Aild) op;.
=1 i=1

Montrons que dov = v o d.

k
vod = (Z(f AiId) opz> ZAJpJ

1=1

= > N(f—Aild) opiop;

1<i,j<k

= Z Ai(f —XNld) opjop;.

1<i,j<k

Puisque les sous-espaces Cy,(f) sont stables par (f — A;Id) pour tout
(¢,7) € {1,...,k}? alors (f — NId) o p; = pj o (f — NId). Donc :

vod = Z Ajp;jo (f —Nld) op;
1<4,5<k
= dov.

Montrons maintenant que v est nilpotent d’indice r = Ima>§€ (8;). Comme les
<1<

sous-espaces C),(f) sont stables par (f — A\;Id) pour tout ¢ € {1,...,k}, on
a

— N1d)" o p;.

le

Or r > f3; pour tout i € {1,..., k}, et f; est I'indice de f — \;Id d’apres le
théoréme 2.7, Donc ker(f — MId)" = ker(f — \1d)% = C) (f).

Soit x € E. Alors pour tout i € {1,...,k}, pi(x) € ker(f — A\;Id)". Donc
pour tout x € E, v"(x) = 0 ce qui signifie que v = 0 et v est nilpotent.
Soit j € {1,...,k}, tel que B; = r. Alors dans ce cas

ker(f — M\1d) ™! C ker(f — A\1d)" = Oy (f).
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Donc soit & € Cy,(f) \ ker(f — X;Id)" 1. Alors p; () = 0 pour tout i # j et :

k

V) = S0 = N (i) = (F = M) ).

=1

Donc v est nilpotent d’indice 7.

Unicité : Soit (d',v') un autre couple vérifiant les hypothéses 1, 2 et 3 du
théoréme. On remarque d’abord que fod = d o f, donc pour tout
ie{l,...,k}, les sous-espaces C'y.(f) sont stables par d’ (pour tout

v € O\ (), (f = NId)i(d'(2)) = d"o (f = Nild)(z) =0 ).

Comme d|¢, (y) = Ailde, () on en déduit que dod’ = d' o d sur C),(f). Ceci

k
étant vrai pour tout ¢ € {1,...,k}, comme F = @ C),(f) on en déduit, que
i=1

d et d’ commutent. De plus d et d’ sont diagonalisables d’aprés la Proposition
2.15 on peut donc les diagonaliser dans une méme base, ce qui prouve que
d' — d est, diagonalisable.

Commev=f—d,vV=f-—detquedod =d od, vetr commutent.
Soient r et r’ les indices de v et v/ respectivement, on a donc :

-y = 3 (T j: Tl) V(—1)Y =0

i+j=r+r

(dans chaque terme de cette somme, on a soit, ¢ > r, soit 7 > 7). Donc
v — v =d — d est nilpotent. Or nous avions montré que d’ — d est diagona-
lisable, donc d' — d = 0 (le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent
est 'endomorphisme nul). Autrement dit, d = d’ et donc v = /. |

Exemple 2.10 Soit f l'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
canonique est la matrice A définie par

7T 3 —4
A= -6 -2 5
4 2 -1

La partie diagonalisable d et la partie nilpotente v de f sont les endomor-
phismes dont les matrices respectives dans la base canonique sont G et H

avec
31 —1 4 2 =3

G=| 2 2 -1 et H=| -8 —4 6

4 2 -1 0O 0 O
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Nous verrons ultérieurement (voir page 61) suivant quelle méthode nous
avons obtenu les expressions des deux matrices G et H. Nous pouvons néan-
moins vérifier les points suivants :
. A=G+ H.
33— 1 -1
- xe(A) =det(G — A\3) = 2 2—-X -1 = —(1-X)2%2-\).

4 2 1=
La matrice G posséde une valeur propre double (A = 1) et une valeur propre
simple (Ao = 2). Elle est diagonalisable puisque dim(E),) = 2 et dim(FE),) =
1.
3. La matrice H est nilpotente puisque H? = 0.

. Le produit des deux matrices G et H est commutatif : G x H=H x G.

Remarque 2.10 Attention, la décomposition de Dunford d’une matrice n’est
pas simplement 'extraction des coefficients diagonaux (méme si elle est tri-
angulaire). Par exemple, la matrice
110
A=10 21
003
est diagonalisable, car elle admet trois valeurs propres distinctes (qui se lisent

sur la diagonale de cette matrice triangulaire), donc est sa propre décompo-
sition de Dunford.

2.11 Réduction de Jordan

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension n.
Notons A, Ag, ..., A, les valeurs propres distinctes deux a deux, de multi-
plicités respectives mq, mo, ..., m,. On peut affiner le résultat du théoréme
2.2] et montrer que si le polynome caractéristique de f est scindé sur K
(m1 4+ -+ + m, = n), alors I'endomorphisme f peut étre représenté, dans
une base convenable (dite base de Jordan) par une matrice (dite matrice de
Jordan) diagonale par blocs de la forme :

Jlol...]o

s | ol ;
‘ 0

0 0 [J,
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Définition 2.16 On appelle bloc de Jordan d’ordre m; toute sous-matrice
(Ji)1<i<p d’ordre m; a coefficients dans K définie par :

Ji = Nl + N,

ot I, désigne la matrice identité d’ordre m; et ot la matrice N; est définie

par :
[0 67 o0 0
0 0 6 z
N; = : e . 0
0 0 0 o,
\ 0 0 0 0

ou st ... 6% e{o0,1}.

Lorsque f est diagonalisable, on obtient simplement 59 = (59 = ... =
57(,? _; = 0 mais lorsque f est seulement trigonalisable, on obtient que J est

la plus simple des matrices triangulaires représentant f. Donc il s’agit bien
d’une réduction particuliére de f qu’on nomme forme réduite de Jordanﬂ.En
un certain sens, la réduction de Jordan est la plus poussée que l'on puisse
obtenir.

Il est a noter que la réduction de Jordan fournit une version matricielle de
la décomposition de Dunford (voir théoréme . En effet, on remarque que
I’on peut décomposer la matrice J comme la somme d’une matrice diagonale
D et d’une matrice nilpotente N :

J=D+ N,
avec D x N =N x D.

Théoréme 2.10 (Jordan) Soit f € L(E) tel que son polyndome caractéris-
tique xr soit scindé sur K. Alors il existe une base B de E dans laquelle la
matrice de f ait la forme :

Jy 0 |...]0
01| J |- :
Matg(f) = | —2 ;
0 0 |J,

ou les J; sont des blocs de Jordan.

5. Camille Jordan (1838-1922) : Mathématicien frangais
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Ce qui se reformule aussi :

Théoréme 2.11 (Jordan, version matricielle) Si A € M, (K) a son
polynéme caractéristique scindé sur K, alors A est semblable (sur K) a une
matrice de Jordan, c’est-a-dire s’il existe une matrice P € GL,(K), telle
que

Lo ..o
piap— | Ol
o
0.0 J

Nous admettons ces théoremes, mais nous verrons sur des exemples comment
obtenir la réduite de Jordan.

Quelques propriétés simples de blocs de Jordan J; :

Soit x4 le polynéme caractéristique et g4 le polyndme minimal de A tels
que :

(X = )%, wa(X) = [J(x =A™

1 1=1

xa(X) = (=1)"

p p
1=

Alors
1. Le nombre de blocs de Jordan associés a A; est égal & dimker(A — \;).

2. La somme des tailles de tous les blocs de Jordan correspondant & une
valeur propre \; est égale a sa multiplicité «; dans x 4.

3. Le plus grand bloc de Jordan correspondant a une valeur propre \; est
d’ordre (; la multiplicité de \; dans 4.
les exemples suivants montrent comment factoriser une matrice sous forme
normale de Jordan :

Exemple 2.11 Nous reprenons l’exemple de lendomorphisme f de R3
(voir page 51) dont la matrice dans la base canonique B. = (eq, ez, e3) est

7T 3 —4
A=| -6 -2 5
4 2 -1
1. On commence par calculer le polynéme caractéristique de A :
7T—A 3 —4
xa(A) =det(A—M3)=| -6 —-2—X 5 = —(1-XN?*2-X)
4 2 —1-A
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2. Détermination des sous-espaces propres :

La valeur propre \y = 2 est de multiplicité 1. Le sous-espace propre associé
E\, =ker(A —2I3) = {v € R® | Av = 20} sera de dimension 1. Apreés cal-
culs, on trouve que Ey, = Vect(vy) ot vy = (1,1,2). Comme la multiplicité
de 2 dans x4 est 1, alors la valeur propre 2 sera juste associée a un bloc de
Jordan de taille 1 x 1.

La valeur propre Ao = 1 est de multiplicité 2. Il faut déterminer le sous-
espace propre associé B\, = ker(A — I3) = {v € R3 | Av = 2v} Apres
calculs, on trouve que E), = Vect(vy) ot vg = (—1,2,0). Comme E), est
un espace vectoriel de dimension 1, alors que 1 est racine de multiplicité 2,
la matrice A n’est pas diagonalisable et on sait alors que la valeur propre 1
sera associée a un bloc de Jordan de taille 2 x 2.

3. Base de Jordan :

J = = P 'AP (2.6)

S O N
S = O
— = O

Pour déterminer P, mettons P en vecteurs colonnes P = [vy,v9,v3], alors
AP = PJ, ce qui donne

Avl = 21)1

AUQ = V2

Avg = v9 + v3

Donc on cherche v3 € R? tel que dans la base By = (v1,v2,v3) on a la forme

(2.6). Soit v3 = (x,y, 2), alors
6x + 3y — 42z = —1

A03202+U3¢>(A—[3)U3:1}2 <~ —6r — 3y + 52 =2
dr +2y — 22 =0
< 2=1
doe +2y =2

Donc vg = (0,1,1) convient.
Ainst la matrice de passage de B. a By est

1 -1 0 2 1 -1
P=|1 2 1] etona P '= 1 1 -1
2 1 1 —4 -2 3
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D’apres le théoreme la forme réduite de Jordan associée a f est
J =D+ N avec

200
D=|1010 et N =
001

S O O
o O O
oS = O

OnaJ =P tAP, d'ou
A=PJP'=PD+N)P'=PDP '+ PNP L

Posons G = PDP~! et H = PNP~'. On vérifie :

3 1 —1 1 —1 0 200 2 1 -1
2 2 —1 = 1 2 1 010 1 1 -1
4 2 —1 2 0 1 001 -4 -2 3
el P D P
4 2 -3 1 -1 —1 2 00 0020
-8 —4 06 = 1 2 1 010 0 01
0 0 0 2 0 1 0 01 0020
H P N Pt

On retrouve les expressions de G et H données en page 56. Donc
A=G+ H.

La matrice G (respectivement la matrice H ) est la représentation matricielle
dans la base B, de la partie diagonalisable d (resp. de la partie nilpotente v)
de [’endomorphisme f.

Exemple 2.12 Déterminer la réduite de Jordan J de la matrice

-1 -2 -3 -3 -3
o 1 1 0 0
A= o o0 1 1 1
11 1 2 3
-1 -1 -1 -1 =2

1. xa(\) =det (A= A5) = —(A—=1)> (A + 1), les valeur propre de A,
sont (A = 1) triple et (A\y = —1) double.
2. Cherchons une base de vecteurs propres pour J :
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o Pour \y =1

(20 —2y—32—3t—3w=0
z=10

v = (z,y,2,t,w) € B < < t+w=20
z+y+z+t+3w=0
—x—y—z—t—3w=0

N 7

On trowve v1 = (1,—1,0,0,0).
Cherchons ve, v3 tels que Avy = vy + vy <= (A — I3)ve = vy, et Avg =
v + v3 <= (A — I3)v3 = v9, on trouve vy = (0,1,—1,0,0) et v3 =
(0,0,1,-1,0).

o Pour \g = —1

([ —2y—32—-3t—3w=0
z+2y=20
vy = (z,y, 2, t,w) € B < < t+w=0
THy+2+3t+3w=0
—rx—y—z—t—w=0~0

on trouve vy = (0,0,0,1, —1).

Cherchons vs tel que Avs = vy — vs <= (A + I3)vs = vy, on trouve
Vs = (1, 0, 0, 1, —1)

Donc, dans la base By = (v, v9, V3,04, 05), ON a :

110 0 0
011 00

J—( g 3 )— 00 1 0 0
2 000 ]| -1 1

000 /| 0 —1
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Ainsi la matrice de passage P est

1 0 0 0 1 o -1 -1 -1 —1
-1 1 0 0 0 0O 0 -1 -1 -1
P = O -1 1 0 O etona Pt = O 0 0 -1 -1
O 0 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 -2
0O 0 0 -1 -1 1 1 1 1 1

2.12 Application de la réduction au calcul des puis-
sances d’une matrice et aux suites récurrentes

2.12.1 Calcul des puissances d’'un endomorphisme

Soit f € L(E) tel que xy soit scindé sur K. Soient Ay, ..., \; les valeurs
propres (distinctes) de f. Alors :

xr(X) = (=1)"

7

(X =), pp(X) =] J(x =)™

k k

On rappelle d’autre part que :
ker(f — AId)P ™! C ker(f — \Id)% = ker(f — \Id)% = Oy, (f).

et que 1 < B; < oy = dim(C),(f)).

D’aprés le théoréme , il existe un unique couple (d, ) d’endomorphismes
de E vérifiant les propriétés 1,2,3 du théoréme. Notons m l'indice de v. Soit
p € N, alors comme d et v commutent on peut appliquer la formule du
bindéme de Newton ce qui donne

p
P _ P\ p—i i
f _Z@d .
1=0
Sip > m, alors :

m—1
fr= Z (f) AP

1=0

k

Considérons une base de E' définie par B = |J B; ou pour tout i € {1,...,k},
i=1

B; est une base de C),(f). Dans ce cas comme E) (f) = C),(f) pour tout
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ie{l,....k},ona:

Matgp(d) = O 0)

K Ak)

et Matp(v) = Matg(f — d). De plus comme C).(f) est stable par v, en
posant A = Matg(f), D = Matg(d) et N = Matg(v) alors A est une
matrice diagonale par blocs et pour p > m on a :

m—1
=3 (f) DPN,

1=0

On sait calculer les puissances de D. Il reste a calculer N2,..., N™~1.

2.12.2 Suites récurrentes
Soit (u,) une suite a valeurs réelles.

Définition 2.17 Une relation de récurrence d’ordre k est une relation véri-
fiée par la suite (u,) du type :

Upik = Qp—1Upik—1 + AQp_oUpig—2 + ...+ apu, n €N (2.7)

Cette relation de récurrence est équivalente a la relation de récurrence ma-

tricielle :
XTH—l - AXn n N

ap—1 Q-2 ... ... Q
Up+k—1 1 0 T {
ou X, = : et A= 0 1 - : € M(K).
Up, : el el el
0 ... 0 1 0

Un calcul facile permet de voir que pour tout n € N, X,, = A, X et

xa(A) = (=DFOF —ap M — oo — ) — ap). (2.8)
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Exemple 2.13 Considérons la suite récurrente suivante
Upt3 = Upg2 + 8Upy1 — 12u, n €N

La matrice A définie comme ci-dessus vaut :

2
A:

[ QS
— O 00

—1
0
0

D’apres la relation (2.8), on a

xa(A) = —(A* = A7 —8A +12) = —(A = 2)*(A + 3)

Donc les valeurs propres de A sont 2 et —3 de multiplicités respectives 2 et
1

La décomposition de Dunford de A s’écrit ici P~'AP = D + N, avec

4 0 -9 200 20 0 0 —1 0
p=(213 |, P'=|l0o10],D=(02 0 |,N=|0 0 0
11 -1 001 00 —3 0 0 O
Comme N est nilpotente d’indice 2, on déduit que pour n > 1 :
Up+2 Uz Uz
U1 | A" | w | =P(D+N)"P'| v | = P(D"+nD" 'N)C
U, U Uo
U2 1
o C=P 1|l w | =1 & |. Donc
Uug C3
Upt9 4 0 -9 n —p2nl 0 c1
Up1 | =1 2 1 3 0 2" 0 C2
Up 11 —1 0 0 (—=3)" 3

et
Uy = 12" + co(—n2" T+ 27) 4 c3(—3)".

Les coefficients inconnus cy, co, cg sont déterminés par les valeurs wug, uy, Us
de la suite.
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2.13 Exercices

Exercice 30. Déterminer les sous-espaces caractéristiques des matrices
suivantes

2 1 1 2 0

3 1 2 4 4 3 5 =2

A= 1 2 1 |, 4= 0 0 1 1 0
—2 —1 -1 —2 -1 -1 -1 1

2 2 2 4 1

Exercice 31. Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel. Montrer
que f est diagonalisable si, et seulement si, pour tout A € C,

dim(ker(f — AId)) = dim(ker(f — AId)?).

Exercice 32. Calculer la réduite de Jordan pour chacune des matrices
sulvantes :

10 0 11
30 —1 4111(1)_03 12 —-111
Ai=[22 -2 |, A= 2010,143:11011
10 1 411 o 00 0 21
00 0 02
~11 0 0 0
1 0-10 0 _32_21?‘(1
Ay = -3 2 1 0 0 , A5 = ,aeR
0 0 2 1
~5 4 3 3 —1 0 0 10
54 3 1 1
1 -1 1
Exercice 33. Soit A= -1 2 0
—2 3 0

1. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

2. Calculer la réduite de Jordan J de A.

3. Montrer que J = D + N avec D diagonale et N nilpotente, Calculer
A" n eN.
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Exercice 34. Déterminer la décomposition de Dunford d’'une matrice de
M (C) de trace nulle.

Exercice 35. Soit A € M3(C) de décomposition de Dunford A = D+ N
avec D diagonalisable et NV nilpotente qui commutent. Montrer qu’il existe
un polynome P € C[X] tel que P(0) =0 et N = P(A).

Exercice 36. Soit A une matrice de M5(R) semblable a la matrice B
sulvante :

21000
02100
B=]100220020
00021
0000 2

1. Déterminer les valeurs propres de A et le déterminant de A.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer dim ker(A — 2I), dimker(A — 27)3, dimker(A — 27)%.
4. Donner le polynéme minimal de A.

Exercice 37. Résoudre les systémes de suites suivants

= 2
s { N 1 e

Upi1 = QUy, + v, + 1
2. (SQ){ Vit = Bty + vy +2 up=1,v9=0et a,8 € R
Upt1 = 2U, + v, — 3w,
3. (53) ¢ Va1 = —uUy + wy ,uo= 1,9 =1, wg = —1
Wp4+1 = —Up + Uy

Exercice 38. Soit une suite récurrente réelle donnée par la relation de
récurrence
Upto = DUpi1 — Oy, ug = 1,u7 = 5.

Exprimer u,, en fonction de n, n € N.
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Exercice 39. Soit A € My(R) telle que
A3 =5A — 215,

1. Déterminer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de A.
2. Ecrire la forme réduite de Jordan de A.

3. Soit (uy)nen une suite récurrente linéaire réelle satisfaisant la relation
de récurrence

Upts — OUps1 +2uy, =0, ug =1,uy = —1,us = 0.

Déterminer le terme général u, en fonction de n et les premiers termes
Up, Uy, U2.

Exercice 40. Soit A =

o = O
— O O
o O =

1. Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de A. A
est-elle diagonalisable ?

2. Calculer A42,
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CHAPITRE 3

Exponentielle d'une matrice et
Application aux systemes
différentiels linéaires

Dans toute la suite le corps K considéré est R ou C.

3.1 Exponentielle d’'une matrice

Dans cette section, on présente quelques définitions et propriétés remar-
quables sur ’exponentielle d’'une matrice carrée.

Définition 3.1 On appelle exponentielle de A € M, (K), la somme de la
série normalement convergente

Ak:
A _
e = Z?
k>0

Exemple 3.1 Si A est la matrice diagonale

M 0O ...0 Moo
k- :

A= 0 .)\2 . alors A" = O _/\2 O ;
0 ... 0 X\, 0 ... 0 M
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> e v o=

et donc

erM 0 0
A2 :
GA _ 0 e :
: 0
0 0 et

Proposition 3.1 Soit A, B € M, (K) et P € GL,(K).
Si AB = BA, alors eeP = A8 = eBel ¢t Be! = 4B.
() =4,

eP AP — p-leAp

Pour tout t € R, on a e'"A = e A.

Proposition 3.2 Si on considére la fonction fq : R — M, (R) définie pour
A fixé par fo(t) = €', cette fonction est C* et pour tout t € R,

fa(t) = Afa(t) = fa(t)A.

Preuve. Il s’agit de remarquer que tA et t’ A commutent pour tous t,t € R.
On a donc, pour h € R tendant vers 0,

Jalt+ 1) = fa()fa(h) = fa(®)(1+ hA + o(h%)),
car fa(t) est une série entiére en A. On a donc

falt+h) — fa(h)
h

ce qui démontre que f4 est dérivable en t de dérivée Af4(t) (ou fa(t)A car
ils commutent). m

= Afa(t) + o(h),

3.2 Calcul pratique de I’exponentielle d’'une matrice

De maniére générale si A € M,,(K) et si son polynome caractéristique est
scindé, alors d’aprés le théoréeme (2.9)) (décomposition de Dunford), il existe
une matrice D diagonalisable et une matrice N nilpotente telles que :

1. A=D+ N
2. DxN=NxD
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Puisque D et N commutent on a :

Comme la matrice D est diagonalisable il existe P € GL,(K) telle que :

M O ... 0
pipp—| Y A2
o 0
0 ... 0 )\,

D’autre part N est nilpotente donc il existe un entier p < n tel que N? = 0.
Donc :

3.3 Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

L’une des propriétés fondamentales de ’exponentielle d'une matrice réside
dans le fait qu’elle est intimement liée & la résolution des équations linéaires
a coefficients constants.

Définition 3.2 Soit n € N* Pour tout i € {1,...,n} soitb; : I — K une

fonction continue et pour tout (i,7) € {1,...,n}* soit a;; € K.
. Le systeme :
Yi = auyit ... +ay. + b
(SL) : :
yylz — anlyl+ - . +annyn + bn

s’appelle systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.
. Le systeme :

Yy = anyit+ ... +awmys
(SH) ~ : :

/

Yo = Y1+ .. TanaYn

s’appelle systéme différentiel linéaire homogéne associé a (SL).
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Résoudre (SL) ou (SH) revient a trouver un intervalle non vide J C I et

des fonctions v, ..., y, dérivables sur J et vérifiant le systéme considéré.
Y1 b1

Si on note A = (ajj)1<ij<n, ¥ = | et B=| : |,alors:
Yn bn

(SL) < (L) Y =AY +B

et
(SH) < (H) Y'=AY

Résoudre (£) ou (H) revient a trouver un intervalle non vide J C I et une
fonction Y : J — K" dérivable sur J et vérifiant respectivement (L) ou

(H).

3.3.1 Systéme différentiel linéaire homogéne

Notons C(I,K") I'espace vectoriel des fonctions continues de I dans K".

Théoréme 3.1 L’ensemble Sy des solutions sur R de H : Y’ = AY est un
sous-espace vectoriel de C(R,K™) de dimension n. Plus précisément :

Sy = {t — €C o0 C € K"}.

De plus pour tout (tg,Yy) € R x K" il existe une unique solution Y de H
telle que Y (to) = Yp.

Preuve. Il est clair que la fonction nulle appartient & Sy et que si (Y1, Ys) €
5% alors pour tout (, 8) € K*

aYy + fYs € Sy

Donc Sy est un sous-espace vectoriel de C(R, K").
Maintenant soit Y € Sy et soit X (t) = e 'Y (¢). Alors :

X'(t) = —Ae Y (t) + e Y (t) = —Ae MY (1) + e M AY (1) = 0.

Car A et e~ commutent. Donc il existe C' € K" tel que X (t) = C pour
tout t € Ret Y (t) = 40,

La réciproque est facile a vérifier : pour tout C' € K" la fonction

t — Y (t) = e"C est solution de Sy.

D’autre part soit (Zg, Yp) € R x K" Alors :

Y (ty) = Yy <= 40 = V) <= C = e 1Y),
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3.3.1.1 Meéthodes de résolution
Cas ou A est diagonalisable :

Théoréme 3.2 Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable. Notons A1, ..., A\,

les valeurs propres et (vy,...,v,) une base de de vecteurs propres associés.
Alors
Su =1 tr— 3 ety o : e K» (3.1)
i=1 c

Preuve. Supposons A diagonalisable. Il existe alors une matrice D diagonale
et une matrice P inversible formée par n vecteurs propres (vy,...,v,) telle
que A= PDP !,

Posons X = P7'Y (donc Y = PX ). L’équation H : Y’ = AY devient une
équation de X’ :

X' =P Y =P 'AY = P'APX = DX.

Ainsi X est la solution d'un systéme différentiel diagonal :

Ty =M cret
d’ou X(t) = :
=\, c et
Enfin, Y = PX donne alors : Y (t) = cieMvy + -+ + ¢,eMto,. m

Exemple 3.2 Résoudre le systeme différentiel

2 —1
Y' =AY, avec A= 1 0
1 -1

DN = =

D’apres un calcul stmple, on a

)\1 = 1, V1 = (1, 1,0) et Vo = (—1,0, 1)
Ao =2, vg = (1,1,1).

La matrice A est diagonalisable, donc d’apres (3.1)), on a :

)

1 —1 1
Yt)=ce' | 1 | +ee'| 0 | +ee®| 1
0 1 1
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y1(t) = cret — coe! + cze?
y2(t> = clet + 63€2t ,C1,C9,C3 € R
yg(t) = c2et + 63€2t

Cas ou A est une matrice carré quelconque :

Supposons que le polynéme caractéristique de A est scindé sur K, donc la
décomposition de Dunford permet d’écrire A sous la forme « diagonalisable
-+ nilpotente ». Autrement dit, il existe une matrice inversible P telle que la
matrice P"'AP = D + N avec D diagonale, N nilpotente et ND = DN.
On note cette matrice B = P"1AP = D+ N. (B est une matrice de Jordan,
ou méme une matrice triangulaire quelconque).

Posons X = P7'Y (donc Y = PX ). L’équation H : Y' = AY devient une
équation de X' :

X' =P %W =P 'AY = P'APX = BX.

les solutions X (t) sont données par X (t) = e'2C ou C € K". D’autre part

tB _ t(D+N)

B — _ oDt Nt

et les matrices eP? et eVt sont faciles a calculer.
Finalement, on obtient Y (t) = PX (t) = e'BC avec C € K".

Exemple 3.3 En utilisant a nouveau la matrice A des exemples 2.5 et 2.10,
cherchons a résoudre le systeme différentiel

7 3 -4
Y' =AY avec A=| -6 =2 5
4 2 -1

On a montré que la forme réduite de Jordan associée a A est :
J=P'AP=D+N

avec

D est bien diagonale, N est nilpotente, car N> =0 et DN = ND.
Posons X = P7YY (doncY = PX ). L’équation devient une équation de
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X: X' =JX
Les solutions de X' = JX sont X(t) = ¢’'C, C € R3.

e 0 0 100
eP'=| 0 e 0|, M=T+Nt=|011¢
0 0 € 001
Ainsi
e 0 0
ot — DtoNt _ 0 e tet
0 0 ¢
Les solutions du systéme Y' = AY sont
et —et —tet c1
Y(t)=PX(t)=| e 2 (2t+1)e Ca
2¢* el (t+1)é C3

D’ou
y1(t) = c1e? — coet — czte?
Yo (1) = cre® + 2coe! + c3(2t + 1)ét ,C1,C2, 03, €ER
y3(t) = 2c1e® + coel + c3(t + 1)ét
Remarque 3.1 On remarque que dans les deuzr cas, le calcul de P~' est
wnutile.

3.3.2 Systéme différentiel linéaire non homogéne

Soient I un intervalle de R, B : I — K" une fonction continue et

A e M, (K).

Théoréme 3.3 On suppose que [’ensemble Sy des solutions de
L:Y' =AY + B est non vide. Soit Z € Sy Alors :

Sp = {t — "C + Z(t) ou C € K"}.
Preuve. Soit Y une solution de £ sur I. Alors :

Y —=2)(t)=Y'(t) - Z'(t) = (AY(t) + B(t)) — (AZ(t) + B(t))
= AY(t)— Z(t)).
Donc Y — Z est solution de ’équation homogeéne H : Y’ = AY. Donc
Y(t) = eC + Z(t) ou C € K"
Réciproquement, on vérifie facilement que toutes les fonctions de la forme
Y (t) = eC + Z(t) pour tout t € I sont des solutions de L. m
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Théoréme 3.4 Pour tout ty € I :

Z: I — K" (3.2)
t — Z(t) = [, e"I4B(s)ds. '
est une solution de L.
Preuve. Soit Z(¢ ft elt=9)4 B(s)ds pour tout t € I. Montrons que Z est
une solution de [,
t
Z(t) = / e B(s)ds
to
t
= / ete 4B (s)ds (car tA et —sA commutent)
t
.
= etA/ e B(s)ds.
to
De plus
t
Z't) = AetA/ e *AB(s)ds + e ' B(t)
to
= AZ(t) + B(t).
D’ot le résultat. u

Remarque 3.2 On a

. Les solutions de H : Y' = AY. sont données par Y (t) = e'1C avec C € K"
Si ’on cherche une fonction dérivable C : I — K" telle que Z(t) = e'4C(t)
soit solution de L on a :

0 = Z'(t)— (AZ(t) + B(t))
= AeAC(t) + /(1) — (AAC(t) + B(t))
! (t) + B(t)
Done C'(t) = e "4 B'(t) et on retrouve lexpression (3.2)) (ce que 'on appelle
méthode de variation de la constante.)

. Pour résoudre L il suffit tout simplement de trouver une solution particuliére
Z de L et dans ce cas les solutions de L s’écrivent comme la somme de Z
et d’une solution de H.

76



Exemple 3.4 Résoudre le systeme différentiel :

yi(t) = Syi(t) — %w(t) + e*
) { (1) = 3y () + Ty(t) + e,

avec y1(0) = 4, y2(0) = —1,
(L) <= Y'(t) = AY (t) + B().
6 15 o o2t
avecA:< [ 3%4>, ( )etB) < _t>.
7 U ya(t €
Les valeurs propres de A sont A\ = 5 et )\2 = 3. Les vecteurs propres associés

(1) (3)

Les solutions du systeme (L) sont données par :
t
Y (t) = eV (0) + / e =94B(s)ds.
0
Comme A est diagonalisable, alors

ner = (3 )(3 ) ()

6,t/2 | 1.3t 3.t/2 3.3t
=€ +76 e e

2.t/2 2.3t 1.t/2 . 6 3t
7€ 7€ 7€° + 7€
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get/Q + %e?)t %et/Q . %6325 4
Y(t) =
%615/2 . %€3t %et/Q + $e3t -1
. ge(t—s)/Q T %63@75) %e(tfs)/Z . %63(15—5) 625
+ / ds
0 %e(tfs)/2 . %63(1575) %e(tfs)/Q 4+ geii(tfs) e—5

6 t/2+3s/2 1 3t—s 3 t/2—3s/2 __ 3 3t—4s
3/2 4 o3t t [ 7€ +gem Tt ge 7€
ot/2 _ 93t + ds
0 2€t/2+38/2 _ 26375—5 4 let/2—35/2 T §e3t—4s
7 7 7 7
t(6,t/243s/2 | 1. 3t—s | 3,t/2-3s/2 _ 3 3t—4s
2l 4 o Ik <7e + 2?70 e “e ds
_|_
< 675/2 — 93t )

t(2,t/243s/2 _ 2.3t—s | 1,t/2-3s/2 | 6 3t—4s
Ik (76 2e?' ™0 4 e + ze ds

Be2t _ 5t 2.t/2 4 1.3t

3el/2 1 o3t 7 28 7 2
- et/2 _ 93t +

10,2 _ 13, _ 2 t/2 _ 1.3
21 12 21 14

19.6/2 29,3t | 3.2t 5t

7€/°55e” + e 28€

19 t/2 29 3t , 10,2t 13 ¢

21¢ 14¢" 1T 31€ 12¢

3.4 Exercices
2 =2 4
Exercice 41. Soit A = -1 3 4

1 -2 -3

Calculer A% et montrer que e = I3+ (e — 1) A,

Exercice 42. Soit A € GL,(R). Monter que

+00
/ e Adt = A1
0

0 0 -1
Exercice 43. Soit A= 1 —1 —1
0o 1 -2

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.
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2. En déduire la valeur de e4
3. Résoudre le systéme différentiel

yi(t) = —ys(t)
Ys(t) = y1(t) — va(t) — y3(t)
ys(t) = ya(t) — 2ys(t)

Exercice 44. Résoudre le systéme différentiel

yi(t) = ayi(t) + bya(t) + cys(t)
(S) € wa(t) = cyi(t) + bya(t) + ays(t)
y3(t) = byi(t) + cya(t) + ays(t)

ol a, b, ¢ sont trois réels donnés.

Déterminer, sous forme réelle, la solution particuliére telle que

y1(0) = 32(0) = y3(0) = 0.

Exercice 45. Résoudre le systéme différentiel Y’ = AY lorsque

2 19 c
1.A=\|10 -5 7 2. A=
4 _9 9 001
000
0 a &
Exercice 46. Soit A = % 0 a |,aeR
L 19

a2

3
—1

— N

a
1. Calculer le polynome caractéristique et le polynome minimal de A. A

est-elle diagonalisable ?

2. Calculer A" en fonction de A et de I3 (utiliser la division euclidienne).

3. Résoudre le systéme différentiel Y/ = AY avec a = 1.

Exercice 47. Résoudre les systéemes différentiels suivants
yi(t) = Syi(t) — 3ya(t) +8
. { () = () +yolt) + 32t 0 e 1(0)=25:(0)
") = —Tyi(t) — ya(t) + 9ys(t) + et
2. < yh(t) = 3uyi(t) + 5ya(t) — 3ys(t) +2e 7 + €
5(t) = —3yi(t) — 3ya(t) + Sys(t) + 3¢,
avec 1(0) = 1,72(0) = 0, y3(0) = 0.
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n(t) = —dyi(t) — Bya(t) + dys(t)
3. wa(t) = 2u(t) + 3y2(t) — 2y3(t) + e
ys(t) = G6yi(t)14ya(t) — dys(t) + 9,
avec y1(0) = 2,12(0) = 1,53(0) = 1.
3 0 —a?
Exercice 48. Soit A = 2 4 2 ,a e R
-1 0 3

1. Calculer le polyndéme caractéristique de A.

2. Déterminer les valeurs de v pour lesquelles la matrice A est diagonali-
sable.

3. Déterminer selon les valeurs de « le polynéme minimal de A.

4. Reésoudre le systéme différentiel Y = AY avec oo = 0.

Exercice 49.
1. Déterminer une condition sur o € R pour que la matrice :

l+a 14+a 1
A= —Q —a —1
Q a—1 0

soit diagonalisable.
2. Déterminer suivant les valeurs de « le polynéme minimal de A.
3. Résoudre le systeme différentiel Y = AY avec a = 0.

Exercice 50.
1. Déterminer une condition sur (a,b, c¢) € R? pour que la matrice :

1
A= 0
0

SN R
N O o

soit diagonalisable.
2. Dans tous les cas donner le polynéme minimal.
2. Résoudre le systéme différentiel Y’ = AY avec ¢ = 1.
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CHAPITRE 4

Solutions des exercices

4.1 Solutions des exercices du chapitre 1

Exercice 1.
Remarquons d’abord que ’élément nul de A appartient & N. Prenons
ensuite a € A, x,y € N et n, m de sorte que 2" = y™ = 0. On a

(ax)" =a"x" (A anneau commutatif)

et donc ax € N. De plus, pour tout entiers n, m, la formule du binéme de
Newton donne

n+m i n+m k n+m—k, n+m—k
gy = S (" )ty

k=0

= y’”(i (n—;m) xk(—l)“m‘ky”‘k)

k=0
n—+m n + m

+ xn< Z < . >xkn(_1)n+mkyn+mk>7
k=n+1

or z" = y"™ = 0 ce qui montre que x —y € N. Finalement, on a bien prouvé
que N est un idéal de A.
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Exercice 2.

1. Soit p l'indice de nilpotence de x tel que 2P = 0. Remarquons d’abord
que

l=1-a!=0-2)1l+z+ -+ H=O+z+ - +2H(x-1),

posons y = 1+« + ---+ 2P~1. Donc on a montrer que
(1 —2)y=y(l —=x) =1, dou le résultat.
2. Montrons par récurrence sur n € N, que U, = (1 — 2)" (1 +22").
e Pourn=0,ona(l—2)Uy=(1—-2)(1+2)=1-2% don
Up=(1—2)71(1 —2?) (c’est vrai).
e Supposons que U, 1 = (1 — 2)"}(1 — 2*"). Donc

Uy =U,1(1+2*)=(1—2) (1+22").

Exercice 3.

1. P[X]=-X%+2X1—-1.

Dans R[X] :

PX]=—(X*-1)?= —(X?-1)*(X?*+1)? = —(X—1)*(X+1)*(X?*+1)%
Dans C[X] :

PX] = —(X = DX(X + 1)2(X — XX + i)

2. B[X]=X° - X% - X2+ 1.

Dans R[X] :

PX]=(X+1(X-1D)}*X2+X+1).

Dans C[X] :

Po[X] = (X +1)(X — 1)}(X — j)(X —j) avec j = —1 +
3. B3[X]=1- X%

Dans R[X] :

P3[X] = (1-X9)(1+X1),

I

S

1-XH=1-XH1+XH=01+X)1-X)(1+ X%,

14+ XY = 142X24+ X' —2X? = (1 + X?)? — (vV2X)?
= (14 X2 —V2X)(1+ X%+ V2X).
Donc
P X]=(1+X)1—X)(1+X2)(X2—-V2X +1)(X2+V2X +1).
Dans C[X] :
1 suffit de décomposer 1 + X2, X2 — v2X +1 et X2+ v2X +1,
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1+ X2= (X +4)(X —1),
X2 - V2X 41 = (X — ¥20V2) (x — ¥24iv2)
X2+\/§X+1:(X_—\/§—z‘ 2)(X—M).
Donc

~—

Pyx] = (1+X)(1—X)(X+i)(X—z’)(X—M) G“M)

y (X_M)(X_M)

2 2
4 PX]=X'— X34+ X2- X +1

Dans C[X] :
PX] = (X _ e) (X ~ e—?> (X _ e) <X _ e—)
Dans R[X] :

PX] = (X2 — 2cos(Z) + 1) <X2 — 2cos(32) + 1).
— X+ X X3+ X2 X +1.

P = (X~ 1) (X = ) (e %) (X - ) (x - ),
D ;

PX] = (X —1) <X2 _ 2cos(g) + 1) <X2 . 2cos(2§) + 1)
= —(X —1D)(X®—VBX +1)(X?+V3X +1).

Exercice 4.

1. On vérifie que P(j) = P'(j) = 0. Donc j est racine double, comme P
est un polynome a coefficients réels, j est aussi racine double.

2. On remarque que 7 est une racine (et donc —i est aussi racine)
Dans C[X] :
P = (X = (X = X —i)(X +i).
Dans R[X] :
P=(X?+X+1)*X*+1).
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Exercice 5.
Supposons que z € C est une racine multiple de P,. Donc P,(z) = P.(z) =0
et comme P, = P, 1, ona P,_1(z) =0, donc £; = (P, — P,_1)(z) = 0 d'ou
z = 0. Ceci entraine P, (z) = P,(0) = 1 # 0, ce qui est absurde. Le polynéme
P, n’a donc que des racines simples dans C.

Exercice 6.
1.
X'+ X+1=(X-1*Q+R (¥

avec deg(R) < 2, donc R =aX + b, a,b € R, ce qui entraine que R’ = a.
Prenons X = 1 dans (x)
3=R(1)=a+0b.
On dérive (x)
nX"14+1=0Q(X -1)+2Q(X - 1)+ R.
On prend X =1
n+1=a.
On en déduit que

b=3—-a=3—(n+1)=2—n.

Et finalement
R=n+1)X+2—n.
Par la méme méthode on trouve
2. R=nX+1-—n
3. R=n2""1X 427 — n2n-1t,
4. (X+1)" = Q(X?4+1)+R, avec deg(R) < 2, donc R = aX+b, a,b € R,
On pose X =1

(i+1)"=ai+bs <\/§(§+§z‘)) =b+ai & (V2)"eT = b+ ai

o (VB (con ) i (5)) =i 07200
Donc
R— (\/ﬁ)n sin (%)X + (\/é)n COS (TZTW)

84



Exercice 7.

Soit P(X) = 3 apX*.
k=0

P(P(X)) = P(X) = ) ax((P(X))" - X*) = (P(X) - X)Q(X).

Or
P(P(X)) — X = P(P(X)) - P(X) + P(X) - X,

le polyndéme P(P(X)) — X est donc divisible par P(X) — X car somme de
deux polynomes divisibles par P(X) — X.

4.2 Solutions des exercices du chapitre 2

Exercice 8.

1.

1—Xx 1 1 1
aw = T
1 1 1 1-=X
—A 0 0 1 -1 0 0 1
_ A =0 L |_s| 1 -1 0 1
0 A =) 1 0o 1 -1 1
0 0 X 1—2\ 0 1 1=\
-1 0 1 1 =1 0
= X1 -1 1 |=X|0 1 -1
0 1 1-—2)\ 0 0 1
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1—A 1 . 1
1 1—X . 1
X4,(A) = L :
1 1 1= A
-A 0 0 ... 1 01%01—02
B A =X 0 ... 1 02%02—03
0O 0 0 ... 1=\ Ch1+Ch1-0C,

Exercice 9.

Dans une base B de E obtenue en complétant une base de ker(f), la matrice
de 'endomorphisme f est de la forme

0 ... 0 %« %
Matg(f) = x *
: a b
0O ... 0 ¢ d

Alors xf = X" 2((X — a)(X — d) — bc). En remarquant que

tr(f) =a+d, tr(f?) =a*+ d*+ 2bc,

on obtient

Xy = X" (X7~ r(F)X + S (0r()) (7).

86



Exercice 10.
Xa-1(X) = det(A™" — X1I,,) = det ( - XA_1< - %I” i A))

= det(A) (X" det (— 1, + A)

(—1)" 1 :
= det(A) (X)

Exercice 11.

On pourra discuter selon le rang de A.

e Sirg(A) < n — 2, alors tous les mineurs de A sont nuls (grace a la
caractérisation du rang comme la taille du plus grand déterminant extrait
non nul) donc Com(A) = 0 : la seule valeur propre est 0.

e Si rg(A) = n, alors A est inversible et Com(A) = det(A)!A™L. Les
valeurs propres de Com(A) sont donc les detT(A) ol A\ est une valeur propre
(non nulle car A est inversible) de A donc de *A.

e Sirg(A) =n — 1, alors Com(A)'A = 0. En particulier,

Im(*A) C ker(Com(A)) et donc
dim(ker(Com(A))) > rg(*A) = rg(A) =n — 1.

Donc 0 est valeur propre de multiplicité au moins n — 1. La derniére valeur
propre est alors tr(Com(A)).

Exercice 12.

-3 1 -1
A= -7 5 —1
—6 6 —2

Rép. Ona: A\ =4, E), = Vect{(1,4,3)} et Ay = —2 (double)
E), = Vect{(1,1,0)}.

1 1 1
B = 2 1 —1
-3 2 4
Rép. On a : A = 2 (triple), E\ = Vect{(0,—-1,—1)}.
1 0 O
C=11 2 -3
1 -1 0
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Rép. Ona: A\ = —1, E), = Vect{(0,1, 1)}, \a =1, E), = Vect{(2,1,1)}
et A3 =3, E\, = Vect{(0,3,1)}

Exercice 13. Les formes réduites diagonales associées aux matrices Ay, ..., As
sont données dans le tableau suivant

Ai XA1(>\) Sp(AZ) PZ':[”Ul,UQ,...,Un] l)Z
I 11 000

Al A = 1) (A —4) 01,4 || -3 -4 1 010
12 1 00 4
2 14 100

Al O+ HA-1)A—2) [ {~4,1,2}] | 3 11 0 10
112 0 02
131 100

As| (A= 1)(A - 2)2 (1,2} 120 020
101 00 2
110 100

Al (=120 —2) (1,2} 1 00 010
0 11 00 2
I 01 1 200 0

As| (A+2)(A—2)2(A—2i) | {~2,2,2i) ( , (1) o ( 8 (2) g 8
112 0 0 00 2i)

Exercice 14.
1. Notons A la matrice associée a f dans B. Elle s’écrit :

00 4
A=112 1
2 4 =2

2. Le polynome caractéristique de f s’obtient en calculant celui de la

matrice A. xf(A) = —A(A + 4)(A — 4). Ainsi, f posséde trois valeurs

propres distinctes : A\ = —4, Ao = 0, et \; = 4. Il est donc diagonalisable.

On obtient : E,, = Vect{(1,0,—1)}, E\, = Vect{(2,—1,0)} et
— —

V1 V2

E,, =Vect{(1,1,1)}.
As {(1,1,1)}

U3
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3. Soit B' = (v1, v9,v3), relativement a B f3 = fo fo f s'écrit

(—4)> 0 0 —4 00 100
D} —9D+ I3 = 0O 00 1]1—-9]1 0 00]+|010
0o 0 43 0 0 4 001
—27.0 0
= 0 1 0 | =Matg(g)
0 0 29

La matrice de passage de la base B a la base B’ est :

1 2 1 (12 -3
P=| 0 —-11], dou P—l:Z 1 —2 1
-1 0 1 1 2 1

On a: Matg(g) = P 'Matg(g)P. Dot Matg(g) = PMatg(g)P~t. On
obtient :

1 0 28
Matp(g)=1| 7 15 7
14 28 —13

Exercice 15.
1. Soit P =ag+ a1 X + CL2X2 + CL3X3 c Rg,[X]

AP — (X*— X)P
= (X — 1)P: CL3X4+ (CLQ —a3>X3—f— (a1 —GQ)X2+ (ao —Cll)X — Qg
= a3(X? — X) + (ag — a3) X3 + (a1 — a2) X? + (a3 + ag — a1) X — ao,

et donc
AP = (X* = X)(P+4a3)+ (as—a3) X? + (a1 —a2) X*+ (as+ap—a1) X —ap,
et alors

f(P) = (ay — a3)X® + (ay — az) X* + (a3 + ag — a1) X — ag.

Par suite, f est un endomorphisme de E et la matrice de f dans la base
canonique B = (1, X, X2, X?) de E est

10 0 0
1 -1 0 1
Mats(F)=|{ o 1 1 ¢
0 0 1 -1



e Soit Pe E, Peker(f) ©ay—az=a1—ay=az3+ay—a; =ag=0
& a3 = as = ay et ag = 0. Donc ker(f) = Vect{X? + X% + X}.

e rg(f) = 3 et immédiatement Im(f) = Vect{X — 1, X? — X, X? — X?}.

2. xa(A) = AA+1)(A2+3X1+3). A admet quatre valeurs propres simples

dans C, deux réelles 0 et —1 et deux non réelles —1 + j et —1 + 4% avec

] = es. x4 N'est pas scindé sur R et donc f n’est pas diagonalisable.

e Pecker(f+Id) = as=a1=a3+a)=0<ay=a; =0 et ag = —as.
Donc ker(f + Id) = Vect{ X3 — 1}.

o Pc ker(f—l—(l—])ld) & ap—jag = a;—jag = ag+ag—ja; = —jag =0
& ag = jas,a; = jag et ag = 0.
Donc ker(f + (1 — j)Id) = Vect{ X3 + j X* + j2X }.

o ker(f + (1 —jH)Id) = Vect{X3 + j2X? + j X }.

Exercice 16.

1. On montre que ker(f) et Im(f) sont stables par g, c’est-a-dire que
glker(f)) € ker(f) et g(Im(f))  Im(f).

e Soit y € g(ker(f)), alors il existe x € ker(f) tel que y = g(x). Comme
r € ker(f), donc f(z) = 0. Comme g est linéaire g(f(z)) = 0. Or
fog=gof, donc flg(x)) = g(f(x)) = 0, donc y — g(x) € kex(f).

e Soit z € g(Im(f)), alors il existe y € Im(f) tel que z = g(y). Comme
y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). D’ou g(y) = g(f(x)) et
comme fog=go f, onobtient g(y) = f(g(x)), donc
2 = g(y) € Im(f).

2. La réciproque est fausse. En effet, si f et g sont tous les deux des

automorphismes; il est clair que ker(f) = {0} et Im(f) = E sont stables

car g est bijective. Mais il n’y a aucune raison pour que f et g commutent.

Donnons un exemple, en prenant pour f et ¢ les automorphismes de R?

dont les matrices dans la base canonique sont respectivement

11 10
(3 ) ame (1),

On vérifie aisément que AB # BA.

3. Soit A une valeur propre de f (A existe car on travaille sur le corps C).
Posons F) = ker(f — Ald). D’aprés 1. On a g(E)) C E).

Considérons l'application gy de E) dans F) qui, & x € E) associe g(z).
C’est un endomorphisme sur un C-espace vectoriel donc il admet une valeur
propre p et il existe x # 0 € E) tel que g\(x) = g(x) = pz. Or z € E,
donc f(x) = Az. On a ainsi montré que f et g ont un vecteur propre
commun.
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Exercice 17.

Loxa, (M) (1 = A)(2—=A)(a— A). Les valeurs propres de f sont donc 1,2

et a. En particulier, si @« = 1 ou 2 f n'admet que deux valeurs propres.

2. Sia#1eta##2, festun endomorphisme de R qui admet trois
valeurs propres distinctes : f est donc diagonalisable.

o Sia=1,x4(\) = (1-X)22-N). f est diagonalisable si et seulement si
la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est égale
4 2. Une base de ker(A — I) est donc donnée par le vecteur (1,1,0).
L’espace est de dimension 1 # 2 : la matrice n’est pas diagonalisable.

e Si a = 2. Une base de ker(A — 2I) est donnée par la famille des deux
vecteurs {(1,0,1),(0,1,0)}. En particulier, ker(A —21) est de dimension
2 et A est diagonalisable.

3. On a déja cherché une base du sous-espace propre correspondant a la

valeur propre 2. Pour la valeur propre 1, une base de ker(A — I') est donnée

par le vecteur (1,1,0). On a Ay = PDP~! avec
1 01 1 00 1 0 —1
P=(110]|,D=l020], P'=[ -11 1
001 00 2 0 0 1

On déduit facilement par récurrence que A5 = PD*P~!. Mais puisque D
est diagonale, on a

1 00
DF=1|0 2¢ 0
0 0 2F
Le calcul précédent donne finalement
1 0 2F—1
Ab = 1—-2F 2F 2F 1
0o o0 2F

Exercice 18.

On montre tout d’abord que les sous-espaces propres sont de dimension 1. Par
ailleurs, le polynome caractéristique de A est x4(A\) = AX2(A—a—b)(A—c—d).
Par conséquent, la multiplicité de 0 est au moins 2 donc ne coincide pas avec
la dimension du sous-espace propre : la matrice n’est pas diagonalisable.
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Exercice 19.
On note n = dim E. Par hypothése, dimker(A) = n —rg(4) = n — 1,
autrement dit 0 est une valeur propre de A d’ordre n — 1 donc racine du
polynoéme caractéristique P4 de A d’ordre au moins n — 1. Par conséquent,
il existe A € K tel que x4(X) = (=1)"X"}(X — \). La somme des valeurs
propres de A étant égale a la trace de A, on a tr(A) = A. Ainsi, si tr(A) # 0,
A admet une valeur propre A # 0. Les sous espaces propres Ej et E) de A
vérifient alors dim Ey + dim E)\ = n donc A est diagonalisable.
Lorsque tr(A) = 0, 0 est la seule valeur propre de A. Si la matrice A est
diagonalisable, A serait nulle, ce qui est absurde.
CNS : une matrice de rang 1 est diagonalisable si et seulement si sa trace
n’est pas nulle.
Lorsque A n’est pas diagonalisable, c’est-a-~dire lorsque tr(A) = 0, on a
A% = 0. En effet. Soit v; € E tel que Im(A) = Vect(v1) Complétons v; en

une base B = (vy,...,v1) de E. Dans cette base, la matrice A est de la forme
a;p o1 ... Qp
0O 0 ... 0
B=1| . . .
0O 0 ... 0

Comme tr(A) = a; = 0, on a B% = 0, c’est-a-dire A% = 0.

Exercice 20.
Montrons que f est diagonalisable : Tout d’abord, on a

Flw) = u
Ui = S

Sin =2, d’aprés (4.1)), A\ = 1 et Ay = —1 sont deux valeurs propres
distinctes de f. Donc f est diagonalisable. Dans ce cas

(3 )

Sin > 2, dim F = rg(f) + dimker(f), alors dim ker(f) = n — 2. c’est-a-
dire ker(f) admet une base de (n—2) vecteurs propres associés a la valeur
propre A3 = 0. Comme u et v sont deux vecteurs propres associés a Ay = 1
et Ay = —1 respectivement, f est donc diagonalisable.
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La matrice diagonale est donc

O =
=
—_

o O
o O

Exercice 21. Les matrices triangulaires semblables aux matrices Ay, As, A3
sont données dans le tableau suivant

Ai | xa,(N) Sp(4;)) | Bi=[v,v0,...,v,) | Tj
1 40 3 0 —6
A~ =3)(A =2 | {2,3) (1 3 0) (0 2 1
1 4 1 00 2
1 0 0 1 5 =3
As| (A — 1) (1) 11 0 01 —2
1 —1 1 00 1
—4 -3 1 110
Ayl (A—1)3 (1} 4 15 0 011
-8 —14 0 001

Exercice 22.
L’endomorphisme f2 est diagonalisable donc il existe un polynome g 2 scindé
a racines simples annulateur de f2.
(=) Si ker(f) # ker(f?), alors le sous-espace propre associé a la valeur 0
n’est pas égal au sous-espace caractéristique : f n’est pas diagonalisable.
(<) Supposons ker(f) = ker(f?). Le polynoéme fip2(X?) annule de f et,
sa seule racine multiple possible est 0. D’aprés le lemme des noyaux, £ est
somme de sous-espaces propres associés a des valeurs propres non nulles et
de ker(f?) = ker(f), le sous-espace propre associé a 0 : ainsi, f est diagona-
lisable.

Exercice 23.
Les valeurs propres de A sont parmi les racines du polynéme annulateur
X3 — X —1 et une rapide étude des variations de la fonction x +— 2% — 2 — 1
indique une racine réelle \ strictement positive et deux racines complexes
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conjuguées p et . Notons « la multiplicité de la valeur propre A et 3 la
multiplicité des deux valeurs propres p et @ (la multiplicité est la méme pour
les deux valeurs propres puisque x4 est & coefficients réels).

Or, le déterminant est le produit des valeurs propres avec leur multiplicité
donc

det(A) = X7 = X\|u|?® > 0.

Exercice 24.
D’apres les formules des sommes de Newton et les relations coefficients-
racines, le polynéme caractéristique est

X" 4 (—1)" det(A).

Sidet(A) = 0, le théoréme de Cayley & Hamilton assure que A est nilpotente.
Sinon, le polynéme caractéristique est scindé a racines simples donc A est
diagonalisable (et d’ailleurs, toutes les valeurs propres ont le méme module).

Exercice 25.
Remarquons tout d’abord que, pour tout P € K[X] et tout g € L(F),
P(Gy)(g) = P(f) o g. Ainsi, uy est annulateur de G.
De plus, pour tout g € L(E), pug,(f) og = 0 donc ug,(f) = 0 et ug, est
annulateur de f. En conclusion, py = ug,.

Exercice 26.

On montre facilement qu’il existe des vecteurs colonnes non nuls
XY € M,,1(K) tel que A = X'Y.
1. Le polynéme minimal est au moins de degré 2. De plus,

A2 = X'YX'Y = ('Y X)A,

car 'YX est un scalaire. Or 'YX = tr('Y X) = tr(X'Y) = tr(A). Ainsi,
X2 —tr(A)X est annulateur de A. En conclusion, py = X? — tr(A)X.

2. Pour calculer la puissance A, effectuons la division de X* par fi4.

o Sitr(A) =0, alors A¥ =0 dés que k > 2.

e Sinon, il existe un polynome @ € K[X] tel que

X = Q(X)pua(X) +tr(A)F1X.
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En effet, le reste dans la division de X* par p4 est un polynéome de
degré au plus 1, qui est nul en 0 et qui vaut tr(A)* en tr(A). Ainsi,
AF = tr(A)* 1A pour tout k > 1.

Remarquons que ce résultat peut aussi étre déduit par une simple récur-
rence.

Exercice 27.

e Pour A, on remarque que A> = 3A4 et donc A?> — 34 = 0. Comme A
n’est pas un multiple de I'identité, on en déduit que son polyndéme minimal
est pa(X) = X? —3X = X(X — 3). Donc A est diagonalisable.

e Pour B, Pxp(X) = (X —1)(X +1)2. On sait que le polynéme minimal
divise le polynéme caractéristique (X —1)(X +1)? tout en ayant les mémes
racines. Cela ne peut étre que (X —1)(X +1) ou (X —1)(X +1)2. 1l était
alors facile de vérifier que (B — I3)(B + I3) est un polynome annulateur
pour B. Donc pup(X) = (X —1)(X + 1) et B est diagonalisable.

e Pour C, le polynéme caractéristique de C est xo(X) = (X +1)3. La
seule valeur propre de C' est donc —1. Comme C n’est pas égale a —1I3
son polynéome minimal ne peut étre que (X + 1)3 ou (X + 1)%. Un calcul
rapide montre que (C + I3)? = 0 et donc le polynome minimal de C' est
pe(X) = (X + 1)2 Ainsi la matrice C' n’est pas diagonalisable.

Exercice 28.

0
L. xa(\) = —(A+2)(A—=1)%. On obtient E_5 = Vect{vi} ottv; = [ 0
1
1
et By = Vect{vy} ot vy = [ —2 | . Comme dim(E;) = 1 # 2 donc A
—4
n’est pas diagonalisable.
1 0 1 1
Onprendvs=| —1 | .Onnote P=| 0 —2 —1 | P est inversible
0 1 -4 0
—4 —4 1
d’inverse P! = | =1 —1 0 |. On peut déja affirmer que P 'AP est
2 1 0
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-2 00
de la forme 0 1 a |.Plus précisément
0 01
1 1 1
A’Ug—Ug —4 —1 —1 — —1 = —2 = V9
0 0 —4
et donc Avs = vy + v3 puis
-2 00
A=PTP 't oun T=| 0 11
0 01

2. Soit n € N*. La division euclidienne de X" par x4 fournit trois réels
an, by et ¢, et un polynome Q tels que X" = x4Q + a, X?> + b, X +c,. En
prenant les valeurs des membres en —2, puis la valeur des deux membres
ainsi que de leurs dérivées en 1, on obtient

da, — 2b, + ¢, = (—2)" an = 5((—=2)"+3n — 1)
a, + b, +c, =1 &< by =5((—2)"" +3n+2)
2a, + b, =n ¢n = 5((—2)" — 6n + 8)
Le théoreme de Cayley-Hamilton fournit alors
1
A= 2 (((—2)” +3n— 1)A2+ ((=2)" 4+ 30+ 2)A+ ((—2)" — 6n + 8)]>
2n+1 n 0
= —4n —2n+1 0

—4(=2)" —8n+4 —4(=2)" —dn+4 (=2)

Exercice 29.

L. xa(A) = AN = 1)(A — 4). La matrice A admet trois valeurs propres
distinctes, donc elle est diagonalisable.

2. pa(X) = xa(X) = X(X - 1)(X —4))

3.
pa(A) = AA-DNHA—-41)=0
= A3 —5A4%4+4A
7 —9 3
EN A‘l—gl—i/l—i 2 —2 1
1 -3 4
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Exercice 30.

A | xa,(N) Sp(4i) | Ch,
—1
Cy=Vect{| -1 |}
1
Ci=Vect{| 1 |, 0 |}
0 1
0 0 0
—1 —1 —1
Cr=Vect{| 1 , 1 , 1
0 0 0
A -0 (LY AR AN
—4 0
02 = Vect{ 1 s 0 }
1 0
0 2

Exercice 31.
(=) Si f est diagonalisable, les sous-espaces propres et caractéristiques sont
confondus donc, pour toute valeur propre A € C

dim(ker(f — AId)) = dim(ker(f — Ad)?).

De plus, si A n’est pas valeur propre, les deux sous-espaces sont réduits a {0}
car f est injectif.
(<) Si pour tout A € C

dim(ker(f — AId)) = dim(ker(f — AId)?)

alors la suite des noyaux itérés (ker(f —AId)*);>1 est constante : en particulier
les sous-espaces propres et les sous-espaces caractéristiques coincident : f est
diagonalisable.
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Exercice 32. Les formes réduites de Jordan des matrices Ay, ..., A5 sont
données dans le tableau suivant

Ai | xa,(N) Sp(A;) | P = [v1,va, ..., 0] Ji
111 210
Al (A =2)? {2} 200 020
(101 (002
(0 220 (1100
\ 11 -1 3 0110
Az (A=1) { 1 =1 0 0 0010
\ o0 —2 1 1 \ 0001
(021 31 (1100 0)
242 -8 0 01000
Azl (A =1)3(N=2)% | {1,2} 2 42 -8 1 00210
001 30 00020
000 2 0 \0000 1)
(-1 0 100 (0100 0)
1 -1 -1 0 0 00100
Al X — 2)2 12y |l -1 1 1 00 00000
1 1 -1 -1 3 00021
\ 1 1 -1 -15 \00002)
3a+1 a+l La—1\[ /1100
3a-1 0 0 0 0110
A5 | (A= 1) {n 0 1 2 =2 0010
\ 0 1 0 2 \ 000 1

Exercice 33.

1. xa(A) = (1 — X)?. La matrice A admet une unique valeur propre :
A = 1, si elle était diagonalisable, il existerait une matrice P inversible
telle que A = PI; P! alors A = I3, or ce n'est pas le cas, par conséquent
la matrice A n’est pas diagonalisable.

2. Cherchons une base de vecteurs propres pour J :

—y+2z=0
(z,y,2) eker(A—I) <= (¢ —x+y=0 =S ar=y==z.
—2x+3y—2=0
1
Ainsi, ker(A — 1) = Vect{v;}, ot vy = | 1
1
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Cherchons les vecteurs vq, v3 tels que

(A—I)UQ = U1, (A—I)Ug = V9,

—1 1
ce qui donne vy = 0 etvg=1 1
1 0
Donc, dans la base By = (v1,v9,v3), on a :
110
J=1011
001

Ainsi la matrice de passage P est

1 -1 1 1 -1 1
P=|1 0 1 etona P '=[ -1 1 0
1 1 0 -1 2 -1
3. On a
110 100 010
J=l011|=l010}|+|001]|=D+N,
001 00 1 000
avec

010
DN=ND=|[00 1] et N=0.
000

C’est donc la décomposition de Dunford.
la formule du binéme de Newton permet d’écrire

(n—1)

J"=(D+N)"=D"+nD" N+ 2 DN,
n(n—1
| g 2
Puis, A"=PJ"P'1 =101 n
00 1

Exercice 34.
Le polyndome caractéristique d’une matrice A € Ms(C) de trace nulle est
x4 = X? + det(A). Deux cas se présentent :
e si det(A) # 0, alors x4 est annulateur scindé a racines simples donc A
est diagonalisable.

99



e sinon, A?> = 0 donc A est nilpotente.
Dans tous les cas, A est sa propre décomposition de Dunford.

Exercice 35.
On sait déja d’apres la décomposition de Dunford qu’il existe un polynoéme
Q € C[X] tel que N = Q(A).

e Si14(0) # 0 il suffit de poser

~ Q(0)
114(0)

e Sinon, ()" est annulateur de A donc est divisible par pu4 Ainsi, 0 est
racine de py donc de ) et il n’y a rien a établir.
Le résultat est également vrai pour D avec le polynéme X — P(X). On peut
alors facilement obtenir que, pour tout vecteur X € ker A2, NX € ker(A).
Ce résultat découle directement de la remarque simple suivante : N et A
coincident sur le sous-espace caractéristique de A associé a 0.

P(X) = Q(X) pa(X).

Exercice 36.

1. Puisque les matrices A et B sont semblables, elles ont le méme déter-
minant et les mémes valeurs propres. La matrice A admet donc une unique
valeur propre : 2, et son déterminant

det(A) =2x2x2x2x2=232

2. La matrice B représente déja la réduite de Jordan de B = B n’est
pas diagonalisable = A n’est donc pas diagonalisable.
3. dimker(A — 27) : Il y a deux blocs de Jordan associé¢ a 2, donc :

dim ker(A — 27) = 2.

dimker(A — 2I)3 : Le plus grand bloc de Jordan associé a 2 est de taille
3, donc dim ker(A — 21)3 égal a la multiplicité de la valeur propre 2. Ainsi

dim ker(A — 21)* = 5.

dim ker(A—21)? : On sait que le noyau des itérés forme une suite croissante.
Donc

dimker(A — 2I) < dimker(A — 27)* < dimker(A4 — 21).
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La valeur de dim ker(A — 27)? ne peut donc étre que 3 ou 4.
0010

(B—2I)*=

o O O
o O O
o O O
o O O

Comme rg((B — 27)?) = 1 on en déduit par le théoréme du rang que
dim ker(A — 21)% = 4.

4. Vu que la taille du plus grand bloc de Jordan associé a la valeur propre
2 est 3, le polynéme minimal de A est donné par :

pa(X) = (X - 2)%

Exercice 37.

° (Sl)@Xn—i—l:AXn? Xy = ((1)>,Ofl

Unp A2 Up U
Xn-i-l:(U::j)nA:(O )\>7Xn (U)7XO:(U(?)7

ce qui donne X,, = A" 1Xj, ou
oo (M ON (A0 "0 2
—\o "o A 00
B A 2p Al
- 0 A"
AL ap A2 0 2n A1
= (0 B ()= ()
o (S) e Xy =AX,, +B, Xp= (é);Oﬂ
X

Xn+1:<zn:i),14:<g§>p n

d’on

Donc

X, = AX,1+C
= A’X, . +(A+1)C

= A"Xo+ (A" A 4 A+ O
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On écrit

a+B 11\ a-B[ 1 -1
A= <11>+ 2 (—1 1)'

Posons
1 -1
U:<1 ) etV—(_l 1)
On obtient . ;
P G ) s C DR
2 2
Donc
1 -1 1n1
n—1 n—2 _ k
A AR AT = E;Oé—l-ﬁ U §k — Bk

Finalement, on obtient

Xn:A”<(1))+(A”1+A”2+---+A+I)(;>.

1
] (Sg) = Xn_|_1 = AXn, Xy = 1 , ol
—1
Up1 2 3 -3 Up, (mn
Xpri=| vnnn |, A= -10 1 |, Xu=1| v |, Xo=| wo
Wn1 -1 1 0 Wy, Wo

D’une maniére analogue, on obtient pour tout n € N,

2 x (=1)"1 43 x 2"
X, = A"X, = 4-3x2n
4-3x2"42x (—1)n*!
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Exercice 38.

9

(un—|—2 = 5un+1 - 6un7 Uy = 17“1 = 5) ~ Xn—|—1 - AXn, X() — ( i) >

ou

[ Un42 . 5 —6 [ Un4+1 [ w1
Xn—l—l — ( Upi1 > ) A - < 1 O ) ) Xn - ( Uy, > ) XO — ( g > .
On a:

n+2 _ on+2
Xn:A”X0:<3 2 >

3n+1___2n+1

Finalement, u, = 3"t — 2"+ n e N.

Exercice 39.
1. Ona: A3—5A+2I = 0. Donc d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton

XAX) = X2 —=5X +2=(X —2)(X + 1 +V2)(X + 1 — v2) = pa(X).
2. Comme A est diagonalisable, alors

—1-v2 0 0
J=D = 0 2 0
0 0 —14++2
3.
Uprg — DUpr1 +2u, =0, ug=1,u1 = —1,us =0
<~
0 :
;Xﬁ+1::44)gh Xo = —1
1
ou
Un+3 05 =2 Up+2 Uz
Xosi= | tUpg2 |, A=110 0 |, Xp=| uppr |, Xo=| w
Uyt 01 O Uy, m
X, = A" X,

24[(vVE 1) + (-1~ V] +13VE[ (-1 - VB — (VE - 1]
= o | e[z - (1= vay] =21 - VR (Va1
VI[(VE~ 1)~ (-1 = VI] +20[(=1 - V) + (V2 1)"

2n+2

2n+1
on

| W
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Exercice 40.

1. xa(A\) = 1—)3. Les valeurs propres de A sont donc Ay = 1, Ay = —_145\/51'

et A_T\/‘;’Z La matrice A admet trois valeurs propres distinctes : A est donc

diagonalisable.
2. Par un calcul direct, nous avons

001 001 0 1
A2=1100 100]=|001
010 010 100
00 1 010 100
AB=A4A4%=1[10 0 001)]=([010
010 100 001

Notant donc que 1442 = 3 x 480 + 2, on a

1442 _ A3x480+2 __ 31480 42
A2 _ 4 — (A%)1804
— ]480A2 — AQ.

Par conséquent, nous obtenons

A1442 —

— O O
o O =
o = O

4.3 Solutions des exercices du chapitre 3

Exercice 41.

2 2 4 2 92 4 2 -2 4
A2=1| -1 3 4 —1 3 4 |=| -1 3 4 |=A4
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3
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D’ou A" = A pour tout n > 1.

A 2 A"
A _
e —I+1'+2'+ +n!+...
1 1 1
- ]+A<1+ Fobe )
3! n!
= I+A(e—1).

Exercice 42.
Si A€ GL,(R), on a

“+00 —+00
/ e HAdt = / e M AAT L
0 0

A—l

Exercice 43.

1. Un calcul sans difficultés montre que xa(A) = — (X + 1)3.

2. Posons N = A + I3. Alors, d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton,
on a N3 =0, et donc N est nilpotent d’indice 3. Ceci facilite le calcul de
I’exponentielle de N. En effet, on a

tN t"NT 2
e _Z . 13+tN+2N

n=0

D’autre part, puisque tA =tN — tl3 et que tN et —tI3 commutent, on a

t2
etA = e_tlgetN = B_t <[3 + tN + §N2) .

On en déduit

Etri+l £ —

et =et %—i—t 1—% —t
¢ &2

5 t—5 11—t



(
3. S0it Y(t) = | wa(t) | etv=| co |, c1,co,c3étant trois constantes,
(

alors la solution de Y'(t) = AY(¢) est donnée par

Cl<§+t—|—1) —Cg%—Cg?ﬁ
Y(t) = dv=et| ¢ (% +t) +02(1 — %) — c3t
Cl%"‘CQ(t_ %) —|—03(1 —Zf)

Exercice 44.
a b c

La matrice de (S), A= | ¢ a b |, ses valeurs propres sont
b ¢ a

)\1 = CL+b+C,
A a+bj + cj?, ,
)\3 = a+bj2+cj:)\2

2im

avec j = e 3 , racine cubique de l'unité. Un calcul direct serait également

possible. A est donc diagonalisable et ses sous-espaces propres, d’aprés sont

010
ccuxde B=1[1 0 0 1
1 00

Pour A\ = a + b + ¢, la valeur propre de B associée est 1, et les vecteurs

propres sont donnés par

—x+y = 0
—y+z =0,
r—z = 0
1
dounvi=11
1
Pour Ay = a + bj + ¢j? la valeur propre de B est j, on a donc
—Jjr+y = 0
—Jjy+z = 0,
r—732z = 0
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dotwvy=1| 3
j2
1
Un vecteur propre associé & A3 = Ay est le conjugué de v, soit vy = | 42
J

D’ou une matrice de passage

1 1 1
P=(1j
172 g

et le systéme réduit

zi(t) = (a+b+c)xi(t)
) (a+0j + cj*)aa(t)
h(t)s = (a+0bj*+ cj)as(t)

I’l(t) = ¢ e(a+b+c)
ZEQ(t) = ¢y 6(a+bj+cy) 7
xg(t)g — Cg€(a+bj +cj)t
d’oti
yi(t) = e(creltt 4 yelbitei®)t 4 cpe(bi® ety
yz(t) _ eat(cle _|_je(by+cy) _|_j2€(bj2+cj)t)
yS(t) — eat(61€ —|—] e(bj+c] ) _|_]€(b]2+c.7)t)
Les conditions initiales y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0. conduisent au systéme
cit+ct+c3 =1 cp = %
atjot+iia =1 &< 6 = -3
C1 —|—j262 —l—ng =1 Cy3 — —%jQ
donc
yi(t) = %eat(e( 3t _ 2j€<bj+cj2)t _ 2j2€(bj2+cj)t)
yg(t) — %eat(e(b+c)t _ 2j26(bj+cj2)t _ Qje(ijJrcj)t)
ys(t) = %eat(e(b+c)t — 9plbitei)t _ Ze(bj2+cj)t)
Pour obtenir des solutions réelles il faut remplacer j par M et j2 par

—_1_2“@, d’ou

bj + cj? = —%%L%g(b—c)
b2 +cj = e B(h—¢)
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Il s’ensuit un calcul assez long dont nous donnerons seulement le résultat :

yi(t) = ze e+t 4 965t cos %g(b — )t ++/3sin \/75([) — o)t
¢ palt) = tedt|e®TIt 4 2¢= 5 ( cos ‘/73(17 —¢)t — /3 sin ‘/73(1) — o)t
ys(t) = Leot|ebral — de= "5 cos %g(b — c)t}
\ L

Exercice 45.
ci(dt+2e ' —1)+c(l—et—2t) — +c3(3t + e — 1)

1.Rép.Y(t) = c1(8t — 27 +2) + cole™ — 4t) + c3(6t —e P+ 1)
c1(4—4e ™)+ c(2e7 —2) + ¢3(3 — 2e77)
cr+ 2est + cs(2 4+ 1) + e (§t3 + 3t)
2.Rép. Y(t) =€ Ca + est + ca(t? + 1)
c3 + 2C4t
c4

Exercice 46.
Loxa(\) = =N+ 12N —2) et uag(A) = (A +1)(A — 2). Donc A est
diagonalisable.
2. Soit n € N*. La division euclidienne de X" par pu4 fournit deux réels
ap, by, et un polyndéme @) tels que X" = ps@Q + a, X + b,. En prenant
les valeurs des membres en —1, puis la valeur des deux membres en 2, on

by — a, = (—1)" a, = 5(2" — (-1)") .
& { b, — %(Qn +2(—1)") Le théoréme de Cayley-

2a, + b, = 2"
Hamilton fournit alors
1
A= ((2n C(—1)MA (2" + 2(-1)%)13).
c1 26_;—|—€2t> + 02(62t§e_t + c3 eztge_t
3.Yt)=| ¢ % + ¢y %ﬂzt + c3 # , C1,Co,c3 € R,

o2t _o—t o2t _o—t 2e—t 42t
C1 3 + Co 3 + C3 3
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Exercice 47.
L I n) =
Ya(t) =

(i (t

Yo(t

L Y3 13
(

(t)
(t)
(t)
yi(t)
(t)
(t)

2. <

3. § yaflt
\ySt

Exercice 48.

—10 — 12t + 3e* + 9¢e*
—10 — 20t + ' + 9¢*
—9t + 3e* + Pe ' + gt
t 5 2t 11—t —t
20+ 3e” — Je " — 3te
—6e’ + 3e* + 3e ! + 3te!
S 44t 4+ (4+6t)e ! + (2 - 18t)e ™
s — 2t —2te ' + (=3 + 9t)e ¥
sHt+ (B +2t)e ™+ (-2 4+ 9)e

L. PLAN)=@Ad-NB=-A+a)3—A—a).
2. o si a = 0, la matrice A, admet les valeurs propres Ay =4 et Ay =3
avec multiplicité respective 1 et 2.
e si a = £1 la matrice A, admet deux valeurs propres distinctes A\ = 4
valeur propre double et Ay = 2 valeur propre simple.
e sia € R—{0,1,—1}, la matrice A, admet les valeurs propres simples
AM =4 =3+aet \3=3— .
3. Notons 4 le polynéme minimal de A,
e Sia=0,us(X)=4-X)3-X)>
o Sia==1, us(X)=04-X)2-X).
e SiaeR—{0,1,-1}, pa(X)=4d—-X)B—-X+a)(3— X —a).

y1(t) €1
4. Soient Y (t) = | w(t) | etv= [ c2 |, alors la solution de
ys3(t) C3

Y'(t) = AgY (t) est donnée par

Y (t) = exp(tAg)v = S et — 2(co +est) |, 1,690,053 €R.

Exercice 49.

L xa(h) = —(1

Cco + Cgt

+ A)(1 — N\)2 Ainsi, les valeurs propres de la matrice A

sont Ay = —1, valeur propre simple, et Ay = 1, valeur propre double. La
matrice A est diagonalisable si et seulement si le sous-espace propre associé
a la valeur propre 1 noté E), est de dimension 2.
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Or (z,y,2) € E), si et seulement si

y+z2=0

ar+(1+a)y+2=0
{oz(a:er):O

—ar—(l+a)y—2=0 <=
ar+ (a—1)y—2=0

Ainsi, 'espace E), est de dimension 2 si et seulement si a = 0, c’est alors

le plan d’équation y + z = 0.

2. @ Si a =0, la matrice A est diagonalisable, son polynéme minimal n’a
que des racines simples, il est égal a

Ha(X) = (X = D)(X +1).

e Si a # 0, la matrice A n’est pas diagonalisable, son polynéme minimal
ne peut pas avoir uniquement des racines simples, il est donc égal a

pa(X) = (X —1D*X +1).

cre' + 3e(el — e + o3t — e
c(el +e7t) + tes(e”t — € , C1,Co, 03 € R,

v -
toa(e™t —eh) + Les(ef +e7)

Exercice 50.

1. xa(A\) = (1 = A\)(2 — A2 La matrice A admet les valeurs propres
A1 = 1 et Ay = 2 avec multiplicité respective 1 et 2. Par conséquent, A est
diagonalisable si et seulement si son sous-espace propre associé a la valeur
propre 2, noté E), est de dimension 2. Or (z,y, z) € E), si et seulement si

—r4+ay+bz=0
cz =10

Cet espace est donc de dimension 2 si et seulement si ¢ = 0.
2. Si A est diagonalisable pa(X) = (1 — X)(2 — X),

sinon pA(X) = xa(X).

3.

crel + acy(e® — et) + beg(e* — ef)
Y (t) = coe’t , c1,C,c3 € R,

caelt
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