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1 Suites

1.1

Suites extraites

(tun)nen une suite numérique de termes dans R ou dans C, une suite suite ex-
traite (sous-suite) de (un)nen est une suite (ug(,))nen OU @ est une application
“extractrice” strictemet croissante de R dans N.

Exemple 1. uy,) = n? + 1 est une suite estraite de la u, = n + 1, avec ¢ : N —

N, n+ ¢(n) = n.

1.2 Propriétés

a)

((up)n converge vers ) = ((u¢(n))n converge Vvers l).

Cela implique que : Si une suite (uy,) admet une suite extraite divergente,
ou deux suites extraites qui convergent vers des limites différente, alors (uy,)
diverge.

Exemple 2. La suite de terme (—1)" a les deuz sous-suites de termes (—1)%"

et (—1)2”Jrl qui sont converges, respectivement, vers 1 et —1. Donc la suite
(un), telle que u, = (—1)" diverge.

Deux sous-suites (u¢(n)>n et (uw(n))n de (up)y sont dites complémentaires si:
{¢(n), n e N}U{¢(n), n € N} =N.

Dans ce cas, si (u¢(n))n et (uw(n))n convergent vers la méme limite [, alors
(un)n converge vers .

Exemple 3. (Proposition)

((un)n converge vers l) <= ((uzn)n et (ugn+1)n convergent versl).

Toute suite réelle croissante (uy+1 < uyp) et majorée (décroissante (up41 > up)
et minorée) converge vers sup uy, (resp. infuy,).

Exemple 4. u, = %, la suite (uy) est décroissante et inf u,, = 0 donc la suite

converge vers (.

Soit u, — l et v, — I'. SiVn > ng, u, > vy, alors I > I'. De méme si on
remplace > par >, < ou <.



1 Suites
e) Théoréme de la pince.
Théoréme 1. Supposon que u, et w, — 1, et que Vn € N (ou ¥n > ng )
Up < Up < Wy

Alors v, — [.

1.3 Notations de Landau.

1. up = o(vy) si uy = €0y, ol €, — 0 as n — oo. Dans ce cas on dit que u,, est
negligeable devant v,,,

2. Si (e) est bornée, nous écrivons u, = O(vy,). Dans ce cas on dit que u,, est
de méme ordre que v,,

.. Up, , . .
3. Si limy,_soo — = 1, nous écrivons u, ~ v,. Dans ce cas on dit que wu, est
v

n
équivalente a v,,.

1.4 Moyenne Géométrique, Arithmétique.

Soit uy, ug, -+ - ,un € RY. On appelle moyenne arithmétique

1 n
1=

On appelle moyenne géométrique

MGM(H) -

Alors V (u1,ug, - ,u,) € (RF)", on a

My > Mg.

1.5 Croissances Comparées.
i) Croissance exponentielle, exp z,
ii) Croissance polynomiale, 2%, r € R}, a € R,

iii) Croissance logarithmique, In z, =z € R}.



1 Suites

La croissance exponentielle domine la croissance polynomiale qui domine la crois-
sance logarithmique, par exemple

lim z%expx =400 and lim z%exp(—z) =0, a € R.

lim 2“Inz =0, a € R, and lim 2“lnz =0, a € R}.
T—00 z—07F

lim 2%(Inz)’ =0, a e R;, f€R and lim z° (|lnx|)ﬁ =0, a,f e R.
Z—00 x—07+
On applique ces résultats pour étudier la convergence des suites numériques. Par
exemple, si:

lim wu, = +o0,
n—oo

on peut conclure directement que

lim (up)® exp(uy) = +00, Vo€ R.

n—oo



2 Séries Numériques

2.1 Terminologie des séries

Soit (up)nen une suite de nombres réels ou complexes ou, plus généralement. Con-
sidérons la suite (Sy)nen en posant

n
Sn:u0+u1+---+un:Zuk.
k=0

Ainsi, Sy = ug, S1 = ug + u1, So = ug + ui + ug, ete...

1. La nouvelle suite (.Sy,) est dite suite de sommes partielles associée a la suite
(un)nen-

2. On appelle série numérique la donnée d'un couple formé par une suite
(un)n>0 et la suite de ses sommes partielles (S,). On note cette série :
Zn>0 Up, ou plus simplement u,.

3. L’élément u,, s’appelle terme général de la série.

Ce vocabulaire reste valable pour une suite (u,) définie a partir d'un certain
nombre p; on note Z>p uy, la série associée.

Exemple 5. Somme géométrique: S, =1+ % + i + -+ 2%, alors Sy, tend vers 2
lorsque n tend vers +oo.

Exemple 6. Somme exponentielle: S, =1+ % + % +- %, dans ce cas Sy, tend
vers e = 2.718... lorsque n tend vers +oc.

Exemple 7. Somme harmonique: S, =1+ % + % + -+ %, dans ce cas Sy, tend
vers +0o lorsque n tend vers +00.

2.2 Convergence d’une Série

Définition 1. On dit qu’une série numérique »  u,, converge lorsque la suite (Sy,)
de ses sommes partielles est convergente (dans R ou C).
On dit qu’une série numérique diverge lorsqu’elle ne converge pas.



2 Séries Numériques

Lorsque la série de terme général u, converge, la limite de la suite de ses sommes
partielles sera notée

+00
S = E Uy, = lim Sy,
n—oo
n=0

et appelée la somme de la série de terme général u,. Souvent, on désignera la série
de terme général u, par la notation uy,, celle-ci ne préjugeant en rien de [’existence
de la somme de la série, c’est-a-dire de sa convergence ou de sa divergence.

e On dit que deux séries numériques sont de méme nature lorsqu’elles sont
toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.

e On peut dire simplement que la suite (S,,) s’appelle série numérique.

e La donnée de la suite 5,, permet de reconstruire le terme général u,,,

o 1, =5 —.5,, s’appelle reste d’ordre n, c’est la limite de

q
Sq— Sn = Z up, lorsque ¢ — 400,
p=n-+1

et donc r, = Z;:ZH‘

Remarque 2. r, = 5 — S, = lim,, oo, = 0, dans le cas ou la série est conver-
gente.
Série Géométrique.

Une série gémométrique est une série de terme général u,, = a’*. La série géométrique
est convergente si et seulement si |a| < 1,

oo
1 — gntl 1
1 a" = li = .
2 HE&OZ - e
n=

Proposition 3. On ne change pas la nature d’une série Y u, en modifiant un
ensemble fini des termes de la suites (uy,).

Preuve. Soit (v,,)n>0 une suite, et supposons qu'il existe ng € N tel que

Vn e N, n>ng, v, =uy.



2 Séries Numériques

Supposons que Up, = Y p_g Uk, Vi = D p_g Uk, alors

VneN, Up— Vi = D00 0(ue — k) + 2 pay, (ur — vr),
= Yo —v) + 3, (0),

= ZZOZO(Uk —v) = k. (K est une constante)
Prendre la limite de U,, — V,, = & lorsque n — 400 on obtient

lim U, =k + lim V.

n—oo n—oo

Ce qui signifie que
“+00 “+00
S s Yo
n=0 n=0

Cela prouve que les séries Y u,, Y v, ont la méme nature, et ceci complete la
preuve. [ |

2.3 Espace Vectoriel de Séries.
Soient Y " uy, et Y v, deux séries numériques et soit v € R (ou C), on définit

1. La série somme de terme général u, + v,. Cette nouvelle série est notée

Z(Un + Un)a

2. La série produit de Y uy, par a. On la note a ) uy,.
Avec ces deux lois:

Proposition 4. L’endemble des séries numériques est un K—espace vectoriel dont
l’ensemble des séries convergentes est un K—sous-espace vectoriel (avec K représent

le corps R ou C).

Remarque 5.  » La somme d’une série convergente » | u,, avec une série diver-
gente > vy, donne une série divergente. Sinon Y vp = Y (up + vp) — > Up
serait convergente.

» On ne peut rien dire de la some de deux séries divergentes.

2.4 Criteres de Convergences.
Proposition 6. Si une série Y u, converge. Alors

lim u, = 0.
T—r00



2 Séries Numériques

Preuve. VYn > 1, u, = S, — Sp—1. Mais (Sy) et (Sp—1) convergent vers S, cela
signifie que

lim u, = lim (up, =S, — Sp—1) =5 -9 =0.

n—oo n—oo

Alors (uy,) converge vers 0, i.e.; limy, o0 t, = 0. [

Remarque 7. u, — 0 est une condition nécessaire n’est pas suffisante. Par exem-
ple, la série de terme général u, = In (1 + %) , n > 1 n’est pas convergente, mais
limy, oo up, = 0. On fait

n

D (%) =) (in(k+1) = In(k)) = In(n + 1),
k=1

k=1
qui a “+00” comme limit, et donc > uy, diverge.
Définition 2. Siu, - 0, on dit que Y uy diverge grossiérement.

Exemple 8. > sin(an) et Y cos(an), a ¢ 77 divergent grossiérement.

2.4.1 Série Téléscopique.

Une série téléscopique associée a (ay,) est la série Y uy, de terme général

Up = An — Qn—1,

donc
+00
Z up = lim (a, — ap)
n—-+o0o
k=1
Exemple 9. Soit u,, = ﬁ = % — n%rl, alors
+00 . 1
Zun = lim (1 — ) =
n—+o00 n—+1
n=1

2.4.2 Critére de Cauchy.

Comme pour les suites, le critere de Cauchy donne une condition nécessaire et
suffisante de convergence d'une série de termes réels ou complexes.

Théoréme 8. (Critere de Cauchy.) Soit ) - uy, une série de nombres réels
ou complexes. Cette série converge si et seulement si:

p
Ve >0, dnge N, Vp,ge N:p>qg>ng= Z ug| < €.
k=q+1



2 Séries Numériques

;o . 1 . .
Exemple 10. (Série Harmonique anl ~.) on prend la série harmonique de
terme général u, = %, on a limy, 400 U, = 0. Nous avons déja dit que cette série

diverge, on va démontrer ce résultat en utilisant le critére de Cauchy, la quantité

1
5

Son — S R LI (1)
J— — .. B — n —_— =
2n " n+1l n+2 2n 2n

Et donc Sap, — Sy, > %, Vn € N*. Alors, la série harmonique diverge.

2.4.3 Séries de termes positifs.

Dans le cas ot uy, > 0 on dit que la série Zn>0 uy, est une série de termes positifs.

Théoreme 9. La somme et la nature de séries de termes positifs ne sont pas mod-
ifi€es si on regroupe ses termes de maniéres quelconque.

Théoréeme 10. (Régre de Comparaison.) Soit > uy et > v, deux séries qui
vérifient 0 < uy < v, a partir d’un certain rang;

Si Zvn converge alors Zun converge.
Preuve. En utilisant le Théoreme [8] [ |

Exemple 11. On a la série téléscopique suivante

“+00

Z;— lim <1— 1 >—1co7were
n(n+1) no+too n+1 76

n=

d’autre part

n+1Dn+1)>nn+1) = +1)2>nn+1)
- 11
(n+1)2 n(n+1)°

Alors Z::E) m converge.

Remarque 11. Si

. u
lim ==k, k>0.
n—-+00 Up,

On dit, dans ce cas, que u, ~ kv, quand n — +oo. Et les deux séries Y uy, et
Zvn sont de méme nature.

Exemple 12. Si la série

1
2.0
Zsin%

diverge, alors



2 Séries Numériques

diverge; car
1
lim /n

— =1
n—00 sin(l/n)

Régle de Cauchy.

Soit Y uy une série TP (. Alors, si a partir d’un certain rang u, < k < 1, la
série est convergente, et est divergente dans le cas ou /u, < k > 1. On va calculer

la limit suivante

lim  u, = 1.

n—-+00

Ce qui nous amene a la conclusion suivante

1. Sil < 1, la série converge,
2. sil > 1, la série diverge,

3. sil =1, on ne peut pas conclure.

Exemple 13. On prend la série
Z n-".
n>1
En utilisant la regle de Cauchy, on obtient

limy, oo (n7) " = limy e ()"

7
= limy oo =0< 1.
Donc, d’apres la régle de Cauchy la série donnée converge.

Regle de D’Alembert.

Soit »  u, une série TP et supposons que

. Un+1
lim —4 —

nstoo M
Alors
1. Sil<1,la) u, série converge,
2. sil>1, lasérie Y uy, diverge,

3. sil =1, on ne peut pas conclure.

ITP c’est-a-dire “de termes positive”.
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Exemple 14. On prend la série
1
2
n>0

En utilisant la régle de D’Alembert, on obtient

; Un+1 : n!
limy, 00 = = limp—oo 7
Un (n+1)!

= limy 00 7m7 =0 < 1.

Donc, d’apres la régle de D’Alembert la série donnée converge.

Remarque Importante

Si la “limite de D’Alembert” lim, 4 “’;L“ = [ cela implique que la “limite de

Cauchy” lim,,—, o /u, = [. D’autre part 'existence de la limite de Cauchy n’implique
pas toujours que limite de D’Alembert existe.

Exercice 1. Ftudier la nature de séries suivantes

+0o0 +00 +o0

1 Z n n+2\"
E — — and E ( ) )
n=0 \/ﬁ n=1 n n=1 2n

Test Intégral.

Soit une fonction f positive f(z) > 0 et décroissante sur [1,+o0[ ou a partir d'une
certaine valeurde z, alors

“+o0o
Z f(n) converge ssi / f(z) dx converge.
1

n>1

Exemple 15. (Série de Riemann: ) ., n%) Est une série de termes général

Up = nia’ n € N*,
Cette série est
1. divergente si 0 < a < 1,
2. convergente si o > 1,

3. diwergente st a < 0; car uy - 0 lorsque n — +00.

Dans les deux premiers cas, on peut utiliser le test intégral. Soit

10
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la fonction f est une fonction positive sur l'intervalle [1,+oo[ et puique
Q
flx) = — et va>0,

alors f est décroissante sur [1,+oo[, Va > 0.

Donc la série Z:ﬁ n—l,l est de méme nature avec l'intégral de la fonction f sur
[1,4+00], on fait

Conclusion.

1

e Sia>1 onal, converge et de méme Zn>1 e

1
n>1 ne’

o Siaw<1 onal, diverge et de méme

e Pour a =1, on obtient

~+00 1
L :/ —dx = lim [In x]?,
= lim (In R),
R—+00
= —o0.

Ce qui montre que la série harmonique Zn>1 % diverge.

Théoreme 12. Si 4

Up, ~ ﬁ
lorsque n — +00, ot A est une constante. Alors Y uy, converge si v < 0, et diverge
st > 1.

Exemple 16. Soit

11



2 Séries Numériques

c’est clair que

5n* 5
R
et donc
+00 5n2
; np — 3
converge.

Regle n“u,,.
Soit »  u, une série de TP, alors

1. Si la suite (n%uy ), converge vers 0 avec o > 1, alors Zun converge,

2. Si la suite (n%uy,), tend vers +o0o avec a < 1, alors Y _ u,, diverge.

Série de Bertrand.
On appelle série de Bertrand une série de la forme suivante

+o00

1
zm avecoz,ﬁGR.

n=

Proposition 13.
(Série de Bertrand converge) < (o> 1 ou [a =1 et § > 1]).

Preuve. Utiliser le test intégral.

Exemple 17. Soit la série numérique de terme général
Uy = /n— "Vn.

On fait le suivant

1 1 1 1
Up = Nn —nnil = nntl (nn(n+1> — 1) )

1 , . 1
~ nnt) — ] (Puzsque lim n»1 = 1) ,
n—-+00

In n In n

. (n Inn
n(n 1 1 —_ Y
— e ( ) 1 (Puzsque (& ( ) 1 ( 1) )

Inn __ 1
Y pr—

n? n?(In n)—1-

Donc la série

> (i )

12
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CONverge.

Proposition 14. Soient Y uy et Y vy, deux séries TP teles que

(% (Y
VTLZPEN, n—|—1S n—|—17

Unp Un

1. 5i ) vy, converge, alors Y uy, converge,
2. 81 uy diverge, alors Y vy, diverge.
Preuve. Pour n > p+1, on a

Up4-1 < Up+1 Up+2 < Up+2 Unp, < Un

_ ) — Y ) — *
Up Up  Up+1 Up+1 Un—1 Un—1

Le produit de toutes ces inégalités, donne

Un I

Up  Up
et puisque u,, v, sont des constantes, on peut conclure que

Up < kvy, k>0,

ce qui montre la proposition. [

Régle de Duhamel (Raabe, Gauss).
Cette regle permet d’affiner le critere de D’Alembert dans le cas douteux, c’est-a-dire

Un+1
ntl
Up,

pour cela on prend

anwn<un —1>, an — 1, n— 400,
Un+1

1. I >1= > u, converge,

2. 1<1=>u, diverge,

3. | =1 cas douteux.

Exemple 18. On considere la série de terme

o (1‘[?:1(32' - 1)>2
! [lim3i )

13
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cella donne

Unt1 (3n+1>2
u,  \3n+3/) "’

qui tend vers 1 lorsque n — +00, ce qui est un cas douteuz, alos on prend
anp = N In 1],
Un+1
(3 n+ 3> 2
= n -1,
3n—+1

4 n 4
= n
3n+1 (Bn+1)2)’

= A >1
= 3 .

RN 2 -
D’ot la série Y u, converge.

Exercice 2. Démontrer la régle de Raabe-Duhamel.

2.4.4 Séries de termes réels (aux signes quelconques).

Définition 3. Soit une série Y uy,. Sila série de terme général |uy,| est convergente,
on dit que la série de termes général u, est absolument convergente.

Remarque 15. La série Y |uy| est une série TP.

Théoreéme 16. La série Y |uy| estconvergente implique que la série | uy, est con-
vergente.

Preuve. En utilisant, 'inégalité

q q
Zun §Z|Un|a (¢ > p),
n=p n=p

et puisque la série Zizp |uy,| vérifie le critere de Cauchy du Théoréme . |

Remarque 17. On dit qu’il y a semi-convergence si »  u, converge et »_ |uy|
diverge.

Exemple 19. o La série (_nlf est absolument convergente puisque >l

converge.

. —1)"
e Par contre la série Z % ¢

est convergente vers “—1In 27, tandis que

—-1)" 1
>S5

14
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est divergente, ce qui veut dire que

_1)n
Z( n)’

est semi—convergente.

e Ftudier la nature de série suivante
Z(—1>n vn+2—+/n
— Y
n>0
Critére de séries alternées (Leibniz).

Théoreme 18. (Critere de Leibniz.) Soit (uy), une suite de nombres réels
poditifs. Si la suite (uy) est décroissante vers 0, alors la série de terme général
(—=1)"u,, est convergente.

En plus, si (Sy) la suite de somme partielle. Alors la somme S de la série peut
étre évaluée de maniere suivante

|S - Sn’ < Upt1-

Exemple 20. La série
41
> (=1 = a€Ry,

est une série alternée et la suite de terme général n% est décroissante tend vers 0.
D’apres le critere de Leibniz, la série donnée donc est convergente, et de plus

“+00

41 1
Z (=1)” 1}; < m

p=n-+1

Critere d’Abel.
Proposition 19. (Critére d’Abel.) Si la série Y u,, avec

Up = ap by, VYn € N,

Supposons que la série Z:g by converge et (ay) est une suite monotone et bornée.
Alors la série

—+00 —+00
E Up = E anbyp,
n=1 n=1

est convergente.
Remarque 20. Si b, = (—1)", on obtient le critére de Leibniz.

Exercice 3. Ftudier la nature des séries de termes suivants

15
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3

1. up =2, “D’Alembert”

n!

2. up = In(n") “Cauchy”

(In n)»~’

3/ 1 3
3. up = n—vnntll, “Riemann”

4. Up = 7t n >0, p>0, “Bertrand”

(In n)p>

(_1)'n+1
\/ﬁ )

5. u, = n > 1, “Leibniz”

2.4.5 Propriétés des Séries Absolument convergentes.

1. On peut regrouper d’une maniere quelconque les termes d'une série absoluent
convergente sans changer ni la convergence ni la somme.

2. La modification de l'ordre des termes d’une série absolument convergente ne
change ni la convergence ni la some de la série.

3. Si ) uy et ) v, sont absolument convergentes, leur produit peut étre effectué
sous la forme

+o0 +o0 +o00
E Un E Un | = E Wn |,

ou
n
p=0

appelé produit de Cauchy, et la série Y wj, est aussi absolument convergente.

16



3 Suites de Fonctions.

Soit F I’ensemble de fonctions numériques définies sur un intervalle I de R.

Définition 4. On appelle suites de fonctions une application de N dans F qui a
n associe fn(x). Une suite de fonctions {fo, f1,- -+, fn, -} est notée (fn)nen ou

(fn)-

Exemple 21. Les suit (fy) suivantes sont des suites de fonctions.

1. fo(z) =e ™" sur Ry.

0.00030
0.00025 £
0.00020 £
0.00015 £ \

0.00010 £ \
0.00005 £ \ \

0.00000 §
0

1 .
;Dsln(sﬁ X)

1 .
gsln(5 X)

1 .
4—s|n(4 X)

1.
;sm(f} X)

1.
;sln(Z X)

Figure 3.2: Graphes de f,(z) = &g“’) avec n = 1,2.3,4,5 and 50, example .

17



3 Suites de Fonctions.

Nous avons vu de 'exemple 21| dans le cas ou fy,(z) = exp (—nx) que si n devient
assez grand f, = exp (—nx) — 0, sauf pour x = 0 qui donne f,(0) = 1. Alors que

sin(n x)

dans le cas ou fp,(z) = cette fonction tend vers 0 pour toutes les valeurs de

x dans Uintervalle [0, 7] “fy(x) = w — 07. On voit la différence entre ces

deux types de “convergence”. Selon a cette remarque de cet exemple, on va discuter

i) La notion de convergence pour chaque point x de I de la suite (f,,(z)), lorsque
n — +oo “Convergence simple”,

ii) La convergence globale sur I de (f,(z)), lorsque n — +oo “Convergence
uniforme”.

3.1 Covergence Simple.

Définition 5. On dit que la suite { fo, f1,- -, fn, -+ } de fonctions de F converge
simplement vers la fonction f de F si pour tout x de I, fy(x) converge vers f(x),
c’est-a-dire, si

Veel, lim fy(z)=f(x),

n—-+00

.e.;
Ve >0, Ve eI, AN(e,x) e N: Vn > N(e,z), |fu(z) — f(z)| <e.

Exemple 22. Soit

1. La suite fp(z) = exp(—nz). Cette suite converge simplement sur Ry vers la
fonction f telle que
st x> 0;

07
f(a:'):{ 1, six=0.

2. gn(x) = w, 0 <z < m. Cette suite converge simplement sur [0, 7] vers
la fonction f(x) = 0.

4
3. hp(z) = 732—51’12, Vn € N. Dans ce cas on a

3nzt

li h = i —_— =
nﬁlinoo n(SC) nililw n3 3 + 2

0,

alorsfnﬁ)fzo.

CS (CU .. . . p
A f, signifie que f,, converge simplement (resp. uniformément) vers f.

'

18



3 Suites de Fonctions.

3.2 Convergence Uniforme.

Définition 6. On dit que la suite de fonctions (f,), converge uniformément
vers f sur I si on a: La suite numérique (|| fn(x) — f(2)|lo),en converge vers 0.
D’une maniére equivalente, la borne supérieure de |fn(x) — f(x)| pour x € I tend
vers 0 quand n — 400, c’est-a-dire

lim sup|fn(z) — f(x)] =0,

n—-+o0o xel
1.€.;

Ve >0, Ve el, AN(e) e N: Vn > N(e) = sup|fu(z) — f(2)] < e.
zel

Remarque 21. Dans le cas de convergence uniforme, N ne dépend que de €, non
de x.

3.2.1 Interprétation Graphique.

La courbe (Cy) d’équation y = fp(x) se trouve entre les courbes (C}) et (Cy)
d’équations respectivement y = f(x) + ¢ et y = f(z) — ¢ (voir figrure (3.3]).

(Ca).y=f(x)+¢

(Cn)-y=fa(x)

(C)y=Ff(x) (Ca):y=f(x)-¢

[

X

Figure 3.3: Illustration géométrique de convergence uniforme.

Exemple 23. Soit

1. I =R, fy(z) = M, il est clair que fy, 5 f =0. D’autre part

n2

0 <sup|fu(z)] < # —F 0,
zeR n——+oo

= sup|fn(z)] —— 0.
zeR n—-+oo
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3 Suites de Fonctions.

Finalement on peut conclure que (fy) converge uniformément vers f sur R
cU,
(fn(x) — 0)'

2. On considére fn(z) = Sin(:x) sur [0, 7.

1
=—-—0,
n

sin(n x)

sup | fu(2) — f(2)] =

z€[0,7] z€(0,7] n

lorsque n — +o0. D’ou, la suite (f,) converge uniformément vers f.
Théoréme 22. (La convergence uniforme (CU)) = (La convergence simple (CS))

Preuve. Puisqu’on a la convergence uniforme, alors

0 < |fu(z) = f(2)] < sup|fu(z) = f(x)] =0,

zel
et donc
|fn(x) — f(x)| — 0, lorsque n — +o0.
Ce qui prouve que (fy,) converge simplement vers f. [ |

3.2.2 Continuité et Convergence Uniforme.

Théoreme 23. Soit (fy,), une suite de fonctions qui converge uniformément vers
f sur un intervalle I C R. Si f, est continue sur I, ¥Yn € N. Alors f est continue
sur 1.

Exemple 24. Soit I = [0,1], f, = 222 n € N, il est clair que f, SN f, avec

24nx?

f:[0,1] —R
1, x=0;

v '_>f(x):{ 1, z40.

La fonction f,, est continue sur [0,1], Vn € N, mais f n’est pas continue en 0.
Cela implique, d’apres le théoréme que (fn) ne converge pas uniformément

vers f sur [0,1] (fn Y 1)

3.2.3 Limite d’une Suite de fonctions dérivables.

Théoreme 24. Si f, o f osur I et f, est dérivable ¥n € N, alors f peut étre
nondérivable et (f])n peut étre non convergente.

Exemple 25. Soit [ = R, fy(z) = \/22+ 5, Vn > 1. Alors f, N f, avec

20



3 Suites de Fonctions.
f(x) = Va? = |z|. De méme

0 n - = ? %_ i ,
Silel%f (x) — f(2)] igg‘m \/x_‘

1 1
= =S SUpyT—F————
" xER’\/UCQ—i—n%—i-\/:c? 7
1 1 1
= e X T = 0 \V/n Z ]_,
n

lorsque n — 400, on obtient 0 < sup|f,(z) — f(z)| <0, par conséquent f, Lo f=
zeR

|z| sur R. En plus de ¢a, fy, est dérivable sur R, ¥n € N, mais f n’est pas dérivable

au, point 0.

Théoreme 25. Soit (fy,), une suite de fonction définies et continues sur un segment

la,b] de R converge uniformément vers f sur |a,b]. Alors, la suite (f; fn(2) dm)
n

converge vers fab f(z)dx, ie.;

b b b
ngrfoo/a fn(x) dx:/a nEI—Poofn(x) dx:/a f(z)dx.

Exemple 26. Supposons que I =[0,1] et f,, =1In (ex + %) , Vn > 1. Calculer

1
lim / fn(z)dz.
n—-+o0o 0

Premierement, on a

lim fy(z) = lim In (695 + f) =z,
n

n—-+o0o n—-+o0o

cS
donc frn, — f, avec f(x) = x.
Deuxiemement, Vx € I on a

[fal@) = f)] = |In(e”+£) —In(e")

= i (14 2o < 2

= n

I

IN
g
I
|~

Indication. Vu € [0,1], In(1 +u) <u= ue ™ <e L.
Alors

1
< - < — '
0 < suplfa(z) = fla)] < 2~ 0
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3 Suites de Fonctions.
.. . cuU
Ce qui implique que f, — f, et donc

1 1 1 210
lim / fn(z)dr = / lim fp(x)de = / rder=|—| =—.
n—-+00 0 0 n—+o00 0 2 0 2

Théoréme 26. Soit (f,) une suite de fonctions dérivables sur I, et f, 5 f. Pour
que f soit dérivable sur I, il suffit que f), e g surl. Et on a

(Jim ful)) = T fie) = (o) = £ (2).
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4 Séries de Fonctions.

Définition 7. On appelle série de fonctions de terme général f,, la suite de fonc-

tions (Sy,) définie par
Su=2_ fr
p=0

La suite (Sy,) est appelée suite des sommes partielles de la série de fonctions de
terme général fy est noté {fn}, O fn) ou > fn ... etc.

Définition 8. La série de fonctions (D fn) converge simplement (ou converge uni-
formément) vers une fonction f. Si la suite de somme partielles (Sy) converge
simplement (ou converge uniformément) vers f, alors f appelée fonction somme.

Remarque 27. S la série de fonctions converge, la fonction somme est notée

+o00
f@) =) fala),
n=0

la suite (Ry,) est appelée suite de restes

n “+o00
Ry=f=> fale)= Y fyl@).
n=0

p=n-+1
Proposition 28. Soit (> fn) une série de fonctions, il y a équivalence entre
1. (3 fn) converge uniformément,

2. lim ||Ry|l,, =0, t.e; La suite des restes converge uniformément vers la
n—r—+00

fonction nulle,

q
3. Ve > 0,dng tel que p >ng et q>ng et q > p = Z fr|l (Critére de Cauchy
k=p
pour les séries de fonctions).

4.1 Convergence Normale.

Dans le cas ot Y || fnll, est convergente, on dit que (> f,) converge normale-
ment.
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4 Séries de Fonctions.
Proposition 29. Soit (> fy) une série de fonctions telle qu’il existe une suite (cv,)
de réels positifs vérifiant
Ve, Yn e N, |fn(x)] < ap.
Si la série Y oy, converge, alors la série Y | f, converge normalement.

Théoreme 30. Convergence normale = Convergence uniforme (absolue) = Con-
vergence simple

Les implications réciproques de théoreme précédent sont fausses.

Limite en z( € I.

Soit (fn(x)) une suite de fonctions définies sur /. Si chacune des fonctions f,, admet
une limite finie ¢,, en xq et si Z fn converge uniformément sur I, alors

1. > ¢, converge,

2. S =) fn admet pour limite Y _ £, en xg, i.e.;

Intégration sur un segment [a, b].

fn une fonction continue sur [a,b] et Y f,, converge uniformément sur [a, b]. Alors
S =>" fn est continue sur [a,b] et

Z/abfn(ff)dﬂ?:/:S(x)d:r=/ab2fn(x)dx.

Dérivation.

Soit > fy, une série defonctions de classe €' sur I. Si
1Y fa 5 S(x) sur I,
iy f RSLCA T(zx) sur I,

alors S est de classe €' sur I pour tout z € I, et

S'(0)=T@) =3 fi(@).
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5 Exercices sur les Suites et les
Séries de Fonctions.

Exercice 4. Considérons la suite { fo, -, fn, -+ } définies par

fo: [0,4+00] — R,

x — fo(x) = 1153:

(a) Montrer que la suite de fonctions (fy,) converge simplement sur [0, 4+00].

(b) Trouver la fonction f : [0,+oco[— R, limite similpe de la suite (fy), c’est-a-
dire f vérifiant Vo € [0, +o00[: f(x) = lirf fn(z).
n——+oo

Solution. On fixe x € [0, +o00[, alors

(a)

nx

li = i
n%HJIrloo fn (x) nﬁu;{loo 1+nx’

et puisque x > 0 fixé le terme n z tend vers +oo lorsque n — 400, et donc

nx

li = lim —=1 0
W o) = M oe =1 pours#D,
dans le cas o x = 0, on obtient
lim fp(z)=0
n——+0o0

Alors (fy,) converge simplement sur [0, +o0].

(b) D’apres (a) f, 5, f, telle que

0, z=0;
-}

1, =z>0.

Remarque. f, est une fonction continue qui converge vers une fonction discontinue,
alors la convergence n’est pas uniforme.
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

Exercice 5. Considérons la suite de fonctions (fy,) définies par

fn: R — R,
1 .
v ﬁfncc){l vy

2, r =1

Montrer que (fy) converge simplement sur R vers une fonction f qu’on determin-
era.

Solution. On calcule la limit lorsque n — 400, on conclut que (f,) converge
simplement vers la fonction f telle que

o-{2 171

Exercice 6. On considére la suite de fonction qui est donnée dans I’exercice [4.

(a) On a vu dans ’exercice 4| que (fy) converge simplement sur [0, +oo] vers la

fonction
0, z=0;
flz) = {

1, =z>0.
Montrer que (fy,) ne converge pas uniformément vers f sur [0, +ool.
(b) Montrer que (fy) converge uniformément vers f sur [1/2,+o0l.
(¢) Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur [a, +o00| avec o > 0.
Solution.
(a) Pour n fixé, caclculons f,,(z) — f(x)

fal@) = flz) = {1“”1’x>&

nI —
7z — 0, =0

xTr =

L, > 0;
N mww—fm>{1“” ’

0, T =

Pour vérifier la convergence uniforme il faut calculer sup |f,(x) — f(z)|. Pour
xeRy
cette raison, on pose

gn(@) = [fu(2) — f(2)| = ,
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.
on prend la dérivée de la fonction g,

QZ(I)I( ! )IZ—#<O.

l+nz 1+nzx)?

Alors Vz € [0, +o0[: g}, (z) < 0 = g, \ (Décroissante) sur ]0,+oo[. Ce qui
implique que

sup gn(x) = sup |[fu(z) — f(2);
zeRY TeRY
1
= lim =1

=0t 1+nz

Donc sup |fp(z) — f(z)] — 1.

x€R+
; CU
Par conséquent sup | fn(z) — f(z)| - 0 et fr, = f.

(b) Maintenant, on discute de la convergence uniforme de ( f;,) vers f sur l'intervalle
[0, +00], pour cette raison on fait le suivant

1
sup  |fn(z) — f(z)| =  sup :
vellj2too] 2€[l/2,400[ 1 TN
D’ou Hﬁ N Vo € [1/2,+00[. Ce qui implique que
Sup 1+1nx = lim 1+n:v;
x€[1/2,400[ x%{r
_ 1
T T e

Finalement f,, v f=1sur[1/2,+0o0].

(¢) On a aussi f, v f=1sur [o,4+00], a> 0. La méme preuve donnée en (b).

Exercice 7. Considérons la suite de fonctions (fn(z)) avecx € [0,2] etn =1,2,---.

fn: [0,2] — R,

n?x, s10<x< 2

r > folx) = —nlz+2n, Sz'%gxg%;
-2

0, siz<w<2

(a) Montrer que f, est continue sur [0,2].
(b) Etudier la convergence simple de (fy) sur [0,2].

(¢c) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers f =0 sur [0,2].
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

Solution.

(a) La figure représente les graphes de fn pour différentes valeurs de n. La

fonction
gn(z), sio<z <l
falx) =< hp(z), s % <z< %;
.2
0, si s <x< 2,
avec gn(r) = n?x et hy(r) = —n?x 4 2n, est une fonction continue sur [0, 2]

car les fonctions g, et h, sont des fonctions continues sur R. Et car, en plus de
¢a, il n’y a pas de sauts dans les extremums des intervalles [0, 1/n], [1/n,2/n]
et [2/n,2].

20

=N

o=
o

1
10

Figure 5.1: Graphes de fonctions f, pour n = 1,2,5,10 et 20.

(b) Soit z fixé, alors si x = 0 on a immédiatement f,(x) = 0 et donc

lim f,(x) = 0. Dans le cas ou x > 0 et lorsque n — +o0, g, et h, ont
n——+00

le singleton * = 0 comme domaine de définition (d’apres le théoreme de la
pince). Donc lim fu(x) =0, = > 0.
n—-+00

Finalement, f, 3 f=0.

(c) Pou la convergence uniforme, on fait

[fn(2) = Ol = sup[fu(z)],

xel

_ 1y _
= Julw) =n ooy e

Dot f, & f=0.
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

Exercice 8. Soit (fn)n>1 une suite de fonctions, telle que f, : [0,1] — R

0, stx=0;
folz) =< 1, sizel0,1/n];
0, stxe[l/n,1],

(a) Montrer que (f,) converge simplement vers une fonctions f.
(b) Montrer que f, X f sur [0, 1].

(¢) Calculer

(d) Que peut-on conclculre.

Exercice 9. Montrer que lasérie

a. est convergente,
b. n’est pas convergente uniformément sur [0, 2].

c. Intégrer cette série terme a termes sur [0,2]. Conclure.

Solution.

a. Sionprend S =) x(1 —z)", alors S peut prendre la form
S=x Z(l —x)"
une série géométrique qui converge lorsue |1 — z| < 1, et donc pour
—-I<l-z<l=0<2<2.

Dans le cas ou x = 0, on obtient S(0) =0 et

S(x) = xZ(l — )" = xﬁ =1, pour =z €0,2[.

Finalement, la série donnée converge sur [0, 2] vers une fonction discontinue

0, z=0;
S(%){

1, O0<z <22
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

b. S(z) est discontinue et puisque f, est une fonction continue, on peut conclure
donc que la convergence n’est pas uniforme.

c¢. On peut facilement vérifier que

/015(x>dx:1,

et d’autre part

=t =/ 1 1
1—2)"dr = — =
S [ a-ora =3 (g g) =

Il s’agit d'une série téléscopique et sa somme est donnée par

S = mn<1— 1 ):L

n—-+o0o

Remarquons que la convergence n’est pas uniforme mais on obtient & =
1
fo S(z) dx.
Donc la continuité et la convergence uniforme sont des conditions suffisantes
. " , . 1
mais pas des conditions nécessaires pour lesquelles S = fo S(z)dx.

Exercice 10. a. Calculer

B 2M ¢
14+ mom g2’

1
I = / fn(@) d, avec fin(z)
0

b. Calculer
lim I,=1cet lim f,(x)=f(x).

m—-+00 m—-+00

c. Comparer I avec fol f(z)dz. Conclure.

Solution.
a.
1 m

b.

| 2m In 2

lm = T M2 2

m—-+00 m——+00 2m 2
et

1
lim fp(z)= lim — =0, z#0.

m——+0o0 m—+o0 M T
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

Si z =0, on trouve f,(0) =0 et f(z) =0.
1 : :
c. I=(In2)/2et fo f(z)dx = 0. Alors, la convergence n’est pas uniforme.
Exercice 11. Soit fp(z) = e e’ sin(nz) +v1—22, neN.
a. FEtudier la convergence simple sur [—1,1].
cU
b. Montrer que Ya >0, fn, — [ sur|a,1].

c. Montrer que Ya >0, fp & f sur[0,1].

Solution.
a. lim fy(z) = f(z) = V1-22
n—-+400
b |fu(@) = f(@)] = e |sin(nz)| < e T < e [a,1]. Alor
lim e = 0,
n—-+00

cela signifie que

Falz) Y V122

c. Dans ce cas on peut prendre z = 1/n. Alors n — +o00 = = — 0 et donc

|fu(1/n) = f(1/n)] = e /" sin(1) - 0 lorsque n — +oc.

Cela montre que la convergence n’est pas uniforme sur Uintervalle [0, 1].

Exercice 12. Montrer que la série de terme général

2
nIo+n

fulz) = (=1)

n2
a. N’est pas absolument convergente sur R.

b. Converge uniformément sur tout intervalle fermé |a, b].

Solution.

a. |fu(x)| ~ % est donc la série Y |fn(z)| est de méme nature avec la série
harmonique Z% qui est divergente. Donc la série de fonctions donnée n’est

pas absolument convergente.

D’autre part, en utilisant la regle de Leibniz (puisque la série est alternée) on
peut vérifier que la série est simplement convergente.
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5 Exercices sur les Suites et les Séries de Fonctions.

b. Une série alternée de somme S(x) et de somme partielle S, (z) est vérifiée

5@) = Su(@)] < |fsa(a)] < Conlebbyenst

= sup |S(x) — Sy(z)| = sup |R,| — 0.
z€[a,b| z€[a,b) n—+00

Dong, la série donnée est convergente unéformément sur [a, b].

Exercice 13. Montrer que la série de terme général
fo(z) =ne "7,

est converge uniformément sur [a,+oo[ (a > 0), mais non sur [0,+oo[ et puis

calculer
—+00
E ne """, x>0.
n=1

Solution.
On sait que
ne " <ne "%

La série numérique »  ne ™% converge = la convergence normale = la conver-
gence uniforme sur [a, +00.

En x = 0 la série ne converge pas simplement =- ne converge pas uniformément.

Finalement, la série de terme général % (e_m" ) converge uniformément sur [a, +o0|
et donc

—+00 “+00
§ : —nx d § : —nx e’
ne = —— e = .
dz (er —1)2
n=1 n=1
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6 Séries Entieres.

Une série de la forme ) a, 2™ est appellée série entiere, o (ay,) est suite réelle ou
complexe . La somme partielle

S, =ap+aix+asz®+ -+ apa",

est une fonction polynomiale

400
S(z) = ngrfoo Sp(x) = Z an x".
n=0

Comme les séries de fonctions, ce probleme se traite avec les méthodes étudiées
dans le chapitre de séries numériques, en particulier : regle de Cauchy et regle
de D’Alembert pour démontrer la convergence simple de la série de terme général
apz” enx €l CR.

Pour la convergence uniforme il suffit de trouver une série de terme général v,
convergente telle que

lan 2" < vy,

En plus, cela donne la convergence normale qui implique la convergence uniforme.

Exemple 27. Soit

Z (_12)n " sur [0, 1].

1. C’est une série alternée qui est simplement convergente.

2. Converge absolument puisqu’on a

1
ajn Sﬁv

qui est un terme général d’une série convergente de Riemann.

'Dans ce chapitre, on peut remplacer 2 € R par une variable complexe z € C sauf que la
valeur absolue dans R est remplacée par le module dans C.
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6 Séries Entiéres.

3. Le reste R, est donnée par

IR, < =] < 1
nl S wE)? S i
= sup |S(x) — Sp(z)| € ~L —— 0.

12
z€[0,1] (HD® npoo

Ce qui signifie que la série est uniformément convergente

Exemple 28. La série de terme général x™ est une série entiére (série géométrique)
simplement convergente sur | — 1,1[. En plus de ¢a

1
Vo€ [-1/2,1/2], |2"] < —

et la série géométrique de raison 1/2 est uniformément convergente sur [—1/2,1/2].

Lemme 31. (d’Abel.) Sila série Y anx™ converge au point xg # 0, alors la série
entiére donnée est absolument convergente sur |x| < |xo| (| — |zol, |zo|[ ).

Preuve. La série ) a, z{ converge, alors

: n
lim ap,zy =0,
n—-+o0o

et cela implique que IM > 0 tel que |a, 5| < M et donc

Vo €] — |zol, |xol[, |anx"| an:ﬂg% = |ay, zg| |x% n,
n
< M|
Et puisque |z/zg| < 1, on obtient
T n
Z|anx”| SMZ —| < o0.
)

Proposition 32. Si la série Y an 2™ diverge losque x = xq, alors Y an x™ diverge
pour toutes valeurs de x t.q. |x| > |xg].

Preuve. Supposons que non! i.e.; 3z avec |z1| > |zo| tel que la série Y a, 7 con-
verge et cela signifie que, d’apres lemme , la série ) ay, 2™ converge sur intervalle
| = |z1|, |x1|[ qui contient I'intervalle | — |zg|, |xo|[ et cela contredit le fait que la série
> an xy est divergente. |

Proposition 33. Si la série entiére Y a, x™ converge sur lintervalle |—a, a[, a > 0.
Alors > anx™ converge uniformément sur [—r,r] C| — a, al.
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6 Séries Entiéres.

Preuve. Soit r < r; < a, et puisque Y _ ap, ™ converge sur l'intervalle | —a, a[, a > 0,
alors 3M > 0, tel que |a, ]| < M, Vn. Donc, Vx € [—r,7], on a

n n z"
apz™| = l|apri 5%
| n | nelopp
— nyz” r|"
= lanrl || < ME]
Finalement, ) a, ™ converge uniformément sur [—r, r]. |

6.1 Rayon de Convergence d’une Série Entiere.

Il découle du lemme [31| que I'ensemble des x ou la série entiere est convergente est
un intervalle centré en 0.

Définition 9. Le nombre R = sup{|z| : € D}, ot D c’est le domaine de conver-
gence de série entiére Y ana™ est appelé Rayon de convergence de cette série
entiere (0 <R < +o00 ) et on a

1. R=0< D= {0}.
2. R=4+00<D=R.

3. 0 <R < +o0, alors
e |z| <R = La série converge.
e |z| > R = La série diverge.
D’apres proposition , sila ) apx™ converge sur | — R, R[ elle converge alors

uniformément sur [a,b] C] — R, R].

6.1.1 Calcul de Rayon de convergence, K.

Théoréme 34. (Hadamard.) Le rayon de convergence R de série entiére ) a, x"
est donné par ”

2S0it (uy,) une suite bornée réelle et soient
vy, =sup{ug : k>n} et w,=inf{uy: k> n}.

Les suites (vy,) et (wy,) sont respectivement décroissante et croissante et wy, < u, <
vp. On appelle respectivement limite supérieure et limite inférieure de la suite

(Un)nz[)

limsupu, = lim wv, et liminfu, = lm w,,
n——+o0o n——+00 n——+oo n——+0o00

ce qui est équivalent a

lim sup u,, = inf(vy,)n>0 et liminfw, = sup(wy)n>0-
n—+00 - n—+00 -
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6 Séries Entiéres.

1 ) N
RoP= ngrfoosup lan]|.

On utilise le test de D’Alembert (ou de Cauchy) dans le cas ou ces limites existent
(peut étre +00), le rayon de convergence est donné par

1. lim 2 = p= L “D’Alembert”.
n—+oo "

2. lim /|a,|=p= &, “Cauchy”.
n—-+0o0o ‘ n’ p R Y

. \ Ve . o\ n
Exemple 29. On considére la série entiére » ol

n2

Jm il =l

Un+1
Unp

lim
n—-+oo

Donc la série converge si |x| < 1 et diverge si |z| > 1, et donc R = 1.

Exemple 30. Soit la série entiére suivante

—1)™)"
Z(3+( ") o
n
n>1
Alors
1 1

R = =-.
1)
limsup3+( ) 4

n—+0o00 Cﬁi

Exemple 31. Soit la série entiere

S

n>0
Dans ce cas
R=1
Exemple 32. Soit la série entiere
n
>
n
n>1
Dans ce cas ]
R=-,
a
d’ot la série converge sur | — 1/a,1/a[. Si x = 1/a on a une série harmonique
qui converge, par contre x = —1/a donne une série harmonique alternée qui est

immédiatement convergente.
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6 Séries Entiéres.

Exemple 33. La série entiere

n>0
a le rayon de convergence suivant
R =400
Exemple 34. La série entiere
n—1
=" .
2 U
n
n>1
a le rayon de convergence suivant
R=1.

Donc la série converge pour |x| < 1. Remarquons ici que la série converge aussi
pour x = =£1.

Exemple 35. La série entiere

E n"a",

n>1
a le rayon de convergence
R =0.

La série ne converge que st x = 0.

6.2 Dérivation et Intégration des Séries Entieres.

1. La somme d’une série entiere est une fonction continue, et méme indéfiniment
dérivable sur son intervalle de convergence, alors si

Sx)=a+arz+---+apx"+--,

implique que

1

S'(z)=a1 +2agx+ -+ +napa" "+

On peut donc dériver une série entiere > a, 2" terme a terme, et la série obtenue
a le méme rayon de convergence R que la série donnée et méme de classe €.

2. On peut, de maniére analogue, intégrer terme a terme une série entiere S(z) =
> apa™ de rayon de convergence R, et encore le rayon de convergence de série
entiere trouvée est égale a R, alors

x 2 3 n+1
T T T
S(t)dt = . o,
/O (1) a0$+a12+a23+ +ann 1+
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6 Séries Entiéres.

Exemple 36. Si on prend
S@)=1+z+2>+ - +a2"+--, R=1

Alors
Sa)y=1+2x+32° + - +na" 1 +... R=1,

x 2 3 n+1
/S(t)dt:x+x—+x— oy 2
0

R TS B

6.3 Opérations sur les Séries Entieres.

1 Somme. Soient Y a,x™ et Y b, 2™ de rayon de convergence respectivement R
et Ro, la somme de ces séries Z(an + by) 2™ est de rayon de convergence R tel que

R = inf{Rl, RQ} ol Rl 7é RQ.
Si R1 = Ro, on ne peut pas conclure. Par exemple pour a,, = —b, = 1, alors

Zx” + Z(—l) " =0,

et donc R = +o0.

2 Multiplication par un scalaire k. La série entiere > ka, 2" a le méme rayon
R que la série Y a, 2™ dans le cas ou k # 0. Si k = 0, le rayon de Y kay, 2™ est
R = 4o00.

3 Multiplication de deux séries entieres. Le produit

(Z an, x”) (Z by, x”) = Z cp, " avec ¢, = i aj by—r,
k=0

a le rayon de convergence R tel que R > inf{R, Ra}.

6.4 Développement en Série Entiere.
Théoreéme 35. Si S(x) est la somme d’une série entiére Y a, (x — x0)". Alors

S(n) (z0)

n!

VneN:a, =
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6 Séries Entiéres.

6.4.1 Fonctions Développable en Série Entiere.

Définition 10. f est développable en série entiére sur I s’il existe une série entiére
dont ['intervalle de convergence contient I et

S(x) = f(x) = Zan:c" sur I.

Puisque S(x) est indéfiniment dérivable sur le domaine de convergence, il faut que
f soit indéfiniment dérivable sur 1.

Exemple 37. 1= =1+a+a2>+ - +2"+--- avec R =1, alors f(z) = T est

1—x
développable en série entiére sur | — 1,1].
Exemple 38. H% =l—-a+22 -3+ +(=1)"2" +--- avec R = 1. Par
intégration, on obtient
2 3
¢ x
In (1 =r——+ =+
n(l+z)=2 s t3+

Exemple 39. — = 142242+ +22+ - avece R=1.

Exemple 40. lJr%:1—x2+x4—x6—i----—i—(—1)”x2”—l—--- avec R = 1. Par

intégration, on obtient

563 SC5 1'7 562 n+1

t -y - — + — — — ... 1"
arctanz =@ 3+5 7+ +(-1)

il

Exercice 14. En utilisant exemple donner le développenet en série entiere au
voisinage de 0 de la fonction f telle que

flz) = ! , a€lR

a—x

6.5 Séries de Taylor.

Soit f € €°° au voisinave de xq, la série

+00 (
fin)(zo
$S ) (o
n!
n=0
est appelée série de Taylor au voisinage de xg. Si xg = 0, estappelée série de
Maclaurin.
Si on prend une série entiere sur son domaine de convergence, alors sa somme est
g(n)
de classe € avec a,, = n(,xo), et donc

Théoréme 36. Toutes série entiere » | an (x — xo)" est une série de Taylor de sa
somme au voisinage de xg.

39



6 Séries Entieres.
Définition 11. Si [ est développableen série entiere au voisinage de touts point
xg €la, b, on dit que f est analytique sur |a,b|.

Remarque 37. On peut construire des fonctions f € €°° qui ne sont pas développable
en série de Taylor au voisinage d’un point xg.

Exemple 41. Comme exemple de ces types de fonctions, considérons la fonction
suivante f

e ﬁ, x # 0;
0, xz =0,

alors f € € dans R, et f("(0) =0 V¥n € N, ce qui donne
+oo
NSO
f(z) = E_OTUU =0,

mais la fonction n’est pas nulle partout au voisinage de 0.

Théoreme 38. f € €°° développable en série de Taylor, i.e.;

400 (n "
fy = 3 T gy
n=0

sur le domaine de convergence A\ =]zg — R, xo + R|,

si et seulement si
Ve € A limy i Ry(z) =0, ot Ry () représente le reste de développement
limité de Taylor
(:l: _ l.o)n+1

(n+1)! f(n+1)(x0 +0(x — 1)), 0€]0,1]

Ry (z) =

Théoréme 39. Si on a |f(”) (:1:)‘ < M, M > 0. Alors f est développable en série
de Taylor.

Ce théoreme donne une condition suffisante mais n’est pas une condition nécessaire.

Exemple 42. Soit f(x) = sin z, cos x, c¢’est clair que
)| <1,

on peut alors développer f en série de Taylor comme suit

w3 2l

smx:x—g—kﬁ—ﬁ—iﬂ”,
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6 Séries Entiéres.

et de méme

w2zt 2

cosle—a—i—z—a—i—-u,

Exemple 43. Soit f(x) = e, le développement limité de Taylor de f est donné par

2 n

r x
f(ﬂf) = 1+ﬂ+_2! +"'+—n! —i—Rn(SL‘),
avec Ry(x) = (f;:)! e®? ce qui signifie que
’x|n+1
R ] > 0.
’ n(l‘)’ o (n+ 1)' n—+00
Finalement,
v _q r oz’ x"
R TR TR

En utilisant cette série, nous pouvons, par exemple, obtenir le développement de
Taylor pour les fonctions

x —X T —X
_ . e’ —e e’ +e
e’ smhx:T et cosh r = ——
Formule d’Euler. ¢'% = cos z + i sin z, i2 = —1. On fait le développement de
Taylor de e®, z =1 x
. 2 3 4 5 6 7
et = l+ig—g i+ tig—g i+ ,

= cos x+1sin x.

41



7 Séries Trigonométriques (Séries de
Fourier).

On est déja expliqué comment développer une fonction f en série entiere selon le
développement de Taylor

X #(n)
n=0

n

Dans le cas ou f est continue et périodique de période T' = 27, on peut représenter
f sous la forme d’une somme infinie de fonctions trigonométriques (fonctions cosinus

et sinus), i.e.;
+00

f(x)=co+ Zan cosnx + by, sinnz, (7.1)

n=1

est appellée série de Fourier de la fonction f. Si ) |an|+ |by| converge, alors la série
(7.1) converge absolument, uniformément et normalement Vz puisqu’on a

lan cos(nx) + by sin(nz)| < |ap| + byl

Exemple 44. ) COS?S—ZI)

7.1 Comment déterminer ¢y, a, et b,?

Définition 12. Soient u(x) et v (x) deux fonctions définies sur R, de période 2.
On dit que u et v sont orthogonales sur l'intervalle [—m, 7| si:

(u,v) :/Wu(x)v(x)dx:().

—T

En général, u et v sont orthogonales sur un intervalle [a,b] implique que (u,v) =

fabu (x)v(x)dx = 0.

Théoréme 40. Si u(x) =sinnz, n >0 et v (z) = cosmax, m > 0. Alors

™
/ sin (nz) cos (mz) dz =0, Vm,n,

—T
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

0, sin #m,

m
/ cos (nz) cos (mx)de = ¢ w, sin=m #0,
- 2, sin=m =0,

/7T sin (nx) sin (mx) de = { O sinFm,

—r T, STn=m,

7.1.1 Détermination de ¢y, a, et b,.
D’apres la relation (7.1)

f(x)=co+---+agcoskr+---+a,cosnx+---+bpsinkr+---+bysinnr+--- |

on multiplie les deux membres par cosnz, et puis on integre on obtient

/7r f(x)cos(nx)de = ap /7T cos? (nz) dr = may,

™
= an:%/ f(I)COS(nZL’)d"L' 7n:1727”'

de méme maniere on peut déduire que

™
bn:%/ f(z)sin(nx)dr n=1,2,---
-

le terme constant cg

/f(x)dx=27rco:w:o:%/ f(@)de =3

Finalement, on écrit

“+o00
a
f(z)~ 30 + Zan cosnx + by, sinnz,
n=1

le symbole ~ se lit “admet un développement en série de Fourier”.

Théoréme 41. Si f (x) = g (), alors les séries de Fourier de f et g sont les mémes.
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

7.1.2 Série de Fourier d’une fonction paire (resp. impaire).

Soit f une fonction paire (f (—z) = f (z)), alors:
a - 2 [T
0 —— —
f(x)~ b + Zlan COSTT, an = — /o f (x) cos (nx) dz, b, =0,
et si f est impaire (f (—x) = —f (z)), donc:

+00 9 s
flz)~ g by sinnz, b, = —/ f (x)sin (nz) dz, a, = 0.
T
n=1 0

Exemple 45. Prenons la fonction périodique f (x) =z, x € [—7, | de période 2.
Comme f est une fonction impaire, on obtient:

2 m
b, = —/ xsin (nz)dx, (on intégre par partie)
m
0

2 cosnxl™ T cosnz
= —X |-z + dx |
T n 0 0 n
2 | —m n sinnz|”
= = _(_1) + 2 )
T n 0

= b, =

Donc, la série de Fourier de f est:

too  yn+l
fay~ oy EL

n=1

sin (nz) avec x € |—m, 7.
n

Remarquons que la série de Fourier n’est pas une approximation de f au voisi-
nage d’un point comme le développement de Taylor, mais son but est de faire une
approximation sur tout 'intervalle de définition.

Remarque 42. Si f est continue en xg, alors sa série de Fourier en ce point est

convergente.
Si f n'est pas continues en xg (a un saut), alors sa série de Fourier converge vers
la valeur moyenne de sauts (Exemple [§5).

7.1.3 Généralisation.

Jusqu’ici, on considere seulement l'intervalle [—m, 7|. Si on considére un intervalle
arbitraire [a, b], dans ce cas on introduit une nouvelle variable ¢ par un changement
de variable
1 b—a
T = i(CL—Fb)—F?t,
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

on peut revenir au intervalle [—m, 7. A la fin, on obtient

+ Z lan coS 23:_—;) —) + by, sin nﬂ(2;__; —a) , (7.2)
avec
ap, = cos 2x_b_a)dx, n >0,
- (7.3)
b, = b—a/f sm bx__;_a)da:, n>1.

Dans le cas ou la fonction f est une fonction périodique de période T' = 2L sur
I'intervalle [—L, L], on peut donc écrire

o
f(x)= % + Zan cos n%a: + by, sin n%x,

n=1

= %/if (x) cos (n%x) dzx,
= %/_];f (x) sin (n%x) dx,

si la fonction f est paire, on trouve

= %/OL f () cos (n%x) dz,

et si f est impaire, on obtient

L
= %/0 f(z)sin (n%x) dz.

Théoréme 43. (Condition de Convergence) Si f et f' sont continues par
morceauxr sur |—L, L], i,e,; continue sur [—L,L] sauf sur une partie finie X =

avec
y

{z0,71,...,2}. Supposons que f et f admettent des limites a gauche et des limites
a droite en tout point de X. Alors, la série de Fourier de f converge en tout point
x de R. Sa somme est égale a

fat)+ flz7)
2

S(z) =

avec f(z7) = lim f(z + h), f(z7) = lim f(x —h) Vh >0 auz points de disconti-
h—0 h—0
nutés.
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

Et vers

aux points de continuités.

Théoreme 44. Soit f une fonction péridic de période T, alors

T a+T
/ Fa)de — / f(e)dz. VacR.
0 a

Exemple 46. Soit f(z) = 22, 0 < 2 < £. On fait une prolongation paire, une
prolongation impaire ou une prolongation ni paire ni impaire, et puis on détermine
la série de Fourier de fonction prolongation de f. Alors on fait respectivement le
dévelopement en fonctions

(a) cosinus, (b) sinus, (c) cosinus et sinus.

On va discuter tous les cas séparément comme suit

(a) Le développement en fonction “cosinus”, dans ce cas on prend l'extension
périodique paire de la fonction [ (figure , et donc on obtient

-4 -2 0 2 4

Figure 7.1: Extension périodique paire de la fonction f(z) = z? pour £ = 1.

et

l
nmwx
a, = %/xzcos 7 dzx,
0

Dot f(x) = g + 42 > D cos .

2 n2
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

Figure 7.2: Extension périodique impaire de la fonction f(z) = 2® pour £ = 1.

(b) Le développement en fonction “sinus”, dans ce cas on prend [’extension périodique
impaire de la fonction f (figure , et donc on trouve

an, =0, Vn >0,

L
. NI
22 sin dx,
0 ‘6

= 28— A5 (- - ).

nm 73 n3

and

=
S
I
~Ino

Donc f(z) = 2762 > {# + W%,E;:,, (-1)" — 1)} sin 27L.

(c) Le développement en fonctions “cosinus et sinus”, dans ce cas on prend [’extension
périodique impaire de la fonction f (figure , et donc on trouve

_4 -2 2 4

Figure 7.3: Extension périodique de période ¢ de la fonction f(z) =z pour £ = 1.
g
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

En utilisant (7.3) avec a =0, b={ et f(x) = 22, on obtient

v4
2 21 —
an = —/xzcoswdx, n >0,
¢ Jo 14
V4
by — z/xgsmwdx, n> 1.
¢ Jo 14

En remplagant par ces deuz valeurs dans (7.2), on obtient le développement
en série de Fourier pour la fonction f(z) = 2% sur [0, 4].

7.1.4 Séries de Fourier Complexes.
On sait que

e'"? = cosnx +isinnz, sinnx =
—
—inx

e =cosnr —1isinnx, cosnx =

elnx+e—1 nx

2 )
on peut donc écrire la série de Fourier de f comme suivant:
+00
ao .
flz) ~ > + g an cosnx + by, sinnx,
n=1

+00
— Oy + ZCnemx + C_neimx,

n=1
ou:
1 [T .
Cp=— e " f (z)dx.
2 o

7.1.5 Formule de Parseval.

Soit f une fonction 2 L-périodique, alors on a la formule de Parseval

2 L
ap 1
ISy T
Exemple 47. Soit f (z) = 2%, v € [-7, 7).
Alors )
1 [ 2
apg = —/ 22 dr = i,
T ) . 3
et de meme

A(—1)"
n2

16
n4’

bp =0, a,= :>|an|2:
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7 Séries Trigonométriques (Séries de Fourier).

1 [" 274
—/ |x2|2dx:i.
T ) . 5

La formule de Parseval donne

2
1 /272 1 27t 1
— = 16y — =" .
2(3)+ 24 5 =

Exemple 48. Soit f (v) =z, v € [—m,«|. Alors

D’autre part

2 1 (" 2 72
ap=0, a, =0, b, = —(—1)n+1 et—/ x2dx:i.
n T 3

—T
D’apres la formule de Parseval on trouve

2

1
D=
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