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1. Series nume

1.1 Définitions et propriétés
Définition1.1.1

(D=
o
-
(@
N

Soit (Un),_gune suite de réels ou de complexes. On appelle série de terme général Uy, ,

eton note " y, la suite des sommes partielles, (Sn) e oupourtoutn ¢ O:
n

n
Sn=Up+Uy+IL +Uy =Y Uy,

k=0
So = Up, 51 = Upg + Uq, 82 = Up + U1 +Uy,...

* On dit que la série)_ un converge vers S si et seulement si la suite des sommes partielles,
n

n
(Sn)hee converge, dans secas lim S, =1lim ) ux = S est appelée somme de la série

N—>+00 N—+0
k=0

Z u Z o . +00

: n et désignée par 3 un.
n=0

* Une série est dite divergente si elle est n'est pas convergente.




Exemple 1.1.2

1. Série géométrique:

Le terme général d'une série géométrique estU, = I'". Les sommes partielles ont
une expression explicite:

n n n+1 sir=1,
Sh=) U= r =1+r+r2+IL+r" =

1 -
L sir o2 1,
k=0 k=0 1-r
et sa somme ﬁ si|r| < 1,
S=I1im Sh=< pasdelimte sir<-1,
N—>-+o0 )
+00 sir > 1.

2. Voici un exemple de série dont les sommes partielles sont explicitement

calculables: 400
> e = 1
(n+1)(n+2)
n=0
En effet: Un = 1 _ 1 1
N7 (+D(n+2) — n+l n+2 ’

donc



Donc

o=t st = (1-4)+ (3-3)+ I (hy ) 1o

et +00
_ E 1 N H 1 _
S = n+1)(n+2) lim (1 n+2 /J L

n=0 N—+00
Reste d'une série convergente:

+00

Si la série de terme général Up est convergente, et de somme S =lim Sy =) up,,
N—>+00
n=0

la différence S — S, s'appelle reste d'ordren de la série. On le note:

400 n 400
R, =S-S5, =Z Uk _Z Uy = Z Uk.
Proposition1.1.3 k=0 k=0 k=n+1

Si lasérie > u, converge,alorslim R, =0
n>0 . =>+o0

En effet: Rn = S—Sn , donclim Ry =Ilm (§-S,)=S-S=0
N—>+00 N—>+0o0
(carla séried’ up convergeetS =lim S, ).
n>0 =0
Remarque 1.1.4 Les sommes partielles d'une série sont toujours définies, mais les restes ne le
sont que lorsque la série converge.




Théoreme 1.1.5

Si lasérie >’ u, converge, alors la suite (Un)eq tend vers zéro, i.e.

n>0 +00
Y up=S=lim u, =0.
N—-+o0
n=0

La contraposée de ce résultat est souvent utilisée: une série dont le terme général ne tend
pas vers zéro ne peut pas converger.
Preuve: Ona

Sh=Up+Up+ Il +uy =Sp1+Up = Up = Sy — Sp1.

Si la série converge, la suite(S,),,_gCOnverge, et donc

Ilm Un == Ilm (Sn - Sn_l) = S - S == O
Remarque 1.1.6 e e
Cette condition est une condition nécessaire qui n'est pas suffisante, car il existe des séries

divergentes et dont les termes généraux tendent vers zéro a l'infini.

Contre exemples:

1. Lasérie Y, In(L) est une série divergente, car
n>1 n
lim S, =1im > (In(k + 1) — In(k)) = lim In(n + 1) = -+,

N—+00 N—+o0 N—+00
k=1



bien que la limite de son terme général est nulle: |im In(“%l) = 0.
N—>+00
2. La série > L dite série harmonique, est une série divergente, bien que son
n>1

terme général % tend vers 0 a l'infini. En effet: on a

k+1
vk > 1,% > | %dt = Vk > 1,% > In(k + 1) — In(k)
k
i.e
1>In2-1Inl
< = >In3-1In2
o
D’ou L L>In(h+1)-Inn

Sn:1+%+]I+% >Inn+1)—Inl = Ilim S, >lim In(h+ 1) = +oxo,

N—>+00 N—>+00
ce qui montre que la série harmonique diverge. On peut aussi montrer sa divergence en

montrant que la suite (Sn)necn'est pas de Cauchy.



Proposition1.1.7

Soit (an)neo une suite numerique. La swte(an)neo converge si et seulement si la série de
terme géneéral (a,,; —a,) converge, i.e.

(@n)yecq une suite convergente < Y, (an+1 — @n) une série convergente.
n>0

Preuve

La suite des sommes partielles de la série ), (@ns1 —an) est
n>

>0
Sn =) (Aks1 — k) = ans1 — Ao
k=0

> Si la suite (an),_gCONVerge, on note sa limite | =lim a,, alors lim S, =1-a,,
ce qui prouve que la série>’ (an;1 — an) converge. " e
n>0
> Si on suppose que laséried’ (ap,1 —an) convergeversS, ona
n>0

Iim an =lim a, =lim S,+ag =S+ ao.

N—>-+o0 N—>-+o0 N—>-+00
Ce qui montre que la suite(an),_q COnverge.




Exemple 1.1.8

1 _ 1 _1
Soit la série )| (+1) yona s = - o
n>1
La suite (a,),_oaVeC an = converge donc la serlez ) converge, en plus:
n>1 1
"3 (k- by) -1
" Z k 1 n+1
k=1
d’ou _
N—+o0

1.1.1 Propriétés et opérations sur les séries
Proposition1.1.7

Soient > u, et > v,deux séries numériques, on suppose qu'elles ne different que par
n>0 n>0

un nombre fini de termes (i.e. il existe pEN tel que pour toutn > p onau, = v, , alorsles

deux séries sont de méme nature.

Preuve. Soit n > p , posons: g ZZ Uy —Z U + Z U =Sp+ Z Uy,
k=0 k= p+1 k= p+1

Th ZZVk ZZVk—I-Z Vk=Tp+Z V.

k=0 k=0 k=p+1 k=p+1




La difference S,, — T, = S, — T, est une constante, alors >* u, converge < (Sy)
converge < (Tn),_gCOnverge & 3 vy, converge. n>0

n>0

ne@

Remarque 1.1.10

1. Cette proposition permet de dire que les séries sont de méme nature
(on parle de nature d'une série pour désigner sa convergence ou sa divergence) mais
en cas de convergence, elle n'ont pas nécessairement la méme somme.

2. Onne change pas la nature d'une série si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre
fini de termes.

Proposition1.1.11

Soient 2. Unet2. Vn deux séries numeériques et € un scalaire non nul:
n>0 n>0

1. SilasérieX, Un converge vers S, et la série > Vn converge vers T, alors la série), (Un +Vp)
n>0 n>0 n>0

convergevers (S+T).

2. Silasérie2. Un converge vers S, alors la série 2. @ converge vers 3 .
n>0 n>0

3. Silasérie), Un converge, et la série 2. Vn diverge, alors la série 2, (Un + Vn)diverge.
n>0 n>0 n>0




Remarque 1.1.12
Si les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature de leur somme.
Exemple 1.1.13

1

1. Lasérie 2. % et (nTll) divergent, et pourtant on a montré que 2 nn+1) converge (voir
n>1 n>0 n>1

I'exemple 1.1.8).

vVne Quy,=1
2. Soient Y, Upet D, Vi telles que: Qun :
n>0 n>0 vn e Qv, =-1

les deux séries divergent, mais la série > (up +vp) converge.

n>0
Yn e Qu, =1
3. Soient Y, Un et) Vj telles que: " :
n>0 n>0 vne Qvp=1

les deux séries divergent, et la série 2. (Un + Vn)diverge aussi.
n>0

Pour les séries a termes complexes la convergence équivaut a celle des parties réelles et
imaginaires.



Proposition1.1.14

Soit (un), g Une suite de complexes. Pour tout n, notons a, et b, la partie reelle et la

partie imaginaire de Un . La série ), Un converge si et seulement si les deux séries 2, an
n>0 n>0

et)  bn convergent. Si c'est le cas, on a:

n>0 +00 +o0 +00
Y un =) an+i ) by
n=0 n=0 n=0

Preuve
Rappelons qu'une suite de complexes converge si et seulement si la suite des parties réelles et
la suite des parties imaginaires convergent. Si (An),.q et(Bn),.g sont deux suites de réels:

(lim A, = Aet lim B, :B) 5 lim (A, +iBy) = A+iB.

N—>+c0 N—>+o0 N—>+o0

Il suffitd'appliquer ce résultat a: n n

An :Z a.k et Bn :Z bk,
k=0 k=0

car la partie réelle d'une somme est la somme des parties réelles, et |la partie imaginaire d'une
somme est la somme des parties imaginaires.




Exemple 1.1.15

Considérons par exemple la série géométrique > r", ol I est un complexe de module &< 1
etd'argument é: r = ¢4 n=0
Pour tout n, r" = X&' Les parties réelles et imaginaires de r" sont :

an = ycosndet b, = X¥sinne

On déduit de la proposition précédente que

+00

D an = Re(ﬁ) et f: bn = Im(ﬁ).
n=0

Le calcul donne: n=0
- 1- X0sé = X5in ¢
cosné= et sinnd= .
Zog 1+ 2 —220s é Z;;&?/ 1+ X —20sé
n= n=|

1.2 Séries a termes positifs
Définition1.2.1

On appelle’ u,une série a termes reels positifs toute série verifiant: u, > 0, pour tout
n>0

ne@

* Les séries vérifiant: Un = 0, pour tout N = No sont aussi appelées séries a termes positifs

car la Nature d'une série ne change pas si on lui retranche un nombre fini de termes (voir la

Proposition 1.1.9).




*Sionnote S;, = Up + Uy + IT +up ,alors S, —S, ;1 = u,- Donc la suite des sommes
partielles (Sn),.q &St croissante, ce qui entraine que: si la suite (Sn), €St me!jorée alors elle
converge (i.e. la série . Un converge), et si (Sn),.gN est pas majoree, alors lim Sy = +o0 et
la série Y. Un divergen=0 e

n>0

Proposition1.2.2

Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite (Sy),,_q €St majorée.

1.2.1 Comparaisond'une série et d'une intégrale
Théoreme 1.2.3 (de comparaison avec son intégrale)

Une série dont le terme général est de la forme u, = f(n); ou f : [1.+0[ — = est une
fonction continue, positive et décroissante vers O est de méme nature que la suite, i.e.

n
2. Un converge (:{[ f(x)dx converge.
n>0

1

Preuve
Supposons que U, = f(n); ouf une fonction continue, positive sur[1.+oo[ et décroissante vers 0.
Sur chaque segment[n,n+ 1] ona: f(n+1) < f(x) < f(n),d'ou

n+1 n+1 n+1

j f(n + 1)dx < j f(x)dx < j f(n)dx,

n



Ce qui donne
n+1

f(n+1) < j f(x)dx < f(n).

Comme
n+1 n+1

j f(x)dx :} f(x)dx +} f(x)dx + IT + j f(x)dx,
1 1 2 n

on aura
n+1

f(2) +13) + IL +(n+1) < [ f(x)dx < f(1) +£(2) + IL +f(n)

Orun = f(n),Vvn > li.e. ' el

She1—Ur = Uz + Uz + IT + Upst sj f(x)dx < up+ux+ I +up =Sy

n
. . 1, S TR
= Si la suite f f(x)dx | converge, elle est alors majorée, ce qui implique grace a l'inégalité

1 n n+1

Sni1 sj f()dx + uy,

1
que (Sn),_gest majorée, d'ol convergente d'aprés la Proposition 1.2.2.

n n+1
= Etsi Iimj f(x)dx = +oo (car f est positive), on aj f(x)dx < Sy, ce quiimplique que

n—+

n+1
lim S > lim ( | f(x)dx> _—
N—+o00 N—+00

1



et que (S,), o diverge. n
Inversement si la série converge, lim j f(x)dx existe, et si la série diverge, la limite
n

. N—+o0
lim | f(x)dx = +oo. 1
N—+o00
1
Remarquel1l.2.4

* La condition f est une fonction continue, positive et décroissante vers 0 n'a pas besoin d'étre
vraie a partir de n=1, il suffit qu'elle soit vérifiée a partir d'un certain rang (voir

Remarque 1.1.10)

* La fonction f positive peut étre remplacée par une fonction de signe constant.

Exemple 1.2.5 <Série de Riemann»
Une série de la forme ). ﬁ est dite série de Riemann.
n®

1. Si @< 0:la série de Riemann > -l divergecarlim L, = 0 (pour@=0, lim % =1).
nad n N—+o0 n N—+00 n
2. Si©>0:uy= n—l@ = f(n),vn > 1, ouf(x) = X—l@,X > 0 est positive, décroissante et
lim f(x) = 0. D'aprés le théoréme de comparaison avec une intégrale, la série 2. ﬁ
N—>+00 N

n
converge si et seulement si |im j f(x)dx est finie.
Or n—)+001

n

1. T 1 17 1 (1
[ f0dx =] Loax = [T@x@—l] - 1_@(n@1 —1>
1

1




*Si©=1:

n

j f(x)dx = Inn,
1
donc
§ =L si©> 1
lim j fx)dx = { 1€
inaad +00 si0 < &< 1.

Résultat: La série de Riemann ) ni@ converge Si ©>1 , et diverge si ©<1,
n®

1.2.2 Criteres de comparaison
Théoreme 1.2.6 (de comparaison de deux séries a termes positifs)

Soient 2. Un et 2. Vn deux séries a termes positifs ou nuls. On suppose qu'il existe ny > 0,

n>0 n>0

tel que pour toutn > ny, U, < vp.

*SiY>_ Vy converge, alors). Un converge.

n=0 n=0
*Si> updiverge, alors > v, diverge.
n>0 n=0

Preuve. Comme nous l'avons observé, la convergence ne dépend pas des premiers termes.
On peut donc étudier les sommes partielles a partir de No . Pour toutn = Ny, notons:



Sh=Up, + IL +Upet Ty =vp, + II + V.

Les suites (Sn),.q, €t (Tn),.gsont croissantes, et de plus pour toutn > N.
Sn S Tn.

* Si la série2. Vn converge, alors la suite (Th)neo converge. Soit| sa limite, la suite(Sn)pcq est
n>0

croissante, et majorée par | , donc elle converge, la série >, Un converge aussi.

n>0
* Inversement, si la série ), U, diverge, alors la suite (Sn),.otend vers+o et il en est de
n>0
méme pour la suite (Tn),_q-
Exemple 1.2.7
. L. |cosn| ., __ |cosn| < 1
Soit la série 2. —2 ,sonterme général Un = —5— = —
n>1

1 .. . cosn| .

or 2. ~7 estune série de Riemann convergente, donc. 2 converge aussi.

n>1 n>1
Corollairel.2.8

Soient 2. Unet 2. Vn deux séries a termes positifs, s'il existe deux nombres réels strictement
n>0 n>0

positifs &, b telle que: @Vn < Un <bVy | alors les séries), Un et 2. Vn sont de méme nature.
n>0 n=0



Corollairel.2.9

Silim & =0et} v, converge, alors 3 u, converge.

N—+00
n>0 n>0

Corollairel.2.10

Soient2. Un et Vn deux séries a termes positifs. Pour n assez grand satisfait: “J—zl < "\fl‘:l ,0na
n>0 n>0

*Si 2. Vn converge, 2, Un converge.

n>0 n>0
*Si>. up diverge, > Vn diverge.
n>0 n>0

Preuve. On suppose que l'inégalité est satisfaite a partir d'un certain rang p:
\v/n 2 p Un+1 < Vn+l

N u - V )
drou n n
Uni1 Un Un1 Up 2 Up +
< < < < < 2P _ .
Vet S Vo S Vaa S Vo SIS yp = @@=,
Donc

VnZp: < @ up < @,

et aprées en appliquant le théoreme de comparaison.



Corollaire1.2.11

Soient r et r' deuxréels tels que0 < r < r*< 1 . Soit (a) _unesuite telle que

(%)”an Soit bornée. Alors la série 2. r"|an|l converge.
re

n>0

Corollaire1.2.12

Soient&et € deuxréels tels que; « @< ¢ et (a,) _ une suite telle quen-(@9 g,

ne

soit bornée. Alors la série> n-9a,| converge.

n>0

Théoréeme 1.2.13

Soient(un)_ et(va) deuxsuites a termes strictement positifs, équivalentes au

voisinage de ; .
im Un _

Up ~ Vo2 IIm ¢ =1

+00 N—+00

Alors les séries)_ un et vn sontde méme nature (convergentes ou divergentes).

n>0 n>0




Exemple1.2.14 S n%3ml  converge, ) 100 converge.
n*+2n3+4 n3
n>0 n>0
Dans les deux cas, le terme général est équivalent a i , et nousavonsvu que la
n

série Z converge
n>1

Par contre les sériesy’ ﬂetz aehn divergent.

n3+2n2+4

Dans les deux cas, le terme général est équivalent a % , et nous avonsvu que la série

harmonique Y. < diverge.
n>1

Corollaire 1.2.15 (Reégle de Riemann)

Soit2. Un une série a termes positifs. On suppose que3Oe = et| e =+ U {+o0} tels que

n>0
lim n4, = 1.

N—>+0c0

*Si | # +toet@> 1, alors D, Unconverge.
n>0

« Sil £0et @< 1,alors2 Un diverge.

n>0



Exemple 1.2.16 Etudions la nature de la série )_ nn)2 Ona
n=2
lim n—— = 4o
N—>-+c0 (Inn
D di
oncz (Inn) iverge.
Exemple 1.2.17 (Série de Bertrand)
La série de Bertrand ) n@(lnn)@ est:
n>1
1. Si ©> 1, convergente pourtout@c =.
2. Si &< 1, divergente pourtout®c = .
3. Si©&=1:
( e
> n@“ —= converge si ©> 1
< n>1
1 - -
Zl n@ann)@dlverge si ©< 1
n>

.



Preuve

Si @= 1 0nposef(t) =

t(lnt)@
f est une fonction positive, décroissante sur]l,+eo[ ,donc>’ —L _
n<inn)®
n>1
sont de méme nature d'apres le Théoreme 1.2.3.
Jfl =L [(Inn)*"®-(In2)*"¥] Si @« 1
1 t(Int)@ In(Inn) — In(In2) sio=1
Donc
1 1-© :
—7(n2) si ©> 1
lim '
n—>+oo'[ (In )@ oo st ©< 1
+00 si ©=1
d'ouy convergesi @> 1etdivergesi®< 1

nQInn)@
n>1

n

etj

2

1
t(Int)®




1.2.3 Criteres de Cauchy et de d'Alembert

Rappelons tout d'abord que la série géométrique convergesi |r|<1, diverge sinon.

Les criteres de Cauchy et d'Alembert permettent de comparer une série a termes

positifs avec les séries géométriques.

Théoreme 1.2.18 (Critére de Cauchy)

Soit 2. Un une série a termes positifs ou nuls. Notons k = lim yu, tel que

n>0 N—>+00

Kk e =t U {+o0}.
*Si k < 1, la série), un converge.

n>0

*Si k > 1, la série 2. Un diverge.
n>0

*Si k=1, cas de doute, on ne peut pas conclure.



Exemple 1.2.19

La série > (1+ %)‘“2 convergesi a > 0 et divergesi a < 0 car

n>0

lim yU; =lim (1+8) " =e=

N—>-+o0 N—>-+oo

. ;s . _n2
- Sia>0,lasérie} (1+2)™ converge

n>0

- Sia<0 ,lasériey (1+2)™ diverge.
n>0

- Sia=0,uy=1,lasérie) 1 diverge.

n>0

Remarque 1.2.20 Le critere de Cauchy ne s'applique ni aux séries de Riemann, ni

aux séries de Bertrand car:

lim gn=C =1lim fn-KIn)"© = 1.

N—>-+00 N—>-+00



Théoreme 1.2.21 (Critére de d'Alembert)

Soit Y. un une série a termes positifs pour tout entierny , telle que & est de limite

n>0

K quand n — 4o,

*Sik <1, lasérie) u,converge.
n>0
*Sik > 1, lasériey u, diverge.

n>0

*Sik = 1 , cas de doute, on ne peut pas conclure.

Exemple 1.2.22

1. Pour tout réel positif r, la série exponentielle 2. ;—", converge.
n>0

En effet:

UL'}” = I _tendversO < 1.
n n+1

2. lasériey 2V divergecar
n:

(")
n20 Upa _ (2n+2)(2n+1) tend vers 4 > 1.

Hn (n+1)?




Proposition1.2.23

Soit (Un), o une suite a termes positifs. Si ljm Yt — k ,alors M yUn = k.

Ne>400 N—+o00

Regle de Raabe-Duhamel:

Soit u, > 0,¥n > ny pour un certain entier naturel n,. Notons k = |im n( u“nl — 1)00
n+
N—>+o0

k « = .Alors

* Sik > 1, lasérie ) up converge.
n>0
* Sik <1,laserie} u, diverge.
n>0
* Si k = 1, cas de doute, on ne peut pas conclure.

Exemple 1.2.24 Considérons une nouvelle fois la série L.
n

n>0
Uni1

La limite lIm —= = 1 le critére de d'Alembert ne permet pas de conclure sa nature,
N—+o0

appliguons donc la regle de Raabe-Duhamel:




im (e~ 1) =lim n(1£20) —2> 1,

N—>+o0 N—>-+c0

ce qui prouve la convergence de la série.

Regle de Gauss :
Soit u, > 0,Vn > ngoour un certain entier naturel n, On suppose que H(EG e = x]1,+0[

u + @ 1
nnl I — = +0(_>.

Alors: dk € = ¥ tel queu, ~ n% losque n tend vers l'infini c'est-a-dire:

*Si ©> 1, lasérie Y u, converge.
n>0
*Si ©< 1, lasérie). Un diverge.

n>0

1.3 Séries a termes quelconques
1.3.1 Séries absolument convergentes

Quand une série n'est pas a termes positifs, la premiére chose a faire est d'examiner la série
des valeurs absolue, ou des modules s'il s'agit des nombres complexes.

Définition1.3.1

On dit que la série >’ u, est absolument convergente si la série >’ |u,| converge.

n>0 n>0




Exemple 1.3.2

converge absolument car le module du terme général est égal a n21+n

La série 2,

n>0

(_1)nein
n2+n

' - 1
qu'on peut majorer par po

- —1)n
La série D D e converge pas absolument car:

150 JnZ+n
i D" (1 . 1
Jn2+n n2 +n n+1

et ), —— diverge.
n=0
Théoreme 1.3.3

Une série absolument convergente est convergente.

Définition 1.3.4

On dit que la série 2. Un est semi convergente lorsque 2. Un converge mais 2. |un| diverge.
n>0 n>0 n>0

1.3.2 Critere d’Abel




Théoréeme 1.3.5

Soient (an) ., (bn) deux suites telles que

ne

1. Lasuite (an) o est une suite décroissante de réels positifs, et tend vers zéro.

ne

2. Les sommes partielles de la suite (bn) _sont bornées:
IM > 0,Vn € ©: |bg+b1+ IT +by| < M. (*)

Alors la série 2. @nbn converge.
n>0

Exemple 1.3.6 Etudier la nature des séries de laforme:}, <25~ ou ), %’i ou
n>1 nz1

Xew—{2mYMm e O, et ©> 0.

Ona

cosnx = Ree'™ et sinnx = Ime™,



Or 3 e = 14 eX e 4 IT 4 e = 1 — eln+ix
1-—eM
k=0
i X —i X i X —215Sl X
_ e.(n:l)E [ o |(n+1).i _ef(xn+1)2 } _ i 2|sm_(rT +X1) :
ols o i3 _ ol —218In >
i SIN(N+ 1) %
= 2 - X ,
sin <
ce qui donne sin(n + 1%
1+ COSX + Cos2X + IT + COSnx = COS ”2X (sin = )2
ot sin(n + 1)2X
1 +sinx +sin2x + IL +sinx = sin n2x "2

11+ cosx + cos2x + IL + cosnx| < ﬁ et |1 +sinx +sin2x + IL +sinnx| < —| _1X 3
sin % sin X
2 2

Ces majorations sont indépendantes de N, donc on peut appliquer le critére d'Abel pour

démontrer la convergence des séries . <=fXet Si:]‘%sachant que la suite (n—l@) gest
n>
n>1 n>1

positive, décroissante vers 0 pour tout ©@> 0,

En plus, pour ©@> lles séries converges absolument.



1.3.3 Séries alternées
Définition 1.3.7

On appelle 2. Un série alternée une série dont le terme général est alternativement positif
n>0
puis négatif i.e. Uy = (=1)"vn tel que vy, = 0,Vn > 0.

Corollaire1.3.8 (Critérede Leibniz)

Toute série alternée >’ (-1)"v, dont la valeur absolue du terme général (i.e. v,) décroit Vers
n>0

0 est convergente.

Exemple 1.3.9 Lasériey L est une série alternée convergente pour @ , car
n
1

n=0
Un = (_1)nVn/Vn = n79

_ (A : . o
(n_@) g ESt une suite positive, décroissante pour @> 0.

0 pour &> 0.




1.3.4 Utilisation du développement asymptotique

C'est une technique tres utilisée pour les séries a termes quelconques pour lesquelles les
criteres précédents ne s'appliquent pas. Dans de nombreuses situations, on conclut sur la
nature d'une série en se ramenant a une série plus simple, pour les séries a termes positifs
par exemple, il suffit de se ramener a un équivalent, ceci n'est plus le cas avec les séries a
termes quelconques. Par ailleurs, un équivalent correspond a une approximation au premier
ordre, laguelle ne permet pas forcément de conclure. Dans ces cas, il suffit de donner un
développement asymptotique du terme général.

"
n+(=1)" °

Exemple 1.3.10 Soit la série D,
n>2
La suite (Jun|), >, n'est pas décroissante, donc on ne peut pas appliquer le critére des séries
alternées. Ona
_ n . n . n
Up = (l)n:(%) 1n avec Iim(%) =0,
n+(-1) 1+ & -5+

n
dans ce cas on peut utiliser le développement limité de Tlu au voisinage de 0. on obtient

Un = %[1— (_%)n + -1 +0( 1 )]

n2 n2

d’ou

=D EYn 1
=T T T s +O(F>'



eton a e

—1)n ; - 7
> X est une série alternée convergente,

n>1

< 2 n% est une série de Riemann convergente,
nz1

—1)n ; - 7
S D est une série alternée convergente,

n3
Q n>11

d'ot. Un converge.
n>0

1.4 Produit de Cauchy de deux séries
Définition1.4.1

Soient 2. @n et 2. Pn deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de 2. an et
n>0 n=0 n>0

Y. bnlasérie 2, Cn ol pour tout N entier:

n=0 n=0 n
Cn :Z akbn_k ou Cn = Z apbq.
k=0 pg=n

Théoreme 1.4.2

Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolument convergent




Théoreme 1.4.3
Le produit de Cauchy d'une série absolument convergente et une série convergente est

convergent.

Exemple 1.4.4

7 . —_ n ’ . ’ .
1. Lasérie )’ % est une série alternée convergente. On va calculer le produit de Cauchy
n
n>1

de cette série par elle- méme:

(& (-1)"
) )z

n>1 n>1 n>1

ou n
Cn :Z akbn_(k_l) = albn + azbn_l + IT + akbn_k+1 + 1T + anbl
k=1
_1\n+1 _1\n+1 _1\n+1 _1\n+1
N T e VL ) S o il
Jn J2 J/n-1 Jk/n—k+1 Jn
or: vk =I,n, J[k(n—k+1) <n cequiimplique que —L— > 1.

[k(n—k+1)

D'ou |Cn| 2 nx £ =1, ainsilim |Cy| # 0, ce qui signifie ), Cndiverge.

N—+o0 n>0



[ = (2]

2.5

Dans tout ce chapitre, &désigne I'un des corps R ou C. On s'intéresse a la convergence et
propriétés des suites et séries de fonctions définies sur une méme partie non vide D de & , et
a valeurs dans & .

2.1 Suites de fonctions

2.1.1 Convergences (simple et uniforme d'une suite de
fonctions)

Soit (fn), .o Une suite de fonctions définies sur D et a valeurs dans C.
S

es de fonctio

- o

(W)
(l.’n
(D
(7
(D
(tfn
w

= - - -

Définition 2.1.1 (Convergence simple)

Soit f une application de D dans C. On dit que la suite(f,), _q converge simplement vers f
si pour tout X € D, la suite (fn(x))neo converge vers f(X) . On dit aussi que f estlalimite
simple de(f,,) _

Autrement dit, la suite (fn),.gcCONVerge simplement vers fsipour toutx € D,ona

V2> 0,3ny € Otel que ¥Yn > ng, on ait [fr(X) — f(X)| < &~
ol No dépend de fetde X.




Définition 2.1.2 (Convergence uniforme)

Soitf une fonction de D dans C. On dit que Ia suite(f,) ,_qoconverge uniformément vers f
sur D si

lim sup [fn(x) — f(x)| = O.

N—+o00
xeD

On dit aussi que f est la limite uniforme de (fn),_q.
Autrement dit, la suite (fn),.q converge uniformément vers f si

V 2> 0,3ng € Otel que Vn > ng, on ait [fr(X) — f(X)| < Avx e D,

ouNo dépend de f, mais ne dépend pas de X .

Exemple 2.1.3 Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions(fn),_q
définies par:
fp :m > =

2
X NHfn(X) = 12an2 ne O

1. Convergence simple:
 Pourx=0:

N—>+00

* Pourx=0:lim fa(x) = 1.

N—-+00




Donc (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par:
0 six=0,
1 six=0.

f(x) =

2. Convergence uniforme sur [a,+oo[,a > 0 :
Onapourtoutn € @ ,ettout x > a

2
f(x) — f(x :‘l— nx ‘: 1 1
() = 10)] 1 + nx2 1+nx2 ~ 1+na?

or, on a pour tout 2> 0

1 1- R
< R= n>=2—0~F5
1 + na? &2

LE

Donc il suffit de prendreng = [ Y, ] + 1 pour avoir [fo(X) = f(X)| < ¥n > no. Par conséquent:

V> 0,3ng = [% +1telquen >ng = [fa(X) —f(X)| < BYX e [a,+ol.
D'ou la convergence uniforme de(f,,) sur tout intervalle [a,+o[,a > 0 :

3. Convergence uniforme sur [0 g[,a > 0: (Dans quel casil y aura la convergence uniforme
sur [0, 400 ).

Supposons qu'il en soit ainsi, alors:

Vv 2> 0,3ne(A-e Otel que n > ng, on ait [fn(x) — f(X)| < A¥x e [0,a].

1R

Quand a — 0, Y

— +90, donc il n'existe pas No ne dépendant pas de X d'ou la convergence

uniforme n'existe pas sur tout intervalle qui contient 0.



Proposition2.1.4 (La convergence uniforme entraine la convergence simple)

Si une suite de fonctions (f,) _qconvergence uniformément sur D vers la fonction f , alors
la suite de fonctions (), _q converge simplement sur D vers f.

Proposition 2.1.5 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme)

Pour que la suite de fonctions (fn),,_q cOnvergence uniformément sur une partie D vers une
fonction de D dans C il faut et il suffit que

V2> 0,3no(RAre Otel que V(p,q) € ©,p > g > ngonait [f,(X) — fq(X)| < VX € D.

2.1.2 Propriétés des suites de fonctions

Soit (fn),_q une suite de fonctions définies sur une partie D de & qui converge uniformément
sur D vers une fonctionf : D — &, nous allons voir que, dans une certaine mesure, les

propriétés de régularité des fn(continuité, dérivabilité, intégrabilité, etc) sont héritées parf .
On rappelle qu'une fonctionf : D — & est continue enXo € Disi:

lim f(x) = f(Xo),

X—>Xp
ou, de maniére équivalente, pour tout 2 0, il existe 2> Qtel que, pour toutx € D avec
X —Xo| < #,0na

[f(x) — f(xo)| < F~




Théoreme 2.1.6 (Continuité d'une limite uniforme)

Soit D une partiede &etf, : D — & une suite de fonctions uniformément convergente vers

une fonction f : D — &. SoitXo € D.Siles f, sont continues en Xo, alors f est continue en
Xo .

En particulier, si les f, sont continues sur D, alors est continue sur D.

Exemple 2.1.8 Soit la suite de fonctions (fn),.q définie sur R par:

0 six <0,
fa(X) = nx si0<x< i
1 six > i,

Etudier la convergence uniforme de (f;),_q sur R?
Ona pour toutn ¢ ©

. Six=0:
fa(0) = 0, lim f(x) =lim f,(x) = 0,

x—0 x—0



* Six=1:

fn(%) = 1, lim f() =lim fa(0) = 1,

doncfn est continue en 1, d'ou fn est continue sur R. Vu le résultat, fn converge simplement
vers f tel que

0 six<0,

f(x) =
) 1 six>0.

De plus
lim f(x) = 0, lim f(x) = 1 # f(0),

x—0 x—0

donc f n'est pas continue au point 0, ce qui montre d'aprés le théoréme précédent quef, ne
converge pas uniformément sur tout intervalle de la forme [-a,a],a > 0.

Théoreme 2.1.9 (Intégrale d'une limite uniforme de fonctions continues)

Soit [a,b] un intervalle borné de R etf,, : [a,b] — &une suite de fonctions continues unifor-

mément convergente vers une fonction (continue)f : [a,b] — & Alorson a

N—>+00

Iim} fn(x)dx =.tf f(x)dx.



Remarque 2.1.10 La conclusion du théoreme précédent peut s'écrire comme une
interversion d'une limite et d'une intégrale:

N—>-+o0 N—>+00

b b
lim j f(x)dx :j lim fa(x)dx.

Corollaire2.1.11 (Primitive d'une limite uniforme)

Sous les hypotheses du théoreme précédent, soit xo € [a,b] et notons pour tout

X X
neQF;:X % fa(dt et F : X % f(t)dt les primitives defn et def respectivement

X0 X0

, hulles en Xq . Alors la suite(Fn),_q converge uniformémentvers F sur [a,b].

Remarque 2.1.12
1. Laconclusion du Théoreme 2.1.9 peut étre en défaut si on suppose seulement que
la suite de fonctions fn converge simplement vers une fonction continuef .

2. Laconclusion du Théoreme 2.1.9 peut étre en défaut si on remplace l'intervalle
Borné [a,b] par un intervalle non borné:



Théoreme 2.1.13 (Dérivée d'une limite uniforme)

Soit [a,b] un intervalle borné de R etf, : [a,b] — & une suite de fonctions admettant des
dérivées continues sur [a,b]. On suppose que

1. Lasuite(fn),_g est uniformément convergente vers une fonction (continue)f : [a,b] — &.

2. Lasuite dérivée(fﬁ) o est uniformément convergente vers une fonction (continue)
nNe

g:[ab] > &. Alors f admet une dérivée continue et
f7=g.

Remarque Laconclusion du Théoréme 2.1.13 n'est plus nécessairement valable sans
I'hypothese de la convergence uniforme des dérivées de

2.2 Séries de fonctions

Soit (fn),.gqune suite de fonctions définies sur D et a valeurs dans & (réelles ou complexes).

On note Sn la fonction définie sur D par les sommes partielles:

Sn(x) = fo(x) + f1(x) + IT + fr(x) pour tout x € D.



2.2.1 Convergence simple et absolue
Définition 2.2.1 (Convergence simple pour les séries de fonctions)

On dit que la série de fonctions}" f,(x) de terme genéral f, converge simplement sur D,
n

si la suite de fonctions (Sn),.q converge simplement sur D.

On appelle domaine de convergence simple de la série}’ f,(x) I'ensemble des x e D tels
que la série numérique )’ fn(X) converge. n
n

On suppose que la série>” f,(x) converge simplement sur D. On note pour toutx € D ,S(x)

n +00

lalimite lim S,(x)de sorte que: Wx e D,S(x) =Y fa(X).
N—>+oc
n=0

La fonction S, définie sur D, est appelée la somme de la série)_ f,(x). On appelle, pour chaque

n € @, rested'ordre N la fonctionR, : D — [ définie par: "

VX € D,Rp(X) = f f(X).

k=n+1

Sn+Rn:S.

Onapourtoutn e @



Définition 2.2.2 (Convergence absolue pour les séries de fonctions)

On dit que la série de fonctions > f,(x) de terme général f, converge absolument sur D
n

si pour chaquex ¢ D, lasérie de terme positifs Y. |fn(X)| converge dans R.
n

Autrement dit, la série de fonctions > (¥ converge absolument sur D si et seulement si
n

la série de fonctions Y [fn(X)| converge simplement sur D.
n

2.2.2 Convergence uniforme
Définition2.2.3

On dit que la série de fonctions Y. fn(X) de terme général f,, converge uniformément sur D
n

si la suite de fonctions (S,),_q converge uniformeément sur D.

En d'autre termes, pour montrer la convergence uniforme de la série > f,(X) sur D, il faut
n

d'abord vérifier la convergence simple de la suite de fonctions (Sn),_q , On note S la somme,
puis vérifier que le reste converge uniformément vers 0.
lim sup |Sn(X) — S(X)| = lim sup |[Rn(x)| = 0.

N—>+00 N—>+00

xeD xeD




Exemple 2.2.6 La série de terme général x Bfn(x) = =% converge simplement sur
[0, +oo[ - En effet o
Pour chaque X > 0, 0n a

X _ < X
X + N2 n2

et la série numérique de terme général % est convergente. D'autre part, on a pour tout
n
n e c;

sup  |fn(X)| = sup X _ -1,

2
x &[0, +o0[ xe[0q4oo[ X TN
car la fonction X *— est croissante et lim —%— = 1. Donc
X+N Xesqoo XHN

lim sup [fa(x)| =1 =0.

N—+0y [0, +00[

Ceci montre que la série ne converge pas uniformément sur [0, +oo[

Proposition 2.2.7 (Critéere de convergence uniforme pour les séries de fonctions alternées)

Soit (fn),.qune suite de fonctions positives, définies sur D, telle que
1. La suite de fonctions (fn), _q converge uniformément vers 0.
2. Pour tout x e D, la suite numérique (fn(x)), _q décroit, i.e. f,;(x) < f,(x) pour tout

n e @. Alorslasérie de fonctions>’ (—1)"f, converge uniformément sur D.
n




Théoreme 2.2.8 (Régle d'Abel pour la convergence uniforme)

Soit > fagn une série de fonctions définies sur D telle que:
n

1. Pourtoutx € D , lasuite(gn),_q soit positive et décroissante.
2. Lasuite de fonctions(gy),_q cOnverge uniformement sur D vers |a fonction identiquement

nulle.

n
3. Il existe M > Otel que, vn ¢ Osup | f(x)| < M-
xeD 1k=0
Alors la série de fonctions), fngn converge uniformément sur D.

n




Exemple 2.2.9 Soitu,(X) = 23X _'n > 1 x € ]0,29

2. /n+cosx
1. Montrer que la série de fonctions Y Un(X) converge simplement sur]0,2 ) .
n

2. Montrer que la série de fonctions . Un(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé
contenue dans ]0,2m|. :

Solution:
1. Onposefn(X) =sinnx etgn(X) = Zmimsx :
a)

VX € 10,270 < 2,/n +cosx < 2./n +1,

donc (gn),est une suite positive et

b) X < X

2/n+1 +cosx 24N +cosx’

ce qui donne
Oni1(X) < gn(X),Vn = 1,

et donc(gn), est décroissante.

c) Il est clairque lim gn(x) = 0.

N—+00



d) Soit (Sy),, la suite des sommes partielles de la série de fonctions 2. fn(x).

n
n

n n
Sn(x) =) _ sinkx =>_ Ime#* = Im > ek,

k:l k:l k:1
2
n ] 2 o
i - INX 2
ISh(X)|? = z eikx | — ele——e_ _ | 1 — cosnx — isinnx
1-—e™ 1 —cosx —isinx
k=1
- - 2
_ (1-cosnx)?+(sinnx)? _ (sin ) g i )
(1 —cosx)® + (sinx) (sinx)®  (sin%)?

(Sn),, est bornée. Alors les conditions du Théoreme d'Abel satisfaites, on conclure la
convergence simple de la série >’ fq(x).sur ]0,2 ) .
n
2. On prend l'intervalle [a,b] = ]0,2)?a > 0,b < 2
Ona (g,), positive, décroissante, tend vers O uniformément etx e [a,b]. En effet:

X b
9n(x) 2/0 +cosx ~ 2 /A —1
La suite ( 2‘/;_1 ) converge vers 0 quand n tend vers +o et indépendamment de X, donc
n

(gn(x)) converge uniformément vers 0. D'autre part:

Sa(¥)|? < 1 — M,Vx e [a,b].

L __ <
(sin%)®  inf(sin*)®




Appliquant le Théoreme d'Abel, on obtient que " f,(x)gn(x) converge uniformément sur
tout intervalle fermé [a,b] = 10,2 P n

2.2.3 Convergence normale

On dispose, pour les séries de fonctions, d'une notion de convergence impliquant la converge

uniforme et souvent facile a vérifier: la convergence normale.

Définition 2.2.10

On dit qu'une série de fonctions de terme général f, converge normalement sur un ensemble

D s'il existe une série numérique de terme général positif v, qui soit convergente et telle que

Ifn| < vi pour tout n € ©et pour tout x € D.

Remarque 2.2.11
Une série de fonctions de terme général f, converge normalement sur D si et

seulement si la série numérique de terme général sup [fn(X)| est convergente.
xeD




Théoréme 2.2.13 (Relations entre les différentes notions de convergences)
On a les implications suivantes:

> fn converge absolument

Y. fn converge :> " . :> > fn converge
- > fn converge uniformément - ,
normalement - simplement.
Exemple 2.2.14
1. Soit fn : = — = définie par f,(X) = S':%
Ona pour toutn > 1, Sif X 1
sup [fa(x)[ =sup ‘ 2 ‘ <25
Xem" Xen
et X n% est convergente, la série de terme général f, est ainsi normalement convergente
n>0

et donc uniformément convergente.
2. La série de fonctions Y X"ne converge pas normalement sur ]-1,1[ , mais converge
n>0

normalement sur [a,b] pour touta,b € ]-1,1[ telsquea < b .

3. On considére la série de fonctions sur R ou sur un intervalle | de R de terme général
donné par la fonction constante

fn(X) = ﬁ,VX L



. \ . . s . s . s s —_ n 7 3
Par le critere de Leibnitz la série numérique de terme général ( r11) est convergente, la série

de terme général f,est donc uniformément convergente sur R ou | . Cependant, comme
V4 . 4 7 —_— n s . .
la série de terme général | CD7 | = L plest pas convergente, la série de fonctions

n n
considérée n'est pas normalement convergente.

2.2.4 Propriétés d'une série uniformément convergente

A l'aide des propriétés de la convergence uniforme pour les suites de fonctions, on obtient des

propriétés similaires pour les séries de fonctions, que nous énoncerons.

Théoreme 2.2.15 (Continuité d'une série uniformément convergente)

Soit >_ fn(X) une série de fonctions définies sur D. Supposons:
n

1. Pourtoutn ¢ @f, estcontinue surD.

2. Lasérie de fonctions)’ f,(x) converge uniformément sur D.
n

+00
Alors, en notant S(x) =>" f,(x), la fonction S est continue sur D et on ait:

Vo € D :lim Y fax) =3 lim fa(x) =3 folXo).

X—>Xp



Exemple 2.2.16 Etudier la convergence uniforme de la série Y fn(X) sur R tel que:

_ X n
)= T

i)

e Pour X =0, fn(0) = Oet donc D fn(X) converge et de somme nulle.
n

Ona

n
*Pour X # 0, D L est la série géométrique convergente de raison —— < letde
0 14x? 1+x2

2
somme XX—+1 )

En résume, > f,(x) converge pourtout X € ®* ,etona
n

0 six =0,

2 .
x4l six = 0.

S(x) =
Comme

lim S(x) = oo

x—0
>

S n'est pas continue sur R. Alors ' f,(x) ne converge pas uniformément vers S sur R.
n



Théoreme 2.2.17 (Intégrale d'une série uniformément convergente)

Soient(a,b) € = 2 tel quea < b et D fa(X) une série de fonctions continues de[a,b] -
Alors: . n
i. LasommeS =) f, estcontinue sur [a,b].

bn=0

ii. Lasérie), (J. fn(t)dt> converge dans & et
n

e +oo b b +o0

Zj fo(t)dt _jz fo(t)dt _j S(t)dt.

n=0a an=0

Exemple 2.2.18 Montrer que la série > X(1 —X)" converge simplement mais n'est pas
n

uniformément convergente sur [0,2[, mais on peut avoir

JFZO:O‘T fa(x)dx =_TJ§ f(X)dx.

n=0q an=0



Solution On pose fn(X) = x(1 —x)".

> X(1—x)" est une série géométrique convergesi|ll—x| <12 0<x < 2
n

*Six =0:fa(0) = 0 =D fn(0) converge.
n
*Si, x =2 :f,(2) = 2(-1)"doncy f,(2) diverge, et par conséquent). X(1 —x)" converge
n n

simplement sur [0,2[ vers une fonction S définie par:

0 six =0,

S(X) =
) 1 six = 0.

Remarquons que S n'est pas continue, donc)_ fr(X) n'est pas uniformément convergente sur
[0,2[ vers S(x). 1 ny
j f(x)dx =j x(1 — x)"dx.

0 0
En utilisant I'intégration par partie on trouve:

jx(l—x)“dx = [— X (1—x)“+1:|2 +} 1 _(1-x)™ldx = 1
0

n+1 n+1 (n+1)(n+2)°
0

Donc



n

1
ijn(x)dx ZZ (n+1)l(n+2) =Iimz (knltl B lerZ> = lim (1_ nJer) =1

N—>-+o0 N—>-+o0
n>00 n>0 k=0

D'autre part, on a

}Z fa()dx :} S(x)dx =j dx = 1.
0 0

Donc on>0
1 1
jz fr(x)dx =Zf fr(x)dx,
on=0 n>00

malgré que Y. fn(X) ne converge pas uniformément sur [0,1].
n

Corollaire 2.2.19 (Primitive d'une série uniformément convergente)

Sous les hypothéses du théoreme précédent (Théoreme 2.2.17), soit xg € [a,b] et notons

X X
pourtoutn e Q F, : X % Sn(t)dt et F : x % S(t)dt les primitives de fn et de S

X0 X0
respectivement nulles en Xg . Alors la série de fonctions de terme général F, converge

uniformément vers F sur[a,b] .




Théoreme 2.2.20 (Dérivée d'une série uniformément convergente)

Soit | un intervalle borné de R et f,, : | — & une suite de fonctions admettant des dérivées

continues sur l. On suppose que
i) Lasérie de terme général f,, est uniformément convergente vers une fonction continue

S: 1> &.
ii) Lasérie de terme général f est uniformément convergente vers une fonction continue

g: 1> &-

Alors, S admet une dérivée continue et

s*-Y fi-g
n

Remarque 2.2.21 La conclusion du théoreme précédent peut s'écrire comme une
interversion d'une somme et d'une dérivation

> f) | =X ).
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3. S ares

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien adaptées
a l'opération de dérivation, et donc a la résolution d'équations différentielles.

Définition 3.1

- —

On appelle série entiere une série de fonctions > fn telle que pour toutn ¢ @ f,, est définie
comme suit: n

fn(z) = anz",

la variable z peut étre réelle ou complexe.

3.1 Rayon de convergence

Le rayon de convergence d'une série entiere caractérise a peu pres les modes de conver-
gence de la série de fonctions ) anz" et les propriétés analytiques de la somme.

Lemme 3.1.1 (d'Abel) n

Soit ). anz" une série entiére. On suppose que la suite (anzj), est bornée pour un certain
n

Zo € . Alors pour toutz e [, silZ| < |Zol, la série de terme général @nZ" est absolument
convergente.




Théoreme 3.1.2

Soit Y anz" une série entiére. L'ensemble des réels r positifs tels que la suite (anr"), est
n

bornée est un intervalle de R, contenant O.

Définition 3.1.3 ((Rayon de convergence)

On appelle rayon de convergence de la série entiére D anz" I'élément

SUIO{I’ > 0,(anr"), est bornée} de [0, +o0]

Si R est le rayon de convergence de la série entiere > a,z", I'ensemble des r20 tels que la
Suite (anr"), est bornée est [O,R]. R = 4oon

Théoreme 3.1.4

1. SiR = +o0, alors pour tout z€C, la série de terme général a,z" est absolument convergente.
2. SiR = 0, pour tout zEC/{0}, la suite (anz"), n'est pas bornée, en particulier, la série diverge.
3.SiR#0etR # +o0 :

- Pour tout z€C tel que |z|<R, la série de terme général @nZ" est absolument convergente.

-Si |z|>R, la suite (anz"), n'est pas bornée, donc la série diverge grossierement.

- Si |z| =R, on ne peut rien dire en général. On a ainsi une partition du plan complexe en trois
parties(dans le dernier cas).



Théoreme 3.1.5 (Rayon de convergence d'une somme et d'un produit)

SOIt R Ie rayon de convergence d'UIIe série entiére anzn, Rb CGIUi d'une série EIItiére
a
n

Y. bnz" . Alors le rayon de convergence des séries somme et produit sont supérieurs a
n
min(Ra, Rp) Et pour somme:

SiR, # Ry, , le rayon de convergence de’ (an + bn)z" est égal 8 min(Ra, Rp) -
n

Théoreme 3.1.6

Soit 2, anz" et bnz" deux séries entiéres de rayon de convergence R, et R;, respectivement.
n n

Alorson a
dng € @QVn =>ng : |an| < |bn] = Ra = Ry,

et plus généralement:
#JOe = ,3k > 0,dng € OVN = ng : (|lan] < klbn|@) = (Ra = Ry),

FHOQe =, (an = bnn@) = (Ra = Rp),

—+00

g(a.n ~ bn) — (Ra = Rb)

en particulier:



3.2 Méthodes de calcul du rayon de convergence
Théoreme 3.2.1 (Regle de d'Alembert)

Soit (an),, une suite de complexes telle que:
1. Il existe n, < @ tel que vn > ngy,a, = 0-

2. la SU|te| an+1 ‘tend vers | e [0, +oo] .
Alors le rayon de convergence de la série entiere D, anz"est R = = € [0, +o0] .
n=0

Exemple 3.2.1:
1. Z ™ n - rayon de convergence ?

(n+1)n !
Ona an+1 (n+1)n _(n+1\"_1 l

| | = = x0 =0.
(n+2)™* nt2) n+2

+00
Donc le rayon de convergenceR = +oo , donc > pmt zn converge dans C.
(n+1)"
n=0

2. z zn rayon de convergence. Ona
(n+l)I[(2n+1)

an+1 B (n+1)n! (n+D1II2n+1) (n+1)>?

T N+ 2)II@2n+3) ni ~n+2)2n+3) .
Donc le rayon de convergence R=4.

|_\

7



3.3 Propriétés fonctionnelles d'une série entiere
Théoreme 3.3.1

+00
Soit > anz" une série entiére de rayon de convergence R. La série converge normalement
n=0
sur tout compact inclus dans le disque ouvert de convergence (cas d'une variable complexe)

ou l'intervalle ouvert de convergence (cas d'une variable réelle). Dans le cas réelle, il ya en
particulier convergence normale de la série entiere sur tout segment de type [a,b] ou [-a,a]
inclus dans |-R,R[.

Théoreme 3.3.2 (Continuité de la somme d'une série entiere de variable réelle)

+00

Soit) | anx" une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme S.
n=0
La fonction S est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |-R,R[.



Théoreme 3.3.3 (Continuité de la somme d'une série entiére de variable complexe)

+00

Soit D, anZ" une série entiére de variable complexe, de rayon de convergence R et de
n=0

somme S. La fonction S est continue sur le disque ouvert D(O,R).

Théoreme 3.3.4 (Primitives de la somme d'une série entiere de variable réelle)

+00

SoitY. anx" une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme

n=0 +00
S(x) =) anX".

n=0
On peut intégrer S terme a terme sur tout segment inclus dans |-R,R[. En particulier, S admet
sur |-R,R[ des primitives qui valent: N

Xn+1 N <
C+Z 82—, 0l C €
+00

Ces primitives ont méme rayon de convergence R que Y, anX" .
n=0



Exemple 3.3.5 Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres

réelles:
i &nil i
n-1 X 2yn-1
> oty 2 > n2xmL,
n=1 n=0 n=1
+00 T
1. > nx"1estlasérie dérivée de la série entiereY, X" de rayon de convergence R=1 et de
n=1 n=0
somme
S(x) = 1})( sur -1, 11.
et
400
SX) =) nx™! = %,VX e -1, 1].
(1-x)
+00 el n=1 +00
2. > ):1+1 est la série primitive de la série entiére >. X" de rayon de convergence R=1 et
n=0 n=0
+00 el +00 1
X _ n — - _ _ _
> 2 _J' D anxdx _J' T dx =—In(1-x),vx € FL1[.
n=0 n=0
+00 400 +00 +00
3. Donxm =X (2 —n+nx™t =) nn-Dx"t+> nx
n=1 n=1 n=1 n=1

+00 +00
=X > n(n=1)x"2+> nx"L,

n=1 n=1



+00 +00
> n(n —1)x"2 est |a série dérivée d'ordre 2 de la série entiére > x", donc
n=1 n=0

n-1 _ _ 1 _ 1+X .
Zn X1 = xSx) +STx) = . )2 (1—x)2 — (1_X)3,VX e -1,1].

n=1

Théoreme 3.3.6 (Dérivabilité et caractére C*de la somme d'une série entiére)

+00
Soit D anX"une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme

n=0 +00
S(x) =) anX".

n=0

Sur ]-R,R[, la fonction S est de classe C*, et on obtient ses dérivées successives par
dérivation terme a terme de la fonction S. oo
Toutes les séries entiéres dérivées de S ont méme rayon de convergence R que), anX".

De plus o . n=0
TVx € FR,R[S(X) =) nanx™ =>" (N + 1)anx".
n=1 n=0

=Vp € OQVx € I-R,R[,S” (x) Z ( ) — N 5 xP Z Man+|ox”.

n!
+00 n=|
Les coefficients de la série entiére D’ anX” ver|f|e alors
n=0 ()
S0
vn € Qa, = ( ).

n!



3.4 Fonctions développables en séries entieres
Définition 3.4.1

Soit | un intervalle de R contenant O et soit f une fonction de | dans & . On dit que f est

+00
développable en série entiére en 0 si et seulement si, il existe une série entiére > anx” de
rayon de convergence non nul R, et0 < r < R tels que n=0

vx € Frr[n LX) =) anx".
n=0




Tableau récapitulatif des développements en séries entieres usuels

f Ds DSE R I
+00
eX ] x0 +00 n
n!
n=0
+00 o
X
COSX . > (1) a o0 .
n=0
. 2n+1
sinx . Z (-1)" (§n+1)' 00 .
+00 an
X
cosh " > o +00 .
n=0
. h . B X2n+1 .
sin Z T +00
1+x)° -1, 400[ [ 1+Y @@”(@j,) <@”+” "1 (+o0si @e O -1,1]
n>1




ﬁ = — {1} Z X" -1,1]
n>0
L e {1} Y (1) 1 1,1
n>0
IN(L+x) ]-1,40[ 3 (=Mt -1,1]
n>1
IN(1-x) | J-oo, 1] -y X [-1,1]
n>1
arctanx . > (D" 1 [-1,1]
n>0
arcsin | [-1,1] X+Y s X 1 L1
n>1
argthx . > -1, 1]
n>0
argshx X4y (—1)N 222l yoned g, 1

n>1

2.4..2n(2n+1)




f

4, Intégrales généralisées (impropres)

La plupart des intégrales que vous rencontrerez ne sont pas des aires de domaines bornés
du plan. Nous allons apprendre ici a calculer les intégrales de domaines non bornés, soit
parce que l'intervalle d'intégration est infini (allant jusqu'atoo ou —oo ) SOIt parce que la
fonction a intégrer tend vers l'infini aux bornes de l'intervalle.

4.1 Intégrale d'une fonction non bornée sur un intervalle
borné [a,b]

Soit @,b deux réels tels que a < b et H I'ensemble des fonctions intégrables sur tout segment
inclus dans [a,b[ et non bornées sur [a,bl.

Définition4.1.1

Une fonction f de H est intégrable sur [a,b[ si et seulement si la fonction F définie sur [a,b[

X b
par: F(x) =[ f(t)dt a une limite finie | au voisinage de b. On dit alors que I'intégrale [ f(t)dt
a a
est convergente et I'on pose: b
[ fydt = 1.
a

b
Si F n'a pas de limite finie au point b, on dit que I'intégrale | f(t)dt est divergente.

a




Exemple 4.1.2 Soit f la fonction définie sur [a,b[ par: f(X) = —L—5, Oc = .

(bx)®”
& SIiO=1":
f(x) = G }X) = F(X) =£ (b{ 5 dt = —In(b —x) + In(b — a), |ir<: F(X) = +o,

b
d'ou [ f(x)dx diverge.

% SIiO= 1
1 1 1 | +00 si &> 1,
F(x) = ( — ) im F(x) = _ :
T\ (b-0®  (b-a)®! o —(@1)(b1_ oo S ©< L

b

Il en résulte que |
a

1
(b—x)®

dx converge si et seulement si a<1.

Proposition4.1.3

Soit f : [a,b[ — = une fonction continue et soitc e [a,b[. Alors les intégrales impropres

b b
[ f(tdt et [ f(t)dt sont de méme nature.
a c



Remarque4.1.4

La réciprocite dans la linéarité est fausse, il est possible de trouver deux fonctions f, g telles

b b b
que [ (f(t) + g(t))dt converge, sans que [ f(t)dt ni [ g(t)dt convergent.

a a a

4.2 Criteres de convergence

Soit H. le sous ensemble de H formé des fonctions positives au voisinage du point b

H, ={ff e H3h >0,b-h <x <b = f(x) > 0}.
Théoreme 4.1.5

Soient f et g deux fonctions de H. telles que, au voisinage du pointh, f < g ,on ales
implications suivantes:

b b
* [ g(t)dt converge, alors [ f(t)dt converge,
a ba

b
0 j f(t)dt diverge, alorsj g(t)dt diverge.
a a

1

Exemple 4.1.6 Etudier la nature de l'intégrale I ‘/% dt .
0




f(t) = —¢_ est indéfinie au point t=1.
0 = -

P <
ourt € [0,1] : 0 < J_ J_
Or
X
| F=dt=[-2/1-t] =-2/1-x+2,
5 1-t
d’ou
Ilmj
1
Doncj dt converge ce qui |mpI|que Ia convergence dej Jidt .
0 0

Théoreme 4.1.7

Si f et g sont deux fonctions de H., équivalentes au voisinage du point b i.e. lim % = 1les
t—b

b b
intégrales impropres I f(t)dt etj g(t)dt sont de méme nature.

a a
1
) Ve s s 1 dt 3
Exemple4.1.8 Est-ce quel'intégrale I T converge -
0

f(t) = est indéfinie au pointt = 1.

sing/1—t



1

Au voisinage de 1:sin JT—t ~ /I —t , donc les intégrales | dt et j dt sont de

SII’I,/
0
méme nature.
1 1
L'intégrale [ —L_dt converge, donc l'intégrale dt converge.
I J1-t ’ I siny/1-t
0 0

Corollaire1.4.9

. . V4 . N . / A . .
Si f est une fonction équivalente a la fonction x W’ avec @e = *, au voisinage du
b

point b, I'intégrale [ f(t)dt est convergente si et seulement si @< 1
a

Définition 1.4.10

b b
L'intégrale | f(t)dt est absolument convergente si et seulement si, l'intégrale [ [f(t)[dt est

a a
convergente.

Définition 1.4.10

Une intégrale j f(t)dt est semi convergente si elle est convergente mais n'est pas absolument
a
convergente.




4.3 Intégrale d'une fonction non bornée sur un intervalle

borné de = .,
Définition4.1.11

On dit qu'une fonction f, intégrable sur tout segment inclus dans ]a,b] et non bornée sur

b
|]a,b] est intégrable sur ]a,b] si et seulement si, la fonction x % f(t)dt a une limite finie |’ au

X

voisinage du point a et |I'on pose alors
b

j f(t)dt = 1°

a

Pour étudier la convergence de ces intégrales, on utilise des criteres analogues aux précédents.

1
Exemple 4.1.12 Etudier la nature de I'intégrale | Intdt.
0
f(t) = Int est indéfinie en 0, donc

1
J' Intdt = [tInt —t]} = —xInx+x-1.
1

1 X
lim[ Intdt = -1 et donc| Intdt converge.

>
x—0X 0



4.5 Intégrale d'une fonction intégrable sur un intervalle fermé
Contenu dans ]a,b[ (cas de deux points incertains)

On peut considérer les intégrales doublement impropres, c'est-a-dire
lorsque les deux extrémités de l'intervalle de définition sont des points
incertains. Il s'agit juste de se ramener a deux intégrales ayant chacune

un seul point incertain.
Définition4.5.1

b
Soient a,b € = .Soit f : Ja,b[ — = une fonction continue, on dit que I'intégrale [ f(t)dt

C b a
converge s'ilexiste ¢ e Ja, b tel que les deux intégrales impropres | f(t)dt et [ f(t)dt sont
a C

convergent. La valeur de cette intégrale doublement impropre est alors

C

j f(t)dt +} f(t)dt.

a

Les relations de Chasles impliquent que la nature et la valeur de cette intégrale doublement

impropre ne dépendent pas du choix de c,aveca < ¢ < b.




1
Exemple 4.5.2 Est-ce-quel'intégrale suivante j —L_dt converge ?

t1-t2

Soit c€]0,1[, pour tout t de]0, 1[ : t < % , donc

_:[ﬁdt >£ ﬁdtz—[ﬂ—tz ]i —_J1-c?+ 1%,

On utilise |I'équivalence:

1 ﬁ) (1.t _[ ﬁ]c_ €%y _ X2
jt(1+2 dt = (t+2)dt_ int+ 4] = inc+ & —inx- 2

Ilmj (1+£ )dt =lim (Inc+——|nx——) = +o0 doncf

x—>0X 1 x—>0

dt
,/_t diverge.

dt au voisinage de 1.

= [arcsint]} = arcsinx —arcsinc — arcsinl —arcsinc = cte,

j ty1l —t2 W NI vl —t2
‘([ _t2 1 Xi>1

Ct\/ﬁ 0‘/_




4.6 Intégrale d'une fonction sur un intervalle non borné
[a,+oo[de R

Soit a un réel et K I'ensemble des fonctions intégrables sur tout segment

inclus dans [a, +oof -
Définition 6.4.1

+00
Soit f une fonction continue sur[a, +oo[. On dit que I'intégrale [ f(t)dt converge sila limite,
a

X
lorsque X tend vers+, de la primitive F(x) :I f(t)dt existe et est finie. Si c'est le cas, on
a

pose:

+00

j f(t)dt = lim j f(t)dt = I.

X—>+oo
a

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale diverge.

Remarque 6.4.2
1. Pour tout cde [@,+%0], les intégrales j f(t)dt et j f(t)dt sont de méme nature.

a c
2. Les criteres de convergence précédents reste valables, remplagons H. par K. (le sous
ensemble de K formé des fonctions positives au voisinage de +w ).



1
1+t2

Exemple 6.4.3 L'intégrale | dt converge.

En effet: 0

X

I 1 gt = [arctant]} = arctanx et lim arctanx = y
l + t2 X—>+00 2

0

+00
L'intégrale j t%dt converge si et seulement si a>1.

1
Posons f(t) = &, f appartient aK, et I'ona

jf(t)dt ) el siest
1 Inx si ©= 1.

+00
Il en résulte quej %dt converge si et seulement si a>1 .

1

4.7 Intégrale d'une fonction sur R



Définition4.7.1

On dit gu'une fonction f, intégrable sur tout segment inclus dans ], +oo[ est

a
intégrable sur J-0,a] , si et seulement s, la fonction x B f(t)dt a une limite finie |

X

a
en -oo et I'on pose alors | f(t)dt = 1.

—0o0

On dit qu'une fonction f, intégrable sur tout segment de R est intégrable sur R, si

X
et seulement si, c étant un pointde R, la fonction x % f(t)dt a une limite finie en
(o

-oo et une limite finie en +oo.
Une telle fonction f est doncintégrable sur R, si et seulement si les intégrales

—+00 C
j f(t)dt et j f(t)dt sont convergentes et I'on pose alors

C —00
+00 C

j f(t)dt = j f(t)dt +T f(t)dt.

—00 —00




+00

t
o (1412)?

On choisit ¢ = 2. Il s'agit de savoir si les deux intégrales j

Exemple 4.7.2 Est-ce que l'intégrale

dt,
(1+t2) £

2 2
Convergent. [ —t gt--1| 1 | __1(1_ # ,
© { (1 +t2)? 2 A+t%) | 2\ 5 (1+x?)

2

L _dt
(1+t2)2

1 t
tend vers —_L lorsquex — —o. Donc_oo ()’
[t 1( 1 1
——dt=-%| -2 +—=— | > == quand X — +oo.
.[ (1+t2)2 2( 5 (1+X2)) 10q *
+00
) A|n5|j e ) dt converge et vaut 0. Ce n'est
+t

pas surprenant car la fonction f est impaire.



4.8 Intégrales de Riemann
Une famille importante d'intégrales généralisées est donnée par celle
des intégrales de Riemann.

Théoreme 4.8.1

Soient a un réel etf une fonction définie sur]0, +oo[ par: f Bf(t) = 5.

1. L'intégrale de f sur [1,+o[ est convergente si et seulement si, a>1 avec

V@>1:I t_l@dt:
1

1
-1
2. L'intégrale defsur ]0,1] est convergente si et seulement si, a<1 avec

1
V@< 1 :J. tj:lbdt: %@

0



4.9 Intégrales de Bertrand

Une intégrale de Bertrand est | et
a

+00

a. Sia>1:] Wdt est convergente si et seulement si
a

&> 1,VBe =,
ou

©=1et ®> 1.

a
b. Sia<1: —1_dt estconvergentesietseulementsi
tQnt)®
0

O<1,V®e =,
ou
©=1let ®> 1.

Pour montrer gu'une intégrale converge, quand elle n'est pas absolument

convergente, on dispose du théoréme suivant:



Théoreme 4.9.1 (d’Abel)

Soient f,g deux fonctions numériques définies sur tout intervalle fermé de [a, +oof .

1. Si f est positive, décroissante et tendant vers zéro a l'infini.

2. gestlocalement intégrable sur [a,+x], telle que la fonction:X

[ g(t)dt

a

soit majorée

par un nombre M, indépendant de x.

+00
Alors I'intégrale j f(t)g(t)dt est convergente.

a

+00

Exemple 4.9.2 L'intégrale I %dt converge.
1

En effet: On pose f(t) = % qui est une fonction positive pourtout t € [1,+0[,
décroissante et tendant vers 0 quandt — +o.
X

g(t) = sint = J sintdt| = |[-cost]}| = |cos1 —cosx| < 2,

1
+00 —+00

on trouve que I'intégralef St gt converge et comme I'intégralej <0t |dit diverge,
on dit que l'intégrale estsemi-convergente. 1



