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Chapitre 1

Fonctions usuelles

1.1 Fonctions trigonométriques inverses

1.1.1 La fonction Arcsinus: arcsiny

e La fonction trigonométrique sinus définie par:

sin: [-7/2,7/2] — [-1,1]
T —s  sinz

est une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle [—m/2, 7/2]. Donc, d’aprés le theéoréme

des fonctions inverses vu au chapitre 4, sa fonction réciproque existe. On la notera par arcsin avec:

arcsin: [-1,1] — [-7/2,7/2]
Y — arcsin y '
Et Uon a:

sinx =y & x = arcsiny.
e La fonction arcsin est une fonction continue strictement croissante sur 'intervalle [—1, 1] et l'on a:

= z,arcsin(l) = g

3

3
arcsin(—1) = —g,arcsin (0) = 0, arcsin <\2f>

e La fonction arcsin est indéfiniment dérivable sur U'intervalle |—1, 1] et 'on a:

Yyl < 1: (aresing) = —— = — ! !
: (arcsiny) = —— = = = .
Y V' " Gnz cosw V1—sin?fz 1-9?
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Tracé de la fonction arcsin.

1.1.2 La fonction Arccosinus: arccosy

e La fonction trigonométrique cosinus définie par:

cos: [0,7] — [-1,1]
x>  cosz

est une fonction continue et strictement décroissante sur Uintervalle [0, w]. Donc, d’aprés le theéoréme des

fonctions inverses vu au chapitre 4, sa fonction réciproque existe. On la notera par arccos avec:
arccos: [—1,1] —  [0,7]
y >  arccosy
Et 'on a:
COST = Yy < T = arccosy.
e La fonction arccos est une fonction continue strictement décroissante sur I'intervalle [—1,1] et 'on a:

1
arccos(—1) = m, arccos (0) = 1, arccos <2> = %,arccos(l) =0.

e La fonction arccos est indéfiniment dérivable sur I'intervalle |—1,1[ et 'on a:

/ 1 1 1 -1
Vl]y| < 1: (arccosy) = =

cos'z  —sinz  —\T—cos?z /1—y?

Tracé de la fonction arccos.
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1.1.3 La fonction Arctangente: arctany
e La fonction trigonométrique tangente définie par:

tan: |-7w/2,7/2] — ]—o00,00]
x — tanx 7

est une fonction continue et strictement croissante sur Uintervalle [—7 /2, 7/2]. Done, d’aprés le théoréme

des fonctions inverses vu au chapitre 4, sa fonction réciproque existe. On la notera par arcsin avec:
arctan : |—oo,00[ — |—7/2,7/2]

Y — arctany

Et 'on a:

tanx = y <& o = arctany.

e La fonction arctan est une fonction continue strictement croissante sur l'intervalle]—oco, co[ et l'on a:

lim arctan(z) = —oo,arctan (—1) = f%, arctan (0) = 0,arctan (1) = %, lim arctan(z) = +o0.

- s
T—— - T— S5

e La fonction arctan est indéfiniment dérivable sur R et ’on a:

/ 1 1 1 1

V|y| < 1: (arctan = — = = = .
v ( v) tan’ x ﬁ 1+tan?2 1+92
y 15
10
05
f f——
2 4
X

Tracé de la fonction arctan.

Remarque 1.1.1

1. On définit de maniére analogue aux précédentes la fonction arccot, la fonction réciproque de la fonction

trigonométrique cot:
arccot : |—oo,00[ — 10,7

Y —— arccoty

qui est une fonction continue strictement décroissante (Exercice: Est-elle dérivable? Trouver ’expression

de sa drivée).
2. On a la relation suivante (a démontrer):

arctany + arccoty = g
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1.2 Les fonctions hyperboliques et leurs fonctions inverses

1.2.1 Fonctions hyperboliques

e On appelle les fonctions de variable x suivantes:

. et —e
sinhz = —
sinh z
tanhz = ,
coshx

ev +e "
coshx = efe’
2
cosh x
cothx = — ,
sinh x

)

respectivement: Cosinus hyperbolique, Sinus hyperbolique, Tangente hyperbolique et Cotangente hyper-

bolique.

sinh x

tanh z

Remarque 1.2.1

1. La fonction Cotangente hyperbolique coth n’est pas définie a I’origine contrairement aux autres fonctions

hyperboliques avec:

sinh(0) =0, cosh(0) =1, et tanh(0) = 0.

2. La fonction Sinus hyperbolique est une fonction impaire: sinh(—z) = — sinh(x).
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La fonction Cosinus hyperbolique est une fonction paire: cosh(—z) = cosh(x).

3. On a les relations suivantes (& démonter):

1
cosh?z —sinh?z = 1, 1—tanh®z = =,
cosh” z
cosh(a+b) = coshacoshb+ sinhasinhb,
sinh(a4+b) = sinhacoshb+ coshasinhb.

4. Il est claire que les fonctions hyperboliques sont indéfiniment dérivables sur leurs intervalles de défini-

tions et 'on a:

’ !
sinh x = coshz, cosh z = sinhz,
/ 1
tanh z = ———=1- tanh? z.
cosh” z

1.2.2 Fonctions hyperboliques inverses
La fonction Argument sinus hyperbolique: argsinh

e La fonction sinh étant continue et strictement croissante sur R, elle admet alors une fonction réciproque

que 'on nommera Argument sinus hyperbolique, notée arg sinh:

argsinh: R — R
y +—— argsinhy
telle que:
sinhz =y <= x = argsinhy
e La fonction argsinh est une fonction continue, strictement croissante et dérivable avec:
’ 1 1 1 1

arg sinh = — = = = .
(arg v) sinh #  coshz /1 Lginh?z /1 +92

e Il est possible d’écrire I'expression de la fonction argsinh et cela en usant de la fonction logarithmique.
En effet, comme 'on a:

cosh? z = 1 4 sinh? z et coshz > 0,
on peut écrire:
coshz = V1+sinh?z
sinhz 4+ coshz = sinhx + \/m
_26_06 + ¢ +2€_m = sinhz 4+ \/m
e = sinhaz+ V1+sinh’z
z = In (SiHhIL‘ + V1 + sinh? x)
argsinhy = In (y + m) .

el‘
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La fonction Argument cosinus hyperbolique: argcosh

e La fonction cosh étant continue et strictement croissante sur [0, +oo], elle admet alors une fonction ré-

ciproque que ’on nommera Argument cosinus hyperbolique, notée arg cosh:

argcosh: [1,400] —  [0,400]

Y — argcoshy

telle que:
coshx = y <= x = argcoshy

e La fonction arg cosh est une fonction continue, strictement croissante et dérivable sur Uintervalle |1, +o00|

avec:
/ 1 1 1 1

arg cosh = — = — = = .

(arg 2 cosh z  sinhz \/cosh2 z—1 \/y2 -1

o Il est possible d’écrire I'expression de la fonction arg cosh et cela en usant de la fonction logarithmique.

On démontera en usant des mémes artifices que précédements que ’on a:
argcoshy = In <y +Vy? - 1) )

La fonction Argument tangente hyperbolique: argtanh

e La fonction cosh étant continue et strictement croissante sur R, elle admet alors une fonction réciproque

que 'on nommera Argument tangeante hyperbolique, notée arg tanh:

argtanh: |-1,1] — R
Y — argtanhy

telle que:
tanhz =y <= x = argtanhy

e La fonction arg tanh est une fonction continue, strictement croissante et dérivable sur l'intervalle |—1, 1]

avec:
/ 1 1 1

argtan = — = = .
(arg 2 tanh'z 1—tanh’z 1—9?2

e On laissera le soin au lecteur de montrer qu’il est possible d’écrire ’expression de la fonction argtanh

en usant de la fonction logarithmique sous la forme:

1 1
argtanhy = 3 In <1tz> .
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