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Avant Propos

Dans ce polycopié sont données quelques notions de base d’Algebre genérale et
d’Algebre linéaire. Loin d’étre complet, ce manuel de cours expose des définitions
et des théoremes importants dans cette branche de mathématiques. Il est destiné
aux étudiants de premiere année LMD Mathématiques et Informatique (MI). Il peut
aussi étre utilisé par les étudiants d’autres paliers en sciences et sciences et techniques
ou autre, la raison pour laquelle la rigueur des mathématiciens et certaines preuves
sont parfois absentes.

Ce texte est composé de deux parties. La premiere partie porte sur ’algebre
genérale. La deuxime partie est une introduction a ’algebre linéaire et un peu de
calcul matriciel.

Toutes les remarques et commentaires sont les bienvenus de la part des ensei-
gnants ou des étudiants. Ils peuvent étre envoyés a :
abdelkader.maatoug@univ-tiaret.dz ou maatoug_aek@yahoo.fr

Tiaret le 16-11-2017
Abdelkader MAATOUG
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Chapitre 1

Notions de logique

1.1 Calcul propositionnel

1.1.1 Notion de proposition

Définition 1.1.1 On appelle proposition tout énoncé qui est soit vrai soit faux.

Exemples
1) Je suis un étre humain. (cet énoncé est vrai, donc c’est une proposition).
2) Comment allez vous? (cet énoncé n’est ni vrai ni faux, donc ce n’est pas une
proposition)
3) 1 x1=1et1+1=1. (cet énoncé est faux, donc c¢’est une proposition)
4) L’entier a divise 2. (cet énoncé n’est ni vrai ni faux, donc ce n’est pas une propo-
sition)

Les propositions sont souvent notées P, @), R, P’,...etc.
Quand une proposition P est vraie, on écrit : On a P.

A partir d’une ou plusieurs propositions, on peut construire de nouvelles propo-
sitions dites composées. C’est I'objet des paragraphes suivants.

1.1.2 La négation

Définition 1.1.2 La négation d’une proposition P est la proposition notée P et qui
est vraie si P est fausse et qui est fausse si P est vraie.

P se lit : Non P.

Exemples

1) Si P est : 7 Je suis un étre humain”,

alors P est : ”Je ne suis pas un étre humain”
2) Si @ est : "ce tableau est rouge”,

alors @ est : 7 ce tableau n’est pas rouge”.
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8 CHAPITRE 1. NOTIONS DE LOGIQUE

Attention : Q n’est pas 7 ce tableau est vert”.

Remarque 1.1.1 P est aussi notée | P.

1.1.3 La conjonction

Définition 1.1.3 La conjonction des deux propositions P et () est la proposition
notée P A Q) et qui est vraie si Pet Q) sont simultanément vraies et fausse dans les
autres cas.

PAQselit: PetQ.

Exemples

Si P est : 7Je suis un étre humain”

et () est : "Ce tableau est rouge”, alors

1) PAQ est : ”Je suis un étre humain et ce tableau est rouge” (cette proposition
est fausse).

2) PAQ est : " Je suis un étre humain et ce tableau n’est pas rouge” (cette proposition
est vraie).

1.1.4 La disjonction

Définition 1.1.4 La disjonction des deux propositions P et () est la proposition
notée PV Q) et qui est fausse si Pet () sont simultanément fausses et vraie dans les
autres cas.

PVvQ selit: P ou (.

Exemples

Si P est : 7Je suis un étre humain”

et () est : "ce tableau est rouge”, alors

1) PV Q est : ”Je suis un étre humain ou ce tableau est rouge” (cette proposition
est vraie).

2) P AQ est : "Je ne suis pas un étre humain ou ce tableau est rouge” (cette
proposition est fausse).

1.1.5 L’implication

Définition 1.1.5 L’implication des deux propositions P puis ) est la proposition
notée P = @), qui est fausse si P est vraie et () est fausse et qui est vraie dans les
autres cas.

P = @ selit : P implique @, ou aussi : Si P alors Q.
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Exemples

SiPest:”3=7—-4"

et Qest:” 7=4—3" alors

1) P=Qest:”3=7—4implique 7 =4 — 3” (cette proposition est fausse).
2) Q@ = Pest:”7=4—3implique 3 =7T— 4 " (cette proposition est vraie).

1.1.6 L’équivalence

Définition 1.1.6 L’équivalence des deuzr propositions P et () est la proposition
notée P < @ et qui est vrate st P et () sont simultanéments vraies ou simultanément
fausses et qui est fausse dans les autres cas.

P < @ selit : P équivalente a (), ou aussi : P si et seulement si Q).

Exemples

SiPest:”3=7—-4"

et Qest:” 7=4—3", alors

1) P& Qest:” 3=7T7—4 équivalent a 7= 4 — 3" (cette proposition est fausse)
2) Q & Pest: "7 #4— 3 équivalent a 3 = T — 47 (cette proposition est vraie)

En affectant la valeur 1 a la proposition vraie, et la valeur 0 a la proposition
fausse, on peut résumer les définitions pécédentes par le tableau suivant, appelé
“Table de vérités” ou “Tableau de vérités”

P|Q|P|PANQ|PVQ|P=Q|P&eQ
11110 1 1 1 1
1100 0 1 0 0
0111 0 1 1 0
01011 0 0 1 1

1.2 Calcul des prédicats

1.2.1 Notion de prédicat

Définition 1.2.1 On appelle prédicat tout énoncé contenant une ou plusieurs va-
riables et qui devient une proposition quand on substitue auxr variables des objets
concrets.

Exemples

1) L’entier a divise 2. (cet enoncé est un prédicat).

2) Le réel x est supérieur a 0. (cet enoncé est un prédicat).

3) La différence des deux entiers n puis m est un multiple de 3. (cet enoncé est un
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prédicat)
4) Ou est I'étudiant 27 (cet enoncé n’est pas un prédicat)

Les prédicats sont souvent notés P (z), Q (z,y), R(z), P (z,y,2),...etc.
A partir d'un ou plusieurs prédicats, on peut en construire d’autres, dits prédicats
composés, en utilisant la négation, la conjonction, la disjonction, 'implication et
I’équivalence.

Exemples

1) (z2=1)= ((x =1)V (z = —1)) (cet enoncé est un prédicat)
2)[(zeN)A(z<0)=1]= (z=0) (cet enoncé est un prédicat)
3) |z =yl © [(x =y)V (x = —y)] (cet enoncé est un prédicat)

1.2.2 Les quantificateurs

Soit P (z) un prédicat et E un ensemble non vide.
1) L’expression 7 Pour tout élément x de E : P(x) est vraie
"Vx € E, P(x).”
2) L’expression 7 [l eziste au moins un élément x de E tel que P(x) soil vraie
s’écrit en abrégé : 7 dx € E, P(x).”

J.

" §’écrit en abrégé :

”

Exemples

1) " Vo € Z, v = 237 veut dire : 7 Pour tout élément x de Z : v = x° est vraie”,
qui est fausse car 2 # 23.

2)” dx €N, z—4 >0 veut dire : ” Il existe au moins un élément x de N, tel que
x —4 > 0 soit vraie 7 qui est vraie car 5 — 4 > 0.

3)” dr € R, 22 < 0” veut dire ” Il existe au moins un élément x de R, tel que
2% < 0 soit vraie” qui est fausse car on ne peut pas trouver un réel x vérifiant x?
< 0.

4)” Ya € N, 1 divise a ” veut dire ” Pour tout élément a de N : 1 divise a est vraie”
qui est vraie car tous les entiers naturels sont divisibles par 1.

5) dxr € R, z < y. Cette expression est un prédicat Q (y) .

Remarque 1.2.1 1) Le symbole ¥ s’appelle le quantificateur universel et le symbole
3 s’appelle le quantificateur existentiel.

2) "Nz € E, P(x)” se lit aussi 7 Quel que soit v de E, P (x)”

3)Vx € E, P(x) est : 3x € E, P(x)

4)3x € E, P(x) est :Vx € E, P(x)

Exemples

WVz€Z, x=x%est : Ix €Z, v # a3

2)dzeN z—4>0est:VzeN, 2—-4<0

IWVyeZ,IreR, x <yest:Iy eZ,Ir €R, x <y, doncclest Iy e Z,Vr e R, = >y




1.2. CALCUL DES PREDICATS 11

Propriétés
Soient P(x), @ (x) et R(x) trois prédicats et E un ensemble non vide. On a les
propriétés suivantes :

On écrit P(z) < Q (x) si Vo € B, (P(z) < Q (z))

1) P(z) & P (x)

2) [P(z) NP ()] < P(z) et [P(z)VP(z)] < P(z).

3) [P (z) A ()] [Q(z) AP (z)] et [P(z)VQ(7)] & [Q(z)V P ()]

4) ([P(z) NQ @) A R(z)) < (P (2) AQ (z) A R(2)])
et ([P (z )VQ( )]V R (2) < (P(z) VI]Q(z) VER(z)])

)([P() Q(z)]V R (z)) < ([P(z)VR(@)]AQ )V R (z)])
et ( ()\/Q( A R(z)) < ([P(z) AR ()] V[Q(z) AR(2)])
( )@(P(x)\/@(x)) et (P(:c)\/Q(x) @(P(a:)/\@(:v))

(Lois de De Morgan).
ﬂ(()éQ<D@(vaQ®D
8) (P@) = Q@) « (P@) A Q@)
9) (P2) = Q) & (Q) = P())

Q
(

(Q(z) = ( ) est appelée implication cotraposée de P (x) = Q ())

10) ([P (z) = Q (@) A [Q () = R(2)]) = [P () = R(x)]
1) [P(2) & Q(2)] & ([P (x) = Q (@) AN [Q(x) = P (z)])

12) (P@) & Q@) & ((P@AQ@) Vv (P@AQ))

Les propriétés précédentes sont vraies aussi pour les propsitions.

Quand deux prédicats sont équivalents on peut remplacer I'un par I'autre. (La
méme chose pour les propostions)

Remarque 1.2.2 Soient E et F deuzr ensembles et P (x,y) un prédicat a deux
variables, alors Yy € F, P (z,y) et 3y € F, P (x,y) sont des prédicats a une seule
variable, donc on peux écrire :

1)Vx € E\Ny € F, P(x,y) qui veut dire que pour tout x de E et tout y de F :
P (z,y) est vraie.

2)3dx € E,Jy € F, P(x,y) qui veut dire qu’il existe au moins un x de E et un y
de F, tel que P (x,y) soit vraie.

3)Vx € E,Jy € F, P(z,y) qui veut dire que pour tout x de E, il existe au moins
un y de F tel que P (x,y) soit vraie. Autrement dit : Pour chaque x de E il existe
un certain y de F' dépendant de x qui vérifient ensemble P (x,y).

4) dx € EVy € F, P(x,y) qui veut dire qu’il existe au moins un y de F, pour
tout x de E, tel que P (x,y) soit vraie. Autrement dit : Il existe un certain y de F
indépendant de x qui vérifie P (x,y) avec tous les x de E.

Attention : Dans 4) x doit étre le méme pour tous les y, par contre dans 3)y peut
changer suivant x.
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Exemples

1) 3z e N,Vy € R, z <y. (faux)

2) Ve e N,Jy € R, = <y. (vrai)

3) dz € N,Vy € Z, x divise y. (vrai)
4)dr e R, Jy € R, 2? = —y. (vrai)
5) Vx € R,Vy € R, (a:y)2 > 0. (faux)

1.3 Les grands types de raisonnement

1.3.1 Le raisonnement déductif

Pour montrer que la proposition () est vraie il suffit que les deux propositions
P = @ et P soient vraies.

Ce raisonnement est basé sur le fait qu'on a : P A (P = @) implique Q.
En effet :

PlQ|P=Q|PANP=Q)|(PN(P=Q)=0Q
171 1 1 1
110 0 0 1
011 1 0 1
010 1 0 1

Exemple

Montrons que 'équation 2? — x + 2012 = 0 n’a pas de solution réelle.

On sait que pour une équation de second degrée dans R on a : A < 0 = (I’éqution
n'a pas de solutions réelle)

Soit I’équation % — x + 2012 = 0.

On a A = —8047 < 0, donc on déduit que ’équation n’a pas de solution réelle.

1.3.2 Le raisonnement par contraposée

Pour montrer que la proposition P = @ est vraie il suffit de montrer que sa
contraposée () = P soit vraie.

Ce raisonnement est basé sur le fait que P = @ et sa contraposée @ = P sont

équivalentes.

En effet : _ _ I
PIQ|P|Q|P=Q|Q=P|(P=Q) < (Q=1P)
171]01]0 1 1 1
1101011 0 0 1
0O/11110 1 1 1
0101711 1 1 1

Exemple

Montrons que (I’entier a® est pair)= (I’entier a est pair).



1.3. LES GRANDS TYPES DE RAISONNEMENT 13

1l suffit de montrer que (I’entier a n'est pas pair)= (I’entier a® n’est pas pair).
En effet :
On a (I’entier a n’est pas pair)= (In € Z :a =2n+1)
= (@neZ:a>=2(2n>+2n)+1)
= ( a® nlest pas pair),
donc I'implication initiale (I’entier a® est pair)=-(I’entier a est pair) est vraie.

1.3.3 Le raisonnement par I’absurde
Pour montrer que la proposition @ est vraie, on suppose que sa négation Q est
vraie et on montre que cette supposition conduit a une proposition fausse.

Ce raisonnement est basé sur le fait que si Q = P est vraie et P est fausse alors @
est fausse, donc () est vraie.

En effet : _ _ _ _ _
PIQIPIQIQ=P|(@=P)ANP|((Q=P)ANP)=Q
171101]0 1 0 1
170101 1 0 1
0O|1]1|0 1 1 1
01011 0 0 1

Exemple

Montrer que v/2 est irrationnel.

Supposons que 2 € Q, alors 2 = 7, avec a et b (b# 0) deux entiers premiers
entre eux.

Ainsi, a® = 20, donc a? est pair. Mais on sait que (I’entier a® est pair)=(I’entier
a est pair), alors a = 2a’, avec a’ entier ; par conséquent 4a” = 2b%, c.a.d : 2a% = b*
et de la méme fagon on conclut que b est pair, donc 2 divise a et b, avec a et b sont
deux entiers premiers entre eux, ce qui est faux.

Par suite v2 ¢ Q.

1.3.4 Le raisonnement par disjonction de cas

Pour montrer que la proposition () est vraie, il suffit de montrer que les propo-
sitions P = @ et P = () sont vraies.

Ce raisonnement est basé sur le fait que si P = Q et P = @ sont vraies, alors Q
est vraie.

En effet :

PIQ|P|P=Q|P=Q|(P=Q)AN(P=Q) | (P=QAN(P=Q))=Q
1[1]0 1 1 1 1

100 0 1 0 1

0111 1 1 1 1

0]0]1 1 0 0 1
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Exemple

Soit n un entier. Montrons que n (n + 1) est pair.

1*"cas : Si n est pair, c.a.d : n =2k, avec k € Z; alors n(n+ 1) = 2k (2k + 1) qui
est pair.

2¢mecgs @ Sin n'est pas pair, c.a.d :n =2k + 1, avec k € Z; alors n(n+1) =
2(2k+ 1) (k+ 1) qui est pair.

Dans les deux cas n (n + 1) est pair.

1.4 Exercices du chapitre 1

Exercice 1.1 Les propositions suivantes sont elles vraies ?
P:(14+42=4)Vv(1+4>2)=(4-2=1)
P:(14+41>24)=(1=0)A(-2|=2)
Py:(142=4)V(1+4>2)= (4-2=1))
Py:((14+2=3)< (1+4>5)) = (1 divise 0)

Py ((0 divise 3) & ((5 = 0.33) v (2= 3))) A (V2 = 1.41)

Ecrire les négations de ces propositions.

Exercice 1.2 Soient P,(Q) et R des propositions. Montrer qu’on a les équivalences
sutvantes :

1)(PAQ) < (PVQ)

2) (P=Q)= (PAQ)

3) (P<= Q)<= (PAQ)V(PAQ))

4) (PAQ)VR) < (PVER)A(QVR))

Exercice 1.3 FEcrire les négations des énoncés suivants et dire s’ils sont vrais ou faux.
P :3dz € RY, 22 = 1.
PQ:VyGQ, y—l—%@?Z
P;:VneN, ((n<2)= (2 divise n)) .
Py:3a €Z, ((a est impair) A (a < 0)).
Q:VreR,Vy e R 22+ 32 > 0.
Q2 :IneN,dzreR, 2" =0.
Qs :VreR, IneN, z<n.
Qi:IneNVreR, z<n.
In2

Exercice 1.4 1) Montrer, par l'absurde, que -5 est un nombre irrationnel.

2) Soit a et b deux nombres réels. Montrer par contraposée que :
(a#—-1letb#—-1)= (a+b+ab# —1).
3) Montrer par disjonction des cas que n(n+ 1) (n + 2) est un multiple de 3.
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Exercice 1.5 1) Soit x ety deux nombres réels.
Montrer que si x # vy, alors (v +1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1)
2) Sachant que tout entier supérieur ou égal a 2 admet un diviseur premier.
Montrer, que ’ensemble P des nombres premiers est infini.
3) Soit a et b deux nombres réels. Posons axb = a+ b+ ab.
Montrer que Va € R, (a * a) x a = a® + 3a® + 3a.
Montrer que da € R, a xa = a.
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Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles

2.1.1 Notion d’ensemble

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments de cet ensemble

Si cet ensemble est noté A, on écrit x € A pour dire que x est un élément de A et
on écrit x ¢ A pour dire que x n’est pas un élément de A.

On décrit un ensemble A en donnant la liste de tous ses éléments.

C.ad :A = {ai, a9, ...,a,} (Appelée description en extension), ou en caractérisant
ses éléments parmi ceux d'un ensemble E déja connu au moyen d’un prédicat P ().
C.a.d:A={x € FE:P(x)} (Appelée description en compréhension).

Remarque 2.1.1 z € A se lit : © appartient a A.

Exemples

1) L’ensemble des chiffres du systéme décimal : F = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .
(déscrit en extension)

2) L’ensembles des entiers naturels pairs : 2N = {x € N : 2 divise z} . (déscrit en
compréhension)

3) L’ensemble des réels positifs : Rt = {& € R: x > 0}. (déscrit en compréhension)
) A={a€Z:|a|=—-1}={-1,1}. (déscrit en compréhension puis en extension)

Ona3eF,7T¢2N, 182N, —4 ¢ R" et 1 ¢ A.

2.1.2 Sous-ensemble d’ un ensemble, Opérations sur les en-
sembles

Définition 2.1.1 Soient E, A et B des ensembles.
D1) On dit que B est un sous-ensemble de A, si tout élément de B est un élément

17
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de A. Dans ce cas on écrit : B C A et dans le cas contraire on écrit :B ¢ A.

D2) La différence de A puis B est l’ensemble des éléments de A qui ne sont pas des
éléments de B. Cet ensemble est noté A\B. C.a.d : A\B={xr€ A:x ¢ B}.

D3) Si A C E, le complémentaire de A dans E est l'ensemble E\A. Cet ensemble
est noté CpA. C.a.d : CgkA={x € E:x ¢ A}.

Dj) L’ensemble qui ne contient aucun élément est appelé [’ensemble vide et est noté &.
On a par convention : @ C E

D5) L’intersection de A et B est [’'ensemble des éléments qui sont de A et de B en
méme temps. Cet ensemble est noté ANB. C.a.d: ANB={x:x€Aetxc B}.
D6) L'union de A et B est I'ensemble des éléments qui sont de A ou de B. Cet
ensemble est noté AUB. C.a.d : AUB={x:2€ A oux € B}.

D7) Le produit cartésien de A puis B est l’ensemble des couples (a,b) tels que a € A
et b € B. Cet ensemble est noté A x B. C.a.d : Ax B={(a,b):a€ Aetbe B}.

Exemples Soit F'={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
1) On a F' C N mais F' ¢ 2N.

)
9) F\2N = {1,3,5,7,9} , 2N)\F = {z € 2N : 2 > 10} = {10,12,14, 16, ...}

3) CyF ={x eN:x>10} ={10,11,12,...}, Cy (2N) = 2N + 1 (I’ensemble des nombres impairs)
4) FN2N = {0,2,4,6,8}, R* NR- = {0}, (CyF) N {1,2,4} = @.

5) {0,2,4,6,8} U{1,2,4} = {0,1,2,4,6,8}, FN2N = {0,2,4,6,8}, R* UR" =R.

6) (0,24} x {1,2} = {(0,1),(0,2),(2,1),(2,2), (4, 1), (4,2)}

(1,2} % {0,2,4) = {(1,0),(2,0),(1,2),(2.2), (1,4) ,(2,4)}

2.1.3 Ensembles et prédicats

Soient E, A et B des ensembles, et soient P (x) et Q (x) des prédicats sur E.
Si A={xeFE:P(x)} et B={x € E:Q(x)}, alors :

D’Z)BCA@[VxEE,Q(x)iP(x)]

D’2) A\B = {me E:P(x)/\@(x)}
D) Cua={reB: P}
D) @z{xEE:P(x)/\P(x)}

D’5) ANB={z€E:P(x) NQ(x)}
D6) AUB={z € E:P(zx)VQ(x)}
D7) Ax B={(z,y): P(z) AQ(y)}

Exemples
Soient A={z€R: 22>z}, B={reR:x>1}etC={zeR:|z| <1}
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1)OnaVr € R: (x> 1= 2% > z) (en multipliant les membres de I'in’égalité z > 1
par x qui est positif ), donc B C A.
2) AAB={zeR: (22 >2)A(z <1)} et on a les équivalences :
(2>2)A(x<1) S[(z<0)V(ix>D]A(z<1)
Sx<0)A(z<D)|V[(z>1A(z<1)
Sz <0)A(x <1
< x < 0.
Alors AAB={z e R:2z <0}

) CrA={zeR:2?<z}={reR:0<x <1}

4) ANB =B, car BC A.

5) ANC={reR:(z>>z)A (x| <1)},ona

(2>2)A (2| <1) ©[(z<0)V(z>DA(-1<z<1)
Sllr<)A(-1<z< D] V[(z>1)A(-1<z<1)]
& (-1<x<0).

Alors ANC={zeR:-1<z<0}.

6) AUB = A, car B C A.

7VAUC={zeR:(2*>z)V(Jz| <1}, ona

(2>2)V(z|<1) ©[(z<0)V(z>1]|V(-1<z<1)
&z el

Alors AUC ={z eR:z e R} =R

Remarque 2.1.2 R1) Si B C A, on dit aussi que B est une partie de A ou B est
contenu ou inclus dans A.

R2) A\B est aussi noté A— B

R3) CgA est aussi noté A°.

R4) (a,b) # (b,a) sia #b.

R5) L’ensemble de toutes les parties d’ un ensemble A est noté P(A).

Exemple
Soit A ={0,1,2}, alors
P(A) ={2.{0} ,{1},{2}.{0,1},{0,2} . {1,2}, A}

2.1.4 Propriétés

Soient A, B,C et E des ensembles. On a :
1)ANA=Aet AUA=A.
2) ANB=BNAe AUB=BUA.
3) (ANB)NC=AnNn(BNC)et (AUB)UC =AU (BUC).
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4) (ANB)UC =(AUC)N(BUC) et (AUB)NC =(ANnC)U(BNC).
5) ANg =g et AUZ = A.

6) Si ACE, alors ANCpA =2 et AUCEA=FE.

7) St ACE et BCE, alors Cp (AN B) = (CgA)U (CgB)

8) Si A C B, alors CgB C CgA.

2.1.5 Partition d’un ensemble

Définition 2.1.2 On appelle partition d’un ensemble E, toute famille F de parties
non vides de E, telle que :

1) Les éléments de F sont deux & deux disjoints, c.a.d : ¥ A,B € F, ANB = .
2) F est un recouvrement de E, c.a.d : ALleA =F.

Exemple

Soit B = {0,1,2,3,4}, alors

F ={{0,2},{1,4},{3}} est une partition de B.

Mais F' = {{0,1},{3,4},{1,2}} n’est pas une partition de B.

2.2 Applications

2.2.1 Notion d’application

Définition 2.2.1 On appelle application d’un ensemble A dans un ensemble B,

toute correspondance f, qui associe a chaque élément x de A un et un seul élément
y de B.

* On dit que A est [’ensemble de départ ou la source et que B est ’ensemble d’arrivée
ou le but.
* Lélément y associé a x par f s’appelle l'image par f de x et se mote souvent

flx) (Cad:y=f(x))

Remarque 2.2.1 R1) Siy = f (z), alors x s’appelle antécédent par f dey
R2) Une image y peut avoir deuxr antécédents, mais un antécédent ne peut jamais
avoir deuzr images par une application.
R3) Pour dire que f est une application de A dans B ety est l'image par f de x on
éerit :
f:A—=B
Ty

Exemples
1) La correspondance f qui associe & Uentier n entier naturel n? est une application
de Z dans N, donc on peut écrire f(n) = n? et on a, par exemple, f(1) =1, f(-2) =4
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2) La correspondance h qui associe au réel x le réel ﬁ n’est pas une application,
car 1 n’a pas d’image par h.

3) La correspondance qui associe a chaque mois le nombre possible de jours du mois
n’est pas une application de I'ensemble M des mois dans N, car elle associe a février
les deux éléments 28 et 29.

4) La correspondance Id, : A — A qui associe a I’élément x 1’élément 2 lui méme est
une application particuliere appelée application identique de A. On écrit Id4 (z) = .

2.2.2 Graphe, Image directe et Image réciproque d’un en-
semble

Soit f une application de A dans B.
1) On appelle graphe de f Uensemble -noté Gy - défini par Gy = {(z, f (z)) : v € A}

2) Si Ay C A, on appelle image directe de Ay l’ensemble -noté f (Ao)- défini par

f(Ag) ={f(z): 2 € Ao}
L’ensemble f (A) est appelé image de f et est noté Imf. ( c’est le cas Ag = A)

3) Si By C B, on appelle image réciproque de By l'ensemble -noté f~'(By) - défini
par

f_l (Bo) = {.CE cA: f(.fl?) < Bo}
Remarque 2.2.2 G; CAXx B, f(Ay) CBet f71(By) CA

Exemples

1) Soit I'application f : Z — N telle que f (n) = n?, on a

Gy = {(n,?) [n ez},

f({-3,-1,0,3,5}) ={0,1,9,25},

f_l ({47 57 6}) = {_27 2} :

2) Soit Iapplication g : R\ {1} — R définie par g (z) = —5, on a
g = {(x,ﬁ) LT ER\{l}},

g(£—271[) = |—o0,—3],

Propriétés Soient f: A — B une application; Ay, Ay des parties de A et By, B
des parties de B. On a les propriétés suivantes :

1) f(A1UAg) = f (A1) U f(Ay)
2) f(AiNAy) C f(A) N f(A2)
j:i (B1UB,) = f~1(B1)U f!(Bs)

3)
4) (BiNBy) = f~(By) N [ (By)
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2.2.3 Représentations des applications

La représentation d’une application f : A — B dépend de la nature des en-
sembles A et B. Les représentations les plus utilisées sont les suivantes

1) Représentation d’une application au moyen d’une formule.

Exemple
Soit Papplication f : Z — N telle que f (n) = n%.

2) Représentation d’une application au moyen d’une table de valeurs
(utile dans le cas ou A est fini).

Exemple
Soit application ¢; : {—2,—1,0,1,2,3} — N telle que :

n 21-110]1123
gi(n) |4 |1 |0[1]4]9

3) Représentation d’une application au moyen d’un graphe

Exemple
Soit g5 : R\ {1} — R l'application donnée par le graphe suivant :
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2.2.4 Egalité des applications

Deux applications f1 : Ay — By et fy : Ay — By sont égales, si A1 = Ay
BlzBQ etVSL’GAl, fl(.CC) :fQ(QZ)

On écrit dans ce cas f; = f.

Exemple
1) Les applications f et g définies de N dans Z par f (n) = cos (7n) et g (n) = (—1)"
sont égales et on peut écrire f = g.

2.2.5 Composition des applications

Soient f: A— B, g: B — C deux applications.
La composée des applications f puis g est l'application notée go f et définie par :

gof:A—CetVreA gof(x)=g(f(x)).

Exemples
1) Soient les applications f : Z — Z et g : Z — N définies par f (n) =n + (—1)
et g (n) = n?
La composée de f puis g est la fonction go f : Z — N telle que :
VneZ, gof(n)=mn+(=1)").

n

2) Soient f; et fy les applications données par les tables suivantes

9

n 1127374[5]6] [n 11237456
fim)[5]1]3[14a]4] [fom)|1]3]1]6]4]2

alors les applications f; o fo et fy o fi; sont données par les tables suivantes

n 112131415 n 11213141516
fiofo(n) |53 ]|5]4|1]1 foofin)| 411|166

Il est clair que fi o fo # fy0 f1.

3) Soient f et g les applications de R dans R données par f (z) = 3z — 2 et
9 (x) = 5, alors

gof:R — Rtelleque Vx € R, go f (x) = (f(];gmgﬂ = (3z3_$2_)§+1

Remarque 2.2.3 1)Sif: A— B,g: B— C eth:C — D trois applications,
alors (fog)oh=fo(goh).
2) Si f: A— B est une application, alors folds = f = Idgo f.
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2.2.6 Applications injectives, surjectives, bijectives et appli-
cations réciproques

Définition 2.2.2 Soit f : A — B une application.
On dit que f est injective, si elle n’associe pas la méme image a des éléments
différents. C.a.d : (f est injective ) < (V (z,2") € Ax A, f(z)=f(2)=ax=2a)

Exemples
1) L’application h : R — R telle que h (z) = 3x — 1 est injective.
En effet : Soient (z,2') € R x R, on a
h(z)=h(2) =3x—-1=32"—-1
=z=1
d’ou h est injective.
2) Soit I’ application f; donnée par la table de valeurs suivante

n 1[2][3[4]5]6
AW [5[1[3]1][4a]4

f1 n’est pas injective, car fi (2) = f1 (4) et 2 # 4.

3) L’application g : Z — N définie par g (n) = n? n’est pas injective.
En effet : Soient (n,n') € Z X Z, on a
g(n) =g (W) = n?=n
=nm=n)V(n=-n)"
On a, par exemple, g (2) = g(—2) et 2 # —2, d’ou g n’est pas injective.

4) Soit I'application g, : R\ {1} — R définie par g, (z) = 5.
En effet : Soient (z,2’) € R\ {1} x R\ {1}, on a
92 (v) = 92 (') = 55 =
sx—1=2"-1,
=z=2a
d’ou go est injective.

Définition 2.2.3 Soit f : A — B une application.
On dit que f est surjective, si tout élément de B posséde au moins un antécédent de A.
C.a.d : (f est surjective ) < (Vy € B,z € A,y = f(x))

Exemples
1) Soit 1" application h : R — R telle que h (z) = 3z — 1.
Soit y € R. Existe t-il un z € R tel que y = h(x)? On a
y=h(z) ©y=3r—-1
1
T

5~ existe dans R pour tout y € R. Donc h est surjective.

Il est clair que x

2) L’application g : Z — N définie par g (n) = n?.
Soit m € N. Existe t-il un n € Z tel que m = g(n)? On a
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m=g(n) & m=n?

Pour m = 5 on ne peut pas trouver n € Z tel que n? = 5. D’ou1 g n’est pas surjective.

3) Soit I'application g» : R\ {1} — R définie par g, (z) = 5.

Soit y € R. Existe t-il un € R\ {1} tel que y = g2 ()7 On a

y=9:(v) ©y=
+1siy#0

On remarque que y = 0 € R et il n’a pas d’antécédent x € R\ {1}. D’ott g, n’est

pas surjective.

Définition 2.2.4 Soit f : A — B une application.
On dit que f est bijective, si f est injective et surjective.

Exemples
1) L’application A : R — R telle que h(x) = 3x — 1 est bijective d’apres ce qui
précede.

2) L’application g : R\ {1} — R définie par g, (z) = -1 n’est pas bijective, car elle
n’est pas surjective malgres qu’elle est injective.

Définition 2.2.5 Soit f : A — B une application bijective. On appelle application
réciproque de f lapplication -notée f~1 - définie par : f~1: B — A et [~ (y) =2
ot x est U'antécédent par f dey (C.a.d f(x) =vy).

Exemple
L’application h : R — R telle que h(z) = 3x — 1 est bijective et son application
réciproque est A~ : R — R telle que h~! (y) = L.

Remarque 2.2.4 1) Si f: A — B est une application bijective, alors f~1 : B —
A est une application bijective, de plus (f~2) " = f, fof ™t =1Idg et f o f = Idy.
2.3 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 Soient A, B et C trois sous ensembles d’un ensemble E.

1) Montrer que : A C B« CgB C CgA
A=B & CpA=CgB
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Crp(ANB)=(CrA)U(CgB)

2) Soit f : E — E une application.
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7 AUB) = f7H(A) EJ

Exercice 2.2 Soient f: R\{-1,1} — R* et g: [0,1] — [0,1]

T I&?\;—l r — V1—2a2
1) f et g sont-elles injectives ? Sont-elles surjectives ?
2) Déterminer f=1 et g=' si elles existent.

9) Déterminer f(12,4)), f(~1.2)), f (R\{=L1}), f ({=1,1}) et f~ ([=1,1]

Exercice 2.3 Soient f: E — F et g: F — G deux applications. Montrer que :
1) (f injective et g injective)= (g o f injective).

2) (f surjective et g surjective)=(g o [ surjective).

3) (g o f surjective)= (g surjective).

4) (g o f injective)=(f injective)



Chapitre 3

Relations binaires sur un ensemble

3.1 Notion de relation binaire

On appelle relation d’un ensemble A vers un ensemble B toute correspondance
R, qui lie des éléments de A a des éléments de B.

*On dit que A est l'ensemble de départ et B est l’ensemble d’arrivée de la relationR.
*Si x est lié a y par la relation R, on dit que x est en relation R avec y, ou (z,y)
vérifie la relation R et on écrit : Ry ou R (z,y), sinon on écrit : xRy ou R(x,y).

* Une relation de A vers A est dite relation sur A.
Exemples

1) La correspondance R qui lie les entiers a leurs multiples est une relation sur Z,
qui est appelée relation de divisibilité et notée R,.

On a, par exemple, 1Rx et R0 pour tout = € Z.

2) La correspondance R’ qui lie les chiffres aux voyelles utilisées pour écrire le
chiffre en toutes lettres est une relation de I'ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} vers
I'ensemble {a, e, i,0,u,y}

On a, par exemple, OR’e , 0R'o, 0Ra , IRy, 6R'i et 1R'u

3) La correspondance S qui lie les nombres réels ayant les mémes carrés est une
relation sur R. On a, par exemple, 151,183 et 25 (—2).

3.1.1 Graphe d’une relation

Soit R une relation d’un ensemble A vers un ensemble B.

1) Le graphe de R - noté Gr - est l'ensemble défini par :
Gr={(z,y) € Ax B/ 2Ry}

27
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Exemples
1) Reprenons la relation R de I'exemple 1 précédent, alors : Gr={(z,y) € Z*? / x divise y} .
Par exemple (3,—21) € Gr et (3,20) ¢ Gr

2) Si on reprend la relation R’ donnée par I'exemple 2 précédent, on aura :
Gr=1{(0,€),(0,0),(1,u),(2,€),(2,u),(3,0),(3,7),(4u), (4a),(4e),
(5,2),(6,4),(7,€), (8,u),(8,7),(9,€),(9,u)}

3) Pour I'exemple 3 précédent le graphe G est le suivant :
Gs ={(z,—x),(z,z) | x € R}

Remarque 3.1.1 Une relation R est entierement déterminée par son graphe, la
raison pour laquelle, on identifie R a Gr et on dit qu’une relation de A vers B est
une partie de A X B. Alors R =R < Gr = Gg'.

3.2 Relations sur un ensemble

Définition 3.2.1 Soit R une relation sur un ensemble A

1) R est dite réflexive siV x € A : zRx.

2) R est dite symétrique si¥ x,y € A : 2Ry = yRx.

3) R est dite antisymétrique si¥ x,y € A : (xRy N yRzx) = x = y.
4) R est dite transitive si¥ z,y,z € A : (xRy A\yRz) = aRz.

Exemples
1) Soit la relation R définie sur Z par : Vz,y € Z, xRy < = divise y

*Soit € Z , on a x divise z (méme 0 divise 0).
doncV x € Z : xRx , alors R est réflexive.

*Soit z,y € Z ,ona xRy =-(z divise y)
= (y divise x)
par exemple 1 divise 4 et 4 ne divise pas 1
Cad:3z,y€Z : 2Ry A yRx , alors R n’est pas symétrique.

*Soit v,y € Z ,ona (zRy )A(yRzx) =(z divise y)A(y divise x)
# (y =)
par exemple (1 divise —1) et ( —1 divise 1) et 1 # —1
Cad:dz,yeZ : xRy N yRx ANz # y , alors R n’est pas antisymétrique.
*Soit x,y,z €Z ,ona (zRy )A(yRz) =(z divise y)A(y divise z)
=(z divise z)
= 2Rz
Alors R est transitive.

2) La relation S donnée sur R par : Vo,y € R, 28y < 2% = ¢/?
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*Soit # € R , on a 22 = 22
doncVz €R : a8z, alors S est réflexive.

*Soit z,y € R,ona: xSy = 1?=1y>
= 2 = 22
= ySu
Alors § est symétrique.
*Soit z,y R ,ona (zSy)A(ySz) =(2*=y*)A(y* =12?)
# (y =)
par exemple (—2)* = 22 et 22 = (—2)%t (—2) # 2.
Cad:3dz,yeR xSy N ySx Ax # y , alors S n’est pas antisymétrique.
*Soit z,y,z € R,ona (z8y ) A (ySz) = (22 =y?) A (y* = 2?)
= 7% = 22
= xSz
Alors § est transitive.

3) Soit la relation R” définie sur Z par : Va,b € Z, aR"b < ( a — b est impair).

*Soit @ € Z , on n’a pas ( a — a est impair).
par exemple 1 — 1 n’est pas impair.
C.ad:da €Z:aR"a, alors R” n’est pas réflexive.

* Soit a,b€ Z,ona: aR"b = a— b est impair
= b — a est impair
= bR"a

Alors R” est symétrique.

*Soit a,b € Z ,ona aR"bAbR"a =-(a — b est impair)A(b — a est impair)
# (a=0)

par exemple (6 — 1 est impair) et ( 1 — 6 est impair) et 1 # 6

Cad:da,beZ:aR"bANOR"a Na # b, alors R” n’est pas antisymétrique.

* Soit a,b,c € Z ,ona aR"bAWR"c =-(a— b est impair)A(b — ¢ est impair)

# a — c est impair
par exemple (7 — 4 est impair) et ( 4 — 1 est impair) et 7 — 1 n’est pas impair
Cad:da,b,ceZ :aR"b ANbR"c AN aR"c, alors R” n’est pas transitive.

Remarque 3.2.1 Une relation peut étre non symétrique et non antisymétrique .
(voir exemple 1 )

3.2.1 Relation d’équivalence, classes d’équivalence et en-
semble quotient

Soit R une relation sur un ensemble A
1) R est dite relation d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive.
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2) 8i R est une relation d’équivalence, alors

2.1) Pour chaque a € A lensemble a = {x € A | x'Ra} est appelé classe d’équivalence
de a modulo R.

2.2) L'ensemble Ar = {& / a€ A} est appelé quotient de A par R.

Exemples
1) La relation S donnée sur R par : Vr,y € R, 28y < 2% = y? est une relation
d’équivalence. On a
0={0}etpoura#0,ona: a={zeR /zSa} ={zreR /a?=ad?}
= {CL, _a’}

Rz, = {{0}} U {{a,—a} / a >0} qui peut étre identifié a R*.

2) Soit R la relation de congruence modulo n, (n € Z) définie sur Z par :
Va,y € Z, xRy <= (n divise x — y), est bien une relation d’équivalence.

Pour cette relation on a: a = {z € Z / n divise z — a}
={z€Z/r—a=nk kel}
={zx€Z/xr=nqg+a, q€Z} noténZ+a

Dans ce cas Z,z ={nZ+a | a€ZL}

SRR

Remarque 3.2.2 La classe a est aussi noté a, [a] et Cl(a).

3.2.2 Relation d’ordre

Soit R une relation sur un ensemble A
1) R est dite relation d’ordre, si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
2) Si R est une relation d’ordre, on écrit souvent <g au lieu de R.
2.1) <g est dite relation d’ordre total, siV v,y € A: (v <gy )V (y <g )
2.2) R est une relation d’ordre partiel, si 3x,y € A: (x Lry )N (y €r x)

Remarque 3.2.3 Deux éléments x et y sont dits comparables par <g, si xt < Yy
ouy <px

Exemples

1) La relation de divisibilité R4 sur Z n’est pas une relation d’ordre, (car elle n’est
pas antisymétrique), mais elle devient une relation d’ordre partiel si on se restrient
a N et on la note dans ce cas <, .

En effet : Soit a,b € N on a :
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b=gqa,qeN
(aRdb)/\(dea) = et
a=q¢b,qd eN
b(1—q¢)=0,g€eN
= et
a=qb,qd eN
b=0VvVg=q¢ =1
= et
a=4qb
b=0ANa=0
= | ou
a=>b
=a=05b

Donc R, est antisymétrique sur N. (Il est clair que R, est refléxive et transitive ).
R4 est un ordre partiel sur N car, par exemple, (3 €z, 7) A (7 €%, 3) .

2) La fagon avec laquelle sont rangés les mots dans un dictionnaire définie une
relation d’ordre total sur I'ensemble des mots appelée ordre lexicographique et
noté <;... On a, par exemple, algebre <;.. analyse.

3.3 Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1 Soit R la relation définie sur N par :

Vn,n' € N:nRn' <= n divise 2n’

FEtudiez la réflezivité, la symétrie, l'antisymétrie et la transitivité de R.

Exercice 3.2 Soit R la relation définie sur R par :

Ve,ye R:2Ry<—=x—yeZ

1) Montrer que R est une relation d’ équivalence.

[ ] [ )
—~ —~

2) Déterminer (.), 0.3, i, 1.3

Exercice 3.3 Soit R’ la relation définie sur R par :

Ve,yeR: 2Ry <=z —y = (z —y)°
1) Montrer que R’ est une relation d’ équivalence

2) Déterminer la classe d’équivalence z de x et card (i), pour tout x € R

3) En déduire que R’ n’est pas une relation d’ordre.
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(card (5) est le nombre des éléments de 1)

Exercice 3.4 Soit S la relation définie sur N x N par :

V(n,p),(n,p)) e NxN:(n,p)S(n,p) < (n<n'Ap<p)

1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre.
2) L’ordre est-il total ?

Exercice 3.5 Soit S la relation définie sur E = {1,2,3,0} par son graphe comme
suit - Gs ={(1,1,),(1,3),(1,0),(1,2),(3,3),(0,0),(2,3),(2,0),,(2,2)}

S est-elle-une relation d’équivalence ¢ Est-elle-une relation d’ordre ?.



Chapitre 4

Quelques structures algébriques

4.1 Loi de composition intrene

Définition 4.1.1 On appelle loi de composition interne (ou opération binaire) sur
un ensemble non vide E, toute application x de £ x E dans E.
# Limage * (x,y) est souvent notée x *x y.

Ca.d:
( x est une loi de Qﬁ{v:p,yEE,x*yeE
composition interne sur Ve,y, o',y e B, (x=2"ety=y)=>zxy=1a"xy
Exemples
1) On sait que : Vx,y e N:x+yeNetz-y €N
et Ve,y, 2,y eN(zx=2"ety=9¢)=> (r+y=2"+y etz-y=2a"-y)
Alors, I’addition usuelle 747 et la multiplication usuelle ”-” sont des lois de compo-
sition internes sur N.

% 0

Il est clair que I'addition usuelle "+ et la multiplication usuelle sont des lois de
composition internes sur N, Z, Q, R et C.

2

2) La soustraction usuelle ”—" est une loi de composition interne sur Z, Q,R et C,

mais pas sur N.

3) L’addition usuelle "+ sur 'ensemble B = {0, 1} n’est pas une loi de composition
interne. En effet :

(z,y) |(0,0)](0,1) ] (1,0) (1,1)

+(z,y) 0 1 1 |2¢B
La multiplication usuelle ”-” sur ’ensemble B = {0,1} est une loi de composition
interne. En effet :

(z,y) 1(0,0)](0,1) ] (1,0) ] (1,1)

(z,y) | O 0 0 1

/

4) Le produit scalaire ¢ : R? x R? — R défini par ( ; ) o ( z, ) = zx’' + yy nest

33
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pas une loi de composition interne.

5) La composition o est une loi de composition interne sur 'ensemble A (E, E) des
applications de F dans E. Eneffet : Si f : F — F et g : E — FE sont deux applica-
tions alors, fog: F — E est une application.

6) L’intersection N est une loi de composition interne sur 'ensemble P (E) des par-
ties de E.

Définition 4.1.2 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble non vide
E. Alors :

1) La loi % est dite associative, siVr,y,z € B, (xxy)*xz =x % (y * 2)

2) La loi x admet un élément neutre si dJe € E\Nx € E, (vxe=2x) A (exx =1x)
L’élément e (s’il existe) est appelé élément neutre de *.

3) Dans le cas ot * admet un élément neutre e, on dit que tout élément de E est in-
versible (ou symétrisable) par rapport a x, si Yx € E, 32’ € E,(xx2' =€) A (2' xx = ¢)

L’élément &' (s’il existe) est appelé inverse (ou symétrique) de x et est noté x~ 1.

4) La loi % est dite commutative, siVr,y € E;xxy=yx*x

Remarque 4.1.1
1) La disposition des parenthéses est inutile si la loi x est associative et on peut
écrire x x y x z au liew de (z*xy) * z el T * (y * 2)

2) Si x7" existe, alors (z71)"" = .

Exemples
1) On sait que Vz,y,z € R,z + (y + 2) = (x + y) + 2, donc l'addition usuelle ”+”
est associative dans R.

de=0eR,VzeR,(x+0=2)A (042 =x), donc 0 est I’élément neutre de "+
dans R.

Ve e R,32" = —x € R, (v + (—2) =0) A ((—z) + 2 = 0), donc tout élément de R
est inversible par rapport a ”+4".

Vr,y € R,z +y =y + z, donc 'addition usuelle "+” est commutative dans R.

” N

2) On sait que Vz,y,z €e Ryz - (y - 2) = (x - y) - 2, donc la multiplication usuelle
est associative dans R.

de=1eRVreR, (x-1=2x)A(l -z =ux),donc1est I'dlément neutre de ”-” dans R.

Pour x = 0 on ne peut pas trouver ' € R tel que 0- 2’ = 1; donc = = 0 n’est pas
inversible par rapport a la multiplication usuelle ”-” :

Cad:dz=0e R Ve e R(z-2"#1)V (2 -z #1), donc les éléments de R ne
sont pas tous inversibles par rapport a ”-”.

7N

Vr,y € R,z -y =1y -z, donc la multiplication usuelle est commutative dans R.
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3) Etudions 'opération T définie sur Z par n T m = —n — m pour n,m € Z..
Soient n,m, s € 7Z..

(nTm)Ts=(—-n—m)Ts=n+m-—s

nT(mTts)=nt(—-m—8)=-n+m+s

On a, par exemple, (172)73=(-1-2)73=3-3=0
et17(273)=17(-2-3)=—-1+5=4#(172)7T3;

donc T n’est pas associative dans Z.

Supposons e est ’élément neutre de 'opération 7 dans Z.
CadVneZ, nte=nAeTn=n.
nTe=ns -—n—e=nse=—2n
donc T n’admet pas d’élément neutre, car I’élément neutre doit étre le méme pour
tous les n € Z.

On ne peut pas chercher I'inverse d’un élément, car T n’admet pas d’élément neutre

nym=-n—m=—m—n=mTn, donc T est commutative dans Z.

4.2 Structure de groupe

Définition 4.2.1 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble non vide G.
On dit que (G, ) est un groupe si x est associative, admet un élément neutre e et
tout élément de G est inversible par rapport a *.

Si en plus, x est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien.
Exemples
1) Les structures (Z,+), (Q,+),(R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs.

2) Les structures (Q, -),(R, -) et (C, -) ne sont pas des groupes (car 0 n’a pas d’inverse
pour la multiplication usuelle ”-”)

3) Les structures (Q*, -),(R*,-) et (C*,-) sont des groupes commutatifs.
4) Les structures (N, +), (N, ), (Z,-) ne sont pas des groupes.

5) (Z,7) telle que n Tm = —n — m , n’est pas un groupe.

4.2.1 Sous groupe

Définition 4.2.2 Soit (G, *) un groupe et H une partie de G.
On dit (H, x) est un sous groupe de (G, %) si (H,*) est lui méme un groupe pour la
loi * restreinte a H.

Proposition 4.2.1 Soit H une partie d’un groupe (G, *) d’élément neutre e. Alors,

ec H
((H,x*) est un sous groupe de (G,*))(:){ VeyeH:zwry el
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Preuve : a) Supposons que (H,x*) est un sous groupe de (G, *) et montrons que

{ ec H

Ve,yec H:xxy '€ H

Soit x,y € H,

on a x,y ' € H (car tout élément de H admet un inverse par rapport a * dans H).
et xxy~t € H (car x est une loi de composition interne dans H).

Donc Vz,y € H:xxy '€ H.

Mais H # &, donc dxg € G : xp € H, d’ou xo*xgl c H CadeeH.

ec H

Ve,ye H:zxy € H et montrons que (H,*) est un sous

b) Supposons que {

groupe de (G, ) .

Ona H# @ carec H,

et comme Vo € G:x*xe=x =ex*x. Enparticulier Ve € H:xxe=x=ex*x
C.a.d : e est I’élément neutre de * dans H.

Soityc Hetx =e€ H,alorszxy ' =exy ' =y '€ H doncVyec H:y ! e H.
C.a.d : Tout élément de H admet un inverse par rapport a * dans H.

Soit z,y € H,alorsz,y > € H ot ax(y ) ' =axxy € H;donc Yo,y € H:zxy e H.
C.a.d : x est une loi de composition interne dans H.

Soit xz,y,z € H, alors z,y,z € G, dou (x xy) x z =x % (y * 2) , donc
Va,y,z € H: (x*xy)*z=u1zx*(yx*z). C.a.d: * est une loi associative dans H.

Ainsi (H, x) vérifie toutes les conditions d’'un groupe, donc c’est bien un sous groupe
de (G, *).

Exemples
1) Z est une partie de Q et (Q,+) est un groupe.
0eZ
On a { Wy €7 3+ (—y) €T alors (Z,+) est un sous groupe de (Q, +).
De méme (Q, +) est un sous groupe de (R, +) et de (C, +).

2) Si (G, *) est un groupe d’élément neutre e.

ecd
On a Ve,ye€ G:zxy e G alors (G, *) est un sous groupe de (G, *).
Onaq ¢ te) , alors ({e}, *) est un sous groupe de (G, %) .

Va,y € {e} :x*xy~! € {e}
({e},*) et (G, x) sont appelés sous groupes triviaux de (G, *) .

3) Le cercle unité S* = {z € C / |z| = 1} est une partie de C* et (C*,-) est un

groupe.
On a |1] =1 donc 1 € S'.
Soit z,2' € S*, on a |z (z’)71| = ‘Li,‘l =1, donc z - (2/)71 e St

1 1
Ainsi, { Vzeje Gl . (z’)_l gl alors (S, -) est un sous groupe de (C*,-).

m
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4) R** est une partie de R* et (R*,-) est un groupe.

Onale R*.

Soit x,2/ € R**, ona z- (/)" = £ >0, donc x - (z') " e R*F

Ainsi { L€R™ alors (R**, -) est un sous groupe de (R*,-).
’ V ZE c R*+ xT- ( ) R*+ ) ’ )

4.3 Homomorphismes de groupes

Définition 4.3.1 On appelle homomorphisme du groupe (G,*) dans le groupe
(G',*"), toute application f: G — G’ telle que :

Vo,y e G: f(x*xy) = f(2)+ f(y)

Exemples

1) Soit Papplication h : R — R** telle que h (z) = e et soit z,y € R.
Onah(z+y)=e=e"-e’="h(x) h(y).

Alors h est un homorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (R**,-)

2) Soit 'application f : C* — R* telle que f (z) = |z]| et soit z, 2’ € C*.
Ona f(z-2) =z = [2] - || = f(2) - f (¢

7).
Alors f est un homorphisme du groupe ((C* -) dans le groupe (R*,-)

Théoréme 4.3.1 Soit f : G — G’ un homomorphisme du groupe (G,*) dans le
groupe (G',+") d’éléments neutres respectifs e et €, alors

Dite)=¢.

2)Vr e G, (f(z)) =f(a™').

Preuve :

2) Soit z € G, on a

faa )« f@)=f@txz)=f(e)=¢
ot £ )¢ fr) = frea) = o) =
Alors (f (x)) f(z™Y).

4.4 Structure d’Anneau

Définition 4.4.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition
interne %, et xg. On dit que (A, *1, %) est un anneau si

1) (A, %) est un groupe commutatif.

2) La loi %o est associative.
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(y*lz) X9 T = (y*gx) *q (Z*Q[E) '
(Cette condition est appelée distributivité de la loi xo par rapport a la loi x;).

3)‘v’xyZGA:{etx*2(?/*12):(13*2y)*1(x*22)

# Si la loi %o admet un élément neutre, on Uappelle unité et on dit que l’anneau est
unitaire.
# Si la lot %o est commutative, on dit que 'anneau est commutatif.

Exemples

1) On sait que (Z,+) est un groupe commutatif, et on sait que la multiplication
usuelle 77 est associative et distributive par rapport a I’addition usuelle ”+” dans Z.
Alors (Z,+,-) est un anneau.

M N

De plus, la deuxieme loi est commutative et adment 1 comme élément neutre,
donc (Z, +, -) est un anneau commutatif et unitaire.

De méme, (Q,+,-), (R,+,-) et (C,+, ) sont des anneaux unitaires, commutatifs.

Remarque 4.4.1

Les lois d’un anneau (A, *y,*q) sont souvent notées +, et -, au lieu de *, et %5 et
pour cette raison on note l’élément neutre de +, par 04 et [inverse de x par rapport
a -+, par —x.

Aussi, on note l’élément neutre de -, (s’il existe) par 14 et linverse de x par rapport

a-, (sl existe) par x7.

4.4.1 Quelques regles de calcul

Proposition 4.4.1 Soit (A, +,,,)
])VxEA:SL"AOA:OA:OA'AI
2)Vr,ye Ar(—x) -, y=—(z,y) =2, (-y)

3)Va,y € A:(—a) -, (~y) =20y y

4) Si Uanneau admet un élément unité 14, alorsVe € A: —x = (—14) -, .

un anneau d’élément neutre 04. Alors :

Preuve
1) Soit x € A, on a
r-,0s =2-,04+,0,

=2, 04+, [ ,04a+,(—(x-,04))], car —z-, 04 est le symétrique de x -, 04
par rapport a +,.

=z, (0a+,04)+, (= (z-,04)), car -, est distributive par rapport a + ,
=z, 04+, (= (2, 04))
=04

De la méme fagon on montre que — (z -, y) =z -, (—y)

2) Soit x,y € A, on a
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z,y+,(-x)-,y) =@+, (-x))-,y, car-, est distributive par rapport a +,

=0y, d’apres 1).
Alors (=) -, y=—(z-,y).
De la méme fagcon on montre que 04 -, z = 04.

3) Soient z,y € A, on a

(—$) A (_y> - - (l’ A <_y))7 d’apres 2)
=—(—(x-,y)), dapres?2)
=T .A y

4.4.2 Anneau integre

Définition 4.4.2 On dit qu’un anneau (A,+,,-,) est intégre, si

Ve,ye A:(z-,y=0,= (z=0,Vy=0,))

Exemple
Les structures (Z,+, ), (Q,+,-),(R,+,) et (C,+, -) sont des anneaux inteégres.

4.5 Structure de corps

Définition 4.5.1 Soit (K,+,,-,) un anneau unitaire.

On dit que (K, +,,-,) est un corps si

1) 1g # 0k

2) Tout élément de K — {0k} est inversible par rapport a la loi - ..

# Le corps est dit commutatif si la loi - est commutative.

K
Remarque 4.5.1 1) Si (K,+,.,-,) est un corps, alors (K*,-.) est un groupe (ou
K* =K — {0x}).
2) Tout corps K est un anneau intégre.
En effet : Soit a,b € K, on a
CL-KbZOK :>(a-Kb:0K /\(CL:OK\/(I%OK»
:((aKb:()K /\CLZOK)\/((I'Kb:OK /\G%OK))
= ((a=0g)V(at-pa-,b=a',0g)), car a # Ox assure que a~
= ((a=0xk) V(b= 0xk))

L existe

Exemples
1) Les structures (Q,+,-), (R,+,-) et (C,+,-) sont des corps commutatifs.

2) La structure (Z,+,-) n’est pas un corps, car les seuls éléments inversibles dans
Z* par rapport a la multiplication usuelle - sont 1 et —1.
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4.6 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1 1) On munit Z par la loi de composition x définie par :

Ve,y€Z :xxy=x+1y+ 22y.
Montrer que x est une loi interne; puis étudier, pour cette loi, la commutativité,
l'associativité, ['existence de [’élément neutre et [’existence du symétrique.
2) Méme question pour la loi de composition A définie sur R par :

Ve,ye R, :xxy= \/ﬁy2
Exercice 4.2 On munit l'intervalle |—1,1[ par la loi de composition interne x
définie par :Nr,y € Z : x xy = <Y

1+zy”
Montrer que (|—1,1[, %) est un groupe commutatif.

Exercice 4.3 Sur Q, on définit l'opération /\ par
Vo, €eQ:aAf=(a—1)(—-1)+1.
1) Montrer (Q, A) n’est pas un groupe commutatif.
2) Trouver le plus grand ensemble E C Q pour lequel (E, ) soit un groupe commutatif.
3) Soit f 1 E — Q* Uapplication définie par : VYo € E: f(a) = a — 1.
Montrer que f est un homomorphisme du groupe (E,A) dans le groupe (Q*,.).

Pour tout n € N*\ {1} et a € E, posons a™ =a Aa /A ...\ «a.

~
n-fois

Déterminer une expression simple de o™, puis calculer 30V — 30).

Exercice 4.4 Soit Aff (R) l’ensemble des applications affines de R dans R.
Aff(R) ={¢@n :R—=R / (a,b) ER* xR et Vz € R : p(p) (z) = az + b}

1) Montrer que (Aff (R),0) est un groupe non commutatif.

2) Montrer que Uensemble T (R) = {puu /b€ R} des translations de R, est un

sous groupe de (Aff (R),0).

Exercice 4.5 Soient (G,*) un groupe et Z (G) l'ensemble des éléments de G qui
commutent avec tous les éléments de G. Montrer que Z (G) est un sous groupe de

G.

Exercice 4.6 Soient (G,*) un groupe d’élément neutre e, tel que pour tout x € G :
x® = e. Montrer que pour tous x,y € G : (x*y)Q =yl etaxxy?xx =y*xa’*y.

Noter que 2> =z xx et 2> =x*x *x T

Exercice 4.7 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble G muni d’une
opération x. On dit que R est compatible avec la loi * si,

pour tous x,y,a,b € G : (xRy et aRb) = (xxa) R (y *b).

On définit Uopération % sur Gr par TRy =T

1) Montrer que si (G, x) est un groupe, alors (G/R, >T<) est aussi un groupe.

2) Application : (G,*) = (Z,+) et R, la congruence modulo n.
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Exercice 4.8 Soient x l'opération définie sur R donnée dans l’exercice 1 et la mul-
tiplication usuelle de R. Etudier la distributivité de chaque loi par rapport a ['autre.

Exercice 4.9 Montrer que (Z IpTs —T—, >.<> est un anneau commutatif unitaire et qu’il

o © — —

s’agit d’un corps si p est premier. N:.B,QEZ/},Z::I%H./::IH—y et %;g}:xxy)

Exercice 4.10 Soit (A,+,,-,) un anneau vérifiant z* = x pour tout x € A. (On
dit que = est idempotent et que A est un anneau de Boole)

1) Montrer que 2z = 04

2) Montrer que A est commutatif. En déduire la valeur de (x -, y)-, (x 4+, y) Noter
quer’=x-, vet2x =1+,

Exercice 4.11 Soit (G, %) un groupe. Trouver une condition pour que l’application
f:G — G telle que f () = x x x soit un endomorphisme.

Exercice 4.12 Montrer que (p,, X) est isomorphe a (Z/nZ, —T—)
pn ={2€C /2" =1} (n € N*) est l’ensemble des racines n — éme complezes de
l'unité 1

Exercice 4.13 L’application f : C* — R* telle que f (z) = |z|
1) Montrer que f est un homomorphisme du groupe (C*,-) dans le groupe (R*,-)

Exercice 4.14 Montrer que le composé de deux homomorphismes de groupes est un
homomorphisme de groupes.
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Chapitre 5

Le corps des réels et le corps des
complexes

5.1 Le corps des nombres réels

Il existe des grandeurs = qui ne sont pas rationnelles (C.a.d : x ¢ Q). Par exemple
la diagonale x d’un carré de coté 1 est telle que 2 = 12 + 1?2 = 2 ( Théoreme de
Pythagore). Cette grandeur est notée v/2 et v/2 ¢ Q (voir 'exemple de 7).

Alinsi, on ne peut pas ”tout mesurer” avec des nombres rationnels. C’est pourquoi
on est amené a considérer un ensemble de nombres plus riches noté R, dont tout
élément « peut étre approché par défaut et par exces par des nombres décimaux.
C.a.d:

n n+1
VmeNdneZ: — <a<
1om = 10m
Exemples
1) 2012 < 2012 < 2013; 2120 < 9012 < BL2L . 20120 < 99 < 201201,
. 2012x10™ 2012x10™+1
........... : + < 2012 < 20121071
1 . 33 34
2)0< 3 <1, LT<r<g; S <13<3
. 33333...... 33 33333...... 34
........... ; 0— <2012 < tom
3)1<v2 <2 T<V2<f i SV2<ig
. 1414213562 1414213563
........... : < V2 < 1aREses,

Siae@alors,azf,avecpEZetqu*.
Pour tout m € N, la division euclidienne de 10™p par g permet d’écrire :
10mp=qk+r ,aveck,reZet 0 <r <gq.
mais 0<r<q =qgk<qgk+r<qk+1)
— gk <10"p < q(k+1)
= mim <a< lfafi

43
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Ainsi, Q C R (R est appelé 'ensemble des réels).
Onnote Ry ={aeR:a>0}, R.={aeR:a<0},R*=R\{0},
R =R\ {0}, R = R\ {0}

On admet dans ce cours que 'ensemble R est muni de I'addition + et la multi-
plication - vérifiant les propriétés suivantes :
(a) Vz, y € R; x +y € R (L’addition + est une loi interne dans R).
(b) Vz, y, z€R; 2+ (y+ 2) = (v +y) + z (L’addition + est associtive dans R)
(c)Jey =0€eRVz eR;(x+0=2)A(xr=0+z) (0 est '’élément neutre le la loi
+ dans R).
(d)Vz eR, ' = -2 €R; (z+ (—2) =0)A((—z) + 2 =0), (—z est 'inverse de x
par rapport a la loi + dans R).
(e) Vz, y € R; 2 +y =y + z ( + est commutative dans R).

Ces propriétés se résument en disant que (R, +) est un groupe commutatif.

a') Vz, y € R,z -y € R. (La multiplication - est une loi interne dans R).

b ) Ve, y, z€R, - (y-2) = (z-y) -2 (Laloi - est associtive dans R)

) Vr g, 2 €R, (2 (y+2)= (@ g+ (@ ) A(y+2) w=(y-2)+ (2 2))
La loi - est distributive par rapport a + dans R)

d)Jea=1eR Ve eR;(z-1=2)A(x=1-x), (1 est ’élément neutre de la loi
- dans R).

(e)VzeR, I’ =L eR* (z- (1) =1)A((2)-z=1), (2 est I'inverse de = par
rapport a la loi - dans R)

(fYVz, ye R, z-y=1y-x, (Laloi - est commutative dans R).

Ainsi, (R;+;-) est un corps commutatif.

On admet aussi que < est une relation d’ordre sur R qui vérifie les propriétés
suivantes :
(@) Vr, y € R, (x <y) V (y < x) (La relation < est un ordre total sur R)
(b”) Va b,z , y €R; ((a <b)A(z <y)) = (a+2x < b+y), (compatibilité de la
loi + avec la relation <)
(") Vo, ye R;Va €Ry; (2 <y) = (a-z < b-y)
(d")VzeR,Vy eRY, In e N: 2z <n-y, (Propriété d’Archimede).

5.2 Le corps des nombres complexes

On définit I'addition + et la multiplication - sur R? par :

b )‘F(Clg bz) = (a1+a2 b1+b2)
War, by): (a2, by) € B2 4 (0001 ’ ’
(a1 bu): (a2, b2) { (a1,b1) - (ag,b2) = (a1ag — biby, arby + azby)

Proposition 5.2.1 (R?, +,) est un corps commutatif.
Ce corps est appelé le corps des complezes et est noté (C,+,-).
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Preuve : (Exercice)

Remarques :
En identifiant (a1,0) & aq, on peut dire que R C C, et en notant (0,1) par i on
trouve i = (—1,0) qui s'identifie & —1.

En effet : i = (0,1) - (0,1) = (—1,0) =~ —1.
Forme algébrique d’un nombre complexe, Conjugaison et Module
Dans le corps C tout élément 2 s’écrit de facon unique z = a + ib avec (a,b) € R

En effet : Soit 2 = (a,b) € C; alors :
z = (a,b) = (a,0)+ (0,b)

= (a,0)+ (0,1) - (b,0)

=a+1ib
avec les identifications (a,0) ~ a, (b,0) ~ b et la notation i = (0,1)
Cette écriture est appelée la forme algébrique de z.
a est appelée la partie réelle de z et notée Re(z), et b la partie imaginaire de z et
notée Im(z).
Le complexe Re(z) —ilm(z) est appelé le conjugué de z et noté z.
Le réel \/(Re(2))2 + (Im(z))? est appelé le module de z et noté |z].

5.3 Exercices du chapitre 5

Exercice 5.1 Soient sur R? l’addition + et la multiplication - définies par :
b )‘F(CLQ bz) = (&1—|—a2 b1+b2)
Y(ay,b1); (asz, bs) € R?: (a1, by ' ’
(a1,b1); (a2,b2) { (a1,b1) - (ag, b2) = (a1as — biby, ar1by + aszby)
Vérifier que (R?, +,-) est un corps commutatif.
Ce corps est appelé le corps des complezes et est noté (C,+,-).
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Chapitre 6

Anneau des polynomes

6.0.1 L’ensemble des polynémes a une indéterminée

Définition 6.0.1 Soit (A, +,.) un anneau unitaire et commutatif.

On appelle polynome a une indéterminée X et a coefficients dans A toutes écriture
algébrique de la forme ag + a1 X' + ... + ap 1 X" 1+ a, X" + ...

ou les a; € A sont nuls sauf un nombre fini.

St on note P ce polynome, alors :

* Les a; sont appelés les coefficients de P.

* Le plus grand indice n vérifiant a,, # 0 (sl existe) est appelé degré de P et noté
deg P et dans ce cas a, X" est appelé terme dominant de P.

* Si le terme dominant de P est 1X™ le polynome P est dit unitaire.

* Si tous les a; sont nuls, P est appelé polynome nul noté 0 et par convention
deg () = —o0

* Chaque élément ag de A est un polynéome, appelé polynome constant.

L’ensemble des polynomes a une indéterminée X a coefficients dans A est noté A[X].

Remarque 6.0.1 1) Pour un polynome, on omet souvent les a; X" pour les a; nuls
et on l’écrit suivant les puissances décroissantes de X.
2) On écrit souwvent, X au lieu de X' et X™ au lieu de 1X™.
3) Soient P =ag+ a1 X' + ... + ap 1 X"+ a, X" + ...
et Q=0by+0 X'+ .. +b 1 X" 40, X"+ ...

Exemples

1) P=X"—1 (oun € N¥) est un polynome unitaire de degré n a coefficients dans
Z,cad P eZ[X].

Le terme dominant de P est X" et ses coefficients sont (—1,0,...,0,1,0,...,0,...).
C.a.d : Tous les coefficients sont nuls sauf ag = —1, et a,, = 1.

2) Q =2X3 — V65X est un polynome non unitaire de degré 3 & coefficients dans R,

47
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cad@ e R[X].
Le terme dominant de Q est 2X? et ses coefficients sont (O, —/5,0,2,0, ..., 0, ) ,
c.a.d : Tous les coefficients sont nuls sauf a; = —v/5 et ag = 2.

3) S = 4+ 2i est un polynéme non unitaire de degré 0 (polynome constant) a
coefficients dans C, c.a.d S € C[X].

Le terme dominant de S est 4 + 2i et ses coefficients sont (4 + 21,0, ...,0,...);

c.a.d : Tous les coefficients sont nuls sauf ¢y = 4 + 2.

6.0.2 Opérations sur ’ensemble A [X]

Définition 6.0.2 Soient P =ag+ a1 X'+ ... + ap 1 X" ' +a, X" + ...
et Q=0by+ 0 X"+ ... +b, 1 X" 1 +b,X"+ ... deuzx polynomes de A[X].
On définit la somme P + Q) et le produit P.QQ par :
P+ Q= (ag+bo) + (a1 +b1) X* + ...+ (an_1 + bn1) X"+ (@ + b)) X7+ ...

P.Q = ( > ai.bj> + ( > al-.bj> X+ .+ ( > ai.bj) X4 ( > az-.bj> X"+

i+5=0 i+j=1 i+j=n—1 i+j=n

0
Remarque 6.0.2 1) co= ) a;.b; = ag.bp = > a;.bp_;
i+75=0 =0
1
Ccl = Z Gi.bj = ao.b1 + al.bo = Zai.bl,i
itj=1 i=0
Cp — Z ai.bj = ao.bn -+ al.bn,1 + ...+ Cln.bo = Zai.bn,i
itj=n i=0

Pour énoncer la proposition suivante, on adopte la convention suivante :
Pour tout n € N: n+(—o00) = (—00)+n = —o0, —o0 <net(—00)+(—o0) = —0.

Proposition 6.0.1 Soient P, Q € A[X], alors
deg (P + Q) < max (deg P,deg Q) et deg(P.Q) < deg P + deg @
et si A est un corps, alors deg (P.QQ) = deg P 4 deg @

Preuve : Posons n =deg P, m = deg @,
P=ay+a X' +.. . +a, 1 X" ' +a,X"et Q=by+b X'+ ...+ bp_ 1 XL +b,X™
1¢" cas) Si P =0 ou @ = 0.
Par exemple si P =0, alors P+ @ = @ et P.Q = 0. Ainsi,
deg (P + Q) = deg @ = max (—o0, deg ()) = max (deg P, deg Q)
deg (P.Q) = —00 = —00 + deg @ = deg P + deg Q
2¢me cas) Si P # 0 et Q # 0, alors :
2.1) Les coefficients de P + @ sont tous nuls apres le rang k = max (n,m),
donc deg (P + @) < max (n,m) = max (deg P, deg Q) ,
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2.2) Les coefficients ¢, = ) a;.b; de P.QQ vérifient pour tout k € N* :

i+j=k

C(n+m)+k = Z aibj = gobn—i-m—i—k + ...+ anbmﬂi + gn+1bm+k—1 + ...+ an+m+kb0

i+j=n+m+k ~~ ~~
dans ce terme tous les b; sont nuls dans ce terme tous les a; sont nuls
=0.
Ainsi, deg (P.Q) < n+ m = deg P + deg Q.

Cntm — Z Cll‘.bj = aO-bn+m + ...+ an_l.bm+1 + an.bm + an+1~bm—1 + ...+ an+m.b0

dans ce terme tous les b; sont nuls dans ce terme tous les a; sont nuls
= Qp.byy.

Si A est un corps, alors ¢, = a,.b, # 0 car a, # 0 et b,, # 0.
D’ou deg (P.Q) =n + m = deg P + deg Q).

Exemple

1) Dans Q[X], soient les polynomes

P=3X*-1 Cad: P=3X>4+0X -1
etQ:%X3—|—4X C.ad Q:%X3—|—OX2—|—4X—|—O, alors

P+Q =0+3)X+(B+0)X?+(0+4) X +(-1+0)
:2X3+3X2+4X—1

(3><-)X5 ((0x 1)+ (3x0))X*

(1) x 3) + (0x0)+ (3x4)+ (0% 0)) X?

(((— ) 0) + (0% 4) + (3 % 0)) X2+ ((=1) x 4+ 0 % 0) X + (1) x 0)

SXO 40X+ ZXP+0X2—4X +0 =3X°—BX3—4X.

et P.QQ

||++||

Théoréme 6.0.1 (A[X],+,.) est un anneau unitaire et commutatif.

Preuve : Soient P = py +p1 X' + ... + pp 1 X" 4 p, X" +
Q=q+aX"+ .+ X"+ X"+
et S=50+5 X"+ ...+ 551 X4+ 5, XF +

1) P+Q = (po + qo) + (p1 +Q1)X1 + ...+ (pk_1 + qk_l)Xk_l + (pk + qk) Xk4 . € A[X] )

Alors 'addition des polynomes est une loi interne dans A [X] .

2) (P+@Q)+S = ((po + q0) + 50)+((p1 + @1) + 51) X'+ A ((Pr-1 + gr—1) + sp-1) X"

+ ((pe + qr) + sx) XE+ ...

= (po + (g0 + $0))+(p1 + (g1 + 51)) X' A(pr-1 + (gr—1 + sp—1)) X
+ (pr + (g +s1)) XF + .

=P+ (Q+59)

Alors 'addition des polynomes est une loi associative dans A [X].

) P+Q=((po+q)+pi+q)X '+ ..+ Pror+qe1) X+ (o + @) XF+ .
= (qo +po) + (q1 +p1) X'+ o+ (geor +pr—1) X0+ (qr + o) X+
=Q+P

Alors 'addition des polynomes est une loi commutative dans A [X] .

4) Le polynome nul 0+ 0X! + ... + 0X* ! + 0X* + ... est aussi noté 0.

P+0=(po+0)+ (p1 +0) X+ ...+ (pr_1 + 0) X* 1+ (pp + 0) X* +
=P
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Alors le polynéme 0 est 1’élément neutre de Paddition des polyomes dans A [X].

5) Notons par —P le polynome

(—po) + (—pl) Xt + ...+ <—pn_1) Xl + (—pn) X"+ ...

On a:

P+(=P) = (po—po)+(p1 —p1) X + .o+ (Pr1 — Puc1) X" 1+ (pn — pn) X"+
=0

Alors — P est le symétrique de P par rapport a 'addition des polyomes dans A [X].

6) PQ = ( Z pi.qj> + ( Z pi.qj) Xl + ...+ < Z pi.qj> Xk_l
i+35=0 i4j=1 i+j=k—1

i+j=k
Alors la multiplication des polynomes est une loi interne dans A [X].

) P.Q= ( > pi-Qj>+< > pi'Qj) X1+...+< > pi-Qj) Xk +< > pz’-Qj) XF+
i+5=0 itj=1 itj=k—1 i+j=Fk

= ( > qupi>+< > Qj-pi> X1+...+< > Qj-pz‘) Xkt +< > qj.pi> Xk 4
i+5=0 i+j=1 i+j=k—1 i+j=k
P

Alors la multiplication des polynomes est commutative dans A [X].
8)SiQ=14+0X"+..+0X"14+0X™+...Cad:qg=1etVjeN g =0.

Alors P.Q = ( > pl-.qj> + ( > pi.qj> X+ .+ ( > pi.qj> Xkl

i+75=0 i+j=1 i+j=k—1

+1 X pi.qj> XF 4+
i+j=k
= (po-1) + (p1.1) Xt + .. + (pp_1.1) X1 + (pr.1) XF + ..
_Pp
Alors @ = 1 est ’élément neutre de la multiplication des pélynomes dans A [X].
9) Notons respectivement les coefficients de (P.Q)) .S, P.(Q.S), P.QQ et Q.S par

(P.Q).5),, (P.(Q.5)),, (P.Q) et (Q.5),
(PQ).S), = 2 (PQ), s, = X ( > pi-Qj) Sy

r+k=l r+k=Il \it+j=r

= > ( > Pz‘-%-%) = > P8,

r+k=l \ i+j+k=r+k itjtk=l
(P(Q.9), = X pi-(Q.9), = X pi-< > qj-5k>
i+r=Il i+r=I jt+k=r

= > ( > pi-Qj-5k> = > P,

itr=l \i+jth=itr i+j k=l
d’ou (P.Q).S = P.(Q.S), car ils ont les mémes coefficients.
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Alors la multiplication des polynomes est associative dans A [X].

10) Gardons les notation de 7) et notons respectivement les coefficients de (P + @) .S,

P+Q,PSetQSpar (P+Q).9),, (P+Q),, (P.S) et (Q.5),, alors,
(P+Q).5), = > (P+@Q),.s,= > (pr+a)s,

r+k=I r+k=I
YoopeS,+ Y ¢.s, = (P.9),+(Q.9),
r+k=I r+k=I
= (P.S+Q.9),

d'out (P+Q).S =P.S+Q.5, car ils ont les mémes coefficients.
Alors la multiplication est distributive par rapport a I’addition dans A [X].
Par suite (A [X],+,.) est un anneau commutatif et unitaire.

Proposition 6.0.2 Si K est un corps commutatif, alors (K [X],+,.) est un an-
neau intégre. C.a.d : (VP,Q € K[X]: P.Q=0)= (P=0V Q=0)

Preuve : On a

PQ=0 = deg(P.Q)=deg0=—
= deg P+ degQ = —¢
= deg P = —oo VdegQ) = —
=P=0vQ@=0

6.0.3 Arithmétique dans K [X]

Dans la suite, on suppose que K est un corps commutatif.

Divisibilité

Soient P,B € K [X]
On dit que B divise P, s’il exite QQ € K [X] tel que P = Q.B.
Exemples
1) Tout élément a # 0 du corps K divise tout polynéme P de K [X],
car : P =a.(a"'P) et a~' P est bien un polynome.
2) Tout polynéme P divise le polynéme nul 0, car : 0 = 0.P.
3) X +1divise X2+ X, car: X2+ X =X (X +1)

Remarque 6.0.3 1) 0 ne divise que 0.
2) Les diviseurs de 1 sont les éléments de K*, qui sont les seuls éléments inversibles
dans K [X].
En effet : Soit B € K [X]
B divisel = 3Q € K [X]: 1=
=3Q € K[X]: degQB =0
= 3Q € K[X]:degQ +degB =0
= 3Q € K [X]: deg@ = deg B =0,
donc QQ =qo € K et B=10by € K avec 1 = qy.bg.
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(sil=QB, alors 0 =degl = deg@ + deg B, d’ot deg Q = deg B =0 donc Q = qq
et B = by avec 1 = qobo)
3) Si B divise P, on dit que P est un multiple de B.
4) Si B divise P et P # 0 , alors deg B < deg P
En effet : B divise P = 3Q € K[X]|: P=Q.B
= 3Q € K[X]:deg P =degQ@ + deg B
deg @ > 0, sinon deg ) = —oo donc deg P = deg() + deg B = —oc0 C.a.d : P =0
ce qui contredit les hypotheses.
Alors deg P > deg B.

Division euclidienne dans K [X]

Soient P, B € K [X].
Si B # 0, alors il existe un couple unique (Q, R) € K [X]* tels que

P=QB+ RetdegR <degB

Preuve : a) Pour montrer I'existence, il suffit de discuter deux cas :
a.l) Si P=0,alors P=0.B+0. C.a.d: Q = R =0, ce qui vérifie deg R < deg B
(car deg P = —oc0 et deg B > 0)
a.2) Si P#0,degP =ne€NetdegB=me€N,alors P=py+p X + ... + p, X"
ot B=by+ b X + ... + b, X™

Raisonnons par récurrence sur n.
*Sin=0,cadP =py,onadeux cas :
1°"cas : Sim =0, alors B = by d’ott P = poby*.B +0. C.a.d : Q = pob,* et R =0,
ce qui vérifie deg R < deg B (car deg P = —oc0 et deg B = 0).
2¢mecqs  Sim > 0, alors P = 0B+ P. Cad: Q = 0et R = P, ce qui vérifie
deg R < deg B (car deg P = 0 et deg B > 0).
* Supposons le théoréme vrai pour tout polynome de degré inférieur ou égal a n — 1
et montrons qu’il reste vrai pour les polynomes de degré n.

On a deux cas
1"cas : Sim > n, alors P = 0.B+ P. Caad : @ = 0 et R = P, ce qui vérifie
deg R < deg B (car deg R = n et deg B = m).
2¢mecqs  Sim < n, alors P = P — a,b;' X" ™.B est de degré inférieur ou égal a
n — 1, alors d’aprés I'’hypothese de récurrence P = QB + R avec deg R < deg B
par conséquent P = P + a,b,' X"™™.B = (Q + a,b,' X"™) B4+ R , c.ad :
Q=0Q+a,b,'X" ™ et R = R, ce qui vérifie deg R < deg B (car deg R = deg R)
b) Pour montrer I'unicité, on suppose que P = Q.B + R = Q1.B + R; tels que
deg R < deg B et deg Ry < deg B.
Alors (Q — Q1) .B = (R; — R) et par passage aux degrés, on obtient
deg (Q — Q1) + deg B = deg (R; — R) < max (deg Ry, deg R) < deg B,
d’ott deg (Q — Q1) = —o0, ainsi @ — Q1 = 0 et par suite Ry — R = 0.
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Remarque 6.0.4 La preuve précédente montre que la division euclidienne de P
par B, se raméne a la division euclidienne de P par B, avec deg P < deg P.

Ceci est la base d’un procédé itératif appelé algorithme de la division euclidienne
des polynomes.

Exemple
Divisons P = 3X° — 2X3 — 5X? + 1 par B = 2X3 + %XZ - X
3XP+0X* —2X% —5X? 4+ 0X 4+1 | $X*+2X? - X 40
—12X* +4X3 —5X?+0X +1 | 6X? —24X + 104
52X% —29X? 4+ 0X + 1
—237X? 4+ 104X + 1
donc le quotient Q = 6X? — 24X + 104 et le reste R = —237X?% + 104X + 1

6.0.4 Fonctions polyndémes d’une variable, polynome dérivé
et racine d’un polynéme

Définition 6.0.3 Soit P = ag + a1 X' + ... + ap1 X" ' + a, X" un polynome de
K[X].
1) On appelle fonction polynéme d’une variable x associée a P, la fonction P:K —
K définie par : P (r) = ap+ arx* + ... + ap_12" 1 + a,a™
2) On dit qu'un élément o est une racine ou zéro de P, si P (a) = 0.
3) On appelle dérivé du polynome P le polynome noté P’ et défini par :

P =a; 420X '+ ...+ (n—1)a, 1 X" ? + na, X" !

Exemples

1) La fonction polynome associée au polynome P = X? + 2X — 3 de R[X] est la
fonction P : R — R telle que P (z) = 22 + 2z — 3 et les seules racines de P sont —3
et 1, car P(=3) = P (1) = 0.

Le polynéme dérivé de P est P =2X + 2.

2) La fonction polynome associée au polynoéme P = X2 — 2 de Q [X] est la fonction
P Q — Q telle que P (x) = 2* — 2 et P n’a pas de racine car P (z) # 0 pour tout
x € Q.

Le polynome dérivé de P est P/ = 2X

Remarque 6.0.5 1) On dit que P () est obtenue par substitution de x a X dans
P.

2) On vérifie, facilement, que P+ Q = P+Q,PQ=PQ, P =", (P+Q) =
P +Q et (PQ) =P.Q+PQ

3) Si deg P > 1, alors deg P' = deg P — 1 et si deg P < 1, alors deg P’ = —o0

Théoréme 6.0.2 Soit P € K [X] et o € K, alors
1) Le reste de la division euclidienne de P par X — « est P ().
2) « est une racine de P si, et seulement, si X — a divise P.



o4 CHAPITRE 6. ANNEAU DES POLYNOMES

Preuve : 1) Ona P = (X — a)@Q + R ou R et @ sont, respectivement, le reste et

—_—

le quotient de la division euclidienne de P par X — «. Alors P= (X — a)@ +R ,
ainsi P (a) = R (a).

Or deg R < deg (X —a) = 1, donc R et constant, d’ou R=Ret é(a) = R. Par
conséquent P (a) = R.

2) Cette assertion est une conséquence directe de 1).

Exemple

—3 est une racine du polynome P = X3 + 5X% + 3X — 9 de R[X], alors P =
(X +3)Q, avec Q =2X + X? -3

Ordre de multiplicité d’une racine

Définition 6.0.4 Soit P € K [X|" = K [X] — 0 et « une racine de P.

On appelle ordre de multiplicité de la racine o de P, le plus grand m € N tel que
(X — )™ divise P.

*Sim =1, on dit que o est une racine simple de P

*Sim =2, on dit que o est une racine double de P.

*Sim =3, on dit que « est une racine triple de P. ...ctc

Exemple
—3 est une racine double du polynéme P = X3 + 5X% 4+ 3X — 9 de R[X], car
P=(X+3)°(X-1)

Théoréme 6.0.3 Soient P € K [X]" et a € K.
a est une racine simple de P si, et seulement, si P(a) =0 et P’ (a) # 0. (ou P’
est la dérivée de P)

Preuve : « est une racine simple de P si, et seulement, sl existe ) € K [X] tel
que P = (X —a)Q et Q(a) # 0. B
Or PP=Q+ (z—a)Q donc P’ (a) = Q («), d’ou I"équivalence voulue.
Exemple
Soit le polynéme P = X? + 5X* 4+ 3X — 9 de R[X].
OnaP(1)=0et P'(1) #0 (P (z) =3X?+ 10X + 3)
Proposition 6.0.3 5% aq, s, ..., ;. sont des racines deuzr a deux distinctes de P,
d’ordres de multiplicité respectifs mq, mo, ..., m,., alors ‘1:[1 (X — ;)™ divise P.
Preuve : On procede par récurrence.
L’ordre de multiplicité de ay est my, alors (X — )™ divise P.
r—1
Supposons maintenant que .1_11 (X — ;)™ divise P.

Pour tout i € {1,....,r —1},ona (s —a,) ' (X — ) = (i — ) (X — o) + 1,
ainsi, il existe Q); € K [X] tel que
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(a; — o) " (X —ap)™" = (X —ay) Qs + 1,

dott — (X — ;) Qi = — (i — )" (X — )™ + 1; de la méme fagon , il existe
Q; € K [X] tel que (X — ;)™ (=Q)™ = (X — ;)" Q; + L.
En multipliant ces égalités terme a terme, on obtient

r—1 r—1
En multipliant les deux membres de la derniere égalité par P et tenant compte du
r—1
i (X —a;)™ et (X — )™ divisent P, on obtient

P= (Zg&(x —a)m ) P (™ )-P e - a0 Qo= ({1 (- a)™ ) [@- T

fait que

1=

avec @0,50 € K [X]. Par conséquent 41:[1 (X — ;)™ divise P.

Corollaire 6.0.1 1) Un polynome de degré n € N admet au plus n racines dis-
tinctes.
2) Si P posséde une infinité de racines, alors P est le polynome nul.

Preuve : 1) Supposons oy, as, ..., @, 1 des racines distinctes de P, alors d’apres la

n+1
proposition précédente, 'H1 (X — o) divise P, donc
1=

n+1
n+1=deg (1:[1 (X — ai)) < deg P = n, ce qui est absurde.

2) L’assertion 1) montre que si P admet une infinité de racine, alors deg P ¢ N,
donc P est nul.

Théoréme 6.0.4 (Théoréme fondamental de ’algebre) Tout polynéme non constant
de C[X] admet au moins une racine dans C.
Autrement dit : Tout polynome de C|X] de degré n > 1 admet n racines.

(La preuve de ce théoreme dépasse le cadre du cours d’algebre de 1¢7¢ année LMD)

Remarque 6.0.6 [l existe des formules donnant les racines d’un polynome de degré
1,2,3 et 4 de C[X]. De telles formules n’existent pas pour un polynome de degré n >
5, alors on ne peut décomposer un polynome de C [X] que dans des cas particuliers.

Exemple Soit P = X7 — 8X
P =XT-8X =X (X8 :X((X2)3—23> = X (X2 —2) (X*+2X2 + 4)
=X (X?2-2) (X?+1-1iV3) (X2 +1+iV3)
_ iv/3 i —i —iv/3
= X (X = v2) (X +v2) (X - 1258) (x4 L) (y — 148 (x4 12045
P admet 7 racines dans C, 3 racines dans R et 1 racine dans Q.
Cette écriture est une décomposition de P en facteurs indécomposables dans C [X].

Pour obtenir la décomposition en facteurs indécomposables dans R [X], il faut
remplacer les facteurs dont les produits sont des polynomes indécomposables dans
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R [X] par leurs produits.
Cette écriture est une décomposition de P en facteurs indécomposables dans R [X] .

Pour obtenir la décomposition en facteurs indécomposables dans Q [X], il faut
remplacer les facteurs dont les produits sont des polynomes indécomposables dans
Q [X] par leurs produits.

P =X (X-V2) (X+v2) (X2 = V2X +2) (X2 +V2X +2)
=X (X?2-2)(X*+2X?+4).

Cette écriture est une décomposition de P en facteurs indécomposables dans Q [X] .

6.1 Exercices du chapitre 6

Exercice 6.1 Montrer que dans Z[X] le polynome @ divise le polynome P dans les
cas suivants : 1) P=nX"" —(n+1)X"+1 Q= (X —1)
2)P=1+X+X?+ ...+ X" Q=1+X* (Calculer (1—X)P)

Exercice 6.2 Trouver dans R [X] les polynomes de degré n < 6, divisibles par X*+1
et X2 - X +1

Exercice 6.3 Dans R[X], un polynome P a pour restes respectifs 3,7 et 13 dans
les divisions euclidienne par (X — 1), (X —2), et (X — 3). Déterminer le reste de
la division euclidienne de P par (X —1) (X —2) (X —3).

Exercice 6.4 Soit A=ap+ a1 X +...a, X" € Z[X], avec a, #0 et n > 2.

1) Soit (p,q) € Z x N* tel que p et q soit premiers entre eux. Montrer que si § est
une racine rationnelle de A alors, p divise ag et q divise a,,.

2) Que peut-on dire des racines rationnelles de A si, A est unitaire.

3) Déterminer les racines rationnelles des polynomes :
X1 —10X%2+1 et 3X3 +23X2 + 57X +45.

Exercice 6.5 Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynome
de degré 2 soit indécomposable (irréductible) dans R [X] (resp dans Q[X]).
Application : P =1X? -3 P, =X?>-2X -3, PL=X*+X+1

Exercice 6.6 DansR [X], décomposer X+1 et X 4+-2X?+1 en facteurs indécomposables
(irréductibles).

Exercice 6.7 Soit Ry [X] le sous ensemble de R [X] formé des polynomes de degré
au plus 2.

1) Montrer que (Ro [X],+) est un sous groupe de (R[X],+).

2) Soit u Uapplication définie de Ry [X] dans Ry [X] définie par u (P) = X*P'—2X P.
Montrer que u est un endomorphisme de (Ry [X],+).
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Chapitre 7

Espaces vectoriels

7.1 Loi de composition externe

Soit (K,+,-) un corps commutatif.
On appelle loi de composition externe sur un ensemble E # &, a coefficients dans
K, toute application e de K X FE dans E.
* L’image o («, ) est souvent notée ave x (ou ax s’il n’y a pas de confusion)
* La loi e est aussi appelée multiplication par un scalaire.

Exemples
1) L’application @ : R x C — C, définie par o @ z = az, est une loi de composition
externe sur C a coefficients dans R.

2) L’application e : R x R™ — R", définie par cve (x1, T3, ..., z,) = (axy, axs, ..., xy,)
est une loi de composition externe sur R™ a coefficients dans R.

3) Soit F (R,R) I'ensemble des fonctions de R dans R.

L’application e : R x F(R,R) — F(R,R), définie par v« e f : R — R telle que
Ve € R: (e f)(z) = af (z), est une loi de composition externe sur F (R, R), a
coefficients dans R.

Remarque 7.1.1 La multiplication - du corps K est une loi de composition in-
terne et externe en méme temps. (- : K x K — K ).

7.2 Structure d’espace vectoriel

Définition 7.2.1 Soit K un corps commutatif.

On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) tout ensemble non vide
E # @ muni d’une loi de composition interne + et d’une loi de composition externe
e a coefficients dans K, vérifiant :

29
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1) (E,+) est un groupe commutatif.

2) Pour tous o, B € K et tous x,y € E :
ae(zt+y)=aexrt+aey

(a+g p)ex=caex+ ez

(g f)ex=cae(fex)

lxex=ux (ou 1k est I’élément unité du corps K)

Remarque 7.2.1 1) Un espace vectoriel sur R (respectivement sur C) est appelé
espace vectoriel réel (respectivement complexe).

2) Les éléments d’un espace vectoriel E sont appelés vecteurs et ceuxr du corps K
sont appelés scalaires.

Exemples :

1) Tout corps commutatif K est un espace vectoriel sur lui méme.

R est un espace vectoriel sur R, pour ’addition et la multiplication usuelles de R.
C est un espace vectoriel sur C, pour ’addition et la multiplication usuelles de C.

2) L’ensemble C, avec ’addition usuelle + et la multiplication par un réel o, définie
par o e z = az, est un espace vectoriel sur R.

3) Dans R™, on définit la loi interne + et la loi externe e par :
Pour tout a € R et tous (z1, %2, ..., Tn) 5 (Y1, Y2, .-, Yn) € R”
(X1, @9, ey ) + (Y1, Y2, s Yn) = (1 + Y1, To + Yoy ooy Ty + Yn)
ae(xy,x9,...,T,) = (ax, A, ..., Ty

Avec ces lois R™ est un espace vectoriel réel.

4) Dans F (R,R) (L’ensemble des fonctions de R dans R), on définit la loi interne
+ et la loi externe e par :
Pour tout o € R et tous f, g € F (R,R)
(f+9)(x) = f(z) +g(2)
(e f) () = af (x)

Avec ces lois F (R, R) est un espace vectoriel réel.

pour tout x € R.

5) L’ensemble K [X] des polyndmes a coefficients dans un corps commutatif X" muni
de I’addition + et la multiplication par un scalaire de K est un espace vectoriel sur K.

Théoreme 7.2.1 Soit £ un K-espace vectoriel, alors pour tous x,y € E et tous
a,BEK, ona:

1)0,ex=0,=ae0,

2)ae(—zr)=—aer=(—a)ex

3 ae(r—y)=aexr—aeyet(a—plexr=caexr—Peox

4) Siaexr =0, alors o =0k ouxz = 0p
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Preuve :
1) OE‘ (OK 0$) - (OK 0:13') = ((OK +OK).:U> - (OK Ol’)
= (OK.I)+(OK.x)_(OK.I):<0K.x)
OE = (a.OE)_(a.OE) :(a.(0E+OE))_(a.OE)
= (a.OE)+(a.0E)_(a.OE):(a.OE)
2)aexr+ae(—zr)=cae(z—z)=cael, =0,, alors ve(—z) = —aex, de la méme
fagon, cez + (—a)ex=(a—a)ex =0, ex=0,, alors (—a)ex =—aex

Jae(xr—y)=aexr+ae(—y)=aexr—aey

et (a—pP)er=aer+(—f)er=aer—[Fex
4) Si aex = 0, alors, ou bien o« = 0, ou bien av # 0 et dans ce cas « est inversible dans
K, par conséquent o' o (avez)=a"'e(0, don z=1ex=(a' - a)ex=0,

7.3 Sous espace vectoriel

Définition 7.3.1 On appelle sous espace vectoriel d’un K -espace vectoriel E, toute
partie non vide F' de E qui est elle méme un K-espace vectoriel pour les lois + et @
de E restreintes a F.

Proposition 7.3.1 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F' de E est un sous
espace vectoriel , ssi

1) Ogp e F

2)Vae KNzye F: r—yeFetaexeF

Preuve : a) Supposons que F' est un sous espace vectoriel de E pour les lois res-
treintes, alors la loi externe de E induit une loi externe sur F', donc pour tout a € K
et tout z € F ona: aex € F. Pour la loi interne +; (F,4) est un sous groupe de F,
donc O € F et pour tous x et y dans F,ona x —y € F (voir Proposition 77 ).

b) Supposons que F' vérifie les assertions 1) et 2), alors (F,+) est un sous groupe
du groupe (F,+) (voir voir Proposition 7?7 ) qui est commutatif.

L’assertion 2) montre que la loi externe e de F induit une loi externe sur F et le
fait que (F,+) est un sous groupe assure, l'assertion 2) de la définition des espaces
vectoriels. Par conséquent F' est un espace vectoriel pour les lois restreintes de F,
c’est a dire un sous espace vectoriel de E.

Corollaire 7.3.1 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F' de E est un sous
espace vectoriel , ssi
i) Vo, € KNxyye F: aex+[eyc F

Preuve : a) Supposons que F' vérifie ii), alors en choisissant («, §) = (1x, —1g) en
suite (a, f) = (@, 0k ), on obtient 'assertion 2) de la proposition précédente.

b) Inversement, si F' vérifie 'assertion 2) de la proposition précédente, alors pour
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tous a, 0 € K ettousz,y € F,onaaexr € Fet feyec FFdounaexr+eycF.

Exemples :

1) L’ensemble F' = {(z1,x9,...,x,) € R™ / 21 + 22+ ... + x,, = 0} est un sous espace

vectoriel de R™. En effet : 0+ 0+ ... + 0 = 0, alors Og» = [ 0,0,...,0| € F et
————

n zéros

pour tous «, 5 € R et tous (z1,x2,...,Tn), (Y1, Y2, .-, Yn) € F, on a (ax; + By1) +
(Oé]}g + ﬁyQ) +...+ (axn + ﬁyn) = (Il +zo+ ...+ xn) + 6 (yl + Y2+ ...+ yn) - 07
donc a (w1, o, .oy ) + B (Y1, Y2, -, Yn) € F.

2) L’ensemble C'(R,RR) des fonctions continues de R dans R est un sous espace
vectoriel de F (R, R) . En effet : La fonction nulle 0 F(r,R) est continue, alors Orgr) €
C(R,R) et pour tous «, 5 € R et toutes f,g € C(R,R), on a af + Bg est une
fonction continue, donc af + g € C' (R, R).

7.4 Parties libres, parties liées, parties génératrices
et bases

Définition 7.4.1 Soit E un K-espace vectoriel et A = {ay,as,...,a,} une partie
finie non vide de E.
1) La partie A est dite libre si

V/\l,/\g,...,)\pEKZ(/\1.a1+)\2.a2+...+)\p.ap:0):>()\1:0/\)\220/\.../\>\p:0)

(On dit aussi que les vecteurs aq, as, ..., a, sont linéairement indépendants)
2) La partie A de E est dite liée si elle n'est pas libre.
3) La partie A est dite partie génératrice de E si

Ve e B, A\, A, ., \p €K ix=X ea;+ X eay+ ...+ )\, 00,

(On dit aussi que E est engendré par A et on ecrit E = Gr (A) ou E = (a1, as, ..., ap))
4) L’espace E est dit de dimension finie s’il posséde une partie génératrice finie.
5) La partie A est dite base de E si elle est libre et génératrice de E.

On a, par convention, la partie vide & est génératrice de E' = {0} et elle est libre.
Exemples :

1) La partie A = {1,4i} du R-espace vectoriel C est une base, car elle est libre et
génératrice.
En effet : Soit \j, Ay € R,

AMel+Xei=0= (A =0AX=0)etsoit z € C, prenons \; = Re(z) € R
et Ao =Im(2) €R
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On a z = Ay + Agi (Comme combinaison linéaire a coefficients dans R).

La partie B = {1} est une base du C-espace vectoriel C car elle est libre et
génératrice.
En effet : Soit \; € C,
ANel=0= (/\120)
et soit z € C, prenons \; = z € C.
Onaz=ze1l=)\; el (Comme combinaison linéaire a coefficients dans C).

2) Soient dans R" les vecteurs e; = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ..., €, =
(0,0,...,0,1) .

La partie A = {eq, e, ...,e,} est une base de R™ (appelée base canonique), car elle
est libre et génératrice.

En effet : Soit Ay, Ao, ..., A\, €R
Aree;+ e+ ..+ A0, =0 = (A, N\,...,N,)=0
= M=MA=..=),=0.
et soit (x1,x9,...,x,) € R™  prenons A\ =1 € Ret \y =23 € R... .\, =2, €R
On a (x1,xg,...,T,) = T1€] + Toly + ... + Tpey,.

3) La partie A = {(1,2,-1),(3,0,1), (0, —6,4)} est liée dans R3.
En effet : Prenons Ay =3, Ay = —1let \3=1
Ona A (1,2, —1) + A2 (3,0, 1) + Ag (0, —6,4) = 0 A (A £ 0).

4) La partie A = {1, X, X? X3} est une base du K-espace K3 [X] des polynomes de
degré au plus 3 a coefficients dans K.
En effet : Soit Ai, A, ..., A\, € K
)\1.1+)\2X+)\3X2+)\4X3:O:>>\1 :)\2 :)\3:)\4:(),
Soit P € K3 [X], il existe ay,as, a3, as € K tels que P = a;.1 + as X + a3 X? + a, X3

5) F ={(z,y,2,t) ER* / x +y — 22+t = 0} est un sous espace vectoriel de R*.
Soit (z,y,z,t) € Fyalorsx+y—2z+t=0&0=—-y+2z—1
On peut écrire

(xay)zat) :(_y+22_t7y)zat)
=y (-1,1,0,0) +2(2,0,1,0) + ¢ (—1,0,0,1); avec y,z,t € R
donc A ={(-1,1,0,0),(2,0,1,0),(—1,0,0,1)} est une partie génératrice de F.

6) Le sous espace F; de R? | engendré par A; = {(0,—1,2),(1,1,1)} est donné par
Fl = {)‘1 (07 _172) + )‘2 (17 17 ]-) / /\17/\2 S R}

(x,y,2) Jr=Xa, y=—=A1+ A2, 2=2)\ + Aa et A\, \y € R}
(SC,y,Z) /Z—.I'IQ(.I'—y) ety,:ceR}
(r,y,2) € R® / 2 — 3z + 2y = 0}
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Théoréme 7.4.1 Soit A = {ay,as, ..., a,} une partie finie d’un K-espace vectoriel
E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1) A est une base de E

2) A est une partie libre mam’maleﬂ de &

3) A est une partie génératrice mz’m’maleﬂ de £

4) Tout x € E s’écrit de fagon unique v = x1a1+22a2+...+Tpa, avec x1,Zs,...,x, € K.

Preuve : Si A = @, alors E = {0} et I"équivalence des assertions est assurée par
les conventions déja faites. Supposons dans la suite de la preuve que A # &.

a) Montrons que 1) = 2).

Supposons que A est une base de F, et soit B une partie contenant A.

Si B # A, alors il existe x € B : o ¢ A et comme A est une base elle est
génératrice de E, donc x = Aja; + Aaag + ... + A\ya, avec A\, Mg, ..., A, € K, ainsi
0= —x + A\a; + A2az + ... + A\pa, qui représente une combinaison linéaire nulle des
éléments de B avec des coefficients non tous nuls, donc B est liée. Par conséquent
la seule partie libre contenant A est A, alors A est une partie libre maximale.

b) Montrons que 2) = 3).

Supposons que A est une partie libre maximale et soit x € E, alors ou bien x € A et il
s’écrit comme combinaison linéaire x = a; = 0.a;+...+1.a;+...+0.a,, ou bien z ¢ A
et dans ce cas la partie AU {z} est liée car A est libre maximale, donc il existe des
scalaires Ao # 0, A1, Ag, ..., A\, de K vérifiants Aoz +A1a1 +A2az+...+N,a, = 0, alors
s’écrit comme combinaison linéaire 2 = — (Ag) ™" Aras—(Ag) ™ Moo —...— (Ag) ™" Aty
Dans les deux cas x s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de A, alors A
est une partie génératrice. Pour montrer qu’elle est génératrice minimale, étudions
la partie A" = {a4, as, ..., @j—1, @i11, ..., } qui est égale a A privé de a;. L’élément a;
ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de A’ (sinon A sera
liée) et par conséquent A’ n’est pas génératrice, donc A est une partie génératrice
minimale.

¢) Montrons que 3) = 4).

Supposons que A est une partie génératrice minimale et soit x = x1a; + x2a0 + ... +
Tpa, = Thay+ahas+ ...+ ahay, alors (z; — x) ay+ (v — xb) ao+ ...+ (z, — 2,) a, = 0
et si Iun des 2; — 2, # 0 on peut écrive a; = (2 — )" (21— 2}) ay + ... +
(z; — )" (zic1 — @) a1+ (z; — )7 (Tis1 — @ipq) Qi1+ A (z — )7 (2p — ) ap
qui signifie que A" = {ay, a9, ..., a1, ai41, ..., a,} est une partie génératrice ce qui
contredit le fait que A est une partie génératrice minimale. Par conséquent tous les
x; — x; sont nuls, alors 'écriture = x1a; + x2a9 + ... + xpa, est unique.

d) Montrons que 4). = 1)

Supposons que tout x € E s’écrit de fagon unique x = x1a1 + x2a2 + ... + xpa,, alors
A est une partie génératrice et puisque 0 = 0.a; 4 0.az + ... + 0.a, est une écriture
unique, alors 0 = z1a1 + 22as + ... + xpa, = 1 = 3 = ... = x, = 0 ce qui signifie

1. Maximale, pour ’orde de I’inclusion
2. Minimale, pour I'orde de I'inclusion
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que A est libre. Par suite A est une base de F

Corollaire 7.4.1 Soient L et G deux parties finies d’un K -espace vectoriel E telles
que L est libre , G est génératrice et L C G, alors il existe une base A de E telle
que L C A CG.

Preuve : Considérons 'ensemble A = {£ telle que L C L C G et L est génératrice} .
Puisque G est finie, A est aussi fini, alors il a au moins[| un élément minimal A pour
I'inclusion. A est donc partie génératrice telle que L C A.

Posons L = {ay,ag,....,a,} et A — L = {a,41,@rs2,...,ap}, €t s0it A1, Ag, ..., Ay, € K
tels que \y @a; + Xy 0as+ ...+ A, 0a,=0.

Supposons que \; 7& O pour un certain i € {r —I— 2,r+3,...,p}, alors

a; = :\\ ’\“”1 ® i1+ ...+ 5 e 2 ey Ainsi A —{a;} est génératrice
avec L C A — {al} c est a dlre A—A{a;} € .A Ceci contredit la minimalité de A
dans A.

Par conséquent \; = 0 pour tout i € {r + 2,7+ 3,....p}.

Apres substitution, on obtient, A; = 0 pour tout 7 € {ay, as, ...,a,}, car L est libre.
Par suite A est libre, donc c’est une base de F avec L C A C G.

Corollaire 7.4.2 (Théoréme de la base incompléete) Si E est un K-espace
vectoriel de dimension finie et L une partie libre finie de E, alors il existe une
base A de E telle que L C A.

Preuve : F est engendré par une partie finie GG, alors LUG est une partie génératrice
finie contenant la partie libre L, donc il existe une base A de F telle que L C A

Corollaire 7.4.3 Tout K -espace vectoriel E de dimension finie admet une base.

Preuve : Si E = {0} alors E admet, par convention, & comme base.
S’il existe a € E et a # 0, alors la partie {a} est libre dans E, donc, d’apres le
théoreme de la base incomplete, il existe une base A de E telle que {a} C A.

7.5 Dimension et composantes

Définition 7.5.1 Soit A = {ay,as,...,a,} une base d’un K-espace vectoriel E.

1) La dimension de E sur K notée dimy E est le nombre des éléments de A.

2) Si A # @, alors le p—uplet unique (1, s, ...,x,) de KP, vérifiant v = 101 +
Toly + ... + Tpayp, est appelé composantes de x dans la base A.

Remarque 7.5.1 1) La dimension d’un espace vectoriel E ne dépend pas du choix
de la base, car toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

2) Si E ={0}, alors A =@, donc dimg E = 0.

3. Si un ensemble ordonné n’admet pas d’élément minimal, alors il est infini.
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Exemples :

1) dimg C = 2 car {1,i} est une base de C comme espace vectoriel sur R.

Dans cette base (z,y) sont les composantes du complexe x + iy.

par contre, dimc C = 1 car {1} est une base de C comme espace vectoriel sur C.
Dans cette base (x + iy) est la seule composante du complexe x + 7y.

2) dimg R™ = n, car {ey, €9, ..., €, } est une base de R” comme espace vectoriel sur R.
Dans cette base (1, xa, ..., z,) sont les composantes de (z1,xa, ..., Ty,) .

Théoreme 7.5.1 Soit F' un sous espace d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie. Alors :

1) F est de dimension finie et dimg F' < dimg FE.

2) F = E si et seulement, si dimg F' = dimg F

Preuve : 1) Si dimg E = n, alors toute partie de n+ 1 éléments de F' est liée (sinon
on peut trouver une base de F contenant plus de n + 1 éléments ce qui implique
que n + 1 < dimg E = n, qui est absurde), donc dimg F' < n + 1, c’est a dire
dimg F' <n =dimg F.

2) Supposons que dimg F' = dimg E = n, alors une base Br du sous espace F' est
une partie libre contenant n éléments de E, donc elle est libre et maximale dans F
(sinon n + 1 < dimg F = n), alors B est une base de E, donc E est engendré par
des éléments de I’ et par conséquent E C F), ce qui donne 'égalité £ = F.

Si E = F| il est clair que dimg F' = dimg E.

7.6 Sommes directes et sous espaces supplémentaires

Théoreme 7.6.1 Si Fi et Iy sont deux sous espaces vectoriels d’un K -espace vec-
toriel E, alors Fy1 + Fy et Iy N Fy sont deux sous espaces vectoriels de E.
De plus, si E est de dimension finie alors,

Preuve : 1) On a Og € F} et O € Fy, alors 0g = 0p + 0 € F} + Fo.

2)Siz,ye F1+ Fyet a,f € K, alors x = x1 + x5 et y = y; + y2 avec x1,y; € I}

et xo,ys € Fb.

On aaer+fey = ae(r) + o) +Le(y; + o) = Ea e+ e yll—i-((a ey + e yg))j
eF B

donc e x + fey € F| + F,. Par suite F} + I3 est un sous espace vectoriel de E.

1) On a 0g € Fy et Op € F, , alors Og € Fy N .

)Siz,ye FiNFeta,fe K, alorsx,y € Feta,ye€ Fy.

donc cvex + ey € F| car F} est un sous espace vectoriel de

et cex+ fey e Fy car Fy est un sous espace vectoriel de F
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Dounaex+ feyc 1N F,.
Par suite F; N F; est un sous espace vectoriel de E.
3) On sait que F; N Fy est un sous espace vectoriel de Fj et de F, et si E est de
dimension finie, ces espaces sont de dimensions finies.
Soit {ay, as, ..., a,} une base de F1NF, qui peut étre complétée par {ap41, Gpi2, -, G}
pour avoir une base de F et par {a;?H, Upygr oo a;} pour avoir une base de F5.
Soit x € Fy + Fy, alors © = x1 4+ x5 avec 1 € F} et x5 € F5.
Ainsi, il existe A, Aa, ..., Ap, Qpy1, Qpia, ooy i € K etil existe Nj, Ao, o, A an 00 o, 0 €
K tels que
T = (Mag 4+ Aeag + ... + Xty + Qpi1api1 + QpioGpio + .+ Qnapy)
+ (Mar 4+ Xyag + ...+ Na, + o yal o + ol pal o + .+ oldl)
=M +AN)ar+ A+ Ny)ag+ ...+ ()\p + )\;) ap + Qpi10pi1 + Qprolpio + .. +
+ag, qan, A pan, .+ Al
D’ou {al,aQ, oy Oy Q15 2y oy Oy Ay 15 Gy, ...,a’s} est une partie génératrice de
F1 + Fg.
Soit maintenant, A1, ..., Ay, Qpi1, .oy O, Oy, - 0 € K.
Supposons que

AMay 4 o+ Ay + Qi 1Gpin A QG 0 oy =00 (F#)

Alors — (a;Ha;?H + ..+ a;a;) = Nay + ... + \pap + apriapi + .+ apay, € Fy
Mais — (a) 1001 + .. + aja,) € Fi N Fy, donc il existe 71, ...,7, € K tel que

—(a 1@y + -+ alal) = nar + ...+ Ya,
c.a.d: yiar+... +ypa,+ g, a,, + . Fagal = 0, mais {al, Ay vy Ay Ay 15 Ay e a;}

est une base de Fy, alors v = ... = 9, = a,,;, = .. = « = 0, en particulier
= =a,=0.

De la méme facon on montre que a4 = .. = oy, = 0.

En remplagant dans (#), on obtient Aja; + ... + \,a, = 0 et comme {ay, as, ..., a,}
une base de Fy N Fy, alors Ay = ... = A\, = 0.

On a montrer que (#) = A\ = ... =\, = qp1 = .. = Qg = .. = a, = 0.

Par suite {al,aQ, ...,ap,apﬂ,ap”,...,am,a;H,a;Jrz,...,a;} est libre, donc une base
de F) + F5, ainsi :
dimg (F1 4+ F) =p+(m—p)+(s—p)=m+s—p
= dlmK F1 + dlmK F2 - dlmK (Fl N Fg)

Définition 7.6.1 deuz sous espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.

1) La somme Iy + Fy est dite directe si Fy N Fy = {0} et on écrit dans ce cas Fy & Fy
au liew de Fy + F,

2) Les sous espaces Fy et Fy sont dits supplémentaires si leur somme est directe et
E=F&F;.

Exemples :
1) Les ensembles R et iR sont des sous espaces vectoriels de C en tant qu’espace
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vectoriel sur R; et comme R NiR = {0}, alors leur somme est directe et on peut
écrire R @ ¢R au lieu de R +iR.

On sait que R@iR = R +iR = C, alors R et /R sont deux sous espaces supplémentaires
dans C.

2) Les ensembles F' = {(z,y,2) ER® / x+y+2=0}et F' = {(z,y,2) e R}/ x =y = 0}
sont des sous espaces supplémentaires de R3. En effet :
r+y+2=0
r=y=0

donc FFNF" = {0}, alors la somme est directe, donc F'+ F' = F @ F".
Soit (x,y,z) € F.

(xmya Z) = (_y - %Y, Z) =Y <_1= L, O) +2z <_17 0, 1)
Il est facile de montrer que {(—1,1,0),(—1,0,1)} est une base de F, donc dimg F' = 2.
Soit (z,y,z) € F’.

(x,y,2) = (0,0,2) = 2(0,0,1)
Il est facile de montrer que {(0,0,1)} est une base de F’, donc dimy F' = 1.
Ainsi, dimg (F + F') = dimg F + dimg F’ — dimg (FNF') =2+ 1 — 0 = dimg R3
et puisque F' + F’ est un sous espace vectoriel de R?, alors F + F' = R3.
Comme F@ F' = F+ F' =R3, alors F' et F’ sont des sous espaces supplémentaires
I'un de 'autre dans R3.

(x,y,2) e FNF' & < (z,y,2) = Ogs

Proposition 7.6.1 Soient Fi et 5 deux sous espaces vectoriels d’un K -espace vec-
toriel E.

La somme F| + F5 est directe, si et seulement, si tout x € Fy + Fy s’écrit de facon
unique * = T1 + To avec x1 € Fi et xo € Fs.

Preuve : Supposons que la somme est directe, et x = x1 + 9 = 2} + x4, avec
x1,2) € Fy et xg,2h € Fy | alors 1 — ) = oy, —x9 € F} N F, = {0}, cest a dire
x; = ) et x5 = x9 , d’ott 'unicité de l'écriture x = x1 + x4

Inversement, supposons 'unicité de I’écriture x = x1 + x4 avec 1 € F} et x5 € I3,
alors x = x1 + 19 € Fy N Fy permet d’écrire 0 = (21 — ) + 2o = 21 + (22 — ), qui

N—— N——
S €Fy

est I’écriture unique 0 = 0+ 0, alors z; —x =0, 25 =0, x1 =0 et x93 — 2 = 0 donc
x =21 + x5 = 0. Par conséquent F; N Fy = {0} et la somme est directe.

7.7 Exercices du chapitre 7

Exercice 7.1 On munit R x RY par les lois B et [ définies comme suit :
VaeR etV (z,y),(2,y) e R xRy

(x,y) B (2,y) = (x+ 2" yy) et a(x,y) = (az,y®)
Est-ce que (]R x R%, H, D) est un R-espace vectoriel ?
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Exercice 7.2 On munit R? par les lois + et © définies comme suit :
Va eR etV (x,y), (2,y) € R?

(z,9) + (@",y) = (x + 2",y +¢) et a ® (v,9) = (az,y)

Est-ce que (R?,+,®) est un R- espace vectoriel ?

Exercice 7.3 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous espaces vectoriels de R* ?
Dans le cas affirmatif, trouver des bases.
Wo = {(z,y,2,t) eRY/3xz =2y +22=0 et 2y =t} W, ={(2,y,2,t) € RY/2zy —t =0}
Wo ={(x,y,2,t) eR*2x —y —t =0}

Exercice 7.4 Est ce que l'ensemble Fryp (R, R) des fonctions impaires de R a valeurs dans R
est un sous espace vectoriel de F (R, R)?
Méme question pour l'ensemble F (R, R) des fonctions positives de R a valeurs dans R

Exercice 7.5 Soient u= (2,1,1) et v = (1,3,1).

1) Montrer que {u,v} est une partie libre de R3.

2) Soit w = (=2, v, + 2) . Déterminer le réel o pour que w € (u,v) puis compléter
{u,v} pour obtenir une base de R3.

Exercice 7.6 Soit R3 [X] ={P € R[X]| /degP <3}.

1) Donner la dimension de Rz [X].

2) Montrer que A = {1+ X,2+3X,1 — X + 2X?} est une partie libre de Rz [X],
puis compléter A pour obtenir une base de Ry [X].

Exercice 7.7 Soient les sous espaces vectoriels de R* suivants :
Wo ={(x,y,2,t) eRY3x —2y+22=0et 2y =t} Wo={(z,y,2,t) ER/22 —y—t=0}
W3 =((0,2,1,0),(0,0,1,1),(0,2,2,1))

1) Wy et Wy sont-ils supplémentaires l'un de ’autre ?

2) Méme question pour Wy et Wi.
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Chapitre 8

Applications linéaires

8.1 Applications linéaires

Définition 8.1.1 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Une application [ : E — F est dite linéaire, si

Va,f € KNVr,y € E: f(aex+fey)=aef(x)+ef(y).

*Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.
*Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E.
*Un endomomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemples :
1) L’application f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (22 + 3y — 2,2 + 2) est une
application linéaire. En effet :
Soit v, B € R et soit (z1,y1,21), (T2, Y2, 22) € R3 on a :
fla(z1,y1,21) + B (22,42, 22)) = [ (ax1 + B2, ayr + By2, az1 + B22)
= (2 (06.731 + 51’2) +3 (ay1 + ﬁyz) — (OéZl + BZQ) s (OéIl + /BIQ) + (0621 + 522»
= (Oé (2%1 + 3y1 - Zl) + 6 (21’2 + 3y2 — ZQ) , (ZEl + Zl) + ﬁ (1’2 + ZQ))
=« (221 4+ 3y1 — 21,21 + 21) + B (23 + By — 29, 19 + 22)
= af (v1,y1,21) + Bf (22,92, 22)
* f n’est pas un isomorphisme d’espaces vectoriels (f n’est pas injective).

2) L’application g : C — C telle que g (z) = Z n’est pas une application linéaire, si
on considere C comme C-espace vectoriel. En effet :
Soit z,2' € C et soit a, 3 € Con a: g(az+ B2') =az+ B2/ =ag(z) + Bg (¢')
Prenons z = 2,2’ =i et prenons « = 1+, § = 2i, on a :
glaz+p2)=g((14+1).2+2i (1)) = —2i.
ag(z)+Pg(2)=1410).24+2i(—i) =4+ 2i # g (az + B2).

Mais si on considere C comme R-espace vectoriel, les scalaires «, 3 seront choisis de R,
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alors @ = a et B = 3, donc dans ce cas ¢ devient une application linéaire.
* g est un endomorphisme et puisque elle est bijective ¢’est un automorphisme.

3) La dérivation des polynomes D : K [X] — K [X] qui associe a chaque polynome
P son polynome dérivé P’ (Voir Définition ?7 ) est une application linéaire. En
effet : Soit a, f € K et soit P,Q € K [X], on a:

(D (aP + Q) = (aP + Q) = aP' + fQ' = aD (P) + D (Q)).

* D est un endomorphisme qui n’est pas un automorphisme (D n’est pas injective).

Remarque 8.1.1 Si f est une application linéaire, alors
VA1, Agy ey Ay € K\ Vay, as, ..., a, € K,
f (/\1a1 + )\QCLQ + ...+ )\nan) = >\1f (CLl) + )\Qf (CLQ) + ...+ >\nf (an)

Théoreme 8.1.1 Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f : E — F une ap-
plication linéaire. Alors :

1) f(0g) = O

2)VaeeE : f(—x)=—f(x)

3) Imf = f (F) est un sous espace vectoriel de F.

4) ker f = f~1{0r} est un sous espace vectoriel de E.

5) [ est surjective < Imf = F

6) f est injective < ker f = {0g}

On rappelle que Imf = f(E) ={f () /x € E} etker f = [~ {0r} ={zx € E / f(z) = 0r}

Preuve :
1)Ona: f(0g) =f(0p)+0r=f(0g)+f(0r)— f(0r)
= [ (0g+0g) — f(0p) = f(0p) — f (Op) = OF

2) Soit x € E, on a :

f(=z)+ f(z) = f(—z+2)=f(0p) =0p, alors f (—z) = —f ().
3) D’apres 1), on a f (0g) = Op, alors Op € Imf.
Soit v, 5 € K et soit y,9/ € Imf , alors Jz, 2’ € E, y = f(x) et ¢y = f(2).
Onaay+ By = af (z) + Bf (2') = f (ax + B2') € Imf,
alors Imf est un sous espace vectoriel de F.
4) D’apres 1), on a f (0g) = Op, alors O € ker f
Soit «, f € K et soit x, 2’ € ker f.
On a f (ax + B2') = af (2') + Bf (') = aOp + S0 = 0, d'ont ax + B’ € ker f,
alors, ker f est un sous espace vectoriel de F.

5) On a: f estsurjective < Vye F,dre E:y=f(x)

S Vye Flyelnf

& F Clmf

& F =1Imf, caril est clair que Imf C F
6) Supposons que f est injectif, alors :
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ker f = {z € B/f () =Op} = {x € B/ f () = f (0n)} = {08}
Inversement, supposons ker f = {Og}, et soit z,2’ € E.
fla)=[f@") = [f(z)—f(2)=0F

= f (ZL’ — I/> =0p

=z —1 €kerf

=z—12 =0g

=z=2a
Alors f est injetive.
Exemples :
1) Soit 'application linéaire f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (22 + 3y — 2,2 + 2).
ker f = {(z,y,2) e R® / (2x+3y —z,2+ 2) = Oz} .

IV y=-—-z
Ona{ix_:_zggoz_o(:) Zz=—x
o re€R

ker f = {(x,y,2) € R®/z =y = —x}, alors f n’est pas injective, car ker f # {Ogs}

Imf  ={f(z,y,2)/(2,y,2) € R?)} ={(2z+3y—z,x+2)/(2,y,2) € Rg}
={z(2,1)+y(3,0)+2(-1,1) / z,y,z € R}

Alors Im f est le sous espace vectriel de R? engendré par la partie G = {(2,1),(3,0),(=1,1)}

qui n’est pas libre (sinon dimg (Im f) = 3, ce qui est impossible car dimg (Imf) < dimg R? = 2).

La partie G contient une base et comme la partie G; = {(2,1),(3,0)} est libre, il

existe une base A de Imf telle que G; C A C G, ce qui implque que G; = A et

dimg (Imf) = 2, d’ott Imf = R? et par conséquent f est surjective.

8.2 Applications linéaires et dimensions

Théoreme 8.2.1 Soient E et F' deuzr K-espaces vectoriels de dimensions finies et
f+ E — F une application linéaire. Alors :

dimg E = dimg (ker f) + dimg (Imf) .

Preuve : ker f est un sous espace de dimension finie de F.
Posons k = dimg (ker f) et soit {ey, es, ..., e} une base de ker f, qu’on complete en
base de E. Soit {e1,€a, ..., €g, €xi1y -y €n}, OU N = dimg F.
Montrons que {f (éx41), ..., f (es)} est une base de Imf.
Soit Apy1,.y Ap € K,
Mesrf (ers1) + o+ Anf(en) =0 = f(Aeprerrr + oo+ Aney) =0
= A\pt1€gt1 + -+ Apen € kerf
= E|>\1, e AL € K )\k+1ek+1 + .o+ e, = Aep + ..+ ey

= —\ep — ... — /\kek + /\k+16k+1 + ...+ )\nen =0
S A= =M= A= = A =0
:>>\k+1 = ... :)\n:()

Par conséquent {f (exs1),..., f (e4)} est une partie libre de Imf.
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Soit y € Imf, alors dJx € E:y = f(z),x € E.
Or Jxq, ooy Ty Tpog 15 -, Ty € K 1 x = w169 + ... + T + Tpp1€5401 + oo + Ty,
don y = f(rie1+ ... + xpep + Tpp1€pr1 + ... + Th€n)
=uz1f(e1) + ... +xpf(er) + Tporf (exr1) + - + 20 f (en)
= Xpa1f (exs1) + .. + 2o f (en) car {ey,ea, ..., e} C ker f.
Par conséquent {f (exs1),..., f (en)} est une partie génératrice de Imf.
En conclusion, {f (ext1),..., f (€n)} est une base de Imf, et dimy (Imf) = n — k,
ainsi, n = dimg F = dimg (Imf) + k = dimg (Imf) 4+ dimg (ker f)
Exemples :
1) Soit application linéaire g : R® — R* définie par g (a,b,c) = (b,a — b,b — ¢, a + 2¢)
kerg = {(a,b,c) e R® / (b,a —b,b—c,a+ 2c) = (0,0,0,0)},

b=0 b=0
a—b=0 a=0
Onag o <9\ c=o
a+2c=0 a=0

Donc ker g = {(0,0,0)}, alors g est injective.
On a 3 = dimg R? = dimg (Img) + dimg (ker g) = dimg (Img) , alors Img # R*, car
dim R* = 4. Par conséquent ¢ n’est pas surjective.

Corollaire 8.2.1 Si E et F' sont deur K-espaces vectoriels de dimensions finies
et f: E — F une application linéaire. Alors :

1) dimg (Imf) = dimg E < f est injective.

2) dimg (ker f) = dimg £ — dimg F' < f est surjective.

Corollaire 8.2.2 Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Alors :

1) dimg F = dimg F < E est isomorphe a F.

2)dimg E =n < E est isomorphe a K.

8.2.1 Rang d’une application linéaire

Définition 8.2.1 Le rang d’une application linéaire f noté rg f est la dimension
de son image. C.a.d : rg f = dimg (Imf).

Remarque 8.2.1 En dimension finie, on a :
1) rg f=dimg (F) — dimg (ker f), ou E est l’espace de départ de f.
2) [ est surjective < rg f = dimg (F), ot F est l’espace d’arrivée de f.

Exemples :

1) Soit 'application h : R3 [X] — R [X] définie par h(P) = (X?+ X +4) P”, ou
R3 [X] est I'espace des polynomes a coefficients dans R de degré au plus 3 et P” le
polynéme dérivé du polynéme dérivé de P (voir Définition ?7 )

Montrons que h est un endomorphisme et calculons son rang.
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1) Soient «, B € R, et Py, P, € R3[X].
h(aP,+ BP) = (X?2+ X +4)(aP + 8PR)"
=a(X?+X+4) P/ +8(X?*+ X +4)P) =ah(P)+ ph(P)

Alors h est une application linéaire.
Si P € R3[X], alors P = ag+ a1 X + ax X? + a3 X? avec ag, ar, as, a3z € R.

h(P) =(X?+ X +4)(2a3 + 6a3X)

= (6(13) X3 + (2&2 + 6@3) X2 + (2&2 + 24&3) X + 8&2

h(P) € R3[X], donc h est un endomorphisme.

kerh={P eR3[X] / h(P)=0}etsi P=ag+a X + aX?*+ a3 X?

6(1320
o 2a9 + 6a3 =0 as =10
Onah(P)—O<:> 2&2—{—240,3:() {CLQ:O
8&2:()

kerh = {P =ap+ a1 X / ap,a; € R} qui admet {1, X} comme base, donc dimg (ker h) = 2
et comme {1, X, X? X3} est une base de Rz [X], alors dimg (R3 [X]) = 4.

En fin, rg h = dimg (R3 [X]) — dimg (ker f) =4 —2 = 2 | et par suite h n’est pas
surjective.

Théoreme 8.2.2 Soient f : E — F et g: FF' — G deux applications linéaires.
Alors : go f: E — G est une application linéaire.

Preuve : Soit o, f € K et soit z,2' € E, on a :

go flax+pa') = glaf(x)+Bf(¢) = ag(f (x)) + By (f (¢') = ago f(x) + Bgo f(z').

Théoreme 8.2.3 Soit f: E — F une application linéaire bijective.
Alors : f~1 1 F — E est une application linéaire.

Preuve : Soit a, 5 € K et soit y,y’ € F.

Comme f est surjective, alors 3z, 2’ € E, y = f(z) et ¢ = f(2).

On peut écrire donc z = f~1 (y) et 2/ = f71(v/).

Ona: f(ay+By) =[f"(af (¥)+Bf (")
= 1 (f (az + ")
= ax + pa’', car z = f(t) & t=f"1(2)
=af )+ B W)

8.3 Exercices du chapitre 8

Exercice 8.1 Soit f: R* — R3 définie par : f (x,y,2,t) = (y,x + 2 —y,3t — 2)
Montrer que f, est une application lin€aire, puis calculer dimker f et dim Imf.

Exercice 8.2 Soit f: C?> — C?, définie par : f (21, 22) = (Z1 + 122,21 — 22) -
Montrer que f n’est pas linéaire si on considére C* comme espace vectoriel complexe
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et que f est linéaire si on considére C* comme espace vectoriel réel.
Déterminer dimg C?, dimg (ker f) et dimg (Imf). En déduire si f est injective ou
surjective.

Exercice 8.3 Soit B = {ej, ea,e3} une base d’un espace vectoriel réel E et soit ¢
l’endomorphisme de E défini par : ¢ (e1) = 3e1 + 2e5 + 4es, ¢ (e2) = e1 + 2ey + 2e;3
et p(e3) = —e; — eg — e3.

1) Montrer que l’ensemble P des vecteurs invariants par ¢ est un sous espace vec-
toriel de E et calculer sa dimension.

2) Soit d = ey + ey + 2e3. et D = (d). Montrer que E = P & D.

Exercice 8.4 Soit f: R3[X]| — Rs [X] définies par : f(P) =P+ (1 —X) P’
Est ce que f est un automorphisme ?
Ry [X]={P € R[X] / deg P <2} et P’ est le plynome dérivé de P)

Exercice 8.5 Soit E un espace vectoriel de dimension n et f : E — E une appli-
cation linéaire. Montrer que : ker f = Imf < (fof=0etn=2rg(f))



Chapitre 9

Matrices

9.1 Ensembles des matrices.

Définition 9.1.1 Soit K un corps commutatif.
On appelle matrice a coefficients dans K tout tableau réctangulaire ou carré de la

Al,l ALQ [ Al,n

Ay Agg oo oo Ay,
forme ] ] ]

Am,l Am,Q e e Am,n

ou les A;; sont des éléments de K.

Si on note (A; ;) cette matrice, alors :

* Les A; j sont appelés coefficients ou termes de la matrice (A; ;).

* La matrice (A, ;) est dite de type (m,n) si, elle est a m lignes et a n colonnes.
L’ensemble des matrices de type (m,n) a coefficients dans K est noté My, ) (K)

Remarque 9.1.1 1) Les indices i et j sont, respectivement, le numéro de la ligne
et le numéro de la colonne ot se trouve l'élément A; ;.
2) Deuzx matrices (A;;) et (B, ;) sont égales, si elles sont du méme type et elles ont
les mémes coefficients.
C.a.d : (Ai,j) = (Bi,j) & Vioe {]_, ,m},Vj S {1, ,n} : Ai,j = Bz‘,j-
8) Chaque élément A de K est identifié a une matrice de type (1,1), alors M 1) (K) ~ K.

Exemples :
11 4 2

1 —2 0 —2 0 | est une matrice de type (3,4) a coefficients dans R.
5 3 21

2
Si on note cette matrice (A, ;), alors A3 =1, Agg=—2, Ayy =0, et A33=2.

* ( 2_;/ (1) ) (avec > = —1), est une matrice de M) (C).
Si on note cette matrice (By,), alors By o =0, et Ay = —2i.

7
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9.1.1 Matrices particulieres

Définition 9.1.2 .

* Une matrice est appelée matrice nulle et est notée 0, st pour tout i et j on a : A;; = 0.
* Une matrice est appelée matrice ligne d’ordre n, si elle est de type (1,n).

* Une matrice est appelée matrice colonne d’ordre m, si elle est de type (m,1).

* Une matrice est appelée matrice carrée d’ordre n, si elle est de type (n,n) .

* Une matrice est appelée matrice triangulaire supérieure d’ordre n, si elle est de
type (n,n) et A;; =0 pouri>j .

* Une matrice est appelée matrice triangulaire inférieure d’ordre n, si elle est de
type (n,n) et A;; =0 pouri < j .

* Une matrice est appelée matrice diagonale d’ordre n, si elle est de type (n,n), et
A;j =0 pouri # j.

* Une matrice est appelée matrice identité d’ordre n et est noté I, si elle est de type
(n,n), Ai; =1 pour tout i et A; ; =0 pouri # j.

Exemples :
0 0

10 0 ]et < 8 8 ) et sont les matrices nulles de types, respectifs, (3,2) et (2,2).
0 0

*(1,6,—2,0,1) et (0,1) sont des matrices lignes d’ordres respectifs : 4 et 2.
0
* ( (2) )et ( 0 | sont des matrices colonnes d’ordres respectifs : 2 et 3.
1
1 40 01
1 =2 5 1 ], ( 10 ) sont des matrices carrées d’ordres, respectifs : 3 et 2.
3 10
1 40 11
* 0011, ( 0 92 ) sont des matrices triangulaires supérieures d’ordres,
0 0 5
respectifs : 3, et 2.
10 0 0 70 0
* gl i) _g 8 ,| 3 1 0 | sontdesmatrices triangulaires inférieures d’ordres,
12 3 2 Lo
respectifs : 4 et 3.
4 0 0 10
1o 2 0 |, ( 0 92 > sont des matrices diagonales d’ordres, respectifs : 3, et 2.
0 05
100 10
1o 10 |, ( 01 ) sont respectivement les matrices identités I3 et I, d’ordres,
0 01
respectifs : 3 et 2.
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Remarque 9.1.2 Le coefficient (In)i,j de la matrice identité I,, est souvent noté d; ;
et est appelé symbole de Kronecker.(d; ; = { (1) Z ; fﬁ

9.1.2 Transposée d’une matrice

Définition 9.1.3 On appelle transposée de la matrice A de My (K), la matrice
de Mnm) (K) notée 'A et définie par (*A),; ; = Aj;.

Remarque 9.1.3

1) tA est la matrice dont les lignes sont les colonnes de A.
2)t(tA)=A

3) SitA = A, la matrice A est dite symétrique.

Exemples : X
11 4 2 1 _02 ?»,
1)SiA=1| -2 0 =2 0 |, alors ‘A= 4 _9 9
3 21
2 2 0 1
1 =2 0 1 -2 0
2)SiA=| -2 5 1 |,alors’A=| -2 5 1 | = Ad’ou A est symétrique.
01 0 01 0

9.2 Opérations sur les matrices

9.2.1 Addition des matrices et multiplication par scalaire

Définition 9.2.1 Soient A = (Am‘) c M(m,n) (K), B = (Bz',j) S M(m,n) (K) et
a € K. On définit la somme A+ B et le produit par scalaire o ® A par :

A+ B = <(A+ B)M) avec (A+ B),;; = Aij + B
et aeA= ((aoA) > avec (n®A), . =aeA;,

1.3 .3

Remarque 9.2.1 La somme de matrices est définie si, les matrices sont du méme type.

Exemple :

1 4
. 2 -1 3 01 2
SlA—(l 0 6),3—(34_2)etM— 2 g

20 5 2 -1 3 6 -3 9
A+B_<444) ot 3‘(1 0 6)_(3 0 18)’

La somme A + M n’est pas définie, car A € M(o3) (R) et M € M(34) (R).
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Définition 9.2.2 Soient A = (Ai,j) S M(m,n) (K) et B = (Bi,j) S M(n,k) (K) .

On définit le produit A.B par :
AB = ((A.B),;), avec (AB),; = > Ay By,
p=1

Remarque 9.2.2 1) Le produit de matrices est défini si, le nombre des colonnes de
la premiere matrice est égal au nombre des lignes de la deuriéme matrice.

2) Les coefficients de la matrice produit A.B, sont :

(AB)i,j = ZAi,po,j = Ai,l-Bl,j + Ai72.Bg7j + ...+ Ai,n-Bn,j
p=1
Bl,j
B, .
= (A Ay A) |
ieme ligne de A Ban
jéme colonne de B
Exemples :
1 4 2 -1
1)SiA:<i_012>etB: 2 3 1 0 , alors
-1 0 -2 2
A.B = ((AB)LJ.) est une matrice du type (2,4) avec
1
(AB);, = (2 -1 3 2 | =2x14+(-1)x2+3x(-1)=-3
-1
(AB)y; = (1 0 6 )| 2 |=1x140x2+6x(-1)=-5
-1

=2x44(-1)x3+3x0=5

4
3
0
>1><4+O><3+6><O4
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—1
(AB)y,=(2 -1 3)[ 0 |=2x(-1)+(-1)x0+3x2=4
2
—1
(AB)yy,=(1 0 6)( 0 |=1x(-1)+0x0+6x2=11
2
C o (-3 5 -3 4
C.a.d.A.B_(_5 4 10 11

Le produit B.A n’est pas défini, car B € M34) (R) et A € M35 (R).

Propriétés Soient A, B € My, (K); C,D € M) (K) et Q € M (i,5) (K),
alors :

1) I, A=A=Al,

2) (A+B).C=AC+BCet A (C+D)=AC+AD

3) A (C.Q)=(A.C).Q

4) ae(AC)=(weA).C=A (ae() ot a € K.
5)'(A+B)="A+'Bet'(aeA)=ae" Aol acK.

6) ' (A.C)= 'C'A

7) A0=0 et 0.A =0 ou 0 désigne les matrices nulles convenables.

8) On peut avoir A.C =0, avec A#0 et C #0.

Théoreme 9.2.1 L’ensemble My, ) (K) muni de l'addition des matrices et la
multiplication par scalaire est un K-espace vectoriel de dimension m X n..

Exemple : dimg (M(g’g) (]R)) = 6 et les matrices suivantes forment une base de

M23) (R)
0 21 _ 0 0 12 _ 0 0
0 ) B = < 100 ) E7=10 0 0

0 1,3 _ 0 1 2,3 _ 0 0
0)’E _(0 o)’E “loo1

9.2.3 Matrices inversibles
Définition 9.2.3 On dit qu’une matrice carée A € M,y (K) est inversible s’il
existe une matrice B € M, (K) telle que A.B = I,, = B.A.

o
o O O
o O OO
o O O

La matrice inverse B, si elle existe, est notée A1

Exemples :
Cherchons l'inverse de A = ( _11 _§
Bi1 Bip

C.a.d, cherchons B = ( ) telle que A.B =1, = B.A

By1 Bao
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By —2By; =1 By, =1

(10 —Bi1+ 3By, =0 B, =3
A'B_(o 1>@ Bio—2By2=0 ) Bis=2
—B172 + 3B272 =1 BQQ =1

3 2
donch(1 1)

et puisque B.A = ( 3 2 > < _11 -2 ) = ( L0 ) , alors A est inversible et A~ = B

11 3 01
) 2 -2
2) Cherchons l'inverse de A = 1 1)
s _( Bi1 Bip 7
C.a.d, cherchons B = telle que AB = I, = BA.
By1 Bap
23171 - 232’1 == 1 O - 1
(10 —B11+ By =0 Bi1 = By,

AB = ( 01 ) TN 2Bia—2Bys=0 7\ 2Bis— 2By =0

—Bia+ By =1 —Bis+1B35 =1

Ce systeme n’a pas de solutions, donc B n’existe pas et A n’est pas inversible.

Proposition 9.2.1 Si A et B sont deuz matrices inversibles de M, ) (K') , alors :
1) A7V est inversible et (A7) = A.
2) A.B est inversible et (A.B)"" = B~ A1,

9.3 DMatrices et applications linéaires

Définition 9.3.1 Soit f : E — F une application linéaire, ou E et F' sont des
K -espaces vectoriels de dimensions finies de bases respectives By = {eq, ea,...,e,}
et BF = {fl, fg, ceey fm}

On appelle matrice associée a f relativement aux bases Bg et Bp, et on note
Mats (Bg, Br), la matrice :

fler) flea) --o -+ flen)
+ 4 4
A A oo o Alg —
A A ce e Ay «
Maty (Bp, By = | 2 - o
Am,l Am,2 T e Am,n — fm;

ou A;; sont tels que f(ej) = A1 f1 + Asjfo+ .. + Apjfin-

Remarque 9.3.1 1) Chaque colonne de Mat; (Bg, Br) est formée des composantes
de limage d’un élément de la base By dans la base Bp
2) Mat¢ (Bg, Br) dépend des bases choisies.



9.3. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 83

Exemples :

1) Soit application linéaire f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (22 + 3y — 2,2 + 2),
et soient Brs = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et Bgz = {(1,0),(0,1)} des bases res-
pectives de R? et R2.

f(1,0,0) = (2,1) =2(1,0) + 1 (0, 1) 2 3 —1
Ona:¢ f(0,1,0) = (3 7(J):3(1,0)+()((J,1) , donc Maty (Bgs, Br2) = ( Lo 1 )
£(0,0,1) = (=1,1) = =1(1,0) + 1 (0, 1)

2) Soit la méme application linéaire f : R* — R? définie par f (x,y,2) = 2z + 3y — z, 2 + 2),
et soient Bgs = {(1,1,0),(0,1,1),(2,1,0)} et Bg, = {(—1,0),(2,1)} des bases res-
pectives de R? et R2.

f(l,l,O):(5,1):a(—1,0>+ﬂ(2,1) oz:—?)etﬂ—l
Ona:¢ f(0,1,1)=(2,1) =/ (—1,0)+ ' (2,1), cequientaineq o =0et ' =1
£(2,1,0) = (7,2) = a” (—1,0) + 8" (2, 1) o' = —3et B =2,
o 30 -3
donc Maty (BRg,BRQ) —( 11 9 )

3) Soit I'application linéaire h : Rz [X] — R3 [X] définie par h (P) = (X? + X +4) P”,
ou R3 [X] est I'espace des polynomes de degré au plus 3 a coefficients dans R, qui
admet BRs[X] = {1 X, X2 X3} comme base.

h(l) = 0080

) h(X) = 00 2 24
Ona: ()(2)—8+2X+2X2 - done Maty (Br, Bri) = | o g 5 g
h(X3) = 24X +6X? + 6X° 0006

Proposition 9.3.1 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions fi-
nies et de bases respectives Bg, Br et Bg et soient f{ : E — E,f : E — F,
g:E— Feth:F — G des applications linéaires, et a € K. Alors :
]) Matf+g (BE, BF) = Matf (BE, BF) + Matg (BE, BF)
2) Mata.f (BE, BF) =Qxe Matf (BE, BF)
3) Mathof (BE, Bg) = Math (BF, Bg) Matf (BE, BF)

ou Idg est l'application identique de E
4) = Idp < Maty, (Bp, Bp) = I (et I,, est la matrice identité d’ordre n = dimFE)
5) Si f est un isomorphisme < Mat; (Bg, Br) est inversible.
De plus Mat s (Bp, Bg) = (Mat; (Bg, Br)) ™"

Théoréme 9.3.1 (Changements de bases et matrices) Soit f : E — F une
application linéaire, ou E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions fi-
nies et soient By = {e1,eq,...,e,}, By = {€},€,,....,e,,} deuxr bases de E et Bp =

{f1, fos s fin}, B =A{f1, f5, s [} deuz bases de F', alors :
Mats (By, By) = (Mata, (B, Br))™' .Mat; (Bg, Brp) .Mat g, (B, Bg) .

Définition 9.3.2 Soient By et By deuzr bases d’un K -espace vectoriel E.
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On appelle matrice de passage de la base By a la base Bl la matrice
P = Matpq, (By, Bg) .
(P a comme coefficients les composantes des vecteurs de la base By dans la base Bg).
Remarque 9.3.2 Si P = Mat;g, (B}, Bg), alors P~ = Mat4, (Bg, By)

Exemple : Soit 'application linéaire f : R* — R? définie par

f(x,y,2) = (2x+3y — z,x+ 2), et solent Bgs = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et
B = {(1,1,0),(0,1,1),(2,1,0)} des bases de R?; et Bg= = {(1,0),(0,1)} et Bp, =
{(=1,0),(2,1)} des bases de R2. Alors :

2 3 -1

A:Matf (BR3,BR2) = ( 10 1

o~ K~

0
1
1

S = N

) , P =Matrq, (Bgs, Brs) =

(1,0) =a(-1,0)+5(2,1) a=-let =0
Ona{ (0,1) = o/ (—=1,0) + B8 (2,1) :‘{ o =2et =1 "

Qo Q' = Matyy,, (Be, Bls) = ( -1 2 ) ,
alors A" = Maty (Bps, Bs) = Q"1 A.P

_(—1 2)(23—1) 1?% _(—30—3)
0 1)\ 10 1 010 11 2
9.4 Rang d’une matrice

Définition 9.4.1 Le rang d’une matrice A = (A;;) est le nombre mazimum de
vecteurs colonnes de A linéairement indépendants.

Exemple : Soit A = -1

2 3
1 0 1
On vérifie facilement que {( ? ) , ( g ) , ( _1 )}n’est pas libre et que {( ? ) , ( g )}
est libre. Alors rg (A) = 2.
Proposition 9.4.1 Une matrice A = (A;;) € My (K) est inversible, ssi,

rg(A) =n.

9.5 Déterminant d’une matrice

Définition 9.5.1 Soit A = (A;;) € M (K).
On appelle déterminant de A et on note det A, le scalaire de K défini par :
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*Pourn=1, detA=A;;.

* Pour n > 1, ‘

det A= Ay ;. detéél/)—ALg. det(;lg)—l—..—i—(—l)lﬂ Ay det(;‘l/)—l—..—i—(—l)pr” A, det(;élw
01 (;/élﬂ est la matrice obtenue a partir de A en supprimant A;o (la i — éme ligne)
et Aej (la j — eéme colonne).

A Aip

C =2: det
as n e <A271 Ay

> = Al,l- det (A2’2> — ALQ. det (Agyl)
= Al,l-A2,2 - A1,2-A2,1

Cas n 713 : N )
1,1 1,2 1,3 {
det | Az1 Ao Ags = Ajq.det A2z Ao — Aj 5. det Aar Azs
’ 7 7 ’ Aso Az ’ Aszq Asg
Aszy Azp Asg A 4
+A1 3 det ( 21 2,2 )
’ Aszi Asp

= A1 (Ag0A33 — AgoAs3) — Ao (As1Ass — Az As3)
+A15(As1A59 — A31A55)

Remarque 9.5.1 1) det A est parfois noté |A|.
2) Le déterminant det(;flj/) est appelé déterminant mineur d’indices i et j de A.

Exemple :

2 1 0
det 0 3 1 = 2.det 31 — 1.det 0 1 + 0det 0 3
11 -9 1 =2 -1 =2 -1 1

=2Xx(-7)—1x1+0x3=-15

9.5.1 Propriétés fondamentales des déterminants

Soit A€ Mpn (K) et A€ K. On a les propriétés suivantes :

D1 :detl,=1

D2 : det A est linéaire par rapport a chaque colonne de A.

D3 :det A=0, si A a deux colonnes identiques.

D4 : det A change de signe lorsqu’on échange deux colonnes.

D5 : det (AA) = A" det A

D6 : det A =0, si une colonne de A est nulle.

D7 : det A ne change pas si on ajoute a une colonne de A une combinaison linéaire

des autres colonnes de A.
C.a.d :

det

o O O
OO = O
_— o O O
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det (Aey, . @Aey + BA, 5, Auy) = adet (Aur, ., Auj, oy Auy)
+Bdet (Auy, ., AL,y Aun)

.]7

det (A RS 0]7"7A0j’7‘ ) = 0 SZ AO] e A.J/ pOUT’ j ;éj/
det (A BERES .], ..,A.] 5o , ) —det (A o1, ..,A.,j/, ..,A.J‘, "7A°777«)
det( ( .1,.., .],.., )) A" det (Ao,la-'aAo,ja--aAo,n)

det (Ae 1, .-, .j,..,..,A.yn) =051 A, =0

p#j
0U Aey1 , Aeg ;... Aen sont les colonnes de A et o, a, B des scalaires de K.

det (A.J, . A.’j + ZOépA.7p, cey ey A.’n = det (A.J, . A.,j, . A.’n>

Preuve : Raisonnons par récurrence sur n.
Montrons D1). *Pour n =1, on a det I; = det (1) =1
*Supposons la propriété D1) vraie pour toute matrice I, d’ordre p < n — 1.
detI, =1.detl, —0.detl, +.. +0.(=1)"" detl, +.. + (=1)""0. det I,

(LD (.2 (L) (L.y)
= detl, =detl,1 =1,
(LD

car par hypothese de récurrence, det I,,_; =
Montrons D2). Posons A” = (A.J, 0.+ ﬁA.], . A.,n)
A= (Ae1,. . Aj, oy Aer), A = (A.,l,. AL A, n) .

.]7

*Pour n = 1, on a det (A”) = det (/A + BA") = aA+ A = adet A+ S det A'.
*Supposons la propriété D2) vraie pour toute matrice d’ordre p <n — 1.
det A” = A} .det A" — A}y det A" + ..+ (=1)"7 A} .det A" + .. + (—1)""" A7 ,.det A",
' (Lo ' 0%) ’ (LY ' (1)
or AT, = Ay = A}, pour tout k # j et A7, —aAlj—l—ﬁA’Lj.

det A” = det A = det A’ et par hypothese de récurrence,

1.y L.y L.y
ona: det A” =adet A + Bdet A’, car A” est d’ordre n — 1, pour tout k # j.
(1Y) (1Y) (1Y) (1Y)
Alors
det A” = Ap;. (adetA + fBdet A ) — A (adetA + fBdet A )
&1 &0 &2 *3)
—1)' (ady; + BAL,) detA o+ (=D)AL, (a det A + fGdet A )
(1) X.y) (1)
= (Al 1- detA A1 2 deECIA + ..+ ( )l+j ALJ"de&’% + ..+ (_1)l+n Al,n- de(tiA)
+5 <A11 detA Appdet A+ (=1)"7 AL et A+ .+ (—1)"" Ay, det A’
1.z (1,2 ’ 1.5 (1.9)

= a (ALl.detA — Apgdet A+ .+ (=)' A jdet A+ 4 (=DM Alm.detA)
(L) (1.2) (1) (14)

+8 [ Ay det A" — A, det A’ + (=1 A} . det A’ + .. + (—=1)"" A n.detA/)
b ( RN () L2 ) (=1) L) (=1) )

= adet A+ Sdet A’
Montrons D3) et D4). Commencgons par une matrice ayant deux colonnes voisines
identiques. Soit A = ( A.,l 3 v A.J‘ 7Ao,j+1 5 ey Ao,n ) , avec A.,j = Ao,j—l—l
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*Pour n = 1, nous n’avons qu’une seule colonne, et les propriété D3) et D4) n’ont
pas de sens.

*Pour n =2, on a : det A = det ( A Auy

Azq Agp
*Supposons la propriété vraie pour toute matrice d’ordre p <n — 1.
detA = ALl.detA — ..+ (—1)1—"_] ALj.detA + (-1)1+]+1 ALjJrl. det A +
o . (1.4 (1,i+1)
(=D)AL, det A,
(1)
or det A= detA car A =

A,
Ly (Li#1) L (LD
et par hypothese de récurrence, de& 11;1) = 0 pour tout k # j et k # 7+ 1, car les

) = A1 Ay — Ag Ay, = 0.

matrices A d’ordere n — 1 contiennent deux colonnes identiques.

Alors det A = (=1)"7 Ay .det A + (=1)"7" Ay ;4. det A
(L) (Li+1)

_ 1+j 1 _
= ( 1) Al’]'de&fjé/l) ( 1) ALJ+1.de£cI§1) =0
** En utilisant la linéarité du déterminant par rapport aux colonnes, on obtient :
0 =det (A.J, cey A.’j + A.7j+1, A.J.;,.l + Ao,jy . Ao,n)
= det (A.,l, “ey A.J‘, Ao,j—i—la .y A.m) + det (A.J, N, A.J‘, A.,j, .y A.m)
+det (Aa, -y Aejr1, Aejrt, oy Aep) +det (a1, A1, Aajy ooy Aan)
=det (Ae1,.., Aej, Aejt1, o, Aen) +det (Aar, .., Aaji1, Aejy s Aan)
d’ou I'égalité :
det (Ae1, s Aejy Aa i1,y Aen) = —det (A1, .., Aeji1, Aajy ooy Aan) -
Pour montrer D3) dans le cas général, on déplace A, ; a A, ;s et en tenant compte
du fait que A, ; = A, j» pour j < j', on obtient :
det (Aus o Aajy oo Aairy oy Aey) = (=1Y 77V det (Aa, ) Aejy Aajr, oy Aa)
— (=177 det (Aar, .., Aejy Aujy oy Ae) = 0 d'olt D).
Concernant D4) dans le cas général, on procede comme dans le cas particulier
précédent :
0 =det(Aeq,.., Aej+ Aajry, Aajr + Ay s Aan)
=det (Ae1,.., Aejy s Aajis .y Aay) +det (Aer, . Aajry ey Aajty ooy Aan)
+ det (A.’l, ey A.J‘, . A.J‘, . A'f’l) + det (A.,l, oy A.J‘/, . A.’j, .
= det (A.,l, cey A.J‘, cey A.J‘/, .y A'Jl) + det (A.J, .y A.J‘/, ey A'J? ey Ao,n)
d’ou I'égalité :
det (A.J, ey A%j? ey A‘J'? cey A'ﬂ’b) = —det (A.J, . A.,j/, cey A.’j, ey A'ﬂ’b)
Montrons D5). En appliquant n fois D2), on obtient :
det (A (Ae1,..s Aejs ooy Aay)) = det (AAa 1, ., A, o, AMe ) = A det (Aar, oy Aajy ooy Aan)
Montrons D6). Si A, ; = 0, alors A, ; = 0.4, ; , et par application de D2), on ob-
tient : det (At,h ey 0.14.7]'7 voy vey A.m) = Odet (A.,l, ey A.J’, cryeny A.m) = 0.
Montrons D7). Par application de D2) et D3), on obtient :

Aen)
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dm:(A”h.wAtj+—z:apAtpww“,Atn> ZZ(kE(A%h“,A,JPWH,Atn)
p7J +> apdet (Aet, .., Aepy ooy ooy Aan)
pF#j
::det(/4”1,“,/4”j,“,/4”n).
Car det (Ae1, .., Aep, -, .-, Aen) contient la colonne A, , deux fois.

Remarque 9.5.2 Les propriétés que nous venons de montrer permettent de rame-
ner le calcul du déterminant d’une matrice A au calcul du déterminant d’une matrice
triangulaire.

Exemples :
3 1 -3 310 \
I)det | =2 1 4 =det| =2 1 2 (En ajoutant la 1““colonne
4 -2 -1 4 -2 3 a la 3*“colonne)
3 00 \
=det [ —2 % 2 (En ajoutant la 1““colonne
4 5—%2 3 multipliée par — % a la 29 colonne)
:3det(_§ 3> =3x (2+2)=35
11 -3 0 1 0 =3 0
2) det 52 2 -l S (En soustrayant la 1°colonne
2 ~1 -1 -3 2 -3 -1 -3 st
1 3 4 9 1 92 4 2 de la 3"™“colonne)
=0 (car la 2™“colonne et la 3°™

colonne sont identiques)
Proposition 9.5.1 Soit A = (A; ;) et B = (B, ;) deux matrices de My, »y (K). On a :

det (BA) =det B Z € (0‘) A0(1)71...Ag(j)J...AU(n)’n

gESy

ou S, est l'ensemble des permutations de {1,2,...,n} et € (o) est la signature de la
permutation o de S,,.

Corollaire 9.5.1 Soit A= (A;;), B = (B;;) € M (K). Ona:
]) det A = Z € (0) Ag(l),l...Ag(j)’j...Ao(n)’n.

O'ESn

2) det (BA) = det B.det A
3) A est inversible < det A # 0.

De plus, si A est inversible, alors det (A1) =

det A
Preuve :

1) det A = det ([nA) =det [, Z € (O’) Ag(l)’l...Ao(j)’j...Ag(n)m

O'GSn

= Z € (U) Ag(l)’l...Ag(j)J...Ag(n),n

O'GSn
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2) det (BA) =det B Z € (0) Ag(l)vl...Ag(j)’j...Ag(n)’n =det B.det A
gESy,
3.1) Si A est inversible, alors il existe une matrice B € M, ) (K) vérifiant : BA = I,

d’ou det B.det A = det (BA) = det I, = 1, alors det A # 0.

3.2) Pour la réciproque, raisonnons par contraposée.

Si A n’est pas inversible, alors g (A) # n, ainsi les vecteurs colonnes A, 1, .., Ao j, ..., Aen
de A, sont linéairement dépendantes, c’est a dire, il existe des scalaires Ay, ..., Aj, ..., A,
non tous nuls vérifiants \j A1 + ..+ AjAsj + ... + \yAs ,, = 0, alors pour un \; # 0,
on peut écrire :\\—;A.,l +..+ )‘f\—;lA.J-_l + A, + A;._TA.’]‘_i_l +...+ ’/\\—;?A.ﬂn =0, et d’apres
les propriétés D7 et D6, on conclut que

det A =det | Aer, o Aej+ D32 Aeps s Aap | = det (Aar, -, 0,y Ay) = 0
p=1"

p#j
3.3) Enfin, si A est inversible, on a :

det (A~1) det (A) = det (A" A) = det I,, = 1, alors det (A7!) =

det A
Corollaire 9.5.2 Soit A = (A; ;) € M) (K). Alors :
1) det (*A) = det A
2) Toute propriété vérifiée par detA par rapport aux colonnes de A est aussi vérifiée

par det A par rapport aux lignes de A.
(En particulier les propriétés D1), D2), D3), D4), D5), D6) et D7))

Preuve :
1) det (*A) = Zse(a) Ay CA) iy (Aouym
oESY
= ZS € (O’) Al,o(l)--~Aj,a(j)~-An,a(n)
o€

et en remarquant que A; ;;y = A,-1¢;7); (c.a.d o (j) = j'), on peut réarranger le pro-
duit Ay 5(1)...Aj o) Ane(m) suivant l'ordre croissant des o (j), pour qu’il devienne
A —1(1) A 1( ) A 1( )TL'

Alors det (tA) Z (O')A —1(1)71...140—1(]-/)7]-/...Ag—l(n)m

O‘ESn

= IZS € (0'_1) Agfl(l)ﬂ...Aafl(j/)ﬂv...Aa—l(n)m
g~ E€EO0n

= /;S € (O'/) AJ/(1)71...Agl(j/)Vj/...Agl(n),n

=det A

car € (071) = €(0) et o1 parcourt S, si et seulement, si o parcourt S,,.
2) On a det (*A) = det A, alors toute propriété vérifiée par det (*A) par rapport aux
colonnes de *A, devient vérifiée par det A par rapport aux lignes de A.

Définition 9.5.2 Soit A = (A4;;) € M (K).

1) On appelle cofacteur d’indices i et j de A et on note (cofA), ; le scalaire défini
ar (cof A). . I det A

par (cof 4),, = (1), det 4,

2) On appelle matrice des cofacteurs ou comatrice de A et on note cof A la matrice
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de M) (K) dont les coefficients sont les cofacteurs de A.

C.ad:cofA = ((co fA), j) .

01 (;/flf) est la matrice obtenue a partir de A en supprimant A;o (la i — éme ligne)
et Aej (la j — eéme colonne).

1 -1 0
Exemple : Soit A= -1 0 =2
1 3 1
(o My = 0ot (§ ) =6 oo = (0t (1§ ) = s

(cof A),, = (—1)3det( oY ) — 1, (cofA)y, = (—1)5det( . ) —

9.5.2 Développement d’un déterminant suivant une ligne et
suivant une colonne
Soit A = (A; ;) une matrice de M,y (K). Alors :
1) det A= Ay (cofA);y + .+ Aij. (cof A + o + Ain- (cof A),
2) det A=Ay (cofA)y;+ ...+ Aij(cof A);; + ..+ Ay (cof A),,
Théoreme 9.5.1 Soit A= (A;;) € M (K), alors Uinverse de A est donné par
A7t = L (tcofA),

T det A
ou cof A est la matrice des cofacteurs de A.

1 -1 0
Exemple:Soit A= —1 0 -2 |,alors detA=1x6+(—1)x(=1)+0x(=3)=7
1 3 1
6 -1 -3 6 1 2
cof A= 1 1 —4 |etA'l=_5(cofA)=21 -1 1 2
2 2 -1 -3 -4 -1

9.6 Exercices du chapitre 9

) ) . 1 -1 2 0 -1 3
Exercice 9.1 Soient les matrices A = ( 0 i 1 ) et B = ( 1 92 9 ) )

1) Caluler, si c¢’est possible, (A + B)' (A— B), A%, *BB, *BB — A'A.

2) Trouver les matrices inverses de X (A+ B) (A — B) et 'BB (si elles existent).

Exercice 9.2 Donner les matrices associées a chacune des applications linéaires suivantes,

relativement auz bases canoniques de leurs espaces de départ et d’arrivée.
iR = R3 g:R>— R% gofetf:C>— C? (C? étant un R— espace vectoriel ),
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définies par : f (z,y,2) =(r+y+ 2,0 —y+2z,0 — 2y — 2),
9g(,y,2) = (—r+y+z,0—y+2) et fi(2,2)= (2 +in 2 — 2)

Exercice 9.3 Soit £ = {( Z l; > ra,b,c e R}.

1) Montrer que E est un sous espace vectoriel de M 29y (R) et donner une base de E.
: . a b a+c b
B — FE dé = :
2) Soit f — deﬁmeparf(b c> <b a+b—|—c>’
Montrer que f est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice suivant la base
trouvée, la dimension de son noyau et son rang.
Est-ce que la matrice de f est inversible ?

Exercice 9.4 Soit g : R® — R? lapplication linéaire dont la matrice associée rela-
tivement aux bases canoniques est A = ; —Z, _2 et soient

Bps = {(7,4,-3),(3,5,-2),(10,-9,4)} et By, = {(6,—4),(5,-3)}.

1) Trouver les matrices de passage des bases canoniques aux bases Bgs et Bpgs.

2) Calculer la matrice associée a g relativement aux bases Bys et Bps.

Exercice 9.5 Soit f : Ry [X] — R® définie par : f (P) = (P (1),P'(1),P" (1))
1) Déterminer la matrice A associce a f relativement auz bases canoniques.
2) Déterminer la base Br,[x) de Ry [X] vérifiant

2 5 2
Mat ¢ (ERQ[X], BC’Rs) = 1 3 3 |, ou BCgs est la base canonique de R3.
00 4
9 1 055 2 -1 2
Exercice 9.6 Soient A = ( 3 ) , B = 143 )|,C=1-1 21
-1 1 2 1 -1 1
Calculer det A, det B, det C, det (2A), det (2C), det (BC), det (B + C),
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Chapitre 10

Systemes algébriques linéaires

10.1 Notion de systeme algébrique linéaire

Définition 10.1.1 Soient m,n € N*.
On appelle systeme linéaire a m équations et n inconnues a coefficients dans un
corps commutatif K tout systéme d’équations de la forme

Al,lxl + ALQJIQ + ...+ Al,nl‘n = bl

A2711’1 + A272x2 + ...+ Agmxn = b2

A1 + Amozo + ... + Ay = by

ot (A ;) € M) (K) et (b;) € M) (K)
Si on note (S) ce systéme, alors :
* Les A, j sont appelés coefficients, les x; inconnues et les b; seconds membres du
systéme (.5).
* La matrice A = (A; ;) est appelée matrice du systéme (S) et son rang est appelé
rang du systéeme ().
* Si les seconds membres b; sont tous nuls, le systéme (S) est dit homogeéne.

Remarque 10.1.1 1) Le systéme linéaire (S) de matrice A peut s’écrire sous la

T bl
i) b?
forme matricielle AX = B, ou X = . et B = )
Tn bm

2) Le n-uplet 'U = (uy, ug, ..., u,) € K™ est une solution du systéeme (S), s’il vérifie
AU = B.

La résolution d’un systeme est la détermination de [’ensemble de ses solutions.

3) Deux systémes (S) et (S') sont dits équivalents s’ils ont les mémes ensembles de
solutions.
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Exemple :
Le systeme { T = 3y + 203 = 0

est un systeme linéaire a 2 équations et 3 incon-
2!E1+4l’2—1’3 =1

. . , . 1 -3 2
nues a coefficients réels et de matrice est A = ( 9 4 _1 )
t (%, 0, —%) est une solution du systeéme, par contre * (0,0, 0) n’est pas une solution
du systeme.

10.1.1 Systeme de Cramer

Définition 10.1.2 Un systéme algébrique linéaire AX = B est dit de Cramer si sa
matrice A est carrée et de déterminant non nul.

10.1.2 Formules de Cramer

Théoréme 10.1.1 Si un systéme algébrique linéaire AX = B est de Cramer, alors
il admet une solution unique 'X = (x1,x9,...,x,) donnée par les formules :
_ 1
x] - det A det A.’fl(—B ?

oﬂA A Best la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-éme colonne A, ;
o,j<_

par la colonne B = ' (b1, b, ..., by,) .

Al,l e Al,j—l bl Al,j-&-l e Al,n

Cid 1 d A2,1 o AQ,j—l b2 A27j+1 T A2,n
.a.a . lL'] = Tt 4 et . : : : :

Am,l T Am,jfl bm Am,jJrl o Am,n

Preuve : Le systeme s’écrit aussi, x14¢1 + 22462 + ... + 1, 4., = B, alors

det( A ) — det (A.,l,...,A.,j_l,ﬁjxkA.,k,A.M,...,A.,n)
k=1

A.Y]‘%B
n

Tk det (A.71, ceey Ao,j—la A.Jg, A.7j+1, cees A’Jl)
k=1
=Ty det (A.J, ceny Ao,j—l; A.J’, A07j+17 ceny A.m) y = Tj det A

et comme det A # 0, alors la solution est unique et z; = m det ( A )

A, j+B
233‘1 — 3&33 =0
Exemple : Soit (S) le systeme ¢ —3z; —zy + 23 =1
2IL‘1+JZ2—ZL‘3 = -2
2 0 -3
La matrice associée a (S) est A=| -3 —1 1

2 1 -1
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det A = 3, alors le systeme (5) est de Cramer et sa solution unique est :

0 0 =3 2 0 =3
x1 = 5 det 1 -1 1 |=1, zp=gdet| =3 1 1 |=32
-2 1 -1 2 =2 —1
2 0 0
T3 = %det —g —1 ; = %

Définition 10.1.3 Soient A = (A;;) € Mn ) (K) et p € {1,2,...,min (m,n)}
On appelle matrice carrée d’ordre p extraite de A toute matrice obtenue a partir de
A en supprimant m — p lignes et n — p colonnes.

2 -3 0 8
Exemple : Soit A= 1 4 3 -1
0 -6 9 1
2 -3 4 3 . L :
( 1 4 ) , ( 6 9 ) sont des matrices carrées d’orde 2 extraites de A.
-3 0 8 2 -3 8
4 3 -1 |, 1 4 —1 | sontdes matrices carrées d’orde 3 extraites de A.
—6 9 1 0 —6 1

10.1.3 Résolution d’un systeme algébrique linéaire par la
méthode de Cramer

Soit (9) le systeme algébrique linéaire AX = B, d'inconnue X = ' (xq,xa, ..., 1,),
de second membre B = * (b, by, ..., by,) et de matrice A = (A; ;) € Mmn) (K).

Ai17j1 Ai1,j2 T Aim}-
Ay s Ap o oo As
. 2,J1 12,72 12,] . , .
Soit A’ = , " une des matrices carrées extraites de A de
Air,jl AiT,jQ Ai’l‘va‘

déterminant non nul et d’ordre le plus grand.
* Les inconnues xj,, z,, ..., ¢;, deviennent des inconnues principales et les inconnues
Tjoirs Tjryos - Tj, deviennent des parametres.
* Le systeme (S”) défini par
Aiy ity o Ay, = by = (Ao @ o+ Ay a,)
............................................................. de matrice A’
Aijimj 4+ Ao, = b — (Ao T+ + A t,)
est de Cramer, alors il admet une solution unique X’ = *(x;,,z;,, ..., ;.) donnée en
fonction des parametres z; ., -+, xj,.
*Si la solution de (S’) vérifie les m — r équations
Aim—l,jlxﬁ +e Tt Air+1,jrxjv- = bir+1 - (Air+17jr+1xjr+1 +ot Air+1,jnxjn>
............................................................. qui res-
g i+ Ay g, = by = (Ao @y o0+ A,
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tent de (5), alors ' X = (21, 2, -+, z,) sont les solutions de () , et si 'une des m—r
équations n’est pas vérifieé par la solution de (S’), alors le systéme (S) n’a pas de
solution.

Exemples :
. N . I1—31’2+2$3:0
1) Soit le systeme (S7) : { 92y + A1y — 25 = 1
1 -3 2 . .
A = o 4 _q )ost la matrice du systeme (5)

1 - . . , :
Al = ( 9 i ) est une matrice extraite de A; de déterminant non nul et d’ordre

Ty — 3.2132 = —2%3

22y + day = 1 + 23 est de Cramer et il

le plus grand, alors le systeme (S]) :

admet la solution (z1, x2) telle que :
—2x3 —3
x1:detA,det(1+xz 4> ( Sxs + 3)

1 —2333 1
m:dwdt(21+3)=—@@+n

Par suite (15 (=523 +3), 15 (5as + 1), 23) avec 23 € R sont les solutions de (Sy).
$1—3JI2+21’3:O
21’1-’-41’2-1’3 =1

2) Soit le systeme (Ss) : 32, + 7o + a3 = 2

51‘1 + 3 = 0
1 -3 2
Ay = ?) .1 | est la matrice du systeme (.Sz) .
5 0 1
1 -3 2
A, =1 2 4 —1 | est une matrice extraite de Ay de déterminant non nul et
5 0 1
Ty — 329 +223=0
d’ordre 3 , alors le systeme (S%) : § 221 + 429 — 23 =1 est de Cramer et il admet
51’1 +x3 = 0
la solution (xy, z9, x3) telle que :
0 -3 2 10 2
r] = detA, det [ 1 4 -1 | =—-1 , 2= detA, det [ 2 1 -1 | =2
0 0 1 5 0 1
1 =30
To = detA, det| 2 4 1 =1.
5 00
La solution (z1, x2, z2) ( % g ) ne vérifie pas I’équation 3z1 + x5 + x3 = 2 qui

reste, par suite le systéme (S) n’a pas de solutions.
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10.2 Exercices du chapitre 10

Exercice 10.1 Résoudre, par la méthode de Cramer, les sytemes réels suivants.

20 4+y—32=5 20+ 3y =3 r=2y+z+t=1
(S1):¢ 3x—2y+22=5, (5): r—2y=5, (S3): z—2y+z—t=-—1
5x — 3y —z =16 3x+2y=7 r—2y+z2z+5=5
. : 11
Exercice 10.2 Soit A = < 11 )

Est ce qu’il existe une matrice réelle carrée X vérifiant AX + XA=1,7

Exercice 10.3 Résoudre et discuter, suivant le parametre réel o, le syeteme réel
2e+y—z=-1

suivant : (1) : r+oy+z=1
3r+y—oz=«
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Chapitre 11

Sujets d’examens

Sujet d’examen N 1

Exercice 01 :

Soit S la relation définie sur Z par :
Va,b € Z: aSh e 2 c 7.

Montrer que S est une relation d’équivalence.
Déterminer les classes d’équivalence de : —1; 0 et 1.

Exercice 02 :

1) Montrer que Vp,p’ € N* — {1} : —% < }1) — ]% < %

2) Soit f:Z x (N* — {1}) — Q l'application définie par : f (p,q) =p + .
2.1) Déterminer f{(—2,2);(0,3)} et f~1{1}.

2.2) Montrer que f est injective.

2.3) f est-elle bijective ? (justifier).

Exercice 03 :Soit A la loi de composition définie sur |1, 4+o00| par :
Ve,y € 1,400l Ay =(x—1)(y—1)+ 1

1) Vérifier que A est une loi interne.
2) Montrer que (]1, +oo[,A) est un groupe commutatif.

3) Est ce que ( 33,2 3;4}, A) est un sous groupe du groupe (]1,+oo[, A)?
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Solution de ’exercice 01 :

1) Soit a € Z, on a : £ = q € Z, c.a.d aSa.

Alors S est reflexive.

2) Soit a,b € Z, on a :

aSh :%%EZ:CL—I—%:ZSI@,&VGCI{:EZ
= a = 3k — 2b, avec k € Z =—> 2a = 6k — 4b, avec k € Z
—b+2a=3(2k—0),avec k € Z
— Y2 € 7 — bSa

Alors S est symetrique.

2) Soit a,b,c € Z, on a :
aSb A bSc :(%%EZ)/\(%EZ)
a+2b b+2c¢ a+2c
— Ry = dk L peZ
:%QCGZ:CLSC

Alors S est transitive.
Par suite S est une relation d’équivalence.

9 (1) ={acZ: aS(~1)}

aS(—-1) & S22 eZ s a=3k+2, avec k € Z.

Alors (—1) = {3k +2: k € Z} = 37 + 2.
(.):{aGZ:aSO}
aSO@“TNEZﬁa:fSk,aveckEZ.
Alors 0 = {3k : k € Z} = 3Z.

i:{aGZ:aSl}
aSle 2 ecZ & a=3k—2, avec k € Z.

Alors1={3k—2:k€Z)} =3Z—2=3Z+1.

Solution de ’exercice 02 :
1) Soient p,p’ € N* — {1}, c.ad:p>2et p’ > 2, donc
0<i<letO<ct<i dotlO<i<iet—3<—-L<0,

p p p p
alors—%<%—%<%.
2) f:Z x (N* —{1}) — Q définie par : f (p,q) :p—{—%.
Onaip+$=1:>%=1—p:>%GZ:>(q:1\/q:—1)
mais ¢ = 1V ¢ = —1 est impossible car ¢ € N* — {1}.
Alors f~1{1} = ¢.
2.2) Solent (p,q); (p',¢) € Zx (N* —{1}), on a:
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flp.a)=fW.q) =>219+$1=p’/+$
o PP
:Eéip'p ANi-2)ez
== %—&zO)/\(O:p’—p),dapres la lere question.
= @ =pAleg=4d)= (p,a) =)

Alors f est injective.
2.3) D’apres la question 2) f~1 {1} = ¢, alors f n’est pas surjective, donc elle
n’est pas bijective.

Solution de I’exercice 03 :

1) Soient z,y € |1,4o00[; c,a,d 2 —1>0et y—1 >0, donc (z —1)(y—1) > 0,
dou(x—1)(y—1)+1>1, cad zAy € |1, +o0f.

Alors A est une loi interne.

2) Montrons que (]1,+o0[, A) est un groupe commutatif.

2.1) Soient =,y € ]1,+00[, on a :

yAr=(y—1)(z—1)+1=(x—-1)(y—1)+1=zAy.

Alors A est commutative.

2.2) Soient z,y,z € |1, +o0[, on a :

(@AY)Az=(z - -+ DAz=(@z-1)EF-1)(z-1)+1

A (yAz)=zA((y—1)(z=1)+1)=(z-1)(y—1)(z—1)+ 1 = (zAy) Az

Alors A est associative.

2.3) Cherchons e € |1, +ool, tel que Vo € |1, +oo[ : eAx = zAe = x.

Ona:zlAe=z2 <= (z—-1)(e—1)+l=ax<=(r—-1)(e—1)=a—-1

—e—1=1<e=2.

Puisque 2 € ]1,4+00] et A est commutative, alors e = 2 est I’élément neutre de

la loi A.

2.4) Soit x € ]1, +00[, cherchons 2’ € |1, +00[, tel que 2’Az = zAz’ = 2.
Ona: 2Ar’' =2 <= @2-1)@ -1)+1=2<= (-1 @@ -1)=1
==L +1
Puisque a:lTl + 1 € ]1,+00[ et A est commutative, alors 2/ = a:lTl + 1 est le
symétrique de x par rapport a la loi A.
Par suite (]1,4o00[,A) est un groupe commutatif.

3)Ona:e=2¢€]l,3[.

Il suffit de prendrex—ge]l,?)[ ety=2¢€]l,3[;ona:

Ayt =3A4) 7T =3A(4+1) =3A3) =B-D(E-1)+1 =2 ¢
{55234}

Alors ({3, 3:2:3;4} , A) n’est pas un sous groupe du groupe (]1,4o00[, A).
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Sujet d’examen N 2

Exercice 01 :

Sur F =R’ x R%, on définit les deux lois H et ® par
VaeRet V(x,y),(@,y) e E:

(z,y) B (2',y) = (z2', yy') et a O (z,y) = (2, y).
On admet que (£, H) est un groupe commutatif.
Montrer que (E,H, ®) est un R-espace vectoriel.

Exercice 02 :

Soit f : R* — R* I'application définie pour tout (x,v, 2,t) € R* par :

flr,y,z,t) =(x —y+ 2,0,z +y —z+1t,1)

1. Montrer que f est linéaire.

2. Donner une base de ker f et sa dimension.

3. Donner la dimension de Imf est dire si f est surjective?

4. Soit E = {(z,y,2,t) € R*: 2 +y — 2+t = 0}. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de R*, et donner sa dimension.

5. F et ker f sont-ils supplémentaires ?

Exercice 03 :

Soit B = (eq, eq, €3) la base canonique de R3.
Soit g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 4 4
A= -1 -3 -3
2 3

Soient @ = e; —ey+es, b= 2e;—es+e3 et ¢ = 2e1 —2ey+e3  trois vecteurs de R3
1. Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de passage P de B & B’. Calculer P~

3. Déterminer la matrice A’ de g dans la base B’.

4. Calculer A’. En déduire A", pour n € N*.
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Solution de ’exercice 01 :

1) (E,H) etant un groupe commutatif, il reste a vérifier les propriétés liées a
la deuxeme loi ®.
2) Soient o, 5 € Roet (z,y), (2,y) € E.
20)Onaz,y € R* et € R,doncz®, y* € Ry ; cad: (z%y*) e R xRy = E.
Alors la loi ® est une loi externe dans E a coefficients dans R.
21) a©((z,y) B @Y)) =ao(@,yy) = ((z2")", (yy)")
= (z%2", y*y") = (a, y*) B (2", y'7)
=a0(r,y) Bao («,y).
2.2) (a+B)o(z,y) = (2D, ylot)) = (2227, y*y°)
= (2%,y*) B (27, y)
=a0(z,y)BLO (z,y)
2.3) (a.f)©(z,y) = (a9, y@D) = ((2")", (¥°)")
—a® (Iﬁ’ yﬁ)
=a0 (0O (z,y))
24) 10 (z,y) =(z"y") = (z,9)
Par suite (E,H, ®) est un R-espace vectoriel.

Solution de ’exercice 02 :

1) Soit o, B € Reet (z,y,2,t), (2, y,2,t') € RL. On a :
fla(z,y,z,t)+ B (2, ¢y, 2, t) = f(ax+ B2’ ay + By, az + B2, at + )
= (ax+ 2’ —ay — By +az+ p2,0,ax + B2’ + ay + By — az — B2 + at + B, at + St')
= (ax —ay + az,0,ax + ay — az + at,at) + (Bz' — By’ + B2',0, 62" + By — B’ + pt’, pt’)
=a(r—y+2z0c+y—z+t,t)+ 5@ —y + 2,02 +y =2+, t)
=af(r,y.z1)+0f (@ y, 1)
Alors f est linéaire.

2) ker f = {(x,y,2,t) e R*: f(z,y,2,t) =0}

r—y+z2=0 x=0
Ona f(z,y,2,t)=0 & z+y—z+t=0 &< y==z

ker f = {(z,y,2,t) ER*:x =t =0et y =2}

Soit (z,y, z,t) € ker f,

On a (z,y,2,t) = (0,2,2,0) = 2(0,1,1,0)

Il est clair que (0, 1,1,0) € ker f, donc {(0,1,1,0)} est une partie génératrice de ker f.
Puisque (0, 1,1,0) # O« alors {(0,1,1,0)} est libre.

Par suite {(0,1,1,0)} est une base de ker f et dimker f =1

3) On a dim Imf = dimR* — dimker f =4 — 1 = 3.

dim Imf # dimR*, alors f n’est pas surjective.

4)E={(z,y,2,t) eR* iz +y—2+t=0}
41)Ona0+0—-0+0=0, alors Ogs € E. On a

Soit o, B € Roet (x,y, 2,t), (2, y,2',t') € E. On a

a(x,y,z,t)+ B (2, y, 2, t) = (ax + B’ ay + By, az + 52/, at + (t') et
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ar+pr' +ay+ Yy —az— 2 +at+ 0t =alz+y—z+t)+ 0@ +y — 2 +t)
=a(0)+3(0) =

alors a(x,y, z,t) + g (o', ¢, 2/, t') € E.

Par suite £ est un sous espace vectoriel de R*.

4.2) Soit (z,y,2,t) € E; cad z=z+y+t.

Ona (z,y,2,t) = (z,y,x+y+t1t)=(x,0,2,0)+ (0,y,v,0) + (0,0,¢,t)
=2x(1,0,1,0) +y(0,1,1,0) + ¢ (0,0,1,1)

11 est clair que (1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1) € E,

alors A= {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} est une partie génératrice de E.

Soit A, Ay, A3 € R;

)\120

o )\220
Ona)\1(1,0,1,0)+/\2(0,1,1,0)—1—)\3(0,0,1,1) = Ogps = /\1+)\2+)\3:0

/\3:0

Alors A est libre.
Par suite A est une base de F et dim F = 3.
5) On remarque que (0,1,1,0) € ker f N E, donc ker f N E # {0},

d’ou E et ker f ne sont pas supplémentaires
Solution de ’exercice 03 :

1) Soit Ay, A2, A3 € R, on a

)\1a+)\2b+/\30:0:>)\1(61—€2+63)+>\2(261—€2+63>+/\3<261—2€2+63):O
= (/\1+2)\2+2)\3)61—|—(—)\1—)\2—2)\3)62+()\1+)\2+)\3)€3:0

>\1+2>\2—|—2)\3:O )\2:() )\220
= —)\1—)\2—2)\3:0 = —)\1—)\2—2/\320 = )\1:0
)\1+)\2+)\3:O )\320 )\3:0

Alors B’ est une partie libre.
Puisque B’ est libre dans R? et dim R?® = 3, alors B’ est libre maximale,

donc c’est une base de R?

1 2 2 Id(a) =a=e —es+e3
2) P = Mat[d (B/,B) = -1 -1 -2 car (b) b= 261 — ey t+e3 .
1 1 1 Id(c) =c=2e; — 263+ €3
x Yy z
Soit P’ oy 2
l,// y// Z//
x

O = O
— O O



(

\

pl=

A/4 —

r—y+z=1

2 —y+2=0
20 —2y+2=0
-y +2=0

20 —y' + 2 =1
20" =2y + 2 =0
x//_y//+21/:0
QJZII—y//—I—Z”:O
21,//_2y//+2//:1

-1 0
P = 1 1
0 —1
= P7AP
—1 0 2
1 1 0
0 -1 -1
1 0
A/Q A/Q — 0 —1
0 0

=

—1

(= -1
y=20
z=2
=1
y =1
Z'=0
2" =0
/!
D
\
et on vérifie que P'P = I;.
4 4 1 2 2
3 -3 1 -1 -2
2 3 1 1 1
1 0 0 1
0 -1 0 =10
0 0 -1 0

A" = (I3)" = I3, pour tout n € N*.

O = O

_ o O
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Sujet d’examen N 3

Exercice 01 :

Soit f:[—1,1] — R une application définie par f (x) = /1 — 22.

1) Déterminer f ({—3,3,1}) et f7' ({3,2}).

2) f -est elle injective 7 Est-elle surjective ?

3) Montrer que la restriction ¢ : [—1,0] — [0,1] , g (z) = f (x) est bijective.
4) Déterminer I'application réciproque g

Exercice 02 :

Soit S la relation binaire définie sur R par :

Vi,y € R, xSy <= (|z] = |y| et zy > 0)
1) Montrer que S est une relation d’ordre.
2) L’ordre est-il total ?
Exercice 03 :

Soit * la loi de composition définie sur R* x R par :

V(z,y), (@, y) e R* xR, (z,y) x (¢/,y) = (z2',y2' + y/z*)

1) Vérifier que * est une loi interne.

2) Calculer (—1,1) % (—1,2) et (—1,2) * (—1,1).
3) La loi * est-elle commutative ?

4) Montrer que (R* x R, %) est un groupe

3) Ona (—1,1) % (—1,2) # (—1,2) x (—1,1),

4) Montrons que (R* x R, *) est un groupe.



Solution de l’exercice 01 : 1) f ({—

Uy

) Etudions l'injectivité, la surject1v1te et la bijectivité de f.
2.1)11 suffit de prendre # = —J et 2’ = 1, on a:

D=1/t=10)e t——¢2

Alors f n’est pas injective.

27

2.2) 11 suffit de prendre y = 2, il n’existe aucun x € R tel que f(z) =

car I’équation /1 — 22 = 2 n’a pas de solution réelle.
Alors f n’est pas surjective.
3) Soit g : [—1,0] — [0, 1] telle que g (x) = v/1 — 22.
3.1) Soit x,2’ € [-1,0], on a :
gx)=g) = \/l—x2 V1 —x7?
= 2 = g
= x =2a', car z,2’ sont de méme signe.
Alors f est injective.
3.2) Soit y € [0, 1], cherchons x € [—1,0] tel que y = g ().
ona: y=g(x) =>y=+v1—212
=22 =1—1?
= <$:— 1—y2\/xzﬂ>
Il suffit de prendre : x = —y/1 — y?, car
0<y<1l =-1<-y*<0
=0</1-y2<1
= 1< -/I_42<0

Alors f est surjective.
Par suite f est bijective.

4) g7 :]0,1] = [-1,0] avec g7 (y) = x = —y/1 — 2.

Solution de ’exercice 02 :

1) Montrer que S est une relation d’ordre.
1.1) Soient z € R.
On a |z| > |z| et 22 > 0, donc zSz.
Alors S est reflexive.
1.2) Soient z,y € R
[z > |y| et xy >0

Ona (zSyAySz) = { iyl > |2 et yz > 0
= (lz] =yl et zy 2 0)
>r=y

Alors § est antisymetrique.

1.3) Soient z,y,z € R
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x| > |yl et zy >0
Ona (zSyAySz) = { ||y‘| > ;ZI oty = 0
= (2] > 2] et zy?z > 0)
On étudie deux cas :
ler cas : Siy # 0, on a
(Jz| > |2| et 2y*2 > 0) = (|z| > |z| et 2z > 0)
= xSz
ler cas : Siy =0, on a
lz| > |y| et zy >0 [z| >0 et xy >0
{]y|2|z|etyw20 {02|z|ety220
{ |z] > 0etzy >0
=
z2=0
= |z| > |z| et 2 >0
= xSz
Alors S est transitive.
Par suite S est une relation d’ordre.
2) 11 suffit de prendre x =3 et y = —2, on a :
3] > |-2] et 3(=2) £ 0, c.ad: 38 (—2)
et [—2| # 13| et (—2)3 £ 0, c.a.d: (—2) 3
Alors S est un ordre partiel.

Solution de ’exercice 03 :

1) Vérifions que * est une loi interne dans R* x R.
Soit (z,y), (z/,y) € R* x R, c.ad xz,2’ € R* et 4,9/ € R,
donc 2’ € R* et yz’' + y/2% € R, d’ou (x,y) x (¢/,y) € R* x R.
Alors * est une loi interne dans R* x R.
2) (—=1,1) % (=1,2) = (1,1) et (=1,2) % (—1,1) = (1,—1).
3) Ona (—1,1) % (=1,2) # (—=1,2) x (—1,1),
Alors * n’est pas commutative.
4) Montrons que (R* x R, %) est un groupe commutatif.
4.1) Soient (z,y),(z',y'), (2",y") e R* xR
((z,y) * (2,y") x (2",y") = (22, y2’ + y'a?) = (2", y")
_ (l’:lj'/l’”, (yx’ + y’x2) 2+ y// (xl‘l)Q)
_ a:x’x”,yx’x” —l—yIJZQI” + y//xlez)
IS/ W} 7 /2)

(
(z,y) » ((z",y) * (2", 9")) = Ex,y)*(m "+
(

:L‘LEI:E”, yl’/l‘” + (y’x” + y//l,/Q) :132)

— QZZB/$”, yl./x// + y/$”9§2 + y//$/2$2)
= ((z,y) x (2',y)) * (2", y")
Alors la loi * est associative dans R* x R.

4.2) Cherchons (e, es) € R* x R, vérifiant
V(l’,y) eR*xR: (l’,y) * (61,62> = (I,y) et (61762) * (J:’y) = (ZE,y)
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Ona (z,y)*(e1,e) = (x,y) & (vey,ye; + eax?) = (2,9y)
rep =x
ye, + exn? =y
€1 = 1
{ €9 = 0
11 suffit de prendre (eq, e3) = ) € R* x R et soit (x,y) € R* x R.

Ona: (z,y)*(1,0) = (l’ly1+01’)—(,y)
(1,0) (,y) = (L, 0.0 + .1%) = (z.y)
Alors (1,0) est I’élément neutre de la loi * dans R* x R.
4.3) Soit (z,y) € R* x R, cherchons (z/,y') € R* x R, vérifiant :

(@, ) * (2, ¢) = (1,0) et (z',¢) * (z,y) = (1,0)

/
=1

Ona (z,y)*(,y)=(1,0) < { §$'+yfx2 —0

=1

< { y =2

11 suffit de prendre (2/,y') = (%, —x%) € R* x R.
Ona: (z.3) % (2 —%) = (ehiyd & (- %) %) = (1L0) e
(4,-%) (@ y) = (Lo, (- ) 2 +y (1)) = (1,0)

Alors (— ——) est I’élément  inverse de (x,y) par rapport a la loi * dans R* x R.
Par suite (R* x R, %) est un groupe.
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