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Opérations sur les Ensembles
Ensemble :

Un ensemble peut étre définit de deux fagons, soit en explicitant tous ses éléments, on dit qu’il est
définit en extension, par exemple I'ensemble A = {1,2,3,4} est définit en extension ; soit on le
définit par une phrase littéraire ou logique qui permet de faire comprendre quels sont les éléments
de cet ensemble, et on dit que I'ensemble est définit en compréhension, par exemple, 'ensemble B
définit par B ={x € Z: =100 < x < 100} est définit en compréhension, I'ensemble 2N définit par
2N = {n € N:n est un entier pair} est un ensemble définit en compréhension. D’une fagon
générale un ensemble E définit en compréhension s’écrit E = {x € U: P(x)} ou il faut indiquer ou
sont pris les éléments de I'ensemble, ici c’est I'ensemble U, et quelle est la caractéristique de ces
éléments, ici c’est I'information P(x)

Ensemble, éléments d’'un ensemble et appartenance :

Soit A un ensemble, disons par exemple A = {1,2,3,4} ; les nombres 1,2,3,4 sont les éléments de
I’'ensemble A ; on dit que les 1 appartient a 4, et on écrit 1 € 4,

Onaaussi2 € 4;3 € 4;4 € A.

Le nombre 5 n"appartient pas a I’'ensemble A, on écrit dansce cas 5 & A

Cardinal d’'un ensembile fini E: c’est le nombre des éléments de E et on le note card(E)

Dans I'exemple précédant : card(4) = 4

Ensemble vide :
Un ensemble est vide lorsqu’il ne contient aucun élément, on le note @.
Onacard(®) = 0.

Inclusion et égalité

On dit qu’un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tout élément de F appartient a 'ensemble
E ;onécrit F C E et on lit F est inclus dans E. on dit aussi que F est une partie de E.

Exemple :E = {1,2,3,4,5}, F = {1,2,3}, G = {4,5,6}

Ici F estinclus dans , mais G n’est pas inclus dans E car 6 € G mais 6 € E ; de meme E n’est pas
inclusdans F car4 € E mais4 € F

Symboliqguementona:FcE; G ¢ E;E ¢ F

Exemple d’inclusion: NcZ; Zc Q; QcR; RcC

Remarque :

L’ensemble vide @ est inclus dans tous les ensembles, en effet, pour tout élément x, I'information
x € @ est fausse, et comme le faux implique le vrai et le faux alors I'implication x € @ = x € A est

vraie quel que soit 'ensemble A, donc @ c A.
def
D’une maniere générale,ona: F C E SVxixeEF=x€E
def
Et pour la non-inclusion: F ¢ E S:3x:x EFetx ¢ E

Remarque : Si les ensembles sont définit en compréhension, disons
E={xeG:px)}etF ={x€G:q(x)}

Alors dire que F C E revient a dire que q(x) = p(x)

Exercice :



Montrer que I'implication suivante est vraie :
(AcBetBc(C)= (Ac ()
Egalité de deux ensembles :
On dit que deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si A et B ont les mémes éléments,

autrement dit
def

A=BS[Vx:xeA=x€eB]< (AcBetBcA)
def

Remarque :sid = {x EE:p(x)} et B={x € E:q(x)}alorsA=B S [p(x) & q(x)]-

Ensemble des parties d’un ensemble :
Exemple :
Soit E = {1,2,3}, onaparexemple {1} Cc E; {23} CcE; O CE ..
On peut construire I'ensemble de toutes les parties de E, qu’on note P(E), et qui est définit en
extension par: P(E) = {@,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}
Les éléments de I'ensemble P (E) sont des ensembles, ce sont les sous-ensembles de E.
Ona: @ € P(E), {1} € P(E), .., {1,2,3} € P(E)
Exercice :
1. Décrire I'ensemble des parties des ensembles suivants et déterminer le cardinal de chacun
d’eux:
®,A={a},B ={a,b},C ={a,b,c,d}
2. Endéduire que sicard( E) = nalors card(P(E)) = 2"

Produit cartésien E X F de deux ensembles E et F :
EXF ={(a;b):a €EethE€F}

Exemple:si E ={1,x}, F = {2,x,y} alors

EXF={(12),(Lx),(Ly) (x2),0xx) ()}
Icicard(E) =2 etcard(F) =3 etcard(EXF)=6
D’une maniére générale si card(E) = net card(F) = p alors card(E X F) =n X p.
Exemple :
On note R? le produit cartésien R X R.

Réunion de deux ensembles :
Soient 4, B, et C trois ensembles définis par A = {1,2,3,4}; B = {3,4,5,6}; C ={a,2,5,c}
On peut considérer un ensemble contenant uniquement tous les éléments de A et tous les éléments
de B, c’est I'ensemble {1,2,3,4,5,6}, on le note A U B, et on lit « A union B ». Symboliquement on
écrit AU B = {1,2,3,4,5,6}
On adelamémefagon:AUC ={1,234,5a,c} etAUBUC ={1,2,3,4,5,6,a,c}
Exemple :
Sionpose N ={—n:n € N}alorsZ=N"UN
D’une fagon générale on a, on définit la réunion de deux ensembles A et B par :
AUB ={x:x € Aoux € B}

SiA={x€eE:p(x)}etB={x€F:q(x)}alorsAUB ={x €EEUF:p(x) Vq(x)}

def
Autrementdit:x e AUBS x € Aoux €B
Si on a plusieurs ensembles A4, 4,, ..., A,:



AU AU LU A, ={x:x€EA oux€E A,ou ... x EA,
def

x€A;U 4,U ..U Ang x€Ajoux € A,ou ... x €A,
Exercice :
Montrer que pour tout ensemble AetBona:Ac AUB

Intersection de deux ou plusieurs ensembles
Soient A, B, et C trois ensembles définis par A = {1,2,3,4}; B = {3,4,5,6}; C ={a,2,5,c}
On peut mettre les éléments communs aux ensembles A et B dans un méme ensemble, c'est-a-dire
mettre les éléments qui sont dans A et dans B en méme temps dans un méme ensemble, ces
éléments sont 3 et 4 et 'ensemble qui va les contenir s’appellera I'intersection des ensembles A et
B, etilseranoté AN B etonlelit « Ainter B ». Dans notre exemple on a:
ANB ={3,4}
Onaaussi:
ANnC={2}; BNnC={5}; AnBnC=2¢9

Exemple:A={x€Z:x<2}, B={x€Z:x>-2} ,AnB={-2,-1,0,1,2}
D’une fagon généraleon a:

ANB ={x:x € Aet x € B}
SiA={x€eE:p(x)}etB={x€F:q(x)}alorsANB={x€ENF:p(x) Aq(x)}

def

Autrement dit : XEANBSxeAdetx€B
SiA={x€eE:p(x)}etB={x€F:q(x)}alorsANB={x€ENF:p(x) Aq(x)}
Et si on a plusieurs ensembles A4, A4,, ..., Ay :

AN A, N .NA,={xix€Ajetx € Ayet..etx € A,}

def
XEA NA,N ..NA, S xEA etx € Ayet...et x €A,

Exercice :
Montrer que pour tout ensemble AetBona:ANBCA

Remarque : Si les ensembles sont définit en compréhension, par exemple
A={x€eE:px)}; B={x€F:q(x)} AnB={x€ENF:p(x)etqlx)}

Théoréme :
Pour tout ensemble X,Y,Zon a:
1. XnX=X;XuX=X
2. XNY=YnX;, XuY=YUuX
3. Xn(YnZ)=XnY)nZ;, XuXuzZ)=XUuY)uZz)
4. XNnYuz2)=XnY)uXnz); XulnzZ)=XuY)nXu2z

Complémentaire d’une partie d’un ensemble par rapport a cet ensemble :

Soit E ={1,2,3,4,5}, H=1{2,3,6,7}et A ={2,3}

A est bien inclus dans E

Les éléments qui sont dans E et qui ne sont pas dans A s’appelle complémentaire de A dans E, et on
le note AE, et on a A% = {1,4,5}.



On peut considérer de la méme fagon le complémentaire de A dans H vue que A est une partie de H,
etona A = {6,7}.

Remarquonsque AUAY = EetqueAUA" =HetqueANAE =9 =AnA"

d’une maniére générale, on si A est une partie d’'un ensemble , on appelle complémentaire de A
dans E 'ensemble de tous les éléments de E qui n’appartiennent pas a A , on note cet ensemble AE.
Symboliquementona: Af = {x € E: x & A}

Autrementdit: x€eAf o x¢A

Si A est un ensemble définit par une information p(x) sur ses éléments, A = {x € E: p(x)}, alors

AF = {x € E:p(x)} ou p(x) est la négation de p(x).

Lois de Morgan :
Soit E un ensemble et A et B deux partiesde E,ona:
1. AUBE = AEnBE
2. AnNBE=AEnBE
Preuve : on va utiliser une table de vérité pour prouver le 1.

xX€EA| x€EB | xeA¥ | xeBE | x€eAUB x € AUBE x € A n BE
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1

On voit que voit dans les deux derniéres colonnes, les lignes de mémes niveaux prennent les mémes
valeurs. Ce qui se traduit par x € AU Bf & x € A% n BE, ce qui veut dire que
AUBE = AE nBE.
Faire la méme chose pour 2.
Exercice :
Vérifier les deux lois de Morgan dans lecasou 4 = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6},et E = {1,2,3,4,5,6,7,8}
Solution :
1. A ={5,6,7,8}, BE ={1,2,7,8}, AEnBE ={7,8}, AUuB ={1,2,3,4,5,6}
AUBE = {7,8)
On voit bien que AU BE = Af n BE
2. AnB={34}, AnBE ={1,2,56,7,8}, AE UuBf ={1,2,5,6,7,8}
Et on voit bien ici aussique A N BF = AF u BE.

Théoréme :
Montrer que pour tout ensembles 4,B,C ona:

1. A=ANA=AVUA

2. AnNB=BNA e¢ AUB=BUA

3. An(BNnC)=((AnB)NnCet AUBUC)=(AUB)UC

4. AN(BUC)=(ANB)UANC) e¢ AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
Démonstration

1. Six € A estvraie alors la conjonction (x € A et x € A) et la disjonction (x € Aou x € A)

sont aussi vraies
Les autres propriétés sont laissées en exeercice.



Différence et difference symétrique de deux ensembles :
Exemple :
A ={1,2,3,4}, B = {3,4,5,6}
On peut construire I'ensemble des éléments qui sont dans A et qui ne sont pas dans B, on note cet
ensemble A — B, et dans notre exemple A — B = {1,2}, de méme B — A = {5,6}
On peut aussi construire I'ensemble qui va contenir les éléments qui sont dans B et qui ne sont pas
dans A ainsi que les éléments qui sont dans A et qui ne sont pas dans B, autrement dit on construit
I’ensemble qui va contenir A — B et B — A, onva le noter A A B, lire A delta B, et dans notre
exemple A A B = {1,2,5,6}.
D’une maniere générale on a:

E—-F={x:x€Eetx¢F] e EAF=(E-F)U(F—-E)
SIE={x:p(x)}etF ={x:q(x)}alors E—F = {x:p(x) Aq(x)}.

Exercice :

Montrer en utilisant les définitions et les lois de Morgan, puis en utilisant une table de vérité que :
1. AAB=(AUB)—(ANB)
2. A-(BUC)=A—-B)n(A-0)

Théoréme :
Pour tous sous-ensembles X,Y d’un ensemble E on a:
1. X—-X=0, X—-0=X

__E

XE =X
XnXE=09
X-Y=XnY

XcYeoYEckE
XNnY=90)e (X cYf) o (¥ cXb)

7. Xur=f e (Yfcx)ye XEfcy)
Preuve :

l. xeX—-XoxeXetxgX)eoX-X=0

oV ke wnN

__E —
2. (xeXF )o@eXf)oxex
3. xEXNXH) o (xeXetx g X) o (XNnXE =0)
4. xeEX-YoS (xeXetxgY)o (xEXetx€EY) > xEXNY.
5. XcY)e (VrxeX=xeY)e (VxxeY =x¢X) o (VE cXb).
hypothése
= _ 7E
6. (x€X) = xeXetXnNY=0)=>xe¢Y)=>((x€eEY?)
xny=9¢
4 2

g 2 _
X cYEYS (YE cXE)S (Y c XE)
Montrons que (X c YE) = (X nY = @)

(xeXetXcV)o (xeXetxeVE)o (xeXetxgY)=> (X NY =0)
a.
(xeEYetXcYE)SxeYetYc X)) = (xeX) = xe¢X)=(XNnY =0)
— 4. -_— __E 2. —
7. Ona:(YPcX)SXEc YE)YSXECY)
Montrons que X UY = E sachantque Y c XouXf c ¥
(XcEetYCE)=XUYCE




soit x € E, on faisant raisonnement par disjonction des cason a:
six EXalorsxeXUY
six € Xalorsx € XForXE cY doncx €Y doncx e XUY
six€YalorsxeXUY
sixgYalorsx € YEorYf c X doncx € Xdoncx EXUY
doncEcXUY
Montrons que ¥Z ¢ X sachantque XUY = E
Soitx € YE,x € Y & x & Y et si on suppose par I'absurde que x & X alorsx € X UY or
X UY = E donc x & E ce qui est faux, donc nécessairement x € X.




