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Les structures Algébriques

Lois de composition internes

Introduction

L’addition de deux entiers naturels est un entier naturel, on dit que I'addition est une loi de
composition interne dans N. L’addition dans N est une fonction a deux variables dans N, c'est-a-dire
qgue I'ensemble de départ de I'additon dans N est le produit cartésien N*N, son en semble d’arrivée
est N. Symboliquement +:NXN->N,(x,y) > x+y

La soustraction de deux entiers relatifs est un entier relatif ; on dit que la soustraction dans Z est une
loi de composition interne dans Z. Symboliquement —ZXZ->Z (x,y)>x—y

Par contre la soustraction dans N n’est pas une loi de composition interne,car1 —2 = —1et—1
n’appartient pasa N

La division dans Z n’est pas une loi de composition interne , car par exemple 2 + 3 n’appartient pas a
Z ; elle est par contre interne dans Q.

Si on considére la loi f suivante f(x,y) = 2x — y, alors cette loi est interne dans R, Q, Z..

Mais elle n’est pas interne dans N car par exemple f(1,3) = —1 et —1 n’est pas dans N.

Quand on considére une loi de composition f, on écrit xfy au lieu de f(x,y). Dans 'exemple
précédantonaxfy =2x—vy

Remarquons aussi que dans les opérations élémentaires on écrit x + y au lieu de +(x,y), x X y au
lieu de X (x,y) etc...

Si on considére la loi xfy = |x — y|, alors cette loi est interne dans N, Z, Q, et R

On peut considérer la loi de la multiplication dans I'ensemble {—1,1}, elle n’est interne dans {—1,1},
mais si on considere I'addition alors I'addition n’est pas interne dans {—1,1}, car—1+1 =0et0
n'appartient pas a {—1,1}.

Générelement pour avoir une loi de composition interne dans un ensemble, il faudrait que toutes les
compositions possibles soit dans cet ensemble.

Définition :

Soit E un ensemble et * ( lire étoile) une applicationde E X E — E

On dit que * est une loi de composition interne dans E si et seulementsiona: Vx,y € E:x*xy €E.
Et la loi ne sera pas interne si et seulementsi 3x,y € E:x*xy € E

Exemple 1

Dans Z on définit une loipara * b = ab + 2a + 3b

Calculer 12, 2x1, 0% (—1), =1%0, 1x(1%1), (1=1)*1, (2%3)*(=2), 2*(3*(-2))
Ona:

1#*2=124+21+32=2+2+6=8 0*x(-1)=0.(-1)+20+3.(-1)=-3
2¥1=21+21+4+32=2+2+6=8 —1x0=-10+2.(-1)+3.0=-2

1%(1%1)=1%(11+21+31)=1+6=16+21+3.6=26
(1x1)*1=6%1=61+26+31=15

(2%3)*(=2)=(23+22+33)*(=2)=16*(=2) =16.(=2) +2.16 + 3.(=2) = —6
2%x(3%(-2))=2%(23+23+3.(-2)=2%6=26+22+3.6=12+4+18=34



Exemple 2
Dans N si on définit la loi * para * b = a + b — 1 alors cette loi n’est pas interne dans N car

0x0=0+4+0—1=—1et—1n’est pasdans N ; mais si on la définit dans Z, Q, ou R elle devient
interne
Propriétés des lois de composition interne
Onsaittousquea+b=b+a,queaxXxb=bXa,maisque 4+~2+2+4;, 2—3+3—-2
On dit que I'addition et la multiplication sont commutatives, mais que la division et la soustraction ne
le sont pas.
La loi définit dans 'exemple 1 dans le paragraphe définition précédent n’est pas commutative car on
a vu que par exemple =1 % 0 # 0 * (—1).
D’une fagon générale :
Définition
Soit E un ensemble et * une loi de composition interne dans E
On dit * est commutative si et seulement si

Va,b €EE:axb=b+*a
Et elle ne sera pas commutative si et seulement si :

Jda,b € E:axb #bx*a

Exemple 3 :
Dans N la loi * définit para * b = a + b + 2 est une loi de composition interne commutative en
+est
effet:axb=a+b+2 = =b+a+2=bx*a
commutative
Exemple 4 :

Dans R la loi * définit par x * y = x + 2y n’est pas commutative, en effet :

1*3=1+4+2%Xx3=7mais3*1=34+2X1=5doncl*3+#3%1

Associativité :

Les lois associatives sont les lois qui ressemblent a I'addition et la multiplication dans leur maniéere de

compter plusieurs nombres, pour additionner trois nombres donnés a, b, ¢, on addtionne deux

d’entre eux, a + b, et on ajoute le résultat au troisieme (a + b) + ¢, ou bien ajoute ‘a’ au résultat
de I'addition de b a ¢, c’eseet a dire a + (b + ¢). Autrementdit(a + b) +c=a+ (b +c¢)

On a la méme chose pour la multiplicationa X (b X ¢) = (a X b) X ¢

D’une maniere générale

Définition

Une loi de composition interne * dans un ensemble E, est associative si et seulement si :

Va,b,c€E:(a*b)*c=ax*(b*c)

Elle ne sera pas associative si et seulement si :

da,b,c €E:(a*b)*c#ax*(b*c)

Exemple 5:

Dans R la loi de composition interne a * b = 2a + b n’est pas associative en effet :
1+(1%*3)=1+*2Xx1+3)=1+*5=2%x1+5=7
(1+*1)*3=2%x14+1)*x3=3%x3=2%x3+3=9

Ainsi 1% (1 % 3) # (1 = 1) * 3 et donc cette loi n’est pas associative.

Exemple 6 :

On définit dans Zlaloiaeb =a+ b+ ab

Cette loi est associative en effet :



(aeb)oc=(a+b+ab)oc=a+b+ab+c+(a+b+ab).c
+ est
=a+b+ab+c+ac+ bc+ abc = a+b+c+ab+ac+ bc+ abc
commut
ac(b+c+bc)=a+b+c+bc+a(b+c+ bc)
+ est
=a+b+c+bc+ab+ac+ abc = a+b+c+ab+ac+ bc+ abc
commut
On a bien pourtousa,b,cdansR:(aob)ec=aco(boc)

ao(boc)

Elément neutre :

On sait que 0 est I'’élément neutre pour I'addition des nombres, pour tout nombre x,

x 4+ 0 =0+ x = x. On dit que 0 est élément neutre a droite et a gauche pour I'addition.

On sait aussi que 1 est I’élément neutre pour la multiplication, pour tout nombre x,

1 X x =xX1=x.Lenombre 1 est neutre a droite et a gauche pour la multiplication.

Si on considere la loi de composition définit dans Zpara * b = a + b + 2, on peut voir que —2 est

I’élément neutre pour cette loi , en effet

a*x(=2)=a+(—-2)+2=a,et —2+xa=ax*(—2) = acarlaloi* est commutative

Sion consideredansZlaloiao b = a + b + ab, alors 0 est I'’élément neutre pour cette loi, en effet :

ac0=a+0+a.0=aetOca=ac0=0carlaloicest commutative.

Pour la soustraction dans R par exemple, pour toutréelaona:a—0=a, mais0 —1=-1%1,

donc 0 est élément neutre a droite mais pas a gauche pour la soustraction dans R. donc la

soustration dans R n’admet pas d’élément neutre.

Définition :

Soit E un ensemble et * une loi de composition interne dans E.

On dit que la loi admet un élément neutre s’il existe un élément e dans E tel que pour tout a dans E :
axe=aetexa=a

Si la loi est commutative il suffit de vérifier 'une des deux inégalités.

Exemple 8

DansRlaloia ® b = a + 2b, admet 0 comme élément neutre a droite mais n"admet aucun élément

neutre a gauche, eneffeta ©®0=a+2.0=a, mais 01 =0+ 2.1 =2 # 1; de plus pour tout

élément e dansRautreque 0 ona:e O e =e + 2.e = 3e # e, donc quel que soit I'élément e non

nul, e n’est pas neutre a gauche.

Exemple 9

L’addition dans N* n’admet pas d’élément neutre, car 0 n’appartient pasa N*.

Théoréme 1

L’élément neutre quand il existe est unique

Preuve :

Supposons qu’une loi * admette deux éléments neutre e et e’:

puisque e est élément neutre alorse xe’' = e’ xe =¢e’

et puisque e’ est neutre aussialorsexe’' = e’ xe =e

Donce =¢’.

Ainsi une loi de composition ne peut avoir plus d’'un élément neutre

Elément symétrique :

Le symétrique d’'un nombre a pour I'addition est le nombre (—a),onaa+ (—a) = (—a) +a=0,0

étant I'’élément neutre pour I'addition des nombres.

Le symétrique d’un nombre non nul a pour la multiplication est le nombre 1/a, ona:
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ax-=-Xa= 1; 1 étant I’élément neutre pour la multiplication des nombres.

Dans I'exmple de laloia * b = a + b + 2, définit dans Z, on a vu que (—2) est I'élément neutre et on
peut voir que le nombre relatif qu’il faut composer avec a pour avoir (—2) est le nombre —4 — a, en
effet :
a*(—4—a)=a+(-4-a)+2=a—-a—-4+2=-2cet(-4—a)ra=ax(—4—a)=-2
Donc on ava dire que (—4 — a) est le symétrique de a pour la loi *

Définition

Soit E un ensemble et * une loi de composition interne dans E, admettant un élément neutre e.

Soit a un élément de E

On dit que a admet un symétrique, que I'on note a~*

, Si et seulementsi:
axal=eetalrxa=e

Si la loi est commutative, il suffit de vérifier 'une des deux égalités.

Exemplel0

0 n’a pas de symétrique pour la multiplication dans R, car pour toutxdansR,ona0 X x =0 # 1,
Exemple 11

On considere dans Q la loi de composition internea *b =a + b + ab

On a vu précédemment que 0 est I'élément neutre pour cette loi, et que cette loi est commutative.
Voyons quels sont les éléments qui admettent un symétrique dans Q :

a1 est symétrique de a dans Zveut dire quea*a~! = 0 eta™! * a = 0, mais comme la loi est
commutative, une des deux égalités suffit, on a :
axal=0oa+al+aat=0=al(l+a)=-a
Sia# —1lalorsa™! = —
1+a

Sia = —1, alors a‘l(l + (—1)) = 1 ou bien 0 = —1, ce qui est faux et que donc —1 n’a pas de
symétrique.

Donc tous les éléments de Q posséde un symétrique pour la loi en question sauf —1.

Exemple 12

On définit dans I'ensemble g (F) des partiesde E, laloiA* B = A A B, ou A, B sont des partie de E,
et A A B est la différence symétrique de A et B.

Cette loi est interne dans §(E) car A A B est une partie de (E).

Elle est commutative,carAxB=AAB=(A—-B)U(B-A)=(B—-AU(A—-B)=BAA.
Elle est associative( a faire en exercice TD)

Elle posséde un élément neutre, c’'est @, eneffet: 0 AA=(@ —-A)U A —-0)
OrA—-Q={x€E:x€Aetx & @} etcomme x & @ est toujours vraie, alors [ x € A et x & @]
équivatax € Adonc A — @ = A, ceci d’'une part;

D'autrepart® —A ={x € E:x € @ et x &€ A} et comme la proposition « pourtoutx € E x € @ »
eset faussedonc®@ —A =0

Donc@P AA=(@0—A)U(A— @) =Aetcomme laloi est commutativeonaaussiAA QP =A
Donc @ est bien un élément neutre pour la loi en question.

Voyons quels sont les éléments qui admettent un symétrique :

Pour toute partieAde Eona:AAA=(A—-A)U(A—A),orA—A=0doncAAA=0Q,tout
élément A de g(E) est son propre symétrique.

Théoréme 2

Pour une loi de composition interne *, associative et possédant un élément neutre e, le symétrique
d’un élément, s’il existe, est unique.



Preuve
Soit a un élément de E et e I'élément neutre. Supposons que a admette deux éléments symétriques

a eta”; ona:

symtrie e est neutre
axa =e=a"*x(axad) = d'xe = "
associativité
Onaaussia’ x (axa') = (@' *xa)*xa'=exa =a

Ainsi a’ = a'’ ce qui veut dire que le symétrique s’il existe est unique.
Théoréme 3
Si a et b admettent un symétrique alors a * b admet un symétriqueet (a*b) 1 = b 1 xqg~?!

Preuve

associative sym e neutre
(axb)* (b txa) =2 axb*xbVH*xal 2 axexa ! = axal=e
*a~1) * (a x b) = e pour les mémes raisons.
b~1xq1 b les mé i

Structure de groupe

Définition :

Un groupe est un couple (E,x) composé d’un ensemble E et d’une loi de composition interne x,
commutative, possédant un élément neutre, et pour laquelle tout élément de I'ensemble E admet
un élément symétrique dans cet ensemble.

Si de plus la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif, ou que le groupe est abélien.
Exemple 13

Tous les objets mathématiques suivants sont des groupes commutatifs.

(R,+); (Z,+); @+ ().

(R*X);  (Q%%);  (Z"Xx); (C",x)

Exemple 14

Onavuquelaloia*b =a+ b+ 2 définit dans Z, est une loi de composition interne, associative,
possédant —2 comme élément neutre, et que tout entier relatif a possede pour symétrique

(=4 —a).

Donc (Z,*) est un groupe. La loi est de plus commutative, donc le groupe est commutatif aussi.

La loi * définit dans Q para * b = a + b + ab est une loi associative, possédant 0 comme élément

a
—,onavuque —1
1+a

n’admet pas de symétrique, donc (Q,*) n’est pas un groupe, mais (Q — {—1},*) est un groupe et il
est de plus commutatif.

Exemple 15

Si on considere I'ensemble U des racines cubique de I'unité, c'est-a-dire les solutions dans C de

neutre, et que tout rationnel a différent de -1 posseéde pour symétrique

I’équation z3 = 1, et si on munit U de la multiplication des nombres complexes, alors (U,x) devient
un groupe, en effet calculons les racines de I'équation :
Siz = [r; 0] alors z3 = [r3; 30] ceci d’une part ; d’autre par 1 = [1; 0] donc [r3;36] = [1; 0] d’ou

r3=1et30 =0+ 2kr dou r=1etd =2" k=0;1.2

3
: . 2 2m; 4 in
Les solutions possiblessont z, = [1,0] =1; 2z, = ;5| =3 Zy = ;= =e3"
3
2n, Ay
Donc U ={l,e3 ,e3}
La multiplication est interne dans U :

67T . X
1X2z,=2,€U; 1Xz,=2,€U; z,Xz,=€e3 =e?T=1€U



La multiplication dans C est associative, I’élément neutre est 1 ; elle est aussi commutative.
Remarquons que 1 X 1 = 1 donc 1 est son propre symétrique.

Et que z; X z, = 1 donc le symétrique de z; est z, est inversement.

Donc la multiplication dans U est interne dans U, elle admet pour élément neutre 1, elle est
associative, tout élément de U admet un symétrique dans U,

donc (U,X) est bien un groupe et il et commutatif. Nous avons dans cet exemple un exemple de
groupe fini a trois éléments

Si on considére I'ensemble des racines n*™ de I'unité, muni de la multiplication des nombres
complexes, alors on obtient un groupe fini a n éléments.

Exemple 16

On définit dans R? une addition par (x,y) + (x",y) = (x +x",y +y")

Alors (R?%, +) est un groupe commutatif, en effet (x + x’,y + y") € R? donc la I'addition est interne.
La loi est commutative : (x,y) + (X", ¥y ) =+ x,y+y) =@ +y , x+x)=Wy") + (x,x")
(0,0) est I'élément neutre : (x,y) + (0,0) = (x + 0,y + 0) = (x,y)

Le symétrique de (x,y) est (—x,—y) : (x,y) + (—x,—y) = (x + (—x),y + (—y)) = (0,0)
Théoréme 4

(R™,+) est un groupe commutatif.

Preuve

C’est une répétition des arguments de I'exemple précédent.

Notions d’homomorphismes et d’isomorphismes

Soit (G,*) et (H,°) deux groupes, et soit f: (G,x) — (H,°)
Définition

On dit que f est un homomorphisme de groupe si et seulement si

Vx,y € G:f(x*y) = f(x) o f(¥)
Si de plus f est une bijection alors on dit que f est un isomorphisme de groupe
Exemple 17
exp: (R,+) — (R},X), x — e*
(R, +) est bien un groupe, de meme pour (R},X)
Onaexp(x +y) =e*Y =e* x e¥ = exp(x) X exp(y)
Donc la fonction exponentielle est un homomorphisme de groupe.
Remarquons que la fonction exponentielle est une bijection de R dans R}, donc exp est un
isomorphisme de groupe ; elle possede donc une fonction réciproque connue, c’est la fonction

logarithme népérien Ln: R} — R, et on peut voir que Ln est aussi un isomorphisme de groupe, en
effet Ln(ab) = Lna + Lnb.
Théoréeme 5

Supposons que f: (G,x) — (H,°) soit homomorphisme, soient e; et ey les éléments neutres
respectifs des deux groupes, on a:
1. f(eg) =en
2. Sia!estle symétrique de a dans G, alors f(a™?1) est le symétrique de f(a) dans H ;
autrement dit [f(a)]"! = f(a™)
Démonstration
1. Ona e;xe; =¢e; donc f(e; *xe;) = f(es) et comme f et un homomorphisme alors
feg) o fleg) = feq),

On compose par le symétrique de f(e;) des deux cotés pour aboutir a f(e;) = ey.
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f est a'symdea 1.
2. f@Def(@ = flatra) = fle)Zey
homom
Théoréme 6
Si f:(G,*) — (H,°) est un isomorphisme alors f~1: (H,0) — (G,*) est un isomorphisme aussi.
Preuve
f~1 étant bijectif, il reste & prouver que f~! est un homomorphisme, c'est-a-dire pour tout z, t dans
Honaf ™ (zet)=f1(2)»f7(t):
Pour tous z,t dans H , il existe x, y dans G tel que z = f(x) et t = f(y) car f est une bijection, on a
ainsi :
frze)=fHf@ e fOMI=ffaxxn]=F e Hlaxy)=x*y
Mais z = f(x) et t = f(y) et f bijective alors x = f~1(2) ety = f~1(t)

Donc x *y = f71(z) x f~1(t) etainsi f~1(zot) = f1(2) *» F~1(b).

Sous-groupes
(R, +) est un groupe, Z est inclus dans R, or (Z, +) est aussi un groupe. On dit alors que (Z, +) est
un sous-groupe de (R, +).
(@, +) est aussi un sous-groupe de (R, +).
(N, +) n’est pas un sous-groupe de (Q, +)
(R%,X) est un sous-groupe de (R*,X)
Définition
Soit (G,*) un groupe et H une partie de G.
On dit que (H,*) est un sous-grope de (G,*) si et seulement si (H,*) est un groupe.
Exemple 18
Soit (G,*) un groupe et e son élément neutre ; ({e},*) est le plus petit sous-groupe de G, en effet la
loi reste associative dans {e}, e est dans {e}, et e est son propre symétrique. De plus tout sous-
groupe contient nécessairement I'élément neutre donc il contient I'ensemble {e} ; ainsi {e} est le
plus petit sous-groupe de G.
Théoréme 7
Soit (G,*) un groupe et H une partei de G
H est un sous-groupe de G si et seulement si :
1. Pourtousx,ydansH,x*y € H
2. PourtoutxdansH,x '€ H
Preuve
La premiere condition signifie que la loi est interne dans H
La seconde affirme que tout élément x deH admet un symétrique x~* dans H, et comme la loi est
interne dans H alors x * x 1 est aussidans H, or x * x 1 = e donc e € H.
L'associativité est vraie dans H car elle est vraie pour n’'importe quel élément de G, et H est dans G.
Théoréme 8
L'intersection de deux sous-groupes d’un méme groupe est aussi un sous-groupe.
Preuve
Soient H et K deux sous-groupe d’un groupe G et soient x, y deux éléments de H N K
1. (x,y€H NK)= (x,y € Hetx,y € K) or H et K sont deux sous-groupes de G donc ils
vérifient la condition 1. du théoréme 7, doncx *y € Hetx *y € Kdoncx *y € H N K.



2. Pourtout x € H NK,x € Hetx € K or Het Ksont deux sous-groupes de G, donc il
vérifient la conditions 2., doncx~! € Hetx~ ! € K, c'est-a-direx ™! € HN K.

Ainsi H N K vérifie les deux conditions du théoreme7, donc c’est bien un sous-groupe de G.
Définition
Soit f: (E,*) — (F,°) un homomorphisme de groupe. On appelle noyau de f et on le note Kerf
I'ensemble Kerf = {x € E: f(x) = ep} = f~1(ep).
On appelle image et on le note Imf , 'ensemble f(E) ={y € F,ax € E:y = f(x)}
Remarque :
Théoréeme
Soit f: (E,*) — (F,°) un homomorphisme de groupe. Soit ex I'élément neutre de F.On a:

1. f1({er}) est un sous-groupe de G

2. f(E) estun sous-groupe de F.

Preuve
1. Soientx,y dans f~1({eg}), alors f(x) = f(y) = e
f hom
= fxxy) 2 f)of(y)=epoes=epdoncx*y € f({e}
thm 5.2

= ™) 2 f@] Tt =er' =epdoncx € f({er}
Donc (thm7) f~1({er}) est un sous-groupe de E

2. Soient x,y dans f(E), il existe alors a, b dans E tels que x = f(a) ety = f(b)
f hom

= xxy=f(a)of(b) = f(axb)orf(axb)E€ f(E)doncx*y € f(E).
thm 5.2

* x=fle) 3 ' =[f@] " =f@)=>x"€f(E)
Donc (thm7) f(E) est bine un sous-groupe de F.
Exemple 18
fi(RX) = (R'Xx),  f(x)=|x]
Calculons Kerf:
xeKerfe[f)=1l<|x|=1< (x =1oux = —1) donc Kerf = {—1,1}
Calculons Imf
yeEImf & 3IxeRy=f(x)} & (Ix € R":y = |x|),doncx > 0 donc Imf C R}
Réciproquement si x > 0 alors x = |x| = f(x) donc x € Imf, c'est-a-dire R} C Imf.
Ainsi Imf = R}.
Exercice
fi(R:L4H) = RA), f(x,y) =y — 2x
1. Montrer que f est un homomorphisme de groupe
2. Déterminer Kerf etImf.



