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1- Les k-espaces vectoriels

1-1- Généralités :
Un k-espace vectoriel est un ensemble des vecteurs dans lequel les opérations
élémentaires des vecteurs (la somme et le produit par un scalaire) restent
valides.
» Pour montrer que F' est un k-espace vectoriel, il suffit de momtrer qu’il est
un sous espace vectoriel inclus dans un k-espace vectoriel connu,
» Pour montrer que F est un sous espace vectoriel il suffit de montrer :

1. F#0,
2. (Vaeck) (Vx € F) a.x € F (stabilité par la loi externe).
3. (Y(x.y) € F*) x + y € F (stabilité par Ia loi interne),
Ou bien seulement, (Va € k) (V(z,y) € F*) s +aye FetDE F.

1-2- Une base d'un k-espace vectoriel :
Chague k-espace vectoriel admet nne base, ¢'est un ensemble des vecteurs
qui déterminent le nombre de ses dimensions, Clest une partie génératrice e
libre en meme temps.
» Pour montrer que 3 = {ey,...,e,} est une base de E, on peut suivre 'une
des méthodes suivantes ;
Méthode 1 : Une base = génératrice + libre :
l. Montrer que B est génératrice,
Soit x € E, il faut éerire x sons forme dune combinaison linéaire
des ¢;, c'est & dire sous [orme » = ryey + xraes + ... + Entn.
On dira alors que B est une famille génératrice de E et on éerit
E = vect(B).
2. Montrer que B est libre,
Soit (). ....0y) € K" tel que ayey + azes + ... + anen = 0. 1l faut
montrer que a4y = ap = ... = iy = 0.
On dira alors que B est une famille libre,
Méthode 2 : Une famille génératrice minimale est une base.
Si on connait déjd que n est la dimension de espace, il suffit de
montrer que B est une famille génératrice pour dire que c'est une
base (sans montrer gu'elle est libre),
Méthode 3 : Une famille libre maximale est une base.
Si on connait déjd que n est la dimension de 'espace, il suffit de
montrer que 3 est une famille libre pour dire que ¢'est une base (sans
montrer gu'elle est génératrice).
Méthode 4 : Matricielle.
St on connait déjd que n est la dimension de Uespace, on écrit les
coordonnées des e; par lignes (ou par colonnes, peu importe] pour
obtenir une matrice M. Il suffit alors que le déterminant de M soit
non nul pour dire que B est une base.
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Ces méthodes ne sont pas les seules, mais ce sont les plus fréquentes.
» Le nombre des éléments d'une base = la dimension.

» La dimension de espace {0} est 0 et sa base est B =,

» Le nombre des éléments d'une famille génératrice > la dimension.
» Le nombre des éléments d'une famille libre < la dimension.

» Théoréme de la base incompléte :

1. Si 8 est une famille génératrice qui a un nombre des éléments supérieur
strictement & la dimension, on peut toujours éliminer quelgues veeteurs
dedans jusqu'a obtenir une base,

2. S1.5 est une famille libre qui a un nombre des éléments inférieur stricte-
ment i la dimension, on peut toujours ajouter guelques vecteurs dedans
jusqu'a obtenir une base.

1-3- La somme directe des sous espaces :

Lorsqu'on a F un sous espace de £ de dimension m < n, alors il v a des
dimensions qui manquent. 5i on considére G le sous espace gui rassemble ces
dimensions manquantes, on dira alors que E est la somme directe de F et &
(on bien F et G sont supplémentaires) et on éorit £ = F@PG.

» Pour montrer que £ = FE@G G, On peut suivre 'une des méthodes sui-
vintes :

Méthode 1 ¢ Par déhnition
1. Montrer que FNG = {0g}.
2. Soit 2 € E, trouver xp € F et g € G, tel que & = xp + 1.
Méthode 2 : Par la dimension ;
1. Montrer que F NG = {0g}.
2. Vérifier que dimF + dimG = dimE.
Méthode 3 : Par les bases. Soient B et Bg des bases de F et I resp.
1. Vérifier que BN By = (8
2. Montrer que Be; U Be est une base de E.

Ces méthodes ne sont pas les seules, mais ce sont les plus fréquentes.

» SiE=F@G alors dimE = dimF + dimG.

» Si E = F@G alors By U Be est une base de E.

» Si F est un sous espace vectoriel de £, on peut toujours le compléter pour
obtenir £ en faisant une somme directe avec un certain sous espace vectoriel
¢ (i.e. il existe un sous espace (7, tel que £ = FEBG).

1-4- L'espace quotient :

Si la somme directe permet d'ajouter des dimension 4 un sous espace, le quo-
tient permet d'annuler des dimensions déja existantes. Si E un k-espace vee-
toriel, on veut annuler les dimensions déterminé par les vecteurs {wy, ... va}.
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alors on pose F = veet{vy.....vy) et on fait le quotient E/F qui doune ['es-
pace privé des dimensions de F.

» Les éléments de E/F sont des classes 7 des x € E.

» Dans E/F, F =7 désigne que x — y € F.

» Dans E/F, T = 0 désigne que » € F.

> dim(E/F) = dimE — dimF.

» (FRG)/F~Get (FPRG)/G~F.

2- Les applications linéaires et les matrices :

2-1- Géntralités :
Une application linéaire est une application pour dont l'image d'une ligne
reste une ligne (image d'une droite est une droite).
» Pour montrer gu'une application f: E — F est lindaire (avec E et F sont
des k-espaces vectoriels) on montre |

1. (Va € k)(Vr € E) flo.x) =a.f(x)

2. (Y(x.y) € B?) flz+y) = flz) + f(y)-
Ou bien seulement (Ya € k)(V(x. y) € E*) fle +a.y) = flz) +a.f(y).
» Une application linéaire est un homomorphisme de E dans F.
» Une application lintaire bijective est un isomorphisme de E dans F. (on
dit dans ce cas que E est isomorphe 4 F, noté E ~ F).
» 5 E = F, 'homomorphisme sera appelé endomorphisme. 5'il est de
plus bijectif, il sern appelé automorphisme.
» Kerf ={xre E| f(x) =0} est un sous espace vectorie] de E.
e Imf=1{f(r)e F|xrec E} est un sous espace vectoriel de F.
> le rang de [ est la dimension de I'm f. rang(f) = dimdmf.
» Pour montrer que f est surjectif, il suffit de montrer que Imf = F [ou
encore, rang( f) = dimF).
» Pour montrer que f est injectif, il suffit de montrer que Kerf = {0} (on
encore, rang( f) = dimE).
» Une application linéaire f est dite nilpotente s'il existe un entier a €
tel que f* = 0. Son indice de nilpotence est la premiére puissance gui
I'annule, c'est 4 dire 3 tel que f‘* = () et f'H"I # (.
» Si f nilpotente d'indice 3, et x € E tel que _.'"‘"[;r] £ 0, alors {x, f(2), f*(z), ... ]
est un systéme libre.

2-2- Propriétés sur les isomorphismes :

» Si dimE = dimF, pour montrer gque homomorphisme [ est bijectif, il
suffit de montrer qu'il est injectif (sans montrer la surjectivité ), on bien mon-
trer la surjectivité (sans montrer Uinjectivité).

» Théoréme d'isomorphisme : E/Kerf est isomorphe a Tm f (ils auront
la méme dimension).

» Théoréme du rang : dimKerf 4+ rang( f) = dimE,
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B Si B =(e).....6,) est une base de E et f un isomorphisme de E dans F,
alors B' = (fley). ... fle,)) est une base de F.

2-3- Les présentation matricielles des applications linéaires :

Si dimE = n et dimF' = m, alors la présentation matricielle de f sera une
matrice de n colonnes et m lignes,

> Soient Bp = {uy, ..., 1y} et Bp = {1, ... 1%, } des bases de E et F respec-

a1+ agitet o0 Hapat,m = flug)

- e ayav+  aagvet 0 Fapaty = flug) -
tivement. Si : ! j : alors la pré-
Ay nt+ Ozt - Famatm = flun)
sentation matricielle de f par rapport aux bases Be et By est la matrice

iy 12 = fim
flgy dza -+ fl3g
mat(f, Be. Br) = ,
Um0 @m2 - lmmn
> 5i A est la matrice de f dans la base canonigue, alors les coordonnées de
£
A3
fllxy1, ... xs)) sont les coordonnées de AJ x
L'n

» [ est bijectil désigne que sa matrice est inversible.

» Le rang de f est le nombre des pivots de sa matrices aprés 'échelonne-
ment.

» La matrice de passage : Si M est la matrice de 'endomorphisme f
dans la base B = {e),...,e,} et M’ sa matrice dans la base B' = {P‘;,_ o
alors il existe une matrice inversible P (appelée la matrice de passage de B
a B') telle que M' = P~'MP.

a1+ aajea+ --- iy, 18y =""‘Il
] mipe+ asaeat+ --- tapse, =eh
Et si : : 3
r
'”l.llﬁl'l' "1:1"'&"‘ =y +ﬂu.nﬂn = £y
apy  dpe ctt dlln
LE N fga =-- 2.5
alors P = , i
Bl w2 - Mpn

(on écrit les coordonnées de la nouvelle base par colonnes)

2-4- Proprié¢tés sur les matrices :
» Pour montrer quune matrice est inversible, on peut suivre 'une des mi-
thodes suivantes

Le déterminant : vérifier que son déterminant est non nul,
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det(A) # 0 = A est inversible,
Le rang : Virifier que la matrice est carrde (le nombre des colonnes = le
nombre de lignes) et le rang ¢gal & la dimension (le nombre de pivots
egal le nombre de colonnes).
> det(A x B) = det{A)del(B).
b det('A) = det(A). (*A est la transposée de A).
P la comatrice de A est la matrice com(A) = (a; 3) 1200 ollay j = (- l]*”rh:.‘[.—l.d}

ey L8

et A; ; est la matrice A privée de la i-éme ligne et j-éme colonne.
» Pour caleuler inverse de la matrice A, on a denx méthodes générales ;
Méthode de I'échelonnement @ On met notre matrice A & gauche of
la matrice £, & droite. En snivant les opérations ¢lémentaires de ['¢che-
lonnement, on essaie d'obtenir la matrice I, & gauche. La matrice
abtenue d droite est inverse de A,
Méthode directe : A7 = x 'Com(A).

el 1)

3- Les systémes linéaires :

Un systéme linéaire est un systéme d'équations linéaires, il est toujours
de la forme

ty 21+ ay2ret o HpmETm =0

ag ¥+ agarat - Hdygmty, =
(%) : ; _

iy 1) T ﬂrl.!"'r!'l‘ Lt +ﬂn.mIrr| — hu

2,1 &2 ==+ 6lm

) . 21 a2 ==+ 9m
» La matrice associée au systéme (X) est A =

thy, | €p2 -+ flgm
> On peut résoudre le systéme () par 'échelonnement de la matrice (A B).
by
s

Avee B =
b"

p Lensemble des solutions de systéme () est le sous espace f~H{(by, ba. ..., by )
avec [ est 'endomorphisme présenté par la matrice A.
» Lo systéme (X) est de Cramer si sa matrice A est inversible.
» Lorsque (X) est de Cramer, il admettra une seule solution (@, ....1,).
On peat la trouver directement sans passer par |'échelonnement avee la for-

y = — l R L T % i " 1 % (] ] L] s
mule @ xy = e x (A avee A est la matrice obtenue en remplagant I
i-tme colonne de A par le vecteur 3.

FIN

i ]



