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Définitions et exemples

Définition
Soient E un ensemble non vide. On appelle loi de composition
interne sur E toute application f : E x E — E.

Siz = f(x,y), on peut convenir d'écrire z = xTy (ou xLly, x*y,
X4y, XYy, ... ). Les éléments x et y s'appellent les termes et z
le résultat de I'opération xTy.

Enseignant: AKEKE E. D
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Exemple 1

Dans R (ou N, Z, Q, C), les lois usuelles 4, x sont des lois de
composition internes.

(1) Nx N— N, (x,y) — x+y
(2) NxN— N, (x,y) —> x X y
(3) ZXZ —1Z, (x,y) —> x+y
(4) QxQ—Q, (x,y) — x+vy
(5) RxR—R, (x,y) —>xxy
(6) RxR —R, (x,y) — x+y.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemple 2

Soit F un ensemble. Sur I'ensemble P(F) des parties de F, on a
les lois de composition internes suivantes.

(1) P(F)x P(F) — P(F), (A,B)— ANB
(2) P(F)xP(F)— P(F), (A,B)— AUB
(3) P(F) x P(F) — P(F), (A, B) — AAB,
ol AAB est la différence symétrique de A par B, définie par

—_~ o~

AAB = (A\ B)U(B\ A)

ou A\ B est I'ensemble des éléments de F qui appartiennent a
A et qui n'appartiennent pas a B.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemple 3

Soit F un ensemble non vide. Sur I'ensemble A(F) des
applications de F vers F, la composition des applications de F vers
F est une loi de composition interne dans A(F). Cette loi est
souvent notée “o . Précisement, on a

A(F) x A(F) — A(F),(f,g)—fog

Enseignant: AKEKE E. D
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Exemple 4

L'application
RxR-—R, (x,y) — x> +y—3xy

est une loi de composition interne sur R.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemple 5

La fonction

x*+y+5

RxR-—R —
X 7(X?.y) X+3

n'est pas une loi de composition interne sur R. En effet, cette
fonction n'est pas une application puisque (—3,5) n'a pas d'image.

Enseignant: AKEKE E. D
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Défi n

Soit (E, *) un ensemble non vide, muni d'une loi de composition
interne.

1) Une partie non vide A de E est dite stable pour la loi x si la
propriété suivante est satisfaite:

Vx,y€A ona xxyé€A.

2) La loi % est associative dans E si la propriété suivante est
satisfaite:

Vx,y,z€E, (xxy)xz=xx(yx*2z).
3) Deux éléments x et y de E commutent dans E pour la loi x si

X*y=y*Xx

Enseignant: AKEKE E. D.
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4) La loi x est commutative (dans E) si:

Vx,y€E, xxy=yxx

c'est a dire que deux éléments quelconque de E commutent pour
la loi *.
5) L'élément e € E est élément neutre pour la loi * si:

VxeE, xxe=x et exx=x
6) L'élément a € E est un élément régulier pour la loi x si:

Vx,y€E, axx=axy=x=y e xxa=y*xa=>x=y.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

7) Si (E, ) admet un élément neutre e et x, y € E, on dit que y
est le symétrique de x dans (E,*) si:

Xxy=e€e et yxx=e.
8) L'élément a € E est un élément idempotent pour la loi * si:
axa=a
9) L'élément a € E est dit absorbant si:

VxeE, asxx—=a=xxa

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemples et contre-exemples

a) N est une partie de R stable pour I'addition usuelle +

b) L'intervalle [0, 1] est une partie de R stable pour la
mutliplication usuelle x.

c) L'intervalle [0, 1] est une partie de R, non stable pour
I'addition usuelle +.
En effet, ona 1 € [0,1] mais 1+ 1 ¢ [0, 1].

Enseignant: AKEKE E. D
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1) Les lois usuelles + et x R, sont de composition internes,
associatives et commutatives. En effet, pour tout nombres réels x
et y,on a

X+ty=y+x et xXy=yXx

et pour nombres réels x, y, z, on a
x+(y+z)=(x+y)+z et xx(yxz)=(xxy)xz

Dans (R, +), I'élément neutre est 0 puisque pour tout nombre réel
c,ona
0O+c=c et c+0=c.

Dans (R, x) I'élément neutre est 1 puisque pour tout nombre réel
c,on a
l1xc=c et cxl=c

Enseignant: AKEKE E. D
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La multiplication usuelle n'est pas une loi interne dans
Z_={x€Z/x<0}. Eneffet, ona —2€Z_ et -7 € Z_, mais

(—2) x (~-7) =14 ¢ Z_

URES ALGEBRIQUES
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2) Soit F un ensemble.
(i) Les lois N et U sont associatives et commutatives dans P(F).
C'est a dire que pour toutes parties A, B de F, on a

ANB=BNA e AUB=BUA
Et pour toutes parties A, B, C de F, on a
(AnNB)NC=ANn(BNC) et (AUB)UC=AU(BUC)

(ii) Dans (P(F),U), I'élément () est élément neutre car pour toute
partie A de F, on a

AUD=A e QUA=A.

(iii) Dans (P(E),N) I'élément F est I'élément neutre car pour
toute partie Ade F, on a

ANF=A e FNA=A

Enseignant: AKEKE E. D.
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3) Soit F un ensemble non vide.
(i) La loi “o "de composition des applications de F vers F est
associative, c'est a dire que pour toutes applications f, g, h de
F vers F, on a

fo(goh)=(fog)oh

(ii) Cette loi n'est pas commutative car en général gof # fog.

(iii) L'élément neutre pour cette loi “o "est I'application identité

de F, idr: F = F, x — x.
En effet, pour toute application g de F vers F, on a

goidpP =g et idrog=g.

Enseignant: AKEKE E. D.
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(iv) Dans (A(F),o) les éléments qui admettent un symétrique
sont exactement les applications bijectives de F sur F.
En effet, si f est une application bijective de F sur F, on a

fof l=ide et flof=idf

ot f~1 est la bijection réciproque de f.
Rappelons que s'il existe une application g : F — F telle que

gof=idr et fog=idF

alors f est bijective et g = 1.

Enseignant: AKEKE E. D
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4) Considérons la loi * définie sur R par
Vx,y €R, x*xy=x-+y+xy.

C'est bien une loi de composition interne dans R.
(i) Pour tout x,y,z € R, on a

(xxy)xz = (xry)+z+(xry)z = (x+y+xy)+z+(x+y+xy)z
Donc
(xxy)xz=x+y+z+xy+ yz+ xz + xyz.
De méme, on montre que
x*(yxz)=x+y+z+xy+yz+xz+ xyz.
Ainsi,
(x*y)*z=xx*(yx*z).

La loi * est donc associative dans R.
Enseignant: AKEKE E. D.
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(ii)

Pour tout x,y € R, on a
X*¥Y=X+y+Xy=y+x+yx=y*Xx.
Donc
X*y=y%X.

La loi % est donc commutative.
On vérifie sans difficulté que pour tout x € R, on a

Oxx=x et xx0=x,

donc 0 est I'élément neutre dans (R, ).
Pour tout x € R, existe-t-il un élément y € R tel que

xxy=07
_+X1 si x # —1.

X
Donc tout élément x € R\ {—1} admet un symétrique dans

onaxxy=0& x+y+xy=0=y=

R pour la loi * et son symétrique est ——.

Enseignant: AKEKE E. D.
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5) La loi * définie sur R par
Vx,y€R, x*xy=xxy+3
est commutative. En effet, pour tout x,y € R, on a
Xxy=xXy+3=yxx+3=yxx

Ainsi x x y = y % x, d'ou la commutativité.

URES ALGEBRIQUES
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Cette loi n'est pas associative. En effet, on a (2%4) %3 =36 et
2% (4%3) =233, ainsi (2x4) %3 # 2% (4x%3) et cette loi * n'est
pas associative.

Cette loi n'admet pas d'élément neutre.

Supposons que cette loi * admette un élément neutre e € R. Alors
Vx €R,onaexx=x. Cestadire, pour tout x € R, on a

ex+3=x

-3
On déduit alors que Vx € R\ {0}, e = XT

Ceci est absurde car I'élément neutre, s'il existe, il est unique,
indépendant de tout autre élément de R.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Proposition

Soit E un ensemble muni d’une loi x associative et admettant un
élément neutre e € E. Alors tout élément x € E admet au plus un
symétrique dans (E, *).

Preuve
Soit x € E. Supposons que y € E et z € E soient symétriques de
x dans (E, x). Alors

YyaX=€=X%2Z.
La loi * étant associative, on a
(yxx)xz=yx*(x*z)

Par conséquent ex z =y x e. D'ou z =y et x admet un unique
symétrique dans (E, x).

Enseignant: AKEKE E. D
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1) Soit E un ensemble muni d’une l.c.i noée “", associative et
admettant un élément neutre.
Si x € E admet un symétrique dans (E,.), I'unique
symétrique de x dans E est noté x—1

2) Soit E un ensemble muni de la loi + (loi additive)
associative et admettant un élément neutre (souvent noté 0).
Si x € E admet un symétrique, I'unique symétrique de x dans
E est noté —x (appelé I'opposé de x dans E pour la loi +.

Enseignant: AKEKE E. D
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Remarques

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée -
et associative, admettant un élément neutre e € E.
(1) Pour tout entier n > 1 et pour tout x € E, on pose:

n fois

Alors pour tous entiers m, n > 1 et pour tout x € E, on a
(x™"=xm" et xM x" = xMtn

(2) Soient x, y € E et n € N*. En général, on a (x.y)" # x".y"

mais

si x.y =y.x alors (x.y)"=x".y"

Enseignant: AKEKE E. D.
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Proposition

Soient E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée
“" associative et admettant un élément neutre et x, y € E.

Si x € E admet un symétrique dans (E,-) et y € E admet un
symétrique dans (E,-) alors x - y admet un symétrique dans E et
on a

(x-y) t=yt-xt

(la notation additive est —(x +y) = —y — x).

Enseignant: AKEKE E. D
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Preuve
En effet, on a

(X.y).y_l.x_l:(X.y.y_l).x_lzx.e.x = XX = e

et on a aussi
-1, -1
y exT(xy)=e
ou e est I'élément neutre dans (E,.). Donc x - y admet un

symétrique dans (E,-) et son symétrique est y~1 - x~1, ainsi

(x-y) =y tx?

Enseignant: AKEKE E. D
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Corollaire
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée
“", associative et admettant un élément neutre. Si x € E admet

’

un symétrique dans (E,-) alors pour tout entier n € N*, ['élément
x" admet un symétrique dans (E,-) et on a

(Xn)fl — (Xfl)n

(la notation additive est —(nx) = n(—x)).

Enseignant: AKEKE E. D
Licence 1 Maths-Info-Ing/ 20!
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Définition

Soit E un ensemble non vide muni d’un loi interne notée * et F un
ensemble non vide muni d'un loi interne notée T.

On dit qu’une application f : E — F est un homomorphisme de
(E,*) vers (F, T) si:

Vx,y € E, f(xxy)=Ff(x)Tf(y)

Un homomorphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Si (E,*) = (F, T) I'homomorpisme f est appelé un
endomorphisme de E.

Un endomorphisme de E bijectif est appelé un automorphisme de
E.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemples

1) L'application f : (R4 \ {0}, x) — (R, +) définie par
x — In(x) est un homomorphisme.
En effet, pour tout x,y € Ry \ {0}, on a

flxxy) =In(xy) = In(x) + In(y) = f(x) + f(y)

donc f(x*y) = f(x) + f(y).

Enseignant: AKEKE E. D.
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2) Soit a € R. L'application g : R — R définie par
x— g(x) = ax

est un homomorphisme de (R, +) vers (R, +).
En effet, pour tout x, y € R, on a

gix+y)=alx+y)=ax+ay=g(x)+g(y)

Donc
gix+y)=gx)+egly)

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

Sif:(E,x)— (F,")etg:(F,") — (G, T) sont des
homomorpismes alors g o f est un homomorphisme.

Preuve
gof:(E,x)— (G, T).
Vze E,ona

(g0 f)(2) = &(f(2)).

Vx,y€E, ona

(gof)(xxy)=g(f(xxy)) = &(f(x) - f(y)) = &(f(x)) Te(f(y))

donc
(gof)(xxy)=(gof)x)T(gef)ly).
Ansi, g o f est un homomorphisme de (E, *) vers (G, T).

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théor

Sif:(E,x) —> (F,-) est un isomorphisme alors la bijection
réciproque f =1 : (F,-) — (E, ) est un isomorphisme. On
I'appelle I'isomorphisme réciproque de f.

Preuve (exercice!)

Exemple

L’application logarithme In : R} — R est un isomorphisme de
(R%, x) sur (R, +), lI'isomorphisme réciproque étant I'application
exponentielle R — R, x — e*.

Enseignant: AKEKE E. D
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