Licence 1/ MIAGE /2024-2025/Cours d’Algebre
STRUCTURES ALGEBRIQUES

Enseignant: E. D. AKEKE



Table des matieres

1 LOIS DE COMPOSITION

1.1

1.2

1.3

Définitions et exemples . . . . . . ..o
Quelques propriétés . . . . . . ...

Homomorphismes . . . . . . . . . . . ..

2 STRUCTURES DE GROUPES

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Définition et exemples . . . . . ..o
Produit cartésien de groupes . . . . . . . ..o
Sous-groupes d’un groupe . . . . ... ...
Homomorphismes de groupes . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..
Groupes quotients . . . . . . . ..
2.5.1 Congruences modulo un sous-groupe . . . . . . ... ... ... ...

2.5.2  Théoreme de Lagrange . . . . . . . . .. ... ... ...

STRUCTURES D’ANNEAUX ET CORPS

Définition et exemples . . . . . . . . ..
L’anneau quotient Z/nZ, n € N . . . . . . .. oo
Calculs dans un anneau . . . . . . . . .. . ...
SOUS-ANNEAUX . . .« v v o v e e e e e e

Idéal d’un anneau commutatif . . . . . . . .. ...

11

11

12

13

18

20

21

22

24



4 POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES 36

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

Anneau des polynomes a coefficients dans un corps . . . . . . ... ... .. 36
4.1.1 Définitions . . . . . . ..o 36
4.1.2 Opérations dans K[X| . ... ... o oo 0oL 36
4.1.3 Notion de degré d'un polynome . . . . . . . ... ... ... ... .. 37
Fonctions polynomiales . . . . . . . . . . . ... oo 37
Division euclidienne . . . . . . . . ... o 38
Division suivant les puissances croissantes . . . . . . . . . .. .. ... ... 39
Dérivée Formelle et racine multiple d'un polynéme . . . . . . . . ... ... 39
Polynomes irréductibles . . . . . . ... Lo L 42
Notions de pged et de ppem . . . . . . . L 42
Polyndémes complexes . . . . . . . . ..o 45
Polynomes réels . . . . . . . .. 46
Relation entre racines et coefficients d’'un polynoéme scindé . . . . . .. . .. 47
Fractions rationnelles . . . . . . . . . ... oo oL 48
4.11.1 Corps des fractions rationnelles a une indéterminée . . . . . . . .. 48
4.11.2 Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles . . . . . 49



1 LOIS DE COMPOSITION

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1 Soit E un ensemble non vide. On appelle lot de composition interne
sur B, toute application de E X E vers E.

Soit f: Ex E — E une loi de composition interne sur E. Sixz € E, y € E et z= f(x,y),
on peut convenir d’écrire z = Ty (ou xly, xxy, x +y, .Y, ..... ). Les éléments et y
s’appellent les termes et z le résultat de ’opération de x par y pour la loi T.

Exemples

i) Dans R (ou N, Z, Q), les lois usuelles +, x sont des lois de composition internes.

ii) Soit F' un ensemble. Dans 1’ensemble P(F') des parties de F', les lois N, U, A sont des lois
de composition internes.

iii) Soit F' un ensemble non vide. Dans I'ensemble A(F') des applications de F' vers F, la
composition des applications de F' vers F est une loi de composition interne dans A(F).
Cette loi est souvent notée “o ”.

Définition 1.2 Soit (E,*) un ensemble non vide, muni d’une loi de composition interne.

1) Une partie non vide A de E est dite stable pour la loi x si :
Ve,ye A, ona zxy€ A
2) La loi * est associative dans E si la propriété suivante est satisfaite :
Va,yz€ B, (vxy)*xz=1xx%(y*z2).
3) Deux éléments x et y de E commutent dans E pour la loi * si
THRY=Y*T
4) La loi x est commutative (dans E) si :
Ve,yeFE, xxy=yxx
c’est a dire que deux éléments quelconque de E commutent pour la loi *.
5) L’élément e € E est élément neutre pour la loi  si :

VeeFE, xzxe=x et exxr==x



6) L’élément a € E est un élément régulier pour la loi x si :

Ve, yeE, axx=axy=x=y el Txxa=yxa=1x=171.

7) Si (E,*) admet un élément neutre e et x,y € E, on dit que y est le symétrique de x
dans (E, %) si :
rTxy=e et Yy*xr=e.

8) L’élément a € E est un élément idempotent pour la loi x si :
axa=a
9) L’élément a € E est dit absorbant si :
Ve eFE, axr=a=2xxa
(assez peu utilisé!).
Remarque 1.1 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne x.

Si la loi x admet un élément neutre dans E alors cet élément est l'unique élément neutre
dans E (pour cette loi!).

Preuve (exercice facile)

Exemples et contre-exemples

1) Les lois usuelles + et x sont internes et associatives, commutatives dans R.
Dans (R, +), 'élément 0 est élément neutre. Dans (R, x) I’élément 1 est élément neutre.

La multiplication usuelle n’est pas une loi interne dans Z_ = {z € Z / x < 0}.

2) Soit F' un ensemble. Les lois N et U sont associatives et commutatives dans P(F').
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3) Soit F' un ensemble non vide. La loi “o "de composition des applications de F' vers
F' est associative, elle n’est pas commutative (en général go f # f o g).
4) Considérons la loi * définie sur R par

Ve,yeR, xxy=zxz+y+ay.
C’est est une loi de composition interne dans R.
(i) Pour tout z,y,z € R, on a
(xy)xz=(ry)+z+(@xy)z=(r+y+ry) +2+(@+y+ay)z
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Donc (x *xy)xz=x 4+ y+ 2z + 2y + yz + £z + xyz. De méme, on montre que
zx(yxz)=x+y+z+zy+yz+azz+ayz.
Ainsi, (x *y) %z =z * (y * z). La loi * est donc associative dans R.
(ii) Pour tout z,y € R, on a
T*xY=+Y+ryY=yY+r+yr=yxx
Donc x xy = y * x. La loi * est donc commutative.

(iii) On vérifie sans difficulté que pour tout z € R, on a 0xxz = z et x x0 = z, donc 0
est I’élément neutre dans (R, *).

(iv) Pour tout x € R, existe-t-il un élément y € R tel que zxy =07

onazxy=0< rx4+yt+ay=0=y= si x # —1. Donc tout élément = € R\ {—1}

—
z+1

admet un symétrique dans R pour la loi * et son symétrique est

xr+1

Remarquons —1 n’admet pas de symétrique dans (R, ).

5) Soit F' un ensemble. Dans (P(F),U), 'élément @) est élément neutre. Dans (P(E),N)
I’élément F' est 1’élément neutre.

6) Dans (A(F),o) I'élément idp est élément neutre.
Les éléments de (A(F'), o) qui admettent un symétrique dans (A(F), o) sont exactement les
applications bijectives de F' sur F.

7) La loi * définie sur R par
Ve, yeR, xxy=xxy-+3
est commutative. Elle n’est pas associative et n’admet pas d’élément neutre.
En effet, pour tout z,y € R, on a
rxy=cXy+3=yxr+3=yxzx
d’ou la commutativité.

Ona (2%4)*3 = 36 et 2% (4%3) = 33, ainsi (2*x4) x3 # 2% (4% 3) et cette loi *
n’est pas associative.



Supposons que cette loi x admette un élément neutre e € R. Alors Vo € R, on a e x x = .
C’est a dire que pour tout z € R, on a

ex+3==x

On déduit alors que
r—3

VreR\ {0}, e=

Ceci est absurde car 1’élément, s’il existe, il est unique, indépendant de tout élément de R.

Exercice
1) On considere la loi * définie sur R par

Vo, yeR, zxy=2a>xy.
Etudier les propriétés de cette loi (associativité, commutativité, élément neutre, éléments
idempotents)
2) On considere la loi T définie sur R par
Ve, yeR, zTy=2*xy+1.

Etudier les propriétés de cette loi (associativité, commutativité, élément neutre, éléments
idempotents).

1.2 Quelques propriétés

Proposition 1.1 Soit E un ensemble muni d’une loi x associative et admettant un élément
neutre e. Alors tout élément x € E admet au plus un symétrique dans (E, x).

Preuve
Soit x € E. Supposons que y et z soient deux symétriques de . On a

Ykxr=e==T*2 (1)
La loi * étant associative, on a
(yxx)*xz=yx*(x*2z) (2)

Par conséquent e x 2 = y x e. D’ou 2 = y.

[

Notation 1.1 1) Soit E un ensemble muni d’une l.c.i noée “”, associative et admet-
tant un élément neutre.
Si x € E admet un symétrique dans (E,.), lunique symétrique de x dans E est noté

x L.



2) Soit E un ensemble muni de la loi + (loi additive) associative et admettant un
élément neutre (souwvent noté 0). Si x € E admet un symétrique, 'unique symétrique
de x dans E est noté —z (appelé ’opposé de x dans E ).

Remarque 1.2 Soient E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée - et
associative, admettant un élément neutre.
(1) Pour tout entier n > 1 et pour tout x € E, on pose :
=x--x
S~

n fois
Alors pour tout entier m, n > 1 et pour tout x € E, on a

(xm)n — :Emn €t m‘ n m—+n

(2) Soient x,y € E et n € N*. En général, on a (x.y)" # 2™.y" mais

st ry=yx alors (x.y)"=z"y"

W@

Proposition 1.2 Soit E un ensemble muni d’une loi lov de composition interne notée “7,
associative et admettant un élément neutre et soit x, y € E.

Si x admet un symétrique dans (E,-) et y admet un symétrique dans (E,-) alors x -y admet
un symétrique dans E et on a

(-y) =yt

(la notation additive est —(x +y) = —y — x).

Preuve
En effet, on a

et on a aussi

s ) =
ou e est 'élément neutre dans (F,.). Donc z - y admet un symétrique dans (E,-) et son
symétrique est y~! - x7L, ainsi

(z-y) =yt

W@

Corollaire 1.1 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée “”, as-
sociative et admettant un élément neutre. Si x € E admet un symétrique dans (E,-) alors
Vn € N*, [’élément z" admet un symétrique dans (E,-) et on a

(@)t = @)

(la notation additive est —(nz) =n(—x)).



1.3 Homomorphismes

Définition 1.3 Soient E et F' deux ensembles non vides munis des lois x et T respective-
ment.
On dit qu’une application f : (E,x) — (F,T) est un homomorphisme si :

Ve,ye B, flzxy)=f(2)Tf(y)

Un homomorphisme bijectif est appelé un isomorphisme.
Si (E,*) = (F,T) ’homomorpisme f est appelé un endomorphisme.
Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme.

Exemples

1) L’application f : (R%, x) — (R, +) définie par f(z) = In(z) est un homomorphisme.
2) Soit a € R. L’application g, : (R, +) — (R, +) définie par g,(x) = ax est un homomor-
phisme.

Théoréme 1.1 Si f : (E,x) — (F,:) et g : (F,-) — (G, T) sont des homomorpismes
alors g o f est un homomorphisme.

Preuve
gof:(E,x)— (G,T).
Vze FE, ona
(90 f)(z) =9(f(2)).
Vz,ye FE,ona
(g0 f)(@xy)=g(f(x)- f(y))
(g0 f)(@*y)=g(f(x)Tg(f(y))
(go f)(@xy) = (g0 f)x)T(go f)y).
Donc g o f est un homomorphisme de (E,*) vers (G, T).

Théoréme 1.2 Si f : (E,*) — (F,) est un isomorphisme alors f~': (F,-) — (E,*) est
un isomorphisme. On ['apppelle l’isomorphisme réciproque de f.

Preuve (exercice!)

Exemple
L’application Log : R} — R est un isomorphisme de (R*,.) sur (R, +), I'isomorphisme
réciproque se notant exp.



Remarque 1.3 a) Si f: (E,x) — (F,-) est un homomorphisme et B une partie stable de
E alors f(B) est une partie stable de F.

b) Soient (E,T) et f une bijection de E sur un ensemble F. On peut définir une loi x
sur F' en posant :

Ve,yeF, zxy=f(f""@)Tf ' (y)

L’application f devient ainsi un isomorphisme de (E,T) sur (F,*). On dit qu’on a réalisé
un transport de structure.
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2 STRUCTURES DE GROUPES

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1 On appelle groupe un ensemble non vide G, muni d’une loi de composition
interne x, vérifiant les propriétés suivantes :

i) la loi * est associative,

it) la loi * admet un élément neutre dans G,

iii) tout élément de G admet un symétrique dans G.
Si de plus la loi x est commutative, le groupe (G, x) est appelé groupe commutatif ou plus
souvent groupe abélien.

Exemples

1) (Z,+) est un groupe abélien. Mais (Z, x) n’est pas un groupe.
2) (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes abéliens.

3) (Q, x), (R, x), (C, x) ne sont pas des groupes.

En revanche, (Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.

4) Soient E un ensemble non vide et A(F) 'ensemble des applications de E vers E. On
pose

S(E)={feA(E)/ [ bijective }

Alors 'ensemble (S(FE), o) (ou o est la loi de composition des applications) est un groupe.

Sin € N*et E = {1,2,...,n}, le groupe (S(E),o) se note S,, appelé le groupe des
permutations de F ou plus souvent groupe symétrique de rang n.

Notons que
Card(S,) = n!

5) Si (G,.) est un groupe et F un ensemble non vide quelconque, I'ensemble A(FE,G) des
applications de £ dans G est muni naturellement d’une structure de groupe, en définissant
la loi notée encore . sur A(E,G) par f.g: E — G avec (f.g) (z) = f(x).g(z).

Exercice
1) Déterminer les éléments des groupes symétriques S, et S3. Etablir les tables de ces groupes.

2) Montrer que le groupe (Ss3,0) n’est pas commutatif.

3) En déduire que, si n > 3 alors le groupe (S,, o) n’est pas commutatif.



Exercice
Dire dans les cas suivants si on définit une loi de groupe :

1)G:]_171[a T*Yy = f:;gly

2)G=R, zxy=x+y+ay
3) G =R, 2Ty =max(z,y)
4) G =R,, 2Ty = max(z,y)

5)G=R, x Ay= x>+ 3.

Exercice
Dans R* x R, on définit la loi T par

I !

’ ’ % ’ ’ y
V(z,y), (x,y) eR* xR, (z,y)T(x,y)=(z.x, ;—i—xy)

Montrer que (R* x R, T) est un groupe. Est-il abélien ?

2.2 Produit cartésien de groupes

Soient (G,x*) et (F,-) deux groupes. Le produit cartésien G x F' est muni de la loi de
composition interne naturel T définie par

V(z,y) € G x F, V(x/,y/) € GxF, (w,y)—l—(x/,y/) = (w*a;/, Yy - y/).
Proposition 2.1 (G x F, T) est un groupe.

Preuve
Il est clair que la loi T est une loi de composition interne dans G x F.

Associativité de la loi T
Soient (x1,v1), (T2,92), (73,y3) € G x F. on a

(@1, y1) T (22, y2)| T (23, y3) = (21 % 22,91 - ¥2) T (23, y3) = (21 % T2) * 3, (Y1 - Y2) - ¥3)
(w1, y1) T[(2, ¥2) T (23, 93)] = (21, 91) T (T2 * 3,92 - y3) = (w1 * (T2 * 3),y1 - (Y2 - ¥3))

Les lois % et T étant associatives, on a (zq*xe)*xx3 = 1% (xa*x3) et (y1-y2) ys = y1- (y2-y3)
d’ou
(1, 510) T (@2, 2)] T (23, y3) = (21, 91) T(22,52) T (@3, y3)]-
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La loi * est donc associative.

Elément neutre

Soient e I’élément neutre de (G, *) et ¢ I’élément neutre de (F,-).
Pour tout (z,y) € G x F on a

(@,9)T(e,e) = (vxey-¢) = (z,9)
(676/)T(x7y) = (6 * ZE,@I ’ y) = (l’,y)

Par conséquent (e, e’) est I'elément neutre de G x F.

Eléments symétriques

Soit (z,y) € G x F. Soient z7! le symétrique de x dans G et y~! le symétrique de y
dans F'. On a

(@y) Ty ) =(exa" iy y )= (@6:)

(= y Tz, y) = (@ sa,y ™' - y) = (e,e)

Par conséquent (z,y) admet un symétrique dans G' x F et son symétrique est (z=1, y=1).
En somme, (G x F, T) est un groupe.
Exemples

1) G =R, +), F= (R +).
2) (R x R, +) est un groupe : V(a,b), (¢,d) € R*, (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).
3) (R3,+) est un groupe, la loi + étant définie par

v(ala b17cl)7 (@2,b2,63) € R37 (alablacl) + (a27b2702) = (al + a?abl + b27cl + 62)

2.3 Sous-groupes d’un groupe

Définition 2.2 Soient (G, -) un groupe d’élément neutre e et H un sous-ensemble de G. On
dit que H est un sous-groupe du groupe (G,-) si les conditions suivantes sont satisfaites :
i) e€ H,
ii) Ve, ye H, z-y€H,
i) Ve e H, z7'e H.
On note alors H < G.

Exprimer cette définition avec la notation additive +.
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Proposition 2.2 Soient (G, -) un groupe d’élément neutre e et H une partie de G.

H est un sous-groupe de G si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) e€ H,
2)Ve,ye H, wz-y'eH.

Preuve

Supposons que H soit un sous-groupe de G.

Alors e € H d’apres la définition 2.2. Soient x, y € H. Alors y~! € H d’apres la définition
2.2, iii) et xy~' € H d’apres la définition 2.2, ii), d’ott la proposition.

Réciproquement, supposons 1) et 2) vraies.

Il est clair que e € H.

Soit x € H. D’aprés 2) ona ez~ € H donc #~! € H, ce qui prouve 4ii) de la définition 2.2.
Soient z, y € H. Alors x € H et y~! € H, donc z (y~!)~! € H, ainsi xy € H. Ce qui prouve
i1) de la définition 2.2. En somme, H est un sous-groupe de G.

Exemples
1) Q est un sous-groupe du groupe (R, +).
2) Z est un sous-groupe du groupe (Q,+), donc du groupe (R, +).

3) Soit p € Z. On pose
pZL={x€Z/3ke€Z, v=pk}.
Le lecteur remarquera que p Z est exactement I’ensemble des éléments de Z qui sont multiples

de p dans Z.
Pour tout p € Z 'ensemble pZ est un sous-groupe de (Z,+) (exercice facile!).

Remarque 2.1 (important!)
1) Une partie stable d’un groupe n’est pas nécessairement un sous-groupe. Par exemple N est
une partie stable de Z pour ’addition usuelle, mais ce n’est pas un sous-groupe de (Z,+).

2) Tout sous-groupe d’un groupe a une structure de groupe (relativement a la loi induite)
et tout sous-groupe d’un groupe commutatif est un groupe commutatif.

3) Si G est un groupe d’élément neutre e alors {e} et G sont des sous-groupes de G ap-
pelés sous-groupes triviaux de G.

Proposition 2.3 Soient (G, *) un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes du groupe

(G, *).
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Alors Uintersection (\;o; Hi est un sous-groupe de G. En particulier, lintersection de 2 sous-
groupes de (G, *) est un sous-groupe de G.

Preuve

1)Viel, ee€H;doncec () H;

2) Soient z, y € (;c; Hi.

VielIonax€ Hyet y ! € Hy, donc xy~' € H; car H; est un sous-groupe de G. Ainsi
zy ' €Ny Hi

En somme (,.; H; est un sous-groupe de G.

iel

Remarque 2.2 La réunion de 2 sous-groupes d’un groupe G n’est pas en général un sous-
groupe de G.

Par exemple, 37Z et 5Z sont des sous groupes de Z, mais 37 U5 Z n’est pas un sous-groupe
de Z.
Eneffet, 3€3Z et 5 €5Z mais3+5=8¢ 3ZU5Z

Exercice
Soient (G, .) un groupe, H et K deux sous-groupes de G.
Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

Proposition 2.4 Soit H une partie de Z.
H est un sous-groupe de (Z,+) < 3dneN tel que H =nZ

(Noter que si H # 0 alors n = min{k e N* [k € H})

Preuve

Il est facile de vérifier que pour tous entier n, nZ est un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0},
alors on peut prendre n = 0 et c’est le seul entier qui convienne. Si H # {0}, posons,
n = min(H N N*), (n existe dans N, c’est la propriété fondamentale de N), on a n € H,
comme H est un sous-groupe de (Z,+), tout multiple de n est dans H, i.e. nZ C H. Soit
k € H, effectuons la division euclidienne de k par n (n #0) : k =ng+r avec 0 <r < n.
Onadoncr=k—nqge HNN* sir=#0alors r > n, ce qui est absurde, donc » = 0 ce qui
donne k = ng € nZ, finalement H = nZ.

Corollaire 2.1 Soient m, n € Z. On a
maNn 1 = pl

ot p=PPCM(m,n)

15



Preuve (exercice!)

Soient m, n € Z. On pose
mZ+nZ={x€Z/3a,beZ, z=ma+nb}.

Il n’est pas difficile de prouver que mZ + nZ est un sous-groupe de Z (exercice!).

Corollaire 2.2 Soient m, n € Z. On a
mez+nZ=dZ
ot d = PGCD(m,n).

Preuve (exercice cf. TD)

Egalité de Bézout

Soient m, n € Z et d € N. D’apres le corollaire 2.2 on a
d=pgcdim,n) = ZFJu,veZ telque mu+nv=d.
En particulier,
m et n sont premiers entre eux < du,veZ telsque mu+nv=1

Exercice

Déterminer ’entier naturel n tel que 6 Z + 47 = nZ.

1) Déterminer l'entier naturel m tel que 6 Z N 147Z = mZ.
Expliciter les groupes suivants :

a) 6Z+47Z+ 157

b)6ZN4ZN15Z.

Sous-groupe engendré par une partie

Définition 2.3 Soient (G, *) un groupe et A une partie de G. Par définition le sous-groupe
de G engendré par A est lintersection de tous les sous-groupes de (G,*) contenant A. On
le note < A >.

On convient que le sous-groupe de G engendré par l’ensemble vide () est le singleton {eg} ot
eq est l’élément neutre du groupe G.

16



Remarque 2.3 Le sous-groupe < A > est le plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion)
de G contenant A.

Exercice
Montrer que le sous-groupe de (R, +) engendré par le sous-ensemble H = {% /n € N*}

est Q.

Théoréme 2.1 Soient (G,.) un groupe et A une partie non vide de G. Le sous-groupe < A >
de G engendré par A est

<A>={2ze€G/FkeN",Jay,...,ar €A, x=al"...a}f avec =1 ou g =-1}.

Corollaire 2.3 Soient (G,.) un groupe d’élément neutre e et x € G. Alors le sous-groupe
< x > de G engendré par x est

<z>={yeG/3kecZ, y=a"}

Exercice
Soient (G, .) un groupe fini d’élément neutre e et x € G, z # e.

1) Montrer qu'’il existe un entier k € N* tel que z* = e.

2)Onpose H={ycG/IkecZ, y=aletH ={ycG/IkeN, y=2a"}
Montrer que H = H'
3) On pose n = min{p € N*/2P = e}
i) Prouver 'existence de Ientier n.
ii) Montrer que
<x>={em ..., 2"}

En déduire que H =< = >= H .
Par définition, Ientier naturel n est appelé I’ordre de x et noté o(x).

Exercice
Soit p € N*.

On pose H,={2€C/ 2P =1}.

1) Montrer que H,, est un sous-groupe du groupe multiplicatif (C*,.).
2) Déterminer les éléments de H,. Quel est le cardinal de H,?

3) Expliciter Hg et déterminer 'ordre de chacun de ces éléments.

17



2.4 Homomorphismes de groupes

Définition 2.4 Soient (G,*), (H,T) deux groupes et f : G — H un homomorphisme.
L’homomorphisme f est appelé homomorphisme (ou morphisme) de groupes.

On appelle noyau de f et on note ker(f), le sous-ensemble de G défini par
ker(f) ={z e G/ f(z)=eun}

ou ey est [’élément neutre du groupe H.

L’image de f, notée Im(f) ou f(G), est le sous-ensemble de H défini par

Im(f)={heH/JxzecqG, y=f(x)}

Exemples

L’application g : (R%, x) — (R, +) définie par  — In(z) est un morphisme de groupes.
Soit n € N*. L’application f : (C*, x) — (C*, x) définie par z — z" est un morphisme de
groupes.

Remarque 2.4 L’homomorphisme [ satisfait les propriétés suivantes :
1) fleg) = en
2)VreG fla™h) = (f(z))"

Théoréme 2.2 Soit f: (R,+) — (R, +) un morphisme de groupes continu en 0, alors :
Ve eR, f(z)=ax

oua = f(1).

Preuve

On pose a = f(1), on montre que Vn € N, f(n) = an (récurrence), on en déduit que
f(=n) =a(—n) car f(—n) = —f(n),dou:VneZ, f(n)=an.

Soit r = § un rationnel avec ¢ € N* | alors f(qr) = f(p) =ap =q f(r) dou f(r)=ar.
Soit € R et (r,) une suite de rationnels qui converge vers x, alors (z — r,) converge vers
0 et donc f(z — 1) tend vers f(0) =0, or f(z —1r,) = f(z) — f(rn) donc (f(r,)) converge
vers f(x). Or f(r,) = ar, — ax, par conséquent f(x) = aw.
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Proposition 2.5 Soit f : G — H un morphisme de groupes.
L image directe par f de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de H. En particulier,
Im(f) est un sous-groupe de H.

Preuve
Soit K un sous-groupe de G. Montrons que f(K) est un sous-groupe de H.

1) Comme e € K alors f(eg) € f(K).
2) Soient a, b € f(K). Alors, il existe z, y € K tel que a = f(x) et b = f(y). Ainsi

ab™ = f(z) fly™") = flzy™)

orzy ' e K doncab! e f(K).
En somme, f(K) est un sous-groupe de H.

On déduit aussi que Im(f) = f(G) est un sous-groupe de H.

Proposition 2.6 Soit f : G — H un morphisme de groupes.
L’image réciproque par [ de tout sous-groupe de H est un sous-groupe de G contenant ker f.
En particulier, ker(f) est un sous-groupe de G.

Preuve (Exercice!)

Proposition 2.7 Soit f : G — H un morphisme de groupes.

finjective < ker f = {eq}.

Preuve

Supposons f injective. Pour tout = € ker f on a f(x) = f(eqg). Le caractere injectif de f
implique que x = eg, donc ker f = {eg}.

Supposons ker f = {eq}.

Soient z,y € G tels que f(z) = f(y). On a f(z).(f(y))™' = ex. Comme (f(y))™* = f(y™')
ona f(z).f(y™') =ey. Ainsi f(z.y™!) = ey, don z.y~" € ker f et comme ker f = {ec}, on
az.y ! =eg, cest a dire que & = y. Donc f est injective.

Exercice

1) Caractériser les homomorphismes de groupes de (Z, +) vers (Z,+).
En déduire les isomorphismes de groupes de (Z, +) sur (Z, +).

2) Caractériser les homomorphismes de groupes (Q, +) vers (Q, +).
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2.5 Groupes quotients

Soient (G, .) un groupe et H un sous-groupe de G.

On définit sur G la relation R, par
Ve, ye G, 2R,y & 'y e H.

La relation R4 est une relation d’équivalence sur G.
La classe d’équivalence de = € G, notée x H est

tH={yeG/3IheH, y=xzh}.

L’ensemble G/R, des classes d’équivalence est appelé ensemble des classes a gauche mo-
dulo H.

De méme la relation Ry définie par
Ve,yeG, zRgy < yax 'eH

est une relation d’équivalence sur G.
La classe de = € G pour cette relation est le sous-ensemble

Hrx={yeG/3dheH y=hz}.

L’ensemble quotient G /R, est 'ensemble des classes a droite modulo H.

Définition 2.5 Le sous-groupe H du groupe (G,.) est un sous-groupe distingué du
groupe (G,.) si
VereG, xH=Huzu.

St H est un sous-groupe distingué de G, on écrit H < G.

Exemple
Les sous-groupes d’un groupe commutatif sont distingués.
Les sous-groupes de (Z, +) sont donc des sous-groupes distingués.

Proposition 2.8 Soit H un sous-groupe du groupe (G,.). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

i) H est un sous-groupe distingué du groupe (G, .),

W) VereG, xHx'=H,

i) Vr € G, Vhe H, xhx'eH,

w)VereG, xHCHT®,
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v)VxeG, HxCuzH.
Preuve (exercice!).

Proposition 2.9 Soit f : (Gy1,%) — (G2, T) un morphisme de groupes. Alors le noyau
ker f est un sous-groupe distingué de G .

Preuve
VereG,Vh eker fona

flaxhxa™) = f(2)T f(M)T fa™") = f(2) Tea, Tfa™") = f(2)Tf(z™") = flzxa™") = f(ec,)

Comme f(eq,) =eg, onax xh*xx~! € ker f

2.5.1 Congruences modulo un sous-groupe

Définition 2.6 Soit (G,.) un groupe.
On dit qu’une relation d’équivalence R sur G est une congruence si elle est compatible
avec la lov du groupe, c’est a dire

Va,a,bb €G aRd e bRV = abRa.b

Exemple
Soit n € N. On considere le groupe additif (Z, +).
La relation R,, d’équivalence modulo n est une congruence.

Proposition 2.10 Soient R une congruence sur le groupe G et H = 1o la classe de
I’élément neutre 1¢ de G. Alors H est un sous-groupe de G.

Preuve

1) il est évident que 15 € H = 1g.

2Q)Vz,ye HonazR1get yR1g.

Les relations 16 Ry et y~! Ry ™! entrainent par compatibilité

Yy R1g.
Les relations # R 1¢ et y~' R 1¢ entrainent par compatibilité que
zy ' Rlg,
donc zy~! € H.

On conclut que H est un sous-groupe de G.
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Théoréme 2.3 Soient (G,.) un groupe, H un sous-groupe distingué de (G..). La relation
binaire sur (G,.) définie par :Vz,y € G, 2Ry < x 'y € H est une congruence sur G,
lensemble quotient G /R muni de la loi quotient est un groupe, on le note G/H. On [’appelle
le groupe quotient de G par H. L’application surjective j : G — G /H définie par j(x) =T
est un morphisme de groupes.

Notons que la loi quotient est définie par : VZ, y € G/R, Ty=T.y
Exemple (cf. page 24)
Soit n € N. La relation d’équivalence R,, sur Z définie par

Ve, yeZ, xR,y < x—yeEn

est une congruence sur Z. L’ensemble (Z/nZ,+) est un groupe abélien ayant n éléments.
(rappelons que ¥V, 7,y € Z/nZ, T4+y=2x+y).

Exercice

Montrer que les sous-groupes de (Z/n7Z,+) sont de la forme (pZ/nZ ou p est un entier
naturel divisant n.

(indication : on pourra utiliser le surjection canonique s : Z — Z/n7Z).

2.5.2 Théoréme de Lagrange

Théoréeme 2.4 (de LAGRANGE)
Soient G un groupe fint et H est un sous-groupe de G.
Alors card (H) divise card (G). En particulier l’ordre de tout élément de G divise card (G).

Preuve
Le groupe G étant fini, le nombre de classes d’équivalence a gauche modulo H est fini. Posons
n = card(G/R,). Il existe donc des éléments x4, ..., z, dans G tels que

G/’Rg:{le, ,an}

Rappelons que pour tout x € G, l'application H — xH, h — xh est bijective, donc
card(zH) = card(H).

Puisque G = |J;_, z;H et les classes d’équivalence sont deux a deux disjointes, on a
card(G) = card(x1H) + - - - + card(x, H).
Et comme Vi=1,...,n, card(z;H) = card(H), on déduit que
card(G) = ncard(H)
d’ou card(H) divise card(G).
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Théoreme 2.5 Soient n € N et p € N. Alors p divise n si et seulement si le groupe
(Z/nZ,+) admet un (unique) sous-groupe de cardinal p. Précisement, les sous-groupes du
groupe (Z/nZ,+) sont de la forme kZ/nZ ou k € N divise n.

Remarque 2.5 Soit n € N. D’aprées le théoréme précédent, le nombre de sous-groupes du
groupe (Z/nZ,+) est égal au nombre d’entiers naturels qui divisent n.

Exercice
1) Déterminer tous les sous-groupes du groupe (Z/24Z,+).

2) Déterminer tous les sous-groupes du groupe (Z/29Z, +).
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3 STRUCTURES D ANNEAUX ET CORPS

3.1 Définition et exemples

Définition 3.1 Soit (A, +,.) un ensemble muni de deuz lois de composition internes. On
dit que (A, +,.) est un anneau si les conditions suivantes sont satisfaites :
i) (A,+) est un groupe abélien,

“wow

it) la seconde loi “.”est associative, c’est a dire
Va,b,ce A, a(bc)=(ab)c
ii1) la seconde loi est distributive par rapport a la premiere, c’est a dire :
Va,b,ce A, a(b+c)=ab+ac e (a+b)c=ac+bc.

St de plus la loi . est commutative, on dit que A est un anneau commutatif.
St la loi . posséde un élement neutre, on dit que A est un anneau unitaire, cet élément
neutre se note 1 ou 14 et s’appelle élément unité.

Exemples
1) (R, +, %), (Z,4+, x) sont des anneaux commutatifs unitaires.
2) Si (G, +) est un groupe abélien, (End(G),+,0) est un anneau en posant :

Vf g€ EndG), f+g:xr— f(x)+g(x) et fog:z+—— f(g(z))

3) Si (A, 4+, X) est un anneau unitaire et £ un ensemble non vide alors I’ensemble A(E, A)
des applications de E vers A, est un anneau unitaire pour les lois définies par :

Vi, ge A(EA), f+g:or— f(x)+g(x) et fg:z— f(x).g(2)

Ainsi, par exemple A(N,R) est un anneau pour les lois usuelles (c’est 'anneau des suites
réelles).

Exercice
Soit £ un ensemble. Montrer que (P(E), /A, N) est un anneau commutatif unitaire.

3.2 L’anneau quotient Z/nZ, n € N

Soit n € N. Etant donnés , y € Z, on dit que z est congru a y modulo n si et
seulement si n divise y — x. On écrit alors

r =y modn
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Proposition 3.1 La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.

Preuve
Réflexivité :
pour tout x € Z, on a x — x = 0 et on sait que n divise 0, d’'ou n divise x — = et

r =z modn

Symétrie :
Soient x, y € Z tels que x =y modn. Alors il existe k € N tel que y — z = nk. Ainsi, on
ax—y=n(—k)avec —k € Z, donc y =z modn. En somme,

r=y modn < y=x modn

Transivité :

Soient x, y, z € Z tels que x =y modn et y = z modn. Alors il existe des entiers
k, q € Z tels que y — x = nk et z — y = ng. On déduit que z — x = n(k + q) avec k+ q € Z,
donc x =2z modn. En somme

r=y modn et y =2z modn = x =2z modn

La relation de congruence modulo n étant a la fois réflexive, symétrique et transitive sur Z,
c’est donc une relation d’équivalence sur Z. U

Pour tout z € Z, on note T la classe d’équivalence de x modulo n, c¢’est a dire I'en-
semble {y € Z /x = ymodn} (dans certains ouvrages, cet ensemble est noté = + nZ)

Propriétés 1 Compatibilité avec l'addition et la multiplication
Soient a, b, ¢, d des entiers relatifs.
(1) Sia =bmodn et c =d modn alors a+c¢ =b+d modn
(2) Sia =bmodn et c =d modn alors ac =bd modn

Preuve

Supposons a = b mod n et ¢ = d mod n. Il existe k, ¢ € Z tels que b—a = nk et d—c = nq.
(1) Alors (b+d) — (a+c¢) = n(k + q) avec k +q € Z, donc a + ¢ = b+ d mod n.

(2) On a b = a + nk et d = ¢+ ng. Par conséquent, bd = (a + nk)(c + ng), autrement

dit bd = ac + anq + nkc + n*kq. Ainsi bd — ac = n(aq + kc + nkq) avec aq + kc + nkq € Z,
d’olt ac = bd mod n. O

Corollaire 3.1 Soient x, y € 7
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(i) VkeN, xz=ymodn = kz=kymodn
(ii) Vk € N*, 2 =y modn = z* = y* modn

Preuve (exercice facile!)
Notons par Z, l’ensemble des classes d’équivalence modulo n. Cet ensemble est par
définition I’ensemble quotient modulo n.

Proposition 3.2 Soit n € N, n # 0.
L’ensemble quotient Z, est fini, précisement cet ensemble contient exactement n éléments.

Z,={0,....,n—1}

Preuve
Soit x € Z. D’apres la division euclidienne de x par n, il existe ¢, r € Z tels que

r=nq-+r
avec 0 < r < n. Ainsi, 'entier n divise x — r, donc T = 7. Aussi, il n’est pas difficile de
prouver que les élélments 7, y = 0,...,n — 1 sont deux a deux distincts. On déduit que
Zn,=A{0,...,n—1} et card(Z,) = n. O

On définit sur I'ensemble Z, deux lois de composition interne : Pour tout z, y € Z, on
pose

T+y=ax+y et TXyY=xXy ()

Ces deux lois sont bien définies d’apres les propriétés de compatibilité avec ’addition et la
multiplication (cf. Propriété 1)

Théoréme 3.1 Pour tout entier n € N, (Z,,+, X) est un anneau commutatif unitaire.
Cet anneau est souvent noté Z/nZ, appelé I'anneau quotient modulo n. Le groupe (Z,,,+)
est aussi noté Z/nZ et appelé le groupe quotient modulo n.

Preuve
Montrons que (Z,,+) est un groupe commutatif.

Associativité :
Soient z, y, z € Z. On a

T+ [G+2)=T+yte=a+y+2)=@+y +z2=2+y+z=T+7y) +72
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Donc T+ (y+2) = (T+7) +Z.

Commutativité :
Pour tout z, y € Z, on a

Doncz+y=y+=.

Elément neutre :
Pour tout « € Z, on a

8
+
ol
I
]
+
S
I
Sl

et

ol
_|_
S|
Il
o
_|_
8
I
S|

Donc 0 est 1'élément neutre dans (Z,,, +).

Eléments symétriques :
Pour tout « € Z, on a

et
—r+T=(-x)+z=0

Donc —x est le symétrique de T dans (Z,,+). Ainsi —= = —x.
En somme, (Z,,+) est un groupe commutatif.

D’autre part, pour tout x, y, 2 € Z, on a

@y)z=myz=(2y)z=2(yz) =7yz=7(y2)

Donc (T77)zZ =7 (yZ) d’on l'associativité de la deuxieme loi.

On a aussi

TY=TY=Yr=YyY=x
Donc 7y =y 7 et la deuxieme loi est commutative.
Il n’est pas difficile de prouver que
T(Y+z)=7Ty+72
et
Y+2)T=yT+2z7T
D’ou la distributivité de la loi quotient x par rapport a la loi quotient +.
De plus 1 est 1’élément neutre dans (Z,, x).
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De tout ce qui précede, on déduit que (Z,,+, X) est un anneau commutatif unitaire.

Exercice
1) Etablir la table de Z/2Z la loi +, puis la loi x.

2) Mémes questions avec les anneaux Z/37Z, 7./6Z.

3.3 Calculs dans un anneau

Soit (A, +,.) un anneau unitaire. On a les propriétés suivantes
1) VeeA 20=0=0x
2) Vo,ye A a(—y) = —(zy) = (—2)y
3) Va,y,z€ A x(ly—z2)=axy—xzet (x —y)z=x2—yz
) Vo, y,z,t €A (x+y)(z+t)=xz+at +yz+yt
5) Ve, ye A (x+y)? =22+ 2y +yx +y°

Preuve

1) Pour tout x € A, on a .0 = 2.(0 4+ 0) = 2.0 + 2.0 donc 2.0 = 2.0 + 2.0, par conséquent,
2.0 = 0. De méme, on montre que 0.z = 0.

2) Pour tout z, y € A, on a

r(—y)+zxy=x(-y+y)=2.0=0
donc z(—y) + xy = 0. Ainsi, 2(—y) = —(xy). De méme, on montre que (—zy) = —(zy).
3) Pour tout z, y, z € A, on

w(y —2) = 2(y + (=2)) = 2y + 2(=2) = 2y + (—(22)) = 2y — (22)
Donc z(y — z) = xy — xz. On montre de méme que (z — y)z = r2 — yz.
4) Pour tout =, y, z, t € A,ona (x+y)(z+1t) =x(z+1t) +y(z +1t) = a2+t + yz + yt.
5) C’est une conséquentce immédiate de 4).
Insistons sur le fait que 'on peut avoir zy = 0 sans que x ou y soit nul, et meme " =0
sans que z soit nul. Par exemple, dans l’anneau_Z/6Z, on a 2.3 =0, mais 2 # 0 et 3 # 0.

Dans I'anneau Z/47Z, on a 2 # 0 mais 2.2 =4 = 0.

Formule du binéme de Newton
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Soient A un anneau, n € N et a,b € A. Alors

Si ab=ba alors (a+0b)" = ZCS&’“ pr
k=0

Définition 3.2 Soit A un anneau, on dit que a € A est un diviseur de zéro dans A si
a#0 et s’il evistebe A, b#0 tel que

ab=0 ou ba=0.

Exemples
Dans I'anneau Z/6Z, I’élément 3 est un diviseur de 0.

Exercice
Déterminer tous les diviseurs de 0 de 'anneau Z/247.

Définition 3.3 On dit que l'anneau A est intégre si l’anneau A est commutatif, non réduit
a zéro et dépourvu de diviseurs de zéro, c’est a dire que

Va,be A, ab=0 = a=0 ou b=0.

Exemples
Z, Q, R sont des anneaux integres.

Proposition 3.3 Soit m € N.
L’anneau Z/mZ est intégre si et seulement si m =0 ou m est un nombre premier.

Preuve (exercice)

Théoreme-Définition 3.1 Soit A un anneau unitaire, si x € A admet un symétrique pour
la multiplication, on dit que x est une unité de A. On dit aussi que x est un €élément
inversible de A. L’ensemble des éléments inversibles de A se note U(A).

L’ensemble U(A) est stable pour la multiplication, et muni de la multiplication induite U(A)
est un groupe dont 14 est I’élément neutre.

Preuve (facile) laissée au lecteur.
Exemples

) UZ) = {-1,1}

2) UR) =R\ {0}.
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Proposition 3.4 Soient m € N et x € Z.
L’élément T est un élément inversible de l'anneau Z/mZ si et seulement si PGC'D(m, x) = 1.

Preuve

7 inversible dans Panneau Z/mZ si et seulement si il existe u € Z tel que Tu = 1. Ceci
équivaut a dire que 'entier m divise zu—1, ¢’est a dire qu’il existe v € Z tel que uz+mwv = 1,
autrement dit PGCD(m,x) = 1 d’apres le théoréeme de Bézout.

Exercice
(1) Pour chacun des anneaux suivants, déterminer les éléments inversibles :
7.)12Z, 7./24Z, 7,/32Z, 7.,/13L.

(2) Pour chacun des éléments inversibles de I'anneau 7 /247 déterminer son inverse.
Théoreme 3.2 Soit ny, na, ..., n, une suites d’entiers positifs, premiers entre eur deuzr a
deuzx. Alors le systéme de congruences

r=a; mod mn
T=as mod no

r=a, mod n,
a une unique solution xr modulo N = ninsy...n,.

r=arN1y1 + aslNayo + -+ + a, Ny yyr

avec N; = — et yiNi=1 modn; pourt=1,...,r.
n;

Exercice

1) Résoudre le systeme de congruence suivant :

r=4 mod 7
=5 mod 11

2) Résoudre le systeme de congruence suivant :

=1 mod 3
r=2 mod 5
=3 mod 7
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3.4 Sous-anneaux

Définition 3.4 Soient A un anneau unitaire et B C A. On dit que B est un sous-anneau
de A si:

i) B est stable pour les deuzx lois,

ii) 14 € B,

ii1) B muni des deux lois induites a une struture d’anneau.

Proposition 3.5 Soient A un anneau unitaire et B C A. Alors B est un sous-anneau de A
st et seulement si :

i) Va,be B, a—be B,

i) 14 € B,

iit) Va,b € B, abé€ B.

3.5 Idéal d’un anneau commutatif

Définition 3.5 Soient A un anneau commutatif, I une partie de A.
On dit que I est un tdéal de A si :

i) (I,+) est un sous-groupe de (A, +)

ii) Vae A, Yexel, axel

Exemples
1) Z est un sous-anneau de @ mais n’est pas un idéal de Q.
2) Les idéaux de Z sont exactement les sous-ensembles nZ ou n € N.

Proposition 3.6 Soient A un anneau commutatif et I un sous-ensemble de A.

Alors I est un idéal de A si et seulement si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :
1)oel

2)Vx,yel, x—yel

3)Vaec A, VYxel, axel.

Exercice

Soient I et J deux idéaux de I’anneau A.

Onpose [+ J={re€eA/Tacl,beJ, x=a+b}.
Montrer que I + J est un idéal de A.

Définition 3.6 Soit A un anneau commutatif. Un idéal I de A est dit principal s’il existe
acAtelquel =aA={rcA/Fbe A z=ab}.
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On dit que A est un anneau principal s’il est commutatif, intégre et si tout idéal de
A est principal.

Par exemple, 'anneau Z est un anneau principal.
Nous verrons par la suite que anneau K[X]| des polynomes en une indéterminée, a coeffi-
cients dans le corps commutatif K est un anneau principal.

Proposition 3.7 Soit A un anneau commutatif.
Une intersection quelconque d’idéaux de A est un idéal de A. En particulier, si I et J sont
des idéauzr de A alors I N J est un idéal de A.

Preuve (exercice!)

Théoréeme 3.3 Soit A un anneau commutatif. Si I est un idéal de A alors la relation binaire
définie sur A par :
Ve,yec A, 2Ry <& xz—yel

est une relation d’équivalence, compatible avec les deuz lois de 'anneau A.
L’ensemble quotient, noté A/I, muni des deuz lois quotients est un anneau commutatif appelé
anneau quotient de A par l'idéal I.

Rappelons que les deux lois quotients sont définies de la facon suivante :

Vr,y Ty=Ty et T+y=x+y

Par exemple Z/nZ est un anneau commutatif unitaire.

3.6 Morphisme d’anneaux

Définition 3.7 Soient A, B deux anneaux unitaires, et f : A — B une application. On
dit que f est un morphisme d’anneauz (ou un homomorphisme) de A dans B si

i) f(1a) = 1B,

it) Va,be A f(a+b) = f(a)+ f(b),

i) Va,be A f(ab) = f(a) f(b).

On définit de fagon évidente les notions d’endomorphisme, d’isomorphisme et d’automor-
phisme d’anneaux.
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Théoreme 3.4 Soit f : A — B un morphisme d’anneauz.
(i) Si A" est un sous-anneau de A alors f(A') est un sous-anneau de B.
(ii) Si B' est un sous-anneau de B alors f~'(B') est un sous-anneau de A.
(i) Si A et B sont commutatifs, et si I est un idéal de B alors f~Y(I') est un idéal de
A.
En particulier, ker f = {x € A/ f(z) =0} est un idéal de A.

Proposition 3.8 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. On a l’équivalence

[ injectif < ker f = {0}.

Preuve
Le morphisme d’anneaux est un morphisme de groupes . D’apres la proposition 2.7, on a le
résultat.

Théoreme 3.5 Soient A, B, C trois anneau.
(i) Si f:A— B etg: B — C sont des morphismes d’anneauz alors go f: A — C
est un morphisme d’anneaux.
(i) Si f: A — B est un isomorphisme d’anneauz alors f~1 est un isomorphisme de
B sur A.
(111) (End(A),+,0) est un anneau, dont le groupe des unités est (Aut(A), o).

Théoréme 3.6 (Transport de structure)
Si A est un anneau et f une bijection de A sur un ensemble E, alors on peut définir deux
lois sur E, de sorte que f devienne un isomorphisme d’anneaux.

Les démonstrations de ces deux théorémes sont tout a fait évidentes et laissées au lecteur.

3.7 Corps

Définition 3.8 Soit K un ensemble non vide muni de deux lois + et X de composition
interne. On dit que (K, +, x) est un corps si

i) (K, +, X) est un anneau unitaitre, et 1y # OK,

i) Ve e K\ {0x}, Iz €K, z2'=I1x=2"z.

St de plus la multiplication est commutative, on dit que K est un corps commutatif.
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Remarque 3.1 1) Si (K, +, x) est un corps alors K\ {0} est un groupe pour la loi X, qui
est abélien si et seulement si le corps K est commutatif.

2) Tout corps est un anneau intégre (la réciproque est fausse, par exemple, l’anneau Z est
intégre mais n’est pas un corps). Un corps est donc en particulier un anneau sans diviseurs
de zéro.

3) Si I est un idéal du corps K alors I = {0} ou I =K.

Exemples
1) Q, R, C sont des corps commutatifs pour les lois usuelles.

2) Q2] ={r€R/3a, b€ Q, z=a+bv2} est un corps commutatif (le démontrer!).

Proposition 3.9 Soit m € N.
L’anneau Z/mZ est un corps si et seulement si m est un nombre premier.

Preuve

Supposons que 'anneau Z/mZ soit un corps. Alors 'anneau Z/mZ est intégre et d’apres
la proposition 3.3, m = 0 ou bien m est un nombre premier. On sait que si m = 0, on a
Z/mZ = 7,/0Z qui est isomorphe a Z et on sait que 'anneau Z n’est pas integre. Forcement
m est un nombre premier. Réciproquement, si m est un nombre premier alors pour tout
entier z tel que 1 <z <m — 1, on a PGCD(x,m) = 1 et d’apres la proposition 3.4, T est
un élément inversible de 'anneau Z/mZ. Donc 'anneau Z/mZ est un corps.

Définition 3.9 Soient K un corps et K une partie de K. On dit que K est un sous-corps
de K ou que K est un sur-corps de K si :
i) K est un sous-anneau de K,

i) Vee K\{0}, x'eK\{0}.

1) Par exemple Q est un sous-corps du corps Q[v/2] qui est lui-méme un sous-corps du corps

R.

2) Le corps Q n’a pas de sous-corps propres. En effet, si K est un sous-corps de Q, montrer
que 'on a nécessairement K = Q.

3) Z/ pZ (p premier) n’a pas de sous-corps propres.

Proposition 3.10 Soient K un corps et K une partie de K. Alors K est un sous-corps de
K st et seulement si les quatre propriétés suivantes sont satisfaites :

Z) 1x € K,

i) Ve, ye K, z—y€eK,
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i) Ve,ye K, zyeK,
w)Voee K\{0}, =z 'eK\{0}.

Preuve
Les assertions i), i) et ii) expriment que K est un sous-anneau de K.
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4 POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

4.1 Anneau des polynémes a coefficients dans un corps

4.1.1 Définitions

Par la suite, K désigne un corps commutatif.

Définition 4.1 On appelle polynoéme a coefficients dans le corps K en l'indéterminée X
tout objet noté
P=agy+a1 X+...+a, X"+ ...

(on écrit aussi P =320 a, X") ot (an)nen est une suite d’éléments de K nulle a partir d’'un
certain rang, appelée suite des coefficients de P. On note K[X] l’ensemble de ces polynomes.

Définition 4.2 Deuz polynomes P = Zn 0 a, X" et Q = Y70 b, X" de K[X] sont dits
égaux si et, seulement si, ils ont les mémes coefficients, c’est a dire,

P=Q & VYneN a,=b,.

Définition 4.3 1) On appelle monéme, tout polynome de la forme P = a X™ avec a €
K, n e N.

2) Soit P = Zn o @ X" € K[X]. On dit que P est un polyndéme pair (resp. impair) si
et seulement siVp € N, agp1 =0 (resp. as, =0).

4.1.2 Opérations dans K[X]

Définition 4.4 Soient P =3 a, X" € K[X] et Q S b, X € KIX].

1) On définit le polynéme P + Q par P+ Q = > "2 (a, + b,) X™. On Uappelle la somme
des polynomes P et Q).

2) On définit le polynome P x Q par P x Q = > "2 ¢, X™ avec ¢, = Y 4y @ byg. On
Iappelle produit des polynomes P et ().

Théoréme 4.1 (K[X],+, X) est un anneau commutatif unitaire, d’élément nul le polynome
nul et d’élément unité le polynome constant égal a 1.



Définition 4.5 (Opération externe)
SixeKetP=> 7% a,X" € K[X], on définit le polynéme A P par \P = 3" (\a,) X"

Exercice

Soit P(X) € K. Montrer que

1) P(X) pair si et seulement si P(—X) = P(X)

2) P(X) impair si et seulement si P(—X) = —P(X).

4.1.3 Notion de degré d’un polynéme

Définition 4.6 Soit P = Z::f) an, X™ un polynome non nul. On appelle degré de P le plus
grand entier k € N tel a # 0. On le note k = deg P. Le coefficient a; est alors appelé
coefficient dominant de P.

Le polynome P est dit unitaire si son coefficient dominant égale 1.

St P =0 on convient que deg P = —o0.

Proposition 4.1 On a les propriétés suivantes

1)VP QeK[X] deg(PQ)=deg(P) +deg(Q),
YVAEK, VP e K[X] deg(AP) :{ deo? iig
3)V P, Q€ K[X], on a 7

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)),

avec égalité lorsque deg P # deg Q).

Corollaire 4.1 1) Les éléments inversibles de l'anneau K[X] sont les polynomes constants
non nuls.
2)VP,QeKX], PQ=0 = P=0 ou Q=0 (I'anneau K[X]| est integre).

Théoréme 4.2 L’anneau K[X] est un anneau principal.

4.2 Fonctions polynomiales

Définition 4.7 Soit P=ap+a; X +...+a, X" € K[X] et z € K.
i) Le scalaire P(z) = ag+a1x + ...+ a, 2" € K est appelé valeur de P en x, on le
note P(x).
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ii) On appelle racine (ou zéro) d’un polynome P € K[X] tout scalaire x € K tel que
P(z) =0.

Définition 4.8 Soit P € K[X]. On appelle fonction polynémiale associ¢e a P l'applica-
tion P : K — K définie par P(x) = P(z) pour tout x € K.

Propriétés 2 On a les propriétés suivantes (x € K)

i) VP, QeK[X], (P+Q)x)=P)+Q(),
i) VAeK, VP e K[X] (AP)(z)=\P(x),
iii) VP, Q € K[X], (PQ)(x)= P(x)Q(x).

4.3 Division euclidienne

Théoréme 4.3 Soit P € K[X]. Pour tout polynome A € K[X], il existe un unique couple
(Q, R) € K[X]? tel que

P=AQ+ R avec degR < degA.

Le polynome @) est appelé quotient de la division euclidienne de P par A et le polynome
R est appelé le reste de la division euclidienne de P par A.

Exemple! (cf. Cours Magistral)

Définition 4.9 On dit que le polynome A € K[X] divise le polynome P € K[X]| dans K[X]
si le reste de la division euclidienne de P par A est nul, on écrit A/P, on dit aussi que P
est un multiple de A.

Proposition 4.2 Soient P € K[X], a € K. Alors

a estune racine de P < (X —a)/P.

Preuve
Il est évident que si (X — a)/P alors a est une racine de P. Réciproquement supposons que
a est une racine de P. D’apres la division euclidienne de P par X — a, il existe un couple

(unique) (Q, R) € K[X]? tel que
P=(X—-a)Q+ R avec degR < deg (X —a).

Comme deg(X —a) = 1 alors deg R = 0 ou deg R = —o00. On a nécessairement deg R = —o0
c’est a dire R = 0, sinon P(a) # 0. Ainsi P = (X — a) @, c’est a dire X-a divise P.
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4.4 Division suivant les puissances croissantes
Théoréme-Définition 4.1 Soient A, B deuz polynomes de K[X] tels que v(B) = 0. Soit
h € N, il existe un couple unique de polynomes Qp, Ry, tels que :

A= BQ,+ Ry, deth < h, U(Rh) > h.

Les polynomes Qy, et Ry, s’appellent respectivement quotient et reste dans la division sui-
vant les puissances croissantes de A par B a 'ordre h.

Notons qu’il existe une infinité de divisions suivant les puissances croissantes, une pour
chaque valeur de I'entier h. Le lecteur est invité a noter que la division suivant les puissances
croissantes de A par B n’est définie que si la valuation de B est nulle.

La valuation d’un polynoéme B =by+ by X + ...+ b, X" est par définition
val(B) = min{k € [[0,n]] / by # 0}.

Exemple (cf. cours magistral).

4.5 Dérivée Formelle et racine multiple d’un polynoéme

Dans cette sous-section, le corps K est supposé de caractéristique zéro, c’est a dire que
VneN 1g+---+ 1g # Ok.
N————

n fois
Les corps Q, R, C sont de caractéristique 0. Le corps Z/5Z n’est pas de caractéristique zéro
puisque 1 +1+1+1+1=5 =0 n’est pas de caractéristique zéro.

Définition 4.10 Soit P =5,  ay X* =ap+a1 X + ...+ a, X" € K[X] un polynome de
degré n. On appelle polynéme dérivé de P le polyndme noté P’ défini par :

P=a,+2a X +...+na, X" :ZkakX’H.
k=1

Exemple
Dans R[X], si P(X) =4X° - 7X?4+ 10X + 5 alors P'(X) =20 X* — 21 X% + 10.

Remarque 4.1 Soit P € K[X].
i) P =0 < P estun polynéme constant
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i) Si P est non constant alors deg P' = deg P — 1.

Proposition 4.3 On a les propiétés suivantes
DV A peK PQeK[X], WP+upQ) =AP +uQ
i) VA, ueK, P,QeK[X], (PQ)=PQ +PQ.
ii) Yn € N*, VP € K[X], (P*) =nP P

Dérivées d’ordre supérieur

Soit P =37, ak X* =ag+a; X+...+a, X" € K[X] un polynéme de degré n et k € N.

Le polynome dérivé de P’ noté P ou P® est appelé la dérivée seconde de P ou la
dérivée d’ordre 2 de P. Le polynéme dérivé de P” noté P®) est appelé le polynéme dérivé
d’ordre 3 de P. Par itération on obtient le polynome dérivé de P*~1 noté P*) et appelé
le polynome dérivé d’ordre k de P.

NB : on convient que PO = P.

Proposition 4.4 Soit P € K[X] et k € N.
i) Sideg P < k alors deg P*) = —o0, c’est a dire que P*) =0,
i) Si deg P >k alors deg P*) = deg P — k.,
i) VAN n € K,VP, QeK[X], AP+puQ)® =XxP%® Q"
w) VP, Q € K[X] on a la formule de Leibniz

k

(P Q)(k) — Z C}i PO Q=)
i=0

oK
avec C/c = m

Théoréme 4.4 (Formule de Taylor)
Pour tout P € K[X]| avec n = degP et tout scalaire a € K on a

" p(g |
P:Z—Pﬂ( >(X—a)l.

Définition 4.11 Soient P € K[X] tel que P # 0 et a € K. L’ordre de multiplicité de a
en tant que racine de P est par définition le plus grand entier k € N tel que (X — a)* /P.
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St k=0 alors a n’est pas racine de P.
Si k=1 on dit que a est racine simple.
Si k > 2 on parle de racine multiple (double, triple,...).

On convient que si P =0 alors tout a € K est racine de multiplicité +o00 de P.

Proposition 4.5 Soient P € K[X], P # 0, a € K et k € N. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) a est une racine de multiplicité k de P,

i) (X —a)k/ P et (X —a)**! ne divise pas P,

i) 3Q € K[X] tel que P = (X — a)* Q avec Q(a) # 0.
Remarque 4.2 (trés important!) Soit P € K[X].

1) Si P est un polynéme non nul alors la somme des multiplicités de ces racines est inférieure
ou égale au degré de P.

2) Un polynome de degré n admet au plus n racines comptées avec leur multiplicité.

3) Si P est un polynéme de degré n admettant n racines distinctes alors il n’y en n’a pas
d’autres et celles-ci sont simples.

4) Si P est un polynome de degré n admettant au moins n + 1 racines alors P = 0.
5) St P admet une infinité de racines alors P = 0.

6) St a est racine de multiplicité k € N* de P alors a est une racine de multiplicité k — 1 du
polynéme dérivé P'.

. . . . / .
7) Les racines de P sont simples si et seulement si P et P n’ont pas de racines communes.

NB : le lecteur est vivement prié de se convaincre de ces assertions.

Théoréme 4.5 Soient P € K[X], P # 0, a € N et k € N*. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

i) a est racine d’ordre de multiplicité k de P,
i) Pla) = P'(a) = --- = P%*(a) =0 et P*(a) #0.

Preuve (utiliser la formule de Taylor.
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4.6 Polyndémes irréductibles

Définition 4.12 1) Deux polynomes P et Q) de K[X] sont dits associés si et seulement si
il existe A€ K, A\#£0, P =M\Q.

2) Un polynome P est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1. Tout polynome
P € K[X], non nul, est associé a un unique polynéome unitaire.

Le lecteur remarquera que deux polynomes P et () associés ont le méme degré.

Définition 4.13 Un polynome P € K[X] est dit irréductible dans K[X| si tout polynéme
de K[X] diviseur de P dans K[X]| est un polynome constant non nul ou un polynéme associé
a P. Autrement dit P est un polynome irréductible si P n’a pas de diviseur non trivial.

1) Dans K[X] les polynomes de la forme aX +b avec a, b € K, b # 0, sont irréductibles dans
K[X].

2) Dans R[X] les polynomes de dégré 2 irréductibles sont exactement ceux qui sont a discri-
minant strictement inférieur a 0.

3) Le polynome X? +1 est irréductible dans R[X], mais il est réductible dans C[X], puisque
X241 = (X +i)(X —i).

Proposition 4.6 Soient A, B € K[X] et P un polynome irréductible dans K[X]. Alors

P/AB = P/A ou P/B.

Théoréme 4.6 Soit P un polynéme non constant de K[X]. Alors
dn e N* et APy,..., P, des polynomes irréductibles deux a deuz distincts et aq, ..., a, €
N* tels que

P =PMPy. . P,

De plus cette décomposition est unique a l’ordre pres des facteurs, on appelle décomposition
en produit de facteurs irréductibles de P.

4.7 Notions de pgcd et de ppcm

Définition 4.14 Soient A, B € K[X].
1) On note Div(A, B) = Div(A) N Div(B) l’ensemble des polynomes de K[X|, diviseurs
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communs a A et B dans K[X].

2) On note Mul(A, B) = Mul(A) N Mul(B) l’ensemble des polynomes de K[X], multiples
communs & A et B dans K[X].

Proposition 4.7 Soient A, B, R € K[X].
Si A=BQ+ R alors Div(A, B) = Div(B,R).

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition précédente.

Théoréme 4.7 Soient A, B € K[X], il existe un unique polynome D € K[X], unitaire ou
nul, tel que Div(A, B) = Div(D). Ce polynome D est appelé le pged des polynomes A et B.
On note D = pcgd(A, B) ou AN B.

L’algorithme d’Euclide permet de calculer le pged de deux polynémes (cf. cours magis-
tral).

Théoréme 4.8 (Egalité de Bézout)

Si D =pgcd(A,B) alors 33U,V € K[X] telsque D=AU+ BV.

Définition 4.15 Deux polynomes A et B sont dits premiers entre eux dans K[X] si
leurs diviseurs communs dans K[X] sont exactement les polynomes constants non nuls. Ceci
signifie encore pged(A, B) = 1.

Théoréme 4.9 (Théoréme de Bezout)
Soient A, B € K[X].

A et B sont premiers entre eurx < 33U,V € K[X] tels que AU+ BV =1.

Preuve
Supposons que les polynoémes A et B soient premiers entre eux dans K[X]. D’apres 1’égalité
de Bézout, U, V € K[X] telsque AU + BV = 1. Réciproquement, supposons qu'il
existe U, V € K[X] tels que

AU+ BV =1 (%)

Soit H € K[X] un commun diviseur de A et B dans K[X]. Alors H divise AU + BV dans
K[X] et d’apres I'égalité (x), H divise le polynéme constant 1, forcement H est un polynéme
constant non nul. Donc pged(A,B)=1.
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Corollaire 4.2 On a les propriétés suivantes
i) pged(A,B) =1 et pged(A,C)=1 = pcgd(A, BC)=1,
ii) pged(A, By) =1, ..., pgcd(ANB,) =1 = pgcd(A, By ...B,) =1,
iit) pged(A,B)=1 = Vn,meN, pgcd(A™, B™)=1.

Théoréme 4.10 (Théoréme de Gauss)
Soient A, B, C € K[X].

Si A/BC et pged(A,B)=1 alors A/C.

Preuve
Supposons que A/BC et pged(A, B) = 1. Alors il existe D € K[K] tel que BC' = A D et
il existe U, V' € K[X] tels que

UA+VB=1 (%)
D’apres la relation (x), on obtient UAC 4+ V BC' = C. Par conséquent, on obtient
UAC+VAD =C
c’est a dire que A(UC + VD) = C et A divise C.

Théoréme 4.11 Si A/C et B/C et pged(A, B) =1 alors AB/C.

Preuve
Supposons que A/C et B/C et pged(A, B) = 1. Alors il existe D, H € K[X] tel que C' = D A
et C = H B et il existe U,V € K[X] tels que

UA+VB=1 (%)
Ainsi, d’apres la relation (x), on a U AC' +V B C = 1. Par suite, on obtient que
UAHB+VBDA=C
c’est a dire que AB(UH + VD) = C. Donc AB divive C.

Corollaire 4.3 Si Ay, ..., A, sont des diviseurs de P deux a deux premiers entre euzx alors

A .. A, P.

Théoréeme 4.12 V A, B € K[X], il existe un scalaire A € K tel que
pged (A, B) ppem (A, B) = A A B.

Preuve (exercice!)
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Polynomes scindés

Définition 4.16 Un polynome P € K[X] est dit scindé dans K[X] si et seulement si il
eriste A € K*, dn € N*, day, ..., a, € K tels que

P=XX—ay)...(X —ay,).

Proposition 4.8 Un polynéme P € K[X] est scindé dans K si et seulement si la somme
des multiplicités de ses racines (dans K) est égale a son degré.

4.8 Polyndémes complexes

Tout élément de C[X] est appelé un polynéme complexe.

Théoréme 4.13 (Théoréme de Alembert-Gauss)
Tout polynome non constant de C[X| admet au moins une racine dans C.
(On dit que le corps C est algébriquement clos.)

Corollaire 4.4 Les polynémes irréductibles de C[X| sont exzactement les polynémes de degré
égal a 1.

Corollaire 4.5 Soit P € C[X] non constant. Alors P est scindé dans C[X]. Plus précisement
dAe C*, dn e N* etday,...,a, € C des scalaires deuz a deux distincts et Aoy, ..., a, € N*
tels que

P=X(X—a)" (X —ay)™...(X —a,)*™.

De plus cette décomposition est unique a l'ordre pres des facteurs.

Proposition 4.9 Soient A, B € C[X].

pged(A,B)=1 <& A et B n'ont pas de racines en commun.

Soit P =a, X"+ ...+ a1 X + ap € C[X]. On appelle conjugué de P le polynéme

P=a,X"+...+a X +a, c C[X].
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Propriétés 3 Soient P, Q) € C[X].

J)Ona?:P, P+rQ=P+Q, PQ=PQ,
2)P/Q <& P/Q,

3)Va e C, Pla) = P(a).

Proposition 4.10 Soient P € C[X]|,a € C et o € N. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1) a est racine de multiplicité o de P,

2) @ est racine de multiplicité o de P.

4.9 Polynoémes réels

Tout élément P € R[X] est appelé un polynéme réel. On appelle racine complexe de
P € R[X] toute racine de P vue comme polynoéme complexe.

Proposition 4.11 Soit P € R[X] un polynome de degré n € N. Alors P admet exactement
n racines complexes comptées avec leur multiplicité.

Proposition 4.12 Les racines complexes de P € R[X] sont deux a deuz conjuguées.
Si z est une racine complexe non réel d’ordre k du polynome P € R[X]| alors Z est aussi
racine d’ordre k de P.

Corollaire 4.6 Tout polynome réel de degré impair posséde au moins une racine réelle.

Corollaire 4.7 Les polynomes irréductibles de R[X| sont exzactement les polynémes de degré
1 et les polynomes de degré 2 de discriminant < 0.

Théoréme 4.14 Soit P € R[X]| non constant. Alors IXN € R*, An, m e N, Fay,...,a, €
R, 3 (b1,c1),- .., (bn,cn) € R? deux a deux distints, tels que /\; = b?—4 ¢; <0,3aq,...,0p €
N* et 451,...,0n € N* tels que
P=X][(X —a)™ [](X*+b; X +¢)™.
i=1 j=1

De plus cette décomposition est unique a l’ordre prés des facteurs.
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4.10 Relation entre racines et coefficients d’un polynéme scindé
Soit P =a, X"+...4+a; X 4+ ag un polynome scindé de degré n € N*, réel ou complexe.
Soient 1, ..., x, les racines de P comptées avec leur mutiplicité. Alors on a
P=a, X"+ -+ X+a=a,(X —z1) (X —z,).

En développant le second membre, on peut exprimer les coefficients de P en fonction de ses
racines.

Définition 4.17 Soient n € N* et xq1, ...,x, € K. On appelle expressions symétriques
élémentaires des x4, ...,x, les quantités suivantes :
n
o1 = E T;, Og = E r;rj, 03= E TyrjxE, et
1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
op = E T Tiy .. T, (pour 1< p<n).

1< << <ip<n

Ainsi o, apparait comme la somme de tous les produits possibles de p éléments d’indices
distincts choisis dans x4, ..., x,.

Théoreme 4.15 Soient n € N*, zq,...,x, € K et 01,..., 0, les expressions symétriques
élémentaires en les x1,...,x,. On a alors

(X—2) - (X —2)=X"—0 X" ' 4 (=)o, X" . 4 (1) 0.

Théoréme 4.16 Soient P = a, X" 4+ --- + a1 X + ag un polynome de degré n € N* et

x1, ..., o, € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) x1, ..., x, sont les racines de P comptées avec multiplicité,
(_1)k Un—k

(ii))V1<k<nonao,=
an,

En particulier :
Soit P =aX?+bX +cavec a # 0.

—b
. , T . I + To = —
x1, xo  sont les racines de P comptées avec multiplicité ssi { a

X1 T2 =

Qo
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En particulier :
Soit P=a X3+ bX2+cX +d avec a # 0.

b

CL’1—|—ZL’2+CL’3:—E

1, To, x3  sont les racines de P comptées avec multiplicité ssi T1 T+ ToT3 + T1T3 = ¢

d
T Xy X3 = ~

4.11 Fractions rationnelles
4.11.1 Corps des fractions rationnelles & une indéterminée

Une fraction rationnelle F' est une classe de couples de polynomes (P, Q) avec Q) # 0.

P
Si (P,Q) est un représentant quelconque de F' on convient d’écrire F' = @ La relation
d’équivalence s’écrit
(PR (P, Q1) & PQi=QPR
P P
Soit D = pged(P, Q). On peut écrire P = D P; et on a @ = Q—l avec P et ()1 premiers
1

entre eux, d’ou

Définition 4.18 Soit F' une fraction rationnelle de K(X). Tout répresentant de F, écrit
P
—1, tel que Py et Q1 soient premiers entre eux s appelle forme irréductible de F'. Si de

1
plus Q1 est normalisé cette représentation est unique et s’appelle la forme réduite de F.

Le polynome Py est appelé numérateur et le polynome Q1 est appelé dénominateur de
F.

P
Théoréme-Définition 4.2 Soient F' une fraction rationnelle non nulle de K[X] et 0 une

représentant quelconque de F'. L’entier relatif deg P —deg Q) est indépendant du représentant
choisi de F'. On Uappelle le degré de la fraction rationnelle F.

Py

Preuve En effet, si F' = — = —
Q@

deg P + deg Q1 = degP; + deg Q)

,on a P@Q; = (Q P,. Par conséquent on a

d’ou deg P — deg Q) = degP; — deg 1. On convient, comme pour les polynomes, de poser
deg () = —o0.
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On définit sur K(X) I'addition et la multiplication de la facon suivante :

P s P S PR+QS PR _PS
Vo RSEY) GTRTTGrR 0S5 ar

Théoréme 4.17 (K(X),+,.) est un corps commutatif unitaire.

4.11.2 Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

P P R
Proposition 4.13 Soit ' = 6, il existe un unique polynome E tel que F = é =F+ é
avec deg R < deg Q).

Preuve

D’apres la division euclidienne de P par Q on a F = PE + R. avec deg R < deg @ soit

P
— = E + —. Ce qui montre I'existence de E ainsi que son unicité.

Q Q

Théoreme 4.18 Soit F' une fraction rationnelle quelconque écrite sous-forme irréductible
et normalisée de K[X]. Supposons également son dénominateur écrit sous forme de produit
de polynomes irréductibles, c-a-d
P P

Q Q... Q"
Il existe une famille unique de polynomes (E, Ni1,. .., Nips Noay-oo s Nopyy ooy Niay ooy Nip,)
telle que

F

N Nip N. Ny, N Nin
F:E_F(i_i_..._i_ 1;111)4_( 2’1_|_...+ 27’L22)_|_...+<L+...+ l;”l)
Ql 1 QQ 2 Q l

avec Vi € [[1,1]],V7 € [[1,n]], degN;; < degQ;.

Décomposition dans C(X)

Théoreme 4.19 Soit F' € C[X] une fraction rationnelle complexe écrite sous-forme irréductible
et normalisée. Supposons également son dénominateur écrit sous forme de produit de po-
lynomes irréductibles, c-a-d




1l existe un unique polynome E et une unique famille de scalaires

(>\1,17 s 7/\1,(117 )\2,17 ceey )\2,0427 s 7)‘n,17 cety )\n,an>

tels que
>\11 /\la )\21 /\2a n,1 )‘noz
F:E 2 ‘e s 2 S Bt 1.2 S, e 2 [P EE e el CO
+(X_a1+ X +(X_a2+ +(X—a2)0‘2)+ +(X_an+ +(X—an)a">
. .y A1 i . . .
E s’appelle la partie entiére de F' et — + ...+ ——"—— la partie polaire relative
X — a; (X — ai)al

au pole a;.
Décomposition dans R(X)

P
Théoreme 4.20 Soit F' = — € R[X]| une fraction rationnelle réelle. Soit

Q
QX)=(X—a)™ ... (X —an)* (X +p X +q) . (X2 +p X +¢)

Iécriture de Q) en produit de polynomes irréductibles. Alors il existe un polynéme unique
E de R[X] et des familles uniques de réels (A;;),i € [[1,m]], 7 € [[L,a]],(Br), Cu, k €
[[1, 7]}, L€ [[1, B4]] tels que

P(X) - m [e %] Aij n Br Bkl X + Ckl
560 = E(X)+;(Zm)+2k:(z X7+ pe X+ a0

j=1 =1

Les éléments de la premiere sommation s’ appellent éléments simples de premiére espéce
et ceux de la seconde éléments simples de deuxieme espéce.

Des exemples pratiques de décompositions seront donnés au cours et aux séances de TD!
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EXERCICES

I - PLANCHE D’EXERCICES (Lois de compositions)

Exercice 1

1) On considere la loi * définie sur R par :

Ve, yeR, zxy=xxy+3.

Vérifier que la loi * est interne dans R et étudier les propriétés de cette loi (associativité,
élément neutre, commutativité, éléments symétriques, éléments idempotents...etc...

2) Etudier les propriétés des lois suivantes (définies sur R)

a)Vr,yeR, xxy=2*xy.

b)Vz,yeR, zTy=z*xy+1.

Exercice 2
Soit £ un ensemble muni d'une loi T associative, commutative et idempotente (V& €
E, T x=z). On définit sur E la relation R par :

Ve,ye F, zRy<zxTy=y.

Montrer que R est une relation d’ordre et que Vz, y € E, T y = sup{z,y}.

Exercice 3

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne notée multiplicativement, et d’'une
relation d’ordre <, vérifiant :

)Ve,a,be E (x<a e x<b)=x<ab

i) Va,be E, ab<a et ab<b

1) Montrer que ab < ba et en déduire que la loi est commutative.

2) Montrer que la loi est associative.

Exercice 4
Soit I/ un ensemble muni de deux lois internes notées - et *, la premiere admettant un
élément neutre e, et la seconde admettant un élément neutre f. On suppose de plus que :

Ve, y,u,v€ E, (rxy) - (uxv)=(r-u)*(y-v)

1) Montrer que e = f.
2) Montrer que Vz,y € E, x*xy=ux-y.
3) Montrer que la loi * (qui est donc la méme que la loi -) est commutative et associative.

Exercice 5

Sur I'ensemble G =| — 1, 1], on considere la loi * définie par
a+b
b=
“x 1+ab



1) Vérifier que la loi x est une loi de composition interne sur | — 1, 1].
2) Montrer que G muni de cette loi % est un groupe commutatif.

Exercice 6
On pose E = Z/nZ x Z/nZ. On munit E de la loi % par :

(z,9), (a,0) € B, (z,y) % (a,b) = (z +ya,yb)

i) Montrer que la loi * est associative
ii) Est-elle commutative ?
iii) A-t-elle un élément neutre ? Quels sont alors les éléments inversibles de £ 7

IT - PLANCHE D’EXERCICES (Groupes, Anneaux, Corps)

Exercice 1
On considere les quatre fonctions de R* dans R* :

i) =w fe)= file) =2, filz)= _i.

Montrer que G = {f1, f2, f3, f1 } est un groupe pour la loi o de composition des applications.
Est-il abélien ?

Exercice 2
Onpose D={r€Q/JacZ, IneN, z=

Montrer que D est un sous-groupe de (Q,+).

a
10m™

}.

Exercice 3
Etudier les lois de compositions internes * et T définie sur R par

Va,beR, a*b:a;—b, aTb=(a—1)(b—1)+1

Exercice 4

Soit £ ={0, A, O}

1) Dire combien de lois de composition internes il y a sur E.

2) Ecrire la table d’une loi de composition interne commutative sur E.

3) Ecrire la table d’une loi commutative de composition interne sur F admettant ¢ pour
élément neutre.
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Exercice 5

Soient (G, .) un groupe et H une partie non vide, finie et stable de G. Montrer que H est
un sous-groupe de G.

(indication : on pourra considérer les éléments x,22,... 2" 2" ... otz € H et n =

card(H))
(On peut aussi considérer les applications 6, : H — G , §,(z) = ax ona € H.

Exercice 6

Soit H ={f(z,y,2) €eR3/x+2y—2=0}.

a) Montrer que (H,+) est un groupe abélien.

b) Soit f: H — H définie par V (z,y,2) € H, f(x,y,2) = (x — 22,2z —y,x — 2y).
i) Montrer que f est un morphisme de groupes,

ii) Déterminer son noyau et son image

iii) Le morphisme f est-il injectif ? Est-il surjectif ?

Exercice 7
Soit G un groupe, A et B deux sous-groupes de G.
On pose
AB={rxeG/Jdac A, Fbe B, xz=ab}
Montrer que :
A B est un sous-groupe de G si et seulement si AB = B A.

Exercice 8
Soit (G, +) un groupe additif abélien.
(On rappelle que m.a =ga+a+--- + a pour tout m € N* et a € G)

m fois

On suppose qu’il existe un entier naturel non nul n tel que n.a = 0 pour tout a € G.
Soit p le plus petit entier naturel non nul ayant cette propriété. On suppose que 'on peut
écrire p = r. s, avec PGC'D(r,s) = 1. On pose

G, ={z e G/rax=0}, Gs={re€G/sx=0}
1) Prouver que G, et GG, sont des sous-groupes de G.
2) Montrer que G, NG5 = {0}. (On pourra utiliser I'identité de Bezout).

)
)
3) Vérifier que Vx € Gonar.x € Gs.
4) Montrer que G = G, +Gsou G, +Gy={x € G/Ja € G,,Ibe G5 tel que x=a+b}.

Exercice 9
On considere le groupe additif (Z,+) et H C Z.
a) Montrer que

H est un sous-groupede Z << dneN telque H=nZ

b) Montrer que les sous-groupes du groupe additif Z/nZ sont de la formes pZ/nZ ou p divise
n. (on pourra utiliser la surjection canonique Z — Z/nZ).
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Application : déterminer les sous-groupes des groupes Z/30Z, Z/13Z.

Exercice 10
Soient GG un groupe fini d’élément neutre e et x € G, =z # e.

1) Montrer qu'’il existe un entier k € N* tel que z* = e.

2)Onpose H={ycG/3IkecZ, y=a"letH ={ycG/IkeN, y=2a"}
Montrer que H = H'
3) On pose n = min{p € N*/ 2P = ¢}
i) Justifier I'existence de l’entier n.
ii) Montrer que
<x>={em ..., 2"}

En déduire que H =< z >= H .
Par définition I'entier naturel n est appelé 'ordre de z et noté o(x).

Exercice 11
Soit p € N*.

On pose H,={z€C/ 2P =1}.
1) Montrer que H,, est un sous-groupe du groupe multiplicatif (C*,.).

2) Déterminer les éléments de H,. Quel est le cardinal de H,?
3) Expliciter Hg et déterminer 'ordre de chacun de ces éléments.
Exercice 12

Soit E un ensemble et P(E) 'ensemble des parties de E. On note X le complémentaire de
X € P(F) dans E. On définit sur P(E) les lois suivantes

VA, BEP(E), A®B=(ANB)U(BNA) e AeB=ANB
Montrer que (P(E), @, o) est un anneau. Est-il integre ?

Exercice 13
On note par Z le conjugué de z dans C.

I-On pose Z[i] ={z€C/3Ja, beZ z=a+1ib}.
Montrer (Z[i], +, X) est un anneau. Quels sont les éléments inversibles de Z[i] 7

II- On considere ’ensemble

A={zeC/3a,beZ z=a+ibV5}
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1) Montrer que (A, 4+, X) est un anneau.

Pour u, v € A, on dit que u divise v si il existe w € A tel que v = wu.
2) Montrer que si u divise v alors uw divise vv dans Z.

3) Quels sont les éléments inversibles de A.

4) Quels sont les diviseurs de 97

Exercice 14
Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A. On pose

VI={zeA/IneN", z"el}
1) Montrer que v/T est un idéal de A contenant 1.
2) Montrer que \/ﬁ =/I.
3) Montrer que VI NJ =+IN+/J ol J est un idéal de A.
4) Quels sont les idéaux I de Z tels que I = VI?
5) Montrer que si z € \/@ alors 1 — x est inversible dans I’anneau A.

Exercice 15
Soit n € N*. Montrer que 'anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre
premier.

Exercice 13
On pose Q(v2) ={r € R/3Fa, b€ Q, z=a+bV2}.
Montrer que (Q(v/2), x,+) est un corps commutatif.

Exercice 14
Soit (A, 4+, X) un anneau integre fini. Montrer que A est un corps.

Exercice 15

Soit R muni de la loi de composition ” % ” définie par
V(z,y) ER* wxy=a+y—zy.

1) (R, *) est-il un groupe commutatif? En déduire la structure de (R\ {1}, *).
2) Montrer que a = 1 n’est pas un élément régulier de (R, ).
3) Calculer



pour n € N*. En déduire que

T — Z<_1)k_107l§ ZEk

k=1

4) Résoudre dans R, les équations suivantes
(i) 2 =1, (ii)) 2*=-15

Exercice 16
On définit dans £ = R* x R une loi de composition ” T” par :

V(a,b), (a',b)e B, (a,b)T(a,b)=(ad,adb+1b)
1) (E, T) est-il un groupe commutatif ?
2) Résoudre les équations suivantes dans F.
i) (a,b)T(1,3) = (a?,0),

ii) (a,b)T(a,b) = (a* b?).

IIT - PLANCHE D’EXERCICES (Polynoémes et fractions rationnelles)

Exercice 1

Soient P(X) € K[X] un polynéome de degré n > 2 a coefficients dans le corps K et
a, beK, a#b.

i) Montrer que (X — a)(X — b) divise P(X) si et seulement si (X — a) et (X — b) di-

visent P(X).
ii) Montrer que pour tout entier k, 1 < k < n le polynéme

(X —a)f divise P(X)<= P9a)=0, Vi=0,1,...,k—1

iii) En déduire que a est une racine d’ordre k de P(X) si et seulement si P (a) =0, Vi=
0,1,....,k—1 et P®(a)#£0.

Exercice 2

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, le polynome A4,, = n X" —(n+1) X" +1
est divisible par (X — 1)2. Calculer le quotient.
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b) Montrer que pour tout entier n > 1, le polynome réel (X —2)?"+ (X —1)" —1 est divisible
par X? —3 X + 2. Quel est le quotient ?

c¢) Soit n > 2, n € N. Quel est le reste de la division euclidienne du polynome réel (cos € +
X sin )" par le polynome X2 + 17

d) Démontrer que le polynome P(X) = Zzzoxk—f n’a que des racines simples.

Exercice 3

Soit P un polynome de degré de degré n a coefficient réels, possédant n racines réelles
distinctes.

1) Montrer que son polynome dérivé P' possede (n — 1) racines réelles distinctes.

2) En déduire que le polynéme P? + 1 n’a que des racines simples dans C.

Donner un contre exemple dans C[X], c’est a dire un polynéme de degré n ayant n racines
distinctes dans C , alors que P? + 1 posseéde des racines multiples.

Exercice 4
Déterminer un polynome P(X) a coefficients dans R, de degré 5 tel que

i) P(X) + 10 soit divisible par (X + 2)3,
ii) P(X) — 10 soit divisible par (X — 2)3.

Exercice 5

Décomposer dans R(X) les fractions rationnelles suivantes :
2 2 X X6

(S OIS L6 CRS1ISCR i A 0 e 0 Gub) A O RS I ey ik

Xi-1
Xt+1 1 1

L Fy= Fr = .
(X2—-1)p3 "7 X(X2+X+1)2 7 X6-1

F5 =

Exercice 6

Calculer le pged des polynomes réels P et () suivants
HP=X"4+2X3-11X2-12X+36et Q=4X>+6X>—-22X — 12

2) P=(2X+43)% (x—5)*(X?+2X+3)3(X?-9)" et Q = (2 X+3)" (z—5)(X?+2X+1)(X—-3)*

Exercice 7

Décomposer dans C(X) les fractions rationnelles suivantes :

n! 1
AX) = B(X)

X(X+1)...(X+n) TXn o1

Exercice 8
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Décomposer dans R(X) la fraction rationnelle :

3X2 1
(X — D)X2(X + 1)2

En déduire, pour N € N\ {0, 1}, la valeur de la somme

3n?—1

Sy =N
N =2 1202 (n + 1)2

et thHOO SN-
Exercice 9

Soit P un polynome de R de degré n > 1, possédant n racines distinctes et non nulles
($k)1gk§n-

1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ————.
) p p X ()

1

2) En déduire valeur de la somme Ekzla:kP—'(.rk)’

Exercice 10
On considere 'anneau K = Z,/57. On notera par a la classe de a € Z dans K.
1) Ecrire les tables de ’addition et de la multiplication de K. Vérifier que K est un corps fini.

2) Soit A(K, K) I'ensemble des applications de K dans K. A A
On considere application ¢ : K[X] — A(K, K) telle que ¢/(P(X)) = P ou P est la fonc-
tion polynome assocée a P(X).

Montrer que % est un morphisme d’anneaux. Est-il injectif 7 Déterminer ker ).

3) Montrer que si K est un corps infini le morphisme d’anneaux ¢ : K[X] — A(K,K),
¢(P(X)) = P est injectif. (I’égalité des polyndémes équivaut donc a ’égalité des fonctions
polynémes associées).

4) Dans K(X) le corps des fractions rationnelles en X a coefficients dans K, on considere la
fraction I —
X +2X*+2X°+2X
F(x)— 2 F28 +e A+
(X +1)2(X +3)

a) Ecrire I'équation de la division euclidienne de X5 +2 X*+2 X242 X par (X +1)2(X +3).

b) Décomposer F(X) en éléments simples.
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Exercice 11
Soit R[X] 'anneau des polynomes réels et P € R[X].

1) Montrer que si z est une racine complexe non réelle de P (considéré comme élément
de C[X] alors Z est aussi une racine de P (ou z est le conjugué de z).

2) En déduire que si n est impair alors P admet au moins une racine réelle.

3) Soient § € R et m € N*. Déterminer tous les nombres complexes z tels que 2™ = e!™?

(on rappelle que €'* = cosz + i sinz pour tout z € R)

4) On considere le polynome réel
P=(1+X)"+(1-X)™" ol n est un entier strictement positif.

a) Déterminer le coefficient du monome du plus haut degré de P.

b) Vérifier que —1 et 1 ne sont pas racines de P et déterminer les racines complexes du
polynome P.

c¢) Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X].
d) Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

e) En déduire que

n—1

2k +1
Htan2 ( + >7r:1
P 4n
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