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Chapitre 4: POLYNOMES ET FRACTIONS
RATIONNELLES

m Anneau des polyndmes a coefficients dans un corps
= Définitions
= Opérations dans K[X]
= Notion de degré d'un polynéme
m Division euclidienne
m Division suivant les puissances croissantes
m Polynomes irréductibles
m Fractions rationnelles
= Corps des fractions rationnelles a une indéterminée
m Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles
Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

On appelle polynéme 3 coefficients dans le corps K en
I'indéterminée X tout objet noté

P(X)=ao+a X+ +a, X"+

(on écrit aussi P = Y"1 a, X") ol (an)nen est une suite
d'éléments de K nulle a partir d’'un certain rang, appelée suite
des coefficients de P(X).

On note K[X] I'ensemble de ces polynémes.

Enseignant: AKEKE E. D.

Cours d'Algebre: STRUCTURES ALGEBRIQUES/



000000000

Exemples
1) K=R
P(X)=3+2X+7X344X°
est un polyndme a coefficients dans le corps R.
Z

K=11z -
Q(X)=4+5X*>+3X°

est un polyndme a coefficients dans le corps 11z

Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

Deux polynémes P = >0 2, X" et @ = 310 b, X" de K[X]
sont dits égaux si et, seulement si, ils ont les mémes coefficients,
c'est a dire,

|

P=Q < VneN a,=b,.

Enseignant: AKEKE E. D
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Définition

1) On appelle monéme, tout polynéme de la forme
P(X)=aX¥ avecacK, k € N.

2) Soit P ="+ a,X" € K[X]. On dit que P est un
polynéme pair (resp. impair) si et seulement si
VpeN, aypt1 =0 (resp. axp =0).

Exemple

Dans R[X], le polynéme P(X) = X* 4+ 3X2 + 7 est un polynéme
pair.

Et le polyndme Q(X) =2 X7 +3X3 + 10X est impair.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

Soient P(X) = 3"720 a, X" et Q(X) = 3_725 by X" des
polynémes dans K[X].
1) On définit la somme de polyndémes P(X) + Q(X) par

+o0
P(X)+Q(X) = (an + bn) X".

n=0

2) On définit le produit de polyndmes P(X) x Q(X) par

—+o00 n
P(X) x Q(X) = Z c, X" avec c,= Z ak bn_k.
n=0 k=0

Enseignant: AKEKE E. D.

Licence 1 Maths-Info-Ing/ 2024-2025 / Cours d'Algebre: STRUCTURES ALGéBRIQUES/ Chapitre 4



Théoreme

(K[X],+, x) est un anneau commutatif, unitaire, d'élément nul
le polynéme nul et d'élément unité le polynéme constant égal a 1.

Définition
(Opération externe a support dans K)
SideK et P(X) =1 a, X" € K[X], on définit le polynéme

A P(X) par
+o00

AP(X) =3 (Aan) X"

n=0

Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

Soit P(X) = jﬁg an X™ un polynéme non nul. On appelle degré
de P(X) le plus grand entier k € N tel a, # 0. On le note

k = deg P(X). Le coefficient ay est alors appelé coefficient
dominant de P.

Le polynéme P est dit unitaire si son coefficient dominant égale 1.
Si P(X) = 0 on convient que deg P(X) = —oc.

On appelle valuation de P(X) le plus petit entier m € N tel

am # 0. On le note m = Val(P(X)).

Enseignant: AKEKE E. D.
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Proposition

On a les propriétés suivantes
I)VP, QeK[X] deg(P Q)= deg(P)+ deg(Q),
2J)VACK, VP cK[X] deg(AP)= { _degpsis’ ifg

3)VP, QeK[X], on a
deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)),

avec égalité lorsque deg P # deg Q.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Corollaire

1) Les éléments inversibles de I'anneau K[X] sont les polynémes
constants non nuls.

2)VP, QeK[X], PR=0 = P=0 ou Q=0
(I'anneau K[X] est intégre).

En effet, si PQ =0, on a deg(PQ) = —oo. Comme
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), on a forcement deg(P) = —oc ou
deg(Q) = —oo. C'est a dire que P=00u Q = 0.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Définition

Soit P=ag+a1 X+...+a, X" € K[X] et x € K.
i) Le scalaire P(x) = ap+ a1 x + ...+ apx" € K est appelé
valeur de P en x, on le note P(x).
ii) On appelle racine (ou zéro) d'un polynéme P € K[X] tout
élément x € K tel que P(x) = 0.

Exemple

Dans R[X], le nombre réel 2 est une racine du polynéme
P(X) = X?—-3X +2car P(2) =0.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

Soit P € K[X]. Pour tout polynéme A € K[X], il existe un unique
couple (@, R) € K[X]? tel que

P=AQ+ R avec degR < degA.

Le polynéme Q est appelé quotient de /a division euclidienne de
P par A et le polynébme R est appelé le reste de la division
euclidienne de P par A.

Exemple (cf. CM)

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exercice

Déterminons le reste de la division euclidienne du polynéme
P(X) = X?925 par le polynéme (X — 1)(X +2)

Enseignant: AKEKE E. D
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D’'apres la division euclidienne de P(X) par (X — 1)(X +2), il
existe des polyndmes Q(X), R(X) dans R[X] tels que

P(X) = Q(X) (X = 1)(X +2) + R(X)

avec deg(R(X)) < deg((X —1)(X +2)) = 2. Donc R(X) est de
la forme
R(X) =a+ bX

ol a, b € R. On obtient donc

X225 — QX) (X —=1)(X+2)+a+bX

Enseignant: AKEKE E. D.
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Déterminons a et b.
En prenant X =1 et ensuite X = —2 dans la relation précédente,
on obtient le systeme

at+b=1
(5) { 2—2b= (_2)2025

On en déduit que

Enseignant: AKEKE E. D.
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000e00000

Remarquons que (_2)2025 — (_1)2025 22025 — _22025

conséquent, on a

par

2 22025 1 22025
R(X) = = —— T ~— X

Enseignant: AKEKE E. D
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Définition

On dit que le polynéme A € K[X] divise le polynéme P € K[X]
dans K[X] si le reste de la division euclidienne de P par A est nul,
on écrit A/P, on dit aussi que P est un multiple de A.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Soient P € K[X], a € K. Alors

a estuneracinede P < (X —a)/P.

Enseignant: AKEKE E. D
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Preuve

Il est évident que si (X — a)/P alors a est une racine de P.
Réciproquement supposons que a est une racine de P. D'apres la
division euclidienne de P par X — a, il existe un couple (unique)
(Q, R) € K[X]? tel que

P=(X—-a)Q+ R avec degR < deg (X — a).

Comme deg(X — a) =1 alors deg R =0 ou deg R = —00. On a
nécessairement deg R = —oo c'est a dire R = 0, sinon P(a) # 0.
Ainsi P = (X — a) Q, c'est a dire X-a divise P.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

Soient a1, -+ - ,a, € K des éléments deux a deux distincts de K.
Soit P(X) € K. Alors

le polynéme (X — a1) --- (X — ap) divise P(X) si, et seulement si
pour tout i =1,--- , n le polynéme (X — a;) divise P(X).

Exemple

Soit P(X) € R[X] un polynéme.

Alors le polynome Q(X) = (X — 3)(X + 5) divise P(X) si et
seulement si X — 3 divise P(X) et X + 5 divise P(X).

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

Soient P € K[X], P #0, a € K et k € N*. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

i) Le polynéme (X — a)* divise P(X),
i) P(a)=P'(a)="---= P(k_l)(a) =0.
otr PO(X) est la dérivée d'ordre i de P(X).

Preuve (Utiliser la formule de Taylor)

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme-Définition
Soient A, B deux polynémes de K[X] tels que v(B) = 0. Soit
h € N, il existe un couple unique de polynémes Qp, Ry, tels que:

A=BQp+ Ry, degQn< h, val(Ry) > h.

Les polynémes Q) et Ry s’'appellent respectivement quotient et
reste dans la division suivant les puissances croissantes de A
par B a I'ordre h.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Exemple

On consideére les polynémes réels suivants.
PX)=1-X e QX)=1+X

Déterminons la division suivant les puissances croissantes du
polynéme P(X) par le polynéme Q(X) a I'ordre 3.
On obtient

P(X) = Q(X)(1 —2X +2X? — 2X3) +2x*

Enseignant: AKEKE E. D.




Notons qu'il existe une infinité de divisions suivant les puissances
croissantes, une pour chaque valeur de I'entier h. Le lecteur est
invité a noter que la division suivant les puissances croissantes de
A par B n'est définie que si la valuation de B est nulle.

Enseignant: AKEKE E. D
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Définition

1) Deux polynémes P et Q de K[X] sont dits associés si et
seulement si il existe A € K, A #0, P =\Q.

2) Un polynéme P est dit unitaire si son coefficient dominant est
égal a 1. Tout polynéme P € K[X], non nul, est associé a un
unique polynébme unitaire.

Enseignant: AKEKE E. D
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Définition

Un polynéme P € K[X] est dit irréductible dans K[X] si tout
polynéme de K[X] diviseur de P dans K[X] est un polynéme
constant non nul ou un polynéme associé a P.

Autrement dit P est un polynéme irréductible si P n’admet pas
dans K[X], de polynéme diviseur autre que les polynémes
constants non nuls et les polynémes de la formes A P ot A € K.

Exemple
Le polynéme réel X? + X + 1 est irréductible dans R[X].

Enseignant: AKEKE E. D.




Remarques

Soit P(X) € K[X]. Le polynéme P(X) est irréductible dans K[X]
si et seulement si P(X) ne peut s'écrire comme produit de deux
polynémes non constans de K[X].

Enseignant: AKEKE E. D
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1) Dans K[X] les polynémes de la forme a + bX avec
a, be K, b#0, sont irréductibles dans K[X].

2) Dans C[X] les polynémes irréductibles sont exactement ceux
de la forme a+ bX avec a, b € C, b # 0,

3) Dans R[X], les polynémes irréductibles sont exactement ceux
de la forme a+ bX ot a, b € R, b # 0 ou les polynémes a
coefficients dans R, de dégré 2 qui sont a discriminant
strictement inférieur a 0.

4) Le polyndme X2 + 1 est irréductible dans R[X], mais il est
réductible dans C[X], puisque X2 +1 = (X + i)(X — i).

Enseignant: AKEKE E. D.
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Soient A, B € K[X] et P un polynéme irréductible dans K[X].
Alors

P/AB = PJ/A ou P/B.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

Soit P un polynéme non constant de K[X]. Alors
dne N* et dPs,..., P, des polynémes irréductibles deux a deux
distincts et daq, ..., a, € N* tels que

P = P{ipgz. . pon,

De plus cette décomposition est unique a I'ordre prés des facteurs,
on |'appelle décomposition en produit de facteurs irréductibles
de P.

Enseignant: AKEKE E. D
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Une fraction rationnelle F est une classe de couples de polynémes
(P, Q) avec Q # 0. Si (P, Q) est un représentant quelconque de F

on convient d'écrire F = o La relation d'équivalence s'écrit

(P,QAR(P1,Q1) & PQi=QP:

P P
Soit D = pged(P, Q). On peut écrire P = D P; et on a 0 = al
1

avec P; et Q1 premiers entre eux, d'ou

Enseignant: AKEKE E. D.

Licence 1 Maths-Info-Ing/ 2! ours d'Algebre: STRUCTURES ALGéBRIQUES/ Chapitre 4



Définition

Soit F une fraction rationnelle de K(X). Tout répresentant de F,

. P . )
écrit —1, tel que Py et Q1 soient premiers entre eux s'appelle

forme ilrréductible de F. Si de plus Q1 est normalisé cette
représentation est unique et s'appelle la forme réduite de F. Le
polynéme P; est appelé numérateur et le polynéme Q1 est appelé
dénominateur de F.

Enseignant: AKEKE E. D.

Cours d'Algebre: STRUCTURES ALGEBRIQUES/



Théoreme-Définition

P
Soient F une fraction rationnelle non nulle de K[X] et — une

représentant quelconque de F. L’entier relatif deg P — deg Q est
indépendant du représentant choisi de F. On I'appelle le degré de
la fraction rationnelle F.

P P
— =—,0onaPQ®=QP;. Par
QR & ' '

Preuve En effet, si F =

conséquent on a
deg P + deg Q1 = degP1 + deg Q

d'olu deg P — deg Q = degP; — deg Q1. On convient, comme pour
les polynormes, de poser deg 0 = —o0.

Enseignant: AKEKE E. D.
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On définit sur K(X) I'addition et la multiplication de la fagon

suivante:
P S P S PR+QS PS _PS
"o RN GTR=Tor © QR QR

Théoreme

(K(X),+,.) est un corps commutatif.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Proposition

P
Soit F = —, il existe un unique polynéme E tel que

P R
F=—=E+ — avecdeg R < deg Q.
Q Q & ¢

Preuve

D’apreés la division euclidienne de P par Q on a F = PE + R. avec
P R
deg R < deg Q soit o) =E+ rok Ce qui montre I'existence de E

ainsi que son unicité.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Soit F une fraction rationnelle quelconque écrite sous-forme
irréductible et normalisée de K[X]. Supposons également son
dénominateur écrit sous forme de produit de polyndmes
irréductibles, c-a-d

Enseignant: AKEKE E. D
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Théoreme

I existe une famille unique de polynémes
(E7 Nl,la R NL,,17 N2’1, 000G N2’n2, 000 NI,17 00T va"/) telle que

Nl’n/

N11 N N
F = E+( (o o)
i

o Tt an T, Qo

avec Vi€ [[1,/],Vj € [[1,nj]], degN; < deg Q.

NB: VOIR sur le net des exemples et méthodes de décomposition
en éléments simples de fractions.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Soit F € C[X] une fraction rationnelle complexe écrite sous-forme
irréductible et normalisée. Supposons également son dénominateur
écrit sous forme de produit de polyndmes irréductibles, c-a-d

Enseignant: AKEKE E. D
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Théoreme

Il existe un unique polynéme E et une unique famille de scalaires

(>\1,17 ©coog )\1,0517 )\2,17 ©00g9 A2,OL27 ©0 09 /\n,la Q) 7)\n,a,,)

tels que
A11 Al A21 A2,
F = E 2 e o Y e &2 . . :
+(X—31+ +(X—31)O‘1)+(X—32+ +(X—32)0‘2)+ +(,
E s'appelle Ia partie entidre de F et L ... 4 e g
s 5 X — a; (X — a)

partie polaire relative au péle a;.

Enseignant: AKEKE E. D.
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Théoreme

P
Soit F = — € R[X] une fraction rationnelle réelle. Soit

Q
Q(X) = (X—a1)™ ... (X—am)*™(X?+p1 X+aq1)™ ... (X?+pp X+q,)"

I'écriture de Q en produit de polynémes irréductibles. Alors il existe
un polynéme unique E de R[X] et des familles uniques de réels

(Ag), i € [[1,ml]], jellL, aill,(Bu), Cus, k € [[L, ], 1€ [[L, Bel]

tels que
a; Bk
P(X) U . B X + Cu
= E(X)
Q(X) ( +§ ; —a,)J Z ZX2+PkX+Qk)I)

Les éléments de la premiére sommation s'appellent éléments

Enseignant: AKEKE E. D.
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