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Chapitre 1

Propriétés des nombres réels

1.1 Sous-ensembles remarquables de R

Dans la suite, on note

IN = {entiers positifs} = {0,1,2,...}
Z = {entiers relatifs} = IN U (—IN)

Q = {nombres rationnels} = {]—);p €7Z,q € N*}
q

R = {nombres réels}

1.2 Relations d’ordre

Définition 1. Soient E| F' deux ensembles non vides. Une relation binaire R de E vers I est
définie par une partie G (appelée graphe de la relation) de E x F. Si (x,y) € G, on dit que x est
en relation avec y et on note x'Ry.

Définition 2. Soit £/ un ensemble non vide. Une relation binaire R de E vers E est dite :
— réflexive siVx € F, 'R,
— antisymétrique si pour tous x et y dans E : (vRy et yRx)= x =y,
— transitive si pour tous x,y, z dans E : (¥Ry et yRz) = t'R=z.

Définition 3. Une relation d’ordre sur un ensemble non vide E est une relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive. Lorsque F est munie d’une relation d’ordre R, on dit que (E, R) est
un ensemble ordonné.

Exemples :

- Si £ =N,Z,Q ou R, la relation < est une relation d’ordre.
— L’ordre lexicographique est une relation d’ordre sur I’ensemble des mots.
— Soit £ un ensemble non vide. La relation C est une relation d’ordre sur les sous-ensembles

de E.
Exercices :

— Montrer que la relation < n’est pas une relation d’ordre sur R.
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6 CHAPITRE 1. PROPRIETES DES NOMBRES REELS

— Soit £ = IN*. Pour z,y € E on note z|y si = divise y. Montrer que | est une relation d’ordre
sur F.

Définition 4. Soir (E, R) un ensemble ordonné. Si pour tous x et y dans E, on a vRy ou yRuz,
on dit que (E,R) est totalement ordonné.

Exemples :
— F =N,Z,Q ou R muni de < est une totalement ordonné.
— L’ensemble des mots muni de I’ordre lexicographique est une ensemble totalement ordonné.

Définition 5. Un préordre sur un ensemble non vide E est une relation binaire réflexive et transi-
tive.

Proposition 1. L’ordre < sur R est compatible avec I’addition et la multiplication : pour tous
Z1, X2, Y1, Y2

(1 <y et y1<yo)=>x1+y1 < T2+ Yo
(1 <y et 0<yy) = 2%y < T2%Ys.

1.3 Majorant, plus grand élément, borne supérieure

Définition 6. Soir (E, <) un ensemble ordonné et A un sous-ensemble de E. Un élément v € F
est appelé majorant de A si pour tout a € A, on a a < x. De méme, un élément x € F est appelé
minorant de A si pour tout a € A, on a x < a. Dans le cas ou ’ensemble A admet un majorant
(resp. minorant), on dit que A est majoré (resp. minoré). Si A est majoré et minoré, on dit qu’il
est borné.

Exemple : le sous-ensemble | — oo, 1] de R est majoré et non minoré.

Définition 7. Soit (E, <) un ensemble ordonné et A un sous-ensemble de E. Un élément v € FE
est appelé plus grand élément de A si x € A et x est un majorant de A. De méme, un élément
x € E est appelé plus petit élément de A si x € A et x est un minorant de A.

Exercices :

— Montrer que |1, 2] est borné, admet un pge mais pas de ppe.

— Montrer que {1/n;n € IN*} est borné, admet une pge mais pas de ppe.

— Soit A un sous-ensemble de R. Montrer que A majorée est équivalent a {—a;a € A} est
minoré.

Proposition 2. Soit A un sous-ensemble d’un ensemble (E, <) ordonné. Si A admet un plus grand
élément (resp. plus petit élément), alors celui-ci est unique.

Preuve. Soient z, y deux plus grands éléments. Comme y € A et z pge on a y < x. De méme,
x € Aetypge donne x < y. Par antisymétrie de la relation <,ona z < yety < x implique
r=1q. O

Théoreme 1. On munit IN de la relation d’ordre usuelle. Alors :
1) Tout sous-ensemble non vide de IN admet un plus petit élément.
2) Tout sous-ensemble non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.
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Définition 8. Soit A un sous-ensemble majoré d’un ensemble (E, <) ordonné. Un élément x €
E est appelé borne supérieure de A si x est le plus petit des majorants de A. Ainsi, la borne
supérieure notée sup(A), si elle existe, est unique. De méme, soit A un sous-ensemble minoré
d’un ensemble (E, <) ordonné. Un élément © € E est appelé borne inférieure de A si x est le
plus grand des minorants de A. La borne inférieure notée inf(A), si elle existe, est unique.

Exercice : on considere 1’ensemble ordonné (Q, <). Montrer que I’ensemble A = {z € Q;2? <
2} est borné mais n’admet pas de borne supérieure.

Proposition 3. Soient (E, <) un ensemble ordonné, A un sous-ensemble de E et v € E. Alors :
x pgede A = v = sup(A) = x est majorant de A,

x ppe de A = x = inf(A) = x est minorant de A.

Preuve. Si z pge de A alors © € A et x majorant de A. Soit y un autre majorant de A. y majorant
etz € Aimplque x < y. Donc x est le plus petit des majorants de A, d’olt z = sup(A). De plus
x = sup(A) implique = majorant de A. O

Théoreme 2. Soit A un sous-ensemble non vide de R muni de la relation d’ordre usuelle.
1) Si A est majoré alors A admet une borne supérieure.
2) Si A est minoré alors la borne inférieure de A existe.

Preuve. Admise pour le moment. 0

Proposition 4. Soit A un sous-ensemble non vide et majoré de R muni de la relation d’ordre
usuelle. On a x = sup(A) ssi :

1) pourtouta € A, a <z,
2) pour tout € > 0, il existe a. € A tel que x — € < a. < .

De méme, soit A un sous-ensemble non vide et minoré de R muni de la relation d’ordre usuelle.
Onaz =inf(A) ssi :

1) pour tout a € A, v < a,
2) pour tout € > 0, il existe a. € Atel que v < a. < x + €.
Preuve. Supposons z = sup(A). z est un majorant de A d’ou 1). Pour 2), on considere € > 0.

Comme z est le plus petit des majorants de A,  — € n’est pas un majorant car plus petit que .
Donc il existe a, € Atel que v — € < a, < x.

Réciproquement, supposons que 1) et 2) soient vérifiés et montrons que x = sup(A). 1) prouve
que = est un majorant de A. Il reste a montrer que c’est le plus petit. Soit y < z et posons
e=x—y>0.Vu2),ilexistea. € Atelque x — € < a. < x,ie y < a. < x. En particulier, y ne
peut €tre un majorant. [

Proposition 5. On considere R muni de la relation d’ordre usuelle.

1) Soit A un sous-ensemble de R. On pose —A = {—a;a € A}. Alors :
sup(—A) = —inf(A) et inf(—A) = —sup(A4).

2) Soit A un sous-ensemble de R et f une application de A dans R. On appelle borne supé-
rieure de f dans A le nombre (s’il existe) sup f(A) (encore noté sup,c , f(a)) oit

f(A) ={f(a);a € A}.
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De méme, la borne inférieure de [ dans A est donnée par inf f(A) (encore notée inf,c 4 f(a).
On dira que [ est majorée (resp. minorée, resp. bornée) si f(A) est majoré (resp. minoré, resp.
borné).

Preuve. en exercice. [

1.4 L’ensemble des réels, axiomatique

Théoreéme 3. Le "corps” des nombres réels est un ensemble R pour lequel sont définies :
— deux applications (x,y) — x + y et (z,y) — xy de R x R dans R qui prolongent les
opérations d’addition et de multiplication définies dans N, Z. et Q,
— une relation d’ordre totale <,
qui satisfont aux axiomes suivants :

L o4+ y+z)=(@+vy) +z

2 x+ty=y+uzx,

3. il existe un élément 0 € R tel que 0 + x = x pour tout v € R,

4. pour tout x € R, il existe un élément —x € R tel que x + (—x) = 0,

5. x(yz) = (zy)z

6. Ty = yx,

7. il existe un élément 1 # 0O tel que 1x = x pour tout x € R,

8. pour chaque élément x # 0 de R, il existe un élément v=' € R tel que vx™1 =1,

9. x(y+ 2) = xy + 22

De plus, la relation d’ordre vérifie les propriétés suivantes :
1. x <vyimplique x + z < y + z,
2. (0 < zet0 L y)implique 0 < zy.

Proposition 6. Propriété d’Archimede. Pour tout couple de réels (x,vy) tel que x > 0, il existe
n € N tel que y < nx.

1.5 Valeur absolue.

Définition 9. Si x € R, on appelle valeur absolue de x, notée

2 = T si0 <z,
]l —x siz <0.

x |, le réel défini par

Proposition 7. Propriétés de la valeur absolue.

Ve eR, |z| >0,

VeeR, |z|=0<2=0,

V(iz,y,r) ER3 |z —y|<rey—-r<az<y+r,

z+yl <lz|+y
(2eme inégalité triangulaire) ¥(z,y) € R?, ||z| — |y|| < |z + ),
V(z,y) € R? |vy| = [2yl.

(1¢re inégalité triangulaire) V(z,y) € R?,

’

SIS
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1.6 La fonction partie entiere

Définition 10. Soit x un nombre réel. Il existe un unique entier relatif, noté E(x), tel que :
E(z) <z < E(x) + 1.

On appelle E(x) la partie entiére de .

1.7 Les intervalles

On définit les intervalles possibles d’extrémités a,b , +00 ou —oo (ol a et b sont deux réels),
chaque crochet pouvant étre ouvert ou fermé en une extrémité non infinie, et ouvert en une extré-
mité infinie(il y a 9 types possibles d’intervalles au total, dont 5 sont bornés). L’ensemble vide est
également un intervalle. Par exemple, si a < b sont 2 réels

la,b) ={r e Rja <z <b}, |—o0,a]={reR;x<a}l
Proposition 8. Une partie de R, notée I, est un intervalle si et seulement si :

Preuve. Supposons que [ soit un intervalle (il y a donc 9 cas possibles). Par exemple, supposons
I =]a,b]. Soient (z,y) € I? tels que z < y. Montrons que [z,y] C I. Soit z € [z,y], cad
r<z<y.Commea<z<beta<y<bonaa<z<z<y<bdoncz €|a,b.

Réciproquement, supposons qu’une partie I de R satisfait V(z,y) € I,z <y = [z,y] C I.
Montrons que [ est un intervalle. Si I est I’ensemble vide, la preuve est terminée. Sinon [ est non
vide. Il y a alors plusieurs cas possibles : I est majoré ou non, / est minoré ou non. Supposons par
exemple que / soit majoré et non minoré. Notons a = sup([). A nouveau 2 cas sont possibles,
ou bien a est un plus grand élément de / ou bien il ne I’est pas. Traitons par exemple le cas ou il
I’est, et montrons que I =] — 00, a] (dans I’autre cas, il faut montrer I =] — oo, af). Soit x € I.
Comme a est un majorant de /, on a z < a donc x €] — 00, a]. Inversement, soit x €] — 0o, al.
On a x < a. Comme [ est non minoré, x n’est pas un minorant de /, il existe donc y € [ tel que
y<x.0Ory,a € lety <adonc|y,a| C I.En particulier x € [y, a] C I. O

Par ailleurs, les intervalles ouverts possedent la propriété suivante importante :
Proposition 9. Soit I un intervalle ouvert. Alors :

Va € I,3¢ > 0,]a —€,a+¢[C .

Preuve. en exercice. O]

1.8 Densité de Q et de R\Q dans R

Proposition 10. Soir I =l|a,b[ (a < b) un intervalle non vide de R. Alors I N Q est non vide (Q
est dense dans R) ainsi que I N (R \ Q) (densité de R \ Q dans R).

Preuve. D’apres la propriété d’ Archimede, on sait qu’il existe un entier n € IN* tel que % < boe
Soit £ le plus grand entier tel que k/n < a. Par définition de k£, on a a < % De plus % <

k/n < a implique #! < a + (b —a)/2 = (a + b)/2 < b. Ceci prouve la premiére relation.
Pour la deuxiéme, on pose J :]a/\/§7 b/\/§[ D’apres la densité de @ dans J, il existe ¢ € J N Q
(¢ non nul). Alors \/§q € [. D’autre part, \/Qq € R\ Q. ]
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Chapitre 2

Suites réelles

2.1 Définition, premieres propriétés

Définition 1. Une suite réelle u est une application d’une partie I de IN dans R.

Remarque :
— On peut généralement se ramener au cas ou / = IN, ce que 1’on supposera souvent.
— Notations : u = (u, ),er parfois notée tout simplement (u,,),,.

Proposition 1. Opérations sur les suites. Soient u et v deux suites réelles et a un réel. On définit
les suites :
w = uv par son terme général w, = u,v,.

T = u + v par son terme général x, = u, + v,.

Yy = au par son terme général y, = au,,.

— De plus, siVn € N, v, # 0, on définit z = % par par son terme général z, = =

2.2 Suites convergentes

Définition 2. On dit qu’une suite (u,,) est convergente vers le réel | (ou converge vers l, ou tend
vers 1) si:
Ve>0,AN e N,Vne Nyn > N = u, — [ |[<e.

Le nombre | est appelé la limite de la suite. Si (u,,) n’est pas convergente, elle est dite divergente.

Si (uy,) converge vers [, on note : lim,, ., ot = [.
Exercice : écrire la définition pour dire qu’une suite est divergente.
Définition 3. On dit qu’une suite divergente (u,,) tend vers +00 si :

VA>0,diN e NNVne N,on > N = u, > A.

On dit qu’une suite divergente (u,,) tend vers —oo si —(uy,) tend vers +00.
Si (uy,) tend vers +00 ou vers —oo, on dit que (u,) est une suite divergente de premiére espéce.
Sinon, on dit que (u,) est une suite divergente de deuxiéme espeéce.

11



12 CHAPITRE 2. SUITES REELLES

Notations. Si (u,,) converge vers +oco, on note : lim,,_., ., u,, = +00.

Proposition 2. Unicité de la limite La limite d’une suite, si elle existe, est unique.
Preuve. Supposons que (u,,), tende vers [ et I’. Soit € > 0. On peut trouver 2 entiers N; et N, tels
que :

Vn > Ny,  |u, — 1] <e,

Vn > Ny u, —U'| <e.
Soit N = max (N, Ns). Pour tout n > N, on a

=1 <l = up| + |u, = U'| < 2e.

Ceci prouve que |l — I'| < 2¢e pour tout € > 0, donc [ = ['. O
Proposition 3. Condition nécessaire de convergence. Une suite convergente est bornée.
Preuve. Supposons que (u, ), converge vers un réel [. Par définition de la convergence avec € = 1,

il existe N € N tel que Yn > N, on a |u, — (| < 1. En particulier, pour n > N, ona |u,| < |[|+1.
Finalement, pour tout n € IN, on a

|un| < max(|ugl, |u1l, ..., lun—1], [I| + 1),
donc (uy,),, est bornée. O
Remarque : une suite bornée n’admet pas forcément de limite. Par exemple u,, = (—1)".

Proposition 4. Opérations sur les limites Soient (u,,),, et (v,),, deux suites telles que lim,, ., u,, =
[ et lim,,_ oo Uy, = lo. Alors

lim Uy + Uy = 11 + l2 lim UnUVy = lllQ.

n—oo n—oo

Preuve. On a |u,, + v, — l; — lo] < |u, — l1]| + |v, — l2]. Soit € > 0. Il existe N; € IN tel que pour
tout n > Ny, on ait |u,, — [1| < €/2. De méme, il existe N, € IN tel que pour tout n > Ns, on ait
|vn, — lo] < €/2. Pour n > max(Ny, Ny) on a alors |u, + v, — l; — lo] <e.

On a aussi |u,v, — lilo| = |(un — 1) vn + L (v — 2)| < |up, — L|vn] + [l ]|vn, — lo|. Comme (vy,),,
est convergente, elle est bornée donc il existe M > 0 tel que Vn € IN, |v,

legM. Soit e > 0. Il existe N; € N tel que pour tout n > Ny, on ait |u,, — 1| < €/(2M). De méme,
il existe Ny € IN tel que pour tout n > Ny, on ait |v, — ls| < €/(2|l1]+1). Pour n > max (N, Ns)
on a alors

vy, — lils| < |ug — Ul|vn| + 1] |vn — o] < eM/(2M) +€/(2|11] + 1)|l1] <,
ce qui termine la preuve. [

Théoreme 1. Tout nombre réel est a la fois limite d’une suite de nombres rationnels et limite
d’une suite de nombres irrationnels.

Preuve. Soit x € R. Pour tout n € IN*, il existe (ch. 1, prop. 9) un point u,, €]z —1/n; x+1/n[NQ
et un point v, €]z — 1/n;z + 1/n[N(R \ Q). On obtient ainsi 2 suites (uy), et (v,), telles que
pour tout n, u,, € Qetv, € (R\ Q), et

lup, — x| <1/n, |v, —z| <1/n.

En particulier ces deux suites convergent vers . ]
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2.3 Suites extraites

A partir d’une suite (u,,), on peut obtenir une nouvelle suite (v,,) en enlevant certains termes de
(uy,). On dira que (v,,) est une suite extraite de (u,,). La définition formelle est :

Définition 4. On dit que (v,,),, est une suite extraite de (uy,), s’il existe une application strictement
croissante ¢ : IN — IN, appelée extractrice, telle que :

vn e N,v, = Ug(n)-

Remarque : si ¢ est une extractrice, alors lim,, ., ¢(n) = 4o0.

Proposition 5. Si la suite (u,),, converge vers | alors toute suite extraite de (uy,), converge éga-
lement vers .

Preuve. Soit (v, ), une suite extraite de (u, ), telle que pour tout n € IN, v, = ug(n). Soit € > 0.
Comme (u,,), converge vers [, on peut trouver N € N tel que Vn > N, |u, — (| < e. Comme
pour tout n, ¢(n) > n (exercice),ona:Vn > N, ¢(n) > ¢(N) > N. En conséquence |v, — [| =
gy = 1| < e O

En pratique, on utilise surtout la conséquence suivante : si une suite (u,,) admet deux suites
extraites qui ne convergent pas vers la méme limite alors (u,,), n’est pas convergente.

Exercice : si (u,) est une suite divergente qui tend vers +o0c ou —oo alors toute suite extraite
de (u,) est divergente, et tend vers la méme chose.

Proposition 6. Soit (u,,), une suite telle que les deux suites extraites (ugy, ), et (Uzn11), cOnvergent
vers la méme limite | € R. Alors (u,,),, converge également vers .

Preuve (TD). Soit ¢ > 0. Comme (us,),, et (uz,+1), convergent vers [, on peut trouver 2 entiers
Nj et N, tels que

anNh ‘u2n_l’ SE,
Vn > Na,  |ugnyr — 1] < e

En particulier si n > max(2/N,2N, + 1) alors :
— ou bien n est pair, ie n = 2k pour un certain entier k. Alors k£ > Nj et

[y, — 1] = |ugp — | <€,
— ou bien n est impair, ie n = 2k + 1 pour un certain entier k. Alors k£ > N5 et

|up, — | = |uggsr — 1] < e

Dans tous les cas |u, — | < e. O

2.4 Suites monotones

Définition 5. Une suite (u,,) est majorée si : AM € R,Vn € N, u,, < M.

Une suite (uy,) est minorée si : 3m € R,VYn € N, u,, > m.

Une suite (uy,) est bornée si elle est majorée et minorée (ce qui équivaut a (| u, |) est majorée.
Une suite (uy,) est croissante si : ¥n € N, u, 1 > up,.
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Une suite (u,,) est décroissante si : ¥n € N, u, 1 < up.

Si les deux inégalités précédentes sont strictes, on dit que (u,,) est stritement croissante (ou dé-
croissante).

Une suite (u,,) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Une suite (u,,) est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décrois-
sante.

Une suite (uy,) est stationnaire si : ANy € N,Vn € N, n > Ny = tyq1 = Up.

Une suite (u,,) est constante si : ¥n € N, u, 1 = uy,.

Proposition 7. Critere de convergence des suites monotones.

1)Soit (uy,),, une suite croissante. Alors | = lim,,_, . (u,,), existe. De plus, | € R si et seulement
si (uy),, est majorée. Sinon | = +oc.

2) Soit (uy,,) une suite décroissante. Alors | = lim, . (u,), existe. De plus, | € R si et
seulement si (uy,),, est minorée. Sinon | = —oc.

Preuve. On prouve seulement le 1), le 2) se traitant de la méme maniere. Supposons tout d’abord
(un), majorée et posons [ = sup,, u,. On va montrer que (u,), converge vers [. Soit ¢ > 0.
Comme [ — e n’est pas un majorant de la suite (u,),, il existe N € IN tel que [ — ¢ < uy. De plus,
(uy,), étant croissante, on a pour tout n > N, [ — e < uy < u,. D’autre part [ étant un majorant
de la suite (uy,),, on a u, <. Ainsi, Vn > N, |u, — | < e.

Si (uy,), n’est pas majorée, on montre que (u,), diverge vers +oo. Soit M € R. Comme (u,,),
n’est pas majorée, il existe N € IN tel u,, > M. Comme (u,,), est croissante, on a pour tout n> N,
M < uy < u,, ce qui termine la preuve. O

2.5 Limites et inégalités.

Le lemme suivant est souvent utile :

Lemme 1. Si (u,,) converge vers un réel a, et si ¢ < a < b alors pour n assez grand, ¢ < u,, < b.

Preuve. Posons ¢ = min(b — a,a — ¢)/2 > 0. Par définition de la limite, il existe N € N tel que
Vn > N, |u, — a| < e. En particulier, pour n > N, ona:

c<a—(a—c¢))2<a—e<u,<a+e<a+(b—a)/2<b O

Théoréme 2. Lemme des gendarmes. Si u,, < v, < w, pour n assez grand, et si (u,) et (w,)
convergent vers | alors (w,,) converge également vers .

Preuve. Soit ¢ > 0. Il existe 2 entiers N; et N tels que
Yn > Ny, |u, — 1] <e, et Vn> Ny, |w,—1I] <e.
Donc pour n > max(/Ny, N2),on a:
l—e<u, <v,<w, <l+e€

donc (vy,), converge vers . O
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Proposition 8. Encadrement.
1) Si u,, < v, a partir d’un certain rang, et si (u,) tend vers +oco alors (v,,) tend vers +0c.
2) Si u, > v, a partir d’un certain rang et (u,,) tend vers —oo alors (v,,) tend vers —oc.

3) Si u, < v, apartir d’un certain rang et si (uy),, (resp. (v,),) converge vers [ (resp. l') alors
[ <.

Preuve. en exercice. [

Remarque : le 3) de la proposition précédente ne s’étend pas au cas d’inégalités strictes.

2.6 Suites adjacentes.

Définition 6. On dit que deux suite réelles (u,,) et (v,) sont adjacentes si :
o L’une est croissante, ’autre est décroissante.
o (U, — vy), converge vers 0.

Théoréme 3. Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes alors elles convergent vers la méme
limite.

Preuve. Supposons que (u,), soit croissante (et donc (v, ), décroissante. Il faut tout d’abord
remarquer que u,, < v, pour tout n € IN. En effet si I’on fixe ny € IN, on a Vn > ng, u,, — v, >
Up, — Un,- En passant a la limite n — oo dans cette inégalité, on obtient 0 > u,,, — v,,. Montrons
maintenant que (u,),, est majorée et (v,), minorée : pour tout n € IN, on a uy < u,, < v, < vp.
Donc (uy,),, est majorée par vy et (v, ),, est minorée par ug. D’apres la proposition 7, (u,),, et (v,),
sont convergentes. Notons [ et " leurs limites respectives. Comme (v,, — u,, ), converge vers 0, on
al=1. O

Théoreme 4. Théoréeme de Bolzano-Weierstrass. De route suite bornée on peut extraire une
sous-suite convergente.

Preuve. Soit (u,,), une suite bornée, donc il existe M > 0 tel que pour tout n : —M < u,, < M.
Nous allons définir trois suites par récurrence. Posons ag = —M, by = M et ¢(0) = 0. L’un au
moins des deux segments [ag; 250], [2otbo o] contient une infinité de termes de la suite (u,,),.
Soit a; < by les extrémités de ce segment noté I;. Noter que by — a; = (bg — ag)/2. On définit

ensuite ¢(1) = ny > 0 de sorte que u,,, € I;.

Supposons construits ag, @1, - - . , Gy, by, b1, ..., by et (0) < ¢(1) < ... ¢p(n) tels que pour tout
k<n

— I’ensemble [ay, bx] N {u,;n > IN} est infini,

= [ag, bx] C [ak—1, br—1],

— by —ap = (bp—1 — ar-1)/2,

- gb(k’) > ¢(/{3 — 1) et Ugk) € 1.
L’un au moins des deux segments [a,,; 22t=], [22tba b ] contient une infinité de termes de la suite
(Un)n- SOit ay1 < by les extrémités de ce segment noté I, 1. On ab, 1 — any1 = (b, — a,)/2.
On choisit ensuite ¢(n + 1) > ¢(n) de sorte que ug(nr+1) € In41. Nous avons ainsi construits
par récurrence 2 suites (a,), et (b,)n, et une extractrice ¢ vérifiant les 4 propriétés indiquées
ci-dessus. En particulier, les suites (a,), et (b,), sont adjacentes donc convergent vers la méme
limite /. De plus, pour tout n on a a, < ugmn) < b,. Le théoreme des gendarmes assure alors que
la suite (ug(,))n €St convergente. O
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2.7 Suites de cauchy.

Définition 7. On dit qu’une suite (u,,) est de cauchy si :
Ve > 0,(3N € N,V(n,p) € N*,(n > p > N =| u, —u, |[< €))).

Théoreéme 5. Une suite réelle est convergente si et seulement si ¢’est une suite de Cauchy.

Preuve. Soit (u,,), une suite réelle convergente. Soit ¢ > 0. Il existe | € R (la limite) et il existe un
entier N € N tel que Vn > N, |u,, — [| < €/2. En particulier, pour tout n, p tels que n > p > N,
ona

it — ] <t — 1]+ 1 = ] < /24 ¢/2 = ¢,

ce qui montre qu’une suite convergente est de Cauchy.

Réciproquement, soit (u, ), une suite réelle de Cauchy. Commencons par montrer qu’elle est
bornée. En utilisant la définition d’une suite de Cauchy pour € = 1, il existe un entier N € IN tel
que |u, — u,| < 1 pour tous n > p > N. Donc pour n > N,

[un] < |un, —uy| + luy] < 1+ |un].
Donc (uy,), est bornée par
lun| < max(|ugl, |Ju1l, .-, Jun—1], 1 + |un|).

Ainsi (uy,), est bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite
(ug(n))n convergente vers un réel [ € R. Montrons que (u,), converge également vers /. Soit
€ > 0. Il existe Ny tel que Vn > Ny, |ugm) — | < €/2. 11 existe aussi un réel N; € N tel que
Vn > p > Ny, |u, — u,| < €/2. En particulier, pour n > max(¢p(Ny), Ny),

|t — U] < un — ugvg)| + [upvg) — I < €/2+€/2=¢,

ce qui complete la preuve. [
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2.8 Quelques suites particulieres

Une suite réelle est simplement une fonction de N dans R. Par contre, on la
voit plutot comme une famille (u,),en indexée par N que comme une fonction
Une suite peut étre définie comme une fonction explicite de n :

m
Uy, = (—1)" cos <§n> :
ou par récurrence :

Upt1 = Uy + 2,

Un+4+2 = 3Un+1 — 5'Un s

Voyons maintenant quelques suites particulieres.

Les suites arithmétiques sont définies par
Up41 = Up + T

pour tout n € N et pour un r € R fixé. On a alors

‘%:w+mﬂ

En association avec ces suites, notez la formule utile suivante

—~  n(n+1)
Soh— ity
k=0

Les suites géométriques sont définies par

Unp+1 = 4 Un

pour tout n € N et pour un ¢ € R fixé. On a alors

n
Up = q" Up .
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Avec ces suites géométriques on a les formules bien connues suivantes

ns ;i n
qu:ql—qﬂrl:qml—q}v
= 1—gq 1—q’

ou N =ny —n; + 1 est le nombre de termes de la somme.

Enfin on a un mix des deux avec les suites
U, = Uy + b

qui donnent

1_an+1
U, = a" ug+0b
l1—a

2.9 Résolution des suites u,.o = au,1 + bu,

Une situation tres fréquente est de rencontrer des suites définies par récurrence
de la forme
Upt2 = QUpy1 + DUy,

ou a,b € R sont donnés et ug,u; sont fixés. Le théoreme qui suit donne la
forme explicite de u,, dans ce cas.

Théoréme : Soient a,b € R fizé et soit (u,,) la suite définie par récurrence
Upio = QUp1 + DUy, (2.1)
pour tout n € N. On considére I’équation caractéristique de cette suite
r—ar—b=0. (2.2)

i) Si Uéquation (2.2) admet deux solutions réelles distinctes ri,79 alors la
suite (uy,) est de la forme

Up = AT] + pry |,

pour des réels \, u qui sont fixés par ug et uy.

ii) Si Uéquation (2.2) admet une seule solution réelle (double) ry alors la
suite (u,) est de la forme

Up = AT +punry|,
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pour des réels \, . qui sont fixés par ug et u;.

iii) Si Uéquation (2.2) admet deux solutions complexes conjuguées r = pe'”
et 7 alors la suite (u,) est de la forme

U, = Ap" cos(nh) + pp" sin(nb) |,

pour des réels \, . qui sont fixés par ug et u;.

Démonstration Commengons par le cas i). Si 71,79 sont les deux racines
distinctes de (2.2) alors il est facile de vérifier que la suite

Uy = AT + pry
vérifie la relation (2.1) :

Upyo = ATITT + pryrs
= Ari'(ary + b) + pry(ary + b)
= a(NP 4 ey ) + b+ prd)
= QUpy1 + buy, .
Inversement, si (u,) vérifie (2.1), il existe un unique couple A, p € R qui
vérifie
Ug = A+, U = Ary+ 4o

car 1 # 19. Les suites solutions de (2.1) sont clairement entierement déterminées
par ug et u;. Donc la suite

Uy = AT + pry

est bien I'unique solution de (2.1) dans ce cas.

Le cas ii) se traite de la méme fagon : on vérifie que
Uy = AT +pnry,
est solution dans ce cas (ol l'on a en particulier a = 2ry) :

Unya = A1t 4+ (n +2) gt
= Arf(arg +b) + unry(are + b) + 2urir
=a 0T AT +ap(n+ D)t —aprg ™ +bunrl +pritla

= QUps1 + buy, .
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Toutes les solutions sont déterminées par ug et u;. A chaque couple (ug, uy)
correspond un unique couple (A, u) qui fait que

Uy, = ATy +punry |,

est solution de (2.1) (exercice).

Pour le cas iii) il est plus facile de passer par les nombres complexes. On
peut toujours trouver z € C tel que

uw=z2+2 et wu; = zr+ zr. (exercice)

On en déduit que la suite
Uy, = 21" + Z7"

est solution de (2.1). Ce qui donne

zr’™ + zr'" = 2Re(zr") = 2Re(z) p" cos(nf) — 2Im(z) p" sin(nf) .



Chapitre 3

Fonctions réelles de la variable réelle

3.1 Premieres définitions

Définition 1. On appelle fonction numérique de variable réelle toute application f : I — R, ou [
est un sous-ensemble de R. On notera plus souvent I = D(f), appelé le domaine (ou I’ensemble)
de définition de f. Si A C D(f), on appellera image de A par f I’ensemble {y € R | dx €

A,y = f(x)}, et on appellera restriction de f a A la fonction notée f|, : A — R égale a [ sur
D.

Par exemple, on notera
T +— 3x

ou
f:R — Rtelle que f(z) = 3z

la fonction qui a un réel = associe 3 fois ce réel.

Définition 2. Représentation graphique. Si [ est une fonction numérique de variable réelle, le
graphe de f, noté G(f), est défini par

G(f) =A{(z, f(x)),z € D(f)}-

3.2 Fonctions remarquables

Définition 3. On dit que :
1. f:D(f) — Restpaire si¥x € D(f),—x € D(f) et siVx € D(f), f(—z) = f(x).
2. f:D(f) — Restimpaire siVNx € D(f),—x € D(f) et siVx € D(f), f(—x) = —f(z).

3. f: D(f) — R est périodique (de période T € R*) siVx € D(f),x +T € D(f) et si
Ve € D(f), f(x) = f(z+T). (Il peut exister plusieurs périodes.)

f) — Rest croissante si¥(x,y) € D(f) x D(f),x <y = f(x) < f(y).

f) — R est strictement croissante si¥(x,y) € D(f)x D(f),z <y = f(x) < f(y).
f) — Rest décroissante siN(x,y) € D(f) x D(f),z <y = f(x) > f(y).

D(f) — R est strictement décroissante si ¥(x,y) € D(f) x D(f),z <y = f(x) >

().
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8. f: D(f) — R est monotone si elle est croissante ou décroissante.

9. [ : D(f) — R est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Définition 4. On appelle majorantde f : D(f) — R tout réel M tel que : ¥z € D(f), f(x) < M.
On appelle minorant de f : D(f) — R tout réel m tel que : Vx € D(f), f(x) > m.

On dit que f est majorée (resp. minorée) s’il existe un majorant (resp. un minorant) de f. On dit
que f est bornée s’il existe un majorant et un minorant de f.

Remarque : Toute ces définitions s’étendent ainsi : si D est une partie de D(f), on dira que f est
majorée (resp. minorée) sur D si f |p est majorée (resp. minorée).

Définition 5. Soit E une partie de R. On dit que :
1. f: D(f) — R est dite injective si ¥(x,y) € D(f) x D(f), f(z) = f(y) = x =v.
2. f: D(f) — E est surjective siVy € E, 3z € D(f),y = f(x).

3. f: D(f) — E est dite bijective si elle est injective et surjective. Dans ce cas la on peut
définir une nouvelle fonction f~' : E — D(f) parVy € E, f~(y) = z, o x est le seul
élément de D(f) tel que f(x) = y.

3.3 Opérations sur les fonctions

Remarque : On rappelle que la composée de deux fonctions monotones de méme nature est crois-
sante et que la composée de deux fonctions monotones de nature différente est décroissante.
Enfin, on rappelle alors que si f : D — FEetg: E — D sont deux bijections, alors fog: ' — E
etgo f: D — D sont des bijections, et que (fog) ' =g toflet(gof)t=flog!

Définition 6. Si f et g sont deux fonctions ayant le méme ensemble de définition et a € R, alors
on note :
o f + g la fonction définie par Nz € D(f),(f + g)(z) = f(x) + g(x).
o af la fonction définie parVx € D(f), (af)(z) = af(x).
1 1

o Si par ailleurs f ne s’annulle pas, alors 7 est la fonction définie par Vx € D(f), %(as) =

Définition 7. Composition de fonctions. Soient f : D — FE et g : E — R deux fonctions définies
sur deux parties D, E de R. On définit la composée de f par g, notée go f, par go f(x) = g(f(x))
pourz € D.

Proposition 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La composée de deux fonctions monotones de méme nature est croissante et que la composée
de deux fonctions monotones de nature différente est décroissante.

2. La composée de deux fonctions injectives est injective.
3. La composée de deux fonctions surjectives est surjective.

4. La composée de deux fonctions bijectives est bijective. En particulier, la fonction réciproque
est donnée par (fog) ' =g to f7L

Preuve. en TD. [
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3.4 Limite d’une fonction

Définition 8. Limite en zo € R. Soit f : D(f) — R une fonction et I un intervalle ouvert inclus
dans D(f). On suppose que xo € R est soit une extrémité de I, soit un point de 1I.
On dit que f a pour limite | € R quand x tend vers xq (ou plus simplement f a pour limite | en x)
Si:

Ve >0,3n > 0,Ve € D(f),|x —xo |[<n=| flz)—-1|<e

On notera lim, ., f(x) =1, ou f(x) — | quand x — x.

Remarque : si zyp € D(f) etsi f a pour limite [ quand z tend vers o, alors [ = f(x).

Définition 9. Limite en 4-oco.

1. Soit f : D(f) — R une fonction. On suppose qu’il existe a € R tel que |a,+o0o[C D(f).
On dit que f a pour limite | € R quand x tend vers +oco (ou plus simplement f a pour limite
len +o0)si:

Ve >0,IM e R,Vx € D(f),x > M =| f(z) — 1 |<e.

On notera lim, .o f(x) =, ou f(z) — [ quand v — +o0.

2. Soit f : D(f) — R une fonction. On suppose qu’il existe a € R tel que | — 0o, a|C D(f).
On dit que f a pour limite | € R quand x tend vers —oo (ou plus simplement f a pour limite
len —o0) si:

Ve >0,3M € R,Vx € D(f),z < M =| f(z) -l |<e.
On notera lim,—._ o f(z) =, ou f(x) — I quand x — —oc.

Définition 10. Limite infine.

1. Soit f : D(f) — R une fonction et I un intervalle ouvert inclus dans D(f). On suppose
que xg € R est une extrémité de 1.
On dit que [ tend vers +00 quand x tend vers x (ou plus simplement f a pour limite +00
quand x — xg) Si :

VM € R,3n > 0,Vz € D(f), |z — x| <np= f(x) > M.

On notera lim,_.,, f (x) = 400, ou f(x) — +oo quand x — xy.

2. Soit f : D(f) — R une fonction. On suppose qu’il existe a € R tel que |a,+oo[C D(f).
On dit que [ tend vers +00 quand x tend vers +oco (ou plus simplement f a pour limite +00
en +00) si :

VM € R,3A € R,Vx € D(f),z > A= f(z) > M.

On notera lim, ., o f (x) = 400, ou f(x) — 400 quand x — +oc.

3. Soit f : D(f) — R une fonction. On suppose qu’il existe a € R tel que | — 0o, a|C D(f).
On dit que f tend vers —oo quand x tend vers +oo (ou plus simplement f a pour limite —oo
en —oo) i -

VM e R,3JA € R,Vx € D(f),z > A= f(z) < M.

Proposition 2. La limite d’une fonction, si elle existe, est unique.

Preuve. en TD. [
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Proposition 3. Caractérisation séquentielle. Soient f : D — R une fonction, o € R (limite
d’au moins une suite de points de D) et | € R. Alors lim,_,,, f(x) = [ si et seulement si pour
toute suite (uy,), d’éléments de D telle que lim,,_ | o, u,, = xo on alim, . f(u,) =l

Preuve. On traite le cas ot g € R et [ € R (les autres cas sont similaires et laissés en exercice).

Supposons donc lim, .., f(x) = . Soit (u,), une suite de points de D convergeant vers .
Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

Vee D, |zv—xo <n=|f(x)—1I <e
Comme (u,,), converge vers x, il existe N € N tel que
VnelN, n>N=|u,—xo| <n.

En particulier, on a pour n > N, | f(u,) — | <e.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (u, ), d’éléments de D telle que lim,, ;o u, =
Zo, on ait lim,, ., f(u,) = (. On raisonne par 1’absurde en supposant que f ne tend pas vers [
quand z — =z, cad

de > 0,Vn > 0,3z € D, |z —xo| <net|f(x)—1I| >e.
En particulier, on peut choisir 7 = 1/n pour n € IN*, ce qui donne
de > 0,Vn € N*, Ju,, € D, |u, — x| < 1/net|f(u,) — | > €.

Ceci prouve que la suite (u,),, converge vers z et (f(u,)), ne tend pas vers [, d’ou la contradic-
tion. ]

Proposition 4. Si f : D — R a pour limite | en x(, alors il existe un réel n > 0 tel que la
restriction de f a DN|xg — 1, xo + 1| soit bornée.

Preuve. en exercice. O]

3.5 Opérations sur les limites

Proposition 5. Soient f : D(f) — Retg : D(g) — R telles que f(D(f)) C D(g). Soient
7o, 11,1l € R. On suppose lim, .., f(z) = 1) et lim,_;, g(x) = lp. Alors lim,_,, g o f(x) = L.

Preuve. en exercice. O
Proposition 6. Soient f : D — Ret g : D — R 2 fonctions et xg,l1,ls € R. On suppose
lim, ., f(x) =1 etlim,_,, g(x) = lo. On a les propriétés suivantes :

1. llmx*)x(J(f + g)(l’) = ll + lQ,

2. limy ., fo(x) = Ly,

3. siVa € D, g(x) # 0etly # 0 alors lim, ., 15 = 1.

Preuve. en exercice. ]
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3.6 Limite et inégalités

Proposition 7. Passage a la limite dans les inégalités. On considere deux fonctions f,g : D — R
et g, l1,ls € R. On suppose que : Vx € D, f(x) < g(x) sur un voisinage de x et

lim f(z) =104, e lim g(z)=1.

T—x0 T—xo

Alors 1 < ['.

Preuve. en exercice. L]

Corollaire 1. Soient f,g,h : D — R trois fonctions, xo € R et | € R. On suppose que pour
x € D dans un voisinage de xoon a f(x) < g(x) < h(z), et

lim f(x) =1, et lim h(z)=1.

T—T0 T—T0
Alors g admet une limite quand x tend vers x et cette limite vaut [.

Corollaire 2. Soient f, g : D — R deux fonctions, et xo € R. On suppose que pour x € D dans
un voisinage de xo on a f(x) < g(x) et

lim f(z) = +o0.

T—T0

Alors g tend vers +o00 quand x tend vers x.

3.7 Limites et fonctions monotones

Proposition 8. Soient a,b € R avec a < bet f :]a, b[— R une application croissante.

1. Si f est majorée alors f admet une limite finie en b et

lim f(z) = sup f(x).

z—b z€]a,b|

2. Si f n’est pas majorée alors f admet +oo pour limite en b.

Preuve. 1) L’ensemble f(]a, b[) et non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure S dans
R. Soit € > 0. Comme S — € n’est pas un majorant, il existe zo €]a, b[ tel que S —e < f(z9) < S.
Comme f est croissante, on a pour tout = > x,

S—e< flxo) < flx) <5

On suppose b € R (le cas b = +oo est similaire). En notant » = b — x¢ > 0, on a : pour tout
x €la,b[ tel que |z — b| < n, |f(x) — S| < e. Ceci prouve que la limite de f en b vaut S.

2) Soit M € R. Comme f n’est pas majorée, il existe zo €]a, b tel que f(xy) > M. Ainsi,
pour tout = €la,b[, > x9 = f(x) > f(xo) > M. On suppose b € R (le cas b = +oo est
similaire). En notant n = b — 2y > 0,ona: Vx €la,b[,0 <b—x <n= f(x) > M. Ceci prouve
que la limite de f en b vaut +oo. [
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Chapitre 4

Continuité des fonctions réelles de la
variable réelle

4.1 Premieres définitions et propriétés

Définition 1. Soit f : D(f) — R une fonction et a € D(f). On dit que [ est continue en a ssi :
Ve 0,35 > 0,¥2 € D(f),| 2 —a|<n = f(z) - f(a) |< e

Sinon, on dit que a est un point de discontinuité de [, et que f est discontinue en a.
On dit que | est continue sur D(f) si f est continue en tout point de D(f).

Définition 2. Soit f : D(f) — R une fonction et a € D(f). On dit que f est continue a droite en
a sSi:

Ve>0,3dn > 0,Vx € D(f),0<z—a<n=|f(x)— fla) |<e

On définit de méme la continuité a gauche.

Proposition 1. (Caractérisation sequentielle) Soit f : D(f) — R une fonction et a € D(f).
Alors f est continue au point a si et seulement si pour toute suite (u,), de points de D(f) telle
que lim,, o, u, = aonalim, . f(u,) = f(a).

Preuve. Supposons f continue en a. Soit (u,),, une suite de points de D( f) telle que lim,, .o, u,, =
a. Soit € > 0. Par définition de la continuité :

da > 0,Vz € D(f), |z —a| <a=|f(z)— f(a)] <e

D’autre part,
AN,Vn e N;n > N = |u, —a| < a.

Donc pourn > N,ona |u,—a| < adonc |f(u,)—f(a)| < € cequiveutdire que lim,, .. f(u,) =
f(a).

Réciproquement, supposons que pour toute suite (u,,),, de points de D(f) on ait lim,, ., f(u,) =
f(a). Montrons que f est continue en raisonnons par ’absurde. Si f n’est pas continue en a alors

de > 0,V > 0,3z € D(f) tel que |z — a| < aet|f(z) — f(a)| > €.

En particulier, on peut choisir & = 1/n pour n € IN*, et on obtient une suite (x,,), de D(f) telle
que :
Vn € N*, |z, —a| < 1/net|f(x,) — f(a)] > e
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En particulier, (x,), converge vers a mais (f(z,)), ne peut converger vers f(a). Contradiction.
[

Proposition 2. Soient f et g deux applications de A dans R et a € A. Si f et g sont continues en
a alors f + g, fg sont continues en a. Si de plus Vx € A, g(x) # 0, alors g est continue en a.

Preuve. en exercice. ]

Proposition 3. Soient f : A — B C Ret g : B — R deux applications et a € A. Si [ est
continue en a et g est continue en f(a) alors g o f est continue en a.

Preuve. en exercice. O]

4.2 Fonctions continues sur un intervalle

Théoreme 1. Soient [a, b] un intervalle fermé et borné et f : [a,b] — R une application continue.
Alors f est bornée et atteint ses bornes inférieures et supérieures. En d’autres termes, les quantités
infrefap) f() et Sup,ep, ) f() existent et sont finies, et il existe c1, ¢y € |a, b] tels que

f(er) = inf f(x), f(c2) = sup f(x).

z€la,b] z€la,b]

Preuve. Montrons tout d’abord que f est bornée en raisonnant par 1’absurde. Si f est non bornée,
ceci signifie :
VM > 0,3z € [a,b],  [f(zam)] > M.

Pour n € IN*, on peut choisir M = n dans la relation précédente. Donc il existe x,, € [a,b] tel
que | f(z,)| > n.La suite (x,), est dans [a, b], donc est bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut extraire une sous-suite (Z4(,)), qui converge vers d € [a, b]. D’autre part, on
a|f(z,)] — +oo lorsque n — oo. Ceci est en contradiction avec la continuité de f en c. Donc f
est bornée.

L’ensemble A = {f(z);x € [a,b]} est non vide, majorée et minorée vu ce qui précede. Il
admet une borne supérieure, notée .S, et une borne inférieure, notée /. Pour toutn € N*, S — 1/n
n’est pas un majorant de A donc il existe x,, € [a,b] tel que S — 1/n < f(z,) < 5. Comme la
suite (x,), est & valeurs dans le segment [a, b], d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
peut en extraire une sous-suite convergente vers ¢y € [a, b]. D autre part, il est clair que (f(z,)),
converge vers .S. Par continuité de f en ¢, on a donc c; = S. On peut faire la méme preuve pour
la borne inférieure. O

Théoréme 2. (Théoreme des valeurs intermédiaires) Soient f une application continue de [a, ]
dans R. Alors pour tout c compris entre f(a) et f(b), il existe xy € |a,b] tel que f(xy) = c.

Preuve. lére étape : Tout d’abord que si g : [0,1] — R est une fonction vérifiant g(0) < 0 et
g(1) > 0 alors il existe ¢y € [0, 1] tel que g(ty) = 0. Soit g une telle fonction.

Posons ¢; = 1/2. On a : ou bien g(c;)g(1) < 0 ou g(c¢y)g(0) < 0. Donc, pour I'un des 2
segments [0, ¢;] ou [cy, 1], le produit des images par g de ses extrémités est négatif. Notons [ay, b;]
les extrémités du segment correspondant.

Supposons construits des points aq, . .., a, et by, ..., b, tels que

(Pn> . Ap—1 < Ay, < bn < bnfla bn — an = (bnfl - an71>/27 g(an)g(bn) < 0.
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Montrons que (P,+1) est vraie. Soit ¢, 41 le milieu du segment [a,,, b,]. Comme g(a,)g(b,) < 0,
’un au moins des 2 produits suivants est négatif : g(a,)g(cui1) ou g(nt1)g(bn). On note a, 1 <
b, 1 les deux points correspondants au produit négatif.

Cette procédure permet de construire par récurrence 2 suites (ay, ), et (by,),, vérifiant la propriété
(P,). Il est facile de voir que ces 2 suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers un réel ¢,
dans [0, 1]. Par continuité de g en ¢y, on a

lim g(an)g(bn) = g(to)* <0,

n—oo

donc g(ty) = 0.

2eme étape : il faut maintenant prouver le théoréeme pour la fonction f de I’énoncé. On définit
la fonction ¢ : [0,1] — R par g(t) = f(a+ t(b —a)) — c. On a g(0)g(1) < 0 donc on peut
appliquer la lére étape, et il existe ¢, € [0, 1] tel que g(¢y) = 0. En particulier on peut poser
$0:G+t0(b—a). O

Corollaire 3. Soit f une application continue sur un intervalle I non vide a valeurs réelles, alors
J = f(I) est un intervalle.

Preuve. On va monter que pour tous y; < yo € J, le segment [y, yo] est inclus dans J. Soient
y1,y2 € J. Il existe 1,29 € I tels que f(z1) = yp et yo = f(x2). Soit z € [y;, 4] =
[f(z1), f(x2)]. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [x1, z5] tel que f(c) =
z,donc z € J. Vu la caractérisation des intervalles de R, J est un intervalle. O]

Corollaire 4. Soit f une application continue sur un intervalle [a, b] non vide a valeurs réelles.
Alors

f([a,b]) = [m, M], oa m=inf{f(x);x € [a,b]}, M =sup{f(x);x € [a,b]}.

Preuve. D’apres le théoreme 1, il existe ¢y, ¢ tels que f(c1) = mingy) f et f(c2) = maxpy) f. Vu
le corollaire 3, on a [f(¢1), f(c2)] C f([a,b]). Réciproquement, pour tout z € f([a,b]), il existe
x € [a,b] tel que f(x) = z. En particulier, f(c;) < z < f(cg), dou 2z € [f(c1), f(c2)]- Ceci
montre que f([a,b]) C [f(c1), f(c2)]-

En conclusion, on a bien f([a,b]) = [f(c1), f(ca)]. O

Théoreme 3. Soient I un intervalle de R non réduit a un point et f une application continue et
strictement croissante (resp. décroissante) de I dans R. Alors f est une bijection de I sur l’in-
tervalle J = f(I). L’application réciproque f~' : J — I est une bijection continue strictement
croissante (resp. décroissante).

Preuve. Traitons le cas ol f est strictement croissante. D’apres le corollaire 3, J = f(I) est un
intervalle. D’autre part, il est clair que la fonction f : [ — f(I) est surjective.

Montrons qu’elle est injective. Soient x1, 25 € [ tels que f(x1) = f(z2). Si x; < x5 alors
f(z1) < f(z2) impossible. Si z; > x5 alors f(x1) > f(xs) impossible. Donc x; = x5 et ceci
montre que f est injective, et donc bijective. On peut alors considérer la fonction réciproque
f7t:J—1.

Montrons que f~! est strictement croissante. Soit y; < 3, € J. On note x; = [~ (y;) et
9y = [~ y2). Si xy > x4 alors f croissante = y; = f(z1) > f(r2) = yo impossible, donc
1 < 9.



26 CHAPITRE 4. CONTINUITE DES FONCTIONS REELLES DE LA VARIABLE REELLE

Montrons maintenant que f~! est continue. Soient iy € J et € > 0. On note 7y = f~!(10). On
va prouver qu’il existe o > 0 tel que

Vyeld, ly—vol <a=1f"y)—fw)l <e

Si xo n’est pas une éventuelle borne de 7, il existe a; > 0 tel que |xg — aq; 29 + a1[C I. Posons
¢ = min(a, €) > 0. Comme f et f~! sont croissantes, on a

1F 7 ) = [ o) S € = mo—€ < fTHy) Smo+ € = flao—€) <y < fmo+€).

Il suffit donc de poser o« = min(f(zg + €') — f(x0); f(x0) — f(xog — €')) > 0. En effet, pour
[y —yol < a,ona f(zg—€) <y < flzo+€)etdone [fHy) — fTH(y)| <€ <e

Si z( est une borne de I, il suffit d’adapter le cas précédent. 0

Proposition 4. Soient I un intervalle de R non réduit a un point et f une application continue et
injective de I dans R, alors f est strictement monotone.

Preuve. Raisonnons par 1’absurde et supposons que f n’est pas strictement monotone. Alors il
existe x; < xo < g tels que : f(x1) < f(za) > f(x3) oubien f(z1) > f(x2) < f(x3).
Supposons par exemple que f(z1) < f(z2) > f(z3) (Uautre cas se traite exactement de la méme
facon). L’intervalle | f(x2); f(x1)[N] f(22); f(23)] est non vide donc on peut prendre un z dans cet
intervalle. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢; €]zy; xo[ tel que f(¢;) = z,
et il existe ¢y €]xy; 23] tel que f(c2) = z. Ceci contredit I’injectivité de f. O

4.3 Uniforme continuité

Définition 3. Soit f une application de A C R dans R. On dit que [ est uniformément continue
sur A ssi :

Ve >0,3n>0,Vz,2' € A |z — 2| <n=|f(z) - f(a)] <e

Remarque : une application uniformément continue est continue. La réciproque est fausse (consi-
dérer par exemple la fonction z +— 22 définie sur R).

Théoréme 4. (Théoreme de Heine) Soit f une application continue de |a,b] dans R. Alors f est
uniformément continue sur |a, b|.

Preuve. Raisonnons par I’absurde. Supposons f continue et non uniformément continue. Il existe
donc € > 0 tel que

Va > 0,3z, 2" € [a,b] tels que |z — 2’| < acet|f(z) — f(2')] > e

En particulier, pour tout n € IN*, on peut prendre « = 1/n dans la relation précédente et cela
donne I’existence de (z,,,x)) € [a,b] tels que |z, — x| < 1/net|f(x,) — f(x])] > €. D’apres
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, comme la suite (z,,), est bornée, il existe une extractrice
¢ : IN — NN telle que la suite (z4(,)), soit convergente (on note c cette limite). De méme, la suite
(27, )n st bornée. On peut donc trouver une extractrice ¢ : IN — IN telle que la suite (27, (,,)))n
soit convergente (on note ¢’ la limite). Noter que la suite (24(,(n)))n converge vers c car elle est
extraite de la suite (Z4(n))n-
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On rappelle que pour toute extractrice ¢, on a la relation ¢(n) > n pour tout n € IN. Ainsi

1 1 1
* /
Vn € INY,  [Zo(om) = Lo(pmy] < d(p(n)) = ©(n) = n
donc
Jim (2o — To(pmy] = 0-

En particulier, ona ¢ = ¢.

D’autre part, on a par continuité de f en ¢ :

lim f(zgomy) = flc), et Hm f(2),m)) = f(c).

n—oo n—oo

Mais ceci est en contradiction avec : | f(Zg(u(n))) — f(Z(p0m))| > €.

27
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Chapitre 5
Dérivabilité

5.1 Définitions

Définition 1. Soient f une application d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs dans R, et
xo € 1. On dira que f est dérivable en x si la limite suivante existe

o f@) = f)
g R

oul € R. Dans ce cas, on noteral = f'(x).

On dira que [ est dérivable sur I si f est dérivable en xy pour tout xo € 1. Dans ce cas, on
note f' Uapplication f': x € [ — f'(x) € R.

Proposition 1. Soient f une application d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs dans R, et
xo € 1. Alors f est dérivable au point x si et seulement s’il existe o« > 0, | € R et une fonction
€:] —a;a[— Rtels que |xg — o; 20 + a[C I, limy,_ge(h) = 0 et

Vh €] —a;al,  f(xo+h) = f(xo) + lh + he(h).

Dans ce cas, ona : | = f'(x).

Preuve. 1) Si f est dérivable en z;. Soit o > 0 tel que |zo — a; xy + o[C I. 11 suffit de poser

e(h):f(onrh})L_f(xO)—f’(xo) si0<|hl<a, et €0)=0.

2) Réciproquement, on suppose que f(zg+ h) = f(x¢) + lh + he(h). Donc

f(wo +h) — flo)
h

=1+ €(h).

Comme limy,_,g €(h) = 0, il est immédiat que f est dérivable et | = f'(z). O
Corollaire 5. Si f est dérivable en xy € I alors [ est continue en x

Définition 2. Soient f une application dérivable d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs
dans R. Si f' : I — R est continu, on dira que [ est continiiment dérivable sur I (ou bien de
classe O sur I).

29
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Définition 3. 1) Soient [ une application d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs dans R,
et xo € I (ou bien la borne gauche de I). On dira que f est dérivable a droite en x si la limite
suivante existe

L f@) = f)
nm a1

oul € R. Dans ce cas, on notera l = f}(x).

Soient [ une application d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs dans R, et xo € I (ou
bien la borne droite de I). On dira que f est dérivable a gauche en x si la limite suivante existe

lim f(z) = f(x0)

Tr—x0 _
x<xo x To

=1

ol € R. Dans ce cas, on notera l = f, (o).

Remarque : on vérifie facilement que f est dérivable en z si et seulement si f est dérivable a
gauche et a droite en g et f, (zo) = f; (o).

Définition 4. Soient f une application d’un intervalle ouvert I (non vide) a valeurs dans R. Si les
dérivées successives f', f" = @, ..., f") existent, on dira que f est n fois dérivable sur I. On
dira que f est de classe C" sur [ si ces dérivées successives sont, de plus, continues.

5.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 2. Soient f,g: I — R des fonctions dérivables sur I. Alors :
D(f+9)=r+4d.
2)(fg9) = rf'g9+ 19,
3)sin € N*, alors (f*) =nfrtf

4) sur I'ensemble {x € I; g(x) # 0}, L est dérivable et <§) e

g g
Preuve. en exercice. O

Théoreme 1. Soient f : [ — Jetg:J — Rou I, J sont des intervalles ouverts (non vides), et
xo € 1. Si f est dérivable en x et si g est dérivable en f(x) alors g o f est dérivable en x et

(g0 f) (x0) = g" o flxo) - f'(20)
Preuve. Soit h € R (assez petit). On a :

9(f(zo + h)) — g(f(w0)) = g(f(wo) + hf (o) + he(h)) — g(f(20))
/(f(l'o))(hf/(l’o) + h€(h)) + (hfl(fﬂo) + hE(h))G(hf/(xo) + he(h))
"(f(w0))f'(zo)h 4 hé(h) O

9
9
9

Théoreme 2. Soient f : I — J une fonction continue strictement monotone, ou I, .J sont des
intervalles ouverts (non vides) avec J = f(I). Soit g : J — I la bijection réciproque et xy € I.
Si f est dérivable en xy et si f'(xy) # 0 alors g est dérivable en f(xg) et g'(f(x0)) = m
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Preuve. Soit yy = f(x) et y proche de yy (y # yo). On pose © = g(y) eton a :

9y) —9y) _  w—wo 1
Y — % f(z) = f(z0) f'(z0)

cary — Yo & r — To. [

Corollaire 6. Soient f : I — J une fonction continue strictement monotone, ou I, .J sont des
intervalles ouverts (non vides) avec J = f(I). Soit g : J — I la bijection réciproque. Si f est
dérivable ( resp de classe C*) sur I et siNx € I, f'(x) # 0 alors g est dérivable (resp. de classe
Cl) etg = f’of Flof—1°

Proposition 3. (Formule de Leibniz) Soient f,g : [ — R des fonctions n fois dérivables sur |
intervalle ouvert. Alors :

Preuve. Par récurrence. La propriété est vraie au rang 1 (voir proposition 2).

Supposons la propriété vraie au rang n. Alors

(fg)("H) (ch (k) g (n— k) Z <f(k gt k)

_ch( FlD) k) | gk g (nt1- k) ch FlED) g (n=) +ch FUHD gt 1-k)

k=0
n+1 n+1

_ch 1f(k (n+1-k) +ch k+1) (n+1—k) Zcrljf(k)g(nﬂfk) O
k=0

5.3 Accroissements finis

Définition 5. Soient f : I — R out I est un intervalle (non vide) et xq € 1.
1) On dit que f admet un maximum en xy siVx € I, f(x) < f(xo).
2) On dit que [ admet un minimum en xq siVx € I, f(x) > f(xo).

3) On dit que f admet un maximum local en o si : o > 0 tel que Vr € IN|xg — o, g + ,
f(z) < f(xo).

4) On dit que [ admet un minimum local en x si : 3o > 0 tel que VY € IN|zg — o,z + ,

f(x) = f (o).

Proposition 4. Soient f : I — R une application, ont I est un intervalle ouvert (non vide) et
xo € 1. Si xg est un maximum local (ou minimum local) de f et si | est dérivable en x( alors

f/(l'o) = 0.

Preuve. Soit o > 0 tel que |zg — o, kg + a[C I etV €]zg — a,x9 + af, f(z) < f(z0) (Méme
preuve dans le cas d’un minimum). Soit x €]zg — a, ¥y + af et x < xq alors

f(@) — f(o)

T — X9

> 0.
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En passant a la limite quand x — x, on obtient f'(x¢) > 0. Soit x €|xy — a, o + af et z > x

alors
f@) = flan) _
r — X9
En passant a la limite quand z — x, on obtient f’(z) < 0. Donc f’(z() = 0. O

Théoréme 3. (Théoreme de Rolle) Soient a,b € R (a < b) et f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b|, dérivable sur |a,b] et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €|a,b| tel que

f(e) = 0.
Preuve. Si pour tout x € [a,b], f(a) = f(x) = f(b) alors le résultat est évident.

Sinon, il existe = €]a, b| tel que f(a) = f(b) < f(z) (oubien f(a) = f(b) > f(x), et dans ce
cas la preuve est similaire). Soit M = max{ f(z);x € [a, b]}. On sait qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
f(c) = M. De plus, ¢ # a et ¢ # b. En particulier, pour tout x € [a,b], ona f(z) < f(c). Donc ¢
est un maximum local et, d’apres la proposition 4, f'(c) = 0. [l

Théoreme 4. (Théoreme des accroissements finis) Soient a,b € R (a < b) et f : [a,b] — R
une fonction continue sur |a, b|, dérivable sur |a,b|. Alors il existe ¢ €|a, b| tel que f(b) — f(a) =

F'()(b = a).
Preuve. Soit ¢ : [a,b] — R la fonction définie par

fb) = f(a)
o) = f(2) = fla) = (55—
 est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[. De plus ¢(a) = 0 = ¢(b). On peut donc appliquer
le théoréme de Rolle, ce qui nous donne I’existence d’un ¢ €]a, b] tel que ¢'(c¢) = 0. Or ¢'(c) =

f®)—f(@) 42 <
f'(c) — =5==, d’oli le résultat. O

T —a).

Corollaire 7. Soient a,b € R (a < b) et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable
sur]a, b[.

1) Si limz—a f'(xz) = Lalors f est dérivable a droite en a et fi(a) = L.
2)Si lim$_>5 f'(x) = I" alors f est dérivable a gauche en'b et f}(b) = I'.
<<

Preuve. Supposons que hmm;a f'(x) = 1. Soit h > 0 assez petit. D’apres le théoréme des ac-
croissements finis, il existe ¢, €]a,a + h[tel que f(a + h) — f(a) = f'(cp)h, donc

fla+h) = f(a)

. BT / . ot
lim , = lim f(en) = 1= fo(a). O
h>0 h>0
Théoréme 5. (Darboux) Soit I un intervalle de R et f : I — R dérivable. Alors f'(I) est un

intervalle.

Preuve : Soient a,b € [ (a < b) et z € [f'(a); f'(b)]. D’apre le théoréme de Rolle, il existe
c €la,b[ tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a).On aalors 2 cas :
1) oubien z € [f'(a); f'(c)] : on définit alors la fonction g : [a,b] — R

P ORS (0

r—a
g est continue sur [a,b] (car f est continue sur |a,b] et dérivable en a). D’autre part, comme
g(a) < z < g(b), le théoreme des valeurs intermédiaires implique ’existence d’un y € [a, ] tel
que g(c) = z...

siz >a, g(a)= f'(a).

]
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5.4 Variations des fonctions

Dans ce qui suit, / désigne un intervalle de R et Int(/) son intérieur, c’est-a-dire ’intervalle
ouvert de méme bornes que /.

Proposition 5. Soient une fonction f : I — R, oit I est un intervalle non vide. Pour que f soit
constante sur I, il faut et il suffit que f soit dérivable sur Int(I) et f' = 0 sur Int(1).

Preuve. Si f est constante, il est clair que f est dérivable et [ = 0.

Réciproquement, pour tout z; < x5 € I, vu le théoreme des accroissements finis, il existe
¢ €]xy, x| tel que f(z2) — f(x1) = f'(¢)(xz9 — 1) = 0 donc f est constante. O
Proposition 6. Soir I un intervalle et f : I — R une fonction continue, dérivable sur Int(1).

1) Pour que f soit croissante sur Int([), il faut et il suffit que : Vo € Int(1), f'(z) > 0.

2) SiVz € Int(I), f'(x) > 0, alors f est strictement croissante.

Preuve. Supposons f croissante et soit xy € Int(/). Pour tout h € R*,ona:

f(xo+h) — f(xo)
h

> 0.

En passant a la limite quand A tend vers 0, on obtient f'(zg) > 0.

Réciproquement, supposons Vo € Int(I), f'(x) > 0. Soit z1,z9 € I avec 1 < x9. En
appliquant le théoréme des accroissements finis sur [z, z5], il existe ¢ €|xy, 25| tel que f(z2) —
f(z1 = f'(c)(z2 — x1) > 0, donc f est croissante.

Le 2) se démontre de la méme manicre. L]
5.5 Formules de Taylor

Théoréme 6. (Formule de Taylor-Young) Soient n € N*, a < bet f : [a,b] — R de classe C™
sur [a, b] et n + 1 fois dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €|a, b] tel que :

n k(g _ )t
10 = @+ Y o T ),

Preuve : Soit g : [a,b] — R définie par

- f(k)<x> (b _ 1’)k _ A(b — x)n-i-l

Vo € [a,b], g(x)= f(b)— f(x)— (n+1)!

k=

—_

avec A constante (que 1’on fixera ultérieurement). L’ objectif est d’appliquer le théoréme de Rolle
a g. Vu les hypotheses, g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. D autre part, g(b) = 0 et

g(a) = f(b)— fla) =>4, f(kk)!(“) (b—a)k— A(b(;i):;l. Pour faire en sorte que g(a) = 0, on pose

(n+1)! AU
Azm(f(b)—f(@—; S b—a)t).
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D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0. Calculons ¢’. On a

/ (b — x)n / & f(k+1) (37) f(k)(x) —
() == A= _f(””)_;(T(b_w)k_(k:—l)!(b_‘”)k )
(b—a) n L pler) L pHD (g
- A kZ ’“+Z -2y
(b—z)"  fD()
=—A4 n! n! (b— )"
Donc ¢'(c) = 0 équivaut 3 A = ("1 (c), d’ot le résultat. O

Corollaire 8. (Formule de Taylor-Lagrange) Soient n € IN*, a < bet f : [a,b] — R de classe
C" sur [a,b] et n + 1 fois dérivable sur ]a, b, telle que sup, g, |+ (z)| < +o0 alors :

_ — f¥(a) Nk (b—a)"™ (n+1)
; RO ] xi?apb[V (@)l

Corollaire 9. (Formule de Taylor-Young 2) Soient n € IN*, I un intervalle de R et a € Int(I).
Soit f : [a,b] — R de classe C™ sur I. Alors il existe une fonction ¢ : I — R telle que
limy_ge(h) =0 et

fla+h) = Zf( hk+h” (h).

Preuve : Appliquons la formule de Taylor a I’ordre n — 1 sur le segment [a; a + h] (ou [a + h; a]
selon le signe de h). Alors il existe ¢, , €]a;a + h tel que

fla+h) = f(a)_|_z / k|( )hk+f élah)
k=1 : !

Posons pour h # 0

= LD = 1) - Fi Tkt

et montrons que limy, g e(h) = 0. Ona |e(h)| < L|f™(copn) — ™ (a)]. Or, quand h — 0, alors
Cah — G CAl Cqp, €|a, a+h[. Comme f™) est continue en @, on en déduit |f(”)(ca7h) —f™(a)] — 0
quand h — 0. Le lemme des gendarmes montre alors que limj,_g €(h) = 0. [

Proposition 7. (Exemple d’application) Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R de classe
C? sur 1. Soit v € I tel que f'(zy) = 0.

1) Si f"(x) > 0 alors xq est un minimum local de f.

Si f"(x0) < 0 alors xq est un maximum local de f.

Preuve : 1) Appliquons la formule de Taylor-Young 2 a f a I’ordre 2 au point x. Alors il existe
une fonction € : I — R telle que limj,_oe(h) = 0 et

ot ) = F(ao) + f'Canh+ 02 4 ey = oo+ 2(C2) 4 eqmy)
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Comme limy,_g€(h) = 0 et f"(zg) > 0, il existe & > 0 tel que VA € [—a;al, [e(h)| < f"(z0)/4.

En particulier, pour i € [—a;al,ona:

f" (o) f" (o)

f(xo+h) = f(xo) + hQ(T +€(h)) > f(xo) + h2T > f(z0).
Donc x est un minimum local.
2) méme preuve. 0

Proposition 8. (Exemple d’application 2) Soit [ un intervalle ouvert de R et f : [ — R de
classe C?" sur I (n < 1). Soit zo € I tel que f'(xo) = f& =-.. = f@=U(gy) = 0.

1) Si f@)(z4) > 0 alors xy est un minimum local de f.

2) Si f@ < 0 alors xq est un maximum local de f.

Preuve : Appliquer la formule de Taylor et adapter la preuve précédente. [

5.6 Regle de LOHospit

Dans cette section, nous dZcrirons une mZthode utile pour trouver des limites connt
nom de Regle de IOHopital.


MODESTE ESSOH
5.6 Règle de L’Hospital

MODESTE ESSOH
Dans cette section, nous décrirons une méthode utile pour trouver des limites connue sous le nom de Règle de l’Hopital.
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Chapitre 6

Fonctions trigonométriques et
hyperboliques

6.1 Fonctions circulaires directes

Proposition 1. (Rappels et formulaire de trigonométrie circulaire) On a :
1)Vz € R, cos?(z) + sin?(z) = 1,
2)Vz € R\ (7/2 + 7Z), tan(z) = “22)

cos(x)’

3) les fonctions cos, sin, tan et cot sont de classe C'™° sur leur ensemble de définition.
4)Vx € R\ (/2 + 7Z), tan’(z) = 1 + tan?(x) = COS%(x),
5)Vx € R\ 7Z, cot'(x) = —1 — cot?(x) = —m,

6) pour tout (a,b) € R?,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

7) lorsque ces expressions ont un sens :

_ tan(a) + tan(b)

tan(a + b) = 1 — tan(a) tan(b)’
_ tan(a) — tan(b)

tan(a — b) = 1 + tan(a) tan(b)

6.2 Fonctions circulaires réciproques

Fonction arcsin

L’application sin : [—m/2; 7/2] — [—1; 1] est continue, strictement croissante. C’est donc une
bijection continue strictement croissante de [—7/2; 7 /2] dans [—1; 1]. La fonction sin admet donc

37
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une fonction réciproque, notée arcsin : [—1;1] — [—7/2;7/2]. On a ainsi
V(z,y) € [-1;1] x [-7/2;7/2], y = arcsin(x) <= sin(y) = z.
arcsin est impaire. De plus, comme sin est dérivable sur | — 7/2; 7/2[ et que Va €] — 7/2; /2],
sin’(x) = cos(x) > 0, arcsin est dérivable et
1 1 1
arcsin’(z) = = =

sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) /1 — 22

Il en résulte que arcsin est de classe C* sur| — 7/2;7/2].

Fonction arccos

L application sin : [0;7] — [—1;1] est continue, strictement décroissante. C’est donc une
bijection continue strictement décroissante de [0; 7] dans [—1; 1]. La fonction cos admet donc une
fonction réciproque, notée arccos : [—1;1] — [0; 7|. On a ainsi

V(z,y) € [-1;1] x [0;7], y = arccos(z) <= cos(y) = x.
arccos n’est ni paire ni impaire. De plus, comme cos est dérivable sur |0; 7| et que Vo €]0; 7],
cos'(x) = —sin(z) < 0, arccos est dérivable et
1 1 —1
arccos’(r) = = =

cos'(arccos(x))  —sin(arccos(x)) /1 — 22

Il en résulte que arccos est de classe C* sur|0; 7.

Fonction arctan

L application tan :| — 7/2; m/2[— R est continue, strictement croissante, lim,_,_ /o tan(z) =
—oo0 et lim,_,. /s tan(z) = +o00. C’est donc une bijection continue strictement croissante de | —
7/2;m/2[ dans R. La fonction tan admet donc une fonction réciproque, notée arctan : R —
| — m/2;7/2[. On a ainsi

V(z,y) € Rx] —n/2;7/2[, y = arctan(z) < tan(y) = x.

arctan est impaire. De plus, comme tan est dérivable sur | — 7 /2; /2] et que Vz €] — 7/2; /2],
tan’(z) = 1 + tan®(x) > 0, arctan est dérivable et Vo €] — 7/2;7/2|

arctan’(x) = ! -
 tan’(arctan(z)) 14 22

Il en résulte que arctan est de classe C'*° sur R.

Proposition 2. On a la formule suivante :

Ve € R*, arctan(x) + arctan(l/x) = gsigne(x).

Preuve. Si z > 0, 7/2 — arctan(z) €]0,7/2[ et
1 1

~ tan(arctan(z)) z’

tan (7/2 — arctan(z))

Il en résulte /2 — arctan(x) = arctan(1/x). Si z < 0, on utilise un argument de parité pour se
ramener au cas = > 0. O
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6.3 Fonctions hyperboliques directes

Définition 1. On appelle :
1) sinus hyperbolique I’application sinh : R — R définie par

x —x

e

. —e
sinhz =

2
2) cosinus hyperbolique I’application cosh : R — R définie par

et +e "
2

coshx =

Proposition 3. Les fonctions cosh et sinh sont de classe C*° sur R. De plus :
1) sinh’(z) = cosh(z) et cosh’(x) = sinh(z),
2) cosh est paire, sinh est impaire,

3)Vx € R, cosh(z) > 1.

Preuve : en exercice. O]

Proposition 4. On a :

Vo € R, cosh(z) + sinh(z) = ¥, et cosh(z) —sinh(z) = e 7,
Vz € R, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Preuve : en exercice. ]

Remarque : Si I’on considére I’hyperbole (H) d’équation 22 —y? = 1, la proposition précédente
montre qu’elle admet une représentation paramétrique :

{ x(t) = ecosh(t)
y(t) = sinh(t)

avec € = +1 selon que I’on veuille paramétrer la branche "haute" ou la branche "basse".

Définition 2. On appelle :
1) tangente hyperbolique I’application tanh : R — R définie par

inh 21
tanhz = S0 (z) = ¢ .
cosh(z) e*®+1

2) cotangente hyperbolique I’application coth : R* — R définie par

cosh(z)  e* 41
sinh(z) €2 — 1’

cothz =

Proposition 5. Les fonctions tanh et coth sont de classe C*° sur R et R* respectivement. De
plus :

1) tanh'(r) = —L—~ = 1 — tanh?®(z) et coth’(z) = ——%—~ = 1 — coth?(z),

cosh(z) sinh?(z)

2) tanh et coth sont impaires.
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Preuve : en exercice. O
Proposition 6. Formulaire de trigonométrie hyperbolique. On a :

1) cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) 4 sinh(a) sinh(b)

2) cosh(a — b) = cosh(a) cosh(b) — sinh(a) sinh(b)

3) sinh(a + b) = cosh(a) sinh(b) + cosh(b) sinh(a)

4) sinh(a — b) = — cosh(a) sinh(b) + cosh(b) sinh(a)

anh(a)+tanh(b
5) tanh(a + b) = %

__ tanh(a)—tanh(b)
6) tanh(a o b) - lftanh(a) ?anh(b)'

6.4 Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argsh

L application sinh : R — R est continue, strictement croissante et lim,_, _, sinh(z) = —oo et
lim, ., sinh(z) = oco. C’est donc une bijection continue strictement croissante de R dans R. La
fonction sinh admet donc une fonction réciproque, notée argsh : R — R. On a ainsi

V(z,y) € R?, y = argsh(z) <= sinh(y) = =.
argsh est impaire. De plus, comme sinh est dérivable sur R et que Vo € R, sinh’(z) = cosh(z) >
1, argsh est dérivable et
W (z) = 1 1 1
& sinh’(argsh(x))  cosh(argsh(x)) /1 + 22

Il en résulte que argsh est de classe C'™ sur R.

Proposition 7. (expression logarithmique de argsh) On a :

Ve e R, argsh(z)=In(zx+ Vv1+ 22).

Fonction argch

L application cosh : [0; +oo[— [1; 00| est continue, strictement croissante et lim,, ., cosh(z) =
oo. C’est donc une bijection continue strictement croissante de [0; 400 dans [1; 4+00[. La fonction
cosh admet donc une fonction réciproque, notée argch : [1; +oo[— [0; +00o[. On a ainsi

V(z,y) € [1;400[x[0;+00[, y = argch(z) <= cosh(y) = x.
De plus, comme cosh est dérivable sur [0; +oo[ et que Vz €]0; +o00], cosh’(z) = sinh(z) > 0,
argch est dérivable et
1 1 1

N(z) = = N '
) = M argch(a))  sinb(argch(a)) | Va1

Il en résulte que argch est de classe C* sur |1; +00].

Proposition 8. (expression logarithmique de argch) On a :

Vr €]1; 400, argsh(z) =In(z+ Va2 —1).
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Fonction argth

L application tanh : R —] — 1; 1] est continue, strictement croissante, lim,_, ., tanh(x) =
—1 et lim, ., tanh(x) = 1. C’est donc une bijection continue strictement croissante de R dans
| — 1;1]. La fonction tanh admet donc une fonction réciproque, notée argth :] — 1;1[— R. On a
ainsi

V(z,y) € R xR, y = argth(z) <= tanh(y) = z.

argth est impaire. De plus, comme tanh est dérivable sur R et que Vx € R, tanh'(z) = 1 —
tanh?(x) > 0, argth est dérivable et Vx €] — 1;1]

1 1

argth’(x)

~ tanb'(argth(z)) 11— a2
I1 en résulte que argsh est de classe C'™ sur R.

Proposition 9. (expression logarithmique de argth) On a :

1.1
Ve €| —1;1], argth(z) = Eln 1 i_i




Chapitre 7

Développement limité

7.1 Comportement local des fonctions

Définition 7.1.1. Soit 7 un intervalle et a € [—co, 400, élément ou extrémité de I . Soit
f une fonction définie sur /. On dit qu'une fonction g est dominée par la fonction f au
voisinage de a si g est le produit de f par une fonction 4 bornée au voisinage de a :

pourtoutx € I, g(x) = f(x)h(x)
et
il existe r > 0 et M € R tels que pour toutx € INja—r,a+r[, |h(x)] <M poura € R

il existe re Ret M € R tels que pour tout x € IN]r,+eo[, |h(x)| <M pour a = +oo
ilexiste r € Ret M € R tels que pour tout x € IN] —eo, [, |h(x)| <M pour a = —oo

On écrit alors g(x) = O(f(x)) et on lit g(x) est un grand O de f(x) au voisinage de a.
a

1 1 1
Exemple 7.1.2: xsin— n O(x), car pour tout x € R\ {0}, xsin — = x.sin — et }sin)—” <1
X X x

Définition 7.1.3. Soit 7 un intervalle et a € [—o0, 40|, élément ou extrémité de I . Soit f
une fonction définie sur /. On dit qu’une fonction g est négligeable devant la fonction f au
voisinage de a si g est le produit de f par une fonction 4 de limite nulle en a :

pourtoutx €I, g(x)=f(x)h(x) et limh(x)=0.

X—a

On écrit alors g(x) = o(f(x)) et on lit g(x) est un grand o de f(x) au voisinage de a.
a

Exemple 7.1.4: Soit (c,8) € R? tels que o < B. Alors x* = o(xP).
X oo
On a donc en particulier 1 = o(x), x = o(x?), x? = o(x?) ...
Proposition 7.1.5. Soient f, g, h et k des fonctions définies au voisinage de a € R et
A € R\ {0}.
— f=o(h) et g=o0(h) = f+g=o0(h)

42
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— f=o(h) et g=o(k) = fg=o(hk)
— f=olg)=Af=o(g)
— f=o0(g)= f=olAg)
Remarque 7.1.6. En revanche, on n’a la propriété suivante :
f=o(h) et g=o(k) = f+g=o0(h+ )

En effet, x n o(l),x = o(—1) mais on n’a pas 2x = 0(0)

Si f, g et h sont des fonctions définies au voisinage de a € R, nous noterons f = g+o(h)
pour f—g = o(h).

Définition 7.1.7. Soit I un intervalle et a € [—oo, 400, élément ou extrémité de I . Soit
f une fonction définie sur /. On dit qu'une fonction g est équivalente la fonction f au
voisinage de a si g est le produit de f par une fonction 4 de limite 1 en a :

pourtoutx € I, g(x) = f(x)h(x) et liin h(x) = 1.
X—a

On écrit alors g(x) ~ f(x) et on lit g(x) est équivalente a f(x) au voisinage de a.
a

sianJx 1 —cosx 1n(1+x)3x

Exemple 7.1.8:

ex—lrgx sia#O,(l—l—x)O‘—le(xx

Proposition 7.1.9. Soient f, f', g et g' des fonctions définies au voisinage de a € R
— fr~getfi~g = ff ~ggd
a a a

— f~ ~ol = L8

frgetf~g =~y
Proposition 7.1.10. _

Soient f et g des fonctions définies au voisinage de a € R telles que f ~ g, et o0 € R.

a

Alors f* ~ g%
a

Remarque 7.1.11. — Si deux fonctions sont équivalentes au voisinage de a, elles sont de
méme signe au voisinage de a.
— Il n’y a pas de regle d’addition pour les équivalents :

I1+x ~ x,maisonn’apasl ~ O...
X—>+o0 X—r+oo

— Il n’y a pas de régle de composition a gauche pour les équivalents.

7.2 Formule de Taylor

Théoreme 7.2.1. Soit I un intervalle ouvert, a un point de I et f: I —> R une fonction
(n+1) dérivable (n € N). Alors, pour tout x € 1, il existe un réel ¢ compris entre a et x tel
que

n k) (g (1) (¢
f(x)zkgof kf )(x—a)kﬂnTl()!)(x—a)”“ (7.1)
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et il existe un réel d compris entre a et x tel que

n 04 (n+1)
¥ @ LD (i) (7.2)

k! n!

fx) =

k=0

La relation (7.1) est appelée formule de Taylor avec reste de Lagrange tandis que la
relation (7.2) est appelée formule de Taylor avec reste de Cauchy.

Démonstration. Soit f une fonction n+ 1 dérivable sur / et a € 1. On prouve le résultat
seulement pour x > a, le cas x < a se traitant de la méme maniere. Considérons la fonction
R: [a,x] — R définie pour tout ¢ € [a,x] par

§ MO0

Rit) = k!

k=0
Comme f est n+ 1 fois dérivable sur [a,x], R est dérivable sur [a,x] et on a pour tout
t € [a,x]

SEV@) =) —kf W e =)t
!

+
M=

R(t)=f(t)

TT
I

n k+1 n
R/(t) :f/(t)+ Z ( )(x Z t)
k=1 k=1
) ) n j(k+4)(t)(x—— k  n—l (k+&)( )( t)k
=10+ 3 ; -
/ / ”‘lf("“)(t)(x—t)" SO - YO0t
R R e Y
oy S =)
R(t)= - .
En appliquant le théoréme de la moyenne de Cauchy aux fonctions R et i: ¢ +— (x —1)"*!

sur Iintervalle [a,x], il existe ¢ €]a, x] tel que

R@ RO -R@ R fr@@-or -1
(x—a)"tl  h(x)—h(a) H(c) n! (n+1)(x—c)"
d’ou
(n+1) (¢
R(a) = —fn—!()(x—a)”].

Par conséquent
(nt+1) n o e(k) Nk

_f J;l' (C) (x_a)n+l — Z f (t)(x a) —f(X)

: k=0

ce qui donne la formule de Taylor avec reste de Lagrange.
Pour montrer a formule de Taylor avec reste de Cauchy, appliquons le théoreme des
accroissements a R : il existe d €]a, x| tel que

R@) _ Rl@)=R() e FM0d)x—d)”

a—x a—x n!
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Donc (n41)
n+ d AL
R - S @G—ay
n!
Par conséquent
fr(d) (x—a)” O —a)
S kma) = Y P
k=0
ce qui donne la formule de Taylor avec reste de Cauchy. L]

On a une autre formule de Taylor dite avec reste intégral,

Théoreme 7.2.2. Soit I un intervalle ouvert, a un point de I et f: I — R une fonctionde
classe €"! (n € N). Alors, pour tout x € I, i

n  p(k)
X) = Z Joa
k=0

Démonstration. On effectue une récurrence sur ’entier n. Si n = 0 alors la relation est
vraie pour toute fonction de classe €’ sur I :

X
a) + / F1)dr
a
donc la propriété est vraie.

Supposons que la formule est vraie pour un certain entier naturel n. Soit f une fonction
€2 sur I. Comme f estde classe " *!, d’aprés ’hypothése de récurrence, on a :

n k) (g)
=)
k=0

Par une intégration par partie,

)(x—a)k+ /a ’ % £ (1), (7.3)

(x—a) +/ f(n+1()

/x (x ;t)nf("ﬂ)(t)dt _ {_ Mf(nﬂ)(t)] + (x— )n+1 Weh . (n+2) (t)dt

(n+1)! o Ja (n+1)!
X an+1 X (x — n+1
=Gt [ e
D’ou
no k) (g X (x — )1
=3 ot / et f) s
=0 °
no k) (g n+
=0
_n+1 f( (n
f(x)—k:0 (x—a) —l—/ n+1)' +2)(t>dt
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Théoréme 7.2.3 (Formule de Taylor-Young). Soit I un intervalle, f : I —> R une fonction
de classe €" et a € 1. Alors

n k) (g
f<x>=kzof @) (e~ af +o((r—a)).

Démonstration. Soit n > 1. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre
n—1 en a, on obtient : pour tout x € /, il existe un réel compris entre a et x tel que

-y 2D s G )
Donc
)= £ Z o+ S (10 - )
Par suite
flx)— kgb f<’: !(a) (x—a)f e
—ay n!

Comme c est compris entre a et x, lorsque x tend vers a, ¢ tend vers a et comme f (1) est
continue en a, il vient que

lim £ (c) = fM(@),

xX—a

Par conséquent

c’est-a-dire

7.3 Développements limités

Une application tres importante des formules de Taylor est la notion de développement
limité. Les développements limités sont un produit de la théorie des comparaisons de
fonctions. L’idée sous-jacente est de comparer toute une classe de fonctions a une certaine
famille de fonctions fixées. Dans le cadre des développements limités, il s’agira de poly-
némes. Dit simplement, un développement limité est donc une approximation en un point
d’une fonction par un polynéme.
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7.3.1 Généralités et exemples

Soita € R.

Définition 7.3.1. Soient / un intervalle de R, @ un élément ou une borne de / et f une
fonction de I dans R. Soit n € R, on dit que f admet un développement limité a I’ordre n
en au voisinage de a, ou un développement limité a I’ordre n en a (en abrégé DL, (a)) s’il
existe n+ 1 nombres réels cy, - - -, ¢, tels qu’au voisinage de a, on ait

f(x) =cot+ei(x—a)+ea(x—a)*+- +ep(x—a)"+o((x—a)")

n
Le polyndme Z a(x—a)f=co+ci(x—a)+ca(x—a)*+---+c,(x—a)" s’appelle partie
k=0
réguliere du développement limité de f a I’ordre n en a.

La proposition suivante dit qu’une fonction admet au plus un développement limité.

Proposition 7.3.2 (Unicité du développement limité). Soient I un intervalle de R, a un
élément ou une borne de I et f une fonction de I dans R. Soit n € N et supposons qu’il
existe deux n+ 1 uplets de nombres réels (co,cy,- - ,c,) et (do,dy,- -+ ,dy) vérifiant :

F@) =Y cr—af to(x—a)) e fx)= Y dilx—a) +o((x—a)"),
k=0 k=0

alors (co,c1,++ ,cn) = (do,dy, -+ ,dy).
n
Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant que : f(x) = Z cr(x— a)k +
k=0

n
o((x—a)") et f(x) =) di(x— a)*+o((x—a)") et qu’il existe k € {0,1,--- ,n} tel que
k=0
ay 7 by. Notons p le plus petit entier dans {0, 1,---,n} tel que a, # b,. On a donc a; = by
pour tout k € {0, 1,---, p— 1}. Par soustraction des deux développements limités, il vient :

0= (cp—dp)(x— )" + (cp1 —dpi1) (¥ = @) -+ (cg = da)) (v — )" +o{(x — a)").
Pour x # a, en divisant par (x —a)?, il vient,
0=(cp—dp)+(cpr1 —dpt1)x+ (cn —dy)(x— 01)erl +-to((x—a)t?).

En faisant tendre x vers a,on obtient 0 = a, — b,, et par conséquent a, = b,,. Ce qui est
absurde. L]

La proposition suivante montre que si une fonction f posséde un développement limité
en un point a a un certain ordre n, on obtient facilement un un développement limité
d’ordre p < n en tronquant la partie régulicre de ce développement limité a 1’ordre p.
Tronquer un polynéme a I’ordre p signifie que I’on conserve seulement les mondmes de
degré < p.
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Proposition 7.3.3. Soient I un intervalle de R, a un élément ou une borne de I et f une
fonction de I dans R. On suppose que f admet en a a l’odre n € N le développement limité

£ = Y exlr—a) +o((x—a)),
k=0

alors f admet en a a I’odre p pour tout O < p < n pour développement limité

£ = Y el —a)f +o((x—a)?)).

k=0

Démonstration. Supposons que f admette le développement limité en a a 1’ordre n sui-
vant :

£ = Y exlr—a)l +o((x—a)")

k=0
. Alors pour toutk € {p-+1,---,n}, on ax* = o(x”). Donc

flx)= i cr(x—a)k+o((x—a)P)).

k=0

On peut donc intégrer terme a terme un développement limité.

Proposition 7.3.4 (Intégration d’un développement limité). Soit f : I — R une fonction
continue dont le développement limité en a € I a I’ordre n est

f(x) :co+c1(x—a)—l—cz(x—a)z—i—'-~+cn(x—a)”+o((x—a)”).

Notons F une primitive de f.
Alors F admet un développement limité en a a I’ordre n+ 1 qui s’écrit :

—a2 x_a3 x—a)" 1
F(X)ZF(a)+C0(x_a)+Cl(x ) +cz( ) +Cn( ,14—)1Jr

5 3 +o((x—a)"th).

Cela signifie que 1’on integre la partie polynomiale terme a terme pour obtenir le
développement limité de F a la constante F(a) pres.

Démonstration. Soit x € I. Comme f(x) = co+c1(x—a) +ca(x—a)>+ -+ +cp(x—a)"+
o((x—a)"), il existe une fonction € telle f(x) = co+c1(x —a)+c2(x —a)®> + - +cplx —
a)"+ (x—a)'e(x) et 1i_r>n €(x) = 0. De plus € est continue sur /. D’ou

X—a

an
n+1

F(x)—F(a):/axf(t)dt:ao(x—a)—i—---—i— (x—a)"+1+/ax(z—a)"e(;)dt.

X
Notons n(x) = / (t —a)"e(t)dt. Alors n est dérivable sur I et par le théoréme des

a
accroissements, il existe un réel ¢, compris entre a et x tel que

nx) =n@)-n(a) = x-a)n'(cy) = (x—a)(cx - a)"e(cy)
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On a ¢, compris entre a et x, donc |¢, — a| < |x — al. Par conséquent

()] < Jx—al""e(ex)].

Comme lim ¢, = a et lim €(x) = 0, donc lim &(c,) = 0. Par suite lim 1 =0.Ce
x—a x—a x—a x—a (x — a)”'H

qui prouve que le développement limité de F.
O

Remarque 7.3.5. Attention, en général il n’ya pas de réciproque au théoréme ci-dessus :
I’existence d’un développement limité d’une fonction f a 1’ordre n en 0 n’entraine pas
forcément I’existence d’un développement limité de sa fonction dérivée f’ a ’ordre n — 1
en 0. Cependant si I’on sait que f posseéde un développement limité a I’ordre n— 1 en 0,
alors sa partie réguliere peut étre obtenue en dérivant la partie réguliere du développement
limité d’une fonction f a I’ordre n puisque cette dernieére en est une primitive.

Exemple 7.3.6 : 1. Toute fonction polyndme admet un développement limité en tout point
a et a tout ordre .

2. Soit n € N*. Pour tout x # 0, on a

1 1_xn+1 xn+1 n+1

— -1 24 oy
—x —x +1—x +x+x 4+ +1—x

1

: = l4+x+x> 4 +x"+o(x")
—X

est un développement limité en 0 a I’ordre .
3. Toute fonction continue en a admet un développement limité en @ a I’ordre O :

f(x) = f(a)+o(1).

En fait une fonction admet un développement limité en a a I’ordre O si et seulement si
elle est continue (ou prolongeable par continuité) en a.

4. Toute fonction dérivable en a admet un développement limité en @ a I’ordre 1 :

f(x) = fla)+f(a)(x—a) +o(x—a).

En fait une fonction admet un développement limité en a a I’ordre 1 si et seulement si
elle est dérivable (ou prolongeable par dérivabilité) en a.

5. En revanche une fonction peut admettre un développement limité en a a I’ordre 2 sans
étre deux fois dérivable en a :

En guise d’exemple la fonction f:R — R ad-

1+x+x+2° sin()lc) si x#0

X
0 six=0

met pour développement limité en 0 a 1’ordre 2, f(x) = 1 +x+x% +o(x?) mais n’est
pas deux fois dérivable en 0.
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Proposition 7.3.7 (Propriété de parité). Soit f: | —r,r[— R (r > 0) une fonction ayant
en 0 pour développement limité a l’ordre n :

fx) =ao+aix+---+ax" +o(x")

— Si la fonction f est paire, alors n’y figurent dans le dévéloppement limité, avec des
coefficients non nuls, que les termes d’exposant pair.

— Si la fonction f est impaire, alors n’y figurent dans le dévéloppement limité, avec des
coefficients non nuls, que les termes d’exposant impair.

Démonstration. Lorsque f est paire, on a pour tout x €] — r, r[, f(x) = f(—x). Donc

ap+aix+---+ax"+o(x") =ap+ai(—x)+---+an(—x)" +o(x")
=ap—aix+---+(—1)"ax" +o(x")

Par unicité du développement limité, on obtient pour tout k € {0,---,n}, a; = (—1)*a.
Ce qui prouve que les coefficient a; avec impaire sont nuls.
On raisonne de méme pour les fonctions impaires. L]

7.3.2 Développements limités en +oo

Soit xp € R.
Définition 7.3.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|xg, +oc[. On dit que f
admet un développement limité en +oco a I’ordre n s’il existe des réels cg, cy,. .., c, tels que
c1 Cn 1
= — RIS — 0 JE— .
Définition 7.3.9. Soit f une fonction définie sur un intervalle / =] — e, x[. On dit que f
admet un développement limité en +o0 a I’ordre n s’il existe des réels cg, cy,. .., c, tels que
c1 Cn 1
x)=co+—+-+—+o|—].
f) 0% X (x”)

Exemple 7.3.10: la fonction f: x — I j_ est définie au voisinage de +oo et por tout
X

x# —1,ona
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Remargue 7.3.11. 1. Soient I un intervalle de R, a un élément ou une borne de 7 et f une
fonction de 7 dans R. La fonction f admet un développement limité en a a I’ordre n si et
seulement si la fonction x — f(x+ a) admet un développement limité en 0 a I’ordre n.

2. Soit f une fonction définie définie au voisinage de +oo (ou de —oo). La fonction f admet
un développement limité en +oco (ou en —eo) a I’ordre n si et seulement si la fonction
x—> f (}C) admet un développement limité en 0 a 1’ordre n.

Pour ces raisons, dans les énoncés qui suivent, nous formulons les résultats pour les

développements limités en 0; il est trés facile de les appliquer aux développements limités

en un point a quelconque ou en +oo,

7.3.3 Développements limités usuels en 0

En appliquons la formule de Taylor-Young aux fonctions usuelles, dont il est facile de
calculer les dérivées successives on obtient leurs développements limités.

Exponentielle

exp: x — e est de classe € sur R, et sa dérivée n°™ est elle-méme. D’apres
Taylor-Young, elle admet un développement limité a tout ordre nen 0 :

n ik
e =Y, o) (7.4)
k=0 K!
x2 x3 X 0
= l4x+ 457+ o) (7.5)

De méme, les fonctions ch: x — ch(x) et sh: x — sh(x) sont de classe € sur R;
et pour tout entier 7, on a ch® = sh, ch®"+t1) = ch et sh®”) = ch, sh®**1) = sh. Ce qui
permet d’obtenir :

2k
ch(x) = Z A ) (7.6)
£ (2k)!
2 4
:1+%—|—x—'+...0(x2"+1) (7.7)
i x2k+1 2
sh(x) = ) ——+o(x™") (7.8)
= (2k+1)!
3 5
:x+%—|—%—|—---+o(x2”+2) (7.9)

Fonction logarithme

La fonction f: x — In(x+ 1) est de classe € sur | — 1,400, et admettent donc
un développement limité a tout ordre en 0. D’autre part, pour tout n € N* et pour tout
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R _1\n—1 o !
xz—1,ladérivéenemeestf(”)(x):( D" (n 1).D’oﬁf(”)(O):(—1)”_1(11—1)!.

(1+x)"
Par conséquent :
n
n(l+x)=) (- —I—O(x”) (7.10)
k=1
2 .3 n
:x_g+%+---+<—1>"—1%+o<x"> 7.11)

Fonctions trigonométriques

cos et sin sont de classe ¢ sur R, et admettent donc un développement limité a tout
ordre en 0.

Par ailleurs pour tout entier 7 et pour tout réel x, on a cos (x) = sin(x + n7/2) et
sin (x) = cos(x 4 n7/2). Donc

COS(Zn) (0) =0, COS(2n+1)(O) _ (_l)n’ Sin(Zn) (x) _ (—l)” et sin(2n+1)(0) =0

D’ou :
cos(x) = i(—l)kx—% +o(x?th (7.12)
= (2k)!
2o 20
=l—- 4+ (=)= 2n+1 7.13
De méme,
n . x2k—|—1 2

sin(x) = 1) — F+o(x™" 7.14

x3 x5 \ x2n+] 2
e . iy 7.15
g 31+5vJr +(=1) (2n—|—l)!+0(x ) (7.15)

Fonctions Puissances

Soit & € R.
Considérons la fonction f : x — (14 x)%. Elle est de classe € sur | — 1,+o0[. La
dérivée n®™ en tout x €] — 1,400 est £ (x) = a(@—1)--- (@ —n+1)(1 +x)%"

(9=t sy WD ale-D@=2) 5
' ”+a(oc—.1)-~(oc—n+1)

n!

X" +o(x") (7.16)
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On obtient pour tout 7, respectivement pour ¢ = 1/2, ¢ = —1/2, ¢ = —1
1 1, 1.35...(2n—3)
l+x=14+-x—=x"—(—-1)" . . 7.17
VI+x 5% g¥ (—1) 24 ) © +o(x") (7.17)
1 1 3, 1.35...2n—1)
=1—=x+= —1)" " " 7.18
T+x e TV T gy Y oW (7.18)
1
=1 —x+x -+t (1) Fo(x") (7.19)
1+x
Liste de développements limités en O usuels a connaitre
2 n
S T A AT T n
e—1+1!+2!—|— —|—n!—|—0(x)
2 4 2n
e E X 201
chx—1+2!—l—4!+ +(2n)!+0(x )
3 5 2n+1
T T S 2n+2
shx=xtmt+5 Tty o)
th x3+ 25 1T T +o(x®)
X=Xx——+-—=x —=——x X
3 15 315
2 4 2n
o e 2nt1
cosx =1 2!+4!+ +( 1).(2n)!+0(x )
3 5 2n+1
T RN £V S 2042
sinx=x—-+ o+ +( 1).(2n+1)!+0(x )
3 17
tanxzx—l—%—i—ﬁxs—i—mﬂ—l—o(xg)
o(o—1 alae—1)---(a— 1
(1+x)(x:1+ax+¥x2+“.+ ( ) ( n-—+ )xn+0(xn)

2! n!
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141—x =1—x+x> 4+ (=1)"¥" +o(x")

Vifx= l—l-)—zc—éx2_|_..,_|_(_1)n—1_1'1'3'55"1;1(!2”_3))(;1_‘_0()(,,)
\/llﬂ =1- %C +§x2+---+ (=™ 1'3'55;1512!11_ 1))c"—ko()c")
In(1+x) :x—;+§+...+(_1)n—1'%+0(xn)
argthx:x+)%3+%5+...+;jill +0(x2n+2)
arctanx:x—§+§+...+(_1)n;:1:11+0(x2n+2)

argsh x = x — %X;Jr%%5+...+(_1)n_1'3'5'é;1512!”_ D) ;;n_:ll +o(x22)
arcsinx:x+%x;+§%5+...+ 1'3'5'2;1512!”_ 1) ;::11 + o)

7.4 Opérations sur les développements limités

7.4.1 Développement limité d’'une somme ou produit de fonctions

Proposition 7.4.1. On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des dévelop-
pements limités en 0 a [’ordre n :

f(x)=Px)+o(x") =co+cix+---+cpx" +o(x")
g(x) =0(x)+o(x") =do+dix+---+dpx"+o(x")
— [+ g admet un développement limité en O [’ordre n qui est :
(f+8)(x) = f(x) +g(x) = (cot+do) + (cr +di)x+ -+ (cn+dn)x" +0(x").
— f X g admet un développement limité en 0 [’ordre n qui est :
(f - 8)(x) = Tu(x) +o(x")
ou T, (x) est le polynome P(x) - Q(x) tronqué a l’ordre n.
Exemple 7.4.2: Calculer le développement limité de cosx-+/1+xen 0 a I’ordre 2. On

1
donne les développements limités en O a I’ordre 2 de cosx et v/1+x:cosx=1— Exz +
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1 1
o(x*) et VI+x=1+ Thin gxz—i—o(xz). Donc :

1 1 1
cosx-V14+x= (1 - §x2 —|—0(x2)> <1 + TR gxz +0(x2)>

1 1 1
=1+ -x—-x*— x>+ 0(x?)

2 8 2
1 5
cosx-V14+x= 1+§x—§x2+0(x2)

7.4.2 Développement limité d’une composition de fonctions

Proposition 7.4.3. On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des dévelop-
pements limités en 0 a ’ordre n :

f(x)=Px)+o(x")=co+cix+---+cpx" +o(x")

g(x) =0(x)+o(x") =do+dix+---+dx"+o(x")

Si g(0) =0 (c’est-a-dire dy = 0) alors la fonction f o g admet un développement limité en
0 a lordre n qui est :

(fog)(x) = Tu(x) +o(x")

ou T, (x) est le le polyndme tronqué a I’ordre n de la composition P(Q(x)).

Exemple 7.4.4: Calculer le développement limité en 0 a I’ordre 4 de /cosx.
On donne le développements limité en 0 a I’ordre 4 de cosx :

1 1
cosx=1— x>+ —x*+o(x*).

2 24
1 1
Donc /cosx = \/1 — x4+ Lt o) =VI+uotu= —Exz + ﬁx“ +o(x*). On voit
1 1
que lorsque x tend vers 0, u tend vers 0, donc vV14+u=1+ -u— —u? + o(uz). Oru=

2" 8
12

1 1
—5% + ﬁx“ +o(x*), donc u? = ZX4 + 0(x*) et o(u?) = o(x*). Par suite,

1 1
veosx=v1+u= 1+§u— guz—l—o(uz)

1 1, I 4 1,14 4
:1—1—5(—5)6 +ﬂx)—§(zx>+o(x)
1 1
= —sz—l—ﬁx“—ﬁx“—l—o(x“)
1
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7.4.3 Développement limité d’un quotient de fonctions

Proposition 7.4.5. On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des dévelop-
pements limités en 0 a [’ordre n :

f(x)=Px)+o(x")=co+cix+---+cpx" +o(x")

g(x) = 0(x) +o(¥") =do+dix+--+dux" +o(x").

Si g(0) # 0 (c’est-a-dire dy # 0) alors la fonction ]—t admet un développement limité en 0 a
8

I’ordre n qui est :

ou T,(x) est le quotient de la division suivant les puissances croissantes de P(x) par Q(x)
a l’ordre n.

Exemple 7.4.6 : Déterminer le développement limité de

a l’ordre 3 au voisinage de 0.

On a les développements limités

cos(x) = 1—7+0(x3)

1+sin(x) = l+x—=—+o(x).

o . . . X X
La division suivant les puissances croissantes de 1 — > par 1 +x — — nous donne
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2 3
X X
l——| 14+x——
2| T %
3
6 l—x+———
2 3 2 3
3 te
4
2L
X+x 6
x2+x3 X
2 6 6
¥? ¥ X
2 2
¥©oxr X
376 12
©ooxr %O
37318
Pl S
61218
) ) . cos(x) <
Par conséquent, le développement limité de - en 0 a’ordre 3 est :
1 + sin(x)
cos(x) ? X 3
——=1—x+—=—— .
1+ sin(x) Xty ool
X
Posons maintenant t = —x + 53 + o(x3). Lorsque x tend vers 0, ¢ tend vers 0, donc
cos(x) RIS 3
In| ———— ) =In(l14+1t)=t— —+— t
n(1+sin(x)> n(1+1) 2+3+0( )
S 3 2_ 3 3
Ort= —x—I—E—?%—o(x ), 12 =x*—x +o(x’) ett’ = —x> +o(x*), donc
cos(x) oo 1, 45X 3 x3 3
1 _— = — _—— = = — _ — = —X— —
n(l—l—sin(x)) to -3 2(x x”) 3 +o(x”) = —x G +o(x”)

7.5 Applications des développements limités

7.5.1 Calcul de limites

Quand une limite se présente sous forme indéterminée, un développement limité permet
le plus souvent de lever I’indétermination. Cette section sera traitée sous forme d’exercices.
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Exercice 7.5.1: Calculer hm # 1 .
0o\In(14+x) x
2

Faisons un développement limité a I’ordre 2 de In(1+x) : In(14+x) =x— % 4 0(x?). Donc

1 B 1 1 1
= . =
In(1+x) x_%+0(x2) X I—E-FO(X)
Posons X = —% +0(x). Lorsque x tend vers 0, X tend vers 0, donc
1 1 by
= =1-X+0o(X)=1+=+o(x).
-2 +0(x) 1+X 2
2
. 1 1 1 R 1 1 1 o .
Par conséquent ——— = —+ —+0(1). D’on ——— — — = — +0(1). Ainsi, on obtient

In(14+x) x 2 In(14+x) x 2

1 1
lim( ————— = ) = =.
er%(ln(Hx) x) 2

Exercice 7.5.2: Calculer lim x* (exl — eﬁ) .

X—r+o0
1 1 t
Posonst=—;ona = —— et quand x tend vers +oo, t tend vers 0T. Donc
X 1+x 1+4¢
. L .1 e
lim x2<ex—e +x ) =lim— (e —et+)
X—>+o0 =01
t>0

r
Faisons un développement limité a [’ordre 2 de e' —eT+. Ona :

2
et:1+t+§+0(t2)
—=ft——=t(l—t¢ t))=1t—t t
e =t 1=t o(0) =1 = +o(F)
Posons X =t —t*+ o(tz). Lorsque t tend vers 0, X tend vers 0, donc

2
et =/ ) =X = 14 X + X7 +o(X?).

OnaX =t—1t>+0(t?), X> =12 +0(t?) et o(X?) = o(t?). Dol
2 2

t
-2+ 5 +olr )—1+t—§+o(r2).

(¢}
+\~

t\)"—‘

2 2 1 .
<1—|—t—|—2—1—t+ 5 +o(t )) =1+0(1). Par suite, }g%t—z (et—ele> =1

1 ‘
Finalement 2 (e — eT =
>0

=1.

v

. 1 L
et donc lim x* (ex —eTH
X—>—+o0

| .
Exercice 7.5.3: Calculer Calculer lim — In (sm(x) )
x—=0X X
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3
On a le développement limité d’ordre 3 en 0 : sin(x) = x — % +o(x*). Dot

sin(x) x? )
=1—— .
P ; +o(x7)

2
Enposant X =1 — % + o(xz), on a X tend vers 0 lorsque x tend vers 0, et

In (Smx(x)> =In(1+X)=X— X; +o(X?).

2
Comme X = —% +0(x?) et X? = o(x?) nous obtenons

In <S";(x)> =1- "62 —o(x?) = 2 +o(x?).

Donc

liml In <sm(x)> = 1 .

x—0 x2 X 6

7.5.2 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 7.5.1. Soit f : I — R une fonction admettant un développement limité en a :
f(x) =co+c1(x—a) +cr(x —a)* 4+ o((x —a)k), oit k est le plus petit entier > 2 tel que
le coefficient c soit non nul. Alors I’équation de la tangente a la courbe de f en a est :
y = co+c1(x—a) et la position de la courbe par rapport a la tangente pour x proche de a

est donnée par le signe de c;(x — a)*.

Il y a 3 cas possibles.
— Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.
— Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.

— Si ce signe change (lorsque 1’on passe de x < a a x > a) alors la courbe traverse la
tangente au point d’abscisse a. C’est un point d’inflexion.

Exemple 7.5.2: Soit f la fonction de R vers R définie pour tout réel x par : f(x) =
¥ =233+ 1.
1 ...
1. Déterminons la tangente en 3 du graphe de f et précisons la position du graphe par
rapport a la tangente.

I est clair que f est de classe €. On a pour tout réel x, f'(x) = 4x> —6x%, f"(x) =
12x2 — 12x, donc f"(3) = -3 #0etk=2.

1
De la formule de Taylor-Young, on détermine le développement limité de f en 3 a
I’ordre 2 : 13 1 3 1 1
e S N S V) Y
PR .1 13 1
Donc la tangente au point d’abscisse 5 esty = 6~ (x— 5) et le graphe de f est en
3 1

dessous de la tangente car —E(x — 5)2 est négatif au voisanage de x = —.
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2. Déterminons les points d’inflexion.

Les points d’inflexion sont & chercher parmi les solutions de f”(x) = 0. Les points
candidats sont donc x =0 et x = 1.

— Le développement limité en 0 est f(x) = 1 —2x> +x* 4 o(x*). L’équation de la
tangente au point d’abscisse 0 est donc y = 1 (une tangente horizontale). Comme
—2x° change de signe en 0 alors 0 est un point d’inflexion de f (ici k = 3).

— Le développement limité en 1 est: f(x) = —2(x— 1) +2(x— 13+ (x— 1)* +o((x—
1)#). L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 est donc y = —2(x — 1). Comme
2(x— 1)3 change de signe en 1, 1 est aussi un point d’inflexion de f.

7.5.3 Position d’une courbe par rapport a une asymptote oblique

Proposition 7.5.3. Soit f une fonction définie au voisinage de +oo (ou —oo) telle que la

. X . L
fonction x — —— admet un développement limité en —+oo (ou en —oo) :
X

@ +++(1>

xk
. . . : |
oit k est le plus petit entier > 2 tel que le coefficient de — soit non nul.
X
Alors ET [f(x) = (cox+c1)] = O (resp. lim [f(x) = (cox+c1)] = 0) et la droite
X o X——o0
d’équation y = cox + c1 est une asymptote oblique a la courbe de f en +oo (ou —o0) et la

R N ) 7z . c
position de la courbe par rapport a I’asymptote est donnée par le signe de k_—kl
X

Exemple 7.5.4: Considérons la fonction définie pour tout x €] — o, —1] U [1,+oo[ par

1 . o . .
f(x) = exp—-v/x*— 1. Déterminons les éventuelles asymptotes ainsi la position relatives
X

de ces asymptotes par rapport a la courbe.
Au voisinage de F-oo, on a

1) _ L V=T
)C_p X

Posons t = % Lorsque x tend vers +oo, ¢ tend vers 0, et on a
1. Au voisinage de +oco,

M:expl'wl——: 1—12
X X
<1+t+;t+ ~* ot ><1——t +o(r )>

1
= l—l—t—§t3+0(t )

11, 1
—1+——§X +0(x3>

1 1
On obtient au voisinage de +oo, f(x) =x+1— gxz +o (—2) .
x
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Donc I’asymptote de f en +oo est la droite d’équation y = x+ 1. Comme f(x) —x—1=

—# +o0 (é) quand x — +oo, le graphe de f reste en dessous de 1’asymptote.

2. Au voisinage de —oo. @ = exp% . xi’] =— exp% /1= é On déduit du cas précé-
dent,
f(x) RICERY
xX)=—x—1+=x —
3 x?
Donc y = —x — 1 est une asymptote de f en —oo.

1 1
Ona f(x)+x+1= 32 +o0 (—2) quand x — —oo; le graphe de f reste au-dessus de
X X

I’asymptote.



