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Electricité en régime continu

L’objectif de ce premier chapitre est tout d’abord d’introduire les dif-
férentes grandeurs électriques d’intérét telles que la tension, le courant, la
résistance ou encore la puissance. Nous nous plagons pour cela en régime
continu, c’est-a-dire dans la situation ot les différentes quantités décrites res-
tent constantes dans le temps. L'électricité étant invisible, il peut étre diffi-
cile d’avoir une réflexion intuitive sur le comportement et les liens entre les
grandeurs électriques. Aussi, chaque fois que cela sera possible, nous rai-
sonnerons par analogie hydraulique ou gravitationnelle. Nous aborderons
en parallele les différents outils de représentation des grandeurs électriques
en nous arrétant sur la notion de convention générateur et récepteur.

Nous décrirons ensuite les différents symboles électriques au travers
de la notion de schéma équivalent. En recensant les phénomeénes physiques,
nous modéliserons notre premier circuit et ferons apparaitre sans aucun cal-
cul le modéle de Thévenin des différents éléments.

Enfin, nous aborderons les lois fondamentales de 1’électricité en régime
continu. La loi d’'Ohm, qui relie les tensions et les courants dans les résis-
tances, et les lois de Kirchhoff aussi appelées lois des mailles et des nceuds,
seront décrites. Ainsi, nous pourrons dresser les formules tres utiles des ponts
diviseurs et déterminer la résistance équivalente d"une association.

1.1 GRANDEURS ELECTRIQUES ET OUTILS DE REPRESENTATION

1.1.1 Notions de base de I'électricité
a) Conducteurs et isolants

Le courant électrique est un déplacement de charges électriques. De ce
point de vue, on peut définir deux grandes familles de matériaux :
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— celle des isolants qui s’opposent au passage du courant et qui sont
composés de matériaux tels que le verre, le bois ou encore les com-
posés plastiques ;

— celle des conducteurs (et des semi-conducteurs), qui permettent au
courant de circuler plus ou moins facilement : les cables métalliques
et les résistors.

Dans le domaine de 1’électricité, plus précisément appelé électrociné-
tique, dés lors que 'on s’intéresse au mouvement des charges électriques et
a leur comportement de groupe, nous considérons plus particulierement les
conducteurs et les semi-conducteurs.

b) Conversion énergétique

L’électricité est ce que 1'on appelle une énergie secondaire, c’est-a-dire
qu’elle n’existe pas a I'état de gisement naturel. L'électricité ne s’extrait pas,
mais elle se produit au travers d’une conversion depuis une autre forme
d’énergie. Pour ce faire, on utilise des convertisseurs énergétiques, comme
les alternateurs (qui convertissent de 1’énergie mécanique en énergie élec-
trique alternative), les panneaux photovoltaiques (qui convertissent I'énergie
de la lumiére solaire en électricité sous forme continue) ou encore les piles
(ou I’énergie est stockée sous forme chimique afin d’étre convertie en énergie
électrique continue). De la méme facon, 1’électricité ne s’utilise pas en tant
que telle : on ne peut par exemple pas la consumer comme on le ferait pour
le charbon. Il faut donc avoir recours pour son utilisation a une conversion
énergéetique.

Nous allons introduire progressivement les différentes grandeurs de
I"électricité, en commencant par la tension et le courant. Prenons pour cela
I'exemple d"une pile connectée a un petit ventilateur, comme reporté sur le
volet (a) de la figure 1.1.

e La pile

La pile est un générateur de tension continue et de courant continu. Cela veut
dire que ces deux grandeurs électriques gardent des valeurs constantes a me-
sure que le temps passe. La pile possede deux bornes, et ces deux bornes pré-
sentent chacune un potentiel différent. Le potentiel le plus haut est noté avec
un signe plus (+) et le potentiel le plus bas est noté avec un signe moins (—).
Attention, ces deux signes permettent juste de noter la hauteur relative des
deux potentiels mais ne présagent en aucun cas des signes de ces derniers.
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1.1 Grandeurs électriques et outils de représentation

borne

pEmEE .-

pile electrique

-
-

0 La pile et le moteur sont connectés

Figure 1.1 — Exemple de conversion énergétique illustrant les grandeurs de tension et
de courant.

e Le moteur

Le moteur est un récepteur d’électricité. Dans notre exemple, il recoit du cou-
rant continu dans la mesure ou il fonctionne avec une pile. C'est également
un convertisseur puisqu’il convertit I'énergie électrique qu'il recoit en énergie
mécanique.

e La tension

Tant que les bornes de la pile ne sont pas connectées, la seule grandeur élec-
trique présente est la différence entre les potentiels des deux bornes de la pile.
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Cette différence de potentiels, notée d.d.p., est appelée la tension. Sil'on ne
relie pas les deux bornes par le biais d'un conducteur, il ne se passe rien.

e Le courant électrique

Le courant électrique s’établit a partir du moment ou il existe un lien élec-
trique entre les deux bornes, c’est-a-dire lorsqu’un conducteur les relie. Dans
ce cas, la tension (c’est-a-dire la d.d.p.) entraine un mouvement de charges.
Au méme titre que pour une riviére, le mouvement des charges électriques
constitue ce que 1’'on appelle le courant. Nous n’entrerons pas dans les dé-
tails des particules et ions constituant le courant électrique (qui varient se-
lon que 1’'on se trouve dans une solution ionique ou dans un conducteur), et
nous retiendrons que le sens conventionnel du courant électrique est celui
des charges positives.

Le sens conventionnel du courant électrique est le sens de déplace-
ment des charges positives.

1.1.2 Grandeurs et modeles

Au regard de I'expérience que nous venons de décrire, on peut se poser
un certain nombre de questions. Par exemple, la pile est-elle adaptée au mo-
teur ? Sinon, quelle pile doit-on choisir ? Combien de temps le moteur va-t-il
pouvoir tourner avant que la pile ne se décharge completement? Y aura-t-il
un échauffement excessif du moteur ou, méme, de la pile ? Comment peut-on
faire pour contrdler la vitesse du moteur ?

C’est a ce genre de questions que 1'on tente de répondre en étudiant
I"électricité, et 'on a besoin pour apporter ces réponses de définir et de mai-
triser les grandeurs électriques et de dresser des modeles.

a) Grandeurs électriques

Afin de mieux cerner les grandeurs électriques, nous proposons de faire
une analogie hydraulique. Attention toutefois a bien noter que cette analogie,
comme toutes celles qui vont suivre dans ce chapitre, n’est valable qu’en ré-
gime continu et dans la limite des fluides incompressibles en écoulements
laminaires.
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e Le courant électrique

Le courant électrique décrit le mouvement des charges électriques dans leur
ensemble, lorsqu’on les considere comme un flux. A ce titre, le courant est
'analogue hydraulique du débit.

e Le potentiel électrique

Le potentiel électrique est une notion plus subtile que le courant. Il est as-
similable a la pression hydraulique. Prenons le cas d’un liquide dans une
seringue, comme représenté sur la figure 1.2.

liquide piston ________
piston LTI SOuUs pression ‘\\
£ L L
© situation 1 O situation 2

Figure 1.2 — Analogie hydraulique du potentiel (comparé a la pression) et du courant
électrique (comparé au débit volumique).

— Lorsque la pression du piston est la méme que la pression atmo-
sphérique a la sortie de la seringue, comme pour la situation 1,
aucun mouvement n’est induit. D’un point de vue électrique, c’est
exactement la méme chose : si deux points A et B sont au méme po-
tentiel, la tension entre ces points est nulle et le courant électrique
ne circule pas.

— En revanche, s'il existe une différence de pressions, comme c’est le
cas dans la situation 2, le liquide entre en mouvement. Intuitive-
ment, on peut dire que pour une seringue et un liquide donnés, le
débit sera d’autant plus important que la différence de pressions
sera grande. En électricité, c’est la différence de potentiels, appelée
tension, qui va étre de la méme maniere responsable du courant
électrique.

e Sens de déplacement du courant

La seringue ne produit pas la différence de pressions, mais elle la subit. Dans
notre analogie électrique, elle décrit par conséquent un récepteur électrique.

5
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Au méme titre que le liquide se déplace de la pression la plus haute vers la
pression la plus basse, le courant électrique circulant dans un récepteur va du
potentiel le plus haut vers le potentiel le plus bas.

Dans un récepteur, le sens conventionnel du courant électrique est
dirigé du potentiel le plus haut (+) vers le potentiel le plus bas (—).

Intéressons-nous au montage de la figure 1.3 et suivons le déplacement
du courant a partir de la borne +. Pour ce faire, indiquons quatre points A,
B.Car:

— le point A est au potentiel le plus haut car il est relié a la borne +;

— le point D est au potentiel le plus bas car il est relié a la borne —;

— le potentiel en B est supérieur au potentiel en C.

Figure 1.3 — lllustration du sens de déplacement du courant électrique.

La différence de potentiels fait que le courant sort de A, passe par B puis
traverse le moteur afin de le faire tourner. Il en ressort en C pour rejoindre le
point D. Une fois au point D, le courant est ramené par la pile au point A :
dans ces conditions, la pile peut étre vue comme une pompe permettant aux
charges arrivées au potentiel le plus bas de remonter vers le potentiel le plus
haut, alimentant ainsi le cycle. Cette analogie restera vraie pour n‘importe
quel générateur continu.

Dans un générateur, le sens conventionnel du courant électrique est
dirigé du potentiel le plus bas (—) vers le potentiel le plus haut (+).
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b) Notion de résistance

La tension et le courant électriques ayant été abordés, nous nous inté-
ressons a présent a la notion de résistance. Pour cela, nous reprenons |'ex-
emple du liquide soumis a des différences de pressions par le biais d"une se-
ringue, a laquelle nous adjoignons des tuyaux de différentes sections, comme
reporté sur la figure 1.4.

— Dans la situation 1, une pression sur le piston de la seringue crée
une différence de pressions entre I'entrée et la sortie. Le liquide se
déplace alors. Electriquement, une tension (d.d.p.) entraine un cou-
rant.

liquide tuyau

............

@ situation 1 @ situation 2 @ situation 3

Figure 1.4 — Pression sur une seringue dans trois situations différentes. (a) Une
pression sur la seringue entraine I'injection du liquide dans un tuyau. Le débit peut étre
évalué a la sortie du tuyau. (b) Le tuyau est plus étroit qu’en situation 1. Une méme
pression entraine un débit injecté moindre. (c) Dans la situation 3, le tuyau est plus large
qu’en situation 1 et 2. Une méme pression entraine un débit plus important que dans les
deux précédentes situations.

— Dans la situation 2, le tuyau mis en bout de seringue a une section
plus faible que celui de la situation 1. Si la pression sur le piston ne
change pas, le débit sortant du tuyau est plus faible.

— Dans la situation 3, le tuyau mis en bout est un tuyau de grande
section. La pression restant la méme, le débit mesuré augmente et
est plus important que dans la situation 1.

Intuitivement, on établit que les caractéristiques d"un objet soumis a une ten-
sion électrique influencent grandement le courant le traversant.

Procédons maintenant a une expérience légerement différente : pour les
trois tuyaux mis en bout de seringue, nous cherchons a maintenir un débit
constant, comme reporté sur la figure 1.5.

— Dans la situation 1, une pression sur le piston de la seringue crée
une différence de pressions entre 'entrée et la sortie. Le liquide se
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— %

@ situation 1 @ situation 2 @ situation 3

Figure 1.5 — Pression sur une seringue dans trois situations différentes. (a) Une
pression sur la seringue entraine I'injection du liquide dans un tuyau. Le débit peut étre
évalué a la sortie du tuyau. (b) Le tuyau est plus étroit qu’en situation 1. Pour avoir le méme
débit qu’en situation 1, la pression exercée sur le piston doit étre plus importante. (c) Dans
la situation 3, le tuyau est plus large qu’en situation 1 et 2. Pour avoir le méme débit, la
pression a exercer sur le piston doit étre moins importante que dans la situation 1.

déplace alors. Electriquement, une tension (d.d.p.) entraine un cou-
rant.

— Dans la situation 2, le tuyau mis en bout de seringue a une sec-
tion plus faible que celui de la situation 1. Pour avoir le méme débit
qu’en situation 1, il faut appuyer plus fort et donc augmenter la dif-
férence de pressions.

— Dans la situation 3, le tuyau mis en bout est un tuyau de grande sec-
tion. Pour obtenir un débit équivalent a celui obtenu en situation 1,
une légeére pression suffit.

Le tuyau oppose une résistance au passage du liquide :
— pour une différence de pressions donnée, le débit est d’autant plus
grand que la résistance du tuyau est faible ;
— pour assurer un débit donné, il faut une différence de pressions plus
importante lorsque la résistance du tuyau est plus grande.
Cette résistance occasionne une perte d’énergie et, si la résistance du tuyau
est plus grande, 1'énergie perdue par le liquide par frottements est plus im-
portante. On retrouve ce que 'on appelle en mécanique des fluides la perte
de charge qui est associée a un échauffement. En effet, le surplus de pression
nécessaire pour assurer le débit constant dans 'expérience de la figure 1.5,
par exemple, est utilisé par les frottements et est converti en chaleur.

En électricité, il se passe exactement la méme chose : la tension et le
courant sont liés par une relation équivalente a celle que 'on vient de mettre
en évidence : la loi d’Ohm.
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. U
W R 3%
A B

Figure 1.6 — Loi d’Ohm aux bornes d’une résistance.

Comme le montre la figure 1.6, si I'on appelle U la différence de potentiels
entre les deux points A et B (le potentiel du point A étant plus élevé que
celui du point B) alors celle-ci est liée au courant I circulant de A vers B par
"expression :

U=RI (1.1)

On peut aussi retrouver intuitivement la loi de Pouillet. Pour cela, re-
venons a notre exemple hydraulique et considérons la section du tuyau. Nous
avons déja vu que plus celle-ci est petite, plus la résistance au passage du li-
quide est grande, de sorte que la résistance est inversement proportionnelle
a la section S. Si maintenant, pour une section donnée, on augmente la lon-
gueur L du tuyau, alors les frottements du liquide sur les parois seront aussi
plus importants. Par conséquent, la résistance est proportionnelle a la lon-
gueur du tuyau. Il vient alors que

L

ol p est la résistivité du matériau, une grandeur donnée en ohms-metres (dm,
qui décrit sa propension naturelle a freiner le courant électrique, indépen-
damment de sa géométrie.

1.1.3 Représentation des tensions et des courants

Pour décrire la tension et le courant, il est nécessaire d’indiquer une
valeur mais aussi un sens et une direction. En effet, sur la figure 1.6, par
exemple, nous avons représenté la tension aux bornes de la résistance et le
courant la traversant a I'aide de fleches.

Nous proposons deux exercices permettant de maitriser les fleches associées
aux tensions et celles associées aux courants.
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a) Exercices : analogies gravitationnelles

Exercice 1.1 : Représentation d’une tension.

On réalise les deux mesures de dénivelé reportées sur la figure 1.7.

Mesure o Mesure o

Figure 1.7 — Schéma de I'exercice 1.1. Le méme dénivelé est mesuré dans les deux
volets, mais en changeant de sommet de référence.

1. Quelles sont les valeurs données par la mesure de gauche et par celle
de droite ?

2. Que dire du sommet pointé par une fleche indiquant un dénivelé posi-
tif ? et négatif ?

Solution 1.1

1. La mesure de dénivelé se fait entre le point de départ de la fleche et son point
d’arrivée. Ainsi, la mesure 1 donne un dénivelé de —131 m, et la mesure 2
correspond a un dénivelé de +131 m.

2. Lorsque la fleche est associée a un dénivelé positif, comme c’est le cas pour le
volet de droite de la figure 1.7, elle pointe vers le sommet le plus haut. Lors-
qu’au contraire elle est associée a un dénivelé négatif, comme c’est le cas dans
le volet de gauche, elle pointe vers le sommet le plus bas.

Cet exercice est assez intuitif, mais son intérét réside dans le fait que les
fleches de tension (ou de différences de potentiels) fonctionnent exactement
de la méme maniere. Aussi :

— une fléche de tension associée a une valeur positive pointe vers le

potentiel le plus haut;

— une fleche de tension associée a une valeur négative pointe vers le

potentiel le plus bas.
L'exercice suivant va aussi nous permettre d’aborder avec un exemple simple
les fleches représentant le courant électrique.
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1.1 Grandeurs électriques et outils de représentation

Exercice 1.2 : Représentation d’un courant.

Deux personnes étudient un méme probleme et cherchent a déterminer la
valeur de la vitesse d"un mobile en chute libre a un instant donné. Elles choi-
sissent les deux reperes reportés sur la figure 1.8. Les calculs sont correcte-
ment faits par les deux personnes, et celle qui a choisi le repére 2 trouve une
vitesse de 5 m/s.

=

A O+
v v
Ol Zs
Repére o Repére e

Figure 1.8 — Schéma de I'exercice 1.2. Le méme mouvement est décrit dans les deux
volets mais I'axe est orienté dans deux sens inverses.

1. Quelle est la valeur trouvée par celle qui a choisi le repére 1?

2. Le choix du repére influence-t-il la dynamique du mobile ? Discuter du
choix de ces reperes.

Solution 1.2

1. Le repeére 2 est orienté dans le sens du déplacement du mobile : quand ce
dernier progresse, la valeur de son altitude z augmente. Ainsi, la vitesse déter-
minée est positive et vaut v, = 5 m/s. Ce n’est pas le cas du repeére 1 qui, lui,
est orienté dans le sens inverse du déplacement du mobile : quand ce dernier
progresse, la valeur de son altitude z diminue. Dans ces conditions, la vitesse
est négative et vaut v, = —5m/s.

2. Quel que soit le repére choisi, le mobile tombe : le choix du repére n’influence
en rien la dynamique du mobile. De plus, aucun des deux reperes n’est plus
pertinent que l’autre pour 1'étude de la chute du mobile, le premier étant plus
réaliste car collant a la mesure d’altitude, le second étant plus pratique car per-
mettant d’avoir une vitesse positive. Le choix du repéere n’est donc pas imposé.

11
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b) Fléches de tensions et de courant

Lorsque 1'on repere le courant dans une branche de circuit, on utilise
une fleche qui fonctionne selon le méme principe :
— une fleche de courant associée a une valeur positive est orientée
dans le sens de déplacement du courant conventionnel ;
— une fleche de courant associée a une valeur négative est orientée
dans le sens opposé au déplacement du courant conventionnel.
I y a donc quatre possibilités pour repérer une tension et un cou-
rant traversant une résistance, par exemple. Celles-ci sont données sur la fi-
gure 1.9.

U U U U
/ / f /
—{ e — e — Jwo —{ |
4\ 2V 4\ 2V 4V 2V 4V 2V
Mesure @) Mesure @ Mesure €) Mesure @)

Figure 1.9 — Exemples de mesures et de repérages de la tension et du courant aux
bornes d’une résistance.

Mesure1: Onal =4 —2 =2 V. La fleche de tension, positive, pointe bien
vers le potentiel le plus haut. Le courant conventionnel descend
les potentiels, c’est-a-dire dans la direction de I. Aussi, I > 0.

Mesure 2: Ona U = —2V qui pointe vers le potentiel le plus bas. Le courant
a une valeur positive, car sa circulation réelle est orientée dans le
sens de la fleche.

Mesure 3: On a une tension positive, car la fleche pointe vers le potentiel
le plus haut. Dans un récepteur, quoi qu’il advienne, le courant
conventionnel descend toujours les potentiels : la fleche qui re-
pére le courant I est donc dans le sens opposé de son déplace-
ment et I’on se retrouve dans le cas du repere 1 de I’exercice pré-
cédent. Donc I < 0.

Mesure 4: La fleche de tension pointe vers le potentiel le plus bas, et la
fleche de courant est dans le sens opposé au déplacement réel
ducourant:onal = -2 Vet <0.

12
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1.2 Symboles électriques et modeéles équivalents

Les fleches de tension et de courant sont des reperes pour ces gran-
deurs. Elles peuvent étre associées a des valeurs positives ou néga-
tives. Une valeur négative signifie que la grandeur évolue dans le
sens opposé au repere choisi.

1.2 SYMBOLES ELECTRIQUES ET MODELES EQUIVALENTS

L’électricité implique, dans sa production comme dans son utilisation,
une conversion énergétique. Lorsque 'on trace un schéma électrique en ré-
gime continu, les symboles que I'on utilise doivent rendre compte :

— des phénomenes physiques impliqués ;

— de leurs liens au travers, entre autres, de la géométrie du réseau.

1.2.1 Description des phénomenes physiques

En ce qui concerne les phénomeénes physiques, nous définissons deux
types de symboles : la résistance et les sources.

a) Conversion électrique-thermique (effet Joule)

La conversion de I'énergie électrique en énergie thermique, aussi appe-
lée effet Joule, est décrite au travers du symbole rectangulaire reporté dans
le volet (a) de la figure 1.10. Celui-ci représente une grandeur physique, la
résistance, qui est responsable de I'échauffement comme nous l'avons dit
précédemment. On généralise toutefois le symbole de la résistance aux com-
posants totalement résistifs qui, en toute rigueur, devraient étre appelés ré-
sistors, mais que 'on appelle généralement résistances.

Du point de vue des grandeurs électriques, nous avons déja établi au
travers d"une analogie que la tension U aux bornes de la résistance et le cou-
rant [ la traversant sont liés par la loi d’'Ohm (1.1). En 1'absence d"une diffé-
rence de potentiels aux bornes de la résistance, il n'y a donc pas de courant
qui circule. De méme, en I'absence de courant la traversant, il n"apparait au-
cune tension aux bornes de la résistance. La résistance est donc ce que 1'on
appelle un composant passif.

b) La source de tension

Toutes les conversions énergétiques autres que celle représentées par la
résistance sont représentées par le symbole de la source de tension, reporté

13
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E
<—
R
AR
A o— e B Ae e B
\_/

€) Conversion électrique @ Autre conversion
vers thermique d’énergie électrique

Figure 1.10 — (a) Symbole de la résistance associée a la valeur R et traduisant la
conversion électro-thermique. (b) Symbole de la source de tension associée a la force
électromotrice E et traduisant une conversion énergétique — autre que thermique —
impliquant I’énergie électrique.

sur le volet (b) de la figure 1.10. Aussi, ce symbole sera utilisé chaque fois que
'on voudra représenter :

— la conversion de I'énergie électrique en toute autre forme d’énergie

que thermique;

— la conversion de n'importe quelle forme d’énergie en énergie élec-

trique.

Contrairement au cas de la résistance pour laquelle la tension et le cou-
rant sont liés par une relation linéaire, seule la différence de potentiels est
imposée dans la source de tension : on appelle cette d.d.p la force électromo-
trice (f.6.m), souvent notée E. Ainsi, les valeurs du courant et de la tension
aux bornes d’une source de tension sont indépendants : la source de tension
peut donc générer ou recevoir du courant, fonctionnant comme un produc-
teur ou un consommateur d’énergie électrique.

Lorsqu’on lit le schéma électrique d"un circuit, la présence d"une source
de tension entre deux points A et B veut dire que la différence de potentiels
est imposée. Par exemple, dans la figure 1.10(b), ona V4 — Vp = E quelle que
soit la valeur et le sens du courant traversant la source. Cette propriété de la
source de tension en fait un composant actif.

Une source de tension de f.é.m E impose a ses bornes la tension E
quelle que soit le courant qui la traverse.

14
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c) La source de courant

Au méme titre que la source de tension permet d’imposer une diffé-
rence de potentiels entre deux points quelle que soit la valeur du courant, la
source de courant, dont le symbole est représenté sur la figure 1.11, impose
l'intensité du courant I quelle que soit la tension.

/
A ._<_<D_. B
Figure 1.11 — Symbole électrique d’une source de courant placée entre les points A et B.

Une source de courant impose l'intensité la traversant quelle que soit
la valeur de la tension a ses bornes.

Remarquons que 1'usage de la source de courant n’est pas intuitif, et
qu’il s’agit plus d"un outil de résolution électrique que d’un symbole associé a
un phénomeéne physique. Nous exposons en détail, dans la section 2.5 page 83
dédiée aux dipoles actifs linéaires, le lien entre source de tension et source de
courant.

1.2.2 Symboles pour lier les grandeurs
a) La connexion, ou équipotentielle

Afin de décrire la géométrie du réseau électrique, c’est-a-dire les liens
entre les phénomeénes physiques et leurs effets, on utilise des connexions,
aussi appelées équipotentielles. Celles-ci se représentent par de simples
traits, comme reporté de différentes fagons sur le volet (a) de la figure 1.12 :
d’un point de vue électrique, ces schémas indiquent tous les trois que le po-
tentiel du point A est le méme que celui du point B. La tension aux bornes
d"une connexion est donc nulle. En pratique, on trace les fleches de courant
sur les connexions pour faciliter la compréhension d"un schéma de circuit.

Par abus de langage, la connexion est souvent appelée “fil”. Cette ap-
pellation est inexacte, car un cable a toujours une résistance non-nulle et pré-
sente donc a ses bornes une chute de tension : il doit par conséquent étre
représenté par une résistance, méme petite.
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Figure 1.12 — Symboles électriques permettant de lier les grandeurs. (a) Connexions
équipotentielles entre le point A et le point B, tracées de trois maniéres différentes.
(b) Exemple de circuit électrique. (c) Potentiel de référence (masse). (d) La masse, potentiel
de référence, ne doit pas étre confondue avec la terre.

b) Connexion des composants

Nous avons reporté dans la figure 1.12(b) un exemple de circuit en utili-
sant les différents éléments que nous venons de présenter. Dans cet exemple :
— la d.d.p entre A et B est imposée par la source de tension, de sorte
que Vy — Vg =E;
— les points A et D sont au méme potentiel car ils sont liés par une
connexion équipotentielle, et V4 = Vp;
— il en va de méme pour les points B et C et Vg = V-;
— la tension aux bornes de la résistance V = Vp — V- est donc égale a
E.
Au regard de ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent, ce
schéma pourrait représenter, par exemple, une pile court-circuitée, ou encore,
selon la valeur de la résistance, une pile débitant dans une ampoule.

c) La masse, point de référence des potentiels

La circulation du courant électrique est due a la présence d"une diffé-
rence de potentiels, la tension, et non d’un potentiel seul. De ce point de vue,
la valeur numérique d’un potentiel n'est importante que dans la mesure ot
elle differe de celle d"un autre point : le potentiel peut donc étre défini de ma-
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niere relative sans que cela ait d’incidence sur la description des phénoménes
électriques.

Inversement, connaissant les courants et les tensions, il n'est pas pos-
sible de déterminer avec précision les potentiels des différents points d'un
circuit, a moins de se fixer une référence, c’est-a-dire un point ot I'on consi-
dére que le potentiel a une valeur nulle. Le symbole permettant d"indiquer ce
point d’origine est appelé la masse, et nous 1’avons reporté sur le volet (c) de
la figure 1.12. Remarquons qu‘il ne faut pas confondre la masse avec la terre,
représentée dans le volet (d) de la figure, qui a une toute autre signification
et que nous n'utiliserons pas dans cet ouvrage.

Situation o Situation e Situation o
E E
ANB A/ N,B
A L 1 \_/ TR,
Trrr TI7r
1
| S |

Figure 1.13 — Définition de la masse en électricité et analogie gravitationnelle. La
situation 1 represente une liaison equipotentielle. Dans la situation 2, I'origine des
potentiels est prise au point B. Dans la situation 3, I'origine des potentiels est prise au
point A.

Dans le but d'illustrer la notion d’équipotentielle et de masse, nous
avons fait sur la figure 1.13 une analogie gravitationnelle en faisant un pa-
rallele entre le potentiel électrique et le potentiel gravitationnel, ce dernier
étant assimilable a la hauteur d"un point. La circulation du courant électrique
dans le circuit est modélisée par le déplacement de la bille magenta sur le sol.
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— Dans la situation 1, les points A et B sont liés par une connexion
équipotentielle : on dit aussi qu’ils sont court-circuités. Le terrain
est donc plat et la bille, si elle n"a pas de vitesse initiale, ne bouge
pas. D'un point de vue électrique, les potentiels V4 et Vg sont les
mémes, de sorte que la différence de potentiels est nulle et qu’il ne
circule pas de courant.

— Dans la situation 2, une différence de potentiels est appliquée par
la source de tension. Elle se traduit par une différence de hauteurs
pour les points A et B. La résistance électrique est assimilable dans
cet exemple a la résistance du sol : la bille roule de A vers B, tout
comme le courant électrique traverse la résistance pour arriver au
point B. La référence est choisie au point B, de sorte que la hauteur
du point A est positive : cela revient a mettre la masse en B dans le
schéma électrique, ce qui implique que V4 > 0.

— Lasituation 3 est similaire a la situation 2, si ce n’est que la référence
est prise en A et que le point B a une hauteur et un potentiel négatifs.
Bien évidemment, la vitesse de la bille lorsqu’elle arrive en B est la
méme que dans la situation précédente : le fait de mettre la masse
au point A dans le schéma électrique modifie les potentiels mais ne
modifie en rien la valeur de leur différence, ni celle du courant.

1.2.3 Un premier modeéle électrique

Les différents éléments que nous avons décrits nous permettent de
dresser dés maintenant le modele électrique équivalent a la situation prise
en exemple a la page 2. Celle-ci est reprise dans la partie supérieure de la
figure 1.14.

Dans la partie inférieure, nous identifions les différents éléments du mon-
tage :

— a gauche, la pile, qui est le siege d'une conversion d’énergie chi-
mique en énergie électrique, représentée par une source de tension
de f.é.m Ej, et d'un échauffement dii au passage du courant, repré-
senté par la résistance R; ;

— a droite, le moteur, qui recoit le courant de la pile, ce qui entraine
un échauffement représenté par la résistance R, et qui convertit
I"énergie électrique en énergie mécanique, conversion décrite par la
source de tension de f.é.m E, ;

— entre les deux, les cdbles conducteurs, qui présentent une résistance
faible mais non-nulle Ry; + Rp.
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Figure 1.14 — Lanalyse des phénoménes physiques mis en jeu dans la pile et dans le
moteur permet d’établir de fagon intuitive un modele électrique équivalent pour ces
elements : le modéle de Thévenin. Les grandeurs Rj; et Rp sont les résistances des
cables reliant les bornes -+ et les bornes — et ont de faibles valeurs.

Au travers d’une réflexion basée sur les phénoménes physiques impli-
qués par la situation décrite, nous venons de représenter, pour chacun des
éléments pile-moteur-cable, ce que I'on appelle le modele équivalent de Thé-
venin. Ce modéle sera vu plus en détail dans la section 2.5.4 liée aux théo-
remes du dipole linéaire, page 90.

1.3 Les Lois pe KIRCHHOFF

Dans les sections précédentes, nous avons défini les différentes gran-
deurs électriques. Les symboles permettant d’établir les modeles équivalents
des montages électriques ont été décrits, et nous ont permis de dresser notre
premier modele. Enongons a présent deux lois essentielles permettant d’ef-
fectuer des calculs et qui constituent, avec la loi d’Ohm, les lois de base de
I"électricité. Il s’agit de la loi des mailles et la loi des nceuds.
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1.3.1 La loi des mailles

Une maille est une boucle de circuit fermé. La loi des mailles, en dépit
de son nom, est bien plus générale car elle peut s’appliquer partout o1 I'on
mesure les tensions, que le circuit soit fermé ou pas.

1.3.2 Méthode

La méthode pour appliquer la loi des mailles consiste a écrire une équa-
tion mettant en jeu des différences de potentiels, en suivant les étapes décrites
ci-apres.

1. On part d"un point du circuit pour y revenir. On aura franchi a la fin de

"application de la loi des mailles une différence de potentiels de O V. Le
second membre de I’'équation est donc 0.

2. Pour écrire le premier membre, on peut se déplacer dans le sens de son
choix, et 'on peut emprunter les fleches ou les connexions électriques
(équipotentielles).

3. On reléve avec un signe plus (+) les fleches de tension rencontrées qui
sont orientées dans le sens du déplacement, et avec un signe moins
(—) celles qui sont orientées en sens inverse. On a alors notre premier
membre de I"équation.

Yy Uy Uy
A & B C A T B —_— C
| S |
ET T Ug E Hl] T Ug ‘
F —/, E D _., E D
Us Us
Application o Application e

Figure 1.15 — lllustrations de la loi des mailles. Les tensions peuvent étre prises (a) aux
bornes des composants ou (b) entre différents nceuds du circuit.

A titre d’exemple, nous avons représenté sur la figure 1.15 un circuit
électrique dans lequel nous allons établir les liens entre les tensions représen-
tées.
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1.4 Loi des nceuds

Dans le volet de gauche (application 1), nous appliquons la loi dans la maille.
Nous partons par exemple du point F pour y revenir, en suivant le trajet
FABEF. Nous rencontrons alors +E, —U,, — U, et —Uj3, car ces trois der-
niéres fleches sont opposées au sens de déplacement choisi. On aboutit alors
a I'équation E — Uy — Ug — U3 = 0. On peut aussi partir du point B, par
exemple, et tourner dans le sens inverse pour suivre le trajet BAFEB. On ren-
contre alors U, —E, Uz et Ug, de sorte que Uy — E 4 Uz + U = 0: onretrouve
la méme relation entre les grandeurs.

Dans le volet de droite (application 2), nous appliquons la loi en deca ou
au-dela de la maille, ce qui est autorisé dans la mesure o1 I'on dispose d"une
fleche de tension pour se déplacer. Ainsi, partant du point E pour suivre le
chemin EBCDE, on obtient Us — Uy — Uy = 0. On peut aussi suivre le chemin
EBFE pour écrire Ug — Us 4 Uz = 0.

1.4 Lol DES NGEUDS

Un neceud est un point ot le courant se partage. Nous le définissons
plus précisément a la page 52.

e Loi des nceuds Q Conservation du courant

Figure 1.16 — lllustration de (a) la loi des nceuds et de (b) la conservation du courant.

1.4.1 Enoncé de la loi

La somme des courants repérés entrants dans le nceud est égale a la
somme des courants repérés sortants du méme nceud.

Z courants repérés entrants = Z courants repérés sortants.

Dans le cas de I'exemple reporté sur le volet (a) de la figure 1.16, les
courants repérés entrants sont I; et I alors que les courants repérés sortants
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sont I3 et I4. On écrit alors

Lth=I5L+1L (1.3)

1.4.2 Cas particulier

On retrouve la loi de conservation du courant en appliquant la loi des
neceuds, non plus & un nceud, mais en un point d"une équipotentielle, comme
sur le volet (b) de la figure 1.16. Dans les deux cas considérés, on peut écrire
d’une part que

L=1D (1.4)

car on a affaire a un courant repéré entrant et un autre repéré sortant. D’autre
part, on peut écrire que
L=—-1I (1.5)

puisque les deux courants sont dans ce cas repérés entrants.

On retrouve le fait que le sens de la fleche n'indique pas le sens réel du
courant. Il suffit d'interpréter correctement le signe de la valeur numérique
associée.

1.5 Lol ’OHM, CONVENTIONS RECEPTEUR ET GENERATEUR

1.5.1 Loi d’'Ohm
Nous avons déja établi de fagcon intuitive que le courant et la tension
dans une résistance sont liés par la relation

U =RI (1.6)

Cette relation n’est toutefois valable qu’en convention récepteur, et devra
étre accompagnée d'un signe moins (—) si I’'on souhaite 1"utiliser aux bornes
d’une résistance repérée en convention générateur. Définissons a présent ces
conventions.

1.5.2 Convention récepteur

Considérons une résistance et intéressons-nous aux différents repé-
rages reportés sur la figure 1.17.

Souvenons-nous que, dans un récepteur, le courant conventionnel va du po-
tentiel le plus haut vers le potentiel le plus bas. Rappelons-nous aussi qu'une
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U U U U
/ / / /
4V 2V 4V 2V 4V 2V 4V 2V
Repérage @) Repérage @) Repérage @ Repérage @)

Figure 1.17 — Les quatre fagons de repérer la tension et le courant aux bornes
d’une résistance.

fleche de tension associée a une valeur positive pointe vers le potentiel le plus
haut, et qu'une fleche de tension associée a une valeur négative pointe vers
le potentiel le plus bas. Dans ces conditions :

— le repérage 1 donne une tension positive et un courant positif, et
ce repérage permet d’appliquer la loi d’'Ohm sans se soucier des
signes. C’est en outre le repérage le plus facile a utiliser et a com-
prendre;

— le repérage 2 donne une tension négative et un courant négatif. Il
permet aussi d’appliquer la loi d’Ohm sans se soucier des signes;

— le repérage 3 donne une tension positive et un courant négatif. Ce
repérage n’est pas pratique pour appliquer la loi d’'Ohm puisqu’il
faut ajouter un signe moins pour faire le lien entre les deux gran-
deurs;

— le repérage 4 donne une tension négative et un courant positif. Au
méme titre que le repérage 3, il ne parait pas optimal pour la situa-
tion considérée.

Ainsi, si l'on fait un bilan, les repérages 1 et 2 permettent d’appliquer la loi
d’Ohm simplement et semblent les plus adaptés. Ceux-ci ont le point com-
mun suivant : la tension et le courant sont repérés par des fleches en sens
opposées. C’est cette fagon de repérer les fleches de tension et de courant en
sens opposé que I'on appelle la convention récepteur.

On remarquera que les repérages 3 et 4, méme s’ils ne sont pas les plus
adaptés a la situation, n’empéchent en aucun cas de décrire ce qu’il se passe
dans la résistance.
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Exercice 1.3

Pour chacun des repérages représentés sur la figure 1.17, préciser la conven-
tion choisie et calculer les valeurs de la tension et du courant.

Solution 1.3

1. Le premier repérage est en convention récepteur car les fleches pointent dans
des sens opposés. La tension U est la différence entre le potentiel pointé et le
potentiel de départ de la fleche, de sorte que U = 4 —2 = 2 V. Le courant est
positif car la fleche est dirigée du potentiel le plus haut vers le potentiel le plus
bas. Dans la mesure ou le repérage est en convention récepteur, on applique
la loi d’Ohm sans se soucier du signe et 1’on obtient I = 2 V /100 () = 0,02 A

= 20 mA.

2. Le second repérage est aussi en convention récepteur. Ici, U =2 -4 = -2V,
et le courant est calculé en appliquant la loi d’'Ohm avec I = -2V /100 () =
—0,02 A = —20 mA. On retrouve bien un courant négatif puisque la fleche est

dans le sens opposé au sens conventionnel du courant.

3. Le repérage 3 est en convention générateur. La fleche de tension pointe vers
le potentiel le plus haut, de sorte que U = 2 V. En ce qui concerne le cou-
rant, celui-ci ne peut pas étre calculé directement par la loi d’'Ohm du fait du
choix d"une convention générateur : il faut opposer le résultat, de sorte que
I =-U/1000 = —-2V/100 Q) = —0,02 A = —20 mA. On retrouve bien un
courant négatif, car la fleche I est opposée au sens conventionnel. Les gran-
deurs tension et courant sont de signes différents puisque I’on décrit un récep-
teur avec une convention générateur.

4. Lerepérage 4 est lui aussi en convention générateur, et le raisonnement utilisé
pour le repérage 3 s’applique encore. On trouve alors U = —2 Vet [ = 20 mA.

1.5.3 Convention générateur

Reprenons les quatre repérages précédents et remplacons la résistance
par un générateur pour obtenir la figure 1.18. Par convention, nous notons
E la tension aux bornes de celui-ci : on indique les potentiels 2 Vet 4 V a
ses bornes. Pour analyser les signes des grandeurs E et [ remarquons que,
dans I'analogie hydraulique, un générateur est comparable a une pompe. En
tant que tel, il va forcer le courant a remonter du point le plus bas vers le
point haut. Ainsi, dans un générateur, et seulement dans ce cas 1a, le courant
conventionnel se déplace du potentiel le plus bas vers le potentiel le plus haut
(sous l'effet de la pompe-générateur). Dans ces conditions :

— le repérage 1 donne une tension positive mais un courant négatif

(puisque, dans un générateur, le courant conventionnel remonte les

24



Copyright © 2015 Dunod.

1.5 Loi d’'Ohm, conventions récepteur et générateur

potentiels) et se déplace dans le sens opposé a celui indiqué par la
fleche de courant;

E E E E
S / e / S / S /
4V 2V 4V 2V 4V 2V 4V 2V
Repérageo Repérage 9 Repérage e Repérage 0

Figure 1.18 — Les quatre fagons de repérer la tension et le courant aux bornes d’un
générateur.

— le repérage 2 donne une tension négative mais un courant positif;

— le repérage 3 donne une tension positive et un courant positif. Il
semble étre le mieux adapté pour décrire la situation ;

— le repérage 4 donne une tension négative et un courant négatif. Il a
pour point commun avec le repérage 3 le fait d"utiliser des fleches
de tension et de courant orientées dans le méme sens.

Dans le cas d’un générateur, la convention la plus adaptée pour décrire

la situation consiste a repérer les fleches de tension et de courant dans le
méme sens : ¢’est la convention générateur.

On remarquera toutefois que les repérages 1 et 2, s’ils ne sont pas les
plus adaptés a la situation, n"'empéchent en rien de décrire ce qu’il se passe
au niveau du générateur.

1.5.4 Choix d’une convention

Lorsque 'on souhaite décrire la tension et le courant traversant un di-
pole électrique, on peut utiliser la convention de son choix. Remarquons
toutefois qu’il est plus simple d’utiliser la convention adaptée a la nature
du dipdle : convention récepteur pour une résistance, convention générateur
pour un générateur.

Lorsqu’un dipodle est de nature inconnue, et cela peut arriver dans le
cas de dipoles réversibles tels que les accumulateurs ou les machines tour-
nantes (dynamo, moteur, alternateur), on utilise I'une des deux conventions,
au choix, et la nature du dipole sera déduite des signes respectifs des gran-
deurs courant et tension mesurées ou calculées.
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On retiendra que :

— lorsque la tension et le courant sont repérés par des
fleches en sens opposés, on est en convention récepteur. Si
les valeurs du courant et de la tension sont du méme signe,
le dipodle considéré est un récepteur, sinon c’est un généra-
teur;

— lorsque la tension et le courant sont repérés par des
fleches dans le méme sens, on est en convention généra-
teur. Si les valeurs du courant et de la tension sont du méme
signe, le dipdle considéré est un générateur, sinon c’est un
récepteur.

Exercice 1.4

On présente le schéma de la figure 1.19 et 'on donne :
o U=V, —Vp=240V
o LL=Vr—Vp=184V
o LU =Usp=46V
o LUy =Vg—Vp=-110V

S — [

s 1
— Ry ] ® [ Ri }——
Us
———

Ug Nb
2t Us I,
/

U

-
Figure 1.19 — Circuit électrique de I'exercice 1.4.

1. Placer les points A, B, D, E et F sur la figure.

2. Calculer la valeur des tensions inconnues, en précisant si la fleche
pointe vers le potentiel le plus haut ou le plus bas.

3. Déterminer les intensités des courants représentés pour R; = Rz =
100 Q). Que dire des sens choisis pour les fleches ?
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Solution 1.4

1. Puisque U = V4 — Vp alors la fleche représentant U pointe vers le point A, ce
qui permet de placer A et B. Le point F est repéré a I’aide de U, = Vr — Vp dont
la fleche pointe vers E De méme le point D est repéré a l'aide de Us = V4 — Vp
et dont la fleche pointe vers A. Le point E est placé gracea Uy = Vr — Vp qui
est dirigée de D vers E. On obtient donc le schéma de la figure 1.20.

—_— -
| Ry | @ E_’_
Us “f?
— y et N B
B A
E D /
U >

Figure 1.20 — Correction de I'exercice 1.4.

2. Nous devons calculer les tensions Uy, Us, Ug et U;. Nous appliquons la loi
des mailles en n’utilisant que des grandeurs dont les valeurs sont données par
I"énoncé pour ne pas accumuler d’éventuelles erreurs.

— Dans la maille BAFB, on établit que U + U; — Uy = 0, de sorte que

Uy =U, — U=184—240 = —56 V

Dans ces conditions Vi < V4.

— En parcourant le chemin BADEB, on obtient la relation U — Uz + Uy —
Us; =0etlona

Us = U — Uz + Uy =240 — 46 — 110 = 84 V

Ainsi, Vg > Vp.
— Le parcours BFEDAB donne U, + Ug — Uy + Uz — U = 0 et donc

Ug = U — Uy + Uy — Uy = 240 — 46 — 110 — 184 = —100 V

On remarque que Vg < VE.

— On établit en parcourant BEDAB que U; — U7 + Us — U = 0, ce qui permet
de calculer

Uy =Uy+ U3 —U=184+46 —240 = —10V

Ona V< Vp.
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3. — Pour déterminer le courant I;, on se place aux bornes de la résistance R
soumise a la tension Uj. Celle-ci étant en convention récepteur, on ap-
plique directement la loi d’"Ohm :

U _ -5V —0,56 A = —560 mA

I: = — =
IR, 1000

La valeur de I; étant négative, la fleche de courant a été choisie dans le sens
opposé au sens conventionnel : celui-ci circule donc dans le sens opposé a
celui indiqué par I.

— Pour déterminer le courant I, on se place aux bornes de la résistance R
soumise a la tension Us. Celle-ci est aussi en convention récepteur, et on
applique la encore la loi d’Ohm sans se soucier du signe :

_ U A6V — 0,46 A = 460 mA

h= = —_
27 Ry 1000

La valeur de I, étant positive, la fleche de courant a été choisie dans le sens
conventionnel : celui-ci circule donc dans le sens indiqué par I,.
— Le courant [ se calcule en appliquant la loi des nceuds. On a

I+h=hL=—1=15—1 =046 — (—0,56) = 1,02 A

La fleche de I étant associée a une valeur numérique positive, elle est orien-
tée dans le sens conventionnel du courant.

Exercice 1.5

On considere le circuit de la figure 1.21. Le générateur fournit une tension
U = 6 V. On donne les valeurs numériques, mais pas les fleches, des gran-
deurs suivantes :

o U =—-025V;Us=17V;Uys=23V;

e [ =12mA; I3 = —4mA;I; =90 mA;

1. Indiquer les fleches correspondant aux tensions et aux courants dont les
valeurs sont données dans I'énoncé, et déterminer les autres tensions et
courants du circuit.

2. Déterminer la résistance équivalente du circuit vu du générateur.

Solution 1.5

Pour faciliter la résolution de I’exercice, on commence par placer la masse, c’est-a-
dire le point de référence des potentiels. Nous la plagons au point D, de sorte que
Vp = 0. Par conséquent, V4 =6 V.

28



Copyright © 2015 Dunod.

1.5 Loi d’'Ohm, conventions récepteur et générateur

A
R, R, &/
RT R2
B — C C) U
RS RS
D

Figure 1.21 — Circuit de I'exercice 1.5.

1. Nous rappelons qu'une fleche de tension associée a une valeur positive pointe

vers le potentiel le plus haut, qu'une fleche de courant associée a une valeur

positive pointe dans le sens conventionnel du courant, et que ce dernier va,

dans un récepteur, du potentiel le plus haut vers le potentiel le plus bas. Dans

notre cas, le sens conventionnel du courant est de A vers D. On établit que :

— les fleches de tension Us et Uy pointent vers le potentiel le plus haut, c’est-
a-dire vers le point A ;

— la fleche de courant I3 associée a une valeur négative s’'oppose au sens
conventionnel du courant, et est donc dirigée de B vers A ;

— la fleche de courant I; associée a une valeur positive est dans le sens
conventionnel du courant, c’est-a-dire dirigée de A vers C.

Nous allons maintenant chercher a orienter I; et U;. Pour cela, il nous faut

comparer les potentiels des points B et C. Or,

Vg=V,—U3=6-17=43V

et
Ve=Va—Uy=6-23=37V

de sorte que Vp > V4. La fleche de courant I; étant associée a une valeur posi-
tive, elle est orientée de B vers C, et Uj, qui est associée a une valeur négative,
est dans le méme sens.
Nous avons reporté en gris sur la figure 1.22 les grandeurs qu’il reste a déter-
miner. Les tensions Us et Uy se calculent en évaluant les différences de poten-
tiels. On a

Us; = Vg —Vp =43V
et

Ug=Vc—Vp =37V
Nous pouvons alors orienter les courants I5 et I et les calculer a 1'aide de la
loi des nceuds. On a

Ie =1 + 14 =91,2mA
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Figure 1.22 — Correction de I'exercice 1.5.

et
I5 = —11 — 13 = 2,8 mA

La tension U, se calcule par
Uy =Ugc+U1 =Vg—Vec—-U; =43-37+0,25=0,35V
Enfin, le courant I se calcule de deux facons différentes, avec
[=1I,—I3=1I+1g =94mA

2. La résistance équivalente R du circuit vue du générateur est telle que

u 6V

=63,8 ()

1.6 RESISTANCES EQUIVALENTES

Maintenant que nous connaissons les différentes lois de base de 1'élec-
tricité, nous pouvons déterminer la résistance équivalente d"une association
de résistances. Cette valeur différe selon que les résistances sont montées en
série ou en parallele.

1.6.1 Montage série

Plagons-nous dans le volet (a) de la figure 1.23. En appliquant la loi des
mailles, on observe que

u==u,+UuU (1.7)
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IT
Uy LR
/ A o—— —e B
Ae» R, H R, |—eB 2
> R,
) ] <
U
@) Montage série @) Montage paraliéle

Figure 1.23 — Associations de résistances. (a) Montages série et (b) paralléle.

Sil'on applique la loi d’Ohm aux bornes de la branche AB et de chaque résis-
tance, on peut exprimer ces tensions en fonction du courant, qui est partout
le méme, ce qui permet d’écrire

U=RI ; U =R ; Uy=RyI (1.8)

de sorte que
RI =R+ Ryl (1.9)

ce qui permet d’obtenir, en simplifiant par I, la relation des résistances série :
R¢=R;i+ R (1.10)

Remarquons que cette relation se généralise au cas de plusieurs résistances.

1.6.2 Montage parallele

Plagons-nous dans le volet (b) de la figure 1.23. En appliquant la loi des
nceuds, on établit que
I=5L+1D (1.11)

Si l'on appelle Rp la résistance équivalente a Ry // Ry, on peut écrire en ap-
pliquant la loi d’'Ohm pour chacune des résistances et en remplacant les cou-
rants dans la relation (1.11) que

u u u

- = — 4 — 1.12

Re R R —
de sorte que

1 1 1

= 4 1.1

Rp Ry + R> (1.13)

Cette derniere relation se généralise a un plus grand nombre de résistances.
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Lorsqu’il n’y a que deux résistances, on peut utiliser la relation suivante, ob-
tenue en réduisant les fractions de I’expression (1.13) au méme dénominateur

et en inversant le résultat :
RiR3

Rp=———
P Ri+ R,

(1.14)

On remarquera enfin que, lorsque 1'on a deux résistances Ry = R; = R mon-
tées en paralléle, la résistance équivalente Rp = R/2.

Deux résistances R en parallele se comportent comme une résistance
R/2:
R

R//R=7 (1.15)

Par exemple, deux résistances de 100 () montées en paralléles sont équiva-
lentes a une résistance de 50 ().

Lorsque I'on couple plusieurs résistances entre elles, celles-ci se com-
portent comme une seule résistance équivalente. On retiendra que :
— n résistances montées toutes en série se comportent
comme une résistance Rg telle que

Rs=Ri{+ R+ ..+ Ry (1.16)

— n résistances montées toutes en parallele se comportent
comme une résistance Rp telle que

1 1 1 1
R—P—R—]+R—2+...+R—n (1.17)

1.6.3 Analogie hydraulique

Pour se souvenir de ces relations (et ne pas les confondre avec, par
exemple, celles qui permettent de calculer les associations de capacités), on

peut faire un parallele avec ce qui se passe dans le cas des seringues précé-
demment vu.

Dans le cas de la résistance série, on se trouve dans la situation 2 dé-
crite dans la figure 1.24. En effet, I'augmentation de la résistance peut étre
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»
% /\I.:» {] O situation 2

© situation 1 I@

Figure 1.24 — Analogie hydraulique de I'association de résistances. La situation 1 est
prise comme référence. Dans la situation 2, la résistance a augmenté du fait de
I'allongement du tuyau (mise en série de résistances). Dans la situation 3, au contraire,
I'augmentation du nombre de chemins possibles diminue la résistance équivalente des
tuyaux (mise en paralléle de résistances).

o Situation 3

vue comme une augmentation de la longueur du tuyau par rapport a la si-

tuation 1, menant pour une différence de pressions donnée a un débit plus
faible.

Dans le cas de la résistance parallele, on se trouve dans la situation 3.
Cette fois-ci, I'ajout d"une résistance parallele est assimilable a celui d"un se-
cond tuyau a la sortie de la seringue. Ici, la pression exercée sur le piston agit
sur les deux tuyaux, de sorte que le débit total est augmenté : la résistance a
alors diminué.

Exercice 1.6

Calculer la résistance équivalente au réseau de résistances de la figure 1.25.

10 Q
A
20 Q 20 Q
B
10 Q

Figure 1.25 — Circuit de résistances de I'exercice 1.6.
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Solution 1.6

Nous proposons de simplifier le probleme en mettant en ligne le réseau de ré-
sistances, comme reporté sur la seconde partie de la figure 1.26. On voit alors claire-
ment qu’entre les points A et B le réseau est constitué d"une série de trois résistances
100+ (20 Q2 // 20 0) + 10 ), soit une résistance équivalente de 30 Q).

10 Q
A
10 Q 20 Q 10 Q
20 Q 200 A~ }+— F—7{ }—eB
20 Q
B —_—
10 Q

Figure 1.26 — Correction de I'exercice 1.6.

Exercice 1.7

On souhaite brancher un générateur de tension U = 10 V aux bornes du
réseau de résistances représenté sur la figure 1.27.

I I

Figure 1.27 — Réseau de résistances de I'exercice 1.7.

Calculer la résistance équivalente et le courant débité par le générateur de
tension lorsqu'’il est connecté :

1. aux noeuds A et B;
2. auxnoeuds Cet D;
3. aux nceuds E et D.

Toutes les résistances sont identiques et égales a 10 ().
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Solution 1.7

1. Comme dans l'exercice précédent, le probleme se simplifie en redessinant en
ligne le réseau de résistances, comme reporté sur la figure 1.28. Pour ce faire,
on recense tous les chemins que le courant peut emprunter pour se rendre
du point A au point B, en ne perdant pas de vue que le courant ne peut pas
revenir en arriére : on considere par exemple que le point A est le point haut,
le courant se dirigeant alors de A vers B. Dans notre cas, il y a trois chemins
qui partent de A, et trois chemins qui arrivent en B. Le troisieme chemin se
subdivise en C, d’ott deux chemins sont possibles pour arriver en D.

A @ B

Figure 1.28 — Correction de I’'exercice 1.7.

Par la suite, il s’agit de déterminer la résistance de chaque branche, en remon-
tant progressivement vers les points A et B pour évaluer la résistance équiva-
lente des trois chemins. On commence alors par regarder ce qui se passe entre
les points C et D : on calcule

20 x 10
20410

Rep=100Q /200 = ~ 6,67 Q)

Le chemin 3 a donc une résistance
R3; =100+ 6,67 2+ 10 Q)

que l'on arrondit a trois chiffres significatifs a R3 = 26,7 (). Les chemins 1
et 2 ont des résistances respectives Ry = 10 () et Ry = 20 (). Finalement, la
résistance entre A et B vaut

Rap =100 //20Q2 // 26,7 ()
Le calcul nous donne, en remarquant que 10 € // 20 () = 6,67 (),

6,67 x 26,7
Ran = 70//2670 = "—"""" — (@)
AB = 6,6 // 26, 6.67 1267 5,33

35



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 1 — Electricité en régime continu
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Ainsi, le générateur connecté aux bornes A et B voit une résistance de 5,33 ().
Il délivre alors un courant

10V

. On peut gagner beaucoup de temps en utilisant pour cette seconde partie le

principe de symétrie. En effet, si I'on faisait subir au circuit la rotation autour
de son axe transversal permettant de transformer A et B en C et D, comme
indiqué sur la figure 1.29, le circuit resterait inchanggé. Ainsi, la résistance du

.
==

E C A
- - 1
: Ib
' |
|
|
|
I;I
E) I B
~

Figure 1.29 — Mise en évidence du principe de symétrie.

circuit vu des bornes C et D est la méme que celle du circuit vu des bornes A
et B, que nous avons traitée dans la question précédente. On a donc Rep =
5,33 Q) et un courant délivré par le générateur I = 1,88 A.

. Supposons que le courant aille de Ea D. Il y a au départ de E deux chemins, et

trois qui se rejoignent en D. Comme le montre la figure 1.30, le second chemin
se subdivise en effet au niveau du point C.

?o — D

Figure 1.30 — Correction de I'exercice 1.7.
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Dans un premier temps, il faut évaluer la résistance équivalente des branches conte-
nues entre les points A et B. On obtient alors

Rap=100Q//20Q = 6,67 Q
Le chemin 2.2 a donc une résistance de 26,7 (). La branche CD a donc une résistance
Rep =100 // 26,700 =727 Q)
La résistance du chemin 2 vaut donc
Ry=1000+7270=17,3Q
avec trois chiffres significatifs. Ainsi,

Rep =10Q /17,30 = 6,34 O

Le générateur, connecté aux bornes E et D du circuit, voit cette fois une résis-

10 _ 1,58 A.

tance de 6,34 Q) et fournit donc un courant [ = <3l

1.7 PONTS DIVISEURS

Nous allons a présent mettre en place deux formules dérivant des lois
des nceuds, des mailles et d’'Ohm qui permettent de quantifier les divisions
de tension et de courant dans des circuits constitués de plusieurs résistances
placées respectivement en série et en paralléle. Il s’agit des formules des ponts
diviseurs de tension et de courant : méme s'il est relativement facile de les
démontrer, il sera utile pour la suite de les retenir.

1.7.1 Pont diviseur de tension

La formule du pont diviseur de tension s’applique dans le cas de cir-
cuits séries tels que ceux présentés dans la figure 1.31. Dans le volet (a), il
s’agit d’exprimer la tension U; aux bornes de la résistance R; en fonction de
la tension U et des valeurs des résistances R; et R,. Pour ce faire, on exprime
le courant I en appliquant la loi d’'Ohm de deux fagons différentes :

— tout d’abord, aux bornes de Ry, en établissant que

=%

(1.18)
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A .
R )
2 €
— H f---- {4+
u / I R, R, R R
R, Yi U

e Diviseur de tension

@) Pont diviseur de tension
pour 2 résistances

Circuit a n résistances

Figure 1.31 — Circuit série (a) a deux résistances et (b) a n résistances dans lesquels
I'application de la formule du pont diviseur permet d’exprimer les proportions de tension
en fonction des proportions de résistance. Les grandeurs connues sont reportées en noir.
Remarquons que les relations (1.20) et (1.21) sont valables pour des fleches de tension
orientées dans le méme sens.

— et, ensuite, aux bornes du groupe de résistances, en écrivant que

U
= — 1.19
R1 +R; ( )
L'identification de I dans les deux dernieres relations permet de donner la
formule du pont diviseur de tension :

R
. ——1
Ry + Ry

Cette relation se généralise au cas de n résistances : dans la situation reportée

sur le volet (b) de la figure 1.31, les tensions se distribuent proportionnelle-
ment sur chacune des résistances.

u, = (1.20)

Pont diviseur de tension : lorsque une association de # résistances est
soumise a une tension U, la tension aux bornes de la i*™¢ résistance R;
s’écrit

Ri Ri

: —U-
Ri+Ry+..+Ri+ ...+ Ry "

> Ri

=

U=U

(1.21)

~

Remarquons que nous pouvons relever dans la formule (1.20) plusieurs
cas limites :
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— dans le cas ou la résistance R; est nulle, la tension a ses bornes est
celle d"un court-circuit, c’est-a-dire U; = 0;

— dans le cas ot la résistance R; est infinie, le courant ne circule plus
dans R, et U; est mesurée aux bornes d'un circuit ouvert et I'on a
Ul =U p

— dans le cas ou la résistance R; est infinie, le courant ne circule plus
dans R, de sorte que la tension a ses bornes devient nulle U; = 0.

Exercice 1.8
Dans le circuit de la figure 1.31(a), déterminer les tensions U; et U, pour Ry =

100 (3, R, =200 (et U =6 V.

Solution 1.8

On applique la formule du pont diviseur de tension (1.20) successivement sur les
deux résistances, de sorte que

100
u1_6'100+200_zv
et 200
Uy =6 ——— =4V
2=6 100 + 200

Notons que 1'on retrouve bien, conformément a la loi des mailles, U = U; + U,.

1.7.2 Pont diviseur de courant

La formule du pont diviseur de courant s’applique dans le cas de cir-
cuits contenant deux résistances en parallele tels que celui reporté sur la fi-
gure 1.32. 1l s’agit ici d’exprimer la tension U de deux fagons différentes, en
remarquant que

U=5L Rk (1.22)

aux bornes de Ry, et que

Ri- Ry

(1.23)

aux bornes de la dérivation. En identifiant U dans les deux derniéres rela-
tions, on obtient la formule du pont diviseur de courant.
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Pont diviseur de courant : lorsque deux résistances R; et R; associées
en parallele sont traversées par un courant I, le courant qui traverse
Ry vaut

R>

L= ——
! Ri 4+ R,

(1.24)

© Diviseur de courant @) Cas limite (R, nulle et R, infinie)

Figure 1.32 — Circuit (a) a deux résistances paralléles pour I'application de la formule du
pont diviseur (1.24) de courant et (b) mise en évidence de deux cas limite. Les grandeurs
connues sont reportées en noir. Remarquons que la formule est énoncée pour des fleches
de courant dirigées dans le méme sens.

Cette derniere relation est source de confusions, étant donné qu’elle fait
intervenir la résistance de la branche opposée au numérateur, contrairement
a la formule (1.20). Pour ne pas faire d’erreur, on peut identifier les cas limites
reportés sur le volet (b) de la figure 1.32 :

— lorsque R; est nulle, elle court-circuite la résistance R, de sorte
que tout le courant circule dans R;. On retrouve ceci dans la rela-
tion (1.24) puisque

R1:O=>11:Iv&:1 (1.25)
R;

— lorsque I'on ouvre le circuit en Ry, le courant I ne peut plus circuler

et devient nul. On retrouve ceci dans la relation (1.24) puisque

R>
Ri+ R
Pour finir, nous remarquons que, contrairement au cas de la division de
tension, la formule du pont diviseur de courant ne se généralise pas simple-
ment au cas de n résistances : il n’existe pas pour la division de courant de
formule équivalente a la relation (1.21).
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1.7 Ponts diviseurs

Exercice 1.9

Dans le circuit de la figure 1.32(a), déterminer les courants I; et I, traversant
les deux résistances pour Ry = 100 ), Ry = 200 Q et U = 12 mA.

Solution 1.9

On détermine les courants en appliquant successivement dans les deux résistances
la formule (1.24). Ainsi,

200
—12.10°3. — =2 _8.10°3 A —
I =12-10 100 200 8-1073 A =8mA
et 100
L=12-10°% ———  —4.10 A =4mA
2 100 + 200 m

Notons que 'on retrouve bien, conformément a la loi des nceuds, I = I; + I,.

Exercice 1.10

On considere le circuit de la figure 1.33. On donne E = 3V, R} = 15 (),
R, =60),R3 =200 et Ry =5 ).

Figure 1.33 — Circuit de I'exercice 1.10 avec E =3V, Ry = 150, R, = 6 3, R3 = 20 ()
et Ry =5 0.

1. Déterminer, en utilisant la loi d’'Ohm, le courant I.
2. En utilisant les ponts diviseurs, déterminer :

(a) les courants [y, I, I3 et Iy;

(b) les tensions U; et Us;.
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Solution 1.10

42

1.

2.

Afin de calculer I, nous devons déterminer la résistance équivalente comprise
entre les points A et B. On observe sans avoir besoin de redessiner le circuit
que

Rap = Ry // [Ry + (R3 // Ry)]

de sorte que

Rap=15Q//[6Q+ (200 //50Q)]

20 x5 15 x 10
=150 O =150 /100 = =60
50//[6Q+ 5] =150//100 = 1= =6
~——
40

La résistance R p soumise a la tension E et traversée par le courant I est en
convention récepteur, tout comme la source de tension est en convention gé-
nérateur. Aussi,
E 3V
=—=—=05A=500mA
(a) Pour déterminer les courants I; et I, nous remarquons que la branche
traversée par I, a une résistance équivalente R,; = 10 (). Le courant I
étant repéré dans le sens opposé a I, la formule (1.24) doit étre opposée,
de sorte que

Reg 10

L=-1-—9__ — ),
! Ry + Reg 15+ 10

= —02A = -200mA

Le courant I, est repéré dans le méme sens que I, la formule du pont
diviseur de courant s’applique donc directement et I’'on a

Ry 15

=1 —t'  =05—

=0,3A =300mA
On vérifie nos résultats a I'aide de la loi des nceuds, puisque I + I} = I.

On procede de la méme maniere pour déterminer I3 et I4, en partant de
la valeur de I. On établit alors que

Ry 5
=1 —2* _ —03.-—>— —=0,06 A =60mA
3T 2 RITR, 2015 m
et R 20
Lo =1, - S 03— — =024 A =240 mA
t T2 Ry R, 035075~ 0

La aussi, les résultats obtenus se vérifient a 1’aide de la loi des nceuds
puisque Ip = I3 + Iy.
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1.8 Puissance électrique en régime continu

(b) Les tensions U, et U3 sont établies a I'aide de la formule du pont diviseur
de tension (1.20), étant donné que I'ensemble des résistances est soumis
a la tension totale E. Pour ce faire, nous remarquons dans un premier
temps que U, est orientée dans le sens opposé a E, et devra donc porter
un signe moins (—). Dans un second temps, nous observons que la ten-
sion Us est prise aux bornes du groupe de résistances R3 // Ry, de valeur
équivalente 4 (). Ainsi,

R, 6
U, =—E- = -3.—— =-18V
2 Ry + (R3 // Ry) 6-+4
o (Rs // Ry) 4
Us =E- S 3. _—— =12V
3 Rs + (R3 // Ry) 614

Les résultats obtenus pour les tensions se vérifient avec la loi des mailles,
puisque E + U, — Uz = 0.

1.8 PuUISSANCE ELECTRIQUE EN REGIME CONTINU

En physique, et de fait en électricité, la puissance est une grandeur me-
surée en watts (W) qui décrit une variation d’énergie par unité de temps.

On s’intéresse dans un premier temps au cas d'une résistance alimen-
tée par une pile. Etant donné que la résistance convertit 'énergie électrique
qui lui est donnée en chaleur, I’énergie électrique disponible pour I’alimenter
diminue a mesure que la température, c’est-a-dire I'énergie thermique, aug-
mente dans son environnement : c’est le principe du chauffage électrique.
Ainsi, une résistance consomme une puissance électrique.

Plagons-nous ensuite dans le cas d’un récepteur actif et prenons pour
cela 'exemple d’'un moteur. Si I'on omet les pertes thermiques, on observe
que 1'énergie électrique apportée au moteur est convertie en énergie méca-
nique, de sorte que lI"énergie électrique disponible pour faire fonctionner le
moteur diminue a mesure que le temps passe. Un récepteur actif consomme
donc lui aussi une puissance électrique.

Sil'on s’intéresse enfin a un générateur, qui par définition est actif, on
remarque que le processus de conversion est 'opposé de celui que nous ve-
nons de décrire dans le cas du moteur. Dans le cas d'une pile, par exemple,
I"énergie chimique qu’elle stocke est convertie en énergie électrique, de sorte
que la pile produit une puissance électrique.
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Selon que l'on regardera l'énergie € consommée ou produite par un
dipole, la puissance P s’écrivant comme

_de

P=

(1.27)
sera une puissance consommée ou produite. Remarquons que 1'énergie € est
mesurée en joules (J).

Les grandeurs électriques étant continues, la conversion énergétique
se fait de facon constante, de sorte que la grandeur P est une grandeur elle
aussi continue. Etablissons maintenant les expressions permettant de quanti-
fier la puissance électrique consommeée et la puissance électrique produite en
régime continu.

1.8.1 Puissance consommeée

Afin d’évaluer la puissance électrique consommée par un dipdle quel-
conque, plagons-nous a nouveau dans le cadre de 1’analogie hydraulique
(dans la limite des liquides incompressibles et des écoulements laminaires).
Nous avons reporté sur la figure 1.34 différentes situations ot dans un tuyau
horizontal est injecté de I'eau qui fait tourner une petite turbine.

— La situation 1 nous sert d’étalon. La différence de pressions entre
I'entrée et la sortie de la turbine est, comme nous l'avons dit pré-
cédemment, I'équivalent électrique de la différence de potentiels U.
De méme, le débit volumique de 'eau Q, est 1’équivalent hydrau-
lique du courant électrique 1.

— Dans la situation 2, la pression sur la seringue est doublée par rap-
port a la situation 1. Ainsi, la différence de pressions entre I'entrée et
la sortie de la turbine Ap augmente. Le débit volumique Q,, lui, est
maintenu constant. Dans ces conditions, la puissance hydraulique
consommeée par la turbine double.

— Dans la situation 3, la pression exercée sur le piston de la seringue
est la méme que dans la situation 1, mais la section du tuyau est
deux fois plus grande, de sorte que le débit est doublé. Ici, comme
dans la situation 2, la puissance hydraulique convertie est multi-
pliée par deux par rapport a la situation 1.

L’analogie électrique-hydraulique permet de faire un parallele entre la

puissance hydraulique convertie par la turbine

Phydraulique - AP : QU (128)
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et la puissance électrique consommée par le dipole actif représenté a gauche
de la figure.

wyau ] turbine_
horizontal *, A 4

de puissance
Qnal‘ogie électrique-hydraulique

seringue
liquide

-

sortie

entrée
Situation @): —» |
Qu

Figure 1.34 — Analogie électrique-hydraulique pour déterminer la puissance électrique
consommee. Dans les situations 1 a 3, I'eau injectée dans un tuyau horizontal permet de
faire tourner une turbine. La puissance mécanique produite par la turbine permet d'évaluer
la puissance hydraulique consommee par celle-ci. La différence de potentiels U est
assimilable a la différence de pressions entre I'entrée et la sortie de la turbine Ap. Le
courant est assimilable au déebit volumique d’'eau (), dans le tuyau horizontal. Cette
analogie est valable en régime continu, pour un tuyau horizontal et de section constante.

45



2015 Dunod.

Copyright

Chapitre 1 — Electricité en régime continu

La puissance électrique consommée par un dipole électrique se cal-
cule en convention récepteur. Un dipdle soumis a une tension U et
traversé par un courant I consomme alors la puissance

P=1U-I (1.29)

Si la puissance P calculée se révele négative, alors la puissance électrique est
générée.

1.8.2 Puissance générée

Pour établir la puissance électrique générée par un dipole, on consi-
dere l'analogie reportée sur la figure 1.35. Le volet (a) représente un dipole
générateur, les grandeurs étant repérées en convention générateur. Le volet
(b) représente une pompe : par rapport a I'analogie de la figure 1.34, I'entrée
et la sortie sont inversées. La pression en sortie de la turbine est supérieure a
celle en entrée, de sorte que la direction de la fleche associée a Ap ne change
pas. En revanche, le débit Q, est inversé, de sorte que l'on convertit cette
fois-ci de la puissance mécanique en puissance hydraulique. Aussi, a condi-
tion de repérer les fleches décrivant Ap et Q, dans le méme sens, I’'expression
de la puissance hydraulique produite reste celle donnée par la relation (1.28).
Comme précédemment, nous établissons la puissance électrique générée par
un dipole au travers de cette analogie, en remarquant l'importance du choix
de la convention.

U

il
u

o Générateur 0 Pompe

Figure 1.35 — Analogie électrique-hydrolique pour déterminer la puissance électrique
produite. (a) Dipole actif genérateur et (b) pompe hydraulique. Lanalogie est valable en
régime continu, et pour un tuyau horizontal et de section constante.
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La puissance électrique générée par un dipoOle électrique se calcule en
convention générateur. Un dipdle soumis a une tension U et traversé
par un courant I génere alors la puissance

P=U-1 (1.30)

Si la puissance P calculée se révele négative, alors la puissance électrique est
consommee.

1.8.3 Cas de la résistance

Dans une résistance, la tension U et le courant I sont liés par la loi
d’Ohm. En se placant en convention récepteur, on exprime la puissance élec-

trique consommeée comme
2

P = % = RI? (1.31)

et on établit ce faisant la loi de Joule.

1.8.4 Théoréme de Boucherot en régime continu

Pour finir notre description de la puissance en régime continu, nous
abordons le théoreme de Boucherot. Eu égard a I'expression de la puissance
électrique et aux lois des noeuds et des mailles, celui-ci nous indique que la
puissance consommée par un circuit électrique est la somme des puissances
consommeées par chacun des composants du circuit. Il en va de méme des
puissances générées.

Soit un réseau électrique de n composants, le i*™¢ composant consom-
mant la puissance P;. Le réseau consomme la puissance

n
P=Pi+P+..+P+..+P,=)_P (1.32)
i=1

La relation reste la méme pour les puissances générées.

Exercice 1.11

On considere le circuit de la figure 1.36 avec Iy = 10 mA, U, = 2V, R} =
100 Q) et R3 = 600 ().
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JORIE
T

Figure 1.36 — Schéma de I'exercice 1.11. On donne I; = 10 mA, U, =2V, Ry = 100 Q) et
R3 = 600 ().

1. Calculer la puissance consommée par chacune des résistances.
2. Calculer la puissance Pr consommée par 1’ensemble des résistances :
(a) al’aide du théoreme de Boucherot;

(b) en utilisant la résistance équivalente du groupement de résis-
tances.

3. Comparer Py a la puissance P; produite par le générateur.

Solution 1.11

1. Nous calculons dans un premier temps la puissance P; aux bornes de la résis-
tance R;. Celle-ci étant traversée par le courant I, on a

2
Py =Ry -I?=100- (10—2) — 0,01 W =10 mW

La résistance R, est soumise a la tension U, et est traversée par le courant I;.
Connaissant les valeurs de ces grandeurs, on écrit

Pa=Uy-; =2-10%=0,02W = 20 mW

Le calcul de P; se fait avec la tension Uz = E = Uy + Ry11; = 3 V aux bornes
de Rj3 et la valeur de la résistance, de sorte que

(U + Ry -1)? (3)?

Pr = —
3 R; 600

=0,015W =15mW

2. (a) Le théoreme de Boucherot permet d’établir que

Pr =P, + P, + Py = 0,045 W = 45 mW
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(b) Afin d’établir la valeur du groupement de résistances, nous calculons la
résistance R, a l’aide de la loi d’"Ohm :

U, )
Ry=—2=_-"S"_-2000
27, 102

La résistance équivalente R s’exprime

(R1+Ry)-Rz 300600
Ry +Ry+ Rz 300+ 600

R:(R1—|—R2)//R3= =200 Q)

Le groupement étant soumis a la tension E =3 V,on a

E? 32
p — J— — _
R= R ——200—0,045W—45mw

3. La puissance produite par le générateur se calcule en multipliant E et I. Or
Us 3
I=h+53=5L+5=001+_— =0015A
1B =T R, %00

Aussi,
P =E-1=3x0,015=0,045W = 45 mW

On trouve, de maniére cohérente, que la puissance produite par le générateur
est égale a celle consommée par les résistances. Toute 'énergie apportée par le
générateur est convertie en chaleur.
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Réseaux linéaires en régime
continu

Nous avons introduit dans le chapitre précédent I’'ensemble des no-
tions permettant de décrire les grandeurs électriques en régime continu et
de résoudre des problemes simples. Le présent chapitre constitue un appro-
fondissement dans la mesure ou il aborde des problemes d’électricité plus
complexes que ceux déja évoqués. Pour cela, différentes méthodes sont dé-
crites qui, méme si elles sont toutes dérivées des lois de Kirchhoff, présentent
des différences en termes de difficulté de mise en ceuvre et ne sont pas toutes
adaptées aux mémes types de problemes.

Ce chapitre est aussi consacré a la définition de la notion de réseaux et
de dipole actifs linéaires. En particulier, les modeles équivalents de Théve-
nin et de Norton sont introduits. Associés aux théoremes portant les mémes
noms, ils permettent de décrire et de caractériser a l'aide d’instruments de
mesure n'importe quel dipdle linéaire, ce qui leur confére un intérét particu-
lier.

2.1 DEFINITIONS GENERALES

2.1.1 Réseau électrique

Un réseau électrique est un ensemble de connexions conductrices re-

liant des composants entre eux :

— les composants peuvent étre des générateurs ou des récepteurs, et
ont vocation a générer ou convertir la puissance électrique;

— les connexions ont quant a elle vocation a transporter la puissance
électrique en imposant des équipotentielles. Elles sont représentées
sur un schéma électrique par de simples traits.

Les réseaux électriques sont organisés en nceuds, en branches et en mailles.
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Chapitre 2 — Réseaux linéaires en régime continu

2.1.2 Noeuds, branches, mailles

e Un noeud

Un nceud est un point reliant entre eux au moins trois composants. C’est par
conséquent un point du réseau oii le courant se partage. A noter que, si deux
neceuds sont directement liés par une connexion électrique équipotentielle, ils
constituent un seul et méme nceud.

Un neceud n’est jamais connecté a un autre nceud que lui-méme.

e Une branche

Une branche est une portion de circuit comprise entre deux nceuds, ne com-
prenant elle-méme aucun nceud. De plus, du fait de la définition des nceuds,
une branche ne peut pas étre constituée d"une simple connexion. Dans la pra-
tique, pour déterminer le nombre de branches reliant deux nceuds, il suffit de
compter le nombre de chemins directs (c’est-a-dire ne passant pas par un
autre nceud) reliant les deux nceuds considérés.

e Une maille

Une maille est une boucle de circuit fermée. Il n’y a pas de regle concer-
nant sa taille : elle peut étre constituée de deux branches tout comme elle peut
encercler un réseau.

Exercice 2.1

Déterminer le nombre de nceuds et de branches du circuit de la figure 2.1.

A C

B
1
L I
R2 Ra IR5
R, R, Rs
TE
E

D

Figure 2.1 — Circuit de I'exercice 2.1.
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2.1 Définitions générales

Solution 2.1

Pour déterminer le nombre de nceuds, nous considérons les cinq points A, B, C, D et
E. On remarque pour commencer que les points A et B constituent des nceuds, car
ils relient chacun trois dip0les différents :

— le noeud A relie les dipdles Ry, Rp et R3;

— le nceud B relie les dipdles R3, Ry et Rs.
Le point C ne constitue pas un nceud puisqu’il ne relie que les deux dipdles Rs5 et Rg
et que le courant ne peut pas se partager. Les points D et E sont liés par un contact
électrique : ils sont donc au méme potentiel et, si 'un des deux constitue un nceud,
alors tous deux constituent le méme nceud. On voit que le nceud constitué par les
points D-E relie les dipdles Ry, E, R4 et Rg.

Le circuit contient donc trois nceuds : A, B et D-E. Nous pouvons a présent
comptabiliser les branches :
— il y a deux chemins possibles pour aller des nceuds A a D-E, I'un passant
par R; etl’autre par R;;
— iln’y a qu'une seule fagcon pour aller directement de A a B;
— il y a deux chemins possibles pour aller des nceuds B a D-E, I'un passant
par Ry et 'autre par Rs.

On dénombre finalement cinq branches.

2.1.3 Probleme d’électricité

Le probleme d’électricité consiste a déterminer le courant traversant chaque
branche et le potentiel de chacun des nceuds d’un réseau électrique dont on
connait :

— la géométrie;

— les valeurs des d.d.p imposées par les sources de tension;

— les valeurs des intensités imposées par les sources de courant;

— les valeurs des résistances.
Dans la pratique, les différences de potentiels entre les nceuds et les intensités
des différents courants étant liés par la loi d’'Ohm, le probleme d’électricité
peut se ramener a la détermination des courants.

Afin de résoudre des problemes d’électricité dans des réseaux plus ou
moins complexes, nous allons nous doter d’outils dérivant des lois élémen-
taires présentées au chapitre précédent. Nous aborderons :

— la méthode de Kirchhoff, utilisée lors de l'application des lois du

méme nom ;

— le principe de superposition;

— le théoréeme de Millmann ;

— la méthode du dipdle linéaire.
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2.2 METHODE DE KIRCHHOFF

2.2.1 Probléematique

Les lois de Kirchhoff ont déja été présentées au chapitre précédent : il
s’agit des lois des nceuds et des mailles que nous avons utilisées pour calculer
les valeurs des courants et des tensions dans des réseaux de résistances sou-
mis a des sources de tension idéales. Toutefois, lorsque la complexité du ré-
seau se fait plus importante (présence d'une résistance en série avec la source,
augmentation du nombre de nceuds) la quantité d’inconnues a déterminer
augmente, et avec elle le nombre d’équations disponibles.

Figure 2.2 — Lapplication des lois de Kirchhoff dans un circuit simple peut aboutir a des
équations linéairement dépendantes. Un mauvais choix du systéme d’équations ne permet
pas de trouver de solution.

A l'aide du circuit de la figure 2.2, nous allons montrer qu'il existe des
systémes d’équations qui, bien qu’établis avec les lois de Kirchhoff, n’ad-
mettent aucune solution. Afin de déterminer les courants [y, I> et I3, nous
commencons par appliquer la lois des nceuds. On établit alors les deux équa-
tions suivantes :

en se placant au noeud A, et
—hLh—-L-13=0 (2.2)
en se placant au nceud B. La loi des mailles permet quant a elle d’écrire :
E—Ri1 + R =0 (2.3)
pour la maille de gauche,

E— Ryl + Ryl =0 (2.4)
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et
Rolr — R313 =0 (2.5)

pour la maille de droite. Sil est évident que les équations (2.1) et (2.2) sont
les mémes, 1"utilisation des équations (2.3) a (2.5) ne permet pas non plus de
trouver la solution. En effet, en procédant a la soustraction (2.3)-(2.4), on ob-
tient I’équation (2.5). Nous venons de mettre en évidence que, dans un réseau
électrique, de nombreuses équations déterminées par les lois de Kirchhoff
sont linéairement dépendantes.

Si l'on applique les lois de Kirchhoff sans sélectionner les équations
a résoudre, on peut ne pas trouver de solution au probleme d’électri-
cite.

2.2.2 Choix des équations indépendantes

Pour pouvoir déterminer les valeurs des différents courants, il faut en
premier lieu poser le probléeme mathématique correctement en choisissant ju-
dicieusement les équations a résoudre. Dans cet objectif, nous présentons une
méthode en trois étapes permettant de sélectionner, parmi les relations issues
des lois de Kirchhoff, un systeme d’équations linéairement indépendantes.

1. La premiere étape consiste a déterminer le nombre #n de nceuds du cir-
cuit. Cette étape est trés importante, car elle va indirectement condi-
tionner le nombre d’inconnues a déterminer. Pour établir le systéme,
on conservera 1 — 1 équations issues de la loi des nceuds.

2. Dans un second temps, il faut comptabiliser le nombre b de branches.
Le probléme consistant a extraire les intensités circulant dans chaque
branche, le nombre d'inconnues a déterminer est égal a b.

3. S’il y a b inconnues, il nous faut b équations. La derniere étape consiste
donc a établir m équations en appliquant la loi des mailles, avec
m=b—(n—-1)=b—n+1.

Exercice 2.2

Etablir les équations permettant de déterminer, a I'aide des lois de Kirchhoff,
'ensemble des courants circulant dans le réseau de la figure 2.1.
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Solution 2.2

Nous avons déja établi qu’il y avait dans ce circuit trois nceuds et cinq branches.
Aussi, le nombre d’inconnues est de cing (un courant inconnu par branche). 1l faut
donc cing équations pour les déterminer. Afin de résoudre le probléme, nous orien-
tons les fleches de tension et de courant comme présenté sur la figure 2.3.

D

Figure 2.3 — Correction de I'exercice 2.2 avec E =10 V, Ry = R3 = Ry = 20 O et
R> = R = R¢g = 10 ().

— Etant donné qu’il y a trois nceuds, on établit deux équations a partir de la
loi des noeuds;

— il reste donc trois équations a déterminer a 1'aide de la loi des mailles.

En appliquant la loi des nceuds en A puis en B, on obtient les équations

L =1+1I; (2.6)

et
13 = 14 —+ I5 (27)

L’application de la loi des mailles permet d’obtenir différentes équations, et
nous retenons les trois suivantes :

LRy + LR, —E=0 (2.8)
I{1Ry — I3R3 — [4R4 =0 (2.9)
1Ry — I3R5 — I5(R5 + R(,) =0 (2.10)

Exercice 2.3

Résoudre les équations de l'exercice précédent en prenant E = 10 V, Ry =
R3; =Ry =200 et Ry = Rs = Rg =10 ().
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Solution 2.3

Différentes techniques mathématiques peuvent étre utilisées pour résoudre les équa-
tions (2.6) a (2.10). Nous proposons de recourir a une méthode matricielle qui peut
étre mise en ceuvre en utilisant une calculatrice adaptée (type calculatrices gra-
phiques) ou bien encore des logiciels de calcul tels que MatLab ou son équivalent
libre Octave. Ce faisant, nous nous affranchissons des difficultés mathématiques et
simplifions considérablement le travail de résolution du systéeme d’équations.

La technique consiste a isoler tous les courants d'un coté et les constantes de
'autre dans les équations (2.6) a (2.10). On obtient alors le systeme suivant

I —Ip +1; = 0
—I3 +1y +I5 = 0
LRy +IDR; = E
I Rq —I3R3 —I4Ry = 0
I Rq —I3R;3 —I5(Rs+Rg) = 0
qui s’écrit, avec des matrices, sous la forme
+1 -1 +1 0 0 L 0
0 0 -1 +1 +1 I 0
Ry Ry 0 0 0 I3 = E
Rq 0 —R3 —Ry 0 Iy 0
Ri 0 —Rs 0 —(Rs + Rg) I5 0
~ ~~ - ——
M X B

La matrice inconnue X se détermine par un produit matriciel apres inversion de la
matrice M, au travers du calcul

0,273
0,455
X=M1B=1| 0,182
0,0910
0,0910

desorte que I; = 0,273 A, I, = 0455 A, I; = 0,182 A et I, = I5 = 0,0910 A.

Exercice 2.4

On considére le réseau de la figure 2.4, en régime continu, avec E; = 12 V;
Er =6V;Rp =200;R; =100Q; R, =4Q;R; =16 OQetR = 20 ()
Calculer l'intensité des courants qui circulent dans chaque branche du circuit
en utilisant les lois de Kirchhofft.
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0 - 1"
1D [J~ [+

o B

Figure 2.4 - Circuit de I'exercice 2.4. Ondonne E; = 12V; E; = 6 V; Rg = 20 Q;
Ri=100;R, =40;R; =16 Q et R = 20 (0.

Solution 2.4

Le circuit est constitué de deux nceuds et de quatre branches. Il y a donc quatre cou-
rants inconnus, que nous fléchons comme représenté sur la figure 2.5. Nous devons
donc résoudre quatre équations.

Figure 2.5 — Correction de I'exercice 2.4.

Le nombre de nceuds étant égal a deux, seule la premiere équation est déduite de la
loi des neeuds, que nous appliquons en A :

L+DLh+Ih+I1=0 (2.11)

Les trois autres équations sont déduites de la loi des mailles que nous appliquons en
passant trois fois dans la méme branche, afin de simplifier les calculs mathématiques.
On aalors :

IRy — IR = 0, (2.12)
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L(Ry+R3)+E;—IR=0 (2.13)

et
I1R{y —IR—E; =0 (2.14)

Pour résoudre ce systeme de quatre équations a quatre inconnues, nous pouvons re-
courir aux matrices comme dans I'exercice précédent, ou bien travailler par substitu-
tion. C’est cette seconde méthode que nous utilisons en exprimant les trois courants
I, I et I en fonction de Iy dans les équations (2.12), (2.13) et (2.14) puis en injectant
les expressions en Iy dans I'équation (2.11).

— L’équation (2.12) permet d’exprimer

R
[= 10?0 (2.15)

— La relation (2.13) permet d’écrire

—E;+ IR IRy — E;

I, = = 2.16
2 Ry + Rj Ry 4+ Rj3 ( )
— L'expression (2.14) se reformule
I = Ey + IR _ IoRy + E; (2.17)

Rq Rq

— Lorsque l'on injecte toutes ces expressions dans (2.11) nous obtenons

Ro IgyRy— E> [hRg + E4
0, 020" =2 o 00"
OR R2+R3+0+ R4 0
Rg Ro Ro) E; E,
Sl |—+——t— 1+ )+ L — 0
0 (R1 Rs + Ry R R, Ry+Rs
P S I T L A
"\10 " 20 20/ 10 20
Iy-(5)+12-03=0<
—0,9
& lp=——=—0180A=—180mA

Le courant I étant déterminé, nous pouvons déduire les autres courants des
relations (2.15) a (2.17). Ainsi,

_—0,180-20+12

I = 10 = 0,840 A = 840 mA
—0,180-20 — 6
I = ! = —0,480 A = —480 mA
2 1116 0,480 80

et
I =1Ip=—0,180A = —180 mA
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Suite aux exercices que nous avons résolus avec la méthode de Kirch-
hoff, force est de constater qu’elle implique des calculs mathématiques pou-
vant se révéler fastidieux dans les circuits les plus complexes. En effet, puis-
qu’elle permet de déterminer en méme temps tous les courants d"un circuit, le
nombre d’équations a résoudre augmente avec le nombre de branches. Nous
allons voir par la suite qu’il existe plusieurs méthodes permettant d’avoir
acces a ces grandeurs mais mettant en ceuvre des calculs plus simples.

2.3 PRINCIPE DE SUPERPOSITION

2.3.1 Principe physique

Le principe de superposition est un principe général en physique qui
s’applique lorsque différents événements, indépendants les uns des autres,
viennent perturber un systeme dont la réponse est proportionnelle a 1'exci-
tation. Il s’agit alors de traiter les perturbations indépendamment les unes
des autres puis d’ajouter leurs effets. En électricité, il est utilisé dans le cas
de circuits contenant plusieurs sources : afin de simplifier les calculs, on ne
considere alors qu’une seule source a la fois.

Afin d’illustrer le principe de superposition, nous faisons 1’analogie hy-
draulique représentée sur la figure 2.6.

— Dans le volet (a), tous les robinets sont ouverts, ce qui est assimi-
lable en électricité a des sources allumées. On suppose que 'eau
ne s’accumule pas dans l’entonnoir : c’est la condition de linéarité
(ou de réponse proportionnelle a I'excitation). On suppose de plus
que l'ouverture ou la fermeture de 1'un des robinets ne modifie en
rien le débit d’eau de I'autre : c’est la condition d’indépendance des
sources. Dans ce cas, la totalité de I'eau versée par les deux robinets
se retrouve a la sortie de I’entonnoir et forme un filet d’eau que I'on
peut assimiler a un courant total I.

— Lorsque 'on éteint la seconde source en laissant allumer la pre-
miere, c’est-a-dire lorsque 1'on laisse couler uniquement le robinet
(1) comme indiqué dans le volet (b), la quantité d’eau disponible a
la sortie de I’entonnoir n’est plus assimilable au courant total I mais
seulement au courant délivré par la source fonctionnelle I;.

— Enfin, si c’est la premiere source qui est éteinte et que seul le robinet
(2) débite, la quantité d’eau a la sortie de I'entonnoir est assimilable
au courant Ip.
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robinet

1/

| |
© Toutes sources @) source 1 allumée 0 source 1 éteinte
allumées Source 2 éteinte Source 2 allumée

Figure 2.6 — Mise en évidence du principe de superposition électrique au travers d’une
analogie hydraulique. Les sources 1 et 2 sont représentées par des robinets et sont
indépendantes : le débit de I'un des deux robinets n’influence pas celui de I'autre.
L'entonnoir ne fait pas office de réservoir : 'eau ne s’y accumule pas. Dans ces conditions,
I=1+ .

Ainsi, de fagon intuitive, on établit qu’a condition de respecter les conditions
de linéarité et d'indépendance des sources, le courant [ est la somme du cou-
rant I} et du courant [, : c’est le principe de superposition.

En régime continu, la condition de linéarité sera vérifiée a condition
de n"utiliser que des sources et des résistances. La condition d'indépendance
sera precisee.

2.3.2 Enoncé du principe de superposition en électricité

Le principe de superposition permet de résoudre un probléeme élec-
trique dans un réseau contenant plusieurs sources de tension ou de cou-
rant indépendantes les unes des autres. Cette condition d'indépendance des
sources est par exemple réalisée dans le cas d’'un montage électrique conte-
nant deux piles. Dans ce cas, le probleme est résolu en plusieurs étapes, en dé-
terminant les contributions de chacune des sources lorsque toutes les autres
sont désactivées, et en sommant I'ensemble des contributions respectives.

61



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 2 — Réseaux linéaires en régime continu

Principe de superposition : si une branche est alimentée par plu-
sieurs sources indépendantes, le courant traversant cette branche est
la somme algébrique des courants dus a la contribution de chacune
des sources lorsque les autres sont éteintes.

2.3.3 Extinction d’une source

Le principe de superposition ne faisant intervenir qu'une source a la
fois, il nous faut définir la signification électrique de I’extinction d"une source.
Pour ce faire, il faut préciser les définitions électriques des sources de tension
et de courant.

Une source de tension impose entre ses bornes une force électromo-
trice E quel que soit le courant qui la traverse. Ainsi, éteindre une source de
tension revient a imposer une force électromotrice nulle : la source peut donc
étre remplacée par une connexion électrique équipotentielle. Par abus de lan-
gage, on pourra dire qu’éteindre une source de tension revient a la remplacer
par un court-circuit parfait.

A A [ ] A [ ]
E () oV
B B é B e
o Source de tension Q Extinction de la o Source de tension
allumée source de tension éteinte

Figure 2.7 — Lextinction d’'une source de tension revient a imposer une tension nulle
entre ses deux bornes. On retiendra qu’il suffit d’enlever le cercle de la source de tension
pour I'éteindre : celle-ci se transforme alors en connexion équipotentielle
(court-circuit parfait).

Nous illustrons l'extinction d'une source de tension sur la figure 2.7. Un
moyen mnémotechnique consiste a dire que, pour éteindre une source de
tension, il suffit d’enlever le cercle de son symbole (volet (b)) : il ne reste alors
que la connexion (volet (c)).

Une source de courant impose le courant I qui la traverse quelle que
soit la tension a ses bornes. Par conséquent, éteindre une source de courant
revient a imposer dans la branche ot elle se trouve un courant nul, c’est-a-
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dire a ouvrir la branche. L'extinction de la source de courant correspond par
conséquent a son remplacement par un circuit ouvert.

Nous illustrons I'extinction d’une source de courant sur la figure 2.8. Comme
pour la source de courant, on pourra retenir qu’il suffit d’enlever le cercle de
son symbole (volet (b)) pour éteindre une source de courant : le circuit est
alors ouvert et le courant ne peut plus circuler (volet (c)). La branche entiére
peut alors étre supprimée.

B B Bl

o Source de courant @ Extinction de la °Source de courant
allumée source de courant éteinte

Figure 2.8 — Lextinction d’'une source de courant revient a imposer un courant nul entre
ses deux bornes. On retiendra qu’il suffit d’enlever le cercle de la source de courant pour
I’éteindre : celle-ci se transforme alors en circuit ouvert.

Pour éteindre une source de tension ou de courant, il suffit de suppri-
mer le cercle constituant son symbole électrique.

Exercice 2.5

Refaire I'exercice associé a la figure 2.4 page 58, c’est-a-dire déterminer 'en-
semble des courants du circuit représenté, en appliquant le principe de su-
perposition. Comparer les deux méthodes utilisées.

Solution 2.5

En appliquant le principe de superposition, nous allons calculer la tension U 4p aux
bornes du circuit avant d’appliquer la loi des mailles dans chaque branche. La ten-
sion U 4 est la somme des tensions U; et U calculées respectivement lorsque seules
les sources E; et E; sont allumées.

Etape 1: Le calcul le plus simple est celui de U,. On éteint donc la source E; et I'on
allume E,. Le circuit devient celui de la figure 2.9(a).
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1
| |
Y
Jm
+
2y
Py

B
© Extinction de E, () Association des

résistances (pont diviseur)

Figure 2.9 — Etape 1 de I'application du principe de superposition dans le circuit de
I'exercice 2.5. (a) Extinction de la source Eq, qui est remplacée par une connexion
équipotentielle. (b) Association des résistances Ry, R et R, qui sont initialement couplées
en paralléle.

['association des résistances Rj, R et R permet d’établir
Reg=R1//Ro//R=10Q//2000//200=100//10Q =50
L'application du pont diviseur de tension donne

Req 5

U, =E =6
7 PRy +Ry+Ry  5+4+16

=12V

Etape 2 : Vient ensuite le calcul de Uy, obtenu lorsque seule la source E; est allumée.
Nous considérons alors le circuit de la figure 2.10. I"association des résistances
Rj + Rj3 en parallele avec Ry puis R permet d’établir

Reg = (Ro+R3) // Ry // R

20-10

20+10

Comme précédemment, nous appliquons la formule du pont diviseur en re-
marquant toutefois que les fleches de E; et de U; ne sont pas toutes les deux

orientées dans la méme direction (I'une est vers B et I'autre vers A) et qu'il faut
donc ajouter un signe moins (—) a la formule. Aussi

=200//2000//2000=20Q//10Q =

= 6,67 ()

R, 6,67
S A N ) P —— Y AV
t "Reg + Ry 6,67 + 10 &

Etape 3 : On superpose enfin, pour trouver

Upp=U;+U;=12—-48=-3,6V

64



Copyright © 2015 Dunod.

2.3 Principe de superposition

] Yg
B

@ Extinction de E, () Association des
résistances (pont diviseur)

Figure 2.10 — Etape 2 de I'application du principe de superposition dans le circuit de
I'exercice 2.5. (a) Extinction de la source E», qui est remplacée par une connexion
équipotentielle. (b) Association des résistances R; + R3, Ry et R qui sont initialement
couplées en parallele.

o>

U,;=U,+U, TE2 IOROTI:I R, [|U,=U,tU, IRT[:IR

/ y/
y /. IRsT R3 A

®
B

Figure 2.11 — Correction de I’exercice 2.5. Le calcul de la tension U4 par le principe de
superposition permet de déterminer les courants dans les différentes branches.

Le calcul des différents courants se fait en utilisant les lois d’Ohm et des
mailles. Les fleches de courant sont repérées comme indiqué sur la figure 2.11.

En utilisant la loi d’Ohm, nous obtenons

_Usp 36 -
=R ~ 2 0,180 A = —180 mA

I
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aux bornes de R et

Uasg 36

0= =5 0,180 80 m

aux bornes de Ry. En appliquant la loi des mailles dans la branche de E;, on écrit
—E1 + LRy —Usp =0

ce qui donne

_E1+UAB_12—3,6_ -
= R = 10 = 0,840 A = 840 mA

Dans la branche de Ej, la relation

I

IL(Ry+R3)+ Ex—Uap =0
permet de calculer

Usg—E» —36—6
I, = - — 0,480 A — —480 mA
2T Ryt R; 4116 / m

Nous retrouvons les mémes résultats que ceux obtenus avec la méthode de
Kirchhoff. La mise en ceuvre est toutefois plus simple dans le cas de la superposition.
En effet, il n’est pas nécessaire de compter les nceuds et les branches avant de faire les
calculs. De plus, puisqu’il s’agit d’appliquer successivement les formules des ponts
diviseurs au lieu de résoudre des systémes d’équations, la difficulté mathématique
associée a cette derniere méthode est moindre.

Exercice 2.6

On considere le circuit de la figure 2.12, en régime continu. Calculer la valeur
de la tension U 4p en appliquant le principe de superposition avec E = 10V,
Ip=6A,R =Ry, =50etR3=10Q.

Solution 2.6

L'application du principe de superposition nous renvoie aux formules des ponts di-
viseurs.

Etape 1: On éteint le générateur de courant afin de ramener le circuit a celui de la
figure 2.13(a). On a donc
R
E- S —10. 10 _
Ri+ Ry +Rj 5+5+10

U = 4V
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<
>
O"--

£ - =

Figure 2.12 — Circuit de I'exercice 2.6. Ondonne E=10V, Iy = 6 A, Ry = R; =5 Q et
R; =10 Q).

o B

m
H.
1
| IS—|
Py
Cc
By
Py
=

o B B

© Extinction de |, (® Extinction de E

Figure 2.13 — Correction de I'exercice 2.6. (a) Lextinction de la source de courant permet
de supprimer une branche. (b) Extinction de la source de tension.

Etape 2 : On éteint ensuite le générateur de tension pour se ramener au circuit de la

figure 2.13(b). L'application de la formule du pont diviseur de courant permet
d’obtenir
Rq 5

" (R, +R3) + Ry 5+10+5

On en déduit alors la valeur de la tension U, avec la loi d’Ohm :

I =

15 A (2.18)

Up=R3-1=10-15=15V

Superposition : Finalement, la tension U 45 s’obtient en additionnant

Upp=U1+U; =5+15=20V = Upyp
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Exercice 2.7

On considere le circuit de la figure 2.14, en régime continu, avec E = 10V,
Ip = 100 mA, R; = Ry = 10 Q) et R3 = Ry = 40 ). Calculer la valeur de la
tension U4p en utilisant le principe de superposition.

o A
R R A

E ; R3 R4 UAE
[
o B

Figure 2.14 — Circuit de I'exercice 2.7. On donne E = 10 V, Iy = 100 mA,
Ri=R; =100 et Rz =Ry =40 Q)

Solution 2.7

Etape 1: On éteint dans un premier temps la source de courant de fagon a obtenir
le circuit de la figure 2.15(a). On calcule alors les résistances équivalentes

Rs =R;+ Ry =200
et
Ry =R3//Ry=40Q//400Q =200
Une simple application de la formule du pont diviseur de tension permet d’ob-
tenir
20
20+20

Etape 2: L'extinction de la seule source de tension et I'association des résistances
permet de se ramener au circuit de la figure 2.15(b). La formule du pont divi-
seur permet d’écrire que

U; =10- 5V

Rg 20
[=1I —5 — =0,100-
" Rs +Ry 20 + 20

= 0,050 A

Finalement,
Uy=—-I-R; =-0050-20= -1V

Superposition : Finalement, en superposant les deux valeurs obtenues, on écrit que

Upp=U1+Up,=5—-1=4V
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e A e A
[]RS RS
e U [ | 0% [
/ /

© Extinction de I, @) Extinction de E

Figure 2.15 — Correction de I'exercice 2.7.

2.4 THEOREME DE MiLLMAN

Le théoréeme de Millman est dérivé de la loi des nceuds et de la loi
d’Ohm. Son utilisation permet de simplifier les calculs, en particulier dans
les circuits ne contenant que deux nceuds.

2.4.1 Enoncé général

Le théoreme de Millman s’énonce en réécrivant la loi des nceuds, non
pas avec des courants, mais avec des potentiels. Prenons I'exemple de la fi-
gure 2.16.

. potentiel connu V,
potentiel connu V,

point d’application
potentiel inconnu V,,

potentiel connu V,

Figure 2.16 — Enoncé du théoréeme de Millman : les potentiels des points A, B et C sont
connus. Linconnue a déterminer est le potentiel du point X.

Il s’agit dans ce cas d’exprimer VY, le potentiel du point X dont la valeur n’est
pas connue, en fonction des potentiels connus ou facilement déterminables
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Va, Vg et V- des points A, B et C. Pour ce faire, on applique la loi des nceuds
au point X en utilisant les notations définies dans la figure 2.17, ce qui permet
d’écrire que

L+bL+13=0 (2.19)

Figure 2.17 — Enoncé du théoréme de Millman : la loi des nceuds est appliquée en
association avec la loi d’Ohm. Les résistances sont connues, et les grandeurs électriques
sont fléchées en convention récepteur.

Les valeurs des résistances R, R, et R3 étant connues, on peut appli-
quer la loi d’'Ohm aux bornes de chacune d’entre elles, en prenant bien soin
de flécher les tensions et les courants en convention récepteur. Les courants
s’expriment alors en fonction des potentiels comme

( Vi— Vx
=R
L Ve Vx

! 2 R, (2.20)

et
Ve — Vy
b="% "
\ 3

de sorte que I'équation (2.19) devient

Vo=V Vg — V. Ve -V,
A X, VB X, YC X _

0 2.21
Ry Ry R3 (2.21)
ce qui permet d’établir
Va Vg Ve 1 1 1
A Py vy [+ — 2.22
R, TR, TR WX (R1+R2+R3) (2.22)
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Cette derniere relation constitue le théoréme de Millman. On peut re-
marquer que la partie entre parentheses du terme de droite de 1'équation
précédente correspond au calcul d’une résistance équivalente en paralléle,
de sorte que le théoreme peut étre réécrit avec une expression plus facile a

mémoriser : v v v .
A B C
- +5 +t5 =Vx 55— (2.23)
Ry Ry R3 Ry
ou R, représente la résistance équivalente des résistances 1, 2 et 3 vues les
unes en paralléle avec les autres.

Nous avons pris 'exemple de trois branches arrivant au nceud X, mais
le théoreme se généralise au cas de n branches concourantes au point X, de
sorte que

Vi Vg Ve 11 1 1

4 2 4+ ==V —+— 4+ 4+ — ) =V — 2.24

51+R2+ +Rg XgR1+R2+ +Rn)J X Ry ( )
n br;r,mhes n br;;mhes

Exercice 2.8

Déterminer, en appliquant le théoréme de Millman aux points A et B, la ten-
sion U mesurée aux bornes de la résistance R du circuit de la figure 2.18. On
donne E =1V, R; =100Q), R, =400, R3 =502, R4 =100 Vet R =1 kQ).

C
R1 RB
R
A s (Dle
T
R, R,
D 7777

Figure 2.18 — Circuit de I'exercice 2.8 avec E = 1V, Ry = 100 2, R, = 400 Q,
R3; = 50 O, Ry = 100 Q et R = 1 k.
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Solution 2.8

La tension U est la différence de potentiels aux bornes U = V4 — Vg aux bornes de R.
Nous devons donc déterminer les valeurs de V4 et de Vp et, pour ce faire, dresser un
systeme de deux équations a deux inconnues. L'application du théoreme de Millman
en A permet d’établir que

VA_VC+VA_VD+VA_VB

=0
R R, R

La masse étant placéeen D, ona Vp = 0 et V4 = E, de sorte que

Vao—E V Vai—V
A L YA, Va— Ve

R, R, RV

La premiere équation est donc

1 1 1\ Vs E
Val— 4 —+ ) 2B_ =
A(R1+R2+R>

ou bien, avec les valeurs numériques,

0,0135- V4 — 0,001 - Vg = 0,01 (2.25)

En appliquant la méme méthode au point B, on a
Va 1 1 1 E
A= =) = =
R+B(R3+R4+R) Rs
ou bien avec les valeurs numériques,

—0,001- V4 +0,031-V = 0,02 (2.26)

Le systeme composé des équations (2.25) et (2.26) peut se résoudre de différentes
manieéres. La méthode matricielle permet d’écrire que

0,0135 —0,001 Va 'y [ 0,01
—0,001 0,031 Vg J  \ 0,02
N - N - N

n'e

M X B

et la relation M~!B permet d’établir que
o (Va)_ (07
=L vy )7\ oen

U=V, —Vz=0,120V

de sorte que la tension
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2.4.2 Cas particulier : le circuit a deux nceuds

Nous venons d’énoncer le théoréme de Millman dans le cas général,
mais il peut arriver que nous soyons confrontés a des circuits spécifiques pour
lesquels I'application du théoreme se révele particulierement efficace. Il s’agit
du cas des circuits a deux nceuds, tels que celui représenté sur la figure 2.19.
Nous allons appliquer le théoreme tel que nous I’avons défini précédemment,
puis nous le réécrirons sous une forme plus simple a retenir et strictement
réservée au cas des circuits a deux noeuds.

Figure 2.19 — Application du théoréme de Millman dans le cas d’un circuit a deux nceuds.

2.4.3 Enoncé du théoréeme de Millman dans les circuits a deux
noeuds

En appliquant au point X du circuit a deux nceuds le raisonnement fait
a la section 2.4.1, nous arrivons a 1'équation (2.23). Grace au choix de la masse,
nous pouvons exprimer les potentiels inconnus en fonction des tensions des
sources. Ainsi,

Va=Vp+E =E (2.27)

et
Ve=Vp+E,=E (2.28)

La connexion électrique de B et C indique que

Vg =Vp =0 (2.29)
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Enfin, on définit la tension de Millman U en lieu et place du potentiel in-
connu Vy au travers de la relation

Vx =Vp+Upm = Upm (2.30)
Finalement, dans le cas du circuit a deux noeuds de la figure 2.19, on établit
que
Ei  E ( 1 1 1 ) ( 1 )
e Uy ==+ =) =Uuy- [ — 2.31
Ri R, MR TR R MR, =30

— Chaque branche contenant une source de tension E; et une résis-
tance R; participe au terme de gauche au travers du rapport E;/R; ;

— Toutes les branches participent au terme de gauche au travers du
rapport 1/R;.

a) Avec une source de tension opposée a U

Dans le circuit a deux nceuds précédent, nous avons choisi des tensions
repérées dans le méme sens que la tension de Millman. Avant de généraliser
ce corollaire du théoréme au cas a n-branches, nous devons étudier ce qui se
passe si I'une des sources de tension est repérée dans le sens opposé a celui
de Uy, comme représenté dans la figure 2.20. En repartant de la formulation
générale du théoreme de Millman appliquée au nceud X, on retrouve la rela-
tion (2.23). Les expressions de Uy, de V4 et de Vp restent les mémes que dans
le circuit précédent. En revanche, on note une différence au point C puisque
la relation (2.28) est remplacée par

Ve=Vp—E = —E (2.32)

On note I'apparition d"un signe moins (—) devant E; associé au fait que cette
tension est fléchée dans le sens inverse a Uj,. Dans ces conditions, le corollaire
du théoréme de Millman dans le circuit & deux nceuds permet d’écrire

E. B 11 1 1
R4 E-> M (Rl * R, * RS) M (R//) ( )

Quand, dans une branche d’un circuit a deux nceuds, une source de
tension est repérée dans le sens opposé a la fleche de Uy, il faut comp-
tabiliser sa f.é.m avec un signe moins (—) dans le terme de gauche de
I'équation de Millman.
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Figure 2.20 — Théoréme de Millman dans le cas d’un circuit & deux nceuds. Lune des
sources de tension délivre une tension repérée dans le sens opposé a celui de la tension
de Millman.

b) Prise en compte d'une source de courant

Voyons maintenant, dans le cas d"un circuit a deux nceuds, quelle est
lIinfluence de la présence d'une source de courant dans une branche. Pour
cela, prenons I'exemple de la figure 2.21. Ce circuit correspond au circuit de
la figure 2.19 auquel a été ajoutée une branche asservie en courant.

A / X X / B
-

Figure 2.21 — Théoréme de Millman dans le cas d’un circuit & deux nceuds avec une
source de tension repérée dans le sens opposé a celui de la tension de Millman et une
source de courant repérée dans le sens de la tension de Millman.

Comme nous l’avons fait lors de 'énoncé général du théoreme, nous écrivons
la loi des nceuds au point X

Lh+L+Ih+13=0 (2.34)
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et nous utilisons la loi d’Ohm afin de lier ces courants aux potentiels, de sorte
que
Vx =V Vx — V, Vx =V
X A VX C . Io+ X B
R4 R» R3
Nous avons déja montré que, en plagcant la masseen D,ona V4 = Eq, Ve =
—E;, Vg = 0 et Vx = Uy. La relation précédente peut donc s’écrire :

=0 (2.35)

E, E 1 1 1 1
RN I P u .  — e _— = u . e 2.36
R, R2+ 0 M (R1+R2+R3) . (R//) (239

Quand, dans une branche d’un circuit a deux nceuds, apparait une
source de courant, celle-ci n’est comptabilisée que dans le terme de
gauche de I"équation de Millman.

Nous verrons en effet qu'une source de courant a une résistance interne in-

finie et que, par conséquent, le terme 1/R; qui pourrait étre reporté dans le
terme de droite tend vers zéro.

c) Influence du repérage du courant de la source

Pour finir, nous considérons un circuit similaire au précédent mais dans
lequel l'intensité de la source de courant est repérée dans le sens inverse a
la tension de Millman. Nous nous reportons pour cela au schéma de la fi-
gure 2.22.

A I, X X B
._|: > < S 9
RT "2 A RB

Figure 2.22 — Théoréme de Millman dans le cas d’un circuit @ deux nceuds avec une
source de tension et une source de courant repérées dans le sens opposé a celui de la
tension de Millman.
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L’application de la loi des nceuds au point X donne une équation différente
du cas précédent, puisque

L+L—-Ip+13=0 (2.37)

L’application des simplifications déja définies plus haut permet d’écrire

E, B 11 1 1
S I pr— . —_— —_— e == u . e 2.38
R, R, ° Uwm (R1+R2+R3) M (Ry) (239)

Quand, dans une branche d’un circuit a deux noeuds, une source de
courant est repérée dans le sens opposé a la fleche de Uy, celle-ci doit
étre comptabilisée uniquement dans le terme de gauche de I'équation
de Millman et avec un signe moins (—).

d) La méthode a appliquer dans un circuit a deux nceuds

Eu égard aux différents cas abordés dans cette section, nous donnons la
méthode générale permettant d’écrire I'équation de Millman dans un circuit
a deux nceuds : les deux premieres étapes permettent d’écrire le terme de
droite et les deux derniéres le terme de gauche.

1. Tout d’abord, repérer la tension de Millman U); dans le sens de son
choix, et écrire U, dans le terme de droite.

2. Identifier le nombre k de branches contenant une résistance équivalente
a R;, et comptabiliser chacune d’entre elles dans le terme de droite au
travers du rapport 1/R;.

3. Identifier ensuite le nombre m de branches contenant des sources de
tension E; associées a des résistances R; et les comptabiliser dans le
terme de gauche avec un terme E;/R; en ajoutant un signe (—) a celles
dont les fleches sont repérées dans le sens opposé a celui de Uyp,.

4. Identifier enfin le nombre n de branches contenant des sources de cou-
rant [;. Ne comptabiliser ces branches que dans le terme de gauche et
ajouter un signe moins (—) a celles qui sont repérées dans le sens op-

posé a la fleche de U,.
On obtient en suivant cette méthode la relation
i:l:i-ki:tfi_uM-ii (2.39)
- R 3 i-1 Ri
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Méme si les dipoles actifs linéaires ne seront abordés qu’a la section 2.5,
nous remarquons que :

— cC’est le courant de Norton équivalent de chaque branche qui inter-
vient dans le terme de gauche de 1'équation de Millman ;

— c’est'inverse de la résistance équivalente de chaque branche, toutes
sources éteintes, qui intervient dans le terme de droite.

e) Exercices

Exercice 2.9

1. Refaire I'exercice associé a la figure 2.4 page 58, c’est-a-dire déterminer

I'ensemble des courants du circuit représenté, en appliquant le théo-
réeme de Millman.

2. Discuter du mode de fonctionnement des sources.

3. Comparer les différentes méthodes utilisées (Kirchhoff, superposition
et Millman).

Solution 2.9

On utilise le fléchage de la figure 2.23, dans laquelle nous plagons la masse et repé-
rons la tension Uy,.

Figure 2.23 — Correction de I'exercice 2.9.
1. L'application du théoreme dans le cas a deux noeuds permet d’écrire
E E 1 1 1 1
——1+—2—UM(—+_+—+—)
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puisque E; est repéré dans le sens opposé a Uy. La valeur Ry = Ry + R3
représente la résistance équivalente aux résistances 2 et 3 en série, c’est-a-dire
la résistance de la seconde branche. On obtient alors

12 , 6
——= + —
Uy =+—1——=-36V

ot twT 5

10 720 720 T 20

En utilisant la loi d’'Ohm aux bornes de R et de R, nous obtenons

Uy  —36
[=— = = —0,180A = -1 A
R 0 0,180 80m
“ u 3,6
M T
Ip=— = = —0,180A = —1 A
0 Rq 20 0,180 80 m
Le sens réel des courants I et Iy est donc I'inverse de celui indiqué sur la fi-
gure 2.23.

Les courants I; et I, se calculent en appliquant la loi des mailles :
—E1+ LRy —Upy =0
de sorte que

B +Uy  12-36

I
! R, 10

— 0,84 A = 840 mA

d’une part, et
Iz(RQ +R3) +Ey —Upy =0
ce qui implique que
Uy —E -36-6

I = - — 048 A — —480 mA
2T R,+ Ry 4+16 048 80m

d’autre part.

2. La source E; est en convention générateur avec un courant et une tension po-
sitives : elle fonctionne donc en mode générateur. La source E; est quant a elle
en convention récepteur avec une tension positive et un courant négatif. Elle
fonctionne dong, elle aussi, en mode générateur.

3. Dans ce circuit, la méthode de Millman demande moins de calculs que la mé-
thode de Kirchhoff, ou le principe de superposition, alors que nous obtenons
les mémes résultats. En effet, le circuit ne contient que deux nceuds, ce qui
permet d’appliquer le théoréme de Millman sous une forme simplifiée.

Exercice 2.10

Refaire I'exercice de la figure 2.14 page 68, c’est-a-dire calculer la tension U 4,
en appliquant le théoreme de Millman.
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Solution 2.10

On repére la tension de Millman en posant la masse en B, comme indiqué sur la
figure 2.24. On applique ensuite le théoréme de Millman au circuit & deux nceuds.
La source de courant étant repérée dans le sens opposé a la fleche de Uy, il faut la
comptabiliser avec une signe moins (—), de sorte que

10
20

1 1 1
_0’1OO:uM'(E+E+E) — Upg=Uy =4V

On retrouve le méme résultat qu’en utilisant la superposition, mais le calcul est bien
plus rapide.

Figure 2.24 — Correction de I'exercice 2.10.

Exercice 2.11

On considere le circuit de la figure 2.25, en régime continu. Calculer la valeur
de la tension U 4 en utilisant le théoréeme de Millman.

Solution 2.11

On simplifie le schéma initial en regroupant les résistances de fagon a faire appa-
raitre les résistances équivalentes. La masse et la tension de Millman sont définies
sur la figure 2.26. Les deux résistances de 200 () en paralléle donnent une résistance
équivalente Req1 = 100 (2 et les deux résistances de 100 (2 donnent une résistance
équivalente R, = 50 (). On applique le théoréeme de Millman dans le cas a deux
nceuds, de sorte que les sources de courant sont comptabilisées dans le terme de
gauche, I et I3 prenant un signe moins (—). Aussi,

11
~0,1+02+02= UM(

-+ = =1
100 + 50) = Up = Upyp ov
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A
1,=0,2A AlL,=02A
1,=0,1A

R,=R,=200 Q B R,=R,=100Q

Figure 2.25 — Circuit de I'exercice 2.11.

A
A
1,=0,2A 1,=0,2A
UM
R _.=100 Q R._,=50Q
1,=0,1A ! 5"

Figure 2.26 — Correction de I'exercice 2.11.

Exercice 2.12

En appliquant le théoréme de Millman, calculer la tension U 4p et I'ensemble
des courants du circuit de la figure 2.27 avec Ry = Ry, = 2 k(), Rz = 4 k(),
E=3Vetly=2mA.

Solution 2.12

Le théoreme de Millman s’applique au point A. Nous placons la masse, et
nous repérons les courants et la tension Uy; comme représenté sur la figure 2.28.
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m
_>.
Y
L
1
—_
Y

B

Figure 2.27 — Circuit de I'exercice 2.12.

. A
R, IR, I, Iy A
I R, LR, IR, R, | U,
A :
) A

Figure 2.28 — Correction de I'exercice 2.12.

Eu égard au sens des fleches, les deux sources sont comptabilisées sans ajout de

signe, de sorte que
E 1 1 1
E e (R )

Ry Ry Ry Rj
ce qui implique que

E

T 0 -3

R, 3/2000+2 - 10

= e =2 =
Uap =Um = 937 = 772000 + 12000 + 172000 _ >° ¥ = Uas
Ry Ry Rj

Les différents courants sont déterminés en appliquant la loi des mailles faisant inter-
venir Ups. Aussi,

Ey—Uy 3-28

E—I1R1—UM:O:>I]: Rl - 2000

=10"* A = 0,100 mA

dans la premiere branche,

Uy —28

LRy, +Upm=0= ], = R = 2000

=-14-10%A = —-1,40mA
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dans la seconde, et

—Upm —2,8

— = -7-107* A = —0,700 mA
Ry 4000 o

LBRy+Upy=0= I3 =

dans la derniére. On vérifie bien la loi des noeuds :

L+1+1p+13=0100mA —1,40mA —0,700mA +2mA =0

Exercice 2.13

Refaire I'exercice de la figure 2.12 page 67, c’est-a-dire calculer la tension U 4,
en appliquant le théoreme de Millman.

Solution 2.13

Dans cet exercice, il n'y a pas deux mais trois nceuds : A, B et C. Nous allons toutefois
nous ramener au cas simple du circuit a deux nceuds, dans lequel I'application du
théoreme se trouve grandement simplifiée.

Nous considérons donc les deux nceuds C et B, et appliquons le théoreme en
C. Le circuit considéré se redessine alors comme sur la figure 2.29. Les deux sources
sont orientées dans le sens de U)s. Aussi, on les comptabilise sans ajouter de signe,

pour écrire
E 1 1
— +Ip=Up | 5+
R, ° M(Rl R2+R3)

ce qui donne

10

5 +6
1 1

5+15

Ucg = Uy = =30V

Une simple application de la formule du pont diviseur de tensions permet d’écrire :

Rs  _30.10 _py

Uap = Ucp - R+ R 15

La tension U 4p est donc égale a 20 V.

2.5 THEOREMES DU DIPOLE LINEAIRE

Les théorémes du dipoéle linéaire sont les théoremes de Thévenin et de
Norton. Nous avons déja dressé au premier chapitre le modéle de Thévenin
d’une pile, d'un moteur, ou encore d'un cable. Ce modele, et le modele de
Norton qui lui est associé, se généralisent a tous les dipodles actifs linéaires.
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C

i ___________________
R R A
1 / ) 5
A .........
E I Yu
Rg UAB

_B_ _________________

Figure 2.29 — Correction de I'exercice 2.13.

Nous allons dans un premier temps donner la définition de tels dipoles,
puis nous présenterons (ou représenterons) les modeles de Thévenin et de
Norton ainsi que les théoremes qui leurs sont associés.

2.5.1 Dipdles

Un dipdle est, en électricité, un réseau électrique plus ou moins grand
offrant deux bornes de connexion. Différents exemples de dipodles sont repor-
tés dans la figure 2.30.

o ffe § e
oo Tle e

Exemples @) Exemples @) Contre-exemples €

Figure 2.30 — Les associations de dipdles donnent naissance a de nouveaux dipéles
dans les exemples 1 et 2. En revanche, dans le contre-exemple 3, les associations
présentent quatre bornes au lieu de deux et ne sont pas des dipdles, par conséquent.
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— Les dipoles les plus simples que l'on puisse rencontrer, dans une
salle de travaux pratiques par exemple, sont les résistances et les gé-
nérateurs (ou encore, si I'on s’intéresse aux régimes variables dans
le temps, les bobines et les condensateurs), comme reporté dans le
groupe d’exemples 1. En associant deux résistances ensemble ou
bien en connectant une résistance et une source de tension tout en
offrant deux bornes de connexion, on forme un nouveau dipdle.

— On peut envisager des constructions plus complexes, en placant des
branches en parallele, comme dans les cas constituant le groupe
d’exemples 2. Dans la mesure ou 1'on dispose de deux bornes de
connexion, on forme la encore un dipole. Cela reste vrai quel que
soit le nombres de branches et de composants : ce qui compte est
qu’il ny ait que deux bornes de connexion disponibles.

— Dans I’'exemple 3, en revanche, les mémes composants que ceux uti-
lisés pour former les dipoles de I'exemple 2 ne présentent plus deux
mais quatre bornes de connexion : ce ne sont donc pas des dipoles
(il s’agit en fait de quadripoles).

Remarquons qu’il existe des composants qui ne sont pas naturellement

des dipoles : c’est le cas par exemple des transistors, qui ont trois bornes de
connexion et ne seront pas abordés dans cet ouvrage.

2.5.2 Dipoles actifs et dipbles passifs

Nous venons de voir dans les groupes d’exemples 1 et 2 de la figure 2.30
que les dipoles peuvent étre constitués de différents composants. Nous dis-
tinguerons alors les dipoles actifs et les dipoles passifs.

e Les dipbles actifs

Les dipoles actifs sont le siege d’au moins une conversion énergétique autre
que la production de chaleur. Ils sont actifs car ils peuvent présenter une dif-
férence de potentiels a leurs bornes méme lorsque celles-ci sont laissées a vide
(c’est-a-dire lorsqu’elles ne sont pas connectées).

Les dipoles actifs contiennent au moins une source de tension ou de
courant.

Ainsi, les dipoles 1(b), 1(d) et 2(b) de la figure 2.30 sont des dipoles actifs.
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e Les dipdles passifs

Les dipodles passifs ne sont le siege d’aucune conversion énergétique autre
que la production de chaleur. En régime dépendant du temps, ils peuvent
aussi étre le siege d"un stockage énergétique, menant tot ou tard a une restitu-
tion de I'énergie sous forme électrique (c’est le cas lorsque des condensateurs
ou des bobines sont présents). Laissées a vide et sans excitation extérieure,
leurs bornes ne présentent aucune différence de potentiels : ces dipdles ne
font que subir ou répondre a I’action des dispositifs actifs.

Les dipoles passifs sont des dipdles qui ne contiennent aucune source
de tension ni de courant.

Ainsi, les dipodles 1(a), 1(c) et 2(a) de la figure 2.30 sont des dipoéles passifs.

a) Dipdles actifs réversibles et non réversibles

Une attention particuliére peut étre portée aux dipodles actifs lorsque
ceux-ci sont connectés a d’autres dipo6les actifs. Nous considérons par exemple
la situation reportée sur la figure 2.31, ott deux dipodles générateurs de f.é.m
différentes sont directement connectés.

E,
R,
/ E2 Ey > Es
R,

Figure 2.31 — Connexion directe de deux générateurs, avec E; > E;. Cette connexion
n’est possible que si le générateur de f.e.m E; est réversible.

Dans ces conditions, deux éventualités se présentent :
— soitle dipole 2 est réversible, c’est-a-dire qu’il peut basculer du fonc-
tionnement générateur au fonctionnement récepteur, et ce bascule-
ment se fait naturellement par le biais de la circulation du courant I.
C’est le cas des alternateurs et des dynamos qui basculent en fonc-
tionnement moteur, ou encore des accumulateurs qui entrent dans
le mode de charge ;
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— soit le dipodle 2 n’est pas réversible, le basculement en mode récep-
teur n’est pas possible et la circulation du courant I, si elle se fait,
endommage le dipdle de f.é.m E;. C’est le cas, par exemple, des pan-
neaux photovoltaiques ou des piles non rechargeables.

Un dipole actif réversible peut fonctionner soit en générateur soit en
récepteur.

2.5.3 Dipoles linéaires

Un dipdle est dit linéaire lorsque la tension a ses bornes et le courant le
traversant ont une relation affine. Cela se traduit par une caractéristique I(U)
ou U(I) en forme de droite.

a) Caractéristiques des sources

Les sources de tension et de courant telles que nous les avons définies
sont linéaires par nature. Nous avons reporté sur la figure 2.32 ce que 1'on
appelle les caractéristiques U(I) et I(U) de ces dipdles. 1l s’agit des courbes
représentant les liens entre les grandeurs tension et courant aux bornes d'un
dipole.

1. La source de tension impose une différence de potentiels égale a E
quelle que soit la valeur et le signe du courant qui la traverse. Sur la
caractéristique U(I) reportée en 1(a), on observe une droite horizontale
signifiant une valeur constante de la tension. Sur la caractéristique I(U),
c’est une droite verticale qui représente cette valeur de d.d.p. constante.

Remarquons que la source de tension est aussi appelée générateur de
tension idéal ou parfait, parce qu'un générateur qui aurait cette carac-
téristique pourrait générer autant de puissance que souhaité
(P=U-1— ocoquand I — c0).

2. La source de tension impose dans la branche ot elle se trouve un cou-
rant constamment égal a Iy quelle que soit la valeur et le signe de la
tension a ses bornes. Sur la caractéristique U (I) reportée en 1(a), on ob-
serve une droite verticale signifiant une valeur constante du courant.
Sur la caractéristique I(U), la constance du courant est représentée par
une horizontale.

Remarquons que la source de courant est aussi appelée générateur de
courant idéal ou parfait, parce qu'un générateur qui aurait sa caracté-
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ristique pourrait générer autant de puissance que souhaité (P = U -1 —
co quand U — o).

U /
A A
- E
)
T\ -
. I E

@ Source de tension : @) Caractéristique U(l)  {0) Caractéristique I(U)

) /
U A A
€ /
0
/ :‘:
|
I, —— v

@) Source de courant: @) Caractéristique U(l) ) Caractéristique I(U)

Figure 2.32 — Caractéristiques tension-courant U(I) et courant-tension I1(U) des
sources (1) de tension et (2) de courant idéales.

5V
-
) A 5V
e
A~ B A : A@1A®B 2A®1A®
— |—+ e
A B
/-\ —_ | S )
N 2 A
-
3V
Association @) Association €) Association €) Association §)

Figure 2.33 — Associations de sources pour I'exercice 2.13.
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Exercice 2.14 : Associations de sources

Indiquer si les associations de sources représentées dans la figure 2.33 sont
possibles ou interdites.

Solution 2.14

1. L'association 1 indique que la tension entre les points A et B est a la fois de 5V
(source du haut) et de 3 V (source du bas). Cette association n’a donc pas de
sens : elle est interdite.

2. I’association 2 n’est pas contradictoire : les deux sources de courant débitent
dans la résistance. Leurs courants s’ajoutent en vertu de la loi des nceuds.

3. L’association 3 n’est pas contradictoire, mais l'application du théoreme de su-
perposition permet de voir que seule la source de courant agit sur la résis-
tance (elle ouvre le circuit quand on I’éteint). La différence de potentiels entre
la source de tension et la résistance se retrouve aux bornes de la source de
courant puisque celle-ci accepte n‘importe quelle valeur de tension (voir les
caractéristiques 2(a) et 2(b) de la figure 2.32). Cette association est donc pos-
sible, méme si elle ne présente pas vraiment d’intérét.

4. Enfin, I'association 4 est, au méme titre que 1’association 1, interdite. En effet,
elle indique que, dans la résistance, doit circuler un courant valant a la fois 1 A
et2 A.

b) Caractéristique U(I) d’un dipdle linéaire quelconque

Il va de soit que, dans la réalité, les sources idéales, telles que celles dont
nous avons décrit les caractéristiques dans la figure 2.32, n’existent pas. En ef-
fet, le simple échauffement d au déplacement du courant dans les conduc-
teurs résistifs implique une chute de tension a leurs bornes. Toutefois, on les
utilise presque tout le temps car elles sont essentielles pour dresser des mo-
déles électriques.

Nous avons reporté sur la figure 2.34 trois exemples de caractéristiques
U(I) de dipoles linéaires réels ainsi qu'un contre-exemple.

— Le premier de ces exemples représente la caractéristique d’une ré-
sistance, reconnaissable au fait que la droite passe par 'origine. Les
grandeurs sont dans ce cas repérées en convention générateur.

— Le second exemple représente une tension qui chute au fur et a me-
sure que le courant traversant le dipdle augmente. Il s’agit de la
caractéristique d'un dipodle générateur dont les grandeurs sont re-
pérées en convention générateur.
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Exemple @) Exemple @) Exemple €) Contre-exemple {)

Figure 2.34 — Caractéristiques de dipdles. Les exemples 1 & 3 correspondent a des
dipodles linéaires (une résistance, un générateur actif et un récepteur actif, respectivement)
et le contre-exemple 4 donne la caractéristique, non-linéaire, d’une diode.

— Le troisiéeme exemple représente une tension qui augmente avec le
courant. Ce que nous avons dit a propos des générateurs idéaux
permet d’identifier la caractéristique d"un récepteur. Les grandeurs
sont repérées en convention récepteur.

— Le contre-exemple ne présente pas une caractéristique linéaire, car
la courbe représentative de U(I) n’est pas une simple droite. Il s’agit
en réalité d’une caractéristique simplifiée de diode.

2.5.4 Théoreme de Thévenin

Enoncer le théoreme de Thévenin revient a établir le modele équivalent
de Thévenin et a indiquer la méthode permettant de calculer les différentes
grandeurs le composant.

a) Modéle équivalent de Thévenin

Nous avons introduit le modele de Thévenin des le premier chapitre
(voir page 18) en menant une réflexion basée sur 1’analyse des phénomenes
physiques mis en jeu dans une pile, un cable et un récepteur actif tel un mo-
teur. Il est aussi possible de dresser ce modele a partir de 1'observation de
la caractéristique U(I) d’un dip6le actif linéaire. Nous nous reportons aux
différents encarts de la figure 2.35, qui décrit le cas des dipOles générateurs
(volet 2) et récepteurs (volet 1). Les caractéristiques de ces deux volets, sil’'on
se place en convention générateur, n’en forment qu’une seule : elles se re-
joignent en I = 0, comme montré dans l'encart central. C’est la raison pour
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laquelle nous avons dirigé 1’axe des abscisses vers la gauche dans le volet (1)
en nous placant en convention récepteur.

Dipéle actif linéaire u enipﬁfe actif linéaire
Récepteur Générateur

E, U=Eo—Ryl
G%%
fg"r

Caractéristique U(l) € caractéristique ()
en convention récepteur en convention générateur
Ey RyI Ey Ryl
> > P ———
Ry Ry
5 / 5 /
> >
u U
@ Modéle équivalent de Thevenin @ Modele equivalent de Thevenin
d’un récepteur d’un générateur

Figure 2.35 — Mise en évidence du modéle équivalent de Thévenin dans le cas d’un
dipole actif linéaire (1) récepteur et (2) générateur.

— Nous commengons par analyser le volet de droite, et plus particu-
lierement 'encart (2a) ot est reportée 1'allure de la tension U me-
surée aux bornes d'un dipdle actif linéaire générateur en fonction
du courant . Il s’agit d"une droite, qui coupe l'axe des ordonnées
en U = Ey et 'axe des abscisses en I = [,,. Nous définissons ainsi
les deux premieres grandeurs caractéristiques du dipole, qui sont la
tension a vide Ey, c'est-a-dire la tension aux bornes du dipole quand
celui-ci ne débite aucun courant, et le courant de court-circuit [,
qui correspond au courant débité par le générateur lorsque la diffé-
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rence de potentiels a ses bornes est nulle. On exprime ensuite 1’équa-
tion de la droite U(I) au travers de la relation

U = Ep — Ryl (2.40)

en introduisant la quantité Ry. Celle-ci est homogene a une résis-
tance étant donné qu’elle est égale au rapport

Ry = Ee (2.41)
L

En se placant en convention générateur, et en positionnant la source
de f.é.m Ej et la résistance Ry comme indiqué dans 'encart 2(b) de
la figure 2.35, les grandeurs U et I vérifient la relation (2.41). La ten-
sion a vide Ey est alors appelée la tension de Thévenin, et la résis-
tance Ry est la résistance de Thévenin. En quelque sorte, ces deux
grandeurs représentent la f.é.m et la résistance internes du dipole
générateur.
L’analyse du volet de gauche (1) est a peu pres similaire a celle du
volet (2), si ce n’est que I'on se place dans ce cas en convention ré-
cepteur afin que le modele équivalent de Thévenin reporté en (1a)
vérifie la relation affine

U = Ep+ Rpl (2.42)

Les grandeurs de Thévenin Ey et Ry sont les mémes que précédem-
ment.

En régime continu, tout dipodle linéaire peut étre représenté par son
modele équivalent de Thévenin constitué d"une source de tension de
force électromotrice Eg en série avec une résistance Ry.

Exercice 2.15

Une pile délivre une tension a vide de 1,5 V et un courant de court-circuit de

2,5 A.

1. Déterminer son modele équivalent de Thévenin.

2. Quelle tension sera disponible aux bornes de la pile si celle-ci délivre
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Solution 2.15

2.5 Théoremes du dipdle linéaire

1. La pile se modélise comme une source de tension de f.é.m Eg = 1,5 V en
série avec une résistance Ry. Cette derniére se calcule a l'aide des mesures

effectuées :

Ro=2=-2=060

2. Sila pile débite 1 A, la tension a ses bornes devient

U=E;—Rgl=15-06-1=09V

La pile, lorsqu’elle délivre un courant de 1 A, présente une tension a ses bornes

de 09 V.

b) Détermination des grandeurs de Thévenin

Afin de déterminer les grandeurs Eg et Ry, nous avons reporté sur la
figure 2.36 un dipdle actif linéaire dont la géométrie exacte n’est pas connue.
Celui-ci est caché dans une boite, de sorte que seules ses bornes A et B sont

accessibles.

%a <¥>r . j

© Tension a vide du modéle
équivalent de Thévenin

A

o R

l 0
RS

B

@ Résistance du modéle,
source éteinte

A
S Rina :
DIpD|e acflf 0
c;i\ linéaire

@) Tension a vide du
dipéle modélisé

]
©" Dipéle actif ©)
65 linéaire

@) Résistance du dipéle,
toutes sources éteintes

Figure 2.36 — Détermination de la tension et de la résistance de Thévenin Ej et Ry.
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— Dans le volet (a), le dip0le est représenté par son modele équivalent
de Thévenin. Si les bornes A et B sont laissées en circuit ouvert alors
que la source est allumée, le courant ne peut pas circuler : la chute
de tension sur Ry est donc nulle et, en vertu de la loi des mailles, la
tension mesurée entre les bornes est égale a la tension de Thévenin.
Ceci étant vrai quel que soit le dipole actif linéaire caché dans la
boite, la tension de Thévenin se détermine toujours, que ce soit par
la mesure ou par le calcul, en laissant toutes les sources constituant
le dipole allumées et en déterminant sa tension a vide. C’est ce que
montre le volet (b) de la figure.

La tension de Thévenin d’un dipodle actif linéaire est égale a la ten-
sion a vide régnant entre ses bornes lorsque toutes les sources sont
allumées.

Eg = UAB a vide

— Nous faisons, pour les volets (c) et (d), une analyse similaire.
Lorsque la source de Thévenin est éteinte, la résistance du dipole
vue des ses bornes A et B est égale a la résistance Ry. Aussi, la ré-
sistance de Thévenin se détermine toutes sources éteintes, avec un
ohmmetre dans le cas d'une mesure, et en faisant des associations
de résistances dans le cas d’un calcul.

La résistance de Thévenin Ry d'un dipdle actif linéaire est égale a
la résistance du dipdle vue de ses bornes A et B lorsque toutes les

sources sont éteintes.

Ry = R 4p toutes sources éteintes

Exercice 2.16

Déterminer le modele équivalent de Thévenin du circuit de la figure 2.37.

E =10V E =5V E,=2V
e S - —_—
A,_@_: (N MmN g
R1:SOQU R =TOOQU

Figure 2.37 — Circuit de I'exercice 2.16.
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Solution 2.16

E, =10V E,=5V E,=2V
B A —
A E R,=soszE R2=1OOQE .
=

U

e Détermination de E,

Ey=13V
R,=50Q R,=100Q Re:1509 .(/_\
— — — |
A — —I3 A U B
@ Détermination de R, @ Modéle équivalent de
Thévenin

Figure 2.38 — Correction de I'exercice 2.16.

— Nous déterminons tout d’abord la tension de Thévenin Ey. Pour ce faire,
nous plagons le dipdle en circuit ouvert, comme représenté sur le volet (a)
de la figure 2.38. En repérant le courant I de B vers A, la loi des mailles
indique que

Upp=E1 —Ri{I+Ey—RyI —Ej

Mais, le circuit étant ouvert, le courant ne peut pas circuler, de sorte que
I = 0:les chutes de tension sur les deux résistances Ry 1 et Ry sont nulles.
Aussi

Fg=E +E—E3=10+5-2=13V

— La résistance Ry se détermine en éteignant toutes les sources. Dans ces
conditions, la résistance a déterminer est celle du volet (b) de la figure, soit

Ry = Rup =R{+ Ry, =150 Q2

Une regle d’association des sources de tension se trouvant dans une méme
branche de circuit en présence de résistances peut étre déduite de cet exercice.
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Lorsque plusieurs dipdles de Thévenin se trouvent dans une méme
branche, on peut les associer en faisant la somme arithmétique de
leurs résistances et la somme algébrique de leurs forces électromo-
trices.

Exercice 2.17

On considere le circuit représenté sur la figure 2.39.

1. Déterminer le modele équivalent du circuit vu des points A et B en
appliquant le théoreme de Thévenin.

2. Déterminer la tension aux bornes d’une résistance de 5 () connectée
entre les points A et B.

Ondonne E=40V,R; =20, R; =80, R3 =100, R4y =50 et R5 = 10 ().

| o A

e B

Figure 2.39 - Figure de I'exercice 2.17. Ondonne E =40V, R; =2 Q, R, = 8 O,
R; =10 Q, Ry =50 et Rs = 10 Q.

Solution 2.17

1. Le circuit représenté sur la figure est un dipdle actif linéaire, car il n’est com-
posé que de sources et de résistances. On peut donc appliquer le théoreme de
Thévenin. Déterminons les grandeurs Ry et Eg.

Etape 1: La résistance de Thévenin Ry s’obtient en éteignant la source de
tension et en calculant la résistance équivalente vue des points A et B,
comme indiqué sur la figure 2.40.

Apres avoir associé les résistances et redessiné le circuit en ligne, on ob-
serve que

Rap = Rs // [Ry+ R3 // (Ry + R2)]
avec

_ (Ri+Rp)-Ry _ (2+48)-10
 Ry+Ry+Ry 2+8+10

R3 // (R] + Rz) 50
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et
R4+R3//(R1+R2)=5Q+R4=5+5=100 (2.43)

de sorte que
10 -Rs  10-10

"~ 100 +R5_10+10:5Q (2:44)
C C
A A
R, R, R,
R, R,
Jr ] = ]
R1
e B e B
R
A s 5
R, e R,
‘-:_!1'
Rf R2

Figure 2.40 — Exercice 2.17 : détermination de la résistance de Thévenin R,.

Etape 2: Pour établir la tension de Thévenin vue des points A et B, le plus

simple est de procéder par étapes en calculant d’abord la tension Ucp
reportée sur la figure 2.41.

Cette tension est mesurée aux bornes de la résistance

10-15
R3 // (R4+R5) =100 // (5Q +1OQ) = 10115 =60
et 'application du pont diviseur permet d’obtenir
Ucp 6 Q) = 40E =15V

=E
6+ Ry + Ry 16

En appliquant une seconde fois la formule du pont diviseur sur les résis-
tances R4 et Rs, on obtient

Rs 10

Ey — — . —15. ——
o = Uap = Ucp R4+ Rs > 5710

~10V (2.45)
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[] R, R, R, E, [] R [] R;| Uca | A
D TE | | D TE RE TEH

© Détermination de © Calculde U_,
la tension a vide

puis E(j
Figure 2.41 — Exercice 2.17 : détermination de la tension de Thévenin Eg.

On obtient alors le modele équivalent de Thévenin vu des points A et B
tel que représenté sur le panel (a) de la figure 2.42 avec

Eg = 10V
Ry = 50
A S A
—— o1 +—T—9
R R A

A I 8 T
: 1]

B e B B

€ Modéle équivalent () Charge du dipdle
de Thévenin

Figure 2.42 — Exercice 2.17 : (a) modéle équivalent de Thévenin et (b) mise en place de la
résistance de charge R.

2. On connecte entre A et B une résistance de charge R = 5 (). Comme le montre
le volet (b) de la figure, il est équivalent de procéder a cette connexion sur
le circuit initial ou sur le modele équivalent de Thévenin. Le probleme se ra-
mene alors a une application supplémentaire de la formule du pont diviseur
de tension. On écrit alors

5
RrR — 10555 =5V (2.46)
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Exercice 2.18

On considere le circuit de 1’exercice 2.14. On connecte entre A et B une résis-
tance R. Déterminer R sachant qu’elle est traversée par un courant de 0,1 A.

Solution 2.18

Nous allons dans un premier temps déterminer le modéle équivalent de Thévenin
du dipdle AB (c’est-a-dire du circuit avant que la résistance R soit connectée).

Etape 1: La méthode la plus simple pour déterminer la tension de Thévenin E4 est
d’appliquer le théoreme de Millman, étant donné que le circuit considéré est
un circuit a deux nceuds. Ceci a déja été fait a la page 80, puisque Ey est la
tension a vide du circuit, et nous avions déterminé Ey = 4 V.

Etape 2: Lextinction de toutes les sources revient a considérer le circuit reporté sur
la figure 2.43(a). Aussi,

Ro = (Ry+ Ry) // Ry // Ry = (10+10) // 40 // 40 =20 // 20 =10 O

T o A :
R, R, /
0 Lk [ R
. |
T e B B
@) Résistance de (®© Charge du dipéle

Thévenin

Figure 2.43 — Correction de I'exercice 2.18. (a) Détermination de la résistance de
Thévenin et (b) charge du dipdle AB.

Connaissant le modeéle équivalent de Thévenin, la charge du dipdle reportée sur le
volet (b) permet d’établir que
Eq 4

Eg
= —01A=—R=-"L_Ry=
Rg+R 0T R T T TN T

La résistance de charge du circuit vaut 30 Q).

—10=300

Exercice 2.19

A T'aide du théoreme de Thévenin, déterminer le courant circulant dans la
résistance R¢ du circuit de la figure 2.3 page 56.
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Solution 2.19

Nous allons déterminer le modele équivalent de Thévenin du circuit privé de la ré-
sistance Rg, reporté dans le volet (a) de la figure 2.44, puis calculer la valeur du
courant circulant dans R¢ en appliquant la loi d"Ohm.

E

-

@) /solement d’une partie () Tension de Thévenin ) Résistance de
du réseau (dipéle BE) du dipble BE Thévenin de BE

Figure 2.44 — Correction de I'exercice 2.19. (a) Circuit initial. Détermination du modéle
équivalent du dipdle BE, encadré dans le volet (a). Calcul de (b) la tension et (c) la
résistance de Thévenin.

Pour déterminer le modele équivalent de Thévenin du dipdle CE, nous allons pro-
céder par étape en déterminant dans un premier temps celui de la partie de réseau
que nous avons encadrée.

Détermination du modele équivalent de Thévenin du dipdle BE. La partie enca-
drée dans le volet (a) est le dipdle BE, hormis R4. Nous l'isolons donc comple-
tement du reste du circuit afin d’en déterminer les parametres de Thévenin :
— La tension, que nous appelons Eg;, est la tension de circuit ouvert du ré-

seau représenté sur le volet (b) de la figure 2.44. Etant donné que le circuit
est ouvert entre A et E, il n'y a pas de courant qui circule : la résistance Rj
n’est pas alimentée et n’est responsable d’aucune chute de tension. De fait,
Eg; est la tension aux bornes de R et se calcule comme

Ry 20

Fpy=EFE - —1 _ —10.
o1 Ry + R, 20 + 10

= 6,67V

— La résistance de Thévenin Rp; est calculée a 'aide du volet (¢). On a

20-10
20410

R91=R3—|—(R1//R2):20—|—( )226,7().
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Détermination du modéle équivalent de Thévenin du dipdle CE. Nous nous re-
portons a la figure 2.45 pour déterminer le modele de Thévenin du circuit
initial. La partie encadrée dans la figure 2.44(a), c’est-a-dire le dipdle BE, est
remplacée par son modele équivalent (déterminé précédemment).

— La tension de Thévenin Ej est déterminée comme indiqué dans la figure
2.45(a). La résistance Rs n’étant pas alimentée du fait de 'ouverture du
circuit entre C et E, Ey se mesure directement sur Ry, de sorte que

R 20
4 6,67

Eg = Ep1 - =286V

Ri+ Ry 20+26,7

@) Modéle équivalent de () Résistance de @O calcul du
Thévenin du circuit initial Thévenin du dipdéle CE courant demandé

Figure 2.45 — Correction de I'exercice 2.19. (a), (b) Détermination du modéle équivalent
de Thévenin du dipdle CE. (c) Calcul du courant circulant dans Rg.

— La résistance de Thévenin Ry s’écrit, comme le montre le volet (b),

20-26,7
- 20+ 26,7
Résolution du probléme. Connaissant le modele équivalent de Thévenin du dipdle
CE, nous connectons la résistance Rz comme indiqué sur le volet (c) de la fi-

gure 2.45. Le courant [ se calcule alors au travers de la loi d’'Ohm :

. Eg 286
" Rp+Rg 21,4+10

Ry =Rs+ (Ry // Rgl) =10 =214Q

=0,0910 A

2.5.5 Théoreme de Norton
a) Modele de Norton

Nous avons vu a la page 90 que le modéle de Thévenin consiste en
l"association d"une source de tension et d'une résistance formant un dipodle
dont la caractéristique U(I) est reportée sur le volet (a) de la figure 2.46.
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U /
f I”
Fy ‘\
/ - U
I Ey
@) Caractéristique U(l) Q) Caractéristique I(U)
du dipéle générateur D du dipéle générateur D

Figure 2.46 — (a) Caractéristique U (I) d'un dipéle générateur D, utilisée pour dresser le
modele équivalent de Thévenin. (b) Caractéristique 1(U) de ce méme dipéle D, utilisée
pour dresser le modéle équivalent de Norton. Les deux courbes représentent la méme

équation, mais abscisses et ordonnées sont permutées.

Nous allons faire un raisonnement analogue pour dresser le modele de
Norton, en partant cette fois de la caractéristique I(U), reportée sur le volet
(b). Il est important de noter que ces deux courbes représentent un méme
dipdle D, et que le passage de 1'une a I'autre se fait en permutant les axes des
abscisses et des ordonnées. Le modele de Norton que nous allons donner sera
donc équivalent a celui de Thévenin.

Les modeéles de Thévenin et de Norton sont deux manieres de repré-
senter le méme circuit.

On retrouve les grandeurs Ej et I,,, respectivement la tension a vide et
le courant de court-circuit. A condition d'introduire une grandeur R, avec

_ Eg

R, = (2.47)
I

on décrit la caractéristique du volet (b) au travers de I’équation de Norton

u
I =1, — — 2.48
R 249)
On appelle [, et R, le courant et la résistance de Norton, respectivement. Le
courant du dipole, maximal quand il est court-circuité (U = 0), perd de son
intensité a mesure que la tension a ses bornes augmente, et devient nul pour
une tension égale a Egy. La relation (2.48) décrit la séparation du courant dans
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un noeud, le terme U /R, quantifiant le courant traversant la résistance R,
soumise a la d.d.p U. Le modele équivalent de Norton est reporté, en méme
temps que la caractéristique a laquelle il correspond, sur la figure 2.47.

Ey

e Caractéristique I(U) 0 Modéle équivalent
de Norton

Figure 2.47 — La caractéristique I(U) (volet (a)) et le modéle équivalent de Norton (volet
(b)) sont décrits par la méme equation.

En régime continu, tout dipole actif linéaire peut étre représenté par
son modeéle équivalent de Norton constitué d"une source de courant
I, en parallele avec une résistance R,.

b) Détermination des grandeurs de Norton

Afin de déterminer les grandeurs I, et R,, nous avons reporté sur la
figure 2.48 un dipole actif linéaire dont la géométrie exacte n’est pas connue.
Celui-ci est caché dans une boite, de sorte que seules ses bornes A et B sont
accessibles.

— Dans le volet (a), le dip6le est représenté par son modele équivalent
de Norton. Si les bornes A et B sont mises en court-circuit alors que
la source est allumée, l'intensité du courant circulant dans la résis-
tance R,, est nulle. Dans ces conditions, le courant I circulant entre
les bornes A et B est égal a la totalité du courant de Norton I,,.

Ce que nous venons de dire reste vrai quel que soit le dipodle actif
linéaire caché dans la boite. Aussi, le courant de Norton d"un dipodle
se détermine toujours, que ce soit par la mesure ou par le calcul, en
laissant toutes les sources qu‘il contient allumées et en déterminant
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son courant de court-circuit. C'est ce que montre le volet (b) de la

figure.
.()Q‘ "lﬂ .|’ o{\ -
Q:‘ R ! n Dipdle actif 9
ES n &  linéaire
: : S
© Courant de court-circuit du @) Courant de court-circuit
modeéle équivalent de Norton du dipéle modélise
: A
o o
o = . ©  Dipéle actif ©®
C?' & n | & linéaire
‘ B
© Reésistance du modéle, @) Résistance du dipéle,
source éteinte toutes sources éteintes

Figure 2.48 — Détermination du courant et de la résistance de Norton I, et R,,.

Le courant de Norton d'un dipéle actif linéaire est égal au courant
circulant entre ses bornes lorsque celles-ci sont mises en court-circuit,
toutes sources allumées.

I,, = I 4g en court circuit

— Nous faisons, pour les volets (c) et (d), une analyse similaire.
Lorsque la source de Norton est éteinte, la résistance du dipole vue
de ses bornes A et B est égale a la résistance R,,. Aussi, la résistance
de Norton se détermine toutes sources éteintes, avec un ohmmetre
dans le cas d'une mesure, et en faisant des associations de résis-
tances dans le cas d"un calcul.
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La résistance de Norton R,, d"un dipdle actif linéaire est égale a la ré-
sistance du dipdle vue de ses bornes A et B lorsque toutes les sources
sont éteintes.

R,, = R 4p toutes sources éteintes

Remarquons que la résistance de Norton et la résistance de Thévenin sont
définies et se déterminent exactement de la méme fagon :

R, = Ry (2.49)

Exercice 2.20

Déterminer le modele équivalent de Norton du circuit représenté sur la fi-
gure 249 avec I1 = 100 mA, I, = Iz = 200 mA, Ry = Rp; = 150 Q) et
R3 = R4 =100 Q.

B

Figure 2.49 — Circuit électrique de I'exercice 2.20. On donne I; = 100 mA,
I, = I; = 200 mA, R; = R, = 150 Q et R3 = Ry = 100 Q.

Solution 2.20

Déterminons les éléments du modéle équivalent de Norton de la figure 2.50(a).

Etape 1: Nous commengons par déterminer le courant de Norton I;;, comme in-
diqué sur le volet (b) : le court-circuit placé entre A et B draine tout le cou-
rant, de sorte que les quatre résistances ne regoivent plus aucune intensité. Elle
peuvent donc étre supprimées du réseau dans cette configuration. Le courant
se calcule en faisant la loi des nceuds :

I, = —I + I + I3 = —0,100 + 0,200 + 0,200 = 0,300 A = 300 mA
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A — | A | o A
I” IE J'.':,‘
R 1 R [R| |R)| |R.
I || || lq L
B

* B
© modele @) pétermination du @ Détermination de la
de Norton courant de Norton résistance de Norton

Figure 2.50 — Correction de I'exercice 2.20. (a) Modéle équivalent de Norton.
Détermination (b) du courant de Norton et (c) de la résistance de Norton.

EtapeZ: La résistance de Norton R,, se détermine en éteignant les trois sources.
Comme ce sont des sources de courant, on les remplace par des circuits ou-
verts, ce qui revient a les enlever du réseau. On obtient alors le circuit repré-
senté dans le volet (¢) :

Rpn=Ry//Ry//Rs//Ry=150Q //150Q //100Q // 100 Q)
75 - 50

75+50
Les éléments du modeéle de Norton sont donc I,, = 0,3 A et R,, = 30 Q).

=750 //500 = 30 Q)

Une regle d’association des sources de courant connectées en parallele entre
elles et en parallele avec des résistances peut étre déduite de cet exercice.

Lorsque plusieurs dipoles de Norton sont connectés en paralléle, on
peut les associer en déterminant la résistance parallele équivalente et
en faisant la somme algébrique des courants de Norton.

Exercice 2.21

On considere le réseau de la figure 2.4 page 58.

1. Etablir le modele équivalent de Norton du circuit vu des points A et B
lorsque I’on retire la résistance R.

2. En déduire l'intensité du courant qui circule dans la résistance R.
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®A

JOE T

@ B

Figure 2.51 — Circuit de I'exercice 2.21, privé de la résistance R.

Solution 2.21

1. Nous avons représenté le circuit privé de la résistance R sur la figure 2.51.

(a) Pour déterminer le modele équivalent de Norton vu des points A et B
lorsque 'on retire la résistance R, on commence, comme cela est repré-
senté sur le panel (a) de la figure 2.52, par calculer le courant de court-
circuit entre le point A et le point B. Pour cela on place entre ces deux
points un amperemetre idéal qui mesure le courant qui circule entre A
et B. Comme cet amperemetre est idéal (c’est-a-dire qu’il ne présente au-
cune résistance interne), il court-circuite toutes les branches entre A et B
qui ne présentent aucune source ; et en particulier la résistance Ry. Calcu-
lons le courant de court-circuit en utilisant le principe de superposition.

Le courant [,;; est calculé comme décrit par le volet (b) de la fi-
gure 2.52. On éteint la source E;, qui est donc remplacée par une
connexion équipotentielle. Les résistances R, et R3 se retrouvent
alors court-circuitées par le fil placé entre A et B, au méme titre que
Rg. La loi d’'Ohm permet alors d’exprimer [,,;, en remarquant que
Inl Rl = _El . £ 19
~E, -
In]_—R—l—W— ].,ZA

Nous calculons I,; comme indiqué sur le volet (c) de la figure 2.52.
On éteint la source E;, c’est-a-dire qu’on la remplace par une con-
nexion équipotentielle. La résistance R; se retrouve a son tour court-
circuitée par I'équipotentielle placée entre A et B. La loi d’Ohm per-
met alors d’exprimer I, :

E, 6
IHZ_ R—2+R3 —2—0—0,3A
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R1 U Rz‘

p A
A i Inf
B

WKIOF
Ri U ~ I &l
EzT >< 0 Calcul du courant de Norton

A
3 N ’I In2
[ A
e Calcul du courant de Norton E 2T ><
R3
B

o Calcul du courant de Norton

Figure 2.52 — Correction de I'exercice 2.21. (a) Détermination du courant de Norton par le
principe de superposision : (b) extinction de la source E; et (c) extinction de la source Ej.

— Finalement, le courant de court-circuit, c’est-a-dire le courant de Nor-
ton du dipdle équivalent, s’obtient par I’addition

In = Inl + InZ = _0,9 A

(b) On calcule maintenant la résistance équivalente de Norton R; vue des
points A et B lorsque toutes les sources de courant ou de tension pré-
sentes dans le circuit sont éteintes (figure 2.53). La résistance Ry est en
paralléle avec les résistances Ry + R3 et avec la résistance Ry. Il vient
alors

RN =Ry // (R +R3)//Ry=10//20//20= Ry =50Q
(c) On a alors le modele équivalent de Norton (figure 2.53(b)) avec

I, = —-09A
Ry, = 5Q
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oA oA

R, R,
= _09A
[] %o R =50

R3

e B ® B

© Calcul de Ia résistance de Norton O Modeéle équivalent
de Norton

Figure 2.53 — Correction de I'exercice 2.21. (a) Calcul de la résistance de Norton R,,. (b)

Modele équivalent de Norton.

2. Le courant qui circule dans la résistance R se calcule en connectant celle-ci

entre les points A et B de la figure 2.53(b). La formule du pont diviseur de
courant donne, en orientant I dans le méme sens que I, c’est-a-dire de A vers
B,
Ry 5

. =09 —— = —0,180 A = —180 mA
Ry +R 0.9 5+20 0,180 m
Il circule dans la résistance R un courant de 180 mA orienté de B vers A. Ceci
est en accord avec le résultat trouvé en appliquant les lois de Kirchhoff dans
I'exercice de la page 57.

I:Iy[

Exercice 2.22

Déterminer la valeur du courant qui circule dans la résistance R4 du circuit
représenté dans la figure 2.54 en appliquant le théoreme de Norton. On donne
I =1mA, R; =1k, R, =1k, Rz =2k, Ry =1kO.

Solution 2.22

On veut déterminer le courant I4 qui circule dans la résistance R4 en appliquant le
théoréme de Norton. On va donc déterminer le modele équivalent de Norton vu des
points A et B lorsque 'on a retiré la résistance R4, comme décrit par le volet (a) de
la figure 2.55. Ensuite, une simple formule de pont diviseur de courant appliquée en
réinsérant R4 nous donnera Iy.

1. Détermination du modele de Norton :

(@) On calcule le courant de court-circuit entre A et B en placant une
connexion entre ces deux points, comme représenté sur la figure 2.55(b).
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y "l -

Figure 2.54 — Circuit de I'exercice 2.22. On donne I = 1 mA, Ry = 1k, Ry, = 1 kQ,
R; = 2k}, Ry = 1 k().

La résistance Rj est alors court-circuitée et le courant I,, s’obtient en ap-
pliquant la formule du pont diviseur de courant :
Ry 3 1000
L =1——-—F-=1-10 " ————— = 0,5mA
. R1+ R2 1000 + 1000
(b) On retire ensuite la connexion court-circuitant les bornes, et I'on éteint la
source de courant, c’est-a-dire qu’on la remplace par un circuit ouvert,
comme montré sur la figure 2.55 (c). On a donc R; et R en série, le tout
en paralléle avec R3. La résistance de Norton R, est donc

(R1+Rp)-Rj
Ri+ Ry +Rj
(1000 + 1000) - 2000

= 2000 = 1000 Q)

(c) Nous obtenons finalement le modéle équivalent de Norton représenté
sur le panel (d) de la figure 2.55, avec

{IN — 05mA

Ry =(R1+Ry) // Ry =

Ry = 1kQ

2. On déduit finalement le courant I; circulant dans R4 = 1000 () en l'orientant
de A vers B, c’est-a-dire dans le sens de I, et en appliquant la formule du pont
diviseur de courant :

Ry 3 1000

e =05-10"" ———

Ry + Ry 1000 + 1000

Le courant qui circule dans la résistance R4 vaut 0,25 mA.

I = I, =025-1073 A =0,25mA

Exercice 2.23

En appliquant le théoreme de Norton, déterminer le courant circulant dans
la résistance R, du circuit de la figure 2.56. On donne E = 10V, Iy = 10 mA,
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—_ ’ A — A
|
/ R, | / R, I
[Jr =[] [~ I
|
|
I
e B B
@ Circuit initial lorsque I'on retire R @) calcul du courant de Norton
¥ { } oA °
R [ =0,5mA A
2
SN o110
e B —e B
@ calcul de Ia résistance de Norton ) Modele équivalent de Norton

Figure 2.55 — Correction de I'exercice 2.22.

R] :1kQ,R2 = 1,2kQ,R3 :5OOQ,R4: 1,5ertR5 ZZertRG =

1,2 kQ).
S L |
R,
- I
E T R4 ,ro
D

Figure 2.56 — Circuit de I'exercice 2.23. On donne E = 10 V, Iy = 10 mA, R; = 1 k(Q),
Ry = 1,2kQ), R = 500 Q, Ry = 1,5 k), R5 = 2 kQ).

00 ¢

Solution 2.23
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Nous appliquons le théoreme de Norton au dipdle CD, constitué du circuit privé de
R,. La détermination du modele équivalent de Norton de CD revient a remplacer R;
par un court-circuit. Pour déterminer le courant de court-circuit I,;, nous appliquons
le principe de superposition, comme décrit sur la figure 2.57.

© Extinction de |, @ Extinction de E @ Calculde R,

Figure 2.57 — Correction de I’exercice 2.23. (a) Extinction de la source de courant et
(b) extinction de la source de tension. (c) Détermination de R,,.

— L’extinction de la source de courant laisse la résistance R; seule avec la
source de tension (volet (a)). En effet, R3, R4 et R5 sont court-circuitées.

Aussi, on a
E 10 5
Ih=-—=—-=10"A=10mA
"R 1000
— L’extinction de la source de tension meéne au court-circuit de R; (volet (b)).
Le courant [,; traverse R3 et Ry, et se calcule avec le pont diviseur de ten-
sion. On remarquera que, les fleches des courants étant en sens opposés,
un signe moins (—) doit étre rajouté.

Ly = Io- Rs _ 102, 2000
" R3+ R4 + Rs 2000 + 500 + 1500

= 5.10°A = -5mA

Le courant de court-circuit I, vaut donc

I?’l — In] + IHZ =5mA

La résistance de Norton se calcule en éteignant les deux sources et en regardant le
circuit privé de Ry depuis les bornes C et D, ce qui revient a considérer le circuit du
volet (c) de la figure 2.57. Ce faisant, on obtient

R, = Ry ¥/ (R3 + Ry -|—R5) =1kQ) // (0,5 k) +1,5kO0) +2kQ)
1000 - 4000

= — Q
1000 + 4000 500
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Finalement, le courant I traversant R, se déduit d"un pont diviseur de courant, celle-
ci étant, dans le cadre du modéle de Norton, placée en parallele avec R;, = 800 () et
la source de 5 mA. Ainsi,

Ry 5 800
" = 5.10%. "
Rn + RZ 800 + 1200

La résistance R; est traversée par un courant I d’intensité 2 mA. Précisons, méme si
cela n’est pas demandé par I"énonce, que I va de C vers D.

I = 5-1073. = 2.-10°A = 2 mA

2.5.6 Transformation Thévenin-Norton
a) Mise en évidence

Les modeles de Thévenin et de Norton, comme nous "avons dit plus
haut, sont deux représentations différentes d"'un méme dipéle. Ainsi, si l'on
connait le modele équivalent de Thévenin d"un dipole donné, il est possible
de déterminer son modeéle équivalent de Norton en posant

Rn — RH
Eq (2.50)
In — R_
0
comme reporté sur la figure 2.58.
/ A [ A
A Ry = R, A
RG lRBI In
U By =R, -1, R, U
E
Ey I, =2
B B
@) Modéle de Thévenin @) Modéle de Norton

Figure 2.58 — Equivalence entre (a) le modéle de Thévenin et (b) le modéle de Norton.

A T'inverse, le modele équivalent de Thévenin d'un dipole se déduit de son
modeéle équivalent de Norton en appliquant

{ RH - Rn

E_R.L (2.51)

113



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 2 — Réseaux linéaires en régime continu

On dit que I'on peut transformer un modéle en un autre : c’est la transforma-
tion de Thévenin-Norton (ou de Norton-Thévenin).

Exercice 2.24
Donner les modeles équivalents de Norton des circuits

1. de la figure 2.39 page 96 ;
2. dela figure 2.14 page 68.

Solution 2.24

1. Nous avons déterminé le modéle équivalent de Thévenin de ce premier circuit
a la page 98, et I'avons reporté sur le volet (a) de la figure 2.59. La transforma-
tion de Thévenin-Norton donne R, = Rg =5 Q et

_Ep 10V

L ==t=—=2A
"Ry 50

e A o A 0 A —o A
50 h 10 Q In
15 7
n n
10VT 4VT
e B — B
B B

Figure 2.59 — Correction de I'exercice 2.24.

| S |

2. Nous avons déterminé le modele équivalent de Thévenin de ce second circuit a

la page 99 et I’avons reporté sur le volet (b) de la figure 2.59. La transformation
de Thévenin-Norton donne R, = Ry =10 Q) et

_Eg 4V B
I = R, ~ 100 =04A =400 mA

Exercice 2.25

Déterminer les modeles équivalent de Thévenin des circuits :
1. de la figure 2.51 page 107 ;
2. dela figure 2.49 page 105.
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Solution 2.25

1. Nous avons déterminé le modele équivalent de Norton du circuit considéré a
la page 109 et I'avons reporté sur le volet (a) de la figure 2.60 en repérant le
courant de Norton de facon a ce que son intensité soit positive. La transfor-
mation en modele de Thévenin nous donne Ry = R;, =5 Q et

EQ:R;1‘ITL:5'O,9:4,5V

A

2 A

A (b) A
Ry 0,3A Ry
]5 Q 30 Q
09A Enl E{)l'
 « B B
B

Figure 2.60 — Correction de I'exercice 2.25.

—

B

2. Nous avons déterminé le modele équivalent de Norton du circuit considéré a
la page 106 et I’avons reporté sur le volet (b) de la figure 2.60. La transforma-
tion en modele de Thévenin nous donne Ry = R;, = 30 Q) et

Eg=Ry,-1,=30-03=9V

b) La méthode des transformation successives

La transformation de Thévenin-Norton peut étre mise a profit pour ré-
soudre des probléemes électriques. Elle consiste a opérer des transformations
successives afin d’associer les sources et les résistances, dans le but de rame-
ner la résolution du probleme a l’application d"un simple pont diviseur ou
d’une simple loi d’Ohm.

L’avantage de cette méthode est que, méme si elle peut se révéler rela-
tivement répétitive dans sa mise en ceuvre, elle ne demande que tres peu de
calculs. De plus, étant donné que chaque transformation ne concerne qu’'une
petite partie du réseau, le risque d’erreurs est considérablement limité.

Exercice 2.26

Déterminer, par la méthode des transformations successives, le courant cir-
culant dans la résistance R¢ de la figure 2.61. Ondonne E; =5V, E; =3V, Iy
=0,1A,R; =Ry =1k, R3 =500, Ry =1k, Rs =2k et Rg = 1,5k
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A B C
1 Py 1 .
—_ | S |
R, R, R 4 R;

R [] R,

Figure 2.61 — Circuit de I'exercice 2.26. On donne E; =5V, E; =3V, Iy = 0,1 A,
Ri =Ry =1kQ, R3 =500 ), R4 =1k, Ry =2k et Rg = 1,5 k().

Solution 2.26

Les différentes étapes de la transformation successive sont reportées dans la fi-
gure 2.62. Nous les détaillons ci-apres. Attention : puisque 'on cherche le courant
traversant Rg, toute transformation la faisant disparaitre est interdite.

Etape 1. Nous choisissons de transformer en dipdle de Norton le dipdle encadré.
Puisque E; = 5 Vet R, = 1 k(), alors le courant de Norton du nouveau
dipole est de 5 mA. La résistance parallele reste égale a R, = 1 k().

Etape 2. Nous allons transformer la partie encadrée en dipole de Thévenin. Nous
pouvons coupler les deux résistances en parallele pour obtenir une résistance
de 1 k) // 1 k) = 500 Q). La source de Thévenin associée a donc une force
électromotrice de 500 x 51072 = 2,5 V. La résistance utilisée pour la transfor-
mation est ensuite couplée a R3, puisqu’elles sont en série, pour donner une
résistance équivalente de 1 k(). On aboutit alors a 1’étape 3.

Etape 3. Les deux générateurs de Thévenin encadrés sont transformés :

— a celui de gauche correspond une source de courant de 2,5/1000 = 2,5 mA
vers le nceud B, en parallele avec une résistance de 1 k(2 ;

— a celui de droite correspond une source de courant de 3/1000 = 3 mA,
également vers le nceud B, en parallele avec une résistance de 1 k().

— L’association de ces deux générateurs est possible en parallele et I’on ob-
tient un générateur de courant de 5,5 mA en parallele avec une résistance
de 500 Q).

Etape 4. La partie encadrée dans le volet (4) est transformée en un générateur de
Thévenin de f.é.m 500 x 5,5- 103 = 2,75 V et de résistance 500 Q). Cette der-
niére est associée a Rs, de sorte que 'on obtient au début de 1’étape 5 une
résistance équivalente de 2,5 k().

Etape 5. Le dipdle de Thévenin encadré est transformé en dipéle de Norton dont le
courant vaut 2,75/2500 = 1,1 mA. La résistance parallele reste celle de 2,5 k().
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O
O
O

2,5 kQ 1.1 mA 2.5 kQ 1 mA !
0 RITG o f
2,75 VT lo l 2,5 k2
D D - D

Figure 2.62 — Correction de I'exercice 2.26. Différentes étapes de transformations
Thévenin-Norton successives.

Etape 6. Nous ne pouvons pas faire disparaitre R dans les transformations. Nous
associons donc uniquement les deux sources encadrées. Comme 1'une pointe
vers C et l'autre vers D, nous choisissons de repérer la source somme vers C

et comptons Iy avec un signe moins (—). Le courant au début de la derniére
étape sera donc de 1 mA.

Etape 7. La derniére étape consiste en l'application de la formule du pont diviseur
de courant :
2500

[=10°% ——
1500 -+ 2500

—0,635-10 % A = 0,635 mA

Le courant circulant dans la résistance Rg est de 0,635 mA.

Nous remarquons que cette méthode demande un nombre important de schémas.
Ceci étant, elle nous a permis de résoudre le probleme posé d'une manieére systéma-
tique et laissant peu de place a 'erreur.
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Exercice 2.27

On souhaite brancher une résistance R = 10 () entre les points A et B du
circuit de la figure 2.14, page 68. Déterminer le courant I qui circulera dans
cette résistance par la méthode des transformations successives.

Solution 2.27

Les différentes étapes de résolution sont reportées sur la figure 2.63. Nous les
détaillons ci-apres.

o o A .
500 mA /
Hzog 20 ©
R
fﬂ
o B ! o B

Figure 2.63 — Correction de I'exercice 2.27.

1. Nous regroupons R; et R; en une résistance de Ry + Ry = 20 (), aprés quoi
nous transformons le dipdle encadré en magenta en dipole de Norton. Celui-ci
a un courant de 10V

associé a une résistance de 20 Q). Par ailleurs, les deux résistances en parallele
Rj3 et Ry sont regroupées en une résistance de 40 (2 //40() =20 Q).

2. Nous procédons a l'association des générateurs de Norton. Attention, les
fleches de courant sont en sens opposées, on choisit de référencer le courant
sortant en A. Le nouveau dipdle de Norton a donc un courant de

0,5—Ip = 0,4 A = 400 mA

associé a une résistance de20Q) /2000 =10Q)
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2.5 Théoremes du dipéle linéaire

3. Le courant traversant R se calcule en appliquant la formule du pont diviseur
de courant :

[=04-10Q0R+100 =0,2A =200 mA

La résistance R est donc traversée par un courant de 200 mA.
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Du regime variable au regime
alternatif sinusoidal

Les chapitres précédents ont été consacrés a la description des gran-
deurs, des modeles et des lois de I'électricité en régime continu. Nous allons
a présent effectuer le méme travail mais pour le régime alternatif sinusoi-
dal. Ce régime revét en effet une importance particuliere dans la mesure ot
la production mondiale d’électricité, et par conséquent son transport et son
utilisation, se font sous cette forme.

Afin de le décrire completement, nous allons dans un premier temps
nous intéresser a la représentation temporelle des signaux. Nous définirons
alors les différents types de régimes variables et verrons quelles sont les gran-
deurs électriques qui peuvent leur étre associées.

Nous reviendrons ensuite sur la notion de puissance électrique. En ré-
gime alternatif sinusoidal, nous définirons la puissance active et la puissance
fluctuante et introduirons des grandeurs trés utiles au dimensionnement que
sont la puissance réactive et la puissance apparente.

Enfin, nous aborderons les composants réactifs : 1'inductance et la ca-
pacité. Apres avoir analysé les phénomenes physiques auxquels ils sont liés
et donné leurs symboles électriques, nous décrirons les déphasages qu’ils en-
trainent.

3.1 REPRESENTATION TEMPORELLE ET GRANDEURS CARACTERISTIQUES

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux régimes dépen-
dants du temps dans leur ensemble, c’est-a-dire aux régimes pour lesquels
les grandeurs électriques courant et tension ne présentent plus des valeurs
constantes mais qui varient en fonction du temps. Nous adoptons pour ce
faire la convention suivante : nous notons en minuscule les grandeurs élec-
triques qui dépendent du temps et en majuscules celles qui n’en dépendent
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pas, c’est-a-dire les composantes continues, les valeurs moyennes et les va-
leurs efficaces, que nous définissons dans ce chapitre.

Un exemple de courant dépendant du temps est reporté sur le volet
(a) de la figure 3.1. Nous remarquons qu'un tel signal est difficile a décrire
autrement qu’en présentant sa courbe : il n’est pas possible de définir des
grandeurs électriques permettant de le caractériser.

3.1.1 Régime périodique
a) Définition

Lorsqu’une grandeur électrique dépendant du temps revét un carac-
tere périodique, c’est-a-dire lorsqu’il existe une période temporelle T au bout
de laquelle la grandeur reprend les mémes valeurs, alors le régime est dit pé-
riodique. Les fonctions créneaux, triangles et sinusoidales sont des signaux

périodiques : nous avons représenté des courants présentant ces formes sur
le volet (b) de la figure 3.1.

i (A) i (A) i(A)
A A &

-|>ts
S AVl W f(A)u o

AVAVAVEN

-

> 1 (s)
t(s)

© Régime dépendant

: © Signaux périodiques @ Signaux alternatifs
du temps (variable)

Figure 3.1 — lllustration de plusieurs types de courants dépendant du temps. (a) Régime
variable et (b) régime périodique. Le régime alternatif reporté en (c) est abordé a la
section 3.1.2.

b) Valeur moyenne

Le caractere périodique du signal permet de le décrire en quelques
mots, en utilisant des grandeurs qui le caractérisent. L'une d’entre elles est la
valeur moyenne (aussi appelée composante continue) du signal périodique.
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i(A) i(A)

A

4 4

34 3

24 2

14 1

0 T T 1 > {(s) 0 | B — > {(s)
01 2 3 45 01 2 3 4 5

€ Courant dépendant @) Calcul de Ia
du temps (variable) valeur moyenne

Figure 3.2 — Méthode de calcul de la valeur moyenne d’un courant en régime périodique.

Afin de donner 'expression de la valeur moyenne dune grandeur en
régime périodique, nous proposons de considérer le courant dépendant du
temps reporté sur le panel (a) de la figure 3.2. Ce courant prend les valeurs
successives suivantes : 4 A pendant 1s,2 A pendant 1s,3 A pendant 1 s et
1 A pendant 2 s. Le calcul de la valeur moyenne se fait alors en multipliant
chaque valeur prise par sa durée, puis en divisant le tout par la durée totale
du signal, c’est-a-dire 5 s :

AA1s+2A 1s4+3A-Ts+1A-2
Inoy = T 8;53 5F 5_220A  (31)

Ce faisant, on calcule en fait la surface située entre 1’axe des abscisses et la
courbe représentative du courant, chaque produit correspondant a l"aire d'un
rectangle représenté sur le volet (b) de la figure 3.2.

On peut généraliser cette approche aux courants reportés dans la fi-
gure 3.3. Celui du volet (a) est a échantillons discrets, c’est-a-dire qu'une cer-
taine durée At sépare deux valeurs successives du courant. S’étalant sur une
durée totale T, il contient n échantillons. Comme précédemment, il s’agit de
calculer l'aire contenue sous le signal en additionnant la surface de chacun
des rectangles magenta. Pour dresser la formule, considérons le rectangle le
plus foncé qui correspond au k*™¢ échantillon : sa surface vaut Sy = iy - At, de
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sorte que la valeur moyenne du courant se calcule comme

n
) St
Imoy = :.}.

Z (3.2)

Le signe ) ;_; décrit la somme de tous les rectangles en faisant varier k de
I"échantillon numéro 1 a I"échantillon numéro n.

'-JIH

i (A) i(A)
A )\

0 1171 SRR,

0 t(s) > (s
0 At T 0 at T
@ Courant a @ Courant a
échantillons discrets échantillons continus

Figure 3.3 — Méthode de calcul de la valeur moyenne d’un courant a échantillons
discrets (a) et continus (b).

Plagons-nous a présent dans le cas d'un échantillonnage continu,
comme représenté sur la figure 3.3(b). On calcule alors, comme dans les
exemples précédents, la surface située entre la courbe et 1’axe des abscisses.
A T'instant t, on peut déterminer la surface du rectangle représenté : celle-ci
vaut i(t) - dt. A condition de choisir un intervalle de temps d¢ suffisamment
petit pour que les différents rectangles épousent les contours de la courbe, la
surface totale se calcule en faisant la somme de tous les aires i(t) - df pour des
valeurs de t variant entre 0 et T. Dans ces conditions, on réalise une somme
continue, et le symbole ) utilisé dans I'équation (3.2) est remplacé par une
intégrale. Ainsi, la valeur moyenne du courant sur l'intervalle de temps com-
prisentret = Oett = T vaut

1T
%W_Tﬁdﬂdt (3.3)
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i (A) i (A) i(A)

i W LR

PEHE L PE L L

© Valeur moyenne @ Valeur moyenne © Valeur moyenne
sur deux périodes sur une période sur une période

Figure 3.4 - Influence de la durée considérée sur le calcul de la valeur moyenne d’un
courant en régime périodique.

Pour finir, considérons un signal périodique, tel que celui reporté sur
la figure 3.4. En considérant plusieurs périodes, comme nous le faisons sur
le volet (a) de la figure, nous calculons le rapport entre la surface colorée et
la durée considérée. Les motifs se répétant, cette valeur sera la méme pour
la surface représentée dans le volet (b) et se révele donc indépendante du
nombre de périodes considérées. Par conséquent, il suffit de travailler sur une
seule période pour déterminer la valeur moyenne d"un signal périodique. De
plus, comme nous pouvons le remarquer en observant le volet (c), le fait de
décaler l'intervalle de temps considéré pour effectuer le calcul ne modifie en
rien la valeur moyenne obtenue.

La valeur moyenne d’un signal périodique i(f) s’exprime comme

1 pt+T
Iy = TL i(t) - dt (3.4)

ou T est la période du signal et T une valeur de temps arbitraire.

c) Composante continue

Nous avons reporté sur la figure 3.5 un signal de courant périodique.
Dans le volet (a), nous avons tracé la valeur moyenne du signal comme une
fonction constante du temps. On remarque que tout se passe comme si le
signal périodique oscillait autour de sa valeur moyenne : les cinq surfaces
représentées dans le volet (b) sont les mémes.
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i(A) iA)
. _
> £ (s) e > £ (s)
JugupE 0
© Signal de courant @) Courant périodique
périodique et composante continue

Figure 3.5 — Composante continue d’un signal périodique.

La valeur moyenne d’un signal périodique est aussi sa composante
continue. C’est I'une des grandeurs permettant de le caractériser.

3.1.2 Régime alternatif
a) Définition
Un signal alternatif est un signal périodique dont la valeur moyenne et,

par conséquent, la composante continue sont nulles. Nous avons représenté
des signaux alternatifs sur le volet (c) de la figure 3.1 (page 122).

b) Valeur efficace

La valeur moyenne d'un signal alternatif est, par définition, nulle : ce
n’est donc pas une grandeur permettant de le caractériser correctement. En
effet, une valeur moyenne nulle signifie que le signal est aussi souvent posi-
tif que négatif, mais cela ne veut pas dire que celui-ci ne transporte aucune
puissance. Par exemple, le réseau électrique européen distribue une tension
et un courant alternatifs et qui ont, par conséquent, des valeurs moyennes
nulles. Il permet toutefois de transporter la puissance électrique nécessaire
au fonctionnement des installations.

Pour caractériser un signal alternatif, il est nécessaire d’introduire une
nouvelle grandeur appelée valeur efficace. Pour la décrire, prenons I'exemple
d’un courant alternatif i(#) traversant une résistance R. La résistance ainsi ali-
mentée consomme a l'instant f une puissance électrique p(t) qu’elle convertit
en chaleur. Cette puissance peut étre chiffrée puisque, dans la mesure ot I'ex-
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pression du courant i(#) est connue, elle vaut

p(t) = R-i(t)? (3.5)

La puissance électrique moyenne consommée par la résistance s’évalue en-
suite sur une période T de courant alternatif, de sorte que

Puoy = 7 f (1)2dt = —R f (1)2dt (3.6)

La valeur efficace du courant i, c’est I'intensité I que devrait avoir un courant
continu pour dissiper, dans la résistance R, la méme puissance thermique que
le courant alternatif i(f). La puissance moyenne en continu est plus facile a
évaluer étant donné qu’elle est constante, et donc égale a la puissance instan-
tanée. Elle vaut donc

Pyoy = RI? (3.7)

En écrivant 1'égalité des relations (3.6) et (3.7), on décrit le fait que le signal
alternatif i(#) et le courant continu équivalent I dissipent dans la résistance la
méme puissance. En simplifiant par R, on aboutit a la relation

1 pt+7T
P~ / i(1)2dt (3.8)
T Jx
La valeur efficace ne dépend pas de la résistance considérée. Elle est choisie

comme étant positive, de sorte qu’elle se définit pour un courant alternatif
i(t) au travers de 1'expression

I = \/ % /; i (3.9)

Evidemment, la valeur efficace est aussi définie pour une tension alternative
v(t) sur le méme principe. On donne

V= \/% [+Tv(t)2dt (3.10)

e Valeurs EMS

En lisant I'équation (3.10), on remarque que la valeur efficace de la tension
est la racine carrée de la moyenne du carré de la tension v(t). Cest la rai-
son pour laquelle les anglo-saxons appellent ces valeurs efficaces RMS pour
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Root Mean Square. Se souvenir du sens de RMS est donc un excellent moyen
mnémotechnique.

La valeur efficace I d'un signal alternatif i(¢), aussi appelée valeur
efficace RMS, s’exprime comme

1 -T+T_ )
= T/T i(t)2dt

ou T est la période du signal et T une valeur de temps arbitraire.

3.1.3 Régime alternatif sinusoidal
a) Définition
Un signal alternatif sinusoidal est un signal sinusoidal dont la valeur

moyenne et, par conséquent, la composante continue sont nulles. Le régime
alternatif sinusoidal est aussi appelé régime harmonique.

b) Intérét

Le régime sinusoidal alternatif revét un intérét particulier parce que la
production d’énergie électrique a 1’aide d’alternateurs (telle qu’elle est faite
dans les barrages et les centrales thermiques) aboutit naturellement a des ten-
sions et des courants alternatifs sinusoidaux.

c) Expression d’'un signal alternatif

Un courant alternatif tel que celui représenté par la courbe colorée de
la figure 3.6 s’exprime sous la forme

i(t) = Ipcos(wt + ¢;) (3.11)

ol I est 'amplitude du courant, w sa pulsation, et ¢; sa phase.

e ['amplitude

L’amplitude Ij est la valeur maximale prise par le signal sinusoidal alternatif.
Son unité est celle du signal : volts pour une tension, amperes pour un cou-
rant. C'est une grandeur toujours positive qu’il ne faut pas confondre avec la
valeur créte-a-créte qui vaut pour sa part deux fois 'amplitude.
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i(A)

® Courant a phase positive
® Courant a phase nulle

', » [ (s)

Figure 3.6 — Courant alternatif sinusoidal. La courbe colorée est un tracé de la
relation (3.11) pour une phase ¢; > 0. La courbe grise représente un signal a phase nulle
permettant d’évaluer le retard temporel AT.

e La pulsation

La pulsation w est une fréquence angulaire donnée en rad/s. Elle permet
de décrire la fréquence temporelle f du signal dans une fonction sinus ou
cosinus. La fréquence étant quant a elle I'inverse de la période T, on définit

_2?r

7 (3.12)

w =2mf

e La phase

La phase ¢; décrit une avance temporelle du signal par rapport a l'origine
des temps. Cette avance est ramenée a un angle apres avoir été comparée a la
période T du signal. Sur la figure 3.6, nous avons reporté en gris un courant
sinusoidal vérifiant la relation (3.11), mais avec une phase ¢ = 0. En mesurant
le retard AT du signal coloré par rapport au signal gris, et en faisant le rapport
avec la période, on détermine la phase du signal coloré :

Q= &—; <297 tad = ﬂ—,; - 360" (3.13)
Pour ne pas faire d’erreur sur le signe de la phase, on retiendra que :
— la phase d"un signal est positive lorsque celui-ci est en avance sur le
signal de référence (on parle d’avance de phase);
— la phase d’un signal est négative lorsque celui-ci est en retard sur le
signal de référence (on parle de retard de phase).

129



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 3 — Du régime variable au régime alternatif sinusoidal

Remarquons que la phase n’est pas en soi une grandeur pertinente dans la
mesure ol1, sur un oscilloscope, on peut choisir l'origine des temps, et donc le
signal de référence, comme on le souhaite. En revanche, le déphasage, c’est-
a-dire la différence de phases entre deux signaux, est une grandeur qui ne
peut pas étre influencée par le réglage de l'oscilloscope. En quelque sorte, le
déphasage est a la phase ce que la tension est au potentiel.

d) Valeur efficace

Nous avons défini la notion de valeur efficace dans le cas d"un signal alterna-
tif quelconque. Exprimons a présent la valeur efficace I du courant exprimé
par la relation (3.11). On établit que

1 T+T 1 T+T
- ?/ i(6)2dt = I z_rf cos? (wt)dt (3.14)

L'intégration de cette expression se fait au travers de la linéarisation du cos?
en remarquant que, quelle que soit la variable X,

1+ cos(2X)

cos?(X) = >

(3.15)
La fonction cosinus ayant une valeur moyenne nulle, son intégration sur
deux périodes est égale a 0. Ce faisant, on établit qu’en régime sinusoidal
alternatif, la valeur efficace I du signal i(t) est liée a son amplitude Iy par
'expression

.

7 (3.16)

La valeur efficace ou valeur RMS d’un courant alternatif sinusoidal

Iy A : .
——. De méme, pour une tension alternative

V2
Vo

sinusoidale d’amplitude V}, la valeur efficace vaut V = —

Vi

d’amplitude Iy vaut I =

Dans la pratique, plutot que de décrire un signal sinusoidal alternatif
au travers de son amplitude, comme nous l'avons fait avec la relation (3.11),
on utilisera sa valeur efficace.
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Un courant alternatif sinusoidal s’écrit

i(t) = I V2 cos(wt + ¢y) (3.17)

et une tension alternative sinusoidale
o(t) = VV2cos(wt + ¢vy) (3.18)

Les grandeurs I et V sont les valeurs efficaces et ¢ et ¢y les phases
du courant et de la tension, respectivement.

3.1.4 Caractérisation d’un signal périodique
a) Décomposition du signal

La valeur moyenne d'un signal périodique est 'une des grandeurs per-
mettant de le caractériser. Nous avons vu qu’un tel signal oscille autour de
sa composante continue, et que, lorsque celle-ci est nulle, le signal est quali-
fié d’alternatif. Nous avons reporté sur le volet (a) de la figure 3.7 un signal
périodique.

On remarque que celui-ci peut se décomposer sous la forme d’une somme :
celle de sa composante continue et de sa composante alternative. Ces deux
composantes sont liées a deux grandeurs caractéristiques :
— la composante continue est la valeur moyenne du signal pério-
dique;
— la composante alternative, de valeur moyenne nulle, est décrite par
sa valeur efficace.

Un signal périodique i(t) est la somme d’un signal continu I, et
d’un signal alternatif i, (t) de valeur efficace I :

i(t) = Loy + a1t (1) (3.19)

Lorsque le signal périodique est sinusoidal, la méme décomposition
s’opere. On obtient alors deux signaux tels que ceux représentés dans 1’exem-
ple de la figure 3.8. Dans ce cas, le signal alternatif est la somme d’une com-
posante continue et d’un signal alternatif sinusoidal de valeur efficace I.
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oy (MA)
a b
i (mA
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0 Composante continue
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@) signal périodique 2 | L
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00000 ~e
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@ composante alternative

Figure 3.7 — Décomposition d’un signal périodique comme la somme d’une composante
continue et d’'une composante alternative.

Un signal sinusoidal quelconque i(f) est la somme d’un signal
continu [0y et d'un signal sinusoidal alternatif de valeur efficace I :

i(t) = Loy + I V2cos(wt + ¢1) (3.20)

L’approche consistant a décomposer un signal sinusoidal quelconque
en une composante continue et une composante harmonique est intéressante,
essentiellement pour deux raisons :

— d’une part, de nombreux appareils de mesure sont capables de fonc-
tionner soit en alternatif, soit en continu, soit successivement dans
les deux modes, mais pas dans les deux modes simultanément. Ils
ne sont donc pas en mesure de considérer le signal périodique dans
son ensemble, et la caractérisation de celui-ci doit donc se faire au
travers de deux mesures successives;
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Figure 3.8 — Décomposition d’un signal périodique sinusoidal comme la somme d'une
composante continue et d'un signal harmonique.

— d’autre part, en électronique, la composante continue apporte sou-
d
vent la puissance nécessaire au fonctionnement du composant
quand la composante alternative constitue le signal a traiter.

b) Valeur efficace vraie ou TRMS

Nous avons défini la valeur efficace I d’un courant alternatif i(f)
comme l'intensité de courant continu qui dissiperait la méme puissance que
i(t) dans une résistance R. De la méme maniére, on peut définir la valeur
efficace d'un signal périodique a composante continue non-nulle. Cette gran-
deur est utile dans la mesure ot les multimetres modernes sont capables de
la mesurer,

Dans cette approche, il ne s’agit plus de décomposer le signal mais de
le considérer dans sa totalité. La valeur efficace ainsi définie ne décrit plus
la seule composante alternative mais bien le signal réel, c’est la raison pour
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laquelle nous l'appelons la valeur efficace vraie, et les anglo-saxons la valeur
TRMS, pour True Root Mean Square. Nous la noterons ITrps pour un courant
et Vrrapms pour une tension.

Un moyen mnémotechnique consiste a remplacer le T de True par celui
de Total et & dire que la valeur efficace TRMS est celle du signal périodique
dans sa totalité.

c) Lien entre les grandeurs caractéristiques

Nous avons vu qu’un signal périodique, par exemple un courant i(f),
peut étre caractérisé a 'aide de sa valeur moyenne I, de la valeur efficace
de sa composante alternative I, et de sa valeur efficace vraie ITrums. Etablis-
sons a présent le lien entre ces trois grandeurs électriques et considérons pour
cela le courant périodique décrit par la relation (3.19) page 131. Le calcul de
la valeur efficace vraie s’écrit

ITrMSs = \/ f t)2dt = \/ / moy+1alt(f)) dt
1 +T 1 T+T‘ 1 +T )

La derniére ligne contient sous la racine carrée, trois termes additionnés :

T ,
— le premier, 7 f o I,%mydt, est la valeur moyenne d’une grandeur

continue, et vaut par conséquent Irznm ’

— le second, % TT T i,;(t)%dt, est par définition le carré de la valeur

efficace de la composante alternative du signal périodique. Il vaut
donc 2.
— le troisieme, % fTHT 2l oyiq (t)dt, est la valeur moyenne de la com-
posante alternative multipliée par une constante. Il est égal a zéro.
On établit ainsi que

ITrMS = I,,Zm,y + 12 (3.22)
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La valeur efficace vraie ITgys d'un courant périodique quelconque
est liée a sa valeur moyenne [, et a la valeur efficace de sa compo-
sante alternative I par l'expression

2 2 2
ITRMS - Imoy +1 (323)
Pour une tension périodique, cette expression devient

V%RMS - Vnzmy +V? (3.24)

Exercice 3.1

On considere les courants périodiques présentés dans la figure 3.9.

i (mA) i (mA)
4 - ---- -- 4\A- -----------------------------
2 2
0 ! ) > t(ms) O e ———t——— { (Ms)
0 10 20 30 0 10 20 30
e Courant rectangulaire 0 Courant sinusoidal

Figure 3.9 — Courants (a) rectangulaire et (b) sinusoidal de I’exercice 3.1.

1. Déterminer la période, la fréquence et le rapport cyclique du signal rec-
tangulaire.

2. Déterminer la période, la fréquence et la phase du signal sinusoidal (on
exprimera pour cela le signal avec un cosinus).

3. Calculer la valeur moyenne, la valeur efficace RMS et la valeur efficace
vraie TRMS des deux signaux.

4. Donner I'expression mathématique du signal sinusoidal.
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Solution 3.1

1. Le courant rectangulaire est reporté dans le volet (a). Le motif initié a t = 0

136

réapparait a t = 15 ms, de sorte que la période du signal est T = 15 ms. La
fréquence vaut par conséquent

1

1
- _467H
f=F= 15107 Sz

Le rapport cyclique &, du signal est un nombre sans unité. Il s’agit du rapport
entre l'intervalle de temps T), au cours duquel le signal rectangulaire prend sa
valeur haute, et la période T. Ici, T;, = 10 ms, de sorte que

T, 10
e = — = — = 0,667
T 15
En observant dans le volet (b) les instants auxquels le signal sinusoidal prend
ses valeurs minimales, on remarque que deux périodes séparent les instants
t =5 msett=30ms. Aussi, la période du signal sinusoidal vaut

~ 30ms —5ms

T > =12,5ms
La fréquence du signal vaut par conséquent
1 1
——=———_ —80H
S =7 = %5107 ‘

Pour déterminer la phase ¢, on exprime le courant i(t) sous la forme
i(t) = Iv/2cos(wt + @;). Si le signal avait une phase ¢; = 0, le courant
prendrait sa premiére valeur minimale a la demi-période, c’est-a-dire en
t = 6,25ms. Or, i est en avance, puisqu’il prend cette premiere valeur mini-
maleent = 5ms.

Pour déterminer la phase de i, on évalue donc le déphasage entre i et le signal
de référence a phase nulle, en procédant comme sur la figure 3.6 page 129. Le
signal i(t) étant en avance sur sa référence, on a ¢; > 0. La valeur algébrique
de ¢ se détermine en utilisant la relation (3.13) avec

AT =6,25—5=1,25ms

On a donc L o5
P1 = 125 -360° = 36
ou, en radians,
1,25
p; = 125 2n=mn/5
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3.1 Représentation temporelle et grandeurs caractéristiques

(a) Considérons dans un premier temps le signal rectangulaire reporté dans
le volet (a) de la figure 3.9. La valeur moyenne [0y se calcule, en appli-
quant la relation de Chasles, comme

1 /T p 1 51072 p 151073 3
I = = (t)dt = —— Odt 4-1077dt
my = /o i)t = 157573 /o * 103
1 -3 -3 -3

La valeur efficace vraie TRMS est, dans le cas du signal rectangulaire,
plus aisée a calculer que la valeur efficace RMS. Comme précédemment,
on sépare la période en deux parties, de sorte que

1 (T,
ITRMS = ?]0 i(t)2dt

5.103 »15-103
/ 02dt + (4-10-3)2dt
0 5.10-3

- 1
A\ 15-10-3

1
_ —6 -3 _ -3 _
= \/—15_10_3 x16-1070x10-10—2 =3,27-10"7 A = 3,27 mA

Enfin, la valeur efficace de la composante alternative se calcule a 1'aide
de la relation (3.23) page 135, et Igpgs vaut

I'=Irs = /Brss — Bys = 188 mA

Remarquons que cette derniére relation peut étre vérifiée en calculant di-
rectement la valeur efficace de la composante alternative (RMS). Il suffit

pour cela de remarquer que i, (t) = i(t) — Iinoy et de procéder a un calcul
similaire a celui qui a permis d’obtenir ITgrs. Ainsi

1 /T, 24
IRMS— T/(; I(t) t

! o 0—2,67)1032d R 4—2,67)103)2d
= | — —2, -3]24¢ —2, —3]24¢
5.-10-3 10-10-3
pu— — . 76 — - 76
\/15‘103 x7,13-107% + 15103 x 1,77 - 10

=1,88-107% A = 1,88 mA

(b) Considérons maintenant le signal sinusoidal du volet (b) de la figure 3.9.
Etant donné que la valeur moyenne oy est la composante continue, le
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calcul est inutile : on observe sur la courbe que I;;,, = 2 mA, de sorte
que, en unités du systeme international,

i(H) =2-1073 + 121073 cos (wt+ g)

Le signal oscillant entre 0 et 4 mA, I'amplitude de la composante alterna-
tive vaut

4.1073 -0
1\/§=f=2-10*3A=2mA

de sorte que la valeur efficace (RMS) est égale a

2.-1073 3

Enfin, la valeur efficace vraie se calcule en appliquant directement la re-
lation (3.23) page 135, et 'on obtient ITgrps = 2,45 mA.

Remarquons que cette derniere relation peut étre vérifiée en calculant
directement la valeur efficace vraie TRMS selon sa définition.

3.2 PUuUISSANCES ELECTRIQUES EN REGIME ALTERNATIF

Nous venons de voir qu’un signal périodique peut étre considéré

comme la somme d’un signal continu et d’un signal alternatif. Les premiers
chapitres de cet ouvrage ont été consacrés a la description des lois de I'électri-
cité et a la mise en place d’outils permettant d’appréhender le régime continu.
Nous nous intéressons a présent au régime alternatif.

Parmi la multitude de formes que peuvent revétir une tension ou un

courant alternatif, les fonctions sinusoidales présentent un intérét particulier.

138

— D’une part, la plupart de la production d’énergie électrique se fait

par le biais d’'une conversion mécano-électrique : il s’agit de faire
tourner un champ magnétique autour d’un axe fixe de maniere a
induire une force éléctro-motrice dans une bobine, comme indiqué
sur la figure 3.10. Dans ces conditions, la bobine est traversée par
un flux magnétique ¢ qui est dG au champ magnétique B porté
par l'aimant. Ce flux est proportionnel a la projection du vecteur
B sur l'axe de la bobine. La vitesse angulaire de rotation est notée
w, de sorte que le flux magnétique ¢ est directement proportionnel
a cos(wt). En vertu de la loi de Faraday, une force électromotrice
mesurable par un voltmetre est induite dans la bobine. Cette f.é.m
étant proportionnelle a la dérivée temporelle du flux elle a aussi la
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forme d’un cosinus. Si un dipdle récepteur est connecté aux bornes
de la bobine, a la place du voltmetre, un courant s’établit. La nature
du dipdle déterminera la valeur du déphasage entre la tension et
le courant, mais ce dernier sera a son tour sinusoidal. En présence
de courant et de tension, une puissance électrique instantanée ap-
parait : I'énergie mécanique nécessaire a la rotation de 1'aimant est
convertie en énergie électrique sinusoidale.

B

aimant ot
tournant \-/@F--4F----------

Figure 3.10 — Induction d’une force électromotrice alternative sinusoidale dans une
bobine par un aimant tournant (principe de fonctionnement d’un alternateur). Laxe de
rotation de I'aimant est au centre de celui-ci, perpendiculaire au plan de la figure.

— D’autre part, si 'on souhaite s’intéresser a des formes différentes
des fonctions sinusoidales, le développement de n’'importe quel si-
gnal périodique en séries de Fourier permet de se ramener a des
fonctions sinusoidales.

Par conséquent, dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons exclusi-
vement au régime alternatif sinusoidal, aussi appelé régime harmonique.

3.2.1 Puissance et grandeurs associées
a) La puissance instantanée

Placons-nous en régime dépendant du temps et évaluons la puissance
électrique consommée par un dipdle D soumis a une tension v(t) et traversé
par un courant i(¢). Fixons le temps pour nous placer a l'instant ¢ : dans ces
conditions, la puissance se calcule de la méme maniére qu’en régime continu,
c’est-a-dire par le produit des valeurs prises par la tension et le courant a
I'instant considéré. On écrit qu’a I'instant ¢

p(t) = o(t) - it) (3.25)
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Laissons a présent le temps varier, la puissance p(t) devient une puis-
sance instantanée : a la différence du régime continu, la grandeur p devient
une fonction de f et sa valeur change au cours du temps.

D’un point de vue physique, la puissance instantanée décrit un échange
énergétique entre le systeme considéré et son environnement. Concrétement,
si ce systeéme est décrit a l'instant ¢ par son énergie €(f), et si cette-derniére
augmente de la valeur de pendant un court intervalle de temps dtf, la puis-
sance qu’il consomme s’écrit littéralement

p(t) = dz(:) (3.26)

L'unité de la puissance est le watt (W). Dans une résistance, la puis-
sance électrique consommeée est convertie en chaleur ; dans un moteur, elle est
convertie en puissance mécanique ; dans un accumulateur, elle décrit I'aug-
mentation du stock d’énergie chimique.

Placons-nous a présent en régime alternatif sinusoidal. Dans ces condi-
tions, nous pouvons exprimer le courant et la tension de D au travers de leurs
expressions respectives (3.17) et (3.18), ce qui permet d’écrire

p(t) = 2VIcos(wt+ @) x cos(wt + @y ) (3.27)
Nous utilisons alors la relation de développement trigonométrique

cos(a + b) + cos(a — b)
2

cosacosb = (3.28)

pour écrire

p(t) = VI[cos(2wt + @1+ @v) + cos(@yv — ¢r)] (3.29)

On introduit alors le déphasage ¢, défini comme la différence de phases entre
la tension et le courant

¢P=9¢v— @1 (3.30)
Ainsi, la puissance instantanée consommeée par le dipdle D s’écrit sous la
forme d’une somme faisant apparaitre une partie continue et une partie al-

ternative
p(t) = VIcos ¢ + VIcos(2wt + 2¢; + @) (3.31)

Nous avons reporté cette derniere expression pour des déphasages ¢ = 0 et
@ = 11/2 = 90° dans la figure 3.11.
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©) Déphasage nul () Déphasage de 90°

Figure 3.11 — Puissance électrique instantanée consommeée par un dipéle D en régime
alternatif sinusoidal pour des dephasages (a) ¢ = 0 et (b) ¢ = 7/2 = 90'". La valeur
moyenne P est la puissance active. La puissance fluctue autour de sa composante

continue a la frequence double des signaux de courant et de tension (représentée par la

courbe grisée).

On observe que la puissance instantanée en régime sinusoidal fluctue autour
de sa valeur moyenne P. Ainsi, on décompose la puissance sous la forme

p(t) = P+ ps(t) (3.32)

ol P est la composante continue appelée puissance active et ps(f) une fonc-
tion alternative du temps oscillant a la fréquence double des signaux de cou-
rant et de tension, appelée puissance fluctuante.

b) Puissance active et facteur de puissance

La puissance active P est la puissance moyenne consommée par le di-
pole D pendant un temps donné T. En régime alternatif, T est la période
commune aux signaux de tension et de courant, et P est la partie continue
de la puissance instantanée (3.31). Cette derniere peut étre explicitée sur la
période T par la relation

+T
P:%L p(t)dt (3.33)

ou T est une valeur temporelle arbitraire en régime périodique, et nulle en
régime dépendant du temps. La partie alternative ayant par définition une
moyenne nulle, on retrouve l’'expression

P = VlIcos¢ (3.34)
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Cette expression met en évidence les trois grandeurs pertinentes pour éva-
luer les transferts énergétiques, qui sont les valeurs efficaces des grandeurs
électriques et leur déphasage. Le déphasage agit sur la puissance active par
le biais de son cosinus, ce qui veut dire que la conversion énergétique ne dé-
pend pas du signe du déphasage, mais uniquement de sa valeur algébrique.
Du fait de l'influence de la grandeur cos ¢ sur la puissance active, celui-ci est
appelé le facteur de puissance.

On remarque que, lorsque le déphasage vaut £90°, la puissance ac-
tive est nulle puisque le facteur de puissance vaut cos(+71/2) = 0. Ainsi,
lorsqu’un composant induit un tel déphasage, le transfert énergétique est en
moyenne nul.

c) Puissance fluctuante

La puissance fluctuante py décrit un échange énergétique variable entre
le dipdle électrique et son environnement. Sil’on observe la figure 3.11, on re-
marque que l'effet prépondérant du déphasage sur la puissance active nim-
plique qu'un décalage temporel sur la puissance fluctuante : il n’est donc pas
possible de la supprimer. Or, 'amplitude de cette derniére, qui peut étre ap-
préhendée sur le volet (b), est égale au produit des valeurs efficaces V - I, ce
qui en fait un parametre non négligeable.

La puissance fluctuante revét un intérét particulier lorsque 'on étu-
die la conversion mécano-€électrique, dans les alternateurs et les moteurs par
exemple. En effet, le fait que la conversion fluctue implique des a-coups sur
les arbres de transmission qui peuvent se révéler rédhibitoires. On préférera

dans ce cas conditionner 'énergie électrique sous forme triphasée .

A partir de nos observations sur la puissance fluctuante, nous allons
introduire deux nouvelles grandeurs qui sont la puissance apparente S et la
puissance réactive Q. Si ces derniéres n’ont pas a proprement parler de signi-
fication physique, elles vont se révéler des outils tres utiles pour la descrip-
tion et la compréhension des phénomenes électriques et le dimensionnement
des systemes.

1. Les systemes triphasés sont traités dans 1’'ouvrage Précis d’électrotechnique, par Chris-
tophe Palermo, Dunod, Collection Sciences Sup, 2012.
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d) La puissance apparente S

La puissance apparente S est un outil de dimensionnement qui cherche
a rendre compte du courant traversant le circuit alimentant le dipole élec-
trique D. En effet, méme lorsque la puissance active est nulle (dans le cas ou
cos ¢ = 0), les échanges énergétiques fluctuent et impliquent une circulation
de courant électrique. On donne

S=VI (3.35)

ou V et [ sont les valeurs efficaces des tensions et des courants mesurés aux
bornes de D.

La puissance apparente n’est pas une puissance au sens physique du
terme, mais elle peut étre vue comme le majorant de la puissance fluc-
tuante. A ce titre, elle est exprimée en volts-amperes (VA). Elle peut aussi étre
considérée comme la puissance consommée par un dipdle purement résistif
(cos @ = 1) soumis a des tension et courant de valeurs efficaces respectives V
et [. Dans ces conditions, la puissance active P peut étre exprimée en fonction
de S comme

P =Scosg (3.36)

e) La puissance réactive Q

Nous définissons a présent la puissance réactive Q. Les puissances ins-
tantanées consommées par des dipdles de facteurs de puissance égaux a 1,
a 0,7 et a 0 sont reportées en fonction du temps dans les volets (a) a (c) de
la figure 3.12, respectivement. Nous grisons sur ces courbes les aires qui, lors
de I'intégration, se compensent. En considérant qu'une puissance positive est
consommée par le dipdle, il va de soi qu'une puissance négative est produite
par celui-ci.

On distingue trois cas de figure :

1. lorsque le déphasage est nul, le facteur de puissance est égal a 1, et il
n’y a aucune partie de la courbe qui se situe en dessous de 0. Ainsi,
toute la puissance est consommée par le dipdle. C’est ce qui se passe
concretement dans une résistance ;

2. lorsque le déphasage est égal a £90°, c’est-a-dire quand cos ¢ = 0, toute
surface positive est compensée par une surface négative. En somme,
le dipole réalise du stockage énergétique mais ne procede a aucune
conversion. C’est ce qui se passe concretement dans une capacité ou
une inductance ;
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€©) Déphasage nul @) Déphasage de +45° () Déphasage de +90°

Figure 3.12 — Puissance instantanée en fonction du temps pour des déphasages de (a)
0', (b) 45" et (c) £90'. Les surfaces grisées ont, pour un déphasage donné, la méme aire.
Les valeurs positives représentent une puissance consommeée, et les valeurs négatives
une puissance produite.

3. lorsque le déphasage est de +45°, dans le cas ol cos ¢ =~ 0,7, une partie
de la puissance est convertie tandis que 1'autre partie est stockée.

On introduit donc une grandeur permettant de rendre compte du stockage
énergétique réalisé par le dipdle, prenant sa valeur maximale en ¢ = 7/2,
nulle pour ¢ = 0, et dont le signe est identique a celui du déphasage ¢ =
@v — @1. La puissance réactive Q s’exprime comme

Q = Vlising (3.37)
en fonction des valeurs efficaces, et comme

Q = Ssing (3.38)
en fonction de la puissance apparente.

Ne représentant pas une conversion énergétique, () est exprimée en
volt-ampeéres réactifs (VAr). Son signe indique le comportement réactif du
dipole récepteur.

1. 5i Q > 0, on dit que le récepteur consomme de la puissance réactive.
Cela se produit lorsque le déphasage est positif, c’est-a-dire lorsque la
tension est en avance de phase sur le courant. Le récepteur est alors
inductif.

2. 51 Q < 0, on dit que le récepteur produit de la puissance réactive. Dans
ce cas le déphasage est négatif, c’est-a-dire que la tension est en retard
de phase sur le courant. Le récepteur est alors capacitif.
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f) Triangle des puissances

Les relations (3.35), (3.36) et (3.38) permettent de représenter les gran-
deurs S, P et Q dans le plan sous la forme d'un triangle rectangle. Celui-ci est
appelé triangle des puissances, et nous 1’avons reporté sur la figure 3.13.

P

Figure 3.13 — Triangle (rectangle) des puissances apparente (S), active (P) et réactive Q.
Seule la puissance active P est une puissance au sens physique du terme.

Le lien entre les trois grandeurs est alors établi en appliquant le théoréme de
Pythagore :
S= vP2+Q? (3.39)

Un dipole récepteur en régime alternatif sinusoidal, soumis a une ten-
sion et un courant de valeurs efficaces respectives V et I et déphasés
de ¢ = @y — @i, consomme :

— une puissance active P = VI cos ¢ mesurée en W ;

— une puissance réactive Q = VIsin ¢ donnée en VAr;

— et une puissance apparente S = VI donnée en VA.

La grandeur cos ¢ est appelée facteur de puissance. De plus,

s= P2+ Q2

Exercice 3.2

Un seche-cheveux branché sur le réseau 230 V consomme une puissance de

1800 W et un courant de 10 A. Sachant qu’il s’agit d"un appareil inductif,
déterminer :

1. la puissance apparente;
2. le facteur de puissance;

3. la puissance réactive du seche-cheveux.
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Solution 3.2
1. La puissance apparente est définie par S = V x I = 230 x 10 = 2300 VA.

2. Le facteur de puissance est le rapport

P 1800

— L = %M 783
COSP=VT T 2Box10

Le seche-cheveux est un appareil inductif, donc ¢ = 0,672 rad= 38,5".

3. La puissance réactive est positive et est définie par le produit

Q = VIsin ¢ ~ 1430 VAR

3.2.2 Théoreme de Boucherot

Le théoreme de Boucherot permet d’exprimer les puissances active, ré-
active et apparente d’un circuit électrique constitué de plusieurs dipodles a
partir de la consommation de chacun d’entre eux.

Appelons P, Q et S les puissances active, réactive et apparente du cir-
cuit dans sa totalité, et supposons que celui-ci soit constitué de n dipdles.
Supposons de plus que le i*™ dipole consomme les puissances active, réac-
tive et apparente P;, Q; et S;. Dans ces conditions :

M1
P=P+P+..+ n:ZPI' (3.40)
i=1
et )
Q=0+Q+..+Q,=) Qi (3.41)
i=1

De plus, les grandeurs du circuit vérifient la relation
S= VP2+Q? (3.42)

Il est important de remarquer que le théoreme de Boucherot n’établit
aucun lien entre les puissances apparentes S; et la grandeur S.

Exercice 3.3

On souhaite faire fonctionner :
— un lave-linge qui consomme une puissance de 2 kW ;
— un seche-linge consommant 2,5 kW ;
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— un lave-vaisselle de 2 kW ;

— un réfrigérateur et un congélateur de 150 W chacun.
On évalue le facteur de puissance des appareils de lavage a 0,85 et celui des
appareils réfrigérants a 0,6. Les appareils sont tous inductifs.

1. Sil'on fait fonctionner tous ces appareils en méme temps, quelle sera la
puissance totale consommée par l'installation ?

2. ['utilisateur dispose d'un abonnement lui permettant de consommer
30 A. Pourra-t-il utiliser tous les appareils en méme temps ?

Solution 3.3

1. D’apres le théoreme de Boucherot, la puissance totale P consommée par 1'ins-
tallation est la somme des puissances de chacun des appareils. Aussi

P = 2000 + 2500 + 2000 + 150 + 150 = 6800 W

Les appareils, sils fonctionnent en méme temps, consommeront une puissance
électrique active de 6800 W.

2. Déterminons le courant I consommé par l'installation. Nous calculons tout
d’abord sa puissance réactive Q en sommant les puissances réactives des dif-
férents appareils. Nous nous aidons pour cela de la puissance apparente.

— Le lave-ligne consomme une puissance de 2000 W, et son facteur de puis-
sance est de 0,85. Aussi, la puissance apparente 51 se calcule a I'aide de la
relation (3.36), ce qui permet d’écrire

p 2
g, P _ 2000

= = = 2353 VA
cosgp; 0,85

On trouve alors, d’apres la relation (3.42),

Qi = /S — P2 = /23532 — 20002 = 1240 VAr

— On procede de la méme facon pour le seche-linge, qui consomme 2500 W.
On trouve 5, = 2941 VA et Q; = 1549 VAr.

— Pour le lave-vaisselle, S5 = 2353 VA et Q3 = 1240 VAr.

— Les appareils réfrigérants ont un facteur de puissance de 0,6. Aussi, pour
le réfrigérateur et le congélateur, on a

150
S4=S5=06

Q4 = Qs = V2502 — 1502 = 200 VAr

= 250 VA

et
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Finalement, la puissance réactive totale de l'installation Q se calcule a
I'aide du théoréme de Boucherot. On obtient

Q = 1240 + 1549 + 1240 + 200 + 200 = 4429 VAr

Le courant s’obtient au travers de la puissance apparente. Celle-ci vaut

S = +/P2+ Q2= /68002 + 44292 = 8115 VA

de sorte que

S 8115
I_V—m—%A

Le courant consommé est de 35 A, ce qui est supérieur aux 30 A dont dis-
pose "utilisateur. Il ne pourra donc pas faire fonctionner tous ces appareils
en méme temps.

3.3 COMPOSANTS REACTIFS

Nous avons vu que le déphasage entre la tension et le courant avait des
conséquences en terme de conversion énergétique. A présent, intéressons-
nous aux causes de l'existence d’un déphasage entre les grandeurs élec-
triques.

3.3.1 Capacité
a) Description de la capacité

Les effets capacitifs de 1'électricité ont été découverts au XVIII® siecle a
I'université de Leyde alors que I'on cherchait a stocker 1’électricité dans de
’eau contenue dans une bouteille de verre. Dans le protocole que nous décri-
vons sur la figure 3.14, I'expérimentateur tient la bouteille avec la main droite
et connecte la tige conductrice a une source de charges électriques. Une fois
la charge terminée, alors qu’il pose sa main gauche sur la tige tout en main-
tenant sa main droite a la méme position, I'expérimentateur recoit une dé-
charge électrique pouvant se révéler importante. Si c’est une autre personne
que 'expérimentateur qui entre en contact avec la tige, celle-ci ne recoit au-
cune décharge.

Ainsi, I'électricité est bien stockée lors de 1'expérimentation, mais pas
par l’eau de la bouteille. C’est en réalité I'interaction électrique de la main de
l'utilisateur et de la solution au travers du verre isolant qui constitue 'effet
capacitif permettant ce que I'on appelle la condensation de 1'électricité. Cette
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expérience a permis la fabrication de la bouteille de Leyde dans laquelle la
solution et la main droite de I'utilisateur sont remplacées par des conducteurs
métalliques, et qui constitue le premier condensateur.

I

conductrice

verre

——————————————————————— i
-

Figure 3.14 - La bouteille de Leyde et le protocole expérimental mis en ceuvre a
I'université de Leyde au xvu® siécle pour mettre en evidence I'effet capacitif.

Le point de départ de la compréhension du phénoméne de condensa-
tion et de 'effet capacitif est le suivant :

— les charges de méme signe se repoussent et celles de signes opposés

s'attirent;

— cette interaction peut se faire a distance, au travers de ce que 1'on
appelle le champ électrique mais plus la distance croit, plus I'inter-
action faiblit;

— le potentiel et la charge d’un conducteur sont liés par une relation
de proportionnalité.

En électricité, pour qu’il y ait un effet capacitif, il faut avoir affaire a
deux conducteurs isolés 1'un de I"autre, comme reporté sur la partie gauche
de la figure 3.15. Considérons la situation 1 : si pour une raison quelconque
une charge positive apparait sur la plaque de gauche, les effets d’attraction-
répulsion conduiront une charge négative a se positionner sur la plaque de
droite. Il en va de méme si plusieurs charges de méme signe sont présentes
sur une plaque : la plaque en regard portera alors une quantité de charge
opposée. C’est ce qu'il se produit en situation 2.
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vide, air

£ 4

Capaciteé Situation o Situation e

-------------- ~

conductrice ™.

Figure 3.15 — lllustration de I'effet capacitif entre les plaques d’un condensateur.

Le potentiel de chacune des plaques étant proportionnel a la quantité de
charge portées, il en va de méme pour la différence de potentiels U entre
les deux plaques. A l'inverse, si une différence de potentiels U est appliquée
aux deux plaques initialement neutres, celles-ci se chargent. Si l'on appelle g
la charge de la plaque chargée positivement, on a

= CU (3.43)

ol C est une constante de proportionnalité, appelée capacité du condensateur
et rendant compte de I'aptitude de ce dernier a se charger sous l'effet d'une
tension.

Essayons de comprendre le comportement de la capacité en régime al-
ternatif. Pour ce faire, imaginons que nous passions successivement d une si-
tuation a 'autre par l'effet d’une tension u(t). La charge varie dans le temps
sur les deux plaques. On mesure donc un courant i(f), celui-ci étant défini
comme la variation de charge par unité de temps

. dq
i(t) = == (3.44)
La relation (3.43) se formule par conséquent en régime alternatif sinusoidal
g ~du(t)
i(f) = C= (3.45)

Tout se passe comme si le courant i traversait la capacité. Ce n’est pour-
tant pas le cas, car il n'y a pas de contact électrique entre les deux plaques
(le circuit est ouvert). En fait, le courant i est en quelque sorte transmis d'une
plaque a "autre par le biais de l'interaction a distance des charges : c’est ce
que l'on appelle un courant de déplacement.
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Si l'on applique une tension continue, une fois la capacité totalement
chargée, le nombre de charges stockées sur chaque plaque ne varie plus. Il
n’y a donc plus de mouvement de charges, et le courant est alors nul.

En régime continu, une capacité se comporte comme un circuit ou-
vert.

C’est la raison pour laquelle nous ne 1’avons pas abordée dans les deux pre-
miers chapitres.

La puissance réactive d"une capacité est négative Q. < 0. Elle produit
de la puissance réactive. Elle stocke et restitue I'énergie électrique par le biais
de l'interaction des charges présentes sur les plaques. C'est ce que 1’'on ap-
pelle un stockage électrostatique.

b) Déphasage associé a la capacité

Le courant et la tension aux bornes de la capacité sont liés. Toutefois, a
la différence de la résistance o1 une différence de potentiels implique une cir-
culation immédiate de charges électriques, on devine I’existence d"un certain
décalage temporel associé au temps nécessaire aux charges pour peupler ou
dépeupler les plaques.

Pour évaluer le déphasage, nous allons nous aider des mathématiques
et considérer une tension alternative sinusoidale u(t) = U \/2 cos(wt) appli-
quée aux bornes de la capacité. Celle-ci entraine la circulation d’un courant
i(t) = Iv2cos(wt + @). L'application de la relation (3.45) associée a la for-
mule trigonométrique

sin(X) = cos(X — 7t/2) (3.46)
permet d’écrire que
i(t) = CwIV2sin(wt) = Cwl V2 cos(wt — 11/2) (3.47)

Comme la phase du courant est négative et que la tension est prise comme
référence des phases, alors i est en avance de 7t/2 rad sur v.

En régime alternatif sinusoidal :
— la tension aux bornes d"une capacité est en retard de phase
de 90° sur le courant la traversant ;
— le courant traversant une capacité est en avance de phase
de 90° sur la tension a ses bornes.
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c) Symbole électrique de la capacité

En électricité, le composant permettant de profiter des effets capacitifs
est le condensateur. Toutefois, le symbole électrique de la capacité, reporté
sur le volet (a) de la figure 3.17 page 155, permet une description plus géné-
rale de 'effet physique associé a la condensation électrique. Dans un schéma
électrique, au méme titre que la résistance est utilisée pour représenter un
échauffement, le symbole de la capacité permet de décrire 1'effet capacitif qui
intervient chaque fois que deux conducteurs chargés et séparés par un isolant
sont suffisamment proches 1'un de I'autre. Par exemple, entre deux cables iso-
lés d"'une méme ligne et parcourus par un courant électrique (et donc par des
charges), il existe un effet capacitif descriptible sur un schéma par une capa-
cité. Le modeéle électrique associé a une ligne est proposé a la page 158.

3.3.2 Inductance
a) Description de I'inductance

Au méme titre que les effets capacitifs, les effets d’auto-induction de
certains dipoles sont responsables d'un déphasage de la tension et du cou-
rant. Pour comprendre 'auto-induction, il faut prendre en considération les
lois d’Ampere, de Faraday et de Lenz, qui s’énoncent respectivement comme
suit :

— un conducteur traversé par un courant crée dans son environne-
ment un champ magnétique. Les intensités de ces deux grandeurs
sont proportionnelles. Il s’agit de la loi d’Ampére et de Biot et Sa-
vart. Lorsque le conducteur est une bobine, le champ magnétique
est créé dans 1'axe de celle-ci, et sa direction dépend du sens de ro-
tation du courant;

— un conducteur soumis a un flux magnétique ¢ variable est le siege
d’une force électromotrice induite, c’est la loi de Faraday. Dans le
cas d'un bobinage, pour chaque spire de conducteur, la force élec-
tromotrice induite ¢ vaut

d¢
e = It (3.48)
— les phénomenes induits s’'opposent par leurs effets a ce qui leur
donne naissance, c’est la loi de Lenz.
Considérons pour décrire 'auto-induction la figure 3.16. Le courant i indique
le sens conventionnel du courant dans les trois volets, c’est-a-dire que pour
les trois instants considérés i > 0. Le volet (a) indique que le courant i induit
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Figure 3.16 — lllustration de I'effet d’auto-induction provoqué par un courant alternatif
sinusoidal dans une bobine.

un champ magnétique B orienté dans I'axe de 'enroulement. En régime va-
riable, et en particulier en régime sinusoidal, B varie dans le temps. Aussi, il
induit dans la bobine une force électromotrice. S‘'opposant aux phénomeénes
qui la créent, la force électromotrice engendre un courant i’ dont les carac-
téristiques dépendent de la variation de i. Reportons-nous aux volets (b) et
(c) dans lesquels nous avons indiqué par i’ le sens conventionnel du courant
induit (par conséquent, i’ > 0).

— Dans le cas ot le courant i est croissant, le champ magnétique, et par
conséquent le flux associé, sont croissants. La force électromotrice
induite lutte donc contre I'augmentation de i et le courant i’ vient
s’opposer au courant i. C'est le que 1'on observe dans le volet (b) ou
tout se passe comme si la bobine résistait au passage du courant.

— Dans le cas ou le courant i est décroissant, le champ magnétique
et le flux associés diminuent d’intensité : la force électromotrice va
lutter contre la décroissance de i en délivrant un courant i’ dans le
méme sens. C’est ce que I'on voit dans le volet (c) ot tout se passe
comme si la bobine venait accentuer le courant la traversant.

Si la surface de bobine exposée au champ magnétique et la direction de
ce dernier ne varient pas, ce qui est le cas pour une bobine, le flux magnétique
ne dépend que de B. Ce dernier étant proportionnel au courant inducteur i,
la variation de flux magnétique est proportionnelle a la variation de courant
inducteur. De plus, # = —e, comme on peut le voir dans le volet (c) de la
figure 3.16 ot les deux tensions sont associées a des courants conventionnels
de méme sens. On établit alors que

(3.49)

153



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 3 — Du régime variable au régime alternatif sinusoidal

ol L est une constante de proportionnalité, appelée inductance et mesurée en
henrys (H), rendant compte de l’aptitude de la bobine a créer la force électro-
mofrice, ¢’est-a-dire a s’auto-induire.

Si le courant traversant la bobine est continu, le champ magnétique in-
duit reste constant, de sorte qu’il n’y a pas de force électromotrice induite.
L'inductance n’a aucun effet sur le courant et la tension a ses bornes est nulle.

En régime continu, une inductance se comporte comme un court-
circuit.

C’est la raison pour laquelle nous ne 1'avons pas abordée dans les deux pre-
miers chapitres, dédiés au régime continu.

La puissance réactive d"une inductance est positive Q; > 0 : elle con-
somme de la puissance réactive. Elle stocke et restitue I'énergie électrique par
le biais du champ magnétique induit par le courant. C’est ce que l'on appelle
un stockage magnétique.

b) Déphasage associé a I'inductance

Comme nous l'avons fait pour le cas de la capacité, aidons-nous des
mathématiques pour définir le déphasage qu’entraine une inductance. Pour
cela, considérons un courant i a l'origine des phases i(t) = [v/2cos(wt) et
une tension u(t) = U \/2 cos(wt + ¢) déphasée de ¢. La relation (3.49) permet
d’écrire que

u(t) = Lwl V2 sin(wt) = Lol V2 cos(wt — 71/2) (3.50)

La phase de tension est négative : le courant constituant la référence des
phases, v est donc en avance de 77/2 rad sur i.

En régime alternatif sinusoidal :
— la tension aux bornes d’une capacité est en avance de
phase de 90° sur le courant la traversant;
— le courant traversant une capacité est en retard de phase
de 90° sur la tension a ses bornes.
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c) Symbole électrique de I'inductance

Le symbole de I'inductance, reporté dans le volet (b) de la figure 3.17,
est introduit dans un schéma électrique équivalent chaque fois que 'on cher-
che a décrire le phénomene d’auto-induction. Ce sera le cas chaque fois que
'on considérera un conducteur parcouru par un courant alternatif. En effet,
méme si celui-ci n’est pas bobiné, il sera la source d"un champ magnétique et
subira de fait les effets de I'induction électromagnétique.

C
L
L ——m
N ]
@ Capacité @) Inductance @O cable (L faible)
ou bobine (L élevée)

Figure 3.17 — Symboles électriques (a) de la capacité et (b) de I'inductance. (c) Schéma
électrique équivalent d’un cable (faible inductance) ou d’'une bobine (inductance élevée).

Dans un circuit électrique, le composant permettant de profiter des effets
d’auto-induction est la bobine. En effet, le fait d’enrouler le conducteur con-
centre sur celui-ci le flux magnétique, ce qui permet de maximiser ses effets.
Remarquons que la bobine ne peut étre représentée par une inductance seule
puisqu’elle fait nécessairement intervenir un échauffement da a la circula-
tion du courant dans le bobinage. Le schéma électrique équivalent d’un cable
(L faible), et en particulier d"une bobine (L élevée) est reporté sur le volet (c).

Exercice 3.4

On souhaite déterminer les caractéristiques d"un dipdle D. Pour ce faire, on
procede a la mesure simultanée, a I’oscilloscope :

— de la tension v aux bornes de D ;

— de la tension 1 aux bornes d"une résistance R = 100 () connectée en

série avec D.
Apres avoir réglé 1'oscilloscope et centré verticalement les signaux en 0, on
obtient 'oscillogramme reporté sur la figure 3.18. La base de temps est de
100 us par division.
1. Quelle grandeur cherche-t-on indirectement a mesurer au travers de la
tension u ? Déterminer la valeur efficace de cette grandeur.
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Figure 3.18 — Oscillogramme de I'exercice 3.4.

2. Déterminer la fréquence des différentes grandeurs mesurées.
3. Déterminer la valeur efficace de la tension .

4. Déterminer le déphasage di au dip6le D et préciser sil a un comporte-
ment capacitif ou inductif.

5. Déterminer I'impédance apparente Z = V /I du dipdle.

6. Déduire de 1'ensemble des mesures les puissances active, réactive et
apparente consommées par le dipdle D.

Solution 3.4

On cherche a déterminer les caractéristiques du dipdle D. Sous l'effet de la ten-
sion alternative v(t) = V v/2cos(wt + @y ), celui-ci est traversé par un courant
i(t) = I v/2cos(wt + @;). Pour caractériser le dipdle, il suffit de déterminer a 'aide
de l'oscillogramme :
— le déphasage ¢ = ¢y — @y qu'il occasionne ;
— le rapport des valeurs efficaces V /I qui constitue ce que I'on appelle I'im-
pédance apparente du dipéle D.

1. Etant donné qu’un oscilloscope ne permet de mesurer que des tensions, une
mesure directe du courant est impossible. Le courant instantané étant le méme
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dans tout le circuit, et puisqu’une résistance n'induit pas de déphasage entre

la tension u a ses bornes et le courant i la traversant, la mesure de la tension

u(t) aux bornes de R permet de déterminer les caractéristiques du couranti(t).
En effet,

u(t

i(t) ( )

u
R "R \/ECOS(WE-F (PI)

avec @1 = ¢y. La valeur efficace du courant est donc le rapport U/R. La
lecture de l'oscillogramme permet de déterminer I'amplitude de la tension u :
étant donné que le minimum du signal se situe a 4 divisions en dessous de 0,
et que chaque division représente 1 V, I'amplitude vaut U /2 = 4V, de sorte
que la valeur efficace du courant vaut

u 4
Ry2  100+/2

I —283-107% A =283 mA

. Pour déterminer la fréquence des différentes grandeurs, nous déterminons

dans un premier temps la période T en considérant les instants ou la tension
u(t) coupe l'axe de tension nulle. Deux instants successifs indiquent une demi-
période et sont séparés de sept divisions, soit 700 us puisque chaque division
correspond a 100 ps. Aussi, ona T = 1400 ms et

1 1
=—=—————="714H
/=7 = 1400 1070 ‘
Les deux signaux de tension, ainsi que le signal de courant non-représenté
mais associé a 1, ont une fréquence de 714 Hz.

. La valeur efficace de v se détermine en repérant le maximum de la courbe de

v sur 1'oscillogramme : 3 divisions, chaque division représentant 2 V. Aussi,
V /2 = 6V, de sorte que la valeur efficace de la tension mesurée aux bornes

du dipdle vaut

V = LN =424V

\/§

. Pour mesurer le déphasage, on mesure le temps qui sépare deux passages a

valeur nulle des tensions v et u. Dans notre cas, u est en avance sur v, puis-
qu’elle coupe 'axe de tension nulle au bout de 300 yus, contre 400 is pour v.
Sachant que u et 7 sont en phase, on peut d’ores et déja en déduire que le di-
pole, retardant la tension v, a un comportement capacitif. Le déphasage ¢ est
la différence ¢y — @ = @y — @y, ’est-a-dire I'avance de phase de la tension
par rapport au courant. Puisque v est en retard de phase, le déphasage ¢ est
négatif. Etant donné l’écart temporel absolu AT et la période T, on a

AT_ . 100 . .

de sorte que le déphasage dii au dipdle vaut ¢ = —25,7°.
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Remarquons qu'une autre méthode pour mesurer |¢| consiste a remarquer que
(i) une demi-période T/2, c’est-a-dire 180° de phase, s’étale sur 7 divisions et
que (ii) I’écart temporel entre les grandeurs représente une division, c’est-a-
dire 180°/7 = 25,7°. Cette méthode n’est possible que si 'on dispose d'un
oscilloscope analogique qui permet de régler continiment la base de temps et
donc de caler la demi-période sur un nombre entier de divisions.

3.3.3 Modélisation d’une ligne électrique

Avant d’aborder les outils mathématiques du régime alternatif sinusoi-
dal, nous allons utiliser les différents composants que nous avons rencontrés
dans le but de modéliser une ligne électrique. Il peut s’agir d’une ligne de
transport de puissance ou bien d'une ligne de télécommunications. En ré-
gime alternatif sinusoidal, une ligne est composée de deux cables, comme
reporté sur le volet (a) de la figure 3.19 :

— le premier d’entre eux s’appelle la phase (a ne pas confondre avec
la phase du signal), et son potentiel varie dans le temps selon une
fonction sinusoidale;

— le second s’appelle le neutre, et est maintenu constamment a un po-
tentiel nul. Ainsi, la différence de potentiels entre les deux cables
correspond a une tension sinusoidale.

Analysons a présent les différents effets physiques impliqués dans un tron-
con de ligne de longueur dx :

— la circulation du courant dans les deux cables crée d’abord un
échauffement, que 1'on représente par une résistance. La valeur de
celle-ci dépend de la longueur dx considérée. On introduit donc la
résistance linéique r, donnée en en ()/m, qui est une grandeur ca-
ractéristique de la ligne. La résistance du trongon est donc égale a
r-dx;

— la circulation du courant est par ailleurs responsable d'un effet
d’auto-induction. On introduit I'inductance linéique £ donnée en
H/m, qui est la seconde grandeur caractéristique de la ligne. Le
troncon a donc une inductance égale a £ - dx;

— les deux cables étant isolés, il existe un effet capacitif, qui dépend
de la qualité de l'isolant et de la géométrie de la ligne. On introduit
alors la capacité linéique c caractéristique de la ligne, mesurée en
F/m, et le trongon a une capacité c - dx ;

— enfin, la qualité de l'isolation entre les deux fils est quantifiée par
une résistance. Celle-ci étant nécessairement grande, on préfere uti-
liser la conductance, qui est l'inverse de la résistance. L'isolation
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étant totale lorsque la conductance est nulle. La quatrieme et der-
niere grandeur caractérisant la ligne est donc la conductance li-
néique g, donnée en siemens par metre S/m, avec 1 5= 10" Le
trongon a donc une conductance g - dx.

potentiel
r-doe L-dz
— phase i 5
O [ E g-dz| | ===c-dz |
T potentiel ! |
s I 1
dax ! :
| de '
neutre
€) Ligne électrique () Modéle de Ia ligne

Figure 3.19 — (a) Une ligne électrique (pour le transport de puissance ou d’information)
est constituee du cable de phase et du cable de neutre. Les oscillogrammes représentent
les allures des potentiels de chacun des cables dans le temps. (b) Modele électrique
equivalent d'un troncon de ligne de longueur dx. Les grandeurs r, L, g et ¢ sont des
grandeurs linéiques qui permettent de caractériser la ligne.
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Réseaux linéaires en régime
alternatif sinusoidal

Nous avons décrit au chapitre précédent le régime alternatif sinusoidal
en précisant I'intérét de son étude. D"une part, I'énergie du réseau électrique
est fournie sous forme alternative sinusoidale. D’autre part, si1’on sait décrire
les grandeurs électriques continues et les signaux harmoniques, il est possible
d’analyser la réponse d"un systeme donné a n’'importe quel signal périodique
au travers d"une simple décomposition en séries de Fourier.

Cette premiere approche du régime alternatif sinusoidal nous a permis de
mettre en évidence les deux grandeurs pertinentes pour la description d'un
tel signal, qui sont la valeur efficace et la phase. En particulier, nous avons vu
que la puissance électrique consommeée par un dipole est directement liée a
ces deux grandeurs.

Dans ce chapitre, nous développons dans un premier temps un for-
malisme adapté a la description des signaux sinusoidaux. Ainsi, en utilisant
des nombres complexes, nous définissons les phaseurs, qui permettent de dé-
crire les signaux considérés tout en simplifiant les calculs. La représentation
de Fresnel, fort utile dés lors qu’il s’agit d’appliquer les lois de Kirchhoff, est,
elle aussi, abordée.

Dans un second temps, nous généralisons la loi d’Ohm aux bornes des diffé-
rents dipoles linéaires au travers de la notion d’'impédance. L'ensemble des
lois et théoremes du continu est alors généralisé au régime alternatif sinusoi-
dal : tous s’appliquent sous des formes similaires a celles vues au chapitre 2,
a condition d’utiliser les phaseurs et les impédances a la place des grandeurs
continues et des résistances.
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4.1 QUTILS MATHEMATIQUES DU REGIME ALTERNATIF SINUSOIDAL

A l'usage, la manipulation des grandeurs électriques au travers du for-
malisme trigonométrique se révele fastidieuse, et il s’avére nécessaire de dé-
velopper des outils mathématiques donnant plus de souplesse. Ces outils,
s’ils ont pour but de faciliter les calculs, doivent étre capables de représenter
les grandeurs électriques en respectant les lois fondamentales de 1’électricité
que sont la loi d’Ohm et les lois de Kirchhoff.

Le formalisme des phaseurs trouve sa source dans 1'expression du cou-
rant alternatif sinusoidal sous une forme complexe

i(t) = I1V2exp(jwt + ¢r) (4.1)
a la place de I'expression réelle i(t) = I /2 cos(wt + @;), de sorte que

i(t) = Reli(t)] (4.2)
Notons que, pour différencier les nombres complexes des nombres réels,
nous ajouterons une barre en dessous de la lettre représentant la grandeur.
Par ailleurs, nous rappelons que nous notons avec des lettres minuscules les
grandeurs dépendant du temps et avec des lettres majuscules celles qui n’en
dépendent pas.

Les propriétés de la partie réelle Re d’'un nombre ou d’une fonction
complexe sont telles que, quelle que soit la valeur de ¢,

Re[R -i(t)] = R - Re[i(t)] = R - i(¢) (4.3)

pour une résistance R,

dit) | d_ . di(t)
e [T] = E’Re[@} = (4.4)
et
Relir (t) +i2(t)] = Relir(t)] + Reliz(t)] = i1(t) + i2(t) (4.5)

Si l'on fait le bilan des différentes relations que 'on peut établir entre la ten-
sion et le courant aux bornes d’un dipdle donné en appliquant ces lois en
régime alternatif sinusoidal, on ne recense :
— qu’une multiplication par un nombre réel, lors de 1’application de
la loi d’Ohm a un dipdéle résistif;
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— qu’une multiplication par un réel associée a une opération de déri-
vation, dans le cas d’un composant réactif;

— qu’'une somme de courants ou de tension, lors de I’application de la
loi des nceuds ou des mailles.

On retrouve des propriétés similaires pour la partie imaginaire. Par consé-
quent, lors de l'application des lois fondamentales de 1’électricité, il est équi-
valent de faire les calculs :

— en utilisant directement les fonctions sinusoidales ;

— en utilisant les fonctions complexes puis en extrayant la partie réelle
(dans le cas d'une grandeur exprimée par un cosinus) ou la partie
imaginaire (dans le cas d’une grandeur exprimée par un sinus).

Le passage du formalisme sinusoidal au formalisme complexe s’appelle la
transformation complexe.

4.1.1 Les phaseurs

L'expression complexe du courant i(f) peut étre simplifiée en utilisant
une propriété de la fonction exponentielle. En effet, I'équation (4.1) peut étre
réécrite

i(t) = IV2exp(jwt + ¢1) = IV2exp(jgr) exp(jwt) (4.6)

en isolant la partie temporelle exp(jwt) de I'expression. Etant donné que les
grandeurs courant et tension dans un circuit donné ont toutes la méme pul-
sation w, la partie temporelle prend en un moment donné la méme valeur
pour tous les signaux : elle ne permet pas de les discerner et n’est donc pas
pertinente. Ainsi, la description du courant alternatif sinusoidal avec les ou-
tils complexes ne se fait pas au travers de la fonction complexe i(t) mais du
nombre complexe -

I=1V2exp(jgr) (4.7)

La grandeur I est appellée le phaseur du courant. Elle contient a la fois
la valeur efficace et la phase du courant et, pour cette raison, elle porte aussi
le nom de valeur efficace complexe.

Remarquons que la notion de phaseur s’applique aussi aux tensions, de sorte
que le phaseur de la tension alternative v(t) = V /2 cos(wt + @y ) s’exprime
comme

V =Vexp(jov) (4.8)

Les phaseurs sont suffisants pour décrire les grandeurs mesurables du circuit
électrique.
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e Comment passer du phaseur aux grandeurs mesurables ?

Par construction, les phaseurs permettent a eux seuls de décrire les diffé-
rentes grandeurs électriques mesurables aux bornes d'un dipole. Nous ex-
pliquons dans cette section comment on peut extraire d'un phaseur, qui est
un nombre complexe, ces grandeurs mesurables, qui sont des nombres réels.
Celles-ci sont au nombre de trois : la fréquence f ou la pulsation w = 27 f, la
valeur efficace et la phase.

La fréquence étant la méme dans tout le circuit, elle ne permet pas de
différencier les signaux d’un méme circuit entre eux et n’est pas, a ce titre,
contenue dans les phaseurs. On la déduit de la connaissance de 1'une des
grandeurs ou bien en fonction des données du probleme.

En revanche, la valeur efficace et la phase sont contenues dans le pha-
seur : elles permettent de différencier les signaux entre eux. Par exemple, le
phaseur I = I exp(j¢;) décrit le courant sinusoidal de valeur efficace I et de
phase @;. Pour les extraire du phaseur, on procede comme suit :

— La valeur efficace I estle modulede [ : I = |I|

— La phase ¢; est 'argument de I : ¢; = arg(I)

La valeur efficace d"une grandeur sinusoidale est le module du pha-
seur qui lui est associé, et la phase d"une grandeur est I'argument de
ce méme phaseur.

Exercice 4.1

Déterminer les phaseurs associés aux tensions alternatives suivantes :
1. v1(t) = 2cos(100t + 7 /3);

2. vy(t) est une grandeur sinusoidale de valeur efficace 2V et de phase
nulle;

3. v3(t) est un signal en créneau d’amplitude 2 V, de fréquence 100 Hz, de
rapport cyclique 0,5 et de phase 77/3.

Solution 4.1

1. Le phaseur d'une grandeur électrique alternative sinusoidale contient la va-
leur efficace et la phase de cette grandeur. Le lien entre 1'amplitude Vj et la

valeur efficace V d’une tension harmonique étant V = V/ /2, nous pouvons
écrire le phaseur associé a la tension sinusoidale v (f) :

b= 2o (15) - Ve ()
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2. La tension v,(t) est sinusoidale. Sa phase étant nulle et sa valeur efficace égale
a 2 'V, on écrit son phaseur

Vo =2exp(j0) =2

en remarquant que exp(0) = ¢ = 1.

3. Le signal v3(t) est rectangulaire (créneaux), alors que les phaseurs ne sont dé-
finis que pour des grandeurs alternatives sinusoidales. Aussi, il n’est pas pos-
sible de définir un phaseur associé a cette grandeur : V3 n’existe pas.

4.1.2 Généralisation de la loi d’Ohm et impédances complexes

L'un des grands intéréts d’utiliser les phaseurs en électricité est qu'ils
peuvent étre liés par une expression similaire a celle de la loi d’"Ohm. Il suffit
pour cela de définir, pour les différents types de composant, ce que 1'on ap-
pelle une impédance. 1l devient alors possible de décrire les différentes gran-
deurs électriques du circuit en s’affranchissant de la composante temporelle.
L’objectif est de retrouver une approche similaire a celle que 'on a utilisé en
régime continu.

Afin d’établir ce que I’on appelle la 1oi d’"Ohm généralisée au régime alterna-
tif sinusoidal, considérons une tension v(t) = V /2 cos(wt + ¢v) appliquée
aux bornes d’un dipéle D traversé par un courant i(t) = I v/2cos(wt + ¢y).
Les expressions complexes de ces grandeurs sont v(t) = V V2 exp(jwt) et
i(t) = I V2 exp(jwt), ot V et I sont les phaseurs respectifs de la tension et
du courant.

a) Cas d’une résistance R

Dans le cas d"une résistance R, la tension v et le courant i sont liés par la
relation v = Ri. Les grandeurs électriques peuvent étre remplacées par leurs
expressions complexes, de sorte que

o(t) = Ri(t) = RIV2exp(jwt) = V v/2exp(jwt) (4.9)

Cette derniere relation étant vraie quel que soit le temps ¢, cela revient a écrire
que
V =RI (4.10)

Par conséquent, en régime alternatif sinusoidal, on peut appliquer la loi
d’Ohm aux bornes d"une résistance en utilisant la valeur de la résistance R et
les phaseurs.

165



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 4 — Réseaux linéaires en régime alternatif sinusoidal

b) Cas d’'une inductance L

Dans le cas d"une inductance L, la tension v et le courant i sont liés par
'expression

v = LE (4.11)

Sil’on remplace v et i par leurs expressions complexes, cette derniere relation
devient
dz( )

u(t) = Tl = jLwlV2exp(jwt) = V V2exp(jwt) (4.12)

ce qui revient a écrire en divisant par v/2exp(jwt) que
V = jLwl (4.13)

Sil'on appelle Z; = jLw I'impédance de I'inductance, la précédente relation
s’écrit comme la loi d’'Ohm généralisée au cas des impédances

V=21 (4.14)

Par conséquent, en régime alternatif sinusoidal, on peut appliquer la loi
d’Ohm aux bornes d"une inductance en utilisant la valeur de son impédance
Z1, = jLw et les phaseurs.

c) Cas d'une capacité C

Dans le cas d"une capacité, la tension v et le courant i sont liés par 1'ex-
pression

i = C— (4.15)

Sil’on remplace v et i par leurs expressions complexes, cette derniére relation
devient

i(t) = Cd%—(:) = jCwV V2exp(jwt) = I V2exp(jwt) (4.16)
ce qui revient a écrire en divisant par v/2 exp(jwt) que
1 i)
V = [ = 4.17
- JCwm Cw (417)

On appelle Z¢ = % I'impédance de la capacité : en régime alternatif sinu-
soidal, on peut appliquer la loi d’"Ohm aux bornes d’une capacité en utilisant
la valeur de son impédance Zc et les phaseurs.
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En régime alternatif sinusoidal, la loi d’Ohm se généralise aux bornes
des inductances et des capacités au travers de la relation

V=21 (4.18)

ou V et I sont les phaseurs de tension et de courant aux bornes du
dipole considéré, et ot Z est son impédance, avec
— Z = R pour une résistance R quelle que soit la pulsation ;
— Z = jLw pour une inductance L soumise a des signaux de
pulsation w ;

— Z = _CL pour une capacité C soumise a des signaux de
w

pulsation w.

Exercice 4.2

On considére une tension alternative sinusoidale v(t) = 2 v/2 cos(200t + 77/6)
appliquée aux bornes d'un dipodle. Déterminer, a 1'aide des phaseurs, les ca-
ractéristiques du courant qui traverse ce dipodle lorsqu’il s’agit :

1. d’une résistance de 100 (2 ;
2. d’une capacité de 100 uF;
3. d’une bobine de 100 mH.

On donnera l'expression sinusoidale des courants.

Solution 4.2

Le phaseur de la tension v s’exprime comme

7T
= 200(,%)
Nous utilisons la loi d’Ohm généralisée (4.18) pour déterminer les phaseurs corres-
pondant a chaque dipdle.

1. Pour une résistance de 100 (), le phaseur de courant I associé au courant
alternatif sinusoidal ig s’écrit

1L o) -ome ()

La résistance est donc traversée par un courant de valeur efficace 20 mA et de
phase ¢ = 71/6, s’exprimant par conséquent comme

ir(t) = 0,02 v/2cos(100t + 71/6)
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2. Dans le cas d"une capacité de 100 uF, I'impédance du dipole est égale a

s gl o () =s0mn ()

de sorte que C est traversée par un courant i¢(t) associé a un phaseur I s’ex-
primant comme

= K — 2exp(j%) _ 2 L TT T - 9 27
le= 7 = S0exp(—j7) 507 i(g+3)] =410 %exp (]?)

La capacité est traversée par un courant de valeur efficace 40 mA et de phase
¢ = 2m/3. Ce dernier s’exprime en utilisant le formalisme trigonométrique

par

ic(t) = 0,04 V2 cos(100 + 27/3)

3. Dans le cas d'une bobine de 100 mH, I'impédance Z; vaut

Z1, = jLw = Lwexp (]g) = 20exp (]g)
de sorte que le courant i traversant l'inductance est associé au phaseur :

L= % = oty ~ o0 (5~ 5)] ~orew (53)

La capacité est donc traversée par un courant de valeur efficace 100 mA et de
phase ¢ = —7r/3. Celui-ci peut étre exprimé comme

ir(t) = 0,1 V2 cos(100t — 71/3)

4.1.3 Propriétés des impédances
a) Impédance apparente et déphasage

En liant les phaseurs de tension et de courant aux bornes d'un dipoéle
donné, la loi d’'Ohm généralisée permet de décrire I'influence de celui-ci, a la
fois sur les valeurs efficaces et sur les phases, au travers de son impédance.
En prenant le module puis 'argument de la relation (4.18), on établit respec-
tivement que

VI=IZ]-I| =V = |Z]I (4.19)

et que

arg(V) = arg(Z) +arg(l) = ¢v — ¢1 = ¢ = arg(Z) (4.20)
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La relation (4.19) décrit l'influence du module de I'impédance, appe-
lée impédance apparente, sur les valeurs efficaces des grandeurs. On simpli-
fiera les notations en posant Z = |Z|. L'impédance apparente est, d"un point
de vue expérimental, directement mesurable & 1’aide d'un voltmetre et d'un
amperemetre fonctionnant tous deux en régime alternatif sinusoidal. Elle dé-
crit donc l'aptitude du composant a s’'opposer au passage du courant, et son
unité est 'ohm (2).

La relation (4.20) identifie I'argument de l'impédance au déphasage
¢ = @y — @;. Sa mesure est possible avec un phase-métre ou en analysant
un oscillogramme, comme nous ’avons fait a I’exercice de la page 155.

Dans la pratique, on pourra écrire I'impédance d'un dipoéle a 1’aide de
son impédance apparente Z et du déphasage ¢ qu’il induit, c’est-a-dire sous
la forme

Z = Zexp(jg) (4.21)

b) Influence de la fréquence

La fréquence intervient, par le biais de la pulsation, dans I'expression
des impédances. Cela veut dire que, selon la fréquence des signaux, un dipdle
électrique donné pourra avoir, en régime harmonique, des effets différents
sur les grandeurs électriques.

e Dans le cas ou le dipble est une résistance R :

L'impédance d’une résistance R est Z = R. On retrouve alors le fait qu'une
résistance ne déphase pas le courant et la tension. De plus, on vérifie que son
action sur les valeurs efficaces de la tension et du courant ne dépend pas de
la fréquence des signaux.

e Dans le cas ou le dipdle est une capacité C :

L'impédance d'une capacité C est Z = —j/Cw. Dans ces conditions, on re-
trouve un déphasage ¢ entre la tension et le courant de arg(Z) = —m/2
caractéristique d'une tension de capacité, en retard de phase de 90° sur le
courant. De plus, les valeurs efficaces vérifient

[ =CwV (4.22)
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ce qui indique que la capacité résiste d’autant plus au passage du courant que
la fréquence de celui-ci est faible. En faisant tendre w vers ses valeurs limites,
on observe que :
— la capacité se comporte comme un circuit ouvert en régime continu
(I -+ 0quand w — 0);
— la capacité se comporte comme un court-circuit en haute fréquence
(I = co quand w — o).

e Dans le cas ou le dipble est une inductance L :

L'impédance d'une inductance L est Z = jLw. Dans ces conditions, on re-
trouve un déphasage ¢ entre la tension et le courant de arg(Z) = /2 ca-
ractéristique d"une tension mesurée aux bornes d’une inductance avec une
avance de phase de 90° sur le courant. De plus, les valeurs efficaces vérifient

Vv
[ = —
Lew
ce qui indique que l'inductance résiste d’autant plus au passage du courant
que la fréquence de celui-ci est importante. En faisant tendre w vers ses va-
leurs limites, on observe que :

— l'inductance se comporte comme un court-circuit en régime continu

(I = oo quand w — 0);
— la capacité se comporte comme un circuit ouvert en haute fréquence

(I = 0quand w — o).

(4.23)

Exercice 4.3

On mesure aux bornes d’un dipole D en régime harmonique une tension
efficace de 1,5 V et un courant efficace de 25 mA. La fréquence des signaux
est de 500 Hz. L'oscillogramme, sur lequel une demi-période est ajustée sur
neuf divisions temporelles, permet de mesurer une période de 200 us et de
conclure a une avance temporelle de 1,2 division du signal de tension sur le
signal de courant.

1. Déterminer 'impédance du dipdle D.

2. Par l’association de quels dipoles passifs peut-on modéliser D ?

Solution 4.3

1. Nous allons calculer 'impédance apparente Z et le déphasage ¢ comme dé-
finis dans la relation (4.21). L'impédance apparente Z est déterminée par le

rapport

1
z=Y__1°

= ———==600Q)
I 25-1073
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En ce qui concerne le déphasage, il est déterminé par I'avance de phase de
tension. D'apres I'énoncé, c’est le signal de tension qui est en avance, de sorte
que ¢ > 0. De plus, le décalage temporel s’étale sur 1,2 division : sachant que
l"ajustement d"une demi-période (soit 180°) sur neuf divisions permet de faire
correspondre 180°/9 = 20° de déphasage a chaque division, on en conclue que
le dipole implique un déphasage de

¢ =12x20 =24
soit 0,418 rad. Finalement, I'impédance du dipdle vaut

Z =60exp(j-24°) = 60exp(j-0,418)

. Afin de donner le schéma électrique équivalent du dipoéle D, on exprime son

impédance sous forme algébrique :
Z =60 x [cos(0,418) + jsin(0,418)] = 54,8 +j- 24,4

La partie réelle de Z permet d’identifier une résistance R = 54,8 (). La partie
imaginaire de Z est positive : elle permet d’identifier une inductance L d'im-
pédance apparente Lw = 24,4 () avec w = 27 x 500 rad/s. Aussi

24,4

-  _—777.10 *H =7,77mH
2wxs00 7710 m

Finalement, le dipdle D peut étre modélisé comme une résistance R = 54,8 ()
placée en série avec une inductance L = 7,77 mH.

c) Résumé des différentes impédances

Nous faisons dans le tableau 4.1 un bilan des impédances associées

aux différents composants linéaires passifs que sont les résistances, les in-
ductances et les capacités. Les différents déphasages induits et les comporte-
ments en fréquence des dipoles y sont précisés.

d) Associations d'impédances

Nous verrons a la section 4.2.1 que les phaseurs vérifient les lois de

Kirchhoff. Cette propriété permet de définir les regles d’association en série
et en parallele des impédances. En procédant a un raisonnement similaire a
celui de la section 1.6 page 30, on établit que :
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Tableau 4.1 — Bilan des impédances associées aux différents dipdles en régime
alternatif, déephasages et comportements en fréquence.

: Regime Haute
Dipéle Impédance Déphasage : .

P P P g continu frequence
Résistance R Z =R Aucun Résistance Résistance
Inductance L Z=jLw Ava.nce de; C‘our.t- CIrCuit

tension 90 circuit ouvert
Capacité C 7 _ = Retailrd cle° Circuit C.our.t-
= w tension 90 ouvert circuit

— les impédances couplées en série s’additionnent, de sorte que 1'im-
pédance Z de n impédances Zy, Z», ..., Z, s’écrit

n
Zi=Z1+ 2o+ ..+ Zun=)Y 7Zi (4.24)
i=1

— les impédances couplées en parallele se comportent comme une im-
pédance Z, telle que

N I (4.25)

Exercice 4.4

Un dipdle D est constitué d"un condensateur de capacité C = 30 uF et d'une
résistance R = 100 (). Celui-ci est soumis a une tension alternative sinusoi-
dale de valeur efficace 5 V et de fréquence 100 Hz.

1. Déterminer I'impédance de D et les caractéristiques du courant le tra-
versant lorsque R et C sont en série.

2. Déterminer I'impédance de D et les caractéristiques du courant le tra-
versant lorsque R et C sont en parallele.
Solution 4.4

Quel que soit le montage, le dipdle est soumis a une tension alternative sinusoidale
que nous prenons comme origine des phases. Elle est représentée par le phaseur

V=5

1. Nous considérons le cas ou la capacité C et la résistance R sont connectées en
série. L'impédance Z du dipdle D s’exprime par conséquent comme

—]J j '
Z—R+—L —100— —100—i-531
Z=Rt 5 =00 = 305 500~ 10755
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Nous extrayons alors le module et 'argument de I'impédance afin d’exprimer
celle-ci conformément a la relation (4.21) page 169. On a alors

Z=|Z] = V1002 +53,12 =113 O

—53,1
100

ou arctan représente la fonction arc-tangente, de sorte que

vV 5 ., ‘
[=7= —442-1 28,0°
=7 = Tiexp(—j 280 ~ 10 exp(j - 28,0°)

arg(Z) = arctan ( ) = —0,488 rad = —28,0°

Le courant traversant le dipdle a une valeur efficace I = 44,2 mA et est en

avance de phase de 28,0° sur la tension a ses bornes. De plus, sa fréquence est
de 100 Hz.

. Nous considérons a présent le cas ou la capacité C et la résistance R sont

connectées en parallele. L'impédance Z du dipdle D s’exprime par conséquent
au travers de la relation
1 1 ) . )
7 R +jCw =10,010+;-1,89-10

Pour faciliter les calculs, nous extrayons alors le module et 'argument de la
grandeur 1/Z :

1
‘Z‘ - \/0,0102 + (1,89 cot10-2)2 = 2,13- 107200

de sorte que
1

7 —
2,13-10201

On procede de la méme fagon pour I’argument, en calculant celui de I'inverse :

. —2
arg (%) = arctan (M> =1,08rad =62,1°

= 46,9 ()

102

ce qui permet d’établir que

Z

arg(Z) = —arg (l) = —1,08rad = —62,1°

1% 5 1 .
=== , =1,07-10 —7-62,1°
T Z  469exp(—j-62,1°) exp(—] )
Le courant traversant le dipole a une valeur efficace I = 107 mA et est en
avance de phase de 62,1° sur la tension a ses bornes. De plus, sa fréquence est
de 100 Hz.
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4.1.4 Phaseurs et les puissances
a) Puissance complexe

Nous avons défini en régime alternatif sinusoidal trois grandeurs P,
Q et S permettant respectivement de quantifier la conversion énergétique, de
quantifier le stockage énergétique et de dimensionner le courant maximal ap-
pelé par un dipole. Afin d’établir un lien entre ces quantités et les phaseurs,
nous calculons le produit V - I* de deux grandeurs déphasées de ¢ = ¢y — ¢;
aux bornes d’un dipole D. La quantité I* est le conjugué de I, qu’il est néces-
saire de faire intervenir afin d’introduire le signe moins (—) du déphasage.
Ce faisant, on obtient

V-I" = Vexp(jgo) - Lexp(—j@;) = VIexp(jp) (4.26)

Si l'on se réfere aux relations (3.34), (3.35) et (3.37) pages 141 a 144, la puis-
sance active P est liée aux phaseurs par l'expression

P =VIcosp =Re(VI") (4.27)
la puissance réactive Q par

Q=Vlising =Zm(VI") (4.28)
ou Zm décrit la partie imaginaire, et la puissance apparente S vérifie

S=VI= |V (4.29)

La quantité S = V - I" est appelée puissance complexe et peut étre
utilisée pour simplifier les calculs. On donne

S=P+iQ (4.30)

b) Puissances et résistances

Dans une résistance R, le déphasage étant nul, la puissance réactive
est nulle, et la puissance apparente S a la méme valeur numérique que la
puissance active P. Les valeurs efficaces sont liées par R de sorte que, dans
une résistance,

V2
P=RI?= 4.31
R (4.31)

On retrouve une relation identique a celle obtenue en régime continu, si ce
n’est que les grandeurs tension et courant sont remplacées par leurs valeurs
efficaces.
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c) Puissances et capacités

Dans une capacité, le déphasage est de ¢ = —90° afin d'indiquer un
retard de phase de la tension. Ainsi, la puissance active est nulle et la puis-
sance apparente prend l'opposée de la valeur de la puissance réactive Q. Les
valeurs efficaces étant liées par I'impédance apparente 1/Cw, on établit que
dans une capacité

I? 2
Q= o= V-Cw (4.32)

d) Puissances et inductances

Dans une inductance, I'avance de phase de la tension est indiquée par
un déphasage ¢ = 90°. Ainsi, la puissance active est nulle et la puissance ap-
parente prend la méme valeur numérique que la puissance réactive Q. Les va-
leurs efficaces étant liées par I'impédance apparente Lcw, on établit que dans
une inductance

V2

= PLlw=—
Q “ Lw

(4.33)

4.2 LES LOIS ET THEOREMES EN REGIME ALTERNATIF SINUSOIDAL

Nous avons vu dans la section précédente que, a condition de faire in-
tervenir les impédances des dipoles, les phaseurs permettaient de généraliser
la loi d’Ohm au régime sinusoidal alternatif.

Dans cette section, nous nous intéressons aux autres lois de 1’électricité, en
commengcant par les deux plus importantes d’entre elles : les lois de Kirchhoff.

4.2.1 Lois de Kirchhoff
a) Lois de Kirchhoff et phaseurs

Dans un circuit électrique, quel que soit le régime de fonctionnement,
les valeurs instantanées des différents courants et des différentes tensions
vérifient les lois de Kirchhoff, c’est-a-dire, respectivement, la loi des nceuds
et la loi des mailles.

Par conséquent, si nous prenons 'exemple de deux dipoles connectés en série
et soumis respectivement a l'instant f aux tensions vy (t) et v,(t), alors 'asso-
ciation des deux dipdles est soumise a la tension v(t) vérifiant

o(t) = v1(t) + va(t) (4.34)
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Bien entendu, la relation (4.34) reste valable quelle que soit la valeur du
temps t. Aussi, lorsque le circuit ne fonctionne pas en régime continu, c’est-
a-dire lorsque les grandeurs varient dans le temps, elle peut étre interpré-
tée comme une relation fonctionnelle : la fonction représentative de la ten-
sion totale v est la somme des fonctions décrivant les tensions instantanées
aux bornes des deux composants v; et v;. S'agissant d’une addition, la rela-
tion (4.34) peut étre remplacée par

o(t) = vi(t) + va(t) (4.35)

au travers d’une transformation complexe. En introduisant les phaseurs, il
vient que

V V2 exp (jwt) = Vi V2exp (jwt) + Va V2 exp (jwt) (4.36)
soit, en simplifiant par /2 exp(jwt),
V=Vi+V (4.37)

Ainsi, les lois de Kirchhoff en régime alternatif sinusoidal se généralisent au
cas des phaseurs.

Un raisonnement similaire peut étre fait avec les courants, de sorte que
la loi des nceuds faisant intervenir les grandeurs sinusoidales

i(t) =11 (t) +i2(f) (4.38)
peut étre remplacée par la somme de phaseurs

I=L+Dh (4.39)

Les phaseurs vérifient la loi des noeuds et la loi des mailles de
Kirchhoff.

Attention : I'une des erreurs classiques en régime alternatif sinusoidal est
de procéder a I'addition des valeurs efficaces des grandeurs. Or, lorsque deux
grandeurs sont déphasées, elles ne prennent pas leurs valeurs maximales au
méme moment. Cela est pris en compte par les phaseurs, nombres complexes
qui font intervenir, en plus des valeurs efficaces, les phases des grandeurs.
Les lois de Kirchhoff appliquées aux phaseurs ne sont plus des sommes algé-
briques, comme c’était le cas en régime continu, mais correspondent plutot,
comme nous le verrons a la section suivante, a des sommes vectorielles.
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b) Application des lois de Kirchhoff : représentation de Fresnel
e Inteérét de la représentation de Fresnel

Nous avons introduit les phaseurs dans le but de faciliter les opérations de
multiplication et de division, et afin de nous affranchir des problemes liés
a la dérivation des grandeurs temporelles. En effet, puisqu’il s’exprime au
travers de son expression exponentielle, le phaseur hérite de la souplesse de
cette fonction vis-a-vis des différentes opérations que nous venons de décrire.

En revanche, lorsque I'on cherche a additionner ou a soustraire des phaseurs,
comme c’est le cas lorsque l'on applique les lois de Kirchhoff, 1’expression
exponentielle n’est plus d’aucun secours. Dans ce cas, il est nécessaire, pour
s’affranchir des difficultés de calcul, de transférer les phaseurs dans le plan
complexe afin de ramener la somme complexe a un probleme de géométrie.

e Mise en ceuvre

Il existe un lien direct entre les nombres complexes et la géométrie : on parle
d’ailleurs de plan complexe. Ainsi, on peut associer a tout vecteur du plan un
nombre complexe, que I'on appelle son affixe. Inversement, on peut faire cor-
respondre a n'importe quel nombre complexe un vecteur du plan : lorsque le
nombre complexe en question est un phaseur, on réalise ainsi sa représenta-
tion de Fresnel.

e [ e diagramme de Fresnel

On trace le diagramme de Fresnel associé a une loi électrique lorsque 1'on
représente chacun des phaseurs qu’elle met en jeu par le vecteur du plan dont
il est l’affixe. Chaque phaseur est alors représenté dans le plan complexe par
un vecteur dont les caractéristiques sont les suivantes :

— la norme du vecteur correspond au module du phaseur et donc a
la valeur efficace de la grandeur, et cette derniére est précisée a coté
du vecteur;

— T’angle que forme le vecteur par rapport a 1’axe des abscisses [Ox)
correspond a I’argument du phaseur et donc a la phase de la gran-
deur.

Nous reportons dans le tableau 4.2 la correspondance des grandeurs dans les
trois représentations évoquées.
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Tableau 4.2 — Correspondance des grandeurs dans les différentes représentations :
fonction trigonométrique, phaseur et représentation de Fresnel.

Cosinus Phaseur Fresnel
Valeur efficace Module du phaseur Norme du vecteur
Phase (ou déphasage) | Argument du phaseur | Angle formé avec [Ox)

A titre d’exemple, nous avons reporté sur la figure 4.1 les représenta-
tions de Fresnel des grandeurs suivantes :

I =Texp(jor) (4.40)

et
V = Vexp(jov) (4.41)

<\+
Vv
\(p =9, - @,
> |/
> grandeur de
O X référence
€)Avec les phases () Avec les déphasages

Figure 4.1 — Représentation de Fresnel (a) avec les phases dans le plan complexe et (b)
en utilisant une grandeur de référence et les déphasages. Ces deux représentations sont
équivalentes. Les letires indiquées sur les vecteurs représentent les valeurs efficaces.

e Diagramme de Fresnel et déphasage

Etant donné que I'on peut exprimer les phaseurs impliqués dans une loi élec-
trique avec leurs phases respectives ou leurs déphasages, leur représentation
de Fresnel peut étre faite de deux manieres différentes mais équivalentes :
— lorsque I'on considere les phases des grandeurs, on reporte les pha-
seurs de maniére absolue dans le plan complexe, comme indiqué
sur la figure 4.1(a). Dans ce cas, le demi-axe des abscisses [Ox) re-
présente l'origine des phases;
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— lorsque l'on considere les déphasages des grandeurs, et c’est sou-
vent le cas en électricité, on reporte les phaseurs de maniere relative,
comme indiqué sur la figure 4.1(b). Dans cet exemple, le courant est
choisi en référence. Le choix de la grandeur de référence est tota-
lement arbitraire méme si, en pratique, il est souvent dicté par les
données du probleme.

C’est trés souvent la représentation relative, utilisant les déphasages,
qui est utilisée en électricité. Aussi, nous remarquons que, dans cette repré-
sentation :

— le demi-axe [Ox) n’a plus de signification, et 'on n’impose pas né-

cessairement a la grandeur de référence une phase nulle;

— le déphasage courant-tension ¢, dans la mesure ot il détermine

I’avance de tension, doit toujours étre orienté du courant vers la
tension quelle que soit la grandeur de référence.

e Avance et retard de phase

Dans cet ouvrage, nous considérons comme positif le sens de rotation tri-
gonométrique (anti-horaire ou sens inverse des aiguilles d’une montre O).
Ainsi, pour déterminer les avances ou les retards relatifs des signaux, il suffit
de considérer les vecteurs représentatifs des grandeurs comme les aiguilles
d’"une méme montre, mais qui tourneraient a I’envers, comme l'indique 1’ana-

logie de la figure 4.2.
12
Vv, v,
L8, . ~):
V2
6 v,

Onalogie Exemple@)  Exemple@)  Exemple€)  Exemple )

Figure 4.2 — Analogie anti-horaire et exemples pour déterminer les avances ou les
retards relatifs des signaux dans le cadre d’un diagramme de Fresnel orienté dans le
sens trigonométrique.

En guise d’exercice, déterminons quels sont les signaux en avance de phase
dans les exemples 1 a 4 :
— dans I'exemple 1, c’est V; qui est en avance sur V> ;
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— dans 'exemple 2, c’est encore V; qui est en avance sur V;;
— dans I'exemple 3, c’est V, qui est en avance sur V; ;
— dans I'exemple 4, enfin, c’est V; qui est en avance sur V5.

e Comment tracer un diagramme de Fresnel ?

Nous proposons une méthode en quatre étapes permettant de tracer simple-
ment un diagramme de Fresnel. La méthode est la suivante :

1.

Etablir 1a loi électrique impliquant les grandeurs a tracer. Dans la pra-
tique, ce sera soit la loi des nceuds, soit la loi des mailles.

Choisir la grandeur de référence. Le choix de cette grandeur est arbi-
traire. Mais, pour qu'il soit pertinent, il faut que la référence ait un lien
avec toutes les grandeurs qui doivent étre représentées. Ce lien est en
~ r ” . . 2 - ”, . - .
général établi par la loi d’'Ohm généralisée. Le plus souvent, le choix
de la référence dépendra directement de la loi électrique déterminée a
I'étape 1 : si c’est la loi des nceuds, la référence sera une tension; si c’est
la loi des mailles, la référence sera un courant.

Comparer les grandeurs a représenter avec la référence. Une fois les
différents éléments identifiés, chacune des grandeurs est comparée en
phase et en valeur efficace avec la référence. Pour ce faire, on utilise
dans les récepteurs la loi d’'Ohm généralisée.

Procéder au tracé de la loi électrique identifiée a I'étape 1. On reporte
en premier lieu la référence sur le demi-axe [Ox). Les autres grandeurs
sont reportées afin d’établir une somme vectorielle, en utilisant les don-
nées de I'étape 3. Les valeurs efficaces sont indiquées a c6té des vec-
teurs. Remarquons qu'il est inutile de tracer le diagramme a 1’échelle
car la référence et les grandeurs représentées n’ont pas la méme unité.

Pour illustrer notre méthode, déterminons le diagramme de Fresnel des

tensions mesurées dans le circuit RL reporté sur le volet (a) de la figure 4.3.

1.

2.

3.
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La loi électrique qui lie les grandeurs électriques est la loi des mailles
E=W+V, (4.42)

La grandeur de référence est le courant I : celui-ci peut étre lié aux ten-
sions Vi et V} par la loi d’'Ohm.

Nous comparons les phases et les valeurs efficaces des tensions a repré-
senter avec celles de la référence.
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A _7_:_ A
i E VL =Ll
(D 3 |
!
= - |
V=Rl
eCfrcuit RL Qﬂiagramme de
Fresnel

Figure 4.3 — lllustration de la méthode mise en ceuvre pour tracer un diagramme de
Fresnel. Le volet (b) est le diagramme des tensions du circuit RL du volet (a).

— Laloi d’'Ohm généralisée aux bornes de la résistance permet d’écrire
que
Vk=R-1I (4.43)

Ainsi, dans la résistance, Vi et I sont en phase, et les valeurs efficaces
sont telles que Vg = RI. o
— Laloi d’'Ohm généralisée aux bornes de l'inductance permet d’écrire
que
Vo=jLw-1 (4.44)

En liant les arguments et les modules des grandeurs grace a cette
équation, on établit que le vecteur représentant V. et celui repré-
sentant [ sont perpendiculaires, la tension étant en avance sur le
courant.

— Enfin, nous ne connaissons pas les liens entre [ et E, mais pouvons
toutefois nommer ¢ le déphasage entre [ et E.

4. Le tracé de la somme vectorielle E = 'v?R + 17’}_ associée a la loi des
mailles (4.42) est reporté dans le volet (b) de la figure 4.3 a I'aide des
différentes informations recueillies a 1'étape précédente, et en prenant
le courant comme vecteur de référence. En 1'absence de données numé-
riques, les valeurs efficaces sont indiquées au travers de leurs expres-
sions littérales.
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Exercice 4.5

Déterminer le déphasage entre la tension e(f) et le courant i(f) du circuit RL
reporté sur la figure 4.3 pour R =200 (), f = 1 kHz et L = 20 mH.

Solution 4.5

Le diagramme de Fresnel établi dans la figure 4.3 permet de relier le déphasage ¢
entre le courant i(t) et la tension e(t) aux phaseurs de la tension aux bornes de la
resistance Vi et aux bornes de la bobine V.

.1073. 277
¢ = arctan (%) = arctan (20 10772 1000) =321

2 200

Exercice 4.6

On considere le circuit électrique reporté sur la figure 4.4. Une tension alter-
native sinusoidale e(t) = 120 v/2 cos(wt) et de fréquence 50 Hz est appliquée
aux bornes de la dérivation par un générateur qui n’est pas représenté sur le
schéma. On donne L = 0,65 H, R = 100 ) et C = 60 uF.

VR VL
R ¢ L l4
| :
,* | I
) E
Figure 4.4

1. Calculer les impédances des deux branches de la dérivation. On appel-
lera Z, I'impédance de "association résistance-inductance et Z, celle de
la capacité.

2. Déterminer I, et I,, les phaseurs des courants traversant les impédances
Z, et Z,, respectivement.

3. Tracer le diagramme de Fresnel des courants du circuit et en déduire
1, le phaseur du courant délivré par le générateur. On précisera si le
circuit a un comportement inductif ou capacitif.

4. Proposer un schéma électrique équivalent pour ce circuit.
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Solution 4.6

1. — L'impédance Z; associée a la branche 1 est donnée par 1'association d"une
résistance d'impédance Zg = R = 100 Q) et d"une inductance d'impédance
Z; = jLw = j-204. Le phaseur de 'impédance Z; de 1'association vaut

donc : o

Z1 = R+ jLw =100+ j-204

Son argument se détermine par

204
@ = arctan (m) = 1,11 rad
et son module par :

7y = |2y V1002 + 2042 = 227 Q)

L'impédance de la branche 1 est égalea Z; = 100 +204 - j = 227 - exp(j1,11).
— L'impédance associée a la branche 2 est donnée par

ey A N AL W .
L=¢g,= Cwexp( ]2) B C><27r><fexp( ]2)
1 Vs 7T
= @I P (7) = Bew (3)
de sorte que I'impédance de la branche 2 est égale a Z = —53-j = 53 -
exp (—/3)

2. Nous procédons au tracé du diagramme de Fresnel en quatre étapes, comme
décrit a la section précédente.
— Nous souhaitons représenter les courants; la loi a appliquer est donc la loi
des nceuds :
I=hL+h
— La grandeur de référence est la tension aux bornes de la dérivation repré-
sentée par le phaseur E. I'amplitude de la grandeur e(t) valant 120 /2V,
sa valeur efficace vaut 120 V, de sorte que le phaseur de e est E = 120.
— On compare a présent les différents courant a E. On applique tout d’abord
la loi d’"Ohm dans la branche 1
E 120
L =—= ,
—  Z; 227exp(j1,11)

=0.53-10 2 exp (—j1,11)

de sorte que le déphasage entre I; et E vaut —1,11 rad= —64°, et que la
valeur efficace de I; vaut I; = 0,53 mA.
En ce qui concerne la branche 2, on a

E_ 120 . T

de sorte que I, est en avance de 90° sur E, et a une valeur efficace
Ip =225V.
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— La construction de Fresnel est faite sur la figure 4.5. Nous introduisons
deux grandeurs a et b, qui correspondent a des projections orthogonales

de T sur deux axes perpendiculaires afin de faire apparaitre un triangle
rectangle et de faciliter les calculs.

>V
X
1=0,53A

Figure 4.5 — Construction de Fresnel du circuit de la figure 4.4. Remarquons que le
déphasage est défini comme I’avance de phase de tension sur le courant : il est dirigé de I
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vers V et est négatif dans cet exercice.

Le phaseur I se détermine en appliquant le théoreme de Pythagore. Ainsi

I = a2+ b?

avec
a=Icos(1,11) =0,53-cos(1,11) = 0,22 A

et
b=1—1 sin(l,l]) =182A

de sorte que I = 1,82 mA. L’angle ¢ se détermine par la relation

b 1,81\ .
|@| = arctan (5) = arctan (0’22) =1,45rad = 83

Le déphasage étant défini comme 1’avance de phase de la tension sur le cou-
rant;il est dirigé de I vers V et est négatif dans cet exercice. Au final le phaseur
du courant s"écrit

1=1,82-10 2exp(—j-1,45) =1,82-10 2exp(—j- 83°)

Le courant étant en avance par rapport a la tension, le circuit a un comporte-
ment capacitif.
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3. Afin de proposer un schéma électrique équivalent, nous remarquons que l'im-
pédance de la dérivation Z permet de lier la tension et le courant au travers de
I'expression

Z =

I~ |4

de sorte que

120
1,82-102exp(j- 1,45)

Z = = 659 exp(—j-1,45) (4.45)

En écrivant Z sous sa forme algébrique, nous faisons apparaitre la partie ré-
sistive et la partie réactive de I'impédance, respectivement la partie réelle et
la partie imaginaire, cette derniere correspondant a une capacité, comme nous
I'avons dit précédemment. Aussi

1
Clw

Z =659 [cos(—1,45)+j-sin(—145)] =79 —j-654

Z=R—j

La capacité équivalente de la dérivation se déduit par l'identification de la
partie imaginaire au travers de la relation

1 1

— 654 — C' =
C'w — 654 x 271 < 50

—487-10°F

Le circuit se ramene donc a une résistance R’ = 7,9 () placé en série avec une capa-
cité C' = 48,7 uF.

Exercice 4.7

On considere le circuit reporté sur la figure 4.6.

U

Figure 4.6 — Circuit électrique de I'exercice 4.7. Ondonne U = 5V, R = 1 k() et
C = 10 nF. La fréquence considérée est f — 10 kHz.
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1. Représenter le diagramme de Fresnel de Ug, Uc et U. Préciser quelle
grandeur électrique est prise comme référence.

2. Donner l'expression de Z, I'impédance équivalente du dipdle soumis
au phaseur U en fonction de R, de C et de w, et préciser l'expression du
déphasage ¢ de U par rapport a .

3. Applications numériques.
OndonneU =5V, f =10kHz, R =1k et C = 10nF.
(a) Calculer I, ¢, Uy et Ug.
(b) Comparer U et Ur + Uc, puis expliquer la différence.

(c) Pour quelle fréquence a-t-on Uc = Ugr ?

Solution 4.7

1. La représentation de Fresnel de ce circuit est montrée en figure 4.7. Elle est
obtenue en suivant les différentes étapes décrites a la page 180. En effet, la loi
des mailles permet d’écrire la relation entre phaseurs :

U = Ug +Uc

Le courant est commun a tous les éléments du circuit, il est choisi comme
référence des phases. La tension Ur = RI aux bornes de la résistance est en
phase avec le courant. La tension U- = —jI/Cw accuse un retard de phase de
71/2 par rapport au courant de référence.

Us=RI

> > |

U= I/Cw

Figure 4.7 — Construction de Fresnel du circuit de la figure 4.6. Le déphasage est défini
comme l'avance de phase de tension sur le courant : il est dirigé de I vers U et est, dans
cet exercice, négatif.

2. L'expression algébrique de Z est une fonction de R et de C, avec
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de sorte que I'impédance apparente de Z vaut

Z=1Z| = VR2 + C2uw? = % (4.46)

En ce qui concerne I'argument de Z, c’est-a-dire le déphasage de la tension E
par rapport au courant I, on a

— ¢ = arctan (3_12) (4.47)

en remarquant que le déphasage ¢ < 0. Aussi,

1
= —arctan | ——
P arcan(RCw>

. Nous allons calculer les différentes valeurs efficaces ainsi que le déphasage.

Nousavons U =5V, f =10kHz, R =1kQ et C =10nFE

(a) Pour calculer I, on part de I’équation (4.46) et 1’on établit que

— u =267-103 A

1 2
10002
\/ +(10—8><27r><104)

La valeur du déphasage courant-tension ¢ se déduit de la formule (4.47) :

1 1
= — t — | = t
¢ = —ardan (RCw) arctan (1000 % 108 % 277 x 104)
= —1,01 rad = —57,8°

En ce qui concerne les valeurs efficaces des tensions aux bornes des deux
dipoles, on les détermine géométriquement a 1’aide du diagramme de
Fresnel, de sorte que

Ur = Ucos |¢| = 5cos(1,01) =2,67V

et
Ue = Usin |@| = 5sin(1,01) =4,23V

Remarquons que les valeurs absolues sont utilisées car les valeurs effi-
caces sont définies positives.
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(b)

Sil’on additionne les valeurs efficaces des tensions aux bornes des deux
dipdles, on obtient Ur + Uc = 6,9 V. Ce calcul, supérieur a la tension du
générateur qui a pour valeur efficace U = 5V, est faux. En effet, il ne tient
pas compte des déphasages entre les tensions aux bornes des dipdles :
celles-ci ne prennent pas leurs valeurs maximales en méme temps. Pour
faire un calcul exact, il faut faire, comme nous l’avons fait au travers du
diagramme de Fresnel, la somme complexe U = Uy + Uc ou bien, sil’on
reste dans le formalisme sinusoidal, la somme u(t) = ug(t) + uc(t).

Pour avoir Ur = Ug, il faut que les deux vecteurs Ug et Uc du dia-
gramme de Fresnel 4.7 aient la méme norme ou, de maniere équivalente,
que le déphasage ¢ soit, en valeur absolue, égal a 77/4. Cette condition
est réalisée si

1 1 1
o TY= e nxf&ef TARC 59 kHz
On aura la méme tension efficace sur les deux dipdles pour une fré-
quence de 15,9 kHz. Cette fréquence constitue ce que I'on appelle la fré-
quence de coupure a —3 dB du circuit RC.

Exercice 4.8

Une bobine idéale d’inductance L = 1 H en parallele avec une résistance
R = 314 () sont placées aux bornes d"un générateur qui fournit un courant
sinusoidal de fréquence 50 Hz et de valeur efficace 0,5 A. Le circuit est repré-
senté sur la figure 4.8.

/
-

O £k

Figure 4.8 — Circuit RL paralléle de I'exercice 4.8.

1. Déterminer I'impédance complexe de la bobine.

2. En utilisant la représentation de Fresnel, calculer :
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(a) la valeur efficace de la tension aux bornes de la dérivation;

(b) le déphasage entre la tension aux bornes de la dérivation et le cou-

rant fournit par le générateur;

(c) la valeur efficace de I'intensité du courant dans R et dans L.
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Solution 4.8

1. En utilisant les valeurs L = 1 Het w = 27f avec f = 50 Hz, on calcule
I'impédance de la bobine

ﬁ:jLWZl><27'C><50:j'314:314'exp(jg)

2. Le diagramme de Fresnel du circuit explicite la loi des nceuds entre les pha-
seurs de courant

I=1Ig+1

Ayant affaire a un montage en paralléle, la grandeur de référence est la tension
aux bornes de la dérivation de phaseur V. Dans une résistance, courant et
tension sont en phase, alors que, dans une inductance, le courant a un retard
de phase de 90° sur la tension. En utilisant les impédances apparentes (c’est-
a-dire le module des lois d’'Ohm généralisées aux bornes des deux dipoles
récepteurs), on établit que

Vv
TR 314
aux bornes de la résistance, et que
Vv
T Lo 314

aux bornes de I'inductance. On obtient alors le tracé de la figure 4.9.

l.=V/R=V/314

» V

P
= V/Lo = V/314

Figure 4.9 — Diagramme de Fresnel du circuit de la figure 4.8. Le déphasage ¢ est, par
définition, I'avance de phase de la tension. Il est donc repéré de I vers V et prend ici une
valeur positive.

(a) Connaissant la valeur efficace du courant, on utilise le diagramme de
Fresnel et le théoreme de Pythagore pour établir une relation faisant
intervenir les quantités connues et la valeur efficace de la tension aux
bornes de la dérivation V :

V2 A
| I Ry ¢ ) ==
RTIL (314) - (314) 3142
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Finalement
~314-1 314x05

V2 V2

(b) On calcule directement le déphasage courant-tension en remarquant que
¢ est défini comme 1’avance de phase de la tension par rapport au cou-
rant et que, par conséquent, ¢ > 0. On a alors

Iy 314 \
@ = arctan (E) = arctan (ﬁ) =n/4=45

(c) Les valeurs efficaces I et I}, peuvent se calculer de différentes manieres.
La premiere fagon consiste a utiliser les impédances apparentes et a éta-

Vv =111V

blir que

Vo111

Ig = R~ 34 = 0,354 A
“ Vo111
La seconde fagon consiste a utiliser le diagramme de Fresnel en remar-
quant que
Ir =Icosg = O,SCOSg =0,354 A

et

I, = Ising = 0,5 cos% = 0,354 A

Exercice 4.9

On soumet un condensateur de 1 uF placé en série avec une résistance de
100 € a une tension sinusoidale alternative de valeur efficace E = 10 V et de
fréquence 1000 Hz. Déterminer :

1. la valeur efficace du courant qui circule dans le circuit;
2. le déphasage entre la tension et le courant aux bornes de ce circuit;
3. les valeurs efficaces des tensions aux bornes de la résistance et de la
capacité.
Solution 4.9

On a affaire a un circuit série : le circuit est similaire a celui de la figure 4.6 page 185
et la loi a appliquer est la loi des mailles

E=Ug+Uc
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ou Ug et Uc sont les phaseurs respectifs des tensions aux bornes de la résistance et
de la capacité. La grandeur de référence est le courant de phaseur I. On obtient alors
un diagramme de Fresnel similaire a celui de la figure 4.7, page 186. avec

I
Uc==—=159-1
€7 Cw
et
Uc=RI=100-1
1. L'application du théoréme de Pythagore permet d’exprimer la valeur efficace
I en fonction des grandeurs connues. En effet,

E? = U2 + Uz = (100> 4 159%) - I

Aussi,
E 10
V1002 + 1592 187

et le courant circulant dans le circuit a une valeur efficace de 52,3 mA.

=532-1072 A

2. Pour calculer le déphasage ¢ du courant par rapport a la tension, on utilise
encore le diagramme de Fresnel de la figure 4.7, page 186. Il vient alors que
¢ < 0etque

1 .
¢ = — arctan (m) = —1,01 rad = —57,8

Les valeurs efficaces Uy et Uc sont enfin calculées par projection, en utilisant
le diagramme de Fresnel. On a

Ur = Ecos |¢| = 10cos(1,01) = 5,32V

et
Uc = Esin |¢| = 10sin(1,01) = 8,46 V

4.2.2 Ponts diviseurs de tension et de courant

Dans les sections précédentes, nous avons établi que les phaseurs :

— vérifient la loi d’Ohm généralisée au travers de 'utilisation des im-
pédances;

— vérifient les lois de Kirchhoff, I'application des lois des nceuds et
des mailles en régime alternatif sinusoidal étant ramenée a la déter-
mination de sommes vectorielles.

Par conséquent, les phaseurs vérifient toutes les régles, lois et théoremes dé-
coulant de ces lois de base, a commencer par les formules des ponts diviseurs
de tension et de courant.
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a) Pont diviseur de tension

En utilisant les phaseurs et les impédances en lieu et place des ten-
sions continues et des résistances, la formule du pont diviseur de tension vue
pour le régime continu a la page 37 se généralise au cas alternatif sinusoi-
dal. Considérant le volet (a) de la figure 4.10, on établit que le phaseur de la
tension mesurée aux bornes du dipole d'impédance Z; vérifie

Vi=E ——_ (4.48)

lorsque deux impédances sont impliquées dans la division de tension. La for-
mule se généralise lorsqu’il y a plusieurs impédances : dans le cas de n impé-
dances comme représenté dans le volet (b) de la figure 4.10, le phaseur de la
tension aux bornes de i*™ impédance vérifie

V.=E Zi _p. 4 (4.49)
— T L+ Zo+ .+ Zit+Zy '

Zi Zn Zé

P E
e I B U U m—
V 2 22 Zi Zn
1
-
v
OPont diviseur de tension 0 Pont diviseur de tension
Circuit a 2 impédances Circuit @ n impédances
Figure 4.10 — Illlustration du pont diviseur de tension en régime sinusoidal pour (a) un
circuit a deux impédances et (b) un circuit a » impédances soumis a une tension de valeur

efficace E.

b) Pont diviseur de courant

De la méme facon, la formule du pont diviseur de courant en régime
alternatif sinusoidal se généralise en utilisant les phaseurs et les impédances.
Nous nous reportons a la figure 4.11.
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Figure 4.11 — lllustration du pont diviseur de courant en régime sinusoidal.

Le phaseur du courant traversant le dipole d'impédance Z; s’écrit

[ (4.50)
= T L+Z '

Remarquons que, contrairement au cas de la division de tension, la formule
du pont diviseur de courant ne se généralise pas au cas de plusieurs impé-

dances. IIn"y a donc pas, pour le diviseur de courant, de formule équivalente
a la relation (4.49).

Exercice 4.10

Dans le circuit représenté sur la figure 4.12, le générateur délivre un courant
de valeur efficace I = 1 mA et a la fréquence f = 159 Hz dans un montage
RC en parallele. On donne C = 1 pF et R = 1 k(). Calculer la valeur efficace
et la phase du courant qui passe dans le condensateur :

1. en utilisant la représentation de Fresnel;

2. en utilisant la formule du pont diviseur de courant.
/
>

O r |

|
|
9}

Figure 4.12 — Circuit RC paralléle de I'exercice 4.10.
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Solution 4.10

1. Pour mettre en place la représentation de Fresnel, nous devons dans un pre-

mier temps exprimer l'impédance du condensateur. En prenant les valeurs
C =1uF et f =159 Hz, on obtient

—J
I = —
=C Cw

L’application des lois des noeuds et d’'Ohm généralisée a ce circuit s’écrit

=—um0j:1mm4mp(1§)

I=1 +IC:£—ijZ
RTLTR
ou I, Ig et I¢ sont respectivement les phaseurs du courant débité par le géné-
rateur et de ceux traversant la résistance et le condensateur. Le circuit est en
dérivation, et nous prenons de fait la tension de phaseur V comme grandeur
de référence. Le diagramme de Fresnel obtenu dans ces conditions est présenté
dans la figure 4.13.

.= VCow = V/1000

>V
I.=V/R = V/1000

Figure 4.13 — Diagramme de Fresnel de I’exercice 4.10. Le déphasage est défini comme
I’avance de phase de tension sur le courant : il est donc dirigé de I vers V et est négatif
dans cet exercice.

La valeur efficace du courant circulant dans le condensateur est égale a
la norme du phaseur Ic qui est déterminée en appliquant le théoreme de

Pythagore :
2_ 12,2 / v
2 ]2 — 2 _
IF=Ix+Ic&Ic= /I =15 = /1 (R)

La difficulté est donc de trouver la valeur efficace V. Celle-ci s’obtient en écri-

vant : 5 5
vV vV
P=R+12=-—" — ) =2v%.2.10°°
RFIC (1000) +(1000) v 0

On en déduit alors la valeur de V :

(10-9)2

=0,707V
2-10-6 !
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A partir de V, nous déduisons I, la valeur efficace du courant qui circule a
travers la capacité. On obtient

| E? 0,707\ *
P=LE+I2elc= 2= :\/(1-10—3)2—(1’000) = 0,707 mA

Afin de déterminer la phase du courant I¢, il est nécessaire de choisir une
origine des phases. Pour faciliter la comparaison entre les différents résultats,
nous la conserverons dans la partie (b) de I'exercice. Nous convenons de défi-
nir comme nulle la phase du courant total représenté par le phaseur I, de sorte
que

I=1-10"3

avec arg(l) = 0. Le phaseur I se détermine alors en remarquant que le dé-
phasage entre la tension V et le courant I s’écrit

¢ = ¢y — ¢ = —arctan(CwR) = — arctan(1) = —g
Celui-ci établissant I'avance de tension, alors ¢y = arg(V) = —/4, puisque

la tension est en retard de 45° sur le courant. Or, dans la capacité, le courant
est en avance de phase de 90°, comme on peut le vérifier sur le diagramme de
Fresnel. Ainsi, la phase du courant I est égale a

arg(lc) —arg(V) = n/2 = arg(lo) = n/2+arg(V) = /4
Le phaseur du courant traversant le condensateur est donc

Ic = 0,707 -10 % exp(jr/4)

. Sil'on veut calculer le phaseur du courant circulant dans le condensateur en

utilisant la formule du pont diviseur de courant, nous devons écrire :

ZR
- Zr tZc

Puisque nous avons choisi de le prendre comme origine des phases, le phaseur
du courant [ est le méme qu’a la question (a). De méme, Z¢c = —1000 - j et
Zr = R = 1000 O}, de sorte que nous pouvons écrire :

ZR

1000 1
[~-=]. ———=_ —103. — 1073 x ——
€T ZrtZc 1000 — 1000 - 1

1-j= \/z-exp(—jz)

4
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de sorte que

1
Ir =103 x

- V2-exp (—jf)

On retrouve donc bien, avec la formule du pont diviseur de courant, le méme
résultat que celui trouvé en utilisant le diagramme de Fresnel, a savoir un
courant traversant le condensateur de valeur efficace 0,707 mA et de phase
/4.

—0,707-1072 - exp (jg)

Exercice 4.11

Dans le schéma électrique représenté sur la figure 4.14, calculer la va-
leur efficace et la phase du courant qui passe dans la bobine d’inductance
L = 100 mH en utilisant la formule du pont diviseur de courant. Le généra-
teur de courant délivre un courant de valeur efficace 10 mA a la fréquence
de 500 Hz. La résistance vaut 314 (). En déduire la tension aux bornes de la
résistance et de la bobine.

o]t |

77

Figure 4.14 — Circuit de I'exercice 4.11. Le générateur de courant délivre un courant de
valeur efficace 10 mA a la fréquence de 500 Hz. La résistance vaut 314 () et I'inductance
L = 100 mH.

Solution 4.11

Pour pouvoir appliquer la formule du pont diviseur de courant, il nous faut tout
d’abord connaitre les phaseurs des impédances de la bobine et du courant.

— Pour la bobine il s’exprime par la relation :
Zp =jlw =j-0,1-27-50 = 314 - exp/™/? = 314 -

— Pour le générateur de courant (pris comme référence des phases) nous
pouvons écrire :

I1=103
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Si l'on applique maintenant la formule du pont diviseur de courant a la branche
contenant I'inductance, on obtient le phaseur du courant qui la traverse :

1
le=1x g 10 %\fmf“’%m -
=103 ! = 10 exp(—jm/4) = 0,7 -exp(—jm/4)
VZep(jn/4) V2
Le courant dans la bobine a donc une valeur efficace de 0,7 mA et une différence de
phase par rapport au courant issu du générateur de —7r/4.

Il est alors tres utile d’utiliser la loi d’Ohm pour déduire la tension aux bornes
de la resistance :
V=R-1=314-10"3=0314V

La tension aux bornes de la résistance a une valeur efficace de 314 mV. Elle est en
phase avec le courant issu du générateur.

En ce qui concerne la tension aux bornes de la bobine, on obtient de la méme ma-
niere :

V=2 -1=314-exp(jrr/2) 107> = 0,314 - exp(jm/2)
On remarque que la valeur efficace aux bornes de la bobine est bien identique a la
valeur efficace de la tension aux bornes de la résistance. Par contre, le déphasage
entre le courant issu du générateur et la tension aux bornes de la bobine vaut /2.

4.2.3 Théoréemes du dipdle actif linéaire
a) Avant propos : comportement reactif d'un circuit

Avant de généraliser les théoremes du dipdle actif linéaire au régime al-
ternatif sinusoidal, considérons le circuit RLC série reporté sur la figure 4.15.

L c |
-~ ——
v v, Vv, R v,

Figure 4.15 — Circuit RLC série en régime alternatif sinusoidal.

Celui-ci est soumis a une tension alternative sinusoidale v(t) de valeur effi-
cace V. A l'aide d'un diagramme de Fresnel, nous allons montrer que ce cir-

197



2015 Dunod.

Copyright €

Chapitre 4 — Réseaux linéaires en régime alternatif sinusoidal

cuit peut avoir trois comportements bien distincts selon les conditions consi-
dérées.

Supposons fixées les trois valeurs R, L et C et tracons le diagramme de Fres-
nel : il s’agit d’appliquer la loi des mailles

V=W+Vc+W (4.51)

La grandeur de référence est le courant de phaseur I. On établit alors que,
quelles que soient la valeur de la fréquence et les valeurs des différents para-
metres des composants,

— Vg esten phase avec [;

— V¢ esten retard de phase de 90° sur [ ;

— et Vp est en avance de phase de 90° sur I.
Les relations des valeurs efficaces dépendent en revanche, pour la capa-
cité et l'inductance, de la pulsation w, puisqu’elles valent respectivement
Ve =1/Cw et Vi = Lwl. On distingue alors trois tracés possibles, corres-
pondant chacun a I'un des volets de la figure 4.16.

Vt
VC
V
/
V., ¢=0
oHautes fréquences Qﬂ’asses fréquences oRésonance
Circuit inductif Circuit capacitif Circuit résistif

Figure 4.16 — Diagramme de Fresnel des tensions du circuit de la figure 4.15 aux (a)
hautes fréquences, (b) aux basses fréquences et (c) a la résonance.

Volet (a) : pour des valeurs élevées de w, on peut écrire que

I
w—ltm:}-(-:-;—ﬂ]et.[wf—}m (4.52)

Ainsi, les effets de l'inductance sont prépondérants, et le circuit RLC a
un comportement inductif.
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Volet (b) : pour des valeurs faibles de w, on peut écrire que

w—>0:>i—>ooethI—>O (4.53)
Cw

Cette fois-ci, ce sont les effets de la capacité qui sont prépondérants, et
le circuit a un comportement capacitif.

Volet (c) : Enfin, pour des composants donnés, il existe une valeur fixe de w
pour laquelle les effets capacitifs et inductifs se compensent exactement,
et pour laquelle le circuit a un comportement purement résistif. Dans

ces conditions,

I 1
— =lwl —= w=—— (4.54)

Cw VLC

On identifie alors la fréquence de résonance fy du circuit

1
Y Vv LC

La résonance est un régime particulier du circuit. En effet, si1’on calcule
le rapport G = Vi /V, pouvant étre interprété comme le gain du circuit,
on établit grace au diagramme de Fresnel que

fo (4.55)

_ Vg _Vcosg

G
|4 |4

= COS @ (4.56)

Le gain du circuit sera donc maximal pour cette fréquence particuliere.

Un circuit contenant des résistances, des capacités et des inductances
aura, selon la fréquence, soit un comportement inductif, soit un com-
portement capacitif. Par ailleurs, il existe une fréquence particuliére,
appelée fréquence de résonance, pour laquelle le circuit a un compor-
tement résistif.

4.2.4 Le principe de superposition

Le principe de superposition énoncé en régime continu a la sec-
tion 2.3.2, page 61 se généralise, en régime alternatif sinusoidal, au cas des
phaseurs.
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Dans un circuit linéaire, si une branche est alimentée par plusieurs
sources alternatives sinusoidales indépendantes, le phaseur du cou-
rant traversant cette branche est la somme complexe des phaseurs des
courants dus a la contribution de chacune des sources.

En d’autres termes, si seule la source i est allumée et que le courant circu-
lant dans la branche choisie a pour phaseur I;, alors le phaseur du courant
circulant sous 'effet conjugué des n sources indépendantes vaut

=3I

n
=1

—

Remarquons que la notion de linéarité en régime alternatif est définie a la
section a) de la page 204.

Par ailleurs, pour modéliser 1'extinction d"une source, on procede de la

facon suivante :

— une source de tension alternative sinusoidale u éteinte impose une
tension efficace U = 0 entre ses bornes. Elle est alors associée au
phaseur U = 0 et se comporte comme une connexion équipoten-
tielle (ou un court-circuit);

— une source de courant alternative sinusoidale i éteinte impose un
courant de valeur efficace I = 0 dans la branche ot elle se trouve.
Elle est donc associée au phaseur I = 0 et se comporte comme un
circuit ouvert.

Le moyen mnémotechnique qui consiste a supprimer le cercle du symbole de
la source pour modéliser son comportement lorsqu’elle est éteinte reste donc
valable en régime alternatif sinusoidal.

Pour éteindre une source de tension ou de courant en régime alterna-
tif sinusoidal, il suffit de supprimer le cercle constituant son symbole
électrique.

Il faut toutefois prendre une précaution importante concernant 1"utilisa-
tion du principe de superposition avec les phaseurs. En effet, I'utilisation des
phaseurs suppose que tous les signaux du circuit sont cadencés a la méme
fréquence : il est incorrect d’additionner deux phaseurs définis pour deux
fréquences différentes. Il n’est donc pas possible de superposer des signaux
de fréquences différentes, a moins de revenir a une description temporelle et
de ne pas utiliser le formalisme des phaseurs.

200



Copyright © 2015 Dunod.

4.2 Les lois et théoréemes en régime alternatif sinusoidal

En pratique, on utilisera le principe de superposition avec le formalisme des
phaseurs lorsque 1'on aura dans le circuit :
— uniquement des sources continues (les phaseurs sont dans ce cas les
valeurs efficaces des signaux);
— des sources alternatives sinusoidales de méme fréquence;
— des sources continues et des sources alternatives sinusoidales de
méme fréquence.

Exercice 4.12

On considere le circuit représenté sur la figure 4.17. Le signal e(t) appliqué
par le générateur supposé idéal est une tension sinusoidale de fréquence
10 kHz, d’amplitude 1 V et de valeur moyenne 1 V. On donne C = 100 uF,
Ry =100 Q) et Ry = 10 k().

1. Enappliquant le principe de superposition, déterminer les tensions u(t)
et v(t).

2. Discuter de 1'utilité d’un tel circuit.

u(t)

e(t) C) c=— | |R, | vt

Figure 4.17 — Circuit de I’exercice 4.12. La tension e(t) générée est un signal sinusoidal
de composante continue E,;,, = 1V et de composante alternative ¢,;;(t) d’amplitude 1 V.
On donne f = 10 kHz, C = 100 uF, R; = 100 Q) et R, = 10 k().

Solution 4.12

1. Le signal e(t) s’écrit comme la somme d’une composante continue Emoy et
dune composante alternative e, (t), c’est-a-dire e(t) = Ejoy + €,¢(t). Ayant
affaire a un signal continu et un signal harmonique, il est possible d utiliser
le principe de superposition dans le cadre du formalisme des phaseurs. Nous
déterminons donc les deux composantes :

— la composante continue est la valeur moyenne du signal, et 1'on a
Emoy =1V;

— la composante alternative e, (f) a pour amplitude 1 V et pour fréquence
10 kHz. On donne E, le phaseur de ¢,;;, en choisissant la composante alter-
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native du générateur comme origine des phases :

V2
E = = 0,707
Nous appliquons a présent le principe de superposition. Pour cela, et en sui-
vant la relation e(t) = Ejoy + €,4, NOus représentons le générateur de tension
délivrant e(t) comme une source continue en série avec une source alternative
sinusoidale, comme reporté sur la figure 4.18(a).
Nous calculons a présent les tensions v(t) et u(t) aux bornes de la dérivation et
de R; en calculant, successivement, les tensions Vyoy et Uyyoy issues de "action

de la tension E,y, et les phaseurs de tension V et U issus de l'action de la
tension de phaseur E.

— Nous commengons par considérer la seule composante continue, le géné-

rateur de tension e,;; est alors éteint comme représenté sur le panel (b) de
la figure 4.18.

u(t) u u(t)
i ? gl: NN
€ Principe de @) Extinction de E @ Extinctionde E,
superposition ResteE_ Reste E

Figure 4.18 — Correction de I'exercice 4.12. Le principe de superposition est appliqué.
Dans le volet (b), la composante continue est la seule a étre active : le condensateur se
comporte alors comme un circuit ouvert. Dans le volet (c), la composante alternative est la
seule a étre active : 'impédance apparente du condensateur est négligeable devant la
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résistance R,, de sorte que cette derniere est court-circuitée.

Le condensateur se comporte en continu comme un circuit ouvert. En effet,
I'impédance du condensateur Z. dépend de la fréquence considérée et le
régime continu correspond a une pulsation w = 0. L'impédance apparente
du condensateur devient alors :

1
Ze = — — 4.57
o ™ (4.57)
On peut donc remplacer le condensateur par un circuit-ouvert et la simple

application de la formule du pont diviseur de tension permet d’écrire

R; 10000

Yoy = Eroy " RE R, T 100410000 T
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et
R4 100

" R E Ry ™ 100+ 10000
Ainsi, la totalité de la composante continue est mesurée aux bornes de Rj,
avec Vioy = 0,707 V.

— On continue d’appliquer le principe de superposition en éteignant le géné-
rateur de tension continue et en ayant préalablement rallumé le générateur
de tension harmonique. L'impédance du condensateur devient :

Umoy - E 0

1 1

Z p— f—
7 Cw  100-10%x6,28-104

= 0,16 ()

de sorte que 'impédance apparente du condensateur Z. = |Z;| = 0,16 Q)
est trés petite devant la valeur de la résistance R, = 10000 ). L'impédance
de la dérivation est sensiblement égale a celle du condensateur, de sorte
que le phaseur V se calcule comme

Ze  —0,16
Zc+R;  —0,16j+ 100

I<

~E

ce qui permet de dire que

0,16 ~0
V0,162 +100%
et que, par conséquent, la composante alternative n’est pas mesurée aux

bornes de la dérivation. Celle-ci se mesure en effet aux bornes de Rj,
puisque en procédant de maniere identique nous obtenons

V=V =

100

~ E
v/ 0,162 + 1002

Par ailleurs, en déterminant la phase de U

U=ul=E

arg(U) = arg(100) — arg(—0,16j +100) ~ 0

on vérifie que la totalité de la composante alternative est mesurée aux
bornes de R;.

2. Un tel circuit peut étre mis a profit pour séparer la composante continue et la
composante alternative d'un signal. Par exemple, dans un circuit électronique,
on peut transporter la puissance électrique a I'aide de la composante continue
et le signal a I'aide de la composante alternative.
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a) Dipdles actifs linéaires

Nous avons défini a la section 2.5.3 page 87 les dipdles actifs linéaires
en régime continu comme des dip6les aux bornes desquels la tension et le
courant vérifient la loi d’Ohm. En régime alternatif sinusoidal, nous généra-
lisons cette notion aux dipoles aux bornes desquels les phaseurs de tension
et de courant vérifient la loi d’Ohm généralisée. Ainsi, aux résistances et aux
sources de tension et de courant déja considérées comme dipoles linéaires en
continu, nous ajoutons les inductances et les capacités.

b) Théoréme de Thévenin
e e modele de Thévenin

Dans le méme esprit, le théoreme de Thévenin abordé en régime
continu au paragraphe 2.5.4 de la page 90 se généralise en régime alterna-
tif a condition de remplacer :

— les grandeurs continues réelles par des phaseurs;

— les résistances par des impédances.

Comme nous l"avons fait tout au début de cet ouvrage pour le régime
continu, nous pouvons modéliser un circuit constitué de dipoles actifs li-
néaires et fonctionnant en régime alternatif en décrivant I’ensemble des phé-
nomenes physiques s’y produisant. On recense alors :

— la conversion énergétique, que 1'on représente par une source de

tension;

— les effets d’échauffement dus a la circulation du courant et repré-

sentés par une résistance R ;

— les effets réactifs, dus a la circulation du courant et a 'interaction

des charges électriques, que 1'on représente par une réactance X.
Un tel modele est reporté dans la figure 4.19, pointé par la fleche (1). L'im-
pédance de Thévenin Zy généralise la résistance de Thévenin en rassemblant
les grandeurs précédemment définies

Zp = R+ jX (4.58)

Nous précisions que la réactance X est mesurée en ohms ((2), et qu’il s’agit
d’un nombre réel :

— si X > 0 alors le dip6le a un comportement inductif, et I'on peut

remplacer la réactance par une inductance au travers de la relation

X =Lw (4.59)
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A

, ] Dipéle actif

lineaire
\
N5

we

Figure 4.19 — lllustration des théorémes de Thévenin et de Norton pouvant étre
appliqués a tout dipdle linéaire en régime alternatif sinusoidal. Les grandeurs se
déterminent par des méthodes similaires a celles vues en régime continu : tension de
circuit ouvert pour Ey, courant de court-circuit pour I,, et impédance vue des bornes A et B

~ toutes sources éteintes pour Zg et Z,.

— si X < O alors le dipole a un comportement capacitif, et la réactance
est associée a une capacité par I'expression

1

= — 4,
Cw (*-60)

— si X = 0 alors le dipdle est uniquement résistif.
En régime alternatif sinusoidal, tout dipdle linéaire peut étre repré-

senté par son modele équivalent de Thévenin constitué d"une source
de tension de phaseur Eg en série avec une impédance Z,.
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e Détermination des grandeurs de Thévenin

Le phaseur de tension E4 et 'impédance Zy se déterminent comme in-
diqué par les fleches (3) et (4) de la figure 4.19.
— Le phaseur de la tension Thévenin Ey se détermine en circuit ouvert

entre les bornes A et B. Etant donné que le courant est nul, le dépha-
sage n'est pas défini. La seule grandeur techniquement mesurable
est donc la valeur efficace Eg, la phase étant déterminée arbitraire-
ment.

— Limpédance Zy se détermine toutes sources éteintes en évaluant
I'impédance du dipole vu des bornes A et B. Celle-ci aura une com-
posante réactive qui sera soit capacitive, soit inductive, soit nulle.
En pratique, cette grandeur est mesurable avec un RLC-métre.

c) Théoréme de Norton
e e modéle de Norton

Le modeéle de Norton est, comme en régime continu, I"analogue du mo-
deéle de Thévenin faisant intervenir une source de courant.

En régime alternatif sinusoidal, tout dipole linéaire peut étre repré-
senté par son modele équivalent de Norton constitué d"une source de
courant de phaseur [, en paralléle avec une impédance Z,,.

e Détermination des grandeurs de Norton

Le phaseur de courant I, et 'impédance Z, se déterminent comme in-
diqué par les fleches (5) et (6) de la figure 4.19.

— L'impédance Z, est la méme que Zy. Elle se détermine donc toutes
sources éteintes en évaluant I'impédance du dipdle vu des bornes
AetB.

— Le phaseur du courant de Norton I, est celui du courant circulant
dans le court-circuit connectant les bornes A et B. Etant donné que
la tension est nulle, le déphasage n’est pas défini. La seule grandeur
techniquement mesurable est donc la valeur efficace I, la phase
étant déterminée arbitrairement.
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d) Transformation Thévenin-Norton

La transformation de Thévenin-Norton se généralise au régime alter-
natif sinusoidal. On retrouve en effet les mémes relations de passage entre les
deux modeles, si ce n’est que, la encore, les résistances laissent la place aux
impédances, et les valeurs continues aux phaseurs. Ainsi, les impédances de
Thévenin et de Norton sont les mémes :

Zn=Zg (4.61)

En ce qui concerne les phaseurs Ej et [, ils sont liés par 'expression
Eo=2Zuln (4.62)

équivalente a

I_n:

Eq
= (4.63)
Zy

Exercice 4.13

En considérant le circuit illustré sur la figure 4.20, pour lequel R = 68 (),
C =47 uF, f =50 Hz ete(t) = 10 /2 - sin(wt) :

1. déterminer le modéle équivalent de Thévenin du dipdle AB privé de
I'impédance de charge Z;

2. déterminer le modele équivalent de Norton du dipole AB privé de I'im-
pédance de charge Z;

3. calculer la valeur efficace et la phase du courant qui traverse 1'impé-
dance Z, ou Z représente une bobine d'inductance 427 mH et de résis-
tance 66 ().

A

AD L Lz

Figure 4.20 — Figure de I'exercice 4.13. On donne R = 68 Q, C = 47 uF, f = 50 Hz et

e(t) = 102 sin(wt).
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A A A
C— C—— C—
R R R |Ey
. AD .
B B B
Circuit privé de o Détermination o Détermination
I'impédance de charge de 7y de £y

Figure 4.21 — Correction de I'exercice 4.13. (a) Retrait de I'impédance de charge Z.
(b) Détermination de I'impédance de Thévenin Zy. (c) Détermination du phaseur de la
tension de Thévenin Ej.

Solution 4.13

1. Calculons les éléments du générateur de Thévenin vu des points A et B lorsque
l’on retire I'impédance Z, comme indiqué sur le panel (a) de la figure 4.21.
— Commencons par calculer I'impédance équivalente Zy du circuit vu des
points A et B en éteignant la source de tension, comme décrit sur le volet
(b). Eteindre une source de tension revient a la remplacer par un court-
circuit, I'impédance équivalente est donc composée d'une résistance R et
de I'impédance du condensateur Z¢ en parallele. On a donc

1 1 i 1 L7, - Zc-R
Zy R Zc "L Zc+R
On doit donc en premier lieu calculer :

—J —j -
T = _ _
ZCT Cw  47-10-6 x 27 -50 68

Aussi
E'R _ —j68-68  —j68
£+R a 68 — j68 a 1—7

On calcule le module et I'argument de Zy avec

é:

—j68] 68
1—j V2

(D4

2o = |

et

arg(Zy) = arg(—j68) —arg(l —j) = —
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de sorte que
Zg = 48,1 exp(—jm/4)

Cette impédance est capacitive, en effet
Zy = 48,1 cos(—m/4) +48,1sin(—7/4) = 34 — j34

Onadonc Ry = 34 O et Xg = —34 ). Nous pouvons déterminer la valeur
de la capacité Cy :

I 1 1

— i34 = Cy = — =9,36-10"° F = 93,6 uF
Cow  F T T 33w T 342750 ol

de sorte que 1’on peut ramener 'impédance de Thévenin a une résistance
de 34 () en série avec une capacité de 93,6 uF.
On calcule ensuite la tension a vide prise entre les points A et B, comme
indiqué sur le panel (c) de la figure 4.21. Pour cela on utilise la formule du
pont diviseur de tension généralisée au régime harmonique, c’est-a-dire
avec les phaseurs :

R

@:E:E’R+&

(4.64)

Il faut donc en premier lieu déterminer le phaseur E de la tension délivrée
par le générateur e(t) de valeur efficace 10 V. Comme l'expression sinu-
soidale de e(t) ne fait pas apparaitre de phase, nous prenons E comme
grandeur de référence, et nous écrivons que

E=10 (4.65)
La tension a vide s’exprime donc par la relation :

R 10
—= R+Zc 1—j

On détermine alors la valeur efficace de @

= == =707V
=i V2

et sa phase (c’est-a-dire son déphasage par rapport a E)
arg(Eg) = arg(10) —arg(1 —j) = /4

de sorte que
Ey = 7,07 -exp(jrt/4)

La tension de Thévenin a donc une valeur efficace de 7,07 V et une phase
de 7t/4. Au final nous obtenons un générateur équivalent de Thévenin tel
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S
”TEIjELB ETC

que représenté sur la figure 4.22(a) avec

Eg =707 -exp(jm/4)
Ry =340

Co = 93,6 uF

Zy = 48,1 exp(—jm/4)

E
B
e Modeéle équivalent 0 Détermination o Modeéle équivalent
de Thévenin du courant de Norton de Norton

Figure 4.22 — Correction de I'exercice 4.13.

2. Pour déterminer les éléments du générateur de Norton, nous commencons par

210

remarquer que Z,, = Zy, de sorte que
Zy =48, 1exp(—jm/4)

et que I'impédance de Norton est une résistance de 34 () en série avec une
capacité de 93,6 ¢F, comme montré précédemment.

On calcule ensuite le courant de court-circuit I;, comme indiqué sur le panel
(b) de la figure 4.22. On place une connexion équipotentielle entre le point A
et le point B, de sorte que la résistance R est court-circuitée. Le courant I,, peut
alors étre déterminé en appliquant simplement la loi d’"Ohm aux bornes de la
capacité C :

E 10

Le courant de court-circuit ou de Norton a une valeur efficace de 147 mA et
une phase avance de phase de 71/2 sur e(t). Finalement, nous obtenons un
générateur équivalent de Norton tel que celui représenté sur la figure 4.22(c)
avec

I, = 0,147 exp(jr/2)

Ry, =340

Cy = 93,6 uF

Zy = 48,1exp(—jm/4)
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Remarquons que 'on vérifie bien la relation de passage entre les deux modeles
(4.62) puisque

Eg = 7,07exp(jrt/4) = 68,0exp(—jm/4) - 0,208 exp(jrr/2)

A A
Z h
0]
B B
© A partir du O A partir du
modeéle de Thévenin modeéle de Norton

Figure 4.23 — Correction de I'exercice 4.13.

3. Pour calculer la valeur efficace et la phase du courant qui traverse 'impédance
Z a partir du modeéle de Thévenin ou du modeéle de Norton, on re-connecte
celle-ci. On applique ensuite soit la formule du pont diviseur de tension, soit
celle celle du pont diviseur de courant, en prenant

Z=R+jLw =66+j-0427 27 -50 = 66 + 134]
— La formule du pont diviseur de tension (figure 4.23(a))

Z
VAB :& ZJ:ZG

permet d’établir, en appliquant la loi d’'Ohm aux bornes de Z, que

VaB 1 707exp(jm/4)  7,07exp(jm/4)

I:::E‘ ey =
“T 'z 'Z+v7, 66+134j 13434 100+ 100

On exprime alors le dénominateur sous forme trigonométrique

100 4 100j = /1002 + 1002 exp [] -arctan (%)] = 141 exp(jr/4)

et 1’on écrit que

707 exp(jm/4)
~ 14lexp(jrt/4)

I~

—=50,1-10 3 - exp(j-0)

Le courant traversant l'impédance de charge a une valeur efficace de
50,1 mA et est en phase avec la tension du générateur.
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— La formule du pont diviseur de courant appliquée comme indiqué dans la
figure 4.23(b) s’écrit

=1 - = 0,147 ( /2)
—_— . —_— R— , ex 7’[
L n B 7 Pl

48,1 exp(—jmr/4)
66 1 134] + 34 — 34

N

100(1+/)

En exprimant le dénominateur sous forme trigonométrique, comme pré-
cédemment, on obtient la relation

48,1 exp(—jrt/4)

— 102
141 exp(jm/4) =50.1-10

I1=0,147exp(jt/2)

qui permet de montrer que le courant traversant I'impédance de charge a
une valeur efficace de 50,1 mA et est en phase avec la tension du généra-
teur.

Exercice 4.14

Un alternateur est un convertisseur mécano-électrique permettant de pro-
duire de I'énergie électrique alternative sinusoidale. Afin de caractériser un
tel générateur, un technicien procéde a trois manipulations :

— Tout d’abord, l'alternateur est débrayé, de sorte que le générateur
qu’il constitue est éteint. Une mesure a I'ohmmetre entre ses bornes
permet de relever une valeur de 2 ().

— L'alternateur est ensuite mis en production et sa vitesse de rota-
tion est réglée afin que la tension qu’il produit ait une fréquence de
50 Hz. Ses bornes sont laissées a vide, et une mesure au voltmetre
permet de relever une tension de 230 V.

— Enfin, dans les mémes conditions de fonctionnement qu’aupara-
vant, les bornes de l'alternateur sont court-circuités au moyen d’un
amperemetre dont la résistance interne peut étre négligée. On me-
sure alors un courant de 4,60 A.

Quel sera le courant débité par l’alternateur s’il alimente une charge induc-
tive d'impédance apparente 200 (2 et de facteur de puissance 0,788 ? En dé-
duire la puissance consommeée par la charge.

Solution 4.14

Nous appliquons le théoreme de Thévenin au générateur, qui nous permet
d’aboutir au schéma du volet (a) de la figure 4.24. Pour connaitre le courant délivré
par l'alternateur en fonction de la charge, il suffit de déterminer les trois parametres
du modele E, R et X.
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V=3

{o = 38°

> |

@) Modeéle de Thévenin @) court-circuit @ Charge inductive

Figure 4.24 — Correction de I'exercice 4.14. (a) Modéle de Thévenin du générateur et sa
charge Z. Diagramme de Fresnel (b) en court-circuit et (b) dans le cas d’une charge
inductive. Les normes des vecteurs ne sont pas a I'échelle.

— La valeur de E est la tension de Thévenin définie comme la tension a vide
du générateur. On utilise alors 1'essai en circuit ouvert qui donne directe-
ment acces a la valeur E = 230 V.

— Le théoréme de Thévenin décrit ensuite I'impédance de thévenin comme
mesurable a 'aide d’'un RLC-meétre, toutes sources éteintes. Si 1'on utilise
un ohmmetre, c’est du courant continu qui est utilisé pour faire la me-
sure, et I'inductance n’est donc pas mesurée. Seule la résistance est prise
en compte dans ce cas, de sorte que R = 2 ().

— La derniére grandeur a déterminer est la réactance. Le générateur étant
inductif, on peut d’ores et déja affirmer que X > 0. Pour déterminer sa
valeur, nous nous aidons de la représentation de Fresnel. Les diagrammes
correspondant aux branchements en court-circuit et inductif sont reportés
respectivement sur les volets (b) et (c) de la figure. Le courant [ a été choisi
en référence, et nous avons pris en compte le fait que :

— la tension Vi mesurée aux bornes de la résistance est en phase avec le
courant;

— la tension Vy mesurée aux bornes des inductances est en avance de
phase de 90° sur le courant;

— la tension V mesurée sur la charge inductive est déphasée de 38" (soit
un facteur de puissance cos ¢ = (,788).

Remarquons que les valeurs efficaces de tension et de courant sont liées

par les expressions Vg = R - I aux bornes de la résistance de Thévenin,

Vy = X - I aux bornes de la réactance de Thévenin et V = Z - [ aux bornes

de la charge, Z étant I'impédance apparente de cette derniére. Notons tou-

tefois que le courant n"a pas la méme valeur dans les deux situations consi-

dérées.
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Le diagramme de Fresnel correspondant a la mesure en court-circuit est
reporté dans le volet (b). Il nous permet d’établir une équation impliquant
X. En effet, en appliquant le théoréeme de Pythagore, on écrit que

E? = (RI?) + (XI)? = 230% = (2-4,60) + (X - 4,60)?

ce qui permet d’établir que

V2302 —(2-4,60)2
B 1,60

X

= 50,0 Q)

Remarquons que R est négligeable devant X, car elle est plus de vingt

fois plus petite. Il va de soi que les diagrammes représentés ne sont pas a
I'échelle.

Connaissant les valeurs de R et de X, nous pouvons déterminer la valeur du courant
circulant dans la charge Z = 200 - exp(j38°). L'application du théoreme de Pythagore
dans le volet (c) permet enfin d’écrire que

(Vcos@ + RI)* + (Vsing + XI)? = E?

sachant que cos ¢ = 0,788, ce qui implique que sing = 0,616, X = 50 D et R =
2 (). information qui nous est donnée sur 'impédance apparente de la charge nous
permet d’établir que

V=27-1=200-1

Aussi, 'équation a résoudre est
(0,788 - 2001 4 21)? + (0,616 - 2001 + 501)% = 2302

de sorte que, puisque les valeurs efficaces sont définies positives, I = 0,970 A =
970 mA.

Enfin, la puissance consommeée par la charge est la puissance active. Celle-ci
se calcule comme

P = VIcosgo:ZI-Icosgo:200-0,972-0,788: 148 W

La charge inductive connectée a l'alternateur consomme un courant de
970 mA et une puissance de 148 W.
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Régime transitoire

Les chapitres précédents ont été consacrés a 1'étude des différents ré-
gimes de fonctionnement d'un circuit électrique et au développement des
outils permettant de les analyser. Nous avons ainsi abordé les régimes conti-
nus et variables, en distinguant les signaux périodiques, alternatifs et harmo-
niques. Dans chacun de ces chapitres, nous avons considéré les régimes étu-
diés comme des situations établies et permanentes, ne nous intéressant pas a
ce qui se passe dans les tout premiers instants qui suivent la mise sous ten-
sion. Une étape d’'approfondissement consiste a étudier ce que 1’on appelle le
régime transitoire.

Apres nous étre arrétés sur l'oscilloscope, qui permet d’observer le
comportement des grandeurs électriques dans le temps, et sur la probléma-
tique liée sa connexion, nous aborderons le circuit RC, constitué d"une résis-
tance connectée en série avec une capacité. Nous décrirons ce que 'on appelle
la charge et la décharge du condensateur et analyserons l'influence de la fré-
quence des signaux sur le comportement du circuit. Les circuits intégrateurs
et dérivateurs seront abordés, avant de conclure sur quelques notions de fil-
trage.

Dans un troisieme temps, nous aborderons le cas du circuit RL, consti-
tué par la mise en série d"une résistance et d'une inductance. 'analyse de la
réponse des grandeurs électriques nous permettra de vérifier, entre autre, le
caractére antinomique de l'inductance et de la capacité.

Au travers de ce chapitre, nous donnerons des éléments permettant de
comprendre les comportements précédemment décrits des réactances en ré-
gimes continu et harmonique. L'étude énergétique nous permettra de mettre
en évidence la faculté de stockage des capacités et des inductances, pou-
vant étre appréhendées respectivement comme des réservoirs de tension et
de courant.
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5.1 UTILISATION D’UN OSCILLOSCOPE POUR LETUDE DU REGIME TRANSI-
TOIRE

L'observation des phénomeénes électriques transitoires est technique-
ment réalisable au moyen d’un oscilloscope. Toutefois, cet appareil n’est ca-
pable d’acquérir que des tensions, et le probleme pratique de son branche-
ment doit étre posé si 'on souhaite visualiser un courant. Par ailleurs, méme
si la masse, que nous avons définie au premier chapitre, n’est qu'un moyen
d’indiquer le potentiel de référence, le fait que les deux voies d"un oscillo-
scope aient une borne en commun tend a lui donner une réalité physique qui
impose quelques précautions. On dira, en pratique, que les masses des voies
de l'oscilloscope sont reliées I'une a 'autre.

La figure 5.1 représente le type de circuits électriques que nous allons
considérer dans toute la section suivante. Il s’agit d’un montage RC, car il est
constitué d’un condensateur placé en série avec une résistance, I’association
étant alimentée par une source de tension alternative. Supposons que 1'on
souhaite, dans ce cadre, utiliser un oscilloscope pour visualiser simultané-
ment la tension e et le courant i délivrés par le générateur.

e Mesure du courant

Le courant étant le méme dans tout le circuit, on le visualise indirectement en
observant la tension u aux bornes de la résistance. En effet, ce dipole passif
n’impliquant pas de déphasage entre le courant i qui le traverse et la tension
a ses bornes, un simple coefficient de proportionnalité lie ces deux grandeurs.

e Mesures simultanées

Pour réaliser la mesure instantanée et connecter 1’oscilloscope, deux possibi-
lités peuvent étre envisagées, mais seule l'une des deux est correcte.

— La premiére consiste a réaliser le montage représenté dans la situa-
tion 1 de la figure 5.1. La connexion de l'oscilloscope dans le but de
mesurer a la fois la tension et le courant fournis par le générateur se
fait alors selon les indications données dans la situation 2. La voie 1
de l'oscilloscope est reliée aux bornes du générateur, c’est-a-dire
entre le point A et le point B'. La voie 2 est quant a elle connectée aux
bornes de la résistance, c’est-a-dire que le signal est mesuré au point
A et que la masse de cette voie est placée au point B. Les masses
de chacune des voies de 'oscilloscope étant liées 1'une a 1'autre, un
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tel branchement est incorrect, car il court-circuite le condensateur,
comme l'indique la liaison représentée par la courbe en pointillés.

Voie 1 Voie 2
de l'oscilloscope de I'oscilloscope

A i R B
—>—1 +—9
u
ORI
Situation @) Situation @)
Voie 1 Voie 2
de l'oscilloscope de l'oscilloscope
¢ c
A B
TSN - SV ”
< -

10 Ao ™

Situation o Situation o

(N

Figure 5.1 — Connexion d’un oscilloscope pour visualiser simultanément la tension e du
générateur et la tension u aux bornes de la resistance.

— La seconde possibilité consiste a réaliser le montage de la situa-
tion 3 et a connecter 'oscilloscope comme indiqué dans la situa-
tion 4. Dans ces conditions, la voie 1 est toujours branchée entre les
points A et B’ mais la voie 2 mesure cette fois-ci la tension u entre
les points B et B’. La masse de 1'oscilloscope, c’est-a-dire la masse
de chacune des deux voies, se retrouve uniquement au point B’ de
sorte qu’elle ne court-circuite plus aucun composant.

C’est donc le montage de la situation 3 et la connexion indiquée dans la si-
tuation 4 de la figure 5.1 qui permettent de mesurer correctement et simulta-
nément le courant et la tension délivrés par le générateur.
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Exercice 5.1

Comment connecter un oscilloscope sur un circuit RC pour mesurer simul-
tanément le courant qui circule dans le circuit et la tension aux bornes de la
capacité ?

Solution 5.1

On procéde au branchement représenté dans la figure 5.2. Celui-ci permet de mesu-
rer sur la voie 1 la tension aux bornes de la résistance. Une simple application de la
loi d’'Ohm permet de déduire la valeur du courant i qui traverse tout le circuit.

Voie 1
; de l'oscilloscope
v=Ri R
e C) n—E Masse commune
U |l==cC
Y Voie 2

> de l'oscilloscope

Figure 5.2 — Correction de I’exercice 5.1. Montage permettant la mesure simultanée a
I'oscilloscope du courant (voie 1) par application de la loi d’Ohm et de la tension aux
bornes de la capacité (voie 2) par inversion du signal.

Sur la voie 2, c’est I'opposé de la tension u qui est mesuré. Pour déterminer u, on
utilise alors la fonction d’'inversion (notée INV ou INVERT) de l'oscilloscope, qui
permet d’opposer toutes les valeurs du signal et de retrouver I'allure de u.

5.2 LE REGIME TRANSITOIRE DANS UN circuiT RC

Les effets capacitifs sont décrits a la section 3.3.1 page 148. La capacité
se comporte comme un circuit ouvert en régime continu et entraine un retard
de phase de 90" de la tension sur le courant en régime harmonique.

Analysons a présent le comportement de la capacité en régime transitoire.
Cela est réalisable en pratique a 1’aide d"un condensateur, un composant élec-
trique profitant de I'effet capacitif pour assurer des fonctions de stockage ou
de filtrage.
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5.2.1 Charge et décharge d’'un condensateur a travers une résistance

Un circuit faisant intervenir une capacité est nécessairement un circuit
RC. Nous présentons sur la figure 5.3 le montage électrique permettant d"ana-
lyser le comportement transitoire de la tension u aux bornes de C et du cou-
rant i circulant dans le circuit.

> >

"4 R Vv R
A ¢ B Ae B
E T() u|=—=c ET() u|==Cc
@ s
o Charge du condensateur o Décharge du condensateur

Figure 5.3 — Circuit RC permettant d’étudier (a) la charge
et (b) la décharge du condensateur.

a) Charge du condensateur
e Mise en équation et résolution

La charge du condensateur se visualise dans la situation décrite par le panel
(a) de la figure 5.3. A I'instant initial, alors que les valeurs de u et de v sont
nulles, I'interrupteur est fermé sur le point A, de sorte qu'une différence de
potentiels continue E est appliquée au dipole RC. Dans la capacité, le courant
et la tension sont, nous I'avons déja dit au chapitre 3, liés par I’expression

du(t)
dt

La tension maximale du condensateur ne peut étre supérieure a la valeur
de E. Aussi, une premiere analyse de cette relation permet d’établir que, des
que la tension u augmente, le courant circule dans le circuit. D’autre part, a
mesure que la tension u s’approche de sa valeur maximale, le taux de va-
riation de la tension du(t)/dt diminue et le courant 7, qui est un courant de
déplacement, tend vers zéro.

i(t)=C (5.1)
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Afin de comprendre ce qui se passe entre ces deux situations limites,
nous établissons 1’équation différentielle de la tension u(f) aux bornes du
condensateur. L'application de la loi des mailles et de la loi d’'Ohm au mon-
tage considéré permet d’écrire que

E=R-i(t)+u(t) (5.2)

On remarque alors que le courant est le méme dans tout le circuit, ce qui
permet d’injecter dans la relation précédente I’expression (5.1). En notant
u' = du/dt, et en divisant par RC, on arrive a l’équation

E

u'(t) + Eu(t) = RC

(5.3)

La solution générale de cette équation est la somme de la solution générale
de I'équation homogene associée et d"une solution particuliere de (5.3). Elle
s’exprime comme

u(t) = Aexp (R_tC) +E (5.4)

ou A est une constante pouvant prendre n'importe quelle valeur réelle. D'ores
et déja, on remarque que le terme A exp (—zz ) est un terme de relaxation. Le
produit RC étant de plus homogeéne a un temps, on pose

7c = RC (5.5)

Il s’agit de la constante de temps caractéristique du circuit RC. Elle permet de
décrire la dynamique de charge et de décharge de celui-ci.

La constante A est déterminée par les conditions initiales du probleme.
Comme nous l’avons dit précédemment, le condensateur est déchargé au mo-
ment de la mise en tension, de sorte que u(0) = 0 V. En appliquant cette
condition, on obtient

u(0)=0=A+E=—A=—E (5.6)

ce qui permet d’extraire la solution générale du probleme u(t) dont I'expres-

sion est
u(t) =E- {1 —exp (—TL)] (5.7)
C

Cette relation, décrivant la charge en tension du condensateur, est représentée
sur le volet (a) de la figure 5.4.
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0,63E ).,

3 [

T, 317C 5'cc 1.3@ 3t 51tc

€ Charge en tension (O Réponse en courant
d’une capacite

Figure 5.4 — Réponse de la tension aux bornes d’une capacité dans un circuit RC soumis
a un échelon de tension. (a) Charge en tension et (b) réponse en courant de la capacité.

e Dynamique de la tension en charge

Analysons a présent 1’évolution de la tension aux bornes du condensateur en
fonction de la constante de temps 7= = RC. Comparons pour cela u a E et
posons t = 1. On obtient alors

u(te) _ [1 —exp (—T—C)] = 0,63 = 63 % (5.8)
E Tc

de sorte que la capacité est a 63 % de sa charge lorsqu’il s’est écoulé une durée
égale a T, comme reporté sur le volet (a) de la figure 5.4.

Déterminons la durée du régime transitoire, définie comme le temps
nécessaire a la capacité pour dépasser 99 % de sa tension maximale. Il s’agit
alors de chercher tj tel que

@ > 0,99 = [1 —exp (—t—o)] > 0,99

=ty > —TC- ln(0,0l) =ty > 4,61t (5.9)

On retiendra pour simplifier que le régime permanent du circuit RC est at-
teint au dela de 5.

Un circuit RC sous l'effet d'un échelon de tension atteint son régime
permanent au bout de 57¢, oit 7c = RC est la constante de temps.
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On pourra de plus retenir que le condensateur atteint 95 % de sa charge au
bout de 3.

e Réponse en courant

Connaissant le comportement de la tension aux bornes du condensateur en
fonction du temps, il est possible de déterminer celui du courant. Pour cela,
nous injectons 1’'équation (5.7) dans l'expression (5.1) de la page 219 qui lie
le courant de déplacement a la tension aux bornes du condensateur, et 1'on
obtient

i(t) = Cdi;gt) = gexp (—%) (5.10)

Cette relation est reportée sur le volet (b) de la figure 5.4. On peut remarquer
qu’a l'instant t = 7¢, le courant prend la valeur

i(t) = %exp (—E) (5.11)

c
qui s’écrit, en posant I,y = E/R,
i(T) == 0,37 : I;nax (5.12)

Notons que le courant n’est plus qu’a 5 % de sa valeur initiale au bout de 37¢
et que l'installation du régime permanent se fait, ici aussi, au bout de 57c. Le
courant est alors nul : la capacité ouvre le circuit.

En régime continu permanent, la capacité se comporte comme un cir-
cuit ouvert.

b) Décharge du condensateur

Revenons a la figure 5.3 page 219. L'interrupteur étant resté connecté au
point A pendant un temps bien plus grand que 7, on le bascule subitement
pour le connecter au point B : on se trouve dans la situation du volet (b).
La source de tension est court-circuitée, et la seule tension imposée dans le
circuit est celle de la capacité qui est initialement totalement chargée.
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e Mise en équation et résolution

La loi des mailles reste la méme puisque le montage est resté le méme que
dans le cas de la charge. Toutefois, E = 0, de sorte que

W (F) + Ticu(t) —0 (5.13)

Cette équation admet comme solution générale

u(t) = Aexp (—i> (5.14)

La condition initiale différe du cas de la charge, puisque le condensateur a
atteint, avant le basculement de l'interrupteur, sa tension maximale. On a
donc

u(0)=E= A=E (5.15)

de sorte que

u(t) = Eexp (—i) (5.16)

A A
E O’OSImin
0’37Imin
0,37E

| =-E/R

0 y 05E > t min

'C
@ Décharge en tension @ Réponse en courant

d’une capaciteé

Figure 5.5 — Décharge du condensateur : évolution (a) de la tension
et (b) du courant en fonction du temps.

e Dynamique de la tension en décharge

La tension lors de la décharge décroit de facon exponentielle. Des calculs sem-
blables a ceux effectués précédemment permettent d’établir que la tension at-
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teint 37 % de sa valeur initiale au bout de 7¢, 5 % au bout de 37, et que la
capacité est totalement déchargée au bout de 57¢.

La capacité dans un circuit RC est totalement déchargée au bout de
5Tc.

e Réponse du courant en décharge

Nous déterminons enfin 1’équation décrivant le comportement du courant en
dérivant I'expression du courant

i(t) = cd”;&” - Eexp (%) (5.17)

et nous la reportons sur le volet (b) de la figure 5.5. Outre les caractéristiques
dynamiques déja décrites, on remarque que le courant est négatif, ce qui in-
dique que le condensateur, dont les grandeurs sont repérées en convention
récepteur, se comporte comme un générateur lors de la décharge.

En décharge, la capacité se comporte comme un générateur.

Cette expérience de charge et de décharge permet d’appréhender la
notion de stockage de l'énergie par voie électrostatique déja abordée a la
page 151.

Exercice 5.2
1. Avec quelles unités exprime-t-on une résistance ? une capacité ? une in-
ductance?

2. Calculer la valeur théorique de la constante de temps d'un circuit RC
série, avec C =22 nFet R = 5,6 k().

3. On souhaite réaliser 1'étude d"un circuit RC tel que représenté sur la
figure 5.6 en prenant R = 5,6 k(), et C =22 nF.

(a) Comment disposer en pratique d’un interrupteur fonctionnant a
1 kHz et permettant d’étudier la charge et la décharge de la capa-
cité a cette fréquence ?

(b) Quelle doit étre la fréquence f du générateur pour que la charge
ou la décharge du condensateur soit complete ?

(c) Donner une méthode permettant de mesurer la valeur de 7¢.
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J[ORNEE of

Figure 5.6 — Circuit de I'’exercice 5.2. La tension de sortie est prise aux bornes de la
capacité C.

Solution 5.2

1. Une résistance s’exprime en ohms ((2), une capacité en farads (F) et une induc-
tance en henrys (H).

2. La valeur théorique de la constante de charge est donnée par
Tc = RC=5,6-10° x22-10"7 = 123 us
3. Etude du circuit RC.

(a) Pour disposer d"un interrupteur fonctionnant a 1 kHz, on remplace le gé-
nérateur de tension continue par un générateur de tension rectangulaire
délivrant des signaux a 1 kHz et ayant 'allure représentée sur la figure
5.7. Ce signal correspond a un signal continu généré en amont d’un in-
terrupteur, ce qui permet de basculer entre la charge et la décharge du
condensateur.

Figure 5.7 — llustration du réle d’interrupteur joué par le signal rectangulaire. Les zones
colorées correspondent au mode charge, les autres au mode décharge.

— Dans les zones colorées, c’est-a-dire entre les instants t et to, t3 et ty,
etc., le générateur se comporte comme une source continue de force
électromotrice E (comme si l'interrupteur de la figure 5.3 page 219
était basculé sur A).
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(b)

— Entre les instants f; et t3 ou t4 et ts, etc., le générateur se comporte

comme une équipotentielle (un court-circuit), comme si l'interrup-
teur était positionné sur le point B.

Un circuit RC sous l'effet d"un échelon de tension atteint son régime per-
manent au bout de 57, ou 7 = RC est la constante de temps. Pour que
la charge soit complete, il faut par conséquent que

t>517c = f <1/517c = f <1626 Hz

La fréquence du générateur du signal en créneaux doit étre inférieure a
environ 1,63 kHz.

u tangente a l'origine
A |
E

0,63 F

Y

TC

Figure 5.8 — Correction de I'exercice 5.2. Détermination expérimentale de la valeur de .

(c) Une allure simplifiée de 1'oscillogramme obtenu en mode de charge est
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représentée dans la figure 5.8. Pour déterminer 1¢, il y a deux possibili-
tés:
— la premiere est illustrée en pointillés gris. On calcule la valeur de ten-

sion correspondant a 0,63-E et on reporte son horizontale sur l'oscil-
logramme. [abscisse de I'intersection de I’horizontale avec la courbe
donne 1¢;

la seconde est illustrée en pointillés magenta. Il s’agit d"utiliser la mé-
thode des tangentes : (i) on trace une droite horizontale d’ordonnée
E; (ii) on trace une tangente a la courbe a I'origine ; (iii) on repere leur
point d’intersection I. L'abscisse du point d’intersection [ est égale a
Tc.

En effet, la pente de la tangente a 1’origine se calcule en déterminant

du(t) E . b
dt _Tcep TC

en t = 0, de sorte que la tangente a l'origine, qui est linéaire, a pour
équation

E
u(t) = —t
TC
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ce qui implique que u = E quand t = 7¢ et correspond aux coordon-
nées du point I.

5.2.2 Energie stockée par la capacité

Une analyse des grandeurs mesurées aux bornes de la capacité, repé-
rées en convention récepteur, permet de mettre en évidence la relation de
celle-ci vis-a-vis de l'énergie électrique :

— lors de la charge, la tension augmente alors que le courant diminue
de sorte que leur produit est positif. La capacité consomme donc de
I"énergie électrique durant cette phase;

— une fois que le régime permanent est atteint, la capacité n’est plus
traversée par aucun courant, et elle ne consomme par conséquent
aucune énergie;

— la décharge est marquée par un changement de mode de la capacité
qui fonctionne en générateur. Jusqu’'a la décharge complete, la ten-
sion est positive et le courant est négatif, de sorte que leur produit
est négatif : la capacité fournit au circuit de 1'énergie électrique.

Lors de sa décharge, le condensateur restitue I'énergie qu’il a accumu-
lée lors de sa charge. Il se comporte comme un réservoir de tension.

Afin d’évaluer l'énergie stockée par le condensateur a l'issue de sa
charge, considérons la puissance instantanée qui, quel que soit le régime de
fonctionnement, s’écrit comme le produit entre la tension et le courant. En
considérant la relation (5.1) de la page 219, la puissance consommée par le
condensateur a l'instant ¢ s’exprime en convention récepteur

p(£) = u(t) - i(t) = Cu(t) d’;&” (5.18)

Puisque p(t) décrit une variation d’énergie par unité de temps, nous pouvons
écrire que
de du(t)

ce qui s’écrit, en allégeant les notations et en multipliant les deux cotés de
l'égalité par 1'élément dt,

(5.19)

de =C-u-du (5.20)
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L'énergie Ae que stocke la capacité lors de sa charge pendant le temps £y 1'est
pour une tension a ses bornes variant entre 0 et u(ty) = U, de sorte que

U 02 u
Ae(ty) = / C-u-du=C {—] (5.21)
0 2 0
Ainsi, I’énergie stockée par le condensateur lors de sa charge de tension entre
0 et U vaut

2
Ae(ty) = % (5.22)
ou bien, en introduisant la charge ga t = ty,
e
Ae(ty) = == 2
6( 0) 2C (5 3)

L’énergie stockée par une capacité dépend entierement de la charge
qu’il accumule.

Exercice 5.3
Pour le circuit de la figure 5.3(a) page 219, on donne C = 22 nF, E = 220 V et
R =1 kQ). Calculer :
1. I'énergie stockée par le condensateur a t = 22 us;
I"énergie dissipée par la résistance a t = 22 us;

I"énergie finale stockée par le condensateur ;

Ll

I"énergie totale fournie par la source de tension a la fin du régime tran-
sitoire.

Solution 5.3

1. Pour calculer I’énergie stockée a t = 22 us, il faut en premier lieu calculer la
constante de charge du circuit ¢ :

Tc = RC = 1000221077 = 22 us

On considere donc le condensateur a t = T¢. Puisqu’au cours de sa charge la
tension u(f) aux bornes du condensateur suit la loi de variation (5.7) page 220,
nous pouvons calculer la tension aux bornes du condensateur a t = 7. On a

U=063-E=139V
Aussi,

1
Ae(tc) = —5— = 522 1077-139> =2,11-107*]
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2. Pour connaitre la puissance dissipée p dans la résistance a linstant
t = 22 us = T, nous exprimons le courant de charge par

. E 220 L
—037 - = =037 —— =814-1 A
i(tc) =0,3 = 0,3 1000 8, 0
ainsi,
p(tc) = R-i(1c)? = 1000 - (0,0814)% = 6,63 W

3. Lorsque le condensateur est chargé, la tension a ses bornes est égale a E, et
I'énergie qu’il a accumulée vaut donc

2
Aec(51c) = % = % .22.1077.2202 =5,32-1074]

4. Alafindu régime transitoire, c’est-a-dire pour t = 57¢, la source de tension a
fourni I'énergie nécessaire a la charge du condensateur et a celle dissipée par
la résistance. Nous connaissons déja la valeur de 'énergie accumulée par le
condensateur, qui vaut Aec(57c) = 5,32 - 10 J. Il nous reste a calculer celle
qui a été consommée par la résistance. On pose

51¢ 2 5T
Aer(51c) = Rf C2(f)dt = %f “exp (—3> dt
0 0

Yo
—CE? 2t\1°  CE? A
= _—— - — 2 N 1 o
2 lexp ( Tc ) ] 0 2 > o

car exp(—10tc/7¢) ~ 0.
Finalement, I'énergie totale € fournie par le générateur correspond a la somme

de I'énergie stockée par le condensateur et de celle consommée par la résis-
tance

Ae(57¢) = Aec(57¢) + Aeg(5T¢) = CE? =1,06-10 3] = 1,06 m]

5.2.3 Applications du régime transitoire : les circuits RC intégrateurs
et dérivateurs

Les circuits RC sont connus pour leurs fonctions de filtrage en régime
périodique mais ils ont longtemps été utilisés en électronique analogique
pour jouer le role d'intégrateurs et de dérivateurs de fonctions. Nous verrons
a la section 5.2.4 page 237 que 'opération que réalise un circuit RC dépend
des points de mesure de la tension de sortie et de sa fréquence d’utilisation
au regard de sa constante de temps, ou temps caractéristique, 7c = RC.
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a) Circuit RC intégrateur

Nous considérons dans un premier temps le circuit représenté sur la
figure 5.9, dans lequel la source de tension délivre un signal périodique a
haute fréquence.

v(t)

AQ o=

Figure 5.9 — Circuit RC intégrateur. La source de tension délivre un signal périodique a
haute fréequence (HF).

La loi des mailles appliquée a ce circuit permet d’établir une équation diffé-
rentielle non-homogene dont le second membre contient la fonction du temps

e(t) :

t) _ e(t)

g - ) _elt) 24

w(n -1 = (524
La recherche de la solution générale permet de donner, en appliquant la mé-
thode de Lagrange, 1’'expression de u apres un temps de fonctionnement égal

At
u(ty) = {A+ /Otu exp (Tic) %dt} - exp (—i—i) (5.25)

ou A dépend des conditions initiales. On se place dans la situation ot le géné-
rateur délivre une tension de fréquence élevée, c’est-a-dire que la période T
du signal considéré, et par conséquent la durée fy pendant laquelle le circuit
réalise 'opération, est nettement inférieure au temps de charge du condensa-
teur 1¢. Dans ces conditions,

b — 0= exp (—t—()) ~ exp (t—o) ~1 (5.26)
TC c

et la dérivation de 'équation (5.25) permet d’écrire que

du(t) e(t)
S (5.27)
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Remarquons qu'une démonstration équivalente consiste a considérer
que le temps de fonctionnement ¢y, tres inférieur a 7-, ne permet pas au
condensateur de se charger suffisamment. Ainsi, la quasi-totalité de la ten-
sion e(t) se trouve aux bornes la résistance R. Le courant est alors controlé
par cette derniere et s’écrit

o) e(t)
= 0"~ —= 2
i(t) R R (5.28)
et ’on retrouve, en introduisant la relation (5.1) de la page 219 dans I'expres-
sion ci-dessus, 1'équation (5.27).

Remarquons de plus que I'hypotheése de cette seconde démonstration consiste
a dire que la tension du condensateur est négligeable. Il va donc de soi que
les tensions observées en sortie de ce circuit seront tres petites devant les ten-
sions d’entrée. On s’attend donc a mesurer un rapport au moins égal a 10
entre e et u.

Finalement, on établit que la tension u mesurée aux bornes du conden-
sateur apres un temps d’opération f; en fonctionnement haute fréquence est
liée a la tension d’entrée e(t) par I'équation

fy
u(ty) = Ric fo e(b)dt (5.29)

Dans le circuit intégrateur de la figure 5.9 fonctionnant en haute fré-
quence, la tension aux bornes du condensateur est proportionnelle a
'intégrale de la tension d’entrée e(t).

Exercice 5.4

Tracer la tension aux bornes d"un condensateur de capacité C = 100 uF en
série avec une résistance R = 50 k() lorsque le générateur de tension qui
alimente l"association délivre :

1. une tension sinusoidale de la forme e(t) = 3cos(wt) a la fréquence
1 kHz;

2. une tension alternative en créneaux de rapport cyclique 1/2, d’ampli-
tude 3 V et de fréquence de 2 kHz;

3. une tension alternative triangulaire d’amplitude 3 V et de fréquence de
1 kHz.
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Solution 5.4

Le circuit considéré est le méme que celui reporté dans la figure 5.9 de la page 230.
La constante de temps du circuit, c’est-a-dire le temps nécessaire au condensateur
pour atteindre 63 % de sa charge, est donnée par

T-=RC=5-10*x10"*=5s

Le temps de charge est largement supérieur a la période T de la tension dans les trois
situations envisagées, une fréquence de plus de 1 kHz correspondant a une période
de moins de 1 ms. Dans ces conditions, le circuit fonctionne en intégrateur.

T e T Vidiv
U —— 50 pV/div -

100 ps/div

Figure 5.10 — Correction de I'exercice 5.4(1). La tension d’entrée alternative sinusoidale
¢ apparait en magenta. La tension de sortie 1, mesurée aux bornes de la capacite, est
représentée en noir.

1. Nous avons reporté le signal d’entrée sinusoidal ¢ en couleur sur la figure
5.10. La base de temps est de 100 ps par division : une période se retrouve
entiérement sur |"écran car celui-ci contient dix divisions. La tension d’entrée
générée par la source a une amplitude de 3 V, et I'on attend une amplitude bien
plus faible de la tension mesurée aux bornes du condensateur. La valeur prise
par la tension u a l'instant fp est déterminée au travers de la relation (5.29).
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Ainsi,

1 rho

1 to B 3 ‘ o
u(ty) = E/O e(t)dt = RC )y 3 cos(wt)dt = R [sin(wt)]y =

—=9,55-107° - sin(wty)
de sorte que, quelle que soit la valeur f que I'on donne a ¢y,
u(t) =9,55-10 > - sin(wt)

Cette tension est reportée en noir sur la figure 5.10, la tension d’entrée étant
reportée en couleur. Les deux tensions sont déphasées de 71/2, c’est-a-dire que
quand I'une est a son maximum ou a son minimum (points A et B de la figure),
I'autre est nulle. On dit qu’elles sont en quadrature de phase. L'amplitude de
la tension u(t) vaut 95,5 1V, soit un peu moins de deux divisions a 50 uV par
division. On trouve bien le grand rapport attendu entre 'amplitude d’entrée
et celle de sortie, puisque

3V

————— ~ 31000
95,5-1076V

. Une tension en créneaux de rapport cyclique 1/2 est une tension pour laquelle

le rapport entre la durée de la partie positive du signal sur une période vaut
0,5. Ce signal est représenté en couleur sur la figure 5.11, pour une base de
temps de 100 ps/division. La fréquence de ce signal étant de 2 kHz, une pé-
riode vaut ,

T = 7 = 0,5ms = 500 ps (5.30)
de sorte que l'oscillogramme décrit deux périodes du signal e. Celui-ci, en
créneaux, peut étre vu comme la succession d’un signal positif entre I'instant

t = 0 et l'instant ¢ = % (c’est-a-dire entre les points A et B) et d'un signal

négatif entre t = % et t = T (c’est-a-dire entre les points B et C). Le signal

représentant la tension aux bornes du condensateur se détermine donc en uti-
lisant la relation (5.29). Deux cas de figure se présentent :
— oubien t < T/2 et, dans ce cas,

1 1 gt
u(t) = E/o e(tyit = — ['3-at
et ’'on définit, dans cette premiere partie,
3t
w(t)=un)|_ =
— oubien T/2 <t < T et, dans ce cas,
1 T/2 t 3 t
u(t) = UO 3dt + T/Z(—B)dt] =u(T/2)~ = [
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et 1’on définit, dans cette seconde partie,

T—t
uy(t) = u(t) T/2<t<T 3 TC
e "1 Vidiv
[ u 0,1 mV/div
A B C 100 ps/div
o —9 >~ — -

i i e

Figure 5.11 — Correction de I'exercice 5.4(2). La tension d’entrée e est représentée en
magenta. La tension de sortie 1, mesurée aux bornes de la capacité, est reportée en noir.
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Le signal de sortie, représenté en noir sur la figure 5.11, est sur une période la
succession de deux segments symétriques qui forment un signal périodique
triangulaire. Celui-ci n'est pas alternatif, car il est de valeur moyenne non-
nulle. ’amplitude étant la valeur maximale du signal, celle-ci est atteinte pour
t = T/2, et vaut par conséquent

3T
u(T/2) = u1(T/2) = up(T/2) = .
Tc
ce qui permet d’établir, en remplagant T par sa valeur de 500 us, que I'ampli-
tude du signal vaut

3-500-10°

_ 10-3 v —
7.5 =015-107"V =0,15mV

La tension générée par la source de tension est représentée en magenta sur la
figure 5.12. 1l s’agit d’un signal triangulaire d’amplitude 3 V et de fréquence
1 kHz, donc de période 1 ms. Ce signal s’exprime au travers d"une fonction
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e(t) définie par morceaux. Nous attirons l"attention sur le fait que, dans I'ex-
pression (5.31), le temps est multiplié par une constante de valeur 12000 Vs,
qui correspond a la pente du signal u;(f) et dont l'unité n’est pas précisée
dans les expressions ci-apres.

EEEESiEIEEREES SR e 1 V/div
e espsaEs u 50 uV/div]

] 100 ps/div |

Figure 5.12 — Correction de I'exercice 5.4(3). La tension d’entrée ¢ apparait en magenta.
La tension de sortie u, mesurée aux bornes de la capacité, est reportée en noir.

La tension e sécrit :
12000 - t pour 0 < t < T /4, soitentre O et A
e(t) = ¢ 6—12000-t pour T/4 < t < 3T /4, soitentre A et B (5.31)
~12 412000 -t pour 3T /4 < t < T, soitentre Bet C

et la tension 1 aux bornes du condensateur prend par conséquent différentes
expressions selon la valeur du temps fy durant lequel I'opération se déroule.
— 5i0 <ty < T/4, I'application de la relation (5.29) de la page 231 donne

1 fo 1 9 ’
zfl(tgjz—f 12000 - fdt = —6000 - to® = 1200 - fo
T Jo Tc
— Quand T/4 < fg < 3T/4,enposant T = 10~2set =58,

1 gl
t = T/4 —f 6 — 12000 - tp)dt
w(t) = w(T/4)+ = [ 0)

= —120085% +12t5—1,50-10"%
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avec uy(T/4) =7,5-107° V.
— Quand 3T/4 <t < T,enposant T =10 3settc =55,
(fo) (3T/4) + f (12412000 b )dt
u e U J— J— .
3(fo 2 = a1 0

= 1,20-103 4 1200¢> — 2,40ty

avec up(3T/4)=7,5-10"> V.
Le signal de sortie, reporté en noir sur la figure, prend son maximum en mi-
lieu de période. En effet, une intégrale étant une somme, le signal u ne peut
décroitre tant que le signal e n’est pas devenu négatif. Aussi, 'amplitude de u
vaut

u(T/2) = uy(T/2) = 1,50-10"*s = 150 uV

qui correspond a trois divisions sur la figure, chaque division correspondant a
50 pV.

A chaque étape, c’est-a-dire d’abord entre O et A, puis entre A et B et, enfin,
entre B et C, le signal décrit un arc de parabole. En fin de période, au point
C, la valeur u(T) représente, a une constante pres, la valeur moyenne de la
grandeur alternative e : c’est pour cela qu’elle s’annule.

b) Circuit RC dérivateur

Considérons a présent le circuit représenté sur la figure 5.13 pour lequel
la source génere des tensions périodiques basse fréquence.

(Y

I
|
C
e(t) T C) r| | Tuw
BF

Figure 5.13 — Circuit RC en montage dérivateur. La source génére des tensions
périodiques basse fréquence (BF).

Pour ce circuit, nous établirons la tension aux bornes de la résistance u(f) en
utilisant 'hypothése simplificatrice que cette tension est treés petite devant

e(t).
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Le générateur fonctionne a basse fréquence, le signal d’entrée présente donc
une grande période. Aussi, le temps d’opération ¢y du circuit est bien plus
grand que la constante de temps Tc. Dans ces conditions, le condensateur a
le temps de se charger en totalité, de sorte que la tension a ses bornes v(t) est
égale a la tension fournie par le générateur e(t). Il controle alors le courant.
Ainsi, la tension u(f) aux bornes de la résistance (qui est, selon I’hypothese
simplificatrice, trés petite devant e(t)) s’écrit
do(t) de(t)

La tension u(t) aux bornes de la résistance, c’est-a-dire en sortie du circuit,
est donc liée a la tension d’entrée ¢(t) par 1’équation

de(t)

Dans le circuit dérivateur de la figure 5.13 fonctionnant en basse fré-
quence, la tension aux bornes de la résistance est proportionnelle a la
dérivée de la tension d’entrée e(t).

5.2.4 Notion de filtrage

Dans le cas d"un circuit RC série tel que ceux considérés précédemment,
la tension e du générateur constitue la tension d’entrée du signal, la sortie
pouvant étre prise soit aux bornes de la résistance R, soit aux bornes de la
capacité C. Nous reportons dans la figure 5.14 'allure de 1’ensemble de ces
tensions. Le signal d’entrée est en créneaux, a basse fréquence (c’est-a-dire
avec f < 1/7¢) dans le volet (a) et a haute fréquence (f > 1/7¢) dans le volet

(b).

— Dans le volet (a), le signal d’entrée a basse fréquence laisse au
condensateur le temps de se charger completement. La tension aux
bornes de celui-ci décrit donc un signal périodique, dont I'ampli-
tude prend la valeur maximale qu’il lui est possible de prendre :
celle de la tension d’entrée. La tension aux bornes de la résistance,
en revanche, voit sa valeur s’annuler pendant une grande partie de
la période, de sorte que sa valeur efficace est relativement faible. Si
la période de e augmente, puisque 7 ne dépend que des valeurs
de R et de C, la durée relative pendant laquelle le signal s’annule
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augmente a son tour. La valeur efficace de la tension mesurée aux
bornes de la résistance est par conséquent d’autant plus petite que
la fréquence du signal est faible. Par ailleurs, une grande période
donne a la courbe mesurée en R des allures de dérivée du signal
d’entrée, décrivant un pic chaque fois que e change de signe. On
retrouve ainsi la fonction de dérivateur vue au paragraphe b) de la
page 236.

v
— R
s

/__, I,

eBasse fréquence o Haute fréquence

Figure 5.14 — Tensions mesurées aux bornes du générateur (¢), de la résistance R et de
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la capacité C pour un signal (a) a basse fréquence et (b) a haute frequence.

— Dans le volet (b), le signal d’entrée est a haute fréquence. Cette fois-

ci, le temps de charge du condensateur est plus grand que la pé-
riode : non seulement il n"atteint jamais la pleine charge, mais il
n’‘arrive pas non plus a se décharger entiérement. La tension a ses
bornes oscille alors entre deux valeurs, et la bande que nous avons
représentée en magenta sur la figure constitue l'intervalle des ten-
sions prises par la composante alternative de la tension mesurée aux
bornes de la capacité. Plus la fréquence est élevée, plus cette com-
posante alternative présente une amplitude, et par conséquent une
valeur efficace, faible. Par ailleurs, une période courte donne a la
courbe mesurée aux bornes de C une allure de fonction affine, pri-
mitive du signal d’entrée constant. Nous retrouvons ainsi la fonc-
tion de circuit intégrateur, vue au paragraphe a) de la page 230.

[l en va tout autrement de la tension mesurée aux bornes de la résis-
tance, puisque celle-ci ne s’annule jamais et prend des valeurs suc-
cessivement positives et négatives. Sa composante alternative pré-
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sente donc une valeur efficace élevée, pouvant pour les plus hautes
fréquences atteindre celle de la tension d’entrée.

Auregard de cette analyse, nous déclinons le montage étudié sous deux
formes équivalentes reportées sur la figure 5.15, la différence étant constituée
par le composant choisi pour mesurer la tension s de sortie.

$

O

e(t) C =TF—1st) et R s(t)

© Circuit RC @) cCircuit CR

Figure 5.15 — (a) Circuit RC : la tension de sortie s est mesurée aux bornes de la
capacité. (b) Circuit CR : la tension de sortie s est mesurée aux bornes de la résistance.

— Dans le circuit RC reporté sur le volet (a), la tension de sortie s est
mesurée aux bornes du condensateur. Ce montage laisse passer les
signaux basse fréquence présentés a l’'entrée e. Les signaux haute
fréquence sont quant a eux intégrés et fortement atténués, au point
que leurs valeurs efficaces en sortie se révelent négligeables.

Le circuit RC est un filtre passe-bas et agit comme un intégrateur avec
les signaux haute fréquence, qu’il atténue fortement.

— Dans le circuit CR reporté sur le volet (b), la tension de sortie s est
mesurée aux bornes de la résistance. Ce montage laisse passer les
signaux haute fréquence présentés a I'entrée e. Les signaux basse
fréquence sont dérivés et fortement atténués, au point que leurs va-
leurs efficaces en sortie se révelent négligeables.

Le circuit CR est un filtre passe-haut et agit comme un dérivateur avec
les signaux basse fréquence, qu’il atténue fortement.

Notons que le choix des valeurs de R et de C lors de la réalisation du
montage conditionne 7¢, et de fait la notion de haute et de basse fréquence.

239



Copyright © 2015 Dunod.

Chapitre 5 — Régime transitoire

5.3 LE REGIME TRANSITOIRE DANS UN circuiT RL

Les effets inductifs, et en particulier 1'auto-induction, sont décrits a
la section 3.3.2 page 152. Se comportant comme un court-circuit en régime
continu, I'inductance entraine une avance de phase de 90° de la tension sur le
courant en régime harmonique. Nous avons analysé ce comportement de ma-
niere phénoménologique, en établissant que le champ magnétique variable
créé par le passage du courant s’oppose de maniere indirecte a la circulation
de celui-ci.

Nous analysons a présent le comportement de I'inductance en régime
transitoire. Cela est réalisable en pratique a 'aide d’une bobine, un compo-
sant profitant de ’effet inductif pour assurer des fonctions de stockage ou de
filtrage. Rappelons que la bobine ne constitue jamais une inductance seule :
cette derniere est systématiquement associée a une résistance (que nous mo-
délisons ici en série).

L'inductance et la capacité étant des composants que I'on peut qualifier
d’antinomiques, nous pouvons retrouver les fonctions réalisées par le circuit
RC en mesurant la tension de sortie tantot sur l'inductance, tantot sur la ré-
sistance. Les notions de circuit intégrateur, dérivateur et de filtrage ne seront
donc pas abordées dans cette section.

5.3.1 Etablissement et rupture du courant dans la bobine

Un circuit faisant intervenir une inductance est un circuit RL. Nous pré-
sentons sur la figure 5.16 le montage électrique permettant d’analyser le com-
portement transitoire de la tension u aux bornes de L et du courant i circulant
dans le circuit.

a) Etablissement du courant
e Mise en equation et résolution

L'établissement du courant dans l'inductance se visualise dans la situation
décrite par le panel (a) de la figure 5.16. A l'instant initial, alors que les va-
leurs de u et de v sont nulles, I'interrupteur est fermé sur le point A, de sorte
qu'une différence de potentiels continue E est appliquée au dipole RL. Aux
bornes de I'inductance, le courant et la tension sont, comme nous l’avons dit
au chapitre 3, liés par I'expression

(5.34)
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i i
> >
174 R 74 R
A e B Ae B
IO |43 D | 43
@ @
@ Etablissement du courant @ Rupture du courant

Figure 5.16 — Circuit RL permettant d’étudier (a) I’établissement et (b) la rupture du
courant traversant la bobine.

Le courant maximal traversant le circuit ne peut étre supérieur a la valeur
E/R correspondant au cas ou la bobine se comporte comme un court-circuit
(nous l'avons vu en régime continu).

Une premiere analyse de I'équation (5.34) permet d’établir qu’a partir de
I'instant ot le courant i commence a circuler dans le circuit, une tension u
apparait aux bornes de 'inductance. D’autre part, a mesure que le courant i
s’approche de sa valeur maximale, le taux de variation de celui-ci di/dt di-
minue, de sorte que la tension u tend vers zéro : la bobine se comporte alors
comme un court-circuit.

Afin de comprendre ce qui se passe entre ces deux situations, nous éta-
blissons 1'équation différentielle du courant i(t) traversant l'inductance et,
étant donné qu'il y n’a qu'une maille, traversant le circuit. L’application de la
loi des mailles et de la loi d’'Ohm permet d’écrire qu’a l'instant ¢

E=R-i(t) +u(t) (5.35)

que I’'on rameéne en injectant la relation (5.34), en remplagant di/dt par i’ et en

divisant par L a

R E
.f - . =
I+ —i= (5.36)

Comme dans le cas du condensateur, on voit apparaitre une grandeur homo-
gene a un temps que 1'on note 77 et que 1'on appelle constante de temps du
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circuit RL, avec

7 = (5.37)

|

L'équation précédente se ramene a

g 1
I+ oL (5.38)
Avant méme de résoudre cette équation, nous pouvons faire deux remarques:

— d’une part, le comportement du courant dans la bobine et dans le
circuit RL est décrit avec une expression similaire a celle obtenue
lorsque nous avons étudié la tension aux bornes du condensateur
dans le circuit RC (voir I'équation (5.3) de la page 220);

— d’autre part, on peut établir un parallele entre les équations (5.1)
page 219 et (5.34) puisque dans la premiere le courant est la dérivée
de la tension alors que c’est le contraire dans la seconde.

Ainsi, lorsque 'on passe du montage RC au montage RL, les roles joués par
le courant et par la tension sont permutés.

La solution générale de I'équation (5.38) s’exprime comme

t E
i(t) =Aexp | —— — 5.39
(£) p( n)+R (5.39)
ol A est une constante pouvant prendre n'importe quelle valeur réelle, mais
que l'on détermine en indiquant dans les conditions aux limites le fait que le
circuit a été fermé en t = 0, c’est-a-dire en posant i(0) = 0 A. Ainsi, le courant
circulant dans le circuit a I'instant # vaut

= [i-ew(-L) 50

e Dynamique du courant a I'établissement

Nous avons tracé la courbe correspondant a 1’équation (5.40) dans le volet (a)
de la figure 5.17. On retrouve la méme dynamique que celle observée dans
la charge du condensateur : au bout de t = 77, le courant circulant a atteint
63 % de sa valeur maximale. Cette proportion est de 95 % au bout de 377 et il
faut attendre environ 517 pour que le régime permanent soit atteint.

Un circuit RL sous l'effet d"un échelon de tension atteint son régime
permanent au bout de 577, ott T, = L/R est la constante de temps.
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©) Etablissement du courant © Réponse en tension

Figure 5.17 — (a) Etablissement du courant dans le circuit RL
et (b) réponse de la tension aux bornes de I'inductance.

e Réponse en tension

La réponse en tension se déduit des équations (5.34) et (5.40). On écrit alors

v(t) = E -exp (—i) (5.41)

Cette relation est reportée sur le volet (b) de la figure 5.17. La grandeur ca-
ractéristique 77, correspond a la durée pour laquelle la tension n'a plus que
63 % de sa valeur initiale. Cette proportion chute a 5 % a t = 31;. Aubout de
571 le régime permanent est atteint : la tension aux bornes de L est nulle alors
que le courant est maximal, de sorte que I'inductance se comporte comme un
court-circuit.

En régime continu permanent, I'inductance se comporte comme un
court-circuit.

b) Rupture du courant

Revenons a la figure 5.16 page 241 et considérons a présent le volet (b).
L'interrupteur étant resté connecté au point A pendant un temps bien plus
grand que 17, on le bascule subitement pour le connecter au point B. Ce fai-
sant, on court-circuite la source de tension et seule 'inductance est mainte-
nant en mesure d’imposer un courant au circuit.
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e Mise en équation et résolution

La loi des mailles reste la méme que celle qui a permis d’arriver a la rela-
tion (5.38), si ce n’est que cette fois-ci E = 0. On obtient alors

{(t) — ~i(f) = 0 (5.42)
L
qui admet comme solution générale
i(t) = Aexp (—i) (5.43)
L

La condition initiale indique cette fois-ci que le courant débité par le géné-
rateur juste au moment de la coupure traverse une inductance jouant le role
d'un court-circuit et vaut donc i(0) = E/R. Ainsi, le courant traversant le
circuit a I'instant ¢ succédant a 'extinction de la source de tension s’écrit

i(t) = < exp (——) (5.44)

A

I =E/R

0,37/

max

5t .

@) Rupture du courant @) Réponse en tension

Figure 5.18 — (a) Rupture du courant du circuit RL
et (b) réponse en tension de I'inductance

e Dynamique du courant a la rupture

Le courant lors de la rupture décroit de facon exponentielle. On retrouve alors
les durées caractéristiques de la décharge des composants réactifs : le courant
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atteint 37 % de sa valeur initiale au bout de 77, 5 % au bout de 3 17, et la
rupture de courant totale est atteinte au bout de 57;..

Le courant circulant dans un circuit RL est totalement rompu au bout
de 5TL.

e Réponse de la tension a la rupture

Nous déterminons enfin l'équation décrivant le comportement de la tension
en dérivant I'expression (5.44) du courant :

di(t) t
u(t) =L—— = —Eexp | —— 5.45
et nous la reportons sur le volet (b) de la figure 5.18. Outre les caractéris-
tiques dynamiques déja décrites, on remarque que la tension est négative, ce
qui indique que I'inductance, dont les grandeurs sont repérées en convention
récepteur, se comporte lors de la rupture du courant comme un générateur.

Lors de la rupture du courant, I'inductance restitue 1'énergie qu’elle
a accumulée lors de 1'établissement de ce méme courant. Elle se com-
porte comme un réservoir de courant.

Cette expérience d’établissement et de rupture du courant permet d’ap-
préhender la notion de stockage de I'énergie par voie magnétique déja abor-
dée a la page 154.

5.3.2 Energie stockée par I'inductance

L’analyse du comportement transitoire du circuit RL faite dans la sec-
tion précédente permet de montrer que l'effet d"auto-induction peut soit s’op-
poser a I’établissement du courant dans le circuit, soit au contraire contribuer
a son maintien. Le régime transitoire étant marqué par une variation du cou-
rant, le champ magnétique induit est variable. Cela lui donne la faculté d’in-
duire la bobine dans le but de s’opposer aux effets qui lui donnent naissance :
pour cette raison, le courant ne s’établit pas instantanément. Le courant aug-
mentant alors que la tension aux bornes de I'inductance chute, le produit des
deux n’est pas nul, de sorte que lors de I'établissement du courant, la bobine
consomme de l'énergie électrique.
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Lorsque le régime transitoire est terminé, le courant prend une valeur
constante et, par conséquent, le champ induit devient lui aussi constant. La
loi de Faraday ne permet alors plus I'auto-induction de la bobine, celle-ci
nécessitant que le flux magnétique traversant le composant soit variable, ce
qui ne peut se faire que si le champ varie ou s’il y a un mouvement. Pour
cette raison, en régime permanent, I'inductance ne s’oppose plus au passage
du courant et se comporte comme un court-circuit. Dans ces conditions, elle
ne consomme plus d’énergie électrique.

Lorsque le générateur est éteint (ou bien court-circuité comme dans le
montage de la figure 5.16(b)), le courant traversant le circuit tend a chuter.
Le flux magnétique induit par la bobine est donc variable, ce qui permet au
phénomene d’auto-induction de réapparaitre. L'inductance s’oppose alors a
la rupture du courant, en vertu de la loi de Lenz. Elle joue dans ces conditions
le role d"un générateur.

Aucune des deux grandeurs courant et tension mesurées aux bornes de la
bobine ne s’annulent jusqu’a la décharge totale, de sorte que l'inductance
produit de I'énergie électrique.

Lors de la rupture du courant, I'inductance restitue 1’énergie élec-
trique qu’elle a absorbée lors de son établissement.

Aussi, a la différence d'une résistance qui dissipe systématiquement
I"énergie quelle consomme sous forme thermique au travers de l'effet Joule,
I'inductance stocke et restitue de 1’énergie.

Afin d’évaluer I'énergie stockée par la bobine a 1'issue de 1'établissement du
courant, nous considérons comme dans le cas de la capacité la puissance ins-
tantanée si ce n’est que, cette fois-ci, c’est 'expression (5.34) qui lie le courant
et la tension. Aussi, la puissance consommée par l'inductance a l'instant ¢
s’exprime en convention récepteur comme

% = p(t) = u(t) -i(t) = Li(t) d;(:) (5.46)

ou € est I"énergie échangée par la bobine et le circuit. On établit alors la rela-
tion différentielle entre I"énergie et le courant

de = L-i-di (5.47)
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que l'on intégre en faisant varier ce dernier entre 0 et la valeur i(tp) = I qu’il
atteint au bout d’une durée de fonctionnement £ :

aal
Ae(ty) = fOIL-i-di ) EL (5.48)

Ainsi, I'énergie stockée par la bobine lors de I'établissement du courant entre
0 et [ vaut
_ LI 2

A
€=

(5.49)

L'énergie stockée par une inductance dépend entierement du courant
qui la traverse.
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