
Chapitre 2 :   TRANSFORMATION DE LAPLACE 

 

Cette partie est destinée à comprendre les règles de la transformation de Laplace qui est un 
chapitre indispensable pour la suite du programme d’Automatique. 

A la fin du cours, l’étudiant sera capable de déterminer la transformée de Laplace d’une fonction, de 
retrouver son originale et d’appliquer les différents théorèmes tels que le théorème du retard, le 
théorème de la valeur initiale et le théorème de la valeur finale. 

 

1) DEFINITION 

Soit f(t) une fonction du temps, définie pour t>0 et nulle pour t<0. Soit P une variable complexe, on 

appelle transformée de Laplace de f(t) la fonction de la variable complexe notée F(P) ou L[f(t)] telle 

que : 

F(P) =  ∫ ∝ାܜ۾ି܍(ܜ)܎

૙
dt 

L’existence de F(P) suppose que l’intégrale converge. Cette transformation est bijective, f(t) est dite 
transformée inverse ou originale de F(P). on a : 

 f(t) = खି૚[F(P)] 

 

Exemple : ݂(ݐ) = ݁ି௔௧( ݐ)ݑ : déterminons la transformée de Laplace de f(t). 

F(P) =  ∫ eିୟ୲eି୔୲ା∝

଴
dt 

          =  ∫ eି(୔ାୟ)୲ା∝

଴
dt 

                       = - 
ଵ

௉ା௔
 [eି(୔ାୟ)୲] 

            ⟹ F(P) = 
૚

܉ା۾
 

 

 

 

  



2) TABLE DE TRANSFORMEES DE LAPLACE 

;    (ݐ)ݑ(ݐ)݂  ݐ      > (ܲ)ܨ                           0 = ℒ[݂(ݐ)(ݐ)ݑ] 

 (ݐ)ݑ   1
1

ܲ
 

 1 (ݐ)ݑ(ݐ)ߜ 2

1 (ݐ)ݑݐ 3

ܲଶ
 

!݊ (ݐ)ݑ௡ݐ 4

ܲ௡ାଵ
 

5 ݁ି௔௧1  (ݐ)ݑ

ܲ + ܽ
 

1 (ݐ)ݑ௔௧ି݁ݐ 6

(ܲ + ܽ)ଶ
 

!݊ (ݐ)ݑ௡݁ି௔௧ݐ 7

(ܲ + ܽ)௡ାଵ
 

8 sin(wݐ)(ݐ)ݑ 
w

ܲଶ + wଶ
 

9 cos(wݐ)(ݐ)ݑ 
ܲ

ܲଶ + wଶ
 

ݐ)݂ 10 − ݐ)ݑ(߬ − ߬) ; ߬ > 0 ݁ିఛ௉ܨ(ܲ) 

ݐ)ݑ 11 − ߬)     ;    ߬ > 0 ݁ିఛ௉

ܲ
 

ݐ) 12 − ݐ)ݑ(߬ − ߬) ;   ߬ > 0 
݁ିఛ௉

ܲଶ
 

13 ݁ି௔௧݂(ݐ)ܨ (ݐ)ݑ(ܲ + ܽ) 

14 ݁ି௔௧ cos(wݐ)  (ݐ)ݑ
ܲ + ܽ

(ܲ + ܽ)ଶ + wଶ
 

15 ݁ି௔௧ sin(wݐ)  (ݐ)ݑ
w

(ܲ + ܽ)ଶ + wଶ
 

16 
; (ݐ)ݑ(ݐܽ)݂   ܽ > 0 

 

1

ܽ
)ܨ

ܲ

ܽ
) 

 



 

 

3)  PROPRIETES 
ÿ Linéarité 

Si f(t) et g(t) ont des transformées de Laplace alors : 

∑ .ख [a f(t)] = a F(P) 

 

∑ ख [a f(t) + b g(t)] = a F(P) + b G(P) 
 

 
ÿ . Recherche de l’originale 

On se place dans le cas où F(P) est une fraction dont le degré du numérateur est inférieur ou égal à 
celui du dénominateur. On cherche les zéros (racines du numérateur) et les pôles  racines du 
dénominateur).  

 

 

 

17 

௔௧ି݁ߣ cos(wݐ +  (ݐ)ݑ(߮

ߣܿ݁ݒܽ =
1

w
ඥߙଶwଶ + ߚ) −  ଶ(ߙܽ

et       ߮ = − arctan ቀ
ఉି௔ఈ

ఈఠ
ቁ ; ߙ   ≠ 0;w ≠ 0 

ܲߙ + ߚ

(ܲ + ܽ)ଶ + wଶ
 

18 ݂ (ݐ)′ =
(ݐ)݂݀

ݐ݀
(ܲ)ܨܲ  − ݂(0ା) 

19 ݂ (ݐ)′′ =
݀ଶ݂(ݐ)

ଶݐ݀
 ܲଶܨ(ܲ) − ݂ܲ(0ା) − ݂ ′(0ା) 

20 ݂௡ =
݀௡݂(ݐ)

௡ݐ݀
 

ܲ௡ܨ(ܲ) − ܲ௡ିଵ݂(0ା) − ܲ௡ିଶ݂′(0ା) − ⋯

− ݂௡ିଵ 

(ݐ)݃ 21 = න (ݔ)݀(ݔ)݂
௧

଴

(ܲ)ܩ  =
(ܲ)ܨ

ܲ
+

݃(0ା)

ܲ
 

 ܶ݁݀݋݅ݎé݌݁݀݁ݑݍ݅݀݋݅ݎé݌ݐݏ݂݁ 22
1

1 − ݁ି௣்
න ݁ି௉௧݂(ݐ)݀(ݐ)

்

଴

 

23 
(݂ ∗ (ݐ)(݃ = න ݐ)݃(ݔ)݂ − ݔ݀(ݔ

௧

଴

 
.(ܲ)ܨ  (ܲ)ܩ



∑ Pôles réels et simples 

On écrit alors F(P) sous la forme : 

   F(P) = 
ۯ

૚۾ି۾
 + 

۰

૛۾ି۾
 + 

۱

૜۾ି۾
 + … 

On obtient alors des expressions simples dont on peut trouver l’original dans le tableau de transformée. 

Exemple : F(P) =
୔ାଶ

୔మାଽ୔ାଶ଴
 

   Recherche de pôles : on resoud P2 + 9P + 20 = 0 

  ⟹ P1 = - 5  et  P2 = - 4   

  ⟹ F(P) =
୔ାଶ

(୔ାହ)(୔ାସ)
 = 

୅

୔ାହ
 + 

୆

୔ାସ
 

   Détermination de A et B 

  lim௉→ିହ  ( P + 5)F(P) = A = 3  et lim௉→ିସ  ( P + 4)F(P) = B = - 2 

  ⟹  F(P) =  
ଷ

୔ାହ
 - 

ଶ

୔ାସ
 

   Expression de l’originale de F(P) 

   ⟹ f(t) = (3ିࢋ૞࢚ − ૛ିࢋ૝࢚ )ࣆ(࢚) 

∑ Pôles réels et multiples 

On écrit alors F(P) sous la forme : 

   F(P) = 
હۯ

હ(૚۾ି۾)
 +  

હష૚ۯ

હష૚(૚۾ି۾)
  +

હష૛ۯ

હష૛(૚۾ି۾)
 + … +     

૚ۯ

૚۾ି۾
    +   

۰

૛۾ି۾
 + 

۱

૜۾ି۾
 + 

۲

૝۾ି۾
 + … 

 

Exemple : F(P) =
୔ାଶ

୔(୔ାଷ)మ
 

 F(P) = 
୅

୔
 + 

୆

(୔ାଷ)మ
 + 

େ

୔ାଷ
  

  lim௉→଴  PF(P) = A = 
ଶ

ଽ
 ;  lim௉→ିଷ  (P + 3)ଶF(P) = B = 

ଵ

ଷ
    

 lim௉→ାஶ  ( P + 3)F(P) = A + C = 0 ⟹ C = -   
ଶ

ଽ
  

⟹ F(P) = 
ଶ

ଽ
  

ଵ

୔
 + 

ଵ

ଷ
 

୆

(୔ାଷ)మ
 - 

ଶ

ଽ
 

େ

୔ାଷ
 

   ⟹ f(t) = (
૛

ૢ
 + 

૚

૜
 tି܍૜ܜ − 

૛

ૢ
 (ܜ)ૄ( ܜ૜ି܍

  



∑ Pôles réels et complexes 

La décomposition de F(P) donnera un terme de la forme : 

(۾)۴ =
હ۾ା઺

૛ା ૑૛(܉ା۾)
   avec P1 = -a + jω et P2 = -a – jω racines complexes du dénominateur. 

Exemple : F(P) =
୔ାଵ

୔(୔మା୔ାଶ)
 

  F(P) =
୔ାଵ

୔(୔మା୔ାଶ)
 = 

A

P
 + 

஑୔ାஒ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 

lim௉→଴  PF(P) = A = 
ଵ

ଶ
 ; lim௉→ାஶ  PF(P) = A + α = 0  ⟹  α = - 

ଵ

ଶ
 

F(1) = A +  
஑ାஒ

ସ
 = 

ଶ

ସ
 ⟹ β = 

ଵ

ଶ
 

F(P) =
୔ାଵ

୔(୔మା୔ାଶ)
 =

ଵ

ଶ
 
ଵ

୔
 - 

1

2
  

୔ାଵ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 

          =
ଵ

ଶ
 
ଵ

୔
 - 

1

2
  

୔ା 
భ

మ
 ି 

భ

మ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 = 
ଵ

ଶ
 
ଵ

୔
 - 

1

2
  

୔ା 
భ

మ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 - 
1

4
  

ଵ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 

        = 
ଵ

ଶ
 
ଵ

୔
 - 

1

2
  

୔ା 
భ

మ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 - 
1

4
  

√ళ

మ
×

మ

√ళ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 

          = 
ଵ

ଶ
 
ଵ

୔
 - 

1

2
  

୔ା 
భ

మ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 - 
1

2√7
  

√ళ

మ

(୔ା
భ

మ
)మା( 

√ళ

మ
)మ

 

  ⟹ f(t) = (
૚

૛
 - 

૚

૛
ି܍ 

૚

૛
ܜ ܛܗ܋

√ૠ

૛
ܜ − 

૚

૛√ૠ
 ି܍

૚

૛
ܜ
ܖܑܛ 

√ૠ

૛
 (ܜ)ૄ(ܜ

 

ÿ Transformée de Laplace d’une fonction périodique 

Soit une fonction f(t) périodique de période T, 

On définit g(t) = ൜
f(t) pour 0 < ݐ < ܶ

0 pour t > ܶ
�   afin d’écrire : 

f(t) = g(t)µ(t) + g(t - T)µ(t − T) + ... + g(t - nT)µ(t − nT)   

⟹ F(P) = G(P) + ۾܂ି܍G(P) + … + ۾܂ܖି܍G(P) +… 

 

 



4) THEOREMES 

ÿ Théorème du retard 

L[ܜ)܎ − [(܂ =  (۾)۴܂۾ି܍

Exemple : soit f(t) = 3 ݁௧u(t), déterminer la transformée de Laplace de  f(t-2) 

  L[f(t − 2)] = eିଶ୔F(P) 

ܜ)܎] ⟹ − ૛)] = 
૜܍ష૛۾

૚ି۾
 

 

ÿ Théorème de la valeur initiale 

ܕܑܔ                  
૙→ܜ

(ܜ)܎ = ∞ା→۾ܕܑܔ  (۾)۴۾

Ce théorème permet de calculer f(0) sans passer par l’originale. 

Exemple : soit F(P)=
୔ାଶ

୔మାଽ୔ାଶ଴
, calculer f(0). 

 f(0) =  lim
୲→଴

f(t) = lim୔→ା∞ PF(P) 

           ⟹ f(0) = ܕܑܔ
∞ା→۾

(
૛ࡼ

 ૛) = 1ࡼ

 

ÿ Théorème de la valeur finale 

∞ା→ܜ    ܕܑܔ                   (ܜ)܎ = ૙→۾ܕܑܔ  (۾)۴۾

Il permet de connaître la valeur finale du système sans connaître l’originale. 

Exemple : soit F(P)= 
୔ାଶ

୔(୔మାସ)
 ; calculer f (+∞). 

f(+∞) =   lim    ୲→ା∞ f(t) = lim୔→଴ PF(P) 

           ⟹ f(+∞) = ܕܑܔ
૙→۾

(
ା૛ࡼ

૛ା ૝ࡼ
) = 

૚

૛
 

  



TRAVAUX DIRIGES 

Exercice 1  

Calculer la transformée de Laplace de chacune des fonctions suivantes : 

ଵ݂(ݐ) = ସݐ) + (ݐ)ଶ݂  ; (ݐ)ݑ(2 = 7 sin(3ݐ) (ݐ)ଷ݂  ; (ݐ)ݑ = ݁ିଷ௧ cos(7ݐ)  (ݐ)ݑ

 

Exercice 2  

Trouver l’original des transformées de Laplace suivantes : 

(ܲ)ଵܨ =
௉ାଷ

௉మାଷ௉ିସ
(ܲ)ଶܨ ;  =

௉ାଶ

௉(௉మା௉ାଷ)
 

(ܲ)ଷܨ =
ଵ

௉(௉మାହ)
(ܲ)ସܨ ;  =

௉

௉మାଷ଺
 

 

Exercice 3  

Dans un circuit électrique, la charge q(t) s’exprime par 
ௗమ௤(௧)

ௗ௧మ + 8
ௗ௤(௧)

ௗ௧
+ (ݐ)ݍ25 =  où u(t) :(ݐ)ݑ150

est l’échelon unité. Si toutes les conditions initiales sont nulles, déterminer l’expression de la charge 

q(t). En déduire celle du courant ݅(ݐ) =
ௗ௤(௧)

ௗ௧
. 

 

Exercice 4  

Soit un système régi par l’équation différentielle ci-dessous : 

݀ଷݒ௦(ݐ)

ଷݐ݀
+ 4

݀ଶݒ௦(ݐ)

ଶݐ݀
+ 5

(ݐ)௦ݒ݀

ݐ݀
=

(ݐ)௘ݒ݀

ݐ݀
+  (ݐ)௘ݒ3

Toutes les conditions initiales sont nulles.  

1) Déterminer l’expression deH(ܲ) =
௏ೞ(௉)

௏೐(௉)
. 

2) Déterminer h(t), l’original de H(P) sous la forme 

ℎ(t ) = a ( b +     geିୟ୲cos(wt  ) + l   eିୟ୲sin(wt  )) m( t) 

En déduire les valeurs des constantesa,b,g,l, a et w. 

 

 

 


