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Chapitre 2 : TRANSFORMATION DE LAPLACE

Cette partie est destinée a comprendre les regles de la transformation de Laplace qui est un
chapitre indispensable pour la suite du programme d’Automatique.

A la fin du cours, I'étudiant sera capable de déterminer la transformée de Laplace d’une fonction, de
retrouver son originale et d’appliquer les différents théoremes tels que le théoreme du retard, le
théoréme de la valeur initiale et le théoréme de la valeur finale.

1) DEFINITION

Soit f(t) une fonction du temps, définie pour t>0 et nulle pour t<0. Soit P une variable complexe, on
appelle transformée de Laplace de f(t) la fonction de la variable complexe notée F(P) ou “Af(t)] telle
que :

F(P)= [, f(t)e Ptdt

L’existence de F(P) suppose que l'intégrale converge. Cette transformation est bijective, f(t) est dite
transformée inverse ou originale de F(P). on a :

f(t) = L~*[F(P)]

Exemple : f(t) = e~ *u(t ) : déterminons la transformée de Laplace de fit).

F(P)= [, e e Ptdt

0
- J‘O"'“ e~ (Pa)tjt
- P_-lm [e—(P+a)t]
1
= F(P) - m



2) TABLE DE TRANSFORMEES DE LAPLACE
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f@®u) ; t>0

F(P) = LIf (O)u(®)]

1
1 —
u(®) by
2 S(®)u(t) 1
3 tu(t) 1
p?
4 t™u(t) n!
PTL+1
5 e~ yu(t) 1
P+a
6 te"u(t) 1
(P + a)?
7 t"e u(t) n!
(P + a)rt?
. ®
8 sin(wt)u(t) PP
9 cos(mt)u(t) P
P? +
10 fE—Dut—-1);7>0 e "PF(P)
11 u(t—1) ; >0 e P
P
o—7P
12 t—1tut—1); 7>0 57
13 e" " f(u(t) F(P +a)
14 —at &
e % cos(mt) u(t) Pra)l+a?
@
15 e~ % sin(wt) u(t) Pra)l+a?
P
16 flat)u(t); a>0 _F(E)
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Ae~* cos(awt + @)u(t)
_1 aP +p
! e 5\/“20’2 e’ (P +a)? + o*
et = —arctan(%); a+x0,0#0
18 f= @ PF(P) — f(0%)
t
2

h =22 P2F(P) - PF(0") - £ (0%)

n_ 4O PPF(P) — PP=1£(0%) — PP=2f(0%) — -
20 fn= prn s

_[ _F(P)  g(0")
21 90 = | Feodc) 6y =0, 8¢

T
22 festpériodiquedepériodeT T e_prO e~PLE(D)d(t)
23 t F(P).G(P
(F+)® = [ FGg - vax (P).G(P)
0

3) PROPRIETES
> Linéarité

Sif(t) et g(t) ont des transformées de Laplace alors :

o .L[af(t)]=aF(P)

o L[af(t)+bg(t)] =aF(P)+bG(P)

» . Recherche de I'originale

On se place dans le cas ou F(P) est une fraction dont le degré du numérateur est inférieur ou égal a
celui du dénominateur. On cherche les zéros (racines du numérateur) et les pbles racines du

dénominateur).
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e Pdles réels et simples

On écrit alors F(P) sous la forme :

F(P) = A , B _ C
P-P, P-P, P-P;

On obtient alors des expressions simples dont on peut trouver I'original dans le tableau de transformée.

P+2
PZ2+9P+20

Exemple : F(P) =
Recherche de pdles : on resoud P2 + 9P + 20 =0

= P1=-5 et P,=-4

_P+2 _ A [ B
= F(P) = (P+5)(P+4) P+5 *pra

Détermination de A et B

limp,_s (P+5)F(P)=A=3 etlimp,_, (P +4)F(P)=B=-2

_ 3 2
= P55

Expression de l'originale de F(P)
= f(t) = (3e7>t — 2e~* )u(t)
o Poles réels et multiples

On écrit alors F(P) sous la forme :

Aq + Ag-1 €L Ag-2
(P-Py)®  (P-P)*1 (p-ppe-2 "'F P-P; P-P, P-P; P-P,

F(P) =

P+2

Exemple : F(P) = i3y

F(P) =

A B C
—+ + —
P (P+3)2 P+3

limp_,, PF(P) = A =§ limp_,_; (P + 3)2F(P) =B =§

limp_ ;0 (P+3)F(P)=A+C=0=C=-

=F(P)==

1
P 3 (P+3)2 9P+3

= f(t)= C+3te™3 = Ze 3 )u(p)
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o Poles réels et complexes

La décomposition de F(P) donnera un terme de la forme :

aP+ . . . . .
= =-a+t =-a-
F(P) Pratt of avec P1=-a +jw et P> = -a - jw racines complexes du dénominateur.
i _ P+1
Exemple : F(P) = T
P+1 A oaP+3
F(P) = =—+
P(P2+P+2) P (P+%)2+(—‘/27)2

1 1
limp_o PF(P) =A== limp_ e PF(P)=A+a=0 = a=--

F(P) = P+1 11 1 P+1
"~ P(P2+P+2) 2 P 2 1o, V72
P2+ ()
1 1 1
111 Prems 111 Py 1 1
2P 2 (p+l)2+(‘/_7)2 2P 2 (p+l)2+(ﬁ)2 4 (p+l)2+(ﬁ)2
2 2 2 2 2 2
1 V7 2
_111 P 1 By

SO L S T
2P 2 papze(z BT padyze (2
11 1 7 1 L V7
=>f(t)=(5-5e ztcosgt— PN 2" smgt)p(t)

» Transformée de Laplace d’une fonction périodique
Soit une fonction f(t) périodique de période T,

f() pour0 <t <T

On définit g(t) = { Opourt>T

afin d’écrire :

f(t) = gtu(®) + glt- Tu(t = T) + ... +g(t-nT)u(t — nT)

= F(P)=G(P)+ e " TPG(P) + ... + e "TPG(P) +...
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4) THEOREMES

> Théoréme du retard

Hf(t—T)] = e "TF(P)
Exemple : soit f(t) = 3 e‘u(t), déterminer la transformée de Laplace de f(t-2)

At(t—2)] = e *PF(P)

3 —-2P

= [f(t—2)] = ;_1

> Théoréme de la valeur initiale

lim f(t) = limp_.,.. PF(P)

Ce théoréme permet de calculer f(0) sans passer par l'originale.

P+2

, calculer (0).
+20

Exemple : soit F(P)=—Pz —op

f(0) = ltirrol f(t) = limp_, ;. PF(P)

. p2
= f(0) = Jle(ﬁ) =1

» Théoréme de la valeur finale
lim to+w f(t) = limp_,o PF(P)

Il permet de connaitre la valeur finale du systéme sans connaitre I'originale.

P+2

Exemple : soit F(P)= )

; calculer f (+00).

ftoo) = lim 14w f(t) = limp_, PF(P)

. P+2, _1
= f(+o0) = })1_1)13(P2+ 2 =5
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TRAVAUX DIRIGES

Exercice 1

Calculer la transformée de Laplace de chacune des fonctions suivantes :

fi®) = t* + 2)u®) ; f2(t) = 7sin(B) u(t); f3(t) = e~ cos(7t) u(t)

Exercice 2

Trouver l'original des transformées de Laplace suivantes :

P+3 P+2
F(P) = pee3p-a Fo(P) = P(P2+P+3)

1 _ P
F3(P) = P(P245) ' Fa(P) = 525

Exercice 3

Dans un circuit électrique, la charge q(t) s’exprime par % +8 di’l—(tt) + 25q(t) = 150u(t): ou u(t)

2

est I'échelon unité. Si toutes les conditions initiales sont nulles, déterminer I'expression de la charge

q(t). En déduire celle du courant i(t) = d‘;—(tt).

Exercice 4

Soit un systéme régi par I'équation différentielle ci-dessous :

d3v5(t) dzvs(t) +o dvg(t) B dv,(t)
dt3 dt2 dt ~  dt

+ 3v,(t)

Toutes les conditions initiales sont nulles.

Vs(P)
Ve(P)'
2) Déterminer h(t), l'original de H(P) sous la forme
h(t) = a(B + ye 2cos(wt) + A e 3sin(ot))u(t)
En déduire les valeurs des constantesa,f3,y,A, a et .

1) Déterminer I'expression deH(P) =



