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CHAPITRE 5: LOIS DISCRETES USUELLES
5.1 Loi uniforme : U
Une variable aléatoire X suit la loi uniforme discrete U eton écrit X & U si:

X(Q) ={x1, x5, ..., xp} — cardX(Q) =n

1
P(X =x) = avec n # 0

E(X) =22 V(X):ZiTxiz—(%)z, G(X):\/EiTx?_—(EiTm)z

5.2 Loi uniforme : Uy,
Une variable aléatoire X suit la loi uniforme discrete Uy, et on écrit X © Uy, Si:

X(Q)={1,2,.., n} >cardX(Q)=n
1
P(X =x) = avec n + 0

n+1 n2-1 n2-1

EX)="2, v ="2 o) = |

5.3 Application de la loi uniforme — lancer d’un dé équilibr¢ a six faces
n=6 -X(Q)={1,2,.., 6} > cardX(Q) =6

1
P(X=x) :g

2_ —
EX)=2-35. vx)=22-5833; o(X)= /% = 1,708

2 12

5.4 Loi de Poisson de paramétre 1 : P (1)

5.4.1 Définition
Une variable aléatoire discrete X suit la loi de Poisson de paramétre A, on écrit X < P (), si
pE
PX=x)=e*—
x !

Avec X(Q) =N,EX)=21;V(X)=21;eta(X) =2

5.4.2 Application de la loi de Poisson, Fiche 4, exercice 4
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5.5 Loi de Bernoulli de parametres 1 et p : B(1; p)

5.5.1 Definition

Une expérience aléatoire qui donne deux résultats possibles (succés ou échec) est une épreuve de
Bernoulli. La variable aléatoire X désignant le nombre de succes suit la loi de Bernoulli de
parametres 1 et p. On écrit: X < B(1;p), avec:

X(Q) ={0;1}.

Succes =1 — p = P(succes) = P(X =1).

Echec=0 — q = P(échec) =P(X =0),avecp+q=1=qg=1—-p.

Si X © B(1;p) alors la loi de probabilité de X est :
P(X =x) =p*q'™

avec E(X) =p;V(X) =pq;eta(X) =/pq
Exemple : le lancer d’une piéce équilibrée donne pile (succes) ou face (échec).

5.5.2 Application de la loi de Bernoulli : B(1;p)
Une urne contient vingt boules indiscernables au toucher dont six boules blanches et quatorze
boules noires. On tire une boule au hasard de 1’urne.

a) Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ?

b) Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches obtenues apreés tirage

Déterminer la loi de probabilité de X et X(Q); calculer E(X), V(X) et a(X).

5.6 Loi Binomiale de paramétres n et p : B(n; p)
5.6.1 Définition
La loi binomiale décrit une expérience aléatoire qui consiste a faire n répétitions indépendantes
(ou avec remise) de I’épreuve de Bernoulli. La variable aléatoire X désignant le nombre de
succes suit la loi binomiale de paramétres n et p. On écrit : X & B(n;p), avec :
X(Q)={0;1;2;..;n} > cardX(2) =n+1.
p = P(succes) et q = P(échec),avecp+q=1=q=1—-p.

Si X © B(n;p) alors la loi de probabilité de X est :
P(X =x) = Gp*q"™

avec E(X) =np;V(X) =npq;eta(X) =, /npq

5.6.2 Application de la loi binomiale : B(n; p)
Une urne contient vingt boules indiscernables au toucher dont six boules blanches et quatorze
boules noires. On tire successivement avec remise sept boules. Soit X, la variable aléatoire
désignant le nombre de boules blanches obtenues apres tirage.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et X (). Calculer E(X), V(X) et o (X).

b) Calculer la probabilité d’obtenir trois boules blanches.

c) Calculer la probabilité d’obtenir au moins trois boules blanches.

d) Calculer la probabilité d’obtenir entre deux et quatre boules blanches.
5.6.3 Application de la loi binomiale B(n; p) — fiche 4 : exercices 2, 3 et 1
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5.7 Loi hypergéométrique de parametres N, netp : H (N, n; p)

5.7.1 Definition

La loi hypergéométrique décrit une expérience aléatoire qui consiste a faire n répétitions non-
indépendantes (ou sans remise) de 1’épreuve de Bernoulli. La variable aléatoire X désignant le
nombre de succes suit la loi binomiale de paramétres n et p. On écrit : X < H (N, n; p), avec :
X(Q) = {Max(0;n — Nq); ...; Min(n; Np)} .

X n—x
C¥, x Cl
n
CN
N = taille de la population et n = taille de l'échantillon

Np = N X p = nombre de succes dans la population

Nq = N X q = nombre d'échecs dans la population
N = Np + Ngq

PX=x) =

p = P(succes)
avec: 3 q = P(echec) et
ptq=1

avec E(X) =np; V(X) = npq (E) eto(X) = \/npq (N_")

N-1

5.7.2 Application de la loi hypergéométrique : H (N, n; p)
Une urne contient vingt boules indiscernables au toucher dont six boules blanches et quatorze
boules noires. On tire successivement sans remise sept boules. Soit X, la variable aléatoire
désignant le nombre de boules blanches obtenues apres tirage.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et X (). Calculer E(X), V(X) et o (X).

b) Calculer la probabilité d’obtenir trois boules blanches.

c) Calculer la probabilité d’obtenir au moins trois boules blanches.

d) Calculer la probabilité d’obtenir entre deux et quatre boules blanches.

5.7.3 Application de la loi hypergéométrique H (N, n; p) — fiche 2 exercice 8
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5.8 Tableau comparatif de la loi hypergéométrique et de la loi binomiale

Critéres

Loi hypergéométrique
H(N,n,p)

Loi binomiale
B(n,p)

Probabilité d’un

p = P(succes)

p = P(succes)

SUCCES : p

Probabilité¢ d’un q = P(échec) q = P(échec)
échec : q avecqg=1-p avecqg=1-p
Taille de la N inconnu
population

Taille échantillon n n

Tirage Tirage non indépendant ; Tirage indépendant ;

(ou prélévement)

ou tirage sans remise ;
ou tirage exhaustif ;

ou tirage avec remise ;
ou tirage non exhaustif ;

Taux de sondage % > 0,05 % < 0,05
Coefficient N—-n Inconnu ;
d’exhaustivité (ou N-1 (ou on admet que N trés
facteur grand et
d’exhaustivité) N-m o 1)
N—1
Nombre de succes Np=NXp inconnu
dans la population :
Np
Nombre d’échecs Ng=NXgq inconnu

dans la population :

Ng

avec N = Np + Ng

Variable aléatoire : X

X = nombre de succes

X = nombre de succes

X(Q)

X(Q) € [0;n]
ou
X(Q) = {Max(0;n — Nq); ...; Min(n; Np)}

X(Q) =[0;n]
ou
X(Q) ={0;1;2;..;n}

Loi de probabilité de

x n—x
Cyp X Cng

P(X =x) = Cap*q"™

Espérance E(X)=np E(X)=np

mathématique E (X):

Variance : V(X) _ N—n V(X) = npq
VX)) =npqy—

Ecart-type : o(X) N—n a(X) = J/npq
o(X) = |npqy—
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5.9 Loi geométrique parametres p : G(p)
5.9.1 Definition
La loi géométrique décrit une expérience aléatoire qui consiste a faire n répétitions
indépendantes (ou avec remise) de 1’épreuve de Bernoulli. La variable aléatoire X désignant le
nombre d’essais (ou de tentatives) nécessaires pour obtenir un succes suit la loi géométrique de
paramétres p. On écrit : X < G(p), avec :
X ={12;..;n,..} =N"
Si X © G(p) alors la loi de probabilité de X est :

P(X =n) =pq"™!

p = P(succes) 1 q J
q = P(echec) avec E(X) == ;V(X) == ;eto(X) = |5
pt+q=1 p p p

5.9.2 Application de la loi géométrique : G(p)
Une urne contient vingt boules indiscernables au toucher dont six boules blanches et quatorze
boules noires. On tire successivement avec remise jusqu’a 1’obtention d’une boule blanche. Soit
X, la variable aléatoire désignant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule
blanche.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et X(Q). Calculer E(X), V(X) et a(X).

b) Calculer la probabilité de faire trois tirages pour obtenir une boule blanche.

c) Calculer la probabilité de faire au moins trois tirages pour obtenir une boule blanche.

d) Calculer la probabilité de faire entre deux et quatre tirages pour obtenir une boule

blanche.

5.10 loi de pascal (ou loi binomiale négative) de paramétre r et p: R(r; p)

5.10.1 Définition

La loi géométrique décrit une expérience aléatoire qui consiste a faire n répétitions
indépendantes (ou avec remise) de I’épreuve de Bernoulli. La variable aléatoire X désignant le
nombre d’essais (ou de tentatives) nécessaires pour obtenir r succes suit la loi de Pascal (ou loi
binomiale négative) de paramétres r et p. On écrit : X < R(r; p), avec :
XQ)={rr+1,r+2,..,n,..}

Si X © R(r;p) alors la loi de probabilité de X est :

P(X=n)=C"ip"q""

p = P(succes)
q = P(echec) avec E(X) =L ;V(X) =% ;eto'(X) = %
ptq=1 p p p
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5.10.2 Application de la loi de Pascal (ou loi binomiale négative) : R(r; p)
Une urne contient vingt boules indiscernables au toucher dont six boules blanches et quatorze
boules noires. On tire successivement avec remise jusqu’a 1’obtention de sept boules blanches.
Soit X, la variable aléatoire designant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir sept boules
blanches.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et X (). Calculer E(X), V(X) et o (X).

b) Calculer la probabilité de faire huit tirages pour obtenir sept boules blanches.

c) Calculer la probabilité de faire au moins huit tirages pour obtenir sept boules blanches.

d) Calculer la probabilité de faire entre huit et dix tirages pour obtenir sept boules blanches.
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5.11 TABLEAU SYNOPTIQUE RESUMANT LES LOIS DISCRETES USUELLES

n répétitions identiques
et indépendantes
(avec remise ou tirage
non exhaustif) de
I’épreuve de Bernoulli

B(1,p)

X ={0,1,2,..,n}
cardX(Q) =n+1

avec :
p = P(succes)
q = P(echec)
ptq=1

Loi de Probabilité X : Variable aléatoire P(X =x) E(X) V(X) a(X)
discrete Probabilité
Loi uniforme discréte X(Q 1 XX Yox2(Yx\ 5 2
(formule générale) = {x1, %3, .0, X} P(X=x) = n n ln "N <#> LiXi _ <Zix">
Xou cardX()) =n n =0 n n
Loi uniforme discréte | X(Q) ={1,2,...,n} 1 n+1 n¢—1
(cas particulier) cardX(Q)) =n P(X=x) = n 2 12
X O Upyn n+0
Loi de Poisson : P (1) X(Q) =N AT y) y)
X o P PX=x) =e’—
x!
Loi de Bernoulli X = nombre de succes P(X=x) = pqu—x p pq
X ©B(1,p)
Succes =1 X(Q) ={0;1} avec :
Echec =0 cardX(Q) = 2 p = P(Succes)
q = P(Echec)
ptq=1
Loi Binomiale X =nombre de succes | P(X =x) = Crp*q™* n n
X & B(n,p) p Pq Jnpq
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TABLEAU SYNOPTIQUE RESUMANT LES LOIS DISCRETES USUELLES (SUITE)

Loi X = nombre de succes Chp X Chg™ | np N—n
Hypergéométrique | X(Q) S PX=x) = — r npq (N 1) N—n
X o H(N,n,p) {0,1,2,..,n}; N N npq N —1
n répétitions
identiques et non | Précisément : avec.. .
indépendantes (sans | X(Q) p = P(succes)
remise ou tirage = [Max(0;n q = P(echec)
exhaustif) de — Nq); Min(n; Np)] pt+tq=1
1I’épreuve de Bernoulli
B(1,p)
N, = Np; N, = Nq
Loi Géométrique : X = nombre d’essais P(X=n) = pqn—l 1 q
G(p) (ou de tentatives) — — q
X - G(p) necessaires pour avec : p p —
obtenir un succes p = P(succes) p
On répéte I'épreuve de X(Q) q = P(echec)
Bernoulli B(1;p) de ={12,..,n..} p+q=1
facon indépendante X(Q) =N
jusqu'a I'obtention
d'un succes.
Loi de Pascal: R(r; p) | X =nombre d’essais PX=n)= Cﬁ:%prq”—r r rq
X 6 R(r;p) (ou de tentatives) | — rq
nécessaires pour avec : n > r et p p "2
Répétitions obtenir r succes p = P(succes) p
indépendantes de X(Q) q = P(echec)
Bernoulli B(1;p) ={rr+1,r to=1
jusqu'a I'obtention de +2,..,1n,..} L
I succes. X(Q) = [r; +oo]
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CONVERGENCE EN PROBABILITE

On dit qu’une variable aléatoire X,, converge en probabilité vers une constante a si :

Ve>0, limP(|X,, —al| >¢&)=0
n—-oo

Ceci signifie que I’écart entre le paramétre calculé a partir de 1’échantillon et la vraie valeur du
parametre de la population est trés faible quand la taille de 1’échantillon est grande. Cet écart
peut étre mesuré par la variance. Ainsi on parle de convergence en probabilité si :

limV(X,) =0
n—o0o
Exemple 1:

Soit X,, une variable aléatoire qui désigne le nombre de succes obtenus lors de n prélevements
dans une population finie de taille N et dont la proportion de succes est p.

;. X , - \
Désignons par f,, = 7" la fréquence relative (pourcentage) des succes.

e Cas des prélevements sans remise :
Dans ce cas la variable aléatoire X,, suit une loi hypergéométrique de parameétre N, n et p.

On sait que :
N—-n
E(Xn)=np et V(Xn) = ~—"Pd

On démontre ;

Xn

E(f,) = ECY) = ~E(X,) =-np=p

n

N—n N-—

_npq:N—_

=

V(f) = VED) = =V(X,) =

N
>
=3

N-1

[EEN

n
limV(f,) =0
n—>oo

La fréquence relative f,, converge en probabilité vers p.

e Cas des prélevements avec remise :
Dans ce cas la variable aléatoire X,, suit une loi binomiale de paramétre n et p.

On sait que :
E(Xn)=np et  V(X,)=npq

On démontre :

E(f,) =ECY) = ~E(X,) =-np=p

n
n
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V() = V(S = Ly, = tnpq =2
lmV(f,) =0

La fréquence relative f,,converge en probabilité vers p.

Exemple 2 :
Soient X; (i=1 & n) n variables aléatoires indépendantes et ayant la méme loi de probabilité.

E(Xl) =m et V(Xl) = o2

Désignons par : X — It T: 'a moyenne calculée a partir d’un échantillon de taille n.

e Cas des préléevements sans remise
On démontre : E(Xn) E( = 1Xl) ==-X Y EX)= % XnxXm=m

:)

:|‘~‘~

V(X,) = V(”’“)—ixz V(Xl)‘ ><n><—><c5 N—l

limV(X,) =0
n—oo

- n_Xi . . , , . . 1
La moyenne X,, = % calculée a partir d’un échantillon de taille n converge en probabilité
VEers m.

e Cas des prélevements avec remise :

On démontre : E(}_(n) - E(%) = % X 3 E(Xi)= % XnXm=m
1Xl 1 n N 1 _o
V(Xn) V( ) _szi=1 V(Xl)—FXTIXGZ—;

LimV(X,) =0
n—-oo

n n o Xi . . 1, , . . i
La moyenne X,, = % calculée a partir d’un échantillon de taille n converge en probabilité
Vers m.
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INEGALITE DE BIENAYME TCHEBYCHEFF
Cette inégalité concerne des probabilités relatives a des écarts par rapport a I'espérance

mathématique supérieurs a k fois écart type, c'est a dire a des écarts centrés réduits X-E(X)

Quelle que soit la variable aléatoire X, la probabilité d'un intervalle [E(X)-ko , E(X)+ko] a pour
borne inférieure 1 — %

P(E(X)ko) < X <E(X)+ko) 2 1 — -

Demonstration :

Sion pose k = E I’inégalité peut étre Ecrite :

PE(X)-e) <X <EMX)+e) 21 -2 ou P(IX=E(X)|<e)>1-"3
V(X) = Z(x - EX))*p(x))
On peut décomposer la variance en trois sommes :
V(X)=S1+S52+S3

Avec :

. S1==  pour Xx<E(X)-ko

. S2=Y(x — E(X))*p(x) pour E(X)-kc<x<EX)+c

. S3=Y(x — E(X))?p(x) pour x>E(X)+c
V(X)=S1+52+S3 V(X)=S1+S3

e PourSl1 X<EX)-ke = x-E(X)<-ko = (x - E(X))? > k2c?
= X —E@X)*pi(x) = X k*o®py(x) = 512 k*0® Xpy (%)

e PourS3 x>E(X)+ks = x-E(X)> ks =  (x-E(X))?> ke

= X(x—-EX)’ps(x) 2 Lk*o’ps(x) =  S3=k’0*Xps(x)

V(X)=>S51+5S53 = V(X) = k*a* Y pi(x) + K*0? Y ps(x) =
V(X) = k*0? X (X p1(x) + L p3(x))

Or Xpi(x) +Xps(x) =1—-Xp.(x)
Onnote: Y p,(x) =p
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Yp2(x) =p(E(X) —ko <X < EX) + ko)
OrvV(X) = o
On adonc :
022kzazx(l—p):lzkzx(l—p):%z1—p:>
1

le—F

L'inégalité de Biénaymé Tchebycheff est donc :
1
P(E(X) —ko <X <EX)+ko)=> 1_F

Ouencore: P(E(X)-g) <X <E(X)+g)>1— %ou P(IX — E(X)| <) 21— v;{)

En appliquant L’inégalité de Biénaymé Tchebycheff a la fréquence relative f,, = % etala

n

- i1 X1 .
moyenne X,, = % on obtient :

PUfu —pl<e)21-2L et P(x-m|<e)21-%

ne? ne
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