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CHAPITRE 3 - VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

3.1 Variables Aléatoires (va) : X
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire X toute application de Q
vers X(Q) € R, qui a tout élément w; de Q associe une valeur x; de X(Q).
X:0—-X@Q)CR
w; — X; telle que X = x;

X(Q) est I’ensemble des valeurs prises par X. X(Q) est aussi appelé support de la loi de
probabilité de X.

NB: X:laLettre Capitale X désigne la variable aléatoire.
x; . la lettre minuscule x; désigne une valeur prise par X.

3.2  Variable aléatoire discrete : X

X est appelé variable aléatoire discréte si X (Q) est un ensemble fini dénombrable ou un
ensemble infini dénombrable.

Exemple :

Si X(Q) = {x1, x5, x3, ..., x, } = est un ensemble fini dénombrable — X est discreéte.
SiX(Q) =N"={1,2,3,.....,n,...} estun ensemble infini dénombrable— X est discrete.

3.3 Variable aléatoire continue : X

X est appelé variable aléatoire continue si X (Q) est un intervalle réel ou une réunion
d’intervalles réelles.

Exemple :

Si X(Q) = Rt = [0; +oo[ — X est continue.

SiX(Q) =R =]—00;0] U[0; +o0] — X est continue.

3.4 Laloide probabilité d’'une variable aléatoire discrete X : P
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé, on appelle loi de probabilité de X (ou loi de distribution
de X), toute application P de X (Q) vers [0; 1], qui a tout élément x; de X () associe une
valeur p; de [0; 1].
P: X(Q) — [0;1]
xi = pi =PX =x;)

Veérifiant les conditions suivantes :
1. 0<p;,=P(X =x;)<1;laprobabilité est toujours positive.

2. inex(ﬂ) p; = P(X = x;) = 1; lasomme des probabilités est égale a 1.

Autrement dit : la loi de probabilité (ou loi de distribution) d’une variable aléatoire discréte X
est ’ensemble des couples (x;; p;) représenté sous forme de tableau comme suit :

X | X1 | Xp | e X | e x, | Total

Pil D1 | P2 | oo Di | coeeeiiaiiinns Dk i=k
Zpi =1
i=1
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3.5 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire discrete : F(x)
La fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte X définie sur le support X (Q) est
une fonction F(x) de R — [0; 1] telle que

quelque soit x € R, Fix)=PX<x)= Z P(X =x;)

XisX

Six < x4, F(x) =0,
Sixj <x<x4, F)= Z;:{P(X = X;);

Six > xy, Fx)=1

Propriétés de F(x)
F est croissante sur R: lim F(x) =0 et lir}rl F(x)=1
X—>—00 X—+00

Pour tous réels a et b tels que :
a<b, FMb)—F(@=Pa<X<b)=PX<b)—PX<a)

3.6 Esperance mathématique d’'une variable aléatoire discrete : E(X)
EQO = ) xipe= ) xP(X =x)
i i

Propriétés de I'espérance mathématique d’une variable aléatoire discrete : E(X)
Soient deux variables aléatoires discrétes : X et Y ;
Soient deux constantes reellesaet b ;

a) E(XX+a)=E(X)+a

b) E(aX) =aE(X)

c) E(@X+b)=aE(X)+b

d) E(X+Y)=EX)+E(Y)

e) E(@aX +bY)=aE(X) + bE(Y)

f) Si E(X) =0, on dit que X est une variable centree.

3.7 _Variance d’une variable aléatoire discrete X : V(X)

VX) =E[X-EMX)]* ou V(X)= Z pi [xi - (Z Pi’ﬁ)]
i i )
VOO = EG) = [ECOP ouv(0) = ) pixt (Z pm)

3.7.1 Ecart-type:o(X) = V(X)
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3.7.2 Propriétés de la variance d’une variable aléatoire discrete : V(X)
a) V(X) =0
b) V(a) =0, lavariance d'une constante a est nulle ;
c) V(aX) = a?V(X)
d VIX+b) =V(X)
e) V(aX +b) = a?V(X)
f) VIX+Y)=V(X)+2cov(X;Y) + V()
g) SiXetY sont indépendantes alors cov(X;Y)=0 = VX +Y)=VX)+ V()

3.7.3 Variable centrée et réduite

Soit X : variable aléatoire et a une constante réelle non nulle telles que :
E(X)=a, aveca# 0;

Soit Y : une autre variable aléatoire telle que :

_X—-EX) - {E(Y) =0,— Y est dite centrée;
(X)) g(Y)=1,— Y estdite réduite;
Montrer que E(Y) =0etV(Y) =1

Y est dite centrée si son espérance mathématique est nulle : elle est dite réduite si son écart-

type est égal a 1.
Toute variable aléatoire peut étre transformée en une variable centrée réduite par le

changement de variable XEX)

3.8 Moments simples d’ordrer: m,

m, = BT = ) pia]
i
r=1-m =EX) =Zpixi
1
r=2-m, = E(X*) = ) pd
1
3.9 Moments centrés d'ordrer: u,
r
tr =E[X —EX)]" = z pi [xi - (Z pixi>]
i i
r=®*m=EW—Eﬂﬂ=§}nm—(kaﬂ=0
1 i

r=2—p=EX-EX]=VX) =EX?) - [EX)]* =m, —m]

Exercice d’application - Une variable aléatoire discréte a pour distribution de probabilité :
X -2 -1 5 10

P(X =x) 1/3 1/4 1/4 1/6

a. Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.

b. Calculer les mémes quantités dans le cas ou toutes les valeurs sont augmentées
de 2 et dans le cas ou toutes les valeurs sont multipliées par 2.

c. Déterminer la fonction de répartition (F) de la variable aléatoire X.
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CORRIGE :

Loi de probabilité de X : ¢’est I’ensemble des couples (x;; p;)
a) Espérance mathématique de X (ou moyenne de X) : E(X) = Y, x;p;
Variance de X : V(X) = E(X?) — [E(X)]?, avec E(X?%) = Y x?p;

La loi de probabilité de la v.a. X est donnée dans le tableau ci-dessous

X; -2 -1 5 10 Total : )
pi=PX =1x) |1/3 1/4 1/4 |1/6 |¥pi=1
XiDi _E _1 E E Yxipi=2= EX)
3 4 6

EX)=Xxip; =2
VX)=EX?) —[E(X)]* = 24,5—22=20,5
Ecart-type de X : a(X) = /20,5 = 4,53
b) Calculer les mémes quantités dans le cas ou toutes les valeurs sont augmentées de 2 et
dans le cas ou toutes les valeurs sont multipliées par 2.
v Cas ou toutes les valeurs sont augmentées de 2 : Y = X + 2
Rappel des propriétés de E(X) et V(X) : posons Y = aX+bh, a et b des réels
E(Y)=E(@X+b)=aEX)+b
{ V(Y) =V(aX + b) = a*V(X)

EO)=EX+2)=EX)+2=2+2=4

Y=X+2,ona:{

v' Cas ou toutes les valeurs sont multipliées par 2 : Y = 2X
= — — X —
Pour Y=2X,ona: { EY)=EQ2X)=2EX)=2x2=4

V(Y) =V(2X) = 22V(X) = 4x 205 =82 o(Y) = V82 = 9,055

c) Fonction de répartition (F) de la variable aléatoire X : F(x)

F(x) = P(X < x) = Z P(X = x))

XisX

v six< -2, F(x)=0;
v si—2<x<-1, F(x)=P(X = -2) =§;
v si—1<x<5, F(x)=P(X = -2) +P(X = —~1) =S +=—;
v si5<x<10, F(x)=P(X = —2)+P(X = 1)+ P(X = 5)
Fx) =t4-4+-=2;
3 4 4 12
v six>10, F(x)=P(X = —2) +P(X = —1) + P(X = 5) + P(X = 10)
Fo)=1+42+241=2-1
3 4 4 6 12

En résumé F(x) est :
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(0, six < —2
1

-, | — 2< x<-1
3 Sl X

F(x) = < 7 | — 1< x<5

12 Si <x
10 | 5< x<10
12 si 5<x

L1, si x>10

CHAPITRE 4 - VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES
4.1 Définition : une variable aléatoire X est continue si X(Q) € R

4.2  Propriété: Si X est une variable aléatoire continue alors la probabilité
d’étre en un point est nulle : P(X = X) =0 pour x € X(Q) < R.

Dans le cas d’une variable continue réelle on ne peut déterminer que la probabilité associée a
des intervalles de réalisations.

Exemple :
e PX<x)=PX<x)=PX€]-w;x])
e PX>x)=PX=x)=PXE|[x; +oo])
e Pouraetb appartenant a X(Q), tels que x € [a ; b], 0na
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)=PXE]|a;b)
e MmaisPX=x)=0

4.3 Densité de probabilité d’'une variable aléatoire continue X (on note la ddp
deX): f(x)

Soit f une fonction définie et intégrable sur X(Q) € R ; f est une densité de probabilité de la
variable aléatoire continue X si :

1. fx)=0

2. [T f(x)dx=1.

4.4 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire continue X : F(x)

F(x)=P(XSx)=jx f(tdte, pour x € X(Q) € R

Par conséquent : F'(x) = f(x)

4.4.1 Propriétés de la fonction de répartition : F(x)

e F(x) est croissante avec X :
SF (x)
5% >0, pourx € X(Q) € R

e 0<F(x)<1, pourxeX(Q)cR
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e limF(x)=0;

J lJirm Fx)=1
e Pouraetb appartenant a X(Q), telsque x € [a; b],0na:

b
P(a<X<b)=P(a<XSb)=P(aSX<b)=P(aSXSb)=ff(x)dx

4.4.2 Quantiled’'ordreax : Xx,
On appelle quantile d’ordre @, la valeur X, de la variable aléatoire continue X telle que :
F(xg)=a

4.5 Espérance mathématique d’'une variable aléatoire continue : E(X)

EX) = f+ooxf(x)dx

4.6 Variance d’une variable aléatoire continue : V(X)

V(X) = E[(X - E(X))?] = f (X — E(X))?f(x)dx
o V(X) = E(X?) — [EX)]2 = f f (D) dx — [EX)]?

47  Exemple

Soit une variable aléatoire continue X définie par la fonction de densité de probabilité :
f(x)={k(k>0) st 0 <x <1
0 sinon

fest une ddp si f(x) >0 et [ f(x)dx = 1
a) k>0=f(x)=0
b) Pour déterminer la constante k, il faut :
[Pfade=1 =  [kxdx=1 =  kxx]} =1 = k=1

1 si 0<x<1
f(X)={ )
0 sinon

On en deduit par intégration la
fonction de répartition F(x) :

Six<0: FO)=/" f(dt=[° 0xdt=0
Sio<x<l: F) = [ f(ydt=["_0xdt+ [ 1xdt=x

Six>1:  F)=[" f(Odx=["_0xdt+[;1xdt+ [ 0xdt=1
Donc :
0 si x <0
F(x)={x si 0 <x <1
1 si x > 1

Calcul de E(X) Application a partir de I’exemple précédent
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E(X) = [T7xf()dx = [°_x(0)dt + [ x(dt + [ " x(0)dt

EX)=0 +f01x(1)dt+ 0= EX) = ["2—2]; =§—0 =%

Calcul de V(X) Application a partir de I’exemple précédent
VX) = [T7x%f(0dx = [0 x2(0)dt + [] x*(Ddt + [, x?(0)dt
V(X) =0+ [, x*(1)dt + 0

V(X)=[x—;]z=§—0=§='a(X)=£=§

4.8 Moments d'une variable aléatoire continue X

4.8.1 Moment simple d’ordrer:

m, =EX") = f+ooxrf(x)dx

+00
pourr =1,0ona m; = E(X) = f xf(x)dx

+00
pourr=2,ona m, = E(X?) = f x*f(x)dx

4.8.2 Moment centré d’ordrer:

m=ﬂw—ﬂmﬂ=f X — EQO)) f(x)dx

pourr =2, U, = E[X—EX)]?* =V(X)
wn=Eu%—qu=f X2 (0)dx — [E(X)]?

—00
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