Chapitre 2

Interpolation et approximation
polynomiale

Dans ce chapitre, on dispose d’une fonction f, connue par exemple uniquement par
ses valeurs en certains points, et on cherche a remplacer ou a approcher f par une fonction
plus simple, le plus souvent par un polyndme. Nous verrons dans ce contexte, 1’interpo-
lation qui consiste a rechercher un polyndme qui passe exactement par les points donnés,
I’interpolation par morceaux, en particulier les fonctions splines ou 1’expression du po-
lyndme est différente sur chaque sous-intervalle, I’approximation uniforme ou 1’approxi-
mation au sens des moindres carrés ou on cherche a approcher au mieux la fonction, soit
pour la norme uniforme (ou norme infnie), soit pour la norme euclidienne.

2.1 Interpolation de lagrange

Soit f : [a;b] — R connue en n + 1 points distincts xg, 21, ...x,, de Uintervalle [a; b].
Il s’agit de construire un polyndme P de degré inférieur ou égal a n tel que

Vi=0,1,---n, P(x;)= f(z;) (2.1)

Théoreme 2.1. I/ existe un et un seul polyndome de degré inférieur ou égal a n solution
de (2.1). Le polynome s’écrit

Po(x) = flai)Li(x) (2.2)
=0
ol
Li(x) = L (2.3)
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Remarque 2.1. Le polynome P, est appelé polynome d’interpolation de Lagrange de la
fonction f aux points g, x1, ...x,. Les polyndmes L;(x) sont appelés polyndmes de base
de Lagrange associés a ces points.

Démonstration. Preuve Existence On vérifie directement que le polyndme donné par
(2.2) est solution de (2.1) (on utilise le fait que L;(x;) = 0;;).

Unicité Soit ) un autre polyndme solution. Alors Vi = 0,1, - -nQ(x;) — P(z;) = 0.
Ainsi () — P est un polyndme de degré inférieur ou égal a n s’annulant en n + 1 points.
Il est donc identiquement nul. ]

Exemple 2.1. Interpolation linéaire On applique (2.2) avec n = 1 pour trouver

Py(x) = f(o) + (@)

To — T 1 — Xy

Tr — T r — T

ceci s’écrit encore

J(z1) = flx
Pi(z) = f(xo)w
1 — X
Exemple 2.2. Pour exprimer le polynome d’interpolation sous la forme de Lagrange, il
faut définir les polynémes associés a chacun des points, L;(x). Par exemple pour la série

de points suivante :

(x — ) (2.4)

z] 0 [11] 2
y 1262729

(x —21)(x — 29) (x=1)(z—-2) 1, 1

Lofx) = (to—a)(mo—m) (0—D0—2) 27 27"}
(@ z)(r—22) (2 —0)(7—2) )
AL P T Rl B SR B

B (x — x)(x — 1) _( —O)(:p—l)_l , 1
Lafz) = (2 —z0)(ms —a1)  (2-0)2-1) 2% ~2¥

On obtient alors le polynome d’interpolation :
2
Py (z) = Z%Li@) = YoLo+y1Ll1 +y2Lo
i=0

1 1 1 1
= 2, 6(5:152 — 5T+ 1)+ 2,7(—2 4 22) + 2, 9(5332 _ ?U)

P,(z) = 0,052% 40,05z + 2,6

Remarque 2.2. L’écriture (2.2) du polynome d’interpolation est intéressante au point
de vue théorique, mais peu du point de vue numérique : elle a un caractere peu algorith-
mique. De plus, son évaluation requiert trop d’opérations élémentaires (le calcul d’un des
polyndémes de Lagrange de degré n nécessite 4n* opérations). On lui préfere la formule
de Newton. On rappelle qu’il n’existe qu’un seul polynome d’ordre n — 1 interpolant n
points.
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2.2 Interpolation de Newton et différences divisées

On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du polynéme d’interpolation P
qui ne nécessite pas de recalculer toutes les fonctions de base lors de 1’ajout d’un nouveau
point. Si I’on a qu’un point d’interpolation x alors,

P(x) = f(xo).

Si I’on ajoute un point z; alors

P(z) = f(xo) + a1(z — o)

et

P(z1) = f(z1)
implique

_ f(@) = f=o)

1——.
Ty — o

Sil’on an + 1 points xg, z1 - -+, T, on cherche

n—1
P(x) :a0+@1($—l’0)—|—'"+CLnH<5L‘—$k)
k=0

Remarquer que si I’on a déterminé ag, a4, ..., a;—1 alors de 1’égalité,
P(x;) = f(x;) = ap + a1(x — wo) + - -+ + ai(w; — o) (v — 1) + - - (27 — 731)
on déduit que a; est déterminé par la formule :

_ f(l’z) — Gp — Gl(l’i - 550) - '@zel(%i - xo)(mi - 1‘1) T (95@ - xif2>
(w5 — 20) (25 — 1) -+ (25 — 3-1) '

i

Ce qui montre que a; ne dépend que des points xg, - - -, x;. On pose alors pour tout k£ €
{1’ 2, - n}
ar = flxo, - -, my).

Ou f].] désigne les différences divisées de f définies par :

i=0,n flz)] = f(z;) 05
fleioa, v] = f(x;:)z : i;(xf_l)
flao. ] = L xnx] __fzo’ SR (2.6)
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Avec cette notation, on a la formule d’interpolation de Newton

Px) = f(xO)Jrf[xo,ml](a?—xo)+-~~+f[x0,---,xn]1:[(x—xk) (2.7)
k=0
= Zf[xo, e ] 1:[(1’ — ) (2.8)

Remarque 2.3. Par convention [ [,_(z — ;) = 1sii < 1

Lemme 2.1. Soitn € N et soient xy, x1--, x,, n+1 réels distincts, pour toute permutation
osur{0, 1, --n}ona:

f[an o '7xn] = f[xo’(O)a t 'axa(n)]

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en
les disposant de la maniere suivante dans un tableau :

i |y fleeonw] flees, v a] flris, v, v, w] flmia, i3, 19, v, ]
0 =z

Loa | oy | flzo, 1]

2wy |y flrr, xo ‘f[l"o,%,i@] ‘

3 w3 | ys  flrg, 13 flz1, zo, 3] flzo, z1, T2, 73]

4wy | ys flrs, w4 [z, 23, 24] flz1, 29, 23, 4] flzo, x1, 29, 23,24

Si on reprend I’exemple de la section précédente :

Exemple 2.3.
x| 0 |1l ] 2
v 1262729
on obtient :
= 2,6 —2,7
f[330,331] _ f(ZL’o) f(xl) _ 9 L 0,1
Lo — T1 0-—1
— 2,7-2,9
f[$1,$2] _ f(xl) f<$2> _ 9 I 0,2
T1 — X9 1-2
— 0,2-0,1
f[[[‘o,fﬁl,l’g] _ f[x17$2] f[x07$l] _ D [ 0705
To — X 2—-0
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ou en utlisant le tableau

I Yi f[%—h %] f[xi—Qa Ti—1, %] f[$i—3, Li—2, Ti—1, fL“z]
0 0 |[26]
1 1 2.7 f[fﬂo,l'ﬂ =|0.1
2 2129 flr,20] =02 flog, 21,10 =
d’ou
n i—1
P(@) = Y flwo,-a] [ [ (o — )
i=0 k=0

= f_(xo) + flzo, x1)(z — xo) + flxo, 21, 2)(x — o) (x — 21)
= 2,6+0,1(z — 0) +0,05(x — 0)(z — 1)
= 2,6+ 0,05z + 0,0522

Algorithme 2.2.1.

2.3 Erreur dans ’interpolation de Lagrange
Le but de I’interpolation étant de remplacer 1’évaluation de f(x) par celle de P(z), il

est important de connaitre I’erreur. Soit P, le polyndme d’interpolation de f aux points
Zg,x1 -+, Tp. On pose

Proposition 2.1. Pour tout réel v € R, on a

0 size{xg, -+, 2o}
en(r) = flzo, -+ @, ] H(:I: — xy) sinon
k=0
Preuve 1. On suppose que x & {xq, - - -, x,}. Soit P, .1 le polynéme d’interpolation de
f aux points {xq, - - -, x,}. Alors

n

en(r) = f(2) = Po(2) = Poyi(z) — Po(x) = flzg, -+ 20, 7] H(m — xy)

k=0
Théoréme 2.2. Soient f une fonction définie sur R , de classe C* et xg, - - -, x,, des
réels distincts. On pose a = min{xg, - - -, x,} et b = max{zy, - - -, x,}. Alors il existe

¢ €la; b| tel que

_
k!
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Preuve 2. Dans le cas ou k = 1, c’est une application du théoreme des accroissements
finis. Supposons k > 1 quelconque. Soit Py, le polynéme d’interpolation de f aux points
Zg, * -, Tg. Alors, la fonction :

ex(x) = f(x) — Pi(x)

s’annule au moins en k + 1 points distincts : xq, - - -, x. Donc, d’apres le théoreme de
Rolle, la fonction ¢}, s’annule au moins en k points dans |a, b|. La fonction e} s’annule au
moins en k — 1 points dans |a, b|. De méme, la fonction (e;)*) s’annule en au moins un
point dans |a, b[. Donc :

3¢ €a; bl tel que (ex)(€) = £5(&) — PP (€) = 0.

Or
PI(&) = k! flwo, - -, .
Donc
k
f[iL'o, o '73316] = fk(‘g)
Théoreme 2.3. Soient [ une fonction définie sur R, de classe C™*1 sur]a, b|, xo, -+, Tn,

des réels distincts de [a,b] et P, le polynome d’interpolation de f sur le support xg, - -
-, Ty Alors pour tout x dans [a, b] il existe £ € [a, ] tel que
fHE) rm
en(z) = T Tlimo(@ — k)

(n+1)!
Preuve 3. Elle découle de la proposition et du Théoréme précédents.

Théoreéme 2.4. Soient [ une fonction définie sur R, de classe C™*1 sur]a, b|, xo, -+, Tn,
des réels distincts de [a,b| et P, le polynome d’interpolation de f sur le support xg, - -
-, xp. Alors

Mn 1
0) - Bafo)] € 2t 29
ol
M1 = maza<p<p| f* ()] (2.10)
et

n

mo(z) = [ [ (= — ) (2.11)

i=0
Lemme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme, il existe € [a, b] tel que
flzos x| = Fe)

n!

ESATIC 24 UP Maths



