Une initiation au calcul tensoriel
#4. Changement de base

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr

Mathplusun

Avril 2020

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 4. Changement de base

James Joseph SYLVESTER

Mathématicien anglais, a travaillé sur la théorie
des déterminants et a introduit en 1850 le terme « matrix »
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base
Pré-requis

En route vers la relativité génflrale
Calcul tensoriel
L'opérateur £

En route vers la relativité génfﬁmle
Calcul tensoriel
La convention d'Einstein

En route vers la relativité générale
Calcul tensoriel
Espaces vectoriels
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Objectifs & themes abordés

Comprendre les mécanismes de changement de base et la maniére dont
les composantes d’un vecteur évoluent lors d’un changement de base.
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Objectifs & themes abordés

Themes abordés
Compléments sur les matrices;
Changement de base en dimension 1;
Changement de base en dimension 2;

Changement de base en dimension n.
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Compléments sur les matrices
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

Nous nous limitons maintenant aux matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels, leur ensemble est noté M,(R).
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Compléments sur les matrices

Matrice nulle : tous les coefficients sont nuls, elle sera notée O

o1
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Compléments sur les matrices

Matrice identité : | = (5;)
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

L’addition présente les propriétés suivantes :
Loi de composition interne : A4+ B € M,(R);
Associativité : A+ (B+ C) = (A+ B) + C;
Commutativité : A+ B= B+ A;
Elément neutre, la matrice nulle: A+ O = A;

Toute matrice A = (ajj) possede pour I'addition un symétrique
-A = (-aj)
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

L’addition présente les propriétés suivantes :
Loi de composition interne : A4+ B € M,(R);
Associativité : A+ (B+ C) = (A+ B) + C;
Commutativité : A+ B= B+ A;
Elément neutre, la matrice nulle: A+ O = A;

Toute matrice A = (ajj) possede pour I'addition un symétrique

-A = (-ay)
53tz 4= g
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Compléments sur les matrices

L’addition présente les propriétés suivantes :
Loi de composition interne : A4+ B € M,(R);
Associativité : A+ (B+ C) = (A+ B) + C;
Commutativité : A+ B= B+ A;
Elément neutre, la matrice nulle: A+ O = A;

Toute matrice A = (ajj) possede pour I'addition un symétrique
-A = (-aj)

(Mu(R), +) est un groupe abélien.
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

(M,(R), +) est un groupe (abélien), ceci nous permet de définir
une seconde opération : la soustraction.

A+ (-By=A-B
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Compléments sur les matrices

Tout groupe possede une seconde opération (symétrique de la
premiere) obtenue a partir de la notion d’élément symétrique.
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Compléments sur les matrices

Quid de la multiplication? (M,(R), x) est-il un groupe?

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

Quid de la multiplication? (M,(R), x) est-il un groupe?
Loi de composition interne : A X B € M,(R);
Associativité : A(BC) = (AB)C;

Commutativité : non, en général AB # BA
Elément neutre, la matrice identité : Ax [ = I x A= A;

Eléments symétrique ?
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Compléments sur les matrices

Dans M (IR), c’est trés simple! Soit A=[a] une matrice quelconque,
cherchons une matrice A’ telle que A x A" = |

[d][d] = [1]
lad] = 1]

a':lsiayéo
a
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Compléments sur les matrices

Dans M (IR), toute matrice non nulle admet un symétrique pour la
multiplication.
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

Et dans M3(R)?
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Compléments sur les matrices

Et dans M3(R)?
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Compléments sur les matrices

Et dans M3(R)?
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Compléments sur les matrices

sl

» ad— bc |-¢ a

Seules les matrices telles que ad — bc # 0 ont un symétrique pour la
multiplication. De telles matrices sont dites inversibles.
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Compléments sur les matrices

L’ensemble de ces matrices est noté GLz(R).
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Compléments sur les matrices

(GL2(R), x) est un groupe appelé groupe linéaire.
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Compléments sur les matrices

La quantité ad — bc est appelée déterminant de la matrice A et se
note :

det(A) =
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Compléments sur les matrices

La notion de déterminant se généralise aux matrices de M,(RR).

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Compléments sur les matrices

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est
non nul.
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base
Problématique
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base : problématique

B={u} B ={v}
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Changement de base : problématique
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Changement de base : problématique

B={u} B ={v}
up = oz’vj Vi = ﬁ{uj

AL 'ul

I
=3
@

I

[X]B : :
A\ Mn
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Changement de base : problématique

B={u} B ={v}

AL 'ul
M= : (Xp =
AP e
X = flud)?
=gV
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base
en dimension 1
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base en dimension 1

B={wu} B ={w}
x=Nuy x:,ulvl
uy = O&Vl Vi = ﬁ%ul
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base en dimension 1

B={wu} B ={w}
x=Nuy x:,ulvl
uy = O&Vl Vi = ﬁ%ul

M=) KW= ()
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Changement de base en dimension 1

B={wu} B ={w}
x=Nuy x:,ulvl
uy = O&Vl Vi = ﬁ%ul

M=) KW= ()

On cherche comment passer d’une base a I’autre : comment trouver
u! connaissant A\'?
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base en dimension 1

B={wu} B ={w}
x=Nuy x:,ulvl
uy = O&Vl Vi = ﬁ%ul

M=) KW= ()

x= My
X = Ala%vl = ,ulvl
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Changement de base en dimension 1

B={wu} B ={w}
x=Nuy x:,ulvl
uy = O&Vl Vi = ﬁ%ul

x= My
x= Maly 1
= 1Vi=pv

Par unicité de décomposition d’un vecteur dans une base :

pt = alat
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Changement de base en dimension 1
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Changement de base en dimension 1

x=Muy X = ,ulvl
u = ajv vi = Biu
(X5 = (A1) [Xs = (1)
Nl _ al)‘l )\1 _ ﬂ%:ul

(u')p = [o](A1)B
(ADs = 6115
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Changement de base en dimension 1

x=Muy X = ,ulvl

u = a%vl Vi = ﬂ}ul
(s = (A1) X = (')
Nl _ a%)\l )\1 _ ﬂ%:ul
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Changement de base en dimension 1

x=Muy X = ,ulvl

u = a%vl Vi = ﬂ}ul
(s = (A1) X = (')
Nl _ a%)\l )\1 _ ﬂ%:ul
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Changement de base en dimension 1
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Changement de base en dimension 1

x = 4u x =2
U1 =0,5V1 Vl :2”1
(X = (4) [Me = (2)
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Changement de base
en dimension 2
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Changement de base en dimension 2

B ={ui,us} B ={vi,w}
x=Mu + Xu x = ptvy + vy
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Changement de base en dimension 2

B ={ui,us} B ={vi,w}
x=Mu + Xu x = ptvy + vy

—_ 1 2 _ nl 2,
up = ajvi + ajve vy = fiuy + Bius
1 2 _ Q1 2
up = agvi +agve v = foun + Brug
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Changement de base en dimension 2

B ={ui,us} B ={vi,w}
x=Mu + Xu x = ptvy + vy

_ 1 2 _ nl 2
up =ajvi +ajv vi = Brur + Biuz
_ 1 2 _ Al 2
UQ—OCQV1+O(2VQ V2—62U1+,82u2

X = /\l(alvl - alvz) + X2 (advy + adw)
X = ()\1 + Xa )V1 = ()\10[1 aF )\2042)V2
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Changement de base en dimension 2

B ={ui,us} B ={vi,w}
x=Mu + Xu x=plvi + 12wy

_ 1 2 _ nl 2
up =ajvi +ajv vi = Brur + Biuz
_ 1 2 _ Al 2
UQ—OCQV1+O(2VQ V2—62U1+,82u2

X = /\l(alvl - alvz) + X2 (advy + adw)
X = ()\1 + \a )V1 = ()\1a1 aF )\2042)V2

u = afAl + al\?
p? =i\ + 042)\2
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Changement de base en dimension 2
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Changement de base en dimension 2

Matrice de passage Pgp: (terminologie américaine) :

I —
e =(3) B = (%)
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Changement de base en dimension 2

Bl By
B B

4 A |

By
B3

|(2).
|G,

)\2
B
P =

I

ay
a3
5%}
5
/\1>

2
A B

o
of o3

Pss = (Ppig)™
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base

Changement de base en dimension 2 : exercice

Etape 1 : chercher les composantes des vecteurs de la premiére base
dans la seconde base :

(] [u2]m

Etape 2 : appliquer la formule de changement de base :
[Xp = Por x|
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base
Changement de base en dimension 2 : exercice

Etape 1 : exprimons les vecteurs des deux bases dans la base
canonique, on peut alors écrire que :

b 1) ()= )
6 GDED-61) G
()=6D6)-C)
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Calcul tensoriel — 4. Changement de base
Changement de base en dimension 2 : exercice

Etape 1 : tous calculs faits :

-3 3
Pppr = (2 _1)

Etape 2: [X]B’ = PBB’ [X]B

G 2)6)=0)
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Changement de base
en dimension n
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Changement de base en dimension n

B = {u} B' = {vi}

0\ _
x = ANu; x=u'v;
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Changement de base en dimension n
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Changement de base en dimension n

x = \u; x = 'y
w=cly =By
x= N(ajv)
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Changement de base en dimension n
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Changement de base en dimension n
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Changement de base en dimension n

x = N(ajy)
x = ( i)‘i)vj
o=\
p' = aiN
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Changement de base en dimension n

_ .k _ Al
up = o v vk = B U;
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Changement de base en dimension n
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Changement de base en dimension n

u = (of 1 Uj
u; — {Uj
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Changement de base en dimension n

_ knJ
uj = <al k)uf
u; — ij
akp] = 4]
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Prochain épisode

#05

En route vers la relativité gén?'role
Calcul tensoriel

Formes linéaires

Préparation a la dualité (espace dual, base duale, bidual...)
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Aider la chaine

Pouce bleu;

S’abonner a la chaine;

Partager sur les réseaux sociaux;
Commenter la vidéo;

Nous rejoindre sur FB, Instagram, Twitter;

Nous aider sur tipeee.com
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