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Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Giuseppe PEANO

(1858-1932)
Mathématicien et linguiste italien,

il participa a U'axiomatisation des espaces vectoriels
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Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires
Pré-requis
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En route vers la relativité génf’rale
Calcul tensoriel
L'opérateur £

En route vers la relativité générale
Calcul tensoriel
Espaces vectoriels
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En route vers la relativité gém.éra!e
Calcul tensoriel
La convention d'Einstein

En route vers la relativité gén(—&’-ra(e
Calcul tensoriel
Changement de base

www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Objectifs & themes abordés

Comprendre les formes linéaires dans la perspective de la dualité de
lépisode 6
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Objectifs & themes abordés

Themes abordés
Morphisme en algebre générale;
Applications linéaires;
Matrices et applications linéaires;

Formes linéaires.
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Nous nous limitons aux IR-espaces vectoriels et plus
particulierement nous raisonnerons sur R".

Mais les résultats s’étendent aux IK-espaces vectoriels.
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Morphismes
algébre générale

Cette partie est indépendante des espaces vectoriels
Seules les notions jugées pertinentes pour la suite sont exposées ici.
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Morphismes : structures algébriques

Une structure algébrique est un ensemble muni d’une ou de
plusieurs opérations, exemples :

(N, +)

(Z, x)

(R, +, xX)
(R?,+,)
(C,+,-, x)
etc.
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Morphismes : LCl & LCE

Les « lois », les opérations sont appelées des lois de compositions
si ce sont des applications de K x E — E et plus précisément des :

Lois de compositions internes si K= E:
ExE—E
Par exemple 'addition dans N
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Morphismes : LCl & LCE

Les « lois », les opérations sont appelées des lois de compositions
si ce sont des applications de K x E — E et plus précisément des :

Lois de compositions internes si K= E:
ExE—E
Par exemple 'addition dans N

Lois de compositions externes si K # E:
Kx E—E
Par exemple la multiplication d’un vecteur par un scalaire
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Morphismes : définition

De la méme fagon que Ion définit des fonctions de R — IR, on peut
définir et étudier les applications d’un ensemble E — F.
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Morphismes : définition

De la méme fagon que I'on définit des fonctions de R — IR, on peut
définir et étudier les applications d’un ensemble £ — F.

Plus précisément si (E, ) et (F, ) sont des structures algébriques,
on va s’intéresser a un type particulier d’applications E — F, celles
qui présentent la propriété suivante :

Vx,y € E, fixxy) = f(x) o fly)
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Morphismes : définition

Plus précisément si (E, ) et (F, ) sont des structures algébriques,
on va s’intéresser a un type particulier d’applications E — F, celles
qui présentent la propriété suivante :

Vx,y € E, fixxy) = f(x) o fly)

De telles applications sont appelées des morphismes.
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Morphismes : injection, surjection, bijection

Une application peut étre :

Injective

Vx, X € E, fix) = fiIX) = x=xX

Surjective

Vy e F, Ix€ E, y = f(x)
Bijective

Vye F, 3Ix€ E, y = f(x)
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Morphismes

Maths+1

@ #]

= Pour
comprendre

Les bijections

Applications, injections, surjections, bijections
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Morphismes : vocabulaire

(E:x) = (F0) (E,%) = (E,%)
application | (homo)morphisme | endomorphisme
bijectivité isomorphisme automorphisme
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Morphismes : vocabulaire

(E:x) = (F0) (E,%) = (E,%)
application | (homo)morphisme | endomorphisme

bijectivité isomorphisme automorphisme

Exemples d’isomorphismes

(R, +) = (R}, x)
exp(x+ X) = exp(x) x exp(X)

(R%, x) = (R, +)
In(x¥) = In(x) + In(x)
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Morphismes

Un théoréeme important
Soient (E, %) et (F,¢) deux groupes et soit f un homomorphisme de
E — Falors:

f(0g) = O
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Morphismes

Un théoréeme important
Soient (E, %) et (F,¢) deux groupes et soit f un homomorphisme de
E — Falors:

f(0g) = O

Corollaire
Sous les mémes hypotheses 'image du symétrique de x est le
symétrique de 'image de x:

Vx € E, fix!) = (fix)*
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Morphismes : noyau & image

Image

Soient (E, %) et (F,¢) deux groupes et soit f un homomorphisme de
E — F, alors f(E) C Fest un sous-groupe de Fappelé image de E
par fet se note Im(f) :

Im(f) ={y € F,ax€ E f(x) =y}
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Morphismes : noyau & image

Noyau

Sous les mémes hypotheses, le sous-ensemble de E des éléments
ayant pour image Of est un sous-groupe de E appelé noyau de fet
se note Ker(f) :

Ker(f) = {x € E, f(x) = 0¢} = f ({0}
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Morphismes

Attention aux notations

Notation | signification bijectivité
x élément symétrique
(fix))! | élément symétrique de I'image

! application réciproque oui
(%) antécédent de x oui

f1({x}) | ensemble des antécédents
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Morphismes : groupes isomorphes

Soient (E, x) et (F,©) deux groupes, s’il existe un isomorphisme
(homomorphisme bijectif) entre ces deux groupes alors on dit que
ces deux groupes sont isomorphes et I'on écrira :

E~F

On dit aussi parfois que deux ensembles E et F (sans référence a une
structure algébrique particuliére) sont isomorphes s’il existe une
bijection entre eux.
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Morphismes : conditions d’injectivité et de surjectivité

Théoreme
Soient (E, %) et (F,¢) deux groupes, soit f: E — Fun morphisme de
groupe alors :

fest injective si et seulement si :
Ker(f) = {O¢};
fest surjective si et seulement si :

Im(f) = F.
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Applications linéaires

Seules les notions jugées pertinentes pour la suite sont exposées ici
On se limitera aux dimensions finies
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Applications linéaires

En analyse réelle, on étudie les fonctions R. — IR, en algébre linéaire
(théorie qui englobe [’étude des espaces vectoriels) on va également
étudier des « fonctions ».

Applications de (E, +, ) dans (F,+,),f€ F*
fE—F
x = fix)
Exemple
f:R?*— R?
(x,y) = (2x+ 3,x+ y*)

Mais en algébre linéaire, on va se limiter aux applications linéaires.
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Applications linéaires

Que veut dire linéaire ?
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Applications linéaires

Que veut dire linéaire ?

Définition

Un « systeme » est dit linéaire si :
Lorsqu’une entrée est multipliée par un nombre, alors la sortie
correspondante est multipliée par ce méme nombre
s(Ax) = As(x)
La transformée de la somme de deux entrées est la somme des
deux sorties associées : s(x; + x2) = s(x1) + s(x2)

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Applications linéaires

Que veut dire linéaire ?

Questions
Quelles sont les entrées qui donnent zéro en sortie du systeme?
Quelles sont toutes les sorties possibles du systeme?
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Applications linéaires

Giuseppe PEANO

(1858-1932)
Il est le premier mathématicien a axiomatiser les espaces vectoriels en

dimension finie dés 1888, on lui doit également ['axiomatisation des
applications linéaires et le lien entre applications linéaires et matrices.

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Applications linéaires

CALCOLO

GEOMETRICO

secondo ['Ausdehmungslehre di H. Grassmann

PRECEDUTO DALLE

OPERAZIONI DELLA LOGICA DEDUTTIVA

GIUSEPPE PEANO

PROFESSORE NELLA R. ACCADEMIA MILITARE
INCARICATO NELLA R. UNIVERSITA DI TORINO

Publié en 1888, c’est dans cet ouvrage que Peano axiomatise
les applications linéaires en dimension finie.
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Applications linéaires

Une application de (E, +, ) dans (F, +, -)
fiE—F
x = f(x)

Une application linéaire de £ dans F

Vx,y € E fix+y) = fix) + Ay)
Vx € E,VA € R, flax) = M(x)

Une application linéaire est donc un (homo)morphisme de
groupe additif (donc : f{0g) = 0f) compatible avec la
multiplication externe.
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Applications linéaires

L’ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel
E — Fest noté: L(E, F).

L(E,F) C FF

(L(E, E), o) est un magma

(L(E, F),+, ) est un espace vectoriel.
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Applications linéaires

Définition importante
On appelle rang d’une application linéaire la dimension de
limage de f:

rg(f) = dim(Im(f))
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Applications linéaires

L’ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel E
sur lui-méme est noté : L(E).

L’ensemble des automorphismes sur un espace vectoriel est
noté GL(E) car (GL(E), o) est un groupe.
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Applications linéaires : lien matrice & applications linéaires

Théoreme fondamental dans R?
Une application f: R? — R" est linéaire si et seulement si il
existe une matrice A € M,,, telle que :

Vx € R”, [fix)] = A x

Xp

Avec x = (x1,..., %) et fIx) = (y1,..., ¥n)
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Applications linéaires : lien matrice & applications linéaires

Théoreme fondamental

Soit E, F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n.
Soit B une base de E et soit 5F une base de F.

Soit f: E — F, alors fest une application linéaire si et
seulement si il existe une matrice A € M, telle que :

Vx € E [f(x)|z, = A X x|,
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Applications linéaires : lien matrice & applications linéaires

Corollaire

Une application linéaire f: E — Fest définie entierement et de
maniére unique par les images des vecteurs d’une base de E.

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Applications linéaires : convention de sommation

x = xX'u;

fix) = fix'u)

fix) = xflu;)

flx) = xf; avec fi = flu;)
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Applications linéaires : deux notations équivalentes
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Applications linéaires : un peu de « concret »

Les applications linéaires f: R — R sont exactement de la
forme :
x—ax; a€R
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Applications linéaires : un peu de « concret »

Les applications linéaires de f: R> — IR? sont exactement de
la forme :

(x1,X2) = (@1x1 + ai2X, anixi + azoxo) ;. a; € R
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Applications linéaires : Théoréeme du rang

dim(E) = rg( f) + dim(Ker( f))
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Formes linéaires
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En route vers la relativité génf’rale En route vers la relativité gém.éra!e
Calcul tensoriel Calcul tensoriel
L'opérateur £ La convention d'Einstein

En route vers la relativité génfjrale En route vers la relativité gén(—&’-ra(e
Calcul tensoriel Calcul tensoriel
Espaces vectoriels Changement de base
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Les formes linéaires constituent un cas particulier d’applications
linéaires. Elles sont a priori trés simples, presque banales.

Alors pourquoi s’y intéresser? Qu’apportent-elles d’intéressant ?
D’ailleurs en premier cycle elles jouent un réle mineur!

Nous allons voir qu’elles représentent une autre facon de considérer les
vecteurs, un autre type de vecteur.
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Formes & formes linéaires, exemples;
Coefficients d’une forme linéaire;
Matrice d’une forme linéaire;

Noyau & image d’une forme linéaire;

Changement de base.
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Formes linéaires : définition d’une forme

Une forme v sur un K-ev est une application :

Yv: E—K
x> (x)

¥ e KF

Exemple : 1(x) = ||x]|
Exemple : ¢(x) = (x, y) ol y est fixé
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Formes linéaires : définition d’une forme linéaire

Une forme linéaire ¢ sur un K-ev est une forme qui vérifie :

P(x+y) = o(x) + ¢(y)
¢(Ax) = Ap(x)
Contre-exemple : 1 (x) = ||x||
(xy) =3+
(xy)) =x+y+1
Exemple : ¢(x) = (x, y) ou y est fixé

(
Contre-exemple : ) (
(

Contre-exemple : ¢

Exemple : ¥((x,y,2)) = x+y—z
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Formes linéaires : ensemble des formes linéaires

L’ensemble des formes linéaires sur un K-ev est noté :

L(EK) = E*
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Formes linéaires : groupe additif des formes linéaires

(E*,+) est un groupe commutatif, Vo, ¢, x € E*

o+ eE”

Pty =v+¢

¢+ W+x) =(p+¢)+x
p+0=9¢

ek, ¢+¢' =0
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Formes linéaires : multiplication par un scalaire

La multiplication d’une forme linéaire par un scalaire possede
les propriétés suivantes : Vo, ¢ € E* VA, p € K

A)-o=X- (- 9)
Atp)-d=X-o+pu-¢
A(p+v)=A-90+ A0
Ixk-¢p=¢

Eric Pruvost — eric75p@yahoo.fr www.mathsplusun.com



Calcul tensoriel — 5. Formes linéaires

Formes linéaires : espace vectoriel des formes linéaires

(E*,+,-) est un espace vectoriel

Conséquence : les formes linéaires sont des vecteurs
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Formes linéaires

Un autre regard sur les [K-espaces vectoriels :

(E7 -+ )

((E, -+ ')7 (Kv + X))

Exemples: K = Q,R,C,Z/27. ..

Remarque : les Q-ev sont assez exotiques, par exemple (R, +, -) est un
R-ev de dimension 1 mais un Q-ev de dimension infinie!
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Coefficients d’une forme linéaire relativement a une base

o(x) = N(u)
o(x) = Na; avec a; = ¢(u;)

¢EB (al,ag,...,an)
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Expression d’une forme linéaire

Théoreme fondamental
B = (U,') .
(X5 = (\)

Les formes linéaires ¢ d’un espace vectoriel E sont exactement
de la forme (ot a; = ¢(u;)) :

A(x) = e\t + @A+ -+ @\

Les formes linéaires correspondent donc a des expressions de
type :
a1 Xy + axXy + -+ anXy
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Formes linéaires : matrice d’une forme linéaire

La matrice d’un forme linéaire est une matrice ligne :

[6(x)]s = A x [x]s
)\1
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Formes linéaires : exemple

6: B2 — R
(xy) = 2x+y

Ker(¢) = {(x,y) € R? 2x+ y =0} = Vect((1,-2))

Droite vectorielle passant par l'origine.
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Formes linéaires : exemple

o: R3 — R
(x,y,2) +— bx+y—z

Ker(¢) = {(x,y,2) € R®,5x+y—z=0})

Equation d’un plan vectoriel passant par I'origine.
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Formes linéaires : noyau et hyperplan

Théoréme du rang :
dim(E) = dim(Im¢) + dim(Ker¢)

Im¢ C R
dim(Im¢) = 0, ¢ est I'application nulle.

dim(Im(¢)) =1
Im¢ = R, ¢ est surjective.
dim(Ker¢) = n — 1, le noyau est un hyperplan

Une forme linéaire est soit nulle, soit surjective.
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Formes linéaires : noyau et hyperplan

Théoremes

Tout hyperplan vectoriel est le noyau d’une forme linéaire non
nulle.

H est un hyperplan d’un ev E s’il existe une forme linéaire non
nulle ¢ telle que H = Kerg.
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Formes linéaires : changement de base

B = (u;) B = (v
u; = By, vi = ajuy
X = )\'U,’ X = ,UJiVl
¢(x) = o(Nuy) = P(u'vi)
¢(x) = No(u) = p'o(v)
o(x) = Na = u'b;
a; = Bb; b = oa;
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Prochain épisode

En route vers la relativité gén?'role
Calcul tensoriel

Covariance & contravariance

vecteur, covecteur, composantes covariantes & contravariantes...
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Aider la chaine

Pouce bleu;

S’abonner a la chaine;

Partager sur les réseaux sociaux;
Commenter la vidéo;

Nous rejoindre sur FB, Instagram, Twitter;

Nous aider sur tipeee.com
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