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ECUE 1



CHAP1. Les fondements de la Mécanique
Quantique

* Jusqu'aux environs de 1870, deux disciplines
dominaient le monde de la physique :

— La mécanique classique expliquait tous les phénomenes
relatifs a la matiere, dont on ne connaissait que |'aspect
corpusculaire.

— L'électromagnétisme de Maxwell expliquait tous les
phénomenes relatifs au rayonnement, dont on ne connaissait
qgue l'aspect ondulatoire .

* Ces théories se basaient sur les hypotheses suivantes:
— L'existence d’'un espace et d’'un temps absolus ;

— Tout systeme physique est completement décrit par des
parametres ;

— La valeur de ces parametres peut étre déterminée a tout
instant avec une bonne précision.



Les fondements de la Mécanique Quantique

* Fin du XIXeme siecle, des expériences liées au monde
des tres grandes vitesses ou de l'infiniment petit ont
ébranlé les principes scientifiques alors établis:

— Le rayonnement du corps noir
— L'effet photoélectrique

— Leffet Compton

— La stabilité de I'édifice atomique
— La diffusion des électrons

* Pour expliguer ces phénomenes, de nouvelles théories
ont éteé élaborées. Il s'agit de :
— 1905 : la relativité d’Einstein (v proche de c).
— 1900 - 1927 : la Mécanique Quantique (échelle atomique).



l. COMPORTEMENT CORPUSCULAIRE DES
ONDES

" Le rayonnement du corps noir
= 'effet photoélectrique
= 'effet Compton



1- Rayonnement du corps noir
a. Définition
e Un corps noir est un corps qui absorbe intégralement les
radiations gu’il recoit. On le réalise seulement artificiellement
en considérant une cavité vide percée d’'un petit trou. Toute
radiation pénétrant par ce trou n’aura presque pas de chance

d’en sortir apres avoir été affaiblie par plusieurs réflexions
successives sur les parois internes de cette cavité (Figure 1)

Radiaton sorant
de la cavite
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1- Rayonnement du corps noir

b- Expérience

* Chacun a pu observer I'émission optique d'un corps
porté a haute température : un four ou une lampe a
incandescence par exemple. A 600°C, il est rouge
sombre, a 1200°C sa couleur devient plus claire et plus
vive, a 2500°C il émet une lumiere blanche intense.

 L'analyse spectrale de la lumiere émise révele un
spectre continu ou toutes les fréguences v sont
représenteées.

e Le profil de la densité d'énergie lumineuse est
représenté sur la figure 1

 U(v) dv est la quantité d'énergie émise par unité de
volume, par les fréquences situées entre v et v+dv.
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c. Explication classique du phénomene
— U(v) présente un maximum ;

— ces maxima sont une fonction croissante de T (st 17 = Umax7) ;

— ces maxima se déplacent vers les grandes fréquences : T1>12 = vi>vs
(ou les faibles longueurs d'onde - s1 T1<Ty = Ahg) ;

 Rayleigh et Jeans, utilisant |la théorie électromagnétique et la
mécanique  statistique, @ proposerent que “le champ
électromagnétique rayonne est di a un ensemble dénombrable
d’oscillateurs harmoniques linéaires qui vibrent”.

8mv?
. Iy (T)= 3 kgT

e OUkg=1.38 1072%3) K1 est la constante de Boltzmann et
c = 3.108 m/s est la vitesse de la lumiére.

* Laloi de Stephan : P = o T* ( est une constante universelle)
* LaloideWien: A,,,,T = Cste ~2,898.1073m.k 0



Limites des théoriques classiques

Erreur de représentation des courbes de Stephan et Wien
La densité d’énergie rayonnée est alors donnée par :

I (v,T)= ﬁlcTi.—’2

o3

Cette loi est quadratique en v et n’est donc pas en accord
avec I'expérience que pour les faibles fréquences. En outre,
elle est inacceptable physiquement car l'intégrale de Iy (v, T)
par rapport a v diverge, ce qui conduirait 'a une énergie
rayonnée infinie, c’est “la catastrophe de 'ultraviolet”.

I(T) = fooo Iy (T) dv = o (catastrophe de I'UV)

Ce qui est contraire a la nature ou tout est fini quel que soit sa
grandeur.



Explication quantique

Loi de Planck (1900) émit I’hypothese suivante:

— chagque atome du corps noir se comporte comme un
oscillateur qui absorbe et émet de I'énergie ;

— les échanges se font par quantités discretes multiples entier
d’un quantum d’énergie E=hv, OUh=6.62 10734 J.s

L'hypothese de Planck associée aux méthodes de Ia
thermodynamique statistique conduit a la formule dite
de Planck:

8mv? hV
IV (T)_ c3 hV
Y, (ekBT—l)
— hV ,
v 20, ekBT = 1+ﬁ , par conséquent,
B

Iy (T)= 81:!2 kgT (loi de Rayleigh et Jeans)



Luminance et Puissance énergétiques

Luminance énergétique LyoulL, ,oul, est la
puissance par unité de surface du rayonnement
passant ou étant émis en un point d'une surface, et
dans une direction donnée par unité d'angle solide.

C
Ly= ZIV
La puissance énergétique rayonnée:
P=[ Lydv=["L,dw=["LydA



* En conclusion

Planck a pu expliqguer les lois principales du
rayonnement du corps noir en supposant que
'échange d’énergie entre |a matiere et le
rayonnement s‘opere, non pas continiment comme
dans la théorie classique, mais sous forme
discontinue.



2. Effet photoélectrique

e Cet effet, découvert par Hertz en 1887, ne trouvait

pas d’explication dans le cadre des théories
classiques

* Dispositif expérimental

lumiere incidente

&
l |
- l milliampéremetre
generateur
electrique
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Effet photoélectrique

 'expérience consiste a éclairer une plague K. Des
électrons sont arrachés et collectés par I'anode. Une
ddp est maintenue entre A et K et un photocourant i
parcourt le circuit. Il est mesuré a laide d'un
microamperemetre

* L'expérience consiste a mesurer l'intensité du courant
qui traverse la cellule photoélectrique en fonction des
trois parametres expérimentaux:

— La puissance P du rayonnement incident, c'est a dire la

quantité d'énergie apportée par la lumiere a la cathode par
unité de temps.

— La fréquence v du rayonnement incident, a laquelle
correspond la longueur d'onde =cv .

— V=V, -V, :la différence de potentielle entre I'anode et |a
cathode



Effet photoélectrique

La puissance électrique P et |la fréquence du rayonnement v
sont constantes

* On constate que : quand V augmente, i tend vers I
courant de saturation

e siV=0i#0 —-> Méme sans tension accélératrice, des
électrons parviennent a I'anode A.

e i=0quand V==V, ; Vg est le potentiel d'arrét

* En mesurant le potentiel d'arrét V, on peut déterminer
I’énergie cinétique maximale E,,,,, des électrons émis par
la cathode.

Ecmax= - eVO-

1 1
* EntreAetK,ona: vaz— —va = eV



Intensité du photocourant en fonction de la
tension Fig 4

Intensité de saturation

\T
'Vg Potentiel d'arreét V( )
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 Etude de i = f(v) pour une puissance électrique P
donnée

* |'effet photoélectrique apparait des que v>vy. lly
a donc un seuil en fréquence vy. Fig 5. i = f(v)

Photocourant ¢

V
. Vo fréquence
de la lumiere 19



On étudie i = f(V) pour une fréquence v donnée, avec la
puissance électrique P variable

Selon Fig 5 ci-dessous,

Si la puissance du rayonnement varie, on a différentes
courbes ;

le potentiel d’arrét V, est identique quelque soit la puissance
du rayonnement P ;

quand P 2, I 7. Pour v > vyet V > -V, l'effet photoélectrique
apparait quelque soit I'éclairement ou flux lumineux u : il n’y
a pas de seuil en flux lumineux.

En résumé, il faut retenir existence d’un seuil en fréquence
mais absence d’un seuil en flux lumineux.

Ces deux remarques sont en contradiction avec la théorie
classique de Maxwell : soit un seuil en flux lumineux mais pas
de seuil en frequence.



Figb : Intensité du photocourant en fonction de
la tension pour différentes puissances
lumineuses
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Interprétation quantique de I’Effet PE

Einstein apporte la solution en postulant qu’un faisceau lumineux
est constitué de grains d’énergie qu’il appelle photons.

LU'énergie du photon est égale a hv et une vitesse de propagation
dans le vide égale a c.

lorsqu’on éclaire la photocathode, chaque photon entre en
interaction avec la matiere et éjecte un électron ;

le seuil en fréquence correspond a la valeur v, telle que W, =
hv, est le travail d’extraction (ou de sortie) des électrons de la
matiere. Les électrons sont arrachés sans étre déplaceés ;

si v > vy il y aura un excédent d’énergie qui correspond a
I'énergie cinétique emportée par les électrons quittant la matiere :

1 V 4 . 0 7
hy - Wy= Emvz, C’est I'énergie qui permet aux électrons

d’atteindre I'anode, méme si elle est polarisée négativement (-V,).

Il N’y a pas de seuil en flux lumineux car un seul photon suffit a
arracher un électron, donc a déclencher l'effet photoélectrique, a
la condition fondamentale que v 2 v,



En conclusion

Einstein confere une nature corpusculaire,
granulaire ou particulaire a la lumiere. Cette
particule relativiste sappelle photon, d’énergie hv,
de masse nulle au repos, de vitesse c et p = hv/c.

Le rendement quantique de la cellule est le rapport
du nombre de photons efficaces n” (ou électrons
éjectés) par le nombre de photons incidents n (ou
émis par la source) : r = n’'/n.

La puissance recue par la cathode est : p = nhv/t
et I'intensité de saturation est liéean’: I, =n'e/t.



Exercices d’application:

Exemple 1: Calculez I'’énergie d’un photon si:
a) A =400 nm
b) A =700 nm, Remarque: 1eV=1,6x10-19J

Exemple 2: Lintensité de la lumiere solaire a la surface
terrestre est environ 1400 W/m2. Si I'’énergie moyenne d’un
photon est de 2 eV (I = 600 nm), calculez le nombre de
photons frappant une surface de 1 cm2 a chaque seconde.

Exemple 3 : Si la longueur d’onde maximale pour observer
I'effet photoélectrique est de 564 nm dans le cas du potassium
(K), calculez:

a) Le travail d’extraction :

b) Si la longueur d’onde de la lumiere utilisée est de 400 nm,
déterminez 'énergie cinétique maximale des photoélectrons.



e Solution 1: La lumiere visible contient des photons
dont I’énergie varie entre: 1,77 et 3,1eV

« E=hv=h

a) A= 400nm, E=3,1eV

b)A=700nm ,E=1,77 eV

e Solution 2 :

* A chaque seconde 1400 J/m* = 0,14 J/cm?. Si N est
le nombre de photons de 2 eV d’énergie qui
possédent au total 0,14 J (8,75 x 1017 eV).

e On trouve N = 4,38 x 107 photons (& chaque
seconde).



3-Effet Compton (1923)

e C’est la diffusion de la lumiere par les électrons du
milieu traversé.

 'effet Compton est donc interprété comme Ia
diffusion élastique d’'un photon d’énergie hv avec
un électron libre initialement au repos.

* Expérience et
',e éje«t:té

Photon Electron eib‘o ,'
incident i e \q)

e X8

Photon
diffuseée



* On isole une radiation dans la direction 8 et on
mesure sa longueur d'onde A a laide d’un
interférometre. Ontrouve: AA=A-A,=f (0 ).

* Interprétation théorique

s*Classique : La théorie ondulatoire de la lumiere
prévoit une diffusion identique dans toutes les
directions sans variation de la longueur d’'onde ;
soit A = Ay, ce qui est en contradiction avec
I'expérience.



Explication quantique de I’E Photoélectrique

- AF A
— Compton suppose que les photons X sont des corpuscules qui
entrent en collision avec les électrons de la cible.

— Il'y a conservation de la quantité de mouvement et de I’"énergie
{E + EO —_ E’ + Ee

P=P +P,

— ou E, P et E, P sont respectivement les énergie et quantité de
mouvement des photons incident et diffusé et Ey |” énergie de
I’électron au repos et Ee et Pe son énergie et sa quantité de

mouvement apres le choc avec le photon.
mo

h .
— AA=A-14, = E(l_ cos ). Avec m = N masse relativiste

— h/mc estlalongueur d’'onde de Compton

* En conclusion:

'effet Compton vérifie expérimentalement que le photon possede une
impulsion p = hv/c .



ll. Aspect ondulatoire de la matiere
" La stabilité de I'édifice atomique
" La diffusion des électrons



1. Dualité onde- particule
Expérience de Davisson et Germer (1927)

* Un faisceau homogene d’électrons passe a travers une feuille de
cristal (figure ci-dessous). On observe sur un écran, une figure
de diffraction analogue a celle obtenue avec une OEM.

* D'ou le comportement ondulatoire de particules matérielles,
ainsi donc la dualité onde-corpuscule.

Ecran

Feuille de
cristal

Faisceau
d'électrons Anneaux de diffraction 30



2. Stabilité de I'édifice atomique

* En 1913, Niels Bohr apporte la solution a ce
probleme en adoptant le modele planétaire de

Rutherford.

n=3



Stabilité de I'édifice atomique

Considérant I'atome d’hydrogene (le plus simple), I'électron et
le proton sont soumis a |'attraction coulombienne,

1 e?
4TTEY T2
Lattraction gravitationnelle étant négligeable devant la
F.ou, (2 X 103° plus petite que F,,,;), |a théorie classique
prédit des trajectoires elliptiques pour I'électron.

Feour =

Selon I'électromagnétisme, le systeme électron - proton se
comporte comme une antenne émettrice.

En revanche, ce qui est grave, c’est que |'électron perd de
I"énergie de facon continue.

Conséquence, le rayon de son orbite diminue, et finit par
tomber sur le noyau. Ce qui n’est juste parce que |'atome
d’'Hydrogene est stable a température ordinaire.



Stabilité de I'édifice atomique

Dans le cadre quantique,
électron ne peut pas toucher le noyau.

| ne peut pas se rapprocher du noyau au-dessous
d’'un certain seuil qui correspond a I'énergie
minimale Eg du systeme que nous désignons par
niveau fondamental.

D'ou l|'existence d’un niveau fondamental d’
énergie dans I'atome.



Les postulats de Bohr

Premier postulat de Bohr :

 'électron se déplace uniquement sur certaines orbites
circulaires appelées états stationnaires.

Deuxieme postulat de Bohr

e |'électron accéléré par le proton ne peut pas rayonner de
facon continue, mais doit attendre de passer d’'une orbite
permise n a une autre orbite m pour émettre ou absorber
brutalement un rayonnement sous la forme d’'un photon

[P 1 . —_ — S

/7 4 H 1
* Lafréquence du rayonnement émis : v,,,= - (En — En)

By
_,,__x___.x___.—._‘..-w.i:’!'l-? ]_‘-q_d_.ﬁ,-ﬂ_.“*-.-’ Foe
Ei'i'!

Emission Ahsorption




Postulats de Bohr

3e postulat de Bohr ou condition de quantification de
I’énergie de I'électron:

Les seules trajectoires circulaires permises sont celles pour
lesquelles le moment cinétique orbital est un multiple entier
de la constante de Planck réduite h :

L=nh=m,vr,

h 1 q°
= et E,=—- 1
mev 2 4TEGry

r, et E, sont respectivement le rayon et I'énergie de
I'orbite n.

On dit que |’ énergie est donc quantifiée

Le mouvement de |'électron est périodique et |la circonférence
de son orbite correspond a un nombre entier de fois Ia
longueur d’'onde de I'onde associée.



Onde associée a une particule

e En 1924, Louis de Broglie propose de généraliser aux
corpuscules, la dualité onde-corpuscule, établie pour les
photons.

* A toute particule de masse m et d'impulsion p = mv, on peut
associer un vecteur d’'onde et une longueur d’onde :

- B=hket A=h/mv=h/p

—_ . 4 7
* Ainsi a un électron (p, E), De Broglie a associé une onde (k,v)
ou v est la fréquence.

e v = w/2m ; k= ku est le vecteur d’'onde, u est un vecteur
unitaire dans la direction de propagation de I'onde, avec

k=2m/A, Ala longueur d’onde.
« E=hw avec (h=h/2T) et P = hk



lll. Description quantique d’une particule

En mécanique classique, la description d’'un systeme a un
instant donné est entierement définie par la donnée de six
paramétres : les 3 composantes de la position 7(t) du centre
de masse et les 3 composantes de la vitesse v (t).

En mécanique quantique, la description d’un systeme est plus
compliquée :

Son etat dynamique a un instant donné est caracterisé par la
fonction d’'onde Y (7',t) (d’apres De Broglie).

Cet état dépend d’une infinité de parametres qui sont les
valeurs prises par Y(7,t) en tous les points 7(t) de 'espace.
En général, dans un état dynamique donné, la particule est
mal localisée car 7(t) est mal déterminée.

Remplacer la notion de trajectoire d’'une particule (MC) par la
notion de probabilité de présence dP de trouver la particule
a un instant donné dans un élément de volume d°r
entourant le point 7(t) (MQ).



1.Propriétés de la fonction d’'onde

Soit |la densité de probabilité de présence.
dP(7,t)= |[P(7,8)| “d>r ot [P(F,t)| "= P(F, ) Px(7 ,t)

= - 2
Lospace APE= [0 oo 1PED"dPr =1 (1)

= Y( 7 ,t) doit étre de carré sommable

(fespace
a satisfaire a I'équation (1).

Y(7r,t) est interprétée comme une amplitude de

probabilité de présence au point 7 ‘a l'instant t. El
contient toutes les informations qu’il est possib
d’avoir sur une particule

|¢(F,t)|2d3r est fini) et normalisée de fagon

e
e



2. Expression de la fonction d’onde

1 - Onde plane est elle une fonction d’onde?
* Une onde plane est une onde de la forme :
Y7, t)= ll)oe_l(wt_k'r).

* Y, est 'amplitude, w = 21/T = 2@V est la pulsation ;

S, 2T
k —Tu est le vecteur d’onde.

- wt—kr estla phase de 'onde au point M(OM = T ) et

a l'instant, k. r le déphasage de 'onde entre le point M
et 'origine au méme instant.

o — 2 3., 2 3 _
fespace I‘I’(rlt)l d°r = III)OI feSpaced r =00

* 'onde plane n’est pas de carré sommable, donc elle
n’est pas une fonction d’onde.



2. Paquet d’'ondes

Superposition de plusieurs ondes planes dont les
vecteurs d’onde respectifs k, tres proches les uns des
autres et variant dans un petit domaine Ak autour de Ia
valeur centrale k.

Pour une propagation suivant I'axe Ox,

Yix, t)==——["" g(k) e!®*-Ddk, ot g(k)estle

facteur de forme de 'onde et g (k)20 si

AXx AXx
X €] X0~ — Xo T 7]

- 2 3 o« e 7
On montre que fespace |P(7,t)| "d>r est finie, carré
sommable

Le paquet d’onde est une fonction d’onde



3. Vitesse de phase — Vitesse de groupe

Vitesse de phase : c’est la vitesse de propagation de

7/ e ege . w
onde. Par definition elle est donnee par : V= —

avec w = f(k) (appelée relation de dispersion)

Vitesse de groupe : c'est la vitesse du centre du

paquet d’onde. Elle est définie par : v,= (i—(;:

Milieu non dispersit : v@=ct V w et vyp=v,

Milieu dispersif : v(p=f(w) et vp#v,



Exemples
e Cas du photon: w=kcetv¢p =V, =C

e Cas d'une particule libre (énergie purement

. NKk?
cinétique) : w = -
nk? dw _hk _p

v(P=2mc Etvgz dk m =m=v
 La vitesse de groupe du paquet d'onde est donc
égale a la vitesse classique de |a particule



4. Principe d’incertitude d’Heisenberg

* Un résultat classigue en mathématique entre les
largeurs approximatives de deux fonctions Y (x)et P(p)
, transformeées de Fourier 'une de l'autre s’écrit :

 AxAp,2h

 C'est-a-dire, si on cherche a mesurer la position avec
une grande preécision (incertitude tres petite), il serait
impossible de définir sa vitesse avec une incertitude
définie. Cette impossibilité n’est pas technique mais
fondamentale et constitue le principe d’incertitude
d’Heisenberg (1927).



5. Equation de Schrodinger
L'équation de Schrodinger joue un role fondamental en MQ
car elle régit I'évolution dans le temps du systeme.

Connaissant la fonction d’onde a linstant initial ¢y, elle
permet de |la définir a un instant ultérieur t.

Pour une particule de masse m, non relativiste, en
mouvement sur |'axe Ox, placée dans un potentiel V(x,t),
I"équation de Schrodinger a pour expression ;

h* 92

T YP(xt)+V(x, t). Y(xt)=i h FT; P(x,t) (1)
Ou simplement, H Y(x,t) =i hm YP(x,t)
2 32
Avec H = - fm aaxz + V(x ,t) appelé Hamiltonien de la particule

associé a I'énergie totale du systeme.
2 az

2m O0x2

En général H = - + V(r, t)



5.1. Conditions sur I’E-S et la fonction

d’onde
Cette équation doit :

Etre linéaire et homogéne : si Y1 et Y2 sont
solutions, alors toute combinaison linéaire de Y1 et
P2 est aussi solution.

Etre une équation différentielle du ler ordre par
rapport au temps. C'est-a-dire que [|'évolution
ultérieure de P (7, t) est entierement définie par la
connaissance de Y(7, t,) .

Obéir au principe de correspondance, c’est-a-dire
conduire aux équations de la mécanique classique
dans la limite A->0.



RESOLUTION DE EQUATION DE
SCHRODINGER
MODELES A UNE DIMENSION



1. E-S indépendante du temps

C’est le cas ou I'énergie potentlelle de la particule est

indépendante du temps : dlgt )— = VI t)=V(r)

La fonction d’onde doit vérifier dans ce cas I'équation :

flm aaxzz II)(X t) +V(x). tIJ(X t) =i h 9t IIJ(X t)

Cherchons s’il existe des solutions de cette équation de
la forme : Y(x,t)=¢(x).x(t)

En reportant cette solution dans I'équation ci-dessus,
on obtient :

2
CogVbDe) S x(e)

o) =TT




E-S indépendante du temps

L'égalité n’est possible que si chacune de ces fonctions est en

fait une constante qui représente |'énergie totale E de Ia
h~ 02

particule puisque - + V(x) est 'opérateur Hamiltonien

s 1y _ 2m,0x?
associé a I'énergie totale.
S
Apres la résolution de I'équation: i h 70 =E
On trouve Y(x,t) = @(x) e_iEt/h (1)

Avec @(x ) solution de I'E-S indépendante du temps

-9V 1 (X = E @(x 2
’équation (2) peut s’écrire : H @(7) = E ¢(7) (3)

L'équation (3) est appelée : équation aux valeurs propres de
I'opérateur ou équation aux états stationnaires de I'énergie.



2. Superposition des états stationnaires

e Un état stationnaire est un état pour lequel
I'énergie est indépendant du temps.

* Les états stationnaires de la particule ont donc pour
fonction d’'onde : Y(x,t)=@(x) e_iEt/h .

 Mais, on sait que toute combinaison linéaire de
cette fonction est aussi solution de l'équation de

Schrodinger, ce qui donne :

* P(X,t)= LpCrn Pur(x, t)= 2y Cn(Pn(X)e_iEn vh
ou les ¢, sont des coefficients complexes, a t = 0 on a

¢(X,O) = Zn Cn‘P(X) .



3. Etude de quelques systemes quantiques
a une dimension

* Ces modeles représentent des approches parfois
excellentes de systemes réels.

* Quelle est la réaction des particules face aux
obstacles (puits de potentiel ou barrieres de
potentiel) dans le cas de la Mécanique Quantique?



3.1-Marche de potentiel

* Le probleme n'a de sens que si E > 0.

V()

0

Particules incidentes

Particules transmises
[

- 0 pour x<0
Particules réfléchies 1 \ Vix)=
e 2 () Vo, pour x>0

&Y

* a-Etude classique

« E>V,, laparticule franchit la marche de potentiel en perdant
une partie de son énergie cinétique égale a I|'énergie
potentielle V; acquise. On dit qu’il y a transmission totale.

 E<V,, la particule ne peut pas franchir la marche de potentiel

et repartira en sens inverse avec la méme vitesse. On dit qu’il
y a réflexion totale.



3.1-Marche de potentiel

Etude en mécanique quantique (2 cas)
Cas E >V

Dans les régions | et Il de potentiel constant, les solutions de
I’équation de Schrodinger sont :

Région | (x< 0 etV =0): @,;(x) = Ae'f1¥+ Be~tK1¥

Région | (X >0, V= VO): ¢”(x) = Ceik2x+ De_ikzx
Avec k12 == ;l_n; E, et kzz = ;'_n; (E' Vo)

On pose <D1inc(_x) = Ae'*1% représente I'onde incidente et
®,"% (x) = Be k1¥est 'onde réfléchie.

En rencontrant |la discontinuité de potentiel, 'onde incidente
peut se séparer en @, (x) et @, (x) = Cetke*

L’onde ne se propageant pas vers les x <0, D = 0.



3.1-Marche de potentiel

e Continuité de la fonction et sa dérivée au point x=0
>¢I(O) — ¢II(O) <:>A + B = C
>(bll(o) — ¢11,(0) < ki(A—B) =k,C

e Les coefficients de transmission T et de réflexion R tels
que

vl @2 B2 (ky—ky)?
Vinc| ¢1inc| 5 _| A| 2 (k1+k2)2

et

_ yiran | @y 2 =| C| 2 _ _Akaks

* OnaR+T=1



3.1-Marche de potentiel

CasO<E<V,
Région | (x<0etV=0), ®,;(x) = Aetk1X4 Be—tkix
Région Il (x > 0 et V=V,): @;,(x) = De’2*+ Ce K2

La fonction doit tendre vers une valeur finie. Or De*2¥ >+o0
guand x ->+o0, cela implique que D = 0.

Les conditions de continuité des fonctions au point x = 0

ki—ik 2K
donnent:B=A.-2—2 etC=A—2
kl lkz k1+lk2

IBIZ
Il faut remarquer que :| Al =| B, d’ou R_W =1

2
Le coefficient de réflexion R=1, donc T=0. Or T—ﬂ #+ 0.Ce

qui implique que la vitesse de groupe du paquet dAondes est
nulle dans la région (2).



3.2- Effet tunnel

Peariicules incidentes
-

(L)

AV(x)

(1D

(III)

-l

! b

&Y

* Selon la théorie classique,
* si I'énergie des particules incidentes est supérieure a la
hauteur de la barriere, elles la franchissent (transmission

totale).

* Si son énergie inférieure a V,, les particules sont toutes
réfléchies et repartent en sens inverse avec la méme vitesse

(réflexion totale).




o Enmécanique quantique, sil'on se place dans le cas ou E <V, I'équation de Schradinger s'écrit -

’ g
Région et (v=0): 2 ”iE #(x)=0 posons k2 = 2’”f
dx’ i
. dzqfl(.l:} 2m(E-V)) , 2m(E-V)
Région Il (V = Vo) X osons kT=———"
g I: ) .d,II f] g'é p h?
Les solutions sont
Région | X<-a #,(x)=Ae"" + Be™™
Région Il -a<x<+a ¢, (x)=Ce™ + De"
Régionlll x> +a by (x) = Fe"™

e Pour les régions | et Il, une onde incidente et réfléechie se
superposent, alors que pour la région lll, 'onde est simplement
transmise.

 Les constantes d’intégration A, B, C, D et F sont déterminées en
utilisant les conditions de continuité de la fonction, aux points x = -a
et x = +a. | | 56
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b(—a)=g,(—a) = e +[_A_E Tl (T °
o ot (B | (€ )ote (2
_ Clia (D) s _(F) -
Oy (+a) =@y (+a) = (A_]E ( }e (A e ©

A )
e Cgta (D pin | g [ F o
@y (+a)=¢, (+ta) = kl:[A} (A} ] Ikﬂ|:(ﬂ]f ] °

Le coefficient de transmission T de la bamére correspond au rapport des intensités de l'onde transmise a
2

l'onde incidente : T =

_ﬂfl:r"
On frouve : L - = TI= 12

&
ch(zkan‘?sh(z.fm) chz{Qka'H%-shz(Zka)

57

2ka | 32
Pourka>>1 = E<<Vp. On a: ch(?ka)msh(zka):f— = T=1 'z:” kz e
2 ky +k°



3.2. Effet tunnel

Le coefficient de transmission T, qui représente la densité
relative de particules ayant franchi la barriere est donc non
nulle.

On a une probabilité de présence non nulle des particules
dans la région Ill. Ce passage des particules a travers une
montagne de potentiel infranchissable en meécanique
classique, est appelé "effet tunnel".

Les particules ayant traversé la barriere par effet tunnel, se
retrouvent avec les mémes énergie et vitesse initiales.

Mais pendant la traversée, la loi de conservation classique de
I’énergie est violée. On ne sait pas observer les particules
durant cette traversée.

En mécanique quantique, il faut admettre l'existence d’états
virtuels qui ne respectent pas la loi de conservation de
I'énergie. Ceci ne contredit pas le principe d’incertitude
d’Heisenberg: |'écart d’énergie AE est toléré tant que le
phénomene dure aumaximume-pendant At tel que : AE-Ar= 1



3.3- Puits de potentiel fini

A VI(x)

e e B 88

2T

0 pour |x>a
Vix)=
) ~V, pour |x<a

Fonctions propres et énergies propres

 SiE >0, quelle que soit la théorie, la particule est libre. Son
spectre d’énergie est continu.

* Considérons une particule de masse m confinée dans ce
puits d’énergie E telle que -V, <E<DO.




* Les solutions sont :

ﬁmmm:Ezgig —pr=c¢ ot=cilU
Region | X < - W, (x) = Ae™ 1+ Be®
Région I a<x<+a v, (x) = Ce™™ + De™
Région lI X> +a W, (x) = Fe™™ + Ge™

Etude des conditions aux limites
 La fonction d’'onde doit satisfaire aux conditions suivantes :
v elle est bornée quand X = t = etde carré sommable

v’ elle est continue et sa dérivée est aussi continue.

U

_ 2mV,
ﬁi

X = — = comespond a [ région |, donc a la fonction d'onde w, (x) . Puisque cette fonction doit étre

bomeée, cela impose que B =0. De méme, x — + <o correspond  la région lll, donc a la fonction d'onde

v, . On en dedutt que G = 0. ll apparait qu'en dehors du puits de potentiel, les fonctions d'onde tendent a

sannuler. La particule est donc localisée au voisinage du puits : la particule est alors dans un état lié.
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On aV(x) = V(-x) = -Vo. Les solutions sont des combinaisons lingaires paires ou impaires :
1
V paire\X) = 5 [lff (X)) +y, {—.1'}] = A.¢OS ax

1 .
WJ'rrzpf:irf(‘” = ;[ i []"} - !rfrfﬂ [_}‘-'J] = S GX

En résumé, les fonctions d’'onde associées a la particule dans le puits de
potentiel sont :

Région X<-d v, (x)=Ae"
Région | - a<X<4a Vi X) = ACOSox &t Y, (X) = fsinen
Régionlll~ x> +a v, (x)=Fe ™™

"

2 ;

7 7 7

=|F

-2 [ )

et ‘yf .

I existe une probailité de présence non nulle hors du puits (|,
meme si E < Vy contrairement & la mécanique classique.
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Pour déterminer les constantes dintegration A, F, A et i, il faut utiliser les conditions de continuité en x=a :

Niveaux pairs
1
1 1 v Syl
w;:m'rﬁ(”) - [)[Ifﬂ ({” Et l/f paire (”) - [)[f i [”] — = u — "Hm-’ -
Vo l, Y, ¢ :
Niveaux impairs
1 1 e ]
| | v, Vi a |
W{'mpmm({” = [)‘/fﬂf a) et d impaire [”} =y m (”J —| == = goa =—— !
Vi a /I a /6 | —
|
7 2 ﬁj Ilf T \ _ k/ !
Pour les solutions impaires : E,+Vy=n Ly avec n=13,5, ..

72 I.-'."':f-'.mI
E +V,=n’ ji:?J avec Nn=2,46, ...

Pour les solutions paires oma® |

Les énergies forment une suite discontinue. On dit que I'énergie est quantifiée
et n qui numérote et détermine les niveaux d’énergie est appelé nombre
guantique. On aura alors un spectre discret. 02



3.4-Puits de potentiel infini

A v

O Frle Jig |_‘:I::|-=:." ox
| Pl —
b + oo pour x| > a

—
ac

=&l P o

Détermination des états propres
La particule est astreinte a se mouvoir dans l'intervalle [-a, a].
La particule est donc enfermée dans un puits de potentiel aux parois
infranchissables, ainsi la densité de probabilité de présence (et donc Ia
fonction d’'onde ;ﬁ{_\'} est nulle en dehors de cette zone :

@(x) =0 pour |.r

>

Le probleme est donc de trouver I'expression de la fonction d’onde dans
I'intervalle [-a , a], vérifiant les condition de continuité i.e. s'annuler aux
bornes de [-a, a].



Détermination des états propres
Dans l'intervalle [-a, a], V(x) est paire et garde une valeur
constante nulle. La forme générale de la solution de
I"équation de Schrodinger est :

BoreX) = AcOS(kX) ; @, (x) = Bsin(kx) avec k”=¢

H

Quantification de I’énergie
Les conditions aux limites ¢(—-a)=¢(a)=0donnent
a) Fonctions paires :

3
2n+1 _
T avec n = N

Acos(—ka)=Acos(ka)=00 —= ka=

=

2n—+1
— k= T

2a

j’-{: TE 7
— E =—"_.2n+1)

=
2m 4da”



Détermination des états propres
* b) Fonctions impaires

hem-

:ll‘l'll.illll:.ll_I

sinkz =0 soit: ka=nw et E;=(2n)°

e Les deux expressions de I'énergie peuvent se mettre sous

une forme unique : . 7,2 72

F1

-IN® 1 N=1,23

Sra”

e Contrairement a la mécanique classique ces résultats
montrent que :

» toutes les valeurs d’énergie ne sont pas permises

(quantification) ; o
» I'’énergie |la plus basse E, = — n’est pas nulle.
i




Fonctions d’onde

* a) Fonctions paires.
D pairel X) = AcOs(kx)

— A u:u:}5|.

((2n+1)7

21

X

|
F

e La constante de normalisation A satisfait a la condition :

1+ cos 2x
2

Or cos“(x) =
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2 \
2ex J
.| 1+ cos2m] Eaa2) |
= A > 2a_J \gx =1
2 & ( Yoo )
— A—] 1 + cos IlrkE'JFML]H'T].-:.-.*‘gl::]
2 - \ a y
A® a |::._..FI—|—]}.F'D:] :
— | x+ si n| =1
2 (2nr+1)7 a )1,
— % [.:1—(—{:}+D] Afa=1 A :%
(2rn+1)7
¢PJJ'?'E{ x) = E S 2a X ,»J 66




Fonctions d’onde

* b) Fonctions impaires
N

Pimpair(X) = BSIN(—)

- 2
BSin[n’TI] dx =1

o

L a constante de normalisation B satisfait a la condition : P = I

a l—cns[EEJ
| 7 ldax =1
- 2

. l—cos2x
Or sin(x) = = —  RBZ.

B*| a . EHMJE
- —| x— S1n =]
21 2nm \ a .
Bz' . T 3
— ?_{]—(_HJ—FD_:E a=1 — B =

p ) | ( ni
] . AX)=—F—==51l1] —X
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A. Outils mathématiques de la
Mécanique Quantique

* Uobjectif de chapitre est d’étudier les propriéetés
mathématiques de I'espace des fonctions d’onde et
des opérateurs agissant sur ces fonctions a
I'intérieur de cet espace (une dimension).



l. Espace des fonctions d’onde d’une particule

" Les fonctions d'une partcule appartiennent 3 lespace vectoriel de fonctions de carés

sommables, ¢-a-¢ jﬂ W(E At < o,
Cet espace vectoriel, noté Let appelé espace de Hibert, st bafi sur le corps des nombres
complexes .

* Les fonctions d’'onde physiquement acceptables sont

- oheissant a la condition de normalisation, j:w[x}ﬁ dx=1.
- partout definies et continues et (nulles a l'infini).

L 'ensemble de ces fonctions d’'onde forme un sous s.e.v de L noté F.
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e |.1. Produit scalaire
e |.1.1. Définition

Soient @(F)et Y(¥) € F, le produit scalaire de (F) par @(F) est un nombre complexe
note (¢,) et defini par:

(y) = [ o’ EY@)Pr
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1.1.2. Propriétés
(o I)=(, )" condition d’hermicite
(@, A1 1 + A2Y2) = A4 (@, Y1 )+A2(p, P2)
(A1@1 + A202, ) = A7 1 (@ Y I)+A 2(@2. YP)

Le produit scalaire est lineaire par rapport a la deuxieme
fonction et anti linéaire par rapport a la premiere.

(ow)=0 = @ (r)et ¥ (r) sont orthogonales

(w, w) = jﬁpﬂcehp(F) |2 d3r est un nombre réel, positif, qui est nul si et

seulement siy(r) est nulle.

J (v, w) est appelée la norme dey(T) .
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e |.2. Base orthonormée de F

d. Définition

* Une famille dénombrable {e;} de vecteurs de F forme une base
orthonormée si :

* Lese; sont normés et 2 a 2 orthogonaux :

° 1 sii=j
(ve)= 8y =1o & (2]

- Si tout vecteur ¢y de F peut se developper de fagon unique sur les e; :
+owo
Y= Yice; avec ¢ = (e )= [ e ()P(x)dx

Sur cette base, ¥ est represente par une matrice unicolonne :

Cq
Co
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 |l. Espace des états — Notation de Dirac

A toute fonction d'onde de carré sommable, Dirac associe un vecteur d'état noté [i)) et appelé
ket

YieF o [ih)e & (espace des états)

Donc, sur une base de ¢, [1)) est représenté par une matrice unicolonne :

EII
. I1.1. Produit scalaire
Soient 2 vecteurs ¢et ¢/, et une base orthonormée {e;} de F.

d=3rbe , Y= 3ge

¥

" + o0
(q{), l,b) — Z biei J Z cjej | = Z Z b; C) J‘_. E;’(I}E'j (I)ﬂ:l" = Z Z b{_’* L}SU

l
J J J
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(P ) = (bi b3 b | - | =D bic,

Dans le produit scalaire, les deux vecteurs ne jouent donc pas le méme réle. Le premier est
noté (¢h| et appelé vecteur bra ¢. Il est représenté par une matrice a une ligne et a plusieurs
colonnes :

(9| = (b1 by ..by)
Et le produit scalaire (¢, /) est noté (¢[1) dans ¢.

L'ensemble des vecteurs bra constitue un espace qu'on note ¢ et qu'on appelle espace dual de

{.
(l@), [¥))=(@|yYr)onu le vecteur (| ,appele "bra”, est un element du dual de

E,noté £. Le symbole { | )s'appelle “bracket”.
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* |1I.2. Correspondance entre ket et bra

A tout ket correspond un bra et la correspondance est antilingaire :
W) = A1) + Az ys)) — (Y| = AI{I.I'-L’ll + A;{wﬂ
Comme |AyY) = A|y) alors {(AY| = A" (Y|

 Cette correspondance est a la base des propriétes du produit
scalaire defini precedemment.

* 1I.3. Relation de fermeture

Soient une base {|e;)} et un vecteur [1h) de ¢. Ce vecteur peut se developper de fagon unique

suivant es [¢;)
)= diclel) = Lei)len) = dileaed) = LilleMed )W) - avee c; = (eily)

 Dans cette relation, Z'*ff}‘f"f:" =1
C’est |a Relation de fermeture.

N . 76
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Exemple : Soit [1)) et une base orthonormée {le, ), |e, ), [e,)}.

1)) peut se développer de facon unique sur cette base.

)= ) IHeld) = e+ e+ st

Avec ¢, = (esfi), ¢, = (e,[h) et ¢; = (es[i) les composantes de 1)) sur la base.
Dol [Y)) = cifey) +¢yfe) + c3les)
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* |ll. Les opérateurs linéaires

* [ll.1. Définition

A est un opérateur défini sur I'e.v des états ¢, si a tout vecteur ket [1p) de ¢, il fait correspondre
un autre ket |1)") tel que :

') = Alih) se note aussi |)") = |Av)

On dit que A transforme, par son action, ket |1)) en ket [1)").

[ 'opérateur A est dit linéaire, si quels que soient deux vecteurs ket [1),) et [1),) et deux
nombres complexes 7. et ., il vérifie [a relation :

A1) + A2[92)) = A1 (Alip1) + 2, (Alpo))

 Exemples

X
Opérateur multiplication parx ¥ — XY =xy¥ =/

D i
Opérateur dérivation par rapporta x > Dy = El‘b =
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* |ll. 2. Algebre des opérateurs

* Somme de deux opérateurs

A+B =B+ A (commutativité)
A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+ C (associativite)
* Produits de deux opérateurs

Soient deux opérateurs A et B et un vecteur ket [1)) de {. On a :
') = AlY)
™) = Bly') = B(A[Y)) = (BA)[Y)

S'il existe un opérateur C tel que [1p"') = C|p), alors C = BA est le produit des opérateurs B et
A.

En géneéral, AB = BA. La notion d'ordre est importante dans le produit d'opérateurs.

* Inverse d’un opérateur
Soient deux opérateurs A et B et deux vecteurs |) et |¢h)de . On a:

Itﬁf>=r1|c.ﬁ>}
= |¢p) = BA|p) ou|y) = AB|Y) = BA=AB =1

|p) = Bly)

Donc B = A" est appeleé inverse de A. Cours Mécanique quantique L2 PC Dr. KEZO 79



* [1l.3. Notion de commutateurs

On appelle commutateur de A et B, note [A, B], la relation : [A, B] = AB - BA.
En géneéral, le produit AB est different du produit BA.

Lorsque AB - BA=0, ondit que A et B commutent.

* |ll.3.1. Propriétés des commutateurs
De ce qui precede, on tablit les relations suivantes :
[A, B] = — [B, Al
[A, (B + C)] = [A, B] + [A, C]
[A., aB] = [aA, B] = oA, B] o est un scalaire
[A, BC] = B[A, C] + [A, B]C
[AB, C] = A[B, C] + [A, C]B
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* |Il.4. Représentation matricielle
* a-Représentation des “kets”

_Cl_
C2
) — | avec c¢; = (u;|y) c'estune matrice a 1 colonne
Ci

* b-Représentation des “bras”

Soit (¢|un "bra” quelconque :

(o] = (o] 1 = Tloilw) (] = Ziw;lo) (w;] = Tib; (w;]  d'ot

(@| = [by by .. b, .] avec b; = (uy|¢)* ’est une matrice a 1 ligne

o Onremarque que: (@|) estun produit scalaire (faire le produit des deux matrices).
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* c- Représentation des onérateurs
Un opérateur linéaire sera représente par une matrice carré de la forme :

/311 Ay - Ay \
Ay Ap Ay

A A;;
\ )
* |I.5. Vecteurs propres et valeurs propres

Le vecteur ket |¢),) est un vecteur propre ou ket propre de [opérateur A associé a [a valeur
propre a, §'ll verifie 'équation ;

ot les A = (Hi‘ﬂ‘”}')

Al,) = a,|¢,) (Equation aux valeurs propres)
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* Remarques

[ . . . -
Multiplions |[¢,,} par un scalaire ., on a :

1Y) = Alg,) = [Agd,)
Al )y = A(|Ag,») = A(|Ag,,}) car A est un opérateur linéaire.

Alpn) = A(lAPn?) = A(langn)) = an(Alpn)) = ay|Apy)

Le vecteur |A¢,) est aussi ket propre de A associé a la méme valeur propre a,. Pour fixer la

valeur de la constante /. et donc la longueur du vecteur, on norme les vecteurs propres a l'unite,
c-a-d:

(wan) = Az((pﬂld}n) =1
La phase n'est toutefois pas fixée carsi, [1),) = e“I¢,) = (W) = (B,ldy)

On dit que les vecteurs propres |¢,,) sont connus & une phase globale prés.
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* |ll. 6. Opérateurs adjoints ou conjugués hermitiques

Deux opérateurs A et A" sont dits adjoints 'un de l'autre si la relation suivante est vérifiée :

7P etlp)e § @lATIg) = (lAlY))

|| découle de ce qui précede les relations suivantes :

al [y)') = Al)

(@) = (plAlY) (1)

Prenons le conjugue de (1)

(DY) = ({(D|AIY)) " = (Y|AT|p) = (Y'|¢) (d'aprés |a condition d’hermiticité)
Par identification, on en déduit : ('] = (Y|A"

On note ainsi que I'opérateur adjoint A* est I'opérateur qui n'agit que sur le vecteur bra.

» Dans une base {|¢;)}, ona:
(e|A*|e; ) = ((ej|Ale; ))* = Af; = A%

La matrice de A" est la transposée et conjuguée de A.
84
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* lIl.7. Opérateurs hermitiques
A est un opérateur hermitique s'il est égal a son adjoint : A" = A.

Dol v [)etlp)e §, (WlAT|¢p) = ((DlA[Y)" = (WlAlg)

| s’ensuit que les elements de matrice de A dans une représentation {|e;)} donnée sont tels
que :

Ay = Aji = Ay
* lll.7.1.Valeurs propres et vecteurs propres
* a. Valeurs propres

Soit |¢h,,) le vecteur propre de l'opérateur A associé a la valeur propre a :

Alp,) = ayld,) (1)

Multiplions cette relation par le vecteur bra

(Gl x(1) = (Dulddn) = an(Pnldn)  (2)

Prenons le conjugue de (2) :

(@, |A1d,)" = ad,|d,) =(d,|AT|¢,)  (3)  d'aprés la définition de ['opérateur adjoint
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Etcomme A" = A = (¢P,|A7|¢,) = (P |AlPDy)
(3) =(2) = An{PnlPn) = an{dPnldn)

Par identification, on en déeduit que :

Es

Ly

- aJ‘I
Conclusion : Les valeurs propres d'un opeéerateur hermitique sont reelles.

* b- Vecteurs propres
Soient |¢,) et |¢,) deux vecteurs propres associés aux valeurs propres distinctes a; et a; de

'opérateur hermitique A. On a:

Algy) = a1l¢y) (1)

Alg,) = al¢,) 2) = (,lA" = (h,)A = (d,la, = ay{e,| 3)
Multiplions la relation (1) par le vecteur bra (¢-,| et (3) par le vecteur ket |¢,)

(@2l x (1) = (@,|4]1) = a(¢;|@1)  (4)

B)xlp1) = (D2lAl¢1) = ax(¢ldy)  (5)

4)-5) = (ay—ax){zl$) =0

Et comme a, # a, alors |¢) L |¢,)

Conclusion : Les vecteurs propres d'un opérateur hermitique, associés a des valeurs propres

distinctes, sont orthogonaux.
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Exemple:

Si A est hermétique: 4 = A ce quidonne: ATij = Aij = A%ji

* |11.8. Observables

Une observable est un opérateur linéaire et hermitique dont les vecteurs propres
(orthonormés gb\qu ) ) obéissent a la relation de fermeture :

Zw 9l=1

En d'autres termes, les vecteurs propres d'une observable constituent une base orthonormée.
On dit aussi que les vecteurs propres d'une observable forment un ensemble complet.
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Les postulats de la Mécanique
Quantique



Ces postulats fourniront une réponse aux questions
suivantes :

Comment décrire mathématiquement l'état d’'un
systeme quantique a un instant donné ?

Comment prévoir les résultats de la mesure des
diverses grandeurs physiques lorsque cet état est
donné ?

Comment trouver l'état du systeme a un instant
qguelconque lorsqu’on connait cet état a un instant
donné ?



l. Les postulats
e 1.1. Etat d’un systeme physique
Postulat1: A un instant t; fixe, I'état d'un systeme physique est entierement défini par un
vecteur unitaire |1)(t,)) de I'espace des états ¢.
e 1.2. Grandeurs physiques
Postulat2: A toute grandeur physique mesurable A correspond dans I'espace des états ¢

, un opérateur A qui est une observable.

* Correspondance entre grandeurs physiques mesurables et operateurs

Grandeur physique Observable correspondant
Position X X
: d
Impulsion P=myv —ih—
dx
L pe h® d*
Energie cinetique — ——
2m 2m dx?
2 ﬁ.? d‘?
Energie totale — + V(x 4 V(x
2m (%) 2m dx? (x)




* 1.3. Mesure des grandeurs physiques

Postulat 3: Quel que soit I'etat du systeme, les seules valeurs possibles qu'une mesure de

[a grandeur physique <A peut donner sont les valeurs propres de I'opérateur A
correspondant.

Remarque : A étant hermitique, une mesure de A donnera toujours des valeurs réelles.

Postulat4: j) Lorsqu'on mesure la grandeur physique A sur un systéme dans ['état |1)), |a
probabilité P(ay) pour que le résultat soit la valeur propre non dégenéree a, de
'observable A correspondante est :

P(a) = [{dnlP)* = [cy|°

ou  Alg,) = a,|¢,) avec |¢,) vecteur propre de A
(¢, |1) = ¢, composantes du vecteur [1)) sur la base des kets propres {|¢,,)}
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Immédiatement apres cette mesure (le systéme n'ayant pas évolué encore), ['état du systéme
est le vecteur propre | d,,).

(n

¥) = |Pn)

ii) Si la valeur propre a, est dégénérée g, fois, A‘ci;,‘;) = an|gﬁ,';), alors

in In
P@ =) [l = ) Jeif
f=1 i=1

Et I'état du systéme immédiatement aprés |la mesure est représenté par le vecteur 1)) tel que :

fn
A 1 i [
) = . JZ?:IIW:Z‘EH 61)
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Exemple

Soit une observable A de valeurs propres ai, ap, a3 associées respectivement aux valeurs
propres |d4), |d,) et |p3). On suppose que les valeurs propres a; et a; sont identiques et I'état

du systéme représenté par i) = %Iqbl) t _‘%hﬁ'z} + %Icﬁg).
1) Quelle est la probabilité pour que le résultat de la mesurer de A donne la valeur propre a; ?
2) Quel est I'etat du systeme immeédiatement apres la mesure ?

Solution :

ay = |¢1), az = l¢2), az — [§a)

aj=ay=a,ajest degeneree 2 fms. Elle est associée a 2 vecteurs propres différents :

1Py1) =|¢%} et [¢,) =|¢'%) =  Play=a,=a)= |(¢1|w)|2 + |(¢'2|’P}|2

2) L'état du systéme immédiatement aprés la mesure est représenté par le vecteur |') tel

que :
14 1

¥) = Y’) =

(1) + 5162))

J koilw)”+ 2w’

") =\/G)zi %)2 (%|¢)1} | %EM)E}) ") est une combinaison linéaire normée |¢,) et |¢p,)
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e 1.4. Evolution des systemes dans le temps

Postulat 5: L'evolution dans le temps de l'état d'un systeme physique est régie par
'équation de Schrédinger (généralisee ou dépendant du temps).

- B
EFIEW(U)—HW)

ou H est hamiltonien, observable associée a I'énergie totale du systeme.

* 1.4.1. Cas des systemes conservatifs
Ce sont des systemes dont Ihamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps. L'énergie
totale de tels systemes se conserve au cours du temps.

Soit |¢h, ) le vecteur propre de H associé a la valeur propre E;,. On a:
H|gy) = Eylon)

Les vecteurs propres de H forment une base compléte sur ¢, ¢-a-d :

Z\qbn)fcbn\ =1

Alors quelle est I'expression de |y)(t)) @ un instantt ?
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(t)) peut se développer de fagon unique sur la base des kets |¢, )

MUFZ\%){% P(t) avec cy(t) = (Gl U(£))

Comme H est indépendante du temps, alors |¢,) est aussi indépendante du temps. La
dependance de [1)(t)) du temps se trouve donc dans ¢, (t).

0 (t)) verifie 'equation de Schrédinger : ifiih{)(t)} = H[Y((t)y (2)
Multiplions la par le vecteur bra (¢,, |

(Bnl x(2) = ihAPalP(D) = (ulHIP(®)  (3)
Or (¢p,|H = E,,(¢,,|] car H est une observable et ¢, (t) = (¢, |P(t)).
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(3) = i APpl () = E L, (D)

o
Eﬁ_":ﬂ(t:} - Eﬂ'cﬂ'[t)

dt
cdc t I

C“{i; = — 3 Endt

T

tdc, . (t i ¢ i _
f n(t) _ ——_Enj dt — cn(t) = cn(tg)e ~REn(F~to)
to Cp L) f to

Adnsi a lNnstant t, le systeme sra dans |'éetat |y (¢

W () = D cnltode HERCETEI g

A lNinstant initial t = tg, | (Tl ) = E Cn(Tod|lghnl

Remarque :

Pour trouver|i(t)) connaissant [1)(t,)):
- On développe [i)(t,)) sur la base des kets propres |¢,)de H:

[(to)) = Zn calto)ldn) avec cy(to) = (9n[1h(to)) les composantes de [U(ty)) sur la base {|¢,)}.

i
- On obtient ensuite |Ui(t)) en multipliant chaque coefficient ¢,(ty) par le facteur ifaltt)
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Il. Mesures en mécanique quantique

* |l.1. Valeur moyenne d’'une mesure
En en mécanique quantique, on definit [a valeur moyenne de l'observable A dans 'état |)) par :

(A)y) = (PlA[D)
(A)w,} repesente aussi I'élément de matrice de A sur cet état.

C'est la moyenne des resultats obtenus en effectuant un grand nombre N de mesures de
'observable A sur des systemes tous dans I'état ). Elle donne ['ordre de grandeur des valeurs
de l'observable A dans ['état [().

o  Quelle autre formulation de (4), ?
Soient |¢,,) les vecteurs propres de A associés aux valeurs propres distinctes a,

Aldn) = ap|dy) (1)

Les kets propres |¢,,) Forment une base complete, donc obéissent a la relation de fermeture

Zm)w -1
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Injectons cette relation dans 'expression de la moyenne. On a:
Ay = D 1Al )b, )
mn

D'apres la relation (1), on a :

Dy = D W1A|g, X, |9)

= > Wlag|o, X, [¥)

mn
*
= E Ay CnCn
T
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Exemple

Soit une observable A de valeurs propres a; et a; dont les probabilites de mesure sont
respectivement P(a;) et P(a,). Sa valeur moyenne est alors :

(D) = a1P(ay) + a;P(ay)

11+1 1
—IZ 21:2

* |I.2. Ecart type (Ecart quadratique moyen)

Lorsqu'on effectue N mesures de la grandeur physique A, les résultats vont se disperser

autour de [a valeur moyenne. Cette dispersion est caracterisee par [écart type ou Ecart
quadratique moyen.

(A 4)%) = {(A-(A)") Cette quantité est appelée variance

écarttype est: A A= (4 - (4))?)
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Lorsque |le systeme se trouve dans lI'etat |y), on a :
((a A%y = (WIA — (AP |Y)

= (Y](A% — 24(A) + (AY2)|yP)

= (Y|A%|Y) — 2P |A[P)A) + (PI{AY?|P)
(A%) — 2{A)(A) + (A)?
(A%) — 2(A)2 + (A)?
((&a A)2)y) = (AZ) — (A)?

Remarque : Aingi, on monire que 81 le systeme est dans un état propre |¢, ) de [observable A,
alors (4 4)%) = 0 (a démontrer)
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II.3. Mesure simultanée de deux grandeurs physiques

En mecanique classique, la mesure précise et simultanée de 2
grandeurs physiques ne pose pas veritablement de probleme.

En effet, I’observation de la trajectoire d’un projectile permet
d’avoir sa vitesse et sa position.

En meécanique quantique, cela n’est possible que si les 2
operateurs satisfont certaines conditions.

La mesure simultanee de deux grandeurs physiques A et B, associees respectivement aux
observables A et B, n'est possible que si le systeme est dans un état propre |¢, ) a la fois de A
et B.

En effet, quelles que soient a, et by, les valeurs propres associées a A et B, Il existe au moins un
vecteur propre |¢,,) pour lequel -

- Une mesure de A donnera a coup sur a; ;

- Une mesure de B donnera a coup slr b,



* Quelle est la particularité de AetB ?
Supposons que l'on veuille mesurer simultanément, donc possédant un systeme complet de

vecteurs propres communs {|¢,,)}. On a:

f”(nbn} = ':Lnl';bn} (1}
Bl':‘bn> - bn|§bn) (2}

Multiplions respectivement les relations (2) par A et (1) par B. On obtient :
Ax(2) = AB|¢,) = by(A|p,) = bya,|d)  (3)
Bx(1) = BA|$,) = au(Blgp,)) =aib |9,) (&)
En faisant la soustraction (3) et (4), on aboutit a :
[AB — BA]|p,) =0
[4,Bl|$,) = 0
Et comme |¢,,) = 0, alors [A,B]=0

En d'autres termes, les observables A et B commutent. On dit aussi qu’elles sont compatibles.

Réciproquement : On montre que si A et B commutent, alors ils possédent en commun un
systeme complet de vecteurs propres

Conclusion : Pour mesurer simultanément deux observables sur un systeme, il faut qu'elles
commutent c'est a dire qu'elles possedent un ensemble complet de vecteurs propres communs.



* |1.4. Relation d’incertitude d’Heisenberg

Soient deux observables A et B qui commutent pas, c-a -d :
[A, Bl=icouc = Ik*

Introduisons les observables suivants :

A=A4—{A)

B = B — {B)

|A, Bl = AB — BA = [A — (A),B — (B)]

A, B] — [A, (B} — [{A), B] + [{A), (B)]

[A. B] — (A(B) — (B}A) — ({A)yE — B{A}) + ({AYA) — (BYB))
|A, B| = [A, B] = ic

Les ecart-types de A et B sont :
(& A)? = (A%) — (A)? = {((A — (A))?) = (A?)
(& B)?2 = (B?%) — (B)? = ((B — (B))?) = (B?)

AB+BA ic :

Or
 AB-BA AB+ BA 1) = + =) < (A% (B2
ap - AB=BA _ABxBA (1) |< —+ )| < ().
:l[ﬂi}].,.ﬂﬁ"-ﬂﬂ . o D
2Tl 2 AB + BA ¢ o
_ic AB+BA ( )| +— < (4%).(B?)
> 2 2 4
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Et comme (a A)° = {(A%) et (A B)? = {(B<), ona:
AB + BA |° = _

> +— = (a A)2. (A B)?
Cette relation est aussi vraie pour :

4 —_
2

% = (a A)2.(a B)2

= A A A B

C
2 o =
MNAN B = % C'est le principe d’incertitude d'Heisenberg.

Conclusion : Lorsque deux observables ne commutent pas (ou ne sont pas compatibles), |
existe une relation dincertitude qui lie les precisions avec lesquelles elles peuvent étre
déterminées.

Généralisation : Les precisions de mesure de deux observables quelconques A et B sont liees
par la relation :

1
aAﬁBEEM&BW
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* |I.5. Evolution dans le temps de la valeur moyenne

Solent A une observable et [i)(t)) [état du systeme. La valeur moyenne de ['observable A a
[Ingtant t est

Aipiey = (A)(0) = (O IAR D)

La dépendance en t provient de :

- |U(t)), évolution en fonction de t par [équation de Schrédinger ;

- A peut dépendre explicitement du temps, ce qui ajouterait une cause supplémentaire de
variation de (A)(t) avec t.

Dérivons I'expression de la valeur moyenne (4)(t).Ona:

d dA {i_ )
U= 2O = [ A0 00T MO WO TO] @
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Or Nequation de Schrodinger est
el
iﬁﬁ |l Cedy = H|ywWw(Ce))
FPrenons le conjugue hermitigque de cette equation.
el
—iﬁﬁflﬁ-’fﬂ}l = (P (Ce)|H

Adnsi la relation (2) devient donc :

d d 1 dA 1

(1) = (OIANO) = ——OIHAO) + O (O) +— W OIAHIO)
dA

= Zoolan - Halpe) +

ih dt
dA

3
dt ik [A i+ dt §
Si A ne dépend pas expllcltemem du temps (systeme isolé), alors :
dA d
— 4
! = ™ m[“] X
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* |I.5.1. Application : Théoreme d’Ehrenfest
Considérons une particule plongée dans un potentiel scalaire et stationnaire (indépendant du

temps) V(x). On a:
FE

H=—+V
2m (%)

a) Si A = x (Opeérateur position)

(

(4) = —{x)=

dt
Calculons [x, H]
N2

lx, H| = [x,,—+ V(x)
2m

Remargue :

|

p?
= |X,—
[ 2m

+ [x, V(x)]

- [A, F(A)] = 0
_Si[A.Bl=0[A, F(B)]=0

La relation precedente devient donc :

p— — —'}2 —_— - -
[, H] ["T' 27?1] ET?EIIPI | 21 L2, £. P ]
= - (Plx, Pl + [x,. P P)
2111
Or [x, P] = ih (&a déemontrer), donc :

[, ] = —
i 2

(ihP + ihP) =

if
I_J
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Remarque : [x, F(P)] = ihF(P)

Finalement, la relation (5) donne :

d 1 d

— — _—(p — _ — (P B

S0 = —(P) m——(x) = (P) (8)

C'est |la relation classique de la quantité de mouvement = masse x vitesse

b)SiA=F (Operateur gquantite de mouvement)

o 1
() =  AP) = [P, H] (7)
Calculons [P, H]
1:.1-2 1;_:-2
[P, H] = [P., —+ Lf(x)] = [F‘._ ] + [P, V()] = [P, V(x)]
271711 21
Appliquons [P, V(x)] a la fonction f(x). On a :
[P. V(x)If(x) = PV(x)f(x) - V(x)Pf(x) avec P = —jhdi
X

cl 1
[P, VCOLf () = —ih—— [V S GO + i~V () —— £ (x)

_ _m(“” oo + vieo P :’) + IRV () [ ()

d
) - o dV(x)
12, V)] fx) = —ith———— [ (x)
On en deduitque : [P, V(x)] = —.r;hdw[xj = —ihV'(x)

o x



Remarque : [P, G(x)] = -G ()

Finalement, [a refation (/) devient

4 1 dV(x) d M
a“} Eﬁ( th) = a“—( T ) 8)

Cest [a relation classique : [a force dérive d'un potentiel.

Les relations (6) et (8) constituent le theoreme d’Ehrenfest. Elles etablissent une
correspondance entre [a mécanique quantique et la mecanique classique.

En effet, la mécanique quantique redonne les lois de la mécanique classique quand on ne
considere que les valeurs moyennes, cest a dire quand on ignore les détails du comportement
microscopique du systeme etudie.
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11.5.2- Constante du mouvement

Lorsque A ne depend pas explicitement du temps et commute avec H, ona:

dA
M i d
= ()= ((O)[AR(E)) =0
(i i
A H|=0)

Donc, quel que soit ['etat [1)(t)) du systeme physique, a valeur moyenne de A n'évolue pas au
cours du temps. On dit que A est une constante du mouvement.
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Chapitre 5. Loscillateur harmonique

* En mécanique quantique, l'oscillateur harmonique
joue un role important dans la description d’un
ensemble de particules identiques se trouvant
toutes dans le méme état quantique.

* De plus, loscillateur harmonique constitue un
exemple d’application simple et pédagogique du
formalisme général de la mécanique quantique



* |. Rappel de mécanique classique

L'oscillateur harmonique est constitué par une particule de masse m, soumise a une force de
rappel proportionnelle a I'élongation : F = - kx (x = distance par rapport a |a position d'équilibre).

| o x

Le mouvement d'oscillation de la particule suivant 'axe (Ox) obéit a I'équation :

d%x
dt?

k
+wlx=0 avec mzza

Et la solution générale estde laforme :  x = x,cos (wt + @)

La particule est donc animée d'un mouvement oscillatoire sinusoidal d'amplitude x, de
pulsation o et de phase ¢. xp et ¢ étant déterminés par les conditions initiales.

L'énergie potentielle est telle que :

dV (x)
o

1 1
= —kx = V(x) = 2 kx? = — mw?x?

2

F =



L'énergie totale est donc :

p? 1 (dx\" 1
E=—12+ V(x):Em — | + = mw?x?

2m dt 2
1 9 .9 2 27
= Emm Xosin“(wt + @) + Emm Xoc08“(wt + @)
1
_ 2
= me Xo

L'énergie totale varie avec I'amplitude de l'oscillation x; et peut prendre toute valeur E = 0.
* |I-L’oscillateur harmonique en mécanique quantique

En MQ, pour acceder a I'énergie totale du systeme, il faut mesurer la grandeur physique
associée a l'observable H. En d'autres termes, il faut resoudre I'équation de Schrddinger pour

rechercher les états stationnaires de la particule se déplacant dans le potentiel V(x).

2
Hgn) = Elda) (1) avec  H=——+ ~mx?
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, Considérons les opérateurs X et P tels que :

x= M%) 2.0] = |22 % —x,p]
h ' —, ) : h Vmoh

P = ! P zi[xp]zlxth:f
mwh / \ h™ h

Alors IN'hamiltonien se met sous la forme ;

mecoh 1 h

_ 2 - 2 2
H 1 F -+ z?nm ]nm}f
F
= —;’ (P + X2?)
Avec
— (] . 1 . .

L'’équation (1) devient donc :
hﬂUH|¢n} — Enm}n} (1}‘
Nous allons donc chercher les solutions de I'équation aux valeurs propres réeduite :
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Comme l'operateur [ est une somme de deux carrés, on peut le factoriser en tenant compte de
la non commutativité des observables X et P. On aura :

Xz+p? (x —£i3>(}?+ iP
2 V2 V2

- X—iP\ (X +iP i[x’“ﬁ]
(57 )5t

Par souci de simplifier considérablement la recherche des valeurs propres et des états propres
de f, on introduit ainsi de nouveaux opérateurs en posant :

i i
)+E.“)€— E}Ef

a :%(}? +iP) et a* =%@— iP)

Calculons aa™ et a*a

aa* = (X +iP)(X - iP) 1
(- P+ 98+ P =g+ = P) o [60]=
:%(}?2 + P2 — i[RP - PX]) aa* :%[;?2 +P24+1) =1 +% (2)
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De maéame, on montre gue :

1 . . _ 1
-:,il:,"'u:E[XZ—I—I—“‘E—l): H — = (3D
En faisant (2) — (3), on obtient la relation
aa’ —ata = |la.aT] =1 C<))

On introduit Noperateur defimi par : N = a™"a

Contrairement a a et a™, N est hermitigue car :

MNT =(aa) T =a(a) " =a a=NMN

Donc ses valeurs propres sont réelles et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

- 1
(3) = H=a%a + = 1
. 2 QRN H:ﬁm(N+E) (5)
=N+ -
2

avec H = hwf
Calculons les Commutiateurs de N avec a et a*
[N,a]=[a’a,a]=a"[a,a]+[a",ala=-a

[N,a’]=[a"a, a’]=a'[a,a"]+[a",a’]la=a" 116



e De ces deux relations, on peut tirer :
[N,a]=Na-aN=-a = Na = a(N-1) (B6)
[N,a']=Na"-a'N=a" = Na™ =a” (N+1) (7)

* |l.1. Valeurs propres de I’"hamiltonien

Les relations (1) et (1) donnent :

Hl¢n) = Enlén) (1)

1) = ho(N+ )¢ = Edds)  (8)

Les valeurs propres de H sont donc celles N et vice versa. Aingl, [étude de l'oscillateur

harmonique va étre basée sur ['utilisation des opérateurs a, a” et N. Soient n et |¢, ) les valeurs
propres et vecteurs propres de N. Ona

NMH) = ”M’n) (9)
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e |l. 2. Valeurs propres de N
Multiplions (9) par le vecteur bra (¢, |

(Pnl x (1) = (), IN|p,) = n{p,|p,,) = n)

& i

(PnIN|py) = (Pplatald,)
= {(ap,|lad,)
= |lald)* = 0J

Les valeurs propres n de N sont donc positives ou nulles.

Sin=0 alors lalgg)l|? =0 = algy)=0 (10)
Car la norme d'un vecteur est nulle si et seulement si le vecteur est [ui-méme nul
Multiplions (10) par 'opérateur a'.

a'(10) = a"al¢g) = Nlcpg) = 0l¢hp) =0

n =0 appartient a la suite des valeurs propres entieres, positives ou nulles possibles de N.

Lesvaleursn=0, 1, 2, ... sont les valeurs propres associés a N, d'ou I'appellation d’operateur
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Et lorsque I'équation N|¢,) = n|¢p,) est vérifiée, alorsona:
1 1 1
Hl,) = ho (N v E)|¢ﬂ} = (n+ E) 0= Eld) = E, = hm(rH E) (1)

L'énergie de l'oscillateur harmonique est donc quantifiée et ne peut pas prendre n'importe
quelle valeur. De plus, sa plus faible valeur qui correspond a |'état fondamental (n = 0) n'est pas

nulle mais égale a h?m
A partir des relations (6) et (9), on peut obtenir :

N(H|¢H)) = N”f|¢)n) =a(N - l)min) =(n- 1)(”@?’1)) (12)

Donc le vecteur a|¢,,) est vecteur propre de N associée a la valeur propre n-1. On peut dire
alors que a|¢,,) est proportionnel & |¢,,_,), soit

ﬂld)n) = M(fbn-l)

Appliquons successivement |'opérateur N aux vecteurs a”|¢,,)

[N, a®[|¢n) = (Na* — a®N)|¢dy) N(a®|$pn)) = a*(N — 2)|py)
= (a[N,a] + [N,ala)|py) = = a’*(n — 2)|¢y)
= — Zﬂzl(pn) — (T] — ZJ(HElCﬁ?H})

Le vecteur a?|¢,,) est vecteur propre de N associée a la valeur propre n-2.



N(a®|¢,)) = a*(n = 2)|dy,)

N(@k1da)) = a2(n — K)o (13)

Par application successive de a sur le vecteur |¢,), on génere les vecteurs propres |¢,_)
De méme ona:

Na*|¢,) = N(a*[¢,)) = a*(N + 1)|p,) = (n+ 1)(a*[¢,))  (14)

Le vecteur a*|¢,,) est vecteur propre de N associée a la valeur propre n+1. On peut écrire que
a*|¢,,)est proportionnel a |¢,,, ), soit

a*|gn) = Bldnss)

En appliquant successivement 'opérateur N aux vecteurs a*" |¢,,)

[N,u"j“qbn) = (Nu+2 — U,+EN)|¢‘H) N(u*’glcﬁ}n}) = u"’E{N + 2)|¢y)
= (u"'z[N.u"'E] + [N, u+2]u+2)|¢n) = =a**(n+2)|¢,)
= 2a*|¢y) = (n+2)(a**|¢n))

2 v
Le vecteur a*"|¢,,) est vecteur propre de N associé a la valeur propre n+2.

N(a*?|¢n)) = a**(n + 2) )

N(a*™|dn)) = a*™(n + m)|dn) (15) 20



Par application successive de a™ sur le vecteur |¢,), on génere les vecteurs propres |¢,.m)-

D'ou le tableau suivant :

Valeurs propres  Vecteurs propres

n+m [Drm) A

. a
n+ 1 |'§bn+1)

n |Pp)

n-1 |§bn-1)

. . da
n-k i) y

Si l'on part d'un état propre |¢,,) de H correspondant a la valeur propre :
= (n+ l) h
n=1n 5 W

- On passe par I'application de I'opérateur a a un vecteur propre associé a la valeur propre :

1
E,_q1= (n + E) hw — how = E,, — hw
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* |I.3. Interprétation des opérateurs a et a+
Si 'on part d'un état propre |¢,,) de H correspondant a la valeur propre :

1
E, = (n,+ E)hm

- On passe par I'application de I'opérateur a a un vecteur propre associé a la valeur propre :
1

En_lz(r.:+ E)ﬁm—ﬁszn—ﬁw

Il'y a annihilation d'un quantum d'énergie.
- L'application de a” donne I'énergie :

1
E,., = (n+ E)hm+ hw = E, + ho
Il'y a création d'un quantum d'énergie.

Leur action sur un vecteur propre de N fait disparaitre ou au contraire apparaitre un quantum
dénergie :

E
|¢n+1} ry ]

[
|

|¢"n-1} Ey




D'ou 'appellation :

- d'opérateur annihilation pour a ;
- opérateur création pour a”.

I1.4.  Expressions des vecteurs a|¢, ) et a*|¢,,)
Le vecteur al¢,,) est vecteur propre de N associée a la valeur propre n-1, avec :

Hlﬁbn} = Mﬁbn-l)

al¢, ) est normé

(Pnla™alpn) = (Pn-112°A|Pp—1) =|3|2{¢n—1|¢'n—1) = HIE} = [l’uz =1
(Pn|N|pn) = n{dy|Ppn) =n 1=+n

qubn} = \[ﬁlqbn-l) {16)

De méme, a*|p,) = Fl¢,4,) €st vecteur propre de N associée a la valeur propre n+1.

(¢’n|”f”f+‘¢n) = |B|2(¢n+1|¢'n+1) = IJ'Rl2
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o Orla,al=aat—ata=1 = aat=ata+1=N+1

(Pnlaa™|pn) = (Pn|N + 1|dn) = (n + 1)(Pnldn) =n + 1
On obtient :
BP=n+1 = p=vVn+1
Dot a*|¢,) = Vn + 1l¢n41) (17)
* 11.1.5. Détermination de I'état |¢,,)

Connaissant [état |,), état fondamental associé a la valeur propre n =0, on peut construire les
elats excités de ['oscillateur harmonique.

A partir de la relation (17), on a :

a*|do) = V1|dy)

(a*)1go) = a*(@*19o)) = VI a*1gy) =VINZIdy) = VIZ |§)

(a*®)lpo) = a*(@*?|po)) = VIVZ (a*1¢y) = VIVZVB|ps) = VI23 |ghy) oo



o (a*)po) = Vo)

On peut ainsi obtenir tous les autres états |¢,,) a partir de |¢,), soit :

1 o
|¢?n} - ﬁ(ﬂ )M’n} (18)

* |I.2. Fonctions d’onde associées aux états stationnaires de
I’lhamiltonien

On cherche les fonctions propres ¢,,(x) appartenant a F et représentant les états propres |¢,)
de H.

. , . d
Pour ce faire, on remplace les opérateurs X et P respectivement par x EHHE dans les
expressions de aeta’. *

1 maw N [ ( . dy| 1| mw N h d
“= V2 no Vmowh — dx) 72 no mew dx
1 M h d
at =—| | X — |——
V2 h mew dx

. . 125
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On pose :

iy

y = TI 7]
— dx = — dy
dny — mmdx T
Y =J"n
1( +d) ; 4 1( d
a = —— — e a’l = — _——
vz Y T ay vz T ay

* 11.2.1. Fonction propre de I’état fondamental

: , . 1 : I
Cette fonction notée ¢,(x) est associée a la valeur propre E, = —hw de 'hamiltonien. Elle

2
s'obtient a partir de la relation (10) :
a|¢) =0
Dans l'espace F, cette équation devient donc :
1 d d
a = — -|-—) = () — ( + —) ) =1
30) = 7=y +55) ) y+2-) 6y
dpo(y)
+ =0
bo) + =4
dpo(y)
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On obtient une équation différentielle du 1*" ordre dont la solution générale est :

2

¥
¢o(y) = Age 2
Ou A est une constante de normalisation

La fonction d'onde ¢, (y) est physiquement acceptable si elle est normalisable :

oo +0o0
| WeFdy =1aoR [ eFdy=VElaf=1 = ag=n7s
D'ou :
1 y?

do(y) =1 4e 2

Ensuite, on construit les fonctions d'onde des états excités par application successive de a* sur
do(y). Ainsi, ona:

2

d
) = ) = oy o) F
¢yt

¢'2(}") = ﬂ+¢'1(y) = (ﬂ+)2¢ﬂ(.}") = AZ (y - %) e ? Cours Mécanique quantique L2 PC Dr. KEZO



d X
Ba3) = 06,1 () = (*)(y) = A (y—d—y) :

2

On remarque que chaque dérivation de la fonction e'y? par rapport &y introduit un facteur y
supplementaire.

i

La fonction ¢,, () est donc égale au produit d'un polyndme de degré n par la gaussienne ez .
Ce polyndme qu'on note Hj est appelé polyndme d'Hermite et est de la forme :

cdrn
f!n[uj — (_1}neu2 o E—uz
Les trois premiers polyndmes sont :
Ho(u) = 1
H,(u) = 2u
Ho(u) = 4u?® — 2
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