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viii Introdu
tionIntrodu
tion
Ce 
ours traite de deux sujets essentiels, mais parmi tant d'autres, en mathéma-tiques appliquées : l'analyse numérique et l'optimisation. Avant même de présenter
es deux dis
iplines, disons tout de suite qu'à travers leur enseignement l'obje
tif de
e 
ours est d'introduire le le
teur au monde de lamodélisation mathématique etde la simulation numérique qui ont pris une importan
e 
onsidérable 
es dernièresdé
ennies dans tous les domaines de la s
ien
e et des appli
ations industrielles (ous
ien
es de l'ingénieur). La modélisation mathématique est l'art (ou la s
ien
e, selonle point de vue) de représenter (ou de transformer) une réalité physique en des mod-èles abstraits a

essibles à l'analyse et au 
al
ul. La simulation numérique est, biensûr, le pro
essus qui permet de 
al
uler sur ordinateur les solutions de 
es modèles,et don
 de simuler la réalité physique.Mais, tout d'abord, que sont les mathématiques appliquées ? Dire qu'il s'agit desmathématiques tournées vers les appli
ations serait une tautologie et une fausse 
ar-a
térisation. En e�et, de tout temps les mathémati
iens ont été inspirés pas des prob-lèmes pratiques qu'ils ont essayé de résoudre, et 
ependant l'émergen
e des math-ématiques appliquées 
omme dis
ipline indépendante est relativement ré
ente. Enfait, tout a 
hangé ave
 l'apparition des premiers ordinateurs au lendemain de lase
onde guerre mondiale. Plus que pour tout autre dis
ipline l'ordinateur a été unerévolution pour les mathématiques : il a en e�et ouvert un 
hamp nouveau, 
eluide la modélisation et de la simulation. L'ordinateur a fait des mathématiques unes
ien
e expérimentale (on fait des �expérien
es numériques� 
omme d'autres font desexpérien
es physiques), et la 
on
eption ainsi que l'analyse des méthodes de 
al
ulsur ordinateur sont devenues une nouvelle bran
he des mathématiques : 
'est la sim-ulation numérique. Ces progrès ont aussi permis aux mathématiques de s'attaquerà des problèmes beau
oup plus 
omplexes et 
on
rets, issus de motivations immédi-ates industrielles ou s
ienti�ques, auxquels on peut apporter des réponses à la foisqualitatives mais aussi quantitatives : 
'est la modélisation mathématique.On peut don
 
ara
tériser les mathématiques appliquées 
omme les mathéma-tiques de la modélisation et de la simulation numérique. De 
e point de vue, les math-ématiques appliquées se situent à l'interse
tion de plusieurs dis
iplines s
ienti�ques :mathématiques, 
al
ul informatique, s
ien
es physiques, 
himiques, mé
aniques, bi-ologiques, é
onomiques, et s
ien
es de l'ingénieur (sous 
e dernier vo
able on regroupeusuellement les di�érents domaines d'appli
ations industriels 
omme l'aéronautique,la produ
tion d'énergie, la �nan
e, et
.). Le mathémati
ien améri
ain Joseph Kellera�rmait sous forme de boutade que les mathématiques appliquées sont �la s
ien
edont les mathématiques pures sont juste une bran
he�. Il voulait mettre ainsi en reliefle 
ara
tère pluridis
iplinaire des mathématiques appliquées (mais il n'est pas ex
luqu'il ait voulu aussi rendre la monnaie de leur piè
e à 
ertains mathémati
iens �purs�
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Introdu
tion ixqui a�e
tent de mépriser les mathématiques appliquées).En paraphrasant le titre d'un �lm 
élèbre, mon 
ollègue Pierre-Louis Lions prétendque les mathématiques appliquées sont 
ara
térisées par trois 
hoses : Sex, Lies, andVideotapes. Les 
assettes vidéo sont bien sûr le symbole de la simulation numérique(et des jolis �lms qu'elle produit), les mensonges 
orrespondent aux modèles (pastoujours �dèles à la réalité), et le sexe 
'est évidemment l'analyse mathématique(moteur inépuisable des passions humaines et sour
e de tant de plaisirs)...Après 
e (long) détour nous pouvons maintenant revenir au titre de 
e 
ours.L'analyse numérique est don
 la dis
ipline qui 
onçoit et analyse les méthodes oualgorithmes de 
al
ul numérique. Par ailleurs l'optimisation est la théorie des méth-odes qui permettent d'améliorer le fon
tionnement, le rendement, ou la réponse d'unsystème en maximisant ou minimisant des fon
tions asso
iées. C'est don
 un outilessentiel pour la modélisation.Les obje
tifs de 
e 
ours sont de familiariser le le
teur ave
 les prin
ipaux mod-èles (qui sont souvent des équations aux dérivées partielles), leurs méthodes de réso-lution numérique et leur optimisation. Bien sûr, l'ambition de 
e 
ours est de donnerles bases qui permettront aux futurs ingénieurs de bureau d'études ou de re
her
heet développement de 
réer de nouveaux modèles et de nouveaux algorithmesnumériques pour des problèmes plus 
ompliqués non dis
utés i
i. Cependant, même
eux qui ne se destinent pas à une telle 
arrière ont intérêt à bien 
omprendre lesenjeux de la simulation numérique. En e�et, de nombreuses dé
isions industrielles oupolitiques se prennent désormais sur la foi de 
al
uls ou de simulations numériques. Ilimporte don
 que les dé
ideurs aient la 
apa
ité de juger de la qualité et de la �abilitédes 
al
uls qui leur sont présentés. Ce 
ours leur permettra de 
onnaître les premiers
ritères qui garantissent la validité et la pertinen
e des simulations numériques.Le plan de 
e 
ours est le suivant. Après un premier 
hapitre d'introdu
tion auxprin
ipaux modèles �
lassiques� et à leur résolution numérique, le Chapitre 2 est 
on-sa
ré à l'étude de la méthode numérique des di�éren
es �nies. Ces deux premiers
hapitres permettent d'aller très vite vers des questions numériques essentielles quimotivent les développements théoriques qui suivront. Les Chapitres 3, 4, et 5 sont 
on-sa
rés à la résolution théorique par l'appro
he variationnelle de modèles station-naires (indépendants du temps). Ils posent aussi les bases d'une méthode numériquetrès importante, dite des éléments �nis, qui est présentée en détail au Chapitre6. La méthode des éléments �nis est à la base de nombreux logi
iels de 
al
uls in-dustriels ou a
adémiques. Les Chapitres 7 et 8 portent sur la résolution de prob-lèmes instationnaires (ou d'évolution en temps), tant du point de vue théoriqueque numérique. Si les 8 premiers 
hapitres sont dédiés à l'analyse numérique, les 3derniers traitent d'optimisation. Le Chapitre 9 présente une série d'exemples 
on-
rets de problèmes d'optimisation et donne une théorie d'existen
e de solutions à 
esproblèmes. Le Chapitre 10 dérive les 
onditions (né
essaires ou su�santes) d'opti-malité des solutions. Ces 
onditions sont importantes tant du point de vue théoriqueque numérique. Elles permettent de 
ara
tériser les optima, et elles sont à la basedes algorithmes numériques que nous dé
rivons. Finalement, le Chapitre 11 est uneintrodu
tion à la re
her
he opérationnelle. Après avoir étudié la programmation
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x Introdu
tionlinéaire, nous donnons un aperçu des méthodes de l'optimisation 
ombinatoire (
'est-à-dire de l'optimisation en variables dis
rètes) qui est essentielle pour la plani�
ationoptimale des ressour
es et des tâ
hes dans toutes les grandes entreprises. Chaque
hapitre 
ommen
e par une introdu
tion qui en donne le plan et les idées prin
ipales.L'épaisseur de 
e 
ours ne doit pas inquiéter le le
teur : en plus des points essentielsqui seront traités dans le 
ours oral, le 
ours é
rit 
ontient de nombreux développe-ments 
omplémentaires qui permettent au le
teur 
urieux �d'aller un peu plus loin� etde faire le lien ave
 d'autres ouvrages ou d'autres dis
iplines. Il s'agit don
 plus d'unouvrage de référen
e que de la trans
ription exa
te du 
ontenu des 
ours magistraux.Pour terminer 
ette introdu
tion nous donnons quelques renseignements d'ordrepratique. Dans la mesure du possible 
e 
ours s'est voulu �auto-
ontenu� pour éviter detrop fréquents renvois à d'autres ouvrages. Cela est parti
ulièrement sensible pour denombreux résultats d'analyse qui ne sont i
i que des outils te
hniques utiles, mais pasessentiels. Les énon
er sans démonstration reviendrait à les utiliser en �boite noire� 
equi leur donne un aspe
t �re
ette de 
uisine� trop arti�
iel. Dans la mesure du possible,nous avons don
 in
lus leur démonstration, mais plus à titre d'information et pour les�démysti�er� que pour l'intérêt théorique des arguments mathématiques. A�n de lesdistinguer nous employons pour tous 
es passages di�
iles, ou d'intérêt 
omplémentaire, des
ara
tères plus petits 
omme 
eux-
i. Le le
teur pourra don
 
onsidérer 
es passages enpetits 
ara
tères 
omme �hors programme�. Les énon
és de résultats ou de dé�nitionssont en 
ara
tères italiques 
omme 
eux-
i. Les exer
i
es sont en 
ara
tères sans sérif
omme 
eux-
i. La �n d'une démonstration est indiquée par le 
ara
tère �, tandis quela �n d'une remarque ou d'un exemple est indiquée par le 
ara
tère •. Un index estdisponible à la �n de l'ouvrage.Les 
orrigés des exer
i
es seront pro
hainement publiés. La plupart des pro-grammes informatiques qui mettent en oeuvre les méthodes numériques étudiées, etqui ont permis de réaliser les �gures de 
et ouvrage, sont disponibles sur le site webhttp://www.
map.polyte
hnique.fr/�allaire/
ours_X_annee2.htmloù le le
teur pourra les télé
harger librement. Les s
hémas numériques en di�éren
es�nies, ainsi que la méthode des éléments �nis en dimension un, ont été programmésdans le langage du logi
iel S
ilab développé par l'INRIA et l'ENPC, disponible gra-tuitement sur le site webhttp://www.s
ilab.orgtandis que les résultats de la méthode des éléments �nis en dimension deux ont étéobtenus à l'aide du logi
iel FreeFem++ développé par F. He
ht et O. Pironneau etaussi disponible gratuitement sur le site webhttp://www.freefem.orgPar ailleurs, la plupart des �gures bidimensionnelles et la totalité des �gures tridimen-sionnelles ont été tra
ées à l'aide du logi
iel graphique xd3d développé par FrançoisJouve à l'É
ole Polyte
hnique et aussi disponible gratuitement sur le site webhttp://www.
map.polyte
hnique.fr/�jouve/xd3dIndiquons une autre adresse web pour le le
teur 
urieux d'en savoir plus sur l'histoiredes mathématiques ou la vie de 
ertains mathémati
iens 
ités dans 
e 
ourshttp://www-history.m
s.st-and.a
.uk/history
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Introdu
tion xiLe le
teur qui voudrait se tenir au 
ourant des progrès et des avan
ées des mathéma-tiques appliquées peut 
onsulter ave
 béné�
e le site de la So
iété de MathématiquesAppliquées et Industrielleshttp://smai.emath.frou 
elui de sa 
onsoeur améri
aine, the So
iety for Industrial and Applied Mathemat-i
shttp://www.siam.orgLe niveau de 
e 
ours est introdu
tif et il n'exige au
un autre prérequis que leniveau de 
onnaissan
es a
quis en 
lasses préparatoires ou en premier 
y
le univer-sitaire. Re
onnaissons qu'il est di�
ile de faire preuve de beau
oup d'originalité sur
e sujet déjà bien 
lassique dans la littérature. En parti
ulier, notre 
ours doit beau-
oup à 
es prédé
esseurs et notamment aux 
ours de B. Larrouturou, P.-L. Lions,et P.-A. Raviart auxquels il fait parfois de larges emprunts. L'auteur remer
ie tous
eux qui ont relu 
ertaines parties du manus
rit, notamment Frédéri
 Bonnans, BrunoDesprés et Bertrand Maury. Une mention spé
iale est due à Stéphane Gaubert, quia parti
ipé à la réda
tion du Chapitre 11, ainsi qu'à Olivier Pantz, qui a relu l'inté-gralité du manus
rit ave
 beau
oup d'attention et qui a véri�é les exer
i
es et rédigéleur 
orrigé. L'auteur remer
ie à l'avan
e tous 
eux qui voudront bien lui signaler lesinévitables erreurs ou imperfe
tions de 
ette édition, par exemple par 
ourrier éle
-tronique à l'adressegregoire.allaire�polyte
hnique.fr
G. AllaireParis, le 7 Juillet 2005

La se
onde édition de 
e 
ours a permis de 
orriger de multiples fautes de frappe,in
orre
tions ou petites erreurs (mer
i aux nombreux étudiants ou 
ollègues qui meles ont signalées). Elle 
ontient aussi un résultat supplémentaire sur l'équation desondes (Proposition 8.5.3) au Chapitre 8.
G. AllaireParis, le 7 juillet 2012
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tion
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Chapitre 1INTRODUCTION A LAMODÉLISATIONMATHÉMATIQUE ET A LASIMULATION NUMÉRIQUE1.1 Introdu
tion généraleCe 
hapitre est une introdu
tion à deux aspe
ts distin
ts, mais très liés, desmathématiques appliquées : la modélisation mathématique et la simulationnumérique. Un modèle mathématique est une représentation ou une interprétationabstraite de la réalité physique qui est a

essible à l'analyse et au 
al
ul. La simula-tion numérique permet de 
al
uler sur ordinateur les solutions de 
es modèles, et don
de simuler la réalité physique. Dans 
e 
ours, les modèles que nous étudierons serontdes équations aux dérivées partielles (ou e.d.p. en abrégé), 
'est-à-dire des équationsdi�érentielles à plusieurs variables (le temps et l'espa
e, par exemple).Pour l'instant nous laissons de 
oté un troisième aspe
t fondamental des math-ématiques appliquées, à savoir l'analyse mathématique des modèles, sur lequel nousreviendrons un peu plus longuement dans les 
hapitres suivants. En pratiquant dela sorte, nous voulons en quelque sorte, motiver et justi�er 
ette né
essaire intrusionde l'analyse mathématique. Nous allons voir, en e�et, que le 
al
ul numérique dessolutions de 
es modèles physiques réserve parfois des surprises (désagréables) qui nepeuvent s'expliquer et s'éviter que par une bonne 
ompréhension de leurs propriétésmathématiques. Rappelons en
ore une fois le 
ara
tère fondamentalement multidis-
iplinaire des mathématiques appliquées, et don
 de la simulation numérique, quimêlent mathématiques, 
al
ul informatique, et s
ien
es de l'ingénieur.Bien que la plupart des problèmes et des appli
ations qui motivent les mathé-1
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2 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONmatiques appliquées sont fondamentalement non-linéaires (voir par exemple [14℄,[30℄), nous nous restreignons dans 
et ouvrage aux problèmes linéaires par sou
i desimpli
ité. De la même façon, nous n'envisageons que des problèmes déterministes,
'est-à-dire sans introdu
tion d'aléatoire ou de sto
hastique. En�n, 
e 
hapitre sevoulant introdu
tif et attra
tif, nous resterons souvent un peu �ou dans l'argumen-taire mathématique pour ne pas alourdir inutilement l'exposé. Que le le
teur rigoureuxse rassure : nous reprendrons tous les 
on
epts introduits de manière plus pré
ise aupro
hain 
hapitre.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. La Se
tion 1.2 est 
onsa
rée à un exempleélémentaire de modélisation qui 
onduit à l'équation de la 
haleur. La Se
tion 1.3est une revue rapide des prin
ipales équations aux dérivées partielles que l'on ren-
ontre dans les modèles usuels en mé
anique, physique, ou s
ien
es de l'ingénieur. LaSe
tion 1.4 est une introdu
tion assez informelle au 
al
ul numérique et à la méth-ode des di�éren
es �nies. En�n, nous donnons dans la Se
tion 1.5 la dé�nitiond'un problème bien posé ainsi qu'une 
lassi�
ation (sommaire) des équations auxdérivées partielles.1.2 Un exemple de modélisationLa modélisation représente une part 
onsidérable du travail du mathémati
ienappliqué et né
essite une 
onnaissan
e approfondie, non seulement des mathématiquesappliquées, mais aussi de la dis
ipline s
ienti�que à laquelle elles s'appliquent. Ene�et, dans de nombreux 
as le modèle mathématique n'est pas en
ore établi, ou bienil faut en séle
tionner un pertinent parmi plusieurs disponibles, ou en
ore il fautsimpli�er des modèles 
onnus mais trop 
omplexes. Néanmoins, il ne nous est paspossible dans une première présentation de la dis
ipline de rendre 
ompte ave
 justi
ede l'importan
e de 
ette démar
he de modélisation : il faut bien 
ommen
er parapprendre les notions de base propres aux mathématiques appliquées ! C'est pourquoinous nous limitons à dé
rire un exemple de dérivation d'un modèle physique très
lassique, et nous renvoyons le le
teur désireux d'en savoir plus à des ouvrages ou
ours plus spé
ialisés.Le modèle que nous allons dé
rire est 
onnu sous le nom d'équation de la
haleur, ou d'équation de di�usion.Considérons un domaine Ω de l'espa
e à N dimensions (noté RN , ave
 en général
N = 1, 2, ou 3) que l'on suppose o

upé par un matériau homogène, isotrope, et
ondu
teur de la 
haleur. On note x la variable d'espa
e, 
'est-à-dire un point de Ω,et t la variable de temps. Dans Ω les sour
es de 
haleur (éventuellement non uniformesen espa
e et variables dans le temps) sont représentées par une fon
tion donnée f(x, t),tandis que la température est une fon
tion in
onnue θ(x, t). La quantité de 
haleurest proportionnelle à la température θ et vaut cθ où c est une 
onstante physique(qui dépend du type de matériau) appelée 
haleur spé
i�que. Pour déterminer latempérature θ, nous é
rivons la loi de 
onservation de l'énergie ou de la quantitéde 
haleur. Dans un volume élémentaire V in
lus dans Ω, la variation en temps de la
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1.2. UN EXEMPLE DE MODÉLISATION 3quantité de 
haleur est le bilan de 
e qui est produit par les sour
es et de 
e qui sortou rentre à travers les parois. Autrement dit,
d

dt

(∫

V

cθ dx

)

=

∫

V

f dx−
∫

∂V

q · n ds (1.1)où ∂V est le bord de V (d'élément de surfa
e ds), n est la normale extérieure unité de
V , et q est le ve
teur �ux de 
haleur. Si on applique le théorème de Gauss, on obtient

∫

∂V

q · n ds =
∫

V

divq dx.Regroupant les di�érents termes de (1.1) et utilisant le fait que le volume élémentaire
V est quel
onque, indépendant du temps, on en déduit l'équation de 
onservation del'énergie

c
∂θ

∂t
+ divq = f (1.2)qui a lieu en tout point x ∈ Ω et à tout temps t. Rappelons que l'opérateur divergen
eest dé�ni par

divq =

N
∑

i=1

∂qi
∂xi

ave
 q = (q1, ..., qN )t.Il faut maintenant relier le �ux de 
haleur à la température, et on fait appel à 
equ'on appelle une loi 
onstitutive. Dans le 
as présent, il s'agit de la loi de Fourierqui relie le �ux de 
haleur de manière proportionnelle au gradient de température
q = −k∇θ, (1.3)où k est une 
onstante positive (qui dépend du type de matériau) appelée 
ondu
tivitéthermique. Rappelons que l'opérateur gradient est dé�ni par

∇θ =
(

∂θ

∂x1
, ...,

∂θ

∂xN

)t

.En 
ombinant la loi de 
onservation (1.2) et la loi 
onstitutive (1.3), on obtient uneéquation pour la température θ
c
∂θ

∂t
− k∆θ = f,où ∆ = div∇ est l'opérateur lapla
ien donné par

∆θ =
N
∑

i=1

∂2θ

∂x2i
.Il faut ajouter à 
ette équation qui est valable dans tout le domaine Ω, une relation,appelée 
ondition aux limites, qui indique 
e qui se passe à la frontière ou au
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4 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION
n

Ω

∂Ω

Figure 1.1 � Ve
teur normal unité orienté vers l'extérieur.bord ∂Ω du domaine, et une autre relation qui indique quel est l'état initial de latempérature. Par 
onvention, on 
hoisit l'instant t = 0 pour être le temps initial, eton impose une 
ondition initiale
θ(t = 0, x) = θ0(x), (1.4)où θ0 est la fon
tion de distribution initiale de température dans le domaine Ω. En
e qui 
on
erne la 
ondition aux limites, 
ela dépend du 
ontexte physique. Si ledomaine est supposé baigner dans un thermostat à température 
onstante, alors,quitte à modi�er l'é
helle des températures, la température véri�e la 
ondition auxlimites de Diri
hlet

θ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω et t > 0. (1.5)Si le domaine est supposé adiabatique ou thermiquement isolé de l'extérieur, alorsle �ux de 
haleur sortant au bord est nul et la température véri�e la 
ondition auxlimites de Neumann
∂θ

∂n
(t, x) ≡ n(x) · ∇θ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω et t > 0, (1.6)où n est la normale extérieure unité de Ω (voir la Figure 1.1). Une situation inter-médiaire peut aussi avoir lieu : le �ux de 
haleur sortant au bord est proportionnelau saut de température entre l'extérieur et l'intérieur, et la température véri�e la
ondition aux limites de Fourier
∂θ

∂n
(t, x) + αθ(t, x) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω, et t > 0 (1.7)où α est une 
onstante positive. Puisqu'il faut 
hoisir (
'est une des étapes de lamodélisation), nous allons séle
tionner la 
ondition aux limites de Diri
hlet (1.5).Rassemblant en�n l'équation, la 
ondition initiale, et la 
ondition aux limites satis-



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

1.2. UN EXEMPLE DE MODÉLISATION 5faites par la température, on obtient l'équation de la 
haleur














c
∂θ

∂t
− k∆θ = f pour (x, t) ∈ Ω× R+

∗

θ(t, x) = 0 pour (x, t) ∈ ∂Ω× R+
∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) pour x ∈ Ω

(1.8)Le problème (1.8) est don
 
onstitué d'une équation aux dérivées partielles munie de
onditions aux limites et d'une 
ondition initiale. A 
ause de la présen
e de 
onditionsaux limites, on dit que (1.8) est un problème aux limites, mais on dit aussi que
'est un problème de Cau
hy à 
ause de la donnée initiale en temps.Remarque 1.2.1 Dans 
e modèle de propagation de la 
haleur, il nous faut pré
iserles unités ou dimensions physiques : la température θ s'exprime en Kelvin (K), la
haleur spé
i�que c en Joule par kilogramme par Kelvin (J/(kg×K)), la 
ondu
tivitéthermique (par unité de masse) k en Joule mètre 
arré par kilogramme par Kelvinpar se
onde (Jm2/(kg ×K × s)). D'un point de vue mathématique, nous allons trèssouvent oublier 
es unités, et même 
es 
onstantes, en supposant que c et k valent 1(
ela revient à adimensionner les grandeurs physiques). •Remarque 1.2.2 Nous avons mentionné trois types de 
onditions aux limites,Diri
hlet, Neumann, Fourier (mais il en existe d'autres) qui ont lieu sur l'intégralité dela frontière ∂Ω. Bien sûr, on peut aisément imaginer des situations où les 
onditionsaux limites sont mélangées : Diri
hlet sur ∂ΩD, Neumann sur ∂ΩN , et Fourier sur
∂ΩF , ave
 ∂ΩD, ∂ΩN , ∂ΩF formant une partition de la frontière ∂Ω. •Remarque 1.2.3 L'équation de la 
haleur (1.8) est linéaire au sens où sa solution
θ dépend linéairement des données (f, θ0). En physique 
ette propriété de linéaritéest souvent traduite sous la forme d'un prin
ipe de superposition : une 
ombinaisonlinéaire des données (f, θ0) 
onduit à une solution θ qui est la même 
ombinaisonlinéaire des solutions 
orrespondant à 
haque terme de la dé
omposition des données.D'un point de vue physique, la linéarité n'est qu'une hypothèse parmi d'autres. Ene�et, pour les problèmes à forte variation de température, la loi de Fourier est fausse,et il faut la 
orriger en supposant que la 
ondu
tivité thermique k dépend en faitde la température θ et de son gradient ∇θ (
e qui rend le problème non-linéaire).En
ore pire, pour des phénomènes extrêmement rapides (explosion, par exemple) ilest né
essaire d'abandonner le prin
ipe même de la loi de Fourier qui suppose laproportionnalité du �ux de 
haleur q ave
 le le gradient de température ∇θ. En e�et,
ette hypothèse (�naturelle� à première vue) entraîne une propriété paradoxale : la
haleur se propage à une vitesse in�nie dans le domaine Ω. Nous verrons plus loin(voir la Remarque 1.2.9) 
omment établir 
e paradoxe. Retenons pour l'instant quemodéliser 
'est faire des hypothèses et pré
iser leur domaine de validité... •Remarque 1.2.4 Le problème (1.8) n'est pas seulement un modèle de propagationde la 
haleur. Il a en fait un 
ara
tère universel, et on le retrouve 
omme modèle de
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6 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONnombreux phénomènes sans au
un rapport entre eux (il faut simplement 
hanger lenom des diverses variables du problème). Par exemple, (1.8) est aussi 
onnue sousle nom d'équation de di�usion, et modélise la di�usion ou migration d'une 
on-
entration ou densité à travers le domaine Ω (imaginer un polluant di�usant dansl'atmosphère, ou bien une espè
e 
himique migrant dans un substrat). Dans 
e 
as,
θ est la 
on
entration ou la densité en question, q est le �ux de masse, k est la di�u-sivité, et c est la densité volumique de l'espè
e. De même, la loi de 
onservation (1.2)est un bilan de masse, tandis que la loi 
onstitutive (1.3) est appelée loi de Fi
k. •Remarque 1.2.5 Le problème (1.8) intervient aussi en �nan
e où il porte le nom demodèle de Bla
k et S
holes. Une variante de (1.8) permet de trouver le prix del'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui vaut initialement x et qu'on pourra a
heterau prix k dans un temps ultérieur T . Ce prix est la solution u de







∂u

∂t
− ru+ 1/2rx

∂u

∂x
+ 1/2σ2x2

∂2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ R× (0, T )

u(t = T, x) = max(x− k, 0) pour x ∈ R

(1.9)Plus pré
isément, u(0, x) est le prix au temps t = 0 de l'option d'a
hat de prixd'exer
i
e k à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif x en t = 0. On note σ la volatilité del'a
tion et r le taux d'intérêt. Remarquons que (1.9) est un problème ave
 
ondition�nale et non pas initiale, mais que le signe de la dérivée se
onde en espa
e est opposé à
elui dans (1.8). Par 
onséquent, après inversion du temps (1.9) est bien une équationparabolique. •Il existe de nombreuses variantes de l'équation de la 
haleur (1.8) dont nousexplorons 
ertaines maintenant. Jusqu'i
i nous avons supposé que la 
haleur sepropageait dans un milieu immobile ou au repos. Supposons à présent qu'elle sepropage dans un milieu en mouvement 
omme, par exemple, un �uide animé d'unevitesse V (x, t) (une fon
tion à valeurs ve
torielles dans RN ). Alors, il faut 
hangerla loi 
onstitutive 
ar le �ux de 
haleur est la somme d'un �ux de di�usion (
ommepré
édemment) et d'un �ux de 
onve
tion (proportionnel à la vitesse V ), et des 
on-sidérations similaires à 
elles qui pré
èdent nous 
onduisent à un problème, dit de
onve
tion-di�usion














c
∂θ

∂t
+ cV · ∇θ − k∆θ = f dans Ω× R+

∗

θ = 0 sur ∂Ω× R+
∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) dans Ω (1.10)La di�éren
e entre (1.8) et (1.10) est l'apparition d'un terme de 
onve
tion. On mesurela balan
e entre 
e nouveau terme de 
onve
tion et le terme de di�usion par un nombresans dimension, appelé nombre de Pé
let, dé�ni par
Pe =

cV L

k
, (1.11)
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1.2. UN EXEMPLE DE MODÉLISATION 7où L est une longueur 
ara
téristique du problème (par exemple le diamètre du do-maine Ω). Si le nombre de Pé
let est très petit, alors les e�ets di�usifs dominent lese�ets 
onve
tifs, et le modèle (1.8) est su�sant pour dé
rire le phénomène. Si le nom-bre de Pé
let n'est ni petit, ni grand (on dit qu'il est de l'ordre de l'unité), le modèle(1.10) est plus réaliste que (1.8). Par 
ontre, si le nombre de Pé
let est très grand, onpeut simpli�er (1.10) en supprimant le terme de di�usion. On obtient alors l'équationdite d'adve
tion














c
∂θ

∂t
+ cV · ∇θ = f dans Ω× R+

∗

θ(t, x) = 0 pour (x, t) ∈ ∂Ω× R+
∗ si V (x) · n(x) < 0

θ(t = 0, x) = θ0(x) dans Ω (1.12)Remarquons la di�éren
e dans la 
ondition aux limites de (1.12) par rapport à 
ellede (1.10) : on n'impose plus à la température θ d'être nulle partout sur le bord ∂Ωmais seulement en 
es points du bord où la vitesse V est rentrante.Nous venons don
 de dé
rire trois modèles de propagation de la 
haleur par 
on-ve
tion et di�usion, (1.8), (1.10), (1.12), qui ont des régimes de validité 
orrespondantà des valeurs di�érentes du nombre de Pé
let. Bien sûr, la résolution analytique ounumérique de 
es trois modèles est assez di�érente. Il s'agit là d'une situation 
ouranteen modélisation mathématique : plusieurs modèles sont en 
on
urren
e et il faut pou-voir 
hoisir le �meilleur�.A�n de mieux 
omprendre les di�éren
es fondamentales qui existent entre 
esmodèles, nous nous restreignons provisoirement au 
as où Ω = R est l'espa
e toutentier en dimension 1 (
e qui éva
ue la question des 
onditions aux limites), où le termesour
e f est nul, et où la vitesse V est 
onstante. On peut alors 
al
uler expli
itementdes solutions de 
es modèles. Par exemple, (1.10) devient






∂θ

∂t
+ V

∂θ

∂x
− ν ∂

2θ

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ R× R+

∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) pour x ∈ R

(1.13)ave
 ν = k/c, qui admet 
omme solution
θ(t, x) =

1√
4πνt

∫ +∞

−∞
θ0(y) exp

(

− (x− V t− y)2
4νt

)

dy. (1.14)Une solution de (1.8) est fa
ilement obtenue en faisant V = 0 dans l'expression (1.14).Exer
i
e 1.2.1 On suppose que la donnée initiale θ0 est 
ontinue et uniformémentbornée sur R. Véri�er que (1.14) est bien une solution de (1.13).Ave
 les mêmes hypothèses simpli�
atri
es, l'équation d'adve
tion devient






∂θ

∂t
+ V

∂θ

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ R× R+

∗

θ(t = 0, x) = θ0(x) pour x ∈ R

(1.15)
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8 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONOn véri�e que
θ(t, x) = θ0(x− V t) (1.16)est une solution de l'équation (1.15).Exer
i
e 1.2.2 On suppose que la donnée initiale θ0 est dérivable et uniformémentbornée sur R. Véri�er que (1.16) est bien une solution de (1.15). Montrer que (1.16) estla limite de (1.14) lorsque le paramètre ν tend vers zéro.Remarque 1.2.6 Si l'on résolvait l'équation de la 
haleur (1.8) sur un intervalleborné (et non dans tout l'espa
e), on pourrait aussi 
al
uler une solution expli
iteen utilisant l'analyse de Fourier (voir le 
ours de mathématiques [7℄). Cette solutionserait un peu moins �expli
ite� que (1.14) 
ar dé�nie 
omme la somme d'une sériein�nie. Remarquons que 
'est pré
isément pour résoudre l'équation de la 
haleur queFourier a inventé l'analyse qui porte son nom. •Remarque 1.2.7 Le r�le du temps est fondamentalement di�érent dans les équations(1.8) et (1.12). En e�et, supposant que le terme sour
e est nul, f = 0, si on 
hangele signe du temps t et 
elui de la vitesse, l'équation d'adve
tion (1.12) est in
hangée(quand on remonte le temps, on remonte le 
ourant). Au 
ontraire, un 
hangementde signe du temps dans l'équation de la 
haleur (1.8) ne peut pas être �
ompensé�par une quel
onque variation du signe des données. C'est manifeste dans la forme dessolutions expli
ites de 
es équations : (1.16) est invariant par 
hangement de signede t et V , alors que (1.14) (ave
 V = 0) dé
roît en temps 
e qui indique la ��è
he�du temps. On dit que l'équation d'adve
tion est réversible en temps, tandis quel'équation de la 
haleur est irréversible en temps. Cette observation mathématiqueest 
onforme à l'intuition physique : 
ertains phénomènes sont réversibles en temps,d'autres non (
omme la di�usion d'une goutte de lait dans une tasse de thé). •Remarque 1.2.8 Une autre di�éren
e fondamentale entre les équations (1.8) et(1.12) porte sur les propriétés d'invarian
e par 
hangement d'é
helle. Supposonsque le terme sour
e est nul, f = 0. Il est fa
ile de voir que si θ(x, t) est une solutionde l'équation de la 
haleur (1.8), alors, pour tout λ > 0, θ(xλ , t

λ2 ) est aussi solution dela même équation (pour une donnée initiale di�érente). De même, en supposant quela vitesse V est 
onstante, si θ(x, t) est une solution de l'équation d'adve
tion (1.12),alors θ(xλ , t
λ) est aussi solution. On voit bien que la mise à l'é
helle de la variable detemps n'est pas la même dans les deux 
as. Remarquons aussi que, dans les deux 
as,l'équation est invariante par translation en espa
e et en temps. •Remarque 1.2.9 Une propriété surprenante (du point de vue de la physique) del'équation de la 
haleur (1.8) est que la solution en (x, t) dépend de toutes les valeursde la donnée initiale dans R (voir, la formule (1.14)). En parti
ulier, dans le 
as de(1.13), si la donnée initiale est positive à support 
ompa
t, alors pour tout temps

t > 0 (aussi petit soit-il) la solution est stri
tement positive sur tout R : autrement
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1.3. QUELQUES MODÈLES CLASSIQUES 9dit, l'e�et de la 
haleur se faire sentir �instantanément� à l'in�ni. On dit que la 
haleurse propage ave
 une vitesse in�nie (
e qui est bien sûr une limitation du modèle).Au 
ontraire, dans l'équation d'adve
tion (1.15) la donnée initiale est 
onve
tée à lavitesse V (voir la formule (1.16)) : il y a don
 propagation à vitesse �nie. •Remarque 1.2.10 Grâ
e aux formules expli
ites (1.14) et (1.16), on véri�e aisémentque les solutions de l'équation de 
onve
tion-di�usion (1.13) et de l'équation d'adve
-tion (1.15) véri�ent la propriété
min
x∈R

θ0(x) ≤ θ(x, t) ≤ max
x∈R

θ0(x) pour tout (x, t) ∈ R× R+,appelée prin
ipe du maximum. Cette propriété (très importante, aussi bien dupoint de vue mathématique que physique) se généralise aux formes plus généralesde l'équation de 
onve
tion-di�usion (1.10) et de l'équation d'adve
tion (1.12). Nousl'étudierons pré
isément dans la suite. •1.3 Quelques modèles 
lassiquesDans 
ette se
tion nous donnons rapidement la forme de quelques modèles 
las-siques. Le but de 
ette énumération est de dégager dès maintenant les prin
ipales
lasses d'équations aux dérivées partielles que nous étudierons par la suite, et demontrer que 
es équations jouent un r�le important dans des domaines s
ienti�questrès divers. Désormais nous adimensionnons toutes les variables, 
e qui permet de�xer toutes les 
onstantes des modèles égales à 1.1.3.1 Équation de la 
haleurComme nous venons de le voir, l'équation de la 
haleur intervient 
omme modèledans de nombreux problèmes des s
ien
es de l'ingénieur. Elle s'é
rit














∂u

∂t
−∆u = f dans Ω× R+

∗

u = 0 sur ∂Ω× R+
∗

u(t = 0) = u0 dans Ω (1.17)Il s'agit d'une équation d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espa
e (l'ordre est 
eluides dérivées partielles les plus élevées). On dira que 
ette équation est parabolique(voir plus loin la Sous-se
tion 1.5.2). Nous avons déjà vu 
ertaines propriétés de
ette équation : irréversibilité en temps, propagation à vitesse in�nie, et prin
ipedu maximum.Exer
i
e 1.3.1 On se propose de retrouver une propriété de dé
roissan
e exponentielleen temps (voir la formule (1.14)) de la solution de l'équation de la 
haleur (1.17) dansun domaine borné. En une dimension d'espa
e, on pose Ω = (0, 1) et on suppose que
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10 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION
f = 0. Soit u(t, x) une solution régulière de (1.17). En multipliant l'équation par u et enintégrant par rapport à x, établir l'égalité

1

2

d

dt

(∫ 1

0

u2(t, x) dx

)

= −
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dxMontrer que toute fon
tion v(x) 
ontinûment dérivable sur [0, 1], telle que v(0) = 0,véri�e l'inégalité de Poin
aré
∫ 1

0

v2(x) dx ≤
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

dv

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx.En déduire la dé
roissan
e exponentielle en temps de ∫ 1

0 u
2(t, x) dx.1.3.2 Équation des ondes
x

u(x)

f(x)

Ω

Figure 1.2 � Dépla
ement d'une 
orde élastique.L'équation des ondes modélise des phénomènes de propagation d'ondes ou devibration. Par exemple, en deux dimensions d'espa
e elle est un modèle pour étudierles vibrations d'une membrane élastique tendue (
omme la peau d'un tambour). Enune dimension d'espa
e, elle est aussi appelée équation des 
ordes vibrantes. Au repos,la membrane o

upe un domaine plan Ω. Sous l'a
tion d'une for
e normale à 
e pland'intensité f , elle se déforme et son dépla
ement normal est noté u (voir la Figure1.2). On suppose qu'elle est �xée sur son bord, 
e qui donne une 
ondition aux limitesde Diri
hlet. L'équation des ondes dont u est solution est donnée par






























∂2u

∂t2
−∆u = f dans Ω× R+

∗

u = 0 sur ∂Ω× R+
∗

u(t = 0) = u0 dans Ω
∂u

∂t
(t = 0) = u1 dans Ω (1.18)Remarquons qu'il s'agit d'une équation du deuxième ordre en temps et qu'il faut don
deux 
onditions initiales pour u. On dira que 
ette équation est hyperbolique (voirplus loin la Sous-se
tion 1.5.2).
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1.3. QUELQUES MODÈLES CLASSIQUES 11Exer
i
e 1.3.2 On se pla
e en dimension N = 1 d'espa
e. On suppose que les donnéesinitiales u0 et u1 sont des fon
tions régulières, et que f = 0 ave
 Ω = R. On note U1une primitive de u1. Véri�er que
u(t, x) =

1

2
(u0(x+ t) + u0(x− t)) +

1

2
(U1(x+ t)− U1(x − t)) , (1.19)est la solution unique de (1.18) dans la 
lasse des fon
tions régulières.L'équation des ondes partage ave
 l'équation d'adve
tion (1.12) la propriété im-portante de propagation à vitesse �nie. En e�et, l'Exer
i
e 1.3.3 montre que sasolution en un point (x, t) ne dépend pas de toutes les valeurs des données initialesmais seulement des valeurs dans un intervalle restreint appelé domaine de dépen-dan
e (ou 
�ne de lumière ; voir la Figure 1.3). Rappelons que 
ette propriété n'estpas partagée par l'équation de la 
haleur puisqu'il est 
lair, à travers la formule (1.14),que la solution en (x, t) dépend de toutes les valeurs de la donnée initiale.Une autre propriété de l'équation des ondes est son invarian
e par 
hangement dusens du temps. Si on 
hange t en −t, la forme de l'équation ne 
hange pas. On peutdon
 �intégrer� l'équation des ondes vers les temps positifs ou négatifs de la mêmemanière. On dit que l'équation des ondes est réversible en temps.Exer
i
e 1.3.3 Véri�er que la solution (1.19) au point (x, t) ne dépend des donnéesinitiales u0 et u1 qu'à travers leurs valeurs sur le segment [x− t, x+ t]. Véri�er aussi que

u(−t, x) est solution de (1.18) dans Ω×R−
∗ quitte à 
hanger le signe de la vitesse initiale

u1(x).
t

x−t x+t x

(x,t)

Figure 1.3 � Domaine ou 
�ne de dépendan
e de l'équation des ondes.Exer
i
e 1.3.4 On se propose de démontrer un prin
ipe de 
onservation de l'énergiepour l'équation des ondes (1.18) sans utiliser la formule expli
ite (1.19). En une dimensiond'espa
e, on pose Ω = (0, 1) et on suppose f = 0. Soit u(t, x) une solution régulière de
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12 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION(1.18). En multipliant l'équation par ∂u
∂t et en intégrant par rapport à x, établir l'égalitéd'énergie

d

dt

(

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx

)

= 0.Con
lure et 
omparer à 
e qui se passe pour l'équation de la 
haleur.1.3.3 Le Lapla
ienPour 
ertains 
hoix du terme sour
e f , la solution de l'équation de la 
haleur (1.17)atteint un état stationnaire, 
'est-à-dire que u(t, x) admet une limite u∞(x) quandle temps t tend vers l'in�ni. Souvent, il est intéressant de 
al
uler dire
tement 
etétat stationnaire. Dans 
e 
as, pour un terme sour
e f(x) indépendant du temps, onrésout une équation du deuxième ordre en espa
e
{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (1.20)que l'on appelle Lapla
ien ou équation de Lapla
e. On dira que 
ette équation est el-liptique (voir plus loin la Sous-se
tion 1.5.2). Remarquons que le Lapla
ien est aussi laversion stationnaire de l'équation des ondes (1.19). Le Lapla
ien intervient aussi dansde très nombreux domaines des s
ien
es de l'ingénieur. Par exemple, (1.20) modélisele dépla
ement verti
al d'une membrane élastique soumise à une for
e normale f et�xée sur son 
ontour.1.3.4 Équation de S
hrödingerL'équation de S
hrödinger dé
rit l'évolution de la fon
tion d'onde u d'une parti
ulesoumise à un potentiel V . Rappelons que u(t, x) est une fon
tion de R+×RN à valeursdans C et que son module au 
arré |u|2 s'interprète 
omme la densité de probabilitépour déte
ter que la parti
ule se trouve au point (t, x). Le potentiel V (x) est unefon
tion à valeurs réelles. La fon
tion d'onde u est solution de







i
∂u

∂t
+∆u− V u = 0 dans RN × R+

∗

u(t = 0) = u0 dans RN
(1.21)Il n'y a pas de 
ondition aux limites apparentes dans (1.21) puisque l'équation alieu dans tout l'espa
e (qui n'a pas de bord). Néanmoins, nous verrons qu'un 
hoix�raisonnable� d'espa
e fon
tionnel dans lequel nous 
her
herons la solution entraînede fa
to une 
ondition de dé
roissan
e à l'in�ni de u qui peut s'interpréter 
ommeune sorte de 
ondition aux limites à l'in�ni.Exer
i
e 1.3.5 On se propose de démontrer des prin
ipes de 
onservation de l'énergiepour l'équation de S
hrödinger (1.21). Soit u(t, x) une solution régulière de (1.21) en une



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

1.3. QUELQUES MODÈLES CLASSIQUES 13dimension d'espa
e qui dé
roît vers zéro (ainsi que ∂u
∂x ) lorsque |x| → +∞. Montrer quepour toute fon
tion dérivable v(t) on a

R
(

∂v

∂t
v

)

=
1

2

∂|v|2
∂t

,où R désigne la partie réelle et v le 
omplexe 
onjugué de v. En multipliant l'équationpar u et en intégrant par rapport à x, établir l'égalité d'énergie
∫

R

|u(t, x)|2 dx =

∫

R

|u0(x)|2 dx.En multipliant l'équation par ∂u
∂t , montrer que

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

+ V (x) |u(t, x)|2
)

dx =

∫

R

(

∣

∣

∣

∣

∂u0
∂x

(x)

∣

∣

∣

∣

2

+ V (x) |u0(x)|2
)

dx.1.3.5 Système de LaméLe système de Lamé est un 
as parti
ulier des équations stationnaires de l'élasti
-ité linéarisée qui modélisent les déformations d'un solide sous l'hypothèse de petitesdéformations et de petits dépla
ements (voir la Sous-se
tion 5.3.1 pour plus de détailssur la modélisation). Pour obtenir le système de Lamé, on suppose que le solide esthomogène isotrope et qu'il est �xé sur son bord. La prin
ipale di�éren
e ave
 les mod-èles pré
édents est qu'il s'agit i
i d'un système d'équations, 
'est-à-dire de plusieurséquations 
ouplées entre elles. Le solide au repos o

upe un domaine Ω de l'espa
e
RN . Sous l'a
tion d'une for
e f il se déforme, et 
haque point x se dépla
e en x+u(x).La for
e f(x) est une fon
tion ve
torielle de Ω dans RN , 
omme le dépla
ement u(x).Ce dernier est solution de

{

−µ∆u− (µ+ λ)∇(divu) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (1.22)où λ et µ sont deux 
onstantes, dites de Lamé, 
ara
téristiques du matériau homogèneisotrope dont est 
onstitué le solide. Pour des raisons mé
aniques 
es 
onstantes véri-�ent µ > 0 et 2µ + Nλ > 0. La 
ondition aux limites de Diri
hlet pour u traduit lefait que le solide est supposé �xé et immobilisé sur son bord ∂Ω.Le système (1.22) a été é
rit en notation ve
torielle. Si on note fi et ui, pour

1 ≤ i ≤ N , les 
omposantes de f et u dans la base 
anonique de RN , (1.22) estéquivalent à
{

−µ∆ui − (µ+ λ)∂(divu)∂xi
= fi dans Ω

ui = 0 sur ∂Ωpour 1 ≤ i ≤ N . Remarquons que, si (µ + λ) 6= 0, alors les équations pour 
haque
omposante ui sont 
ouplées par le terme de divergen
e. Évidemment, en dimension
N = 1, le système de Lamé n'a qu'une seule équation et se réduit au Lapla
ien.
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14 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION1.3.6 Système de StokesLe système de Stokes modélise l'é
oulement d'un �uide visqueux in
ompressibleà petite vitesse. On suppose que le �uide o

upe un domaine Ω et qu'il adhère à laparoi de 
elui-
i, 
'est-à-dire que sa vitesse est nulle sur la paroi (
e qui 
onduit à une
ondition aux limites de Diri
hlet). Sous l'a
tion d'une for
e f(x) (une fon
tion de Ωdans RN ), la vitesse u(x) (un ve
teur) et la pression p(x) (un s
alaire) sont solutionsde






∇p− µ∆u = f dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (1.23)où µ > 0 est la vis
osité du �uide. Remarquons qu'en plus des N équations ∇p −

µ∆u = f (
orrespondant à la 
onservation de la quantité de mouvement),il y a une autre équation divu = 0 appelée 
ondition d'in
ompressibilité (qui
orrespond à la 
onservation de la masse). Si la dimension d'espa
e est N = 1, lesystème de Stokes est sans intérêt 
ar on voit fa
ilement que la vitesse est nulle et quela pression est une primitive de la for
e. Par 
ontre en dimension N ≥ 2, le système deStokes a bien un sens : en parti
ulier, il existe des 
hamps de vitesses in
ompressiblesnon triviaux (prendre, par exemple, un rotationnel).1.3.7 Équations des plaquesOn 
onsidère la déformation élastique d'une plaque plane d'épaisseur petite (nég-ligeable devant ses autres dimensions). Si on note Ω la surfa
e moyenne de la plaque,et f(x) (une fon
tion de Ω dans R) la résultante normale des for
es, alors la 
om-posante normale du dépla
ement u(x) (un s
alaire) est solution de l'équation desplaques (dites en �exion)






∆(∆u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
∂u
∂n = 0 sur ∂Ω (1.24)où on note ∂u

∂n = ∇u·n ave
 n le ve
teur normal unité extérieur à ∂Ω. Remarquons qu'ils'agit d'une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre en espa
e (appeléeaussi bi-lapla
ien). C'est pourquoi il est né
essaire d'avoir deux 
onditions aux limites.Ces 
onditions aux limites traduisent l'en
astrement de la plaque (pas de dépla
ementni de rotation du bord de la plaque).Remarquons qu'il est possible de justi�er l'équation des plaques (1.24) par unraisonnement asymptotique à partir du système de Lamé (1.22) dans lequel on faittendre l'épaisseur de la plaque vers zéro. Il s'agit là d'un exemple de modélisationmathématique.
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1.4. CALCUL NUMÉRIQUE PAR DIFFÉRENCES FINIES 151.4 Cal
ul numérique par di�éren
es �nies1.4.1 Prin
ipes de la méthodeA part dans quelques 
as très parti
uliers, il est impossible de 
al
uler expli
ite-ment des solutions des di�érents modèles présentés 
i-dessus. Il est don
 né
essaired'avoir re
ours au 
al
ul numérique sur ordinateur pour estimer qualitativement etquantitativement 
es solutions. Le prin
ipe de toutes les méthodes de résolutionnumérique des équations aux dérivées partielles est d'obtenir des valeurs numériquesdis
rètes (
'est-à-dire en nombre �ni) qui �appro
hent� (en un sens 
onvenable àpré
iser) la solution exa
te. Dans 
e pro
édé il faut bien être 
ons
ient de deuxpoints fondamentaux : premièrement, on ne 
al
ule pas des solutions exa
tes maisappro
hées ; deuxièmement, on dis
rétise le problème en représentant des fon
tionspar un nombre �ni de valeurs, 
'est-à-dire que l'on passe du �
ontinu� au �dis-
ret�.Il existe de nombreuses méthodes d'approximation numérique des solutions d'équa-tions aux dérivées partielles. Nous présentons maintenant une des plus an
iennes et desplus simples, appelée méthode des di�éren
es �nies (nous verrons plus loin une autreméthode, dite des éléments �nis). Pour simpli�er la présentation, nous nous limitons àla dimension un d'espa
e (voir la Sous-se
tion 2.2.6 pour les dimensions supérieures).Nous n'abordons pour l'instant que les prin
ipes pratiques de 
ette méthode, 
'est-à-dire la 
onstru
tion de 
e qu'on appelle des s
hémas numériques. Nous réservonspour le Chapitre 2 la justi�
ation théorique de 
es s
hémas, 
'est-à-dire l'étude de leur
onvergen
e (en quel sens les solutions appro
hées dis
rètes sont pro
hes des solutionsexa
tes 
ontinues).

x

t

(t , x )n j

∆ xj

n ∆ t

Figure 1.4 � Maillage en di�éren
es �nies.Pour dis
rétiser le 
ontinuum spatio-temporel, on introduit un pas d'espa
e
∆x > 0 et un pas de temps ∆t > 0 qui seront les plus petites é
helles représentées
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16 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONpar la méthode numérique. On dé�nit un maillage ou des 
oordonnées dis
rètes del'espa
e et du temps (voir la Figure 1.4)
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ Z.On note unj la valeur d'une solution dis
rète appro
hée au point (tn, xj), et u(t, x)la solution exa
te (in
onnue). Le prin
ipe de la méthode des di�éren
es �nies est derempla
er les dérivées par des di�éren
es �nies en utilisant des formules de Taylordans lesquelles on néglige les restes. Par exemple, on appro
he la dérivée se
onde enespa
e (le Lapla
ien en dimension un) par
−∂

2u

∂x2
(tn, xj) ≈

−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
(1.25)où l'on re
onnaît la formule de Taylor

−u(t, x−∆x) + 2u(t, x)− u(t, x+∆x) = −(∆x)2 ∂
2u

∂x2
(t, x)

− (∆x)4

12

∂4u

∂x4
(t, x) +O

(

(∆x)6
)

(1.26)Si ∆x est �petit�, la formule (1.25) est une �bonne� approximation (elle est naturellemais pas unique). La formule (1.25) est dite 
entrée 
ar elle est symétrique en j.Pour dis
rétiser l'équation de 
onve
tion-di�usion
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− ν ∂

2u

∂x2
= 0 (1.27)il faut aussi dis
rétiser le terme de 
onve
tion. Une formule 
entrée donne

V
∂u

∂x
(tn, xj) ≈ V

unj+1 − unj−1

2∆xIl ne reste plus qu'à faire la même 
hose pour la dérivée en temps. On a en
ore le
hoix dans la formule de di�éren
es �nies : soit 
entrée, soit dé
entrée. Examinonstrois formules �naturelles�.1. En premier lieu, la di�éren
e �nie 
entrée
∂u

∂t
(tn, xj) ≈

un+1
j − un−1

j

2∆t
onduit au s
héma 
omplètement symétrique par rapport à n et j (appelés
héma 
entré ou s
héma de Ri
hardson)
un+1
j − un−1

j

2∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= 0. (1.28)
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1.4. CALCUL NUMÉRIQUE PAR DIFFÉRENCES FINIES 17Aussi �naturel� et évident soit-il, 
e s
héma est in
apable de 
al
uler dessolutions appro
hées de l'équation de 
onve
tion-di�usion (1.27) (voir l'ex-emple numérique de la Figure 1.5) ! Nous justi�erons 
ette in
apa
ité du s
hémaà appro
her la solution exa
te dans le Lemme 2.2.23. Pour l'instant, indiquonssimplement que la di�
ulté provient du 
ara
tère 
entré de la di�éren
e �niequi appro
he la dérivée en temps.2. Un deuxième 
hoix est la la di�éren
e �nie dé
entrée amont (on remonte letemps ; on parle aussi de s
héma d'Euler rétrograde)
∂u

∂t
(tn, xj) ≈

unj − un−1
j

∆tqui 
onduit au s
héma
unj − un−1

j

∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= 0. (1.29)3. Le troisième 
hoix est le symétrique du pré
édent : la di�éren
e �nie dé
entréeaval (on avan
e dans le temps ; on parle aussi de s
héma d'Euler progressif)

∂u

∂t
(tn, xj) ≈

un+1
j − unj

∆t
onduit au s
héma
un+1
j − unj

∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= 0. (1.30)La di�éren
e prin
ipale entre 
es deux derniers s
hémas est que (1.29) est dit im-pli
ite 
ar il faut résoudre un système d'équations linéaires pour 
al
uler les valeurs

(unj )j∈Z en fon
tions des valeurs pré
édentes (un−1
j )j∈Z, tandis que (1.30) est dit ex-pli
ite puisqu'il donne immédiatement les valeurs (un+1

j )j∈Z en fon
tion des (unj )j∈Z.Le dé
alage de 1 sur l'indi
e n entre les s
hémas (1.29) et (1.30) n'est évidemmentqu'apparent puisqu'on peut réé
rire de manière équivalente (1.30) sous la forme
unj − un−1

j

∆t
+ V

un−1
j+1 − un−1

j−1

2∆x
+ ν
−un−1

j−1 + 2un−1
j − un−1

j+1

(∆x)2
= 0.Dans les trois s
hémas que nous venons de dé�nir, il y a bien sûr une donnéeinitiale pour démarrer les itérations en n : les valeurs initiales (u0j)j∈Z sont dé�nies,par exemple, par u0j = u0(j∆x) où u0 est la donnée initiale de l'équation de 
onve
tion-di�usion (1.27). Remarquons que pour le �mauvais� s
héma 
entré (1.28) il y a unedi�
ulté supplémentaire au démarrage : pour n = 1 on a aussi besoin de 
onnaîtreles valeurs (u1j )j∈Z qu'il faut don
 
al
uler autrement (par exemple, par appli
ationd'un des deux autres s
hémas).
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18 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATION
instable.eps
Figure 1.5 � S
héma 
entré instable ave
 ν∆t = 0.1(∆x)2.1.4.2 Résultats numériques pour l'équation de la 
haleurCommençons par faire quelques tests numériques très simples dans le 
as où V = 0et ν = 1, 
'est-à-dire que l'on résout numériquement l'équation de la 
haleur.On 
hoisit 
omme 
omme 
ondition initiale la fon
tion

u0(x) = max(1− x2, 0).Pour pouvoir 
omparer les solutions numériques appro
hées ave
 la solution exa
te(1.14), nous voudrions travailler sur le domaine in�ni Ω = R, 
'est-à-dire 
al
uler,pour 
haque n ≥ 0, une in�nité de valeurs (unj )j∈Z, mais l'ordinateur ne le permetpas 
ar sa mémoire est �nie ! En première approximation, nous remplaçons don
 Rpar le �grand� domaine Ω = (−10,+10) muni de 
onditions aux limites de Diri
hlet.Nous admettrons la validité de 
ette approximation (qui est 
on�rmée par les 
om-paraisons numériques 
i-dessous). Nous �xons le pas d'espa
e à ∆x = 0.05 : il y adon
 401 valeurs (unj )−200≤j≤+200 à 
al
uler. Rappelons pour mémoire que les valeurs
unj 
al
ulées par l'ordinateur sont enta
hées d'erreurs d'arrondi et ne sont don
 pasles valeurs exa
tes des s
hémas dis
rets : néanmoins, dans les 
al
uls présentés i
i,
es erreurs d'arrondi sont totalement négligeables et ne sont en au
une manière la
ause des di�érents phénomènes que nous allons observer. Sur toutes les �gures nousreprésentons la solution exa
te, 
al
ulée ave
 la formule expli
ite (1.14), et la solutionappro
hée numérique 
onsidérée.Réglons tout de suite le sort du s
héma 
entré (1.28) : 
omme nous l'avions an-non
é, 
e s
héma est in
apable de 
al
uler des solutions appro
hées de l'équation de
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haleur. Quel que soit le 
hoix du pas de temps ∆t, 
e s
héma est instable, 
'est-à-dire que la solution numérique os
ille de manière non bornée si l'on diminue lesvaleurs des pas ∆x et ∆t. Ce phénomène très 
ara
téristique (et d'apparition trèsrapide) est illustré par la Figure 1.5. Insistons sur le fait que quel que soit le 
hoixdes pas ∆t et ∆x, on observe 
es os
illations (non physiques, bien sûr). On dit que les
héma est in
onditionnellement instable. Une justi�
ation rigoureuse en sera donnéeau 
hapitre suivant (voir le Lemme 2.2.23).
impli
ite.eps

Figure 1.6 � S
héma impli
ite ave
 ν∆t = 2(∆x)2.A l'opposé du pré
édent s
héma, le s
héma impli
ite (1.29) 
al
ule de �bonnes�solutions appro
hées de l'équation de la 
haleur quel que soit le pas de temps∆t (voirla Figure 1.6). En parti
ulier, on n'observe jamais d'os
illations numériques quel quesoit le 
hoix des pas ∆t et ∆x. On dit que le s
héma impli
ite est in
onditionnellementstable.Considérons maintenant le s
héma expli
ite (1.30) : des expérien
es numériquesmontrent fa
ilement que selon les valeurs du pas de temps ∆t des os
illationsnumériques apparaissent ou non (voir la Figure 1.7). La limite de stabilité est fa
ileà trouver expérimentalement : quel que soit le 
hoix des pas ∆t et ∆x qui véri�entla 
ondition
2ν∆t ≤ (∆x)2 (1.31)le s
héma est stable, tandis que si (1.31) n'est pas véri�ée, alors le s
héma est in-stable. On dit que le s
héma expli
ite est 
onditionnellement stable. La 
ondition destabilité (1.31) est une des remarques les plus simples et les plus profondesde l'analyse numérique. Elle fut dé
ouverte en 1928 (avant l'apparition des pre-
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20 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONmiers ordinateurs !) par Courant, Friedri
hs, et Lewy. Elle porte depuis le nom de
ondition CFL ou 
ondition de Courant, Friedri
hs, et Lewy.
expli
ite1.eps

expli
ite2.eps
Figure 1.7 � S
héma expli
ite ave
 ν∆t = 0.4(∆x)2 (haut) et ν∆t = 0.51(∆x)2(bas).Nous allons justi�er brièvement 
ette 
ondition de stabilité (une analyse pluspoussée sera e�e
tuée au pro
hain 
hapitre). Réé
rivons le s
héma expli
ite sous laforme

un+1
j =

ν∆t

(∆x)2
unj−1 +

(

1− 2
ν∆t

(∆x)2

)

unj +
ν∆t

(∆x)2
unj+1. (1.32)Si la 
ondition CFL est véri�ée, alors (1.32) montre que un+1

j est une 
ombinaison
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onvexe des valeurs au temps pré
édent unj−1, u
n
j , u

n
j+1 (tous les 
oe�
ients dans lemembre de droite de (1.32) sont positifs et leur somme vaut 1). En parti
ulier, si ladonnée initiale u0 est bornée par deux 
onstantes m et M telles que

m ≤ u0j ≤M pour tout j ∈ Z,alors une ré
urren
e fa
ile montre que les mêmes inégalités restent vraies pour tousles temps ultérieurs
m ≤ unj ≤M pour tout j ∈ Z et pour tout n ≥ 0. (1.33)La propriété (1.33) empê
he le s
héma d'os
iller de manière non bornée : il est don
stable sous la 
ondition CFL. La propriété (1.33) est appelée prin
ipe du maximumdis
ret : il s'agit de l'équivalent dis
ret du prin
ipe du maximum 
ontinu pour lessolutions exa
tes que nous avons vu à la Remarque 1.2.10.Supposons au 
ontraire que la 
ondition CFL ne soit pas véri�ée, 
'est-à-dire que

2ν∆t > (∆x)2.Alors, pour 
ertaines données initiales le s
héma est instable (il peut être stable pour
ertaines données initiales �ex
eptionnelles� : par exemple, si u0 ≡ 0 !). Prenons ladonnée initiale dé�nie par
u0j = (−1)jqui est bien uniformément bornée. Un 
al
ul simple montre que

unj = (−1)j
(

1− 4
ν∆t

(∆x)2

)nqui 
roit en module vers l'in�ni lorsque n tend vers l'in�ni 
ar 1 − 4 ν∆t
(∆x)2 < −1. Les
héma expli
ite est don
 instable si la 
ondition CFL n'est pas satisfaite.Exer
i
e 1.4.1 Le but de 
et exer
i
e est de montrer que le s
héma impli
ite (1.29),ave
 V = 0, véri�e aussi le prin
ipe du maximum dis
ret. On impose des 
onditions auxlimites de Diri
hlet, 
'est-à-dire que la formule (1.29) est valable pour 1 ≤ j ≤ J et on�xe un0 = unJ+1 = 0 pour tout n ∈ N. Soit deux 
onstantes m ≤ 0 ≤ M telles que

m ≤ u0j ≤ M pour 1 ≤ j ≤ J . Véri�er que l'on peut bien 
al
uler de manière uniqueles un+1
j en fon
tion des unj . Montrer que pour tous les temps n ≥ 0 on a en
ore lesinégalités m ≤ unj ≤M pour 1 ≤ j ≤ J (et 
e
i sans 
ondition sur ∆t et ∆x).Si nous avons à peu près élu
idé la question de la stabilité du s
héma expli
ite,nous n'avons rien dit sur sa 
onvergen
e, 
'est-à-dire sur sa 
apa
ité à appro
her 
or-re
tement la solution exa
te. Nous répondrons rigoureusement à 
ette question aupro
hain 
hapitre. Remarquons que la stabilité est, bien sûr, une 
ondition né
essairede 
onvergen
e, mais pas su�sante. Contentons nous pour l'instant de véri�er expéri-mentalement la 
onvergen
e du s
héma, 
'est-à-dire que lorsque les pas d'espa
e et
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raffinement.eps

Figure 1.8 � S
héma expli
ite ave
 ν∆t = 0.4(∆x)2 pour diverses valeurs de ∆x.de temps deviennent de plus en plus petits les solutions numériques 
orrespondantes
onvergent et que leur limite est bien la solution exa
te (nous pouvons véri�er 
edernier point puisqu'i
i la solution exa
te est disponible). Sur la Figure 1.8 nous véri-�ons numériquement que, si l'on ra�ne le pas d'espa
e ∆x (qui prend les valeurs 0.5,
0.1, et 0.05) ainsi que le pas de temps ∆t en gardant 
onstant le rapport ν∆t/(∆x)2(le nombre CFL), alors la solution numérique est de plus en plus pro
he de la solutionexa
te. (La 
omparaison s'e�e
tue au même temps �nal t = 1, don
 le nombre de pasde temps augmente lorsque le pas de temps ∆t diminue.) Ce pro
édé de �véri�
a-tion numérique de la 
onvergen
e� est très simple et on ne doit jamais hésiterà l'utiliser faute de mieux (
'est-à-dire si l'analyse théorique de la 
onvergen
e estimpossible ou trop di�
ile).1.4.3 Résultats numériques pour l'équation d'adve
tionE�e
tuons une deuxième série d'expérien
es numériques sur l'équation de 
on-ve
tion-di�usion (1.27) ave
 une vitesse V = 1 non nulle. Nous reprenons lesmêmes données que pré
édemment et nous 
hoisissons le s
héma expli
ite ave

ν∆t = 0.4(∆x)2. Nous regardons l'in�uen
e de la valeur de la 
onstante de di�u-sion ν (ou inverse du nombre de Pé
let) sur la stabilité du s
héma. La Figure 1.9montre que le s
héma est stable pour ν = 1, instable pour ν = 0.01, et que pour lavaleur intermédiaire ν = 0.1, le s
héma semble stable mais la solution appro
hée estlégèrement di�érente de la solution exa
te. On 
omprend bien que plus l'inverse dunombre de Pé
let ν est petit, plus le terme 
onve
tif est prédominant sur le terme
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onve
tion1.eps


onve
tion2.eps


onve
tion3.eps
Figure 1.9 � S
héma expli
ite pour l'équation de 
onve
tion-di�usion ave
 ν∆t =
0.4(∆x)2 et V = 1. En haut, ν = 1, au milieu ν = 0.1, et en bas ν = 0.01.
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24 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONdi�usif. Par 
onséquent, la 
ondition CFL (1.31), obtenue lorsque la vitesse V estnulle, est de moins moins en valable au fur et à mesure que ν diminue.Pour 
omprendre 
e phénomène, examinons l'équation d'adve
tion qui s'ob-tient à la limite ν = 0. Remarquons tout d'abord que la 
ondition CFL (1.31) estautomatiquement satisfaite si ν = 0 (quel que soir ∆t et ∆x), 
e qui semble 
ontra-di
toire ave
 le résultat expérimental du bas de la Figure 1.9.
transport1.eps

Figure 1.10 � S
héma expli
ite 
entré pour l'équation d'adve
tion ave
 ∆t = 0.9∆x,
V = 1, ν = 0.Pour l'équation d'adve
tion (
'est-à-dire (1.27) ave
 ν = 0), le s
héma expli
ite(1.30) peut se réé
rire

un+1
j =

V∆t

2∆x
unj−1 + unj −

V∆t

2∆x
unj+1. (1.34)Ce s
héma 
onduit aux os
illations de la Figure 1.10 dans les mêmes 
onditions ex-périmentales que le bas de la Figure 1.9. On voit bien que un+1

j n'est jamais (quelque soit ∆t) une 
ombinaison 
onvexe de unj−1, unj , et unj+1. Il ne peut don
 y avoirde prin
ipe du maximum dis
ret pour 
e s
héma, 
e qui est une indi
ation supplé-mentaire de son instabilité (une preuve rigoureuse en sera donnée au Lemme 2.3.1).L'origine de 
ette instabilité est que, dans le s
héma expli
ite (1.34), nous avons 
hoiside traiter le terme 
onve
tif de manière 
entré. Nous pouvons 
ependant dé
entrer 
eterme 
omme nous l'avons fait pour la dérivée en temps. Deux 
hoix sont possibles :dé
entrer vers la droite ou vers la gau
he. Le signe de la vitesse V est bien sûr 
ru
ial :i
i nous supposons que V > 0 (un argument symétrique est valable si V < 0). Pour
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V > 0, le dé
entrement à droite est dit dé
entrement aval : on obtient

V
∂u

∂x
(tn, xj) ≈ V

unj+1 − unj
∆xen allant 
her
her �l'information� en suivant le 
ourant. Ce 
hoix 
onduit à un s
hémadé
entré aval �désastreux�

un+1
j − unj

∆t
+ V

unj+1 − unj
∆x

= 0 (1.35)qui est tout aussi instable que le s
héma 
entré. Au 
ontraire le dé
entrementamont (
'est-à-dire à gau
he si V > 0), qui va 
her
her �l'information� en remontantle 
ourant
V
∂u

∂x
(tn, xj) ≈ V

unj − unj−1

∆x
onduit au s
héma expli
ite dé
entré amont
un+1
j − unj

∆t
+ V

unj − unj−1

∆x
= 0 (1.36)qui donne les résultats de la Figure 1.11. On véri�e aisément que le s
héma (1.36) est

transport3.eps
Figure 1.11 � S
héma expli
ite dé
entré amont pour l'équation d'adve
tion ave

∆t = 0.9∆x, V = 1.stable sous une nouvelle 
ondition CFL (di�érente de la pré
édente 
ondition CFL(1.31))

|V |∆t ≤ ∆x. (1.37)
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26 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONEn e�et, on peut réé
rire (1.36) sous la forme
un+1
j =

V∆t

∆x
unj−1 +

(

1− V∆t

∆x

)

unj ,qui montre que, si la 
ondition (1.37) est satisfaite, un+1
j est une 
ombinaison 
onvexede unj−1 et unj . Par 
onséquent, le s
héma dé
entré amont (1.36) véri�e un prin
ipedu maximum dis
ret, 
e qui entraîne sa stabilité 
onditionnelle. L'idée du dé
en-trement amont est une autre idée majeure de l'analyse numérique. Elle estparti
ulièrement 
ru
iale dans tous les problèmes de mé
anique des �uides où elle futd'abord dé
ouverte (en anglais on parle de upwinding, 
'est-à-dire de remonter levent ou le 
ourant), mais elle apparaît dans bien d'autres modèles.La 
on
lusion de 
ette étude sur l'équation d'adve
tion est que pour le modèle de
onve
tion-di�usion ave
 faible valeur de la 
onstante de di�usion ν, il faut absolumentdé
entrer vers l'amont le terme 
onve
tif et suivre la 
ondition CFL (1.37) plut�t que
elle (1.31). A 
e prix on peut améliorer les résultats de la Figure 1.9.Exer
i
e 1.4.2 Montrer que, si la 
ondition CFL (1.37) n'est pas satisfaite, le s
hémadé
entré amont (1.36) pour l'équation d'adve
tion est instable pour la donnée initiale

u0j = (−1)j .Exer
i
e 1.4.3 É
rire un s
héma expli
ite 
entré en espa
e pour l'équation des ondes(1.18) en une dimension d'espa
e et sans terme sour
e. Pré
iser 
omment démarrer lesitérations en temps. Véri�er l'existen
e d'un 
�ne de dépendan
e dis
ret analogue à 
elui
ontinu illustré par la Figure 1.3. En déduire que, si 
e s
héma 
onverge, les pas de tempset d'espa
e doivent né
essairement satisfaire la 
ondition (de type CFL) ∆t ≤ ∆x.Les 
on
lusions de 
ette se
tion sont nombreuses et vont nourrir les ré�exionsdu pro
hain 
hapitre. Tout d'abord, tous les s
hémas numériques �raisonnables� nefon
tionnent pas, loin s'en faut. On ren
ontre des problèmes de stabilité (sans parlerde 
onvergen
e) qui né
essitent d'analyser en détails 
es s
hémas : 
'est la raison d'êtrede l'analyse numérique qui 
on
ilie obje
tifs pratiques et études théoriques. En�n, les�bons� s
hémas numériques doivent respe
ter un 
ertain nombre de propriétés (
ommepar exemple, le prin
ipe du maximum dis
ret, ou le dé
entrement amont) qui nesont que la tradu
tion (au niveau dis
ret) de propriétés physiques ou mathématiquesde l'équation aux dérivées partielles. On ne peut don
 pas faire l'é
onomied'une bonne 
ompréhension de la modélisation physique et des propriétésmathématiques des modèles si l'on veut réaliser de bonnes simulationsnumériques.1.5 Remarques sur les modèles mathématiquesNous terminons 
e 
hapitre par un 
ertain nombre de dé�nitions qui permettrontau le
teur de s'y retrouver dans le vo
abulaire employé i
i 
omme dans les ouvrages
lassiques sur l'analyse numérique.
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1.5. REMARQUES SUR LES MODÈLES MATHÉMATIQUES 271.5.1 Notion de problème bien poséDé�nition 1.5.1 On appelle problème aux limites une équation aux dérivées par-tielles munie de 
onditions aux limites sur la totalité de la frontière du domaine surlequel elle est posée.Par exemple, le Lapla
ien (1.20) est un problème aux limites. A 
ontrario, l'équationdi�érentielle ordinaire
{

dy
dt = f(t, y) pour 0 < t < T
y(t = 0) = y0

(1.38)n'est pas un problème aux limites puisqu'étant posée sur un segment (0, T ), ave

0 < T ≤ +∞, elle n'a de 
onditions �au bord� qu'en t = 0 (et pas en t = T ).Dé�nition 1.5.2 On appelle problème de Cau
hy une équation aux dérivées par-tielles où, pour au moins une variable (généralement le temps t), les 
onditions �aubord� sont des 
onditions initiales (
'est-à-dire ne portent que sur un bord t = 0, etpas en t = T ).Par exemple, l'équation di�érentielle ordinaire (1.38) est un problème de Cau
hy, maispas le Lapla
ien (1.20) (quel que soit le 
hoix de la 
omposante de la variable d'espa
e
x à qui on ferait jouer le r�le du temps).De nombreux modèles sont à la fois des problèmes aux limites et des problèmes deCau
hy. Ainsi, l'équation de la 
haleur (1.8) est un problème de Cau
hy par rapportà la variable de temps t et un problème aux limites par rapport à la variable d'espa
e
x. Tous les modèles que nous allons étudier dans 
e 
ours rentrent dans une de 
esdeux 
atégories de problème.Le fait qu'un modèle mathématique soit un problème de Cau
hy ou un problèmeaux limites n'implique pas automatiquement qu'il s'agisse d'un �bon� modèle. L'ex-pression bon modèle n'est pas employée i
i au sens de la pertinen
e physique dumodèle et de ses résultats, mais au sens de sa 
ohéren
e mathématique. Comme nousallons le voir 
ette 
ohéren
e mathématique est une 
ondition né
essaire avant depouvoir même envisager des simulations numériques et des interprétations physiques.Le mathémati
ien Ja
ques Hadamard a donné une dé�nition de 
e qu'est un �bon�modèle, en parlant de problème bien posé (un problème mal posé est le 
ontraired'un problème bien posé). On dé
ide de noter f les données (le se
ond membre, lesdonnées initiales, le domaine, et
.), u la solution re
her
hée, et A �l'opérateur� quiagit sur u. Il s'agit i
i de notations abstraites, A désignant à la fois l'équation auxdérivées partielles et le type de 
onditions initiales ou aux limites. Le problème estdon
 de trouver u solution de

A(u) = f (1.39)Dé�nition 1.5.3 On dit que le problème (1.39) est bien posé si pour toute donnée
f il admet une solution unique u, et si 
ette solution u dépend 
ontinûment de ladonnée f .
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28 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONExaminons en détail 
ette dé�nition de Hadamard : elle 
ontient en fait trois
onditions pour qu'un problème soit bien posé. Premièrement, il faut qu'il existe aumoins une solution : 
'est bien la moindre des 
hoses à demander à un modèle senséreprésenter la réalité ! Deuxièmement, il faut que la solution soit unique : 
'est un pointplus déli
at 
ar, s'il est 
lair que, lorsque en météorologie on prévoit le temps qu'il vafaire demain, il vaut mieux pouvoir prédire �soleil� ou �pluie� (ave
 un �ou� ex
lusif)mais pas les deux ave
 des 
han
es égales, il existe d'autres problèmes qui admettent�raisonnablement� plusieurs ou une in�nité de solutions. Par exemple, les problèmesde plus 
ourt 
hemin admettent souvent plusieurs solutions : pour aller du p�le sudau p�le nord tout méridien 
onvient, et de même, pour aller en avion de Paris à NewYork, votre agen
e de voyage vous fait passer tant�t par Bruxelles ou Londres, plut�tqu'un trajet dire
t, 
ar plus 
ourt 
hemin veut dire i
i plus é
onomique. Hadamardex
lut de sa dé�nition 
e type de problème 
ar la multipli
ité des solutions 
a
he uneindétermination du modèle : pour 
hoisir �nalement un 
hemin parmi tous 
eux quisont les plus 
ourts, on utilise un autre 
ritère (qu'on avait �oublié� jusque là) 
ommepar exemple, le trajet le plus pratique ou 
onfortable. C'est une situation 
ouranteen mathématiques appliquées : quand un modèle admet trop de solutions, il faut luiajouter un 
ritère de séle
tion de la �bonne� solution (voir l'exemple typique de ladynamique des gaz [19℄). Troisièmement, et 
'est la 
ondition la moins évidente apriori, il faut que la solution dépende 
ontinûment des données. Au premier abord,
ela semble une fantaisie de mathémati
ien, mais 
'est pourtant 
ru
ial dans une per-spe
tive d'approximation numérique. En e�et, faire un 
al
ul numérique d'unesolution appro
hée de (1.39) revient à perturber les données (qui de 
ontinues de-viennent dis
rètes) et à résoudre (1.39) pour 
es données perturbées. Si de petitesperturbations des données 
onduisent à de grandes perturbations de la solution, il n'ya au
une 
han
e pour que la simulation numérique soit pro
he de la réalité (ou dumoins de la solution exa
te). Par 
onséquent, 
ette dépendan
e 
ontinue de la solutionpar rapport aux données est une 
ondition absolument né
essaire pour envisager dessimulations numériques pré
ises. Remarquons que 
ette 
ondition est aussi très im-portante d'un point de vue physique 
ar les appareils de mesure physique des donnéesn'ont qu'une pré
ision relative : si l'on est in
apable de distinguer deux données trèspro
hes mais 
onduisant à des phénomènes très di�érents, le modèle représenté par(1.39) n'a au
une valeur prédi
tive, et don
 un intérêt pratique à peu près nul.Terminons en avouant qu'à 
e niveau de généralité la Dé�nition (1.5.3) est bien�oue, et que pour lui donner un sens mathématique pré
is il faut bien sûr dire dansquels espa
es de fon
tions on pla
e les données et on 
her
he la solution, et quellesnormes ou topologies on utilise pour la 
ontinuité. Il n'est pas rare en e�et qu'un
hangement d'espa
e (bien anodin en apparen
e) entraîne des propriétés d'existen
eou d'uni
ité fort di�érentes !Exer
i
e 1.5.1 Le but de 
et exer
i
e est de montrer que le problème de Cau
hy pour leLapla
ien est mal posé. Soit le domaine bidimensionnel Ω = (0, 1)× (0, 2π). On 
onsidère
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hy en x et le problème aux limites en y suivant


















−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 dans Ω

u(x, 0) = u(x, 2π) = 0 pour 0 < x < 1

u(0, y) = 0,
∂u

∂x
(0, y) = −e−

√
n sin(ny) pour 0 < y < 2πVéri�er que u(x, y) = e−

√
n

n sin(ny)sh(nx) est une solution. Montrer que la 
onditioninitiale et toutes ses dérivées en x = 0 
onvergent uniformément vers 0, tandis que, pourtout x > 0, la solution trouvée u(x, y) et toutes ses dérivées ne sont pas bornés quand ntend vers l'in�ni. Con
lure.1.5.2 Classi�
ation des équations aux dérivées partiellesDé�nition 1.5.4 On appelle ordre d'une équation aux dérivées partielles l'ordre de la plusgrande dérivée présente dans l'équation.Par exemple, le Lapla
ien (1.20) est une équation du deuxième ordre, tandis que l'équa-tion des plaques (1.24) est une équation du quatrième ordre. On distingue souvent l'ordrepar rapport à la variable de temps t et par rapport à la variable d'espa
e x. Ainsi, on diraque l'équation de la 
haleur (1.8) est du premier ordre en temps et du deuxième ordre enespa
e, alors que l'équation des ondes (1.18) est du deuxième ordre en espa
e-temps.Pour 
omprendre le vo
abulaire souvent employé d'équation aux dérivées partielles soitelliptique, soit parabolique, soit hyperbolique, nous allons brièvement 
lassi�er leséquations aux dérivées partielles linéaires du deuxième ordre portant sur des fon
tions réellesde deux variables réelles u(x, y) (nous ne 
her
hons absolument pas à e�e
tuer une 
lassi�-
ation systématique de toutes les e.d.p.). Une telle équation s'é
rit
a
∂2u

∂x2
+ b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu = g. (1.40)Pour simpli�er nous supposons que les 
oe�
ients a, b, c, d, e, f sont 
onstants.Dé�nition 1.5.5 On dit que l'équation (1.40) est elliptique si b2 − 4ac < 0, parabolique si

b2 − 4ac = 0, et hyperbolique si b2 − 4ac > 0.L'origine de 
e vo
abulaire est bien sûr la 
lassi�
ation des 
oniques du plan, sur laquellela Dé�nition 1.5.5 est 
alquée. En e�et, il est bien 
onnu que l'équation du deuxième degré
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0dé�nit une 
ourbe plane qui est (sauf 
ertains 
as dégénérés) une ellipse si b2− 4ac < 0, uneparabole si b2 − 4ac = 0, et une hyperbole si b2 − 4ac > 0.Si on applique la Dé�nition 1.5.5 aux divers modèles du deuxième ordre que nous avonsévoqué dans 
e 
hapitre (en remplaçant le 
ouple (x, y) par les variables (t, x) en une dimen-sion d'espa
e), nous 
on
luons que l'équation de la 
haleur est parabolique (de mêmeque l'équation de 
onve
tion-di�usion), que le Lapla
ien est elliptique, et que l'équa-tion des ondes est hyperbolique. Une généralisation adéquate de 
ette dé�nition permet
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30 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET SIMULATIONd'a�rmer que l'équation d'adve
tion est hyperbolique, et que les équations de Stokes, del'élasti
ité, ou des plaques sont elliptiques. En règle générale les problèmes stationnaires (in-dépendants du temps) sont modélisés par des e.d.p. elliptiques, tandis que les problèmesd'évolution sont modélisés par des e.d.p. paraboliques ou hyperboliques.Nous verrons plus loin que les problèmes aux limites sont bien posés pour les équationsaux dérivées partielles elliptiques, tandis que les problèmes de Cau
hy en temps et auxlimites en espa
e sont bien posés pour les équations aux dérivées partielles paraboliquesou hyperboliques. Il y a don
 une di�éren
e importante de 
omportement entre 
es typesd'équations.Remarque 1.5.6 Le 
ara
tère elliptique, parabolique, ou hyperbolique de l'équation (1.40)n'est pas modi�é par un 
hangement de variables. Soit (x, y) → (X,Y ) un tel 
hangementde variables non singulier, 
'est-à-dire tel que son Ja
obien J = XxYy − XyYx ne s'annulepas (on note Zz la dérivée de Z par rapport à z). Un 
al
ul, simple dans le prin
ipe maislong dans le détail, montre que (1.40) devient
A

∂2u

∂X2
+B

∂2u

∂X∂Y
+ C

∂2u

∂Y 2
+D

∂u

∂X
+E

∂u

∂Y
+ Fu = G,ave
 notamment A = aX2

x + bXxXy + cX2
y , B = 2aXxYx + b(XxYy + XyYx) + 2cXyYy,

C = aY 2
x + bYxYy + cY 2

y , et on véri�e que B2 − 4AC = J2(b2 − 4ac). En parti
ulier,un 
hangement de variables adéquat permet de simpli�er l'équation aux dérivées partielles(1.40) pour la ramener sous sa forme �
anonique�. Ainsi, toute équation elliptique peut seramener au Lapla
ien ∂2

∂X2 + ∂2

∂Y 2 , toute équation parabolique à l'équation de la 
haleur
∂

∂X
− ∂2

∂Y 2 , et toute équation hyperbolique à l'équation des ondes ∂2

∂X2 − ∂2

∂Y 2 . •Remarque 1.5.7 On sait bien que l'équation générale des 
oniques du plan admet un
ertain nombre de 
as dégénérés où elle ne dé
rit plus une 
onique mais un ensemble dedroites, voire un seul point. La même situation de dégénéres
en
e peut avoir lieu ave
l'équation aux dérivées partielles (1.40). Par exemple, l'équation ∂2u
∂x2 = 1 ave
 a = 1 et

b = c = d = e = f = 0 n'est pas parabolique en dimension deux (bien que b2 − 4ac = 0)mais elliptique en dimension un (la variable y ne joue i
i au
un r�le). Il faut don
 faire unpeu attention avant de 
on
lure sur le type de 
es équations �dégénérées�. •
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Chapitre 2MÉTHODE DESDIFFÉRENCES FINIES
2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous analysons les s
hémas numériques de di�éren
es �nies. Nousdé�nissons la stabilité et la 
onsistan
e d'un s
héma et nous montrons que, pour leséquations aux dérivées partielles linéaires à 
oe�
ients 
onstants, la stabilité 
ombinéeà la 
onsistan
e d'un s
héma impliquent sa 
onvergen
e.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. La Se
tion 2.2 traite le 
as de l'équation de la
haleur introduite au Chapitre 1. La Se
tion 2.3 généralise les résultats pré
édents aux
as de l'équation des ondes ou de l'équation d'adve
tion. Un des buts de 
e 
hapitreest de fournir un 
adre de 
on
eption et d'analyse des s
hémas de di�éren
es �niespour des modèles beau
oup plus généraux. Le le
teur ne devrait pas avoir de mal àétendre les 
on
epts présentés i
i à son modèle préféré et à 
on
evoir ainsi des s
hémasnumériques originaux.Terminons 
ette introdu
tion en disant que la méthode des di�éren
es �nies estune des plus an
iennes méthodes de simulation numérique qui est en
ore utilisée pour
ertaines appli
ations, 
omme la propagation d'ondes (sismiques ou éle
tromagné-tiques) ou la mé
anique des �uides 
ompressibles. Pour d'autres appli
ations, 
ommela mé
anique du solide ou 
elle des �uides in
ompressibles, on lui préfère souvent laméthode des éléments �nis. Néanmoins, de nombreux 
on
epts en di�éren
es �nies seretrouvent dans toutes les autres méthodes numériques. Ainsi, les s
hémas numériquesdu Chapitre 8 
ombineront des éléments �nis pour la dis
rétisation spatiale et des dif-féren
es �nies pour la dis
rétisation temporelle. La généralité et la simpli
ité de laméthode des di�éren
es �nies motive don
 son exposition détaillée en début de 
etouvrage. 31
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32 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES2.2 Di�éren
es �nies pour l'équation de la 
haleur2.2.1 Divers exemples de s
hémasNous nous limitons à la dimension un d'espa
e et nous renvoyons à la Sous-se
tion2.2.6 pour le 
as de plusieurs dimensions d'espa
e. Nous 
onsidérons l'équation de la
haleur dans le domaine borné (0, 1)







∂u

∂t
− ν ∂

2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+

∗
u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1).

(2.1)Pour dis
rétiser le domaine (0, 1)×R+, on introduit un pas d'espa
e∆x = 1/(N+1) >
0 (ave
 N un entier positif) et un pas de temps ∆t > 0, et on dé�nit les noeuds d'unmaillage régulier

(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N + 1}.On note unj la valeur d'une solution dis
rète appro
hée au point (tn, xj), et u(t, x) lasolution exa
te de (2.1). La donnée initiale est dis
rétisée par
u0j = u0(xj) pour j ∈ {0, 1, ..., N + 1}.Les 
onditions aux limites de (2.1) peuvent être de plusieurs types, mais leur 
hoixn'intervient pas dans la dé�nition des s
hémas. I
i, nous utilisons des 
onditions auxlimites de Diri
hlet
u(t, 0) = u(t, 1) = 0 pour tout t ∈ R+

∗qui se traduisent en
un0 = unN+1 = 0 pour tout n > 0.Par 
onséquent, à 
haque pas de temps nous avons à 
al
uler les valeurs (unj )1≤j≤Nqui forment un ve
teur de RN . Nous donnons maintenant plusieurs s
hémas possiblespour l'équation de la 
haleur (2.1). Tous 
es s
hémas sont dé�nis par N équations(en 
haque point xj , 1 ≤ j ≤ N) qui permettent de 
al
uler les N valeurs unj . AuChapitre 1 nous avons déjà parlé du s
héma expli
ite

un+1
j − unj

∆t
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= 0 (2.2)pour n ≥ 0 et j ∈ {1, ..., N}, ainsi que du s
héma impli
ite

un+1
j − unj

∆t
+ ν
−un+1

j−1 + 2un+1
j − un+1

j+1

(∆x)2
= 0. (2.3)
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 33Il est fa
ile de véri�er que le s
héma impli
ite (2.3) est e�e
tivement bien dé�ni, 
'est-à-dire qu'on peut 
al
uler les valeurs un+1
j en fon
tion des unj : en e�et, il faut inverserla matri
e tridiagonale 
arrée de taille N















1 + 2c −c 0
−c 1 + 2c −c. . . . . . . . .

−c 1 + 2c −c
0 −c 1 + 2c















ave
 c = ν∆t

(∆x)2
, (2.4)dont il est aisé de véri�er le 
ara
tère dé�ni positif, don
 inversible. En faisant une
ombinaison 
onvexe de (2.2) et (2.3), pour 0 ≤ θ ≤ 1, on obtient le θ-s
héma

un+1
j − unj

∆t
+ θν

−un+1
j−1 + 2un+1

j − un+1
j+1

(∆x)2
+ (1 − θ)ν

−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= 0. (2.5)Bien sûr, on retrouve le s
héma expli
ite (2.2) si θ = 0, et le s
héma impli
ite (2.3)si θ = 1. Le θ-s
héma (2.5) est impli
ite dès que θ 6= 0. Pour la valeur θ = 1/2, onobtient le s
héma de Crank-Ni
olson. Un autre s
héma impli
ite, dit à six points,est donné par

un+1
j+1 − unj+1

12∆t
+

5(un+1
j − unj )
6∆t

+
un+1
j−1 − unj−1

12∆t

+ν
−un+1

j−1 + 2un+1
j − un+1

j+1

2(∆x)2
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

2(∆x)2
= 0.

(2.6)Exer
i
e 2.2.1 Montrer que le s
héma (2.6) n'est rien d'autre que le θ-s
héma ave

θ = 1/2− (∆x)2/12ν∆t.Tous les s
hémas qui pré
èdent sont dits à deux niveaux 
ar ils ne font intervenirque deux indi
es de temps. On peut bien sûr 
onstruire des s
hémas multiniveaux :les plus populaires sont à trois niveaux. En plus du s
héma (instable) de Ri
hardsonvu au Chapitre 1, on 
ite le s
héma de DuFort-Frankel

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ ν
−unj−1 + un+1

j + un−1
j − unj+1

(∆x)2
= 0, (2.7)le s
héma de Gear

3un+1
j − 4unj + un−1

j

2∆t
+ ν
−un+1

j−1 + 2un+1
j − un+1

j+1

(∆x)2
= 0. (2.8)Nous voilà en fa
e de beau
oup trop de s
hémas ! Et la liste 
i-dessus n'est pasexhaustive ! Un des buts de l'analyse numérique va être de 
omparer et de séle
tionnerles meilleurs s
hémas suivant des 
ritères de pré
ision, de 
oût, ou de robustesse.
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34 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESRemarque 2.2.1 S'il y a un se
ond membre f(t, x) dans l'équation de la 
haleur(2.1), alors les s
hémas se modi�ent en remplaçant zéro au se
ond membre par uneapproximation 
onsistante de f(t, x) au point (tn, xj). Par exemple, si on 
hoisitl'approximation f(tn, xj), le s
héma expli
ite (2.2) devient
un+1
j − unj

∆t
+ ν
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
= f(tn, xj).

•Remarque 2.2.2 Les s
hémas 
i-dessus ont une é
riture plus ou moins 
ompa
te,
'est-à-dire qu'il font intervenir un nombre �ni, plus ou moins restreint, de valeurs unj .La 
olle
tion des 
ouples (n′, j′) qui interviennent dans l'équation dis
rète au point
(n, j) est appelé sten
il du s
héma (terme anglais qu'on peut essayer de traduire parsupport). En général, plus le sten
il est large, plus le s
héma est 
oûteux et di�
ileà programmer (en partie à 
ause des �e�ets de bord�, 
'est-à-dire des 
as où 
ertainsdes 
ouples (n′, j′) sortent du domaine de 
al
ul). •Remarque 2.2.3 On peut rempla
er les 
onditions aux limites de Diri
hlet dans(2.1) par des 
onditions aux limites de Neumann, ou bien des 
onditions aux limitesde périodi
ité (entres autres). Commençons par dé
rire deux manières di�érentes dedis
rétiser les 
onditions de Neumann

∂u

∂x
(t, 0) = 0 et ∂u

∂x
(t, 1) = 0.Tout d'abord, on peut é
rire

un1 − un0
∆x

= 0 et unN+1 − unN
∆x

= 0qui permet d'éliminer les valeurs un0 et unN+1 et de ne 
al
uler que les N valeurs
(unj )1≤j≤N . Cette dis
rétisation de la 
ondition de Neumann n'est que du premierordre. Si le s
héma est du deuxième ordre, 
ela engendre une perte de pré
ision prèsdu bord. C'est pourquoi on propose une autre dis
rétisation (du deuxième ordre)

un1 − un−1

2∆x
= 0 et unN+2 − unN

2∆x
= 0qui est plus pré
ise, mais né
essite l'ajout de 2 �points �
tifs� x−1 et xN+2. On élimineles valeurs un−1 et unN+2, 
orrespondant à 
es points �
tifs, et il reste maintenant N+2valeurs à 
al
uler, à savoir (unj )0≤j≤N+1.D'autre part, les 
onditions aux limites de périodi
ité s'é
rivent

u(t, x+ 1) = u(t, x) pour tout x ∈ [0, 1], t ≥ 0.Elles se dis
rétisent par les égalités un0 = unN+1 pour tout n ≥ 0, et plus généralement
unj = unN+1+j . •
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 352.2.2 Consistan
e et pré
isionBien sûr, les formules des s
hémas 
i-dessus ne sont pas 
hoisies au hasard : ellesrésultent d'une approximation de l'équation par développement de Taylor 
omme nousl'avons expliqué au Chapitre 1. Pour formaliser 
ette approximation de l'équation auxdérivées partielles par des di�éren
es �nies, on introduit la notion de 
onsistan
e etde pré
ision. Bien que pour l'instant nous ne 
onsidérons que l'équation de la 
haleur(2.1), nous allons donner une dé�nition de la 
onsistan
e valable pour n'importe quelleéquation aux dérivées partielles que nous notons F (u) = 0. Remarquons que F (u) estune notation pour une fon
tion de u et de ses dérivées partielles en tout point (t, x).De manière générale un s
héma aux di�éren
es �nies est dé�ni, pour tous les indi
espossibles n, j, par la formule
F∆t,∆x

(

{un+m
j+k }m−≤m≤m+, k−≤k≤k+

)

= 0 (2.9)où les entiers m−,m+, k−, k+ dé�nissent la largeur du sten
il du s
héma (voir laRemarque 2.2.2).Dé�nition 2.2.4 Le s
héma aux di�éren
e �nies (2.9) est dit 
onsistant ave
 l'équa-tion aux dérivées partielles F (u) = 0, si, pour toute solution u(t, x) su�sammentrégulière de 
ette équation, l'erreur de tron
ature du s
héma, dé�nie par
F∆t,∆x

(

{u(t+m∆t, x+ k∆x)}m−≤m≤m+, k−≤k≤k+

)

, (2.10)tend vers zéro, uniformément par rapport à (t, x), lorsque ∆t et ∆x tendent vers zéroindépendemment.De plus, on dit que le s
héma est pré
is à l'ordre p en espa
e et à l'ordre q en tempssi l'erreur de tron
ature (2.10) tend vers zéro 
omme O((∆x)p + (∆t)q
) lorsque ∆tet ∆x tendent vers zéro.Remarque 2.2.5 Il faut prendre garde dans la formule (2.9) à une petite ambiguïtéquant à la dé�nition du s
héma. En e�et, on peut toujours multiplier n'importe quelleformule par une puissan
e su�samment élevée de∆t et∆x de manière à 
e que l'erreurde tron
ature tende vers zéro. Cela rendrait 
onsistant n'importe quel s
héma ! Pouréviter 
et in
onvénient, on supposera toujours que la formule F∆t,∆x({un+m

j+k }) = 0a été é
rite de telle manière que, pour une fon
tion régulière u(t, x) qui n'est passolution de l'équation de la 
haleur, la limite de l'erreur de tron
ature n'est pas nulle.
•Con
rètement on 
al
ule l'erreur de tron
ature d'un s
héma en remplaçant un+m

j+k dansla formule (2.9) par u(t+m∆t, x+ k∆x). Comme appli
ation de la Dé�nition 2.2.4,nous allons montrer le lemme suivant.Lemme 2.2.6 Le s
héma expli
ite (2.2) est 
onsistant, pré
is à l'ordre 1 en tempset 2 en espa
e. De plus, si on 
hoisit de garder 
onstant le rapport ν∆t/(∆x)2 = 1/6,alors 
e s
héma est pré
is à l'ordre 2 en temps et 4 en espa
e.
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36 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESRemarque 2.2.7 Dans la deuxième phrase de l'énon
é du Lemme 2.2.6 on a légère-ment modi�é la dé�nition de la 
onsistan
e en spé
i�ant le rapport entre ∆t et ∆xlorsqu'ils tendent vers zéro. Ce
i permet de tenir 
ompte d'éventuelles 
ompensationsentre termes apparaissant dans l'erreur de tron
ature. En pratique, on observe e�e
-tivement de telles améliorations de la pré
ision si on adopte le bon rapport entre lespas ∆t et ∆x. •Démonstration. Soit v(t, x) une fon
tion de 
lasse C6. Par développement de Taylorautour du point (t, x), on 
al
ule l'erreur de tron
ature du s
héma (2.2)
v(t+∆t, x) − v(t, x)

∆t
+ν
−v(t, x−∆x) + 2v(t, x)− v(t, x+∆x)

(∆x)2

=
(

vt − νvxx
)

+
∆t

2
vtt −

ν(∆x)2

12
vxxxx +O

(

(∆t)2 + (∆x)4
)

,où vt, vx désignent les dérivées partielles de v. Si v est une solution de l'équation de la
haleur (2.1), on obtient ainsi aisément la 
onsistan
e ainsi que la pré
ision à l'ordre 1en temps et 2 en espa
e. Si on suppose en plus que ν∆t/(∆x)2 = 1/6, alors les termesen ∆t et en (∆x)2 se simpli�ent 
ar vtt = νvtxx = ν2vxxxx. �S
héma Erreur de tron
ature StabilitéExpli
ite (2.2) O
(

∆t+ (∆x)2
) stable L2 et L∞ si
ondition CFL 2ν∆t ≤ (∆x)2Impli
ite (2.3) O

(

∆t+ (∆x)2
) stable L2 et L∞Crank-Ni
olson (2.5) O

(

(∆t)2 + (∆x)2
) stable L2(ave
 θ = 1/2)

θ-s
héma (2.5) O
(

∆t+ (∆x)2
) stable L2 si 
ondition(ave
 θ 6= 1/2) CFL 2(1− 2θ)ν∆t ≤ (∆x)2S
héma à 6 points (2.6) O

(

(∆t)2 + (∆x)4
) stable L2DuFort-Frankel (2.7) O

(

( ∆t
∆x)

2 + (∆x)2
) stable L2 si
ondition CFL ∆t/(∆x)2 bornéGear (2.8) O

(

(∆t)2 + (∆x)2
) stable L2Table 2.1 � Erreurs de tron
ature et stabilité de divers s
hémas pour l'équation dela 
haleurExer
i
e 2.2.2 Pour 
ha
un des s
hémas de la Sous-se
tion 2.2.1, véri�er que l'erreurde tron
ature est bien du type annon
é dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous 
ess
hémas sont 
onsistants sauf 
elui de DuFort-Frankel.)
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 372.2.3 Stabilité et analyse de FourierDans le Chapitre 1 nous avons évoqué la stabilité des s
hémas de di�éren
es�nies sans en donner une dé�nition pré
ise. Tout au plus avons nous expliqué que,numériquement, l'instabilité se manifeste par des os
illations non bornées de la solu-tion numérique. Il est don
 temps de donner une dé�nition mathématique de la sta-bilité. Pour 
ela nous avons besoin de dé�nir une norme pour la solution numérique
un = (unj )1≤j≤N . Nous reprenons les normes 
lassiques sur RN que nous pondéronssimplement par le pas d'espa
e ∆x :

‖un‖p =





N
∑

j=1

∆x|unj |p




1/p pour 1 ≤ p ≤ +∞, (2.11)où le 
as limite p = +∞ doit être 
ompris dans le sens ‖un‖∞ = max1≤j≤N |unj |.Remarquons que la norme ainsi dé�nie dépend de ∆x à travers la pondération maisaussi à travers l'entierN 
ar∆x = 1/(N+1). Grâ
e à la pondération par∆x, la norme
‖un‖p est identique à la norme Lp(0, 1) pour les fon
tions 
onstantes par mor
eauxsur les sous-intervalles [xj , xj+1[ de [0, 1]. Souvent, on l'appellera don
 �norme Lp�.En pratique on utilise surtout les normes 
orrespondant aux valeurs p = 2,+∞.Dé�nition 2.2.8 Un s
héma aux di�éren
es �nies est dit stable pour la norme ‖ ‖,dé�nie par (2.11), s'il existe une 
onstante K > 0 indépendante de ∆t et ∆x (lorsque
es valeurs tendent vers zéro) telle que

‖un‖ ≤ K‖u0‖ pour tout n ≥ 0, (2.12)quelle que soit la donnée initiale u0.Si (2.12) n'a lieu que pour des pas ∆t et ∆x astreints à 
ertaines inégalités, ondit que le s
héma est 
onditionnellement stable.Remarque 2.2.9 Puisque toutes les normes sont équivalentes dans RN , le le
teurtrop rapide pourrait 
roire que la stabilité par rapport à une norme implique la sta-bilité par rapport à toutes les normes. Malheureusement il n'en est rien et il existedes s
hémas qui sont stables par rapport à une norme mais pas par rapport à uneautre (voir plus loin l'exemple du s
héma de Lax-Wendro� ave
 les Exer
i
es 2.3.2et 2.3.3). En e�et, le point 
ru
ial dans la Dé�nition 2.2.8 est que la majoration estuniforme par rapport à ∆x alors même que les normes dé�nies par (2.11) dépendentde ∆x. •Dé�nition 2.2.10 Un s
héma aux di�éren
es �nies est dit linéaire si la formule
F∆t,∆x({un+m

j+k }) = 0 qui le dé�nit est linéaire par rapport à ses arguments un+m
j+k .La stabilité d'un s
héma linéaire à deux niveaux est très fa
ile à interpréter. Ene�et, par linéarité tout s
héma linéaire à deux niveaux peut s'é
rire sous la forme
ondensée

un+1 = Aun, (2.13)
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38 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESoù A est un opérateur linéaire (une matri
e, dite d'itération) de RN dans RN . Parexemple, pour le s
héma expli
ite (2.2) la matri
e A vaut














1− 2c c 0
c 1− 2c c. . . . . . . . .

c 1− 2c c
0 c 1− 2c















ave
 c = ν∆t

(∆x)2
, (2.14)tandis que pour le s
héma impli
ite (2.3) la matri
e A est l'inverse de la matri
e(2.4). A l'aide de 
ette matri
e d'itération, on a un = Anu0 (attention, la notation

An désigne i
i la puissan
e n-ème de A), et par 
onséquent la stabilité du s
héma estéquivalente à
‖Anu0‖ ≤ K‖u0‖ ∀n ≥ 0, ∀u0 ∈ RN .Introduisant la norme matri
ielle subordonnée (voir la Dé�nition 13.1.1)

‖M‖ = sup
u∈RN ,u6=0

‖Mu‖
‖u‖ ,la stabilité du s
héma est équivalente à

‖An‖ ≤ K ∀n ≥ 0, (2.15)qui veut dire que la suite des puissan
es de A est bornée.Stabilité en norme L∞.La stabilité en norme L∞ est très liée ave
 le prin
ipe du maximum dis
ret quenous avons déjà vu au Chapitre 1. Rappelons la dé�nition de 
e prin
ipe.Dé�nition 2.2.11 Un s
héma aux di�éren
es �nies véri�e le prin
ipe du maxi-mum dis
ret si pour tout n ≥ 0 et tout 1 ≤ j ≤ N on a
min

(

0, min
0≤j≤N+1

u0j

)

≤ unj ≤ max

(

0, max
0≤j≤N+1

u0j

)quelle que soit la donnée initiale u0.Remarque 2.2.12 Dans la Dé�nition 2.2.11 les inégalités tiennent 
ompte non seule-ment du minimum et du maximum de u0 mais aussi de zéro qui est la valeur imposéeau bord par les 
onditions aux limites de Diri
hlet. Cela est né
essaire si la donnéeinitiale u0 ne véri�e pas les 
onditions aux limites de Diri
hlet (
e qui n'est pas exigé),et inutile dans le 
as 
ontraire. •Comme nous l'avons vu au Chapitre 1 (voir (1.33) et l'Exer
i
e 1.4.1), la véri�
a-tion du prin
ipe du maximum dis
ret permet de démontrer le lemme suivant.
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 39Lemme 2.2.13 Le s
héma expli
ite (2.2) est stable en norme L∞ si et seulementsi la 
ondition CFL 2ν∆t ≤ (∆x)2 est satisfaite. Le s
héma impli
ite (2.3) est sta-ble en norme L∞ quelque soit les pas de temps ∆t et d'espa
e ∆x (on dit qu'il estin
onditionnellement stable).Exer
i
e 2.2.3 Montrer que le s
héma de Crank-Ni
olson (2.5) (ave
 θ = 1/2) eststable en norme L∞ si ν∆t ≤ (∆x)2, et que le s
héma de DuFort-Frankel (2.7) est stableen norme L∞ si 2ν∆t ≤ (∆x)2Stabilité en norme L2.De nombreux s
hémas ne véri�ent pas le prin
ipe du maximum dis
ret mais sontnéanmoins de �bons� s
hémas. Pour 
eux-là, il faut véri�er la stabilité dans une autrenorme que la norme L∞. La norme L2 se prête très bien à l'étude de la stabilité grâ
eà l'outil très puissant de l'analyse de Fourier que nous présentons maintenant. Pour
e faire, nous supposons désormais que les 
onditions aux limites pour l'équation de la
haleur sont des 
onditions aux limites de périodi
ité, qui s'é
rivent u(t, x+1) =
u(t, x) pour tout x ∈ [0, 1] et tout t ≥ 0. Pour les s
hémas numériques, elles 
onduisentaux égalités un0 = unN+1 pour tout n ≥ 0, et plus généralement unj = unN+1+j. Il restedon
 à 
al
uler N + 1 valeurs unj .A 
haque ve
teur un = (unj )0≤j≤N on asso
ie une fon
tion un(x), 
onstante parmor
eaux, périodique de période 1, dé�nie sur [0, 1] par

un(x) = unj si xj−1/2 < x < xj+1/2ave
 xj+1/2 = (j + 1/2)∆x pour 0 ≤ j ≤ N , x−1/2 = 0, et xN+1+1/2 = 1. Ainsidé�nie, la fon
tion un(x) appartient à L2(0, 1). Or, d'après l'analyse de Fourier, toutefon
tion de L2(0, 1) peut se dé
omposer en une somme de Fourier (voir le théorème4.5.13 de [7℄). Plus pré
isément on a
un(x) =

∑

k∈Z

ûn(k) exp(2iπkx), (2.16)ave
 ûn(k) = ∫ 1

0
un(x) exp(−2iπkx) dx et la formule de Plan
herel

∫ 1

0

|un(x)|2 dx =
∑

k∈Z

|ûn(k)|2. (2.17)Remarquons que même si un est une fon
tion réelle, les 
oe�
ients ûn(k) de la sériede Fourier sont 
omplexes. Une propriété importante pour la suite de la transforméede Fourier des fon
tions périodiques est la suivante : si on note vn(x) = un(x+∆x),alors v̂n(k) = ûn(k) exp(2iπk∆x).Expliquons maintenant la méthode sur l'exemple du s
héma expli
ite (2.2). Ave
nos notations, on peut réé
rire 
e s
héma, pour 0 ≤ x ≤ 1,
un+1(x) − un(x)

∆t
+ ν
−un(x−∆x) + 2un(x) − un(x+∆x)

(∆x)2
= 0.
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40 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESPar appli
ation de la transformée de Fourier, il vient
ûn+1(k) =

(

1− ν∆t

(∆x)2
(− exp(−2iπk∆x) + 2− exp(2iπk∆x))

)

ûn(k).Autrement dit
ûn+1(k) = A(k)ûn(k) = A(k)n+1û0(k) ave
 A(k) = 1− 4ν∆t

(∆x)2
(sin(πk∆x))2.Pour k ∈ Z, le 
oe�
ient de Fourier ûn(k) est borné lorsque n tend vers l'in�ni si etseulement si le fa
teur d'ampli�
ation véri�e |A(k)| ≤ 1, 
'est-à-dire

2ν∆t(sin(πk∆x))2 ≤ (∆x)2. (2.18)Si la 
ondition CFL (1.31), i.e. 2ν∆t ≤ (∆x)2, est satisfaite, alors l'inégalité (2.18)est vraie quelque soit le mode de Fourier k ∈ Z, et par la formule de Plan
herel on endéduit
‖un‖22 =

∫ 1

0

|un(x)|2dx =
∑

k∈Z

|ûn(k)|2 ≤
∑

k∈Z

|û0(k)|2 =

∫ 1

0

|u0(x)|2dx = ‖u0‖22,
e qui n'est rien d'autre que la stabilité L2 du s
héma expli
ite. Si la 
ondition CFLn'est pas satisfaite, le s
héma est instable. En e�et, il su�t de 
hoisir ∆x (éventuelle-ment su�samment petit) et k0 (su�samment grand) et une donnée initiale ayant uneseule 
omposante de Fourier non nulle û0(k0) 6= 0 ave
 πk0∆x ≈ π/2 (modulo π) detelle manière que |A(k0)| > 1. On a don
 démontré le lemme suivant.Lemme 2.2.14 Le s
héma expli
ite (2.2) est stable en norme L2 si et seulement sila 
ondition CFL 2ν∆t ≤ (∆x)2 est satisfaite.De la même façon on va démontrer la stabilité du s
héma impli
ite.Lemme 2.2.15 Le s
héma impli
ite (2.3) est stable en norme L2.Remarque 2.2.16 Pour les s
hémas expli
ite (2.2) et impli
ite (2.3) la 
ondition destabilité L2 est la même que 
elle de stabilité L∞. Cela n'est pas toujours le 
as pourd'autres s
hémas. •Démonstration. Un raisonnement analogue à 
elui utilisé pour le s
héma expli
ite
onduit, pour 0 ≤ x ≤ 1, à
un+1(x) − un(x)

∆t
+ ν
−un+1(x−∆x) + 2un+1(x) − un+1(x+∆x)

(∆x)2
= 0,et par appli
ation de la transformée de Fourier

ûn+1(k)

(

1 +
ν∆t

(∆x)2
(− exp(−2iπk∆x) + 2− exp(2iπk∆x))

)

= ûn(k).
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 41Autrement dit
ûn+1(k) = A(k)ûn(k) = A(k)n+1û0(k) ave
 A(k) = (1 + 4ν∆t

(∆x)2
(sin(πk∆x))2

)−1

.Comme |A(k)| ≤ 1 pour tout mode de Fourier k, la formule de Plan
herel permet de
on
lure à la stabilité L2 du s
héma. �Remarque 2.2.17 L'analyse de Fourier repose sur le 
hoix des 
onditions aux limitesde périodi
ité. On peut aussi l'e�e
tuer si l'équation aux dérivées partielles a lieu surtout R au lieu de [0, 1] (on a alors a�aire à une intégrale de Fourier plut�t qu'à unesérie de Fourier). Néanmoins, il n'est pas très réaliste de parler de s
héma numériquesur tout R puisque 
ela implique un nombre in�ni de valeurs unj à 
haque pas detemps n alors qu'un ordinateur ne peut que traiter un nombre �ni de valeurs.La stabilité L2 peut aussi se démontrer dans le 
as de 
onditions aux limites deDiri
hlet. Il faut alors adapter les idées de l'analyse de Fourier. Par exemple, 
e quirempla
e la transformée de Fourier dans 
e 
as est la dé
omposition sur une base deve
teurs propres de la matri
e d'itération (2.13) qui permet de passer du ve
teur unau ve
teur un+1. •Remarque 2.2.18 (Essentielle d'un point de vue pratique) Traduisons sousforme de �re
ette� la méthode de l'analyse de Fourier pour prouver la stabilité L2d'un s
héma. On inje
te dans le s
héma un mode de Fourier
unj = A(k)n exp(2iπkxj) ave
 xj = j∆x,et on en déduit la valeur du fa
teur d'ampli�
ation A(k). Rappelons que, pour l'in-stant, nous nous sommes limité au 
as s
alaire, 
'est-à-dire que A(k) est un nombre
omplexe dans C. On appelle 
ondition de stabilité de Von Neumann l'inégalité

|A(k)| ≤ 1 pour tout mode k ∈ Z. (2.19)Si la 
ondition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (ave
 éventuellement desrestri
tions sur ∆t et ∆x), alors le s
héma est stable pour la norme L2, si non il estinstable.En général, un s
héma stable (et 
onsistant) est 
onvergent (voir la Sous-se
tion2.2.4). En pratique, un s
héma instable est totalement �inutilisable�. En e�et, mêmesi on part d'une donnée initiale spé
ialement préparée de manière à 
e qu'au
un desmodes de Fourier instables ne soit ex
ité par elle, les inévitables erreurs d'arrondivont 
réer des 
omposantes non nulles (bien que très petites) de la solution sur 
esmodes instables. La 
roissan
e exponentielle des modes instables entraîne qu'aprèsseulement quelques pas en temps 
es �petits� modes deviennent �énormes� et polluent
omplètement le reste de la solution numérique. •Exer
i
e 2.2.4 Montrer que le θ-s
héma (2.5) est stable en norme L2 in
onditionnelle-ment si 1/2 ≤ θ ≤ 1, et sous la 
ondition CFL 2(1− 2θ)ν∆t ≤ (∆x)2 si 0 ≤ θ < 1/2.
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42 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESExer
i
e 2.2.5 Montrer que le s
héma à 6 points (2.6) est in
onditionnellement stableen norme L2.Remarque 2.2.19 Certains auteurs utilisent une autre dé�nition de la stabilité, moinsrestri
tive que la Dé�nition 2.2.8 mais plus 
omplexe. Dans 
ette dé�nition le s
héma estdit stable pour la norme ‖ ‖ si pour tout temps T > 0 il existe une 
onstante K(T ) > 0indépendante de ∆t et ∆x telle que
‖un‖ ≤ K(T )‖u0‖ pour tout 0 ≤ n ≤ T/∆t,quelle que soit la donnée initiale u0. Cette nouvelle dé�nition permet à la solution de 
roîtreave
 le temps 
omme 
'est le 
as, par exemple, pour la solution de l'équation

∂u

∂t
− ν

∂2u

∂x2
= cu pour (t, x) ∈ R

+ × R,qui, par le 
hangement d'in
onnue v(t, x) = e−ctu(t, x), se ramène à l'équation de la 
haleur(don
 pour c > 0 su�samment grand, la solution u 
roît exponentiellement en temps). Ave
une telle dé�nition de la stabilité, la 
ondition de stabilité de Von Neumann devient l'inégalité
|A(k)| ≤ 1 + C∆t pour tout mode k ∈ Z.Par sou
i de simpli
ité nous préférons nous en tenir à la Dé�nition 2.2.8 de la stabilité. •2.2.4 Convergen
e des s
hémasNous avons maintenant tous les outils pour démontrer la 
onvergen
e des s
hémasde di�éren
es �nies. Le résultat prin
ipal de 
ette sous-se
tion est le Théorème deLax qui a�rme que, pour un s
héma linéaire, 
onsistan
e et stabilité impliquent
onvergen
e. La portée de 
e résultat dépasse en fait de beau
oup la méthode desdi�éren
es �nies. Pour toute méthode numérique (di�éren
es �nies, éléments �nis,et
.) la 
onvergen
e se démontre en 
onjuguant deux arguments : stabilité et 
onsis-tan
e (leurs dé�nitions pré
ises varient d'une méthode à l'autre). D'un point de vuepratique, le Théorème de Lax est très rassurant : si l'on utilise un s
héma 
onsis-tant (ils sont 
onstruits pour 
ela en général) et que l'on n'observe pas d'os
illationsnumériques (
'est-à-dire qu'il est stable), alors la solution numérique est pro
he de lasolution exa
te (le s
héma 
onverge).Théorème 2.2.20 (Lax) Soit u(t, x) la solution su�samment régulière de l'équationde la 
haleur (2.1) (ave
 des 
onditions aux limites appropriées). Soit unj la solutionnumérique dis
rète obtenue par un s
héma de di�éren
es �nies ave
 la donnée initiale

u0j = u0(xj). On suppose que le s
héma est linéaire, à deux niveaux, 
onsistant, etstable pour une norme ‖ ‖. Alors le s
héma est 
onvergent au sens où
∀T > 0, lim

∆t,∆x→0

(

sup
tn≤T

‖en‖
)

= 0, (2.20)ave
 en le ve
teur �erreur� dé�ni par ses 
omposantes enj = unj − u(tn, xj).
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héma est pré
is à l'ordre p en espa
e et à l'ordre q en temps, alorspour tout temps T > 0 il existe une 
onstante CT > 0 telle que
sup
tn≤T

‖en‖ ≤ CT

(

(∆x)p + (∆t)q
)

. (2.21)Remarque 2.2.21 Nous n'avons pas en
ore démontré l'existen
e et l'uni
ité de lasolution de l'équation de la 
haleur (2.1) (ave
 des 
onditions aux limites de Diri
hletou périodiques). Pour l'instant nous faisons don
 l'hypothèse de l'existen
e et l'uni
itéd'une telle solution (ainsi que de sa régularité), mais nous verrons au Chapitre 8 que
e résultat est vrai de manière générale. •Démonstration. Pour simpli�er, on suppose que les 
onditions aux limites sont deDiri
hlet. La même démonstration est aussi valable pour des 
onditions aux limitesde périodi
ité ou des 
onditions aux limites de Neumann (en supposant 
es dernièresdis
rétisées ave
 le même ordre de pré
ision que le s
héma). Un s
héma linéaire àdeux niveaux peut s'é
rire sous la forme 
ondensée (2.13), i.e.
un+1 = Aun,où A est la matri
e d'itération (
arrée de taille N). Soit u la solution (supposéesu�samment régulière) de l'équation de la 
haleur (2.1). On note ũn = (ũnj )1≤j≤Nave
 ũnj = u(tn, xj). Comme le s
héma est 
onsistant, il existe un ve
teur ǫn tel que

ũn+1 = Aũn +∆tǫn ave
 lim
∆t,∆x→0

‖ǫn‖ = 0, (2.22)et la 
onvergen
e de ǫn est uniforme pour tous les temps 0 ≤ tn ≤ T . Si le s
héma estpré
is à l'ordre p en espa
e et à l'ordre q en temps, alors ‖ǫn‖ ≤ C((∆x)p + (∆t)q).En posant enj = unj − u(tn, xj) on obtient par soustra
tion de (2.22) à (2.13)
en+1 = Aen −∆tǫnd'où par ré
urren
e

en = Ane0 −∆t
n
∑

k=1

An−kǫk−1. (2.23)Or, la stabilité du s
héma veut dire que ‖un‖ = ‖Anu0‖ ≤ K‖u0‖ pour toute donnéeinitiale, 
'est-à-dire que ‖An‖ ≤ K où la 
onstante K ne dépend pas de n. D'autrepart, e0 = 0, don
 (2.23) donne
‖en‖ ≤ ∆t

n
∑

k=1

‖An−k‖‖ǫk−1‖ ≤ ∆tnKC
(

(∆x)p + (∆t)q
)

,
e qui donne l'inégalité (2.21) ave
 la 
onstante CT = TKC. La démonstration de(2.20) est similaire. �
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44 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESRemarque 2.2.22 Le Théorème de Lax 2.2.20 est en fait valable pour toute équationaux dérivées partielles linéaire. Il admet une ré
iproque au sens où un s
héma linéaire
onsistant à deux niveaux qui 
onverge est né
essairement stable. Remarquer que lavitesse de 
onvergen
e dans (2.21) est exa
tement la pré
ision du s
héma. En�n, ilest bon de noter que 
ette estimation (2.21) n'est valable que sur un intervalle bornéde temps [0, T ] mais qu'elle est indépendante du nombre de points de dis
rétisation
N . •2.2.5 S
hémas multiniveauxJusqu'i
i nous avons prin
ipalement analysé des s
hémas à deux niveaux, 
'est-à-dire des s
hémas qui relient les valeurs de un+1 à 
elles de un seulement. On peutparfaitement envisager des s
hémas multiniveaux, et en parti
ulier nous avons déjàintroduit des s
hémas à trois niveaux où un+1 dépend de un et un−1 (
omme less
hémas de Ri
hardson, de DuFort-Frankel, ou de Gear). Examinons 
omment lesrésultats pré
édents se généralisent aux s
hémas multiniveaux (nous nous limitonspar sou
i de 
larté aux s
hémas à trois niveaux).La Dé�nition 2.2.8 de la stabilité d'un s
héma est indépendante de son nombrede niveaux. Toutefois, l'interprétation de la stabilité en terme de matri
e d'itérationest un peu plus 
ompliquée pour un s
héma linéaire à trois niveaux. En e�et, un+1dépend linéairement de un et un−1, don
 on ne peut pas é
rire la relation (2.13). Par
ontre, si on pose

Un =

(

un

un−1

)

, (2.24)alors il existe deux matri
es d'ordre N , A1 et A2, telles que
Un+1 = AUn =

(

A1 A2

Id 0

)

Un, (2.25)où la matri
e d'itération A est don
 de taille 2N . Comme pré
édemment, Un = AnU1et la stabilité est équivalente à
‖An‖ = sup

U1∈R2N ,U1 6=0

‖AnU1‖
‖U1‖ ≤ K ∀n ≥ 1.De la même manière la méthode d'analyse de Fourier s'étend aux s
hémas à troisniveaux grâ
e à la notation ve
torielle (2.24). En guise d'exemple, nous démontronsun résultat pressenti au Chapitre 1.Lemme 2.2.23 Le s
héma 
entré (1.28) est instable en norme L2.Démonstration. Ave
 les notations usuelles le s
héma (1.28) s'é
rit, pour x ∈ [0, 1],

un+1(x)− un−1(x)

2∆t
+ ν
−un(x−∆x) + 2un(x)− un(x+∆x)

(∆x)2
= 0,
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ation de la transformée de Fourier
ûn+1(k) +

8ν∆t

(∆x)2
(sin(πk∆x))2ûn(k)− ûn−1(k) = 0.Autrement dit,

Ûn+1(k) =

(

ûn+1(k)
ûn(k)

)

=

( − 8ν∆t
(∆x)2 (sin(πk∆x))

2 1

1 0

)

Ûn(k) = A(k)Ûn(k),et Ûn+1(k) = A(k)nÛ1(k). I
i, A(k) est une matri
e d'ordre 2 alors que pour less
hémas à deux niveaux 
'était un s
alaire. Pour k ∈ Z, le ve
teur Ûn(k), et don
 le
oe�
ient de Fourier ûn(k), est borné lorsque n tend vers l'in�ni si et seulement si lamatri
e d'ampli�
ation véri�e
‖A(k)n‖2 = sup

U∈R2,U 6=0

‖A(k)nU‖2
‖U‖2

≤ K ∀n ≥ 1, (2.26)où ‖U‖2 est la norme eu
lidienne dans R2 etK est une 
onstante bornée indépendantede n et k. Par 
onséquent, si l'inégalité (2.26) est vraie quelque soit le mode de Fourier
k ∈ Z, par la formule de Plan
herel on en déduit

‖un‖22 =
∑

k∈Z

|ûn(k)|2 ≤ K
∑

k∈Z

(

|û0(k)|2 + |û1(k)|2
)

= ‖u0‖22 + ‖u1‖22,
'est-à-dire la stabilité L2 du s
héma. A l'inverse, s'il existe k0 tel que ‖A(k0)n‖ n'estpas borné lorsque n tend vers l'in�ni, alors en 
hoisissant 
onvenablement la donnéeinitiale ave
 un seul mode û0(k0) (ainsi que û1(k0)), on obtient l'instabilité L2 dus
héma.Comme la matri
e d'ampli�
ation A(k) est symétrique réelle, on a la propriété
‖A(k)‖2 = ρ(A(k)) et ‖A(k)n‖2 = ‖A(k)‖n2 , où ρ(M) désigne le rayon spe
tral de lamatri
eM (voir le Lemme 13.1.6). Don
, l'inégalité (2.26) est satisfaite si et seulementsi ρ(A(k)) ≤ 1. Les valeurs propres de A(k) sont les ra
ines du polyn�me du deuxièmedegré

λ2 +
8ν∆t

(∆x)2
(sin(πk∆x))2λ− 1 = 0qui admet toujours deux ra
ines réelles distin
tes dont le produit vaut −1. Par 
on-séquent, l'une des deux ra
ines est plus grande que 1 (stri
tement) en valeur absolue,et don
 ρ(A(k)) > 1. Par 
onséquent, le s
héma 
entré est in
onditionnellement in-stable en norme L2. �Remarque 2.2.24 La méthode de l'analyse de Fourier que nous venons d'utiliserdans la démonstration du Lemme 2.2.23 est un peu plus 
ompliquée dans le 
as dess
hémas multiniveaux que dans le 
as à deux niveaux (voir la Remarque 2.2.18).Lorsqu'on inje
te dans le s
héma un mode de Fourier, on obtient

(

un+1
j

unj

)

= A(k)n
(

u1j
u0j

)

exp(2iπkxj)
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46 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESoù A(k) est désormais une matri
e d'ampli�
ation (et non plus un fa
teur s
alaire).On appelle 
ondition de stabilité de Von Neumann la 
ondition
ρ(A(k)) ≤ 1 pour tout mode k ∈ Z, (2.27)où ρ(A(k)) est le rayon spe
tral de la matri
e A(k). Comme pour une matri
e quel-
onque B on a
‖B‖ ≥ ρ(B) et ‖Bn‖ ≥ ρ(B)n,il est 
lair que la 
ondition de stabilité de Von Neumann est une 
ondition né
es-saire de stabilité L2 du s
héma (don
 de 
onvergen
e). Lorsque la matri
e A(k)est normale, elle véri�e ‖A(k)‖2 = ρ(A(k)) et ‖A(k)n‖2 = ‖A(k)‖n2 (voir le Lemme13.1.6), don
 la 
ondition de Von Neumann (2.27) est né
essaire et su�sante (nousavons eu la �
han
e� lors de la démonstration du Lemme 2.2.23 de tomber dans 
e
as favorable). Cependant, si A(k) n'est pas normale, alors en général la 
ondition destabilité de Von Neumann n'est pas su�sante et il faut faire une analyse beau
oupplus déli
ate de A(k) (et notamment de sa diagonalisation ou non). •Remarque 2.2.25 Le Théorème de Lax 2.2.20 se généralise sans di�
ulté aux s
hé-mas multiniveaux si on 
hoisit la norme L2. La méthode de démonstration est in-
hangée : elle utilise l'analyse de Fourier et la notation ve
torielle (2.24). •Remarque 2.2.26 Tout 
e que nous venons de dire sur la stabilité et la 
onvergen
edes s
hémas multiniveaux se généralise immédiatement aux s
hémas pour des sys-tèmes d'équations. Dans 
e dernier 
as, on a aussi a�aire à une é
riture ve
torielle dela relation de ré
urren
e (2.25) et à une matri
e d'ampli�
ation (au lieu d'un fa
teurs
alaire). •Exer
i
e 2.2.6 Montrer que le s
héma de Gear (2.8) est in
onditionnellement stable etdon
 
onvergent en norme L2.Exer
i
e 2.2.7 Montrer que le s
héma de DuFort-Frankel (2.7) est stable en norme L2,et don
 
onvergent, si le rapport ∆t/(∆x)2 reste borné lorsqu'on fait tendre ∆t et ∆xvers 0.2.2.6 Le 
as multidimensionnelLa méthode des di�éren
es �nies s'étend sans di�
ulté aux problèmes en plusieursdimensions d'espa
e. Considérons par exemple l'équation de la 
haleur en deux dimen-sions d'espa
e (le 
as de trois ou plus dimensions d'espa
e n'est pas plus 
ompliqué, dumoins en théorie) dans le domaine re
tangulaire Ω = (0, 1)×(0, L) ave
 des 
onditionsaux limites de Diri
hlet















∂u

∂t
− ν ∂

2u

∂x2
− ν ∂

2u

∂y2
= 0 pour (x, y, t) ∈ Ω× R+

∗

u(t = 0, x, y) = u0(x, y) pour (x, y) ∈ Ω
u(t, x, y) = 0 pour t ∈ R+

∗ , (x, y) ∈ ∂Ω.
(2.28)
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 47Pour dis
rétiser le domaine Ω, on introduit deux pas d'espa
e ∆x = 1/(Nx + 1) > 0et ∆y = L/(Ny + 1) > 0 (ave
 Nx et Ny deux entiers positifs). Ave
 le pas de temps
∆t > 0, on dé�nit ainsi les noeuds d'un maillage régulier (voir la Figure 2.1)

(tn, xj , yk) = (n∆t, j∆x, k∆y) pour n ≥ 0, 0 ≤ j ≤ Nx + 1, 0 ≤ k ≤ Ny + 1.On note unj,k la valeur d'une solution dis
rète appro
hée au point (tn, xj , yk), et
u(t, x, y) la solution exa
te de (2.28).

∆ xj
x

y

∆ j k(x , y )
yk

Figure 2.1 � Maillage d'un re
tangle en di�éren
es �nies.Les 
onditions aux limites de Diri
hlet se traduisent, pour n > 0, en
un0,k = unNx+1,k = 0, ∀ k, et unj,0 = unj,Ny+1 = 0, ∀ j.La donnée initiale est dis
rétisée par

u0j,k = u0(xj , yk) ∀ j, k.La généralisation au 
as bidimensionnel du s
héma expli
ite est évidente
un+1
j,k − unj,k

∆t
+ ν
−unj−1,k + 2unj,k − unj+1,k

(∆x)2
+ ν
−unj,k−1 + 2unj,k − unj,k+1

(∆y)2
= 0 (2.29)pour n ≥ 0, j ∈ {1, ..., Nx} et k ∈ {1, ..., Ny}. La seule di�éren
e notable ave
 le 
asunidimensionnel est le 
ara
tère deux fois plus sévère de la 
ondition CFL.Exer
i
e 2.2.8 Montrer que le s
héma expli
ite (2.29) est stable en norme L∞ (etmême qu'il véri�e le prin
ipe du maximum) sous la 
ondition CFL

ν∆t

(∆x)2
+

ν∆t

(∆y)2
≤ 1

2
.
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48 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESNous illustrons le s
héma expli
ite (2.29) (auquel nous ajoutons un terme de 
on-ve
tion) par la Figure 2.2 qui représente la 
onve
tion-di�usion d'une �bosse� (le
oe�
ient de di�usion vaut 0.01 et la vitesse (1., 0.)).

onv2dinit.eps


onv2d.eps
Figure 2.2 � S
héma expli
ite pour l'équation de 
onve
tion-di�usion en deux di-mensions : donnée initiale (haut) et solution (bas).De même, on a le s
héma impli
ite
un+1
j,k − unj,k

∆t
+ ν
−un+1

j−1,k + 2un+1
j,k − un+1

j+1,k

(∆x)2
+ ν
−un+1

j,k−1 + 2un+1
j,k − un+1

j,k+1

(∆y)2
= 0. (2.30)Remarquons que le s
héma impli
ite né
essite, pour 
al
uler un+1 en fon
tion de un,la résolution d'un système linéaire sensiblement plus 
ompliqué qu'en une dimension
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2.2. DIFFÉRENCES FINIES POUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 49d'espa
e (la situation serait en
ore pire en trois dimensions). Rappelons qu'en dimen-sion un, il su�t d'inverser une matri
e tridiagonale. Nous allons voir qu'en dimensiondeux la matri
e a une stru
ture moins simple. L'in
onnue dis
rète unj,k est indi
ée pardeux entiers j et k, mais en pratique on utilise un seul indi
e pour sto
ker un sous laforme d'un ve
teur dans l'ordinateur. Une manière (simple et e�
a
e) de ranger dansun seul ve
teur les in
onnues unj,k est d'é
rire
un = (un1,1, ..., u

n
1,Ny

, un2,1, ..., u
n
2,Ny

, ..., unNx,1, ..., u
n
Nx,Ny

).Remarquons qu'on a rangé les in
onnues �
olonne par 
olonne�, mais qu'on auraitaussi bien pu le faire �ligne par ligne� en �déroulant� d'abord l'indi
e j plut�t que k(Nx est le nombre de 
olonnes et Ny 
elui de lignes). Ave
 
ette 
onvention, le s
hémaimpli
ite (2.30) requiert l'inversion de la matri
e symétrique tridiagonale �par blo
s�
M =















D1 E1 0
E1 D2 E2. . . . . . . . .

ENx−2 DNx−1 ENx−1

0 ENx−1 DNx













où les blo
s diagonaux Dj sont des matri
es 
arrées de taille Ny

Dj =















1 + 2(cy + cx) −cy 0
−cy 1 + 2(cy + cx) −cy. . . . . . . . .

−cy 1 + 2(cy + cx) −cy
0 −cy 1 + 2(cy + cx)













ave
 cx = ν∆t
(∆x)2 et cy = ν∆t

(∆y)2 , et les blo
s extra-diagonaux Ej = (Ej)
t sont desmatri
es 
arrées de taille Ny

Ej =















−cx 0 0
0 −cx 0. . . . . . . . .

0 −cx 0
0 0 −cx















.Au total la matri
eM est pentadiagonale et symétrique. Cependant les 
inq diagonalesne sont pas 
ontiguës, 
e qui entraîne une augmentation 
onsidérable du 
oût de larésolution d'un système linéaire asso
ié à M (voir l'annexe sur l'analyse numériquematri
ielle et notamment les Remarques 13.1.21 et 13.1.41). La situation serait en
orepire en trois dimensions.
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50 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESExer
i
e 2.2.9 Montrer que le s
héma de Pea
eman-Ra
hford
u
n+1/2
j,k − unj,k

∆t
+ ν
−un+1/2

j−1,k + 2u
n+1/2
j,k − un+1/2

j+1,k

2(∆x)2
+ ν
−unj,k−1 + 2unj,k − unj,k+1

2(∆y)2
= 0

un+1
j,k − u

n+1/2
j,k

∆t
+ ν
−un+1/2

j−1,k + 2u
n+1/2
j,k − un+1/2

j+1,k

2(∆x)2
+ ν
−un+1

j,k−1 + 2un+1
j,k − un+1

j,k+1

2(∆y)2
= 0.est pré
is d'ordre 2 en espa
e et temps et in
onditionnellement stable en norme L2 (pourdes 
onditions aux limites de périodi
ité dans 
haque dire
tion).A 
ause de son 
oût de 
al
ul élevé, on rempla
e souvent le s
héma impli
itepar une généralisation à plusieurs dimensions d'espa
e de s
hémas unidimensionnels,obtenue par une te
hnique de dire
tions alternées (dite aussi de séparation d'opéra-teurs, ou splitting en anglais). L'idée est de résoudre, au lieu de l'équation bidimen-sionnelle (2.28), alternativement les deux équations unidimensionnelles

∂u

∂t
− 2ν

∂2u

∂x2
= 0 et ∂u

∂t
− 2ν

∂2u

∂y2
= 0dont la �moyenne� redonne (2.28). Par exemple, en utilisant dans 
haque dire
tion uns
héma de Crank-Ni
olson pour un demi pas de temps ∆/2, on obtient un s
hémade dire
tions alternées

u
n+1/2
j,k − unj,k

∆t
+ ν
−un+1/2

j−1,k + 2u
n+1/2
j,k − un+1/2

j+1,k

2(∆x)2
+ ν
−unj−1,k + 2unj,k − unj+1,k

2(∆x)2
= 0

un+1
j,k − u

n+1/2
j,k

∆t
+ ν
−un+1

j,k−1 + 2un+1
j,k − un+1

j,k+1

2(∆y)2
+ ν
−un+1/2

j,k−1 + 2u
n+1/2
j,k − un+1/2

j,k+1

2(∆y)2
= 0(2.31)L'avantage de 
e type de s
héma est qu'il su�t, à 
haque demi pas de temps, d'inverserune matri
e tridiagonale de type unidimensionnel (
'est don
 un 
al
ul peu 
her). Entrois dimensions, il su�t de faire trois tiers-pas de temps et les propriétés du s
hémasont in
hangées. Ce s
héma est non seulement stable mais 
onsistant ave
 l'équationbidimensionnelle (2.28).Exer
i
e 2.2.10 Montrer que le s
héma de dire
tions alternées (2.31) est pré
is d'ordre2 en espa
e et temps et in
onditionnellement stable en norme L2 (pour des 
onditionsaux limites de périodi
ité dans 
haque dire
tion).Con
luons 
ette se
tion par quelques 
onsidérations pratiques à propos de la méth-ode des di�éren
es �nies. Son avantage prin
ipal est sa simpli
ité aussi bien 
on-
eptuelle que de mise en oeuvre informatique. Elle présente 
ependant un 
ertainnombre de défauts qui, pour de nombreux problèmes 
omplexes, lui font préférerd'autres méthodes 
omme 
elle des éléments �nis (voir les Chapitres 6 et 8). Une des
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2.3. AUTRES MODÈLES 51

Figure 2.3 � Ra�nement de maillage en di�éren
es �nies : la zone entourée est 
elleoù l'on veut plus de pré
ision.prin
ipales limitations de la méthode est qu'elle ne fon
tionne que pour des maillagesréguliers, dits re
tangulaires. Il n'est pas toujours fa
ile de paver un domaine quel-
onque de l'espa
e par des mailles re
tangulaires ! Par ailleurs, il n'est pas possiblede ra�ner lo
alement le maillage pour avoir une meilleure pré
ision en un endroitpré
is du domaine de 
al
ul. Il est possible de faire varier dans 
haque dire
tion le pasd'espa
e mais 
ette variation est uniforme dans les dire
tions perpendi
ulaires (∆xet ∆y peuvent 
hanger le long des axes x et y, respe
tivement, mais 
ette variationest uniforme dans les dire
tions orthogonales ; voir la Figure 2.3). Un ra�nement demaillage en di�éren
es �nies produit don
 des mailles élan
ées loin de la zone d'in-térêt. Par ailleurs, la théorie 
omme la pratique des di�éren
es �nies se 
ompliquentsingulièrement lorsque les 
oe�
ients dans les équations aux dérivées partielles sontvariables et lorsque les problèmes sont non-linéaires.2.3 Autres modèles2.3.1 Équation d'adve
tionNous 
onsidérons l'équation d'adve
tion en une dimension d'espa
e dans le do-maine borné (0, 1) ave
 une vitesse 
onstante V > 0 et des 
onditions aux limites depériodi
ité










∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+

∗
u(t, x+ 1) = u(t, x) pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+

∗
u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1).

(2.32)On dis
rétise toujours l'espa
e ave
 un pas ∆x = 1/(N+1) > 0 (N entier positif) et letemps ave
 ∆t > 0, et on note (tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N +1},
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52 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES
unj la valeur d'une solution dis
rète appro
hée au point (tn, xj), et u(t, x) la solutionexa
te de (2.32). Les 
onditions aux limites de périodi
ité 
onduisent aux égalités
un0 = unN+1 pour tout n ≥ 0, et plus généralement unj = unN+1+j. Par 
onséquent, l'in-
onnue dis
rète à 
haque pas de temps est un ve
teur un = (unj )0≤j≤N ∈ RN+1. Nousdonnons quelques s
hémas possibles pour l'équation d'adve
tion (2.32). Au Chapitre 1nous avons déjà 
onstaté le mauvais 
omportement numérique du s
héma expli
ite
entré

un+1
j − unj

∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0 (2.33)pour n ≥ 0 et j ∈ {0, ..., N}. Le 
ara
tère instable de 
e s
héma est 
on�rmé par lelemme suivant.Lemme 2.3.1 Le s
héma expli
ite 
entré (2.33) est 
onsistant ave
 l'équation d'ad-ve
tion (2.32), pré
is à l'ordre 1 en temps et 2 en espa
e, mais in
onditionnellementinstable en norme L2.Démonstration. A l'aide d'un développement de Taylor autour du point (tn, xj),on véri�e fa
ilement que le s
héma est 
onsistant, pré
is à l'ordre 1 en temps et 2en espa
e. Par analyse de Fourier, on étudie la stabilité L2. Ave
 les notations de laSous-se
tion 2.2.3, les 
omposantes de Fourier ûn(k) de un véri�ent

ûn+1(k) =

(

1− iV∆t

∆x
sin(2πk∆x)

)

ûn(k) = A(k)ûn(k).On véri�e que le module du fa
teur d'ampli�
ation est toujours plus grand que 1,
|A(k)|2 = 1 +

(

V∆t

∆x
sin(2πk∆x)

)2

≥ 1,ave
 inégalité stri
te dès que 2k∆x n'est pas entier. Don
 le s
héma est instable. �On peut é
rire une version impli
ite du pré
édent s
héma qui devient stable : 
'estle s
héma impli
ite 
entré
un+1
j − unj

∆t
+ V

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= 0. (2.34)Exer
i
e 2.3.1 Montrer que le s
héma impli
ite 
entré (2.34) est 
onsistant ave
 l'équa-tion d'adve
tion (2.32), pré
is à l'ordre 1 en temps et 2 en espa
e, in
onditionnellementstable en norme L2, don
 
onvergent.Si l'on tient absolument à rester 
entré et expli
ite, le s
héma de Lax-Friedri
hs

2un+1
j − unj+1 − unj−1

2∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0 (2.35)est un s
héma simple, robuste, mais pas très pré
is.
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2.3. AUTRES MODÈLES 53Lemme 2.3.2 Le s
héma de Lax-Friedri
hs (2.35) est stable en norme L2 sous la
ondition CFL
|V |∆t ≤ ∆x.Si le rapport ∆t/∆x est gardé 
onstant lorsque ∆t et ∆x tendent vers zéro, il est
onsistant ave
 l'équation d'adve
tion (2.32) et pré
is à l'ordre 1 en espa
e et temps.Par 
onséquent, il est 
onditionnellement 
onvergent.Démonstration. Par analyse de Fourier on a

ûn+1(k) =

(

cos(2πk∆x)− iV∆t

∆x
sin(2πk∆x)

)

ûn(k) = A(k)ûn(k).Le module du fa
teur d'ampli�
ation est donné par
|A(k)|2 = cos2(2πk∆x) +

(

V∆t

∆x

)2

sin2(2πk∆x).On véri�e don
 que |A(k)| ≤ 1 pour tout k si la 
ondition |V |∆t ≤ ∆x est satisfaite,tandis qu'il existe des modes instables k tels que |A(k)| > 1 si non. Le s
héma est don

onditionnellement stable. Pour étudier la 
onsistan
e, on e�e
tue un développementde Taylor autour de (tn, xj) pour la solution u :
2u(tn+1, xj)− u(tn, xj+1)− u(tn, xj−1)

2∆t
+ V

u(tn, xj+1)− u(tn, xj−1)

2∆x
=

(ut + V ux) (tn, xj)−
(∆x)2

2∆t

(

1− (V∆t)2

(∆x)2

)

uxx(tn, xj)+O
(

(∆x)2+
(∆x)4

∆t

)

. (2.36)Comme l'erreur de tron
ature 
ontient un terme en O((∆x)2/∆t), le s
héma n'estpas 
onsistant si ∆t tend vers zéro plus vite que (∆x)2. Par 
ontre, il est 
onsistantet pré
is d'ordre 1 si le rapport ∆t/∆x est 
onstant. Pour obtenir la 
onvergen
eon reprend la démonstration du Théorème de Lax 2.2.20. L'erreur en est toujoursmajorée par l'erreur de tron
ature, et don
 i
i
‖en‖ ≤ ∆tnKC

((∆x)2

∆t
+∆t

)

.Si on garde �xe le rapport ∆x/∆t l'erreur est don
 majoré par une 
onstante fois ∆tqui tend bien vers zéro, d'où la 
onvergen
e. �Remarque 2.3.3 Le s
héma de Lax-Friedri
hs n'est pas 
onsistant (stri
to sensusuivant la Dé�nition 2.2.4). Néanmoins il est 
onditionnellement 
onsistant et 
onver-gent. Il faut 
ependant faire attention que si on prend le pas de temps ∆t beau
oupplus petit que 
e qui est permis par la 
ondition CFL de stabilité, la 
onvergen
e seratrès lente. En pratique le s
héma de Lax-Friedri
hs n'est pas re
ommandé. •
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54 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESUn s
héma 
entré, expli
ite, plus pré
is est le s
héma de Lax-Wendro�
un+1
j − unj

∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
−
(

V 2∆t

2

)

unj−1 − 2unj + unj+1

(∆x)2
= 0. (2.37)Sa dérivation n'est pas immédiate, aussi nous la présentons en détail. On 
ommen
epar é
rire un développement à l'ordre 2 en temps de la solution exa
te

u(tn+1, xj) = u(tn, xj) + (∆t)ut(tn, xj) +
(∆t)2

2
utt(tn, xj) +O

(

(∆t)3
)

.En utilisant l'équation d'adve
tion on rempla
e les dérivées en temps par des dérivéesen espa
e
u(tn+1, xj) = u(tn, xj)− (V∆t)ux(tn, xj) +

(V∆t)2

2
uxx(tn, xj) +O

(

(∆t)3
)

.En�n, on rempla
e les dérivées en espa
e par des formules 
entrées d'ordre 2
u(tn+1, xj) = u(tn, xj)− V∆t

u(tn, xj+1)− u(tn, xj−1)

2∆x

+
(V∆t)2

2

u(tn, xj+1)− 2u(tn, xj) + u(tn, xj−1)

(∆x)2
+O

(

(∆t)3 +∆t(∆x)2
)

.On retrouve bien le s
héma de Lax-Wendro� en négligeant les termes du troisièmeordre et en remplaçant u(tn, xj) par unj . Remarquer que, par rapport aux pré
édentss
hémas, on a dis
rétisé �simultanément� les dérivées en espa
e et en temps de l'équa-tion d'adve
tion. Par 
onstru
tion, le s
héma de Lax-Wendro� est pré
is à l'ordre 2en temps et en espa
e. On peut montrer qu'il ne véri�e pas le prin
ipe du maximumdis
ret (voir l'Exer
i
e 2.3.3). Par 
ontre, il est stable en norme L2 et don
 
onvergentsous la 
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆x.Exer
i
e 2.3.2 Montrer que le s
héma de Lax-Wendro� est stable et 
onvergent ennorme L2 si |V |∆t ≤ ∆x.Exer
i
e 2.3.3 Montrer que le s
héma de Lax-Friedri
hs préserve le prin
ipe du max-imum dis
ret si la 
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆x est satisfaite, tandis que le s
héma deLax-Wendro� ne le préserve pas sauf si V∆t/∆x vaut −1, 0, ou 1.Exer
i
e 2.3.4 Montrer que le s
héma de Lax-Wendro� (2.37) est le seul s
héma pré
isà l'ordre 2 en espa
e et temps qui soit du type
un+1
j = αunj−1 + βunj + γunj+1,où α, β, γ dépendent seulement de V∆t/∆x.
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2.3. AUTRES MODÈLES 55Comme nous l'avons déjà dit au Chapitre 1, une idée fondamentale pour obtenirde �bons� s
hémas pour l'équation d'adve
tion (2.32) est le dé
entrement amont.Nous donnons la forme générale du s
héma dé
entré amont
un+1
j − unj

∆t
+ V

unj − unj−1

∆x
= 0 si V > 0

un+1
j − unj

∆t
+ V

unj+1 − unj
∆x

= 0 si V < 0.

(2.38)On a déjà vu au Chapitre 1 que le s
héma dé
entré amont est stable en norme L∞si la 
ondition CFL, |V |∆t ≤ ∆x, est satisfaite. Comme il est 
onsistant et pré
isd'ordre 1 en espa
e et temps, il 
onverge en norme L∞ d'après le théorème de Lax.Le même résultat est vrai en norme L2 ave
 la même 
ondition CFL.Exer
i
e 2.3.5 Montrer que le s
héma expli
ite dé
entré amont (2.38) est 
onsistantave
 l'équation d'adve
tion (2.32), pré
is à l'ordre 1 en espa
e et temps, stable et 
on-vergent en norme L2 si la 
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆x est satisfaite.Remarque 2.3.4 Pour des problèmes non-linéaires (où la vitesse V dépend elle-même de l'in
onnue u), et notamment pour des modèles d'é
oulements de �uides,le s
héma dé
entré amont est vraiment supérieur aux autres. Il est à la sour
e denombreuses généralisations, beau
oup plus 
omplexes que l'original (voir à 
e sujetle 
ours [19℄). En parti
ulier, bien que le s
héma original soit seulement d'ordre 1, iladmet des variantes d'ordre 2. •S
héma Stabilité Erreur de tron
atureExpli
ite 
entré (2.33) instable O
(

∆t+ (∆x)2
)Impli
ite 
entré(2.34) stable L2 O

(

∆t+ (∆x)2
)Lax-Friedri
hs (2.35) stable L2 et L∞ si O

(

∆t+ (∆x)2

∆t

)
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆xLax-Wendro� (2.37) stable L2 si O
(

(∆t)2 + (∆x)2
)
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆xDé
entré amont (2.38) stable L2 et L∞ si O

(

∆t+∆x
)
ondition CFL |V |∆t ≤ ∆xTable 2.2 � Résumé des propriétés de divers s
hémas pour l'équation d'adve
tionPour 
omparer 
es divers s
hémas d'un point de vue pratique, un 
on
ept pertinent(quoique formel) est 
elui d'équation équivalente.
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56 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESDé�nition 2.3.5 On appelle équation équivalente d'un s
héma l'équation obtenueen ajoutant au modèle étudié la partie prin
ipale (
'est-à-dire le terme d'ordre domi-nant) de l'erreur de tron
ature du s
héma.

omparlf.eps


omparda.eps
Figure 2.4 � In�uen
e de la CFL sur la di�usion numérique du s
héma de Lax-Friedri
hs (haut) et du s
héma dé
entré amont (bas).Tous les s
hémas que nous venons de voir sont 
onsistants. Cependant, si onajoute à l'équation la partie prin
ipale de l'erreur de tron
ature d'un s
héma, alors 
es
héma est non seulement en
ore 
onsistant ave
 
ette nouvelle équation �équivalente�,mais est même stri
tement plus pré
is pour 
ette équation équivalente. En d'autrestermes, le s
héma est �plus 
onsistant� ave
 l'équation équivalente qu'ave
 l'équa-
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2.3. AUTRES MODÈLES 57tion d'origine. Prenons l'exemple du s
héma de Lax-Friedri
hs (2.35) pour l'équa-tion d'adve
tion : d'après (2.36), la partie prin
ipale de son erreur de tron
ature est
− (∆x)2

2∆t

(

1− (V ∆t)2

(∆x)2

)

uxx. Par 
onséquent, l'équation équivalente du s
héma de Lax-Friedri
hs est
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− ν ∂

2u

∂x2
= 0 ave
 ν =

(∆x)2

2∆t

(

1− (V∆t)2

(∆x)2

)

. (2.39)Cette équation équivalente va nous donner des renseignements pré
ieux sur le 
om-portement numérique du s
héma. En e�et, le s
héma de Lax-Friedri
hs est une bonneapproximation (à l'ordre 2) de l'équation de 
onve
tion-di�usion (2.39) où le 
oe�-
ient de di�usion ν est petit (voire nul si la 
ondition CFL est exa
tement satisfaite,i.e. ∆x = |V |∆t). Remarquons que si le pas de temps est pris trop petit, le 
oe�-
ient de di�usion ν peut être très grand et le s
héma mauvais 
ar trop porté à ladi�usion (voir la Figure 2.4). Le 
oe�
ient de di�usion ν de l'équation équivalenteest appelé di�usion numérique. S'il est grand, on dit que le s
héma est di�usif(ou dissipatif). Le 
omportement typique d'un s
héma di�usif est sa tendan
e à étalerarti�
iellement les données initiales au 
ours du temps. Les s
hémas trop di�usifs sontdon
 de �mauvais� s
hémas.Exer
i
e 2.3.6 Montrer que l'équation équivalente du s
héma dé
entré amont (2.38)est
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− |V |

2
(∆x − |V |∆t) ∂

2u

∂x2
= 0.Le s
héma dé
entré amont est aussi di�usif (sauf si la 
ondition CFL est exa
te-ment satisfaite, i.e. ∆x = |V |∆t). En tout 
as, le 
oe�
ient de di�usion de l'équationéquivalente ne tend pas vers l'in�ni si le pas de temps tend vers zéro (à ∆x �xé),
e qui est une nette amélioration par rapport au s
héma de Lax-Friedri
hs (voir laFigure 2.4). Cet e�et de di�usion numérique est illustré par la Figure 2.4 où l'onrésout l'équation d'adve
tion sur un intervalle de longueur 1 ave
 des 
onditions auxlimites de périodi
ité, une donnée initiale sinusoïdale, un pas d'espa
e ∆x = 0.01, unevitesse V = 1 et un temps �nal T = 5. On 
ompare deux valeurs du pas de temps

∆t = 0.9∆x et ∆t = 0.45∆x.Exer
i
e 2.3.7 Montrer que l'équation équivalente du s
héma de Lax-Wendro� (2.37)est
∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
+
V (∆x)2

6

(

1− (V∆t)2

(∆x)2

)

∂3u

∂x3
= 0.Comme le s
héma de Lax-Wendro� est pré
is d'ordre 2, l'équation équivalentene 
ontient pas de terme de di�usion mais un terme du troisième ordre, dit dis-persif. Remarquons que le 
oe�
ient devant 
e terme dispersif est un ordre pluspetit que le 
oe�
ient de di�usion des équations équivalentes des s
hémas di�usifs.C'est pourquoi 
et e�et dispersif ne peut se voir, en général, que sur un s
héma non
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omportement typique d'un s
héma dispersif est qu'il produit des os
illa-tions lorsque la solution est dis
ontinue (voir la Figure 2.5). En e�et, le terme dispersifmodi�e la vitesse de propagation des ondes planes ou modes de Fourier de la solution(parti
ulièrement des modes de fréquen
e élevée), alors qu'un terme di�usif ne faitqu'atténuer son amplitude (voir l'Exer
i
e 2.3.8).

omparadv.eps


omparadv2.eps
Figure 2.5 � Comparaison des s
hémas de Lax-Friedri
hs, de Lax-Wendro�, et dé-
entré amont pour une donnée initiale sinusoïdale (haut) ou en 
réneau (bas).A�n d'illustrer notre propos nous présentons des 
al
uls e�e
tués sur un intervallede longueur 1 ave
 des 
onditions aux limites de périodi
ité, un pas d'espa
e ∆x =
0.01, un pas de temps ∆t = 0.9∗∆x, une vitesse V = 1 et un temps �nal T = 5. Deuxtypes de 
onditions initiales sont testées : tout d'abord une 
ondition initiale très
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ondition initiale dis
ontinue, un 
réneau (voir la Figure2.5). Les s
hémas pré
is à l'ordre 1 sont 
lairement di�usifs : ils é
rasent la solution.Le s
héma de Lax-Wendro� pré
is à l'ordre 2 est très bon pour une solution régulièremais os
ille pour le 
réneau 
ar il est dispersif. Le 
on
ept d'équation équivalentepermet de 
omprendre 
es phénomènes numériques.Exer
i
e 2.3.8 Soit l'équation






∂u

∂t
+ V

∂u

∂x
− ν ∂

2u

∂x2
− µ∂

3u

∂x3
= 0 pour (x, t) ∈ R× R+

∗

u(t = 0, x) = sin(ωx+ φ) pour x ∈ R,ave
 V, ν, µ, ω, φ ∈ R. Montrer que sa solution est
u(t, x) = exp(−νω2t) sin

(

ω(x− (V + µω2)t) + φ
)(on admettra son uni
ité). En déduire que la di�usion atténue l'amplitude de la solution,tandis que la dispersion modi�e la vitesse de propagation.Exer
i
e 2.3.9 On dé�nit le s
héma �saute-mouton� (leapfrog, en anglais)

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ V

unj+1 − unj−1

2∆x
= 0.Étudier la 
onsistan
e et l'erreur de tron
ature de 
e s
héma. Montrer par analyse deFourier qu'il est stable sous la 
ondition CFL |V |∆t ≤M∆x ave
 M < 1.Exer
i
e 2.3.10 On dé�nit le s
héma de Crank-Ni
olson

un+1
j − unj

∆t
+ V

un+1
j+1 − un+1

j−1

4∆x
+ V

unj+1 − unj−1

4∆x
= 0.Étudier la 
onsistan
e et l'erreur de tron
ature de 
e s
héma. Montrer par analyse deFourier qu'il est in
onditionnellement stable.2.3.2 Équation des ondesNous 
onsidérons l'équation des ondes dans le domaine borné (0, 1) ave
 
onditionsaux limites de périodi
ité







































∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+

∗

u(t, x+ 1) = u(t, x) pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+
∗

u(t = 0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1)

∂u

∂t
(t = 0, x) = u1(x) pour x ∈ (0, 1).

(2.40)
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60 CHAPITRE 2. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESAve
 les mêmes notations que pré
édemment, l'in
onnue dis
rète à 
haque pas detemps est un ve
teur un = (unj )0≤j≤N ∈ RN+1. Les 
onditions aux limites de péri-odi
ité 
onduisent aux égalités un0 = unN+1 pour tout n ≥ 0, et plus généralement
unj = unN+1+j . Comme les 
onditions aux limites ne �xent pas la valeur de u aux ex-trémités de l'intervalle (0, 1) (pensez à l'interprétation en termes de 
orde vibrante), lasolution u peut ne pas rester bornée en temps, 
e qui 
omplique l'étude de la stabilitédes s
hémas numériques. Par exemple, si u0 ≡ 0 et u1 ≡ C dans (0, 1), la solution de(2.40) est u(t, x) = Ct. Pour éliminer 
et e�et, on fait don
 l'hypothèse que la vitesseinitiale est de moyenne nulle

∫ 1

0

u1(x) dx = 0. (2.41)Pour l'équation des ondes (2.40) le s
héma habituel est le θ-s
héma 
entré : pour
n ≥ 1 et j ∈ {0, ..., N},

un+1
j − 2unj + un−1

j

(∆t)2
+θ
−un+1

j−1 + 2un+1
j − un+1

j+1

(∆x)2

+(1− 2θ)
−unj−1 + 2unj − unj+1

(∆x)2
+θ
−un−1

j−1 + 2un−1
j − un−1

j+1

(∆x)2
= 0

(2.42)ave
 0 ≤ θ ≤ 1/2. Lorsque θ = 0 on obtient un s
héma expli
ite, tandis que le s
hémaest impli
ite si θ 6= 0. Les 
onditions initiales sont prises en 
ompte par
u0j = u0(xj) et u1j − u0j

∆t
=

∫ xj+1/2

xj−1/2

u1(x) dx,
e qui garantit que la vitesse initiale dis
rète véri�e aussi la 
ondition (2.41). Comme
ha
une des di�éren
es �nies 
entrées qui appro
hent les dérivées se
ondes dans (2.42)est d'ordre 2, le θ-s
héma 
entré (2.42) est pré
is à l'ordre 2 en espa
e et temps.Remarquer que 
e s
héma est invariant si on 
hange le sens du temps (
e qui est
ompatible ave
 la propriété de réversibilité en temps de l'équation des ondes, vuelors de la Sous-se
tion 1.3.2).Lemme 2.3.6 Si 1/4 ≤ θ ≤ 1/2, le θ-s
héma 
entré (2.42) est in
onditionnellementstable en norme L2. Si 0 ≤ θ < 1/4, il est stable sous la 
ondition CFL
∆t

∆x
<

√

1

1− 4θ
,et instable si ∆t/∆x > 1/

√
1− 4θ.Démonstration. Comme pré
édemment on utilise l'analyse de Fourier pour obtenir

ûn+1(k)− 2ûn(k) + ûn−1(k) + α(k)
(

θûn+1(k) + (1− 2θ)ûn(k) + θûn−1(k)
)

= 0,
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α(k) = 4

(

∆t

∆x

)2

sin2(πk∆x).Il s'agit d'un s
héma à trois niveaux qu'on réé
rit
Ûn+1(k) =

(

ûn+1(k)
ûn(k)

)

=

(

2−(1−2θ)α(k)
1+θα(k) −1

1 0

)

Ûn(k) = A(k)Ûn(k),et Ûn+1(k) = A(k)nÛ1(k). Les valeurs propres (λ1, λ2) de la matri
e A(k) sont lesra
ines du polyn�me du deuxième degré
λ2 − 2− (1− 2θ)α(k)

1 + θα(k)
λ+ 1 = 0.Le dis
riminant de 
ette équation est

∆ = −α(k)(4− (1 − 4θ)α(k))

(1 + θα(k))2
.L'étude de la stabilité du s
héma est i
i très déli
ate 
ar A(k) n'est pas une matri
enormale et ‖A(k)n‖2 6= ρ(A(k))n où ρ(A(k)) = max(|λ1|, |λ2|) est le rayon spe
tralde A(k). On se 
ontente don
 de véri�er la 
ondition né
essaire de stabilité de VonNeumann, ρ(A(k)) ≤ 1 (voir la Remarque 2.2.24), et on renvoie à l'Exer
i
e 2.3.11pour une 
ondition su�sante. Si ∆t/∆x > 1/

√
1− 4θ, un 
hoix judi
ieux de k (tel que

sin2(πk∆x) ≈ 1) 
onduit à ∆ > 0, et dans 
e 
as les deux ra
ines λ1 et λ2 sont réelles,de produit égal à 1. L'une des deux est for
ément stri
tement plus grande que 1 envaleur absolue, ρ(A(k)) > 1, et le s
héma est don
 instable. Si ∆t/∆x < 1/
√
1− 4θ,alors ∆ ≤ 0 pour tout k, et les deux ra
ines sont 
omplexes 
onjuguées de moduleégal à 1. Par 
onséquent, ρ(A(k)) = 1 et la 
ondition de stabilité de Von Neumannest satisfaite. �Exer
i
e 2.3.11 Finir la démonstration du Lemme 2.3.6 en 
al
ulant A(k)n, et montrerla stabilité du s
héma sous 
ondition CFL grâ
e à (2.41).Exer
i
e 2.3.12 On 
onsidère le 
as limite du Lemme 2.3.6, 
'est-à-dire ∆t/∆x =

1/
√
1− 4θ ave
 0 ≤ θ < 1/4. Montrer que le θ-s
héma 
entré (2.42) est instable dans 
e
as en véri�ant que unj = (−1)n+j(2n− 1) est une solution (remarquez qu'il s'agit d'uneinstabilité �faible� puisque la 
roissan
e de un est linéaire et non exponentielle).Nous illustrons 
es s
hémas par la Figure 2.6 sur laquelle sont représentées lesrésultats obtenus ave
 le s
héma 
entré expli
ite et le θ-s
héma impli
ite (pour θ =

0.25). Les 
al
uls sont e�e
tués sur un intervalle de longueur 1 ave
 des 
onditionsaux limites de périodi
ité, un pas d'espa
e ∆x = 0.01, un pas de temps ∆t = 0.9∗∆x,et un temps �nal T = 5. La 
onditions initiale u0 est un sinus, tandis que u1 est nulle.
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ondes.eps

Figure 2.6 � S
hémas pour l'équation des ondes.Nous avons vu lors de l'Exer
i
e 1.3.4 que l'équation des ondes (2.40) véri�e unepropriété de 
onservation de l'énergie, 
'est-à-dire que, pour tout t > 0,
E(t) = E(0) ave
 E(t) =

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x)

∣

∣

∣

∣

2

dx.Il est souvent désirable qu'un s
héma numérique véri�e (exa
tement ou approxima-tivement) une version dis
rète de 
ette 
onservation de l'énergie. Pour le θ-s
héma onintroduit l'énergie dis
rète
En+1 =

N
∑

j=0

(

un+1
j − unj

∆t

)2

+ a∆x(u
n+1, un) + θa∆x(u

n+1 − un, un+1 − un)ave

a∆x(u, v) =

N
∑

j=0

(

uj+1 − uj
∆x

)(

vj+1 − vj
∆x

)

.Clairement, En+1 est une approximation, à O(∆x + ∆t) près, de l'énergie exa
te
E(tn+1). Nous laissons au le
teur le soin de démontrer une propriété de 
onservationde l'énergie dis
rète.Exer
i
e 2.3.13 Montrer que le θ-s
héma 
entré (2.42) 
onserve l'énergie dis
rète,
'est-à-dire que En = E0 pour tout n ≥ 0.
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hémas pour l'équation des ondes est de 
ommen
erpar réé
rire (2.40) 
omme un système d'équations du premier ordre. Introduisant
v = ∂u

∂t et w = ∂u
∂x , (2.40) est équivalent à



































∂

∂t

(

v
w

)

=

(

0 1
1 0

)

∂

∂x

(

v
w

) pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+
∗

v(t, x+ 1) = v(t, x), w(t, x + 1) = w(t, x) pour (x, t) ∈ (0, 1)× R+
∗

w(t = 0, x) =
∂u0
∂x

(x) pour x ∈ (0, 1)

v(t = 0, x) = u1(x) pour x ∈ (0, 1).

(2.43)On peut donner une interprétation physique ou mé
anique de 
es nouvelles variables.Si u modélise un dépla
ement (
elui de la 
orde vibrante, par exemple), alors v estune vitesse et w est une déformation. Le système de deux équations (2.43) apparaît
omme une généralisation de l'équation d'adve
tion. On peut ainsi dé�nir un s
hémade type Lax-Friedri
hs
1

2∆t

(

2vn+1
j − vnj+1 − vnj−1

2wn+1
j − wn

j+1 − wn
j−1

)

− 1

2∆x

(

0 1
1 0

)(

vnj+1 − vnj−1

wn
j+1 − wn

j−1

)

= 0, (2.44)ou bien un s
héma de type Lax-Wendro�
1

∆t

(

vn+1
j − vnj

wn+1
j − wn

j

)

− 1

2∆x

(

0 1
1 0

)(

vnj+1 − vnj−1

wn
j+1 − wn

j−1

) (2.45)
+

∆t

2(∆x)2

(

0 1
1 0

)2( −vnj−1 + 2vnj − vnj+1

−wn
j−1 + 2wn

j − wn
j+1

)

= 0.Exer
i
e 2.3.14 Montrer que le s
héma de Lax-Friedri
hs (2.44) est stable en norme
L2 sous la 
ondition CFL ∆t ≤ ∆x, et qu'il est pré
is à l'ordre 1 en espa
e et temps sile rapport ∆t/∆x est gardé 
onstant lorsque ∆t et ∆x tendent vers zéro.Exer
i
e 2.3.15 Montrer que le s
héma de Lax-Wendro� (2.45) est stable en norme
L2 sous la 
ondition CFL ∆t ≤ ∆x, et qu'il est pré
is à l'ordre 2 en espa
e et temps.Comme pour l'équation d'adve
tion, une idée fondamentale pour obtenir de �bons�s
hémas est le dé
entrement amont. Cependant, i
i il s'agit d'un système de deuxéquations et il n'est pas 
lair de savoir quelle est la vitesse qui permet de savoir dansquel sens dé
entrer. En fait, il su�t de diagonaliser la matri
e

J =

(

0 1
1 0

)pour obtenir deux équations d'adve
tion dé
ouplées qui sont dé
entrées indépendem-ment et di�éremment l'une de l'autre. Ce sont don
 les valeurs propres de la matri
e
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J (1 et −1 en l'o

urren
e) qui jouent le r�le de la vitesse, et on dé
entre 
omposantepar 
omposante dans la dé
omposition sur une base de ve
teurs propres de 
ette ma-tri
e. Ce type de s
héma est systématiquement utilisé pour les systèmes hyperboliqueset, en parti
ulier, pour la dynamique des gaz (voir [19℄ auquel nous renvoyons pourplus de détails).
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Chapitre 3FORMULATIONVARIATIONNELLE DESPROBLÈMES ELLIPTIQUES3.1 Généralités3.1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous nous intéressons à l'analyse mathématique des équationsaux dérivées partielles de type elliptique (voir la Dé�nition 1.5.5). En règlegénérale 
es équations elliptiques 
orrespondent à des modèles physiques station-naires, 
'est-à-dire indépendants du temps. Nous allons montrer que les problèmesaux limites sont bien posés pour 
es e.d.p. elliptiques, 
'est-à-dire qu'elles admettentune solution, unique, et dépendant 
ontinûment des données. L'appro
he que nous al-lons suivre est appelée appro
he variationnelle. Disons tout de suite que l'intérêtde 
ette appro
he dépasse, et de loin, le 
adre des e.d.p. elliptiques et même le 
adred'analyse mathématique �pure� auquel nous nous restreignons pour l'instant. En ef-fet, nous reprendrons 
ette appro
he variationnelle pour les problèmes d'évolution entemps (e.d.p. de type parabolique ou hyperbolique), et elle sera 
ru
iale pour 
om-prendre la méthode numérique des éléments �nis que nous développerons au Chapitre6. Par ailleurs, 
ette appro
he admet une interprétation physique ou mé
anique trèsnaturelle. Autant dire que le le
teur ne peut pas faire l'é
onomie de la présentationqui suit de 
ette appro
he variationnelle !Au 
ours de 
e 
hapitre et des suivants, l'exemple prototype d'équation auxdérivées partielles de type elliptique sera le Lapla
ien pour lequel nous étudieronsle problème aux limites suivant
{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (3.1)65
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66 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLEoù nous imposons des 
onditions aux limites de Diri
hlet (nous renvoyons à la Sous-se
tion 1.3.3 pour une présentation de 
e modèle). Dans (3.1), Ω est un ouvert del'espa
e RN , ∂Ω est son bord (ou frontière), f est un se
ond membre (une donnée duproblème), et u est l'in
onnue. Bien sûr, nous donnerons au Chapitre 5 de nombreuxautres exemples d'équations aux dérivées partielles de type elliptique qui peuvents'étudier grâ
e à l'appro
he variationnelle.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Dans la Se
tion 3.2 nous rappelons quelquesformules d'intégration par parties, dites formules de Green, puis nous dé�nissons 
equ'est une formulation variationnelle. La Se
tion 3.3 est 
onsa
rée au théorèmede Lax-Milgram qui sera l'outil essentiel permettant de démontrer des résultatsd'existen
e et d'uni
ité de solutions de formulation variationnelle. Nous verrons quepour pouvoir appliquer 
e théorème il est inélu
table de devoir abandonner l'espa
e
C1(Ω) des fon
tions 
ontinûment di�érentiables au pro�t de sa �généralisation�, l'es-pa
e de Sobolev H1(Ω).Con
luons 
ette introdu
tion en mentionnant l'existen
e d'autres méthodes derésolution des équations aux dérivées partielles mais qui sont moins puissantes ouplus 
ompliquées que l'appro
he variationnelle (nous renvoyons à l'en
y
lopédie [18℄le le
teur 
urieux... et 
ourageux).3.1.2 Formulation 
lassiqueLa formulation �
lassique� de (3.1), qui pourrait paraître �naturelle� à premièrevue, est de supposer su�samment de régularité pour la solution u a�n que les équa-tions de (3.1) aient un sens en tout point de Ω ou de ∂Ω. Rappelons tout d'abordquelques notations d'espa
es de fon
tions régulières.Dé�nition 3.1.1 Soit Ω un ouvert de RN , Ω sa fermeture. On note C(Ω) (respe
-tivement, C(Ω)) l'espa
e des fon
tions 
ontinues dans Ω (respe
tivement, dans Ω).Soit un entier k ≥ 0. On note Ck(Ω) (respe
tivement, Ck(Ω)) l'espa
e des fon
tions
k fois 
ontinûment dérivables dans Ω (respe
tivement, dans Ω).Une solution 
lassique (on parle aussi de solution forte) de (3.1) est unesolution u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), 
e qui implique que le se
ond membre f doit appartenirà C(Ω). Cette formulation 
lassique pose malheureusement un 
ertain nombre deproblèmes ! Sans rentrer dans le détail, signalons que, sous la seule hypothèse f ∈
C(Ω), il n'existe en général pas de solution de 
lasse C2 pour (3.1) si la dimensiond'espa
e est plus grande que deux (N ≥ 2). En fait, il existe bien une solution, 
ommenous le verrons plus loin, mais elle n'est pas de 
lasse C2 (elle est un peu moinsrégulière sauf si la donnée f est plus régulière que C(Ω)). Le 
as de la dimension und'espa
e (N = 1) est parti
ulier puisqu'il est fa
ile de trouver des solutions 
lassiques(voir l'Exer
i
e 3.1.1), mais nous verrons néanmoins que, même dans 
e 
as favorable,
ette formulation 
lassique est peu 
ommode.Dans la suite, pour étudier (3.1), nous rempla
erons sa formulation 
lassique parune formulation, dite variationnelle, beau
oup plus avantageuse.
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3.1. GÉNÉRALITÉS 673.1.3 Le 
as de la dimension un d'espa
eEn une dimension d'espa
e (N = 1), si Ω = (0, 1), le problème aux limites (3.1)devient






−d
2u

dx2
= f pour 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0.
(3.2)Ce problème est tellement simple qu'il admet une solution expli
ite !Exer
i
e 3.1.1 Si f est une fon
tion 
ontinue sur [0, 1], montrer que (3.2) a une solutionunique dans C2([0, 1]) donnée par la formule

u(x) = x

∫ 1

0

f(s)(1− s)ds−
∫ x

0

f(s)(x− s)ds pour x ∈ [0, 1]. (3.3)Pour le reste de 
ette sous-se
tion nous allons oublier la formule expli
ite (3.3) quin'a pas toujours d'équivalent pour des problèmes plus 
ompliqués.En une dimension d'espa
e, l'appellation �équation aux dérivées partielles� perd desa justesse puisque, 
omme il n'y a plus qu'une seule variable, on peut plus simplementparler �d'équation di�érentielle ordinaire�. Cependant, l'équation (3.2) n'est pas uneéquation di�érentielle �usuelle� au sens où la solution doit satisfaire des 
onditions �auxdeux bouts� plut�t qu'une 
ondition initiale en une seule extrémité de l'intervalle [0, 1].C'est là pré
isément la di�éren
e entre un problème aux limites (ave
 des 
onditions�aux deux bouts�) et un problème de Cau
hy (ave
 une 
ondition initiale en �un seulbout�).Il est intéressant 
ependant de voir pourquoi, même en dimension un, les méthodes
lassiques d'équations di�érentielles ordinaires ne sont pas très 
ommodes pour étudier(3.2) (et sont totalement inopérantes en dimension supérieure). Pour un paramètre
m ∈ R, on 
onsidère le problème de Cau
hy pour le Lapla
ien ave
 donnée initiale en0







−d
2u

dx2
= f pour 0 < x < 1

u(0) = 0, du
dx (0) = m.

(3.4)De façon évidente il existe une unique solution de (3.4) : il su�t d'intégrer 
etteéquation linéaire (ou plus généralement d'utiliser le théorème d'existen
e de Cau
hy-Lips
hitz). Il n'est pas du tout 
lair, par 
ontre, que la solution de (3.4) 
oïn
ideave
 
elle de (3.2) (si elle existe). La question qui se pose est de savoir s'il existeun paramètre m tel que la solution de (3.4) véri�e aussi u(1) = 0 et soit don
 unesolution de (3.2). C'est le prin
ipe de la méthode du tir qui permet de résoudre,aussi bien d'un point de vue théorique que numérique, le problème aux limites (3.2).Itérativement, on prédit une valeur de m (on tire du point 0), on intègre le problèmede Cau
hy (3.4) (on 
al
ule la traje
toire du tir), puis selon le résultat u(1) on 
orrigela valeur de m. En pratique 
'est une méthode peu e�
a
e qui a l'in
onvénient majeurde ne pas se généraliser en dimension supérieure.
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68 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLELa 
on
lusion est qu'il faut des méthodes propres aux problèmes aux limites quin'ont rien à voir ave
 
elles atta
hées aux problèmes de Cau
hy.3.2 Appro
he variationnelleLe prin
ipe de l'appro
he variationnelle pour la résolution des équations auxdérivées partielles est de rempla
er l'équation par une formulation équivalente, ditevariationnelle, obtenue en intégrant l'équation multipliée par une fon
tion quel-
onque, dite test. Comme il est né
essaire de pro
éder à des intégrations par partiesdans l'établissement de la formulation variationnelle, nous 
ommençons par donnerquelques résultats essentiels à 
e sujet.3.2.1 Formules de GreenDans toute 
ette sous-se
tion Ω est un ouvert de l'espa
e RN (borné ou non),dont le bord (ou la frontière) est noté ∂Ω. Nous supposons aussi que Ω est un ouvertrégulier de 
lasse C1. La dé�nition pré
ise d'un ouvert régulier est donné plus basdans la Dé�nition 3.2.5, mais sa 
onnaissan
e n'est absolument pas né
essaire pourla bonne 
ompréhension de la suite de 
e 
ours. Il su�t juste de savoir qu'un ouvertrégulier est grosso modo un ouvert dont le bord est une hypersurfa
e (une variété dedimension N −1) régulière, et que 
et ouvert est lo
alement situé d'un seul 
oté de safrontière. On dé�nit alors la normale extérieure au bord ∂Ω 
omme étant le ve
teurunité n = (ni)1≤i≤N normal en tout point au plan tangent de Ω et pointant versl'extérieur de Ω (voir la Figure 1.1). Dans Ω ⊂ RN on note dx la mesure volumique,ou mesure de Lebesgue de dimension N . Sur ∂Ω, on note ds la mesure surfa
ique,ou mesure de Lebesgue de dimension N − 1 sur la variété ∂Ω. Le résultat prin
ipalde 
ette sous-se
tion est le théorème suivant que nous admettrons (voir le théorème7.6.2 dans [28℄ pour une démonstration qui fait appel à des arguments de géométriedi�érentielle, ou le théorème 5.4.9 dans [7℄).Théorème 3.2.1 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert régulier de 
lasse C1. Soit
w une fon
tion de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elle véri�e la formulede Green

∫

Ω

∂w

∂xi
(x) dx =

∫

∂Ω

w(x)ni(x) ds, (3.5)où ni est la i-ème 
omposante de la normale extérieure unité de Ω.Remarque 3.2.2 Dire qu'une fon
tion régulière w a son support borné dans le fermé
Ω veut dire qu'elle s'annule à l'in�ni si le fermé n'est pas borné. On dit aussi que lafon
tion w a un support 
ompa
t dans Ω (attention : 
ela n'implique pas que ws'annule sur le bord ∂Ω). En parti
ulier, l'hypothèse du Théorème 3.2.1 à propos dusupport borné de la fon
tion w dans Ω est inutile si l'ouvert Ω est borné. Si Ω n'estpas borné, 
ette hypothèse assure que les intégrales dans (3.5) sont �nies. •
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ωi−1

ω0

y′

Q

φi

ωi

Ω

ωi+1

yN

∂Ω

Q+

Figure 3.1 � Dé�nition de la régularité d'un ouvert.Le Théorème 3.2.1 a de nombreux 
orollaires qui sont tous des 
onséquen
es im-médiates de la formule de Green (3.5). Le le
teur qui voudra é
onomiser sa mémoirene retiendra don
 que la formule de Green (3.5) !Corollaire 3.2.3 (Formule d'intégration par parties) Soit Ω un ouvert régulierde 
lasse C1. Soit u et v deux fon
tions de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω.Alors elles véri�ent la formule d'intégration par parties
∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x) dx = −

∫

Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x) dx +

∫

∂Ω

u(x)v(x)ni(x) ds. (3.6)Démonstration. Il su�t de prendre w = uv dans le Théorème 3.2.1. �Corollaire 3.2.4 Soit Ω un ouvert régulier de 
lasse C1. Soit u une fon
tion de C2(Ω)et v une fon
tion de C1(Ω), toutes deux à support borné dans le fermé Ω. Alors ellesvéri�ent la formule d'intégration par parties
∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx +

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) ds, (3.7)où ∇u =

(

∂u
∂xi

)

1≤i≤N
est le ve
teur gradient de u, et ∂u

∂n = ∇u · n.Démonstration. On applique le Corollaire 3.2.3 à v et ∂u
∂xi

et on somme en i. �Dé�nition 3.2.5 On dit qu'un ouvert Ω de RN est régulier de 
lasse Ck (ave
 unentier k ≥ 1) s'il existe un nombre �ni d'ouverts (ωi)0≤i≤I tels que
ω0 ⊂ Ω, Ω ⊂ ∪Ii=0ωi, ∂Ω ⊂ ∪Ii=1ωi,
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70 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLEet que, pour 
haque i ∈ {1, ..., I} (voir la Figure 3.1), il existe une appli
ation bije
tive
φi de 
lasse Ck, de ωi dans l'ensemble

Q =
{

y = (y′, yN) ∈ RN−1 × R, |y′| < 1, |yN | < 1
}

,dont l'inverse est aussi de 
lasse Ck, et telle que
φi(ωi ∩ Ω) = Q ∩

{

y = (y′, yN) ∈ RN−1 × R, yN > 0
}

= Q+,
φi(ωi ∩ ∂Ω) = Q ∩

{

y = (y′, yN ) ∈ RN−1 × R, yN = 0
}

.

Ω ΩFigure 3.2 � Deux exemples d'ouvert non régulier : ouvert �ssuré à gau
he, ouvertave
 un point de rebroussement à droite.Remarque 3.2.6 Bien que la Figure 3.1 représente un ouvert régulier qui est borné,la Dé�nition 3.2.5 s'applique aussi à des ouverts non bornés. La Dé�nition 3.2.5 n'ex-
lut pas seulement les ouverts dont le bord n'est pas une surfa
e régulière, maiselle ex
lut aussi les ouverts qui ne sont pas lo
alement situé d'un seul 
oté de leurfrontière. La Figure 3.2 
ontient deux exemples typiques d'ouvert non régulier quiprésentent une singularité irrémédiable, soit le long de la �ssure, soit en un point derebroussement. Ces exemples ne sont pas des �inventions mathématiques� : l'ouvert�ssuré est typiquement utilisé pour étudier les problèmes de �ssures en mé
aniquedes stru
tures. On peut néanmoins généraliser un peu la 
lasse des ouverts réguliersaux ouverts �réguliers par mor
eaux�, à 
ondition que 
es mor
eaux de frontières se�re
ollent� en formant des angles di�érents de 0 (
as d'un point de rebroussement) oude 2π (
as d'une �ssure). Tous 
es détails dépassent largement le 
adre de 
e 
ours,et nous renvoyons le le
teur à la Remarque 4.3.7 pour une autre expli
ation sur 
esproblèmes de régularité. •Exer
i
e 3.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes
∫

Ω

divσ(x)φ(x) dx = −
∫

Ω

σ(x) · ∇φ(x) dx +

∫

∂Ω

σ(x) · n(x)φ(x) ds,où φ est une fon
tion s
alaire de C1(Ω) et σ une fon
tion à valeurs ve
torielles de C1(Ω),à supports bornés dans le fermé Ω.
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3.2. APPROCHE VARIATIONNELLE 71Exer
i
e 3.2.2 En dimension N = 3 on dé�nit le rotationnel d'une fon
tion de Ω dans
R3, φ = (φ1, φ2, φ3), 
omme la fon
tion de Ω dans R3 dé�nie par

rotφ =

(

∂φ3
∂x2
− ∂φ2
∂x3

,
∂φ1
∂x3
− ∂φ3
∂x1

,
∂φ2
∂x1
− ∂φ1
∂x2

)

.Pour φ et ψ, fon
tions à valeurs ve
torielles de C1(Ω), à supports bornés dans le fermé
Ω, déduire de la formule de Green (3.5)

∫

Ω

rotφ · ψ dx −
∫

Ω

φ · rotψ dx = −
∫

∂Ω

(φ× n) · ψ ds.3.2.2 Formulation variationnellePour simpli�er la présentation, nous supposons que l'ouvert Ω est borné et régulier,et que le se
ond membre f de (3.1) est 
ontinu sur Ω. Le résultat prin
ipal de 
ettesous-se
tion est la proposition suivante.Proposition 3.2.7 Soit u une fon
tion de C2(Ω). Soit X l'espa
e dé�ni par
X =

{

φ ∈ C1(Ω) tel que φ = 0 sur ∂Ω} .Alors u est une solution du problème aux limites (3.1) si et seulement si u appartientà X et véri�e l'égalité
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x)v(x) dx pour toute fon
tion v ∈ X. (3.8)L'égalité (3.8) est appelée la formulation variationnelle du problème aux limites(3.1).Remarque 3.2.8 Un intérêt immédiat de la formulation variationnelle (3.8) estqu'elle a un sens si la solution u est seulement une fon
tion de C1(Ω), 
ontraire-ment à la formulation �
lassique� (3.1) qui requiert que u appartienne à C2(Ω). Onpressent don
 déjà qu'il est plus simple de résoudre (3.8) que (3.1) puisqu'on est moinsexigeant sur la régularité de la solution.Dans la formulation variationnelle (3.8), la fon
tion v est appelée fon
tion test.La formulation variationnelle est aussi parfois appelée formulation faible du problèmeaux limites (3.1). En mé
anique, la formulation variationnelle est 
onnue sous le nomde �prin
ipe des travaux virtuels�. En physique, on parle aussi d'équation de bilan oude formule de ré
ipro
ité.Lorsqu'on prend v = u dans (3.8), on obtient 
e qu'il est 
onvenu d'appeler uneégalité d'énergie, qui exprime généralement l'égalité entre une énergie sto
kée dansle domaine Ω (le terme de gau
he de (3.8)) et une énergie potentielle asso
iée à f (leterme de droite de (3.8)). •
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72 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLEDémonstration. Si u est solution du problème aux limites (3.1), on multiplie l'équa-tion par v ∈ X et on utilise la formule d'intégration par parties du Corollaire 3.2.4
∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx +

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) ds.Or v = 0 sur ∂Ω puisque v ∈ X , don


∫

Ω

f(x)v(x) dx =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx,qui n'est rien d'autre que la formule (3.8). Ré
iproquement, si u ∈ X véri�e (3.8), enutilisant �à l'envers� la formule d'intégration par parties pré
édente on obtient
∫

Ω

(

∆u(x) + f(x)
)

v(x) dx = 0 pour toute fon
tion v ∈ X.Comme (∆u + f) est une fon
tion 
ontinue, grâ
e au Lemme 3.2.9 on 
on
lut que
−∆u(x) = f(x) pour tout x ∈ Ω. Par ailleurs, 
omme u ∈ X , on retrouve la 
onditionaux limites u = 0 sur ∂Ω, 
'est-à-dire que u est solution du problème aux limites (3.1).
�Lemme 3.2.9 Soit Ω un ouvert de RN . Soit g(x) une fon
tion 
ontinue dans Ω. Sipour toute fon
tion φ de C∞(Ω) à support 
ompa
t dans Ω, on a

∫

Ω

g(x)φ(x) dx = 0,alors la fon
tion g est nulle dans Ω.Démonstration. Supposons qu'il existe un point x0 ∈ Ω tel que g(x0) 6= 0. Sans pertede généralité, on peut supposer que g(x0) > 0 (sinon on prend −g). Par 
ontinuité, ilexiste un petit voisinage ouvert ω ⊂ Ω de x0 tel que g(x) > 0 pour tout x ∈ ω. Soitalors une fon
tion test positive, non nulle, φ à support in
lus dans ω. On a
∫

Ω

g(x)φ(x) dx =

∫

ω

g(x)φ(x) dx = 0,qui est une 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse sur g. Don
 g(x) = 0 pour tout x ∈ Ω. �Remarque 3.2.10 En notation 
ompa
te on peut réé
rire la formulation variation-nelle (3.8) sous la forme : trouver u ∈ X tel que
a(u, v) = L(v) pour toute fon
tion v ∈ X,ave


a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx
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3.2. APPROCHE VARIATIONNELLE 73et
L(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx,où a(·, ·) est une forme bilinéaire sur X et L(·) est une forme linéaire sur X . C'est sous
ette forme abstraite que nous résoudrons (ave
 quelques hypothèses) la formulationvariationnelle dans la pro
haine se
tion. •L'idée prin
ipale de l'appro
he variationnelle est de montrer l'existen
e et l'u-ni
ité de la solution de la formulation variationnelle (3.8), 
e qui entraînera le mêmerésultat pour l'équation (3.1) à 
ause de la Proposition 3.2.7. En e�et, nous allonsvoir qu'il existe une théorie à la fois simple et puissante pour analyser les formu-lations variationnelles. Néanmoins 
ette théorie ne fon
tionne que si l'espa
e danslequel on 
her
he la solution et dans lequel on prend les fon
tions tests (dans lesnotations pré
édentes, l'espa
e X) est un espa
e de Hilbert, 
e qui n'est pas le 
aspour X = {v ∈ C1(Ω), v = 0 sur ∂Ω} muni du produit s
alaire �naturel� pour 
eproblème. La prin
ipale di�
ulté dans l'appli
ation de l'appro
he variationnelle seradon
 qu'il faudra utiliser un autre espa
e que X , à savoir l'espa
e de Sobolev H1
0 (Ω)qui est bien un espa
e de Hilbert (voir le Chapitre 4).Exer
i
e 3.2.3 On 
onsidère le Lapla
ien ave
 
ondition aux limites de Neumann

{

−∆u = f dans Ω
∂u
∂n = 0 sur ∂Ω. (3.9)Soit u une fon
tion de C2(Ω). Montrer que u est une solution du problème aux limites(3.9) si et seulement si u appartient à C1(Ω) et véri�e l'égalité

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x)v(x) dx pour toute fon
tion v ∈ C1(Ω). (3.10)En déduire qu'une 
ondition né
essaire d'existen
e d'une solution dans C2(Ω) de (3.9)est que ∫Ω f(x)dx = 0.Exer
i
e 3.2.4 On 
onsidère l'équation des plaques






∆(∆u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
∂u
∂n = 0 sur ∂Ω (3.11)On note X l'espa
e des fon
tions v de C2(Ω) telles que v et ∂v

∂n s'annulent sur ∂Ω. Soit
u une fon
tion de C4(Ω). Montrer que u est une solution du problème aux limites (3.11)si et seulement si u appartient à X et véri�e l'égalité

∫

Ω

∆u(x)∆v(x) dx =

∫

Ω

f(x)v(x) dx pour toute fon
tion v ∈ X. (3.12)
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74 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLE3.3 Théorie de Lax-Milgram3.3.1 Cadre abstraitNous dé
rivons une théorie abstraite pour obtenir l'existen
e et l'uni
ité de lasolution d'une formulation variationnelle dans un espa
e de Hilbert. On note V unespa
e de Hilbert réel de produit s
alaire 〈, 〉 et de norme ‖ ‖. Suivant la Remarque3.2.10 nous 
onsidérons une formulation variationnelle du type :trouver u ∈ V tel que a(u, v) = L(v) pour toute fon
tion v ∈ V. (3.13)Les hypothèses sur a et L sont1. L(·) est une forme linéaire 
ontinue sur V , 
'est-à-dire que v → L(v) est linéairede V dans R et il existe C > 0 tel que
|L(v)| ≤ C‖v‖ pour tout v ∈ V ;2. a(·, ·) est une forme bilinéaire sur V , 
'est-à-dire que w → a(w, v) est une formelinéaire de V dans R pour tout v ∈ V , et v → a(w, v) est une forme linéaire de

V dans R pour tout w ∈ V ;3. a(·, ·) est 
ontinue, 
'est-à-dire qu'il existe M > 0 tel que
|a(w, v)| ≤M‖w‖ ‖v‖ pour tout w, v ∈ V ; (3.14)4. a(·, ·) est 
oer
ive (ou elliptique), 
'est-à-dire qu'il existe ν > 0 tel que

a(v, v) ≥ ν‖v‖2 pour tout v ∈ V. (3.15)Comme nous le verrons au 
ours de 
ette sous-se
tion, toutes les hypothèses 
i-dessussont né
essaires pour pouvoir résoudre (3.13). En parti
ulier, la 
oer
ivité de a(·, ·)est essentielle.Théorème 3.3.1 (Lax-Milgram) Soit V un espa
e de Hilbert réel, L(·) une formelinéaire 
ontinue sur V , a(·, ·) une forme bilinéaire 
ontinue 
oer
ive sur V . Alors laformulation variationnelle (3.13) admet une unique solution. De plus 
ette solutiondépend 
ontinûment de la forme linéaire L.Démonstration. Pour tout w ∈ V , l'appli
ation v → a(w, v) et une forme linéaire
ontinue sur V : par 
onséquent, le Théorème 12.1.18 de représentation de Rieszentraîne qu'il existe un élément de V , noté A(w), tel que
a(w, v) = 〈A(w), v〉 pour tout v ∈ V.Par ailleurs, la bilinéarité de a(w, v) implique évidemment la linéarité de l'appli
ation

w → A(w). De plus, en prenant v = A(w), la 
ontinuité (3.14) de a(w, v) montre que
‖A(w)‖2 = a(w,A(w)) ≤M‖w‖‖A(w)‖,
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3.3. THÉORIE DE LAX-MILGRAM 75
'est-à-dire que ‖A(w)‖ ≤M‖w‖ et don
 w → A(w) est 
ontinue. Une autre appli
a-tion du Théorème 12.1.18 de représentation de Riesz implique qu'il existe un élémentde V , noté f , tel que ‖f‖V = ‖L‖V ′ et
L(v) = 〈f, v〉 pour tout v ∈ V.Finalement, le problème variationnel (3.13) est équivalent à :trouver u ∈ V tel que A(u) = f. (3.16)Pour démontrer le théorème il nous faut don
 montrer que l'opérateur A est bije
tif de

V dans V (
e qui implique l'existen
e et l'uni
ité de u) et que son inverse est 
ontinu(
e qui prouve la dépendan
e 
ontinue de u par rapport à L).La 
oer
ivité (3.15) de a(w, v) montre que
ν‖w‖2 ≤ a(w,w) = 〈A(w), w〉 ≤ ‖A(w)‖‖w‖,
e qui donne

ν‖w‖ ≤ ‖A(w)‖ pour tout w ∈ V, (3.17)
'est-à-dire que A est inje
tif. Pour montrer que A est surje
tif, 
'est-à-dire que
Im(A) = V (
e qui n'est pas évident si V est de dimension in�nie), il su�t de montrerque Im(A) est fermé dans V et que Im(A)⊥ = {0}. En e�et, dans 
e 
as on voit que
V = {0}⊥ = ( Im(A)⊥)⊥ = Im(A) = Im(A), 
e qui prouve bien que A est surje
tif.Soit A(wn) une suite dans Im(A) qui 
onverge vers b dans V . En vertu de (3.17) ona

ν‖wn − wp‖ ≤ ‖A(wn)−A(wp)‖qui tend vers zéro quand n et p tendent vers l'in�ni. Don
 wn est une suite de Cau
hydans l'espa
e de Hilbert V , 
'est-à-dire qu'elle 
onverge vers une limite w ∈ V . Alors,par 
ontinuité de A on en déduit que A(wn) 
onverge vers A(w) = b, 
'est-à-dire que
b ∈ Im(A) et Im(A) est don
 fermé. D'autre part, soit v ∈ Im(A)⊥ ; la 
oer
ivité(3.15) de a(w, v) implique que

ν‖v‖2 ≤ a(v, v) = 〈A(v), v〉 = 0,
'est-à-dire que v = 0 et Im(A)⊥ = {0}, 
e qui prouve que A est bije
tif. Soit A−1son inverse : l'inégalité (3.17) ave
 w = A−1(v) prouve que A−1 est 
ontinu, don
 lasolution u dépend 
ontinûment de f . �Remarque 3.3.2 Si l'espa
e de Hilbert V est de dimension �nie (
e qui n'est 
epen-dant jamais le 
as pour les appli
ations que nous visons), la démonstration duThéorème 3.3.1 de Lax-Milgram se simpli�e 
onsidérablement. En e�et, en dimen-sion �nie toutes les appli
ations linéaires sont 
ontinues et l'inje
tivité (3.17) de A estéquivalent à son inversibilité. On voit bien dans 
e 
as (
omme dans le 
as général)que l'hypothèse de 
oer
ivité de la forme bilinéaire a(w, v) est essentielle puisque 
'estelle qui donne l'inje
tivité de A. Remarquons pour �nir que, si V = RN , une formula-tion variationnelle n'est que l'é
riture, 〈Au, v〉 = 〈f, v〉 pour tout v ∈ RN , d'un simplesystème linéaire Au = f . •
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76 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLERemarque 3.3.3 Une autre démonstration (un peu moins te
hnique mais qui 
am-ou�e un peu les arguments essentiels) du Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram est la suiv-ante. On démarre 
omme pré
édemment jusqu'à la formulation (3.16) du problème.Pour montrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution u de (3.16), on introduit une ap-pli
ation a�ne T de V dans V , dé�nie par
T (w) = w − µ

(

A(w) − f
) ave
 µ =

ν

M2
,dont on va montrer qu'elle est stri
tement 
ontra
tante, 
e qui prouve l'existen
e etl'uni
ité de u ∈ V tel que T (u) = u (d'où le résultat). En e�et, on a

‖T (v)− T (w)‖2 = ‖v − w − µA(v − w)‖2
= ‖v − w‖2 − 2µ〈A(v − w), v − w〉+ µ2‖A(v − w)‖2
= ‖v − w‖2 − 2µa(v − w, v − w) + µ2‖A(v − w)‖2
≤ (1− 2µν + µ2M2)‖v − w‖2
≤ (1− ν2/M2)‖v − w‖2.

•Une formulation variationnelle possède souvent une interprétation physique, enparti
ulier si la forme bilinéaire est symétrique. En e�et dans 
e 
as, la solution de laformulation variationnelle (3.13) réalise le minimum d'une énergie (très naturelleen physique ou en mé
anique).Proposition 3.3.4 On se pla
e sous les hypothèses du Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram. On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(w, v) = a(v, w)pour tout v, w ∈ V . Soit J(v) l'énergie dé�nie pour v ∈ V par
J(v) =

1

2
a(v, v)− L(v). (3.18)Soit u ∈ V la solution unique de la formulation variationnelle (3.13). Alors u estaussi l'unique point de minimum de l'énergie, 
'est-à-dire que

J(u) = min
v∈V

J(v).Ré
iproquement, si u ∈ V est un point de minimum de l'énergie J(v), alors u est lasolution unique de la formulation variationnelle (3.13).Démonstration. Si u est solution de la formulation variationnelle (3.13), ondéveloppe (grâ
e à la symétrie de a)
J(u+ v) = J(u) +

1

2
a(v, v) + a(u, v)− L(v) = J(u) +

1

2
a(v, v) ≥ J(u).
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3.3. THÉORIE DE LAX-MILGRAM 77Comme u + v est quel
onque dans V , u minimise bien l'énergie J dans V . Ré
ipro-quement, soit u ∈ V tel que
J(u) = min

v∈V
J(v).Pour v ∈ V on dé�nit une fon
tion j(t) = J(u + tv) de R dans R (il s'agit d'unpolyn�me du deuxième degré en t). Comme t = 0 est un minimum de j, on en déduitque j′(0) = 0 qui, par un 
al
ul simple, est exa
tement la formulation variationnelle(3.13). �Remarque 3.3.5 Nous verrons plus loin au Chapitre 9 que, lorsque la forme bil-inéaire a est symétrique, il existe un autre argument que le Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram pour 
on
lure à l'existen
e et l'uni
ité d'une solution de (3.13). En e�et, ondémontrera dire
tement l'existen
e d'un unique point de minimum de l'énergie J(v).En vertu de la Proposition 3.3.4, 
ela démontre l'existen
e et l'uni
ité de la solutionde la formulation variationnelle. •3.3.2 Appli
ation au Lapla
ienEssayons d'appliquer le Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram à la formulation varia-tionnelle (3.8) du Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet. Celle-
i s'é
ritbien sous la forme (3.13) ave


a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dxet
L(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx,où 
lairement a(·, ·) est une forme bilinéaire, et L(·) une forme linéaire. L'espa
e V(noté pré
édemment X) est
V =

{

v ∈ C1(Ω), v = 0 sur ∂Ω} . (3.19)Comme produit s
alaire sur V nous 
hoisissons
〈w, v〉 =

∫

Ω

∇w(x) · ∇v(x) dx, (3.20)qui a pour norme asso
iée
‖v‖ =

(∫

Ω

|∇v(x)|2dx
)1/2

.On véri�e aisément que (3.20) dé�nit un produit s
alaire sur V : le seul point quimérite de s'y attarder est la propriété ‖v‖ = 0⇒ v = 0. En e�et, de l'égalité
∫

Ω

|∇v(x)|2dx = 0
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78 CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLEon déduit que v est une 
onstante dans Ω, et 
omme v = 0 sur ∂Ω on a bien v = 0.La motivation du 
hoix de (3.20) 
omme produit s
alaire est bien sûr le fait que laforme bilinéaire a(·, ·) est automatiquement 
oer
ive pour (3.20). On véri�e parailleurs aisément que a est 
ontinue. Pour montrer que L est 
ontinue, il faut faireappel à l'inégalité de Poin
aré du Lemme 3.3.6 : on a alors
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x)v(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
(∫

Ω

|f(x)|2dx
)1/2(∫

Ω

|v(x)|2dx
)1/2

≤ C‖v‖,où C est une 
onstante qui dépend de f mais pas de v. Don
 L est 
ontinue sur
V . Toutes les hypothèses du Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram semblent véri�ées, etpourtant il en manque une qui empê
he son appli
ation : l'espa
e V n'est pas un espa
ede Hilbert 
ar il n'est pas 
omplet pour la norme induite par (3.20) ! L'obstru
tionne vient pas tant du 
hoix du produit s
alaire que de l'exigen
e de régularité C1des fon
tions de l'espa
e V . Une façon immédiate, quoique peu expli
ite, de résoudrela di�
ulté est de rempla
er V par V , sa fermeture pour le produit s
alaire (3.20).Évidemment, on n'a fait que dépla
er la di�
ulté : à quoi peut bien ressembler l'espa
e
V ? La réponse sera apporté au Chapitre 4 : V est l'espa
e de Sobolev H1

0 (Ω) dont leséléments ne sont plus des fon
tions régulières mais seulement mesurables. Une autredi�
ulté sera de voir en quel sens la Proposition 3.2.7 (qui exprime l'équivalen
e entrele problème aux limites (3.1) et sa formulation variationnelle (3.8)) reste vrai lorsqueon rempla
e l'espa
e V par V .Nous espérons avoir ainsi 
onvain
u le le
teur du 
ara
tère naturel et in-élu
table des espa
es de Sobolev dans la résolution des formulations varia-tionnelles d'équations aux dérivées partielles elliptiques. Terminons 
e 
hapitre parun lemme te
hnique, appelé inégalité de Poin
aré, que nous avons utilisé un peu plushaut.Lemme 3.3.6 Soit Ω un ouvert de RN borné dans au moins une dire
tion de l'espa
e.Il existe une 
onstante C > 0 telle que, pour toute fon
tion v ∈ C1(Ω) qui s'annulesur le bord ∂Ω,
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇v(x)|2dx.Démonstration. L'hypothèse sur le 
ara
tère borné de Ω dit (après une éventuellerotation) que pour tout x ∈ Ω la première 
omposante x1 est bornée, −∞ < a ≤
x1 ≤ b < +∞. Soit v une fon
tion de C1(Ω) qui est nulle sur ∂Ω. On peut l'étendrepar 
ontinuité par zéro en dehors de Ω (v est alors une fon
tion 
ontinue de 
lasse C1par mor
eaux dans RN ) et é
rire, pour x ∈ Ω,

v(x) =

∫ x1

a

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN ) dt,d'où l'on déduit par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

|v(x)|2 ≤ (x1 − a)
∫ x1

a

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

dt ≤ (b− a)
∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

dt.
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3.3. THÉORIE DE LAX-MILGRAM 79Intégrant sur Ω on obtient
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ (b− a)
∫

Ω

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(t, x2, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

dt dx,et permutant les deux intégrations par rapport à t et x1, on 
on
lut
∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ (b− a)2
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂v

∂x1
(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ (b− a)2
∫

Ω

|∇v(x)|2dx.

�Exer
i
e 3.3.1 Le but de 
et exer
i
e est de montrer que l'espa
e V , dé�ni par (3.19)et muni du produit s
alaire (3.20), n'est pas 
omplet. Soit Ω la boule unité ouverte de
RN . Si N = 1, on dé�nit la suite

un(x) =







−x− 1 si − 1 < x < −n−1,
(n/2)x2 − 1 + 1/(2n) si − n−1 ≤ x ≤ n−1,
x− 1 si n−1 < x < 1.Si N = 2, pour 0 < α < 1/2, on dé�nit la suite

un(x) = | log(|x|2 + n−1)|α/2 − | log(1 + n−1)|α/2.Si N ≥ 3, pour 0 < β < (N − 2)/2, on dé�nit la suite
un(x) =

1

(|x|2 + n−1)β/2
− 1

(1 + n−1)β/2
.Montrer que la suite un est de Cau
hy dans V mais qu'elle ne 
onverge pas dans Vlorsque n tend vers l'in�ni.
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Chapitre 4ESPACES DE SOBOLEV
4.1 Introdu
tion et avertissementDans 
e 
hapitre nous dé�nissons les espa
es de Sobolev qui sont les espa
es�naturels� de fon
tions permettant de résoudre les formulations variation-nelles d'équations aux dérivées partielles. Physiquement, les espa
es de Sobolevs'interprètent 
omme des espa
es de fon
tions d'énergie �nie. Ce 
hapitre est leplus �te
hnique� de 
et ouvrage et relève en partie d'un 
ours de mathématiques�pures�. Néanmoins, il est né
essaire de bien 
onnaître les résultats 
i-dessous pouraborder la suite du 
ours, y 
ompris dans ses aspe
ts les plus numériques. En règlegénérale, il n'est pas né
essaire de 
onnaître les démonstrations de 
es résultats (saufpour les plus simples et les plus utiles). Cependant, pour la 
ommodité du le
teur eta�n d'éviter de trop fréquents renvois à d'autres ouvrages, nous avons in
lus la plu-part des démonstrations. Le le
teur intéressé, ou tout simplement 
urieux, y trouverales idées et les arguments 
lés qui lui permettront de bien 
omprendre la stru
ture etl'intérêt des espa
es de Sobolev. Insistons en
ore pour dire que 
'est l'espritdes résultats plus que la lettre des démonstrations qui est important i
i.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Comme les espa
es de Sobolev se 
onstrui-sent à partir de la notion de fon
tion mesurable et de l'espa
e L2 des fon
tions de
arrés sommables, la Se
tion 4.2 donne quelques rappels à 
e sujet. On y introduitaussi la notion de dérivation faible. La Se
tion 4.3 
ontient toutes les dé�nitions etles résultats qu'il faut absolument 
onnaître sur les espa
es de Sobolev pour suivrele reste du 
ours. La Se
tion 4.4 donne quelques résultats 
omplémentaires pour lele
teur 
urieux. En�n, la Se
tion 4.5 permet au le
teur qui 
onnaît la théorie desdistributions (qui n'est pas né
essaire i
i), de faire le lien entre espa
es de Sobolev etdistributions. A la �n du 
hapitre le Tableau 4.1 ré
apitule tous les résultatsné
essaires pour la suite. 81
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82 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEV4.2 Fon
tions de 
arré sommable et dérivation faible4.2.1 Quelques rappels d'intégrationTous les résultats de 
ette sous-se
tion sont détaillés dans le 
ours de mathéma-tiques [7℄. Soit Ω un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue. On dé�nit l'espa
e
L2(Ω) des fon
tions mesurables de 
arré sommable dans Ω. Muni du produit s
alaire

〈f, g〉 =
∫

Ω

f(x)g(x) dx,

L2(Ω) est un espa
e de Hilbert (voir le théorème 3.3.2 de [7℄). On note
‖f‖L2(Ω) =

(∫

Ω

|f(x)|2dx
)1/2la norme 
orrespondante. Rappelons que les fon
tions mesurables dans Ω sont dé�niespresque partout dans Ω : si on 
hange les valeurs d'une fon
tion mesurable f surun sous-ensemble de Ω de mesure nulle, on ne 
hange pas la fon
tion mesurable f .Autrement dit, deux fon
tions mesurables f et g seront dites égales si f(x) = g(x)presque partout dans Ω, 
'est-à-dire s'il existe E ⊂ Ω tel que la mesure de Lebesguede E est nulle et f(x) = g(x) pour tout x ∈ (Ω \ E).On note C∞

c (Ω) (ou D(Ω)) l'espa
e des fon
tions de 
lasse C∞ à support 
ompa
tdans Ω. Remarquons que l'espa
e C∞
c (Ω) n'est pas réduit à la seule fon
tion nullepartout (
e qui n'est pas évident ! Voir le 
orollaire 3.2.6 dans [7℄). Notons aussi queles fon
tions de C∞

c (Ω) s'annulent, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de Ω.Nous rappelons le résultat de densité suivant (voir le théorème 3.4.3 de [7℄)Théorème 4.2.1 L'espa
e C∞
c (Ω) est dense dans L2(Ω), 
'est-à-dire que pour tout

f ∈ L2(Ω) il existe une suite fn ∈ C∞
c (Ω) telle que

lim
n→+∞

‖f − fn‖L2(Ω) = 0.La propriété suivante généralise le Lemme 3.2.9.Corollaire 4.2.2 Soit f ∈ L2(Ω). Si pour toute fon
tion φ ∈ C∞
c (Ω) on a

∫

Ω

f(x)φ(x) dx = 0,alors f(x) = 0 presque partout dans Ω.Démonstration. Soit fn ∈ C∞
c (Ω) la suite de fon
tions régulières qui 
onverge vers

f dans L2(Ω) en vertu du Théorème 4.2.1. On a
0 = lim

n→+∞

∫

Ω

f(x)fn(x) dx =

∫

Ω

|f(x)|2dx,
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4.2. FONCTIONS DE CARRÉ SOMMABLE ET DÉRIVATION FAIBLE 83d'où l'on déduit que f(x) = 0 presque partout dans Ω. �Plus généralement, on peut dé�nir les espa
es Lp(Ω) ave
 1 ≤ p ≤ +∞. Pour 1 ≤ p <
+∞, Lp(Ω) est l'espa
e des fon
tions mesurables de puissan
e p-ème intégrable sur Ω. Munide la norme

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

, (4.1)
Lp(Ω) est un espa
e de Bana
h, 
'est-à-dire un espa
e ve
toriel normé 
omplet. Pour p = +∞,
L∞(Ω) est l'espa
e des fon
tions mesurables f essentiellement bornées sur Ω, 
'est-à-dire qu'ilexiste une 
onstante C > 0 telle que |f(x)| ≤ C presque partout dans Ω. Muni de la norme

‖f‖L∞(Ω) = inf
{

C ∈ R
+ tel que |f(x)| ≤ C p.p. dans Ω} , (4.2)

L∞(Ω) est un espa
e de Bana
h. Rappelons que, si Ω est un ouvert borné, alors Lp(Ω) ⊂
Lq(Ω) pour 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞.4.2.2 Dérivation faibleOn dé�nit tout d'abord le 
on
ept de dérivée faible dans L2(Ω). Cette notiongénéralise la dérivation usuelle (parfois appelée, par opposition, dérivation forte) etest un 
as parti
ulier de la dérivation au sens des distributions (voir [7℄ ou la Se
tion4.5 pour un bref résumé).Dé�nition 4.2.3 Soit v une fon
tion de L2(Ω). On dit que v est dérivable au sensfaible dans L2(Ω) s'il existe des fon
tions wi ∈ L2(Ω), pour i ∈ {1, ..., N}, telles que,pour toute fon
tion φ ∈ C∞

c (Ω), on a
∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫

Ω

wi(x)φ(x) dx.Chaque wi est appelée la i-ème dérivée partielle faible de v et notée désormais ∂v
∂xi

.La Dé�nition 4.2.3 a bien un sens : en parti
ulier, la notation wi =
∂v
∂xi

est univoque
ar, en vertu du Corollaire 4.2.2, les fon
tions wi sont uniques (si elles existent). Biensûr, si v est dérivable au sens usuel et que ses dérivées partielles appartiennent à
L2(Ω), alors les dérivées usuelle et faible de v 
oïn
ident (utiliser le Corollaire 3.2.3).Donnons tout de suite un 
ritère simple et pratique pour déterminer si une fon
tionest dérivable au sens faible.Lemme 4.2.4 Soit v une fon
tion de L2(Ω). S'il existe une 
onstante C > 0 telleque, pour toute fon
tion φ ∈ C∞

c (Ω) et pour tout indi
e i ∈ {1, ..., N}, on a
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖L2(Ω), (4.3)alors v est dérivable au sens faible.
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84 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVDémonstration. Soit L la forme linéaire dé�nie par
L(φ) =

∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx.A priori L(φ) n'est dé�nie que pour φ ∈ C∞

c (Ω), mais grâ
e à l'inégalité (4.3), onpeut étendre L par 
ontinuité à toutes les fon
tions de L2(Ω) 
ar C∞
c (Ω) est densedans L2(Ω) d'après le Théorème 4.2.1. En fait, l'inégalité (4.3) prouve que la formelinéaire L est 
ontinue sur L2(Ω). En vertu du Théorème 12.1.18 de représentation deRiesz, il existe une fon
tion (−wi) ∈ L2(Ω) telle que

L(φ) = −
∫

Ω

wi(x)φ(x) dx,
e qui prouve que v est dérivable au sens faible dans L2(Ω). �Exer
i
e 4.2.1 Soit Ω = (0, 1). Montrer que la fon
tion xα est dérivable au sens faibledans L2(Ω) si et seulement si α > 1/2.Exer
i
e 4.2.2 Soit Ω un ouvert borné. Montrer qu'une fon
tion 
ontinue sur Ω, et C1par mor
eaux est dérivable au sens faible dans L2(Ω).Exer
i
e 4.2.3 Soit Ω un ouvert borné. Montrer qu'une fon
tion C1 par mor
eaux maispas 
ontinue n'est pas dérivable au sens faible dans L2(Ω).On retrouve un résultat bien 
onnu pour la dérivée usuelle.Proposition 4.2.5 Soit v une fon
tion de L2(Ω) dérivable au sens faible et telleque toutes ses dérivées partielles faibles ∂v
∂xi

, pour 1 ≤ i ≤ N , sont nulles. Alors, pour
haque 
omposante 
onnexe de Ω, il existe une 
onstante C telle que v(x) = C presquepartout dans 
ette 
omposante 
onnexe.Démonstration. Pour tout ψ ∈ C∞
c (Ω), on a don


∫

Ω

v(x)
∂ψ

∂xi
(x) dx = 0. (4.4)Soit Q =] − ℓ,+ℓ[N un 
ube ouvert in
lus dans Ω (ave
 ℓ > 0), et soit θ(t) ∈

C∞
c (−ℓ,+ℓ) telle que

∫ +ℓ

−ℓ

θ(t) dt = 1.Pour toute fon
tion φ ∈ C∞
c (Q) on dé�nit

ψ(x′, xi) =
∫ xi

−ℓ

(

θ(t)

∫ +ℓ

−ℓ

φ(x′, s) ds− φ(x′, t)
)

dt,
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4.2. FONCTIONS DE CARRÉ SOMMABLE ET DÉRIVATION FAIBLE 85ave
 la notation x = (x′, xi) pour x′ ∈ RN−1 et xi ∈ R. On véri�e fa
ilement que ψappartient aussi à C∞
c (Q) et que
∂ψ

∂xi
(x′, xi) = θ(xi)

∫ +ℓ

−ℓ

φ(x′, s) ds− φ(x′, xi).Ave
 une telle fon
tion ψ l'équation (4.4) devient
∫

Q

v(x)φ(x) dx =

∫

Q

v(x)θ(xi)

(

∫ +ℓ

−ℓ

φ(x′, s) ds

)

dx′ dxi

=

∫

Q

φ(x′, s)

(

∫ +ℓ

−ℓ

v(x′, xi)θ(xi) dxi

)

dx′ dsgrâ
e au théorème de Fubini. Comme φ est quel
onque, par appli
ation du Corollaire4.2.2 on en déduit
v(x) =

∫ +ℓ

−ℓ

v(x′, s)θ(s) ds,
'est-à-dire que v ne dépend pas de xi dans Q. En répétant 
et argument pour toutesles 
omposantes xi, on obtient ainsi que v(x) est 
onstant dans Q. Comme tout 
ouplede points dans une même 
omposante 
onnexe de Ω peuvent être reliés par une 
haînede tels 
ubes (de taille variable) qui se re
oupent, on peut en 
on
lure que v(x) est
onstant dans 
haque 
omposante 
onnexe de Ω. �On peut fa
ilement généraliser la Dé�nition 4.2.3 de la dérivée faible à 
ertainsopérateurs di�érentiels qui ne font intervenir que 
ertaines 
ombinaisons de dérivéespartielles (et non pas toutes). C'est par exemple le 
as de la divergen
e d'une fon
tionà valeurs ve
torielles qui nous sera utile par la suite.Dé�nition 4.2.6 Soit σ une fon
tion de Ω dans RN dont toutes les 
omposantesappartiennent à L2(Ω) (on note σ ∈ L2(Ω)N ). On dit que σ admet une divergen
eau sens faible dans L2(Ω) s'il existe une fon
tion w ∈ L2(Ω) telle que, pour toutefon
tion φ ∈ C∞
c (Ω), on a

∫

Ω

σ(x) · ∇φ(x) dx = −
∫

Ω

w(x)φ(x) dx.La fon
tion w est appelée la divergen
e faible de σ et notée désormais divσ.La justi�
ation de la Dé�nition 4.2.6 est que, si σ est une fon
tion régulière, alorsune simple intégration par parties (voir le Corollaire 3.2.3) montre que l'on a bien
w = divσ. Une généralisation fa
ile du 
ritère de dérivation faible du Lemme 4.2.4est donnée par le résultat suivant (dont nous laissons la démonstration au le
teur enguise d'exer
i
e).
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86 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVLemme 4.2.7 Soit σ une fon
tion de L2(Ω)N . S'il existe une 
onstante C > 0 telleque, pour toute fon
tion φ ∈ C∞
c (Ω), on a

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

σ(x) · ∇φ(x) dx
∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖L2(Ω),alors σ admet une divergen
e au sens faible.Exer
i
e 4.2.4 Soit Ω un ouvert borné 
onstitué de deux ouverts Ω1 et Ω2 séparéspar une surfa
e Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2. Montrer qu'une fon
tion ve
torielle de 
lasse C1 sur
haque mor
eau Ω1 et Ω2 admet une divergen
e faible dans L2(Ω) si et seulement si sa
omposante normale est 
ontinue à travers la surfa
e Γ.Remarque 4.2.8 La notion de dérivation faible et tous les résultats de 
ette sous-se
tions'étendent aux espa
es Lp(Ω) pour 1 ≤ p ≤ +∞. Comme pour p 6= 2, l'espa
e Lp(Ω) n'estpas un espa
e de Hilbert, le 
ritère de dérivation faible (4.3) doit être rempla
é par
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖Lp′ (Ω) ave
 1

p
+

1

p′
= 1 et 1 < p ≤ +∞,et le Théorème 12.1.18 de représentation de Riesz est rempla
é par l'utilisation du dual

Lp(Ω) de Lp′(Ω) (voir [8℄). •4.3 Dé�nition et prin
ipales propriétés4.3.1 Espa
e H1(Ω)Dé�nition 4.3.1 Soit Ω un ouvert de RN . L'espa
e de Sobolev H1(Ω) est dé�ni par
H1(Ω) =

{

v ∈ L2(Ω) tel que ∀ i ∈ {1, ..., N} ∂v

∂xi
∈ L2(Ω)

}

, (4.5)où ∂v
∂xi

est la dérivée partielle faible de v au sens de la Dé�nition 4.2.3.En physique ou en mé
anique l'espa
e de Sobolev est souvent appelé espa
e d'én-ergie au sens où il est 
onstitué des fon
tions d'énergie �nie (
'est-à-dire de norme
‖u‖H1(Ω) �nie). Les fon
tions d'énergie �nie peuvent éventuellement être �singulières�
e qui a un sens physique possible (
on
entration ou explosion lo
ale de 
ertainesgrandeurs). On 
onsultera ave
 intérêt les exemples expli
ites de l'Exer
i
e 4.3.2 etdu Lemme 5.2.33.Proposition 4.3.2 Muni du produit s
alaire

〈u, v〉 =
∫

Ω

(

u(x)v(x) +∇u(x) · ∇v(x)
)

dx (4.6)
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4.3. DÉFINITION ET PRINCIPALES PROPRIÉTÉS 87et de la norme
‖u‖H1(Ω) =

(∫

Ω

(

|u(x)|2 + |∇u(x)|2
)

dx

)1/2l'espa
e de Sobolev H1(Ω) est un espa
e de Hilbert.Démonstration. Il est évident que (4.6) est bien un produit s
alaire dans H1(Ω). Ilreste don
 à montrer que H1(Ω) est 
omplet pour la norme asso
iée. Soit (un)n≥1 unesuite de Cau
hy dans H1(Ω). Par dé�nition de la norme de H1(Ω), (un)n≥1 ainsi que
(∂un

∂xi
)n≥1 pour i ∈ {1, ..., N} sont des suites de Cau
hy dans L2(Ω). Comme L2(Ω)est 
omplet, il existe des limites u et wi telles que un 
onverge vers u et ∂un

∂xi

onvergevers wi dans L2(Ω). Or, par dé�nition de la dérivée faible de un, pour toute fon
tion

φ ∈ C∞
c (Ω), on a

∫

Ω

un(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫

Ω

∂un
∂xi

(x)φ(x) dx. (4.7)Passant à la limite n→ +∞ dans (4.7), on obtient
∫

Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫

Ω

wi(x)φ(x) dx,
e qui prouve que u est dérivable au sens faible et que wi est la i-ème dérivée partiellefaible de u, ∂u
∂xi

. Don
, u appartient bien à H1(Ω) et (un)n≥1 
onverge vers u dans
H1(Ω). �Exer
i
e 4.3.1 Montrer que les fon
tions 
ontinues, C1 par mor
eaux et à supportborné dans Ω, appartiennent à H1(Ω).En dimension N ≥ 2, les fon
tions de H1(Ω) ne sont en général ni 
ontinues nibornées, 
omme le montre le 
ontre-exemple suivant.Exer
i
e 4.3.2 Soit B la boule unité ouverte de RN . Si N = 2, montrer que la fon
tion
u(x) = | log(|x|)|α appartient à H1(B) pour 0 < α < 1/2, mais n'est pas bornée auvoisinage de l'origine. Si N ≥ 3, montrer que la fon
tion u(x) = |x|−β appartient à
H1(B) pour 0 < β < (N − 2)/2, mais n'est pas bornée au voisinage de l'origine.La dimension d'espa
e N = 1 fait �ex
eption� à la non-
ontinuité des fon
tionsde H1(Ω) 
omme l'a�rme le lemme suivant où, sans perte de généralité, on prend
Ω = (0, 1).Lemme 4.3.3 Pour toute fon
tion v ∈ H1(0, 1) et pour tout x, y ∈ [0, 1], on a

v(y) = v(x) +

∫ y

x

v′(s) ds. (4.8)Plus généralement, pour tout x ∈ [0, 1], l'appli
ation v → v(x), dé�nie de H1(0, 1)dans R, est une forme linéaire 
ontinue sur H1(0, 1). En parti
ulier, toute fon
tion
v ∈ H1(0, 1) est 
ontinue sur [0, 1].
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88 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVDémonstration. Soit v ∈ H1(0, 1). On dé�nit une fon
tion w(x) sur [0, 1] par
w(x) =

∫ x

0

v′(s) ds.Cette dé�nition a un sens 
ar, par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz,
∣

∣

∣

∣

∫ x

0

v′(s) ds

∣

∣

∣

∣

≤ √x
√

∫ x

0

|v′(s)|2ds ≤
√

∫ 1

0

|v′(s)|2ds < +∞.En fait, le même raisonnement montre que la fon
tion w est 
ontinue sur [0, 1]
|w(x) − w(y)| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

y

v′(s) ds

∣

∣

∣

∣

≤
√

|x− y|
√

∫ x

y

|v′(s)|2ds ≤
√

|x− y|
√

∫ 1

0

|v′(s)|2ds.Montrons que w est dérivable au sens faible et que w′ = v′. Soit φ ∈ C∞
c (0, 1). Ennotant T le triangle T = {(x, s) ∈ R2, 0 ≤ s ≤ x ≤ 1}, on a

∫ 1

0

w(x)φ′(x) dx =

∫ 1

0

(∫ x

0

v′(s) ds

)

φ′(x) dx =

∫

T

v′(s)φ′(x) ds dx.Par appli
ation du théorème de Fubini, on a
∫

T

v′(s)φ′(x) ds dx =

∫ 1

0

(∫ 1

s

φ′(x) dx

)

v′(s) ds = −
∫ 1

0

φ(s)v′(s) ds,et par Cau
hy-S
hwarz on en déduit
∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

w(x)φ′(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖v′‖L2(0,1)‖φ‖L2(0,1).Don
, w est bien dérivable au sens faible et par dé�nition de w′ on a
−
∫ 1

0

w′(x)φ(x) dx =

∫ 1

0

w(x)φ′(x) dx = −
∫ 1

0

φ(s)v′(s) ds,pour tout φ ∈ C∞
c (0, 1), 
e qui implique que w′ = v′. Le Lemme 4.2.5 nous dit alorsque w − v est égale à une 
onstante presque partout dans (0, 1), 
e qui établit (4.8).A partir de (4.8) et en utilisant Cau
hy-S
hwarz on obtient

|v(x)| ≤ |v(y)|+
√

|y − x|
√

∫ y

x

|v′(s)|2ds ≤ |v(y)|+
√

∫ 1

0

|v′(s)|2ds,et en intégrant par rapport à y
|v(x)| ≤

∫ 1

0

|v(y)| dy +
√

∫ 1

0

|v′(s)|2ds

≤
√

∫ 1

0

|v(y)|2dy +
√

∫ 1

0

|v′(s)|2ds ≤
√
2‖v‖H1(0,1),
e qui prouve que v → v(x) est une forme linéaire 
ontinue sur H1(0, 1). �



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

4.3. DÉFINITION ET PRINCIPALES PROPRIÉTÉS 89Remarque 4.3.4 L'a�rmation que toute fon
tion de H1(0, 1) est 
ontinue peut semblerà première vue 
ontradi
toire ave
 le fait que les fon
tions de H1(0, 1), 
omme toutes lesfon
tions mesurables, ne sont dé�nies que presque partout (autrement dit, on peut 
hanger
ertaines valeurs pon
tuelles de v sans 
hanger de fon
tion dansH1(0, 1)mais en détruisant la
ontinuité de v). Pour résoudre 
et apparent paradoxe, il faut se rappeler qu'une fon
tion de
H1(0, 1) est en fait une 
lasse de fon
tions puisqu'on dé
ide d'identi�er deux fon
tions égalespresque partout (autrement dit, deux représentants d'une même 
lasse de fon
tions sontégaux presque partout). Dans 
es 
onditions, le résultat du Lemme 4.3.3 doit se 
omprendredans le sens qu'il existe un représentant de la 
lasse de fon
tions v ∈ H1(0, 1) qui est 
ontinu.
• Il est très important en pratique de savoir si les fon
tions régulières sontdenses dans l'espa
e de Sobolev H1(Ω). Cela justi�e en partie la notion d'es-pa
e de Sobolev qui apparaît ainsi très simplement 
omme l'ensemble des fon
tionsrégulières 
omplété par les limites de suites de fon
tions régulières dans la norme del'énergie ‖u‖H1(Ω). Cela permet de démontrer fa
ilement de nombreuses propriétésen les établissant d'abord sur les fon
tions régulières puis en utilisant un argumentde �densité� (voir par exemple les démonstrations des Théorèmes 4.3.13 et 4.3.15
i-dessous).Théorème 4.3.5 (de densité) Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, oubien si Ω = RN

+ , ou en
ore si Ω = RN , alors C∞
c (Ω) est dense dans H1(Ω).La démonstration du Théorème 4.3.5 (qu'on peut admettre en première le
ture) setrouve à la Se
tion 4.4. Rappelons que la notation RN

+ désigne le demi-espa
e {x ∈
RN tel que xN > 0}.Remarque 4.3.6 L'espa
e C∞

c (Ω) qui est dense dans H1(Ω) est 
onstitué des fon
-tions régulières de 
lasse C∞ à support borné (ou 
ompa
t) dans le fermé Ω. Enparti
ulier, si Ω est borné, toutes les fon
tions de C∞(Ω) ont né
essairement un sup-port borné, et don
 C∞
c (Ω) = C∞(Ω). Pré
isons que les fon
tions de C∞

c (Ω) nes'annulent pas né
essairement sur le bord de l'ouvert Ω, 
e qui di�éren
ie 
et espa
ede C∞
c (Ω) (voir la Remarque 3.2.2). Par 
ontre, si Ω n'est pas borné, les fon
tions de

C∞
c (Ω) s'annulent �à l'in�ni�. •Remarque 4.3.7 La notion de régularité d'un ouvert a été introduite dans la Déf-inition 3.2.5. Il n'est pas né
essaire de 
onnaître pré
isément 
ette dé�nition de larégularité d'un ouvert. Il su�t de savoir grosso modo que l'on demande que le bordde l'ouvert soit une surfa
e régulière et que l'on ex
lut 
ertaines �pathologies� (voir laRemarque 3.2.6). Lorsque nous énonçons un résultat sous une hypothèse de régularitéde l'ouvert, 
ette régularité est toujours né
essaire (le résultat tombe en défaut pour
ertains ouverts non réguliers, voir le 
ontre-exemple de l'Exer
i
e 4.3.3). Néanmoins,l'hypothèse de régularité suivant la Dé�nition 3.2.5 peut souvent être a�aiblie : l'ap-partenan
e à la 
lasse des fon
tions C1 peut être rempla
ée par l'appartenan
e à la
lasse des fon
tions lips
hitziennes (voir [18℄). Bien que 
es détails dépassent large-ment le 
adre de 
e 
ours, nous faisons 
ette remarque a�n que le le
teur pointilleux
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90 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVne s'insurge pas lorsque nous utiliserons de tels résultats (où l'hypothèse de régularitéest né
essaire) dans le 
as d'ouverts �ave
 des 
oins� qui apparaissent naturellementdans tous les 
al
uls numériques (voir les di�érentes images de maillages qui illustrent
e 
ours). •4.3.2 Espa
e H1

0
(Ω)Dé�nissons maintenant un autre espa
e de Sobolev qui est un sous-espa
e de

H1(Ω) et qui nous sera très utile pour les problèmes ave
 
onditions aux limites deDiri
hlet.Dé�nition 4.3.8 Soit C∞
c (Ω) l'espa
e des fon
tions de 
lasse C∞ à support 
ompa
tdans Ω. L'espa
e de Sobolev H1

0 (Ω) est dé�ni 
omme l'adhéren
e de C∞
c (Ω) dans

H1(Ω).On verra un peu plus loin (voir le Corollaire 4.3.16) que H1
0 (Ω) est en fait le sous-espa
e de H1(Ω) 
onstitué des fon
tions qui s'annulent sur le bord ∂Ω puisquetel est le 
as des fon
tions de C∞

c (Ω). En général, H1
0 (Ω) est stri
tement plus petitque H1(Ω) 
ar C∞

c (Ω) est un sous-espa
e stri
t de C∞
c (Ω) (voir le Théorème 4.3.5 etla Remarque 4.3.6). Une ex
eption importante est le 
as où Ω = RN : en e�et, dans 
e
as Ω = RN = Ω et le Théorème 4.3.5 a�rme que C∞
c (RN ) est dense dans H1(RN ),don
 on aH1

0 (R
N ) = H1(RN ). Cette ex
eption se 
omprend aisément puisque l'espa
eentier RN n'a pas de bord.Proposition 4.3.9 Muni du produit s
alaire (4.6) de H1(Ω), l'espa
e de Sobolev

H1
0 (Ω) est un espa
e de Hilbert.Démonstration. Par dé�nition H1

0 (Ω) est un sous-espa
e fermé de H1(Ω) (qui estun espa
e de Hilbert), don
 
'est aussi un espa
e de Hilbert. �Un résultat essentiel pour les appli
ations du pro
hain 
hapitre est l'inégalité suiv-ante.Proposition 4.3.10 (Inégalité de Poin
aré) Soit Ω un ouvert de RN borné dansau moins une dire
tion de l'espa
e. Il existe une 
onstante C > 0 telle que, pour toutefon
tion v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇v(x)|2dx. (4.9)Démonstration. Pour les fon
tions v ∈ C∞
c (Ω) on a déjà démontré l'inégalité dePoin
aré (4.9) dans le Lemme 3.3.6. Par un argument de densité le résultat reste vraipour toute fon
tion v ∈ H1

0 (Ω). En e�et, 
omme C∞
c (Ω) est dense dans H1

0 (Ω) (parsa Dé�nition 4.3.8), il existe une suite vn ∈ C∞
c (Ω) telle que

lim
n→+∞

‖v − vn‖2H1(Ω) = lim
n→+∞

∫

Ω

(

|v − vn|2 + |∇(v − vn)|2
)

dx = 0.
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ulier, on en déduit que
lim

n→+∞

∫

Ω

|vn|2 dx =

∫

Ω

|v|2 dx et lim
n→+∞

∫

Ω

|∇vn|2 dx =

∫

Ω

|∇v|2 dx.Par appli
ation du Lemme 3.3.6, on a
∫

Ω

|vn(x)|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇vn(x)|2dx. (4.10)On passe alors à la limite n→ +∞ dans 
ha
un des deux termes de l'inégalité (4.10)pour obtenir le résultat re
her
hé. Ce type d'argument �par densité� sera très souventrepris par la suite. �Remarque 4.3.11 L'inégalité de Poin
aré (4.9) n'est pas vraie pour les fon
tions de
H1(Ω). En e�et, les fon
tions 
onstantes (non nulles) annulent le terme de droite dans(4.9) mais pas le terme de gau
he. L'hypothèse sous-ja
ente essentielle dans l'inégalitéde Poin
aré est que les fon
tions de H1

0 (Ω) s'annulent sur le bord ∂Ω de l'ouvert Ω(voir la Remarque 4.3.18 pour des variantes de 
ette hypothèse). •Un 
orollaire important de l'inégalité de Poin
aré est le résultat suivant qui fournitune norme équivalente plus simple dans H1
0 (Ω).Corollaire 4.3.12 Soit Ω un ouvert de RN borné dans au moins une dire
tion del'espa
e. Alors la semi-norme

|v|H1
0 (Ω) =

(∫

Ω

|∇v(x)|2dx
)1/2est une norme sur H1

0 (Ω) équivalente à la norme usuelle induite par 
elle de H1(Ω).Démonstration. Soit v ∈ H1
0 (Ω). La première inégalité

|v|H1
0 (Ω) ≤ ‖v‖H1(Ω) =

(∫

Ω

(

|v|2 + |∇v|2
)

dx

)1/2est évidente. D'autre part, l'inégalité de Poin
aré du Lemme 3.3.6 
onduit à
‖v‖2H1(Ω) ≤ (C + 1)

∫

Ω

|∇v|2 dx = (C + 1)|v|2H1
0 (Ω),
e qui prouve que |v|H1

0 (Ω) est une norme équivalente à ‖v‖H1(Ω). �



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

92 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEV4.3.3 Tra
es et formules de GreenNous avons vu qu'en dimension N ≥ 2 les fon
tions deH1(Ω) ne sont pas 
ontinues(voir le 
ontre-exemple de l'Exer
i
e 4.3.2). Comme pour toute fon
tion mesurable,on ne peut don
 parler de la valeur pon
tuelle d'une fon
tion v ∈ H1(Ω) que �presquepartout� dans Ω. En parti
ulier, il n'est pas 
lair de savoir si on peut dé�nir la �valeurau bord�, ou �tra
e� de v sur le bord ∂Ω 
ar ∂Ω est un ensemble négligeable ou demesure nulle. Fort heureusement pour les problèmes aux limites que nous étudions, ily a tout de même un moyen pour dé�nir la tra
e v|∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω). Cerésultat essentiel, appelé théorème de tra
e, est le suivant.Théorème 4.3.13 (de tra
e) Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1, ou bien
Ω = RN

+ . On dé�nit l'appli
ation tra
e γ0
H1(Ω) ∩ C(Ω) → L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)
v → γ0(v) = v|∂Ω .

(4.11)Cette appli
ation γ0 se prolonge par 
ontinuité en une appli
ation linéaire 
ontinuede H1(Ω) dans L2(∂Ω), notée en
ore γ0. En parti
ulier, il existe une 
onstante C > 0telle que, pour toute fon
tion v ∈ H1(Ω), on a
‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω). (4.12)Remarque 4.3.14 Grâ
e au Théorème de tra
e 4.3.13 on peut don
 parler de lavaleur d'une fon
tion de H1(Ω) sur le bord ∂Ω. Ce résultat est remarquable 
ar iln'est pas vrai pour une fon
tion de L2(Ω) (voir en parti
ulier l'Exer
i
e 4.3.4). •Démonstration. Démontrons le résultat pour le demi-espa
e Ω = RN

+ = {x ∈
RN , xN > 0}. Soit v ∈ C∞

c (RN
+ ). Ave
 la notation x = (x′, xN ), on a

|v(x′, 0)|2 = −2
∫ +∞

0

v(x′, xN )
∂v

∂xN
(x′, xN ) dxN ,et, en utilisant l'inégalité 2ab ≤ a2 + b2,

|v(x′, 0)|2 ≤
∫ +∞

0

(

|v(x′, xN )|2 +
∣

∣

∣

∣

∂v

∂xN
(x′, xN )

∣

∣

∣

∣

2
)

dxN .Par intégration en x′, on en déduit
∫

RN−1

|v(x′, 0)|2 dx′ ≤
∫

RN
+

(

|v(x)|2 +
∣

∣

∣

∣

∂v

∂xN
(x)

∣

∣

∣

∣

2
)

dx,
'est-à-dire ‖v‖L2(∂RN
+ ) ≤ ‖v‖H1(RN

+ ). Par densité de C∞
c (RN

+ ) dans H1(RN
+ ), on ob-tient ainsi le résultat.
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lasse C1, on utilise un argument de 
arteslo
ales du bord qui permet de se ramener au 
as de Ω = RN
+ . Nous ne détaillons pas
et argument de 
artes lo
ales (assez te
hnique) qui est le même que 
elui utilisé dansla démonstration de la Proposition 4.4.2 
i-dessous. �Le Théorème de tra
e 4.3.13 permet de généraliser aux fon
tions de H1(Ω) laformule de Green pré
édemment établie pour des fon
tions de 
lasse C1 au Corollaire3.2.3.Théorème 4.3.15 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse

C1. Si u et v sont des fon
tions de H1(Ω), elles véri�ent
∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x) dx = −

∫

Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x) dx +

∫

∂Ω

u(x)v(x)ni(x) ds, (4.13)où n = (ni)1≤i≤N est la normale unité extérieure à ∂Ω.Démonstration. Rappelons que la formule (4.13) a été établie pour des fon
tions de
lasse C1 dans le Corollaire 3.2.3. On utilise à nouveau un argument de densité. Pardensité de C∞
c (Ω) dans H1(Ω) (voir le Théorème 4.3.5), il existe des suites (un)n≥1et (vn)n≥1 dans C∞

c (Ω) qui 
onvergent dans H1(Ω) vers u et v, respe
tivement. Envertu du Corollaire 3.2.3 on a
∫

Ω

un
∂vn
∂xi

dx = −
∫

Ω

vn
∂un
∂xi

dx+

∫

∂Ω

unvnni ds. (4.14)On peut passer à la limite n → +∞ dans les deux premiers termes de (4.14) 
ar
un et ∂un

∂xi
(respe
tivement, vn et ∂vn

∂xi
) 
onvergent vers u et ∂u

∂xi
(respe
tivement, vet ∂v

∂xi
) dans L2(Ω). Pour passer à la limite dans la dernière intégrale de (4.14), onutilise la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e γ0, 
'est-à-dire l'inégalité (4.12), qui permetd'a�rmer que γ0(un) (respe
tivement, γ0(vn)) 
onverge vers γ0(u) (respe
tivement,

γ0(v)) dans L2(∂Ω). On obtient ainsi la formule (4.13) pour des fon
tions u et v de
H1(Ω). �Comme 
onséquen
e du Théorème de tra
e 4.3.13 on obtient une 
ara
térisationtrès simple de l'espa
e H1

0 (Ω).Corollaire 4.3.16 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1. L'espa
e H1
0 (Ω)
oïn
ide ave
 le sous-espa
e de H1(Ω) 
onstitué des fon
tions qui s'annulent sur lebord ∂Ω.Démonstration. Comme toute fon
tion de H1

0 (Ω) est limite d'une suite de fon
tionsappartenant à C∞
c (Ω) qui ont bien sûr une tra
e nulle, la 
ontinuité de l'appli
ationtra
e γ0 implique que la tra
e de la limite est aussi nulle. On en déduit que H1

0 (Ω) est
ontenu dans le sous-espa
e de H1(Ω) des fon
tions qui s'annulent sur le bord ∂Ω. Laré
iproque est plus te
hnique et dé
oule d'un double pro
édé de 
artes lo
ales (voirela preuve de la Proposition 4.4.2) puis de régularisation et de translation (similaire àla preuve du Théorème 4.4.1). Nous renvoyons à [8℄, [36℄ pour plus de détails. �
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94 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVRemarque 4.3.17 Le Corollaire 4.3.16 a�rme que le noyau de l'appli
ation tra
e γ0est pré
isément H1
0 (Ω). Une question naturelle, mais beau
oup plus déli
ate, est de
ara
tériser l'image de γ0. Contentons nous de dire que 
ette image Im(γ0) n'est pas

L2(∂Ω), mais un sous-espa
e stri
t, dense dans L2(∂Ω), 
onstitué de fon
tions �plusrégulières�, et noté H1/2(∂Ω). Pour plus de détails, nous renvoyons à [31℄. •Grâ
e au Corollaire 4.3.16 nous pouvons donner une autre démonstration de laProposition 4.3.10 à propos de l'inégalité de Poin
aré. Cette nouvelle démonstrationn'est plus �
onstru
tive� mais est basée sur un argument de 
ontradi
tion qui possèdele mérite de se généraliser très fa
ilement. En e�et, il existe de nombreuses variantesde l'inégalité de Poin
aré, adaptées aux di�érents modèles d'équations aux dérivéespartielles. Au vu de l'importan
e de 
ette inégalité pour la suite, il n'est don
 pasinutile d'en donner une démonstration aisément adaptable à tous les 
as de �gure.Autre démonstration de la Proposition 4.3.10. On pro
ède par 
ontradi
tion.S'il n'existe pas de 
onstante C > 0 telle que, pour toute fon
tion v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

|v(x)|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇v(x)|2dx,
ela veut dire qu'il existe une suite vn ∈ H1
0 (Ω) telle que

1 =

∫

Ω

|vn(x)|2dx > n

∫

Ω

|∇vn(x)|2dx. (4.15)En parti
ulier, (4.15) implique que la suite vn est bornée dans H1
0 (Ω). Par appli
ationdu Théorème de Relli
h 4.3.21 
i-dessous, il existe une sous-suite vn′ qui 
onvergedans L2(Ω). De plus, (4.15) montre que la suite ∇vn′ 
onverge vers zéro dans L2(Ω)(
omposante par 
omposante). Par 
onséquent, vn′ est une suite de Cau
hy dans

H1
0 (Ω), qui est un espa
e de Hilbert, don
 elle 
onverge dans H1

0 (Ω) vers une limite
v. Comme on a

∫

Ω

|∇v(x)|2dx = lim
n→+∞

∫

Ω

|∇vn(x)|2dx ≤ lim
n→+∞

1

n
= 0,on en déduit, en vertu du Lemme 4.2.5, que v est une 
onstante dans 
haque 
om-posante 
onnexe de Ω. Mais 
omme v est nulle sur le bord ∂Ω (en vertu du Corollaire4.3.16), v est identiquement nulle dans tout Ω. Par ailleurs,

∫

Ω

|v(x)|2dx = lim
n→+∞

∫

Ω

|vn(x)|2dx = 1,
e qui est une 
ontradi
tion ave
 le fait que v = 0. �Remarque 4.3.18 La démonstration par 
ontradi
tion de la Proposition 4.3.10 segénéralise fa
ilement. Prenons par exemple, le 
as d'un ouvert Ω, borné 
onnexe etrégulier de 
lasse C1, dont le bord ∂Ω se dé
ompose en deux parties disjointes régulières
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∂ΩN et ∂ΩD dont les mesures super�
ielles sont non nulles (voir la Figure 4.1). Ondé�nit un espa
e V par

V = {v ∈ H1(Ω) tel que v = 0 sur ∂ΩD}.Par appli
ation du Théorème de tra
e 4.3.13, il est fa
ile de voir que V est un sous-espa
e fermé de H1(Ω), don
 est un espa
e de Hilbert pour le produit s
alaire de
H1(Ω). Comme pour H1

0 (Ω), l'argument de 
ontradi
tion permet de démontrer l'ex-isten
e d'une 
onstante C > 0 telle que toute fon
tion v ∈ V véri�e l'inégalité dePoin
aré (4.9). •Par appli
ation de la formule de Green du Théorème 4.3.15, nous pouvons 
onstru-ire une famille d'exemples de fon
tions appartenant àH1(Ω). Cette famille d'exemplesnous sera très utile par la suite pour 
onstruire des sous-espa
es de dimension �niede H1(Ω).Lemme 4.3.19 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1. Soit (ωi)1≤i≤I unepartition régulière de Ω, 
'est-à-dire que 
haque ωi est un ouvert régulier de 
lasse
C1, ωi ∩ ωj = ∅ si i 6= j, et Ω = ∪Ii=1ωi. Soit v une fon
tion dont la restri
tion à
haque ωi, vi = v|ωi

, appartient à H1(ωi). Si v est 
ontinue sur Ω, alors v appartientà H1(Ω).Démonstration. Cal
ulons la dérivée faible de v : pour φ ∈ C∞
c (Ω), par appli
ationde la formule de Green dans 
haque ωi on a

∫

Ω

v(x)
∂φ

∂xj
(x) dx =

I
∑

i=1

∫

ωi

vi(x)
∂φ

∂xj
(x) dx

= −
I
∑

i=1

∫

ωi

∂vi
∂xj

(x)φ(x) dx +

I
∑

i=1

∫

∂ωi

vi(x)φ(x)n
i
j(x) ds

= −
I
∑

i=1

∫

ωi

∂vi
∂xj

(x)φ(x) dx,
ar les intégrales de bord s'annulent deux à deux. En e�et, sur la partie Γ = ∂ωi∩∂ωkdu bord 
ommune aux deux ouverts ωi et ωk on a ni
j(x) = −nk

j (x) et don
, par
ontinuité de v et φ,
∫

Γ

vi(x)φ(x)n
i
j(x) ds +

∫

Γ

vk(x)φ(x)n
k
j (x) ds = 0.On en déduit don
 que v est dérivable au sens faible et que

∂v

∂xj

∣

∣

∣

∣

ωi

=
∂vi
∂xj

.En parti
ulier, 
e
i implique que v appartient à H1(Ω). �
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∂ΩN

∂ΩD

Ω

Figure 4.1 � Partition en deux parties disjointes du bord d'un ouvert.Remarque 4.3.20 Il n'est pas for
ément fa
ile de dé
omposer un ouvert régulier Ω enune partition d'ouverts réguliers (ωi)1≤i≤I . Heureusement, le Lemme 4.3.19 reste valablesi les ouverts ωi sont seulement réguliers �par mor
eaux�. Nous utiliserons parfois 
ettegénéralisation, très 
ommode, du Lemme 4.3.19. •

x

y

y = x

Ω

r

Figure 4.2 � Exemple d'un ouvert non régulier.Exer
i
e 4.3.3 Le but de 
et exer
i
e est de montrer que le Théorème de tra
e 4.3.13n'est pas vrai si l'ouvert Ω n'est pas régulier. Soit l'ouvert Ω ⊂ R2 dé�ni par 0 < x < 1et 0 < y < xr ave
 r > 2 (voir la Figure 4.2). Soit la fon
tion v(x) = xα. Montrerque v ∈ H1(Ω) si et seulement si 2α + r > 1, tandis que v ∈ L2(∂Ω) si et seulementsi 2α > −1. Con
lure. (On peut aussi montrer ave
 
e même exemple que le Théorème4.3.5 de densité et la Proposition 4.4.2 de prolongement ne sont pas vrais pour un telouvert.)Exer
i
e 4.3.4 Le but de 
et exer
i
e est de montrer qu'il ne peut pas y avoir de notionde tra
e pour des fon
tions de L2(Ω), 
'est-à-dire qu'il n'existe pas de 
onstante C > 0telle que, pour toute fon
tion v ∈ L2(Ω), on a
‖ v|∂Ω ‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖L2(Ω).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE
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hoisit 
omme ouvert Ω la boule unité. Construire une suite de fon
tionsrégulières dans Ω égales à 1 sur ∂Ω et dont la norme dans L2(Ω) tend vers zéro. Con
lure.4.3.4 Un résultat de 
ompa
itéNous 
onsa
rons 
ette sous-se
tion à l'étude d'une propriété de 
ompa
ité 
onnuesous le nom de théorème de Relli
h qui jouera un r�le essentiel dans la théorie spe
traledes problèmes aux limites (voir le Chapitre 7) que nous utiliserons pour résoudre lesproblèmes d'évolution en temps. Rappelons tout d'abord que, dans un espa
e deHilbert de dimension in�nie, il n'est pas vrai que, de toute suite bornée, on puisseextraire une sous-suite 
onvergente (au 
ontraire de 
e qui se passe en dimension �nie,voir l'Exer
i
e 4.3.5).Théorème 4.3.21 (de Relli
h) Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, alorsde toute suite bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous-suite 
onvergente dans L2(Ω)(on dit que l'inje
tion 
anonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est 
ompa
te).Le Théorème 4.3.21 peut être faux si l'ouvert Ω n'est pas borné. Par exemple, si
Ω = RN , l'inje
tion 
anonique de H1(RN ) dans L2(RN ) n'est pas 
ompa
te. Pours'en 
onvain
re il su�t de 
onsidérer la suite un(x) = u(x + ne) où e est un ve
teurnon nul et u une fon
tion de H1(RN ) (on translate u dans la dire
tion e). Il est 
lairqu'au
une sous-suite de un ne 
onverge dans L2(RN ).Remarque 4.3.22 Si l'on rempla
e H1(Ω) par H1

0 (Ω), alors non seulement leThéorème 4.3.21 de Relli
h reste vrai, mais en plus il n'est pas né
essaire de sup-poser que l'ouvert Ω est régulier. •La démonstration du Théorème 4.3.21 est longue et déli
ate (elle fait appel soit àla transformée de Fourier, soit au théorème de 
ompa
ité d'As
oli ; voir, par exemple,[8℄, [36℄). Nous allons nous 
ontenter de donner une démonstration plus simple et plus�parlante� en dimension N = 1.Démonstration. On se pla
e en une dimension d'espa
e N = 1 et, sans perte degénéralité, on suppose que Ω = (0, 1). Soit (un)n≥1 une suite bornée de H1(0, 1),
'est-à-dire qu'il existe K > 0 tel que
‖un‖H1(0,1) ≤ K ∀n ≥ 1.D'après le Lemme 4.3.3, pour tout x, y ∈ [0, 1] on a

|un(x)| ≤ CK et |un(x)− un(y)| ≤ CK√|x− y|. (4.16)(On a appliqué l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz à (4.8).) Soit une suite (dénombrable)
(xp)p≥1 de points de [0, 1] qui est dense dans 
et intervalle (par exemple, les pointsde Q ∩ [0, 1]). Pour p �xé, la suite un(xp) est bornée dans R à 
ause de la premièreinégalité de (4.16). On peut don
 en extraire une sous-suite qui 
onverge dans R. On
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98 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVapplique d'abord 
e pro
édé à la suite un(x1) et on obtient une sous-suite un1(x1)qui 
onverge dans R. Puis on extrait de 
ette sous-suite, indi
ée par n1, une nouvellesous-suite, indi
ée par n2, telle que un2(x2) 
onverge dans R (mais, bien sûr, on a aussi
un2(x1) qui 
onverge). En extrayant su

essivement une sous-suite de la pré
édente,par ré
urren
e, on 
onstruit ainsi une sous-suite, indi
ée par np, telle que unp(xp)
onverge, mais aussi unp(xk) pour 1 ≤ k ≤ p. Évidemment, les sous-suites unp sontde plus en plus �maigres� à mesure que p est grand. Pour éviter qu'il n'en reste plusrien �à la limite�, on utilise un argument d'extra
tion de suite diagonale. Autrementdit, on extrait une dernière sous-suite (dite diagonale) de 
et ensemble de sous-suites,
'est-à-dire qu'on 
hoisit le premier élément de la première sous-suite un1 , puis ledeuxième élément de la deuxième un2 , et ainsi de suite le p-ème élément de la p-ème
unp . La suite ainsi obtenue est notée um et on voit que, pour tout p ≥ 1, la suite
um(xp) 
onverge dans R.Soit maintenant x ∈ [0, 1] et ǫ > 0 (un petit paramètre). Comme la suite (xp)p≥1est dense dans [0, 1], il existe un point xp tel que |x − xp| ≤ ǫ. Par ailleurs, 
omme
um(xp) 
onverge dans R quand m tend vers l'in�ni, il existe m0 tel que, pour tout
m,m′ ≥ m0, on a |um(xp)− um′(xp)| ≤ ǫ. Par 
onséquent, on obtient
|um(x) − um′(x)| ≤ |um(xp)− um(x)| + |um(xp)− um′(xp)|+ |um′(xp)− um′(x)|

≤ ǫ + 2CK
√
ǫ
e qui prouve que la suite um(x) est de Cau
hy dans R, et don
 
onverge pour tout

x ∈ [0, 1]. Par appli
ation du théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue, on
on
lut que la suite um 
onverge dans L2(0, 1). �Exer
i
e 4.3.5 Soit Ω = (0, 1) et un(x) = sin(2πnx). Montrer que la suite un estuniformément bornée dans L2(Ω), mais qu'il n'existe au
une sous-suite 
onvergente. Pour
ela on montrera, grâ
e à une intégration par parties, que, pour toute fon
tion φ ∈
C∞

c (Ω), on a
lim

n→+∞

∫ 1

0

un(x)φ(x) dx = 0,et on en déduira une 
ontradi
tion si une sous-suite de un 
onverge dans L2(Ω).Généraliser 
e 
ontre exemple à H1(Ω) en 
onsidérant une primitive de un.4.3.5 Espa
es Hm(Ω)On peut aisément généraliser la Dé�nition 4.3.1 de l'espa
e de Sobolev H1(Ω) auxfon
tions qui sont m ≥ 0 fois dérivables au sens faible. Commençons par donner une
onvention d'é
riture bien utile. Soit α = (α1, ..., αN ) un multi-in
ide, 
'est-à-direun ve
teur à N 
omposantes entières positives αi ≥ 0. On note |α| = ∑N
i=1 αi et,pour une fon
tion v,

∂αv(x) =
∂|α|v

∂xα1
1 · · · ∂xαN

N

(x).
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4.3. DÉFINITION ET PRINCIPALES PROPRIÉTÉS 99A partir de la Dé�nition 4.2.3 de la dérivée première faible, on dé�nit par ré
urren
esurm la dérivée d'ordrem faible : on dit qu'une fon
tion v ∈ L2(Ω) estm fois dérivableau sens faible si toutes ses dérivées partielles faibles d'ordre m − 1 sont dérivablesfaiblement au sens de la Dé�nition 4.2.3. Remarquons que, dans la dé�nition d'unedérivée 
roisée, l'ordre de dérivation n'est pas important, à 
ause du théorème deS
hwarz ∂2v
∂xi∂xj

= ∂2v
∂xj∂xi

, 
e qui justi�e la notation ∂αv où l'ordre de dérivation n'estpas indiqué.Dé�nition 4.3.23 Pour un entier m ≥ 0, l'espa
e de Sobolev Hm(Ω) est dé�ni par
Hm(Ω) =

{

v ∈ L2(Ω) tel que, ∀α ave
 |α| ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)
}

, (4.17)où la dérivée partielle ∂αv est à prendre au sens faible.Nous laissons au le
teur le soin de véri�er le résultat fa
ile suivant.Proposition 4.3.24 Muni du produit s
alaire
〈u, v〉 =

∫

Ω

∑

|α|≤m

∂αu(x)∂αv(x) dx (4.18)et de la norme ‖u‖Hm(Ω) =
√

〈u, u〉, l'espa
e de Sobolev Hm(Ω) est un espa
e deHilbert.Les fon
tions de Hm(Ω) ne sont pas toujours 
ontinues ou régulières (
ela dépendde m et de la dimension N), mais si m est su�samment grand alors toute fon
tion de
Hm(Ω) est 
ontinue. Rappelons qu'en vertu du Lemme 4.3.3, en dimension d'espa
e
N = 1, les fon
tions de H1(Ω) sont 
ontinues. Nous admettrons le résultat suivantqui généralise le Lemme 4.3.3 aux dimensions supérieures (voir le Lemme 4.4.9 pourla démonstration, plus simple, d'un résultat similaire).Théorème 4.3.25 Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, et si m > N/2,alors Hm(Ω) est un sous-espa
e de l'ensemble C(Ω) des fon
tions 
ontinues sur Ω.Remarque 4.3.26 Par appli
ation réitérée du Théorème 4.3.25 à une fon
tion et àses dérivées, on peut en fait améliorer sa 
on
lusion. S'il existe un entier k ≥ 0 tel que
m − N/2 > k, alors Hm(Ω) est un sous-espa
e de l'ensemble Ck(Ω) des fon
tions kfois di�érentiables sur Ω. •La �morale� du Théorème 4.3.25 est que plus m est grand, plus les fon
tionsde Hm(Ω) sont régulières, 
'est-à-dire dérivables au sens usuel (il su�t d'appliquersu

essivement le Théorème 4.3.25 à une fon
tion v ∈ Hm(Ω) et à ses dérivées ∂αv ∈
Hm−|α|(Ω)).Comme pour H1(Ω), les fon
tions régulières sont denses dans Hm(Ω) (si du moinsl'ouvert Ω est régulier ; voir la Dé�nition 3.2.5). La démonstration du Théorème dedensité 4.3.5 se généralise très fa
ilement à Hm(Ω). Nous ne la répéterons pas et nousénonçons seulement le résultat de densité suivant.
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100 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVThéorème 4.3.27 Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse Cm, ou bien si Ω = RN
+ ,alors C∞

c (Ω) est dense dans Hm(Ω).On peut aussi obtenir des résultats de tra
e et des formules de Green d'ordre plusélevés pour l'espa
e Hm(Ω). Par sou
i de simpli
ité, nous nous 
ontentons de traiterle 
as m = 2 (qui est le seul que nous utiliserons par la suite).Théorème 4.3.28 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1. On dé�nit l'appli-
ation tra
e γ1
H2(Ω) ∩C1(Ω) → L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)
v → γ1(v) =

∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

∂Ω

,
(4.19)ave
 ∂v

∂n = ∇u · n. Cette appli
ation γ1 se prolonge par 
ontinuité en une appli
ationlinéaire 
ontinue de H2(Ω) dans L2(∂Ω). En parti
ulier, il existe une 
onstante C > 0telle que, pour toute fon
tion v ∈ H2(Ω), on a
∥

∥

∥

∥

∂v

∂n

∥

∥

∥

∥

L2(∂Ω)

≤ C‖v‖H2(Ω). (4.20)Démonstration. L'existen
e de l'appli
ation tra
e γ1 (et ses propriétés) est unesimple 
onséquen
e du pré
édent Théorème de tra
e 4.3.13 pour les fon
tions de
H1(Ω). En e�et, si v ∈ H2(Ω), alors ∇v ∈ H1(Ω)N et on peut don
 dé�nir la tra
ede ∇v sur ∂Ω 
omme une fon
tion de L2(∂Ω)N . Comme la normale est une fon
tion
ontinue bornée sur ∂Ω, on en déduit bien que ∂v

∂n ∈ L2(∂Ω). �Remarque 4.3.29 Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C2, on peut améliorer lepré
édent Théorème de tra
e 4.3.13. On redé�nit l'appli
ation tra
e γ0

H2(Ω) ∩ C(Ω) → H1(∂Ω) ∩ C(∂Ω)
v → γ0(v) = v|∂Ω ,

(4.21)qui se prolonge par 
ontinuité en une appli
ation linéaire 
ontinue de H2(Ω) dans H1(∂Ω).Autrement dit, la tra
e γ0(v) admet des dérivées tangentielles. Si Ω = RN
+ , 
e résultat estassez fa
ile à 
on
evoir et à démontrer. Dans le 
as général, il faut savoir dé�nir un espa
e deSobolev sur une variété (i
i ∂Ω) 
e qui dépasse très largement le 
adre de 
e 
ours. Néanmoins
e
i n'est pas sans intérêt puisque 
ela permet d'étudier des modèles d'équations aux dérivéespartielles �vivant� à la fois dans un domaine et sur son bord (par exemple, des modèles dedi�usion volumique et surfa
ique, ou bien un modèle d'élasti
ité volumique 
ouplé ave
 unmodèle de 
oque surfa
ique). •Le Théorème de tra
e 4.3.28 permet de généraliser aux fon
tions de H2(Ω) uneformule de Green pré
édemment établie pour des fon
tions de 
lasse C2 au Corollaire3.2.4.
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4.4. QUELQUES COMPLÉMENTS UTILES 101Théorème 4.3.30 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C2. Si u ∈ H2(Ω) et
v ∈ H1(Ω), on a

∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx +

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) ds. (4.22)Démonstration. Comme (4.22) est vraie pour des fon
tions de 
lasse C2 et queles fon
tions régulières sont denses dans H2(Ω) et H1(Ω), on utilise un argument dedensité. Nous renvoyons à la démonstration du Théorème 4.3.15 pour plus de détails.Le seul argument nouveau i
i est qu'il faut utiliser la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e

γ1, 
'est-à-dire l'inégalité (4.20). �4.4 Quelques 
ompléments utilesCette se
tion peut être omise en première le
ture.4.4.1 Démonstration du Théorème 4.3.5 de densitéNous 
ommençons par le 
as Ω = RN qui est le plus simple.Théorème 4.4.1 L'espa
e C∞
c (RN) des fon
tions de 
lasse C∞ à support 
ompa
t dans

RN est dense dans H1(RN).
1
n

1
n

nN

ρn 1

n 2n−2n −n

ζn

Figure 4.3 � Fon
tions ρn de régularisation (à gau
he), et ζn de tron
ature (à droite).Démonstration. La démonstration s'e�e
tue par régularisation et tron
ature. Soit ρ ∈
C∞

c (B) (ave
 B la boule unité) telle que ρ ≥ 0 et ∫
B
ρ(x) dx = 1. On dé�nit une suite�régularisante� ρn(x) = nNρ(nx) dont le support est 
ontenu dans la boule de rayon 1/n(voir la Figure 4.3). On régularise par 
onvolution une fon
tion v ∈ H1(RN) en dé�nissant

vn(x) = v ⋆ ρn(x) =

∫

RN

ρn(x− y)v(y)dy,qui est de 
lasse C∞ et telle que ∇vn = (∇v) ⋆ ρn. On véri�e fa
ilement que vn (respe
tive-ment ∇vn) 
onverge vers v (respe
tivement ∇v) dans L2(RN) : 
'est évident si v (respe
tive-ment ∇v) est 
ontinu, et par densité des fon
tions régulières dans L2(RN ) (voir le Théorème
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102 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEV4.2.1) le résultat s'étend à toute fon
tion de L2(RN ). Il ne reste plus qu'à tronquer la suite
vn a�n de lui donner un support 
ompa
t. Soit ζ ∈ C∞

c (RN ) telle que 0 ≤ ζ ≤ 1 et ζ(x) = 1si |x| ≤ 1, ζ(x) = 0 si |x| ≥ 2. On pose ζn(x) = ζ
(

x
n

) (voir la Figure 4.3) et on tronque vnen dé�nissant ṽn(x) = vn(x)ζn(x). On véri�e fa
ilement aussi que ṽn (respe
tivement ∇ṽn)
onverge vers v (respe
tivement ∇v) dans L2(RN). �Le Théorème 4.3.5 de densité pour un ouvert régulier ou pour le demi-espa
e est une
onséquen
e immédiate du résultat suivant 
ombiné ave
 le Théorème 4.4.1 de densité dansl'espa
e entier RN .Proposition 4.4.2 Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, ou bien si Ω = RN
+ , alorsil existe un opérateur de prolongement P de H1(Ω) dans H1(RN ) qui est une appli
ationlinéaire 
ontinue telle que, pour tout v ∈ H1(Ω),1. Pv|Ω = v2. ‖Pv‖L2(RN ) ≤ C‖v‖L2(Ω)3. ‖Pv‖H1(RN ) ≤ C‖v‖H1(Ω)où la 
onstante C > 0 dépend seulement de Ω.Démonstration. Tout d'abord, on démontre le résultat pour Ω = RN

+ . On note x = (x′, xN)ave
 x′ = (x1, ..., xN−1). Soit v ∈ H1(RN
+ ). On dé�nit

Pv(x) =

{

v(x′, xN) si xN > 0
v(x′,−xN) si xN < 0.On véri�e alors que, pour 1 ≤ i ≤ N − 1,

∂Pv

∂xi
(x) =

{ ∂v
∂xi

(x′, xN) si xN > 0

∂v
∂xi

(x′,−xN) si xN < 0,et que
∂Pv

∂xN
(x) =

{ ∂v
∂xN

(x′, xN) si xN > 0

− ∂v
∂xN

(x′,−xN) si xN < 0.Ces égalités sont évidentes si v est une fon
tion régulière, mais né
essitent une justi�
ationlorsque v n'est dérivable que faiblement. Nous ne détaillons pas i
i les arguments (fa
iles) quijusti�ent 
es égalités (il faut notamment utiliser la symétrie par ré�exion de Pv ; voir [36℄pour les détails). On en déduit don
 les propriétés désirées pour l'opérateur de prolongement
P ave
 la 
onstante C =

√
2 (dans le 
as Ω = RN

+ ).Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, on utilise un argument de �
artes lo
ales�pour se ramener au 
as Ω = RN
+ . En reprenant les notations de la Dé�nition 3.2.5 d'un ouvertrégulier, il existe un re
ouvrement �ni de Ω par des ouverts (ωi)0≤i≤I . On introduit alorsune �partition de l'unité� asso
iée à 
e re
ouvrement, 
'est-à-dire des fon
tions (θi)0≤i≤I de

C∞
c (RN ) telles que

θi ∈ C∞
c (ωi), 0 ≤ θi(x) ≤ 1,

I
∑

i=0

θi(x) = 1 dans Ω.
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ωi Q

yN

y′ω0

φi

∂Ω
Ω

Q+

Figure 4.4 � Cartes lo
ales d'un ouvert régulier.(L'existen
e d'une telle partition de l'unité est 
lassique : voir le théorème 3.2.9 dans [7℄.)On va dé�nir Pv sous la forme
Pv =

I
∑

i=0

Pi(θiv),où 
haque opérateur Pi est dé�ni lo
alement dans ωi. Comme θ0v est à support 
ompa
tdans Ω, on dé�nit P0(θ0v) 
omme l'extension de θ0v par zéro en dehors de Ω. Pour 
haque
i ∈ {1, ..., I}, notant φi l'appli
ation qui transforme ωi en un domaine de référen
e Q (voirla Dé�nition 3.2.5 et la Figure 4.4), on pose

wi = (θiv) ◦ (φ−1
i

∣

∣

Q+) ave
 Q+ = Q ∩ R
N
+ .Cette fon
tion wi appartient à H1(Q+) et est nulle dans un voisinage de ∂Q+ ∩ RN

+ . Sion l'étend par 0 dans RN
+ \ Q+, on obtient une fon
tion w̃i ∈ H1(RN

+ ). On peut alorsprolonger par ré�exion w̃i pour obtenir une fon
tion Pw̃i ∈ H1(RN) (on utilise l'opérateurde prolongement P qu'on vient de 
onstruire pour RN
+ ). On revient dans ωi et on pose

Pi(θiv) = (Pw̃i) ◦ φi.Par la régularité C1 de φi et de son inverse on obtient les propriétés désirées pour Pi et don

P . �Remarque 4.4.3 L'argument de �
artes lo
ales� utilisé 
i-dessus est très 
lassique et d'u-tilisation 
ourante dans de nombreuses démonstrations. Comme il est tout de même assezte
hnique, nous l'invoquerons parfois sans donner plus de détails. •4.4.2 Espa
e H(div)Nous introduisons un autre espa
e, intermédiaire entre L2(Ω) etH1(Ω), pour les fon
tionsà valeurs ve
torielles. Cet espa
e est très utile dans 
ertaines appli
ations (voir par exemplela Remarque 5.2.15).Dé�nition 4.4.4 L'espa
e H(div) est dé�ni par

H(div) =
{

σ ∈ L2(Ω)N tel que divσ ∈ L2(Ω)
}

, (4.23)
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104 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVoù divσ est la divergen
e faible de σ au sens de la Dé�nition 4.2.6.On véri�e fa
ilement que 
'est un espa
e de Hilbert (la démonstration est laissée aule
teur en guise d'exer
i
e).Proposition 4.4.5 Muni du produit s
alaire
〈σ, τ 〉 =

∫

Ω

(σ(x) · τ (x) + divσ(x)divτ (x)) dx (4.24)et de la norme ‖σ‖H(div) =
√

〈σ, σ〉, l'espa
e H(div) est un espa
e de Hilbert.Comme pour les espa
es de Sobolev, on peut démontrer un résultat de densité des fon
-tions régulières (nous omettons la démonstration qui est 
omplètement similaire à 
elle duThéorème 4.3.5).Théorème 4.4.6 Si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, ou bien si Ω = RN
+ , alors

C∞
c (Ω)N est dense dans H(div).Un des intérêts de l'espa
e H(div) est qu'il permet de démontrer un théorème de tra
e etune formule de Green ave
 en
ore moins de régularité que dans l'espa
e de Sobolev H1(Ω).En e�et, si σ appartient à H(div), on ne �
ontr�le� qu'une seule 
ombinaison de ses dérivéespartielles (et non pas toutes 
omme dans H1(Ω)), mais on peut néanmoins donner un sensà la tra
e normale σ · n sur ∂Ω.Commençons par rappeler que γ0 désigne l'appli
ation tra
e de H1(Ω) dans L2(∂Ω) (voirle Théorème de tra
e 4.3.13) et que Im(γ0) = H1/2(∂Ω) qui est un sous-espa
e dense dans

L2(∂Ω) (voir la Remarque 4.3.17). On peut munir H1/2(∂Ω) de la norme suivante
‖v‖H1/2(∂Ω) = inf

{

‖φ‖H1(Ω) tel que γ0(φ) = v
}qui en fait un espa
e de Bana
h (et même un espa
e de Hilbert). On dé�nit alors H−1/2(∂Ω)
omme le dual de H1/2(∂Ω).Théorème 4.4.7 (Formule de la divergen
e) Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse

C1. On dé�nit l'appli
ation �tra
e normale� γn

H(div) ∩ C(Ω) → H−1/2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)
σ = (σi)1≤i≤N → γn(σ) = (σ · n)|∂Ωoù n = (ni)1≤i≤N est la normale unité extérieure à ∂Ω. Cette appli
ation γn se prolongepar 
ontinuité en une appli
ation linéaire 
ontinue de H(div) dans H−1/2(∂Ω). De plus, si

σ ∈ H(div) et φ ∈ H1(Ω), on a
∫

Ω

divσφdx+

∫

Ω

σ · ∇φ dx = 〈σ · n, γ0(φ)〉H−1/2,H1/2(∂Ω). (4.25)Démonstration. Si Ω est un ouvert régulier de 
lasse C1, l'Exer
i
e 3.2.1 fournit la formuled'intégration, dite de la divergen
e, par parties suivante
∫

Ω

divσφ dx+

∫

Ω

σ · ∇φdx =

∫

∂Ω

σ · nφ ds, (4.26)
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4.4. QUELQUES COMPLÉMENTS UTILES 105pour des fon
tions régulières σ et φ. On remarque agréablement que le �vilain� terme dedroite dans (4.25) n'est autre que la �gentille� intégrale de bord usuelle dans (4.26). Onvoit aisément que les deux termes de gau
he de (4.26) ont bien un sens pour φ ∈ H1(Ω) et
σ ∈ H(div). Alors, par densité des fon
tions régulières dans H1(Ω) et H(div), les termes degau
he de (4.26) sont étendus par 
ontinuité et le terme de droite apparaît 
omme une formelinéaire 
ontinue sur l'image de l'appli
ation tra
e Im(γ0), noté H1/2(∂Ω). Une telle formelinéaire s'é
rit exa
tement 
omme dans la formule (4.25) et la tra
e normale γn(σ) est don
bien dé�nie 
omme un élément de H−1/2(∂Ω). �On peut bien sûr dé�nir aussi l'équivalent de H1

0 (Ω) pour l'espa
e H(div). On dé�nit lesous-espa
e H0(div) de H(div) 
omme l'adhéren
e de C∞
c (Ω) dans H(div). C'est en
ore unespa
e de Hilbert qui s'interprète (si l'ouvert est régulier) 
omme le sous-espa
e des fon
tionsde H(div) dont la tra
e normale est nulle.4.4.3 Espa
es Wm,p(Ω)Plus généralement, on peut dé�nir des espa
es Wm,p(Ω) pour un entier m ≥ 0 et pourun réel 1 ≤ p ≤ +∞. Ces espa
es sont 
onstruits sur l'espa
e de Bana
h Lp(Ω) (voir (4.1)et (4.2)). Comme nous l'avons dit à la Remarque 4.2.8, la notion de dérivée faible s'étend à

Lp(Ω). Nous pouvons don
 donner la dé�nition suivante.Dé�nition 4.4.8 Pour tout entier m ≥ 0, l'espa
e de Sobolev Wm,p(Ω) est dé�ni par
Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) tel que, ∀α ave
 |α| ≤ m, ∂αv ∈ Lp(Ω)} , (4.27)où la dérivée partielle ∂αv est à prendre au sens faible.Muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =





∑

|α|≤m

‖∂αu‖p




1/pon véri�e que Wm,p(Ω) est un espa
e de Bana
h. Ces espa
es sont parti
ulièrement impor-tants pour les problèmes non-linéaires (que nous n'abordons pas i
i, voir par exemple [30℄),mais aussi dans les problèmes linéaires en raison des 
élèbres inégalités de Sobolev. Nousles énonçons sans démonstration. Si Ω est un ouvert régulier, ou bien si Ω = RN ou Ω = RN
+ ,alors







si p < N W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗] ave
 1/p∗ = 1/p− 1/Nsi p = N W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1,+∞[si p > N W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),
(4.28)ave
 inje
tion 
ontinue, 
'est-à-dire que W 1,p(Ω) ⊂ E veut dire qu'il existe une 
onstante Ctelle que, pour tout u ∈W 1,p(Ω),

‖u‖E ≤ C‖u‖W1,p(Ω).Le 
as parti
ulier p = 1 etm = N est remarquable 
ar on peut démontrer très simplementune inégalité de type Sobolev.
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106 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVLemme 4.4.9 L'espa
e WN,1(RN) s'inje
te 
ontinûment dans l'espa
e des fon
tions 
on-tinues bornées sur RN , noté Cb(R
N ), et pour tout u ∈WN,1(RN ) on a
‖u‖L∞(RN ) ≤ ‖u‖WN,1(RN ). (4.29)Démonstration. Soit u ∈ C∞

c (RN ). Pour x = (x1, ..., xN ), on a
u(x) =

∫ x1

−∞

· · ·
∫ xN

−∞

∂Nu

∂x1 · · · ∂xN
(y) dy1...dyN ,d'où l'on déduit

‖u‖L∞(RN ) ≤ ‖
∂Nu

∂x1 · · · ∂xN
‖L1(RN ) ≤ ‖u‖WN,1(RN ).Or C∞

c (RN) est dense dansWN,1(RN ) (
ela se démontre 
omme le Théorème 4.4.1 de densitépour H1(RN)). Don
, par densité on obtient l'inégalité (4.29) pour tout u ∈ WN,1(RN). Parailleurs, la fermeture de C∞
c (RN ) pour la norme de L∞(RN) est exa
tement Cb(R

N) (en fait,
es deux espa
es ont la même norme). Don
, (4.29) implique que les fon
tions de WN,1(RN )sont 
ontinues et bornées. �4.4.4 DualitéRappelons que le dual V ′ d'un espa
e de Hilbert V est l'ensemble des formes linéaires
ontinues sur V . Par appli
ation du Théorème 12.1.18 de représentation de Riesz, le dual de
L2(Ω) est identi�é à L2(Ω) lui-même. On peut aussi dé�nir le dual d'un espa
e de Sobolev.En l'o

urren
e le dual de H1

0 (Ω) joue un r�le parti
ulier dans la suite.Dé�nition 4.4.10 Le dual de l'espa
e de Sobolev H1
0 (Ω) est appelé H−1(Ω). On note

〈L, φ〉H−1,H1
0 (Ω) = L(φ) le produit de dualité entre H1

0 (Ω) et son dual pour tout forme linéaire
ontinue L ∈ H−1(Ω) et toute fon
tion φ ∈ H1
0 (Ω).On peut 
ara
tériser 
e dual H−1(Ω). On admettra le résultat suivant (voir [8℄).Proposition 4.4.11 L'espa
e H−1(Ω) est 
ara
térisé par

H−1(Ω) =

{

f = v0 +

N
∑

i=1

∂vi
∂xi

ave
 v0, v1, ..., vN ∈ L2(Ω)

}

.Autrement dit, toute forme linéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω), notée L ∈ H−1(Ω), s'é
rit pour tout

φ ∈ H1
0 (Ω)

L(φ) =

∫

Ω

(

v0φ−
N
∑

i=1

vi
∂φ

∂xi

)

dxave
 v0, v1, ..., vN ∈ L2(Ω).Grâ
e à l'espa
e H−1(Ω) on peut dé�nir une nouvelle notion de dérivation pour lesfon
tions de L2(Ω) (plus faible en
ore que la dérivée faible de la Dé�nition 4.2.3). Devant
et a�ux de notions de dérivation, rassurons le le
teur inquiet en disant qu'elles sont toutesdes avatars de la dérivation au sens des distributions (
'est justement un des intérêts de lathéorie des distributions d'uni�er 
es divers types de dérivation).
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4.5. LIEN AVEC LES DISTRIBUTIONS 107Lemme 4.4.12 Soit v ∈ L2(Ω). Pour 1 ≤ i ≤ N , on peut dé�nir une forme linéaire 
ontinue
∂v
∂xi

dans H−1(Ω) par la formule
〈 ∂v
∂xi

, φ〉H−1,H1
0 (Ω) = −

∫

Ω

v
∂φ

∂xi
dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω), (4.30)qui véri�e
∥

∥

∥

∥

∂v

∂xi

∥

∥

∥

∥

H−1(Ω)

≤ ‖v‖L2(Ω) .Si v ∈ H1(Ω), alors la forme linéaire 
ontinue ∂v
∂xi


oïn
ide ave
 la dérivée faible dans L2(Ω)de v.Démonstration. On véri�e fa
ilement que le membre de droite de (4.30) est une formelinéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω). Par 
onséquent, il existe un élément Li ∈ H−1(Ω) tel que

Li(φ) = −
∫

Ω

v
∂φ

∂xi
dx.On véri�e aussi fa
ilement que l'appli
ation v → Li est linéaire 
ontinue de L2(Ω) dans

H−1(Ω), et qu'elle prolonge la dérivation usuelle pour les fon
tions v régulières (ou la déri-vation faible pour v ∈ H1(Ω)). Par 
onséquent, on peut étendre par 
ontinuité la dérivationà toute fon
tion de L2(Ω) et noter Li =
∂v
∂xi

. �Remarque 4.4.13 Grâ
e au théorème de représentation de Riesz on sait qu'on peut iden-ti�er le dual d'un espa
e de Hilbert ave
 lui-même. Cependant, en pratique on n'identi�ejamais H−1(Ω) et H1
0 (Ω). En e�et, on a dé�ni H1

0 (Ω) 
omme un sous-espa
e stri
t (maisdense) de L2(Ω). Or on a déjà dé
idé d'identi�er L2(Ω) (muni de son produit s
alaire usuel)et son dual (
'est juste une 
onvention mais elle est universelle), don
 on ne peut pas en plusidenti�er H−1(Ω) et H1
0 (Ω) (ave
 un autre produit s
alaire). La situation 
orre
te et usuelleest don


H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ≡

(

L2(Ω)

)′

⊂ H−1(Ω),où les in
lusions sont stri
tes. •4.5 Lien ave
 les distributionsToutes les notions introduites dans 
e 
hapitre ont un lien ave
 la théorie des distributions(voir le 
ours [7℄). Stri
to sensu nous n'avons pas besoin de la théorie des distributions pourdé�nir les espa
es de Sobolev et résoudre des problèmes aux limites (historiquement, lesdistributions, en tant que théorie mathématique, sont apparues après les espa
es de Sobolevet l'appro
he variationnelle pour résoudre les équations aux dérivées partielles). Cependant,la théorie des distributions est un 
adre uni�
ateur pour tous 
es espa
es, et 
eux des le
teursqui la 
onnaissent ne manqueront pas de se demander quels sont liens entre 
ette théorieet 
e que nous venons d'exposer. Quant aux le
teurs non familiers ave
 
ette théorie, ilspeuvent légitimement s'interroger sur les idées essentielles à la base des distributions. C'estpour satisfaire 
ette double 
uriosité que nous avons é
rit 
ette se
tion qui se veut un (très)bref et 
ari
atural résumé de la théorie des distributions.
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108 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEVSoit Ω un ouvert de RN . On note C∞
c (Ω) (ou D(Ω)) l'espa
e des fon
tions de 
lasse C∞à support 
ompa
t dans Ω. On munit C∞

c (Ω) d'une �pseudo-topologie�, 
'est-à-dire qu'ondé�nit une notion de 
onvergen
e dans C∞
c (Ω). On dit qu'une suite (φn)n≥1 de C∞

c (Ω)
onverge vers φ ∈ C∞
c (Ω) si1. le support de φn reste dans un 
ompa
t K de Ω,2. pour tout multi-indi
e α, ∂αφn 
onverge uniformément dans K vers ∂αφ.L'espa
e des distributions D′(Ω) est le �dual� de D(Ω), 
'est-à-dire l'espa
e des formeslinéaires �
ontinues� sur D(Ω). Les guillemets sont d'usage 
ar il n'y a pas de norme dé�nie sur

D(Ω), mais simplement une notion de 
onvergen
e. Néanmoins, on peut dé�nir pré
isément
D′(Ω) dont les éléments sont appelées distributions.Dé�nition 4.5.1 Une distribution T ∈ D′(Ω) est une forme linéaire sur D(Ω) qui véri�e

lim
n→+∞

T (φn) = T (φ)pour toute suite (φn)n≥1 de C∞
c (Ω) qui 
onverge vers φ ∈ C∞

c (Ω) au sens dé�ni 
i-dessus.On note 〈T, φ〉 = T (φ) le produit de dualité entre une distribution T ∈ D′(Ω) et unefon
tion φ ∈ D(Ω) : 
e produit de dualité �généralise� l'intégrale usuelle ∫
Ω
Tφdx. En e�et,on véri�e que si f est une fon
tion (lo
alement intégrable dans Ω), alors on peut dé�nir unedistribution Tf par

〈Tf , φ〉 =
∫

Ω

fφ dx.Par 
onséquent, on identi�e la fon
tion et la distribution asso
iée Tf ≡ f .On peut aussi munir D′(Ω) d'une notion de 
onvergen
e : on dit qu'une suite Tn ∈ D′(Ω)
onverge au sens des distributions vers T ∈ D′(Ω) si, pour tout φ ∈ D(Ω),
lim

n→+∞
〈Tn, φ〉 = 〈T, φ〉.Cette 
onvergen
e au sens des distributions est une 
onvergen
e extrêmement faible (ou peuexigeante) 
ar elle 
orrespond à une 
onvergen
e intégrale ou �en moyenne�.Dé�nissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T ∈ D′(Ω), ondé�nit ∂T

∂xi
∈ D′(Ω) par

〈 ∂T
∂xi

, φ〉 = −〈T, ∂φ
∂xi
〉 ∀φ ∈ D(Ω).On véri�e qu'e�e
tivement la dérivée ∂T

∂xi
est une distribution, 
'est-à-dire que les distribu-tions sont in�niment dérivables ! C'est là l'un des plus grands intérêts des distributions. Onvéri�e aussi que si f est une fon
tion dérivable au sens 
lassique, alors sa dérivée au sens desdistributions 
oïn
ide ave
 sa dérivée usuelle.Bien sûr, on re
onnaît dans la dérivation faible au sens de la Dé�nition 4.2.3 un 
as par-ti
ulier de dérivation au sens des distributions. De plus, tous les espa
es Lp(Ω) ou les espa
esde Sobolev Hm(Ω) sont des sous-espa
es de l'espa
e des distributions D′(Ω). En parti
ulier,on véri�e que toutes les 
onvergen
es dans 
es espa
es impliquent la 
onvergen
e au sensdes distributions (mais la ré
iproque est fausse). En�n, les égalités dans les formulationsvariationnelles (que nous avons interprétées 
omme des égalités presque partout) impliquenten
ore plus simplement et plus généralement des égalités au sens des distributions.
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4.5. LIEN AVEC LES DISTRIBUTIONS 109Lemme 4.2.4 u ∈ L2(Ω) est dérivable au sens faible si, ∀ i,(dérivation faible) ∣

∣

∣

∣

∫

Ω

u
∂φ

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖L2(Ω) ∀φ ∈ C∞
c (Ω)Proposition 4.3.2 H1(Ω) est un espa
e de Hilbert pour le produits
alaire 〈u, v〉 = ∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) dxThéorème 4.3.5 C∞
c (Ω) est dense dans H1(Ω)(théorème de densité)Proposition 4.3.10 ∀u ∈ H1

0 (Ω) (Ω borné)(inégalité de Poin
aré) ‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω)Théorème 4.3.13 u→ u|∂Ω appli
ation 
ontinue(théorème de tra
e) de H1(Ω) dans L2(∂Ω)Théorème 4.3.15 ∀u, v ∈ H1(Ω)(formule de Green) ∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫

Ω

v
∂u

∂xi
dx+

∫

∂Ω

uv ni dsCorollaire 4.3.16 H1
0 (Ω) est le sous-espa
e des fon
tions de H1(Ω)(
ara
térisation de H1

0 (Ω)) qui s'annulent sur ∂ΩThéorème 4.3.21 l'inje
tion de H1(Ω) dans L2(Ω) est 
ompa
te(théorème de Relli
h) (Ω borné régulier)Théorème 4.3.30 ∀u ∈ H2(Ω), v ∈ H1(Ω)(formule de Green) ∫

Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫

∂Ω

∂u

∂n
v dsTable 4.1 � Prin
ipaux résultats sur les espa
es de Sobolev qu'il faut absolument
onnaître.
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Chapitre 5
ÉTUDE MATHÉMATIQUEDES PROBLÈMESELLIPTIQUES
5.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous terminons l'analyse mathématique des équations auxdérivées partielles de type elliptique 
ommen
ée au Chapitre 3. Pour montrer que lesproblèmes aux limites sont bien posés pour 
es e.d.p. elliptiques, 
'est-à-dire qu'ellesadmettent une solution, unique, et dépendant 
ontinûment des données, nous suivonsl'appro
he variationnelle présentée au Chapitre 3 et nous utilisons les espa
es deSobolev introduits au Chapitre 4.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Dans la Se
tion 5.2 nous expliquons en détaille fon
tionnement de l'appro
he variationnelle pour le Lapla
ien ave
 divers types de
onditions aux limites. Nous démontrons des résultats d'existen
e et d'uni
itédes solutions. Nous montrons aussi que 
es solutions minimisent une énergie etqu'elles véri�ent un 
ertain nombre de propriétés qualitatives très naturelles etimportantes du point de vue des appli
ations (prin
ipe du maximum, régularité). LaSe
tion 5.3 reprend le même programme mais pour d'autres modèles plus 
ompliqués
omme 
elui de l'élasti
ité linéarisée ou 
elui des équations de Stokes. Si lathéorie d'existen
e et d'uni
ité est très semblable au 
as pré
édent, il n'en est pas demême de toutes les propriétés qualitatives.111
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112 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUES5.2 Étude du Lapla
ien5.2.1 Conditions aux limites de Diri
hletNous 
onsidérons le problème aux limites suivant
{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (5.1)où Ω est un ouvert borné de l'espa
e RN , et f est un se
ond membre qui appartientà l'espa
e L2(Ω). L'appro
he variationnelle pour étudier (5.1) est 
onstituée de troisétapes que nous détaillons.Étape 1 : Établissement d'une formulation variationnelle.Dans une première étape il faut proposer une formulation variationnelle du prob-lème aux limites (5.1), 
'est-à-dire qu'il faut trouver une forme bilinéaire a(·, ·), uneforme linéaire L(·), et un espa
e de Hilbert V tels que (5.1) soit équivalent à :Trouver u ∈ V tel que a(u, v) = L(v) pour tout v ∈ V. (5.2)Le but de 
ette première étape est seulement de trouver la formulation variationnelle(5.2) ; on véri�era l'équivalen
e pré
ise ave
 (5.1) plus tard au 
ours de la troisièmeétape.Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie l'équation (5.1) par unefon
tion test régulière v et on intègre par parties. Ce 
al
ul est prin
ipalement formelau sens où l'on suppose l'existen
e et la régularité de la solution u a�n que tous les
al
uls e�e
tués soient li
ites. A l'aide de la formule de Green (4.22) (voir aussi (3.7))on trouve

∫

Ω

fv dx = −
∫

Ω

∆uv dx =

∫

Ω

∇u · ∇v dx−
∫

∂Ω

∂u

∂n
v ds. (5.3)Comme u doit satisfaire une 
ondition aux limites de Diri
hlet, u = 0 sur ∂Ω, on
hoisit un espa
e de Hilbert V tel que toute fon
tion v ∈ V véri�e aussi v = 0 sur

∂Ω. Dans 
e 
as, l'égalité (5.3) devient
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x)v(x) dx. (5.4)Pour que le terme de gau
he de (5.4) ait un sens il su�t que ∇u et ∇v appartiennentà L2(Ω) (
omposante par 
omposante), et pour que le terme de droite de (5.4) aitaussi un sens il su�t que v appartienne à L2(Ω) (on a supposé que f ∈ L2(Ω)).Par 
onséquent, un 
hoix raisonnable pour l'espa
e de Hilbert est V = H1
0 (Ω), lesous-espa
e de H1(Ω) dont les éléments s'annulent sur le bord ∂Ω.En 
on
lusion, la formulation variationnelle proposée pour (5.1) est :trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que ∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (5.5)
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5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 113Évidemment, nous avons fait un 
ertain nombre de 
hoix pour arriver à (5.5) ; d'autres
hoix nous auraient 
onduit à d'autres formulations variationnelles possibles. La jus-ti�
ation de (5.5) s'e�e
tuera don
 a posteriori : tout d'abord, la deuxième étape
onsiste à véri�er que (5.5) admet bien une unique solution, puis la troisième étapeque la solution de (5.5) est aussi une solution du problème aux limites (5.1) (dans unsens à pré
iser).Étape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.Dans 
ette deuxième étape nous véri�ons que la formulation variationnelle (5.5)admet une solution unique. Pour 
ela nous utilisons le Théorème de Lax-Milgram3.3.1 dont nous véri�ons les hypothèses ave
 les notations
a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx et L(v) = ∫
Ω

f(x)v(x) dx.On voit fa
ilement en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz que a est une formebilinéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω) et que L est une forme linéaire 
ontinue sur H1

0 (Ω).De plus, en vertu de l'inégalité de Poin
aré (voir le Corollaire 4.3.12 ; on utilise i
ile 
ara
tère borné de l'ouvert Ω), la forme bilinéaire a est 
oer
ive, 
'est-à-dire qu'ilexiste ν > 0 tel que
a(v, v) =

∫

Ω

|∇v(x)|2dx ≥ ν‖v‖2H1
0 (Ω) ∀ v ∈ H1

0 (Ω).Comme H1
0 (Ω) est un espa
e de Hilbert (voir la Proposition 4.3.9), toutes les hy-pothèses du Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 sont satisfaites et on peut don
 
on
lurequ'il existe une unique solution u ∈ H1

0 (Ω) de la formulation variationnelle (5.5).Remarque 5.2.1 Nous verrons plus loin au Chapitre 9 que, dans le 
as présent,
omme la forme bilinéaire a est symétrique, il existe un autre argument que leThéorème de Lax-Milgram pour 
on
lure. En e�et, la solution de la formulation vari-ationnelle est dans 
e 
as l'unique point de minimum de l'énergie dé�nie par
J(v) =

1

2
a(v, v)− L(v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω)(voir la Proposition 5.2.7). Par 
onséquent, si on démontre que J a un unique pointde minimum, on a ainsi obtenu la solution de la formulation variationnelle. •Étape 3 : Équivalen
e ave
 l'équation.La troisième étape (la dernière et la plus déli
ate) 
onsiste à véri�er qu'en résolvantla formulation variationnelle (5.5) on a bien résolu le problème aux limites (5.1), età pré
iser dans quel sens la solution de (5.5) est aussi une solution de (5.1). End'autres termes, il s'agit d'interpréter la formulation variationnelle et de retourner àl'équation. Pour 
ela on pro
ède aux mêmes intégrations par parties qui ont 
onduit àla formulation variationnelle, mais en sens inverse, et en les justi�ant soigneusement.
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114 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESCette justi�
ation est très fa
ile si l'on suppose que la solution u de la formulationvariationnelle (5.5) est régulière (pré
isément si u ∈ H2(Ω)) et que l'ouvert Ω estaussi régulier, 
e que nous faisons dans un premier temps. En e�et, il su�t d'invoquerla formule de Green (4.22) qui nous donne, pour v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

∇u · ∇v dx = −
∫

Ω

v∆u dxpuisque v = 0 sur le bord ∂Ω. On en déduit alors
∫

Ω

(∆u+ f) v dx = 0 ∀ v ∈ C∞
c (Ω),
e qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que −∆u = f dans L2(Ω), et on al'égalité

−∆u = f presque partout dans Ω. (5.6)De plus, si Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1, alors le Théorème de tra
e4.3.13 (ou plus pré
isément son Corollaire 4.3.16) a�rme que toute fon
tion de H1
0 (Ω)a une tra
e sur ∂Ω nulle dans L2(Ω). On en déduit, en parti
ulier, que

u = 0 presque partout sur ∂Ω. (5.7)On a don
 bien retrouvé l'équation et la 
ondition aux limites de (5.1).Si l'on ne suppose plus que la solution u de (5.5) et l'ouvert Ω sont réguliers, il fauttravailler davantage (on ne peut plus utiliser la formule de Green (4.22) qui né
essiteque u ∈ H2(Ω)). On note σ = ∇u qui est une fon
tion à valeurs ve
torielles dans
L2(Ω)N . Par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on déduit de la formulation variationnelle(5.5) que, pour tout v ∈ H1

0 (Ω),
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

σ · ∇v dx
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

fv dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖v‖L2(Ω). (5.8)Comme C∞
c (Ω) ⊂ H1

0 (Ω), (5.8) n'est rien d'autre que le 
ritère d'existen
e d'unedivergen
e faible de σ dans L2(Ω) (voir la Dé�nition 4.2.6 et le Lemme 4.2.7) quivéri�e, pour tout v ∈ C∞
c (Ω),

∫

Ω

σ · ∇v dx = −
∫

Ω

divσv dx.On en déduit don
 que
∫

Ω

(divσ + f) v dx = 0 ∀ v ∈ C∞
c (Ω),
e qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que −divσ = f dans L2(Ω). Par 
on-séquent divσ = ∆u appartient à L2(Ω) (rappelons que div∇ = ∆), et on retrouve
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5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 115l'équation (5.6). On retrouve la 
ondition aux limites (5.7) 
omme pré
édemment sil'ouvert Ω est régulier de 
lasse C1. Si Ω n'est pas régulier, alors on ne peut pasinvoquer le Théorème de tra
e 4.3.13 pour obtenir (5.7). Néanmoins, le simple faitd'appartenir à H1
0 (Ω) est une généralisation de la 
ondition aux limites de Diri
hletpour un ouvert non régulier, et on 
ontinuera à é
rire formellement que u = 0 sur

∂Ω.En 
on
lusion nous avons démontré le résultat suivant.Théorème 5.2.2 Soit Ω un ouvert borné de RN . Soit f ∈ L2(Ω). Il existe une uniquesolution u ∈ H1
0 (Ω) de la formulation variationnelle (5.5). De plus, u véri�e
−∆u = f presque partout dans Ω, et u ∈ H1

0 (Ω). (5.9)Si on suppose en plus que Ω est régulier de 
lasse C1, alors u est solution du problèmeaux limites (5.1) au sens où
−∆u = f presque partout dans Ω, u = 0 presque partout sur ∂Ω.On appelle la solution u ∈ H1

0 (Ω) de la formulation variationnelle (5.5) solu-tion variationnelle du problème aux limites (5.1). Par un ra

our
i de langage bien
ommode, on dira que l'unique solution u ∈ H1
0 (Ω) de la formulation vari-ationnelle (5.5) est l'unique solution du problème aux limites (5.1). Cetteappellation est bien sûr justi�ée par le Théorème 5.2.2.La solution de (5.1), que nous venons d'obtenir, ne véri�e a priori l'équation et la
ondition aux limites que dans un sens �faible�, 
'est-à-dire presque partout (ou mêmepire pour la 
ondition aux limites si l'ouvert n'est pas régulier). On parle alors desolution faible par opposition aux solutions fortes qu'on aurait pu espérer obtenirdans la formulation 
lassique de (5.1) (voir la Sous-se
tion 3.1.2). De même, on appelleparfois la formulation variationnelle formulation faible de l'équation.Remarque 5.2.3 En fait, la solution faible peut être une solution forte si le se
ondmembre f est plus régulier. Autrement dit, l'équation et la 
ondition aux limites de(5.1) peuvent être véri�ées en un sens 
lassique, 
'est-à-dire pour tout x ∈ Ω, ettout x ∈ ∂Ω, respe
tivement. C'est 
e qu'on appelle un résultat de régularité pour lasolution (voir plus loin le Corollaire 5.2.27). •Remarque 5.2.4 Il faut bien 
omprendre le sens pré
is de l'expression ∆u dansl'égalité (5.9) du Théorème 5.2.2. Pour une fon
tion quel
onque v de H1

0 (Ω) nousn'avons pas donné de sens (même faible) à son Lapla
ien ∆v. Par 
ontre, pour lasolution u ∈ H1
0 (Ω) de la formulation variationnelle (5.5), nous avons montré que ∆uappartient à L2(Ω). •Pour que le problème aux limites (5.1) soit bien posé (au sens de Hadamard ; voirla Dé�nition 1.5.3), il faut, en plus de l'existen
e et de l'uni
ité de sa solution, montrerque la solution dépend 
ontinûment des données. C'est une 
onséquen
e immédiatedu Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 mais nous en donnons un nouvel énon
é et unenouvelle démonstration.
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116 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESProposition 5.2.5 Soit Ω un ouvert borné de RN , et soit f ∈ L2(Ω). L'appli
ationqui à f ∈ L2(Ω) fait 
orrespondre la solution unique u ∈ H1
0 (Ω) de la formulationvariationnelle de (5.1) est linéaire et 
ontinue de L2(Ω) dans H1(Ω). En parti
ulier,il existe une 
onstante C > 0 telle que, pour tout f ∈ L2(Ω), on a

‖u‖H1(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω). (5.10)Remarque 5.2.6 L'inégalité (5.10) est 
e qu'on appelle une estimation d'énergie.Elle garantit que l'énergie de la solution est 
ontr�lée par 
elle de la donnée. Lesestimations d'énergie sont très naturelles d'un point de vue physique et très utilesd'un point de vue mathématique. •Démonstration. La linéarité de f → u est évidente. Pour obtenir la 
ontinuité onprend v = u dans la formulation variationnelle (5.5)
∫

Ω

|∇u|2dx =

∫

Ω

fu dx.On majore le terme de droite à l'aide de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, et on minore
elui de gau
he par la 
oer
ivité de la forme bilinéaire
ν‖u‖2H1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖H1(Ω),d'où l'on déduit le résultat. �Nous avons déjà dit que la formulation variationnelle possède souvent une interpré-tation physique (
'est, par exemple, le prin
ipe des travaux virtuels en mé
anique). Enfait, la solution de la formulation variationnelle (5.5) réalise le minimum d'une énergie(très naturelle en physique ou en mé
anique). Le résultat suivant est une appli
ationimmédiate de la Proposition 3.3.4.Proposition 5.2.7 Soit J(v) l'énergie dé�nie pour v ∈ H1

0 (Ω) par
J(v) =

1

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

fv dx. (5.11)Soit u ∈ H1
0 (Ω) la solution unique de la formulation variationnelle (5.5). Alors u estaussi l'unique point de minimum de l'énergie, 
'est-à-dire que

J(u) = min
v∈H1

0 (Ω)
J(v).Ré
iproquement, si u ∈ H1

0 (Ω) est un point de minimum de l'énergie J(v), alors u estla solution unique de la formulation variationnelle (5.5).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 117Remarque 5.2.8 La Proposition 5.2.7 repose de manière 
ru
iale sur le fait que laforme bilinéaire de la formulation variationnelle est symétrique. Si 
ela n'est pas le
as, la solution de la formulation variationnelle ne minimise pas l'énergie (voir le
ontre-exemple de l'Exer
i
e 5.2.3).Souvent l'origine physique du Lapla
ien est en fait la re
her
he des minima del'énergie J(v). Il est remarquable que 
e problème de minimisation né
essite de la partde la solution u moins de régularité que l'équation aux dérivées partielles (une seuledérivée permet de dé�nir J(u) tandis qu'il en faut deux pour ∆u). Cette 
onstatation
on�rme le 
ara
tère �naturel� de la formulation variationnelle pour analyser uneéquation aux dérivées partielles. •Exer
i
e 5.2.1 A l'aide de l'appro
he variationnelle démontrer l'existen
e et l'uni
itéde la solution de
{

−∆u+ u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (5.12)où Ω est un ouvert quel
onque de l'espa
e RN , et f ∈ L2(Ω). Montrer en parti
ulier quel'ajout d'un terme d'ordre zéro au Lapla
ien permet de ne pas avoir besoin de l'hypothèseque Ω est borné.Exer
i
e 5.2.2 Soit Ω un ouvert borné de RN . A l'aide de l'appro
he variationnelledémontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution du problème suivant de 
onve
tion-di�usion

{

V · ∇u −∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (5.13)où f ∈ L2(Ω) et V est une fon
tion régulière à valeurs ve
torielles telle que divV = 0dans Ω.Exer
i
e 5.2.3 On reprend les notations et hypothèses de l'Exer
i
e 5.2.2. Montrer quetout v ∈ H1

0 (Ω) véri�e
∫

Ω

vV · ∇v dx = 0.Montrer que la solution de la formulation variationnelle du problème de 
onve
tion-di�usion ne minimise pas dans H1
0 (Ω) l'énergie

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇v|2 + vV · ∇v
)

dx−
∫

Ω

fv dx.La partie �uni
ité� du Théorème 5.2.2 est utile pour démontrer des propriétés desymétrie 
omme l'indique l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 5.2.4 On 
onsidère à nouveau le problème aux limites (5.1). On suppose quel'ouvert Ω est symétrique par rapport à l'hyperplan xN = 0 de même que la donnée f (i.e.
f(x′, xN ) = f(x′,−xN )). Montrer que la solution de (5.1) a la même symétrie. Montrerque (5.1) est équivalent à un problème aux limites posé sur Ω+ = Ω ∩ {xN > 0} ave
une 
ondition aux limites de Neumann sur Ω ∩ {xN = 0}.
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118 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESRemarque 5.2.9 Jusqu'i
i nous avons supposé que le se
ond membre f de (5.1) ap-partenait à L2(Ω), mais une grande partie des résultats reste valable si on supposeseulement que f ∈ H−1(Ω) (espa
e de �fon
tions� moins régulières). Les deux pre-mières étapes restent identiques à 
ondition de rempla
er l'intégrale usuelle ∫
Ω
fv dxpar le produit de dualité 〈f, v〉H−1,H1

0 (Ω) (en parti
ulier L(v) reste bien une formelinéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω)). Dans la troisième étape, l'égalité −∆u = f n'a plus lieuqu'au sens de l'égalité entre éléments de H−1(Ω) (et non plus presque partout dans

Ω).Ce ra�nement mathématique peut 
orrespondre à une modélisation physique per-tinente. Prenons 
omme exemple le 
as d'un se
ond membre 
on
entré sur une hy-persurfa
e plut�t que distribué dans tout Ω. Soit Γ une hypersurfa
e (une variété dedimension N − 1) régulière in
luse dans Ω. Pour modéliser un terme sour
e 
on
entrésur Γ, on prend f̃ ∈ L2(Γ) et on dé�nit f ∈ H−1(Ω) par
〈f, v〉H−1,H1

0 (Ω) =

∫

Γ

f̃ v ds,qui est bien une forme linéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω) grâ
e au Théorème de tra
e 4.3.13.

•Remarque 5.2.10 Dans (5.1) nous avons 
onsidéré une 
ondition aux limites deDiri
hlet �homogène�, 
'est-à-dire nulle, mais nous pouvons aussi bien traiter le 
asde 
onditions non-homogènes. Considérons le problème aux limites
{

−∆u = f dans Ω
u = u0 sur ∂Ω, (5.14)où u0 est la tra
e sur ∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω), toujours notée u0. Pour analyser(5.14) on pose u = u0 + ũ, et on 
her
he la solution de

{

−∆ũ = f̃ = f +∆u0 dans Ω
ũ = 0 sur ∂Ω. (5.15)Suivant la Remarque 5.2.9 on peut résoudre (5.15) par l'appro
he variationnelle 
ar

f̃ appartient à H−1(Ω). En e�et,
〈f̃ , v〉H−1,H1

0 (Ω) =

∫

Ω

fv dx−
∫

Ω

∇u0 · ∇v dxest bien une forme linéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω). •5.2.2 Conditions aux limites de NeumannNous 
onsidérons le problème aux limites suivant

{

−∆u+ u = f dans Ω
∂u
∂n = g sur ∂Ω (5.16)



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 119où Ω est un ouvert (non né
essairement borné) de l'espa
e RN , f ∈ L2(Ω) et
g ∈ L2(∂Ω). L'équation de (5.16) est une variante du Lapla
ien où nous avons ajoutéun terme d'ordre zéro a�n d'éviter (en premier abord) une di�
ulté que nous régleronsplus loin au Théorème 5.2.18. L'appro
he variationnelle pour étudier (5.16) est sen-siblement di�érente de 
elle présentée à la sous-se
tion pré
édente dans le traitementdes 
onditions aux limites. C'est pourquoi nous détaillons à nouveau les trois étapesde l'appro
he.Étape 1 : Établissement d'une formulation variationnelle.Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie l'équation (5.16) par unefon
tion test régulière v et on intègre par parties en admettant que la solution u estsu�samment régulière a�n que tous les 
al
uls e�e
tués soient li
ites. La formule deGreen (4.22) (voir aussi (3.7)) donne
∫

Ω

f(x)v(x) dx =

∫

Ω

(−∆u(x) + u(x)) v(x) dx

=

∫

Ω

(∇u(x) · ∇v(x) + u(x)v(x)) dx−
∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) ds

=

∫

Ω

(∇u(x) · ∇v(x) + u(x)v(x)) dx−
∫

∂Ω

g(x)v(x) ds.

(5.17)Nous avons utilisé la 
ondition aux limites de Neumann dans (5.17) et il n'est pasné
essaire de l'ins
rire dans le 
hoix de l'espa
e de Hilbert V . Pour que le premier etles deux derniers termes de (5.17) aient un sens il su�t de prendre V = H1(Ω) (onutilise le Théorème de tra
e 4.3.13 pour justi�er l'intégrale de bord).En 
on
lusion, la formulation variationnelle proposée pour (5.16) est : trouver
u ∈ H1(Ω) tel que

∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) dx =

∫

∂Ω

gv ds+

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ H1(Ω). (5.18)Les étapes suivantes justi�eront le 
hoix de (5.18).Remarque 5.2.11 La prin
ipale di�éren
e entre la formulation variationnelle (5.18)pour une 
ondition aux limites de Neumann et 
elle (5.5) pour une 
ondition auxlimites de Diri
hlet vient de 
e que la 
ondition de Diri
hlet est ins
rite dans le 
hoixde l'espa
e alors que la 
ondition de Neumann apparaît dans la forme linéaire maispas dans l'espa
e. La 
ondition de Diri
hlet est dite essentielle (ou expli
ite) 
ar elleest for
ée par l'appartenan
e à un espa
e, tandis que la 
ondition de Neumann estdite naturelle (ou impli
ite) 
ar elle dé
oule de l'intégration par partie qui 
onduità la formulation variationnelle. •Étape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.
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120 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESDans 
ette deuxième étape nous véri�ons que la formulation variationnelle (5.18)admet une solution unique. Pour 
ela nous utilisons le Théorème de Lax-Milgram3.3.1 dont nous véri�ons les hypothèses ave
 les notations
a(u, v) =

∫

Ω

(∇u · ∇v + uv)dx et L(v) = ∫
∂Ω

gv ds+

∫

Ω

fv dx.En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et à l'aide du Théorème de tra
e 4.3.13,on voit 
lairement que a est une forme bilinéaire 
ontinue sur H1(Ω) et que L est uneforme linéaire 
ontinue surH1(Ω). Par ailleurs, la forme bilinéaire a est manifestement
oer
ive (
'est pour 
ela qu'on a ajouté un terme d'ordre zéro au Lapla
ien) 
ar
a(v, v) = ‖v‖2H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω).Comme H1(Ω) est un espa
e de Hilbert (voir la Proposition 4.3.2), toutes les hy-pothèses du Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 sont satisfaites et on peut don
 
on
lurequ'il existe une unique solution u ∈ H1(Ω) de la formulation variationnelle (5.18).Remarque 5.2.12 Pour analyser le problème aux limites (5.16) dans le 
as où g = 0,on aurait pu être tenté d'ins
rire la 
ondition aux limites de Neumann dans l'espa
e deHilbert V . Il n'est pas possible de 
hoisir V = {v ∈ H1(Ω), ∂v

∂n = 0 sur ∂Ω} 
ar, pourune fon
tion v ∈ H1(Ω) ∂v
∂n n'a pas de sens sur ∂Ω. En e�et, ∇v n'est qu'une fon
tionde L2(Ω) (
omposante par 
omposante) et on sait qu'il n'y a pas de notion de tra
e sur

∂Ω pour les fon
tions de L2(Ω). On pourrait 
hoisir V = {v ∈ H2(Ω), ∂v
∂n = 0 sur ∂Ω}qui est bien un sous-espa
e fermé de H2(Ω) en vertu du Théorème de tra
e 4.3.28.Mais ave
 
e dernier 
hoix une nouvelle di�
ulté surgit : la forme bilinéaire a n'estpas 
oer
ive sur V et on ne peut pas appliquer le Théorème de Lax-Milgram. Il n'y adon
 pas moyen de prendre en 
ompte la 
ondition aux limites de Neumann dans le
hoix de l'espa
e de Hilbert. •Étape 3 : Équivalen
e ave
 l'équation.Nous interprétons maintenant la formulation variationnelle (5.18) pour véri�erqu'on a bien résolu le problème aux limites (5.16), dans un sens à pré
iser. Nousallons supposer que les données sont régulières (voir la Remarque 5.2.15 lorsque l'onne fait pas 
ette hypothèse). Plus pré
isément nous allons supposer que nous sommesdans les 
onditions d'appli
ation du lemme suivant de régularité que nous admettrons(voir la sous-se
tion 5.2.4 pour des résultats similaires).Lemme 5.2.13 Soit Ω un ouvert régulier de 
lasse C1 de RN . Soit f ∈ L2(Ω) et

g la tra
e sur ∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω). Alors la solution u de la formulationvariationnelle (5.18) appartient à H2(Ω).Grâ
e au Lemme 5.2.13 on peut utiliser la formule de Green du Théorème 4.3.30
∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx +

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x) ds. (5.19)
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5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 121qui est valable pour u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω). Rappelons que l'intégrale de borddans (5.19) a bien un sens à 
ause du Théorème de tra
e 4.3.28 qui a�rme que pour
u ∈ H2(Ω) la dérivée normale ∂u

∂n a un sens dans L2(∂Ω). On déduit alors de (5.18)et (5.19) que, pour tout v ∈ H1(Ω),
∫

Ω

(∆u− u+ f)v dx =

∫

∂Ω

(

∂u

∂n
− g
)

v ds. (5.20)Si l'on prend v ∈ C∞
c (Ω) ⊂ H1(Ω) dans (5.20), le terme de bord disparaît et l'ondéduit, en vertu du Corollaire 4.2.2, que ∆u − u + f = 0 dans L2(Ω), don
 presquepartout dans Ω. Par 
onséquent, le membre de gau
he de (5.20) est nul, don

∫

∂Ω

(

g − ∂u

∂n

)

v ds = 0 ∀ v ∈ H1(Ω).Or l'image de H1(Ω) par l'appli
ation tra
e est dense dans L2(∂Ω) (voir la remarque4.3.17), 
e qui entraîne que g− ∂u
∂n = 0 dans L2(∂Ω), et don
 presque partout sur ∂Ω.En 
on
lusion nous avons démontré le résultat suivant.Théorème 5.2.14 Soit Ω un ouvert régulier de 
lasse C1 de RN . Soit f ∈ L2(Ω) et

g la tra
e sur ∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω). Il existe une unique solution u ∈ H1(Ω)de la formulation variationnelle (5.18). De plus, u appartient à H2(Ω) et est solutionde (5.16) au sens où
−∆u+ u = f presque partout dans Ω,

∂u

∂n
= g presque partout sur ∂Ω.Exer
i
e 5.2.5 Démontrer que l'unique solution u ∈ H1(Ω) de la formulation varia-tionnelle (5.18) véri�e l'estimation d'énergie suivante

‖u‖H1(Ω) ≤ C
(

‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(∂Ω)

)

,où C > 0 est une 
onstante qui ne dépend pas de u, f et g.Comme dans la sous-se
tion pré
édente, par habitude (et lorsque le 
ontexte neprête pas à 
onfusion) on dit que l'unique solution u ∈ H1(Ω) de la formulationvariationnelle (5.18) est l'unique solution faible du problème aux limites (5.16).Remarque 5.2.15 (déli
ate) Lorsque l'ouvert Ω n'est pas régulier et que g est seulementune fon
tion de L2(∂Ω), on a aussi démontré l'existen
e d'une unique solution u ∈ H1(Ω)de la formulation variationnelle (5.18). Pour montrer que 
ette solution véri�e l'équation
−∆u+ u = f presque partout dans Ω, il faut utiliser un argument un peu plus 
ompliqué.En notant σ = ∇u ∈ L2(Ω)N , on déduit de (5.18) que, pour tout v ∈ C∞

c (Ω),
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

σ · ∇v dx
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

uv dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

fv dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖v‖L2(Ω)
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122 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESqui n'est rien d'autre que le 
ritère d'existen
e d'une divergen
e faible de σ dans L2(Ω) (voirla Dé�nition 4.2.6 et le Lemme 4.2.7). On a don
 divσ ∈ L2(Ω) et
∫

Ω

(divσ − u+ f) v dx = 0 ∀ v ∈ C∞
c (Ω),
e qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que −divσ = −∆u = f − u dans L2(Ω).On peut aussi retrouver la 
ondition aux limites de Neumann, dans un sens très faible,si l'ouvert est régulier (mais pas g). Pour 
e faire on utilise l'espa
e H(div) introduit à laSous-se
tion 4.4.2 et dé�ni par H(div) =

{

σ ∈ L2(Ω)N tel que divσ ∈ L2(Ω)
}

. Le Théorème4.4.7 a�rme que, si Ω est un ouvert régulier de 
lasse C1, on a la formule d'intégration parpartie suivante
∫

Ω

divσv dx+

∫

Ω

σ · ∇v dx = 〈σ · n, v〉H−1/2,H1/2(∂Ω), (5.21)pour v ∈ H1(Ω) et σ ∈ H(div). Le terme de droite de (5.21) désigne le produit de dualitéentre H1/2(∂Ω) et son dual, noté H−1/2(∂Ω). Si σ et v sont des fon
tions régulières, 
e�vilain� terme n'est autre que l'intégrale de bord usuelle ∫
∂Ω

vσ · nds. Sinon, la formule(5.21) donne un sens à σ · n sur ∂Ω (
omme élément du dual H−1/2(∂Ω)) pour σ ∈ H(div).Si on applique 
e résultat à la solution de (5.18) (ave
 σ = ∇u), on en déduit que la 
on-dition aux limites de Neumann est véri�ée 
omme égalité entre éléments du dual H−1/2(∂Ω)(
ar g ∈ L2(∂Ω) ⊂ H−1/2(∂Ω)). Cet argument est passablement 
ompliqué, et en pratiqueon se 
ontentera de dire que la formulation variationnelle 
ontient une généralisation de la
ondition aux limites de Neumann, et par habitude on 
ontinuera à é
rire formellementque ∂u
∂n

= g sur ∂Ω. •Comme dans la sous-se
tion pré
édente, on peut montrer que la solution de (5.16)minimise une énergie. Remarquons que, si g = 0, alors l'énergie (5.22) est la même que
elle (5.11) dé�nie pour le Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet (modulole terme d'ordre zéro). Néanmoins, leurs minima ne sont en général pas les mêmes
ar on minimise sur deux espa
es di�érents, à savoir H1
0 (Ω) et H1(Ω). La Propositionsuivante est une appli
ation immédiate de la Proposition 3.3.4.Proposition 5.2.16 Soit J(v) l'énergie dé�nie pour v ∈ H1(Ω) par

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇v|2 + |v|2
)

dx−
∫

Ω

fv dx−
∫

∂Ω

gv ds. (5.22)Soit u ∈ H1(Ω) la solution unique de la formulation variationnelle (5.18). Alors u estaussi l'unique point de minimum de l'énergie, 
'est-à-dire que
J(u) = min

v∈H1(Ω)
J(v).Ré
iproquement, si u ∈ H1(Ω) est un point de minimum de l'énergie J(v), alors u estla solution unique de la formulation variationnelle (5.18).
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i
e 5.2.6 On suppose que Ω est un ouvert borné régulier de 
lasse C1. A l'aidede l'appro
he variationnelle démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution du Lapla
ienave
 une 
ondition aux limites de Fourier
{

−∆u = f dans Ω
∂u
∂n + u = g sur ∂Ω (5.23)où f ∈ L2(Ω) et g est la tra
e sur ∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω). On démontrera l'inégalitésuivante (qui généralise 
elle de Poin
aré)

‖v‖L2(Ω) ≤ C
(

‖v‖L2(∂Ω) + ‖∇v‖L2(Ω)

)

∀ v ∈ H1(Ω).Exer
i
e 5.2.7 On suppose que Ω est un ouvert borné 
onnexe. A l'aide de l'appro
hevariationnelle démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution du Lapla
ien ave
 des 
on-ditions aux limites mêlées






−∆u = f dans Ω
∂u
∂n = 0 sur ∂ΩN

u = 0 sur ∂ΩD

(5.24)où f ∈ L2(Ω), et (∂ΩN , ∂ΩD) est une partition de ∂Ω telle que les mesures super�
iellesde ∂ΩN et ∂ΩD sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)Nous revenons maintenant au véritable opérateur Lapla
ien (sans ajout d'un termed'ordre zéro 
omme dans (5.16)) et nous 
onsidérons le problème aux limites
{ −∆u = f dans Ω

∂u
∂n = g sur ∂Ω (5.25)où Ω est un ouvert borné 
onnexe de l'espa
e RN , f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(∂Ω). Ladi�
ulté nouvelle dans (5.25) par rapport à (5.16) est qu'il n'existe une solution quesi les données f et g véri�ent une 
ondition de 
ompatibilité. En e�et, il est fa
ilede voir que s'il existe une solution u ∈ H2(Ω), alors intégrant l'équation sur Ω (oubien utilisant la formule de Green (4.22)) on a né
essairement

∫

Ω

f(x) dx +

∫

∂Ω

g(x) ds = 0. (5.26)Remarquons aussi que si u est solution alors u + C, ave
 C ∈ R, est aussi solution.En fait, (5.26) est une 
ondition né
essaire et su�sante d'existen
e d'une solutiondans H1(Ω), unique à l'addition d'une 
onstante près. Remarquons que, si l'ouvert
Ω n'est pas 
onnexe, alors il faut é
rire (5.26) pour 
haque 
omposante 
onnexe de
Ω et l'uni
ité de la solution vaudra à l'addition près d'une 
onstante par 
omposante
onnexe (ave
 
es modi�
ations tous les résultats qui suivent restent valables).Remarque 5.2.17 Physiquement, la 
ondition de 
ompatibilité (5.26) s'interprète
omme une 
ondition d'équilibre : f 
orrespond à une sour
e volumique, et g à un
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124 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUES�ux entrant au bord. Pour qu'il existe un état stationnaire ou d'équilibre (
'est-à-direune solution de (5.25)), il faut que 
es deux termes se balan
ent parfaitement. Demême, l'uni
ité �à une 
onstante additive près� 
orrespond à l'absen
e d'origine deréféren
e sur l'é
helle qui mesure les valeurs de u (
omme pour la température, parexemple). •Théorème 5.2.18 Soit Ω un ouvert borné 
onnexe régulier de 
lasse C1 de RN . Soit
f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(∂Ω) qui véri�ent la 
ondition de 
ompatibilité (5.26). Il existeune solution faible u ∈ H1(Ω) de (5.25), unique à l'addition d'une 
onstante près.Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on pro
ède 
omme pourl'équation (5.16). Un 
al
ul similaire 
onduit à

∫

Ω

∇u · ∇v dx =

∫

∂Ω

gv ds+

∫

Ω

fv dxpour toute fon
tion test régulière v. Pour donner un sens à tous les termes de 
etteégalité, on pourrait 
hoisirH1(Ω) 
omme espa
e de Hilbert V , mais nous ne pourrionsmontrer la 
oer
ivité de la forme bilinéaire. Cette di�
ulté est intimement liée au faitque, si u est solution, alors u + C est aussi solution. Pour éviter 
et in
onvénient,on lève l'indétermination de 
ette 
onstante additive en ne travaillant qu'ave
 desfon
tions de moyenne nulle. Autrement dit, on pose
V =

{

v ∈ H1(Ω),

∫

Ω

v(x) dx = 0

}et la formulation variationnelle de (5.25) est :trouver u ∈ V tel que ∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫

∂Ω

gv ds+

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ V. (5.27)On peut également 
hoisir V = H1(Ω)/R, 
'est-à-dire quotienter H1(Ω) par les 
on-stantes (les éléments de H1(Ω)/R sont les 
lasses de fon
tions de H1(Ω) égales à une
onstante près).Pour pouvoir appliquer le Théorème de Lax-Milgram à la formulation variation-nelle (5.27), la seule hypothèse déli
ate à véri�er est la 
oer
ivité de la forme bilinéaire.Celle-
i s'obtient grâ
e à une généralisation de l'inégalité de Poin
aré, 
onnue sousle nom d'inégalité de Poin
aré-Wirtinger : si Ω est borné et 
onnexe, il existe une
onstante C > 0 telle que, pour tout v ∈ H1(Ω),
‖v −m(v)‖L2(Ω) ≤ C‖∇v‖L2(Ω) ave
 m(v) =

∫

Ω v dx
∫

Ω dx
. (5.28)L'inégalité (5.28) se démontre par 
ontradi
tion 
omme dans la deuxième démon-stration de la Proposition 4.3.10 (nous laissons 
ela au le
teur en exer
i
e). Comme

m(v) = 0 pour tout v ∈ V , (5.28) prouve que ‖∇v‖L2(Ω) est une norme dans V ,
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 que la forme bilinéaire est 
oer
ivesur V .Finalement, pour montrer que la solution unique de (5.27) est bien une solutiondu problème aux limites (5.25), on pro
ède 
omme pré
édemment lors de la démon-stration du Théorème 5.2.14. On obtient ainsi pour tout v ∈ V ,
∫

Ω

(∆u + f)v dx =

∫

∂Ω

(

∂u

∂n
− g
)

v ds. (5.29)Or, quelque soit w ∈ H1(Ω), la fon
tion v = w−m(w) appartient à V . En 
hoisissantune telle fon
tion dans (5.29), en regroupant les termes en fa
teur de la 
onstante
m(w) et en utilisant la 
ondition de 
ompatibilité (5.26) ainsi que l'égalité ∫

Ω
∆u dx =

∫

∂Ω
∂u
∂n ds, on déduit don
 de (5.29)

∫

Ω

(∆u+ f)w dx =

∫

∂Ω

(

∂u

∂n
− g
)

w ds ∀w ∈ H1(Ω).On peut don
 
on
lure 
omme d'habitude que u véri�e bien le problème aux limites(5.25). �Exer
i
e 5.2.8 Démontrer l'inégalité de Poin
aré-Wirtinger (5.28).Exer
i
e 5.2.9 On suppose que Ω est un ouvert borné 
onnexe régulier. Soit f ∈ L2(Ω).On 
onsidère la formulation variationnelle suivante : trouver u ∈ H1(Ω) tel que
∫

Ω

∇u · ∇v dx+

(
∫

Ω

u dx

)(
∫

Ω

v dx

)

=

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ H1(Ω).Démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de 
ette formulation variationnelle. Quelproblème aux limites a-t-on ainsi résolu ? En parti
ulier, si on suppose que ∫Ω f dx = 0,quel problème déjà étudié retrouve-t-on ?5.2.3 Coe�
ients variablesDans les deux sous-se
tions pré
édentes nous avons 
onsidéré des problèmes auxlimites pour l'opérateur Lapla
ien. On peut fa
ilement généraliser les résultats obtenusà des opérateurs plus généraux, dits elliptiques du deuxième ordre à 
oe�
ientsvariables. Ce type de problème est issu de la modélisation des milieux hétérogènes.Si l'on reprend l'exemple de la 
ondu
tion de la 
haleur (détaillé dans le Chapitre 1),dans un milieu hétérogène la 
ondu
tivité k(x) est une fon
tion variable d'un point àl'autre du domaine. Dans 
e 
as, on 
onsidère le problème aux limites
{

−div(k∇u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (5.30)où Ω est un ouvert borné de l'espa
e RN , et f ∈ L2(Ω). Bien sûr, si k(x) ≡ 1, onretrouve le Lapla
ien. Il est fa
ile de généraliser le Théorème 5.2.2.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

126 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESProposition 5.2.19 Soit Ω un ouvert borné de RN . Soit f ∈ L2(Ω). On suppose quele 
oe�
ient k(x) est une fon
tion mesurable et qu'il existe deux 
onstantes stri
te-ment positives 0 < k− ≤ k+ telles que
0 < k− ≤ k(x) ≤ k+ presque partout x ∈ Ω. (5.31)Alors, il existe une unique solution (faible) u ∈ H1

0 (Ω) de (5.30).Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie l'équation(5.39) par une fon
tion test v et on intègre par partie en utilisant la formule de Greende l'Exer
i
e 3.2.1
∫

Ω

divσ(x)v(x) dx = −
∫

Ω

σ(x) · ∇v(x) dx +

∫

∂Ω

σ(x) · n(x) v(x) ds,ave
 σ = k∇u. Pour tenir 
ompte de la 
ondition aux limites de Diri
hlet on 
hoisit
H1

0 (Ω) 
omme espa
e de Hilbert, et on trouve la formulation variationnelle de (5.30) :trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que ∫

Ω

k∇u · ∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (5.32)Grâ
e à l'hypothèse (5.31) on véri�e que la forme bilinéaire de (5.32) est 
ontinue

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

k∇u · ∇v dx
∣

∣

∣

∣

≤ k+‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω),et qu'elle est 
oer
ive
∫

Ω

k∇u · ∇u dx ≥ k−
∫

Ω

|∇u|2dx ≥ ν‖u‖H1
0(Ω),ave
 ν > 0 grâ
e à l'inégalité de Poin
aré. On peut don
 appliquer le Théorème deLax-Milgram, 
e qui démontre l'existen
e et l'uni
ité de la solution de la formulationvariationnelle (5.32). Pour montrer que 
ette solution variationnelle est bien une so-lution du problème aux limites (5.30), on pro
ède 
omme pré
édemment lors de ladémonstration du Théorème 5.2.2. �Remarque 5.2.20 Il est très important de laisser l'équation (5.30) sous forme dedivergen
e : on pourrait a priori l'é
rire aussi

−div(k∇u) = −k∆u−∇k · ∇u,mais 
ette dernière forme n'a de sens que si le 
oe�
ient k est dérivable. Au 
ontraire,l'équation (5.30) a un sens même si k est dis
ontinu. •En fait, lorsque l'équation (5.30) est sous forme de divergen
e, son interprétation�au sens faible� 
ontient plus d'informations que son é
riture 
lassique. Plus pré-
isément, la notion de divergen
e faible 
ontient impli
itement 
e qu'on appelle les
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onditions aux limites de transmission entre deux sous-domaines o

upés pardeux matériaux de 
ondu
tivité di�érente. Considérons un exemple où (Ω1,Ω2) estune partition de Ω sur laquelle k(x) est 
onstant par mor
eaux
k(x) = ki > 0 pour x ∈ Ωi, i = 1, 2. (5.33)On note Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 l'interfa
e (supposée régulière et in
luse dans Ω) entre Ω1 et

Ω2 (voir la Figure 5.1), et ui = u|Ωi
la restri
tion de la solution u à Ωi.

1Ω

Ω

Γ

2

Figure 5.1 � Interfa
e entre deux sous-domaines et 
ondition de transmission.Lemme 5.2.21 Sous l'hypothèse (5.33) le problème (5.30) est équivalent à














−ki∆ui = f dans Ωi, i = 1, 2,
u1 = 0 sur ∂Ω,
u1 = u2 sur Γ,
k1∇u1 · n = k2∇u2 · n sur Γ.

(5.34)Les deux dernières lignes de (5.34) sont appelées 
onditions aux limites de trans-mission sur l'interfa
e Γ.Démonstration. Si u ∈ H1
0 (Ω) est solution de (5.30), par appli
ation du Théorèmede tra
e 4.3.13, on doit avoir u1 = u2 sur Γ. Si on pose σ = k∇u et σi = σ|Ωi

= ki∇uisa restri
tion à Ωi, on sait que σ, ainsi que sa divergen
e, appartiennent à L2(Ω).Alors, en vertu du Théorème 4.4.7, la 
omposante normale σ ·n a un sens sur Γ et ondoit avoir σ1 · n = σ2 · n sur Γ.Ré
iproquement, on 
onstruit une formulation variationnelle de (5.34) pour mon-trer qu'elle admet une unique solution qui 
oïn
ide ave
 la solution u de (5.30). On
her
he ui ∈ H1(Ωi) et on multiplie 
haque équation dans Ωi par la même fon
tiontest v ∈ H1
0 (Ω). En intégrant par partie et en sommant on obtient

∫

Ω1

∇u1 ·∇v dx+
∫

Ω2

∇u2 ·∇v dx+
∫

Γ

(

k1
∂u1
∂n1

+ k2
∂u2
∂n2

)

v ds =

∫

Ω1

fv dx+

∫

Ω2

fv dx.(5.35)Comme n1 = −n2 l'intégrale sur l'interfa
e Γ disparaît à 
ause de la 
ondition auxlimites de transmission. D'autre part, si u est dé�ni 
omme u1 dans Ω1 et u2 dans
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Ω2, la 
ondition de transmission u1 = u2 sur Γ implique que u ∈ H1(Ω) en vertu duLemme 4.3.19. Par 
onséquent, (5.35) n'est rien d'autre que la formulation variation-nelle (5.32). �Exer
i
e 5.2.10 Soit Ω un ouvert borné et K un 
ompa
t 
onnexe de RN in
lus dans
Ω (on suppose que Ω \ K est régulier). Soit f ∈ L2(Ω). On 
onsidère un problèmede 
ondu
tion dans Ω où K est une in
lusion parfaitement 
ondu
tri
e, 
'est-à-dire quel'in
onnue u (la température ou le potentiel éle
trique, par exemple) est 
onstante dans
K (
ette 
onstante est aussi in
onnue). On suppose qu'il n'y a pas de terme sour
e dans
K. Ce problème se modélise par























−∆u = f dans Ω \K
u = C sur ∂K
∫

∂K

∂u

∂n
ds = 0 sur ∂K

u = 0 sur ∂Ω,où C est une 
onstante in
onnue à déterminer. Trouver une formulation variationnelle de
e problème aux limites et démontrer l'existen
e et l'uni
ité d'une solution (u,C).On peut en
ore généraliser 
e qui pré
ède à des opérateurs plus généraux ave
 des 
o-e�
ients tensoriels A(x) = (aij(x))1≤i,j≤N . On suppose que la matri
e A est uniformémentdé�nie positive sur Ω (ou 
oer
ive, ou elliptique), 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante α > 0telle que, presque partout dans Ω,
A(x)ξ · ξ =

N
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2 pour tout ξ ∈ R
N , (5.36)et qu'elle est uniformément bornée, 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante β > 0 telle que,presque partout dans Ω,

|A(x)ξ| ≤ β|ξ| pour tout ξ ∈ R
N . (5.37)On dé�nit alors l'opérateur

−div(A∇·) = −
N
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(x)
∂

∂xj
·
)

, (5.38)et on 
onsidère le problème aux limites
{

−div(A∇u) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω. (5.39)Plusieurs motivations physiques 
onduisent à des modèles du type de (5.39). Dans l'exemplede la 
ondu
tion de la 
haleur, un milieu anisotrope (pour lequel la 
ondu
tivité n'est pas lamême dans toutes les dire
tions) est 
ara
térisé par une matri
e symétrique de 
ondu
tivité

A(x) (non proportionnelle à l'identité). Le 
as des matri
es A(x) non symétriques 
orrespond,par exemple, à la prise en 
ompte d'un e�et de 
onve
tion. En e�et, si on dé
ompose A =
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As+Aa en sa partie symétriqueAs = (A+At)/2 et sa partie antisymétriqueAa = (A−At)/2,un 
al
ul simple montre que

−div(A∇u) = −div(As∇u) + V · ∇u ave
 Vj(x) =
N
∑

i=1

1

2

∂(aji − aij)

∂xi
(x),où V s'interprète 
omme une vitesse de 
onve
tion.Exer
i
e 5.2.11 Démontrer sous les hypothèses (5.36) et (5.37) que (5.39) admet une uniquesolution (faible) u ∈ H1

0 (Ω) si f ∈ L2(Ω).On peut rempla
er la 
ondition aux limites de Diri
hlet dans (5.39) par une 
onditionaux limites de Neumann qui, pour l'opérateur (5.38), s'é
rit
∂u

∂nA
=

(

A(x)∇u
)

· n =

N
∑

i,j=1

aij(x)
∂u

∂xj
ni = 0 sur ∂Ω,où ∂u

∂nA
est la dérivée, dite 
onormale, de u asso
iée à l'opérateur (5.38). Cette 
onditionde Neumann est très naturelle d'un point de vue physique puisque, si on introduit le �ux

σ = A∇u, elle exprime que la 
omposante normale du �ux est nulle sur le bord σ ·n = 0 sur
∂Ω.Exer
i
e 5.2.12 Pour f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω), montrer l'existen
e et l'uni
ité de la solutionde

{ −div(A∇u) + u = f dans Ω,
∂u
∂nA

= g sur ∂Ω.5.2.4 Propriétés qualitativesDans 
ette sous-se
tion nous étudions quelques propriétés qualitatives des solu-tions du Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet. Dans toute 
ette sous-se
tion, Ω est un ouvert borné de RN et f ∈ L2(Ω). Le Théorème 5.2.2 fournit uneunique solution u ∈ H1
0 (Ω) de

{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω. (5.40)Prin
ipe du maximumNous 
ommençons par retrouver 
ette propriété dé
ouverte au Chapitre 1 (grâ
eà des formules expli
ites en dimension N = 1 ; voir la Remarque 1.2.10) et exploitéenumériquement au Chapitre 2.Théorème 5.2.22 (Prin
ipe du maximum) Si f ≥ 0 presque partout dans Ω,alors u ≥ 0 presque partout dans Ω.
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130 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESRemarque 5.2.23 Le prin
ipe du maximum ne fait que traduire une propriété par-faitement naturelle du point de vue physique : par exemple dans le 
ontexte de l'équa-tion stationnaire de la 
haleur, si on 
hau�e (f ≥ 0), la température intérieure esttoujours plus grande que la température au bord (u ≥ 0). Le prin
ipe du maximumreste valable si on rempla
e le Lapla
ien par l'opérateur plus général (5.38) à 
oe�-
ients variables dans L∞(Ω) ou bien si l'on 
onsidère le problème (5.16) ave
 
onditionaux limites de Neumann. La validité du prin
ipe du maximum est fondamentalementliée au 
ara
tère �s
alaire� de l'équation (
'est-à-dire que l'in
onnue u est à valeursdans R). Ce prin
ipe du maximum tombe généralement en défaut si l'in
onnue u està valeurs ve
torielles (par exemple pour le système (5.56) de l'élasti
ité). •Démonstration. On utilise la formulation variationnelle (5.5) de (5.40) ave
 v =
u− = min(u, 0) qui appartient bien à H1

0 (Ω) en vertu du Lemme 5.2.24 (
ar u =
u+ + u−). On a

∫

Ω

fu− dx =

∫

Ω

∇u · ∇u− dx =

∫

Ω

1u<0∇u · ∇u dx =

∫

Ω

|∇u−|2dx ≥ 0. (5.41)Mais u− ≤ 0 et f ≥ 0 presque partout dans Ω. Par 
onséquent, tous les termes de(5.41) sont nuls, et 
omme u− ∈ H1
0 (Ω) on en déduit que u− = 0, 
'est-à-dire que

u ≥ 0 presque partout dans Ω. �Lemme 5.2.24 Si v ∈ H1
0 (Ω), alors v+ = max(v, 0) appartient à H1

0 (Ω) et
∇v+ = 1v>0∇v presque partout dans Ω,où 1v>0(x) est la fon
tion qui vaut 1 là où v(x) > 0 et 0 ailleurs.Remarque 5.2.25 La démonstration du Lemme 5.2.24 est assez longue et te
hnique(elle peut être omise en première le
ture). Expliquons néanmoins pourquoi 
ette dé-monstration n'est pas simple, et en parti
ulier pourquoi on ne peut pas utiliser leLemme 4.3.19 qui a�rme qu'une fon
tion dé�nie �par mor
eaux�, appartenant à H1de 
haque sous-domaine et 
ontinue aux interfa
es entre les sous-domaines appartienten fait à H1 du domaine entier. En e�et, on appliquerait le Lemme 4.3.19 à v surle sous-domaine v > 0 et à 0 sur le sous-domaine v < 0, et le tour serait joué. Leproblème est qu'en général la frontière de 
es deux sous-domaines (dé�nie par v = 0)n'est pas régulière (au sens de la Dé�nition 3.2.5) même si v est une fon
tion régulière.

•Démonstration. Montrons tout d'abord que, si v ∈ H1
0 (Ω) et si G(t) est une fon
tion de

R dans R, de 
lasse C1 telle que G(0) = 0 et G′(t) est borné sur R, alors G(v) ∈ H1
0 (Ω) et

∇(G(v)) = G′(v)∇v. Par dé�nition de H1
0 (Ω), il existe une suite de fon
tions vn ∈ C∞

c (Ω)qui 
onverge vers v dans la norme de H1(Ω) (en parti
ulier, pour une sous-suite, vn et ∇vn
onverge presque partout dans Ω vers v et ∇v respe
tivement ; voir le 
orollaire 3.3.3 de [7℄).On a
|G(vn)−G(v)| ≤

(

sup
t∈R

|G′(t)|
)

|vn − v| , (5.42)
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 G(vn) 
onverge vers G(v) dans L2(Ω). D'autre part, pour 1 ≤ i ≤ N ,
∣

∣

∣

∣

∂G(vn)

∂xi
−G′(v)

∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣G′(vn)−G′(v)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

+

(

sup
t∈R

|G′(t)|
) ∣

∣

∣

∣

∂vn
∂xi
− ∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

. (5.43)Comme |G′(vn)−G′(v)|
∣

∣

∣

∂v
∂xi

∣

∣

∣ 
onverge presque partout vers 0 (pour une sous-suite) et estmajoré par 2 (sup |G′(t)|)
∣

∣

∣

∂v
∂xi

∣

∣

∣
qui appartient à L2(Ω), par appli
ation du théorème de 
on-vergen
e dominée de Lebesgue (voir le théorème 2.3.7 de [7℄) 
ette suite de fon
tions 
onvergevers 0 dans L2(Ω). Le dernier terme majorant dans (5.43) 
onverge aussi vers 0 dans L2(Ω),don
 G(vn) est une suite de Cau
hy dans H1

0 (Ω) qui est un espa
e de Hilbert : elle 
onvergevers une limite w ∈ H1
0 (Ω). Par identi�
ation des limites, on trouve que w = G(v) dans

L2(Ω) et que ∂w
∂xi

= G′(v) ∂v
∂xi

dans L2(Ω), d'où le résultat.Nous allons maintenant appro
her la fon
tion t → max(t, 0) par une suite de fon
tions
Gn(t) du type pré
édent pour démontrer que v+ appartient à H1

0 (Ω). Soit G(t) une fon
tionde C1(R) telle que
G(t) = 0 si t ≤ 1

2
, 0 ≤ G′(t) ≤ 1 si 1

2
≤ t ≤ 1, G′(t) = 1 si 1 ≤ t.On dé�nit Gn(t) = G(nt)/n pour n ≥ 1, et on sait par l'argument pré
édent que Gn(v) ∈

H1
0 (Ω) et ∂Gn(v)

∂xi
= G′

n(v)
∂v
∂xi

. D'autre part, on véri�e que
|Gn(v)− v+| ≤ sup

t∈R

|Gn(t)− t+| ≤ 1

n
,don
 Gn(v) 
onverge vers v+ dans L2(Ω). On a aussi, pour tout 1 ≤ i ≤ N ,

∣

∣

∣

∣

∂Gn(v)

∂xi
− 1v>0

∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

= |G′
n(v)− 1v>0|

∣

∣

∣

∣

∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

≤ 10<v<1/n

∣

∣

∣

∣

∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

,et 
omme 10<v<1/n 
onverge vers 0 presque partout, le théorème de 
onvergen
e dominéede Lebesgue prouve que ∂Gn(v)
∂xi


onverge vers 1v>0
∂v
∂xi

dans L2(Ω). On en déduit, 
ommepré
édemment, que Gn(v) 
onverge vers v+ dans H1
0 (Ω) et que ∇v+ = 1v>0∇v. �Exer
i
e 5.2.13 Montrer que l'appli
ation (non-linéaire) v → v+ est 
ontinue de L2(Ω)dans lui-même, ainsi que de H1(Ω) dans lui-même (utiliser le fait que ∇u = 0 presquepartout sur l'ensemble u−1(0)).RégularitéNous montrons maintenant que la solution d'un problème aux limites elliptiqueest plus régulière que prévue si les données sont plus régulières que né
essaire.Théorème 5.2.26 (de régularité) Soit un entier m ≥ 0. Soit Ω un ouvert bornéde RN de 
lasse Cm+2. Soit f ∈ Hm(Ω). Alors, l'unique solution u ∈ H1

0 (Ω) de (5.40)appartient à Hm+2(Ω). De plus, l'appli
ation f → u est linéaire 
ontinue de Hm(Ω)dans Hm+2(Ω), 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante C > 0 telle que
‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C‖f‖Hm(Ω).
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ation immédiate du Théorème de régularité 5.2.26 et du Théorème 4.3.25(sur la 
ontinuité des fon
tions de Hm(Ω)), on obtient 
omme 
orollaire le résultatannon
é auparavant dans la Remarque 5.2.3, à savoir que les solutions faibles d'équa-tions aux dérivées partielles elliptiques sont en fait des solutions fortes (ou 
lassiques)si les données sont régulières.Corollaire 5.2.27 Si Ω est un ouvert borné de RN de 
lasse Cm+2, si f ∈ Hm(Ω),et si m > N/2, alors la solution variationnelle u ∈ H1
0 (Ω) de (5.40) est une solutionforte 
ar elle appartient à C2(Ω).En parti
ulier, si Ω est un ouvert borné de RN de 
lasse C∞, et si f ∈ C∞(Ω),alors la solution u ∈ H1

0 (Ω) de (5.40) est aussi dans C∞(Ω).Remarque 5.2.28 Il est important de bien 
omprendre la portée de 
es résultats derégularité. En supposant que ∆u, qui est une 
ombinaison parti
ulière de 
ertainesdérivées se
ondes de u, appartient à un 
ertain espa
e fon
tionnel, on en déduit quetoutes les dérivées se
ondes de u appartiennent à 
e même espa
e ! Bien sûr, tous
es résultats de régularité sont évidents en dimension N = 1 puisque le Lapla
ien
oïn
ide ave
 la dérivée se
onde et don
 l'équation fournit dire
tement la régularitéde 
ette dérivée se
onde. •Remarque 5.2.29 Le Théorème de régularité 5.2.26 et son Corollaire 5.2.27 restentvalables pour des 
onditions aux limites de Neumann. Ils se généralisent aussi au
as des opérateurs elliptiques à 
oe�
ients variables (
omme dans la Sous-se
tion5.2.3). Dans 
e dernier 
as, il faut ajouter à l'hypothèse habituelle de 
oer
ivité des
oe�
ients, l'hypothèse que les 
oe�
ients sont de 
lasse Cm+1 dans Ω (tandis que
Ω est borné régulier de 
lasse Cm+2 et que f ∈ Hm(Ω)). •Nous ne démontrons pas le Théorème de régularité 5.2.26 dans toute sa généralité maisseulement dans un 
as parti
ulier plus simple (nous expliquerons dans la Remarque 5.2.32
omment on passe du 
as parti
ulier au 
as général). On se pla
e dans Ω = RN , et pour
f ∈ L2(RN ) on 
onsidère le problème

−∆u+ u = f dans RN . (5.44)Il n'y a pas de 
ondition aux limites expli
ite dans (5.44) puisqu'il n'y a pas de bord.Néanmoins, le 
omportement à l'in�ni de la solution est une sorte de 
ondition aux limites.En prenant f dans L2(RN) nous avons 
hoisi une 
ondition aux limites impli
ite qui estde 
her
her u dans H1(RN), 
'est-à-dire que, dans un 
ertain sens, u(x) �tend vers zéro� àl'in�ni a�n que l'intégrale ∫
RN |u|2dx 
onverge. Une formulation variationnelle de (5.44) est :trouver u ∈ H1(RN ) tel que

∫

RN

(∇u · ∇v + uv) dx =

∫

RN

fv dx ∀ v ∈ H1(RN ). (5.45)Une appli
ation dire
te du Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 prouve qu'il existe une uniquesolution u ∈ H1(RN) de (5.45). En�n, un raisonnement identique à tous 
eux que nous avonsdéjà fait dans 
e 
hapitre montre que 
ette solution de la formulation variationnelle est aussi
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5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 133solution de l'équation aux dérivées partielles (5.44). Nous pouvons maintenant énon
er lerésultat de régularité.Proposition 5.2.30 Si f ∈ L2(RN ), alors la solution u ∈ H1(RN ) de (5.44) appartient enfait à H2(RN). De même, si f ∈ Hm(RN ) (ave
 m ≥ 0), alors u appartient à Hm+2(RN).Démonstration. L'ingrédient essentiel de la démonstration est la �méthode des translation-s�. Pour h ∈ RN , h 6= 0, on dé�nit un quotient di�érentiel
Dhv(x) =

v(x+ h)− v(x)

|h|qui appartient bien à H1(RN ) si v ∈ H1(RN ). On véri�e aisément que ∇(Dhv) = Dh(∇v)et que, pour v, φ ∈ L2(RN), on a une �formule d'intégration par partie dis
rète�
∫

RN

(Dhv)φ dx =

∫

RN

v(D−hφ) dx.D'autres propriétés du quotient Dhv sont données dans le Lemme 5.2.31. Dans la formulationvariationnelle (5.45) on prend v = D−h(Dhu), et appliquant les règles 
i-dessus on obtient
∫

RN

(

|∇(Dhu)|2 + |Dhu|2
)

dx =

∫

RN

fD−h(Dhu) dx.On en déduit la majoration
‖Dhu‖2H1(RN ) ≤ ‖f‖L2(RN )‖D−h(Dhu)‖L2(RN ).Or, par appli
ation de (5.48), on a aussi

‖D−h(Dhu)‖L2(RN ) ≤ ‖∇(Dhu)‖L2(RN ) ≤ ‖Dhu‖H1(RN ).Don
 on a ‖Dhu‖H1(RN ) ≤ ‖f‖L2(RN ), et en parti
ulier, pour 1 ≤ i ≤ N ,
∥

∥

∥

∥

Dh
∂u

∂xi

∥

∥

∥

∥

L2(RN )

≤ ‖f‖L2(RN ),qui implique, d'après le Lemme 5.2.31 
i-dessous, que ∂u
∂xi

appartient à H1(RN), 
'est-à-direque u ∈ H2(RN ).Supposons maintenant que f ∈ H1(RN). Montrons que ∂u
∂xi

est l'unique solution dans
H1(RN ) de

−∆ui + ui =
∂f

∂xi
dans RN . (5.46)Si 
'est vrai, par appli
ation de la partie pré
édente de la démonstration, on en déduira que

∂u
∂xi

appartient àH2(RN ), 
'est-à-dire que u ∈ H3(RN ) 
omme prévu. É
rivons la formulationvariationnelle (5.45) ave
 la fon
tion test ∂φ
∂xi

pour φ ∈ C∞
c (RN )

∫

RN

(

∇u · ∇ ∂φ

∂xi
+ u

∂φ

∂xi

)

dx =

∫

RN

f
∂φ

∂xi
dx.
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134 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESComme u ∈ H2(RN) et f ∈ H1(RN ), on peut intégrer par partie pour obtenir
∫

RN

(

∇ ∂u

∂xi
· ∇φ+

∂u

∂xi
φ

)

dx =

∫

RN

∂f

∂xi
φdx (5.47)qui, par densité, reste valable pour tout φ ∈ H1(RN ). On 
onstate que (5.47) est la for-mulation variationnelle de (5.46). Par 
onséquent, ∂u

∂xi
= ui est bien l'unique solution dans

H1(RN ) de (5.46).Le 
as f ∈ Hm(RN) ⇒ u ∈ Hm+2(RN) se démontre par ré
urren
e sur m 
omme onvient de le faire pour m = 1. �Lemme 5.2.31 Pour v ∈ L2(RN ), h ∈ RN , h 6= 0, on dé�nit un quotient di�érentiel
Dhv(x) =

v(x+ h)− v(x)

|h| ∈ L2(RN ).Si v ∈ H1(RN), on a l'estimation
‖Dhv‖L2(RN ) ≤ ‖∇v‖L2(RN ). (5.48)Ré
iproquement, soit v ∈ L2(RN ) : s'il existe une 
onstante C, telle que, pour tout h 6= 0,on a

‖Dhv‖L2(RN ) ≤ C, (5.49)alors v ∈ H1(RN) et ‖e · ∇v‖L2(RN ) ≤ C pour tout ve
teur unité e ∈ RN .Démonstration. Démontrons d'abord (5.48). Pour v ∈ C∞
c (RN ), on é
rit

Dhv(x) =

∫ 1

0

h

|h| · ∇v(x+ th) dt,qu'on majore par
|Dhv(x)|2 ≤

∫ 1

0

|∇v(x+ th)|2 dt.Intégrant en x il vient
‖Dhv‖2L2(RN ) ≤

∫ 1

0

∫

RN

|∇v(x+ th)|2 dx dt ≤
∫ 1

0

‖∇v‖2L2(RN )dt = ‖∇v‖2L2(RN ).Par densité, l'estimation (5.48) est vraie pour toute fon
tion de H1(RN ).Soit maintenant v ∈ L2(RN) qui véri�e l'estimation (5.49). On en déduit que, pour tout
φ ∈ C∞

c (RN),
∣

∣

∣

∣

∫

RN

Dhvφ dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖L2(RN ).Or, par intégration par partie dis
rète, on a
∫

RN

(Dhv)φ dx =

∫

RN

v(D−hφ) dx,et, 
omme φ est régulière, si on pose h = te ave
 e ∈ RN , e 6= 0, on a
lim
t→0

D−hφ(x) = −e · ∇φ(x).
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onséquent, on en déduit que, pour 1 ≤ i ≤ N et tout φ ∈ C∞c (RN), on a
∣

∣

∣

∣

∫

RN

v
∂φ

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖φ‖L2(RN ),
e qui n'est rien d'autre que la dé�nition de l'appartenan
e de v à H1(RN) (voir la Dé�nition4.3.1). �Remarque 5.2.32 (déli
ate) Expliquons 
omment on passe du 
as traité dans la Propo-sition 5.2.30 (ave
 Ω = RN ) au 
as général du Théorème 5.2.26. On utilise un argumentde 
artes lo
ales et une partition de l'unité 
omme dans la démonstration de la Proposition4.4.2. Suivant les notations de la Dé�nition 3.2.5 d'un ouvert régulier (voir aussi la Figure4.4), il existe un re
ouvrement �ni de Ω par des ouverts (ωi)0≤i≤I et une partition de l'unité
(θi)0≤i≤I telle que

θi ∈ C∞
c (ωi), 0 ≤ θi(x) ≤ 1,

I
∑

i=0

θi(x) = 1 dans Ω.L'ouvert ω0 est à l'intérieur de Ω (en fait ω0 ⊂ Ω) tandis que les autres ouverts ωi, pour
i ≥ 1, re
ouvrent le bord ∂Ω. Soit u ∈ H1

0 (Ω) la solution unique de (5.40). Pour montrer larégularité de u =
∑I

i=0 θiu, on va montrer la régularité de 
ha
un des termes θiu. Pour leterme θ0u on parle de la régularité intérieure de u. Il est immédiat que θ0u est la solutionunique dans H1(RN ) de
−∆(θ0u) + θ0u = f0 dans RN ,ave
 f0 = θ0(f − u) − 2∇θ0 · ∇u − u∆θ0 qui appartient à L2(RN). Par appli
ation dela Proposition 5.2.30 on en déduit don
 que θ0u ∈ H2(RN). Ce
i permet d'améliorer larégularité de f0, et par appli
ation su

essive de la Proposition 5.2.30 on 
on
lut que f ∈

Hm(Ω) implique que θ0u ∈ Hm+2(Ω). Pour montrer la régularité des autres termes θiu pour
i ≥ 1, il faut d'abord �redresser� le bord pour se ramener au 
as Ω = RN

+ . Il faut don
démontrer un résultat du même type que la Proposition 5.2.30 mais pour Ω = RN
+ . C'est unpeu plus déli
at 
ar en redressant le bord par 
artes lo
ales on a 
hangé les 
oe�
ients del'opérateur elliptique (le Lapla
ien devient un opérateur à 
oe�
ients variables 
omme dansla Sous-se
tion 5.2.3) : nous renvoyons à [8℄ pour les détails. En résumé, il faut retenir quela régularité dans tout l'espa
e et dans un demi-espa
e su�t pour prouver la régularité dansun ouvert borné régulier. •Exemple de singularitéVoyons maintenant un exemple de solutions singulières, 
'est-à-dire nonrégulières. Il s'agit d'un problème posé dans un ouvert non régulier pour lequel leThéorème de régularité 5.2.26 et son Corollaire 5.2.27 sont faux. En parti
ulier, bienqu'il existe des solutions faibles (
'est-à-dire appartenant à l'espa
e de SobolevH1(Ω))il n'y a pas de solutions fortes (
'est-à-dire deux fois dérivables) pour 
e problème.Nous nous plaçons en dimension N = 2 d'espa
e, et nous 
onsidérons un se
teurangulaire Ω dé�ni en 
oordonnées radiales par (voir la Figure 5.2)

Ω = {(r, θ) tel que 0 ≤ r < R et 0 < θ < Θ}
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Γ0

Ω

ΘΓ2

Γ1

Γ2

Ω

Γ0

Γ1

Θ

Figure 5.2 � Se
teur angulaire Ω d'angle Θ (plus petit ou plus grand que π).ave
 0 < R < +∞ et 0 < Θ ≤ 2π (rappelons que x1 = r cos θ et x2 = r sin θ). Onnote Γ0 la partie du bord de Ω où r = R, Γ1 
elle où θ = 0 et Γ2 
elle où θ = Θ. Cetouvert Ω présente trois �
oins�, mais seule l'origine (le 
oin entre les bords Γ1 et Γ2)peut poser problème pour la régularité dans les exemples 
i-dessous. Physiquement,le 
as d'un angle Θ < π est représentatif d'un e�et de pointe, tandis que le 
as Θ > π
orrespond à une en
o
he (ou même à une �ssure si Θ = 2π).Pour un entier k ≥ 1, on étudie les deux problèmes aux limites suivants






−∆u = 0 dans Ω
u = cos

(

kπθ
Θ

) sur Γ0
∂u
∂n = 0 sur Γ1 ∪ Γ2

(5.50)et






−∆u = 0 dans Ω
u = sin

(

kπθ
Θ

) sur Γ0

u = 0 sur Γ1 ∪ Γ2

(5.51)Nous pourrions étudier la régularité des solutions de (5.50) et (5.51) en termes d'ap-partenan
e ou non aux espa
es de Sobolev Hm(Ω), mais, par sou
i de simpli
ité etpour garder un sens physique évident à nos résultats, nous allons simplement nousintéresser au 
omportement du gradient ∇u au voisinage de l'origine. D'un point devue physique ou mé
anique, 
e gradient 
orrespond à un �ux de 
haleur, au 
hampéle
trique, ou à un 
hamp de 
ontraintes : il importe de savoir si 
ette quantité estbornée 
ontinue ou non à l'origine.Lemme 5.2.33 Il existe une unique solution faible de (5.50) dans H1(Ω), donnéepar la formule
u(r, θ) =

( r

R

)
kπ
Θ

cos

(

kπθ

Θ

)

. (5.52)De même, il existe une unique solution faible de (5.51) dans H1(Ω), donnée par laformule
u(r, θ) =

( r

R

)
kπ
Θ

sin

(

kπθ

Θ

)

. (5.53)
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5.2. ÉTUDE DU LAPLACIEN 137Dans les deux 
as, si k = 1 et π < Θ, alors le gradient ∇u n'est pas borné à l'origine,tandis que si k ≥ 2 ou π ≥ Θ, alors le gradient ∇u est 
ontinu à l'origine.Remarque 5.2.34 Lorsque l'on impose une donnée de Diri
hlet plus générale dansles problèmes (5.50) et (5.51), on peut la dé
omposer en une série de Fourier en θ sur
Γ0 et appliquer à 
haque terme de la série le Lemme 5.2.33 (il faut néanmoins que
ette donnée de Diri
hlet sur Γ0 soit 
ompatible ave
 les 
onditions aux limites sur Γ1et Γ2). On en déduit que, si Θ ≤ π, alors les solutions de (5.50) et (5.51) sont toujoursrégulières quelle que soit la donnée de Diri
hlet sur Γ0. Au 
ontraire, si Θ > π, lessolutions de (5.50) et (5.51) peuvent être singulières.Physiquement, on interprète 
e résultat de régularité en disant qu'une en
o
he(Θ > π) engendre une singularité, au 
ontraire d'une pointe (Θ ≤ π). Dans 
e 
as, ilfaut parfois revoir la modélisation 
ar un �ux de 
haleur, un 
hamp éle
trique, ou un
hamp de 
ontraintes in�ni à l'origine n'a pas de sens physique. Deux approximationsdu modèle peuvent être à l'origine de 
ette singularité non-physique : d'une part,un angle n'est jamais �parfait� mais souvent un peu �arrondi�, d'autre part, lorsque
∇u est très grand, on quitte le domaine de validité des équations linéaires que nousétudions (typiquement, une loi 
onstitutive 
omme la loi de Fourier (1.3) devient non-linéaire 
ar la 
ondu
tivité thermique est elle-même une fon
tion de ∇u). En tout étatde 
ause, un résultat de régularité (ou non) donne de pré
ieuses indi
ations sur leslimites de pertinen
e du modèle utilisé.Dans le 
as où Θ = 2π, l'ouvert Ω est un domaine �ssuré et le Lemme 5.2.33 aune interprétation mé
anique très importante si les problèmes (5.50) et (5.51) mod-élisent le 
isaillement anti-plan d'un 
ylindre de base Ω (voir l'Exer
i
e 5.3.7). Dans
e 
as, le 
oe�
ient du terme d'ordre k = 1 dans la série de Fourier (qui 
onduitau seul 
omportement singulier à l'origine) est appelé le fa
teur d'intensité des
ontraintes qui est souvent utilisé dans des modèles de propagation de �ssures oude rupture (voir par exemple [29℄). •Remarque 5.2.35 Les solutions singulières fournies par le Lemme 5.2.33 ne sont pasque des 
ontre-exemples théoriques : elles peuvent être mises en éviden
e numérique-ment (voir la Figure 6.18). Ajoutons que 
es solutions singulières sont une sour
e dedi�
ultés pour les méthodes numériques (voir la Remarque 6.3.15) 
e qui 
on�rmel'intérêt de leur étude. •Remarque 5.2.36 On peut aussi 
onsidérer le 
as d'une 
ondition aux limites deDiri
hlet sur Γ1 et de Neumann sur Γ2 (dans 
e 
as, il faut prendre u = sin(kπθ2Θ ) sur
Γ0). La seule di�éren
e porte sur le 
as kπ = Θ pour lequel le gradient ∇u est bornémais pas 
ontinu à l'origine. En parti
ulier, on trouvera que pour k = 1 et π = Θ,bien qu'il n'y ait pas de 
oin, la solution est singulière. Cela est dû au 
hangementde 
ondition aux limites sur une portion régulière de la frontière. •Démonstration. Nous nous bornons à traiter le problème (5.50) ave
 
onditions auxlimites de Neumann dans le 
oin (l'autre problème (5.51) se traite exa
tement de la
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138 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESmême manière). On 
ommen
e par �relever� la 
ondition aux limites non-homogéneen dé�nissant une fon
tion u0 ∈ H1(Ω) dont la tra
e sur le bord 
oïn
ide ave
 
ette
ondition aux limites. On véri�e aisément que
u0(r, θ) =

r2

R2
cos

(

kπθ

Θ

)répond à la question, 
'est-à-dire que u = u0 + v où v est la solution d'un problèmehomogène






−∆v = ∆u0 dans Ω
v = 0 sur Γ0
∂v
∂n = 0 sur Γ1 ∪ Γ2.

(5.54)Remarquons que 
e relèvement est possible 
ar la donnée sur Γ0 est 
ompatible ave
les 
onditions aux limites sur Γ1 et Γ2, 
'est-à-dire dans le 
as présent que sa dérivéeen θ (i.e. sa dérivée normale) s'annule en θ = 0, ou Θ. Comme ∆u0 appartient à
L2(Ω), il existe une unique solution de (5.54) dans H1(Ω), et par 
onséquent (5.50)admet aussi une unique solution dans H1(Ω). Véri�ons que (5.52) est pré
isément
ette unique solution. Rappelons que

∆φ(r, θ) =
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+

1

r2
∂2φ

∂θ2
.Un 
al
ul simple montre que

(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)

( r

R

)
kπ
Θ

=

(

kπ

Θ

)2
1

r2

( r

R

)
kπ
Θ

,don
 (5.52) est bien solution de (5.50). On véri�e aussi fa
ilement que (5.52) appartientà H1(Ω). Finalement, la formule du gradient en 
oordonnées radiales dans la base
(er, eθ)

∇φ(r, θ) = ∂φ

∂r
er +

1

r

∂φ

∂θ
eθnous donne

∇u =
( r

R

)
kπ
Θ −1 kπ

Θ

(

cos

(

kπθ

Θ

)

er − sin

(

kπθ

Θ

)

eθ

)qui, 
lairement, n'est pas borné à l'origine si 0 < kπ < Θ et est 
ontinu à l'originesi kπ > Θ. Le 
as limite kπ = Θ 
orrespond aussi à un gradient 
ontinu 
ar en fait
u = x1/R ! �5.3 Résolution d'autres modèles5.3.1 Système de l'élasti
ité linéariséeNous appliquons l'appro
he variationnelle à la résolution du système d'équationsde l'élasti
ité linéarisée. Commençons par dé
rire 
e modèle mé
anique dont nous
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as parti
ulier au Chapitre 1. Ces équations modélisent les déforma-tions d'un solide sous l'hypothèse de petites déformations et de petits dépla
ements(hypothèse qui permet d'obtenir des équations linéaires ; d'où le nom d'élasti
itélinéarisée, voir par exemple [37℄). On 
onsidère les équations stationnaires de l'élas-ti
ité, 
'est-à-dire indépendantes du temps. Soit Ω un ouvert borné de RN . Soit unefor
e f(x), une fon
tion de Ω dans RN . L'in
onnue u (le dépla
ement) est aussi unefon
tion de Ω dans RN . La modélisation mé
anique fait intervenir le tenseur des dé-formations, noté e(u), qui est une fon
tion à valeurs dans l'ensemble des matri
essymétriques
e(u) =

1

2

(

∇u+ (∇u)t
)

=
1

2

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

1≤i,j≤N

,ainsi que le tenseur des 
ontraintes σ (une autre fon
tion à valeurs dans l'ensembledes matri
es symétriques) qui est relié à e(u) par la loi de Hooke
σ = 2µe(u) + λ tr(e(u)) Id,où λ et µ sont les 
oe�
ients de Lamé du matériau homogène isotrope qui o

upe Ω.Pour des raisons de thermodynamique les 
oe�
ients de Lamé véri�ent
µ > 0 et 2µ+Nλ > 0.On ajoute à 
ette loi 
onstitutive le bilan des for
es dans le solide
−divσ = f dans Ωoù, par dé�nition, la divergen
e de σ est le ve
teur de 
omposantes

divσ =





N
∑

j=1

∂σij
∂xj





1≤i≤N

.Utilisant le fait que tr(e(u)) = divu, on en déduit les équations pour 1 ≤ i ≤ N
−

N
∑

j=1

∂

∂xj

(

µ

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

+ λ(divu)δij

)

= fi dans Ω (5.55)ave
 fi et ui, pour 1 ≤ i ≤ N , les 
omposantes de f et u dans la base 
anonique de
RN . En ajoutant une 
ondition aux limites de Diri
hlet, et en utilisant des notationsve
torielles, le problème aux limites 
onsidéré est

{

−div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω. (5.56)Nous pouvons énon
er et démontrer un premier résultat d'existen
e et d'uni
ité dusystème de l'élasti
ité linéarisé.
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140 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESThéorème 5.3.1 Soit Ω un ouvert borné de RN . Soit f ∈ L2(Ω)N . Il existe uneunique solution (faible) u ∈ H1
0 (Ω)

N de (5.56).Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie 
haqueéquation (5.55) par une fon
tion test vi (qui s'annule sur le bord ∂Ω pour pren-dre en 
ompte la 
ondition aux limites de Diri
hlet) et on intègre par partie pourobtenir
∫

Ω

µ

N
∑

j=1

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

∂vi
∂xj

dx+

∫

Ω

λdivu
∂vi
∂xi

dx =

∫

Ω

fivi dx.On somme alors 
es équations, pour i allant de 1 à N , a�n de faire apparaître ladivergen
e de la fon
tion v = (v1, ..., vN ) et de simpli�er la première intégrale 
ar
N
∑

i,j=1

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

∂vi
∂xj

=
1

2

N
∑

i,j=1

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

= 2e(u) · e(v).Choisissant H1
0 (Ω)

N 
omme espa
e de Hilbert, on obtient alors la formulation varia-tionnelle : trouver u ∈ H1
0 (Ω)

N tel que
∫

Ω

2µe(u) · e(v) dx+

∫

Ω

λdivu divv dx =

∫

Ω

f · v dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

N . (5.57)On véri�e aisément que 
haque terme de (5.57) a bien un sens.Pour pouvoir appliquer le Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 à la formulation vari-ationnelle (5.57), la seule hypothèse déli
ate à véri�er est la 
oer
ivité de la formebilinéaire. On pro
ède en trois étapes. Premièrement, montrons que
∫

Ω

2µ|e(v)|2dx+

∫

Ω

λ|divv|2dx ≥ ν
∫

Ω

|e(v)|2dx,ave
 ν = min(2µ, (2µ + Nλ)) > 0. Pour 
ela, on utilise une inégalité algébrique : sion note A · B =
∑N

i,j=1 aijbij le produit s
alaire usuel des matri
es symétriques, onpeut dé
omposer toute matri
e réelle symétrique A sous la forme
A = Ad + Ah ave
 Ad = A− 1

N
trA Id et Ah =

1

N
trA Id,de telle manière que Ad · Ah = 0 et |A|2 = |Ad|2 + |Ah|2. On a alors

2µ|A|2 + λ( trA)2 = 2µ|Ad|2 + (2µ+Nλ)|Ah|2 ≥ ν|A|2ave
 ν = min(2µ, (2µ+Nλ)), 
e qui donne le résultat pour A = e(u). Le fait que ν > 0n'est pas un hasard : les arguments mé
aniques et thermodynamiques qui 
onduisentaux inégalités µ > 0 et (2µ+Nλ) > 0 sont pré
isément les mêmes. Deuxièmement, on
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5.3. RÉSOLUTION D'AUTRES MODÈLES 141utilise l'inégalité de Korn (ou plut�t un 
as parti
ulièrement simple de 
ette inégalité,voir le Lemme 5.3.2 
i-dessous) qui donne une 
onstante C > 0 telle que
∫

Ω

|e(v)|2dx ≥ C
∫

Ω

|∇v|2dxpour tout v ∈ H1
0 (Ω)

N . Troisièmement, on utilise l'inégalité de Poin
aré (
omposantepar 
omposante, voir la Proposition 4.3.10) qui donne une 
onstante C > 0 telle que,pour tout v ∈ H1
0 (Ω)

N ,
∫

Ω

|v|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇v|2dx.Au total, 
es trois inégalités 
onduisent à la 
oer
ivité
∫

Ω

2µ|e(v)|2dx+

∫

Ω

λ|divv|2dx ≥ C‖v‖2H1(Ω).Le Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 donne don
 l'existen
e et l'uni
ité de la solution dela formulation variationnelle (5.57). Finalement, pour montrer que la solution uniquede (5.57) est bien une solution du problème aux limites (5.56), on pro
ède 
omme lorsde la démonstration du Théorème 5.2.2 pour le Lapla
ien. �Lemme 5.3.2 Soit Ω un ouvert de RN . Pour toute fon
tion v ∈ H1
0 (Ω)

N , on a
‖∇v‖L2(Ω) ≤

√
2‖e(v)‖L2(Ω). (5.58)Démonstration. Soit v ∈ C∞

c (Ω)N . Par intégration par partie on obtient
2

∫

Ω

|e(v)|2dx =

∫

Ω

|∇v|2dx+

∫

Ω

∇v · (∇v)tdx =

∫

Ω

|∇v|2dx +

∫

Ω

|divv|2dx.Par densité de C∞
c (Ω) dans H1

0 (Ω), on en déduit (5.58). �Exer
i
e 5.3.1 Montrer que l'appli
ation de L2(Ω)N dans H1
0 (Ω)

N qui à f fait 
orre-spondre u, l'unique solution faible de (5.56), est linéaire 
ontinue.L'analyse du problème aux limites (5.56) ave
 une 
ondition aux limites de Diri
h-let sur tout le bord ∂Ω est un peu trompeuse par sa simpli
ité. En e�et, dès quel'on introduit une autre 
ondition aux limites (par exemple, de Neumann) sur unepartie du bord, la démonstration de la 
oer
ivité de la formulation variationnelle de-vient beau
oup plus di�
ile 
ar on doit rempla
er l'inégalité élémentaire du Lemme5.3.2 par sa généralisation, nettement plus te
hnique, dite inégalité de Korn (voir leLemme 5.3.3 
i-dessous). Rappelons qu'on ne peut pas, en général, se 
ontenter d'une
ondition aux limites de Diri
hlet sur l'intégralité du bord ∂Ω 
ar elle s'interprète
omme le fait que le solide est �xé et immobile sur son bord. En pratique, tout lebord n'est pas bloqué et souvent une partie du bord est libre de bouger, ou bien des



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

142 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESfor
es surfa
iques sont appliquées sur une autre partie. Ces deux 
as de �gures sontmodélisés par des 
onditions aux limites de Neumann qui s'é
rivent i
i
σn = g sur ∂Ω, (5.59)où g est une fon
tion à valeurs ve
torielles. La 
ondition de Neumann (5.59) s'inter-prète en disant que g est une for
e appliquée sur le bord (plus pré
isément, g est unedensité de for
es surfa
ique, homogène à une pression, tandis que f est une densitéde for
es volumique). Si g = 0, au
une for
e ne s'applique et le bord peut bouger sansrestri
tion : on dit que le bord est libre.Nous allons maintenant 
onsidérer le système de l'élasti
ité ave
 des 
onditionsaux limites mêlées (un mélange de Diri
hlet et de Neumann), 
'est-à-dire







−div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = f dans Ω
u = 0 sur ∂ΩD

σn = g sur ∂ΩN ,
(5.60)où (∂ΩN , ∂ΩD) est une partition de ∂Ω telle que les mesures super�
ielles de ∂ΩNet ∂ΩD sont non nulles (voir la Figure 4.1). L'analyse de 
e nouveau problème auxlimites est plus 
ompliquée que dans le 
as de la 
ondition aux limites de Diri
hlet :il faudra utiliser l'inégalité de Korn 
i-dessous.Lemme 5.3.3 (Inégalité de Korn) Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1 de

RN . Il existe une 
onstante C > 0 telle que, pour toute fon
tion v ∈ H1(Ω)N , on a
‖v‖H1(Ω) ≤ C

(

‖v‖2L2(Ω) + ‖e(v)‖2L2(Ω)

)1/2

. (5.61)L'inégalité (5.61) n'est pas une banalité : en e�et, son membre de gau
he 
on-tient toutes les dérivées partielles de v alors que son membre de droite fait intervenirseulement 
ertaines 
ombinaisons linéaires des dérivées partielles. Comme l'inégalitéinverse de (5.61) est évidente, on en déduit que les deux membres de (5.61) sont desnormes équivalentes. La démonstration du Lemme 5.3.3 est 
ompliquée et dépasse le
adre de 
e 
ours (voir, par exemple, [20℄). Nous l'admettons don
 en remarquant quenous avons bien démontré l'inégalité de Korn (5.61) lorsque v appartient à H1
0 (Ω)

N .En e�et, dans 
e 
as une 
ombinaison du Lemme 5.3.2 et de l'inégalité de Poin
aré(pour un ouvert borné) donne bien l'inégalité (5.61).L'interprétation mé
anique de l'inégalité de Korn est la suivante. L'énergie élas-tique, proportionnelle à la norme du tenseur des déformations e(u) dans L2(Ω), 
on-tr�le la norme du dépla
ement u dansH1(Ω)N , à l'addition près de la norme de u dans
L2(Ω). Comme nous allons le voir dans l'Exer
i
e 5.3.2, 
e dernier ajout est destiné àprendre en 
ompte les mouvements de 
orps rigides 
'est-à-dire les dépla
ements
u non nuls mais d'énergie élastique nulle.
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i
e 5.3.2 Soit Ω un ouvert 
onnexe de RN . Soit l'ensemble R des �mouvementsrigides� de Ω dé�ni par
R =

{

v(x) = b+Mx ave
 b ∈ RN ,M = −M t matri
e antisymétrique } . (5.62)Montrer que v ∈ H1(Ω)N véri�e e(v) = 0 dans Ω si et seulement si v ∈ R.Nous pouvons maintenant énon
er un deuxième résultat d'existen
e et d'uni
itépour le système de l'élasti
ité linéarisé ave
 
onditions aux limites mêlées.Théorème 5.3.4 Soit Ω un ouvert borné 
onnexe régulier de 
lasse C1 de RN . Soit
f ∈ L2(Ω)N et g ∈ L2(∂ΩN )N . On dé�nit l'espa
e

V =
{

v ∈ H1(Ω)N tel que v = 0 sur ∂ΩD

}

. (5.63)Il existe une unique solution (faible) u ∈ V de (5.60) qui dépend linéairement et
ontinûment des données f et g.Démonstration. La formulation variationnelle de (5.60) s'obtient 
omme dans ladémonstration du Théorème 5.3.1. L'espa
e V , dé�ni par (5.63), 
ontient la 
onditionaux limites de Diri
hlet sur ∂ΩD et est bien un espa
e de Hilbert 
omme sous-espa
efermé de H1(Ω)N (par appli
ation du Théorème de tra
e 4.3.13). On obtient alors laformulation variationnelle : trouver u ∈ V tel que
∫

Ω

2µe(u) · e(v) dx+

∫

Ω

λdivu divv dx =

∫

Ω

f · v dx+

∫

∂ΩN

g · v ds ∀ v ∈ V. (5.64)Pour pouvoir appliquer le Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 à la formulation varia-tionnelle (5.64), la seule hypothèse déli
ate à véri�er est en
ore une fois la 
oer
ivitéde la forme bilinéaire. Autrement dit, il faut montrer qu'il existe une 
onstante C > 0telle que, pour toute fon
tion v ∈ V , on a
‖v‖H1(Ω) ≤ C‖e(v)‖L2(Ω). (5.65)Tout d'abord, on note que ‖e(v)‖L2(Ω) est une norme sur V . Le seul point à véri�erqui mérite que l'on s'y attarde est que ‖e(v)‖L2(Ω) = 0 implique v = 0. Supposonsdon
 que ‖e(v)‖L2(Ω) = 0 : alors l'Exer
i
e 5.3.2 montre que v est un dépla
ementrigide, 
'est-à-dire que v(x) = b +Mx ave
 M = −M t. On véri�e fa
ilement que, si

M 6= 0, alors les points x, solutions de b +Mx = 0, forment une droite dans R3 etun point dans R2. Or v(x) = 0 sur ∂ΩD, qui est de mesure surfa
ique non nulle, don
né
essairement M = 0 et b = 0. Démontrons maintenant (5.65) par un argument de
ontradi
tion (voir la Remarque 4.3.18). Si (5.65) est faux, il existe une suite vn ∈ Vtelle que
‖vn‖H1(Ω) = 1 > n‖e(vn)‖L2(Ω).En parti
ulier, la suite e(vn) tend vers 0 dans L2(Ω)N

2 . D'autre part, 
omme vnest bornée dans H1(Ω)N , par appli
ation du Théorème de Relli
h 4.3.21, il existe
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onverge dans L2(Ω)N . L'inégalité de Korn du Lemme 5.3.3implique que
‖vn′ − vp′‖2H1(Ω) ≤ C‖vn′ − vp′‖2L2(Ω) + ‖e(vn′)− e(vp′)‖2L2(Ω),d'où l'on déduit que la suite vn′ est de Cau
hy dans H1(Ω)N , don
 
onvergente versune limite v∞ qui véri�e ‖e(v∞)‖L2(Ω) = 0. Comme il s'agit d'une norme on endéduit que la limite est nulle v∞ = 0, 
e qui est une 
ontradi
tion ave
 le fait que

‖vn′‖H1(Ω) = 1.L'interprétation de la formulation variationnelle (5.64) pour retrouver l'équation(5.60) est semblable à 
elle que nous avons fait lors de la démonstration du Théorème5.2.14 sur le Lapla
ien ave
 
ondition aux limites de Neumann. Finalement, l'appli
a-tion (f, g)→ u est linéaire. Pour montrer qu'elle est 
ontinue de L2(Ω)N × L2(∂Ω)Ndans H1(Ω)N , nous prenons v = u dans la formulation variationnelle (5.64). En util-isant la 
oer
ivité de la forme bilinéaire et en majorant la forme linéaire, on obtientl'estimation d'énergie
C‖u‖2H1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) + ‖g‖L2(∂ΩN )‖u‖L2(∂Ω). (5.66)Grâ
e à l'inégalité de Poin
aré et au théorème de tra
e, on peut majorer le terme dedroite de (5.66) par C (‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(∂ΩN )

)

‖u‖H1(Ω), 
e qui prouve la 
ontinuité.
�Remarque 5.3.5 Pour le système de l'élasti
ité ave
 des 
onditions aux limites deDiri
hlet (ou de Neumann) on a les mêmes résultats de régularité qu'ave
 le Lapla
ien(voir le Théorème 5.2.26). Par 
ontre, à la di�éren
e du Lapla
ien, il n'y a pas deprin
ipe du maximum pour le système de l'élasti
ité (
omme pour la plupart dessystèmes de plusieurs équations). Nous donnons un 
ontre-exemple numérique à laFigure 5.3 : en l'absen
e de for
es, f = 0, les 
onditions aux limites sont de Neumannsur les fa
es supérieure et inférieure du domaine, de Diri
hlet u = 0 à droite et u = e1à gau
he. Cela revient à étirer le domaine qui, du 
oup, s'amin
it, 
onduisant ainsi àun dépla
ement verti
al qui 
hange de signe. •
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Figure 5.3 � Contre-exemple numérique pour le prin
ipe du maximum en élasti
ité.A gau
he le domaine maillé au repos, et à droite le domaine déformé où les �è
hesreprésentent le dépla
ement (sa 
omposante verti
ale 
hange de signe).Nous avons déjà dit que la formulation variationnelle n'est rien d'autre que leprin
ipe des travaux virtuels en mé
anique. Poursuivant 
ette analogie, l'espa
e
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V est l'espa
e des dépla
ements v 
inématiquement admissibles, et l'espa
e destenseurs symétriques σ ∈ L2(Ω)N

2 , tels que −divσ = f dans Ω et σn = g sur ∂ΩN ,est 
elui des tenseurs de 
ontraintes statiquement admissibles. Comme pour leLapla
ien, la solution de la formulation variationnelle (5.64) réalise le minimum d'uneénergie mé
anique dé�nie pour v ∈ V par
J(v) =

1

2

∫

Ω

(

2µ|e(v)|2 + λ|divv|2
)

dx −
∫

Ω

f · v dx−
∫

∂ΩN

g · v ds. (5.67)En termes mé
aniques J(v) est la somme de l'énergie de déformation
1

2

∫

Ω

(

2µ|e(v)|2 + λ|divv|2
)

dxet de l'énergie potentielle des for
es extérieures (ou travail des for
es extérieuresau signe près)
−
∫

Ω

f · v dx−
∫

∂ΩN

g · v ds.Exer
i
e 5.3.3 Montrer que u ∈ V est l'unique solution de la formulation variationnelle(5.64) si et seulement si u réalise le minimum sur V de l'énergie J(v) dé�nie par (5.67).(Indi
ation : on pourra s'inspirer de la Proposition 3.3.4).Exer
i
e 5.3.4 Soit Ω un ouvert borné 
onnexe de RN . On 
onsidère le système del'élasti
ité ave
 la 
ondition de Neumann (5.59) sur tout le bord ∂Ω. Montrer que la
ondition d'équilibre
∫

Ω

f · (Mx+ b) dx+

∫

∂Ω

g · (Mx+ b) ds = 0 ∀b ∈ RN , ∀M = −M t ∈ RN×Nest une 
ondition né
essaire et su�sante d'existen
e et d'uni
ité d'une solution dans
H1(Ω)N (l'uni
ité étant obtenue à l'addition d'un �mouvement de 
orps rigide� près, voir(5.62)).Remarque 5.3.6 Lorsque les 
oe�
ients de Lamé sont 
onstants et que les 
ondi-tions aux limites sont du type de Diri
hlet homogène, les équations de l'élasti
itépeuvent se réarranger pour donner le système de Lamé (présenté au Chapitre 1)

{

−µ∆u− (µ+ λ)∇(divu) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω. (5.68)L'avantage de (5.68) par rapport à (5.56) est que le tenseur e(u) a disparu et qu'onpeut don
 se passer de l'inégalité de Korn. Il faut 
ependant faire attention que (5.68)n'est plus équivalent à (5.56) si les 
oe�
ients de Lamé dépendent de x ou si on pla
edes 
onditions aux limites de Neumann sur une partie du bord. D'un point de vuemé
anique, le seul modèle 
orre
t dans 
e 
as est (5.56). •
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i
e 5.3.5 On suppose que Ω est un ouvert borné de RN et que f ∈ L2(Ω)N .Montrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (5.68) dans H1
0 (Ω)

N sans utiliser l'iné-galité de Korn. Véri�er qu'on peut a�aiblir les hypothèses de positivité sur les 
oe�
ientsde Lamé en supposant seulement que µ > 0 et 2µ+ λ > 0.Exer
i
e 5.3.6 Véri�er l'équivalen
e de (5.68) et (5.56) si λ et µ sont 
onstants. Mon-trer que (5.68) et (5.56) ne sont plus équivalents si λ et µ sont des fon
tions (régulières),même si on rempla
e l'équation ve
torielle de (5.68) par
−div(µ∇u)−∇((µ+ λ)divu) = f dans Ω.Dans un 
as très parti
ulier, appelé problème du 
isaillement anti-plan, lesystème de l'élasti
ité linéarisée se simpli�e 
onsidérablement puisqu'il se ramèneà la résolution d'un problème aux limites pour le Lapla
ien. Cet exemple permetdon
 de faire un lien dire
t entre les équations de l'élasti
ité et le Lapla
ien 
e quiexplique d'une 
ertaine manière pourquoi les résultats pour les deux modèles sont trèssemblables dans l'ensemble. Ce 
as parti
ulier du 
isaillement anti-plan est étudié dansl'exer
i
e suivant.Exer
i
e 5.3.7 Le but de 
et exer
i
e est de trouver une solution parti
ulière du systèmede l'élasti
ité linéarisée dans le 
as d'une for
e de 
isaillement anti-plan. On 
onsidèreun domaine 
ylindrique homogène Ω de longueur L > 0 et de se
tion ω, où ω est unouvert borné 
onnexe régulier de RN−1 (les 
oe�
ients de Lamé λ et µ sont 
onstants).Autrement dit, Ω = ω × (0, L), et pour x ∈ Ω, on note x = (x′, xN ) ave
 0 < xN < Let x′ ∈ ω. On 
onsidère le problème aux limites suivant















−div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = 0 dans Ω
σn = g sur ∂ω × (0, L)
u′ = 0 sur ω × {0, L}
(σn) · n = 0 sur ω × {0, L} (5.69)où on a utilisé la notation, pour un ve
teur v = (v1, ..., vN ), v = (v′, vN ) ave
 v′ ∈ RN−1et vN ∈ R. On suppose que la for
e surfa
ique g est du type �
isaillement anti-plan�,
'est-à-dire que g′ = (g1, ..., gN−1) = 0 et gN ne dépend que de x′.Montrer que la solution unique de (5.69) est donnée par u = (0, ..., 0, uN) où uN(x′)est la solution du Lapla
ien suivant

{ −∆′uN = 0 dans ω
µ∂uN

∂n = gN sur ∂ωoù ∆′ est le Lapla
ien dans la variable x′ ∈ RN−1.Exer
i
e 5.3.8 Généraliser l'Exer
i
e 5.3.7 au 
as d'une 
ondition aux limites latéraledu type
u′ = 0 et (σn) · eN = gN sur ∂ω × (0, L).
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i
e 5.3.9 A l'aide de l'appro
he variationnelle démontrer l'existen
e et l'uni
itéde la solution de l'équation des plaques






∆(∆u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω
∂u
∂n = 0 sur ∂Ω (5.70)où f ∈ L2(Ω). On pourra remarquer que, si u ∈ H2

0 (Ω), alors ∂u
∂xi
∈ H1

0 (Ω) et
∫

Ω

|∆u|2dx =
N
∑

i,j=1

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂2u

∂xi∂xj

∣

∣

∣

∣

2

dx.On admettra le résultat de régularité suivant : si w ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(Ω) véri�ent pourtout v ∈ C∞
c (Ω)

−
∫

Ω

w∆v dx =

∫

Ω

fv dx,alors (θw) ∈ H2(Ω) quelle que soit la fon
tion θ ∈ C∞
c (Ω).5.3.2 Équations de StokesNous appliquons l'appro
he variationnelle à la résolution du système d'équationsde Stokes. Soit Ω un ouvert borné 
onnexe de RN . Soit une for
e f(x), une fon
tionde Ω dans RN . Il y a deux in
onnues : la vitesse u qui est une fon
tion ve
torielle,et la pression p qui est une fon
tion s
alaire. En notation ve
torielle, le problème auxlimites 
onsidéré est







∇p− µ∆u = f dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (5.71)où µ > 0 est la vis
osité du �uide. La deuxième équation de (5.71) est la 
ontrainted'in
ompressibilité du �uide, tandis que la première est le bilan des for
es. La 
ondi-tion aux limites de Diri
hlet modélise l'adhéren
e du �uide sur les parois.Remarque 5.3.7 Le problème de Stokes (5.71) est un modèle simpli�é d'é
oule-ment d'un �uide visqueux in
ompressible (en régime stationnaire). En e�et, les�vraies� équations du mouvement d'un tel �uide sont les équations de Navier-Stokesstationnaires (voir par exemple [39℄)







(u · ∇)u+∇p− µ∆u = f dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω. (5.72)Lorsque la vitesse du �uide u est faible, le terme non-linéaire (u·∇)u étant quadratiqueen u devient négligeable. On obtient alors les équations de Stokes. Il faut don
 avoirà l'esprit que le domaine de validité de 
e modèle est limité par 
ette hypothèse depetite vitesse. •
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148 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESThéorème 5.3.8 Soit Ω un ouvert borné 
onnexe régulier de 
lasse C1 de RN . Soit
f ∈ L2(Ω)N . Il existe une unique solution (faible) u ∈ H1

0 (Ω)
N et p ∈ L2(Ω)/R de(5.71) (la pression est unique à une 
onstante additive près dans Ω).Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie 
haqueéquation du système (5.71) par une fon
tion test vi (qui s'annule sur le bord ∂Ωpour prendre en 
ompte la 
ondition aux limites de Diri
hlet), on intègre par partieet on somme pour i allant de 1 à N (pour faire apparaître la divergen
e de la fon
tion

v = (v1, ..., vN ))
∫

Ω

µ∇u · ∇v dx−
∫

Ω

pdivv dx =

∫

Ω

f · v dx,ave
 la notation ∇u ·∇v =∑N
i=1∇ui ·∇vi. A�n de tenir 
ompte de la 
ondition d'in-
ompressibilité divu = 0, on 
hoisit 
omme espa
e de Hilbert le sous-espa
e suivantde H1

0 (Ω)
N

V =
{

v ∈ H1
0 (Ω)

N tel que divv = 0 p.p. dans Ω} , (5.73)qui est bien un espa
e de Hilbert 
omme sous-espa
e fermé de H1
0 (Ω)

N . On trouvealors la formulation variationnelle :trouver u ∈ V tel que ∫
Ω

µ∇u · ∇v dx =

∫

Ω

f · v dx ∀ v ∈ V, (5.74)dans laquelle la pression a disparu ! On véri�e aisément que 
haque terme de (5.74) abien un sens.L'appli
ation du Théorème de Lax-Milgram à la formulation variationnelle (5.74)ne pose pas de problème. En parti
ulier, la 
oer
ivité de la forme bilinéaire est évidentedans H1
0 (Ω)

N (grâ
e à l'inégalité de Poin
aré) don
 dans V qui est un sous-espa
e de
H1

0 (Ω)
N .Le point le plus déli
at est i
i de montrer que la solution unique de (5.74) est bienune solution du problème aux limites (5.71). Expliquons la di�
ulté en supposantmême momentanément que u est régulière, 
'est-à-dire appartient à H2(Ω)N . Parintégration par parties, (5.74) implique que

∫

Ω

(µ∆u+ f) · v dx = 0 ∀ v ∈ V,mais on ne peut pas en déduire que (µ∆u + f) = 0 
ar l'orthogonal de V dans
L2(Ω)N n'est pas réduit au seul ve
teur nul ! En e�et, on voit fa
ilement que si φ estune fon
tion régulière, alors, pour tout v ∈ V , on a

∫

Ω

∇φ · v dx = −
∫

Ω

φdivv dx = 0,
'est-à-dire que l'orthogonal de V 
ontient au moins tous les gradients. En fait leThéorème de de Rham 5.3.9 nous dit que l'orthogonal de V 
oïn
ide exa
tement ave
l'espa
e des gradients.
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e au Théorème de de Rham 5.3.9 nous pouvons 
on
lure 
omme suit. On pose
L(v) =

∫

Ω

µ∇u · ∇v dx−
∫

Ω

f · v dx,qui est bien une forme linéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω)

N et nulle sur V . Par 
onséquent,il existe p ∈ L2(Ω), unique à une 
onstante additive près, tel que
L(v) =

∫

Ω

p divv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

N .Si on pose σ = µ∇u − p Id qui appartient à L2(Ω)N
2 , on a don


∣

∣

∣

∣

∫

Ω

σ · ∇v dx
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f · v dx
∣

∣

∣

∣

≤ C‖v‖L2(Ω),
e qui prouve que σ admet une divergen
e faible dans L2(Ω)N , et on a −divσ = f .Par 
onséquent, on en déduit que
∇p− µ∆u = f presque partout dans Ω. (5.75)D'autre part, 
omme u ∈ V , divu est nul dans L2(Ω), 
e qui implique

divu = 0 presque partout dans Ω.De même, la 
ondition aux limites s'interprète par le théorème de tra
e et on obtientque u = 0 presque partout sur ∂Ω. �Nous énonçons maintenant le résultat très profond et di�
ile qui nous a permisde retrouver la pression à partir de la formulation variationnelle (5.74) du système deStokes où elle avait disparu ! Sa démonstration dépasse très largement le 
adre de 
e
ours (signalons qu'il n'est pas fa
ile de trouver dans la littérature une démonstration�élémentaire� et auto-
ontenue ; voir néanmoins [25℄).Théorème 5.3.9 (de de Rham) Soit Ω un ouvert borné 
onnexe régulier de 
lasse
C1 de RN . Soit L une forme linéaire 
ontinue sur H1

0 (Ω)
N . Alors L s'annule sur Vsi et seulement si il existe une fon
tion p ∈ L2(Ω) telle que

L(v) =

∫

Ω

p divv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

N . (5.76)De plus p est unique à une 
onstante additive près.Remarque 5.3.10 Pour Stokes 
omme pour le Lapla
ien ou pour l'élasti
ité on peutaussi dé�nir des 
onditions aux limites de Neumann qui s'é
rivent
µ
∂u

∂n
− pn = g sur ∂Ω, (5.77)où g est une fon
tion (à valeurs ve
torielles) de L2(∂Ω)N . Comme pour l'élasti
ité, la
ondition de Neumann (5.77) s'interprète en disant que g est une for
e appliquée surle bord. •
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150 CHAPITRE 5. PROBLÈMES ELLIPTIQUESRemarque 5.3.11 Pour le système de Stokes (5.71) on a les mêmes résultats de régu-larité que pour le Lapla
ien ou le système de l'élasti
ité linéarisée (voir le Théorème5.2.26). Par 
ontre, les équations de Stokes étant un système de plusieurs équations,il n'y a pas de prin
ipe du maximum (
'est la même situation que pour le systèmede l'élasti
ité). Physiquement, à 
ause de la 
ondition d'in
ompressibilité du �uide
ela se 
omprend très bien. En e�et, si l'on étudie un é
oulement de Stokes dans unetuyère présentant un resserrement (ou 
ol) pronon
é, le débit étant 
onstant dans lase
tion, la vitesse du �uide est né
essairement plus élevée au niveau de 
e 
ol que surl'entrée ou la sortie de la tuyère (
e qui viole le prin
ipe du maximum en l'absen
e defor
e extérieure). •Comme pour le système de l'élasti
ité il existe un prin
ipe de minimisation del'énergie (dite de dissipation visqueuse) pour les équations de Stokes.Exer
i
e 5.3.10 Soit V l'espa
e des 
hamps de vitesse à divergen
e nulle dé�ni par(5.73). Soit J(v) l'énergie dé�nie pour v ∈ V par
J(v) =

1

2

∫

Ω

µ|∇v|2dx−
∫

Ω

f · v dx. (5.78)Soit u ∈ V la solution unique de la formulation variationnelle (5.74). Montrer que uest aussi l'unique point de minimum de l'énergie, 
'est-à-dire que J(u) = minv∈V J(v).Ré
iproquement, montrer que, si u ∈ V est un point de minimum de l'énergie J(v), alors
u est la solution unique de la formulation variationnelle (5.74).Dans l'exer
i
e suivant nous allons voir que dans 
ertains 
as très parti
uliers leséquations de Stokes se réduisent au Lapla
ien.Exer
i
e 5.3.11 Le but de 
et exer
i
e est de trouver une solution parti
ulière des équa-tions de Stokes dans un 
anal re
tiligne de se
tion uniforme, appelée pro�l de Poiseuille.Soit Ω = ω × (0, L) où L > 0 est la longueur du 
anal et ω sa se
tion, un ouvert borné
onnexe régulier de RN−1. Pour x ∈ Ω, on note x = (x′, xN ) ave
 0 < xN < L et
x′ ∈ ω. On 
onsidère le problème aux limites suivant























∇p− µ∆u = 0 dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂ω × (0, L)
pn− µ ∂u

∂n = p0n sur ω × {0}
pn− µ ∂u

∂n = pLn sur ω × {L} (5.79)où p0 et pL sont deux pressions 
onstantes. Montrer que la solution unique de (5.79) est
p(x) = p0+

xN

L (pL−p0), et u = (0, ..., 0, uN) où uN est la solution du Lapla
ien suivant
{

−µ∆′uN = − (pL−p0)
L dans ω

uN = 0 sur ∂ωoù ∆′ est le Lapla
ien dans la variable x′ ∈ RN−1.Exer
i
e 5.3.12 Généraliser l'Exer
i
e 5.3.11 au 
as des équations de Navier-Stokes(5.72) ave
 les 
onditions aux limites proposées dans (5.79).
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Chapitre 6MÉTHODE DES ÉLÉMENTSFINIS6.1 Approximation variationnelle6.1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous présentons la méthode des éléments �nis qui est la méth-ode numérique de référen
e pour le 
al
ul des solutions de problèmes aux limiteselliptiques, mais aussi paraboliques ou hyperboliques 
omme nous le verrons par lasuite. Le prin
ipe de 
ette méthode est dire
tement issu de l'appro
he variation-nelle que nous avons étudiée en détail dans les 
hapitres pré
édents.L'idée de base de la méthode des éléments �nis est de rempla
er l'espa
e de Hilbert
V sur lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espa
e Vh de dimension�nie. Le problème �appro
hé� posé sur Vh se ramène à la simple résolution d'unsystème linéaire, dont la matri
e est appelée matri
e de rigidité. Par ailleurs, onpeut 
hoisir le mode de 
onstru
tion de Vh de manière à 
e que le sous-espa
e Vhsoit une bonne approximation de V et que la solution uh dans Vh de la formulationvariationnelle soit �pro
he� de la solution exa
te u dans V .Historiquement, les premières prémi
es de la méthode des éléments �nis ont étéproposées par le mathémati
ien Ri
hard Courant (sans utiliser 
ette dénomination)dans les années 1940, mais 
e sont les mé
ani
iens qui ont développé, popularisé,et démontré l'e�
a
ité de 
ette méthode dans les années 1950-1960 (en plus de luidonner son nom a
tuel). Après 
es premiers su

ès pratiques, les mathémati
iens ontalors 
onsidérablement développé les fondations théoriques de la méthode et proposédes améliorations signi�
atives. C'est en tout 
as un bel exemple de 
oopération inter-dis
iplinaire où les e�orts 
onjugués des mé
ani
iens et des mathémati
iens appliquésont fait faire des progrès immenses à la simulation numérique (sans négliger non plusles avan
ées en
ore plus spe
ta
ulaires de la puissan
e des ordinateurs).151



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

152 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISLe plan de 
e 
hapitre est le suivant. Dans la suite de 
ette se
tion nous détaillonsle pro
essus d'approximation variationnelle interne. La Se
tion 6.2 présente leséléments �nis en une dimension d'espa
e où, sans trahir les idées générales valables endimensions supérieures, les aspe
ts te
hniques sont nettement plus simples. On dis
utedes aspe
ts pratiques (assemblage de la matri
e de rigidité, formules de quadrature,et
.) autant que théoriques (
onvergen
e de la méthode, interpolation et estimationd'erreur). La Se
tion 6.3 est dédiée aux éléments �nis en dimension supérieure (N ≥
2). On introduit les notions demaillage (triangulaire ou quadrangulaire) et de degrésde liberté qui permettent de 
onstruire plusieurs familles de méthodes d'éléments�nis. On reprend alors les aspe
ts pratiques et théoriques déjà ébau
hés en dimension
N = 1.Terminons 
ette introdu
tion en disant qu'en plus des méthodes de di�éren
es�nies et d'éléments �nis, qui sont les seules exposées dans 
e 
ours, il existe biend'autres méthodes numériques de résolution d'équations aux dérivées partielles 
om-me les méthodes de volumes �nis, d'éléments �nis de frontière (ou méthode intégrale),spe
trale, de Fourier, et
. (voir les en
y
lopédies [12℄, [18℄). Pour plus de détails surla méthode des éléments �nis nous renvoyons à [4℄, [11℄, [22℄, [25℄, [35℄, [36℄ (voir aussi[16℄, [17℄, [32℄ pour des aspe
ts pratiques de programmation informatique).6.1.2 Approximation interne généraleNous 
onsidérons à nouveau le 
adre général du formalisme variationnel introduitau Chapitre 3. Étant donné un espa
e de Hilbert V , une forme bilinéaire 
ontinueet 
oer
ive a(u, v), et une forme linéaire 
ontinue L(v), on 
onsidère la formulationvariationnelle : trouver u ∈ V tel que a(u, v) = L(v) ∀ v ∈ V, (6.1)dont on sait qu'elle admet une unique solution par le Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram.L'approximation interne de (6.1) 
onsiste à rempla
er l'espa
e de Hilbert V parun sous-espa
e de dimension �nie Vh, 
'est-à-dire à 
her
her la solution de :trouver uh ∈ Vh tel que a(uh, vh) = L(vh) ∀ vh ∈ Vh. (6.2)La résolution de l'approximation interne (6.2) est fa
ile 
omme le montre le lemmesuivant.Lemme 6.1.1 Soit V un espa
e de Hilbert réel, et Vh un sous-espa
e de dimension�nie. Soit a(u, v) une forme bilinéaire 
ontinue et 
oer
ive sur V , et L(v) une formelinéaire 
ontinue sur V . Alors l'approximation interne (6.2) admet une unique so-lution. Par ailleurs 
ette solution peut s'obtenir en résolvant un système linéaire dematri
e dé�nie positive (et symétrique si a(u, v) est symétrique).Démonstration. L'existen
e et l'uni
ité de uh ∈ Vh, solution de (6.2), dé
oule duThéorème 3.3.1 de Lax-Milgram appliqué à Vh. Pour mettre le problème sous une
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6.1. APPROXIMATION VARIATIONNELLE 153forme plus simple, on introduit une base (φj)1≤j≤Nh
de Vh. Si uh =

∑Nh

j=1 ujφj , onpose Uh = (u1, ..., uNh
) le ve
teur dans RNh des 
oordonnées de uh. Le problème (6.2)est équivalent à :trouver Uh ∈ RNh tel que aNh

∑

j=1

ujφj , φi



 = L(φi) ∀ 1 ≤ i ≤ Nh,
e qui s'é
rit sous la forme d'un système linéaire
KhUh = bh, (6.3)ave
, pour 1 ≤ i, j ≤ Nh,

(Kh)ij = a(φj , φi), (bh)i = L(φi).La 
oer
ivité de la forme bilinéaire a(u, v) entraîne le 
ara
tère dé�ni positif de lamatri
e Kh, et don
 son inversibilité. En e�et, pour tout ve
teur Uh ∈ RNh , on a
KhUh · Uh ≥ ν

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Nh
∑

j=1

ujφj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

≥ C|Uh|2 ave
 C > 0,
ar toutes les normes sont équivalentes en dimension �nie (| · | désigne la normeeu
lidienne dans RNh). De même, la symétrie de a(u, v) implique 
elle de Kh. Dansles appli
ations mé
aniques la matri
e Kh est appelée matri
e de rigidité. �Nous allons maintenant 
omparer l'erreur 
ommise en remplaçant l'espa
e V parson sous-espa
e Vh. Plus pré
isément, nous allons majorer la di�éren
e ‖u − uh‖ où
u est la solution dans V de (6.1) et uh 
elle dans Vh de (6.2). Pré
isons auparavantquelques notations : on note ν > 0 la 
onstante de 
oer
ivité et M > 0 la 
onstantede 
ontinuité de la forme bilinéaire a(u, v) qui véri�ent

a(u, u) ≥ ν‖u‖2 ∀u ∈ V,
|a(u, v)| ≤M‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ VLe lemme suivant, dû à Jean Céa, montre que la distan
e entre la solution exa
te u etla solution appro
hée uh est majorée uniformément par rapport au sous-espa
e

Vh par la distan
e entre u et Vh.Lemme 6.1.2 (de Céa) On se pla
e sous les hypothèses du Lemme 6.1.1. Soit u lasolution de (6.1) et uh 
elle de (6.2). On a
‖u− uh‖ ≤

M

ν
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖. (6.4)
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154 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISDémonstration. Puisque Vh ⊂ V , on déduit, par soustra
tion des formulationsvariationnelles (6.1) et (6.2), que
a(u− uh, wh) = 0 ∀wh ∈ Vh.En 
hoisissant wh = uh − vh on obtient

ν‖u− uh‖2 ≤ a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh) ≤M‖u− uh‖‖u− vh‖,d'où l'on déduit (6.4). �Exer
i
e 6.1.1 Dans le 
adre du Lemme de Céa 6.1.2, démontrer que, si la formebilinéaire a(u, v) est symétrique, alors on améliore (6.4) en
‖u− uh‖ ≤

√

M

ν
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖.Indi
ation : on utilisera le fait que la solution uh de (6.2) réalise aussi le minimum d'uneénergie.Finalement, pour démontrer la 
onvergen
e de 
ette approximation variation-nelle, nous donnons un dernier lemme général. Rappelons que dans la notation Vhle paramètre h > 0 n'a pas en
ore de signi�
ation pratique. Néanmoins, nous sup-poserons que 
'est dans la limite h → 0 que l'approximation interne (6.2) �
onverge�vers la formulation variationnelle (6.1).Lemme 6.1.3 On se pla
e sous les hypothèses du Lemme 6.1.1. On suppose qu'ilexiste un sous-espa
e V ⊂ V dense dans V et une appli
ation rh de V dans Vh(appelée opérateur d'interpolation) tels que
lim
h→0
‖v − rh(v)‖ = 0 ∀ v ∈ V . (6.5)Alors la méthode d'approximation variationnelle interne 
onverge, 
'est-à-dire que
lim
h→0
‖u− uh‖ = 0. (6.6)Démonstration. Soit ǫ > 0. Par densité de V , il existe v ∈ V tel que ‖u − v‖ ≤ ǫ.Par ailleurs, il existe un h0 > 0 (dépendant de ǫ) tel que, pour 
et élément v ∈ V , ona

‖v − rh(v)‖ ≤ ǫ ∀h ≤ h0.En vertu du Lemme 6.1.2, on a
‖u− uh‖ ≤ C‖u− rh(v)‖ ≤ C (‖u− v‖+ ‖v − rh(v)‖) ≤ 2Cǫ,d'où l'on déduit le résultat. �
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6.1. APPROXIMATION VARIATIONNELLE 155La stratégie indiquée par les Lemmes 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3 
i-dessus est maintenant
laire. Pour obtenir une approximation numérique de la solution exa
te duproblème variationnel (6.1), il faut introduire un espa
e Vh de dimension�nie puis résoudre un simple système linéaire asso
ié à l'approximationvariationnelle interne (6.2). Néanmoins, le 
hoix de Vh n'est pas évident. Il fautqu'il respe
te deux 
ritères :1. on doit pouvoir 
onstruire un opérateur d'interpolation rh de V dans Vh satis-faisant (6.5) (où typiquement V est un espa
e de fon
tions régulières),2. il faut que la résolution du système linéaire KhUh = bh soit é
onomique (enpratique 
es systèmes linéaires sont de très grandes tailles).La méthode des éléments �nis 
onsiste pré
isément à fournir de tels �bons� espa
es
Vh. Avant d'entrer dans les détails, disons quelques mots de la méthode de Galerkinqui rentre aussi dans 
e 
adre.6.1.3 Méthode de GalerkinLa méthode de Galerkin a été un pré
urseur de la méthode des éléments �nis.Bien qu'elle n'a pas d'intérêt numérique en général, elle est très utile d'un point devue théorique (notamment pour l'étude des problèmes non-linéaires). Elle rentre dansle 
adre de l'approximation variationnelle interne dé
rit 
i-dessus.On suppose que l'espa
e de Hilbert V est séparable de dimension in�nie, 
e qui en-traîne, par la Proposition 12.1.15, qu'il existe une base hilbertienne (ei)i≥1 de V . On
hoisit alors V 
omme le sous-espa
e engendré par 
ette base hilbertienne (engendrépar 
ombinaison linéaires �nies) qui est bien sûr dense dans V . En posant h = 1/n,on dé�nit Vh 
omme le sous-espa
e de dimension �nie engendré par (e1, ..., en). Fi-nalement, l'opérateur d'interpolation rh est simplement la proje
tion orthogonale sur
Vh (qui est i
i dé�nie dans tout V et pas seulement dans V).Toutes les hypothèses des Lemmes 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3 sont don
 satisfaites et onen déduit que la solution appro
hée uh 
onverge vers la solution exa
te u. Rappelonsque uh est 
al
ulé en résolvant le système linéaire KhUh = bh où Uh est le ve
teurdans Rn des 
oordonnés de uh dans la base (e1, ..., en).Malgré son adéquation au 
adre théorique développé 
i-dessus, la méthode deGalerkin est peu 
ommode d'un point de vue numérique. En e�et, la matri
e Kh quel'on obtient ainsi est généralement �pleine�, 
'est-à-dire que tous 
es 
oe�
ients sontnon nuls en général, et �mal-
onditionnée�, 
'est-à-dire que la résolution numériquedu système linéaire sera instable 
ar très sensible aux erreurs d'arrondi du 
al
ul surordinateur. De 
e point de vue, la méthode des éléments �nis est bien plus performanteet de loin préférable à la méthode de Galerkin.6.1.4 Méthode des éléments �nis (prin
ipes généraux)Le prin
ipe de la méthode des éléments �nis est de 
onstruire des espa
es d'ap-proximation interne Vh des espa
es fon
tionnels usuels H1(Ω), H1

0 (Ω), H
2(Ω), ... dont
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156 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISla dé�nition est basée sur la notion géométrique de maillage du domaine Ω. Unmaillage est un pavage de l'espa
e en volumes élémentaires très simples : triangles,tétraèdres, parallélépipèdes (voir, par exemple, la Figure 6.7). Nous donnerons plusloin une dé�nition pré
ise d'un maillage dans le 
adre de la méthode des éléments�nis.Dans 
e 
ontexte le paramètre h de Vh 
orrespond à la taille maximale desmailles ou 
ellules qui 
omposent le maillage. Typiquement une base de Vh sera
onstituée de fon
tions dont le support est lo
alisé sur une ou quelques mailles. Ce
iaura deux 
onséquen
es importantes : d'une part, dans la limite h → 0, l'espa
e Vhsera de plus en plus �gros� et appro
hera de mieux en mieux l'espa
e V tout entier,et d'autre part, la matri
e de rigidité Kh du système linéaire (6.3) sera 
reuse, 
'est-à-dire que la plupart de ses 
oe�
ients seront nuls (
e qui limitera le 
oût de larésolution numérique).La méthode des éléments �nis est une des méthodes les plus e�
a
e et les pluspopulaire pour résoudre numériquement des problèmes aux limites. Elle est à la based'innombrables logi
iels de 
al
uls industriels.6.2 Éléments �nis en dimension N = 1Pour simpli�er l'exposition nous 
ommençons par présenter la méthode des élé-ments �nis en une dimension d'espa
e. Sans perte de généralité nous 
hoisissons ledomaine Ω =]0, 1[. En dimension 1 un maillage est simplement 
onstitué d'une 
ol-le
tion de points (xj)0≤j≤n+1 (
omme pour la méthode des di�éren
es �nies, voir leChapitre 1) tels que
x0 = 0 < x1 < ... < xn < xn+1 = 1.Le maillage sera dit uniforme si les points xj sont équidistants, 
'est-à-dire que

xj = jh ave
 h =
1

n+ 1
, 0 ≤ j ≤ n+ 1.Les points xj sont aussi appelés les sommets (ou n÷uds) du maillage. Par sou
i desimpli
ité nous 
onsidérons, pour l'instant, le problème modèle suivant

{

−u′′ = f dans ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0,

(6.7)dont nous savons qu'il admet une solution unique dans H1
0 (Ω) si f ∈ L2(Ω) (voir leChapitre 5). Dans tout 
e qui suit on notera Pk l'ensemble des polyn�mes à 
oe�
ientsréels d'une variable réelle de degré inférieur ou égal à k.6.2.1 Éléments �nis P1La méthode des éléments �nis P1 repose sur l'espa
e dis
ret des fon
tions globale-ment 
ontinues et a�nes sur 
haque maille

Vh =
{

v ∈ C([0, 1]) tel que v ∣∣[xj ,xj+1] ∈ P1 pour tout 0 ≤ j ≤ n} , (6.8)
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6.2. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 157et sur son sous-espa
e
V0h = {v ∈ Vh tel que v(0) = v(1) = 0} . (6.9)La méthode des éléments �nis P1 est alors simplement la méthode d'approximationvariationnelle interne de la Sous-se
tion 6.1.2 appliquée aux espa
es Vh ou V0h dé�nispar (6.8) ou (6.9).

x0 xj xn xn+1=1=0 x x1 2

vh

φj

Figure 6.1 � Maillage de Ω =]0, 1[ et fon
tion de base en éléments �nis P1.On peut représenter les fon
tions de Vh ou V0h, a�nes par mor
eaux, à l'aide defon
tions de base très simples. Introduisons la �fon
tion 
hapeau� φ dé�nie par
φ(x) =

{

1− |x| si |x| ≤ 1,
0 si |x| > 1.Si le maillage est uniforme, pour 0 ≤ j ≤ n+ 1 on dé�nit les fon
tions de base (voirla Figure 6.1)

φj(x) = φ

(

x− xj
h

)

. (6.10)Lemme 6.2.1 L'espa
e Vh, dé�ni par (6.8), est un sous-espa
e de H1(0, 1) de di-mension n+2, et toute fon
tion vh ∈ Vh est dé�nie de manière unique par ses valeursaux sommets (xj)0≤j≤n+1

vh(x) =
n+1
∑

j=0

vh(xj)φj(x) ∀x ∈ [0, 1].



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

158 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISDe même, V0h, dé�ni par (6.9), est un sous-espa
e de H1
0 (0, 1) de dimension n, ettoute fon
tion vh ∈ V0h est dé�nie de manière unique par ses valeurs aux sommets

(xj)1≤j≤n

vh(x) =

n
∑

j=1

vh(xj)φj(x) ∀x ∈ [0, 1].Démonstration. Rappelons qu'en vertu du Lemme 4.3.19, les fon
tions 
ontinueset de 
lasse C1 par mor
eaux appartiennent à H1(Ω). Don
 Vh et V0h sont biendes sous-espa
es de H1(0, 1). Le reste de la preuve est immédiat en remarquant que
φj(xi) = δij , où δij est le symbole de Krone
ker qui vaut 1 si i = j et 0 sinon (voir laFigure 6.1). �Remarque 6.2.2 La base (φj), dé�nie par (6.10), permet de 
ara
tériser une fon
-tion de Vh par ses valeurs aux n÷uds du maillage. Dans 
e 
as on parle d'éléments�nis de Lagrange. Nous verrons plus loin à la Sous-se
tion 6.2.5 qu'on peut intro-duire d'autres espa
es Vh pour lesquels une fon
tion sera 
ara
térisée, non seulementpar ses valeurs, mais aussi par les valeurs de sa dérivée. On parle alors d'éléments�nis de Hermite. I
i, 
omme les fon
tions sont lo
alement P1, on dit que l'espa
e
Vh, dé�ni par (6.8), est l'espa
e des éléments �nis de Lagrange d'ordre 1.Cet exemple des éléments �nis P1 permet à nouveau de 
omprendre l'intérêt de laformulation variationnelle. En e�et, les fon
tions de Vh ne sont pas deux fois dérivablessur le segment [0, 1] et 
ela n'a pas de sens de résoudre, même de manière appro
hée,l'équation (6.7) (en fait la dérivée se
onde d'une fon
tion de Vh est une somme demasses de Dira
 aux n÷uds du maillage !). Au 
ontraire, il est parfaitement légitimed'utiliser des fon
tions de Vh dans la formulation variationnelle (6.2) qui ne requiertqu'une seule dérivée. •Dé
rivons la résolution pratique du problème de Diri
hlet (6.7) par la méthodedes éléments �nis P1. La formulation variationnelle (6.2) de l'approximation internedevient i
i :trouver uh ∈ V0h tel que ∫ 1

0

u′h(x)v
′
h(x) dx =

∫ 1

0

f(x)vh(x) dx ∀ vh ∈ V0h. (6.11)On dé
ompose uh sur la base des (φj)1≤j≤n et on prend vh = φi 
e qui donne
n
∑

j=1

uh(xj)

∫ 1

0

φ′j(x)φ
′
i(x) dx =

∫ 1

0

f(x)φi(x) dx.En notant Uh = (uh(xj))1≤j≤n, bh =
(

∫ 1

0
f(x)φi(x) dx

)

1≤i≤n
, et en introduisant lamatri
e de rigidité

Kh =

(∫ 1

0

φ′j(x)φ
′
i(x) dx

)

1≤i,j≤n

,
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6.2. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 159la formulation variationnelle dans V0h revient à résoudre dans Rn le système linéaire
KhUh = bh.Comme les fon
tions de base φj ont un �petit� support, l'interse
tion des supportsde φj et φi est souvent vide et la plupart des 
oe�
ients de Kh sont nuls. Un 
al
ulsimple montre que

∫ 1

0

φ′j(x)φ
′
i(x) dx =















−h−1 si j = i− 1
2h−1 si j = i
−h−1 si j = i+ 1
0 sinonet la matri
e Kh est tridiagonale

Kh = h−1















2 −1 0
−1 2 −1. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 2















. (6.12)Pour obtenir le se
ond membre bh il faut 
al
uler les intégrales
(bh)i =

∫ xi+1

xi−1

f(x)φi(x) dx pour tout 1 ≤ i ≤ n.L'évaluation exa
te du se
ond membre bh peut être di�
ile ou impossible si la fon
-tion f est 
ompliquée. En pratique on a re
ours à des formules de quadrature(ou formules d'intégration numérique) qui donnent une approximation des intégralesdé�nissant bh. Par exemple, on peut utiliser la formule du �point milieu�
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

ψ(x) dx ≈ ψ
(

xi+1 + xi
2

)

,ou la formule des �trapèzes�
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

ψ(x) dx ≈ 1

2
(ψ(xi+1) + ψ(xi)) ,ou bien en
ore la formule de Simpson

1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

ψ(x) dx ≈
(

1

6
ψ(xi+1) +

1

6
ψ(xi) +

2

3
ψ

(

xi+1 + xi
2

))

.Les deux premières formules sont exa
tes pour les fon
tions ψ a�nes, et la troisièmeest exa
te pour les polyn�mes du troisième degré (
e qui donne un 
al
ul exa
t de bh si
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160 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS
f ∈ Vh). Si la fon
tion ψ est régulière quel
onque, alors 
es formules sont simplementappro
hées ave
 un reste de l'ordre de O(h2), de O(h2), et de O(h4) respe
tivement.La résolution du système linéaire KhUh = bh est la partie la plus 
oûteuse de laméthode en terme de temps de 
al
ul. C'est pourquoi nous présentons en annexe dansla Se
tion 13.1 des méthodes performantes de résolution. Rappelons que la matri
e
Kh est né
essairement inversible par appli
ation du Lemme 6.1.1.Remarque 6.2.3 La matri
e de rigidité Kh est très similaire à des matri
es déjàren
ontrées lors de l'étude des méthodes de di�éren
es �nies. En fait, hKh est lalimite de la matri
e (2.14) (multipliée par 1/c) du s
héma impli
ite de résolution del'équation de la 
haleur lorsque le pas de temps tend vers l'in�ni. Nous verrons àl'Exer
i
e 6.2.3 qu'il ne s'agit pas d'une 
oïn
iden
e. •Problème de Neumann. La mise en oeuvre de la méthode des éléments �nis P1pour le problème de Neumann suivant est très similaire

{

−u′′ + au = f dans ]0, 1[
u′(0) = α, u′(1) = β.

(6.13)Rappelons que (6.13) admet une solution unique dans H1(Ω) si f ∈ L2(Ω), α, β ∈ R,et a ∈ L∞(Ω) tel que a(x) ≥ a0 > 0 p.p. dans Ω (voir le Chapitre 5). La formulationvariationnelle (6.2) de l'approximation interne devient i
i : trouver uh ∈ Vh tel que
∫ 1

0

(u′h(x)v
′
h(x) + a(x)uh(x)vh(x)) dx =

∫ 1

0

f(x)vh(x) dx − αvh(0) + βvh(1),pour tout vh ∈ Vh. En dé
omposant uh sur la base des (φj)0≤j≤n+1, la formulationvariationnelle dans Vh revient à résoudre dans Rn+2 le système linéaire
KhUh = bh,ave
 Uh = (uh(xj))0≤j≤n+1, et une nouvelle matri
e de rigidité

Kh =

(∫ 1

0

(

φ′j(x)φ
′
i(x) + a(x)φj(x)φi(x)

)

dx

)

0≤i,j≤n+1

,et
(bh)i =

∫ 1

0
f(x)φi(x) dx si 1 ≤ i ≤ n,

(bh)0 =
∫ 1

0 f(x)φ0(x) dx − α,
(bh)n+1 =

∫ 1

0 f(x)φn+1(x) dx + β.Lorsque a(x) n'est pas une fon
tion 
onstante, il est aussi né
essaire en pratiqued'utiliser des formules de quadrature pour évaluer les 
oe�
ients de la matri
e Kh(
omme nous l'avons fait dans l'exemple pré
édent pour le se
ond membre bh).
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i
e 6.2.1 Appliquer la méthode des éléments �nis P1 au problème
{

−u′′ = f dans ]0, 1[
u(0) = α, u(1) = β,Véri�er que les 
onditions aux limites de Diri
hlet non-homogènes apparaissent dans lese
ond membre du système linéaire qui en dé
oule.Exer
i
e 6.2.2 On reprend le problème de Neumann (6.13) en supposant que la fon
tion

a(x) = 0 dans Ω. Montrer que la matri
e du système linéaire issu de la méthode deséléments �nis P1 est singulière. Montrer qu'on peut néanmoins résoudre le système linéairesi les données véri�ent la 
ondition de 
ompatibilité
∫ 1

0

f(x) dx = α− β.Comparer 
e résultat ave
 le Théorème 5.2.18.Exer
i
e 6.2.3 Appliquer la méthode des di�éren
es �nies (voir le Chapitre 2) au prob-lème de Diri
hlet (6.7). Véri�er qu'ave
 un s
héma 
entré d'ordre deux, on obtient unsystème linéaire à résoudre ave
 la même matri
e Kh (à un 
oe�
ient multipli
atif près)mais ave
 un se
ond membre bh di�érent. Même question pour le problème de Neumann(6.13).Exer
i
e 6.2.4 On 
onsidère (n + 2) masses pon
tuelles (alignées) situées aux points
xj = j/(n + 1) pour 0 ≤ j ≤ n + 1 et reliées entre voisines par des ressorts de mêmeraideur k > 0. On applique à 
haque masse pon
tuelle une for
e longitudinale fj . Dansl'hypothèse de petits dépla
ements (longitudinaux) é
rire l'énergie totale du système qu'ilfaut minimiser (on dis
utera le 
as des extrémités libres ou �xées). Interpréter la re
her
hede la position d'équilibre du système en termes d'éléments �nis.6.2.2 Convergen
e et estimation d'erreurPour démontrer la 
onvergen
e de la méthode des éléments �nis P1 en une di-mension d'espa
e nous suivons la démar
he esquissée dans la Sous-se
tion 6.1.2. Nousdé�nissons tout d'abord un opérateur d'interpolation rh (
omme dans le Lemme6.1.3).Dé�nition 6.2.4 On appelle opérateur d'interpolation P1 l'appli
ation linéaire rh de
H1(0, 1) dans Vh dé�nie, pour tout v ∈ H1(0, 1), par

(rhv)(x) =

n+1
∑

j=0

v(xj)φj(x).
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162 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISCette dé�nition a bien un sens 
ar, en vertu du Lemme 4.3.3, les fon
tions de
H1(0, 1) sont 
ontinues et leurs valeurs pon
tuelles sont don
 bien dé�nies. L'inter-polée rhv d'une fon
tion v est simplement la fon
tion a�ne par mor
eaux qui 
oïn
ideave
 v sur les sommets du maillage xj (voir la Figure 6.2). Remarquons qu'en unedimension d'espa
e l'interpolée est dé�nie pour toute fon
tion de H1(0, 1), et non passeulement pour les fon
tions régulières de H1(0, 1) (
e qui sera le 
as en dimensionsupérieure).

v

r vh

x0 xn+1=1=0 x2Figure 6.2 � Interpolation P1 d'une fon
tion de H1(0, 1).La 
onvergen
e de la méthode des éléments �nis P1 repose sur le lemme suivant.Lemme 6.2.5 (d'interpolation) Soit rh l'opérateur d'interpolation P1. Pour tout
v ∈ H1(0, 1), il véri�e

lim
h→0
‖v − rhv‖H1(0,1) = 0.De plus, si v ∈ H2(0, 1), alors il existe une 
onstante C indépendante de h telle que

‖v − rhv‖H1(0,1) ≤ Ch‖v′′‖L2(0,1).Nous repoussons momentanément la démonstration de 
e lemme pour énon
ertout de suite le résultat prin
ipal de 
ette sous-se
tion qui établit la 
onvergen
e dela méthode des éléments �nis P1 pour le problème de Diri
hlet.Théorème 6.2.6 Soit u ∈ H1
0 (0, 1) et uh ∈ V0h les solutions de (6.7) et (6.11),respe
tivement. Alors, la méthode des éléments �nis P1 
onverge, 
'est-à-dire que
lim
h→0
‖u− uh‖H1(0,1) = 0. (6.14)De plus, si u ∈ H2(0, 1) (
e qui est vrai si f ∈ L2(0, 1)), alors il existe une 
onstante

C indépendante de h telle que
‖u− uh‖H1(0,1) ≤ Ch‖u′′‖L2(0,1) = Ch‖f‖L2(0,1). (6.15)
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on
lusion (6.14) du Théorème 6.2.6 est vrai aussi sile se
ond membre f appartient seulement à H−1(0, 1). L'estimation (6.15) indiquela vitesse de 
onvergen
e de la méthode des éléments �nis P1. Comme 
ette majo-ration est proportionnelle à h, on dit que la méthode des éléments �nis P1 
onvergelinéairement.Remarquons que le Théorème 6.2.6 de 
onvergen
e est valable lorsque la matri
ede rigidité Kh et le se
ond membre bh sont évalués exa
tement. Cependant, la méth-ode des éléments �nis P1 
onverge aussi lorsqu'on utilise des formules de quadratureadéquates pour 
al
uler Kh et bh (voir [36℄). •Remarque 6.2.8 Nous démontrons le Théorème 6.2.6 dans le 
as d'un maillage uni-forme, 
'est-à-dire de points xj équidistants dans le segment [0, 1] (autrement dit
xj+1 − xj = h). Le résultat peut néanmoins se généraliser à des maillages non uni-forme mais réguliers (au sens de la Dé�nition 6.3.11), et dans 
e 
as h est la distan
emaximum entre deux points : h = max0≤j≤n(xj+1 − xj). •Remarque 6.2.9 On peut faire une analogie entre la 
onvergen
e d'une méthoded'éléments �nis et la 
onvergen
e d'une méthode de di�éren
es �nies. Rappelonsque, d'après le Théorème de Lax 2.2.20, la 
onvergen
e d'un s
héma aux di�éren
es�nies dé
oule de sa stabilité et de sa 
onsistan
e. Indiquons quels sont les équivalents(formels) de 
es ingrédients dans le 
ontexte des éléments �nis. Le r�le de la 
onsis-tan
e pour les éléments �nis est joué par la propriété d'interpolation du Lemme 6.2.5,tandis que le r�le de la stabilité est tenu par la propriété de 
oer
ivité de la formebilinéaire qui assure la résolution (stable) de toute approximation interne. •Démonstration. Le Lemme 6.2.5 permet d'appliquer le résultat de 
onvergen
e duLemme 6.1.3 qui entraîne immédiatement (6.14). Pour obtenir (6.15), on majore l'es-timation du Lemme 6.1.2 de Céa

‖u− uh‖H1(0,1) ≤ C inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H1(0,1) ≤ C‖u− rhu‖H1(0,1),
e qui permet de 
on
lure grâ
e au Lemme 6.2.5. �Nous donnons maintenant la démonstration du Lemme 6.2.5 sous la forme de deuxautres lemmes te
hniques.Lemme 6.2.10 Il existe une 
onstante C indépendante de h telle que, pour tout
v ∈ H2(0, 1),

‖v − rhv‖L2(0,1) ≤ Ch2‖v′′‖L2(0,1), (6.16)et
‖v′ − (rhv)

′‖L2(0,1) ≤ Ch‖v′′‖L2(0,1). (6.17)
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164 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISDémonstration. Soit v ∈ C∞([0, 1]). Par dé�nition, l'interpolée rhv est une fon
tiona�ne et, pour tout x ∈]xj , xj+1[, on a
v(x)− rhv(x) = v(x)−

(

v(xj) +
v(xj+1)− v(xj)
xj+1 − xj

(x− xj)
)

=

∫ x

xj

v′(t) dt− x− xj
xj+1 − xj

∫ xj+1

xj

v′(t) dt

= (x− xj)v′(xj + θx)− (x− xj)v′(xj + θj)

= (x− xj)
∫ xj+θx

xj+θj

v′′(t) dt,

(6.18)
par appli
ation de la formule des a

roissements �nis ave
 0 ≤ θx ≤ x − xj et 0 ≤
θj ≤ h. On en déduit en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

|v(x) − rhv(x)|2 ≤ h2
(

∫ xj+1

xj

|v′′(t)| dt
)2

≤ h3
∫ xj+1

xj

|v′′(t)|2dt. (6.19)En intégrant (6.19) par rapport à x sur l'intervalle [xj , xj+1], on obtient
∫ xj+1

xj

|v(x)− rhv(x)|2 dx ≤ h4
∫ xj+1

xj

|v′′(t)|2dt,
e qui, par sommation en j, donne exa
tement (6.16). Par densité 
e résultat est en
orevrai pour tout v ∈ H2(0, 1). La démonstration de (6.17) est tout à fait similaire : pour
v ∈ C∞([0, 1]) et x ∈]xj , xj+1[ on é
rit

v′(x)− (rhv)
′(x) = v′(x)− v(xj+1)− v(xj)

h
=

1

h

∫ xj+1

xj

(

v′(x)− v′(t)
)

dt

=
1

h

∫ xj+1

xj

∫ x

t

v′′(y) dy.Élevant au 
arré 
ette inégalité, appliquant Cau
hy-S
hwarz deux fois et sommant en
j on obtient (6.17), qui est aussi valide pour tout v ∈ H2(0, 1) par densité. �Lemme 6.2.11 Il existe une 
onstante C indépendante de h telle que, pour tout
v ∈ H1(0, 1),

‖rhv‖H1(0,1) ≤ C‖v‖H1(0,1), (6.20)et
‖v − rhv‖L2(0,1) ≤ Ch‖v′‖L2(0,1). (6.21)De plus, pour tout v ∈ H1(0, 1), on a

lim
h→0
‖v′ − (rhv)

′‖L2(0,1) = 0. (6.22)
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6.2. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 165Démonstration. Les preuves de (6.20) et (6.21) sont dans le même esprit que 
ellesdu lemme pré
édent. Soit v ∈ H1(0, 1). Tout d'abord on a
‖rhv‖L2(0,1) ≤ max

x∈[0,1]
|rhv(x)| ≤ max

x∈[0,1]
|v(x)| ≤ C‖v‖H1(0,1),en vertu du Lemme 4.3.3. D'autre part, 
omme rhv est a�ne, et grâ
e à la propriété(4.8) du Lemme 4.3.3 qui a�rme que v est bien la primitive de v′, on a

∫ xj+1

xj

|(rhv)′(x)|2 dx =
(v(xj+1)− v(xj))2

h

=
1

h

(

∫ xj+1

xj

v′(x) dx

)2

≤
∫ xj+1

xj

|v′(x)|2 dx,par Cau
hy-S
hwarz, 
e qui, par sommation en j, 
onduit à (6.20). Pour obtenir (6.21)on reprend la deuxième égalité de (6.18) d'où l'on déduit
|v(x) − rhv(x)| ≤ 2

∫ xj+1

xj

|v′(t)| dt.En élevant au 
arré, en utilisant Cau
hy-S
hwarz, en intégrant par rapport à x, puisen sommant en j, on obtient bien (6.21).Passons à la démonstration de (6.22). Soit ǫ > 0. Comme C∞([0, 1]) est densedans H1(0, 1), pour tout v ∈ H1(0, 1) il existe φ ∈ C∞([0, 1]) tel que
‖v′ − φ′‖L2(0,1) ≤ ǫ.Or rh est une appli
ation linéaire qui véri�e (6.20), don
 on en déduit

‖(rhv)′ − (rhφ)
′‖L2(0,1) ≤ C‖v′ − φ′‖L2(0,1) ≤ Cǫ.Le 
hoix de φ et de ǫ étant �xé, on déduit de (6.17) appliqué à φ que, pour h su�-isamment petit,

‖φ′ − (rhφ)
′‖L2(0,1) ≤ ǫ.Par 
onséquent, en sommant 
es trois dernières inégalités on obtient

‖v′ − (rhv)
′‖L2(0,1) ≤ ‖v′ − φ′‖L2 + ‖φ′ − (rhφ)

′‖L2 + ‖(rhv)′ − (rhφ)
′‖L2 ≤ Cǫ,
e qui implique (6.22). �Exer
i
e 6.2.5 Démontrer l'équivalent du Théorème 6.2.6 de 
onvergen
e pour le prob-lème de Neumann (6.13).
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166 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS6.2.3 Éléments �nis P2La méthode des éléments �nis P2 repose sur l'espa
e dis
ret
Vh =

{

v ∈ C([0, 1]) tel que v ∣∣[xj ,xj+1] ∈ P2 pour tout 0 ≤ j ≤ n} , (6.23)et sur son sous-espa
e
V0h = {v ∈ Vh tel que v(0) = v(1) = 0} . (6.24)La méthode des éléments �nis P2 est la méthode d'approximation variationnelle in-terne de la Sous-se
tion 6.1.2 appliquée à 
es espa
es Vh ou V0h. Ceux-
i sont 
omposésde fon
tions 
ontinues, paraboliques par mor
eaux qu'on peut représenter à l'aide defon
tions de base très simples.

ψ
j

ψj+1/2

0

1

x x xj x xj-1 j-1/2 j+1/2 j+1Figure 6.3 � Les fon
tions de base des éléments �nis P2.Introduisons tout d'abord les points milieux des segments [xj , xj+1] dé�nis par
xj+1/2 = xj + h/2 pour 0 ≤ j ≤ n. On dé�nit aussi deux fon
tions �mères�

φ(x) =







(1 + x)(1 + 2x) si − 1 ≤ x ≤ 0,
(1 − x)(1 − 2x) si 0 ≤ x ≤ 1,
0 si |x| > 1,et

ψ(x) =

{

1− 4x2 si |x| ≤ 1/2,
0 si |x| > 1/2.Si le maillage est uniforme, pour 0 ≤ j ≤ n+ 1 on dé�nit les fon
tions de base (voirla Figure 6.3)

ψj(x) = φ

(

x− xj
h

)

, 0 ≤ j ≤ n+ 1, et ψj+1/2(x) = ψ

(

x− xj+1/2

h

)

, 0 ≤ j ≤ n.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.2. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 167Lemme 6.2.12 L'espa
e Vh, dé�ni par (6.23), est un sous-espa
e de H1(0, 1) dedimension 2n + 3, et toute fon
tion vh ∈ Vh est dé�nie de manière unique par sesvaleurs aux sommets (xj)0≤j≤n+1 et aux milieux (xj+1/2)0≤j≤n

vh(x) =

n+1
∑

j=0

vh(xj)ψj(x) +

n
∑

j=0

vh(xj+1/2)ψj+1/2(x) ∀x ∈ [0, 1].De même, V0h, dé�ni par (6.24), est un sous-espa
e de H1
0 (0, 1) de dimension 2n+1,et toute fon
tion vh ∈ V0h est dé�nie de manière unique par ses valeurs aux sommets

(xj)1≤j≤n et aux milieux (xj+1/2)0≤j≤n

vh(x) =

n
∑

j=1

vh(xj)ψj(x) +

n
∑

j=0

vh(xj+1/2)ψj+1/2(x) ∀x ∈ [0, 1].Remarque 6.2.13 I
i en
ore, Vh est un espa
e d'éléments �nis de Lagrange (
f. laRemarque 6.2.2). Comme les fon
tions sont lo
alement P2, on dit que l'espa
e Vh,dé�ni par (6.23), est l'espa
e des éléments �nis de Lagrange d'ordre 2. •Démonstration. Par appli
ation du Lemme 4.3.19 Vh et V0h sont bien des sous-espa
es de H1(0, 1). Leur dimension et les bases proposées se trouvent fa
ilement enremarquant que ψj(xi) = δij , ψj+1/2(xi+1/2) = δij , ψj(xi+1/2) = 0, ψj+1/2(xi) = 0(voir la Figure 6.3). �Dé
rivons la résolution pratique du problème de Diri
hlet (6.7) par la méthodedes éléments �nis P2. La formulation variationnelle (6.2) de l'approximation internerevient à résoudre dans R2n+1 le système linéaire
KhUh = bh. (6.25)Pour expli
iter 
e système linéaire il est 
ommode de 
hanger d'indi
e en notantdésormais les points (x1/2, x1, x3/2, x2, ..., xn+1/2) sous la forme (xk/2)1≤k≤2n+1, et labase (ψ1/2, ψ1, ψ3/2, ψ2, ..., ψn+1/2) de V0h sous la forme (ψk/2)1≤k≤2n+1. Dans 
ettebase Uh ∈ R2n+1 est le ve
teur des 
oordonnées de la solution appro
hée uh qui véri�e

uh(x) =

2n+1
∑

k=1

(Uh)k/2ψk/2(x) ave
 (Uh)k/2 = uh(xk/2), (6.26)et on a
Kh =

(∫ 1

0

ψ′
k/2(x)ψ

′
l/2(x) dx

)

1≤k,l≤2n+1

, bh =

(∫ 1

0

f(x)ψk/2(x) dx

)

1≤k≤2n+1

.Les fon
tions de base ψk/2 ont un �petit� support, et la plupart des 
oe�
ients de
Kh sont don
 nuls. Un 
al
ul simple montre que la matri
e de rigidité Kh est i
i
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Kh = h−1



























16/3 −8/3 0
−8/3 14/3 −8/3 1/3 0
0 −8/3 16/3 −8/3 0

1/3 −8/3 14/3 −8/3 1/3. . . . . . . . . . . . . . .
0 −8/3 16/3 −8/3 0

0 1/3 −8/3 14/3 −8/3
0 −8/3 16/3



























.

Remarquons que 
ette matri
e est plus �pleine� que 
elle obtenue par la méthode deséléments �nis P1, et don
 que la résolution du système linéaire 
oûtera plus 
her entemps de 
al
ul. Pour évaluer le se
ond membre bh on a re
ours aux même formulesde quadrature (ou formules d'intégration numérique) que 
elles présentées dans laméthode P1.Théorème 6.2.14 Soit u ∈ H1
0 (0, 1) et uh ∈ V0h les solutions de (6.7) et (6.25)-(6.26), respe
tivement. Alors, la méthode des éléments �nis P2 
onverge, 
'est-à-direque

lim
h→0
‖u− uh‖H1(0,1) = 0.De plus, si u ∈ H3(0, 1) (
e qui est vrai si f ∈ H1(0, 1)), alors il existe une 
onstante

C indépendante de h telle que
‖u− uh‖H1(0,1) ≤ Ch2‖u′′′‖L2(0,1).Exer
i
e 6.2.6 En généralisant les arguments pré
édents, démontrer le Théorème6.2.14.Le Théorème 6.2.14 montre l'avantage prin
ipal des éléments �nis P2 : si la solutionest régulière, alors la 
onvergen
e de la méthode est quadratique (la vitesse de
onvergen
e est proportionnelle à h2) alors que la 
onvergen
e pour les éléments �nis

P1 est seulement linéaire (proportionnelle à h). Bien sûr 
et avantage a un prix : il y adeux fois plus d'in
onnues (exa
tement 2n+1 au lieu de n pour les éléments �nis P1)don
 la matri
e est deux fois plus grande, et en plus la matri
e a 
inq diagonales nonnulles au lieu de trois dans le 
as P1. Remarquons que si la solution n'est pas régulière(u ∈ H3(0, 1)) il n'y a au
un avantage théorique (mais aussi pratique) à utiliser deséléments �nis P2 plut�t que P1.6.2.4 Propriétés qualitativesNous savons que la solution d'un problème de Diri
hlet véri�e le prin
ipe dumaximum (voir le Théorème 5.2.22). Il est important de savoir si 
ette propriétéest 
onservée par l'approximation variationnelle interne.
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ipe du maximum dis
ret) On suppose que f ≥ 0presque partout dans ]0, 1[. Alors, la solution uh de l'approximation variationnelle(6.11) par la méthode des éléments �nis P1 véri�e uh ≥ 0 dans [0, 1].Démonstration. Soit uh la solution de (6.11). En vertu du Lemme 6.2.1, on a
uh(x) =

n
∑

j=1

uh(xj)φj(x),où les fon
tions φj sont les fon
tions de base des éléments �nis P1 dans V0h et Uh =
(uh(xj))1≤j≤n est solution du système linéaire

KhUh = bh. (6.27)Les fon
tions φj sont des fon
tions �
hapeaux� (voir la Figure 6.1) qui sont positives :il su�t don
 de montrer que toutes les 
omposantes du ve
teur Uh = (U j
h)1≤j≤n sontpositives pour prouver que la fon
tion uh est positive sur [0, 1]. Rappelons que, enposant U0

h = Un+1
h = 0, le système linéaire (6.27) est équivalent à
−U j−1

h + 2U j
h − U

j+1
h = hbjh pour tout 1 ≤ j ≤ n. (6.28)Soit U j0

h = minj U
j
h la plus petite 
omposante de Uh : s'il y a plusieurs plus petites
omposantes, on 
hoisit 
elle de plus petit indi
e j0. Si j0 = 0, alors U j

h ≥ U0
h = 0pour tout j, 
e qui est le résultat re
her
hé. Si j0 ≥ 1, alors U j0

h < U0
h = 0, et 
omme

Un+1
h = 0 on en déduit que j0 ≤ n. Comme bjh =

∫ 1

0
fψj dx ≥ 0 par hypothèse sur f ,on peut alors déduire de la relation (6.28) pour j0 que

(

U j0
h − U

j0−1
h

)

+
(

U j0
h − U

j0+1
h

)

≥ 0,
e qui est une 
ontradi
tion ave
 le 
ara
tère minimal (stri
t) de U j0
h . Par 
onséquentla méthode des éléments �nis P1 véri�e le prin
ipe du maximum dis
ret. �Nous avons démontré dans les sous-se
tions pré
édentes des résultats théoriques de
onvergen
e. Nous pouvons véri�er numériquement les vitesses de 
onvergen
eprédites en résolvant le problème de Diri
hlet (6.7) par la méthode des éléments �nisave
 des maillages de tailles distin
tes. Considérons l'exemple suivant

{

− ((1 + x)u′)′ + (1 + cos(πx)) u = f pour 0 < x < 1
u(0) = u(1) = 0

(6.29)ave
 f(x) = −π cos(πx) + sin(πx)(1 + cos(πx) + π2(1 + x)), dont la solution exa
teest u(x) = sin(πx). L'idéal serait de 
al
uler l'erreur exa
te ‖u − uh‖H1(0,1), mais
ela né
essite de faire des 
al
uls pré
is d'intégrales, 
e qui n'est pas 
ommode si lasolution u est 
ompliquée. En pratique (et 
'est 
e que nous faisons i
i) on se 
ontentede 
al
uler l'erreur projetée dans Vh, 
'est-à-dire qu'on 
al
ule ‖rh(u−uh)‖H1(0,1) (on
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rète dans Vh). L'intérêt de 
ette appro
he estque l'on peut 
al
uler exa
tement les intégrales puisque rh(u − uh) = rhu − uh ∈ Vh(
ela revient à ne pas tenir 
ompte des erreurs d'interpolation entre H1(0, 1) et Vh).On tra
e 
ette erreur dis
rète ‖rh(u − uh)‖H1(0,1) en fon
tion du pas du maillage h.Lorsque la solution est régulière, le Théorème 6.2.6 prévoit une 
onvergen
e linéaire(en h) de l'erreur par la méthode des éléments �nis P1, tandis que le Théorème 6.2.14prévoit une 
onvergen
e quadratique (en h2) de l'erreur par la méthode des éléments�nis P2. Dans le 
as de l'exemple (6.29) on tra
e 
ette erreur pour di�érentes valeursde h sur la Figure 6.4 (en é
helle logarithmique). Les 
roix ou les ronds 
orrespondentà des résultats de 
al
ul, les lignes sont des droites de référen
e 
orrespondant auxfon
tions h2 et h3 respe
tivement. Remarquons que l'utilisation d'une é
helle loga-rithmique permet de bien visualiser les vitesses de 
onvergen
e 
omme la pente dulogarithme de l'erreur en fon
tion du logarithme de h. On observe don
 un phénomènede super-
onvergen
e, 
'est-à-dire que les éléments �nis 
onvergent plus rapidementque 
e qui est prévu par la théorie : l'erreur est en h2 pour la méthode P1 et h3 pour
elle P2. Ce gain est dû à l'uniformité du maillage et au 
hoix de la norme dis
rètedans Vh.
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ΟFigure 6.4 � Cas d'une solution régulière : exemple (6.29). Norme dis
rète H1 del'erreur en fon
tion du pas h du maillage (les 
roix 
orrespondent aux éléments �nis

P1, les ronds aux éléments �nis P2, les droites sont les tra
és de h→ h2 et h→ h3).Si la solution n'est pas régulière, il y a toujours 
onvergen
e mais ave
 une vitesseplus faible que 
e qui est prédit dans le 
as régulier par les Théorèmes 6.2.6 et 6.2.14.Pour obtenir une solution non régulière, on prend un se
ond membre dans H−1(0, 1)qui n'appartient pas à L2(0, 1). En une dimension d'espa
e on peut ainsi prendre une
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. Considérons don
 l'exemple
{

−u′′ = 6x− 2 + δ1/2 pour 0 < x < 1
u(0) = u(1) = 0

(6.30)ave
 δ1/2 la masse de Dira
 au point x = 1/2, dont la solution exa
te est u(x) =
1/2− |x− 1/2|+ x2(1− x).On tra
e l'erreur ‖rh(u−uh)‖H1(0,1) en fon
tion de h sur la Figure 6.5 (en é
hellelogarithmique). Les 
roix ou les ronds 
orrespondent à des résultats de 
al
ul (P1 ou P2respe
tivement), les lignes sont des droites de référen
e 
orrespondant aux fon
tions√
h et h respe
tivement. On voit que les éléments �nis P1 et P2 
onvergent à la mêmevitesse proportionnelle à √h, 
e qui est bien inférieur à la vitesse de h (ou même h2)prédite dans le 
as régulier. En parti
ulier, il n'y a au
un intérêt à utiliser les éléments�nis P2, plut�t que P1, dans un tel 
as.
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Figure 6.5 � Cas d'une solution non régulière : exemple (6.30). Norme dis
rète H1 del'erreur en fon
tion du pas h du maillage (les 
roix 
orrespondent aux éléments �nis
P1, les ronds aux éléments �nis P2, les droites sont les tra
és de h→ √h et h→ h).Pour 
al
uler l'erreur dans les Figures 6.4 et 6.5 nous avons utilisé une solutionexa
te. Cependant, si 
elle-
i n'est pas 
onnue, on peut la rempla
er par la solutionappro
hée obtenue ave
 le maillage le plus �n (supposée être la plus 
onvergée). Cettepro
édure de 
onvergen
e numérique peut aussi être mise en oeuvre pour d'autresméthodes numériques, y 
ompris (et surtout) lorsqu'on ne dispose d'au
un théorèmede 
onvergen
e. C'est souvent le seul moyen �heuristique� de véri�er si un algorithme
onverge et à quelle vitesse par rapport au ra�nement du maillage.
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172 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS6.2.5 Éléments �nis d'HermiteAprès avoir dé�ni des éléments �nis P1 et P2, le le
teur imagine fa
ilement 
om-ment généraliser et dé�nir des éléments �nis Pk ave
 k ∈ N∗. Ces éléments �nis, ditsde Lagrange, utilisent des fon
tions de base qui sont seulement 
ontinues mais pas
ontinûment dérivables. Toutefois, il est 
lair que des polyn�mes de P3 peuvent se ra
-
order de manière 
ontinûment dérivables. Dans 
e 
as les valeurs des dérivées serontaussi utilisées pour 
ara
tériser les fon
tions (voir la Remarque 6.2.2). On introduitdon
 une méthode des éléments �nis de Hermite P3 qui repose sur l'espa
e dis
ret
Vh =

{

v ∈ C1([0, 1]) tel que v ∣∣[xj,xj+1] ∈ P3 pour tout 0 ≤ j ≤ n} . (6.31)Il faut bien faire attention que dans la dé�nition (6.31) de Vh on demande aux fon
-tions d'appartenir à C1([0, 1]), et non plus seulement à C([0, 1]). C'est 
e qui fait ladi�éren
e entre les éléments �nis de Hermite et de Lagrange, respe
tivement.
0

1

j

ψj

φ

xjx xj-1 j+1Figure 6.6 � Les fon
tions de base des éléments �nis d'Hermite P3.On peut représenter les fon
tions de Vh à l'aide de fon
tions de base très simples.On dé�nit deux fon
tions �mères�
φ(x) =







(1 + x)2(1− 2x) si − 1 ≤ x ≤ 0,
(1− x)2(1 + 2x) si 0 ≤ x ≤ 1,
0 si |x| > 1,et

ψ(x) =







x(1 + x)2 si − 1 ≤ x ≤ 0,
x(1 − x)2 si 0 ≤ x ≤ 1,
0 si |x| > 1.Si le maillage est uniforme, pour 0 ≤ j ≤ n+ 1 on dé�nit les fon
tions de base (voirla Figure 6.6)

φj(x) = φ

(

x− xj
h

) pour 0 ≤ j ≤ n+1, ψj(x) = hψ

(

x− xj
h

) pour 0 ≤ j ≤ n+1.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.2. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 173Lemme 6.2.16 L'espa
e Vh, dé�ni par (6.31), est un sous-espa
e de H1(0, 1) dedimension 2(n + 2). Toute fon
tion vh de Vh est dé�nie de manière unique par sesvaleurs et 
elles de sa dérivée aux sommets (xj)0≤j≤n+1, et on a pour tout x ∈
[0, 1]

vh(x) =

n+1
∑

j=0

vh(xj)φj(x) +

n+1
∑

j=0

(vh)
′(xj)ψj(x). (6.32)Démonstration. Les fon
tions de Vh étant de 
lasse C1, il s'agit bien d'un sous-espa
e de H1(0, 1). On véri�e fa
ilement que les (φj , ψj) forment une base de Vh enremarquant que φj(xi) = δij , ψj(xi) = 0, φ′j(xi) = 0, ψ′

j(xi) = δij (voir la Figure6.6). �On peut bien sûr utiliser l'espa
e Vh (ou du moins son sous-espa
e des fon
tionsqui s'annulent en 0 et 1) pour résoudre le problème de Diri
hlet (6.7), mais 
e n'estpas l'utilisation la plus 
ourante de Vh. En pratique on utilise Vh pour résoudrel'équation des plaques (voir (5.70) et le Chapitre 1), ou plut�t des poutres endimension N = 1,
{

u′′′′ = f dans ]0, 1[
u(0) = u(1) = u′(0) = u′(1) = 0,

(6.33)(qui admet une unique solution u ∈ H2
0 (0, 1) si f ∈ L2(0, 1)). En e�et, Vh n'est passeulement un sous-espa
e de H1(0, 1), mais est aussi un sous-espa
e de H2(0, 1) (
equi n'est pas le 
as pour les éléments �nis de Lagrange). Pour résoudre (6.33) nousaurons besoin du sous-espa
e

V0h = {v ∈ Vh tel que v(0) = v(1) = v′(0) = v′(1) = 0} . (6.34)Lemme 6.2.17 L'espa
e Vh, et son sous-espa
e V0h dé�ni par (6.34), sont des sous-espa
es de H2(0, 1), et de H2
0 (0, 1) respe
tivement, de dimensions 2(n + 2), et 2nrespe
tivement. Toute fon
tion vh de V0h est dé�nie de manière unique par ses valeurset 
elles de sa dérivé aux sommets (xj)1≤j≤n, et on a pour tout x ∈ [0, 1]

vh(x) =
n
∑

j=1

vh(xj)φj(x) +
n
∑

j=1

(vh)
′(xj)ψj(x).Démonstration. Soit vh ∈ Vh : elle est de 
lasse C1 sur [0, 1] et C2 par mor
eaux.Don
 sa dérivée v′h, étant 
ontinue et C1 par mor
eaux, appartient bien à H1(0, 1)(en vertu du Lemme 4.3.19). Par 
onséquent, vh est un élément de H2(0, 1). Le restedu lemme est semblable au Lemme 6.2.16 �Dé
rivons brièvement la résolution pratique de l'équation des plaques (6.33) par laméthode des éléments �nis d'Hermite P3. La formulation variationnelle de l'approxi-mation interne esttrouver uh ∈ V0h tel que ∫ 1

0

u′′h(x)v
′′
h(x) dx =

∫ 1

0

f(x)vh(x) dx ∀ vh ∈ V0h. (6.35)
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174 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISOn dé
ompose uh sur la base des (φj , ψj)1≤j≤n et on note Uh = (uh(xj), u
′
h(xj))1≤j≤nle ve
teur de ses 
oordonnées dans 
ette base. La formulation variationnelle (6.35)revient à résoudre dans R2n un système linéaire

KhUh = bh.Exer
i
e 6.2.7 Cal
uler expli
itement la matri
e de rigidité Kh pour (6.35).6.3 Éléments �nis en dimension N ≥ 2Nous nous plaçons maintenant en dimension d'espa
e N ≥ 2 (en pratique N =
2, 3). Pour simpli�er l'exposé, 
ertains résultats ne seront démontrés qu'en dimension
N = 2, mais ils s'étendent à la dimension N = 3 (au prix, parfois, de 
ompli
ationste
hniques et pratiques importantes).Nous 
onsidérons le problème modèle de Diri
hlet

{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (6.36)dont nous savons qu'il admet une solution unique dans H1

0 (Ω), si f ∈ L2(Ω) (voir leChapitre 5).Dans tout 
e qui suit nous supposerons que le domaine Ω est polyédrique (polyg-onal si N = 2), 
'est-à-dire que Ω est une réunion �nie de polyèdres de RN . Rappelonsqu'un polyèdre est une interse
tion �nie de demi-espa
es de RN et que les parties deson bord qui appartiennent à un seul hyperplan sont appelées ses fa
es. La raisonde 
ette hypothèse est qu'il n'est possible de mailler exa
tement que de tels ouverts.Nous dirons plus loin 
e qui se passe pour des domaines généraux à bords �
ourbes�(voir la Remarque 6.3.18).6.3.1 Éléments �nis triangulairesTout 
ommen
e par la dé�nition d'un maillage du domaine Ω par des triangles endimensionN = 2 et des tétraèdres en dimensionN = 3. On regroupe les triangles et lestétraèdres dans la famille plus générale des N -simplexes. On appelle N -simplexeK de
RN l'enveloppe 
onvexe de (N+1) points (aj)1≤j≤N+1 de RN , appelés sommets deK.Bien sûr un 2-simplexe est simplement un triangle et un 3-simplexe un tétraèdre (voirla Figure 6.9). On dit que le N -simplexe K est non dégénéré si les points (aj)1≤j≤N+1n'appartiennent pas à un même hyperplan de RN (le triangle ou le tétraèdre est non�plat�). Si on note (ai,j)1≤i≤N les 
oordonnées du ve
teur aj , la 
ondition de non
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en
e de K est que la matri
e
A =















a1,1 a1,2 ... a1,N+1

a2,1 a2,2 ... a2,N+1... ... ...
aN,1 aN,2 ... aN,N+1

1 1 ... 1















(6.37)soit inversible (
e que l'on supposera toujours par la suite). Un N -simplexe a autantde fa
es que de sommets, qui sont elles-mêmes des (N − 1)-simplexes.

Figure 6.7 � Exemple de maillage triangulaire en dimension N = 2.Dé�nition 6.3.1 Soit Ω un ouvert 
onnexe polyédrique de RN . Un maillage trian-gulaire ou une triangulation de Ω est un ensemble Th de N -simplexes (non dégénérés)
(Ki)1≤i≤n qui véri�ent1. Ki ⊂ Ω et Ω = ∪ni=1Ki,2. l'interse
tion Ki ∩ Kj de deux N -simplexes distin
ts est un m-simplexe, ave


0 ≤ m ≤ N − 1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de Ki et Kj.(En dimension N = 2, l'interse
tion de deux triangles est soit vide, soit réduiteà un sommet 
ommun, soit une arête 
ommune entière ; en dimension N = 3,l'interse
tion de deux tétraèdres est soit vide, soit un sommet 
ommun, soit unearête 
ommune entière, soit une fa
e 
ommune entière.)Les sommets ou n÷uds du maillage Th sont les sommets des N -simplexes Ki quile 
omposent. Par 
onvention, le paramètre h désigne le maximum des diamètres des
N -simplexes Ki.Il est 
lair que la Dé�nition 6.3.1 ne peut s'appliquer qu'à un ouvert polyédriqueet pas à un ouvert quel
onque. La Dé�nition 6.3.1 
ontient un 
ertain nombre de
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tions sur le maillage : dans 
e 
as on parle souvent de maillage 
onforme.Un exemple de maillage 
onforme est donné à la Figure 6.7, tandis que la Figure 6.8présente des situations interdites par la Dé�nition 6.3.1.
K i

K j

K i

K jFigure 6.8 � Exemples de situations interdites pour un maillage triangulaire.Remarque 6.3.2 Nous ne disons rien i
i des algorithmes qui permettent de 
onstrui-re un maillage triangulaire. Contentons nous de dire que, s'il est relativement fa
ilede mailler des domaines plans (il existe de nombreux logi
iels libres qui permettentde le faire), il est en
ore assez 
ompliqué de mailler des domaines tridimensionnels.Nous renvoyons à l'ouvrage [24℄ le le
teur intéressé par 
e sujet. •Exer
i
e 6.3.1 Soit Th un maillage de Ω pour Ω ouvert simplement 
onnexe polygonalde R2. On note nt le nombre de triangles de Th, nc le nombre de fa
es ou 
otés des triangles(un 
oté 
ommun à deux triangles n'est 
ompté qu'une seule fois), ns le nombre desommets du maillage, et n0s le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne sont passur ∂Ω). Démontrer les relations, dites d'Euler, nt+ns = nc+1 et 3nt+ns = 2nc+n0s.Dans un N -simplexe K il est 
ommode d'utiliser des 
oordonnées bary
en-triques au lieu des 
oordonnées 
artésiennes usuelles. Rappelons que, si K est un N -simplexe non dégénéré de sommets (aj)1≤j≤N+1, les 
oordonnées bary
entriques
(λj)1≤j≤N+1 de x ∈ RN sont dé�nies par

N+1
∑

j=1

λj = 1,

N+1
∑

j=1

ai,jλj = xi pour 1 ≤ i ≤ N, (6.38)qui admet bien une unique solution 
ar la matri
e A, dé�nie par (6.37), est inversible.Remarquons que les λj sont des fon
tions a�nes de x. On véri�e alors que
K =

{

x ∈ RN tel que λj(x) ≥ 0 pour 1 ≤ j ≤ N + 1
}

,et que les (N +1) fa
es de K sont les interse
tions de K et des hyperplans λj(x) = 0,
1 ≤ j ≤ N + 1. On peut alors dé�nir un ensemble de points de K qui vont jouer un
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Σ1 Σ2 Σ3

Figure 6.9 � Treillis d'ordre 1, 2, et 3 pour un triangle (en haut) et un tétraèdre (enbas). Les ronds représentent les points du treillis.r�le parti
ulier pour la suite : pour tout entier k ≥ 1 on appelle treillis d'ordre kl'ensemble
Σk =

{

x ∈ K tel que λj(x) ∈ {0, 1
k
, ...,

k − 1

k
, 1} pour 1 ≤ j ≤ N} . (6.39)Pour k = 1 il s'agit de l'ensemble des sommets de K, et pour k = 2 des sommets etdes points milieux des arêtes reliant deux sommets (voir la Figure 6.9). Dans le 
asgénéral, Σk est un ensemble �ni de points (σj)1≤j≤nk

.Nous dé�nissons maintenant l'ensemble Pk des polyn�mes à 
oe�
ients réels de
RN dans R de degré inférieur ou égal à k, 
'est-à-dire que tout p ∈ Pk s'é
rit sous laforme

p(x) =
∑

i1,...,iN≥0

i1+...+iN≤k

αi1,...,iNx
i1
1 · · ·xiNN ave
 x = (x1, ..., xN ).L'intérêt de la notion de treillis Σk d'un N -simplexeK est qu'il permet de 
ara
térisertous les polyn�mes de Pk (on dit que Σk est unisolvant pour Pk).Lemme 6.3.3 Soit K un N -simplexe. Pour un entier k ≥ 1, soit Σk le treillis d'ordre

k, dé�ni par (6.39), dont les points sont notés (σj)1≤j≤nk
. Alors, tout polyn�me de

Pk est déterminé de manière unique par ses valeurs aux points (σj)1≤j≤nk
. Autrementdit, il existe une base (ψj)1≤j≤nk

de Pk telle que
ψj(σi) = δij 1 ≤ i, j ≤ nk.
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ardinal de Σk et la dimension de Pk 
oïn
ident
card(Σk) = dim(Pk) =

(N + k)!

N ! k!(le véri�er en guise d'exer
i
e, au moins pour k = 1, 2). Comme l'appli
ation qui, àtout polyn�me de Pk, fait 
orrespondre ses valeurs sur le treillis Σk est linéaire, ilsu�t de montrer qu'elle est inje
tive pour montrer qu'elle est bije
tive. Soit don
 unpolyn�me p ∈ Pk qui s'annule sur Σk. Montrons, par ré
urren
e sur la dimension N ,que p est identiquement nul sur RN . Pour N = 1, il est 
lair qu'un polyn�me de degré
k qui s'annule en (k + 1) points distin
ts est nul. Supposons le résultat vrai à l'ordre
N−1. Comme x dépend linéairement des 
oordonnées bary
entriques (λj(x))1≤j≤N+1,on peut dé�nir un polyn�me q(λ) = p(x) de degré au plus k en la variable λ ∈
RN+1. Si l'on �xe une 
oordonnée λj dans l'ensemble {0, 1/k, ..., (k − 1)/k, 1} et quel'on pose λ = (λ′, λj), on obtient un polyn�me qj(λ′) = q(λ) qui dépend de N − 1variables indépendantes (
ar on a la relation ∑N+1

j=1 λj = 1) et qui est nul sur lase
tion du treillis Σk 
orrespondant à la valeur �xée de λj . Comme 
ette se
tionest aussi le treillis d'ordre k d'un (N − 1)-simplexe dans l'hyperplan λj �xé, on peutappliquer l'hypothèse de ré
urren
e et en déduire que qj = 0. Autrement dit, le fa
teur
λj(λj − 1/k) · · · (λj − (k− 1)/k)(λj − 1) divise q, 
e qui est une 
ontradi
tion ave
 lefait que le degré de q(λ) est inférieur ou égal à k, sauf si q = 0, 
e qui est le résultatdésiré. �Lemme 6.3.4 Soit K et K ′ deux N -simplexes ayant une fa
e 
ommune Γ = ∂K ∩
∂K ′. Soit un entier k ≥ 1. Alors, leurs treillis d'ordre k, Σk et Σ′

k 
oïn
ident sur 
ettefa
e Γ. De plus, étant donné pK et pK′ deux polyn�mes de Pk, la fon
tion v dé�niepar
v(x) =

{

pK(x) si x ∈ K
pK′(x) si x ∈ K ′est 
ontinue sur K ∪K ′, si et seulement si pK et pK′ ont des valeurs qui 
oïn
identaux points du treillis sur la fa
e 
ommune Γ.Démonstration. Il est 
lair que la restri
tion à une fa
e de K de son treillis d'ordre

Σk est aussi un treillis d'ordre k dans l'hyperplan 
ontenant 
ette fa
e, qui ne dépendque des sommets de 
ette fa
e. Par 
onséquent, les treillis Σk et Σ′
k 
oïn
ident surleur fa
e 
ommune Γ. Si les polyn�mes pK et pK′ 
oïn
ident aux points de Σk ∩ Γ,alors par appli
ation du Lemme 6.3.3 ils sont égaux sur Γ, 
e qui prouve la 
ontinuitéde v. �En pratique, on utilise surtout des polyn�mes de degré 1 ou 2. Dans 
e 
as on ales 
ara
térisations suivantes de P1 et P2 dans un N -simplexe K.
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i
e 6.3.2 Soit K un N -simplexe de sommets (aj)1≤j≤N+1. Montrer que toutpolyn�me p ∈ P1 se met sous la forme
p(x) =

N+1
∑

j=1

p(aj)λj(x),où les (λj(x))1≤j≤N+1 sont les 
oordonnées bary
entriques de x ∈ RN .Exer
i
e 6.3.3 Soit K un N -simplexe de sommets (aj)1≤j≤N+1. On dé�nit les pointsmilieux (ajj′ )1≤j<j′≤N+1 des arêtes de K par leur 
oordonnées bary
entriques
λj(ajj′ ) = λj′(ajj′ ) =

1

2
, λl(ajj′ ) = 0 pour l 6= j, j′.Véri�er que Σ2 est pré
isément 
onstitué des sommets et des points milieux des arêtes etque tout polyn�me p ∈ P2 se met sous la forme

p(x) =

N+1
∑

j=1

p(aj)λj(x) (2λj(x) − 1) +
∑

1≤j<j′≤N+1

4p(ajj′ )λj(x)λj′ (x),où les (λj(x))1≤j≤N+1 sont les 
oordonnées bary
entriques de x ∈ RN .Nous avons maintenant tous les outils pour dé�nir la méthode des éléments �nis Pk.Dé�nition 6.3.5 Étant donné un maillage Th d'un ouvert 
onnexe polyédrique Ω,la méthode des éléments �nis Pk, ou éléments �nis triangulaires de Lagranged'ordre k, asso
iée à 
e maillage, est dé�nie par l'espa
e dis
ret
Vh =

{

v ∈ C(Ω) tel que v |Ki ∈ Pk pour tout Ki ∈ Th
}

. (6.40)On appelle n÷uds des degrés de liberté l'ensemble des points (âi)1≤i≤ndl
destreillis d'ordre k de 
ha
un des N -simplexes Ki ∈ Th. On ne 
ompte qu'une seule foisles points qui 
oïn
ident et ndl est le nombre de degrés de liberté de la méthode deséléments �nis Pk. On appelle degrés de liberté d'une fon
tion v ∈ Vh l'ensembledes valeurs de v en 
es n÷uds (âi)1≤i≤ndl

. On dé�nit aussi le sous-espa
e V0h par
V0h = {v ∈ Vh tel que v = 0 sur ∂Ω} . (6.41)Lorsque k = 1 les n÷uds des degrés de liberté 
oïn
ident ave
 les sommets dumaillage. Lorsque k = 2 
es n÷uds sont 
onstitués d'une part des sommets du maillageet d'autre part des points milieux des arêtes reliant deux sommets.Remarque 6.3.6 L'appellation �éléments �nis de Lagrange� 
orrespond aux élé-ments �nis dont les degrés de liberté sont des valeurs pon
tuelles des fon
tions del'espa
e Vh. On peut dé�nir d'autres types d'éléments �nis, par exemple les éléments�nis de Hermite (voir la Sous-se
tion 6.2.5) pour lesquels les degrés de liberté sont lesvaleurs pon
tuelles de la fon
tion et de ses dérivées. •
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e Vh, dé�ni par (6.40), est un sous-espa
e de H1(Ω) dontla dimension est �nie, égale au nombre de degrés de liberté. De plus, il existe une basede Vh (φi)1≤i≤ndl
dé�nie par

φi(âj) = δij 1 ≤ i, j ≤ ndl,telle que
v(x) =

ndl
∑

i=1

v(âi)φi(x).Démonstration. Les éléments de Vh, étant réguliers sur 
haque mailleKi et 
ontinussur Ω, appartiennent à H1(Ω) (voir le Lemme 4.3.19). Grâ
e au Lemme 6.3.4 leséléments de Vh sont exa
tement obtenus en assemblant sur 
haque Ki ∈ Th despolyn�mes de Pk qui 
oïn
ident sur les degrés de liberté des fa
es (
e qui prouve aupassage que Vh n'est pas réduit aux seules fon
tions 
onstantes). En�n, en assemblantles bases (ψj)1≤j≤nk
de Pk sur 
haque maille Ki (fournies par le Lemme 6.3.3) onobtient la base annon
ée (φi)1≤i≤ndl

de Vh. �Remarque 6.3.8 On obtient un résultat semblable pour le sous-espa
e V0h, dé�nipar (6.41), qui est un sous-espa
e de H1
0 (Ω) de dimension �nie égale au nombre dedegrés de liberté intérieurs (on ne 
ompte pas les n÷uds sur le bord ∂Ω). •Exer
i
e 6.3.4 Soit Th un maillage de Ω pour Ω ouvert simplement 
onnexe polygonalde R2. On note nt le nombre de triangles de Th, nc le nombre de fa
es ou 
otés destriangles (un 
oté 
ommun à deux triangles n'est 
ompté qu'une seule fois), ns le nombrede sommets du maillage, et n0s le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrerque les dimensions des espa
es Vh et V0h sont

dimVh =
k(k − 1)

2
nt + kns − k + 1, dimV0h =

k(k + 1)

2
nt − kns + k + 1.Dé
rivons la résolution pratique du problème de Diri
hlet (6.36) par la méthodedes éléments �nis Pk. La formulation variationnelle (6.2) de l'approximation internedevient i
i :trouver uh ∈ V0h tel que ∫

Ω

∇uh · ∇vh dx =

∫

Ω

fvh dx ∀ vh ∈ V0h. (6.42)On dé
ompose uh sur la base des (φj)1≤j≤ndl
et on prend vh = φi 
e qui donne

ndl
∑

j=1

uh(âj)

∫

Ω

∇φj · ∇φi dx =

∫

Ω

fφi dx.En notant Uh = (uh(âj))1≤j≤ndl
, bh =

(∫

Ω fφi dx
)

1≤i≤ndl
, et en introduisant la ma-tri
e de rigidité

Kh =

(∫

Ω

∇φj · ∇φi dx
)

1≤i,j≤ndl

,



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 181la formulation variationnelle dans V0h revient à résoudre dans Rndl le système linéaire
KhUh = bh.Comme les fon
tions de base φj ont un �petit� support autour du n÷ud âi (voir laFigure 6.10), l'interse
tion des supports de φj et φi est souvent vide et la plupart des
oe�
ients de Kh sont nuls. On dit que la matri
e Kh est 
reuse.

Figure 6.10 � Fon
tion de base P1 en dimension N = 2.Pour 
al
uler les 
oe�
ients de Kh, on peut utiliser la formule d'intégration exa
tesuivante. On note (λi(x))1≤i≤N+1 les 
oordonnées bary
entriques du point 
ourant xd'un N -simplexe K. Pour tout α1, ..., αN+1 ∈ N, on a
∫

K

λ1(x)
α1 · · ·λN+1(x)

αN+1 dx = Volume(K)
α1! · · ·αN+1!N !

(α1 + ...+ αN+1 +N)!
. (6.43)Pour 
al
uler le se
ond membre bh (et même éventuellement la matri
e Kh), on utilisedes formules de quadrature (ou formules d'intégration numérique) qui donnentune approximation des intégrales sur 
haque N -simplexe Ki ∈ Th. Par exemple, si

K est un N -simplexe de sommets (ai)1≤i≤N+1, les formules suivantes généralisent lesformules en dimension 1, dites du �point milieu� et des �trapèzes� :
∫

K

ψ(x) dx ≈ Volume(K)ψ(a0), (6.44)ave
 a0 = (N + 1)−1
∑N+1

i=1 ai, le bary
entre de K, et
∫

K

ψ(x) dx ≈ Volume(K)

N + 1

N+1
∑

i=1

ψ(ai). (6.45)Comme le montre les Exer
i
es 6.3.6 et 6.3.8, 
es formules sont exa
tes pour desfon
tions a�nes et sont don
 appro
hées à l'ordre 2 en h pour des fon
tions régulières.
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onstru
tion de la matri
e Kh est appelée assemblage de la matri
e. La miseen oeuvre informatique de 
ette étape du 
al
ul peut être assez 
ompliquée, mais son
oût en terme de temps de 
al
ul est faible. Ce n'est pas le 
as de la résolution dusystème linéaire KhUh = bh qui est l'étape la plus 
oûteuse de la méthode en tempsde 
al
ul (et en pla
e mémoire). En parti
ulier, les 
al
uls tridimensionnels sont en
oretrès 
hers de nos jours dès que l'on utilise des maillages �ns. L'Exer
i
e 6.3.11 permetde s'en rendre 
ompte. Heureusement, la matri
e de rigidité Kh est 
reuse (
'est-à-dire que la plupart de ses éléments sont nuls), 
e qui permet de minimiser les 
al
uls(pour plus de détails voir les algorithmes de résolution de systèmes linéaires dans laSe
tion 13.1 de l'annexe). Rappelons que la matri
e Kh est né
essairement inversiblepar appli
ation du Lemme 6.1.1 et qu'elle est symétrique.Exer
i
e 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2.Exer
i
e 6.3.6 Montrer que les formules (6.44) et (6.45) sont exa
tes pour ψ ∈ P1.Exer
i
e 6.3.7 Soit K un triangle de R2 de sommets (ai)1≤i≤3 et de bary
entre a0.Soit (aij)1≤i<j≤3 les points milieux des segments d'extrémités ai, aj. Montrer que laformule de quadrature
∫

K

ψ(x) dx ≈ Aire(K)

3

∑

1≤i<j≤3

ψ(aij)est exa
te pour ψ ∈ P2, tandis que la formule
∫

K

ψ(x) dx ≈ Aire(K)

60



3

3
∑

i=1

ψ(ai) + 8
∑

1≤i<j≤3

ψ(aij) + 27ψ(a0)



est exa
te pour ψ ∈ P3.Exer
i
e 6.3.8 Soit (bi)1≤i≤I des points d'un N -simplexe K et (ωi)1≤i≤I des poidsréels. Soit une formule de quadrature
∫

K

ψ(x) dx ≈ Volume(K)

I
∑

i=1

ωiψ(bi)qui soit exa
te pour ψ ∈ Pk. Montrer que, pour une fon
tion régulière ψ, on a
1

Volume(K)

∫

K

ψ(x) dx =

I
∑

i=1

ωiψ(bi) +O(hk+1),où h est le diamètre de K.
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1 5 2

8 69

4 7 3Figure 6.11 � Exemple de maillage et de numérotation des n÷uds.Exer
i
e 6.3.9 On 
onsidère le 
arré Ω =] − 1,+1[2 maillé suivant la Figure 6.11.Cal
uler la matri
e de rigidité Kh des éléments �nis P1 appliqués au Lapla
ien ave

ondition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).Exer
i
e 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments �nis P1 au problème de Diri
hlet(6.36) dans le 
arré Ω =]0, 1[2 ave
 le maillage triangulaire uniforme de la Figure 6.12.Montrer que la matri
e de rigidité Kh est la même matri
e que 
elle que l'on obtiendraitpar appli
ation de la méthode des di�éren
es �nies (à un fa
teur multipli
atif h2 près),mais que le se
ond membre bh est di�érent.
Figure 6.12 � Maillage triangulaire uniforme d'un 
arré.Exer
i
e 6.3.11 On reprend les notations de l'Exer
i
e 6.3.10. On note n le nombre depoints du maillage sur un 
oté du 
arré (supposé être le même pour 
haque 
oté). Onnumérote �ligne par ligne� les n÷uds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer quela matri
e de rigidité Kh des éléments �nis P1 est de taille de l'ordre de n2 et de largeurde bande de l'ordre de 2n (pour n grand).Montrer que la même méthode et le même type de maillage pour le 
ube Ω =]0, 1[3
onduisent à une matri
e de taille de l'ordre de n3 et de largeur de bande de l'ordre de

2n2 (où n est le nombre de n÷uds le long d'une arête du 
ube Ω).Remarque 6.3.9 Comme le montre l'exemple de l'Exer
i
e 6.3.10 la manière denuméroter les n÷uds des degrés de liberté (ou de façon équivalente les fon
tionsde base) a une in�uen
e sur la stru
ture 
reuse de la matri
e Kh, 
'est-à-dire surl'empla
ement des ses éléments non nuls. Comme expliqué dans la Se
tion 13.1 (voir,
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184 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISpar exemple, le Lemme 13.1.4), 
ette stru
ture 
reuse de la matri
e a une grandein�uen
e sur la performan
e de la résolution du système linéaire KhUh = bh. Parexemple, si l'on résout 
e système linéaire par une méthode du type �élimination deGauss�, il est avantageux de 
hoisir une numérotation qui regroupe les éléments nonnuls près de la diagonale. •Remarque 6.3.10 Pour simpli�er l'analyse (aussi bien que la mise en oeuvre) onpeut utiliser une transformation a�ne pour ramener tout N -simplexe K du maillage
Th à un N -simplexe de �référen
e� K0. Par 
e simple 
hangement de variable, tous les
al
uls se ramènent à des 
al
uls sur K0. En pratique, on 
hoisit souvent

K0 =

{

x ∈ RN tel que N
∑

i=1

xi ≤ 1, xi ≥ 0 1 ≤ i ≤ N
}

, (6.46)et on véri�e sans peine que tout N -simplexe K est l'image par une transformationa�ne de K0. En e�et, les 
oordonnées bary
entriques, dé�nies par (6.38) sont lesmêmes pour K et K0 et, en notant λ = (λj)1≤j≤N+1, x̃ = (x, 1) le point 
ourant dans
K, x̃0 = (x0, 1) le point 
ourant dans K0, on a Aλ = x̃, et A0λ = x̃0, où les matri
es
A et A0 sont dé�nies par (6.37) et inversibles. On en déduit don
 que x̃ = AA−1

0 x̃0,
'est-à-dire qu'il existe une matri
e B, inversible d'ordre N , et un ve
teur b ∈ RN telsque x = Bx0 + b. •

mailef2draf.eps
Figure 6.13 � Maillage triangulaire plus �n que 
elui de la Figure 6.7.L'exer
i
e suivant montre que la méthode des éléments �nis P1 véri�e le prin
ipedu maximum.Exer
i
e 6.3.12 On dit qu'une matri
e 
arrée réelle B = (bij)1≤i,j≤n est une M-matri
e si, pour tout i,

bii > 0,

n
∑

k=1

bik > 0, bij ≤ 0 ∀ j 6= i.
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e est inversible et que tous les 
oe�
ients de son inverse sontpositifs ou nuls.Exer
i
e 6.3.13 On se pla
e en dimension N = 2. Soit uh la solution appro
hée duproblème de Diri
hlet (6.36) obtenue par la méthode des éléments �nis P1. On supposeque tous les angles des triangles Ki ∈ Th sont inférieurs ou égaux à π/2. Montrer que
uh(x) ≥ 0 dans Ω si f(x) ≥ 0 dans Ω. Indi
ation : on montrera que, pour tout ǫ > 0,
Kh + ǫ Id est une M-matri
e, où Kh est la matri
e de rigidité.

se
ondmembre.eps
Figure 6.14 � Terme sour
e f dans l'équation (6.36).Il n'y a évidemment au
une di�
ulté à étendre la méthode des éléments �nis Pkà d'autres problèmes que (6.36).Exer
i
e 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments �nis Pk au système de l'élasti
ité(5.56). Montrer en parti
ulier que la matri
e de rigidité Kh est dans 
e 
as d'ordre Nndloù N est la dimension d'espa
e et ndl est le nombre de n÷uds de degrés de liberté.Exer
i
e 6.3.15 Expli
iter la matri
e de rigidité Kh obtenue par appli
ation de la méth-ode des éléments �nis Pk au problème de Neumann

{

−∆u+ au = f dans Ω
∂u
∂n = g sur ∂Ω, (6.47)ave
 f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω), et a ∈ L∞(Ω) tel que a(x) ≥ a0 > 0 p.p. dans Ω.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

186 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISExer
i
e 6.3.16 Montrer que la matri
e de rigidité Kh obtenue par appli
ation de laméthode des éléments �nis Pk au problème de 
onve
tion-di�usion de l'Exer
i
e 5.2.2 estinversible mais pas symétrique.Exer
i
e 6.3.17 On se propose de résoudre numériquement l'équation des plaques(5.70) par une méthode d'éléments �nis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour unmaillage triangulaire Th on introduit l'espa
e dis
ret
Vh =

{

v ∈ C1(Ω) tel que v |Ki ∈ P5 pour tout Ki ∈ Th
}

.Montrer que tout polyn�me p ∈ P5 est 
ara
térisé de manière unique sur un triangle Kpar les 21 valeurs réelles suivantes
v(aj),∇v(aj),∇∇v(aj),

∂p(bj)

∂n
j = 1, 2, 3, (6.48)où (a1, a2, a3) sont les sommets deK, (b1, b2, b3) les milieux des 
otés deK, et ∂p(bj)/∂ndésigne la dérivée normale au 
oté de bj. Montrer que Vh est un sous-espa
e de H2(Ω)dont les éléments v sont 
ara
térisés de manière unique par les valeurs (6.48) pour 
haquesommet et milieu d'arête du maillage. En déduire une méthode d'éléments �nis (dited'Argyris) pour résoudre (5.70).Nous terminons 
ette sous-se
tion en l'illustrant par un résultat numérique obtenupar la méthode des éléments �nis P1 appliquée au problème de Diri
hlet (6.36). Lese
ond membre est donné par la Figure 6.14. On peut interpréter 
e problème 
ommela modélisation de la di�usion dans l'atmosphère d'un polluant émis par une sour
elo
alisée. Le domaine de 
al
ul représente une région autour de la sour
e (la dire
tionverti
ale est �moyennée� et absente du 
al
ul) et on suppose que la 
on
entrationest nulle sur son bord. Deux maillages ont été utilisés : le maillage �grossier� de laFigure 6.7, et le maillage ��n� de la Figure 6.13. Les résultats 
orrespondant sontmontrés sur la Figure 6.15, respe
tivement. On remarque que la valeur maximalede la solution numérique uh est plus élevé pour le maillage �n que pour le maillagegrossier (les é
helles ne sont pas les mêmes). C'est la manifestation du fait que le pas

h du maillage grossier n'est pas en
ore assez petit pour que la solution appro
hée uhait 
onvergé vers la solution exa
te. Si l'on rajoute en plus de la di�usion un e�et de
onve
tion (modélisant un vent 
onstant dans la dire
tion horizontale, voir (5.13)),on peut voir l'e�et de pana
he ainsi produit sur la 
on
entration dans la Figure 6.16(obtenue ave
 le maillage �n). La valeur maximale de la solution est plus petite enprésen
e d'un terme de 
onve
tion, 
e qui 
orrespond bien à l'intuition physique quele vent �dilue� les 
on
entrations élevées de polluant.6.3.2 Convergen
e et estimation d'erreurNous démontrons la 
onvergen
e des méthodes d'éléments �nis Pk pour le problèmede Diri
hlet (6.36). Insistons sur le fait qu'il s'agit seulement d'un problème modèle,
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on
entration1.eps


on
entration3.eps
Figure 6.15 � Solution appro
hée uh de l'équation de di�usion (6.36) pour le maillagegrossier de la Figure 6.7 (haut) et pour le maillage �n de la Figure 6.13 (bas).
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on
entration5.eps

Figure 6.16 � Solution appro
hée uh de l'équation de 
onve
tion-di�usion (5.13)).et que 
es méthodes 
onvergent pour d'autres problèmes, 
omme 
elui de Neumann(6.47). Nous allons avoir besoin d'hypothèses géométriques sur la qualité du maillage.Pour tout N -simplexe K on introduit deux paramètres géométriques : le diamètre
diam(K) et la rondeur ρ(K), dé�nie 
omme le diamètre de la plus grande boule
ontenue dans K,

diam(K) = max
x,y∈K

‖x− y‖, ρ(K) = max
Br⊂K

(2r).Bien sûr, on a toujours diam(K)/ρ(K) > 1. Ce rapport est d'autant plus grand que
K est �aplati� : il mesure en quelque sorte la tendan
e à la dégénéres
en
e de K. Enpratique, 
omme en théorie, il faut éviter d'utiliser des N -simplexes K trop aplatis.Dé�nition 6.3.11 Soit (Th)h>0 une suite de maillages de Ω. On dit qu'il s'agit d'unesuite de maillages réguliers si1. la suite h = maxKi∈Th

diam(Ki) tend vers 0,2. il existe une 
onstante C telle que, pour tout h > 0 et tout K ∈ Th,
diam(K)

ρ(K)
≤ C. (6.49)Remarque 6.3.12 En dimension N = 2 la 
ondition (6.49) est équivalente à la
ondition suivante sur les angles du triangle K : il existe un angle minimum θ0 > 0qui minore (uniformément en h) tous les angles de tout K ∈ Th. Insistons sur le fait
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diam(K)

ρ(Κ)Figure 6.17 � Diamètre diam(K) et rondeur ρ(K) d'un triangle K.que la 
ondition (6.49) est tout aussi importante en pratique que pour l'analyse de
onvergen
e qui va suivre. •Nous pouvons maintenant énon
er le résultat prin
ipal de 
ette sous-se
tion quia�rme la 
onvergen
e de la méthode des éléments �nis Pk et qui donne une estimationde la vitesse de 
onvergen
e si la solution est régulière.Théorème 6.3.13 Soit (Th)h>0 une suite de maillages réguliers de Ω. Soit u ∈
H1

0 (Ω), la solution du problème de Diri
hlet (6.36), et uh ∈ V0h, 
elle de son ap-proximation interne (6.42) par la méthode des éléments �nis Pk. Alors la méthodedes éléments �nis Pk 
onverge, 
'est-à-dire que
lim
h→0
‖u− uh‖H1(Ω) = 0. (6.50)De plus, si u ∈ Hk+1(Ω) et si k + 1 > N/2, alors on a l'estimation d'erreur

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ Chk‖u‖Hk+1(Ω), (6.51)où C est une 
onstante indépendante de h et de u.Remarque 6.3.14 Le Théorème 6.3.13 s'applique en fait à toute méthode d'éléments�nis de type Lagrange (par exemple, les éléments �nis re
tangulaires de la Sous-se
tion 6.3.3). En e�et, le seul argument utilisé est la 
onstru
tion d'un opérateurd'interpolation basé sur la 
ara
térisation des fon
tions de Vh par leurs valeurs auxn÷uds des degrés de liberté, 
e qui est toujours possible pour des éléments �nis detype Lagrange (voir la Remarque 6.3.6). Remarquons que, pour les 
as physiquementpertinents N = 2 ou N = 3, la 
ondition k + 1 > N/2 est toujours satisfaite dès que
k ≥ 1. •Remarque 6.3.15 L'estimation d'erreur (6.51) du Théorème 6.3.13 n'est vraie quesi la solution exa
te u est régulière, 
e qui n'est pas toujours le 
as. Si u n'est pas



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

190 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISrégulière, on 
onstate en pratique que la 
onvergen
e est plus lente (voir la Figure6.5 en une dimension d'espa
e). D'autre part, la 
onvergen
e (6.50), qui a lieu dansl'espa
e �d'énergie�, n'implique pas la 
onvergen
e pon
tuelle de uh ou de ses dérivées.La Figure 6.18 illustre 
e fait pour le problème de Diri
hlet (6.36) ave
 f ≡ 1 dansla géométrie du �
oin rentrant� où la solution est singulière (voir le Lemme 5.2.33).Numériquement, le module du gradient de uh 
roit vers l'in�ni dans le 
oin lorsque
h tend vers zéro (le maximum de |∇uh| vaut 0.92 pour le maillage de gau
he à 1187sommets, 1.18 pour le maillage du milieu à 4606 sommets, et 1.50 pour 
elui de droiteà 18572 sommets) •


am1.eps 
am2.eps 
am3.eps
Figure 6.18 � Module du gradient de uh pour trois maillages (de plus en plus �n degau
he à droite).La démonstration du Théorème 6.3.13 repose sur la dé�nition suivante d'unopérateur d'interpolation rh et sur le résultat d'interpolation de la Proposition6.3.16. Rappelons que nous avons noté (âi)1≤i≤ndl

la famille des n÷uds des degrésde liberté et (φi)1≤i≤ndl
la base de V0h de la méthode des éléments �nis Pk (voir laProposition 6.3.7). Pour toute fon
tion 
ontinue v, on dé�nit son interpolée

rhv(x) =

ndl
∑

i=1

v(âi)φi(x). (6.52)La di�éren
e prin
ipale ave
 l'étude faite en dimension N = 1 est que, les fon
tionsde H1(Ω) n'étant pas 
ontinues lorsque N ≥ 2, l'opérateur d'interpolation rh n'estpas dé�ni sur H1(Ω) (les valeurs pon
tuelles d'une fon
tion de H1(Ω) n'ont a prioripas de sens). Néanmoins, et 
'est la raison de l'hypothèse k + 1 > N/2, rh est biendé�ni sur Hk+1(Ω) 
ar les fon
tions de Hk+1(Ω) sont 
ontinues (Hk+1(Ω) ⊂ C(Ω)d'après le Théorème 4.3.25).Proposition 6.3.16 Soit (Th)h>0 une suite de maillages réguliers de Ω. On supposeque k+ 1 > N/2. Alors, pour tout v ∈ Hk+1(Ω) l'interpolée rhv est bien dé�nie, et ilexiste une 
onstante C, indépendante de h et de v, telle que
‖v − rhv‖H1(Ω) ≤ Chk‖v‖Hk+1(Ω). (6.53)



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 191Admettant pour l'instant la Proposition 6.3.16 nous pouvons 
on
lure quant à la
onvergen
e de la méthode des éléments �nis Pk.Démonstration du Théorème 6.3.13. On applique le 
adre abstrait de la Sous-se
tion 6.1.2. Pour démontrer (6.50) on utilise le Lemme 6.1.3 ave
 V = C∞
c (Ω) quiest bien dense dans H1

0 (Ω). Comme C∞
c (Ω) ⊂ Hk+1(Ω), l'estimation (6.53) de laProposition 6.3.16 permet de véri�er l'hypothèse (6.5) du Lemme 6.1.3 (pour desfon
tions régulières on n'a pas besoin de la 
ondition k+1 > N/2 dans la Proposition6.3.16).Pour obtenir l'estimation d'erreur (6.51) on utilise le Lemme de Céa 6.1.2 qui nousdit que

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ C inf
vh∈V0h

‖u− vh‖H1(Ω) ≤ C‖u− rhu‖H1(Ω),si rhu appartient bien à H1(Ω). Par appli
ation de la Proposition 6.3.16 à u on obtient(6.51). �Remarque 6.3.17 Le Théorème 6.3.13 est valable lorsque uh est la solution exa
te del'approximation interne (6.42) dans V0h. Cela né
essite de 
al
uler exa
tement toutes lesintégrales intervenant dans la matri
e Kh et le se
ond membre bh. En pratique, on ne lesévalue pas exa
tement 
ar on a re
ourt à une intégration numérique. Néanmoins, si on utilisedes formules de quadrature �raisonnables�, la méthode des éléments �nis Pk 
onverge en
ore(voir [36℄). En parti
ulier, si la formule de quadrature utilisée pour 
al
uler des intégrales surun N-simplexe K est exa
te pour les polyn�mes de P2k−2, alors l'estimation d'erreur (6.51)est toujours valable (où uh est la solution dis
rète 
al
ulée ave
 intégration numérique). Parexemple, pour les éléments �nis P1 on peut utiliser les formules de quadrature (6.44) ou(6.45) sans perte de pré
ision ou de vitesse de 
onvergen
e. •

ΩΩ h

Figure 6.19 � Approximation par un domaine polyédrique Ωh d'un ouvert régulier
Ω.Remarque 6.3.18 Indiquons brièvement 
e qui se passe lorsque le domaine Ω n'est paspolyédrique (mais su�samment régulier). On 
ommen
e par appro
her Ω par un domainepolyédrique Ωh que l'on maille par un maillage Th (voir la Figure 6.19). On peut 
hoisir Ωh
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 h le diamètre maximum des mailles) de telle manière qu'il existe une
onstante C (qui ne dépend que de la 
ourbure de Ω) véri�ant
dist(∂Ω, ∂Ωh) ≤ Ch2.On appelle uh la solution de l'approximation variationnelle dans l'espa
e Vh asso
ié aumaillage Th et à l'élément �ni Pk. En général, même si on 
hoisit Ωh ⊂ Ω, Vh n'est pasun sous-espa
e de l'espa
e de Sobolev V dans lequel on 
her
he la solution exa
te u (parexemple, si les 
onditions aux limites sont de Neumann), 
e qui 
omplique sérieusementl'analyse. Néanmoins, en dimension N = 2 on peut montrer (voir [36℄) que, pour les éléments�nis P1, si u ∈ H2(Ω), alors on a toujours

‖u− uh‖H1(Ωh) ≤ Ch‖u‖H2(Ω), (6.54)tandis que, pour les éléments �nis P2, si u ∈ Hk+1(Ω), alors on a seulement
‖u− uh‖H1(Ωh) ≤ Ch3/2‖u‖Hk+1(Ω). (6.55)Par 
onséquent, 
ette méthode est satisfaisante pour des éléments �nis P1, puisque la 
on-vergen
e (6.54) est du même ordre que (6.51), mais dé
evante et non optimale pour deséléments �nis Pk ave
 k ≥ 2. On peut remédier à 
ette situation en introduisant des �élé-ments �nis isoparamétriques� : il s'agit de mailler la partie de Ω près du bord par des maillesà bords �
ourbes� obtenus par déformation de N-simplexes standards (
ette déformation estune généralisation de la transformation a�ne introduite à la Remarque 6.3.10). Par exem-ple, en dimension N = 2 on utilise souvent une transformation polyn�miale de degré 2 quidéforme un triangle de référen
e en un �triangle� dont un des 
otés est un ar
 de parabole.Cela permet de mieux appro
her la frontière ∂Ω par ∂Ωh. On peut alors démontrer uneestimation d'erreur optimale du même ordre que (6.51) (voir [11℄, [36℄). •Nous passons maintenant à la démonstration de la Proposition 6.3.16 que l'on peutadmettre en première le
ture. Elle passe par la 
onstru
tion d'un opérateur d'interpolationlo
al dans 
haque maille du maillage. Soit K un N-simplexe de treillis d'ordre k, Σk. Ondé�nit l'opérateur d'interpolation rK , pour toute fon
tion v 
ontinue sur K,

rKv = p ∈ Pk tel que p(x) = v(x) ∀x ∈ Σk. (6.56)D'après le Lemme 6.3.3 on sait que tout polyn�me de Pk est déterminé de manière unique parses valeurs aux points de Σk : par 
onséquent, (6.56) dé�nit bien rK 
omme une appli
ation(linéaire de sur
roît).Lemme 6.3.19 (de Bramble-Hilbert) On suppose que k + 1 > N/2. L'opérateur d'in-terpolation rK est linéaire 
ontinu de Hk+1(K) dans Hk+1(K), et il existe une 
onstante
C(K) telle que, pour tout v ∈ Hk+1(K) on a

‖v − rKv‖Hk+1(K) ≤ C(K)|v|Hk+1(K), (6.57)où |v|Hk+1(K) est la semi-norme dé�nie par
|v|2Hk+1(K) =

∑

|α|=k+1

∫

K

|∂αv|2dx = ‖v‖2Hk+1(K) − ‖v‖2Hk(K).
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6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 193Démonstration. Pour k+1 > N/2 le Théorème 4.3.25 indique que Hk+1(K) ⊂ C(K), don
les valeurs pon
tuelles des fon
tions de Hk+1(K) sont bien dé�nies 
omme formes linéaires
ontinues. Par 
onséquent, rKv est un polyn�me dont les 
oe�
ients dépendent linéairementet 
ontinûment de v ∈ Hk+1(K), et 
e
i dans n'importe quel espa
e Hm(K) ave
 m ∈ N.On en déduit que rK est linéaire 
ontinu dans Hk+1(K). Démontrons maintenant l'inégalité
‖v‖Hk+1(K) ≤ C(K)

(

|v|Hk+1(K) + ‖rKv‖Hk+1(K)

)

, (6.58)en pro
édant par 
ontradi
tion (
omme nous l'avons déjà fait pour d'autres inégalités ; voir,par exemple, la démonstration (4.15) de l'inégalité de Poin
aré). Il existe don
 une suite
vn ∈ Hk+1(K) telle que

1 = ‖vn‖Hk+1(K) > n
(

|vn|Hk+1(K) + ‖rKvn‖Hk+1(K)

)

. (6.59)Le terme de gau
he de (6.59) implique que la suite vn est bornée dans Hk+1(K). Par appli-
ation du Théorème de Relli
h 4.3.21, il existe une sous-suite vn′ qui 
onverge dans Hk(K).Le terme de droite de (6.59) indique que la suite des dérivées ∂αvn′ , pour tout multi-indi
e
|α| = k + 1, 
onverge vers zéro dans L2(K). Par 
onséquent, vn′ 
onverge dans Hk+1(K)vers une limite v qui véri�e (en passant à la limite dans (6.59))

|v|Hk+1(K) = 0, ‖rKv‖Hk+1(K) = 0. (6.60)La première égalité de (6.60) montre que v ∈ Pk 
ar K est 
onnexe (par appli
ation réitéréede la Proposition 4.2.5). Par la dé�nition (6.56) de rK on a rKv = v pour v ∈ Pk. Ladeuxième égalité de (6.60) montre don
 que rKv = v = 0, 
e qui est une 
ontradi
tion ave
la limite du terme de gau
he de (6.59). Pour obtenir (6.57) on applique (6.58) à (v−rKv) enremarquant que rK(v− rKv) = 0 et que |v− rKv|Hk+1(K) = |v|Hk+1(K) puisque les dérivéesd'ordre k + 1 d'un polyn�me de Pk sont nulles. �L'in
onvénient du Lemme 6.3.19 de Bramble-Hilbert est que la 
onstante dans l'inégalité(6.57) dépend de K de manière non expli
ite. On en pré
ise la dépendan
e dans le lemmesuivant.Lemme 6.3.20 On suppose que k + 1 > N/2 et que diam(K) ≤ 1. Il existe une 
onstante
C indépendante de K telle que, pour tout v ∈ Hk+1(K) on a

‖v − rKv‖H1(K) ≤ C
(diam(K))k+1

ρ(K)
|v|Hk+1(K). (6.61)Démonstration. On utilise la Remarque 6.3.10 qui a�rme que tout N-simplexe K estl'image par une transformation a�ne du N-simplexe de référen
e K0, dé�ni par (6.46).Autrement dit, il existe une matri
e inversible B et un ve
teur b (dépendant de K) tel que,pour tout x ∈ K, il existe x0 ∈ K0 véri�ant

x = Bx0 + b. (6.62)Pour obtenir (6.61), on part de l'inégalité (6.57) établie dans K0 et on applique le 
hange-ment de variable (6.62). Cela va permettre de trouver la dépendan
e par rapport à K de la
onstante dans 
ette inégalité. Nous ne détaillons pas 
e 
al
ul dont nous indiquons simple-ment les prin
ipales étapes (en 
as de besoin le le
teur pourra 
onsulter [36℄). Le Ja
obien du
hangement de variable étant det(B), et les dérivées dans K s'obtenant à partir des dérivées
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omposition ave
 B−1, il existe une 
onstante C, indépendante de K, telle que,pour toute fon
tion régulière v(x) ave
 v0(x0) = v(Bx0 + b), on a
|v0|Hl(K0)

≤ C‖B‖l | det(B)|−1/2 |v|Hl(K)

|v|Hl(K) ≤ C‖B−1‖l |det(B)|1/2 |v0|Hl(K0)
.On déduit don
 de (6.57)

|v − rKv|H1(K) ≤ C‖B‖k+1‖B−1‖|v|Hk+1(K)

‖v − rKv‖L2(K) ≤ C‖B‖k+1|v|Hk+1(K).Par ailleurs, on véri�e fa
ilement que
‖B‖ ≤ diam(K)

ρ(K0)
, ‖B−1‖ ≤ diam(K0)

ρ(K)
.En 
ombinant 
es résultats on obtient (6.61). �Démonstration de la Proposition 6.3.16. Par 
onstru
tion, si v ∈ Hk+1(Ω), son inter-polée rhv restreinte au N-simplexe K est simplement rKv. Par 
onséquent,

‖v − rhv‖2H1(Ω) =
∑

Ki∈Th

‖v − rKiv‖2H1(Ki)
.On applique la majoration (6.61) à 
haque maille Ki (ave
 la même 
onstante C pourtoutes), et 
omme le maillage est régulier l'inégalité (6.49) permet de majorer uniformémentle rapport diam(Ki)/ρ(Ki). On en déduit

‖v − rhv‖2H1(Ω) ≤ Ch2k
∑

Ki∈Th

|v|2Hk+1(Ki)
≤ Ch2k‖v‖2Hk+1(Ω)
e qui est le résultat désiré. �Exer
i
e 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des éléments�nis P1, l'opérateur d'interpolation rh véri�e en dimension N = 2 ou 3

‖v − rhv‖L2(Ω) ≤ Ch2‖v‖H2(Ω).6.3.3 Éléments �nis re
tangulairesSi le domaine Ω est de type re
tangulaire (
'est-à-dire que Ω est un ouvert polyé-drique dont les fa
es sont perpendi
ulaires aux axes), on peut le mailler par desre
tangles (voir la Figure 6.20) et utiliser une méthode d'éléments �nis adaptée. Nousallons dé�nir des éléments �nis de type Lagrange (
'est-à-dire dont les degrés de lib-erté sont des valeurs pon
tuelles de fon
tions), dits éléments �nis Qk. Commençonspar dé�nir un N -re
tangle K de RN 
omme le pavé (non-dégénéré) ∏N
i=1[li, Li] ave


−∞ < li < Li < +∞. On note (aj)1≤j≤2N les sommets de K.Dé�nition 6.3.21 Soit Ω un ouvert 
onnexe polyédrique de RN . Un maillage re
t-angulaire de Ω est un ensemble Th de N -re
tangles (non dégénérés) (Ki)1≤i≤n quivéri�ent
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mailef2dre
t.ps

Figure 6.20 � Exemple de maillage re
tangulaire en dimension N = 2.1. Ki ⊂ Ω et Ω = ∪ni=1Ki,2. l'interse
tion Ki ∩ Kj de deux N -re
tangles distin
ts est un m-re
tangle, ave

0 ≤ m ≤ N − 1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de Ki et Kj.(En dimension N = 2, l'interse
tion de deux re
tangles est soit vide, soit unsommet 
ommun, soit une fa
e 
ommune entière.)Les sommets ou n÷uds du maillage Th sont les sommets des N -re
tangles Ki quile 
omposent. Par 
onvention, le paramètre h désigne le maximum des diamètres des

N -re
tangles Ki.Nous dé�nissons l'ensemble Qk des polyn�mes à 
oe�
ients réels de RN dans Rde degré inférieur ou égal à k par rapport à 
haque variable, 
'est-à-dire que tout
p ∈ Qk s'é
rit sous la forme

p(x) =
∑

0≤i1≤k,...,0≤iN≤k

αi1,...,iNx
i1
1 · · ·xiNN ave
 x = (x1, ..., xN ).Remarquons que le degré total de p peut être supérieur à k, 
e qui di�éren
ie l'espa
e

Qk de Pk.Pour tout entier k ≥ 1 on dé�nit le treillis d'ordre k du N -re
tangle K 
ommel'ensemble
Σk =

{

x ∈ K tel que xj − lj
Lj − lj

∈ {0, 1
k
, ...,

k − 1

k
, 1} pour 1 ≤ j ≤ N} . (6.63)Pour k = 1 il s'agit de l'ensemble des sommets de K, et pour k = 2 et N = 2 dessommets, des points milieux des arêtes reliant deux sommets, et du bary
entre (voirla Figure 6.21).Le treillis Σk d'unN -re
tangleK est unisolvant pourQk, 
'est-à-dire qu'il permetde 
ara
tériser tous les polyn�mes de Qk.Lemme 6.3.22 Soit K un N -re
tangle. Soit un entier k ≥ 1. Alors, tout polyn�mede Qk est déterminé de manière unique par ses valeurs aux points du treillis d'ordre

k, Σk, dé�ni par (6.63).
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196 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS
Σ1 Σ2 Σ3

Figure 6.21 � Treillis d'ordre 1, 2, et 3 pour un re
tangle (les ronds représentent lespoints du treillis).Démonstration. On véri�e que le 
ardinal de Σk et la dimension de Qk 
oïn
ident
card(Σk) = dim(Qk) = (k + 1)N .Comme l'appli
ation qui, à tout polyn�me de Qk, fait 
orrespondre ses valeurs sur letreillis Σk est linéaire, il su�t d'exhiber une base de Qk dont les éléments valent 1 enun point du treillis et 0 ailleurs pour démontrer le résultat. Soit un point xµ de Σkdé�ni par

xµj − lj
Lj − lj

=
µj

k
ave
 0 ≤ µj ≤ k, ∀ j ∈ {1, ..., N}.On dé�nit le polyn�me p ∈ Qk par

p(x) =
N
∏

j=1







k
∏

i=0
i6=µj

k(xj − lj)− i(Lj − lj)
(µj − i)(Lj − lj)






ave
 x = (x1, ..., xN ).On véri�e fa
ilement que p(xµ) = 1 tandis que p s'annule sur tous les autres pointsde Σk, 
e qui est le résultat désiré. �Comme dans le 
as triangulaire nous avons la 
ondition suivante de 
ontinuité àtravers une fa
e (nous laissons la démonstration, tout à fait similaire à 
elle du Lemme6.3.4, au le
teur).Lemme 6.3.23 Soit K et K ′ deux N -re
tangles ayant une fa
e 
ommune Γ = ∂K ∩

∂K ′. Soit un entier k ≥ 1. Alors, leur treillis d'ordre k Σk et Σ′
k 
oïn
ident sur 
ettefa
e Γ. De plus, étant donné pK et pK′ deux polyn�mes de Qk, la fon
tion v dé�niepar

v(x) =

{

pK(x) si x ∈ K
pK′(x) si x ∈ K ′est 
ontinue sur K ∪K ′, si et seulement si pK et pK′ ont des valeurs qui 
oïn
identaux points du treillis sur la fa
e 
ommune Γ.
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6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 197En pratique, on utilise surtout les espa
es Q1 et Q2. La Figure 6.22 montre unefon
tion de base Q1 en dimension N = 2 (on peut y véri�er que les fon
tions de Q1ne sont pas a�nes par mor
eaux 
omme 
elles de P1).

Figure 6.22 � Fon
tion de base Q1 en dimension N = 2.Exer
i
e 6.3.19 Soit K = [0, 1]2 le 
ube unité en dimension N = 2 de sommets
a1 = (0, 0), a2 = (1, 0), a3 = (1, 1), a4 = (0, 1). On dé�nit x3 = 1 − x1, x4 = 1 − x2,et i 
omme la valeur de i modulo 4. Grâ
e à ses notations, 
haque sommet ai est dé�nipar xi = xi+1 = 0. Véri�er que les fon
tions de base de Q1 sont

pi(x) = xi+2xi+3 pour 1 ≤ i ≤ 4,et que 
elles de Q2 sont
Pi(x) = xi+2(2xi+2 − 1)xi+3(2xi+3 − 1) pour 1 ≤ i ≤ 4
Pi(x) = −4xi+2(xi+2 − 1)xi+3(2xi+3 − 1) pour 5 ≤ i ≤ 8
P9(x) = 16x1x2x3x4.Remarque 6.3.24 En pratique, on rempla
e parfois l'élément �ni Q2 par un autreélément �ni plus simple, et tout aussi e�
a
e, noté Q∗

2. En dimension N = 2, l'élément�ni Q∗
2 est dé�ni par les 8 fon
tions de base (pi)1≤i≤8 de l'Exer
i
e 6.3.19 (on a enlevéla dernière p9). On véri�e que les degrés de liberté de Q∗

2 sont les sommets et lesmilieux des arêtes du re
tangle (mais pas son bary
entre). En dimension N = 3,l'élément �ni Q∗
2 est dé�ni par ses degrés de liberté qui sont les 8 sommets et les 12milieux des arêtes du 
ube (il n'y a pas de degrés de liberté à l'intérieur). •Dé�nition 6.3.25 Étant donné un maillage re
tangulaire Th d'un ouvert Ω, la méth-ode des éléments �nis Qk est dé�nie par l'espa
e dis
ret
Vh =

{

v ∈ C(Ω) tel que v |Ki ∈ Qk pour tout Ki ∈ Th
}

. (6.64)
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198 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISOn appelle n÷uds des degrés de liberté l'ensemble des points (âi)1≤i≤ndl
des treillisd'ordre k de 
ha
un des N -re
tangles Ki ∈ Th.Comme dans le 
as triangulaire, la Dé�nition 6.3.25 a un sens grâ
e à la propositionsuivante (dont nous laissons la démonstration au le
teur en guise d'exer
i
e).Proposition 6.3.26 L'espa
e Vh, dé�ni par (6.64), est un sous-espa
e de H1(Ω)dont la dimension est le nombre de degrés de liberté ndl. De plus, il existe une basede Vh (φi)1≤i≤ndl

dé�nie par
φi(âj) = δij 1 ≤ i, j ≤ ndl,telle que

v(x) =

ndl
∑

i=1

v(âi)φi(x).Comme les éléments �nis Qk sont des éléments �nis de type Lagrange, on peutdémontrer les mêmes résultats de 
onvergen
e que pour la méthode des éléments �nis
Pk. Nous laissons au le
teur le soin de véri�er que la démonstration du Théorème6.3.13 s'applique �mutatis mutandis� au théorème suivant (la Dé�nition 6.3.11 demaillages réguliers s'étend aisément aux maillages re
tangulaires).Théorème 6.3.27 Soit (Th)h>0 une suite de maillages re
tangulaires réguliers de Ω.Soit u ∈ H1

0 (Ω), la solution exa
te du problème de Diri
hlet (6.36), et uh ∈ V0h,la solution appro
hée par la méthode des éléments �nis Qk. Alors la méthode deséléments �nis Qk 
onverge, 
'est-à-dire que
lim
h→0
‖u− uh‖H1(Ω) = 0.De plus, si u ∈ Hk+1(Ω) et si k + 1 > N/2, alors on a l'estimation d'erreur

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ Chk‖u‖Hk+1(Ω),où C est une 
onstante indépendante de h et de u.Remarque 6.3.28 On peut généraliser un peu la notion de maillage re
tangulaire et d'élé-ments �nis Qk en utilisant la notion de transformation a�ne. On appelle N-parallèlotopel'image par une appli
ation a�ne F du 
ube unité [0, 1]N (un 2-parallèlotope est un par-allélogramme). On véri�e qu'un N-parallèlotope a 2N fa
es, parallèles 2 à 2, et que sontreillis est bien l'image du treillis du 
ube unité. On peut alors mailler un domaine Ω pardes N-parallèlotopes et dé�nir une méthode d'éléments �nis basée sur l'image F (Qk), dans
haque N-parallèlotope, de l'espa
e Qk pour le 
ube unité (en général F (Qk) 6= Qk). Onpeut aussi utiliser des transformations plus 
ompliquées (non a�nes) : 
'est la méthode deséléments �nis isoparamétriques (voir la Remarque 6.3.18 à 
e sujet). Par exemple, en di-mension N = 2, l'utilisation de transformations Q1 permet de mailler un domaine ave
 desquadrangles quel
onques (à fa
es non parallèles). Pour plus de détails, nous renvoyons à [36℄.
•
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6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 199Remarque 6.3.29 On peut aussi mailler une partie de Ω en N-simplexes, et une autre en
N-re
tangles et 
onstruire une méthode d'éléments �nis mélangeant les deux types Pk et Qk.Pour plus de détails, nous renvoyons en
ore à [36℄. •Remarque 6.3.30 On peut dé�nir des éléments �nis intermédiaires entre Pk et Qk endimension N = 3, appelés �éléments �nis prismatiques d'ordre k�. Supposons que Ω =
ω×]0, L[ ave
 ω un ouvert de R2. On maille ω par des triangles Ti, et ]0, L[ par des segments
[zj , zj+1]. On dé�nit alors des prismes de R3 
omme le produit Ti × [zj , zj+1], ave
 lesquelson maille Ω. On 
onstruit alors des fon
tions de base intermédiaires entre 
elles de Pk et Qksur 
es prismes. Pour plus de détails, nous renvoyons à [36℄. •6.3.4 Éléments �nis pour StokesLa généralisation de la méthode des éléments �nis à des systèmes d'équationsaux dérivées partielles (
omme le système de l'élasti
ité linéarisée) ne pose pas deproblèmes parti
uliers. Ce n'est pas le 
as pour le système des équations de Stokes(5.71) à 
ause de la 
ondition d'in
ompressibilité du �uide (ou 
ondition de divergen
enulle pour la vitesse). L'importan
e pratique 
onsidérable des simulations numériquesen mé
anique des �uides in
ompressibles justi�e que nous parlions brièvement de 
e
as parti
ulier (qui permet aussi de montrer que l'analyse numérique n'est pas toujours
e long �euve tranquille que l'on imagine à la le
ture de 
e poly
opié).Rappelons que, dans un domaine borné 
onnexe Ω ⊂ RN , en présen
e de for
esextérieures f(x), et pour des 
onditions aux limites d'adhéren
e du �uide aux parois,les équations de Stokes s'é
rivent







∇p− µ∆u = f dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (6.65)où µ > 0 est la vis
osité du �uide. Dans la Sous-se
tion 5.3.2 nous avons proposé
omme formulation variationnelle de (6.65)Trouver u ∈ V tel que ∫

Ω

µ∇u · ∇v dx =

∫

Ω

f · v dx ∀ v ∈ V, (6.66)où V est l'espa
e de Hilbert dé�ni par
V =

{

v ∈ H1
0 (Ω)

N tel que divv = 0 p.p. dans Ω} . (6.67)Comme V 
ontient la 
ontrainte d'in
ompressibilité divv = 0, il est très di�-
ile en pratique de 
onstruire des approximations variationnelles internes de (6.66)
omme nous l'avons fait jusqu'i
i. Plus pré
isément, la di�
ulté est de dé�nir sim-plement (expli
itement) un sous-espa
e Vh de V de dimension �nie dont les élémentss'é
rivent grâ
e aux fon
tions de base des éléments �nis Pk ou Qk. Par exemple, si
Th = (Ki)1≤i≤n est un maillage triangulaire de l'ouvert 
onnexe polyédrique Ω, onpeut dé�nir

Vh =
{

v ∈ C(Ω)N tel que divv = 0 dans Ω, v |Ki ∈ PN
k pour tout Ki ∈ Th

}

,
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200 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISmais il n'est pas 
lair que Vh ne soit pas �trop petit� et de quelle manière on peut
ara
tériser ses éléments en termes de degré de liberté. En parti
ulier, la 
ondition
divv = 0 dans la dé�nition de Vh mélange toutes les 
omposantes de v, 
e qui rend trèsdi�
ile et 
ompliqué la 
ara
térisation d'une base expli
ite de Vh. On n'utilise don
pas la formulation variationnelle (6.67) pour dé�nir une méthode d'éléments �nis.En pratique, on introduit une autre formulation variationnelle des équations deStokes qui 
onsiste à ne pas for
er l'in
ompressibilité dans la dé�nition de l'espa
e et àgarder la pression 
omme in
onnue dans la formulation variationnelle. En multipliantla première équation de (6.65) par une fon
tion test v ∈ H1

0 (Ω)
N et la deuxièmeéquation par une autre fon
tion test q ∈ L2(Ω), on obtient après intégration parparties : trouver (u, p) ∈ H1

0 (Ω)
N × L2(Ω)/R tel que



















∫

Ω

µ∇u · ∇v dx−
∫

Ω

pdivv dx =

∫

Ω

f · v dx

∫

Ω

qdivu dx = 0,

(6.68)pour tout (v, q) ∈ H1
0 (Ω)

N × L2(Ω)/R. Un intérêt supplémentaire de (6.68) est quela pression n'y est pas éliminée 
omme dans (6.66). Il sera don
 possible de 
al
uler
ette variable (physiquement importante) ave
 (6.68). Nous laissons au le
teur le soinde véri�er en guise d'exer
i
e le résultat suivant.Lemme 6.3.31 Soit (u, p) ∈ H1
0 (Ω)

N × L2(Ω)/R. Le 
ouple (u, p) est solution de(6.68) si et seulement s'il est solution (faible, au sens du Théorème 5.3.8) des équa-tions de Stokes (6.65).Il est alors fa
ile de 
onstruire une approximation variationnelle interne de (6.68).On introduit les espa
es dis
rets
{

V0h =
{

v ∈ C(Ω)N tel que v |Ki ∈ PN
k pour tout Ki ∈ Th et v = 0 sur ∂Ω} ,

Qh =
{

q ∈ C(Ω)/R tel que q |Ki ∈ Pk′ pour tout Ki ∈ Th
}

,qui véri�ent bien que V0h×Qh est un sous-espa
e de H1
0 (Ω)

N×L2(Ω)/R de dimension�nie. L'approximation variationnelle interne de (6.68) est simplement


















∫

Ω

µ∇uh · ∇vh dx−
∫

Ω

phdivvh dx =

∫

Ω

f · vh dx

∫

Ω

qhdivuh dx = 0,

(6.69)pour tout (vh, qh) ∈ V0h ×Qh. Expliquons 
omment on résout (6.69) en pratique. Ennotant nV la dimension de V0h et nQ 
elle de Qh, on introduit la base (φj)1≤j≤nV de
V0h et la base (ψj)1≤j≤nQ de Qh 
onstruite ave
 les fon
tions de base des éléments



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 201�nis (voir la Proposition 6.3.7). On dé
ompose uh et ph sur 
es bases
uh(x) =

nV
∑

j=1

uh(âj)φj(x), ph(x) =

nQ
∑

j=1

ph(â
′
j)ψj(x),En notant Uh = (uh(âj))1≤j≤nV

et Ph =
(

ph(â
′
j)
)

1≤j≤nQ
, on obtient le systèmelinéaire suivant

(

Ah B∗
h

Bh 0

)(

Uh

Ph

)

=

(

bh
0

)

, (6.70)où B∗
h est la matri
e adjointe (ou transposée) de Bh, bh =

(∫

Ω
f · φi dx

)

1≤i≤nV
, et

Ah =

(

µ

∫

Ω

∇φi · ∇φj dx
)

1≤i,j≤nV

, Bh =

(

−
∫

Ω

ψidivφj dx

)

1≤i≤nQ, 1≤j≤nV

.Les 
hoses se 
ompliquent lorsqu'il s'agit de savoir si on peut toujours résoudre le sys-tème linéaire (6.70) de manière unique. Remarquons que la matri
e Ah est symétriquedé�nie positive d'ordre nV , que la matri
e Bh est re
tangulaire de taille nQ × nV ,et que, si la matri
e globale de (6.70) est symétrique d'ordre nV + nQ, elle n'est pasdé�nie positive. Néanmoins on a le résultat suivant.Lemme 6.3.32 Le système linéaire (6.70) admet toujours une solution (Uh, Ph) dans
RnV ×RnQ . Le ve
teur Uh est unique, tandis que Ph est unique à l'addition près d'unélément de KerB∗

h.Démonstration. Comme (KerBh)
⊥ = ImB∗

h, il est fa
ile de voir que (6.70) estéquivalent àtrouver Uh ∈ KerBh tel que AhUh ·Wh = bh ·Wh pour tout Wh ∈ KerBh.Il su�t alors d'appliquer le Théorème de Lax-Milgram 3.3.1 pour obtenir l'existen
eet l'uni
ité de Uh dans KerBh. Par 
onséquent, (6.70) admet au moins une solution
(Uh, Ph) dans RnV × RnQ . Comme Uh doit appartenir à KerBh, il est unique dans
RnV . Par ailleurs, on véri�e aisément que Ph est unique à l'addition près d'un élémentde KerB∗

h. �Là où les 
hoses se 
ompliquent, 
'est que le noyau KerB∗
h n'est jamais réduit auve
teur nul et qu'il peut parfois être très �gros�. Tout dépend du 
hoix qui est fait desordres k et k′ des éléments �nis pour la vitesse et pour la pression.Lemme 6.3.33 Le noyau KerB∗

h 
ontient au moins le ve
teur 1I de RnQ dont toutesles 
omposantes sont égales à 1. Autrement dit, la pression dis
rète ph est au moinsdé�nie à une 
onstante près.
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202 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISDémonstration. Soit rh ∈ Qh et wh ∈ V0h. Par dé�nition
Wh · B∗

hRh = BhWh · Rh =

∫

Ω

rhdivwh dx.Or rh = 1 appartient toujours à Qh, et 
omme
∫

Ω

divwh dx =

∫

∂Ω

wh · n ds = 0pour tout wh ∈ V0h, on en déduit que Rh = 1I = (1, ..., 1) appartient à KerB∗
h. �

 0 -1 +1  0

+1

-1

 0+1-1

-1 +1  0

-1 0+1

 0

Figure 6.23 � Mode instable de la pression sur un maillage triangulaire uniforme(éléments �nis P1 pour la vitesse et la pression).Lemme 6.3.34 Lorsque k = 2 et k′ = 1 (éléments �nis P2 pour la vitesse et P1pour la pression), le noyau KerB∗
h est de dimension un, engendré par le ve
teur 1I(autrement dit, la pression dis
rète ph est unique à une 
onstante près).Lorsque k = k′ = 1 (éléments �nis P1 pour la vitesse et la pression), le noyau

KerB∗
h est en général de dimension stri
tement plus grande que un (autrement dit, lapression dis
rète ph n'est pas unique, même à une 
onstante près).Démonstration. Soit rh ∈ Qh et wh ∈ V0h. Par dé�nition

Wh · B∗
hRh = BhWh ·Rh =

∫

Ω

rhdivwh dx = −
∫

Ω

∇rh · wh dx.Lorsque k = 2 et k′ = 1, le gradient ∇rh est 
onstant dans 
haque maille Ki, don

∫

Ω

∇rh · wh dx =

n
∑

i=1

∇rh(Ki) ·
∫

Ki

wh dx.Or la formule de quadrature de l'Exer
i
e 6.3.7 nous dit que, pour wh ∈ P2,
∫

K

wh dx =
|K|

N(N + 1)/2

∑

j

wh(aij)
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6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 203où les (aij) sont les N(N +1)/2 points milieux des arêtes reliant les sommets ai et ajde K. En regroupant la somme suivant 
es points milieux (qui sont 
ommun à deuxmailles), on obtient
∫

Ω

∇rh · wh dx =
∑

aij

wh(aij) ·
( |Ki|
N(N + 1)/2

∇rh(Ki) +
|Kj |

N(N + 1)/2
∇rh(Kj)

)

.En prenant wh qui vaut 1 sur le point milieu aij et 0 ailleurs, on en déduit que
Wh ·B∗

hRh = 0 implique que
|Ki|∇rh(Ki) + |Kj |∇rh(Kj) = 0. (6.71)La fon
tion rh a don
 un gradient de dire
tion 
onstante mais dont l'orientation
hange de sens d'une maille à l'autre. Comme rh appartient à P1 et est 
ontinue sur

Ω, son gradient tangentiel est 
ontinu à l'interfa
e entre deux mailles. Par 
onséquent,il est nul, et la seule possibilité dans (6.71) est que le gradient de rh soit nul partout,
'est-à-dire que rh soit une fon
tion 
onstante. En 
on
lusion, on a montré que Wh ·
B∗

hRh = 0 pour tout Wh implique que Rh = Cste1I, qui est le résultat re
her
hé.Donnons un 
ontre-exemple en dimension deux d'espa
e lorsque k = k′ = 1. Onreprend le maillage triangulaire uniforme du 
arré Ω =]0, 1[2 (voir la Figure 6.12). Ondé�nit la fon
tion p0 ∈ Qh, ave
 k′ = 1, par ses valeurs −1, 0,+1 aux trois sommetsde 
haque triangle Ki (voir la Figure 6.23). Toujours par dé�nition, on a
BhWh · Rh =

∫

Ω

rhdivwh dx.Mais 
omme wh est a�ne par mor
eaux sur 
haque maille Ki, sa divergen
e est
onstante dans 
haque Ki et on a
∫

Ω

rhdivwh dx =

n
∑

i=1

divwh(Ki)

∫

Ki

rh dxqui vaut zéro pour rh = p0 
ar ∫
Ki
p0 dx = |Ki|

3 (0 + 1 − 1) = 0. Par 
onséquent p0engendre un nouveau ve
teur de KerB∗
h, en plus de 1I. �Dans la pratique, dès que la dimension de KerB∗

h est stri
tement plusgrande que un, la méthode des éléments �nis 
orrespondante est inutil-isable. En e�et, si dim(KerB∗
h) > 1, le 
al
ul numérique des solutions du systèmelinéaire (6.70) va 
onduire à des os
illations numériques sur la pression : l'algorithmehésite entre plusieurs pressions dis
rètes Ph dont la di�éren
e appartient à KerB∗

h.On dit que la méthode est instable. Remarquons justement que l'élément p0 de ladémonstration du Lemme 6.3.34 s'interprète 
omme une os
illation de la pression àl'é
helle du maillage. Si dim(KerB∗
h) = 1, on élimine fa
ilement l'indétermination surla pression dis
rète Ph en imposant sa valeur en un n÷ud, ou bien en pré
isant samoyenne sur le domaine Ω. Dans tous les 
as, il n'y a pas d'indétermination sur la
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204 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISvitesse Uh qui est dé�nie de manière unique. Pour plus de détails sur les méthodesd'éléments �nis en mé
anique des �uides, nous renvoyons à [35℄.Nous n'avons rien dit pour l'instant de la résolution pratique du système linéaire(6.70). Pour 
ela on utilise un algorithme, dit d'Uzawa, issu de la théorie de l'optimi-sation, que nous verrons au Chapitre 10. Il s'agit là d'un très bel exemple d'intera
tionentre l'analyse numérique et l'optimisation. Expliquons brièvement l'idée prin
ipale(nous y reviendrons en détail au Chapitre 10). On sait que les équations de Stokessont équivalentes à un problème de minimisation d'une énergie (voir l'Exer
i
e 5.3.10).Nous verrons que, de la même manière, la résolution du système linéaire (6.70) estéquivalente à la minimisation suivante
J(Uh) = min

Vh∈KerBh

J(Vh) ave
 J(Vh) = 1

2
AhVh · Vh − bh · Vh.L'algorithme d'Uzawa permet pré
isément de résoudre 
e problème de minimisationsous 
ontrainte.Pour des raisons de 
oût de 
al
ul, on n'utilise que très rarement la méthode deséléments �nis P2 pour la vitesse et P1 pour la pression. On lui préfère une autreméthode, dite P1/bulle pour la vitesse et P1 pour la pression. Il s'agit de la méthodedes éléments �nis P1 pour la vitesse et la pression dans laquelle on enri
hit l'espa
e V0hdes vitesses en ajoutant dans sa base pour 
haque maille et pour 
haque 
omposantedans RN une fon
tion bulle dé�nie 
omme le produit λ1(x)...λN+1(x), où les λj(x)sont les 
oordonnées bary
entriques de x dans la maille Ki. Comme 
ette fon
tionbulle est nulle sur le bord de Ki et positive à l'intérieur, on lui asso
ie 
omme degré deliberté le bary
entre de la maille. Cette méthode est stable 
omme le montre l'exer
i
esuivant.Exer
i
e 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments �nis P1/bulle pour lavitesse et P1 pour la pression on a dim(KerB∗

h) = 1.Les instabilités de pression ne sont pas l'apanage des méthodes d'éléments �nis. Ilexiste aussi des méthodes de di�éren
es �nies qui présentent le même type d'in
on-vénient, 
omme le montre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 6.3.21 On 
onsidère les équations de Stokes (6.65) en dimension N = 1 (
emodèle n'a au
un intérêt puisque sa solution expli
ite est u = 0 et p une primitive de f ,mais il permet de bien 
omprendre les problèmes de dis
rétisation). Pour Ω = (0, 1), on
onsidère le maillage de points xj = jh ave
 h = 1/(n+ 1) et 0 ≤ j ≤ n+ 1. On dé�nitla méthode de di�éren
es �nies 
entrées (d'ordre 2) suivante






µ
−uj+1+2uj−uj−1

h2 +
pj+1−pj−1

2h = f(xj) pour 1 ≤ j ≤ n
uj+1−uj−1

2h = 0 pour 1 ≤ j ≤ n
u0 = un+1 = 0.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

6.3. ÉLÉMENTS FINIS EN DIMENSION N ≥ 2 205Montrer que 
e système d'équations algébriques est mal posé, et en parti
ulier que lapression (pj) est dé�nie à l'addition d'une 
onstante près ou d'un multiple d'une pressiondé�nie par ses 
omposantes (1, 0, 1, 0, ..., 1, 0).Remarque 6.3.35 L'idée de la formulation variationnelle (6.68) s'étend sans prob-lème au Lapla
ien ou à tout opérateur elliptique. Pour résoudre
{

−div (A∇u) = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,en posant σ = A∇u, on introduit la formulation variationnelle















−
∫

Ω

divσv dx =

∫

Ω

fv dx

∫

Ω

A−1σ · τ dx+

∫

Ω

udivτ dx = 0,pour tout (v, τ) ∈ L2(Ω) × H(div). La méthode d'éléments �nis qui en dé
oule estdi�érente de 
elles qui ont été exposées dans 
e 
hapitre. Elle est appelée méthodedes éléments �nis mixtes. •6.3.5 Visualisation des résultats numériquesDans 
ette sous-se
tion nous disons rapidement quelques mots sur la visualisa-tion des résultats obtenus par la méthode des éléments �nis. Les �gures 
i-dessousont été tra
ées à l'aide du logi
iel (libre) graphique xd3d.
dif3d
.ps

Figure 6.24 � Carte d'isovaleurs dans une 
oupe plane d'un problème de di�usion3-D
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206 CHAPITRE 6. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINISLa visualisation des résultats pour un problème s
alaire (où l'in
onnue est à valeursdans R) est assez simple. En dimension N = 2 on peut tra
er des lignes d'isovaleurset/ou des 
artes de grisé d'intensité, 
omme on peut le voir sur les Figures 6.15 et6.16. Il faut néanmoins faire attention aux é
helles de valeurs 
omme le prouve laFigure 6.15 où les deux tra
és (
orrespondant au même problème sur deux maillagesdistin
ts) sont d'allure 
omparable mais d'é
helles de référen
e très di�érentes. Endimension N = 3 on tra
e des isosurfa
es (surfa
es où l'in
onnue est 
onstante) oubien des 
oupes planes.
dif3d1.ps dif3d2.ps dif3d3.ps

Figure 6.25 � Isosurfa
es pour un problème de di�usion 3-D (valeurs diminuant degau
he à droite).En guise d'exemple, nous 
onsidérons un problème de di�usion dans l'espa
e d'une
on
entration (un polluant par exemple) émis par une sour
e lo
alisée sur le sol (labase du 
ube). On résout par la méthode des éléments �nis Q1 le problème de Diri
hlet(6.36) ave
 un se
ond membre nul et une 
ondition aux limites de Diri
hlet partoutsauf sur la base du 
ube. Au 
entre de la base on impose une 
ondition aux limites deDiri
hlet �non-homogène� u = 1, et sur le reste de la base une 
ondition aux limitesde Neumann. La Figure 6.24 représente les valeurs de u dans une 
oupe, et la Figure6.25 des isosurfa
es de u.La visualisation des résultats pour un problème ve
toriel (où l'in
onnue est àvaleurs dans RN ) est di�érente. Prenons, par exemple, le 
as du système de l'élasti
ité(voir la Sous-se
tion 5.3.1). On peut tra
er des �è
hes représentant le ve
teur 
al
ulé,mais 
e type d'image est di�
ile à lire et à interpréter. Il est bien plus parlant de tra
erla �déformée� du domaine en utilisant l'interprétation physique de la solution (endimension N = 2 ou 3). Rappelons que le ve
teur in
onnu u(x) est le dépla
ement dupoint x sous l'a
tion des for
es exer
ées : par 
onséquent, le point 
ourant du domainedéformé est x+u(x). Nous illustrons 
es deux manières de représenter les résultats surl'exemple d'une poutre en
astrée sur son bord verti
al gau
he (
ondition aux limitesde Diri
hlet) et libre sur les autres bords (
ondition aux limites de Neumann) soumiseà son poids propre (la for
e f est un ve
teur 
onstant verti
al) ; voir la Figure 6.26.L'avantage de tra
er la 
on�guration déformée est qu'on peut y superposer le tra
éd'une autre grandeur s
alaire 
omme la norme du tenseur des 
ontraintes.
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poutrefle.ps poutredef.ps poutrestr.ps
Figure 6.26 � De gau
he à droite, dépla
ement, 
on�guration déformée, et norme dutenseur des 
ontraintes (les valeurs les élevées sont les plus fon
ées) dans une poutreen
astrée soumise à son poids propre.
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Chapitre 7PROBLÈMES AUX VALEURSPROPRES7.1 Motivation et exemples7.1.1 Introdu
tionCe 
hapitre est 
onsa
ré à la théorie spe
trale des équations aux dérivées partielles,
'est-à-dire à l'étude des valeurs propres et des fon
tions propres de 
es équations. Lamotivation de 
ette étude est double. D'une part, 
ela va nous permettre d'étudierdes solutions parti
ulières, dites os
illantes en temps (ou vibrantes), des problèmesd'évolution asso
iés à 
es équations. D'autre part, nous en déduirons une méthode derésolution générale de 
es mêmes problèmes d'évolution que nous mettrons en oeuvredans le Chapitre 8.Donnons tout de suite un exemple de problème aux valeurs propres pour leLapla
ien ave
 
ondition aux limites de Diri
hlet. Si Ω est un ouvert borné de RN on
her
he les 
ouples (λ, u) ∈ R×H1
0 (Ω), ave
 u 6= 0, solutions de

{

−∆u = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω. (7.1)Le réel λ est appelé valeur propre, et la fon
tion u(x) mode propre ou fon
-tion propre. L'ensemble des valeurs propres est appelé le spe
tre de (7.1). On peutfaire l'analogie entre (7.1) et le problème plus simple de détermination des valeurs etve
teurs propres d'une matri
e A d'ordre n,

Au = λu ave
 (λ, u) ∈ R× Rn, (7.2)en a�rmant que l'opérateur −∆ est une �généralisation� en dimension in�nie d'unematri
e A en dimension �nie. La résolution de (7.1) sera utile pour résoudre les209
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210 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESproblèmes d'évolution, de type parabolique ou hyperbolique, asso
iés au Lapla
ien,
'est-à-dire l'équation de la 
haleur (7.5) ou l'équation des ondes (7.7). Néanmoins,les solutions de (7.1) ont aussi une interprétation physique qui leur est propre, parexemple 
omme modes propres de vibration.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Après avoir motivé plus amplement le prob-lème aux valeurs propres (7.1), nous développons dans la Se
tion 7.2 une théoriespe
trale abstraite dans les espa
es de Hilbert. Le but de 
ette se
tion est degénéraliser en dimension in�nie le résultat bien 
onnu en dimension �nie qui a�rmeque toute matri
e symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée.Cette se
tion relève en partie d'un 
ours de mathématiques �pures�, aussi nous insis-tons à nouveau sur le fait que 
'est l'esprit des résultats plus que la lettre des dé-monstrations qui importe i
i. Nous appliquons 
ette théorie spe
trale aux équationsaux dérivées partielles elliptiques dans la Se
tion 7.3. En parti
ulier, nous démontronsque le problème spe
tral (7.1) admet une in�nité dénombrable de solutions.En�n, la Se
tion 7.4 est 
onsa
rée aux questions d'approximation numérique desvaleurs propres et fon
tions propres d'une équation aux dérivées partielles. En par-ti
ulier, nous introduisons la notion de matri
e de masse M qui vient 
ompléter
elle de matri
e de rigidité K, et nous montrons que des valeurs propres appro
hées de(7.1) se 
al
ulent 
omme les valeurs propres du système Ku = λMu, 
e qui 
on�rmel'analogie entre (7.1) et sa version dis
rète (7.2).7.1.2 Résolution des problèmes instationnairesAvant de nous lan
er dans les développements abstraits de la pro
haine se
tion,montrons en quoi la résolution d'un problème aux valeurs propres permet de résoudreaussi un problème d'évolution. Pour 
ela nous allons faire une analogie ave
 la résolu-tion de systèmes di�érentiels en dimension �nie. Dans tout 
e qui suit A désigne unematri
e symétrique réelle, dé�nie positive, d'ordre n. On note λk ses valeurs propreset rk ses ve
teurs propres, 1 ≤ k ≤ n, tels que Ark = λkrk.On 
ommen
e par un système di�érentiel du premier ordre






∂u

∂t
+Au = 0 pour t ≥ 0

u(t = 0) = u0,

(7.3)où u(t) est une fon
tion de 
lasse C1 de R+ dans Rn, et u0 ∈ Rn. Il est bien 
onnuque (7.3) admet une solution unique obtenue en diagonalisant la matri
e A. Pluspré
isément, la donnée initiale se dé
ompose sous la forme u0 =
∑n

k=1 u
0
krk, 
e quidonne

u(t) =

n
∑

k=1

u0ke
−λktrk.
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7.1. MOTIVATION ET EXEMPLES 211Un deuxième exemple est le système di�érentiel du deuxième ordre






















∂2u

∂t2
+Au = 0 pour t ≥ 0

u(t = 0) = u0,

∂u

∂t
(t = 0) = u1,

(7.4)où u(t) est une fon
tion de 
lasse C2 de R+ dans Rn, et u0, u1 ∈ RN . En dé
omposantles données initiales sous la forme u0 =
∑n

k=1 u
0
krk et u1 =

∑n
k=1 u

1
krk, (7.4) admet
omme solution unique

u(t) =

n
∑

k=1

(

u0k cos
(

√

λkt
)

+
u1k√
λk

sin
(

√

λkt
)

)

rk.Il est 
lair sur 
es deux exemples que la 
onnaissan
e du spe
tre de la matri
e Apermet de résoudre les problèmes d'évolution (7.3) et (7.4). Aussi évident soient-ils,
es exemples sont tout à fait représentatifs de la démar
he que nous allons suivredans la suite. Nous allons rempla
er la matri
e A par l'opérateur −∆, l'espa
e Rnpar l'espa
e de Hilbert L2(Ω), et nous allons �diagonaliser� le Lapla
ien pour résoudrel'équation de la 
haleur ou l'équation des ondes.A�n de se 
onvain
re que (7.1) est bien la �bonne� formulation du problème auxvaleurs propres pour le Lapla
ien, on peut passer par un argument de �séparation desvariables� dans l'équation de la 
haleur ou l'équation des ondes que nous dé
rivonsformellement. En l'absen
e de terme sour
e, et en �oubliant� (provisoirement) la 
on-dition initiale et les 
onditions aux limites, nous 
her
hons une solution u de 
eséquations qui s'é
rive sous la forme
u(x, t) = φ(t)u(x),
'est-à-dire que l'on sépare les variables de temps et d'espa
e. Si u est solution del'équation de la 
haleur
∂u

∂t
−∆u = 0, (7.5)on trouve (au moins formellement) que

φ′(t)
φ(t)

=
∆u(x)

u(x)
= −λoù λ ∈ R est une 
onstante indépendante de t et de x. On en déduit que φ(t) = e−λtet que u doit être solution du problème aux valeurs propres

−∆u = λu (7.6)muni de 
onditions aux limites adéquates.
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212 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESDe la même manière, si u est solution de l'équation des ondes
∂2u

∂t2
−∆u = 0, (7.7)on trouve que

φ′′(t)
φ(t)

=
∆u(x)

u(x)
= −λoù λ ∈ R est une 
onstante. Cette fois-
i on en déduit que, si λ > 0 (
e qui serae�e
tivement le 
as), alors φ(t) = a cos(

√
λt) + b sin(

√
λt) et que u doit en
ore êtresolution de (7.6). Remarquons que, si le 
omportement en espa
e de la solution u estle même pour l'équation de la 
haleur et pour l'équation des ondes, il n'en est pas demême pour son 
omportement en temps : elle os
ille en temps pour les ondes alorsqu'elle dé
roît exponentiellement en temps (
ar λ > 0) pour la 
haleur.Remarque 7.1.1 Nous venons de voir que l'équation des ondes admet des solutionsos
illantes périodiquement en temps du type

u(x, t) = e−iωtu(x),où ω =
√
λ et la fréquen
e des os
illations et u(x) est leur amplitude. Il s'agit làd'une 
ara
téristique générale des équations aux dérivées partielles linéaires de typehyperbolique. Ces solutions os
illantes ont un intérêt physique évident et indépendantde la résolution générale d'une équation d'évolution hyperbolique. Elles modélisenttypiquement des vibrations (par exemple, élastiques) ou des ondes (par exemple, éle
-tromagnétiques), et elles se ren
ontrent généralement en l'absen
e de terme sour
e etaprès un temps d'établissement qui permet �d'oublier� la 
ondition initiale. •Exer
i
e 7.1.1 Soit Ω = RN . Montrer que u(x) = exp(ik ·x) est une solution de (7.6)si |k|2 = λ. Une telle solution est appelée onde plane.Prenons un autre exemple, à savoir l'équation de S
hrödinger issue de la mé-
anique quantique (voir le Chapitre 1).Exer
i
e 7.1.2 Soit un potentiel régulier V (x). Montrer que, si u(x, t) = e−iωtu(x)est solution de

i
∂u

∂t
+∆u− V u = 0 dans RN × R+

∗ , (7.8)alors u(x) est solution de
−∆u+ V u = ωu dans RN . (7.9)On retrouve le même type de problème spe
tral que (7.6), à l'addition d'un termed'ordre zéro près. Pour l'équation de S
hrödinger la valeur propre ω s'interprète
omme une énergie. La plus petite valeur possible de 
ette énergie 
orrespond à
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7.2. THÉORIE SPECTRALE 213l'énergie de l'état fondamental du système dé
rit par (7.8). Les autres valeurs, plusgrandes, donnent les énergies des états ex
ités. Sous des 
onditions �raisonnables� surle potentiel V , 
es niveaux d'énergie sont dis
rets en nombre in�ni dénombrable (
equi est 
ohérent ave
 la vision physique des quanta).Exer
i
e 7.1.3 Soit V (x) = Ax · x ave
 A matri
e symétrique réelle dé�nie positive.Montrer que u(x) = exp(−A1/2x · x/2) est une solution de (7.9) si ω = tr(A1/2). Unetelle solution est appelée état fondamental.7.2 Théorie spe
traleDans 
ette se
tion nous introduisons une théorie spe
trale abstraite dans les es-pa
es de Hilbert (voir par exemple [27℄). Le but ultime des développements qui suiventest de généraliser à la dimension in�nie le résultat bien 
onnu en dimension �nie quia�rme que toute matri
e symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonor-mée. En première le
ture on pourra admettre tous les résultats de 
ette se
tion.7.2.1 GénéralitésDans tout 
e qui suit V désigne un espa
e de Hilbert réel muni d'un produits
alaire 〈x, y〉.Dé�nition 7.2.1 Soit A une appli
ation linéaire 
ontinue de V dans V . On appellevaleur propre de A un réel λ ∈ R tel qu'il existe un élément non nul x ∈ V qui véri�e
Ax = λx. Un tel ve
teur x est appelé ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ.Théorème 7.2.2 Soit A une appli
ation linéaire 
ontinue de V dans V . Il existe uneunique appli
ation linéaire 
ontinue A∗ de V dans V , dite adjointe, telle que

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 ∀x, y ∈ V.Démonstration. Pour y ∈ V �xé, soit L ∈ V ′ la forme linéaire 
ontinue dé�nie par
L(x) = 〈Ax, y〉. Par appli
ation du Théorème 12.1.18 de Riesz, il existe un unique
z ∈ V tel que L(x) = 〈z, x〉. On dé�nit alors l'appli
ation A∗ de V dans V qui, à
haque y asso
ie le z 
orrespondant. On véri�e fa
ilement que A∗ est linéaire 
ontinue,et on a bien L(x) = 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉. �Dé�nition 7.2.3 Soit A une appli
ation linéaire 
ontinue de V dans V . On dit que
A est auto-adjointe si elle 
oïn
ide ave
 son adjointe, 
'est-à-dire que A∗ = A.Dé�nition 7.2.4 Soit A une appli
ation linéaire 
ontinue de V dans V . On dit que
A est dé�nie positive si 〈Ax, x〉 > 0 pour tout x ∈ V non nul.
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214 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESOn sait qu'en dimension �nie toutes les appli
ations linéaires auto-adjointes sontdiagonalisables dans une base orthonormée. Nous allons voir qu'en dimension in�nie
e résultat se généralise aux appli
ations linéaires 
ontinues auto-adjointes qui sonten plus 
ompa
tes. Introduisons maintenant les notions qui permettent de dé�nir la
ompa
ité d'une appli
ation linéaire 
ontinue.Dé�nition 7.2.5 Un sous-ensemble K ⊂ V est dit 
ompa
t si, de toute suite (un)n≥1d'éléments de K, on peut extraire une sous-suite un′ 
onvergente dans K.Un sous-ensemble K ⊂ V est dit relativement 
ompa
t si, de toute suite (un)n≥1d'éléments de K, on peut extraire une sous-suite un′ 
onvergente dans V .Il est bien 
onnu que, si V est de dimension �nie, alors les sous-ensembles 
ompa
tsde V sont les fermés bornés. Malheureusement, 
e résultat n'est plus vrai en dimensionin�nie. En e�et, un sous-ensemble 
ompa
t est toujours fermé borné mais la ré
iproquen'est pas vraie 
omme le montre le lemme suivant.Lemme 7.2.6 Dans un espa
e de Hilbert V de dimension in�nie, la boule unité fer-mée n'est jamais 
ompa
te.Démonstration. Comme l'espa
e est de dimension in�nie, on peut 
onstruire par lepro
édé de Gram-S
hmidt une suite orthonormée in�nie (en)n≥1. Cette suite appar-tient bien à la boule unité fermée. Par ailleurs, pour n 6= p on a
‖en − ep‖2 = ‖en‖2 + ‖ep‖2 − 2〈en, ep〉 = 2,
e qui prouve qu'au
une sous-suite de en n'est une suite de Cau
hy. �Dé�nition 7.2.7 Soit V et W deux espa
es de Hilbert et A une appli
ation linéaire
ontinue de V dans W . On dit que A est 
ompa
te si l'image par A de la boule unitéde V est relativement 
ompa
te dans W .De manière équivalente, une appli
ation linéaire 
ontinue A est 
ompa
te si, pourtoute suite bornée xn de V , on peut extraire une sous-suite telle que Axn′ 
onvergedans W . Si W ou V est de dimension �nie, alors toute appli
ation linéaire 
ontinueest 
ompa
te. Ce n'est plus vrai siW et V sont de dimension in�nie, 
omme le montrel'exer
i
e suivant.Exer
i
e 7.2.1 Montrer que l'appli
ation identité Id dans un espa
e de Hilbert V dedimension in�nie n'est jamais 
ompa
te (utiliser le Lemme 7.2.6).Exer
i
e 7.2.2 Soit l'espa
e de Hilbert ℓ2 des suites réelles x = (xi)i≥1 telles que

∑

i≥1 |xi|2 < +∞, muni du produit s
alaire 〈x, y〉 = ∑

i≥1 xiyi. Soit (ai)i≥1 une suitede réels bornés, |ai| ≤ C < +∞ pour tout i ≥ 1. On dé�nit l'appli
ation linéaire A par
Ax = (aixi)i≥1. Véri�er que A est 
ontinue. Montrer que A est 
ompa
te si et seulementsi limi→+∞ ai = 0.
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i
e 7.2.3 Soit U , V et W trois espa
es de Hilbert de dimension in�nie, A uneappli
ation linéaire 
ontinue de V dans W , et B une appli
ation linéaire 
ontinue de
U dans V . Montrer que l'appli
ation AB est 
ompa
te dès que A ou B est 
ompa
te.En déduire qu'une appli
ation linéaire 
ontinue 
ompa
te n'est jamais inversible d'inverse
ontinu en dimension in�nie.7.2.2 Dé
omposition spe
trale d'un opérateur 
ompa
tLe résultat prin
ipal de 
ette sous-se
tion est le suivant.Théorème 7.2.8 Soit V un espa
e de Hilbert réel de dimension in�nie et A uneappli
ation linéaire 
ontinue, dé�nie positive, auto-adjointe, 
ompa
te de V dans V .Alors les valeurs propres de A forment une suite (λk)k≥1 de réels stri
tement positifsqui tend vers 0, et il existe une base hilbertienne (uk)k≥1 de V formée de ve
teurspropres de A, ave


Auk = λkuk pour k ≥ 1.Remarque 7.2.9 Comme 
onséquen
e du Théorème 7.2.8, et ave
 les mêmes nota-tions, on obtient la dé
omposition spe
trale de tout élément v ∈ V
v =

+∞
∑

k=1

〈v, uk〉uk ave
 ‖v‖2 =
+∞
∑

k=1

|〈v, uk〉|2.

•Exer
i
e 7.2.4 On reprend les notations et les hypothèses du Théorème 7.2.8. Montrerque, pour v ∈ V , l'équation Au = v admet une unique solution u ∈ V si et seulement si
v véri�e

+∞
∑

k=1

|〈v, uk〉|2
λ2k

< +∞.Lorsque l'appli
ation linéaire A n'est pas 
ompa
te le Théorème 7.2.8 tombe endéfaut 
omme le montre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 7.2.5 Soit V = L2(0, 1) et A l'appli
ation linéaire de V dans V dé�nie par
(Af)(x) = (x2+1) f(x). Véri�er que A est 
ontinue, dé�nie positive, auto-adjointe maispas 
ompa
te. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra véri�er aussi que
(A− λ Id) est inversible d'inverse 
ontinu si et seulement si λ /∈ [1, 2].Pour démontrer le Théorème 7.2.8 nous avons besoin de deux lemmes préliminaires.Lemme 7.2.10 Soit V un espa
e de Hilbert réel (non réduit au seul ve
teur nul) et A uneappli
ation linéaire 
ontinue auto-adjointe 
ompa
te de V dans V . On dé�nit

m = inf
u∈V \{0}

〈Au, u〉
〈u, u〉 , et M = sup

u∈V \{0}

〈Au, u〉
〈u, u〉 .Alors, ‖A‖ = max(|m|, |M |), et soit m, soit M , est valeur propre de A.
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ilement que |〈Au, u〉| ≤ ‖A‖‖u‖2, don
 max(|m|, |M |) ≤ ‖A‖.D'autre part, 
omme A est auto-adjoint, on obtient pour tout u, v ∈ V

4〈Au, v〉 = 〈A(u+ v), (u+ v)〉 − 〈A(u− v), (u− v)〉
≤ M‖u+ v‖2 −m‖u− v‖2
≤ max(|m|, |M |)

(

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2
)

≤ 2max(|m|, |M |)
(

‖u‖2 + ‖v‖2
)

.Or, ‖A‖ = sup‖u‖=‖v‖=1〈Au, v〉 puisque ‖Au‖ = sup‖v‖=1〈Au, v〉. On en déduit don
 que
‖A‖ ≤ max(|m|, |M |), d'où l'égalité entre 
es deux termes.Par ailleurs, 
omme m ≤ M , un des deux 
as suivants a lieu : soit ‖A‖ = M ≥ 0,soit ‖A‖ = −m ave
 m ≤ 0. Considérons le 
as ‖A‖ = M ≥ 0 (l'autre 
as ‖A‖ = −mest 
omplètement symétrique en remplaçant A par −A). Soit une suite (un)n≥1 de ve
teursunitaires de V qui est maximisante dans la dé�nition de M , 
'est-à-dire que

lim
n→+∞

〈Aun, un〉 = M et ‖un‖ = 1.Comme A est 
ompa
te, il existe une sous-suite telle que Aun′ 
onverge dans V vers unelimite v. D'autre part, on a
〈Aun, un〉 ≤ ‖Aun‖ ≤ ‖A‖ = M,d'où l'on déduit que limn→+∞ ‖Aun‖ = M , 
'est-à-dire que ‖v‖ = M . Finalement, 
omme

‖Aun −Mun‖2 = ‖Aun‖2 +M2 − 2M〈Aun, un〉,on obtient que limn→+∞ ‖Aun −Mun‖ = 0. Pour la sous-suite n′, 
ela implique que un′
onverge vers v/M (du moins, si M 6= 0 ; le 
as M = 0 est trivial puisqu'il implique que
A = 0). Par 
ontinuité de A, on en déduit don
 que Aun′ 
onverge aussi vers Av/M (en plusde vers v). L'uni
ité de la limite montre que Av/M = v, 
'est-à-dire que v est un ve
teurpropre (non nul 
ar ‖v‖ = M 6= 0) asso
ié à la valeur propre M . �Lemme 7.2.11 Soit V un espa
e de Hilbert et A une appli
ation linéaire 
ontinue 
ompa
tede V dans V . Pour tout réel δ > 0, il n'existe au plus qu'un nombre �ni de valeurs propresen dehors de l'intervalle ]− δ,+δ[, et le sous-espa
e des ve
teurs propres asso
iés à 
ha
unede 
es valeurs propres est de dimension �nie.Démonstration. Montrons qu'on ne peut pas avoir une in�nité d'éléments de V , linéaire-ment indépendants, qui soient ve
teurs propres de A pour des valeurs propres λ telles que
|λ| ≥ δ > 0. On pro
ède par 
ontradi
tion. Supposons don
 qu'il existe une suite in�nie
(uk)k≥1 d'éléments de V , linéairement indépendants, et une suite de valeurs propres (λk)k≥1tels que

Auk = λkuk et |λk| ≥ δ pour tout k ≥ 1.On note Ek le sous-espa
e ve
toriel engendré par la famille (u1, u2, ..., uk). Comme Ek−1 estin
lus stri
tement dans Ek, il existe un ve
teur unitaire vk ∈ Ek qui est orthogonal à Ek−1.Comme |λk| ≥ δ, la suite vk/λk est bornée dans V , et, puisque A est 
ompa
t, on peutextraire une sous-suite telle que Avk′/λk′ 
onverge dans V . Cependant, pour j < k on peuté
rire
Avk
λk
− Avj

λj
= vk + (A− λk Id)

vk
λk
− Avj

λj
. (7.10)
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ilement que AEk ⊂ Ek et que (A−λk Id)Ek ⊂ Ek−1, don
 les deux dernierstermes à droite de (7.10) appartiennent à Ek−1. Comme vk est orthogonal à Ek−1, on déduitde (7.10)
∥

∥

∥

∥

Avk
λk
− Avj

λj

∥

∥

∥

∥

≥ ‖vk‖ = 1,
e qui est une 
ontradi
tion ave
 la 
onvergen
e de la sous-suite Avk′/λk′ . �Démonstration du Théorème 7.2.8. Le Lemme 7.2.10 montre que l'ensemble des valeurspropres de A n'est pas vide, tandis que le Lemme 7.2.11 montre que 
et ensemble est soit�ni, soit in�ni dénombrable ave
 0 
omme seul point d'a

umulation. Par ailleurs, 
omme
A est dé�nie positive, toutes les valeurs propres sont stri
tement positives. Notons (λk) lesvaleurs propres de A et Vk = Ker(A − λk Id) les sous-espa
e propres asso
iés (le Lemme7.2.11 nous dit aussi que 
haque Vk est de dimension �nie). On remarque que les sous-espa
epropres Vk sont orthogonaux deux à deux : en e�et, si vk ∈ Vk et vj ∈ Vj ave
 k 6= j, alors,
omme A est auto-adjoint, on a

〈Avk, vj〉 = λk〈vk, vj〉 = 〈vk, Avj〉 = λj〈vk, vj〉,d'où l'on déduit que 〈vk, vj〉 = 0 puisque λk 6= λj . Soit W l'adhéren
e dans V de l'union des
Vk

W =

{

u ∈ V, ∃K ≥ 1 tel que u =

K
∑

i=1

uk, uk ∈ Vk

}

.On 
onstruit fa
ilement une base hilbertienne de W par réunion des bases orthonormales de
haque Vk (
ha
un de dimension �nie et orthogonaux entre eux). Montrons qu'en fait W = V(
e qui prouvera aussi que la suite (λk) est in�nie puisque V est de dimension in�nie). Onintroduit l'orthogonal de W dé�ni par
W⊥ = {u ∈ V tel que 〈u, v〉 = 0 ∀ v ∈W } .Comme W est stable par A (AW ⊂ W ), on véri�e que W⊥ est aussi stable par A 
ar

〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 = 0 si u ∈ W⊥ et v ∈ W . On peut don
 dé�nir la restri
tion de A à
W⊥ qui est aussi une appli
ation linéaire 
ontinue auto-adjointe 
ompa
te. Par appli
ationdu Lemme 7.2.10, si W⊥ 6= {0}, 
ette restri
tion admet aussi une valeur propre et unve
teur propre u ∈ W⊥ qui sont aussi valeur et ve
teur propres de A. C'est bien sûr une
ontradi
tion ave
 le fait que, par dé�nition, W 
ontient déjà tous les ve
teurs propres de Aet que W ∩W⊥ = {0}. Par 
onséquent, on a né
essairement W⊥ = {0}, et 
omme W estfermé on en déduit que W = {0}⊥ = V . �Remarque 7.2.12 La démonstration du Théorème 7.2.8 est en
ore valable si A n'est pasdé�nie positive aux restri
tions suivantes près : les valeurs propres ne sont pas né
essairementpositives, les valeurs propres non nulles peuvent être en nombre �ni, et KerA (le sous-espa
epropre asso
ié à la valeur propre nulle) peut être de dimension in�nie. •7.3 Valeurs propres d'un problème elliptique7.3.1 Problème variationnelNous revenons au 
adre variationnel introduit au Chapitre 3. L'intérêt de 
e 
adreassez général est qu'il s'appliquera à de nombreux modèles di�érents. Dans un espa
e
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218 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESde Hilbert V nous 
onsidérons une forme bilinéaire a(·, ·), symétrique, 
ontinue et
oer
ive, 
'est-à-dire que a(w, v) = a(v, w), et il existe M > 0 et ν > 0 tels que
|a(w, v)| ≤M‖w‖V ‖v‖V pour tout w, v ∈ Vet

a(v, v) ≥ ν‖v‖2V pour tout v ∈ V.Pour pouvoir appliquer les résultats de la se
tion pré
édente, nous introduisons unnouvel ingrédient, à savoir un autre espa
e de Hilbert H . Nous faisons l'hypothèsefondamentale suivante
{

V ⊂ H ave
 inje
tion 
ompa
te
V est dense dans H. (7.11)L'expression �inje
tion 
ompa
te� veut dire pré
isément que l'opérateur d'in
lusion Iqui à v ∈ V asso
ie Iv = v ∈ H est 
ontinu et 
ompa
t (voir la Dé�nition 7.2.7).Autrement dit, l'hypothèse (7.11) implique que de toute suite bornée de V on peutextraire une sous-suite 
onvergente dans H . Les espa
es H et V ne partagent pas lemême produit s
alaire, et nous les noterons 〈·, ·〉H et 〈·, ·〉V pour éviter toute 
onfusion.Nous 
onsidérons le problème variationnel de valeurs propres suivant (ou problèmespe
tral) : trouver λ ∈ R et u ∈ V \ {0} tels que
a(u, v) = λ〈u, v〉H ∀ v ∈ V. (7.12)On dira que λ est une valeur propre du problème variationnel (7.12) (ou de la formebilinéaire a) et que u est le ve
teur propre asso
ié.Remarque 7.3.1 Sous l'hypothèse (7.11) les espa
esH et V ne peuvent jamais avoirle même produit s
alaire. Sinon ils seraient égaux puisque V est dense dans H . Mais
ela est impossible 
ar alors l'inje
tion de V dans H serait l'identité qui n'est pas
ompa
te (voir l'Exer
i
e 7.2.1). •Donnons tout de suite un exemple 
on
ret et typique d'une telle situation. Pourun ouvert borné Ω, on pose V = H1

0 (Ω), H = L2(Ω), et la forme bilinéaire symétriqueest dé�nie par
a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v dx.Comme C∞
c (Ω) est dense à la fois dans H1

0 (Ω) et dans L2(Ω), et grâ
e au Théorème4.3.21 de Relli
h, l'hypothèse (7.11) est véri�ée, et on a vu au Chapitre 5 que 
etteforme bilinéaire a est bien 
ontinue et 
oer
ive sur V . Par une simple intégration parparties, on voit fa
ilement que (7.12) est équivalent à
{

−∆u = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,
'est-à-dire que λ et u sont valeur propre et fon
tion propre du Lapla
ien.Les solutions de (7.12) sont données par le résultat suivant.
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es de Hilbert réels de dimension in�nie. Onsuppose que V ⊂ H ave
 inje
tion 
ompa
te et que V est dense dans H. Soit a(·, ·) uneforme bilinéaire symétrique 
ontinue et 
oer
ive sur V . Alors les valeurs propres de(7.12) forment une suite 
roissante (λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni, etil existe une base hilbertienne de H (uk)k≥1 de ve
teurs propres asso
iés, 
'est-à-direque
uk ∈ V, et a(uk, v) = λk〈uk, v〉H ∀ v ∈ V.De plus, (uk/√λk)k≥1 est une base hilbertienne de V pour le produit s
alaire a(·, ·).Démonstration. Pour f ∈ H , nous résolvons le problème variationneltrouver u ∈ V tel que a(u, v) = 〈f, v〉H pour toute fon
tion v ∈ V. (7.13)Il est fa
ile de véri�er les hypothèses du Théorème 3.3.1 de Lax-Milgram pour (7.13)qui admet don
 une unique solution u ∈ V . On dé�nit une appli
ation linéaire A de

H dans V qui à f asso
ie la solution u = Af . Autrement dit, l'appli
ation linéaire Aest dé�nie par
Af ∈ V tel que a(Af, v) = 〈f, v〉H pour tout v ∈ V. (7.14)En prenant v = Af dans (7.14), on obtient

ν‖Af‖2V ≤ a(Af,Af) = 〈f,Af〉H ≤ ‖f‖H‖Af‖H ≤ C‖f‖H‖Af‖V
ar l'opérateur d'inje
tion I de V dans H est 
ontinu. Par 
onséquent, l'appli
ationlinéaire A est 
ontinue de H dans V . On dé�nit maintenant une appli
ation linéaire
A = IA de H dans H , qui est bien 
ontinue. Comme I est 
ompa
t, le produit A estaussi 
ompa
t (voir l'Exer
i
e 7.2.3). Pour montrer que A est auto-adjoint, on prend
v = Ag dans (7.14) et on obtient, pour tout f, g ∈ H ,

〈f,Ag〉H = 〈f,Ag〉H = a(Af,Ag) = a(Ag,Af) = 〈g,Af〉H = 〈g, Af〉H ,à 
ause de la symétrie de a, 
e qui prouve que A est auto-adjoint dé�ni positif dans
H . On peut don
 appliquer le Théorème 7.2.8 à l'opérateur A qui en véri�e toutes leshypothèses. Il existe une suite dé
roissante (µk)k≥1 de réels positifs qui tend vers 0,et il existe une base hilbertienne (uk)k≥1 de H formée de ve
teurs propres de A, ave


Auk = µkuk pour k ≥ 1.Remarquons que, par 
ette égalité, les ve
teurs propres uk appartiennent non seule-ment à H mais aussi à V . Revenons maintenant au problème aux valeurs propres(7.12) qui peut s'é
rire
a(u, v) = λ〈u, v〉H = λa(Au, v) ∀ v ∈ V,à 
ause de la dé�nition (7.14), 
'est-à-dire a(u − λAu, v) = 0, don


u = λAu = λAu.
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220 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESPar 
onséquent, les valeurs propres (λk)k≥1 du problème variationnel (7.12) sont ex-a
tement les inverses des valeurs propres (µk)k≥1 de A, et leurs ve
teurs propres sontles mêmes. On pose
λk =

1

µk
et vk =

uk√
λk
.Par 
onstru
tion, les ve
teurs propres uk forment une base hilbertienne de H . Onvéri�e que

a(vk, vj) =
a(uk, uj)
√

λkλj
= λk

〈uk, uj〉H
√

λkλj
= δkj ,et 
omme l'orthogonal des (vk)k≥1 dans V est 
ontenu dans l'orthogonal des (uk)k≥1dans H (qui est réduit au ve
teur nul), on en déduit que les (vk)k≥1 forment une basehilbertienne de V pour le produit s
alaire a(u, v). �Remarque 7.3.3 Insistons sur le fait que l'opérateurA, dé�ni par (7.14), est l'opéra-teur de résolution de la formulation variationnelle, 
'est-à-dire qu'il est en quelquesorte l'inverse de la forme bilinéaire a. C'est pour 
ette raison que les valeurs pro-pres λk de la formulation variationnelle sont les inverses des valeurs propres µk de

A. Par exemple, en dimension �nie la forme bilinéaire s'é
rit a(u, v) = Ku · v et on a
A = K−1. De même, pour le Lapla
ien on a A = (−∆)−1 (seul l'inverse du Lapla
ienest 
ompa
t, pas le Lapla
ien lui-même ; voir l'Exer
i
e 7.2.3). En fait, 
'est le gainde régularité de la solution du Lapla
ien par rapport au se
ond membre qui est àl'origine de la 
ompa
ité de l'opérateur (−∆)−1. •Exer
i
e 7.3.1 Démontrer une variante du Théorème 7.3.2 où l'on rempla
e l'hypothèsede 
oer
ivité de la forme bilinéaire a(·, ·) par l'hypothèse plus faible qu'il existe deux
onstantes positives η > 0 et ν > 0 telles que

a(v, v) + η‖v‖2H ≥ ν‖v‖2V pour tout v ∈ V.(Dans 
e 
as les valeurs propres (λk)k≥1 ne sont pas for
ément positives, mais véri�entseulement λk + η > 0.)Nous donnons au passage une 
ara
térisation très utile des valeurs propres du prob-lème variationnel (7.12), appelée prin
ipe du min-max ou de Courant-Fisher.Pour 
ela on introduit le quotient de Rayleigh dé�ni, pour 
haque fon
tion v ∈ V \{0},par
R(v) =

a(v, v)

‖v‖2H
.Proposition 7.3.4 (Courant-Fisher) Soit V et H deux espa
es de Hilbert réels dedimension in�nie. On suppose que V ⊂ H ave
 inje
tion 
ompa
te et que V est densedans H. Soit a(·, ·) une forme bilinéaire symétrique 
ontinue et 
oer
ive sur V . Pour

k ≥ 0 on note Ek l'ensemble des sous-espa
es ve
toriels de dimension k de V . On
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roissante des valeurs propres du problème variationnel (7.12).Alors, pour tout k ≥ 1, la k-ème valeur propre est donnée par
λk = min

W∈Ek

(

max
v∈W\{0}

R(v)

)

= max
W∈Ek−1

(

min
v∈W⊥\{0}

R(v)

)

. (7.15)En parti
ulier, la première valeur propre véri�e
λ1 = min

v∈V \{0}
R(v), (7.16)et tout point de minimum dans (7.16) est un ve
teur propre asso
ié à λ1.Démonstration. Soit (uk)k≥1 la base hilbertienne de H formée des ve
teurs propresde (7.12). D'après le Théorème 7.2.8, (uk/√λk)k≥1 est une base hilbertienne de V .On peut don
 
ara
tériser les espa
es H et V à partir de leur dé
omposition spe
trale(voir la Remarque 7.2.9)

H =

{

v =

+∞
∑

k=1

αkuk, ‖v‖2H =

+∞
∑

k=1

α2
k < +∞

}

,

V =

{

v =

+∞
∑

k=1

αkuk, ‖v‖2V =

+∞
∑

k=1

λkα
2
k < +∞

}

.On remarque au passage que, 
omme les valeurs propres λk sont minorées par λ1 > 0,
ette 
ara
térisation fait bien apparaître V 
omme un sous-espa
e de H . On peutalors réé
rire le quotient de Rayleigh
R(v) =

∑+∞
k=1 λkα

2
k

∑+∞
k=1 α

2
k

,
e qui démontre immédiatement le résultat pour la première valeur propre. Intro-duisons le sous-espa
e Wk ∈ Ek engendré par (u1, u2, ..., uk). On a
R(v) =

∑k
j=1 λjα

2
j

∑k
j=1 α

2
j

∀ v ∈Wk et R(v) =

∑+∞
j=k λjα

2
j

∑+∞
j=k α

2
j

∀ v ∈W⊥
k−1,d'où l'on déduit

λk = max
v∈Wk\{0}

R(v) = min
v∈W⊥

k−1\{0}
R(v).Soit W un sous-espa
e quel
onque dans Ek. Comme W est de dimension k et Wk−1de dimension k− 1, l'interse
tion W ∩W⊥

k−1 n'est pas réduite à {0}. Par 
onséquent,
max

v∈W\{0}
R(v) ≥ max

v∈W∩W⊥
k−1\{0}

R(v) ≥ min
v∈W∩W⊥

k−1\{0}
R(v) ≥ min

v∈W⊥
k−1\{0}

R(v) = λk,
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e qui prouve la première égalité dans (7.15). De même, si W est un sous-espa
e dans
Ek−1, alors W⊥ ∩Wk n'est pas réduit à {0}, et

min
v∈W⊥\{0}

R(v) ≤ min
v∈W⊥∩Wk\{0}

R(v) ≤ max
v∈W⊥∩Wk\{0}

R(v) ≤ max
v∈Wk\{0}

R(v) = λk,
e qui prouve la deuxième égalité dans (7.15). Soit maintenant u un point de minimumdans (7.16). Pour v ∈ V , on introduit la fon
tion f(t) = R(u+tv) d'une variable réelle
t ∈ R qui admet un minimum en t = 0. Par 
onséquent sa dérivée s'annule en t = 0.En tenant 
ompte de 
e que f(0) = λ1, un simple 
al
ul montre que

f ′(0) = 2
a(u, v)− λ1〈u, v〉H

‖u‖2H
.Comme v est quel
onque dans V , la 
ondition f ′(0) = 0 n'est rien d'autre que laformulation variationnelle (7.12), 
'est-à-dire que u est un ve
teur propre asso
ié à lavaleur propre λ1. �7.3.2 Valeurs propres du Lapla
ienOn peut immédiatement appliquer le Théorème 7.2.8 à la formulation variation-nelle du Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet, 
e qui nous donne lerésultat suivant.Théorème 7.3.5 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1 de RN . Il existe unesuite 
roissante (λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni, et il existe une basehilbertienne de L2(Ω) (uk)k≥1, telle que 
haque uk appartient à H1

0 (Ω) et véri�e
{

−∆uk = λkuk p.p. dans Ω
uk = 0 p.p. sur ∂Ω. (7.17)Démonstration. Pour le Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet, on
hoisit V = H1

0 (Ω), H = L2(Ω), et la forme bilinéaire symétrique est dé�nie par
a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v dx,et le produit s
alaire sur L2(Ω) est bien sûr
〈u, v〉H =

∫

Ω

uv dx.On véri�e aisément les hypothèses du Théorème 7.2.8. Grâ
e au Théorème 4.3.21 deRelli
h, V est bien 
ompa
tement in
lus dans H . Comme C∞
c (Ω) est dense à la foisdans H et dans V , V est bien dense dans H . En�n, on a vu au Chapitre 5 que laforme bilinéaire a est bien 
ontinue et 
oer
ive sur V . Par 
onséquent, il existe une
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roissante (λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni, et il existe une basehilbertienne de L2(Ω) (uk)k≥1, tels que uk ∈ H1
0 (Ω) et

∫

Ω

∇uk · ∇v dx = λk

∫

Ω

ukv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω).Par une simple intégration par parties (du même type que 
elle pratiquée dans ladémonstration du Théorème 5.2.2) on obtient (7.17). Remarquons que nous n'utilisonsla régularité de Ω que pour pouvoir appliquer le Théorème de tra
e 4.3.13 et donnerun sens �presque partout� à la 
ondition aux limites de Diri
hlet. �Remarque 7.3.6 L'hypothèse sur le 
ara
tère borné de l'ouvert Ω est absolumentfondamentale dans le Théorème 7.3.5. Si elle n'est pas satisfaite, le Théorème 4.3.21de Relli
h (sur l'inje
tion 
ompa
te de H1(Ω) dans L2(Ω)) est en général faux, et onpeut montrer que le Théorème 7.3.5 n'a pas lieu. En fait, il se peut qu'il existe unein�nité (non dénombrable) de valeurs propres �généralisées� au sens où les fon
tionspropres n'appartiennent pas à L2(Ω). A la lumière de l'Exer
i
e 7.1.1 on méditera le
as du Lapla
ien dans Ω = RN . •Exer
i
e 7.3.2 En dimension N = 1, on 
onsidère Ω =]0, 1[. Cal
uler expli
itementtoutes les valeurs propres et les fon
tions propres du Lapla
ien ave
 
onditions aux lim-ites de Diri
hlet (7.17). A l'aide de la dé
omposition spe
trale de 
e problème (voir laRemarque 7.2.9), montrer que la série

+∞
∑

k=1

ak sin(kπx)
onverge dans L2(0, 1) si et seulement si∑+∞
k=1 a

2
k < +∞, et dansH1(0, 1) si et seulementsi ∑+∞

k=1 k
2a2k < +∞.Exer
i
e 7.3.3 On 
onsidère un parallélépipède Ω =]0, L1[×]0, L2[× · · · ×]0, LN [, oùles (Li > 0)1≤i≤N sont des 
onstantes positives. Cal
uler expli
itement toutes les valeurspropres et les fon
tions propres du Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet(7.17).Le Théorème 7.3.5 se généralise aisément au 
as d'autres 
onditions aux limites.Nous laissons au le
teur le soin de démontrer le 
orollaire suivant.Corollaire 7.3.7 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN dont la frontière ∂Ω sedé
ompose en deux parties disjointes régulières ∂ΩN et ∂ΩD (voir la Figure 4.1). Ilexiste une suite 
roissante (λk)k≥1 de réels positifs ou nuls qui tend vers l'in�ni, et ilexiste une base hilbertienne de L2(Ω) (uk)k≥1, telle que 
haque uk appartient à H1(Ω)et véri�e







−∆uk = λkuk dans Ω
uk = 0 sur ∂ΩD
∂uk

∂n = 0 sur ∂ΩN .
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224 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESRemarque 7.3.8 Dans le 
as d'une 
ondition aux limites purement de Neumann,
'est-à-dire que ∂ΩD = ∅, la forme bilinéaire n'est plus 
oer
ive sur H1(Ω). Pourdémontrer le Corollaire 7.3.7 il faut alors utiliser l'Exer
i
e 7.3.1. •Exer
i
e 7.3.4 On 
onsidère à nouveau un ouvert Ω parallélépipèdique 
omme dansl'Exer
i
e 7.3.3. Cal
uler expli
itement toutes les valeurs propres et les fon
tions propresdu Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Neumann sur tout le bord ∂Ω.La 
ara
térisation des valeurs propres par le prin
ipe de Courant-Fisher est sou-vent fort utile, 
omme le montre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 7.3.5 On reprend les notations et les hypothèses du Théorème 7.3.5. Montrerque la meilleure (i.e. la plus petite) 
onstante C dans l'inégalité de Poin
aré (voir laProposition 4.3.10) est pré
isément la première valeur propre λ1 de (7.17).On peut aussi montrer que les fon
tions propres du Lapla
ien, ave
 
onditions auxlimites de Diri
hlet ou de Neumann, sont régulières.Proposition 7.3.9 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C∞. Alors les fon
tionspropres solutions de (7.17) appartiennent à C∞(Ω).Démonstration. Soit uk la k-ème fon
tion propre solution dans H1
0 (Ω) de (7.17).On peut 
onsidérer que uk est solution du problème aux limites suivant

{

−∆uk = fk dans Ω
uk = 0 sur ∂Ω,ave
 fk = λkuk. Comme fk appartient à H1(Ω), par appli
ation du Théorème 5.2.26de régularité on en déduit que la solution uk appartient à H3(Ω). Du 
oup, le se
ondmembre fk est plus régulier 
e qui permet d'augmenter en
ore la régularité de uk. Parune ré
urren
e fa
ile on montre ainsi que uk appartient à Hm(Ω) pour tout m ≥ 1.En vertu du Théorème 4.3.25 sur la 
ontinuité des fon
tions de Hm(Ω) (voir aussi laRemarque 4.3.26), on en déduit que uk appartient don
 C∞(Ω). �Nous démontrons maintenant un résultat qualitatif très important à propos de lapremière valeur propre.Théorème 7.3.10 (de Krein-Rutman) On reprend les notations et les hypothèsesdu Théorème 7.3.5. On suppose que l'ouvert Ω est 
onnexe. Alors la première valeurpropre λ1 est simple (i.e. le sous-espa
e propre 
orrespondant est de dimension 1) etle premier ve
teur propre peut être 
hoisi positif presque partout dans Ω.Remarque 7.3.11 Le Théorème 7.3.10 de Krein-Rutman est spé
i�que au 
as deséquations �s
alaires� (
'est-à-dire que l'in
onnue u est à valeurs dans R). Ce résultatest faux en général si l'in
onnue u est à valeurs ve
torielles (voir plus loin l'exemple du
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ité). La raison de 
ette di�éren
e entre le 
as s
alaire et ve
torielest que 
e théorème s'appuie sur le prin
ipe du maximum (voir le Théorème 5.2.22)qui n'est valable que dans le 
as s
alaire. •Démonstration. Soit u ∈ H1
0 (Ω) un ve
teur propre non nul asso
ié à la premièrevaleur propre λ1. D'après le Lemme 5.2.24 on sait que u+ = max(u, 0) appartientà H1

0 (Ω) et ∇u+ = 1u>0∇u (de même pour u− = min(u, 0)). Par 
onséquent, lafon
tion |u| = u+− u− appartient à H1
0 (Ω) et on a ∇|u| = sign(u)∇u. En vertu de laProposition 7.3.4 de Courant-Fisher on a

λ1 = min
v∈H1

0 (Ω)\{0}

{

R(v) ≡
∫

Ω
|∇v|2dx
∫

Ω
v2dx

}

,et tout point de minimum est ve
teur propre. Or λ1 = R(u) = R(|u|), don
 |u| estaussi ve
teur propre asso
ié à λ1. Comme u+ et u− sont 
ombinaisons linéaires de uet |u|, 
e sont aussi des fon
tions propres asso
iées à λ1.En fait, on peut montrer que u ne s'annule pas dans Ω grâ
e au prin
ipe dumaximum �fort� qui a�rme que, si w ∈ C2(Ω) véri�e
−∆w ≥ 0 dans Ω, et w = 0 sur ∂Ω,alors soit w ≡ 0 dans Ω, soit w > 0 dans Ω. On applique 
e résultat à u+ et u− (quisont régulières à 
ause de la Proposition 7.3.9) qui ne peuvent pas être toutes les deuxnon nulles, don
 l'une des deux est nulle. Supposons alors que le sous-espa
e propreasso
ié à λ1 soit de dimension stri
tement plus grande que 1. On peut y trouver deuxfon
tions propres u1 et u2 orthogonales, 
'est-à-dire que

∫

Ω

u1u2 dx = 0,
e qui est impossible puisqu'elles sont de signe 
onstant, partout non nulles. �Exer
i
e 7.3.6 Soit Ω un ouvert borné régulier et 
onnexe. Montrer que la premièrevaleur propre du Lapla
ien dans Ω ave
 
ondition aux limites de Neumann est nulle etqu'elle est simple.Remarque 7.3.12 L'ensemble des résultats de 
ette sous-se
tion se généralise sansdi�
ulté aux opérateurs elliptiques généraux du se
ond ordre, 
'est-à-dire au problèmeaux valeurs propres suivant
{

−div(A∇u) = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ωoù A(x) est une matri
e symétrique 
oer
ive (voir la Sous-se
tion 5.2.3). •
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226 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRES7.3.3 Autres modèlesL'extension des résultats de la sous-se
tion pré
édente à des équations aux dérivéespartielles elliptiques plus 
ompliquées que le Lapla
ien ne pose pas de problèmes 
on-
eptuels nouveaux. Nous dé
rivons brièvement 
ette généralisation pour deux exem-ples signi�
atifs : le système de l'élasti
ité linéarisée et les équations de Stokes.Les équations (5.56) de l'élasti
ité linéarisée dé
rivent en fait le régime stationnairedes équations dynamiques suivantes (très semblables à l'équation des ondes)
{

ρ∂2u
∂t2 − div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = f dans Ω× R+

∗
u = 0 sur ∂Ω× R+

∗ ,
(7.18)où ρ > 0 est la densité volumique du matériau et e(u) = (∇u+(∇u)t

)

/2. Rappelonsque les 
oe�
ients de Lamé du matériau véri�ent µ > 0 et 2µ+Nλ > 0. En l'absen
ede for
es extérieures f (et en ne tenant pas 
ompte d'éventuelles 
onditions initiales)on peut aussi 
her
her des solutions os
illantes en temps de (7.18) 
omme nous l'avonsdé
rit pour l'équation des ondes dans Sous-se
tion 7.1.2. Cela 
onduit à 
her
her dessolutions (ℓ, u) du problème aux valeurs propres suivant
{

−div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = ℓu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (7.19)où ℓ = ω2 est le 
arré de la fréquen
e de vibration (nous avons 
hangé la notation de lavaleur propre pour éviter une 
onfusion ave
 le 
oe�
ient de Lamé λ). En mé
anique,la fon
tion propre u est aussi appelée mode propre de vibration.En suivant la méthode appliquée 
i-dessus au Lapla
ien on peut démontrer lerésultat suivant (nous laissons les détails au le
teur en guise d'exer
i
e).Proposition 7.3.13 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C1 de RN . Il existeune suite 
roissante (ℓk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni, et il existe une basehilbertienne de L2(Ω)N (uk)k≥1, telle que 
haque uk appartient à H1

0 (Ω)
N et véri�e

{

−div (2µe(uk) + λ tr(e(uk)) Id) = ℓkuk p.p. dans Ω
uk = 0 p.p. sur ∂Ω.Le résultat de régularité sur les fon
tions propres uk de la Proposition 7.3.9 s'étendaussi fa
ilement au 
as de l'élasti
ité et du problème (7.19). Par 
ontre le Théorème7.3.10 sur la simpli
ité de la première valeur propre et la positivité de la premièrefon
tion propre est faux en général (
omme est faux le prin
ipe du maximum). Commeexemple nous 
al
ulons par la méthode des éléments �nis Q1 les 4 premiers modespropres d'une �tour� dont la base est �xée (
ondition aux limites de Diri
hlet) et dontles autres parois sont libres (
ondition aux limites de Neumann). Les 2 premiers modes,dits de battement, 
orrespondent à la même valeur propre (ils sont indépendants maissymétriques par rotation de 90◦ suivant l'axe z) (voir la Figure 7.1 et le Tableau 7.3.3).La première valeur propre est don
 �double�.
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tour1.ps tour2.ps

tour3.ps tour4.ps
Figure 7.1 � Les 4 premiers modes propres d'une �tour� en élasti
ité.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

228 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESRang du mode propre 1 2 3 4Valeur propre 102.54 102.54 1885.2 2961.2Table 7.1 � Valeurs propres 
orrespondant aux modes propres de la Figure 7.1.Nous passons maintenant aux équations de Stokes (5.71) qui sont une versionstationnaire d'un problème d'évolution de type parabolique (voir plus loin (8.2)). Pourrésoudre 
e problème d'évolution il sera intéressant d'utiliser les valeurs et fon
tionspropres (λ, u, p) du problème suivant






∇p− µ∆u = λu dans Ω
divu = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (7.20)où µ > 0 est la vis
osité, u la vitesse et p la pression du �uide. En suivant la méthodeappliquée 
i-dessus au Lapla
ien, le le
teur pourra résoudre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 7.3.7 Soit Ω un ouvert borné régulier 
onnexe de 
lasse C1 de RN . Montrerqu'il existe une suite 
roissante (λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni, et une basehilbertienne (uk)k≥1 du sous-espa
e de L2(Ω)N des fon
tions à divergen
e nulle, telleque 
haque uk appartient à H1

0 (Ω)
N , et il existe une famille de pressions pk ∈ L2(Ω) quivéri�ent







∇pk − µ∆uk = λkuk p.p. dans Ω
divuk = 0 p.p. dans Ω
uk = 0 p.p. sur ∂Ω.Le résultat de régularité sur les fon
tions propres de la Proposition 7.3.9 s'étendaussi fa
ilement au 
as des équations de Stokes (7.20). Par 
ontre le Théorème 7.3.10sur la simpli
ité de la première valeur propre et la positivité de la première fon
tionpropre est faux en général (
omme est faux le prin
ipe du maximum).Exer
i
e 7.3.8 On 
onsidère le problème aux valeurs propres pour l'équation deS
hrödinger ave
 un potentiel quadratique V (x) = Ax·x où A est une matri
e symétriquedé�nie positive (modèle de l'os
illateur harmonique)
−∆u+ V u = λu dans RN . (7.21)On dé�nit les espa
es H = L2(RN ) et

V =
{

v ∈ H1(RN ) tel que |x|v(x) ∈ L2(RN )
}

.Montrer que V est un espa
e de Hilbert pour le produit s
alaire
〈u, v〉V =

∫

RN

∇u(x) · ∇v(x) dx +

∫

RN

|x|2u(x)v(x) dx,
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tion de V dans H est 
ompa
te. En déduire qu'il existe une suite 
roissante
(λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l'in�ni et une base hilbertienne de L2(RN ) (uk)k≥1qui sont les valeurs propres et les fon
tions propres de (7.21). Cal
uler expli
itement sesvaleurs et fon
tions propres (on 
her
hera uk sous la forme pk(x) exp(−Ax · x/2) où pkest un polyn�me de degré k − 1). Interpréter physiquement les résultats.Exer
i
e 7.3.9 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . On 
onsidère le problème devibrations pour l'équation des plaques ave
 
ondition aux limites d'en
astrement

{

∆(∆u) = λu dans Ω
∂u
∂n = u = 0 sur ∂Ω.Montrer qu'il existe une suite 
roissante (λk)k≥1 de valeurs propres positives qui tend versl'in�ni et une base hilbertienne dans L2(Ω) de fon
tions propres (uk)k≥1 qui appartiennentà H2

0 (Ω).7.4 Méthodes numériques7.4.1 Dis
rétisation par éléments �nisOn va 
onsidérer une approximation interne de la formulation variationnelle in-troduite à la Sous-se
tion 7.3.1. Étant donné un sous-espa
e Vh de l'espa
e de Hilbert
V , de dimension �nie, on 
her
he les solutions (λh, uh) ∈ R× Vh de

a(uh, vh) = λh〈uh, vh〉H ∀ vh ∈ Vh. (7.22)Typiquement, Vh est un espa
e d'éléments �nis 
omme 
eux introduits par les Dé�ni-tions 6.3.5 et 6.3.25, et H est l'espa
e L2(Ω). La résolution de l'approximation interne(7.22) est fa
ile 
omme le montre le lemme suivant.Lemme 7.4.1 On se pla
e sous les hypothèses du Théorème 7.3.2. Alors les valeurspropres de (7.22) forment une suite 
roissante �nie
0 < λ1 ≤ · · · ≤ λndl

ave
 ndl = dimVh,et il existe une base de Vh, orthonormale dans H, (uk,h)1≤k≤ndl
de ve
teurs propresasso
iés, 
'est-à-dire que

uk,h ∈ Vh, et a(uk,h, vh) = λk〈uk,h, vh〉H ∀ vh ∈ Vh.Démonstration. Ce lemme peut être 
onsidéré 
omme une variante évidente duThéorème 7.3.2 (à la di�éren
e près qu'en dimension �nie il existe un nombre �ni devaleurs propres). Néanmoins nous en donnons une démonstration di�érente, purementalgébrique, qui 
orrespond plus à la démar
he suivie en pratique. Soit (φi)1≤i≤ndl
une
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230 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESbase de Vh (par exemple, les fon
tions de base d'une méthode d'éléments �nis, voirla Proposition 6.3.7). On 
her
he uh solution de (7.22) sous la forme
uh(x) =

ndl
∑

i=1

Uh
i φi(x).Introduisant la matri
e de masseMh dé�nie par

(Mh)ij = 〈φi, φj〉H 1 ≤ i, j ≤ ndl,et la matri
e de rigidité Kh dé�nie par
(Kh)ij = a(φi, φj) 1 ≤ i, j ≤ ndl,le problème (7.22) est équivalent à trouver (λh, Uh) ∈ R× Rndl solution de

KhUh = λhMhUh. (7.23)Les appellations �matri
es de masse et de rigidité� proviennent des appli
ations enmé
anique des solides. Remarquons que, dans le 
as où Vh est un espa
e d'éléments�nis, la matri
e de rigidité Kh est exa
tement la même matri
e que 
elle ren
ontréeau Chapitre 6 dans l'appli
ation de la méthode des éléments �nis aux problèmeselliptiques. On véri�e immédiatement que les matri
es Mh et Kh sont symétriqueset dé�nies positives. Le système (7.23) est un problème matri
iel aux valeurs propres�généralisé�. Le théorème de rédu
tion simultanée (voir par exemple le théorème 2.3.6dans [2℄) a�rme qu'il existe une matri
e inversible Ph telle que
Mh = PhP

∗
h , et Kh = Ph diag(λk)P

∗
h .Par 
onséquent, les solutions de (7.23) sont les valeurs propres (λk) et les ve
teurspropres (Uk,h)1≤k≤ndl

qui sont les ve
teurs 
olonnes de l'inverse de P ∗
h . Ces ve
teurs
olonnes forment don
 une base, orthogonale pour Kh et orthonormale pourMh (nousindiquerons brièvement à la Remarque 7.4.3 
omment 
al
uler 
ette base). Finalement,les ve
teurs Uk,h sont simplement les ve
teurs des 
oordonnées dans la base (φi)1≤i≤ndldes fon
tions uk,h qui forment une base orthonormale de Vh pour le produit s
alairede H . �Remarque 7.4.2 Dans le Lemme 7.4.1 on a repris les hypothèses du Théorème 7.3.2 :en parti
ulier, la forme bilinéaire a(u, v) est supposée symétrique. On voit bienl'importan
e de 
ette hypothèse dans la démonstration. En e�et, si elle n'était passymétrique, on ne saurait pas si le système (7.23) est diagonalisable, 
'est-à-dire s'ilexiste des solutions du problème aux valeurs propres (7.22). •L'appli
ation du Lemme 7.4.1 à l'approximation variationnelle par éléments �nisdu problème de Diri
hlet (7.17) est immédiate. On prend V = H1

0 (Ω), H = L2(Ω),et l'espa
e dis
ret V0h de la Dé�nition 6.3.5 (rappelons que V0h 
ontient la 
onditionaux limites de Diri
hlet).
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i
e 7.4.1 On 
onsidère le problème aux valeurs propres en dimension N = 1

{

−u′′k = λkuk pour 0 < x < 1
uk(0) = uk(1) = 0.On se propose de 
al
uler la matri
e de masse pour la méthode des éléments �nis P1. Onreprend les notations de la Se
tion 6.2. Montrer que la matri
e de masseMh est donnéepar

Mh = h















2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6. . . . . . . . .

1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3















,et que ses valeurs propres sont
λk(Mh) =

h

3
(2 + cos(kπh)) pour 1 ≤ k ≤ n.Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.45), alors on trouve queMh = h Id.Dans 
e dernier 
as, 
al
uler les valeurs propres du problème spe
tral dis
ret.Remarque 7.4.3 Pour 
al
uler les valeurs et ve
teurs propres du problème spe
tralmatri
iel (7.23) il faut, en général, 
ommen
er par 
al
uler la fa
torisation de Choleskyde la matri
e de masseMh = LhL∗h, pour se ramener au 
as 
lassique

K̃hŨh = λhŨh ave
 K̃h = L−1
h Kh(L∗h)−1 et Ũh = L∗hUh,pour lequel on dispose d'algorithmes de 
al
ul de valeurs et ve
teurs propres. Nousrenvoyons à la Se
tion 13.2 pour plus de détails sur 
es algorithmes : disons seulementque 
'est l'étape la plus 
oûteuse en temps de 
al
ul.On peut éviter de 
onstruire la matri
e K̃h et faire l'é
onomie de la fa
torisation deCholesky deMh si on utilise une formule de quadrature pour évaluer les 
oe�
ients dela matri
eMh qui la rende diagonale. Ce pro
édé d'intégration numérique est appelé
ondensation de masse (ou �mass lumping� en anglais) et est fréquemment utilisé.Par exemple, si on utilise la formule de quadrature (6.45) (qui utilise uniquement lesvaleurs aux noeuds d'une fon
tion pour 
al
uler une intégrale), on voit fa
ilement quela matri
e de masseMh ainsi obtenue est diagonale (voir l'Exer
i
e 7.4.1). •Nous verrons dans la sous-se
tion suivante que seules les premières valeurspropres dis
rètes λk,h (les plus petites) sont des approximations 
orre
tes des valeurspropres exa
tes λk (même 
hose pour les ve
teurs propres). Il faut don
 faire attentionau fait que les dernières valeurs propres (les plus grandes) du problème dis
ret (7.23)n'ont au
une signi�
ation physique ! Par 
onséquent, si on est intéressé par la millièmevaleur propre du problème de Diri
hlet (7.17), il faut prendre un maillage su�samment
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232 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRES�n du domaine Ω a�n que la dimension de l'espa
e d'éléments �nis Vh soit bien plusgrande que mille.Nous illustrons 
ette sous-se
tion par le 
al
ul des 6 premiers modes propres devibration d'un tambour (modélisé 
omme une membrane 
ir
ulaire �xée sur son bord).On résout don
 le problème de Diri
hlet (7.17) dans un disque de rayon 1. On utiliseune méthode d'éléments �nis P1. Les résultats sont présentés dans la Figure 7.2 et leTableau 7.4.1). On remarque que la première valeur propre est simple tandis que ladeuxième et la troisième sont �doubles�.Rang du mode propre 1 2 3 4 5 6Valeur propre 5.78 14.69 14.69 26.42 26.42 30.53Table 7.2 � Valeurs propres 
orrespondant aux modes propres de la Figure 7.2.7.4.2 Convergen
e et estimations d'erreurDans 
ette sous-se
tion, nous nous 
ontentons d'énon
er un résultat de 
onver-gen
e de la méthode des éléments �nis triangulaires Pk pour le 
al
ul des valeurs etve
teurs propres du problème de Diri
hlet (7.17). Il est bien 
lair que 
e résultat segénéralise aisément à d'autres problèmes et à d'autres types d'éléments �nis.Théorème 7.4.4 Soit (Th)h>0 une suite de maillages triangulaires réguliers de Ω.Soit V0h le sous-espa
e de H1
0 (Ω), dé�ni par la méthode des éléments �nis Pk, dedimension ndl. Soit (λi, ui) ∈ R×H1

0 (Ω), pour i ≥ 1, les valeurs et ve
teurs propres(orthonormés dans L2(Ω)) du problème de Diri
hlet (6.36), rangés par ordre 
roissant
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λi ≤ λi+1...Soit les valeurs propres
0 < λ1,h ≤ λ2,h ≤ ... ≤ λndl,h,de l'approximation variationnelle (7.22) dans V0h. Pour tout i ≥ 1 �xé, on a

lim
h→0
|λi − λi,h| = 0. (7.24)Il existe une famille de ve
teurs propres (ui,h)1≤i≤ndl

de (7.22) dans V0h telle que, si
λi est une valeur propre simple, on a

lim
h→0
‖ui − ui,h‖H1(Ω) = 0. (7.25)De plus, si le sous-espa
e engendré par (u1, ..., ui) est in
lus dans Hk+1(Ω) et si

k + 1 > N/2, alors on a l'estimation d'erreur
|λi − λi,h| ≤ Cih

2k, (7.26)
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valpro1.eps valpro2.eps

valpro3.eps valpro4.eps

valpro5.eps valpro6.eps
Figure 7.2 � Les 6 premiers modes propres d'un tambour.
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234 CHAPITRE 7. PROBLÈMES AUX VALEURS PROPRESoù Ci ne dépend pas de h, et si λi est une valeur propre simple, on a
‖ui − ui,h‖H1(Ω) ≤ Cih

k. (7.27)Remarque 7.4.5 La 
onstante Ci dans (7.26) ou (7.27) tends vers +∞ lorsque i→
+∞, 
e qui fait qu'il n'y a au
une garantie que les plus grandes valeurs propresdis
rètes (par exemple, λndl,h) soient pro
hes des valeurs propres exa
tes λi.L'ordre de 
onvergen
e des valeurs propres est le double de 
elui de la 
onvergen
edes ve
teurs propres. Il s'agit là d'un phénomène général d'approximation spe
traled'opérateurs auto-adjoints qu'on retrouvera aussi dans les algorithmes numériques dela Se
tion 13.2 (voir la Proposition 13.2.1).La 
onvergen
e des ve
teurs propres ne peut s'obtenir que si la valeur propre
orrespondante est simple. En e�et, si la valeur propre λi est multiple, la suite desve
teurs propres appro
hés ui,h peut ne pas 
onverger et admettre plusieurs pointsd'a

umulation qui sont di�érentes 
ombinaisons linéaires des ve
teurs propres dusous-espa
e propre asso
ié à λi. •
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Chapitre 8PROBLÈMES D'ÉVOLUTION8.1 Motivation et exemples8.1.1 Introdu
tionCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'analyse mathématique et numérique des problèmesd'évolution en temps (dans les 
hapitres pré
édents nous avions étudié des problèmesstationnaires sans variable de temps). Nous allons plus parti
ulièrement analyser deuxtypes di�érents d'équations aux dérivées partielles : 
elles de type parabolique, et 
ellesde type hyperbolique. L'exemple typique d'équation parabolique est l'équation de la
haleur que nous étudierons en détail (mais notre analyse s'étend à des modèles plus
ompliqués 
omme les équations de Stokes instationnaires). Le prototype d'équationhyperbolique est l'équation des ondes sur laquelle nous nous 
on
entrerons (mais en-
ore une fois notre analyse s'étend à des modèles plus 
ompliqués 
omme les équationsde l'élastodynamique ou 
elles de l'éle
tromagnétisme). Plus généralement, l'appro
hedéveloppée i
i s'étend à beau
oup d'autres problèmes d'évolution en temps, pas né
es-sairement de type parabolique ou hyperbolique, 
omme, par exemple, l'équation deS
hrödinger de la mé
anique quantique.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Le reste de 
ette se
tion est 
onsa
ré àquelques questions liées à la modélisation. Dans les Se
tions 8.2 et 8.3 nous démon-trons l'existen
e et l'uni
ité de la solution de l'équation de la 
haleur ou des ondes enutilisant à nouveau le 
on
ept de formulation variationnelle. Comme nous l'avionslaissé entendre dans la Sous-se
tion 7.1.2, nous utilisons pour 
ela des bases hilber-tiennes de fon
tions propres 
onstruites au Chapitre 7. Nous insistons aussi surla notion d'estimations d'énergie qui exprime un bilan d'énergie physique et quijusti�e en partie les espa
es utilisés par la théorie. Dans les Se
tions 8.4 et 8.5 nousétudierons 
ertaines propriétés qualitatives des solutions. Indiquons tout de suiteque, si les résultats d'existen
e et d'uni
ité sont très semblables pour les équationsde la 
haleur et des ondes, leurs propriétés qualitatives sont par 
ontre trèsdi�érentes. Nous verrons aussi que, si 
ertaines de 
es propriétés qualitatives sont235
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onformes à l'intuition physique (
omme le prin
ipe du maximum pour la 
haleur, etla 
onservation de l'énergie pour les ondes), d'autres sont plus surprenantes, et à 
etitre parti
ulièrement intéressantes (
omme la vitesse de propagation �in�nie� de la
haleur, et la réversibilité en temps des ondes). Tous 
es résultats seront démontréspour une équation posée dans un domaine borné. Néanmoins, nous dirons un mot dela situation lorsque l'équation est posée dans l'espa
e tout entier RN ; dans 
e 
as onpeut obtenir une formule expli
ite de la solution en utilisant une fon
tion de Green.Les Se
tions 8.6 et 8.7 sont 
onsa
rées à la résolution numérique des équa-tions de la 
haleur et des ondes. Nous avons déjà exploré largement la méthode desdi�éren
es �nies pour 
es problèmes (voir les Chapitres 1 et 2). Aussi nous nous
on
entrerons sur l'utilisation de la méthode des éléments �nis dans 
e 
ontexte.Plus pré
isément, 
onformément à l'usage, nous utiliserons des éléments �nis pour ladis
rétisation spatiale, mais des di�éren
es �nies pour la dis
rétisation temporelle.8.1.2 Modélisation et exemples d'équations paraboliquesPrésentons rapidement les prin
ipaux problèmes paraboliques que nous étudieronsdans 
e 
hapitre, en disant quelques mots de leur origine physique ou mé
anique.L'ar
hétype de 
es modèles est l'équation de la 
haleur dont l'origine physique adéjà été dis
utée au Chapitre 1. Soit Ω un ouvert borné de RN de frontière ∂Ω. Pourdes 
onditions aux limites de Diri
hlet 
e modèle s'é
rit






∂u
∂t −∆u = f dans Ω× R+

∗
u = 0 sur ∂Ω× R+

∗
u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ Ω.

(8.1)Le problème aux limites (8.1) modélise l'évolution de la température u(x, t) dansun 
orps thermiquement 
ondu
teur qui o

upe le domaine Ω. La distribution detempérature initiale, à t = 0, est donnée par la fon
tion u0. Sur le bord ∂Ω du 
orps
onsidéré, la température est maintenue à une valeur 
onstante, utilisée 
omme valeurde référen
e (
'est la 
ondition de Diri
hlet homogène u(x, t) = 0 sur ∂Ω× R+). Lessour
es de 
haleur sont modélisées par la fon
tion donnée f = f(x, t). Notons que lesvariables x ∈ Ω et t ∈ R+ jouent des r�les très di�érents dans (8.1) puisqu'il s'agitd'une équation aux dérivées partielles du premier ordre en t et du deuxième ordre en
x (le Lapla
ien ne porte que sur la variable spatiale).Indiquons qu'il existe d'autres origines physiques du système (8.1). Par exemple,(8.1) modélise aussi la di�usion d'une 
on
entration u dans le domaine Ω, ou bienl'évolution du 
hamp de pression u d'un �uide s'é
oulant dans un milieu poreux(système de Dar
y), ou en
ore la loi d'un mouvement brownien dans le domaine Ω.On peut, bien sûr, asso
ier d'autres 
onditions aux limites à l'équation de la 
haleur(par exemple, une 
ondition de Neumann homogène si la paroi du 
orps Ω est adia-batique).Une première généralisation évidente de l'équation de la 
haleur s'obtient lorsquel'on rempla
e le Lapla
ien par un opérateur elliptique du deuxième ordre plus général(voir la Sous-se
tion 5.2.3). Cette généralisation se ren
ontre, par exemple, si on étudie
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haleur dans un matériau non homogène ou en présen
e d'une�et 
onve
tif. Une deuxième généralisation (moins évidente) 
on
erne le système deséquations de Stokes instationnaires que nous avons rapidement évoqué au 
hapitrepré
édent. En notant u la vitesse et p la pression d'un �uide visqueux soumis à desfor
es f , 
e système s'é
rit














∂u
∂t +∇p− µ∆u = f dans Ω× R+

∗
divu = 0 dans Ω× R+

∗
u = 0 sur ∂Ω× R+

∗
u(x, t = 0) = u0(x) dans Ω (8.2)où µ > 0 est la vis
osité du �uide. Rappelons que la 
ondition aux limites de Diri
hlethomogène modélise l'adhéren
e du �uide à la paroi de Ω (voir le Chapitre 1), et quele système de Stokes n'est valable que pour des vitesses faibles (voir la Remarque5.3.7). La plupart des résultats que nous verrons dans 
e 
hapitre se généralise à detels modèles.8.1.3 Modélisation et exemples d'équations hyperboliquesPrésentons rapidement les deux prin
ipaux modèles hyperboliques que nousétudierons dans 
e 
hapitre. Le premier modèle est l'équation des ondes dont l'o-rigine physique a déjà été dis
utée au Chapitre 1. Soit Ω un ouvert borné de RN defrontière ∂Ω. Pour des 
onditions aux limites de Diri
hlet 
e modèle s'é
rit















∂2u
∂t2 −∆u = f dans Ω× R+

∗
u = 0 sur ∂Ω× R+

∗
u(t = 0) = u0(x) dans Ω
∂u
∂t (t = 0) = u1(x) dans Ω. (8.3)Le problème aux limites (8.3) modélise, par exemple, la propagation au 
ours dutemps du dépla
ement verti
al d'une membrane élastique, ou bien de l'amplituded'un 
hamp éle
trique de dire
tion 
onstante. L'in
onnue u(t, x) est i
i une fon
tions
alaire.Le deuxième modèle est l'élastodynamique qui est la version d'évolution entemps des équations de l'élasti
ité linéarisée (voir les Chapitres 1 et 5). Par appli
ationdu prin
ipe fondamental de la dynamique, l'a

élération étant la dérivée se
onde entemps du dépla
ement, on obtient un problème d'évolution d'ordre deux en temps
omme (8.3). Néanmoins, une di�éren
e importante ave
 (8.3) est que l'in
onnue

u(t, x) est désormais une fon
tion à valeurs ve
torielles dans RN . Plus pré
isément, sion note f(t, x) la résultante (ve
torielle) des for
es extérieures, le dépla
ement u(t, x)est solution de














ρ∂2u
∂t2 − div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = f dans Ω× R+

∗
u = 0 sur ∂Ω× R+

∗
u(t = 0) = u0(x) dans Ω
∂u
∂t (t = 0) = u1(x) dans Ω, (8.4)
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238 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONoù u0 est le dépla
ement initial, u1 la vitesse initiale, et e(u) = (∇u + (∇u)t)/2 letenseur des déformations. Supposant homogène isotrope le matériau qui o

upe Ω, sadensité est 
onstante ρ > 0, de même que ses modules de Lamé qui véri�ent µ > 0 et
2µ+Nλ > 0.Remarque 8.1.1 On peut ajouter aux équations (8.3) et (8.4) un terme du premierordre en temps, 
e qui donne

∂2u

∂t2
+ η

∂u

∂t
−∆u = f dans Ω× R+

∗ .Lorsque le 
oe�
ient η est positif, 
e terme du premier ordre 
orrespond à une for
ede freinage proportionnelle à la vitesse. On dit aussi qu'il s'agit d'un terme d'amor-tissement. On parle alors d'équation des ondes amorties. •Remarque 8.1.2 Il existe d'autres modèles physiques donnant lieu à des équationsaux dérivées partielles hyperboliques. Cependant, tout modèle hyperbolique n'est pasné
essairement un problème d'évolution d'ordre deux. C'est le 
as notamment deséquations d'Euler linéarisées en a
oustique, ou des équations de Maxwell en éle
tro-magnétisme, qui sont des systèmes d'équations hyperboliques d'ordre un seulementen temps. Les idées 
ontenues dans 
e 
hapitre s'étendent à 
es problèmes, mais ladi�éren
e d'ordre en temps en 
hange la présentation. •8.2 Existen
e et uni
ité dans le 
as paraboliqueNous allons suivre une démar
he similaire dans l'esprit à 
elle qui nous a guidée auChapitre 5 pour établir l'existen
e et l'uni
ité de la solution d'un problème elliptique.Cette démar
he se dé
ompose en trois étapes : premièrement, établir une formulationvariationnelle (Sous-se
tion 8.2.1), deuxièmement, démontrer l'existen
e et l'uni
itéde la solution de 
ette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertiennede fon
tions propres (Sous-se
tion 8.2.2), troisièmement, montrer que 
ette solutionvéri�e bien le problème aux limites étudié (Sous-se
tion 8.2.3).8.2.1 Formulation variationnelleL'idée est d'é
rire une formulation variationnelle qui ressemble à une équationdi�érentielle ordinaire du premier ordre, similaire à (7.3). Pour 
ela nous multi-plions l'équation de la 
haleur (8.1) par une fon
tion test v(x) qui ne dépend pas dutemps t. A 
ause de la 
ondition aux limites nous allons demander à 
e que v s'annulesur le bord de l'ouvert Ω, 
e qui va nous permettre d'e�e
tuer une intégration parpartie simple (sans terme de bord). Pour l'instant 
e 
al
ul est prin
ipalement formel.Nous obtenons don

∫

Ω

∂u

∂t
(x, t)v(x) dx +

∫

Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x) dx. (8.5)
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8.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS PARABOLIQUE 239Comme ni Ω ni v(x) ne varient ave
 le temps t, on peut réé
rire 
ette équation sousla forme
d

dt

∫

Ω

u(x, t)v(x) dx +

∫

Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x) dx.Exploitant le fait que les variables x et t jouent des r�les très di�érents, nous séparons
es variables en 
onsidérant désormais la solution u(t, x) 
omme une fon
tion du temps
t à valeurs dans un espa
e de fon
tions dé�nies sur Ω (même 
hose pour f(t, x)).Plus pré
isément, si l'on se donne un temps �nal T > 0 (éventuellement égal à +∞),on 
onsidère que u est dé�nie par

u : ]0, T [ → H1
0 (Ω)

t → u(t),et nous 
ontinuerons à noter u(x, t) la valeur u(t) (x). Le 
hoix de l'espa
e H1
0 (Ω)est évidemment di
té par la nature du problème et peut varier d'un modèle à unautre. En général il s'agit de l'espa
e qui 
onvient pour la formulation variationnelledu problème stationnaire asso
ié. De même, le terme sour
e f est désormais 
onsidéré
omme une fon
tion de t à valeurs dans L2(Ω).On introduit alors le produit s
alaire de L2(Ω) et la forme bilinéaire a(w, v) dé�nispar

〈w, v〉L2(Ω) =

∫

Ω

w(x)v(x) dx et a(w, v) =

∫

Ω

∇w(x) · ∇v(x) dx.En 
hoisissant la fon
tion test dans l'espa
e H1
0 (Ω), on peut alors mettre (8.5) sousla forme d'une sorte d'équation di�érentielle ordinaire en t. On obtient ainsila formulation variationnelle suivante : trouver u(t) fon
tion de ]0, T [ à valeurs dans

H1
0 (Ω) telle que






d

dt
〈u(t), v〉L2(Ω) + a (u(t), v) = 〈f(t), v〉L2(Ω) ∀ v ∈ H1

0 (Ω), 0 < t < T,

u(t = 0) = u0.

(8.6)Il reste plusieurs points à pré
iser dans la formulation variationnelle (8.6) pour luidonner un sens mathématique pré
is : quelle est la régularité en temps de f et de u,et quel sens donner à la dérivée en temps ? En parti
ulier, il faudra absolument que
u(t) soit 
ontinue en t = 0 pour donner un sens 
orre
t à la donnée initiale u0.Pour 
ela nous avons besoin d'introduire une famille d'espa
es fon
tionnels defon
tions de t à valeurs dans des espa
es de fon
tions de x.Dé�nition 8.2.1 Soit X un espa
e de Hilbert, ou plus généralement, un espa
e deBana
h dé�ni sur Ω (typiquement, X = L2(Ω), H1

0 (Ω), ou C(Ω)). Soit un temps �nal
0 < T ≤ +∞. Pour un entier k ≥ 0, on note Ck([0, T ];X) l'espa
e des fon
tions kfois 
ontinûment dérivables de [0, T ] dans X. Si on note ‖v‖X la norme dans X, il
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lassique (voir [31℄) que Ck([0, T ];X) est un espa
e de Bana
h pour la norme
‖v‖Ck([0,T ];X) =

k
∑

m=0

(

sup
0≤t≤T

∥

∥

∥

∥

dmv

dtm
(t)

∥

∥

∥

∥

X

)

.On note L2(]0, T [;X) l'espa
e des fon
tions de ]0, T [ dans X telles que la fon
tion
t→ ‖v(t)‖X soit mesurable et de 
arré intégrable, 
'est-à-dire que

‖v‖L2(]0,T [;X) =

√

∫ T

0

‖v(t)‖2Xdt < +∞.Muni de 
ette norme L2(]0, T [;X) est aussi un espa
e de Bana
h. De plus, si X est unespa
e de Hilbert, alors L2(]0, T [;X) est un espa
e de Hilbert pour le produit s
alaire
〈u, v〉L2(]0,T [;X) =

∫ T

0

〈u(t), v(t)〉Xdt.Remarque 8.2.2 SiX est l'espa
e L2(Ω), alors L2(]0, T [;L2(Ω)) s'identi�e à l'espa
e
L2(]0, T [×Ω) puisque, par le théorème de Fubini, on a
‖v‖2L2(]0,T [;L2(Ω)) =

∫ T

0

(∫

Ω

|v(t)|2(x) dx
)

dt =

∫ T

0

∫

Ω

|v(x, t)|2dx dt = ‖v‖2L2(]0,T [×Ω).Pour 1 ≤ p < +∞, on peut généraliser la Dé�nition 8.2.1 en introduisant l'espa
e deBana
h Lp(]0, T [;X) des fon
tions de ]0, T [ dans X telles que la fon
tion t→ ‖v(t)‖Xsoit mesurable et de puissan
e p-ème intégrable. •Dans la suite on prendra le terme sour
e f dans l'espa
e L2(]0, T [;L2(Ω)), et on
her
hera la solution u dans l'espa
e d'énergie L2(]0, T [;H1
0 (Ω))∩C([0, T ];L2(Ω)).Ce 
hoix peut paraître arbitraire, mais il sera justi�é, non seulement par la démon-stration de l'existen
e d'une solution pour la formulation variationnelle (8.6), maisaussi par son lien ave
 des estimations d'énergie (voir l'Exer
i
e 8.2.1). Notonsdéjà que, les fon
tions de 
et espa
e étant 
ontinues en temps à valeurs dans L2(Ω),la 
ondition initiale a bien un sens.Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.6) doit êtreprise au sens faible puisqu'a priori la fon
tion t → 〈u(t), v〉L2(Ω) n'appartient qu'à

L2(0, T ) (voir le Lemme 4.4.12 pour une dé�nition pré
ise de 
ette notion de dérivée).Fort heureusement, s'il existe une solution de (8.6), alors l'égalité dans (8.6) nous ditque 
ette dérivée en temps est tout 
e qu'il y a de plus 
lassique puisqu'elle appartientà L2(]0, T [).8.2.2 Un résultat généralPour démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de la formulation variation-nelle (8.6), nous revenons au 
adre général introduit dans la Se
tion 7.3. Nous allons
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ien et nous ramener à la résolutiond'une famille de simples équations di�érentielles ordinaires du premier ordre. On in-troduit don
 deux espa
es de Hilbert V et H tels que V ⊂ H ave
 inje
tion dense et
ompa
te (voir (7.11) et l'expli
ation qui s'en suit). Typiquement on aura V = H1
0 (Ω)et H = L2(Ω).Théorème 8.2.3 Soient V et H deux espa
es de Hilbert tels que V ⊂ H ave
 in-je
tion 
ompa
te et V est dense dans H. Soit a(u, v) une forme bilinéaire symétrique
ontinue et 
oer
ive dans V . Soit un temps �nal T > 0, une donnée initiale u0 ∈ H,et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;H). Alors le problème











d

dt
〈u(t), v〉H + a (u(t), v) = 〈f(t), v〉H ∀ v ∈ V, 0 < t < T,

u(t = 0) = u0,

(8.7)(où l'équation de (8.7) a lieu au sens faible dans ]0, T [) a une unique solution u ∈
L2(]0, T [;V )∩C([0, T ];H). De plus, il existe une 
onstante C > 0 (qui ne dépend quede Ω) telle que

‖u‖L2(]0,T [;V ) + ‖u‖C([0,T ];H) ≤ C
(

‖u0‖H + ‖f‖L2(]0,T [;H)

)

. (8.8)Remarque 8.2.4 L'estimation d'énergie (8.8) prouve que la solution de (8.7)dépend 
ontinûment des données, et don
 que le problème parabolique (8.7) est bienposé au sens de Hadamard. •Remarque 8.2.5 Dans le Théorème 8.2.3 on peut a�aiblir l'hypothèse de 
oer
ivitéde la forme bilinéaire symétrique a(u, v) (
omme on l'a déjà proposé dans l'Exer
i
e7.3.1). On obtient les mêmes 
on
lusions en supposant seulement qu'il existe deux
onstantes positives ν > 0 et η > 0 telles que
a(v, v) + η‖v‖2H ≥ ν‖v‖2V pour tout v ∈ V.En e�et, si l'on e�e
tue le 
hangement de fon
tion in
onnue u(t) = eηtw(t), on voitque (8.7) est équivalent à







d

dt
〈w(t), v〉H + a (w(t), v) + η〈w(t), v〉H = 〈f(t), v〉H ∀ v ∈ V, 0 < t < T,

w(t = 0) = u0,où la forme bilinéaire a(w, v) + η〈w, v〉H est bien 
oer
ive sur V . Cette hypothèsea�aiblie est utile, par exemple, dans la résolution de l'Exer
i
e 8.2.4. •Démonstration. La démonstration est divisée en deux étapes. Dans une premièreétape, en supposant l'existen
e d'une solution u, nous obtenons une formule expli
itepour u sous la forme d'une série obtenue par dé
omposition spe
trale des espa
es H
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ulier, 
ette formule prouve l'uni
ité de la solution. Dans une deuxièmeétape, nous démontrons que 
ette série 
onverge dans les espa
es L2(]0, T [;V ) et
C([0, T ];H), et que la somme est bien une solution de (8.7).Étape 1. Supposons que u ∈ L2(]0, T [;V ) ∩ C([0, T ];H) est solution de (8.7). Leshypothèses permettent d'appliquer le Théorème 7.3.2 sur la résolution du problèmeaux valeurs propres asso
ié à la forme bilinéaire symétrique a(u, v). Par 
onséquent,il existe une base hilbertienne (uk)k≥1 de H 
omposée de ve
teurs propres de (7.12)

uk ∈ V, et a(uk, v) = λk〈uk, v〉H ∀ v ∈ V.On dé�nit
αk(t) = 〈u(t), uk〉H , α0

k = 〈u0, uk〉H , βk(t) = 〈f(t), uk〉H .Puisque u ∈ L2(]0, T [;V )∩C([0, T ];H) et f ∈ L2(]0, T [;H), on en déduit que αk(t) ∈
C([0, T ]) et βk(t) ∈ L2(]0, T [). Comme (uk)k≥1 est une base hilbertienne de H , on a

u(t) =

+∞
∑

k=1

αk(t)uk,et 
hoisissant v = uk dans (8.7) on obtient






dαk

dt
+ λkαk = βk dans ]0, T [

αk(t = 0) = α0
k.

(8.9)On véri�e immédiatement que l'unique solution de (8.9) est
αk(t) = α0

ke
−λkt +

∫ t

0

βk(s)e
−λk(t−s)ds pour t > 0,
e qui donne une formule expli
ite pour la solution u (qui est don
 unique).Étape 2. Nous allons démontrer que la série

+∞
∑

j=1

(

α0
je

−λjt +

∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds

)

uj (8.10)
onverge dans L2(]0, T [;V )∩C([0, T ];H) et que sa somme, notée u(t) est solution de(8.7). Considérons la somme partielle à l'ordre k de 
ette série
wk(t) =

k
∑

j=1

(

α0
je

−λjt +

∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds

)

uj. (8.11)Clairement wk appartient à C([0, T ];H) puisque 
haque αj(t) est 
ontinu. Montronsque la suite wk est de Cau
hy dans C([0, T ];H). Pour l > k, en utilisant le 
ara
tère
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tions propres uj , on a
‖wl(t)− wk(t)‖H ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
∑

j=k+1

α0
je

−λjtuj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

H

+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
∑

j=k+1

∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds uj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

H

≤





l
∑

j=k+1

|α0
j |2e−2λjt





1/2

+





l
∑

j=k+1

(∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds

)2




1/2

≤





l
∑

j=k+1

|α0
j |2




1/2

+





l
∑

j=k+1

1

2λj

∫ T

0

|βj(s)|2ds





1/2

≤





l
∑

j=k+1

|α0
j |2




1/2

+
1√
2λ1





l
∑

j=k+1

∫ T

0

|βj(s)|2ds





1/2

,puisque la suite des valeurs propres (λj) est 
roissante et stri
tement positive. Comme
u0 ∈ H et f ∈ L2(]0, T [;H) on a

‖u0‖2H =

+∞
∑

j=1

|α0
j |2 < +∞, ‖f‖2L2(]0,T [;H) =

+∞
∑

j=1

∫ T

0

|βj(s)|2ds < +∞,
e qui entraîne que la suite wk(t) est de Cau
hy dans H . Plus pré
isément, on endéduit que la suite wk véri�e
lim

k,l→+∞

(

sup
0≤t≤T

‖wl − wk‖H
)

= 0,
'est-à-dire qu'elle est de Cau
hy dans C([0, T ];H).Montrons que la suite wk est aussi de Cau
hy dans L2(]0, T [;V ). On munit V duproduit s
alaire a(u, v) (équivalent au produit s
alaire usuel à 
ause de la 
oer
ivitéde a). Pour l > k on a
‖wl(t)− wk(t)‖2V = a(wl(t)− wk(t), wl(t)− wk(t)) =

l
∑

j=k+1

λj |αj(t)|2

≤ 2

l
∑

j=k+1

λj |α0
j |2e−2λjt + 2

l
∑

j=k+1

λj

(∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds

)2

.Or, par appli
ation de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on a
(∫ t

0

βj(s)e
−λj(t−s)ds

)2

≤
(∫ t

0

|βj(s)|2e−λj(t−s)ds

)(∫ t

0

e−λj(t−s)ds

)

≤ 1

λj

(∫ t

0

|βj(s)|2e−λj(t−s)ds

)

.
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244 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONPar ailleurs, en vertu du théorème de Fubini
∫ T

0

(
∫ t

0

|βj(s)|2e−λj(t−s)ds

)

dt =

∫ T

0

|βj(s)|2
(

∫ T

s

e−λj(t−s)dt

)

ds

≤ 1

λj

∫ T

0

|βj(s)|2ds.Par 
onséquent, on en déduit que
∫ T

0

‖wl(t)− wk(t)‖2V dt ≤
l
∑

j=k+1

|α0
j |2 +

l
∑

j=k+1

2

λj

∫ T

0

|βj(s)|2ds,
e qui implique que la suite wk véri�e
lim

k,l→+∞

∫ T

0

‖wl(t)− wk(t)‖2V dt = 0,
'est-à-dire qu'elle est de Cau
hy dans L2(]0, T [;V ).Comme les deux espa
es C([0, T ];H) et L2(]0, T [;V ) sont 
omplets, la suite deCau
hy wk 
onverge et on peut dé�nir sa limite u
lim

k→+∞
wk = u dans C([0, T ];H) ∩ L2(]0, T [;V ).En parti
ulier, 
omme wk(0) 
onverge vers u0 dans H , on en déduit la 
onditioninitiale voulue, u(0) = u0 (qui est une égalité entre fon
tions deH). D'autre part, il est
lair que u(t), en tant que somme de la série (8.10) véri�e la formulation variationnelle(8.7) pour 
haque fon
tion test v = uk. Comme (uk/

√
λk) est une base hilbertiennede V , u(t) véri�e don
 la formulation variationnelle (8.7) pour tout v ∈ V , 
'est-à-direque u(t) est bien la solution re
her
hée de (8.7).Pour obtenir l'estimation d'énergie (8.8), il su�t de remarquer que l'on a prouvéles majorations

‖wl(t)− wk(t)‖H ≤ ‖u0‖H +
1√
2λ1
‖f‖L2(]0,T [;H)et

∫ T

0

‖wl(t)− wk(t)‖2V dt ≤ ‖u0‖2H +
2

λ1
‖f‖2L2(]0,T [;H).En prenant k = 0 et en faisant tendre l vers l'in�ni, on obtient immédiatementl'estimation désirée. �Remarque 8.2.6 (déli
ate) Pour le le
teur épris de rigueur mathématique, nous revenonssur le sens de la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.7). Au vu des espa
esdans lequel nous 
her
hons la solution u(t), la fon
tion t → 〈u(t), v〉H n'est pas dérivable
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lassique : elle appartient seulement à L2(0, T ) et à C[0, T ]). On peut néanmoinsdé�nir sa dérivée au sens faible du Lemme 4.4.12 (ou au sens des distributions). Plus pré
isé-ment, d
dt
〈u(t), v〉H est dé�ni 
omme un élément de H−1(0, T ) (
'est-à-dire une forme linéaire
ontinue sur H1

0 (0, T )) par la formule
〈

d

dt
〈u(t), v〉H , φ(t)

〉

H−1,H1
0 (0,T )

= −
∫ T

0

〈u(t), v〉H dφ

dt
(t) dt ∀φ ∈ H1

0 (0, T ).Par 
onséquent, dire que l'équation de (8.7) a lieu au sens faible dans ]0, T [ est équivalent àdire que
−
∫ T

0

〈u(t), v〉H dφ

dt
(t) dt+

∫ T

0

a(u(t), v)φ(t) dt =

∫ T

0

〈f(t), v〉Hφ(t) dtpour tout v ∈ V et tout φ ∈ C∞
c (]0, T [) puisque C∞

c (]0, T [) est dense dans H1
0 (0, T ). Pour
on
lure, rassurons le le
teur : si u est une solution de (8.7), alors, par l'égalité même qu'est(8.7), la dérivée d

dt
〈u(t), v〉H appartient à L2(0, T ) et on peut don
 dire que (8.7) a lieupresque partout dans ]0, T [. •8.2.3 Appli
ationsNous appliquons maintenant le résultat abstrait du Théorème 8.2.3 à l'équationde la 
haleur, et nous prouvons que 
ette appro
he variationnelle a bien permis derésoudre l'équation aux dérivées partielles d'origine.Théorème 8.2.7 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit un temps �nal T > 0,une donnée initiale u0 ∈ L2(Ω), et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). Alorsl'équation de la 
haleur











∂u

∂t
−∆u = f p.p. dans Ω×]0, T [

u = 0 p.p. sur ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) p.p. dans Ω.

(8.12)admet une unique solution u ∈ L2(]0, T [;H1
0 (Ω)) ∩C([0, T ];L2(Ω)). De plus, il existeune 
onstante C > 0 (qui ne dépend que de Ω) telle que, pour tout t ∈ [0, T ],

∫

Ω

u(x, t)2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2dxds ≤ C
(∫

Ω

u0(x)
2dx+

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)2dxds

)

.(8.13)Démonstration. Nous appliquons le Théorème 8.2.3 à la formulation variationnelle(8.6) de l'équation de la 
haleur (8.12) : ses hypothèses sont fa
ilement véri�ées ave

H = L2(Ω) et V = H1

0 (Ω) (en parti
ulier, 
omme Ω est borné le Théorème 4.3.21de Relli
h a�rme que l'inje
tion de H dans V est 
ompa
te). Il reste à montrerque l'unique solution u ∈ L2(]0, T [;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) de 
ette formulationvariationnelle est bien une solution de (8.12). Tout d'abord, la 
ondition aux limites
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hlet se retrouve par appli
ation du Théorème 4.3.13 de tra
e à u(t) ∈ H1
0 (Ω)pour presque tout t ∈]0, T [, et la 
ondition initiale est justi�ée par la 
ontinuité de

u(t) en t = 0 (
omme fon
tion à valeurs dans L2(Ω)).Si la solution u est su�samment régulière (par exemple, si ∂u
∂t et ∆u appartien-nent à L2(]0, T [×Ω), 
e qui est vrai d'après la Proposition 8.4.6), par intégration parparties, la formulation variationnelle (8.6) est équivalente à

∫

Ω

(

∂u

∂t
−∆u− f

)

v dx = 0, (8.14)pour toute fon
tion v(x) ∈ H1
0 (Ω) et presque tout temps t ∈]0, T [. Par 
onséquent,on déduit de (8.14) que

∂u

∂t
−∆u− f = 0 p.p. dans ]0, T [×Ω.Si la solution u n'est pas plus régulière que u ∈ L2(]0, T [;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), onobtient tout de même 
ette égalité mais la justi�
ation en est légèrement plus déli
ate.Conformément à la Remarque 8.2.6 le sens pré
is de (8.6) est
−
∫ T

0

∫

Ω

uv
dφ

dt
dx dt+

∫ T

0

∫

Ω

∇u · ∇vφ dx dt =

∫ T

0

∫

Ω

fvφ dx dt (8.15)pour toute fon
tion v(x) ∈ C1
c (Ω) et φ(t) ∈ C1

c (]0, T [). Un résultat 
lassique d'analyse nousdit que l'ensemble des 
ombinaisons linéaires de produit de telles fon
tions v(x)φ(t) est densedans C1
c (]0, T [×Ω). On note σ = (u,−∇u) la fon
tion à valeurs ve
torielles dans RN+1 dontla divergen
e en �espa
e-temps� est ∂u

∂t
−∆u. L'identité (8.15) nous dit que 
ette divergen
ea bien un sens faible (voir la Dé�nition 4.2.6) et est égale à la fon
tion f qui appartientà L2(]0, T [;L2(Ω)), d'où l'égalité presque partout dans ]0, T [×Ω. Il faut 
ependant faireattention que nous avons montré que la di�éren
e ∂u

∂t
− ∆u appartient à L2(]0, T [;L2(Ω)),mais pas 
haque terme individuellement. �Remarque 8.2.8 L'estimation d'énergie (8.13) indique que la norme de la solu-tion dans l'espa
e d'énergie est 
ontr�lée par la norme des données. Il est à noter que
ette norme ne 
orrespond pas toujours à la �vraie� énergie physique (dans le 
as dela 
haleur l'énergie thermique est proportionnelle à ∫Ω u(t, x) dx). L'inégalité (8.13)a été obtenue 
omme 
onséquen
e de (8.8), 
e qui 
amou�e son origine et son inter-prétation physique. Les exer
i
es suivants permettent d'obtenir dire
tement (8.13) àpartir de l'équation de la 
haleur (8.12) en utilisant une égalité d'énergie qui ne faitqu'exprimer un bilan physique. En parti
ulier, 
es estimations ou égalités d'énergiejusti�ent le 
hoix de l'espa
e L2(]0, T [;H1

0(Ω)) ∩C([0, T ];L2(Ω)) pour y 
her
her dessolutions 
ar 
'est pré
isément l'espa
e d'énergie 
'est-à-dire l'espa
e de régularitéminimum dans lequel les égalités d'énergie ont un sens. •Exer
i
e 8.2.1 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.2.7 sont véri�ées.
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8.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS PARABOLIQUE 2471. En supposant que la solution u de (8.12) est assez régulière dans ]0, T [×Ω, montrerque, pour tout t ∈ [0, T ], on a l'égalité d'énergie suivante
1

2

∫

Ω

u(x, t)2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2dx ds =
1

2

∫

Ω

u0(x)
2dx

+

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)u(x, s) dx ds.

(8.16)2. Démontrer la propriété suivante, appelée �lemme de Gronwall� : si z est une fon
tion
ontinue de [0, T ] dans R+ telle que
z(t) ≤ a+ b

∫ t

0

z(s) ds ∀ t ∈ [0, T ],où a, b sont deux 
onstantes positives ou nulles, alors
z(t) ≤ aebt ∀ t ∈ [0, T ].3. En appliquant le lemme de Gronwall ave
 z(t) = 1

2

∫

Ω
u(x, t)2dx, déduire de (8.16)que, pour tout t ∈ [0, T ],

1

2

∫

Ω

u(x, t)2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2dx ds ≤ et

2

(∫

Ω

u0(x)
2dx

+

∫ T

0

∫

Ω

f(x, s)2dx ds

)

.

(8.17)Exer
i
e 8.2.2 Au vu de (8.13), où la 
onstante C est indépendante de T , on voit quele terme et n'est 
ertainement pas optimal dans la majoration (8.17). Cette estimationpeut être améliorée en raisonnant de la façon suivante, ave
 une variante du lemme deGronwall.1. Soit a ∈ R+ et g ∈ L2(]0, T [) tel que g ≥ 0. Montrer que, si z(t) est 
ontinue de
[0, T ] dans R+ et véri�e

z(t) ≤ a+ 2

∫ t

0

g(s)
√

z(s)ds ∀ t ∈ [0, T ],alors z(t) ≤
(√

a+

∫ t

0

g(s)ds

)2

∀ t ∈ [0, T ].2. Déduire de (8.16) que, pour tout t ∈ [0, T ],
∫

Ω

u(x, t)2dx+ 2

∫ t

0

∫

Ω

|∇u(x, s)|2dx ds ≤
(

(∫

Ω

u0(x)
2dx

)1/2

+

∫ t

0

ds

(∫

Ω

f(x, s)2dx

)1/2
)2

.

(8.18)
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248 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONL'égalité d'énergie (8.16) n'est pas la seule possible pour l'équation de la 
haleur
omme le montre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 8.2.3 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.2.7 sont véri�ées, que
u0 ∈ H1

0 (Ω), et que la solution u de (8.12) est assez régulière dans ]0, T [×Ω. Montrerque, pour tout t ∈ [0, T ], on a l'égalité d'énergie suivante
1

2

∫

Ω

|∇u(x, t)|2dx+

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, s)

∣

∣

∣

∣

2

dxds =
1

2

∫

Ω

|∇u0(x)|2dx

+

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)
∂u

∂t
(x, s)dxds.

(8.19)Bien sûr, le Théorème d'existen
e 8.2.7 se généralise fa
ilement au 
as d'autres
onditions aux limites ou d'un opérateur elliptique général 
omme le montre les ex-er
i
es suivant.Exer
i
e 8.2.4 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit un temps �nal T > 0,une donnée initiale u0 ∈ L2(Ω), et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). À l'aide dela Remarque 8.2.5 montrer que l'équation de la 
haleur ave
 
ondition aux limites deNeumann










∂u
∂t −∆u = f dans Ω×]0, T [
∂u
∂n = 0 sur ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) dans Ω (8.20)admet une unique solution u ∈ L2(]0, T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).Exer
i
e 8.2.5 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit A(x) une fon
tion de Ω dansl'ensemble des matri
es symétriques réelles telles qu'il existe deux 
onstantes β ≥ α > 0véri�ant

β|ξ|2 ≥ A(x)ξ · ξ ≥ α|ξ|2 ∀ ξ ∈ RN , p.p. x ∈ Ω.Soit un temps �nal T > 0, une donnée initiale u0 ∈ L2(Ω), et un terme sour
e f ∈
L2(]0, T [;L2(Ω)). Montrer que le problème aux limites







∂u
∂t − div (A(x)∇u) = f dans Ω×]0, T [
u = 0 sur ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,admet une unique solution u ∈ L2(]0, T [;H1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).On peut étendre le Théorème 8.2.7 aux équations de Stokes instationnaires.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

8.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS PARABOLIQUE 249Théorème 8.2.9 Soit Ω un ouvert borné régulier 
onnexe de RN . Soit un temps �nal
T > 0, une donnée initiale u0 ∈ L2(Ω)N telle que divu0 = 0 dans Ω, et un termesour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω))N . Alors les équations de Stokes instationnaires















∂u
∂t +∇p− µ∆u = f dans Ω×]0, T [
divu = 0 dans Ω×]0, T [
u = 0 sur ∂Ω×]0, T [
u(x, t = 0) = u0(x) dans Ω

(8.21)admettent une unique solution u ∈ L2(]0, T [;H1
0 (Ω))

N ∩ C([0, T ];L2(Ω))N .Démonstration. Pour obtenir une formulation variationnelle de (8.21) nous 
ombinons lesarguments de la Sous-se
tion 8.2.1 et de la démonstration du Théorème 5.3.8. On introduitles espa
es de Hilbert
V =

{

v ∈ H1
0 (Ω)

N tel que divv = 0 p.p. dans Ω} ,et
H =

{

v ∈ L2(Ω)N tel que divv = 0 p.p. dans Ω} ,où H est un sous-espa
e fermé de H(div) qu'on peut aussi dé�nir 
omme l'adhéren
e de
V dans L2(Ω)N (voir la Sous-se
tion 4.4.2). Nous obtenons la formulation variationnellesuivante







d

dt

∫

Ω

u(t) · v dx+ µ

∫

Ω

∇u(t) · ∇v dx =

∫

Ω

f(t) · v dx ∀ v ∈ V, 0 < t < T,

u(t = 0) = u0,

(8.22)où l'équation de (8.22) a lieu au sens faible dans ]0, T [. On applique le Théorème 8.2.3 à
ette formulation variationnelle (8.22) (ses hypothèses sont fa
ilement véri�ées) et on obtientl'existen
e et l'uni
ité de sa solution u ∈ L2(]0, T [;H1
0 (Ω))

N ∩ C([0, T ];L2(Ω))N .Toute la di�
ulté réside dans la preuve que 
ette solution de (8.22) est bien une solutionde (8.21). La 
ondition aux limites de Diri
hlet se retrouve par appli
ation du Théorème4.3.13 de tra
e à u(t) ∈ H1
0 (Ω)

N pour presque tout t ∈]0, T [, et la 
ondition initiale estjusti�ée par la 
ontinuité de u(t) en t = 0 
ar u0 ∈ H .Pour retrouver l'équation, on pro
ède 
omme dans la démonstration du Théorème 8.2.7.Si la solution u est su�samment régulière, on obtient
∫

Ω

(

∂u

∂t
− µ∆u− f

)

· v dx = 0 (8.23)pour presque tout t ∈]0, T [, et quel que soit v(x) ∈ C1
c (Ω)

N tel que divv = 0 dans Ω. Commepour le problème de Stokes stationnaire (voir la Sous-se
tion 5.3.2), il faut déduire de (8.23)l'existen
e d'une fon
tion p(t, x) telle que l'équation (8.21) ait lieu. Il faut en
ore utiliser leThéorème de de Rham 5.3.9 (du moins une de 
es variantes) qui a�rme que �l'orthogonal desve
teurs à divergen
e nulle est l'ensemble des gradients�. Ce point d'analyse est assez déli
at(en
ore plus si la solution u n'est pas régulière) et nous admettrons simplement l'existen
ed'une telle pression p sans pré
iser même à quel espa
e elle appartient. �
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250 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONRemarque 8.2.10 Mentionnons brièvement qu'il existe d'autres appro
hes que 
elleutilisée i
i (et qu'on peut quali�er d'appro
he spe
trale) pour obtenir l'existen
e etl'uni
ité de solutions de problèmes d'évolution en temps. Il existe une théorie purementvariationnelle (voir [31℄) ainsi qu'une théorie, dite des semi-groupes (voir [8℄). Cesthéories sont un peu plus 
ompliquées, mais plus puissantes puisqu'en parti
ulier ellespermettent de s'a�ran
hir des hypothèses sur le 
ara
tère borné de l'ouvert et sur lasymétrie de la forme bilinéaire de la formulation variationnelle. •8.3 Existen
e et uni
ité dans le 
as hyperboliqueComme dans la se
tion pré
édente nous suivons la même démar
he en trois étapes.Premièrement (Sous-se
tion 8.3.1), on établit une formulation variationnelle, deux-ièmement (Sous-se
tion 8.3.2), on démontre l'existen
e et l'uni
ité de la solution de
ette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne de fon
tions pro-pres, troisièmement (Sous-se
tion 8.3.3), on montre que 
ette solution variationnellevéri�e bien le problème aux limites.8.3.1 Formulation variationnelleL'idée est d'é
rire une formulation variationnelle qui ressemble à une équationdi�érentielle ordinaire du deuxième ordre, similaire à (7.4). Nous multiplions don
l'équation des ondes (8.3) par une fon
tion test v(x) qui ne dépend pas du temps
t. A 
ause de la 
ondition aux limites nous demandons à 
e que v s'annule sur le bordde l'ouvert Ω. Un 
al
ul formel 
onduit à

d2

dt2

∫

Ω

u(x, t)v(x) dx +

∫

Ω

∇u(x, t) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x) dx. (8.24)Il est 
lair que l'espa
e �naturel� pour la fon
tion test v est H1
0 (Ω). On introduit alorsle produit s
alaire de L2(Ω) et la forme bilinéaire a(w, v) dé�nis par

〈w, v〉L2(Ω) =

∫

Ω

w(x)v(x) dx et a(w, v) =

∫

Ω

∇w(x) · ∇v(x) dx.Soit un temps �nal T > 0 (éventuellement égal à +∞), on se donne le terme sour
e
f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). On se donne aussi des 
onditions initiales u0 ∈ H1

0 (Ω) et
u1 ∈ L2(Ω). La formulation variationnelle déduite de (8.24) est don
 : trouver unesolution u dans C([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩C1([0, T ];L2(Ω)) telle que










d2

dt2
〈u(t), v〉L2(Ω) + a (u(t), v) = 〈f(t), v〉L2(Ω) ∀ v ∈ H1

0 (Ω), 0 < t < T,

u(t = 0) = u0,
du

dt
(t = 0) = u1.

(8.25)Les données initiales ont bien un sens dans (8.25) grâ
e au 
hoix de l'espa
e d'én-ergie C([0, T ];H1
0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω)) pour la solution u. Nous justi�erons en
ore
e 
hoix un peu plus loin en établissant son lien ave
 des égalités d'énergie.
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8.3. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 251Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.25) doitêtre prise au sens faible puisqu'a priori la fon
tion t → 〈u(t), v〉L2(Ω) n'est qu'unefois dérivable en temps puisqu'elle appartient à C1(0, T ) (voir le Lemme 4.4.12 et laRemarque 8.2.6 pour plus de pré
isions).8.3.2 Un résultat généralPour démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de la formulation variation-nelle (8.25), nous revenons en
ore au 
adre général de la Se
tion 7.3 pour �diagonalis-er� l'opérateur Lapla
ien et nous ramener à la résolution d'une famille de simpleséquations di�érentielles ordinaires du deuxième ordre. Soit V et H deux espa
es deHilbert tels que V ⊂ H ave
 inje
tion dense et 
ompa
te (typiquement V = H1
0 (Ω)et H = L2(Ω)).Théorème 8.3.1 Soient V et H deux espa
es de Hilbert tels que V ⊂ H ave
 in-je
tion 
ompa
te et V est dense dans H. Soit a(u, v) une forme bilinéaire symétrique
ontinue et 
oer
ive dans V . Soit un temps �nal T > 0, une donnée initiale (u0, u1) ∈

V ×H, et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;H). Alors le problème










d2

dt2
〈u(t), v〉H + a (u(t), v) = 〈f(t), v〉H ∀ v ∈ V, 0 < t < T,

u(t = 0) = u0,
du

dt
(t = 0) = u1,

(8.26)(où l'équation de (8.26) a lieu au sens faible dans ]0, T [) a une unique solution u ∈
C([0, T ];V )∩C1([0, T ];H). De plus, il existe une 
onstante C > 0 (qui ne dépend quede Ω et de T ) telle que

‖u‖C([0,T ];V ) + ‖u‖C1([0,T ];H) ≤ C
(

‖u0‖V + ‖u1‖H + ‖f‖L2(]0,T [;H)

)

. (8.27)Remarque 8.3.2 L'estimation d'énergie (8.27) prouve que la solution de (8.26)dépend 
ontinûment des données, et don
 que le problème hyperbolique (8.26) est bienposé au sens de Hadamard. La Proposition 8.3.5 donnera une interprétation physiqueimportante d'un 
as parti
ulier de 
ette estimation d'énergie. •Remarque 8.3.3 Comme dans le 
as parabolique (voir la Remarque 8.2.5), onpeut a�aiblir l'hypothèse du Théorème 8.3.1 sur la 
oer
ivité de la forme bilinéairesymétrique a(u, v). On obtient les mêmes 
on
lusions en supposant seulement qu'ilexiste deux 
onstantes positives ν > 0 et η > 0 telles que
a(v, v) + η‖v‖2H ≥ ν‖v‖2V pour tout v ∈ V.Le 
hangement d'in
onnue u(t) = e

√
ηtw(t) transforme l'équation de (8.26) en

d2

dt2
〈w(t), v〉H + 2

√
η
d

dt
〈w(t), v〉H + a (w(t), v) + η〈w(t), v〉H = 〈f(t), v〉H , (8.28)
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252 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONoù la forme bilinéaire a(w, v)+η〈w, v〉H est bien 
oer
ive sur V . L'équation (8.28) estune équation des ondes amorties (voir la Remarque 8.1.1). Il su�t alors de généraliserle Théorème 8.3.1 à de telles équations (
e qui est fa
ile bien que nous ne le fassionspas i
i). •Démonstration. La démonstration est très semblable à 
elle du Théorème 8.2.3,aussi nous ne la détaillons pas autant. Dans une première étape, on montre quetoute solution u est une série de fon
tions propres. Dans une deuxième étape, nousdémontrons la 
onvergen
e de 
ette série dans les espa
es C([0, T ];V ) et C1([0, T ];H).Étape 1. Supposons que u ∈ C([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H) est solution de (8.26). In-troduisons la base hilbertienne (uk)k≥1 de H 
omposée des fon
tions propres de laformulation variationnelle (7.12) qui véri�ent
uk ∈ V, et a(uk, v) = λk〈uk, v〉H ∀ v ∈ V.On é
rit u(t) =

+∞
∑

k=1

αk(t)uk ave
 αk(t) = 〈u(t), uk〉H . En 
hoisissant v = uk dans(8.26), et en notant βk(t) = 〈f(t), uk〉H , α0
k = 〈u0, uk〉H , et α1

k = 〈u1, uk〉H , onobtient










d2αk

dt2
+ λkαk = βk dans ]0, T [

αk(t = 0) = α0
k,

dαk

dt
(t = 0) = α1

k.

(8.29)(Attention à une 
onfusion possible dans les notations : la donnée initiale u1 n'a rienà voir ave
 la fon
tion propre uk pour k = 1.) Posant ωk =
√
λk, l'unique solution de(8.29) est

αk(t) = α0
k cos(ωkt) +

α1
k

ωk
sin(ωkt) +

1

ωk

∫ t

0

βk(s) sin(ωk(t− s))ds, (8.30)
e qui donne une formule expli
ite pour la solution u (qui est don
 unique).Étape 2. Pour démontrer que la série
+∞
∑

j=1

(

α0
j cos(ωjt) +

α1
j

ωj
sin(ωjt) +

1

ωj

∫ t

0

βj(s) sin(ωj(t− s))ds
)

uj (8.31)
onverge dans C([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H), on va montrer que la suite wk =
∑k

j=1 αj(t)uj des sommes partielles de 
ette série est de Cau
hy. Dans V nous 
on-sidérons le produit s
alaire a(u, v) pour lequel la famille (uj) est orthogonale. Parorthogonalité dans H et dans V de (uj) (voir le Théorème 7.3.2), on obtient, pour
l > k, et pour tout temps t,

a
(

wl − wk, wl − wk
)

+

∥

∥

∥

∥

d

dt

(

wl − wk
)

∥

∥

∥

∥

2

H

=

l
∑

j=k+1

(

λj |αj(t)|2 +
∣

∣

∣

∣

dαj

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

2
)

.
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8.3. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 253Or, en multipliant (8.29) par dαk/dt et en intégrant en temps, on obtient
∣

∣

∣

∣

dαj

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

2

+ λj |αj(t)|2 =
∣

∣α1
j

∣

∣

2
+ λj

∣

∣α0
j

∣

∣

2
+ 2

∫ t

0

βj(s)
dαj

dt
(s)ds.De la formule (8.30) on infère que

∣

∣

∣

∣

dαj

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

≤ ωj

∣

∣α0
j

∣

∣+
∣

∣α1
j

∣

∣+

∫ t

0

|βj(s)|ds.En 
ombinant 
es deux résultats on en déduit
∣

∣

∣

∣

dαj

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

2

+ λj |αj(t)|2 ≤ 2
∣

∣α1
j

∣

∣

2
+ 2λj

∣

∣α0
j

∣

∣

2
+ 2t

∫ t

0

|βj(s)|2ds. (8.32)Comme u0 ∈ V , u1 ∈ H et f ∈ L2(]0, T [;H), on a
‖u0‖2V = a(u0, u0) =

+∞
∑

j=1

λj |α0
j |2 < +∞, ‖u1‖2H =

+∞
∑

j=1

|α1
j |2 < +∞,

‖f‖2L2(]0,T [;H) =

+∞
∑

j=1

∫ T

0

|βj(s)|2ds < +∞,
e qui implique que la série, dont le terme général est le membre de gau
he de (8.32),est 
onvergente, 
'est-à-dire que la suite wk véri�e
lim

k,l→+∞
max
0≤t≤T

(

‖wl(t)− wk(t)‖2V +

∥

∥

∥

∥

d

dt
(wl(t)− wk(t))

∥

∥

∥

∥

2

H

)

= 0,autrement dit, elle est de Cau
hy dans C1([0, T ];H) et dans C([0, T ];V ). Comme 
esespa
es sont 
omplets, la suite de Cau
hy wk 
onverge et on peut dé�nir sa limite u.En parti
ulier, 
omme (wk(0), dw
k

dt (0)) 
onverge vers (u0, u1) dans V ×H , on obtientles 
onditions initiales voulues. D'autre part, il est 
lair que u(t), en tant que sommede la série (8.31) véri�e la formulation variationnelle (8.26) pour 
haque fon
tiontest v = uk. Comme (uk/
√
λk) est une base hilbertienne de V , u(t) véri�e don
 laformulation variationnelle (8.26) pour tout v ∈ V , 
'est-à-dire que u(t) est bien lasolution re
her
hée de (8.26). Par ailleurs, on a en fait montré que

a(wl − wk, wl − wk) +

∥

∥

∥

∥

d

dt
(wl − wk)

∥

∥

∥

∥

2

H

≤ C
(

‖u0‖2V + ‖u1‖2H + T ‖f‖2L2(]0,T [;H)

)

,et l'estimation d'énergie (8.27) s'obtient alors fa
ilement en prenant k = 0 et en faisanttendre l vers l'in�ni. �
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254 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTION8.3.3 Appli
ationsNous appliquons maintenant le résultat abstrait du Théorème 8.3.1 à l'équation desondes, et nous prouvons que 
ette appro
he variationnelle a bien permis de résoudrel'équation aux dérivées partielles d'origine.Théorème 8.3.4 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN , et un temps �nal T > 0.On 
onsidère une donnée initiale (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) et un terme sour
e f ∈

L2(]0, T [;L2(Ω)). Alors l'équation des ondes


























∂2u

∂t2
−∆u = f p.p. dans Ω×]0, T [

u = 0 p.p. sur ∂Ω×]0, T [
u(x, 0) = u0(x) p.p. dans Ω

∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) p.p. dans Ω.

(8.33)admet une unique solution u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩C1([0, T ];L2(Ω)). De plus, il existeune 
onstante C > 0 (qui ne dépend que de Ω et de T ) telle que, pour tout t ∈ [0, T ],

∫

Ω

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u(x, t)|2
)

dx ≤ C

(
∫

Ω

(

|u1(x)|2 + |∇u0(x)|2
)

dx

+

∫ t

0

∫

Ω

|f(x, s)|2 dxds
)

.

(8.34)Démonstration. Nous appliquons le Théorème 8.3.1 à la formulation variationnelle(8.25) de l'équation des ondes obtenue à la Sous-se
tion 8.3.1 (ses hypothèses sontfa
ilement véri�ées ave
 H = L2(Ω) et V = H1
0 (Ω)). Il reste à montrer que l'uniquesolution u ∈ C([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) de 
ette formulation variationnelleest bien une solution de (8.33). Tout d'abord, la 
ondition aux limites de Diri
hletse retrouve par appli
ation du Théorème 4.3.13 de tra
e à u(t) ∈ H1
0 (Ω) pour tout

t ∈ [0, T ], et la 
ondition initiale est justi�ée par la 
ontinuité de u(t) en t = 0 
ommefon
tion à valeurs dans H1
0 (Ω) et de du/dt(t) en t = 0 
omme fon
tion à valeurs dans

L2(Ω).Si la solution u est su�samment régulière, par intégration par parties la formula-tion variationnelle (8.25) est équivalente à
∫

Ω

(

∂2u

∂t2
−∆u− f

)

v dx = 0,pour tout v(x) ∈ C1
c (Ω) et presque tout t ∈]0, T [. On en déduit don
 l'équation de(8.33). Si la solution u n'est pas plus régulière que 
e qui est donné par le Théorème8.3.1, on obtient tout de même l'équation au sens �presque partout�, en reprenant lesarguments de la démonstration du Théorème 8.2.7 (que nous ne détaillons pas). Onnote σ = (∂u∂t ,−∇u) la fon
tion à valeurs ve
torielles dans RN+1, et on peut montrer
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8.3. EXISTENCE ET UNICITÉ DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 255qu'elle admet une divergen
e faible en �espa
e-temps� qui est justement ∂2u
∂t2 −∆u quiappartient don
 à L2(]0, T [;L2(Ω)). �En l'absen
e de for
es, f = 0, on peut améliorer l'estimation d'énergie (8.34) etobtenir une propriété de 
onservation de l'énergie totale qui est très importantedu point de vue des appli
ations. L'énergie totale est i
i la somme de deux termes :d'une part l'énergie 
inétique |∂u∂t |2 et d'autre part l'énergie mé
anique |∇u|2.Proposition 8.3.5 On se pla
e sous les hypothèses du Théorème 8.3.4 ave
 f = 0.La solution de l'équation des ondes (8.33) véri�e, pour tout t ∈ [0, T ], l'égalité de
onservation de l'énergie

∫

Ω

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u(x, t)|2
)

dx =

∫

Ω

(

|u1(x)|2 + |∇u0(x)|2
)

dx . (8.35)Démonstration. En reprenant la démonstration du Théorème 8.3.1 ave
 f = 0,
'est-à-dire βk = 0, on déduit dire
tement de (8.29) que l'énergie de l'os
illateurharmonique est 
onservée, 
'est-à-dire que
∣

∣

∣

∣

dαj

dt
(t)

∣

∣

∣

∣

2

+ λj |αj(t)|2 =
∣

∣α1
j

∣

∣

2
+ λj

∣

∣α0
j

∣

∣

2
,
e qui donne l'égalité (plut�t que l'inégalité)

a(wl − wk, wl − wk) +

∥

∥

∥

∥

d

dt
(wl − wk)

∥

∥

∥

∥

2

H

=

l
∑

j=k+1

∣

∣α1
j

∣

∣

2
+ λj

∣

∣α0
j

∣

∣

2
,et (8.35) s'obtient en prenant k = 0 et en faisant tendre l vers l'in�ni. Si la solution

u est régulière, on peut démontrer plus dire
tement (8.35) en multipliant l'équationdes ondes (8.33) par ∂u
∂t et en intégrant par parties (voir l'Exer
i
e 8.3.1). �Nous revenons maintenant sur l'estimation d'énergie (8.34) dans le 
as général

f 6= 0. L'exer
i
e suivant montre 
omment (8.34) peut être obtenue dire
tementà partir de (8.33) à l'aide d'un argument similaire à 
elui de la Proposition 8.3.5qui établit une égalité d'énergie qui ne fait qu'exprimer un bilan physique.En parti
ulier, 
es estimations ou égalités d'énergie justi�ent le 
hoix de l'espa
e
C([0, T ];H1

0 (Ω))
N ∩ C1([0, T ];L2(Ω))N pour y 
her
her des solutions 
ar 
'est pré-
isément l'espa
e d'énergie 
'est-à-dire l'espa
e de régularité minimum dans lequelles égalités d'énergie ont un sens.Exer
i
e 8.3.1 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.3.4 sont véri�ées.1. En supposant que la solution u de (8.33) est assez régulière dans ]0, T [×Ω, montrerque, pour tout t ∈ [0, T ], on a l'égalité d'énergie suivante

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫

Ω

|∇u(x, t)|2 dx =

∫

Ω

u1(x)
2dx+

∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx

+2

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)
∂u

∂t
(x, s)dxds.
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256 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTION2. En déduire qu'il existe une 
onstante C(T ) (indépendante des données autre que
T ) telle que
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫

Ω

|∇u(x, t)|2 dx ≤C(T )
(
∫

Ω

u1(x)
2dx+

∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx

+

∫ t

0

∫

Ω

f(x, s)2dxds

)

.3. Montrer qu'il existe une 
onstante C (indépendante de toutes les données y 
ompris
T ) telle que
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫

Ω

|∇u(x, t)|2 dx ≤ C

(∫

Ω

u1(x)
2dx+

∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx

+

(

∫ t

0

(∫

Ω

f(x, s)2dx

)1/2

ds

)2


 .Il existe d'autres quantités 
onservées 
omme l'indique l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 8.3.2 On suppose que les hypothèses du Théorème 8.3.4 sont véri�ées, quele terme sour
e est nul f = 0 et que la solution u de (8.33) est régulière dans [0, T ]×Ω.Montrer que, pour tout entier m ≥ 1, on a
d

dt

∫

Ω

(

∣

∣

∣

∣

∂mu

∂tm

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∇∂
m−1u

∂tm−1

∣

∣

∣

∣

2
)

dx = 0.Bien sûr, le Théorème d'existen
e 8.3.4 se généralise fa
ilement au 
as d'autres
onditions aux limites (par exemple, de Neumann), ou au 
as d'autres opérateurs quele Lapla
ien 
omme
∂2u

∂t2
− div (A(x)∇u) = f.C'est un exer
i
e de généraliser 
e résultat aux équations de l'élastodynamique.Exer
i
e 8.3.3 Soit Ω un ouvert borné régulier 
onnexe de RN . Soit une donnée initiale

(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)

N ×L2(Ω)N , et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω))N . Montrer qu'ilexiste une unique solution u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω))

N ∩C1([0, T ];L2(Ω))N de


















ρ
∂2u

∂t2
− div (2µe(u) + λ tr(e(u)) Id) = f dans Ω×]0, T [,

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [,
u(t = 0) = u0(x) dans Ω,
∂u
∂t (t = 0) = u1(x) dans Ω. (8.36)
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8.4. PROPRIÉTÉS QUALITATIVES DANS LE CAS PARABOLIQUE 257En supposant que la solution u est assez régulière, montrer que, pour tout t ∈ [0, T ], ona l'égalité d'énergie suivante
ρ

2

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx+ µ

∫

Ω

|e(u)|2 dx+
λ

2

∫

Ω

(divu)2dx =
ρ

2

∫

Ω

|u1|2dx

+µ

∫

Ω

|e(u0)|2 dx+
λ

2

∫

Ω

(divu0)
2dx+

∫ t

0

∫

Ω

f · ∂u
∂t
dxds.En déduire une estimation d'énergie.Remarque 8.3.6 Comme pour les problèmes paraboliques, l'appro
he �spe
trale�utilisée i
i pour obtenir l'existen
e et l'uni
ité d'équations aux dérivées partielles hy-perboliques n'est pas la seule possible. Citons la théorie purement variationnelle de[31℄ ainsi que la théorie, dite des semi-groupes (voir [8℄). Ces théories sont un peuplus 
ompliquées, mais plus puissantes puisqu'en parti
ulier elles permettent de s'af-fran
hir des hypothèses sur le 
ara
tère borné de l'ouvert Ω et sur la symétrie de laforme bilinéaire a(u, v) de la formulation variationnelle. •8.4 Propriétés qualitatives dans le 
as paraboliqueNous examinons maintenant les prin
ipales propriétés qualitatives de la solutionde l'équation de la 
haleur, notamment les propriétés de régularité, 
omportementasymptotiques pour les grandes valeurs de t et prin
ipe du maximum.8.4.1 Comportement asymptotiqueNous étudions le 
omportement de la solution de l'équation de la 
haleur en tempslong, 
'est-à-dire lorsque t tend vers +∞. Nous allons véri�er que, 
onformément àl'intuition physique, si le se
ond membre f(x) est indépendant du temps t, alors lasolution de l'équation de la 
haleur tend asymptotiquement vers la solution (station-naire) du Lapla
ien. Nous 
ommençons par examiner le 
as de l'équation de la 
haleurhomogène.Proposition 8.4.1 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit u0 ∈ L2(Ω) et u lasolution du problème







∂u
∂t −∆u = 0 dans ]0,+∞[×Ω
u(x, t) = 0 sur ]0,+∞[×∂Ω
u(x, 0) = u0(x) dans Ω.

(8.37)Alors, u(t) 
onverge vers zéro dans L2(Ω) lorsque t tend vers +∞

lim
t→+∞

‖u(t)‖L2(Ω) = 0. (8.38)
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258 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONDémonstration. On reprend la démonstration du Théorème 8.2.3 dans le 
as f = 0,
'est-à-dire βk = 0. On obtient fa
ilement que la somme partielle véri�e
‖wl(t)− wk(t)‖2H =

l
∑

j=k+1

|α0
j |2e−2λjt,ave
 H = L2(Ω), 
e qui 
onduit, en prenant k = 0 et l = +∞, et en majorant, à

‖u(t)‖2H ≤ ‖u0‖2He−2λ1tqui tend vers zéro lorsque t tend vers l'in�ni puisque λ1 > 0. �Le 
as d'un se
ond membre non nul, indépendant du temps, est un simple exer
i
eque nous laissons au le
teur.Exer
i
e 8.4.1 On reprend les hypothèses de la Proposition 8.4.1. Soit f(x) ∈ L2(Ω)et u(t, x) la solution de






∂u
∂t −∆u = f dans ]0,+∞[×Ω
u(x, t) = 0 sur ]0,+∞[×∂Ω
u(x, 0) = u0(x) dans Ω.Soit v(x) ∈ H1

0 (Ω) la solution de
{

−∆v = f dans Ω
v = 0 sur ∂Ω.Montrer que limt→+∞ ‖u(x, t)− v(x)‖L2(Ω) = 0.On peut en fait pré
iser la 
on
lusion de la Proposition 8.4.1 
omme le montrel'exer
i
e suivant dont l'interprétation est la suivante

u(t, x) ≈
(∫

Ω

u0u1 dx

)

e−λ1tu1(x) lorsque t→ +∞,où u1(x) est la première fon
tion propre (normalisée) du Lapla
ien (7.17). Asymp-totiquement, toutes les solutions de l'équation de la 
haleur homogène dé
roissentexponentiellement en temps ave
 le même pro�l spatial qui est donné par u1 (quelleque soit la donnée initiale).Exer
i
e 8.4.2 On reprend les hypothèses de la Proposition 8.4.1. Montrer qu'il existeune 
onstante positive C telle que
‖u(t)− α0

1e
−λ1tu1‖L2(Ω) ≤ C e−λ2t ∀ t > 1, ave
 α0

1 =

∫

Ω

u0u1 dx, (8.39)où λk désigne la k-ème valeur propre du Lapla
ien ave
 
ondition aux limites de Diri
hlet.
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8.4. PROPRIÉTÉS QUALITATIVES DANS LE CAS PARABOLIQUE 2598.4.2 Prin
ipe du maximumPour l'équation de la 
haleur, le prin
ipe du maximum prend une forme voisinede 
elle que nous avons énon
ée au Théorème 5.2.22 pour le Lapla
ien.Proposition 8.4.2 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN , et un temps �nal T > 0.Soit u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)), et u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(]0, T [;H1
0 (Ω))l'unique solution de (8.12). Si f ≥ 0 presque partout dans ]0, T [×Ω et u0 ≥ 0 presquepartout dans Ω, alors u ≥ 0 presque partout dans ]0, T [×Ω.Démonstration. Soit u− = min(u, 0) qui appartient bien à L2(]0, T [;H1

0 (Ω)) envertu du Lemme 5.2.24 et qui véri�e, pour 0 < t < T ,
∫

Ω

∇u(t) · ∇u−(t)dx =

∫

Ω

|∇u−(t)|2dx. (8.40)Un raisonnement similaire à 
elui qui a permis de démontrer (8.40) montre que, si
∂u
∂t ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)), alors

∫

Ω

∂u

∂t
(t)u−(t)dx =

1

2

d

dt

(
∫

Ω

|u−(t)|2dx
)

. (8.41)Nous admettrons que l'identité (8.41) reste vraie même si ∂u
∂t n'appartient pas à

L2(]0, T [;L2(Ω)). Par 
onséquent, en prenant v = u− dans la formulation variation-nelle (8.6) de l'équation de la 
haleur on obtient
1

2

d

dt

(∫

Ω

|u−|2dx
)

+

∫

Ω

|∇u−|2dx =

∫

Ω

fu− dx,
e qui donne par intégration en temps
1

2

∫

Ω

|u−(t)|2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇u−|2dx ds =
∫ t

0

∫

Ω

fu− dx ds+
1

2

∫

Ω

|u−(0)|2dx.Comme u−(0) = (u0)
− = 0 on en déduit
1

2

∫

Ω

|u−(t)|2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇u−|2dx ds ≤ 0,
'est-à-dire que u− = 0 presque partout dans ]0, T [×Ω. �Comme dans le 
as elliptique, le prin
ipe du maximum fourni par la Proposition8.4.2 est 
onforme à l'intuition physique. Dans le 
adre du modèle de thermique dé
ritau Chapitre 1, si la température initiale u0(x) est en tout point supérieure à la valeur
0 à laquelle on maintient la température sur la paroi ∂Ω et si le terme sour
e estpositif (
orrespondant à un e�et de 
hau�age), alors il est 
lair que la températureest positive en tout point et à tout instant. Nous n'avons fait que véri�er que le modèlemathématique reproduit bien 
ette propriété intuitive.
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260 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONIl est bon de réaliser que 
es résultats peuvent également s'énon
er sous plusieursformes équivalentes. On peut, par exemple, 
omparer deux solutions de (8.12) : si
u0 ≤ ũ0 dans Ω et f ≤ f̃ dans ]0, T [×Ω, et si u et ũ désignent respe
tivement lessolutions de (8.12) 
orrespondant aux données (u0, f) et (ũ0, f̃) respe
tivement, alorson a u ≤ ũ dans ]0, T [×Ω.Les deux exer
i
es suivants illustrent quelques appli
ations intéressantes duprin
ipe du maximum.Exer
i
e 8.4.3 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . On note u1 la première fon
tionpropre du Lapla
ien dans Ω ave
 
ondition de Diri
hlet, λ1 la valeur propre asso
iée. Onrappelle que l'on peut 
hoisir u1 > 0 dans Ω (voir le Théorème de Krein-Rutman 7.3.10)et on admettra que l'on a aussi ∂u1/∂n > 0 sur ∂Ω. Soit f = 0, u0 ∈ L2(Ω) et u l'uniquesolution (supposée régulière) de (8.12).Soit ǫ > 0. Montrer que l'on peut trouver une 
onstante positive K telle que

−Ku1(x) ≤ u(x, ǫ) ≤ Ku1(x) ∀x ∈ Ω, (8.42)et en déduire qu'il existe une 
onstante positive C telle que
max
x∈Ω
|u(x, t)| ≤ Ce−λ1t ∀ t > ǫ. (8.43)Exer
i
e 8.4.4 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit u0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L∞(R+×

Ω), et u ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(]0, T [;H1
0 (Ω)) l'unique solution de (8.12). Montrer que

‖u‖L∞(R+×Ω) ≤ ‖u0‖L∞(Ω) +
D2

2N
‖f‖L∞(R+×Ω), (8.44)où D = supx,y∈Ω |x − y| est le diamètre de Ω. On pourra d'abord 
onsidérer le 
asplus fa
ile où f ≡ 0, puis, dans le 
as général, utiliser la fon
tion ψ ∈ H1

0 (Ω) telle que
−∆ψ = 1 dans Ω.8.4.3 Propagation à vitesse in�nieNous avons déjà évoqué à la Remarque 1.2.9 
ette propriété surprenante de l'équa-tion de la 
haleur : la 
haleur se propage à une vitesse in�nie ! Ce résultat dé
ouled'un prin
ipe du maximum fort que nous énonçons maintenant sans démonstra-tion. Nous le véri�erons plus fa
ilement lorsque le domaine Ω est l'espa
e RN toutentier (voir la Sous-se
tion 8.4.5).Proposition 8.4.3 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C2 de RN . Soit untemps �nal T > 0. Soit u0 ∈ L2(Ω) et u la solution unique dans C([0, T ];L2(Ω)) ∩
L2(]0, T [;H1

0(Ω)) du problème






∂u
∂t −∆u = 0 dans ]0, T [×Ω
u(x, t) = 0 sur ]0, T [×∂Ω
u(x, 0) = u0(x) dans Ω.
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8.4. PROPRIÉTÉS QUALITATIVES DANS LE CAS PARABOLIQUE 261On suppose de plus que u0(x) ≥ 0 presque partout dans Ω et que u0 n'est pas iden-tiquement nulle. Alors, pour tout temps ǫ > 0, on a
u(x, ǫ) > 0 ∀x ∈ Ω. (8.45)C'est l'inégalité stri
te de (8.45) qui est remarquable (on avait déjà une inégalitélarge par le prin
ipe du maximum de la Proposition 8.4.2). En e�et, si u0 a un support
ompa
t dans Ω et si on se pla
e en un point x ∈ Ω en dehors du support de u0,on trouve que u(x, ǫ) > 0 bien qu'initialement u0(x) = 0. Autrement dit, dans le
adre de la modélisation de l'évolution de la température, même si le point x estinitialement froid (u0(x) = 0) et très loin de la partie 
haude initiale (le supportde u0), il devient instantanément 
haud puisque pour tout temps t = ǫ (même trèspetit), on a u(x, ǫ) > 0. Ainsi la 
haleur se propage à vitesse in�nie puisqueson e�et est immédiat même à grande distan
e ! Il s'agit 
lairement d'un défaut dumodèle mathématique puisque l'on sait que rien ne peut se propager plus vite que lavitesse de la lumière (en fait 
'est la loi de Fourier (1.3) qui est en défaut). C'est unmodèle, qualitativement et quantitativement 
orre
t à bien des égards, 
omme l'ontdémontré d'ailleurs plusieurs résultats pré
édents, 
onformes à l'intuition physique,mais 
e n'est qu'un modèle idéalisé de la réalité.Remarque 8.4.4 La même propriété de �propagation à vitesse in�nie� peut aussiêtre observée pour les équations de Stokes (8.2). Dans 
e 
adre, on est d'ailleurs peut-être moins surpris par 
e paradoxe si on a réalisé que l'hypothèse d'in
ompressibilitéd'un �uide revient à dire que la vitesse du son y est in�nie. Autrement dit, en util-isant l'approximation d'in
ompressibilité, on introduit impli
itement dans le modèlela possibilité d'une propagation de l'information à vitesse in�nie. •8.4.4 Régularité et e�et régularisantDans le 
as elliptique nous avons vu que la régularité de la solution est dire
tementliée à 
elle des données. Dans le 
as parabolique, la situation est di�érente 
ar, si leterme sour
e est nul (f = 0), il existe un e�et régularisant de la 
ondition initiale :de manière surprenante, même si la donnée initiale u0 est très peu régulière, la solutiondevient instantanément très régulière.Proposition 8.4.5 Soit Ω un ouvert borné régulier de 
lasse C∞ de RN , et soit untemps �nal T > 0. Soit u0 ∈ L2(Ω), et u l'unique solution dans C([0, T ];L2(Ω)) ∩

L2(]0, T [;H1
0(Ω)) de







∂u
∂t −∆u = 0 dans ]0, T [×Ω
u(x, t) = 0 sur ]0, T [×∂Ω
u(x, 0) = u0(x) dans Ω.

(8.46)Alors, pour tout ǫ > 0, u est de 
lasse C∞ en x et t dans Ω× [ǫ, T ].
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262 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONIdée de démonstration. Plut�t qu'une démonstration rigoureuse (mais assez te
h-nique et peu parlante, voir l'Exer
i
e 8.4.5) nous proposons un 
al
ul formel quimontre bien l'idée essentielle derrière 
e résultat de régularité (la démonstration estplus fa
ile dans le 
as Ω = RN , voir l'Exer
i
e 8.4.9). Pour k ≥ 1 on note v = ∂ku
∂tk

eton dérive (formellement) k fois l'équation de la 
haleur (8.46) par rapport au tempspour obtenir






∂v
∂t −∆v = 0 dans ]0, T [×Ω
v(x, t) = 0 sur ]0, T [×∂Ω
v(x, 0) = ∂ku

∂tk
(0, x) dans Ω, (8.47)qui est en
ore une équation de la 
haleur. Si ∂ku

∂tk
(0, x) appartient à L2(Ω), on appliquele Théorème 8.2.7 d'existen
e et d'uni
ité à (8.47) qui nous dit que v appartient à

L2(]0, T [;H1
0(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)). En parti
ulier, u est régulier en temps. D'autrepart, par égalité, v = (∆)ku appartient au même espa
e. Par régularité elliptique(voir le Théorème 5.2.26) on en déduit que u est régulier en espa
e. Le point le plusdéli
at pour donner un sens à 
e raisonnement formel est que la donnée initiale de(8.47) n'est pas assez régulière. C'est pour 
ette raison que la régularité de u n'estvalable que pour les temps t > ǫ > 0. �En présen
e de termes sour
es, le même raisonnement que 
elui de la démon-stration de la Proposition 8.4.5 permet de retrouver un résultat de régularité plus
lassique qui n'est pas sans rapport ave
 l'égalité d'énergie (8.19) (en e�et, l'espa
eauquel u va appartenir est 
elui qui donne un sens à (8.19)).Proposition 8.4.6 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN , et un temps �nal T > 0.Pour un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)) et une donnée initiale régulière u0 ∈

H1
0 (Ω), on 
onsidère la solution unique u ∈ L2(]0, T [;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) del'équation de la 
haleur (8.12). Alors, 
ette solution est plus régulière au sens où
∂u
∂t ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)) et u ∈ L2(]0, T [;H2(Ω)) ∩C([0, T ];H1

0 (Ω)).Remarque 8.4.7 On peut bien sûr �monter� en régularité et obtenir que la solution u del'équation de la 
haleur (8.12) est aussi régulière que l'on veut, pourvu que les données u0 et
f le soient aussi (voir [8℄). Cependant, si l'on veut que la solution u soit régulière dès l'instantinitial, il faut que les données u0 et f véri�ent des 
onditions de 
ompatibilité. Ainsi, dans laProposition 8.4.6 il est demandé à la 
ondition initiale u0 de véri�er la 
ondition aux limitesde Diri
hlet (
e qui n'était pas né
essaire pour l'existen
e d'une solution dans le Théorème8.2.7). Les autres 
onditions de 
ompatibilité s'obtiennent en remarquant que les dérivéessu

essives de u par rapport au temps t sont aussi solutions d'équations de la 
haleur ave

onditions aux limites de Diri
hlet. Par exemple, la 
ondition initiale pour la dérivée premièreest ∂u

∂t
(0) = f(0) + ∆u0. Pour que ∂u

∂t
soit régulier, il faut don
 que 
ette donnée initialevéri�e la 
ondition aux limites de Diri
hlet f(0) +∆u0 = 0 sur ∂Ω, 
e qui est une 
onditionde 
ompatibilité entre u0 et f . •Exer
i
e 8.4.5 (di�
ile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5. Pour 
ela on in-troduira, pour tout entier m ≥ 0, l'espa
e

W 2m(Ω) = {v ∈ H2m(Ω), v = ∆v = · · ·∆m−1v = 0 sur ∂Ω}, (8.48)
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∫

Ω
|(∆)mv|2dx, dont on montrera qu'elle est équiv-alente à la norme de H2m(Ω). On reprendra la démonstration du Théorème 8.2.3 en montrantque la suite (wk) des sommes partielles est de Cau
hy dans Cℓ([ǫ, T ],W 2m(Ω)).8.4.5 Équation de la 
haleur dans tout l'espa
ePour terminer 
ette se
tion, nous indiquons brièvement 
omment résoudre l'équationde la 
haleur posée dans tout l'espa
e RN . Rappelons que l'appro
he spe
trale suivie dans
e 
hapitre est limitée au 
as des ouverts bornés (
ette limitation est en fait arti�
ielle etabsolument pas né
essaire pour établir l'existen
e et l'uni
ité de la solution d'une équationparabolique). Considérons l'équation de la 
haleur homogène dans tout l'espa
e RN , munied'une donnée initiale

{

∂u
∂t
−∆u = 0 dans ]0,+∞[×RN

u(x, 0) = u0(x) dans RN .
(8.49)Le résultat 
lassique suivant montre que la solution du problème (8.49) est donnée expli
ite-ment 
omme le produit de 
onvolution de la donnée initiale u0 ave
 une Gaussienne dontl'é
art-type 
roît 
omme √t.Théorème 8.4.8 On suppose que u0 ∈ L2(RN ). Alors le problème (8.49) a une solutionunique u ∈ C(R+, L2(RN)) ∩ C1(R+

∗ , L
2(RN )), donnée par

u(x, t) =
1

(4πt)N/2

∫

RN

u0(y)e
−

|x−y|2
4t dy. (8.50)Démonstration. Pour t ≥ 0, nous introduisons la transformée de Fourier de u(t) (voir [7℄),
'est-à-dire de la fon
tion x 7→ u(x, t), dé�nie par

û(k, t) =
1

(2π)N/2

∫

RN

u(x, t)eik·xdx,pour k ∈ RN . Si u ∈ C(R+, L2(RN)) ∩ C1(R+
∗ ;L

2(RN )) véri�e (8.49), on peut appliquer latransformation de Fourier aux deux équations (8.49) pour obtenir






û ∈ C(R+, L2(RN )) ∩ C1(R+
∗ , L

2(RN)) ,
∂û
∂t

+ |k|2û = 0 pour k ∈ RN , t > 0 ,
û(k, 0) = û0(k) pour k ∈ RN ,

(8.51)où û0(k) =
1

(2π)N/2

∫

RN u0(x)e
ik·xdx est la transformée de Fourier de u0. Le système (8.51)se résout de façon élémentaire puisqu'on a une équation di�érentielle pour 
haque valeur de

k. On obtient
û(k, t) = û0(k)e

−|k|2t pour (k, t) ∈ R
N × R

+,et il est fa
ile d'en déduire (8.50) par transformation de Fourier inverse (puisque 
ette trans-formation 
onvertit un produit de 
onvolution en produit simple). �Remarque 8.4.9 L'utilisation de la transformation de Fourier a permis de �diagonaliser�l'équation de la 
haleur (8.49) et de se ramener à la résolution d'une simple équation dif-férentielle ordinaire (8.51). Cette méthode est don
 très semblable, dans l'esprit, à l'appro
he
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trale pré
édemment utilisée et qui repose aussi sur un argument de diagonalisation. End'autres termes, |k|2 et eik·x s'interprètent 
omme des sortes de valeurs et fon
tions pro-pres du Lapla
ien dans RN . Remarquons que plus le mode de Fourier |k| est grand, plusla dé
roissan
e exponentielle en temps de û(k, t) est rapide : 
et amortissement plus rapidepour les petites longueurs d'onde (k grand) est lié à l'e�et régularisant de l'équation de la
haleur (voir l'Exer
i
e 8.4.9 
i-dessous). •Remarque 8.4.10 Le résultat (8.50) peut s'interpréter en terme de fon
tion de Green. Enposant G(x, t) = 1

(2πt)N/2 e
−

|x|2
4t , on é
rit (8.50) sous la forme u(t) = G(t) ∗ u0, 
'est-à-dire
u(x, t) =

∫

RN

G(x− y, t)u0(y) dy.La fon
tion de Green est la solution élémentaire de l'équation de la 
haleur dans RN × R+
∗ ,
e qui signi�e que l'on peut véri�er que

{

∂G
∂t
−∆G = 0 dans ]0,+∞[×RN

G(x, 0) = δ0(x) dans RN .au sens des distributions, où δ0 est la masse de Dira
 à l'origine. Ce point de vue peut aussiêtre développé dans un domaine borné et 
onduit à une méthode de résolution des équationsparaboliques di�érente de l'appro
he �spe
trale� suivie i
i. •L'exer
i
e suivant permet de résoudre l'équation de la 
haleur non homogène.Exer
i
e 8.4.6 Pour u0 ∈ L2(RN ) et t > 0, on note S(t)u0 la fon
tion donnée par le se
ondmembre de (8.50). Véri�er que S(t) est un opérateur linéaire 
ontinu de L2(RN ) dans L2(RN). Enposant S(0) = Id (l'identité de L2(RN)), véri�er que (S(t))t≥0 est un semi-groupe d'opérateursqui dépendent 
ontinûment de t, 
'est-à-dire qu'ils véri�ent S(t+ t′) = S(t)S(t′) pour t, t′ ≥ 0.Soit f ∈ C1(R+;L2(RN )). Montrer que le problème
{

∂u
∂t
−∆u = f dans ]0,+∞[×RN

u(x, 0) = u0(x) dans RN .admet une unique solution u ∈ C(R+;L2(RN)) ∩ C1(R+
∗ ;L

2(RN)), donnée par
u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds,
'est-à-dire
u(x, t) =

∫

RN

u0(y)e
−

|x−y|2
4t

dy

(2πt)N/2
+

∫ t

0

∫

RN

f(y, s)e
−

|x−y|2
4(t−s)

dy ds

(2π(t− s))N/2
.La formule expli
ite (8.50) permet de retrouver sans di�
ulté, pour le problème (8.49)posé dans tout l'espa
e, les propriétés qualitatives étudiées pré
édemment. C'est l'objet desexer
i
es suivants où l'on notera u la solution (8.50) du problème (8.49), ave
 la donnéeinitiale u0 ∈ L2(RN ).
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i
e 8.4.7 (égalité d'énergie) Montrer que, pour tout T > 0,
1

2

∫

RN

u(x, T )2dx+

∫ T

0

∫

RN

|∇u(x, t)|2dx dt = 1

2

∫

RN

u0(x)
2dx.Exer
i
e 8.4.8 (prin
ipe du maximum) Montrer que, si u0 ∈ L∞(RN), alors u(t) ∈

L∞(RN ) et
‖u(t)‖L∞(RN ) ≤ ‖u0‖L∞(RN ) ∀ t > 0.Montrer que, si u0 ≥ 0 presque partout dans RN , alors u ≥ 0 dans RN × R+.Exer
i
e 8.4.9 (e�et régularisant) Montrer que u ∈ C∞(RN × R+

∗ ).Exer
i
e 8.4.10 (
omportement asymptotique) Montrer que
lim

|x|→+∞
u(x, t) = 0 ∀ t > 0, et lim

t→+∞
u(x, t) = 0 ∀x ∈ R

N .Exer
i
e 8.4.11 (vitesse de propagation in�nie) Montrer que, si u0 ≥ 0 et u0 6≡ 0,alors u(x, t) > 0 dans RN × R+
∗ .8.5 Propriétés qualitatives dans le 
as hyperbolique8.5.1 Réversibilité en tempsNous examinons maintenant les prin
ipales propriétés qualitatives de la solutionde l'équation des ondes, qui sont très di�érentes de 
elles de la solution de l'équationde la 
haleur. La propriété la plus frappante, déjà évoquée au Chapitre 1, est laréversibilité en temps de 
ette équation.Proposition 8.5.1 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN , et un temps �nal T >

0. Soit (v0, v1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), et un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)). Alorsl'équation des ondes rétrograde en temps (intégrée en remontant le temps à partirde T )














∂2v
∂t2 −∆v = f p.p. dans Ω×]0, T [
v = 0 p.p. sur ∂Ω×]0, T [
v(x, T ) = v0(x) p.p. dans Ω
∂v
∂t (x, T ) = v1(x) p.p. dans Ω

(8.52)admet une unique solution v ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω)). De plus, si u(t, x)est la solution de l'équation des ondes (8.3) et si v0(x) = u(x, T ) dans H1

0 (Ω) et
v1(x) =

∂u
∂t (x, T ) dans L2(Ω), alors on a v(t, x) = u(t, x).Démonstration. On fait le 
hangement d'in
onnue w(x, t) = v(x, T − t) et (8.52)devient une équation des ondes �progressive� ave
 donnée initiale en t = 0 
ommel'équation �usuelle� (8.3) (
omme la dérivée en temps est d'ordre 2, il n'y a pas de
hangement de signe dans l'équation après 
e 
hangement d'in
onnue). Par appli
ation
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266 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONdu Théorème 8.3.4, (8.52) admet don
 bien une unique solution. Si v0(x) = u(x, T ) et
v1(x) =

∂u
∂t (x, T ), la solution u(t, x) de (8.3) est aussi solution de (8.52). Par uni
itéon en déduit v(t, x) = u(t, x). �Le 
ara
tère réversible en temps de l'équation des ondes a de nombreuses 
on-séquen
es. La plus importante est qu'il n'y a au
un e�et régularisant pour l'équa-tion des ondes au 
ontraire de 
e qui se passait pour l'équation de la 
haleur. En e�et,si 
'était le 
as, en 
hangeant le sens du temps 
omme dans la Proposition 8.5.1, onobtiendrait un e�et �dérégularisant� 
ontradi
toire (la solution serait moins régulièreque la donnée �nale en T , 
e qui n'est pas possible puisque l'e�et régularisant doitaussi s'appliquer). Par 
onséquent, il n'y a ni gain ni perte de régularité pourla solution de l'équation des ondes par rapport aux données initiales. On peut toutau plus a�rmer, 
omme dans le 
as elliptique, que la régularité de la solution del'équation des ondes est dire
tement liée à 
elle des données.Proposition 8.5.2 Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Soit un temps �nal T > 0, unedonnée initiale u0 ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) et u1 ∈ H1
0 (Ω), un terme sour
e f ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)),et u ∈ C([0, T ];H1

0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω)) la solution unique de l'équation des ondes (8.33).Alors, u appartient à C([0, T ];H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩ C2([0, T ];L2(Ω)).Nous admettons la Proposition 8.5.2 qui est similaire à la Proposition 8.4.6 que nousavons aussi admise. On peut bien sûr �monter� en régularité à partir de 
e résultat et obtenirque la solution u de l'équation des ondes (8.33) est aussi régulière que l'on veut, pourvu queles données u0, u1 et f le soient aussi (ave
 d'éventuelles 
onditions de 
ompatibilité desdonnées, voir la Remarque 8.4.7).8.5.2 Comportement asymptotique et équipartition de l'én-ergieIl n'y a pas de prin
ipe du maximum pour l'équation des ondes. En l'absen
ede terme sour
e (f = 0), même si la vitesse initiale est nulle (u1 = 0) et si la donnéeinitiale est positive (u0 ≥ 0), la solution u peut 
hanger de signe au 
ours du temps.Cette absen
e de prin
ipe du maximum est 
onforme à l'intuition physique. Imaginonsune 
orde ou une membrane élastique : si on la déforme initialement dans une positionau dessus de son plan de repos, elle va vibrer et passer alternativement en dessus etau dessous de 
e plan (autrement dit u 
hange de signe). Mathématiquement, 
e
ontre-exemple peut s'é
rire simplement sous la forme suivante. Soit w(x) la premièrefon
tion propre du Lapla
ien dans un domaine borné 
onnexe Ω ave
 
ondition auxlimites de Diri
hlet. D'après le Théorème 7.3.10, on peut normaliser w de telle manièreque w(x) ≥ 0 dans Ω. En notant λ = ω2 la première valeur propre asso
iée à w, il estfa
ile de véri�er que u(t, x) = cos(ωt)w(x) 
hange de signe au 
ours du temps touten étant la solution unique dans C([0, T ];H1
0 (Ω))∩C1([0, T ];L2(Ω)) de l'équation desondes (8.33) sans terme sour
e et ave
 les données initiales

u(x, 0) = w(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = 0 dans Ω.
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 pas non plus de 
omportement asymptotique en temps longpour l'équation des ondes en domaine borné. Autrement dit, même si le terme sour
e
f ne dépend pas du temps, la solution u ne 
onverge pas vers une limite stationnairelorsque le temps t tend vers l'in�ni. En parti
ulier, si f = 0, l'in�uen
e des 
onditionsinitiales est la même à tout temps puisque l'énergie est 
onservée et ne dé
roît pas(voir l'Exer
i
e 8.3.1). Le même 
ontre-exemple u(t, x) = cos(ωt)w(x) permet devoir qu'il n'y a pas de limite stationnaire mais des os
illations qui perdurent sansamortissement.Cela n'est évidemment pas le 
as pour l'équation des ondes amortie (8.53) 
ommele montre l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 8.5.1 Soit η > 0. On 
onsidère l'équation des ondes amortie















∂2u
∂t2 + η ∂u

∂t −∆u = f dans Ω× R+
∗

u = 0 sur ∂Ω× R+
∗

u(x, 0) = u0(x) dans Ω
∂u
∂t (x, 0) = u1(x) dans Ω. (8.53)On suppose que u est une solution su�samment régulière de (8.53) et que f est nul aprèsun temps �ni. Montrer, à l'aide d'un lemme de Gronwall (voir l'Exer
i
e 8.2.1), que u et

∂u
∂t dé
roissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps t tend vers l'in�ni.La Proposition 8.3.5 a établi une propriété de 
onservation de l'énergie totale enl'absen
e de terme sour
e. Un résultat plus pré
is, dit d'équipartition de l'énergie,a�rme que l'énergie totale se partage équitablement en énergie 
inétique et énergiemé
anique, asymptotiquement pour les temps grands.Exer
i
e 8.5.2 Soit u(t, x) la solution, supposée su�samment régulière, de l'équationdes ondes (8.33). En l'absen
e de terme sour
e, montrer que

lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

∫

Ω

|∇u|2 dx =
1

2
E0,ave
 E0 l'énergie initiale

E0 =

∫

Ω

|u1(x)|2 dx +

∫

Ω

|∇u0(x)|2 dx.Pour 
ela on multipliera l'équation (8.33) par u et on intégrera par parties.8.5.3 Vitesse de propagation �nieUne dernière propriété importante de l'équation des ondes est 
elle, dite de prop-agation à vitesse �nie. Nous avons déjà vu au Chapitre 1 (en dimension N = 1et dans tout l'espa
e Ω = R) qu'il existe un 
�ne de lumière (ou domaine de dépen-dan
e) qui englobe toute l'information sur la solution de l'équation des ondes (voir
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268 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONla Figure 8.1). Plus pré
isément, grâ
e à la formule expli
ite (1.19) pour la solution
u, on voit immédiatement que la valeur de u en (t, x) ne dépend que des valeurs desdonnées initiales u0 et u1 sur le segment [x− t, x+ t]. On en déduit que si les donnéesinitiales sont à support 
ompa
t K = [kinf , ksup] ⊂ R, alors la solution au temps t està support 
ompa
t dans [kinf − t, ksup + t]. En termes physiques 
ela veut dire quedes perturbations initiales se propagent à vitesse �nie bornée par 1. Cette situationest en
ore une fois bien di�érente de 
e qui se passe pour l'équation de la 
haleur(
omparer ave
 la Proposition 8.4.3). La proposition suivante permet de généraliser
ette dis
ussion aux dimensions supérieures, sans utiliser de formule expli
ite pour lasolution.

t

x

(x*,t*)

C

n

Figure 8.1 � C�ne de lumière pour l'équation des ondes.Proposition 8.5.3 Soit u(x, t) une solution régulière de l'équation des ondes danstout l'espa
e RN × R+

∂2u

∂t2
−∆u = 0 dans RN × R+. (8.54)Pour 
haque temps t∗ ≥ 0 et point d'espa
e x∗ ∈ RN on introduit le 
�ne de lumière

C∗ = {(x, t) ∈ RN × R+ tel que 0 ≤ t ≤ t∗ et |x− x∗| ≤ t∗ − t},ainsi que sa se
tion au temps s, C∗
s = {x ∈ RN tel que (x, s) ∈ C∗}. On dé�nitl'énergie dans C∗

s par
e∗(s) =

1

2

∫

C∗
s

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, s)

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u(x, s)|2
)

dx.Alors la fon
tion s → e∗(s) est dé
roissante. En parti
ulier, si les données initialessont nulles sur la base C∗
0 du 
�ne de lumière, alors la solution est identiquementnulle dans tout le 
�ne C∗.
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8.5. PROPRIÉTÉS QUALITATIVES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 269Démonstration. Par invarian
e par translation en temps il su�t de montrer que
e∗(s) ≤ e∗(0) pour tout s ≥ 0. Etant donné s ≥ 0, on note C le tron
 de 
�ne dé�nipar C = {(x, t) ∈ C∗ tel que 0 ≤ t ≤ s}, ave
 n = (nt, nx) sa normale extérieure unité(un ve
teur de RN+1) et dσ la mesure surfa
ique sur son bord ∂C (voir la Figure 8.1).On intègre par parties l'expression

0 =

∫

C

∂u

∂t

(

∂2u

∂t2
−∆u

)

dt dx

=

∫

C

(

1

2

∂

∂t

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+∇u · ∇∂u
∂t

)

dt dx−
∫

∂C

∂u

∂t
∇u · nx dσ

=
1

2

∫

C

∂

∂t

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u|2
)

dt dx−
∫

∂C

∂u

∂t
∇u · nx dσ

=
1

2

∫

∂C

((

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u|2
)

nt − 2
∂u

∂t
∇u · nx

)

dσ.Le bord ∂C du tron
 de 
�ne C est 
omposé de trois parties (voir la Figure 8.1) :sur les deux parties horizontales, C∗
s et C∗

0 , la normale véri�e nx = 0 (nt = 1 sur
C∗

s , nt = −1 sur C∗
0 ), tandis que sur la partie latérale, notée ∂Clat (qui est de penteunité, ou plus généralement égale à l'inverse de la vitesse de propagation) la normalevéri�e |nx| = |nt|. Tenant 
ompte de la dé
omposition ∂C = C∗

0 ∪ C∗
s ∪ ∂Clat, on atout d'abord

1

2

∫

C∗
0∪C∗

s

((

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u|2
)

nt − 2
∂u

∂t
∇u · nx

)

dσ = e∗(s)− e∗(0).D'autre part, par appli
ation de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz sur ∂Clat, on obtient
∣

∣

∣

∣

2
∂u

∂t
∇u · nx

∣

∣

∣

∣

≤ 2|nt|
∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

|∇u| ≤ |nt|
(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u|2
)

,et don

1

2

∫

∂Clat

((

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇u|2
)

nt − 2
∂u

∂t
∇u · nx

)

dσ ≥ 0.On en déduit l'inégalité re
her
hée, e∗(s) ≤ e∗(0), pour tout s ≥ 0. Bien évidemment,si les données initiales sont nulles sur la base C∗
0 , alors e∗(s) = 0, pour tout s ≥ 0, etla solution u est identiquement nulle dans tout le 
�ne de lumière C∗. �Une 
onséquen
e immédiate de la Proposition 8.5.3 est que, si les données initiales

u0 et u1 sont à support 
ompa
t K ⊂ RN , alors, pour tout temps t ≥ 0, la solution
u(·, t) de l'équation des ondes est aussi à support 
ompa
t dans un domaine un peuplus grandK+t dé�ni 
omme {x ∈ RN , d(x,K) ≤ t} où d est la distan
e eu
lidienne.
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270 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONC'est à nouveau une propriété de propagation à vitesse �nie bornée par 1. Notons quela Proposition 8.5.3 reste valable pour l'équation des ondes dans un domaine borné
Ω tant que la base C∗

0 du 
�ne de lumière C∗ reste in
luse dans Ω.L'exer
i
e (di�
ile) suivant donne des formules expli
ites pour les solutions del'équation des ondes en dimensions N = 2, 3.Exer
i
e 8.5.3 On 
onsidère l'équation des ondes dans tout l'espa
e RN







∂2u
∂t2 −∆u = 0 dans RN × R∗

+

u(x, 0) = u0(x) dans x ∈ RN

∂u
∂t (x, 0) = u1(x) dans x ∈ RN ,

(8.55)ave
 une donnée initiale (u0, u1) régulière et à support 
ompa
t. Montrer que la solution
u(t, x) peut se mettre sous la forme

u(x, t) = (Mu1)(x, t) +

(

∂(Mu0)

∂t

)

(x, t),où M est un opérateur de moyenne dé�ni parsi N = 1, (Mv)(x, t) =
1

2

∫ +t

−t

v(x− ξ)dξ,si N = 2, (Mv)(x, t) =
1

2π

∫

|ξ|<t

v(x− ξ)
√

t2 − |ξ|2
dξ,si N = 3, (Mv)(x, t) =

1

4πt

∫

|ξ|=t

v(x− ξ)ds(ξ),où ds(ξ) est la mesure surfa
ique de la sphère. En déduire que la solution u en (t, x) nedépend que des valeurs des données initiales u0 et u1 sur la boule |x| ≤ t. (Pour savoir
omment on trouve les expressions 
i-dessus de l'opérateurM , nous renvoyons au 
hapitre9 de [7℄.)Exer
i
e 8.5.4 On 
onsidère l'équation des ondes (8.55) dans un domaine Ω ⊂ RNave
 des 
onditions aux limites de Diri
hlet ou de Neumann (homogènes), et une donnéeinitiale (u0, u1) régulière et à support 
ompa
t dans Ω. Véri�er qu'il existe un temps
T > 0 tel que sur l'intervalle [0, T ] la solution est en
ore donnée par les formules del'Exer
i
e 8.5.3.L'exer
i
e suivant met en relief la di�éren
e essentielle entre la dimension d'espa
e
N = 2 ou 3.Exer
i
e 8.5.5 (appli
ation musi
ale) En admettant que le son se propage selonl'équation des ondes, montrer qu'il n'est pas possible d'é
outer de la musique (audible)dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que 
'est (fort heureusement) possibleen dimension N = 3.
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8.6. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE 2718.6 Méthodes numériques dans le 
as paraboliqueDans 
ette se
tion, nous montrons 
omment la méthode des éléments �nis (présen-tée au Chapitre 6) s'adapte à la résolution numérique de l'équation de la 
haleur : onutilise des éléments �nis pour la dis
rétisation spatiale, et des di�éren
es �nies pourla dis
rétisation temporelle.8.6.1 Semi-dis
rétisation en espa
eIl s'agit de dis
rétiser en espa
e seulement la formulation variationnelle (8.6)de l'équation de la 
haleur (8.1). Pour 
ela, 
omme dans le 
as des problèmes ellip-tiques, nous 
onstruisons une approximation variationnelle interne en introduisant unsous-espa
e V0h de H1
0 (Ω), de dimension �nie. Typiquement, V0h sera un sous-espa
ed'éléments �nis Pk (ou Qk) sur un maillage triangulaire (ou re
tangulaire) 
ommepré
isé aux Dé�nitions 6.3.5 et 6.3.25.La semi-dis
rétisation de (8.6) est don
 l'approximation variationnelle suivante :trouver uh(t) fon
tion de ]0, T [ à valeurs dans V0h telle que







d

dt
〈uh(t), vh〉L2(Ω) + a (uh(t), vh) = 〈f(t), vh〉L2(Ω) ∀ vh ∈ V0h, 0 < t < T,

uh(t = 0) = u0,h

(8.56)où u0,h ∈ V0h est une approximation de la donnée initiale u0. Cette méthode d'ap-proximation est aussi 
onnue sous le nom de �méthode des lignes�.On peut adapter le 
adre abstrait du Théorème 8.2.3 pour montrer que (8.56)admet une unique solution, mais il est beau
oup plus simple et parlant de véri�er que(8.56) est en fait un système d'équations di�érentielles ordinaires à 
oe�
ients
onstants dont on 
al
ule fa
ilement l'unique solution. De manière pratique, pourrésoudre (8.56) on introduit une base (φi)1≤i≤ndl
de V0h (typiquement, la base deséléments �nis), et on 
her
he uh(t) sous la forme

uh(t) =

ndl
∑

i=1

Uh
i (t)φi, (8.57)ave
 Uh = (Uh

i )1≤i≤ndl
le ve
teur des 
oordonnées de uh. Il est important de noterque dans (8.57) les fon
tions de base φi ne dépendent pas du temps et que seules les
oordonnées Uh

i (t) sont des fon
tions du temps t. De même, on pose
u0,h =

ndl
∑

i=1

U0,h
i φi,et (8.56) devient, pour tout 1 ≤ j ≤ ndl,











ndl
∑

i=1

〈φi, φj〉L2(Ω)
dUh

i (t)

dt
+

ndl
∑

i=1

a(φi, φj)U
h
i (t) = 〈f(t), φj〉L2(Ω)

Uh
j (t = 0) = U0,h

j
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272 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONIntroduisant (
omme dans la démonstration du Lemme 7.4.1) la matri
e de masse
Mh dé�nie par

(Mh)ij = 〈φi, φj〉L2(Ω) 1 ≤ i, j ≤ ndl,et la matri
e de rigidité Kh dé�nie par
(Kh)ij = a(φi, φj) 1 ≤ i, j ≤ ndl,l'approximation variationnelle (8.56) est équivalente au système linéaire d'équationsdi�érentielles ordinaires à 
oe�
ients 
onstants







Mh
dUh

dt
(t) +KhU

h(t) = bh(t), 0 < t < T,

Uh(t = 0) = U0,h

(8.58)ave
 bhi (t) = 〈f(t), φi〉L2(Ω). L'existen
e et l'uni
ité, ainsi qu'une formule expli
ite, dela solution de (8.58) s'obtiennent 
lassiquement par simple diagonalisation simultanéedeMh et Kh (voir la Sous-se
tion 7.4.1 à 
e sujet). Comme il est di�
ile et 
oûteuxde diagonaliser (8.58), en pratique on résout numériquement (8.58) par dis
rétisationet mar
he en temps. Il existe de nombreuses méthodes 
lassiques de 
al
ul numériquedes solutions d'équations di�érentielles ordinaires. Nous en verrons quelques unesdans la sous-se
tion suivante. Avant 
ela, nous énonçons un résultat de 
onvergen
edes solutions �semi-dis
rètes� de (8.56) vers la solution exa
te de (8.6).Proposition 8.6.1 Soit (Th)h>0 une suite de maillages triangulaires réguliers de Ω. Soit V0hle sous-espa
e de H1
0 (Ω), dé�ni par la méthode des éléments �nis Pk, de dimension ndl. Soit

f(t) ∈ L2(]0, T [;L2(Ω)), u0 ∈ H1
0 (Ω), et u ∈ L2(]0, T [;H1

0 (Ω))∩C([0, T ];L2(Ω)), la solutionunique de l'équation de la 
haleur (8.12). Soit uh la solution unique de l'approximationvariationnelle (8.56) dans V0h. Si limh→0 ‖u0,h − u0‖L2(Ω) = 0, alors on a
lim
h→0
‖u− uh‖L2(]0,T [;H1

0(Ω)) = lim
h→0
‖u− uh‖C([0,T ];L2(Ω)) = 0.La démonstration de la Proposition 8.6.1 est tout à fait similaire à 
elle des résultatspré
édents d'approximation variationnelle. Elle peut se trouver dans l'ouvrage [36℄. On peutaussi obtenir des estimations d'erreurs et des vitesses de 
onvergen
e expli
ites, mais 
elanous entraînerait trop loin...8.6.2 Dis
rétisation totale en espa
e-tempsAprès avoir dis
rétisé l'équation de la 
haleur en espa
e par une méthode d'élé-ments �nis, on termine la dis
rétisation du problème en utilisant une méthode dedi�éren
es �nies en temps. Con
rètement, on utilise des s
hémas de di�éren
es�nies pour résoudre le système d'équations di�érentielles ordinaires (8.58) issu de lasemi-dis
rétisation en espa
e. Nous allons don
 retrouver de nombreux s
hémas déjà
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8.6. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE 273étudiés au Chapitre 2 ainsi que des notions telle que la stabilité ou l'ordre de pré
i-sion. Pour simpli�er les notations, nous réé
rivons le système (8.58) sans mentionnerla dépendan
e par rapport au paramètre h du maillage spatial






MdU

dt
(t) +KU(t) = b(t)

U(t = 0) = U0

(8.59)Pour simpli�er l'analyse on va supposer que b(t) est 
ontinu sur [0, T ]. On dé
oupel'intervalle de temps [0, T ] en n0 intervalles ou pas de temps ∆t = T/n0 et on pose
tn = n∆t 0 ≤ n ≤ n0.On note Un l'approximation de U(tn) 
al
ulé par un s
héma. Pour 
al
uler numérique-ment des solutions appro
hées de (8.59) le s
héma le plus simple et le plus utilisé estle θ-s
héma (déjà vu, voir (2.5))

MUn+1 − Un

∆t
+K

(

θUn+1 + (1− θ)Un
)

= θb(tn+1) + (1 − θ)b(tn). (8.60)Lorsque θ = 0, on appelle (8.60) s
héma expli
ite, lorsque θ = 1, s
héma im-pli
ite, et pour θ = 1/2, s
héma de Crank-Ni
holson. On peut réé
rire (8.60)sous la forme
(M + θ∆tK)Un+1 = (M− (1− θ)∆tK)Un +∆t(θb(tn+1) + (1− θ)b(tn)). (8.61)Remarquons qu'en général la matri
eM n'est pas diagonale, et don
 que, même pourle s
héma expli
ite, il est né
essaire de résoudre un système linéaire pour 
al
uler Un+1en fon
tion de Un et du se
ond membre b (sauf si on utilise une formule d'intégrationnumérique qui rende M diagonale, voir la Remarque 7.4.3). Évidemment, on peut
onstruire une foule de s
hémas en s'inspirant de 
eux du Chapitre 2. Citons justepour mémoire un exemple de s
héma à 3 niveaux de temps, le s
héma de Gear,

M3Un+1 − 4Un + Un−1

2∆t
+ KUn+1 = b(tn+1). (8.62)Ces s
hémas sont bien sûr 
onsistants (voir la Dé�nition 2.2.4) et on peut fa
ilementanalyser leur pré
ision (uniquement par rapport à la variable de temps).Exer
i
e 8.6.1 Montrer que le s
héma de Crank-Ni
holson et 
elui de Gear sont d'ordre2 (en temps), tandis que le θ-s
héma pour θ 6= 1/2 est d'ordre 1.Remarque 8.6.2 Il est possible de mettre en oeuvre une méthode d'éléments �nisen espa
e et en temps, mais 
ela ne présente pas d'intérêt parti
ulier sauf dans le
as où le domaine Ω(t) varie en fon
tion du temps. •Nous donnons maintenant une dé�nition de la stabilité de 
es s
hémas qui est unevariante de la Dé�nition 2.2.8.
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274 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTIONDé�nition 8.6.3 Un s
héma aux di�éren
e �nies pour (8.59) est dit stable si
MUn · Un ≤ C pour tout 0 ≤ n ≤ n0 = T/∆t,où la 
onstante C > 0 est indépendante de ∆t et de la dimension du système ndl(don
 du pas du maillage h), mais peut dépendre de la donnée initiale U0, du se
ondmembre b, et de T .Remarque 8.6.4 Le 
hoix de la norme √MU · U dans la Dé�nition 8.6.3 s'expliquepar le fait queMU ·U =

∫

Ω |u|2dx ave
 u ∈ V0h la fon
tion de 
oordonnées U dans labase 
hoisie de V0h (M est bien dé�nie positive). Rappelons que, dans la Dé�nition2.2.8 de la stabilité au sens des di�éren
es �nies, on pondérait par ∆x la normeeu
lidienne de U pour retrouver aussi l'analogie ave
 la norme de u dans L2(Ω). •Lemme 8.6.5 Si 1/2 ≤ θ ≤ 1, le θ-s
héma (8.60) est in
onditionnellement stable,tandis que, si 0 ≤ θ < 1/2, il est stable sous la 
ondition CFL
max

i
λi ∆t ≤

2

1− 2θ
, (8.63)où les λi sont les valeurs propres de KU = λMU (voir (7.23)).Remarque 8.6.6 On ne re
onnaît pas immédiatement dans (8.63) la 
ondition CFL(Courant-Friedri
hs-Lewy) usuelle ∆t ≤ Ch2 pour l'équation de la 
haleur (voir laSous-se
tion 2.2.3). En fait, on peut montrer que, si le maillage Th est uniformémentrégulier au sens où toute maille 
ontient une boule de rayon Ch (ave
 C > 0 in-dépendant de la maille), alors on a e�e
tivement maxi λi = O(h−2). On propose aule
teur de véri�er 
e fait en dimension N = 1 lors de l'Exer
i
e 8.6.4 
i-dessous. Enpratique on n'utilise pas le θ-s
héma pour θ < 1/2 
ar la 
ondition de stabilité (8.63)est beau
oup trop sévère : elle oblige l'usage de très petits pas de temps qui rendentle 
al
ul beau
oup trop 
oûteux. •Démonstration. On réé
rit le s
héma (8.61) dans la base orthonormale pourM etdiagonale pour K (voir la démonstration du Lemme 7.4.1)

( Id + θ∆t diag(λi))Ũ
n+1 = ( Id− (1 − θ)∆t diag(λi))Ũn +∆tb̃n, (8.64)ave
M = PP ∗, K = P diag(λi)P

∗, Ũn = P ∗Un, et b̃n = P−1(θb(tn+1)+(1−θ)b(tn)).On déduit de (8.64) que les 
omposantes Ũn
i de Ũn véri�ent

Ũn
i = (ρi)

n Ũ0
i +

∆t

1 + θ∆tλi

n
∑

k=1

(ρi)
k−1b̃n−k

i . (8.65)ave

ρi =

1− (1− θ)∆tλi
1 + θ∆tλi

.
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8.6. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE 275Dans 
ette base la 
ondition de stabilité est ‖Un‖M = ‖Ũn‖ ≤ C. Par 
onséquent,une 
ondition né
essaire et su�sante de stabilité est |ρi| ≤ 1 pour tout i, 
e qui n'estrien d'autre que la 
ondition (8.63) si 0 ≤ θ < 1/2, et qui est toujours satisfaite si
θ ≥ 1/2. �Remarque 8.6.7 Il est 
lair dans l'estimation (8.65) que plus θ est grand, plus le
oe�
ient devant le terme b̃n−k

i est petit. En fait, 
ette propriété 
orrespond à unamortissement exponentiel par le s
héma des 
ontributions passées du terme sour
e.Par 
onséquent, même si pour toute valeur 1/2 < θ ≤ 1 le θ-s
héma est stable,son maximum de stabilité est atteint pour θ = 1 (les erreurs numériques passéess'amortissent). C'est pourquoi le s
héma impli
ite est plus robuste et souvent utilisépour des problèmes �raides� bien qu'il soit moins pré
is que le s
héma de Crank-Ni
holson. •Remarque 8.6.8 Le système d'équations di�érentielles ordinaires (8.59) est dit�raide� 
ar, ses solutions faisant intervenir des termes du type exp(−λit), évolu-ent sur des é
helles de temps très di�érentes (rappelons que mini λi = O(1) et
maxi λi = O(h−2)). Il existe des méthodes numériques d'intégration d'équations dif-férentielles ordinaires raides plus e�
a
es et plus 
ompliquées que le θ-s
héma. Citonspour mémoire les méthodes de Runge-Kutta (voir, par exemple, le 
hapitre XX de[18℄). Néanmoins, il y a un 
ompromis à trouver entre l'utilisation d'une méthodenumérique d'intégration en temps robuste, mais 
hère, et la taille très importante dessystèmes à résoudre (rappelons que la taille est proportionnelle au nombre de mailles).
• On peut utiliser le 
ara
tère variationnel de la dis
rétisation par éléments �nis quia 
onduit à (8.59) pour montrer autrement la stabilité in
onditionnelle du θ-s
héma.Exer
i
e 8.6.2 On 
onsidère le θ-s
héma (8.60) ave
 1/2 ≤ θ ≤ 1. On note ‖U‖M =√
MU · U . Démontrer l'équivalent dis
ret suivant de l'inégalité d'énergie (8.17)
‖Un0‖2M +∆t

n0
∑

n=0

KÛn · Ûn ≤ C
(

‖U0‖2M +

∫ T

0

‖f(t)‖2L2(Ω)dt+O(1)
)

.Pour 
ela, on prendra le produit s
alaire de (8.60) ave
 Ûn = θUn+1 + (1 − θ)Un.Exer
i
e 8.6.3 Montrer que le s
héma de Gear (8.62) est in
onditionnellement stable.Exer
i
e 8.6.4 On résout par éléments �nis P1 et s
héma expli
ite en temps l'équationde la 
haleur (8.12) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rendla matri
e M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et l'Exer
i
e 7.4.1). On rappelle que lamatri
e K est donnée par (6.12) et qu'on a 
al
ulé ses valeurs propres lors de l'Exer
i
e13.1.3. Montrer que dans 
e 
as la 
ondition CFL (8.63) est bien du type ∆t ≤ Ch2.
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er un résultat de 
onvergen
e de 
ette méthode de dis-
rétisation que nous nous garderons bien de démontrer (la démonstration de la Proposition8.6.9 est dans l'esprit des démonstrations pré
édentes). Pour plus de détails, ainsi que pourdes estimations d'erreurs et des vitesses de 
onvergen
e expli
ites, nous renvoyons à [36℄.Proposition 8.6.9 Soit u la solution �su�samment régulière� de l'équation de la 
haleur(8.12). Soit (Th)h>0 une suite de maillages triangulaires réguliers de Ω. Soit V0h le sous-espa
e de H1
0 (Ω), dé�ni par la méthode des éléments �nis Pk. Soit (∆t) une suite de pas detemps qui tend vers zéro. Soit un

h ∈ V0h la fon
tion dont les 
oordonnées Un dans la base deséléments �nis de V0h sont 
al
ulées par le θ-s
héma. Si limh→0 u
0
h = u0 dans L2(Ω), et si het ∆t tendent vers 0 en respe
tant la 
ondition de stabilité (8.63), alors on a

lim
h→0,∆t→0

max
0≤n≤n0

‖u(tn)− un
h‖L2(Ω) = 0.Pour terminer nous illustrons notre propos en reprenant l'exemple de la Sous-se
tion 6.3 sur la di�usion dans l'atmosphère d'un polluant émis par une sour
e lo-
alisée (voir le maillage à la Figure 6.7 et le se
ond membre f à la Figure 6.14). Ladonnée initiale u0 est prise nulle dans le domaine. La Figure 8.2 présente les résultatspour 4 temps di�érents. Comme le terme sour
e est indépendant du temps, la solution
onverge bien vers un régime stationnaire lorsque le temps tend vers l'in�ni.
on
2.eps 
on
4.eps


on
6.eps 
on
10.eps
Figure 8.2 � Instantanés aux temps t = 1, 2, 3, 5 de la 
on
entration.8.7 Méthodes numériques dans le 
as hyperboliqueLes méthodes numériques pour résoudre l'équation des ondes sont très semblables(dans le prin
ipe, mais pas toujours dans la pratique) à 
elles que nous avons vuespour l'équation de la 
haleur.
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8.7. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 2778.7.1 Semi-dis
rétisation en espa
eOn dis
rétise en espa
e seulement la formulation variationnelle (8.25) de l'équa-tion des ondes (8.3). Pour 
ela, on 
onstruit une approximation variationnelle interneen introduisant un sous-espa
e V0h de H1
0 (Ω), de dimension �nie (typiquement, unsous-espa
e d'éléments �nis). La semi-dis
rétisation de (8.25) est don
 l'approxima-tion variationnelle suivante : trouver uh(t) fon
tion de ]0, T [ à valeurs dans V0h telleque















d2

dt2
〈uh(t), vh〉L2(Ω) + a (uh(t), vh) = 〈f(t), vh〉L2(Ω) ∀ vh ∈ V0h, 0 < t < T,

uh(t = 0) = u0,h,
∂uh
∂t

(t = 0) = u1,h

(8.66)où u0,h ∈ V0h et u1,h ∈ V0h sont des approximations des données initiales u0 et u1.Pour montrer que (8.66) admet une unique solution et la 
al
uler de manièrepratique, on introduit une base (φi)1≤i≤ndl
de V0h (qui ne dépend pas du temps), eton 
her
he uh(t) sous la forme

uh(t) =

ndl
∑

i=1

Uh
i (t)φi,ave
 Uh = (Uh

i )1≤i≤ndl
le ve
teur des 
oordonnées de uh. En posant

u0,h =

ndl
∑

i=1

U0,h
i φi, u1,h =

ndl
∑

i=1

U1,h
i φi, bhi (t) = 〈f(t), φi〉L2(Ω), 1 ≤ i ≤ ndl,l'approximation variationnelle (8.66) est équivalente au système linéaire d'équationsdi�érentielles ordinaires d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants















Mh
d2Uh

dt2
(t) +KhU

h(t) = bh(t), 0 < t < T,

Uh(t = 0) = U0,h,
dUh

dt
(t = 0) = U1,h,

(8.67)où on retrouve les mêmes matri
es de masse Mh et de rigidité Kh que pourl'équation de la 
haleur
(Mh)ij = 〈φi, φj〉L2(Ω), (Kh)ij = a(φi, φj) 1 ≤ i, j ≤ ndl.L'existen
e et l'uni
ité, ainsi qu'une formule expli
ite, de la solution de (8.67) s'obtien-nent fa
ilement par simple diagonalisation simultanée des matri
esMh et Kh. Commeil est di�
ile et 
oûteux de diagonaliser (8.67), en pratique on résout numériquement(8.67) par dis
rétisation et mar
he en temps.Exer
i
e 8.7.1 É
rire le système linéaire d'équations di�érentielles ordinaires obtenupar semi-dis
rétisation de l'équation des ondes amortie (8.53).
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278 CHAPITRE 8. PROBLÈMES D'ÉVOLUTION8.7.2 Dis
rétisation totale en espa
e-tempsOn utilise une méthode de di�éren
es �nies en temps pour résoudre le sys-tème d'équations di�érentielles ordinaires (8.67). Pour simpli�er les notations, nousréé
rivons le système (8.67) sans mentionner la dépendan
e spatiale en h














Md2U

dt2
(t) +KU(t) = b(t)

U(t = 0) = U0,
dU

dt
(t = 0) = U1,

(8.68)où on suppose que b(t) est 
ontinu sur [0, T ]. On dé
oupe l'intervalle de temps [0, T ]en n0 pas de temps ∆t = T/n0, on pose tn = n∆t 0 ≤ n ≤ n0, et on note Unl'approximation de U(tn) 
al
ulé par un s
héma. Pour 0 ≤ θ ≤ 1/2 on propose le
θ-s
héma

MUn+1 − 2Un + Un−1

(∆t)2
+K

(

θUn+1 + (1− 2θ)Un + θUn−1
)

= θb(tn+1) + (1− 2θ)b(tn) + θb(tn−1).

(8.69)Lorsque θ = 0, on appelle (8.69) s
héma expli
ite (il n'est en fait vraiment expli
iteque si la matri
e de masseM est diagonale). Pour démarrer le s
héma il faut 
onnaître
U0 et U1, 
e qu'on obtient grâ
e aux 
onditions initiales

U0 = U0 et U1 − U0

∆t
= U1.Un s
héma plus fréquemment utilisé 
ar plus général est le s
héma de Newmark.Pour résoudre le système �amorti�

Md2U

dt2
(t) + C dU

dt
(t) +KU(t) = b(t)on appro
he U(t), dU/dt(t), d2U/dt2(t) par trois suites Un, U̇n, Ün























MÜn+1 + CU̇n+1 +KUn+1 = b(tn+1)

U̇n+1 = U̇n +∆t(δÜn+1 + (1 − δ)Ün)

Un+1 = Un +∆tU̇n +
(∆t)2

2

(

2θÜn+1 + (1 − 2θ)Ün
)

(8.70)ave
 0 ≤ δ ≤ 1 et 0 ≤ θ ≤ 1/2. Lorsque la matri
e d'amortissement est nulle (C = 0),on peut éliminer les suites U̇n, Ün et (8.70) est équivalent à
MUn+1 − 2Un + Un−1

(∆t)2
+K

(

θUn+1 + (
1

2
+ δ − 2θ)Un + (

1

2
− δ + θ)Un−1

)

= θb(tn+1) + (
1

2
+ δ − 2θ)b(tn) + (

1

2
− δ + θ)b(tn−1).(8.71)
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8.7. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 279Remarquons que pour δ = 1/2 le s
héma de Newmark redonne le θ-s
héma. En pra-tique, plus δ est grand, plus le s
héma est dissipatif et robuste (les erreurs numériquespassées s'amortissent plus vite), même s'il est moins pré
is.Exer
i
e 8.7.2 Montrer que le s
héma de Newmark est d'ordre 1 (en temps) pour
δ 6= 1/2, d'ordre 2 pour δ = 1/2 et θ 6= 1/12, et d'ordre 4 si δ = 1/2 et θ = 1/12 (on selimitera à l'équation sans amortissement).On étudie la stabilité de 
es s
hémas au sens de la Dé�nition 8.6.3. Pour éviterdes 
al
uls trop lourds, on se 
ontente d'étudier la 
ondition né
essaire de stabilité deVon Neumann (voir la Remarque 2.2.24). Le résultat suivant est dans le même espritque le Lemme 2.3.6.Lemme 8.7.1 On 
onsidère le s
héma de Newmark (8.71). Si δ < 1/2, il est toujoursinstable. Supposons désormais que δ ≥ 1/2. La 
ondition né
essaire de stabilité deVon Neumann est toujours véri�ée si δ ≤ 2θ ≤ 1, tandis que, si 0 ≤ 2θ < δ elle n'estsatisfaite que sous la 
ondition CFL

max
i
λi (∆t)

2 <
2

δ − 2θ
, (8.72)où les λi sont les valeurs propres de KU = λMU (voir (7.23)).Remarque 8.7.2 On ne re
onnaît pas immédiatement dans (8.72) la 
ondition CFL(Courant-Friedri
hs-Lewy) usuelle ∆t ≤ Ch pour l'équation des ondes (voir le Lemme2.3.6). En fait, on peut montrer que, si le maillage Th est uniformément régulier ausens où toute maille 
ontient une boule de rayon Ch (ave
 C > 0 indépendant de lamaille), alors on a e�e
tivement maxi λi = O(h−2). Le le
teur a pu véri�er 
e faiten dimension N = 1 lors de l'Exer
i
e 8.6.4. Contrairement au 
as parabolique, la
ondition CFL (8.72) n'est pas trop sévère puisqu'on peut prendre des pas de temps

∆t de l'ordre du pas d'espa
e h. Cependant, quitte à inverser un système linéaire (pourpouvoir 
al
uler Un+1 en fon
tion de Un, Un−1 et du se
ond membre), autant utiliserle s
héma de Newmark pour des valeurs de δ et θ telles qu'il soit in
onditionnellementstable. Le seul 
as intéressant pour un s
héma stable sous 
ondition CFL est le 
asoù il est expli
ite, 
'est-à-dire qu'il n'y a pas de système linéaire à résoudre à 
haquepas de temps. En e�et, un s
héma expli
ite né
essite très peu d'opérations par pas detemps et 
onduit don
 à des 
al
uls peu 
oûteux. La seule possibilité pour le s
hémade Newmark (8.71) d'être expli
ite est que θ = 0 et que la matri
e de masseM soitdiagonale grâ
e à une formule d'intégration appro
hée (voir la Remarque 7.4.3). Ces
héma expli
ite est souvent utilisé en pratique ave
 δ = 1/2. •Démonstration. Elle est très semblable à 
elle du Lemme 8.6.5 mais ave
 des 
om-pli
ations te
hniques qui rappellent le Lemme 2.3.6. On dé
ompose Un et le se
ondmembre de (8.71) dans la base orthonormale pour M et orthogonale pour K. Par
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onséquent, (8.71) est équivalent, 
omposante par 
omposante, à
Un+1
i − 2Un

i + Un−1
i

(∆t)2
+λi

(

θUn+1
i + (

1

2
+ δ − 2θ)Un

i + (
1

2
− δ + θ)Un−1

i

)

= bni , (8.73)ave
 des notations évidentes (les λi sont les valeurs propres du système matri
iel
KVi = λiMVi). Comme le s
héma (8.73) est à trois niveaux (voir la Sous-se
tion2.2.5), on introduit une matri
e d'itérations Ai telle que
(

Un+1
i

Un
i

)

= Ai

(

Un
i

Un−1
i

)

+
(∆t)2

1 + θλi(∆t)2

(

bni
0

) ave
 Ai =

(

a11 a12
1 0

)

,

a11 =
2− λi(∆t)2(12 + δ − 2θ)

1 + θλi(∆t)2
, a12 = −1 + λi(∆t)

2(12 − δ + θ)

1 + θλi(∆t)2
.On en déduit que

(

Un+1
i

Un
i

)

= An
i

(

U1
i

U0
i

)

U0
i +

(∆t)2

1 + θλi(∆t)2

n−1
∑

p=0

Ap
i

(

bn−p
i

0

)

. (8.74)La 
ondition né
essaire de stabilité de Von Neumann est ρ(Ai) ≤ 1. On 
al
ule don
les valeurs propres de Ai qui sont les ra
ines du polyn�me en µ suivant
µ2 − a11µ− a12 = 0dont le dis
riminant est

∆ =
−4λi(∆t)2 + λ2i (∆t)

4
(

(12 + δ)2 − 4θ
)

(1 + θλi(∆t)2)2
.On véri�e aisément que les ra
ines de 
e polyn�me sont de module inférieur ou égalà 1 si et seulement si on est dans l'un des deux 
as suivants : soit ∆ ≤ 0 et a12 ≥ −1,soit ∆ > 0 et 1−a12 ≥ |a11|. Un 
al
ul fastidieux mais simple dans le prin
ipe 
onduitalors à la 
ondition (8.72) (voir si né
essaire le théorème 6, se
tion 3, 
hapitre XXdans [18℄). �Exer
i
e 8.7.3 On 
onsidère le 
as limite du Lemme 8.7.1, 
'est-à-dire δ = 1/2 et

λi (∆t)
2 = 4

1−4θ . Montrer que le s
héma de Newmark est instable dans 
e 
as en véri�antque
Ai =

(

−2 −1
1 0

)

, et An
i = (−1)n

(

n+ 1 n
−n 1− n

)

.Remarquez qu'il s'agit d'une instabilité �faible� puisque la 
roissan
e de An
i est linéaire etnon exponentielle.
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8.7. MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 281Remarque 8.7.3 En l'absen
e de termes sour
es les solutions du système d'équa-tions di�érentielles ordinaires (8.68) sont des fon
tions os
illantes du type cos(ωit),ave
 ω2
i = λi. Comme les s
hémas numériques d'intégration de (8.68) ont tendan
eà amortir un peu 
es os
illations (on dit qu'ils sont di�usifs ou dissipatifs ; voir ladis
ussion après la Dé�nition 2.3.5), on peut leur préférer une autre méthode de ré-solution de (8.68) basée sur une dé
omposition de la solution sur les ve
teurs propres

Vi du système matri
iel KVi = λiMVi. On 
her
he la solution U(t) de (8.68) sous laforme
U(t) =

∑

i∈I

xi(t)Vi,où I est une 
olle
tion d'indi
es de modes propres 
hoisis pour représenter 
orre
te-ment la solution, et xi(t) est la solution d'une équation di�érentielle ordinaire s
alaire
d2xi
dt2

(t) + λixi(t) = bi(t)qu'on peut intégrer fa
ilement, rapidement, et pré
isément par la méthode numériquede son 
hoix. Cette méthode, dite de superpositions de modes, est très utilisée enmé
anique vibratoire. Elle a l'avantage d'être peu dissipative, 
'est-à-dire d'amortirtrès peu les os
illations. Bien sûr, la qualités des résultats dépend pour une grandepart du 
hoix des modes entrant dans la dé
omposition, 
hoix souvent motivé par des
onsidérations physiques. •Finalement, nous pouvons énon
er un résultat de 
onvergen
e de 
ette méthode de dis-
rétisation que nous nous garderons bien de démontrer (la démonstration de la Proposition8.7.4 est dans l'esprit des démonstrations pré
édentes). Pour plus de détails, ainsi que pourdes estimations d'erreurs et des vitesses de 
onvergen
e expli
ites, nous renvoyons à [36℄.Proposition 8.7.4 Soit u la solution �su�samment régulière� de l'équation des ondes(8.33). Soit (Th)h>0 une suite de maillages triangulaires réguliers de Ω. Soit V0h le sous-espa
e de H1
0 (Ω), dé�ni par la méthode des éléments �nis Pk. Soit (∆t) une suite de pas detemps qui tend vers zéro. Soit un

h ∈ V0h la fon
tion dont les 
oordonnées Un dans la basedes éléments �nis de V0h sont 
al
ulées par le s
héma de Newmark. Si limh→0 u
0
h = u0 dans

L2(Ω), limh→0 u
1
h = u1 dans L2(Ω), et si h et ∆t tendent vers 0 en respe
tant la 
onditionde stabilité (8.72), alors on a

lim
h→0,∆t→0

max
0≤n≤n0

‖u(tn)− un
h‖L2(Ω) = 0.Pour terminer nous illustrons notre propos en simulant la propagation d'une ondesphérique dans une 
avité 
arrée sur les parois de laquelle elle se ré�é
hit. On résoutdon
 l'équation des ondes dans Ω =]0, 1[2 ave
 une 
ondition aux limites de Neumann,une vitesse initiale nulle et un dépla
ement initial à support 
ompa
t et symétriesphérique 
entré sur le point (0.3, 0.4). Dans la Figure 8.3 on tra
e le module de ladéformation ∇u à l'instant initial et à 5 instants ultérieurs (
e type d'image, appelédiagramme de S
hlieren, représente 
e que l'on pourrait voir dans une expérien
eréelle).
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onde1.eps onde2.eps
onde3.eps onde4.eps
onde5.eps onde6.eps

Figure 8.3 � Instantanés aux temps t = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 de |∇u|.
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Chapitre 9INTRODUCTION ÀL'OPTIMISATION9.1 Motivation et exemples9.1.1 Introdu
tionL'optimisation est un sujet très an
ien qui 
onnaît un nouvel essor depuis l'ap-parition des ordinateurs et dont les méthodes s'appliquent dans de très nombreuxdomaines : é
onomie, gestion, plani�
ation, logistique, automatique, robotique, 
on-
eption optimale, s
ien
es de l'ingénieur, traitement du signal, et
. L'optimisationest aussi un sujet très vaste qui tou
he aussi bien au 
al
ul des variations, qu'à lare
her
he opérationnelle (domaine de l'optimisation des pro
essus de gestion ou dedé
ision), en passant par le 
ontr�le optimal. Nous ne ferons souvent qu'e�eurer 
essujets 
ar il faudrait un poly
opié 
omplet pour 
ha
un d'eux si nous voulions lestraiter à fond.D'une 
ertaine manière, l'optimisation peut être vue 
omme une dis
ipline in-dépendante de l'analyse numérique des équations aux dérivées partielles que avonsétudiée dans les 
hapitres pré
édents. Cependant, les intera
tions entre 
es deux dis-
iplines sont extrêmement nombreuses et fé
ondes et il est beau
oup plus naturel de lesrelier dans un même 
ours. En e�et, après l'étape de modélisation d'un phénomènephysique ou d'un système industriel (éventuellement à l'aide d'équations aux dérivéespartielles), après l'étape de simulation numérique sur 
e modèle, la démar
he dumathémati
ien appliqué (qu'il soit ingénieur ou 
her
heur) ne s'arrête pas là : il luifaut souvent agir sur le phénomène ou sur le système a�n d'en améliorer 
ertainesperforman
es. Cette troisième étape est 
elle de l'optimisation, 
'est-à-dire 
elle dela minimisation (ou de la maximisation) d'une fon
tion qui dépend de la solution dumodèle.Par la suite nous mélangerons don
 les exemples de problèmes d'optimisation283
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284 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONoù les modèles sont de nature très di�érente. Dans le 
as le plus simple, le modèlesera une simple équation algébrique et il s'agira simplement d'optimiser une fon
tiondé�nie sur un espa
e de dimension �nie (disons Rn). Typiquement, 
'est la situationla plus fréquente en re
her
he opérationnelle. Une deuxième 
atégorie de problèmes
orrespond au 
as où la fon
tion à optimiser dépend de la solution d'une équationdi�érentielle ordinaire (autrement dit, 
ette fon
tion est dé�nie sur un espa
e dedimension in�nie, disons C[0, T ]). On parle alors de 
ommande optimale, et les appli-
ations sont très nombreuses en automatique et robotique. La troisième et dernière
atégorie 
orrespond à l'optimisation de fon
tions de la solution d'une équation auxdérivées partielles. Il s'agit alors de la théorie du 
ontr�le optimal des systèmes dis-tribués qui a de nombreuses appli
ations, par exemple en 
on
eption optimale ou pourla stabilisation de stru
tures mé
aniques. La pro
haine sous-se
tion fait un panoramade quelques exemples typiques de 
es problèmes d'optimisation. Remarquons que 
es
atégories ne sont pas hermétiquement 
loisonnées puisqu'après dis
rétisation spa-tiale et/ou temporelle une équation di�érentielle ordinaire ou aux dérivées partiellesse ramène à un système d'équations algébriques.On peut aussi séparer l'optimisation en deux grandes bran
hes aux méthodes fortdi�érentes selon que les variables sont 
ontinues ou dis
rètes. Typiquement, si l'onminimise une fon
tion f(x) ave
 x ∈ Rn, il s'agit d'optimisation en variables
ontinues, tandis que si x ∈ Zn on a a�aire à de l'optimisation 
ombinatoire ouen variables dis
rètes. Malgré les apparen
es, l'optimisation en variables 
ontinues estsouvent plus �fa
ile� que l'optimisation en variables dis
rètes 
ar on peut utiliser lanotion de dérivée qui est fort utile tant du point de vue théorique qu'algorithmique.L'optimisation 
ombinatoire est naturelle et essentielle dans de nombreux problèmesde la re
her
he opérationnelle. C'est un domaine où, à 
oté de résultats théoriquesrigoureux, �eurissent de nombreuses �heuristiques� essentielles pour obtenir de bonnesperforman
es algorithmiques.Pour �nir 
ette brève introdu
tion nous indiquons le plan de la suite du 
ours.Ce 
hapitre va prin
ipalement porter sur la question de l'existen
e et de l'uni
itéen optimisation 
ontinue, que 
e soit en dimension �nie ou in�nie. En parti
ulier,nous verrons le r�le 
ru
ial de la 
onvexité pour obtenir des résultats d'existen
een dimension in�nie. Le Chapitre 10 développera les 
onditions d'optimalité et lesalgorithmes numériques qui en dé
oulent. Le Chapitre 11 
onstitue une introdu
tionaux méthodes de la re
her
he opérationnelle, in
luant la programmation linéaire etdes méthodes 
ombinatoires. Pour plus de détails sur l'optimisation nous renvoyonsle le
teur aux ouvrages [6℄, [10℄, [13℄, [15℄, [21℄, [23℄, [34℄.9.1.2 ExemplesPassons en revue quelques problèmes typiques d'optimisation, d'importan
e pra-tique ou théorique inégale, mais qui permettent de faire le tour des di�érentes �bran
h-es� de l'optimisation.Commençons par quelques exemples en re
her
he opérationnelle, 
'est-à-direen optimisation de la gestion ou de la programmation des ressour
es.
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9.1. MOTIVATION ET EXEMPLES 285Exemple 9.1.1 (problème de transport) Il s'agit d'un exemple de programmelinéaire (ou programmation linéaire). Le but est d'optimiser la livraison d'unemar
handise (un problème 
lassique en logistique). On dispose de M entrep�ts, in-di
és par 1 ≤ i ≤ M , disposant 
ha
un d'un niveau de sto
ks si. Il faut livrer N
lients, indi
és par 1 ≤ j ≤ N , qui ont 
ommandé 
ha
un une quantité rj . Le 
oût detransport unitaire entre l'entrep�t i et le 
lient j est donné par cij . Les variables dedé
ision sont les quantités vij de mar
handise partant de l'entrep�t i vers le 
lient j.On veut minimiser le 
oût du transport tout en satisfaisant les 
ommandes des 
lients(on suppose que ∑M
i=1 si ≥

∑N
j=1 rj). Autrement dit, on veut résoudre
inf
(vij)





M
∑

i=1

N
∑

j=1

cijvij



sous les 
ontraintes de limites des sto
ks et de satisfa
tion des 
lients
vij ≥ 0,

N
∑

j=1

vij ≤ si,
M
∑

i=1

vij = rj pour 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤ N.

•Exemple 9.1.2 (problème d'a�e
tation) Il s'agit d'un exemple d'optimisation
ombinatoire ou en variables entières. Imaginez vous à la tête d'une agen
e mat-rimoniale... Soit N femmes, indi
ées par 1 ≤ i ≤ N , et N hommes, indi
és par
1 ≤ j ≤ N . Si la femme i et l'homme j sont d'a

ord pour se marier leur variabled'a

ord aij vaut 1 ; dans le 
as 
ontraire elle vaut 0. Restons 
lassiques : seuls lesmariages hétérosexuels sont autorisés et la polygamie n'est pas admise... (On verradans la Sous-se
tion 11.3.7 que 
ette hypothèse de monogamie n'est pas né
essaire !)Le but du jeu est de maximiser le nombre de mariages �satisfaisants� entres 
es Nfemmes et N hommes. Autrement dit, on 
her
he une permutation σ dans l'ensembledes permutations SN de {1, ..., N} qui réalise le maximum de

max
σ∈SN

N
∑

i=1

aiσ(i).Une variante 
onsiste à autoriser des valeurs de aij entre 0 et 1. Ce type de problèmesest appelé problème d'a�e
tation (il intervient dans des 
ontextes industriels plussérieux 
omme l'a�e
tation des équipages et des avions dans une 
ompagnie aérienne).Bien que 
e ne soit pas for
ément la meilleure manière de poser le problème, on peutl'é
rire sous une forme voisine de l'Exemple 9.1.1. Les variables de dé
ision sont notées
vij qui vaut 1 s'il y a mariage entre la femme i et l'homme j et 0 sinon. On veutmaximiser

sup
(vij)





N
∑

i=1

N
∑

j=1

aijvij




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286 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONsous les 
ontraintes
vij = 0 ou 1,

N
∑

j=1

vij ≤ 1,
M
∑

i=1

vij ≤ 1 pour 1 ≤ i, j ≤ N.On pourrait 
roire que 
e problème d'a�e
tation est simple puisqu'il y a un nombre �nide possibilités qu'il �su�t� d'énumérer pour trouver l'optimum. Il s'agit bien sûr d'unleurre 
ar la 
ara
téristique des problèmes 
ombinatoires est leur très grand nombrede 
ombinaisons possibles qui empê
he toute énumération exhaustive en pratique.Néanmoins pour 
e problème il existe des te
hniques de résolution e�
a
es (voir laSous-se
tion 11.3.7). •Exemple 9.1.3 (problème du sa
-à-dos) Un problème 
lassique est 
elui du sa
-à-dos. Soit n objets de poids respe
tifs p1, . . . , pn ∈ R, et d'utilités respe
tives
u1, . . . , un ∈ R, et P ∈ R un poids maximal que l'on est disposé à porter. On pose
xi = 1 si on met le i-ème objet dans le sa
-à-dos, et xi = 0 sinon. On veut maximiserl'utilité du sa
 à dos sous 
ontrainte de poids :

max
x ∈ {0, 1}n

∑
1≤i≤n xipi ≤ P

∑

1≤i≤n

xiui .En
ore une fois la di�
ulté vient de 
e que les variables d'optimisation xi sont dis
rètes(voir l'Exer
i
e 11.4.5 pour une méthode de résolution). •

Figure 9.1 � Tournée pour un voyageur de 
ommer
e dans l'Exemple 9.1.4.Exemple 9.1.4 (tournée du voyageur de 
ommer
e) Un exemple 
élèbre enoptimisation 
ombinatoire est le problème du voyageur de 
ommer
e. Un représentant(ou VRP) doit visiter n villes su

essivement et revenir à son point de départ en untemps minimum. On note tij le temps pour rejoindre la ville i de la ville j (éventuelle-ment di�érent de tji). On tra
e alors le graphe orienté des n villes reliées entre elles
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9.1. MOTIVATION ET EXEMPLES 287par des ar
s pondérés par les (tij) (voir la Figure 9.1). Il faut alors trouver un 
y
ledans 
e graphe qui passe une et une seule fois par toutes les villes. Il est possible demettre 
e problème sous une forme de type programme linéaire en variables entières(voir la Sous-se
tion 11.6.1 pour une méthode de résolution). •Exemple 9.1.5 (
hemin de 
oût minimum) Soit un graphe orienté G = (N ,A),oùN est l'ensemble des n÷uds et A ⊂ N×N est un ensemble d'ar
s reliant 
es n÷uds.On asso
ie à 
haque ar
 (k,m) ∈ A un 
oût w(k,m). On �xe un n÷ud d'origine i et unn÷ud de destination j. Le problème du 
hemin de 
oût minimum 
onsiste à trouverun 
hemin du graphe allant de i à j en un nombre quel
onque d'étapes qui soit de
oût total minimum. Autrement dit, on 
her
he une suite de n÷uds i = ℓ0, . . . , ℓT = jtelle que (ℓr, ℓr+1) ∈ A pour tout r = 0, 1, ..., T − 1 et w(ℓ0, ℓ1) + · · · + w(ℓT−1, ℓT )est minimal.Lorsque les n÷uds sont des villes, que A est l'ensemble des routes dire
tes d'uneville à l'autre, et que w(k,m) est la distan
e routière entre les villes k et m, onretrouve le problème 
lassique du plus 
ourt 
hemin. Malgré son aspe
t 
ombinatoire,
e problème est fa
ile à résoudre y 
ompris pour des instan
es de grande taille. •Voi
i un exemple algébrique très simple qui provient, par exemple, de la dis
réti-sation par éléments �nis des équations de Stokes (voir la Sous-se
tion 6.3.4).Exemple 9.1.6 (optimisation quadratique à 
ontraintes linéaires) Soit Aune matri
e 
arrée d'ordre n, symétrique dé�nie positive. Soit B une matri
e re
tan-gulaire de taille m× n. Soit b un ve
teur de Rn. On veut résoudre le problème
inf

x∈KerB

{

J(x) =
1

2
Ax · x− b · x

}

.La 
ontrainte d'appartenan
e à KerB rend 
ette minimisation non évidente (voir laSous-se
tion 10.2.2 pour sa résolution). •Un autre exemple algébrique simple est 
elui du quotient de Rayleigh qui permetde 
al
uler les valeurs et ve
teurs propres d'une matri
e symétrique.Exemple 9.1.7 (première valeur propre) Soit A une matri
e 
arrée d'ordre n,symétrique. On veut 
ara
tériser et 
al
uler les solutions de
inf

x∈Rn,‖x‖=1
Ax · x,où ‖x‖ est la norme eu
lidienne de x. Nous verrons qu'il s'agit bien sûr des ve
teurspropres de A asso
iés à sa plus petite valeur propre (
f. la Sous-se
tion 10.2.2). •Considérons un exemple 
lassique en é
onomie.
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288 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONExemple 9.1.8 (
onsommation des ménages) On 
onsidère un ménage quipeut 
onsommer n types de mar
handise dont les prix forment un ve
teur p ∈ Rn
+.Son revenu à dépenser est un réel b > 0, et ses 
hoix de 
onsommation sont supposésêtre modélisés par une fon
tion d'utilité u(x) de Rn

+ dans R (
roissante et 
on
ave),qui mesure le béné�
e que le ménage tire de la 
onsommation de la quantité x des nmar
handises. La 
onsommation du ménage sera le ve
teur x∗ qui réalisera le maxi-mum de
max

x∈Rn
+,x·p≤b

u(x),
'est-à-dire qui maximise l'utilité sous une 
ontrainte de budget maximal (voir laSous-se
tion 10.3.2 pour la résolution). •Passons à un exemple d'optimisation d'un système modélisé par une équationdi�érentielle ordinaire, 
'est-à-dire à un problème de 
ommande optimale.Exemple 9.1.9 (
ommande optimale) On 
onsidère un système di�érentiel linéaireave
 
ritère quadratique. Le but est de guider un robot (ou un engin spatial, unvéhi
ule, et
.) a�n qu'il suive �au plus près� une traje
toire prédé�nie. L'état du robotà l'instant t est représenté par une fon
tion y(t) à valeurs dans RN (typiquement, laposition et la vitesse). On agit sur le robot par l'intermédiaire d'une 
ommande v(t) àvaleurs dans RM (typiquement, la puissan
e du moteur, la dire
tion des roues, et
.).En présen
e de for
es f(t) ∈ RN les lois de la mé
anique 
onduisent à un systèmed'équations di�érentielles ordinaires (supposées linéaires pour simpli�er)






dy

dt
= Ay +Bv + f pour 0 ≤ t ≤ T

y(0) = y0

(9.1)où y0 ∈ RN est l'état initial du système, A et B sont deux matri
es 
onstantes dedimensions respe
tives N × N et N ×M . On note z(t) une traje
toire �
ible� et zTune position �nale �
ible�. Pour appro
her au mieux 
es 
ibles et pour minimiser le
oût du 
ontr�le, on introduit trois matri
es symétriques positives R,Q,D dont seule
R est supposée en plus être dé�nie positive. On dé�nit alors un 
ritère quadratique
J(v) =

∫ T

0

Rv(t) ·v(t)dt+
∫ T

0

Q(y−z)(t) · (y−z)(t)dt+D (y(T )− zT ) · (y(T )− zT ) .Remarquons que la fon
tion y(t) dépend de la variable v à travers (9.1). Comme les
ommandes admissibles sont éventuellement limitées (la puissan
e d'un moteur estsouvent bornée...), on introduit un 
onvexe fermé non vide K de RM qui représentel'ensemble des 
ommandes admissibles. Le problème est don
 de résoudre
inf

v(t)∈K, 0≤t≤T
J(v).Il faudra, bien sûr, pré
iser dans quels espa
es fon
tionnels on minimise J(v) et ondé�nit la solution y de (9.1) (voir la Sous-se
tion 10.4.2 pour la résolution). •
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9.1. MOTIVATION ET EXEMPLES 289Exemple 9.1.10 (minimisation d'une énergie mé
anique) Il s'agit de min-imiser l'énergie mé
anique d'une membrane ou bien l'énergie éle
trostatique d'un
ondu
teur. Nous renvoyons aux Chapitres 1 et 5 pour plus de détails sur la modéli-sation et sur les notations mathématiques. Soit Ω un ouvert borné de RN et f ∈ L2(Ω).D'après la Proposition 5.2.7, pour résoudre le problème de Diri
hlet pour le Lapla
ien,il faut minimiser l'énergie J(v) dé�nie pour v ∈ H1
0 (Ω) par

J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

fv dx.Autrement dit, on veut résoudre
inf

v∈H1
0 (Ω)

J(v).On peut se poser le même problème pour des équations plus 
ompliquées que leLapla
ien 
omme les équations de Stokes. Selon l'Exer
i
e 5.3.10, la résolution deséquations de Stokes est équivalente à la minimisation
inf

v∈H1
0 (Ω)Ntel que divv=0

{

J(v) =
µ

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

f · v dx
}

.Remarquons qu'il y a une 
ontrainte �d'in
ompressibilité� dans 
ette minimisation, etque la pression est absente de l'énergie. Nous verrons que 
es deux faits sont étroite-ment liés. •Donnons maintenant un exemple issu du 
al
ul des variations. Historiquement, ils'agit d'un des plus vieux problèmes d'optimisation, résolu par Zénodore environ deuxsiè
les avant notre ère et dont la démonstration 
omplète est due à Weierstrass versla �n du dix-neuvième siè
le.Exemple 9.1.11 (problème de Didon) Virgile ra
onte dans l'Énéide que lorsquela reine Didon fonda la ville de Carthage, il ne lui fut alloué 
omme super�
ie que�
e que pourrait 
ontenir une peau de boeuf�. Elle dé
oupa alors 
ette peau en �neslanières et en
er
la de 
ette 
ordelette sa future ville situé au bord de la mer. Laquestion était don
 de trouver la plus grande surfa
e possible s'appuyant sur unedroite (le rivage) et de frontière terrestre de longueur donnée. La réponse est bien sûrun demi disque (voir l'Exer
i
e 10.2.10). En termes mathématiques un peu simpli�és,le problème est de trouver la 
ourbe plane de longueur �xée l ≥ 0 qui en
lot ave
 lesegment reliant ses deux extrémités l'aire maximum. Autrement dit, on résout
sup

∫ ξ

0

y(x) dx,ave
 les 
ontraintes
ξ ≥ 0, y(0) = 0,

∫ ξ

0

√

1 + y′(x)2dx = l,
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290 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONoù ξ est l'extrémité du segment et y(x) la position de la 
ourbe au dessus du point xdu segment. •Venons en à l'optimisation d'un système distribué, 
'est-à-dire modélisé par uneéquation aux dérivées partielles.Exemple 9.1.12 (
ontr�le d'une membrane) On 
onsidère une membrane élas-tique, �xée sur son 
ontour, et se déformant sous l'a
tion d'une for
e f . Comme nousl'avons vu à la Sous-se
tion 1.3.3, 
e problème est modélisé par
{

−∆u = f + v dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,où u est le dépla
ement verti
al de la membrane et v est une for
e de 
ontr�le à notredisposition. Ce 
ontr�le est typiquement un a
tionneur piézo-éle
trique qui agit surune partie ω du domaine Ω ave
 une intensité limitée. On dé�nit don
 l'ensemble des
ontr�les admissibles

K = {v(x) tel que vmin(x) ≤ v(x) ≤ vmax(x) dans ω et v = 0 dans Ω \ ω} ,où vmin et vmax sont deux fon
tions données. On 
her
he le 
ontr�le qui rend ledépla
ement u aussi pro
he que possible d'un dépla
ement désiré u0, et qui soit d'un
oût modéré. On dé�nit don
 un 
ritère
J(v) =

1

2

∫

Ω

(

|u− u0|2 + c|v|2
)

dx,ave
 c > 0. Le problème de 
ontr�le s'é
rit
inf
v∈K

J(v).Il reste bien sûr à pré
iser le 
hoix des espa
es fon
tionnels pour v et les autres donnéesde 
e problème (voir la Sous-se
tion 10.4.3 pour la résolution). •9.1.3 Dé�nitions et notationsL'optimisation a un vo
abulaire parti
ulier : introduisons quelques notations etdé�nitions 
lassiques. Nous 
onsidérons prin
ipalement des problèmes de minimisation(sa
hant qu'il su�t d'en 
hanger le signe pour obtenir un problème de maximisation).Tout d'abord, l'espa
e dans lequel est posé le problème, noté V , est supposé êtreun espa
e ve
toriel normé, 
'est-à-dire muni d'une norme notée ‖v‖. Dans la Sous-se
tion 9.1.4 V sera l'espa
e RN , tandis que dans la se
tion suivante V sera un espa
ede Hilbert réel (on pourrait également 
onsidérer le 
as, plus général, d'un espa
e deBana
h, 
'est-à-dire un espa
e ve
toriel normé 
omplet). On se donne également unsous-ensemble K ⊂ V où l'on va 
her
her la solution : on dit que K est l'ensemble deséléments admissibles du problème, ou bien que K dé�nit les 
ontraintes s'exerçant
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onsidéré. En�n, le 
ritère, ou la fon
tion 
oût, ou la fon
tionobje
tif, à minimiser, noté J , est une fon
tion dé�nie sur K à valeurs dans R. Leproblème étudié sera don
 noté
inf

v∈K⊂V
J(v). (9.2)Lorsque l'on utilise la notation inf pour un problème de minimisation, 
ela indiqueque l'on ne sait pas, a priori, si la valeur du minimum est atteinte, 
'est-à-dire s'ilexiste v ∈ K tel que

J(v) = inf
v∈K⊂V

J(v).Si l'on veut indiquer que la valeur du minimum est atteinte, on utilise de préféren
ela notation
min

v∈K⊂V
J(v),mais il ne s'agit pas d'une 
onvention universelle (quoique fort répandue). Pour lesproblèmes de maximisation, les notations sup et max rempla
ent inf et min, respe
-tivement. Pré
isons quelques dé�nitions de base.Dé�nition 9.1.1 On dit que u est un minimum (ou un point de minimum) lo
al de

J sur K si et seulement si
u ∈ K et ∃δ > 0 , ∀v ∈ K , ‖v − u‖ < δ =⇒ J(v) ≥ J(u) .On dit que u est un minimum (ou un point de minimum) global de J sur K si etseulement si

u ∈ K et J(v) ≥ J(u) ∀v ∈ K .Dé�nition 9.1.2 On appelle in�mum de J sur K (ou, plus 
ouramment, valeur min-imum), que l'on désigne par la notation (9.2), la borne supérieure dans R des 
on-stantes qui minorent J sur K. Si J n'est pas minorée sur K, alors l'in�mum vaut
−∞. Si K est vide, par 
onvention l'in�mum est +∞.Une suite minimisante de J dans K est une suite (un)n∈N telle que

un ∈ K ∀n et lim
n→+∞

J(un) = inf
v∈K

J(v).Par la dé�nition même de l'in�mum de J sur K il existe toujours des suitesminimisantes.9.1.4 Optimisation en dimension �nieIntéressons nous maintenant à la question de l'existen
e de minima pour desproblèmes d'optimisation posés en dimension �nie. Nous supposerons dans 
ette sous-se
tion (sans perte de généralité) que V = RN que l'on munit du produit s
alaire usuel
u · v =

∑N
i=1 uivi et de la norme eu
lidienne ‖u‖ = √u · u.Un résultat assez général garantissant l'existen
e d'un minimum est le suivant.
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292 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONThéorème 9.1.3 (Existen
e d'un minimum en dimension �nie) Soit K unensemble fermé non vide de RN , et J une fon
tion 
ontinue sur K à valeurs dans Rvéri�ant la propriété, dite �in�nie à l'in�ni�,
∀(un)n≥0 suite dans K , lim

n→+∞
‖un‖ = +∞ =⇒ lim

n→+∞
J(un) = +∞ . (9.3)Alors il existe au moins un point de minimum de J sur K. De plus, on peut extrairede toute suite minimisante de J sur K une sous-suite 
onvergeant vers un point deminimum sur K.Démonstration. Soit (un) une suite minimisante de J sur K. La 
ondition (9.3)entraîne que un est bornée puisque J(un) est une suite de réels majorée. Don
, ilexiste une sous-suite (unk) qui 
onverge vers un point u de RN . Mais u ∈ K puisque

K est fermé, et J(unk) 
onverge vers J(u) par 
ontinuité, d'où J(u) = infv∈K J(v)d'après la Dé�nition 9.1.2. �Remarque 9.1.4 Notons que la propriété (9.3), qui assure que toute suite min-imisante de J sur K est bornée, est automatiquement véri�ée si K est borné. Lorsquel'ensemble K n'est pas borné, 
ette 
ondition exprime que, dans K, J est in�nie àl'in�ni. •Exer
i
e 9.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
ontinue est en général né
essaire pour l'existen
e d'un minimum. Donner un exemple defon
tion 
ontinue et minorée de R dans R n'admettant pas de minimum sur R.Exer
i
e 9.1.2 Montrer que l'on peut rempla
er la propriété �in�nie à l'in�ni� (9.3) parla 
ondition plus faible
inf
v∈K

J(v) < lim
R→+∞

(

inf
‖v‖≥R

J(v)
)

.Exer
i
e 9.1.3 Montrer que l'on peut rempla
er la 
ontinuité de J par la semi-
ontinuité inférieure de J dé�nie par
∀(un)n≥0 suite dans K , lim

n→+∞
un = u =⇒ lim inf

n→+∞
J(un) ≥ J(u) .Exer
i
e 9.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1, 9.1.6 et 9.1.7.Exer
i
e 9.1.5 Soit a et b deux réels ave
 0 < a < b, et pour n ∈ N∗, soit Pn l'ensembledes polyn�mes P de degré inférieur ou égal à n tels que P (0) = 1. Pour P ∈ Pn, on note

‖P‖ = maxx∈[a,b] |P (x)|.1. Montrer que le problème
inf

P∈Pn

‖P‖ (9.4)a une solution.
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heby
he� Tn(X) sont dé�nis par les relations
T0(X) = 1 , T1(X) = X , Tn+1(X) = 2XTn(X)− Tn−1(X) .Montrer que le degré de Tn est égal à n et que pour tout θ ∈ R, Tn(cos θ) =

cos(nθ). En déduire l'existen
e de n+ 1 réels ξn0 = 1 > ξn1 > ξn2 > · · · > ξnn = −1tels que Tn(ξnk ) = (−1)k pour 0 ≤ k ≤ n et que max−1≤x≤1 |Tn(x)| = 1.3. Montrer que l'unique solution de (9.4) est le polyn�me
P (X) =

1

Tn

(

b + a

b − a

)Tn







b+ a

2
−X

b− a
2






.9.2 Existen
e d'un minimum en dimension in�nie9.2.1 Exemples de non-existen
eCette sous-se
tion est 
onsa
rée à deux exemples montrant que l'existen
e d'unminimum en dimension in�nie n'est absolument pas garantie par des 
onditions dutype de 
elles utilisées dans l'énon
é du Théorème 9.1.3. Cette di�
ulté est intimementliée au fait qu'en dimension in�nie les fermés bornés ne sont pas 
ompa
ts !Commençons par donner un exemple abstrait qui explique bien le mé
anisme de�fuite à l'in�ni� qui empê
he l'existen
e d'un minimum.Exemple 9.2.1 Soit l'espa
e de Hilbert (de dimension in�nie) des suites de 
arrésommable dans R

ℓ2(R) =

{

x = (xi)i≥1 tel que +∞
∑

i=1

x2i < +∞
}

,muni du produit s
alaire 〈x, y〉 = ∑+∞
i=1 xiyi. On 
onsidère la fon
tion J dé�nie sur

ℓ2(R) par
J(x) =

(

‖x‖2 − 1
)2

+

+∞
∑

i=1

x2i
i
.Prenant K = ℓ2(R), on 
onsidère le problème

inf
x∈ℓ2(R)

J(x) , (9.5)pour lequel nous allons montrer qu'il n'existe pas de point de minimum. Véri�onstout d'abord que
(

inf
x∈ℓ2(R)

J(x)

)

= 0.
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294 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONIntroduisons la suite xn dans ℓ2(R) dé�nie par xni = δin pour tout i ≥ 1. On véri�eaisément que
J(xn) =

1

n
→ 0 quand n→ +∞.Comme J est positive, on en déduit que xn est une suite minimisante et que la valeurdu minimum est nulle. Cependant, il est évident qu'il n'existe au
un x ∈ ℓ2(R) tel que

J(x) = 0. Par 
onséquent, il n'existe pas de point de minimum pour (9.5). On voitdans 
et exemple que la suite minimisante xn �part à l'in�ni� et n'est pas 
ompa
tedans ℓ2(R) (bien qu'elle soit bornée). •Voi
i maintenant un exemple modèle qui n'est pas sans ressemblan
e ave
 lesproblèmes de minimisation d'énergie que nous avons ren
ontrés lors de la résolutiond'équations aux dérivées partielles (voir, par exemple, la Proposition 5.2.7). Malgréson 
ara
tère simpli�é, 
et exemple est très représentatif de problèmes réalistes etpratiques de minimisation d'énergies de transition de phases en s
ien
e des matériaux.Exemple 9.2.2 On 
onsidère l'espa
e de Sobolev V = H1(0, 1) muni de la norme
‖v‖ =

(

∫ 1

0

(

v′(x)2 + v(x)2
)

dx
)1/2 (qui est un espa
e de Hilbert de dimension in�nie,voir le Chapitre 4). On pose K = V et, pour 1 ≥ h > 0, on 
onsidère

Jh(v) =

∫ 1

0

(

(|v′(x)| − h)2 + v(x)2
)

dx .L'appli
ation J est 
ontinue sur V , et la 
ondition (9.3) est véri�ée puisque
Jh(v) = ‖v‖2 − 2h

∫ 1

0

|v′(x)|dx + h2 ≥ ‖v‖2 − 1

2

∫ 1

0

v′(x)2dx− h2 ≥ ‖v‖
2

2
− h2 .Montrons que

inf
v∈V

Jh(v) = 0 , (9.6)
e qui impliquera qu'il n'existe pas de minimum de Jh sur V : en e�et, si (9.6) a lieuet si u était un minimum de Jh sur V , on devrait avoir Jh(u) = 0, d'où u ≡ 0 et
|u′| ≡ h > 0 (presque partout) sur (0, 1), 
e qui est impossible.

0 1k/n

h/nFigure 9.2 � Suite minimisante un pour l'Exemple 9.2.2.
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onstruit une suite minimisante (un) dé�nie pour n ≥ 1 par
un(x) =











h(x− k

n
) si k

n
≤ x ≤ 2k + 1

2n
,

h(
k + 1

n
− x) si 2k + 1

2n
≤ x ≤ k + 1

n
,

pour 0 ≤ k ≤ n− 1 ,
omme le montre la Figure 9.2. On voit fa
ilement que un ∈ V et que ladérivée (un)′(x) ne prend que deux valeurs : +h et −h. Par 
onséquent, Jh(un) =
∫ 1

0 u
n(x)2dx = h2

4n , 
e qui prouve (9.6), 
'est-à-dire que Jh n'admet pas de point deminimum sur V . Et pourtant, si h = 0, il est 
lair que J0 admet un unique point deminimum v ≡ 0 ! •Exer
i
e 9.2.1 Modi�er la 
onstru
tion pré
édente pour montrer qu'il n'existe pas nonplus de minimum de J sur C1[0, 1].A la lumière de 
es 
ontre-exemples, examinons la di�
ulté qui se présente endimension in�nie et sous quelles hypothèses nous pouvons espérer obtenir un résultatd'existen
e pour un problème de minimisation posé dans un espa
e de Hilbert dedimension in�nie.Soit V un espa
e ve
toriel de norme ‖v‖. Soit J une fon
tion dé�nie sur une partie
K de V à valeurs dans R, véri�ant la 
ondition (9.3) (in�nie à l'in�ni). Alors, toutesuite minimisante (un) du problème

inf
v∈K

J(v) (9.7)est bornée. En dimension �nie (si V = RN ), on 
on
lut aisément 
omme dans laSous-se
tion 9.1.4 en utilisant la 
ompa
ité des fermés bornés (et en supposant que Kest fermé et que J est 
ontinue ou semi-
ontinue inférieurement). Malheureusement,un tel résultat est faux en dimension in�nie, 
omme nous venons de le 
onstater. Demanière générale, on peut 
on
lure si le triplet (V,K, J) véri�e la 
ondition suivante :pour toute suite (un)n≥1 dans K telle que supn∈N ‖un‖ < +∞ on a
lim

n→+∞
J(un) = ℓ < +∞ =⇒ ∃u ∈ K tel que J(u) ≤ ℓ . (9.8)Ainsi, sous les 
onditions (9.3) et (9.8), le problème (9.7) admet une solution.Malheureusement, la 
ondition (9.8) est inutilisable 
ar invéri�able en général ! Onpeut 
ependant la véri�er pour une 
lasse parti
ulière de problèmes, très importantsen théorie 
omme en pratique : les problèmes de minimisation 
onvexe. Comme nousle verrons dans la Sous-se
tion 9.2.3, si V est un espa
e de Hilbert, K un 
onvexefermé de V , et que J est une fon
tion 
onvexe et 
ontinue sur K, alors (9.8) alieu et le problème (9.7) admet une solution. Les motivations pour introduire 
es
onditions sont, d'une part, que les hypothèses de 
onvexité sont souvent naturellesdans beau
oup d'appli
ations, et d'autre part, qu'il s'agit d'une des rares 
lasses deproblèmes pour lesquels la théorie est su�samment générale et 
omplète. Mais 
e
i ne
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296 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONsigni�e pas que 
es 
onditions sont les seules qui assurent l'existen
e d'un minimum !Néanmoins, en dehors du 
adre 
onvexe développé dans les sous-se
tions suivantes, desdi�
ultés du type de 
elles ren
ontrées dans les 
ontre-exemples pré
édents peuventsurvenir.9.2.2 Analyse 
onvexeDans tout 
e qui suit, nous supposerons que V est un espa
e de Hilbert muni d'unproduit s
alaire 〈u, v〉 et d'une norme asso
iée ‖v‖. Rappelons qu'un ensemble K est
onvexe s'il 
ontient tous les segments reliant deux quel
onques de ses points (voir laDé�nition 12.1.9). Donnons quelques propriétés des fon
tions 
onvexes.Dé�nition 9.2.1 On dit qu'une fon
tion J dé�nie sur un ensemble 
onvexe non vide
K ∈ V et à valeurs dans R est 
onvexe sur K si et seulement si

J(θu+ (1− θ)v) ≤ θJ(u) + (1− θ)J(v) ∀u, v ∈ K , ∀ θ ∈ [0, 1] . (9.9)De plus, J est dite stri
tement 
onvexe si l'inégalité (9.9) est stri
te lorsque u 6= v et
θ ∈]0, 1[.Remarque 9.2.2 Si J est une appli
ation dé�nie sur K à valeurs dans R, on appelleépigraphe de J l'ensemble Epi(J) = {(λ, v) ∈ R × K , λ ≥ J(v)}. Alors J est
onvexe si et seulement si Epi(J) est une partie 
onvexe de R× V . •Exer
i
e 9.2.2 Soient J1 et J2 deux fon
tions 
onvexes sur V, λ > 0, et ϕ une fon
tion
onvexe 
roissante sur un intervalle de R 
ontenant l'ensemble J1(V ). Montrer que J1+J2,
max(J1, J2), λJ1 et ϕ ◦ J1 sont 
onvexes.Exer
i
e 9.2.3 Soit (Li)i∈I une famille (éventuellement in�nie) de fon
tions a�nessur V . Montrer que supi∈I Li est 
onvexe sur V . Ré
iproquement, soit J une fon
tion
onvexe 
ontinue sur V . Montrer que J est égale au supLi≤J Li où les fon
tions Li sonta�nes.Pour les fon
tions 
onvexes il n'y a pas de di�éren
e entre minima lo
aux etglobaux 
omme le montre le résultat élémentaire suivant.Proposition 9.2.3 Si J est une fon
tion 
onvexe sur un ensemble 
onvexe K, toutpoint de minimum lo
al de J sur K est un minimum global et l'ensemble des pointsde minimum est un ensemble 
onvexe (éventuellement vide).Si de plus J est stri
tement 
onvexe, alors il existe au plus un point de minimum.Démonstration. Soit u un minimum lo
al de J sur K. D'après la Dé�nition 9.1.1,nous pouvons é
rire

∃ δ > 0 , ∀w ∈ K , ‖w − u‖ < δ =⇒ J(w) ≥ J(u) . (9.10)
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9.2. EXISTENCE D'UN MINIMUM EN DIMENSION INFINIE 297Soit v ∈ K. Pour θ ∈]0, 1[ su�samment petit, wθ = θv+(1− θ)u véri�e ‖wθ−u‖ < δet wθ ∈ K puisque K est 
onvexe. Don
, J(wθ) ≥ J(u) d'après (9.10), et la 
onvexitéde J implique que J(u) ≤ J(wθ) ≤ θJ(v) + (1 − θ)J(u), 
e qui montre bien que
J(u) ≤ J(v), 
'est-à-dire que u est un minimum global sur K.D'autre part, si u1 et u2 sont deux minima et si θ ∈ [0, 1], alors w = θu1+(1−θ)u2est un minimum puisque w ∈ K et que

inf
v∈K

J(v) ≤ J(w) ≤ θJ(u1) + (1− θ)J(u2) = inf
v∈K

J(v) .Le même raisonnement ave
 θ ∈]0, 1[ montre que, si J est stri
tement 
onvexe, alorsné
essairement u1 = u2. �Nous nous servirons par la suite d'une notion de �forte 
onvexité� plus restri
tiveque la stri
te 
onvexité.Dé�nition 9.2.4 On dit qu'une fon
tion J dé�nie sur un ensemble 
onvexe K estfortement 
onvexe si et seulement si il existe α > 0 tel que, pour tout u, v ∈ K,
J

(

u+ v

2

)

≤ J(u) + J(v)

2
− α

8
‖u− v‖2 . (9.11)On dit aussi dans 
e 
as que J est α-
onvexe.Dans la Dé�nition 9.2.4, la forte 
onvexité de J n'est testée que pour des 
ombi-naisons 
onvexes de poids θ = 1/2. Cela n'est pas une restri
tion pour les fon
tions
ontinues 
omme le montre l'exer
i
e suivant. Par ailleurs, l'Exer
i
e 9.2.7 montreraque les fon
tions 
onvexes à valeurs �nies sont automatiquement 
ontinues.Exer
i
e 9.2.4 Si J est 
ontinue et α-
onvexe, montrer que, pour tout θ ∈ [0, 1],

J(θu + (1− θ)v) ≤ θJ(u) + (1 − θ)J(v) − αθ(1 − θ)
2

‖u− v‖2 . (9.12)Exer
i
e 9.2.5 Soit A une matri
e symétrique d'ordre N et b ∈ RN . Pour x ∈ RN ,on pose J(x) = 1
2Ax · x − b · x. Montrer que J est 
onvexe si et seulement si A estsemi-dé�nie positive, et que J est stri
tement 
onvexe si et seulement si A est dé�niepositive. Dans 
e dernier 
as, montrer que J est aussi fortement 
onvexe et trouver lameilleure 
onstante α.Exer
i
e 9.2.6 Soit Ω un ouvert de RN et H1(Ω) l'espa
e de Sobolev asso
ié (voir laDé�nition 4.3.1). Soit la fon
tion J dé�nie sur Ω par
J(v) =

1

2

∫

Ω

(

|∇v(x)|2 + v(x)2
)

dx−
∫

Ω

f(x)v(x) dx ,ave
 f ∈ L2(Ω). Montrer que J est fortement 
onvexe sur H1(Ω).
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298 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONLe résultat suivant sera essentiel dans l'obtention d'un résultat d'existen
e d'unminimum en dimension in�nie. En parti
ulier, il permet de 
on
lure qu'une fon
tion Jfortement 
onvexe et 
ontinue sur un ensemble K 
onvexe fermé non vide est �in�nieà l'in�ni� dans K, 
'est-à-dire véri�e la propriété (9.3).Proposition 9.2.5 Si J est 
onvexe 
ontinue sur un ensemble K 
onvexe fermé nonvide, alors il existe une forme linéaire 
ontinue L ∈ V ′ et une 
onstante δ ∈ R tellesque
J(v) ≥ L(v) + δ ∀ v ∈ K . (9.13)Si de plus J est fortement 
onvexe sur K, alors il existe deux 
onstantes γ > 0 et

η ∈ R telles que
J(v) ≥ γ‖v‖2 + η ∀ v ∈ K . (9.14)Démonstration. Prouvons d'abord (9.13). Si J est 
onvexe 
ontinue (ou simplementsemi-
ontinue inférieurement) sur un ensemble K 
onvexe fermé non vide, alors sonépigraphe Epi(J) (dé�ni dans la Remarque 9.2.2) est 
onvexe fermé non vide. Soit

v0 ∈ K et λ0 < J(v0). Puisque (λ0, v0) /∈ Epi(J), nous déduisons du Théorème12.1.19 de séparation d'un point et d'un 
onvexe l'existen
e de α, β ∈ R et d'uneforme linéaire 
ontinue L ∈ V ′ tels que
βλ + L(v) > α > βλ0 + L(v0) ∀ (λ, v) ∈ Epi(J) . (9.15)Comme, pour v �xé, on peut prendre λ arbitrairement grand dans le membre degau
he de (9.15), il est 
lair que β ≥ 0 ; de plus, 
omme on peut prendre v = v0 dansle membre de gau
he de (9.15), β ne peut être nul. On a don
 β > 0. On déduit alorsde (9.15), en 
hoisissant λ = J(v), que J(v) +L(v)/β > α/β pour tout v ∈ K, 
e quiprouve (9.13).Prouvons maintenant (9.14). Soit en
ore v0 ∈ K �xé. Pour tout v ∈ K, (9.11) et(9.13) impliquent que

J(v)

2
+
J(v0)

2
≥ J

(

v + v0
2

)

+
α

8
‖v − v0‖2 ≥

L(v) + L(v0)

2
+
α

8
‖v − v0‖2 + δ .On en déduit

J(v) ≥ α

4
‖v‖2 − α

2
〈v, v0〉+ L(v) + C1 ,ave
 C1 = (α/4)‖v0‖2 + L(v0) − J(v0) + 2δ. D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarzappliqué à 〈v, v0〉 et la 
ontinuité de L, i.e. |L(v)| ≤ ‖L‖V ′‖v‖ (voir la Dé�nition12.1.17), il vient

J(v) ≥ α

4
‖v‖2 −

(

‖L‖V ′ +
α‖v0‖

2

)

‖v‖+ C1 ≥
α

8
‖v‖2 + η ,pour η ∈ R bien 
hoisi. �Terminons 
ette sous-se
tion par une propriété agréable des fon
tions 
onvexes :les fon
tions 
onvexes �propres� (
'est-à-dire qui ne prennent pas la valeur +∞) sont
ontinues.
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i
e 9.2.7 Soit v0 ∈ V et J une fon
tion 
onvexe majorée sur une boule de 
entre
v0. Montrer que J est minorée et 
ontinue sur 
ette boule.9.2.3 Résultats d'existen
eNous pouvons maintenant énon
er un premier résultat d'existen
e de minimumdans le 
as parti
ulier où J est fortement 
onvexe (α-
onvexe).Théorème 9.2.6 (Existen
e d'un minimum, 
as fortement 
onvexe) Soit Kun 
onvexe fermé non vide d'un Hilbert V et J une fon
tion α-
onvexe 
ontinue sur
K. Alors, il existe un unique minimum u de J sur K et on a

‖v − u‖2 ≤ 4

α
[J(v)− J(u)] ∀ v ∈ K . (9.16)En parti
ulier, toute suite minimisante de J sur l'ensemble K 
onverge vers u.Démonstration. Soit (un) une suite minimisante de J sur K. D'après (9.14), J(v) ≥

δ pour tout v ∈ K, 
'est-à-dire que J est minorée sur K, don
 infv∈K J(v) est unevaleur �nie. Pour n,m ∈ N la propriété (9.11) de forte 
onvexité entraîne que
α

8
‖un − um‖2 ≤ α

8
‖un − um‖2 + J

(

un + um

2

)

− inf
v∈K

J(v)

≤ 1

2

(

J(un)− inf
v∈K

J(v)

)

+
1

2

(

J(um)− inf
v∈K

J(v)

)

,
e qui montre que la suite (un) est de Cau
hy, et don
 
onverge vers une limite u,qui est né
essairement un minimum de J sur K puisque J est 
ontinue et K fermé.L'uni
ité du point de minimum a été montrée dans la Proposition 9.2.3. En�n, si
v ∈ K, (u+ v)/2 ∈ K 
ar K est 
onvexe, d'où, toujours grâ
e à (9.11),

α

8
‖u− v‖2 ≤ J(u)

2
+
J(v)

2
− J

(

u+ v

2

)

≤ J(v)− J(u)
2

,
ar J (u+ v

2

)

≥ J(u). �Exer
i
e 9.2.8 Montrer que le Théorème 9.2.6 s'applique à l'Exemple 9.1.10 (utiliserl'inégalité de Poin
aré dans H1
0 (Ω)).Exer
i
e 9.2.9 Généraliser l'Exer
i
e 9.2.8 aux di�érents modèles ren
ontrés auChapitre 5 : Lapla
ien ave
 
onditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),élasti
ité (voir l'Exer
i
e 5.3.3), Stokes (voir l'Exer
i
e 5.3.10).
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300 CHAPITRE 9. INTRODUCTION À L'OPTIMISATIONIl est possible de généraliser en grande partie le Théorème 9.2.6 au 
as de fon
tions
J qui sont seulement 
onvexes (et non pas fortement 
onvexes). Cependant, autant ladémonstration du Théorème 9.2.6 est élémentaire, autant 
elle du théorème suivantest déli
ate. Elle repose en parti
ulier sur la notion de 
onvergen
e faible que l'onpeut 
onsidérer 
omme �hors-programme� dans le 
adre de 
e 
ours.Théorème 9.2.7 (Existen
e d'un minimum, 
as 
onvexe) Soit K un 
onvexefermé non vide d'un espa
e de Hilbert V , et J une fon
tion 
onvexe 
ontinue sur K,qui est �in�nie à l'in�ni� dans K, 
'est-à-dire qui véri�e la 
ondition (9.3), à savoir,

∀(un)n≥0 suite dans K , lim
n→+∞

‖un‖ = +∞ =⇒ lim
n→+∞

J(un) = +∞ .Alors il existe un minimum de J sur K.Remarque 9.2.8 Le Théorème 9.2.7 donne l'existen
e d'un minimum 
omme lepré
édent Théorème 9.2.6, mais ne dit rien sur l'uni
ité ni sur l'estimation d'erreur(9.16). Remarquons au passage que (9.16) sera fort utile pour l'étude d'algorithmesnumériques de minimisation puisqu'elle fournit une estimation de la vitesse de 
on-vergen
e d'une suite minimisante (un) vers le point de minimum u. •Remarque 9.2.9 Le Théorème 9.2.7 reste vrai si l'on suppose simplement que V estun espa
e de Bana
h ré�exif (i.e. que le dual de V ′ est V ). •Nous indiquons brièvement 
omment on peut démontrer le Théorème 9.2.7 dans le 
asd'un espa
e de Hilbert séparable (
'est-à-dire qui admet une base hilbertienne dénombrable,voir la Proposition 12.1.15). On dé�nit la notion de 
onvergen
e faible dans V .Dé�nition 9.2.10 On dit qu'une suite (un) de V 
onverge faiblement vers u ∈ V si
∀ v ∈ V , lim

n→+∞
〈un, v〉 = 〈u, v〉 .Soit (ei)i≥1 une base hilbertienne de V . Si on note un

i = 〈un, ei〉 les 
omposantes dans
ette base d'une suite un, uniformément bornée dans V , il est fa
ile de véri�er que la Dé�ni-tion 9.2.10 de la 
onvergen
e faible est équivalente à la 
onvergen
e de toutes les suitesde 
omposantes (un
i )n≥1 pour i ≥ 1.Comme son nom l'indique la 
onvergen
e faible est une notion �plus faible� que la 
onver-gen
e usuelle dans V , puisque limn→+∞ ‖un − u‖ = 0 implique que un 
onverge faiblementvers u. Ré
iproquement, en dimension in�nie il existe des suites qui 
onvergent faiblementmais pas au sens usuel (que l'on appelle parfois �
onvergen
e forte� par opposition). Parexemple, la suite un = en 
onverge faiblement vers zéro, mais pas fortement puisqu'elle estde norme 
onstante égale à 1. L'intérêt de la 
onvergen
e faible vient du résultat suivant.Lemme 9.2.11 De toute suite un bornée dans V on peut extraire une sous-suite qui 
onvergefaiblement.
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haque suite d'une 
omposante un
i estbornée dans R. Pour 
haque i, il existe don
 une sous-suite, notée uni

i , qui 
onverge vers unelimite ui. Par un pro
édé d'extra
tion diagonale de suites, on obtient alors une sous-suite
ommune n′ telle que, pour tout i, un′
i 
onverge vers ui. Ce qui prouve que un′ 
onvergefaiblement vers u (on véri�e que u ∈ V ). �Si on appelle �demi-espa
e fermé� de V tout ensemble de la forme {v ∈ V , L(v) ≤ α},où L est une forme linéaire 
ontinue non identiquement nulle sur V et α ∈ R, on peut
ara
tériser de façon 
ommode les ensembles 
onvexes fermés.Lemme 9.2.12 Une partie 
onvexe fermée K de V est l'interse
tion des demi-espa
es fer-més qui 
ontiennent K.Démonstration. Il est 
lair que K est in
lus dans l'interse
tion des demi-espa
es fermésqui le 
ontiennent. Ré
iproquement, supposons qu'il existe un point u0 de 
ette interse
tionqui n'appartiennent pas à K. On peut alors appliquer le Théorème 12.1.19 de séparationd'un point et d'un 
onvexe et 
onstruire ainsi un demi-espa
e fermé qui 
ontient K mais pas

u0. Ce
i est une 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de u0, don
 u0 ∈ K. �Lemme 9.2.13 Soit K un ensemble 
onvexe fermé non vide de V . Alors K est fermé pourla 
onvergen
e faible.De plus, si J est 
onvexe et semi-
ontinue inférieurement sur K (voir l'Exer
i
e 9.1.3pour 
ette notion), alors J est aussi semi-
ontinue inférieurement sur K pour la 
onvergen
efaible.Démonstration. Par dé�nition, si un 
onverge faiblement vers u, alors L(un) 
onverge vers
L(u). Par 
onséquent, un demi-espa
e fermé de V est fermé pour la 
onvergen
e faible. LeLemme 9.2.12 permet d'obtenir la même 
on
lusion pour K.D'après les hypothèses sur J , l'ensemble Epi(J) (dé�ni à la Remarque 9.2.2) est un
onvexe fermé de R × V , don
 il est aussi fermé pour la 
onvergen
e faible. On en dé-duit alors fa
ilement le résultat : si la suite (vn) tend faiblement vers v dans K, alors
lim infn→+∞ J(vn) ≥ J(v). �Nous avons maintenant tous les ingrédients pour �nir.Démonstration du Théorème 9.2.7. D'après (9.3), toute suite minimisante (un) estbornée. On déduit alors du Lemme 9.2.11 qu'il existe une sous-suite (un′

) 
onvergeant faible-ment vers une limite u ∈ V . Mais, d'après le Lemme 9.2.13, u ∈ K et
J(u) ≤ lim inf

k
J(unk ) = inf

v∈K
J(v) .Le point u est don
 bien un minimum de u sur K. �
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Chapitre 10CONDITIONSD'OPTIMALITÉ ETALGORITHMES10.1 Généralités10.1.1 Introdu
tionDans le Chapitre 9 nous nous sommes intéressés aux questions d'existen
e deminimum aux problèmes d'optimisation. Dans 
e 
hapitre, nous allons 
her
her àobtenir des 
onditions né
essaires et parfois su�santes de minimalité. L'obje
tif estd'une 
ertaine manière beau
oup plus pratique, puisque 
es 
onditions d'optimalitéseront le plus souvent utilisées pour tenter de 
al
uler un minimum (parfois mêmesans avoir su démontrer son existen
e !). L'idée générale des 
onditions d'optimalité estla même que 
elle qui, lorsque l'on 
al
ule l'extremum d'une fon
tion sur R, 
onsisteà é
rire que sa dérivée doit s'annuler.Ces 
onditions vont don
 s'exprimer à l'aide de la dérivée première (
onditionsd'ordre 1) ou se
onde (
onditions d'ordre 2). Nous obtiendrons surtout des 
onditionsné
essaires d'optimalité, mais l'utilisation de la dérivée se
onde ou l'introdu
tiond'hypothèses de 
onvexité permettront aussi d'obtenir des 
onditions su�santes, etde distinguer entre minima et maxima.Ces 
onditions d'optimalité généralisent la remarque élémentaire suivante : si x0est un point de minimum lo
al de J sur l'intervalle [a, b] ⊂ R (J étant une fon
tiondérivable sur [a, b]), alors on a
J ′(x0) ≥ 0 si x0 = a , J ′(x0) = 0 si x0 ∈]a, b[ , J ′(x0) ≤ 0 si x0 = b .Même si elle est bien 
onnue du le
teur, rappelons la démonstration de 
ette re-marque : si x0 ∈ [a, b[, on peut 
hoisir x = x0 + h ave
 h > 0 petit et é
rire303
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J(x) ≥ J(x0), d'où J(x0) + hJ ′(x0) + o(h) ≥ J(x0), 
e qui donne J ′(x0) ≥ 0 endivisant par h et en faisant tendre h vers 0. De même obtient-on J ′(x0) ≤ 0 si
x0 ∈]a, b] en 
onsidérant x = x0 − h. Remarquons également (
'est la 
ondition d'or-dre 2) que si x0 ∈]a, b[ et si J ′ est dérivable en x0, on a alors J ′′(x0) ≥ 0 (en e�et, ona J(x0) + h2

2
J ′′(x0) + o(h2) ≥ J(x0) pour h assez petit).La stratégie d'obtention et de démonstration des 
onditions de minimalité estdon
 
laire : on tient 
ompte des 
ontraintes (x ∈ [a, b] dans l'exemple 
i-dessus)pour tester la minimalité de x0 dans des dire
tions parti
ulières qui respe
tent les
ontraintes (x0 + h ave
 h > 0 si x0 ∈ [a, b[, x0 − h ave
 h > 0 si x0 ∈]a, b]) : onparlera de dire
tions admissibles. On utilise ensuite la dé�nition de la dérivée (etles formules de Taylor à l'ordre 2) pour 
on
lure. C'est exa
tement 
e que nous allonsfaire dans 
e qui suit !Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Le reste de 
ette se
tion est 
onsa
rée àpré
iser quelques notations et à rappeler des notions élémentaires de dérivabilité. LaSe
tion 10.2 donne la forme des 
onditions né
essaires d'optimalité dans deux 
asessentiels : lorsque l'ensemble des 
ontraintes est 
onvexe on obtient une inéquationd'Euler ; lorsqu'il s'agit de 
ontraintes égalités ou inégalités, on obtient une équationfaisant intervenir des multipli
ateurs de Lagrange. La Se
tion 10.3 est 
onsa
réeau théorème de Kuhn et Tu
ker qui a�rme que, sous 
ertaines hypothèses de
onvexité, les 
onditions né
essaires d'optimalité sont aussi su�santes. On y donneaussi un bref aperçu de la théorie de la dualité. La Se
tion 10.4 explore trois ap-pli
ations de l'optimisation à des systèmes modélisés par des équations di�érentiellesordinaires ou aux dérivées partielles. Finalement, la Se
tion 10.5 traite des algo-rithmes numériques d'optimisation. On étudie prin
ipalement les algorithmesde gradient qui sont les plus importants en pratique.10.1.2 Di�érentiabilitéDésormais (et nous ne le rappellerons plus systématiquement), nous supposeronsque V est un espa
e de Hilbert réel, et que le 
ritère J est une fon
tion 
ontinue àvaleurs dans R. Le produit s
alaire dans V est toujours noté 〈u, v〉 et la norme asso
iée

‖u‖.Commençons par introduire la notion de dérivée première de J puisque nous enaurons besoin pour é
rire des 
onditions d'optimalité. Lorsqu'il y a plusieurs variables(
'est-à-dire si l'espa
e V n'est pas R), la �bonne� notion théorique de dérivabilité,appelée di�érentiabilité au sens de Fré
het, est donnée par la dé�nition suivante.Dé�nition 10.1.1 On dit que la fon
tion J , dé�nie sur un voisinage de u ∈ V àvaleurs dans R, est dérivable (ou di�érentiable) au sens de Fré
het en u s'il existeune forme linéaire 
ontinue sur V , L ∈ V ′, telle que
J(u + w) = J(u) + L(w) + o(w) , ave
 lim

w→0

|o(w)|
‖w‖ = 0 . (10.1)
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10.1. GÉNÉRALITÉS 305On appelle L la dérivée (ou la di�érentielle, ou le gradient) de J en u et on note
L = J ′(u).Remarque 10.1.2 La Dé�nition 10.1.1 est en fait valable si V est seulement unespa
e de Bana
h (on n'utilise pas de produit s
alaire dans (10.1)). Cependant, si Vest un espa
e de Hilbert, on peut pré
iser la relation (10.1) en identi�ant V et sondual V ′ grâ
e au Théorème de représentation de Riesz 12.1.18. En e�et, il existe ununique p ∈ V tel que 〈p, w〉 = L(w), don
 (10.1) devient

J(u + w) = J(u) + 〈p, w〉+ o(w) , ave
 lim
w→0

|o(w)|
‖w‖ = 0 . (10.2)On note aussi parfois p = J ′(u), 
e qui peut prêter à 
onfusion... La formule (10.2) estsouvent plus �naturelle� que (10.1), notamment si V = Rn ou V = L2(Ω). Par 
ontre,elle peut être d'interprétation un peu plus déli
ate pour des espa
es de Hilbert plus�
ompliqués� 
omme V = H1(Ω) (voir l'Exer
i
e 10.1.5). •Dans la plupart des appli
ations, il su�t souvent de déterminer la forme linéaire
ontinue L = J ′(u) ∈ V ′ 
ar on n'a pas besoin de l'expression expli
ite de p = J ′(u) ∈

V lorsque V ′ est identi�é à V . En pratique, il est plus fa
ile de trouver l'expressionexpli
ite de L que 
elle de p, 
omme le montrent les exer
i
es suivants.Exer
i
e 10.1.1 Montrer que (10.1) implique la 
ontinuité de J en u. Montrer aussique, si deux formes linéaires 
ontinues L1, L2 véri�ent
{

J(u+ w) ≥ J(u) + L1(w) + o(w) ,
J(u+ w) ≤ J(u) + L2(w) + o(w) ,

(10.3)alors J est dérivable et L1 = L2 = J ′(u).Exer
i
e 10.1.2 (essentiel !) Soit a une forme bilinéaire symétrique 
ontinue sur V ×
V . Soit L une forme linéaire 
ontinue sur V . On pose J(u) = 1

2a(u, u)− L(u). Montrerque J est dérivable sur V et que 〈J ′(u), w〉 = a(u,w)− L(w) pour tout u,w ∈ V .Exer
i
e 10.1.3 Soit A une matri
e symétrique N ×N et b ∈ RN . Pour x ∈ RN , onpose J(x) = 1
2Ax · x − b · x. Montrer que J est dérivable et que J ′(x) = Ax − b pourtout x ∈ RN .Exer
i
e 10.1.4 On reprend l'Exer
i
e 10.1.2 ave
 V = L2(Ω) (Ω étant un ouvert de

RN ), a(u, v) = ∫

Ω uv dx, et L(u) = ∫Ω fu dx ave
 f ∈ L2(Ω). En identi�ant V et V ′,montrer que J ′(u) = u− f .Exer
i
e 10.1.5 On reprend l'Exer
i
e 10.1.2 ave
 V = H1
0 (Ω) (Ω étant un ouvert de

RN ) que l'on munit du produit s
alaire
〈u, v〉 =

∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) dx.
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306 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESOn pose a(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx, et L(u) =

∫

Ω
fu dx ave
 f ∈ L2(Ω). Montrer (aumoins formellement) que J ′(u) = −∆u − f dans V ′ = H−1(Ω). Montrer que, si onidenti�e V et V ′, alors J ′(u) = u0 où u0 est l'unique solution dans H1

0 (Ω) de
{

−∆u0 + u0 = −∆u− f dans Ω,
u0 = 0 sur ∂Ω.Exer
i
e 10.1.6 Soit Ω un ouvert borné de RN (on pourra se restreindre au 
as où

N = 1 ave
 Ω =]0, 1[). Soit L = L(p, t, x) une fon
tion 
ontinue sur RN×R×Ω, dérivablepar rapport à p et t sur 
et ensemble, de dérivées partielles ∂L
∂p et ∂L

∂t Lips
hitziennes sur
et ensemble. On pose V = H1
0 (Ω) et J(v) = ∫

Ω

L(∇v(x), v(x), x)dx.1. Montrer que J est dérivable sur H1
0 (Ω) et que

〈J ′(u), w〉 =
∫

Ω

(

∂L

∂p
(∇u(x), u(x), x) · ∇w(x) + ∂L

∂t
(∇u(x), u(x), x)w(x)

)

dx .2. Si N = 1 et Ω =]0, 1[, montrer que, si u ∈ H1
0 (0, 1) satisfait J ′(u) = 0, alors uvéri�e

d

dx

(

∂L

∂p

(

u′(x), u(x), x
)

)

− ∂L

∂t

(

u′(x), u(x), x
)

= 0 , (10.4)presque partout dans l'intervalle ]0, 1[.3. Si L ne dépend pas de x (i.e. L = L(p, t)) et si u ∈ C2(]0, 1[) est une solution del'équation di�érentielle (10.4), montrer que la quantité
L
(

u′(x), u(x)
)

− u′(x)∂L
∂p

(

u′(x), u(x)
)est 
onstante sur l'intervalle [0, 1].Remarque 10.1.3 Il existe d'autres notions de di�érentiabilité, plus faible que 
elleau sens de Fré
het. Par exemple, on ren
ontre souvent la dé�nition suivante. On ditque la fon
tion J , dé�nie sur un voisinage de u ∈ V à valeurs dans R, est di�érentiableau sens de Gâteaux en u s'il existe L ∈ V ′ tel que

∀w ∈ V , lim
δ→0, δ>0

J(u + δw)− J(u)
δ

= L(w) . (10.5)On parle aussi de di�érentiabilité dire
tionnelle et w est la dire
tion de dérivationdans (10.5). L'intérêt de 
ette notion est que la véri�
ation de (10.5) est plus aiséeque 
elle de (10.1). Cependant, si une fon
tion dérivable au sens de Fré
het l'est aussiau sens de Gâteaux, la ré
iproque est fausse, même en dimension �nie, 
omme lemontre l'exemple suivant dans R2

J(x, y) =
x6

(y − x2)2 + x8
pour (x, y) 6= (0, 0) , J(0, 0) = 0 .
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10.1. GÉNÉRALITÉS 307Convenons que, dans 
e qui suit, nous dirons qu'une fon
tion est dérivable lorsqu'ellel'est au sens de Fré
het, sauf mention expli
ite du 
ontraire. •Examinons maintenant les propriétés de base des fon
tions 
onvexes dérivables.Proposition 10.1.4 Soit J une appli
ation di�érentiable de V dans R. Les asser-tions suivantes sont équivalentes
J est 
onvexe sur V , (10.6)

J(v) ≥ J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 ∀u, v ∈ V , (10.7)
〈J ′(u)− J ′(v), u − v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ V . (10.8)Proposition 10.1.5 Soit J une appli
ation di�érentiable de V dans R et α > 0. Lesassertions suivantes sont équivalentes

J est α-
onvexe sur V , (10.9)
J(v) ≥ J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ α

2
‖v − u‖2 ∀u, v ∈ V , (10.10)

〈J ′(u)− J ′(v), u − v〉 ≥ α‖u− v‖2 ∀u, v ∈ V . (10.11)Remarque 10.1.6 Les 
onditions (10.10) et (10.7) ont une interprétation géométriquesimple. Elles signi�ent que la fon
tion 
onvexe J(v) est toujours au dessus de sonplan tangent en u (
onsidéré 
omme une fon
tion a�ne de v). Les 
onditions (10.11)et (10.8) sont des hypothèses de monotonie ou de 
roissan
e de J ′. Par ailleurs, si
J(u) = 1

2a(u, u) − L(u) ave
 a une forme bilinéaire symétrique 
ontinue sur V et
L une forme linéaire 
ontinue sur V , alors l'Exer
i
e 10.1.2 montre que (10.11) estexa
tement la dé�nition de la 
oer
ivité de a. •Démonstration. Il su�t de démontrer la Proposition 10.1.5 en observant que le 
as
α = 0 donne la Proposition 10.1.4. Montrons que (10.9) implique (10.10). Comme Jest α-
onvexe, on véri�e aisément (par ré
urren
e) que, pour tout k ≥ 1,

J

(

(

1− 1

2k
)

u+
1

2k
v

)

≤
(

1− 1

2k
)

J(u) +
1

2k
J(v)− α

2k+1

(

1− 1

2k
)

‖u− v‖2 ,d'où
2k
[

J

(

u+
1

2k
(v − u)

)

− J(u)
]

≤ J(v) − J(u)− α

2

(

1− 1

2k
)

‖u− v‖2 .En faisant tendre k vers +∞, on trouve (10.10). Pour obtenir (10.11) il su�t d'addi-tionner (10.10) ave
 lui-même en é
hangeant u et v.
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308 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESMontrons que (10.11) implique (10.9). Pour u, v ∈ V et t ∈ R, on pose ϕ(t) = J(u+
t(v−u)). Alors ϕ est dérivable et don
 
ontinue sur R, et ϕ′(t) = 〈J ′(u+t(v−u)), v−u〉,de sorte que, d'après (10.11)

ϕ′(t)− ϕ′(s) ≥ α(t− s)‖v − u‖2 si t ≥ s . (10.12)Soit θ ∈]0, 1[. En intégrant l'inégalité (10.12) de t = θ à t = 1 et de s = 0 à s = θ, onobtient
θϕ(1) + (1− θ)ϕ(0) − ϕ(θ) ≥ αθ(1 − θ)

2
‖v − u‖2 ,
'est-à-dire (10.9). �Exer
i
e 10.1.7 Montrer qu'une fon
tion J dérivable sur V est stri
tement 
onvexe siet seulement si

J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 ∀u, v ∈ V ave
 u 6= v ,ou en
ore
〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ V ave
 u 6= v .Terminons 
ette sous-se
tion en dé�nissant la dérivée se
onde de J . Remarquonstout d'abord qu'il est très fa
ile de généraliser la Dé�nition 10.1.1 de di�érentiabilitéau 
as d'une fon
tion f dé�nie sur V à valeurs dans un autre espa
e de Hilbert W(et non pas seulement dans R). On dira que f est di�érentiable (au sens de Fré
het)en u s'il existe une appli
ation linéaire 
ontinue L de V dans W telle que

f(u+ w) = f(u) + L(w) + o(w) , ave
 lim
w→0

‖o(w)‖W
‖w‖V

= 0 . (10.13)On appelle L = f ′(u) la di�érentielle de f en u. La dé�nition (10.13) est utile pourdé�nir la dérivée de f(u) = J ′(u) qui est une appli
ation de V dans son dual V ′.Dé�nition 10.1.7 Soit J une fon
tion de V dans R. On dit que J est deux foisdérivable en u ∈ V si J est dérivable dans un voisinage de u et si sa dérivée J ′(u) estdérivable en u. On note J ′′(u) la dérivée se
onde de J en u qui véri�e
J ′(u+ w) = J ′(u) + J ′′(u)w + o(w) , ave
 lim

w→0

‖o(w)‖V ′

‖w‖V
= 0 .Telle qu'elle est dé�nie la dérivée se
onde est di�
ile à évaluer en pratique 
ar

J ′′(u)w est un élément de V ′. Heureusement, en la faisant agir sur v ∈ V on obtientune brave forme bilinéaire 
ontinue sur V × V que l'on notera J ′′(u)(w, v) en lieu etpla
e de (J ′′(u)w) v. Nous laissons au le
teur le soin de prouver le résultat élémentairesuivant.
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tion deux fois dérivable de V dans R, elle véri�e
J(u+w) = J(u)+J ′(u)w+

1

2
J ′′(u)(w,w)+o(‖w‖2), ave
 lim

w→0

o(‖w‖2)
‖w‖2 = 0 , (10.14)où J ′′(u) est identi�ée à une forme bilinéaire 
ontinue sur V × V .En pratique 
'est J ′′(u)(w,w) que l'on 
al
ule.Exer
i
e 10.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique 
ontinue sur V ×V . Soit L uneforme linéaire 
ontinue sur V . On pose J(u) = 1

2a(u, u)−L(u). Montrer que J est deuxfois dérivable sur V et que J ′′(u)(v, w) = a(v, w) pour tout u, v, w ∈ V . Appliquer 
erésultat aux exemples des Exer
i
es 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.Lorsque J est deux fois dérivable on retrouve la 
ondition usuelle de 
onvexité : sila dérivée se
onde est positive, alors la fon
tion est 
onvexe.Exer
i
e 10.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V les 
onditions desPropositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respe
tivement équivalentes à
J ′′(u)(w,w) ≥ 0 et J ′′(u)(w,w) ≥ α‖w‖2 ∀u,w ∈ V . (10.15)10.2 Conditions d'optimalité10.2.1 Inéquations d'Euler et 
ontraintes 
onvexesNous 
ommençons par formuler les 
onditions de minimalité lorsque l'ensembledes 
ontraintes K est 
onvexe, 
as où les 
hoses sont plus simples (nous supposeronstoujours que K est fermé non vide et que J est 
ontinue sur un ouvert 
ontenant

K). L'idée essentielle du résultat qui suit est que, pour tout v ∈ K, on peut testerl'optimalité de u dans la �dire
tion admissible� (v−u) 
ar u+h(v−u) ∈ K si h ∈ [0, 1].Théorème 10.2.1 (Inéquation d'Euler, 
as 
onvexe) Soit u ∈ K 
onvexe. Onsuppose que J est di�érentiable en u. Si u est un point de minimum lo
al de J sur
K, alors

〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K . (10.16)Si u ∈ K véri�e (10.16) et si J est 
onvexe, alors u est un minimum global de J sur
K.Remarque 10.2.2 On appelle (10.16), �inéquation d'Euler�. Il s'agit d'une 
onditionné
essaire d'optimalité qui devient né
essaire et su�sante si J est 
onvexe. La
ondition (10.16) exprime que la dérivée dire
tionnelle de J au point u dans toutesles dire
tions (v − u), qui sont rentrantes dans K, est positive, 
'est-à-dire que lafon
tion J ne peut que 
roître lo
alement à l'intérieur de K. Il faut aussi remarquer
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as importants, (10.16) se réduit simplement à l'équation d'Euler
J ′(u) = 0. En premier lieu, si K = V , v− u dé
rit tout V lorsque v dé
rit V , et don
(10.16) entraîne J ′(u) = 0. D'autre part, si u est intérieur à K, la même 
on
lusions'impose. •Démonstration. Pour v ∈ K et h ∈]0, 1], u+ h(v − u) ∈ K, et don


J(u + h(v − u))− J(u)
h

≥ 0 . (10.17)On en déduit (10.16) en faisant tendre h vers 0. Le 
ara
tère su�sant de (10.16) pourune fon
tion 
onvexe dé
oule immédiatement de la propriété de 
onvexité (10.7). �Exer
i
e 10.2.1 Soit K un 
onvexe fermé non vide de V . Pour x ∈ V , on 
her
he laproje
tion xK ∈ K de x sur K (voir le Théorème 12.1.10)
‖x− xK‖ = min

y∈K
‖x− y‖.Montrer que la 
ondition né
essaire et su�sante (10.16) se ramène exa
tement à (12.1).Exer
i
e 10.2.2 Soit A une matri
e réelle d'ordre p × n et b ∈ Rp. On 
onsidère leproblème �aux moindres 
arrés�

inf
x∈Rn

‖Ax− b‖2.Montrer que 
e problème admet toujours une solution et é
rire l'équation d'Euler 
orre-spondante.Exer
i
e 10.2.3 On reprend l'Exemple 9.1.6
inf

x∈KerB

{

J(x) =
1

2
Ax · x− b · x

}ave
 A matri
e symétrique 
arrée d'ordre n, et B de taille m×n (m ≤ n). Montrer qu'ilexiste une solution si A est positive et b ∈ (KerA ∩ KerB)⊥, et qu'elle est unique si Aest dé�nie positive. Montrer que tout point de minimum x ∈ Rn véri�e
Ax− b = B∗p ave
 p ∈ Rm.Exer
i
e 10.2.4 On reprend l'Exemple 9.1.10. Montrer que l'équation d'Euler véri�éepar le point de minimum u ∈ H1

0 (Ω) de
inf

v∈H1
0 (Ω)

{

J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

fv dx

}est pré
isément la formulation variationnelle
∫

Ω

∇u · ∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω).(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)
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i
e 10.2.5 Soit K un 
onvexe fermé non vide de V , soit a une forme bilinéairesymétrique 
ontinue 
oer
ive sur V , et soit L une forme linéaire 
ontinue sur V . Montrerque J(v) = 1
2a(v, v)−L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrerque u est aussi l'unique solution du problème (appelé inéquation variationnelle)

u ∈ K et a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀ v ∈ K .Exer
i
e 10.2.6 Soit J1 et J2 deux fon
tions 
onvexes 
ontinues sur une partie 
onvexefermée non vide K ⊂ V . On suppose que J1 seulement est dérivable. Montrer que u ∈ Kest un minimum de J1 + J2 si et seulement si
〈J ′

1(u), v − u〉+ J2(v)− J2(u) ≥ 0 ∀ v ∈ K .Les remarques suivantes, qui sont des appli
ations simples du Théorème 10.2.1,vont nous donner l'intuition de la notion de �multipli
ateur de Lagrange� qui seradéveloppée à la Sous-se
tion suivante.Remarque 10.2.3 Examinons le 
as parti
ulier oùK est un sous-espa
e a�ne ferméde V . On suppose don
 queK = u0+P , où u0 ∈ V et où P est un sous-espa
e ve
torielfermé de V . Alors, lorsque v dé
rit K, v − u est un élément quel
onque de P si bienque (10.16) équivaut à
〈J ′(u), w〉 = 0 ∀w ∈ P ,
'est-à-dire J ′(u) ∈ P⊥. En parti
ulier, si P est une interse
tion �nie d'hyperplans,
'est-à-dire si

P = {v ∈ V , 〈ai, v〉 = 0 pour 1 ≤ i ≤M} ,où a1, . . . , am sont donnés dans V , alors (le le
teur véri�era que) P⊥ est l'espa
eve
toriel engendré par la famille (ai)1≤i≤M . La 
ondition d'optimalité s'é
rit don
sous la forme :
u ∈ K et ∃λ1, . . . , λM ∈ R , J ′(u) +

M
∑

i=1

λiai = 0 , (10.18)et les réels λi sont appelésmultipli
ateurs de Lagrange. Nous verrons au Théorème10.2.8 leur r�le plus général et fondamental. •Remarque 10.2.4 Supposons maintenant que K est un 
�ne 
onvexe fermé, 
e quisigni�e que K est un ensemble 
onvexe fermé tel que λv ∈ K pour tout v ∈ K et tout
λ ≥ 0. En prenant v = 0 puis v = 2u dans (10.16), on obtient que

〈J ′(u), u〉 = 0 . (10.19)Par 
onséquent, (10.16) implique que
〈J ′(u), w〉 ≥ 0 ∀w ∈ K . (10.20)
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as où
K = {v ∈ V , 〈ai, v〉 ≤ 0 pour 1 ≤ i ≤M} ,où a1, . . . , aM sont donnés dans V , le Lemme de Farkas 10.2.17 (voir 
i-dessous)montre alors que

u ∈ K et ∃λ1, . . . , λM ≥ 0 , J ′(u) +
M
∑

i=1

λiai = 0 , (10.21)et l'égalité (10.19) montre que λi = 0 si 〈ai, u〉 < 0. Les réels positifs ou nuls λi sonten
ore appelés multipli
ateurs de Lagrange. Nous verrons au Théorème 10.2.15leur r�le plus général et fondamental. •Terminons 
ette sous-se
tion en donnant une 
ondition d'optimalité du deux-ième ordre.Proposition 10.2.5 On suppose que K = V et que J est deux fois dérivable en u.Si u est un point de minimum lo
al de J , alors
J ′(u) = 0 et J ′′(u)(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ V . (10.22)Ré
iproquement, si, pour tout v dans un voisinage de u,
J ′(u) = 0 et J ′′(v)(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ V , (10.23)alors u est un minimum lo
al de J .Démonstration. Si u est un point de minimum lo
al, on sait déjà que J ′(u) = 0 etla formule (10.14) nous donne (10.22). Ré
iproquement, si u véri�e (10.23), on é
ritun développement de Taylor à l'ordre deux (au voisinage de zéro) ave
 reste exa
tpour la fon
tion φ(t) = J(u + tw) ave
 t ∈ R et on en déduit aisément que u est unminimum lo
al de J (voir la Dé�nition 9.1.1). �10.2.2 Multipli
ateurs de LagrangeCher
hons maintenant à é
rire des 
onditions de minimalité lorsque l'ensemble Kn'est pas 
onvexe. Plus pré
isément, nous étudierons des ensembles K dé�nis par des
ontraintes d'égalité ou des 
ontraintes d'inégalité (ou les deux à la fois). Nous
ommençons par une remarque générale sur les dire
tions admissibles.Dé�nition 10.2.6 En tout point v ∈ K, l'ensemble

K(v) =

{

w ∈ V , ∃ (vn) ∈ KN , ∃ (εn) ∈ (R∗
+)

N ,

limn→+∞ vn = v , limn→+∞ εn = 0 , limn→+∞ vn−v
εn = w

}est appelé le 
�ne des dire
tions admissibles au point v.



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

10.2. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ 313En termes plus imagés, on peut dire aussi que K(v) est l'ensemble de tous lesve
teurs qui sont tangents en v à une 
ourbe 
ontenue dans K et passant par v (si Kest une variété régulière, K(v) est simplement l'espa
e tangent à K en v). Autrementdit, K(v) est l'ensemble de toutes les dire
tions possibles de variations à partir de vqui restent in�nitésimalement dans K.En posant wn = (vn−v)/εn, on peut aussi dire de façon équivalente que w ∈ K(v)si et seulement si il existe une suite wn dans V et une suite εn dans R∗
+ telles que

lim
n→+∞

wn = w , lim
n→+∞

εn = 0 et v + εnwn ∈ K ∀n .Il est fa
ile de véri�er que 0 ∈ K(v) (prendre la suite 
onstante vn = v) et quel'ensemble K(v) est un 
�ne, 
'est-à-dire que λw ∈ K(v) pour tout w ∈ K(v) et tout
λ ≥ 0.Exer
i
e 10.2.7 Montrer queK(v) est un 
�ne fermé et queK(v) = V si v est intérieurà K. Donner un exemple où K(v) est réduit à {0}.L'intérêt du 
�ne des dire
tions admissibles réside dans le résultat suivant, quidonne une 
ondition né
essaire d'optimalité. La démonstration, très simple, est lais-sée au le
teur.Proposition 10.2.7 (Inéquation d'Euler, 
as général) Soit u un minimum lo-
al de J sur K. Si J est di�érentiable en u, on a

〈J ′(u), w〉 ≥ 0 ∀w ∈ K(u) .Nous allons maintenant pré
iser la 
ondition né
essaire de la Proposition 10.2.7dans le 
as où K est donné par des 
ontraintes d'égalité ou d'inégalité. Lesrésultats que nous obtiendrons vont généraliser 
eux des Remarques 10.2.3 et 10.2.4.Contraintes d'égalitéDans 
e premier 
as on suppose que K est donné par
K = {v ∈ V , F (v) = 0} , (10.24)où F (v) = (F1(v), ..., FM (v)) est une appli
ation de V dans RM , ave
 M ≥ 1. La
ondition né
essaire d'optimalité prend alors la forme suivante.Théorème 10.2.8 Soit u ∈ K où K est donné par (10.24). On suppose que J estdérivable en u ∈ K et que les fon
tions (Fi)1≤i≤M sont 
ontinûment dérivables dansun voisinage de u. On suppose de plus que les ve
teurs (F ′

i (u)
)

1≤i≤M
sont linéairementindépendants. Alors, si u est un minimum lo
al de J sur K, il existe λ1, . . . , λM ∈ R,appelés multipli
ateurs de Lagrange, tels que

J ′(u) +
M
∑

i=1

λiF
′
i (u) = 0 . (10.25)
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teurs (F ′
i (u)

)

1≤i≤M
sont linéairement indépendants,le théorème des fon
tions impli
ites permet de montrer que

K(u) = {w ∈ V , 〈F ′
i (u), w〉 = 0 pour i = 1, . . . ,M} , (10.26)ou de façon équivalente
K(u) =

M
⋂

i=1

[F ′
i (u)]

⊥
. (10.27)Nous ne détaillons pas la preuve de (10.26) qui est un résultat 
lassique de 
al
ul dif-férentiel (voir par exemple [5℄) et qui requiert que 
haque fon
tion Fi soit 
ontinûmentdi�érentiable (
'est-à-dire que la fon
tion u→ F ′

i (u) soit 
ontinue). En fait, K(u) estl'espa
e tangent à la variété K au point u. Comme K(u) est un espa
e ve
toriel, onpeut prendre su

essivement w et −w dans la Proposition 10.2.7, 
e qui 
onduit à
〈J ′(u), w〉 = 0 ∀w ∈

M
⋂

i=1

[F ′
i (u)]

⊥
,
'est-à-dire que J ′(u) est engendré par les (F ′

i (u)
)

1≤i≤M
(notons que les multipli
a-teurs de Lagrange sont dé�nis de manière unique). Une autre démonstration (plusgéométrique) est proposé dans la preuve de la Proposition 10.2.11. �Remarque 10.2.9 Lorsque les ve
teurs (F ′

i (u)
)

1≤i≤M
sont linéairement indépen-dants (ou libres), on dit que l'on est dans un 
as régulier. Dans le 
as 
ontraire, onparle de 
as non régulier et la 
on
lusion du Théorème 10.2.8 est fausse 
omme lemontre l'exemple suivant.Prenons V = R, M = 1, F (v) = v2, J(v) = v, d'où K = {0}, u = 0, F ′(u) = 0 : ils'agit don
 d'un 
as non régulier. Comme J ′(u) = 1, (10.25) n'a pas lieu. •Pour bien 
omprendre la portée du Théorème 10.2.8, nous l'appliquons sur l'Ex-emple 9.1.6

min
x∈KerB

{

J(x) =
1

2
Ax · x− b · x

}

,où A est symétrique dé�nie positive d'ordre n, et B de taille m× n ave
 m ≤ n. Onnote (bi)1≤i≤m les m lignes de B et on a don
 m 
ontraintes bi ·x = 0. Pour simpli�eron suppose que le rang de B est m, 
'est-à-dire que les ve
teurs (bi) sont libres. Si lerang de B est m′ < m, alors (m−m′) lignes de B sont engendrées parm′ autres ligneslibres de B. Il y a don
 (m−m′) 
ontraintes redondantes que l'on peut éliminer et onse ramène au 
as d'une matri
e B′ de taille m′ × n et de rang maximal m′. Commele rang de B est m, les (bi) sont libres et on peut appliquer la 
on
lusion (10.25). Ilexiste don
 un multipli
ateur de Lagrange p ∈ Rm tel que un point de minimum xvéri�e
Ax− b =

m
∑

i=1

pibi = B∗p.
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omme B est de rang maximal, la matri
e BA−1B∗ est inversible, 
e qui 
onduità
p = −

(

BA−1B∗)−1
BA−1b et x = A−1

(

Id−B∗ (BA−1B∗)−1
BA−1

)

b.Notons que le multipli
ateur de Lagrange p est unique. Si B n'est pas de rang m,l'Exer
i
e 10.2.3 montre qu'il existe quand même p solution de BA−1B∗p = −BA−1bmais qui n'est unique qu'à l'addition d'un ve
teur du noyau de B∗ près.Exer
i
e 10.2.8 Généraliser les résultats 
i-dessus pour 
ette variante de l'Exemple9.1.6
min
Bx=c

{

J(x) =
1

2
Ax · x− b · x

}

,où c ∈ Rm est un ve
teur donné.Exer
i
e 10.2.9 Appliquer le Théorème 10.2.8 à l'Exemple 9.1.7 et en déduire que lespoints de minimum de J sur la sphère unité sont des ve
teurs propres de A asso
iés à laplus petite valeur propre.Exer
i
e 10.2.10 En utilisant les résultats pré
édents et 
eux de l'Exer
i
e 10.1.6, mon-trer que la solution du problème de Didon (Exemple 9.1.11) est né
essairement un ar
 de
er
le.Exer
i
e 10.2.11 On étudie la première valeur propre du Lapla
ien dans un domaineborné Ω (voir la Se
tion 7.3). Pour 
ela on introduit le problème de minimisation sur
K = {v ∈ H1

0 (Ω),
∫

Ω
v2dx = 1}

min
v∈K

{

J(v) =

∫

Ω

|∇v|2dx
}

.Montrer que 
e problème admet un minimum (on montrera que K est 
ompa
t pour lessuites minimisantes à l'aide du Théorème de Relli
h 4.3.21). É
rire l'équation d'Euler de
e problème et en déduire que la valeur du minimum est bien la première valeur propre etque les points de minimum sont des ve
teurs propres asso
iés.Exer
i
e 10.2.12 Soit A une matri
e n× n symétrique dé�nie positive et b ∈ Rn nonnul.1. Montrer que les problèmes
sup

Ax·x≤1
b · x et sup

Ax·x=1
b · xsont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théorème 10.2.8 pour 
al
uler
ette solution et montrer qu'elle est unique.
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es symétriques dé�niespositives d'ordre n en disant que A ≥ B si et seulement si Ax · x ≥ Bx · x pourtout x ∈ Rn. Déduire de la question pré
édente que, si A ≥ B, alors B−1 ≥ A−1.Exer
i
e 10.2.13 En théorie 
inétique des gaz les molé
ules de gaz sont représentéesen tout point de l'espa
e par une fon
tion de répartition f(v) dépendant de la vitessemi
ros
opique v ∈ RN . Les quantités ma
ros
opiques, 
omme la densité du gaz ρ, savitesse u, et sa température T , se retrouvent grâ
e aux moments de la fon
tion f(v)
ρ =

∫

RN

f(v) dv , ρu =

∫

RN

v f(v) dv ,
1

2
ρu2 +

N

2
ρT =

1

2

∫

RN

|v|2f(v) dv .(10.28)Boltzmann a introduit l'entropie 
inétique H(f) dé�nie par
H(f) =

∫

RN

f(v) log
(

f(v)
)

dv .Montrer que H est stri
tement 
onvexe sur l'espa
e des fon
tions f(v) > 0 mesurablestelle que H(f) < +∞. On minimise H sur 
et espa
e sous les 
ontraintes de moment(10.28), et on admettra qu'il existe un unique point de minimum M(v). Montrer que 
epoint de minimum est une Maxwellienne dé�nie par
M(v) =

ρ

(2πT )N/2
exp

(

−|v − u|
2

2T

)

.Remarque 10.2.10 Pour obtenir un nouvel é
lairage sur le Théorème 10.2.8 onintroduit la fon
tion L, appelée Lagrangien du problème de minimisation de J sur
K, dé�nie sur V × RM par

L(v, µ) = J(v) +
M
∑

i=1

µiFi(v) = J(v) + µ · F (v).Si u ∈ K est un minimum lo
al de J sur K, le Théorème 10.2.8 nous dit alors que,dans le 
as régulier, il existe λ ∈ RM tel que
∂L
∂v

(u, λ) = 0 ,
∂L
∂µ

(u, λ) = 0 ,puisque ∂L
∂µ

(u, λ) = F (u) = 0 si u ∈ K et ∂L
∂v

(u, λ) = J ′(u) + λF ′(u) = 0 d'après(10.25). On peut ainsi é
rire la 
ontrainte et la 
ondition d'optimalité 
omme l'annu-lation du gradient (la stationnarité) du Lagrangien. Remarquons que le Lagrangienpermet en quelque sorte d'éliminer les 
ontraintes d'égalité, au prix du rajout de lavariable µ ∈ RM , 
ar
sup

µ∈RM

L(v, µ) =
{

J(v) si F (v) = 0,
+∞ si F (v) 6= 0,
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inf

v∈V, F (v)=0
J(v) = inf

v∈V
sup

µ∈RM

L(v, µ).

•Nous donnons maintenant une 
ondition né
essaire d'optimalité du deuxièmeordre.Proposition 10.2.11 On se pla
e sous les hypothèses du Théorème 10.2.8 et on sup-pose que les fon
tions J et F1, ..., FM sont deux fois 
ontinûment dérivables et que lesve
teurs (F ′
i (u)

)

1≤i≤M
sont linéairement indépendants. Soit λ ∈ RM le multipli
ateurde Lagrange dé�ni par le Théorème 10.2.8. Alors tout minimum lo
al u de J sur Kvéri�e

(

J ′′(u) +
M
∑

i=1

λiF
′′
i (u)

)

(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ K(u) =
M
⋂

i=1

[F ′
i (u)]

⊥
. (10.29)Démonstration. Supposons qu'il existe un 
hemin admissible de 
lasse C2, 
'est-à-dire une fon
tion t→ u(t) de [0, 1] dans V telle que u(0) = u et F (u(t)) = 0 pour tout

t ∈ [0, 1]. Par dé�nition, la dérivée u′(0) appartient au 
�ne des dire
tions admissibles
K(u). On pose

j(t) = J
(

u(t)
) et fi(t) = Fi

(

u(t)
) pour 1 ≤ i ≤M.En dérivant on obtient

j′(t) = 〈J ′(u(t)
)

, u′(t)〉 et f ′
i(t) = 〈F ′

i

(

u(t)
)

, u′(t)〉 pour 1 ≤ i ≤M,et
j′′(t) = J ′′(u(t)

)(

u′(t), u′(t)
)

+ 〈J ′(u(t)
)

, u′′(t)〉

f ′′
i (t) = F ′′

i

(

u(t)
)(

u′(t), u′(t)
)

+ 〈F ′
i

(

u(t)
)

, u′′(t)〉 pour 1 ≤ i ≤M.Comme fi(t) = 0 pour tout t et puisque 0 est un minimum de j(t), on en déduit
j′(0) = 0, j′′(0) ≥ 0, et f ′

i(0) = f ′′
i (0) = 0. Les 
onditions f ′

i(0) = 0 nous disent que
u′(0) est orthogonal au sous-espa
e engendré par (F ′

i (u)
)

1≤i≤M
(qui est égal à K(u)quand 
ette famille est libre), tandis que j′(0) = 0 signi�e que J ′(u) est orthogonalà u′(0). Si u′(0) dé
rit tout K(u) lorsque on fait varier les 
hemins admissibles, onen déduit que J ′(u) et les F ′

i (u) appartiennent au même sous-espa
e (l'orthogonal de
K(u)). On retrouve ainsi la 
ondition du premier ordre : il existe λ ∈ RM tel que

J ′(u) +
M
∑

i=1

λiF
′
i (u) = 0. (10.30)
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onditions f ′′
i (0) = 0 impliquent que
0 =

M
∑

i=1

λi

(

F ′′
i (u)

(

u′(0), u′(0)
)

+ 〈F ′
i (u), u

′′(0)〉
)

,tandis que j′′(0) ≥ 0 donne
J ′′(u)

(

u′(0), u′(0)
)

+ 〈J ′(u), u′′(0)〉 ≥ 0.Grâ
e à (10.30) on peut éliminer les dérivées premières et u′′(0) pour obtenir (ensommant les deux dernières équations)
(

M
∑

i=1

λiF
′′
i (u) + J ′′(u)

)

(

u′(0), u′(0)
)

≥ 0,qui n'est rien d'autre que (10.29) lorsque u′(0) par
ourt K(u).L'existen
e de tels 
hemins admissibles u(t) et le fait que l'ensemble des u′(0)dé
rit la totalité du 
�ne des dire
tions admissibles K(u) est une 
onséquen
e duthéorème des fon
tions impli
ites que l'on peut appliquer grâ
e à l'hypothèse que lafamille (F ′
i (u)

)

1≤i≤M
est libre (voir par exemple [5℄). �Exer
i
e 10.2.14 Cal
uler la 
ondition né
essaire d'optimalité du se
ond ordre pour lesExemples 9.1.6 et 9.1.7.Contraintes d'inégalitéDans 
e deuxième 
as on suppose que K est donné par

K = {v ∈ V , Fi(v) ≤ 0 pour 1 ≤ i ≤M} , (10.31)où F1, . . . , FM sont des fon
tions 
ontinues de V dans R. Lorsque l'on veut déterminerle 
�ne des dire
tions admissibles K(v), la situation est un peu plus 
ompliquée quepré
édemment 
ar toutes les 
ontraintes dans (10.31) ne jouent pas le même r�leselon le point v où l'on 
al
ule K(v). En e�et, si Fi(v) < 0, il est 
lair que, pour toutedire
tion w ∈ V et pour ε su�samment petit, on aura aussi Fi(v + εw) ≤ 0 (on ditque la 
ontrainte i est ina
tive en v). Par 
ontre, si Fi(v) = 0, il faudra imposer des
onditions sur le ve
teur w ∈ V pour que, pour tout ε > 0 su�samment petit, Fi(v+
εw) ≤ 0. A�n que toutes les 
ontraintes dans (10.31) soient satisfaites pour (v+εw) ilva don
 falloir imposer des 
onditions sur w, appelées 
onditions de quali�
ation.Grosso modo, 
es 
onditions vont garantir que l'on peut faire des �variations� autourd'un point v a�n de tester son optimalité. Il existe di�érents types de 
onditionsde quali�
ation (plus ou moins sophistiquées et générales). Nous allons donner unedé�nition dont le prin
ipe est de regarder sur le problème linéarisé s'il est possible defaire des variations respe
tant les 
ontraintes linéarisées. Ces 
onsidérations de �
al
uldes variations� motivent les dé�nitions suivantes.
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10.2. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ 319Dé�nition 10.2.12 Soit u ∈ K. L'ensemble I(u) = {i ∈ {1, . . . ,M} , Fi(u) = 0}est appelé l'ensemble des 
ontraintes a
tives en u.Dé�nition 10.2.13 On dit que les 
ontraintes (10.31) sont quali�ées en u ∈ K siet seulement si il existe une dire
tion w ∈ V telle que l'on ait pour tout i ∈ I(u)ou bien 〈F ′
i (u), w〉 < 0 ,ou bien 〈F ′
i (u), w〉 = 0 et Fi est a�ne . (10.32)Remarque 10.2.14 La dire
tion w est en quelque sorte une �dire
tion rentrante�puisque on déduit de (10.32) que u + εw ∈ K pour tout ε ≥ 0 su�samment petit.Bien sûr, si toutes les fon
tions Fi sont a�nes, on peut prendre w = 0 et les 
ontraintessont automatiquement quali�ées. Le fait de distinguer les 
ontraintes a�nes dans laDé�nition 10.2.13 est justi�é non seulement par
e que 
elles-
i sont quali�ées sousdes 
onditions moins stri
tes, mais surtout en regard de l'importan
e des 
ontraintesa�nes dans les appli
ations (
omme le montre les exemples du Chapitre 9). •Nous pouvons alors énon
er les 
onditions né
essaires d'optimalité sur l'ensemble(10.31).Théorème 10.2.15 On suppose que K est donné par (10.31), que les fon
tions J et

F1, . . . , FM sont dérivables en u et que les 
ontraintes sont quali�ées en u. Alors, si
u est un minimum lo
al de J sur K, il existe λ1, . . . , λM ≥ 0, appelés multipli
ateursde Lagrange, tels que
J ′(u) +

M
∑

i=1

λiF
′
i (u) = 0, λi ≥ 0, λi = 0 si Fi(u) < 0 ∀ i ∈ {1, . . . ,M}. (10.33)Remarque 10.2.16 On peut réé
rire la 
ondition (10.33) sous la forme suivante
J ′(u) +

M
∑

i=1

λiF
′
i (u) = 0 , λ ≥ 0 , λ · F (u) = 0 ,où λ ≥ 0 signi�e que 
ha
une des 
omposantes du ve
teur λ = (λ1, ..., λM ) est positive,puisque, pour tout indi
e i ∈ {1, . . . ,M}, on a soit Fi(u) = 0, soit λi = 0. Le fait que

λ · F (u) = 0 est appelée 
ondition des é
arts 
omplémentaires. •Démonstration. Considérons tout d'abord l'ensemble
K̃(u) = {w ∈ V , 〈F ′

i (u), w〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(u)} . (10.34)(On peut montrer que K̃(u) n'est autre que le 
�ne K(u) des dire
tions admissibles,voir [5℄). Soit w une dire
tion admissible satisfaisant (10.32), w ∈ K̃(u), et un réel
δ > 0. Nous allons montrer que u + ε(w + δw) ∈ K pour tout réel ε > 0 assez petit.Il faut examiner trois 
as de �gure.
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320 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMES1. Si i /∈ I(u), on a Fi(u) < 0 et Fi(u + ε(w + δw)) < 0 par 
ontinuité de Fi si εest assez petit.2. Si i ∈ I(u) et 〈F ′
i (u), w〉 < 0, alors

Fi(u+ ε(w + δw)) = Fi(u) + ε〈F ′
i (u), w + δw〉+ o(ε)

≤ εδ〈F ′
i (u), w〉+ o(ε) < 0 ,

(10.35)pour ε > 0 assez petit.3. En�n, si i ∈ I(u) et 〈F ′
i (u), w〉 = 0, alors Fi est a�ne et

Fi(u+ ε(w + δw)) = Fi(u) + ε〈F ′
i (u), w + δw〉 = ε〈F ′

i (u), w〉 ≤ 0 . (10.36)Finalement, si u est un minimum lo
al de J sur K, on déduit de 
e qui pré
ède que
〈J ′(u), w + δw〉 ≥ 0 ∀w ∈ K̃(u) , ∀ δ ∈ R∗

+ .En faisant tendre δ vers 0, on obtient 〈J ′(u), w〉 ≥ 0 pour toute dire
tion w ∈ K̃(u)et on termine la démonstration grâ
e au Lemme de Farkas 10.2.17 
i-dessous. �Lemme 10.2.17 (de Farkas) Soient a1, . . . , aM des éléments �xés de V . On 
on-sidère les ensembles
K =

{

w ∈ V , 〈ai, w〉 ≤ 0 pour 1 ≤ i ≤M} ,et
K̂ =

{

q ∈ V , ∃λ1, . . . , λM ≥ 0 , q = −
M
∑

i=1

λiai

}

.Alors pour tout p ∈ V , on a l'impli
ation
〈p, w〉 ≥ 0 ∀w ∈ K =⇒ p ∈ K̂ .(La ré
iproque étant évidente, il s'agit en fait d'une équivalen
e.)Démonstration. Commençons par montrer que K̂ est fermé. Supposons d'abord queles ve
teurs (ai)1≤i≤M sont linéairement indépendants. Soit (qn) = ( −∑M

i=1 λ
n
i ai

)une suite d'éléments de K̂ (don
 ave
 λni ≥ 0 ∀ i ∀n), 
onvergeant vers une limite
q ∈ V . Alors il est 
lair que 
haque suite (λni ) 
onverge dans R+ vers une limite
λi ≥ 0 (pour 1 ≤ i ≤M) puisque les ve
teurs (ai)1≤i≤M forment une base de l'espa
equ'ils engendrent. On a don
 q = −∑M

i=1 λiai ∈ K̂, qui est don
 fermé.Si les ve
teurs (ai)1≤i≤M sont linéairement dépendants, nous pro
édons par ré
ur-ren
e sur leur nombreM . La propriété est évidente lorsqueM = 1, et nous supposonsqu'elle est vraie lorsque le nombre de ve
teurs ai est inférieur àM . Comme les ve
teurs
(ai)1≤i≤M sont liés, il existe une relation de la forme∑M

i=1 µiai = 0, ave
 au moins un
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oe�
ients µi qui est stri
tement positif. Soit alors q = −∑M
i=1 λiai un élémentde K̂. Pour tout t ≤ 0, on peut aussi é
rire q = − M

∑

i=1

(λi + tµi)ai, et on peut 
hoisir
t ≤ 0 pour que

λi + tµi ≥ 0 ∀ i ∈ {1, . . . ,M} et ∃ i0 ∈ {1, . . . ,M} , λi0 + tµi0 = 0 .Ce raisonnement montre que
K̂ =

M
⋃

i0=1

{

q ∈ V , ∃λ1, . . . , λM ≥ 0 , q = −
∑

i6=i0

λiai

}

. (10.37)Par notre hypothèse de ré
urren
e, 
ha
un des ensembles apparaissant dans le membrede droite de (10.37) est fermé, et il en est don
 de même de K̂.Raisonnons maintenant par l'absurde : supposons que 〈p, w〉 ≥ 0 ∀w ∈ K et que
p /∈ K̂. On peut alors utiliser le Théorème 12.1.19 de séparation d'un point et d'un
onvexe pour séparer p et K̂ qui est fermé et, à l'éviden
e, 
onvexe et non vide. Ilexiste don
 w 6= 0 dans V et α ∈ R tels que

〈p, w〉 < α < 〈q, w〉 ∀ q ∈ K̂ . (10.38)Mais alors, on doit avoir α < 0 puisque 0 ∈ K̂ ; d'autre part, pour tout i ∈ {1, . . . ,M}nous pouvons 
hoisir dans (10.38) q = −λai ave
 λ arbitrairement grand, 
e quimontre que 〈ai, w〉 ≤ 0. On obtient don
 que w ∈ K et que 〈p, w〉 < α < 0, 
e qui estimpossible. �Exer
i
e 10.2.15 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive d'ordre n, et B unematri
e de taillem×n ave
m ≤ n et de rangm. On 
onsidère le problème de minimisation
min

x∈Rn, Bx≤c

{

J(x) =
1

2
Ax · x− b · x

}

,Appliquer le Théorème 10.2.15 pour obtenir l'existen
e d'un multipli
ateur de Lagrange
p ∈ Rm tel qu'un point de minimum x véri�e

Ax− b+B∗p = 0 , p ≥ 0 , p · (Bx− c) = 0.Exer
i
e 10.2.16 Soit f ∈ L2(Ω) une fon
tion dé�nie sur un ouvert borné Ω. Pour
ǫ > 0 on 
onsidère le problème de régularisation suivant

min
u∈H1

0 (Ω) , ‖u−f‖L2(Ω)≤ǫ

∫

Ω

|∇u|2dx.Montrer que 
e problème admet une unique solution uǫ. Montrer que, soit uǫ = f , soit
uǫ = 0, soit il existe λ > 0 tel que uǫ est solution de

{

−∆uǫ + λ(uǫ − f) = 0 dans Ω,
uǫ = 0 sur ∂Ω.
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322 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESContraintes d'égalité et d'inégalitéOn peut bien sûr mélanger les deux types de 
ontraintes. On suppose don
 que Kest donné par
K = {v ∈ V , G(v) = 0 , F (v) ≤ 0} , (10.39)où G(v) = (G1(v), ..., GN (v)) et F (v) = (F1(v), ..., FM (v)) sont deux appli
ations de

V dans RN et RM . Dans 
e nouveau 
ontexte, il faut donner une dé�nition adéquate dela quali�
ation des 
ontraintes. On note toujours I(u) = {i ∈ {1, . . . ,M} , Fi(u) = 0}l'ensemble des 
ontraintes d'inégalité a
tives en u ∈ K.Dé�nition 10.2.18 On dit que les 
ontraintes (10.39) sont quali�ées en u ∈ K siet seulement si les ve
teurs (G′
i(u)

)

1≤i≤N
sont linéairement indépendants et il existeune dire
tion w ∈ ⋂N

i=1

[

G′
i(u)

]⊥ telle que l'on ait pour tout i ∈ I(u)
〈F ′

i (u), w〉 < 0 . (10.40)Nous pouvons alors énon
er les 
onditions né
essaires d'optimalité sur l'ensemble(10.39).Théorème 10.2.19 Soit u ∈ K où K est donné par (10.39). On suppose que Jet F sont dérivables en u, que G est dérivable dans un voisinage de u, et que les
ontraintes sont quali�ées en u (au sens de la Dé�nition 10.2.18). Alors, si u est unminimum lo
al de J sur K, il existe des multipli
ateurs de Lagrange µ1, . . . , µN , et
λ1, . . . , λM ≥ 0, tels que
J ′(u) +

N
∑

i=1

µiG
′
i(u) +

M
∑

i=1

λiF
′
i (u) = 0 , λ ≥ 0 , F (u) ≤ 0 , λ · F (u) = 0 . (10.41)La démonstration du Théorème 10.2.19 est une simple adaptation de 
elles desThéorèmes 10.2.8 et 10.2.15, que nous laissons au le
teur en guise d'exer
i
e.Autres formes des 
onditions de quali�
ationLes 
onditions de quali�
ation sont des 
onditions su�santes de type �géométrique�qui permettent de faire des variations internes à l'ensemble K à partir d'un point

u ∈ K. La 
ondition de quali�
ation de la Dé�nition 10.2.13 est assez générale(quoique loin d'être né
essaire), mais parfois di�
ile à véri�er dans les appli
ations.C'est pourquoi les remarques qui suivent donnent des 
onditions de quali�
ationsplus simples (don
 plus fa
iles à véri�er en pratique) mais moins générales (i.e. moinssouvent véri�ées).Remarque 10.2.20 Dans le 
as des 
ontraintes d'inégalité, on peut s'inspirer de lanotion de 
as régulier (introduite à la Remarque 10.2.9 pour les 
ontraintes d'égalité)a�n de donner une 
ondition très simple qui entraîne la 
ondition de quali�
ation de
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10.2. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ 323la Dé�nition 10.2.13. En e�et, pour u ∈ K les 
ontraintes ina
tives ne �jouent� pas etseules sont à prendre en 
ompte les 
ontraintes a
tives i ∈ I(u) qui sont justement des
ontraintes d'égalité en 
e point ! On véri�e alors sans peine que la 
ondition suivante(qui dit que u est un point régulier pour les 
ontraintes d'égalité Fi(u) = 0 pour
i ∈ I(u))

(F ′
i (u))i∈I(u) est une famille libre (10.42)entraîne (10.32), 
'est-à-dire que les 
ontraintes sont quali�ées. En e�et, il su�t deprendre w =

∑

i∈I(u) αiF
′
i (u) tel que 〈F ′

j(u), w〉 = −1 pour tout j ∈ I(u) (l'existen
edes 
oe�
ients αi dé
oule de l'inversibilité de la matri
e (〈F ′
i (u), F

′
j(u)〉)ij . Il est 
lair
ependant que (10.32) n'implique pas (10.42). •Remarque 10.2.21 Dans le 
as des 
ontraintes 
ombinées d'égalité et d'inégalité, onpeut aussi s'inspirer de la notion de 
as régulier pour donner une 
ondition plus simplequi implique la 
ondition de quali�
ation de la Dé�nition 10.2.18. Cette 
ondition�forte� (
'est-à-dire moins souvent véri�ée) de quali�
ation est

(

G′
i(u)

)

1≤i≤N

⋃

(F ′
i (u))i∈I(u) est une famille libre. (10.43)On véri�e fa
ilement que (10.43) entraîne (10.40), 
'est-à-dire que les 
ontraintes sontquali�ées. •Remarque 10.2.22 Revenant au 
as des 
ontraintes d'inégalité, supposées 
onvexes,une autre 
ondition de quali�
ation possible est la suivante. On suppose qu'il existe

v ∈ V tel que l'on ait, pour tout i ∈ {1, . . . ,M},les fon
tions Fi sont 
onvexes et,ou bien Fi(v) < 0 ,ou bien Fi(v) = 0 et Fi est a�ne. (10.44)L'hypothèse (10.44) entraîne que les 
ontraintes sont quali�ées en u ∈ K au sens dela Dé�nition 10.2.13. En e�et, si i ∈ I(u) et si Fi(v) < 0, alors, d'après la 
onditionde 
onvexité (10.7)
〈F ′

i (u), v − u〉 = Fi(u) + 〈F ′
i (u), v − u〉 ≤ Fi(v) < 0 .D'autre part, si i ∈ I(u) et si Fi(v) = 0, alors Fi est a�ne et

〈F ′
i (u), v − u〉 = Fi(v)− Fi(u) = 0 ,et la Dé�nition 10.2.13 de quali�
ation des 
ontraintes est satisfaite ave
 w = v − u.L'avantage de l'hypothèse (10.44) est de ne pas né
essiter de 
onnaître le point deminimum u ni de 
al
uler les dérivées des fon
tions F1, . . . , FM . •
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324 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMES10.3 Point-selle, théorème de Kuhn et Tu
ker, dual-itéNous avons vu dans la Remarque 10.2.10 
omment il est possible d'interpréterle 
ouple (u, λ) (point de minimum, multipli
ateur de Lagrange) 
omme point sta-tionnaire du Lagrangien L. Nous allons dans 
ette se
tion pré
iser la nature de 
epoint stationnaire 
omme point-selle et montrer 
omment 
ette formulation permetde 
ara
tériser un minimum (
e qui veut dire que, sous 
ertaines hypothèses, nousverrons que les 
onditions né
essaires de stationnarité du Lagrangien sont aussisu�santes). Nous explorerons brièvement la théorie de la dualité qui en dé
oule.Outre l'intérêt théorique de 
ette 
ara
térisation, son intérêt pratique du point devue des algorithmes numériques sera illustré dans la Se
tion 10.5. Signalons en�n quela notion de point-selle joue un r�le fondamental dans la théorie des jeux.10.3.1 Point-selleDe manière abstraite, V et Q étant deux espa
es de Hilbert réels, un Lagrangien Lest une appli
ation de V ×Q (ou d'une partie U ×P de V ×Q) dans R. Dans le 
adredu Théorème 10.2.8 sur les 
ontraintes d'égalité (ou plut�t de la Remarque 10.2.10),nous avions U = V , P = Q = RM et L(v, q) = J(v) + q · F (v). La situation est unpeu di�érente dans le 
adre du Théorème 10.2.15 sur les 
ontraintes d'inégalité, oùpour le même Lagrangien L(v, q) = J(v) + q · F (v) il faut prendre U = V , Q = RMet P = (R+)
M .Donnons maintenant la dé�nition d'un point-selle, souvent appelé également min-max ou 
ol.Dé�nition 10.3.1 On dit que (u, p) ∈ U × P est un point-selle de L sur U × P si

∀ q ∈ P L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p) ∀ v ∈ U . (10.45)Le résultat suivant montre le lien entre 
ette notion de point-selle et les problèmesde minimisation ave
 
ontraintes d'égalité (10.24) ou 
ontraintes d'inégalité (10.31)étudiés dans la se
tion pré
édente. Pour simpli�er, nous utiliserons de nouveau desinégalités entre ve
teurs, notant parfois q ≥ 0 au lieu de q ∈ (R+)
M .Proposition 10.3.2 On suppose que les fon
tions J, F1, . . . , FM sont 
ontinues sur

V , et que l'ensemble K est dé�ni par (10.24) ou (10.31). On note P = RM dans le 
asde 
ontraintes d'égalité (10.24) et P = (R+)
M dans le 
as de 
ontraintes d'inégalité(10.31). Soit U un ouvert de V 
ontenant K. Pour (v, q) ∈ U ×P , on pose L(v, q) =

J(v) + q · F (v).Supposons que (u, p) soit un point-selle de L sur U × P . Alors u ∈ K et u est unminimum global de J sur K. De plus, si J et F1, . . . , FM sont dérivables en u, on a
J ′(u) +

M
∑

i=1

piF
′
i (u) = 0 . (10.46)
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10.3. POINT-SELLE, THÉORÈME DE KUHN ET TUCKER, DUALITÉ 325Démonstration. É
rivons la 
ondition de point-selle
∀ q ∈ P J(u) + q · F (u) ≤ J(u) + p · F (u) ≤ J(v) + p · F (v) ∀ v ∈ U . (10.47)Examinons d'abord le 
as de 
ontraintes d'égalité. Puisque P = RM , la premièreinégalité dans (10.47) montre que F (u) = 0, i.e. u ∈ K. Il reste alors J(u) ≤ J(v) +

p · F (v) ∀ v ∈ U , qui montre bien (en prenant v ∈ K) que u est un minimum globalde J sur K.Dans le 
as de 
ontraintes d'inégalité, on a P = (R+)
M et la première inégalitéde (10.47) montre maintenant que F (u) ≤ 0 et que p · F (u) = 0. Ce
i prouve en
oreque u ∈ K, et permet de déduire fa
ilement de la deuxième inégalité que u est unminimum global de J sur K.En�n, si J et F1, . . . , FM sont dérivables en u, la deuxième inégalité de (10.47)montre que u est un point de minimum sans 
ontrainte de J + p · F dans l'ouvert U ,
e qui implique que la dérivée s'annule en u, J ′(u) + p · F ′(u) = 0 (
f. la Remarque10.2.2). �10.3.2 Théorème de Kuhn et Tu
kerNous revenons au problème de minimisation sous 
ontraintes d'inégalité pourlequel l'ensemble K est donné par (10.31), 
'est-à-dire

K = {v ∈ V , Fi(v) ≤ 0 pour 1 ≤ i ≤ m} . (10.48)Le Théorème 10.2.15 a donné une 
ondition né
essaire d'optimalité. Dans 
ette sous-se
tion nous allons voir que 
ette 
ondition est aussi su�sante si les 
ontraintes etla fon
tion 
oût sont 
onvexes. En e�et, la Proposition 10.3.2 a�rme que, si (u, p)est un point-selle du Lagrangien, alors u réalise le minimum de J sur K. Pour unproblème de minimisation 
onvexe ave
 des 
ontraintes d'inégalités 
onvexes, nousallons établir une ré
iproque de 
e résultat, 
'est-à-dire que, si u réalise le minimumde J sur K, alors il existe p ∈ (R+)
M tel que (u, p) soit point-selle du Lagrangien. Onsuppose désormais que J, F1, . . . , FM sont 
onvexes 
ontinues sur V .Remarque 10.3.3 Comme J, F1, . . . , FM sont 
onvexes 
ontinues, K est 
onvexefermé et l'existen
e d'un minimum global de J sur K est assuré par le Théorème 9.2.7dès que K est non vide et que la 
ondition �in�nie à l'in�ni� (9.11) est véri�ée. •Le théorème de Kuhn et Tu
ker (appelé aussi parfois théorème de Karush, Kuhnet Tu
ker) a�rme que, dans le 
as 
onvexe, la 
ondition né
essaire d'optimalité duThéorème 10.2.15 est en fait une 
ondition né
essaire et su�sante.Théorème 10.3.4 (de Kuhn et Tu
ker) On suppose que les fon
tions J ,

F1, . . . , FM sont 
onvexes 
ontinues sur V et dérivables sur l'ensemble K (10.48). Onintroduit le Lagrangien L asso
ié
L(v, q) = J(v) + q · F (v) ∀ (v, q) ∈ V × (R+)

M .
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326 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESSoit u ∈ K un point de K où les 
ontraintes sont quali�ées au sens de la Dé�nition10.2.13. Alors u est un minimum global de J sur K si et seulement si il existe p ∈
(R+)

M tel que (u, p) soit un point-selle du Lagrangien L sur V ×(R+)
M ou, de manièreéquivalente, tel que

F (u) ≤ 0 , p ≥ 0 , p · F (u) = 0 , J ′(u) +
M
∑

i=1

piF
′
i (u) = 0 . (10.49)Démonstration. Si u est un minimum de J sur K, on peut appliquer le Théorème10.2.15, qui donne exa
tement la 
ondition d'optimalité (10.49), d'où l'on déduitfa
ilement que (u, p) est point-selle de L sur V × (R+)

M (en utilisant le fait que
J(v) + p ·F (v) est 
onvexe). Ré
iproquement, si (u, p) est point-selle, on a déjà mon-tré à la Proposition 10.3.2 que u est un minimum global de J sur K. �Remarque 10.3.5 Le Théorème 10.3.4 de Kuhn et Tu
ker ne s'applique qu'aux 
on-traintes d'inégalité, et pas aux 
ontraintes d'égalité, en général. Cependant, il est bonde remarquer que des 
ontraintes d'égalité a�nes Av = b peuvent s'é
rire sous laforme de 
ontraintes d'inégalité (a�nes don
 
onvexes) Av − b ≤ 0 et b − Av ≤ 0.C'est une éviden
e qui permet 
ependant d'appliquer le Théorème 10.3.4 de Kuhn etTu
ker à un problème de minimisation ave
 
ontraintes d'égalité a�nes. •L'exer
i
e suivant permet d'interpréter les multipli
ateurs de Lagrange pi 
ommela sensibilité de la valeur minimale de J aux variations des 
ontraintes Fi : ené
onomie, 
es 
oe�
ients mesurent des prix ou des 
oûts marginaux , en mé
aniquedes for
es de liaison 
orrespondant à des 
ontraintes 
inématiques, et
...Exer
i
e 10.3.1 On 
onsidère le problème d'optimisation, dit perturbé

inf
Fi(v)≤ui, 1≤i≤m

J(v), (10.50)ave
 u = (u1, . . . , um) ∈ Rm. On se pla
e sous les hypothèses du Théorème 10.3.4 deKuhn et Tu
ker. On note m∗(u) la valeur minimale du problème perturbé (10.50).1. Montrer que si p ∈ Rm est le multipli
ateur de Lagrange pour le problème nonperturbé (
'est-à-dire (10.50) ave
 u = 0), alors
m∗(u) ≥ m∗(0)− p · u . (10.51)2. Déduire de (10.51) que si u 7→ m∗(u) est dérivable, alors

pi = −
∂m∗

∂ui
(0).Interpréter 
e résultat (
f. l'Exemple 9.1.8 en é
onomie).
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10.3. POINT-SELLE, THÉORÈME DE KUHN ET TUCKER, DUALITÉ 32710.3.3 DualitéDonnons un bref aperçu de la théorie de la dualité pour les problèmes d'optimisation.Nous l'appliquerons au problème de minimisation 
onvexe ave
 
ontraintes d'inégalité de lasous-se
tion pré
édente. Nous avons asso
ié à 
e problème de minimisation un problème dere
her
he d'un point-selle (u, p) pour le Lagrangien L(v, q) = J(v)+q ·F (v). Mais nous allonsvoir que, à l'existen
e d'un point-selle (u, p) du Lagrangien, on peut asso
ier inversement nonpas un mais deux problèmes d'optimisation (plus pré
isément, un problème de minimisationet un problème de maximisation), qui seront dits duaux l'un de l'autre. Nous expliqueronsensuite sur deux exemples simples en quoi l'introdu
tion du problème dual peut être utilepour la résolution du problème d'origine, dit problème primal (par opposition au dual).Revenons un instant au 
adre général de la Dé�nition 10.3.1.Dé�nition 10.3.6 Soit V et Q deux espa
es de Hilbert réels, et L un Lagrangien dé�ni surune partie U × P de V ×Q. On suppose qu'il existe un point-selle (u, p) de L sur U × P

∀ q ∈ P L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p) ∀ v ∈ U . (10.52)Pour v ∈ U et q ∈ P , posons
J (v) = sup

q∈P
L(v, q) G(q) = inf

v∈U
L(v, q) . (10.53)On appelle problème primal le problème de minimisation

inf
v∈U
J (v) , (10.54)et problème dual le problème de maximisation

sup
q∈P
G(q) . (10.55)Remarque 10.3.7 Bien sûr, sans hypothèses supplémentaires, il peut arriver que J (v) =

+∞ pour 
ertaines valeurs de v ou que G(q) = −∞ pour 
ertaines valeurs de q. Maisl'existen
e supposée du point-selle (u, p) dans la Dé�nition 10.3.6 nous assure que les do-maines de J et G (i.e. les ensembles {v ∈ U , J (v) < +∞} et {q ∈ P , G(q) > −∞}sur lesquels 
es fon
tions sont bien dé�nies) ne sont pas vides, puisque (10.52) montre que
J (u) = G(p) = L(u, p). Les problèmes primal et dual ont don
 bien un sens. Le résultatsuivant montre que 
es deux problèmes sont étroitement liés au point-selle (u, p). •Théorème 10.3.8 (de dualité) Le 
ouple (u, p) est un point-selle de L sur U × P si etseulement si

J (u) = min
v∈U
J (v) = max

q∈P
G(q) = G(p) . (10.56)Remarque 10.3.9 Par la Dé�nition (10.53) de J et G, (10.56) est équivalent à

J (u) = min
v∈U

(

sup
q∈P
L(v, q)

)

= max
q∈P

(

inf
v∈U
L(v, q)

)

= G(p) . (10.57)Si le sup et l'inf sont atteints dans (10.57) (
'est-à-dire qu'on peut les é
rire max et min,respe
tivement), on voit alors que (10.57) traduit la possibilité d'é
hanger l'ordre du min etdu max appliqués au Lagrangien L. Ce fait (qui est faux si L n'admet pas de point selle)explique le nom de min-max qui est souvent donné à un point-selle. •
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328 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESDémonstration. Soit (u, p) un point-selle de L sur U × P . Notons L∗ = L(u, p). Pour
v ∈ U , il est 
lair d'après (10.53) que J (v) ≥ L(v, p), d'où J (v) ≥ L∗ d'après (10.52).Comme J (u) = L∗, 
e
i montre que J (u) = infv∈U J (v) = L∗. On montre de la mêmefaçon que G(p) = supq∈P G(q) = L∗.Ré
iproquement, supposons que (10.56) a lieu et posons L∗ = J (u). La dé�nition (10.53)de J montre que

L(u, q) ≤ J (u) = L∗ ∀ q ∈ P . (10.58)De même, on a aussi :
L(v, p) ≥ G(p) = L∗ ∀ v ∈ U , (10.59)et on déduit fa
ilement de (10.58)-(10.59) que L(u, p) = L∗, 
e qui montre que (u, p) estpoint-selle. �Remarque 10.3.10 Même si le Lagrangien L n'admet pas de point selle sur U × P , on atout de même l'inégalité élémentaire suivante, dite de dualité faible

inf
v∈U

(

sup
q∈P
L(v, q)

)

≥ sup
q∈P

(

inf
v∈U
L(v, q)

)

. (10.60)En e�et, pour tout v ∈ U et q ∈ P , L(v, q) ≥ infv′∈U L(v′, q), don
 supq∈P L(v, q) ≥
supq∈P infv′∈U L(v′, q), et puisque 
e
i est vrai pour tout v ∈ V , infv∈V supq∈P L(v, q) ≥
supq∈P infv′∈U L(v′, q), 
e qui donne (10.60). La di�éren
e (positive) entre les deux membresde l'inégalité (10.60) est appelée saut de dualité. •Exer
i
e 10.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel l'inégalité (10.60) est stri
teave
 ses deux membres �nis.Exer
i
e 10.3.3 Soit U (respe
tivement P ) un 
onvexe 
ompa
t non vide de V (respe
tive-ment Q). On suppose que le Lagrangien est tel que v → L(v, q) est 
onvexe sur U pour tout
q ∈ P , et q → L(v, q) est 
on
ave sur P pour tout v ∈ U . Montrer alors l'existen
e d'un pointselle de L sur U × P .Appli
ationNous appliquons 
e résultat de dualité au problème pré
édent de minimisation 
onvexeave
 
ontraintes d'inégalité 
onvexes

inf
v∈V , F (v)≤0

J(v) (10.61)ave
 J et F = (F1, . . . , FM ) 
onvexes sur V . On introduit le Lagrangien
L(v, q) = J(v) + q · F (v) ∀ (v, q) ∈ V × (R+)

M .Dans 
e 
adre, on voit fa
ilement que, pour tout v ∈ V ,
J (v) = sup

q∈(R+)M
L(v, q) =

{

J(v) si F (v) ≤ 0

+∞ sinon ,
(10.62)
e qui montre que le problème primal infv∈V J (v) est exa
tement le problème d'origine(10.61) ! D'autre part, la fon
tion G(q) du problème dual est bien dé�nie par (10.53), 
ar
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10.3. POINT-SELLE, THÉORÈME DE KUHN ET TUCKER, DUALITÉ 329(10.53) est i
i un problème de minimisation 
onvexe. De plus, G(q) est une fon
tion 
on
ave
ar elle est l'in�mum de fon
tions a�nes (voir l'Exer
i
e 9.2.3). Par 
onséquent, le problèmedual
sup

q∈(R+)M
G(q) ,est un problème de maximisation 
on
ave plus simple que le problème primal (10.61) 
ar les
ontraintes sont linéaires ! Cette parti
ularité est notamment exploitée dans des algorithmesnumériques (
f. l'algorithme d'Uzawa). Une simple 
ombinaison des Théorèmes de Kuhn etTu
ker 10.3.4 et de dualité 10.3.8 nous donne le résultat suivant.Corollaire 10.3.11 On suppose que les fon
tions J, F1, . . . , FM sont 
onvexes et dérivablessur V . Soit u ∈ V tel que F (u) ≤ 0 et les 
ontraintes sont quali�ées en u au sens de laDé�nition 10.2.13. Alors, si u est un minimum global de J sur V , il existe p ∈ (R+)

M telque1. p est un maximum global de G sur (R+)
M ,2. (u, p) est un point-selle du Lagrangien L sur V × (R+)

M ,3. (u, p) ∈ V × (R+)
M véri�e la 
ondition d'optimalité né
essaire et su�sante

F (u) ≤ 0 , p ≥ 0 , p · F (u) = 0 , J ′(u) + p · F ′(u) = 0 . (10.63)L'appli
ation la plus 
ourante du Corollaire 10.3.11 est la suivante. Supposons que leproblème dual de maximisation est plus fa
ile à résoudre que le problème primal (
'est le 
asen général 
ar ses 
ontraintes sont plus simples). Alors pour 
al
uler la solution u du problèmeprimal on pro
ède en deux étapes. Premièrement, on 
al
ule la solution p du problème dual.Deuxièmement, on dit que (u, p) est un point selle du Lagrangien, 
'est-à-dire que l'on 
al
ule
u, solution du problème de minimisation sans 
ontrainte

min
v∈V
L(v, p) .Pré
isons qu'ave
 les hypothèses faites il n'y a pas a priori d'uni
ité des solutions pour tous
es problèmes. Pré
isons aussi que pour obtenir l'existen
e du minimum u dans le Corollaire10.3.11 il su�t d'ajouter une hypothèse de forte 
onvexité ou de 
omportement in�ni à l'in�nisur J .Remarque 10.3.12 Pour illustrer le Corollaire 10.3.11 et l'intérêt de la dualité, nous 
on-sidérons un problème de minimisation quadratique dans RN ave
 
ontraintes d'inégalitéa�nes

min
v∈RN , F (v)=Bv−c≤0

{

J(v) =
1

2
Av · v − b · v

}

, (10.64)où A est une matri
e N ×N symétrique dé�nie positive, b ∈ RN , B une matri
e M ×N et
c ∈ RM . Le Lagrangien est donné par

L(v, q) = 1

2
Av · v − b · v + q · (Bv − c) ∀ (v, q) ∈ R

N × (R+)
M . (10.65)Nous avons déjà fait dans (10.62) le 
al
ul de J , et dit que le problème primal est exa
tement(10.64). Examinons maintenant le problème dual. Pour q ∈ (R+)

M , le problème
min
v∈RN

L(v, q)
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330 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESa une solution unique puisque v → L(v, q) est une fon
tion fortement 
onvexe. Cette solutionvéri�e ∂L
∂v

(v, q) = Av − b+B∗q = 0, soit v = A−1(b−B∗q). On obtient don

G(q) = L

(

A−1(b−B∗q), q
)

,et le problème dual s'é
rit �nalement
sup
q≥0

(

−1

2
q · BA−1B∗q + (BA−1b− c) · q − 1

2
A−1b · b

)

. (10.66)Certes, la fon
tionnelle à maximiser dans (10.66) n'a pas une allure parti
ulièrement sympa-thique. Il s'agit en
ore d'un problème ave
 fon
tionnelle quadratique et 
ontraintes a�nes.Cependant, le Corollaire 10.3.11 nous assure qu'il a une solution. On peut voir d'ailleurs que
ette solution n'est pas for
ément unique (sauf si la matri
e B est de rang M 
ar la matri
e
BA−1B∗ est alors dé�nie positive). Mais l'avantage important du problème dual (10.66)vient du fait que les 
ontraintes (q ≥ 0) s'expriment sous une forme parti
ulièrement simple,bien plus simple que pour le problème primal ; et nous verrons à la Sous-se
tion 10.5.3 que
et avantage peut être utilisé pour mettre au point un algorithme de 
al
ul de la solution duproblème primal. •Terminons par un exer
i
e ré
réatif qui montre la relation entre les problèmes de point-selle ou min-max et la théorie des jeux.Exer
i
e 10.3.4 Soit une matri
e re
tangulaire

A =













1 0 4 2 3 5
−3 2 −1 2 −5 2
−4 2 −2 0 −1 2
−2 4 −1 6 −2 2
−1 2 −6 3 −1 1













.On suppose que deux joueurs 
hoisissent l'un une ligne i, l'autre une 
olonne j, sans qu'ils ne
onnaissent le 
hoix de l'autre. Une fois révélé leurs 
hoix, le gain (ou la perte, selon le signe)du premier joueur est déterminé par le 
oe�
ient aij de la matri
e A (l'autre joueur re
evant oupayant −aij). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du risque 
onduit à un problèmede min-max que l'on résoudra. Le jeu est-il équitable ave
 
ette matri
e A ?10.4 Appli
ationsDans 
ette se
tion nous étudions quelques appli
ations des résultats des se
tions pré
é-dentes. Signalons qu'une autre appli
ation, la programmation linéaire, sera traitée à part aupro
hain 
hapitre en raison de son importan
e en re
her
he opérationnelle.10.4.1 Énergie duale ou 
omplémentaireAu Chapitre 5 nous avons vu que la résolution du problème aux limites suivant
{

−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (10.67)
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10.4. APPLICATIONS 331où Ω est un ouvert borné de RN et f ∈ L2(Ω), est équivalent à la minimisation d'une énergie
min

v∈H1
0 (Ω)

{

J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

fv dx

} (10.68)(voir la Proposition 5.2.7). Nous avons vu à l'Exer
i
e 9.2.8 que (10.68) admet un uniqueminimum et, à l'Exer
i
e 10.2.4, que son équation d'Euler est la formulation variationnellede (10.67). La signi�
ation physique de l'énergie (10.68) est évidente. Par exemple, si (10.67)modélise la déformation d'une membrane élastique (u est le dépla
ement normal sous l'a
tiondes for
es f), la solution est le dépla
ement qui minimise la somme de l'énergie élastique dedéformation et de l'énergie potentielle des for
es extérieures. On se propose de montrer quela théorie de la dualité permet d'asso
ier à (10.67) un deuxième prin
ipe de minimisa-tion mettant en jeu une énergie, dite 
omplémentaire en mé
anique (ou duale), dont lasigni�
ation physique est tout aussi importante que 
elle de (10.68).Nous allons introduire un Lagrangien asso
ié à l'énergie primale (10.68) bien que 
elle-
ine présente pas de 
ontraintes. Pour 
e faire nous utilisons une petite astu
e en introduisantune variable intermédiaire e ∈ L2(Ω)N et une 
ontrainte e = ∇v. Alors (10.68) est équivalentà
min

v∈H1
0
(Ω) , e∈L2(Ω)N

e=∇v

{

J̃(v, e) =
1

2

∫

Ω

|e|2dx−
∫

Ω

fv dx

}

.On introduit un Lagrangien intermédiaire pour 
e problème
M(e, v, τ ) = J̃(v, e) +

∫

Ω

τ · (∇v − e) dx ,ave
 un multipli
ateur de Lagrange τ ∈ L2(Ω)N . On élimine maintenant e pour obtenir leLagrangien re
her
hé
L(v, τ ) = min

e∈L2(Ω)N
M(e, v, τ ).Comme e→M(e, v, τ ) est fortement 
onvexe, il existe un unique point de minimum, et un
al
ul fa
ile montre que

L(v, τ ) = −1

2

∫

Ω

|τ |2dx−
∫

Ω

fv dx+

∫

Ω

τ · ∇v dx. (10.69)On véri�e sans peine que le problème primal asso
ié au Lagrangien (10.69) est bien (10.68)
(

max
τ∈L2(Ω)N

L(v, τ )
)

= J(v) ,et que le problème dual est
(

min
v∈H1

0(Ω)
L(v, τ )

)

= G(τ ) =







−1

2

∫

Ω

|τ |2dx si − divτ = f dans Ω
−∞ sinon. (10.70)On peut maintenant énon
er le résultat prin
ipal.Théorème 10.4.1 Il existe un unique point selle (u, σ) du Lagrangien L(v, τ ) sur H1

0 (Ω)×
L2(Ω)N

L(u, σ) = max
τ∈L2(Ω)N

min
v∈H1

0(Ω)
L(v, τ ) = min

v∈H1
0(Ω)

max
τ∈L2(Ω)N

L(v, τ ).
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332 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESAutrement dit, u est l'unique point de minimum de J(v) dans H1
0 (Ω), σ est l'unique pointde maximum de G(τ ) dans L2(Ω)N ,

J(u) = min
v∈H1

0(Ω)
J(v) = max

τ∈L2(Ω)N
G(τ ) = G(σ),et ils sont reliés par la relation σ = ∇u.Remarque 10.4.2 Le problème dual (10.70) a une interprétation physique 
laire. Comme

maxG(τ ) = −min(−G(τ )), il s'agit de minimiser l'énergie (dite 
omplémentaire) des 
on-traintes mé
aniques 1
2

∫

Ω
|τ |2dx parmi l'ensemble des 
hamps de 
ontraintes statiquementadmissibles, 
'est-à-dire véri�ant l'équilibre des for
es −divτ = f dans Ω. Dans 
etteformulation duale, le dépla
ement v apparaît 
omme le multipli
ateur de Lagrange de la
ontrainte d'équilibre −divτ = f . Une autre 
onséquen
e du Théorème 10.4.1 est qu'on atoujours G(τ ) ≤ J(v) 
e qui permet d'obtenir des bornes sur les énergies primale ou duale.Remarquons que l'on a aussi

J(u) = G(σ) =
1

2

∫

Ω

fu dxqui n'est rien d'autre que la moitié du travail des for
es extérieures. •Démonstration. La preuve pourrait être une 
onséquente immédiate du Corollaire 10.3.11(en remarquant qu'une 
ontrainte d'égalité a�ne s'é
rit 
omme deux inégalités a�nes op-posées) si 
e théorème n'était pas restreint (i
i) à un nombre �ni de 
ontraintes. Or, dansle problème dual (10.70) il y a une in�nité de 
ontraintes puisque la 
ontrainte −divτ = fa lieu pour presque tout point x ∈ Ω. Néanmoins, le résultat est vrai et il est fa
ile de voirpourquoi. En e�et, par 
onstru
tion on a
G(τ ) ≤ L(v, τ ) ≤ J(v),et on sait que les problèmes primal et dual admettent un unique point de minimum u et

σ, respe
tivement. Or, 
omme u est solution de (10.67), une simple intégration par partiesmontre que
J(u) =

1

2

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

fu dx = −1

2

∫

Ω

|∇u|2dx = −1

2

∫

Ω

fu dx .Si on dé�nit σ = ∇u, on déduit de (10.67) que −divσ = f , et on obtient don

G(τ ) ≤ J(u) = G(σ),
'est-à-dire que σ est le point de maximum de G, don
 (u, σ) est le point selle de L(v, τ ). �10.4.2 Commande optimaleOn résout i
i l'Exemple 9.1.9 d'un problème de 
ommande optimale appelé systèmelinéaire-quadratique. On 
onsidère le système di�érentiel linéaire dont l'in
onnue (l'état dusystème) y(t) est à valeurs dans RN







dy

dt
= Ay +Bv + f pour 0 ≤ t ≤ T

y(0) = y0

(10.71)
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10.4. APPLICATIONS 333où y0 ∈ RN est l'état initial du système, f(t) ∈ RN est un terme sour
e, v(t) ∈ RM est la
ommande qui permet d'agir sur le système, et A et B sont deux matri
es 
onstantes dedimensions respe
tives N ×N et N ×M .On veut 
hoisir la 
ommande v de manière à minimiser un 
ritère quadratique
J(v) =

1

2

∫ T

0

Rv(t) · v(t)dt+ 1

2

∫ T

0

Q(y− z)(t) · (y− z)(t)dt+
1

2
D (y(T )− zT ) · (y(T )− zT ) ,où z(t) une traje
toire �
ible�, zT une position �nale �
ible�, et R,Q,D trois matri
essymétriques positives dont seule R est supposée dé�nie positive. Remarquons que la fon
tion

y(t) dépend de la variable v à travers (10.71).Pour pouvoir appliquer les résultats d'optimisation pré
édents, nous 
hoisissons de
her
her v dans l'espa
e de Hilbert L2(]0, T [;RM ) des fon
tions de ]0, T [ dans RM de 
arréintégrable. (L'espa
e �plus naturel� des fon
tions 
ontinues n'est malheureusement pas un es-pa
e de Hilbert.) Pour tenir 
ompte d'éventuelles 
ontraintes sur la 
ommande, on introduitun 
onvexe fermé non vide K de RM qui représente l'ensemble des 
ommandes admissibles.Le problème de minimisation est don

inf

v(t)∈L2(]0,T [;K)
J(v). (10.72)Commençons par véri�er que le système (10.71) est bien posé.Lemme 10.4.3 On suppose que f(t) ∈ L2(]0, T [;RN) et v(t) ∈ L2(]0, T [;K). Alors (10.71)admet une unique solution y(t) ∈ H1(]0, T [;RN) qui est, de plus, 
ontinue sur [0, T ].Démonstration. Ce résultat d'existen
e et d'uni
ité est bien 
onnu si f et v sont 
ontinues.Il n'est pas plus di�
ile dans le 
adre L2. On utilise la formule expli
ite de représentationde la solution

y(t) = exp(tA)y0 +

∫ t

0

exp
(

(t− s)A
)

(Bv + f)(s) dsqui permet de véri�er l'existen
e et l'uni
ité de y dans H1(]0, T [;RN ). Le Lemme 4.3.3 nousdit en�n que y est 
ontinue sur [0, T ]. �On peut alors montrer l'existen
e et l'uni
ité de la 
ommande optimale.Proposition 10.4.4 Il existe un unique u ∈ L2(]0, T [;K) qui minimise (10.72). Cette 
om-mande optimale u est 
ara
térisée par
∫ T

0

Q(yu − z) · (yv − yu)dt +

∫ T

0

Ru · (v − u)dt

+D(yu(T )− zT ) · (yv(T )− yu(T )) ≥ 0 ,

(10.73)pour tout v ∈ L2(]0, T [;K), où yv désigne la solution de (10.71) asso
iée à la 
ommande v.Démonstration. On 
ommen
e par remarquer que v → y est une fon
tion a�ne. En e�et,par linéarité de (10.71) on a yv = ỹv + ŷ, où ỹv est solution de






dỹv
dt

= Aỹv +Bv pour 0 ≤ t ≤ T

ỹv(0) = 0
(10.74)
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334 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESet ŷ est solution de






dŷ

dt
= Aŷ + f pour 0 ≤ t ≤ T

ŷ(0) = y0Il est 
lair que ŷ ne dépend pas de v et v → ỹv est linéaire 
ontinue de L2(]0, T [;K) dans
H1(]0, T [;RN). Par 
onséquent, v → J(v) est une fon
tion quadratique positive de v (pluspré
isément, la somme d'une forme quadratique et d'une fon
tion a�ne), don
 J est 
onvexe,et même fortement 
onvexe 
ar la matri
e R est dé�nie positive. Comme L2(]0, T [;K) estun 
onvexe fermé non vide, le Théorème 9.2.6 permet de 
on
lure à l'existen
e et à l'uni
itédu point de minimum u de (10.72). D'autre part, la 
ondition d'optimalité né
essaire etsu�sante du Théorème 10.2.1 est 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0. Pour 
al
uler le gradient, la méthodela plus sûre et la plus simple est de 
al
uler

lim
ǫ→0

J(u+ ǫw)− J(u)

ǫ
= 〈J ′(u), w〉.Comme J(v) est quadratique le 
al
ul est très simple puisque yu+ǫw = yu + ǫỹw. On obtientaisément (10.73) en remarquant que yu − yv = ỹu − ỹv. �Remarque 10.4.5 En expli
itant la 
ondition d'optimalité de (10.72) on a en fait 
al
uléle gradient J ′(w) pour tout w ∈ L2]0, T [ (et pas seulement pour le minimum u), 
e qui estutile pour les méthodes numériques de minimisation (voir la Se
tion 10.5). On a obtenu

∫ T

0

J ′(w)v dt =

∫ T

0

Rw · v dt+
∫ T

0

Q(yw − z) · ỹvdt
+D(yw(T )− zT ) · ỹv(T ) ,

(10.75)où v est une fon
tion quel
onque de L2]0, T [. •La 
ondition né
essaire et su�sante d'optimalité (10.73) est en fait inexploitable ! Ene�et, pour tester l'optimalité de u il est né
essaire pour 
haque fon
tion test v de 
al
ulerl'état 
orrespondant yv. Une autre façon de voir 
ette di�
ulté est l'impossibilité d'obtenirune expression expli
ite de J ′(u) à partir de (10.75). Pour 
ontourner 
ette di�
ulté on are
ourt à la notion d'état adjoint qui est une des idées les plus profondes de la théorie du
ontr�le optimal. Montrons 
omment pro
éder sur l'exemple étudié dans 
ette sous-se
tion(nous donnerons l'idée générale dans la Remarque 10.4.8 
i-dessous). Pour le problème (10.72)on dé�nit l'état adjoint p 
omme la solution unique de






dp

dt
= −A∗p−Q(y − z) pour 0 ≤ t ≤ T

p(T ) = D(y(T )− zT )
(10.76)où y est la solution de (10.71) pour la 
ommande u. Le nom d'état adjoint vient de 
e que
'est la matri
e adjointe A∗ qui apparaît dans (10.76). L'intérêt de l'état adjoint est qu'ilpermet d'obtenir une expression expli
ite de J ′(u).Théorème 10.4.6 La dérivé de J en u est donnée par

J ′(u) = B∗p+Ru . (10.77)
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ulier, la 
ondition d'optimalité né
essaire et su�sante du problème (10.72) est
∫ T

0

(B∗p+Ru) · (v − u) dt ≥ 0 ∀ v ∈ L2(]0, T [;K). (10.78)Remarque 10.4.7 La formule (10.77) se généralise pour tout w ∈ L2]0, T [ en J ′(w) =
B∗p+Rw, quitte à 
al
uler p par (10.76) en utilisant l'état y 
orrespondant à la 
ommande
w. Le Théorème 10.4.6 donne une expression expli
ite du gradient au prix de la résolutionsupplémentaire du système adjoint (10.76). C'est une di�éren
e fondamentale ave
 la formule(10.75) qui, pour 
haque fon
tion test v, né
essitait la résolution du système (10.71) ave
 la
ommande v. •Démonstration. Soit p la solution de (10.76) et ỹv 
elle de (10.74). L'idée est de multiplier(10.76) par ỹv et (10.74) par p, d'intégrer par parties et de 
omparer les résultats. Pluspré
isément, on 
al
ule la quantité suivante de deux manières di�érentes. Tout d'abord, enintégrant et en tenant 
ompte des 
onditions initiales ỹv(0) = 0 et p(T ) = D(y(T )− zT ), ona

∫ T

0

(

dp

dt
· ỹv + p · dỹv

dt

)

dt = D(y(T )− zT ) · ỹv(T ). (10.79)D'autre part, en utilisant les équations on obtient
∫ T

0

(

dp

dt
· ỹv + p · dỹv

dt

)

dt = −
∫ T

0

Q(y − z) · ỹv dt+
∫ T

0

Bv · p dt. (10.80)On déduit de l'égalité entre (10.79) et (10.80) une simpli�
ation de l'expression (10.75) dela dérivée
∫ T

0

J ′(u)v dt =

∫ T

0

Ru · vdt+
∫ T

0

Bv · pdt,
e qui donne les résultats (10.77) et (10.78). �Remarque 10.4.8 Comment a-t-on bien pu deviner le problème (10.76) qui dé�nit l'é-tat adjoint a�n de simpli�er l'expression de J ′(v) ? En
ore une fois, l'idée dire
tri
e estl'introdu
tion d'un Lagrangien asso
ié au problème de minimisation (10.72). On 
onsidèrel'équation d'état (10.71) 
omme une 
ontrainte entre deux variables indépendantes v et y eton dé�nit le Lagrangien 
omme la somme de J(v) et de l'équation d'état multipliée par p,
'est-à-dire
L(v, y, p) =

∫ T

0

Rv(t) · v(t)dt+
∫ T

0

Q(y − z)(t) · (y − z)(t)dt

+D (y(T )− zT ) · (y(T )− zT ) +

∫ T

0

p ·
(

−dy

dt
+ Ay +Bv + f

)

dt

−p(0) · (y(0)− y0) ,où p est le multipli
ateur de Lagrange pour la 
ontrainte (10.71) entre v et y. Formelle-ment, les 
onditions d'optimalité de (10.72) s'obtiennent en disant que le Lagrangien eststationnaire, 
'est-à-dire que
∂L
∂v

=
∂L
∂y

=
∂L
∂p

= 0.
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336 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESLa première dérivée donne la 
ondition d'optimalité (10.77), la se
onde donne l'équationvéri�ée par l'état adjoint p, et la troisième l'équation véri�ée par l'état y. Insistons sur le faitque 
e 
al
ul est purement formel, mais qu'en général il donne la �bonne� équation de l'étatadjoint. •A partir du Théorème 10.4.6 on peut soit obtenir des propriétés qualitatives de la solu-tion y et de la 
ommande optimale u (voir l'Exer
i
e 10.4.1), soit 
onstruire une méthodenumérique de minimisation de (10.72) par un algorithme de type gradient. En l'absen
e de
ontraintes sur la 
ommande, 
'est-à-dire si K = RM , on peut aller en
ore plus loin dansl'analyse et trouver une �loi de 
ommande� qui donne l'état adjoint p (et don
 la 
ommandeoptimale u = −R−1B∗p en vertu de (10.78)).Proposition 10.4.9 On suppose que K = RM , f = 0, z = 0, et zT = 0. Soit P (t) lafon
tion de [0, T ] à valeurs matri
ielles (d'ordre N) qui est solution unique de






dP

dt
= −A∗P − PA+ PBR−1B∗P −Q pour 0 ≤ t ≤ T

P (T ) = D
(10.81)Alors P (t) est symétrique positive pour tout t ∈ [0, T ] et on a p(t) = P (t)y(t).Démonstration. Pour tout t ∈ [0, T ], l'appli
ation qui, à y0 ∈ RN , fait 
orrespondre

(y, p, u)(t) (où u = −R−1B∗p est la 
ommande optimale) est 
lairement linéaire. Elle estinje
tive en vertu de l'Exer
i
e 10.4.1, don
 bije
tive de RN dans RN . Par 
onséquent, l'ap-pli
ation y(t) → p(t) est linéaire de RN dans RN , et il existe une matri
e P (t) d'ordre Ntelle que p(t) = P (t)y(t). En dérivant 
ette expression et en utilisant les équations (10.71)et (10.76), on obtient
dP

dt
y = −A∗Py − PAy + PBR−1B∗Py −Qypour tout y(t) (qui est quel
onque puisque y0 l'est). On en déduit l'équation de (10.81). Onobtient la 
ondition �nale P (T ) = D 
ar p(T ) = Dy(T ) et y(T ) est quel
onque dans RN .On admet l'uni
ité de la solution de (10.81). �Exer
i
e 10.4.1 On suppose que K = RM , f = 0, z = 0, et zT = 0. Montrer que, pour tout

t ∈ [0, T ],
p(t) · y(t) = Dy(t) · y(t) +

∫ T

t

Qy(s) · y(s) ds+
∫ T

t

R−1B∗p(s) ·B∗p(s) ds .En déduire que s'il existe t0 ∈ [0, T ] tel que y(t0) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout t ∈ [0, T ].Interpréter 
e résultat.Exer
i
e 10.4.2 Obtenir l'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théorème 10.4.6 pour lesystème parabolique














∂y

∂t
−∆y = v + f dans ]0, T [×Ω

y = 0 sur ]0, T [×∂Ω
y(0) = y0 dans Ω
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10.4. APPLICATIONS 337où y0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(]0, T [×Ω), v ∈ L2(]0, T [×Ω) est la 
ommande, et on minimise
inf

v∈L2(]0,T [×Ω)
J(v) =

∫ T

0

∫

Ω

v2dt dx+

∫ T

0

∫

Ω

|y − z|2dt dx+

∫

Ω

|y(T )− zT |2dx,où z ∈ L2(]0, T [×Ω) et zT ∈ L2(Ω).Exer
i
e 10.4.3 Généraliser l'exer
i
e pré
édent à l'équation des ondes.10.4.3 Optimisation des systèmes distribuésOn résout i
i l'Exemple 9.1.12 à propos du 
ontr�le d'une membrane élastique déforméepar une for
e extérieure f et �xée sur son 
ontour. Le 
omportement de la membrane estmodélisé par
{

−∆u = f + v dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (10.82)où u est le dépla
ement verti
al de la membrane et v est une for
e de 
ontr�le qui sera lavariable d'optimisation. On se donne un ouvert ω ⊂ Ω sur lequel agit le 
ontr�le et deuxfon
tions limitatives vmin ≤ vmax dans L2(ω). Il est entendu dans tout 
e qui suit que lesfon
tions de L2(ω) sont étendues par zéro dans Ω\ω. On dé�nit alors l'ensemble des 
ontr�lesadmissibles

K =
{

v ∈ L2(ω) tel que vmin(x) ≤ v(x) ≤ vmax(x) dans ω et v = 0 dans Ω \ ω} . (10.83)Si f ∈ L2(Ω), le Théorème 5.2.2 nous dit qu'il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω). On
her
he à 
ontr�ler la membrane pour qu'elle adopte un dépla
ement u0 ∈ L2(Ω). On dé�nitune fon
tion 
oût

J(v) =
1

2

∫

Ω

(

|u− u0|2 + c|v|2
)

dx , (10.84)où u est la solution de (10.82) (et don
 dépend de v) et c > 0. Le problème d'optimisations'é
rit
inf
v∈K

J(v) . (10.85)Proposition 10.4.10 Il existe un unique 
ontr�le optimal v ∈ K pour le problème (10.85).Démonstration. On remarque que la fon
tion v → u est a�ne de L2(Ω) dans H1
0 (Ω). Par
onséquent, J(v) est une fon
tion quadratique positive de v, don
 elle est 
onvexe. Elle estmême fortement 
onvexe puisque J(v) ≥ c‖v‖2L2(Ω). D'autre part, K est un 
onvexe ferménon vide de L2(Ω). Par 
onséquent, le Théorème 9.2.6 permet de 
on
lure à l'existen
e et àl'uni
ité du point de minimum de (10.85). �Pour obtenir une 
ondition né
essaire d'optimalité qui soit exploitable, on introduit,
omme dans la Sous-se
tion 10.4.2, un état adjoint p dé�ni 
omme l'unique solution dans

H1
0 (Ω) de

{

−∆p = u− u0 dans Ω
p = 0 sur ∂Ω. (10.86)
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338 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESProposition 10.4.11 La fon
tion 
oût J(v) est dérivable sur K et on a
J ′(v) = p+ cv ,où p (qui dépend de v) est donné par (10.86). Par 
onséquent, la 
ondition né
essaire etsu�sante d'optimalité pour le 
ontr�le optimal v est

−∆u = f + v dans Ω , u ∈ H1
0 (Ω), (10.87)

−∆p = u− u0 dans Ω , p ∈ H1
0 (Ω), (10.88)

v = 1IωP[vmin(x),vmax(x)]

(

−p

c

)

, (10.89)où 1Iω est la fon
tion indi
atri
e de ω (
'est-à-dire qui vaut 1 dans ω et 0 dans Ω \ ω) et
P[vmin(x),vmax(x)] est l'opérateur de proje
tion orthogonal sur le segment [vmin(x), vmax(x)]dé�ni par P[vmin(x),vmax(x)]w = min

(

vmax(x),max
(

vmin(x), w(x)
)).Démonstration. Comme dans la Proposition 10.4.4, la méthode la plus sûre et la plussimple de 
al
uler le gradient est

lim
ǫ→0

J(v + ǫw)− J(v)

ǫ
=

∫

Ω

J ′(v)w dx .Comme J(v) est quadratique le 
al
ul est très simple et on obtient
∫

Ω

J ′(v)wdx =

∫

Ω

((u− u0)ũw + cvw) dx,où ũw est donné par
{

−∆ũw = w dans Ω
ũw = 0 sur ∂Ω. (10.90)Pour simpli�er l'expression du gradient on utilise l'état adjoint pour 
ela : on multiplie(10.90) par p et (10.86) par ũw et on intègre par parties

∫

Ω

∇p · ∇ũw dx =

∫

Ω

(u− u0)ũw dx
∫

Ω

∇ũw · ∇p dx =

∫

Ω

wpdxPar 
omparaison de 
es deux égalités on en déduit que
∫

Ω

J ′(v)w dx =

∫

Ω

(p+ cv)w dx,d'où l'expression du gradient. La 
ondition né
essaire et su�sante d'optimalité donnée parle Théorème 10.2.1 est
∫

Ω

(p+ cv) (w − v) dx ≥ 0 ∀w ∈ K . (10.91)En prenant w égal à v partout sauf sur une petite boule dans ω, puis en faisant tendre lerayon de 
ette boule vers zéro, on peut �lo
aliser� (10.91) en (presque) tout point x de ω
(

p(x) + cv(x)
) (

w(x)− v(x)
)

≥ 0 ∀w(x) ∈ [vmin(x), vmax(x)] .
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ondition n'est que la dé�nition de v(x) 
omme proje
tion orthogonale de
−p(x)/c sur le segment [vmin(x), vmax(x)] (voir le Théorème 12.1.10). Finalement, on obtient(10.89) en remarquant que le support des fon
tions de K est restreint à ω. �Remarque 10.4.12 Comme dans la Remarque 10.4.8 nous expliquons 
omment trouver laforme de (10.86) qui dé�nit l'état adjoint. On introduit le Lagrangien asso
ié au problèmede minimisation (10.85) sous la 
ontrainte que l'équation d'état (10.82) (qui relie les deuxvariables indépendantes v et u) soit satisfaite

L(v, u, p) = 1

2

∫

Ω

(

|u− u0|2 + c|v|2
)

dx+

∫

Ω

p(∆u+ f + v) dx,où p est le multipli
ateur de Lagrange pour la 
ontrainte (10.82) entre v et u. Formellement,les 
onditions d'optimalité s'obtiennent en disant que le Lagrangien est stationnaire, 
'est-à-dire que
∂L
∂v

=
∂L
∂u

=
∂L
∂p

= 0.La première dérivée donne la 
ondition d'optimalité (10.89), la se
onde donne l'équationvéri�ée par l'état adjoint p, et la troisième l'équation véri�ée par l'état u. •10.5 Algorithmes numériques10.5.1 Introdu
tionL'objet de 
ette se
tion est de présenter et analyser quelques algorithmes perme-ttant de 
al
uler, ou plus exa
tement d'appro
her la solution des problèmes d'op-timisation étudiés pré
édemment. Tous les algorithmes étudiés i
i sont e�e
tivementutilisés en pratique pour résoudre sur ordinateur des problèmes 
on
rets d'optimisa-tion.Ces algorithmes sont aussi tous de nature itérative : à partir d'une donnée ini-tiale u0, 
haque méthode 
onstruit une suite (un)n∈N dont nous montrerons qu'elle
onverge, sous 
ertaines hypothèses, vers la solution u du problème d'optimisation
onsidéré. Après avoir montré la 
onvergen
e de 
es algorithmes (
'est-à-dire, la
onvergen
e de la suite (un) vers u quel que soit le 
hoix de la donnée initiale u0),nous dirons aussi un mot de leur vitesse de 
onvergen
e.Dans toute 
ette se
tion nous supposerons que la fon
tion obje
tif à minimiser
J est α-
onvexe di�érentiable. Cette hypothèse d'α-
onvexité est assez forte, maisnous verrons plus loin qu'elle est 
ru
iale pour les démonstrations de 
onvergen
e desalgorithmes. L'appli
ation des algorithmes présentés i
i à la minimisation de fon
tions
onvexes qui ne sont pas fortement 
onvexes peut soulever quelques petites di�
ultés,sans parler des grosses di�
ultés qui apparaissent lorsque l'on 
her
he à appro
herle minimum d'une fon
tion non 
onvexe ! Typiquement, 
es algorithmes peuvent nepas 
onverger et os
iller entre plusieurs points de minimum, ou bien pire ils peuvent
onverger vers un minimum lo
al, très loin d'un minimum global (dans le 
as non
onvexe, 
f. la Proposition 9.2.3).
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340 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESRemarque 10.5.1 Nous nous limitons aux seuls algorithmes déterministes et nousne disons rien des algorithmes de type sto
hastique (re
uit simulé, algorithmes géné-tiques, et
.). Outre le fait que leur analyse fait appel à la théorie des probabilités (quenous n'abordons pas dans 
e 
ours), leur utilisation est très di�érente. Pour s
hé-matiser simplement, disons que les algorithmes déterministes sont les plus e�
a
espour la minimisation de fon
tions 
onvexes, tandis que les algorithmes sto
hastiquespermettent d'appro
her des minima globaux (et pas seulement lo
aux) de fon
tionsnon 
onvexes (à un prix toutefois assez élevé en pratique). •10.5.2 Algorithmes de type gradient (
as sans 
ontraintes)Commençons par étudier la résolution pratique de problèmes d'optimisation enl'absen
e de 
ontraintes. Soit J une fon
tion α-
onvexe di�érentiable dé�nie sur l'es-pa
e de Hilbert réel V , on 
onsidère le problème sans 
ontrainte
inf
v∈V

J(v) . (10.92)D'après le Théorème 9.2.6 il existe une unique solution u, 
ara
térisée d'après laRemarque 10.2.2 par l'équation d'Euler
J ′(u) = 0 .Algorithme de gradient à pas optimalL'algorithme de gradient 
onsiste à �se dépla
er� d'une itérée un en suivant laligne de plus grande pente asso
iée à la fon
tion 
oût J(v). La dire
tion de des
ente
orrespondant à 
ette ligne de plus grande pente issue de un est donnée par le gradient

J ′(un). En e�et, si l'on 
her
he un+1 sous la forme
un+1 = un − µnwn , (10.93)ave
 µn > 0 petit et wn unitaire dans V , 
'est ave
 le 
hoix de la dire
tion wn =

J ′(un)
‖J ′(un)‖ que l'on peut espérer trouver la plus petite valeur de J(un+1) (en l'absen
ed'autres informations 
omme les dérivées supérieures ou les itérées antérieures).Cette remarque simple nous 
onduit, parmi les méthodes du type (10.93) qui sontappelées �méthodes de des
ente�, à l'algorithme de gradient à pas optimal, danslequel on résout une su

ession de problème de minimisation à une seule variableréelle (même si V n'est pas de dimension �nie). A partir de u0 quel
onque dans V ,on 
onstruit la suite (un) dé�nie par

un+1 = un − µn J ′(un) , (10.94)où µn ∈ R est 
hoisi à 
haque étape tel que
J(un+1) = inf

µ∈R
J
(

un − µJ ′(un)
)

. (10.95)Cet algorithme 
onverge 
omme l'indique le résultat suivant.
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10.5. ALGORITHMES NUMÉRIQUES 341Théorème 10.5.2 On suppose que J est α-
onvexe di�érentiable et que J ′ est Lip-s
hitzien sur tout borné de V , 
'est-à-dire que
∀M > 0, ∃CM > 0, ‖v‖+ ‖w‖ ≤M ⇒ ‖J ′(v)− J ′(w)‖ ≤ CM‖v − w‖ . (10.96)Alors l'algorithme de gradient à pas optimal 
onverge : quel que soit u0, la suite (un)dé�nie par (10.94) et (10.95) 
onverge vers la solution u de (10.92).Démonstration. La fon
tion f(µ) = J

(

un − µJ ′(un)
) est fortement 
onvexe etdérivable sur R (si J ′(un) 6= 0 ; sinon, on a déjà 
onvergé, un = u !). Le problème deminimisation (10.95) a don
 bien une solution unique, 
ara
térisée par la 
ondition

f ′(µ) = 0, 
e qui s'é
rit aussi
〈J ′(un+1), J ′(un)〉 = 0 . (10.97)Ce
i montre que deux �dire
tions de des
ente� 
onsé
utives sont orthogonales.Puisque (10.97) implique que 〈J ′(un+1), un+1−un〉 = 0, on déduit de l'α-
onvexitéde J que

J(un)− J(un+1) ≥ α

2
‖un − un+1‖2 , (10.98)
e qui prouve que la suite J(un) est dé
roissante. Comme elle est minorée par J(u),elle 
onverge et (10.98) montre que un+1−un tend vers 0. D'autre part, l'α-
onvexitéde J et le fait que la suite J(un) est bornée montrent que la suite (un) est bornée : ilexiste une 
onstante M telle que

‖un‖ ≤M .É
rivant (10.96) pour v = un et w = un+1 et utilisant (10.97), on obtient
‖J ′(un)‖2 ≤ ‖J ′(un)‖2 + ‖J ′(un+1)‖2 = ‖J ′(un)− J ′(un+1)‖2 ≤ C2

M‖un+1 − un‖2,
e qui prouve que J ′(un) tend vers 0. L'α-
onvexité de J donne alors
α‖un − u‖2 ≤ 〈J ′(un)− J ′(u), un − u〉 = 〈J ′(un), un − u〉 ≤ ‖J ′(un)‖ ‖un − u‖ ,qui implique α‖un − u‖ ≤ ‖J ′(un)‖, d'où l'on déduit la 
onvergen
e de l'algorithme.

�Remarque 10.5.3 Il est utile de noter l'intérêt pratique de la dernière inégalité de
ette démonstration : outre la preuve de la 
onvergen
e, elle donne une majorationaisément 
al
ulable de l'erreur un − u. •Algorithme de gradient à pas �xeL'algorithme de gradient à pas �xe 
onsiste simplement en la 
onstru
tion d'unesuite un dé�nie par
un+1 = un − µJ ′(un) , (10.99)
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342 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESoù µ est un paramètre positif �xé. Cette méthode est don
 plus simple que l'algorithmede gradient à pas optimal, puisqu'on fait à 
haque étape l'é
onomie de la résolutionde (10.95). Le résultat suivant montre sous quelles hypothèses on peut 
hoisir leparamètre µ pour assurer la 
onvergen
e.Théorème 10.5.4 On suppose que J est α-
onvexe di�érentiable et que J ′ est Lip-s
hitzien sur V , 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante C > 0 telle que
‖J ′(v) − J ′(w)‖ ≤ C‖v − w‖ ∀ v, w ∈ V . (10.100)Alors, si 0 < µ < 2α/C2, l'algorithme de gradient à pas �xe 
onverge : quel que soit

u0, la suite (un) dé�nie par (10.95) 
onverge vers la solution u de (10.92).Démonstration. Posons vn = un−u. Comme J ′(u) = 0, on a vn+1 = vn−µ
(

J ′(un)−
J ′(u)

), d'où il vient
‖vn+1‖2 = ‖vn‖2 − 2µ〈J ′(un)− J ′(u), un − u〉+ µ2

∥

∥J ′(un)− J ′(u)
∥

∥

2

≤
(

1− 2αµ+ C2µ2
)

‖vn‖2 ,
(10.101)d'après (10.100) et l'α-
onvexité. Si 0 < µ < 2α/C2, il est fa
ile de voir que 1−2αµ+

C2µ2 ∈]0, 1[, et la 
onvergen
e se déduit de (10.101). De manière équivalente, la mêmedémonstration montre que l'appli
ation v 7→ v − µJ ′(v) est stri
tement 
ontra
tantelorsque 0 < µ < 2α/C2, don
 elle admet un unique point �xe (qui n'est autre que u)vers lequel 
onverge la suite un. �Remarque 10.5.5 Une adaptation simple de la démonstration pré
édente, laissée aule
teur en guise d'exer
i
e, permet de montrer la 
onvergen
e en remplaçant (10.100)par l'hypothèse plus faible (10.96). Il faut noter aussi que, pour l'algorithme de gra-dient à pas �xe, à la di�éren
e du gradient à pas optimal, la suite J(un) n'est pasné
essairement monotone. •Remarque 10.5.6 Il existe de nombreux autres algorithmes de des
ente du type(10.93) que nous ne dé
rirons pas i
i. On ren
ontre notamment dans 
ette 
lassed'algorithmes la méthode du gradient 
onjugué dans laquelle la dire
tion de des
ente
wn dépend non seulement du gradient J ′(un) mais aussi des dire
tions de des
enteutilisées aux itérations pré
édentes. Nous présentons 
ette méthode dans la Sous-se
tion 13.1.5, pour le 
as parti
ulier d'une fon
tionnelle quadratique du type 1

2Ax ·
x− b · x. •Remarque 10.5.7 Comment 
hoisir entre les deux algorithmes de gradient que nousvenons de voir, et plus généralement entre les di�érentes méthodes de minimisationnumérique qui existent ? Un premier 
ritère de 
hoix 
on
erne le 
oût de 
haqueitération. Par exemple, nous l'avons dit, 
haque itération de l'algorithme de gradientà pas �xe est moins 
hère qu'une itération de gradient à pas optimal. Évidemment,
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10.5. ALGORITHMES NUMÉRIQUES 343si l'on part de la même itérée un, une itération du gradient à pas optimal dé
roîtplus la fon
tion 
oût qu'une itération du gradient à pas �xe. On en arrive don
 audeuxième 
ritère de 
hoix, souvent plus déterminant, qui est 
elui de la vitesse de
onvergen
e de l'algorithme, qui �xe le nombre d'itérations né
essaires pour rendrel'erreur ‖un − u‖ inférieure à une toléran
e ǫ �xée a priori.Par exemple, l'inégalité (10.101) montre que la 
onvergen
e de l'algorithme degradient à pas �xe est au moins géométrique, puisque
‖un − u‖ ≤ γn‖u0 − u‖ ave
 γ =

√

1− 2αµ+ µ2C2.Cette remarque 
onduit d'ailleurs, sous réserve d'une analyse plus poussée, à préférerpour le paramètre µ la valeur médiane α/C2 dans l'intervalle ]0, 2α/C2
[, valeur quiminimise 
elle de γ. En fait, on peut montrer que la 
onvergen
e des deux algorithmesétudiés 
i-dessus est e�e
tivement géométrique dans 
ertains 
as parti
ulier (
e quisigni�e que la quantité ‖un− u‖1/n a une limite �nie, 
omprise stri
tement entre 0 et

1, lorsque n tend vers +∞). •Exer
i
e 10.5.1 Pour V = R2 et J(x, y) = ax2 + by2 ave
 a, b > 0, montrer quel'algorithme de gradient à pas optimal 
onverge en une seule itération si a = b ou si
x0y0 = 0, et que la 
onvergen
e est géométrique dans les autres 
as. Étudier aussi la
onvergen
e de l'algorithme de gradient à pas �xe : pour quelles valeurs du paramètre µla 
onvergen
e se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?10.5.3 Algorithmes de type gradient (
as ave
 
ontraintes)On étudie maintenant la résolution de problèmes d'optimisation ave
 
ontraintes

inf
v∈K

J(v) , (10.102)où J est une fon
tion α-
onvexe di�érentiable dé�nie sur K, sous-ensemble 
onvexefermé non vide de l'espa
e de Hilbert réel V . Le Théorème 9.2.6 assure alors l'existen
eet l'uni
ité de la solution u de (10.102), 
ara
térisée d'après le Théorème 10.2.1 parla 
ondition
〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K . (10.103)Selon les algorithmes étudiés 
i-dessous, nous serons parfois amenés à pré
iser deshypothèses supplémentaires sur l'ensemble K.Algorithme de gradient à pas �xe ave
 proje
tionL'algorithme de gradient à pas �xe s'adapte au 
as du problème (10.102) ave

ontraintes à partir de la remarque suivante. Pour tout réel µ > 0, (10.103) s'é
rit

〈u−
(

u− µJ ′(u)
)

, v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K . (10.104)
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344 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESNotons PK l'opérateur de proje
tion sur l'ensemble 
onvexe K, dé�ni au Théorème12.1.10 de proje
tion sur un 
onvexe (voir la Remarque 12.1.11). Alors, d'après 
ethéorème, (10.104) n'est rien d'autre que la 
ara
térisation de u 
omme la proje
tionorthogonale de u− µJ ′(u) sur K. Autrement dit,
u = PK

(

u− µJ ′(u)
)

∀µ > 0 . (10.105)Il est fa
ile de voir que (10.105) est en fait équivalent à (10.103), et 
ara
térise don
la solution u de (10.102). L'algorithme de gradient à pas �xe ave
 proje
tion (ouplus simplement de gradient projeté) est alors dé�ni par l'itération
un+1 = PK

(

un − µJ ′(un)
)

, (10.106)où µ est un paramètre positif �xé.Théorème 10.5.8 On suppose que J est α-
onvexe di�érentiable et que J ′ est Lips-
hitzien sur V (de 
onstante C, voir (10.100)). Alors, si 0 < µ < 2α/C2, l'algorithmede gradient à pas �xe ave
 proje
tion 
onverge : quel que soit u0 ∈ K, la suite (un)dé�nie par (10.106) 
onverge vers la solution u de (10.102).Démonstration. La démonstration reprend 
elle du Théorème 10.5.4 où l'on a mon-tré que l'appli
ation v 7→ v − µJ ′(v) est stri
tement 
ontra
tante lorsque 0 < µ <
2α/C2, 
'est-à-dire que

∃ γ ∈]0, 1[ ,
∥

∥

(

v − µJ ′(v)
)

−
(

w − µJ ′(w)
)∥

∥ ≤ γ‖v − w‖ .Puisque la proje
tion PK est faiblement 
ontra
tante d'après (12.2), l'appli
ation
v 7→ PK

(

v − µJ ′(v)
) est stri
tement 
ontra
tante, 
e qui prouve la 
onvergen
e de lasuite (un) dé�nie par (10.106) vers la solution u de (10.102). �Exer
i
e 10.5.2 Soit V = RN et K = {x ∈ RN tel que ∑N

i=1 xi = 1}. Expli
iterl'opérateur de proje
tion orthogonale PK et interpréter dans 
e 
as la formule (10.105)en terme de multipli
ateur de Lagrange.Algorithme d'UzawaLe résultat pré
édent montre que la méthode de gradient à pas �xe ave
 proje
tionest appli
able à une large 
lasse de problèmes d'optimisation 
onvexe ave
 
ontraintes.Mais 
ette 
on
lusion est largement un leurre du point de vue pratique, 
ar l'opérateurde proje
tion PK n'est pas 
onnu expli
itement en général : la proje
tion d'un élément
v ∈ V sur un 
onvexe fermé quel
onque de V peut être très di�
ile à déterminer !Une ex
eption importante 
on
erne, en dimension �nie (pour V = RM ), les sous-ensembles K de la forme

K =

M
∏

i=1

[ai, bi] (10.107)
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 éventuellement ai = −∞ ou bi = +∞ pour 
ertains indi
es i). En e�et, il estalors fa
ile de voir que, si x = (x1, x2, . . . , xM ) ∈ RM , y = PK(x) a pour 
omposantes
yi = min (max (ai, xi), bi) pour 1 ≤ i ≤M , (10.108)autrement dit, il su�t juste de �tronquer� les 
omposantes de x. Cette propriétésimple, jointes aux remarques sur la dualité énon
ée dans la Se
tion 10.3, va nous
onduire à un nouvel algorithme. En e�et, même si le problème primal fait intervenirun ensemble K des solutions admissibles sur lequel la proje
tion PK ne peut êtredéterminée expli
itement, le problème dual sera fréquemment posé sur un ensemblede la forme (10.107), typiquement sur (R+)

M . Dans 
e 
as, le problème dual peut êtrerésolu par la méthode du gradient à pas �xe ave
 proje
tion, et la solution du problèmeprimal pourra ensuite être obtenue en résolvant un problème de minimisation sans
ontrainte. Ces remarques sont à la base de l'algorithme d'Uzawa, qui est en faitune méthode de re
her
he de point-selle.Considérons le problème de minimisation 
onvexe
inf

F (v)≤0
J(v) , (10.109)où J est une fon
tionnelle 
onvexe dé�nie sur V et F une fon
tion 
onvexe de V sur

RM . Sous les hypothèses du Théorème de Kuhn et Tu
ker 10.3.4, la résolution de(10.109) revient à trouver un point-selle (u, p) du Lagrangien
L(v, q) = J(v) + q · F (v) , (10.110)sur V × (R+)

M . A partir de la Dé�nition 10.3.1 du point-selle
∀ q ∈ (R+)

M L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p) ∀ v ∈ V , (10.111)on déduit que (p − q) · F (u) ≥ 0 pour tout q ∈ (R+)
M , d'où on tire, pour tout réel

µ > 0,
(p− q) ·

(

p−
(

p+ µF (u)
))

≤ 0 ∀ q ∈ (R+)
M ,
e qui, d'après (12.1), montre que

p = PRM
+
(p+ µF (u)) ∀µ > 0 , (10.112)

PRM
+

désignant la proje
tion de RM sur (R+)
M .Au vu de 
ette propriété et de la se
onde inégalité dans (10.111), nous pouvonsintroduire l'algorithme d'Uzawa : à partir d'un élément quel
onque p0 ∈ (R+)

M ,on 
onstruit les suites (un) et (pn) déterminées par les itérations
L(un, pn) = inf

v∈V
L(v, pn) ,

pn+1 = PRM
+
(pn + µF (un)) ,

(10.113)
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µ étant un paramètre positif �xé. On peut interpréter l'algorithme d'Uzawa en disantqu'alternativement il minimise le Lagrangien par rapport à v ave
 q �xé et il maximise(par un seul pas de l'algorithme du gradient projeté) 
e même Lagrangien par rapportà q ave
 v �xé. Une autre manière de voir l'algorithme d'Uzawa est la suivante :il prédit une valeur du multipli
ateur de Lagrange q et e�e
tue une minimisationsans 
ontrainte du Lagrangien par rapport à v, puis il 
orrige la prédi
tion de q enl'augmentant si la 
ontrainte est violée et en le diminuant sinon. Nous verrons unetroisième interprétation de l'algorithme d'Uzawa dans le 
adre de la théorie de ladualité 
i-dessous.Théorème 10.5.9 On suppose que J est α-
onvexe di�érentiable, que F est 
onvexeet Lips
hitzienne de V dans RM , 
'est-à-dire qu'il existe une 
onstante C telle que

‖F (v)− F (w)‖ ≤ C‖v − w‖ ∀ v, w ∈ V , (10.114)et qu'il existe un point-selle (u, p) du Lagrangien (10.110) sur V × (R+)
M . Alors, si

0 < µ < 2α/C2, l'algorithme d'Uzawa 
onverge : quel que soit l'élément initial p0, lasuite (un) dé�nie par (10.113) 
onverge vers la solution u du problème (10.109).Démonstration. Rappelons d'abord que l'existen
e d'une solution u de (10.109)dé
oule de 
elle du point-selle (u, p) (voir la Proposition 10.3.2), alors que son uni
itéest une 
onséquen
e de l'α-
onvexité de J . De même, pn étant �xé, le problème deminimisation dans (10.113) a bien une solution unique un. D'après l'Exer
i
e 10.2.6,les inéquations d'Euler satisfaites par u et un s'é
rivent
〈J ′(u), v − u〉+ p ·

(

F (v) − F (u)
)

≥ 0 ∀ v ∈ V , (10.115)
〈J ′(un), v − un〉+ pn ·

(

F (v)− F (un)
)

≥ 0 ∀ v ∈ V . (10.116)Prenant su

essivement v = un dans (10.115) et v = u dans (10.116) et additionnant,on obtient
〈J ′(u)− J ′(un), un − u〉+ (p− pn) ·

(

F (un)− F (u)
)

≥ 0 ,d'où en utilisant l'α-
onvexité de J et en posant rn = pn − p

rn ·
(

F (un)− F (u)
)

≤ −α‖un − u‖2 . (10.117)D'autre part, la proje
tion PRM
+

étant faiblement 
ontra
tante d'après (12.2), ensoustrayant (10.112) à (10.113) on obtient
‖rn+1‖ ≤ ‖rn + µ(F (un)− F (u))‖ ,soit

‖rn+1‖2 ≤ ‖rn‖2 + 2µrn ·
(

F (un)− F (u)
)

+ µ2‖F (un)− F (u)‖2 .Utilisant (10.114) et (10.117), il vient
‖rn+1‖2 ≤ ‖rn‖2 +

(

C2µ2 − 2µα
)

‖un − u‖2 .
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10.5. ALGORITHMES NUMÉRIQUES 347Si 0 < µ < 2α/C2, on peut trouver β > 0 tel que C2µ2 − 2µα < −β, d'où
β‖un − u‖2 ≤ ‖rn‖2 − ‖rn+1‖2 . (10.118)Ce
i montre alors que la suite ‖rn‖2 est dé
roissante : le membre de droite de (10.118)tend don
 vers 0, 
e qui entraîne que un tend vers u. �Ainsi, l'algorithme d'Uzawa permet d'appro
her la solution de (10.109) en rem-plaçant 
e problème ave
 
ontraintes par une suite de problèmes de minimisationsans 
ontraintes (10.113). A 
haque itération, la détermination de pn est élémentaire,puisque d'après (10.108) l'opérateur de proje
tion PRM

+
est une simple tron
ature àzéro des 
omposantes négatives. Il faut aussi noter que le Théorème 10.5.9 ne ditrien de la 
onvergen
e de la suite (pn). En fait, 
ette 
onvergen
e n'est pas assuréesous les hypothèses du théorème, qui n'assurent d'ailleurs pas l'uni
ité de l'élément

p ∈ (R+)
M tel que (u, p) soit point-selle (voir la Remarque 10.3.12 et l'Exer
i
e 10.5.3
i-dessous).Il reste à faire le lien entre l'algorithme d'Uzawa et la théorie de la dualité, 
ommenous l'avons déjà annon
é. Rappelons d'abord que le problème dual de (10.109) s'é
rit

sup
q≥0
G(q) , (10.119)où, par dé�nition

G(q) = inf
v∈V
L(v, q) , (10.120)et que le multipli
ateur de Lagrange p est une solution du problème dual (10.119).En fait, sous des hypothèses assez générales, on peut montrer que G est di�érentiableet que le gradient G′(q) est pré
isément égal à F (uq), où uq est l'unique solution duproblème de minimisation (10.120). En e�et, on a

G(q) = J(uq) + q · F (uq),et en dérivant formellement par rapport à q
G′(q) = F (uq) + 〈J ′(uq) + q · F ′(uq), u

′
q〉 = F (uq),à 
ause de la 
ondition d'optimalité pour uq. On voit alors que l'algorithmed'Uzawa n'est autre que la méthode du gradient à pas �xe ave
 proje
tionappliquée au problème dual puisque la deuxième équation de (10.113) peut s'é
rire

pn+1 = PRM
+

(

pn + µG′(pn)
) (le 
hangement de signe par rapport à (10.106) vient dufait que le problème dual (10.119) est un problème de maximisation et non de min-imisation). Le le
teur véri�era très fa
ilement 
ette assertion dans le 
as parti
ulierétudié à l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 10.5.3 Appliquer l'algorithme d'Uzawa au problème de la Remarque 10.3.12(fon
tionnelle quadratique et 
ontraintes a�nes en dimension �nie). Si la matri
e B estde rangM , 
e qui assure l'uni
ité de p d'après la Remarque 10.3.12, montrer que la suite

pn 
onverge vers p.
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ontraintesNous 
on
luons 
ette sous-se
tion en dé
rivant brièvement un autre moyen d'ap-pro
her un problème de minimisation ave
 
ontraintes par une suite de problèmes deminimisation sans 
ontraintes ; 
'est la pro
édure de pénalisation des 
ontraintes.Nous évitons de parler i
i de �méthode� ou �d'algorithme� 
ar la pénalisation des
ontraintes n'est pas une méthode à proprement parler. La résolution e�e
tive desproblèmes sans 
ontraintes que nous allons 
onstruire doit être réalisée à l'aide de l'undes algorithmes de la Sous-se
tion 10.5.2. Cette résolution peut d'ailleurs soulever desdi�
ultés, 
ar le problème �pénalisé� (10.122) est souvent �mal 
onditionné� (voir laSous-se
tion 13.1.2).Nous nous plaçons pour simpli�er dans le 
as où V = RN , et nous 
onsidérons denouveau le problème de minimisation 
onvexe
inf

F (v)≤0
J(v) , (10.121)où J est une fon
tion 
onvexe 
ontinue de RN dans R et F une fon
tion 
onvexe
ontinue de RN dans RM .Pour ε > 0, nous introduisons alors le problème sans 
ontraintes

inf
v∈RN

(

J(v) +
1

ε

M
∑

i=1

[max (Fi(v), 0)]
2

)

, (10.122)dans lequel ont dit que les 
ontraintes Fi(v) ≤ 0 sont �pénalisées�. On peut alors énon-
er le résultat suivant, qui montre que, pour ε petit, le problème (10.122) �appro
hebien� le problème (10.121).Proposition 10.5.10 On suppose que J est 
ontinue, stri
tement 
onvexe, et in�nieà l'in�ni, que les fon
tions Fi sont 
onvexes et 
ontinues pour 1 ≤ i ≤ M , et quel'ensemble
K =

{

v ∈ RN , Fi(v) ≤ 0 ∀ i ∈ {1, . . . ,M}
}est non vide. En notant u l'unique solution de (10.121) et, pour ε > 0, uε l'uniquesolution de (10.122), on a alors

lim
ε→0

uε = u .Démonstration. L'ensemble K étant 
onvexe fermé, l'existen
e et l'uni
ité de udé
oulent du Théorème 9.1.3 et de la stri
te 
onvexité de J . De plus, la fon
tion
G(v) =

∑M
i=1 [max (Fi(v), 0)]

2 est 
ontinue et 
onvexe puisque la fon
tion de R dans Rqui à x asso
ié max (x, 0)2 est 
onvexe et 
roissante. On en déduit que la fon
tionnelle
Jε(v) = J(v) + ε−1G(v) est stri
tement 
onvexe, 
ontinue, et in�nie à l'in�ni puisque
G(v) ≥ 0, 
e qui implique l'existen
e et l'uni
ité de uε. Comme G(u) = 0, on peuté
rire

Jε(uε) = J(uε) +
G(uε)

ε
≤ Jε(u) = J(u) . (10.123)
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i montre que
J(uε) ≤ Jε(uε) ≤ J(u) , (10.124)et don
 que uε est borné d'après la 
ondition �in�nie à l'in�ni�. On peut don
 extrairede la famille (uε) une suite (uεk) qui 
onverge vers une limite u∗ lorsque εk tendvers 0. On a alors 0 ≤ G(uεk) ≤ εk(J(u) − J(uεk)) d'après (10.123). Passant à lalimite, on obtient G(u∗) = 0, qui montre que u∗ ∈ K. Comme (10.124) implique que

J(u∗) ≤ J(u), on a alors u∗ = u, 
e qui 
on
lut la démonstration, toutes les suitesextraites (uεk) 
onvergeant vers la même limite u. �Exer
i
e 10.5.4 En plus des hypothèses de la Proposition 10.5.10, on suppose que lesfon
tions J et F1, . . . , FM sont 
ontinûment di�érentiables. On note de nouveau I(u)l'ensemble des 
ontraintes a
tives en u, et on suppose que les 
ontraintes sont quali�éesen u au sens de la Dé�nition 10.2.13. En�n, on suppose que les ve
teurs (F ′
i (u)

)

i∈I(u)sont linéairement indépendants, 
e qui assure l'uni
ité des multipli
ateurs de Lagrange
λ1, . . . , λM tels que J ′(u) +

∑M
i=1 λiF

′
i (u) = 0, ave
 λi = 0 si i /∈ I(u). Montrer alorsque, pour tout indi
e i ∈ {1, . . . ,M}

lim
ε→0

[

2

ε
max (Fi(uε), 0)

]

= λi .Remarque 10.5.11 Nous verrons à la Sous-se
tion 11.2.3 une autre méthode depénalisation par introdu
tion de fon
tions �barrières�. •10.5.4 Méthode de NewtonOn se pla
e en dimension �nie V = RN . Expliquons le prin
ipe de la méthode deNewton. Soit F une fon
tion de 
lasse C2 de RN dans RN . Soit u un zéro régulier de
F 
'est-à-dire que

F (u) = 0 et F ′(u) matri
e inversible.Une formule de Taylor au voisinage de v nous donne
F (u) = F (v) + F ′(v)(u − v) +O

(

‖u− v‖2
)

,
'est-à-dire
u = v − (F ′(v))

−1
F (v) +O

(

‖v − u‖2
)

.La méthode de Newton 
onsiste à résoudre de façon itérative 
ette équation en nég-ligeant le reste. Pour un 
hoix initial u0 ∈ RN , on 
al
ule
un+1 = un − (F ′(un))

−1
F (un) pour n ≥ 0. (10.125)Rappelons que l'on ne 
al
ule pas l'inverse de la matri
e F ′(un) dans (10.125) maisque l'on résout un système linéaire par l'une des méthodes exposées à la Se
tion 13.1.
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350 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESDu point de vue de l'optimisation, la méthode de Newton s'interprète de la manièresuivante. Soit J une fon
tion de 
lasse C3 de RN dans R, et soit u un minimum lo
alde J . Si on pose F = J ′, on peut appliquer la méthode pré
édente pour résoudrela 
ondition né
essaire d'optimalité J ′(u) = 0. Cependant, on peut aussi envisager laméthode de Newton 
omme une méthode de minimisation. A 
ause du développementde Taylor
J(w) = J(v) + J ′(v) · (w − v) + 1

2
J ′′(v)(w − v) · (w − v) +O

(

‖w − v‖3
)

, (10.126)on peut appro
her J(w) au voisinage de v par une fon
tion quadratique. La méthodede Newton 
onsiste alors à minimiser 
ette approximation quadratique et à itérer.Le minimum de la partie quadratique du terme de droite de (10.126) est donné par
w = v − (J ′′(v))−1

J ′(v) si la matri
e J ′′(v) est dé�nie positive. On retrouve alors laformule itérative (10.125).L'avantage prin
ipal de la méthode de Newton est sa 
onvergen
e bien plus rapideque les méthodes pré
édentes.Proposition 10.5.12 Soit F une fon
tion de 
lasse C2 de RN dans RN , et u unzéro régulier de F (i.e. F (u) = 0 et F ′(u) inversible). Il existe un réel ǫ > 0 tel que,si u0 est assez pro
he de u au sens où ‖u − u0‖ ≤ ǫ, la méthode de Newton dé�niepar (10.125) 
onverge, 
'est-à-dire que la suite (un) 
onverge vers u, et il existe une
onstante C > 0 telle que
‖un+1 − u‖ ≤ C‖un − u‖2 . (10.127)Démonstration. Par 
ontinuité de F ′ il existe ǫ > 0 tel que F ′ est inversible en toutpoint de la boule de 
entre u et de rayon ǫ. Supposons que un soit resté pro
he de u,au sens où ‖u− un‖ ≤ ǫ, don
 F ′(un) est inversible. Comme F (u) = 0, on déduit de(10.125)

un+1 − u = un − u− (F ′(un))
−1

(F (un)− F (u))qui, par développement de Taylor autour de un, devient
un+1 − u = (F ′(un))

−1O
(

‖un − u‖2
)

.Comme ‖u − un‖ ≤ ǫ, on en déduit qu'il existe une 
onstante C > 0 (indépendantede n et liée au module de 
ontinuité de F ′ et de F ′′ sur la boule de 
entre u et derayon ǫ) telle que
‖un+1 − u‖ ≤ C‖un − u‖2. (10.128)Si ǫ est su�samment petit de manière à 
e que Cǫ ≤ 1, on déduit de (10.128) que un+1reste dans la boule de 
entre u et de rayon ǫ. Cela permet de véri�er par ré
urren
el'hypothèse que ‖u − un‖ ≤ ǫ pour tout n ≥ 0, et (10.128) est bien la 
on
lusiondésirée. �
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10.5. ALGORITHMES NUMÉRIQUES 351Remarque 10.5.13 Bien sûr, il faut 
onserver à l'esprit que 
haque itération de laméthode de Newton (10.125) né
essite la résolution d'un système linéaire, 
e qui est
oûteux. De plus, la 
onvergen
e rapide (dite �quadratique�) donnée par (10.127) n'alieu que si F est de 
lasse C2, et si u0 est assez pro
he de u, hypothèses bien plusrestri
tives que 
elles que nous avions utilisées jusqu'à présent. E�e
tivement, mêmedans des 
as très simples dans R, la méthode de Newton peut diverger pour 
ertainesdonnées initiales u0 ; il faut noter aussi que la 
onvergen
e quadratique (10.127) nese produit qu'au voisinage d'un zéro régulier, 
omme le montre l'appli
ation de laméthode de Newton à la fon
tion F (x) = ‖x‖2 dans RN , pour laquelle la 
onvergen
en'est que géométrique. Par ailleurs, si on applique la méthode de Newton pour laminimisation d'une fon
tion J 
omme expliqué 
i-dessus, il se peut que la méthode
onverge vers un maximum ou un 
ol de J , et non pas vers un minimum, 
ar elle nefait que re
her
her les zéros de J ′. La méthode de Newton n'est don
 pas supérieureen tout point aux algorithmes pré
édents, mais la propriété de 
onvergen
e lo
alequadratique (10.127) la rend 
ependant parti
ulièrement intéressante. •Remarque 10.5.14 Un in
onvénient majeur de la méthode de Newton est la né
essité de
onnaître le Hessien J ′′(v) (ou la matri
e dérivée F ′(v)). Lorsque le problème est de grandetaille ou bien si J n'est pas fa
ilement deux fois dérivable, on peut modi�er la méthode deNewton pour éviter de 
al
uler 
ette matri
e J ′′(v) = F ′(v). Les méthodes, dites de quasi-Newton, proposent de 
al
uler de façon itérative aussi une approximation Sn de (F ′(un))
−1.On rempla
e alors la formule (10.125) par

un+1 = un − SnF (un) pour n ≥ 0.En général on 
al
ule Sn par une formule de ré
urren
e du type
Sn+1 = Sn +Cnoù Cn est une matri
e de rang 1 qui dépend de un, un+1, F (un), F (un+1), 
hoisie de manièreà 
e que Sn − (F ′(un))−1 
onverge vers 0. Pour plus de détails sur 
es méthodes de quasi-Newton nous renvoyons à [6℄ et [15℄. •On peut adapter la méthode de Newton à la minimisation d'une fon
tion J ave
 des
ontraintes d'égalité. Soit J une fon
tion de 
lasse C3 de RN dans R, G = (G1, ..., GM ) unefon
tion de 
lasse C3 de RN dans RM (ave
 M ≤ N), et soit u un minimum lo
al de

min
v∈RN , G(v)=0

J(v) . (10.129)Si les ve
teurs (G′
1(u), ..., G

′
M (u)) sont linéairement indépendants, la 
ondition né
essaired'optimalité du Théorème 10.2.8 est

J ′(u) +

M
∑

i=1

λiG
′
i(u) = 0 , Gi(u) = 0 1 ≤ i ≤M . (10.130)où les λ1, . . . , λM ∈ R sont les multipli
ateurs de Lagrange. On peut alors résoudre le système(10.130) de (N + M) équations à (N + M) in
onnues (u, λ) ∈ RN+M par une méthode deNewton. On pose don


F (u, λ) =

(

J ′(u) + λ ·G′(u)
G(u)

)

,
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352 CHAPITRE 10. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ ET ALGORITHMESdont la matri
e dérivée est
F ′(u, λ) =

(

J ′′(u) + λ ·G′′(u) (G′(u))∗

G′(u) 0

)

.On peut alors appliquer l'algorithme de Newton (10.125) à 
ette fon
tion F (u, λ) si la matri
e
F ′(u, λ) est inversible. Nous allons voir que 
ette 
ondition est �naturelle� au sens où elle
orrespond à une version un peu plus forte de la 
ondition d'optimalité d'ordre 2 de laProposition 10.2.11. La matri
e F ′(u, λ) est inversible si elle est inje
tive. Soit (w, µ) unélément de son noyau

{

J ′′(u)w + λ ·G′′(u)w + (G′(u))∗µ = 0
G′

i(u) · w = 0 pour 1 ≤ i ≤MOn en déduit que w ∈ KerG′(u) =
⋂M

i=1 KerG′
i(u) et (J ′′(u) + λ ·G′′(u))w ∈ Im(G′(u))∗.Or Im(G′(u))∗ = [KerG′(u)]⊥. Par 
onséquent, si on suppose que

(

J ′′(u) + λ ·G′′(u)
)

(w,w) > 0 ∀w ∈ KerG′(u), w 6= 0 , (10.131)la matri
e F ′(u, λ) est inversible. On remarque que (10.131) est l'inégalité stri
te dans la
ondition d'optimalité d'ordre 2 de la Proposition 10.2.11. Il est don
 naturel de faire l'hy-pothèse (10.131) qui permet d'utiliser l'algorithme de Newton. On peut ainsi démontrerla 
onvergen
e de 
ette méthode (voir [6℄). Il est intéressant d'interpréter 
et algorithme
omme une méthode de minimisation. On introduit le Lagrangien L(v, µ) = J(v) + µ ·G(v),ses dérivées par rapport à v, L′ et L′′, et on véri�e que l'équation
(un+1, λn+1) = (un, λn)−

(

F ′(un, λn)
)−1

F (un, λn)est la 
ondition d'optimalité pour que un+1 soit un point de minimum du problème quadra-tique à 
ontraintes a�nes
min
w∈RN

G(un)+G′(un)·(w−un)=0

Qn(w) , (10.132)ave

Qn(w) =

(

L(un, λn) + L′(un, λn) · (w − un) +
1

2
L′′(un, λn)(w − un) · (w − un)

)

,et λn+1 est le multipli
ateur de Lagrange asso
ié au point de minimum de (10.132). Onremarque que dans (10.132) on a e�e
tué un développement de Taylor à l'ordre deux en wsur le Lagrangien L(w,λn) et on a linéarisé la 
ontrainte G(w) autour du point un.Remarque 10.5.15 Dans (10.132) on a utilisé une approximation quadratique du Lagrang-ien et non pas de la fon
tion J . On pourrait essayer de se 
ontenter d'une méthode itérativede résolution de l'approximation quadratique à 
ontraintes a�nes suivante
min
w∈RN

G(v)+G′(v)·(w−v)=0

(

J(v) + J ′(v) · (w − v) +
1

2
J ′′(v)(w − v) · (w − v)

)

. (10.133)Malheureusement la méthode basée sur (10.133) peut ne pas 
onverger ! En parti
ulier, iln'est pas évident que le Hessien J ′′(v) soit dé�nie positif sur l'espa
e des 
ontraintes (
'estle Hessien du Lagrangien qui est positif 
omme l'a�rme la 
ondition d'optimalité d'ordre 2de la Proposition 10.2.11). •
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Chapitre 11MÉTHODES DE LARECHERCHEOPÉRATIONNELLE(Rédigé en 
ollaboration ave
 Stéphane Gaubert)11.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous présentons divers outils de la RO (re
her
he opérationnelle).Dans RO, le mot �opérationnel� s'est d'abord entendu au sens propre : la RO est née,en grande partie, des problèmes de plani�
ation qui se sont posés pendant la se
-onde guerre mondiale et peu après. Ainsi G. Dantzig, l'inventeur de l'algorithme dusimplexe, était 
onseiller pour l'armée de l'air améri
aine, et la plani�
ation du pontaérien sur Berlin en 1948 est une appli
ation 
élèbre de la programmation linéaire(voir [34℄ pour plus de détails). Le domaine s'est depuis 
onsidérablement développéet 
ivilisé... Les problèmes de RO abondent dans l'industrie et les servi
es : on peut
iter par exemple les problèmes d'emploi du temps (pour les équipages de 
ompag-nies aériennes, pour les employés d'un 
entre d'appel, et
.), de tournées de véhi
ules,de routage dans les réseaux, de lo
alisation d'entrep�ts, de gestion de sto
k, d'ordon-nan
ement d'atelier, ... La RO emprunte des outils à plusieurs domaines s
ienti�ques :optimisation 
ontinue et optimisation 
ombinatoire, mais aussi aux mathématiquesdis
rètes et en parti
ulier à l'algorithmique des graphes ; à l'informatique, d'une partvia la théorie de la 
omplexité, qui permet de dis
erner les problèmes �fa
iles�, 
'est-à-dire résolubles en temps polynomial en la taille du problème, des problèmes di�
iles,et d'autre part via la programmation par 
ontraintes, ou �PPC� (qui traite de l'artd'énumérer intelligemment des solutions). Quelques questions de RO sont aussi reliéesà la théorie des probabilités (par exemple pour la 
ompréhension d'algorithmes d'op-timisation sto
hastiques tels que le re
uit simulé), à l'automatique ou à la théorie des353
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354 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEjeux (pour les problèmes de dé
ision dynamiques). Une part importante de l'a
tivité enRO relève par ailleurs de l'art du prati
ien (modélisation, 
on
eption d'heuristiques,et
.). Notre propos dans 
e 
hapitre n'est pas de présenter la RO, mais plut�t d'ini-tier à une partie mathématisée du domaine, l'optimisation 
ombinatoire, qu'unissentdes liens profonds à l'optimisation 
ontinue traitée dans les 
hapitres pré
édents : lesméthodes les plus e�
a
es pour la résolution exa
te de problèmes 
ombinatoire s'ap-puient souvent sur la programmation 
onvexe, et en retour, 
onsidérer des problèmeset objets dis
rets (problèmes de �ots, problèmes d'a�e
tation, points extrémaux depolyèdres, réseaux éle
triques, Lapla
iens de graphes, et
.), permet souvent de mieux
omprendre les analogues de 
es problèmes et objets qui interviennent en Analyse.Nous présenterons su

essivement dans 
e 
hapitre 
inq grandes méthodes. Laprogrammation linéaire, qui fait l'objet de la Se
tion 11.2, permet de résoudree�
a
ement les problèmes d'optimisation 
ontinue où les 
ontraintes et le 
ritère s'ex-priment linéairement, qui abondent en RO. Parfois, il est indispensable de trouver unesolution entière. Nous verrons dans la Se
tion 11.3, à l'aide de la notion de polyèdreentier, que 
ela peut se faire sans augmenter la 
omplexité dans 
ertains 
as spé
i-aux, qui in
luent la 
lasse importante des problèmes de �ots. La Se
tion 11.4 présenteune autre méthode, la programmation dynamique, naturellement adaptée auxproblèmes de plus 
ourt 
hemin, et qui sert aussi 
omme auxiliaire dans des prob-lèmes 
ombinatoires plus di�
iles. La Se
tion 11.5 donne un exemple d'algorithmeglouton : les algorithmes gloutons ne sont optimaux que pour des problèmes trèsparti
uliers, mais ils sont souvent utiles pour produire des heuristiques. Nous ver-rons en�n dans la Se
tion 11.6, que lorsque les outils pré
édents ne s'appliquent pasdire
tement, il est souvent possible d'obtenir une solution optimale par séparationet évaluation (�bran
h and bound�), 
'est-à-dire, par une exploration arbores
ente
ombinée à une approximation du problème.11.2 Programmation linéaireNous n'avons en
ore rien dit sur l'Exemple 9.1.1 qui est typique d'une 
lassetrès large de problèmes, dits de programmation linéaire. Au regard de l'importan
epratique de 
es problèmes nous leur réservons maintenant une se
tion entière.11.2.1 Dé�nitions et propriétésOn veut résoudre le problème suivant, dit programme linéaire sous formestandard,
inf

x∈Rntel que Ax=b, x≥0
c · x, (11.1)où A est une matri
e de taille m× n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, et la 
ontrainte x ≥ 0 signi�eque toutes les 
omposantes de x sont positives ou nulles. Dans tout 
e qui suit onsupposera que m ≤ n et que le rang de A est exa
tement m. En e�et, si rg(A) < m,
ertaines lignes de A sont liées et deux possibilités se présentent : soit les 
ontraintes
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orrespondantes à 
es lignes) sont in
ompatibles, soit elles sont redondantes et onpeut don
 éliminer les lignes inutiles.Le problème (11.1) semble être un 
as parti
ulier de programme linéaire puisqueles 
ontraintes d'inégalités sont seulement du type x ≥ 0. Il n'en est rien, et toutprogramme linéaire du type
inf

x∈Rntel que Ax≥b, A′x=b′
c · x.peut se mettre sous la forme standard (11.1) quitte à 
hanger la taille des données.En e�et, remarquons tout d'abord que les 
ontraintes d'égalité A′x = b′ sont évidem-ment équivalentes aux 
ontraintes d'inégalité A′x ≤ b′ et A′x ≥ b′. On peut don
 serestreindre au 
as suivant (qui ne 
ontient que des 
ontraintes d'inégalité)

inf
x∈Rntel que Ax≥b

c · x. (11.2)Dans (11.2) on peut rempla
er la 
ontrainte d'inégalité en introduisant de nouvellesvariables, dites d'é
arts, λ ∈ Rm. La 
ontrainte d'inégalité Ax ≥ b est alors équiva-lente à Ax = b+ λ ave
 λ ≥ 0. Ainsi (11.2) est équivalent à
inf

(x,λ)∈R(n+m)tel que Ax=b+λ, λ≥0
c · x. (11.3)Finalement, si on dé
ompose 
haque 
omposante de x en partie positive et négative,
'est-à-dire si on pose x = x+ − x− ave
 x+ = max(0, x) et x− = −min(0, x), onobtient que (11.2) est équivalent à

inf
(x+,x−,λ)∈R(2n+m)tel que Ax+−Ax−=b+λ, x+≥0,x−≥0,λ≥0

c · (x+ − x−). (11.4)qui est bien sous forme standard (mais ave
 plus de variables). Il n'y a don
 au
uneperte de généralité à étudier le programme linéaire standard (11.1).Nous avons déjà donné une motivation 
on
rète de la programmation linéaire audébut du Chapitre 9 (voir l'Exemple 9.1.1). Considérons pour l'instant un exemplesimple qui va nous permettre de 
omprendre quelques aspe
ts essentiels d'un pro-gramme linéaire
min

x1≥0,x2≥0,x3≥0
2x1+x2+3x3=6

x1 + 4x2 + 2x3 . (11.5)Sur la Figure 11.1 nous avons tra
é l'ensemble des (x1, x2, x3) qui véri�ent les 
on-traintes : un triangle plan T . C'est un fermé 
ompa
t de R3, don
 la fon
tion 
ontinue
x1+4x2+2x3 y atteint son minimum que l'on noteM . Pour déterminer 
e minimumon peut 
onsidérer la famille de plans parallèles x1 +4x2 +2x3 = c paramétrée par c.En augmentant la valeur de c à partir de −∞, on �balaie� l'espa
e R3 jusqu'à attein-dre le triangle T , et le minimum M est obtenu lorsque le plan �tou
he� 
e triangle.Autrement dit, tout point de minimum de (11.5) est sur le bord du triangle T . Uneautre façon de le voir est de dire que la fon
tion x1 +4x2 +2x3 a un gradient non nul
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x
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Figure 11.1 � Ensemble admissible pour l'exemple (11.5).dans T don
 ses extréma se trouvent sur le bord de T . Pour l'exemple (11.5) le pointde minimum (unique) est le sommet (0, 3, 0) de T . Nous verrons qu'il s'agit d'un faitgénéral : un point de minimum (s'il existe) peut toujours se trouver en un des som-mets de l'ensemble géométrique des ve
teurs x qui véri�ent les 
ontraintes. Il �su�t�alors d'énumérer tous les sommets a�n de trouver le minimum : 
'est pré
isément 
eque fait (de manière intelligente) l'algorithme du simplexe que nous verrons dans lapro
haine sous-se
tion.Pour établir 
ette propriété en toute généralité pour le programme linéaire stan-dard (11.1), nous avons besoin de quelques dé�nitions qui permettent de pré
iser levo
abulaire.Dé�nition 11.2.1 L'ensemble Xad des ve
teurs de Rn qui satisfont les 
ontraintesde (11.1), 
'est-à-dire
Xad = {x ∈ Rn tel que Ax = b, x ≥ 0} ,est appelé ensemble des solutions admissibles. On appelle sommet ou point extrémalde Xad tout point x ∈ Xad qui ne peut pas se dé
omposer en une 
ombinaison 
onvexe(non triviale) de deux autres points de Xad, 
'est-à-dire que, s'il existe y, z ∈ Xad et

θ ∈]0, 1[ tels que x = θy + (1− θ)z, alors y = z = x.Remarque 11.2.2 Le vo
abulaire de l'optimisation est trompeur pour les néophytes.On appelle solution (admissible) un ve
teur qui satisfait les 
ontraintes. Par 
ontre,un ve
teur qui atteint le minimum de (11.1) est appelé solution optimale (ou pointde minimum). •
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ilement que l'ensemble Xad est un polyèdre (éventuellement vide).(Rappelons qu'un polyèdre est une interse
tion �nie de demi-espa
es de Rn.) Sespoints extrémaux sont don
 les sommets de 
e polyèdre. Lorsque Xad est vide, par
onvention on note que
inf

x∈Rntel que Ax=b, x≥0
c · x = +∞.Lemme 11.2.3 Il existe au moins une solution optimale (ou point de minimum) duprogramme linéaire standard (11.1) si et seulement si la valeur du minimum est �nie

−∞ < inf
x∈Rntel que Ax=b, x≥0

c · x < +∞.Démonstration. Soit (xk)k≥1 une suite minimisante de (11.1). On introduit la ma-tri
e A dé�nie par
A =

(

c∗

A

)

.La suite Axk appartient au 
�ne suivant
C =

{

n
∑

i=1

xiAi ave
 xi ≥ 0

}

,où les Ai sont les 
olonnes de la matri
e A. D'après le Lemme de Farkas 10.2.17 le
�ne C est fermé, 
e qui implique que
lim

k→+∞
Axk =

(

z0
b

)

∈ C,don
 il existe x ≥ 0 tel que
(

z0
b

)

=

(

c · x
Ax

)

,et le minimum est atteint en x. �Dé�nition 11.2.4 On appelle base asso
iée à (11.1) une base de Rm formée de m
olonnes de A. On note B 
ette base qui est une sous-matri
e de A, 
arrée d'ordre minversible. Après permutation de ses 
olonnes on peut é
rire A sous la forme (B,N)où N est une matri
e de taille m× (n −m). De la même façon on peut dé
omposer
x en (xB , xN ) de sorte qu'on a

Ax = BxB +NxN .Les 
omposantes du ve
teur xB sont appelées variables de base et 
elles de xN variableshors base. Une solution basique (ou de base) est un ve
teur x ∈ Xad tel que xN = 0.Si en plus l'une des 
omposantes de xB est nulle, on dit que la solution basique estdégénérée.
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orrespond à 
elle de sommet de Xad.Lemme 11.2.5 Les sommets du polyèdre Xad sont exa
tement les solutions basiques.Démonstration. Si x ∈ Xad est une solution basique, dans une 
ertaine base de
Rn on a x = (x1, ..., xm, 0, ..., 0), A = (B,N) ave
 B = (b1, ..., bm), une base de Rmtelle que ∑m

i=1 xibi = b. Supposons qu'il existe 0 < θ < 1 et y, z ∈ Xad tels que
x = θy + (1 − θ)z. Né
essairement, les n −m dernières 
omposantes de y et z sontnulles et, 
omme y et z appartiennent à Xad, on a ∑m

i=1 yibi = b et ∑m
i=1 zibi = b.Par uni
ité de la dé
omposition dans une base, on en déduit que x = y = z, et don


x est un sommet de Xad.Ré
iproquement, si x est un sommet de Xad, on note k le nombre de ses 
om-posantes non nulles, et après un éventuel réarrangement on a b =
∑k

i=1 xiai où les
(ai) sont les 
olonnes de A. Pour montrer que x est une solution basique il su�tde prouver que la famille (a1, ..., ak) est libre dans Rm (on obtient une base B en
omplétant 
ette famille). Supposons que 
e ne soit pas le 
as : il existe alors y 6= 0tel que ∑k

i=1 yiai = 0 et (yk+1, ..., yn) = 0. Comme les 
omposantes (x1, ..., xk) sontstri
tement positives, il existe ǫ > 0 (petit) tel que (x+ ǫy) ∈ Xad et (x− ǫy) ∈ Xad.Le fait que x = (x + ǫy)/2 + (x − ǫy)/2 
ontredit le 
ara
tère extrémal de x, don
 xest une solution basique. �Le résultat fondamental suivant nous dit qu'il est su�sant de 
her
her une solutionoptimale parmi les sommets du polyèdre Xad.Proposition 11.2.6 S'il existe une solution optimale du programme linéaire standard(11.1), alors il existe une solution optimale basique.Démonstration. La démonstration est très similaire à 
elle du Lemme 11.2.5. Soit
x ∈ Xad une solution optimale de (11.1). On note k le nombre de ses 
omposantesnon nulles, et après un éventuel réarrangement on a

b =
k
∑

i=1

xiai,où les (ai) sont les 
olonnes de A. Si la famille (a1, ..., ak) est libre dans Rm, alors xest une solution optimale basique. Si (a1, ..., ak) est lié, alors il existe y 6= 0 tel que
k
∑

i=1

yiai = 0 et (yk+1, ..., yn) = 0.Comme les 
omposantes (x1, ..., xk) sont stri
tement positives, il existe ǫ > 0 tel que
(x± ǫy) ∈ Xad. Comme x est un point de minimum, on a né
essairement

c · x ≤ c · (x ± ǫy),
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'est-à-dire c · y = 0. On dé�nit alors une famille de points zǫ = x + ǫy paramétréepar ǫ. En partant de la valeur ǫ = 0, si on augmente ou on diminue ǫ on reste dansl'ensemble Xad jusqu'à une valeur ǫ0 au delà de laquelle la 
ontrainte zǫ ≥ 0 est violée.Autrement dit, zǫ0 ∈ Xad possède au plus (k−1) 
omposantes non nulles et est en
oresolution optimale. On répète alors l'argument pré
édent ave
 x = zǫ0 et une famillede (k − 1) 
olonnes (ai). A for
e de diminuer la taille de 
ette famille, on obtiendra�nalement une famille libre et une solution optimale basique. �Remarque 11.2.7 En appliquant la Proposition 11.2.6 lorsque c = 0 (toute solutionadmissible est alors optimale), on voit grâ
e au Lemme 11.2.5 que dès que Xad estnon-vide, Xad a au moins un sommet. Cette propriété n'a pas lieu pour des polyèdresgénéraux (
onsidérer un demi-plan de R2). •Exer
i
e 11.2.1 Résoudre le programme linéaire suivant
max

x1≥0,x2≥0
x1 + 2x2sous les 
ontraintes







−3x1 + 2x2 ≤ 2,
−x1 + 2x2 ≤ 4,
x1 + x2 ≤ 5.En pratique le nombre de sommets du polyèdre Xad est gigantesque 
ar il peutêtre exponentiel par rapport au nombre de variables. On le véri�e sur un exempledans l'exer
i
e suivant.Exer
i
e 11.2.2 Montrer que l'on peut 
hoisir la matri
e A de taille m×n et le ve
teur

b ∈ Rm de telle façon que Xad soit le 
ube unité [0, 1]n−m dans le sous-espa
e a�ne dedimension n −m dé�ni par Ax = b. En déduire que le nombre de sommets de Xad estalors 2n−m.11.2.2 Algorithme du simplexeL'algorithme du simplexe est dû à G. Dantzig dans les années 1940. Il 
onsiste àpar
ourir les sommets du polyèdre des solutions admissibles jusqu'à 
e qu'on trouveune solution optimale (
e qui est garanti si le programme linéaire admet e�e
tivementune solution optimale). L'algorithme du simplexe ne se 
ontente pas d'énumérer tousles sommets, il dé
roît la valeur de la fon
tion c ·x en passant d'un sommet au suivant.On 
onsidère le programme linéaire standard (11.1). Rappelons qu'un sommet (ousolution basique) de l'ensemble des solutions admissibles Xad est 
ara
térisé par unebase B (m 
olonnes libres de A). Après permutation de ses 
olonnes, on peut é
rire
A = (B,N) et x = (xB, xN ),de sorte qu'on a Ax = BxB + NxN . Toute solution admissible peut s'é
rire xB =

B−1(b − NxN ) ≥ 0 et xN ≥ 0. Le sommet asso
ié à B est dé�ni (s'il existe) par
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xN = 0 et xB = B−1b ≥ 0. Si on dé
ompose aussi c = (cB , cN) dans 
ette base,alors on peut 
omparer le 
oût d'une solution admissible quel
onque x ave
 
elui dela solution basique x
c·x−c·x = cB ·B−1(b−NxN )+cN ·xN−cB ·B−1b = (cN−N∗(B−1)∗cB)·xN . (11.6)On en déduit la 
ondition d'optimalité suivante.Proposition 11.2.8 Supposons que la solution basique asso
iée à B est nondégénérée, 
'est-à-dire que B−1b > 0. Une 
ondition né
essaire et su�sante pourque 
ette solution basique asso
iée à B soit optimale est que

c̃N = cN −N∗(B−1)∗cB ≥ 0. (11.7)Le ve
teur c̃N est appelé ve
teur des 
oûts réduits.Démonstration. Soit x une solution basique non dégénérée asso
iée à B. Si c̃N ≥ 0,alors pour toute solution admissible x (11.6) implique que
c · x− c · x = c̃N · xN ≥ 0 ,puisque xN ≥ 0. Don
 la 
ondition (11.7) est su�sante pour que x soit optimal.Ré
iproquement, supposons qu'il existe une 
omposante i de c̃N qui soit stri
tementnégative, (c̃N · ei) < 0. Pour ǫ > 0 on dé�nit alors un ve
teur x(ǫ) par xN (ǫ) = ǫeiet xB(ǫ) = B−1(b−NxN (ǫ)). Par 
onstru
tion Ax(ǫ) = b et, 
omme B−1b > 0, pourdes valeurs su�samment petites de ǫ on a x(ǫ) ≥ 0, don
 x(ǫ) ∈ Xad. D'autre part,

x(0) = x et, 
omme ǫ > 0, on a
c · x(ǫ) = c · x(0) + ǫ(c̃N · ei) < c · x,
e qui montre que x n'est pas optimal. Don
 la 
ondition (11.7) est né
essaire. �Remarque 11.2.9 Dans le 
adre de la Proposition 11.2.8, si la solution basique
onsidérée est dégénérée, la 
ondition (11.7) reste su�sante mais n'est plus né
essaire.

• On déduit de la Proposition 11.2.8 une méthode pratique pour dé
roître la valeurde la fon
tion 
oût c · x à partir d'une solution basique x (non dégénérée et nonoptimale). Comme x est non-optimale, il existe une 
omposante du ve
teur des 
oûtsréduits c̃N telle que c̃N ·ei < 0. On dé�nit alors x(ǫ) 
omme 
i-dessus. Puisque le 
oûtdé
roît linéairement ave
 ǫ, on a intérêt à prendre la plus grande valeur possible de ǫtelle que l'on reste dans Xad. C'est le prin
ipe de l'algorithme du simplexe que nousprésentons maintenant.
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her
he une base initiale B0 telle que la solutionbasique asso
iée x0 soit admissible
x0 =

(

(B0)−1b
0

)

≥ 0.� Itérations (phase II) : à l'étape k ≥ 0, on dispose d'une base Bk et d'une solutionbasique admissible xk. On 
al
ule le 
oût réduit c̃kN = ckN − (Nk)∗(Bk−1
)∗ckB.Si c̃kN ≥ 0, alors xk est optimal et l'algorithme est �ni. Sinon, il existe unevariable hors-base d'indi
e i telle que (c̃N · ei) < 0, et on note ai la 
olonne
orrespondante de A. On pose

xk(ǫ) = (xkB(ǫ), x
k
N (ǫ)) ave
 xkN (ǫ) = ǫei , x

k
B(ǫ) = (Bk)−1(b − ǫai).� Soit on peut 
hoisir ǫ > 0 aussi grand que l'on veut ave
 xk(ǫ) ∈ Xad. Dans
e 
as, le minimum du programme linéaire est −∞.� Soit il existe une valeur maximale ǫk ≥ 0 et un indi
e j tels que la j-ème 
om-posante de xk(ǫk) s'annule. On obtient ainsi une nouvelle solution admissiblebasique

xk+1 = xk(ǫk),
orrespondant à une nouvelle base Bk+1 déduite de Bk en remplaçant sa j-ème 
olonne par la 
olonne ai. La solution admissible xk+1 a un 
oût inférieurou égal à 
elui de xk.Il reste un 
ertain nombres de points pratiques à pré
iser dans l'algorithme du sim-plexe. Nous les passons rapidement en revue.Dégénéres
en
e et 
y
lageOn a toujours c · xk+1 ≤ c · xk, mais il peut y avoir égalité si la solution ad-missible basique xk est dégénérée, auquel 
as on trouve que ǫk = 0 (si xk n'est pasdégénérée, la démonstration de la Proposition 11.2.8 garantit une inégalité stri
te).On a don
 
hangé de base sans améliorer le 
oût : 
'est le phénomène du 
y
lage quipeut empê
her l'algorithme de 
onverger. Il existe des moyens de s'en prémunir, maisen pratique le 
y
lage n'apparaît jamais.En l'absen
e de 
y
lage, l'algorithme du simplexe par
ourt un sous-ensemble dessommets de Xad en diminuant de façon stri
te le 
oût. Comme il y a un nombre�ni de sommets, l'algorithme doit né
essairement trouver un sommet optimal de 
oûtminimal. On a don
 démontré le résultat suivant.Lemme 11.2.10 Si toutes solutions admissibles basiques xk produites par l'algo-rithme du simplexe sont non dégénérées, alors l'algorithme 
onverge en un nombre�ni d'étapes.
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362 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEA priori le nombre d'itérations de l'algorithme du simplexe peut être aussi grandque le nombre de sommets (qui est exponentiel par rapport au nombre de variables
n ; voir l'Exer
i
e 11.2.2). Bien qu'il existe des exemples (a
adémiques) où 
'est e�e
-tivement le 
as, en pratique 
et algorithme 
onverge en un nombre d'étapes qui estune fon
tion polynomiale de n.Choix du 
hangement de baseS'il y a plusieurs 
omposantes du ve
teur 
oût réduit c̃kN stri
tement négatives,il faut faire un 
hoix dans l'algorithme. Plusieurs stratégies sont possibles, mais engénéral on 
hoisit la plus négative.InitialisationComment trouver une solution admissible basique lors de l'initialisation ? (Rap-pelons que la 
ondition d'admissibilité xB = B−1b ≥ 0 n'est pas évidente en général.)Soit on en 
onnaît une à 
ause de la stru
ture du problème. Par exemple, pour le prob-lème (11.4) qui possèdem variables d'é
art, − Idm est une base de la matri
e �globale�des 
ontraintes d'égalité de (11.4). Si de plus b ≤ 0, le ve
teur (x0+, x0−, λ0) = (0, 0,−b)est alors une solution admissible basique pour (11.4).Dans le 
as général, on introduit une nouvelle variable y ∈ Rm, un nouveau ve
teur
oût k = (1, ..., 1) et un nouveau programme linéaire

inf
x≥0, y≥0
Ax+y=b

k · y , (11.8)où on a préalablement multiplié par −1 toutes les 
ontraintes d'égalité 
orrespondantà des 
omposantes négatives de b de telles sortes que b ≥ 0. Le ve
teur (x0, y0) =
(0, b) est une solution admissible basique pour 
e problème. S'il existe une solutionadmissible du programme linéaire original (11.1), alors il existe au moins une solutionoptimale de (11.8) et toutes les solutions optimales (x, y) véri�ent né
essairement
y = 0 et x est solution admissible de (11.1). En appliquant l'algorithme du simplexe à(11.8), on trouve ainsi une solution admissible basique pour (11.1) s'il en existe une.S'il n'en existe pas (
'est-à-dire si Xad = ∅), on le déte
te 
ar le minimum de (11.8)est atteint par un ve
teur (x, y) ave
 y 6= 0.Inversion de la baseTel que nous l'avons dé
rit l'algorithme du simplexe demande l'inversion à 
haqueétape de la base Bk, 
e qui peut être très 
oûteux pour les problèmes de grandetaille (ave
 beau
oup de 
ontraintes puisque l'ordre de Bk est égal au nombre de
ontraintes). On peut tirer parti du fait que Bk+1 ne di�ère de Bk que par une 
olonnepour mettre au point une meilleur stratégie. En e�et, si 
'est la j-ème 
olonne qui
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hange, on a
Bk+1 = BkEk ave
 Ek =





























1 l1. . . ... 0

1
...
lj... 1

0
... . . .
ln 1





























,

et Ek est fa
ile à inverser
(Ek)−1 =

1

lj

























1 −l1. . . ... 0
1 −lj−1

1
−lj+1 1

0
... . . .
−ln 1

























.

On utilise don
 la formule, sous forme fa
torisée,
(Bk)−1 = (Ek−1)−1(Ek−2)−1 · · · (E0)−1(B0)−1.Exer
i
e 11.2.3 Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme linéaire

min
x1≥0, x2≥0, x3≥0, x4≥0, x5≥0

x1 + 2x2sous les 
ontraintes






−3x1 + 2x2 + x3 = 2,
−x1 + 2x2 + x4 = 4,
x1 + x2 + x5 = 5.Exer
i
e 11.2.4 Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme linéaire

min
x1≥0, x2≥0

2x1 − x2sous les 
ontraintes x1 + x2 ≤ 1 et x2 − x1 ≤ 1/2 (on pourra s'aider d'un dessin etintroduire des variables d'é
art).Exer
i
e 11.2.5 Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme linéaire
min

x1≥0, x2≥0, x3≥0, x4≥0
3x3 − x4
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ontraintes
{

x1 − 3x3 + 3x4 = 6,
x2 − 8x3 + 4x4 = 4.11.2.3 Algorithmes de points intérieursDepuis les travaux de Kha
hian et Karmarkar au début des années 1980, unenouvelle 
lasse d'algorithmes, dits de points intérieurs, est apparu pour résoudre desprogrammes linéaires. Le nom de 
ette 
lasse d'algorithmes vient de 
e qu'au 
on-traire de la méthode du simplexe (qui, par
ourant les sommets, reste sur le bord dupolyèdre Xad) 
es algorithmes de points intérieurs évoluent à l'intérieur de Xad et nerejoignent son bord qu'à 
onvergen
e. Nous allons dé
rire i
i un de 
es algorithmesque l'on appelle aussi algorithme de traje
toire 
entrale. Il y a deux idées nou-velles dans 
ette méthode : premièrement, on pénalise 
ertaines 
ontraintes à l'aide depotentiels ou fon
tions �barrières� ; deuxièmement, on utilise une méthode de Newtonpour passer d'une itérée à la suivante.Dé
rivons 
ette méthode sur le programme linéaire standard

inf
x∈Rntel que Ax=b, x≥0

c · x. (11.9)On dé�nit un potentiel logarithmique pour x > 0

π(x) = −
n
∑

i=1

log xi. (11.10)Pour un paramètre de pénalisation µ > 0, on introduit le problème stri
tement 
on-vexe
min

x∈Rntel que Ax=b, x>0
µπ(x) + c · x. (11.11)Remarquons qu'en pratique la 
ontrainte x > 0 n'en est pas une 
ar elle n'est jamaisa
tive : quand on minimise (11.11) on ne peut pas �s'appro
her� du bord de x > 0sous peine de faire �exploser� le potentiel π(x) vers +∞.Le prin
ipe de l'algorithme de traje
toire 
entrale est de minimiser (11.11) par uneméthode de Newton pour des valeurs de plus en plus petites de µ. En e�et, lorsque µtend vers zéro, le problème pénalisé (11.11) tend vers le programme linéaire (11.9).Exer
i
e 11.2.6 Montrer que, si Xad est borné non vide, (11.11) admet une uniquesolution optimale xµ. É
rire les 
onditions d'optimalité et en déduire que, si (11.9) admetune unique solution optimale x0, alors xµ 
onverge vers x0 lorsque µ tend vers zéro.11.2.4 DualitéLa théorie de la dualité (déjà évoquée lors de la Sous-se
tion 10.3.3) est très utileen programmation linéaire. Considérons à nouveau le programme linéaire standard
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11.2. PROGRAMMATION LINÉAIRE 365que nous appellerons primal (par opposition au dual)
inf

x∈Rntel que Ax=b, x≥0
c · x, (11.12)où A est une matri
e de taille m× n, b ∈ Rm, et c ∈ Rn. Pour p ∈ Rm, on introduitle Lagrangien de (11.12)

L(x, p) = c · x+ p · (b −Ax), (11.13)où l'on a seulement �dualisé� les 
ontraintes d'égalité. On introduit la fon
tion dualeasso
iée
G(p) = min

x≥0
L(x, p),qui, après 
al
ul, vaut

G(p) =

{

p · b si A∗p− c ≤ 0
−∞ sinon. (11.14)Le problème dual de (11.12) est don

sup

p∈Rmtel que A∗p−c≤0

p · b. (11.15)L'espa
e de solutions admissibles du problème dual (11.15) est noté
Pad = {p ∈ Rm tel que A∗p− c ≤ 0} .Rappelons que l'espa
e de solutions admissibles de (11.12) est
Xad = {x ∈ Rn tel que Ax = b, x ≥ 0} .Les programmes linéaires (11.12) et (11.15) sont dits en dualité. L'intérêt de 
ettenotion vient du résultat suivant qui est un 
as parti
ulier du Théorème de dualité10.3.11.Théorème 11.2.11 Si (11.12) ou (11.15) a une valeur optimale �nie, alors il existe

x ∈ Xad solution optimale de (11.12) et p ∈ Pad solution optimale de (11.15) quivéri�ent
(

min
x∈Rntel que Ax=b, x≥0

c · x
)

= c · x = p · b =
(

max
p∈Rmtel que A∗p−c≤0

p · b
) (11.16)De plus, x et p sont solutions optimales de (11.12) et (11.15) si et seulement si ellesvéri�ent les 
onditions d'optimalité de Kuhn et Tu
ker

Ax = b, x ≥ 0, A∗p− c ≤ 0, x · (c−A∗p) = 0. (11.17)Si (11.12) ou (11.15) a une valeur optimale in�nie, alors l'ensemble des solutionsadmissibles de l'autre problème est vide.
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366 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLERemarque 11.2.12 Une 
onséquen
e immédiate du Théorème 11.2.11 de dualitéest que, si x ∈ Xad et p ∈ Pad sont deux solutions admissibles de (11.12) et (11.15),respe
tivement, elles véri�ent
c · x ≥ b · p.De même, si x ∈ Xad et p ∈ Pad véri�ent
c · x = b · palors x est solution optimale de (11.12) et p de (11.15). Ces deux propriétés permettentde trouver fa
ilement des bornes pour les valeurs optimales de (11.12) et (11.15), etde tester si un 
ouple (x, p) est optimal. •Démonstration. Supposons que Xad et Pad sont non vides. Soit x ∈ Xad et p ∈ Pad.Comme x ≥ 0 et A∗p ≤ c, on a

c · x ≥ A∗p · x = p · Ax = p · b,puisque Ax = b. En parti
ulier, 
ette inégalité implique que les valeurs optimalesdes deux problèmes, primal et dual, sont �nies, don
 qu'ils admettent des solutionsoptimales en vertu du Lemme 11.2.3. L'égalité (11.16) et la 
ondition d'optimalité(11.17) sont alors une 
onséquen
e du Théorème de dualité 10.3.11.Supposons maintenant que l'un des deux problèmes primal ou dual admet unevaleur optimale �nie. Pour �xer les idées, admettons qu'il s'agisse du problème dual(un argument symétrique fon
tionne pour le problème primal). Alors, le Lemme 11.2.3a�rme qu'il existe une solution optimale p de (11.15). Si Xad n'est pas vide, on seretrouve dans la situation pré
édente 
e qui �nit la démonstration. Montrons don
que Xad n'est pas vide en utilisant en
ore le Lemme de Farkas 10.2.17. Pour p ∈ Rm,on introduit les ve
teurs de Rm+1

b̃ =

(

b
−b · p

) et p̃ =

(

p
1

)

.On véri�e que b̃ · p̃ = b · p − b · p ≤ 0, pour tout p ∈ Pad. D'autre part, la 
ondition
p ∈ Pad peut se réé
rire

p̃ ∈ C =
{

p̃ ∈ Rm+1 tel que p̃m+1 = 1, Ã∗p̃ ≤ 0
} ave
 Ã =

(

A
−c∗

)

.Comme b̃ · p̃ ≤ 0 pour tout p̃ ∈ C, le Lemme de Farkas 10.2.17 nous dit qu'il existe
x̃ ∈ Rn tel que x̃ ≥ 0 et b̃ = Ãx̃, 
'est-à-dire que x̃ ∈ Xad qui n'est don
 pas vide.Finalement, supposons que la valeur optimale du problème primal est (11.12) −∞.Si Pad n'est pas vide, pour tout x ∈ Xad et tout p ∈ Pad, on a c ·x ≥ b · p. En prenantune suite minimisante dans Xad on obtient b · p = −∞, 
e qui absurde. Don
 Padest vide. Un raisonnement similaire montre que, si la valeur optimale de (11.12) estin�nie, alors Xad est vide. �
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11.2. PROGRAMMATION LINÉAIRE 367L'intérêt de la dualité pour résoudre le programme linéaire (11.12) est multiple.D'une part, selon l'algorithme 
hoisi, il peut être plus fa
ile de résoudre le problèmedual (11.15) (qui a m variables et n 
ontraintes d'inégalités) que le problème primal(11.12) (qui a n variables, m 
ontraintes d'égalités et n 
ontraintes d'inégalités).D'autre part, on peut 
onstruire des algorithmes numériques très e�
a
es pour larésolution de (11.12) qui utilisent les deux formes primale et duale du programmelinéaire.Exer
i
e 11.2.7 Utiliser la dualité pour résoudre �à la main� (et sans 
al
uls !) le pro-gramme linéaire
min

x1≥0, x2≥0, x3≥0, x4≥0
8x1 + 9x2 + 4x3 + 6x4sous les 
ontraintes

{

4x1 + x2 + x3 + 2x4 ≥ 1
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 ≥ 1Exer
i
e 11.2.8 Trouver le problème dual de (11.12) lorsqu'on dualise aussi la 
on-trainte x ≥ 0, 
'est-à-dire qu'on introduit le Lagrangien

L(x, p, q) = c · x+ p · (b−Ax) − q · xave
 q ∈ Rn tel que q ≥ 0. Comparer ave
 (11.15) et interpréter la nouvelle variable duale
q. En déduire qu'il n'y a pas d'intérêt à �dualiser� aussi la 
ontrainte x ≥ 0.Exer
i
e 11.2.9 Véri�er que le problème dual de (11.15) est à nouveau (11.12).Exer
i
e 11.2.10 Soit v ∈ Rn, c ∈ Rn, A une matri
e m×n et b ∈ Rm. On 
onsidèrele programme linéaire

inf
v≥0

Av≤b

c · v . (11.18)Montrer que le problème dual peut se mettre sous la forme suivante, ave
 q ∈ Rm

sup
q≥0

A∗q≤c

b · q . (11.19)Soient v et q des solutions admissibles de (11.18) et (11.19), respe
tivement. Montrerque v et q sont des solutions optimales si, et seulement si,
(c−A∗q) · v = 0 et (b−Ac) · q . (11.20)Les deux égalités de (11.20) sont appelées 
onditions des é
arts 
omplémentaires(primales et duales, respe
tivement). Généraliser au 
as où le problème primal 
omprenden outre des 
ontraintes égalités.
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368 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLE11.3 Polyèdres entiersNous avons jusqu'i
i traité de problèmes d'optimisation 
ontinue : la fon
-tion à minimiser était di�érentiable, et l'ensemble des solutions admissibles étaitdé�ni par l'interse
tion d'un nombre �ni de 
ontraintes inégalités, elles mêmes dif-férentiables. L'optimisation 
ombinatoire, au 
ontraire, traite de problèmes pourlesquels l'ensemble des solutions admissibles est dis
ret. Ainsi, dans le 
as du prob-lème d'a�e
tation qui a fait l'objet de l'Exemple 9.1.2, l'ensemble des solutions ad-missibles était l'ensemble des permutations de n éléments. La di�
ulté des problèmes
ombinatoires est d'une part, que l'on ne peut énumérer l'ensemble des solutions ad-missibles, qui est trop gros (de 
ardinal n! dans le 
as du problème d'a�e
tation), etd'autre part, que la nature dis
rète de l'espa
e des solutions ne permet pas d'é
riredire
tement des 
onditions d'optimalité à l'aide du 
al
ul di�érentiel.Nous allons 
ependant voir dans la suite de 
e 
hapitre que, malgré les apparen
es,les méthodes de l'optimisation 
ontinue sont utiles en optimisation 
ombinatoire. Con-sidérons en e�et le problème 
ombinatoire typique
sup

x∈P∩Zn

c · x , (11.21)où P est un polyèdre de Rn, 
'est-à-dire une interse
tion d'un nombre �ni de demi-espa
es, et c ∈ Rn. La formulation (11.21) montre bien la di�éren
e entre un prob-lème 
ombinatoire et un problème 
ontinu : si nous oublions la 
ontrainte d'intégritédans (11.21), nous obtenons
sup
x∈P

c · x , (11.22)
e qui est un problème de programmation linéaire, parfois quali�é de problème 
ontinurelâ
hé de (11.21). (De manière générale, on parle de problème relâ
hé, ou relaxé,quand on oublie 
ertaines 
ontraintes.) Le problème relâ
hé (11.22) peut se traiter e�-
a
ement par les méthodes des se
tions pré
édentes : toute la di�
ulté de (11.21) vientde 
e que nous nous restreignons aux points entiers du polyèdre P (par point entier,nous entendons point à 
oordonnées entières). Nous allons maintenant essentiellement
ara
tériser les 
as où la résolution du problème dis
ret (11.21) est équivalente à 
ellede son relâ
hé 
ontinu (11.22). Ces 
as, qui peuvent sembler ex
eptionnels, sont enfait d'une grande importan
e pratique, 
ar ils apparaissent naturellement dans un 
er-tain nombre de problèmes 
ombinatoires 
on
rets : plus 
ourts 
hemins, a�e
tation,et plus généralement problèmes de �ots à 
oût minimum.11.3.1 Points extrémaux de 
ompa
ts 
onvexesLa notion qui va permettre de relier problèmes 
ombinatoires et problèmes dis
retsest 
elle de point extrémal, notion déjà ren
ontrée dans la Dé�nition 11.2.1 : unpoint extrémal d'un 
onvexeK est un point x tel que x = (y+z)/2 et y, z ∈ K entraîne
y = z = x. On note extrK l'ensemble des points extrémaux de K. Rappelons aussique si X est un sous-ensemble de Rn, on appelle enveloppe 
onvexe de X , et l'on
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oX , le plus petit 
onvexe 
ontenantX , dont on véri�e qu'il est égal à l'ensembledes bary
entres d'un nombre �ni d'éléments de X . L'enveloppe 
onvexe fermée de
X , notée 
oX , est le plus petit 
onvexe fermé 
ontenant X . Il est égal à la fermeturede 
oX . Le résultat suivant est fondamental.Théorème 11.3.1 (Minkowski) Un 
ompa
t 
onvexe de Rn est enveloppe 
onvexede l'ensemble de ses points extrémaux.Ce théorème a�rme don
 que K = 
o extrK lorsque K est un 
onvexe 
ompa
tde Rn. A fortiori, K = 
o extrK puisque K est fermé. La preuve du théorème deMinkowski repose sur la notion d'hyperplan d'appui, introduite dans l'annexe sur lesespa
es de Hilbert : un hyperplan a�ne H = {y ∈ Rn | c · y = α}, ave
 c ∈ Rn,
c 6= 0, et α ∈ R est un hyperplan d'appui d'un 
onvexe K, au point x ∈ K, si
α = c · x ≤ c · y, pour tout y ∈ K. Nous utiliserons l'observation suivante.Lemme 11.3.2 Si H est un hyperplan d'appui d'un 
onvexe K ⊂ Rn, alors toutpoint extrémal de H ∩K est point extrémal de K.Démonstration. Soit H = {y ∈ Rn | c · y = α} ave
 c ∈ Rn, c 6= 0, et α ∈ R, unhyperplan d'appui de K. Si x = (y + z)/2 ave
 y, z ∈ K, et si x ∈ K ∩ H , il vient
α = c · x = (c · y + c · z)/2, et 
omme α ≤ c · y et α ≤ c · z, on a né
essairement
α = c · y = c · z, don
 y, z ∈ K ∩H . Si l'on suppose que x est un point extrémal de
K ∩H , il vient don
 x = y = z, 
e qui montre que x est un point extrémal de K. �Démonstration du théorème de Minkowski 11.3.1. On suppose évidemmentque K 6= ∅ (sinon, le résultat est trivial). Rappelons que la dimension d'un 
onvexenon-vide est par dé�nition la dimension de l'espa
e a�ne qu'il engendre. On va mon-trer le théorème par ré
urren
e sur la dimension de K. Quitte à rempla
er Rn par unsous-espa
e a�ne, on peut supposer que K est de dimension n. Si n = 0, K est réduità un point, et le théorème est véri�é. Supposons don
 le théorème démontré pour les
ompa
ts 
onvexes de dimension au plus n−1, et montrons que tout point x de K estbary
entre d'un nombre �ni de point extrémaux de K. Si x est un point frontière de
K, le Corollaire 12.1.20 fournit un hyperplan d'appui H de K en x. Comme K∩H estun 
ompa
t 
onvexe de dimension au plus n− 1, par hypothèse de ré
urren
e, x estbary
entre d'un nombre �ni de points extrémaux de K ∩H , qui sont aussi des pointsextrémaux de K d'après le Lemme 11.3.2. Prenons maintenant un point quel
onque
x de K, et soit D une droite a�ne passant par x. L'ensemble D ∩K est un segmentde la forme [y, z], où les points y, z sont des points frontières de K. D'après 
e quipré
ède, y et z sont bary
entres d'un nombre �ni de points extrémaux de K. Comme
x est lui même bary
entre de y et z, le théorème est démontré. �Remarque 11.3.3 Le théorème de Minkowski est un 
as parti
ulier en dimension �nie d'unrésultat d'analyse fon
tionnelle, le théorème de Krein-Milman, qui a�rme qu'un 
ompa
t
onvexe est enveloppe 
onvexe fermée de l'ensemble des points extrémaux (
e résultat, qui estune 
onséquen
e du théorème de Hahn-Bana
h, a lieu dans des espa
es très généraux et en
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ulier dans les espa
es de Bana
h). On notera qu'en dimension in�nie, 
'est l'enveloppe
onvexe fermée, et non l'enveloppe 
onvexe, qui intervient dans l'énon
é du théorème. •Nous appliquons maintenant le théorème de Minkowski au problème d'optimisa-tion 
ombinatoire (11.21). Dans 
e 
as, la fon
tion 
oût J(x) = c ·x est linéaire, maisil sera plus 
lair de 
onsidérer plus généralement la maximisation de fon
tions 
on-vexes, qui a des propriétés très di�érentes de la minimisation de fon
tions 
onvexestraitée aux Chapitres 9 et 10. Nous 
onsidérerons aussi un ensemble X arbitraire, aulieu de P ∩ Zn.Proposition 11.3.4 (Maximisation de fon
tion 
onvexes) Pour toute fon
tion
onvexe J : Rn → R, et pour tout sous-ensemble X ⊂ Rn,
sup
x∈X

J(x) = sup
x∈
oX J(x) = sup

x∈
oX J(x) , (11.23)et si X est borné,
sup
x∈X

J(x) = sup
x∈extr 
oX J(x) . (11.24)Démonstration. Si y ∈ 
oX , on peut é
rire y =

∑

1≤i≤k αixi, ave
 xi ∈ X ,
αi ≥ 0, et ∑1≤j≤k αj = 1. Puisque J est 
onvexe, on a J(y) ≤ ∑1≤j≤k αjJ(xj) ≤
max1≤j≤k J(xj) ≤ supx∈X J(x), et puisque 
e
i est vrai pour tout y ∈ 
oX , on a
supx∈
oX J(x) ≤ supx∈X J(x). Par ailleurs, pour tout z ∈ 
oX , on peut é
rire z =
limk→∞ yk, ave
 yk ∈ 
oX . Comme une fon
tion 
onvexe Rn → R est né
essairement
ontinue (
f. Exer
i
e 9.2.7), on a J(z) = limk→∞ J(yk) ≤ supx∈
oX J(x), et puisque
e
i est vrai pour tout z ∈ 
oX , on a supx∈
oX J(x) ≤ supx∈
oX J(x). Les autresinégalités étant triviales, on a montré (11.23). Lorsque X est borné, 
oX qui est aussiborné, est 
ompa
t. D'après le théorème de Minkowski 11.3.1, 
oX = 
o extr 
oX , eten appliquant (11.23), supx∈extr 
oX J(x) = supx∈
o extr 
oX J(x) = supx∈
oX J(x) =
supx∈X J(x), 
e qui prouve (11.24). �La Proposition 11.3.4 nous suggère de 
onsidérer l'enveloppe 
onvexe de l'ensembleadmissible X = P ∩ Zn de notre problème initial (11.21).Dé�nition 11.3.5 On appelle enveloppe entière d'un polyèdre P ⊂ Rn, l'en-veloppe 
onvexe de l'ensemble des points entiers de P , que l'on note Pe = 
o (P ∩Zn).Le terme �enveloppe entière� est traditionnel mais légèrement trompeur : d'ordinaire,une enveloppe est un objet plus gros, alors qu'i
i Pe ⊂ P .Corollaire 11.3.6 Si J : Rn → R est 
onvexe, et si P ⊂ Rn est un polyèdre, alors

sup
x∈P∩Zn

J(x) = sup
x∈Pe

J(x) . (11.25)
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11.3. POLYÈDRES ENTIERS 371Ainsi, on peut toujours rempla
er le problème dis
ret (11.21) par un problème dontl'ensemble admissible est un 
onvexe. Lorsque J est linéaire, le problème à droitede (11.25) est un programme linéaire 
lassique : on a ainsi 
on
entré la di�
ulté dansle 
al
ul, ou l'approximation, du polyèdre Pe. Il y a un 
as où tout devient fa
ile.Dé�nition 11.3.7 On dit qu'un polyèdre P est un polyèdre entier si P = Pe.Nous allons maintenant donner des 
onditions su�santes (pré
ises) pour qu'unpolyèdre soit entier.11.3.2 Matri
es totalement unimodulairesUn polyèdre quel
onque peut s'é
rire
P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} (11.26)ave
 A ∈ Rm×n et b ∈ Rm. Il 
onvient de noter qu'un tel polyèdre est plus généralque le polyèdre Xad des solutions admissibles du programme linéaire standard (
f.Dé�nition 11.2.1) : en e�et, Xad est par dé�nition in
lus dans le 
�ne positif de Rn,et nous avons en outre déjà noté que Xad s'il est non-vide, a toujours des pointsextrémaux 
e qui n'est pas le 
as pour un polyèdre quel
onque (
f. Remarque 11.2.7).La 
ara
térisation des points extrémaux de Xad (Lemme 11.2.5) s'étend 
ependantde la manière suivante.Lemme 11.3.8 Un point extrémal du polyèdre P dé�ni par (11.26) est né
essaire-ment solution d'un système A′x = b′, où A′ est une sous-matri
e inversible formée de

n lignes de A, et b′ est le ve
teur formé des lignes 
orrespondantes de b.Démonstration. Soit x un point extrémal de P , et soit I(x) = {1 ≤ i ≤ m | Ai ·x =
bi} (l'ensemble des 
ontraintes a
tives en x), où Ai désigne la i-ème ligne de A. Si lafamille {Ai}i∈I(x), n'est pas de rang n, on peut trouver un ve
teur non nul y tel que
Ai · y = 0 pour tout i ∈ I(x). Comme x est le milieu des points x− ǫy et x+ ǫy, quisont bien des éléments de P si ǫ est assez petit, on 
ontredit l'extrémalité de x. Ainsi,on peut trouver un sous ensemble I ′ ⊂ I(x) de 
ardinal n tel que la matri
e n × ndont les lignes sont les Ai, ave
 i ∈ I ′, est inversible. Le système Ai · x = bi, i ∈ I ′,
ara
térise alors x. �Le Lemme 11.3.8 montre en parti
ulier qu'un polyèdre n'a qu'un nombre �ni depoints extrémaux.Exer
i
e 11.3.1 Montrer ré
iproquement que si x est un point de P véri�ant A′x = b′,ave
 A′ et b′ 
omme dans le Lemme 11.3.8, alors x est un point extrémal.Le Lemme 11.3.8 suggère d'étudier les 
as où la solution d'un système linéaire estentière.
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372 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEProposition 11.3.9 Soit A ∈ Zn×n une matri
e inversible. Les assertions suivantessont équivalentes :1. detA = ±1 ;2. pour tout b ∈ Zn, on a A−1b ∈ Zn.Démonstration. L'impli
ation 1⇒2 résulte aussit�t des formules de Cramer. Ré-
iproquement, supposons que A véri�e l'assertion 2. Montrons d'abord que A−1 est à
oe�
ients entiers. En prenant pour b le i-ème ve
teur de la base 
anonique de Rn,on voit que la i-ème 
olonne de A−1, qui 
oïn
ide ave
 A−1b, est à 
oe�
ients entiers.Comme 
e
i est vrai pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a A−1 ∈ Zn×n. Don
 detA−1 ∈ Z, et
1 = detAdetA−1 montre que detA divise 1, 
'est-à-dire que detA = ±1. �Dé�nition 11.3.10 On dit qu'une matri
e A ∈ Zn×n est unimodulaire quand
detA = ±1, et qu'une matri
e B ∈ Zm×n est totalement unimodulaire quandtoute sous-matri
e 
arrée extraite de B est de déterminant ±1 ou 0.En prenant des sous-matri
es 1×1, on voit en parti
ulier que les 
oe�
ients d'unematri
e totalement unimodulaire valent né
essairement ±1 ou 0. L'introdu
tion desmatri
es totalement unimodulaires est motivée par le résultat suivant.Corollaire 11.3.11 (Optimalité des solutions entières) Soient D ∈ Zm×n unematri
e totalement unimodulaire, f ∈ (Z ∪ {+∞})m, f ′ ∈ (Z ∪ {−∞})m, g ∈ (Z ∪
{+∞})n, et g′ ∈ (Z ∪ {−∞})n. Alors, les points extrémaux du polyèdre

Q = {x ∈ Rn | f ′ ≤ Dx ≤ f, g′ ≤ x ≤ g} (11.27)sont né
essairement entiers. En parti
ulier, si Q est borné, on a Q = Qe, et pourtoute fon
tion 
onvexe J de Rn dans R, on a
sup
x∈Q

J(x) = sup
x∈Q∩Zn

J(x) . (11.28)Démonstration. On peut é
rire
Q = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} , (11.29)où b est un ve
teur entier �ni et A est une matri
e dont 
haque ligne est soit de laforme ±Di, ave
 Di une ligne quel
onque de D, soit de la forme ±ej, où ej est le

j-ème ve
teur de la base 
anonique de Rn, pour un indi
e quel
onque 1 ≤ j ≤ n.On montre d'abord que A est totalement unimodulaire. Soit don
 M une sous-matri
e k × k extraite de A. Montrons par ré
urren
e sur k que detM ∈ {±1, 0}. Si
k = 1, 
ela résulte aussit�t de la totale unimodularité de D. Supposons maintenantle résultat prouvé pour toutes les sous-matri
es 
arrées de A de dimension au plus
k − 1, et montrons le pour M . Si M 
ontient une ligne égale à un ve
teur ±ej, ondéveloppe detM par rapport à 
ette ligne, et par ré
urren
e, le résultat est prouvé.Si M 
ontient deux lignes égales au signe près, detM = 0, et le résultat est en
ore
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oïn
ide, au 
hangement du signe de 
ertaines lignes près, ave
 unesous-matri
e de D, et 
omme D est totalement unimodulaire, detM ∈ {±1, 0}, 
e quia
hève la preuve de la totale unimodularité de A.Comme Q est donné par (11.29), ave
 b entier et A totalement unimodulaire, ilrésulte du Lemme 11.3.8 et de la Proposition 11.3.9 que les points extrémaux de Q,s'ils existent, sont entiers.Si l'on suppose en outre que Q est borné, Q est 
ompa
t, et d'après le Théorèmede Minkowski 11.3.1, Q = 
o extrQ. Comme extrQ est formé de ve
teurs entiers,
Qe = 
o (Q ∩ Zn) ⊃ 
o extrQ = Q, et par ailleurs l'in
lusion Qe ⊂ Q est triviale.L'égalité (11.28) est alors obtenue en appliquant le Corollaire 11.3.6. �Exer
i
e 11.3.2 Il s'agit d'établir une ré
iproque au Corollaire 11.3.11. Commençonspar examiner le 
as spé
ial du polyèdre Xad = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0} des solutionsadmissibles du programme linéaire standard, ave
 A ∈ Zm×n de rang m. Montrer que lesdeux propriétés suivantes sont équivalentes :1. pour tout b ∈ Zm, les points extrémaux de Xad sont entiers ;2. toutes les sous-matri
es m×m de A sont de déterminant ±1 ou 0.Soit maintenant D ∈ Zm×n, et 
onsidérons Q = {x ∈ Rn | Dx ≤ b, x ≥ 0} . Déduirede l'équivalen
e qui pré
ède l'équivalen
e des deux propriétés suivantes (théorème deHo�man et Kruskal) :3. pour tout b ∈ Zm, les points extrémaux de Q sont entiers ;4. D est totalement unimodulaire.Remarque 11.3.12 On notera que le Corollaire 11.3.11 ne pose au
une 
onditionsur J , hormis la 
onvexité. En parti
ulier, si J(x) = c·x est linéaire, le 
ara
tère entierdes solutions optimales n'est pas dire
tement relié au 
ara
tère entier du ve
teur de
oût c. •Remarque 11.3.13 Le Corollaire 11.3.11 ne dit surtout pas que toutes les solutionsoptimales sont entières. D'ailleurs, lorsque J est linéaire, il ne peut en être ainsià moins que la solution optimale ne soit unique, 
ar tout bary
entre de solutionsoptimales d'un programme linéaire est solution optimale. •Remarque 11.3.14 La 
ondition que Q soit borné n'est pas né
essaire pour a�rmerque Q = Qe dans le Corollaire 11.3.11 : nous nous sommes limités aux polyèdresbornés, qui sont su�sants en pratique pour modéliser la plupart des problèmes 
om-binatoires, uniquement pour simpli�er l'exposé. Voir [38℄ pour plus de détails. •Il existe de nombreux résultats sur les matri
es totalement unimodulaires. Nousnous bornons i
i à donner une 
ondition su�sante très utile.Proposition 11.3.15 (Poin
aré) Si A est une matri
e à 
oe�
ients ±1 ou 0, ave
au plus un 
oe�
ient 1 par 
olonne, et au plus un 
oe�
ient −1 par 
olonne, alors Aest totalement unimodulaire.
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374 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEDémonstration. Comme la propriété que véri�e A passe aux sous-matri
es, il su�tde voir que si A est 
arrée, detA ∈ {±1, 0}. Si A a une 
olonne nulle, detA = 0. Si
A a une 
olonne ave
 seulement un 
oe�
ient non-nul, on développe le déterminantpar rapport à 
ette 
olonne, et l'on 
on
lut par ré
urren
e que detA ∈ {±1, 0}. Ilne reste qu'a 
onsidérer le 
as où 
haque 
olonne de A a exa
tement un 
oe�
ient
1 et exa
tement un 
oe�
ient −1 : alors, 
haque 
olonne est de somme nulle, don

detA = 0. �Nous appliquerons la Proposition 11.3.15 aux problèmes de �ots dans la sous-se
tion suivante. Donnons pour l'instant en exer
i
e un 
as où l'on peut 
on
lure à lamain à la totale unimodularité.Exer
i
e 11.3.3 (Problème de 
ouverture) Un 
entre d'appel téléphonique a une
ourbe de 
harge : ct est le nombre de 
lients devant être servis à l'instant dis
ret
t ∈ {1, . . . , T}. Un 
ertain nombre de 
onseillers de 
lientèle répondent aux appels. Onsimpli�e le problème en supposant que tous les appels sont de même type. On supposeraqu'il y a k horaires de travail possibles, l'horaire i étant 
ara
térisé par un intervalle
[αi, βi], ave
 1 ≤ αi ≤ βi ≤ T , 
e qui revient à faire abstra
tion des pauses. On note Sile salaire à verser à un 
onseiller de 
lientèle travaillant de l'instant αi à l'instant βi. Onpose uit = 1 si αi ≤ t ≤ βi, et uit = 0 sinon. Justi�er le problème

inf
x ∈ N

k
∑

1≤i≤k xiuit ≥ ct, ∀1 ≤ t ≤ T

∑

1≤i≤k

xiSi . (11.30)Montrer que l'ensemble des solutions admissibles de 
e problème peut s'é
rire 
ommel'ensemble des points entiers d'un polyèdre de la forme (11.27), où la matri
e D est unematri
e d'intervalles, 
'est-à-dire une matri
e à 
oe�
ients 0, 1 telle que les 1 apparaissent
onsé
utivement sur une 
olonne. Montrer qu'une matri
e d'intervalles est totalementunimodulaire. Con
lure.11.3.3 Problèmes de �otsA�n de dé�nir les problèmes de �ots, 
onsidérons un graphe orienté G = (N ,A) :
N est l'ensemble des n÷uds, et A ⊂ N × N est l'ensemble des ar
s. Un ar
 allantdu n÷ud i au n÷ud j est ainsi noté (i, j). On munit 
haque ar
 (i, j) ∈ A d'une
apa
ité uij ∈ R+ ∪ {+∞} et d'un 
oût cij ∈ R. (Le �u� dans uij est pour �upperbound�.) On se donne aussi en 
haque n÷ud du graphe un �ot entrant exogène bi ∈ R(si bi < 0, il s'agit d'un �ot sortant, 
ompté algébriquement). On appelle �ot unefon
tion x ∈ RA, (i, j) 7→ xij , véri�ant la loi des n÷uds de Kir
ho�

bi +
∑

j∈N ,(j,i)∈A
xji =

∑

j∈N ,(i,j)∈A
xij , ∀i ∈ N , (11.31)ainsi que la 
ontrainte de positivité

0 ≤ xij , ∀(i, j) ∈ A . (11.32)
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11.3. POLYÈDRES ENTIERS 375En sommant les lois des n÷uds (11.31), on voit qu'une 
ondition né
essaire pourl'existen
e d'un �ot est que la somme des �ots exogènes entrants soit nulle
∑

i∈N
bi = 0 . (11.33)Nous supposerons toujours que la 
ondition (11.33) est véri�ée. Un �ot est dit ad-missible s'il satisfait les 
ontraintes de 
apa
ité

xij ≤ uij , ∀(i, j) ∈ A . (11.34)Dé�nition 11.3.16 On appelle problème de �ot à 
oût minimum le programmelinéaire
min

∑

(i,j)∈A
cijxij sous les 
ontraintes (11.31), (11.32), (11.34). (11.35)Le problème de �ot à 
oût minimum admet plusieurs sous-problèmes importants,
omme le problème de transport de l'Exemple 9.1.1, ou le problème d'a�e
tation del'Exemple 9.1.2.Exer
i
e 11.3.4 Expli
iter le problème de �ot à 
oût minimum 
orrespondant au prob-lème de transport de l'Exemple 9.1.1. (On dessinera le graphe.)Un 
as parti
ulier fondamental du problème de �ot à 
oût minimum est le problèmedu �ot maximal, ou problème de �ot proprement dit, qui 
on
erne seulement les
apa
ités (et non les 
oûts). Il sera 
ommode de supposer que G a deux n÷uds distin-gués, s et p, appelés respe
tivement sour
e et puits, tels que s n'a pas de prédé
esseur({i ∈ N | (i, s) ∈ A} = ∅), et p n'a pas de su

esseur ({i ∈ N | (p, i) ∈ A} = ∅).Soit v ∈ R+. On appelle �ot admissible de s à p de valeur v une solution xde (11.31),(11.32),(11.34), ave


bi =

{

v si i = s,
−v si i = p,
0 sinon.Dé�nition 11.3.17 Le problème du �ot maximal 
onsiste à trouver un �ot ad-missible de s à p de valeur maximale.Exer
i
e 11.3.5 Montrer que le problème du �ot maximal est e�e
tivement un 
asparti
ulier de problème de �ot à 
oût minimal. (Indi
ation : on pourra rajouter un ar
 augraphe intervenant dans la dé�nition du problème du �ot maximal.)En pratique, on 
her
he souvent des solutions entières d'un problème de �ot : parexemple, pour le problème de transport de l'Exemple 9.1.1, les mar
handises à livrerpeuvent être des 
olis, et livrer un demi-
olis peut ne pas avoir de sens. Il est don
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376 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEnaturel de se demander si un problème de �ot à 
oût minimum a automatiquementdes solutions optimales entières. A�n d'appliquer le Corollaire 11.3.11, notons que laloi des n÷uds de Kir
ho� (11.31) peut s'é
rire Ax = b, où la matri
e A ∈ RN×A,appelée matri
e d'in
iden
e n÷uds-ar
s de G, est dé�nie par
Ai,(j,k) =

{−1 si i = k,
1 si i = j,
0 sinon.La matri
e A est bien dé�nie, sauf dans le 
as dégénéré où le graphe a une bou
le, 
'est-à-dire un ar
 (j, k) tel que j = k. Un �ot 
ir
ulant sur une bou
le a une 
ontributionqui se simpli�e dans la loi des n÷uds de Kir
ho� (11.31), aussi n'y a-t-il au
une pertede généralité à supposer le graphe sans bou
le, 
e que nous ferons dans la suite de lase
tion.Nous pouvons maintenant é
rire l'ensemble des �ots admissibles

{x ∈ RA | Ax = b, 0 ≤ x ≤ u} . (11.36)Proposition 11.3.18 La matri
e d'in
iden
e n÷uds-ar
s d'un graphe est totalementunimodulaire.Démonstration. C'est une 
onséquen
e immédiate de la Proposition 11.3.15. �Corollaire 11.3.19 (Optimalité des �ots entiers) Si les �ots entrants exogènes
bi sont entiers, et si les 
apa
ités uij sont entières ou in�nies, alors, les points ex-trémaux de l'ensemble (11.36) des solutions admissibles d'un problème de �ot à 
oûtminimal sont entiers. En parti
ulier, si l'ensemble des �ots admissibles est borné etnon-vide, il existe un �ot entier optimal.Démonstration. C'est une 
onséquen
e immédiate du Corollaire 11.3.11 et de laProposition 11.3.18. �Exer
i
e 11.3.6 Montrer que le problème de 
ouverture (Exer
i
e 11.3.3) peut se mod-éliser par un problème de �ot à 
oût minimum, et retrouver ainsi la 
on
lusion de l'Exer-
i
e 11.3.3.Exer
i
e 11.3.7 Reprenons le problème d'a�e
tation, introduit dans l'Exemple 9.1.2.On 
onsidère toujours n garçons et n �lles, mais i
i, aij est un réel qui représente lebonheur du 
ouple (i, j), et on 
her
he une permutation σ ∈ Sn, solution optimale de

max
σ∈Sn

∑

1≤i≤n

aiσ(i) . (11.37)1. Montrer que 
e problème est équivalent au problème linéaire en nombres entiers
max

x∈Bn∩Zn×n

∑

1≤i,j≤n

aijxij , (11.38)
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11.3. POLYÈDRES ENTIERS 377où Bn désigne l'ensemble des matri
es bisto
hastiques, 
'est-à-dire l'ensemble des matri
esréelles x = (xij) de taille n× n telles que
∀i ∈ {1, ..., n}, 1 =

∑

1≤k≤n

xik,

∀j ∈ {1, ..., n}, 1 =
∑

1≤k≤n

xkj ,

∀i, j ∈ {1, ..., n}, 0 ≤ xij2. Montrer que le problème (11.38) est un problème de �ot entier à 
oût minimum (ondessinera le graphe). En déduire que le polyèdre Bn est entier. Que peut-on en 
on
lurequant à la di�
ulté du problème d'a�e
tation ?3. Déduire de 
e qui pré
ède que toute matri
e bisto
hastique est bary
entre d'un nombre�ni de matri
es de permutations (
e théorème est dû à Birkho�).4. Déduire de 
e qui pré
ède que si à un bal, il y a n garçons et n �lles, 
haque garçonayant déjà ren
ontré exa
tement r �lles, et 
haque �lle ayant aussi ren
ontré exa
tement
r garçons, ave
 r ≥ 1, il est possible de former n 
ouples de danseurs de sorte que lesdanseurs d'un même 
ouple se soient déjà ren
ontrés pré
édemment (
e théorème est dûà König).Exer
i
e 11.3.8 Cet exer
i
e présente un algorithme fondamental en théorie des �ots,dû à Ford et Fulkerson. On 
onsidère le problème du �ot maximal d'une sour
e s à un puits
p dans un graphe G = (N ,A) (voir la Dé�nition 11.3.17). Pour simpli�er, on supposeraqu'au
une des 
apa
ités uij ne prend la valeur +∞. Pour tous I, J ⊂ N , et pour tout
x = (xij) ∈ RA, on pose x(I, J) =∑i∈I, j∈J, (i,j)∈A xij . On dit qu'une partition de Nen deux sous-ensembles S et S̄ est une 
oupe séparant s de p si s ∈ S et p ∈ S̄, et l'ondit que u(S, S̄) est la 
apa
ité de 
ette 
oupe.1. Montrer que pour toute 
oupe (S, S̄) séparant s de p, et pour tout �ot admissible xde s à p de valeur v,

x(S, S̄)− x(S̄, S) = v .En déduire que la valeur de tout �ot admissible de s à p est majorée par la 
apa
ité detoute 
oupe séparant s de p.2. Étant donné un �ot admissible x de s à p, on dé�nit le graphe résiduel Gr(x) =
(N ,Ar(x)) où Ar(x) désigne l'ensemble des 
ouples (i, j) tels que ou bien (i, j) ∈ A et
xij < uij , ou bien (j, i) ∈ A et xji > 0. Montrer que s'il existe un 
hemin γ de s à pdans le graphe résiduel Gr(x), il est possible de 
onstruire un nouveau �ot admissible x′de s à p de valeur stri
tement supérieure à 
elle de x, en modi�ant seulement les valeurs
xij lorsque (i, j) ou (j, i) est un ar
 du 
hemin γ. Observer en outre que si x est entieret si les 
apa
ités sont entières, on peut 
hoisir x′ entier.3. On suppose maintenant qu'il n'y a pas de 
hemin de s à p dans Gr(x). Soit S l'ensembledes n÷uds a

essibles depuis s dans Gr(x), et S̄ le 
omplémentaire de S dans N . Montrerque (S, S̄) est une 
oupe séparant s de p dont la 
apa
ité est égale à la valeur du �ot x.4. Con
lure que la valeur maximale du �ot de s à p est égale à la 
apa
ité minimale
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oupe séparant s de p. (C'est le théorème ��ot-maximale=
oupe minimale�, ou�max-�ow=min-
ut�, de Ford et Fulkerson.)5. En déduire un algorithme permettant, lorsque les 
apa
ités sont entières, de 
al
ulerun �ot maximal de s à p en un temps O(v∗|A|), où v∗ est la valeur maximale d'un �otde s à p, et |A| est le nombre d'ar
s.Remarque 11.3.20 Le théorème ��ot maximal=
oupe minimale� de Ford et Fulk-erson (Question 4 de l'Exer
i
e 11.3.8) peut être obtenu 
omme 
onséquen
e duthéorème de dualité en programmation linéaire. Voir à 
e sujet Combinatorial Opti-mization : Polyhedra and E�
ien
y, Volume A, Alexander S
hrijver, Springer-VerlagBerlin and Heidelberg, 2002. •Remarque 11.3.21 L'algorithme de Ford et Fulkerson, présenté dans l'Exer
i
e 11.3.8,n'est que le plus simple des algorithmes de �ots. Une variante de 
et algorithme, appeléalgorithme d'a

roissement du �ot sur le 
hemin le plus 
ourt, ou algorithme d'Edmonds etKarp, aussi dû à Dinits, peut s'implémenter en un temps O(nm2) indépendant du 
ara
tèreentier des 
apa
ités, où n = |N | désigne le nombre n÷uds, et m = |A| désigne le nombred'ar
s. Ce ra�nement 
onsiste tout simplement à séle
tionner à 
haque étape de l'algorithmede Ford et Fulkerson, le plus 
ourt 
hemin de s à p, 
'est-à-dire le 
hemin de s à p qui ale plus petit nombre d'ar
s. Il existe aussi un algorithme de �ot très di�érent, l'algorithme�pre�ow-push� de Goldberg et Tarjan (1986), qui a un temps d'exé
ution de O(n2m). Toutes
es idées se généralisent au 
as du problème de �ot à 
oût minimum. Voir [1℄ pour un étatde l'art. •11.4 Programmation dynamique et problèmes deplus 
ourt 
heminLa programmation dynamique, développée par R. Bellman dans les années 50, estune méthode très générale qui s'applique aux problèmes de dé
ision dans le temps(
omme en 
ommande optimale, sauf que la variable de temps est parfois déguisée).Il s'agit pour 
haque problème d'identi�er une bonne notion d'état. A 
haque étaton asso
ie une valeur optimale partant de 
et état, et l'équation de programmationdynamique relie la valeur d'un état à un instant donné à 
elles des états auxquelson peut a

éder à l'instant suivant. (La programmation dynamique est pré
isément àl'optimisation 
e que le point de vue Markovien est à la théorie des probabilités.)11.4.1 Prin
ipe d'optimalité de BellmanLa programmation dynamique repose sur le prin
ipe d'optimalité de Bellman,qui peut s'énon
er très simplement dans le 
as parti
ulier du problème du plus 
ourt
hemin : si un plus 
ourt 
hemin d'une ville A à une ville B passe par une ville C,alors le sous-
hemin allant de A à C est en
ore un plus 
ourt 
hemin de A à C. Ennotant dXY la distan
e de X à Y , on obtient
dAB = min

C
(dAC + dCB) , (11.39)
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11.4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 379où le min est pris sur l'ensemble des villes C par lesquelles peut passer un 
heminde A à B. L'équation (11.39) est un 
as parti
ulier d'équation de programmationdynamique, ou équation de Bellman, elle va permettre de 
al
uler ré
ursivement dsa
hant que dXY est 
onnue quand X et Y sont des villes voisines. La notion d'étatapparaît i
i naturellement : nous nous sommes posés le problème du 
al
ul de dAB ,
A et B étant deux villes �xées, et nous venons de voir qu'il 
onvient de tabuler lesdistan
es dCB (ou de manière duale, dAC) pour toutes les villes intermédiaires C. Lesdétails du 
al
ul doivent bien sûr être �xés pour fournir un vrai algorithme : 
'est 
eque nous ferons dans les deux sous-se
tions qui suivent. Nous traiterons d'abord uneversion plus simple du problème, où le temps apparaît expli
itement, dans la Sous-se
tion 11.4.2 puis reviendrons au problème du plus 
ourt 
hemin, sous une formeplus générale, dans la Sous-se
tion 11.4.3.11.4.2 Problème en horizon �niConsidérons un petit problème de nature é
onomique, qui mérite le nom de prob-lème de 
ontr�le optimal dis
ret en horizon �ni. Soit G = (N ,A) un graphe orienté,muni d'un poids c : A → R, que nous interpréterons 
omme un 
oût. Rappelonsqu'un 
hemin est une suite de n÷uds reliés 
onsé
utivement par des ar
s, et qu'un
hemin dont le premier et le dernier n÷ud 
oïn
ident est appelé 
ir
uit. Le 
oûtd'un 
hemin est par dé�nition la somme des 
oûts de ses ar
s. Fixons un entier T(l'horizon), et un n÷ud initial i ∈ N . On veut 
al
uler le 
oût total partant de i enhorizon T que l'on note

vTi = min
(ℓ0, . . . , ℓT ) 
hemin

ℓ0 = i

cℓ0,ℓ1 + · · ·+ cℓT−1,ℓT . (11.40)La fon
tion i 7→ vTi , que l'on peut représenter par un ve
teur vT ∈ (R ∪ {+∞})N ,est traditionnellement appelée fon
tion valeur (en horizon T ). Nous 
onvenons ené
rivant (11.40) que min ∅ = +∞, 
e qui revient à é
rire vTi = +∞ quand il n'y a pasde 
hemins de longueur T partant de i dans le graphe. Un autre 
as spé
ial est T = 0 :les 
hemins qui apparaissent dans (11.40) sont alors de longueur nulle. On 
onviendraque pour tout sommet du graphe, il y a un 
ir
uit de longueur nulle passant par 
esommet, et que son 
oût est zéro. En parti
ulier, v0i = 0.Une évaluation naïve de (11.40) 
onsisterait à énumérer tous les 
hemins delongueur T , dont le nombre 
roît exponentiellement ave
 T . La programmation dy-namique va nous permettre de fa
toriser 
e 
al
ul, et ainsi de l'e�e
tuer en tempspolynomial (la notion de temps polynomial est dé�nie dans la Remarque 11.6.6).L'idée pour 
al
uler vTi est de faire varier l'horizon et l'état initial, en 
al
ulant
vtk pour tout 0 ≤ t ≤ T et k ∈ N . En e�et, on peut é
rire pour tout i ∈ N , et t ≥ 1,

vti = min
k∈N , (i,k)∈A

(ci,k + vt−1
k ) , (11.41)

v0i = 0 . (11.42)
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380 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEL'équation (11.41) résulte du prin
ipe d'optimalité de Bellman : le 
oût optimal par-tant de i, en t étapes, est obtenu en 
hoisissant le premier mouvement i → k, demanière à minimiser le 
oût 
onditionné par 
e premier mouvement, 
'est-à-dire ci,kplus le 
oût optimal partant de k en horizon t − 1. La 
ondition initiale (11.42)est triviale : s'il ne reste au
un 
oup à jouer, on ne paye rien. On vient d'é
rirel'équation de programmation dynamique, ou équation de Bellman, adaptée ànotre problème : elle nous permet de 
al
uler par ré
urren
e la suite de ve
teurs
v0, v1, . . . ∈ (R ∪ {+∞})N .Il est fa
ile de résoudre des problèmes plus généraux en modi�ant (11.42). Con-sidérons par exemple la nouvelle fon
tion valeur

vTi = min
(ℓ0, . . . , ℓT ) 
hemin

ℓ0 = i

cℓ0,ℓ1 + · · ·+ cℓT−1,ℓT + φℓT , (11.43)où φ ∈ (R ∪ {+∞})N est un ve
teur représentant une pénalité asso
ié à l'état �nal.Lorsque φ = 0, on retrouve (11.40). Lorsque φ est la fon
tion indi
atri
e d'un sommet
j ∈ N , i.e.

φk =

{

0 si k = j
+∞ sinon, (11.44)(11.43) for
e à terminer dans l'état j, et vTi donne alors le 
oût minimal en T étapespour aller de i à j. La fon
tion valeur (11.43) véri�e toujours (11.41), ave
 la nouvelle
ondition initiale pour l'équation de Bellman
v0 = φ . (11.45)C'est i
i le moment de remarquer que le temps T qui intervient dans l'équation deBellman (11.41),(11.45) s'é
oule en sens inverse du temps physique qui intervientdans les traje
toires (11.43) : dans notre modélisation, T est le temps qui reste àjouer, aussi une pénalité sur l'état terminal de la traje
toire (ℓ0, . . . , ℓT ) 
onduit-elle à 
hanger la 
ondition initiale de l'équation de Bellman. On dit pour 
ela quel'équation de Bellman est une équation rétrograde. Cette inversion du temps estinhérente aux problèmes de dé
ision : 
e n'est souvent qu'à la �n d'une mauvaisepartie qu'on 
omprend 
omment il ne fallait point jouer au début.L'intérêt de l'équation de Bellman (11.41) est que vt peut se 
al
uler à partir de

vt−1 en temps O(|A|+ |N |), où |A| et |N | désignent respe
tivement le nombre d'ar
set le nombre de n÷uds, voir la Remarque 11.4.1 pour plus de détails. Ainsi, vT peut se
al
uler en temps O(T (|A|+ |N |)), à 
omparer par exemple ave
 le temps O(|N |pT )d'un algorithme naïf énumérant les 
hemins de longueur T dans un graphe où 
haquesommet a exa
tement p su

esseurs. On obtient d'autre part très simplement un
hemin optimal à partir de l'équation de Bellman (11.41), (11.45) : on pose ℓ0 = i,puis on 
hoisit ℓ1 réalisant le minimum dans (11.41), i.e. vTℓ0 = cℓ0,ℓ1 + vT−1
ℓ1

, etplus généralement ℓr+1 tel que vT−r
ℓr

= cℓr,ℓr+1 + vT−r−1
ℓr+1

. Par 
onstru
tion, vTi =

cℓ0,ℓ1 + · · ·+cℓT−1,ℓT +φℓT , 
e qui montre que (ℓ0, . . . , ℓT ) est un 
hemin optimal pourle problème (11.43).



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

11.4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 381Exemple 11.4.1 Pour illustrer 
e qui pré
ède, 
onsidérons le 
as d'un 
hau�eur detaxi maraudant dans la ville imaginaire représentée sur la Figure 11.2. La ville estformée de trois zones, H, un quartier huppé, A un aéroport, et B une banlieue (d'oùle 
hau�eur revient en général à vide). Le 
hau�eur de taxi souhaite faire T 
ourses,partant de H, et maximiser le gain total, qui est la somme des gains des 
ourses c, etd'une prime, φ, traduisant sa préféren
e pour l'état �nal de la dernière 
ourse. On areprésenté les gains des 
ourses sur les ar
s, et les primes par des ar
s sortants. Laprime −∞ en B signi�e que le taxi ne veut pas �nir sa journée en B. Nous supposeronspar ailleurs que le taxi a la fa
ulté de 
hoisir ses 
ourses. S'agissant d'un problème demaximisation, l'équation de programmation dynamique s'é
rit ave
 max au lieu demin, et −∞ au lieu de +∞ :
vtH = max(3 + vt−1

H , 10 + vt−1
A )

vtA = max(12 + vt−1
H , 7 + vt−1

B )

vtB = max(−5 + vt−1
H ,−3 + vt−1

A )

v0H = 0, v0A = 2, v0B = −∞ .Cal
ulons maintenant la stratégie optimale du taxi en horizon 2 partant de H . Il
-33 1012 -5

7
0

2
H A B

Figure 11.2 � Un 
hau�eur de taxi très déterministenous su�t d'évaluer
v1H = max(3 + 0, 10 + 2) = 12 (11.46)
v1A = max(12 + 0, 7 +−∞) = 12 (11.47)
v1B = max(−5 + 0,−3 + 2) = −1 (11.48)
v2H = max(3 + 12, 10 + 12) = 22 , (11.49)où l'on a souligné les termes qui réalisent le maximum. On en déduit que le gainoptimal, 22, est obtenu en jouant d'abord le 
oup qui réalise le max dans (11.49) (onva d'abord de H à A), puis le 
oup qui réalise le max dans (11.47) (on revient de A àH). •
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382 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLERemarque 11.4.1 Une manière 
lassique de 
oder e�
a
ement en ma
hine un graphe G =
(N ,A) ave
 n = |N | n÷uds et m = |A| ar
s munis d'un 
oût c, 
onsiste à dé�nir troisve
teurs : un ve
teur h ∈ {1, . . . , n}m (pour �head�), un ve
teur t ∈ {1, . . . , n}m (pour �tail�),ainsi qu'un ve
teur de réels, c ∈ Rm. Cette représentation revient à numéroter les ar
s de
A de 1 à m, en disant que l'ar
 (i, j) ∈ A qui porte le numéro k va de hk = i à tk = j,et a pour 
oût ck = ci,j . Le graphe o

upe ainsi un espa
e mémoire O(n + m). On voitfa
ilement que le graphe étant 
odé de la sorte, il est possible de 
al
uler vt à partir de vt−1en utilisant (11.41), en temps O(n+m). •11.4.3 Problème du 
hemin de 
oût minimum, ou d'arrêt op-timalConsidérons maintenant le problème du 
hemin de 
oût minimum qui, étantdonnés deux sommets i et j, 
onsiste à trouver un 
hemin de longueur arbitraire allantde i à j et de 
oût minimum. Il s'agit d'une généralisation du problème du plus 
ourt
hemin déjà évoqué dans la Sous-se
tion 11.4.1 : 
ontrairement au 
as des distan
es,nous ne supposons pas i
i que les 
oûts sont positifs. En exploitant les notationspré
édentes, il nous faut maintenant 
al
uler

vi = inf
T∈N

vTi = inf
(ℓ0, . . . , ℓT ) 
hemin

T ∈ N, ℓ0 = i

cℓ0,ℓ1 + · · ·+ cℓT−1,ℓT + φℓT , (11.50)où le ve
teur φ pénalisant un état �nal autre que j est donné par (11.44). On peutaussi 
onsidérer une pénalité φ ∈ (R∪{+∞})N quel
onque, 
e qui ne 
hange rien auxrésultats. On notera que vi est maintenant à valeurs dans R = R∪{±∞} (les sommesà droite de (11.50) peuvent valoir +∞, par ailleurs, il est possible que 
es sommes nesoient pas bornées inférieurement, 
ar l'on 
onsidère des 
hemins de longueur arbi-trairement grande). La fon
tion valeur v véri�e la nouvelle équation de Bellman
vi = min

(

φi, min
k∈N , (i,k)∈A

(ci,k + vk)
)

, ∀i ∈ N . (11.51)Par 
omparaison ave
 (11.41), la présen
e d'un terme supplémentaire dans le mintraduit la possibilité de s'arrêter dans n'importe quel état k ave
 la pénalité �nale φk,
e qui dans le 
as spé
ial (11.44), interdit de s'arrêter ailleurs qu'en j.Il nous faut maintenant montrer que le système (11.51) permet de 
al
uler lafon
tion valeur. Rappelons qu'on appelle solution maximale d'une équation unesolution qui majore toutes les autres.Théorème 11.4.2 La fon
tion valeur v dé�nie par (11.50) est la solution maximalede l'équation de Bellman (11.51).Démonstration. On a déjà montré que v véri�e (11.51). Soit v′ ∈ RN une solutionquel
onque de (11.51). Montrons que v′ ≤ v. Soit (ℓ0, . . . , ℓT ) un 
hemin quel
onquepartant de i. Comme v′ véri�e (11.51), on peut é
rire v′ℓr ≤ cℓr,ℓr+1 + v′ℓr+1
, pour tout

0 ≤ r ≤ T − 1, et v′ℓT ≤ φℓT . En en
haînant 
es inégalités,
v′i ≤ cℓ0,ℓ1 + · · ·+ cℓT−1,ℓT + φℓT
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11.4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 383et en prenant l'in�mum sur tous les 
hemins (ℓ0, . . . , ℓT ) partant de i, v′i ≤ vi. Ainsi
v′ ≤ v, 
e qui montre que v est solution maximale de (11.51). �Exer
i
e 11.4.1 Montrer que l'équation de Bellman (11.51) peut avoir plusieurs solu-tions �nies. (Indi
ation : 
onsidérer un graphe ave
 un seul sommet.)Exer
i
e 11.4.2 Nous dirons que le graphe est 
o-a

essible pour φ si pour tout n÷ud
i du graphe, il existe un 
hemin de i à un n÷ud j tel que φj 6= +∞. On va montrerque si le graphe n'a pas de 
ir
uit de 
oût négatif et est 
o-a

essible pour φ, alorsl'équation de Bellman (11.51) possède une unique solution �nie, égale à v. Pour 
ela, on
onsidère v′ ∈ RN une solution de l'équation de Bellman (11.51). On introduit l'ensemblede 
ontinuation

C = {i ∈ N | φi ≥ min
k∈N , (i,k)∈A

(ci,k + v′k)} ,et l'on 
hoisit pour 
haque i ∈ C un n÷ud π(i) tel que
v′i = ci,π(i) + v′π(i) .On dé�nit ainsi une appli
ation π : C → N . Montrer que quel que soit i ∈ C, il existeun entier k tel que le k-ème itéré πk(i), n'appartienne pas à C. Con
lure que v′ ≥ v.On peut réé
rire (11.51) 
omme une équation de point �xe v = f(v), ave
 une déf-inition évidente de f : RN → RN . Aussi le Théorème 11.4.2 suggère-t-il de 
al
uler

v à l'aide d'un algorithme de point �xe. Pour 
on
lure à la 
onvergen
e de méthodesde point �xe, on re
ourt souvent à des arguments de 
ontra
tion. I
i, l'analyse de la
onvergen
e fera plut�t appel à la stru
ture d'ordre. On munit en e�et RN de l'or-dre partiel usuel, dé�ni 
omposante par 
omposante, et pour 
et ordre, l'appli
ation
f : x 7→ f(x) est 
roissante. Puisque f(φ) ≤ φ, une ré
urren
e immédiate montre que
f r+1(φ) ≤ f r(φ), pour tout r ≥ 0. La suite {f r(φ)}r≥0 qui dé
roît 
onverge né
es-sairement vers un ve
teur v′ ∈ RN . (Le le
teur notera i
i que l'on autorise la valeur
−∞ pour les 
oe�
ients de v′, sans 
ela point de 
onvergen
e.) On a f(v′) = v′ par
ontinuité de f . D'autre part, si v′′ est un point �xe quel
onque de f , on a triviale-ment v′′ ≤ φ, don
 puisque f est 
roissante, v′′ = f r(v′′) ≤ f r(φ), pour tout r ≥ 0,don
 en prenant l'in�mum sur les r ≥ 0, v′′ ≤ v′, don
 v′ est le plus grand point �xede f . Puisque d'après le Théorème 11.4.2, la fon
tion valeur est aussi le plus grandpoint-�xe de f , on vient de montrer le résultat suivant.Théorème 11.4.3 (Itération sur les valeurs) La suite {f r(φ)}r≥0 dé
roît vers lafon
tion valeur v dé�nie par (11.50).Plus généralement, étant donné un opérateur de programmation dynamique f dont onveut 
al
uler un point �xe, l'algorithme 
onsistant à 
onstruire une suite fr(φ), soit à partird'une sur-solution φ quel
onque (on dit que φ est une sur-solution de l'équation de point �xe
x = f(x) si f(φ) ≤ φ), soit à partir d'une sous-solution φ quel
onque (dé�nie en renversantl'inégalité) est appelé itération sur les valeurs. Pour des problèmes de programmation
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384 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEdynamique généraux, notamment en 
ontr�le sto
hastique, une méthode de type Newton,appelée itération sur les politiques (voir par exemple D. Bertsekas, Dynami
 Programmingand Optimal Control, Vol. I et II, Athena S
i., Belmont, MA, 1995), est souvent plus rapide.L'intérêt de l'itération sur les valeurs est sa simpli
ité. Dans le 
as déterministe, on a mêmeune 
onvergen
e en temps �ni de l'itération sur les valeurs.Exer
i
e 11.4.3 (Convergen
e en temps �ni) Montrer que si G n'a pas de 
ir
uits de
oût stri
tement négatif, alors f |N|−1(φ) = v. Si au 
ontraire G a un 
ir
uit de 
oût stri
tementnégatif, et si G est 
o-a

essible pour φ (voir l'Exer
i
e 11.4.2 pour 
ette notion) alors f |N|(φ) <
f |N|−1(φ).L'Exer
i
e 11.4.3 suggère d'implémenter 
omme suit l'algorithme d'itération sur lesvaleurs. On 
al
ule par ré
urren
e la suite x0 = φ, et xr = f(xr−1) pour r ≥ 0, en véri�antà 
haque étape si xr = xr−1, auquel 
as xr = v et l'on s'arrête (l'intérêt de 
e test est quele temps de 
onvergen
e est souvent beau
oup plus petit que |N | − 1). Au pire, on parvientà r = |N | et on s'arrête alors : on sait qu'il existe un 
ir
uit de 
oût stri
tement négatif. Enpratique, on programme rarement tel quel 
et algorithme d'itération sur les valeurs, maisplut�t la variante suivante de type Gauss-Seidel, appelée algorithme de Ford-Bellman, laque-lle met à jour au plus t�t toutes les 
oordonnées dans l'itération sur les valeurs. Il est plusrapide de programmer 
ette variante que de la dé
rire.Algorithme 11.4.4 (de Ford et Bellman) Entrée : G = (N ,A) et c : A → R. Variables :
v ∈ (R ∪ {+∞})N , b Booléen, r entier, i, k ∈ N .Initialisation : r ← 0, b← vrai ; pour tout i ∈ N , vi ← φi.Tant que r < |N | et b faire :

b← faux ;pour tout i ∈ N et pour tout (i, k) ∈ A, si ci,k + vk < vi, faire vi ← ci,k + vk et
b← vrai.Si r < |N |, v est la solution, si r = |N |, il existe un 
ir
uit de 
oût stri
tement négatif.A�n d'illustrer l'itération sur les valeurs, reprenons le problème du 
hau�eur de taxireprésenté sur la Figure 11.2, et intéressons nous à la valeur des 
hemins de gain maxi-mum et de longueur arbitraire partant de H . Comme il y a un 
ir
uit de gain stri
tementpositif (aller de H à A, et revenir, 
e qui rapporte 22), notre 
hau�eur a intérêt à faire unnombre in�ni de 
ourses, et l'on a en parti
ulier vH = +∞. A�n de rendre le problème moinsdégénéré, soustrayons par exemple un imp�t de 11 sur le prix de 
haque 
ourse. L'opérateur

f dé�ni à partir de (11.51) devient
[f(x)]H = max(0,−8 + xH ,−1 + xA)

[f(x)]A = max(2, 1 + xH ,−4 + xB)

[f(x)]B = max(−16 + xH ,−14 + xA) .L'itération sur les valeurs 
onsiste à 
al
uler x0 = φ, x1 = f(x0), . . ., soit
x0 = φ = (0, 2,+∞)

x1
H = max(0,−8 + 0,−1 + 2) = 1

x1
A = max(2, 1 + 0,−4 +−∞) = 2

x1
B = max(−16 + 0,−14 + 2) = −12
x2 = x1 = v, stop ,
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11.4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 385et en 
onsidérant les arg max, on voit qu'il est optimal de s'arrêter quand on est en A, etqu'en B ainsi qu'en H , il faut aller en A.Exer
i
e 11.4.4 Comment peut-on 
ompléter l'algorithme de Ford-Bellman pour 
onstruireun 
ir
uit de 
oût négatif ?Remarque 11.4.5 Il existe bien des variantes de l'algorithme de Ford-Bellman, qui dif-férent par l'ordre dans lequel on par
ourt les n÷uds i et les ar
s (i, k) dans la bou
le del'algorithme 11.4.4 : on trouvera le terme générique de �label 
orre
ting algorithms� dans lalittérature. Les algorithmes de 
ette famille, et en parti
ulier l'algorithme de Ford-Bellman,sont parmi les plus rapides pour 
al
uler les 
hemins de 
oût minimum, dans le 
as d'ungraphe orienté qui a des 
ir
uits (de 
oût positif on nul) et dont les 
oûts peuvent être né-gatifs. Dans deux 
as spé
iaux, on sait faire 
ependant beau
oup mieux que Ford-Bellman.Lorsque le graphe G n'a pas de 
ir
uit, on e�e
tue un tri topologique, 
'est-à-dire que l'onmunit les sommets d'un ordre total ≤ tel que s'il y a un 
hemin de i à j, alors i ≤ j. Souvent,les n÷uds sont déjà naturellement ordonnés (par exemple par temps 
roissant). Dans le 
as
ontraire, on sait trouver un tel ordre en temps linéaire, voir par exemple [1℄ pour plus dedétails. (On dit qu'un algorithme est en temps linéaire si le temps d'exé
ution est bornépar une 
onstante fois la taille du 
odage ma
hine des données, 
'est 
e qu'on peut espérerde mieux, voir la Remarque 11.6.6 pour plus de détails sur la notion de temps de 
al
ul.)Une fois les n÷uds ordonnés, il su�t d'initialiser v à +∞, et d'e�e
tuer une et une seulefois la substitution vi ← min(φi,mink∈N , (i,k)∈A ci,k + vk) pour 
haque i, en par
ourant les
i par ordre dé
roissant, pour obtenir la fon
tion valeur, 
e qui prend un temps linéaire. Unautre 
as parti
ulier remarquable est 
elui où les 
oûts sont positifs ou nuls : dans 
e 
as,on peut employer un algorithme de type glouton (
f. Se
tion 11.5), appelé algorithme deMoore-Dijsktra, voir par exemple [1℄. •Exer
i
e 11.4.5 Nous reprenons l'Exemple 9.1.3, à savoir le problème 
lassique du sa
-à-dos.Nous supposons i
i que les poids sont des entiers. On prend don
 n objets de poids respe
tifs
p1, . . . , pn ∈ N, et d'utilités respe
tives u1, . . . , un ∈ R, et l'on note P ∈ N le poids maximal quel'on est disposé à porter. On pose xi = 1 si on met le i-ème objet dans le sa
-à-dos, et xi = 0sinon. On veut maximiser l'utilité du sa
 à dos sous 
ontrainte de poids

max
x ∈ {0, 1}n

∑
1≤i≤n xipi ≤ P

∑

1≤i≤n

xiui . (11.52)Pour 
ela, on 
onsidère, pour tout 1 ≤ t ≤ n et 0 ≤ Q ≤ P , le problème
max

x ∈ {0, 1}t
∑

1≤i≤t xipi ≤ Q

∑

1≤i≤t

xiui , (11.53)dont on note vtQ la valeur optimale. On note vt = (vtQ)0≤Q≤P .1. Exprimer vt en fon
tion de vt−1 à l'aide d'une équation de programmation dynamique.2. En déduire un algorithme pour résoudre (11.52). Quel est le temps d'exé
ution de l'algorithme ?3. Appliquer l'algorithme à l'exemple suivant :
max

x ∈ {0, 1}3

2x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 6

8x1 + 2x2 + 9x3 . (11.54)
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386 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEExer
i
e 11.4.6 (Chemin de 
oût minimum ave
 
ontrainte de temps) Soit G =
(N ,A) un graphe orienté, muni de deux valuations, c ∈ RA, un 
oût, et τ ∈ NA, un temps, et
φ ∈ (R ∪ {+∞})N une pénalité �nale. On �xe un n÷ud sour
e s et une date limite T ∈ N, etl'on 
her
he à trouver un 
hemin (ℓ0, . . . , ℓm) de longueur arbitraire, partant de s (i.e. ℓ0 = s),tel que le gain total cℓ0,ℓ1 + · · ·+ cℓm−1,ℓm + φℓm soit minimal, sous la 
ontrainte de respe
terla date limite T , i.e. sous la 
ontrainte τℓ0,ℓ1 + · · · + τℓm−1,ℓm ≤ T . On supposera qu'il n'y apas de 
ir
uit dont tous les ar
s ont des temps nuls. Formuler un algorithme de programma-tion dynamique pour résoudre 
e problème. Appli
ation : trouver par programmation dynamiquele 
hemin de 
oût minimum du n÷ud 1 au n÷ud 6, en temps au plus 10, pour l'exemple degraphe (11.73) qui sera traité plus loin par relaxation Lagrangienne.Exer
i
e 11.4.7 Considérons un amateur de théâtre, qui se rend en Juillet pour une journéevoir des piè
es du festival o� d'Avignon. Le festival o� 
omprend plusieurs 
entaines de piè
es.Chaque piè
e est 
ara
térisée par un unique lieu de la ville (un théâtre), et une unique plagehoraire dans la journée (par exemple, 16h00-17h30). On 
onnaît en outre les temps né
essairespour aller d'un théâtre à l'autre. En lisant le programme du o� avant d'aller au festival, notrespe
tateur a�e
te à 
haque piè
e un plaisir espéré, mesuré sur une é
helle de 0 à 5. Son butest de voir dans la journée une suite de piè
es du o�, de manière à maximiser la somme desplaisirs espérés pour les di�érentes piè
es 
hoisies. Montrer que 
e problème peut se ramener àun 
hemin à 
oût minimal dans un graphe sans 
ir
uits, et qu'il peut se résoudre en un tempsquadratique en le nombre de piè
es du festival o� (on négligera le temps des repas).Exer
i
e 11.4.8 On peut imaginer que, sur la planète Mars, des extraterrestres apprennentaux enfants à 
ompter ave
 l'addition (a, b) 7→ a ⊕ b = min(a, b), et la multipli
ation (a, b) 7→
a⊗ b = a+ b (nous empruntons 
ette plaisanterie à V.P. Maslov, Méthodes Opératorielles, MIR,1973). La stru
ture algébrique 
orrespondante, (R ∪ {+∞},⊕,⊗) est appelée semi-anneaumin-plus. Elle véri�e les mêmes axiomes que les anneaux, sauf que l'addition, au lieu d'être uneloi de groupe, véri�e a ⊕ a = a. Pour nos martiens, l'équation de Bellman asso
ié au problèmeen horizon �ni (11.41) n'est autre qu'un produit de matri
e min-plus

vTi =
⊕

k∈N

Mi,k ⊗ vT−1
k ,ave
 Mi,k = ci,k si (i, k) ∈ A, et Mi,k = +∞ sinon. Les martiens, qui utilisent les mêmesnotations matri
ielles que nous, mais dans le semi-anneau min-plus, é
rivent tout simplement,

vt = Mvt−1, et vT = MTφ .Quant à l'équation de Bellman (11.51), ils l'é
rivent
v = Mv ⊕ φ . (11.55)Montrer que le 
oût minimum d'un 
hemin de longueur t allant de i à k est donné par (M t)i,k.Montrer que la solution maximale de (11.55) est égale à v = M∗φ, où M∗ = M0 ⊕M ⊕M2 ⊕

· · ·. Retrouver ainsi le Théorème 11.4.2. Montrer que si G n'a pas de 
ir
uit de 
oût négatif,
limT→∞ MT = +∞ (la matri
e dont tous les 
oe�
ients sont égaux à +∞). Retrouver ainsi lerésultat d'uni
ité de l'Exer
i
e 11.4.2.
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11.5. ALGORITHMES GLOUTONS 387Exer
i
e 11.4.9 Appelons jeu Markovien �ni un jeu à deux joueurs, �blan
�, et �noir�, quidépla
ent à tour de r�le un jeton sur un graphe �ni, à partir d'une position initiale (
'est blan
qui 
ommen
e). Certains sommets du graphe sont �naux : lorsque le jeton est dans 
e sommet,on sait que la partie est gagnante pour blan
, ou gagnante pour noir, ou bien nulle. Peut-onmodéliser les é
he
s ou les dames par un tel jeu ? On suppose que la partie termine toujours.é
rire une équation de type programmation dynamique exprimant la valeur d'une position pourblan
. (Indi
ation : 
ette équation fera intervenir à la fois les lois min et max.) Déduire que destrois assertions suivantes, une seule est vraie : - les blan
s peuvent toujours gagner ; - les noirspeuvent toujours gagner ; - les blan
s et les noirs peuvent toujours for
er la partie nulle.Remarque 11.4.6 Arrivé à 
e point, le le
teur a peut-être l'impression que tout peut serésoudre par programmation dynamique. C'est presque vrai et la programmation dynamiqueest un outil puissant, sauf que, tout 
omme les méthodes Markoviennes en probabilités, laprogrammation dynamique est frappée de 
e qu'on appelle la �malédi
tion de la dimension� :dans le 
as de problèmes vraiment di�
iles, l'espa
e d'état né
essaire peut être très gros(penser au jeu des é
he
s). •11.5 Algorithmes gloutons11.5.1 Généralités sur les méthodes gloutonnesOn dit qu'un algorithme pour minimiser un 
ritère est glouton (�greedy�, enanglais), s'il 
onstruit une solution admissible en se ramenant à une suite de dé
i-sions, que l'on prend à 
haque fois au mieux en fon
tion d'un 
ritère lo
al, en neremettant jamais en question les dé
isions pré
édentes. Lorsque la solution admissibleainsi obtenue est sous-optimale, on parle d'heuristique gloutonne. Par exemple, sil'on a un 
ertain nombre de 
olis de taille variées à mettre dans des 
ontainers, et sil'on veut minimiser le nombre de 
ontainers utilisés (
'est une version du problème ditde �pa
king�), on peut imaginer une méthode 
onsistant à trier les 
olis en fon
tion duvolume, et à rentrer les 
olis dans les 
ontainers en 
ommençant par les plus gros : 
'estlà un exemple typique d'heuristique gloutonne. L'intérêt des heuristiques gloutonnesest d'être souvent très simples à implémenter. Leur défaut est évidemment leur my-opie, ainsi que la di�
ulté à évaluer l'é
art à l'optimum. Il est 
ependant des 
lassesparti
ulières de problèmes pour lesquels une méthode gloutonne fournit une solutionoptimale (voir à 
e sujet la Remarque 11.5.5 
i-dessous). Nous nous 
ontenterons deprésenter dans le paragraphe qui suit un exemple fondamental d'algorithme gloutonfournissant une solution optimale.11.5.2 Algorithme de Kruskal pour le problème de l'arbre 
ou-vrant de 
oût minimumOn s'intéresse maintenant à un graphe non-orienté. Nous notons V l'ensemble dessommets, et E l'ensemble des arêtes, qui est un sous-ensemble de l'ensemble des partiesà deux éléments de V . On a don
 {i, j} ∈ E s'il y a une arête reliant les sommets i et
j. Notons que pour bien distinguer le 
as non-orienté du 
as orienté, nous parlons de
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388 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEsommets et d'arêtes, alors que nous avons parlé de n÷uds et d'ar
s pour un grapheorienté (les lettres �V� et �E� renvoient aux mots anglais �verti
es� et �edges�).Un graphe (non-orienté) est dit 
onnexe si deux sommets quel
onques peuventêtre reliés par un 
hemin. Un graphe (non-orienté) quel
onque peut être dé
omposéen 
omposantes 
onnexes, qui sont par dé�nition les 
lasses d'équivalen
e pour larelation R telle que iRj s'il y a un 
hemin reliant i et j. On appelle forêt un graphe(non-orienté) sans 
ir
uit. Un arbre est une forêt 
onnexe. On dit qu'un sous-graphe
G′ 
ouvre un graphe G si 
haque sommet de G est extrémité d'au moins une arêtede G′. Étant donné un graphe (non-orienté) 
onnexe G = (V , E), dont les arêtes sontmunies d'une fon
tion 
oût E → R, {i, j} 7→ cij , le problème de l'arbre 
ouvrantde 
oût minimum 
onsiste à trouver un arbre 
ouvrant T dont le 
oût

∑

{i,j}∈T
cij ,est minimum. Ce problème d'optimisation se ren
ontre par exemple dans les problèmesde 
âblage, lorsque l'on veut 
onne
ter éle
triquement un ensemble de points tout enminimisant la longueur de �l.L'algorithme de Kruskal 
onstruit une suite de forêts. On part de la forêt 
om-prenant tous les sommets et au
une arête. A 
haque étape, on 
hoisit de rajouter àla forêt, parmi toutes les arêtes dont l'adjon
tion ne 
rée pas de 
ir
uit, 
elle dont le
oût est minimum. L'algorithme termine quand la forêt est un arbre 
ouvrant.Théorème 11.5.1 Si G = (V , E) est un graphe (non-orienté) 
onnexe, muni d'unefon
tion 
oût arbitraire c : E → R, l'algorithme de Kruskal fournit un arbre 
ouvrantde 
oût minimum.A�n de montrer le Théorème 11.5.1, nous énonçons une propriété très élémentaire desarbres 
ouvrants, dont la véri�
ation est laissée au le
teur en guise d'exer
i
e.Lemme 11.5.2 (Lemme d'é
hange) Si T est un arbre 
ouvrant d'un graphe G, etsi i et j sont deux sommets de G, il existe un unique 
hemin de T reliant i à j. Enoutre, si {i, j} est une arête de G qui n'appartient pas à T , on obtient en
ore un arbre
ouvrant si l'on rempla
e une arête quel
onque du 
hemin de T reliant i à j par {i, j}.Nous pouvons maintenant énon
er la 
ondition d'optimalité.Lemme 11.5.3 Soit G et c 
omme dans le Théorème 11.5.1, et soit T un arbre
ouvrant G. Les assertions suivantes sont équivalentes.1. T est de 
oût minimum ;2. pour 
haque arête {i, j} qui n'est pas dans T , l'unique 
hemin de T reliant i et

j est formé d'arêtes dont 
ha
une est de 
oût inférieur ou égal à cij ;3. pour 
haque arête {r, s} de T , pour toute 
omposante 
onnexe C du grapheobtenu en retirant {r, s} de T , et pour toute arête {i, j} dont une extrémité etune seule est dans C, crs ≤ cij .
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11.5. ALGORITHMES GLOUTONS 389Démonstration. L'impli
ation (non 2)⇒(non 1) résulte du Lemme d'é
hange 11.5.2 :si {i, j} est une arête qui n'est pas dans T , et si {r, s} est une arête de l'unique 
heminde T reliant i et j, telle que cij < crs, on obtient en mettant {i, j} à la pla
e de {r, s}dans T un nouvel arbre 
ouvrant de 
oût stri
tement inférieur à 
elui de T .Nous montrons maintenant (non 3)⇒(non 2). Remarquons tout d'abord que legraphe obtenu en retirant {r, s} de T a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes, Cet C = V \ C. Supposons qu'on ait une arête {i, j} ave
 i ∈ C et j ∈ C, telle que
cij < crs. L'unique 
hemin reliant reliant i à j dans T 
ontient né
essairement {r, s},
e qui montre que la 
ondition (2) n'est pas satisfaite.Nous montrons en�n (3)⇒(1). Soit T un arbre véri�ant (3), et soit T ′ un arbrede 
oût optimal, que l'on peut 
hoisir tel que le nombre d'arêtes en 
ommun entre
T et T ′ soit maximal. On va montrer que T = T ′. Dans le 
as 
ontraire, on peuttrouver une arête {r, s} dans T et pas dans T ′. Le graphe obtenu en rajoutant {r, s}à T ′ 
ontient un 
ir
uit, C, 
ontenant l'arête {r, s}. Considérons maintenant les deux
omposantes 
onnexes C et C du graphe obtenu en enlevant {r, s} à T . Comme le
ir
uit C 
ontient déjà une arête reliant C à C, à savoir {r, s}, il doit né
essairement
ontenir une autre arête, {i, j}, reliant C et C. Le graphe T ′′ obtenu en remplaçant
{i, j} par {r, s} dans T ′ est en
ore un arbre 
ouvrant, d'après le lemme d'é
hange, etla 
ondition (3) montre que le 
oût de T ′′ est inférieur ou égal à 
elui de T ′. Ainsi,
T ′′ est en
ore un arbre 
ouvrant de 
oût minimum, et 
omme T ′′ a en 
ommun ave

T une arête de plus que T ′, on 
ontredit l'hypothèse de maximalité dans la dé�nitionde T ′, On a montré T ′ = T . �Démonstration du Théorème 11.5.1. Il est immédiat que l'algorithme deKruskal, appliqué à un graphe 
onnexe, termine ave
 un arbre 
ouvrant. Cet arbrevéri�e l'assertion 2 du Lemme 11.5.3. �Remarque 11.5.4 Il est possible d'implémenter l'algorithme de Kruskal en temps
O(|E|| log E|) où |E| est le nombre d'arêtes du graphe, voir [13℄. •Remarque 11.5.5 L'optimalité de méthodes gloutonnes est toujours le signe de fortes pro-priétés de stru
ture. Par exemple, le le
teur a déjà ren
ontré un algorithme glouton en algèbrelinéaire : on peut voir le problème 
onsistant à fabriquer une base d'un espa
e ve
toriel dedimension �nie E 
omme un problème d'optimisation, 
onsistant à maximiser le 
ardinald'une famille libre de E. L'algorithme qui 
onsiste à partir d'une famille vide, et à 
haqueétape, à rajouter dans la famille un ve
teur quel
onque de E qui n'est pas 
ombinaisonlinéaire des ve
teurs déjà dans la famille, est un algorithme glouton (qui fournit une solutionoptimale, 
'est-à-dire une base). La preuve de 
orre
tion de la méthode repose sur un résul-tat simple d'algèbre linéaire, le lemme d'é
hange, dont le le
teur aura noté l'analogie ave
le Lemme 11.5.2 
i-dessus. Plus généralement, les propriétés qui permettent de montrer quel'algorithme glouton est 
orre
t ont été étudiées dans le 
adre de la théorie des matroïdes etanti-matroïdes, voir notamment [13℄. •
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390 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLE11.6 Séparation et relaxation de problèmes 
ombi-natoiresDans la résolution d'un problème de RO, une des premières tâ
hes est de re-
onnaître si une méthode exa
te e�
a
e (algorithmes de 
hemins, �ots, algorithmeglouton, et
.) s'applique. Que faire, 
ependant, quand même ave
 une bonne mod-élisation, les méthodes polynomiales ne s'appliquent pas ? On peut bien sûr re
ourirà des heuristiques parti
ulières, ou à des méta-heuristiques 
omme le re
uit simuléou la re
her
he tabou, voir à 
e sujet la Remarque 11.6.7. Dans l'esprit de 
e 
ours,nous nous 
on
entrerons plut�t sur les méthodes exa
tes, à base de programmationmathématique et d'exploration arbores
ente, qui permettent de prouver l'optimalitéde la solution trouvée, ou tout au moins, de mesurer l'é
art à l'optimum.11.6.1 Séparation et évaluation (bran
h and bound)Considérons le problème 
ombinatoire très général
min
x∈X

J(x) , (11.56)ave
 X �ni (mais gros), et J : X → R. Dans la méthode de séparation et évaluation(en anglais, �bran
h and bound�), la séparation 
onsiste à représenter l'ensemble Xdes solutions admissibles par les feuilles d'un arbre, que l'on va explorer. Les n÷udsinternes de l'arbre représentent des dé
isions partielles (
orrespondant à �xer 
ertainesvariables de dé
ision, mais pas toutes), le n÷ud ra
ine représente une situation initiale,dans laquelle on n'a en
ore rien dé
idé. L'évaluation s'intéresse, pour 
haque n÷udinterne s de l'arbre, au 
oût 
onditionnel
v(s) = min

s′ est une feuille des
endante de s
J(s′) . (11.57)(Le mot �des
endant� a le sens généalogique, i.e. nous orientions l'arbre ave
 la ra
ineen haut, et les feuilles en bas.) Le 
al
ul de 
e 
oût 
onditionnel en s est souventaussi dur que le problème initial (11.56) (en parti
ulier, quand s est la ra
ine, (11.57)
oïn
ide ave
 (11.56)), 
'est pourquoi nous allons simpli�er le problème (11.57), ennous autorisant l'introdu
tion d'un minorant b(s) du 
oût 
onditionnel en s :

b(s) ≤ v(s) , (11.58)que l'on devra dé�nir pour tout n÷ud interne de l'arbre. Nous suivrons l'usage, quiappelle (improprement) borne inférieure ou tout simplement borne le minorant
b(s).Énon
é de l'algorithme de séparation et évaluationL'algorithme de séparation et évaluation 
onsiste à explorer les n÷uds de l'arbre,en partant de la ra
ine. En 
ours d'exploration, on mémorise m, le 
oût minimal des
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11.6. SÉPARATION ET RELAXATION 391solutions déjà trouvées, ainsi que la solution 
orrespondante. On initialise l'algorithmeave
m = +∞. Quand on visite pour la première fois un n÷ud interne s du graphe, onévalue la borne b(s). Si b(s) ≥ m, il ne sert à rien d'explorer les bran
hes �lles du n÷ud
s, 
ar le 
oût des feuilles qui s'y trouvent n'est pas meilleur que le 
oût de la meilleuresolution ren
ontrée, et l'on remonte au n÷ud père de s a�n de poursuivre l'explorationde l'arbre (on peut visualiser 
ela en disant que l'on 
oupe la bran
he de l'arbrepartant du n÷ud s). Si au 
ontraire b(s) < m, il est possible que la bran
he partantde s 
ontienne une solution améliorant m : on poursuit dans 
e 
as l'exploration del'arbre, en passant aux n÷uds �ls de s. Quand on parvient à une feuille de l'arbre, quireprésente une solution admissible x ∈ X de (11.56), il ne reste qu'à 
al
uler la valeur
J(x) : si J(x) < m, la meilleure solution trouvée est x, on pose don
 m = J(x), etl'on mémorise x à la pla
e de l'an
ienne meilleure solution trouvée. On poursuit alorsl'exploration de l'arbre en remontant au n÷ud père de la feuille 
ourante.L'algorithme visite au plus une fois 
haque feuille. Le pire des 
as est 
elui où laborne b ne permet jamais de 
ouper de bran
he : l'algorithme revient dans 
e 
as àénumérer toutes les solutions admissibles de (11.56).Illustration : exemple du voyageur de 
ommer
eA�n de détailler la méthode, 
onsidérons le problème du voyageur de 
ommer
e,déjà évoqué dans l'Exemple 9.1.4. Nous allons traiter i
i la version non-orientée duvoyageur de 
ommer
e, qui 
onsidère un graphe non-orienté 
omplet G = (V , E)(
omplet signi�e que E est formé de toutes les paires de sommets de V). On prendra
V = {1, . . . , n}, ave
 n = |V|. Nous asso
ions à 
haque paire de sommets {i, j} untemps qu'on note tij (
e qui est une abréviation pour t{i,j}, on a don
 tij = tjipuisque le graphe est non-orienté). Le but est de trouver un tour, 
'est-à-dire unesuite de sommets ℓ1, . . . , ℓn 
omprenant 
haque sommet de G une et une seule fois, ettelle que le temps total

tℓ1ℓ2 + tℓ2ℓ3 + · · ·+ tℓnℓ1 (11.59)soit minimum.En utilisant l'invarian
e du 
ritère (11.59) par permutation 
ir
ulaire, on peuttoujours supposer que l'on part du sommet 1, soit ℓ1 = 1. Le tour est alors spé
i�é demanière unique par la suite ℓ2, . . . , ℓn−1. La séparation du problème revient à organ-iser le 
hoix d'un tour en une suite de dé
isions. Par exemple, on pourra 
onsidérerle 
hoix de ℓ2 ∈ V \ {ℓ1} 
omme une première dé
ision, le 
hoix de ℓ3 ∈ V \ {ℓ1, ℓ2}
omme une se
onde dé
ision, et ainsi de suite jusqu'à ℓn−1. Un sommet interne del'arbre de séparation 
orrespondra don
 à une sous-suite (1 = ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk), ave

k ≤ n − 2, que nous appellerons �tour partiel�. Il s'agit de borner inférieurement le
oût 
onditionnel (11.57), i.e. de minorer le temps total des tours qui 
ommen
entpar ℓ1, . . . , ℓk. On peut donner par exemple la borne naïve

b1(ℓ1, . . . , ℓk) = tℓ1ℓ2 + · · ·+ tℓk−1ℓk + min
j∈V\{ℓ1,...,ℓk−1}

tℓkj +
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min

m∈V\{ℓ2,...,ℓk}
tmℓ1 + (n− k − 2)

(

min
j,m ∈ V \ {ℓ1, . . . , ℓk}

j 6= m

tjm

)

. (11.60)En e�et, le temps du tour (11.59) est la somme du temps du tour partiel (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk),soit tℓ1ℓ2 + · · ·+tℓk−1ℓk , plus du temps de l'arête {ℓk, ℓk+1}, que l'on minore par le pre-mier min dans (11.60), plus du temps de l'arête {ℓn, ℓ1}, que l'on minore symétrique-ment par le se
ond min dans (11.60), et en�n, du temps du 
hemin (ℓk+1, . . . , ℓn). Ce
hemin étant de longueur n− k − 2 et ne 
omprenant au
un sommet de {ℓ1, . . . , ℓk},on peut minorer son temps par le dernier min dans (11.60), 
e qui montre que
b1(ℓ1, . . . , ℓk) ≤ v(ℓ1, . . . , ℓk).Appliquons maintenant l'algorithme de séparation et évaluation, ave
 la borne b1,à un petit exemple de voyageur de 
ommer
e. Considérons la ville de type Manhattanreprésentée sur la Figure 11.3. On prendra l'ensemble V = {1, . . . , 5} dont les éléments
orrespondent aux points représentés sur le dessin, de 
oordonnées P1 = (0, 0), P2 =
(3, 0), P3 = (1, 1), P4 = (3, 2), et P5 = (0, 3) (dans un repère dirigé vers l'Est et leSud), et tij représentera le temps de mar
he du point Pi au point Pj , 
'est-à-dire lanorme ‖Pi − Pj‖1.

1

4

5

3

2

Figure 11.3 � Un voyageur de 
ommer
e dans ManhattanLe par
ours d'arbre 
orrespondant est représenté sur la Figure 11.4. On part dun÷ud (1), qui 
orrespond à un tour partiel vide partant du point 1 de la ville. Lapremière étape de l'algorithme 
onsiste à 
hoisir le point suivant de la ville que l'on vavisiter, qui peut être 2, 3, 4, ou 5. Choisissons par exemple le point 2, 
e qui nous amèneau n÷ud (1, 2) que nous avons représenté à gau
he de l'arbre, ave
 le tour partielqui lui 
orrespond. Comme nous n'avons pas de solution admissible pour l'instant,
m = +∞, et 
omme le test b1(1, 2) < m est automatiquement véri�é, nous ne 
al
ulonspas b1(1, 2). Poursuivons le par
ours en profondeur d'abord : on arrive au n÷ud
(1, 2, 3) (nous avons à nouveau représenté le tour partiel), puis au n÷ud (1, 2, 3, 4),qui est une feuille, 
ar il détermine de manière unique la solution admissible x =
(1, 2, 3, 4, 5), de temps m = 16. Le tour 
omplet ainsi obtenu est représenté à l'endroitde la feuille. Étant arrivée à une feuille, la re
her
he en profondeur remonte au n÷udpère, pour redes
endre à la feuille suivante, qui représente la solution (1, 2, 3, 5, 4), detemps 18 pire que m. Le pro
hain nouveau n÷ud exploré est (1, 2, 4), et l'on 
al
ule
b1(1, 2, 4) = 13 < m : on explore don
 un premier �ls de (1, 2, 4), qui fournit la solution
x = (1, 2, 4, 5, 3), de temps 14, 
e qui est mieux que m : on pose don
 m = 14. L'autre
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11.6. SÉPARATION ET RELAXATION 393�ls de (1, 2, 4) fournit une autre solution de temps 14, (1, 2, 4, 3, 5). Le nouveau n÷udsuivant visité est (1, 2, 5), ave
 b1(1, 2, 5) = 17 ≥ m : on 
oupe don
 le sous-arbrepartant de (1, 2, 5), et le nouveau n÷ud suivant est (1, 3). Nous laissons le le
teur�nir le 
al
ul, et montrer ainsi que x = (1, 2, 4, 5, 3) est un tour dont le temps 14 estoptimal.
(1)

(1, 2) (1, 3), b1 = 12 (1, 5)(1, 4)

(1, 2, 3) (1, 2, 4), b1 = 13 (1, 2, 5), b1 = 17

16 18 14 14

x = (1, 2, 3, 4, 5),m = 16x = (1, 2, 4, 5, 3),m = 14Figure 11.4 � Une partie de l'arbre de séparation et évaluation, pour le problème devoyageur de 
ommer
e de la Figure 11.3.Remarque 11.6.1 Le problème du voyageur de 
ommer
e dans Manhattan est un
as parti
ulier du voyageur de 
ommer
e métrique, dans lequel tij est la distan
e de i à
j pour une 
ertaine métrique, i
i, 
elle de la norme ‖ ·‖1. Une appli
ation 
lassique duvoyageur de 
ommer
e métrique est le perçage de 
ir
uits imprimé, si l'on 
onsidère le
as d'une per
euse devant per
er une suite de trous (suivant le type de la mé
aniquede l'outil, on obtient un voyageur de 
ommer
e pour la norme eu
lidienne, pour lanorme ‖ · ‖∞, et
.). Le problème du voyageur de 
ommer
e (métrique ou général) estun exemple 
lassique de problème NP-di�
ile (voir la Remarque 11.6.6).
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e de la qualité de la borneLe le
teur pourrait 
roire que la borne b1 est raisonnable, mais voyons 
ommentl'algorithme se 
omporte quand on augmente le nombre de sommets du graphe.Nous avons programmé l'algorithme qui pré
ède, et résolu des instan
es similairesde voyageur de 
ommer
e dans Manhattan, mais en faisant varier le nombre n desommets. Voi
i un jeu de résultats typique, donnant le nombre de n÷uds de l'arbrede séparation et évaluation, en fon
tion de n :
n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15arbre 10 20 51 805 2175 10598 58414 199276 499887 1250530 3598585Le 
as n = 15 prend déjà une minute sur un PC usuel. Nous venons de ren
ontrer 
equ'on appelle l'explosion 
ombinatoire.Rétrospe
tivement, le 
ara
tère grossier de la borne b1 apparaît : lorsque n − kest grand, il est mauvais de minorer la longueur du tour partiel 
omplémentaire de

(ℓ1, . . . , ℓk) par (n − k − 2) fois le minimum des temps des arêtes entre sommetsrestants, 
ela revient à multiplier une erreur par un terme d'ordre n. On voit i
i quedans un algorithme de séparation et d'évaluation, il est indispensable d'avoir uneborne qui 
apture su�samment la �physique� du problème.Borne du 1-arbre pour le voyageur de 
ommer
eDonnons un premier exemple d'une telle borne pour le voyageur de 
ommer
e non-orienté. Étant donné un tour partiel (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk) de G, ave
 k ≤ n−2, 
onstruisons legraphe G′ induit par le sous ensemble de sommets V ′ = V \{ℓ1, . . . , ℓk}, 
'est-à-dire legraphe d'ensemble de sommets V ′ et d'ensemble d'arêtes E ′ = {{i, j} ∈ E | i, j ∈ V ′}.Nous notons a
(G′) le 
oût minimum d'un arbre 
ouvrant G′. (Rappelons que la notiond'arbre 
ouvrant a été dé�nie dans la Se
tion 11.5, où nous avons aussi vu qu'unarbre 
ouvrant de 
oût minimum se 
al
ule en temps O(|E| log |E|) par l'algorithmede Kruskal.) On a la borne inférieure suivante
b2(ℓ1, . . . , ℓk) =

tℓ1ℓ2 + · · ·+ tℓk−1ℓk + min
j∈V\{ℓ1,...,ℓk−1}

tℓkj + min
m∈V\{ℓ2,...,ℓk}

tmℓ1 + a
(G′) .(11.61)Dans le 
as spé
ial où le tour partiel est de longueur nulle, soit k = 1, on peut ra�nertrès légèrement la borne b2 en notant que dans 
e 
as, les arêtes {ℓ1, ℓ2} et {ℓk, ℓ1} dutour doivent être distin
tes (à 
ondition de supposer que le graphe a au moins troissommets), 
e qui donne la nouvelle borne
b′2(ℓ1) = min

j,m∈V\{ℓ1}, j 6=m
(tℓ1j + tmℓ1) + a
(G′) . (11.62)Cette dernière borne, 
lassique, est 
onnue sous le nom de borne du 1-arbre (un

1-arbre d'un graphe est un sous-graphe formé d'une part d'un arbre 
ouvrant tousles sommets hormis un sommet distingué noté �1�, et d'autre part de deux arêtes
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tes dont 1 est l'extrémité). Par exemple, pour le graphe de la Figure 11.3, l'al-gorithme de Kruskal fournit le 1-arbre de 
oût minimal représenté sur la Figure 11.5.Le 
oût de 
e 1-arbre est b′2(1) = 13. En revenant à l'arbre de la Figure 11.4, onvoit que rempla
er b1 par b2 aurait permis de ne pas visiter les des
endants du n÷ud
(1, 3), 
ar b2(1, 3) = 14 est supérieur (en fait, égal) à la valeur m = 14 de la meilleuresolution ren
ontrée avant la visite de (1, 3).

1

4

5

3

2

Figure 11.5 � Borne du 1-arbre b′2(1), pour le problème du voyageur de 
ommer
ede la Figure 11.3. L'arbre 
ouvrant G′ est en traits gras, les deux arêtes 
onne
tant
et arbre au sommet 1 sont en traits pointillés.Du 
hoix de l'arbre et de l'ordre d'exploration des bran
hesIl y a en général plusieurs manières de représenter l'ensemble des solutions ad-missibles X , et le 
hoix est souvent suggéré par la te
hnique servant à fabriquer laborne. Ainsi, nous verrons dans la Sous-se
tion 11.6.2 qu'on peut modéliser le voyageurde 
ommer
e par un programme linéaire en variables entières, en introduisant pour
haque {i, j} ∈ E une variable xij valant 1 si l'arête {i, j} appartient au tour 
onsidéréet 0 sinon. Ave
 une telle modélisation, on peut 
onstruire un arbre de séparation etd'évaluation binaire, dans lequel une dé
ision élémentaire 
onsiste à �xer la valeurd'une variable xij à 0 ou à 1. Un autre paramètre déterminant est l'ordre dans lequelon visite les sommets : il est judi
ieux d'examiner le plus t�t possible (i.e., près de lara
ine de l'arbre) les dé
isions dont on pense qu'elles ont le plus d'in�uen
e sur le 
oûtde la solution, le but étant de 
ouper les bran
hes le plus haut possible dans l'arbre.Dans le même esprit, initialiser m ave
 la valeur d'une solution obtenue heuristique-ment, au lieu de +∞, ne fait qu'aider à 
ouper plus t�t les bran
hes.11.6.2 Relaxation de problèmes 
ombinatoiresUne manière systématique d'obtenir des bornes inférieures pour la valeur optimaledu 
oût d'un problème 
ombinatoire 
onsiste à relâ
her (ou relaxer) le problème,
'est-à-dire à grossir l'ensemble admissible de manière à obtenir un problème plusfa
ile, fournissant une borne inférieure pour le problème initial. Quand l'ensembleadmissible est représenté par des 
ontraintes, une manière de relâ
her est d'oubliertout simplement 
ertaines 
ontraintes. Nous avons déjà vu un exemple de relaxationave
 la borne du 1-arbre pour le voyageur de 
ommer
e : les tours sont pré
isément
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haque sommet a deux voisins. Nous allons maintenant présenterdes te
hniques générales de relaxation.Relaxations 
ontinuesL'e�
a
ité des outils de programmation linéaire suggère souvent de modéliser lesproblèmes 
ombinatoires par des programmes linéaires en nombre entiers : on obtientalors une borne inférieure en relâ
hant les 
ontraintes d'intégrité.Présentons pour illustrer 
ette idée la relaxation du voyageur de 
ommer
e pro-posée par Dantzig, Fulkerson, et Johnson dans un arti
le de 1954, qui résolvait àl'époque un problème à 49 villes. La postérité des idées de 
et arti
le permet de ré-soudre aujourd'hui exa
tement des instan
es à plusieurs milliers de villes (pour unhistorique et un état de l'art ré
ent, on pourra se reporter à �On the solution oftraveling salesman problems�, D. Applegate, R. Bixby, V. Chvátal, and W. Cook,Do
umenta Math., Extra volume ICM 1998, III - 645-656, et plus généralement à latoile http://www.math.prin
eton.edu/tsp).Nous reprenons les notations de la se
tion pré
édente pour le voyageur de 
om-mer
e : G = (V , E) est un graphe non orienté 
omplet (i.e. E 
ontient toutes les arêtesreliant deux éléments de V), ave
 une fon
tion temps t : E → R, {i, j} 7→ tij . A 
haquetour, on asso
ie un ve
teur x ∈ {0, 1}E tel que xij = 1 si {i, j} fait partie du tour, et
xij = 0 sinon. Ré
iproquement, un ve
teur x ∈ {0, 1}E représente le sous-graphe de
G ayant pour arêtes les {i, j} tels que xij = 1. Il nous faut maintenant exprimer pardes 
ontraintes linéaires le fait que x ∈ {0, 1}E représente un tour. Comme 
haquesommet d'un tour a exa
tement deux voisins, x véri�e né
essairement

∑

k∈V,{k,j}∈E
xkj = 2 , pour tout j ∈ V . (11.63)Les 
ontraintes (11.63) ne su�sent pas à 
ara
tériser un tour, 
ar l'ensemble desarêtes {i, j} telles que xij = 1 peut ne pas être 
onnexe : en fait, on peut voir queles x ∈ {0, 1}E solutions de (11.63) représentent exa
tement les unions disjointesde 
ir
uits. A�n d'éliminer les solutions parasites, on peut rajouter les 
ontraintessuivantes, dites de sous-tour,pour tout S ⊂ V , tel que S 6= ∅ et S 6= V , ∑

k,m∈S,{k,m}∈E
xkm ≤ |S| − 1 . (11.64)On voit fa
ilement que x ∈ {0, 1}E véri�e (11.63) et (11.64) si, et seulement si, ilreprésente un tour : en e�et, tout ve
teur asso
ié à un tour véri�e 
es 
ontraintes, etré
iproquement, 
omme tout x ∈ {0, 1}E véri�ant (11.63) représente une union dis-jointe de 
ir
uits, il su�t de prendre pour S l'ensemble des sommets de l'un quel
onquede 
es 
ir
uits pour obtenir ∑k,m∈S,{k,m}∈E xkm = |S|, et si x véri�e les inégalitésde sous-tour (11.64), on a né
essairement S = V , 
e qui montre que x représente untour. Ce
i nous permet de formuler le problème de voyageur de 
ommer
e 
omme un
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(V C) : min

∑

{i,j}∈E
tijxij sous les 
ontraintes x ∈ {0, 1}E , (11.63), (11.64),et on obtient aussit�t une borne inférieure en 
onsidérant le programme linéaire relaxéen variables 
ontinues

(V C)rel : min
∑

{i,j}∈E
tijxij sous les 
ontraintes 0 ≤ xij ≤ 1, (11.63), (11.64).Malgré le nombre exponentiel de 
ontraintes dans (11.64), il est possible de ré-soudre e�
a
ement (V C)rel en pro
édant 
omme suit. On 
ommen
e à minimiser

∑

{i,j}∈E tijxij sous les 
ontraintes 0 ≤ xij ≤ 1 et (11.63), en oubliant les 
ontraintesde sous-tour (11.64). On trouve ainsi un premier x ∈ [0, 1]E . On va ensuite 
her
hers'il existe un sous ensemble S ⊂ V , S 6= ∅, S 6= V , pour lequel l'inégalité de (11.64) estviolée, 
e qui peut se faire (Exer
i
e 11.6.1) très e�
a
ement. S'il n'en existe pas, on arésolu (V C)rel. Si au 
ontraire on a trouvé un S tel que (11.64) ne soit pas satisfaite,l'on minimise à nouveau ∑{i,j}∈E tijxij sous les 
ontraintes 0 ≤ tij ≤ 1 et (11.63),en rajoutant l'inégalité de sous-tour asso
iée à S. En poursuivant 
ette suite de min-imisations et rajouts su

essifs d'inégalités, on aboutit �nalement à une solution de
(V C)rel. Cette méthode peut s'interpréter géométriquement en parlant de 
oupes.Notons en e�et P le polytope des solutions admissible du problème (V C)rel, et soit
t : x 7→ ∑

{i,j}∈E tijxij la forme linéaire que l'on minimise. La méthode que l'on aesquissée revient à dé�nir une suite dé
roissante de polytopes P 1 ⊃ P 2 ⊃ · · · ⊃ P Onprend tout d'abord pour P 1 l'ensemble dé�ni par 0 ≤ xij ≤ 1 et (11.63). On minimised'abord t sur P 1, et le minimum est atteint en un point x1. Si x1 est dans P , on a résolu
(V C)rel, sinon déte
ter une 
ontrainte (11.64) violée par x1 revient à séparer x1 de
P , 
'est-à-dire à trouver un demi-espa
e H1 parti
ulier tel que x1 6∈ H1, et P ⊂ H1,et l'étape suivante revient à minimiser t sur le nouveau polytope P 2 = P 1 ∩ H1,obtenu en �
oupant� P 1 par H . L'on fabrique ainsi une suite dé
roissante de poly-topes dont on peut dire intuitivement qu'ils �appro
hent� P au voisinage du pointoù t est minimal. De telles te
hniques peuvent même fournir la solution du problèmeoriginal (V C), si l'on est 
apable de trouver d'autres 
oupes, de nature 
ombinatoire,permettant d'appro
her su�samment bien la 
l�ture entière Pe de P .Exer
i
e 11.6.1 Montrer que dans le problème (V C)rel, on peut rempla
er les 
on-traintes (11.64) par les 
ontraintespour tout S ⊂ V , tel que S 6= ∅ et S 6= V , ∑

k∈V, m∈S\V,{k,m}∈E
xkm ≥ 2 . (11.65)Montrer, en utilisant le théorème de Ford et Fulkerson (Question 4 de l'Exer
i
e 11.3.8)que l'on peut véri�er si un ve
teur x ∈ [0, 1]E satisfait (11.65) à l'aide d'un algorithmede �ot.
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398 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLERelaxations LagrangiennesConsidérons le problème très généralminimiser J(x) sous les 
ontraintes :
x ∈ X,
Fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,
Fi(x) = 0, i = m+ 1, . . . ,m+ q,

(11.66)où J, F1, . . . , Fm+q sont des fon
tions de Rn dans R, et X est un sous-ensemble non-vide de Rn. Considérons le Lagrangien L : X × Λ→ R, ave
 Λ = (R+)
m × Rq et

L(x, λ) = J(x) + λ1F1(x) + · · ·+ λm+qFm+q(x) .Soit J∗ la valeur optimale de (11.66). Nous avons déjà noté dans la Remarque 10.3.10qu'on a toujours l'inégalité de dualité faible
J∗ = inf

x∈X
sup
λ∈Λ
L(x, λ) ≥ sup

λ∈Λ
inf
x∈X
L(x, λ) = sup

λ∈Λ
D(λ) , (11.67)où

D : Λ→ R ∪ {−∞}; D(λ) = inf
x∈X
L(x, λ) (11.68)est la fon
tion duale. La méthode de la relaxation Lagrangienne 
onsiste à em-ployer le se
ond membre de (11.67) 
omme borne inférieure pour la valeur J∗ duproblème original (11.66). N'importe quel multipli
ateur de Lagrange λ ∈ Λ fournitune borne D(λ) ≤ J∗, mais il est naturel de 
her
her la meilleure borne possible, 
equi revient à maximiser D. Or D, qui est un in�mum de fon
tions a�nes, est 
on
ave.Si, 
omme 
'est le 
as pour la plupart des problèmes 
ombinatoires, X est �ni, D quiest un in�mum �ni de fon
tions a�nes, est une fon
tion non-di�érentiable (saufbien sûr dans des 
as dégénérés). Maximiser D relève don
 de l'optimisation non-di�érentiable, qui traite de la minimisation de fon
tions 
onvexes non-di�érentiables(ou symétriquement, de la maximisation de fon
tions 
on
aves non-di�érentiables).Nous allons brièvement présenter une méthode très simple, laméthode de sous-gradient, qui généralise les méthodes de gradient de la Sous-se
tion 10.5.2. Il nousfaut d'abord dé�nir les notions de sous-gradient (pour les fon
tions 
onvexes) oude sur-gradient (pour les fon
tions 
on
aves) qui sont des notions fondamentalesen analyse 
onvexe (nous nous 
ontenterons i
i de rappels su

in
ts). Il sera utile de
onsidérer des fon
tions 
onvexes à valeur dans R ∪ {+∞}, et symétriquement desfon
tions 
on
aves à valeur dans R ∪ {−∞}, 
ar par exemple la fon
tion D dé�niepar (11.68) est 
on
ave et peut prendre la valeur −∞ (la valeur +∞ n'est pas possible,
ar nous avons ex
lu le 
as X = ∅). Lorsque J est 
onvexe de Rn dans R∪{+∞}, nousnotons dom J = {x ∈ Rn | J(x) < +∞} le domaine de J . Symétriquement, si J estune fon
tion 
on
ave de Rn dans R ∪ {−∞}, on dé�nit domJ = {x ∈ Rn | J(x) >

−∞}. Il est d'usage de traiter seulement le 
as des fon
tions 
onvexes, étant entenduque tous les résultats ont des versions symétriques pour les fon
tions 
on
aves. Lele
teur prendra garde dans la suite à symétriser les résultats pour les appliquer à lamaximisation de fon
tions duales asso
iées à des problèmes de minimisation.
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11.6. SÉPARATION ET RELAXATION 399Dé�nition 11.6.2 Si J est une fon
tion 
onvexe de Rn dans R ∪ {+∞}, et si x ∈dom J , on appelle sous-di�érentiel de J en x l'ensemble
∂J(x) = {p ∈ Rn | J(y)− J(x) ≥ p · (y − x), ∀y ∈ Rn} . (11.69)Les éléments de ∂J(x) sont appelés sous-gradients. Les notions de sur-di�érentiel etde sur-gradient d'une fon
tion 
on
ave de Rn dans R∪{−∞} sont dé�nies symétrique-ment en renversant l'inégalité dans (11.69).Il résulte aussit�t de la Dé�nition (11.69) que le sous-di�érentiel ∂J(x) est un
onvexe fermé de Rn. D'autre part, si 0 ∈ ∂J(x), x est évidemment un point deminimum de J .Remarque 11.6.3 Les sous-di�érentiels peuvent être dé�nis par (11.69) mêmelorsque J n'est pas 
onvexe. Ils sont 
ependant surtout utiles lorsque J est 
onvexe,
ar dans 
e 
as ∂J(x) 6= ∅ en tout point x appartenant à l'intérieur de dom J (
'est làune 
onséquen
e de la forme géométrique du théorème de Hahn-Bana
h). La 
onvex-ité garantit également l'équivalen
e de la Dé�nition 11.6.2 des sous-gradients ave
 desdé�nitions lo
ales. On pourrait en e�et dé�nir les sous-gradients d'une fon
tion quel-
onque J de Rn dans R∪{+∞}, en disant que p est un sous-gradient de J en un point

x ∈ domJ si J est lo
alement �au dessus� de la fon
tion a�ne y 7→ J(x) + p · (y− x),
'est-à-dire
J(y) ≥ J(x) + p · (y − x) + o(y − x), lorsque y → x .Lorsque J est 
onvexe, 
ette inégalité est équivalente à p ∈ ∂J(x). •Appliquons maintenant 
es notions à la fon
tion duale D. Il sera 
ommode deprolonger D à Rm+q en posant D(λ) = −∞, si λ 6∈ Λ, 
e qui dé�nit bien une fon
tion
on
ave de Rm+q dans R ∪ {−∞}. Lorsque X est �ni, domD = Λ. Un sur-gradientde la fon
tion duale D se 
al
ule aisément, à l'aide de l'observation suivante.Proposition 11.6.4 Supposons X �ni, soit D la fon
tion duale dé�nie par (11.68),et pour tout λ ∈ Λ, posons Γ(λ) = arg maxx∈XL(x, λ) = {x ∈ X | L(x, λ) = D(x)}.Alors, pour tout x ∈ Γ(λ), F (x) = (Fi(x))1≤i≤m+q est un sur-gradient de D au point

λ.Démonstration. Pour tout x ∈ Γ(λ), et pour tout µ ∈ Λ, on a D(µ) − D(λ) ≥
L(x, µ) − L(x, λ) = F (x) · (µ− λ), 
e qui montre que F (x) est un sur-gradient de Dau point λ. �Remarque 11.6.5 La Proposition 11.6.4 est une version faible du résultat suivantsur les sous-di�érentiels de maxima de fon
tions 
onvexes. Si J de Rn dans R∪{+∞}est de la forme J(x) = supi∈I Ji(x), où I est un ensemble �ni, et si x 7→ Ji(x) est
onvexe, pour tout i ∈ I, alors, pour tout x ∈ domJ ,

∂J(x) = 
o( ⋃

i ∈ I
Ji(x) = J(x)

∂Ji(x)
)

. (11.70)
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400 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLELa preuve de 
ette identité fait l'objet de l'Exer
i
e 11.6.5. •Soit PΛ la proje
tion de Rm+q dans Λ, λ 7→ (λ+1 , . . . , λ
+
m, λm+1, . . . , λm+q).L'algorithme de sur-gradient (projeté) pour maximiser la fon
tion 
on
ave D
onsiste à 
onstruire la suite

λk+1 = PΛ

(

λk +
ρk
‖pk‖

pk

)

, (11.71)où λ0 ∈ Λ est 
hoisi arbitrairement, où pk est un sur-gradient quel
onque de D aupoint λk, et où ρk est une suite de réels stri
tement positifs telle que
ρk → 0,

∑

i

ρi = +∞ . (11.72)évidemment, la valeur λk+1 n'est bien dé�nie que si pk 6= 0. Lorsque pk = 0, l'algo-rithme s'arrête : λk est alors le maximum de J (par dé�nition même des sur-gradientsla nullité d'un sur-gradient en un point implique que la fon
tion est maximale en 
epoint).Illustrons maintenant la relaxation Lagrangienne en traitant l'exemple du 
heminde 
oût minimum ave
 
ontrainte de temps, déjà mentionné dans l'Exer
i
e 11.4.6
omme appli
ation de la programmation dynamique. Nous 
onsidérons don
 ungraphe orienté G = (N ,A), l'ar
 (i, j) étant muni du 
oût cij et du temps τij . Pour�xer les idées, on 
her
hera le 
hemin de 
oût minimum et de temps total au plus 10,allant du n÷ud sour
e s = 1 au n÷ud puits p = 6, dans le graphe
1, 8

6

2, 2

8, 1

2, 3
1, 6

5

3, 6

2, 1

2 41, 4

1

3 (11.73)On a représenté sur 
haque ar
 les valuations c et τ , dans 
et ordre, par exemple, l'ar

(1, 2) 
oûte c12 = 1 et prend τ12 = 8 unités de temps.Il nous faut tout d'abord formuler 
e problème sous la forme (11.66). Pour 
ela,nous représenterons un 
hemin par le ve
teur Booléen x ∈ RA tel que xij = 1 si
(i, j) appartient au 
hemin, et xij = 0 sinon. Le problème de plus 
ourt 
hemin d'unesour
e s à un puits p en temps au plus T s'é
rit alorsminimiser ∑

(i,j)∈A cijxijsous les 
ontraintes : x ∈ {0, 1}A,
x représente un 
hemin de s à p,
∑

(i,j)∈A τijxij ≤ T .

(11.74)Il y a bien sûr plusieurs manières d'é
rire un programme (11.66). Ainsi, 
'est volon-tairement que nous avons laissé la 
ontrainte �x représente un 
hemin de s à p� sous
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11.6. SÉPARATION ET RELAXATION 401forme littérale. Nous aurions pu expli
iter 
ette 
ontrainte en é
rivant la loi des n÷udsde Kir
ho� (11.31). Mais dualiser la loi des n÷uds serait une mauvaise idée : le su

èsde la relaxation Lagrangienne dépend pré
isément de la 
apa
ité à identi�er le plus�petit� ensemble de 
ontraintes dont la relaxation 
onduit à un problème plus simple,résoluble de préféren
e par une méthode 
ombinatoire dire
te. I
i, 
'est la 
ontraintede temps qu'il faut relâ
her, 
ar si l'on oublie 
ette 
ontrainte, on obtient un pur prob-lème de 
hemin de 
oût minimum. En dualisant la 
ontrainte de temps, la fon
tion
D : R+ → R ∪ {−∞} s'é
rit en e�et
D(λ) = inf

x ∈ {0, 1}A

x représente un 
hemin de s à p

(

∑

(i,j)∈A
cijxij

)

+ λ
(

∑

(i,j)∈A
τijxij − T

)

,

= −λT + inf
x ∈ {0, 1}A

x représente un 
hemin de s à p

∑

(i,j)∈A
(cij + λτij)xij .A λ �xé, le 
al
ul de D(λ) revient à résoudre un problème 
lassique de 
hemin de 
oûtminimum sans 
ontraintes de temps dans le graphe de 
oûts cij+λτij , 
e qui peutse faire par programmation dynamique, et qui prend même un temps linéaire dans le
as d'un graphe sans 
ir
uits, 
omme 
'est le 
as pour l'exemple (11.73). Appliquonsmaintenant l'algorithme de sur-gradient (11.71) sur 
et exemple. Pour λ1 = 0, il nousfaut trouver le 
hemin de 
oût minimum 1→ 6 dans le graphe muni des 
oûts cij+0τij

6

5

2 4

1

3

1

8
3

2

1

2

2

1L'ensemble Γ(0) des 
hemins optimaux est réduit aux 
hemins (1, 2, 4, 6), et (1, 2, 5, 6)représentés en traits gras, qui ont pour 
oût 4. Ainsi, D(0) = 4− 0T = 4. D'après laProposition 11.6.4, on a le sur-gradient
p1 = τ12 + τ24 + τ46 − T = 4 .Ave
 un pas ρ1 = 1, (11.71) donne λ2 = 1, et le nouveau graphe muni des 
oûts

cij + 1τij

6

5

2 4

1

3

9

9
9

3

5

5

4

7

.Comme le 
hemin optimal n'a pas 
hangé, on a le même sur-gradient p2 = p1. En
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402 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEprenant par exemple ρ2 = 1, on a λ3 = 2, 
e qui donne le graphe
6

5

2 4

1

3

17

10

4

9

8

6

15

13

.Il y a 
ette fois 
i deux 
hemins optimaux : Γ(λ3) = {(1, 3, 4, 6), (1, 3, 5, 6)}, de 
oût 21.En parti
ulier, le sur-gradient 
orrespondant au 
hemin (1, 3, 5, 6) est τ13+τ35+τ56−
T = 0. L'algorithme de sur-gradient s'arrête don
 : maxλ∈R+ D(λ) = D(2) = 31−20 =
11. Comme le 
hemin (1, 3, 5, 6) est de temps 10 ≤ T et de 
oût 11 = D(2), nous venonsde résoudre non seulement le problème relâ
hé Lagrangien, qui 
onsiste à maximiser
D(λ), mais également le problème initial (11.74). Le fait que le relâ
hé Lagrangienfournisse une solution du problème initial est 
ependant ex
eptionnel. En général, ily a un saut de dualité, mais les x réalisant le min dans la fon
tion duale (11.68),évaluée en un point de maximum λ de D, peuvent souvent être modi�ées sans tropaugmenter le 
oût pour arriver à une solution (sous-optimale) du problème initial. Onparle alors d'heuristiques Lagrangiennes.Pour 
on
lure 
ette illustration de la relaxation Lagrangienne, revisitons le prob-lème du voyageur de 
ommer
e dans un graphe non-orienté 
omplet G = (V , E), munid'une fon
tion temps t : E → R+, {i, j} 7→ tij . On peut é
rire le problème du voyageurde 
ommer
e sous forme de programme linéaire en nombre entiers, équivalent à (V C),

min
∑

{i,j}∈E tijxij sous les 
ontraintes
x ∈ {0, 1}E ,
∑

k∈V,{k,j}∈E xkj = 2, pour tout j ∈ V ,
x représente un graphe 
onnexe à |V| arêtes 
ouvrant tous les sommets.Distinguons un sommet parti
ulier 1 ∈ V . Si, pour tout j ∈ V \ {1}, on relâ
he les
ontraintes∑k∈V,{k,j}∈E xkj = 2, on obtient la fon
tion duale D : RV\{1} → R

D(λ) = min
∑

{i,j}∈E tijxij +
∑

j∈V\{1} λj(
∑

k∈V, {k,j}∈E xkj − 2)sous les 
ontraintes
x ∈ {0, 1}E
∑

k∈V,{k,1}∈E xk1 = 2

x représente un graphe 
onnexe à |V| arêtes 
ouvrant tous les sommets.Au terme −∑j∈V\{1} 2λj près, on re
onnaît dans D(λ) le 
oût minimum d'un 1-arbrepour le grapheD = (V , E), dont 
haque arête {i, j} est munie du 
oût tij+λi+λj, pour
i, j ∈ V\{1}, et dont 
haque arête {i, 1}, pour i ∈ V\{1}, a pour 
oût t1i+λi. Commenous l'avons déjà remarqué dans la Sous-se
tion 11.6.1, l'algorithme de Kruskal dela Se
tion 11.5 permet justement de 
al
uler un 1-arbre de 
oût minimum en temps
O(|E| log |E|), 
e qui nous permet de mettre en ÷uvre e�
a
ement l'algorithme de
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al
uler la borne suivante : supλ∈RV\{1} D(λ). Cette borneremarquable pour le problème du voyageur de 
ommer
e, est due à Held et Karp. Laborne du 1-arbre vue dans la Sous-se
tion 11.6.1 
oïn
ide ave
 la valeur D(0) obtenueen ne faisant pas payer la transgression des 
ontraintes ∑k∈V,{k,j}∈E xkj = 2, pourtout j ∈ V \ {1}.Exer
i
e 11.6.2 Cal
uler la fon
tion duale D(λ) pour le problème (11.73), et retrouverainsi la valeur de maxλ∈R+ D(λ).Exer
i
e 11.6.3 Proposer une relaxation Lagrangienne fournissant une borne supérieurepour le problème du sa
-à-dos (11.52), et l'appliquer à l'Exemple (11.54).Exer
i
e 11.6.4 La version �orientée� du problème du voyageur de 
ommer
e 
onsisteà 
onsidérer un graphe orienté G = (N ,A), muni d'une fon
tion temps t : A → R+, et à
her
her un 
ir
uit orienté passant une et une seule fois par 
haque n÷ud. On demandede proposer une relaxation Lagrangienne, en faisant en sorte que pour 
haque ve
teur λde multipli
ateurs de Lagrange, le 
al
ul de la fon
tion duale D(λ) revienne à résoudreun problème d'a�e
tation. Expliquer pourquoi 
ette relaxation est moins intéressante quela borne de Held et Karp, dans le 
as parti
ulier du problème du voyageur de 
ommer
enon-orienté.Exer
i
e 11.6.5 Nous allons prouver la formule (11.70), dans le 
as où tous les Jisont des fon
tions 
onvexes de Rn dans R. (L'ex
lusion de la valeur +∞ n'est qu'une
ommodité, qui nous permettra d'appliquer dire
tement les résultats du Chapitre 10,prouvés dans le 
as de fon
tions 
onvexes à valeurs �nies). Notons C le se
ond membrede (11.70). 1. Montrer que C ⊂ ∂J(x). 2. On suppose que 0 ∈ ∂J(x). En 
onsidérant leprogramme 
onvexe
min t sous les 
ontraintes y ∈ Rn, t ∈ R, Ji(y) ≤ t, ∀i ∈ I ,montrer que 0 ∈ C. 3. Con
lure que de manière générale, C = ∂J(x).Remarque 11.6.6 Bien que 
e ne soit pas l'objet de 
e 
ours, disons quelques mots desquestions de 
omplexité. Un algorithme est dit polynomial (resp. linéaire) si son tempsd'exé
ution (sur un ordinateur usuel) est borné par une fon
tion polyn�me (resp. a�ne)de la taille des données d'entrée. On dit qu'un problème est polynomial s'il peut être ré-solu par un algorithme polynomial. La 
lasse P des problèmes polyn�miaux formalise lanotion de problème que l'on sait �bien� résoudre en pratique. Par exemple, l'Exer
i
e 11.4.3montre que le problème 
onsistant à trouver un 
hemin de 
oût minimal d'un n÷ud à unautre, dans un graphe, est polynomial. Un autre exemple de problème polynomial est laprogrammation linéaire (l'algorithme du simplexe peut prendre un temps exponentiel dans
ertaines situations dégénérées, mais les algorithmes de points intérieurs esquissés dans laSous-se
tion 11.2.3 tournent en temps polynomial). Une 
lasse de problèmes 
ombinatoiresqui semblent plus di�
iles a retenu beau
oup d'attention. Il s'agit de NP. Intuitivement, unproblème de dé
ision est dans NP si l'on peut véri�er qu'une solution est 
orre
te en temps
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404 CHAPITRE 11. MÉTHODES DE LA RECHERCHE OPÉRATIONNELLEpolynomial. Par exemple, le problème appelé Cir
uit Hamiltonien qui 
onsiste à dé
ider s'ilexiste un 
ir
uit visitant 
haque sommet d'un graphe une et une seule fois, est un problèmedans NP, 
ar si l'on vous donne un 
ir
uit quel
onque, vous pouvez véri�er s'il est Hamil-tonien en temps polynomial (il su�t de 
ompter le nombre de visites en 
haque sommet).Un autre exemple de problème dans NP est le problème Sat, qui 
onsiste à dé
ider si unsystème d'équations Booléennes admet une solution. Un problème est dit NP-di�
ile s'ilest au moins aussi di�
ile que tous les problèmes de NP, 
e qui signi�e que si l'on savaitrésoudre 
e problème en temps polynomial, on saurait résoudre tous les problèmes de NPen temps polynomial. Les problèmes NP-
omplets sont des problèmes de dé
ision à la foisNP-di�
iles et dans NP : l'existen
e de tels problèmes est un théorème dû à Cook et Levin.Par exemple, Sat et Cir
uit Hamiltonien sont des problèmes NP-
omplets. On dit aussi qu'unproblème d'optimisation est NP-di�
ile quand sa version dé
ision est NP-
omplète. Par ex-emple, trouver un 
ir
uit Hamiltonien de 
oût minimum, 
'est-à-dire un tour de voyageur de
ommer
e de 
oût minimum, est un problème NP-di�
ile ; le problème du sa
-à-dos de l'Ex-er
i
e 11.4.5, ou le problème du plus 
ourt 
hemin ave
 
ontraintes de l'Exer
i
e 11.4.6, sontégalement NP-di�
iles. On peut penser que les problèmes NP-di�
iles sont véritablementplus di�
iles que les problèmes polyn�miaux : montrer qu'il en est ainsi, 
'est-à-dire montrerque P6= NP, est un problème ouvert 
élèbre. Le le
teur intéressé par 
es questions pourra
onsulter Computers and intra
tability, M. R. Garey et D. S. Johnson, Freeman, 1979, ainsique Computational 
omplexity, C. H. Papadimitriou, Addison Wesley, 1995. •Remarque 11.6.7 Pour 
on
lure 
e 
hapitre d'initiation à la RO, mentionnons l'existen
ede deux appro
hes importantes qui sortent du 
adre de 
e 
ours. Pour des problèmes qui nejouissent pas de bonnes propriétés de stru
ture, ou bien qui sont de trop grande taille pourpouvoir appliquer des méthodes exa
tes, on re
ourt souvent à desméthodes de voisinage :algorithmes sto
hastiques (dont le plus 
lassique est le re
uit simulé, voir par exemple [3℄),ou bien re
her
he ave
 liste tabou [26℄. Une méthode de voisinage est une heuristique qui
onsiste à explorer l'espa
e des solutions par modi�
ations su

essives d'une solution admis-sible. Si l'on n'a

epte que des modi�
ations qui améliorent le 
ritère, on obtient simplementune heuristique gloutonne, qui peut 
onverger vers un minimum lo
al. Des algorithmes telsque le re
uit simulé ou la re
her
he tabou spé
i�ent 
omment gérer des modi�
ations quidégradent provisoirement le 
ritère, et parvenir ainsi plus souvent à un optimum global. Unese
onde te
hnique générale, très di�érente (qui permet souvent de résoudre de manière op-timale des problèmes de taille moyenne) est la programmation par 
ontrainte, ou PPC, quiexplore intelligemment l'espa
e des solutions à l'aide de logi
iels qui réduisent la 
ombinatoirepar des dédu
tions logiques. •
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ANNEXE 405RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT
Nous donnons brièvement quelques propriétés des espa
es de Hilbert (pour plusde détails, nous renvoyons aux 
ours de mathématiques [7℄, [27℄). Pour simpli�er laprésentation, on ne 
onsidère que le 
as d'espa
es de Hilbert sur R.Dé�nition 12.1.8 Un espa
e de Hilbert réel est un espa
e ve
toriel sur R, munid'un produit s
alaire, noté 〈x, y〉, qui est 
omplet pour la norme asso
iée à 
e produits
alaire, notée ‖x‖ =√〈x, x〉. (On rappelle qu'un espa
e ve
toriel normé est 
ompletsi toute suite de Cau
hy est une suite 
onvergente dont la limite appartient à 
etespa
e.)Dans tout 
e qui suit nous noterons V un espa
e de Hilbert réel, et 〈x, y〉 sonproduit s
alaire asso
ié.Dé�nition 12.1.9 Un ensemble K ⊂ V est dit 
onvexe si, pour tout x, y ∈ K et toutréel θ ∈ [0, 1], l'élément (θx+ (1 − θ)y) appartient à K.Un résultat essentiel est le théorème de proje
tion sur un ensemble 
onvexe (voirle théorème 4.2.1 de [7℄).Théorème 12.1.10 (de proje
tion sur un 
onvexe) Soit V un espa
e de Hilbert.Soit K ⊂ V un 
onvexe fermé non vide. Pour tout x ∈ V , il existe un unique xK ∈ Ktel que

‖x− xK‖ = min
y∈K
‖x− y‖.De façon équivalente, xK est 
ara
térisé par la propriété

xK ∈ K, 〈xK − x, xK − y〉 ≤ 0 ∀y ∈ K. (12.1)On appelle xK la proje
tion orthogonale sur K de x.Remarque 12.1.11 Le Théorème 12.1.10 permet de dé�nir une appli
ation PK , ap-pelée opérateur de proje
tion sur l'ensemble 
onvexe K, en posant PKx = xK . Onvéri�e sans peine que PK est 
ontinue et faiblement 
ontra
tante, 
'est-à-dire que
‖PKx− PKy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ V . (12.2)

•
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406 ESPACES DE HILBERTRemarque 12.1.12 Un 
as parti
ulier de 
onvexe fermé K est un sous-espa
e ve
-toriel fermé W . Dans 
e 
as, la 
ara
térisation (12.1) de xW devient
xW ∈W, 〈xW − x, z〉 = 0 ∀z ∈ W.En e�et, dans (12.1) il su�t de prendre y = xK ± z ave
 z quel
onque dans W . •Démonstration. Soit yn une suite minimisante, 
'est-à-dire que yn ∈ K véri�e

dn = ‖x− yn‖ → d = inf
y∈K
‖x− y‖ quand n→ +∞.Montrons que yn est une suite de Cau
hy. En utilisant la symétrie du produit s
alaire, ilvient

‖x− 1

2
(yn + yp)‖2 + ‖1

2
(yn − yp)‖2 =

1

2
(d2n + d2p).Or, par 
onvexité de K, (yn + yp)/2 ∈ K, et ‖x− 1

2
(yn + yp)‖2 ≥ d2. Par 
onséquent

‖yn − yp‖2 ≤ 2(d2n + d2p)− 4d2,
e qui montre que yn est une suite de Cau
hy. Comme V est un espa
e de Hilbert, il est
omplet, don
 la suite yn est 
onvergente vers une limite xK . Par ailleurs, 
omme K estfermé, 
ette limite xK appartient à K. Par 
onséquent, on a d = ‖x− xK‖. Comme toute lasuite minimisante est 
onvergente, la limite est for
ément unique, et xK est le seul point deminimum de miny∈K ‖x− y‖.Soit xK ∈ K 
e point de minimum. Pour tout y ∈ K et θ ∈ [0, 1], par 
onvexité de K,
xK + θ(y − xK) appartient à K et on a

‖x− xK‖2 ≤ ‖x− (xK + θ(y − xK))‖2.En développant le terme de droite, il vient
‖x− xK‖2 ≤ ‖x− xK‖2 + θ2‖y − xK‖2 − 2θ〈x− xK , y − xK〉,
e qui donne pour θ > 0

0 ≥ −2〈x− xK , y − xK〉+ θ‖z‖2.En faisant tendre θ vers 0, on obtient la 
ara
térisation (12.1). Ré
iproquement, soit xK quivéri�e 
ette 
ara
térisation. Pour tout y ∈ K on a
‖x− y‖2 = ‖x− xK‖2 + ‖xK − y‖2 + 2〈x− xK , xK − y〉 ≥ ‖x− xK‖2,
e qui prouve que xK est bien la proje
tion orthogonale de x sur K. �Dé�nition 12.1.13 Soit V un espa
e de Hilbert pour le produit s
alaire 〈, 〉. On ap-pelle base hilbertienne (dénombrable) de V une famille dénombrable (en)n≥1 d'élé-ments de V qui est orthonormale pour le produit s
alaire et telle que l'espa
e ve
torielengendré par 
ette famille est dense dans V .
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ANNEXE 407Proposition 12.1.14 Soit V un espa
e de Hilbert pour le produit s
alaire 〈, 〉. Soit
(en)n≥1 une base hilbertienne de V . Pour tout élément x de V , il existe une uniquesuite (xn)n≥1 de réels telle que la somme partielle ∑p

n=1 xnen 
onverge vers x quand
p tend vers l'in�ni, et 
ette suite est dé�nie par xn = 〈x, en〉. De plus, on a

‖x‖2 = 〈x, x〉 =
∑

n≥1

|〈x, en〉|2. (12.3)On é
rit alors
x =

∑

n≥1

〈x, en〉en.Démonstration. S'il existe une suite (xn)n≥1 de réels telle que limp→+∞
∑p

n=1 xnen = x,alors par proje
tion sur en (et 
omme 
ette suite est par dé�nition indépendante de p) on a
xn = 〈x, en〉, 
e qui prouve l'uni
ité de la suite (xn)n≥1. Montrons maintenant son existen
e.Par dé�nition d'une base hilbertienne, pour tout x ∈ V et pour tout ǫ > 0, il existe y,
ombinaison linéaire �nie des (en)n≥1, tel que ‖x − y‖ < ǫ. Grâ
e au Théorème 12.1.10 onpeut dé�nir une appli
ation linéaire Sp qui, à tout point z ∈ V , fait 
orrespondre Spz = zW ,où zW est la proje
tion orthogonale sur le sous-espa
e ve
torielW engendré par les p premiersve
teurs (en)1≤n≤p. En vertu de (12.1), (z− Spz) est orthogonal à tout élément de W , don
en parti
ulier à Spz. On en déduit que

‖z‖2 = ‖z − Spz‖2 + ‖Spz‖2, (12.4)
e qui implique
‖Spz‖ ≤ ‖z‖∀z ∈ V.Comme Spz est engendré par les (en)1≤n≤p, et que (z − Spz) est orthogonal à 
ha
un des

(en)1≤n≤p, on véri�e fa
ilement que
Spz =

p
∑

n=1

〈z, en〉en.Pour p su�samment grand, on a Spy = y 
ar y est une 
ombinaison linéaire �nie des (en)n≥1.Par 
onséquent
‖Spx− x‖ ≤ ‖Sp(x− y)‖+ ‖y − x‖ ≤ 2‖x− y‖ ≤ 2ǫ.On en déduit la 
onvergen
e de Spx vers x. De 
ette 
onvergen
e et de l'équation (12.4) ontire

lim
p→+∞

‖Spx‖2 = ‖x‖2,qui n'est rien d'autre que la formule de sommation (12.3), dite de Parseval. �L'existen
e d'une base hilbertienne dénombrable n'est pas garantie pour tous lesespa
es de Hilbert. La proposition suivante donne une 
ondition né
essaire et su�-isante d'existen
e d'une base hilbertienne dénombrable.Proposition 12.1.15 Soit V un espa
e de Hilbert séparable (i.e. il existe une familledénombrable dense dans V ). Alors il existe une base hilbertienne dénombrable de V .
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408 ESPACES DE HILBERTDémonstration. Soit (vn)n≥1 la famille dont le sous-espa
e ve
toriel engendré est densedans V (quitte à renuméroter les vn et à en supprimer 
ertains, on peut toujours supposerqu'ils sont libres). Par appli
ation du pro
édé de Gram-S
hmidt à 
ette famille, on obtientune famille orthonormale (en)n≥1. Comme [v1, · · · , vn] = [e1, · · · , en], on en déduit que lesous-espa
e ve
toriel engendré par (en)n≥1 
oïn
ide ave
 
elui engendré par (vn)n≥1 qui estdense dans V . Don
, (en)n≥1 est une base hilbertienne. �Dé�nition 12.1.16 Soit V et W deux espa
es de Hilbert réels. Une appli
ationlinéaire A de V dans W est dite 
ontinue s'il existe une 
onstante C telle que
‖Ax‖W ≤ C‖x‖V ∀x ∈ V.La plus petite 
onstante C qui véri�e 
ette inégalité est la norme de l'appli
ationlinéaire A, autrement dit
‖A‖ = sup

x∈V,x 6=0

‖Ax‖W
‖x‖V

.Souvent on utilisera la dénomination équivalente d'opérateur au lieu d'appli
ationentre espa
es de Hilbert (on parlera ainsi d'opérateur linéaire 
ontinu plut�t que d'ap-pli
ation linéaire 
ontinue). Si V est de dimension �nie, alors toutes les appli
ationslinéaires de V dans W sont 
ontinues, mais 
e n'est plus vrai si V est de dimensionin�nie.Dé�nition 12.1.17 Soit V un espa
e de Hilbert réel. Son dual V ′ est l'ensemble desformes linéaires 
ontinues sur V , 
'est-à-dire l'ensemble des appli
ations linéaires
ontinues de V dans R. Par dé�nition, la norme d'un élément L ∈ V ′ est
‖L‖V ′ = sup

x∈V,x 6=0

|L(x)|
‖x‖ .Dans un espa
e de Hilbert la dualité a une interprétation très simple grâ
e authéorème de Riesz (voir le théorème 4.3.1 de [7℄) qui permet d'identi�er un espa
e deHilbert à son dual par isomorphisme.Théorème 12.1.18 (de représentation de Riesz) Soit V un espa
e de Hilbertréel, et soit V ′ son dual. Pour toute forme linéaire 
ontinue L ∈ V ′ il existe ununique y ∈ V tel que

L(x) = 〈y, x〉 ∀x ∈ V.De plus, on a ‖L‖V ′ = ‖y‖.Démonstration. Soit M = KerL. Il s'agit d'un sous-espa
e fermé de V 
ar L est 
ontinue.Si M = V , alors L est identiquement nulle et seul y = 0 
onvient. Si M 6= V , alors il existe
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z ∈ V \M . Soit alors zM ∈M sa proje
tion sur M . Comme z n'appartient pas à M , z− zMest non nul et, par le Théorème 12.1.10, est orthogonal à tout élément de M . Soit �nalement

z0 =
z − zM
‖z − zM‖

.Tout ve
teur x ∈ V peut s'é
rire
x = w + λz0 ave
 λ =

L(x)

L(z0)
.On véri�e aisément que L(w) = 0, don
 w ∈ M . Ce
i prouve que V = Vect(z0) ⊕M . Pardé�nition de zM et de z0, on a 〈w, z0〉 = 0, 
e qui implique

L(x) = 〈x, z0〉L(z0),d'où le résultat désiré ave
 y = L(z0)z0 (l'uni
ité est évidente). D'autre part, on a
‖y‖ = |L(z0)|,et

‖L‖V ′ = sup
x∈V,x 6=0

|L(x)|
‖x‖ = L(z0) sup

x∈V,x 6=0

〈x, z0〉
‖x‖ .Le maximum dans le dernier terme de 
ette égalité est atteint par x = z0, 
e qui impliqueque ‖L‖V ′ = ‖y‖. �Un résultat essentiel pour pouvoir démontrer le Lemme de Farkas 10.2.17 (utileen optimisation) est la propriété géométrique suivante qui est tout à fait 
onforme àl'intuition.Théorème 12.1.19 (Séparation d'un point et d'un 
onvexe) Soit K une par-tie 
onvexe non vide et fermée d'un espa
e de Hilbert V , et x0 /∈ K. Alors il existeun hyperplan fermé de V qui sépare stri
tement x0 et K, 
'est-à-dire qu'il existe uneforme linéaire L ∈ V ′ et α ∈ R tels que

L(x0) < α < L(x) ∀x ∈ K . (12.5)Démonstration. Notons xK la proje
tion de x0 sur K. Puisque x0 /∈ K, on a xK − x0 6= 0.Soit L la forme linéaire dé�nie pour tout y ∈ V par L(y) = 〈xK − x0, y〉, et soit α =

(L(xk)+L(x0))/2. D'après (12.1), on a L(x) ≥ L(xK) > α > L(x0) pour tout x ∈ K, 
e quia
hève la démonstration. �Nous aurons en�n besoin pour démontrer le Théorème de Minkowski 11.3.1 d'unevariante du théorème de séparation, faisant intervenir la notion importante d'hyper-plan d'appui. Si K est un 
onvexe d'un espa
e de Hilbert V , on appelle hyperpland'appui de K en un point x un hyperplan a�ne H = {y ∈ V | L(y) = α}, ave

L ∈ V ′, L 6= 0, et α ∈ R, tel que α = L(x) ≤ L(y), pour tout y ∈ C.
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410 ESPACES DE HILBERTCorollaire 12.1.20 (Hyperplan d'appui) Il existe un hyperplan d'appui en toutpoint frontière d'un 
onvexe fermé K d'un espa
e de Hilbert de dimension �nie.Démonstration. Soit x un point frontière de K : il existe alors une suite xn ∈ V \K, ave

xn → x. Le Théorème de séparation 12.1.19 fournit pour tout n une forme linéaire Ln nonnulle telle que Ln(xn) ≤ Ln(y) pour tout y ∈ K. On peut 
hoisir Ln de norme 1. Comme Vest de dimension �nie, la sphère unité de V ′ est 
ompa
te, et quitte à rempla
er Ln par unesous-suite, on peut supposer que Ln 
onverge vers une forme linéaire L, qui est non nulle, 
arde norme 1. Il su�t maintenant de passer à la limite dans Ln(xn) ≤ Ln(y), 
e que l'on justi�een é
rivant Ln(xn) = Ln(xn − x) +Ln(x) et en notant que |Ln(xn − x)| ≤ ‖Ln‖‖xn − x‖ =
‖xn − x‖, pour obtenir L(x) ≤ L(y) quel que soit y ∈ K. Ainsi, H = {y ∈ V | L(y) = L(x)}est un hyperplan d'appui de K en x. �Remarque 12.1.21 La preuve du Corollaire 12.1.20 ne s'étend pas en dimension in�nie :dans 
e 
as, la suite Ln a bien une valeur d'adhéren
e L pour la topologie faible, mais rien nedit que L 6= 0. Comme 
ontre exemple, 
onsidérons l'ensemble K des suites de ℓ2 à termespositifs ou nuls, qui est un 
onvexe fermé de ℓ2 d'intérieur vide. Tout point de K est don
point frontière, mais si x est une suite de ℓ2 à termes stri
tement positifs, il n'existe pasd'hyperplan d'appui en x. •
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Cette annexe est 
onsa
rée à l'analyse numérique matri
ielle, et plus pré
isémentaux algorithmes utilisés pour résoudre des systèmes linéaires (notamment 
eux issusde la méthode des éléments �nis), et pour 
al
uler les valeurs et ve
teurs propresd'une matri
e auto-adjointe (intervenant dans le 
al
ul des modes propres d'un modèlemé
anique). Pour plus de détails nous renvoyons aux ouvrages [2℄ et [10℄.13.1 Résolution des systèmes linéairesOn appelle système linéaire le problème qui 
onsiste à trouver la ou les solutions

x ∈ Rn (si elle existe) de l'équation algébrique suivante
Ax = b, (13.1)où A appartient à l'ensembleMn(R) des matri
es réelles 
arrées d'ordre n, et b ∈ Rnest un ve
teur appelé se
ond membre. Bien sûr, on dispose des 
élèbres formulesde Cramer qui, pour une matri
e inversible A de 
olonnes (a1, · · · , an), donnent lasolution de (13.1) par ses 
omposantes

xi =
det(a1, · · · , ai−1, b, ai+1, · · · , an)

detA
.On pourrait 
roire que 
ette formule expli
ite su�t pour nos besoins. Mais il n'enest rien, 
ar les formules de Cramer sont totalement inadaptées pour 
al
ulere�
a
ement la solution d'un système linéaire. En e�et, leur 
oût en temps d'exé
utionsur un ordinateur est prohibitif : il faut 
al
uler n+ 1 déterminants et si on utilise laméthode du développement par ligne (ou 
olonne) 
haque déterminant demande plusde n! multipli
ations. Au total, la méthode de Cramer né
essite don
 plus de (n+1)!multipli
ations, 
e qui est inenvisageable : par exemple pour n = 50, si les 
al
ulssont e�e
tués sur un ordinateur fon
tionnant à 1 Giga�ops (un milliard d'opérationspar se
onde), le temps de 
al
ul est de l'ordre de 4.8 1049 années ! Même si on utiliseune meilleure méthode pour 
al
uler les déterminants la méthode de Cramer n'estpas 
ompétitive par rapport aux algorithmes que nous allons voir (dont le nombred'opérations sera typiquement de l'ordre de n3).Nous verrons deux types de méthodes de résolution de systèmes linéaires : 
ellesdites dire
tes, 
'est-à-dire qui permettent de 
al
uler la solution exa
te en un nombre�ni d'opérations, et 
elles dites itératives, 
'est-à-dire qui 
al
ulent une suite desolutions appro
hées qui 
onverge vers la solution exa
te.
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412 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE13.1.1 Rappels sur les normes matri
iellesNous 
ommençons par rappeler la notion de norme subordonnée pour les matri-
es. On noteMn(R) (respe
tivementMn(C)) l'ensemble des matri
es 
arrées réelles(respe
tivement 
omplexes) d'ordre n. Même si l'on 
onsidère des matri
es réelles, ilest né
essaire, pour des raisons te
hniques qui seront exposées à la Remarque 13.1.4,de les traiter 
omme des matri
es 
omplexes.Dé�nition 13.1.1 Soit ‖ ·‖ une norme ve
torielle sur Cn. On lui asso
ie une normematri
ielle, dite subordonnée à 
ette norme ve
torielle, dé�nie par
‖A‖ = sup

x∈Cn,x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ .Par abus de langage on note de la même façon les normes ve
torielle et matri
iellesubordonnée. On véri�e aisément qu'une norme subordonnée ainsi dé�nie est bien unenorme matri
ielle surMn(C) ou surMn(R).Lemme 13.1.2 Soit ‖ · ‖ une norme matri
ielle subordonnée surMn(C).1. Pour toute matri
e A, la norme ‖A‖ est aussi dé�nie par

‖A‖ = sup
x∈Cn,‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x∈Cn,‖x‖≤1

‖Ax‖.2. Il existe xA ∈ Cn, xA 6= 0 tel que ‖A‖ = ‖AxA‖‖xA‖
.3. La matri
e identité véri�e ‖ Id‖ = 1.4. Soient A et B deux matri
es. On a ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.Démonstration. Le premier point est évident. Le se
ond se démontre en remarquantque la fon
tion 
ontinue ‖Ax‖ atteint son maximum sur le 
ompa
t {x ∈ Cn, ‖x‖ = 1}.Le troisième est évident, tandis que le quatrième est une 
onséquen
e de l'inégalité

‖ABx‖ ≤ ‖A‖ ‖Bx‖. �Remarque 13.1.3 Il existe des normes matri
ielles qui ne sont subordonnées à au-
une norme ve
torielle. Le meilleur exemple en est la norme eu
lidienne dé�nie par
‖A‖ =

√

∑n
i,j=1 |aij |2. En e�et, on a ‖ Id‖ = √n, 
e qui n'est pas possible pour unenorme subordonnée. •On note ‖A‖p la norme matri
ielle subordonnée à la norme ve
torielle sur Cndé�nie pour p ≥ 1 par ‖x‖p = (

∑n
i=1 |xi|p)

1/p, et pour p = +∞ par ‖x‖∞ =
max1≤i≤n |xi|. On peut 
al
uler expli
itement 
ertaines de 
es normes subordonnées.(Dans tout 
e qui suit on note A∗ la matri
e adjointe de A et At la matri
e transposéede A.)
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i
e 13.1.1 Montrer que1. ‖A‖2 = ‖A∗‖2 = maximum des valeurs singulières de A,2. ‖A‖1 = max1≤j≤n (
∑n

i=1 |aij |) ,3. ‖A‖∞ = max1≤i≤n

(

∑n
j=1 |aij |

) .Remarque 13.1.4 Une matri
e réelle peut être 
onsidérée soit 
omme une matri
ede Mn(R), soit 
omme une matri
e de Mn(C) 
ar R ⊂ C. Si ‖ · ‖C est une normeve
torielle dans Cn, on peut dé�nir sa restri
tion ‖ · ‖R à Rn qui est aussi une normeve
torielle dans Rn. Pour une matri
e réelle A ∈ Mn(R), on peut don
 dé�nir deuxnormes matri
ielles subordonnées ‖A‖C et ‖A‖R par
‖A‖C = sup

x∈Cn,x 6=0

‖Ax‖C
‖x‖C

et ‖A‖R = sup
x∈Rn,x 6=0

‖Ax‖R
‖x‖R

.A priori 
es deux dé�nitions peuvent être distin
tes. Grâ
e aux formules expli
ites del'Exer
i
e 13.1.1, on sait qu'elles 
oïn
ident si ‖x‖C est une des normes ‖x‖1, ‖x‖2,ou ‖x‖∞. Cependant, pour d'autres normes ve
torielles on peut avoir ‖A‖C > ‖A‖R.Par ailleurs, dans la preuve de la Proposition 13.1.7 on a besoin de la dé�nition sur
C de la norme subordonnée même si la matri
e est réelle. C'est pourquoi on utilise Cdans la Dé�nition 13.1.1 de la norme subordonnée. •Dé�nition 13.1.5 Soit A une matri
e dansMn(C). On appelle rayon spe
tral de A,et on note ρ(A), le maximum des modules des valeurs propres de A.Le rayon spe
tral ρ(A) n'est pas une norme sur Mn(C). En e�et, on peut avoir
ρ(A) = 0 ave
 A 6= 0 (prendre, par exemple, une matri
e triangulaire ave
 des zérossur la diagonale). Cependant, le lemme 
i-dessous montre que 
'est une norme surl'ensemble des matri
es normales.Lemme 13.1.6 Si U est une matri
e unitaire (U∗ = U−1), on a ‖UA‖2 = ‖AU‖2 =
‖A‖2. Par 
onséquent, si A est une matri
e normale (A∗A = AA∗), alors ‖A‖2 =
ρ(A).Démonstration. Comme U∗U = Id, on a

‖UA‖22 = sup
x∈Cn,x 6=0

‖UAx‖22
‖x‖22

= sup
x∈Cn,x 6=0

〈U∗UAx,Ax〉
〈x, x〉 = ‖A‖22.D'autre part, le 
hangement de variable y = Ux véri�e ‖x‖2 = ‖y‖2, et don


‖AU‖22 = sup
x∈Cn,x 6=0

‖AUx‖22
‖x‖22

= sup
y∈Cn,y 6=0

‖Ay‖22
‖U−1y‖22

= sup
y∈Cn,y 6=0

‖Ay‖22
‖y‖22

= ‖A‖22.Si A est normale, elle est diagonalisable dans une base orthonormée de ve
teurs pro-pres et on déduit des résultats pré
édents que ‖A‖2 = ‖ diag(λi)‖2 = ρ(A). �On 
ompare maintenant la norme d'une matri
e A ave
 son rayon spe
tral ρ(A).
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414 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEProposition 13.1.7 Soit ‖ · ‖ une norme subordonnée sur Mn(C). On a
ρ(A) ≤ ‖A‖.Ré
iproquement, pour toute matri
e A et pour tout réel ǫ > 0, il existe une normesubordonnée ‖ · ‖ (qui dépend de A et ǫ) telle que
‖A‖ ≤ ρ(A) + ǫ. (13.2)Démonstration. Soit λ ∈ C une valeur propre de A telle que ρ(A) = |λ|, et x0 6= 0un ve
teur propre asso
ié (Ax0 = λx0). On a

‖λx0‖ = ρ(A)‖x0‖ = ‖Ax0‖ ≤ ‖A‖‖x0‖,d'où l'on déduit ρ(A) ≤ ‖A‖. Comme le ve
teur propre x0 peut être 
omplexe, ilest essentiel d'utiliser une norme ve
torielle sur Cn même pour une matri
e réelle(
f. Remarque 13.1.4). Ré
iproquement, il existe une matri
e U inversible telle que
T = U−1AU soit triangulaire supérieure. Pour tout δ > 0 on dé�nit une matri
ediagonale Dδ = diag(1, δ, δ2, · · · , δn−1) de telle sorte que la matri
e Tδ dé�nie par

Tδ = (UDδ)
−1A(UDδ) = D−1

δ TDδvéri�e
Tδ =













t11 δt12 · · · δn−1t1n

0
. . . ...... . . . . . . δtn−1n

0 · · · 0 tnn













ave
 T =













t11 t12 · · · t1n

0
. . . ...... . . . . . . ...

0 · · · 0 tnn













.Étant donné ǫ > 0, on peut 
hoisir δ su�samment petit pour que les éléments extra-diagonaux de Tδ soient très petits aussi, par exemple pour que, pour tout 1 ≤ i ≤ n−1,
n
∑

j=i+1

δj−i|tij | ≤ ǫ.Alors l'appli
ation B → ‖(UDδ)
−1B(UDδ)‖∞ est une norme subordonnée (quidépend de A et ǫ) qui véri�e bien (13.2). �Lemme 13.1.8 Soit A une matri
e deMn(C). Les quatre 
onditions suivantes sontéquivalentes1. limi→+∞ Ai = 0,2. limi→+∞ Aix = 0 pour tout ve
teur x ∈ Cn,3. ρ(A) < 1,4. il existe au moins une norme matri
ielle subordonnée telle que ‖A‖ < 1.
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13.1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 415Démonstration. Montrons tout d'abord que (1) implique (2). L'inégalité
‖Aix‖ ≤ ‖Ai‖‖x‖montre que limi→+∞ Aix = 0. Ensuite, (2) implique (3) 
ar, si ρ(A) ≥ 1, alors il existe

λ et x 6= 0 tels que Ax = λx et |λ| = ρ(A), et, par 
onséquent, la suite Aix = λix nepeut pas 
onverger vers 0. Comme �(3) implique (4)� est une 
onséquen
e immédiatede la Proposition 13.1.7, il ne reste plus qu'à montrer que (4) implique (1). Pour 
ela,on 
onsidère la norme matri
ielle subordonnée telle que ‖A‖ < 1, et on a
‖Ai‖ ≤ ‖A‖i → 0 lorsque i→ +∞,
e qui montre que Ai tend vers 0. �13.1.2 Conditionnement et stabilitéAvant de dé
rire les algorithmes de résolution de systèmes linéaires, il nous fautévoquer les problèmes de pré
ision et de stabilité dus aux erreurs d'arrondi. En e�et,dans un ordinateur il n'y a pas de 
al
uls exa
ts, et la pré
ision est limitée à 
ausedu nombre de bits utilisés pour représenter les nombres réels : d'habitude 32 ou64 bits (
e qui fait à peu près 8 ou 16 
hi�res signi�
atifs). Il faut don
 faire trèsattention aux inévitables erreurs d'arrondi et à leur propagation au 
ours d'un 
al
ul.Les méthodes numériques de résolution de systèmes linéaires qui n'ampli�ent pas 
eserreurs sont dites stables. En pratique, on utilisera don
 des algorithmes qui sont àla fois e�
a
es et stables. Cette ampli�
ation des erreurs dépend de la matri
e
onsidérée. Pour quanti�er 
e phénomène, on introduit la notion de 
onditionnementd'une matri
e.Dé�nition 13.1.9 Soit une norme matri
ielle subordonnée que l'on note ‖A‖ (voirla Dé�nition 13.1.1). On appelle 
onditionnement d'une matri
e A ∈ Mn(C), relatifà 
ette norme, la valeur dé�nie par

cond(A) = ‖A‖.‖A−1‖.Cette notion de 
onditionnement va permettre de mesurer l'ampli�
ation des er-reurs des données (se
ond membre ou matri
e) au résultat.Proposition 13.1.10 Soit A une matri
e inversible. Soit b 6= 0 un ve
teur non nul.1. Soit x et x+ δx les solutions respe
tives des systèmes
Ax = b , et A(x + δx) = b+ δb.Alors on a

‖δx‖
‖x‖ ≤ cond(A)

‖δb‖
‖b‖ . (13.3)
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416 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE2. Soit x et x+ δx les solutions respe
tives des systèmes
Ax = b , et (A+ δA)(x + δx) = b.Alors on a

‖δx‖
‖x+ δx‖ ≤ cond(A)

‖δA‖
‖A‖ . (13.4)De plus, 
es inégalités sont optimales.Remarque 13.1.11 On dira qu'une matri
e est bien 
onditionnée si son 
ondition-nement est pro
he de 1 (sa valeur minimale) et qu'elle est mal 
onditionnée si son
onditionnement est grand. A 
ause des résultats de la Proposition 13.1.10, en pra-tique il faudra faire attention aux erreurs d'arrondi si on résout un système linéairepour une matri
e mal 
onditionnée. •Démonstration. Pour montrer le premier résultat, on remarque que Aδx = δb,et don
 ‖δx‖ ≤ ‖A−1‖.‖δb‖. Or, on a aussi ‖b‖ ≤ ‖A‖‖x‖, 
e qui donne (13.3).Cette inégalité est optimale au sens suivant : pour toute matri
e A, il existe δb et

x (qui dépendent de A) tels que (13.3) est en fait une égalité. En e�et, d'après unepropriété des normes matri
ielles subordonnées (voir le Lemme 13.1.2) il existe x telque ‖b‖ = ‖A‖‖x‖ et il existe δb tel que ‖δx‖ = ‖A−1‖‖δb‖.Pour obtenir (13.4) on remarque que Aδx + δA(x + δx) = 0, et don
 ‖δx‖ ≤
‖A−1‖‖δA‖‖x + δx‖, 
e qui implique (13.4). Pour en démontrer l'optimalité, on vamontrer que pour toute matri
e A il existe une perturbation δA et un se
ond membre
b pour lesquels il y a égalité. Grâ
e au Lemme 13.1.2 il existe y 6= 0 tel que ‖A−1y‖ =
‖A−1‖‖y‖. Soit ǫ un s
alaire non nul. On pose δA = ǫId et b = (A+ δA)y. On véri�ealors que y = y + δx et δx = −ǫA−1y, et 
omme ‖δA‖ = |ǫ| on obtient l'égalité dans(13.4). �Les 
onditionnements les plus utilisés en pratique sont

condp(A) = ‖A‖p‖A−1‖p pour p = 1, 2,+∞,où les normes ‖A‖p sont expli
itement dé�nies dans le Lemme 13.1.1. On véri�efa
ilement un 
ertain nombre de propriétés du 
onditionnement.Exer
i
e 13.1.2 Soit une matri
e A ∈Mn(C). Véri�er que1. cond(A) = cond(A−1) ≥ 1, cond(αA) = cond(A) ∀α 6= 0,2. pour une matri
e quel
onque, cond2(A) = µn(A)
µ1(A) , où µ1(A), µn(A) sont respe
-tivement la plus petite et la plus grande valeur singulière de A,3. pour une matri
e normale, cond2(A) = |λn(A)|

|λ1(A)| , où |λ1(A)|, |λn(A)| sont respe
-tivement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,4. pour toute matri
e unitaire U , cond2(U) = 1,
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e unitaire U , cond2(AU) = cond2(UA) = cond2(A).Exer
i
e 13.1.3 Montrer que le 
onditionnement de la matri
e de rigidité Kh, donnéepar (6.12) pour la méthode des éléments �nis P1 appliquée au Lapla
ien, est
cond2(Kh) ≈

4

π2h2
. (13.5)On montrera que les valeurs propres de Kh sont

λk = 4h−2 sin2
(

kπ

2(n+ 1)

)

1 ≤ k ≤ n,pour des ve
teurs propres uk donnés par leurs 
omposantes
ukj = sin

(

jkπ

n+ 1

)

1 ≤ j, k ≤ n.Remarque 13.1.12 L'estimation (13.5) du 
onditionnement de la matri
e de rigid-ité Kh semble très pessimiste, voire 
atastrophique. En e�et, la méthode des éléments�nis 
onverge si h = 1/(n+ 1) tend vers zéro. Autrement dit, des résultats pré
is nepeuvent être obtenus que si la matri
e est très grande et très mal 
onditionnée. Maisdans 
e 
as, les inévitables erreurs d'arrondi sur le se
ond membre ou sur la matri
erisquent d'être énormément ampli�ées au point de rendre la solution dis
rète uh trèsdi�érente de sa limite prédite. Fort heureusement, il n'en est rien en pratique 
ar lese
ond membre bh du système linéaire KhUh = bh n'est pas quel
onque et ne rend pasles inégalités de la Proposition 13.1.10 optimales. Si l'on reprend la démonstration del'optimalité de 
es inégalités, on s'aperçoit qu'elle est obtenue pour un ve
teur b quiest ve
teur propre de Kh asso
ié à sa plus grande valeur propre λn. D'après l'Exer-
i
e 13.1.3, un tel ve
teur propre os
ille fortement sur le maillage (ses 
omposantes
hangent de signe d'une maille à l'autre). Si le se
ond membre bh est plus �régulier�(
'est-à-dire qu'il est 
ombinaison linéaire des K premiers ve
teurs propres uk de Kh),on peut améliorer le résultat de la Proposition 13.1.10 en obtenant
‖δx‖
‖x‖ ≤ C(K)

‖δb‖
‖b‖ ,où C(K) est une 
onstante indépendante de n. C'est exa
tement 
e qui arrive enpratique, et 
ette dernière inégalité justi�e l'utilisation de la méthode des éléments�nis malgré la présen
e d'erreurs d'arrondi dans les 
al
uls sur ordinateurs. •13.1.3 Méthodes dire
tesMéthode d'élimination de GaussL'idée prin
ipale de 
ette méthode est de se ramener à la résolution d'un systèmelinéaire dont la matri
e est triangulaire. En e�et, la résolution d'un système linéaire,
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Tx = b, où la matri
e T est triangulaire et inversible, est très fa
ile par simplesubstitution ré
ursive. En e�et, le système































t1,1x1+ t1,2x2+ · · · · · · t1,nxn = b1

t2,2x2+
. . . · · · t2,nxn = b2. . . . . . ...

tn−1,n−1xn−1+ tn−1,nxn = bn−1

tn,nxn = bn

.se résout en 
al
ulant d'abord xn = bn/tn,n, puis xn−1, et ainsi de suite jusqu'à x1.On appelle 
e pro
édé remontée (dans le 
as d'une matri
e triangulaire inférieure,le pro
édé similaire qui 
al
ul les 
omposantes de la solution de x1 à xn est appelédes
ente). Remarquons que l'on a ainsi résolu le système Tx = b sans inverser lamatri
e T . De la même manière, la méthode d'élimination de Gauss va résoudre lesystème Ax = b sans 
al
uler l'inverse de la matri
e A.La méthode d'élimination de Gauss se dé
ompose en trois étapes :(i) élimination : 
al
ul d'une matri
e M inversible telle que MA = T soit trian-gulaire supérieure,(ii) mise à jour du se
ond membre : 
al
ul simultané de Mb,(iii) substitution : résolution du système triangulaire Tx =Mb par simple remon-tée.L'existen
e d'une telle matri
e M est garantie par le résultat suivant dont on vadonner une démonstration 
onstru
tive qui n'est rien d'autre que la méthode d'élim-ination de Gauss.Proposition 13.1.13 Soit A une matri
e 
arrée (inversible ou non). Il existe aumoins une matri
e inversible M telle que la matri
e T = MA soit triangulairesupérieure.Démonstration. Le prin
ipe est de 
onstruire une suite de matri
es Ak, 1 ≤ k ≤ n, dontles (k−1) premières 
olonnes sont remplies de zéros sous la diagonale. Par modi�
ations su
-
essives, on passe de A1 = A à An = T qui est triangulaire supérieure. On note (ak
ij

)

1≤i,j≤nles éléments de la matri
e Ak, et on appelle pivot de Ak l'élément ak
kk. Pour passer de lamatri
e Ak à la matri
e Ak+1, on s'assure tout d'abord que le pivot ak
kk n'est pas nul. S'ill'est, on permute la k-ème ligne ave
 une autre ligne pour amener en position de pivot unélément non nul. Puis on pro
ède à l'élimination de tous les éléments de la k-ème 
olonneen dessous de la k-ème ligne en faisant des 
ombinaisons linéaires de la ligne 
ourante ave
la k-ème ligne.Plus pré
isément, on e�e
tue les opérations suivantes. On multiplie Ak par une matri
ede permutation P k pour obtenir Ãk = P kAk telle que son pivot ãk

kk soit non nul. Si ak
kk 6= 0,alors il su�t de prendre P k = Id. Sinon, s'il existe ak

ik 6= 0 ave
 i ≥ k + 1, on permute la
k-ème ligne ave
 la i-ème en prenant P k = (e1, ..., ek−1, ei, ek+1, ..., ei−1, ek, ei+1, ..., en) (sitous les éléments de la k-ème 
olonne sous la diagonale, ak

ik ave
 i ≥ k, sont nuls, alors il n'y
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13.1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 419a rien à faire !). Puis on multiplie Ãk par une matri
e Ek, dé�nie par
Ek =































1

0
. . .... 1... − ãk

k+1,k

ãk
k,k

1... ... . . .
0 − ãk

n,k

ãk
k,k

1































, (13.6)

e qui élimine tous les 
oe�
ients de la k-ème 
olonne en dessous de la diagonale. On pose

Ak+1 = EkÃk =



























ã1
11 · · · · · · · · · · · · ã1

1n

0
. . . ...... . . . ãk

k,k ãk
k,k+1 · · · ãk

k,n... 0 ak+1
k+1,k+1 · · · ak+1

k+1,n... ... ... ...
0 . . . 0 ak+1

n,k+1 · · · ak+1
n,n

























ave
 ak+1
ij = ãk

ij −
ãk
i,k

ãk
k,k

ãk
k,j pour k + 1 ≤ i, j ≤ n. La matri
e Ak+1 a don
 bien la formedésirée ave
 ses k premières 
olonnes ayant uniquement des zéros sous la diagonale. Après

(n − 1) étapes, la matri
e An est triangulaire supérieure et véri�e An = MA ave
 M =
En−1Pn−1...E1P 1. La matri
e M est inversible 
ar detP i = ±1 et detEi = 1.On peut mettre à jour le se
ond membre (
'est-à-dire 
al
uler Mb) au fur et à mesureque l'on 
al
ule les matri
es P k et Ek. On 
onstruit une suite de se
onds membres (bk)1≤k≤ndé�nis par

b1 = b, bk+1 = EkP kbk pour 1 ≤ k ≤ n− 1,et on a bien bn = Mb. Pour résoudre le système linéaire Ax = b il ne reste plus qu'à résoudrele système Anx = Mb où An = T est une matri
e triangulaire supérieure. �Remarque 13.1.14 Insistons sur quelques aspe
ts pratiques de la méthode d'éliminationde Gauss.1. On ne 
al
ule jamais M ! On n'a pas besoin de multiplier les matri
es Ek et P k pour
al
uler Mb et An.2. Si A n'est pas inversible, on va trouver un 
oe�
ient diagonal de An = T nul et on neva pas pouvoir résoudre Tx = Mb. Par 
ontre l'élimination est toujours possible.3. A l'étape k, on ne modi�e que la partie des lignes k+1 à n 
omprise entre les 
olonnes
k + 1 à n.4. Comme sous-produit de l'élimination de Gauss, on peut 
al
uler le déterminant de lamatri
e A. En e�et, on a detA = ±detT selon le nombre de permutations e�e
tuées.
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420 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE5. Pour obtenir une meilleur stabilité numérique dans les 
al
uls sur ordinateurs on peu
hoisir astu
ieusement le pivot ãk
kk. Pour éviter la propagation des erreurs d'arrondiil faut 
hoisir le plus grand pivot possible en valeur absolue. Même lorsque le pivotnaturel ak

kk n'est pas nul, on permute pour amener à sa pla
e un plus grand pivot
ãk
kk. On dit que l'on fait un pivot partiel si on prend le plus grand pivot possible dansla k-ème 
olonne en dessous de la diagonale (
omme on a fait dans la démonstration
i-dessus). On dit que l'on fait un pivot total si on prend le plus grand pivot possibledans la sous-matri
e inférieure diagonale de taille (n − k) × (n − k) (dans 
e 
as onpermute ligne et 
olonne).

•Méthode de la fa
torisation LULa méthode LU 
onsiste à fa
toriser la matri
e A en un produit de deux matri
estriangulaires A = LU , où L est triangulaire inférieure (L pour �lower� en anglais) et
U est triangulaire supérieure (U pour �upper� en anglais). Il s'agit en fait du mêmealgorithme que 
elui de l'élimination de Gauss dans le 
as parti
ulier où on ne pivotejamais. Une fois établie la fa
torisation LU de A, la résolution du système linéaire
Ax = b est équivalente à la simple résolution de deux systèmes triangulaires Ly = bpuis Ux = y.Proposition 13.1.15 Soit une matri
e A = (aij)1≤i,j≤n d'ordre n telle que toutesles sous-matri
es diagonales d'ordre k, dé�nies par

∆k =







a11 · · · a1k... . . . ...
ak1 · · · akk






,soient inversibles. Il existe un unique 
ouple de matri
es (L,U), ave
 U triangulairesupérieure, et L triangulaire inférieure ayant une diagonale de 1, tel que

A = LU.Remarque 13.1.16 L'hypothèse de la Proposition 13.1.15 n'est pas déraisonnable.En e�et, elle est vraie si, par exemple, A est dé�nie positive. En e�et, si ∆k n'estpas inversible, alors il existe un ve
teur non nul xk ∈ Ker∆k et en le 
omplétant pardes zéros on 
onstruit un ve
teur non nul x = (xk, 0) qui véri�e Ax · x = 0, 
e qui
ontredit le 
ara
tère dé�ni positif de A. •Démonstration. Supposons qu'au 
ours de l'élimination de Gauss il n'y ait pasbesoin de faire de permutations pour 
hanger de pivot, 
'est-à-dire que tous les piv-ots naturels akkk sont non nuls. Alors, ave
 les notations de la Proposition 13.1.13on a An = En−1...E1A ave
 Ek dé�nie par (13.6). On pose U = An et L =
(E1)−1...(En−1)−1. Alors on a A = LU et il reste simplement à véri�er que L estbien triangulaire inférieure. Un 
al
ul fa
ile montre que (Ek)−1 s'obtient fa
ilement
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hangeant le signe des éléments sous la diagonale, 
'est-à-dire que,posant lik = aki,k/a
k
k,k, pour k + 1 ≤ i ≤ n, on a

Ek =

























1

0
. . .... 1... −lk+1,k

. . .... ... . . .
0 −ln,k 1

























, (Ek)−1 =

























1

0
. . .... 1... +lk+1,k

. . .... ... . . .
0 +ln,k 1

























.

Un autre 
al
ul montre que L est triangulaire inférieure et que sa k-ème 
olonne estla même que 
elle de (Ek)−1

L =













1 0 . . . 0

l2,1
. . . . . . ...... . . . . . . 0

ln,1 . . . ln,n−1 1













.Il faut maintenant véri�er que les pivots ne s'annulent pas sous l'hypothèse faite surles matri
es ∆k. On le véri�e par ré
urren
e. Le premier pivot a11 est non nul 
arégal à ∆1 qui est inversible. On suppose que tous les pivots jusqu'à l'ordre k− 1 sontnon nuls. Montrons que le nouveau pivot akkk est aussi non nul. Comme les k − 1premiers pivots sont non nuls, on a pu 
al
uler sans en
ombre la matri
e Ak. On é
ritalors l'égalité (E1)−1...(Ek−1)−1Ak = A sous la forme d'une égalité entre matri
espar blo
s
(

Lk
11 0

Lk
21 Id

)(

Uk
11 Ak

12

Ak
21 Ak

22

)

=

(

∆k A12

A21 A22

)

,ave
 Uk
11, Lk

11, et ∆k des blo
s 
arrés de taille k, et Ak
22, Id, et A22 des blo
s 
arrésde taille n − k. En appliquant la règle de multipli
ation des matri
es par blo
s, onobtient

Lk
11U

k
11 = ∆k,où Uk

11 est une matri
e triangulaire supérieure, et Lk
11 une matri
e triangulaire in-férieure ave
 des 1 sur la diagonale. On en déduit que la matri
e Uk

11 = (Lk
11)

−1∆kest inversible 
omme produit de matri
es inversibles. Son déterminant est don
 nonnul. Or
detUk

11 =

k
∏

i=1

akii 6= 0,don
 le pivot akkk à l'étape k est non nul.Il ne reste plus qu'à véri�er l'uni
ité. Soit deux dé
ompositions LU de la ma-tri
e A = L1U1 = L2U2. On en déduit que L−1
2 L1 = U2U

−1
1 , où la matri
e L−1

2 L1
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422 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEest triangulaire inférieure et U2U
−1
1 est triangulaire supérieure en vertu du Lemme13.1.17. Elles sont don
 toutes les deux diagonales, et 
omme la diagonale de L−1

2 L1est 
omposée de 1, on a L−1
2 L1 = U2U

−1
1 = Id. �Lemme 13.1.17 Soit T une matri
e triangulaire inférieure. Son inverse (s'il existe)est aussi une matri
e triangulaire inférieure et ses éléments diagonaux sont les in-verses des éléments diagonaux de T . Soit T ′ une autre matri
e triangulaire inférieure.Le produit TT ′ est aussi triangulaire inférieur, et ses éléments diagonaux sont le pro-duit des éléments diagonaux de T et de T ′.Nous laissons au le
teur la démonstration élémentaire du Lemme 13.1.17.Cal
ul pratique de la fa
torisation LU. On peut 
al
uler la fa
torisation LU(si elle existe) d'une matri
e A par identi�
ation de A au produit LU . En posant

A = (aij)1≤i,j≤n, et
L =













1 0 . . . 0

l2,1
. . . . . . ...... . . . . . . 0

ln,1 . . . ln,n−1 1













, U =













u1,1 . . . . . . u1,n

0 u2,2
...... . . . . . . ...

0 . . . 0 un,n













,
omme L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure, pour 1 ≤ i, j ≤ n ilvient
ai,j =

n
∑

k=1

li,kuk,j =

min(i,j)
∑

k=1

li,kuk,j .En identi�ant par ordre 
roissant les 
olonnes de A on en déduit les 
olonnes de L etde U . Ainsi, après avoir 
al
ulé les (j−1) premières 
olonnes de L et de U en fon
tiondes (j − 1) premières 
olonnes de A, on lit la j-ème 
olonne de A
ai,j =

i
∑

k=1

li,kuk,j ⇒ ui,j = ai,j −
i−1
∑

k=1

li,kuk,j pour 1 ≤ i ≤ j,
ai,j =

j
∑

k=1

li,kuk,j ⇒ li,j =
ai,j −

∑j−1
k=1 li,kuk,j
ujj

pour j + 1 ≤ i ≤ n.On 
al
ule don
 les j premières 
omposantes de la j-ème 
olonne de U et les n − jdernières 
omposantes de la j-ème 
olonne de L en fon
tion de leurs (j−1) premières
olonnes. On divise par le pivot ujj qui doit don
 être non nul !Algorithme numérique. On é
rit en pseudo-langage informatique l'algorithme
orrespondant à la méthode de dé
omposition LU. On vient de voir que l'on par
ourtla matri
e A 
olonne par 
olonne : à l'étape k on 
al
ule la k-ème 
olonne de L, puis
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13.1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 423on fait apparaître des zéros sous la diagonale de la k-ème 
olonne en e�e
tuant des
ombinaisons linéaires de la k-ème ligne ave
 
ha
une des lignes de k+1 à n. Commeà l'étape k les k premières lignes et les k − 1 premières 
olonnes de la matri
e nesont plus modi�ées, on peut sto
ker dans un même tableau, 
ontenant initialement lamatri
e A, les matri
es Ak et Lk = (E1)−1...(Ek−1)−1 (on ne sto
ke que les élémentsnon triviaux de Lk à la pla
e des zéros de Ak sous la diagonale de ses k− 1 premières
olonnes). A la �n 
e tableau 
ontiendra les matri
es L et U (L dans sa partie in-férieure (sans la diagonale de 1) et U dans sa partie supérieure).Pour k = 1, n− 1 ←− étape kPour i = k + 1, n ←− ligne i
aik = aik

akk
←− nouvelle 
olonne de LPour j = k + 1, n

aij = aij − aikakj ←− 
ombinaison des lignes i et kFin de la bou
le en jFin de la bou
le en iFin de la bou
le en kCompte d'opérations. Pour mesurer l'e�
a
ité de l'algorithme de la dé
omposi-tion LU on 
ompte le nombre d'opérations né
essaires à son a

omplissement (qui seraproportionnel à son temps d'exé
ution sur un ordinateur). On ne 
al
ule pas exa
te-ment 
e nombre d'opérations, et on se 
ontente du premier terme de son développe-ment asymptotique lorsque la dimension n est grande. De plus, pour simpli�er on ne
ompte que les multipli
ations et divisions (et pas les additions dont le nombre est engénéral du même ordre de grandeur).� Élimination ou dé
omposition LU : le nombre d'opérations Nop est
Nop =

n−1
∑

j=1

n
∑

i=j+1

(1 +
n
∑

k=j+1

1),qui, au premier ordre, donne Nop ≈ n3/3.� Substitution (ou remontée-des
ente sur les deux systèmes triangulaires) : lenombre d'opérations Nop est donné par la formule
Nop = 2

n
∑

j=1

j,qui, au premier ordre, donne Nop ≈ n2.Au total la résolution d'un système linéaire Ax = b par la méthode de la fa
torisationLU demande Nop ≈ n3/3 opérations 
ar n2 est négligeable devant n3 quand n estgrand.Remarque 13.1.18 On utilise aussi la méthode de la fa
torisation LU pour 
al
ulerle déterminant et l'inverse d'une matri
e. Pour obtenir A−1, on dé
ompose A en



ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

424 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEfa
teurs LU et on résout n systèmes linéaires ave
 
omme se
onds membres les ve
teursde base (ei)1≤i≤n (2 substitutions par résolution, mais les ve
teurs de base ei ont denombreuses 
omposantes nulles, 
e qui rend moins 
hère l'étape de des
ente ave
 L).Le nombre d'opérations pour 
al
uler A−1 est
Nop ≈

n3

3
+

n
∑

j=1

j2

2
+ n(

n2

2
) ≈ n3.Pour 
al
uler le déterminant de A, on dé
ompose A en fa
teurs LU et on 
al
ulele déterminant de U (
elui de L vaut 1), 
e qui ne né
essite que de multiplier leséléments diagonaux de U entre eux (n − 1 multipli
ations). Le nombre d'opérationspour 
al
uler detA est don
 Nop ≈ n3/3. •Méthode de CholeskyC'est une méthode qui ne s'applique qu'aux matri
es symétriques réelles, dé�niespositives. Elle 
onsiste à fa
toriser une matri
e A sous la forme A = BB∗ où B estune matri
e triangulaire inférieure (et B∗ son adjointe ou transposée).Proposition 13.1.19 Soit A une matri
e symétrique réelle, dé�nie positive. Il ex-iste une unique matri
e réelle B triangulaire inférieure, telle que tous ses élémentsdiagonaux soient positifs, et qui véri�e

A = BB∗.Démonstration. Par appli
ation de la Proposition 13.1.15, il existe un unique 
ouplede matri
es (L,U) tel que A = LU ave
 U triangulaire supérieure et L triangulaireinférieure ayant une diagonale de 1. On note D la matri
e diagonale dé�nie par D =
diag(

√
uii). Il est possible de prendre la ra
ine 
arré des éléments de la diagonale de

U 
ar un argument de multipli
ation de matri
es par blo
s montre que ∏k
i=1 uii =

det∆k > 0, où ∆k est la sous-matri
e diagonale d'ordre k extraite de A, don
 
haque
uii est stri
tement positif. On pose alors B = LD et C = D−1U qui véri�ent A = BC.Comme A = A∗, on en déduit C(B∗)−1 = B−1(C∗). En vertu du Lemme 13.1.17la matri
e C(B∗)−1 est triangulaire supérieure, tandis que B−1C∗ est triangulaireinférieure. Elles sont don
 toutes les deux diagonales. De plus, les éléments diagonauxde B et C sont les mêmes, don
 la diagonale de B−1C∗ n'est 
onstituée que de 1,
'est-à-dire que C(B∗)−1 = B−1C∗ = Id, don
 C = B∗. Pour montrer l'uni
itéde la dé
omposition de Cholesky, on suppose qu'il existe deux fa
torisations A =
B1B

∗
1 = B2B

∗
2 , d'où B−1

2 B1 = B∗
2(B

∗
1 )

−1. Du Lemme 13.1.17, on en déduit que
B−1

2 B1 = D = diag(d1, ..., dn), et don
 que A = B2B
∗
2 = B2(DD

∗)B∗
2 . Comme B2est inversible, il vient D2 = Id don
 di = ±1. Or tous les 
oe�
ients diagonaux d'unedé
omposition de Cholesky sont positifs par hypothèse. Don
 di = 1, 
e qui implique

B1 = B2. �
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ul pratique de la fa
torisation de Cholesky. En pratique, on 
al
ule le fa
-teur de Cholesky B par identi�
ation dans l'égalité A = BB∗. Soit A = (aij)1≤i,j≤n,
B = (bij)1≤i,j≤n ave
 bij = 0 si i < j. Pour 1 ≤ i, j ≤ n, il vient

aij =

n
∑

k=1

bikbjk =

min(i,j)
∑

k=1

bikbjk.En identi�ant par ordre 
roissant les 
olonnes de A (ou ses lignes, 
e qui revient aumême puisque A est symétrique) on en déduit les 
olonnes de B. Ainsi, après avoir
al
ulé les (j − 1) premières 
olonnes de B en fon
tion des (j − 1) premières 
olonnesde A, on lit la j-ème 
olonne de A en dessous de la diagonale
ajj =

j
∑

k=1

(bjk)
2 ⇒ bjj =

√

√

√

√ajj −
j−1
∑

k=1

(bjk)2

ai,j =

j
∑

k=1

bjkbi,k ⇒ bi,j =
ai,j −

∑j−1
k=1 bjkbi,k
bjj

pour j + 1 ≤ i ≤ n.On 
al
ule don
 la j-ème 
olonne de B en fon
tion de ses (j − 1) premières 
olonnes.A 
ause du théorème pré
édent, on est sûr que, si A est symétrique dé�nie positive,les termes sous les ra
ines 
arrées sont stri
tement positifs. Au 
ontraire, si A n'estpas dé�nie positive, on trouvera que ajj −∑j−1
k=1(bjk)

2 ≤ 0 pour un 
ertain rang j, 
equi empê
he de terminer l'algorithme.Algorithme numérique. L'algorithme de Cholesky peut s'é
rire de façon très 
om-pa
te en utilisant un seul tableau qui 
ontient originellement A et qui se remplit peu àpeu du fa
teur B. Remarquons qu'il su�t de sto
ker la moitié inférieure de A puisque
A est symétrique.Pour j = 1, nPour k = 1, j − 1

ajj = ajj − (bjk)
2Fin de la bou
le en k

ajj =
√
ajjPour i = j + 1, nPour k = 1, j − 1

aij = aij − bjkbikFin de la bou
le en k
aij =

aij

ajjFin de la bou
le en iFin de la bou
le en jCompte d'opérations. Pour mesurer l'e�
a
ité de la méthode de Cholesky on
ompte le nombre d'opérations (uniquement les multipli
ations) né
essaires à son a
-
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omplissement. Le nombre de ra
ines 
arrées est n qui est négligeable dans 
e 
ompted'opérations.� Fa
torisation de Cholesky : le nombre d'opérations Nop est
Nop =

n
∑

j=1



(j − 1) +

n
∑

i=j+1

j



 ,qui, au premier ordre, donne Nop ≈ n3/6.� Substitution : il faut e�e
tuer une remontée et une des
ente sur les systèmestriangulaire asso
iés à B et B∗. Le nombre d'opérations est au premier ordre
Nop ≈ n2.La méthode de Cholesky est don
 approximativement deux fois plus rapide que
elle de Gauss pour une matri
e symétrique dé�nie positive.Matri
es bandes et matri
es 
reusesLorsqu'une matri
e a beau
oup de 
oe�
ients nuls, on dit qu'elle est 
reuse. Si leséléments non nuls sont répartis à proximité de la diagonale, on dit que la matri
e a unestru
ture bande. Pour 
es deux types de matri
es (qui apparaissent naturellementdans la méthode des éléments �nis 
omme dans la plupart des autres méthodes), onpeut améliorer le 
ompte d'opérations et la taille de sto
kage né
essaire pour résoudreun système linéaire. Ce gain est très important en pratique.Dé�nition 13.1.20 Une matri
e A ∈ Mn(R) est dite matri
e bande, de demielargeur de bande (hors diagonale) p ∈ N si ses éléments véri�ent ai,j = 0 pour

|i− j| > p. La largeur de la bande est alors 2p+ 1.L'intérêt des matri
es bandes vient de la propriété suivante.Exer
i
e 13.1.4 Montrer que les fa
torisations LU et de Cholesky 
onservent la stru
-ture bande des matri
es.Remarque 13.1.21 Si les fa
torisations LU et de Cholesky préservent la stru
turebande des matri
es, il n'en est pas de même de leur stru
ture 
reuse. En général, si
A est 
reuse (même à l'intérieur d'une bande), les fa
teurs L et U , ou B et B∗ sont�pleins� (le 
ontraire de 
reux) à l'intérieur de la même bande. •L'exer
i
e suivant permet de quanti�er le gain qu'il y a à utiliser des matri
es bandes.Exer
i
e 13.1.5 Montrer que, pour une matri
e bande d'ordre n et de demie largeurde bande p, le 
ompte d'opérations de la fa
torisation LU est O(np2/3) et 
elui de lafa
torisation de Cholesky est O(np2/6).
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as des matri
es 
reuses. Expliquons d'abord la manière de sto
ker 
esmatri
es 
reuses dans la mémoire des ordinateurs. Comme on ne sto
ke que les élé-ments non nuls de la matri
e, on obtient un gain de pla
e appré
iable. Nous présentonsune méthode de sto
kage, appelée sto
kage Morse, sur un exemple simple, étantentendu qu'on ne l'utilise en pratique que pour des matri
es de grande taille. Soitdon
 la matri
e
A =







9 0 −3 0
7 −1 0 4
0 5 2 0
1 0 −1 2






.Les éléments de A sont sto
kés, ligne par ligne, dans un tableau à une seule entréesto
ka. On dé�nit un tableau debutl qui indique le début des lignes de A danssto
ka : plus pré
isément sto
ka(debutl(i)) est le premier élément non nul dela ligne i. On a aussi besoin d'un tableau indi

 qui indique la 
olonne de 
haqueélément sto
ké dans sto
ka : si ai,j est sto
ké dans sto
ka(k), alors indi

(k) = j.Le nombre d'éléments non nuls de A est égal à la taille du ve
teur indi

 (ou duve
teur sto
ka). Le nombre de lignes de A est égal à la taille du ve
teur debutl.Dans notre exemple, on a sto
ka indi

 debutl

9 1 1
−3 3 3
7 1 6
−1 2 8
4 4
5 2
2 3
1 1
−1 3
2 4En général, les fa
torisations LU et de Cholesky d'une matri
e 
reuse produisentdes fa
teurs �pleins� ave
 peu d'éléments non nuls (il existe des algorithmes qui min-imisent 
e �remplissage� mais ils sont moins e�
a
es que dans le 
as des matri
esbandes). En pratique, les matri
es 
reuses sont souvent asso
iée aux méthodes itéra-tives que nous verrons dans la Sous-se
tion 13.1.4 
i-dessous. En e�et, les produitsmatri
e-ve
teur sont fa
iles à évaluer ave
 
e type de sto
kage.Équivalen
e d'opérations et algorithme de StrassenOn remarque que toutes 
es méthodes de résolution de systèmes linéaires ont un 
ompted'opérations de l'ordre de n3, de même que le 
al
ul de l'inverse (voir la Remarque 13.1.18)ou la multipli
ation de deux matri
es d'ordre n. Il ne s'agit pas d'une 
oïn
iden
e 
omme lemontre le résultat suivant qui montre, de manière surprenante, que l'inversion d'une matri
e
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omplexité que la multipli
ation de deux matri
es (bien que l'inversion semble, àpremière vue, une opération bien plus 
ompliquée).Lemme 13.1.22 L'inversion de matri
es et la multipli
ation de matri
es ont la même 
om-plexité asymptotique, 
'est à dire que s'il existe un algorithme pour l'une de 
es opérationstel que son nombre d'opérations est borné par O(nα) ave
 α ≥ 2, alors on peut 
onstruire unalgorithme pour l'autre opération dont le nombre d'opérations est aussi borné par O(nα).Démonstration. Soit I(n) le nombre d'opérations pour 
al
uler A−1 par un algorithmedonné, tel qu'il existe C et α ≥ 2 véri�ant I(n) ≤ Cnα. Montrons qu'il existe un algorithmepour 
al
uler le produit AB dont le nombre d'opérations P (n) est tel qu'il existe C′ pourlequel P (n) ≤ C′nα ave
 le même exposant α. On remarque que




Id A 0
0 Id B
0 0 Id





−1

=





Id −A AB
0 Id −B
0 0 Id



 .Par 
onséquent, le produit AB est obtenu en inversant une matri
e 3 fois plus grande. Don

P (n) ≤ I(3n) ≤ C3αnα.Soit maintenant P (n) le nombre d'opérations pour 
al
uler AB par un algorithme donné, telqu'il existe C et α véri�ant P (n) ≤ Cnα. Montrons qu'il existe un algorithme pour 
al
uler

A−1 dont le nombre d'opérations I(n) est tel qu'il existe C′ pour lequel I(n) ≤ C′nα ave
le même exposant α. On remarque que
(

A B
C D

)−1

=

(

A−1 + A−1B∆−1CA−1 −A−1B∆−1

−∆−1CA−1 ∆−1

)

.ave
 ∆ = D − CA−1B (appelé parfois 
omplément de S
hur). On en déduit
I(2n) ≤ 2I(n) + 6P (n),si on néglige les additions. En itérant 
ette formule pour n = 2k, on obtient

I(2k) ≤ 2kI(1) + 6

k−1
∑

i=0

2k−i−1P (2i) ≤ C

(

2k +

k−1
∑

i=0

2k−i−1+αi

)

.Comme α ≥ 2, on en déduit
I(2k) ≤ C′2αk.Si n 6= 2k pour tout k, il existe k tel que 2k < n < 2k+1. On ins
rit alors la matri
e A dansune plus grande matri
e de taille 2k+1

(

A 0
0 Id

)où Id est l'identité d'ordre 2k+1 − n. On obtient
I(n) ≤ C′(2k+1)α ≤ C′2αnα,
e qui est le résultat désiré. �
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ru que la multipli
ation de matri
es d'ordre n (et don
 leur inversion)ne pouvait pas se faire en moins de n3 opérations. Mais depuis une dé
ouverte de Strassenen 1969, on sait que 
e n'est pas vrai. En e�et, Strassen a mis au point un algorithme demultipli
ation de matri
es qui demande beau
oup moins d'opérations pour n grand. Il aobtenu pour son algorithme un 
ompte d'opérations
Nop(n) = O(nlog27) ave
 log2 7 ∼ 2, 81. (13.7)Ce résultat, tout à fait surprenant, a depuis été amélioré : on a trouvé d'autres algorithmes,de plus en plus 
ompliqués, dont le nombre d'opérations 
roit moins vite pour n grand, maison n'a toujours pas trouvé le meilleur algorithme possible (
'est-à-dire 
elui qui 
onduise auplus petit exposant α tel que Nop(n) = O(nα)). Évidemment, pour de très grandes matri
es,le gain de temps pro
uré par 
es algorithmes est très appré
iable (l'algorithme de Strassena e�e
tivement été utilisé sur des super-ordinateurs). Malheureusement, 
es algorithmes ontsouvent des problèmes de stabilité numérique (ils ampli�ent les erreurs d'arrondi) qui limitentleur usage pratique.L'algorithme de Strassen repose sur le lemme suivant d'apparen
e bien bénigne !Lemme 13.1.23 (algorithme de Strassen) Le produit de deux matri
es d'ordre 2 peutse faire ave
 7 multipli
ations et 18 additions (au lieu de 8 multipli
ations et 4 additions parla règle habituelle).Démonstration. Un simple 
al
ul montre que

(

a b
c d

)(

α β
γ δ

)

=

(

m1 +m2 −m4 +m6 m4 +m5

m6 +m7 m2 −m3 +m5 −m7

)

,ave

m1 = (b− d)(γ + δ) m5 = a(β − δ)
m2 = (a+ d)(α+ δ) m6 = d(γ − α)
m3 = (a− c)(α+ β) m7 = (c+ d)α
m4 = (a+ b)δOn 
ompte bien 7 multipli
ations et 18 additions. �Le point 
ru
ial dans le Lemme 13.1.23 est que la règle de multipli
ation de Strassenest aussi valable si les 
oe�
ients des matri
es sont dans une algèbre non 
ommutative. Enparti
ulier, 
'est don
 vrai pour des matri
es blo
s.Soit alors une matri
e de taille n = 2k. On dé
oupe 
ette matri
e en 4 blo
s de taille

2k−1, et on applique la règle de Strassen. Si on 
ompte non seulement les multipli
ationsmais aussi les additions, le nombre d'opérations Nop(n) pour e�e
tuer le produit de deuxmatri
es véri�e
Nop(2

k) = 7Nop(2
k−1) + 18(2k−1)2,
ar l'addition de deux matri
es de taille n requiert n2 additions. Une ré
urren
e simple donne

Nop(2
k) = 7kNop(1) + 18

k−1
∑

i=0

7i4k−1−i ≤ 7k (Nop(1) + 6) .On en déduit fa
ilement que le nombre optimal d'opérations Nop(n) véri�e la borne (13.7).
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430 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE13.1.4 Méthodes itérativesLes méthodes itératives sont parti
ulièrement intéressantes pour les très grandesmatri
es ou les matri
es 
reuses. En e�et, dans 
e 
as les méthodes dire
tes peuventavoir un 
oût de 
al
ul et de sto
kage en mémoire prohibitif (se rappeler que lafa
torisation LU ou de Cholesky demande de l'ordre de n3 opérations). Commençonspar une 
lasse très simple de méthodes itératives.Dé�nition 13.1.24 Soit A une matri
e inversible. On introduit une dé
ompositionrégulière de A (en anglais �splitting�), 
'est-à-dire un 
ouple de matri
es (M,N) ave

M inversible (et fa
ile à inverser dans la pratique) tel que A = M −N . La méthodeitérative basée sur le splitting (M,N) est dé�nie par

{

x0 donné dans Rn,
Mxk+1 = Nxk + b ∀k ≥ 1.

(13.8)Si la suite de solutions appro
hées xk 
onverge vers une limite x quand k tend versl'in�ni, alors, par passage à la limite dans la relation de ré
urren
e (13.8), on obtient
(M −N)x = Ax = b.Par 
onséquent, si la suite de solutions appro
hées 
onverge, sa limite est for
émentla solution du système linéaire.D'un point de vue pratique, il faut savoir quand on peut arrêter les itérations, 
'est-à-dire à quel moment xk est su�samment pro
he de la solution in
onnue x. Commeon ne 
onnaît pas x, on ne peut pas dé
ider d'arrêter le 
al
ul dès que ‖x−xk‖ ≤ ǫ où

ǫ est la pré
ision désirée. Par 
ontre on 
onnaît Ax (qui vaut b), et un 
ritère d'arrêtfréquemment utilisé est ‖b−Axk‖ ≤ ǫ. Cependant, si la norme de A−1 est grande 
e
ritère peut être trompeur 
ar
‖x− xk‖ ≤ ‖A−1‖ ‖b−Axk‖ ≤ ǫ‖A−1‖qui peut ne pas être petit.Dé�nition 13.1.25 On dit qu'une méthode itérative est 
onvergente si, quel quesoit le 
hoix du ve
teur initial x0 ∈ Rn, la suite de solutions appro
hées xk
onverge vers la solution exa
te x.On 
ommen
e par donner une 
ondition né
essaire et su�sante de 
onvergen
ed'une méthode itérative à l'aide du rayon spe
tral de la matri
e d'itération (voir laDé�nition 13.1.5 pour la notion de rayon spe
tral).Lemme 13.1.26 La méthode itérative dé�nie par (13.8) 
onverge si et seulement sile rayon spe
tral de la matri
e d'itération M−1N véri�e ρ(M−1N) < 1.
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ek = (M−1Nxk−1 +M−1b)− (M−1Nx+M−1b) =M−1Nek−1 = (M−1N)ke0.Par appli
ation du Lemme 13.1.8, on en déduit que ek tend vers 0, quel que soit e0,si et seulement si ρ(M−1N) < 1. �Dans la pratique le rayon spe
tral d'une matri
e est di�
ile à 
al
uler (il faut 
al
ulerses valeurs propres). C'est pourquoi on utilise d'autres 
onditions su�santes de 
onvergen
e,
omme indiqué 
i-dessous.Lemme 13.1.27 Soit A une matri
e hermitienne, dé�nie positive. Soit une dé
ompositionrégulière de A dé�nie par A = M − N ave
 M inversible. Alors la matri
e (M∗ + N) esthermitienne. De plus, si (M∗ +N) est aussi dé�nie positive, alors

ρ(M−1N) < 1.Démonstration. Tout d'abord, montrons que M∗ +N est bien hermitienne :
(M∗ +N)∗ = M +N∗ = (A+N) +N∗ = A∗ +N∗ +N = M∗ +N.On dé�nit la norme ve
torielle |x|A =

√

〈Ax,x〉 sur Rn (qui est bien une norme 
ar A estdé�nie positive). On note ‖.‖ la norme matri
ielle subordonnée à |.|A. On va montrer que
‖M−1N‖ < 1 
e qui implique le résultat désiré grâ
e à la Proposition 13.1.7. On 
al
ule

‖M−1N‖2 = max
|v|A=1

|M−1Nv|2A.Or, d'après le Lemme 13.1.2, il existe v, dépendant de M−1N , tel que |v|A = 1 et
|M−1Nv|2A = ‖M−1N‖2.Comme N = M −A, on obtient, en posant w = M−1Av,

|M−1Nv|2A = 〈AM−1Nv,M−1Nv〉
= 〈AM−1(M − A)v,M−1(M − A)v〉
= 〈(Av − AM−1Av), (I −M−1A)v〉
= 〈Av, v〉 − 〈AM−1Av, v〉

+〈AM−1Av,M−1Av〉 − 〈Av,M−1Av〉
= 1− 〈M−1Av,MM−1Av〉

+〈AM−1Av,M−1Av〉 − 〈MM−1Av,M−1Av〉
= 1− 〈w,Mw〉+ 〈Aw,w〉 − 〈Mw,w〉
= 1− 〈(M∗ +N)w,w〉.Or 〈(M∗+N)w,w〉 > 0 , 
ar (M∗ +N) est dé�nie positive, et w 6= 0 
ar A et M inversibles.Don

‖M−1N‖2 = 1− 〈(M∗ +N)w,w〉 < 1,
e qui termine la démonstration. �Puisque 
es méthodes itératives de résolution de systèmes linéaires sont destinées à êtreutilisées sur des ordinateurs dont les 
al
uls ne sont pas exa
ts mais enta
hés d'erreursd'arrondi, il est né
essaire de véri�er que 
es erreurs ne se propagent pas au point de détruirela 
onvergen
e des méthodes ou, pire, de les faire 
onverger vers de fausses solutions. Fortheureusement 
ela n'est pas le 
as 
omme le montre le résultat suivant.
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432 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLELemme 13.1.28 Soit une dé
omposition régulière de A dé�nie par A = M − N ave
 Minversible. Soit un se
ond membre b ∈ Rn et la solution x ∈ Rn telle que Ax = b. On supposequ'à 
haque étape k la méthode itérative est a�e
tée d'une erreur ǫk ∈ Rn au sens où xk+1n'est pas exa
tement donné par (13.8) mais plut�t par
xk+1 = M−1Nxk +M−1b+ ǫk.On suppose que ρ(M−1N) < 1 et qu'il existe une norme ve
torielle et une 
onstante positive

ǫ telles que pour tout k ≥ 0

‖ǫk‖ ≤ ǫ.Alors il existe une 
onstante K, qui ne dépend que de M−1N , telle que
lim sup
k→+∞

‖xk − x‖ ≤ Kǫ.Démonstration. On dé�nit en
ore l'erreur ek = xk − x et on a maintenant ek+1 =
M−1Nek + ǫk. On en déduit

ek =
(

M−1N
)k

e0 +

k−1
∑

i=0

(

M−1N
)i

ǫk−i−1. (13.9)Par appli
ation de la Proposition 13.1.7 il existe une norme matri
ielle subordonné ‖·‖s telleque ‖M−1N‖s < 1 puisque ρ(M−1N) < 1. On note de la même façon la norme ve
torielleasso
iée. Or toutes les normes ve
torielles sur Rn sont équivalentes : il existe don
 une
onstante C ≥ 1, qui ne dépend ainsi que de M−1N , telle que
C−1‖y‖ ≤ ‖y‖s ≤ C‖y‖ ∀y ∈ R

n.En majorant (13.9) il vient
‖ek‖s ≤ ‖M−1N‖ks‖e0‖s +

k−1
∑

i=0

‖M−1N‖isCǫ ≤ ‖M−1N‖ks‖e0‖s +
Cǫ

1− ‖M−1N‖sd'où l'on obtient le résultat ave
 K = C2/(1− ‖M−1N‖s). �Il est temps de donner les exemples les plus 
lassiques de méthodes itérativesbasées sur une dé
omposition régulière.Dé�nition 13.1.29 (méthode de Ja
obi) Soit A = (aij)1≤i,j≤n. On note D =
diag(aii) la diagonale de A. On appelle méthode de Ja
obi la méthode itérative asso
iéeà la dé
omposition

M = D, N = D −A.Il s'agit de la plus simple des méthodes itératives. Pour qu'elle soit bien dé�nie, ilfaut bien sûr que la matri
e diagonale D soit inversible. Par appli
ation du Lemme13.1.27, dans le 
as où A est symétrique réelle, la méthode de Ja
obi 
onverge si A et
2D −A sont dé�nies positives.
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13.1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 433Dé�nition 13.1.30 (méthode de Gauss-Seidel) Soit A = (aij)1≤i,j≤n. On dé-
ompose A sous la forme A = D−E−F où D = diag(aii) est la diagonale, −E est lapartie triangulaire inférieure (stri
tement), et −F est la partie triangulaire supérieure(stri
tement) de A. On appelle méthode de Gauss-Seidel la méthode itérative asso
iéeà la dé
omposition
M = D − E, N = F.Pour que la méthode de Gauss-Seidel soit bien dé�nie, il faut que la matri
e D−Esoit inversible, 
'est-à-dire queD soit inversible (la matri
e (D−E) est fa
ile à inverser
ar elle est triangulaire). Par appli
ation du Lemme 13.1.27, si A est symétrique réelledé�nie positive, la méthode de Gauss-Seidel 
onverge.Dé�nition 13.1.31 (méthode de relaxation (SOR)) Soit ω ∈ R+. On appelleméthode de relaxation (SOR en anglais pour �Su

essive Over Relaxation�), pour leparamètre ω, la méthode itérative asso
iée à la dé
omposition

M =
D

ω
− E, N =

1− ω
ω

D + FPour que la méthode de relaxation soit bien dé�nie, il faut en
ore que la matri
e
D soit inversible. Pour ω = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel. Si ω < 1,on dit qu'il s'agit d'une méthode de sous-relaxation, tandis que ω > 1 
orrespond àune méthode de sur-relaxation. En général, il existe un paramètre optimal ωopt quiminimise le rayon spe
tral de la matri
e d'itération M−1N , et don
 qui maximise lavitesse de 
onvergen
e.Exer
i
e 13.1.6 Soit A une matri
e hermitienne dé�nie positive. Montrer que pourtout ω ∈ ]0, 2[, la méthode de relaxation 
onverge.Exer
i
e 13.1.7 Montrer que, pour la méthode de relaxation, on a toujours

ρ(M−1N) ≥ |1− ω| , ∀ω 6= 0,et don
 qu'elle ne peut 
onverger que si 0 < ω < 2.Dé�nition 13.1.32 (méthode du gradient) Soit un paramètre réel α 6= 0. Onappelle méthode du gradient la méthode itérative asso
iée à la dé
omposition
M =

1

α
Id et N =

(

1

α
Id−A

)

.La méthode du gradient semble en
ore plus primitive que les méthodes pré
é-dentes, mais elle a une interprétation en tant que méthode de minimisation de lafon
tion f(x) = 1
2Ax · x− b · x qui lui donne une plus grande appli
abilité.
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434 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLELemme 13.1.33 Soit A une matri
e diagonalisable de valeurs propres λ1 ≤ λ2 ≤
... ≤ λn. Si λ1 ≤ 0 ≤ λn, alors la méthode du gradient ne 
onverge pour au
unevaleur de α. Si 0 < λ1 ≤ ... ≤ λn, alors la méthode du gradient 
onverge si etseulement si 0 < α < 2/λn, et le paramètre α optimal, qui minimise ρ(M−1N), est

αopt =
2

λ1 + λn
et min

α
ρ(M−1N) =

λn − λ1
λn + λ1

.Remarque 13.1.34 Si λ1 ≤ ... ≤ λn < 0, alors on a un résultat symétrique du
as dé�ni positif en 
hangeant α en −α. Pour le paramètre optimal αopt, le rayonspe
tral de la matri
e d'itération est une fon
tion 
roissante du rapport λn/λ1. Si Aest auto-adjointe, alors 
e rapport n'est autre que le 
onditionnement cond2(A) de lamatri
e A. Par 
onséquent, plus la matri
e A est bien 
onditionnée, meilleure est la
onvergen
e de la méthode du gradient. •Démonstration. D'après le Lemme 13.1.26, on sait que la méthode du gradient est
onvergente si et seulement si ρ(M−1N) < 1. Or M−1N = ( Id− αA), don

ρ(M−1N) < 1⇔ |1 − αλi| < 1⇔ −1 < 1− αλi < 1 , ∀i.Ce
i implique que αλi > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Par 
onséquent toutes les valeurspropres de A doivent être non nulles et du même signe que α. La méthode du gradientne 
onverge don
 pas si λ1 ≤ 0 ≤ λn, et 
e
i quelque soit α. Si, au 
ontraire, on a

0 < λ1 ≤ ... ≤ λn, alors on en déduit qu'il faut 0 < α < 2/λn. Pour 
al
uler leparamètre optimal αopt, on remarque que la fon
tion λ → |1 − αλ| est dé
roissantesur ]−∞, 1/α] puis 
roissante sur [1/α,+∞[, don

ρ(M−1N) = max{|1− αλ1|, |1− αλn|}.Par 
onséquent, le minimum de la fon
tion α → ρ(M−1N) est atteint au point d'in-terse
tion αopt =

2
λ1+λn

de 
es deux droites. �13.1.5 Méthode du gradient 
onjuguéLa méthode du gradient 
onjugué est la méthode itérative de 
hoix pour résoudredes systèmes linéaires dont la matri
e est symétrique réelle dé�nie positive. Il s'agitd'une amélioration spe
ta
ulaire de la méthode du gradient (surtout si elle 
ombinéeave
 un pré
onditionnement, voir la Dé�nition 13.1.43). Pour 
onstruire la méthodedu gradient 
onjugué, on introduit la notion d'espa
e de Krylov.Dé�nition 13.1.35 Soit r0 un ve
teur dans Rn. On appelle espa
e de Krylov asso
iéau ve
teur r0, et on note Kk, le sous-espa
e ve
toriel de Rn engendré par les k + 1ve
teurs {r0, Ar0, ..., Akr0}.
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es de Krylov (Kk)k≥0 forment une suite 
roissante de sous-espa
es ve
-toriels Kk ⊂ Kk+1 ∀k ≥ 0. Comme Kk ⊂ Rn, 
ette suite devient for
ément sta-tionnaire à partir d'un 
ertain rang. Plus pré
isément, nous laissons le le
teur véri�erqu'il existe une dimension 
ritique k0, ave
 0 ≤ k0 ≤ n− 1, telle que
{

dimKk = k + 1 si 0 ≤ k ≤ k0,
dimKk = k0 + 1 si k0 ≤ k.En prenant r0 = b−Ax0, il est fa
ile de voir que, pour la méthode du gradient, l'itérée

xk appartient à l'espa
e a�ne [x0 + Kk−1] (dé�ni 
omme l'ensemble des ve
teurs xtels que (x − x0) ∈ Kk−1), 
e qui implique que le résidu rk = b − Axk appartient àl'espa
e de Krylov Kk (asso
ié au résidu initial r0).Pour améliorer la méthode du gradient, on dé
ide de �mieux 
hoisir� xk dansl'espa
e a�ne [x0 +Kk−1]. La méthode du gradient 
onjugué 
onsiste, à partir d'unve
teur initial x0 ∈ Rn et de son résidu r0 = b − Ax0, à 
onstruire une suite deve
teurs xk ∈ [x0 +Kk−1] tels que rk = b−Axk est orthogonal au sous-espa
e Kk−1,pour k ≥ 1.Lemme 13.1.36 Soit A une matri
e symétrique réelle dé�nie positive d'ordre n. Soit
x0 ∈ Rn, r0 = b − Ax0, et (Kk)k≥0 la suite des espa
es de Krylov asso
iés à r0. Laméthode du gradient 
onjugué est dé�nie, pour k ≥ 1, par

xk ∈ [x0 +Kk−1] et rk = b−Axk⊥Kk−1. (13.10)Pour tout k ≥ 1, il existe bien un unique ve
teur xk donné par (13.10). De plus, 
etteméthode 
onverge vers la solution du système linéaire Ax = b en, au plus, n itérations.Remarque 13.1.37 Le Lemme 13.1.36 montre que l'algorithme du gradient 
on-jugué qu'on a 
onçu 
omme une méthode itérative est en fait une méthode dire
tepuisqu'il 
onverge en un nombre �ni d'itérations (exa
tement k0 + 1 où k0 est ladimension 
ritique de Krylov). Cependant, dans la pratique on l'utilise 
omme uneméthode itérative qui 
onverge �numériquement� en beau
oup moins de k0 + 1 itéra-tions. Intuitivement il est fa
ile de voir pourquoi le gradient 
onjugué améliore legradient simple. En e�et, le résidu rk est orthogonal à un sous-espa
e Kk de plus enplus grand. •Démonstration. Montrons tout d'abord qu'il existe bien un unique xk qui satis-fait les hypothèses. Comme A est dé�nie positive, on peut dé�nir le produit s
alaire
〈x, y〉A = Ax · y sur Rn. On 
her
he xk sous la forme xk = x0 + yk ave
 yk ∈ Kk−1,et la 
ondition d'orthogonalité de rk devient

〈A−1r0 − yk, y〉A = 0 ∀ y ∈ Kk−1,
e qui n'est rien d'autre que la 
ara
térisation de yk 
omme proje
tion orthogonale de
A−1r0 sur le sous-espa
eKk−1 (pour le produit s
alaire 〈, 〉A). Ce
i prouve l'existen
eet l'uni
ité de xk.
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ritique des espa
es de Krylov, 
'est-à-dire que, pour tout
k ≥ k0, dimKk = k0 + 1. En parti
ulier, AKk0 ⊂ Kk0+1 = Kk0 , don
 rk0+1 = b −
Axk0+1 = r0−Ayk0+1 appartient à Kk0 tout en lui étant orthogonal. Par 
onséquent,
rk0+1 = 0 et xk0+1 est la solution exa
te du système linéaire. �Remarque 13.1.38 La méthode du gradient 
onjugué a été présentée 
omme unpro
édé d'orthogonalisation par rapport à l'espa
e de Krylov. Nous verrons plus loinque, de manière équivalente, on peut l'introduire 
omme un problème de minimisation.Plus pré
isément, xk ∈ [x0 +Kk−1] réalise le minimum dans [x0 +Kk−1] de

f(x) =
1

2
Ax · x− b · x,ou bien en
ore le résidu rk = b−Axk minimise dans Kk la fon
tion

g(r) =
1

2
A−1r · rave
 r = b−Ax. •Exer
i
e 13.1.8 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Soit (xk)0≤k≤n lasuite de solutions appro
hées obtenues par la méthode du gradient 
onjugué. On pose

rk = b−Axk et dk = xk+1 − xk. Montrer que(i) l'espa
e de Krylov Kk est aussi égal à
Kk = [r0, ..., rk] = [d0, ..., dk],(ii) la suite (rk)0≤k≤n−1 est orthogonale

rk · rl = 0 pour tout 0 ≤ l < k ≤ n− 1,(iii) la suite (dk)0≤k≤n−1 est 
onjuguée par rapport à A
Adk · dl = 0 pour tout 0 ≤ l < k ≤ n− 1.La dé�nition que l'on vient de donner de la méthode du gradient 
onjugué estpurement théorique. En e�et, on n'a pas indiqué d'algorithme pour 
onstruire rkorthogonal àKk−1, ni dit 
omment on 
al
ule xk dans la pratique. Le théorème suivantdonne des formules pratiques parti
ulièrement simples pour 
al
uler 
es ve
teurs.Proposition 13.1.39 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive, et x0 ∈ Rn.Soit (xk, rk, pk) trois suites dé�nies par les relations de ré
urren
e

p0 = r0 = b−Ax0, et pour 0 ≤ k







xk+1 = xk + αkpk
rk+1 = rk − αkApk
pk+1 = rk+1 + βkpk

(13.11)
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αk =

‖rk‖2
Apk · pk

et βk =
‖rk+1‖2
‖rk‖2

.Alors, (xk)0≤k≤k0+1 est la suite de solutions appro
hées de la méthode du gradient
onjugué dé�nie par (13.10).Démonstration. Il est fa
ile de montrer par ré
urren
e que les relations
r0 = b− Ax0 et { rk+1 = rk − αkApk

xk+1 = xk + αkpkimpliquent que la suite rk est bien 
elle du résidu, à savoir rk = b−Axk. Une autre ré
urren
efa
ile montre que les relations
r0 = p0 et { rk = rk−1 − αk−1Apk−1

pk = rk + βk−1pk−1impliquent que pk et rk appartiennent à l'espa
e de KrylovKk, pour tout k ≥ 0. On en déduit,par la relation de ré
urren
e xk+1 = xk + αkpk, que xk+1 appartient bien à l'espa
e a�ne
[x0 +Kk]. Pour 
on
lure, il nous faut montrer que rk+1 est orthogonal à Kk. Tout d'abord,nous allons montrer par ré
urren
e que rk+1 est orthogonal à rj , pour tout 0 ≤ j ≤ k, etque pk+1 est 
onjuguée à pj , pour tout 0 ≤ j ≤ k, 
'est-à-dire que Apk+1 · pj = 0. A l'ordre0 on a

r1 · r0 = ‖r0‖2 − α0Ap0 · r0 = 0
ar p0 = r0, et
Ap1 · p0 = (r1 + β0p0) · Ap0 = α−1

0 (r1 + β0r0) · (r0 − r1) = 0.On suppose que jusqu'à l'ordre k on a
rk · rj = 0 pour 0 ≤ j ≤ k − 1, et Apk · pj = 0 pour 0 ≤ j ≤ k − 1.Montrons que 
'est en
ore vrai à l'ordre k+1. A 
ause de la formule de ré
urren
e qui donne

xk+1 on a
rk+1 · rj = rk · rj − αkApk · rj ,et à 
ause de la relation rj = pj − βj−1pj−1 on obtient

rk+1 · rj = rk · rj − αkApk · pj + αkβj−1Apk · pj−1.A 
ause de l'hypothèse de ré
urren
e, on en déduit fa
ilement que rk+1 · rj = 0 si j ≤ k− 1,tandis que la formule pour αk implique que rk+1 · rk = 0. D'autre part, la formule deré
urren
e qui donne pk+1 
onduit à
Apk+1 · pj = pk+1 ·Apj = rk+1 ·Apj + βkpk ·Apj ,et 
omme Apj = (rj − rj+1)/αj on en déduit
Apk+1 · pj = α−1

j rk+1 · (rj − rj+1) + βkpk ·Apj .Pour j ≤ k−1, l'hypothèse de ré
urren
e et l'orthogonalité de rk+1 (que l'on vient d'obtenir)prouve que Apk+1 ·pj = 0. Pour j = k, on obtient Apk+1 ·pk = 0 grâ
e aux formules donnant
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αk et βk. Ce
i termine 
ette ré
urren
e. Comme la famille (rk)0≤k≤k0 est orthogonale, elleest libre tant que rk 6= 0. Or rk ∈ Kk, 
e qui entraîne Kk = [r0, ..., rk] 
ar 
es deux espa
esont même dimension. Par 
onséquent, rk+1 est bien orthogonal à Kk, et la suite xk est bien
elle du gradient 
onjugué. �Remarque 13.1.40 On dit que la suite (pk) est 
onjuguée par rapport à A 
ar elle estorthogonale pour le produit s
alaire 〈x, y〉A = Ax · y. C'est 
ette propriété qui a donné sonnom à la méthode.Le le
teur se demande peut-être 
omment les formules (13.11) ont pu être �inventées�.En fait, il existe une ré
iproque à la Proposition 13.1.39. Plus pré
isément, l'Exer
i
e 13.1.8montre que la suite dk = xk+1 − xk est 
onjuguée par rapport à A et que le sous-espa
eengendré par (d0, ..., dk) 
oïn
ide ave
 Kk. On en déduit don
 un moyen pratique de 
on-stru
tion de la suite dk : on applique le pro
édé d'orthonormalisation de Gram-S
hmidt à
(r0, ..., A

kr0) pour le produit s
alaire 〈x, y〉A. Le résultat se trouve être la suite pk qui estné
essairement 
olinéaire à dk (on trouve que dk = αkpk). Grâ
e à la symétrie de A, lesformules de Gram-S
hmidt qui dé�nissent pk se simpli�ent 
onsidérablement, et on aboutit(après quelques 
al
uls) aux formules (13.11). •Algorithme numérique Dans la pratique, lorsqu'on met en oeuvre l'algorithmedu gradient 
onjugué, les formules (13.11) de la Proposition 13.1.39 sont programméede la manière suivanteinitialisation { 
hoix initial x0
r0 = p0 = b−Ax0itérations k ≥ 1



























αk−1 =
‖rk−1‖2

Apk−1·pk−1

xk = xk−1 + αk−1pk−1

rk = rk−1 − αk−1Apk−1

βk−1 = ‖rk‖2

‖rk−1‖2

pk = rk + βk−1pk−1Dès que rk = 0, l'algorithme a 
onvergé, 
'est-à-dire que xk est la solution du système
Ax = b. On sait que la 
onvergen
e est atteinte en k0+1 itérations, où k0 ≤ n−1 est ladimension 
ritique des espa
es de Krylov (que l'on ne 
onnaît pas a priori). Cependantdans la pratique, les 
al
uls sur ordinateurs sont toujours sujets à des erreurs d'arrondi,et on ne trouve pas exa
tement rk0+1 = 0. C'est pourquoi, on introduit un "petit"paramètre ǫ (typiquement 10−4 ou 10−8 selon la pré
ision désirée), et on dé
ide quel'algorithme a 
onvergé dès que

‖rk‖
‖r0‖

≤ ǫ.Par ailleurs, pour des systèmes de grande taille (pour lesquels n et k0 sont "grands",de l'ordre de 104 à 106), la méthode du gradient 
onjugué est utilisé 
omme uneméthode itérative, 
'est-à-dire qu'elle 
onverge, au sens du 
ritère 
i-dessus, en unnombre d'itérations bien inférieur à k0 + 1 (
f. Proposition 13.1.42 
i-dessous).
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13.1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES 439Remarque 13.1.411. En général, si on n'a pas d'indi
ations sur la solution, on 
hoisit d'initialiser laméthode du gradient 
onjugué par x0 = 0. Si on résout une suite de problèmespeu di�érents les uns des autres, on peut initialiser x0 par la solution pré
édente.2. A 
haque itération on n'a besoin de faire qu'un seul produit matri
e-ve
teur, àsavoir Apk, 
ar rk est 
al
ulé par la formule de ré
urren
e et non par la relation
rk = b−Axk.3. Pour mettre en oeuvre la méthode du gradient 
onjugué, il n'est pas né
essairede sto
ker la matri
e A dans un tableau si on sait 
al
uler le produit matri
eve
teur Ay pour tout ve
teur y.4. La méthode du gradient 
onjugué est très e�
a
e et très utilisée. Elle a beau-
oup de variantes ou de généralisations, notamment au 
as des matri
es nonsymétriques dé�nies positives.

•Exer
i
e 13.1.9 Si on 
onsidère la méthode du gradient 
onjugué 
omme une méthodedire
te, montrer que dans le 
as le plus défavorable, k0 = n− 1, le nombre d'opérations(multipli
ations seulement) pour résoudre un système linéaire est Nop = n3 (1 + o(1)).Nous admettrons le résultat de 
onvergen
e suivant (voir [10℄).Proposition 13.1.42 Soit A une matri
e symétrique réelle dé�nie positive. Soit xla solution exa
te du système Ax = b. Soit xk la suite de solutions appro
hées dugradient 
onjuguée. Alors
‖xk − x‖2 ≤ 2

√

cond2(A)

(

√

cond2(A)− 1
√

cond2(A) + 1

)k

‖x0 − x‖2.On rappelle que dans le 
as d'une matri
e symétrique réelle dé�nie positive, le
onditionnement est donné par la formule cond2(A) = λn/λ1, où λ1, λn sont respe
-tivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A. La Proposition 13.1.42améliore le Lemme 13.1.33 
e qui veut dire que la méthode du gradient 
onjuguée
onverge beau
oup plus vite que la méthode du gradient.On déduit de 
e résultat trois 
onséquen
es importantes. Tout d'abord, la méthodedu gradient 
onjugué fon
tionne bien 
omme une méthode itérative. En e�et, mêmesi on ne fait pas les n itérations requises pour 
onverger, on diminue l'erreur 
ommiseentre x et xk d'autant plus qu'on itère. D'autre part, la vitesse de 
onvergen
e dépendde la ra
ine 
arrée du 
onditionnement de A, et non pas du 
onditionnement lui-même
omme pour la méthode du gradient simple. La méthode du gradient 
onjugué 
on-verge don
 beau
oup plus vite que 
elle du gradient simple (on dit que la 
onvergen
eest quadratique au lieu d'être linéaire). En�n, la 
onvergen
e sera d'autant plus rapideque cond2(A) est pro
he de 1, 
'est-à-dire que A est bien 
onditionnée.
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onditionnementComme la vitesse de 
onvergen
e de la méthode du gradient 
onjugué dépend du
onditionnement de la matri
e A, l'idée du pré
onditionnement est de pré-multiplier lesystème linéaire Ax = b par une matri
e C−1 telle que le 
onditionnement de (C−1A)soit plus petit que 
elui de A. En pratique on 
hoisit une matri
e C �pro
he� de Amais plus fa
ile à inverser.Dé�nition 13.1.43 Soit à résoudre le système linéaire Ax = b. On appelle pré
on-ditionnement de A, une matri
e C (fa
ile à inverser) telle que cond2(C
−1A) soitplus petit que cond2(A). On appelle système pré
onditionné le système équivalent

C−1Ax = C−1b.En général, la matri
e C−1A n'est plus symétrique, 
e qui pose problème pourappliquer la méthode du gradient 
onjugué. C'est pourquoi on applique souvent unpré
onditionnement �symétrique� que nous dé
rivons maintenant. Supposons (poursimpli�er) que C une matri
e symétrique dé�nie positive qui admet une dé
ompositionde Cholesky C = BB∗. On rempla
e le système original Ax = b par le systèmeéquivalent
Ãx̃ = b̃, où Ã = B−1AB−∗, b̃ = B−1b et x̃ = B∗x. (13.12)La matri
e Ã étant symétrique dé�nie positive, on peut utiliser l'algorithme du gra-dient 
onjugué pour résoudre 
e système. Néanmoins, on ne 
onnaît pas toujours lafa
torisation de Cholesky de C (ou bien on ne veut pas la faire par sou
i d'é
onomie).Il existe alors un moyen astu
ieux de transformer l'algorithme du gradient 
onjuguépour le système (13.12) en un algorithme où seul C apparaît (et pas le fa
teur B).Exer
i
e 13.1.10 On note ave
 un tilde ·̃ toutes les quantités asso
iées à l'algorithmedu gradient 
onjugué appliqué au système linéaire (13.12). Soit xk = B−∗x̃k, rk = Br̃k =

b − Axk, et pk = B−∗p̃k. Montrer que l'algorithme du gradient 
onjugué pour (13.12)peut aussi s'é
rire sous la formeinitialisation 






hoix initial x0
r0 = b−Ax0
p0 = z0 = C−1r0itérations k ≥ 1































αk−1 =
zk−1·rk−1

Apk−1·pk−1

xk = xk−1 + αk−1pk−1

rk = rk−1 − αk−1Apk−1

zk = C−1rk
βk−1 = zk·rk

zk−1·rk−1

pk = zk + βk−1pk−1La te
hnique du pré
onditionnement est très e�
a
e et essentielle en pratique pour
onverger rapidement. Nous indiquons trois 
hoix possibles de C du plus simple au
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ompliqué. Le pré
onditionnement le plus simple est le �pré
onditionnement di-agonal� : il 
onsiste à prendre C = diag(A). Il est malheureusement peu e�
a
e, et onlui préfère souvent le �pré
onditionnement SSOR� (pour Symmetri
 SOR). En notant
D = diag(A) la diagonale d'une matri
e symétrique A et −E sa partie stri
tementinférieure telle que A = D − E − E∗, pour ω ∈]0, 2[, on pose

Cω =
ω

2− ω

(

D

ω
− E

)

D−1

(

D

ω
− E∗

)

.On véri�e que, si A est dé�nie positive, alors C l'est aussi. Le système Cz = r estfa
ile à résoudre 
ar C est déjà sous une forme fa
torisée en produit de matri
estriangulaires. Le nom de 
e pré
onditionnement vient du fait qu'inverser C revientà e�e
tuer deux itérations su

essives de la méthode itérative de relaxation (SOR),ave
 deux matri
es d'itérations symétriques l'une de l'autre.Exer
i
e 13.1.11 Soit A la matri
e d'ordre n issue de la dis
rétisation du Lapla
ien endimension N = 1 ave
 un pas d'espa
e 
onstant h = 1/(n+ 1)

A = h−1



















2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 . . . ...
0

. . . . . . . . . 0... . . . −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2



















.Montrer que pour la valeur optimale
ωopt =

2

1 + 2 sin π
2n

≃ 2(1− π

n
)le 
onditionnement de la matri
e C−1

ω A est majoré par
cond2(C

−1
ω A) ≤ 1

2
+

1

2 sin π
2n

,et don
 que, pour n grand, on gagne un ordre en n dans la vitesse de 
onvergen
e.Un dernier exemple est le �pré
onditionnement de Cholesky in
omplet�. La matri
e
C est 
her
hée sous la forme BB∗ où B est le fa
teur �in
omplet� de la fa
torisationde Cholesky de A (voir la Proposition 13.1.19). Cette matri
e triangulaire inférieure
B est obtenue en appliquant l'algorithme de fa
torisation de Cholesky à A en forçantl'égalité bij = 0 si aij = 0. Cette modi�
ation de l'algorithme assure, d'une part que lefa
teur B sera aussi 
reux que la matri
e A, et d'autre part que le 
al
ul de 
e fa
teurin
omplet sera beau
oup moins 
her (en temps de 
al
ul) que le 
al
ul du fa
teur exa
tsi A est 
reuse (
e qui est le 
as pour des matri
es de dis
rétisation par éléments �nis).Le pré
onditionnement de Cholesky in
omplet est souvent le pré
onditionnement leplus e�
a
e en pratique.
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442 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE13.2 Cal
ul de valeurs et ve
teurs propresDans 
ette se
tion nous expliquons 
omment 
al
uler les valeurs propres et lesve
teurs propres d'une matri
e symétrique réelle. Un exemple typique est la matri
ede rigidité issue de l'approximation par éléments �nis d'une équation aux dérivéespartielles. Dans 
e 
as, ses valeurs et ve
teurs propres sont des approximations desmodes propres du modèle physique sous-ja
ent (voir (7.23)).Puisque les valeurs propres d'une matri
eA sont les ra
ines de son polyn�me 
ara
-téristique det(A−λ Id), on pourrait penser naïvement que, pour les 
al
uler, il �su�t�de fa
toriser son polyn�me 
ara
téristique. Il n'en est rien : on sait depuis Galois etAbel qu'on ne peut pas 
al
uler par opérations élémentaires (addition, multipli
a-tion, extra
tion de ra
ines) les ra
ines d'un polyn�me quel
onque de degré supérieurou égal à 5. Pour s'en 
onvain
re, on peut remarquer que n'importe quel polyn�mede degré n,
P (λ) = (−1)n

(

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ+ an
)

,est le polyn�me 
ara
téristique (le développer par rapport à la dernière 
olonne) dela matri
e
A =

















−a1 −a2 · · · · · · −an
1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . . . . ...

0 · · · 0 1 0

















.Par 
onséquent, il ne peut pas exister de méthodes dire
tes (
'est-à-dire qui donnent lerésultat en un nombre �ni d'opérations) pour le 
al
ul des valeurs propres ! Il n'existedon
 que des méthodes itératives pour 
al
uler des valeurs propres (et des ve
teurspropres). Il se trouve que le 
al
ul pratique des valeurs et ve
teurs propres d'unematri
e est une tâ
he beau
oup plus di�
ile que la résolution d'un système linéaire.Fort heureusement, le 
as des matri
es symétriques réelles (auquel nous nous limitonspuisqu'il su�t pour nos appli
ations) est bien plus simple que le 
as des matri
es nonauto-adjointes.Nous indiquons trois méthodes typiques (il y en a d'autres, éventuellement pluse�
a
es mais plus 
ompliquées). La méthode de la puissan
e est la plus simple maislimitée dans son appli
abilité. La méthode de Givens-Householder permet de 
al
ulerune (ou plusieurs) valeur propre de rang quel
onque prédéterminé sans avoir à 
al
ulertoutes les valeurs propres. Finalement, la méthode de Lan
zos, qui �ressemble� augradient 
onjugué, est à la base de nombreux développements ré
ents qui 
onduisentaux méthodes les plus e�
a
es pour les grandes matri
es 
reuses.13.2.1 Méthode de la puissan
eUne méthode très simple pour 
al
uler la plus grande ou la plus petite valeurpropre (en module) d'une matri
e (et un ve
teur propre asso
ié) est la méthode de
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e. Une limitation de la méthode est que la valeur propre extrême que l'on
al
ule doit être simple (ou de multipli
ité égale à 1, 
'est-à-dire que la dimensiondu sous-espa
e propre 
orrespondant est 1). Soit A une matri
e symétrique réelled'ordre n, de valeurs propres (λ1, · · · , λn) ave
 λn > |λi| pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. Laméthode de la puissan
e pour 
al
uler la plus grande valeur propre λn est dé�nie parl'algorithme 
i-dessous.1. Initialisation: x0 ∈ Rn tel que ‖x0‖ = 1.2. Itérations: pour k ≥ 11. yk = Axk−12. xk = yk/‖yk‖3. test de 
onvergen
e: si ‖xk − xk−1‖ ≤ ε, on arrête.Dans le test de 
onvergen
e ε est un petit nombre réel, typiquement égal à 10−6.Si δk = xk − xk−1 est petit, alors xk est un ve
teur propre appro
hé de A de valeurpropre appro
hée ‖yk‖ 
ar Axk − ‖yk‖xk = Aδk.Proposition 13.2.1 On suppose que la matri
e A est symétrique réelle, de valeurspropres (λ1, · · · , λn), asso
iées à une base orthonormée de ve
teurs propres (e1, · · · , en),et que la valeur propre de plus grand module λn est simple et positive, 
'est-à-dire que
|λ1|, · · · , |λn−1| < λn. On suppose aussi que le ve
teur initial x0 n'est pas orthogonalà en. Alors la méthode de la puissan
e 
onverge, 
'est-à-dire que

lim
k→+∞

‖yk‖ = λn, lim
k→+∞

xk = x∞ ave
 x∞ = ±en.La vitesse de 
onvergen
e est proportionnelle au rapport |λn−1|/|λn|

|‖yk‖ − λn| ≤ C
∣

∣

∣

∣

λn−1

λn

∣

∣

∣

∣

2k

, ‖xk − x∞‖ ≤ C
∣

∣

∣

∣

λn−1

λn

∣

∣

∣

∣

k

.Remarque 13.2.2 La 
onvergen
e de la suite de valeurs propres appro
hées ‖yk‖est plus rapide que 
elle des ve
teurs propres appro
hés xk (quadratique au lieude linéaire). La méthode de la puissan
e fon
tionne aussi pour des matri
es nonsymétrique, mais la 
onvergen
e de ‖yk‖ est seulement linéaire dans 
e 
as. •Démonstration. Soit x0 =
∑n

i=1 βiei le ve
teur initial, ave
 βn 6= 0. Le ve
teur xkest proportionnel à Akx0 =
∑n

i=1 βiλ
k
i ei, d'où il vient

xk =
βnen +

∑n−1
i=1 βi

(

λi

λn

)k

ei
(

β2
n +

∑n−1
i=1 β

2
i

(

λi

λn

)2k
)1/2

.
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444 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEComme |λi| < λn on en déduit que xk 
onverge vers sign(βn)en. De même, on a
‖yk+1‖ = λn

(

β2
n +

∑n−1
i=1 β

2
i

(

λi

λn

)2(k+1)
)1/2

(

β2
n +

∑n−1
i=1 β

2
i

(

λi

λn

)2k
)1/2

,qui 
onverge vers λn. �En pratique (et notamment pour le 
al
ul des valeurs propres de la dis
rétisationd'un problème aux limites elliptiques), on est surtout intéressé par la plus petitevaleur propre, en module, de A. On peut adapter les idées pré
édentes, 
e qui donnela méthode de la puissan
e inverse dont l'algorithme est é
rit 
i-dessous. On 
onsidèreune matri
e symétrique réelle A dont la plus petite valeur propre en module est simpleet stri
tement positive 0 < λ1 < |λi| pour tout 2 ≤ i ≤ n.1. Initialisation: x0 ∈ Rn tel que ‖x0‖ = 1.2. Itérations: pour k ≥ 11. résoudre Ayk = xk−12. xk = yk/‖yk‖3. test de 
onvergen
e: si ‖xk − xk−1‖ ≤ ε, on arrête.Si δk = xk − xk−1 est petit, alors xk−1 est un ve
teur propre appro
hé de valeurpropre appro
hée 1/‖yk‖ 
ar Axk−1 − xk−1

‖yk‖ = −Aδk.Proposition 13.2.3 On suppose que la matri
e A est symétrique réelle, de valeurspropres (λ1, · · · , λn), asso
iées à une base orthonormée de ve
teurs propres (e1, · · · , en),et que la valeur propre de plus petit module λ1 est simple et stri
tement positive, 
'est-à-dire que 0 < λ1 < |λ2|, · · · , |λn|. On suppose aussi que le ve
teur initial x0 n'est pasorthogonal à e1. Alors la méthode de la puissan
e inverse 
onverge, 
'est-à-dire que
lim

k→+∞
1

‖yk‖
= |λ1|, lim

k→+∞
xk = x∞ ave
 x∞ = ±e1.La vitesse de 
onvergen
e est proportionnelle au rapport λ1/|λ2|

∣

∣‖yk‖−1 − λ1
∣

∣ ≤ C
∣

∣

∣

∣

λ1
λ2

∣

∣

∣

∣

2k

, ‖xk − x∞‖ ≤ C
∣

∣

∣

∣

λ1
λ2

∣

∣

∣

∣

k

.La démonstration est similaire à 
elle de la Proposition 13.2.1 et nous la laissonsau le
teur en guise d'exer
i
e.Remarque 13.2.4 Les 
onsidérations de la Remarque 13.2.2 s'appliquent aussi àla méthode de la puissan
e inverse. Pour a

élérer la 
onvergen
e, on peut toujourspro
éder à une translation de la matri
e A qu'on rempla
e par A − σ Id ave
 σ uneapproximation de λ1. •
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13.2. CALCUL DE VALEURS ET VECTEURS PROPRES 44513.2.2 Méthode de Givens-HouseholderLa méthode de Givens-Householder se 
ompose de deux étapes su

essives : toutd'abord l'algorithme de Householder qui réduit une matri
e symétrique A en unematri
e tridiagonale (
ette étape s'e�e
tue en un nombre �ni d'opérations), ensuitel'algorithme de bisse
tion de Givens qui fournit (de manière itérative) les valeurspropres d'une matri
e tridiagonale.Lemme 13.2.5 (de Householder) Soit A une matri
e symétrique réelle d'ordre n.Il existe (n− 2) matri
es orthogonales Hk telles que
T = (H1H2 · · ·Hn−2)

∗A(H1H2 · · ·Hn−2)soit tridiagonale. Bien sûr, A et T ont les mêmes valeurs propres.Démonstration. A partir de A, on 
onstruit une suite de matri
es (Ak)1≤k≤n−1 telle que
A1 = A et Ak+1 = H∗

kAkHk ave
 Hk une matri
e orthogonale 
hoisie de telle manière que
Ak ait la stru
ture par blo
s suivante

Ak =

(

Tk E∗
k

Ek Mk

)où Tk est une matri
e 
arrée tridiagonale de taille k, Mk est une matri
e 
arrée de taille
n−k, et Ek est une matri
e re
tangulaire à (n−k) lignes et k 
olonnes dont seule la dernière
olonne, notée ak ∈ Rn−k est non nulle

Tk =













× ×

× . . . . . .. . . . . . ×
× ×













, et Ek =













0 · · · 0 ak,1... ... ak,2... ... ...
0 · · · 0 ak,n−k













.Il est 
lair qu'ainsi An−1 sera sous forme tridiagonale. On remarque que A est bien sous 
etteforme pour k = 1. Soit la matri
e Hk dé�nie par
Hk =

(

Idk 0

0 H̃k

)

,ave
 Idk la matri
e identité d'ordre k et H̃k la matri
e, dite de Householder, d'ordre n− kdé�nie par
H̃k = Idn−k − 2

vk(vk)
∗

‖vk‖2
, ave
 vk = ak + ‖ak‖e1, (13.13)où e1 est le premier ve
teur de la base 
anonique de Rn−k. Remarquons que H̃kak = −‖ak‖e1,et que Hk est orthogonale et symétrique. Notons que H̃k n'est bien dé�nie que si vk 6= 0,mais si ça n'est pas le 
as alors la k-ème 
olonne de Ak est déjà du type désiré, et il su�t deprendre Hk = Idn. Un simple 
al
ul montre que

Ak+1 = H∗
kAkHk =

(

Tk (H̃kEk)
∗

H̃kEk H̃kMkH̃k

) ave
 H̃kEk =













0 · · · 0 −‖ak‖... ... 0... ... ...
0 · · · 0 0













,
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446 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEdon
 Ak+1 se met bien sous la forme désirée. �Étudions maintenant l'algorithme de bisse
tion de Givens pour une matri
e tridi-agonale symétrique réelle
A =













b1 c1 0

c1
. . . . . .. . . . . . cn−1

0 cn−1 bn













,où on suppose, sans perte de généralité, que ci 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1. En e�et, s'ilexiste un indi
e i tel que ci = 0, alors on voit fa
ilement que
det(A− λ Id) = det(Ai − λ Id) det(An−i − λ Id)où Ai et An−i sont deux matri
es du même type que A mais d'ordre i et n − irespe
tivement. Donnons tout d'abord deux lemmes te
hniques.Lemme 13.2.6 Pour 1 ≤ i ≤ n, on dé�nit une matri
e Ai de taille i par

Ai =













b1 c1 0

c1
. . . . . .. . . . . . ci−1

0 ci−1 bi













.Soit pi(λ) = det(Ai−λI) son polyn�me 
ara
téristique. La suite pi véri�e la formulede ré
urren
e
pi(λ) = (bi − λ)pi−1(λ) − c2i−1pi−2(λ) ∀i ≥ 2,ave
 p1(λ) = b1− λ et p0(λ) = 1. De plus, pour tout i ≥ 1, le polyn�me pi possède lespropriétés suivantes1. lim

λ→−∞
pi(λ) = +∞,2. si pi(λ0) = 0, alors pi−1(λ0)pi+1(λ0) < 0,3. pi admet i ra
ines réelles distin
tes qui séparent stri
tement les (i + 1) ra
inesde pi+1.Démonstration. En développant det(Ai−λ Id) par rapport à la dernière ligne, on obtient laformule de ré
urren
e désirée. La première propriété est évidente par dé�nition du polyn�me
ara
téristique. Pour prouver la deuxième, on remarque dans la formule de ré
urren
e que,si pi(λ0) = 0, alors

pi+1(λ0) = −c2i pi−1(λ0).Comme ci 6= 0, on a pi−1(λ0)pi+1(λ0) ≤ 0. Cette inégalité est en fait stri
te, 
ar si pi−1(λ0) =
pi+1(λ0) = 0 la relation de ré
urren
e implique que pk(λ0) = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ i+ 1, 
equi n'est pas possible puisque p0(λ0) = 1.
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13.2. CALCUL DE VALEURS ET VECTEURS PROPRES 447Pour démontrer la troisième propriété, on 
ommen
e par remarquer que pi(λ) admet ira
ines réelles, notées λi
1 ≤ ... ≤ λi

i puisque Ai est symétrique réelle. Montrons par ré
urren
eque 
es i ra
ines de pi sont distin
tes et sont séparées par 
elles de pi−1. Tout d'abord, 
ettepropriété est vraie pour i = 2, 
ar
p2(λ) = (b2 − λ)(b1 − λ)− c21a deux ra
ines (λ2

1, λ
2
2) qui en
adrent la seule ra
ine λ1

1 = b1 de p1(λ), i.e., λ2
1 < λ1

1 < λ2
2. Onsuppose que pi(λ) possède i ra
ines réelles distin
tes séparées par 
elles de pi−1. Montronsque pi+1 a i+ 1 ra
ines réelles distin
tes séparées par 
elles de pi. On dé�nit un polyn�me

qi de degré 2i par
qi(λ) = pi−1(λ)pi+1(λ).On 
onnaît déjà i− 1 ra
ines de qi (
elles de pi−1) et il y a i valeurs de λ (les ra
ines de pi)telles que qi(λ) < 0, 
'est-à-dire que

qi(λ
i−1
k ) = 0 1 ≤ k ≤ i− 1, qi(λ

i
k) < 0 1 ≤ k ≤ i,ave


λi
1 < λi−1

1 < λi
2 < ... < λi−1

i−1 < λi
i.Entre λi

k et λi
k+1, soit qi s'annule en un autre point γk 6= λi−1

k et on a don
 trouvé une ra
inesupplémentaire de qi don
 de pi+1, soit qi ne s'annule qu'en λi−1
k , mais dans 
e 
as 
'est aumoins une ra
ine double 
ar sa dérivée q′i doit aussi s'annuler en λi−1

k . Or λi−1
k est ra
inesimple de pi−1, don
 λi−1

k est aussi ra
ine de pi+1. Mais, à 
ause de la relation de ré
urren
e,
ela prouverait que λi−1
k est une ra
ine pour tous les polyn�mes pj ave
 0 ≤ j ≤ i+1, 
e quin'est pas possible 
ar p0 = 1. Par 
onséquent, on vient de montrer qu'entre 
haque 
ouple

λi
k, λ

i
k+1 il existe une autre ra
ine γk 6= λi−1

k du polyn�me qi don
 de pi+1. Au total, onvient de trouver (i − 1) ra
ines distin
tes de pi+1 qui en
adrent 
elles de pi. Par ailleurs,
qi(λ

i
1) < 0 et qi(λi

i) < 0, tandis que
lim

λ→±∞
qi(λ) = +∞.On en déduit l'existen
e de deux ra
ines supplémentaires distin
tes de qi, don
 de pi+1, quien
adrent 
elles de pi. �Lemme 13.2.7 Pour tout µ ∈ R, on dé�nit

sgnpi(µ) =

{ signe de pi(µ) si pi(µ) 6= 0,signe de pi−1(µ) si pi(µ) = 0.Soit N(i, µ) le nombre de 
hangements de signe entre éléments 
onsé
utifs de la familleordonnée E(i, µ) = {+1, sgnp1(µ), sgnp2(µ), ..., sgnpi(µ)}. Alors, N(i, µ) est le nom-bre de ra
ines de pi qui sont stri
tement inférieures à µ.Démonstration. On remarque d'abord que sgnpi(µ) est dé�nit sans ambiguïté puisque, si
pi(µ) = 0, alors pi−1(µ) 6= 0 à 
ause du point 2 du Lemme 13.2.6. On pro
ède par ré
urren
esur i. Pour i = 1, on véri�e le résultat

µ ≤ b1 ⇒ E(1, µ) = {+1,+1} ⇒ N(1, µ) = 0,
µ > b1 ⇒ E(1, µ) = {+1,−1} ⇒ N(1, µ) = 1.
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448 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEOn suppose le résultat vrai jusqu'à l'ordre i. Soit (λi
k)1≤k≤i les ra
ines de pi et (λi+1

k )1≤k≤i+1
elles de pi+1, rangées par ordre 
roissant. On a
λi
1 < ... < λi

N(i,µ) < µ ≤ λi
N(i,µ)+1 < ... < λi

i,et
λi
N(i,µ) < λi+1

N(i,µ)+1 < λi
N(i,µ)+1,en vertu du point 3 du Lemme 13.2.6. Il y a trois 
as possibles.1. Si λi

N(i,µ) < µ ≤ λi+1
N(i,µ)+1, on a sgnpi+1(µ) = sgnpi(µ), don
 N(i+ 1, µ) = N(i, µ).2. Si λi+1

N(i,µ)+1 < µ < λi
N(i,µ)+1, on a sgnpi+1(µ) = − sgnpi(µ), don
N(i+1, µ) = N(i, µ)+1.3. Si µ = λi

N(i,µ)+1, on a sgnpi(µ) = sgnpi−1(µ) = − sgnpi+1(µ), don
 N(i + 1, µ) =
N(i, µ) + 1, à 
ause du deuxième point du Lemme 13.2.6.Dans tous les 
as N(i+1, µ) est bien le nombre de ra
ines de pi+1 inférieures stri
tementà µ. �Algorithme pratique de Givens. On note λ1 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres de Arangées par ordre 
roissant. Pour 
al
uler numériquement la i-ème valeur propre λi,on prend un intervalle [a0, b0] dans lequel on est sûr que λi se trouve (par exemple
−a0 = b0 = ‖A‖2). On 
al
ule alors le nombreN(n, a0+b0

2 ) dé�ni dans le Lemme 13.2.7(les valeurs de la suite pj(a0+b0
2 ), pour 1 ≤ j ≤ n, sont 
al
ulées par la formule deré
urren
e du Lemme 13.2.6). S'il se trouve queN(n, a0+b0

2 ) ≥ i, alors on en déduit que
λi appartient à l'intervalle [a0, a0+b0

2 [. Si au 
ontraire on trouve que N(n, a0+b0
2 ) < i,alors λi appartient à l'autre intervalle [a0+b0

2 , b0]. Dans tous les 
as on a divisé pardeux l'intervalle initial qui 
ontient λi. Par di
hotomie, 
'est-à-dire en répétant 
ettepro
édure de division de l'intervalle 
ontenant λi, on appro
he la valeur exa
te de λiave
 la pré
ision désirée.13.2.3 Méthode de Lan
zosLa méthode de Lan
zos permet de 
al
uler les valeurs propres d'une matri
esymétrique réelle en utilisant la notion d'espa
e de Krylov, déjà introduite à proposde l'algorithme du gradient 
onjugué. Cette méthode (et ses nombreuses généralisa-tions) est très e�
a
e pour les matri
es de grande taille. Il s'agit plus i
i de donnerle prin
ipe de 
ette méthode que les détails de son implémentation numérique.Dans 
e qui suit, on note A une matri
e symétrique réelle d'ordre n, r0 6= 0 ∈
Rn un ve
teur donné non nul, et Kk l'espa
e de Krylov asso
ié, engendré par lesve
teurs {r0, Ar0, · · · , Akr0}. Rappelons qu'il existe un entier k0 ≤ n − 1, appelédimension 
ritique de Krylov, tel que, si k ≤ k0, la famille (r0, Ar0, · · · , Akr0) estlibre et dimKk = k + 1, tandis que si k > k0 on a Kk = Kk0 .L'algorithme de Lan
zos 
onsiste à 
onstruire une suite de ve
teurs (vj)1≤j≤k0+1par la formule de ré
urren
e suivante, pour 2 ≤ j ≤ k0 + 1,

v̂j = Avj−1 − (Avj−1 · vj−1)vj−1 − ‖v̂j−1‖vj−2 , vj =
v̂j
‖v̂j‖

, (13.14)
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 v0 = 0 et v1 = r0/‖r0‖. Pour tout entier k ≤ k0 + 1, on dé�nit une matri
e Vkde taille n × k dont les 
olonnes sont les ve
teurs (v1, · · · , vk), ainsi qu'une matri
esymétrique tridiagonale Tk de taille k × k dont les éléments sont
(Tk)i,i = Avi · vi, (Tk)i,i+1 = (Tk)i+1,i = ‖v̂i+1‖, (Tk)i,j = 0 si |i− j| ≥ 2.Ave
 
es notations, la ré
urren
e de Lan
zos véri�e des propriétés remarquables.Lemme 13.2.8 La suite (vj)1≤j≤k0+1 est bien dé�nie par (13.14) 
ar ‖v̂j‖ 6= 0 pourtout 1 ≤ j ≤ k0+1, tandis que v̂k0+2 = 0. Pour 1 ≤ k ≤ k0+1, la famille (v1, · · · , vk+1)
oïn
ide ave
 la base orthonormée de Kk 
onstruite par le pro
édé de Gram-S
hmidtappliqué à la famille (r0, Ar0, · · · , Akr0). De plus, pour 1 ≤ k ≤ k0 + 1, on a

AVk = VkTk + v̂k+1e
∗
k, (13.15)où ek est le k-ème ve
teur de la base 
anonique de Rk,

V ∗
k AVk = Tk et V ∗

k Vk = Idk, (13.16)où Idk est la matri
e identité de taille k × k.Démonstration. Oublions pour l'instant la dé�nition (13.14) de la suite (vj)1≤j≤k0+1 etremplaçons la par la nouvelle dé�nition (dont on montrera qu'elle est équivalente à (13.14))
v̂j = Avj−1 −

j−1
∑

i=1

(Avj−1 · vi)vi , vj =
v̂j
‖v̂j‖

, j ≥ 2, (13.17)ave
 v1 = r0/‖r0‖. Bien sûr, (13.17) n'a de sens que si ‖v̂j‖ 6= 0. Si ‖v̂j‖ = 0, on dit quel'algorithme stoppe à l'indi
e j. Par dé�nition, vj est orthogonal à vi pour 1 ≤ i ≤ j−1. Parré
urren
e, on véri�e fa
ilement que vj ∈ Kj−1. Comme la suite des espa
es de KrylovKj eststri
tement 
roissante pour j ≤ k0+1, on en déduit que, tant que l'algorithme n'a pas stoppé,les ve
teurs (v1, · · · , vj) forment une base orthonormale de Kj−1. Par 
onséquent, vj étantorthogonal à (v1, · · · , vj−1) est aussi orthogonal à Kj−2. En parti
ulier, la famille (v1, · · · , vj),dé�nie par (13.17), 
oïn
ide ave
 la base orthonormée de Kj−1 
onstruite par le pro
édéde Gram-S
hmidt appliqué à la famille (r0, Ar0, · · · , Aj−1r0). Ce
i prouve que l'algorithmestoppe pré
isément à la dimension 
ritique de Krylov k0, 
'est-à-dire que ‖v̂j‖ 6= 0 tant que
j ≤ k0 + 1 et v̂k0+2 = 0.Montrons maintenant que les dé�nitions (13.14) et (13.17) de la suite (vj) sont identiques.Comme A est symétrique, on a

Avj−1 · vi = vj−1 ·Avi = vj−1 · v̂i+1 +
i
∑

k=1

(Avi · vk)(vj−1 · vk).Grâ
e aux propriétés d'orthonormalité des (vk), on en déduit que Avj−1 · vi = 0 si 1 ≤ i ≤
j − 3, et que Avj−1 · vj−2 = ‖v̂j−1‖. Don
 les dé�nitions (13.14) et (13.17) 
oïn
ident.Finalement, la relation (13.15), prise 
olonne par 
olonne, n'est rien d'autre qu'une réé
ri-ture de (13.14) en éliminant v̂j . La propriété V ∗

k Vk = Idk dé
oule du 
ara
tère orthonormalde la famille (v1, · · · , vk), tandis que la relation V ∗
k AVk = Tk s'obtient simplement en multi-pliant (13.15) à gau
he par V ∗

k 
ar V ∗
k v̂k+1 = 0. �
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450 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLERemarque 13.2.9 L'algorithme de Lan
zos apparaît 
omme une méthode de rédu
-tion sous forme tridiagonale 
omme l'algorithme de Householder vu pré
édemment.Néanmoins, l'algorithme de Lan
zos n'est pas utilisé en pratique 
omme une méth-ode de tridiagonalisation 
ar, pour n grand, les erreurs d'arrondi détruisent en partiel'orthogonalité des derniers ve
teurs vj par rapport aux premiers. •Nous allons maintenant 
omparer les valeurs propres et ve
teurs propres desmatri
es A et Tk0+1 (qui ne sont pas de même taille en règle générale). On note
λ1 < λ2 < · · · < λm les valeurs propres distin
tes de A (ave
 1 ≤ m ≤ n), et
P1, · · · , Pm les matri
es de proje
tions orthogonales sur les sous-espa
es propres 
or-respondants de A. On rappelle que

A =

m
∑

i=1

λiPi, Id =

m
∑

i=1

Pi, et PiPj = 0 si i 6= j. (13.18)Lemme 13.2.10 Les valeurs propres de Tk0+1 sont simples et sont aussi valeurspropres de A. Ré
iproquement, si on suppose que r0 véri�e Pir0 6= 0 pour tout 1 ≤
i ≤ m, alors toutes les valeurs propres de A sont aussi valeurs propres de Tk0+1 et
k0 + 1 = m.Remarque 13.2.11 Dans le 
as où Pir0 6= 0 pour tout i, les matri
es A et Tk0+1ont exa
tement les mêmes valeurs propres, mais ave
 une multipli
ité éventuellementdi�érente puisque les valeurs propres de Tk0+1 sont simples. On verra dans la dé-monstration du Lemme 13.2.10 qu'il existe aussi un lien entre les ve
teurs propres de
A et Tk0+1. La 
ondition demandée sur r0 pour la ré
iproque de 
e lemme est bienné
essaire. En e�et, si r0 est un ve
teur propre de A, alors k0 = 0 et la matri
e Tk0+1admet pour unique valeur propre 
elle qui est asso
iée à r0. •Démonstration. Soit λ et y ∈ Rk0+1 une valeur propre et un ve
teur propre tels que
Tk0+1y = λy. Comme v̂k0+2 = 0, la relation (13.15) devient, pour k = k0 + 1, AVk0+1 =
Vk0+1Tk0+1, et don
, par appli
ation du ve
teur y, on obtient A (Vk0+1y) = λ (Vk0+1y). Leve
teur Vk0+1y n'est pas nul 
ar y 6= 0 et les 
olonnes de Vk0+1 sont libres. Par 
onséquent,
Vk0+1y est bien un ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre λ qui est don
 for
émentégale à un des λi.Ré
iproquement, on introduit le sous-espa
e ve
toriel Em de Rn engendré par les ve
teurs
(P1r0, · · · , Pmr0). Si Pir0 6= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ m, 
es ve
teurs sont libres 
ar les proje
tions
Pi sont deux à deux orthogonales. Par 
onséquent, la dimension de Em est exa
tement m.Nous allons montrer que dans 
e 
as on a m = k0+1. Par (13.18) on a Akr0 =

∑m
i=1 λ

k
i Pir0,
'est-à-dire que Akr0 ∈ Em, don
 les espa
es de Krylov véri�ent Kk ⊂ Em pour tout k ≥

0. En parti
ulier, 
e
i implique que dimKk0 = k0 + 1 ≤ m. Par ailleurs, dans la base
(P1r0, · · · , Pmr0) de Em, les 
oordonnées du ve
teur Akr0 sont (λk

1 , · · · , λk
m). Autrement dit,la famille (r0, Ar0, . . . , A

m−1r0) de Em est représentée dans la base (P1r0, · · · , Pmr0) par lamatri
e M dé�nie par
M =







1 λ1 λ2
1 · · · λm−1

1... ...
1 λm λ2

m · · · λm−1
m






.
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13.2. CALCUL DE VALEURS ET VECTEURS PROPRES 451La matri
e M est une matri
e de Van Der Monde d'ordre m qui est inversible 
ar tous les
λi sont distin
ts. Don
 la famille (r0, Ar0, . . . , A

m−1r0) est libre puisque (P1r0, · · · , Pmr0)l'est. Ce
i implique que dimKm−1 = m, don
 m− 1 ≤ k0. D'où l'on déduit �nalement que
m = k0 + 1 et Em = Kk0 .Grâ
e à la formule (13.18) on a A(Pir0) = λi(Pir0). Comme Pir0 est non nul, il s'agitbien d'un ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre λi. Comme Em = Kk0 et que les
olonnes de Vk0+1 forment une base de Kk0 , on en déduit qu'il existe un ve
teur non nul
yi ∈ Rm tel que Pir0 = Vk0+1yi. On multiplie la première égalité de (13.16) par yi pourobtenir

Tk0+1yi = V ∗
k0+1AVk0+1yi = V ∗

k0+1APir0 = λiV
∗
k0+1Pir0 = λiV

∗
k0+1Vk0+1yi = λiyi,autrement dit, yi est ve
teur propre de Tk0+1 pour la valeur propre λi. Ce qui termine ladémonstration. �Le résultat du Lemme 13.2.10 pourrait laisser 
roire qu'il faut appliquer la ré
ur-ren
e de Lan
zos jusqu'à l'itération maximale k0 + 1, puis 
al
uler les valeurs pro-pres de Tk0+1 a�n d'en déduire les valeurs propres et les ve
teurs propres de A. Celarendrait la méthode de Lan
zos 
omparable à 
elle de Givens-Householder (en général

k0 est de l'ordre de n, 
e qui rend le 
ompte d'opérations similaire dans les deux 
as).De plus, appliquée ainsi la méthode de Lan
zos serait instable numériquement à 
ausede la perte d'orthogonalité des ve
teurs vj 
ausée par les inévitables erreurs d'arrondi(voir la Remarque 13.2.9).Fort heureusement, le résultat suivant indique qu'il n'est pas né
essaire de fairebeau
oup d'itérations dans la ré
urren
e de Lan
zos pour obtenir des valeurs propresde Tk qui soient de bonnes approximations de 
elles de A (ave
 k beau
oup plus petitque k0 ou n).Proposition 13.2.12 Soit un entier 1 ≤ k ≤ k0 + 1. Soit λ une valeur propre de Tket y ∈ Rk un ve
teur propre non nul asso
ié. Il existe une valeur propre λi de A telleque
|λ− λi| ≤ ‖v̂k+1‖

|ek · y|
‖y‖ ≤ ‖v̂k+1‖,où ek est le k-ème ve
teur de la base 
anonique de Rk.Remarque 13.2.13 La première 
on
lusion de la Proposition 13.2.12 est que, si

‖v̂k+1‖ est petit, alors les valeurs propres de Tk sont de bonnes approximations de
ertaines valeurs propres de A. La deuxième 
on
lusion est la plus importante enpratique : si la dernière 
omposante d'un ve
teur propre de Tk est petite, alors lavaleur propre 
orrespondante est une bonne approximation d'une valeur propre de A.
•Démonstration. Soit un ve
teur propre non nul y ∈ Rk tel que Tky = λy. Multipliant(13.15) par y on obtient

AVky = VkTky + (ek · y)v̂k+1,
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452 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLEd'où l'on déduit
A(Vky)− λ(Vky) = (ek · y)v̂k+1. (13.19)On dé
ompose alors Vky sur la base des ve
teurs propres de A

Vky =

m
∑

i=1

Pi(Vky).On prend le produit s
alaire de (13.19) ave
 Vky, et à l'aide des relations (13.18) on a
m
∑

i=1

(λi − λ) |Pi(Vky)|2 = (ek · y) (v̂k+1 · Vky). (13.20)En minorant le terme de droite et en majorant 
elui de gau
he par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, il vient
min

1≤i≤m
|λi − λ| ‖Vky‖2 ≤ ‖y‖ ‖v̂k+1‖ ‖Vky‖.Comme les 
olonnes de Vk sont orthonormées, on a ‖Vky‖ = ‖y‖, et par simpli�
ation onobtient

min
1≤i≤m

|λi − λ| ≤ ‖v̂k+1‖.Cette inégalité peut être améliorée si on n'applique pas Cau
hy-S
hwarz au terme < ek, y >dans (13.20). Dans 
e 
as on trouve
min

1≤i≤m
|λi − λ| ≤ ‖v̂k+1‖ |ek · y|‖y‖ ,
e qui termine la démonstration. �
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