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viii Introduction

Introduction

Ce cours traite de deux sujets essentiels, mais parmi tant d’autres, en mathéma-
tiques appliquées : 'analyse numérique et 'optimisation. Avant méme de présenter
ces deux disciplines, disons tout de suite qu’a travers leur enseignement I'objectif de
ce cours est d’introduire le lecteur au monde de la modélisation mathématique et
de la simulation numérique qui ont pris une importance considérable ces derniéres
décennies dans tous les domaines de la science et des applications industrielles (ou
sciences de I'ingénieur). La modélisation mathématique est 'art (ou la science, selon
le point de vue) de représenter (ou de transformer) une réalité physique en des mod-
éles abstraits accessibles a ’analyse et au calcul. La simulation numérique est, bien
stir, le processus qui permet de calculer sur ordinateur les solutions de ces modéles,
et donc de simuler la réalité physique.

Mais, tout d’abord, que sont les mathématiques appliquées ? Dire qu’il s’agit des
mathématiques tournées vers les applications serait une tautologie et une fausse car-
actérisation. En effet, de tout temps les mathématiciens ont été inspirés pas des prob-
léemes pratiques qu’ils ont essayé de résoudre, et cependant ’émergence des math-
ématiques appliquées comme discipline indépendante est relativement récente. En
fait, tout a changé avec l'apparition des premiers ordinateurs au lendemain de la
seconde guerre mondiale. Plus que pour tout autre discipline 'ordinateur a été une
révolution pour les mathématiques : il a en effet ouvert un champ nouveau, celui
de la modélisation et de la simulation. L’ordinateur a fait des mathématiques une
science expérimentale (on fait des “expériences numériques” comme d’autres font des
expériences physiques), et la conception ainsi que I’analyse des méthodes de calcul
sur ordinateur sont devenues une nouvelle branche des mathématiques : c’est la sim-
ulation numérique. Ces progrés ont aussi permis aux mathématiques de s’attaquer
& des problémes beaucoup plus complexes et concrets, issus de motivations immédi-
ates industrielles ou scientifiques, auxquels on peut apporter des réponses & la fois
qualitatives mais aussi quantitatives : c’est la modélisation mathématique.

On peut donc caractériser les mathématiques appliquées comme les mathéma-
tiques de la modélisation et de la simulation numérique. De ce point de vue, les math-
ématiques appliquées se situent a l'intersection de plusieurs disciplines scientifiques :
mathématiques, calcul informatique, sciences physiques, chimiques, mécaniques, bi-
ologiques, économiques, et sciences de I'ingénieur (sous ce dernier vocable on regroupe
usuellement les différents domaines d’applications industriels comme ’aéronautique,
la production d’énergie, la finance, etc.). Le mathématicien américain Joseph Keller
affirmait sous forme de boutade que les mathématiques appliquées sont “la science
dont les mathématiques pures sont juste une branche”. Il voulait mettre ainsi en relief
le caractére pluridisciplinaire des mathématiques appliquées (mais il n’est pas exclu
qu’il ait voulu aussi rendre la monnaie de leur piéce & certains mathématiciens “purs”
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qui affectent de mépriser les mathématiques appliquées).

En paraphrasant le titre d’un film célébre, mon collégue Pierre-Louis Lions prétend
que les mathématiques appliquées sont caractérisées par trois choses : Sex, Lies, and
Videotapes. Les cassettes vidéo sont bien siir le symbole de la simulation numérique
(et des jolis films qu’elle produit), les mensonges correspondent aux modeles (pas
toujours fidéles a la réalité), et le sexe c’est évidemment l’analyse mathématique
(moteur inépuisable des passions humaines et source de tant de plaisirs)...

Apreés ce (long) détour nous pouvons maintenant revenir au titre de ce cours.
L’analyse numérique est donc la discipline qui congoit et analyse les méthodes ou
algorithmes de calcul numérique. Par ailleurs ’optimisation est la théorie des méth-
odes qui permettent d’améliorer le fonctionnement, le rendement, ou la réponse d’un
systéme en maximisant ou minimisant des fonctions associées. C’est donc un outil
essentiel pour la modélisation.

Les objectifs de ce cours sont de familiariser le lecteur avec les principaux mod-
¢les (qui sont souvent des équations aux dérivées partielles), leurs méthodes de réso-
lution numérique et leur optimisation. Bien siir, ’ambition de ce cours est de donner
les bases qui permettront aux futurs ingénieurs de bureau d’études ou de recherche
et développement de créer de nouveaux modéles et de nouveaux algorithmes
numeériques pour des problémes plus compliqués non discutés ici. Cependant, méme
ceux qui ne se destinent pas & une telle carriére ont intérét a bien comprendre les
enjeux de la simulation numérique. En effet, de nombreuses décisions industrielles ou
politiques se prennent désormais sur la foi de calculs ou de simulations numériques. Il
importe donc que les décideurs aient la capacité de juger de la qualité et de la fiabilité
des calculs qui leur sont présentés. Ce cours leur permettra de connaitre les premiers
critéres qui garantissent la validité et la pertinence des simulations numériques.

Le plan de ce cours est le suivant. Aprés un premier chapitre d’introduction aux
principaux modéles “classiques” et & leur résolution numérique, le Chapitre 2 est con-
sacré a ’étude de la méthode numérique des différences finies. Ces deux premiers
chapitres permettent d’aller trés vite vers des questions numériques essentielles qui
motivent les développements théoriques qui suivront. Les Chapitres 3, 4, et 5 sont con-
sacrés a la résolution théorique par 1’approche variationnelle de modéles station-
naires (indépendants du temps). Ils posent aussi les bases d’une méthode numeérique
trés importante, dite des éléments finis, qui est présentée en détail au Chapitre
6. La méthode des éléments finis est & la base de nombreux logiciels de calculs in-
dustriels ou académiques. Les Chapitres 7 et 8 portent sur la résolution de prob-
lémes instationnaires (ou d’évolution en temps), tant du point de vue théorique
que numeérique. Si les 8 premiers chapitres sont dédiés a ’analyse numérique, les 3
derniers traitent d’optimisation. Le Chapitre 9 présente une série d’exemples con-
crets de problémes d’optimisation et donne une théorie d’existence de solutions & ces
problémes. Le Chapitre 10 dérive les conditions (nécessaires ou suffisantes) d’opti-
malité des solutions. Ces conditions sont importantes tant du point de vue théorique
que numérique. Elles permettent de caractériser les optima, et elles sont a la base
des algorithmes numériques que nous décrivons. Finalement, le Chapitre 11 est une
introduction & la recherche opérationnelle. Aprés avoir étudié la programmation
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linéaire, nous donnons un apergu des méthodes de I'optimisation combinatoire (c’est-
a-dire de 'optimisation en variables discrétes) qui est essentielle pour la planification
optimale des ressources et des taches dans toutes les grandes entreprises. Chaque
chapitre commence par une introduction qui en donne le plan et les idées principales.

L’épaisseur de ce cours ne doit pas inquiéter le lecteur : en plus des points essentiels
qui seront traités dans le cours oral, le cours écrit contient de nombreux développe-
ments complémentaires qui permettent au lecteur curieux “d’aller un peu plus loin” et
de faire le lien avec d’autres ouvrages ou d’autres disciplines. Il s’agit donc plus d’un
ouvrage de référence que de la transcription exacte du contenu des cours magistraux.

Pour terminer cette introduction nous donnons quelques renseignements d’ordre
pratique. Dans la mesure du possible ce cours s’est, voulu “auto-contenu” pour éviter de
trop fréquents renvois & d’autres ouvrages. Cela est particuliérement sensible pour de
nombreux résultats d’analyse qui ne sont ici que des outils techniques utiles, mais pas
essentiels. Les énoncer sans démonstration reviendrait a les utiliser en “boite noire” ce
qui leur donne un aspect “recette de cuisine” trop artificiel. Dans la mesure du possible,
nous avons donc inclus leur démonstration, mais plus a titre d’information et pour les
“démystifier” que pour Iintérét théorique des arguments mathématiques. Afin de les
distinguer nous employons pour tous ces passages difficiles, ou d’intérét complémentaire, des
caractéres plus petits comme ceux-ci. Le lecteur pourra donc considérer ces passages en
petits caractéres comme “hors programme”. Les énoncés de résultats ou de définitions
sont en caractéres italiques comme ceuz-ci. Les exercices sont en caractéres sans sérif
comme ceux-ci. La fin d’une démonstration est indiquée par le caractére [J, tandis que
la fin d’'une remarque ou d’un exemple est indiquée par le caractére o. Un index est
disponible & la fin de I'ouvrage.

Les corrigés des exercices seront prochainement publiés. La plupart des pro-
grammes informatiques qui mettent en oeuvre les méthodes numériques étudiées, et
qui ont permis de réaliser les figures de cet ouvrage, sont disponibles sur le site web
http://www.cmap.polytechnique.fr/~allaire/cours_X_annee2.html
ot le lecteur pourra les télécharger librement. Les schémas numériques en différences
finies, ainsi que la méthode des éléments finis en dimension un, ont été programmeés
dans le langage du logiciel Scilab développé par 'INRIA et 'ENPC, disponible gra-
tuitement sur le site web
http://www.scilab.org
tandis que les résultats de la méthode des éléments finis en dimension deux ont été
obtenus a 'aide du logiciel FreeFem-+-+ développé par F. Hecht et O. Pironneau et
aussi disponible gratuitement sur le site web
http://www.freefem.org
Par ailleurs, la plupart des figures bidimensionnelles et la totalité des figures tridimen-
sionnelles ont été tracées & 1’aide du logiciel graphique xd3d développé par Francois
Jouve a I’Ecole Polytechnique et aussi disponible gratuitement sur le site web
http://www.cmap.polytechnique.fr/~ jouve/xd3d
Indiquons une autre adresse web pour le lecteur curieux d’en savoir plus sur ’histoire
des mathématiques ou la vie de certains mathématiciens cités dans ce cours
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history
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Le lecteur qui voudrait se tenir au courant des progres et des avancées des mathéma-
tiques appliquées peut consulter avec bénéfice le site de la Société de Mathématiques
Appliquées et Industrielles

http://smai.emath.fr

ou celui de sa consoeur américaine, the Society for Industrial and Applied Mathemat-
ics

http://wuw.siam.org

Le niveau de ce cours est introductif et il n’exige aucun autre prérequis que le
niveau de connaissances acquis en classes préparatoires ou en premier cycle univer-
sitaire. Reconnaissons qu’il est difficile de faire preuve de beaucoup d’originalité sur
ce sujet déja bien classique dans la littérature. En particulier, notre cours doit beau-
coup a ces prédécesseurs et notamment aux cours de B. Larrouturou, P.-L. Lions,
et P.-A. Raviart auxquels il fait parfois de larges emprunts. L’auteur remercie tous
ceux qui ont relu certaines parties du manuscrit, notamment Frédéric Bonnans, Bruno
Després et Bertrand Maury. Une mention spéciale est due & Stéphane Gaubert, qui
a participé a la rédaction du Chapitre 11, ainsi qu’a Olivier Pantz, qui a relu I'inté-
gralité du manuscrit avec beaucoup d’attention et qui a vérifié les exercices et rédigé
leur corrigé. L’auteur remercie a I’avance tous ceux qui voudront bien lui signaler les
inévitables erreurs ou imperfections de cette édition, par exemple par courrier élec-
tronique a 'adresse
gregoire.allaire@polytechnique.fr

G. Allaire
Paris, le 7 Juillet 2005

La seconde édition de ce cours a permis de corriger de multiples fautes de frappe,
incorrections ou petites erreurs (merci aux nombreux étudiants ou collégues qui me
les ont signalées). Elle contient aussi un résultat supplémentaire sur ’équation des
ondes (Proposition 8.5.3) au Chapitre 8.

G. Allaire
Paris, le 7 juillet 2012






Chapitre 1

INTRODUCTION A LA
MODELISATION

MATHEMATIQUE ET A LA
SIMULATION NUMERIQUE

1.1 Introduction générale

Ce chapitre est une introduction a deux aspects distincts, mais trés liés, des
mathématiques appliquées : la modélisation mathématique et la simulation
numérique. Un modéle mathématique est une représentation ou une interprétation
abstraite de la réalité physique qui est accessible & I’analyse et au calcul. La simula-
tion numérique permet de calculer sur ordinateur les solutions de ces modéles, et donc
de simuler la réalité physique. Dans ce cours, les modéles que nous étudierons seront
des équations aux dérivées partielles (ou e.d.p. en abrége), c’est-a-dire des équations
différentielles & plusieurs variables (le temps et I’espace, par exemple).

Pour l'instant nous laissons de coté un troisiéme aspect fondamental des math-
ématiques appliquées, & savoir ’analyse mathématique des modéles, sur lequel nous
reviendrons un peu plus longuement dans les chapitres suivants. En pratiquant de
la sorte, nous voulons en quelque sorte, motiver et justifier cette nécessaire intrusion
de l'analyse mathématique. Nous allons voir, en effet, que le calcul numérique des
solutions de ces modéles physiques réserve parfois des surprises (désagréables) qui ne
peuvent s’expliquer et s’éviter que par une bonne compréhension de leurs propriétés
mathématiques. Rappelons encore une fois le caractére fondamentalement multidis-
ciplinaire des mathématiques appliquées, et donc de la simulation numérique, qui
mélent mathématiques, calcul informatique, et sciences de 'ingénieur.

Bien que la plupart des problémes et des applications qui motivent les mathé-
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matiques appliquées sont fondamentalement non-linéaires (voir par exemple [14],
[30]), nous nous restreignons dans cet ouvrage aux problémes linéaires par souci de
simplicité. De la méme facon, nous n’envisageons que des problémes déterministes,
c’est-a-dire sans introduction d’aléatoire ou de stochastique. Enfin, ce chapitre se
voulant introductif et attractif, nous resterons souvent un peu flou dans ’argumen-
taire mathématique pour ne pas alourdir inutilement I'exposé. Que le lecteur rigoureux
se rassure : nous reprendrons tous les concepts introduits de maniére plus précise au
prochain chapitre.

Le plan de ce chapitre est le suivant. La Section 1.2 est consacrée a un exemple
élémentaire de modélisation qui conduit & I’équation de la chaleur. La Section 1.3
est une revue rapide des principales équations aux dérivées partielles que ’'on ren-
contre dans les modéles usuels en mécanique, physique, ou sciences de I'ingénieur. La
Section 1.4 est une introduction assez informelle au calcul numérique et & la méth-
ode des différences finies. Enfin, nous donnons dans la Section 1.5 la définition
d’un probléme bien posé ainsi qu’une classification (sommaire) des équations aux
dérivées partielles.

1.2 Un exemple de modélisation

La modélisation représente une part considérable du travail du mathématicien
appliqué et nécessite une connaissance approfondie, non seulement des mathématiques
appliquées, mais aussi de la discipline scientifique a laquelle elles s’appliquent. En
effet, dans de nombreux cas le modéle mathématique n’est pas encore établi, ou bien
il faut en sélectionner un pertinent parmi plusieurs disponibles, ou encore il faut
simplifier des modeéles connus mais trop complexes. Néanmoins, il ne nous est pas
possible dans une premiére présentation de la discipline de rendre compte avec justice
de I'importance de cette démarche de modélisation : il faut bien commencer par
apprendre les notions de base propres aux mathématiques appliquées! C’est pourquoi
nous nous limitons & décrire un exemple de dérivation d’'un modéle physique trés
classique, et nous renvoyons le lecteur désireux d’en savoir plus & des ouvrages ou
cours plus spécialisés.

Le modeéle que nous allons décrire est connu sous le nom d’équation de la
chaleur, ou d’équation de diffusion.

Considérons un domaine Q de I'espace & N dimensions (noté R, avec en général
N = 1,2, ou 3) que 'on suppose occupé par un matériau homogéne, isotrope, et
conducteur de la chaleur. On note z la variable d’espace, c’est-a-dire un point de 2,
et ¢ la variable de temps. Dans {2 les sources de chaleur (éventuellement non uniformes
en espace et variables dans le temps) sont représentées par une fonction donnée f(z,t),
tandis que la température est une fonction inconnue #(z,t). La quantité de chaleur
est proportionnelle & la température # et vaut cf ou c¢ est une constante physique
(qui dépend du type de matériau) appelée chaleur spécifique. Pour déterminer la
température 6, nous écrivons la loi de conservation de 1’énergie ou de la quantité
de chaleur. Dans un volume élémentaire V inclus dans €2, la variation en temps de la
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quantité de chaleur est le bilan de ce qui est produit par les sources et de ce qui sort
ou rentre a travers les parois. Autrement dit,

%(/Vcedx) :/Vfdx—/wq.nds (L1)

ot 9V est le bord de V' (d’élément de surface ds), n est la normale extérieure unité de
V', et q est le vecteur flux de chaleur. Si on applique le théoréme de Gauss, on obtient

/ q-nds:/diquaz.
av 1%

Regroupant les différents termes de (1.1) et utilisant le fait que le volume élémentaire
V est quelconque, indépendant du temps, on en déduit ’équation de conservation de
I’énergie
0
c— +divg = 1.2
5 Tdiva=f (1.2)
qui a lieu en tout point x € Q et a tout temps t. Rappelons que I'opérateur divergence

est défini par
N 9q:
divg = L avec ¢ =(qi, ..., ¢
vq ;:131‘ vec ¢ =(q1, - qn)

Il faut maintenant relier le flux de chaleur & la température, et on fait appel & ce
qu’on appelle une loi constitutive. Dans le cas présent, il s’agit de la loi de Fourier
qui relie le flux de chaleur de maniére proportionnelle au gradient de température

ot k est une constante positive (qui dépend du type de matériau) appelée conductivité
thermique. Rappelons que 'opérateur gradient est défini par

t
o (2.2

Bxl R 8.’[1\[

En combinant la loi de conservation (1.2) et la loi constitutive (1.3), on obtient une
équation pour la température 6

90
cp — kA=,

ot A = divV est I'opérateur laplacien donné par

N 520

Af = —.
ox?

i=1

Il faut ajouter & cette équation qui est valable dans tout le domaine 2, une relation,
appelée condition aux limites, qui indique ce qui se passe a la frontiére ou au
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FIGURE 1.1 — Vecteur normal unité orienté vers 'extérieur.

bord 02 du domaine, et une autre relation qui indique quel est 1’état initial de la
température. Par convention, on choisit I'instant ¢ = 0 pour étre le temps initial, et
on impose une condition initiale

o(t = 0,z) = Op(z), (1.4)

ou 6 est la fonction de distribution initiale de température dans le domaine €. En
ce qui concerne la condition aux limites, cela dépend du contexte physique. Si le
domaine est supposé baigner dans un thermostat & température constante, alors,
quitte & modifier ’échelle des températures, la température vérifie la condition aux
limites de Dirichlet

O(t,z) = 0 pour tout x € I et ¢ > 0. (1.5)

Si le domaine est supposé adiabatique ou thermiquement isolé de 'extérieur, alors
le flux de chaleur sortant au bord est nul et la température vérifie la condition aux
limites de Neumann

00
8_(t’ x) =n(z) - VO(t,z) = 0 pour tout z € I et ¢t > 0, (1.6)
n
ol n est la normale extérieure unité de Q (voir la Figure 1.1). Une situation inter-
meédiaire peut aussi avoir lieu : le flux de chaleur sortant au bord est proportionnel
au saut de température entre l'extérieur et l'intérieur, et la température vérifie la
condition aux limites de Fourier
00
a—(t, x) + af(t,x) = 0 pour tout x € 9Q, et t >0 (1.7)
n
ol « est une constante positive. Puisqu’il faut choisir (c’est une des étapes de la
modélisation), nous allons sélectionner la condition aux limites de Dirichlet (1.5).
Rassemblant enfin I’équation, la condition initiale, et la condition aux limites satis-
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faites par la température, on obtient ’équation de la chaleur

c%—kAH:f pour (z,t) € Q x R}
O(t,x) =0 pour (z,t) € 00 x Rf (1.8)

0(t=0,2) =60p(x) pourz € Q

Le probléme (1.8) est donc constitué d’une équation aux dérivées partielles munie de
conditions aux limites et d’une condition initiale. A cause de la présence de conditions
aux limites, on dit que (1.8) est un probléme aux limites, mais on dit aussi que
c’est un probléme de Cauchy & cause de la donnée initiale en temps.

Remarque 1.2.1 Dans ce modéle de propagation de la chaleur, il nous faut préciser
les unités ou dimensions physiques : la température 0 s’exprime en Kelvin (K), la
chaleur spécifique ¢ en Joule par kilogramme par Kelvin (J/(kg x K)), la conductivité
thermique (par unité de masse) k en Joule métre carré par kilogramme par Kelvin
par seconde (Jm?/(kg x K x s)). D’un point de vue mathématique, nous allons trés
souvent oublier ces unités, et méme ces constantes, en supposant que c et k valent 1
(cela revient a adimensionner les grandeurs physiques). °

Remarque 1.2.2 Nous avons mentionné trois types de conditions aux limites,
Dirichlet, Neumann, Fourier (mais il en existe d’autres) qui ont lieu sur 'intégralité de
la frontiére 0f2. Bien sir, on peut aisément imaginer des situations ou les conditions
aux limites sont mélangées : Dirichlet sur 0Q2p, Neumann sur 00y, et Fourier sur
OQp, avec 0N p, 0N N, 0N r formant une partition de la frontiére OS2. °

Remarque 1.2.3 L’¢quation de la chaleur (1.8) est linéaire au sens ou sa solution
0 dépend linéairement des données (f,6y). En physique cette propriété de linéarité
est souvent traduite sous la forme d’un principe de superposition : une combinaison
linéaire des données (f,6y) conduit & une solution 6 qui est la méme combinaison
linéaire des solutions correspondant & chaque terme de la décomposition des données.
D’un point de vue physique, la linéarité n’est qu'une hypothése parmi d’autres. En
effet, pour les problémes & forte variation de température, la loi de Fourier est fausse,
et il faut la corriger en supposant que la conductivité thermique k dépend en fait
de la température 0 et de son gradient V6 (ce qui rend le probléme non-linéaire).
Encore pire, pour des phénoménes extrémement rapides (explosion, par exemple) il
est nécessaire d’abandonner le principe méme de la loi de Fourier qui suppose la
proportionnalité du flux de chaleur ¢ avec le le gradient de température V6. En effet,
cette hypothése (“naturelle” a premiére vue) entraine une propriété paradoxale : la
chaleur se propage & une vitesse infinie dans le domaine 2. Nous verrons plus loin
(voir la Remarque 1.2.9) comment établir ce paradoxe. Retenons pour l'instant que
modéliser c’est faire des hypothéses et préciser leur domaine de validité... °

Remarque 1.2.4 Le probléme (1.8) n’est pas seulement un modéle de propagation
de la chaleur. Il a en fait un caractére universel, et on le retrouve comme modéle de
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nombreux phénomeénes sans aucun rapport entre eux (il faut simplement changer le
nom des diverses variables du probléme). Par exemple, (1.8) est aussi connue sous
le nom d’équation de diffusion, et modélise la diffusion ou migration d’une con-
centration ou densité a travers le domaine ) (imaginer un polluant diffusant dans
l’atmosphére, ou bien une espéce chimique migrant dans un substrat). Dans ce cas,
f est la concentration ou la densité en question, ¢ est le flux de masse, k est la diffu-
sivité, et ¢ est la densité volumique de I'espéce. De méme, la loi de conservation (1.2)
est un bilan de masse, tandis que la loi constitutive (1.3) est appelée loi de Fick. e

Remarque 1.2.5 Le probléme (1.8) intervient aussi en finance ou il porte le nom de
modéle de Black et Scholes. Une variante de (1.8) permet de trouver le prix de
Poption d’achat (ou call) d’une action qui vaut initialement x et qu’on pourra acheter
au prix k dans un temps ultérieur 7T'. Ce prix est la solution u de

0 0 0?
8_1: —ru+1/2rma—z+1/202x28—xg =0 pour (z,t) e Rx(0,T) (1.9)
u(t =T,2) = max(x — k,0) pour z € R

Plus précisément, u(0,z) est le prix au temps ¢ = 0 de 'option d’achat de prix
d’exercice k a I'échéance T > 0, et d’actif z en ¢ = 0. On note o la volatilité de
Paction et r le taux d’intérét. Remarquons que (1.9) est un probléme avec condition
finale et non pas initiale, mais que le signe de la dérivée seconde en espace est opposé a
celui dans (1.8). Par conséquent, aprés inversion du temps (1.9) est bien une équation
parabolique. °

Il existe de nombreuses variantes de 'équation de la chaleur (1.8) dont nous
explorons certaines maintenant. Jusqu’ici nous avons supposé que la chaleur se
propageait dans un milieu immobile ou au repos. Supposons a présent qu’elle se
propage dans un milieu en mouvement comme, par exemple, un fluide animé d’une
vitesse V(z,t) (une fonction & valeurs vectorielles dans RY). Alors, il faut changer
la loi constitutive car le flux de chaleur est la somme d’un flux de diffusion (comme
précédemment) et d’un flux de convection (proportionnel a la vitesse V'), et des con-
sidérations similaires & celles qui précédent nous conduisent & un probléme, dit de
convection-diffusion

0
c%—&—cV-V@—kA@:f dans Q x R

0=0 sur 90 x Rf
O(t =0,2) = by(x) dans Q

(1.10)

La différence entre (1.8) et (1.10) est 'apparition d’un terme de convection. On mesure
la balance entre ce nouveau terme de convection et le terme de diffusion par un nombre
sans dimension, appelé nombre de Péclet, défini par

cVL

Pe =
(§] k,

(1.11)
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ot L est une longueur caractéristique du probléme (par exemple le diameétre du do-
maine ). Si le nombre de Péclet est trés petit, alors les effets diffusifs dominent les
effets convectifs, et le modéle (1.8) est suffisant pour décrire le phénomeéne. Si le nom-
bre de Péclet n’est ni petit, ni grand (on dit qu’il est de 'ordre de 'unité), le modéle
(1.10) est plus réaliste que (1.8). Par contre, si le nombre de Péclet est trés grand, on
peut simplifier (1.10) en supprimant le terme de diffusion. On obtient alors I’équation
dite d’advection

c%—l—dﬁVH:f dans Q x R}

O(t,z) =0 pour (z,t) € O x Rf si V(z) -n(z) <0
0(t=0,2) =0p(x) dans Q

(1.12)

Remarquons la différence dans la condition aux limites de (1.12) par rapport a celle
de (1.10) : on n’impose plus & la température 6 d’étre nulle partout sur le bord 9
mais seulement en ces points du bord ot la vitesse V' est rentrante.

Nous venons donc de décrire trois modéles de propagation de la chaleur par con-
vection et diffusion, (1.8), (1.10), (1.12), qui ont des régimes de validité correspondant
a des valeurs différentes du nombre de Péclet. Bien str, la résolution analytique ou
numérique de ces trois modéles est assez différente. Il s’agit 14 d’une situation courante
en modélisation mathématique : plusieurs modeéles sont en concurrence et il faut pou-
voir choisir le “meilleur”.

Afin de mieux comprendre les différences fondamentales qui existent entre ces
modéles, nous nous restreignons provisoirement au cas ot 2 = R est I’espace tout
entier en dimension 1 (ce qui évacue la question des conditions aux limites), ot le terme
source f est nul, et ou la vitesse V est constante. On peut alors calculer explicitement
des solutions de ces modéles. Par exemple, (1.10) devient

@ _‘_V% _ 6_29
ot ox y(‘?xz

0(t=0,2) = 0y(x) pour z € R

_ +
=0 pour (z,t) € R xR} (1.13)

avec v = k/c, qui admet comme solution

400 T — )2
0(t,z) = \/Zﬁ/_ Oo(y) exp (—#) dy. (1.14)

Une solution de (1.8) est facilement obtenue en faisant V' = 0 dans I’expression (1.14).

Exercice 1.2.1 On suppose que la donnée initiale Ay est continue et uniformément
bornée sur R. Vérifier que (1.14) est bien une solution de (1.13).

Avec les mémes hypothéses simplificatrices, I’équation d’advection devient

00 00 +
54_1/%_0 pour (z,t) € R x R}

0(t=0,2) =6y(z) pourzxzeR

(1.15)
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On vérifie que
O(t,x) = 0p(xz — Vi) (1.16)

est une solution de I’équation (1.15).

Exercice 1.2.2 On suppose que la donnée initiale 0y est dérivable et uniformément
bornée sur R. Vérifier que (1.16) est bien une solution de (1.15). Montrer que (1.16) est
la limite de (1.14) lorsque le paramétre v tend vers zéro.

Remarque 1.2.6 Si l'on résolvait 1’équation de la chaleur (1.8) sur un intervalle
borné (et non dans tout l’espace), on pourrait aussi calculer une solution explicite
en utilisant 'analyse de Fourier (voir le cours de mathématiques [7]). Cette solution
serait un peu moins “explicite” que (1.14) car définie comme la somme d’une série
infinie. Remarquons que c’est précisément pour résoudre 1’équation de la chaleur que
Fourier a inventé ’analyse qui porte son nom. °

Remarque 1.2.7 Le role du temps est fondamentalement différent dans les équations
(1.8) et (1.12). En effet, supposant que le terme source est nul, f = 0, si on change
le signe du temps ¢ et celui de la vitesse, ’équation d’advection (1.12) est inchangée
(quand on remonte le temps, on remonte le courant). Au contraire, un changement
de signe du temps dans I’équation de la chaleur (1.8) ne peut pas étre “compensé”
par une quelconque variation du signe des données. C’est manifeste dans la forme des
solutions explicites de ces équations : (1.16) est invariant par changement de signe
de t et V, alors que (1.14) (avec V = 0) décroit en temps ce qui indique la “fleche”
du temps. On dit que I'équation d’advection est réversible en temps, tandis que
I’équation de la chaleur est irréversible en temps. Cette observation mathématique
est conforme & l'intuition physique : certains phénoménes sont réversibles en temps,
d’autres non (comme la diffusion d’une goutte de lait dans une tasse de thé). °

Remarque 1.2.8 Une autre différence fondamentale entre les équations (1.8) et
(1.12) porte sur les propriétés d’invariance par changement d’échelle. Supposons
que le terme source est nul, f = 0. Il est facile de voir que si 6(z,t) est une solution
de I'équation de la chaleur (1.8), alors, pour tout A > 0, 6(5, %) est aussi solution de
la méme équation (pour une donnée initiale différente). De méme, en supposant que
la vitesse V est constante, si 6(z,t) est une solution de I’équation d’advection (1.12),
alors (%, %) est aussi solution. On voit bien que la mise a 'échelle de la variable de
temps n’est pas la méme dans les deux cas. Remarquons aussi que, dans les deux cas,
I’équation est invariante par translation en espace et en temps. °

Remarque 1.2.9 Une propriété surprenante (du point de vue de la physique) de
I’équation de la chaleur (1.8) est que la solution en (z,t) dépend de toutes les valeurs
de la donnée initiale dans R (voir, la formule (1.14)). En particulier, dans le cas de

(1.13), si la donnée initiale est positive & support compact, alors pour tout temps
t > 0 (aussi petit soit-il) la solution est strictement positive sur tout R : autrement
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dit, ’effet de la chaleur se faire sentir “instantanément” & I'infini. On dit que la chaleur
se propage avec une vitesse infinie (ce qui est bien sir une limitation du modéle).
Au contraire, dans I’équation d’advection (1.15) la donnée initiale est convectée a la
vitesse V' (voir la formule (1.16)) : il y a donc propagation a vitesse finie. o

Remarque 1.2.10 Grace aux formules explicites (1.14) et (1.16), on vérifie aisément
que les solutions de ’équation de convection-diffusion (1.13) et de I’équation d’advec-
tion (1.15) vérifient la propriété

min 0 (z) < O(x,t) < maxfy(z) pour tout (x,t) € R x RT,
rE€R z€R

appelée principe du maximum. Cette propriété (trés importante, aussi bien du

point de vue mathématique que physique) se généralise aux formes plus générales

de I’équation de convection-diffusion (1.10) et de ’équation d’advection (1.12). Nous

I’étudierons précisément dans la suite. °

1.3 Quelques modéles classiques

Dans cette section nous donnons rapidement la forme de quelques modéles clas-
siques. Le but de cette énumération est de dégager dés maintenant les principales
classes d’équations aux dérivées partielles que nous étudierons par la suite, et de
montrer que ces équations jouent un roéle important dans des domaines scientifiques
trés divers. Désormais nous adimensionnons toutes les variables, ce qui permet de
fixer toutes les constantes des modéles égales & 1.

1.3.1 Equation de la chaleur

Comme nous venons de le voir, ’équation de la chaleur intervient comme modéle
dans de nombreux problémes des sciences de 'ingénieur. Elle s’écrit

%—Au:f dans Q x R

u=0 sur 90 x R
u(t=0)=wup dans Q

(1.17)

1l s’agit d’une équation d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace (l'ordre est celui
des dérivées partielles les plus élevées). On dira que cette équation est parabolique
(voir plus loin la Sous-section 1.5.2). Nous avons déja vu certaines propriétés de

cette équation : irréversibilité en temps, propagation & vitesse infinie, et principe
du maximum.

Exercice 1.3.1 On se propose de retrouver une propriété de décroissance exponentielle
en temps (voir la formule (1.14)) de la solution de I'équation de la chaleur (1.17) dans
un domaine borné. En une dimension d’espace, on pose 2 = (0,1) et on suppose que
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f = 0. Soit u(t, ) une solution réguliére de (1.17). En multipliant I'équation par u et en
intégrant par rapport a x, établir I'égalité
_(ta Z‘)

1d L 1
v (/0 u (t,x)dx) ——/O o

Montrer que toute fonction v(z) contindment dérivable sur [0,1], telle que v(0) = 0,
vérifie I'inégalité de Poincaré

2

ou de

2

@ dz.

/01v2(x)dx</01 7

L L . 1
En déduire la décroissance exponentielle en temps de fo u?(t, z) dx.

(z)

T

1.3.2 Equation des ondes

(%)

Q \L ‘L ‘Lxl

A

u(x)

FIGURE 1.2 — Déplacement d’une corde élastique.

L’équation des ondes modélise des phénoménes de propagation d’ondes ou de
vibration. Par exemple, en deux dimensions d’espace elle est un modéle pour étudier
les vibrations d’une membrane élastique tendue (comme la peau d’'un tambour). En
une dimension d’espace, elle est aussi appelée équation des cordes vibrantes. Au repos,
la membrane occupe un domaine plan €. Sous I’action d’une force normale a ce plan
d’intensité f, elle se déforme et son déplacement normal est noté u (voir la Figure
1.2). On suppose qu’elle est fixée sur son bord, ce qui donne une condition aux limites
de Dirichlet. L’équation des ondes dont u est solution est donnée par

0%u
W—Au:f dans Q x R
u=0 sur 90 x RF
(1.18)
u(t =0) = uy dans 2
0
8_1:(t =0)=wu; dans

Remarquons qu’il s’agit d’une équation du deuxiéme ordre en temps et qu’il faut donc
deux conditions initiales pour . On dira que cette équation est hyperbolique (voir
plus loin la Sous-section 1.5.2).
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Exercice 1.3.2 On se place en dimension N = 1 d'espace. On suppose que les données
initiales ug et u; sont des fonctions réguliéres, et que f = 0 avec 2 = R. On note U;
une primitive de uy. Vérifier que

ult, z) = % (o (@ +1) + oz — 1)) + % (Ur(x +1) — Ur(z — 1), (1.19)

est la solution unique de (1.18) dans la classe des fonctions réguliéres.

L’équation des ondes partage avec I’équation d’advection (1.12) la propriété im-
portante de propagation a vitesse finie. En effet, ’'Exercice 1.3.3 montre que sa
solution en un point (x,t) ne dépend pas de toutes les valeurs des données initiales
mais seulement des valeurs dans un intervalle restreint appelé domaine de dépen-
dance (ou cone de lumiére; voir la Figure 1.3). Rappelons que cette propriété n’est
pas partagée par I'équation de la chaleur puisqu’il est clair, & travers la formule (1.14),
que la solution en (x,t) dépend de toutes les valeurs de la donnée initiale.

Une autre propriété de I’équation des ondes est son invariance par changement du
sens du temps. Si on change t en —t, la forme de I’équation ne change pas. On peut
donc “intégrer” I’équation des ondes vers les temps positifs ou négatifs de la méme
maniére. On dit que ’équation des ondes est réversible en temps.

Exercice 1.3.3 Vérifier que la solution (1.19) au point (z,t) ne dépend des données
initiales uo et uy qu’a travers leurs valeurs sur le segment [x — ¢, 2 + ¢]. Vérifier aussi que
u(—t, ) est solution de (1.18) dans Q2 x R, quitte & changer le signe de la vitesse initiale
up ().

(x.t)

Ll

X—t X+t

FIGURE 1.3 — Domaine ou cone de dépendance de I’équation des ondes.

Exercice 1.3.4 On se propose de démontrer un principe de conservation de |'énergie
pour I'équation des ondes (1.18) sans utiliser la formule explicite (1.19). En une dimension
d’espace, on pose 2 = (0,1) et on suppose f = 0. Soit u(t, z) une solution réguliére de
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(1.18). En multipliant I'équation par %_1; et en intégrant par rapport a x, établir I'égalité
d'énergie

d Y ou ; Y ou 2

— —(t d —(t, dr | =0.

dt </0 at &) x+/o gz 0| Ao

Conclure et comparer a ce qui se passe pour I'équation de la chaleur.

1.3.3 Le Laplacien

Pour certains choix du terme source f, la solution de I’équation de la chaleur (1.17)
atteint un état stationnaire, c’est-a-dire que u(t,x) admet une limite us(z) quand
le temps ¢ tend vers linfini. Souvent, il est intéressant de calculer directement cet
état stationnaire. Dans ce cas, pour un terme source f(z) indépendant du temps, on
résout une équation du deuxiéme ordre en espace

(1.20)

—Au=f dans
u=0 sur 0f2,

que l'on appelle Laplacien ou équation de Laplace. On dira que cette équation est el-
liptique (voir plus loin la Sous-section 1.5.2). Remarquons que le Laplacien est aussi la
version stationnaire de I’équation des ondes (1.19). Le Laplacien intervient aussi dans
de trés nombreux domaines des sciences de I'ingénieur. Par exemple, (1.20) modélise
le déplacement vertical d’'une membrane élastique soumise & une force normale f et
fixée sur son contour.

1.3.4 Equation de Schrédinger

L’équation de Schrodinger décrit 1’évolution de la fonction d’onde u d’une particule
soumise & un potentiel V. Rappelons que u(t, x) est une fonction de Rt x RV 4 valeurs
dans C et que son module au carré |u|? s’interpréte comme la densité de probabilité
pour détecter que la particule se trouve au point (¢,z). Le potentiel V(x) est une
fonction & valeurs réelles. La fonction d’onde u est solution de

0
ia—?+Au—Vu:0 dans RN x R}
u(t=0) = ug dans RY

(1.21)

Il n’y a pas de condition aux limites apparentes dans (1.21) puisque l’équation a
lieu dans tout ’espace (qui n’a pas de bord). Néanmoins, nous verrons qu’un choix
“raisonnable” d’espace fonctionnel dans lequel nous chercherons la solution entraine
de facto une condition de décroissance & l'infini de u qui peut s’interpréter comme
une sorte de condition aux limites & 'infini.

Exercice 1.3.5 On se propose de démontrer des principes de conservation de |'énergie
pour I'équation de Schrodinger (1.21). Soit u(t, z) une solution réguliére de (1.21) en une
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dimension d'espace qui décroit vers zéro (ainsi que ‘g—g) lorsque |z| — +o00. Montrer que
pour toute fonction dérivable v(t) on a

0 1 0|v|?
= (95 — 19l ,
ot 2 Ot
ou R désigne la partie réelle et T le complexe conjugué de v. En multipliant I'équation
par U et en intégrant par rapport a x, établir I'égalité d'énergie

/R‘“(tvx)|2d$=/R|u0(x)\2dac.

En multipliant I'équation par aa—f, montrer que

A(‘%(t,x)2+‘/(aj)u(t,x)2> dq;z/RQ%(x)

1.3.5 Systéme de Lamé

2

+V(z) |u0(x)|2> dz.

Le systéme de Lamé est un cas particulier des équations stationnaires de 1’élastic-
ité linéarisée qui modélisent les déformations d’un solide sous I’hypothése de petites
déformations et de petits déplacements (voir la Sous-section 5.3.1 pour plus de détails
sur la modélisation). Pour obtenir le systéme de Lamé, on suppose que le solide est
homogeéne isotrope et qu’il est fixé sur son bord. La principale différence avec les mod-
éles précédents est qu’il s’agit ici d’un systéme d’équations, c’est-a-dire de plusieurs
équations couplées entre elles. Le solide au repos occupe un domaine ) de ’espace
RY . Sous Paction d’une force f il se déforme, et chaque point z se déplace en z+u(x).
La force f(x) est une fonction vectorielle de 2 dans RY, comme le déplacement u(z).
Ce dernier est solution de

{ —pAu — (p+ ANV (divu) = f  dans Q

u=~0 sur 0N (1.22)

ol A et p sont deux constantes, dites de Lamé, caractéristiques du matériau homogeéne
isotrope dont est constitué le solide. Pour des raisons mécaniques ces constantes véri-
fient u > 0 et 2u+ N > 0. La condition aux limites de Dirichlet pour u traduit le
fait que le solide est supposé fixé et immobilisé sur son bord 9f2.

Le systéme (1.22) a été écrit en notation vectorielle. Si on note f; et w;, pour
1 < i < N, les composantes de f et u dans la base canonique de RY, (1.22) est
équivalent &

—pAu; — (p+ ) a(g;Yu) = fi dansQ
u; =0 sur 09
pour 1 < i < N. Remarquons que, si (x+ A) # 0, alors les équations pour chaque

composante u; sont couplées par le terme de divergence. Evidemment, en dimension
N =1, le systéme de Lamé n’a qu’une seule équation et se réduit au Laplacien.
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1.3.6 Systéme de Stokes

Le systéme de Stokes modélise 1’écoulement d’un fluide visqueux incompressible
A petite vitesse. On suppose que le fluide occupe un domaine €2 et qu’il adhére & la
paroi de celui-ci, c’est-a-dire que sa vitesse est nulle sur la paroi (ce qui conduit & une
condition aux limites de Dirichlet). Sous I’action d’une force f(z) (une fonction de Q
dans RY), la vitesse u(x) (un vecteur) et la pression p(z) (un scalaire) sont solutions
de

Vp — pAu=f dans
dive =0 dans (1.23)
u=20 sur 02

ou u > 0 est la viscosité du fluide. Remarquons qu’en plus des IV équations Vp —
pwAu = f (correspondant & la conservation de la quantité de mouvement),
il y a une autre équation divu = 0 appelée condition d’incompressibilité (qui
correspond a la conservation de la masse). Si la dimension d’espace est N =1, le
systéme de Stokes est sans intérét car on voit facilement que la vitesse est nulle et que
la pression est une primitive de la force. Par contre en dimension N > 2, le systéme de
Stokes a bien un sens : en particulier, il existe des champs de vitesses incompressibles
non triviaux (prendre, par exemple, un rotationnel).

1.3.7 Equations des plaques

On considére la déformation élastique d’une plaque plane d’épaisseur petite (nég-
ligeable devant ses autres dimensions). Si on note 2 la surface moyenne de la plaque,
et f(x) (une fonction de Q dans R) la résultante normale des forces, alors la com-
posante normale du déplacement u(xz) (un scalaire) est solution de I’équation des
plaques (dites en flexion)

A(Au)=f dans Q

u=0 sur OS2 (1.24)
g—z =0 sur 0f)

ol on note g—z = Vu-n avec n le vecteur normal unité extérieur a 9€). Remarquons qu’il
g’agit d’une équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre en espace (appelée
aussi bi-laplacien). C’est pourquoi il est nécessaire d’avoir deux conditions aux limites.
Ces conditions aux limites traduisent 'encastrement de la plaque (pas de déplacement
ni de rotation du bord de la plaque).

Remarquons qu’il est possible de justifier I’équation des plaques (1.24) par un
raisonnement asymptotique & partir du systéme de Lamé (1.22) dans lequel on fait
tendre I’épaisseur de la plaque vers zéro. Il s’agit 14 d’un exemple de modélisation
mathématique.
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1.4 Calcul numérique par différences finies

1.4.1 Principes de la méthode

A part dans quelques cas trés particuliers, il est impossible de calculer explicite-
ment des solutions des différents modeéles présentés ci-dessus. Il est donc nécessaire
d’avoir recours au calcul numérique sur ordinateur pour estimer qualitativement et
quantitativement ces solutions. Le principe de toutes les méthodes de résolution
numérique des équations aux dérivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques
discrétes (c’est-a-dire en nombre fini) qui “approchent” (en un sens convenable &
préciser) la solution exacte. Dans ce procédé il faut bien étre conscient de deux
points fondamentaux : premiérement, on ne calcule pas des solutions exactes mais
approchées ; deuxiémement, on discrétise le probléme en représentant des fonctions
par un nombre fini de valeurs, c’est-a-dire que ’on passe du “continu” au “dis-
cret”.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numérique des solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles. Nous présentons maintenant une des plus anciennes et des
plus simples, appelée méthode des différences finies (nous verrons plus loin une autre
méthode, dite des éléments finis). Pour simplifier la présentation, nous nous limitons a
la dimension un d’espace (voir la Sous-section 2.2.6 pour les dimensions supérieures).
Nous n’abordons pour l'instant que les principes pratiques de cette méthode, c’est-a-
dire la construction de ce qu’on appelle des schémas numériques. Nous réservons
pour le Chapitre 2 la justification théorique de ces schémas, c’est-a-dire I’étude de leur
convergence (en quel sens les solutions approchées discrétes sont proches des solutions
exactes continues).

|

T -
JAX
F1GURE 1.4 — Maillage en différences finies.

Pour discrétiser le continuum spatio-temporel, on introduit un pas d’espace
Az > 0 et un pas de temps At > 0 qui seront les plus petites échelles représentées
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par la méthode numérique. On définit un maillage ou des coordonnées discrétes de
Pespace et du temps (voir la Figure 1.4)

(tn,z;) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € Z.

On note u} la valeur d’une solution discréte approchée au point (t,,z;), et u(t,z)
la solution exacte (inconnue). Le principe de la méthode des différences finies est de
remplacer les dérivées par des différences finies en utilisant des formules de Taylor
dans lesquelles on néglige les restes. Par exemple, on approche la dérivée seconde en
espace (le Laplacien en dimension un) par

0%u —u?_ 4 2u? —ul
_@(tTu Z‘j) ~ : (Al‘)]Q L (125)
ol ’on reconnait la formule de Taylor
5, 0%u
—u(t,x — Az) + 2u(t,z) — u(t,z + Az) = —(Azx) w(t, x)
(1.26)
Az)* 0*u
{ 12) £ (L) +0((a2)°)

Si Ax est “petit”, la formule (1.25) est une “bonne” approximation (elle est naturelle
mais pas unique). La formule (1.25) est dite centrée car elle est symétrique en j.
Pour discrétiser I’équation de convection-diffusion

ou ou 0%u

il faut aussi discrétiser le terme de convection. Une formule centrée donne

du uii g — iy
V—(t,ul'j) NV7J+ J
oz 2Ax
Il ne reste plus qu’a faire la méme chose pour la dérivée en temps. On a encore le
choix dans la formule de différences finies : soit centrée, soit décentrée. Examinons
trois formules “naturelles”.

1. En premier lieu, la différence finie centrée

ou uttt -yt

ot 2A¢

conduit au schéma complétement symétrique par rapport a n et j (appelé

schéma centré ou schéma de Richardson)

n+1 n—1

A I 5 s/ = S S St el 5
2At 2Ax (Az)?

u

= 0. (1.28)
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Aussi “naturel” et évident soit-il, ce schéma est incapable de calculer des
solutions approchées de I’équation de convection-diffusion (1.27) (voir I'ex-
emple numeérique de la Figure 1.5) ! Nous justifierons cette incapacité du schéma
a approcher la solution exacte dans le Lemme 2.2.23. Pour l'instant, indiquons
simplement que la difficulté provient du caractére centré de la différence finie
qui approche la dérivée en temps.

2. Un deuxiéme choix est la la différence finie décentrée amont (on remonte le
temps ; on parle aussi de schéma d’Euler rétrograde)

0 un-—un_l
i (o) =
ot At
qui conduit au schéma
—1
e YA A Sl e U i S WY 199
N T (Br)? =0 (1:29)

3. Le troisiéme choix est le symétrique du précédent : la différence finie décentrée
aval (on avance dans le temps; on parle aussi de schéma d’Euler progressif)

a uT.H_l —u”
Oty my) e
ot At
conduit au schéma
+1
ul =l + Vu;lﬂ —uj + u_u;l_l 2} U =0 (1.30)
At 27 (Az)? ' .

La différence principale entre ces deux derniers schémas est que (1.29) est dit im-
plicite car il faut résoudre un systéme d’équations linéaires pour calculer les valeurs
(u?)jez en fonctions des valeurs précédentes (u}’fl)jez, tandis que (1.30) est dit ex-
plicite puisqu’il donne immédiatement les valeurs (u}”l) jez en fonction des (u});ez.
Le décalage de 1 sur 'indice n entre les schémas (1.29) et (1.30) n’est évidemment

qu’apparent puisqu’on peut réécrire de maniére équivalente (1.30) sous la forme

n n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
YTyt DY T 2y T
At 2Az (Ax)? -

Dans les trois schémas que nous venons de définir, il y a bien str une donnée
initiale pour démarrer les itérations en n : les valeurs initiales (uf);ez sont définies,
par exemple, par u? = ug(jAx) ou ug est la donnée initiale de I’équation de convection-
diffusion (1.27). Remarquons que pour le “mauvais” schéma centré (1.28) il y a une
difficulté supplémentaire au démarrage : pour n = 1 on a aussi besoin de connaitre
les valeurs (U;)jez qu’il faut donc calculer autrement (par exemple, par application
d’un des deux autres schémas).
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instable.eps

FIGURE 1.5 — Schéma centré instable avec ¥At = 0.1(Ax)?2.

1.4.2 Reésultats numériques pour 1’équation de la chaleur

Commencons par faire quelques tests numériques trés simples dans le casou V =0
et v =1, c’est-a-dire que ’on résout numériquement 1’équation de la chaleur.
On choisit comme comme condition initiale la fonction

ug(z) = max(1 — 22,0).

Pour pouvoir comparer les solutions numériques approchées avec la solution exacte
(1.14), nous voudrions travailler sur le domaine infini Q@ = R, c’est-a-dire calculer,
pour chaque n > 0, une infinité de valeurs (u});ez, mais 'ordinateur ne le permet
pas car sa mémoire est finie! En premiére approximation, nous remplacons donc R
par le “grand” domaine 2 = (—10, +10) muni de conditions aux limites de Dirichlet.
Nous admettrons la validité de cette approximation (qui est confirmée par les com-
paraisons numériques ci-dessous). Nous fixons le pas d’espace & Az = 0.05 : il y a
donc 401 valeurs (u})-200<;<+200 & calculer. Rappelons pour mémoire que les valeurs
u? calculées par 'ordinateur sont entachées d’erreurs d’arrondi et ne sont donc pas
les valeurs exactes des schémas discrets : néanmoins, dans les calculs présentés ici,
ces erreurs d’arrondi sont totalement négligeables et ne sont en aucune maniére la
cause des différents phénomeénes que nous allons observer. Sur toutes les figures nous
représentons la solution exacte, calculée avec la formule explicite (1.14), et la solution
approchée numérique considérée.

Réglons tout de suite le sort du schéma centré (1.28) : comme nous I’avions an-
noncé, ce schéma est incapable de calculer des solutions approchées de I'équation de
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la chaleur. Quel que soit le choix du pas de temps At, ce schéma est instable, c’est-
a-dire que la solution numérique oscille de maniére non bornée si I’on diminue les
valeurs des pas Az et At. Ce phénoméne trés caractéristique (et d’apparition trés
rapide) est illustré par la Figure 1.5. Insistons sur le fait que quel que soit le choix
des pas At et Az, on observe ces oscillations (non physiques, bien stir). On dit que le
schéma est inconditionnellement instable. Une justification rigoureuse en sera donnée
au chapitre suivant (voir le Lemme 2.2.23).

implicite.eps

FIGURE 1.6 — Schéma implicite avec vAt = 2(Ax)2.

A Topposé du précédent schéma, le schéma implicite (1.29) calcule de “bonnes”
solutions approchées de I’équation de la chaleur quel que soit le pas de temps At (voir
la Figure 1.6). En particulier, on n’observe jamais d’oscillations numériques quel que
soit le choix des pas At et Az. On dit que le schéma implicite est inconditionnellement
stable.

Considérons maintenant le schéma explicite (1.30) : des expériences numériques
montrent facilement que selon les valeurs du pas de temps At des oscillations
numériques apparaissent ou non (voir la Figure 1.7). La limite de stabilité est facile
a trouver expérimentalement : quel que soit le choix des pas At et Ax qui vérifient
la condition

WAt < (Az)? (1.31)

le schéma est stable, tandis que si (1.31) n’est pas vérifiée, alors le schéma est in-
stable. On dit que le schéma explicite est conditionnellement stable. La condition de
stabilité (1.31) est une des remarques les plus simples et les plus profondes
de Panalyse numérique. Elle fut découverte en 1928 (avant ’apparition des pre-
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miers ordinateurs!) par Courant, Friedrichs, et Lewy. Elle porte depuis le nom de
condition CFL ou condition de Courant, Friedrichs, et Lewy.

explicitel.eps

explicite2.eps

FIGURE 1.7 — Schéma explicite avec vAt = 0.4(Az)? (haut) et vAt = 0.51(Az)?
(bas).

Nous allons justifier briévement cette condition de stabilité (une analyse plus
poussée sera effectuée au prochain chapitre). Réécrivons le schéma explicite sous la
forme

i1 VAL vAt ) vAt

U’] = (Ax)zu?71 —+ <1 — QW u? + WU?+1. (132)

n+1

Si la condition CFL est vérifiée, alors (1.32) montre que uj ™" est une combinaison



1.4. CALCUL NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES 21

convexe des valeurs au temps précédent uj_;, u?,uj q (tous les coefficients dans le
membre de droite de (1.32) sont positifs et leur somme vaut 1). En particulier, si la

donnée initiale ug est bornée par deux constantes m et M telles que
mguggMpourtoutjeZ,

alors une récurrence facile montre que les mémes inégalités restent vraies pour tous
les temps ultérieurs

m < uj < M pour tout j € Z et pour tout n > 0. (1.33)

La propriété (1.33) empéche le schéma d’osciller de maniére non bornée : il est donc
stable sous la condition CFL. La propriété (1.33) est appelée principe du maximum
discret : il s’agit de ’équivalent discret du principe du maximum continu pour les
solutions exactes que nous avons vu a la Remarque 1.2.10.

Supposons au contraire que la condition CFL ne soit pas vérifiée, c¢’est-a-dire que

WAt > (Az)?.

Alors, pour certaines données initiales le schéma est instable (il peut étre stable pour
certaines données initiales “exceptionnelles”’ : par exemple, si ug = 0!). Prenons la
donnée initiale définie par
0 .
u; = (—1)7
qui est bien uniformément bornée. Un calcul simple montre que

u) = (—1)/ (1 - 4(%;52)”

qui croit en module vers 'infini lorsque n tend vers I'infini car 1 — 4(2%2 < —1. Le
schéma explicite est donc instable si la condition CFL n’est pas satisfaite.

Exercice 1.4.1 Le but de cet exercice est de montrer que le schéma implicite (1.29),
avec V = 0, vérifie aussi le principe du maximum discret. On impose des conditions aux
limites de Dirichlet, c’est-a-dire que la formule (1.29) est valable pour 1 < j < J et on
fixe uy = u’;; = 0 pour tout n € N. Soit deux constantes m < 0 < M telles que
m < ug < M pour 1 < j < J. Vérifier que I'on peut bien calculer de maniére unique
les u?“ en fonction des u'. Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les
inégalités m < uj < M pour 1 < j < J (et ceci sans condition sur At et Ax).

Si nous avons a peu prés élucidé la question de la stabilité du schéma explicite,
nous n’avons rien dit sur sa convergence, c’est-a-dire sur sa capacité a approcher cor-
rectement la solution exacte. Nous répondrons rigoureusement & cette question au
prochain chapitre. Remarquons que la stabilité est, bien str, une condition nécessaire
de convergence, mais pas suffisante. Contentons nous pour l'instant de vérifier expéri-
mentalement la convergence du schéma, c’est-a-dire que lorsque les pas d’espace et
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raffinement.eps

FIGURE 1.8 — Schéma explicite avec vAt = 0.4(Ax)? pour diverses valeurs de Az.

de temps deviennent de plus en plus petits les solutions numériques correspondantes
convergent et que leur limite est bien la solution exacte (nous pouvons vérifier ce
dernier point puisqu’ici la solution exacte est disponible). Sur la Figure 1.8 nous véri-
fions numériquement que, si ’on raffine le pas d’espace Az (qui prend les valeurs 0.5,
0.1, et 0.05) ainsi que le pas de temps At en gardant constant le rapport vAt/(Ax)?
(le nombre CFL), alors la solution numeérique est de plus en plus proche de la solution
exacte. (La comparaison s’effectue au méme temps final ¢ = 1, donc le nombre de pas
de temps augmente lorsque le pas de temps At diminue.) Ce procédé de “vérifica-
tion numérique de la convergence” est trés simple et on ne doit jamais hésiter
a Dutiliser faute de mieux (c’est-a-dire si ’analyse théorique de la convergence est
impossible ou trop difficile).

1.4.3 Reésultats numériques pour I’équation d’advection

Effectuons une deuxiéme série d’expériences numériques sur 1’équation de con-
vection-diffusion (1.27) avec une vitesse V' = 1 non nulle. Nous reprenons les
mémes données que précédemment et nous choisissons le schéma explicite avec
vAt = 0.4(Az)?. Nous regardons linfluence de la valeur de la constante de diffu-
sion v (ou inverse du nombre de Péclet) sur la stabilité du schéma. La Figure 1.9
montre que le schéma est stable pour » = 1, instable pour » = 0.01, et que pour la
valeur intermédiaire v = 0.1, le schéma, semble stable mais la solution approchée est
légérement différente de la solution exacte. On comprend bien que plus l'inverse du
nombre de Péclet v est petit, plus le terme convectif est prédominant sur le terme
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convectionl.eps

convection2.eps

convection3d.eps

FIGURE 1.9 — Schéma explicite pour I'équation de convection-diffusion avec vAt =
0.4(Az)? et V = 1. En haut, v = 1, au milieu v = 0.1, et en bas v = 0.01.
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diffusif. Par conséquent, la condition CFL (1.31), obtenue lorsque la vitesse V est
nulle, est de moins moins en valable au fur et & mesure que v diminue.

Pour comprendre ce phénoméne, examinons I’équation d’advection qui s’ob-
tient & la limite v = 0. Remarquons tout d’abord que la condition CFL (1.31) est
automatiquement satisfaite si v = 0 (quel que soir At et Ax), ce qui semble contra-
dictoire avec le résultat expérimental du bas de la Figure 1.9.

transportl.eps

FIGURE 1.10 — Schéma explicite centré pour I’équation d’advection avec At = 0.9Az,
V=1v=0.

Pour I’équation d’advection (c’est-a-dire (1.27) avec v = 0), le schéma explicite
(1.30) peut se réécrire

it _ VA VAt

j m’d?fl —+ u? — EU?JFI. (134)

Ce schéma conduit aux oscillations de la Figure 1.10 dans les mémes conditions ex-

périmentales que le bas de la Figure 1.9. On voit bien que u?“ n’est jamais (quel
que soit At) une combinaison convexe de u?_q, uj, et ul . Il ne peut donc y avoir

de principe du maximum discret pour ce schéma, ce qui est une indication supplé-
mentaire de son instabilité (une preuve rigoureuse en sera donnée au Lemme 2.3.1).
L’origine de cette instabilité est que, dans le schéma explicite (1.34), nous avons choisi
de traiter le terme convectif de maniére centré. Nous pouvons cependant décentrer ce
terme comme nous ’avons fait pour la dérivée en temps. Deux choix sont possibles :
décentrer vers la droite ou vers la gauche. Le signe de la vitesse V est bien siar crucial :
ici nous supposons que V' > 0 (un argument symétrique est valable si V' < 0). Pour
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V > 0, le décentrement & droite est dit décentrement aval : on obtient

Ou uir — Uy
V%(tn,ﬂfj) =~V A

en allant chercher “Vinformation” en suivant le courant. Ce choix conduit & un schéma
décentré aval “désastreux”
DA
_l’_
At Az
qui est tout aussi instable que le schéma centré. Au contraire le décentrement
amont (c’est-a-dire & gauche si V' > 0), qui va chercher “I’information” en remontant
le courant

ully  —ul
L (1.35)

du uj Ui
V%(tnv‘xﬂ) ~ V A.’E

conduit au schéma explicite décentré amont

u’?“ —um” u —u"
VL L—0 (1.36)

qui donne les résultats de la Figure 1.11. On vérifie aisément que le schéma (1.36) est

transport3.eps

FIGURE 1.11 — Schéma explicite décentré amont pour I'équation d’advection avec
At =0.9Az, V =1.

stable sous une nouvelle condition CFL (différente de la précédente condition CFL
(1.31))
[V|At < Az (1.37)
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En effet, on peut réécrire (1.36) sous la forme

VAt VAt
n+1 n n

qui montre que, si la condition (1.37) est satisfaite, u?“ est une combinaison convexe

de uf_; et uj. Par conséquent, le schéma décentré amont (1.36) vérifie un principe
du maximum discret, ce qui entraine sa stabilité conditionnelle. L’idée du décen-
trement amont est une autre idée majeure de ’analyse numérique. Elle est
particuliérement cruciale dans tous les problémes de mécanique des fluides ou elle fut
d’abord découverte (en anglais on parle de upwinding, c’est-a-dire de remonter le
vent ou le courant), mais elle apparait dans bien d’autres modéles.

La conclusion de cette étude sur I’équation d’advection est que pour le modéle de
convection-diffusion avec faible valeur de la constante de diffusion v, il faut absolument
décentrer vers ’amont le terme convectif et suivre la condition CFL (1.37) plutot que
celle (1.31). A ce prix on peut améliorer les résultats de la Figure 1.9.

Exercice 1.4.2 Montrer que, si la condition CFL (1.37) n'est pas satisfaite, le schéma

décentré amont (1.36) pour I'équation d’advection est instable pour la donnée initiale
0 ,

up = (—=1)7.

Exercice 1.4.3 Ecrire un schéma explicite centré en espace pour I'équation des ondes

(1.18) en une dimension d'espace et sans terme source. Préciser comment démarrer les

itérations en temps. Vérifier I'existence d'un cone de dépendance discret analogue a celui

continu illustré par la Figure 1.3. En déduire que, si ce schéma converge, les pas de temps

et d'espace doivent nécessairement satisfaire la condition (de type CFL) At < Auz.

Les conclusions de cette section sont nombreuses et vont nourrir les réflexions
du prochain chapitre. Tout d’abord, tous les schémas numeériques ‘raisonnables” ne
fonctionnent pas, loin s’en faut. On rencontre des problémes de stabilité (sans parler
de convergence) qui nécessitent d’analyser en détails ces schémas : c’est la raison d’étre
de I’analyse numérique qui concilie objectifs pratiques et études théoriques. Enfin, les
“bons” schémas numériques doivent respecter un certain nombre de propriétés (comme
par exemple, le principe du maximum discret, ou le décentrement amont) qui ne
sont que la traduction (au niveau discret) de propriétés physiques ou mathématiques
de I’équation aux dérivées partielles. On ne peut donc pas faire 1’économie
d’une bonne compréhension de la modélisation physique et des propriétés
mathématiques des modéles si I’on veut réaliser de bonnes simulations
numériques.

1.5 Remarques sur les modéles mathématiques

Nous terminons ce chapitre par un certain nombre de définitions qui permettront
au lecteur de s’y retrouver dans le vocabulaire employé ici comme dans les ouvrages
classiques sur ’analyse numérique.
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1.5.1 Notion de probléme bien posé

Définition 1.5.1 On appelle probléme aux limites une équation aux dérivées par-
tielles munie de conditions auz limites sur la totalité de la frontiére du domaine sur
lequel elle est posée.

Par exemple, le Laplacien (1.20) est un probléme aux limites. A contrario, I’équation
différentielle ordinaire

@:f(t y)pour 0 <t <T
dt ) 1.38
L E (59

n’est pas un probléme aux limites puisqu’étant posée sur un segment (0,7), avec
0 <T < 400, elle n’a de conditions “au bord” qu’en ¢t =0 (et pasen t =T).

Définition 1.5.2 On appelle probléme de Cauchy une équation aux dérivées par-
tielles ot, pour au moins une variable (généralement le temps t), les conditions “au
bord” sont des conditions initiales (c’est-a-dire ne portent que sur un bord t = 0, et
pasent=T).

Par exemple, ’équation différentielle ordinaire (1.38) est un probléme de Cauchy, mais
pas le Laplacien (1.20) (quel que soit le choix de la composante de la variable d’espace
2 & qui on ferait jouer le role du temps).

De nombreux modéles sont & la fois des problémes aux limites et des problémes de
Cauchy. Ainsi, I’équation de la chaleur (1.8) est un probléme de Cauchy par rapport
a la variable de temps t et un probléme aux limites par rapport a la variable d’espace
z. Tous les modéles que nous allons étudier dans ce cours rentrent dans une de ces
deux catégories de probléme.

Le fait qu’un modéle mathématique soit un probléme de Cauchy ou un probléme
aux limites n’implique pas automatiquement qu’il s’agisse d’un “bon” modéle. L’ex-
pression bon modéle n’est pas employée ici au sens de la pertinence physique du
modéle et de ses résultats, mais au sens de sa cohérence mathématique. Comme nous
allons le voir cette cohérence mathématique est une condition nécessaire avant de
pouvoir méme envisager des simulations numériques et des interprétations physiques.
Le mathématicien Jacques Hadamard a donné une définition de ce qu’est un “bon”
modele, en parlant de probléme bien posé (un probléme mal posé est le contraire
d’un probléme bien posé). On décide de noter f les données (le second membre, les
données initiales, le domaine, etc.), u la solution recherchée, et A “I’opérateur” qui
agit sur u. Il s’agit ici de notations abstraites, A désignant a la fois 1’équation aux
dérivées partielles et le type de conditions initiales ou aux limites. Le probléme est
donc de trouver u solution de

Alw) = f (1.39)

Définition 1.5.3 On dit que le probleme (1.39) est bien posé si pour toute donnée
f il admet une solution unique wu, et si cette solution u dépend continiment de la
donnée f.
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Examinons en détail cette définition de Hadamard : elle contient en fait trois
conditions pour qu'un probléme soit bien posé. Premiérement, il faut qu’il existe au
moins une solution : c’est bien la moindre des choses & demander a un modéle sensé
représenter la réalité ! Deuxiémement, il faut que la solution soit unique : c’est un point
plus délicat car, s’il est clair que, lorsque en météorologie on prévoit le temps qu’il va
faire demain, il vaut mieux pouvoir prédire “soleil” ou “pluie” (avec un “ou” exclusif)
mais pas les deux avec des chances égales, il existe d’autres problémes qui admettent
“raisonnablement” plusieurs ou une infinité de solutions. Par exemple, les problémes
de plus court chemin admettent souvent plusieurs solutions : pour aller du poéle sud
au pole nord tout méridien convient, et de méme, pour aller en avion de Paris & New
York, votre agence de voyage vous fait passer tantot par Bruxelles ou Londres, plutot
qu’un trajet direct, car plus court chemin veut dire ici plus économique. Hadamard
exclut de sa définition ce type de probléme car la multiplicité des solutions cache une
indétermination du modeéle : pour choisir finalement un chemin parmi tous ceux qui
sont les plus courts, on utilise un autre critére (qu’on avait “oublié” jusque 1a) comme
par exemple, le trajet le plus pratique ou confortable. C’est une situation courante
en mathématiques appliquées : quand un modéle admet trop de solutions, il faut lui
ajouter un critére de sélection de la “bonne” solution (voir I'exemple typique de la
dynamique des gaz [19]). Troisiémement, et c’est la condition la moins évidente a
priori, il faut que la solution dépende contintiment des données. Au premier abord,
cela semble une fantaisie de mathématicien, mais c’est pourtant crucial dans une per-
spective d’approximation numérique. En effet, faire un calcul numérique d’une
solution approchée de (1.39) revient a perturber les données (qui de continues de-
viennent discrétes) et a résoudre (1.39) pour ces données perturbées. Si de petites
perturbations des données conduisent & de grandes perturbations de la solution, il n’y
a aucune chance pour que la simulation numérique soit proche de la réalité (ou du
moins de la solution exacte). Par conséquent, cette dépendance continue de la solution
par rapport aux données est une condition absolument nécessaire pour envisager des
simulations numériques précises. Remarquons que cette condition est aussi trés im-
portante d’un point de vue physique car les appareils de mesure physique des données
n’ont qu’une précision relative : si I’on est incapable de distinguer deux données trés
proches mais conduisant & des phénoménes trés différents, le modéle représenté par
(1.39) n’a aucune valeur prédictive, et donc un intérét pratique a peu preés nul.

Terminons en avouant qu’a ce niveau de généralité la Définition (1.5.3) est bien
floue, et que pour lui donner un sens mathématique précis il faut bien sir dire dans
quels espaces de fonctions on place les données et on cherche la solution, et quelles
normes ou topologies on utilise pour la continuité. Il n’est pas rare en effet qu'un
changement d’espace (bien anodin en apparence) entraine des propriétés d’existence
ou d’unicité fort différentes !

Exercice 1.5.1 Le but de cet exercice est de montrer que le probléme de Cauchy pour le
Laplacien est mal posé. Soit le domaine bidimensionnel 2 = (0,1) x (0, 27). On considére
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le probléme de Cauchy en x et le probléme aux limites en y suivant

?u  *u
_W - 8—y2 =0 dans
u(z,0) =u(z,27) =0 pour 0 <z <1

0
u(0,y) =0, 8—2(0,3}) = —e*‘/ﬁsin(ny) pour 0 <y < 2m

AW - . .\
Vérifier que u(z,y) = “-— sin(ny)sh(nx) est une solution. Montrer que la condition
initiale et toutes ses dérivées en & = 0 convergent uniformément vers 0, tandis que, pour
tout > 0, la solution trouvée u(x,y) et toutes ses dérivées ne sont pas bornés quand n

tend vers 'infini. Conclure.

1.5.2 Classification des équations aux dérivées partielles

Définition 1.5.4 On appelle ordre d’une équation auzx dérivées partielles ’ordre de la plus
grande dérivée présente dans [’équation.

Par exemple, le Laplacien (1.20) est une équation du deuxiéme ordre, tandis que I’équa-
tion des plaques (1.24) est une équation du quatriéme ordre. On distingue souvent 1’ordre
par rapport a la variable de temps ¢ et par rapport a la variable d’espace x. Ainsi, on dira
que l'équation de la chaleur (1.8) est du premier ordre en temps et du deuxiéme ordre en
espace, alors que 1'équation des ondes (1.18) est du deuxiéme ordre en espace-temps.

Pour comprendre le vocabulaire souvent employé d’équation aux dérivées partielles soit
elliptique, soit parabolique, soit hyperbolique, nous allons briévement classifier les
équations aux dérivées partielles linéaires du deuxiéme ordre portant sur des fonctions réelles
de deux variables réelles u(x,y) (nous ne cherchons absolument pas a effectuer une classifi-
cation systématique de toutes les e.d.p.). Une telle équation s’écrit

9%*u &*u 0%u ou ou

Z = el i e - =g. 1.4
@922 +b8x8y +08y2 +d8w +€6y tiu=g (1.40)

Pour simplifier nous supposons que les coefficients a, b, ¢, d, e, f sont constants.

Définition 1.5.5 On dit que équation (1.40) est elliptique si b*> — 4ac < 0, parabolique si
b? — dac = 0, et hyperbolique si b*> — 4ac > 0.

L’origine de ce vocabulaire est bien siir la classification des coniques du plan, sur laquelle
la Définition 1.5.5 est calquée. En effet, il est bien connu que I’équation du deuxiéme degré

az® +bxy+cy’ +de+ey+ f=0

définit une courbe plane qui est (sauf certains cas dégénérés) une ellipse si b> —4ac < 0, une
parabole si b? — 4ac = 0, et une hyperbole si b2 — 4ac > 0.

Si on applique la Définition 1.5.5 aux divers modéles du deuxiéme ordre que nous avons
évoqué dans ce chapitre (en remplacant le couple (z,y) par les variables (¢, ) en une dimen-
sion d’espace), nous concluons que I’équation de la chaleur est parabolique (de méme
que l'équation de convection-diffusion), que le Laplacien est elliptique, et que I’équa-
tion des ondes est hyperbolique. Une généralisation adéquate de cette définition permet
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d’affirmer que I’équation d’advection est hyperbolique, et que les équations de Stokes, de
Pélasticité, ou des plaques sont elliptiques. En régle générale les problémes stationnaires (in-
dépendants du temps) sont modélisés par des e.d.p. elliptiques, tandis que les problémes
d’évolution sont modélisés par des e.d.p. paraboliques ou hyperboliques.

Nous verrons plus loin que les problémes aux limites sont bien posés pour les équations
aux dérivées partielles elliptiques, tandis que les problémes de Cauchy en temps et aux
limites en espace sont bien posés pour les équations aux dérivées partielles paraboliques
ou hyperboliques. Il y a donc une différence importante de comportement entre ces types
d’équations.

Remarque 1.5.6 Le caractére elliptique, parabolique, ou hyperbolique de I'équation (1.40)
n’est pas modifié par un changement de variables. Soit (x,y) — (X,Y) un tel changement
de variables non singulier, c’est-a-dire tel que son Jacobien J = X,Y, — XY, ne s’annule
pas (on note Z. la dérivée de Z par rapport & z). Un calcul, simple dans le principe mais
long dans le détail, montre que (1.40) devient

9%*u B 9%u +C(‘92u ou ou

A 0X? 0XoY Y2 0X oYy

avec notamment A = aX? + bX, X, + cX;, B = 2aX,Ys + b(XaY, + XyYa) + 2¢X, Yy,
C = aY; + bY,Y, + ¢, et on vérifie que B> — 4AC = J*(b° — 4ac). En particulier,
un changement de variables adéquat permet de simplifier I’équation aux dérivées partielles
(1.40) pour la ramener sous sa forme “canonique”. Ainsi, toute équation elliptique peut se

. 92 52 P . . s 1A .
ramener au Laplacien 7%= + 737, toute équation parabolique & I’équation de la chaleur

) 92 A : A s s . 52 52
3% — vz et toute équation hyperbolique a I’équation des ondes 5%z — 79=- °

Remarque 1.5.7 On sait bien que ’équation générale des coniques du plan admet un
certain nombre de cas dégénérés ou elle ne décrit plus une conique mais un ensemble de
droites, voire un seul point. La méme situation de dégénérescence peut avoir lieu avec
Péquation aux dérivées partielles (1.40). Par exemple, I'équation g%‘ =1laveca =1et
b=c=d=e=f =0 nest pas parabolique en dimension deux (bien que b* — 4ac = 0)
mais elliptique en dimension un (la variable y ne joue ici aucun réle). Il faut donc faire un

peu attention avant de conclure sur le type de ces équations “dégénérées”. °



Chapitre 2

METHODE DES
DIFFERENCES FINIES

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous analysons les schémas numériques de différences finies. Nous
définissons la stabilité et la consistance d’un schéma et nous montrons que, pour les
équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants, la stabilité combinée
a la consistance d’un schéma impliquent sa convergence.

Le plan de ce chapitre est le suivant. La Section 2.2 traite le cas de I’équation de la
chaleur introduite au Chapitre 1. La Section 2.3 généralise les résultats précédents aux
cas de ’équation des ondes ou de ’équation d’advection. Un des buts de ce chapitre
est de fournir un cadre de conception et d’analyse des schémas de différences finies
pour des modéles beaucoup plus généraux. Le lecteur ne devrait pas avoir de mal a
étendre les concepts présentés ici & son modeéle préféré et & concevoir ainsi des schémas
numériques originaux.

Terminons cette introduction en disant que la méthode des différences finies est
une des plus anciennes méthodes de simulation numérique qui est encore utilisée pour
certaines applications, comme la propagation d’ondes (sismiques ou électromagné-
tiques) ou la mécanique des fluides compressibles. Pour d’autres applications, comme
la mécanique du solide ou celle des fluides incompressibles, on lui préfére souvent la
méthode des éléments finis. Néanmoins, de nombreux concepts en différences finies se
retrouvent dans toutes les autres méthodes numériques. Ainsi, les schémas numériques
du Chapitre 8 combineront des éléments finis pour la discrétisation spatiale et des dif-
férences finies pour la discrétisation temporelle. La généralité et la simplicité de la
méthode des différences finies motive donc son exposition détaillée en début de cet
ouvrage.

31



32 CHAPITRE 2. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

2.2 Différences finies pour I’équation de la chaleur

2.2.1 Divers exemples de schémas

Nous nous limitons a la dimension un d’espace et nous renvoyons a la Sous-section
2.2.6 pour le cas de plusieurs dimensions d’espace. Nous considérons I’équation de la
chaleur dans le domaine borné (0, 1)

ou 0%u +
E — l/? =0 pour (l‘,t) € (07 1) X R* (21)

u(0,2) = uo(z) pour = € (0,1).

Pour discrétiser le domaine (0, 1) x R™, on introduit un pas d’espace Ax = 1/(N+1) >
0 (avec N un entier positif) et un pas de temps At > 0, et on définit les noeuds d’un
maillage régulier

(tn,xj) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € {0,1,..., N + 1}.

On note uf la valeur d’une solution discréte approchée au point (¢,,z;), et u(t, ) la
solution exacte de (2.1). La donnée initiale est discrétisée par

U? — UO(x]) pourj c {0, 17 ...7N + 1}.

Les conditions aux limites de (2.1) peuvent étre de plusieurs types, mais leur choix
n’intervient pas dans la définition des schémas. Ici, nous utilisons des conditions aux
limites de Dirichlet

u(t,0) = u(t,1) = 0 pour tout ¢t € R}

qui se traduisent en
uy = upq = 0 pour tout n > 0.

Par conséquent, a chaque pas de temps nous avons & calculer les valeurs (u?)lgjg N

qui forment un vecteur de RV, Nous donnons maintenant plusieurs schémas possibles
pour ’équation de la chaleur (2.1). Tous ces schémas sont définis par N équations
(en chaque point z;, 1 < j < N) qui permettent de calculer les N valeurs u. Au
Chapitre 1 nous avons déja parlé du schéma explicite

n+l _ . n _am n__ ,n
; u”; uj_1—|—2uj (e

J J —
Y e =0 (2.2)

u

pour n > 0et j € {1,..., N}, ainsi que du schéma implicite

G ot Bt ]
TR TSE = 0. (2.3)
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11 est facile de vérifier que le schéma implicite (2.3) est effectivement bien défini, c’est-
a-dire qu’on peut calculer les valeurs u” ™! en fonction des u? : en effet, il faut inverser
la matrice tridiagonale carrée de taille NV

1+ 2¢ —c 0

—c 1+2¢c —c
VAt

(Az)?’

. - avec ¢ = (2.4)
—c 1+2¢ —c
0 - 1+2c
dont il est aisé de vérifier le caractére défini positif, donc inversible. En faisant une
combinaison convexe de (2.2) et (2.3), pour 0 < § < 1, on obtient le -schéma

u Tt — ”H + 2u”+1 ntl —u"_ 4+ 2u? —
(Az)?

u” n
; I 4 gy L1 g Lt g, (2.5)

At (Am)
Bien sir, on retrouve le schéma explicite (2.2) si § = 0, et le schéma implicite (2.3)
si @ = 1. Le f-schéma (2.5) est implicite dés que 6 # 0. Pour la valeur § = 1/2, on
obtient le schéma de Crank-Nicolson. Un autre schéma implicite, dit & six points,
est donné par

wp St o)
12At 6AL 12A¢
n+1 n+1 n+1 (26)
) +2u; " —uy N 1+ 2uf —ufyy 0
1% v = U.
(Aq;) (Ax)

Exercice 2.2.1 Montrer que le schéma (2.6) n'est rien d'autre que le f-schéma avec
0 =1/2— (Ax)?/12vAt.

Tous les schémas qui précédent sont dits & deux niveaux car ils ne font intervenir
que deux indices de temps. On peut bien sir construire des schémas multiniveaux :
les plus populaires sont & trois niveaux. En plus du schéma (instable) de Richardson
vu au Chapitre 1, on cite le schéma de DuFort-Frankel

n+1 n—1 n “+1 n—1 n
uit — Uy = wi Ui —uiha (2.7)
2At (Az)2 ’
le schéma de Gear
n+1l n rlzfl n+1 n+1 r],+1
3u; du + u; Ly +2u;" —ugly X0 2.8)
2At (Ax)

Nous voild en face de beaucoup trop de schémas! Et la liste ci-dessus n’est pas
exhaustive! Un des buts de "analyse numérique va étre de comparer et de sélectionner
les meilleurs schémas suivant des critéres de précision, de cott, ou de robustesse.
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Remarque 2.2.1 S’il y a un second membre f(¢,z) dans 1’équation de la chaleur
(2.1), alors les schémas se modifient en remplagant zéro au second membre par une
approximation consistante de f(¢,z) au point (¢,,x;). Par exemple, si on choisit
l'approximation f(t,,x;), le schéma explicite (2.2) devient

n+l  n _am n __ ,m
w; u uj_g 4 2u} —uj,

j N L4y B2 = f(tn, xj).

Remarque 2.2.2 Les schémas ci-dessus ont une écriture plus ou moins compacte,
c’est-a-dire qu'il font intervenir un nombre fini, plus ou moins restreint, de valeurs 7.
La collection des couples (n’,j’) qui interviennent dans I’équation discréte au point
(n,j) est appelé stencil du schéma (terme anglais qu’on peut essayer de traduire par
support). En général, plus le stencil est large, plus le schéma est cotiteux et difficile
a programmer (en partie & cause des “effets de bord”, c’est-a-dire des cas o certains
des couples (n', j') sortent du domaine de calcul). °

Remarque 2.2.3 On peut remplacer les conditions aux limites de Dirichlet dans
(2.1) par des conditions aux limites de Neumann, ou bien des conditions aux limites
de périodicité (entres autres). Commencons par décrire deux maniéres différentes de
discrétiser les conditions de Neumann

ou ou
—(t,0) =0et —(¢t,1) = 0.
(%(’ ) ¢ 8x(’ )
Tout d’abord, on peut écrire
uy — ug UNi1 — UN
fr— t =
Az Oc Az 0

qui permet d’éliminer les valeurs ug et uf,,; et de ne calculer que les N valeurs
(u})1<j<n. Cette discrétisation de la condition de Neumann n’est que du premier
ordre. Si le schéma est du deuxiéme ordre, cela engendre une perte de précision prés

du bord. C’est pourquoi on propose une autre discrétisation (du deuxiéme ordre)

n n n n
upy —u_y 0 et UNt2 — UN
2Ax 2Ax
qui est plus précise, mais nécessite 'ajout de 2 “points fictifs” x_; et xx 2. On élimine
les valeurs u™ | et ufy, 5, correspondant & ces points fictifs, et il reste maintenant N +2
valeurs & calculer, & savoir (u})o<j<n+1-
D’autre part, les conditions aux limites de périodicité s’écrivent

=0

u(t,z+ 1) = u(t,x) pour tout x € [0, 1]t > 0.

Elles se discrétisent par les égalités ug = u'y, ,; pour tout n > 0, et plus généralement

n_ ,n
Uj—uN+1+j. L]
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2.2.2 Consistance et précision

Bien str, les formules des schémas ci-dessus ne sont pas choisies au hasard : elles
résultent d’une approximation de I’équation par développement de Taylor comme nous
I’avons expliqué au Chapitre 1. Pour formaliser cette approximation de ’équation aux
dérivées partielles par des différences finies, on introduit la notion de consistance et
de précision. Bien que pour I'instant nous ne considérons que 1’équation de la chaleur
(2.1), nous allons donner une définition de la consistance valable pour n’importe quelle
équation aux dérivées partielles que nous notons F'(u) = 0. Remarquons que F'(u) est
une notation pour une fonction de u et de ses dérivées partielles en tout point (¢, x).
De maniére générale un schéma aux différences finies est défini, pour tous les indices
possibles n, j, par la formule

n+m _
Fat,Ax ({Uj+k m-<m<m*, k- §k§k+) =0 (2.9)

ou les entiers m™,m™* k™ kT définissent la largeur du stencil du schéma (voir la
Remarque 2.2.2).

Définition 2.2.4 Le schéma auz différence finies (2.9) est dit consistant avec l’équa-
tion auz dérivées partielles F(u) = 0, si, pour toute solution u(t,z) suffisamment
réguliére de cette équation, ’erreur de troncature du schéma, définie par

FAt,Az ({u(t + mAt, x + kAf)}m—gmgmh k—§k§k+) R (2.10)

tend vers zéro, uniformément par rapport a (t,x), lorsque At et Az tendent vers zéro
indépendemment.
De plus, on dit que le schéma est précis a l'ordre p en espace et a l'ordre q en temps

si Uerreur de troncature (2.10) tend vers zéro comme (’)((Aaz)p + (At)q) lorsque At
et Ax tendent vers zéro.

Remarque 2.2.5 Il faut prendre garde dans la formule (2.9) a une petite ambiguité
quant & la définition du schéma. En effet, on peut toujours multiplier n’importe quelle
formule par une puissance suffisamment élevée de At et Az de maniére a ce que l'erreur
de troncature tende vers zéro. Cela rendrait consistant n’importe quel schéma! Pour
éviter cet inconvénient, on supposera toujours que la formule Fay, Am({u;lj:,;" ) =20
a été écrite de telle maniére que, pour une fonction réguliére wu(¢, ) qui n’est pas
solution de I’équation de la chaleur, la limite de I’erreur de troncature n’est pas nulle.
[ ]

Concrétement on calcule erreur de troncature d’un schéma en remplagant u?jf,z” dans
la formule (2.9) par u(t + mAt, x + kAx). Comme application de la Définition 2.2.4,

nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.6 Le schéma explicite (2.2) est consistant, précis a l'ordre 1 en temps
et 2 en espace. De plus, si on_choisit de garder constant le rapport vAt/(Ax)? = 1/6,
alors ce schéma est précis a lordre 2 en temps et 4 en espace.
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Remarque 2.2.7 Dans la deuxiéme phrase de 1’énoncé du Lemme 2.2.6 on a légére-
ment modifié la définition de la consistance en spécifiant le rapport entre At et Ax
lorsqu’ils tendent vers zéro. Ceci permet de tenir compte d’éventuelles compensations
entre termes apparaissant dans ’erreur de troncature. En pratique, on observe effec-
tivement de telles améliorations de la précision si on adopte le bon rapport entre les
pas At et Ax. °

Démonstration. Soit v(t, ) une fonction de classe C6. Par développement de Taylor
autour du point (¢, ), on calcule 'erreur de troncature du schéma (2.2)

v(t + At,x) — v(t,x) N —o(t,z — Az) + 2v(t,z) — v(t,x + Ax)
v
At (Az)?
At v(Az)?
= (Ut - va) + 7%15 - %Umm + O((At)Q + (Ax)4),
ou vy, v, désignent les dérivées partielles de v. Si v est une solution de I’équation de la
chaleur (2.1), on obtient ainsi aisément la consistance ainsi que la précision a I’ordre 1
en temps et 2 en espace. Si on suppose en plus que vAt/(Ax)? = 1/6, alors les termes

en At et en (Ax)? se simplifient car vy = VUi = V2 Vs00s- O
| Schéma | Erreur de troncature | Stabilité
Explicite (2.2) O(At 5 (Ax)z) stable L% et L si
condition CFL 2vAt < (Ax)?

At + (A;v)z) stable L? et L>

Implicite (2.3) @)
Crank-Nicolson (2.5) @]
(avec 0 =1/2)

(A)? + (m«)?) stable L?

(avec 0 # 1/2) CFL 2(1 — 20)vAt < (Az)?

Schéma & 6 points (2.6) || O( (At)? + (A;v)4) stable L2
o

DuFort-Frankel (2.7) (RL)2 + (Ax)g) stable L? si

f-schéma (2.5) O(At + (A;v)Q) stable L? si condition
condition CFL At/(Az)? borné

Gear (2.8) O((At)2 + (m«)?) stable L2

TABLE 2.1 — Erreurs de troncature et stabilité de divers schémas pour ’équation de
la chaleur

Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, vérifier que I'erreur
de troncature est bien du type annoncé dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous ces
schémas sont consistants sauf celui de DuFort-Frankel.)
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2.2.3 Stabilité et analyse de Fourier

Dans le Chapitre 1 nous avons évoqué la stabilité des schémas de différences
finies sans en donner une définition précise. Tout au plus avons nous expliqué que,
numériquement, ’instabilité se manifeste par des oscillations non bornées de la solu-
tion numeérique. Il est donc temps de donner une définition mathématique de la sta-
bilité. Pour cela nous avons besoin de définir une norme pour la solution numérique
u™ = (u?)1<j<n. Nous reprenons les normes classiques sur RV que nous pondérons

J
simplement par le pas d’espace Ax :

1/p

N
[lu"|, = ZA1’|U?‘p pour 1 <p < +o0, (2.11)
j=1

ot le cas limite p = +o0o doit étre compris dans le sens [[u" | = maxi<j<n [u}].
Remarquons que la norme ainsi définie dépend de Ax a travers la pondération mais
aussi & travers 'entier N car Az = 1/(N+1). Grace a la pondération par Az, la norme
|lu™]|p est identique & la norme LP(0,1) pour les fonctions constantes par morceaux
sur les sous-intervalles [z;,z;11] de [0,1]. Souvent, on 'appellera donc “norme LP”.
En pratique on utilise surtout les normes correspondant aux valeurs p = 2, +o0.

Définition 2.2.8 Un schéma auz différences finies est dit stable pour la norme || ||,
définie par (2.11), s’il existe une constante K > 0 indépendante de At et Ax (lorsque
ces valeurs tendent vers zéro) telle que

|u™|| < K||[u®|| pour tout n >0, (2.12)

quelle que soit la donnée initiale u®.
Si(2.12) n’a liew que pour des pas At et Ax astreints a certaines inégalités, on
dit que le schéma est conditionnellement stable.

Remarque 2.2.9 Puisque toutes les normes sont équivalentes dans RY, le lecteur
trop rapide pourrait croire que la stabilité par rapport a une norme implique la sta-
bilité par rapport a toutes les normes. Malheureusement il n’en est rien et il existe
des schémas qui sont stables par rapport & une norme mais pas par rapport a une
autre (voir plus loin 'exemple du schéma de Lax-Wendroff avec les Exercices 2.3.2
et 2.3.3). En effet, le point crucial dans la Définition 2.2.8 est que la majoration est
uniforme par rapport & Az alors méme que les normes définies par (2.11) dépendent
de Ax. °

Définition 2.2.10 Un schéma auz différences finies est dit linéaire si la formule
n+m

FAt’AI({u?LT ) =0 qui le définit est linéaire par rapport & ses arguments uly"
La stabilité d’un schéma linéaire & deux niveaux est trés facile & interpréter. En
effet, par linéarité tout schéma linéaire & deux niveaux peut s’écrire sous la forme
condensée
u"t = Au”, (2.13)
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olt A est un opérateur linéaire (une matrice, dite d’itération) de RV dans R™. Par
exemple, pour le schéma explicite (2.2) la matrice A vaut

1-—2c c 0
c 1—2¢c ¢

c 1—2¢ c
0 c 1-—2c

tandis que pour le schéma implicite (2.3) la matrice A est 'inverse de la matrice
(2.4). A T'aide de cette matrice d’itération, on a u™ = A™u° (attention, la notation
A™ désigne ici la puissance n-éme de A), et par conséquent la stabilité du schéma est

équivalente a
A" < K|[u®]] Vn>0,Vu® € RY.

Introduisant la norme matricielle subordonnée (voir la Définition 13.1.1)

[ Mul

b)
u€ERN u#0 Hu”

M| =

la stabilité du schéma est équivalente &
A7 <K Vn >0, (2.15)

qui veut dire que la suite des puissances de A est bornée.

Stabilité en norme L.
La stabilité en norme L est trés liée avec le principe du maximum discret que
nous avons déja vu au Chapitre 1. Rappelons la définition de ce principe.

Définition 2.2.11 Un schéma auzx différences finies vérifie le principe du maxi-
mum discret si pour tout n >0 et tout 1 < j7 < N on a

min (0, min «!) <u” <max (0, max u’
0<j<N+1 7 J 0<j<N+1 7

quelle que soit la donnée initiale u°.

Remarque 2.2.12 Dans la Définition 2.2.11 les inégalités tiennent compte non seule-
ment du minimum et du maximum de «” mais aussi de zéro qui est la valeur imposée
au bord par les conditions aux limites de Dirichlet. Cela est nécessaire si la donnée
initiale u° ne vérifie pas les conditions aux limites de Dirichlet (ce qui n’est pas exigé),
et inutile dans le cas contraire. °

Comme nous I’avons vu au Chapitre 1 (voir (1.33) et 'Exercice 1.4.1), la vérifica-
tion du principe du maximum discret permet de démontrer le lemme suivant.



2.2. DIFFERENCES FINIES POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR 39

Lemme 2.2.13 Le schéma explicite (2.2) est stable en norme L si et seulement
si la condition CFL 2vAt < (Ax)? est satisfaite. Le schéma implicite (2.3) est sta-
ble en norme L™= quelque soit les pas de temps At et d’espace Az (on dit qu’il est
inconditionnellement stable).

Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicolson (2.5) (avec § = 1/2) est
stable en norme L> si vAt < (Ax)?, et que le schéma de DuFort-Frankel (2.7) est stable
en norme L™ si 2vAt < (Ax)?

Stabilité en norme LZ2.

De nombreux schémas ne vérifient pas le principe du maximum discret mais sont
néanmoins de “bons” schémas. Pour ceux-1a, il faut vérifier la stabilité dans une autre
norme que la norme L*. La norme L? se préte trés bien a ’étude de la stabilité grace
a Doutil trés puissant de I’analyse de Fourier que nous présentons maintenant. Pour
ce faire, nous supposons désormais que les conditions aux limites pour I’équation de la
chaleur sont des conditions aux limites de périodicité, qui s’écrivent u(t,z+1) =
u(t, z) pour tout x € [0, 1] et tout ¢ > 0. Pour les schémas numériques, elles conduisent
aux égalités uy = ujy,; pour tout n > 0, et plus généralement u; = ufy,, ;. Il reste
donc a calculer N + 1 valeurs u7.

A chaque vecteur u" = (u})o<j<n on associe une fonction u" (), constante par
morceaux, périodique de période 1, définie sur [0, 1] par

n

u(z) = U stz 10 < <Tjp1)0

avec i1/ = (j +1/2)Ax pour 0 < j < N, x_q)5 = 0, et 241412 = 1. Ainsi
définie, la fonction u™(x) appartient & L2(0,1). Or, d’aprés I’analyse de Fourier, toute
fonction de L?(0,1) peut se décomposer en une somme de Fourier (voir le théoréme
4.5.13 de [7]). Plus précisément on a

u(x) = Za"(k) exp(2inkx), (2.16)
keZ

avec 0"(k) = [}

o U™ () exp(—2imkx) dx et la formule de Plancherel

1
/O () dz =Y |a" (k)| (2.17)

keZ

Remarquons que méme si u™ est une fonction réelle, les coefficients 4" (k) de la série
de Fourier sont complexes. Une propriété importante pour la suite de la transformée
de Fourier des fonctions périodiques est la suivante : si on note v"(z) = u"(z + Ax),
alors 0" (k) = 4" (k) exp(2iTkAx).

Expliquons maintenant la méthode sur ’exemple du schéma explicite (2.2). Avec
nos notations, on peut réécrire ce schéma, pour 0 < x < 1,

ut(x) — un(z) R V—u”(w —Ax) + 2u™(x) — u"(z + Az)

At (Ao =0
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Par application de la transformée de Fourier, il vient

a" (k) = (1 - % (= exp(—2irkAz) +2 — exp(2i7rch:v))> " (k).

Autrement dit

B 4v At

"t (k) = u" (k) = "149(k) avec = ——
(k) = A(k)u" (k) = A(k) (k) avec A(k) =1 - 353

(sin(rkAz))?.

Pour k € Z, le coefficient de Fourier 4™ (k) est borné lorsque n tend vers 'infini si et
seulement si le facteur d’amplification vérifie |A(k)| < 1, c’est-a-dire

2vAt(sin(rkAx))? < (Ax)?. (2.18)

Si la condition CFL (1.31), i.e. 2vAt < (Axz)?, est satisfaite, alors I'inégalité (2.18)
est vraie quelque soit le mode de Fourier k € 7Z, et par la formule de Plancherel on en
déduit

a3 = / @) Pz = S ()2 < 3 a0 = / ()| Pdz = [[a0|3,

kEZ kEZ

ce qui n’est rien d’autre que la stabilité L? du schéma explicite. Si la condition CFL
n’est pas satisfaite, le schéma est instable. En effet, il suffit de choisir Az (éventuelle-
ment suffisamment petit) et ko (suffisamment grand) et une donnée initiale ayant une
seule composante de Fourier non nulle @° (ko) # 0 avec mhoAz ~ 7/2 (modulo 7) de
telle maniére que |A(kg)| > 1. On a donc démontré le lemme suivant.

Lemme 2.2.14 Le schéma explicite (2.2) est stable en norme L? si et seulement si
la condition CFL 2vAt < (Ax)? est satisfaite.

De la méme facon on va démontrer la stabilité du schéma implicite.
Lemme 2.2.15 Le schéma implicite (2.3) est stable en norme L?.

Remarque 2.2.16 Pour les schémas explicite (2.2) et implicite (2.3) la condition de
stabilité L? est la méme que celle de stabilité L>°. Cela n’est pas toujours le cas pour
d’autres schémas. °

Démonstration. Un raisonnement analogue a celui utilisé pour le schéma explicite
conduit, pour 0 <z <1, a
u L (x) — un(z) —u" Tz — Ax) + 2u" M (2) — u" (2 + Ax)
At (Az)?

:O7

et par application de la transformée de Fourier

" (k) (1 + % (—exp(—2imkAx) + 2 — exp(QiﬂkAx))) =a"(k).



2.2. DIFFERENCES FINIES POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR 41

Autrement dit

-1
a" (k) = A(k)a™ (k) = A(k)" T4 (k) avec A(k) = (1 + %(sin(kam))z) .

Comme |A(k)| <1 pour tout mode de Fourier k, la formule de Plancherel permet de
conclure & la stabilité L? du schéma. O

Remarque 2.2.17 L’analyse de Fourier repose sur le choix des conditions aux limites
de périodicité. On peut aussi effectuer si 'équation aux dérivées partielles a lieu sur
tout R au lieu de [0, 1] (on a alors affaire & une intégrale de Fourier plutot qu’a une
série de Fourier). Néanmoins, il n’est pas trés réaliste de parler de schéma numérique
sur tout R puisque cela implique un nombre infini de valeurs u} a chaque pas de
temps n alors qu’un ordinateur ne peut que traiter un nombre fini de valeurs.

La stabilité L? peut aussi se démontrer dans le cas de conditions aux limites de
Dirichlet. II faut alors adapter les idées de ’analyse de Fourier. Par exemple, ce qui
remplace la transformée de Fourier dans ce cas est la décomposition sur une base de
vecteurs propres de la matrice d’itération (2.13) qui permet de passer du vecteur u"
au vecteur u" 1. o

Remarque 2.2.18 (Essentielle d’un point de vue pratique) Traduisons sous
forme de “recette” la méthode de Panalyse de Fourier pour prouver la stabilité L2
d’un schéma. On injecte dans le schéma un mode de Fourier

uy = A(k)" exp(2irkz;) avec z; = jAw,

et on en déduit la valeur du facteur d’amplification A(k). Rappelons que, pour I'in-
stant, nous nous sommes limité au cas scalaire, c’est-a-dire que A(k) est un nombre
complexe dans C. On appelle condition de stabilité de Von Neumann l'inégalité

|A(k)| <1 pour tout mode k € Z. (2.19)

Si la condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des
restrictions sur At et Ax), alors le schéma est stable pour la norme L2, si non il est
instable.

En général, un schéma stable (et consistant) est convergent (voir la Sous-section
2.2.4). En pratique, un schéma instable est totalement “inutilisable”. En effet, méme
si on part d’une donnée initiale spécialement préparée de maniére & ce qu’aucun des
modes de Fourier instables ne soit excité par elle, les inévitables erreurs d’arrondi
vont créer des composantes non nulles (bien que trés petites) de la solution sur ces
modes instables. La croissance exponentielle des modes instables entraine qu’aprés
seulement quelques pas en temps ces “petits” modes deviennent “énormes” et polluent
complétement le reste de la solution numérique. °

Exercice 2.2.4 Montrer que le §-schéma (2.5) est stable en norme L? inconditionnelle-
ment si 1/2 < 6 < 1, et sous la condition CFL 2(1 — 20)vAt < (Az)?si0< 60 < 1/2.
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Exercice 2.2.5 Montrer que le schéma a 6 points (2.6) est inconditionnellement stable
en norme L2

Remarque 2.2.19 Certains auteurs utilisent une autre définition de la stabilité, moins
restrictive que la Définition 2.2.8 mais plus complexe. Dans cette définition le schéma est
dit stable pour la norme || || si pour tout temps 7" > 0 il existe une constante K(7') > 0
indépendante de At et Az telle que

lu™| < K(T)||u0\| pour tout 0 < n < T/At,

quelle que soit la donnée initiale u°. Cette nouvelle définition permet a la solution de croitre
avec le temps comme c’est le cas, par exemple, pour la solution de ’équation

ou 0%u

— —v=—— =cupour ({,z) € R" xR,

ot oz? P ()
qui, par le changement d’inconnue v(t, ) = e~ “*u(t, x), se raméne a I'équation de la chaleur
(donc pour ¢ > 0 suffisamment grand, la solution u croit exponentiellement en temps). Avec
une telle définition de la stabilité, la condition de stabilité de Von Neumann devient 'inégalité

|A(k)| <14 CAt pour tout mode k € Z.

Par souci de simplicité nous préférons nous en tenir a la Définition 2.2.8 de la stabilité. e

2.2.4 Convergence des schémas

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la convergence des schémas
de différences finies. Le résultat principal de cette sous-section est le Théoréme de
Lax qui affirme que, pour un schéma linéaire, consistance et stabilité impliquent
convergence. La portée de ce résultat dépasse en fait de beaucoup la méthode des
différences finies. Pour toute méthode numeérique (différences finies, éléments finis,
etc.) la convergence se démontre en conjuguant deux arguments : stabilité et consis-
tance (leurs définitions précises varient d’'une méthode a l'autre). D’un point de vue
pratique, le Théoréeme de Lax est trés rassurant : si 'on utilise un schéma consis-
tant (ils sont construits pour cela en général) et que I'on n’observe pas d’oscillations
numériques (c’est-a-dire qu’il est stable), alors la solution numérique est proche de la
solution exacte (le schéma converge).

Théoréme 2.2.20 (Lax) Soit u(t,z) la solution suffisamment réquliére de I’équation

de la chaleur (2.1) (avec des conditions auz limites appropriées). Soit u} la solution

numeérique discréte obtenue par un schéma de différences finies avec la donnée initiale

u? = up(x;). On suppose que le schéma est linéaire, a deux niveauz, consistant, et
stable pour une norme || ||. Alors le schéma est convergent au sens ow
VT >0, lim sup |le"|l'] =0, (2.20)
At,Ax—0 tn<T

n __

avec €" le vecteur “erreur” défini par ses composantes €’;

ul —u(tn, ;).
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De plus, si le schéma est précis a l'ordre p en espace et a l'ordre q en temps, alors
pour tout temps T > 0 il existe une constante Cp > 0 telle que

sup Jle”|| < CT((Ax)p + (At)q). (2.21)
ta<T

Remarque 2.2.21 Nous n’avons pas encore démontré l'existence et 1'unicité de la
solution de ’équation de la chaleur (2.1) (avec des conditions aux limites de Dirichlet
ou périodiques). Pour l'instant nous faisons donc ’hypothése de I’existence et l'unicité
d’une telle solution (ainsi que de sa régularité), mais nous verrons au Chapitre 8 que
ce résultat est vrai de maniére générale. °

Démonstration. Pour simplifier, on suppose que les conditions aux limites sont de
Dirichlet. La méme démonstration est aussi valable pour des conditions aux limites
de périodicité ou des conditions aux limites de Neumann (en supposant ces derniéres
discrétisées avec le méme ordre de précision que le schéma). Un schéma linéaire a
deux niveaux peut s’écrire sous la forme condensée (2.13), i.e.

unJrl — Aun’

ot A est la matrice d’itération (carrée de taille N). Soit u la solution (supposée
suffisamment réguliere) de I’équation de la chaleur (2.1). On note @" = (a})i1<j<n
avec U} = u(ty,z;). Comme le schéma est consistant, il existe un vecteur €” tel que

"t = Aa" + Ate” avec  lim  ||€"|| =0, (2.22)
At,Az—0

et la convergence de €” est uniforme pour tous les temps 0 < ¢, <T. Si le schéma est
précis a l'ordre p en espace et a l'ordre ¢ en temps, alors ||€"|| < C((Ax)P + (At)9).

En posant e} = u — u(t,, ;) on obtient par soustraction de (2.22) a (2.13)

el = Ae™ — Ate”

d’ot par récurrence

n
e = A’ — ALY AR (2.23)
k=1
Or, la stabilité du schéma veut dire que |[u”| = [|A"u"| < K||u°|| pour toute donnée

initiale, c’est-a-~dire que [|A™|| < K ou la constante K ne dépend pas de n. D’autre
part, e = 0, donc (2.23) donne

el < ALY Al < Atk C((Aw) +(A1)7),
k=1

ce qui donne l'inégalité (2.21) avec la constante Cr = TKC. La démonstration de
(2.20) est similaire. 0
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Remarque 2.2.22 Le Théoréme de Lax 2.2.20 est en fait valable pour toute équation
aux dérivées partielles linéaire. Il admet une réciproque au sens ot un schéma linéaire
consistant & deux niveaux qui converge est nécessairement stable. Remarquer que la
vitesse de convergence dans (2.21) est exactement la précision du schéma. Enfin, il
est bon de noter que cette estimation (2.21) n’est valable que sur un intervalle borné
de temps [0,7] mais qu’elle est indépendante du nombre de points de discrétisation
N. °

2.2.5 Schémas multiniveaux

Jusqu’ici nous avons principalement analysé des schémas & deux niveaux, c’est-a-
dire des schémas qui relient les valeurs de u"*! & celles de u™ seulement. On peut
parfaitement envisager des schémas multiniveaux, et en particulier nous avons déja
introduit des schémas & trois niveaux ot u"*! dépend de u™ et u"~! (comme les
schémas de Richardson, de DuFort-Frankel, ou de Gear). Examinons comment les
résultats précédents se généralisent aux schémas multiniveaux (nous nous limitons
par souci de clarté aux schémas a trois niveaux).

La Définition 2.2.8 de la stabilité d’un schéma est indépendante de son nombre
de niveaux. Toutefois, I'interprétation de la stabilité en terme de matrice d’itération
est un peu plus compliquée pour un schéma linéaire & trois niveaux. En effet, u"*+!
dépend linéairement de u™ et u™ !, donc on ne peut pas écrire la relation (2.13). Par

contre, si on pose
n U’n
U — unil 5 (224)

alors il existe deux matrices d’ordre N, A7 et As, telles que

A A
n+1l _ n o__ 1 2 n
U =AU < o >U7 (2.25)
ot la matrice d’itération A est donc de taille 2N. Comme précédemment, U™ = A"U?!
et la stabilité est équivalente a

nyrrl
4= sup 1T

—— <K Vn>1.
vieren iz ||U]

De la méme maniére la méthode d’analyse de Fourier s’étend aux schémas & trois
niveaux grace a la notation vectorielle (2.24). En guise d’exemple, nous démontrons
un résultat pressenti au Chapitre 1.

Lemme 2.2.23 Le schéma centré (1.28) est instable en norme L2.

Démonstration. Avec les notations usuelles le schéma (1.28) s’écrit, pour x € [0, 1],

u" T (z) — un " (x) —u™(x = Azx) 4+ 2u"(x) —u"(x + Az)
AL ke Az =0
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et par application de la transformée de Fourier

11”+1(/<i) + %(sin(ﬂkﬁx)fﬂ”(k) — ﬁn—l(k;) =0.

Autrement dit,

- antl — VAL (gin(rkAz))? N .
Un-‘rl(k,) . ( a:(}g’){;) ) — ( (Az) ( 1( kAr)) (1) )U"(k) = A(k)U™ (k).

et Un*l(k) = A(k)"U'(k). Ici, A(k) est une matrice d’ordre 2 alors que pour les
schémas & deux niveaux c’était un scalaire. Pour k € Z, le vecteur U"(k), et donc le
coefficient de Fourier 4" (k), est borné lorsque n tend vers 'infini si et seulement si la
matrice d’amplification vérifie
A(k)"U
JAE o= sup ATl ey sy (2.26)
verzu£o (Ul
ot ||U]|2 est la norme euclidienne dans R? et K est une constante bornée indépendante
de n et k. Par conséquent, si l'inégalité (2.26) est vraie quelque soit le mode de Fourier
k € Z, par la formule de Plancherel on en déduit

lI3 =D 1an (k)P < K Y ([a%R)17 + 10t (B)) = [[u®)l3 + [lu']3,
kEZ k€EZ

c’est-a-dire la stabilité L? du schéma. A Pinverse, s’il existe kg tel que ||A(ko)™|| n’est
pas borné lorsque n tend vers I'infini, alors en choisissant convenablement la donnée
initiale avec un seul mode 7°(kg) (ainsi que @'(ko)), on obtient I'instabilité L? du
schéma.

Comme la matrice d’amplification A(k) est symétrique réelle, on a la propriété
JA(K)||2 = p(A(K)) et ||A(k)™|l2 = ||AK) |5, ot p(M) désigne le rayon spectral de la
matrice M (voir le Lemme 13.1.6). Donc, I'inégalité (2.26) est satisfaite si et seulement
si p(A(k)) < 1. Les valeurs propres de A(k) sont les racines du polynome du deuxiéme
degré
SvAt
a2
qui admet toujours deux racines réelles distinctes dont le produit vaut —1. Par con-
séquent, I'une des deux racines est plus grande que 1 (strictement) en valeur absolue,
et donc p(A(k)) > 1. Par conséquent, le schéma centré est inconditionnellement in-
stable en norme L2 0

PLE sin(rkAz))*A —1=0

Remarque 2.2.24 La méthode de ’analyse de Fourier que nous venons d’utiliser
dans la démonstration du Lemme 2.2.23 est un peu plus compliquée dans le cas des
schémas multiniveaux que dans le cas a deux niveaux (voir la Remarque 2.2.18).
Lorsqu’on injecte dans le schéma un mode de Fourier, on obtient

(5 ) =awr (1) exvieinta,)

U J
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ot A(k) est désormais une matrice d’amplification (et non plus un facteur scalaire).
On appelle condition de stabilité de Von Neumann la condition

p(A(k)) <1 pour tout mode k € Z, (2.27)

ou p(A(k)) est le rayon spectral de la matrice A(k). Comme pour une matrice quel-
conque B on a
Bl = p(B) et |B"|| = p(B)",

il est clair que la condition de stabilité de Von Neumann est une condition néces-
saire de stabilité L? du schéma (donc de convergence). Lorsque la matrice A(k)
est normale, elle vérifie ||A(k)||2 = p(A(k)) et ||AK)"||2 = ||A(k)]|5 (voir le Lemme
13.1.6), donc la condition de Von Neumann (2.27) est nécessaire et suffisante (nous
avons eu la “chance” lors de la démonstration du Lemme 2.2.23 de tomber dans ce
cas favorable). Cependant, si A(k) n’est pas normale, alors en général la condition de
stabilité de Von Neumann n’est pas suffisante et il faut faire une analyse beaucoup
plus délicate de A(k) (et notamment de sa diagonalisation ou non). °

Remarque 2.2.25 Le Théoréme de Lax 2.2.20 se généralise sans difficulté aux sché-
mas multiniveaux si on choisit la norme L?. La méthode de démonstration est in-
changée : elle utilise I’analyse de Fourier et la notation vectorielle (2.24). °

Remarque 2.2.26 Tout ce que nous venons de dire sur la stabilité et la convergence
des schémas multiniveaux se généralise immédiatement aux schémas pour des sys-
témes d’équations. Dans ce dernier cas, on a aussi affaire & une écriture vectorielle de
la relation de récurrence (2.25) et & une matrice d’amplification (au lieu d’un facteur
scalaire). °

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear (2.8) est inconditionnellement stable et
donc convergent en norme L2.

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.7) est stable en norme L2,
et donc convergent, si le rapport At/(Ax)? reste borné lorsqu'on fait tendre At et Az
vers 0.

2.2.6 Le cas multidimensionnel

La méthode des différences finies s’étend sans difficulté aux problémes en plusieurs
dimensions d’espace. Considérons par exemple I’équation de la chaleur en deux dimen-
sions d’espace (le cas de trois ou plus dimensions d’espace n’est pas plus compliqué, du
moins en théorie) dans le domaine rectangulaire Q0 = (0, 1) x (0, L) avec des conditions
aux limites de Dirichlet

2 2
% —1/% —Vg—yg =0 pour (z,y,t) € Q x R
u(t =0,2,y) = up(z,y) pour (z,y) € Q
u(t,z,y) = 0 pour t € R}, (z,y) € 99.

(2.28)
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Pour discrétiser le domaine €2, on introduit deux pas d’espace Ax = 1/(N, +1) >0
et Ay =L/(N,+1) >0 (avec N, et N, deux entiers positifs). Avec le pas de temps
At > 0, on définit ainsi les noeuds d’un maillage régulier (voir la Figure 2.1)

(tn, 25, y) = (nAL, jAz, kAy) pour n > 0,0<j < N, +1,0 <k < N, + 1.

On note u}, la valeur d’une solution discréte approchée au point (tn,;,yr), et
u(t, z,y) la solution exacte de (2.28).

y
Koy C‘)(xj,yQ
I X
JAX

F1GURE 2.1 — Maillage d’un rectangle en différences finies.

Les conditions aux limites de Dirichlet se traduisent, pour n > 0, en

n _ n _ n _ n — "

Uy = un, 11,6 = 0, Vk, et Ujo = UjN, 41 = 0, Vj.

La donnée initiale est discrétisée par
0 .
uj g, = uo(xj, yx) Vi, k.

La généralisation au cas bidimensionnel du schéma explicite est évidente

n+1 n n n n n n n
Uik Uik T T2 T Uk Ty 2 T

At (Az)? (Ay)?

pour n >0, j € {1,..., Nz} et k € {1,..., N, }. La seule différence notable avec le cas
unidimensionnel est le caractére deux fois plus sévére de la condition CFL.

=0 (2.29)

Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite (2:29) est stable en norme L*° (et
méme qu'il vérifie le principe du maximum) sous la condition CFL

vAL v At 1

B Ty T2
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Nous illustrons le schéma explicite (2.29) (auquel nous ajoutons un terme de con-
vection) par la Figure 2.2 qui représente la convection-diffusion d’une “bosse” (le
coefficient de diffusion vaut 0.01 et la vitesse (1.,0.)).

conv2dinit.eps

conv2d.eps

FIGURE 2.2 — Schéma explicite pour ’équation de convection-diffusion en deux di-
mensions : donnée initiale (haut) et solution (bas).

De méme, on a le schéma implicite

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Uik Yk, Ttk T2 Tk T V2R T Y (2.30)
At (Az)? (Ay)?

Remarquons que le schéma implicite nécessite, pour calculer ™! en fonction de u™,
la résolution d’un systéme linéaire sensiblement plus compliqué qu’en une dimension



2.2. DIFFERENCES FINIES POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR 49

d’espace (la situation serait encore pire en trois dimensions). Rappelons qu’en dimen-
sion un, il suffit d’inverser une matrice tridiagonale. Nous allons voir qu’en dimension
deux la matrice a une structure moins simple. L’inconnue discréte u7 , est indicée par
deux entiers j et k, mais en pratique on utilise un seul indice pour stocker u™ sous la
forme d’un vecteur dans I’ordinateur. Une maniére (simple et efficace) de ranger dans
un seul vecteur les inconnues 7, est d’écrire

n __ n n n n n n
u"™ = (u7q, e UT N U s ey UG N ey U, 1 ...,uNw’Ny).

Remarquons qu’on a rangé les inconnues “colonne par colonne”’, mais qu’on aurait
aussi bien pu le faire “ligne par ligne” en “déroulant” d’abord 'indice j plutot que k
(N est le nombre de colonnes et N, celui de lignes). Avec cette convention, le schéma
implicite (2.30) requiert I'inversion de la matrice symétrique tridiagonale “par blocs”

Dy E; 0
Ey Do FEs
En,—2 Dn,—1 En,—1

0 En,—1 Dn,

ot les blocs diagonaux D; sont des matrices carrées de taille N,

1+ 2(cy +¢2) =Cy 0
—cy 14 2(cy +cu) —cy
Dj= ' k& .
—cy 1+2(cy+cz) —cy
0 —cy 14 2(ey + cq)
avec ¢y = ﬁ et ¢y, = ﬁ, et les blocs extra-diagonaux E; = (E;)" sont des

matrices carrées de taille IV,

—Cy 0 0
0 —c; 0
By =
0 —c 0
0 0 —Cy

Au total la matrice M est pentadiagonale et symétrique. Cependant les cing diagonales
ne sont pas contigués, ce qui entraine une augmentation considérable du coit de la
résolution d’un systéme linéaire associé & M (voir ’annexe sur l’analyse numeérique
matricielle et notamment les Remarques 13.1.21 et 13.1.41). La situation serait encore
pire en trois dimensions.
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Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma de Peaceman-Rachford

n+1/2 n+1/2

n+1/2 n+1/2
wg Ty n L Y-k +2u Lk V_“?,k—l +2uf ), —ul —0
At (Ax) 2(Ay)?
+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 +1 +1 +1
up = ugy e + 2u Uik wi g 2uly —uly — 0
Xi 20y 2a)? '

est précis d’ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour
des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

A cause de son cout de calcul élevé, on remplace souvent le schéma implicite
par une généralisation & plusieurs dimensions d’espace de schémas unidimensionnels,
obtenue par une technique de directions alternées (dite aussi de séparation d’opéra-
teurs, ou splitting en anglais). L’idée est de résoudre, au lieu de I’équation bidimen-
sionnelle (2.28), alternativement les deux équations unidimensionnelles

ou 0%u ou 0%u

— —2v—=0 et ——2v—=0

ot ox? ot oy?
dont la “moyenne” redonne (2.28). Par exemple, en utilisant dans chaque direction un
schéma de Crank-Nicolson pour un demi pas de temps A/2, on obtient un schéma
de directions alternées

n+1/2 n+1/2

11/2 11/2
u?k —uiy \ V_“;L 1k T2u jLk V‘“?—l,k +2uf —ul g _0o
At (Ax) 2(Ax)?
+1 +1/2 +1 +1 +1 +1/2 +1/2 +1/2
u?k _“?,k . ?k 1—|—2u” u?kﬂ_’_y—n —|—2n u?’kﬂ 0
At 2(Ay)? (Ay)
(2.31)

L’avantage de ce type de schéma est qu’il suffit, & chaque demi pas de temps, d’inverser
une matrice tridiagonale de type unidimensionnel (c’est donc un calcul peu cher). En
trois dimensions, il suffit de faire trois tiers-pas de temps et les propriétés du schéma
sont inchangées. Ce schéma est non seulement stable mais consistant avec I’équation
bidimensionnelle (2.28).

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées (2.31) est précis d’ordre
2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour des conditions
aux limites de périodicité dans chaque direction).

Concluons cette section par quelques considérations pratiques a propos de la méth-
ode des différences finies. Son avantage principal est sa simplicité aussi bien con-
ceptuelle que de mise en oeuvre informatique. Elle présente cependant un certain
nombre de défauts qui, pour de nombreux problémes complexes, lui font préférer
d’autres méthodes comme celle des éléments finis (voir les Chapitres 6 et 8). Une des
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FIGURE 2.3 — Raffinement de maillage en différences finies : la zone entourée est celle
ou l'on veut plus de précision.

principales limitations de la méthode est qu’elle ne fonctionne que pour des maillages
réguliers, dits rectangulaires. Il n’est pas toujours facile de paver un domaine quel-
conque de lespace par des mailles rectangulaires! Par ailleurs, il n’est pas possible
de raffiner localement le maillage pour avoir une meilleure précision en un endroit
précis du domaine de calcul. Il est possible de faire varier dans chaque direction le pas
d’espace mais cette variation est uniforme dans les directions perpendiculaires (Ax
et Ay peuvent changer le long des axes x et y, respectivement, mais cette variation
est uniforme dans les directions orthogonales ; voir la Figure 2.3). Un raffinement de
maillage en différences finies produit donc des mailles élancées loin de la zone d’in-
térét. Par ailleurs, la théorie comme la pratique des différences finies se compliquent
singuliérement lorsque les coefficients dans les équations aux dérivées partielles sont
variables et lorsque les problémes sont non-linéaires.

2.3 Autres modéles

2.3.1 Equation d’advection

Nous considérons I’équation d’advection en une dimension d’espace dans le do-
maine borné (0,1) avec une vitesse constante V' > 0 et des conditions aux limites de
périodicité

ou Ju

T
u(t,x + 1) = u(t, z) pour (z,t)
u(0,2) = uo(x) pour z € (0,1).

=0 pour (z,t) € (0,1) x R}
€ (0,1) xR (2.32)

On discrétise toujours I’espace avec un pas Az = 1/(N+1) > 0 (N entier positif) et le
temps avec At > 0, et on note (t,,x;) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € {0,1,..., N + 1},
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u’? la valeur d’une solution discréte approchée au point (t,,z;), et u(t, ) la solution
exacte de (2.32). Les conditions aux limites de périodicité conduisent aux égalités
ufy = uR4q pour tout n > 0, et plus généralement v} = uy ;. Par conséquent, I'in-
connue discréte a chaque pas de temps est un vecteur u™ = (uf)o<;j<n € RV*1. Nous
donnons quelques schémas possibles pour I’équation d’advection (2.32). Au Chapitre 1
nous avons déja constaté le mauvais comportement numérique du schéma explicite
ceginy n+1 n n n

FI N Ve e S |

At 2Ax

pour n > 0 et j € {0,..., N}. Le caractére instable de ce schéma est confirmé par le
lemme suivant.

=0 (2.33)

Lemme 2.3.1 Le schéma explicite centré (2.33) est consistant avec I’équation d’ad-
vection (2.32), précis a lordre 1 en temps et 2 en espace, mais inconditionnellement
instable en norme L2.

Démonstration. A 'aide d’un développement de Taylor autour du point (¢, z;),
on vérifie facilement que le schéma est consistant, précis a I'ordre 1 en temps et 2
en espace. Par analyse de Fourier, on étudie la stabilité L2. Avec les notations de la
Sous-section 2.2.3, les composantes de Fourier 4" (k) de u™ vérifient

A () = (1 _ z‘VAA; sin(QWkAx)) (k) = A(R)an (k).

On vérifie que le module du facteur d’amplification est toujours plus grand que 1,

2
AR)? =1+ (ZN sin(ZWkAx)) > 1,

T

avec inégalité stricte dés que 2kAx n’est pas entier. Donc le schéma, est instable. [J

On peut écrire une version implicite du précédent schéma qui devient stable : c’est
le schéma implicite centré

uT.H'l —um un""l — un""l
J J Jj+1 j—1
14 = 0. 2.34
N oAz (2:34)

Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré (2.34) est consistant avec |'équa-
tion d’advection (2.32), précis a I'ordre 1 en temps et 2 en espace, inconditionnellement
stable en norme L2, donc convergent.

Si ’on tient absolument & rester centré et explicite, le schéma de Lax-Friedrichs

21

—u = ul
J Yj+1 — Y-

1 Uiy — Uy

est un schéma simple, robuste, mais pas trés précis.
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Lemme 2.3.2 Le schéma de Laz-Friedrichs (2.35) est stable en mnorme L? sous la
condition CFL
|[V|At < Ax.

Si le rapport At/Ax est gardé constant lorsque Al et Ax tendent vers zéro, il est
consistant avec ’équation d’advection (2.32) et précis a l'ordre 1 en espace et temps.
Par conséquent, il est conditionnellement convergent.

Démonstration. Par analyse de Fourier on a

VAt
~n+1 _ 2 A s
a" (k) (cos( ThkAx) — i AL

sin(QWkAm)) " (k) = A(k)a" (k).
Le module du facteur d’amplification est donné par
At
|A(K)|? = cos?®(2mkAx) + (Z—x) sin?(2rkAx).

On vérifie donc que |A(k)| < 1 pour tout k si la condition |[V]At < Az est satisfaite,
tandis qu’il existe des modes instables k tels que |A(k)| > 1 si non. Le schéma est donc
conditionnellement stable. Pour étudier la consistance, on effectue un développement
de Taylor autour de (¢, x;) pour la solution u :

2u(tng1,25) = u(tn, Tjv1) — ultn, vj—1) u(tn, 1) = ultn, zj-1)

2AL v 2z -
T 2 2 T 4
(b Vi) (B, ) — (ﬁAi (1 - ((VAi?z ) (b, 23) +O((A0)? + %). (2.36)

Comme l'erreur de troncature contient un terme en (’)((Am)2 / At), le schéma n’est

pas consistant si At tend vers zéro plus vite que (Ax)2. Par contre, il est consistant
et précis d’ordre 1 si le rapport At/Ax est constant. Pour obtenir la convergence
on reprend la démonstration du Théoréme de Lax 2.2.20. L’erreur e” est toujours
majorée par I’erreur de troncature, et donc ici

Ax)?
" < At K(J(( At).
len) < Aampo (S0 +
Si on garde fixe le rapport Ax/At erreur est donc majoré par une constante fois At
qui tend bien vers zéro, d’ou la convergence. Ol

Remarque 2.3.3 Le schéma de Lax-Friedrichs n’est pas consistant (stricto sensu
suivant la Définition 2.2.4). Néanmoins il est conditionnellement consistant et conver-
gent. Il faut cependant faire attention que si on prend le pas de temps At beaucoup
plus petit que ce qui est permis par la condition CFL de stabilité, la convergence sera
trés lente. En pratique le schéma de Lax-Friedrichs n’est pas recommandé. °
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Un schéma, centré, explicite, plus précis est le schéma de Lax-Wendroff

—0. (2.37)

J J
v 2 (A2)?

ut Tl —n Uiy — Uy \ (VQAt) uj_y —2uj +ujyy
At 2Ax

Sa dérivation n’est pas immédiate, aussi nous la présentons en détail. On commence
par écrire un développement a 'ordre 2 en temps de la solution exacte

(At)?
2

Wltni1, ;) = ultn, 25) + (AU (b, ;) + e (b, ) + O((At)3).

En utilisant I’équation d’advection on remplace les dérivées en temps par des dérivées
en espace

(VAL)?

Wltn 1, 25) = Wt 25) — (VAU (b, ;) +

U (b, 75) + O((At)?’).

Enfin, on remplace les dérivées en espace par des formules centrées d’ordre 2

u(tm xj+1) - u(tm xjfl)

W(tnt1,25) = ul(tn, z;) — VAL

20z
27—’/ nyLj — 2U\lp, Ty U\ln, Tj—1 R
Wﬁt) Uns Z01) R ((ix)z iy ) 4 (9((At)‘3 + At(Ax)Q).

On retrouve bien le schéma de Lax-Wendroff en négligeant les termes du troisiéme
ordre et en remplagant u(t,,x;) par u}. Remarquer que, par rapport aux précédents
schémas, on a discrétisé “simultanément” les dérivées en espace et en temps de I’équa-
tion d’advection. Par construction, le schéma de Lax-Wendroff est précis a I'ordre 2
en temps et en espace. On peut montrer qu’il ne vérifie pas le principe du maximum
discret (voir ’'Exercice 2.3.3). Par contre, il est stable en norme L? et donc convergent
sous la condition CFL |[V]At < Auz.

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff est stable et convergent en
norme L si |V|At < Ax.

Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du max-
imum discret si la condition CFL |V|At < Ax est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-Wendroff ne le préserve pas sauf si VAt/Az vaut —1,0, ou 1.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.37) est le seul schéma précis
a l'ordre 2 en espace et temps qui soit du type

n+1

U

— T n n
=Qu;_ 1+ Buj + YU,

ol a, 3,7 dépendent seulement de VAt/Ax.
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Comme nous ’avons déja dit au Chapitre 1, une idée fondamentale pour obtenir
de “bons” schémas pour I’équation d’advection (2.32) est le décentrement amont.
Nous donnons la forme générale du schéma décentré amont

n+1 n n n
Ui — Uy wy — i
JAt J—i—V]AJl:O si V>0
un+1 u n ! n (238)
ST = u = u”
J A J+Vf“A I -0 s V<o.
X

On a déja vu au Chapitre 1 que le schéma décentré amont est stable en norme L
si la condition CFL, |V|At < Az, est satisfaite. Comme il est consistant et précis
d’ordre 1 en espace et temps, il converge en norme L> d’aprés le théoréme de Lax.
Le méme résultat est vrai en norme L? avec la méme condition CFL.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont (2.38) est consistant
avec |'équation d’advection (2.32), précis a I'ordre 1 en espace et temps, stable et con-
vergent en norme L? si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite.

Remarque 2.3.4 Pour des problémes non-linéaires (ou la vitesse V' dépend elle-
méme de I'inconnue u), et notamment pour des modéles d’écoulements de fluides,
le schéma, décentré amont est vraiment supérieur aux autres. Il est & la source de
nombreuses généralisations, beaucoup plus complexes que l'original (voir a ce sujet
le cours [19]). En particulier, bien que le schéma original soit seulement d’ordre 1, il

admet des variantes d’ordre 2. °
| Schéma || Stabilité | Erreur de troncature |

Explicite centré (2.33) || instable O(At + (Aq;)Q)

Implicite centré(2.34) || stable L2 (At + (Ax) )

Lax-Friedrichs (2.35) || stable L? et L™ si (At + (A“’:)z)
condition CFL |V|At < Az

Lax-Wendroff (2.37) || stable L? si (’)( 2)
condition CFL |V|At < Az

Décentré amont (2.38) || stable L? et L si O(At + Ax)

condition CFL |V|At < Az

TABLE 2.2 — Résumé des propriétés de divers schémas pour I’équation d’advection

Pour comparer ces divers schémas d’un point de vue pratique, un concept pertinent
(quoique formel) est celui d’équation équivalente.
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Définition 2.3.5 On appelle équation équivalente d’un schéma l’équation obtenue
en ajoutant au modéle étudié la partie principale (¢’est-a-dire le terme d’ordre domi-
nant) de lerreur de troncature du schéma.

comparlf.eps

comparda.eps

FIGURE 2.4 — Influence de la CFL sur la diffusion numérique du schéma de Lax-
Friedrichs (haut) et du schéma décentré amont (bas).

Tous les schémas que nous venons de voir sont consistants. Cependant, si on
ajoute a I’équation la partie principale de 'erreur de troncature d’un schéma, alors ce
schéma est non seulement encore consistant avec cette nouvelle équation “équivalente”,
mais est méme strictement plus précis pour cette équation équivalente. En d’autres
termes, le schéma est “plus consistant” avec ’équation équivalente qu’avec 1’équa-
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tion d’origine. Prenons l’exemple du schéma de Lax-Friedrichs (2.35) pour l’équa-
tion d’advection : d’aprés (2.36), la partie principale de son erreur de troncature est

_ (o) (1 — ((VAAJ/,t));) Uz Par conséquent, ’équation équivalente du schéma de Lax-

2A¢
Friedrichs est
ou ou 0%u (Ax)? (VAt)?
E—I—Va—x—uw—o avec v =" (1— (Ax)Q)' (2.39)

Cette équation équivalente va nous donner des renseignements précieux sur le com-
portement numérique du schéma. En effet, le schéma de Lax-Friedrichs est une bonne
approximation (a lordre 2) de ’équation de convection-diffusion (2.39) ou le coeffi-
cient de diffusion v est petit (voire nul si la condition CFL est exactement satisfaite,
ie. Az = |V|At). Remarquons que si le pas de temps est pris trop petit, le coeffi-
cient de diffusion v peut étre trés grand et le schéma mauvais car trop porté a la
diffusion (voir la Figure 2.4). Le coefficient de diffusion v de I’équation équivalente
est appelé diffusion numérique. S’il est grand, on dit que le schéma est diffusif
(ou dissipatif). Le comportement typique d’un schéma diffusif est sa tendance a étaler
artificiellement les données initiales au cours du temps. Les schémas trop diffusifs sont
donc de “mauvais” schémas.

Exercice 2.3.6 Montrer que I'équation équivalente du schéma décentré amont (2.38)
. 0 0 V| 0?
U U u
gt P Va7 B lVIR 55 =
Le schéma décentré amont est aussi diffusif (sauf si la condition CFL est exacte-
ment satisfaite, i.e. Az = |[V|At). En tout cas, le coefficient de diffusion de 'équation
équivalente ne tend pas vers l'infini si le pas de temps tend vers zéro (& Az fixé),
ce qui est une nette amélioration par rapport au schéma de Lax-Friedrichs (voir la
Figure 2.4). Cet effet de diffusion numérique est illustré par la Figure 2.4 ou l'on
résout ’équation d’advection sur un intervalle de longueur 1 avec des conditions aux
limites de périodicité, une donnée initiale sinusoidale, un pas d’espace Ax = 0.01, une
vitesse V' = 1 et un temps final T = 5. On compare deux valeurs du pas de temps
At = 0.9Az et At = 0.45Ax.

0.

Exercice 2.3.7 Montrer que I'équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.37)
est

Ju N Ju N V(Az)? (- (VAN Pu
ot Ox 6 (Az)?2 ) 03

Comme le schéma de Lax-Wendroff est précis d’ordre 2, ’équation équivalente
ne contient pas de terme de diffusion mais un terme du troisiéme ordre, dit dis-
persif. Remarquons que le coefficient devant ce terme dispersif est un ordre plus
petit que le coefficient de diffusion des équations équivalentes des schémas diffusifs.
C’est pourquoi cet effet dispersif ne peut se voir, en général, que sur un schéma non
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diffusif. Le comportement typique d’un schéma dispersif est qu’il produit des oscilla-
tions lorsque la solution est discontinue (voir la Figure 2.5). En effet, le terme dispersif
modifie la vitesse de propagation des ondes planes ou modes de Fourier de la solution
(particuliérement des modes de fréquence élevée), alors qu’un terme diffusif ne fait
qu’atténuer son amplitude (voir ’Exercice 2.3.8).

comparadv.eps

comparadv2.eps

FIGURE 2.5 — Comparaison des schémas de Lax-Friedrichs, de Lax-Wendroff, et dé-
centré amont pour une donnée initiale sinusoidale (haut) ou en créneau (bas).

Afin d’illustrer notre propos nous présentons des calculs effectués sur un intervalle
de longueur 1 avec des conditions aux limites de périodicité, un pas d’espace Ax =
0.01, un pas de temps At = 0.9x Az, une vitesse V = 1 et un temps final "= 5. Deux
types de conditions initiales sont testées : tout d’abord une condition initiale trés
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réguliére, un sinus, puis une condition initiale discontinue, un créneau (voir la Figure
2.5). Les schémas précis a 'ordre 1 sont clairement diffusifs : ils écrasent la solution.
Le schéma de Lax-Wendroff précis a 'ordre 2 est trés bon pour une solution réguliére
mais oscille pour le créneau car il est dispersif. Le concept d’équation équivalente
permet de comprendre ces phénoménes numériques.

Exercice 2.3.8 Soit I'équation

ou  Ou_ OPu _ Ou
ot " or Coz2 Mo

u(t =0,2) = sin(wz + ¢) pour z € R,

=0 pour (z,t) € R x R}

avec Vv, pu,w, » € R. Montrer que sa solution est
u(t,z) = exp(—vw?t)sin (w(z — (V + pw?)t) + ¢)

(on admettra son unicité). En déduire que la diffusion atténue I'amplitude de la solution,
tandis que la dispersion modifie la vitesse de propagation.

Exercice 2.3.9 On définit le schéma “saute-mouton” (leapfrog, en anglais)
un-&-l _ un—l

i i Uit —
v
oar T oA

um
-1
I — .

Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu’il est stable sous la condition CFL |V |At < M Az avec M < 1.

Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicolson

uy -y uif —uh L
+V +V

At 4Ax 4Ax =0

Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est inconditionnellement stable.

2.3.2 Equation des ondes

Nous considérons I’équation des ondes dans le domaine borné (0, 1) avec conditions
aux limites de périodicité

ot2  0x?
u(t,z + 1) = u(t,z) pour (z,t) € (0,1) x R}

=0 pour (z,t) € (0,1) x R}

(2.40)
u(t =0,2) = uo(z) pour z € (0, 1)

ou
a2

t=0,2) =ui(x) pour x € (0,1).
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Avec les mémes notations que précédemment, I'inconnue discréte & chaque pas de
temps est un vecteur u” = (u})o<;j<n € RVT!. Les conditions aux limites de péri-
odicité conduisent aux égalités ug = uR ., pour tout n > 0, et plus généralement
u? = uRq4;. Comme les conditions aux limites ne fixent pas la valeur de u aux ex-
trémités de intervalle (0,1) (pensez a I'interprétation en termes de corde vibrante), la
solution u peut ne pas rester bornée en temps, ce qui complique ’étude de la stabilité
des schémas numériques. Par exemple, si ug = 0 et u; = C dans (0, 1), la solution de
(2.40) est u(t, x) = Ct. Pour éliminer cet effet, on fait donc I’hypothése que la vitesse
initiale est de moyenne nulle

/1 uy(x)dr = 0. (2.41)
0

Pour ’équation des ondes (2.40) le schéma habituel est le -schéma centré : pour
n>1etje{0,.., N},

R e Rt
n n_.n n—1 -1 ~1 :
o Uy 2uf — —uiTy 2T sy
+(1 —20) +0 0
(Az)? (Az)? B

avec 0 < 6 < 1/2. Lorsque 6 = 0 on obtient un schéma explicite, tandis que le schéma
est implicite si 8 # 0. Les conditions initiales sont prises en compte par

ul. — uQ Tjt+1/2
u? =ug(z;) et L—L = u () dx,
J At v,

j—1/2

ce qui garantit que la vitesse initiale discréte vérifie aussi la condition (2.41). Comme
chacune des différences finies centrées qui approchent les dérivées secondes dans (2.42)
est d’ordre 2, le #-schéma centré (2.42) est précis & l'ordre 2 en espace et temps.
Remarquer que ce schéma est invariant si on change le sens du temps (ce qui est
compatible avec la propriété de réversibilité en temps de I’équation des ondes, vue
lors de la Sous-section 1.3.2).

Lemme 2.3.6 Si1/4 <0 <1/2, le -schéma centré (2.42) est inconditionnellement
stable en norme L2. Si0 <60 < 1/4, il est stable sous la condition CFL

At - [ 1
Az 1—46°
et instable si At/Ax > 1/y/1 —46.

Démonstration. Comme précédemment on utilise I’analyse de Fourier pour obtenir

"t (k) — 20" (k) + "7 (k) + a(k) (00" (k) + (1 — 20)a" (k) + 02" (k)) = 0,
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avec 9
A
alk) =4 (A—i) sin?(rkAx).

1l s’agit d’un schéma & trois niveaux qu’on réécrit

et U™t (k) = A(k)"U' (k). Les valeurs propres (A1, \2) de la matrice A(k) sont les
racines du polynéme du deuxiéme degré

2 (1-20)a(k)

2
A 1+ Oa(k)

A+1=0.

Le discriminant de cette équation est

a(k)(4 — (1 —40)a(k))
(1 + 0a(k))?

A=—

L’étude de la stabilité du schéma est ici trés délicate car A(k) n’est pas une matrice
normale et ||A(K)"||2 # p(A(k))™ ou p(A(k)) = max(|A1],]|A2]) est le rayon spectral
de A(k). On se contente donc de vérifier la condition nécessaire de stabilité de Von
Neumann, p(A(k)) < 1 (voir la Remarque 2.2.24), et on renvoie a I'Exercice 2.3.11
pour une condition suffisante. Si At/Axz > 1/4/1 — 46, un choix judicieux de k (tel que
sin?(rkAz) &~ 1) conduit & A > 0, et dans ce cas les deux racines \; et Ay sont réelles,
de produit égal & 1. L'une des deux est forcément strictement plus grande que 1 en
valeur absolue, p(A(k)) > 1, et le schéma est donc instable. Si At/Ax < 1/v/1 — 46,
alors A < 0 pour tout k, et les deux racines sont complexes conjuguées de module
égal & 1. Par conséquent, p(A(k)) = 1 et la condition de stabilité de Von Neumann
est satisfaite. O

Exercice 2.3.11 Finir la démonstration du Lemme 2.3.6 en calculant A(k)™, et montrer
la stabilité du schéma sous condition CFL grace a (2.41).

Exercice 2.3.12 On considére le cas limite du Lemme 2.3.6, c'est-a-dire At/Az =
1/v/1 —46 avec 0 < 0 < 1/4. Montrer que le §-schéma centré (2.42) est instable dans ce
cas en vérifiant que u} = (—1)"*+7(2n — 1) est une solution (remarquez qu'il s’agit d'une
instabilité “faible” puisque la croissance de u™ est linéaire et non exponentielle).

Nous illustrons ces schémas par la Figure 2.6 sur laquelle sont représentées les
résultats obtenus avec le schéma centré explicite et le 6-schéma implicite (pour § =
0.25). Les calculs sont effectués sur un intervalle de longueur 1 avec des conditions
aux limites de périodicité, un pas d’espace Az = 0.01, un pas de temps At = 0.9x Az,
et un temps final 7' = 5. La conditions initiale ug est un sinus, tandis que u; est nulle.
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ondes.eps

FI1GURE 2.6 — Schémas pour I’équation des ondes.

Nous avons vu lors de ’Exercice 1.3.4 que ’équation des ondes (2.40) vérifie une
propriété de conservation de 1’énergie, c’est-a-dire que, pour tout ¢ > 0,

2 1
dx+/
0

11 est souvent désirable qu’un schéma numérique vérifie (exactement ou approxima-
tivement) une version discréte de cette conservation de 1’énergie. Pour le #-schéma on
introduit I’énergie discréte

2

u dx.

a(t’ Z‘)

ou

E(t) = B(0) avee B(t) = /O o (1,2)

N uﬁ""l —um” 2
Ent — Z J N J + aAI<un+17un) + aaAI<un+1 o un7un+1 o un)

=0

avec

N
o Uj+1 — 'LLj Uj+1 — Uj
o= (248) (22

=0

Clairement, E™™! est une approximation, & O(Ax + At) prés, de I’énergie exacte
E(tn+1). Nous laissons au lecteur le soin de démontrer une propriété de conservation
de I'énergie discréte.

Exercice 2.3.13 Montrer que le #-schéma centré (2.42) conserve |'énergie discréte,
c'est-a-dire que E™ = E° pour tout n > 0.



2.3. AUTRES MODELES 63

Une autre facon de définir des schémas pour ’équation des ondes est de commencer
par réécrire (2.40) comme un systéme d’équations du premier ordre. Introduisant
v = %—;‘ et w= g—;, (2.40) est équivalent a

%(5)):((1) é)%(sj)pour(x,t)e(o,l)ij

v(t,z+1) =v(t,z),w(t,r + 1) = w(t,x) pour (z,t) € (0,1) x R} (2.43)

w(t=0,z) = %(w) pour z € (0,1)

v(t = 0,2) = uy(z) pour z € (0,1).

On peut donner une interprétation physique ou mécanique de ces nouvelles variables.
Si u modélise un déplacement (celui de la corde vibrante, par exemple), alors v est
une vitesse et w est une déformation. Le systéme de deux équations (2.43) apparait
comme une généralisation de I’équation d’advection. On peut ainsi définir un schéma
de type Lax-Friedrichs

n+1 n n
L 2touty —el, Y L (000 U T Y 2 (244
20t \ 20T —wi —wi 2Az (1 0 Wi~ Wiy 7

ou bien un schéma de type Lax-Wendroff

“+1 n n n
L( vt o) )_ 1 ( 01 > ( oy =y ) (2.45)
At \ wi™ —w} 2Az \ 1 O Wi, — Wiy

2
N At 0 1 —vjq + 207 — vy, _o.
2(Az)2 \ 1 0 —wji_y + 2w} —wi,
Exercice 2.3.14 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs (2.44) est stable en norme

L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il est précis a I'ordre 1 en espace et temps si
le rapport At/Ax est gardé constant lorsque At et Az tendent vers zéro.

Exercice 2.3.15 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.45) est stable en norme
L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il est précis a I'ordre 2 en espace et temps.

Comme pour I’équation d’advection, une idée fondamentale pour obtenir de “bons”
schémas est le décentrement amont. Cependant, ici il s’agit d’un systéme de deux
équations et il n’est pas clair de savoir quelle est la vitesse qui permet de savoir dans
quel sens décentrer. En fait, il suffit de diagonaliser la matrice

-(44)

pour obtenir deux équations d’advection découplées qui sont décentrées indépendem-
ment et différemment 1’'une de "autre. Ce sont donc les valeurs propres de la matrice
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J (1 et —1 en Poccurrence) qui jouent le role de la vitesse, et on décentre composante
par composante dans la décomposition sur une base de vecteurs propres de cette ma-
trice. Ce type de schéma est systématiquement utilisé pour les systémes hyperboliques
et, en particulier, pour la dynamique des gaz (voir [19] auquel nous renvoyons pour
plus de détails).



Chapitre 3

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

3.1 Généralités

3.1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons & ’analyse mathématique des équations
aux dérivées partielles de type elliptique (voir la Définition 1.5.5). En regle
générale ces équations elliptiques correspondent & des modéles physiques station-
naires, c’est-a-dire indépendants du temps. Nous allons montrer que les problémes
aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-a-dire qu’elles admettent
une solution, unique, et dépendant continiment des données. L’approche que nous al-
lons suivre est appelée approche variationnelle. Disons tout de suite que l'intérét
de cette approche dépasse, et de loin, le cadre des e.d.p. elliptiques et méme le cadre
d’analyse mathématique “pure” auquel nous nous restreignons pour l'instant. En ef-
fet, nous reprendrons cette approche variationnelle pour les problémes d’évolution en
temps (e.d.p. de type parabolique ou hyperbolique), et elle sera cruciale pour com-
prendre la méthode numérique des éléments finis que nous développerons au Chapitre
6. Par ailleurs, cette approche admet une interprétation physique ou mécanique tres
naturelle. Autant dire que le lecteur ne peut pas faire I’économie de la présentation
qui suit de cette approche variationnelle!

Au cours de ce chapitre et des suivants, I’exemple prototype d’équation aux
dérivées partielles de type elliptique sera le Laplacien pour lequel nous étudierons
le probléme aux limites suivant

{ —Au=f dans Q

u=20 sur 0f) (3.1)

65
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ot nous imposons des conditions aux limites de Dirichlet (nous renvoyons a la Sous-
section 1.3.3 pour une présentation de ce modéle). Dans (3.1), Q est un ouvert de
I'espace RY, 9Q est son bord (ou frontiére), f est un second membre (une donnée du
probléme), et u est l'inconnue. Bien sir, nous donnerons au Chapitre 5 de nombreux
autres exemples d’équations aux dérivées partielles de type elliptique qui peuvent
s’étudier grace & I’approche variationnelle.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 3.2 nous rappelons quelques
formules d’intégration par parties, dites formules de Green, puis nous définissons ce
qu’est une formulation variationnelle. La Section 3.3 est consacrée au théoréme
de Lax-Milgram qui sera 'outil essentiel permettant de démontrer des résultats
d’existence et d’unicité de solutions de formulation variationnelle. Nous verrons que
pour pouvoir appliquer ce théoréme il est inéluctable de devoir abandonner I’espace
C1(Q) des fonctions contintiment différentiables au profit de sa “généralisation”, ’es-
pace de Sobolev H' ().

Concluons cette introduction en mentionnant l'existence d’autres méthodes de
résolution des équations aux dérivées partielles mais qui sont moins puissantes ou
plus compliquées que I’approche variationnelle (nous renvoyons & ’encyclopédie [18]
le lecteur curieux... et courageux).

3.1.2 Formulation classique

La formulation “classique” de (3.1), qui pourrait paraitre “naturelle” & premiére
vue, est de supposer suffisamment de régularité pour la solution u afin que les équa-
tions de (3.1) aient un sens en tout point de {2 ou de 9. Rappelons tout d’abord
quelques notations d’espaces de fonctions réguliéres.

Définition 3.1.1 Soit Q un ouvert de RY, Q sa fermeture. On note C(S2) (respec-
tivement, C(Q)) Uespace des fonctions continues dans Q0 (respectivement, dans (2).
Soit un entier k > 0. On note C* () (respectivement, C*(QQ)) ’espace des fonctions
k fois contindment dérivables dans Q (respectivement, dans €2).

Une solution classique (on parle aussi de solution forte) de (3.1) est une
solution u € C?(2) N C(2), ce qui implique que le second membre f doit appartenir
a C(Q). Cette formulation classique pose malheureusement un certain nombre de
problémes! Sans rentrer dans le détail, signalons que, sous la seule hypothése f €
C(€Q), il n’existe en général pas de solution de classe C2 pour (3.1) si la dimension
d’espace est plus grande que deux (N > 2). En fait, il existe bien une solution, comme
nous le verrons plus loin, mais elle n’est pas de classe C? (elle est un peu moins
réguliére sauf si la donnée f est plus réguliére que C(Q)). Le cas de la dimension un
d’espace (N = 1) est particulier puisqu’il est facile de trouver des solutions classiques
(voir ’Exercice 3.1.1), mais nous verrons néanmoins que, méme dans ce cas favorable,
cette formulation classique est peu commode.

Dans la suite, pour étudier (3.1), nous remplacerons sa formulation classique par
une formulation, dite variationnelle, beaucoup plus avantageuse.
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3.1.3 Le cas de la dimension un d’espace

En une dimension d’espace (N = 1), si Q = (0,1), le probléme aux limites (3.1)
devient

d*u
_W:f pour 0 <z <1 (3.2)
u(0) =u(l) =0.

Ce probléme est tellement simple qu’il admet une solution explicite !

Exercice 3.1.1 Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que (3.2) a une solution
unique dans C2(]0,1]) donnée par la formule

u(w) = x/o F(8)(1 — 5)ds — /Oxf(s)(x _sdspourz (0,1, (3.3)

Pour le reste de cette sous-section nous allons oublier la formule explicite (3.3) qui
n’a pas toujours d’équivalent pour des problémes plus compliqués.

En une dimension d’espace, I’appellation “équation aux dérivées partielles” perd de
sa justesse puisque, comme il n’y a plus qu’une seule variable, on peut plus simplement
parler “d’équation différentielle ordinaire”. Cependant, I’équation (3.2) n’est pas une
équation différentielle “usuelle” au sens ot la solution doit satisfaire des conditions “aux
deux bouts” plutdt qu’une condition initiale en une seule extrémité de l'intervalle [0, 1].
C’est 1a précisément la différence entre un probléme aux limites (avec des conditions
“aux deux bouts”) et un probléme de Cauchy (avec une condition initiale en “un seul
bout”).

11 est intéressant cependant de voir pourquoi, méme en dimension un, les méthodes
classiques d’équations différentielles ordinaires ne sont pas trés commodes pour étudier
(3.2) (et sont totalement inopérantes en dimension supérieure). Pour un parameétre
m € R, on considére le probléme de Cauchy pour le Laplacien avec donnée initiale en
0

d*u
—@:fpour0<x<l (3.4)
u(0) =0, 9%(0) =m.

De facon évidente il existe une unique solution de (3.4) : il suffit d’intégrer cette
équation linéaire (ou plus généralement d’utiliser le théoréme d’existence de Cauchy-
Lipschitz). Il n’est pas du tout clair, par contre, que la solution de (3.4) coincide
avec celle de (3.2) (si elle existe). La question qui se pose est de savoir 'il existe
un parameétre m tel que la solution de (3.4) vérifie aussi u(1) = 0 et soit donc une
solution de (3.2). C’est le principe de la méthode du tir qui permet de résoudre,
aussi bien d’un point de vue théorique que numérique; le probléme aux limites (3.2).
Itérativement, on prédit une valeur de m (on tire du point 0), on intégre le probléme
de Cauchy (3.4) (on calcule la trajectoire du tir), puis selon le résultat u(1) on corrige
la valeur de m. En pratique c’est une méthode peu efficace qui a I’inconvénient majeur
de ne pas se généraliser en dimension supérieure.
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La conclusion est qu’il faut des méthodes propres aux problémes aux limites qui
n’ont rien a voir avec celles attachées aux problémes de Cauchy.

3.2 Approche variationnelle

Le principe de P’approche variationnelle pour la résolution des équations aux
dérivées partielles est de remplacer ’équation par une formulation équivalente, dite
variationnelle, obtenue en intégrant l’équation multipliée par une fonction quel-
conque, dite test. Comme il est nécessaire de procéder a des intégrations par parties
dans I’établissement de la formulation variationnelle, nous commencons par donner
quelques résultats essentiels & ce sujet.

3.2.1 Formules de Green

Dans toute cette sous-section € est un ouvert de l'espace R (borné ou non),
dont le bord (ou la frontiére) est noté 9. Nous supposons aussi que {2 est un ouvert
régulier de classe C'. La définition précise d'un ouvert régulier est donné plus bas
dans la Définition 3.2.5, mais sa connaissance n’est absolument pas nécessaire pour
la bonne compréhension de la suite de ce cours. 1l suffit juste de savoir qu'un ouvert
régulier est grosso modo un ouvert dont le bord est une hypersurface (une variété de
dimension N — 1) réguliére, et que cet ouvert est localement situé d’un seul coté de sa
frontiére. On définit alors la normale extérieure au bord 0f) comme étant le vecteur
unité n = (n;)1<i<ny normal en tout point au plan tangent de € et pointant vers
'extérieur de Q (voir la Figure 1.1). Dans  C RY on note dz la mesure volumique,
ou mesure de Lebesgue de dimension N. Sur 92, on note ds la mesure surfacique,
ou mesure de Lebesgue de dimension N — 1 sur la variété 0f). Le résultat principal
de cette sous-section est le théoréme suivant que nous admettrons (voir le théoréme
7.6.2 dans [28] pour une démonstration qui fait appel a des arguments de géométrie
différentielle, ou le théoréme 5.4.9 dans [7]).

Théoréme 3.2.1 (Formule de Green) Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Soit
w une fonction de C1(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la formule
de Green

o (x)dx = /Em w(x)n;(x)ds, (3.5)

ol n; est la i-éme composante de la normale extérieure unité de ).

Remarque 3.2.2 Dire qu’une fonction réguliére w a son support borné dans le fermé
Q veut dire qu’elle s’annule & I'infini si le fermé n’est pas borné. On dit aussi que la
fonction w a un support compact dans Q (attention : cela n’implique pas que w
g’annule sur le bord 99). En particulier, ’hypothése du Théoréme 3.2.1 & propos du
support borné de la fonction w dans Q est inutile si Pouvert € est borné. Si € n’est
pas borné, cette hypothése assure que les intégrales dans (3.5) sont finies. °
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FI1GURE 3.1 — Définition de la régularité d’un ouvert.

Le Théoréme 3.2.1 a de nombreux corollaires qui sont tous des conséquences im-
médiates de la formule de Green (3.5). Le lecteur qui voudra économiser sa mémoire
ne retiendra donc que la formule de Green (3.5)!

Corollaire 3.2.3 (Formule d’intégration par parties) Soit Q un ouvert régulier
de classe C*. Soit u et v deuz fonctions de C'(Q) a support borné dans le fermé Q.
Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

/ (@) 2 () do = — / (@) 2L (@) da + / w(@)v(z)ng(z)ds.  (3.6)
Q Ox; Q Ox; a0

Démonstration. Il suffit de prendre w = wv dans le Théoréme 3.2.1. O
Corollaire 3.2.4 Soit Q un ouvert régulier de classe C*. Soit u une fonction de C*(Q)

et v une fonction de C1(Q), toutes deuz a support borné dans le fermé Q. Alors elles
vérifient la formule d’intégration par parties

0
/ Au(z)v(x)dr = —/ Vu(z) - Vo(x)de + —u(x)v(x) ds, (3.7
Q Q o0 On
ot Vu = <§—;)1<i<N est le vecteur gradient de u, et g—z =Vu - n.
Démonstration. On applique le Corollaire 3.2.3 a4 v et g—; et on somme en i. O

Définition 3.2.5 On dit qu’un ouvert Q0 de RN est régulier de classe C* (avec un
entier k > 1) s’il existe un nombre fini d’ouverts (w;)o<i<r tels que
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et que, pour chaque i € {1, ..., I} (voir la Figure 3.1), il existe une application bijective
¢; de classe C*, de w; dans Uensemble

Q={y="yn) eR" xR, || <1, lyn] <1},
dont linverse est aussi de classe C*, et telle que

oi(wiNQ)=QN{y= (' yn) RV xR,yy >0} =QT,
Gi(wind) =QN{y=(y,yn) e RV xR,yy =0}.

FIGURE 3.2 — Deux exemples d’ouvert non régulier : ouvert fissuré & gauche, ouvert
avec un point de rebroussement a droite.

Remarque 3.2.6 Bien que la Figure 3.1 représente un ouvert régulier qui est borné,
la Définition 3.2.5 s’applique aussi & des ouverts non bornés. La Définition 3.2.5 n’ex-
clut pas seulement les ouverts dont le bord n’est pas une surface réguliére, mais
elle exclut aussi les ouverts qui ne sont pas localement situé d’'un seul coté de leur
frontiére. La Figure 3.2 contient deux exemples typiques d’ouvert non régulier qui
présentent une singularité irrémédiable, soit le long de la fissure, soit en un point de
rebroussement. Ces exemples ne sont pas des “inventions mathématiques” : I'ouvert
fissuré est typiquement utilisé pour étudier les problémes de fissures en mécanique
des structures. On peut néanmoins généraliser un peu la classe des ouverts réguliers
aux ouverts “réguliers par morceaux”, & condition que ces morceaux de frontiéres se
“recollent” en formant des angles différents de 0 (cas d’un point de rebroussement) ou
de 27 (cas d’une fissure). Tous ces détails dépassent largement le cadre de ce cours,
et nous renvoyons le lecteur & la Remarque 4.3.7 pour une autre explication sur ces
problémes de régularité. °

Exercice 3.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes
/ divo(z)¢(x) dx = —/ o(x) - Vo(x)dx —|—/ o(z)-n(z) ¢(x) ds,
Q Q a0

oll ¢ est une fonction scalaire de C''(Q) et o une fonction a valeurs vectorielles de C'* (),
a supports bornés dans le fermé €.
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Exercice 3.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d'une fonction de Q2 dans
R3, ¢ = (¢1, p2, ¢3), comme la fonction de 2 dans R? définie par

_<3¢3 Opa 0p1 O3 O 6¢1)
rotg = ~————, 5> — 5, 5 — :

Pour ¢ et 1, fonctions a valeurs vectorielles de C'(Q), a supports bornés dans le fermé
), déduire de la formule de Green (3.5)

/Qrot¢~1/1dx—/ﬂ¢~rot1/zdx:—/89(¢xn)~1/1d3.

3.2.2 Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, nous supposons que l'ouvert €2 est borné et régulier,
et que le second membre f de (3.1) est continu sur €. Le résultat principal de cette
sous-section est la proposition suivante.

Proposition 3.2.7 Soit u une fonction de C?(QQ). Soit X lespace défini par
X = {gb € C1(Q) tel que ¢ =0 sur 89}.

Alors u est une solution du probléme aux limites (3.1) si et seulement si u appartient
a X et vérifie l’égalité

/ Vu(z) - Vou(z) de = / f(z)v(x) dz pour toute fonction v € X. (3.8)
Q Q

L’égalité (3.8) est appelée la formulation variationnelle du probléeme auz limites

(3.1).

Remarque 3.2.8 Un intérét immeédiat de la formulation variationnelle (3.8) est
quelle a un sens si la solution u est seulement une fonction de C'(f2), contraire-
ment & la formulation “classique” (3.1) qui requiert que u appartienne a C2(Q). On
pressent donc déja qu’il est plus simple de résoudre (3.8) que (3.1) puisqu’on est moins
exigeant sur la régularité de la solution.

Dans la formulation variationnelle (3.8), la fonction v est appelée fonction test.
La formulation variationnelle est aussi parfois appelée formulation faible du probléme
aux limites (3.1). En mécanique, la formulation variationnelle est connue sous le nom
de “principe des travaux virtuels”. En physique, on parle aussi d’équation de bilan ou
de formule de réciprocité.

Lorsqu’on prend v = u dans (3.8), on obtient ce qu’il est convenu d’appeler une
égalité d’énergie, qui exprime généralement 1’égalité entre une énergie stockée dans
le domaine ) (le terme de gauche de (3.8)) et une énergie potentielle associée & f (le
terme de droite de (3.8)). o
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Démonstration. Si u est solution du probléme aux limites (3.1), on multiplie I’équa-

tion par v € X et on utilise la formule d’intégration par parties du Corollaire 3.2.4
ou

Au(z)v(x)dr = — | Vu(z) - Vo(r)dr + — (z)v(x)ds.

Q

Q aq On

Or v =0 sur 912 puisque v € X, donc

/Qf(x)v(x) dr = /QVu(x) -Vo(z) dx,

qui n’est rien d’autre que la formule (3.8). Réciproquement, si u € X vérifie (3.8), en
utilisant “a I'envers” la formule d’intégration par parties précédente on obtient

/ (Au(:v) + f(:v))v(:v) dx = 0 pour toute fonction v € X.
Q

Comme (Au + f) est une fonction continue, grace au Lemme 3.2.9 on conclut que
—Au(x) = f(z) pour tout x € Q. Par ailleurs, comme u € X, on retrouve la condition
aux limites u = 0 sur 92, c’est-a-dire que u est solution du probléme aux limites (3.1).
O

Lemme 3.2.9 Soit Q un ouvert de RYN. Soit g(x) une fonction continue dans Q. Si
pour toute fonction ¢ de C°(QY) a support compact dans €2, on a

/guwuwxza
Q

alors la fonction g est nulle dans €.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point zo € 2 tel que g(xg) # 0. Sans perte
de généralité, on peut supposer que g(xo) > 0 (sinon on prend —g). Par continuité, il
existe un petit voisinage ouvert w C Q de zg tel que g(z) > 0 pour tout x € w. Soit
alors une fonction test positive, non nulle, ¢ & support inclus dans w. On a

Lguqux:/guqux:m

w

qui est une contradiction avec I’hypothése sur g. Donc g(x) = 0 pour tout z € Q. O

Remarque 3.2.10 En notation compacte on peut réécrire la formulation variation-
nelle (3.8) sous la forme : trouver u € X tel que

a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € X,

avec

a(u,v) = /Q Vu(z) - Vo(z) dx
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et

L(v) = /Q F@)o() dz,

ot a(-, -) est une forme bilinéaire sur X et L(-) est une forme linéaire sur X. C’est sous
cette forme abstraite que nous résoudrons (avec quelques hypothéses) la formulation
variationnelle dans la prochaine section. °

L’idée principale de ’approche variationnelle est de montrer I'existence et 1'u-
nicité de la solution de la formulation variationnelle (3.8), ce qui entrainera le méme
résultat pour ’équation (3.1) a cause de la Proposition 3.2.7. En effet, nous allons
voir qu’il existe une théorie a la fois simple et puissante pour analyser les formu-
lations variationnelles. Néanmoins cette théorie ne fonctionne que si ’espace dans
lequel on cherche la solution et dans lequel on prend les fonctions tests (dans les
notations précédentes, 'espace X) est un espace de Hilbert, ce qui n’est pas le cas
pour X = {v € C*(Q), v = 0 sur 90} muni du produit scalaire “naturel” pour ce
probléme. La principale difficulté dans I’application de ’approche variationnelle sera
donc qu’il faudra utiliser un autre espace que X, a savoir I'espace de Sobolev H} ()
qui est bien un espace de Hilbert (voir le Chapitre 4).

Exercice 3.2.3 On considére le Laplacien avec condition aux limites de Neumann

(3.9)

du ) sur 0.

{ —Au=f dansQ
on

Soit u une fonction de C?(2). Montrer que u est une solution du probléme aux limites
(3.9) si et seulement si u appartient 3 C1(Q) et vérifie I'égalité

/ Vu(z) - Vo(z)dx = / f(z)v(z) dz pour toute fonction v € C* (). (3.10)
Q Q

En déduire qu'une condition nécessaire d'existence d'une solution dans C%(Q) de (3.9)
est que [, f(z)dx = 0.

Exercice 3.2.4 On considére I'équation des plaques

A(Au) = f dans Q

u=0 sur OS2 (3.11)
g—z =0 sur 0f)

On note X I'espace des fonctions v de C2(€) telles que v et % s’annulent sur 0€2. Soit
u une fonction de C*(€2). Montrer que u est une solution du probléme aux limites (3.11)
si et seulement si u appartient & X et vérifie |'égalité

/ Au(z)Av(z) de = / f(z)v(x)dz pour toute fonction v € X. (3.12)
Q Q
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3.3 Théorie de Lax-Milgram

3.3.1 Cadre abstrait

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir I'existence et I'unicité de la
solution d’une formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V un
espace de Hilbert réel de produit scalaire (,) et de norme || ||. Suivant la Remarque
3.2.10 nous considérons une formulation variationnelle du type :

trouver v € V tel que a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € V. (3.13)

Les hypotheéses sur a et L sont

1. L(-) est une forme linéaire continue sur V, c’est-a-dire que v — L(v) est linéaire
de V dans R et il existe C' > 0 tel que

|L(v)| < C||v|| pour tout v € V;

2. a(-,-) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que w — a(w, v) est une forme
linéaire de V' dans R pour tout v € V, et v — a(w, v) est une forme linéaire de
V' dans R pour tout w € V;

3. a(-,-) est continue, c’est-a~dire qu’il existe M > 0 tel que
la(w,v)] < M||lw||||v|| pour tout w,v € V; (3.14)
4. a(-,-) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe v > 0 tel que
a(v,v) > v|lv||* pour tout v € V. (3.15)

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus
sont nécessaires pour pouvoir résoudre (3.13). En particulier, la coercivité de af(-,-)
est essentielle.

Théoréme 3.3.1 (Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert réel, L(-) une forme
linéaire continue sur V, a(-,-) une forme bilinéaire continue coercive sur V. Alors la
formulation variationnelle (3.13) admet une unique solution. De plus cette solution
dépend contindment de la forme linéaire L.

Démonstration. Pour tout w € V, application v — a(w,v) et une forme linéaire
continue sur V : par conséquent, le Théoréme 12.1.18 de représentation de Riesz
entraine qu’il existe un élément de V', noté A(w), tel que

a(w,v) = (A(w),v) pour tout v € V.

Par ailleurs, la bilinéarité de a(w, v) implique évidemment la linéarité de I’application
w — A(w). De plus, en prenant v = A(w), la continuité (3.14) de a(w,v) montre que

lAG)|* = a(w, A(w)) < M]Jwl|[|A(w)],
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c’est-a-dire que ||A(w)|| < M||lw|| et donc w — A(w) est continue. Une autre applica-
tion du Théoréme 12.1.18 de représentation de Riesz implique qu’il existe un élément
de V, noté f, tel que || f|lv = ||L|lv: et

L(v) = (f,v) pour tout v € V.
Finalement, le probléme variationnel (3.13) est équivalent a :
trouver u € V tel que A(u) = f. (3.16)

Pour démontrer le théoréme il nous faut donc montrer que 'opérateur A est bijectif de
V dans V (ce qui implique l’existence et 'unicité de u) et que son inverse est continu
(ce qui prouve la dépendance continue de u par rapport a L).

La coercivité (3.15) de a(w, v) montre que

vlwl* < a(w, w) = (A(w), w) < [Aw)|[[|w],

ce qui donne
vijw| < ||A(w)|| pour tout w €V, (3.17)

c’est-a-dire que A est injectif. Pour montrer que A est surjectif, c’est-a-dire que
Im(A) =V (ce qui n’est pas évident si V est de dimension infinie), il suffit de montrer
que ITm(A) est fermé dans V et que Im(A)+- = {0}. En effet, dans ce cas on voit que
V = {0} = (Im(A)1)t = Im(A) = Im(A), ce qui prouve bien que A est surjectif.
Soit A(w,,) une suite dans Im(A) qui converge vers b dans V. En vertu de (3.17) on
a

Vlfwn — wpl| < [[A(wn) — A(wp)||

qui tend vers zéro quand n et p tendent vers 'infini. Donc w,, est une suite de Cauchy
dans I'espace de Hilbert V', c’est-a-dire qu’elle converge vers une limite w € V. Alors,
par continuité de A on en déduit que A(w,,) converge vers A(w) = b, c’est-a-dire que
b € Im(A) et Im(A) est donc fermé. D’autre part, soit v € Im(A4)L; la coercivité
(3.15) de a(w, v) implique que

vl < a(v,v) = (A(v),v) =0,

c’est-a-dire que v = 0 et Im(A)L = {0}, ce qui prouve que A est bijectif. Soit A~*
son inverse : l'inégalité (3.17) avec w = A~*(v) prouve que A~! est continu, donc la
solution u dépend continiment de f. O

Remarque 3.3.2 Sil’espace de Hilbert V est de dimension finie (ce qui n’est cepen-
dant jamais le cas pour les applications que nous visons), la démonstration du
Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram se simplifie considérablement. En effet, en dimen-
sion finie toutes les applications linéaires sont continues et l'injectivité (3.17) de A est
équivalent a son inversibilité. On voit bien dans ce cas (comme dans le cas général)
que I'hypothése de coercivité de la forme bilinéaire a(w, v) est essentielle puisque c’est
elle qui donne I'injectivité de A. Remarquons pour finir que, si V' = R une formula-
tion variationnelle n’est que I’écriture, (Au,v) = (f,v) pour tout v € RY, d’un simple
systéme linéaire Au = f. °
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Remarque 3.3.3 Une autre démonstration (un peu moins technique mais qui cam-
oufle un peu les arguments essentiels) du Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram est la suiv-
ante. On démarre comme précédemment jusqu’a la formulation (3.16) du probléme.
Pour montrer 'existence et I'unicité de la solution u de (3.16), on introduit une ap-
plication affine 7" de V dans V, définie par

T(w)=w— M(A(w) — f) avec p = #,

dont on va montrer qu’elle est strictement contractante, ce qui prouve l'existence et
I'unicité de v € V tel que T'(u) = u (d’ou le résultat). En effet, on a

IT(0) = T@)2 = o - w — pA@w - w)|?
— o — wl|? — 21{A(v — w),v = w) + u | A(w — w)||?
— o — wl|? - 2pa(v — w,v - w) + g2 A(w — w)||?
< (1= 20 + p2 M) v — w2

< (1= v?/M?)|lv — w|f?.
L]

Une formulation variationnelle posséde souvent une interprétation physique, en
particulier si la forme bilinéaire est symétrique. En effet dans ce cas, la solution de la
formulation variationnelle (3.13) réalise le minimum d’une énergie (trés naturelle
en physique ou en mécanique).

Proposition 3.3.4 On se place sous les hypothéses du Théoréme 3.3.1 de Laz-
Milgram. On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétriqgue a(w,v) = a(v,w)
pour tout v,w € V. Soit J(v) l’énergie définie pour v € V par

1
J(v) = ia(v, v) — L(v). (3.18)
Soit w € 'V la solution unique de la formulation variationnelle (3.13). Alors u est
aussi l'unique point de minimum de l’énergie, c’est-a-dire que

J(u) = min J(v).

(v) = min J(v)

Réciproqguement, si w € V est un point de minimum de ’énergie J(v), alors u est la
solution unique de la formulation variationnelle (3.13).

Démonstration. Si u est solution de la formulation variationnelle (3.13), on
développe (grace a la symétrie de a)
1 1

J(u+v)=J(u) + 5@(1},1}) +a(u,v) — L(v) = J(u) + §a(v, v) > J(u).
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Comme v + v est quelconque dans V', u minimise bien I’énergie J dans V. Récipro-
quement, soit u € V tel que

J(u) = {)Iél‘r/l J(v).

Pour v € V on définit une fonction j(t) = J(u + tv) de R dans R (il s’agit d’un
polynome du deuxiéme degré en t). Comme ¢ = 0 est un minimum de j, on en déduit
que 5'(0) = 0 qui, par un calcul simple, est exactement la formulation variationnelle

(3.13). O

Remarque 3.3.5 Nous verrons plus loin au Chapitre 9 que, lorsque la forme bil-
inéaire a est symétrique, il existe un autre argument que le Théoréme 3.3.1 de Lax-
Milgram pour conclure a 'existence et I'unicité d’une solution de (3.13). En effet, on
démontrera directement 'existence d’un unique point de minimum de 'énergie J(v).
En vertu de la Proposition 3.3.4, cela démontre ’existence et 'unicité de la solution
de la formulation variationnelle. °

3.3.2 Application au Laplacien

Essayons d’appliquer le Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram & la formulation varia-
tionnelle (3.8) du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet. Celle-ci s’écrit
bien sous la forme (3.13) avec

a(u,v) = /QVu(x) -Vo(z)dx
et

L) = [ flayule) de

ou clairement a(-,-) est une forme bilinéaire, et L(-) une forme linéaire. L’espace V
(noté précédemment X) est

V ={veC'(Q), v=0surdN}. (3.19)

Comme produit scalaire sur V' nous choisissons

(w,v) = /QVw(x) -Vo(z) dz, (3.20)

ol =( [, |w<x>|2dx)l/2.

On vérifie aisément que (3.20) définit un produit scalaire sur V' : le seul point qui
meérite de s’y attarder est la propriété ||v|| = 0 = v = 0. En effet, de 1’égalité

qui a pour norme associée

/ |Vo(z)|?dz =0
Q
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on déduit que v est une constante dans €2, et comme v = 0 sur 92 on a bien v = 0.
La motivation du choix de (3.20) comme produit scalaire est bien str le fait que la
forme bilinéaire a(-,-) est automatiquement coercive pour (3.20). On vérifie par
ailleurs aisément que a est continue. Pour montrer que L est continue, il faut faire
appel & l'inégalité de Poincaré du Lemme 3.3.6 : on a alors

[stanwad < ([ If(x)Ide)l/Q (f |v<x>|2dx)1/2sc||v||,

ou C est une constante qui dépend de f mais pas de v. Donc L est continue sur
V. Toutes les hypothéses du Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram semblent vérifiées, et
pourtant il en manque une qui empéche son application : I’espace V' n’est pas un espace
de Hilbert car il n’est pas complet pour la norme induite par (3.20)! L’obstruction
ne vient pas tant du choix du produit scalaire que de Iexigence de régularité C'
des fonctions de 'espace V. Une fagon immédiate, quoique peu explicite, de résoudre
la difficulté est de remplacer V par V, sa fermeture pour le produit scalaire (3.20).
Evidemment, on n’a fait que déplacer la difficulté : & quoi peut bien ressembler I’espace
V' ? La réponse sera apporté au Chapitre 4 : V est 1’espace de Sobolev H} () dont les
éléments ne sont plus des fonctions réguliéres mais seulement mesurables. Une autre
difficulté sera de voir en quel sens la Proposition 3.2.7 (qui exprime ’équivalence entre
le probléme aux limites (3.1) et sa formulation variationnelle (3.8)) reste vrai lorsque
on remplace I’espace V par V.

Nous espérons avoir ainsi convaincu le lecteur du caractére naturel et in-
éluctable des espaces de Sobolev dans la résolution des formulations varia-
tionnelles d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Terminons ce chapitre par
un lemme technique, appelé inégalité de Poincaré, que nous avons utilisé un peu plus
haut.

Lemme 3.3.6 Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de l’espace.
I existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v € C*(Q) qui s’annule
sur le bord 052,

/le(x)Ides C’/QIVv(x)|2dx.

Démonstration. L’hypothése sur le caractére borné de Q dit (aprés une éventuelle
rotation) que pour tout x € Q la premiére composante x; est bornée, —oco < a <
x1 < b < +00. Soit v une fonction de C*(Q) qui est nulle sur 9. On peut I’étendre
par continuité par zéro en dehors de €2 (v est alors une fonction continue de classe C!
par morceaux dans RY) et écrire, pour = € Q,

1 v

v(x) = a—xl(t,xg,...,x]v)dt,

d’ott 'on déduit par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

b

ov F

—(t, o, ...,xN)

lv(z)|* < (21 — a) /;1 911
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Intégrant sur € on obtient

| o@Par < <b—a>/0/:

et permutant les deux intégrations par rapport & ¢ et z;, on conclut

| @k < o-a [

Exercice 3.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que |'espace V, défini par (3.19)
et muni du produit scalaire (3.20), n'est pas complet. Soit 2 la boule unité ouverte de
RN . Si N =1, on définit la suite

2
dtdz,

0
8—;)1(15,1'23 axN)

o,

pr ) dxg(b—a)z/Q\Vv(x)\zdw.

O

—xr—1 si—l<z<-—nt
up(z) =< (n/2)2? —1+1/(2n) si —n ! <z<n7l
x—1 sin~!<z<l

Si N =2, pour 0 < o < 1/2, on définit la suite
un(x) = |log(Jal? +n71)|** — [log(1 +n~1)[*/2.
Si N >3, pour 0< 8 < (N —2)/2, on définit la suite

1 1
(2P + =072~ {4 n )P

up(z) =

Montrer que la suite u,, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V
lorsque n tend vers I'infini.



80

CHAPITRE 3. FORMULATION VARIATIONNELLE



Chapitre 4

ESPACES DE SOBOLEV

4.1 Introduction et avertissement

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces
“naturels” de fonctions permettant de résoudre les formulations variation-
nelles d’équations aux dérivées partielles. Physiquement, les espaces de Sobolev
s’interprétent comme des espaces de fonctions d’énergie finie. Ce chapitre est le
plus “technique” de cet ouvrage et reléve en partie d’'un cours de mathématiques
“pures”. Néanmoins, il est nécessaire de bien connaitre les résultats ci-dessous pour
aborder la suite du cours, y compris dans ses aspects les plus numériques. En régle
générale, il n’est pas nécessaire de connaitre les démonstrations de ces résultats (sauf
pour les plus simples et les plus utiles). Cependant, pour la commodité du lecteur et
afin d’éviter de trop fréquents renvois a d’autres ouvrages, nous avons inclus la plu-
part des démonstrations. Le lecteur intéressé, ou tout simplement curieux, y trouvera
les idées et les arguments clés qui lui permettront de bien comprendre la structure et
I'intérét des espaces de Sobolev. Insistons encore pour dire que c’est ’esprit
des résultats plus que la lettre des démonstrations qui est important ici.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Comme les espaces de Sobolev se construi-
sent & partir de la notion de fonction mesurable et de 1’espace L? des fonctions de
carrés sommables, la Section 4.2 donne quelques rappels & ce sujet. On y introduit
aussi la notion de dérivation faible. La Section 4.3 contient toutes les définitions et
les résultats qu’il faut absolument connaitre sur les espaces de Sobolev pour suivre
le reste du cours. La Section 4.4 donne quelques résultats complémentaires pour le
lecteur curieux. Enfin, la Section 4.5 permet au lecteur qui connait la théorie des
distributions (qui n’est pas nécessaire ici), de faire le lien entre espaces de Sobolev et
distributions. A la fin du chapitre le Tableau 4.1 récapitule tous les résultats
nécessaires pour la suite.
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4.2 Fonctions de carré sommable et dérivation faible

4.2.1 Quelques rappels d’intégration

Tous les résultats de cette sous-section sont détaillés dans le cours de mathéma-
tiques [7]. Soit  un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue. On définit I’espace
L?(Q) des fonctions mesurables de carré sommable dans Q. Muni du produit scalaire

<ﬂm:AfMM@M7

L?(9) est un espace de Hilbert (voir le théoréme 3.3.2 de [7]). On note

1/2
[ fllz2) = (/Q |f(:v)|2dx>

la norme correspondante. Rappelons que les fonctions mesurables dans €2 sont, définies
presque partout dans (2 : si on change les valeurs d’une fonction mesurable f sur
un sous-ensemble de © de mesure nulle, on ne change pas la fonction mesurable f.
Autrement dit, deux fonctions mesurables f et g seront dites égales si f(z) = g(x)
presque partout dans €2, c’est-a-dire s’il existe £ C 2 tel que la mesure de Lebesgue
de E est nulle et f(z) = g(z) pour tout z € (Q\ E).

On note C2°(£2) (ou D(2)) l'espace des fonctions de classe C* a support compact
dans Q. Remarquons que 'espace C2°(2) n’est pas réduit a la seule fonction nulle
partout (ce qui n’est pas évident! Voir le corollaire 3.2.6 dans [7]). Notons aussi que
les fonctions de C'°(€2) s’annulent, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de §2.
Nous rappelons le résultat de densité suivant (voir le théoréeme 3.4.3 de [7])

Théoréme 4.2.1 L’espace C°(Q) est dense dans L*(Q), c’est-a-dire que pour tout
f € L?(Q) il existe une suite f,, € C°(Q) telle que

lim ||f — fn”LZ(Q) = O

n—-+o0o

La propriété suivante généralise le Lemme 3.2.9.

Corollaire 4.2.2 Soit f € L*(Q). Si pour toute fonction ¢ € C>(2) on a

/fuwuwxza
Q

alors f(x) = 0 presque partout dans ).

Démonstration. Soit f, € C°(Q) la suite de fonctions réguliéres qui converge vers
f dans L?(Q) en vertu du Théoréme 4.2.1. On a

= lim x x)dr = x)|2dx
0= 1 !Lﬂ>n<m AU(Nd,

n—-+oo
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d’ott 'on déduit que f(z) = 0 presque partout dans 2. O

Plus généralement, on peut définir les espaces LP(Q2) avec 1 < p < +o0. Pour 1 < p <
400, LP(Q2) est l'espace des fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable sur 2. Muni

de la norme
1/p
1l = ( / \f(:r:)\”dw> , (4.1)
Q

LP(92) est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet. Pour p = 400,
L () est Pespace des fonctions mesurables f essentiellement bornées sur (2, ¢’est-a-dire qu’il
existe une constante C' > 0 telle que |f(z)| < C presque partout dans Q. Muni de la norme

1 fllzoe () = inf {C € R tel que |f(z)| < C p.p. dans Q}, (4.2)

L () est un espace de Banach. Rappelons que, si Q est un ouvert borné, alors LP(Q) C
Li(Q2) pour 1 < ¢ <p < +oo.

4.2.2 Dérivation faible

On définit tout d’abord le concept de dérivée faible dans L?(£). Cette notion
généralise la dérivation usuelle (parfois appelée, par opposition, dérivation forte) et
est un cas particulier de la dérivation au sens des distributions (voir [7] ou la Section
4.5 pour un bref résume).

Définition 4.2.3 Soit v une fonction de L?(Q2). On dit que v est dérivable au sens
faible dans L?(Y) s’il existe des fonctions w; € L*(Q), pour i € {1,..., N}, telles que,
pour: toute fonction ¢ € C° (), on a

vz @ e == [ wi@ote)an,

Chaque w; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de v et notée désormais 537”.

i

_ o

La Définition 4.2.3 a bien un sens : en particulier, la notation w; = 52 €st univoque
car, en vertu du Corollaire 4.2.2, les fonctions w; sont uniques (si elles existent). Bien
stir, si v est dérivable au sens usuel et que ses dérivées partielles appartiennent a
L?(9), alors les dérivées usuelle et faible de v coincident (utiliser le Corollaire 3.2.3).
Donnons tout de suite un critére simple et pratique pour déterminer si une fonction
est dérivable au sens faible.

Lemme 4.2.4 Soit v une fonction de L*(Q). S’il existe une constante C > 0 telle
que, pour toute fonction ¢ € C2°(Q) et pour tout indice i € {1,....,N}, on a

alors v est dérivable au sens faible.

(2) dx] < Cllélon, (43)
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Démonstration. Soit L la forme linéaire définie par

M@=LMQ$@M&

A priori L(¢) n’est définie que pour ¢ € C°(Q2), mais grace a I'inégalité (4.3), on
peut étendre L par continuité & toutes les fonctions de L?(2) car C°(Q) est dense
dans L?(Q) d’aprés le Théoréme 4.2.1. En fait, I'inégalité (4.3) prouve que la forme
linéaire L est continue sur L2(£2). En vertu du Théoréme 12.1.18 de représentation de
Riesz, il existe une fonction (—w;) € L?(Q2) telle que

Lw:—Amuwmm

ce qui prouve que v est dérivable au sens faible dans L?((2). O

Exercice 4.2.1 Soit Q = (0,1). Montrer que la fonction x“ est dérivable au sens faible
dans L%(Q) si et seulement si a > 1/2.

Exercice 4.2.2 Soit 2 un ouvert borné. Montrer qu’une fonction continue sur Q, et Ct
par morceaux est dérivable au sens faible dans L?(Q2).

Exercice 4.2.3 Soit 2 un ouvert borné. Montrer qu'une fonction C'! par morceaux mais
pas continue n'est pas dérivable au sens faible dans L?(2).

On retrouve un résultat bien connu pour la dérivée usuelle.

Proposition 4.2.5 Soit v une fonction de L?(Q) dérivable au sens faible et telle
que toutes ses dérivées partielles faibles %, pour 1 < i < N, sont nulles. Alors, pour
chaque composante connezxe de €, il existe une constante C telle que v(x) = C presque

partout dans cette composante connexe.

Démonstration. Pour tout ¢ € C2°(2), on a donc

oY
= 0. 44
[ v@5e @ e =0 (14
Soit @ =] — ¢,+L[Y un cube ouvert inclus dans Q (avec £ > 0), et soit 0(t) €
Ce (=4, +0) telle que
+£
o(t)dt = 1.

—t
Pour toute fonction ¢ € C'°(Q) on définit

x; -+
(' z;) = /4 <9(t) » ) ds—¢(x’,t)> dt,
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avec la notation x = (2, ;) pour 2’ € RN~! et x; € R. On vérifie facilement que v
appartient aussi & C°(Q) et que

¢
S—Z(x’,xi) = 0(x;) _: o2, s)ds — d(x, ;).

Avec une telle fonction 1) ’équation (4.4) devient

+£

/ v(z)d(x) dw :/ v(z)0(x;) ( (2, s) ds) dx’ dw;
Q Q -

_ /Q (2, 5) ( /_ :Zv(x’,xi)e(xi)daci> do! ds

grace au théoréme de Fubini. Comme ¢ est quelconque, par application du Corollaire
4.2.2 on en déduit
+¢
v(z) = / v(z’, s)0(s) ds,
—¢

c’est-a-dire que v ne dépend pas de z; dans ). FEn répétant cet argument pour toutes
les composantes z;, on obtient ainsi que v(x) est constant dans ). Comme tout couple
de points dans une méme composante connexe de {2 peuvent étre reliés par une chaine
de tels cubes (de taille variable) qui se recoupent, on peut en conclure que v(x) est
constant dans chaque composante connexe de §. O

On peut facilement généraliser la Définition 4.2.3 de la dérivée faible & certains
opérateurs différentiels qui ne font intervenir que certaines combinaisons de dérivées
partielles (et non pas toutes). C’est par exemple le cas de la divergence d’une fonction
& valeurs vectorielles qui nous sera utile par la suite.

Définition 4.2.6 Soit o une fonction de Q dans RN dont toutes les composantes
appartiennent a L?(Q) (on note o € L*(Q)YN). On dit que o admet une divergence
au sens faible dans L*(Q) s’il existe une fonction w € L*(Q) telle que, pour toute
fonction ¢ € CX(£2), on a

/Qa(x) -Vo(x)de = —/ w(x)o(z) de.

Q

La fonction w est appelée la divergence faible de o et notée désormais divo.

La justification de la Définition 4.2.6 est que, si o est une fonction réguliére, alors
une simple intégration par parties (voir le Corollaire 3.2.3) montre que l'on a bien
w = dive. Une généralisation facile du critére de dérivation faible du Lemme 4.2.4
est donnée par le résultat suivant (dont nous laissons la démonstration au lecteur en
guise d’exercice).
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Lemme 4.2.7 Soit o une fonction de L*(Q)N. Sl ewiste une constante C > 0 telle
que, pour toute fonction ¢ € C°(Q2), ona

< Clloll 2@y,

/Q o(z) - Vo(z)dx

alors o admet une divergence au sens faible.

Exercice 4.2.4 Soit Q un ouvert borné constitué de deux ouverts 1 et 5 séparés
par une surface I' = 0Q; N 9. Montrer qu'une fonction vectorielle de classe C! sur
chaque morceau 2; et Q5 admet une divergence faible dans L?(Q) si et seulement si sa
composante normale est continue a travers la surface T'.

Remarque 4.2.8 La notion de dérivation faible et tous les résultats de cette sous-section
s’étendent aux espaces LP(Q2) pour 1 < p < +oo. Comme pour p # 2, 'espace LP(2) n’est
pas un espace de Hilbert, le critére de dérivation faible (4.3) doit étre remplacé par

o¢p 1 1
/ﬂv(m)a—ml(m) dz| < C|[¢ll s (g avec » + v =let1l<p<+oo,
et le Théoré/me 12.1.18 de représentation de Riesz est remplacé par l'utilisation du dual
LP(Q2) de LP (Q2) (voir [8]). °

4.3 Définition et principales propriétés

4.3.1 Espace H'(Q)
Définition 4.3.1 Soit Q un ouvert de RYN. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q) tel que Vi€ {1,...N} g; € LQ(Q)}7 (4.5)

7

ol % est la dérivée partielle faible de v au sens de la Définition 4.2.5.

En physique ou en mécanique ’espace de Sobolev est souvent appelé espace d’én-
ergie au sens ou il est constitué¢ des fonctions d’énergie finie (c’est-a-dire de norme
|u|| g1 () finie). Les fonctions d’énergie finie peuvent éventuellement étre “singuliéres”
ce qui a un sens physique possible (concentration ou explosion locale de certaines
grandeurs). On consultera avec intérét les exemples explicites de I'Exercice 4.3.2 et
du Lemme 5.2.33.

Proposition 4.3.2 Muni du produit scalaire

(u,v) = /Q (u(x)v(x)+Vu(x)-Vv(x))dx (4.6)
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et de la norme
1/2
Jullney = ( - (u)P + [Fuo)P) dc)
Uespace de Sobolev HY() est un espace de Hilbert.

Démonstration. Il est évident que (4.6) est bien un produit scalaire dans H'(Q). 1l
reste donc & montrer que H'(Q) est complet pour la norme associée. Soit (uy,),>1 une
suite de Cauchy dans H'(€2). Par définition de la norme de H'(Q), (u,,),>1 ainsi que

(%un) <1 pour i € {1,..., N} sont des suites de Cauchy dans L?(Q). Comme L?(Q)

8£7;
est complet, il existe des limites u et w; telles que u,, converge vers u et %1;’7 converge

vers w; dans L?(€2). Or, par définition de la dérivée faible de u,,, pour toute fonction
¢ € C(Q), on a

/Q un (@) 22 (@) do = — [ 2 (2)p() (@.7)

X

Passant a la limite n — +o00 dans (4.7), on obtient

[ u@)52 @) do = = [ wia)oa) da,

ce qui prouve que u est dérivable au sens faible et que w; est la i-éme dérivée partielle
faible de w, 88—“ Donc, u appartient bien & H(2) et (uy,),>1 converge vers u dans

x; °

H'Y(Q). O

Exercice 4.3.1 Montrer que les fonctions continues, C'' par morceaux et a support
borné dans ©, appartiennent & H' ().

En dimension N > 2, les fonctions de H'({2) ne sont en général ni continues ni
bornées, comme le montre le contre-exemple suivant.

Exercice 4.3.2 Soit B la boule unité ouverte de RY. Si N = 2, montrer que la fonction
u(r) = |log(|z|)|* appartient & H'(B) pour 0 < a < 1/2, mais n’est pas bornée au
voisinage de I'origine. Si N > 3, montrer que la fonction u(z) = |z|™? appartient a
H'(B) pour 0 < 3 < (N — 2)/2, mais n’est pas bornée au voisinage de I'origine.

La dimension d’espace N = 1 fait “exception” & la non-continuité des fonctions
de H'(Q) comme Paffirme le lemme suivant oti, sans perte de généralité, on prend
Q=1(0,1).

Lemme 4.3.3 Pour toute fonction v € H'(0,1) et pour tout z,y € [0,1], on a

v(y) = v(x) + /y v'(s) ds. (4.8)

Plus généralement, pour tout x € [0,1], Uapplication v — v(z), définie de H(0,1)
dans R, est une forme linéaire continue sur H'(0,1). En particulier, toute fonction
ve HY0,1) est continue sur [0, 1].
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Démonstration. Soit v € H(0,1). On définit une fonction w(z) sur [0, 1] par

w(z) = /090 v'(s) ds.

Cette définition a un sens car, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/Ox v (s)ds| < ﬂ\//x [v/(s)]2ds < \//1 lv'(5)|2ds < +oo.

En fait, le méme raisonnement montre que la fonction w est continue sur [0, 1]

/ s)ds| < |z —y| |v )2ds < |z —y| |v )|2ds.
y

Montrons que w est dérivable au sens faible et que w' = v'. Soit ¢ € C°(0,1).
notant T le triangle T = {(x,s) e R?2, 0 < s < < 1}, on a

/01 w(z)¢' (x) de = /01 (/Om W (s) ds) ¢’ (x)dx = /TU'(SW/(?C) dsdz.

Par application du théoréme de Fubini, on a

[ w610 @yasds - / ( / #( dx) / o(s

et par Cauchy-Schwarz on en déduit
1
/ w(z)¢' (z) do
0
Donc, w est bien dérivable au sens faible et par définition de w’ on a

- W (@)(e) de = / w(@) (@) dr = - / sy (s) ds

pour tout ¢ € C2°(0,1), ce qui implique que w’ = v’. Le Lemme 4.2.5 nous dit alors
que w — v est égale & une constante presque partout dans (0, 1), ce qui établit (4.8).
A partir de (4.8) et en utilisant Cauchy-Schwarz on obtient

v(@)] < [o(w)| + Vg — 2]y / 0(s)Pds < [o(y)] + / v/ (s) 2ds,

et en intégrant par rapport a y

< / o) dy + / (o) 2ds
W jo(y 'ZWW v(s)2ds < Vvl o,

ce qui prouve que v — v(z) est une forme linéaire continue sur H'(0,1). O

lw(z) —w(y)| =

< vl 20,1y 181l L2(0,1)
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Remarque 4.3.4 L’affirmation que toute fonction de H'(0,1) est continue peut sembler
A premiére vue contradictoire avec le fait que les fonctions de H'(0,1), comme toutes les
fonctions mesurables, ne sont définies que presque partout (autrement dit, on peut changer
certaines valeurs ponctuelles de v sans changer de fonction dans H'(0, 1) mais en détruisant la
continuité de v). Pour résoudre cet apparent paradoxe, il faut se rappeler qu’une fonction de
H'(0,1) est en fait une classe de fonctions puisqu’on décide d’identifier deux fonctions égales
presque partout (autrement dit, deux représentants d’'une méme classe de fonctions sont
égaux presque partout). Dans ces conditions, le résultat du Lemme 4.3.3 doit se comprendre
dans le sens qu’il existe un représentant de la classe de fonctions v € H 1(0, 1) qui est continu.
[ ]

Il est trés important en pratique de savoir si les fonctions réguliéres sont
denses dans I’espace de Sobolev H!(Q). Cela justifie en partie la notion d’es-
pace de Sobolev qui apparait ainsi trés simplement comme ’ensemble des fonctions
réguliéres complété par les limites de suites de fonctions réguliéres dans la norme de
I'énergie |lul|g1(q)- Cela permet de démontrer facilement de nombreuses propriétés
en les établissant d’abord sur les fonctions réguliéres puis en utilisant un argument
de “densité” (voir par exemple les démonstrations des Théorémes 4.3.13 et 4.3.15
ci-dessous).

Théoréme 4.3.5 (de densité) Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, ou
bien si @ = RY, ou encore si Q@ =RY alors C°(Q) est dense dans H'(12).

La démonstration du Théoréme 4.3.5 (qu’on peut admettre en premiére lecture) se
trouve a la Section 4.4. Rappelons que la notation Rf désigne le demi-espace {z €
RY tel que xx > 0}.

Remarque 4.3.6 L’espace C°(€) qui est dense dans H' () est constitué des fonc-
tions réguliéres de classe C*° & support borné (ou compact) dans le fermé Q. En
particulier, si Q est borné, toutes les fonctions de C°°(Q) ont nécessairement un sup-
port borné, et donc C*(Q) = C>(Q). Précisons que les fonctions de C°(Q) ne
s’annulent pas nécessairement sur le bord de 'ouvert (2, ce qui différencie cet espace
de C°(Q) (voir la Remarque 3.2.2). Par contre, si €2 n’est pas borné, les fonctions de

C°(Q) s’annulent “a I'infini”. o

Remarque 4.3.7 La notion de régularité d’'un ouvert a été introduite dans la Déf-
inition 3.2.5. Il n’est pas nécessaire de connaitre précisément cette définition de la
régularité d’un ouvert. Il suffit de savoir grosso modo que 'on demande que le bord
de Pouvert soit une surface réguliére et que I'on exclut certaines “pathologies” (voir la
Remarque 3.2.6). Lorsque nous énongons un résultat sous une hypothése de régularité
de l'ouvert, cette régularité est toujours nécessaire (le résultat tombe en défaut pour
certains ouverts non réguliers, voir le contre-exemple de I’Exercice 4.3.3). Néanmoins,
I’hypothése de régularité suivant la Définition 3.2.5 peut souvent étre affaiblie : ’ap-
partenance A la classe des fonctions C'' peut étre remplacée par I'appartenance a la
classe des fonctions lipschitziennes (voir [18]). Bien que ces détails dépassent large-
ment le cadre de ce cours, nous faisons cette remarque afin que le lecteur pointilleux
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ne s’insurge pas lorsque nous utiliserons de tels résultats (ot ’hypothése de régularité
est nécessaire) dans le cas d’ouverts “avec des coins” qui apparaissent naturellement
dans tous les calculs numériques (voir les différentes images de maillages qui illustrent
ce cours). °

4.3.2  Espace H}(Q2)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H'(Q) et qui nous sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de
Dirichlet.

Définition 4.3.8 Soit C°(Q) l'espace des fonctions de classe C* a support compact
dans Q. L’espace de Sobolev HZ(Y) est défini comme l’adhérence de C°(Q) dans
HY(Q).

On verra un peu plus loin (voir le Corollaire 4.3.16) que H} (1) est en fait le sous-
espace de H'(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord 95 puisque
tel est le cas des fonctions de C2°(€2). En général, Hi (€2) est strictement plus petit
que H'(Q) car C2°(Q) est un sous-espace strict de C>°(2) (voir le Théoréme 4.3.5 et
la Remarque 4.3.6). Une exception importante est le cas oit Q = RY : en effet, dans ce
cas = RN = Q et le Théoréme 4.3.5 affirme que C°(RY) est dense dans H'(RY),
donc on a H} (RY) = HY(RY). Cette exception se comprend aisément puisque I'espace
entier RY n’a pas de bord.

Proposition 4.3.9 Muni du produit scalaire (4.6) de H'(SY), l’espace de Sobolev
H} () est un espace de Hilbert.

Démonstration. Par définition H{ () est un sous-espace fermé de H(Q) (qui est
un espace de Hilbert), donc c¢’est aussi un espace de Hilbert. O

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est I'inégalité suiv-
ante.

Proposition 4.3.10 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert de R borné dans

au moins une direction de l'espace. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute
fonction v € H}(Q),

/ lv(z)|?dx < C’/ |Vo(x)2d. (4.9)
Q Q
Démonstration. Pour les fonctions v € C°(€2) on a déja démontré I'inégalité de
Poincaré (4.9) dans le Lemme 3.3.6. Par un argument de densité le résultat reste vrai
pour toute fonction v € H}(Q). En effet, comme C°(Q) est dense dans Hi () (par
sa Définition 4.3.8), il existe une suite v,, € C°(Q) telle que

: 2 _ 2 2 _
nEIEOOHU—vnHHl(Q)_ lim /Q(|v—vn| + V(v = vp)|?) da = 0.

n—-+oo
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En particulier, on en déduit que

lim /\vn\de:/|v|2dx et lim /|an\2dx:/|Vv\2dx.
n—+0oo /o O n—+0o0o /o o)

Par application du Lemme 3.3.6, on a

/Q lon (2)2dz < C /Q Vo (2)[2da. (4.10)

On passe alors & la limite n — 400 dans chacun des deux termes de I'inégalité (4.10)
pour obtenir le résultat recherché. Ce type d’argument “par densité” sera trés souvent
repris par la suite. O

Remarque 4.3.11 L’inégalité de Poincaré (4.9) n’est pas vraie pour les fonctions de
H(Q). En effet, les fonctions constantes (non nulles) annulent le terme de droite dans
(4.9) mais pas le terme de gauche. L’hypothése sous-jacente essentielle dans I'inégalité
de Poincaré est que les fonctions de H} () s’annulent sur le bord 9Q de 1'ouvert
(voir la Remarque 4.3.18 pour des variantes de cette hypothése). °

Un corollaire important de I'inégalité de Poincaré est le résultat suivant qui fournit
une norme équivalente plus simple dans H}(Q).

Corollaire 4.3.12 Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de
l’espace. Alors la semi-norme

1/2
ol = ( / w<x>2dx)

est une norme sur Hg () équivalente a la norme usuelle induite par celle de H'(Q).

Démonstration. Soit v € H{ (). La premiére inégalité

1/2
ol < lollsca = ( JREEE dw)

est évidente. D’autre part, 'inégalité de Poincaré du Lemme 3.3.6 conduit a
ol < (€ +1) [ Vo do< (Co+ Divlyy o
Q

ce qui prouve que [v[x3 ) est une norme équivalente & [[v[| 1 (q)- O
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4.3.3 Traces et formules de Green

Nous avons vu qu’en dimension N> 2 les fonctions de H'(Q) ne sont pas continues
(voir le contre-exemple de I’Exercice 4.3.2). Comme pour toute fonction mesurable,
on ne peut donc parler de la valeur ponctuelle d'une fonction v € H' () que “presque
partout” dans €. En particulier, il n’est pas clair de savoir si on peut définir la “valeur
au bord”, ou “trace” de v sur le bord 92 car 92 est un ensemble négligeable ou de
mesure nulle. Fort heureusement pour les problémes aux limites que nous étudions, il
y a tout de méme un moyen pour définir la trace v|po d'une fonction de HY(Q). Ce
résultat essentiel, appelé théoréme de trace, est le suivant.

Théoréme 4.3.13 (de trace) Soit  un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien
Q= Rf. On définit Uapplication trace o

HY(Q)NC@) — L*0Q)NC(@9)

v = () = v]yq - (4.11)

Cette application o se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H*(Q) dans L?(09), notée encore yo. En particulier, il eviste une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction v € HY(Q), on a

vl z200) < Cllollar ) (4.12)

Remarque 4.3.14 Grace au Théoréme de trace 4.3.13 on peut donc parler de la
valeur d’une fonction de H'(Q) sur le bord 99Q. Ce résultat est remarquable car il
n’est pas vrai pour une fonction de L?(Q) (voir en particulier 'Exercice 4.3.4). °

Démonstration. Démontrons le résultat pour le demi-espace @ = RY = {z €
RN 2y > 0}. Soit v € C2°(RY). Avec la notation z = (2/, 2y ), on a

/ 2 _ e / o .,
[v(a’,0)]* = =2 v(m,xN)axN(x,xN)de,
0

2
) dSUN.
Par intégration en 2/, on en déduit

2
[ waopar< [ (b \ % | ) ae,
RN-1 RY Oxn

c’est-a-dire ||v||L2(3R$) < ||v||H1(R£). Par densité de 030(@) dans H'(RY), on ob-
tient ainsi le résultat.

et, en utilisant I'inégalité 2ab < a? + b2,

’ 2 e / 2 dv -,
lv(2",0)]" < [o(@’, 2n)[" + | 5—(2', ow)
0 TN
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Pour un ouvert borné régulier de classe C', on utilise un argument de cartes
locales du bord qui permet de se ramener au cas de 2 = Rf . Nous ne détaillons pas
cet argument de cartes locales (assez technique) qui est le méme que celui utilisé dans
la démonstration de la Proposition 4.4.2 ci-dessous. O

Le Théoréme de trace 4.3.13 permet de généraliser aux fonctions de H'(Q) la
formule de Green précédemment établie pour des fonctions de classe C' au Corollaire
3.2.3.

Théoréme 4.3.15 (Formule de Green) Soit 2 un ouvert borné régulier de classe
Cl. Siu et v sont des fonctions de H*(Q), elles vérifient

ov ou
/Q u(w) (@) do = /Q o) o () dr + /a ula)olan @) ds. (4.13)

T

0t n = (ni)i1<i<n est la normale unité extérieure a 0.

Démonstration. Rappelons que la formule (4.13) a été établie pour des fonctions de
classe C! dans le Corollaire 3.2.3. On utilise & nouveau un argument de densité. Par
densité de C°(Q) dans H'(2) (voir le Théoréme 4.3.5), il existe des suites (u,)n>1
et (vn)n>1 dans C°(Q) qui convergent dans H'(Q) vers u et v, respectivement. En
vertu du Corollaire 3.2.3 on a

61}" / 8un
Uy ——dx =~ [ v, dx —l—/ Uy VN dS. 4.14

On peut passer A la limite n — +o0o dans les deux premiers termes de (4.14) car
Uy et % (respectivement, v, et %) convergent vers u et % (respectivement, v

et g—;’i) dans L%(Q). Pour passer a la limite dans la derniére intégrale de (4.14), on
utilise la continuité de I'application trace vy, c’est-a-dire I'inégalité (4.12), qui permet
d’affirmer que ~yo(u,) (respectivement, (v, )) converge vers yo(u) (respectivement,
v0(v)) dans L?(9€). On obtient ainsi la formule (4.13) pour des fonctions u et v de
HY(Q). O

Comme conséquence du Théoréme de trace 4.3.13 on obtient une caractérisation
trés simple de 'espace H} ().

Corollaire 4.3.16 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. L’espace H3(Q)

coincide avec le sous-espace de H'(2) constitué des fonctions qui s’annulent sur le
bord Of).

Démonstration. Comme toute fonction de H} () est limite d’une suite de fonctions
appartenant & C2°(£2) qui ont bien str une trace nulle, la continuité de 'application
trace o implique que la trace de la limite est aussi nulle. On en déduit que HJ (f2) est
contenu dans le sous-espace de H'({2) des fonctions qui s’annulent sur le bord 9. La
réciproque est plus technique et découle d’un double procédé de cartes locales (voire
la preuve de la Proposition 4.4.2) puis de régularisation et de translation (similaire &
la preuve du Théoréme 4.4.1). Nous renvoyons a [8], [36] pour plus de détails. O
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Remarque 4.3.17 Le Corollaire 4.3.16 affirme que le noyau de 'application trace g
est précisément Hi(€2). Une question naturelle, mais beaucoup plus délicate, est de
caractériser I'image de 7o. Contentons nous de dire que cette image Im(7p) n’est pas
L?(09), mais un sous-espace strict, dense dans L?(95), constitué de fonctions “plus
réguliéres”, et noté H'/2(0R). Pour plus de détails, nous renvoyons a [31]. °

Gréace au Corollaire 4.3.16 nous pouvons donner une autre démonstration de la
Proposition 4.3.10 & propos de 'inégalité de Poincaré. Cette nouvelle démonstration
n’est plus “constructive” mais est basée sur un argument de contradiction qui posséde
le mérite de se généraliser trés facilement. En effet, il existe de nombreuses variantes
de l'inégalité de Poincaré, adaptées aux différents modéles d’équations aux dérivées
partielles. Au vu de 'importance de cette inégalité pour la suite, il n’est donc pas
inutile d’en donner une démonstration aisément adaptable & tous les cas de figure.

Autre démonstration de la Proposition 4.3.10. On procéde par contradiction.
S’il n’existe pas de constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € H}(Q),

/le(x)|2dx§ C'/Q|Vv(x)|2dx,

cela veut dire qu'il existe une suite v,, € Hg () telle que

= ’szl‘ n ’UZ’Ql'. .
1—/Q|n<>|d>/g|vn<>|d (4.15)

En particulier, (4.15) implique que la suite v, est bornée dans H} (). Par application
du Théoréme de Rellich 4.3.21 ci-dessous, il existe une sous-suite v, qui converge
dans L?(2). De plus, (4.15) montre que la suite Vv, converge vers zéro dans L?(£2)
(composante par composante). Par conséquent, v, est une suite de Cauchy dans
H} (), qui est un espace de Hilbert, donc elle converge dans HE(Q) vers une limite
v. Comme on a

1
/ |Vo(x)?de = lim / |V, (2))?de < lim — =0,
Q n—-+oo Q n—+oco n
on en déduit, en vertu du Lemme 4.2.5, que v est une constante dans chaque com-
posante connexe de €2. Mais comme v est nulle sur le bord 9 (en vertu du Corollaire
4.3.16), v est identiquement nulle dans tout 2. Par ailleurs,

/|v(x)|2dx: lim /|vn(x)|2dx=1,
Q Q

n—-+0o

ce qui est une contradiction avec le fait que v = 0. O

Remarque 4.3.18 La démonstration par contradiction de la Proposition 4.3.10 se
généralise facilement. Prenons par exemple, le cas d’un ouvert 2, borné connexe et
régulier de classe C', dont le bord 99 se décompose en deux parties disjointes réguliéres
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00N et 00Qp dont les mesures superficielles sont non nulles (voir la Figure 4.1). On
définit un espace V par

V ={ve H'(Q) tel que v =0 sur 9Np}.

Par application du Théoréme de trace 4.3.13, il est facile de voir que V est un sous-
espace fermé de H'((2), donc est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H'(€2). Comme pour H{(£2), I'argument de contradiction permet de démontrer 1'ex-
istence d’une constante C' > 0 telle que toute fonction v € V vérifie 'inégalité de
Poincaré (4.9). °

Par application de la formule de Green du Théoréme 4.3.15, nous pouvons constru-
ire une famille d’exemples de fonctions appartenant & H'(Q2). Cette famille d’exemples
nous sera trés utile par la suite pour construire des sous-espaces de dimension finie
de HY(Q).

Lemme 4.3.19 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. Soit (wii<i<r une
partition réguliére de (), c’est-a-dire que chaque w; est un ouvert régulier de classe
ClywiNw; =0 sii#j, et Q = UL w;. Soit v une fonction dont la restriction a
chaque w;, v; = v\, appartient a HY(w;). Siv est continue sur Q, alors v appartient
a HY(Q).

Démonstration. Calculons la dérivée faible de v : pour ¢ € C°(Q), par application
de la formule de Green dans chaque w; on a

/ bl )58:2 Z/w &Tj dv
_Z/M a;}; ()( dm+§j/ wi(@)dla)n; (@) ds

i=1
I
8’01‘
o ; w; 0T (z)¢(x) dx,

car les intégrales de bord s’annulent deux a deux. En effet, sur la partie I' = dw; N 0wy,

du bord commune aux deux ouverts w; et wy on a n}(z) = —nk¥(x) et donc, par

J
continuité de v et @,

/vz(x)gé(x)n; (x)ds + / vk(x)gé(x)nf(x) ds = 0.
r r

On en déduit donc que v est dérivable au sens faible et que

ov 0v;

8xj wi 81’j

En particulier, ceci implique que v appartient & H'(€2). O
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0Qp

0Oy

FIGURE 4.1 — Partition en deux parties disjointes du bord d’un ouvert.

Remarque 4.3.20 Il n’est pas forcément facile de décomposer un ouvert régulier 2 en
une partition d’ouverts réguliers (w;)i1<;<7. Heureusement, le Lemme 4.3.19 reste valable
si les ouverts w; sont seulement réguliers “par morceaux”. Nous utiliserons parfois cette
généralisation, trées commode, du Lemme 4.3.19. °

y=x'

X

FI1GURE 4.2 — Exemple d’'un ouvert non régulier.

Exercice 4.3.3 Le but de cet exercice est de montrer que le Théoréme de trace 4.3.13
n'est pas vrai si I'ouvert Q n’est pas régulier. Soit I'ouvert Q C R? défini par 0 < = < 1
et 0 < y < z" avec r > 2 (voir la Figure 4.2). Soit la fonction v(z) = z®. Montrer
que v € H'(Q) si et seulement si 2a + 7 > 1, tandis que v € L*(9) si et seulement
si 2a > —1. Conclure. (On peut aussi montrer avec ce méme exemple que le Théoréme
4.3.5 de densité et la Proposition 4.4.2 de prolongement ne sont pas vrais pour un tel
ouvert.)

Exercice 4.3.4 Le but de cet exercice est de montrer qu'il ne peut pas y avoir de notion
de trace pour des fonctions de L?(f2), c'est-a-dire qu'il n'existe pas de constante C' > 0

telle que, pour toute fonction v € L?(Q2), on a

| vl lz200) < CllvllL2@)-
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Pour simplifier, on choisit comme ouvert 2 la boule unité. Construire une suite de fonctions
réguliéres dans (2 égales a 1 sur 9 et dont la norme dans L?((2) tend vers zéro. Conclure.

4.3.4 Un résultat de compacité

Nous consacrons cette sous-section a ’étude d’une propriété de compacité connue
sous le nom de théoréme de Rellich qui jouera un role essentiel dans la théorie spectrale
des problémes aux limites (voir le Chapitre 7) que nous utiliserons pour résoudre les
problémes d’évolution en temps. Rappelons tout d’abord que, dans un espace de
Hilbert de dimension infinie, il n’est pas vrai que, de toute suite bornée, on puisse
extraire une sous-suite convergente (au contraire de ce qui se passe en dimension finie,
voir I’Exercice 4.3.5).

Théoréme 4.3.21 (de Rellich) i est un ouvert borné régulier de classe C*, alors
de toute suite bornée de H'(Q) on peut extraire une sous-suite convergente dans L*(Q)
(on dit que linjection canonique de H'(Q) dans L*(Q2) est compacte).

Le Théoréme 4.3.21 peut étre faux si 'ouvert €2 n’est pas borné. Par exemple, si
Q) = R, P'injection canonique de H'(RY) dans L?(R™) n’est pas compacte. Pour
s’en convaincre il suffit de considérer la suite u,(x) = u(x 4+ ne) ou e est un vecteur
non nul et v une fonction de H'(RY) (on translate u dans la direction e). Il est clair
qu’aucune sous-suite de u,, ne converge dans L2(R™).

Remarque 4.3.22 Si l'on remplace H!(Q) par H}(Q2), alors non seulement le
Théoréme 4.3.21 de Rellich reste vrai, mais en plus il n’est pas nécessaire de sup-
poser que 'ouvert ) est régulier. °

La démonstration du Théoréme 4.3.21 est longue et délicate (elle fait appel soit a
la transformée de Fourier, soit au théoréme de compacité d’Ascoli ; voir, par exemple,
[8], [36]). Nous allons nous contenter de donner une démonstration plus simple et plus
“parlante” en dimension N = 1.

Démonstration. On se place en une dimension d’espace N = 1 et, sans perte de
généralité, on suppose que = (0,1). Soit (un),>1 une suite bornée de H1(0,1),
c’est-a-dire qu’il existe K > 0 tel que

lun g0y < K Vn > 1.

D’aprés le Lemme 4.3.3, pour tout z,y € [0,1] on a

[un(2)] < CK et |up(x) —un(y)| < CKA/|x — vyl (4.16)

(On a appliqué I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (4.8).) Soit une suite (dénombrable)
(zp)p>1 de points de [0,1] qui est dense dans cet intervalle (par exemple, les points
de QN [0,1]). Pour p fixé, la suite w,(z,) est bornée dans R & cause de la premiére
inégalité de (4.16). On peut donc en extraire une sous-suite qui converge dans R. On
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applique d’abord ce procédé a la suite u, (1) et on obtient une sous-suite uy, (1)
qui converge dans R. Puis on extrait de cette sous-suite, indicée par ni, une nouvelle
sous-suite, indicée par na, telle que u,, (z2) converge dans R (mais, bien sir, on a aussi
Un, (1) qui converge). En extrayant successivement une sous-suite de la précédente,
par récurrence, on construit ainsi une sous-suite, indicée par n,, telle que wu,, (x,)
converge, mais aussi u,,(xx) pour 1 <k < p. Evidemment, les sous-suites Up,, SONE
de plus en plus “maigres” & mesure que p est grand. Pour éviter qu’il n’en reste plus
rien “4 la limite”, on utilise un argument d’extraction de suite diagonale. Autrement
dit, on extrait une derniére sous-suite (dite diagonale) de cet ensemble de sous-suites,
c’est-a-dire qu’on choisit le premier élément de la premiére sous-suite u,,, puis le
deuxiéme élément de la deuxiéme u,,, et ainsi de suite le p-éme élément de la p-éme
Un,. La suite ainsi obtenue est notée u,, et on voit que, pour tout p > 1, la suite
Um (2,) converge dans R.

Soit maintenant = € [0, 1] et € > 0 (un petit paramétre). Comme la suite (xp)p>1
est dense dans [0,1], il existe un point x, tel que |z — x,| < e. Par ailleurs, comme
Um (xp) converge dans R quand m tend vers l'infini, il existe mg tel que, pour tout
m,m’ > mg, on a |[un () — um (zp)| < €. Par conséquent, on obtient

[Um (%) — U ()] < |UM(3319) — U (T)] + |um($p) — Uny (xp)| + |um/(xp) — U ()]

<e+2CK /e

ce qui prouve que la suite u,,(z) est de Cauchy dans R, et donc converge pour tout
x € [0,1]. Par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
conclut que la suite u,, converge dans L?(0, 1). O

Exercice 4.3.5 Soit Q@ = (0,1) et u,(x) = sin(2wnz). Montrer que la suite u,, est
uniformément bornée dans L?((2), mais qu'il n’existe aucune sous-suite convergente. Pour
cela on montrera, grace 3 une intégration par parties, que, pour toute fonction ¢ €
(), on a

1
lim Up(z)p(x)dr =0
Jim [ (@)ota) de =0
et on en déduira une contradiction si une sous-suite de u, converge dans L?(Q).
Geénéraliser ce contre exemple & H'(Q) en considérant une primitive de u,.

4.3.5 Espaces H™()

On peut aisément généraliser la Définition 4.3.1 de ’espace de Sobolev H!(Q) aux
fonctions qui sont m > 0 fois dérivables au sens faible. Commencons par donner une
convention d’écriture bien utile. Soit o = (ay, ..., ay) un multi-incide, c’est-a-dire
un vecteur & N composantes entiéres positives ; > 0. On note |a| = vazl a; et,
pour une fonction v,

olely
C 0t 0N

0%(x) (z).
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A partir de la Définition 4.2.3 de la dérivée premiére faible, on définit par récurrence

sur m la dérivée d’ordre m faible : on dit qu’une fonction v € L?(2) est m fois dérivable

au sens faible si toutes ses dérivées partielles faibles d’ordre m — 1 sont dérivables

faiblement au sens de la Définition 4.2.3. Remarquons que, dans la définition d’une

dérivée croi2sée, l’ordge de dérivation n’est pas important, & cause du théoréme de
I%v 97v

Schwarz ==*— = >~ ce qui justifie la notation 9“v ou l'ordre de dérivation n’est
Oz, 01 Ox;0x;’

pas indiqué.

Définition 4.3.23 Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev H™(2) est défini par
H™(Q) = {v e L*(Q) tel que, Va avec || <m, 0%v € L*(Q)}, (4.17)
ot la dérivée partielle 0%v est a prendre au sens faible.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le résultat facile suivant.

Proposition 4.3.24 Muni du produit scalaire

(u,v) = / > 0%u(x)0v(x) da (4.18)

aj<m

et de la norme ||ul|gmq) = \/(u,u), Uespace de Sobolev H™(S)) est un espace de
Hilbert.

Les fonctions de H™(£2) ne sont pas toujours continues ou réguliéres (cela dépend
de m et de la dimension N), mais si m est suffisamment grand alors toute fonction de
H™(Q) est continue. Rappelons qu’en vertu du Lemme 4.3.3, en dimension d’espace
N = 1, les fonctions de H'(Q) sont continues. Nous admettrons le résultat suivant
qui généralise le Lemme 4.3.3 aux dimensions supérieures (voir le Lemme 4.4.9 pour
la démonstration, plus simple, d’un résultat similaire).

Théoréme 4.3.25 5i ) est un ouvert borné réqulier de classe Cl, et si m > N/2,
alors H™(Q)) est un sous-espace de l’ensemble C(SY) des fonctions continues sur €.

Remarque 4.3.26 Par application réitérée du Théoréme 4.3.25 & une fonction et a
ses dérivées, on peut en fait améliorer sa conclusion. S’il existe un entier k£ > 0 tel que
m — N/2 > k, alors H™(£) est un sous-espace de 1’ensemble C*(Q) des fonctions k
fois différentiables sur €. .

La “morale” du Théoréme 4.3.25 est que plus m est grand, plus les fonctions
de H™(Q)) sont réguliéres, c’est-a-dire dérivables au sens usuel (il suffit d’appliquer
successivement le Théoréme 4.3.25 & une fonction v € H™(Q) et a ses dérivées 0% €
H™lel(Q)).

Comme pour H*'(Q), les fonctions réguliéres sont denses dans H™ () (si du moins
Pouvert Q est régulier ; voir la Définition 3.2.5). La démonstration du Théoréme de
densité 4.3.5 se généralise trés facilement & H™ (€2). Nous ne la répéterons pas et nous
énoncons seulement le résultat de densité suivant.
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Théoréme 4.3.27 Si) est un ouvert borné régulier de classe C™, ou bien si ) = Rf,
alors C2°(Q) est dense dans H™ ().

On peut aussi obtenir des résultats de trace et des formules de Green d’ordre plus
élevés pour 'espace H™ (). Par souci de simplicité, nous nous contentons de traiter
le cas m =2 (qui est le seul que nous utiliserons par la suite).

Théoréme 4.3.28 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. On définit lappli-
cation trace 1

H*(Q)NnC' Q) — L*09)NC09Q)
v (4.19)

v - m) = I ,
o0

avec g—z = Vu - n. Cette application 1 se prolonge par continuité en une application

linéaire continue de H?(Y) dans L?(0R). En particulier, il existe une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction v € H*(Q), on a

Démonstration. L’existence de l'application trace v; (et ses propriétés) est une
simple conséquence du précédent Théoréme de trace 4.3.13 pour les fonctions de
H(Q). En effet, si v € H2(Q2), alors Vv € H*(Q)" et on peut donc définir la trace
de Vv sur 99 comme une fonction de L?(9Q)". Comme la normale est une fonction
continue bornée sur 92, on en déduit bien que g—z € L%(09). O

@
on

< Cllvl|g2g)- (4.20)
L2(69)

Remarque 4.3.29 Si Q est un ouvert borné régulier de classe C?, on peut améliorer le
précédent Théoréme de trace 4.3.13. On redéfinit application trace ~yo

H*Q)NCQ) — H'Y(09Q)NC(0Q) (4.21)
v = 0(v) = v]sq '
qui se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H?(Q) dans H*(99).
Autrement dit, la trace yo(v) admet des dérivées tangentielles. Si Q = RY, ce résultat est
assez facile a concevoir et & démontrer. Dans le cas général, il faut savoir définir un espace de
Sobolev sur une variété (ici 9Q) ce qui dépasse trés largement le cadre de ce cours. Néanmoins
ceci n’est pas sans intérét puisque cela permet d’étudier des modéles d’équations aux dérivées
partielles “vivant” a la fois dans un domaine et sur son bord (par exemple, des modéles de
diffusion volumique et surfacique, ou bien un modéle d’élasticité volumique couplé avec un
modéle de coque surfacique). °

Le Théoréme de trace 4.3.28 permet de généraliser aux fonctions de H?(f2) une
formule de Green précédemment établie pour des fonctions de classe C? au Corollaire
3.2.4.
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Théoréme 4.3.30 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Si u € H*(Q) et
ve HYQ), on a

ou

/QAu(x)v(x) de = — /Q Vu(z) - Vo(x)de + - %(m)v(x) ds. (4.22)

Démonstration. Comme (4.22) est vraie pour des fonctions de classe C? et que
les fonctions réguliéres sont denses dans H?(2) et H'(Q), on utilise un argument de
densité. Nous renvoyons a la démonstration du Théoréme 4.3.15 pour plus de détails.
Le seul argument nouveau ici est qu’il faut utiliser la continuité de 'application trace
1, c’est-a-dire 'inégalité (4.20). O

4.4 Quelques compléments utiles
Cette section peut étre omise en premiére lecture.

4.4.1 Démonstration du Théoréme 4.3.5 de densité
Nous commencons par le cas Q = RY qui est le plus simple.

Théoréme 4.4.1 Lespace C°(RY) des fonctions de classe C°° a support compact dans
RY est dense dans H'(RY).

Sl

1 -2n -n n 2n
n

FIGURE 4.3 — Fonctions p,, de régularisation (a gauche), et (,, de troncature (& droite).

Démonstration. La démonstration s’effectue par régularisation et troncature. Soit p €
C2°(B) (avec B la boule unité) telle que p > 0 et [, p(z)dz = 1. On définit une suite
“régularisante” py,(z) = n¥ p(nz) dont le support est contenu dans la boule de rayon 1/n
(voir la Figure 4.3). On régularise par convolution une fonction v € H*(R") en définissant

vila) = vepul@) = [ pula ~woluyy,
R
qui est de classe C*° et telle que Vv, = (Vv) % pn. On vérifie facilement que v, (respective-
ment Vv,,) converge vers v (respectivement Vo) dans L*(R"Y) : ¢’est évident si v (respective-
ment Vv) est continu, et par densité des fonctions réguliéres dans L?(RY) (voir le Théoréme



102 CHAPITRE 4. ESPACES DE SOBOLEV

4.2.1) le résultat s’étend a toute fonction de L?(R™). Tl ne reste plus qu’a tronquer la suite
vy, afin de lui donner un support compact. Soit ¢ € C°(RY) telle que 0 < ¢ < 1et ¢(x) =1
si |z| <1, ¢(z) = 0si |z| > 2. On pose (n(x) = ¢ (£) (voir la Figure 4.3) et on tronque v,
en définissant 0, (z) = vn(x)Cn (). On vérifie facilement aussi que ¥, (respectivement Vo, )
converge vers v (respectivement Vo) dans L*(R™). O

Le Théoréme 4.3.5 de densité pour un ouvert régulier ou pour le demi-espace est une
conséquence immédiate du résultat suivant combiné avec le Théoréme 4.4.1 de densité dans
lespace entier RY.

Proposition 4.4.2 Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien si Q = Rf, alors
il eziste un opérateur de prolongement P de H'(Q) dans H'(RY) qui est une application
linéaire continue telle que, pour tout v € H (),

1. Puv|g =
2. |PvllL2@ny < CllvllLzo
8. [Pollgr @~y < Cllvlla o
ot la constante C > 0 dépend seulement de S.

Démonstration. Tout d’abord, on démontre le résultat pour Q = RY. On note 2 = (2, zx)
avec ©’' = (x1,...,xx—1). Soit v € H*(RY). On définit

o v zN) sizy >0
Pylz) £ { v(a',—zn) siazy <O0.

On veérifie alors que, pour 1 <7< N — 1,

OPv %(LE/,LEN) sizn >0
(z) =

Oz (2!, —xn)  sizn <0,
et que
oPv 8‘2“1’\, (z',zN) sizy >0
@={ > .
orn 78;1’\, (', —zn) sian <O.

Ces égalités sont évidentes si v est une fonction réguliére, mais nécessitent une justification
lorsque v n’est dérivable que faiblement. Nous ne détaillons pas ici les arguments (faciles) qui
justifient ces égalités (il faut notamment utiliser la symétrie par réflexion de Pv; voir [36]
pour les détails). On en déduit donc les propriétés désirées pour Uopérateur de prolongement
P avec la constante C' = v/2 (dans le cas Q = RY).

Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, on utilise un argument de “cartes locales”
pour se ramener au cas ) = Rf. En reprenant les notations de la Définition 3.2.5 d’un ouvert
régulier, il existe un recouvrement fini de € par des ouverts (w;)o<i<r. On introduit alors
une “partition de 'unité” associée a ce recouvrement, c’est-a-dire des fonctions (6;)o<i<r de
C°(RM) telles que

I
0; € CZ(wi), 0<0;(x) <1, Z@t(a:) =1 dans Q.

1=0
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FI1GURE 4.4 — Cartes locales d’un ouvert régulier.

(L’existence d'une telle partition de l'unité est classique : voir le théoréme 3.2.9 dans [7].)
On va définir Pv sous la forme

I
Pv = Z Pi(ei’(}),
1=0

ou chaque opérateur P; est défini localement dans w;. Comme Opv est & support compact
dans Q, on définit Py(fov) comme Pextension de fpv par zéro en dehors de Q. Pour chaque
i € {1,...,I}, notant ¢; 'application qui transforme w; en un domaine de référence Q (voir
la Définition 3.2.5 et la Figure 4.4), on pose

w; = (Gw)o(qbi_lyQJr) avec QT = QNRY.

Cette fonction w; appartient 3 H*(Q") et est nulle dans un voisinage de 9QT NRY. Si
on I'étend par 0 dans RY \ QT, on obtient une fonction @; € H'(RY). On peut alors
prolonger par réflexion @; pour obtenir une fonction Pw; € H'(RY) (on utilise I'opérateur
de prolongement P qu’on vient de construire pour Rf ). On revient dans w; et on pose

Pi(el’(}) = (Pu%) O (;51

Par la régularité C' de ¢; et de son inverse on obtient les propriétés désirées pour P; et donc
P. |

Remarque 4.4.3 L’argument de “cartes locales” utilisé ci-dessus est tres classique et d’u-
tilisation courante dans de nombreuses démonstrations. Comme il est tout de méme assez
technique, nous I'invoquerons parfois sans donner plus de détails. °

4.4.2 Espace H(div)

Nous introduisons un autre espace, intermédiaire entre L?(Q) et H*(2), pour les fonctions
a valeurs vectorielles. Cet espace est trés utile dans certaines applications (voir par exemple
la Remarque 5.2.15).

Définition 4.4.4 L’espace H(div) est défini par

H(div) = {a e LAY tel que dive € LZ(Q)} , (4.23)
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ot divo est la divergence faible de o au sens de la Définition 4.2.6.

On vérifie facilement que c’est un espace de Hilbert (la démonstration est laissée au
lecteur en guise d’exercice).

Proposition 4.4.5 Muni du produit scalaire
(o,7) = / (o(z) - 7(z) + dive(x)divr (z)) dz (4.24)
Q

et de la norme ||o|| g (ai) = \/(0,0), Pespace H(div) est un espace de Hilbert.

Comme pour les espaces de Sobolev, on peut démontrer un résultat de densité des fonc-
tions réguliéres (nous omettons la démonstration qui est complétement similaire a celle du
Théoréme 4.3.5).

Théoréme 4.4.6 Si €2 est un ouvert borné régulier de classe C', ou bien si Q= Rf, alors
CE (N est dense dans H(div).

Un des intéréts de espace H (div) est qu’il permet de démontrer un théoréme de trace et
une formule de Green avec encore moins de régularité que dans 'espace de Sobolev H'(9).
En effet, si o appartient a H(div), on ne “contréle” qu’une seule combinaison de ses dérivées
partielles (et non pas toutes comme dans H'(f2)), mais on peut néanmoins donner un sens
a la trace normale o - n sur 9S).

Commencons par rappeler que 7o désigne Papplication trace de H' () dans L*(9€) (voir
le Théoréme de trace 4.3.13) et que Im(vo) = H'/?(9) qui est un sous-espace dense dans
L*(99) (voir la Remarque 4.3.17). On peut munir H'/2(9$) de la norme suivante

V]l 171200y = inf {6]l 111 () tel que y0(¢) = v}

qui en fait un espace de Banach (et méme un espace de Hilbert). On définit alors H~'/(99)
comme le dual de H'/?(99).

Théoréme 4.4.7 (Formule de la divergence) Soit Q un ouvert borné régulier de classe
C'. On définit I’application “trace normale” v,

H(div) N C@Q) — H~Y2(8Q) N C @)

o= (oihicisy = (o) = (0-n)|ysq
ot n = (ni)i<i<n est la normale unité extérieure a 2. Cette application vy, se prolonge
par continuité en une application linéaire continue de H(div) dans H71/2(8§2). De plus, si
o€ H(div) et p € H'(Q), on a
/ divog dz + / o-Vodr = (o-n,%(P)) y-1/2 y1/2aay- (4.25)
Q Q

Démonstration. Si Q est un ouvert régulier de classe C', I'Exercice 3.2.1 fournit la formule
d’intégration, dite de la divergence, par parties suivante

/Qdiva(bd:u+/ﬂa-V¢dx:/(ma-nqﬁds, (4.26)
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pour des fonctions réguliéres o et ¢. On remarque agréablement que le “vilain” terme de
droite dans (4.25) n’est autre que la “gentille” intégrale de bord usuelle dans (4.26). On
voit aisément que les deux termes de gauche de (4.26) ont bien un sens pour ¢ € H*(Q) et
o € H(div). Alors, par densité des fonctions réguliéres dans H*(Q) et H(div), les termes de
gauche de (4.26) sont étendus par continuité et le terme de droite apparait comme une forme
linéaire continue sur I'image de Papplication trace Im(vo), noté H'/2(9Q). Une telle forme
linéaire s’écrit exactement comme dans la formule (4.25) et la trace normale v, (o) est donc
bien définie comme un élément de H~1/2(9Q). O

On peut bien siir définir aussi équivalent de Hg(Q) pour 'espace H(div). On définit le
sous-espace Ho(div) de H(div) comme Padhérence de C2°(Q) dans H(div). C’est encore un
espace de Hilbert qui s’interpréte (si 'ouvert est régulier) comme le sous-espace des fonctions
de H(div) dont la trace normale est nulle.

4.4.3 Espaces W™?(Q)

Plus généralement, on peut définir des espaces WP (Q) pour un entier m > 0 et pour
un réel 1 < p < +oo. Ces espaces sont construits sur 'espace de Banach LP(Q) (voir (4.1)
et (4.2)). Comme nous I'avons dit & la Remarque 4.2.8, la notion de dérivée faible s’étend a
L?(€2). Nous pouvons donc donner la définition suivante.

Définition 4.4.8 Pour tout entier m > 0, l’espace de Sobolev W™ P(Q) est défini par
WP (Q) ={v e LP(Q) tel que, Va avec |a] < m, 0% € LP(Q)}, (4.27)
ot la dérivée partielle O%v est a prendre au sens faible.

Muni de la norme
1/p

ullwme@ = | D 10%ul?

la]<m

on vérifie que W™P?(Q) est un espace de Banach. Ces espaces sont particuliérement impor-
tants pour les problémes non-linéaires (que nous n’abordons pas ici, voir par exemple [30]),
mais aussi dans les problémes linéaires en raison des célébres inégalités de Sobolev. Nous
les énongons sans démonstration. Si Q est un ouvert régulier, ou bien si Q = RY ou Q = RY,
alors

sip< N Wh(Q)cC LYN) Vg€ [l,p*]avec 1/p* =1/p—1/N
sip=N WY (Q)C LYQ) Vq € [1,+o0] (4.28)
sip>N WhP(Q)cC@Q),

avec injection continue, c’est-a-dire que Wl’p(Q) C E veut dire qu'’il existe une constante C'
telle que, pour tout u € W1?(Q),

[ulle < Cllullwir@-

Le cas particulier p = 1 et m = N est remarquable car on peut démontrer trés simplement
une inégalité de type Sobolev.
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Lemme 4.4.9 L’espace WY1 (RY) s’injecte contindment dans lespace des fonctions con-
tinues bornées sur RY | noté Co(RY), et pour tout u € WN1(RY) on a

lullLoo vy < lullw .o gy (4.29)

Démonstration. Soit u € C°(RY). Pour x = (1, ...,zn), on a

T TN 8NU
= e —F—(y)dyr...d
u(z) /700 [N 8m1--~8mN(y) y1...dyn,
d’ott 'on déduit
oNu
llull Lo vy < ||m“L1(RN) < [lullw o gy

Or C2°(RY) est dense dans W' (RY) (cela se démontre comme le Théoréme 4.4.1 de densité
pour H'(R™)). Donc, par densité on obtient 'inégalité (4.29) pour tout v € W' (RV). Par
ailleurs, la fermeture de C2°(R”Y) pour la norme de L>(RY) est exactement C,(R") (en fait,
ces deux espaces ont la méme norme). Donc, (4.29) implique que les fonctions de W™-1(RY)
sont continues et bornées. a

4.4.4 Dualité

Rappelons que le dual V' d’'un espace de Hilbert V' est I’ensemble des formes linéaires
continues sur V. Par application du Théoréme 12.1.18 de représentation de Riesz, le dual de
L*(Q) est identifié & L*(Q) lui-méme. On peut aussi définir le dual d'un espace de Sobolev.
En Poccurrence le dual de H{ () joue un réle particulier dans la suite.

Définition 4.4.10 Le dual de espace de Sobolev H((Q) est appelé H *(Q). On note
(L, d) 1,11 (0) = L(¢) le produit de dualité entre H{ () et son dual pour tout forme linéaire

continue L € H™(Q) et toute fonction ¢ € Hg(Q).

On peut caractériser ce dual H~'(Q). On admettra le résultat suivant (voir [8]).

Proposition 4.4.11 L’espace H™'(Q) est caractérisé par

N
H'(Q) = {f = + Z g:; avec Vo, V1, ..., UN € LQ(Q)} .
=1 v

Autrement dit, toute forme linéaire continue sur H} (), notée L € H™ (), s’écrit pour tout

¢ € Hy(Q) .
L(o) :/Q <Uo¢ — ng—i) dx

avec Vo, V1, ..., UN € L2(Q).

Grace a l'espace H '(Q) on peut définir une nouvelle notion de dérivation pour les
fonctions de L?(Q) (plus faible encore que la dérivée faible de la Définition 4.2.3). Devant
cet afflux de notions de dérivation, rassurons le lecteur inquiet en disant qu’elles sont toutes
des avatars de la dérivation au sens des distributions (c’est justement un des intéréts de la
théorie des distributions d’unifier ces divers types de dérivation).
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Lemme 4.4.12 Soitv € L*(Q). Pour 1 < i < N, on peut définir une forme linéaire continue
2 dans H'(Q) par la formule

ov 96 )
<6_%7¢>H—17Hé(§2) :_/Qv&mdm Vo e Hy(Q), (4.30)
qui vérifie
Ov
< .
‘ ox; 1) = HUHLz(Q)

Sive HYQ), alors la forme linéaire continue % coincide avec la dérivée faible dans L*(Q)

de v.

Démonstration. On vérifie facilement que le membre de droite de (4.30) est une forme
linéaire continue sur Hg(€2). Par conséquent, il existe un élement L; € H*(Q) tel que
0
Li(¢p)=— [ v % ta.

On vérifie aussi facilement que I'application v — L; est linéaire continue de L?(Q) dans
H71(Q), et qu’elle prolonge la dérivation usuelle pour les fonctions v réguliéres (ou la déri-
vation faible pour v € H* (2)). Par conséquent, on peut étendre par continuité la dérivation

a toute fonction de L*(Q2) et noter L; = 22 O

Remarque 4.4.13 Grace au théoréme de représentation de Riesz on sait qu’on peut iden-
tifier le dual d’un espace de Hilbert avec lui-méme. Cependant, en pratique on n’identifie
jamais H™'(Q) et H} (). En effet, on a défini H} () comme un sous-espace strict (mais
dense) de L*(Q). Or on a déja décidé d’identifier L () (muni de son produit scalaire usuel)
et son dual (c’est juste une convention mais elle est universelle), donc on ne peut pas en plus
identifier H~(Q) et H}(Q) (avec un autre produit scalaire). La situation correcte et usuelle
est donc

Hy(Q) c L*(Q) = <L2(9)>/ c H'(Q),

ot les inclusions sont strictes. °

4.5 Lien avec les distributions

Toutes les notions introduites dans ce chapitre ont un lien avec la théorie des distributions
(voir le cours [7]). Stricto sensu nous n’avons pas besoin de la théorie des distributions pour
définir les espaces de Sobolev et résoudre des problémes aux limites (historiquement, les
distributions, en tant que théorie mathématique, sont apparues aprés les espaces de Sobolev
et approche variationnelle pour résoudre les équations aux dérivées partielles). Cependant,
la théorie des distributions est un cadre unificateur pour tous ces espaces, et ceux des lecteurs
qui la connaissent ne manqueront pas de se demander quels sont liens entre cette théorie
et ce que nous venons d’exposer. Quant aux lecteurs non familiers avec cette théorie, ils
peuvent légitimement s’interroger sur les idées essentielles & la base des distributions. C’est
pour satisfaire cette double curiosité que nous avons écrit cette section qui se veut un (tres)
bref et caricatural résumé de la théorie des distributions.
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Soit © un ouvert de RY. On note C°(Q) (ou D(R)) I'espace des fonctions de classe C™
a support compact dans Q. On munit C°(Q) d’une “pseudo-topologie”, c’est-a-dire qu’on
définit une notion de convergence dans C£°(£2). On dit qu’une suite (¢n)n>1 de C°(Q)
converge vers ¢ € C°(Q) si

1. le support de ¢, reste dans un compact K de €2,

2. pour tout multi-indice o, 9“¢,, converge uniformément dans K vers 9% ¢.

L’espace des distributions D'(Q) est le “dual” de D((Q), c’est-a-dire I'espace des formes
linéaires “continues” sur D(€). Les guillemets sont d’usage car il n’y a pas de norme définie sur
D(Q2), mais simplement une notion de convergence. Néanmoins, on peut définir précisément
D'(Q2) dont les éléments sont appelées distributions.

Définition 4.5.1 Une distribution T' € D'(QQ) est une forme linéaire sur D(Y) qui vérifie

lim T (¢n) =T(¢)

n—-+oo
pour toute suite (¢n)n>1 de CZ () qui converge vers ¢ € C°(Q) au sens défini ci-dessus.

On note (T, ¢) = T(¢) le produit de dualité entre une distribution 7' € D'(Q) et une
fonction ¢ € D(QQ) : ce produit de dualité “généralise” I'intégrale usuelle fQ T¢dx. En effet,
on vérifie que si f est une fonction (localement intégrable dans 2), alors on peut définir une
distribution T par

(Ty, Y= /qusdx.

Par conséquent, on identifie la fonction et la distribution associée Ty = f.

On peut aussi munir D’ (2) d'une notion de convergence : on dit qu'une suite T, € D'(£2)
converge au sens des distributions vers T € D'(Q) si, pour tout ¢ € D(Q),
Cette convergence au sens des distributions est une convergence extrémement faible (ou peu
exigeante) car elle correspond a une convergence intégrale ou “en moyenne”.

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T € D'(2), on
deéfinit g—xTi € D'(Q) par

Ti T

On vérifie qu’effectivement la dérivée g—xTi est une distribution, c’est-a-dire que les distribu-
tions sont infiniment dérivables! C’est 1a 'un des plus grands intéréts des distributions. On
vérifie aussi que si f est une fonction dérivable au sens classique, alors sa dérivée au sens des
distributions coincide avec sa dérivée usuelle.

Y Vo e D(Q).

Bien siir, on reconnait dans la dérivation faible au sens de la Définition 4.2.3 un cas par-
ticulier de dérivation au sens des distributions. De plus, tous les espaces LP(£2) ou les espaces
de Sobolev H™(2) sont des sous-espaces de I'espace des distributions D’(§2). En particulier,
on vérifie que toutes les convergences dans ces espaces impliquent la convergence au sens
des distributions (mais la réciproque est fausse). Enfin, les égalités dans les formulations
variationnelles (que nous avons interprétées comme des égalités presque partout) impliquent
encore plus simplement et plus généralement des égalités au sens des distributions.
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Lemme 4.2.4 u € L%(Q) est dérivable au sens faible si, Vi,
0
(dérivation faible) / uaj dz| < C||¢ll L2y Yo € CZ(Q)
Q i
Proposition 4.3.2 H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire (u,v) = / (Vu - Vv +uv)de
Q
Théoréme 4.3.5 C°(Q) est dense dans H'(f2)
(théoréeme de densité)
Proposition 4.3.10 Vu e HEH Q) (Q borné)
(inégalité de Poincaré) ullL2(0) < ClVul L2
Théoréme 4.3.13 u — ujpq application continue
(théoréme de trace) de H'(Q) dans L?(9Q)
Théoréme 4.3.15 Vu,v € HY(Q)
ov ou
(formule de Green) uz=—dr =— [ v—dzr+ uvn; ds
o Oz o O o0
Corollaire 4.3.16 H{ () est le sous-espace des fonctions de H' ()

(caractérisation de H}(Q)) | qui s’annulent sur 95

Théoréme 4.3.21 I'injection de H'(Q) dans L?(Q) est compacte
(théoréme de Rellich) (© borné régulier)

Théoréme 4.3.30 Vue H*(Q),v e HY(Q)
(formule de Green) / vAudx = —/ Vu-Voudz +/ %v ds
Q Q oa On

TABLE 4.1 — Principaux résultats sur les espaces de Sobolev qu’il faut absolument
connaitre.
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Chapitre 5

ETUDE MATHEMATIQUE
DES PROBLEMES
ELLIPTIQUES

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous terminons l’analyse mathématique des équations aux
dérivées partielles de type elliptique commencée au Chapitre 3. Pour montrer que les
problémes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-a-dire qu’elles
admettent une solution, unique, et dépendant contintiment des données, nous suivons
Papproche variationnelle présentée au Chapitre 3 et nous utilisons les espaces de
Sobolev introduits au Chapitre 4.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 5.2 nous expliquons en détail
le fonctionnement de I’approche variationnelle pour le Laplacien avec divers types de
conditions aux limites. Nous démontrons des résultats d’existence et d’unicité
des solutions. Nous montrons aussi que ces solutions minimisent une énergie et
qu’elles vérifient un certain nombre de propriétés qualitatives trés naturelles et
importantes du point de vue des applications (principe du maximum, régularité). La
Section 5.3 reprend le méme programme mais pour d’autres modéles plus compliqués
comme celui de 1’élasticité linéarisée ou celui des équations de Stokes. Si la
théorie d’existence et d’unicité est trés semblable au cas précédent, il n’en est pas de
meéme de toutes les propriétés qualitatives.

111
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5.2 Etude du Laplacien

5.2.1 Conditions aux limites de Dirichlet

Nous considérons le probléme aux limites suivant

u=20 sur 92 (5.1)

{ —~Au=f dans
ou € est un ouvert borné de I'espace RV, et f est un second membre qui appartient
a lespace L%(Q)). L’approche variationnelle pour étudier (5.1) est constituée de trois
étapes que nous détaillons.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

Dans une premiére étape il faut proposer une formulation variationnelle du prob-
léme aux limites (5.1), c’est-a-dire qu'’il faut trouver une forme bilinéaire a(:, -), une
forme linéaire L(-), et un espace de Hilbert V tels que (5.1) soit équivalent & :

Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € V. (5.2)

Le but de cette premiére étape est seulement de trouver la formulation variationnelle
(5.2) ; on vérifiera ’équivalence précise avec (5.1) plus tard au cours de la troisiéme
étape.

Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie I’équation (5.1) par une
fonction test réguliére v et on intégre par parties. Ce calcul est principalement formel
au sens oul I’on suppose l'existence et la régularité de la solution u afin que tous les
calculs effectués soient licites. A 1’aide de la formule de Green (4.22) (voir aussi (3.7))

on trouve 9
/fvdx:—/Auvdxz/Vu~Vvdx—/ 2 v ds. (5.3)
Q Q Q a0 On

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, v = 0 sur 0f2, on
choisit un espace de Hilbert V' tel que toute fonction v € V vérifie aussi v = 0 sur
0. Dans ce cas, 1’égalité (5.3) devient

/ Vu(z) - Vo(z) dx = / f(@)v(x) da. (5.4)
Q Q

Pour que le terme de gauche de (5.4) ait un sens il suffit que Vu et Vv appartiennent
a L?(Q) (composante par composante), et pour que le terme de droite de (5.4) ait
aussi un sens il suffit que v appartienne & L?(Q) (on a supposé¢ que f € L2(€)).
Par conséquent, un choix raisonnable pour 'espace de Hilbert est V = H{(Q), le
sous-espace de H'(2) dont les éléments s’annulent sur le bord 9.

En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour (5.1) est :

trouver u € HJ () tel que /

Vu-Vvdx:/ fvdx Yo € Hy(Q). (5.5)
Q Q
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Evidemment, nous avons fait un certain nombre de choix pour arriver a (5.5) ; d’autres
choix nous auraient conduit & d’autres formulations variationnelles possibles. La jus-
tification de (5.5) s’effectuera donc a posteriori : tout d’abord, la deuxiéme étape
consiste a vérifier que (5.5) admet bien une unique solution, puis la troisiéme étape
que la solution de (5.5) est aussi une solution du probléme aux limites (5.1) (dans un
sens A préciser).

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.

Dans cette deuxiéme étape nous vérifions que la formulation variationnelle (5.5)
admet une solution unique. Pour cela nous utilisons le Théoréme de Lax-Milgram
3.3.1 dont nous vérifions les hypothéses avec les notations

a(u,v) = /QVu(x) -Vu(x)dr et L(v) = /Qf(x)v(x) dx.

On voit facilement en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz que a est une forme
bilinéaire continue sur H}(f2) et que L est une forme linéaire continue sur HE(Q).
De plus, en vertu de 'inégalité de Poincaré (voir le Corollaire 4.3.12; on utilise ici
le caractére borné de l'ouvert 2), la forme bilinéaire a est coercive, ¢’est-a-dire qu’il
existe v > 0 tel que

a(v,v) = /Q |Vo(x)|2de > 1/||UH?{3(Q) Yo € Hy (Q).

Comme HE () est un espace de Hilbert (voir la Proposition 4.3.9), toutes les hy-
pothéses du Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 sont satisfaites et on peut donc conclure
qu’il existe une unique solution u € HE(Q) de la formulation variationnelle (5.5).

Remarque 5.2.1 Nous verrons plus loin au Chapitre 9 que, dans le cas présent,
comme la forme bilinéaire a est symétrique, il existe un autre argument que le
Théoréme de Lax-Milgram pour conclure. En effet, la solution de la formulation vari-
ationnelle est dans ce cas 'unique point de minimum de I’énergie définie par

1
J(v) = ia(v,v) —L(v) Vve H&(Q)
(voir la Proposition 5.2.7). Par conséquent, si on démontre que J a un unique point
de minimum, on a ainsi obtenu la solution de la formulation variationnelle. °

Etape 3 : Equivalence avec I’équation.

La troisiéme étape (la derniére et la plus délicate) consiste & vérifier qu’en résolvant
la formulation variationnelle (5.5) on a bien résolu le probléme aux limites (5.1), et
a préciser dans quel sens la solution de (5.5) est aussi une solution de (5.1). En
d’autres termes, il s’agit d’interpréter la formulation variationnelle et de retourner &
I’équation. Pour cela on procéde aux mémes intégrations par parties qui ont conduit a
la formulation variationnelle, mais en sens inverse, et en les justifiant soigneusement.
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Cette justification est trées facile si ’on suppose que la solution u de la formulation
variationnelle (5.5) est réguliére (précisément si u € H?(2)) et que l'ouvert Q est
aussi régulier, ce que nous faisons dans un premier temps. En effet, il suffit d’invoquer
la formule de Green (4.22) qui nous donne, pour v € H} (1),

/Vu~Vvdx:—/vAudx
Q Q

puisque v = 0 sur le bord 9€2. On en déduit alors
/ (Au+ flvde =0 Yve Cr(Q),
Q

ce qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que —Au = f dans L?(Q2), et on a
Iégalite

—Au = f presque partout dans (2. (5.6)
De plus, si Q est un ouvert borné régulier de classe C', alors le Théoréme de trace

4.3.13 (ou plus précisément son Corollaire 4.3.16) affirme que toute fonction de H{ ()
a une trace sur 99 nulle dans L?(2). On en déduit, en particulier, que

u = 0 presque partout sur 9. (5.7)

On a donc bien retrouvé I’équation et la condition aux limites de (5.1).

Si l’on ne suppose plus que la solution u de (5.5) et ouvert 2 sont réguliers, il faut
travailler davantage (on ne peut plus utiliser la formule de Green (4.22) qui nécessite
que v € H?(2)). On note 0 = Vu qui est une fonction & valeurs vectorielles dans
L2(Q)N. Par I'inégalitée de Cauchy-Schwarz, on déduit de la formulation variationnelle

(5.5) que, pour tout v € H} (1),
= ‘/ fudx
Q

/0~Vvdx
Q

Comme C(Q) C H(Q), (5.8) n’est rien d’autre que le critére d’existence d’une
divergence faible de o dans L?(Q) (voir la Définition 4.2.6 et le Lemme 4.2.7) qui
vérifie, pour tout v € C°(Q),

/0~Vvdx:—/divavd;v.
Q Q

/ (dive + flode =0 Yve Cr(Q),
Q

< Clvl p2(e)- (5.8)

On en déduit donc que

ce qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que —dive = f dans L?(Q2). Par con-
séquent dive = Au appartient & L*(Q) (rappelons que divV = A), et on retrouve
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Péquation (5.6). On retrouve la condition aux limites (5.7) comme précédemment si
Pouvert Q est régulier de classe C'. Si ) n’est pas régulier, alors on ne peut pas
invoquer le Théoréme de trace 4.3.13 pour obtenir (5.7). Néanmoins, le simple fait
d’appartenir & H}(Q) est une généralisation de la condition aux limites de Dirichlet
pour un ouvert non régulier, et on continuera & écrire formellement que v = 0 sur
of.

En conclusion nous avons démontré le résultat suivant.

Théoréme 5.2.2 Soit Q un ouvert borné de RY . Soit f € L*(Q). Il existe une unique
solution u € H}(Q) de la formulation variationnelle (5.5). De plus, u vérifie

—Au = f presque partout dans Q, et u € H}(Q). (5.9)

Si on suppose en plus que Q est réqulier de classe C*, alors u est solution du probléeme
aux limites (5.1) au sens o

—Au = f presque partout dans 2, u = 0 presque partout sur 0S2.

On appelle la solution u € Hj(2) de la formulation variationnelle (5.5) solu-
tion variationnelle du probléme aux limites (5.1). Par un raccourci de langage bien
commode, on dira que 'unique solution u € H}(Q2) de la formulation vari-
ationnelle (5.5) est l'unique solution du probléme aux limites (5.1). Cette
appellation est bien str justifiée par le Théoréme 5.2.2.

La solution de (5.1), que nous venons d’obtenir, ne vérifie a priori ’équation et la
condition aux limites que dans un sens “faible”; c’est-a~dire presque partout (ou méme
pire pour la condition aux limites si 'ouvert n’est pas régulier). On parle alors de
solution faible par opposition aux solutions fortes qu’on aurait pu espérer obtenir
dans la formulation classique de (5.1) (voir la Sous-section 3.1.2). De méme, on appelle
parfois la formulation variationnelle formulation faible de I’équation.

Remarque 5.2.3 En fait, la solution faible peut étre une solution forte si le second
membre f est plus régulier. Autrement dit, ’équation et la condition aux limites de
(5.1) peuvent étre vérifites en un sens classique, c’est-a-dire pour tout = € €, et
tout x € 01, respectivement. C’est ce qu’on appelle un résultat de régularité pour la
solution (voir plus loin le Corollaire 5.2.27). o

Remarque 5.2.4 1l faut bien comprendre le sens précis de 'expression Au dans
I'égalité (5.9) du Théoréme 5.2.2. Pour une fonction quelconque v de H} () nous
n’avons pas donné de sens (méme faible) a son Laplacien Av. Par contre, pour la
solution u € H}(Q) de la formulation variationnelle (5.5), nous avons montré que Aw
appartient a L2(€). o

Pour que le probléme aux limites (5.1) soit bien posé (au sens de Hadamard ; voir
la Définition 1.5.3), il faut, en plus de I'existence et de 'unicité de sa solution, montrer
que la solution dépend continiment des données. C’est une conséquence immédiate
du Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 mais nous en donnons un nouvel énoncé et une
nouvelle démonstration.
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Proposition 5.2.5 Soit Q un ouvert borné de RY, et soit f € L*(Q2). L’application
qui @ f € L?(Q) fait correspondre la solution unique u € H}(Q) de la formulation
variationnelle de (5.1) est linéaire et continue de L?(Q) dans H'(Q). En particulier,
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout f € L*(Q), on a

lull i) < Cllf L2 (5.10)

Remarque 5.2.6 L’inégalité (5.10) est ce qu’on appelle une estimation d’énergie.
Elle garantit que l’énergie de la solution est controlée par celle de la donnée. Les
estimations d’énergie sont trés naturelles d’un point de vue physique et trés utiles
d’un point de vue mathématique. °

Démonstration. La linéarité de f — u est évidente. Pour obtenir la continuité on
prend v = u dans la formulation variationnelle (5.5)

/|Vu|2dx:/fudx.
Q Q

On majore le terme de droite & ’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on minore
celui de gauche par la coercivité de la forme bilinéaire

vullingy < fllza@lullzze) < 1F e llul m @)

d’ott 'on déduit le résultat. O

Nous avons déja dit que la formulation variationnelle posséde souvent une interpré-
tation physique (c’est, par exemple, le principe des travaux virtuels en mécanique). En
fait, la solution de la formulation variationnelle (5.5) réalise le minimum d’une énergie
(trés naturelle en physique ou en mécanique). Le résultat suivant est une application
immédiate de la Proposition 3.3.4.

Proposition 5.2.7 Soit J(v) l’énergie définie pour v € H} () par
1 2
Jw)=- [ |Vv|*dz — | fudx. (5.11)
2 Ja Q

Soit u € HY(Q) la solution unique de la formulation variationnelle (5.5). Alors u est
aussi ['unique point de minimum de l’énergie, c’est-a-dire que

J = i J(v).
() = Join J()

Réciproquement, siu € HJ(Y) est un point de minimum de lénergie J(v), alors u est
la solution unique de la formulation variationnelle (5.5).
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Remarque 5.2.8 La Proposition 5.2.7 repose de maniére cruciale sur le fait que la
forme bilinéaire de la formulation variationnelle est symétrique. Si cela n’est pas le
cas, la solution de la formulation variationnelle ne minimise pas ’énergie (voir le
contre-exemple de 'Exercice 5.2.3).

Souvent 'origine physique du Laplacien est en fait la recherche des minima de
Pénergie J(v). Il est remarquable que ce probléme de minimisation nécessite de la part
de la solution u moins de régularité que I’équation aux dérivées partielles (une seule
dérivée permet de définir J(u) tandis qu'’il en faut deux pour Aw). Cette constatation
confirme le caractére “naturel” de la formulation variationnelle pour analyser une
équation aux dérivées partielles. °

Exercice 5.2.1 A l'aide de I'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité

de la solution de
{ —Au+u=/f dansQ

u=20 sur N2 (5.12)

ot  est un ouvert quelconque de I'espace RY, et f € L?((2). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d’ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de I'hypothése
que 2 est borné.

Exercice 5.2.2 Soit Q un ouvert borné de RY. A I'aide de I'approche variationnelle

démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probléme suivant de convection-diffusion

V.Vu—Au=f dans

{ u=20 sur 0f) (5.13)

ot f € L?(2) et V est une fonction réguliére & valeurs vectorielles telle que divV = 0
dans .

Exercice 5.2.3 On reprend les notations et hypothéses de |'Exercice 5.2.2. Montrer que
tout v € H}(Q) vérifie

/vV~Vvdx:O.
Q

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probléme de convection-
diffusion ne minimise pas dans H{ () I'énergie

1
J(v) = —/ ([Vol*> + 0V - Vo) do — / fudz.
2 Ja Q

La partie “unicité” du Théoréme 5.2.2 est utile pour démontrer des propriétés de
symétrie comme I’indique I'exercice suivant.

Exercice 5.2.4 On considére a nouveau le probléme aux limites (5.1). On suppose que
I'ouvert Q) est symétrique par rapport a I'hyperplan zy = 0 de méme que la donnée f (i.e.
f@' zn) = f(a',—xN)). Montrer que la solution de (5.1) a la méme symétrie. Montrer
que (5.1) est équivalent a un probléme aux limites posé sur QT = QN {zy > 0} avec
une condition aux limites de Neumann sur QN {zy = 0}.
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Remarque 5.2.9 Jusqu’ici nous avons supposé que le second membre f de (5.1) ap-
partenait & L?(Q), mais une grande partie des résultats reste valable si on suppose
seulement que f € H 1(Q) (espace de “fonctions” moins réguliéres). Les deux pre-
miéres étapes restent identiques a condition de remplacer I'intégrale usuelle fQ fvdx
par le produit de dualité (f,v)y -1 g1(o) (en particulier L(v) reste bien une forme
linéaire continue sur Hg (€2)). Dans la troisiéme étape, 'égalité —Au = f n’a plus lieu
qu’au sens de I'égalité entre éléments de H~1(2) (et non plus presque partout dans

Ce raffinement mathématique peut correspondre & une modélisation physique per-
tinente. Prenons comme exemple le cas d’un second membre concentré sur une hy-
persurface plutot que distribué dans tout €. Soit ' une hypersurface (une variété de
dimension N — 1) réguliére incluse dans 2. Pour modéliser un terme source concentré
sur T, on prend f € L?(") et on définit f € H~(Q) par

(fov)m—1 m1 (@) Z/Ffvd&

qui est bien une forme linéaire continue sur Hg () grace au Théoréme de trace 4.3.13.
[ ]

Remarque 5.2.10 Dans (5.1) nous avons considéré une condition aux limites de
Dirichlet “homogéne”; c’est-a-dire nulle, mais nous pouvons aussi bien traiter le cas
de conditions non-homogénes. Considérons le probléme aux limites

{ —Au=f dans Q

U = ug sur 0f2, (5.14)

ol ug est la trace sur 9Q dune fonction de H'(f2), toujours notée ug. Pour analyser
(5.14) on pose u = ug + @, et on cherche la solution de

{ ~Ai=f=f+Auy dansQ

=20 sur Of). (5.15)

Suivant la Remarque 5.2.9 on peut résoudre (5.15) par I'approche variationnelle car
f appartient & H (). En effet,

(f, V) -1 HL(Q) = / fvdz —/ Vug - Vv de
Q Q
est bien une forme linéaire continue sur HJ (€2). °

5.2.2 Conditions aux limites de Neumann
Nous considérons le probléme aux limites suivant

{ ~Au+u=f dansQ

% =g sur 0f) (5.16)



5.2. ETUDE DU LAPLACIEN 119

ot ) est un ouvert (non nécessairement borné¢) de I'espace RY, f € L2(Q) et
g € L?(09Q). L’équation de (5.16) est une variante du Laplacien ot nous avons ajouté
un terme d’ordre zéro afin d’éviter (en premier abord) une difficulté que nous réglerons
plus loin au Théoréme 5.2.18. L’approche variationnelle pour étudier (5.16) est sen-
siblement différente de celle présentée a la sous-section précédente dans le traitement
des conditions aux limites. C’est pourquoi nous détaillons & nouveau les trois étapes
de ’approche.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie I’équation (5.16) par une
fonction test réguliére v et on intégre par parties en admettant que la solution u est
suffisamment réguliére afin que tous les calculs effectués soient licites. La formule de
Green (4.22) (voir aussi (3.7)) donne

/f(x)v(x)das :/ (= Au(z) + ulx)) v(z) dz
Q Q

_ / (Vu(z) - Vo) + ulz)o(z)) dr — Z—Z(x)v(x)ds (5.17)
Q o0

= / (Vu(z) - Vu(z) + u(z)v(z)) dr — / g(x)v(z)ds.
Q

o0

Nous avons utilisé la condition aux limites de Neumann dans (5.17) et il n’est pas
nécessaire de l'inscrire dans le choix de ’espace de Hilbert V. Pour que le premier et
les deux derniers termes de (5.17) aient un sens il suffit de prendre V = H'(Q) (on
utilise le Théoréme de trace 4.3.13 pour justifier 'intégrale de bord).

En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour (5.16) est : trouver
u € HY(Q) tel que

/(Vu-Vv—l—uv)dm:/ gvds—l—/fvdacheHl(Q). (5.18)
Q o0 Q

Les étapes suivantes justifieront le choix de (5.18).

Remarque 5.2.11 La principale différence entre la formulation variationnelle (5.18)
pour une condition aux limites de Neumann et celle (5.5) pour une condition aux
limites de Dirichlet vient de ce que la condition de Dirichlet est inscrite dans le choix
de I'espace alors que la condition de Neumann apparait dans la forme linéaire mais
pas dans Iespace. La condition de Dirichlet est dite essentielle (ou explicite) car elle
est forcée par Iappartenance & un espace, tandis que la condition de Neumann est
dite naturelle (ou implicite) car elle découle de l'intégration par partie qui conduit
a la formulation variationnelle. °

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.
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Dans cette deuxiéme étape nous vérifions que la formulation variationnelle (5.18)
admet une solution unique. Pour cela nous utilisons le Théoréme de Lax-Milgram
3.3.1 dont nous vérifions les hypothéses avec les notations

a(u,v):/Q(Vu-Vv—Fuv)dx et L(v)z/aggvds—k/gfvdx.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et a I’'aide du Théoréme de trace 4.3.13,
on voit clairement que a est une forme bilinéaire continue sur H*({2) et que L est une
forme linéaire continue sur H'(Q). Par ailleurs, la forme bilinéaire a est manifestement
coercive (c’est pour cela qu’on a ajouté un terme d’ordre zéro au Laplacien) car

a(v,v) = [vll3p o) Vv € H'(Q).

Comme H'(Q) est un espace de Hilbert (voir la Proposition 4.3.2), toutes les hy-
pothéses du Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 sont satisfaites et on peut donc conclure
qu’il existe une unique solution u € H*(Q) de la formulation variationnelle (5.18).

Remarque 5.2.12 Pour analyser le probléme aux limites (5.16) dans le cas ot g = 0,
on aurait pu étre tenté d’inscrire la condition aux limites de Neumann dans ’espace de
Hilbert V. Il n’est pas possible de choisir V ={v € H'(Q2), % = 0 sur 9} car, pour
une fonction v € H* () % n’a pas de sens sur 0f). En effet, Vv n’est qu’une fonction
de L?(€2) (composante par composante) et on sait qu’il n’y a pas de notion de trace sur
99 pour les fonctions de L2(Q). On pourrait choisir V = {v € H(Q), 2% = 0 sur 9Q}
qui est bien un sous-espace fermé de H?(f2) en vertu du Théoréme de trace 4.3.28.
Mais avec ce dernier choix une nouvelle difficulté surgit : la forme bilinéaire a n’est
pas coercive sur V' et on ne peut pas appliquer le Théoréme de Lax-Milgram. Il n’y a
donc pas moyen de prendre en compte la condition aux limites de Neumann dans le
choix de I’espace de Hilbert. °

Etape 3 : Equivalence avec I’équation.

Nous interprétons maintenant la formulation variationnelle (5.18) pour vérifier
qu’on a bien résolu le probléme aux limites (5.16), dans un sens & préciser. Nous
allons supposer que les données sont réguliéres (voir la Remarque 5.2.15 lorsque I'on
ne fait pas cette hypothese). Plus précisément nous allons supposer que nous sommes
dans les conditions d’application du lemme suivant de régularité que nous admettrons
(voir la sous-section 5.2.4 pour des résultats similaires).

Lemme 5.2.13 Soit Q un ouvert régulier de classe C' de RYN. Soit f € L*(Q) et
g la trace sur 02 d’une fonction de H'(Q). Alors la solution u de la formulation
variationnelle (5.18) appartient @ H?().

Grace au Lemme 5.2.13 on peut utiliser la formule de Green du Théoréme 4.3.30

ou
/QAu(x)v(:v) de = — /Q Vu(z) - Vo(z) de + / —(x)v(z)ds. (5.19)

a0 on
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qui est valable pour u € H?(Q2) et v € H*(2). Rappelons que l'intégrale de bord
dans (5.19) a bien un sens a cause du Théoréme de trace 4.3.28 qui affirme que pour
u € H*(Q) la dérivée normale 2% a un sens dans L?(9€2). On déduit alors de (5.18)
et (5.19) que, pour tout v e H(Q),

/Q(Au—u—i—f)vdx:/aQ (g—Z— )vds‘ (5.20)

Si l'on prend v € C°(Q) € H'(Q) dans (5.20), le terme de bord disparait et I’on
déduit, en vertu du Corollaire 4.2.2, que Au — u + f = 0 dans L?(2), donc presque
partout dans 2. Par conséquent, le membre de gauche de (5.20) est nul, donc

ou B 1
Ag(g—%)vdS—OVUEH ().

Or l'image de H'(f2) par 'application trace est dense dans L?(9€2) (voir la remarque
4.3.17), ce qui entraine que g — % = 0 dans L?(09), et donc presque partout sur 95,

En conclusion nous avons démontré le résultat suivant.

Théoréme 5.2.14 Soit Q) un ouvert régulier de classe C1 de RN . Soit f € L*(Q2) et
g la trace sur OQ d’une fonction de H'(Q). Il existe une unique solution u € H'(Q)
de la formulation variationnelle (5.18). De plus, u appartient a H?(Q) et est solution
de (5.16) au sens o

0
—Au + u = f presque partout dans €2, 8_u = g presque partout sur OS).
n

Exercice 5.2.5 Démontrer que I'unique solution v € H'(2) de la formulation varia-
tionnelle (5.18) vérifie I'estimation d’énergie suivante

lullzr ) < C (1 f1l2@) + 9l z209)) -
ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.

Comme dans la sous-section précédente, par habitude (et lorsque le contexte ne
préte pas a confusion) on dit que 'unique solution v € H'(Q) de la formulation
variationnelle (5.18) est 'unique solution faible du probléme aux limites (5.16).

Remarque 5.2.15 (délicate) Lorsque Pouvert 2 n’est pas régulier et que g est seulement
une fonction de L?(9Q), on a aussi démontré I'existence d'une unique solution u € H"'(Q)
de la formulation variationnelle (5.18). Pour montrer que cette solution vérifie 'équation
—Au + u = f presque partout dans 2, il faut utiliser un argument un peu plus compliqué.
En notant o = Vu € L?(Q)Y, on déduit de (5.18) que, pour tout v € C°(Q),

/U-Vvda: /uvdm +’/ fvdx
Q Q Q

<

< Clvllr2 (o)
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qui n’est rien d’autre que le critére d’existence d’une divergence faible de o dans L*(9) (voir
la Définition 4.2.6 et le Lemme 4.2.7). On a donc dive € L*() et

/ (divo = u+f)vde =0 Yue CZ(Q),
Q

ce qui implique, en vertu du Corollaire 4.2.2, que —dive = —Au = f — u dans L*(9).

On peut aussi retrouver la condition aux limites de Neumann, dans un sens trés faible,
si l'ouvert est régulier (mais pas g). Pour ce faire on utilise Pespace H(div) introduit a la
Sous-section 4.4.2 et défini par H(div) = {o € L*(Q)" tel que dive € L*(Q)} . Le Théoréme
4.4.7 affirme que, si Q est un ouvert régulier de classe C', on a la formule d’intégration par
partie suivante

/divavda:—i—/a-Vvdm = (0N, V) y-1/2 11/2(90) (5.21)
Q Q

pour v € H'(Q) et o € H(div). Le terme de droite de (5.21) désigne le produit de dualité
entre HY2(9Q) et son dual, notée H~1/2(9Q). Si o et v sont des fonctions réguliéres, ce
“vilain” terme n’est autre que lintégrale de bord usuelle fm vo - nds. Sinon, la formule
(5.21) donne un sens & o - n sur IQ (comme élément du dual H~/2(8Q)) pour o € H(div).

Si on applique ce résultat a la solution de (5.18) (avec o = Vu), on en déduit que la con-
dition aux limites de Neumann est vérifiée comme égalité entre éléments du dual H~/2(9Q)
(car g € L*(0) ¢ H™Y2(9Q)). Cet argument est passablement compliqué, et en pratique
on se contentera de dire que la formulation variationnelle contient une généralisation de la
condition aux limites de Neumann, et par habitude on continuera & écrire formellement
que g—z = g sur 0. °

Comme dans la sous-section précédente, on peut montrer que la solution de (5.16)
minimise une énergie. Remarquons que, si g = 0, alors I’énergie (5.22) est la méme que
celle (5.11) définie pour le Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet (modulo
le terme d’ordre zéro). Néanmoins, leurs minima ne sont en général pas les mémes
car on minimise sur deux espaces différents, & savoir H3(Q) et H(€2). La Proposition
suivante est une application immédiate de la Proposition 3.3.4.

Proposition 5.2.16 Soit J(v) l’énergie définie pour v € H*(Q) par

J(”):%/Q<|VU|2+Ivlz)dx—/gfvdx—/émgvds. (5.22)

Soit u € HY () la solution unique de la formulation variationnelle (5.18). Alors u est
aussi ['unique point de minimum de ’énergie, c’est-a-dire que

J(u) = in J(v).
()= ey 71

Réciproquement, si u € H(Q) est un point de minimum de l’énergie J(v), alors u est
la solution unique de la formulation variationnelle (5.18).
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Exercice 5.2.6 On suppose que  est un ouvert borné régulier de classe C'. A I'aide
de I'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

—Au=f dans Q2
{ % +u=g surdf) (5.23)
ot f € L3(Q) et g est la trace sur 92 d'une fonction de H'((2). On démontrera I'inégalité
suivante (qui généralise celle de Poincaré)

vl L2y < C (IvllL200) + IVl L20) Yo € HY(Q).

Exercice 5.2.7 On suppose que €) est un ouvert borné connexe. A I'aide de I'approche
variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des con-

ditions aux limites mélées
—Au=f dans

gu =0 sur 00y (5.24)
u=0 sur 9Qp

ou f € L3(9), et (0Qn,0p) est une partition de IS telle que les mesures superficielles
de Qn et ONp sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)

Nous revenons maintenant au véritable opérateur Laplacien (sans ajout d’un terme
d’ordre zéro comme dans (5.16)) et nous considérons le probléme aux limites

{ —Au=f dansQ (5.25)

%:g sur 0f)

ot §) est un ouvert borné connexe de I'espace RY, f € L?(Q) et g € L*(09). La
difficulté nouvelle dans (5.25) par rapport a (5.16) est qu’il n’existe une solution que
si les données f et g vérifient une condition de compatibilité. En effet, il est facile
de voir que s’il existe une solution v € H?((2), alors intégrant 1’équation sur Q (ou
bien utilisant la formule de Green (4.22)) on a nécessairement

/Qf(x) dx + /(mg(:v) ds = 0. (5.26)

Remarquons aussi que si u est solution alors u + C, avec C' € R, est aussi solution.
En fait, (5.26) est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution
dans H'(f2), unique a I’addition d’une constante prés. Remarquons que, si I'ouvert
Q n’est pas connexe, alors il faut écrire (5.26) pour chaque composante connexe de
Q) et 'unicité de la solution vaudra a ’addition prés d’une constante par composante
connexe (avec ces modifications tous les résultats qui suivent restent valables).

Remarque 5.2.17 Physiquement, la condition de compatibilité (5.26) s’interpréte
comme une condition d’équilibre : f correspond & une source volumique, et g & un
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flux entrant au bord. Pour qu’il existe un état stationnaire ou d’équilibre (c’est-a-dire
une solution de (5.25)), il faut que ces deux termes se balancent parfaitement. De
méme, 'unicité “4 une constante additive prés” correspond & ’absence d’origine de
référence sur ’échelle qui mesure les valeurs de w (comme pour la température, par
exemple). °

Théoréme 5.2.18 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de R . Soit
f € L?(Q) et g € L2(09Q) qui vérifient la condition de compatibilité (5.26). Il existe
une solution faible v € HY(Q) de (5.25), unique a l’addition d’une constante prés.

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on procéde comme pour
I’équation (5.16). Un calcul similaire conduit a

/Vu~Vvda::/ gvds—|—/fvdx
Q a0 Q

pour toute fonction test réguliére v. Pour donner un sens a tous les termes de cette
égalité, on pourrait choisir H!(2) comme espace de Hilbert V', mais nous ne pourrions
montrer la coercivité de la forme bilinéaire. Cette difficulté est intimement liée au fait
que, si u est solution, alors u + C' est aussi solution. Pour éviter cet inconvénient,
on léve I'indétermination de cette constante additive en ne travaillant qu’avec des
fonctions de moyenne nulle. Autrement dit, on pose

V= {veHl(Q),/ﬂv(x)dx—o}

et la formulation variationnelle de (5.25) est :
trouver u € V tel que / Vu-Vvdxz/ gvd8+/ fvdz Vv eV (5.27)
Q o0 Q

On peut également choisir V = H'(Q)/R, c’est-a-dire quotienter H*({)) par les con-
stantes (les éléments de H'(2)/R sont les classes de fonctions de H'({2) égales & une
constante prés).

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram & la formulation variation-
nelle (5.27), la seule hypothése délicate a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire.
Celle-ci s’obtient grace & une généralisation de 'inégalité de Poincaré, connue sous
le nom d’inégalité de Poincaré-Wirtinger : si 2 est borné et connexe, il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout v € H'(Q),

_ Jqude
Jodz
L’inégalité (5.28) se démontre par contradiction comme dans la deuxiéme démon-

stration de la Proposition 4.3.10 (nous laissons cela au lecteur en exercice). Comme
m(v) = 0 pour tout v_€ V, (5.28) prouve que ||Vv|[z2(q) est une norme dans V,

lv —m(v)||z20) < C|[Vv| r2q) avec m(v) (5.28)
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équivalente a la norme usuelle ||v|| g1 (q), et donc que la forme bilinéaire est coercive
sur V.

Finalement, pour montrer que la solution unique de (5.27) est bien une solution
du probléme aux limites (5.25), on procéde comme précédemment lors de la démon-
stration du Théoréme 5.2.14. On obtient ainsi pour tout v € V,

/Q(Au—i-f)vdx = /89 <Z_Z - > vds. (5.29)

Or, quelque soit w € H'(Q), la fonction v = w — m(w) appartient 4 V. En choisissant
une telle fonction dans (5.29), en regroupant les termes en facteur de la constante
m(w) et en utilisant la condition de compatibilité (5.26) ainsi que I'égalité [, Audz =
Jo0 2% ds, on déduit donc de (5.29)

on
ou
/Q(Au—i-f)wdx:/aQ <%— >wds Yw € HY().

On peut donc conclure comme d’habitude que u vérifie bien le probléme aux limites
(5.25). 0

Exercice 5.2.8 Démontrer |'inégalité de Poincaré-Wirtinger (5.28).

Exercice 5.2.9 On suppose que € est un ouvert borné connexe régulier. Soit f € L?(2).
On considére la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'((2) tel que

/Qw-vudx+</ﬂudx) </deac> :/vadas Yo e HY(Q).

Démontrer |'existence et |'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probléme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdz =0,
quel probléme déja étudié retrouve-t-on ?

5.2.3 Coefficients variables

Dans les deux sous-sections précédentes nous avons considéré des problémes aux
limites pour I'opérateur Laplacien. On peut facilement généraliser les résultats obtenus
a des opérateurs plus généraux, dits elliptiques du deuxiéme ordre a coefficients
variables. Ce type de probléme est issu de la modélisation des milieux hétérogénes.
Si I’on reprend I'exemple de la conduction de la chaleur (détaillé dans le Chapitre 1),
dans un milieu hétérogene la conductivité k(x) est une fonction variable d’un point &
I'autre du domaine. Dans ce cas, on considére le probléme aux limites

{ —div(kVu) = f  dans Q

u=20 sur 0f) (5.30)

ot  est un ouvert borné de l'espace RY, et f € L?(Q2). Bien str, si k(z) = 1, on
retrouve le Laplacien. Il est facile de généraliser le Théoréme 5.2.2.
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Proposition 5.2.19 Soit Q un ouvert borné de RY. Soit f € L?(Q2). On suppose que
le coefficient k(z) est une fonction mesurable et qu’il existe deux constantes stricte-
ment positives 0 < k=~ < kT telles que

0< k™ <k(x) <k' presque partout x € Q. (5.31)
Alors, il existe une unique solution (faible) u € H}(Q) de (5.50).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie I’équation
(5.39) par une fonction test v et on intégre par partie en utilisant la formule de Green
de "Exercice 3.2.1

/Q divo(z)o(z) dz = — /Q o) - Volz)dz + /8 o@) n(@) @) ds,

avec o = kVu. Pour tenir compte de la condition aux limites de Dirichlet on choisit
H}(Q) comme espace de Hilbert, et on trouve la formulation variationnelle de (5.30) :

trouver u € H} () tel que /

EVu-Vudr = / fvdx Yo € Hy(Q). (5.32)
Q Q

Grace a I'hypothése (5.31) on vérifie que la forme bilinéaire de (5.32) est continue

<EVul L2 IVl 29,

/ kNVu-Vvdx
Q

et qu’elle est coercive

/ EVu - Vudr > k*/ |Vu|*dz > viull a0
Q Q

avec v > 0 grace a l'inégalité de Poincaré. On peut donc appliquer le Théoréme de
Lax-Milgram, ce qui démontre ’existence et I'unicité de la solution de la formulation
variationnelle (5.32). Pour montrer que cette solution variationnelle est bien une so-
lution du probléme aux limites (5.30), on procéde comme précédemment lors de la
démonstration du Théoréme 5.2.2. g

Remarque 5.2.20 1l est trés important de laisser 1’équation (5.30) sous forme de
divergence : on pourrait a priori I’écrire aussi

—div(kVu) = —kAu — Vk - Vu,

mais cette derniére forme n’a de sens que si le coefficient k est dérivable. Au contraire,
Péquation (5.30) a un sens méme si k est discontinu. °

En fait, lorsque I’équation (5.30) est sous forme de divergence, son interprétation
“au sens faible” contient plus d’informations que son écriture classique. Plus pré-
cisément, la notion de divergence faible contient implicitement ce qu’on appelle les
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conditions aux limites de transmission entre deux sous-domaines occupés par
deux matériaux de conductivité différente. Considérons un exemple ou (21, 22) est
une partition de 2 sur laquelle k(z) est constant par morceaux

k(x) =k; > 0 pour z € Q;,i=1,2. (5.33)

On note I' =01 MIN, Vinterface (supposée réguliére et incluse dans ) entre €, et
Qs (voir la Figure 5.1), et u; = uj, la restriction de la solution u a Q;.

Q,

FIGURE 5.1 — Interface entre deux sous-domaines et condition de transmission.

Lemme 5.2.21 Sous l’hypothése (5.33) le probleme (5.30) est équivalent a

—kiAu; = f dans Q;, i =1,2,
u; =10 sur 02,
U = Uso sur T, (5.34)

k1Vui-n =koVus-n surl.

Les deux derniéres lignes de (5.84) sont appelées conditions aux limites de trans-
mission sur l’interface T'.

Démonstration. Si u € H}(Q) est solution de (5.30), par application du Théoréme
de trace 4.3.13, on doit avoir u; = ug sur I'. Si on pose 0 = kVu et 0; = ojq, = kiVu;
sa restriction & €2;, on sait que o, ainsi que sa divergence, appartiennent a L?(Q).
Alors, en vertu du Théoréme 4.4.7, la composante normale o - n a un sens sur I et on
doit avoir o1 -m =09 -n sur I

Réciproquement, on construit une formulation variationnelle de (5.34) pour mon-
trer qu’elle admet une unique solution qui coincide avec la solution u de (5.30). On
cherche u; € H'(€;) et on multiplie chaque équation dans ; par la méme fonction
test v € H}(Q). En intégrant par partie et en sommant on obtient

0 0
Vuy-Voudr+ Vuy-Vou dac—l—/ (k;lﬂ + k2ﬂ> vds = fvodz+ fudz.
oh Qs r ony Ona [oh) Qs
(5.35)
Comme n; = —ny l'intégrale sur 'interface I' disparait & cause de la condition aux

limites de transmission. D’autre part, si v est défini comme u; dans Q; et us dans
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2, la condition de transmission u; = ug sur I' implique que u € H'(Q) en vertu du
Lemme 4.3.19. Par conséquent, (5.35) n’est rien d’autre que la formulation variation-
nelle (5.32). O

Exercice 5.2.10 Soit  un ouvert borné et K un compact connexe de RY inclus dans
Q (on suppose que Q \ K est régulier). Soit f € L%*(Q). On considére un probléme
de conduction dans Q ot K est une inclusion parfaitement conductrice, c'est-a-dire que
I'inconnue u (la température ou le potentiel électrique, par exemple) est constante dans
K (cette constante est aussi inconnue). On suppose qu'il n’y a pas de terme source dans
K. Ce probléme se modélise par

—Au=f dans Q\ K
u=C sur OK
%ds =0 surdK
oK 8n
u=>0 sur 012,

ou C est une constante inconnue a déterminer. Trouver une formulation variationnelle de
ce probléme aux limites et démontrer I'existence et I'unicité d’une solution (u, C').

On peut encore généraliser ce qui précéde a des opérateurs plus généraux avec des co-
efficients tensoriels A(z) = (ai;(2)),<; j<n- On suppose que la matrice A est uniformément
définie positive sur 2 (ou coercive, ou elliptique), c’est-a~dire qu’il existe une constante o > 0
telle que, presque partout dans 2,

N

A@)E- €= ai(2)&&; > al¢l® pour tout € € RY, (5.36)

i,j=1

et qu’elle est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe une constante 8 > 0 telle que,
presque partout dans 2,

|A(z)¢] < Bl¢| pour tout £ € RY. (5.37)
On définit alors 'opérateur
N
0 0
—div(A i .
div(AV.) ”2:31 B0 (a] pre ) (5.38)

et on considére le probléme aux limites

{ —div(AVu) = f  dans Q, (5.39)

u=20 sur 0.

Plusieurs motivations physiques conduisent & des modéles du type de (5.39). Dans I'exemple
de la conduction de la chaleur, un milieu anisotrope (pour lequel la conductivité n’est pas la
meéme dans toutes les directions) est caractérisé par une matrice symétrique de conductivité
A(z) (non proportionnelle a I'identité). Le cas des matrices A(x) non symétriques correspond,
par exemple, & la prise en compte d'un effet de convection. En effet, si on décompose A =
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A®+ A® en sa partie symétrique A° = (A+A')/2 et sa partie antisymétrique A* = (A—A")/2,
un calcul simple montre que

N
—div(AVu) = —div(A°Vu) + V- Vu avec Vj(z)= Z

i=1

10(aji — aiy)

ou V. s’interpréte comme une vitesse de convection.

Exercice 5.2.11 Démontrer sous les hypothéses (5.36) et (5.37) que (5.39) admet une unique
solution (faible) v € Hg(Q) si f € L*(Q).

On peut remplacer la condition aux limites de Dirichlet dans (5.39) par une condition
aux limites de Neumann qui, pour l'opérateur (5.38), s’écrit

ou al ou
s (A(x)Vu) ‘n = ”2:1 aij(x)aij = 0 sur 09,

ol % est la dérivée, dite conormale, de u associée a lopérateur (5.38). Cette condition
de Neumann est trés naturelle d’'un point de vue physique puisque, si on introduit le flux
o = AVu, elle exprime que la composante normale du flux est nulle sur le bord o -n = 0 sur

Q2.

Exercice 5.2.12 Pour f € L*(Q), g € L*(9), montrer |'existence et I'unicité de la solution
de

Qu_ sur 0f2.

{ —div(AVu) +u = f dans Q,
ony =9

5.2.4 Propriétés qualitatives

Dans cette sous-section nous étudions quelques propriétés qualitatives des solu-
tions du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet. Dans toute cette sous-
section, ) est un ouvert borné de RY et f € L?(). Le Théoréme 5.2.2 fournit une
unique solution u € H}(Q) de

{ —Au=f dans (5.40)

u=20 sur Of2.

Principe du maximum

Nous commengons par retrouver cette propriété découverte au Chapitre 1 (grace
a des formules explicites en dimension N = 1; voir la Remarque 1.2.10) et exploitée
numériquement au Chapitre 2.

Théoréme 5.2.22 (Principe du maximum) Si f > 0 presque partout dans Q,
alors uw > 0 presque partout dans ).
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Remarque 5.2.23 Le principe du maximum ne fait que traduire une propriété par-
faitement naturelle du point de vue physique : par exemple dans le contexte de I’équa-
tion stationnaire de la chaleur, si on chauffe (f > 0), la température intérieure est
toujours plus grande que la température au bord (u > 0). Le principe du maximum
reste valable si on remplace le Laplacien par 'opérateur plus général (5.38) a coeffi-
cients variables dans L>(€2) ou bien si’on considére le probléme (5.16) avec condition
aux limites de Neumann. La validité du principe du maximum est fondamentalement
liée au caractére “scalaire” de 1’équation (c’est-a-dire que l'inconnue u est & valeurs
dans R). Ce principe du maximum tombe généralement en défaut si I'inconnue u est
a valeurs vectorielles (par exemple pour le systéme (5.56) de 1'élasticité). °

Démonstration. On utilise la formulation variationnelle (5.5) de (5.40) avec v
u~ = min(u,0) qui appartient bien 4 H}(Q) en vertu du Lemme 5.2.24 (car u
ut+u7). On a

/ fu dxr = / Vu-Vu dz = / ly<oVu - Vudr = / |Vu~|?de > 0.  (5.41)
Q Q Q Q

Mais u~ < 0 et f > 0 presque partout dans €. Par conséquent, tous les termes de
(5.41) sont nuls, et comme v~ € H}(Q) on en déduit que u~ = 0, c’est-a-dire que
u > 0 presque partout dans 2. O

Lemme 5.2.24 Siv € H}(Q), alors vi =max(v,0) appartient a H} () et
Vo =1,50Vv presque partout dans Q,

ot 1yso(x) estla fonction qui vaut 1 la ot v(x) > 0 et 0 ailleurs.

Remarque 5.2.25 La démonstration du Lemme 5.2.24 est assez longue et technique
(elle peut étre omise en premiére lecture). Expliquons néanmoins pourquoi cette dé-
monstration n’est pas simple, et en particulier pourquoi on ne peut pas utiliser le
Lemme 4.3.19 qui affirme qu’une fonction définie “par morceaux”, appartenant a H*
de chaque sous-domaine et continue aux interfaces entre les sous-domaines appartient
en fait & H' du domaine entier. En effet, on appliquerait le Lemme 4.3.19 & v sur
le sous-domaine v > 0 et & 0 sur le sous-domaine v < 0, et le tour serait joué. Le
probléme est qu’en général la frontiére de ces deux sous-domaines (définie par v = 0)
n’est pas réguliére (au sens de la Définition 3.2.5) méme si v est une fonction réguliére.
[ ]

Démonstration. Montrons tout d’abord que, si v € H}(Q) et si G(t) est une fonction de
R dans R, de classe C* telle que G(0) = 0 et G'(t) est borné sur R, alors G(v) € Hg(Q) et
V(G(v)) = G'(v)Vu. Par définition de H3(Q), il existe une suite de fonctions v, € C°(Q)
qui converge vers v dans la norme de H'(Q) (en particulier, pour une sous-suite, v, et Vv,
converge presque partout dans 2 vers v et Vv respectivement ; voir le corollaire 3.3.3 de [7]).
On a

Glo) — G < (sup 167 0)) o o], (5.42)
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donc G(vy,) converge vers G(v) dans L*(€2). D’autre part, pour 1 <4 < N,
OG (vp) v ] y v, Ov
-G (v + (btlel§|G (t)|) 92, |

!
ox; ( )832
converge presque partout vers 0 (pour une sous-suite) et est

(5.43)

’G Up) — G/(’U)| ’88_1)

Comme |G (vn) — G"(v))| ]g—

majoré par 2 (sup |G’ (t)]) | 2= (€2), par application du théoréme de con-

vergence dominée de Lebesgue (voir le théoréme 2.3.7 de [7]) cette suite de fonctions converge
vers 0 dans L?(Q). Le dernier terme majorant dans (5.43) converge aussi vers 0 dans L*(Q),
donc G(vy,) est une suite de Cauchy dans Hg () qui est un espace de Hilbert : elle converge
vers une limite w € H§(Q). Par identification des limites, on trouve que w = G(v) dans
L*(Q) et que # = G’(v)g—;’i dans L?(Q), d’ot le résultat.

Nous allons maintenant approcher la fonction ¢ — max(t,0) par une suite de fonctions
G (t) du type précédent pour démontrer que v appartient & Hg(Q). Soit G(t) une fonction
de C'(R) telle que

1 1
G(t):osit<5 0<G'(t) < ig<t<l, G't)=1si1<t.
On définit G, (t) = G(nt)/n pour n > 1, et on sait par Pargument précédent que G, (v) €
H{ () et aGagiv) G, (v) 2. D’autre part, on vérifie que
1
|G (v) = "] <sup |Ga(t) =] <
teR n’

donc G, (v) converge vers v dans L*(2). On a aussi, pour tout 1 < i < N,

G (v) v , v v
—S 5= < 1y =1G,(v) — 1, — | < locwecti/n | =— |,
aiﬂi >0 83}'1 ‘ n( ) >0‘ 83}'1 > lo<w<l/ &m
et comme lg.,<1/, converge vers 0 presque partout le théoréme de convergence dominée

2Gu (v)

de Lebesgue prouve que converge vers l,~02% 81 dans L?(£2). On en déduit, comme

précédemment, que Gy (v) converge vers v dans Hj (Q) et que Voo = 1,50Vo. d

Exercice 5.2.13 Montrer que |'application (non-linéaire) v — vt est continue de L?(£2)
dans lui-méme, ainsi que de H'(Q2) dans lui-méme (utiliser le fait que Vu = 0 presque
partout sur I'ensemble u~1(0)).

Régularité

Nous montrons maintenant que la solution d’un probléme aux limites elliptique
est plus réguliére que prévue si les données sont plus réguliéres que nécessaire.

Théoréme 5.2.26 (de régularité) Soit un entier m > 0. Soit Q un ouvert borné
de RN de classe C™T2. Soit f € H™(Q). Alors, l'unique solution u € H} () de (5.40)
appartient @ H™ 2(Q). De plus, lapplication f — u est linéaire continue de H™ ()
dans H™+2(Q), c’est-a-dire qu’il existe une constante C > 0 telle que

Nl 2y < Clfllem )
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Par application immédiate du Théoréme de régularité 5.2.26 et du Théoréme 4.3.25
(sur la continuité des fonctions de H™(€2)), on obtient comme corollaire le résultat
annoncé auparavant dans la Remarque 5.2.3, & savoir que les solutions faibles d’équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques sont en fait des solutions fortes (ou classiques)
si les données sont réguliéres.

Corollaire 5.2.27 Si Q) est un ouvert borné de RY de classe C™2, si f € H™(Q),
et sim > N/2, alors la solution variationnelle u € H}(Q) de (5.40) est une solution
forte car elle appartient a C2(S2).

En particulier, si Q est un ouvert borné de RY de classe C®, et si f € C>(Q),
alors la solution v € H}(Y) de (5.40) est aussi dans C>(Q).

Remarque 5.2.28 Il est important de bien comprendre la portée de ces résultats de
régularité. En supposant que Awu, qui est une combinaison particuliére de certaines
dérivées secondes de u, appartient & un certain espace fonctionnel, on en déduit que
toutes les dérivées secondes de u appartiennent a ce méme espace! Bien sir, tous
ces résultats de régularité sont évidents en dimension N = 1 puisque le Laplacien
coincide avec la dérivée seconde et donc ’équation fournit directement la régularité
de cette dérivée seconde. °

Remarque 5.2.29 Le Théoréme de régularité 5.2.26 et son Corollaire 5.2.27 restent
valables pour des conditions aux limites de Neumann. Ils se généralisent aussi au
cas des opérateurs elliptiques a coefficients variables (comme dans la Sous-section
5.2.3). Dans ce dernier cas, il faut ajouter a ’hypothése habituelle de coercivité des
coefficients, hypothése que les coefficients sont de classe C™+1 dans Q (tandis que
Q est borné régulier de classe C™ 2 et que f € H™(Q)). °

Nous ne démontrons pas le Théoréme de régularité 5.2.26 dans toute sa généralité mais
seulement dans un cas particulier plus simple (nous expliquerons dans la Remarque 5.2.32
comment on passe du cas particulier au cas général). On se place dans Q = RY, et pour
f € L*(RY) on considére le probléme

—Au+u=f dans R". (5.44)

Il n’y a pas de condition aux limites explicite dans (5.44) puisqu’il n’y a pas de bord.
Néanmoins, le comportement & 'infini de la solution est une sorte de condition aux limites.
En prenant f dans L?(R™) nous avons choisi une condition aux limites implicite qui est
de chercher u dans H'(RY), c’est-a-dire que, dans un certain sens, u(z) “tend vers zéro” a
Vinfini afin que Dintégrale [,y |u|*dz converge. Une formulation variationnelle de (5.44) est :
trouver u € H'(RY) tel que

/ (Vu~Vv+uv)dm:/ fodz Yv e H'(RY). (5.45)
RN RN

Une application directe du Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 prouve qu’il existe une unique
solution u € H*(RY) de (5.45). Enfin, un raisonnement identique & tous ceux que nous avons
déja fait dans ce chapitre montre que cette solution de la formulation variationnelle est aussi
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solution de I'équation aux dérivées partielles (5.44). Nous pouvons maintenant énoncer le
résultat de régularité.

Proposition 5.2.30 Si f € L*(R"), alors la solution u € H*(RY) de (5.44) appartient en
fait a H*(RN). De méme, si f € H™(RY) (avec m >0), alors u appartient ¢ H™2(RN).

Démonstration. L’ingrédient essentiel de la démonstration est la “méthode des translation-
§”. Pour h.€ RN, h # 0, on deéfinit un quotient différentiel

v(z + h) —v(z)

Dpv(x) = ]

qui appartient bien & H'(RY) si v € H'(RY). On vérifie aisément que V(Dpv) = Dp,(Vv)
et que, pour v, ¢ € L> (RN), on a une “formule d’intégration par partie discréte”

/RN (Do) da = /RN o(D_n) dz

D’autres propriétés du quotient Dy v sont données dans le Lemme 5.2.31. Dans la formulation
variationnelle (5.45) on prend v = D_j,(Dju), et appliquant les régles ci-dessus on obtient

/ (IV(Dvw)|? + |Drul?) da :/ FD_n (D) da.
RN RN
On en déduit la majoration
”DhuHiIl(RN) < Hf”L?(RN)HD—h(DhU)HL2(RN)-
Or, par application de (5.48), on a aussi
—h h LQ(RN) >~ h LQ(RN) >~ h Hl(]RN)'
[D—n(Dnu)l < IV(Dru)ll < [ Dpul]

Donc on a [[Dpul| g1 sy < || fll 2wy, et en particulier, pour 1 <i < N,

< flle2@ny,
L2(RN)

|3

ox;

qui implique, d’aprés le Lemme 5.2.31 ci-dessous, que 3~ appartlent a H'(RY), c’est-a-dire
que v € H*(RY).
Supposons maintenant que f € H'(R"). Montrons que % est I'unique solution dans
H*(RY) de
of N
—Au; +u; = = dans R™. (5.46)
&ri
Si c’est vrai, par application de la partie précédente de la démonstration, on en déduira que
2u appartient & H*(R"Y), c’est-a-dire que u e H3(R™) comme prévu. Ecrivons la formulation
variationnelle (5.45) avec la fonction test 5= pour ¢ € C° (R™)

99 09 _ 9% ,
/RN(V Vaxl ua )dm— JRNf xl
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Comme u € H*(RY) et f € H'(RY), on peut intégrer par partie pour obtenir

ou ou [ of

i RN &m

qui, par densité, reste valable pour tout ¢ € H'(R™). On constate que (5.47) est la for-
mulation variationnelle de (5.46). Par conséquent, g—;‘i = wu; est bien 'unique solution dans
H'(RY) de (5.46).

Lecas f € H™(RY) = v € H™2(R") se démontre par récurrence sur m comme on
vient de le faire pour m = 1. a

Lemme 5.2.31 Pour v € L>(RY), h € RN, h # 0, on définit un quotient différentiel
x4+ h) —v(x)

Dpov(z) = 4 || e L*(RY).
Sive H'(RY), on a Uestimation
||Dh”||L2<RN) < ||VU||L2(JRN)' (5.48)

Réciproquement, soit v € L? (RN) : 8l existe une constante C, telle que, pour tout h # 0,
on a
||DhU||L2<RN) S C, (549)

alors v € H'(RY) et ||e- Vol 2@y < C pour tout vecteur unité e € RN,

Démonstration. Démontrons d’abord (5.48). Pour v € C2°(RY), on écrit
'
Dpo(z) = / e Vo(x + th) dt,
0

qu’on majore par

1
|th(m)|2§/ |Vv(x+th)|2dt.
0

Intégrant en x il vient

1 1
IDselaamy < [ [ 190+ ) dede < [ 190wyt = [ Vol
0 0

Par densité, 'estimation (5.48) est vraie pour toute fonction de H*(R™).
Soit maintenant v € L*(RY) qui vérifie 'estimation (5.49). On en déduit que, pour tout

¢ € C=(RY),
‘/ Dpvpdx
RN

Or, par intégration par partie discréte, on a

/RN(th)zbdx:/ v(D=p ) dx,

RN

< Clldllpz @y

et, comme ¢ est réguliére, si on pose h = te avec e € R™, e £ 0, on a

lim D_.(x) = —e - Vo(x),
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Par conséquent, on en déduit que, pour 1 <14 < N et tout ¢ € C°(RY), on a

v
RN

ce qui n’est rien d’autre que la définition de ’appartenance de v & H'(RY) (voir la Définition
43.1). O

0
22 | < €0l n,

Remarque 5.2.32 (délicate) Expliquons comment on passe du cas traité dans la Propo-
sition 5.2.30 (avec Q = R™) au cas général du Théoréme 5.2.26. On utilise un argument
de cartes locales et une partition de 'unité comme dans la démonstration de la Proposition
4.4.2. Suivant les notations de la Définition 3.2.5 d’un ouvert régulier (voir aussi la Figure
4.4), il existe un recouvrement fini de 2 par des ouverts (w;)o<i<7 et une partition de l'unité
(Qi)OSiSI telle que

I
0; € CZ(wi), 0<0;(x) <1, Z&(a)) =1 dans Q.

=0

L’ouvert wo est a l'intérieur de Q (en fait wo C Q) tandis que les autres ouverts w;, pour
i > 1, recouvrent le bord 9. Soit u € H} () la solution unique de (5.40). Pour montrer la
régularité de u = ZLO O;u, on va montrer la régularité de chacun des termes 6;u. Pour le
terme fpu on parle de la régularité intérieure de u. Il est immédiat que fou est la solution
unique dans H*(RY) de
—A(Oou) + Oou = fo dans ]RN,

avec fo = Oo(f — u) = 2VOy - Vu — uAfy qui appartient a L*(RY). Par application de
la Proposition 5.2.30 on en déduit donc que Opu € H2(RN). Ceci permet d’améliorer la
régularité de fo, et par application successive de la Proposition 5.2.30 on conclut que f €
H™(Q) implique que fou € H™2(Q). Pour montrer la régularité des autres termes 0;u pour
i > 1, il faut d’abord “redresser” le bord pour se ramener au cas ) = Rf. Il faut donc
démontrer un résultat du méme type que la Proposition 5.2.30 mais pour 2 = Ri’. C’est un
peu plus délicat car en redressant le bord par cartes locales on a changé les coefficients de
Popérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur a coefficients variables comme dans
la Sous-section 5.2.3) : nous renvoyons a [8] pour les détails. En résumé, il faut retenir que
la régularité dans tout I’espace et dans un demi-espace suffit pour prouver la régularité dans
un ouvert borné régulier. °

Exemple de singularité

Voyons maintenant un exemple de solutions singuliéres, c’est-a-dire non
réguliéres. Il s’agit d’un probléme posé dans un ouvert non régulier pour lequel le
Théoréme de régularité 5.2.26 et son Corollaire 5.2.27 sont faux. En particulier, bien
qu’il existe des solutions faibles (c’est-a-dire appartenant & 'espace de Sobolev H'(Q))
il n’y a pas de solutions fortes (c’est-a-dire deux fois dérivables) pour ce probléme.
Nous nous plagons en dimension N = 2 d’espace, et nous considérons un secteur
angulaire ) défini en coordonnées radiales par (voir la Figure 5.2)

Q={(r,0)telque 0<r<Ret0< 6 <O}
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FQ Fl

FIGURE 5.2 — Secteur angulaire Q2 d’angle © (plus petit ou plus grand que 7).

avec 0 < R < +oo et 0 < © < 27 (rappelons que x1 = rcosf et x2 = rsinf). On
note I'g la partie du bord de 2 ou r = R, I'; celle ou 6 = 0 et I'y celle ou § = ©. Cet
ouvert () présente trois “coins”, mais seule l'origine (le coin entre les bords I'1 et I's)
peut poser probléme pour la régularité dans les exemples ci-dessous. Physiquement,
le cas d’un angle © < 7 est représentatif d’un effet de pointe, tandis que le cas © >
correspond & une encoche (ou méme a une fissure si © = 27).

Pour un entier £ > 1, on étudie les deux problémes aux limites suivants

—Au=20 dans Q)
u=cos (%) surTy (5.50)
% =0 sur 'y UTy

et
—Au=0 dans
u = sin (ko%e) sur Iy (5.51)
u=20 sur 't UTy

Nous pourrions étudier la régularité des solutions de (5.50) et (5.51) en termes d’ap-
partenance ou non aux espaces de Sobolev H™({)), mais, par souci de simplicité et
pour garder un sens physique évident & nos résultats, nous allons simplement nous
intéresser au comportement du gradient Vu au voisinage de l'origine. D’un point de
vue physique ou mécanique, ce gradient correspond & un flux de chaleur, au champ
électrique, ou & un champ de contraintes : il importe de savoir si cette quantité est
bornée continue ou non a l'origine.

Lemme 5.2.33 Il existe une unique solution faible de (5.50) dans H'(S)), donnée

par la formule
r\ & k6
u(r,8) = (E) cos <?) . (5.52)

De méme, il existe une unique solution faible de (5.51) dans H*(SY), donnée par la

formule
u(r,0) = (%) © sin (%ﬂ'@) . (5.53)
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Dans les deux cas, si k =1 et m1 < O, alors le gradient Vu n’est pas borné a l’origine,
tandis que si k > 2 ou ™ > ©, alors le gradient Vu est continu a l’origine.

Remarque 5.2.34 Lorsque ’on impose une donnée de Dirichlet plus générale dans
les problémes (5.50) et (5.51), on peut la décomposer en une série de Fourier en 6 sur
[y et appliquer & chaque terme de la série le Lemme 5.2.33 (il faut néanmoins que
cette donnée de Dirichlet sur I'g soit compatible avec les conditions aux limites sur I'y
et T'z). On en déduit que, si © < 7, alors les solutions de (5.50) et (5.51) sont toujours
réguliéres quelle que soit la donnée de Dirichlet sur I'g. Au contraire, si © > 7, les
solutions de (5.50) et (5.51) peuvent étre singuliéres.

Physiquement, on interpréte ce résultat de régularité en disant qu’une encoche
(© > 7) engendre une singularité, au contraire d’une pointe (© < 7). Dans ce cas, il
faut parfois revoir la modélisation car un flux de chaleur, un champ électrique, ou un
champ de contraintes infini & I’origine n’a pas de sens physique. Deux approximations
du modéle peuvent étre a l'origine de cette singularité non-physique : d’une part,
un angle n’est jamais “parfait” mais souvent un peu “arrondi”, d’autre part, lorsque
Vu est trés grand, on quitte le domaine de validité des équations linéaires que nous
étudions (typiquement, une loi constitutive comme la loi de Fourier (1.3) devient non-
linéaire car la conductivité thermique est elle-méme une fonction de Vu). En tout état
de cause, un résultat de régularité (ou non) donne de précieuses indications sur les
limites de pertinence du modéle utilisé.

Dans le cas ot © = 27, Pouvert € est un domaine fissuré et le Lemme 5.2.33 a
une interprétation mécanique trés importante si les problémes (5.50) et (5.51) mod-
élisent le cisaillement anti-plan d’un cylindre de base 2 (voir ’'Exercice 5.3.7). Dans
ce cas, le coefficient du terme d’ordre & = 1 dans la série de Fourier (qui conduit
au seul comportement singulier a lorigine) est appelé le facteur d’intensité des
contraintes qui est souvent utilisé dans des modéles de propagation de fissures ou
de rupture (voir par exemple [29]). o

Remarque 5.2.35 Les solutions singuliéres fournies par le Lemme 5.2.33 ne sont pas
que des contre-exemples théoriques : elles peuvent étre mises en évidence numérique-
ment (voir la Figure 6.18). Ajoutons que ces solutions singuliéres sont une source de
difficultés pour les méthodes numériques (voir la Remarque 6.3.15) ce qui confirme
I'intérét de leur étude. °

Remarque 5.2.36 On peut aussi considérer le cas d’une condition aux limites de
Dirichlet sur I'y et de Neumann sur I's (dans ce cas, il faut prendre v = sin(%) sur
I'y). La seule différence porte sur le cas km = © pour lequel le gradient Vu est borné
mais pas continu & 'origine. En particulier, on trouvera que pour k =1 et 7 = O,
bien qu’il n’y ait pas de coin, la solution est singuliére. Cela est da au changement

de condition aux limites sur une portion réguliére de la frontiére. °

Démonstration. Nous nous bornons a traiter le probléme (5.50) avec conditions aux
limites de Neumann dans le coin (I’autre probléme (5.51) se traite exactement de la
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méme maniére). On commence par “relever” la condition aux limites non-homogéne
en définissant une fonction ug € H'(2) dont la trace sur le bord coincide avec cette
condition aux limites. On vérifie aisément que

2
uo(r,0) = % cos <I%r9)

répond a la question, c’est-a-dire que u = ug + v ou v est la solution d’un probléme
homogeéne
—Av =Aug dans Q

v=20 sur I'g (5.54)
v =0 sur T'y UT,.

Remarquons que ce relévement est possible car la donnée sur I'y est compatible avec
les conditions aux limites sur I'; et I's, c’est-a-dire dans le cas présent que sa dérivée
en 0 (i.e. sa dérivée normale) s’annule en § = 0, ou ©. Comme Aug appartient a
L?(9), il existe une unique solution de (5.54) dans H'(Q), et par conséquent (5.50)
admet aussi une unique solution dans H'(Q). Vérifions que (5.52) est précisément
cette unique solution. Rappelons que

82¢ 10¢ 1 09%
B0 =Gt 1o T e

Un calcul simple montre que

? 19 ¥ (k)71 b

BN - (5) 26"

or? ror)\R ©/) r\R
donc (5.52) est bien solution de (5.50). On vérifie aussi facilement que (5.52) appartient
a HY(Q). Finalement, la formule du gradient en coordonnées radiales dans la base

(e?“v 69)

00, 100
T e

r\8-1kr km6 . km6
Vu = (E) ° (cos <F> e, — sin <F> 69)

qui, clairement, n’est pas borné a l'origine si 0 < km < © et est continu & l'origine
si km > ©O. Le cas limite km = © correspond aussi & un gradient continu car en fait
u=u1x1/R! O

Vo(r,0) =

nous donne

5.3 Reésolution d’autres modéles

5.3.1 Systéme de 1’élasticité linéarisée

Nous appliquons I"approche variationnelle & la résolution du systéme d’équations
de Vélasticité linéarisée. Commencons par décrire ce modéle mécanique dont nous
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avons vu un cas particulier au Chapitre 1. Ces équations modélisent les déforma-
tions d’un solide sous 'hypothése de petites déformations et de petits déplacements
(hypothése qui permet d’obtenir des équations linéaires; d’ou le nom d’élasticité
linéarisée, voir par exemple [37]). On considére les équations stationnaires de I’élas-
ticité, c’est-a-dire indépendantes du temps. Soit € un ouvert borné de R™. Soit une
force f(z), une fonction de Q dans RY. L’inconnue u (le déplacement) est aussi une
fonction de © dans RY. La modélisation mécanique fait intervenir le tenseur des dé-
formations, noté e(u), qui est une fonction & valeurs dans ’ensemble des matrices

symétriques
1 1 [ 0u; = Ou,
e(u) = = (Vu + (Vu) :—( ‘L + ]) ,
2 ( ) 2 8.’[j axz 1<ij<N

ainsi que le tenseur des contraintes o (une autre fonction a valeurs dans I’ensemble
des matrices symétriques) qui est relié a e(u) par la loi de Hooke

o =2pe(u) + Atr(e(u)) Id,

ou A et p sont les coefficients de Lamé du matériau homogeéne isotrope qui occupe 2.
Pour des raisons de thermodynamique les coefficients de Lamé vérifient

uw>0 et 2u+ NX> 0.
On ajoute a cette loi constitutive le bilan des forces dans le solide
—dive = f dans Q2
ou, par définition, la divergence de o est le vecteur de composantes
N 80'z'j

— 8xj
= 1<i<N

dive =

Utilisant le fait que tr(e(u)) = divu, on en déduit les équations pour 1 <i < N

Y9 ou;  Ou,
j=1 J J i

avec f; et u;, pour 1 < ¢ < N, les composantes de f et u dans la base canonique de
RY. En ajoutant une condition aux limites de Dirichlet, et en utilisant des notations
vectorielles, le probléme aux limites considéré est

(5.56)

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = f  dans Q
{ u=20 sur 0f).

Nous pouvons énoncer et démontrer un premier résultat d’existence et d’unicité du
systéme de ’élasticité linéarisé.
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Théoréme 5.3.1 Soit Q un ouvert borné de RN. Soit f € L*(Q)N. Il existe une
unique solution (faible) v € HF(Q)N de (5.56).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie chaque

équation (5.55) par une fonction test v; (qui s’annule sur le bord 99 pour pren-
dre en compte la condition aux limites de Dirichlet) et on intégre par partie pour

obtenir
ou; 8uj ov; B
/ Z (E):vj Ox; ) 0z de + /Q fivi dx.

On somme alors ces équations, pour i allant de 1 & IV, afin de faire apparaitre la
divergence de la fonction v = (v, ..., vn) et de simplifier la premiére intégrale car

N N

8’&1‘ 8Uj 81},' 1 8u,~ 8’&]' 8’01‘ 8’()]'

- = _ i — 4 =92 . .
Z <8xj + 3%‘) Ox; 2 1'32:31 (E):vj * axi) (E):vj + axi) e(u) - e(v)

4,j=1

Choisissant H}(2)" comme espace de Hilbert, on obtient alors la formulation varia-
tionnelle : trouver u € H} ()Y tel que

/ 2ue(u) - e(v) dz +/ Adivu dive de = / f-vdrYov e HY(Q)N. (5.57)
Q Q Q

On vérifie aisément que chaque terme de (5.57) a bien un sens.

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 & la formulation vari-
ationnelle (5.57), la seule hypothése délicate a vérifier est la coercivité de la forme
bilinéaire. On procéde en trois étapes. Premiérement, montrons que

/2,u|e(v)|2dx+/ )\|divv|2dx21// le(v)|?dz,
Q Q Q

avec v = min(2u, (2¢ + NX)) > 0. Pour cela, on utilise une inégalité algébrique : si
on note A-B = vaj:l ai;bs; le produit scalaire usuel des matrices symétriques, on
peut décomposer toute matrice réelle symétrique A sous la forme

A= A% 4 AP avec A1= A~ L trAld et A" = = AT,
N N
de telle maniére que A% - A" =0 et |A|? = |A9)? 4 |A"|%. On a alors
2l + A(trA)? = 24 AU2 4 (200 + NX)AP |2 2 v AP
avec v = min(2pu, (2u+NA)), ce qui donne le résultat pour A = e(u). Le fait que v > 0

n’est pas un hasard : les arguments mécaniques et thermodynamiques qui conduisent
aux inégalités p > 0 et (2u+ NA) > 0 sont précisément les mémes. Deuxiémement, on
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utilise I'inégalité de Korn (ou plutot un cas particuliérement simple de cette inégalité,
voir le Lemme 5.3.2 ci-dessous) qui donne une constante C' > 0 telle que

/ le(v)2dz > c/ Vo|2dz
Q Q

pour tout v € H}(Q)". Troisiémement, on utilise I'inégalité de Poincaré (composante
par composante, voir la Proposition 4.3.10) qui donne une constante C' > 0 telle que,

pour tout v € H}(Q)V,
/ lv|?dx < C/ |Vo|2dz.
Q Q

Au total, ces trois inégalités conduisent & la coercivité

/2u\e(v)|2dac—|—/)\|divv|2dm20||v\|§{1(9).
Q Q

Le Théoreme de Lax-Milgram 3.3.1 donne donc 'existence et 'unicité de la solution de
la formulation variationnelle (5.57). Finalement, pour montrer que la solution unique
de (5.57) est bien une solution du probléme aux limites (5.56), on procéde comme lors
de la démonstration du Théoréme 5.2.2 pour le Laplacien. O

Lemme 5.3.2 Soit Q un ouvert de R . Pour toute fonction v € HX(Q)N, on a
IVollzz(@) < V2]e(®)] 22 (5.58)

Démonstration. Soit v € C2°(Q)"N. Par intégration par partie on obtient

2/ \e(v)|2d1‘:/ |VU\2dx+/VU-(VU)tdx:/ \Vv|2dac—|—/ |dive|de.
Q Q Q Q Q

Par densité de C2°(Q) dans H}(2), on en déduit (5.58). O

Exercice 5.3.1 Montrer que I'application de L?(Q)" dans H}(Q)" qui a f fait corre-
spondre u, 'unique solution faible de (5.56), est linéaire continue.

L’analyse du probléme aux limites (5.56) avec une condition aux limites de Dirich-
let sur tout le bord 02 est un peu trompeuse par sa simplicité. En effet, dés que
Pon introduit une autre condition aux limites (par exemple, de Neumann) sur une
partie du bord, la démonstration de la coercivité de la formulation variationnelle de-
vient, beaucoup plus difficile car on doit remplacer 'inégalité élémentaire du Lemme
5.3.2 par sa généralisation, nettement plus technique, dite inégalité de Korn (voir le
Lemme 5.3.3 ci-dessous). Rappelons qu’on ne peut pas, en général, se contenter d’une
condition aux limites de Dirichlet sur 'intégralité du bord 02 car elle s’interpréte
comme le fait que le solide est fixé et immobile sur son bord. En pratique, tout le
bord n’est pas bloqué et souvent une partie du bord est libre de bouger, ou bien des
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forces surfaciques sont appliquées sur une autre partie. Ces deux cas de figures sont
modélisés par des conditions aux limites de Neumann qui s’écrivent ici

on = g sur 05, (5.59)

ol g est une fonction & valeurs vectorielles. La condition de Neumann (5.59) s’inter-
préte en disant que ¢ est une force appliquée sur le bord (plus précisément, g est une
densité de forces surfacique, homogéne & une pression, tandis que f est une densité
de forces volumique). Si g = 0, aucune force ne s’applique et le bord peut bouger sans
restriction : on dit que le bord est libre.

Nous allons maintenant considérer le systéme de 1’élasticité avec des conditions
aux limites mélées (un mélange de Dirichlet et de Neumann), c’est-a-dire

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = f  dans Q
u=0 sur dQp (5.60)
on=g sur 0y,

ou (0Qy,0p) est une partition de 9N telle que les mesures superficielles de 9y
et 0Qp sont non nulles (voir la Figure 4.1). L’analyse de ce nouveau probléme aux
limites est plus compliquée que dans le cas de la condition aux limites de Dirichlet :
il faudra utiliser I'inégalité de Korn ci-dessous.

Lemme 5.3.3 (Inégalité de Korn) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C' de

RN, Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € HY(Q)N, on a

1/2
ol ey < € (ol + le@)Zay) - (5.61)

L’inégalité (5.61) n’est pas une banalité : en effet, son membre de gauche con-
tient toutes les dérivées partielles de v alors que son membre de droite fait intervenir
seulement certaines combinaisons linéaires des dérivées partielles. Comme l'inégalité
inverse de (5.61) est évidente, on en déduit que les deux membres de (5.61) sont des
normes équivalentes. La démonstration du Lemme 5.3.3 est compliquée et dépasse le
cadre de ce cours (voir, par exemple, [20]). Nous I’admettons donc en remarquant que
nous avons bien démontré I'inégalité de Korn (5.61) lorsque v appartient a Hg(Q)V.
En effet, dans ce cas une combinaison du Lemme 5.3.2 et de I'inégalité de Poincaré
(pour un ouvert borné¢) donne bien 'inégalité (5.61).

L’interprétation mécanique de l'inégalité de Korn est la suivante. L’énergie élas-
tique, proportionnelle & la norme du tenseur des déformations e(u) dans L?(Q), con-
trole la norme du déplacement u dans H' ()", & I’addition prés de la norme de u dans
L?(€2). Comme nous allons le voir dans I’Exercice 5.3.2, ce dernier ajout est destiné a
prendre en compte les mouvements de corps rigides c’est-a-dire les déplacements
u non nuls mais d’énergie élastique nulle.
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Exercice 5.3.2 Soit © un ouvert connexe de RV . Soit 'ensemble R des “mouvements
rigides" de € défini par

R = {v(z) =b+ Mz avec b € RN, M = —M" matrice antisymétrique }.  (5.62)
Montrer que v € H*(Q)" vérifie e(v) = 0 dans Q si et seulement si v € R.

Nous pouvons maintenant énoncer un deuxiéme résultat d’existence et d’unicité
pour le systéme de I’élasticité linéarisé avec conditions aux limites mélées.

Théoréme 5.3.4 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C' de RN . Soit
fe LN et ge L2(00N)N. On définit l'espace

V={ve H' Q)" tel que v=0 sur 0Qp} . (5.63)

Il existe une unique solution (faible) w € V de (5.60) qui dépend linéairement et
contindment des données f et g.

Démonstration. La formulation variationnelle de (5.60) s’obtient comme dans la
démonstration du Théoréme 5.3.1. L’espace V', défini par (5.63), contient la condition
aux limites de Dirichlet sur 0Q2p et est bien un espace de Hilbert comme sous-espace
fermé de H*(Q)"N (par application du Théoréme de trace 4.3.13). On obtient alors la
formulation variationnelle : trouver u € V tel que

/2ue(u)~e(v)dx+/)\divudivvdx:/f~vdx+/ g-vdsVYveV. (5.64)
Q Q Q 0N

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 & la formulation varia-
tionnelle (5.64), la seule hypotheése délicate a vérifier est encore une fois la coercivité
de la forme bilinéaire. Autrement dit, il faut montrer qu’il existe une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction v € V', on a

[0l @) < Clle()lL2@)- (5.65)

Tout d’abord, on note que [|e(v)||12(q) est une norme sur V. Le seul point & vérifier
qui mérite que I'on s’y attarde est que |le(v)||z2(q) = 0 implique v = 0. Supposons
donc que |le(v)||z2(q) = 0 : alors I'Exercice 5.3.2 montre que v est un déplacement
rigide, c’est-a-dire que v(z) = b+ Mx avec M = —M?". On vérifie facilement que, si
M # 0, alors les points z, solutions de b+ Mz = 0, forment une droite dans R3 et
un point dans R2. Or v(x) = 0 sur 9Qp, qui est de mesure surfacique non nulle, donc
nécessairement M = 0 et b = 0. Démontrons maintenant (5.65) par un argument de
contradiction (voir la Remarque 4.3.18). Si (5.65) est faux, il existe une suite v,, € V
telle que
[vnllr @) =1 >nlle(vn) | 220)-

En particulier, la suite e(v,) tend vers 0 dans L2(Q)N". D’autre part, comme v,
est bornée dans H'(Q)™, par application du Théoréme de Rellich 4.3.21, il existe
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une sous-suite v, qui converge dans L?(Q)". L’inégalité de Korn du Lemme 5.3.3
implique que

lvmr = vpr 3710 < Cllvn = v 20 + lle(on) = e(p)l 720y

d’ot1 'on déduit que la suite v, est de Cauchy dans H' ()", donc convergente vers
une limite v, qui vérifie |[e(veo)| z2(0) = 0. Comme il s’agit d’'une norme on en
déduit que la limite est nulle v, = 0, ce qui est une contradiction avec le fait que
v || () = 1.

L’interprétation de la formulation variationnelle (5.64) pour retrouver ’équation
(5.60) est semblable & celle que nous avons fait lors de la démonstration du Théoréme
5.2.14 sur le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Finalement, I’applica-
tion (f,g) — u est linéaire. Pour montrer qu’elle est continue de L2(Q)N x L?(0Q)N
dans H*(Q)", nous prenons v = u dans la formulation variationnelle (5.64). En util-
isant la coercivité de la forme bilinéaire et en majorant la forme linéaire, on obtient
I’estimation d’énergie

Cllullingy < IF 2@ lull @) + 9]l 2@am ] L2oa) - (5.66)

Gréce a l'inégalité de Poincaré et au théoréme de trace, on peut majorer le terme de
droite de (5.66) par C (|| f||r2(0) + 19l L2(00x)) Ul 1 (0); ce qui prouve la continuiteé.
O

Remarque 5.3.5 Pour le systéme de 1’élasticité avec des conditions aux limites de
Dirichlet (ou de Neumann) on a les mémes résultats de régularité qu’avec le Laplacien
(voir le Théoréeme 5.2.26). Par contre, a la différence du Laplacien, il n’y a pas de
principe du maximum pour le systéme de I’élasticité (comme pour la plupart des
systémes de plusieurs équations). Nous donnons un contre-exemple numérique & la
Figure 5.3 : en I’absence de forces, f = 0, les conditions aux limites sont de Neumann
sur les faces supérieure et inférieure du domaine, de Dirichlet v = 0 & droite et u = e
a gauche. Cela revient a étirer le domaine qui, du coup, s’amincit, conduisant ainsi a
un déplacement vertical qui change de signe. °

F1cURE 5.3 — Contre-exemple numérique pour le principe du maximum en élasticité.
A gauche le domaine maillé au repos, et a droite le domaine déformé ou les fléches
représentent le déplacement (sa composante verticale change de signe).

Nous avons déja dit que la formulation variationnelle n’est rien d’autre que le
principe des travaux virtuels en mécanique. Poursuivant cette analogie, ’espace
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V est ’espace des déplacements v cinématiquement admissibles, et ’espace des
tenseurs symétriques o € LQ(Q)Nz, tels que —dive = f dans Q et on = g sur 9y,
est celui des tenseurs de contraintes statiquement admissibles. Comme pour le
Laplacien, la solution de la formulation variationnelle (5.64) réalise le minimum d’une
énergie mécanique définie pour v € V' par

1

J(v) = 5/9 (2u\e(v)|2 + )\\divv|2) dx — /Qf cvdr — /aQN g-vds. (5.67)

En termes mécaniques J(v) est la somme de 1’énergie de déformation

1
—/ (2ule(v)|” + Aldivo]?) da
2 Ja

et de I’énergie potentielle des forces extérieures (ou travail des forces extérieures

au signe pres)
—/f~vdx—/ g-vds.
Q NN

Exercice 5.3.3 Montrer que u € V est |'unique solution de la formulation variationnelle
(5.64) si et seulement si u réalise le minimum sur V de |'énergie J(v) définie par (5.67).
(Indication : on pourra s’inspirer de la Proposition 3.3.4).

Exercice 5.3.4 Soit © un ouvert borné connexe de RY. On considére le systéme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (5.59) sur tout le bord 0. Montrer que la
condition d'équilibre

/f~(Mx+b)dx+/ g-(Mz+0b)ds=0 VbeRY VM =—-M"c RNV
Q o

est une condition nécessaire et suffisante d'existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue a I'addition d'un “mouvement de corps rigide” prés, voir
(5.62)).

Remarque 5.3.6 Lorsque les coefficients de Lamé sont constants et que les condi-
tions aux limites sont du type de Dirichlet homogéne, les équations de 1’élasticité
peuvent se réarranger pour donner le systéme de Lamé (présenté au Chapitre 1)

{ —pAu — (p+ A)V(divu) = f  dans Q (5.68)

u=20 sur Of2.

L’avantage de (5.68) par rapport & (5.56) est que le tenseur e(u) a disparu et qu’on
peut donc se passer de I'inégalité de Korn. Il faut cependant faire attention que (5.68)
n’est plus équivalent & (5.56) si les coefficients de Lamé dépendent de x ou si on place
des conditions aux limites de Neumann sur une partie du bord. D’un point de vue
mécanique, le seul modeéle correct dans ce cas est (5.56). °



146 CHAPITRE 5. PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 5.3.5 On suppose que ) est un ouvert borné de R™ et que f € L2(Q)V.
Montrer I'existence et I'unicité de la solution de (5.68) dans HZ ()" sans utiliser I'iné-
galité de Korn. Vérifier qu’on peut affaiblir les hypothéses de positivité sur les coefficients
de Lamé en supposant seulement que p > 0 et 21+ A > 0.

Exercice 5.3.6 Veérifier I'équivalence de (5.68) et (5.56) si A et u sont constants. Mon-
trer que (5.68) et (5.56) ne sont plus équivalents si A et 1 sont des fonctions (réguliéres),
méme si on remplace I'équation vectorielle de (5.68) par

—div(upVu) — V((u + A)divu) = f dans 2.

Dans un cas trés particulier, appelé probléme du cisaillement anti-plan, le
systeme de ’élasticité linéarisée se simplifie considérablement puisqu’il se raméne
a la résolution d’'un probléme aux limites pour le Laplacien. Cet exemple permet
donc de faire un lien direct entre les équations de I’élasticité et le Laplacien ce qui
explique d’une certaine maniére pourquoi les résultats pour les deux modéles sont trés
semblables dans I’ensemble. Ce cas particulier du cisaillement anti-plan est étudié dans
I’exercice suivant.

Exercice 5.3.7 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliére du systéme
de I'élasticité linéarisée dans le cas d'une force de cisaillement anti-plan. On considére
un domaine cylindrique homogéne 2 de longueur L > 0 et de section w, ol w est un
ouvert borné connexe régulier de RV 1 (les coefficients de Lamé ) et y sont constants).
Autrement dit, Q = w x (0, L), et pour z € , on note z = (¢/,xn) avec 0 < zy < L
et 2’ € w. On considére le probléme aux limites suivant

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) =0  dans Q

on=g sur dw x (0, L)
u =0 sur w x {0, L} (5.69)
(on)-n=20 sur w x {0, L}

ot on a utilisé la notation, pour un vecteur v = (vq,...,vx), v = (v/,vy) avec v’ € RN~1
et vy € R. On suppose que la force surfacique g est du type “cisaillement anti-plan”,
c'est-a-dire que ¢’ = (g1, ...,gnv—1) = 0 et gy ne dépend que de 2.

Montrer que la solution unique de (5.69) est donnée par u = (0, ...,0,un) ot uy(z')
est la solution du Laplacien suivant

uag;: =gnN surdw

{ —Auy =0 dansw

ou A’ est le Laplacien dans la variable z/ € RV-1.

Exercice 5.3.8 Généraliser |'Exercice 5.3.7 au cas d'une condition aux limites latérale
du type
u =0et(on)-ex =gy surdw x (0,L).
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Exercice 5.3.9 A l'aide de I'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de I'équation des plaques

A(Au)=f dans Q

u=0 sur 052 (5.70)
g—;‘ =0 sur 0N

ol f € L%(). On pourra remarquer que, si u € H3(Q), alors 2% € H(Q) et

N
Aul?dz = /
/Q - 2;1 2

On admettra le résultat de régularité suivant : si w € L?(Q) et f € L?(2) vérifient pour

tout v € C°(Q))
—/wAvdx:/fvdx,
Q Q

alors (fw) € H?(2) quelle que soit la fonction 6 € C°(9Q).

2
dx.

0%u
8xi8xj

5.3.2 Equations de Stokes

Nous appliquons 'approche variationnelle & la résolution du systéme d’équations
de Stokes. Soit {2 un ouvert borné connexe de RY. Soit une force f(x), une fonction
de Q dans RY. Il y a deux inconnues : la vitesse u qui est une fonction vectorielle,
et la pression p qui est une fonction scalaire. En notation vectorielle, le probléme aux
limites considéré est

Vp — pAu=f dans Q
divu =0 dans Q (5.71)
u=0 sur 0f)

ot p > 0 est la viscosité du fluide. La deuxiéme équation de (5.71) est la contrainte
d’incompressibilité du fluide, tandis que la premiére est le bilan des forces. La condi-
tion aux limites de Dirichlet modélise ’adhérence du fluide sur les parois.

Remarque 5.3.7 Le probléme de Stokes (5.71) est un modéle simplifié d’écoule-
ment d’'un fluide visqueux incompressible (en régime stationnaire). En effet, les
“vraies” équations du mouvement d’un tel fluide sont les équations de Navier-Stokes
stationnaires (voir par exemple [39])

(u-V)u+Vp—pAu=f dansQ
divu =0 dans 2 (5.72)
u=20 sur 0f).

Lorsque la vitesse du fluide u est faible, le terme non-linéaire (u-V)u étant quadratique
en u devient négligeable. On obtient alors les équations de Stokes. Il faut donc avoir
a lesprit que le domaine de validité de ce modéle est limité par cette hypothése de
petite vitesse. °
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Théoréme 5.3.8 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C' de RN . Soit
f € L2(Q)N. 1l existe une unique solution (faible) v € H}(Q)N et p € L2(Q)/R de
(5.71) (la pression est unique a une constante additive prés dans ).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie chaque
équation du systéme (5.71) par une fonction test v; (qui s’annule sur le bord 92
pour prendre en compte la condition aux limites de Dirichlet), on intégre par partie
et on somme pour ¢ allant de 1 & N (pour faire apparaitre la divergence de la fonction
V= (1}1, ...,’UN))

/,uVu~Vvda:—/pdivvdm=/f-vda:,
Q Q Q

avec la notation Vu - Vv = Zf\il Vu; - Vv;. Afin de tenir compte de la condition d’in-
compressibilité dive = 0, on choisit comme espace de Hilbert le sous-espace suivant
de H(Q)N

V ={ve Hj(" tel que divo = 0 p.p. dans Q}, (5.73)

qui est bien un espace de Hilbert comme sous-espace fermé de H{ (). On trouve
alors la formulation variationnelle :

trouver u € V tel que / uNVu - Vode = / frvde Vv eV, (5.74)
Q Q

dans laquelle la pression a disparu! On vérifie aisément que chaque terme de (5.74) a
bien un sens.

L’application du Théoréme de Lax-Milgram a la formulation variationnelle (5.74)
ne pose pas de probléme. En particulier, la coercivité de la forme bilinéaire est évidente
dans H}(Q)N (grace a I'inégalité de Poincaré) donc dans V qui est un sous-espace de
HY )N,

Le point le plus délicat est ici de montrer que la solution unique de (5.74) est bien
une solution du probléme aux limites (5.71). Expliquons la difficulté en supposant
méme momentanément que u est réguliére, c’est-a-dire appartient a H2(Q)YN. Par
intégration par parties, (5.74) implique que

/(;LAU—+—f)~vdx:0Vv€V7
Q

mais on ne peut pas en déduire que (uAu + f) = 0 car 'orthogonal de V' dans
L2(Q)N n’est pas réduit au seul vecteur nul! En effet, on voit facilement que si ¢ est
une fonction réguliére, alors, pour tout v € V', on a

/Vrj)-vdmz—/d)divvdx:(),
Q Q

c’est-a-dire que l'orthogonal de V' contient au moins tous les gradients. En fait le
Théoréme de de Rham 5.3.9 nous dit que l'orthogonal de V' coincide exactement avec
I’espace des gradients.
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Grace au Théoréme de de Rham 5.3.9 nous pouvons conclure comme suit. On pose
L(v) = / uVu - NVodr — / frvdz,
Q Q

qui est bien une forme linéaire continue sur Hg ()" et nulle sur V. Par conséquent,
il existe p € L?(Q2), unique & une constante additive prés, tel que

L(v) = /deivvdx Vo e Hi(Q)N.
Si on pose 0 = uVu — pld qui appartient a LQ(Q)NQ, on a donc

/U-Vvdx :‘/f-vdac
Q Q

ce qui prouve que o admet une divergence faible dans L?(Q)V, et on a —dive = f.
Par conséquent, on en déduit que

< Ol L2,

Vp — nAu = f presque partout dans €Q. (5.75)
D’autre part, comme v € V, divu est nul dans L?(Q), ce qui implique
divu = 0 presque partout dans €.

De méme, la condition aux limites s’interpréte par le théoréme de trace et on obtient
que u = 0 presque partout sur Jf). g

Nous énoncgons maintenant le résultat trés profond et difficile qui nous a permis
de retrouver la pression a partir de la formulation variationnelle (5.74) du systéme de
Stokes ot elle avait disparu! Sa démonstration dépasse trés largement le cadre de ce
cours (signalons qu’il n’est pas facile de trouver dans la littérature une démonstration
“élémentaire” et auto-contenue ; voir néanmoins [25]).

Théoréme 5.3.9 (de de Rham) Soit Q un ouvert borné conneze régulier de classe
C! de RYN. Soit L une forme linéaire continue sur H}(Q)N. Alors L s’annule sur V
si et seulement si il existe une fonction p € L*(Q) telle que

L(v) = / pdivodr Vv € Hy (). (5.76)
Q
De plus p est unique a une constante additive prés.

Remarque 5.3.10 Pour Stokes comme pour le Laplacien ou pour I’élasticité on peut
aussi définir des conditions aux limites de Neumann qui s’écrivent

ug—z —pn = g sur 99, (5.77)

otl g est une fonction (& valeurs vectorielles) de L?(9Q)". Comme pour I'élasticité, la
condition de Neumann (5.77) s’interpréte en disant que g est une force appliquée sur
le bord. °
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Remarque 5.3.11 Pour le systéme de Stokes (5.71) on a les mémes résultats de régu-
larité que pour le Laplacien ou le systéme de ’élasticité linéarisée (voir le Théoréme
5.2.26). Par contre, les équations de Stokes étant un systéme de plusieurs équations,
il n’y a pas de principe du maximum (c’est la méme situation que pour le systéme
de l’élasticité). Physiquement, a cause de la condition d’incompressibilité du fluide
cela se comprend trés bien. En effet, si ’on étudie un écoulement de Stokes dans une
tuyére présentant un resserrement (ou col) prononcé, le débit étant constant dans la
section, la vitesse du fluide est nécessairement plus élevée au niveau de ce col que sur
Pentrée ou la sortie de la tuyére (ce qui viole le principe du maximum en I’absence de
force extérieure). °

Comme pour le systéme de I’élasticité il existe un principe de minimisation de
Pénergie (dite de dissipation visqueuse) pour les équations de Stokes.

Exercice 5.3.10 Soit V I'espace des champs de vitesse a divergence nulle défini par
(5.73). Soit J(v) I'énergie définie pour v € V par

J(v) = %/QMVdex—/Qf-vdx. (5.78)

Soit u € V la solution unique de la formulation variationnelle (5.74). Montrer que u
est aussi |'unique point de minimum de I'énergie, c’est-a-dire que J(u) = minyey J(v).
Réciproquement, montrer que, si u € V est un point de minimum de |'énergie J(v), alors
u est la solution unique de la formulation variationnelle (5.74).

Dans 'exercice suivant nous allons voir que dans certains cas trés particuliers les
équations de Stokes se réduisent au Laplacien.

Exercice 5.3.11 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliére des équa-
tions de Stokes dans un canal rectiligne de section uniforme, appelée profil de Poiseuille.
Soit 2 = w x (0,L) ot L > 0 est la longueur du canal et w sa section, un ouvert borné
connexe régulier de RNY~!. Pour = € €, on note = (2/,2y) avec 0 < zxy < L et
' € w. On considére le probléme aux limites suivant

Vp — pAu =0 dans
divu =0 dans
u=0 sur dw x (0, L) (5.79)
pn—pd =pon  surw x {0}
pn—,u% =prn  surw x {L}
ol po et p, sont deux pressions constantes. Montrer que la solution unique de (5.79) est
p(r) = po+ - (pr —po), et u = (0,...,0,un) ol uy est la solution du Laplacien suivant

—uAN'uy = —@ dans w
uy =0 sur Ow

ou A’ est le Laplacien dans la variable z/ € RV-1,

Exercice 5.3.12 Généraliser |'Exercice 5.3.11 au cas des équations de Navier-Stokes
(5.72) avec les conditions aux limites proposées dans (5.79).



Chapitre 6

METHODE DES ELEMENTS
FINIS

6.1 Approximation variationnelle

6.1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons la méthode des éléments finis qui est la méth-
ode numérique de référence pour le calcul des solutions de problémes aux limites
elliptiques, mais aussi paraboliques ou hyperboliques comme nous le verrons par la
suite. Le principe de cette méthode est directement issu de I’approche variation-
nelle que nous avons étudiée en détail dans les chapitres précédents.

L’idée de base de la méthode des éléments finis est de remplacer I’espace de Hilbert
V sur lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace Vj, de dimension
finie. Le probléme “approché” posé sur Vj se raméne & la simple résolution d’un
systéme linéaire, dont la matrice est appelée matrice de rigidité. Par ailleurs, on
peut choisir le mode de construction de V;, de maniére & ce que le sous-espace V},
soit une bonne approximation de V et que la solution uj dans V}, de la formulation
variationnelle soit “proche” de la solution exacte v dans V.

Historiquement, les premiéres prémices de la méthode des éléments finis ont été
proposées par le mathématicien Richard Courant (sans utiliser cette dénomination)
dans les années 1940, mais ce sont les mécaniciens qui ont développé, popularisé,
et démontré efficacité de cette méthode dans les années 1950-1960 (en plus de lui
donner son nom actuel). Aprés ces premiers succés pratiques, les mathématiciens ont
alors considérablement développé les fondations théoriques de la méthode et proposé
des améliorations significatives. C’est en tout cas un bel exemple de coopération inter-
disciplinaire o les efforts conjugués des mécaniciens et des mathématiciens appliqués
ont fait faire des progrés immenses & la simulation numérique (sans négliger non plus
les avancées encore plus spectaculaires de la puissance des ordinateurs).
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Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la suite de cette section nous détaillons
le processus d’approximation variationnelle interne. La Section 6.2 présente les
éléments finis en une dimension d’espace oil, sans trahir les idées générales valables en
dimensions supérieures, les aspects techniques sont nettement plus simples. On discute
des aspects pratiques (assemblage de la matrice de rigidité, formules de quadrature,
etc.) autant que théoriques (convergence de la méthode, interpolation et estimation
d’erreur). La Section 6.3 est dédiée aux éléments finis en dimension supérieure (N >
2). On introduit les notions de maillage (triangulaire ou quadrangulaire) et de degrés
de liberté qui permettent de construire plusieurs familles de méthodes d’éléments
finis. On reprend alors les aspects pratiques et théoriques déja ébauchés en dimension
N =1.

Terminons cette introduction en disant qu’en plus des méthodes de différences
finies et d’éléments finis, qui sont les seules exposées dans ce cours, il existe bien
d’autres méthodes numériques de résolution d’équations aux dérivées partielles com-
me les méthodes de volumes finis, d’éléments finis de frontiére (ou méthode intégrale),
spectrale, de Fourier, etc. (voir les encyclopédies [12], [18]). Pour plus de détails sur
la méthode des éléments finis nous renvoyons a [4], [11], [22], [25], [35], [36] (voir aussi
[16], [17], [32] pour des aspects pratiques de programmation informatique).

6.1.2 Approximation interne générale

Nous considérons a nouveau le cadre général du formalisme variationnel introduit
au Chapitre 3. Etant donné un espace de Hilbert V', une forme bilinéaire continue
et coercive a(u,v), et une forme linéaire continue L(v), on considére la formulation
variationnelle :

trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) Yv eV, (6.1)

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram.
L’approximation interne de (6.1) consiste a remplacer ’espace de Hilbert V' par
un sous-espace de dimension finie V},, c’est-a-dire & chercher la solution de :

trouver uy € Vj, tel que a(up,vp) = L(vy) Yop € Vj,. (6.2)

La résolution de approximation interne (6.2) est facile comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 6.1.1 Soit V un espace de Hilbert réel, et Vi, un sous-espace de dimension
finie. Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur V, et L(v) une forme
linéaire continue sur V. Alors l'approximation interne (6.2) admet une unique so-
lution. Par ailleurs cette solution peut s’obtenir en résolvant un systéme linéaire de
matrice définie positive (et symétrique si a(u,v) est symétrique).

Démonstration. L’existence et I'unicité de uj, € V, solution de (6.2), découle du
Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram appliqué & V. Pour mettre le probléme sous une
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forme plus simple, on introduit une base (¢;)1<;<n, de V3. St uy, = Z;V:hl ujPj, on
pose Uy, = (u1, ..., un, ) le vecteur dans R™V% des coordonnées de uy,. Le probléme (6.2)
est équivalent & :

Np,
trouver Uy, € R tel que a Zujqu,@ =L(¢;) V1<i<Np,
j=1

ce qui s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire
KnUp = by, (6.3)

avec, pour 1 <14,5 < Np,

(Kn)ij = aldj, ¢i),  (bn)i = L(s).

La coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) entraine le caractére défini positif de la
matrice Ky, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur U, € RM, on a

2

Np,
KnUp -Up > v Zuj¢j ZC|Uh{2 avec C >0,

j=1

car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (] - | désigne la norme
euclidienne dans RV#). De méme, la symétrie de a(u,v) implique celle de K. Dans
les applications mécaniques la matrice I, est appelée matrice de rigidité. g

Nous allons maintenant comparer I’erreur commise en remplacant I’espace V' par
son sous-espace V},. Plus précisément, nous allons majorer la différence ||ju — uy|| on
u est la solution dans V' de (6.1) et uy celle dans V}, de (6.2). Précisons auparavant
quelques notations : on note v > 0 la constante de coercivité et M > 0 la constante
de continuité de la forme bilinéaire a(u,v) qui vérifient

a(u,w) > vljul? VueV,
lalu,0)] < Ml o] Vu,veV

Le lemme suivant, di & Jean Céa, montre que la distance entre la solution exacte u et
la solution approchée uy, est majorée uniformément par rapport au sous-espace
Vi, par la distance entre u et V.

Lemme 6.1.2 (de Céa) On se place sous les hypothéses du Lemme 6.1.1. Soit u la
solution de (6.1) et uy, celle de (6.2). On a

M
_ < — 1 — . .
= unll < =~ inf lu— o] (6.4)

h
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Démonstration. Puisque V;, C V, on déduit, par soustraction des formulations
variationnelles (6.1) et (6.2), que

a(u—up,wp) =0 Yw, € V.
En choisissant w;, = uj — vp, on obtient
vlju—up||* < alu —up,u —up) = a(u —up,u —vp) < Mllu—up||||u— v,
d’ott T'on déduit (6.4). O

Exercice 6.1.1 Dans le cadre du Lemme de Céa 6.1.2, démontrer que, si la forme
bilinéaire a(u,v) est symétrique, alors on améliore (6.4) en

M .
lu —upl| <4/ — inf |u—ovpl.
V vp€Vh

Indication : on utilisera le fait que la solution wuy, de (6.2) réalise aussi le minimum d'une
énergie.

Finalement, pour démontrer la convergence de cette approximation variation-
nelle, nous donnons un dernier lemme général. Rappelons que dans la notation V},
le parameétre h > 0 n’a pas encore de signification pratique. Néanmoins, nous sup-
poserons que c’est dans la limite A — 0 que approximation interne (6.2) “converge”
vers la formulation variationnelle (6.1).

Lemme 6.1.3 On se place sous les hypothéses du Lemme 6.1.1. On suppose qu’il
existe un sous-espace V C V dense dans V et une application 7, de V dans Vj
(appelée opérateur d’interpolation) tels que

lim ||v —rp(v)[| =0 Vovel. (6.5)
h—0
Alors la méthode d’approximation variationnelle interne converge, c¢’est-a-dire que

li — =0. .
Jimn [[u — | = 0 (6.6)

Démonstration. Soit € > 0. Par densité de V, il existe v € V tel que [ju —v|| < e.
Par ailleurs, il existe un hg > 0 (dépendant de €) tel que, pour cet élément v € V, on
a

lv—rp()|| <e Vh <hg.

En vertu du Lemme 6.1.2, on a
lu—un| < Cllu=ra(V)] < C (Ju—vlf+[lv = ra(v)l]) < 2Ce,

d’ott 'on déduit le résultat. O
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La stratégie indiquée par les Lemmes 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3 ci-dessus est maintenant
claire. Pour obtenir une approximation numérique de la solution exacte du
probléme variationnel (6.1), il faut introduire un espace V}, de dimension
finie puis résoudre un simple systéme linéaire associé a ’approximation
variationnelle interne (6.2). Néanmoins, le choix de V}, n’est pas évident. Il faut
qu’il respecte deux critéres :

1. on doit pouvoir construire un opérateur d’interpolation r;, de V dans V}, satis-
faisant (6.5) (ou typiquement V est un espace de fonctions réguliéres),

2. il faut que la résolution du systéme linéaire KUy, = by, soit économique (en
pratique ces systémes linéaires sont de trés grandes tailles).

La méthode des éléments finis consiste précisément & fournir de tels “bons” espaces
V. Avant d’entrer dans les détails, disons quelques mots de la méthode de Galerkin
qui rentre aussi dans ce cadre.

6.1.3 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin a été un précurseur de la méthode des éléments finis.
Bien qu’elle n’a pas d’intérét numérique en général, elle est trés utile d’un point de
vue théorique (notamment pour ’étude des problémes non-linéaires). Elle rentre dans
le cadre de I'approximation variationnelle interne décrit ci-dessus.

On suppose que 'espace de Hilbert V est séparable de dimension infinie, ce qui en-
traine, par la Proposition 12.1.15, qu'il existe une base hilbertienne (e;);>1 de V. On
choisit alors V comme le sous-espace engendré par cette base hilbertienne (engendré
par combinaison linéaires finies) qui est bien str dense dans V. En posant h = 1/n,
on définit V;, comme le sous-espace de dimension finie engendré par (eq,...,e,). Fi-
nalement, 'opérateur d’interpolation r;, est simplement la projection orthogonale sur
Vi, (qui est ici définie dans tout V et pas seulement dans V).

Toutes les hypothéses des Lemmes 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3 sont donc satisfaites et on
en déduit que la solution approchée u;, converge vers la solution exacte u. Rappelons
que up, est calculé en résolvant le systéme linéaire KCpUp = by ou Uy est le vecteur
dans R™ des coordonnés de uj, dans la base (eq, ..., ;).

Malgré son adéquation au cadre théorique développé ci-dessus, la méthode de
Galerkin est peu commode d’un point de vue numérique. En effet, la matrice K, que
I’on obtient ainsi est généralement “pleine”, c’est-a-dire que tous ces coefficients sont
non nuls en général, et “mal-conditionnée”, c’est-a-dire que la résolution numérique
du systéme linéaire sera instable car trés sensible aux erreurs d’arrondi du calcul sur
ordinateur. De ce point de vue, la méthode des éléments finis est bien plus performante
et de loin préférable & la méthode de Galerkin.

6.1.4 Méthode des éléments finis (principes généraux)

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire des espaces d’ap-
proximation interne Vj, des espaces fonctionnels usuels H'(Q), Hi (Q), H?(12), ... dont
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la définition est basée sur la notion géométrique de maillage du domaine 2. Un
maillage est un pavage de ’espace en volumes élémentaires trés simples : triangles,
tétraedres, parallélépipédes (voir, par exemple, la Figure 6.7). Nous donnerons plus
loin une définition précise d’'un maillage dans le cadre de la méthode des éléments
finis.

Dans ce contexte le paramétre h de V}, correspond a la taille maximale des
mailles ou cellules qui composent le maillage. Typiquement une base de V}, sera
constituée de fonctions dont le support est localisé sur une ou quelques mailles. Ceci
aura deux conséquences importantes : d’une part, dans la limite h — 0, 'espace V},
sera de plus en plus “gros” et approchera de mieux en mieux ’espace V' tout entier,
et d’autre part, la matrice de rigidité ICj, du systéme linéaire (6.3) sera creuse, c’est-
a-dire que la plupart de ses coefficients seront nuls (ce qui limitera le cott de la
résolution numérique).

La méthode des éléments finis est une des méthodes les plus efficace et les plus
populaire pour résoudre numériquement des problémes aux limites. Elle est a la base
d’innombrables logiciels de calculs industriels.

6.2 Eléments finis en dimension N = 1

Pour simplifier I’exposition nous commencons par présenter la méthode des élé-
ments finis en une dimension d’espace. Sans perte de généralité nous choisissons le
domaine © =]0,1[. En dimension 1 un maillage est simplement constitué d’une col-
lection de points (z;)o<j<n+1 (comme pour la méthode des différences finies, voir le
Chapitre 1) tels que

ro=0<2 <..<xp <Tpy1 =1.

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont équidistants, c’est-a-dire que
1
x;j=jh avec h=—— 0<j<n+1.
i =J ntl S7=s

Les points x; sont aussi appelés les sommets (ou noeuds) du maillage. Par souci de
simplicité nous considérons, pour 'instant, le probléme modéle suivant

—u" = f dans ]0,1]
{ w(0) = u(1) = 0. (6.7)

dont nous savons qu’il admet une solution unique dans HE(Q) si f € L*(Q) (voir le
Chapitre 5). Dans tout ce qui suit on notera Py, ’ensemble des polynomes a coefficients
réels d’une variable réelle de degré inférieur ou égal a k.

6.2.1 Eléments finis P,

La méthode des éléments finis P; repose sur I’espace discret des fonctions globale-
ment continues et affines sur chaque maille

Vi, = {v € C([0,1]) tel que v|(; 4, ,] €P1 pour tout 0 < j <n}, (6.8)

Tj+1
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et sur son sous-espace
Vorn = {v € V4, tel que v(0) = v(1) =0} . (6.9)
La méthode des éléments finis P; est alors simplement la méthode d’approximation

variationnelle interne de la Sous-section 6.1.2 appliquée aux espaces V}, ou Vy;, définis
par (6.8) ou (6.9).

A

T
X0=0 X; Xz X Xn  Xper=1

FIGURE 6.1 — Maillage de © =]0, 1] et fonction de base en éléments finis P;.

On peut représenter les fonctions de Vj, ou Vpy, affines par morceaux, a ’'aide de
fonctions de base trés simples. Introduisons la “fonction chapeau” ¢ définie par

W)_{ (1)—\1;\ si || < 1,

si|z| > 1.

Si le maillage est uniforme, pour 0 < j < n + 1 on définit les fonctions de base (voir
la Figure 6.1)

¢;j(z) =¢(x _hx]> (6.10)

Lemme 6.2.1 L’espace Vj,, défini par (6.8), est un sous-espace de H*(0,1) de di-
mension n+2, et toute fonction vy, € V}, est définie de maniére unique par ses valeurs
aux sommets (j)o<j<n+1

n+1

on(x) =Y on(e;)d;(x) Vae0,1].

J=0
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De méme, Von, défini par (6.9), est un sous-espace de H}(0,1) de dimension n, et
toute fonction vy, € Vo, est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets
(@j)1<j<n

op () = th(ffj)fbj(x) Vo € [0,1].

Démonstration. Rappelons qu’en vertu du Lemme 4.3.19, les fonctions continues
et de classe C! par morceaux appartiennent a H'(2). Donc Vj, et Vo, sont bien
des sous-espaces de H'(0,1). Le reste de la preuve est immédiat en remarquant que
¢j(z;) = d;5, out d;; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 sinon (voir la
Figure 6.1). O

Remarque 6.2.2 La base (¢;), définie par (6.10), permet de caractériser une fonc-
tion de V}, par ses valeurs aux nceuds du maillage. Dans ce cas on parle d’éléments
finis de Lagrange. Nous verrons plus loin a la Sous-section 6.2.5 qu’on peut intro-
duire d’autres espaces V}, pour lesquels une fonction sera caractérisée, non seulement
par ses valeurs, mais aussi par les valeurs de sa dérivée. On parle alors d’éléments
finis de Hermite. Ici, comme les fonctions sont localement Py, on dit que 'espace
Vi, défini par (6.8), est ’espace des éléments finis de Lagrange d’ordre 1.

Cet exemple des éléments finis P; permet & nouveau de comprendre l'intérét de la
formulation variationnelle. En effet, les fonctions de V}, ne sont pas deux fois dérivables
sur le segment [0, 1] et cela n’a pas de sens de résoudre, méme de maniére approchée,
I'équation (6.7) (en fait la dérivée seconde d’une fonction de Vj, est une somme de
masses de Dirac aux neeuds du maillage!). Au contraire, il est parfaitement légitime
d’utiliser des fonctions de V3, dans la formulation variationnelle (6.2) qui ne requiert
qu’une seule dérivée. °

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (6.7) par la méthode
des éléments finis P1. La formulation variationnelle (6.2) de ’approximation interne
devient ici :

1 1
trouver u;, € Voy, tel que / up, (z)vy, (z) doe = / f(@)vp(z) dz Yoy, € Vo (6.11)
0 0

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<j<n €t on prend v, = ¢; ce qui donne
n 1 1
Sunte)) [ @dirde = [ f@)oa) da,
j=1 0 0

En notant U;, = (uh(xj))lgjgn’ by = (fol F@)gi(z) dx)1<z‘<n’ et en introduisant la

matrice de rigidité

1
K = ( | 6wl dx) ,
0 1<i,5<n



6.2. ELEMENTS FINIS EN DIMENSION N = 1 159

la formulation variationnelle dans V{, revient & résoudre dans R le systéme linéaire
KU = by,.

Comme les fonctions de base ¢; ont un “petit” support, 'intersection des supports
de ¢; et ¢; est souvent vide et la plupart des coefficients de K}, sont nuls. Un calcul
simple montre que

~h7t sij=i-1

1 1 .. .
/ / ) 2h sij=1
0 sinon

et la matrice Ky, est tridiagonale
Kn=ht . (6.12)

Pour obtenir le second membre by, il faut calculer les intégrales

(bn)i = /xwl f(x)d;(x) dx pour tout 1 <i < n.

i—1

L’évaluation exacte du second membre b;, peut étre difficile ou impossible si la fonc-
tion f est compliquée. En pratique on a recours & des formules de quadrature
(ou formules d’intégration numérique) qui donnent une approximation des intégrales
définissant by,. Par exemple, on peut utiliser la formule du “point milieu”

1 Fitl X T
7/ w(x)dm%w),
LTitl — Li Jg, 2
ou la formule des “trapézes”

! /m+ W(z) dz ~

Tit1 — T

(W(zit1) +¥(x1)),

DO | =

ou bien encore la formule de Simpson
1 Fit1 1 1 2 Tit1 + x;
_ dr ~ | =v(x; () + = | —————— | | .
—— [ v (ot +goi@ w30 (2572 )

Les deux premiéres formules sont exactes pour les fonctions v affines, et la troisiéme
est exacte pour les polynomes du troisiéme degré (ce qui donne un calcul exact de by, si
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f € V). Si la fonction v est réguliére quelconque, alors ces formules sont simplement
approchées avec un reste de 'ordre de O(h?), de O(h?), et de O(h?*) respectivement.

La résolution du systéme linéaire KpUjy = by, est la partie la plus cotiiteuse de la
méthode en terme de temps de calcul. C’est pourquoi nous présentons en annexe dans
la Section 13.1 des méthodes performantes de résolution. Rappelons que la matrice
K1, est nécessairement inversible par application du Lemme 6.1.1.

Remarque 6.2.3 La matrice de rigidité K est trés similaire & des matrices déja
rencontrées lors de 1’étude des méthodes de différences finies. En fait, hK); est la
limite de la matrice (2.14) (multipliée par 1/¢) du schéma implicite de résolution de
I’équation de la chaleur lorsque le pas de temps tend vers l'infini. Nous verrons a
I’Exercice 6.2.3 qu’il ne s’agit pas d’une coincidence. °

Probléme de Neumann. La mise en oeuvre de la méthode des éléments finis Py
pour le probléme de Neumann suivant est trés similaire

(6.13)

—u" 4 au = f dans |0, 1]
{ uw'(0) = a,u/(1) = 6.

Rappelons que (6.13) admet une solution unique dans H'(Q) si f € L*(Q), o, 3 € R,
et a € L>(Q) tel que a(z) > ag > 0 p.p. dans Q (voir le Chapitre 5). La formulation
variationnelle (6.2) de I'approximation interne devient ici : trouver uj, € Vj, tel que

/ (up(x)vy (2) + a(z)un(x)on (2)) do = / f(@)on(x) de — avy (0) + Bop(1),
0 0

pour tout vy, € V3. En décomposant uy, sur la base des (¢;)o<j<n+1, la formulation
variationnelle dans Vj, revient & résoudre dans R"*2 le systéme linéaire

KnUp = by,

avec Up = (un(2;))g< j<py1- €t une nouvelle matrice de rigidité

1
K= ([ @00 + awes o) do) ,
0 0<i,j<n+1
et
(bn)i = [y f(@)pi(z)da sil<i<n,
(brn)o = fol fl(x)fi)o(iﬂ) dr — a,
(On)ns1 = [y f(@)Pni1(z)dz + B.
Lorsque a(x) n’est pas une fonction constante, il est aussi nécessaire en pratique

d’utiliser des formules de quadrature pour évaluer les coefficients de la matrice K,
(comme nous ’avons fait dans I’exemple précédent pour le second membre by,).
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Exercice 6.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probléme

{ —u" = f dans |0, 1]
u(0) = o, u(l) = B,

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogénes apparaissent dans le
second membre du systéme linéaire qui en découle.

Exercice 6.2.2 On reprend le probléme de Neumann (6.13) en supposant que la fonction
a(x) = 0 dans Q. Montrer que la matrice du systéme linéaire issu de la méthode des
éléments finis Py est singuliére. Montrer qu’on peut néanmoins résoudre le systéme linéaire
si les données vérifient la condition de compatibilité

1
/ flx)de =a—p.
0
Comparer ce résultat avec le Théoréme 5.2.18.

Exercice 6.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au prob-
[éme de Dirichlet (6.7). Vérifier qu'avec un schéma centré d’ordre deux, on obtient un
systéme linéaire a résoudre avec la méme matrice Kp, (3 un coefficient multiplicatif prés)
mais avec un second membre b, différent. Méme question pour le probléme de Neumann
(6.13).

Exercice 6.2.4 On considére (n + 2) masses ponctuelles (alignées) situées aux points
xj =j/(n+1) pour 0 < j < n+1 et reliées entre voisines par des ressorts de méme
raideur k£ > 0. On applique & chaque masse ponctuelle une force longitudinale f;. Dans
I'hypothése de petits déplacements (longitudinaux) écrire I'énergie totale du systéeme qu'il
faut minimiser (on discutera le cas des extrémités libres ou fixées). Interpréter la recherche
de la position d’équilibre du systéme en termes d’éléments finis.

6.2.2 Convergence et estimation d’erreur

Pour démontrer la convergence de la méthode des éléments finis P; en une di-
mension d’espace nous suivons la démarche esquissée dans la Sous-section 6.1.2. Nous
définissons tout d’abord un opérateur d’interpolation r;, (comme dans le Lemme
6.1.3).

Définition 6.2.4 On appelle opérateur d’interpolation Py ’application linéaire ry, de
H'Y(0,1) dans Vj, définie, pour tout v € H(0,1), par

n+1

(ro)(x) = Y7 v(x;)¢; ().

Jj=0
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Cette définition a bien un sens car, en vertu du Lemme 4.3.3, les fonctions de
H'(0,1) sont continues et leurs valeurs ponctuelles sont donc bien définies. L’inter-
polée r,v d’une fonction v est simplement la fonction affine par morceaux qui coincide
avec v sur les sommets du maillage x; (voir la Figure 6.2). Remarquons qu’en une
dimension d’espace I'interpolée est définie pour toute fonction de H'(0, 1), et non pas
seulement pour les fonctions régulieres de H'(0,1) (ce qui sera le cas en dimension
supérieure).

o
Xo=0 Xo Xne=1

FIGURE 6.2 — Interpolation P; d’une fonction de H*(0,1).
La convergence de la méthode des éléments finis P; repose sur le lemme suivant.

Lemme 6.2.5 (d’interpolation) Soit r;, lopérateur d’interpolation Py. Pour tout
v e HY0,1), il vérifie

}lLii% lv =780 F1(0,1) = 0.

De plus, siv € H?(0,1), alors il existe une constante C indépendante de h telle que
lo = ravllEr 0,1y < Chlv"|L2(0,0)-

Nous repoussons momentanément la démonstration de ce lemme pour énoncer
tout de suite le résultat principal de cette sous-section qui établit la convergence de
la méthode des éléments finis P; pour le probléme de Dirichlet.

Théoréme 6.2.6 Soit u € HE(0,1) et up € Vo les solutions de (6.7) et (6.11),
respectivement. Alors, la méthode des éléments finis Py converge, ¢’est-a-dire que

lim [lu —unl[m1(0,1) = 0. (6.14)

De plus, siuw € H?(0,1) (ce qui est vrai si f € L?(0,1)), alors il existe une constante
C indépendante de h telle que

lu — unll 2 (0.1) < Chllu || 12(0,1) = Chll [l 2(0,1)- (6.15)
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Remarque 6.2.7 La premiére conclusion (6.14) du Théoréme 6.2.6 est vrai aussi si
le second membre f appartient seulement & H~'(0,1). L’estimation (6.15) indique
la vitesse de convergence de la méthode des éléments finis P;. Comme cette majo-
ration est proportionnelle & h, on dit que la méthode des éléments finis P; converge
linéairement.

Remarquons que le Théoréme 6.2.6 de convergence est valable lorsque la matrice
de rigidité /Cp et le second membre by, sont évalués exactement. Cependant, la méth-
ode des éléments finis P; converge aussi lorsqu’on utilise des formules de quadrature
adéquates pour calculer Ky, et by, (voir [36]). .

Remarque 6.2.8 Nous démontrons le Théoréme 6.2.6 dans le cas d’un maillage uni-
forme, c’est-a-dire de points x; équidistants dans le segment [0,1] (autrement dit
Zj41 — «; = h). Le résultat peut néanmoins se généraliser & des maillages non uni-
forme mais réguliers (au sens de la Définition 6.3.11), et dans ce cas h est la distance
maximum entre deux points : A = maxo<;<n(Tj41 — ;). o

Remarque 6.2.9 On peut faire une analogie entre la convergence d’une méthode
d’éléments finis et la convergence d’une méthode de différences finies. Rappelons
que, d’aprés le Théoréme de Lax 2.2.20, la convergence d’un schéma aux différences
finies découle de sa stabilité et de sa consistance. Indiquons quels sont les équivalents
(formels) de ces ingrédients dans le contexte des éléments finis. Le role de la consis-
tance pour les éléments finis est joué par la propriété d’interpolation du Lemme 6.2.5,
tandis que le role de la stabilité est tenu par la propriété de coercivité de la forme
bilinéaire qui assure la résolution (stable) de toute approximation interne. °

Démonstration. Le Lemme 6.2.5 permet d’appliquer le résultat de convergence du
Lemme 6.1.3 qui entraine immeédiatement (6.14). Pour obtenir (6.15), on majore I’es-
timation du Lemme 6.1.2 de Céa

Hu — uh||H1(0,1) S C inf Hu — 'UhHHl(O,l) S CHU — rhu||H1(071),
vp €V
ce qui permet de conclure grace au Lemme 6.2.5. O

Nous donnons maintenant la démonstration du Lemme 6.2.5 sous la forme de deux
autres lemmes techniques.

Lemme 6.2.10 Il existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout
ve H%0,1),
[o =]l 20,1 < CR2{V" || 20,15 (6.16)

et
" = (rnv) lz2(0,1) < Chl[v"||L2(0,1)- (6.17)



164 CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS

Démonstration. Soit v € C*°([0, 1]). Par définition, I’interpolée rj,v est une fonction
affine et, pour tout = €]z, zj11[, on a

(o) = mo(a) =1 o) - (o(ay) + A )

Tjt1 — Tj

© — 7. Tjt1

- /zﬂﬂﬁ——ﬂQ&—/ V' (t) dt
z; Lj+1 — Lj Jay
(6.18)
= (v —a)v'(xj +02) — (z — ;)0 (x; + 0;)
T +0,
— @-a) [ v
$j+9j

par application de la formule des accroissements finis avec 0 < 0, <z —x; et 0 <
0; < h. On en déduit en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

2
Tj+1 Tj+1
lo(z) — rpo(z)]? < h? (/ [ (1) dt) < h?’/ PRGIRA (6.19)

En intégrant (6.19) par rapport & = sur l'intervalle [z, z;41], on obtient

Tl

Tj41 5 i+
/ lv(z) = rpo(z)|” dz < h4/ [v" (t)|2dt,

J Tj

ce qui, par sommation en j, donne exactement (6.16). Par densité ce résultat est encore
vrai pour tout v € H?(0,1). La démonstration de (6.17) est tout & fait similaire : pour
v e C*([0,1]) et = €]xj, xj+1[ on écrit

v'(x) = (rpo)(z) = '(x) - viwin) —v(z) 1 /xﬁl (v’(x) - v’(t))dt

h n,,
L
= - v (y) dy.
h’ Xy t

Elevant au carré cette inégalité, appliquant Cauchy-Schwarz deux fois et sommant en
j on obtient (6.17), qui est aussi valide pour tout v € H%(0,1) par densité. O

Lemme 6.2.11 [l existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout
ve HY0,1),
vl 0,1) < Cllolla(0,1)5 (6.20)
et
lv— ThUHLZ(O,l) < ChH’UIHLZ(OJ). (6.21)

De plus, pour tout v € H*(0,1), on a

}lllg%) [v" = (ruv) || L2(0,1) = 0. (6.22)
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Démonstration. Les preuves de (6.20) et (6.21) sont dans le méme esprit que celles
du lemme précédent. Soit v € H'(0,1). Tout d’abord on a

< < <C
lmavll 20,0y < I [rno(r)] < e lo(z)] < Cllv|l 10,1

en vertu du Lemme 4.3.3. D’autre part, comme r,v est affine, et grace & la propriété
(4.8) du Lemme 4.3.3 qui affirme que v est bien la primitive de v’, on a

/Ij+1 (rav)' (2)* de = (v(@j11) — v(@;))?

h

2
1 Tt T
7 v(z)dr | < |v'(2)|” d,

J

J J

par Cauchy-Schwarz, ce qui, par sommation en j, conduit a (6.20). Pour obtenir (6.21)
on reprend la deuxiéme égalité de (6.18) d’ou 'on déduit

Tj+1
o) — rv(e)] < 2/ o (6) .

zg

En élevant au carré, en utilisant Cauchy-Schwarz, en intégrant par rapport a x, puis
en sommant en j, on obtient bien (6.21).

Passons a la démonstration de (6.22). Soit € > 0. Comme C*°([0, 1]) est dense
dans H'(0, 1), pour tout v € H'(0,1) il existe ¢ € C*°(]0,1]) tel que

[v" = @' || 2(0,1) < €
Or rj, est une application linéaire qui vérifie (6.20), donc on en déduit
1(rnv)" = (1) |l 22(0,1) < OV = ¢l L2(0.1) < Ce.

Le choix de ¢ et de € étant fixé, on déduit de (6.17) appliqué & ¢ que, pour h suff-
isamment petit,

16" — (ra®)lL20,1) < €.
Par conséquent, en sommant ces trois derniéres inégalités on obtient

10" = (rav) 20,1y < IV = &llzz + 116" — (rnd) |2 + I(rav)’ = (ra @) llL2 < Ct,

ce qui implique (6.22). O

Exercice 6.2.5 Démontrer |'équivalent du Théoréme 6.2.6 de convergence pour le prob-
[éme de Neumann (6.13).
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6.2.3 Eléments finis P,

La méthode des éléments finis Ps repose sur 'espace discret
Vi, = {v € C([0,1]) tel que v|(; 4,,,] € P2 pour tout 0 < j <n}, (6.23)
et sur son sous-espace
Vorn = {v € V}, tel que v(0) = v(1) =0} . (6.24)

La méthode des éléments finis Py est la méthode d’approximation variationnelle in-
terne de la Sous-section 6.1.2 appliquée a ces espaces V, ou V. Ceux-ci sont composés
de fonctions continues, paraboliques par morceaux qu’on peut représenter a ’aide de
fonctions de base trés simples.

A

lIJj+ZI./2

1

~ -
X1 Xz X Xjs12 Xjs1

FIGURE 6.3 — Les fonctions de base des éléments finis Ps.

Introduisons tout d’abord les points milieux des segments [z;,x;11] définis par
Tjt1/2 = xj +h/2 pour 0 < j < n. On définit aussi deux fonctions “méres”

(I+z)(1+22) si —1<2<0,
pr)={ (1—2)(1-22) si0<z<l,
0 si |2 > 1,
et
[ 1422 sl <12,
w()_{() sifz| >1/2.

Si le maillage est uniforme, pour 0 < j < n + 1 on définit les fonctions de base (voir
la Figure 6.3)

T — Ty

v
>7 0<ji<n+1, et¢j+1/2(x)_¢(7
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Lemme 6.2.12 L’espace V},, défini par (6.23), est un sous-espace de H'(0,1) de
dimension 2n + 3, et toute fonction vy € V, est définie de maniére unique par ses
valeurs auz sommets (T;)o<j<ny1 €l aux milieux (T;11/2)o<j<n

n+1 n
un() = on (@) (@) + Y on(@jp1/2) i1 /2(@) Vo € [0,1].
=0 =0

De méme, Von,, défini par (6.24), est un sous-espace de H}(0,1) de dimension 2n+1,
et toute fonction v, € Vi, est définie de maniére unique par ses valeurs auz sommets
(j)1<j<n et aux miliewr (Tj11/2)0<j<n

n

on() =Y on(2)9(@) + > vn(je12)ti41/2(z) Vo € [0,1].
j=1

Jj=0

Remarque 6.2.13 Ici encore, V}, est un espace d’éléments finis de Lagrange (cf. la
Remarque 6.2.2). Comme les fonctions sont localement Ps, on dit que l’espace V,
défini par (6.23), est ’espace des éléments finis de Lagrange d’ordre 2. °

Démonstration. Par application du Lemme 4.3.19 V}, et Vp; sont bien des sous-
espaces de H'(0,1). Leur dimension et les bases proposées se trouvent facilement en

remarquant que ;(x;) = 6ij, Vjy1/2(Tit1/2) = ijy Vj(Tig1/2) = 0, Yjp1/2(xs) = 0
voir la Figure 6.3). O
( g

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (6.7) par la méthode
des éléements finis Py. La formulation variationnelle (6.2) de ’approximation interne
revient & résoudre dans R?"*! le systéme linéaire

KnUp = by. (6.25)

Pour expliciter ce systéme linéaire il est commode de changer d’indice en notant
désormais les points (21,2, 21, %3/2, T2, ..., Tny1/2) sous la forme (zy/2)1<k<2nt1, €t la
base (V1 /2,%1,%3/2, V2, ..., Ynt1/2) de Vop, sous la forme (¢, /2)1<r<2n+1. Dans cette
base U, € R?"+! est le vecteur des coordonnées de la solution approchée uj, qui vérifie

2n+1

up(z) = Z (Un)i 2k /2(x) avec (Un)ise = un(@r/2), (6.26)
k=1

et on a

1 1
Ky = 4 ' (x)d by = d .
" <A wk/Q (:E),l/}l/Q (x) x) 1<k, 1<2n+1 " <A f(x)wk/2 (x) :E) 1<k<2n+1

Les fonctions de base vy,/o ont un “petit” support, et la plupart des coefficients de
Kp, sont donc nuls. Un calcul simple montre que la matrice de rigidité Cp est ici
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pentadiagonale
16/3 —-8/3 0
-8/3 14/3 -8/3 1/3 0
0 -8/3 16/3 —8/3 0
1/3 —8/3 14/3 —8/3 1/3
Kp=nht . . . .

0 —é}?, 16./.3 —é}?, 0
0 1/3 —8/3 14/3 —8/3
0 —8/3 16/3

Remarquons que cette matrice est plus “pleine” que celle obtenue par la méthode des
éléments finis Py, et donc que la résolution du systéme linéaire cotitera plus cher en
temps de calcul. Pour évaluer le second membre b, on a recours aux méme formules
de quadrature (ou formules d’intégration numérique) que celles présentées dans la
méthode P;.

Théoréme 6.2.14 Soit u € H}(0,1) et up, € Von les solutions de (6.7) et (6.25)-
(6.26), respectivement. Alors, la méthode des éléments finis Py converge, c’est-a-dire
que

li — =0.

Lim [Ju — sl 0,0)

De plus, siu € H3(0,1) (ce qui est vrai si f € H'(0,1)), alors il existe une constante
C' indépendante de h telle que

= wnlmr 0.1y < CHZu”

[ z2(0,1)-
Exercice 6.2.6 En généralisant les arguments précédents, démontrer le Théoréme
6.2.14.

Le Théoréme 6.2.14 montre I’avantage principal des éléments finis IPs : si la solution
est réguliére, alors la convergence de la méthode est quadratique (la vitesse de
convergence est proportionnelle & h?) alors que la convergence pour les éléments finis
P; est seulement linéaire (proportionnelle & k). Bien str cet avantage a un prix : il y a
deux fois plus d’inconnues (exactement 2n + 1 au lieu de n pour les éléments finis P;)
donc la matrice est deux fois plus grande, et en plus la matrice a cinq diagonales non
nulles au lieu de trois dans le cas P;. Remarquons que si la solution n’est pas réguliére
(u € H3(0,1)) il n’y a aucun avantage théorique (mais aussi pratique) a utiliser des
éléments finis Py plutot que Py .

6.2.4 Propriétés qualitatives

Nous savons que la solution d’un probléme de Dirichlet vérifie le principe du
maximum (voir le Théoréme 5.2.22). Il est important de savoir si cette propriété
est conservée par ’approximation variationnelle interne.
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Proposition 6.2.15 (principe du maximum discret) On suppose que f > 0
presque partout dans ]0,1[. Alors, la solution wy de lapprozimation variationnelle
(6.11) par la méthode des éléments finis Py vérifie up, > 0 dans [0, 1].

Démonstration. Soit uy la solution de (6.11). En vertu du Lemme 6.2.1, on a
n
un(@) =Y un(w;);(x),
j=1

ot les fonctions ¢; sont les fonctions de base des éléments finis Py dans Vo, et Uy, =
(un(z;))1<j<n est solution du systéme linéaire

KnUp = by,. (6.27)

Les fonctions ¢; sont des fonctions “chapeaux” (voir la Figure 6.1) qui sont positives :
il suffit donc de montrer que toutes les composantes du vecteur Uy, = (U} )1<j<y sont
positives pour prouver que la fonction wy est positive sur [0, 1]. Rappelons que, en
posant U? = U;L’H = 0, le systéme linéaire (6.27) est équivalent &

U}~ +20] — UM = hb), pour tout 1< j < n. (6.28)

Soit UZO = min; UZ la plus petite composante de Uy}, : s’il y a plusieurs plus petites
composantes, on choisit celle de plus petit indice jo. Si jo = 0, alors U,Z > U;? =0
pour tout j, ce qui est le résultat recherché. Si jo > 1, alors UZ“ < U =0, et comme
U{;'H = 0 on en déduit que jy < n. Comme bi = fol fijdx > 0 par hypothése sur f,
on peut alors déduire de la relation (6.28) pour jy que

(vfe =) + (Ul = U t) = 0,

ce qui est une contradiction avec le caractére minimal (strict) de U, io. Par conséquent
la méthode des éléments finis P, vérifie le principe du maximum discret. O

Nous avons démontré dans les sous-sections précédentes des résultats théoriques de
convergence. Nous pouvons vérifier numériquement les vitesses de convergence
prédites en résolvant le probléme de Dirichlet (6.7) par la méthode des éléments finis
avec des maillages de tailles distinctes. Considérons I’exemple suivant

— (14 2)u) + (1 +cos(rz))u=f pour0 <z <1
oy o 2%
avec f(x) = —mcos(mz) + sin(rz)(1 + cos(mz) + 72(1 + x)), dont la solution exacte

est u(r) = sin(mz). L’idéal serait de calculer Verreur exacte |[u — up| g1(0,1), mais
cela nécessite de faire des calculs précis d’intégrales, ce qui n’est pas commode si la
solution u est compliquée. En pratique (et c’est ce que nous faisons ici) on se contente
de calculer I'erreur projetée dans Vj,, ¢’est-a-dire qu’on calcule |7y, (u—wup)||g1(0,1) (on
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dit aussi qu’il s’agit de la norme discréte dans V},). L'intérét de cette approche est
que 'on peut calculer exactement les intégrales puisque 7, (u — up) = ru — up € V
(cela revient & ne pas tenir compte des erreurs d’interpolation entre H'(0,1) et V3,).
On trace cette erreur discréte |7y, (u — un)| g1(0,1) en fonction du pas du maillage h.
Lorsque la solution est réguliére, le Théoréme 6.2.6 prévoit une convergence linéaire
(en h) de lerreur par la méthode des éléments finis P;, tandis que le Théoréme 6.2.14
prévoit une convergence quadratique (en h?) de 'erreur par la méthode des éléments
finis P5. Dans le cas de 'exemple (6.29) on trace cette erreur pour différentes valeurs
de h sur la Figure 6.4 (en échelle logarithmique). Les croix ou les ronds correspondent
a des résultats de calcul, les lignes sont des droites de référence correspondant aux
fonctions h? et h3 respectivement. Remarquons que 'utilisation d’une échelle loga-
rithmique permet de bien visualiser les vitesses de convergence comme la pente du
logarithme de l’erreur en fonction du logarithme de h. On observe donc un phénomeéne
de super-convergence, c’est-a-dire que les éléments finis convergent plus rapidement
que ce qui est prévu par la théorie : I’erreur est en h% pour la méthode P; et A3 pour
celle Py. Ce gain est d a 'uniformité du maillage et au choix de la norme discréte
dans V},.

10

FIGURE 6.4 — Cas d’une solution réguliére : exemple (6.29). Norme discréte H! de
Perreur en fonction du pas h du maillage (les croix correspondent aux éléments finis
PPy, les ronds aux éléments finis Py, les droites sont les tracés de h — h? et h — h?).

Si la solution n’est pas réguliére, il y a toujours convergence mais avec une vitesse
plus faible que ce qui est prédit dans le cas régulier par les Théorémes 6.2.6 et 6.2.14.
Pour obtenir une solution non réguliére, on prend un second membre dans H~1(0,1)
qui n’appartient pas & L?(0,1). En une dimension d’espace on peut ainsi prendre une
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masse de Dirac. Considérons donc ’exemple
—u" =6z —2+0dy5 pour 0 <z <1
{ w(©0) = u(1) = 0 (6.30)

avec d1/, la masse de Dirac au point x = 1/2, dont la solution exacte est u(z) =
1/2= |z —1/2| + 22(1 — 2).

On trace Perreur ||rp, (u —up)||g1(0,1) en fonction de h sur la Figure 6.5 (en échelle
logarithmique). Les croix ou les ronds correspondent & des résultats de calcul (P; ou Py
respectivement), les lignes sont des droites de référence correspondant aux fonctions
V'h et h respectivement. On voit que les éléments finis Py et Py convergent & la méme
vitesse proportionnelle & v/h, ce qui est bien inférieur a la vitesse de h (ou méme h?)
prédite dans le cas régulier. En particulier, il n’y a aucun intérét & utiliser les éléments
finis Py, plutot que P1, dans un tel cas.

2
10

10 -3 -2 -1 0
10 10 10 10

FIGURE 6.5 — Cas d’une solution non réguliére : exemple (6.30). Norme discréte H! de
Perreur en fonction du pas h du maillage (les croix correspondent aux éléments finis
PPy, les ronds aux éléments finis Py, les droites sont les tracés de h — Vb et h — h).

Pour calculer 'erreur dans les Figures 6.4 et 6.5 nous avons utilisé une solution
exacte. Cependant, si celle-ci n’est pas connue, on peut la remplacer par la solution
approchée obtenue avec le maillage le plus fin (supposée étre la plus convergée). Cette
procédure de convergence numérique peut aussi étre mise en oeuvre pour d’autres
méthodes numériques, y compris (et surtout) lorsqu’on ne dispose d’aucun théoréme
de convergence. C’est souvent le seul moyen “heuristique” de vérifier si un algorithme
converge et & quelle vitesse par rapport au raffinement du maillage.
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6.2.5 FEléments finis d’Hermite

Aprés avoir défini des éléments finis P; et P, le lecteur imagine facilement com-
ment généraliser et définir des éléments finis P, avec k € N*. Ces éléments finis, dits
de Lagrange, utilisent des fonctions de base qui sont seulement continues mais pas
contintiment dérivables. Toutefois, il est clair que des polyndémes de IP3 peuvent se rac-
corder de maniére contintiment dérivables. Dans ce cas les valeurs des dérivées seront
aussi utilisées pour caractériser les fonctions (voir la Remarque 6.2.2). On introduit
donc une méthode des éléments finis de Hermite P53 qui repose sur I'espace discret

Vi, = {v e C'([0,1]) tel que v |[xj7 € P3 pour tout 0 < j < n}. (6.31)

Tj41]

1l faut bien faire attention que dans la définition (6.31) de V}, on demande aux fonc-
tions d’appartenir & C1([0,1]), et non plus seulement a C([0,1]). C’est ce qui fait la
différence entre les éléments finis de Hermite et de Lagrange, respectivement.

A

1

Xj+l
FIGURE 6.6 — Les fonctions de base des éléments finis d’Hermite Ps.

On peut représenter les fonctions de V}, a Iaide de fonctions de base trés simples.
On définit deux fonctions “méres”

(1+z)*(1—-22) si —1<z<0,

dr)=¢ (1—-2)?)(1+2z) si0<z<l,
0 si |z > 1,
et
r(1+2)? s —1<2<0,
Pr)=<¢ z(1—2)? si0<z <1,
0 si |z > 1.

Si le maillage est uniforme, pour 0 < j < n + 1 on définit les fonctions de base (voir
la Figure 6.6)

T — Iy T — Ty

gbj(x)—d)( o >pour0§j<n+l71/1j(x)—hw( " >p0ur0<j<n+1.
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Lemme 6.2.16 L’espace V},, défini par (6.31), est un sous-espace de H'(0,1) de
dimension 2(n + 2). Toute fonction vy, de V3, est définie de maniére unique par ses
valeurs et celles de sa dérivée auz sommets (xj)o<j<nt1, €t on a pour tout x €

[0,1]

n+1 n+1
on(@) =Y vn(a;)ds (@) + Y (on) (@) (). (6.32)
j=0 =0

Démonstration. Les fonctions de Vj, étant de classe C!, il s’agit bien d’un sous-
espace de H'(0,1). On vérifie facilement que les (¢;, ;) forment une base de Vj, en
remarquant que @;(zi) = i, V(i) = 0, () = 0, Pj(z;) = di; (voir la Figure
6.6). 0

On peut bien sar utiliser ’espace V}, (ou du moins son sous-espace des fonctions

qui s’annulent en 0 et 1) pour résoudre le probléme de Dirichlet (6.7), mais ce n’est
pas l'utilisation la plus courante de V. En pratique on utilise V}, pour résoudre
I’équation des plaques (voir (5.70) et le Chapitre 1), ou plutot des poutres en
dimension N =1,
w(0) = u(1) = w(0) = /(1) = 0, (6.33)
(qui admet une unique solution u € HZ(0,1) si f € L?(0,1)). En effet, V}, n’est pas
seulement un sous-espace de H(0, 1), mais est aussi un sous-espace de H?(0,1) (ce
qui n’est pas le cas pour les éléments finis de Lagrange). Pour résoudre (6.33) nous
aurons besoin du sous-espace

{ " = f dans]0,1]

Vor = {v € Vj, tel que v(0) = v(1) =2'(0) =2'(1) =0} . (6.34)

Lemme 6.2.17 L’espace V},, et son sous-espace Vo, défini par (6.34), sont des sous-
espaces de H?(0,1), et de H3(0,1) respectivement, de dimensions 2(n + 2), et 2n
respectivement. Toute fonction vy, de Vo, est définie de maniére unique par ses valeurs
et celles de sa dérivé auz sommets (x)1<j<n, €t on a pour tout x € [0,1]

vn(x) = th(%)% (@) + Y (on) ()5 ().

j=1

Démonstration. Soit v, € V}, : elle est de classe C! sur [0,1] et C? par morceaux.
Donc sa dérivée v}, étant continue et C' par morceaux, appartient bien a H'(0,1)
(en vertu du Lemme 4.3.19). Par conséquent, v, est un élément de H2(0,1). Le reste
du lemme est semblable au Lemme 6.2.16 O

Décrivons briévement la résolution pratique de I’équation des plaques (6.33) par la
méthode des éléments finis d’Hermite P3. La formulation variationnelle de ’approxi-
mation interne est

1 1
trouver u;, € Vo, tel que / uj (z)v) (z) do = / f(@)vp(z) dz Yoy, € Vop.  (6.35)
0 0
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On décompose uy, sur la base des (¢;,v;)1<;j<n et on note U = (un(z;), u}, (%)), < <,
le vecteur de ses coordonnées dans cette base. La formulation variationnelle (6.35)
revient & résoudre dans R?" un systéme linéaire

’ChUh =by,.

Exercice 6.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité Kj, pour (6.35).

6.3 Eléments finis en dimension N > 2

Nous nous plagons maintenant en dimension d’espace N > 2 (en pratique N =

2, 3). Pour simplifier ’exposé, certains résultats ne seront démontrés qu’en dimension

N = 2, mais ils s’étendent & la dimension N = 3 (au prix, parfois, de complications
techniques et pratiques importantes).

Nous considérons le probléme modéle de Dirichlet

—Au=f dans Q

{ u =0 sur 0f2, (6.36)

dont nous savons qu’il admet une solution unique dans H}(2), si f € L?(Q) (voir le
Chapitre 5).

Dans tout ce qui suit nous supposerons que le domaine 2 est polyédrique (polyg-
onal si N = 2), c’est-a-dire que Q est une réunion finie de polyédres de RY. Rappelons
qu’un polyédre est une intersection finie de demi-espaces de RY et que les parties de
son bord qui appartiennent & un seul hyperplan sont appelées ses faces. La raison
de cette hypothése est qu’il n’est possible de mailler exactement que de tels ouverts.
Nous dirons plus loin ce qui se passe pour des domaines généraux & bords “courbes”
(voir la Remarque 6.3.18).

6.3.1 Eléments finis triangulaires

Tout commence par la définition d’un maillage du domaine 2 par des triangles en
dimension N = 2 et des tétraédres en dimension N = 3. On regroupe les triangles et les
tétraeédres dans la famille plus générale des N-simplexes. On appelle N-simplexe K de
RY T’enveloppe convexe de (N +1) points (a;)1<j<n+1 de RY, appelés sommets de K.
Bien stir un 2-simplexe est simplement un triangle et un 3-simplexe un tétraédre (voir
la Figure 6.9). On dit que le N-simplexe K est non dégénéré si les points (a;)1<j<nt1
n’appartiennent pas & un méme hyperplan de RY (le triangle ou le tétraédre est non
“plat”). Si on note (a;;)i<i<n les coordonnées du vecteur a;, la condition de non
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dégénérescence de K est que la matrice

a1 ai2 o A1 N+1
a1 az.2 o A2 N41
A= : : : (6.37)
anN,1 anN,2 ... QN N+1
1 1 U |

soit inversible (ce que l’on supposera toujours par la suite). Un N-simplexe a autant
de faces que de sommets, qui sont elles-mémes des (N — 1)-simplexes.

FIGURE 6.7 — Exemple de maillage triangulaire en dimension N = 2.

Définition 6.3.1 Soit Q un ouvert conneze polyédrique de RN . Un maillage trian-
gulaire ou une triangulation de Q est un ensemble Tj, de N -simplexes (non dégénérés)
(Ki)1<i<n qui vérifient
1. KiCQetQ=U" K,
2. lintersection K; N K; de deux N -simplexes distincts est un m-simplexe, avec
0 <m < N —1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et K.
(En dimension N = 2, lintersection de deux triangles est soit vide, soit réduite
4 un sommet commun, soit une aréte commune entiére ; en dimension N = 3,
lintersection de deux tétraédres est soit vide, soit un sommet commun, soit une
aréte commune entiére, soit une face commune entiére.)

Les sommets ou noeuds du maillage T, sont les sommets des N-simplexes K; qui
le composent. Par convention, le parameétre h désigne le maximum des diamétres des
N-simplexes K;.

Il est clair que la Définition 6.3.1 ne peut s’appliquer qu’a un ouvert polyédrique

et pas a un ouvert quelconque. La Définition 6.3.1 contient un certain nombre de
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restrictions sur le maillage : dans ce cas on parle souvent de maillage conforme.
Un exemple de maillage conforme est donné a la Figure 6.7, tandis que la Figure 6.8
présente des situations interdites par la Définition 6.3.1.

FIGURE 6.8 — Exemples de situations interdites pour un maillage triangulaire.

Remarque 6.3.2 Nous ne disons rien ici des algorithmes qui permettent de construi-
re un maillage triangulaire. Contentons nous de dire que, s’il est relativement facile
de mailler des domaines plans (il existe de nombreux logiciels libres qui permettent
de le faire), il est encore assez compliqué de mailler des domaines tridimensionnels.
Nous renvoyons a l'ouvrage [24] le lecteur intéressé par ce sujet. o

Exercice 6.3.1 Soit 7;, un maillage de Q pour © ouvert simplement connexe polygonal
de R?. On note n; le nombre de triangles de 7}, n.. le nombre de faces ou cotés des triangles
(un coté commun 3 deux triangles n'est compté qu’une seule fois), ns le nombre de
sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne sont pas
sur 992). Démontrer les relations, dites d'Euler, n;+ns = n.+1 et 3ng +ns = 2n. +nos.

Dans un N-simplexe K il est commode d’utiliser des coordonnées barycen-
triques au lieu des coordonnées cartésiennes usuelles. Rappelons que, si K est un V-
simplexe non dégénéré de sommets (a;)1<j<n+1, les coordonnées barycentriques
(A\j)i<j<n+1 de x € RN sont définies par

N+1 N+1
Z A =1, Z a; jA\j =x; pourl <i<N, (6.38)
j=1 j=1

qui admet bien une unique solution car la matrice A, définie par (6.37), est inversible.
Remarquons que les A\; sont des fonctions affines de x. On vérifie alors que

K:{xG]RNtelque)\j(x)zO pourlﬁjﬁN—i—l}7

et que les (N +1) faces de K sont les intersections de K et des hyperplans \;(z) =0,
1 <j < N + 1. On peut alors définir un ensemble de points de K qui vont jouer un
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3 39 33

FIGURE 6.9 — Treillis d’ordre 1, 2, et 3 pour un triangle (en haut) et un tétra¢dre (en
bas). Les ronds représentent les points du treillis.

role particulier pour la suite : pour tout entier £ > 1 on appelle treillis d’ordre k&
I’ensemble
kE—1

1
Y= {x € K tel que \j(z) € {0, T T 1} pour 1 <j < N} . (6.39)

Pour £ = 1 il s’agit de I’ensemble des sommets de K, et pour k = 2 des sommets et
des points milieux des arétes reliant deux sommets (voir la Figure 6.9). Dans le cas
général, ¥y, est un ensemble fini de points (0;)1<j<n,.

Nous définissons maintenant I’ensemble Py des polynomes & coefficients réels de
RY dans R de degré inférieur ou égal & k, c’est-a-dire que tout p € P, s’écrit sous la
forme

i i
p(x) = Z Qiy iy T xR avec x = (T1,...,TN).
i1 in >0
i1 Fin <k

L’intérét de la notion de treillis 3 d’un N-simplexe K est qu’il permet de caractériser
tous les polyndomes de Py (on dit que X est unisolvant pour Py).

Lemme 6.3.3 Soit K un N-simplexe. Pour un entier k > 1, soit Xy le treillis d’ordre
k, défini par (6.89), dont les points sont notés (0j)i<j<n,. Alors, tout polynome de
Py est déterminé de maniére unique par ses valeurs aus points (0;)1<j<n, - Autrement
dit, il existe une base (V;)1<j<n, de Py telle que

Yi(oi) =0 1 <14,j < ng.
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Démonstration. Le cardinal de ¥ et la dimension de P; coincident

(N +k)!

Card(Zk) = dlm(]pk) = W

(le vérifier en guise d’exercice, au moins pour k = 1,2). Comme ’application qui, &
tout polynome de P, fait correspondre ses valeurs sur le treillis X; est linéaire, il
suffit de montrer qu’elle est injective pour montrer qu’elle est bijective. Soit donc un
polynéme p € Py qui s’annule sur ;. Montrons, par récurrence sur la dimension N,
que p est identiquement nul sur RY. Pour N = 1, il est clair qu’un polynéme de degré
k qui s’annule en (k + 1) points distincts est nul. Supposons le résultat vrai a 'ordre
N—1. Comme z dépend linéairement des coordonnées barycentriques (\;(2))1<;j<n+1,
on peut définir un polyndéme ¢(\) = p(z) de degré au plus k en la variable \ €
RNF1.Si I'on fixe une coordonnée A; dans 'ensemble {0,1/k, ..., (k —1)/k, 1} et que
Pon pose A = (X, );), on obtient un polynéme ¢;(\') = ¢(\) qui dépend de N — 1
variables indépendantes (car on a la relation Z;\gl Aj = 1) et qui est nul sur la
section du treillis 3j correspondant & la valeur fixée de A;. Comme cette section
est aussi le treillis d’ordre & d’un (N — 1)-simplexe dans 'hyperplan \; fixé, on peut
appliquer I’hypothése de récurrence et en déduire que ¢; = 0. Autrement dit, le facteur
AN —1/k)---(N\j — (k—1)/k)(\; — 1) divise ¢, ce qui est une contradiction avec le
fait que le degré de ¢()\) est inférieur ou égal a k, sauf si ¢ = 0, ce qui est le résultat
désiré. g

Lemme 6.3.4 Soit K et K' deur N-simplezes ayant une face commune I' = 0K N
OK'. Soit un entier k > 1. Alors, leurs treillis d’ordre k, ¥, et X} coincident sur cette
face T'. De plus, étant donné px et px: deuzx polynémes de Py, la fonction v définie
par
| pr(x) sizeK
v(r) = { pr/(x) size K’

est continue sur K U K', si et seulement si px et prxr ont des valeurs qui coincident
auzx points du treillis sur la face commune T.

Démonstration. Il est clair que la restriction & une face de K de son treillis d’ordre
Y est aussi un treillis d’ordre k dans ’hyperplan contenant cette face, qui ne dépend
que des sommets de cette face. Par conséquent, les treillis ¥ et X} coincident sur
leur face commune I'. Si les polyndémes px et pxs coincident aux points de X N T,
alors par application du Lemme 6.3.3 ils sont égaux sur I, ce qui prouve la continuité
de v. O

En pratique, on utilise surtout des polynémes de degré 1 ou 2. Dans ce cas on a
les caractérisations suivantes de Py et Py dans un N-simplexe K.
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Exercice 6.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)i1<j<n41. Montrer que tout
polyndéme p € IP; se met sous la forme

N+1
p(x) = Z plaj)A;(z),

ot les (\j(z))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € RY.

Exercice 6.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)i<j<n+1. On définit les points
milieux (a;;7)i1<j<jr<n+1 des arétes de K par leur coordonnées barycentriques

1
Ajlags) = Ajrlagy) = 5,

Vérifier que X5 est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes et
que tout polyndéme p € Py se met sous la forme

Ni(ajj) =0 pour I # j, j'.

N+1
p(z) = Z pla;)Aj(x) (2A5(z) — 1) + Z Ap(aj; A (@) A (2);
j=1 1<j<j' <N 41

ot les (A\j(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € RY.

Nous avons maintenant tous les outils pour définir la méthode des éléments finis Py.

Définition 6.3.5 Etant donné un maillage Tp d’un ouvert connexe polyédrique €,
la méthode des éléments finis Py, ou éléments finis triangulaires de Lagrange
d’ordre k, associée a ce maillage, est définie par [’espace discret

Vi = {v € C(Q) tel que v|k, € Py pour tout K; € Ty} . (6.40)

On appelle noeuds des degrés de liberté ['ensemble des points (G;)i1<i<n, des
treillis d’ordre k de chacun des N-simplexes K; € Tr,. On ne compte qu’une seule fois
les points qui coincident et ng est le nombre de degrés de liberté de la méthode des
éléments finis Py. On appelle degrés de liberté d’une fonction v € V;, l’ensemble
des valeurs de v en ces neeuds (G;)i1<i<n, . On définit aussi le sous-espace Vop, par

Vo ={v € V}, tel que v =0 sur 00} . (6.41)

Lorsque k£ = 1 les nceuds des degrés de liberté coincident avec les sommets du
maillage. Lorsque k = 2 ces noeuds sont constitués d’une part des sommets du maillage
et d’autre part des points milieux des arétes reliant deux sommets.

Remarque 6.3.6 L’appellation “éléments finis de Lagrange” correspond aux élé-
ments finis dont les degrés de liberté sont des valeurs ponctuelles des fonctions de
I’espace V},. On peut définir d’autres types d’éléments finis, par exemple les éléments
finis de Hermite (voir la Sous-section 6.2.5) pour lesquels les degrés de liberté sont les
valeurs ponctuelles de la fonction et de ses dérivées. °
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Proposition 6.3.7 L’espace Vj,, défini par (6.40), est un sous-espace de H'(Q) dont
la dimension est finie, égale au nombre de degrés de liberté. De plus, il existe une base
de Vi, (¢i)i<i<ng définie par

di(a;) =05 1<4,j <ng,

telle que

ndi
(@) =Y v(ai)ei().

i=1
Démonstration. Les éléments de V},, étant réguliers sur chaque maille K; et continus
sur Q, appartiennent & H'(Q) (voir le Lemme 4.3.19). Grace au Lemme 6.3.4 les
éléments de Vj, sont exactement obtenus en assemblant sur chaque K; € 7T; des
polynémes de Py, qui coincident sur les degrés de liberté des faces (ce qui prouve au
passage que V3, n’est pas réduit aux seules fonctions constantes). Enfin, en assemblant
les bases (¢j)1<j<n, de Py sur chaque maille K; (fournies par le Lemme 6.3.3) on
obtient la base annoncée (¢;)1<i<n,, de V. 0

Remarque 6.3.8 On obtient un résultat semblable pour le sous-espace Vpy,, défini
par (6.41), qui est un sous-espace de H}(Q) de dimension finie égale au nombre de
degrés de liberté intérieurs (on ne compte pas les neeuds sur le bord 0). °

Exercice 6.3.4 Soit 7;, un maillage de Q pour © ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 7;, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n’est compté qu’une seule fois), ns le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrer
que les dimensions des espaces V), et Vj;, sont

k(k—1 k(k+1
%nt +kns—k+1, dimVy, = %

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (6.36) par la méthode
des éléments finis P;,. La formulation variationnelle (6.2) de ’approximation interne
devient ici :

dimV}, = ng —kng +k+ 1.

trouver up € Vo tel que /

Vuy, - Vop de = / fvh dx Y v, € Vop. (642)
Q Q

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<j<ngy €t on prend v, = ¢; ce qui donne

ndl

;Uh(&j)/ﬂv%-V@dx:/gf@dx.

En notant Uy = (un(d;))y < <p, bh = (Jo foi dx)lgigndl’ et en introduisant la ma-

Kn = (/ Vd)j'ngidx) ,
Q 1<i, j<na

trice de rigidité
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la formulation variationnelle dans Vjy, revient a résoudre dans R™4! le systéme linéaire
IChUh = bh.

Comme les fonctions de base ¢; ont un “petit” support autour du nceud a; (voir la
Figure 6.10), intersection des supports de ¢; et ¢, est souvent vide et la plupart des
coefficients de Kp, sont nuls. On dit que la matrice K, est creuse.

FI1GURE 6.10 — Fonction de base P; en dimension N = 2.

Pour calculer les coefficients de Iy, on peut utiliser la formule d’intégration exacte
suivante. On note (\;(z))i1<i<n+1 les coordonnées barycentriques du point courant
d’un N-simplexe K. Pour tout a,...,an+1 € N, on a

Ck1!~~~O£N+1!N!
(a1 + ...+ any1 + N)U

/ A(x)*t - Ang (1) N+ do = Volume(K) (6.43)
K

Pour calculer le second membre bj, (et méme éventuellement la matrice Ky,), on utilise
des formules de quadrature (ou formules d’intégration numérique) qui donnent
une approximation des intégrales sur chaque N-simplexe K; € Tj. Par exemple, si
K est un N-simplexe de sommets (a;)1<i<n+1, les formules suivantes généralisent les
formules en dimension 1, dites du “point milieu” et des “trapézes” :

/K () de =~ Volume(K)(ap), (6.44)

avec ag = (N + 1)~ 321 4, le barycentre de K, et

N+1
/K W(z) dz ~ w%f(lm ; wlad); (6.45)

Comme le montre les Exercices 6.3.6 et 6.3.8, ces formules sont exactes pour des
fonctions affines et sont donc approchées & I'ordre 2 en h pour des fonctions réguliéres.
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La construction de la matrice K}, est appelée assemblage de la matrice. La mise
en oeuvre informatique de cette étape du calcul peut étre assez compliquée, mais son
cott en terme de temps de calcul est faible. Ce n’est pas le cas de la résolution du
systéme linéaire KUy, = by, qui est 'étape la plus cotiteuse de la méthode en temps
de calcul (et en place mémoire). En particulier, les calculs tridimensionnels sont encore
trés chers de nos jours dés que ’on utilise des maillages fins. L’Exercice 6.3.11 permet
de s’en rendre compte. Heureusement, la matrice de rigidité K, est creuse (c’est-a-
dire que la plupart de ses éléments sont nuls), ce qui permet de minimiser les calculs
(pour plus de détails voir les algorithmes de résolution de systémes linéaires dans la
Section 13.1 de I’annexe). Rappelons que la matrice K}, est nécessairement inversible
par application du Lemme 6.1.1 et qu’elle est symétrique.

Exercice 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2.
Exercice 6.3.6 Montrer que les formules (6.44) et (6.45) sont exactes pour ¢ € [Py.
Exercice 6.3.7 Soit K un triangle de R? de sommets (a;)1<;<3 et de barycentre ay.

Soit (aij)1<i<j<s les points milieux des segments d'extrémités a;,a;. Montrer que la
formule de quadrature

/"/J deAIL Z Y(aij)

1<i<j<3

est exacte pour ¢ € IPo, tandis que la formule

. 3
/Kw(x)dxzm%ém 33 0a) +8 Y blay) +27h(a)

1<i<j<3

est exacte pour ¢ € Ps.

Exercice 6.3.8 Soit (b;)1<i<r des points d'un N-simplexe K et (w;)1<i<s des poids
réels. Soit une formule de quadrature

I
/K Y (x) dx ~ Volume(K) Zwﬂ/J(b,)

qui soit exacte pour i € P;.. Montrer que, pour une fonction réguliére v, on a

[ — k41
Volume / V(@) de = ;wﬂ/) ) HOGRT),

ol h est le diamétre de K.
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1 5 2
8 6
4 7 3

FIGURE 6.11 — Exemple de maillage et de numérotation des noeuds.

Exercice 6.3.9 On considére le carré Q =] — 1,+1[*> maillé suivant la Figure 6.11.
Calculer la matrice de rigidité C;, des éléments finis Py appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

Exercice 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probléme de Dirichlet
(6.36) dans le carré 2 =]0, 1] avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 6.12.
Montrer que la matrice de rigidité ;, est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait
par application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif h? pres),
mais que le second membre by, est différent.

FIGURE 6.12 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré.

Exercice 6.3.11 On reprend les notations de |I'Exercice 6.3.10. On note n le nombre de
points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté). On
numérote “ligne par ligne” les noceuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer que
la matrice de rigidité KC;, des éléments finis IP; est de taille de I'ordre de n? et de largeur
de bande de I'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube 2 =]0, 1[3
conduisent & une matrice de taille de I'ordre de n? et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ol n est le nombre de nceuds le long d'une aréte du cube ).

Remarque 6.3.9 Comme le montre I’exemple de 'Exercice 6.3.10 la maniére de
numéroter les nceuds des degrés de liberté (ou de fagon équivalente les fonctions
de base) a une influence sur la structure creuse de la matrice K, c’est-a-dire sur
Pemplacement des ses éléments non nuls. Comme expliqué dans la Section 13.1 (voir,
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par exemple, le Lemme 13.1.4), cette structure creuse de la matrice a une grande
influence sur la performance de la résolution du systéme linéaire U, = by. Par
exemple, si 'on résout ce systéme linéaire par une méthode du type “élimination de
Gauss”, il est avantageux de choisir une numérotation qui regroupe les éléments non
nuls pres de la diagonale. °

Remarque 6.3.10 Pour simplifier ’analyse (aussi bien que la mise en oeuvre) on
peut utiliser une transformation affine pour ramener tout N-simplexe K du maillage
Trn & un N-simplexe de “référence” K. Par ce simple changement de variable, tous les
calculs se raménent & des calculs sur Ky. En pratique, on choisit souvent

N
Ko—{xeRNtelque in<1,xi>01<i<N}, (6.46)
i=1
et on vérifie sans peine que tout N-simplexe K est 'image par une transformation
affine de Ky. En effet, les coordonnées barycentriques, définies par (6.38) sont les
meémes pour K et K et, en notant A = (\j)i<j<n+1, £ = (2, 1) le point courant dans
K, &y = (x0,1) le point courant dans Ky, on a A\ = &, et Ag\ = Ty, ou les matrices
A et Ag sont définies par (6.37) et inversibles. On en déduit donc que 7 = AAj ' %o,
c’est-a-dire qu’il existe une matrice B, inversible d’ordre N, et un vecteur b € RV tels
que * = Bxg +b. °

mailef2draf.eps

FIGURE 6.13 — Maillage triangulaire plus fin que celui de la Figure 6.7.

L’exercice suivant montre que la méthode des éléments finis IP; vérifie le principe
du maximum.

Exercice 6.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;j)i<i j<n est une M-
matrice si, pour tout i,

bii > 0, Zbik>0, bi; <0 Vi #i.
k=1
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Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse sont
positifs ou nuls.

Exercice 6.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit uj, la solution approchée du
probléme de Dirichlet (6.36) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € Ty, sont inférieurs ou égaux a 7/2. Montrer que
up(xz) > 0 dans Q si f(z) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
Kn + €1d est une M-matrice, ot Kj, est la matrice de rigidité.

secondmembre.eps

FIGURE 6.14 — Terme source f dans ’équation (6.36).

Il n’y a évidemment aucune difficulté a étendre la méthode des éléments finis Py
a d’autres problémes que (6.36).

Exercice 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis Py, au systéme de I'élasticité
(5.56). Montrer en particulier que la matrice de rigidité K}, est dans ce cas d’ordre Nngy
ol N est la dimension d’espace et ng; est le nombre de nceuds de degrés de liberté.

Exercice 6.3.15 Expliciter la matrice de rigidité KC;, obtenue par application de la méth-
ode des éléments finis P, au probléme de Neumann

{ —Au+au=f ~dansQ (6.47)

% =g sur 090,

avec f € L3(Q), g € L*(99), et a € L>=(Q) tel que a(z) > ap > 0 p.p. dans Q.
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Exercice 6.3.16 Montrer que la matrice de rigidité K, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probléme de convection-diffusion de I'Exercice 5.2.2 est
inversible mais pas symétrique.

Exercice 6.3.17 On se propose de résoudre numériquement |'équation des plaques
(5.70) par une méthode d'éléments finis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour un
maillage triangulaire 7}, on introduit 'espace discret

Vi, = {v € C'(Q) tel que v|k, € Ps pour tout K; € Ty, } .

Montrer que tout polyndme p € Ps5 est caractérisé de maniére unique sur un triangle K
par les 21 valeurs réelles suivantes

Ip(b;)
on

ol (a1, az, as) sont les sommets de K, (b1, be, b3) les milieux des cotés de I, et Op(b;)/In
désigne la dérivée normale au coté de b;. Montrer que V}, est un sous-espace de H?((2)
dont les éléments v sont caractérisés de maniére unique par les valeurs (6.48) pour chaque
sommet et milieu d'aréte du maillage. En déduire une méthode d’éléments finis (dite
d'Argyris) pour résoudre (5.70).

v(a;), Vou(a;), VVu(a,), i=1,2,3, (6.48)

Nous terminons cette sous-section en I'illustrant par un résultat numérique obtenu
par la méthode des éléments finis P; appliquée au probléme de Dirichlet (6.36). Le
second membre est donné par la Figure 6.14. On peut interpréter ce probléme comme
la modélisation de la diffusion dans 'atmosphére d’un polluant émis par une source
localisée. Le domaine de calcul représente une région autour de la source (la direction
verticale est “moyennée” et absente du calcul) et on suppose que la concentration
est nulle sur son bord. Deux maillages ont été utilisés : le maillage “grossier” de la
Figure 6.7, et le maillage “fin” de la Figure 6.13. Les résultats correspondant sont
montrés sur la Figure 6.15, respectivement. On remarque que la valeur maximale
de la solution numérique uy, est plus élevé pour le maillage fin que pour le maillage
grossier (les échelles ne sont pas les mémes). C’est la manifestation du fait que le pas
h du maillage grossier n’est pas encore assez petit pour que la solution approchée uy
ait convergé vers la solution exacte. Si ’on rajoute en plus de la diffusion un effet de
convection (modélisant un vent constant dans la direction horizontale, voir (5.13)),
on peut voir 'effet de panache ainsi produit sur la concentration dans la Figure 6.16
(obtenue avec le maillage fin). La valeur maximale de la solution est plus petite en
présence d’'un terme de convection, ce qui correspond bien & l'intuition physique que
le vent “dilue” les concentrations élevées de polluant.

6.3.2 Convergence et estimation d’erreur

Nous démontrons la convergence des méthodes d’éléments finis Py, pour le probléme
de Dirichlet (6.36). Insistons sur le fait qu’il s’agit seulement d’un probléme modéle,
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concentrationl.eps

concentration3.eps

FIGURE 6.15 — Solution approchée u;, de I’équation de diffusion (6.36) pour le maillage
grossier de la Figure 6.7 (haut) et pour le maillage fin de la Figure 6.13 (bas).
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concentrationb.eps

FIGURE 6.16 — Solution approchée u;, de 1’équation de convection-diffusion (5.13)).

et que ces méthodes convergent pour d’autres problémes, comme celui de Neumann
(6.47). Nous allons avoir besoin d’hypothéses géométriques sur la qualité du maillage.
Pour tout N-simplexe K on introduit deux paramétres géométriques : le diamétre
diam(K) et la rondeur p(K), définie comme le diamétre de la plus grande boule
contenue dans K,
diam(K) = - K)= 2r).
fam(K) = max |z —yll, p(K)= max (2r)
Bien str, on a toujours diam(K)/p(K) > 1. Ce rapport est d’autant plus grand que

K est “aplati” : il mesure en quelque sorte la tendance a la dégénérescence de K. En
pratique, comme en théorie, il faut éviter d’utiliser des N-simplexes K trop aplatis.

Définition 6.3.11 Soit (74),, une suite de maillages de Q. On dit qu’il s’agit d’une
suite de maillages réguliers si

1. la suite h = maxg, e, diam(K;) tend vers 0,

2. il existe une constante C' telle que, pour tout h > 0 et tout K € Ty,

diam(K)
= =C (6.49)

Remarque 6.3.12 En dimension N = 2 la condition (6.49) est équivalente & la
condition suivante sur les angles du triangle K : il existe un angle minimum 6y > 0
qui minore (uniformément en h) tous les angles de tout K € Tj,. Insistons sur le fait
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/w0

FIGURE 6.17 — Diamétre diam(K) et rondeur p(K) d’un triangle K.

que la condition (6.49) est tout aussi importante en pratique que pour l’analyse de
convergence qui va suivre. °

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette sous-section qui
affirme la convergence de la méthode des éléments finis Py, et qui donne une estimation
de la vitesse de convergence si la solution est réguliére.

Théoréme 6.3.13 Soit (T4),., une suite de maillages réguliers de Q. Soit u €
HY(Q), la solution du probleme de Dirichlet (6.36), et up, € Vop, celle de son ap-
prozimation interne (6.42) par la méthode des éléments finis Py. Alors la méthode
des éléments finis Py converge, c’est-a-dire que

}ILIE)I%) ||u — uhHHl(Q) =0. (650)

De plus, siu € H** Y (Q) et si k+1> N/2, alors on a l’estimation d’erreur
||U—UhHH1(Q) < Chk||u||Hk+1(Q), (6.51)
ot C est une constante indépendante de h et de u.

Remarque 6.3.14 Le Théoréme 6.3.13 s’applique en fait a toute méthode d’éléments
finis de type Lagrange (par exemple, les éléments finis rectangulaires de la Sous-
section 6.3.3). En effet, le seul argument utilisé est la construction d’un opérateur
d’interpolation basé sur la caractérisation des fonctions de V}, par leurs valeurs aux
nceuds des degrés de liberté, ce qui est toujours possible pour des éléments finis de
type Lagrange (voir la Remarque 6.3.6). Remarquons que, pour les cas physiquement
pertinents N = 2 ou N = 3, la condition k + 1 > N/2 est toujours satisfaite dés que
k> 1. °

Remarque 6.3.15 L’estimation d’erreur (6.51) du Théoréme 6.3.13 n’est vraie que
si la solution exacte u est réguliére, ce qui n’est pas toujours le cas. Si u n’est pas
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réguliére, on constate en pratique que la convergence est plus lente (voir la Figure
6.5 en une dimension d’espace). D’autre part, la convergence (6.50), qui a lieu dans
Iespace “d’énergie”, n’implique pas la convergence ponctuelle de uy, ou de ses dérivées.
La Figure 6.18 illustre ce fait pour le probléme de Dirichlet (6.36) avec f = 1 dans
la géomeétrie du “coin rentrant” ou la solution est singuliére (voir le Lemme 5.2.33).
Numériquement, le module du gradient de wj croit vers I'infini dans le coin lorsque
h tend vers zéro (le maximum de |Vuy| vaut 0.92 pour le maillage de gauche a 1187
sommets, 1.18 pour le maillage du milieu & 4606 sommets, et 1.50 pour celui de droite
a 18572 sommets) °

caml.eps cam2.eps cam3.eps

FIGURE 6.18 — Module du gradient de uj; pour trois maillages (de plus en plus fin de
gauche a droite).

La démonstration du Théoréme 6.3.13 repose sur la définition suivante d’un
opérateur d’interpolation r, et sur le résultat d’interpolation de la Proposition
6.3.16. Rappelons que nous avons noté (G;)i<i<n, la famille des noeuds des degrés
de liberté et (¢;)1<i<n,, la base de Vo de la méthode des éléments finis Py, (voir la
Proposition 6.3.7). Pour toute fonction continue v, on définit son interpolée

ndl

rno(@) = Y (@) (). (6.52)

i=1

La différence principale avec I’étude faite en dimension N = 1 est que, les fonctions
de H'(Q) n’étant pas continues lorsque N > 2, Popérateur d’interpolation rj, n’est
pas défini sur H'(Q) (les valeurs ponctuelles d'une fonction de H'(£2) n’ont a priori
pas de sens). Néanmoins, et c’est la raison de ’hypothése k + 1 > N/2, r), est bien
défini sur H*+1(Q) car les fonctions de H**1(Q) sont continues (H*+1(Q) ¢ C(Q)
d’aprés le Théoréme 4.3.25).

Proposition 6.3.16 Soit (7)., une suite de maillages réguliers de Q. On suppose
que k+1 > N/2. Alors, pour tout v € H*t1(Q) Uinterpolée ryv est bien définie, et il
existe une constante C, indépendante de h et de v, telle que

||1) — Th’UHHl(Q) < Chk||v||Hk+1(Q). (6.53)
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Admettant pour 'instant la Proposition 6.3.16 nous pouvons conclure quant a la
convergence de la méthode des éléments finis Py.

Démonstration du Théoréme 6.3.13. On applique le cadre abstrait de la Sous-
section 6.1.2. Pour démontrer (6.50) on utilise le Lemme 6.1.3 avec V = C£°(Q2) qui
est bien dense dans HZ(Q). Comme C°(Q) C H¥T1(Q), Pestimation (6.53) de la
Proposition 6.3.16 permet de vérifier ’hypothése (6.5) du Lemme 6.1.3 (pour des
fonctions réguliéres on n’a pas besoin de la condition k+1 > N/2 dans la Proposition
6.3.16).

Pour obtenir I'estimation d’erreur (6.51) on utilise le Lemme de Céa 6.1.2 qui nous
dit que

llu— Uh”Hl(Q) <C inf |u- Uh”Hl(Q) < Cllu— ’I“huHHl(Q),
v €Von

si 7, u appartient bien & H'(Q). Par application de la Proposition 6.3.16 & u on obtient
(6.51). O

Remarque 6.3.17 Le Théoréme 6.3.13 est valable lorsque u; est la solution exacte de
Papproximation interne (6.42) dans Vp,. Cela nécessite de calculer exactement toutes les
intégrales intervenant dans la matrice K} et le second membre b,. En pratique, on ne les
évalue pas exactement car on a recourt a une intégration numérique. Néanmoins, si on utilise
des formules de quadrature “raisonnables”, la méthode des éléments finis P, converge encore
(voir [36]). En particulier, si la formule de quadrature utilisée pour calculer des intégrales sur
un N-simplexe K est exacte pour les polynémes de Par_2, alors lestimation d’erreur (6.51)
est toujours valable (ot uy, est la solution discréte calculée avec intégration numérique). Par
exemple, pour les éléments finis P1 on peut utiliser les formules de quadrature (6.44) ou
(6.45) sans perte de précision ou de vitesse de convergence. °

FI1GURE 6.19 — Approximation par un domaine polyédrique Q; d’un ouvert régulier
Q.

Remarque 6.3.18 Indiquons briévement ce qui se passe lorsque le domaine 2 n’est pas
polyédrique (mais suffisamment régulier). On commence par approcher 2 par un domaine
polyédrique Qp, que 'on maille par un maillage 7, (voir la Figure 6.19). On peut choisir Qj,
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et son maillage (avec h le diamétre maximum des mailles) de telle maniére qu'’il existe une
constante C' (qui ne dépend que de la courbure de Q) vérifiant

dist (99, 8Q) < Ch>.

On appelle u, la solution de approximation variationnelle dans l’espace V) associé au
maillage 75, et a I’élément fini P;. En général, méme si on choisit 2, C €, Vj n’est pas
un sous-espace de 'espace de Sobolev V' dans lequel on cherche la solution exacte u (par
exemple, si les conditions aux limites sont de Neumann), ce qui complique sérieusement
Panalyse. Néanmoins, en dimension N = 2 on peut montrer (voir [36]) que, pour les éléments
finis Py, si u € H*(Q), alors on a toujours

flu — UhHHl(fzh) < ChHuHH?(Q), (6.54)
tandis que, pour les éléments finis P2, si u € HkH(Q), alors on a seulement
lu = wnll i,y < ChY?lull grsr gy (6.55)

Par conséquent, cette méthode est satisfaisante pour des éléments finis IP1, puisque la con-
vergence (6.54) est du méme ordre que (6.51), mais décevante et non optimale pour des
éléments finis Py, avec k > 2. On peut remédier a cette situation en introduisant des “élé-
ments finis isoparamétriques” : il s’agit de mailler la partie de €2 prés du bord par des mailles
a bords “courbes” obtenus par déformation de N-simplexes standards (cette déformation est
une généralisation de la transformation affine introduite & la Remarque 6.3.10). Par exem-
ple, en dimension N = 2 on utilise souvent une transformation polynomiale de degré 2 qui
déforme un triangle de référence en un “triangle” dont un des cotés est un arc de parabole.
Cela permet de mieux approcher la frontiére 92 par 9. On peut alors démontrer une
estimation d’erreur optimale du méme ordre que (6.51) (voir [11], [36]). °

Nous passons maintenant & la démonstration de la Proposition 6.3.16 que l'on peut
admettre en premiére lecture. Elle passe par la construction d’un opérateur d’interpolation
local dans chaque maille du maillage. Soit K un N-simplexe de treillis d’ordre k, ;. On
définit Popérateur d’interpolation rx, pour toute fonction v continue sur K,

rgv =p € Py tel que p(z) = v(z) Vo € . (6.56)

D’apreés le Lemme 6.3.3 on sait que tout polynoéme de Py, est déterminé de maniére unique par
ses valeurs aux points de Xy, : par conséquent, (6.56) définit bien rx comme une application
(linéaire de surcroit).

Lemme 6.3.19 (de Bramble-Hilbert) On suppose que k + 1 > N/2. L’opérateur d’in-
terpolation v est linéaire continu de H*T'(K) dans H*'(K), et il eziste une constante
C(K) telle que, pour tout v € H**(K) on a

lv —revllgre ) < C(K)|U|Hk+1(1<), (6.57)

ot |v|gr+1(x) est la semi-norme définie par

g = 3 [ = ol o ~ ol
|a|=k+1
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Démonstration. Pour k+1 > N/2 le Théoréme 4.3.25 indique que H**(K) ¢ C(K), donc
les valeurs ponctuelles des fonctions de H**'(K) sont bien définies comme formes linéaires
continues. Par conséquent, rxv est un polynéme dont les coefficients dépendent linéairement
et continiment de v € H**1(K), et ceci dans n’importe quel espace H™(K) avec m € N.
On en déduit que rx est linéaire continu dans H**!(K). Démontrons maintenant 'inégalité

ol gy < CE) (10l grsr ey + Irrvlle ) » (6.58)

en procédant par contradiction (comme nous 'avons déja fait pour d’autres inégalités ; voir,
par exemple, la démonstration (4.15) de l'inégalité de Poincaré). Il existe donc une suite
vn € H*(K) telle que

1= Jonllgrsr ey > 1 ([l g ) + Irxonllgre ) - (6.59)

Le terme de gauche de (6.59) implique que la suite v, est bornée dans H**!(K). Par appli-
cation du Théoréme de Rellich 4.3.21, il existe une sous-suite v, qui converge dans H"(K).
Le terme de droite de (6.59) indique que la suite des dérivées 9%v,,/, pour tout multi-indice
la| = k + 1, converge vers zéro dans L?(K). Par conséquent, v, converge dans H*T!(K)
vers une limite v qui vérifie (en passant a la limite dans (6.59))

|’U‘Hk+1(K) = 0, ||T’K’U||Hk+1(K) =0. (660)

La premiére égalité de (6.60) montre que v € Py car K est connexe (par application réitérée
de la Proposition 4.2.5). Par la définition (6.56) de rx on a rxv = v pour v € Pj. La
deuxiéme égalité de (6.60) montre donc que rxv = v = 0, ce qui est une contradiction avec
la limite du terme de gauche de (6.59). Pour obtenir (6.57) on applique (6.58) a (v —rxv) en
remarquant que rx (v —rxv) =0 et que |[v — 7xV|gr+1(xy = [Vl grr1(x) puisque les dérivées
d’ordre k + 1 d’un polynéme de Py sont nulles. g

L’inconvénient du Lemme 6.3.19 de Bramble-Hilbert est que la constante dans 'inégalité
(6.57) dépend de K de maniére non explicite. On en précise la dépendance dans le lemme
suivant.

Lemme 6.3.20 On suppose que k +1 > N/2 et que diam(K) < 1. Il existe une constante
C indépendante de K telle que, pour tout v € H* ' (K) on a

(diam(K))"*?

_ <
lv—rxvlmx) <C oK)

|'U‘Hk+1<K). (661)
Démonstration. On utilise la Remarque 6.3.10 qui affirme que tout N-simplexe K est
Iimage par une transformation affine du N-simplexe de référence Ko, défini par (6.46).
Autrement dit, il existe une matrice inversible B et un vecteur b (dépendant de K) tel que,
pour tout x € K, il existe x¢o € Ko vérifiant

x = Bz +b. (6.62)

Pour obtenir (6.61), on part de I'inégalité (6.57) établie dans Ko et on applique le change-
ment de variable (6.62). Cela va permettre de trouver la dépendance par rapport a K de la
constante dans cette inégalité. Nous ne détaillons pas ce calcul dont nous indiquons simple-
ment les principales étapes (en cas de besoin le lecteur pourra consulter [36]). Le Jacobien du
changement de variable étant det(B), et les dérivées dans K s’obtenant & partir des dérivées
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dans K, par composition avec B~ 1, il existe une constante C, indépendante de K, telle que,
pour toute fonction réguliére v(z) avec vo(wo) = v(Bxzo +b), on a

1 _
[volartacoy < GBI det(B)| ™ vl e

—1y 1/2
Wlaiay < CIUBTH' [ det(B)[Y? [vol g i) -

On déduit donc de (6.57)

v=ritlingg < CIBIE B olmn
HU—TKUHL2(K) < C|B| * |U|Hk+1(K)~
Par ailleurs, on vérifie facilement que
1B < B2 -y gy  dlamiKo)
p(Ko) p(K)
En combinant ces résultats on obtient (6.61). O

Démonstration de la Proposition 6.3.16. Par construction, si v € H**!(Q), son inter-
polée rpv restreinte au N-simplexe K est simplement rxv. Par conséquent,

||’U — Thv“ill(ﬂ) - Z HU - TKL’UH?{l(Kl)
Ki€Th

On applique la majoration (6.61) & chaque maille K; (avec la méme constante C' pour
toutes), et comme le maillage est régulier I'inégalité (6.49) permet de majorer uniformément
le rapport diam(K;)/p(K;). On en déduit

k k
v = ravllF @) < CB? Z ol3et1 iy < CR* [0t 0
K;€Th

ce qui est le résultat désiré. O

Exercice 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des éléments
finis Py, 'opérateur d'interpolation 7}, vérifie en dimension N =2 ou 3

||1} — Th’UHLz(Q) < Ch2||1}||H2(Q).

6.3.3 Eléments finis rectangulaires

Si le domaine Q est de type rectangulaire (c’est-a-dire que ) est un ouvert polyé-
drique dont les faces sont perpendiculaires aux axes), on peut le mailler par des
rectangles (voir la Figure 6.20) et utiliser une méthode d’éléments finis adaptée. Nous
allons définir des éléments finis de type Lagrange (c’est-a-dire dont les degrés de lib-
erté sont des valeurs ponctuelles de fonctions), dits éléments finis Q. Commengons
par définir un N-rectangle K de RY comme le pavé (non-dégénéré) ]_[Z-]\;l[li7 L;] avec
—00 < l; < Lj < +00. On note (a;)1<;<onv les sommets de K.

Définition 6.3.21 Soit 2 un ouvert connexe polyédrique de RY . Un maillage rect-
angulaire de Q est un ensemble Tj, de N-rectangles (non dégénérés) (K;)i1<i<n qui
vérifient
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mailef2drect.ps

FIGURE 6.20 — Exemple de maillage rectangulaire en dimension N = 2.

1. K;CQetQ=U",K;,

2. lintersection K; N K; de deux N-rectangles distincts est un m-rectangle, avec
0 <m < N —1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et K.
(En dimension N = 2, lintersection de deuz rectangles est soit vide, soit un
sommet commun, soit une face commune entiére.)

Les sommets ou nceuds du maillage T;, sont les sommets des N-rectangles K; qui
le composent. Par convention, le paramétre h désigne le mazimum des diamétres des
N -rectangles K;.

Nous définissons I'ensemble Qj, des polynomes & coefficients réels de R dans R
de degré inférieur ou égal & k par rapport a chaque variable, c’est-a-dire que tout
p € Q4 s’écrit sous la forme

- i1 iN _
p(x) = E Qi i@y - xy avec & = (21,...,ZN).
0<i1 <k,...,0<in <k

Remarquons que le degré total de p peut étre supérieur a k, ce qui différencie I’espace
Qk de Pk.

Pour tout entier k£ > 1 on définit le treillis d’ordre k du N-rectangle K comme
I’ensemble
xj — lj 1 k -1

— ey, —, 1 1<j<N3,. .
Pt e 0 b powr 1 <5<V (069

Y = {xeKtel que

Pour k£ = 1 il s’agit de ’ensemble des sommets de K, et pour k = 2 et N = 2 des
sommets, des points milieux des arétes reliant deux sommets, et du barycentre (voir
la Figure 6.21).

Le treillis X d'un N-rectangle K est unisolvant pour Qy, c¢’est-a-dire qu’il permet
de caractériser tous les polynomes de Qj.

Lemme 6.3.22 Soit K un N-rectangle. Soit un entier k > 1. Alors, tout polynome
de Q. est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux points du treillis d’ordre
k, X, défini par (6.63).
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FIGURE 6.21 — Treillis d’ordre 1, 2, et 3 pour un rectangle (les ronds représentent les
points du treillis).

Démonstration. On vérifie que le cardinal de ¥, et la dimension de Q coincident
card(Xy) = dim(Qy) = (k + 1)V.

Comme 'application qui, & tout polynoéme de Qy, fait correspondre ses valeurs sur le

treillis i est linéaire, il suffit d’exhiber une base de Q dont les éléments valent 1 en

un point du treillis et 0 ailleurs pour démontrer le résultat. Soit un point z#* de X
défini par

v =l ;

=— avec0<pu; <k, Vje{l,. N}

L; =1 k

On définit le polynéme p € Qy par

N k(a; — 1) —i(L; — 1
p(r) = H H ( (= 2)(Lj(— ) ) avec ¢ = (z1, ..., TN ).

On vérifie facilement que p(z*) = 1 tandis que p s’annule sur tous les autres points
de X, ce qui est le résultat désiré. O

Comme dans le cas triangulaire nous avons la condition suivante de continuité a
travers une face (nous laissons la démonstration, tout a fait similaire a celle du Lemme
6.3.4, au lecteur).

Lemme 6.3.23 Soit K et K' deuz N-rectangles ayant une face commune I' = 9K N
OK'. Soit un entier k > 1. Alors, leur treillis d’ordre k X, et Y. coincident sur cette
face T'. De plus, étant donné px et px: deuz polyndomes de Qg, la fonction v définie
par
| pr(x) sizeK
v(r) = { pr(x) sixze K’

est continue sur K U K', si et seulement si px et prxr ont des valeurs qui coincident
aux points du treillis sur la face commune T.
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En pratique, on utilise surtout les espaces Q1 et Q3. La Figure 6.22 montre une
fonction de base @ en dimension N =2 (on peut y vérifier que les fonctions de Q;
ne sont pas affines par morceaux comme celles de Py).

FIGURE 6.22 — Fonction de base Q; en dimension N = 2.

Exercice 6.3.19 Soit K = [0,1]% le cube unité en dimension N = 2 de sommets
at = (0,0), a®> = (1,0), a® = (1,1), a* = (0,1). On définit 23 = 1 — x1, 74 = 1 — 2,
et 7 comme la valeur de i modulo 4. Grace a ses notations, chaque sommet a® est défini
par r; = x;7 = 0. Vérifier que les fonctions de base de Q; sont

pi(z) = 2755 pour 1 <i <4,
et que celles de Q> sont

Pg(l‘) = 161‘11‘21‘31‘4.

Remarque 6.3.24 En pratique, on remplace parfois ’élément fini Q2 par un autre
élément fini plus simple, et tout aussi efficace, noté Q5. En dimension N = 2, ’élément
fini Q3 est défini par les 8 fonctions de base (p;)1<i<s de 'Exercice 6.3.19 (on a enlevé
la derniére pg). On vérifie que les degrés de liberté de Q3 sont les sommets et les
milieux des arétes du rectangle (mais pas son barycentre). En dimension N = 3,
I’élément fini Q35 est défini par ses degrés de liberté qui sont les 8 sommets et les 12
milieux des arétes du cube (il n’y a pas de degrés de liberté a U'intérieur). °

Définition 6.3.25 Etant donné un maillage rectangulaire Tp, d’un ouvert Q, la méth-
ode des éléments finis Qy, est définie par I’espace discret

Vi, = {v € C(Q) tel que v |k, € Qi pour tout K; € T, }. (6.64)
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On appelle neeuds des degrés de liberté l'ensemble des points (Gi)1<i<n,, des treillis
d’ordre k de chacun des N-rectangles K; € Ty,.

Comme dans le cas triangulaire, la Définition 6.3.25 a un sens grace & la proposition
suivante (dont nous laissons la démonstration au lecteur en guise d’exercice).

Proposition 6.3.26 L’espace Vi, défini par (6.64), est un sous-espace de H'(Q)
dont la dimension est le nombre de degrés de liberté ng;. De plus, il existe une base
de Vi, (¢i)1<i<ng, définie par

di(a;) =05 1<4,j <ng,

telle que

ndl

() =Y v(a)di().

i=1

Comme les éléments finis Qf sont des éléments finis de type Lagrange, on peut
démontrer les mémes résultats de convergence que pour la méthode des éléments finis
Pk. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la démonstration du Théoréme
6.3.13 s’applique “mutatis mutandis” au théoréme suivant (la Définition 6.3.11 de
maillages réguliers s’étend aisément aux maillages rectangulaires).

Théoréme 6.3.27 Soit (Ty,),, une suite de maillages rectangulaires réguliers de Q.
Soit u € H} (), la solution eracte du probléme de Dirichlet (6.36), et up € Vo,
la solution approchée par la méthode des éléments finis Q. Alors la méthode des
éléments finis Qi converge, c’est-a-dire que

lim [l = unl| () = 0.
De plus, siu € H** Q) et si k+1> N/2, alors on a l’estimation d’erreur
lu —unll (o) < CthuHH’H’l(Q)y
ot C est une constante indépendante de h et de u.

Remarque 6.3.28 On peut généraliser un peu la notion de maillage rectangulaire et d’élé-
ments finis Q) en utilisant la notion de transformation affine. On appelle N-parallélotope
'image par une application affine F' du cube unité [0,1]" (un 2-parallélotope est un par-
allélogramme). On vérifie qu'un N-parallelotope a 2N faces, paralléles 2 a 2, et que son
treillis est bien I'image du treillis du cube unité. On peut alors mailler un domaine €2 par
des N-parallelotopes et définir une méthode d’éléments finis basée sur I'image F'(Qy), dans
chaque N-parallelotope, de l'espace Q) pour le cube unité (en général F(Qi) # Q). On
peut aussi utiliser des transformations plus compliquées (non affines) : c’est la méthode des
éléments finis isoparamétriques (voir la Remarque 6.3.18 a ce sujet). Par exemple, en di-
mension N = 2, 'utilisation de transformations Q; permet de mailler un domaine avec des
quadrangles quelconques (a faces non paralléles). Pour plus de détails, nous renvoyons a [36].
[ ]
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Remarque 6.3.29 On peut aussi mailler une partie de 2 en N-simplexes, et une autre en
N-rectangles et construire une méthode d’éléments finis mélangeant les deux types Pi et Q.
Pour plus de détails, nous renvoyons encore a [36]. °

Remarque 6.3.30 On peut définir des éléments finis intermédiaires entre P, et Qi en
dimension N = 3, appelés “éléments finis prismatiques d’ordre k”. Supposons que 2 =
wx]0, L] avec w un ouvert de R?. On maille w par des triangles T}, et ]0, L[ par des segments
[27, zj+1]. On définit alors des prismes de R® comme le produit 7; x [z}, zj+1], avec lesquels
on maille 2. On construit alors des fonctions de base intermédiaires entre celles de Py et Qx
sur ces prismes. Pour plus de détails, nous renvoyons a [36]. °

6.3.4 Eléments finis pour Stokes

La généralisation de la méthode des éléments finis & des systémes d’équations
aux dérivées partielles (comme le systéme de 1’élasticité linéarisée) ne pose pas de
problémes particuliers. Ce n’est pas le cas pour le systéme des équations de Stokes
(5.71) a cause de la condition d’incompressibilité du fluide (ou condition de divergence
nulle pour la vitesse). L’'importance pratique considérable des simulations numeériques
en mécanique des fluides incompressibles justifie que nous parlions briévement de ce
cas particulier (qui permet aussi de montrer que ’analyse numérique n’est pas toujours
ce long fleuve tranquille que ’on imagine & la lecture de ce polycopié).

Rappelons que, dans un domaine borné connexe @ C R, en présence de forces
extérieures f(z), et pour des conditions aux limites d’adhérence du fluide aux parois,
les équations de Stokes s’écrivent

Vp — pAu = f dans
divu =0 dans (6.65)
u=20 sur 0f)

ou i > 0 est la viscosité du fluide. Dans la Sous-section 5.3.2 nous avons proposé
comme formulation variationnelle de (6.65)

Trouver u € V tel que / uNVu - Vodr = / frvdxVvey, (6.66)
Q Q
ou V est 'espace de Hilbert défini par
V ={veHj(Q" tel que divv = 0 p.p. dans Q} . (6.67)
Comme V contient la contrainte d’incompressibilité dive = 0, il est trés diffi-

cile en pratique de construire des approximations variationnelles internes de (6.66)
comme nous l'avons fait jusqu’ici. Plus précisément, la difficulté est de définir sim-
plement (explicitement) un sous-espace V3, de V' de dimension finie dont les éléments
s’écrivent grace aux fonctions de base des éléments finis Py ou Q. Par exemple, si
Tn = (Ki)1<i<n est un maillage triangulaire de Pouvert connexe polyédrique €2, on
peut définir

Vi, = {v e C(Q)" tel que divo = 0 dans Q, v |k, € Py pour tout K; € Tp,},
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mais il n’est pas clair que V}, ne soit pas “trop petit” et de quelle maniére on peut
caractériser ses éléments en termes de degré de liberté. En particulier, la condition
dive = 0 dans la définition de V}, mélange toutes les composantes de v, ce qui rend trés
difficile et compliqué la caractérisation d’une base explicite de V3. On n’utilise donc
pas la formulation variationnelle (6.67) pour définir une méthode d’éléments finis.

En pratique, on introduit une autre formulation variationnelle des équations de
Stokes qui consiste & ne pas forcer 'incompressibilité dans la définition de 'espace et a
garder la pression comme inconnue dans la formulation variationnelle. En multipliant
la premiére équation de (6.65) par une fonction test v € Hi(Q)V et la deuxiéme
équation par une autre fonction test ¢ € L?(f2), on obtient aprés intégration par
parties : trouver (u,p) € H ()N x L*(Q)/R tel que

/uVu-Vvdx—/pdivvdx:/f-vdx
Q Q Q

/ qdivudx = 0,
Q

pour tout (v,q) € Hi(Q) x L?(Q)/R. Un intérét supplémentaire de (6.68) est que
la pression n’y est pas éliminée comme dans (6.66). Il sera donc possible de calculer
cette variable (physiquement importante) avec (6.68). Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier en guise d’exercice le résultat suivant.

(6.68)

Lemme 6.3.31 Soit (u,p) € Hi(Q)N x L%Q)/R. Le couple (u,p) est solution de
(6.68) si et seulement s’il est solution (faible, au sens du Théoréme 5.3.8) des équa-
tions de Stokes (6.65).

11 est alors facile de construire une approximation variationnelle interne de (6.68).
On introduit les espaces discrets

Vo = {v € C(QN tel que vk, € Py pour tout K; € T, et v =0 sur 90},
Qn={q€ C(Q)/R tel que q|x, € Py pour tout K; € Tp},

qui vérifient bien que Vop, x Qp, est un sous-espace de H} ()Y x L?(2) /R de dimension
finie. L’approximation variationnelle interne de (6.68) est simplement

/ uNuy - Vo, de — / prdivey, dx = / fopdr
Q Q Q

/ qndivuy, dx = 0,
Q

(6.69)

pour tout (vp,qr) € Vor x Q. Expliquons comment on résout (6.69) en pratique. En
notant ny la dimension de Vo et ng celle de @, on introduit la base (¢;)i1<j<n, de
Von et la base (¢)1<j<n, de Qp construite avec les fonctions de base des éléments



6.3. ELEMENTS FINIS EN DIMENSION N > 2 201

finis (voir la Proposition 6.3.7). On décompose uj, et pp sur ces bases

un(x) =Y un(ay)d; (@), palx) =D pal@)); (),
j=1 =

En notant Un = (un(a;)),<;<,, € Prn = (ph(&;’))1<g‘<ng’ on obtient le systéme
linéaire suivant o
An BEN{ U\ _ [ b
(5 5)(8)-(5)  om
ol By est la matrice adjointe (ou transposée) de By, by = ([, f - &5 das)1<i<nv, et

Ap = (u / Vé; - Vo, d:r) By = (— / bidive; dx) .
Q 1<i,j<ny Q 1<i<ng, 1<j<ny

Les choses se compliquent lorsqu’il s’agit de savoir si on peut toujours résoudre le sys-
téme linéaire (6.70) de maniére unique. Remarquons que la matrice Ay, est symétrique
définie positive d’ordre ny, que la matrice B}, est rectangulaire de taille ng x ny,
et que, si la matrice globale de (6.70) est symétrique d’ordre ny + ng, elle n’est pas
définie positive. Néanmoins on a le résultat suivant.

Lemme 6.3.32 Le systéme linéaire (6.70) admet toujours une solution (Uy, Py) dans
R™ x R"Q. Le vecteur Uy, est unique, tandis que Py, est unique a l'addition prés d’un
élément de KerB;j .

Démonstration. Comme (KerB,)t = ImBj, il est facile de voir que (6.70) est
équivalent &

trouver Uy, € KerBy, tel que A Uy, - Wy, = by, - W}, pour tout W), € KerBy,.

11 suffit alors d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram 3.3.1 pour obtenir I’existence
et l'unicité de Up, dans KerBy,. Par conséquent, (6.70) admet au moins une solution
(Un, Pr) dans R™ x R"™@. Comme Uy, doit appartenir & KerBy, il est unique dans
R™V. Par ailleurs, on vérifie aisément que P}, est unique a ’addition prés d’un élément
de KerB;j. O

La ot les choses se compliquent, c’est que le noyau KerBj n’est jamais réduit au
vecteur nul et qu’il peut parfois étre trés “gros”. Tout dépend du choix qui est fait des
ordres k et k' des éléments finis pour la vitesse et pour la pression.

Lemme 6.3.33 Le noyau KerB; contient au moins le vecteur I de R"<? dont toutes
les composantes sont égales a 1. Autrement dit, la pression discréte py, est au moins
définie a une constante pres.
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Démonstration. Soit 7, € Qp et wy, € V. Par définition
Wh . B;Rh = BhWh > Rh = / rhdivwh dx.
Q
Or r, = 1 appartient toujours & @, et comme

/divwhdﬂc:/ wp -nds =0
Q Ele)

pour tout wy, € Vo, on en déduit que R, = I = (1,...,1) appartient & KerB;. O

0 -1 +1 0

+1 0 -1 +1

FI1GURE 6.23 — Mode instable de la pression sur un maillage triangulaire uniforme
(éléments finis P; pour la vitesse et la pression).

Lemme 6.3.34 Lorsque k = 2 et k' = 1 (éléments finis Py pour la vitesse et Py
pour la pression), le noyau KerBj est de dimension un, engendré par le vecteur 1
(autrement dit, la pression discréte py, est unique o une constante pres).

Lorsque k = k' = 1 (éléments finis P1 pour la vitesse et la pression), le noyau
KerB; est en général de dimension strictement plus grande que un (autrement dit, la
pression discréte py, n'est pas unique, méme a une constante pres).

Démonstration. Soit r, € Qp et wy, € V. Par définition

Wi, - B Ry = B,W), - Ry, :/

rpdivwy, doe = —/ Vry - wp de.
Q

Q

Lorsque k = 2 et k' = 1, le gradient Vr, est constant dans chaque maille K;, donc

/ Vry - wp dr = ZVTh(K,-) . / wy, d.
Q i=1 Ki

Or la formule de quadrature de ’Exercice 6.3.7 nous dit que, pour wy, € Py,

__ K
/Kwhdx N—Fl/Qth azg
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ot les (a;;) sont les N (N + 1)/2 points milieux des arétes reliant les sommets a; et a;
de K. En regroupant la somme suivant ces points milieux (qui sont commun & deux
mailles), on obtient

= | K| ‘ | K| _
/QVrh cwp dr = th(aij) . <N(N7—|—1)/2vrh(Kl) + NN+ 1)/2Vrh(Kj)> .

Qjj

En prenant wp qui vaut 1 sur le point milieu a;; et O ailleurs, on en déduit que
Wy, - B Ry, = 0 implique que

La fonction 7, a donc un gradient de direction constante mais dont l’orientation
change de sens d’une maille & I'autre. Comme 7, appartient a Py et est continue sur
2, son gradient tangentiel est continu a 'interface entre deux mailles. Par conséquent,
il est nul, et la seule possibilité dans (6.71) est que le gradient de 7, soit nul partout,
c’est-a-dire que rp, soit une fonction constante. En conclusion, on a montré que W), -
B} Ry, = 0 pour tout W), implique que Rj, = Cstell, qui est le résultat recherché.

Donnons un contre-exemple en dimension deux d’espace lorsque & = k' = 1. On
reprend le maillage triangulaire uniforme du carré Q =]0, 1 (voir la Figure 6.12). On
définit la fonction pg € @y, avec k' = 1, par ses valeurs —1,0, +1 aux trois sommets
de chaque triangle K; (voir la Figure 6.23). Toujours par définition, on a

BhWh . Rh = / rhdivwh dx.
Q

Mais comme wy, est affine par morceaux sur chaque maille K;, sa divergence est
constante dans chaque K; et on a

/ rrpdivwy, doe = Z divwh(Ki)/ r, dx
Q

i=1 K

qui vaut zéro pour 7, = po car [, podr = @(0 +1—1) = 0. Par conséquent pg
engendre un nouveau vecteur de KerB;}, en plus de 1I. O

Dans la pratique, dés que la dimension de KerB; est strictement plus
grande que un, la méthode des éléments finis correspondante est inutil-
isable. En effet, si dim(KerBj) > 1, le calcul numérique des solutions du systéme
linéaire (6.70) va conduire & des oscillations numériques sur la pression : I’algorithme
hésite entre plusieurs pressions discrétes P, dont la différence appartient & KerB;.
On dit que la méthode est instable. Remarquons justement que ’élément pgy de la
démonstration du Lemme 6.3.34 s’interpréte comme une oscillation de la pression a
I’échelle du maillage. Si dim(KerBj;) = 1, on élimine facilement I'indétermination sur
la pression discréte P, en imposant sa valeur en un noeud, ou bien en précisant sa
moyenne sur le domaine 2. Dans tous les cas, il n’y a pas d’indétermination sur la
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vitesse Uy, qui est définie de maniére unique. Pour plus de détails sur les méthodes
d’éléments finis en mécanique des fluides, nous renvoyons a [35].

Nous n’avons rien dit pour Finstant de la résolution pratique du systéme linéaire
(6.70). Pour cela on utilise un algorithme, dit d’Uzawa, issu de la théorie de 'optimi-
sation, que nous verrons au Chapitre 10. I s’agit 14 d’un trés bel exemple d’interaction
entre l'analyse numérique et I'optimisation. Expliquons briévement 1’idée principale
(nous y reviendrons en détail au Chapitre 10). On sait que les équations de Stokes
sont équivalentes & un probléme de minimisation d’une énergie (voir I'Exercice 5.3.10).
Nous verrons que, de la méme maniére, la résolution du systéme linéaire (6.70) est
équivalente & la minimisation suivante

. 1
J(Uh) = Vh,EI’IlI(lEI;erh, J(‘/h) avec J(‘/h) = §A}LVh Vi, = by - V.

L’algorithme d’Uzawa permet précisément de résoudre ce probléme de minimisation
sous contrainte.

Pour des raisons de cotit de calcul, on n’utilise que trés rarement la méthode des
éléments finis Py pour la vitesse et Py pour la pression. On lui préfére une autre
méthode, dite Py /bulle pour la vitesse et Py pour la pression. Il s’agit de la méthode
des éléments finis P pour la vitesse et la pression dans laquelle on enrichit ’espace Vo,
des vitesses en ajoutant dans sa base pour chaque maille et pour chaque composante
dans RY une fonction bulle définie comme le produit A\;(z)...Ax41(z), ot les \;(x)
sont les coordonnées barycentriques de = dans la maille K;. Comme cette fonction
bulle est nulle sur le bord de K; et positive & l'intérieur, on lui associe comme degré de
liberté le barycentre de la maille. Cette méthode est stable comme le montre ’exercice
suivant.

Exercice 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis Py /bulle pour la
vitesse et [Py pour la pression on a dim(KerB;}) = 1.

Les instabilités de pression ne sont pas I’apanage des méthodes d’éléments finis. Il
existe aussi des méthodes de différences finies qui présentent le méme type d’incon-
vénient, comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 6.3.21 On considére les équations de Stokes (6.65) en dimension N = 1 (ce
modéle n'a aucun intérét puisque sa solution explicite est u = 0 et p une primitive de f,
mais il permet de bien comprendre les problémes de discrétisation). Pour = (0,1), on
considére le maillage de points x; = jh avec h =1/(n+1) et 0< j < n+ 1. On définit
la méthode de différences finies centrées (d’ordre 2) suivante

—ujq 22U —ug e '
/::. uJ:rul }L;l‘_] Uj—1 + p1+12th A\ — f(x]) pour 1 S] <n
St =0pour I <j<n
Uy = Un+1 = 0.
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Montrer que ce systéme d'équations algébriques est mal posé, et en particulier que la
pression (p;) est définie a I'addition d'une constante prés ou d'un multiple d'une pression
définie par ses composantes (1,0,1,0,...,1,0).

Remarque 6.3.35 L’idée de la formulation variationnelle (6.68) s’étend sans prob-
leme au Laplacien ou a tout opérateur elliptique. Pour résoudre

—div (AVu) = f dans 2
u=70 sur 0f2,

en posant o = AVu, on introduit la formulation variationnelle

—/divm}dw:/fvdx
Q Q

/A_10~Tdac—|—/udiv7'dx20,
Q Q

pour tout (v,7) € L*(Q) x H(div). La méthode d’éléments finis qui en découle est
différente de celles qui ont été exposées dans ce chapitre. Elle est appelée méthode
des éléments finis mixtes. °

6.3.5 Visualisation des résultats numériques

Dans cette sous-section nous disons rapidement quelques mots sur la visualisa-
tion des résultats obtenus par la méthode des éléments finis. Les figures ci-dessous
ont été tracées a ’aide du logiciel (libre) graphique xd3d.

dif3dc.ps

FIGURE 6.24 — Carte d’isovaleurs dans une coupe plane d’un probléme de diffusion
3-D
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La visualisation des résultats pour un probléme scalaire (ot I'inconnue est & valeurs
dans R) est assez simple. En dimension IV = 2 on peut tracer des lignes d’isovaleurs
et/ou des cartes de grisé d’intensité, comme on peut le voir sur les Figures 6.15 et
6.16. Il faut néanmoins faire attention aux échelles de valeurs comme le prouve la
Figure 6.15 ou les deux tracés (correspondant au méme probléme sur deux maillages
distincts) sont d’allure comparable mais d’échelles de référence trés différentes. En
dimension N = 3 on trace des isosurfaces (surfaces ou l'inconnue est constante) ou
bien des coupes planes.

dif3d1.ps dif3d2.ps dif3d3.ps

FIGURE 6.25 — Isosurfaces pour un probléme de diffusion 3-D (valeurs diminuant de
gauche a droite).

En guise d’exemple, nous considérons un probléme de diffusion dans ’espace d’une
concentration (un polluant par exemple) émis par une source localisée sur le sol (la
base du cube). On résout par la méthode des éléments finis Q4 le probléme de Dirichlet
(6.36) avec un second membre nul et une condition aux limites de Dirichlet partout
sauf sur la base du cube. Au centre de la base on impose une condition aux limites de
Dirichlet “non-homogeéne” u = 1, et sur le reste de la base une condition aux limites
de Neumann. La Figure 6.24 représente les valeurs de u dans une coupe, et la Figure
6.25 des isosurfaces de u.

La visualisation des résultats pour un probléme vectoriel (ou I'inconnue est a
valeurs dans RV) est différente. Prenons, par exemple, le cas du systéme de I'élasticité
(voir la Sous-section 5.3.1). On peut tracer des fléches représentant le vecteur calculé,
mais ce type d’'image est difficile a lire et & interpréter. Il est bien plus parlant de tracer
la “déformée” du domaine en utilisant Uinterprétation physique de la solution (en
dimension N = 2 ou 3). Rappelons que le vecteur inconnu u(x) est le déplacement du
point x sous 'action des forces exercées : par conséquent, le point courant du domaine
déformé est x+u(x). Nous illustrons ces deux maniéres de représenter les résultats sur
Pexemple d’une poutre encastrée sur son bord vertical gauche (condition aux limites
de Dirichlet) et libre sur les autres bords (condition aux limites de Neumann) soumise
& son poids propre (la force f est un vecteur constant vertical) ; voir la Figure 6.26.
L’avantage de tracer la configuration déformée est qu’on peut y superposer le tracé
d’une autre grandeur scalaire comme la norme du tenseur des contraintes.
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poutrefle.ps

poutredef.ps

poutrestr.ps

FIGURE 6.26 — De gauche & droite, déplacement, configuration déformée, et norme du
tenseur des contraintes (les valeurs les élevées sont les plus foncées) dans une poutre
encastrée soumise & son poids propre.
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Chapitre 7

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

7.1 Motivation et exemples

7.1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale des équations aux dérivées partielles,
c’est-a-dire & I’étude des valeurs propres et des fonctions propres de ces équations. La
motivation de cette étude est double. D’une part, cela va nous permettre d’étudier
des solutions particuliéres, dites oscillantes en temps (ou vibrantes), des problémes
d’évolution associés a ces équations. D’autre part, nous en déduirons une méthode de
résolution générale de ces mémes problémes d’évolution que nous mettrons en oeuvre
dans le Chapitre 8.

Donnons tout de suite un exemple de probléme aux valeurs propres pour le
Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Si  est un ouvert borné de R on
cherche les couples (A, u) € R x H}(Q), avec u # 0, solutions de

—Au = Au dans
{ u=>0 sur 0f). (7.1)

Le réel A\ est appelé valeur propre, et la fonction u(z) mode propre ou fonc-
tion propre. L’ensemble des valeurs propres est appelé le spectre de (7.1). On peut
faire I’analogie entre (7.1) et le probléme plus simple de détermination des valeurs et
vecteurs propres d’une matrice A d’ordre n,

Au= X u avec (A u)€eRxR", (7.2)

en affirmant que Popérateur —A est une “généralisation” en dimension infinie d’une
matrice A en dimension finie. La résolution de (7.1) sera utile pour résoudre les

209
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problémes d’évolution, de type parabolique ou hyperbolique, associés au Laplacien,
c’est-a-dire I’équation de la chaleur (7.5) ou I’équation des ondes (7.7). Néanmoins,
les solutions de (7.1) ont aussi une interprétation physique qui leur est propre, par
exemple comme modes propres de vibration.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Aprés avoir motivé plus amplement le prob-
léme aux valeurs propres (7.1), nous développons dans la Section 7.2 une théorie
spectrale abstraite dans les espaces de Hilbert. Le but de cette section est de
généraliser en dimension infinie le résultat bien connu en dimension finie qui affirme
que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée.
Cette section reléve en partie d’un cours de mathématiques “pures”, aussi nous insis-
tons & nouveau sur le fait que c’est I'esprit des résultats plus que la lettre des dé-
monstrations qui importe ici. Nous appliquons cette théorie spectrale aux équations
aux dérivées partielles elliptiques dans la Section 7.3. En particulier, nous démontrons
que le probléme spectral (7.1) admet une infinité dénombrable de solutions.
Enfin, la Section 7.4 est consacrée aux questions d’approximation numérique des
valeurs propres et fonctions propres d’une équation aux dérivées partielles. En par-
ticulier, nous introduisons la notion de matrice de masse M qui vient compléter
celle de matrice de rigidité /C, et nous montrons que des valeurs propres approchées de
(7.1) se calculent comme les valeurs propres du systéme Ku = AMu, ce qui confirme
I’analogie entre (7.1) et sa version discréte (7.2).

7.1.2 Résolution des problémes instationnaires

Avant de nous lancer dans les développements abstraits de la prochaine section,
montrons en quoi la résolution d’un probléme aux valeurs propres permet de résoudre
aussi un probléme d’évolution. Pour cela nous allons faire une analogie avec la résolu-
tion de systémes différentiels en dimension finie. Dans tout ce qui suit A désigne une
matrice symétrique réelle, définie positive, d’ordre n. On note A ses valeurs propres
et 7y ses vecteurs propres, 1 < k < n, tels que Ary = A\p75.

On commence par un systéme différentiel du premier ordre

ou

—+Au=0 t>0

T u pour t > (7.3)
u(t =0) = uo,

ot u(t) est une fonction de classe C! de R* dans R™, et ug € R™. 1l est bien connu
que (7.3) admet une solution unique obtenue en diagonalisant la matrice A. Plus
précisément, la donnée initiale se décompose sous la forme ug = ZZ=1 u%rk, ce qui
donne

n
u(t) = Z ufe Ml
k=1
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Un deuxiéme exemple est le systéme différentiel du deuxiéme ordre

2

%—I—Au:() pour t > 0

u(t = 0) = uo, (7.4)
0

8—;‘@:0) ui,

ot u(t) est une fonction de classe C? de Rt dans R", et ug,u; € RY. En décomposant
les données initiales sous la forme ug = Y, _, ulry et ug = >, _; upre, (7.4) admet
comme solution unique

n

u(t) = kzzzl (ug cos (mt) + \1/1/’\6_16 sin (\/)\—kt)) Tk

Il est clair sur ces deux exemples que la connaissance du spectre de la matrice A
permet de résoudre les problémes d’évolution (7.3) et (7.4). Aussi évident soient-ils,
ces exemples sont tout & fait représentatifs de la démarche que nous allons suivre
dans la suite. Nous allons remplacer la matrice A par 'opérateur —A, 'espace R"
par l'espace de Hilbert L?((2), et nous allons “diagonaliser” le Laplacien pour résoudre
I’équation de la chaleur ou I’équation des ondes.

Afin de se convaincre que (7.1) est bien la “bonne” formulation du probléme aux
valeurs propres pour le Laplacien, on peut passer par un argument de “séparation des
variables” dans I’équation de la chaleur ou I’équation des ondes que nous décrivons
formellement. En I’absence de terme source, et en “oubliant” (provisoirement) la con-
dition initiale et les conditions aux limites, nous cherchons une solution u de ces
équations qui s’écrive sous la forme

u(x, t) = ¢(t)u(.’[),

c’est-a-dire que 'on sépare les variables de temps et d’espace. Si u est solution de
I’équation de la chaleur

on trouve (au moins formellement) que

¢(t) _ Au(a)
o)~ ulx)

olt A € R est une constante indépendante de t et de z. On en déduit que ¢(t) = e~
et que u doit étre solution du probléme aux valeurs propres

=)

—Au=\u (7.6)

muni de conditions aux limites adéquates.
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De la méme maniére, si u est solution de I’équation des ondes

9%u

on trouve que

¢"(t) _ Aux) _

o(t)  u(x)
ol A € R est une constante. Cette fois-ci on en déduit que, si A > 0 (ce qui sera
effectivement le cas), alors ¢(t) = acos(v/At) + bsin(v/At) et que u doit encore étre
solution de (7.6). Remarquons que, si le comportement en espace de la solution u est
le méme pour I’équation de la chaleur et pour ’équation des ondes, il n’en est pas de
méme pour son comportement en temps : elle oscille en temps pour les ondes alors
qu’elle décroit exponentiellement en temps (car A > 0) pour la chaleur.

Remarque 7.1.1 Nous venons de voir que ’équation des ondes admet des solutions
oscillantes périodiquement en temps du type

“etu(a),

u(x,t) =e
ott w = VA et la fréquence des oscillations et u(z) est leur amplitude. Tl s’agit 1a
d’une caractéristique générale des équations aux dérivées partielles linéaires de type
hyperbolique. Ces solutions oscillantes ont un intérét physique évident et indépendant
de la résolution générale d’une équation d’évolution hyperbolique. Elles modélisent
typiquement des vibrations (par exemple, élastiques) ou des ondes (par exemple, élec-
tromagnétiques), et elles se rencontrent généralement en ’absence de terme source et
aprés un temps d’établissement qui permet “d’oublier” la condition initiale. °

Exercice 7.1.1 Soit Q = RY. Montrer que u(z) = exp(ik - x) est une solution de (7.6)
si |k|> = X. Une telle solution est appelée onde plane.

Prenons un autre exemple, & savoir I’équation de Schrédinger issue de la mé-
canique quantique (voir le Chapitre 1).

Exercice 7.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e “!u(z)

est solution de

i%—?—kAu—Vu:O dans RY x R, (7.8)

alors u(x) est solution de
—Au+ Vu=wu dans RV, (7.9)

On retrouve le méme type de probléme spectral que (7.6), a ’addition d’un terme
d’ordre zéro prés. Pour I'équation de Schrédinger la valeur propre w s’interpréte
comme une énergie. La plus petite valeur possible de cette énergie correspond a
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Pénergie de ’état fondamental du systéme décrit par (7.8). Les autres valeurs, plus
grandes, donnent les énergies des états excités. Sous des conditions “raisonnables” sur
le potentiel V', ces niveaux d’énergie sont discrets en nombre infini dénombrable (ce
qui est cohérent avec la vision physique des quanta).

Exercice 7.1.3 Soit V(z) = Az - & avec A matrice symétrique réelle définie positive.
Montrer que u(z) = exp(—A'/2x - £/2) est une solution de (7.9) si w = tr(A'/2). Une
telle solution est appelée état fondamental.

7.2 Théorie spectrale

Dans cette section nous introduisons une théorie spectrale abstraite dans les es-
paces de Hilbert (voir par exemple [27]). Le but ultime des développements qui suivent
est de généraliser & la dimension infinie le résultat bien connu en dimension finie qui
affirme que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonor-
mée. En premiére lecture on pourra admettre tous les résultats de cette section.

7.2.1 Généralités

Dans tout ce qui suit V' désigne un espace de Hilbert réel muni d’un produit
scalaire (z,y).

Définition 7.2.1 Soit A une application linéaire continue de V dans V. On appelle
valeur propre de A un réel A € R tel qu’il existe un élément non nul x € V' qui vérifie
Az = Ax. Un tel vecteur x est appelé vecteur propre associé a la valeur propre \.

Théoréme 7.2.2 Soit A une application linéaire continue de V' dans V. Il existe une
unique application linéaire continue A* de V dans V', dite adjointe, telle que

(Az,y) = (x,A™y) Va,yeV.

Démonstration. Pour y € V fixé, soit L € V' la forme linéaire continue définie par
L(z) = (Axz,y). Par application du Théoréme 12.1.18 de Riesz, il existe un unique
z € V tel que L(x) = (z,x). On définit alors 'application A* de V dans V qui, a
chaque y associe le z correspondant. On vérifie facilement que A* est linéaire continue,
et on a bien L(z) = (Az,y) = (x, A*y). O

Définition 7.2.3 Soit A une application linéaire continue de V dans V. On dit que
A est auto-adjointe si elle coincide avec son adjointe, c’est-a-dire que A* = A.

Définition 7.2.4 Soit A une application linéaire continue de V dans V. On dit que
A est définie positive si (Ax,z) > 0 pour tout © € V non nul.



214 CHAPITRE 7. PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES

On sait qu’en dimension finie toutes les applications linéaires auto-adjointes sont
diagonalisables dans une base orthonormée. Nous allons voir qu’en dimension infinie
ce résultat se généralise aux applications linéaires continues auto-adjointes qui sont
en plus compactes. Introduisons maintenant les notions qui permettent de définir la
compacité d’une application linéaire continue.

Définition 7.2.5 Un sous-ensemble K C V est dit compact si, de toute suite (uy)n>1
d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite u,, convergente dans K.

Un sous-ensemble K C V est dit relativement compact si, de toute suite (un)n>1
d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite u, convergente dans V.

Il est bien connu que, si V est de dimension finie, alors les sous-ensembles compacts
de V sont les fermés bornés. Malheureusement, ce résultat n’est plus vrai en dimension
infinie. En effet, un sous-ensemble compact est toujours fermé borné mais la réciproque
n’est pas vraie comme le montre le lemme suivant.

Lemme 7.2.6 Dans un espace de Hilbert V de dimension infinie, la boule unité fer-
mée n’est jamais compacte.

Démonstration. Comme ’espace est de dimension infinie, on peut construire par le
procédé de Gram-Schmidt une suite orthonormeée infinie (e, ),>1. Cette suite appar-
tient bien & la boule unité fermée. Par ailleurs, pour n # p on a

llen — ep||2 = ”en”2 + ”610”2 — 2(en, €p) =2,
ce qui prouve qu’aucune sous-suite de e, n’est une suite de Cauchy. g

Définition 7.2.7 Soit V et W deux espaces de Hilbert et A une application linéaire
continue de V' dans W. On dit que A est compacte si l'image par A de la boule unité
de V' est relativement compacte dans W.

De maniére équivalente, une application linéaire continue A est compacte si, pour
toute suite bornée x,, de V, on peut extraire une sous-suite telle que Ax,s converge
dans W. Si W ou V est de dimension finie, alors toute application linéaire continue
est compacte. Ce n’est plus vrai si W et V' sont de dimension infinie, comme le montre
I’exercice suivant.

Exercice 7.2.1 Montrer que I'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n’est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Exercice 7.2.2 Soit I'espace de Hilbert {5 des suites réelles x = (x;);>1 telles que
> [mi|? < 400, muni du produit scalaire (z,y) = 33,5, @y;. Soit (a;);>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < +oo pour tout i > 1. On définit I'application linéaire A par
Az = (a;jx;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et seulement
si hmz—>+oo a; = 0.
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Exercice 7.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V dans W, et B une application linéaire continue de
U dans V. Montrer que |'application AB est compacte dés que A ou B est compacte.
En déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.

7.2.2 Décomposition spectrale d’un opérateur compact

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 7.2.8 Soit V un espace de Hilbert réel de dimension infinie et A une
application linéaire continue, définie positive, auto-adjointe, compacte de V dans V.
Alors les valeurs propres de A forment une suite (A\y)k>1 de réels strictement positifs
qui tend vers 0, et il existe une base hilbertienne (ux)g>1 de V formée de vecteurs
propres de A, avec

Aup = A\pug pour k > 1.

Remarque 7.2.9 Comme conséquence du Théoréme 7.2.8, et avec les mémes nota-

tions, on obtient la décomposition spectrale de tout élément v € V

—+oo

+ oo
v = Z(v,uk>uk avec  |[v]|* = Z |(v, ug)|?
k=1

k=1
°

Exercice 7.2.4 On reprend les notations et les hypothéses du Théoréme 7.2.8. Montrer
que, pour v € V, I'équation Au = v admet une unique solution u € V' si et seulement si

v vérifie
(Y uk
E | < 4o0.

Lorsque I'application linéaire A n’est pas compacte le Théoréme 7.2.8 tombe en
défaut comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 7.2.5 Soit V = L?(0,1) et A I'application linéaire de V' dans V' définie par
(Af)(x) = (2% +1) f(x). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe mais
pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi que
(A — X1d) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].

Pour démontrer le Théoréme 7.2.8 nous avons besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 7.2.10 Soit V un espace de Hilbert réel (non réduit au seul vecteur nul) et A une
application linéaire continue auto-adjointe compacte de V' dans V. On définit
(Au, u)

m= inf —2—- et M = sup M
ueV\{0} <’LL,’LL> ueV\{0} <u,u>

Alors, ||A|| = max(|m|,|M]), et soit m, soit M, est valeur propre de A.
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Démonstration. On voit facilement que |{Au, u)| < ||A]|||lu]|?, donc max(|m|, |M]) < || A]|.
D’autre part, comme A est auto-adjoint, on obtient pour tout u,v € V'

4(Au,v) =(A(u+v), (u+v)) — (A(u —v), (u—v))
< Mlju+o]* = m|ju — v|?
< max(|ml, |M|) ([lu+ v]* + [[u = v[|*)
< 2max(|ml, [M]) (lull® + [lv]|*) .

Or, ||All = supj,j—ju|=1({Au,v) puisque [|Aul| = sup;,;_;(Au,v). On en déduit donc que
[|A]] < max(|m|, |M]), d’ou I'égalité entre ces deux termes.

Par ailleurs, comme m < M, un des deux cas suivants a lieu : soit ||A| = M > 0,
soit [|A|| = —m avec m < 0. Considérons le cas ||A|| = M > 0 (Pautre cas ||A|| = —m
est complétement symétrique en remplacant A par —A). Soit une suite (uy),>1 de vecteurs
unitaires de V' qui est maximisante dans la définition de M, c’est-a-dire que

lim (Aun,un) = M et [Jun|| = 1.
n—-+oo
Comme A est compacte, il existe une sous-suite telle que Au, converge dans V vers une
limite v. D’autre part, on a

(Aun, un) < [|Aun|| < [|[A]l = M,
d’ott Pon déduit que limy, oo ||Aun|| = M, c’est-a-dire que ||v|| = M. Finalement, comme
At — Mun|? = ([ Aun|? + M? — 2M{Aup, wn),

on obtient que lim,_ oo ||Aun — Mu,|| = 0. Pour la sous-suite n’, cela implique que wu,,
converge vers v/M (du moins, si M # 0; le cas M = 0 est trivial puisqu’il implique que
A = 0). Par continuité de A, on en déduit donc que Au,, converge aussi vers Av/M (en plus
de vers v). L’'unicité de la limite montre que Av/M = v, c’est-a-dire que v est un vecteur
propre (non nul car |[v]| = M # 0) associé a la valeur propre M. O

Lemme 7.2.11 Soit V un espace de Hilbert et A une application linéaire continue compacte
de V dans V. Pour tout réel § > 0, il n’eriste au plus qu’un nombre fini de valeurs propres
en dehors de lintervalle | — 0,40, et le sous-espace des vecteurs propres associés & chacune
de ces valeurs propres est de dimension finie.

Démonstration. Montrons qu’on ne peut pas avoir une infinité d’éléments de V', linéaire-
ment indépendants, qui soient vecteurs propres de A pour des valeurs propres A telles que
[A\] > & > 0. On procéde par contradiction. Supposons donc qu’il existe une suite infinie
(uk)r>1 d’éléments de V, linéairement indépendants, et une suite de valeurs propres (Ag)r>1
tels que

Aug = Apuk et [Ax| > 0 pour tout k > 1.

On note E}, le sous-espace vectoriel engendré par la famille (u1, u2,..., ux). Comme Ej_1 est
inclus strictement dans Ej, il existe un vecteur unitaire vy € Ej qui est orthogonal & Fy_.
Comme |Ag| > J, la suite vi/\; est bornée dans V, et, puisque A est compact, on peut
extraire une sous-suite telle que Avy: /A, converge dans V. Cependant, pour j < k on peut
écrire

Avk AU]' Vi Avj

S0 LY g4 (A= A Id) SR

1
2 WA Y XN (7.10)
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Or, on vérifie facilement que AE), C Ej et que (A—M\, Id)Ey C Ex_1, donc les deux derniers
termes & droite de (7.10) appartiennent & Fj_1. Comme vy, est orthogonal a Fj_1, on déduit
de (7.10)

Av,  Av;
— ——|| > ||uw] =1
‘ v lvell =1,
ce qui est une contradiction avec la convergence de la sous-suite Avgs /Ag. O

Démonstration du Théoréme 7.2.8. Le Lemme 7.2.10 montre que I’ensemble des valeurs
propres de A n’est pas vide, tandis que le Lemme 7.2.11 montre que cet ensemble est soit
fini, soit infini dénombrable avec 0 comme seul point d’accumulation. Par ailleurs, comme
A est définie positive, toutes les valeurs propres sont strictement positives. Notons (Ax) les
valeurs propres de A et Vi = Ker(A — Az 1d) les sous-espace propres associés (le Lemme
7.2.11 nous dit aussi que chaque Vi est de dimension finie). On remarque que les sous-espace
propres Vi, sont orthogonaux deux a deux : en effet, si v, € Vi, et v; € V; avec k # j, alors,
comme A est auto-adjoint, on a

(Avk,vj) = AUk, vj) = (Vk, Avj) = Aj vk, v;),

d’ott 'on déduit que (vy,v;) = 0 puisque A\ # A;. Soit W l'adhérence dans V' de I'union des
Vi

K
W = {uEV, 3K21telqueu=2uk, ukEVk}.
i—1
On construit facilement une base hilbertienne de W par réunion des bases orthonormales de
chaque V;, (chacun de dimension finie et orthogonaux entre eux). Montrons qu’en fait W =V
(ce qui prouvera aussi que la suite (A\) est infinie puisque V est de dimension infinie). On
introduit 'orthogonal de W défini par

W+ ={ueV tel que (u,v) =0VveW}.

Comme W est stable par A (AW C W), on vérifie que W est aussi stable par A car
(Au,v) = (u,Av) = 0 si u € W+ et v € W. On peut donc définir la restriction de A a
W qui est aussi une application linéaire continue auto-adjointe compacte. Par application
du Lemme 7.2.10, si W+ # {0}, cette restriction admet aussi une valeur propre et un
vecteur propre u € W qui sont aussi valeur et vecteur propres de A. C’est bien sir une
contradiction avec le fait que, par définition, W contient déja tous les vecteurs propres de A
et que W N W+ = {0}. Par conséquent, on a nécessairement W = {0}, et comme W est
fermé on en déduit que W = {0} = V. O

Remarque 7.2.12 La démonstration du Théoréme 7.2.8 est encore valable si A n’est pas
définie positive aux restrictions suivantes prés : les valeurs propres ne sont pas nécessairement
positives, les valeurs propres non nulles peuvent étre en nombre fini, et KerA (le sous-espace
propre associé a la valeur propre nulle) peut étre de dimension infinie. °

7.3 Valeurs propres d’un probléme elliptique

7.3.1 Probléme variationnel

Nous revenons au cadre variationnel introduit au Chapitre 3. L’intérét de ce cadre
assez général est qu’il s’appliquera & de nombreux modéles différents. Dans un espace
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de Hilbert V' nous considérons une forme bilinéaire a(,-), symétrique, continue et
coercive, c’est-a-dire que a(w,v) = a(v,w), et il existe M > 0 et v > 0 tels que

la(w,v)] < M|w|v|v|lv pour tout w,v € V

et
a(v,v) > v||v||} pour tout v € V.

Pour pouvoir appliquer les résultats de la section précédente, nous introduisons un
nouvel ingrédient, & savoir un autre espace de Hilbert H. Nous faisons I’hypothése
fondamentale suivante

(7.11)

V C H avec injection compacte
V est dense dans H.

L’expression “injection compacte” veut dire précisément que 'opérateur d’inclusion Z
qui & v € V associe Zv = v € H est continu et compact (voir la Définition 7.2.7).
Autrement dit, I'hypothése (7.11) implique que de toute suite bornée de V on peut
extraire une sous-suite convergente dans H. Les espaces H et V ne partagent pas le
méme produit scalaire, et nous les noterons (-, -) i et (-, -)y pour éviter toute confusion.

Nous considérons le probléme variationnel de valeurs propres suivant (ou probléme
spectral) : trouver A € R et u € V' \ {0} tels que

a(u,v) = Mu,v)g YVveV. (7.12)

On dira que A est une valeur propre du probléme variationnel (7.12) (ou de la forme
bilinéaire a) et que u est le vecteur propre associé.

Remarque 7.3.1 Sous I’hypothése (7.11) les espaces H et V ne peuvent jamais avoir
le méme produit scalaire. Sinon ils seraient égaux puisque V est dense dans H. Mais
cela est impossible car alors l'injection de V dans H serait l'identité qui n’est pas
compacte (voir I’Exercice 7.2.1). °

Donnons tout de suite un exemple concret et typique d’une telle situation. Pour
un ouvert borné Q, on pose V = H(Q), H = L?(), et la forme bilinéaire symétrique
est définie par

a(u,v) = / Vu - Voudz.
Q

Comme C°(9) est dense & la fois dans Hi () et dans L?(Q), et grace au Théoréme
4.3.21 de Rellich, ’hypothése (7.11) est vérifiée, et on a vu au Chapitre 5 que cette
forme bilinéaire a est bien continue et coercive sur V. Par une simple intégration par
parties, on voit facilement que (7.12) est équivalent a

—Au = Mu dans
u=0 sur 012,

c’est-a-dire que A\ et u sont valeur propre et fonction propre du Laplacien.
Les solutions de (7.12) sont données par le résultat suivant.
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Théoréme 7.3.2 Soit V et H deux espaces de Hilbert réels de dimension infinie. On
suppose que V. C H avec injection compacte et que V- est dense dans H. Soit a(-,-) une
forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur V. Alors les valeurs propres de
(7.12) forment une suite croissante (\,)i>1 de réels positifs qui tend vers Uinfini, et
il existe une base hilbertienne de H (uy)r>1 de vecteurs propres associés, c¢’est-a-dire
que

up €V, et a(ug,v) = A\p(ug,v)p VoveW

De plus, (up//Ai)e>1 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(-,-).
Démonstration. Pour f € H, nous résolvons le probléme variationnel
trouver u € V tel que a(u,v) = (f,v) g pour toute fonction v € V. (7.13)

Tl est facile de vérifier les hypothéses du Théoréme 3.3.1 de Lax-Milgram pour (7.13)
qui admet donc une unique solution u € V. On définit une application linéaire A de
H dans V qui & f associe la solution v = Af. Autrement dit, [’application linéaire A
est définie par

Af €V tel que a(Af,v) = (f,v)g pour tout v € V. (7.14)

En prenant v = Af dans (7.14), on obtient
vIAFIY < alAf, Af) =(F AN a < fllullAflle < Ol flullAfllv

car l'opérateur d’injection Z de V' dans H est continu. Par conséquent, I’application
linéaire A est continue de H dans V. On définit maintenant une application linéaire
A =7TAde H dans H, qui est bien continue. Comme Z est compact, le produit A est
aussi compact (voir ’Exercice 7.2.3). Pour montrer que A est auto-adjoint, on prend
v = Ag dans (7.14) et on obtient, pour tout f,g € H,

(£, Agyu = (f, Ag)u = a(Af, Ag) = a(Ag, Af) = (9. Af)u = (9, Af)m,

a cause de la symeétrie de a, ce qui prouve que A est auto-adjoint défini positif dans
H. On peut donc appliquer le Théoréme 7.2.8 4 'opérateur A qui en vérifie toutes les
hypothéses. Il existe une suite décroissante (ux)r>1 de réels positifs qui tend vers 0,
et il existe une base hilbertienne (uy)i>1 de H formée de vecteurs propres de A, avec

Auy = pgpug pour k> 1.

Remarquons que, par cette égalité, les vecteurs propres uj appartiennent non seule-
ment & H mais aussi & V. Revenons maintenant au probléme aux valeurs propres
(7.12) qui peut s’écrire

a(u,v) = Mu,vyg = Aa(Au,v) Yo eV,
a cause de la définition (7.14), c’est-a-dire a(u — AAu,v) = 0, donc

u = NAu = NAu.
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Par conséquent, les valeurs propres (A;)r>1 du probléme variationnel (7.12) sont ex-
actement les inverses des valeurs propres (u)r>1 de A, et leurs vecteurs propres sont
les mémes. On pose
1 U
e = — -+

HE VAR
Par construction, les vecteurs propres uy forment une base hilbertienne de H. On
vérifie que

et v

alu, ) _ (ko s
Ak ERVIYRY
et comme 'orthogonal des (vg)r>1 dans V est contenu dans 'orthogonal des (ug)r>1

dans H (qui est réduit au vecteur nul), on en déduit que les (vy)x>1 forment une base
hilbertienne de V pour le produit scalaire a(u,v). O

a(vg,vj) = = 0kj,

Remarque 7.3.3 Insistons sur le fait que I'opérateur A, défini par (7.14), est opéra-
teur de résolution de la formulation variationnelle, c’est-a-dire qu’il est en quelque
sorte I’inverse de la forme bilinéaire a. C’est pour cette raison que les valeurs pro-
pres A de la formulation variationnelle sont les inverses des valeurs propres p de
A. Par exemple, en dimension finie la forme bilinéaire s’écrit a(u,v) = Ku - v et on a
A = K~!. De méme, pour le Laplacien on a A = (—A)~! (seul 'inverse du Laplacien
est compact, pas le Laplacien lui-méme ; voir ’Exercice 7.2.3). En fait, c’est le gain
de régularité de la solution du Laplacien par rapport au second membre qui est a

l'origine de la compacité de I'opérateur (—A)~1. °

Exercice 7.3.1 Démontrer une variante du Théoréme 7.3.2 ot I'on remplace I'hypothése
de coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) par I'hypothése plus faible qu'il existe deux
constantes positives > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) +nllv||%, > v||v||? pour tout v € V.

(Dans ce cas les valeurs propres (\;)i>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, +n > 0.)

Nous donnons au passage une caractérisation trés utile des valeurs propres du prob-
léme variationnel (7.12), appelée principe du min-max ou de Courant-Fisher.
Pour cela on introduit le quotient de Rayleigh défini, pour chaque fonction v € V'\ {0},
par
a(v,v)

R(v) = —5=.
loll1%

Proposition 7.3.4 (Courant-Fisher) Soit V' et H deuz espaces de Hilbert réels de

dimension infinie. On suppose que V. C H avec injection compacte et que V est dense

dans H. Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur V. Pour

k > 0 on note & l'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de V. On
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note (A\g)r>1 la suite croissante des valeurs propres du probléme variationnel (7.12).
Alors, pour tout k > 1, la k-éme valeur propre est donnée par

Ao = min( max R(v)): max ( min R(U)). (7.15)

We&r \veW\{0} WeEk—1 \veWwL\{0}
En particulier, la premiére valeur propre vérifie

M= min R 7.16
1= i (v), (7.16)

et tout point de minimum dans (7.16) est un vecteur propre associé a Ai.

Démonstration. Soit (uy)r>1 la base hilbertienne de H formée des vecteurs propres
de (7.12). D’aprés le Théoréme 7.2.8, (ur/v/Ax)r>1 est une base hilbertienne de V.
On peut donc caractériser les espaces H et V' & partir de leur décomposition spectrale
(voir la Remarque 7.2.9)

“+oo —+oo
H= {v = Zakuk, lvl|l3 = Zai < —I—oo} ,
= {U—Zakuk, |v||V;Z)\kak <—|—oo}

k=1

On remarque au passage que, comme les valeurs propres A sont minorées par A; > 0,
cette caractérisation fait bien apparaitre V' comme un sous-espace de H. On peut
alors réécrire le quotient de Rayleigh

R(’U) _ Zk Akak
Zk 1 0F

ce qui démontre immédiatement le résultat pour la premiére valeur propre. Intro-
duisons le sous-espace Wy, € & engendré par (u1,us, ..., ux). On a

b

k 2 +oo 2
L Ajaf =k AjQ
R(U)zzjzlij; Vove W et R(v):ﬁkioojzj Vo e Wi,

d’ott 'on déduit
A= max R(v)= min R(v).
veW,\{0} veWit \{0}

Soit W un sous-espace quelconque dans &;. Comme W est de dimension k et Wj_1
de dimension k — 1, l'intersection W NW;L | n’est pas réduite a {0}. Par conséquent,

max  R(v) > max R(v) > min R(v)> min  R(v) = A,
veW\{0} veWwnwit \{0} veWnwi \{0} veW \{0}



222 CHAPITRE 7. PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES

ce qui prouve la premiére égalité dans (7.15). De méme, si W est un sous-espace dans
Ex_1, alors WL N Wy, n'est pas réduit & {0}, et

min  R(v) < min R(v) < max R(v) < max R(v) = A,
veW L\ {0} vEW AW\ {0} veW L AW\ {0} veEW,\{0}

ce qui prouve la deuxiéme égalité dans (7.15). Soit maintenant u un point de minimum
dans (7.16). Pour v € V, on introduit la fonction f(¢) = R(u+tv) d’une variable réelle
t € R qui admet un minimum en ¢t = 0. Par conséquent sa dérivée s’annule en ¢t = 0.
En tenant compte de ce que f(0) = A1, un simple calcul montre que

(u,v) — M {u,v) g

ull

f/(0) =22

Comme v est quelconque dans V', la condition f’(0) = 0 n’est rien d’autre que la
formulation variationnelle (7.12), c’est-a-dire que u est un vecteur propre associé a la
valeur propre A;. O

7.3.2 Valeurs propres du Laplacien

On peut immeédiatement appliquer le Théoréme 7.2.8 a la formulation variation-
nelle du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet, ce qui nous donne le
résultat suivant.

Théoréme 7.3.5 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C* de RN . Il existe une
suite croissante (A\g)k>1 de réels positifs qui tend vers Uinfini, et il existe une base
hilbertienne de L*(Q) (uk)k>1, telle que chaque uy appartient a Hg () et vérifie

{ —Aup = \yug  p.p. dans Q (7.17)

up =0 p.p. sur 0N).

Démonstration. Pour le Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet, on
choisit V = HE(Q), H = L*(Q), et la forme bilinéaire symétrique est définie par

a(u,v) = / Vu - Vudz,
Q

et le produit scalaire sur L?(2) est bien siir

<u7v>H:/uvd;U.
Q

On vérifie aisément les hypothéses du Théoréme 7.2.8. Grace au Théoréme 4.3.21 de
Rellich, V est bien compactement inclus dans H. Comme C2°(2) est dense a la fois
dans H et dans V, V est bien dense dans H. Enfin, on a vu au Chapitre 5 que la
forme bilinéaire a est bien continue et coercive sur V. Par conséquent, il existe une
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suite croissante (\x)r>1 de réels positifs qui tend vers l'infini, et il existe une base
hilbertienne de L%(Q) (ug)r>1, tels que u, € Hg () et

/Vuk~Vvdx:)\k/ukvdas Yo e Hy(Q).
Q Q

Par une simple intégration par parties (du méme type que celle pratiquée dans la
démonstration du Théoréme 5.2.2) on obtient (7.17). Remarquons que nous n’utilisons
la régularité de €2 que pour pouvoir appliquer le Théoréme de trace 4.3.13 et donner
un sens “presque partout” a la condition aux limites de Dirichlet. O

Remarque 7.3.6 L’hypothése sur le caractére borné de I'ouvert Q est absolument
fondamentale dans le Théoréme 7.3.5. Si elle n’est pas satisfaite, le Théoréme 4.3.21
de Rellich (sur I'injection compacte de H'(f2) dans L?()) est en général faux, et on
peut montrer que le Théoréme 7.3.5 n’a pas lieu. En fait, il se peut qu’il existe une
infinité (non dénombrable) de valeurs propres “généralisées” au sens ou les fonctions
propres n’appartiennent pas & L(€2). A la lumiére de I'Exercice 7.1.1 on méditera le
cas du Laplacien dans Q = RY. °

Exercice 7.3.2 En dimension N = 1, on considére 2 =]0, 1[. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux lim-
ites de Dirichlet (7.17). A l'aide de la décomposition spectrale de ce probléme (voir la
Remarque 7.2.9), montrer que la série

—+oo
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L?(0, 1) si et seulement si >, > a} < +o0, et dans H'(0, 1) si et seulement

si Y055 ka3 < +oo.

Exercice 7.3.3 On considére un parallélépipede € =]0, L1[x]0, La[x - - - X]0, Ln[, ol
les (L; > 0)1<i<n sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les valeurs
propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
(7.17).

Le Théoréme 7.3.5 se généralise aisément au cas d’autres conditions aux limites.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 7.3.7 Soit Q un ouvert borné régulier de RN dont la fronticre 0 se
décompose en deux parties disjointes régulieres OQn et OQp (voir la Figure 4.1). Il
existe une suite croissante (\g)g>1 de réels positifs ou nuls qui tend vers linfini, et il
eziste une base hilbertienne de L*(Q) (uy)r>1, telle que chaque uy, appartient ¢ H'(€2)
et vérifie

—Aup, = A\gug, dans

up =0 sur 0Qp
aa’jf =0 sur Oy .
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Remarque 7.3.8 Dans le cas d’une condition aux limites purement de Neumann,
c’est-a-dire que 9Qp = (), la forme bilinéaire n’est plus coercive sur H'(Q). Pour
démontrer le Corollaire 7.3.7 il faut alors utiliser ’Exercice 7.3.1. °

Exercice 7.3.4 On considére 3 nouveau un ouvert () parallélépipédique comme dans
I’'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 9.

La caractérisation des valeurs propres par le principe de Courant-Fisher est sou-
vent fort utile, comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 7.3.5 On reprend les notations et les hypothéses du Théoréme 7.3.5. Montrer
que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C dans I'inégalité de Poincaré (voir la
Proposition 4.3.10) est précisément la premiére valeur propre A\; de (7.17).

On peut aussi montrer que les fonctions propres du Laplacien, avec conditions aux
limites de Dirichlet ou de Neumann, sont réguliéres.

Proposition 7.3.9 Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C*°. Alors les fonctions
propres solutions de (7.17) appartiennent a C*(€2).

Démonstration. Soit uy la k-éme fonction propre solution dans H}(Q) de (7.17).
On peut considérer que uy est solution du probléme aux limites suivant

—Auk = fk dans )
u =0 sur 0,

avec fr = A\yug. Comme f;, appartient & H'(Q), par application du Théoréme 5.2.26
de régularité on en déduit que la solution wu; appartient & H3(2). Du coup, le second
membre fj est plus régulier ce qui permet d’augmenter encore la régularité de wuy. Par
une récurrence facile on montre ainsi que wuy, appartient & H™(Q2) pour tout m > 1.
En vertu du Théoréme 4.3.25 sur la continuité des fonctions de H™ () (voir aussi la
Remarque 4.3.26), on en déduit que uy appartient donc C*(Q). O

Nous démontrons maintenant un résultat qualitatif trés important a propos de la
premiére valeur propre.

Théoréme 7.3.10 (de Krein-Rutman) On reprend les notations et les hypothéses
du Théoréme 7.3.5. On suppose que ['ouvert Q0 est connexe. Alors la premiére valeur
propre A1 est simple (i.e. le sous-espace propre correspondant est de dimension 1) et
le premier vecteur propre peut étre choisi positif presque partout dans €.

Remarque 7.3.11 Le Théoréme 7.3.10 de Krein-Rutman est spécifique au cas des
équations “scalaires” (c’est-a-dire que I'inconnue u est & valeurs dans R). Ce résultat
est faux en général si 'inconnue u est & valeurs vectorielles (voir plus loin ’exemple du
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systéme de D’élasticité). La raison de cette différence entre le cas scalaire et vectoriel
est que ce théoréme s’appuie sur le principe du maximum (voir le Théoréme 5.2.22)
qui n’est valable que dans le cas scalaire. °

Démonstration. Soit u € H}(Q) un vecteur propre non nul associé a la premiére
valeur propre \;. D’aprés le Lemme 5.2.24 on sait que u™ = max(u,0) appartient
a HY{Q) et Vut = 1,-0Vu (de méme pour u~ = min(u,0)). Par conséquent, la
fonction |u| = ut —u~ appartient & Hg(2) et on a V|u| = sign(u)Vu. En vertu de la
Proposition 7.3.4 de Courant-Fisher on a

A= min {R(U)EM},

veHL (Q)\{0} Jo v2dx

et tout point de minimum est vecteur propre. Or A\; = R(u) = R(|u|), donc |u| est
aussi vecteur propre associé a \;. Comme u™ et u~ sont combinaisons linéaires de u
et |ul, ce sont aussi des fonctions propres associées a A;.

En fait, on peut montrer que u ne s’annule pas dans  grice au principe du
maximum “fort” qui affirme que, si w € C%(Q) vérifie

—Aw > 0 dans Q, et w =0 sur 012,

alors soit w = 0 dans (, soit w >0 dans . On applique ce résultat & vt et u~ (qui
sont réguliéres a cause de la Proposition 7.3.9) qui ne peuvent pas étre toutes les deux
non nulles, donc I'une des deux est nulle. Supposons alors que le sous-espace propre
associé a A1 soit de dimension strictement plus grande que 1. On peut y trouver deux
fonctions propres u; et us orthogonales, c’est-a-dire que

/ uiug dr = 0,
Q

ce qui est impossible puisqu’elles sont de signe constant, partout non nulles. O

Exercice 7.3.6 Soit ) un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans 2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu’elle est simple.

Remarque 7.3.12 L’ensemble des résultats de cette sous-section se généralise sans
difficulté aux opérateurs elliptiques généraux du second ordre, c¢’est-a-dire au probléme
aux valeurs propres suivant

—div(AVu) = Au- dans Q
u=20 sur 0f)

ot A(x) est une matrice symétrique coercive (voir la Sous-section 5.2.3). °
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7.3.3 Autres modéles

L’extension des résultats de la sous-section précédente a des équations aux dérivées
partielles elliptiques plus compliquées que le Laplacien ne pose pas de problémes con-
ceptuels nouveaux. Nous décrivons briévement cette généralisation pour deux exem-
ples significatifs : le systéme de I’élasticité linéarisée et les équations de Stokes.

Les équations (5.56) de I’élasticité linéarisée décrivent en fait le régime stationnaire
des équations dynamiques suivantes (trés semblables & I’équation des ondes)

{ p&t — div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = £ dans Q x RS (7.18)

u=0 sur 90 x R},

ot p > 0 est la densité volumique du matériau et e(u) = (Vu + (Vu)t) /2. Rappelons

que les coefficients de Lamé du matériau vérifient p > 0 et 2u+ N > 0. En 'absence
de forces extérieures f (et en ne tenant pas compte d’éventuelles conditions initiales)
on peut aussi chercher des solutions oscillantes en temps de (7.18) comme nous ’avons
décrit pour ’équation des ondes dans Sous-section 7.1.2. Cela conduit & chercher des
solutions (¢,u) du probléme aux valeurs propres suivant

u=0 sur 99, (7.19)

{ —div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = fu  dans Q
ot £ = w? est le carré de la fréquence de vibration (nous avons changé la notation de la
valeur propre pour éviter une confusion avec le coefficient de Lamé \). En mécanique,
la fonction propre u est aussi appelée mode propre de vibration.

En suivant la méthode appliquée ci-dessus au Laplacien on peut démontrer le
résultat suivant (nous laissons les détails au lecteur en guise d’exercice).

Proposition 7.3.13 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C* de RN . Il existe
une suite croissante ({y)>1 de réels positifs qui tend vers linfini, et il existe une base
hilbertienne de L2(Q)N (uk)k>1, telle que chaque uy appartient a Hi(Q)N et vérifie

—div (2ue(u) + Atr(e(ug))Id) = lyur,  p.p. dans Q
up =0 p.p. sur OS).

Le résultat de régularité sur les fonctions propres uj de la Proposition 7.3.9 s’étend
aussi facilement au cas de I'élasticité et du probléme (7.19). Par contre le Théoréme
7.3.10 sur la simplicité de la premiére valeur propre et la positivité de la premiére
fonction propre est faux en général (comme est faux le principe du maximum). Comme
exemple nous calculons par la méthode des éléments finis Q1 les 4 premiers modes
propres d’une “tour” dont la base est fixée (condition aux limites de Dirichlet) et dont
les autres parois sont libres (condition aux limites de Neumann). Les 2 premiers modes,
dits de battement, correspondent & la méme valeur propre (ils sont indépendants mais
symétriques par rotation de 90° suivant I'axe z) (voir la Figure 7.1 et le Tableau 7.3.3).
La premiére valeur propre est donc “double”.
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tourl.ps

tour2.ps

tour3.ps

tour4.ps

FI1GURE 7.1 — Les 4 premiers modes propres d’une “tour” en élasticité.
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| Rang du mode propre || 1 | 2 | 3 | 4 |
| Valeur propre [ 102.54 | 102.54 | 1885.2 [ 2961.2 |

TABLE 7.1 — Valeurs propres correspondant aux modes propres de la Figure 7.1.

Nous passons maintenant aux équations de Stokes (5.71) qui sont une version
stationnaire d’un probléme d’évolution de type parabolique (voir plus loin (8.2)). Pour
résoudre ce probléme d’évolution il sera intéressant d’utiliser les valeurs et fonctions
propres (A, u,p) du probléme suivant

Vp — pAu = u  dans §
divu =0 dans Q (7.20)
u=>0 sur 0f2,

ou i > 0 est la viscosité, u la vitesse et p la pression du fluide. En suivant la méthode
appliquée ci-dessus au Laplacien, le lecteur pourra résoudre ’exercice suivant.

Exercice 7.3.7 Soit £ un ouvert borné régulier connexe de classe C' de R Montrer
qu'il existe une suite croissante (A )r>1 de réels positifs qui tend vers l'infini, et une base
hilbertienne (ux)r>1 du sous-espace de L2(Q2)" des fonctions a divergence nulle, telle
que chaque uy, appartient 3 H} ()Y, et il existe une famille de pressions p;, € L?(2) qui
vérifient

Vi — pAug = A\gup,  p.p. dans Q

divup, =0 p.p. dans Q

up =0 p.p. sur 0.

Le résultat de régularité sur les fonctions propres de la Proposition 7.3.9 s’étend
aussi facilement au cas des équations de Stokes (7.20). Par contre le Théoréme 7.3.10
sur la simplicité de la premiére valeur propre et la positivité de la premiére fonction
propre est faux en général (comme est faux le principe du maximum).

Exercice 7.3.8 On considére le probléme aux valeurs propres pour I'équation de
Schrédinger avec un potentiel quadratique V(z) = Ax-x ol A est une matrice symétrique
définie positive (modéle de I'oscillateur harmonique)

~Au+Vu=u dans RY. (7.21)
On définit les espaces H = L*(RY) et
V ={ve H'(RY) tel que |z|v(z) € L*(RY)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = Vu(z) - Vo(z) dz +/ |z 2u(z)v(x) d,
RN RN
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et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ak)k>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(RY) (uy)r>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7.21). Calculer explicitement ses
valeurs et fonctions propres (on cherchera uy, sous la forme py(z) exp(—Azx - 2/2) ot py
est un polynéme de degré k —1). Interpréter physiquement les résultats.

Exercice 7.3.9 Soit © un ouvert borné régulier de RY. On considére le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d’encastrement

{ A(Au) =X u dans Q
=u

gx 0 sur Of2.

Montrer qu'il existe une suite croissante (A )x>1 de valeurs propres positives qui tend vers
I'infini et une base hilbertienne dans L2(Q2) de fonctions propres (ux)x>1 qui appartiennent
a H3(Q).

7.4 Meéthodes numériques

7.4.1 Discrétisation par éléments finis

On va considérer une approximation interne de la formulation variationnelle in-
troduite a la Sous-section 7.3.1. Etant donné un sous-espace V}, de I’espace de Hilbert
V', de dimension finie, on cherche les solutions (Ap,up) € R x V}, de

a(uh,vh) = )\h<uh,vh>H Yo € V. (722)

Typiquement, V}, est un espace d’éléments finis comme ceux introduits par les Défini-
tions 6.3.5 et 6.3.25, et H est I'espace L?(12). La résolution de ’approximation interne
(7.22) est facile comme le montre le lemme suivant.

Lemme 7.4.1 On se place sous les hypothéses du Théoréme 7.3.2. Alors les valeurs
propres de (7.22) forment une suite croissante finie

0< A <o <Ny, avec ng = dimVy,

et il existe une base de V,, orthonormale dans H, (upp)i<k<n, de vecteurs propres
associés, c¢’est-a-dire que

Uk, h S Vh, et a(uk,h,vh) = )\k<uk,h,vh>H vyh S Vh.

Démonstration. Ce lemme peut étre considéré comme une variante évidente du
Théoréme 7.3.2 (& la différence prés qu’en dimension finie il existe un nombre fini de
valeurs propres). Néanmoins nous en donnons une démonstration différente, purement
algébrique, qui correspond plus & la démarche suivie en pratique. Soit (¢;)1<i<n,, une
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base de V}, (par exemple, les fonctions de base d’une méthode d’éléments finis, voir
la Proposition 6.3.7). On cherche uj, solution de (7.22) sous la forme

ndi

up(x) = Z Ul-hfb,-(x).

Introduisant la matrice de masse M, définie par

(Mn)ij = (bi,05)m 1 <14,5 < na,

et la matrice de rigidité [C;, définie par
(Kn)ij = alpi, ;) 1<4,j < na,
le probleéme (7.22) est équivalent & trouver (Ap, Up) € R x R™% solution de
KnUp, = A MpUy,. (7.23)

Les appellations “matrices de masse et de rigidité” proviennent des applications en
mécanique des solides. Remarquons que, dans le cas ot V}, est un espace d’éléments
finis, la matrice de rigidité IC;, est exactement la méme matrice que celle rencontrée
au Chapitre 6 dans I'application de la méthode des éléments finis aux problémes
elliptiques. On vérifie immédiatement que les matrices My, et K, sont symétriques
et définies positives. Le systéme (7.23) est un probléme matriciel aux valeurs propres
“généralisé”. Le théoréme de réduction simultanée (voir par exemple le théoréme 2.3.6
dans [2]) affirme qu’il existe une matrice inversible P, telle que

My = PhP;:, et ), = Py, diag()\k)P;:.

Par conséquent, les solutions de (7.23) sont les valeurs propres (\;) et les vecteurs
propres (Ug,n)i<k<n, qui sont les vecteurs colonnes de 'inverse de P;'. Ces vecteurs
colonnes forment donc une base, orthogonale pour Kj, et orthonormale pour M}, (nous
indiquerons briévement a la Remarque 7.4.3 comment calculer cette base). Finalement,
les vecteurs Uy, ;, sont simplement les vecteurs des coordonnées dans la base (¢;)1<i<n,,
des fonctions wuy ;, qui forment une base orthonormale de V}, pour le produit scalaire
de H. O

Remarque 7.4.2 Dans le Lemme 7.4.1 on a repris les hypothéses du Théoréme 7.3.2 :
en particulier, la forme bilinéaire a(u,v) est supposée symétrique. On voit bien
I'importance de cette hypothése dans la démonstration. En effet, si elle n’était pas
symétrique, on ne saurait pas si le systéme (7.23) est diagonalisable, c’est-a-dire s’il
existe des solutions du probléme aux valeurs propres (7.22). °

L’application du Lemme 7.4.1 & I’approximation variationnelle par éléments finis
du probléme de Dirichlet (7.17) est immédiate. On prend V = H(Q), H = L*(Q),
et Pespace discret Vg, de la Définition 6.3.5 (rappelons que Vo, contient la condition
aux limites de Dirichlet).
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Exercice 7.4.1 On considére le probléme aux valeurs propres en dimension N =1

{ —u) =Aup  pour 0 <z <1
up(0) = uk(1) = 0.

On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis P;. On
reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est donnée
par

2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
Mh:h ' " )
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
Ae(Mp) = 3 (2 + cos(kmh)) pour 1 <k <mn.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.45), alors on trouve que M;, = h1d.
Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probléme spectral discret.

Remarque 7.4.3 Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du probléme spectral
matriciel (7.23) il faut, en général, commencer par calculer la factorisation de Cholesky
de la matrice de masse M, = L, L}, pour se ramener au cas classique

I&hUh = AhUh avec ]éh = ‘C}:llch(ﬁ;;)il et Uh = ,C;;Uh,

pour lequel on dispose d’algorithmes de calcul de valeurs et vecteurs propres. Nous
renvoyons & la Section 13.2 pour plus de détails sur ces algorithmes : disons seulement
que c’est I’étape la plus coiiteuse en temps de calcul.

On peut éviter de construire la matrice K, et faire I’économie de la factorisation de
Cholesky de My, si on utilise une formule de quadrature pour évaluer les coefficients de
la matrice M, qui la rende diagonale. Ce procédé d’intégration numérique est appelé
condensation de masse (ou “mass lumping” en anglais) et est fréquemment utilisé.
Par exemple, si on utilise la formule de quadrature (6.45) (qui utilise uniquement les
valeurs aux noeuds d’une fonction pour calculer une intégrale), on voit facilement que
la matrice de masse M, ainsi obtenue est diagonale (voir I’Exercice 7.4.1). °

Nous verrons dans la sous-section suivante que seules les premiéres valeurs
propres discrétes Ay, (les plus petites) sont des approximations correctes des valeurs
propres exactes A, (méme chose pour les vecteurs propres). Il faut donc faire attention
au fait que les derniéres valeurs propres (les plus grandes) du probléme discret (7.23)
n’ont aucune signification physique ! Par conséquent, si on est intéressé par la milliéme
valeur propre du probléme de Dirichlet (7.17), il faut prendre un maillage suffisamment
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fin du domaine Q afin que la dimension de I'espace d’éléments finis V}, soit bien plus
grande que mille.

Nous illustrons cette sous-section par le calcul des 6 premiers modes propres de
vibration d’un tambour (modélisé comme une membrane circulaire fixée sur son bord).
On résout donc le probléme de Dirichlet (7.17) dans un disque de rayon 1. On utilise
une méthode d’éléments finis P;. Les résultats sont présentés dans la Figure 7.2 et le
Tableau 7.4.1). On remarque que la premiére valeur propre est simple tandis que la
deuxiéme et la troisiéme sont “doubles”.

| Rang du mode propre || 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
| Valeur propre | 5.78 | 14.69 | 14.69 | 26.42 | 26.42 | 30.53 ]

TABLE 7.2 — Valeurs propres correspondant aux modes propres de la Figure 7.2.

7.4.2 Convergence et estimations d’erreur

Dans cette sous-section, nous nous contentons d’énoncer un résultat de conver-
gence de la méthode des éléments finis triangulaires P pour le calcul des valeurs et
vecteurs propres du probléme de Dirichlet (7.17). Il est bien clair que ce résultat se
généralise aisément & d’autres problémes et & d’autres types d’éléments finis.

Théoréme 7.4.4 Soit (Tp),~, une suite de maillages triangulaires réguliers de Q.
Soit Vo le sous-espace de H}(QQ), défini par la méthode des éléments finis P, de
dimension ng,. Soit (\;,u;) € R x H}(Q), pour i > 1, les valeurs et vecteurs propres
(orthonormés dans L?(S))) du probléme de Dirichlet (6.36), rangés par ordre croissant

0<A <A< oo €N < Aigr o
Soit les valeurs propres
0<Ain < don <o < A s
de Vapprozimation variationnelle (7.22) dans Vop,. Pour tout i > 1 fizé, on a

lim |)\z - >\i,h| = 0. (724)
h—0

Il eziste une famille de vecteurs propres (u; n)1<i<n, de (7.22) dans Vo, telle que, si
Ai est une valeur propre simple, on a

li — 1) = 0. 2
h%”“t uz,h”H @ =0 (7.25)

De plus, si le sous-espace engendré par (ug,...,u;) est inclus dans H*1(Q) et si
k+1> N/2, alors on a lestimation d’erreur

i = Ain| < Cih?k, (7.26)
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FIGURE 7.2 — Les 6 premiers modes propres d'un tambour.
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ot C; ne dépend pas de h, et si \; est une valeur propre simple, on a
||ul - Ui’h”Hl(Q) < Cihk. (7.27)

Remarque 7.4.5 La constante C; dans (7.26) ou (7.27) tends vers +oo lorsque i —
400, ce qui fait qu’il n’y a aucune garantie que les plus grandes valeurs propres
discrétes (par exemple, A, ;) soient proches des valeurs propres exactes A;.

L’ordre de convergence des valeurs propres est le double de celui de la convergence
des vecteurs propres. Il s’agit 14 d’'un phénomeéne général d’approximation spectrale
d’opérateurs auto-adjoints qu’on retrouvera aussi dans les algorithmes numériques de
la Section 13.2 (voir la Proposition 13.2.1).

La convergence des vecteurs propres ne peut s’obtenir que si la valeur propre
correspondante est simple. En effet, si la valeur propre \; est multiple, la suite des
vecteurs propres approchés u;; peut ne pas converger et admettre plusieurs points
d’accumulation qui sont différentes combinaisons linéaires des vecteurs propres du
sous-espace propre associé a \;. °



Chapitre 8

PROBLEMES D’EVOLUTION

8.1 Motivation et exemples

8.1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’analyse mathématique et numérique des problémes
d’évolution en temps (dans les chapitres précédents nous avions étudié des problémes
stationnaires sans variable de temps). Nous allons plus particuliérement analyser deux
types différents d’équations aux dérivées partielles : celles de type parabolique, et celles
de type hyperbolique. L’exemple typique d’équation parabolique est I’équation de la
chaleur que nous étudierons en détail (mais notre analyse s’étend & des modéles plus
compliqués comme les équations de Stokes instationnaires). Le prototype d’équation
hyperbolique est 1’équation des ondes sur laquelle nous nous concentrerons (mais en-
core une fois notre analyse s’étend & des modéles plus compliqués comme les équations
de I’élastodynamique ou celles de I’électromagnétisme). Plus généralement, ’approche
développée ici s’étend & beaucoup d’autres problémes d’évolution en temps, pas néces-
sairement de type parabolique ou hyperbolique, comme, par exemple, I’équation de
Schrédinger de la mécanique quantique.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Le reste de cette section est consacré a
quelques questions liées a la modélisation. Dans les Sections 8.2 et 8.3 nous démon-
trons l'existence et I'unicité de la solution de ’équation de la chaleur ou des ondes en
utilisant & nouveau le concept de formulation variationnelle. Comme nous ’avions
laissé entendre dans la Sous-section 7.1.2, nous utilisons pour cela des bases hilber-
tiennes de fonctions propres construites au Chapitre 7. Nous insistons aussi sur
la notion d’estimations d’énergie qui exprime un bilan d’énergie physique et qui
justifie en partie les espaces utilisés par la théorie. Dans les Sections 8.4 et 8.5 nous
étudierons certaines propriétés qualitatives des solutions. Indiquons tout de suite
que, si les résultats d’existence et d’unicité sont trés semblables pour les équations
de la chaleur et des ondes, leurs propriétés qualitatives sont par contre trés
différentes. Nous verrons aussi que, si certaines de ces propriétés qualitatives sont

235



236 CHAPITRE 8. PROBLEMES D’EVOLUTION

conformes & 'intuition physique (comme le principe du maximum pour la chaleur, et
la conservation de 1’énergie pour les ondes), d’autres sont plus surprenantes, et a ce
titre particuliérement intéressantes (comme la vitesse de propagation “infinie” de la
chaleur, et la réversibilité en temps des ondes). Tous ces résultats seront démontrés
pour une équation posée dans un domaine borné. Néanmoins, nous dirons un mot de
la situation lorsque I’équation est posée dans I’espace tout entier RY ; dans ce cas on
peut obtenir une formule explicite de la solution en utilisant une fonction de Green.
Les Sections 8.6 et 8.7 sont consacrées a la résolution numérique des équa-
tions de la chaleur et des ondes. Nous avons déja exploré largement la méthode des
différences finies pour ces problémes (voir les Chapitres 1 et 2). Aussi nous nous
concentrerons sur l'utilisation de la méthode des éléments finis dans ce contexte.
Plus précisément, conformément & 1'usage, nous utiliserons des éléments finis pour la
discrétisation spatiale, mais des différences finies pour la discrétisation temporelle.

8.1.2 Modélisation et exemples d’équations paraboliques

Présentons rapidement les principaux problémes paraboliques que nous étudierons
dans ce chapitre, en disant quelques mots de leur origine physique ou mécanique.
L’archétype de ces modéles est 1’équation de la chaleur dont 'origine physique a
déja été discutée au Chapitre 1. Soit  un ouvert borné de RV de frontiére 9. Pour
des conditions aux limites de Dirichlet ce modéle s’écrit

% Au=f dans Q x R
u=20 sur 90 x RS (8.1)
u(z,0) = up(x) pour x € .

Le probléme aux limites (8.1) modélise I’évolution de la température u(x,t) dans
un corps thermiquement conducteur qui occupe le domaine ). La distribution de
température initiale, & ¢ = 0, est donnée par la fonction ug. Sur le bord 992 du corps
considéré, la température est maintenue a une valeur constante, utilisée comme valeur
de référence (c’est la condition de Dirichlet homogéne u(x,t) = 0 sur 9 x R, ). Les
sources de chaleur sont modélisées par la fonction donnée f = f(z,t). Notons que les
variables x € Q et t € Ry jouent des roles trés différents dans (8.1) puisqu’il s’agit
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre en ¢ et du deuxiéme ordre en
z (le Laplacien ne porte que sur la variable spatiale).

Indiquons qu’il existe d’autres origines physiques du systéme (8.1). Par exemple,
(8.1) modélise aussi la diffusion d’une concentration v dans le domaine €2, ou bien
I’évolution du champ de pression v d’un fluide s’écoulant dans un milieu poreux
(systéme de Darcy), ou encore la loi d’'un mouvement brownien dans le domaine .

On peut, bien str, associer d’autres conditions aux limites 4 I’équation de la chaleur
(par exemple, une condition de Neumann homogeéne si la paroi du corps Q2 est adia-
batique).

Une premiére généralisation évidente de ’équation de la chaleur s’obtient lorsque
I’on remplace le Laplacien par un opérateur elliptique du deuxiéme ordre plus général
(voir la Sous-section 5.2.3). Cette généralisation se rencontre, par exemple, si on étudie
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la propagation de la chaleur dans un matériau non homogéne ou en présence d’un
effet convectif. Une deuxiéme généralisation (moins évidente) concerne le systéme des
équations de Stokes instationnaires que nous avons rapidement évoqué au chapitre
précédent. En notant u la vitesse et p la pression d’un fluide visqueux soumis & des
forces f, ce systéme s’écrit

%—?—i—Vp—/LAu:f dans Q x RS
divu =0 dans  x Ri—
u=0 sur 0 x R
u(x7t — 0) — UO(J,') dans Q

(8.2)

ou p > 0 est la viscosité du fluide. Rappelons que la condition aux limites de Dirichlet
homogéne modélise I’adhérence du fluide a la paroi de € (voir le Chapitre 1), et que
le systéme de Stokes n’est valable que pour des vitesses faibles (voir la Remarque
5.3.7). La plupart des résultats que nous verrons dans ce chapitre se généralise a de
tels modéles.

8.1.3 Modélisation et exemples d’équations hyperboliques

Présentons rapidement les deux principaux modéles hyperboliques que nous
étudierons dans ce chapitre. Le premier modéle est I’équation des ondes dont 1’o-
rigine physique a déja été discutée au Chapitre 1. Soit Q un ouvert borné de RY de
frontiére 9. Pour des conditions aux limites de Dirichlet ce modéle s’écrit

%—Au:f dans Q x R
u=0 sur 09 x RS
u(t =0) = up(x) dans Q
%(t =0)=wui(z) dans .

(8.3)

Le probléme aux limites (8.3) modélise, par exemple, la propagation au cours du
temps du déplacement vertical d’'une membrane élastique, ou bien de ’amplitude
d’un champ électrique de direction constante. L’inconnue u(¢, ) est ici une fonction
scalaire.

Le deuxiéme modéle est I’élastodynamique qui est la version d’évolution en
temps des équations de ’élasticité linéarisée (voir les Chapitres 1 et 5). Par application
du principe fondamental de la dynamique, ’accélération étant la dérivée seconde en
temps du déplacement, on obtient un probléme d’évolution d’ordre deux en temps
comme (8.3). Néanmoins, une différence importante avec (8.3) est que I'inconnue
u(t, ) est désormais une fonction & valeurs vectorielles dans R™. Plus précisément, si
on note f(t,x) la résultante (vectorielle) des forces extérieures, le déplacement u(t, x)
est solution de

P2t — div (2ue(u) + Atr(e(w) Td) = £ dans Q x RY
u=0 sur 90 x R
u(t =0) = uo(x) dans Q

| (8.4)
%(t =0) =ui(z) dans €,
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ol ug est le déplacement initial, u; la vitesse initiale; et e(u) = (Vu + (Vu)')/2 le
tenseur des déformations. Supposant homogéne isotrope le matériau qui occupe €2, sa
densité est constante p > 0, de méme que ses modules de Lamé qui vérifient p > 0 et
2+ NX > 0.

Remarque 8.1.1 On peut ajouter aux équations (8.3) et (8.4) un terme du premier
ordre en temps, ce qui donne

0%u ou

ﬁ+na—Au:fdanstRj.

Lorsque le coefficient 7 est positif, ce terme du premier ordre correspond a une force
de freinage proportionnelle a la vitesse. On dit aussi qu’il s’agit d’un terme d’amor-
tissement. On parle alors d’équation des ondes amorties. °

Remarque 8.1.2 Il existe d’autres modéles physiques donnant lieu & des équations
aux dérivées partielles hyperboliques. Cependant, tout modéle hyperbolique n’est pas
nécessairement un probléme d’évolution d’ordre deux. C’est le cas notamment des
équations d’Euler linéarisées en acoustique, ou des équations de Maxwell en électro-
magnétisme, qui sont des systémes d’équations hyperboliques d’ordre un seulement
en temps. Les idées contenues dans ce chapitre s’étendent a ces problémes, mais la
différence d’ordre en temps en change la présentation. °

8.2 [Existence et unicité dans le cas parabolique

Nous allons suivre une démarche similaire dans I'esprit a celle qui nous a guidée au
Chapitre 5 pour établir I’existence et 'unicité de la solution d’un probléme elliptique.
Cette démarche se décompose en trois étapes : premiérement, établir une formulation
variationnelle (Sous-section 8.2.1), deuxiémement, démontrer 'existence et 'unicité
de la solution de cette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne
de fonctions propres (Sous-section 8.2.2), troisiémement, montrer que cette solution
vérifie bien le probléme aux limites étudié (Sous-section 8.2.3).

8.2.1 Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble a une équation
différentielle ordinaire du premier ordre, similaire & (7.3). Pour cela nous multi-
plions I’équation de la chaleur (8.1) par une fonction test v(x) qui ne dépend pas du
temps t. A cause de la condition aux limites nous allons demander & ce que v s’annule
sur le bord de l'ouvert €2, ce qui va nous permettre d’effectuer une intégration par
partie simple (sans terme de bord). Pour l'instant ce calcul est principalement formel.
Nous obtenons donc

ou

A E(z,t)v(x) dx + /Q Vu(z,t) - Vo(z)dx = /Qf(xﬂf)v(x) dz. (8.5)
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Comme ni  ni v(z) ne varient avec le temps ¢, on peut réécrire cette équation sous
la forme

7 Qu(aj,t)v(x) dx—l—/QVu(x,t)~Vv(x) da;z/gf(a;,t)v(x) dx.

Exploitant le fait que les variables x et ¢ jouent des roles trés différents, nous séparons
ces variables en considérant désormais la solution u(¢, ) comme une fonction du temps
t a valeurs dans un espace de fonctions définies sur 2 (méme chose pour f(t,x)).
Plus précisément, si I'on se donne un temps final 7' > 0 (éventuellement égal & +00),
on considére que u est définie par

w:]0,T[ — HYQ)
t —  u(t),

et nous continuerons & noter u(z,t) la valeur u(t) (z). Le choix de I'espace H}(Q)
est évidemment dicté par la nature du probléme et peut varier d’'un modéle & un
autre. En général il s’agit de I'espace qui convient pour la formulation variationnelle
du probléme stationnaire associé. De méme, le terme source f est désormais considéré
comme une fonction de ¢ & valeurs dans L?(€2).

On introduit alors le produit scalaire de L?(2) et la forme bilinéaire a(w,v) définis
par

(w,v) 12 () :/Qw(x)v(x) dz et a(w,v) :AVw(x)~Vv(x) dx.

En choisissant la fonction test dans I'espace H{(f2), on peut alors mettre (8.5) sous
la forme d’une sorte d’équation différentielle ordinaire en t. On obtient ainsi
la formulation variationnelle suivante : trouver u(t) fonction de ]0,T[ & valeurs dans
H(Q) telle que

%(u(t),v)Lz(Q)—l—a(u(t),v):<f(t),v>Lz(Q) Voe Hy(Q), 0<t<T,

u(t =0) = uo.

(8.6)

11 reste plusieurs points a préciser dans la formulation variationnelle (8.6) pour lui
donner un sens mathématique précis : quelle est la régularité en temps de f et de u,
et quel sens donner & la dérivée en temps ? En particulier, il faudra absolument que
u(t) soit continue en t = 0 pour donner un sens correct & la donnée initiale ug.

Pour cela nous avons besoin d’introduire une famille d’espaces fonctionnels de
fonctions de t & valeurs dans des espaces de fonctions de x.

Définition 8.2.1 Soit X un espace de Hilbert, ou plus généralement, un espace de
Banach défini sur Q (typiquement, X = L2(Q), H} (), ou C(Q)). Soit un temps final
0 < T < +oo. Pour un entier k > 0, on note C*([0,T]; X) l’espace des fonctions k
fois continiment dérivables de [0, T] dans X. Si on note ||v|x la norme dans X, il
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est classique (voir [31]) que C*([0,T); X) est un espace de Banach pour la norme

k
[vlloxo.myix) = Z (0<t<T dtm H >

m=0
On note L*(]0,T[; X) 'espace des fonctions de ]0,T| dans X telles que la fonction
t — |lv(t)||x soit mesurable et de carré intégrable, c’est-a-dire que

T
ol e o) = / ()3t < +oc.

Muni de cette norme L?(]0,T[; X) est aussi un espace de Banach. De plus, si X est un
espace de Hilbert, alors L(]0,T[; X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(0, 0) 2 go.x) = /0 (u(t), v(t)) xdt.

Remarque 8.2.2 Si X est I'espace L?(12), alors L?(]0, T[; L?(f2)) s’identifie & I'espace
L2(]0, T[x) puisque, par le théoréme de Fubini, on a

T
ol oriaeay = [ ([ R = [ [ o0 drd = o130 510y

Pour 1 < p < +00, on peut généraliser la Définition 8.2.1 en introduisant I’espace de
Banach L?(]0, T'[; X) des fonctions de |0, T dans X telles que la fonction ¢t — ||v(¢)||x
soit mesurable et de puissance p-éme intégrable. °

Dans la suite on prendra le terme source f dans I’espace L2(]0,T[; L*(2)), et on
cherchera la solution u dans ’espace d’énergie L2(]0, T'[; H}(Q))NC([0, T]; L(£2)).
Ce choix peut paraitre arbitraire, mais il sera justifié, non seulement par la démon-
stration de 'existence d’une solution pour la formulation variationnelle (8.6), mais
aussi par son lien avec des estimations d’énergie (voir ’Exercice 8.2.1). Notons
déja que, les fonctions de cet espace étant continues en temps & valeurs dans L?(S2),
la condition initiale a bien un sens.

Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.6) doit étre
prise au sens faible puisqu’a priori la fonction ¢t — (u(t),v)r2(q) n’appartient qu’a
L2(0,T) (voir le Lemme 4.4.12 pour une définition précise de cette notion de dérivée).
Fort heureusement, s’il existe une solution de (8.6), alors I’égalité dans (8.6) nous dit
que cette dérivée en temps est tout ce qu’il y a de plus classique puisqu’elle appartient
a L2(]0, 7).

8.2.2 Un résultat général

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution de la formulation variation-
nelle (8.6), nous revenons au cadre général introduit dans la Section 7.3. Nous allons
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pouvoir ainsi “diagonaliser” 'opérateur Laplacien et nous ramener & la résolution
d’une famille de simples équations différentielles ordinaires du premier ordre. On in-
troduit donc deux espaces de Hilbert V' et H tels que V' C H avec injection dense et
compacte (voir (7.11) et I'explication qui s’en suit). Typiquement on aura V = HJ (2)
et H=L*(Q).

Théoréme 8.2.3 Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V. C H avec in-
jection compacte et V est dense dans H. Soit a(u,v) une forme bilinéaire symétrique
continue et coercive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée initiale uy € H,
et un terme source f € L*(]0,T[; H). Alors le probléeme

d
E(u(t),v)H +a(u(t),v) ={(f(t),v)y YveV, 0<t<T, &)

u(t =0) = up,

(0w Véquation de (8.7) a liew au sens faible dans 10,T[) a une unique solution u €
L2(]0, T[; V)N C([0,T); H). De plus, il existe une constante C > 0 (qui ne dépend que
de Q) telle que

lull 2o, vy + lulleqo,m:my < .C (luolla+11f 1l L2qo.r;m)) - (8.8)

Remarque 8.2.4 L’estimation d’énergie (8.8) prouve que la solution de (8.7)
dépend continiment des données, et donc que le probléme parabolique (8.7) est bien
posé au sens de Hadamard. °

Remarque 8.2.5 Dans le Théoréme 8.2.3 on peut affaiblir 'hypothése de coercivité
de la forme bilinéaire symétrique a(u,v) (comme on I’a déja proposé dans I’Exercice
7.3.1). On obtient les mémes conclusions en supposant seulement qu’il existe deux
constantes positives v > 0 et > 0 telles que

a(v,v) +nllvl|%} > v|v||} pour tout v € V.

En effet, si 'on effectue le changement de fonction inconnue u(t) = e w(t), on voit
que (8.7) est équivalent &

%W(t)’vm +a(wt),v) +nw),v)r = {f{t),v)g YveV, 0<t<T,
w(t =0) = uo,

ou la forme bilinéaire a(w,v) + n(w,v) g est bien coercive sur V. Cette hypothése
affaiblie est utile, par exemple, dans la résolution de I’Exercice 8.2.4. °

Démonstration. La démonstration est divisée en deux étapes. Dans une premiére
étape, en supposant l’existence d’une solution u, nous obtenons une formule explicite
pour u sous la forme d’une série obtenue par décomposition spectrale des espaces H
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et V. En particulier, cette formule prouve 'unicité de la solution. Dans une deuxiéme
étape, nous démontrons que cette série converge dans les espaces L2(]0,T[;V) et
C([0,T]; H), et que la somme est bien une solution de (8.7).

Etape 1. Supposons que u € L?(]0,T[; V) N C([0,T]; H) est solution de (8.7). Les
hypothéses permettent d’appliquer le Théoréme 7.3.2 sur la résolution du probléme
aux valeurs propres associé a la forme bilinéaire symétrique a(u,v). Par conséquent,
il existe une base hilbertienne (uy)r>1 de H composée de vecteurs propres de (7.12)

up €V, et a(ug,v) = Ap{ug,v)y Yo e V.

On définit

a(t) = (u(t),ur) s af = (uo,uk)m,  Br(t) = (f (), ur)n-
Puisque u € L2(]0, T[; V)NC([0,T); H) et f € L*(J0,T[; H), on en déduit que ay(t) €
C([0,T)) et Bi(t) € L*(J0,T[). Comme (uy)r>1 est une base hilbertienne de H, on a

+oo
= Z Qe (t)u;€7
k=1

et choisissant v = u dans (8.7) on obtient

dak
dt
ai(t=0) =al.

+ Aray = By dans |0, T'[ (8.9)

On vérifie immeédiatement que 'unique solution de (8.9) est

a(t) = Tkt / Br(s *)ds pour t > 0,

ce qui donne une formule explicite pour la solution u (qui est donc unique).
Etape 2. Nous allons démontrer que la série

+OO< Og=Nit 4 /5 e Nt Sds) (8.10)

j=1

converge dans L2(]0,T[; V)N C([0,T]; H) et que sa somme, notée u(t) est solution de
(8.7). Considérons la somme partielle a 'ordre k de cette série

wh(t) = zk: (a e Nt 4 / Bj(s)em = s)ds> uj. (8.11)

7j=1

Clairement w* appartient a C([0,T); H) puisque chaque «;(t) est continu. Montrons
que la suite w* est de Cauchy dans C([0,T]; H). Pour | > k, en utilisant le caractére
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orthonormé des fonctions propres u;, on a

! I .
lw'(t) —w* ) a < || D e u||+ || > /ﬁj(s)e*Aﬂ'(t*S)dsuj
j=k+1 u =170 "
. 1/2 . . ) 1/2
<[ 3 ke ) [ 3 ([ )
j=k+1 j=k+1 0
1/2 1/2
l l 1 T
<[ ] o+ S __/ 16;(s)2ds
. . 2)\,] 0
j=k+1 j=k+1
1/2 1/2
l iy [
= D SR e— JRCICIES
j=k+1 2\ j=k+170

puisque la suite des valeurs propres ()\;) est croissante et strictement positive. Comme
up € H et f € L*(J0,T[;H) on a

+o00 +oo T
luollFr =Y 1a91> < 400, (I lI72qoip0) = Z/O 185 (s)|?ds < +o0,
Jj=1 Jj=1

ce qui entraine que la suite w®(¢) est de Cauchy dans H. Plus précisément, on en
déduit que la suite w® vérifie

lim ( sup ||w! —wk||H) =0,
k,l—4o00 0<t<T

c’est-a-dire qu’elle est de Cauchy dans C([0,T]; H).

Montrons que la suite w* est aussi de Cauchy dans L2(]0, T[; V). On munit V du
produit scalaire a(u,v) (équivalent au produit scalaire usuel & cause de la coercivité
de a). Pour I > k on a

l
[ () = w* (O]} = a(w'(t) —w"(t), 0! () = k() = Y Alay(0)

j=k+1

l l t
<2 Z )\j\ag\ze_”‘jt—l—Q Z Aj (/0 ﬁj(s)e_’\j(t_s)ds)

j=k+1 j=k+1

2

Or, par application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

t 2 t t
</0 Bj(s)e)‘j(ts)ds) (/0 |Bj(5)|26)‘j(ts)ds> (/0 e)‘j(ts)ds)
1 t
([ mope ).

IN

IN
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Par ailleurs, en vertu du théoréme de Fubini

T t T T

/0 (/ |ﬁj<s>|2e*f<”>ds>dt L / 18;(5)2 ( / e%wdt) ds
<L 1500 as
NS '

Par conséquent, on en déduit que

l

4 l k 2 02 : 2 4 2
|-t as Y ek Y [ 18k

j=k+1 j=k+1 "

ce qui implique que la suite w* vérifie

T
li L) —wh ()|} dt =
im0 =t @i = o
c’est-a-dire qu’elle est de Cauchy dans L2(]0,T[; V).

Comme les deux espaces C([0,T]; H) et L?(J0,T[;V) sont complets, la suite de
Cauchy w* converge et on peut définir sa limite u

lim w" = u dans C([0,T); H) N L*(J0, T[; V).

k— o0

En particulier, comme w"(0) converge vers ug dans H, on en déduit la condition
initiale voulue, 4 (0) = ug (qui est une égalité entre fonctions de H). D’autre part, il est
clair que u(t), en tant que somme de la série (8.10) vérifie la formulation variationnelle
(8.7) pour chaque fonction test v = uy. Comme (uy/v/A;) est une base hilbertienne
de V', u(t) vérifie donc la formulation variationnelle (8.7) pour tout v € V, c’est-a-dire
que u(t) est bien la solution recherchée de (8.7).

Pour obtenir I’estimation d’énergie (8.8), il suffit de remarquer que I’on a prouvé
les majorations

lw'(8) = w* @) ller < lluoll +

1
\/TTanC”LZ(]O,T[;H)

“ g l E(py[2 2 2 2

/O lw'(t) = w* @)l dt < lluollzz + 3=l 2070
En prenant & = 0 et en faisant tendre [ vers l'infini, on obtient immédiatement
Iestimation désirée. g

Remarque 8.2.6 (délicate) Pour le lecteur épris de rigueur mathématique, nous revenons
sur le sens de la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.7). Au vu des espaces
dans lequel nous cherchons la solution u(t), la fonction ¢ — (u(t),v)n n’est pas dérivable
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au sens classique : elle appartient seulement a L*(0,T) et a C[0,T]). On peut néanmoins
définir sa dérivée au sens faible du Lemme 4.4.12 (ou au sens des distributions). Plus précisé-
ment, % (u(t),v) s est défini comme un élément de H (0, T) (c’est-a-dire une forme linéaire
continue sur HJ(0,7)) par la formule

<d<u(t),U)H,¢)(t)> _ —/0 (u(t),v)H%(t)dt Yo € HY0,T).

dt H—-1,H}(0,T)

Par conséquent, dire que 1'équation de (8.7) a lieu au sens faible dans ]0,7'[ est équivalent a
dire que

—/O <u(t),v>H%(t)dt+/0 a(u(t),v)¢(t)dt:/0 (P, 0) (L) di

pour tout v € V et tout ¢ € C°(]0,T[) puisque C°(]0, T[) est dense dans H(0,T). Pour
conclure, rassurons le lecteur : si u est une solution de (8.7), alors, par 'égalité méme qu’est
d

(8.7), la dérivée £ (u(t),v)n appartient a L*(0,7) et on peut donc dire que (8.7) a lieu

presque partout dans |0, 7. °

8.2.3 Applications

Nous appliquons maintenant le résultat abstrait du Théoréme 8.2.3 & ’équation
de la chaleur, et nous prouvons que cette approche variationnelle a bien permis de
résoudre I’équation aux dérivées partielles d’origine.

Théoréme 8.2.7 Soit Q) un ouvert borné régulier de RY . Soit un temps final T > 0,
une donnée initiale ug € L?(2), et un terme source f € L?(]0,T[; L*()). Alors
léquation de la chaleur

?‘9_1; —Au=f p.p. dans Q2x]0, T
u=0 p.p. sur 90x]0, T (8-12)

u(z,0) = up(x) p.p. dans Q.

admet une unique solution u € L*(]0,T[; H(Q)) N C([0,T]; L?()). De plus, il existe
une constante C > 0 (qui ne dépend que de Q) telle que, pour tout t € [0,T],

/Qu(as,t)2olar:4—/(:/Q |Vu(z, s)|*drds < C (/Q uo(as)zdas—l—/ot/gf(as,s)zdazds) .

(8.13)

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme 8.2.3 & la formulation variationnelle
(8.6) de I’équation de la chaleur (8.12) : ses hypothéses sont facilement vérifiées avec
H = L?(Q) et V = H(Q) (en particulier, comme (2 est borné le Théoréme 4.3.21
de Rellich affirme que l'injection de H dans V est compacte). Il reste & montrer
que l'unique solution u € L2(]0, T[; H}(2)) N C([0,T]; L*(Q2)) de cette formulation
variationnelle est bien une solution de (8.12). Tout d’abord, la condition aux limites



246 CHAPITRE 8. PROBLEMES D’EVOLUTION

de Dirichlet se retrouve par application du Théoréme 4.3.13 de trace a u(t) € HJ ()
pour presque tout t €]0, 7, et la condition initiale est justifiée par la continuité de
u(t) en t = 0 (comme fonction & valeurs dans L?(2)).

Si la solution u est suffisamment réguliére (par exemple, si ‘3—1; et Awu appartien-
nent & L?(]0, T[x€), ce qui est vrai d’aprés la Proposition 8.4.6), par intégration par

parties, la formulation variationnelle (8.6) est équivalente a

ou
/Q (E—Au—f)vdxzo, (8.14)

pour toute fonction v(z) € HZ(Q) et presque tout temps ¢ €]0,T[. Par conséquent,
on déduit de (8.14) que

ou

T Au—f=0 p.p. dans |0, T[xS.
Si la solution u n’est pas plus réguliére que v € L2(]0, T[; Hg () N C([0,T]; L*(R)), on
obtient tout de méme cette égalité mais la justification en est légérement plus délicate.
Conformément a la Remarque 8.2.6 le sens précis de (8.6) est

—/()T/qu%d;rdt—i—/oT/QVu-chﬁdxdt:/OT/vad)dxdt (8.15)

pour toute fonction v(z) € CH(Q) et ¢(t) € C1(]0,T|). Un résultat classique d’analyse nous
dit que 'ensemble des combinaisons linéaires de produit de telles fonctions v(z)d(t) est dense
dans C(]0,T[x€). On note o = (u, —Vu) la fonction & valeurs vectorielles dans R™ ! dont
la divergence en “espace-temps” est ?,—’; — Aw. L’identité (8.15) nous dit que cette divergence
a bien un sens faible (voir la Définition 4.2.6) et est égale a la fonction f qui appartient
a L2(J0,T[; L*(Q)), d’ott I'égalité presque partout dans |0, T[xQ. Il faut cependant faire
attention que nous avons montré que la différence % — Aw appartient a L*(]0, T[; L*(Q)),
mais pas chaque terme individuellement. ]

Remarque 8.2.8 L’estimation d’énergie (8.13) indique que la norme de la solu-
tion dans l’espace d’énergie est controlée par la norme des données. Il est a noter que
cette norme ne correspond pas toujours a la “vraie” énergie physique (dans le cas de
la chaleur I'énergie thermique est proportionnelle & [, u(t,z)dz). L’inégalité (8.13)
a été obtenue comme conséquence de (8.8), ce qui camoufle son origine et son inter-
prétation physique. Les exercices suivants permettent d’obtenir directement (8.13) a
partir de I’équation de la chaleur (8.12) en utilisant une égalité d’énergie qui ne fait
qu’exprimer un bilan physique. En particulier, ces estimations ou égalités d’énergie
justifient le choix de I'espace L2(]0,T[; HE(€2)) N C([0,T]; L3(Q)) pour y chercher des
solutions car c’est précisément ’espace d’énergie c’est-a-dire I'espace de régularité
minimum dans lequel les égalités d’énergie ont un sens. °

Exercice 8.2.1 On suppose que les hypothéses du Théoréme 8.2.7 sont vérifiées.
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1. En supposant que la solution u de (8.12) est assez réguliére dans ]0, T'[x 2, montrer
que, pour tout t € [0, 7], on a I'égalité d'énergie suivante

¢ 1
1/ u(x,t)zdaﬂ—i-/ /\Vu(x,s)|2dxds = —/uo(x)de
2 Ja 0Jo 2 Ja

+ /0 t /Q F(x, sz, s) da ds.

2. Démontrer la propriété suivante, appelée “lemme de Gronwall” : si z est une fonction
continue de [0, 7] dans R telle que

(8.16)

2(t) <a+b/tz(s)ds vt e0,T],
0

ou a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae® Vte[0,T].

3. En appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = 1 [, u(, t)?dx, déduire de (8.16)
que, pour tout t € [0, 7],

%/Qu(x,t)de—i-/Ot/Q|Vu(x,s)|2dxds < %t (/Quo(x)de
—i—/OT/()f(x,s)deds).

Exercice 8.2.2 Au vu de (8.13), ou la constante C est indépendante de T, on voit que
le terme e’ n’est certainement pas optimal dans la majoration (8.17). Cette estimation
peut étre améliorée en raisonnant de la facon suivante, avec une variante du lemme de
Gronwall.

1. Soit a € R* et g € L2(]0,T|) tel que g > 0. Montrer que, si 2(¢) est continue de
[0, 7] dans R et vérifie

(8.17)

2(t) <a+ 2/0 g(s)\V/z(s)ds Yt e€[0,T],

alors 2(t) < <\/E+ /Otg(s)ds) Vtelo,T).

2. Déduire de (8.16) que, pour tout t € [0,7],

/Qu(x,t)de—ﬁ—Q/Ot/SJVu(x,s)deds < ((/Quo(x)de)l/z
—I-/Ot ds (/Q f(a;,s)de) 1/2>2.

(8.18)
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L’égalité d’énergie (8.16) n’est pas la seule possible pour I’équation de la chaleur
comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 8.2.3 On suppose que les hypothéses du Théoréme 8.2.7 sont vérifiées, que
ug € HL(), et que la solution u de (8.12) est assez réguliére dans |0, 7[x (2. Montrer
que, pour tout ¢ € [0, 7], on a |'égalité d’énergie suivante

Z‘S

/|Vuxt|dx+

1
dxds z—/ |Vuo(z)|?dx

//fxs (z, s)dzds.

Bien sir, le Théoréme d’existence 8.2.7 se généralise facilement au cas d’autres
conditions aux limites ou d’un opérateur elliptique général comme le montre les ex-
ercices suivant.

(8.19)

Exercice 8.2.4 Soit £ un ouvert borné régulier de RY. Soit un temps final 7" > 0,
une donnée initiale uy € L?(€2), et un terme source f € L2(]0,T[; L(2)). A I'aide de
la Remarque 8.2.5 montrer que I'équation de la chaleur avec condition aux limites de
Neumann

u _Au=f  dans Qx]0,T|

g—z =0 sur 90x10, T (8.20)

u(z,0) =up(x) dans Q

admet une unique solution u € L2(]0, T[; H*(Q)) N C ([0, T]; L*(£2)).

Exercice 8.2.5 Soit (2 un ouvert borné régulier de R™V. Soit A(x) une fonction de €2 dans
I'ensemble des matrices symétriques réelles telles qu'il existe deux constantes 5 > « > 0
vérifiant

BIEP > A(@)e € > al¢? VEERY, pp.ae.

Soit un temps final 7' > 0, une donnée initiale uy € L?(Q)), et un terme source f €
L2(]0,T[; L*(Q)). Montrer que le probléme aux limites

—div (A(z)Vu) = f dans Ox]0,T]
u=0 sur 90Qx]0, T
u(z,0) = up(x) dans ,
admet une unique solution v € L2(]0, T[; H'(2)) N C ([0, T]; L3(£)).

On peut étendre le Théoréme 8.2.7 aux équations de Stokes instationnaires.
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Théoréme 8.2.9 Soit Q un ouvert borné régulier connexe de RY . Soit un temps final
T > 0, une donnée initiale ug € L*(Q)Y telle que divug = 0 dans Q, et un terme
source f € L]0, T[; L>(Q))N. Alors les équations de Stokes instationnaires

88_1;+vp_MAu:f dans QX%O,T{
divu =0 dans 1x]0,T
w=0 sur 00x]0,T| (8:21)

u(z,t =0) = up(z) dans

admettent une unique solution u € L?(]0, T[; H}(2))N n C([0,T); L3(Q))N.

Démonstration. Pour obtenir une formulation variationnelle de (8.21) nous combinons les
arguments de la Sous-section 8.2.1 et de la démonstration du Théoréme 5.3.8. On introduit
les espaces de Hilbert

V= {v € HS(Q)N tel que divo = 0 p.p. dans Q} ,
et
H= {v € LQ(Q)N tel que dive = 0 p.p. dans Q} )

ot H est un sous-espace fermé de H(div) qu’on peut aussi définir comme adhérence de
V dans L?(Q)" (voir la Sous-section 4.4.2). Nous obtenons la formulation variationnelle
suivante

i/u(t)wdw—k,u/Vu(t)-Vvda::/f(t)-vd:E VoeV,0<t<T,
dt Jo Q Q

u(t = 0) = o,

(8.22)

ou 'équation de (8.22) a lieu au sens faible dans ]0,7'[. On applique le Théoréme 8.2.3 &
cette formulation variationnelle (8.22) (ses hypothéses sont facilement vérifiées) et on obtient
l'existence et I'unicité de sa solution u € L]0, T[; H3 ()Y n C([0, T); L2(92)) V.

Toute la difficulté réside dans la preuve que cette solution de (8.22) est bien une solution
de (8.21). La condition aux limites de Dirichlet se retrouve par application du Théoréme
4.3.13 de trace a u(t) € Hy(Q)Y pour presque tout ¢t €]0,T[, et la condition initiale est
justifiée par la continuité de u(t) en t = 0 car uo € H.

Pour retrouver ’équation, on procéde comme dans la démonstration du Théoréme 8.2.7.
Si la solution u est suffisamment réguliére, on obtient

/ (% —,uAu—f> ~vdr =0 (8.23)
Q

pour presque tout ¢ €]0, 77, et quel que soit v(z) € CL(Q)Y tel que dive = 0 dans Q. Comme
pour le probléme de Stokes stationnaire (voir la Sous-section 5.3.2); il faut déduire de (8.23)
Pexistence d’une fonction p(t,z) telle que Péquation (8.21) ait lieu. Il faut encore utiliser le
Théoréme de de Rham 5.3.9 (du moins une de ces variantes) qui affirme que “I’orthogonal des
vecteurs a divergence nulle est ’ensemble des gradients”. Ce point d’analyse est assez délicat
(encore plus si la solution u n’est pas réguliére) et nous admettrons simplement existence
d’une telle pression p sans préciser méme & quel espace elle appartient. d
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Remarque 8.2.10 Mentionnons briévement qu’il existe d’autres approches que celle
utilisée ici (et qu’on peut qualifier d’approche spectrale) pour obtenir Iexistence et
I'unicité de solutions de problémes d’évolution en temps. Il existe une théorie purement
variationnelle (voir [31]) ainsi qu’une théorie, dite des semi-groupes (voir [8]). Ces
théories sont un peu plus compliquées, mais plus puissantes puisqu’en particulier elles
permettent de s’affranchir des hypothéses sur le caractére borné de 'ouvert et sur la
symétrie de la forme bilinéaire de la formulation variationnelle. °

8.3 Existence et unicité dans le cas hyperbolique

Comme dans la section précédente nous suivons la méme démarche en trois étapes.
Premiérement (Sous-section 8.3.1), on établit une formulation variationnelle, deux-
iemement (Sous-section 8.3.2), on démontre I'existence et 'unicité de la solution de
cette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne de fonctions pro-
pres, troisitmement (Sous-section 8.3.3), on montre que cette solution variationnelle
vérifie bien le probléme aux limites.

8.3.1 Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble & une équation
différentielle ordinaire du deuxiéme ordre, similaire & (7.4). Nous multiplions donc
I’équation des ondes (8.3) par une fonction test v(x) qui ne dépend pas du temps
t. A cause de la condition aux limites nous demandons & ce que v s’annule sur le bord
de l'ouvert Q. Un calcul formel conduit a

% ., u(z, t)v(x) de + /Q Vu(z,t) - Vo(z)dx = /Qf(x7 to(x) d. (8.24)

Il est clair que I’espace “naturel” pour la fonction test v est H(2). On introduit alors
le produit scalaire de L?(f2) et la forme bilinéaire a(w,v) définis par

(w,v) 120 z/Qw(x)v(x) dx et a(w,v) z/QVw(x)~Vv(x) dx.

Soit un temps final 7' > 0 (éventuellement égal & +00), on se donne le terme source
f € L%*]0,T[; L*(©2)). On se donne aussi des conditions initiales uy € H}(Q) et
u; € L?(Q). La formulation variationnelle déduite de (8.24) est donc : trouver une
solution u dans C([0,T]; HX(Q)) N CL([0,T]; L3()) telle que

2
%<u(t),v>L2(Q) +a(u(t),v) = (f(t),v)r2) VYve H&(Q)7 0<t<T, .25
u(t =0) = uo, %(t =0) = uy.

Les données initiales ont bien un sens dans (8.25) grace au choix de I’espace d’én-
ergie C([0,T]; H3(Q))NC ([0, T]; L3(2)) pour la solution u. Nous justifierons encore
ce choix un peu plus loin en établissant son lien avec des égalités d’énergie.
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Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (8.25) doit
étre prise au sens faible puisqu’a priori la fonction ¢ — (u(t),v)r2() n’est qu’une
fois dérivable en temps puisqu’elle appartient & C'1(0,T) (voir le Lemme 4.4.12 et la
Remarque 8.2.6 pour plus de précisions).

8.3.2  Un résultat général

Pour démontrer Iexistence et 'unicité de la solution de la formulation variation-
nelle (8.25), nous revenons encore au cadre général de la Section 7.3 pour “diagonalis-
er” lopérateur Laplacien et nous ramener & la résolution d’une famille de simples
équations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre. Soit V' et H deux espaces de
Hilbert tels que V' C H avec injection dense et compacte (typiquement V = HJ ()
et H=L*(Q)).

Théoréme 8.3.1 Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V. C H avec in-
jection compacte et V est dense dans H. Soit a(u,v) une forme bilinéaire symétrique
continue et coercive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée initiale (ug,u1) €
V x H, et un terme source f € L*(|0,T[; H). Alors le probléme

d—i(u(t),v),q—i—a(u(t),v):(f(t),v>H VoeV, 0<t<T,
dt ) (8.26)
ult = 0) = uo, d—;‘(tzo) ui,

(0w léquation de (8.26) a lieu au sens faible dans ]0,T[) a une unique solution u €
C([0,T); V)NCH([0,T); H). De plus, il existe une constante C > 0 (qui ne dépend que
de Q) et de T) telle que

lulleqo,mvy + lullerqo sy < C (luollv + Nludlla + 11| L2qo,rpmy) - (8.27)

Remarque 8.3.2 L’estimation d’énergie (8.27) prouve que la solution de (8.26)
dépend contintiment des données, et donc que le probléme hyperbolique (8.26) est bien
posé au sens de Hadamard. La Proposition 8.3.5 donnera une interprétation physique
importante d’un cas particulier de cette estimation d’énergie. °

Remarque 8.3.3 Comme dans le cas parabolique (voir la Remarque 8.2.5), on
peut affaiblir 'hypothése du Théoréme 8.3.1 sur la coercivité de la forme bilinéaire
symétrique a(u,v). On obtient les mémes conclusions en supposant seulement qu’il
existe deux constantes positives v > 0 et n > 0 telles que

a(v,v) +nllv||% > v|v||? pour tout v € V.
Le changement d’inconnue u(t) = eV w(t) transforme I’équation de (8.26) en

(), v) i + 2y 5wt )+ a (w(0), )+ nlw(®), 0 = (£, b, (829)
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ou la forme bilinéaire a(w, v) +n{w, v) g est bien coercive sur V. L’équation (8.28) est
une équation des ondes amorties (voir la Remarque 8.1.1). 1l suffit alors de généraliser
le Théoréme 8.3.1 & de telles équations (ce qui est facile bien que nous ne le fassions
pas ici). °

Démonstration. La démonstration est trés semblable a celle du Théoréme 8.2.3,
aussi nous ne la détaillons pas autant. Dans une premiére étape, on montre que
toute solution u est une série de fonctions propres. Dans une deuxiéme étape, nous
démontrons la convergence de cette série dans les espaces C([0,T]; V) et C1([0,T); H).
Etape 1. Supposons que u € C([0,T];V) N CY([0,T]; H) est solution de (8.26). In-
troduisons la base hilbertienne (uy)r>1 de H composée des fonctions propres de la
formulation variationnelle (7.12) qui vérifient

ug €V, et a(u,v) = A\p(ug,v)y Vv eV.

+oo
On écrit u(t) = Zak(t)uk avec ay(t) = (u(t),ur)y. En choisissant v = wuy, dans
k=1
(8.26), et en notant Bx(t) = (f(t),ur)m, o) = (uo,ur)m, et ap = (ui,ug)m, on
obtient

2
da I -‘r A = [ dans ]O T[

dt o (8.29)
ap(t = 0) = a, d—tk(t =0) = o}

(Attention & une confusion possible dans les notations : la donnée initiale u; n’a rien
a voir avec la fonction propre ug pour k = 1.) Posant wy = v/Ag, 'unique solution de
(8.29) est

al
ar(t) = o cos(wit) + —£ sin(wyt) + — / Br(s) sin(wg (t — s))ds, (8.30)
Wk
ce qui donne une formule explicite pour la solution u (qui est donc unique).
Etape 2. Pour démontrer que la série

+o00 1

0 «
Z aj cos(w;t) + o

' j sin(w;t) + wij /0 B (s)sin(w,(t — 8))d8> u;j (8.31)

converge dans C([0,T];V) N CY([0,T]; H), on va montrer que la suite w* =

Z?zl a;(t)u; des sommes partielles de cette série est de Cauchy. Dans V nous con-
sidérons le produit scalaire a(u,v) pour lequel la famille (u;) est orthogonale. Par
orthogonalité dans H et dans V' de (u;) (voir le Théoréme 7.3.2), on obtient, pour
[ > k, et pour tout temps ¢,

)

2 l

= > <Aj|a3()| +

H k41

daj
7 @)

a(wl—w w H w—w
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Or, en multipliant (8.29) par day /dt et en intégrant en temps, on obtient

daj I 2 2 2 K doj
d—tj(t)’ + ) |a; ()] = |a}| + A |a2| +2/0 @(s)d—;(s)ds.
De la formule (8.30) on infére que
doj 0 1 '
—= (O Swjlaf]+|ag[ + [ 1B;(s)lds.
0
En combinant ces deux résultats on en déduit
do 2 2 2 i
j 2
Do) 421050 < 2l +23]ad)” + Qt/o 18, (s) | ds. (8.32)
Comme ug € V, uy € H et f € L?(]0,T[; H), on a
+o0 too
luoll3 = aluo,u0) = Y Ajlaf® < +oo,  Jullfr=" " laj[* < +oo,
j=1 j=1

+oo. T
117 20,2000 = Z/o 18(s)|?ds < +o0,
=1

ce qui implique que la série, dont le terme général est le membre de gauche de (8.32),
est convergente, c’est-a-dire que la suite w” vérifie

2

H

autrement dit, elle est de Cauchy dans C*([0,7]; H) et dans C([0,T]; V). Comme ces
espaces sont complets, la suite de Cauchy w* converge et on peut définir sa limite .
En particulier, comme (w*(0), %(0)) converge vers (ug,u1) dans V' x H, on obtient
les conditions initiales voulues. D’autre part, il est clair que u(t), en tant que somme
de la série (8.31) vérifie la formulation variationnelle (8.26) pour chaque fonction
test v = ug. Comme (ux/v/Ax) est une base hilbertienne de V, u(t) vérifie donc la
formulation variationnelle (8.26) pour tout v € V, c’est-a-dire que u(t) est bien la
solution recherchée de (8.26). Par ailleurs, on a en fait montré que

d
. Uy okon2 o LD ik
k}gmgg<W@)uwa+WMw@ w (1)

2

d
afut =kt =) + | G0t = )| <€ (ol ol T )
H

dt

et estimation d’énergie (8.27) s’obtient alors facilement en prenant & = 0 et en faisant
tendre [ vers 'infini. O
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8.3.3 Applications

Nous appliquons maintenant le résultat abstrait du Théoréme 8.3.1 a I’équation des
ondes, et nous prouvons que cette approche variationnelle a bien permis de résoudre
I’équation aux dérivées partielles d’origine.

Théoréme 8.3.4 Soit Q un ouvert borné régulier de RY, et un temps final T > 0.
On considére une donnée initiale (ug,u1) € HH(Q) x L2(Q) et un terme source f €
L2(]0,T[; L*(Q)). Alors I’équation des ondes

2
ng_A“:f p.p. dans 2x]0, T

u=0 p.p. sur 9Qx]0,T[

u(,0) = uo(x) p.p. dans §2 (8.33)
%(%0) =uwui(x) p.p. dans Q.

admet une unique solution u € C([0,T]; H} (2)) N CL([0,T]; L*(Q)). De plus, il existe
une constante C' > 0 (qui ne dépend que de Q) et de T') telle que, pour tout t € [0,T],

/Q <‘%(m)

2 + |Vu(x,t)|2> dr < C (/Q (|u1(x)|2 - IVuo(x)|2) da

+/Ot/Q|f(x,s)|deds).

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme 8.3.1 & la formulation variationnelle
(8.25) de I'équation des ondes obtenue a la Sous-section 8.3.1 (ses hypothéses sont
facilement vérifices avec H = L3(Q) et V = H}(2)). Il reste & montrer que I'unique
solution u € C([0,T]; H}(2)) N CH([0,T]; L*(Q)) de cette formulation variationnelle
est bien une solution de (8.33). Tout d’abord, la condition aux limites de Dirichlet
se retrouve par application du Théoréme 4.3.13 de trace a u(t) € H}(Q) pour tout
t € [0,T], et la condition initiale est justifiée par la continuité de u(t) en t = 0 comme
fonction & valeurs dans H}(Q) et de du/dt(t) en t = 0 comme fonction & valeurs dans
L2(9).

Si la solution w est suffisamment réguliére, par intégration par parties la formula-
tion variationnelle (8.25) est équivalente &

2
/(%—Au—f)vdx—(),
Q

pour tout v(z) € CH(Q) et presque tout ¢ €]0,T[. On en déduit donc I'équation de
(8.33). Si la solution u n’est pas plus réguliére que ce qui est donné par le Théoréme
8.3.1, on obtient tout de méme I’équation au sens “presque partout”, en reprenant les
arguments de la démonstration du Théoréme 8.2.7 (que nous ne détaillons pas). On
note o = (%%, —Vu) la fonction a valeurs vectorielles dans RV*1, et on peut montrer

(8.34)
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qu’elle admet une divergence faible en “espace-temps” qui est justement a tz — Au qui
appartient donc & L2(]0,T[; L*(9)). O

En l’absence de forces, f = 0, on peut améliorer I’estimation d’énergie (8.34) et
obtenir une propriété de conservation de 1’énergie totale qui est trés importante
du point de vue des applications L’énergie totale est ici la somme de deux termes :
d’une part I’énergie cinétique | |2 et d’autre part 'énergie mécanique |Vul|?,

Proposition 8.3.5 On se place sous les hypothéses du Théoréme 8.3.4 avec f = 0.
La solution de l’équation des ondes (8.33) vérifie, pour tout t € [0,T], l’égalité de
conservation de l’énergie

[, (e

Démonstration. En reprenant la démonstration du Théoréme 8.3.1 avec f = 0,
c’est-a-dire B = 0, on déduit directement de (8.29) que ’énergie de loscillateur
harmonique est conservée, c’est-a-dire que
2

+ A | (t) ]a1| + A 0|

2

+ w@,:aﬁ) dz = /Q (|u1(x)\2 + |Vuo(x)|2) dz . (8.35)

daj

jﬁ—@)

ce qui donne I'égalité (plutot que l'inégalité)

2 l

) = 3 Jalf el

j=k+1

a(w' — w® w H (w' — w"

et (8.35) s’obtient en prenant k = 0 et en faisant tendre [ vers l'infini. Si la solution
u est réguliere, on peut démontrer plus directement (8.35) en multipliant 1’équation
des ondes (8.33) par at et en intégrant par parties (voir I’Exercice 8.3.1). O

Nous revenons maintenant sur ’estimation d’énergie (8.34) dans le cas général
f # 0. L’exercice suivant montre comment (8.34) peut étre obtenue directement
a partir de (8.33) a laide d’un argument similaire & celui de la Proposition 8.3.5
qui établit une égalité d’énergie qui ne fait qu’exprimer un bilan physique.
En particulier, ces estimations ou égalités d’énergie justifient le choix de l'espace
C([0,T); HE(Q)N n C*([0,T]; L2(2))N pour y chercher des solutions car c’est pré-
cisément ’espace d’énergie c’est-a-dire 'espace de régularité minimum dans lequel
les égalités d’énergie ont un sens.

Exercice 8.3.1 On suppose que les hypothéses du Théoréme 8.3.4 sont vérifiées.

1. En supposant que la solution u de (8.33) est assez réguliére dans |0, T'[x 2, montrer
que, pour tout t € [0, 7], on a I'égalité d'énergie suivante

Ju dx+/\Vuxt)l da = /ul( dx+/|Vuo z)|? dx

o |t
+2//fxsatxs)dxds
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2. En déduire qu'il existe une constante C(T') (indépendante des données autre que
T) telle que

ou

at(“

dx+/|Vuxt)| dx <C(T )</u1( dx+/|Vuo 2)|? dx

o poran)

3. Montrer qu'il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y compris
T) telle que

ou
T —(x,t)

d:v+/|Vuxt)| dx < C</u1( dx+/|Vu0 z)|? da

([ (o))

Il existe d’autres quantités conservées comme l’'indique I’exercice suivant.

Exercice 8.3.2 On suppose que les hypothéses du Théoréme 8.3.4 sont vérifiées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (8.33) est réguliére dans [0, 7] x .
Montrer que, pour tout entier m >1, on a

2

> dz = 0.

d omu|? omty
dt Jo \ | ot™ gtm—1

Bien sir, le Théoréme d’existence 8.3.4 se généralise facilement au cas d’autres
conditions aux limites (par exemple, de Neumann), ou au cas d’autres opérateurs que
le Laplacien comme

+]v

0%
ot?

C’est un exercice de généraliser ce résultat aux équations de I’élastodynamique.

—div (A(x)Vu) = f.

Exercice 8.3.3 Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de R . Soit une donnée initiale
(ug,ur) € HF ()N x L2(Q)N, et un terme source f € L2(]0,T[; L?(22))". Montrer qu'il
existe une unique solution u € C([0,T]; H} ()N nCL([0,T); L2(2))N de

2

P~ div (2ue(u) + Atr(e(uw))Id) = f dans 2x]0, T,

u=0 sur 9010, T, (8.36)
u(t =0) = up(x) dans Q,

%(t =0) =u(x) dans €.
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En supposant que la solution u est assez réguliére, montrer que, pour tout ¢ € [0,77], on
a I'égalité d'énergie suivante
ou

2
A
£ |G ot [P o5 [ @verae =4 [ s

t
+M/ \e(u0)|2daj+é/(divuo)zdm‘—&—/ /f~%dajds.
Q 2 Jo 0 Joo Ot

En déduire une estimation d’énergie.

Remarque 8.3.6 Comme pour les problémes paraboliques, I'approche “spectrale”
utilisée ici pour obtenir 'existence et 'unicité d’équations aux dérivées partielles hy-
perboliques n’est pas la seule possible. Citons la théorie purement variationnelle de
[31] ainsi que la théorie, dite des semi-groupes (voir [8]). Ces théories sont un peu
plus compliquées, mais plus puissantes puisqu’en particulier elles permettent de s’af-
franchir des hypothéses sur le caractére borné de 'ouvert ) et sur la symétrie de la
forme bilinéaire a(u,v) de la formulation variationnelle. °

8.4 Propriétés qualitatives dans le cas parabolique

Nous examinons maintenant les principales propriétés qualitatives de la solution
de T'équation de la chaleur, notamment les propriétés de régularité, comportement
asymptotiques pour les grandes valeurs de ¢ et principe du maximum.

8.4.1 Comportement asymptotique

Nous étudions le comportement de la solution de ’équation de la chaleur en temps
long, c’est-a-dire lorsque t tend vers +oo. Nous allons vérifier que, conformément &
Pintuition physique, si le second membre f(x) est indépendant du temps ¢, alors la
solution de ’équation de la chaleur tend asymptotiquement vers la solution (station-
naire) du Laplacien. Nous commencons par examiner le cas de I’équation de la chaleur
homogeéne.

Proposition 8.4.1 Soit Q un ouvert borné régulier de R™. Soit ug € L*(Q) et u la
solution du probléeme

v Au=0 dans 10, +00[x
u(z,t) =0 sur )0, +00[x 0 (8.37)
u(z,0) =ug(x) dans L.

Alors, u(t) converge vers zéro dans L?(S2) lorsque t tend vers +oo

lim [ju(t)][r2(0) = 0. (8.38)

t—+o0
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Démonstration. On reprend la démonstration du Théoréme 8.2.3 dans le cas f = 0,
c’est-a-dire B = 0. On obtient facilement que la somme partielle vérifie

l

() —wF @)% = 37 ladfZe2be,

j=k+1
avec H = L?(Q), ce qui conduit, en prenant k = 0 et | = +00, et en majorant, &
lu(®)1F < lluollFre™

qui tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini puisque Ay > 0. O

Le cas d’un second membre non nul, indépendant du temps, est un simple exercice
que nous laissons au lecteur.

Exercice 8.4.1 On reprend les hypothéses de la Proposition 8.4.1. Soit f(z) € L?(f2)
et u(t,z) la solution de

u _Ay=f dans |0, +oo[x £
u(z,t) =0 sur ]0, 4-00[x 082
u(z,0) =up(xz) dans Q.
Soit v(x) € H}(Q) la solution de
—Av=f dansQ
v=0 sur 0€2.
Montrer que lim; ;4 oo [|u(z,1) — v(2)||L2(q) = 0.

On peut en fait préciser la conclusion de la Proposition 8.4.1 comme le montre
I'exercice suivant dont l'interprétation est la suivante

u(t,x) ~ (/ Ul d:v) e My (z)  lorsque t — 400,
Q

ot uy(z) est la premiére fonction propre (normalisée) du Laplacien (7.17). Asymp-
totiquement, toutes les solutions de ’équation de la chaleur homogéne décroissent
exponentiellement en temps avec le méme profil spatial qui est donné par u; (quelle
que soit la donnée initiale).

Exercice 8.4.2 On reprend les hypothéses de la Proposition 8.4.1. Montrer qu'il existe
une constante positive C telle que

u() — afe Muy | 2@y < Ce ™ Vi >1,  avecaf = / uou dz, (8.39)
Q

ou Ay désigne la k-éme valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet.
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8.4.2 Principe du maximum
Pour I’équation de la chaleur, le principe du maximum prend une forme voisine

de celle que nous avons énoncée au Théoréeme 5.2.22 pour le Laplacien.

Proposition 8.4.2 Soit Q un ouvert borné régulier de RY, et un temps final T > 0.
Soit ug € L), f € L*(J0,T[; L?(2)), et u € C([0,T); L*(R2)) N L2(J0, T[; H}(2))
Vunique solution de (8.12). Si f > 0 presque partout dans 10, T[x et ug > 0 presque
partout dans Q, alors u > 0 presque partout dans 0, T[x .

Démonstration. Soit v~ = min(u,0) qui appartient bien a L2(]0,T[; H}(Q)) en
vertu du Lemme 5.2.24 et qui vérifie, pour 0 < ¢t < T,

/ Vu(t) - Vu™ (t)dz :/ |Vu™(t)|*d. (8.40)
Q Q

Un raisonnement similaire & celui qui a permis de démontrer (8.40) montre que, si
9u ¢ 12(0,T[; L*(2)), alors

Qg;‘() ~(t dw—ia (/ u( |dx) (8.41)

Nous admettrons que lidentité (8.41) reste vraie méme si % n’appartient pas a

L2(J0,T[; L*(Q2)). Par conséquent, en prenant v = u~ dans la formulation variation-
nelle (8.6) de I’équation de la chaleur on obtient

1d 9 Lo _
55(/9u |dac)—|—/QVu \dx—/ﬂfu dux,

ce qui donne par intégration en temps

t t
1/ \u’(t)|2dx+/ / \Vu*|2dxds:/ /fu’dxds—kl/ lu™(0)|?dz.
2 Ja 0 Jo 0 Jo 2 Ja

Comme u~(0) = (up)” = 0 on en déduit
1 t
—/ |u™(t)|>dx +/ / |Vu~ |2dxds <0,
2 Jo 0 Ja
c’est-a-dire que u~ = 0 presque partout dans |0, T'[x€2. |

Comme dans le cas elliptique, le principe du maximum fourni par la Proposition
8.4.2 est conforme a I'intuition physique. Dans le cadre du modéle de thermique décrit
au Chapitre 1, si la température initiale ug(z) est en tout point supérieure a la valeur
0 a laquelle on maintient la température sur la paroi 02 et si le terme source est
positif (correspondant & un effet de chauffage), alors il est clair que la température
est positive en tout point et & tout instant. Nous n’avons fait que vérifier que le modéle
mathématique reproduit bien cette propriété intuitive.
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Il est bon de réaliser que ces résultats peuvent également s’énoncer sous plusieurs
formes équivalentes. On peut, par exemple, comparer deux solutions de (8.12) : si
ug < g dans Q et f < f dans ]0,T[xS, et si u et & désignent respectivement les
solutions de (8.12) correspondant aux données (ug, f) et (i, f) respectivement, alors
on a u < 4 dans |0, T[x.

Les deux exercices suivants illustrent quelques applications intéressantes du
principe du maximum.

Exercice 8.4.3 Soit Q un ouvert borné régulier de R™. On note u; la premiére fonction
propre du Laplacien dans 2 avec condition de Dirichlet, A la valeur propre associée. On
rappelle que I'on peut choisir u; > 0 dans € (voir le Théoréme de Krein-Rutman 7.3.10)
et on admettra que I'on a aussi u1/dn > 0 sur 9. Soit f = 0, ug € L?(2) et u I'unique
solution (supposée réguliére) de (8.12).

Soit € > 0. Montrer que I'on peut trouver une constante positive K telle que

—Kuy(z) <u(r,e) < Kui(z) Va e, (8.42)
et en déduire qu'il existe une constante positive C' telle que

max |u(z,t)] < Ce™™' Vi>e (8.43)
€N

Exercice 8.4.4 Soit (2 un ouvert borné régulier de RY. Soit ug € L>(Q), f € L>=(R* x
Q), et u € C([0,T]; L?(2)) N L2(]0, T'[; H}(£2)) I'unique solution de (8.12). Montrer que

D2
llull oo (mt ) < lluol| Lo (0) + WllfllLoo(ﬂw x Q)5 (8.44)

ot D = sup, ,cqlr — y| est le diamétre de 2. On pourra d'abord considérer le cas
plus facile ot f = 0, puis, dans le cas général, utiliser la fonction ¢ € H}(Q) telle que
—Aty) =1 dans Q.

8.4.3 Propagation a vitesse infinie

Nous avons déja évoqué a la Remarque 1.2.9 cette propriété surprenante de 1’équa-
tion de la chaleur : la chaleur se propage & une vitesse infinie! Ce résultat découle
d’un principe du maximum fort que nous énong¢ons maintenant sans démonstra-
tion. Nous le vérifierons plus facilement lorsque le domaine Q est I’espace RY tout
entier (voir la Sous-section 8.4.5).

Proposition 8.4.3 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*> de RY™. Soit un
temps final T > 0. Soit ug € L*(Q) et u la solution unique dans C([0,T]; L*(Q)) N
L2(]0,T[; HY(Q)) du probléme

U _ Ay =0 dans 10, T[x$2
u(a,t) =0 sur 10, T[x 0
u(z,0) =uo(z) dans Q.
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On suppose de plus que ug(x) > 0 presque partout dans Q0 et que ug n’est pas iden-
tiguement nulle. Alors, pour tout temps e > 0, on a

u(z,e) >0 Ve (8.45)

C’est 'inégalité stricte de (8.45) qui est remarquable (on avait déja une inégalité
large par le principe du maximum de la Proposition 8.4.2). En effet, si ug a un support
compact dans ) et si on se place en un point x € Q en dehors du support de ug,
on trouve que u(z,e) > 0 bien qu’initialement ug(z) = 0. Autrement dit, dans le
cadre de la modélisation de I’évolution de la température, méme si le point x est
initialement froid (ug(xz) = 0) et trés loin de la partie chaude initiale (le support
de up), il devient instantanément chaud puisque pour tout temps ¢t = ¢ (méme trés
petit), on a wu(z,€) > 0. Ainsi la chaleur se propage a vitesse infinie puisque
son effet est immédiat méme & grande distance! Il s’agit clairement d’un défaut du
modéle mathématique puisque ’on sait que rien ne peut se propager plus vite que la
vitesse de la lumiére (en fait c’est la loi de Fourier (1.3) qui est en défaut). C’est un
modéle, qualitativement et quantitativement correct & bien des égards, comme 'ont
démontré d’ailleurs plusieurs résultats précédents, conformes a I'intuition physique,
mais ce n’est qu’un modéle idéalisé de la réalité.

Remarque 8.4.4 La méme propriété de “propagation & vitesse infinie” peut aussi
étre observée pour les équations de Stokes (8.2). Dans ce cadre, on est d’ailleurs peut-
étre moins surpris par ce paradoxe si on a réalisé que I’hypothése d’incompressibilité
d’un fluide revient a dire que la vitesse du son y est infinie. Autrement dit, en util-
isant 'approximation d’incompressibilité, on introduit implicitement dans le modéle
la possibilité d'une propagation de I'information & vitesse infinie. °

8.4.4 Régularité et effet régularisant

Dans le cas elliptique nous avons vu que la régularité de la solution est directement
liée & celle des données. Dans le cas parabolique, la situation est différente car, si le
terme source est nul (f = 0), il existe un effet régularisant de la condition initiale :
de maniére surprenante, méme si la donnée initiale ug est trés peu réguliére, la solution
devient instantanément trés réguliére.

Proposition 8.4.5 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C>* de RN, et soit un
temps final T > 0. Soit ug € L*(Q), et u l'unique solution dans C([0,T]); L?(€2)) N
1200, T}; HY(9)) de

9u Ay =0 dans 10, T[x)

u(z,t) =0 sur 10, T[x 00 (8.46)
u(z,0) = up(z)  dans Q.

Alors, pour tout € > 0, u est de classe C™ en x et t dans Q x [¢,T).
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Idée de démonstration. Plutot qu’une démonstration rigoureuse (mais assez tech-
nique et peu parlante, voir ’Exercice 8.4.5) nous proposons un calcul formel qui
montre bien I'idée essentielle derriére ce résultat de régularité (la démonstration est
plus facile dans le cas = RY voir I'Exercice 8.4.9). Pour k > 1 on note v = % et
on dérive (formellement) k fois ’équation de la chaleur (8.46) par rapport au temps

pour obtenir

%—Av: dans |0, T[xQ
v(z,t) =0 sur 0, T[x 0 (8.47)

v(x,0) = %(O,x) dans 2,

qui est encore une équation de la chaleur. Si %(07 x) appartient & L?(Q), on applique
le Théoréme 8.2.7 d’existence et d’unicité & (8.47) qui nous dit que v appartient &
L2(J0,T[; H}(Q)) N C([0,T); L2(2)). En particulier, u est régulier en temps. D’autre
part, par égalité, v = (A)*u appartient au méme espace. Par régularité elliptique
(voir le Théoréme 5.2.26) on en déduit que u est régulier en espace. Le point le plus
délicat pour donner un sens & ce raisonnement formel est que la donnée initiale de
(8.47) n’est pas assez réguliére. C’est pour cette raison que la régularité de u n’est
valable que pour les temps t > ¢ > 0. O

En présence de termes sources, le méme raisonnement que celui de la démon-
stration de la Proposition 8.4.5 permet de retrouver un résultat de régularité plus
classique qui n’est pas sans rapport avec 1’égalité d’énergie (8.19) (en effet, I'espace
auquel u va appartenir est celui qui donne un sens a (8.19)).

Proposition 8.4.6 Soit Q) un ouvert borné régulier de RN, et un temps final T > 0.
Pour un terme source f € L*(0,T[;L*(Y)) et une donnée initiale réguliére ug €
H}(), on considére la solution unique u € L2(]0,T[; Hi(Q)) N C([0,T]); L*(2)) de
léquation de la chaleur (8.12). Alors, celte solution est plus réguliére au sens o
u c L2(10,T[; L*(Q) et u € L2(10,T[; H2(Q)) N C([0, T]; HY(%)).

Remarque 8.4.7 On peut bien str “monter” en régularité et obtenir que la solution u de
Péquation de la chaleur (8.12) est aussi réguliére que 'on veut, pourvu que les données ug et
f le soient aussi (voir [8]). Cependant, si I'on veut que la solution u soit réguliére dés instant
initial, il faut que les données ug et f vérifient des conditions de compatibilité. Ainsi, dans la
Proposition 8.4.6 il est demandé a la condition initiale uo de vérifier la condition aux limites
de Dirichlet (ce qui n’était pas nécessaire pour l'existence d’une solution dans le Théoréme
8.2.7). Les autres conditions de compatibilité s’obtiennent en remarquant que les dérivées
successives de u par rapport au temps t sont aussi solutions d’équations de la chaleur avec
conditions aux limites de Dirichlet. Par exemple, la condition initiale pour la dérivée premiére
est %(0) = f(0) + Aug. Pour que % soit régulier, il faut donc que cette donnée initiale
vérifie la condition aux limites de Dirichlet f(0) + Auo = 0 sur 9, ce qui est une condition
de compatibilité entre uop et f. °

Exercice 8.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5. Pour cela on in-
troduira, pour tout entier m > 0, |'espace

W) ={ve H"(Q), v=Av="---A""'v =0 sur 90}, (8.48)
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que I'on munit de la norme ||U||€V2m(n) = [, [(A)™v|*dz, dont on montrera qu’elle est équiv-

alente a la norme de H>™(Q). On reprendra la démonstration du Théoréme 8.2.3 en montrant
que la suite (wy,) des sommes partielles est de Cauchy dans C*([e, T], W?™(Q)).

8.4.5 Equation de la chaleur dans tout I’espace

Pour terminer cette section, nous indiquons briévement comment résoudre 1’équation
de la chaleur posée dans tout espace RY. Rappelons que P’approche spectrale suivie dans
ce chapitre est limitée au cas des ouverts bornés (cette limitation est en fait artificielle et
absolument pas nécessaire pour établir 'existence et I'unicité de la solution d’'une équation
parabolique). Considérons I’équation de la chaleur homogéne dans tout l’espace RY, munie
d’une donnée initiale

{ QU Au=0 dans ]0, +oo[xRY

u(z,0) = uo(x) dans RV, (8.49)

Le résultat classique suivant montre que la solution du probléme (8.49) est donnée explicite-
ment comme le produit de convolution de la donnée initiale uo avec une Gaussienne dont
lécart-type croit comme +/%.

Théoréme 8.4.8 On suppose que uo € L*(R™). Alors le probleme (8.49) a une solution
unique u € C(RT, L2(RY)) n C*(RS, L*(RY)), donnée par

EE

u(x,t) = m /]RN uo(y)e 1 dy. (8.50)

Démonstration. Pour ¢ > 0, nous introduisons la transformée de Fourier de u(t) (voir [7]),
c’est-a-dire de la fonction x — wu(z,t), définie par

~ 1 ik-x
u(k,t) = (OO /]RN u(z, t)e™ " da,

pour k € RY. Si uw € C(RT, L2(RY)) N C*(RF; L2 (RY)) vérifie (8.49), on peut appliquer la
transformation de Fourier aux deux équations (8.49) pour obtenir

a € C(RT, L*(RY)) N C*(RY, L2(RY))
%4 4 |k*Pa=0 pour ke R, t>0, (8.51)
@(k,0) = dio(k) pour k € RV |

ou o (k) = W Jan uo(z)e™ *dz est la transformée de Fourier de uo. Le systéme (8.51)
se résout de fagon élémentaire puisqu’on a une équation différentielle pour chaque valeur de
k. On obtient

alk, t) = ao(k)e " pour (k,t) € RY x RT,

et il est facile d’en déduire (8.50) par transformation de Fourier inverse (puisque cette trans-
formation convertit un produit de convolution en produit simple). O

Remarque 8.4.9 L’utilisation de la transformation de Fourier a permis de “diagonaliser”
léquation de la chaleur (8.49) et de se ramener a la résolution d’une simple équation dif-
férentielle ordinaire (8.51). Cette méthode est donc trés semblable, dans I'esprit, a ’approche
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spectrale précédemment utilisée et qui repose aussi sur un argument de diagonalisation. En
d’autres termes, |k|* et e®* s’interprétent comme des sortes de valeurs et fonctions pro-
pres du Laplacien dans RY. Remarquons que plus le mode de Fourier |k| est grand, plus
la décroissance exponentielle en temps de (k,t) est rapide : cet amortissement plus rapide
pour les petites longueurs d’onde (k grand) est lié a Peffet régularisant de ’équation de la
chaleur (voir I'Exercice 8.4.9 ci-dessous). °

Remarque 8.4.10 Le résultat (8.50) peut s’interpréter en terme de fonction de Green. En
|2

posant G(z,t) = me_T, on écrit (8.50) sous la forme u(t) = G(t) * uo, c’est-a-dire

u(x,t) = /RN Gz — y,t)uo(y) dy.

La fonction de Green est la solution élémentaire de Péquation de la chaleur dans RY x R,
ce qui signifie que ’on peut vérifier que

%—? —AG = dans )0, +oo[xRY
G(z,0) = do(z) dans RV.

au sens des distributions, ot Jo est la masse de Dirac a l'origine. Ce point de vue peut aussi
étre développé dans un domaine borné et conduit & une méthode de résolution des équations
paraboliques différente de I’approche “spectrale” suivie ici. °

L’exercice suivant permet de résoudre ’équation de la chaleur non homogéne.

Exercice 8.4.6 Pour ug € L?(R™) et ¢t > 0, on note S(t)uo la fonction donnée par le second
membre de (8.50). Vérifier que S(t) est un opérateur linéaire continu de L?(R™) dans L?(R™Y). En
posant S(0) = Id (I'identité de L*(R™)), vérifier que (S(#))¢>0 est un semi-groupe d’opérateurs
qui dépendent continiiment de ¢, c’est-a-dire qu'ils vérifient S(t +t') = S(¢)S(t') pour t,t' > 0.
Soit f € C*(RT; L2(RY)). Montrer que le probléme

% _Au=f dans 0, +oo[xRY
u(z,0) = ug(z) dans RY.

admet une unique solution v € C(R*; L?(R™)) n C*(R}; L2(RY)), donnée par

u(t) = S(t)uo + A S(t—s)f(s)ds,

c'est-a-dire

_le=yi2  dy ¢ _lz—u® dy ds
t) = a — < A(t—>s) .
oty = [ e e [ [ S T it

La formule explicite (8.50) permet de retrouver sans difficulté, pour le probléme (8.49)
posé dans tout l'espace, les propriétés qualitatives étudiées précédemment. C’est 'objet des
exercices suivants olt ’on notera w la solution (8.50) du probléme (8.49), avec la donnée
initiale uo € L*(R™Y).
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Exercice 8.4.7 (égalité d’énergie) Montrer que, pour tout 7" > 0,

T
l/ u(m,T)zd:EJr/ / [Vu(z, t)>dz dt = l/ uo(z)?dz.
2 Jgn o JrN 2 JpN

Exercice 8.4.8 (principe du maximum) Montrer que, si uo € L>(RY), alors u(t) €
L (RN et
[l Loe @y < lluoll oo vy VE > 0.

Montrer que, si up > 0 presque partout dans RY, alors v > 0 dans RY x RY.
Exercice 8.4.9 (effet régularisant) Montrer que u € C*(RY x R}).

Exercice 8.4.10 (comportement asymptotique) Montrer que

lim w(z,t)=0 Vt>0, et tli:_n u(z,t) =0 Yz eRY.
[— 400

|z|—+oo

Exercice 8.4.11 (vitesse de propagation infinie) Montrer que, si ug > 0 et ug # 0,
alors u(z,t) > 0 dans RY x R

8.5 Propriétés qualitatives dans le cas hyperbolique

8.5.1 Reéversibilité en temps

Nous examinons maintenant les principales propriétés qualitatives de la solution
de I’équation des ondes, qui sont trés différentes de celles de la solution de ’équation
de la chaleur. La propriété la plus frappante, déja évoquée au Chapitre 1, est la
réversibilité en temps de cette équation.

Proposition 8.5.1 Soit Q un ouvert borné régulier de RN, et un temps final T >
0. Soit (vo,v1) € HE(Q) x L?(Q), et un terme source f € L*(|0,T[; L?(Q)). Alors
I’équation des ondes rétrograde en temps (intégrée en remontant le temps a partir
deT)
% —Av=Ff p.p. dans Qx]0,T|
v=0 p.p. sur 0Q2x]0, T
v(z,T) = vo(x) p.p. dans Q)
%(x,T) =wvi(z) p.p. dans Q

admet une unique solution v € C([0,T]; HX(Q))NC([0,T]; L*(Q)). De plus, si u(t, )
est la solution de l’équation des ondes (8.3) et si vo(z) = u(z,T) dans H}(Q) et
v (z) = %(x,T) dans L*(Q), alors on a v(t,x) = u(t,z).

(8.52)

Démonstration. On fait le changement d’inconnue w(z,t) = v(z, T —1t) et (8.52)
devient une équation des ondes “progressive” avec donnée initiale en ¢ = 0 comme
Péquation “usuelle” (8.3) (comme la dérivée en temps est d’ordre 2, il n’y a pas de
changement de signe dans I’équation aprés ce changement d’inconnue). Par application
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du Théoréme 8.3.4, (8.52) admet donc bien une unique solution. Si vo(z) = u(x,T) et
vi(z) = %(m,T), la solution u(t,z) de (8.3) est aussi solution de (8.52). Par unicité
on en déduit v(t, x) = u(t, z). O

Le caractére réversible en temps de I’équation des ondes a de nombreuses con-
séquences. La plus importante est qu’il n’y a aucun effet régularisant pour 1’équa-
tion des ondes au contraire de ce qui se passait pour I’équation de la chaleur. En effet,
si ¢’était le cas, en changeant le sens du temps comme dans la Proposition 8.5.1, on
obtiendrait un effet “dérégularisant” contradictoire (la solution serait moins réguliére
que la donnée finale en T', ce qui n’est pas possible puisque 'effet régularisant doit
aussi s’appliquer). Par conséquent, il n’y a ni gain ni perte de régularité pour
la solution de I’équation des ondes par rapport aux données initiales. On peut tout
au plus affirmer, comme dans le cas elliptique, que la régularité de la solution de
I’'équation des ondes est directement liée & celle des données.

Proposition 8.5.2 Soit Q un ouvert borné régulier de RY . Soit un temps final T >0, une
donnée initiale uo € H(Q) N H?(Q) et ur € HY(Q), un terme source f € L*(]0,T[; L*(Q)),
et u € C([0,T); Hy () NC*([0,T]; L*(Q)) la solution unique de I’équation des ondes (8.33).
Alors, u appartient & C([0,T]; H () N H*(Q)) N C* ([0, T]; H§ () N C2([0, T); L2(Q)).

Nous admettons la Proposition 8.5.2 qui est similaire & la Proposition 8.4.6 que nous
avons aussi admise. On peut bien siir “monter” en régularité a partir de ce résultat et obtenir
que la solution u de ’équation des ondes (8.33) est aussi réguliére que 'on veut, pourvu que
les données wuo, u1 et f le soient aussi (avec d’éventuelles conditions de compatibilité des
données, voir la Remarque 8.4.7).

8.5.2 Comportement asymptotique et équipartition de 1’én-
ergie

Il n’y a pas de principe du maximum pour I’équation des ondes. En I’absence
de terme source (f = 0), méme si la vitesse initiale est nulle (u; = 0) et si la donnée
initiale est positive (ug > 0), la solution u peut changer de signe au cours du temps.
Cette absence de principe du maximum est conforme & ’intuition physique. Imaginons
une corde ou une membrane élastique : si on la déforme initialement dans une position
au dessus de son plan de repos, elle va vibrer et passer alternativement en dessus et
au dessous de ce plan (autrement dit uw change de signe). Mathématiquement, ce
contre-exemple peut s’écrire simplement sous la forme suivante. Soit w(x) la premiére
fonction propre du Laplacien dans un domaine borné connexe ) avec condition aux
limites de Dirichlet. D’aprés le Théoréme 7.3.10, on peut normaliser w de telle maniére
que w(x) > 0 dans Q. En notant A = w? la premiére valeur propre associée a w, il est
facile de vérifier que u(t,z) = cos(wt)w(z) change de signe au cours du temps tout
en étant la solution unique dans C([0, T]; Hi (2))NCL([0, T}; L3()) de I'équation des
ondes (8.33) sans terme source et avec les données initiales

ou

u(z,0) = w(x), 5

(z,0) = 0 dans Q.
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Il n’y a donc pas non plus de comportement asymptotique en temps long
pour I’équation des ondes en domaine borné. Autrement dit, méme si le terme source
f ne dépend pas du temps, la solution u ne converge pas vers une limite stationnaire
lorsque le temps ¢ tend vers 'infini. En particulier, si f = 0, I'influence des conditions
initiales est la méme a tout temps puisque 1’énergie est conservée et ne décroit pas
(voir ’Exercice 8.3.1). Le méme contre-exemple u(t,z) = cos(wt)w(z) permet de
voir qu’il n’y a pas de limite stationnaire mais des oscillations qui perdurent sans
amortissement.

Cela n’est évidemment pas le cas pour I’équation des ondes amortie (8.53) comme
le montre I’exercice suivant.

Exercice 8.5.1 Soit n > 0. On considére I'équation des ondes amortie

%vLT;%—’t‘—Au:f dans Q x R

u=0 sur 90 x Rf
u(z,0) = up(x) dans Q (8:53)
(?d—’t‘(x,()) = uy(x) dans Q.

On suppose que u est une solution suffisamment réguliére de (8.53) et que f est nul aprés
un temps fini. Montrer, & 'aide d'un lemme de Gronwall (voir I'Exercice 8.2.1), que u et
%—;‘ décroissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps ¢ tend vers I'infini.

La Proposition 8.3.5 a établi une propriété de conservation de 1’énergie totale en
I’absence de terme source. Un résultat plus précis, dit d’équipartition de 1’énergie,
affirme que ’énergie totale se partage équitablement en énergie cinétique et énergie
mécanique, asymptotiquement pour les temps grands.

Exercice 8.5.2 Soit u(t,z) la solution, supposée suffisamment réguliére, de I'équation
des ondes (8.33). En I'absence de terme source, montrer que

o1t 2 o1t ) 1
lim - dr = lim - |Vu|” de = = Ey,
t=+to b Jo Ja t=+oo t Jo Ja 2

avec Ey I'énergie initiale

du
ot

Eoz/ |u1(x)\2dx+/ |Vuo(z)|? de.
Q Q

Pour cela on multipliera I'équation (8.33) par w et on intégrera par parties.

8.5.3 Vitesse de propagation finie

Une derniére propriété importante de ’équation des ondes est celle, dite de prop-
agation a vitesse finie. Nous avons déja vu au Chapitre 1 (en dimension N = 1
et dans tout l’espace 2 = R) qu’il existe un cone de lumiére (ou domaine de dépen-
dance) qui englobe toute 'information sur la solution de I’équation des ondes (voir
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la Figure 8.1). Plus précisément, grace a la formule explicite (1.19) pour la solution
u, on voit immédiatement que la valeur de u en (¢, ) ne dépend que des valeurs des
données initiales ug et uy sur le segment [x — ¢,z +t]. On en déduit que si les données
initiales sont & support compact K = [Kinf, ksup] C R, alors la solution au temps ¢ est
a support compact dans [Kint — t, ksup + t]. En termes physiques cela veut dire que
des perturbations initiales se propagent a vitesse finie bornée par 1. Cette situation
est encore une fois bien différente de ce qui se passe pour I’équation de la chaleur
(comparer avec la Proposition 8.4.3). La proposition suivante permet de généraliser
cette discussion aux dimensions supérieures, sans utiliser de formule explicite pour la
solution.

X

FI1GURE 8.1 — Cone de lumiére pour I’équation des ondes.

Proposition 8.5.3 Soit u(z,t) une solution réquliere de l’équation des ondes dans
tout ’espace RN x R

0?u N
o2 Au=0 dans RY x Ry. (8.54)

Pour chaque temps t* > 0 et point d’espace x* € RN on introduit le cone de lumiére
C* ={(z,t) e RN xRy tel que 0 <t <t* et |z —az*| <t* —t},

ainsi que sa section au temps s, C* = {x € RY tel que (z,5) € C*}. On définit
lénergie dans C7 par

e*(s) = %/C <\%<m)

Alors la fonction s — e*(s) est décroissante. En particulier, si les données initiales
sont nulles sur la base C§ du cone de lumiere, alors la solution est identiquement
nulle dans tout le cone C*.

2

+ |Vu(x7s)|2> dx.
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Démonstration. Par invariance par translation en temps il suffit de montrer que
e*(s) < e*(0) pour tout s > 0. Etant donné s > 0, on note C' le tronc de cone défini
par C = {(x,t) € C* tel que 0 <t < s}, avecn = (ng, n,) sa normale extérieure unité
(un vecteur de RN*+1) et do la mesure surfacique sur son bord dC' (voir la Figure 8.1).
On intégre par parties I’expression

ou (0%u
- [ (2 dul*
Jo\20t |0t
Lo (|
2 oot \|ot
([
2 Joo ot

Le bord 9C du tronc de cone C' est composé de trois parties (voir la Figure 8.1) :
sur les deux parties horizontales, C* et Cf, la normale vérifie n, = 0 (n; = 1 sur
C*, ny = —1 sur Cf), tandis que sur la partie latérale, notée 9Cj,; (qui est de pente
unité, ou plus généralement égale & 'inverse de la vitesse de propagation) la normale
vérifie |ny| = |n¢|. Tenant compte de la décomposition 0C = CF U C* U dCj4e, on a
tout d’abord

e
2 Joyues ot

D’autre part, par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur 0Cj4, on obtient

ou u |’ 9
il < il
y ’ [Vl < |ng (’ pr + |Vul ) ,

2
+ |Vu|2> ng — Q%Vu . nx> do > 0.

ou ou
+VU~VE> dtda;—/ac EVU'H@dO’

2
+ |Vu|2> dt dx — @vu “ng do
oc Ot

2 Ju
+ |Vu|2> ng — QEVu . nm> do.

du

ot

2
+ |Vu|2> ng —2—Vu- nm> do = e*(s) —e*(0).

du
ot

(i
2 acla,t at

On en déduit I'inégalité recherchée, e*(s) < e*(0), pour tout s > 0. Bien évidemment,
si les données initiales sont nulles sur la base Cfj, alors e*(s) = 0, pour tout s >0, et
la solution u est identiquement nulle dans tout le cone de lumiére C*. g

’2 Vu-ng

< 2|y

et donc

Une conséquence immédiate de la Proposition 8.5.3 est que, si les données initiales
up et ui sont & support compact K C RN, alors, pour tout temps ¢ > 0, la solution
u(+,t) de I’équation des ondes est aussi & support compact dans un domaine un peu
plus grand K +t défini comme {x € RY d(x, K) < t} ot d est la distance euclidienne.
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C’est & nouveau une propriété de propagation & vitesse finie bornée par 1. Notons que
la Proposition 8.5.3 reste valable pour ’équation des ondes dans un domaine borné
Q tant que la base C§ du cone de lumiére C* reste incluse dans 2.

L’exercice (difficile) suivant donne des formules explicites pour les solutions de
I’équation des ondes en dimensions N = 2, 3.

Exercice 8.5.3 On considére I'équation des ondes dans tout |I'espace RY

P4 _Au=0  dans RN x R*
u(z,0) = up(z) dans z € RV (8.55)
9u(3,0) = uy(z) dansx € RV,

avec une donnée initiale (ug,u1) réguliére et a support compact. Montrer que la solution

u(t, z) peut se mettre sous la forme

uw(z,t) = (Muy)(z,t) + (%) (z,t),

ou M est un opérateur de moyenne défini par

+t
siN =1, (Mv)(x,t) :%[t v(x — £)dE,

_r GRS
21 Jig<t /12 — |€]?

SN=3 (Mu)e)= /gzt“’(f — €)ds(e),

siN =2, (Mv)(x,t) d¢,

ol ds(&) est la mesure surfacique de la sphére. En déduire que la solution u en (¢,x) ne
dépend que des valeurs des données initiales ug et uq sur la boule |z| < . (Pour savoir
comment on trouve les expressions ci-dessus de I'opérateur M, nous renvoyons au chapitre
9 de [7].)

Exercice 8.5.4 On considére 'équation des ondes (8.55) dans un domaine Q C R¥Y
avec des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann (homogénes), et une donnée
initiale (ug,u1) réguliére et & support compact dans Q. Vérifier qu'il existe un temps
T > 0 tel que sur l'intervalle [0, 7] la solution est encore donnée par les formules de
I'Exercice 8.5.3.

L’exercice suivant met en relief la différence essentielle entre la dimension d’espace
N =2 ou 3.

Exercice 8.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
I’équation des ondes, montrer qu’il n'est pas possible d'écouter de la musique (audible)
dans un monde de dimension spatiale V = 2, alors que c’est (fort heureusement) possible
en dimension N = 3.
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8.6 Méthodes numériques dans le cas parabolique

Dans cette section, nous montrons comment la méthode des éléments finis (présen-
tée au Chapitre 6) s’adapte a la résolution numérique de I’équation de la chaleur : on
utilise des éléments finis pour la discrétisation spatiale, et des différences finies pour
la discrétisation temporelle.

8.6.1 Semi-discrétisation en espace

1l s’agit de discrétiser en espace seulement la formulation variationnelle (8.6)
de 'équation de la chaleur (8.1). Pour cela, comme dans le cas des problémes ellip-
tiques, nous construisons une approximation variationnelle interne en introduisant un
sous-espace Vo, de H}(Q), de dimension finie. Typiquement, Vy, sera un sous-espace
d’éléments finis Py (ou Q) sur un maillage triangulaire (ou rectangulaire) comme
précisé aux Définitions 6.3.5 et 6.3.25.

La semi-discrétisation de (8.6) est donc I'approximation variationnelle suivante :
trouver uy (t) fonction de ]0,T[ a valeurs dans Vo, telle que

d
E(uh(t),vhﬁz(g) + a (up(t),vp) = <f(t),vh>L2(Q) Vo € Vor,0 <t < T,

uh(t = 0) = U()’h

(8.56)

ol ug, € Von est une approximation de la donnée initiale ug. Cette méthode d’ap-
proximation est aussi connue sous le nom de “méthode des lignes”.

On peut adapter le cadre abstrait du Théoréme 8.2.3 pour montrer que (8.56)
admet une unique solution, mais il est beaucoup plus simple et parlant de vérifier que
(8.56) est en fait un systéme d’équations différentielles ordinaires & coefficients
constants dont on calcule facilement l'unique solution. De maniére pratique, pour
résoudre (8.56) on introduit une base (¢;)1<i<n, de Vor (typiquement, la base des
éléements finis), et on cherche uy,(t) sous la forme

ndi

un(t) =Y _ UMt)i, (8.57)

avec U" = (Ul")1<i<n,, le vecteur des coordonnées de uy. Il est important de noter
que dans (8.57) les fonctions de base ¢; ne dépendent pas du temps et que seules les
coordonnées U!*(t) sont des fonctions du temps ¢. De méme, on pose

ndi
uon =Y U g,
i=1
et (8.56) devient, pour tout 1 < j < ng,
ndi dUh t ndi
> (6, 0i) 2o (zﬁ( ) + a6, 6) UM () = (F(1), b)) 120
i1 i=1

0,h
Urt =0)=U;
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Introduisant (comme dans la démonstration du Lemme 7.4.1) la matrice de masse
M, définie par

(Mn)ij = (bi, dj) 12 1 <14, < na,

et la matrice de rigidité [C;, définie par
(Kn)ij = aldi, ¢5) 1 <4,5 < na,

Papproximation variationnelle (8.56) est équivalente au systéme linéaire d’équations
différentielles ordinaires a coefficients constants
th(t) + KU (t) =0"(t), 0<t<T,
Ut =0) =U%"

(8.58)

avec bl (t) = (f(t), bi)r2(0)- L'existence et 'unicité, ainsi qu'une formule explicite, de
la solution de (8.58) s’obtiennent classiquement par simple diagonalisation simultanée
de My, et K, (voir la Sous-section 7.4.1 & ce sujet). Comme il est difficile et cotiteux
de diagonaliser (8.58), en pratique on résout numériquement (8.58) par discrétisation
et marche en temps. Il existe de nombreuses méthodes classiques de calcul numérique
des solutions d’équations différentielles ordinaires. Nous en verrons quelques unes
dans la sous-section suivante. Avant cela, nous énongons un résultat de convergence
des solutions “semi-discrétes” de (8.56) vers la solution exacte de (8.6).

Proposition 8.6.1 Soit (7x),,, une suite de maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vop
le sous-espace de Hy(Q), défini par la méthode des éléments finis Py, de dimension ng. Soit
F(t) € L?()0, T[; L*(Q)), uo € H(Q), et u € L*(J0, T[; H{(Q)) N C([0,T]; L*(R)), la solution
unique de ’équation de la chaleur (8.12). Soit up la solution unique de l’approzimation
variationnelle (8.56) dans Von. Si limp—o ||uo,n — uol|2(q) = 0, alors on a

Jim lw = unllL2qo,rpai @) = Jim llw — wnlleqo,ry; L2 ) = 0-

La démonstration de la Proposition 8.6.1 est tout a fait similaire a celle des résultats
précédents d’approximation variationnelle. Elle peut se trouver dans 'ouvrage [36]. On peut
aussi obtenir des estimations d’erreurs et des vitesses de convergence explicites, mais cela
nous entrainerait trop loin...

8.6.2 Discrétisation totale en espace-temps

Apres avoir discrétisé I’équation de la chaleur en espace par une méthode d’élé-
ments finis, on termine la discrétisation du probléme en utilisant une méthode de
différences finies en temps. Concrétement, on utilise des schémas de différences
finies pour résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires (8.58) issu de la
semi-discrétisation en espace. Nous allons donc retrouver de nombreux schémas déja



8.6. METHODES NUMERIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE 273

étudiés au Chapitre 2 ainsi que des notions telle que la stabilité ou 'ordre de préci-
sion. Pour simplifier les notations, nous réécrivons le systéme (8.58) sans mentionner
la dépendance par rapport au parameétre h du maillage spatial
du
M—(t)+ KU(t) = b(t
O+ KU = b0 559
Ut=0)=0U"

Pour simplifier ’analyse on va supposer que b(t) est continu sur [0, 7]. On découpe
I'intervalle de temps [0, T] en ng intervalles ou pas de temps At = T'/ng et on pose

t, =nAt 0<n<ng.

On note U™ Papproximation de U (t,,) calculé par un schéma. Pour calculer numérique-
ment des solutions approchées de (8.59) le schéma le plus simple et le plus utilisé est
le f-schéma (déja vu, voir (2.5))

Un+1 _yn
Mi

AL + K (0U™ ! + (1 = 0)U™) = 0b(t41) + (1 — 0)b(Ly,)- (8.60)

Lorsque # = 0, on appelle (8.60) schéma explicite, lorsque § = 1, schéma im-
plicite, et pour § = 1/2, schéma de Crank-Nicholson. On peut réécrire (8.60)
sous la forme

(M + OALK)U™ ™ = (M — (1 — 0)AtK)U™ + AtOb(tnsr) + (1 — 0)b(t,)).  (8.61)

Remarquons qu’en général la matrice M n’est pas diagonale, et donc que, méme pour
le schéma explicite, il est nécessaire de résoudre un systéme linéaire pour calculer U™ !
en fonction de U™ et du second membre b (sauf si on utilise une formule d’intégration
numérique qui rende M diagonale, voir la Remarque 7.4.3). Evidemment, on peut
construire une foule de schémas en s’inspirant de ceux du Chapitre 2. Citons juste
pour mémoire un exemple de schéma & 3 niveaux de temps, le schéma de Gear,

3Un+1 —qUn + Un—l
M 2At

Ces schémas sont bien str consistants (voir la Définition 2.2.4) et on peut facilement
analyser leur précision (uniquement par rapport & la variable de temps).

+ KU = b(tn1). (8.62)

Exercice 8.6.1 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson et celui de Gear sont d’ordre
2 (en temps), tandis que le 6-schéma pour 6 # 1/2 est d'ordre 1.

Remarque 8.6.2 Il est possible de mettre en oeuvre une méthode d’éléments finis
en espace et en temps, mais cela ne présente pas d’intérét particulier sauf dans le
cas ol le domaine §2(¢) varie en fonction du temps. o

Nous donnons maintenant une définition de la stabilité de ces schémas qui est une
variante de la Définition 2.2.8.
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Définition 8.6.3 Un schéma aux différence finies pour (8.59) est dit stable si
MU™ - U™ < C pour tout 0 < n < ng=T/At,

ou la constante C > 0 est indépendante de At et de la dimension du systéme ng
(donc du pas du maillage h), mais peut dépendre de la donnée initiale U°, du second
membre b, et de T

Remarque 8.6.4 Le choix de la norme v MU - U dans la Définition 8.6.3 s’explique
par le fait que MU -U = [, |u|?dz avec u € Vo, la fonction de coordonnées U dans la
base choisie de Vo, (M est bien définie positive). Rappelons que, dans la Définition
2.2.8 de la stabilité au sens des différences finies, on pondérait par Az la norme
euclidienne de U pour retrouver aussi 'analogie avec la norme de u dans L?(2). e

Lemme 8.6.5 Si 1/2 < 0 < 1, le 6-schéma (8.60) est inconditionnellement stable,
tandis que, si 0 < 0 < 1/2, il est stable sous la condition CFL

2
max \; At < (8.63)
K3

120’
ot les \; sont les valeurs propres de KU = AMU (voir (7.23)).

Remarque 8.6.6 On ne reconnait pas immeédiatement dans (8.63) la condition CFL
(Courant-Friedrichs-Lewy) usuelle At < Ch? pour I'équation de la chaleur (voir la
Sous-section 2.2.3). En fait, on peut montrer que, si le maillage 7, est uniformément
régulier au sens o toute maille contient une boule de rayon Ch (avec C' > 0 in-
dépendant de la maille), alors on a effectivement max; A\; = O(h~2). On propose au
lecteur de vérifier ce fait en dimension N = 1 lors de ’Exercice 8.6.4 ci-dessous. En
pratique on n’utilise pas le §-schéma pour 6 < 1/2 car la condition de stabilité (8.63)
est beaucoup trop sévére : elle oblige 'usage de trés petits pas de temps qui rendent
le calcul beaucoup trop cotteux. °

Démonstration. On réécrit le schéma (8.61) dans la base orthonormale pour M et
diagonale pour K (voir la démonstration du Lemme 7.4.1)

(Id 4 0At diag(X:)) U™ = (1d — (1 — 6) At diag(\:))U™ + AtD", (8.64)

avec M = PP*, K = Pdiag(\,)P*, U" = P*U", et b" = P~(0b(ty41) +(1—0)b(ty)).
On déduit de (8.64) que les composantes U* de U™ vérifient

- - At n Y
= (p)" U+ ——— ik ¥ Y WA )
07 = (0" U7 + T, 200 T (8.65)
avec
1—(1—0)AtN

Pi= T T 0A,
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Dans cette base la condition de stabilité est ||U™||[x = ||[U"]| < C. Par conséquent,
une condition nécessaire et suffisante de stabilité est |p;| < 1 pour tout i, ce qui n’est
rien d’autre que la condition (8.63) si 0 < 6 < 1/2, et qui est toujours satisfaite si
0 >1/2. O

Remarque 8.6.7 Il est clair dans 'estimation (8.65) que plus 6 est grand, plus le
coefficient devant le terme b?*k est petit. En fait, cette propriété correspond a un
amortissement exponentiel par le schéma des contributions passées du terme source.
Par conséquent, méme si pour toute valeur 1/2 < 6 < 1 le 6-schéma est stable,
son maximum de stabilité est atteint pour § = 1 (les erreurs numeériques passées
s’amortissent). C’est pourquoi le schéma implicite est plus robuste et souvent utilisé
pour des problémes “raides” bien qu’il soit moins précis que le schéma de Crank-
Nicholson. °

Remarque 8.6.8 Le systéme d’équations différentielles ordinaires (8.59) est dit
“raide” car, ses solutions faisant intervenir des termes du type exp(—A\;t), évolu-
ent sur des échelles de temps trés différentes (rappelons que min; \; = O(1) et
max; \; = O(h~2)). 1l existe des méthodes numériques d’intégration d’équations dif-
férentielles ordinaires raides plus efficaces et plus compliquées que le #-schéma. Citons
pour mémoire les méthodes de Runge-Kutta (voir, par exemple, le chapitre XX de
[18]). Néanmoins, il y a un compromis & trouver entre l'utilisation d’'une méthode
numérique d’intégration en temps robuste, mais chére, et la taille trés importante des
systémes a résoudre (rappelons que la taille est proportionnelle au nombre de mailles).
[ ]

On peut utiliser le caractére variationnel de la discrétisation par éléments finis qui
a conduit & (8.59) pour montrer autrement la stabilité inconditionnelle du #-schéma.

Exercice 8.6.2 On considére le f-schéma (8.60) avec 1/2 < 6 < 1. On note ||U||m =
VMU - U. Démontrer |'équivalent discret suivant de I'inégalité d’énergie (8.17)

no T
lU™ |34+ ALY KU™-U" <C (IUoliA +/0 1F N7 dt + 0(1)> :
n=0

Pour cela, on prendra le produit scalaire de (8.60) avec U™ = QU™ 4 (1 — 6)U™.
Exercice 8.6.3 Montrer que le schéma de Gear (8.62) est inconditionnellement stable.

Exercice 8.6.4 On résout par éléments finis P, et schéma explicite en temps I'équation
de la chaleur (8.12) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rend
la matrice M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et I'Exercice 7.4.1). On rappelle que la
matrice K est donnée par (6.12) et qu’on a calculé ses valeurs propres lors de I'Exercice
13.1.3. Montrer que dans ce cas la condition CFL (8.63) est bien du type At < Ch?.
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Finalement, nous pouvons énoncer un résultat de convergence de cette méthode de dis-
crétisation que nous nous garderons bien de démontrer (la démonstration de la Proposition
8.6.9 est dans lesprit des démonstrations précédentes). Pour plus de détails, ainsi que pour
des estimations d’erreurs et des vitesses de convergence explicites, nous renvoyons a [36].

Proposition 8.6.9 Soit u la solution “suffisamment réguliére” de I’équation de la chaleur
(8.12). Soit (Tn)),~, une suite de maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vo le sous-
espace de Hg (), défini par la méthode des éléments finis Py. Soit (At) une suite de pas de
temps qui tend vers zéro. Soit uy € Von, la fonction dont les coordonnées U™ dans la base des
éléments finis de Vop, sont calculées par le 0-schéma. Silimy,_,o u?L = uo dans L? (), et sih
et At tendent vers 0 en respectant la condition de stabilité (8.63), alors on a
. n
ot max u(ta) —urllz2@) = 0.

Pour terminer nous illustrons notre propos en reprenant I’exemple de la Sous-
section 6.3 sur la diffusion dans 'atmosphére d’un polluant émis par une source lo-
calisée (voir le maillage a la Figure 6.7 et le second membre f a la Figure 6.14). La
donnée initiale ug est prise nulle dans le domaine. La Figure 8.2 présente les résultats
pour 4 temps différents. Comme le terme source est indépendant du temps, la solution
converge bien vers un régime stationnaire lorsque le temps tend vers l'infini.

conc2.eps conc4.eps

conc6.eps conclO.eps

FIGURE 8.2 — Instantanés aux temps ¢t = 1, 2, 3, 5 de la concentration.

8.7 Méthodes numériques dans le cas hyperbolique

Les méthodes numériques pour résoudre 1’équation des ondes sont trés semblables
(dans le principe, mais pas toujours dans la pratique) a celles que nous avons vues
pour I'équation de la chaleur.
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8.7.1 Semi-discrétisation en espace

On discrétise en espace seulement la formulation variationnelle (8.25) de ’équa-
tion des ondes (8.3). Pour cela, on construit une approximation variationnelle interne
en introduisant un sous-espace Vo, de H}(f2), de dimension finie (typiquement, un
sous-espace d’éléments finis). La semi-discrétisation de (8.25) est donc l’approxima-
tion variationnelle suivante : trouver wuy(t) fonction de 0, 7] & valeurs dans Vo, telle
que

d2

ﬁ<uh(t),vh>L2(Q) +a(un(t),vn) = (f(t),vn)r2(0) Yon € Von, 0<t < T, (5.66)
8.66
0
un(t = 0) = ug.n, %(t = 0) = urp

ot ug,p, € Von et uyn € Vo sont des approximations des données initiales ug et ug.

Pour montrer que (8.66) admet une unique solution et la calculer de maniére
pratique, on introduit une base (¢;)i1<i<n, de Von (qui ne dépend pas du temps), et
on cherche uy(t) sous la forme

ndi

up(t) = ZU{L(t)@,

avec U" = (Ul")1<i<n,, le vecteur des coordonnées de uy,. En posant

ndi ndi

ug,p = ZU?’}L@, urn = Ui, bt = (f(t),di)r2(), 1 < i < nay,
=1 i=1

Papproximation variationnelle (8.66) est équivalente au systéme linéaire d’équations
différentielles ordinaires d’ordre 2 & coefficients constants

d*Uh
My, (t) + KnUM(t) =0"(t), 0<t<T,
dt?
o (8.67)
UMt =0)=U"", ——(t=0)=U"",

ou on retrouve les mémes matrices de masse M;, et de rigidité K, que pour
I’équation de la chaleur

(Mn)ij = (bi 0j)12()s (Kn)ij = aldi, @) 1 <14,j <na.

L’existence et I'unicité, ainsi qu’une formule explicite, de la solution de (8.67) s’obtien-
nent facilement par simple diagonalisation simultanée des matrices My, et ;. Comme
il est difficile et cotiteux de diagonaliser (8.67), en pratique on résout numériquement
(8.67) par discrétisation et marche en temps.

Exercice 8.7.1 Ecrire le systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires obtenu
par semi-discrétisation de |'équation des ondes amortie (8.53).
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8.7.2 Discrétisation totale en espace-temps

On utilise une méthode de différences finies en temps pour résoudre le sys-
téme d’équations différentielles ordinaires (8.67). Pour simplifier les notations, nous
réécrivons le systéme (8.67) sans mentionner la dépendance spatiale en h

Md2 (t) + KU(t) = b(t)

dt?
d
U(t=0) = U, d—f(t —0) =10,

(8.68)

ot on suppose que b(t) est continu sur [0,7]. On découpe l'intervalle de temps [0, 7]
en ng pas de temps At = T/ng, on pose t,, = nAt 0 < n < ng, et on note U"
Papproximation de U(t,) calculé par un schéma. Pour 0 < 6 < 1/2 on propose le
f-schéma

Un+1 —_oUyn + Unfl
(At)?

+K (U™ + (1 —20)U™ + 0U™ 1)
= Ob(tni1) + (1 —20)b(t,) + Ob(t—1).

Lorsque 6 = 0, on appelle (8.69) schéma explicite (il n’est en fait vraiment explicite
que si la matrice de masse M est diagonale). Pour démarrer le schéma il faut connaitre
U° et U', ce qu'on obtient grace aux conditions initiales
Ut -u°
U'=Uy et ——— ="U,.
0 A 1
Un schéma plus fréquemment utilisé car plus général est le schéma de Newmark.

Pour résoudre le systéme “amorti”

d*U dU

M—- C—

dt? )+ dt

on approche U (t), dU/dt(t), d*U/dt?(t) par trois suites U™, U™, U™

MU LU + KUY = b(t11)

(8.69)

(t) + KU((t) = b(t)

Uttt = U + AU + (1 — §)U™) (8.70)

(At)?

U™ = U™ + AU + (29Un+1 (1 —29)Un)

avec 0<d<let0<h<1 / 2. Lorsque la matrice d’amortissement est nulle (C =0),
on peut éliminer les suites U™, U™ et (8.70) est équivalent a

Un+1 —_oUyn + Unfl
(At)?

1 1
+K (eU"“ + (5 +§—20)U" + (5 — 5+ e)Unl)

= 0b(tns1) + (% +9 —20)b(t,) + (% — 0+ 0)b(tn—1).
(8.71)
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Remarquons que pour § = 1/2 le schéma de Newmark redonne le #-schéma. En pra-
tique, plus ¢ est grand, plus le schéma est dissipatif et robuste (les erreurs numeériques
passées s’amortissent plus vite), méme §’il est moins précis.

Exercice 8.7.2 Montrer que le schéma de Newmark est d'ordre 1 (en temps) pour
0#1/2,dordre 2 pour 6 =1/2 et 0 # 1/12, et d'ordre 4si 6 = 1/2 et 6 =1/12 (on se
limitera a I'équation sans amortissement).

On étudie la stabilité de ces schémas au sens de la Définition 8.6.3. Pour éviter
des calculs trop lourds, on se contente d’étudier la condition nécessaire de stabilité de
Von Neumann (voir la Remarque 2.2.24). Le résultat suivant est dans le méme esprit
que le Lemme 2.3.6.

Lemme 8.7.1 On considére le schéma de Newmark (8.71). Si 0 < 1/2, il est toujours
instable. Supposons désormais que § > 1/2. La condition nécessaire de stabilité de
Von Neumann est toujours vérifie si § < 20 < 1, tandis que, si 0 < 20 < ¢ elle n’est
satisfaite que sous la condition CFL

2

mZaX/\Z (At)Z < m,

(8.72)
ot les \; sont les valeurs propres de KU = AMU (voir (7.23)).

Remarque 8.7.2 On ne reconnait pas immédiatement dans (8.72) la condition CFL
(Courant-Friedrichs-Lewy) usuelle At < Ch pour I’équation des ondes (voir le Lemme
2.3.6). En fait, on peut montrer que, si le maillage 7, est uniformément régulier au
sens ou toute maille contient une boule de rayon Ch (avec C' > 0 indépendant de la
maille), alors on a effectivement max; \; = O(h~2). Le lecteur a pu vérifier ce fait
en dimension N = 1 lors de I’Exercice 8.6.4. Contrairement au cas parabolique, la
condition CFL (8.72) n’est pas trop sévére puisqu’on peut prendre des pas de temps
At de lordre du pas d’espace h. Cependant, quitte & inverser un systéme linéaire (pour
pouvoir calculer U1 en fonction de U™, U™~ et du second membre), autant utiliser
le schéma de Newmark pour des valeurs de 6 et 8 telles qu’il soit inconditionnellement
stable. Le seul cas intéressant pour un schéma stable sous condition CFL est le cas
ou il est explicite, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de systéme linéaire & résoudre & chaque
pas de temps. En effet, un schéma explicite nécessite trés peu d’opérations par pas de
temps et conduit donc & des calculs peu cotiteux. La seule possibilité pour le schéma
de Newmark (8.71) d’étre explicite est que 8 = 0 et que la matrice de masse M soit
diagonale grace a une formule d’intégration approchée (voir la Remarque 7.4.3). Ce
schéma explicite est souvent utilisé en pratique avec d = 1/2. °

Démonstration. Elle est trés semblable & celle du Lemme 8.6.5 mais avec des com-
plications techniques qui rappellent le Lemme 2.3.6. On décompose U™ et le second
membre de (8.71) dans la base orthonormale pour M et orthogonale pour K. Par
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conséquent, (8.71) est équivalent, composante par composante, &

uptt —2ur +upt
(At)?

1 1
+ A <9Ul-n+1 + (5 +0— 29)UZL + (5 -0+ Q)Ui”_1> =07, (8.73)

avec des notations évidentes (les \; sont les valeurs propres du systéme matriciel
KV = MMV;). Comme le schéma (8.73) est & trois niveaux (voir la Sous-section
2.2.5), on introduit une matrice d’itérations A; telle que

urtty ur (At)? b [ a1 a2
(G )= (v )+ om0 ) mee = (30 57):
2 — \i(A62(L 46— 26) 1+ N(ADA(5-6+0)
140X (At)? ’ 140X (At)?

a1l =

a2 = —
On en déduit que
UM\ o (UF Yo (B2 K= b
( Uy > - ( U >Ui T on (B2 ;Ai o ) (8.74)

La condition nécessaire de stabilité de Von Neumann est p(A4;) < 1. On calcule donc
les valeurs propres de A; qui sont les racines du polynéme en p suivant

1 —ayp—aiz =0

dont le discriminant est

A —4Ni(AL)2 + A2(A) (5 +6)? — 40) .
(14 6X;(At)2)2

On vérifie aisément que les racines de ce polynéome sont de module inférieur ou égal
a 1 si et seulement si on est dans I'un des deux cas suivants : soit A <0 et a1 > —1,
soit A > 0 et 1 —aj2 > |a11]- Un calcul fastidieux mais simple dans le principe conduit
alors a la condition (8.72) (voir si nécessaire le théoréme 6, section 3, chapitre XX
dans [18]). O

Exercice 8.7.3 On considére le cas limite du Lemme 8.7.1, c'est-a-dire 6 = 1/2 et
Ai (At)? = =1 Montrer que le schéma de Newmark est instable dans ce cas en vérifiant
que

o -2 -1 n_ (_1\n n+1 n
a= (7 e (),

Remarquez qu'il s'agit d'une instabilité “faible” puisque la croissance de A} est linéaire et
non exponentielle.
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Remarque 8.7.3 En l’absence de termes sources les solutions du systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires (8.68) sont des fonctions oscillantes du type cos(w;t),
avec w? = \;. Comme les schémas numériques d’intégration de (8.68) ont tendance
a amortir un peu ces oscillations (on dit qu’ils sont diffusifs ou dissipatifs; voir la
discussion aprés la Définition 2.3.5), on peut leur préférer une autre méthode de ré-
solution de (8.68) basée sur une décomposition de la solution sur les vecteurs propres
Vi du systéme matriciel £V; = \; MV;. On cherche la solution U(t) de (8.68) sous la

forme
Ut)=">_ z(t)V;,
icl
ou [ est une collection d’indices de modes propres choisis pour représenter correcte-
ment la solution, et x;(t) est la solution d’une équation différentielle ordinaire scalaire

d2 xZ;
dt?

(1) + Az (t) = bi(t)

qu’on peut intégrer facilement, rapidement, et précisément par la méthode numérique
de son choix. Cette méthode, dite de superpositions de modes, est trés utilisée en
mécanique vibratoire. Elle a 'avantage d’étre peu dissipative, c’est-a-dire d’amortir
trés peu les oscillations. Bien sur, la qualités des résultats dépend pour une grande
part du choix des modes entrant dans la décomposition, choix souvent motivé par des
considérations physiques. °

Finalement, nous pouvons énoncer un résultat de convergence de cette méthode de dis-
crétisation que nous nous garderons bien de démontrer (la démonstration de la Proposition
8.7.4 est dans Pesprit des démonstrations précédentes). Pour plus de détails, ainsi que pour
des estimations d’erreurs et des vitesses de convergence explicites, nous renvoyons a [36].

Proposition 8.7.4 Soit u la solution “suffisamment régquliére” de 1’équation des ondes
(8.33). Soit (Th),so une suite de maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vo le sous-
espace de Hg(SY), défini par la méthode des éléments finis Py. Soit (At) une suite de pas de
temps qui tend wvers zéro. Soit uy € Von la fonction dont les coordonnées U™ dans la base
des éléments finis de Vo, sont calculées par le schéma de Newmark. St limp_o u% = ug dans
L2(Q), limp o up, = u1 dans L*(Q), et si h et At tendent vers 0 en respectant la condition
de stabilité (8.72), alors on a

ot B0 2o, llultn) —uikllz ey = 0.

Pour terminer nous illustrons notre propos en simulant la propagation d’une onde
sphérique dans une cavité carrée sur les parois de laquelle elle se réfléchit. On résout
donc I'équation des ondes dans 2 =0, 1[?> avec une condition aux limites de Neumann,
une vitesse initiale nulle et un déplacement initial & support compact et symétrie
sphérique centré sur le point (0.3,0.4). Dans la Figure 8.3 on trace le module de la
déformation Vu a linstant initial et & 5 instants ultérieurs (ce type d’image, appelé
diagramme de Schlieren, représente ce que l’on pourrait voir dans une expérience
réelle).
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ondel.eps onde2.eps
onde3.eps onde4.eps
ondeb.eps onde6.eps

FIGURE 8.3 — Instantanés aux temps ¢ = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 de |Vul.



Chapitre 9

INTRODUCTION A
L’OPTIMISATION

9.1 Motivation et exemples

9.1.1 Introduction

L’optimisation est un sujet trés ancien qui connait un nouvel essor depuis l'ap-
parition des ordinateurs et dont les méthodes s’appliquent dans de trés nombreux
domaines : économie, gestion, planification, logistique, automatique, robotique, con-
ception optimale, sciences de l'ingénieur, traitement du signal, etc. L’optimisation
est aussi un sujet trés vaste qui touche aussi bien au calcul des variations, qu’a la
recherche opérationnelle (domaine de 'optimisation des processus de gestion ou de
décision), en passant par le controle optimal. Nous ne ferons souvent qu’effleurer ces
sujets car il faudrait un polycopié complet pour chacun d’eux si nous voulions les
traiter & fond.

D’une certaine maniére, 'optimisation peut étre vue comme une discipline in-
dépendante de ’analyse numérique des équations aux dérivées partielles que avons
étudiée dans les chapitres précédents. Cependant, les interactions entre ces deux dis-
ciplines sont extrémement nombreuses et fécondes et il est beaucoup plus naturel de les
relier dans un méme cours. En effet, aprés ’étape de modélisation d’un phénomeéne
physique ou d’un systéme industriel (éventuellement & ’aide d’équations aux dérivées
partielles), aprés 'étape de simulation numérique sur ce modeéle, la démarche du
mathématicien appliqué (qu’il soit ingénieur ou chercheur) ne s’arréte pas 1a : il lui
faut souvent agir sur le phénoméne ou sur le systéme afin d’en améliorer certaines
performances. Cette troisiéme étape est celle de 1’optimisation, c’est-a-dire celle de
la minimisation (ou de la maximisation) d’une fonction qui dépend de la solution du
modeéle.

Par la suite nous mélangerons donc les exemples de problémes d’optimisation

283
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ou les modéles sont de nature trés différente. Dans le cas le plus simple, le modéle
sera une simple équation algébrique et il s’agira simplement d’optimiser une fonction
définie sur un espace de dimension finie (disons R™). Typiquement, c’est la situation
la plus fréquente en recherche opérationnelle. Une deuxiéme catégorie de problémes
correspond au cas ou la fonction & optimiser dépend de la solution d’une équation
différentielle ordinaire (autrement dit, cette fonction est définie sur un espace de
dimension infinie, disons C|[0, T]). On parle alors de commande optimale, et les appli-
cations sont trés nombreuses en automatique et robotique. La troisiéme et derniére
catégorie correspond & 'optimisation de fonctions de la solution d’une équation aux
dérivées partielles. Il s’agit alors de la théorie du controle optimal des systémes dis-
tribués qui a de nombreuses applications, par exemple en conception optimale ou pour
la stabilisation de structures mécaniques. La prochaine sous-section fait un panorama
de quelques exemples typiques de ces problémes d’optimisation. Remarquons que ces
catégories ne sont pas hermétiquement cloisonnées puisqu’aprés discrétisation spa-
tiale et/ou temporelle une équation différentielle ordinaire ou aux dérivées partielles
se rameéne a un systéme d’équations algébriques.

On peut aussi séparer 'optimisation en deux grandes branches aux méthodes fort
différentes selon que les variables sont continues ou discrétes. Typiquement, si ’on
minimise une fonction f(z) avec x € R", il s’agit d’optimisation en variables
continues, tandis que si € Z" on a affaire & de I’optimisation combinatoire ou
en variables discrétes. Malgré les apparences, I’optimisation en variables continues est
souvent plus “facile” que 'optimisation en variables discrétes car on peut utiliser la
notion de dérivée qui est fort utile tant du point de vue théorique qu’algorithmique.
L’optimisation combinatoire est naturelle et essentielle dans de nombreux problémes
de la recherche opérationnelle. C’est un domaine o, a coté de résultats théoriques
rigoureux, fleurissent de nombreuses “heuristiques” essentielles pour obtenir de bonnes
performances algorithmiques.

Pour finir cette bréve introduction nous indiquons le plan de la suite du cours.
Ce chapitre va principalement porter sur la question de ’existence et de l'unicité
en optimisation continue, que ce soit en dimension finie ou infinie. En particulier,
nous verrons le role crucial de la convexité pour obtenir des résultats d’existence
en dimension infinie. Le Chapitre 10 développera les conditions d’optimalité et les
algorithmes numériques qui en découlent. Le Chapitre 11 constitue une introduction
aux méthodes de la recherche opérationnelle, incluant la programmation linéaire et
des méthodes combinatoires. Pour plus de détails sur I’optimisation nous renvoyons
le lecteur aux ouvrages [6], [10], [13], [15], [21], [23], [34].

9.1.2 Exemples

Passons en revue quelques problémes typiques d’optimisation, d’importance pra-
tique ou théorique inégale, mais qui permettent de faire le tour des différentes “branch-
es” de 'optimisation.

Commencons par quelques exemples en recherche opérationnelle, c’est-a-dire
en optimisation de la gestion ou de la programmation des ressources.
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Exemple 9.1.1 (probléme de transport) Il s’agit d’un exemple de programme
linéaire (ou programmation linéaire). Le but est d’optimiser la livraison d’une
marchandise (un probléme classique en logistique). On dispose de M entrepots, in-
dicés par 1 < i < M, disposant chacun d’un niveau de stocks s;. Il faut livrer N
clients, indicés par 1 < j < N, qui ont commandé chacun une quantité r;. Le cotit de
transport unitaire entre 'entrepot ¢ et le client j est donné par c;;. Les variables de
décision sont les quantités v;; de marchandise partant de I’entrepot 7 vers le client j.
On veut minimiser le cotit du transport tout en satisfaisant les commandes des clients
(on suppose que vai1 8; > Z;\I:l rj). Autrement dit, on veut résoudre

M

N
i) | 2 2 e

i=1 j=1

sous les contraintes de limites des stocks et de satisfaction des clients

N M
UUZO,ZUijSSi,ZUU:Tj pourlgigM,lngN.
j=1 i=1

Exemple 9.1.2 (probléme d’affectation) Il s’agit d’un exemple d’optimisation
combinatoire ou en variables entiéres. Imaginez vous & la téte d’une agence mat-
rimoniale... Soit N femmes, indicées par 1 < i < N, et N hommes, indicés par
1 < j < N.Silafemme i et 'homme j sont d’accord pour se marier leur variable
d’accord a;; vaut 1; dans le cas contraire elle vaut 0. Restons classiques : seuls les
mariages hétérosexuels sont autorisés et la polygamie n’est pas admise... (On verra
dans la Sous-section 11.3.7 que cette hypothése de monogamie n’est pas nécessaire!)
Le but du jeu est de maximiser le nombre de mariages “satisfaisants” entres ces N
femmes et N hommes. Autrement dit, on cherche une permutation ¢ dans I’ensemble
des permutations Sy de {1, ..., N} qui réalise le maximum de

N
max E Aia(i)-
geSN 4 1 i (i)
i=

Une variante consiste & autoriser des valeurs de a;; entre 0 et 1. Ce type de problémes
est appelé probléme d’affectation (il intervient dans des contextes industriels plus
sérieux comme 'affectation des équipages et des avions dans une compagnie aérienne).
Bien que ce ne soit pas forcément la meilleure maniére de poser le probléme, on peut
I’écrire sous une forme voisine de I’Exemple 9.1.1. Les variables de décision sont notées
vi; qui vaut 1 §’il y a mariage entre la femme ¢ et ’homme j et 0 sinon. On veut
maximiser

N N
sup E E A5 V55

(i) \i=1 j=1
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sous les contraintes

N M
U,’j:OOul,ZUUSLZ’Uijgl pOurlSi,jSN.
j=1 i=1

On pourrait croire que ce probléme d’affectation est simple puisqu’il y a un nombre fini
de possibilités qu’il “suffit” d’énumérer pour trouver 'optimum. Il s’agit bien stir d’un
leurre car la caractéristique des problémes combinatoires est leur trés grand nombre
de combinaisons possibles qui empéche toute énumération exhaustive en pratique.
Néanmoins pour ce probléme il existe des techniques de résolution efficaces (voir la
Sous-section 11.3.7). °

Exemple 9.1.3 (probléme du sac-a-dos) Un probléme classique est celui du sac-
a-dos. Soit n objets de poids respectifs pi1,...,p, € R, et d’utilités respectives
Ui, ...,uU, € R, et P € R un poids maximal que 'on est disposé & porter. On pose
x; = 1 si on met le i-éme objet dans le sac-a-dos, et z; = 0 sinon. On veut maximiser
I'utilité du sac a dos sous contrainte de poids :

max E ;Ui .
x € {0,1}"

2icicn TiPi <P lgi<n

Encore une fois la difficulté vient de ce que les variables d’optimisation z; sont discrétes
(voir ’Exercice 11.4.5 pour une méthode de résolution). °

FI1GURE 9.1 — Tournée pour un voyageur de commerce dans I’Exemple 9.1.4.

Exemple 9.1.4 (tournée du voyageur de commerce) Un exemple célébre en
optimisation combinatoire est le probléme du voyageur de commerce. Un représentant
(ou VRP) doit visiter n villes successivement et revenir & son point de départ en un
temps minimum. On note ¢;; le temps pour rejoindre la ville i de la ville j (éventuelle-
ment différent de ¢;;). On trace alors le graphe orienté des n villes reliées entre elles
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par des arcs pondérés par les (¢;;) (voir la Figure 9.1). Il faut alors trouver un cycle
dans ce graphe qui passe une et une seule fois par toutes les villes. Il est possible de
mettre ce probléme sous une forme de type programme linéaire en variables entiéres
(voir la Sous-section 11.6.1 pour une méthode de résolution). °

Exemple 9.1.5 (chemin de coit minimum) Soit un graphe orienté G = (N, A),
ot \V est 'ensemble des noeuds et A C A x A est un ensemble d’arcs reliant ces noeuds.
On associe a chaque arc (k,m) € A un cout w(k, m). On fixe un nceud d’origine ¢ et un
nceud de destination j. Le probléme du chemin de cotit minimum consiste & trouver
un chemin du graphe allant de 7 & j en un nombre quelconque d’étapes qui soit de
cotit total minimum. Autrement dit, on cherche une suite de nceuds ¢ = £y, ..., 0y = j
telle que (¢,,4,11) € A pour tout r = 0,1,....,T — 1 et w(ly,l1) + -+ + wllp_1,lr)
est minimal.

Lorsque les nceuds sont des villes, que A est ’ensemble des routes directes d’une
ville & lautre, et que w(k,m) est la distance routiére entre les villes k et m, on
retrouve le probléme classique du plus court chemin. Malgré son aspect combinatoire,
ce probléme est facile & résoudre y compris pour des instances de grande taille. °

Voici un exemple algébrique trés simple qui provient, par exemple, de la discréti-
sation par éléments finis des équations de Stokes (voir la Sous-section 6.3.4).

Exemple 9.1.6 (optimisation quadratique a contraintes linéaires) Soit A
une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive. Soit B une matrice rectan-
gulaire de taille m x n. Soit b un vecteur de R™. On veut résoudre le probléme

inf {J(x)—%A:vx—l%x}.

ze KerB

La contrainte d’appartenance & KerB rend cette minimisation non évidente (voir la
Sous-section 10.2.2 pour sa résolution). °

Un autre exemple algébrique simple est celui du quotient de Rayleigh qui permet
de calculer les valeurs et vecteurs propres d’une matrice symétrique.

Exemple 9.1.7 (premiére valeur propre) Soit A une matrice carrée d’ordre n,
symétrique. On veut caractériser et calculer les solutions de

inf  Ax-x,
z€R™,||z||=1

ou ||z|| est la norme euclidienne de x. Nous verrons qu'’il s’agit bien siir des vecteurs
propres de A associés a sa plus petite valeur propre (cf. la Sous-section 10.2.2). °

Considérons un exemple classique en économie.
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Exemple 9.1.8 (consommation des ménages) On considére un ménage qui
peut consommer n types de marchandise dont les prix forment un vecteur p € R’}.
Son revenu & dépenser est un réel b > 0, et ses choix de consommation sont supposés
étre modélisés par une fonction d’utilité u(x) de R’} dans R (croissante et concave),
qui mesure le bénéfice que le ménage tire de la consommation de la quantité x des n
marchandises. La consommation du ménage sera le vecteur =* qui réalisera le maxi-
mum de
max  u(x),
TERT -p<b

c’est-a-dire qui maximise 'utilité sous une contrainte de budget maximal (voir la
Sous-section 10.3.2 pour la résolution). °

Passons & un exemple d’optimisation d’'un systéme modélisé par une équation
différentielle ordinaire, c’est-a-dire & un probléme de commande optimale.

Exemple 9.1.9 (commande optimale) On considére un systéme différentiel linéaire
avec critére quadratique. Le but est de guider un robot (ou un engin spatial, un
véhicule, etc.) afin qu’il suive “au plus prés” une trajectoire prédéfinie. L’état du robot
a I'instant ¢ est représenté par une fonction y(t) a valeurs dans RY (typiquement, la
position et la vitesse). On agit sur le robot par l'intermédiaire d’'une commande v(t) a
valeurs dans RM (typiquement, la puissance du moteur, la direction des roues, etc.).
En présence de forces f(t) € RY les lois de la mécanique conduisent & un systéme
d’équations différentielles ordinaires (supposées linéaires pour simplifier)

dy

— = Ay + Bv + 0<t<T

7 Y v+ fpour 0 <t < 9.1)
y(O)—yO

o yo € RV est I’état initial du systéme, A et B sont deux matrices constantes de
dimensions respectives N x N et N x M. On note z(t) une trajectoire “cible” et zp
une position finale “cible”. Pour approcher au mieux ces cibles et pour minimiser le
cout du controle, on introduit trois matrices symétriques positives R, ), D dont seule
R est supposée en plus étre définie positive. On définit alors un critére quadratique

T T
() = / Ro(t)-v(t)dt + / Q- 2)()-(y— 2)(B)dt + D (y(T) — 27) - ((T) — 27)

Remarquons que la fonction y(t) dépend de la variable v & travers (9.1). Comme les
commandes admissibles sont éventuellement limitées (la puissance d’un moteur est
souvent bornée...), on introduit un convexe fermé non vide K de RM qui représente
I’ensemble des commandes admissibles. Le probléme est donc de résoudre
inf J(v).
v(t)eK, 0<t<T
1l faudra, bien sar, préciser dans quels espaces fonctionnels on minimise J(v) et on
définit la solution y de (9.1) (voir la Sous-section 10.4.2 pour la résolution). °
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Exemple 9.1.10 (minimisation d’une énergie mécanique) Il s’agit de min-
imiser ’énergie mécanique d’une membrane ou bien 1’énergie électrostatique d’un
conducteur. Nous renvoyons aux Chapitres 1 et 5 pour plus de détails sur la modéli-
sation et sur les notations mathématiques. Soit Q un ouvert borné de R et f € L?(1Q).
D’aprés la Proposition 5.2.7, pour résoudre le probléme de Dirichlet pour le Laplacien,
il faut minimiser 'énergie J(v) définie pour v € H{ () par

J(v):%/Q\Vdex—/vadx.

Autrement dit, on veut résoudre

inf J(v).
vEH (Q)
On peut se poser le méme probléme pour des équations plus compliquées que le
Laplacien comme les équations de Stokes. Selon I’Exercice 5.3.10, la résolution des
équations de Stokes est équivalente & la minimisation

inf {J(U):H/ |Vv2dx—/f~vdac}.
veHL(Q)Ntel que dive=0 2 Ja Q

Remarquons qu’il y a une contrainte “d’incompressibilité” dans cette minimisation, et
que la pression est absente de ’énergie. Nous verrons que ces deux faits sont étroite-
ment liés. ®

Donnons maintenant un exemple issu du calcul des variations. Historiquement, il
s’agit d’un des plus vieux problémes d’optimisation, résolu par Zénodore environ deux
siecles avant notre ére et dont la démonstration compléte est due & Weierstrass vers
la fin du dix-neuviéme siécle.

Exemple 9.1.11 (probléme de Didon) Virgile raconte dans ’'Enéide que lorsque
la reine Didon fonda la ville de Carthage, il ne lui fut alloué comme superficie que
“ce que pourrait contenir une peau de boeuf”. Elle découpa alors cette peau en fines
laniéres et encercla de cette cordelette sa future ville situé au bord de la mer. La
question était donc de trouver la plus grande surface possible s’appuyant sur une
droite (le rivage) et de frontiére terrestre de longueur donnée. La réponse est bien sir
un demi disque (voir I’Exercice 10.2.10). En termes mathématiques un peu simplifiés,
le probléme est de trouver la courbe plane de longueur fixée [ > 0 qui enclot avec le
segment reliant ses deux extrémités ’aire maximum. Autrement dit, on résout

3
e [0
0

avec les contraintes

£
€ >0, y(0) =0, /0 JTE 7 @) = 1,
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ou & est Pextrémité du segment et y(x) la position de la courbe au dessus du point z
du segment. °

Venons en & ’optimisation d’un systéme distribué, c’est-a-dire modélisé par une
équation aux dérivées partielles.

Exemple 9.1.12 (contrdle d’une membrane) On considére une membrane élas-
tique, fixée sur son contour, et se déformant sous ’action d’une force f. Comme nous
I’avons vu a la Sous-section 1.3.3, ce probléme est modélisé par

—Au=f+v dans
u=20 sur 012,

ol u est le déplacement vertical de la membrane et v est une force de controle & notre
disposition. Ce controle est typiquement un actionneur piézo-électrique qui agit sur
une partie w du domaine 2 avec une intensité limitée. On définit donc ’ensemble des
controles admissibles

K = {v(z) tel que vpin(r) < v(x) < Umas(x) dans w et v =0 dans O\ w},

Oll Umin €t Umar sont deux fonctions données. On cherche le controle qui rend le
déplacement u aussi proche que possible d’un déplacement désiré ug, et qui soit d’un
colit modéré. On définit donc un critére

1

J(v) = 5/Q (Ju — uo|* + ¢|v]?) da,

avec ¢ > 0. Le probléme de controle s’écrit

inf J(v).
veEK ( )
Il reste bien stir & préciser le choix des espaces fonctionnels pour v et les autres données
de ce probléme (voir la Sous-section 10.4.3 pour la résolution). °

9.1.3 Définitions et notations

L’optimisation a un vocabulaire particulier : introduisons quelques notations et
définitions classiques. Nous considérons principalement des problémes de minimisation
(sachant qu’il suffit d’en changer le signe pour obtenir un probléme de maximisation).

Tout d’abord, 'espace dans lequel est posé le probléme, noté V', est supposé étre
un espace vectoriel normé, c’est-a-dire muni d’une norme notée ||v||. Dans la Sous-
section 9.1.4 V sera I’espace R, tandis que dans la section suivante V sera un espace
de Hilbert réel (on pourrait également considérer le cas, plus général, d’un espace de
Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet). On se donne également un
sous-ensemble K C V ot 'on va chercher la solution : on dit que K est I’ensemble des
éléments admissibles du probléme, ou bien que K définit les contraintes s’exercant
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sur le probléme considéré. Enfin, le critére, ou la fonction cofit, ou la fonction
objectif, & minimiser, noté J, est une fonction définie sur K a valeurs dans R. Le
probléme étudié sera donc noté
inf J(v). 9.2
veKCV ( ) ( )
Lorsque l'on utilise la notation inf pour un probléme de minimisation, cela indique
que lon ne sait pas, a priori, si la valeur du minimum est atteinte, c’est-a-dire s’il
existe v € K tel que
J@)= inf J(v).
( ) veEKCV ( )
Si 'on veut indiquer que la valeur du minimum est atteinte, on utilise de préférence
la notation
min_J(v),
veEKCV
mais il ne s’agit pas d’'une convention universelle (quoique fort répandue). Pour les
problémes de maximisation, les notations sup et max remplacent inf et min, respec-
tivement. Précisons quelques définitions de base.

Définition 9.1.1 On dit que u est un minimum (ou un point de minimum,) local de
J sur K si et seulement si

wueK e F9>0,VWweK, |lv—u||<d= J)>J(u).

On dit que u est un minimum (ou un point de minimum) global de J sur K si et
seulement st
ueK e Jw)>Ju) YwekK.

Définition 9.1.2 On appelle infimum de J sur K (ou, plus couramment, valeur min-
imum,), que l'on désigne par la notation (9.2), la borne supérieure dans R des con-
stantes qui minorent J sur K. Si J n’est pas minorée sur K, alors l'infimum vaut
—o00. Si K est vide, par convention l'infimum est +oo.
Une suite minimisante de J dans K est une suite (u™)nen telle que
u € KVn et lim J(u") = inf J(v).
n—-+00 veEK

Par la définition méme de l'infimum de J sur K il existe toujours des suites
minimisantes.

9.1.4 Optimisation en dimension finie

Intéressons nous maintenant & la question de 'existence de minima pour des
problémes d’optimisation posés en dimension finie. Nous supposerons dans cette sous-
section (sans perte de généralité) que V = R¥ que I’on munit du produit scalaire usuel

N ). ¢
u-v =7, u;v; et de la norme euclidienne ||u|| = /u - u.
Un résultat assez général garantissant ’existence d’un minimum est le suivant.
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Théoréme 9.1.3 (Existence d’un minimum en dimension finie) Soit K un
ensemble fermé non vide de RN, et J une fonction continue sur K a valeurs dans R
vérifiant la propriété, dite “infinie a linfini”,

Y(u")p>o suite dans K, lim ||u"| = 400 = lim J(u") = +o0. (9.3)
- n—-+o0o n—-+o0o

Alors il existe au moins un point de minimum de J sur K. De plus, on peut extraire
de toute suite minimisante de J sur K une sous-suite convergeant vers un point de
minimum sur K.

Démonstration. Soit (u™) une suite minimisante de J sur K. La condition (9.3)
entraine que u" est bornée puisque J(u™) est une suite de réels majorée. Donc, il
existe une sous-suite (u™*) qui converge vers un point u de RV. Mais u € K puisque
K est fermé, et J(u™*) converge vers J(u) par continuité, d’ou J(u) = inf,cx J(v)
d’aprés la Définition 9.1.2. g

Remarque 9.1.4 Notons que la propriété (9.3), qui assure que toute suite min-
imisante de J sur K est bornée, est automatiquement vérifiée si K est borné. Lorsque
I’ensemble K n’est pas borné, cette condition exprime que, dans K, J est infinie a
Pinfini. °

Exercice 9.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
continue est en général nécessaire pour l'existence d’'un minimum. Donner un exemple de
fonction continue et minorée de R dans R n’admettant pas de minimum sur R.

Exercice 9.1.2 Montrer que I'on peut remplacer la propriété “infinie a I'infini"” (9.3) par
la condition plus faible

ngf{ Jv) < RLITOO (Hvl\?sz J(v)) ’

Exercice 9.1.3 Montrer que l'on peut remplacer la continuité de J par la semi-
continuité inférieure de .J définie par

V(u")pn>o0 suite dans K, lim u" = u = liminf J(u") > J(u) .

n—-+oo n—-+oo

Exercice 9.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1,9.1.6 et 9.1.7.

Exercice 9.1.5 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b, et pour n € N*, soit P,, I'ensemble
des polyndmes P de degré inférieur ou égal a n tels que P(0) = 1. Pour P € P,,, on note
|P|| = max,eq,5) | P()]-

1. Montrer que le probléme
inf || P| (9.4)
PEP,

a une solution.
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2. On rappelle que les polynémes de Tchebycheff T),(X) sont définis par les relations
To(X)=1, Th(X)=X, Th1(X)=2XT,(X) - T,-1(X) .

Montrer que le degré de T,, est égal a n et que pour tout 8 € R, T,,(cosd) =
cos(nf). En déduire I'existence de n + 1 réels & = 1> & > &0 > - > ¢ = —1
tels que T,,(&7) = (—1)* pour 0 < k < n et que max_1<,<1 [T, (x)] = 1.

3. Montrer que I'unique solution de (9.4) est le polynéme

b+a B
P(X) = LI

b+a\ " b—a
T
(b—a) 2

9.2 Existence d’un minimum en dimension infinie

X

9.2.1 Exemples de non-existence

Cette sous-section est consacrée & deux exemples montrant que ’existence d’un
minimum en dimension infinie n’est absolument pas garantie par des conditions du
type de celles utilisées dans I’énoncé du Théoréme 9.1.3. Cette difficulté est intimement
liée au fait qu’en dimension infinie les fermés bornés ne sont pas compacts !

Commencons par donner un exemple abstrait qui explique bien le mécanisme de
“fuite & 'infini” qui empéche 'existence d’un minimum.

Exemple 9.2.1 Soit 'espace de Hilbert (de dimension infinie) des suites de carré
sommable dans R

“+oo
6H(R) = {x = (x;)i>1 tel que fo < +oo} ,
i=1

muni du produit scalaire (x,y) = ijof z;7;- On considére la fonction J définie sur
l5(R) par

2 X2
J(@) = (=) = 1)"+ D=
i=1
Prenant K = ¢5(R), on considére le probléme

inf J(x), 9.5
Lt (z) (9.5)

pour lequel nous allons montrer qu’il n’existe pas de point de minimum. Vérifions

tout d’abord que
< inf J(x)) = 0.
zela(R)
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Introduisons la suite 2™ dans ¢3(R) définie par z}* = d;, pour tout ¢ > 1. On vérifie
aisément que

1
J(z") = - 0 quand n — +oo.

Comme J est positive, on en déduit que =™ est une suite minimisante et que la valeur
du minimum est nulle. Cependant, il est évident qu’il n’existe aucun T € l2(R) tel que
J(Z) = 0. Par conséquent, il n’existe pas de point de minimum pour (9.5). On voit
dans cet exemple que la suite minimisante x™ “part a 'infini” et n’est pas compacte
dans ¢5(R) (bien qu’elle soit bornée). °

Voici maintenant un exemple modéle qui n’est pas sans ressemblance avec les
problémes de minimisation d’énergie que nous avons rencontrés lors de la résolution
d’équations aux dérivées partielles (voir, par exemple, la Proposition 5.2.7). Malgré
son caractére simplifié, cet exemple est trés représentatif de problémes réalistes et
pratiques de minimisation d’énergies de transition de phases en science des matériaux.

Exemple 9.2.2 On considére l'espace de Sobolev V = H'(0,1) muni de la norme
1/2
lv|| = (fol (V' (2)? + v(z)?) d;v) (qui est un espace de Hilbert de dimension infinie,

voir le Chapitre 4). On pose K =V et, pour 1. > h > 0, on considére

1
@)= [ (@l =2+ ol@)?)ds
0
L’application J est continue sur V, et la condition (9.3) est vérifiée puisque

lvll®
2

1 1
1
J(v) = |lv||* = 2h/ |v/ (z)|dx 4+ h% > ||v||* - 5/ o' (x)%dx — h? > h?.
0 0

Montrons que

inf = .

inf Jn(v) =0, (9.6)
ce qui impliquera qu’il n’existe pas de minimum de J;, sur V : en effet, si (9.6) a lieu
et si u était un minimum de Jj, sur V, on devrait avoir Jp(u) = 0, d’ot u = 0 et
|u'| = h > 0 (presque partout) sur (0,1), ce qui est impossible.

h/n

>
0 k/n 1

FI1GURE 9.2 — Suite minimisante u™ pour I’Exemple 9.2.2.
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Pour obtenir (9.6), on construit une suite minimisante (u") définie pour n > 1 par

k k 2k +1
h(z — =) si— << 2+ ,
u"(z) = n 3 " pour 0<k<n-1,
k+1 2k+1 k+1 -
AR gy s B
n 2n n

comme le montre la Figure 9.2. On voit facilement que w™ € V et que la
deérivée (u™)'(x) ne prend que deux valeurs : +h et —h. Par conséquent, Jp,(u"™) =
fol u™(z)%dr = %, ce qui prouve (9.6), c’est-a-dire que J;, n’admet pas de point de
minimum sur V. Et pourtant, si h = 0, il est clair que Jy admet un unique point de
minimum v = 0! °

Exercice 9.2.1 Modifier la construction précédente pour montrer qu'il n’existe pas non
plus de minimum de J sur C''[0, 1].

A la lumiére de ces contre-exemples, examinons la difficulté qui se présente en
dimension infinie et sous quelles hypothéses nous pouvons espérer obtenir un résultat
d’existence pour un probléme de minimisation posé dans un espace de Hilbert de
dimension infinie.

Soit V un espace vectoriel de norme ||v||.-Soit J une fonction définie sur une partie
K de V a valeurs dans R, vérifiant la condition (9.3) (infinie a I'infini). Alors, toute
suite minimisante (™) du probléme

vlg}f{ J(v) (9.7)
est bornée. En dimension finie (si V' = R¥), on conclut aisément comme dans la
Sous-section 9.1.4 en utilisant la compacité des fermés bornés (et en supposant que K
est fermé et que J est continue ou semi-continue inférieurement). Malheureusement,
un tel résultat est faux en dimension infinie, comme nous venons de le constater. De
maniére générale, on peut conclure si le triplet (V, K, .J) vérifie la condition suivante :
pour toute suite (u™),>1 dans K telle que sup,, oy ||u"|| < 400 on a

lim J(u")=4< 400 = Ju € K tel que J(u) <{. (9.8)
n——+o00

Ainsi, sous les conditions (9.3) et (9.8), le probléme (9.7) admet une solution.
Malheureusement, la condition (9.8) est inutilisable car invérifiable en général! On
peut cependant la vérifier pour une classe particuliére de problémes, trés importants
en théorie comme en pratique : les problémes de minimisation convexe. Comme nous
le verrons dans la Sous-section 9.2.3, si V' est un espace de Hilbert, K un convexe
fermé de V, et que J est une fonction convexe et continue sur K, alors (9.8) a
lieu et le probléme (9.7) admet une solution. Les motivations pour introduire ces
conditions sont, d’une part, que les hypothéses de convexité sont souvent naturelles
dans beaucoup d’applications, et d’autre part, qu’il s’agit d’une des rares classes de
problémes pour lesquels la théorie est suffisamment générale et compléte. Mais ceci ne
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signifie pas que ces conditions sont les seules qui assurent I’existence d’un minimum !
Néanmoins, en dehors du cadre convexe développé dans les sous-sections suivantes, des
difficultés du type de celles rencontrées dans les contre-exemples précédents peuvent
survenir.

9.2.2 Analyse convexe

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que V est un espace de Hilbert muni d’un
produit scalaire (u,v) et d’'une norme associée ||v||. Rappelons qu'un ensemble K est
convexe §'il contient tous les segments reliant deux quelconques de ses points (voir la
Définition 12.1.9). Donnons quelques propriétés des fonctions convexes.

Définition 9.2.1 On dit qu’une fonction J définie sur un ensemble convexe non vide
K €V et a valeurs dans R est convexe sur K si et seulement si

JOu+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1—-0)J(v) Yuve K, VOe|0,1]. (9.9)

De plus, J est dite strictement conveze si l'inégalité (9.9) est stricte lorsque u # v et
0 €]0,1].

Remarque 9.2.2 Si J est une application définie sur K a valeurs dans R, on appelle
épigraphe de J lensemble Epi(J) = {(\,v) € Rx K , A > J(v)}. Alors J est
convexe si et seulement si Epi(J) est une partie convexe de R x V. °

Exercice 9.2.2 Soient J; et Jy deux fonctions convexes sur V, A > 0, et ¢ une fonction
convexe croissante sur un intervalle de R contenant I'ensemble J; (V). Montrer que J;+Js,
max(J1, J2), AJ1 et ¢ o J; sont convexes.

Exercice 9.2.3 Soit (L;);es une famille (éventuellement infinie) de fonctions affines
sur V. Montrer que sup,;c; L; est convexe sur V. Réciproquement, soit J une fonction
convexe continue sur V. Montrer que .J est égale au sup;. . ; L; ou les fonctions L; sont
affines. -

Pour les fonctions convexes il n’y a pas de différence entre minima locaux et
globaux comme le montre le résultat élémentaire suivant.

Proposition 9.2.3 Si J est une fonction conveze sur un ensemble convexe K, tout
point de minimum local de J sur K est un minimum global et l’ensemble des points
de minimum est un ensemble convexe (éventuellement vide).

Si de plus J est strictement convezxe, alors il existe au plus un point de minimum.

Démonstration. Soit  un minimum local de J sur K. D’aprés la Définition 9.1.1,
nous pouvons écrire

35>0, VweK, |lu—u||l<d = Jw)>J(u). (9.10)
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Soit v € K. Pour 0 €]0, 1] suffisamment petit, wp = Qv+ (1 — 0)u vérifie [|[wp —ul| < §
et wy € K puisque K est convexe. Donc, J(wg) > J(u) d’aprés (9.10), et la convexité
de J implique que J(u) < J(wp) < 0J(v)+ (1 — 0)J(u), ce qui montre bien que
J(u) < J(v), c’est-a-dire que u est un minimum global sur K.
D’autre part, si u; et ug sont deux minima et si 6 € [0, 1], alors w = Quq + (1 —0)us

est un minimum puisque w € K et que

inf < < 1— = inf .

nf J) < J(w) <0J(u1) + (1 —0)J(uz) [nf J(v)
Le méme raisonnement avec 6 €]0, 1[ montre que, si J est strictement convexe, alors
nécessairement u; = us. O

Nous nous servirons par la suite d’une notion de “forte convexité” plus restrictive
que la stricte convexité.

Définition 9.2.4 On dit qu’une fonction J définie sur un ensemble convexe K est
fortement conveze si et seulement si il existe a > 0 tel que, pour tout u,v € K,

J(u;—v) - J(u);J(v) —%HU_UHZ- (9.11)

On dit aussi dans ce cas que J est a-convexe.

Dans la Définition 9.2.4, la forte convexité de J n’est testée que pour des combi-
naisons convexes de poids 6 = 1/2. Cela n’est pas une restriction pour les fonctions
continues comme le montre l'exercice suivant. Par ailleurs, I’Exercice 9.2.7 montrera
que les fonctions convexes & valeurs finies sont automatiquement continues.

Exercice 9.2.4 Si .J est continue et a-convexe, montrer que, pour tout ¢ € [0, 1],

afd(1—0)

J(Bu+ (1= 0)0) < 6J(u) + (1= 6)J (v) = =

|w—v||? . (9.12)

Exercice 9.2.5 Soit A une matrice symétrique d'ordre N et b € RV. Pour z € RV,
on pose J(z) = Az -a — b x. Montrer que J est convexe si et seulement si A est
semi-définie positive, et que J est strictement convexe si et seulement si A est définie
positive. Dans ce dernier cas, montrer que J est aussi fortement convexe et trouver la

meilleure constante .

Exercice 9.2.6 Soit 2 un ouvert de RV et H!(2) I'espace de Sobolev associé (voir la
Définition 4.3.1). Soit la fonction .J définie sur §2 par

1

J(v) = E/Q (IVo(2)]* +v(z)?) d —/Qf(x)v(x) dz |

avec f € L?(). Montrer que .J est fortement convexe sur H' ().
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Le résultat suivant sera essentiel dans 'obtention d’un résultat d’existence d’un
minimum en dimension infinie. En particulier, il permet de conclure qu'une fonction .J
fortement convexe et continue sur un ensemble K convexe fermé non vide est “infinie
a linfini” dans K, c’est-a-dire vérifie la propriété (9.3).

Proposition 9.2.5 SiJ est conveze continue sur un ensemble K conveze fermé non
vide, alors il existe une forme linéaire continue L € V' et une constante § € R telles
que

J(w)>Lv)+6 YveK. (9.13)

Si de plus J est fortement convexe sur K, alors il existe deuzx constantes v > 0 et
n € R telles que
J@) = Aol?+n Yve K. (9.14)

Démonstration. Prouvons d’abord (9.13). Si .J est convexe continue (ou simplement
semi-continue inférieurement) sur un ensemble K convexe fermé non vide, alors son
épigraphe Epi(J) (défini dans la Remarque 9.2.2) est convexe fermé non vide. Soit
vo € K et A\g < J(vg). Puisque (Ag,v0) ¢ Epi(J), nous déduisons du Théoréme
12.1.19 de séparation d’un point et d’un convexe 'existence de o, € R et d’une
forme linéaire continue L € V' tels que

BA+ L(v) > a > BAo+ L(vg) Y (A v) € Epi(J). (9.15)

Comme, pour v fixé, on peut prendre A\ arbitrairement grand dans le membre de
gauche de (9.15), il est clair que 8 > 0; de plus, comme on peut prendre v = vy dans
le membre de gauche de (9.15), 8 ne peut étre nul. On a donc 8 > 0. On déduit alors
de (9.15), en choisissant A = J(v), que J(v) + L(v)/5 > o/ pour tout v € K, ce qui
prouve (9.13).

Prouvons maintenant (9.14). Soit encore vy € K fixé. Pour tout v € K, (9.11) et
(9.13) impliquent que

J(w)  J(vo) v+
AT 20 =
2 + 2 7 2

On en déduit

L(v) + L(v)

o 2
o — >
)+ gl - w2 20

Q
+ §||v—vo||2+5.

J(©) 2 Zloll? = 5(v,00) + L(v) + Cr

avec C1 = (a/4)|lvo||? + L(vo) — J(vg) + 25. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
appliqué a (v,vg) et la continuité de L, i.e. |L(v)| < [|L||v||v| (voir la Définition
12.1.17), il vient

o ollvo o
50) = §hol? = (12l + ) ol 4. > Gl 4

pour 17 € R bien choisi. O

Terminons cette sous-section par une propriété agréable des fonctions convexes :
les fonctions convexes “propres” (c’est-a~dire qui ne prennent pas la valeur +o00) sont
continues.
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Exercice 9.2.7 Soit vy € V et J une fonction convexe majorée sur une boule de centre
vg. Montrer que J est minorée et continue sur cette boule.

9.2.3 Reésultats d’existence

Nous pouvons maintenant énoncer un premier résultat d’existence de minimum
dans le cas particulier ot J est fortement convexe (a-convexe).

Théoréme 9.2.6 (Existence d’un minimum, cas fortement convexe) Soit K
un conveze fermé non vide d’un Hilbert V' et J une fonction a-conveze continue sur
K. Alors, il existe un unique minimum u de J sur K et on a

o —ull? < %[J(v) —Jw) YveK. (9.16)

En particulier, toute suite minimisante de J sur l’ensemble K converge vers u.

Démonstration. Soit (u™) une suite minimisante de J sur K. D’apreés (9.14), J(v) >
d pour tout v € K, c’est-a-dire que J est minorée sur K, donc inf,cx J(v) est une
valeur finie. Pour n,m € N la propriété (9.11) de forte convexité entraine que

— inf J(v)

gHun_umHZ <g’|un_umH2+J<
8 veK

u'IL + u'HL
8 =

2

IN

E <J(u”) — inf J(v)> i1 (J(um) — inf J (”)) :

2 veK 2 veEK
ce qui montre que la suite (u™) est de Cauchy, et donc converge vers une limite u,
qui est nécessairement un minimum de J sur K puisque J est continue et K fermé.

L’unicité du point de minimum a été montrée dans la Proposition 9.2.3. Enfin, si
veK, (u+wv)/2 € K car K est convexe, d’ot, toujours grace a (9.11),

%”U_UHQ < J(2u) n J(2v) _J(u;—v> < J(v);J(u) ,

carJ(u;U> > J(u). O

Exercice 9.2.8 Montrer que le Théoréme 9.2.6 s’applique a I'Exemple 9.1.10 (utiliser
I'inégalité de Poincaré dans H}(2)).

Exercice 9.2.9 Généraliser |'Exercice 9.2.8 aux différents modeles rencontrés au
Chapitre 5 : Laplacien avec conditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),
élasticité (voir I'Exercice 5.3.3), Stokes (voir |'Exercice 5.3.10).
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1l est possible de généraliser en grande partie le Théoréme 9.2.6 au cas de fonctions
J qui sont seulement convexes (et non pas fortement convexes). Cependant, autant la
démonstration du Théoréme 9.2.6 est élémentaire, autant celle du théoréme suivant
est délicate. Elle repose en particulier sur la notion de convergence faible que 1’on
peut considérer comme “hors-programme” dans le cadre de ce cours.

Théoréme 9.2.7 (Existence d’un minimum, cas convexe) Soit K un convexe
fermé non vide d’un espace de Hilbert V', et J une fonction convexe continue sur K,
qui est “infinie a U'infini” dans K, c’est-a-dire qui vérifie la condition (9.3), a savoir,

V(u")p>o suite dans K, lim ||u"| = 400 = lim J(u") = +o0.
- n——+oo n——+oo
Alors il existe un minimum de J sur K.

Remarque 9.2.8 Le Théoréme 9.2.7 donne l’existence d’un minimum comme le
précédent Théoréme 9.2.6, mais ne dit rien sur 'unicité ni sur ’estimation d’erreur
(9.16). Remarquons au passage que (9.16) sera fort utile pour ’étude d’algorithmes
numériques de minimisation puisqu’elle fournit une estimation de la vitesse de con-
vergence d’'une suite minimisante (u") vers le point de minimum wu. °

Remarque 9.2.9 Le Théoréme 9.2.7 reste vrai si 'on suppose simplement que V est
un espace de Banach réflexif (i.e. que le dual de V' est V). °

Nous indiquons briévement comment on peut démontrer le Théoréme 9.2.7 dans le cas
d’un espace de Hilbert séparable (c’est-a-dire qui admet une base hilbertienne dénombrable,
voir la Proposition 12.1.15). On définit la notion de convergence faible dans V.

Définition 9.2.10 On dit qu’une suite (u™) de V converge faiblement vers uw € V si

VoeV, lim (u",v) = (u,v).

n——+oo

Soit (e');>1 une base hilbertienne de V. Si on note u} = (u™,¢e’) les composantes dans
cette base d’une suite u", uniformément bornée dans V/, il est facile de vérifier que la Défini-
tion 9.2.10 de la convergence faible est équivalente & la convergence de toutes les suites
de composantes (uj),>1 pour ¢ > 1.

Comme son nom l'indique la convergence faible est une notion “plus faible” que la conver-
gence usuelle dans V| puisque limy,_, 1o ||[u” — || = 0 implique que u™ converge faiblement
vers u. Réciproquement, en dimension infinie il existe des suites qui convergent faiblement
mais pas au sens usuel (que l'on appelle parfois “convergence forte” par opposition). Par
exemple, la suite v = e™ converge faiblement vers zéro, mais pas fortement puisqu’elle est
de norme constante égale & 1. L’intérét de la convergence faible vient du résultat suivant.

Lemme 9.2.11 De toute suite u™ bornée dans'V on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement.
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Démonstration. Comme la suite u" est bornée, chaque suite d’une composante u;j est
bornée dans R. Pour chaque i, il existe donc une sous-suite, notée u;*, qui converge vers une
limite u;. Par un procédé d’extraction diagonale de suites, on obtient alors une sous-suite
commune n’ telle que, pour tout i, u?' converge vers u;. Ce qui prouve que u converge
faiblement vers u (on vérifie que u € V). O

Si on appelle “demi-espace fermé” de V tout ensemble de la forme {v € V| L(v) < a},
ot L est une forme linéaire continue non identiquement nulle sur V et o € R, on peut
caractériser de fagon commode les ensembles convexes fermés.

Lemme 9.2.12 Une partie conveze fermée K de V est l’intersection des demi-espaces fer-
més qui contiennent K.

Démonstration. Il est clair que K est inclus dans l'intersection des demi-espaces fermés
qui le contiennent. Réciproquement, supposons qu’il existe un point ug de cette intersection
qui n’appartiennent pas a K. On peut alors appliquer le Théoréme 12.1.19 de séparation
d’un point et d'un convexe et construire ainsi un demi-espace fermé qui contient K mais pas
uo. Ceci est une contradiction avec la définition de uo, donc up € K. O

Lemme 9.2.13 Soit K un ensemble conveze fermé non vide de V. Alors K est fermé pour
la convergence faible.

De plus, si J est conveze et semi-continue inférieurement sur K (voir I’Ezercice 9.1.3
pour cette notion), alors J est aussi semi-continue inférieurement sur K pour la convergence
faible.

Démonstration. Par définition, si u™ converge faiblement vers u, alors L(u™) converge vers
L(u). Par conséquent, un demi-espace fermé de V' est fermé pour la convergence faible. Le
Lemme 9.2.12 permet d’obtenir la méme conclusion pour K.

D’aprés les hypothéses sur J, 'ensemble Epi(J) (défini a la Remarque 9.2.2) est un
convexe fermé de R x V, donc il est aussi fermé pour la convergence faible. On en dé-
duit alors facilement le résultat : si la suite (v") tend faiblement vers v dans K, alors
liminf, o J(v™) > J(v). O

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour finir.
Démonstration du Théoréme 9.2.7. D’aprés (9.3), toute suite minimisante (u") est
bornée. On déduit alors du Lemme 9.2.11 qu'il existe une sous-suite (u”/) convergeant faible-
ment vers une limite v € V. Mais, d’aprés le Lemme 9.2.13, u € K et

J(u) < limkinf J(u™) = inf J(v) .

veK

Le point u est donc bien un minimum de v sur K. |
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Chapitre 10

CONDITIONS
D’OPTIMALITE ET
ALGORITHMES

10.1 Généralités

10.1.1 Introduction

Dans le Chapitre 9 nous nous sommes intéressés aux questions d’existence de
minimum aux problémes d’optimisation. Dans ce chapitre, nous allons chercher &
obtenir des conditions nécessaires et parfois suffisantes de minimalité. L’objectif est
d’une certaine maniére beaucoup plus pratique, puisque ces conditions d’optimalité
seront le plus souvent utilisées pour tenter de calculer un minimum (parfois méme
sans avoir su démontrer son existence!). L’idée générale des conditions d’optimalité est
la méme que celle qui, lorsque I'on calcule 'extremum d’une fonction sur R, consiste
A écrire que sa dérivée doit s’annuler.

Ces conditions vont donc s’exprimer a ’aide de la dérivée premiére (conditions
d’ordre 1) ou seconde (conditions d’ordre 2). Nous obtiendrons surtout des conditions
nécessaires d’optimalité, mais l'utilisation de la dérivée seconde ou l'introduction
d’hypothéses de convexité permettront aussi d’obtenir des conditions suffisantes, et
de distinguer entre minima et maxima.

Ces conditions d’optimalité généralisent la remarque élémentaire suivante : si xg
est un point de minimum local de J sur l'intervalle [a,b] C R (J étant une fonction
dérivable sur [a, b]), alors on a

J'(zo) > 0sixzg=a, J(xg) =0siwzg €la,b], J'(x0) <0sizg=0b.

Meéme si elle est bien connue du lecteur, rappelons la démonstration de cette re-
marque : si g € [a,b], on peut choisir x = xg + h avec h > 0 petit et écrire

303
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J(x) > J(xg), dou J(zg) + hJ' (x0) + o(h) > J(xg); ce qui donne J'(zg) > 0 en

divisant par h et en faisant tendre h vers 0. De méme obtient-on J'(xg) < 0 si

xo €Ja,b] en considérant x = xy — h. Remarquons également (c’est la condition d’or-

dre 2) que si g €]a, b[ et si J' est dérivable en x¢, on a alors J”(zo) > 0 (en effet, on
2

a J(xg) + %J”(l‘g) +0(h?) > J(xo) pour h assez petit).

La stratégie d’obtention et de démonstration des conditions de minimalité est
donc claire : on tient compte des contraintes (z € [a,b] dans Iexemple ci-dessus)
pour tester la minimalité de xy dans des directions particuliéres qui respectent les
contraintes (ro + h avec h > 0 si 9 € [a,b[, zo — h avec h > 0 si xy €]a,b]) : on
parlera de directions admissibles. On utilise ensuite la définition de la dérivée (et
les formules de Taylor & l’ordre 2) pour conclure. C’est exactement ce que nous allons
faire dans ce qui suit !

Le plan de ce chapitre est le suivant. Le reste de cette section est consacrée a
préciser quelques notations et & rappeler des notions élémentaires de dérivabilité. La
Section 10.2 donne la forme des conditions nécessaires d’optimalité dans deux cas
essentiels : lorsque ’ensemble des contraintes est convexe on obtient une inéquation
d’Euler; lorsqu’il s’agit de contraintes égalités ou inégalités, on obtient une équation
faisant intervenir des multiplicateurs de Lagrange. La Section 10.3 est consacrée
au théoréme de Kuhn et Tucker qui affirme que, sous certaines hypothéses de
convexité, les conditions nécessaires d’optimalité sont aussi suffisantes. On y donne
aussi un bref apergu de la théorie de la dualité. La Section 10.4 explore trois ap-
plications de I'optimisation & des systémes modélisés par des équations différentielles
ordinaires ou aux dérivées partielles. Finalement, la Section 10.5 traite des algo-
rithmes numeériques d’optimisation. On étudie principalement les algorithmes
de gradient qui sont les plus importants en pratique.

10.1.2 Différentiabilité

Désormais (et nous ne le rappellerons plus systématiquement), nous supposerons
que V est un espace de Hilbert réel, et que le critére J est une fonction continue a
valeurs dans R. Le produit scalaire dans V est toujours noté (u, v) et la norme associée
Jull.

Commencons par introduire la notion de dérivée premiére de J puisque nous en
aurons besoin pour écrire des conditions d’optimalité. Lorsqu’il y a plusieurs variables
(c’est-a-dire si I'espace V n’est pas R), la “bonne” notion théorique de dérivabilité,
appelée différentiabilité au sens de Fréchet, est donnée par la définition suivante.

Définition 10.1.1 On dit que la fonction J, définie sur un voisinage de v € V a
valeurs dans R, est dérivable (ou différentiable) au sens de Fréchet en u s’il existe
une forme linéaire continue sur V., L € V', telle que

J(u+w) = J(u)+ L(w) + o(w) , avec lim lolw)] _ 0. (10.1)

w=0 fwl
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On appelle L la dérivée (ou la différentielle, ou le gradient) de J en u et on note
L=J(u).

Remarque 10.1.2 La Définition 10.1.1 est en fait valable si V' est seulement un
espace de Banach (on n’utilise pas de produit scalaire dans (10.1)). Cependant, si V'
est un espace de Hilbert, on peut préciser la relation (10.1) en identifiant V' et son
dual V' grace au Théoréme de représentation de Riesz 12.1.18. En effet, il existe un
unique p € V tel que (p,w) = L(w), donc (10.1) devient

J(u+w) =J(u)+ (p,w) +o(w) , avec lim lo(w)] =0. (10.2)

w=0 ||wl]
On note aussi parfois p = J'(u), ce qui peut préter a confusion... La formule (10.2) est
souvent plus “naturelle” que (10.1), notamment si V = R" ou V = L?(Q2). Par contre,
elle peut étre d’interprétation un peu plus délicate pour des espaces de Hilbert plus
“compliqués” comme V = H!(Q) (voir I'Exercice 10.1.5). °

Dans la plupart des applications, il suffit souvent de déterminer la forme linéaire
continue L = J'(u) € V' car on n’a pas besoin de I’expression explicite de p = J'(u) €
V lorsque V' est identifié & V. En pratique, il est plus facile de trouver I’expression
explicite de L que celle de p, comme le montrent les exercices suivants.

Exercice 10.1.1 Montrer que (10.1) implique la continuité de J en w. Montrer aussi
que, si deux formes linéaires continues L1, Lo vérifient

{ J(u+w) > J(u)+ L1 (w) + o(w) ,

J(u+w) < J(u) + La(w) + o(w) , (10.3)

alors .J est dérivable et Ly = Ly = J'(u).

Exercice 10.1.2 (essentiel!) Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x
V. Soit L une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = Sa(u,u) — L(u). Montrer
que J est dérivable sur V' et que (J'(u),w) = a(u,w) — L(w) pour tout u,w € V.

Exercice 10.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € RY. Pour z € RY, on

pose J(z) = LAz - x — b- . Montrer que J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour

tout z € RY.
Exercice 10.1.4 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = L?(Q) (£ étant un ouvert de
RY), a(u,v) = [,uvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). En identifiant V et V7,

montrer que J'(u) = u — f.

Exercice 10.1.5 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = H}(Q) (Q étant un ouvert de
RY) que I'on munit du produit scalaire

(u,v) = /Q (Vu - Vo + uv) dx.



306 CHAPITRE 10. CONDITIONS D’OPTIMALITE ET ALGORITHMES

On pose a(u,v) = [, Vu-Vodz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). Montrer (au
moins formellement) que J'(u) = —Au - f dans V/ = H~1(2). Montrer que, si on
identifie V et V', alors J'(u) = ug ol ug est I'unique solution dans H}(Q) de

—Aug+ug =—Au— f dans ),
ug =0 sur ON).

Exercice 10.1.6 Soit 2 un ouvert borné de RY (on pourra se restreindre au cas ou
N =1avec Q =]0, 1]). Soit L = L(p, t, z) une fonction continue sur RN xR x (Y, dérivable
par rapport a p et t sur cet ensemble, de dérivées partlelles et o Llpsch|t2|ennes sur

cet ensemble. On pose V = H(Q) et J(v) = / L(Vv(x)m(x),x)dx.
Q

1. Montrer que J est dérivable sur H}(f2) et que

) = [ (GTu) 0o - Vule) + G (Vata) ) () ) d

2. Si N =1 et Q =|0,1], montrer que, si u € H}(0,1) satisfait J'(u) = 0, alors u
vérifie

(5 w@ae.) ) < Fewa.a) =0, o

presque partout dans l'intervalle 0, 1].

3. Si L ne dépend pas de z (i.e. L = L(p,t)) et si u € C%(]0,1]) est une solution de
I’équation différentielle (10.4), montrer que la quantité

oL

L(u’(m), u(x)) — u’(x)a—p (u’(ﬂc)7 u(x))

est constante sur l'intervalle [0, 1].

Remarque 10.1.3 Il existe d’autres notions de différentiabilité, plus faible que celle
au sens de Fréchet. Par exemple, on rencontre souvent la définition suivante. On dit
que la fonction J, définie sur un voisinage de u € V' a valeurs dans R, est, différentiable
au sens de Gateaux en u s’il existe L € V' tel que

Vwev , Im 20w =J@
6—0,6>0 )

= L(w) . (10.5)

On parle aussi de différentiabilité directionnelle et w est la direction de dérivation
dans (10.5). L’intérét de cette notion est que la vérification de (10.5) est plus aisée
que celle de (10.1). Cependant, si une fonction dérivable au sens de Fréchet Pest aussi
au sens de Gateaux, la réciproque est fausse, méme en dimension finie, comme le
montre I'exemple suivant dans R?

26

T@y) = e s

pour (z,y) #(0,0) , J(0,0)=0.
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Convenons que, dans ce qui suit, nous dirons qu’une fonction est dérivable lorsqu’elle
I’est au sens de Fréchet, sauf mention explicite du contraire. °

Examinons maintenant les propriétés de base des fonctions convexes dérivables.

Proposition 10.1.4 Soit J une application différentiable de V' dans R. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

J est convexe sur V| (10.6)
J() > J(u)+ (J'(u),v —u) Yu,veV, (10.7)
(J'(u) = J'(v),u—v) >0 VuveV. (10.8)

Proposition 10.1.5 Soit J une application différentiable de V dans R et o > 0. Les
assertions suivantes sont équivalentes

J est a-convexe sur V , (10.9)
J(v) > J(u) + (J'(u),v — u) + %Hv w2 VuveV, (10.10)
(J'(u) = J (v),u—v) >alu—v|* YuveV. (10.11)

Remarque 10.1.6 Les conditions (10.10) et (10.7) ont une interprétation géométrique
simple. Elles signifient que la fonction convexe J(v) est toujours au dessus de son
plan tangent en u (considéré comme une fonction affine de v). Les conditions (10.11)
et (10.8) sont des hypothéses de monotonie ou de croissance de J'. Par ailleurs, si

J(u) = ta(u,u) — L(u) avec a une forme bilinéaire symétrique continue sur V et
L une forme linéaire continue sur V', alors I’'Exercice 10.1.2 montre que (10.11) est
exactement la définition de la coercivité de a. °

Démonstration. Il suffit de démontrer la Proposition 10.1.5 en observant que le cas
a = 0 donne la Proposition 10.1.4. Montrons que (10.9) implique (10.10). Comme .J
est a-convexe, on vérifie aisément (par récurrence) que, pour tout k > 1,

1 1 1 1 « 1
7 (= geut ev) £ (- )0+ 530700 = 58 (1= o) = ol

d’ou

o 1

ok [J (u+ L u)) - J(u)} < () = I) — S0 = )=

2k

En faisant tendre k vers +o0, on trouve (10.10). Pour obtenir (10.11) il suffit d’addi-
tionner (10.10) avec lui-méme en échangeant u et v.
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Montrons que (10.11) implique (10.9). Pour u,v € Vet t € R, on pose ¢(t) = J(u+
t(v—u)). Alors o est dérivable et donc continue sur R, et ¢’ (¢) = (J' (u+t(v—u)),v—u),
de sorte que, d’aprés (10.11)

Ot)— @ (s) > alt—s)|lv—ul*> si t>s. (10.12)
Soit € €]0, 1[. En intégrant 'inégalité (10.12) det=0at=1etdes=0a s=46, on
obtient
afd(l1—46
00(1) + (1 - 0)2(0) - p(0) > 2200

c’est-a-dire (10.9). O

lo = ul®,

Exercice 10.1.7 Montrer qu'une fonction J dérivable sur V' est strictement convexe si
et seulement si

J(v) > J(u) + (J'(u),v —u) Vu,veV avec u#v,

ou encore
(J'(u) = J' (v),u—v) >0 Vu,v€V avec u#uv.

Terminons cette sous-section en définissant la dérivée seconde de .J. Remarquons
tout d’abord qu’il est trés facile de généraliser la Définition 10.1.1 de différentiabilité
au cas d’une fonction f définie sur V & valeurs dans un autre espace de Hilbert W
(et non pas seulement dans R). On dira que f est différentiable (au sens de Fréchet)
en u s’il existe une application linéaire continue L de V dans W telle que

flutw) = fu) + Lw) + o(w) , avec Tim 120w

=0. 10.13
a2 v (10.13)

On appelle L = f’(u) la différentielle de f en u. La définition (10.13) est utile pour
définir la dérivée de f(u) = J'(u) qui est une application de V' dans son dual V”.

Définition 10.1.7 Soit J une fonction de V dans R. On dit que J est deux fois
dérivable en u € V si J est dérivable dans un voisinage de u et si sa dérivée J'(u) est
dérivable en uw. On note J'(u) la dérivée seconde de J en u qui vérifie

J(u+w)=Jw)+J"(w)w+o(w) , avec lim lloCw)iv: =0.
w=0 [Jwlly

Telle qu’elle est définie la dérivée seconde est difficile & évaluer en pratique car
J"(u)w est un élément de V'. Heureusement, en la faisant agir sur v € V' on obtient
une brave forme bilinéaire continue sur V' x V que l'on notera J"”(u)(w,v) en lieu et
place de (J”(u)w) v. Nous laissons au lecteur le soin de prouver le résultat élémentaire
suivant.
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Lemme 10.1.8 Si J est une fonction deux fois dérivable de V- dans R, elle vérifie

/ Lo > - o|lw]*)
Ju+w) = Ju)+J (u)w+§J (w)(w, w)+o(||Jw||?), avec ilin =0, (10.14)

0 [lw|]?
ot J"(u) estidentifiée a une forme bilinéaire continue sur V x V.

En pratique c’est J”(u)(w, w) que lon calcule.

Exercice 10.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x V. Soit L une
forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = $a(u,u) — L(u). Montrer que J est deux
fois dérivable sur V et que J”(u)(v,w) = a(v,w) pour tout u,v,w € V. Appliquer ce

résultat aux exemples des Exercices 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.

Lorsque J est deux fois dérivable on retrouve la condition usuelle de convexité : si
la dérivée seconde est positive, alors la fonction est convexe.

Exercice 10.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V les conditions des
Propositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respectivement équivalentes a

J'(uw)(w,w) >0 et J"(u)(w,w)>ajw|* Yu,weV. (10.15)

10.2 Conditions d’optimalité

10.2.1 Inéquations d’Euler et contraintes convexes

Nous commencons par formuler les conditions de minimalité lorsque 1’ensemble
des contraintes K est convexe, cas ou les choses sont plus simples (nous supposerons
toujours que K est fermé non vide et que J est continue sur un ouvert contenant
K). L’idée essentielle du résultat qui suit est que, pour tout v € K, on peut tester
Poptimalité de u dans la “direction admissible” (v—u) car u+h(v—u) € K sih € [0,1].

Théoréme 10.2.1 (Inéquation d’Euler, cas convexe) Soit u € K conveze. On
suppose que J est différentiable en u. Si u est un point de minimum local de J sur

K, alors
(J'(u),v—u)y >0 VveK. (10.16)

Siu € K wvérifie (10.16) et si J est convexe, alors u est un minimum global de J sur
K.

Remarque 10.2.2 On appelle (10.16), “inéquation d’Euler”. Il s’agit d’une condition
nécessaire d’optimalité qui devient nécessaire et suffisante si J est convexe. La
condition (10.16) exprime que la dérivée directionnelle de J au point u dans toutes
les directions (v — u), qui sont rentrantes dans K, est positive, c’est-a-dire que la
fonction J ne peut que croitre localement & l'intérieur de K. Il faut aussi remarquer
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que, dans deux cas importants, (10.16) se réduit simplement a 1’équation d’Euler
J'(u) = 0. En premier lieu, si K =V, v— u décrit tout V lorsque v décrit V, et donc
(10.16) entraine J'(u) = 0. D’autre part, si u est intérieur & K, la méme conclusion
s’impose. °

Démonstration. Pour v € K et h €]0,1], u+ h(v —u) € K, et donc
Juw+h(v—u)) — J(u)
h

On en déduit (10.16) en faisant tendre h vers 0. Le caractére suffisant de (10.16) pour
une fonction convexe découle immédiatement de la propriété de convexité (10.7). O

>0. (10.17)

Exercice 10.2.1 Soit K un convexe fermé non vide de V. Pour x € V', on cherche la
projection zx € K de x sur K (voir le Théoréme 12.1.10)

lz = x| = min flo -yl
Montrer que la condition nécessaire et suffisante (10.16) se raméne exactement a (12.1).

Exercice 10.2.2 Soit A une matrice réelle d'ordre p x n et b € RP. On considére le

probléme “aux moindres carrés”
inf {|Az — o]
xeR'n

Montrer que ce probléme admet toujours une solution et écrire I'équation d'Euler corre-
spondante.

Exercice 10.2.3 On reprend I'Exemple 9.1.6

inf {J(m) = %Ax-x—bx}

ze KerB

avec A matrice symétrique carrée d’ordre n, et B de taille m x n (m < n). Montrer qu'’il
existe une solution si A est positive et b € (KerA N KerB)!, et qu'elle est unique si A
est définie positive. Montrer que tout point de minimum T € R"™ vérifie

AT — b= B*p avecp € R™.

Exercice 10.2.4 On reprend |I'Exemple 9.1.10. Montrer que |'équation d'Euler vérifiée
par le point de minimum u € H}(Q2) de

inf {J(v)—1/|Vv|2dx—/fvdx}
vEH} () 2 Ja Q

est précisément la formulation variationnelle

/Vu-Vvdxz/fvdm Yo € Hy (Q).
Q Q

(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)
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Exercice 10.2.5 Soit K un convexe fermé non vide de V', soit a une forme bilinéaire
symétrique continue coercive sur V, et soit L une forme linéaire continue sur V. Montrer
que J(v) = $a(v,v) — L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrer
que u est aussi I'unique solution du probléme (appelé inéquation variationnelle)

ueK et alu,v—u)>Llv—u) Vve K.

Exercice 10.2.6 Soit J; et J5 deux fonctions convexes continues sur une partie convexe
fermée non vide K C V. On suppose que J; seulement est dérivable. Montrer que u € K
est un minimum de J; + J> si et seulement si

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) >0 VveK.

Les remarques suivantes, qui sont des applications simples du Théoréme 10.2.1,
vont nous donner l'intuition de la notion de “multiplicateur de Lagrange” qui sera
développée a la Sous-section suivante.

Remarque 10.2.3 Examinons le cas particulier ot K est un sous-espace affine fermé
de V. On suppose donc que K = ug+P, olt ug € V et ou P est un sous-espace vectoriel
fermé de V. Alors, lorsque v décrit K, v — u est un élément quelconque de P si bien
que (10.16) équivaut a

(J'(u)yw)y =0 YweP,

c’est-a-dire J'(u) € PL. En particulier, si P est une intersection finie d’hyperplans,
c’est-a-dire si

P={veV , {(a,v)=0 pour 1<i< M},

olt ai,...,an, sont donnés dans V, alors (le lecteur vérifiera que) P~ est I'espace
vectoriel engendré par la famille (a;)1<i<a. La condition d’optimalité s’écrit donc
sous la forme :

M
weK et I\, A ER , J(u)+ Y Nai=0, (10.18)

i=1

et les réels \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange. Nous verrons au Théoréme
10.2.8 leur role plus général et fondamental. °

Remarque 10.2.4 Supposons maintenant que K est un cone convexe fermé; ce qui
signifie que K est un ensemble convexe fermé tel que Av € K pour tout v € K et tout
A > 0. En prenant v = 0 puis v = 2u dans (10.16), on obtient que

(J'(u),u) =0. (10.19)
Par conséquent, (10.16) implique que

(J'(u),w) >0 YweK. (10.20)
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En fait, (10.16) est équivalent & (10.19) et (10.20). Dans le cas ou
K={veV | Aa;,v)y<0 pour 1<i<M},

ol ajy,...,ap sont donnés dans V, le Lemme de Farkas 10.2.17 (voir ci-dessous)
montre alors que

M
weK et 3N, Ay >0, J(W+> Nai=0, (10.21)
i=1

et ’égalité (10.19) montre que A; = 0 si (a;,u) < 0. Les réels positifs ou nuls A; sont
encore appelés multiplicateurs de Lagrange. Nous verrons au Théoréme 10.2.15
leur role plus général et fondamental. °

Terminons cette sous-section en donnant une condition d’optimalité du deux-
iéme ordre.

Proposition 10.2.5 On suppose que K =V et que J est deuz fois dérivable en wu.
Si u est un point de minimum local de J, alors

J'(w)y=0 et J'(u)(ww)>0 YweV. (10.22)
Réciproquement, si, pour tout v dans un voisinage de u,

J(w)y=0 et J'()(w,w)>0 YweV, (10.23)
alors u est un minimum local de J.

Démonstration. Si u est un point de minimum local, on sait déja que J'(u) = 0 et
la formule (10.14) nous donne (10.22). Réciproquement, si u vérifie (10.23), on écrit
un développement de Taylor & lordre deux (au voisinage de zéro) avec reste exact
pour la fonction ¢(t) = J(u + tw) avec t € R et on en déduit aisément que u est un
minimum local de J (voir la Définition 9.1.1). O

10.2.2 Multiplicateurs de Lagrange

Cherchons maintenant & écrire des conditions de minimalité lorsque 1’ensemble K
n’est pas convexe. Plus précisément, nous étudierons des ensembles K définis par des
contraintes d’égalité ou des contraintes d’inégalité (ou les deux a la fois). Nous
commencons par une remarque générale sur les directions admissibles.

Définition 10.2.6 En tout point v € K, I’ensemble

w " N n * \N
K(v)—{ eV,3(w") e KN, I(e") e RN, :w}

3 n __ 2 n __ 3 v
limy, 4o v = v, dimy 400 €™ =0, limy, 400 “

est appelé le cone des directions admissibles au point v.



10.2. CONDITIONS D’OPTIMALITE 313

En termes plus imagés, on peut dire aussi que K (v) est 'ensemble de tous les
vecteurs qui sont tangents en v & une courbe contenue dans K et passant par v (si K
est une variété réguliére, K (v) est simplement 1’espace tangent & K en v). Autrement
dit, K (v) est 'ensemble de toutes les directions possibles de variations a partir de v
qui restent infinitésimalement dans K.

En posant w™ = (v™—v)/e", on peut aussi dire de fagon équivalente que w € K (v)
si et seulement si il existe une suite w™ dans V' et une suite €” dans R telles que

lim w"=w, lim &"=0etv+c"w" €K Vn.
n——+00 n——+o0o
1l est facile de vérifier que 0 € K(v) (prendre la suite constante v = v) et que
Pensemble K (v) est un cone, c’est-a-dire que Aw € K (v) pour tout w € K (v) et tout
A > 0.

Exercice 10.2.7 Montrer que K (v) est un céne fermé et que K (v) = V si v est intérieur
a K. Donner un exemple ot K (v) est réduit a {0}.

L’intérét du cone des directions admissibles réside dans le résultat suivant, qui
donne une condition nécessaire d’optimalité. La démonstration, trés simple, est lais-
sée au lecteur.

Proposition 10.2.7 (Inéquation d’Euler, cas général) Soit u un minimum lo-
cal de J sur K. Si J est différentiable en u, on a

(J'(u),w) >0 Vwe K(u).

Nous allons maintenant préciser la condition nécessaire de la Proposition 10.2.7
dans le cas ou K est donné par des contraintes d’égalité ou d’inégalité. Les
résultats que nous obtiendrons vont généraliser ceux des Remarques 10.2.3 et 10.2.4.

Contraintes d’égalité
Dans ce premier cas on suppose que K est donné par
K={veV, F()=0}, (10.24)

ot F(v) = (F1(v),..., Far(v)) est une application de V' dans R™, avec M > 1. La
condition nécessaire d’optimalité prend alors la forme suivante.

Théoréme 10.2.8 Soit u € K ot K est donné par (10.24). On suppose que J est
dérivable en u € K et que les fonctions (F;)1<i<m sont contindment dérivables dans
un voisinage de u. On suppose de plus que les vecteurs (Fz’(u)) L<i< g SONt linéairement
indépendants. Alors, siu est un minimum local de J sur K, il existe Xy, ..., € R,
appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

M
J' () + ¥ NiF/(u)=0. (10.25)
i=1
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Démonstration. Comme les vecteurs (F(u)) sont linéairement indépendants,

1<i<M
le théoréme des fonctions implicites permet de montrer que

Ku)={weV , (F/(u),w)=0 pour i=1,...,M}, (10.26)
ou de facon équivalente
M
K(u) = () [Fw)]". (10.27)
i=1

Nous ne détaillons pas la preuve de (10.26) qui est un résultat classique de calcul dif-
férentiel (voir par exemple [5]) et qui requiert que chaque fonction F; soit continiment
différentiable (c’est-a-dire que la fonction v — F}(u) soit continue). En fait, I (u) est
Pespace tangent a la variété K au point u. Comme K (u) est un espace vectoriel, on
peut prendre successivement w et —w dans la Proposition 10.2.7, ce qui conduit a

M
(J'(u),w) =0 Ywe () [Fw)]",
i=1

c’est-a-dire que .J'(u) est engendré par les (F}(u)) notons que les multiplica-

1<i<M (
teurs de Lagrange sont définis de maniére unique). Une autre démonstration (plus
géometrique) est proposé dans la preuve de la Proposition 10.2.11. g

Remarque 10.2.9 Lorsque les vecteurs (Fi' (u)) sont linéairement indépen-

1<i<M
dants (ou libres), on dit que ’on est dans un cas régulier. Dans le cas contraire, on
parle de cas non régulier et la conclusion du Théoréme 10.2.8 est fausse comme le
montre I’exemple suivant.

Prenons V=R, M =1, F(v) =v% J(v) = v, dot K = {0}, u =0, F'(u) =0 :il
s’agit donc d’un cas non régulier. Comme J'(u) = 1, (10.25) n’a pas lieu. °

Pour bien comprendre la portée du Théoréme 10.2.8, nous 'appliquons sur I’Ex-

emple 9.1.6
. 1
merrl}(lgB{J(x) = §Ax~x—b~x},

ou A est symétrique définie positive d’ordre n, et B de taille m x n avec m < n. On
note (b;)1<i<m les m lignes de B et on a donc m contraintes b; - © = 0. Pour simplifier
on suppose que le rang de B est m, c’est-a-dire que les vecteurs (b;) sont libres. Si le
rang de B est m’ < m, alors (m—m’) lignes de B sont engendrées par m’ autres lignes
libres de B. Il y a donc (m —m’) contraintes redondantes que ’on peut éliminer et on
se rameéne au cas d’une matrice B’ de taille m’ x n et de rang maximal m’. Comme
le rang de B est m, les (b;) sont libres et on peut appliquer la conclusion (10.25). 1l
existe donc un multiplicateur de Lagrange p € R™ tel que un point de minimum ¥
vérifie

AT — b= ipibi = B*p.
i=1
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Comme A est inversible, on en déduit la valeur 7 = A~!(b+ B*p). Par ailleurs BT = 0
et, comme B est de rang maximal, la matrice BA~!B* est inversible, ce qui conduit

N

a
~(BAT'BY) 'BATY et 7= A7 (1d- B (BAT'BY) T BAT) b

Notons que le multiplicateur de Lagrange p est unique. Si B n’est pas de rang m,
I'Exercice 10.2.3 montre qu'il existe quand méme p solution de BA~'B*p = —BA~'b
mais qui n’est unique qu’a ’addition d’un vecteur du noyau de B* prés.

Exercice 10.2.8 Généraliser les résultats ci-dessus pour cette variante de |'Exemple
9.1.6

Bx=c

1
min {J(m) = §Aaj-x—b-m},
ol ¢ € R™ est un vecteur donné.

Exercice 10.2.9 Appliquer le Théoréme 10.2.8 a I'Exemple 9.1.7 et en déduire que les
points de minimum de J sur la sphére unité sont des vecteurs propres de A associés a la
plus petite valeur propre.

Exercice 10.2.10 En utilisant les résultats précédents et ceux de |'Exercice 10.1.6, mon-
trer que la solution du probléme de Didon (Exemple 9.1.11) est nécessairement un arc de
cercle.

Exercice 10.2.11 On étudie la premiére valeur propre du Laplacien dans un domaine
borné ) (voir la Section 7.3). Pour cela on introduit le probléme de minimisation sur
K =A{ve Hj(Q), [,vide=1}

min{ / |Vl dx}
veEK

Montrer que ce probléme admet un minimum (on montrera que K est compact pour les
suites minimisantes a |'aide du Théoréme de Rellich 4.3.21). Ecrire I'équation d'Euler de
ce probléme et en déduire que la valeur du minimum est bien la premiére valeur propre et
que les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

Exercice 10.2.12 Soit A une matrice n x n symétrique définie positive et b € R" non
nul.

1. Montrer que les problémes

sup b-x et sup b-x
Az-z<1 Az-z=1

sont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théoréme 10.2.8 pour calculer
cette solution et montrer qu’elle est unique.
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2. On introduit un ordre partiel dans I'ensemble des matrices symétriques définies
positives d'ordre n en disant que A > B si et seulement si Ax - x > Bx - x pour
tout & € R™. Déduire de la question précédente que, si A > B, alors B~1 > A~L.

Exercice 10.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées
en tout point de l'espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la vitesse
microscopique v € R Les quantités macroscopiques, comme la densité du gaz p, sa
vitesse u, et sa température T, se retrouvent grace aux moments de la fonction f(v)

1 N 1
p= [ f@dv, pu= [ v, st Ger =5 [ pPfE)d.
. . 2 2 2 Jan
(10.28)
Boltzmann a introduit I'entropie cinétique H (f) définie par

()= | f0)log (f(v) dv.

Montrer que H est strictement convexe sur |'espace des fonctions f(v) > 0 mesurables
telle que H(f) < +00. On minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment
(10.28), et on admettra qu’il existe un unique point de minimum A (v). Montrer que ce
point de minimum est une Maxwellienne définie par

M(v) = W exp (— id Q_T“|2>.

Remarque 10.2.10 Pour obtenir un nouvel éclairage sur le Théoréme 10.2.8 on
introduit la fonction £, appelée Lagrangien du probléme de minimisation de J sur
K, définie sur V x RM par

M
L(v,p) = J(v) + Y wiFy(v) = J(v) + p- F(v),
i=1

Si u € K est un minimum local de J sur K, le Théoréme 10.2.8 nous dit alors que,
dans le cas régulier, il existe A € RM tel que
oL oL

%(U,)\):O 5 a—ﬂ(u,)\)zo,

puisque %(u,)\) =F(u)=0siuec K et g—f(u, A) = J'(u) + A\F'(u) = 0 d’aprés

(10.25). On peut ainsi écrire la contrainte et la condition d’optimalité comme 1’annu-
lation du gradient (la stationnarité) du Lagrangien. Remarquons que le Lagrangien
permet en quelque sorte d’éliminer les contraintes d’égalité, au prix du rajout de la
variable u € RM | car

J(v) si F(v)

56%51 Llv, p) = { +oo  si F(v) #0,
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et donc
inf = inf .
vevi Fo=o? VLTI 2P )

Nous donnons maintenant une condition nécessaire d’optimalité du deuxiéme
ordre.

Proposition 10.2.11 On se place sous les hypothéses du Théoréeme 10.2.8 et on sup-
pose que les fonctions J et Iy, ..., Fyr sont deux fois continiment dérivables et que les
vecteurs (Fi/(u))1<i<M sont linéairement indépendants. Soit A € RM le multiplicateur
de Lagrange défini par le Théoréme 10.2.8. Alors tout minimum local u de J sur K
vérifie

M M
(J”(u) + ZAJ{’(@) (w,w) >0 Yw e K(u) =) [F()]". (10.29)
i=1 =1

Démonstration. Supposons qu'’il existe un chemin admissible de classe C?, c’est-a-
dire une fonction t — u(t) de [0, 1] dans V telle que u(0) = w et F'(u(t)) = 0 pour tout
t € [0, 1]. Par définition, la dérivée u/(0) appartient au cone des directions admissibles
K (u). On pose

Jt) =J(u(®)) et fi(t) =F(u(t)) pour1<i< M.
En dérivant on obtient
7'(t) = (J'(u(®),u' () et fi(t) = (F{(u(t)),u'(t)) pourl<i<M,
et
7)) =T (u®) (@), u' (1) + I (ut)), u" (1))
£ = F'(u@®) (W' @), (1) + (F (u(t)),u"(#)) pour 1 <i <M.

Comme f;(t) = 0 pour tout ¢ et puisque 0 est un minimum de j(¢), on en déduit
7'(0) =0, 77(0) > 0, et f/(0) = f/(0) = 0. Les conditions f/(0) = 0 nous disent que
u’(0) est orthogonal au sous-espace engendré par (F{(u))KKM (qui est égal & K (u)
quand cette famille est libre), tandis que j/(0) = 0 signifie que J’(u) est orthogonal
a u/(0). Si «/(0) décrit tout K (u) lorsque on fait varier les chemins admissibles, on
en déduit que J'(u) et les F/(u) appartiennent au méme sous-espace (I'orthogonal de
K (u)). On retrouve ainsi la condition du premier ordre : il existe A € RM tel que

M
J'(u) + Y NF (u) =0. (10.30)
i=1
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Les conditions f/(0) = 0 impliquent que

M
0= 3 (B ) (w (0. (0)) + {F (). " (0)))

tandis que j”(0) > 0 donne
J" (u) (u'(0), ' (0)) + (J' (u), w"(0)) = 0.

Grace a (10.30) on peut éliminer les dérivées premiéres et u”(0) pour obtenir (en
sommant les deux derniéres équations)

M
(Z NE! (u) + J”(u)> (' (0),4/(0)) >0,
i=1

qui n’est rien d’autre que (10.29) lorsque v'(0) parcourt K (u).

L’existence de tels chemins admissibles u(t) et le fait que l'ensemble des u/(0)
décrit la totalité du cone des directions admissibles K (u) est une conséquence du
théoréme des fonctions implicites que l'on peut appliquer grace a I’hypothése que la
famille (Fi/(u))lgigM est libre (voir par exemple [5]). O
Exercice 10.2.14 Calculer la condition nécessaire d'optimalité du second ordre pour les
Exemples 9.1.6 et 9.1.7.

Contraintes d’inégalité

Dans ce deuxiéme cas on suppose que K est donné par
K={veV, F{<0 pour 1<i<M}, (10.31)

ou Fi, ..., Fi sont des fonctions continues de V' dans R. Lorsque 'on veut déterminer
le cone des directions admissibles K (v), la situation est un peu plus compliquée que
précédemment car toutes les contraintes dans (10.31) ne jouent pas le méme role
selon le point v ot l’on calcule K (v). En effet, si F;(v) < 0, il est clair que, pour toute
direction w € V' et pour ¢ suffisamment petit, on aura aussi F;(v 4+ cw) < 0 (on dit
que la contrainte 7 est inactive en v). Par contre, si F;(v) = 0, il faudra imposer des
conditions sur le vecteur w € V pour que, pour tout € > 0 suffisamment petit, F;(v+
ew) < 0. Afin que toutes les contraintes dans (10.31) soient satisfaites pour (v+ew) il
va donc falloir imposer des conditions sur w, appelées conditions de qualification.
Grosso modo, ces conditions vont garantir que ’on peut faire des “variations” autour
d’un point v afin de tester son optimalité. Il existe différents types de conditions
de qualification (plus ou moins sophistiquées et générales). Nous allons donner une
définition dont le principe est de regarder sur le probléme linéarisé s’il est possible de
faire des variations respectant les contraintes linéarisées. Ces considérations de “calcul
des variations” motivent les définitions suivantes.
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Définition 10.2.12 Soit uw € K. L’ensemble I(u) = {i € {1,...,M} , F;(u) = 0}
est appelé l'ensemble des contraintes actives en u.

Définition 10.2.13 On dit que les contraintes (10.31) sont qualifiées en u € K si
et seulement si il existe une direction W € V telle que l'on ait pour tout i € I(u)

ou bien (F!(u),w) <0,
0

ou bien (F!(u),w)

(3

gl

(10.32)

et F; est affine.

Remarque 10.2.14 La direction w est en quelque sorte une “direction rentrante”
puisque on déduit de (10.32) que u + cw € K pour tout € > 0 suffisamment petit.
Bien str, si toutes les fonctions F; sont affines, on peut prendre w = 0 et les contraintes
sont automatiquement qualifiées. Le fait de distinguer les contraintes affines dans la
Définition 10.2.13 est justifié non seulement parce que celles-ci sont qualifiées sous
des conditions moins strictes, mais surtout en regard de 'importance des contraintes
affines dans les applications (comme le montre les exemples du Chapitre 9). °

Nous pouvons alors énoncer les conditions nécessaires d’optimalité sur I’ensemble
(10.31).

Théoréme 10.2.15 On suppose que K est donné par (10.31), que les fonctions J et
Fy, ..., Fy sont dérivables en u et que les contraintes sont qualifiées en u. Alors, si
u est un minimum local de J sur K, il existe \1,..., A\pr > 0, appelés multiplicateurs
de Lagrange, tels que

M
T+ Y NF/(w)=0, \>0, X\=0siFu)<0 Vie{l,...,M}. (10.33)
i=1
Remarque 10.2.16 On peut réécrire la condition (10.33) sous la forme suivante
M
J'(u)—I—Z NF/(u)=0, A>0 , X-F(u)=0,
i=1

ol A > 0 signifie que chacune des composantes du vecteur A = (A1, ..., Ays) est positive,
puisque, pour tout indice ¢ € {1,..., M}, on a soit F;(u) = 0, soit A\; = 0. Le fait que
A - F(u) = 0 est appelée condition des écarts complémentaires. °

Démonstration. Considérons tout d’abord 1’ensemble
Ku)={weV , (F/(u),w)<0 Yiel(u)} . (10.34)

(On peut montrer que K (u) n’est autre que le cone K (u) des directions admissibles,
voir [5]). Soit @ une direction admissible satisfaisant (10.32), w € K(u), et un réel
4 > 0. Nous allons montrer que u + e(w + dw) € K pour tout réel € > 0 assez petit.
Il faut examiner trois cas de figure.
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1. Sii ¢ I(u), on a F;(u) < 0 et F;(u + e(w + éw)) < 0 par continuité de F; si €
est assez petit.

2. Sii € I(u) et (F/(u),w) <0, alors

Fi(u+e(w+ow)) = Fi(u)+e(F(u),w+ 0wy + o(e)

(10.35)
< e8(F!(u), ) +o(e) < 0,

pour € > 0 assez petit.
3. Enfin, si i € I(u) et (F!(u),w) = 0, alors F; est affine et

Fi(u+¢e(w+ 0w)) = Fi(u) + e(F} (u), w + 6w0) = e(F/(u),w) <0. (10.36)
Finalement, si u est un minimum local de J sur K, on déduit de ce qui précéde que
(J'(w),w+0w) >0 YweK(u) , VéeR].

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient (.J'(u),w) > 0 pour toute direction w € K (u)
et on termine la démonstration grace au Lemme de Farkas 10.2.17 ci-dessous. O

Lemme 10.2.17 (de Farkas) Soient a1,...,ay des €léments fizés de V. On con-
sidére les ensembles

ICz{wEV, (ai,w>§0pour1§i§M},

et
M

/C:{qew T2 0, g= = )\iai}.
=1

Alors pour tout p € V, on a Uimplication
(pw)>0Vwek = pek.
(La réciproque étant évidente, il s’agit en fait d’une équivalence.)

Démonstration. Commencgons par montrer que K est fermé. Supposons d’abord que
les vecteurs (a;)1<i<am sont linéairement indépendants. Soit (¢") = (— Zf\il )\?ai)

une suite d’éléments de K (donc avec A > 0 ViVn), convergeant vers une limite
g € V. Alors il est clair que chaque suite (A\) converge dans R vers une limite
Ai > 0 (pour 1 <14 < M) puisque les vecteurs (a;)1<;<as forment une base de I'espace
qu’ils engendrent. On a donc ¢ = — Zf\il Aia; € I@, qui est donc fermé.

Si les vecteurs (a;)1<i<ar sont linéairement dépendants, nous procédons par récur-
rence sur leur nombre M. La propriété est évidente lorsque M = 1, et nous supposons
qu’elle est vraie lorsque le nombre de vecteurs a; est inférieur & M. Comme les vecteurs

., . . A M .
(ai)1<i<nr sont liés, il existe une relation de la forme ) ;”, p;a; = 0, avec au moins un



10.2. CONDITIONS D’OPTIMALITE 321

des coefficients p; qui est strictement positif. Soit alors ¢ = — Zf‘il Aja; un élément
M

de K. Pour tout t < 0, on peut aussi écrire ¢ = — Z (i + tui)a;, et on peut choisir
i=1

t < 0 pour que
)\Z+t,u220Vz€{1,,M} et E|Z'0€{1,‘.‘,M}, Aip +tpi, = 0.

Ce raisonnement montre que

M
/6:U{qev,aAl,...,AMgo,q:_ZAiai}_ (10.37)
to=1 i7io

Par notre hypothése de récurrence, chacun des ensembles apparaissant dans le membre
de droite de (10.37) est fermé, et il en est donc de méme de K.

Raisonnons maintenant par I’absurde : supposons que (p,w) > 0Vw € K et que
pé¢ K. On peut alors utiliser le Théoréme 12.1.19 de séparation d’un point et d’'un
convexe pour séparer p et K qui est fermé et, a I’évidence, convexe et non vide. Il
existe donc w # 0 dans V et a € R tels que

(p,w) < a < (gw)Vgek. (10.38)

Mais alors, on doit avoir o < 0 puisque 0 € l@; d’autre part, pour tout ¢ € {1,..., M}
nous pouvons choisir dans (10.38) ¢ = —Aa; avec A arbitrairement grand, ce qui
montre que (a;, w) < 0. On obtient donc que w € K et que (p,w) < a < 0, ce qui est
impossible. U

Exercice 10.2.15 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une
matrice de taille m xn avec m < n et de rang m. On considére le probléme de minimisation

1
min {J(J;):—Ax~m—b~x},
z€R™, Bx<c 2
Appliquer le Théoréme 10.2.15 pour obtenir I'existence d'un multiplicateur de Lagrange
p € R™ tel qu'un point de minimum T vérifie
AZ—-b+B*'p=0, p>0, p-(BT—c) =0.

Exercice 10.2.16 Soit f € L?(f2) une fonction définie sur un ouvert borné Q. Pour
€ > 0 on considére le probléme de régularisation suivant

min / \Vu|*dz.
Q

WEHA(Q) | lu—fll 20y <¢

Montrer que ce probléme admet une unique solution u.. Montrer que, soit u. = f, soit
ue = 0, soit il existe A > 0 tel que u, est solution de

—Aue +Aue — f)=0 dans Q,
ue =0 sur Of).



322 CHAPITRE 10. CONDITIONS D’OPTIMALITE ET ALGORITHMES

Contraintes d’égalité et d’inégalité

On peut bien str mélanger les deux types de contraintes. On suppose donc que K
est donné par
K={veV |, Gb)=0, F(v)<0}, (10.39)

ou G(v) = (G1(v),...,Gn(v)) et F(v) = (F1(v), ..., Far(v)) sont deux applications de
V dans RY et RM . Dans ce nouveau contexte, il faut donner une définition adéquate de
la qualification des contraintes. On note toujours I(u) = {i € {1,..., M}, F;(u) =0}
Pensemble des contraintes d’inégalité actives en v € K.

Définition 10.2.18 On dit que les contraintes (10.39) sont qualifiées en u € K si

et seulement si les vecteurs (G;(u))lgiSN sont linéairement indépendants et il existe

une direction W € ﬂf\il [G;(u)]L telle que l'on ait pour tout i € I(u)
(F!(u),w) <0. (10.40)

Nous pouvons alors énoncer les conditions nécessaires d’optimalité sur I’ensemble
(10.39).

Théoréme 10.2.19 Soit u € K ot K est donné par (10.39). On suppose que J
et F' sont dérivables en u, que G est dérivable dans un voisinage de u, et que les
contraintes sont qualifiées en-u (au sens de la Définition 10.2.18). Alors, si u est un
minimum local de J sur K, il existe des multiplicateurs de Lagrange p1, ..., un, et
Ay .oy A >0, tels que

N M
T )+ piGiw) + Y NF/(w) =0, A>0, Fu) <0, X\-F(u)=0. (10.41)
i=1 =1

La démonstration du Théoréme 10.2.19 est une simple adaptation de celles des
Théorémes 10.2.8 et 10.2.15, que nous laissons au lecteur en guise d’exercice.

Autres formes des conditions de qualification

Les conditions de qualification sont des conditions suffisantes de type “géométrique”
qui permettent de faire des variations internes & ’ensemble K & partir d’un point
u € K. La condition de qualification de la Définition 10.2.13 est assez générale
(quoique loin d’étre nécessaire), mais parfois difficile & vérifier dans les applications.
C’est pourquoi les remarques qui suivent donnent des conditions de qualifications
plus simples (donc plus faciles & vérifier en pratique) mais moins générales (i.e. moins
souvent vérifiées).

Remarque 10.2.20 Dans le cas des contraintes d’inégalité, on peut s’inspirer de la
notion de cas régulier (introduite & la Remarque 10.2.9 pour les contraintes d’égalité)
afin de donner une condition trés simple qui entraine la condition de qualification de
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la Définition 10.2.13. En effet, pour u € K les contraintes inactives ne “jouent” pas et
seules sont & prendre en compte les contraintes actives ¢ € I(u) qui sont justement des
contraintes d’égalité en ce point! On vérifie alors sans peine que la condition suivante
(qui dit que w est un point régulier pour les contraintes d’égalité F;(u) = 0 pour
1€ 1(u))

(F{(u));er(u) est une famille libre (10.42)

(3

entraine (10.32), c’est-a-dire que les contraintes sont qualifiées. En effet, il suffit de
prendre W=}, ;) i F (u) tel que (Fj(u),w) = —1 pour tout j € I(u) (I'existence
des coefficients a; découle de I'inversibilité de la matrice ((F}(u), Fj(u)));. Il est clair
cependant que (10.32) n’implique pas (10.42). °

Remarque 10.2.21 Dans le cas des contraintes combinées d’égalité et d’inégalité, on
peut aussi s’inspirer de la notion de cas régulier pour donner une condition plus simple
qui implique la condition de qualification de la Définition 10.2.18. Cette condition
“forte” (c’est-a-dire moins souvent vérifiée) de qualification est

(G;(“)>1§1§N U (Fi’(u))iel(u) est une famille libre. (10.43)

On vérifie facilement que (10.43) entraine (10.40), c’est-a-dire que les contraintes sont
qualifiées. °

Remarque 10.2.22 Revenant au cas des contraintes d’inégalité, supposées convexes,
une autre condition de qualification possible est la suivante. On suppose qu’il existe
v € V tel que l’on ait, pour tout ¢ € {1,..., M},

les fonctions F; sont convexes et,
ou bien F;(v) <0, (10.44)
oubien F;()=0 et F; est affine.

L’hypothése (10.44) entraine que les contraintes sont qualifiées en u € K au sens de
la Définition 10.2.13. En effet, si ¢ € I(u) et si F;(v) < 0, alors, d’aprés la condition
de convexité (10.7)

(F/(u),? —u) = F;(u) + (F/(u),7 —u) < F;(v) <0.

D’autre part, si i € I(u) et si F;(v) = 0, alors F; est affine et
(F{(u),7 = u) = F;(0) - Fi(u) =0,

et la Définition 10.2.13 de qualification des contraintes est satisfaite avec w = v — u.
L’avantage de ’hypothése (10.44) est de ne pas nécessiter de connaitre le point de
minimum w ni de calculer les dérivées des fonctions Fi, ..., Fis. °
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10.3 Point-selle, théoréme de Kuhn et Tucker, dual-
ité

Nous avons vu dans la Remarque 10.2.10 comment il est possible d’interpréter
le couple (u, \) (point de minimum, multiplicateur de Lagrange) comme point sta-
tionnaire du Lagrangien £. Nous allons dans cette section préciser la nature de ce
point stationnaire comme point-selle et montrer comment cette formulation permet
de caractériser un minimum (ce qui veut dire que, sous certaines hypothéses, nous
verrons que les conditions nécessaires de stationnarité du Lagrangien sont aussi
suffisantes). Nous explorerons briévement la théorie de la dualité qui en découle.

Outre l'intérét théorique de cette caractérisation, son intérét pratique du point de
vue des algorithmes numériques sera illustré dans la Section 10.5. Signalons enfin que
la notion de point-selle joue un role fondamental dans la théorie des jeux.

10.3.1 Point-selle

De maniére abstraite, V et ) étant deux espaces de Hilbert réels; un Lagrangien £
est une application de V x @ (ou d’une partie U x P de V x @) dans R. Dans le cadre
du Théoréme 10.2.8 sur les contraintes d’égalité (ou plutot de la Remarque 10.2.10),
nous avions U =V, P = Q = RM™ et L(v,q) = J(v) +¢- F(v). La situation est un
peu différente dans le cadre du Théoréme 10.2.15 sur les contraintes d’inégalité, ou
pour le méme Lagrangien L(v,q) = J(v) + ¢ - F(v) il faut prendre U = V, Q = RM
et P = (R+)M

Donnons maintenant la définition d’un point-selle, souvent appelé également min-
max ou col.

Définition 10.3.1 On dit que (u,p) € U X P est un point-selle de L sur U X P si
VqeP L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) YVvelU. (10.45)

Le résultat suivant montre le lien entre cette notion de point-selle et les problémes
de minimisation avec contraintes d’égalité (10.24) ou contraintes d’inégalité (10.31)
étudiés dans la section précédente. Pour simplifier, nous utiliserons de nouveau des
inégalités entre vecteurs, notant parfois ¢ > 0 au lieu de ¢ € (R ).

Proposition 10.3.2 On suppose que les fonctions J, Fy, ..., Fy sont continues sur
V, et que Uensemble K est défini par (10.24) ou (10.31). On note P = RM dans le cas
de contraintes d’égalité (10.24) et P = (R.)™ dans le cas de contraintes d’inégalité
(10.31). Soit U un ouvert de V contenant K. Pour (v,q) € U x P, on pose L(v,q) =
J(v)+q- F(v).

Supposons que (u,p) soit un point-selle de L sur U x P. Alorsu € K et u est un
minimum global de J sur K. De plus, si J et Fy, ..., Fy sont dérivables en u, on a

M
J'(u) + Z piFl(u) =0. (10.46)
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Démonstration. Ecrivons la condition de point-selle
Vge P Ju)+q-Fu) <Jw) +p-Flu)<Jw)+p-Flv) YoeU. (10.47)

Examinons d’abord le cas de contraintes d’égalité. Puisque P = RM | la premiére
inégalité dans (10.47) montre que F(u) = 0, i.e. u € K. Il reste alors J(u) < J(v) +
p-F(v) Vwée U, qui montre bien (en prenant v € K) que u est un minimum global
de J sur K.

Dans le cas de contraintes d’inégalité, on a P = (R4 )M et la premiére inégalité
de (10.47) montre maintenant que F'(u) < 0 et que p - F/(u) = 0. Ceci prouve encore
que u € K, et permet de déduire facilement de la deuxiéme inégalité que u est un
minimum global de J sur K.

Enfin, si J et Fi,..., F)y sont dérivables en u, la deuxiéme inégalité de (10.47)
montre que u est un point de minimum sans contrainte de J + p - F' dans 'ouvert U,
ce qui implique que la dérivée s’annule en u, J'(u) + p - F'(u) = 0 (cf. la Remarque
10.2.2). O

10.3.2 Théoréme de Kuhn et Tucker

Nous revenons au probléme de minimisation sous contraintes d’inégalité pour
lequel I’ensemble K est donné par (10.31), ¢’est-a-dire

K={veV, Fi(v)<0 pour 1<i<m}. (10.48)

Le Théoréme 10.2.15 a donné une condition nécessaire d’optimalité. Dans cette sous-
section nous allons voir que cette condition est aussi suffisante si les contraintes et
la fonction cotit sont convexes. En effet, la Proposition 10.3.2 affirme que, si (u,p)
est un point-selle du Lagrangien, alors w réalise le minimum de J sur K. Pour un
probléme de minimisation convexe avec des contraintes d’inégalités convexes, nous
allons établir une réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que, si u réalise le minimum
de J sur K, alors il existe p € (R, )M tel que (u,p) soit point-selle du Lagrangien. On
suppose désormais que J, Fy,..., Fi; sont convexes continues sur V.

Remarque 10.3.3 Comme J, Iy, ..., F); sont convexes continues, K est convexe
fermé et ’existence d’un minimum global de J sur K est assuré par le Théoréme 9.2.7
dés que K est non vide et que la condition “infinie & I'infini” (9.11) est vérifiée. o

Le théoréme de Kuhn et Tucker (appelé aussi parfois théoréme de Karush, Kuhn
et Tucker) affirme que, dans le cas convexe, la condition nécessaire d’optimalité du
Théoréme 10.2.15 est en fait une condition nécessaire et suffisante.

Théoréme 10.3.4 (de Kuhn et Tucker) On suppose que les fonctions J,
Fy, ..., Fy sont convezes continues sur'V et dérivables sur ’ensemble K (10.48). On
introduit le Lagrangien L associé

L(v,q)=JW)+q-Flv) VY(v,q) €V xR M.
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Soit u € K un point de K ot les contraintes sont qualifiées au sens de la Définition
10.2.13. Alors u est un minimum global de J sur K si et seulement si il existe p €
(R)M tel que (u,p) soit un point-selle du Lagrangien £ sur V x (R )™ ou, de maniére
équivalente, tel que

M
Fu)<0,p>0,p-F(u)=0, J'(u)+ > pF(u)=0. (10.49)
i=1

Démonstration. Si v est un minimum de J sur K, on peut appliquer le Théoréme
10.2.15, qui donne exactement la condition d’optimalité (10.49), d’ou l'on déduit
facilement que (u,p) est point-selle de £ sur V x (Ry)M (en utilisant le fait que
J(v)+ p- F(v) est convexe). Réciproquement, si (u, p) est point-selle, on a déja mon-
tré & la Proposition 10.3.2 que u est un minimum global de J sur K. ]

Remarque 10.3.5 Le Théoréme 10.3.4 de Kuhn et Tucker ne s’applique qu’aux con-
traintes d’inégalité, et pas aux contraintes d’égalité, en général. Cependant, il est bon
de remarquer que des contraintes d’égalité affines Av = b peuvent s’écrire sous la
forme de contraintes d’inégalité (affines donc convexes) Av —b < 0 et b — Av < 0.
C’est une évidence qui permet cependant d’appliquer le Théoréme 10.3.4 de Kuhn et
Tucker & un probléme de minimisation avec contraintes d’égalité affines. °

L’exercice suivant permet d’interpréter les multiplicateurs de Lagrange p; comme
la sensibilité de la valeur minimale de J aux variations des contraintes F; : en
économie, ces coefficients mesurent des prix ou des cotlits marginaux , en mécanique
des forces de liaison correspondant & des contraintes cinématiques, etc...

Exercice 10.3.1 On considére le probléme d’optimisation, dit perturbé

i 10.
Fi(v)g’llllil, 1<i<m (), (10.50)

avec u = (u1,...,Uy,) € R™. On se place sous les hypothéses du Théoréme 10.3.4 de
Kuhn et Tucker. On note m*(u) la valeur minimale du probléme perturbé (10.50).
1. Montrer que si p € R est le multiplicateur de Lagrange pour le probléme non
perturbé (c’est-a-dire (10.50) avec u = 0), alors

m*(u) >m*(0)—p-u . (10.51)

2. Déduire de (10.51) que si u — m*(u) est dérivable, alors

om*

\ 87.%

(0).

pi =

Interpréter ce résultat (cf. I'Exemple 9.1.8 en économie).
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10.3.3 Dualité

Donnons un bref aper¢u de la théorie de la dualité pour les problémes d’optimisation.
Nous I’appliquerons au probléme de minimisation convexe avec contraintes d’inégalité de la
sous-section précédente. Nous avons associé & ce probléme de minimisation un probléme de
recherche d’un point-selle (u, p) pour le Lagrangien £(v,q) = J(v)+q-F(v). Mais nous allons
voir que, a 'existence d'un point-selle (u,p) du Lagrangien, on peut associer inversement non
pas un mais deux problémes d’optimisation (plus précisément, un probléme de minimisation
et un probléme de maximisation), qui seront dits duaux 'un de 'autre. Nous expliquerons
ensuite sur deux exemples simples en quoi l'introduction du probléme dual peut étre utile
pour la résolution du probléme d’origine, dit probléme primal (par opposition au dual).

Revenons un instant au cadre général de la Définition 10.3.1.

Définition 10.3.6 Soit V et Q deuz espaces de Hilbert réels, et L un Lagrangien défini sur
une partie U X P de V x Q. On suppose qu’il existe un point-selle (u,p) de L sur U x P

Vge P L(u,q) < L(u,p) <L(v,p) YvelU. (10.52)
Pour ve U et qe P, posons
J(v) =supL{v,q)  G(q) = inf L(v,q)- (10.53)
On appelle probléme primal le probléme de minimisation
inf J(v), (10.54)

et probléme dual le probleme de mazimisation

sup G(q) - (10.55)

qeP

Remarque 10.3.7 Bien sir, sans hypothéses supplémentaires, il peut arriver que J(v) =
+o0o pour certaines valeurs de v ou que G(q) = —oo pour certaines valeurs de g. Mais
Pexistence supposée du point-selle (u,p) dans la Définition 10.3.6 nous assure que les do-
maines de J et G (i.e. les ensembles {v € U , J(v) < +oo} et {g € P, G(q) > —oo}
sur lesquels ces fonctions sont bien définies) ne sont pas vides, puisque (10.52) montre que
J(u) = G(p) = L(u,p). Les problémes primal et dual ont donc bien un sens. Le résultat
suivant montre que ces deux problémes sont étroitement liés au point-selle (u, p). °

Théoréme 10.3.8 (de dualité) Le couple (u,p) est un point-selle de £ sur U x P si et
seulement st

J (u) = min J (v) = maxG(q) = G(p) - (10.56)

velU qeP

Remarque 10.3.9 Par la Définition (10.53) de J et G, (10.56) est équivalent a

u) = min | sup L(v, = max ( inf L(v, = . 10.57
(0 = mip (sup £00.0) ) = ma 1nf £00,0)) = 60 (10.57)
Si le sup et U'inf sont atteints dans (10.57) (c’est-a-dire qu’on peut les écrire max et min,
respectivement), on voit alors que (10.57) traduit la possibilité d’échanger 'ordre du min et
du max appliqués au Lagrangien £. Ce fait (qui est faux si £ n’admet pas de point selle)
explique le nom de min-max qui est souvent donné & un point-selle. °
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Démonstration. Soit (u,p) un point-selle de £ sur U x P. Notons £L* = L(u,p). Pour
v € U, il est clair d’aprés (10.53) que J(v) > L(v,p), dou J(v) > L* d’aprés (10.52).
Comme J(u) = L*, ceci montre que J(u) = infyer J(v) = L£*. On montre de la méme
fagon que G(p) = sup,cp G(q) = L7

Réciproquement, supposons que (10.56) a lieu et posons L* = J (u). La définition (10.53)
de J montre que

Llu,q) < T(u)=L" VqgeP. (10.58)
De méme, on a aussi :

L(v,p) >2G(p)=L" YveU, (10.59)
et on déduit facilement de (10.58)-(10.59) que L(u,p) = L*, ce qui montre que (u,p) est
point-selle. 0

Remarque 10.3.10 Méme si le Lagrangien £ n’admet pas de point selle sur U x P, on a
tout de méme l'inégalité élémentaire suivante, dite de dualité faible

inf ( sup L(v, > su inf L(v, . 10.60
inf, (sup £00)) = sup (inf £(0,0)) (10.60)

En effet, pour tout v € U et ¢ € P, L(v,q) > inf,cy L(v',q), donc sup,cp L(v,q) >
sup,c p inf,rcy L(v',q), et puisque ceci est vrai pour tout v € V, infyev sup,ep L£(v,q) >
sup,¢ p infyrey L£(v', ), ce qui donne (10.60). La différence (positive) entre les deux membres

de I'inégalité (10.60) est appelée saut de dualité. °

Exercice 10.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel I'inégalité (10.60) est stricte
avec ses deux membres finis.

Exercice 10.3.3 Soit U (respectivement P) un convexe compact non vide de V' (respective-
ment Q). On suppose que le Lagrangien est tel que v — L(v,q) est convexe sur U pour tout
q € P,et q— L(v,q) est concave sur P pour tout v € U. Montrer alors I'existence d'un point
selle de £ sur U x P.

Application

Nous appliquons ce résultat de dualité au probléme précédent de minimisation convexe
avec contraintes d’inégalité convexes

inf J 10.61
veV ,H}*‘(v)SO (U) ( )

avec J et F'= (F1,..., Fa) convexes sur V. On introduit le Lagrangien
L(v.q)=J(0) +q-F(v) V(g eV xR)M.
Dans ce cadre, on voit facilement que, pour tout v € V,

J(v si F(v) <0
J(v) = sup -C(v,q)—{ ) s

ge(Ry)M

(10.62)
+00 sinon ,

ce qui montre que le probléme primal inf,ev J(v) est exactement le probléme d’origine
(10.61) ! D’autre part, la fonction G(q) du probléme dual est bien définie par (10.53), car
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(10.53) est ici un probléme de minimisation convexe. De plus, G(q) est une fonction concave
car elle est 'infimum de fonctions affines (voir I’Exercice 9.2.3). Par conséquent, le probléme
dual
sup  G(q) ,
g€ (R )M

est un probléme de maximisation concave plus simple que le probléme primal (10.61) car les
contraintes sont linéaires! Cette particularité est notamment exploitée dans des algorithmes
numeériques (cf. 'algorithme d’Uzawa). Une simple combinaison des Théorémes de Kuhn et
Tucker 10.3.4 et de dualité 10.3.8 nous donne le résultat suivant.

Corollaire 10.3.11 On suppose que les fonctions J, Fi1, ..., Fa sont convezes et dérivables
sur V. Soit w € V tel que F(u) < 0 et les contraintes sont qualifiées en uw au sens de la
Définition 10.2.13. Alors, si u est un minimum global de J sur V, il existe p € (R+)M tel
que

1. p est un mazimum global de G sur (R)™,
2. (u,p) est un point-selle du Lagrangien £ sur V x (Ry)™,
3.

(u,p) € V x (Ry)M wérifie la condition d’optimalité nécessaire et suffisante
Fu)<0,p>0,p-F(u)=0, J'(u)+p-F'(u) =0. (10.63)

L’application la plus courante du Corollaire 10.3.11 est la suivante. Supposons que le
probléme dual de maximisation est plus facile a résoudre que le probléme primal (c’est le cas
en général car ses contraintes sont plus simples). Alors pour calculer la solution u du probléme
primal on procéde en deux étapes. Premiérement, on calcule la solution p du probléme dual.
Deuxiémement, on dit que (u, p) est un point selle du Lagrangien, c’est-a-dire que l'on calcule
u, solution du probléme de minimisation sans contrainte

min L(v,p) .
Précisons qu’avec les hypothéses faites il n’y a pas a priori d’'unicité des solutions pour tous
ces problémes. Précisons aussi que pour obtenir 'existence du minimum u dans le Corollaire
10.3.11 il suffit d’ajouter une hypotheése de forte convexité ou de comportement infini a I'infini
sur J.

Remarque 10.3.12 Pour illustrer le Corollaire 10.3.11 et I'intérét de la dualité, nous con-
sidérons un probléme de minimisation quadratique dans R™ avec contraintes d’inégalité
affines
1
min {J(v) = —Av-vfb-v} , (10.64)
vERN | F(v)=Bv—c<0 2
ot A est une matrice N x N symeétrique définie positive, b € R™, B une matrice M x N et
c € RM. Le Lagrangien est donné par

L(v,q) = %Av-v —b-v4q-(Bv—c) Y(v,q) € RN x (R)M. (10.65)

Nous avons déja fait dans (10.62) le calcul de 7, et dit que le probléme primal est exactement
(10.64). Examinons maintenant le probléme dual. Pour ¢ € (R4 )™, le probléme

min L(v,
min L{v, q)
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a une solution unique puisque v — L(v, q) est une fonction fortement convexe. Cette solution
vérifie 25 (v,q) = Av — b+ B*q =0, soit v = A~ ' (b— B*g). On obtient donc

Glq) = E(A_l(b - B*q)yq) ,

et le probléme dual s’écrit finalement

sup (—lq “BA™'B*q+ (BA 'b—¢)-q— 1A_lb - b) . (10.66)
>0 2 2
Certes, la fonctionnelle & maximiser dans (10.66) n’a pas une allure particuliérement sympa-
thique. Il s’agit encore d’un probléme avec fonctionnelle quadratique et contraintes affines.
Cependant, le Corollaire 10.3.11 nous assure qu’il a une solution. On peut voir d’ailleurs que
cette solution n’est pas forcément unique (sauf si la matrice B est de rang M car la matrice
BA™!'B* est alors définie positive). Mais avantage important du probléme dual (10.66)
vient du fait que les contraintes (¢ > 0) s’expriment sous une forme particuliérement simple,
bien plus simple que pour le probléme primal; et nous verrons a la Sous-section 10.5.3 que
cet avantage peut étre utilisé pour mettre au point un algorithme de calcul de la solution du
probléme primal. °

Terminons par un exercice récréatif qui montre la relation entre les problémes de point-
selle ou min-max et la théorie des jeux.

Exercice 10.3.4 Soit une matrice rectangulaire

1 0 4 2 3 5

-3 2 -1 2 =5 2

A= -4 2 -2 0 -1 2
-2 4 -1 6 -2 2

-1 2 -6 3 -1 1

On suppose que deux joueurs choisissent I'un une ligne 4, 'autre une colonne j, sans qu'ils ne
connaissent le choix de I'autre. Une fois révélé leurs choix, le gain (ou la perte, selon le signe)
du premier joueur est déterminé par le coefficient a;; de la matrice A (I'autre joueur recevant ou
payant —a;;). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du risque conduit & un probléme
de min-max que I'on résoudra. Le jeu est-il équitable avec cette matrice A?

10.4 Applications

Dans cette section nous étudions quelques applications des résultats des sections précé-
dentes. Signalons qu'une autre application, la programmation linéaire, sera traitée a part au
prochain chapitre en raison de son importance en recherche opérationnelle.

10.4.1 Energie duale ou complémentaire

Au Chapitre 5 nous avons vu que la résolution du probléme aux limites suivant

{ —Au=f dans Q

u=0 sur 02, (10.67)
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ot 2 est un ouvert borné de RY et f € L%(Q), est équivalent & la minimisation d’une énergie

min {J(v): l/ |Vv\2d:vf/fvdx} (10.68)
veH(Q) 2 Jq Q

(voir la Proposition 5.2.7). Nous avons vu a ’Exercice 9.2.8 que (10.68) admet un unique
minimum et, & ’Exercice 10.2.4, que son équation d’Euler est la formulation variationnelle
de (10.67). La signification physique de I’énergie (10.68) est évidente. Par exemple, si (10.67)
modélise la déformation d’une membrane élastique (u est le déplacement normal sous I’action
des forces f), la solution est le déplacement qui minimise la somme de 1’énergie élastique de
déformation et de I’énergie potentielle des forces extérieures. On se propose de montrer que
la théorie de la dualité permet d’associer a (10.67) un deuxiéme principe de minimisa-
tion mettant en jeu une énergie, dite complémentaire en mécanique (ou duale), dont la
signification physique est tout aussi importante que celle de (10.68).

Nous allons introduire un Lagrangien associé a I’énergie primale (10.68) bien que celle-ci
ne présente pas de contraintes. Pour ce faire nous utilisons une petite astuce en introduisant
une variable intermédiaire e € L*(Q)" et une contrainte e = Vv. Alors (10.68) est équivalent

a
= 1
min {J(v,e): —/ |e\2d:vf/fvd:c}.
veHL(Q) , eeL2()N 2 Jq Q

e=V

On introduit un Lagrangien intermédiaire pour ce probléme

M(e,v,7) = J(v,e) +/ 7 (Vv —e)dx,
Q

avec un multiplicateur de Lagrange 7 € L?(Q)". On élimine maintenant e pour obtenir le
Lagrangien recherché

L(v,7)= min M(e,v,T).

(vr)= _min M)

Comme e — M(e,v, T) est fortement convexe, il existe un unique point de minimum, et un
calcul facile montre que

L(v,7)= —%/ |T|2da:—/ fUdm+/T~Vvdac. (10.69)
Q Q Q

On vérifie sans peine que le probléme primal associé au Lagrangien (10.69) est bien (10.68)

( max z(v,f))zj(v),

TeL2(Q)N

et que le probléme dual est

—1/ |7|?dz si —divr = f dans Q
2 Jq

( min E(v,7’)) =G(r) = (10.70)

1 .
vEHG(R) —00 sinon.

On peut maintenant énoncer le résultat principal.

Théoréme 10.4.1 I existe un unique point selle (u, o) du Lagrangien L(v,T) sur HE(Q) x
LQ(Q)N
L(u,0) = max min  L(v,7) = min max L(v,T).
TeL2(Q)N veHE(Q) vEHF(Q) reL2(Q)N
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Autrement dit, u est Uunique point de minimum de J(v) dans Ha(Q), o est unique point
de mazimum de G(r) dans L*(Q)",

J(u) = min J(v) = G(r) = G(o),
(u) I, 8 (v) L (1) =G(o)

et ils sont reliés par la relation o = Vu.

Remarque 10.4.2 Le probléme dual (10.70) a une interprétation physique claire. Comme
max G(7) = —min(—G(7)), il s’agit de minimiser énergie (dite complémentaire) des con-
traintes mécaniques % [, |7|°dz parmi I'ensemble des champs de contraintes statiquement
admissibles, c’est-a-dire vérifiant 1’équilibre des forces —divr = f dans . Dans cette
formulation duale, le déplacement v apparait comme le multiplicateur de Lagrange de la
contrainte d’équilibre —divr = f. Une autre conséquence du Théoréme 10.4.1 est qu’on a
toujours G(7) < J(v) ce qui permet d’obtenir des bornes sur les énergies primale ou duale.
Remarquons que 'on a aussi

J(u) =G(o) = %/qud;r

qui n’est rien d’autre que la moitié du travail des forces extérieures. °

Démonstration. La preuve pourrait étre une conséquente immédiate du Corollaire 10.3.11
(en remarquant qu’une contrainte d’égalité affine s’écrit comme deux inégalités affines op-
posées) si ce théoréme n’était pas restreint (ici) & un nombre fini de contraintes. Or, dans
le probléme dual (10.70) il y a une infinité de contraintes puisque la contrainte —divr = f
a lieu pour presque tout point x € (2. Néanmoins, le résultat est vrai et il est facile de voir
pourquoi. En effet, par construction on a

G(1) < L(v,7) < J(v),

et on sait que les problémes primal et dual admettent un unique point de minimum u et
o, respectivement. Or, comme u est solution de (10.67), une simple intégration par parties

montre que
1 2 1 2 1
J(U)Z—/ [Vul da:—/fudx:——/|Vu| da::——/fuda:.
2 Jq Q 2 Jq 2 /g

Si on définit ¢ = Vu, on déduit de (10.67) que —dive = f, et on obtient donc
G(r) < J(u) = G(o),

c’est-a-dire que o est le point de maximum de G, donc (u, o) est le point selle de L(v, 7). O

10.4.2 Commande optimale

On résout ici 'Exemple 9.1.9 d’un probléme de commande optimale appelé systéme
linéaire-quadratique. On considére le systéme différentiel linéaire dont I'inconnue (I’état du
systéme) y(t) est & valeurs dans RY

dy _
dt
y(0) =0

Ay+ B 0<t<T
yButfpouwr0<t< (10.71)
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ot yo € RY est P’état initial du systéme, f(t) € RY est un terme source, v(t) € RM est la
commande qui permet d’agir sur le systéme, et A et B sont deux matrices constantes de
dimensions respectives N x N et N x M.

On veut choisir la commande v de maniére & minimiser un critére quadratique

- %/O Rv(t).v(t)dt—i—%/o Q(y—z)(t)-(y—z)(t)dt—i—%D(y(T)_ZT).(y(T)_ZT%

ot z(t) une trajectoire “cible”, zr une position finale “cible”, et R,Q,D trois matrices
symétriques positives dont seule R est supposée définie positive. Remarquons que la fonction
y(t) dépend de la variable v & travers (10.71).

Pour pouvoir appliquer les résultats d’optimisation précédents, nous choisissons de
chercher v dans P’espace de Hilbert L?(]0, T[; R) des fonctions de |0, 7 dans R de carré
intégrable. (L’espace “plus naturel” des fonctions continues n’est malheureusement pas un es-
pace de Hilbert.) Pour tenir compte d’éventuelles contraintes sur la commande, on introduit
un convexe fermé non vide K de R qui représente Pensemble des commandes admissibles.
Le probléeme de minimisation est donc

inf J(v). 10.72
v(t)€L2(J0,T[;K) @) ( )

Commencons par vérifier que le systéme (10.71) est bien posé.

Lemme 10.4.3 On suppose que f(t) € L2(J0, T[;RY) et v(t) € L*(J0,T[; K). Alors (10.71)
admet une unique solution y(t) € H* (10, T[;RY) qui est, de plus, continue sur [0, T].

Démonstration. Ce résultat d’existence et d’unicité est bien connu si f et v sont continues.
Tl n’est pas plus difficile dans le cadre L?. On utilise la formule explicite de représentation
de la solution

y(6) = explepo + | exp (= 9)A) (Bu+ 1) () ds

qui permet de vérifier I'existence et 1'unicité de y dans H'(]0, T[; RY). Le Lemme 4.3.3 nous
dit enfin que y est continue sur [0,7]. d

On peut alors montrer 'existence et I'unicité de la commande optimale.

Proposition 10.4.4 I existe un unique w € L*(]0, T[; K) qui minimise (10.72). Cette com-
mande optimale u est caractérisée par

/O Qyu — 2) - (Yo — yu)d / Ru - (v —u)dt (10.73)
+D(yu(T) — 21) - (yo(T) — yu(T)) > 0,

pour tout v € L2(]0, T[; K), ou y, désigne la solution de (10.71) associée d la commande v.

Démonstration. On commence par remarquer que v — y est une fonction affine. En effet,
par linéarité de (10.71) on a y, = §u» + §, o1t Yo est solution de
dy. 3
7 =Ay, + Bvpour 0 <t <T
72(0)=0

(10.74)
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et g est solution de

Z—?:Ag—kfpourOStST
5(0) =yo

Il est clair que § ne dépend pas de v et v — ¢, est linéaire continue de L?(]0,T[; K) dans
H'(J0, T[; RY). Par conséquent, v — J(v) est une fonction quadratique positive de v (plus
précisément, la somme d’'une forme quadratique et d’une fonction affine), donc J est convexe,
et méme fortement convexe car la matrice R est définie positive. Comme L?(]0,T[; K) est
un convexe fermé non vide, le Théoréme 9.2.6 permet de conclure a 'existence et a I'unicité
du point de minimum wu de (10.72). D’autre part, la condition d’optimalité nécessaire et
suffisante du Théoréme 10.2.1 est (J'(u),v — u) > 0. Pour calculer le gradient, la méthode
la plus siire et la plus simple est de calculer

lim J(u+ ew) — J(u)

e—0 €

= (J'(u),w).

Comme J(v) est quadratique le calcul est trés simple puisque Yutew = Yu + €Jw. On obtient
aisément (10.73) en remarquant que yu — Yo = Gu — Jo- O

Remarque 10.4.5 En explicitant la condition d’optimalité de (10.72) on a en fait calculé
le gradient J'(w) pour tout w € L?]0, T[ (et pas seulement pour le minimum u), ce qui est
utile pour les méthodes numériques de minimisation (voir la Section 10.5). On a obtenu

T
w)v dt / Rw - Udt+/ Qy ) - Jodt
/0 (10.75)
+D(yu(T) = 21) - 5u(T) ,

ofl v est une fonction quelconque de L]0, T7. o

La condition nécessaire et suffisante d’optimalité (10.73) est en fait inexploitable! En
effet, pour tester 'optimalité de w il est nécessaire pour chaque fonction test v de calculer
I’état correspondant y,. Une autre facon de voir cette difficulté est 'impossibilité d’obtenir
une expression explicite de J'(u) a partir de (10.75). Pour contourner cette difficulté on a
recourt & la notion d’état adjoint qui est une des idées les plus profondes de la théorie du
contréle optimal. Montrons comment procéder sur I’exemple étudié dans cette sous-section
(nous donnerons I'idée générale dans la Remarque 10.4.8 ci-dessous). Pour le probléme (10.72)
on définit I’état adjoint p comme la solution unique de

Cclllt) —A'p—Qy—2z)pour 0 <t <T

p(T) = D(y(T) — 2r)

ot y est la solution de (10.71) pour la commande u. Le nom d’état adjoint vient de ce que
c’est la matrice adjointe A* qui apparait dans (10.76). L’intérét de I’état adjoint est qu’il
permet d’obtenir une expression explicite de J'(u).

(10.76)

Théoréme 10.4.6 La dérivé de J en u est donnée par

J'(u) = B*p+ Ru . (10.77)
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En particulier, la condition d’optimalité nécessaire et suffisante du probleme (10.72) est

/T (B*'p+Ru)-(v—u)dt >0 Vove L*0,T[; K). (10.78)

Remarque 10.4.7 La formule (10.77) se généralise pour tout w € L?]0,T[ en J'(w) =
B*p+ Rw, quitte a calculer p par (10.76) en utilisant 1’état y correspondant a la commande
w. Le Théoréme 10.4.6 donne une expression explicite du gradient au prix de la résolution
supplémentaire du systéme adjoint (10.76). C’est une différence fondamentale avec la formule
(10.75) qui, pour chaque fonction test v, nécessitait la résolution du systéme (10.71) avec la
commande v. °

Démonstration. Soit p la solution de (10.76) et g, celle de (10.74). L’idée est de multiplier
(10.76) par ¢, et (10.74) par p, d’'intégrer par parties et de comparer les résultats. Plus
précisément, on calcule la quantité suivante de deux maniéres différentes. Tout d’abord, en
intégrant et en tenant compte des conditions initiales §,(0) = 0 et p(T') = D(y(T) — zr), on
a

/0 (Cclzi) Go +p- dgtv) dt = D(y(T') — zr) - §u(T)- (10.79)

D’autre part, en utilisant les équations on obtient

T
/ (%.ngrp.dyv) /Q Ly yudtJr/ Bo - pdt. (10.80)
0

On déduit de I’égalité entre (10.79) et (10.80) une simplification de ’expression (10.75) de

la dérivée
/ J (w)vdt = / Ru - vdtJr/ Bv - pdt,

ce qui donne les résultats (10.77) et (10.78). O

Remarque 10.4.8 Comment a-t-on bien pu deviner le probléme (10.76) qui définit 1'é-
tat adjoint afin de simplifier I'expression de J'(v)? Encore une fois, I'idée directrice est
Iintroduction d’un Lagrangien associé au probléme de minimisation (10.72). On considére
léquation d’état (10.71) comme une contrainte entre deux variables indépendantes v et y et
on définit le Lagrangien comme la somme de J(v) et de 'équation d’état multipliée par p,
c’est-a-dire

£(0,9,p) / Ro(t) - o(t)dt + / Qy— 2)(®) - (v — =) (1)t

+D (y(T) — 21) - (y(T) — =) +/0 . (‘Z—t +Ay+Bu+f>
—p(0) - (¥(0) — o) ,

ot p est le multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (10.71) entre v et y. Formelle-
ment, les conditions d’optimalité de (10.72) s’obtiennent en disant que le Lagrangien est
stationnaire, c’est-a-dire que

oL oL oL

ov Oy Op
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La premiére dérivée donne la condition d’optimalité (10.77), la seconde donne I'équation
vérifiée par I’état adjoint p, et la troisiéme ’équation vérifiée par I’état y. Insistons sur le fait
que ce calcul est purement formel, mais qu’en général il donne la “bonne” équation de 'état
adjoint. °

A partir du Théoréme 10.4.6 on peut soit obtenir des propriétés qualitatives de la solu-
tion y et de la commande optimale u (voir 'Exercice 10.4.1), soit construire une méthode
numérique de minimisation de (10.72) par un algorithme de type gradient. En I'absence de
contraintes sur la commande, c’est-a-dire si K = R™, on peut aller encore plus loin dans
Panalyse et trouver une “loi de commande” qui donne I’état adjoint p (et donc la commande
optimale u = —R™'B*p en vertu de (10.78)).

Proposition 10.4.9 On suppose que K = RM  f =0, 2 = 0, et zr = 0. Soit P(t) la
fonction de [0,T] a valeurs matricielles (d’ordre N ) qui est solution unique de

dP * —1 *

- — - <t<

7 A"P—-PA+PBR "B'"P—Q pour0<t<T (10:81)
P(T)=D

Alors P(t) est symétrique positive pour tout t € [0,T] et on a p(t) = P(t)y(t).

Démonstration. Pour tout ¢ € [0,7], Papplication qui, & yo € RY, fait correspondre
(y,p,u)(t) (ot u = —R™'B*p est la commande optimale) est clairement linéaire. Elle est
injective en vertu de I’'Exercice 10.4.1, donc bijective de RY dans RY. Par conséquent, I’ap-
plication y(t) — p(t) est linéaire de R dans R, et il existe une matrice P(t) d’ordre N
telle que p(t) = P(t)y(t). En dérivant cette expression et en utilisant les équations (10.71)
et (10.76), on obtient
%y = —A*"Py— PAy+ PBR 'B*Py— Qy

pour tout y(t) (qui est quelconque puisque yo 'est). On en déduit 1'équation de (10.81). On
obtient la condition finale P(T) = D car p(T) = Dy(T) et y(T) est quelconque dans R™.
On admet P'unicité de la solution de (10.81). d

Exercice 10.4.1 On suppose que K =R, f =0, 2 =0, et zr = 0. Montrer que, pour tout
t € 0,7],

p(t) - y(t) = Dy(t) ~y(t)+/ Qy(s) - y(s) d8+/ R™'B*p(s) - B*p(s)ds.

En déduire que s'il existe to € [0, T tel que y(to) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout ¢t € [0, 7.
Interpréter ce résultat.

Exercice 10.4.2 Obtenir I'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théoréme 10.4.6 pour le

systéme parabolique
% — Ay =v+ f dans ]0, T[xQ
y = 0sur]0, T[x0Q

y(0) = yo dans Q
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ot yo € L*(Q), f € L*(]0, T[xQ), v € L*(]0, T[xQ) est la commande, et on minimise

T T
inf J(v):/ /detdac—l—/ /\y—z|2dtdx+/ ly(T) — zr|*dz,
vEL2(]0,T[xQ) 0o Jo o Jao Q

ot z € L*(J0, T[xQ) et zr € L*(Q).

Exercice 10.4.3 Généraliser |'exercice précédent a I'équation des ondes.

10.4.3 Optimisation des systémes distribués

On résout ici ’'Exemple 9.1.12 & propos du contréle d’'une membrane élastique déformée
par une force extérieure f et fixée sur son contour. Le comportement de la membrane est
modélisé par

(10.82)

—Au=f+v dansQ
u=20 sur 0,

ol u est le déplacement vertical de la membrane et v est une force de controle qui sera la
variable d’optimisation. On se donne un ouvert w C € sur lequel agit le contrdle et deux
fonctions limitatives vmin < Umas dans L2(w). Il est entendu dans tout ce qui suit que les
fonctions de L?(w) sont étendues par zéro dans Q\w. On définit alors ensemble des controles
admissibles

K = {v € L*(w) tel que vmin(z) < v(%) < Vmas(z) dans w et v =0 dans Q\w}. (10.83)

Si f € L*(Q), le Théoréme 5.2.2 nous dit qu'il existe une unique solution v € Hg (). On
cherche a contréler la membrane pour qu’elle adopte un déplacement uo € L*(2). On définit

une fonction cofit
1

J(v) = 5/ (\u7u0\2+c|v\2) dx | (10.84)
Q
ot u est la solution de (10.82) (et donc dépend de v) et ¢ > 0. Le probléme d’optimisation
s’écrit
inf J(v) . (10.85)

veEK

Proposition 10.4.10 Il existe un unique contréle optimal v € K pour le probleme (10.85).

Démonstration. On remarque que la fonction v — u est affine de L*(Q) dans H{(Q). Par
conséquent, J(v) est une fonction quadratique positive de v, donc elle est convexe. Elle est
méme fortement convexe puisque J(v) > chHQLz(Q). D’autre part, K est un convexe fermé
non vide de L? (©2). Par conséquent, le Théoréme 9.2.6 permet de conclure a l'existence et a
l'unicité du point de minimum de (10.85). d

Pour obtenir une condition nécessaire d’optimalité qui soit exploitable, on introduit,
comme dans la Sous-section 10.4.2, un état adjoint p défini comme l'unique solution dans
H{ () de

—Ap=u—uo dans Q
{ p=0 sur 0N. (10.86)
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Proposition 10.4.11 La fonction codt J(v) est dérivable sur K et on a
JW)=p+cv,

ot p (qui dépend de v) est donné par (10.86). Par conséquent, la condition nécessaire et
suffisante d’optimalité pour le contréle optimal U est

~AT=f+7Tdans Q, TE Hy(Q), (10.87)
—~Ap =T —uo dans Q, 7€ Hy(Q), (10.88)
- P
UV=1uPu,.; () vmaes(@)] (*E> , (10.89)

ot 1, est la fonction indicatrice de w (c’est-d-dire qui vaut 1 dans w et 0 dans Q\ w) et
Py, i (@) 0man ()] €5t Vopérateur de projection orthogonal sur le segment [Vmin(T), Vmaz ()]

défini par Py, . (2),0mae ()W = Min (vmax(a:), max (Umin(a:),w(a:))).

Démonstration. Comme dans la Proposition 10.4.4, la méthode la plus stire et la plus
simple de calculer le gradient est

lim Jwtew) = J() _ / J (v)wdz .
e—0 € Q

Comme J(v) est quadratique le calcul est trés simple et on obtient

/QJ'(v)wdacz/ ((w — uo)tw + cvw) de,

Q
ol i, est donné par
— AUy =w dans Q
Uw =0 sur Of2.
Pour simplifier ’expression du gradient on utilise I’état adjoint pour cela : on multiplie
(10.90) par p et (10.86) par @., et on intégre par parties

(10.90)

/Vp-Vﬂwdm:/(u—uo)ﬂwda:
Q Q

/Vﬂw-Vpd;rz/wpdac
Q Q

Par comparaison de ces deux égalités on en déduit que

/ﬂJ'(v)wdm:/(p—i—cv)wda:,

Q

d’oti I'expression du gradient. La condition nécessaire et suffisante d’optimalité donnée par
le Théoreme 10.2.1 est

/(]3—}—06) (w—7)dz >0 VweK-. (10.91)

En prenant w égal & U partout sauf sur une petite boule dans w, puis en faisant tendre le
rayon de cette boule vers zéro, on peut “localiser” (10.91) en (presque) tout point x de w

(p@) + cv(@) (wle) = 5()) 20 V(@) € Prmin(@), vmas(@)]
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Cette derniére condition n’est que la définition de T(x) comme projection orthogonale de
—p(x)/c sur le segment [Vimin (), Vmae (x)] (voir le Théoréme 12.1.10). Finalement, on obtient
(10.89) en remarquant que le support des fonctions de K est restreint a w. O

Remarque 10.4.12 Comme dans la Remarque 10.4.8 nous expliquons comment trouver la
forme de (10.86) qui définit I’état adjoint. On introduit le Lagrangien associé au probléme
de minimisation (10.85) sous la contrainte que 1'équation d’état (10.82) (qui relie les deux
variables indépendantes v et u) soit satisfaite

1
L(v,u,p) = 3 / (Ju — uol? + cv|*) dz + / p(Au+ f 4 v)de,
Q Q

ot p est le multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (10.82) entre v et u. Formellement,
les conditions d’optimalité s’obtiennent en disant que le Lagrangien est stationnaire, c’est-
a-dire que

oc _oc _oc _
ov  Ou  Op

La premiére dérivée donne la condition d’optimalité (10.89), la seconde donne ’équation

vérifiée par 1’état adjoint p, et la troisiéme I’équation vérifiée par I’état u. °

10.5 Algorithmes numériques

10.5.1 Introduction

L’objet de cette section est de présenter et analyser quelques algorithmes perme-
ttant de calculer, ou plus exactement d’approcher la solution des problémes d’op-
timisation étudiés précédemment. Tous les algorithmes étudiés ici sont effectivement
utilisés en pratique pour résoudre sur ordinateur des problémes concrets d’optimisa-
tion.

Ces algorithmes sont aussi tous de nature itérative : & partir d’'une donnée ini-
tiale u", chaque méthode construit une suite (u"),en dont nous montrerons qu’elle
converge, sous certaines hypothéses, vers la solution v du probléme d’optimisation
considéré. Apres avoir montré la convergence de ces algorithmes (c’est-a-dire, la
convergence de la suite (u™) vers u quel que soit le choix de la donnée initiale u),
nous dirons aussi un mot de leur vitesse de convergence.

Dans toute cette section nous supposerons que la fonction objectif & minimiser
J est a-convexe différentiable. Cette hypothése d’a-convexité est assez forte, mais
nous verrons plus loin qu’elle est cruciale pour les démonstrations de convergence des
algorithmes. L’application des algorithmes présentés ici & la minimisation de fonctions
convexes qui ne sont pas fortement convexes peut soulever quelques petites difficultés,
sans parler des grosses difficultés qui apparaissent lorsque ’on cherche & approcher
le minimum d’une fonction non convexe! Typiquement, ces algorithmes peuvent ne
pas converger et osciller entre plusieurs points de minimum, ou bien pire ils peuvent
converger vers un minimum local, trés loin d’un minimum global (dans le cas non
convexe, cf. la Proposition 9.2.3).
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Remarque 10.5.1 Nous nous limitons aux seuls algorithmes déterministes et nous
ne disons rien des algorithmes de type stochastique (recuit simulé, algorithmes géné-
tiques, etc.). Outre le fait que leur analyse fait appel a la théorie des probabilités (que
nous n’abordons pas dans ce cours), leur utilisation est trés différente. Pour sché-
matiser simplement, disons que les algorithmes déterministes sont les plus efficaces
pour la minimisation de fonctions convexes, tandis que les algorithmes stochastiques
permettent d’approcher des minima globaux (et pas seulement locaux) de fonctions
non convexes (& un prix toutefois assez élevé en pratique). °

10.5.2 Algorithmes de type gradient (cas sans contraintes)

Commencons par étudier la résolution pratique de problémes d’optimisation en
I’absence de contraintes. Soit J une fonction a-convexe différentiable définie sur 1’es-
pace de Hilbert réel V', on considére le probléme sans contrainte

inf J . 10.92

Inf J(v) (10.92)
D’aprés le Théoréme 9.2.6 il existe une unique solution wu, caractérisée d’aprés la
Remarque 10.2.2 par ’équation d’Euler

J'(u) =0

Algorithme de gradient a pas optimal

N

L’algorithme de gradient consiste a “se déplacer” d’une itérée u™ en suivant la
ligne de plus grande pente associée a la fonction cout J(v). La direction de descente
correspondant & cette ligne de plus grande pente issue de u™ est donnée par le gradient
J'(u™). En effet, si Uon cherche v sous la forme

"t =" — g™ (10.93)

avec p™ > 0 petit et w™ unitaire dans V, c’est avec le choix de la direction w, =
T (u™ )

m que I'on peut espérer trouver la plus petite valeur de J(u"*!) (en 'absence
U

d’autres informations comme les dérivées supérieures ou les itérées antérieures).
Cette remarque simple nous conduit, parmi les méthodes du type (10.93) qui sont

appelées “méthodes de descente”, a I'algorithme de gradient a pas optimal, dans

lequel on résout une succession de probléme de minimisation & une seule variable

réelle (méme si V n’est pas de dimension finie). A partir de u® quelconque dans V,

on construit la suite (u™) définie par
"t =" = (u") (10.94)
ou u™ € R est choisi & chaque étape tel que

J@ = inf J(u” — pJ (™)) . 10.95
(u™t1) inf (W™ — ' (u™)) (10.95)

Cet algorithme converge comme l'indique le résultat suivant.
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Théoréme 10.5.2 On suppose que J est a-convexe différentiable et que J' est Lip-
schitzien sur tout borné de V, c’est-a-dire que

VM >0, 30y >0, o]+ [lwl| < M = [|J/(v) — ' (w)]| < Callv —w||.  (10.96)

Alors lalgorithme de gradient a pas optimal converge : quel que soit u°, la suite (u™)
définie par (10.94) et (10.95) converge vers la solution u de (10.92).

Démonstration. La fonction f(u) = J(u™ — pJ'(u™)) est fortement convexe et
dérivable sur R (si J'(u™) # 0; sinon, on a déja convergé, u™ = u!). Le probléme de
minimisation (10.95) a donc bien une solution unique, caractérisée par la condition
(i) =0, ce qui s’écrit aussi

(J' (™), J'(u™) =0. (10.97)

Ceci montre que deux “directions de descente” consécutives sont orthogonales.
Puisque (10.97) implique que (J'(u"*1), 4" Tt —u") = 0, on déduit de I'a-convexité
de J que
J(un) _ J(un+1) > %Hun _ un+1||2 . (1098)

ce qui prouve que la suite J(u™) est décroissante. Comme elle est minorée par J(u),
elle converge et (10.98) montre que u"*! —u™ tend vers 0. D’autre part, I’a-convexité
de J et le fait que la suite J(u™) est bornée montrent que la suite (u™) est bornée : il
existe une constante M telle que

Ju™] < M .
Ecrivant (10.96) pour v = u™ et w = u™*! et utilisant (10.97), on obtient
1 ™) * < 1" @) |2+ T @ P = (10 (@) = T (@ ]* < Cyllu™ = u|]?,
ce qui prouve que J'(u™) tend vers 0. L’a-convexité de J donne alors
alu” —ul? < (J'(u") = I (u),w" = u) = (J'(@"),u" —w) < [ W) [Ju" =l

qui implique af|u™ — u|| < [|J'(u™)||, d’ou I'on déduit la convergence de lalgorithme.
O

Remarque 10.5.3 1l est utile de noter 'intérét pratique de la derniére inégalité de
cette démonstration : outre la preuve de la convergence, elle donne une majoration
aisément calculable de 'erreur u™ — w. °

Algorithme de gradient a pas fixe

L’algorithme de gradient & pas fixe consiste simplement en la construction d’une
suite u™ définie par
u" =" = J (u) (10.99)
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ou u est un paramétre positif fixé. Cette méthode est donc plus simple que I’algorithme
de gradient a pas optimal, puisqu’on fait & chaque étape ’économie de la résolution
de (10.95). Le résultat suivant montre sous quelles hypothéses on peut choisir le
paramétre p pour assurer la convergence.

Théoréme 10.5.4 On suppose que J est a-convexe différentiable et que J' est Lip-
schitzien sur V', c’est-a-dire qu’il existe une constante C > 0 telle que

|J'(v) = J (w)|| <Clv—w| Vo,weV. (10.100)

Alors, si 0 < p < 2a/C?, lalgorithme de gradient a pas five converge : quel que soit
u®, la suite (u™) définie par (10.95) converge vers la solution u de (10.92).

Démonstration. Posons v™ = u™—u. Comme J'(u) = 0,on a v" ™! = v"—p(J' (u™)—
J'(u)), Qo il vient

o2 = (o™ = 20" (") = T (), u” = ) + a?[| T (") = ()|

(10.101)
< (1—2ap+ C22) o2,

d’aprés (10.100) et I'a-convexité. Si 0 < pu < 2a/C?, il est facile de voir que 1 — 2ayu +
C?1? €]0, 1], et la convergence se déduit de (10.101). De maniére équivalente, la méme
démonstration montre que Papplication v — v — uJ’(v) est strictement contractante
lorsque 0 < p < 2/ G2, dong elle admet un unique point fixe (qui n’est autre que u)
vers lequel converge la suite u". g

Remarque 10.5.5 Une adaptation simple de la démonstration précédente, laissée au
lecteur en guise d’exercice, permet de montrer la convergence en remplagant (10.100)
par 'hypothése plus faible (10.96). Il faut noter aussi que, pour I’algorithme de gra-
dient & pas fixe, a la différence du gradient & pas optimal, la suite J(u™) n’est pas
nécessairement monotone. °

Remarque 10.5.6 Il existe de nombreux autres algorithmes de descente du type
(10.93) que nous ne décrirons pas ici. On rencontre notamment dans cette classe
d’algorithmes la méthode du gradient conjugué dans laquelle la direction de descente
w™ dépend non seulement du gradient J'(u™) mais aussi des directions de descente
utilisées aux itérations précédentes. Nous présentons cette méthode dans la Sous-
section 13.1.5, pour le cas particulier d’une fonctionnelle quadratique du type %Am .
x—b-x. °

Remarque 10.5.7 Comment choisir entre les deux algorithmes de gradient que nous
venons de voir, et plus généralement entre les différentes méthodes de minimisation
numérique qui existent? Un premier critére de choix concerne le cott de chaque
itération. Par exemple, nous 'avons dit, chaque itération de l'algorithme de gradient
4 pas fixe est moins chére qu’une itération de gradient & pas optimal. Evidemment,
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si 'on part de la méme itérée u", une itération du gradient & pas optimal décroit
plus la fonction cott qu’une itération du gradient & pas fixe. On en arrive donc au
deuxiéme critére de choix, souvent plus déterminant, qui est celui de la vitesse de
convergence de Ialgorithme, qui fixe le nombre d’itérations nécessaires pour rendre
Perreur ||u™ — ul| inférieure & une tolérance e fixée a priori.

Par exemple, l'inégalité (10.101) montre que la convergence de lalgorithme de
gradient & pas fixe est au moins géométrique, puisque

lu™ —ul| < A[u® —ul| avec = +/1—2au+ pu2C2.

Cette remarque conduit d’ailleurs, sous réserve d’une analyse plus poussée, & préférer
pour le paramétre p la valeur médiane o/C? dans lintervalle |0, 2c/C? |, valeur qui
minimise celle de . En fait, on peut montrer que la convergence des deux algorithmes
étudiés ci-dessus est effectivement géométrique dans certains cas particulier (ce qui
signifie que la quantité |[u™ — u||*/™ a une limite finie, comprise strictement entre 0 et
1, lorsque n tend vers +00). °

Exercice 10.5.1 Pour V = R? et J(x,y) = ax® + by? avec a,b > 0, montrer que
I'algorithme de gradient a pas optimal converge en une seule itération si a = b ou si
2%9% = 0, et que la convergence est géométrique dans les autres cas. Etudier aussi la
convergence de I'algorithme de gradient a pas fixe : pour quelles valeurs du paramétre p
la convergence se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?

10.5.3 ~ Algorithmes de type gradient (cas avec contraintes)

On étudie maintenant la résolution de problémes d’optimisation avec contraintes

Ulg}f{ J(v), (10.102)
ou J est une fonction a-convexe différentiable définie sur K, sous-ensemble convexe
fermé non vide de ’espace de Hilbert réel V. Le Théoréme 9.2.6 assure alors I’existence
et I'unicité de la solution u de (10.102), caractérisée d’aprés le Théoréme 10.2.1 par
la condition

(J'(u),v—u) >0 VveK. (10.103)

Selon les algorithmes étudiés ci-dessous, nous serons parfois amenés a préciser des
hypothéses supplémentaires sur ’ensemble K.
Algorithme de gradient a pas fixe avec projection

L’algorithme de gradient & pas fixe s’adapte au cas du probléme (10.102) avec
contraintes a partir de la remarque suivante. Pour tout réel p > 0, (10.103) s’écrit

(u=(u=pJ'(w),v-—u)y >0 VoeK. (10.104)
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Notons P l'opérateur de projection sur ’ensemble convexe K, défini au Théoréme
12.1.10 de projection sur un convexe (voir la Remarque 12.1.11). Alors, d’aprés ce
théoréme, (10.104) n’est rien d’autre que la caractérisation de u comme la projection
orthogonale de u — pJ'(u) sur K. Autrement dit,

u=Pr(u—pJ' (u) Vp>0. (10.105)

11 est facile de voir que (10.105) est en fait équivalent & (10.103), et caractérise donc
la'solution u de (10.102). L’algorithme de gradient a pas fixe avec projection (ou
plus simplement de gradient projeté) est alors défini par l'itération

"t = Py (u" — pJ' (u")) (10.106)
ou j est un paramétre positif fixé.

Théoréme 10.5.8 On suppose que J est a-convexe différentiable et que J' est Lips-
chitzien sur V (de constante C, voir (10.100)). Alors, si 0 < p < 2a/C?, lalgorithme
de gradient a pas fize avec projection converge : quel que soit u® € K, la suite (u™)
définie par (10.106) converge vers la solution u de (10.102).

Démonstration. La démonstration reprend celle du Théoréme 10.5.4 ot I'on a mon-
tré que l'application v — v — pJ'(v) est strictement contractante lorsque 0 < p <
2a/C?, c’est-a-dire que

37 €010y ([0 = () = (w = ' @) | < 7llo =]

Puisque la projection Pk est faiblement contractante d’aprés (12.2), I'application
v Py (v —uJ’ (v)) est strictement contractante, ce qui prouve la convergence de la
suite (u™) définie par (10.106) vers la solution u de (10.102). O

Exercice 10.5.2 Soit V = RN et K = {z € R" tel que I, 2; = 1}. Expliciter
I'opérateur de projection orthogonale Pk et interpréter dans ce cas la formule (10.105)
en terme de multiplicateur de Lagrange.

Algorithme d’Uzawa

Le résultat précédent montre que la méthode de gradient & pas fixe avec projection
est applicable & une large classe de problémes d’optimisation convexe avec contraintes.
Mais cette conclusion est largement un leurre du point de vue pratique, car I’'opérateur
de projection Pk n’est pas connu explicitement en général : la projection d’un élément
v € V sur un convexe fermé quelconque de V peut étre trés difficile & déterminer !

Une exception importante concerne, en dimension finie (pour V = RM), les sous-
ensembles K de la forme

M
K = H [a;, bj] (10.107)
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(avec éventuellement a; = —oo ou b; = +oo pour certains indices 7). En effet, il est
alors facile de voir que, si x = (71,72, ..., 20) € RM y = P (x) a pour composantes
y; = min (max (a;,z;),b;) pour 1<i< M, (10.108)

autrement dit, il suffit juste de “tronquer” les composantes de x. Cette propriété
simple, jointes aux remarques sur la dualité énoncée dans la Section 10.3, va nous
conduire & un nouvel algorithme. En effet, méme si le probléme primal fait intervenir
un ensemble K des solutions admissibles sur lequel la projection Px ne peut étre
déterminée explicitement, le probléme dual sera fréquemment posé sur un ensemble
de la forme (10.107), typiquement sur (R, ). Dans ce cas, le probléme dual peut étre
résolu par la méthode du gradient & pas fixe avec projection, et la solution du probléme
primal pourra ensuite étre obtenue en résolvant un probléme de minimisation sans
contrainte. Ces remarques sont a la base de 'algorithme d’Uzawa, qui est en fait
une méthode de recherche de point-selle.
Considérons le probléme de minimisation convexe

inf 10.1
F(l,?)go‘](”)’ (10.109)

ou J est une fonctionnelle convexe définie sur V' et F' une fonction convexe de V' sur
RM. Sous les hypothéses du Théoréme de Kuhn et Tucker 10.3.4, la résolution de
(10.109) revient & trouver un point-selle (u,p) du Lagrangien

L(v,q) =JW)+q-Fv), (10.110)
sur V. x (R4 )M. A partir de la Définition 10.3.1 du point-selle
Vge (ROM  L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) YveV, (10.111)

on déduit que (p — q) - F(u) > 0 pour tout ¢ € (R;)M, d’oit on tire, pour tout réel
p >0,
(P—a) (p— (p+uF(u)) <0 VYge (R)Y,

ce qui, d’aprés (12.1), montre que
p = P (p+ puF(u) Yu>0, (10.112)

PRy désignant la projection de RM sur (R, )M,

Au vu de cette propriété et de la seconde inégalité dans (10.111), nous pouvons
introduire 1’algorithme d’Uzawa : & partir d’un élément quelconque p° € (R, )M,
on construit les suites (u") et (p™) déterminées par les itérations

L(u",p ):Ulgﬁ(v,p )

(10.113)
PP = Paar (0" + pF (u))
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1 étant un parameétre positif fixé. On peut interpréter I’algorithme d’Uzawa en disant
qu’alternativement il minimise le Lagrangien par rapport & v avec ¢ fixé et il maximise
(par un seul pas de 'algorithme du gradient projeté) ce méme Lagrangien par rapport
a g avec v fixé. Une autre maniere de voir l'algorithme d’Uzawa est la suivante :
il prédit une valeur du multiplicateur de Lagrange q et effectue une minimisation
sans contrainte du Lagrangien par rapport & v, puis il corrige la prédiction de ¢ en
I'augmentant si la contrainte est violée et en le diminuant sinon. Nous verrons une
troisiéme interprétation de ’algorithme d’Uzawa dans le cadre de la théorie de la
dualité ci-dessous.

Théoréme 10.5.9 On suppose que J est a-convexe différentiable, que I est conveze
et Lipschitzienne de V dans RM, c’est-a-dire qu’il existe une constante C telle que

|F(v) — F(w)] < Cllv—w| VYvweV, (10.114)

et qu’il existe un point-selle (u,p) du Lagrangien (10.110) sur V x (Ry)M. Alors, si
0 < u < 2a/C?, Palgorithme d’Uzawa converge : quel que soit I’élément initial p°, la
suite (u™) définie par (10.113) converge vers la solution u du probléme (10.109).

Démonstration. Rappelons d’abord que existence d'une solution u de (10.109)
découle de celle du point-selle (u, p) (voir la Proposition 10.3.2), alors que son unicité
est une conséquence de I'a-convexité de J. De méme, p™ étant fixé, le probléme de
minimisation dans (10.113) a bien une solution unique u". D’apreés I’Exercice 10.2.6,
les inéquations d’Euler satisfaites par u et u” s’écrivent

(J'(u),v—u)+p- (Fv)—F(u) >0 YveV, (10.115)
(J'(u"),v—u™)y +p" - (F(v) — F(u")) >0 YveV. (10.116)

Prenant successivement v = u” dans (10.115) et v = u dans (10.116) et additionnant,
on obtient

(J'(u) = J'(u"),u"™ —u) + (p—p") - (F(u") = F(u)) >0,
d’ot1 en utilisant I’a-convexité de J et en posant r"™ = p™ —p
r e (F(u") — F(u)) < —allu™ —ul)?. (10.117)

D’autre part, la projection P]Rf étant faiblement contractante d’aprés (12.2), en
soustrayant (10.112) a (10.113) on obtient

I < Al + p(F (™) = Fu)ll

soit
2 < ™12 4 2™ - (F(u™) = Flu)) + p?|[Fu”) = F(u)])? .

Utilisant (10.114) et (10.117), il vient

[ < P (€% = 2p0) ™ =
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Si 0 < p < 2a/C?, on peut trouver 3 > 0 tel que C?p2 — 2ua < —3, d’ott

Bllu™ —ul® <A |2 = e+ (10.118)
Ceci montre alors que la suite ||"||? est décroissante : le membre de droite de (10.118)
tend donc vers 0, ce qui entraine que u™ tend vers u. O

Ainsi, l'algorithme d’Uzawa permet d’approcher la solution de (10.109) en rem-
placant ce probléme avec contraintes par une suite de problémes de minimisation
sans contraintes (10.113). A chaque itération, la détermination de p™ est élémentaire,
puisque d’aprés (10.108) lopérateur de projection PMf est une simple troncature a
zéro des composantes négatives. Il faut aussi noter que le Théoréme 10.5.9 ne dit
rien de la convergence de la suite (p™). En fait, cette convergence n’est pas assurée
sous les hypothéses du théoréme, qui n’assurent d’ailleurs pas 'unicité de 1’élément
p € (Ry)M tel que (u, p) soit point-selle (voir la Remarque 10.3.12 et I'Exercice 10.5.3
ci-dessous).

11 reste & faire le lien entre I'algorithme d’Uzawa et la théorie de la dualité, comme
nous I’avons déja annoncé. Rappelons d’abord que le probléme dual de (10.109) s’écrit

sup G(q) , (10.119)
q=0
ou, par définition
G(a) = inf L(v,q) , (10.120)

et que le multiplicateur de Lagrange p est une solution du probléme dual (10.119).
En fait, sous des hypothéses assez générales, on peut montrer que G est différentiable
et que le gradient G'(g) est précisément égal a F'(u,), ol u, est 'unique solution du
probléme de minimisation (10.120). En effet, on a

G(q) = J(ug) +q- Flug),
et en dérivant formellement par rapport & ¢
G'(q) = F(ug) + (J'(uq) + q - F'(uq), uy) = F(ug),

& cause de la condition d’optimalité pour u,. On voit alors que 1’algorithme
d’Uzawa n’est autre que la méthode du gradient a pas fixe avec projection
appliquée au probléme dual puisque la deuxiéme équation de (10.113) peut s’écrire
ptl = PRf (p™ + pG'(p™)) (le changement de signe par rapport a (10.106) vient du
fait que le probléme dual (10.119) est un probléme de maximisation et non de min-
imisation). Le lecteur vérifiera trés facilement cette assertion dans le cas particulier
étudié a ’exercice suivant.

Exercice 10.5.3 Appliquer I'algorithme d'Uzawa au probléme de la Remarque 10.3.12
(fonctionnelle quadratique et contraintes affines en dimension finie). Si la matrice B est
de rang M, ce qui assure |'unicité de p d'aprés la Remarque 10.3.12, montrer que la suite
p" converge vers p.
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Pénalisation des contraintes

Nous concluons cette sous-section en décrivant briévement un autre moyen d’ap-
procher un probléme de minimisation avec contraintes par une suite de problémes de
minimisation sans contraintes ; c¢’est la procédure de pénalisation des contraintes.
Nous évitons de parler ici de “méthode” ou “d’algorithme” car la pénalisation des
contraintes n’est pas une méthode & proprement parler. La résolution effective des
problémes sans contraintes que nous allons construire doit étre réalisée a 'aide de I'un
des algorithmes de la Sous-section 10.5.2. Cette résolution peut d’ailleurs soulever des
difficultés, car le probléme “pénalisé” (10.122) est souvent “mal conditionné” (voir la
Sous-section 13.1.2).

Nous nous placons pour simplifier dans le cas ot V = RY | et nous considérons de
nouveau le probléme de minimisation convexe

F(llr)l)fgo J(v), (10.121)

ot J est une fonction convexe continue de RV dans R et F une fonction convexe
continue de RN dans RM.
Pour € > 0, nous introduisons alors le probléme sans contraintes

M
inf (J(v)+é2[max(ﬂ(v),o)]2> 7 (10.122)

]RN
ve i=1

dans lequel ont dit que les contraintes F;(v) < 0 sont “pénalisées”. On peut alors énon-
cer le résultat suivant, qui montre que, pour € petit, le probléme (10.122) “approche
bien” le probléme (10.121).

Proposition 10.5.10 On suppose que J est continue, strictement conveze, et infinie
a linfini, que les fonctions F; sont convezes et continues pour 1 < i < M, et que

l’ensemble
K={veRY | F{)<0 Vie{l,...,M}}

est non vide. En notant u l'unique solution de (10.121) et, pour € > 0, u. lunique
solution de (10.122), on a alors

lim ue. = u .

e—0
Démonstration. L’ensemble K étant convexe fermé, 'existence et 'unicité de u
découlent du Théoréme 9.1.3 et de la stricte convexité de J. De plus, la fonction
Gv) = Zi\il [max (F;(v),0)]? est continue et convexe puisque la fonction de R dans R
qui & z associé max (x,0)? est convexe et croissante. On en déduit que la fonctionnelle
J-(v) = J(v) + e 1G(v) est strictement convexe, continue, et infinie & 'infini puisque
G(v) > 0, ce qui implique existence et 1'unicité de u.. Comme G(u) = 0, on peut
écrire
G(ue)

Jo(ue) = J(ue) + 5

< J(u) = J(u) . (10.123)



10.5. ALGORITHMES NUMERIQUES 349

Ceci montre que
J(ue) < Je(ue) < J(u), (10.124)

et donc que u. est borné d’apreés la condition “infinie & I'infini”. On peut donc extraire
de la famille (u.) une suite (u.,) qui converge vers une limite u, lorsque ¢j tend
vers 0. On a-alors 0 < G(ue,) < ep(J(u) — J(ue,)) d’aprés (10.123). Passant a la
limite, on obtient G(u.) = 0, qui montre que u, € K. Comme (10.124) implique que
J(u.) < J(u), on a alors u. = u, ce qui conclut la démonstration, toutes les suites
extraites (ue, ) convergeant vers la méme limite w. O

Exercice 10.5.4 En plus des hypothéses de la Proposition 10.5.10, on suppose que les
fonctions J et Fi,..., Fjs sont continiment différentiables. On note de nouveau I(u)
I'ensemble des contraintes actives en u, et on suppose que les contraintes sont qualifiées

en u au sens de la Définition 10.2.13. Enfin, on suppose que les vecteurs (Fi’(u))iel(u)

sont linéairement indépendants, ce qui assure |'unicité des multiplicateurs de Lagrange
A, ..., A tels que J'(u) + Zf‘il NiF](u) =0, avec A; = 0'si @ ¢ I(u). Montrer alors
que, pour tout indice i € {1,..., M}

2
lim | —max (F;(us),0)| = A, .

e—=0 | e

Remarque 10.5.11 Nous verrons a la Sous-section 11.2.3 une autre méthode de
pénalisation par introduction de fonctions “barriéres”. °

10.5.4 Meéthode de Newton

On se place en dimension finie V = R . Expliquons le principe de la méthode de
Newton. Soit F une fonction de classe C? de R dans RY. Soit u un zéro régulier de
F c’est-a-dire que

F(u)=0 et F'(u) matrice inversible.
Une formule de Taylor au voisinage de v nous donne
F(u) = F(v) + F'(v)(u = v) + O (|lu—v]]?) ,

c’est-a-dire
u=v—(F'(v))" Fv)+ O (v —ul?).

La méthode de Newton consiste & résoudre de facon itérative cette équation en nég-
ligeant le reste. Pour un choix initial u® € RV, on calcule

un+1 —u = (F/(u”))fl F(u") pour n > 0. (10.125)

Rappelons que 1’on ne calcule pas linverse de la matrice F’(u") dans (10.125) mais
que l’on résout un systéme linéaire par 'une des méthodes exposées a la Section 13.1.
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Du point de vue de I'optimisation, la méthode de Newton s’interpréte de la maniére
suivante. Soit .J une fonction de classe C2 de R dans R, et soit « un minimum local
de J. Si on pose F' = J’, on peut appliquer la méthode précédente pour résoudre
la condition nécessaire d’optimalité J’(u) = 0. Cependant, on peut aussi envisager la
méthode de Newton comme une méthode de minimisation. A cause du développement
de Taylor

Jw) =Jw)+J'(v) - (w—v)+ %J”(v)(w —v) - (w—v)+ O (|lw—0|*), (10.126)

on peut approcher J(w) au voisinage de v par une fonction quadratique. La méthode
de Newton consiste alors & minimiser cette approximation quadratique et & itérer.
Le minimum de la partie quadratique du terme de droite de (10.126) est donné par
w=uv—(J"())""J'(v) si la matrice J”(v) est définie positive. On retrouve alors la
formule itérative (10.125).

L’avantage principal de la méthode de Newton est sa convergence bien plus rapide
que les méthodes précédentes.

Proposition 10.5.12 Soit F une fonction de classe C? de RN dans RN, et u un
zéro régulier de I (i.e. F(u) =0 et F'(u) inversible). Il existe un réel € > 0 tel que,
si u® est assez proche de u au sens ot |lu — ul|| <€, la méthode de Newton définie
par (10.125) converge, c’est-a-dire que la suite (u™) converge vers u, et il existe une
constante C' > 0 telle que

lu" T — || < C|lu™ —ul|* . (10.127)

Démonstration. Par continuité de F” il existe € > 0 tel que F’ est inversible en tout
point de la boule de centre u et de rayon e. Supposons que u'™ soit resté proche de wu,
au sens ou |lu — u"|| < e, donc F’(u™) est inversible. Comme F(u) = 0, on déduit de
(10.125)

u"t —u =" —u— (F’(u”)f1 (F(u"™) — F(u))

qui, par développement de Taylor autour de u", devient
Wy = (F/(un))—l O (”un _ uHZ) )

Comme |u — u"™|| < ¢, on en déduit qu'il existe une constante C' > 0 (indépendante
de n et liée au module de continuité de F' et de F” sur la boule de centre u et de
rayon ¢) telle que

u™ — || < Cfju™ — ul|?. (10.128)

Si € est suffisamment petit de maniére & ce que Ce < 1, on déduit de (10.128) que u"+!
reste dans la boule de centre u et de rayon e. Cela permet de vérifier par récurrence
Ihypothése que ||lu — u™|| < e pour tout n > 0, et (10.128) est bien la conclusion
désirée. 0
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Remarque 10.5.13 Bien sir, il faut conserver & I'esprit que chaque itération de la
méthode de Newton (10.125) nécessite la résolution d’un systéme linéaire, ce qui est
cotteux. De plus, la convergence rapide (dite “quadratique”) donnée par (10.127) n’a
lieu que si F est de classe C2, et si u” est assez proche de u, hypothéses bien plus
restrictives que celles que nous avions utilisées jusqu’a présent. Effectivement, méme
dans des cas tres simples dans R, la méthode de Newton peut diverger pour certaines
données initiales u” ; il faut noter aussi que la convergence quadratique (10.127) ne
se produit qu’au voisinage d’un zéro régulier, comme le montre I'application de la
méthode de Newton & la fonction F(x) = ||z||?> dans RY, pour laquelle la convergence
n’est que géométrique. Par ailleurs, si on applique la méthode de Newton pour la
minimisation d’une fonction J comme expliqué ci-dessus, il se peut que la méthode
converge vers un maximum ou un col de J, et non pas vers un minimum, car elle ne
fait que rechercher les zéros de J'. La méthode de Newton n’est donc pas supérieure
en tout point aux algorithmes précédents, mais la propriété de convergence locale
quadratique (10.127) la rend cependant particuliérement intéressante. °

Remarque 10.5.14 Un inconvénient majeur de la méthode de Newton est la nécessité de
connaitre le Hessien J” (v) (ou la matrice dérivée F’(v)). Lorsque le probléme est de grande
taille ou bien si J n’est pas facilement deux fois dérivable, on peut modifier la méthode de
Newton pour éviter de calculer cette matrice J”(v) = F'(v). Les méthodes, dites de quasi-
Newton, proposent de calculer de fagon itérative aussi une approximation S™ de (F'(u”))fl.
On remplace alors la formule (10.125) par

u"t ="~ S"F(u") pour n>0.
En général on calcule S" par une formule de récurrence du type
sttt =g" 4"

ot C™ est une matrice de rang 1 qui dépend de u™, v ™", F(u™), F(u™""), choisie de maniére
a ce que S™ — (F'(u™))™! converge vers 0. Pour plus de détails sur ces méthodes de quasi-
Newton nous renvoyons a [6] et [15]. °

On peut adapter la méthode de Newton a la minimisation d'une fonction J avec des

contraintes d’égalité. Soit J une fonction de classe C? de RY dans R, G = (Gi,...,Gr) une
fonction de classe C* de RY dans RM (avec M < N), et soit « un minimum local de
min J(v) . (10.129)

veRN | G(v)=0

Si les vecteurs (G’ (u),...,Ghs(u)) sont linéairement indépendants, la condition nécessaire
d’optimalité du Théoréme 10.2.8 est

M

() +d NG (w) =0, Gi(u)=0 1<i< M. (10.130)
i=1
ot les A1, ..., Anm € R sont les multiplicateurs de Lagrange. On peut alors résoudre le systéme

10.130) de (N + M) équations & (N + M) inconnues (u, A) € R¥*M par une méthode de
( q P

Newton. On pose donc
_{ T+ A
F(u7 >‘) - ( G(U) 9
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dont la matrice dérivée est

(T EN G () (G w)
P = (o 0 )

On peut alors appliquer algorithme de Newton (10.125) a cette fonction F'(u, A) si la matrice
F'(u, M) est inversible. Nous allons voir que cette condition est “naturelle” au sens oi elle
correspond & une version un peu plus forte de la condition d’optimalité d’ordre 2 de la
Proposition 10.2.11. La matrice F'(u,\) est inversible si elle est injective. Soit (w,u) un
élément de son noyau

J"(ww + X G"(ww + (G'(u)*u=0
Gi(u)-w=0pour 1 <i< M

On en déduit que w € KerG'(u) = ﬂi\il KerGj(u) et (J"(u)+ -G’ (u))w € Im(G (u))*.
Or Im(G’(u))* = [KerG’ (u)]*. Par conséquent, si on suppose que

(J"(w) +A-G"(w) (w,w) >0 Vw e KerG'(u),w # 0, (10.131)

la matrice F”(u,\) est inversible. On remarque que (10.131) est I'inégalité stricte dans la
condition d’optimalité d’ordre 2 de la Proposition 10.2.11. Il est donc naturel de faire I’hy-
pothese (10.131) qui permet d’utiliser 1’algorithme de Newton. On peut ainsi démontrer
la convergence de cette méthode (voir [6]). I est intéressant d’interpréter cet algorithme
comme une méthode de minimisation. On introduit le Lagrangien £(v, p) = J(v) + p- G(v),
ses dérivées par rapport a v, £ et L”, et on vérifie que I’équation

("N = (0N = (F (W™ )T Fa™, A"

—1

+

est la condition d’optimalité pour que u"*! soit un point de minimum du probléme quadra-

tique & contraintes affines
min Q" (w), (10.132)
weRN
G(un)+G' (un)-(w—un)=0
avec

Q" (w) = (z(un,m F L WA - (w— ™) + %E“(u", A" (w — ™) - (w — u“)) :

et A" est le multiplicateur de Lagrange associé au point de minimum de (10.132). On
remarque que dans (10.132) on a effectué un développement de Taylor a 'ordre deux en w
sur le Lagrangien £(w, A™) et on a linéarisé la contrainte G(w) autour du point u".

Remarque 10.5.15 Dans (10.132) on a utilisé une approximation quadratique du Lagrang-
ien et non pas de la fonction J. On pourrait essayer de se contenter d'une méthode itérative
de résolution de approximation quadratique & contraintes affines suivante

min J(U)JrJ'(v)~(w7v)+%J”(v)(wfv)(wfv)) : (10.133)
G (0)+GT (o) (w—v)=0

Malheureusement la méthode basée sur (10.133) peut ne pas converger! En particulier, il

n’est pas évident que le Hessien J” (v) soit définie positif sur I'espace des contraintes (c’est

le Hessien du Lagrangien qui est positif comme 'affirme la condition d’optimalité d’ordre 2

de la Proposition 10.2.11). °



Chapitre 11

METHODES DE LA
RECHERCHE
OPERATIONNELLE

(Rédigé en collaboration avec Stéphane Gaubert)

11.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons divers outils de la RO (recherche opérationnelle).
Dans RO, le mot “opérationnel” s’est d’abord entendu au sens propre : la RO est née,
en grande partie, des problémes de planification qui se sont posés pendant la sec-
onde guerre mondiale et peu aprés. Ainsi G. Dantzig, I'inventeur de Ialgorithme du
simplexe, était conseiller pour I’armée de ’air américaine, et la planification du pont
aérien sur Berlin en 1948 est une application célébre de la programmation linéaire
(voir [34] pour plus de détails). Le domaine s’est depuis considérablement développé
et civilisé... Les problémes de RO abondent dans 'industrie et les services : on peut
citer par exemple les problémes d’emploi du temps (pour les équipages de compag-
nies aériennes, pour les employés d’un centre d’appel, etc.), de tournées de véhicules,
de routage dans les réseaux, de localisation d’entrepoéts, de gestion de stock, d’ordon-
nancement d’atelier, ... La RO emprunte des outils a plusieurs domaines scientifiques :
optimisation continue et optimisation combinatoire, mais aussi aux mathématiques
discrétes et en particulier a 'algorithmique des graphes ; a U'informatique, d’une part
via la théorie de la complexité, qui permet de discerner les problémes “faciles”, c’est-a-
dire résolubles en temps polynomial en la taille du probléme, des problémes difficiles,
et d’autre part via la programmation par contraintes, ou “PPC” (qui traite de I’art
d’énumérer intelligemment des solutions). Quelques questions de RO sont aussi reliées
a la théorie des probabilités (par exemple pour la compréhension d’algorithmes d’op-
timisation stochastiques tels que le recuit simulé), & 'automatique ou a la théorie des

353
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jeux (pour les problémes de décision dynamiques). Une part importante de ’activité en
RO reléve par ailleurs de I’art du praticien (modélisation, conception d’heuristiques,
etc.). Notre propos dans ce chapitre n’est pas de présenter la RO, mais plutot d’ini-
tier & une partie mathématisée du domaine, I’optimisation combinatoire, qu’unissent
des liens profonds & I'optimisation continue traitée dans les chapitres précédents : les
méthodes les plus efficaces pour la résolution exacte de problémes combinatoire s’ap-
puient souvent sur la programmation convexe, et en retour, considérer des problémes
et objets discrets (problémes de flots, problémes d’affectation, points extrémaux de
polyeédres, réseaux électriques, Laplaciens de graphes, etc.), permet souvent de mieux
comprendre les analogues de ces problémes et objets qui interviennent en Analyse.

Nous présenterons successivement dans ce chapitre cinq grandes méthodes. La
programmation linéaire, qui fait 'objet de la Section 11.2, permet de résoudre
efficacement les problémes d’optimisation continue ot les contraintes et le critére s’ex-
priment linéairement, qui abondent en RO. Parfois, il est indispensable de trouver une
solution entiére. Nous verrons dans la Section 11.3, & ’aide de la notion de polyédre
entier, que cela peut se faire sans augmenter la complexité dans certains cas spéci-
aux, qui incluent la classe importante des problémes de flots. La Section 11.4 présente
une autre méthode, la programmation dynamique, naturellement adaptée aux
problémes de plus court chemin, et qui sert aussi comme auxiliaire dans des prob-
lémes combinatoires plus difficiles. La Section 11.5 donne un exemple d’algorithme
glouton : les algorithmes gloutons ne sont optimaux que pour des problémes tres
particuliers, mais ils sont souvent utiles pour produire des heuristiques. Nous ver-
rons enfin dans la Section 11.6, que lorsque les outils précédents ne s’appliquent pas
directement, il est souvent possible d’obtenir une solution optimale par séparation
et évaluation (“branch and bound”), c’est-a-dire, par une exploration arborescente
combinée & une approximation du probléme.

11.2 Programmation linéaire

Nous n’avons encore rien dit sur 'Exemple 9.1.1 qui est typique d’une classe
trés large de problémes, dits de programmation linéaire. Au regard de I'importance
pratique de ces problémes nous leur réservons maintenant une section entiére.

11.2.1 Définitions et propriétés

On veut résoudre le probléme suivant, dit programme linéaire sous forme
standard,

inf ¢, (11.1)

zER"tel que Az=b, >0

ou A est une matrice de taille m x n, b € R, ¢ € R™, et la contrainte x > 0 signifie

que toutes les composantes de x sont positives ou nulles. Dans tout ce qui suit on

supposera que m < n et que le rang de A est exactement m. En effet, si rg(A) < m,

certaines lignes de A sont liées et deux possibilités se présentent : soit les contraintes
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(correspondantes a ces lignes) sont incompatibles, soit elles sont redondantes et on
peut donc éliminer les lignes inutiles.

Le probléme (11.1) semble étre un cas particulier de programme linéaire puisque
les contraintes d’inégalités sont seulement du type x > 0. Il n’en est rien, et tout
programme linéaire du type

inf c-x.
zERntel que Az>b, A’z=b’

peut se mettre sous la forme standard (11.1) quitte & changer la taille des données.
En effet, remarquons tout d’abord que les contraintes d’égalité A’z = b’ sont évidem-
ment équivalentes aux contraintes d’inégalité A’z < b’ et A’z > b'. On peut donc se
restreindre au cas suivant (qui ne contient que des contraintes d’inégalité)

inf c-x. (11.2)
z€Rntel que Az>b

Dans (11.2) on peut remplacer la contrainte d’inégalité en introduisant de nouvelles
variables, dites d’écarts, A € R™. La contrainte d’inégalité Ax > b est alors équiva-
lente & Ax = b+ X avec A > 0. Ainsi (11.2) est équivalent &

inf c-x. (11.3)
(z,\)ERMm+mItel que Az=b+X, A>0

Finalement, si on décompose chaque composante de x en partie positive et négative,
c’est-a-dire si on pose # = 7 — z~ avec 7 = max(0,z) et = = —min(0, ), on
obtient que (11.2) est équivalent &

+

inf ¢ (z7 —x7). (11.4)

(zF,z— A\ ERCn+mItel que Azt —Az—=b+A, 2+>0,2—>0,A>0

qui est bien sous forme standard (mais avec plus de variables). Il n’y a donc aucune
perte de généralité a étudier le programme linéaire standard (11.1).

Nous avons déja donné une motivation concréte de la programmation linéaire au
début du Chapitre 9 (voir I’Exemple 9.1.1). Considérons pour 'instant un exemple
simple qui va nous permettre de comprendre quelques aspects essentiels d’'un pro-
gramme linéaire

mlzo‘gjiz%,mszo x1 + 4xo + 223 . (11.5)

2x1 +axo+3w3=6
Sur la Figure 11.1 nous avons tracé I’ensemble des (1,22, z3) qui vérifient les con-
traintes : un triangle plan 7. C’est un fermé compact de R?, donc la fonction continue
r1 +4x9 4 223 y atteint son minimum que 'on note M. Pour déterminer ce minimum
on peut considérer la famille de plans paralléles x1 4+ 4xo + 223 = ¢ paramétrée par c.
En augmentant la valeur de ¢ & partir de —oo, on “balaie” 'espace R? jusqu’a attein-
dre le triangle T, et le minimum M est obtenu lorsque le plan “touche” ce triangle.
Autrement dit, tout point de minimum de (11.5) est sur le bord du triangle 7. Une
autre facon de le voir est de dire que la fonction x1 + 422 4+ 2x3 a un gradient non nul
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F1GURE 11.1 — Ensemble admissible pour ’exemple (11.5).

dans T donc ses extréma se trouvent sur le bord de T'. Pour 'exemple (11.5) le point
de minimum (unique) est le sommet (0,3,0) de 7. Nous verrons qu’il s’agit d’un fait
général : un point de minimum (s’il existe) peut toujours se trouver en un des som-
mets de 'ensemble géométrique des vecteurs = qui vérifient les contraintes. 11 “suffit”
alors d’énumérer tous les sommets afin de trouver le minimum : c’est précisément ce
que fait (de maniére intelligente) 1’algorithme du simplexe que nous verrons dans la
prochaine sous-section.

Pour établir cette propriété en toute généralité pour le programme linéaire stan-
dard (11.1), nous avons besoin de quelques définitions qui permettent de préciser le
vocabulaire.

Définition 11.2.1 L’ensemble X,q des vecteurs de R™ qui satisfont les contraintes
de (11.1), c¢’est-a-dire

Xoa = {z € R" tel que Ax =b, x >0},

est appelé ensemble des solutions admissibles. On appelle sommet ou point extrémal
de Xoq tout point T € X,q qui ne peut pas se décomposer en une combinaison convexe
(non triviale) de deuz autres points de X,q, c¢’est-a-dire que, s’il existe y,z € Xqq et
0 €]0,1] tels que T =0y + (1 — 0)z, alors y = z = 7.

Remarque 11.2.2 Le vocabulaire de I'optimisation est trompeur pour les néophytes.
On appelle solution (admissible) un vecteur qui satisfait les contraintes. Par contre,
un vecteur qui atteint le minimum de (11.1) est appelé solution optimale (ou point
de minimum). °
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On vérifie facilement que I'ensemble X4 est un polyédre (éventuellement vide).
(Rappelons qu’un polyédre est une intersection finie de demi-espaces de R™.) Ses
points extrémaux sont donc les sommets de ce polyédre. Lorsque X4 est vide, par
convention on note que

inf c-x = +o0.
zeRntel que Az=b, >0

Lemme 11.2.3 [ existe au moins une solution optimale (ou point de minimum) du
programme linéaire standard (11.1) si et seulement si la valeur du minimum est finie

—00 < inf c-x < +00.
z€R"tel que Az=b, >0

Démonstration. Soit (z¥);>1 une suite minimisante de (11.1). On introduit la ma-
trice A définie par

La suite Az" appartient au cone suivant
n
C= {sz./lz avec x; > 0} ,
=1

ou les A; sont les colonnes de la matrice A. D’aprés le Lemme de Farkas 10.2.17 le
cone C est fermé, ce qui implique que

lim AzF = 0 ) e C,
k——+oco b

() =(% )

et le minimum est atteint en . O

donc il existe T > 0 tel que

Définition 11.2.4 On appelle base associée a (11.1) une base de R™ formée de m
colonnes de A. On note B cette base qui est une sous-matrice de A, carrée d’ordre m
inversible. Aprés permutation de ses colonnes on peut écrire A sous la forme (B, N)
ot N est une matrice de taille m x (n — m). De la méme fagon on peut décomposer
x en (xp,xN) de sorte qu’on a

Ax = Bxg + Nay.

Les composantes du vecteur xp sont appelées variables de base et celles de x variables
hors base. Une solution basique (ou de base) est un vecteur v € X 4 tel que xn = 0.
Si en plus l'une des composantes de xp est nulle, on dit que la solution basique est
dégénérée.
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La notion de solution basique correspond a celle de sommet de X .

Lemme 11.2.5 Les sommets du polyédre X ,q sont exactement les solutions basiques.

Démonstration. Si z € X,y est une solution basique, dans une certaine base de
R™ on a z = (r1, ..., &m,0,...,0), A = (B,N) avec B = (by, ..., by,), une base de R™
telle que 2111 x;b; = b. Supposons qu’il existe 0 < 6 < 1 et y,z € Xyq tels que
x = 0y + (1 — 0)z. Nécessairement, les n — m derniéres composantes de y et z sont
nulles et, comme y et z appartiennent & X,4, on a 2111 y:bi = b et 2111 zib; = b.
Par unicité de la décomposition dans une base, on en déduit que x = y = z, et donc
z est un sommet de X,q.

Réciproquement, si z est un sommet de X,4, on note k£ le nombre de ses com-
posantes non nulles, et aprés un éventuel réarrangement on a b = Zle xr;a; ou les
(a;) sont les colonnes de A. Pour montrer que = est une solution basique il suffit
de prouver que la famille (aq,...,a) est libre dans R™ (on obtient une base B en
complétant cette famille). Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe alors y # 0
tel que Zle yia; = 0 et (Yrt1, ..., yn) = 0. Comme les composantes (x1, ..., zx) sont
strictement positives, il existe € > 0 (petit) tel que (v + ey) € Xog et (r—e€y) € Xqa.
Le fait que = = (z + ey)/2 + (x — ey)/2 contredit le caractére extrémal de z, donc x
est une solution basique. O

Le résultat fondamental suivant nous dit qu’il est suffisant de chercher une solution

optimale parmi les sommets du polyédre X,4.

Proposition 11.2.6 S’il existe une solution optimale du programme linéaire standard
(11.1); alors il existe une solution optimale basique.

Démonstration. La démonstration est trés similaire a celle du Lemme 11.2.5. Soit
x € Xqq une solution optimale de (11.1). On note k le nombre de ses composantes
non nulles, et aprés un éventuel réarrangement on a

k
b= Z TiQg,
i=1
ou les (a;) sont les colonnes de A. Si la famille (ay, ..., a;) est libre dans R™, alors a

est une solution optimale basique. Si (a1, ..., ax) est lié, alors il existe y # 0 tel que

k
Zy,-ai =0et (yk+17 -~-7yn) =0.

i=1

Comme les composantes (z1, ..., x) sont strictement positives, il existe € > 0 tel que
(x + ey) € Xoq. Comme z est un point de minimum, on a nécessairement

c-x<c-(xtey),
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c’est-a-dire ¢ - y = 0. On définit alors une famille de points z. = = + ey paramétrée
par €. En partant de la valeur ¢ = 0, si on augmente ou on diminue € on reste dans
I’ensemble X4 jusqu’a une valeur ¢y au dela de laquelle la contrainte z. > 0 est violée.
Autrement dit, z., € X 4 posséde au plus (k—1) composantes non nulles et est encore
solution optimale. On répéte alors 'argument précédent avec x = z., et une famille
de (k — 1) colonnes (a;). A force de diminuer la taille de cette famille, on obtiendra

finalement une famille libre et une solution optimale basique. O

Remarque 11.2.7 En appliquant la Proposition 11.2.6 lorsque ¢ = 0 (toute solution
admissible est alors optimale), on voit grace au Lemme 11.2.5 que dés que X,q est
non-vide, X 4 a au moins un sommet. Cette propriété n’a pas lieu pour des polyédres
généraux (considérer un demi-plan de R?). o

Exercice 11.2.1 Résoudre le programme linéaire suivant

max x1 + 2z

2120,22>0

sous les contraintes
=371 +212 < 2,
—x1 +2x0 <4,
xr1 + X2 < 5.

En pratique le nombre de sommets du polyédre X4 est gigantesque car il peut
étre exponentiel par rapport au nombre de variables. On le vérifie sur un exemple
dans I'exercice suivant.

Exercice 11.2.2 Montrer que I'on peut choisir la matrice A de taille m x n et le vecteur
b € R™ de telle facon que X,q4 soit le cube unité [0, 1]*~™ dans le sous-espace affine de
dimension n — m défini par Az = b. En déduire que le nombre de sommets de X 4 est
alors 2™,

11.2.2 Algorithme du simplexe

L’algorithme du simplexe est di & G. Dantzig dans les années 1940. Il consiste a
parcourir les sommets du polyédre des solutions admissibles jusqu’a ce qu’on trouve
une solution optimale (ce qui est garanti si le programme linéaire admet effectivement
une solution optimale). L’algorithme du simplexe ne se contente pas d’énumérer tous
les sommets, il décroit la valeur de la fonction c¢-z en passant d’un sommet au suivant.

On consideére le programme linéaire standard (11.1). Rappelons qu’un sommet (ou
solution basique) de I’ensemble des solutions admissibles X, est caractérisé par une
base B (m colonnes libres de A). Aprés permutation de ses colonnes; on peut écrire

A= (B,N) et x = (zp,zn),

de sorte qu'on a Arz = Bxzp + Nzy. Toute solution admissible peut s’écrire zg =
B7Y(b — Nzy) > 0 et 2y > 0. Le sommet associé & B est défini (s’il existe) par
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Zy = 0 et Tp = B~'b > 0. Si on décompose aussi ¢ = (cp,cyn) dans cette base,
alors on peut comparer le cotat d’une solution admissible quelconque x avec celui de
la solution basique =

c-x—cT=cp- B (b—Nay)+ey-ay—cg-B b= (ex—N*(B™Y*cp)-wy. (11.6)

On en déduit la condition d’optimalité suivante.

Proposition 11.2.8 Supposons que la solution basique associée a B est non
dégénérée, c’est-a-dire que B~'b > 0. Une condition nécessaire et suffisante pour
que cette solution basique associée a4 B soit optimale est que

én =cn — N* (B Y*cg > 0. (11.7)
Le vecteur ¢ est appelé vecteur des cofits réduits.

Démonstration. Soit T une solution basique non dégénérée associée & B. Si ¢y > 0,
alors pour toute solution admissible = (11.6) implique que

c-x—c-T=cny-xzny >0,

puisque zny > 0. Donc la condition (11.7) est suffisante pour que T soit optimal.
Réciproquement, supposons qu’il existe une composante i de ¢y qui soit strictement
négative, (¢y - €;) < 0. Pour € > 0 on définit alors un vecteur z(e) par zy(e) = ee;
et zp(e) = B=Y(b— Nz (¢)). Par construction Az(e) = b et, comme B~1b > 0, pour
des valeurs suffisamment petites de € on a z(e) > 0, donc z(¢) € X,q. D’autre part,
x(0) =T et, comme ¢ > 0, on a

c-xz(e)=c-x(0)+e(Cy-€)<c-T,

ce qui montre que T n’est pas optimal. Donc la condition (11.7) est nécessaire. g

Remarque 11.2.9 Dans le cadre de la Proposition 11.2.8, si la solution basique
considérée est dégénérée, la condition (11.7) reste suffisante mais n’est plus nécessaire.
[ ]

On déduit de la Proposition 11.2.8 une méthode pratique pour décroitre la valeur
de la fonction cott ¢ -z & partir d’une solution basique T (non dégénérée et non
optimale). Comme T est non-optimale, il existe une composante du vecteur des cotts
réduits ¢y telle que ¢y -e; < 0. On définit alors z(e) comme ci-dessus. Puisque le cott
décroit linéairement avec €, on a intérét & prendre la plus grande valeur possible de ¢
telle que 'on reste dans X,4. C’est le principe de I'algorithme du simplexe que nous
présentons maintenant.
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Algorithme du simplexe

— Initialisation (phase I) : on cherche une base initiale B° telle que la solution
basique associée z° soit admissible

2 = ( gBO)_lb ) >0,

~ Ttérations (phase II) : & I’étape k > 0, on dispose d’une base B” et d’une solution
basique admissible z*. On calcule le cout réduit &k = ¢k — (N*)*(BF ™ )*ck,.
Si ¢k > 0, alors " est optimal et ’algorithme est fini. Sinon, il existe une
variable hors-base d’indice i telle que (éx - e;) < 0, et on note a; la colonne
correspondante de A. On pose

24(6) = (2 (e), 2k (6)) avec ek (e) = ce; , ay(e) = (BY) (b - cay).

— Soit on peut choisir € > 0 aussi grand que I'on veut avec z¥(€) € X,4. Dans
ce cas, le minimum du programme linéaire est —oo.

— Soit il existe une valeur maximale €* > 0 et un indice j tels que la j-éme com-
posante de z¥(€*) s’annule. On obtient ainsi une nouvelle solution admissible
basique

l‘k-H _ xk(ek)7
correspondant & une nouvelle base B*t! déduite de B en remplacant sa j-
éme colonne par la colonne a;. La solution admissible 2! a un cott inférieur
ou égal & celui de z*.

Il reste un certain nombres de points pratiques & préciser dans ’algorithme du sim-

plexe. Nous les passons rapidement en revue.

Dégénérescence et cyclage

On a toujours c - ¥t < ¢ - 2, mais il peut y avoir égalité si la solution ad-

missible basique z* est dégénérée, auquel cas on trouve que ¥ = 0 (si ¥ n’est pas
dégénérée, la démonstration de la Proposition 11.2.8 garantit une inégalité stricte).
On a donc changé de base sans améliorer le cott : c’est le phénoméne du cyclage qui
peut empécher I'algorithme de converger. Il existe des moyens de s’en prémunir, mais
en pratique le cyclage n’apparait jamais.

En l'absence de cyclage, ’algorithme du simplexe parcourt un sous-ensemble des
sommets de X4 en diminuant de fagon stricte le cotit. Comme il y a un nombre
fini de sommets, ’algorithme doit nécessairement trouver un sommet optimal de cott
minimal. On a donc démontré le résultat suivant.

Lemme 11.2.10 Si toutes solutions admissibles basiques =¥ produites par 1’algo-
rithme du simplexe sont non dégénérées, alors l’algorithme converge en un nombre
fini d’étapes.
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A priori le nombre d’itérations de I'algorithme du simplexe peut étre aussi grand
que le nombre de sommets (qui est exponentiel par rapport au nombre de variables
n; voir ’Exercice 11.2.2). Bien qu’il existe des exemples (académiques) ou c’est effec-
tivement le cas, en pratique cet algorithme converge en un nombre d’étapes qui est
une fonction polynomiale de n.

Choix du changement de base

S’il y a plusieurs composantes du vecteur cotit réduit &%, strictement négatives,
il faut faire un choix dans l'algorithme. Plusieurs stratégies sont possibles, mais en
général on choisit la plus négative.

Initialisation

Comment trouver une solution admissible basique lors de Iinitialisation? (Rap-
pelons que la condition d’admissibilité x5 = B~'b > 0 n’est pas évidente en général.)
Soit on en connait une a cause de la structure du probléme. Par exemple, pour le prob-
léme (11.4) qui posséde m variables d’écart, — Id,,, est une base de la matrice “globale”
des contraintes d’égalité de (11.4). Si de plus b < 0, le vecteur (29, 2%, X°) = (0,0, —b)
est alors une solution admissible basique pour (11.4).

Dans le cas général, on introduit une nouvelle variable y € R, un nouveau vecteur
cott k = (1,...,1) et un nouveau programme linéaire

ngl;f,zo k-y, (11.8)
Ax+y=b

ol on a préalablement multiplié par —1 toutes les contraintes d’égalité correspondant
a des composantes négatives de b de telles sortes que b > 0. Le vecteur (z°,1°) =
(0,b) est une solution admissible basique pour ce probléme. S’il existe une solution
admissible du programme linéaire original (11.1), alors il existe au moins une solution
optimale de (11.8) et toutes les solutions optimales (x,y) vérifient nécessairement
y = 0 et x est solution admissible de (11.1). En appliquant I’algorithme du simplexe a
(11.8), on trouve ainsi une solution admissible basique pour (11.1) s’il en existe une.
S’il n’en existe pas (c’est-a-dire si X,q = ), on le détecte car le minimum de (11.8)
est atteint par un vecteur (x,y) avec y # 0.

Inversion de la base

Tel que nous I'avons décrit I’algorithme du simplexe demande I’inversion & chaque
étape de la base B, ce qui peut étre trés cofiteux pour les problémes de grande
taille (avec beaucoup de contraintes puisque l'ordre de B¥ est égal au nombre de
contraintes). On peut tirer partidu fait que B*! ne différe de B* que par une colonne
pour mettre au point une meilleur stratégie. En effet, si c’est la j-éme colonne qui
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change, on a

1 1
: 0
1
B* = B*EF avec EF = p ,
1
0 :
Iy 1
et EF est facile & inverser
1 -1
: 0
1 1 =l
(BF)t = . 1
J —lj+1 1
0 :
~1, 1

On utilise donc la formule, sous forme factorisée,
(Bk)fl _ (Ekfl)fl(Ek%Z)fl L (Eo)il(BO)il.
Exercice 11.2.3 Résoudre par I'algorithme du simplexe le programme linéaire

min x1 + 229
2120, 2220, 2320, £42>0, x5>0

sous les contraintes
—3z1 + 222 + 73 = 2,
—x1 + 220 + x4 = 4,
r1 + a2 + x5 = 5.

Exercice 11.2.4 Résoudre par I'algorithme du simplexe le programme linéaire

min  2x1 — T2
2120, 2220

sous les contraintes z1 + 22 < 1 et 9 — 21 < 1/2 (on pourra s'aider d'un dessin et
introduire des variables d'écart).

Exercice 11.2.5 Résoudre par |'algorithme du simplexe le programme linéaire

min 3373 — T4
2120, 2220, 2320, 4>0
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sous les contraintes

r1 — 3xs + 3r4 = 6,
Ty — 8xz +4xy = 4.

11.2.3 Algorithmes de points intérieurs

Depuis les travaux de Khachian et Karmarkar au début des années 1980, une
nouvelle classe d’algorithmes, dits de points intérieurs, est apparu pour résoudre des
programmes linéaires. Le nom de cette classe d’algorithmes vient de ce qu’au con-
traire de la méthode du simplexe (qui, parcourant les sommets, reste sur le bord du
polyédre X,q) ces algorithmes de points intérieurs évoluent & lintérieur de X, 4 et ne
rejoignent son bord qu’a convergence. Nous allons décrire ici un de ces algorithmes
que I'on appelle aussi algorithme de trajectoire centrale. Il y a deux idées nou-
velles dans cette méthode : premiérement, on pénalise certaines contraintes a ’aide de
potentiels ou fonctions “barriéres” ; deuxiémement, on utilise une méthode de Newton
pour passer d’une itérée a la suivante.

Décrivons cette méthode sur le programme linéaire standard

inf c- . (11.9)
z€Rntel que Az=b, >0

On définit un potentiel logarithmique pour = > 0
m(x) = — Zlogmi. (11.10)
i=1

Pour un paramétre de pénalisation y > 0, on introduit le probléme strictement con-
vexe
min pm(x) +c-x. (11.11)
z€R"tel que Az=b, >0

Remarquons qu’en pratique la contrainte x > 0 n’en est pas une car elle n’est jamais
active : quand on minimise (11.11) on ne peut pas “s’approcher” du bord de z > 0
sous peine de faire “exploser” le potentiel 7(z) vers +oo.

Le principe de 'algorithme de trajectoire centrale est de minimiser (11.11) par une
méthode de Newton pour des valeurs de plus en plus petites de p. En effet, lorsque p
tend vers zéro, le probléme pénalisé (11.11) tend vers le programme linéaire (11.9).

Exercice 11.2.6 Montrer que, si X,q est borné non vide, (11.11) admet une unique
solution optimale z*. Ecrire les conditions d'optimalité et en déduire que, si (11.9) admet
une unique solution optimale z°, alors z#* converge vers z° lorsque 1 tend vers zéro.

11.2.4 Dualité

La théorie de la dualité (déja évoquée lors de la Sous-section 10.3.3) est trés utile
en programmation linéaire. Considérons a nouveau le programme linéaire standard
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que nous appellerons primal (par opposition au dual)

inf ¢z, (11.12)
zERntel que Az=b, >0

ou A est une matrice de taille m x n, b € R™, et ¢ € R™. Pour p € R™, on introduit
le Lagrangien de (11.12)

L(z,p)=c-z+p- (b— Ax), (11.13)

ot l'on a seulement “dualisé” les contraintes d’égalité. On introduit la fonction duale
associée

G(p) = glzigL(x,p),

qui, aprés calcul, vaut

G(p)={p'b S Ap-e<O (11.14)

—o0  sinon.
Le probléme dual de (11.12) est donc

sup p-b. (11.15)
pER™tel que A*p—c<0

L’espace de solutions admissibles du probléme dual (11.15) est noté
P,g={peR™ tel que A*p—c <0}.
Rappelons que P'espace de solutions admissibles de (11.12) est
Xoa = {z € R" tel que Az =b, x> 0}.

Les programmes linéaires (11.12) et (11.15) sont dits en dualité. L'intérét de cette
notion vient du résultat suivant qui est un cas particulier du Théoréme de dualité
10.3.11.

Théoréme 11.2.11 Si (11.12) ou (11.15) a une valeur optimale finie, alors il existe
T € Xaq solution optimale de (11.12) et p € P,q solution optimale de (11.15) qui
vérifient

( min c~x)—c~§—§~b—< max p~b> (11.16)

z€R"tel que Az=b, >0 peER™tel que A*p—c<0

De plus, T et D sont solutions optimales de (11.12) et (11.15) si et seulement si elles
vérifient les conditions d’optimalité de Kuhn et Tucker

AT =b, T>0, A P—c<0, T-(c— AD) =0. (11.17)

Si (11.12) ou (11.15) a une valeur optimale infinie, alors 'ensemble des solutions
admissibles de l'autre probléeme est vide.
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Remarque 11.2.12 Une conséquence immédiate du Théoréme 11.2.11 de dualité
est que, si x € X,q et p € P,y sont deux solutions admissibles de (11.12) et (11.15),
respectivement, elles vérifient

c-x>b-p.

De méme, si T € X4 et p € P,q vérifient

c-T=0b-D
alors T est solution optimale de (11.12) et p de (11.15). Ces deux propriétés permettent
de trouver facilement des bornes pour les valeurs optimales de (11.12) et (11.15), et
de tester si un couple (Z,p) est optimal. °

Démonstration. Supposons que X4 et P,q sont non vides. Soit x € X,q et p € P,q.
Comme z >0 et A*p <c¢,on a

c-x>A'p-x=p-Ax=p-b,

puisque Ax = b. En particulier, cette inégalité implique que les valeurs optimales
des deux problémes, primal et dual, sont finies, donc qu’ils admettent des solutions
optimales en vertu du Lemme 11.2.3. L’égalité (11.16) et la condition d’optimalité
(11.17) sont alors une conséquence du Théoréme de dualité 10.3.11.

Supposons maintenant que I'un des deux problémes primal ou dual admet une
valeur optimale finie. Pour fixer les idées, admettons qu’il s’agisse du probléme dual
(un argument symétrique fonctionne pour le probléme primal). Alors, le Lemme 11.2.3
affirme qu’il existe une solution optimale p de (11.15). Si X,4 n’est pas vide, on se
retrouve dans la situation précédente ce qui finit la démonstration. Montrons donc
que X q n’est pas vide en utilisant encore le Lemme de Farkas 10.2.17. Pour p € R™,
on introduit les vecteurs de R™+!

() = (1)

On vérifie que l;-ﬁ =b-p—>b-p <0, pour tout p € P,4. D’autre part, la condition
p € P,q peut se réécrire

]56Cz{]5€Rm+1telque]5m+1:1, fl*pgo} avecfl—( A >

_c*

Comme l~)-]5 < 0 pour tout p € C, le Lemme de Farkas 10.2.17 nous dit qu’il existe
zeR” tel que x >0 et b= fli, c’est-a-dire que x € X 4 qui n’est donc pas vide.
Finalement, supposons que la valeur optimale du probléme primal est (11.12) —oco.
Si P4 n’est pas vide, pour tout « € X4 et tout p € Py, ona c¢-x > b-p. En prenant
une suite minimisante dans X,4 on obtient b-p = —oo, ce qui absurde. Donc P4
est vide. Un raisonnement similaire montre que, si la valeur optimale de (11.12) est
infinie, alors X,q est vide. U
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L’intérét de la dualité pour résoudre le programme linéaire (11.12) est multiple.
D’une part, selon ’algorithme choisi, il peut étre plus facile de résoudre le probléme
dual (11.15) (qui a m variables et n contraintes d’inégalités) que le probléme primal
(11.12) (qui a n variables, m contraintes d’égalités et n contraintes d’inégalités).
D’autre part, on peut construire des algorithmes numériques trés efficaces pour la
résolution de (11.12) qui utilisent les deux formes primale et duale du programme
linéaire.

Exercice 11.2.7 Utiliser la dualité pour résoudre “a la main” (et sans calculs!) le pro-

gramme linéaire
min 8x1 + 9o + 4x3 + 614
2120, 2220, 320, 420

sous les contraintes
4y + 22+ 23+ 224 > 1
1+ 3z + 223+ 24 > 1

Exercice 11.2.8 Trouver le probléme dual de (11.12) lorsqu'on dualise aussi la con-
trainte x > 0, c’est-a-dire qu'on introduit le Lagrangien

L(z,p,q)=c-z+p-(b—Azx) —q-x

avec ¢ € R™ tel que ¢ > 0. Comparer avec (11.15) et interpréter la nouvelle variable duale
q. En déduire qu'il n'y a pas d’intérét a “dualiser” aussi la contrainte = > 0.

Exercice 11.2.9 Vérifier que le probléme dual de (11.15) est a nouveau (11.12).

Exercice 11.2.10 Soit v € R™, ¢ € R™, A une matrice m xn et b € R™. On considére
le programme linéaire

inf c-v. (11.18)
v>0
Av<b

Montrer que le probléme dual peut se mettre sous la forme suivante, avec ¢ € R™
sup b-q. (11.19)

>0
A*g<c

Soient v et ¢ des solutions admissibles de (11.18) et (11.19), respectivement. Montrer
que v et ¢ sont des solutions optimales si, et seulement si,

(c—A"q)-v=0 et (b—Ac) ¢q. (11.20)

Les deux égalités de (11.20) sont appelées conditions des écarts complémentaires
(primales et duales, respectivement). Généraliser au cas ol le probléme primal comprend
en outre des contraintes égalités.
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11.3 Polyédres entiers

Nous avons jusqu’ici traité de problémes d’optimisation continue : la fonc-
tion & minimiser était différentiable, et I’ensemble des solutions admissibles était
défini par lintersection d’un nombre fini de contraintes inégalités, elles mémes dif-
férentiables. L’optimisation combinatoire, au contraire, traite de problémes pour
lesquels ’ensemble des solutions admissibles est discret. Ainsi, dans le cas du prob-
léme d’affectation qui a fait 'objet de 'Exemple 9.1.2, ’ensemble des solutions ad-
missibles était ’ensemble des permutations de n éléments. La difficulté des problémes
combinatoires est d’une part, que ’on ne peut énumérer I’ensemble des solutions ad-
missibles, qui est trop gros (de cardinal n! dans le cas du probléme d’affectation), et
d’autre part, que la nature discréte de I’espace des solutions ne permet pas d’écrire
directement des conditions d’optimalité & ’aide du calcul différentiel.

Nous allons cependant voir dans la suite de ce chapitre que, malgré les apparences,
les méthodes de I'optimisation continue sont utiles en optimisation combinatoire. Con-
sidérons en effet le probléme combinatoire typique

sup c¢-x , (11.21)
zePNZ"

ou P est un polyédre de R"™, c’est-a-dire une intersection d’un nombre fini de demi-
espaces, et ¢ € R™. La formulation (11.21) montre bien la différence entre un prob-
léme combinatoire et un probléme continu : si nous oublions la contrainte d’intégrité
dans (11.21), nous obtenons

supc-x , (11.22)

zEP
ce qui est un probléme de programmation linéaire, parfois qualifié de probléme continu
relaché de (11.21). (De maniére générale, on parle de probléme relaché, ou relaxé,
quand on oublie certaines contraintes.) Le probléme relaché (11.22) peut se traiter effi-
cacement par les méthodes des sections précédentes : toute la difficulté de (11.21) vient
de ce que nous nous restreignons aux points entiers du polyédre P (par point entier,
nous entendons point & coordonnées entiéres). Nous allons maintenant essentiellement
caractériser les cas ou la résolution du probléme discret (11.21) est équivalente & celle
de son relaché continu (11.22). Ces cas, qui peuvent sembler exceptionnels, sont en
fait d’une grande importance pratique, car ils apparaissent naturellement dans un cer-
tain nombre de problémes combinatoires concrets : plus courts chemins, affectation,
et plus généralement problémes de flots & colt minimum.

11.3.1 Points extrémaux de compacts convexes

La notion qui va permettre de relier problémes combinatoires et problémes discrets
est celle de point extrémal, notion déja rencontrée dans la Définition 11.2.1 : un
point extrémal d’un convexe K est un point « tel que z = (y+2)/2 et y, 2 € K entraine
y = z = . On note extr K ’ensemble des points extrémaux de K. Rappelons aussi
que si X est un sous-ensemble de R™; on appelle enveloppe convexe de X, et ’'on
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note co X, le plus petit convexe contenant X, dont on vérifie qu’il est égal & I’ensemble
des barycentres d’un nombre fini d’éléments de X. L’enveloppe convexe fermée de
X, notée €0 X, est le plus petit convexe fermé contenant X. Il est égal & la fermeture
de co X. Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 11.3.1 (Minkowski) Un compact convexe de R™ est enveloppe convexe
de I’ensemble de ses points extrémauz.

Ce théoréme affirme donc que K = coextr K lorsque K est un convexe compact
de R™. A fortiori, K = toextr K puisque K est fermé. La preuve du théoréme de
Minkowski repose sur la notion d’hyperplan d’appui, introduite dans I’annexe sur les
espaces de Hilbert : un hyperplan affine H = {y € R" | ¢-y = a}, avec ¢ € R",
¢ # 0, et @ € R est un hyperplan d’appui d’'un convexe K, au point x € K, si
a=c-x < c-y, pour tout y € K. Nous utiliserons ’observation suivante.

Lemme 11.3.2 Si H est un hyperplan d’appui d’un convexe K C R"™, alors tout
point extrémal de H N K est point extrémal de K.

Démonstration. Soit H = {y e R" | ¢-y = a} avecc € R", ¢ #0, et « € R, un
hyperplan d’appui de K. Si z = (y + 2)/2 avec y,z € K, et si x € K N H, il vient
a=c-xz=(c-y+c-2)/2, et comme o < ¢-yet a < c-z on a nécessairement
a=c-y=c-z,doncy,z € KNH.Sil’on suppose que x est un point extrémal de
KN H, il vient donc x = y = z, ce qui montre que x est un point extrémal de K. [

Démonstration du théoréme de Minkowski 11.3.1. On suppose évidemment
que K # ) (sinon, le résultat est trivial). Rappelons que la dimension d’un convexe
non-vide est par définition la dimension de I’espace affine qu’il engendre. On va mon-
trer le théoréme par récurrence sur la dimension de K. Quitte a remplacer R™ par un
sous-espace affine, on peut supposer que K est de dimension n. Si n = 0, K est réduit
a un point, et le théoréme est vérifié. Supposons donc le théoréme démontré pour les
compacts convexes de dimension au plus n — 1, et montrons que tout point x de K est
barycentre d’'un nombre fini de point extrémaux de K. Si x est un point frontiére de
K, 1le Corollaire 12.1.20 fournit un hyperplan d’appui H de K en x. Comme K NH est
un compact convexe de dimension au plus n — 1, par hypothése de récurrence, = est
barycentre d’un nombre fini de points extrémaux de K N H, qui sont aussi des points
extrémaux de K d’apres le Lemme 11.3.2. Prenons maintenant un point quelconque
x de K, et soit D une droite affine passant par z. L’ensemble D N K est un segment,
de la forme [y, 2], ou les points y, z sont des points frontiéres de K. D’aprés ce qui
précéde, y et z sont barycentres d’'un nombre fini de points extrémaux de K. Comme
z est lui méme barycentre de y et z, le théoréme est démontré. O

Remarque 11.3.3 Le théoréme de Minkowski est un cas particulier en dimension finie d'un
résultat d’analyse fonctionnelle, le théoréme de Krein-Milman, qui affirme qu’'un compact
convexe est enveloppe convexe fermée de ’ensemble des points extrémaux (ce résultat, qui est
une conséquence du théoréme de Hahn-Banach, a lieu dans des espaces trés généraux et en
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particulier dans les espaces de Banach). On notera qu’en dimension infinie, c’est 'enveloppe
convexe fermée, et non 'enveloppe convexe, qui intervient dans ’énoncé du théoréme. °

Nous appliquons maintenant le théoréme de Minkowski au probléme d’optimisa-
tion combinatoire (11.21). Dans ce cas, la fonction cotit J(z) = ¢ - x est linéaire, mais
il sera plus clair de considérer plus généralement la maximisation de fonctions con-
vexes, qui a des propriétés trés différentes de la minimisation de fonctions convexes
traitée aux Chapitres 9 et 10. Nous considérerons aussi un ensemble X arbitraire, au
lieu de P NZ"™.

Proposition 11.3.4 (Maximisation de fonction convexes) Pour toute fonction
convexe J : R" — R, et pour tout sous-ensemble X C R",

sup J(z) = sup J(z) = sup J(x) , (11.23)
reX r€co X r€co X
et si X est borné,
sup J(x) = sup J(x) . (11.24)
zeX rcextrco X

Démonstration. Si y € coX, on peut écrire y = >, ., oz, avec z; € X,
a; >0, et 33,y a; = 1. Puisque J est convexe, on a J(y) < 30 oo ;) (z)) <
maxi<j<i J(2;) < sup,ex J(x), et puisque ceci est vrai pour tout y € coX, on a
SUPycco x (%) < sup,cx J(x). Par ailleurs, pour tout z € @ X, on peut écrire z =
limg 00 Yk, avec Y € co X. Comme une fonction convexe R™ — R est nécessairement
continue (cf. Exercice 9.2.7), on a J(z) = limp—00 J (Yr) < SUPLeeo x J(2), €t puisque
ceci est vrai pour tout z € €0.X, on a sup,ces x J (%) < SUP,ce, x J (). Les autres
inégalités étant triviales, on a montré (11.23). Lorsque X est borné, @ X qui est aussi
borné, est compact. D’aprés le théoréme de Minkowski 11.3.1, €6 X = coextrco X, et
en appliquant (11.23), SUPgecextrco X J(z) = SUPgeco extrao X J(x) = SUPgeeo X J(x) =
sup,ex J (), ce qui prouve (11.24). O

La Proposition 11.3.4 nous suggére de considérer I’enveloppe convexe de I’ensemble
admissible X = PN 7Z" de notre probléme initial (11.21).

Définition 11.3.5 On appelle enveloppe entiére d’un polyédre P C R", l’en-
veloppe convexe de 'ensemble des points entiers de P, que l’on note P, = co (PNZ").

Le terme “enveloppe entiére” est traditionnel mais légérement trompeur : d’ordinaire,
une enveloppe est un objet plus gros, alors qu’ici P, C P.

Corollaire 11.3.6 Si J : R™ — R est conveze, et si P C R"™ est un polyédre, alors

sup J(x)= sup J(z) . (11.25)
wePNZ” z€P,
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Ainsi, on peut toujours remplacer le probléme discret (11.21) par un probléme dont
I’ensemble admissible est un convexe. Lorsque .J est linéaire, le probléme & droite
de (11.25) est un programme linéaire classique : on a ainsi concentré la difficulté dans
le calcul, ou 'approximation, du polyédre P.. Il y a un cas ou tout devient facile.

Définition 11.3.7 On dit qu’un polyédre P est un polyédre entier si P = P,.

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes (précises) pour qu’un
polyédre soit entier.

11.3.2 DMatrices totalement unimodulaires

Un polyédre quelconque peut s’écrire
P={xeR"| Az < b} (11.26)

avec A € R™*™ et b € R™. 1l convient de noter qu’un tel polyédre est plus général
que le polyédre X,4 des solutions admissibles du programme linéaire standard (cf.
Définition 11.2.1) : en effet, X,4 est par définition inclus dans le cone positif de R”,
et nous avons en outre déja noté que X,q s’il est non-vide, a toujours des points
extrémaux ce qui n’est pas le cas pour un polyédre quelconque (cf. Remarque 11.2.7).
La caractérisation des points extrémaux de X,q (Lemme 11.2.5) s’é¢tend cependant
de la maniére suivante.

Lemme 11.3.8 Un point extrémal du polyédre P défini par (11.26) est nécessaire-
ment solution d’un systeme A’z =1, ot A’ est une sous-matrice inversible formée de
n lignes de A, et V' est le vecteur formé des lignes correspondantes de b.

Démonstration. Soit x un point extrémal de P, et soit I(z) = {1 <i<m| A;-x =
bi} ('ensemble des contraintes actives en ), ot A; désigne la i-éme ligne de A. Si la
famille {A;};cs(s), n'est pas de rang n, on peut trouver un vecteur non nul y tel que
A; -y =0 pour tout i € I(x). Comme z est le milieu des points x — ey et x + ey, qui
sont bien des éléments de P si € est assez petit, on contredit I’extrémalité de x. Ainsi,
on peut trouver un sous ensemble I’ C I(x) de cardinal n tel que la matrice n x n
dont les lignes sont les A;, avec i € I’ est inversible. Le systéme A; - o = b;,i € I’
caractérise alors . g

Le Lemme 11.3.8 montre en particulier qu'un polyédre n’a qu’un nombre fini de

points extrémaux.

Exercice 11.3.1 Montrer réciproquement que si = est un point de P vérifiant A’z = ¥/,
avec A’ et b’ comme dans le Lemme 11.3.8, alors z est un point extrémal.

Le Lemme 11.3.8 suggére d’étudier les cas ot la solution d’un systéme linéaire est
entiére.
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Proposition 11.3.9 Soit A € Z™*"™ une matrice inversible. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. detA—+1;
2. pour tout b € Z", on a A~'b € Z™.

Démonstration. L’implication 1=2 résulte aussitot des formules de Cramer. Ré-
ciproquement, supposons que A vérifie I’assertion 2. Montrons d’abord que A~! est &
coefficients entiers. En prenant pour b le i-éme vecteur de la base canonique de R"™,
on voit que la i-éme colonne de A~!, qui coincide avec A~1b, est & coefficients entiers.
Comme ceci est vrai pour tout 1 < i < n, on a A~' € Z"" Donc detA™! € Z, et
1 = detAdetA~! montre que detA divise 1, c’est-a-dire que detA = =+1. O

Définition 11.3.10 On dit qu’une matrice A € Z"*" est unimodulaire quand
detA = 41, et qu’une matrice B € Z™*" est totalement unimodulaire quand
toute sous-matrice carrée extraite de B est de déterminant £1 ou 0.

En prenant des sous-matrices 1 x 1, on voit en particulier que les coefficients d’une
matrice totalement unimodulaire valent nécessairement +1 ou 0. L’introduction des
matrices totalement unimodulaires est motivée par le résultat suivant.

Corollaire 11.3.11 (Optimalité des solutions entiéres) Soient D € Z™*™ une
matrice totalement unimodulaire, f € (Z U {+oco})™, f' € (Z U {—oc0})™, g € (Z U
{+00})™, et g’ € (Z U {—oc})™. Alors, les points extrémauz du polyédre

Q={zeR"| ff<Dx<f ¢ <x<g} (11.27)

sont nécessairement entiers. En particulier, si Q) est borné, on a Q = Q., et pour
toute fonction convexe J de R™ dans R, on a

sup J(z) = sup J(z) . (11.28)
r€Q TEQNZL™

Démonstration. On peut écrire
Q={xeR"| Az <b} , (11.29)

ou b est un vecteur entier fini et A est une matrice dont chaque ligne est soit de la
forme £D;, avec D; une ligne quelconque de D, soit de la forme fe;, ol e; est le
j-éme vecteur de la base canonique de R™, pour un indice quelconque 1 < j <'n.

On montre d’abord que A est totalement unimodulaire. Soit donc M une sous-
matrice k x k extraite de A. Montrons par récurrence sur k que detM € {£1,0}. Si
k = 1, cela résulte aussitot de la totale unimodularité de D. Supposons maintenant
le résultat prouvé pour toutes les sous-matrices carrées de A de dimension au plus
kE — 1, et montrons le pour M. Si M contient une ligne égale a un vecteur +e;, on
développe detM par rapport a cette ligne, et par récurrence, le résultat est prouvé.
Si M contient deux lignes égales au signe prés, detM = 0, et le résultat est encore
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prouvé. Sinon, M coincide, au changement du signe de certaines lignes prés, avec une
sous-matrice de D, et comme D est totalement unimodulaire, detM € {+£1,0}, ce qui
achéve la preuve de la totale unimodularité de A.

Comme @ est donné par (11.29), avec b entier et A totalement unimodulaire, il
résulte du Lemme 11.3.8 et de la Proposition 11.3.9 que les points extrémaux de @,
s’ils existent, sont entiers.

Si ’on suppose en outre que () est borné, () est compact, et d’aprés le Théoréme
de Minkowski 11.3.1, @ = coextr Q. Comme extr ) est formé de vecteurs entiers,
Qe = co(QNZ™ D coextr@ = @, et par ailleurs l'inclusion Q. C @ est triviale.
L’égalité (11.28) est alors obtenue en appliquant le Corollaire 11.3.6. g

Exercice 11.3.2 |l s’agit d'établir une réciproque au Corollaire 11.3.11. Commencons
par examiner le cas spécial du polyédre X,; = {x € R® | Az = b, > 0} des solutions
admissibles du programme linéaire standard, avec A € Z™*"™ de rang m. Montrer que les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. pour tout b € Z™, les points extrémaux de X4 sont entiers;
2. toutes les sous-matrices m x m de A sont de déterminant 41 ou 0.

Soit maintenant D € Z™*™, et considérons Q = {x € R" | Dz <b, > 0} . Déduire
de I'équivalence qui précéde I'équivalence des deux propriétés suivantes (théoréme de
Hoffman et Kruskal) :

3. pour tout b € Z™, les points extrémaux de () sont entiers ;
4. D est totalement unimodulaire.

Remarque 11.3.12 On notera que le Corollaire 11.3.11 ne pose aucune condition
sur J, hormis la convexité. En particulier, si J(z) = c-x est linéaire, le caractére entier
des solutions optimales n’est pas directement relié au caractére entier du vecteur de
cotit c. °

Remarque 11.3.13 Le Corollaire 11.3.11 ne dit surtout pas que toutes les solutions
optimales sont entiéres. D’ailleurs, lorsque J est linéaire, il ne peut en étre ainsi
a moins que la solution optimale ne soit unique, car tout barycentre de solutions
optimales d’un programme linéaire est solution optimale. °

Remarque 11.3.14 La condition que () soit borné n’est pas nécessaire pour affirmer
que @ = Q. dans le Corollaire 11.3.11 : nous nous sommes limités aux polyédres
bornés, qui sont suffisants en pratique pour modéliser la plupart des problémes com-
binatoires, uniquement pour simplifier ’exposé. Voir [38] pour plus de détails. °

Il existe de nombreux résultats sur les matrices totalement unimodulaires. Nous
nous bornons ici & donner une condition suffisante trés utile.

Proposition 11.3.15 (Poincaré) Si A est une matrice a coefficients £1 ou 0, avec
au plus un coefficient 1 par colonne, et au plus un coefficient —1 par colonne, alors A
est totalement unimodulaire.
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Démonstration. Comme la propriété que vérifie A passe aux sous-matrices, il suffit
de voir que si A est carrée, detA € {£1,0}. Si A a une colonne nulle, detA = 0. Si
A a une colonne avec seulement un coefficient non-nul, on développe le déterminant
par rapport & cette colonne, et l'on conclut par récurrence que detA € {£1,0}. Il
ne reste qu’a considérer le cas ou chaque colonne de A a exactement un coefficient
1 et exactement un coefficient —1 : alors, chaque colonne est de somme nulle, donc
detA = 0. O

Nous appliquerons la Proposition 11.3.15 aux problémes de flots dans la sous-
section suivante. Donnons pour I’instant en exercice un cas ou I’on peut conclure a la
main a la totale unimodularité.

Exercice 11.3.3 (Probléme de couverture) Un centre d'appel téléphonique a une
courbe de charge : ¢; est le nombre de clients devant étre servis a l'instant discret
t € {1,...,T}. Un certain nombre de conseillers de clientéle répondent aux appels. On
simplifie le probléme en supposant que tous les appels sont de méme type. On supposera
qu'il y a k horaires de travail possibles, I'horaire ¢ étant caractérisé par un intervalle
[avi, Bi], avec 1 < a; < B; < T, ce qui revient a faire abstraction des pauses. On note S;
le salaire a verser a un conseiller de clientéle travaillant de l'instant «; a l'instant ;. On
pose u;; = 1 si a; <t < f3;, et u;; = 0 sinon. Justifier le probléme

inf}c E xiSi . (11.30)
z €N -
Sicicn Tinie > e V1<t < T ISISK

Montrer que I'ensemble des solutions admissibles de ce probléme peut s'écrire comme
I’ensemble des points entiers d'un polyédre de la forme (11.27), ou la matrice D est une
matrice d’intervalles, c’est-a-dire une matrice a coefficients 0, 1 telle que les 1 apparaissent
consécutivement sur une colonne. Montrer qu'une matrice d'intervalles est totalement
unimodulaire. Conclure.

11.3.3 Problémes de flots

Afin de définir les problémes de flots, considérons un graphe orienté G = (N, A) :
N est I’'ensemble des noeuds, et 4 C N x N est 'ensemble des arcs. Un arc allant
du nceud ¢ au neeud j est ainsi noté (4,7). On munit chaque arc (i,5) € A d’une
capacité u;; € Ry U {400} et d’un cott ¢;; € R. (Le “u” dans u;; est pour “upper
bound”.) On se donne aussi en chaque noeud du graphe un flot entrant exogéne b; € R
(si b; < 0, il s’agit d’un flot sortant, compté algébriquement). On appelle flot une
fonction x € RA, (4,5) + x;;, vérifiant la loi des nceuds de Kirchoff

bt > mi= Y, wy, o ViEN, (11.31)
JEN,(j,1)eA JEN,(i,j)eA

ainsi que la contrainte de positivité

0< Tij, V(Z,j) eA . (11.32)
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En sommant les lois des nceuds (11.31), on voit qu’une condition nécessaire pour
Iexistence d’un flot est que la somme des flots exogénes entrants soit nulle

> bi=0. (11.33)

iEN

Nous supposerons toujours que la condition (11.33) est vérifiée. Un flot est dit ad-
missible s’il satisfait les contraintes de capacité

vy Sugg, V(i) €A . (11.34)

Définition 11.3.16 On appelle probléme de flot a cotit minimum le programme
linéaire

min Y cjja; sous les contraintes (11.31), (11.32), (11.34). (11.35)
(i) €A

Le probléme de flot & colit minimum admet plusieurs sous-problémes importants,
comme le probléme de transport de I’Exemple 9.1.1, ou le probléeme d’affectation de
I’Exemple 9.1.2.

Exercice 11.3.4 Expliciter le probléme de flot a coit minimum correspondant au prob-
[éme de transport de I'Exemple 9.1.1. (On dessinera le graphe.)

Un cas particulier fondamental du probléme de flot & cotit minimum est le probléme
du flot maximal, ou probléme de flot proprement dit, qui concerne seulement les
capacités (et non les cotits). Il sera commode de supposer que G a deux nceuds distin-
gués, s et p, appelés respectivement source et puits, tels que s n’a pas de prédécesseur
({i e N'| (i,s) € A} = 0), et p n’a pas de successeur ({i € N'| (p,i) € A} = 0).
Soit v € R4. On appelle flot admissible de s a p de valeur v une solution x
de (11.31),(11.32),(11.34), avec

v sii=s,
bi=1< —v sii=np,
0 sinon.

Définition 11.3.17 Le probléme du flot maximal consiste a trouver un flot ad-
missible de s a p de valeur maximale.

Exercice 11.3.5 Montrer que le probléme du flot maximal est effectivement un cas
particulier de probléme de flot & colit minimal. (Indication : on pourra rajouter un arc au
graphe intervenant dans la définition du probléme du flot maximal.)

En pratique, on cherche souvent des solutions entiéres d’un probléme de flot : par
exemple, pour le probléme de transport de I'Exemple 9.1.1, les marchandises & livrer
peuvent étre des colis, et livrer un demi-colis peut ne pas avoir de sens. Il est donc
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naturel de se demander si un probléme de flot & cott minimum a automatiquement
des solutions optimales entiéres. Afin d’appliquer le Corollaire 11.3.11, notons que la
loi des nceuds de Kirchoff (11.31) peut s’écrire Az = b, ol la matrice A € RV*A,
appelée matrice d’incidence nceuds-arcs de G, est définie par

-1 sii=k,
AiGr =9q1  sii=j,
0 sinon.

La matrice A est bien définie, sauf dans le cas dégénéré ou le graphe a une boucle, c’est-
a-dire un arc (4, k) tel que j = k. Un flot circulant sur une boucle a une contribution
qui se simplifie dans la loi des nceuds de Kirchoff (11.31), aussi n’y a-t-il aucune perte
de généralité & supposer le graphe sans boucle, ce que nous ferons dans la suite de la
section.

Nous pouvons maintenant écrire I’ensemble des flots admissibles

{reRA| Az =b,0<z <u} . (11.36)

Proposition 11.3.18 La matrice d’incidence neuds-arcs d’un graphe est totalement
unimodulaire.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 11.3.15. O

Corollaire 11.3.19 (Optimalité des flots entiers) Si les flots entrants exogénes
b; sont entiers, et si les capacilés u;; sont entiéres ou infinies, alors, les points ex-
trémauz de l’ensemble (11.36) des solutions admissibles d’un probléme de flot 4 codt
minimal sont entiers. En particulier, si l’ensemble des flots admissibles est borné et
non-vide, il existe un flot entier optimal.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Corollaire 11.3.11 et de la
Proposition 11.3.18. g

Exercice 11.3.6 Montrer que le probléme de couverture (Exercice 11.3.3) peut se mod-
éliser par un probléme de flot & colit minimum, et retrouver ainsi la conclusion de I'Exer-
cice 11.3.3.

Exercice 11.3.7 Reprenons le probléme d’affectation, introduit dans I'Exemple 9.1.2.
On considére toujours n garcons et n filles, mais ici, a;; est un réel qui représente le
bonheur du couple (i, j), et on cherche une permutation o € S,,, solution optimale de

max Aio(i) - 11.37
@ (

1. Montrer que ce probléme est équivalent au probléme linéaire en nombres entiers

max E @i Tij (11.38)
TEBNLW*"™ =
1<ij<n
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ol B,, désigne I'ensemble des matrices bistochastiques, c'est-a-dire I'ensemble des matrices
réelles © = (x;;) de taille n x n telles que

Vi e {1,...,n}, 1= >

1<k<n

Vie{ln}, 1 = >
1<k<n

Vi,jE{l,.‘.,’n}, 0 < Tij

2. Montrer que le probléme (11.38) est un probléme de flot entier & cotit minimum (on
dessinera le graphe). En déduire que le polyédre B,, est entier. Que peut-on en conclure
quant a la difficulté du probléme d’affectation?

3. Déduire de ce qui précéde que toute matrice bistochastique est barycentre d'un nombre
fini de matrices de permutations (ce théoréme est di a Birkhoff).

4. Déduire de ce qui précéde que si a un bal, il y a n garcons et n filles, chaque garcon
ayant déja rencontré exactement 7 filles, et chaque fille ayant aussi rencontré exactement
r garcons, avec © > 1, il est possible de former n couples de danseurs de sorte que les
danseurs d'un méme couple se soient déja rencontrés précédemment (ce théoréme est di
a Konig).

Exercice 11.3.8 Cet exercice présente un algorithme fondamental en théorie des flots,
d a Ford et Fulkerson. On considére le probléme du flot maximal d'une source s & un puits
p dans un graphe G = (N, A) (voir la Définition 11.3.17). Pour simplifier, on supposera
qu'aucune des capacités u;; ne prend la valeur +oco. Pour tous I,J C N, et pour tout
x = (2;5) € R4, on pose z(I,J) = Y icl, je, (i.j)ea Tij- On dit qu'une partition de
en deux sous-ensembles S et S est une coupe séparant s depsi s€ Setpe S, etlon
dit que u(S, S) est la capacité de cette coupe.

1. Montrer que pour toute coupe (S, S) séparant s de p, et pour tout flot admissible x
de s a p de valeur v,

z(S,8) —z(5,9) =v .

En déduire que la valeur de tout flot admissible de s & p est majorée par la capacité de
toute coupe séparant s de p.

2. Etant donné un flot admissible zz de s a p, on définit le graphe résiduel Gr(z) =
(N, A (x)) ob A, () désigne I'ensemble des couples (7, j) tels que ou bien (4, j) € A et
x;5 < u;j, ou bien (j,7) € A et x; > 0. Montrer que s'il existe un chemin v de s a p
dans le graphe résiduel G, (z), il est possible de construire un nouveau flot admissible z’
de s a p de valeur strictement supérieure a celle de =, en modifiant seulement les valeurs
x;; lorsque (4, j) ou (j,) est un arc du chemin ~. Observer en outre que si x est entier
et si les capacités sont entiéres, on peut choisir 2’ entier.

3. On suppose maintenant qu'il n'y a pas de chemin de s & p dans G,.(z). Soit S I'ensemble
des noeuds accessibles depuis s dans G,.(z), et S le complémentaire de S dans A/. Montrer
que (S, S) est une coupe séparant s de p dont la capacité est égale & la valeur du flot .
4. Conclure que la valeur maximale du flot de s a p est égale a la capacité minimale
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d'une coupe séparant s de p. (C'est le théoréme “flot-maximale=coupe minimale”, ou
“max-flow=min-cut”, de Ford et Fulkerson.)

5. En déduire un algorithme permettant, lorsque les capacités sont entiéres, de calculer
un flot maximal de s a p en un temps O(v*|A|), ot v* est la valeur maximale d'un flot
de s a p, et |A| est le nombre d'arcs.

Remarque 11.3.20 Le théoréme “flot maximal=coupe minimale” de Ford et Fulk-
erson (Question 4 de I’Exercice 11.3.8) peut étre obtenu comme conséquence du
théoréme de dualité en programmation linéaire. Voir a ce sujet Combinatorial Opti-
mization : Polyhedra and Efficiency, Volume A, Alexander Schrijver, Springer-Verlag
Berlin and Heidelberg, 2002. °

Remarque 11.3.21 L’algorithme de Ford et Fulkerson, présenté dans I’Exercice 11.3.8,
n’est que le plus simple des algorithmes de flots. Une variante de cet algorithme, appelé
algorithme d’accroissement du flot sur le chemin le plus court, ou algorithme d’Edmonds et
Karp, aussi di a Dinits, peut s’'implémenter en un temps O(an) indépendant du caractére
entier des capacités, ou n = [N désigne le nombre nceuds, et m = |A| désigne le nombre
d’arcs. Ce raffinement consiste tout simplement a sélectionner a chaque étape de I’algorithme
de Ford et Fulkerson, le plus court chemin de s & p, c’est-a-dire le chemin de s a p qui a
le plus petit nombre d’arcs. Il existe aussi un algorithme de flot trés différent, 'algorithme
“preflow-push” de Goldberg et Tarjan (1986), qui a un temps d’exécution de O(n*m). Toutes
ces idées se généralisent au cas du probléme de flot & cotit minimum. Voir [1] pour un état
de 'art. °

11.4 Programmation dynamique et problémes de
plus court chemin

La programmation dynamique, développée par R. Bellman dans les années 50, est
une méthode trés générale qui s’applique aux problémes de décision dans le temps
(comme en commande optimale, sauf que la variable de temps est parfois déguisée).
1l s’agit pour chaque probléme d’identifier une bonne notion d’état. A chaque état
on associe une valeur optimale partant de cet état, et ’équation de programmation
dynamique relie la valeur d’un état & un instant donné & celles des états auxquels
on peut accéder a I'instant suivant. (La programmation dynamique est précisément a
Poptimisation ce que le point de vue Markovien est a la théorie des probabilités.)

11.4.1 Principe d’optimalité de Bellman

La programmation dynamique repose sur le principe d’optimalité de Bellman,
qui peut s’énoncer trés simplement dans le cas particulier du probléme du plus court
chemin : si un plus court chemin d’une ville A & une ville B passe par une ville C,
alors le sous-chemin allant de A & C est encore un plus court chemin de A & C. En
notant dxy la distance de X a Y, on obtient

dap :ffgn(dAC+dCB) , (11.39)
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ol le min est pris sur I’ensemble des villes C' par lesquelles peut passer un chemin
de A & B. L’équation (11.39) est un cas particulier d’équation de programmation
dynamique, ou équation de Bellman, elle va permettre de calculer récursivement d
sachant que dxy est connue quand X et Y sont des villes voisines. La notion d’état
apparait ici naturellement : nous nous sommes posés le probléme du calcul de dp,
A et B étant deux villes fixées, et nous venons de voir qu’il convient de tabuler les
distances dop (ou de maniére duale, d4¢) pour toutes les villes intermédiaires C. Les
détails du calcul doivent bien str étre fixés pour fournir un vrai algorithme : c’est ce
que nous ferons dans les deux sous-sections qui suivent. Nous traiterons d’abord une
version plus simple du probléme, oi le temps apparait explicitement, dans la Sous-
section 11.4.2 puis reviendrons au probléme du plus court chemin, sous une forme
plus générale, dans la Sous-section 11.4.3.

11.4.2 Probléme en horizon fini

Considérons un petit probléme de nature économique, qui mérite le nom de prob-
léme de contrdle optimal discret en horizon fini. Soit G = (A, A) un graphe orienté,
muni d’un poids ¢ : A — R, que nous interpréterons comme un cotit. Rappelons
qu'un chemin est une suite de nceuds reliés consécutivement par des arcs, et qu'un
chemin dont le premier et le dernier noeud coincident est appelé circuit. Le coit
d’un chemin est par définition la somme des cotts de ses arcs. Fixons un entier T'
(horizon), et un nceud initial ¢ € M. On veut calculer le cotit total partant de ¢ en
horizon T' que I’on note

T .
v, = min C Cpoypy ot Cop i - (11.40)
(¢o,...,¢r) chemin
bo =1

La fonction i ~ v, que l'on peut représenter par un vecteur v € (R U {—i—oo})N,
est traditionnellement appelée fonction valeur (en horizon T'). Nous convenons en
écrivant (11.40) que min () = +o00, ce qui revient a écrire v}’ = +0o0 quand il n’y a pas
de chemins de longueur T partant de ¢ dans le graphe. Un autre cas spécial est T'= 0 :
les chemins qui apparaissent dans (11.40) sont alors de longueur nulle. On conviendra
que pour tout sommet du graphe, il y a un circuit de longueur nulle passant par ce
sommet, et que son cotit est zéro. En particulier, v? =0.

Une évaluation naive de (11.40) consisterait & énumérer tous les chemins de
longueur 7', dont le nombre croit exponentiellement avec 7. La programmation dy-
namique va nous permettre de factoriser ce calcul, et ainsi de 'effectuer en temps
polynomial (la notion de temps polynomial est définie dans la Remarque 11.6.6).
L’idée pour calculer v! est de faire varier I’horizon et 1'état initial, en calculant
vl pour tout 0 <t < T et k € N. En effet, on peut écrire pour tout i € N, et t > 1,
vl = (cir+vihy), (11.41)

i min
keEN, (i,k)EA

W o= 0. (11.42)

K3
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L’équation (11.41) résulte du principe d’optimalité de Bellman : le cott optimal par-
tant de 7, en ¢ étapes, est obtenu en choisissant le premier mouvement i — k, de
maniére & minimiser le cotit conditionné par ce premier mouvement, c’est-a-dire c; i
plus le coit optimal partant de k en horizon ¢ — 1. La condition initiale (11.42)
est triviale : §’il ne reste aucun coup a jouer, on ne paye rien. On vient d’écrire
I’équation de programmation dynamique, ou équation de Bellman, adaptée a
notre probléme : elle nous permet de calculer par récurrence la suite de vecteurs
WOl e (RU{+oo})V.

11 est facile de résoudre des problémes plus généraux en modifiant (11.42). Con-
sidérons par exemple la nouvelle fonction valeur

T .
v = min _ Cog0y T Cop e + Qor (11.43)
(4o, ...,¢r) chemin
by =1

ot ¢ € (RU {+00})" est un vecteur représentant une pénalité associé a ’état final.
Lorsque ¢ = 0, on retrouve (11.40). Lorsque ¢ est la fonction indicatrice d’un sommet
JEN,ie.

_Jo sik=j
O = {+oo sinon, (11.44)

(11.43) force & terminer dans Pétat j, et v! donne alors le cotit minimal en T' étapes
pour aller de 7 & j. La fonction valeur (11.43) vérifie toujours (11.41), avec la nouvelle
condition initiale pour ’équation de Bellman

W0 =6 . (11.45)

C’est ici le moment de remarquer que le temps T qui intervient dans ’équation de
Bellman (11.41),(11.45) s’écoule en sens inverse du temps physique qui intervient
dans les trajectoires (11.43) : dans notre modélisation, T est le temps qui reste a
jouer, aussi une pénalité sur P’état terminal de la trajectoire ({,...,¢r) conduit-
elle & changer la condition initiale de 1’équation de Bellman. On dit pour cela que
I’équation de Bellman est une équation rétrograde. Cette inversion du temps est
inhérente aux problémes de décision : ce n’est souvent qu’a la fin d’une mauvaise
partie qu’on comprend comment il ne fallait point jouer au début.

L’intérét de I’équation de Bellman (11.41) est que v' peut se calculer & partir de
v'~1 en temps O(|A| +|N]), o |A| et |N| désignent respectivement le nombre d’arcs
et le nombre de nceuds, voir la Remarque 11.4.1 pour plus de détails. Ainsi, vT peut se
calculer en temps O(T(|A| + |N)), & comparer par exemple avec le temps O(JN|pT)
d’un algorithme naif énumérant les chemins de longueur T dans un graphe ot chaque
sommet a exactement p successeurs. On obtient d’autre part trés simplement un
chemin optimal & partir de 1’équation de Bellman (11.41), (11.45) : on pose ¢y = 1,

puis on choisit ¢; réalisant le minimum dans (11.41), i.e. vg; = Cp0, + vzfl, et
T _

plus généralement /¢, tel que vg;_r = ¢t T v}:f‘l. Par construction, v; =

Ceo.01+FCop 1 or + Por, ce qui montre que ({o, ..., ¢r) est un chemin optimal pour
le probléme (11.43).
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Exemple 11.4.1 Pour illustrer ce qui précéde, considérons le cas d’un chauffeur de
taxi maraudant dans la ville imaginaire représentée sur la Figure 11.2. La ville est
formée de trois zones, H, un quartier huppé, A un aéroport, et B une banlieue (d’ou
le chauffeur revient en général a vide). Le chauffeur de taxi souhaite faire 7' courses,
partant de H, et maximiser le gain total, qui est la somme des gains des courses c, et
d’une prime, ¢, traduisant sa préférence pour ’état final de la derniére course. On a
représenté les gains des courses sur les arcs, et les primes par des arcs sortants. La
prime —oo en B signifie que le taxi ne veut pas finir sa journée en B. Nous supposerons
par ailleurs que le taxi a la faculté de choisir ses courses. S’agissant d’un probléme de
maximisation, I’équation de programmation dynamique s’écrit avec max au lieu de
min, et —oo au lieu de 400 :

vl = max(3+ ol 10+ 04

vy = max(12 4+l 7o

vh = max(=5+oht =34+
v =0, v =2, VY = —o0-.

Calculons maintenant la stratégie optimale du taxi en horizon 2 partant de H. I

12
7

FIGURE 11.2 — Un chauffeur de taxi trés déterministe

nous suffit d’évaluer

vy = max(3+0,10+2) =12 (11.46)
vy = max(12+40,7+ —o0) =12 (11.47)
v = max(—5+0,-3+2)=-1 (11.48)
v max (3 + 12,10 + 12) = 22 | (11.49)

ou l'on a souligné les termes qui réalisent le maximum. On en déduit que le gain
optimal, 22, est obtenu en jouant d’abord le coup qui réalise le max dans (11.49) (on
va d’abord de H & A), puis le coup qui réalise le max dans (11.47) (on revient de A a

H).
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Remarque 11.4.1 Une maniére classique de coder efficacement en machine un graphe G =
(N, A) avec n = [N| neeuds et m = |A| arcs munis d’un cott ¢, consiste & définir trois
vecteurs : un vecteur h € {1, ..., n}™ (pour “head”), un vecteur t € {1,...,n}™ (pour “tail”),
ainsi qu’un vecteur de réels, ¢ € R™. Cette représentation revient a numéroter les arcs de
A de 1 & m, en disant que l'arc (7,7) € A qui porte le numéro k va de hy, =i a t, = 7,
et a pour colit ¢y = c¢; ;. Le graphe occupe ainsi un espace mémoire O(n + m). On voit
facilement que le graphe étant codé de la sorte, il est possible de calculer v* & partir de v'~*
en utilisant (11.41), en temps O(n + m). °

11.4.3 Probléme du chemin de cotiit minimum, ou d’arrét op-
timal

Considérons maintenant le probléme du chemin de cotit minimum qui, étant
donnés deux sommets ¢ et j, consiste & trouver un chemin de longueur arbitraire allant
de 7 & j et de cotit minimum. Il s’agit d’une généralisation du probléme du plus court
chemin déja évoqué dans la Sous-section 11.4.1 : contrairement au cas des distances,
nous ne supposons pas ici que les cotts sont positifs. En exploitant les notations
précédentes, il nous faut maintenant calculer

. T .

v; = inf v; = inf Cogby + 0+ Cop ity + Ou 11.50

! TeN * (9, ...,2r) chemin o Ty T ( )
TEeN, bo=1i

ol le vecteur ¢ pénalisant un état final autre que j est donné par (11.44). On peut
aussi considérer une pénalité ¢ € (RU {—i—oo})N quelconque, ce qui ne change rien aux
résultats. On notera que v; est maintenant & valeurs dans R = RU{+o00} (les sommes
a droite de (11.50) peuvent valoir +oo, par ailleurs, il est possible que ces sommes ne
soient pas bornées inférieurement, car 'on considére des chemins de longueur arbi-
trairement grande). La fonction valeur v vérifie la nouvelle équation de Bellman
v; = min (¢, kENfIE’I}C)eA(CLk + ) YVieN . (11.51)

Par comparaison avec (11.41), la présence d’un terme supplémentaire dans le min
traduit la possibilité de s’arréter dans n’importe quel état k avec la pénalité finale ¢y,
ce qui dans le cas spécial (11.44), interdit de s’arréter ailleurs qu’en j.

1l nous faut maintenant montrer que le systéme (11.51) permet de calculer la
fonction valeur. Rappelons qu’on appelle solution maximale d’une équation une
solution qui majore toutes les autres.

Théoréme 11.4.2 La fonction valeur v définie par (11.50) est la solution mazimale
de ’équation de Bellman (11.51).

Démonstration. On a déja montré que v vérifie (11.51). Soit v’ € R une solution
quelconque de (11.51). Montrons que v" < v. Soit (fg, . .., ¢r) un chemin quelconque
partant de i. Comme v’ vérifie (11.51), on peut écrire v; < ce, ¢,,, +v2r+1, pour tout
0<r<T—1,et UZT < ¢¢,. En enchainant ces inégalités,

/
Ui < Clo0 + " F Cop_qp + ¢€T
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et en prenant l'infimum sur tous les chemins ({y, ..., ¢y) partant de ¢, v] < v;. Ainsi
v <, ce qui montre que v est solution maximale de (11.51). O

Exercice 11.4.1 Montrer que I'équation de Bellman (11.51) peut avoir plusieurs solu-
tions finies. (Indication : considérer un graphe avec un seul sommet.)

Exercice 11.4.2 Nous dirons que le graphe est co-accessible pour ¢ si pour tout nceud
i du graphe, il existe un chemin de 7 & un nceud j tel que ¢; # +o00. On va montrer
que si le graphe n'a pas de circuit de colt négatif et est co-accessible pour ¢, alors
I’équation de Bellman (11.51) posséde une unique solution finie, égale a v. Pour cela, on
considére v' € RV une solution de I'équation de Bellman (11.51). On introduit I'ensemble
de continuation
B . /
C={ieN| ¢ = keNr,I%Iif}c)eA(ci’k +u)} s

et I'on choisit pour chaque i € C' un nceud 7(i) tel que
Vi = Cin(i) + Vny) -

On définit ainsi une application 7 : C — N. Montrer que quel que soit i € C, il existe
un entier k tel que le k-éme itéré 7% (i), n'appartienne pas a C. Conclure que v’ > v.

On peut réécrire (11.51) comme une équation de point fixe v = f(v), avec une déf-
inition évidente de f : RV — RV . Aussi le Théoréme 11.4.2 suggére-t-il de calculer
v & l’aide d’un algorithme de point fixe. Pour conclure & la convergence de méthodes
de point fixe, on recourt souvent & des arguments de contraction. Ici, I’analyse de la
convergence fera plutot appel a la structure d’ordre. On munit en effet RV de l'or-
dre partiel usuel, défini composante par composante, et pour cet ordre, I’application
f:ax— f(x) est croissante. Puisque f(¢) < ¢, une récurrence immédiate montre que
[T ¢) < f7(¢), pour tout 7 > 0. La suite {f"(¢)}r>0 qui décroit converge néces-
sairement vers un vecteur v’ € RV . (Le lecteur notera ici que 'on autorise la valeur
—oo pour les coefficients de v/, sans cela point de convergence.) On a f(v') = v’ par
continuité de f. D’autre part, si v” est un point fixe quelconque de f, on a triviale-
ment v" < ¢, donc puisque f est croissante, v/ = f"(v") < f7(¢), pour tout r > 0,
donc en prenant Uinfimum sur les 7 > 0, v”” < v/, donc v’ est le plus grand point fixe
de f. Puisque d’aprés le Théoréme 11.4.2; la fonction valeur est aussi le plus grand
point-fixe de f, on vient de montrer le résultat suivant.

Théoréme 11.4.3 (Itération sur les valeurs) La suite {f"(¢)},>0 décroit vers la
fonction valeur v définie par (11.50).

Plus généralement, étant donné un opérateur de programmation dynamique f dont on
veut calculer un point fixe, 'algorithme consistant a construire une suite f”(¢), soit a partir
d’une sur-solution ¢ quelconque (on dit que ¢ est une sur-solution de I’équation de point fixe
z = f(x) si f(¢) < @), soit a partir d'une sous-solution ¢ quelconque (définie en renversant
l'inégalité) est appelé itération sur les valeurs. Pour des problémes de programmation
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dynamique généraux, notamment en contrdle stochastique, une méthode de type Newton,
appelée itération sur les politiques (voir par exemple D. Bertsekas, Dynamic Programming
and Optimal Control, Vol. I et II, Athena Sci., Belmont, MA, 1995), est souvent plus rapide.
L’intérét de l'itération sur les valeurs est sa simplicité. Dans le cas déterministe, on a méme
une convergence en temps fini de l'itération sur les valeurs.

Exercice 11.4.3 (Convergence en temps fini) Montrer que si G n'a pas de circuits de
codt strictement négatif, alors fI=1(¢) = v. Si au contraire G a un circuit de codt strictement
négatif, et si G est co-accessible pour ¢ (voir I'Exercice 11.4.2 pour cette notion) alors fV1(¢) <

FNI=g).

L’Exercice 11.4.3 suggére d’implémenter comme suit l'algorithme d’itération sur les
valeurs. On calcule par récurrence la suite zo = ¢, et , = f(z,—1) pour r > 0, en vérifiant
a chaque étape si z» = zr_1, auquel cas z, = v et 'on s’arréte (I'intérét de ce test est que
le temps de convergence est souvent beaucoup plus petit que |N| — 1). Au pire, on parvient
ar =|N| et on s’arréte alors : on sait qu’il existe un circuit de cofit strictement négatif. En
pratique, on programme rarement tel quel cet algorithme d’itération sur les valeurs, mais
plutoét la variante suivante de type Gauss-Seidel, appelée algorithme de Ford-Bellman, laque-
lle met a jour au plus tot toutes les coordonnées dans l'itération sur les valeurs. Il est plus
rapide de programmer cette variante que de la décrire.

Algorithme 11.4.4 (de Ford et Bellman) Enirée : G = (N, A) et c: A — R. Variables :
v e (RU{400})V, b Booléen, r entier, i, k€ N.
Initialisation : v < 0, b < vrai; pour tout 1 € N, v; < ¢;.
Tant que r < |N| et b faire :
b + faux;
pour tout i € N et pour tout (i,k) € A, si ¢;, + vi < vi, faire v; < ¢ + vy et
b + vrai.
Sir < |N|, v est la solution, si v = |N|, il existe un circuit de cott strictement négatif.

Afin d’illustrer l'itération sur les valeurs, reprenons le probléme du chauffeur de taxi
représenté sur la Figure 11.2, et intéressons nous & la valeur des chemins de gain maxi-
mum et de longueur arbitraire partant de H. Comme il y a un circuit de gain strictement
positif (aller de H a A, et revenir, ce qui rapporte 22), notre chauffeur a intérét a faire un
nombre infini de courses, et ’on a en particulier vy = 400. Afin de rendre le probléme moins
dégénéré, soustrayons par exemple un impot de 11 sur le prix de chaque course. L’opérateur
f défini a partir de (11.51) devient

[f(z)]g = max(0,—8+zg,—1+za4)
[f(z)]Ja = max(2,1+zH,—4+zB)
[f(z)]p = max(—16+zg,—14+xz4) .
L’itération sur les valeurs consiste & calculer 2° = ¢, z* = f(2°), ..., soit
20 = ¢ = (0,2, 400)
ry = max(0,-840,=142)=1
rh = max(2,140,—4+ —o0) =2
rp = max(—16+0,—14 4 2) = —12
2 1

T = z =w, stop ,
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et en considérant les arg max, on voit qu’il est optimal de s’arréter quand on est en A, et
qu’en B ainsi qu’en H, il faut aller en A.

Exercice 11.4.4 Comment peut-on compléter I'algorithme de Ford-Bellman pour construire
un circuit de colit négatif?

Remarque 11.4.5 Il existe bien des variantes de l'algorithme de Ford-Bellman, qui dif-
férent par lordre dans lequel on parcourt les noeuds 7 et les arcs (i, k) dans la boucle de
I'algorithme 11.4.4 : on trouvera le terme générique de “label correcting algorithms” dans la
littérature. Les algorithmes de cette famille, et en particulier I’algorithme de Ford-Bellman,
sont parmi les plus rapides pour calculer les chemins de codt minimum, dans le cas d’'un
graphe orienté qui a des circuits (de cotit positif on nul) et dont les cotits peuvent étre né-
gatifs. Dans deux cas spéciaux, on sait faire cependant beaucoup mieux que Ford-Bellman.
Lorsque le graphe G n’a pas de circuit, on effectue un tri topologique, c’est-a-dire que ’on
munit les sommets d’un ordre total < tel que s’il y a un chemin de i & j, alors 7 < j. Souvent,
les nceuds sont déja naturellement ordonnés (par exemple par temps croissant). Dans le cas
contraire, on sait trouver un tel ordre en temps linéaire, voir par exemple [1] pour plus de
détails. (On dit qu'un algorithme est en temps linéaire si le temps d’exécution est borné
par une constante fois la taille du codage machine des données, c’est ce qu’on peut espérer
de mieux, voir la Remarque 11.6.6 pour plus de détails sur la notion de temps de calcul.)
Une fois les noeuds ordonnés, il suffit d’initialiser v & +o0, et d’effectuer une et une seule
fois la substitution v; <— min(¢;, mingen, (i,k)ea i,k + Vi) pour chaque ¢, en parcourant les
¢ par ordre décroissant, pour obtenir la fonction valeur, ce qui prend un temps linéaire. Un
autre cas particulier remarquable est celui o les coiits sont positifs ou nuls : dans ce cas,
on peut employer un algorithme de type glouton (cf. Section 11.5), appelé algorithme de
Moore-Dijsktra, voir par exemple [1]. °

Exercice 11.4.5 Nous reprenons |I'Exemple 9.1.3, 3 savoir le probléme classique du sac-a-dos.
Nous supposons ici que les poids sont des entiers. On prend donc n objets de poids respectifs
P1, ..., pn €N, et d'utilités respectives u1, ..., u, € R, et I'on note P € N le poids maximal que
I'on est disposé a porter. On pose x; = 1 si on met le i-éme objet dans le sac-a-dos, et x; =0
sinon. On veut maximiser |'utilité du sac a dos sous contrainte de poids

max > @ (11.52)
ee{0 13" 2,
1<i<n TiPi <P ==

Pour cela, on considére, pour tout 1 <t <net0<Q < P, le probléme

max Z Tilli (11.53)
@z € {0,1}! 1<i<t
Dici<eTiPi QT T

dont on note vf, la valeur optimale. On note v* = (v§)o<q<p-

1. Exprimer v’ en fonction de v*~! a I'aide d’une équation de programmation dynamique.

2. En déduire un algorithme pour résoudre (11.52). Quel est le temps d'exécution de I'algorithme 7
3. Appliquer I'algorithme a I'exemple suivant :

max 8x1 + 222 + 923 . (11.54)

z € {0,1}°
221 +3x2 + 523 < 6
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Exercice 11.4.6 (Chemin de cofit minimum avec contrainte de temps) Soit § =
(N, A) un graphe orienté, muni de deux valuations, ¢ € R, un codt, et 7 € N, un temps, et
¢ € (RU{+00})" une pénalité finale. On fixe un nceud source s et une date limite T € N, et
I'on cherche a trouver un chemin (4o, ..., ¢) de longueur arbitraire, partant de s (i.e. o = s),
tel que le gain total ¢y .0, + - +ce,, 0, + Ge,, soit minimal, sous la contrainte de respecter
la date limite T, i.e. sous la contrainte 7¢y,¢, + -+ 7¢,, ,.,, < T. On supposera qu’il n'y a
pas de circuit dont tous les arcs ont des temps nuls. Formuler un algorithme de programma-
tion dynamique pour résoudre ce probléme. Application : trouver par programmation dynamique
le chemin de colit minimum du nceud 1 au nceud 6, en temps au plus 10, pour I'exemple de
graphe (11.73) qui sera traité plus loin par relaxation Lagrangienne.

Exercice 11.4.7 Considérons un amateur de théatre, qui se rend en Juillet pour une journée
voir des piéces du festival off d'Avignon. Le festival off comprend plusieurs centaines de piéces.
Chaque piéce est caractérisée par un unique lieu de la ville (un théatre), et une unique plage
horaire dans la journée (par exemple, 16h00-17h30). On connait en outre les temps nécessaires
pour aller d'un théatre a I'autre. En lisant le programme du off avant d’aller au festival, notre
spectateur affecte & chaque piéce un plaisir espéré, mesuré sur une échelle de 0 & 5. Son but
est de voir dans la journée une suite de piéces du off, de maniére 3 maximiser la somme des
plaisirs espérés pour les différentes piéces choisies. Montrer que ce probléme peut se ramener 3
un chemin 3 colit minimal dans un graphe sans circuits, et qu'il peut se résoudre en un temps
quadratique en le nombre de piéces du festival off (on négligera le temps des repas).

Exercice 11.4.8 On peut imaginer que, sur la planéte Mars, des extraterrestres apprennent
aux enfants & compter avec I'addition (a,b) — a @ b = min(a, b), et la multiplication (a,b) —
a®b=a+0b (nous empruntons cette plaisanterie 3 V.P. Maslov, Méthodes Opératorielles, MIR,
1973). La structure algébrique correspondante, (R U {4+oc0}, ®,®) est appelée semi-anneau
min-plus. Elle vérifie les mémes axiomes que les anneaux, sauf que I'addition, au lieu d'étre une
loi de groupe, vérifie a @ a = a. Pour nos martiens, |'équation de Bellman associé au probléme
en horizon fini (11.41) n'est autre qu'un produit de matrice min-plus

T T—1
v; = @ M; 1 @ vy, ,
kEN

avec M, = cii si (i,k) € A, et M; = +oo sinon. Les martiens, qui utilisent les mémes
notations matricielles que nous, mais dans le semi-anneau min-plus, écrivent tout simplement,

vt = Muvi_q, et T = MT¢ .
Quant a I'équation de Bellman (11.51), ils I"écrivent
v=Mv®¢ . (11.55)

Montrer que le codt minimum d'un chemin de longueur ¢ allant de i a k est donné par (M*); .
Montrer que la solution maximale de (11.55) est égale 3 v = M*¢, ot M* =M’ M ® M* @
-+-. Retrouver ainsi le Théoréme 11.4.2. Montrer que si G n'a pas de circuit de colit négatif,
limr 0o M7 = 400 (la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 4+00). Retrouver ainsi le
résultat d'unicité de I'Exercice 11.4.2.
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Exercice 11.4.9 Appelons jeu Markovien fini un jeu & deux joueurs, “blanc”, et “noir”, qui
déplacent a tour de rdle un jeton sur un graphe fini, a partir d'une position initiale (c'est blanc
qui commence). Certains sommets du graphe sont finaux : lorsque le jeton est dans ce sommet,
on sait que la partie est gagnante pour blanc, ou gagnante pour noir, ou bien nulle. Peut-on
modéliser les échecs ou les dames par un tel jeu? On suppose que la partie termine toujours.
écrire une équation de type programmation dynamique exprimant la valeur d'une position pour
blanc. (Indication : cette équation fera intervenir a la fois les lois min et max.) Déduire que des
trois assertions suivantes, une seule est vraie : - les blancs peuvent toujours gagner; - les noirs
peuvent toujours gagner; - les blancs et les noirs peuvent toujours forcer la partie nulle.

Remarque 11.4.6 Arrivé a ce point, le lecteur a peut-étre 'impression que tout peut se
résoudre par programmation dynamique. C’est presque vrai et la programmation dynamique
est un outil puissant, sauf que, tout comme les méthodes Markoviennes en probabilités, la
programmation dynamique est frappée de ce qu’on appelle la “malédiction de la dimension” :
dans le cas de problémes vraiment difficiles, I'espace d’état nécessaire peut étre trés gros
(penser au jeu des échecs). °

11.5 Algorithmes gloutons

11.5.1 Généralités sur les méthodes gloutonnes

On dit qu’un algorithme pour minimiser un critére est glouton (“greedy”, en
anglais), §’il construit une solution admissible en se ramenant & une suite de déci-
sions, que l'on prend & chaque fois au mieux en fonction d’un critére local, en ne
remettant jamais en question les décisions précédentes. Lorsque la solution admissible
ainsi obtenue est sous-optimale, on parle d’heuristique gloutonne. Par exemple, si
I’on a un certain nombre de colis de taille variées & mettre dans des containers, et si
P’on veut minimiser le nombre de containers utilisés (c’est une version du probléme dit
de “packing”), on peut imaginer une méthode consistant & trier les colis en fonction du
volume, et & rentrer les colis dans les containers en commencant par les plus gros : c’est
14 un exemple typique d’heuristique gloutonne. L’intérét des heuristiques gloutonnes
est d’étre souvent trés simples & implémenter. Leur défaut est évidemment leur my-
opie, ainsi que la difficulté a évaluer I’écart a 'optimum. Il est cependant des classes
particuliéres de problémes pour lesquels une méthode gloutonne fournit une solution
optimale (voir & ce sujet la Remarque 11.5.5 ci-dessous). Nous nous contenterons de
présenter dans le paragraphe qui suit un exemple fondamental d’algorithme glouton
fournissant une solution optimale.

11.5.2 Algorithme de Kruskal pour le probléme de I’arbre cou-
vrant de colit minimum

On s’intéresse maintenant & un graphe non-orienté. Nous notons V ’ensemble des
sommets, et £ I’ensemble des arétes, qui est un sous-ensemble de I’ensemble des parties
a deux éléments de V. On a donc {i,7} € € §’il y a une aréte reliant les sommets 7 et
j- Notons que pour bien distinguer le cas non-orienté du cas orienté, nous parlons de
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sommets et d’arétes, alors que nous avons parlé de nceuds et d’arcs pour un graphe
orienté (les lettres “V” et “£” renvoient aux mots anglais “vertices” et “edges”).

Un graphe (non-orienté) est dit connexe si deux sommets quelconques peuvent
étre reliés par un chemin. Un graphe (non-orienté) quelconque peut étre décomposé
en composantes connexes, qui sont par définition les classes d’équivalence pour la
relation R telle que iRj s’il y a un chemin reliant i et j. On appelle forét un graphe
(non-orienté) sans circuit. Un arbre est une forét connexe. On dit qu’un sous-graphe
G’ couvre un graphe G si chaque sommet de G est extrémité d’au moins une aréte
de G'. Etant donné un graphe (non-orienté) connexe G = (V, ), dont les arétes sont
munies d’une fonction coiut & — R, {i,j} — c¢;j;, le probléme de l'arbre couvrant
de cotit minimum consiste & trouver un arbre couvrant 7 dont le cotit

E Cij

{t,j}eT

est minimum. Ce probléme d’optimisation se rencontre par exemple dans les problémes
de cablage, lorsque I'on veut connecter électriquement un ensemble de points tout en
minimisant la longueur de fil.

L’algorithme de Kruskal construit une suite de foréts. On part de la forét com-
prenant tous les sommets et aucune aréte. A chaque étape, on choisit de rajouter a
la forét, parmi toutes les arétes dont ’adjonction ne crée pas de circuit, celle dont le
colt est minimum. L’algorithme termine quand la forét est un arbre couvrant.

Théoréme 11.5.1 Si G = (V, &) est un graphe (non-orienté) connexe, muni d’une
fonction codt arbitraire ¢ : £ — R, lalgorithme de Kruskal fournit un arbre couvrant
de codt minimum.

Afin de montrer le Théoréme 11.5.1, nous énongons une propriété trés élémentaire des
arbres couvrants, dont la vérification est laissée au lecteur en guise d’exercice.

Lemme 11.5.2 (Lemme d’échange) Si T est un arbre couvrant d’un graphe G, et
si i et j sont deux sommets de G, il existe un unique chemin de T reliant ¢ a j. En
outre, si {i,j} est une aréte de G qui n’appartient pas ¢ T, on obtient encore un arbre
couvrant si l’on remplace une aréte quelconque du chemin de T reliant i & j par {i,j}.

Nous pouvons maintenant énoncer la condition d’optimalité.

Lemme 11.5.3 Soit G et ¢ comme dans le Théoréme 11.5.1, et soit T un arbre
couvrant G. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. T est de codt minimum ;

2. pour chaque aréte {i,j} qui n’est pas dans T, l'unique chemin de T reliant i et
j est formé d’arétes dont chacune est de codt inférieur ou égal a c;j ;

3. pour chaque aréte {r,s} de T, pour toute composante connexe C' du graphe
obtenu en retirant {r,s} de T, et pour toute aréte {i,j} dont une extrémité et
une seule est dans C, c,s < ¢j5.
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Démonstration. L’'implication (non 2)=-(non 1) résulte du Lemme d’échange 11.5.2 :
si {i,7} est une aréte qui n’est pas dans T, et si {r, s} est une aréte de 'unique chemin
de T reliant i et 7, telle que ¢;; < ¢,5, On obtient en mettant {7, j} a la place de {r, s}
dans 7 un nouvel arbre couvrant de cotut strictement inférieur a celui de 7.

Nous montrons maintenant (non 3)=-(non 2). Remarquons tout d’abord que le
graphe obtenu en retirant {r,s} de 7 a exactement deux composantes connexes, C
et C =V \ C. Supposons qu’on ait une aréte {i,5} avec i € C et j € C, telle que
¢ij < Crs. L'unique chemin reliant reliant ¢ & j dans 7 contient nécessairement {r, s},
ce qui montre que la condition (2) n’est pas satisfaite.

Nous montrons enfin (3)=-(1). Soit 7 un arbre vérifiant (3), et soit 7’ un arbre
de coit optimal, que 'on peut choisir tel que le nombre d’arétes en commun entre
T et T’ soit maximal. On va montrer que 7 = 7'. Dans le cas contraire, on peut
trouver une aréte {r, s} dans 7 et pas dans 7'. Le graphe obtenu en rajoutant {r, s}
a T’ contient un circuit, C, contenant laréte {r, s}. Considérons maintenant les deux
composantes connexes C' et C' du graphe obtenu en enlevant {r, s} a4 7. Comme le
circuit C contient déja une aréte reliant C' & C, & savoir {r, s}, il doit nécessairement,
contenir une autre aréte, {i,j}, reliant C' et C. Le graphe 7" obtenu en remplacant
{i,7} par {r, s} dans T est encore un arbre couvrant, d’aprés le lemme d’échange, et
la condition (3) montre que le cott de 7" est inférieur ou égal & celui de 7. Ainsi,
T" est encore un arbre couvrant de coiit minimum, et comme 7" a en commun avec
T une aréte de plus que 7, on contredit I’hypothése de maximalité dans la définition
de 77, On a montré 7' = T. O

Démonstration du Théoréme 11.5.1. Il est immédiat que D'algorithme de
Kruskal, appliqué & un graphe connexe, termine avec un arbre couvrant. Cet arbre
vérifie I’assertion 2 du Lemme 11.5.3. O

Remarque 11.5.4 Il est possible d’implémenter l'algorithme de Kruskal en temps
O(|€]]log &]) ot |£] est le nombre d’arétes du graphe, voir [13]. °

Remarque 11.5.5 L’optimalité de méthodes gloutonnes est toujours le signe de fortes pro-
priétés de structure. Par exemple, le lecteur a déja rencontré un algorithme glouton en algébre
linéaire : on peut voir le probléme consistant a fabriquer une base d’un espace vectoriel de
dimension finie £/ comme un probléme d’optimisation, consistant & maximiser le cardinal
d’une famille libre de E. L’algorithme qui consiste a partir d’une famille vide, et a chaque
étape, a rajouter dans la famille un vecteur quelconque de E qui n’est pas combinaison
linéaire des vecteurs déja dans la famille, est un algorithme glouton (qui fournit une solution
optimale, c’est-a-dire une base). La preuve de correction de la méthode repose sur un résul-
tat simple d’algébre linéaire, le lemme d’échange, dont le lecteur aura noté I’analogie avec
le Lemme 11.5.2 ci-dessus. Plus généralement, les propriétés qui permettent de montrer que
I’algorithme glouton est correct ont été étudiées dans le cadre de la théorie des matroides et
anti-matroides, voir notamment [13]. °
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11.6 Séparation et relaxation de problémes combi-
natoires

Dans la résolution d’un probléme de RO, une des premiéres taches est de re-
connaitre si une méthode exacte efficace (algorithmes de chemins, flots, algorithme
glouton, etc.) s’applique. Que faire, cependant, quand méme avec une bonne mod-
élisation, les méthodes polynomiales ne s’appliquent pas? On peut bien siir recourir
& des heuristiques particuliéres, ou a des méta-heuristiques comme le recuit simulé
ou la recherche tabou, voir & ce sujet la Remarque 11.6.7. Dans ’esprit de ce cours,
nous nous concentrerons plutot sur les méthodes exactes, & base de programmation
mathématique et d’exploration arborescente, qui permettent de prouver 'optimalité
de la solution trouvée, ou tout au moins, de mesurer ’écart a I’optimum.

11.6.1 Séparation et évaluation (branch and bound)

Considérons le probléme combinatoire trés général

min J(x) (11.56)
avec X fini (mais gros), et J : X — R. Dans la méthode de séparation et évaluation
(en anglais, “branch and bound”), la séparation consiste a représenter I’ensemble X
des solutions admissibles par les feuilles d’'un arbre, que I'on va explorer. Les noeuds
internes de arbre représentent des décisions partielles (correspondant a fixer certaines
variables de décision, mais pas toutes), le nceud racine représente une situation initiale,
dans laquelle on n’a encore rien décidé. L’évaluation s’intéresse, pour chaque nceud
interne s de 'arbre, au cotit conditionnel

. /
U(S) & est une feuil{ghréscendante de s J(S ) ' (1157)
(Le mot “descendant” a le sens généalogique, i.e. nous orientions I’arbre avec la racine
en haut, et les feuilles en bas.) Le calcul de ce cout conditionnel en s est souvent
aussi dur que le probléme initial (11.56) (en particulier, quand s est la racine, (11.57)
coincide avec (11.56)), c’est pourquoi nous allons simplifier le probléme (11.57), en
nous autorisant 'introduction d’un minorant b(s) du cott conditionnel en s :

b(s) <w(s) , (11.58)

que 'on devra définir pour tout nceud interne de 'arbre. Nous suivrons 1'usage, qui
appelle (improprement) borne inférieure ou tout simplement borne le minorant

b(s).
Enoncé de I’algorithme de séparation et évaluation

L’algorithme de séparation et évaluation consiste & explorer les nceuds de l'arbre,
en partant de la racine. En cours d’exploration, on mémorise m, le cotit minimal des
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solutions déja trouvées, ainsi que la solution correspondante. On initialise I’algorithme
avec m = 4o00. Quand on visite pour la premiére fois un nceud interne s du graphe, on
évalue la borne b(s). Si b(s) > m, il ne sert a rien d’explorer les branches filles du nceud
s, car le cout des feuilles qui s’y trouvent n’est pas meilleur que le coit de la meilleure
solution rencontrée, et I’on remonte au nceud pére de s afin de poursuivre I’exploration
de l'arbre (on peut visualiser cela en disant que l'on coupe la branche de larbre
partant du noeud s). Si au contraire b(s) < m, il est possible que la branche partant
de s contienne une solution améliorant m : on poursuit dans ce cas l’exploration de
I’arbre, en passant aux nceuds fils de s. Quand on parvient & une feuille de I’arbre, qui
représente une solution admissible z € X de (11.56), il ne reste qu’a calculer la valeur
J(x) :si J(x) < m, la meilleure solution trouvée est z, on pose donc m = J(z), et
I’on mémorise x & la place de I’ancienne meilleure solution trouvée. On poursuit alors
I’exploration de I’arbre en remontant au nceud pére de la feuille courante.

L’algorithme visite au plus une fois chaque feuille. Le pire des cas est celui ou la
borne b ne permet jamais de couper de branche : I'algorithme revient dans ce cas a
énumeérer toutes les solutions admissibles de (11.56).

Illustration : exemple du voyageur de commerce

Afin de détailler la méthode, considérons le probléme du voyageur de commerce,
déja évoqué dans 'Exemple 9.1.4. Nous allons traiter ici la version non-orientée du
voyageur de commerce, qui considére un graphe non-orienté complet G = (V, &)
(complet signifie que € est formé de toutes les paires de sommets de V). On prendra
V = {1,...,n}, avec n = |V|. Nous associons a chaque paire de sommets {i,j} un
temps qu’on note ¢;; (ce qui est une abréviation pour ty; ;1, on a donc t;; = tj;
puisque le graphe est non-orienté). Le but est de trouver un tour, c’est-a-dire une
suite de sommets /1, ..., £, comprenant chaque sommet de G une et une seule fois, et
telle que le temps total

tflfz + tfzf:; + -+ ti,,[l (11.59)

soit minimum.

En utilisant l'invariance du critére (11.59) par permutation circulaire, on peut
toujours supposer que l’on part du sommet 1, soit /1 = 1. Le tour est alors spécifié de
maniére unique par la suite ¢5, ..., ¢, 1. La séparation du probléme revient & organ-
iser le choix d’un tour en une suite de décisions. Par exemple, on pourra considérer
le choix de ¢3 € V \ {¢1} comme une premiére décision, le choix de ¢5 € V' \ {¢1,05}
comme une seconde décision, et ainsi de suite jusqu’a ¢, _1. Un sommet interne de
Parbre de séparation correspondra donc & une sous-suite (1 = ¢1,03,...,¢), avec
k < n — 2, que nous appellerons “tour partiel”. Il s’agit de borner inférieurement le
colt conditionnel (11.57), i.e. de minorer le temps total des tours qui commencent
par £1,...,¢;. On peut donner par exemple la borne naive

bi(fy, .. ly) = too+ At + te +

min
JEV\{L1,.. 1}
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min typ 4+ (n—k—=2 ( ST t»m). 11.60
meV\{la,....0} b ( ) j,mevl\;iel,...,ek} J ( )
ji#FEm

En effet, le temps du tour (11.59) est la somme du temps du tour partiel (¢1, 4, ..., ),
soit tg, e, + - - +te,_ 0., plus du temps de Varéte {¢, ;.41 }, que 'on minore par le pre-
mier min dans (11.60), plus du temps de l’aréte {¢,,, ¢1}, que ’on minore symétrique-
ment par le second min dans (11.60), et enfin, du temps du chemin (¢y41,...,¢,). Ce
chemin étant de longueur n — k — 2 et ne comprenant aucun sommet de {¢1,..., 0},
on peut minorer son temps par le dernier min dans (11.60), ce qui montre que
bl(fl, ce ,Ek) < U(ﬁl, ce ,Ek)

Appliquons maintenant I’algorithme de séparation et évaluation, avec la borne by,
a un petit exemple de voyageur de commerce. Considérons la ville de type Manhattan
représentée sur la Figure 11.3. On prendra I’ensemble V = {1, ...,5} dont les éléments
correspondent aux points représentés sur le dessin, de coordonnées P; = (0,0), P> =
(3,0), Ps = (1,1), Py = (3,2), et P5 = (0,3) (dans un repére dirigé vers 'Est et le
Sud), et t;; représentera le temps de marche du point P; au point P;, c’est-a-dire la
norme ||P; — Pj|1.

5

F1GURE 11.3 — Un voyageur de commerce dans Manhattan

Le parcours d’arbre correspondant est, représenté sur la Figure 11.4. On part du
nceud (1), qui correspond & un tour partiel vide partant du point 1 de la ville. La
premiére étape de l'algorithme consiste & choisir le point suivant de la ville que ’on va
visiter, qui peut étre 2, 3, 4, ou 5. Choisissons par exemple le point 2, ce qui nous améne
au noeud (1,2) que nous avons représenté a gauche de 'arbre, avec le tour partiel
qui lui correspond. Comme nous n’avons pas de solution admissible pour l'instant,
m = +00, et comme le test b1 (1,2) < m est automatiquement vérifié, nous ne calculons
pas b1(1,2). Poursuivons le parcours en profondeur d’abord : on arrive au nceud
(1,2,3) (nous avons & nouveau représenté le tour partiel), puis au nceud (1,2,3,4),
qui est une feuille, car il détermine de maniére unique la solution admissible x =
(1,2,3,4,5), de temps m = 16. Le tour complet ainsi obtenu est représenté a I’endroit
de la feuille. Etant arrivée a une feuille, la recherche en profondeur remonte au nceud
pére, pour redescendre A la feuille suivante, qui représente la solution (1,2, 3,5,4), de
temps 18 pire que m. Le prochain nouveau nceud exploré est (1,2,4), et I'on calcule
b1(1,2,4) = 13 < m : on explore donc un premier fils de (1, 2,4), qui fournit la solution
x = (1,2,4,5,3), de temps 14, ce qui est mieux que m : on pose donc m = 14. L’autre
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fils de (1,2, 4) fournit une autre solution de temps 14, (1, 2,4, 3,5). Le nouveau nceud
suivant visité est (1,2,5), avec b1(1,2,5) = 17 > m : on coupe donc le sous-arbre
partant de (1,2,5), et le nouveau nceud suivant est (1,3). Nous laissons le lecteur
finir le calcul, et montrer ainsi que x = (1,2,4, 5, 3) est un tour dont le temps 14 est
optimal.

(1)

(1,2) (1,3),b1 =12 (1,4) (1,5)

(1,2,3) (1,2,4), b =13 (1,2,5),b1 = 17

RE \ REN i }
Ju| ! I | | !
16 18 14 14

o =(1,2,3,4,5),m = 16z = (1,2,4,5,3),m = 14

FIGURE 11.4 — Une partie de ’arbre de séparation et évaluation, pour le probléme de
voyageur de commerce de la Figure 11.3.

Remarque 11.6.1 Le probléme du voyageur de commerce dans Manhattan est un
cas particulier du voyageur de commerce métrique, dans lequel ¢;; est la distance de i &
J pour une certaine métrique, ici, celle de la norme || -||;. Une application classique du
voyageur de commerce métrique est le percage de circuits imprimé, si I’on considére le
cas d’une perceuse devant percer une suite de trous (suivant le type de la mécanique
de loutil, on obtient un voyageur de commerce pour la norme euclidienne, pour la
norme ||+ ||, etc.). Le probléme du voyageur de commerce (métrique ou général) est
un exemple classique de probléme NP-difficile (voir la Remarque 11.6.6).
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De I'importance de la qualité de la borne

Le lecteur pourrait croire que la borne b; est raisonnable, mais voyons comment
I’algorithme se comporte quand on augmente le nombre de sommets du graphe.
Nous avons programmé l’algorithme qui précéde, et résolu des instances similaires
de voyageur de commerce dans Manhattan, mais en faisant varier le nombre n de
sommets. Voici un jeu de résultats typique, donnant le nombre de nceuds de 'arbre
de séparation et évaluation, en fonction de n :

n | 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

arbre | 10 20 51 805 2175 10598 58414 199276 499887 1250530 3598585

Le cas n = 15 prend déja une minute sur un PC usuel. Nous venons de rencontrer ce
qu’on appelle I’explosion combinatoire.

Rétrospectivement, le caractére grossier de la borne b; apparait : lorsque n — k
est grand, il est mauvais de minorer la longueur du tour partiel complémentaire de
(l1,...,4,) par (n — k — 2) fois le minimum des temps des arétes entre sommets
restants, cela revient & multiplier une erreur par un terme d’ordre n. On voit ici que
dans un algorithme de séparation et d’évaluation, il est indispensable d’avoir une
borne qui capture suffisamment la “physique” du probléme.

Borne du 1-arbre pour le voyageur de commerce

Donnons un premier exemple d’une telle borne pour le voyageur de commerce non-
orienté. Etant donné un tour partiel (¢1, £z, ..., /) de G, avec k < n—2, construisons le
graphe G’ induit par le sous ensemble de sommets V' = V\ {{1,...,{;}, c’est-a-dire le
graphe d’ensemble de sommets V' et d’ensemble d’arétes &' = {{i,j} € €| i,j € V'}.
Nous notons ac(G’) le coit minimum d’un arbre couvrant G'. (Rappelons que la notion
d’arbre couvrant a été définie dans la Section 11.5, o nous avons aussi vu qu’un
arbre couvrant de cott minimum se calcule en temps O(|€]log |€|) par Palgorithme
de Kruskal.) On a la borne inférieure suivante

bg(fl, A ,fk,) =

tojo, + -+ te, 10, + min tme, +ac(G’) (11.61)

min te,; +
FEV\{l1,....0;_1} meV\{la,....0}

Dans le cas spécial ou le tour partiel est de longueur nulle, soit £ = 1, on peut raffiner
trés légérement la borne by en notant que dans ce cas, les arétes {{1, 2} et {{y, (1} du
tour doivent étre distinctes (& condition de supposer que le graphe a au moins trois
sommets), ce qui donne la nouvelle borne

bl (¢ = i to,i +tm " 11.62
d() = min (e ) ae(G) (11.62)

Cette derniére borne, classique, est connue sous le nom de borne du l-arbre (un
l-arbre d’'un graphe est un sous-graphe formé d’une part d’un arbre couvrant tous
les sommets hormis un sommet distingué noté “1”, et d’autre part de deux arétes
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distinctes dont 1 est I'extrémité). Par exemple, pour le graphe de la Figure 11.3, I’al-
gorithme de Kruskal fournit le 1-arbre de cott minimal représenté sur la Figure 11.5.
Le cout de ce 1-arbre est b5(1) = 13. En revenant a larbre de la Figure 11.4, on
voit que remplacer by par b, aurait permis de ne pas visiter les descendants du noeud
(1,3), car ba(1,3) = 14 est supérieur (en fait, égal) a la valeur m = 14 de la meilleure
solution rencontrée avant la visite de (1, 3).

5

FIGURE 11.5 — Borne du 1-arbre b4(1), pour le probléme du voyageur de commerce
de la Figure 11.3. L’arbre couvrant G’ est en traits gras, les deux arétes connectant
cet arbre au sommet 1 sont en traits pointillés.

Du choix de ’arbre et de 1’ordre d’exploration des branches

Il y a en général plusieurs maniéres de représenter I’ensemble des solutions ad-
missibles X, et le choix est souvent suggéré par la technique servant & fabriquer la
borne. Ainsi, nous verrons dans la Sous-section 11.6.2 qu’on peut modéliser le voyageur
de commerce par un programme linéaire en variables entiéres, en introduisant pour
chaque {3, j} € £ une variable x;; valant 1 si aréte {7, j} appartient au tour considéré
et 0 sinon. Avec une telle modélisation, on peut construire un arbre de séparation et
d’évaluation binaire, dans lequel une décision élémentaire consiste a fixer la valeur
d’une variable z;; & 0 ou & 1. Un autre paramétre déterminant est 1’ordre dans lequel
on visite les sommets : il est judicieux d’examiner le plus tot possible (i.e., prés de la
racine de I’arbre) les décisions dont on pense qu’elles ont le plus d’influence sur le cotit
de la solution, le but étant de couper les branches le plus haut possible dans ’arbre.
Dans le méme esprit, initialiser m avec la valeur d’une solution obtenue heuristique-
ment, au lieu de +o0o, ne fait qu’aider & couper plus tot les branches.

11.6.2 Relaxation de problémes combinatoires

Une maniére systématique d’obtenir des bornes inférieures pour la valeur optimale
du coit d’un probléme combinatoire consiste a relacher (ou relaxer) le probléme,
c’est-a-dire a grossir ’ensemble admissible de maniére & obtenir un probléme plus
facile, fournissant une borne inférieure pour le probléme initial. Quand ’ensemble
admissible est représenté par des contraintes, une maniére de relacher est d’oublier
tout simplement certaines contraintes. Nous avons déja vu un exemple de relaxation
avec la borne du 1-arbre pour le voyageur de commerce : les tours sont précisément
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les 1-arbres tels que chaque sommet a deux voisins. Nous allons maintenant présenter
des techniques générales de relaxation.

Relaxations continues

Lefficacité des outils de programmation linéaire suggére souvent de modéliser les
problémes combinatoires par des programmes linéaires en nombre entiers : on obtient
alors une borne inférieure en relachant les contraintes d’intégrité.

Présentons pour illustrer cette idée la relaxation du voyageur de commerce pro-
posée par Dantzig, Fulkerson, et Johnson dans un article de 1954, qui résolvait a
I’époque un probléme & 49 villes. La postérité des idées de cet article permet de ré-
soudre aujourd’hui exactement des instances a plusieurs milliers de villes (pour un
historique et un état de ’art récent, on pourra se reporter a “On the solution of
traveling salesman problems”, D. Applegate, R. Bixby, V. Chvatal, and W. Cook,
Documenta Math., Extra volume ICM 1998, III - 645-656, et plus généralement a la
toile http://www.math.princeton.edu/tsp).

Nous reprenons les notations de la section précédente pour le voyageur de com-
merce : G = (V,£) est un graphe non orienté complet (i.e. £ contient toutes les arétes
reliant deux éléments de V), avec une fonction temps ¢ : € = R, {7, 7} — t;;. A chaque
tour, on associe un vecteur z € {0, 1} tel que z;; = 1.si {4, j} fait partie du tour, et
x;; = 0 sinon. Réciproquement, un vecteur = € {0, 1}¢ représente le sous-graphe de
G ayant pour arétes les {7, j} tels que x;; = 1. Il nous faut maintenant exprimer par
des contraintes linéaires le fait que z € {0,1}¢ représente un tour. Comme chaque
sommet d’un tour a exactement deux voisins, x vérifie nécessairement

Z xR; =2 , pour tout j € V. (11.63)
keV {k,j}e&

Les contraintes (11.63) ne suffisent pas a caractériser un tour, car lensemble des
arétes {i,j} telles que x;; = 1 peut ne pas étre connexe : en fait, on peut voir que
les z € {0,1}¢ solutions de (11.63) représentent exactement les unions disjointes
de circuits. Afin d’éliminer les solutions parasites, on peut rajouter les contraintes
suivantes, dites de sous-tour,

pour tout S C V, tel que S # et S #V, Z Tiem < |S] =1 . (11.64)
k,meS {k,m}eE

On voit facilement que z € {0,1}¢ vérifie (11.63) et (11.64) si, et seulement si, il
représente un tour : en effet, tout vecteur associé a un tour vérifie ces contraintes, et
réciproquement, comme tout z € {0,1}¢ vérifiant (11.63) représente une union dis-
jointe de circuits, il suffit de prendre pour S ’ensemble des sommets de I'un quelconque
de ces circuits pour obtenir >, . cq . ee Thm = [S], et si @ vérifie les inégalités
de sous-tour (11.64), on a nécessairement S = V), ce qui montre que = représente un
tour. Ceci nous permet de formuler le probléme de voyageur de commerce comme un
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programme linéaire en nombres entiers

(VC): min Z tijr;; sous les contraintes 2 € {0,1}¢, (11.63), (11.64),
{ijre€

et on obtient aussitot une borne inférieure en considérant le programme linéaire relaxé
en variables continues

(VCO)er :  min Z tijzi; sous les contraintes 0 < x;; <1, (11.63), (11.64).
{i,jre&

Malgré le nombre exponentiel de contraintes dans (11.64), il est possible de ré-
soudre efficacement (V' (), en procédant comme suit. On commence & minimiser
Z{i jee tijij sous les contraintes 0 < z;; < 1 et (11.63), en oubliant les contraintes

de sous-tour (11.64). On trouve ainsi un premier = € [0,1]°. On va ensuite chercher
¢’il existe un sous ensemble S C V, S # 0, S # V, pour lequel I'inégalité de (11.64) est
violée, ce qui peut se faire (Exercice 11.6.1) trés efficacement. S’il n’en existe pas, on a
résolu (VC')rel. Si au contraire on a trouvé un S tel que (11.64) ne soit pas satisfaite,
’on minimise a nouveau »_; ¢ ti;@i; sous les contraintes 0 < #;; <1 et (11.63),
en rajoutant I'inégalité de sous-tour associée & S. En poursuivant cette suite de min-
imisations et rajouts successifs d’inégalités, on aboutit finalement & une solution de
(VC)rer- Cette méthode peut s’interpréter géométriquement en parlant de coupes.
Notons en effet P le polytope des solutions admissible du probléme (VC),el, et soit
t:x— Z{z‘,j}es tijri; la forme linéaire que 'on minimise. La méthode que l'on a
esquissée revient a définir une suite décroissante de polytopes P* D P2 5> --- > P On
prend tout d’abord pour P! I’ensemble défini par 0 < xi; < 1et (11.63). On minimise
d’abord ¢ sur P!, et le minimum est atteint en un point 2'. Si 2! est dans P, on a résolu
(VO)yel, sinon détecter une contrainte (11.64) violée par z' revient 4 séparer z' de
P, c’est-a-dire & trouver un demi-espace H' particulier tel que ' ¢ H', et P C H',
et I’étape suivante revient & minimiser ¢ sur le nouveau polytope P? = P! N H!,
obtenu en “coupant” P! par H. L’on fabrique ainsi une suite décroissante de poly-
topes dont on peut dire intuitivement qu’ils “approchent” P au voisinage du point
ou t est minimal. De telles techniques peuvent méme fournir la solution du probléme
original (V' (), si l'on est capable de trouver d’autres coupes, de nature combinatoire,
permettant d’approcher suffisamment bien la cloture entiére P, de P.

Exercice 11.6.1 Montrer que dans le probléme (VC),e1, on peut remplacer les con-
traintes (11.64) par les contraintes

pour tout S C V, tel que S # Det S # V), Z Tpm >2 . (11.65)
keV, meS\V {k,m}e€

Montrer, en utilisant le théoréme de Ford et Fulkerson (Question 4 de I'Exercice 11.3.8)
que I'on peut vérifier si un vecteur = € [0,1]¢ satisfait (11.65) a I'aide d'un algorithme
de flot.
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Relaxations Lagrangiennes
Considérons le probléme trés général

minimiser J(z) sous les contraintes :
rz e X,

Fi(z) <0, i=1,...,m, (11.66)
F(z)=0,i=m+1,...,m+q,
oit J, Fi, ..., Fy, 14 sont des fonctions de R dans R, et X est un sous-ensemble non-

vide de R™. Considérons le Lagrangien £ : X x A — R, avec A = (R;4)™ x RY et
Lz, A) =J(x) + MFi(z) + -+ AmggFmtq (@)

Soit J* la valeur optimale de (11.66). Nous avons déja noté dans la Remarque 10.3.10
qu’on a toujours l'inégalité de dualité faible

J* = inf sup L(x,\) > sup inf L(xz,\) =supD(}\) , (11.67)
T€X NeA AEATEX AEA
ou
D:A—=RU{-c0}; D) = 125( L(x,\) (11.68)

est la fonction duale. La méthode de la relaxation Lagrangienne consiste a em-
ployer le second membre de (11.67) comme borne inférieure pour la valeur J* du
probléme original (11.66). N’importe quel multiplicateur de Lagrange A\ € A fournit
une borne D(\) < J*, mais il est naturel de chercher la meilleure borne possible, ce
qui revient & maximiser D. Or D, qui est un infimum de fonctions affines, est concave.
Si, comme c’est le cas pour la plupart des problémes combinatoires, X est fini, D qui
est un infimum fini de fonctions affines, est une fonction non-différentiable (sauf
bien str dans des cas dégénérés). Maximiser D reléve donc de 'optimisation non-
différentiable, qui traite de la minimisation de fonctions convexes non-différentiables
(ou symétriquement, de la maximisation de fonctions concaves non-différentiables).
Nous allons briévement présenter une méthode trés simple, la méthode de sous-
gradient, qui généralise les méthodes de gradient de la Sous-section 10.5.2. 11 nous
faut d’abord définir les notions de sous-gradient (pour les fonctions convexes) ou
de sur-gradient (pour les fonctions concaves) qui sont des notions fondamentales
en analyse convexe (nous nous contenterons ici de rappels succincts). Il sera utile de
considérer des fonctions convexes a valeur dans R U {+o0}, et symétriquement des
fonctions concaves a valeur dans R U {—oc0}, car par exemple la fonction D définie
par (11.68) est concave et peut prendre la valeur —oo (la valeur 400 n’est pas possible,
car nous avons exclu le cas X = )). Lorsque J est convexe de R dans RU{+oc}, nous
notons dom J = {z € R" | J(z) < +00} le domaine de J. Symétriquement, si J est
une fonction concave de R” dans RU {—o0}, on définit domJ = {z € R" | J(z) >
—oo}. Il est d’usage de traiter seulement le cas des fonctions convexes, étant entendu
que tous les résultats ont des versions symétriques pour les fonctions concaves. Le
lecteur prendra garde dans la suite & symétriser les résultats pour les appliquer & la
maximisation de fonctions duales associées a des problémes de minimisation.
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Définition 11.6.2 Si J est une fonction convexe de R™ dans R U {400}, et si x €
dom J, on appelle sous-différentiel de J en = ’ensemble

oJ(x)={peR"| J(y)—J(x)=>p-  (y —x), Yy e R"} . (11.69)

Les éléments de 0J(x) sont appelés sous-gradients. Les notions de sur-différentiel et
de sur-gradient d’une fonction concave de R™ dans RU{—oc} sont définies symétrique-
ment en renversant l’inégalité dans (11.69).

Tl résulte aussitot de la Définition (11.69) que le sous-différentiel d.J(x) est un
convexe fermé de R™. D’autre part, si 0 € dJ(z), = est évidemment un point de
minimum de J.

Remarque 11.6.3 Les sous-différentiels peuvent étre définis par (11.69) méme
lorsque J n’est pas convexe. Ils sont cependant surtout utiles lorsque J est convexe,
car dans ce cas 0J(z) # () en tout point x appartenant a Uintérieur de dom J (c’est 1a
une conséquence de la forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach). La convex-
ité garantit également 1’équivalence de la Définition 11.6.2 des sous-gradients avec des
définitions locales. On pourrait en effet définir les sous-gradients d’une fonction quel-
conque J de R™ dans RU{+0o0}, en disant que p est un sous-gradient de J en un point
2 € dom J si J est localement “au dessus” de la fonction affine y — J(z)+p- (y — ),
c’est-a-dire

Jy)>J(x)+p-(y—x)+o(y —x), lorsquey — z .
Lorsque J est convexe, cette inégalité est équivalente a p € 9J(z). °

Appliquons maintenant ces notions & la fonction duale D. Il sera commode de
prolonger D & R™%4 en posant D(\) = —oo, si A € A, ce qui définit bien une fonction
concave de R™*4 dans R U {—oo}. Lorsque X est fini, domD = A. Un sur-gradient
de la fonction duale D se calcule aisément, & ’aide de I'observation suivante.

Proposition 11.6.4 Supposons X fini, soit D la fonction duale définie par (11.68),
et pour tout A € A, posons T'(\) = arg maxexL(z,\) = {z € X | L(z,\) = D(z)}.
Alors, pour tout © € T'(\), F(x) = (Fi(2))1<i<m+q st un sur-gradient de D au point
A

Démonstration. Pour tout = € I'()\), et pour tout p € A, on a D(u) — D(A) >
L(z,p) — L(xz,\) = F(x) - (u— M), ce qui montre que F(x) est un sur-gradient de D
au point A. 0

Remarque 11.6.5 La Proposition 11.6.4 est une version faible du résultat suivant
sur les sous-différentiels de maxima de fonctions convexes. Si J de R™ dans RU{+o00}
est de la forme J(z) = sup,c; Ji(z), ot I est un ensemble fini, et si z — J;(x) est
convexe, pour tout ¢ € I, alors, pour tout « € dom J,

aJ(x):co( U 8Ji(x)). (11.70)

el
Ji(x) = J(x)
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La preuve de cette identité fait 'objet de I’Exercice 11.6.5. °

Soit Py la projection de R™F% dans A, X — (A, ..., A0, Mgty Amtg)-
L’algorithme de sur-gradient (projeté) pour maximiser la fonction concave D
consiste a construire la suite

Nes1 = PA(Ak+H nld P (11.71)

ol \g € A est choisi arbitrairement, ol py est un sur-gradient quelconque de D au
point Ak, et ol py est une suite de réels strictement positifs telle que

pr—0, > pi=+o0 . (11.72)
%

évidemment, la valeur ;41 n’est bien définie que si p; # 0. Lorsque pi = 0, 'algo-
rithme s’arréte : Ag est alors le maximum de J (par définition méme des sur-gradients
la nullité d’un sur-gradient en un point implique que la fonction est maximale en ce
point).

Illustrons maintenant la relaxation Lagrangienne en traitant l’exemple du chemin
de colit minimum avec contrainte de temps, déja mentionné dans 1’Exercice 11.4.6
comme application de la programmation dynamique. Nous considérons donc un
graphe orienté G = (N, A), I'arc (i,j) étant muni du coiit ¢;; et du temps 7;;. Pour
fixer les idées, on cherchera le chemin de cotit minimum et de temps total au plus 10,
allant du nceud source s = 1 au neceud puits p = 6, dans le graphe

1,4

@ 2.3 (11.73)

On a représenté sur chaque arc les valuations c et 7, dans cet ordre, par exemple, ’arc
(1,2) cotte c12 = 1 et prend 712 = 8 unités de temps.

11 nous faut tout d’abord formuler ce probléme sous la forme (11.66). Pour cela,
nous représenterons un chemin par le vecteur Booléen z € RA tel que Ti; = 1 si
(¢,7) appartient au chemin, et z;; = 0 sinon. Le probléme de plus court chemin d’une
source s & un puits p en temps au plus T s’écrit alors

minimiser 3 e 4 CijTi;
sous les contraintes :  x € {0, 1}4,
x représente un chemin de s a p,

Y jyeaTigtiy < T .

(11.74)

Il y a bien sar plusieurs maniéres d’écrire un programme (11.66). Ainsi, c’est volon-
tairement que nous avons laissé la contrainte “x représente un chemin de s & p” sous
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forme littérale. Nous aurions pu expliciter cette contrainte en écrivant la loi des nceuds
de Kirchoff (11.31). Mais dualiser la loi des noeuds serait une mauvaise idée : le succes
de la relaxation Lagrangienne dépend précisément de la capacité a identifier le plus
“petit” ensemble de contraintes dont la relaxation conduit & un probléme plus simple,
résoluble de préférence par une méthode combinatoire directe. Ici, c’est la contrainte
de temps qu’il faut relacher, car si I’on oublie cette contrainte, on obtient un pur prob-
léme de chemin de cott minimum. En dualisant la contrainte de temps, la fonction
D:Ry — RU{—o0} s’écrit en effet

D(\) = inf (Y cjmy) +A( D mjwy —T)

z € {0,134 -~ -~
x représente un chemin de s a p (i.j)eA (i.j)eA
= =N+ Héfl A Z (Cij + )\’Tij)l'ij .
velon (i.4) €A

x représente un chemin de s & p

A ) fixé, le calcul de D(\) revient a résoudre un probléme classique de chemin de cott
minimum sans contraintes de temps dans le graphe de cotts c;; + A7;5, ce qui peut
se faire par programmation dynamique, et qui prend méme un temps linéaire dans le
cas d’un graphe sans circuits, comme c’est le cas pour ’exemple (11.73). Appliquons
maintenant I’algorithme de sur-gradient (11.71) sur cet exemple. Pour A; = 0, il nous
faut trouver le chemin de cotit minimum 1 — 6 dans le graphe muni des cotits c;; +07;;

\
P

1
——®
L’ensemble I'(0) des chemins optimaux est réduit aux chemins (1,2,4,6), et (1,2,5,6)

représentés en traits gras, qui ont pour cout 4. Ainsi, D(0) =4 — 0T = 4. D’aprés la
Proposition 11.6.4, on a le sur-gradient

P1=Tio+Toa+Tus—T =4 .

Avec un pas p; = 1, (11.71) donne Ay = 1, et le nouveau graphe muni des coits

Cij + 17y

/5
\5@

Comme le chemin optimal n’a pas changé, on a le méme sur-gradient ps = p;. En
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prenant par exemple p; = 1, on a A3 = 2, ce qui donne le graphe

9
y 3 1 @X
&) 15 ®)
M A
B—5—®

Tl y a cette fois ci deux chemins optimaux : T'(A\3) = {(1, 3,4, 6), (1,3,5,6)}, de coat 21.
En particulier, le sur-gradient correspondant au chemin (1, 3,5, 6) est 713 + 735 + 756 —
T = 0. L’algorithme de sur-gradient s’arréte donc : maxyer, D(A) = D(2) = 31-20 =
11. Comme le chemin (1, 3,5, 6) est de temps 10 < T et de cott 11 = D(2), nous venons
de résoudre non seulement le probléme relaché Lagrangien, qui consiste & maximiser
D()), mais également le probléme initial (11.74). Le fait que le relaché Lagrangien
fournisse une solution du probléme initial est cependant exceptionnel. En général, il
y a un saut de dualité, mais les x réalisant le min dans la fonction duale (11.68),
évaluée en un point de maximum A de D, peuvent souvent étre modifiées sans trop
augmenter le cout pour arriver & une solution (sous-optimale) du probléme initial. On
parle alors d’heuristiques Lagrangiennes.

Pour conclure cette illustration de la relaxation Lagrangienne, revisitons le prob-
léme du voyageur de commerce dans un graphe non-orienté complet G = (V, £), muni
d’une fonction temps t : £ = Ry, {i, j} + ¢;;. On peut écrire le probléme du voyageur
de commerce sous forme de programme linéaire en nombre entiers, équivalent a (V' C),

min Z{i,j}e&' tijx;; sous les contraintes
re {0,1}¢,
Zkev,{k,j}ei xR; = 2, pour tout j € V,
x représente un graphe connexe a |V| arétes couvrant tous les sommets.

Distinguons un sommet particulier 1 € V. Si, pour tout j € V \ {1}, on relache les
contraintes } oy ¢, e Thj = 2, on obtient la fonction duale D : RV M1} 5 R

D()A) = min Z{i,j}eé‘ tijTij + Zjev\{l} )‘j(Zkev, {kjre€ Tki — 2)
sous les contraintes
r€{0,1}¢
Zkev,{m}es Ty =2
x représente un graphe connexe a |V| arétes couvrant tous les sommets.

Auterme — 3~ oy, (1) 2A; prés, on reconnait dans D(A) le cotit minimum d’un 1-arbre
pour le graphe D = (V, ), dont chaque aréte {, j} est munie du cotit ¢;;+X;+A;, pour
i,7 € V\{1}, et dont chaque aréte {i, 1}, pour i € V\ {1}, a pour coit t1;+\;. Comme
nous l'avons déja remarqué dans la Sous-section 11.6.1, 'algorithme de Kruskal de
la Section 11.5 permet justement de calculer un 1-arbre de cotit minimum en temps
O(|€]1log |€]), ce qui nous permet de mettre en ceuvre efficacement ’algorithme de
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sur-gradient (11.71) pour calculer la borne suivante : supycpviriy P(A). Cette borne
remarquable pour le probléme du voyageur de commerce, est due & Held et Karp. La
borne du 1-arbre vue dans la Sous-section 11.6.1 coincide avec la valeur D(0) obtenue
en ne faisant pas payer la transgression des contraintes Zkev,{k,j}es TRj = 2, pour

tout j € V\ {1}.

Exercice 11.6.2 Calculer la fonction duale D(\) pour le probléme (11.73), et retrouver
ainsi la valeur de maxycr, D(\).

Exercice 11.6.3 Proposer une relaxation Lagrangienne fournissant une borne supérieure
pour le probléme du sac-a-dos (11.52), et I'appliquer & I'Exemple (11.54).

Exercice 11.6.4 La version “orientée” du probléme du voyageur de commerce consiste
a considérer un graphe orienté G = (N, .A), muni d'une fonction temps ¢ : A — R, et 3
chercher un circuit orienté passant une et une seule fois par chaque nceud. On demande
de proposer une relaxation Lagrangienne, en faisant en sorte que pour chaque vecteur A
de multiplicateurs de Lagrange, le calcul de la fonction duale D()\) revienne a résoudre
un probléme d’affectation. Expliquer pourquoi cette relaxation est moins intéressante que
la borne de Held et Karp, dans le cas particulier du probléme du voyageur de commerce
non-orienté.

Exercice 11.6.5 Nous allons prouver la formule (11.70), dans le cas ou tous les J;
sont des fonctions convexes de R™ dans R. (L'exclusion de la valeur +oc0 n'est qu'une
commodité, qui nous permettra d'appliquer directement les résultats du Chapitre 10,
prouvés dans le cas de fonctions convexes a valeurs finies). Notons C' le second membre
de (11.70). 1. Montrer que C' C dJ(x). 2. On suppose que 0 € 9.J(z). En considérant le
programme convexe

min ¢ sous les contraintes y € R", t € R, Ji(y) <t, Viel
montrer que 0 € C. 3. Conclure que de maniére générale, C' = 0.J(x).

Remarque 11.6.6 Bien que ce ne soit pas 'objet de ce cours, disons quelques mots des
questions de complexité. Un algorithme est dit polynomial (resp. linéaire) si son temps
d’exécution (sur un ordinateur usuel) est borné par une fonction polynéme (resp. affine)
de la taille des données d’entrée. On dit qu'un probléme est polynomial s’il peut étre ré-
solu par un algorithme polynomial. La classe P des problémes polynéomiaux formalise la
notion de probléme que l'on sait “bien” résoudre en pratique. Par exemple, 'Exercice 11.4.3
montre que le probléme consistant a trouver un chemin de cotit minimal d’'un neeud & un
autre, dans un graphe, est polynomial. Un autre exemple de probléme polynomial est la
programmation linéaire (I’algorithme du simplexe peut prendre un temps exponentiel dans
certaines situations dégénérées, mais les algorithmes de points intérieurs esquissés dans la
Sous-section 11.2.3 tournent en temps polynomial). Une classe de problémes combinatoires
qui semblent plus difficiles a retenu beaucoup d’attention. Il s’agit de NP. Intuitivement, un
probléme de décision est dans NP si 'on peut vérifier qu’une solution est correcte en temps
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polynomial. Par exemple, le probléme appelé Circuit Hamiltonien qui consiste a décider s’il
existe un circuit visitant chaque sommet d’un graphe une et une seule fois, est un probléme
dans NP, car si 'on vous donne un circuit quelconque, vous pouvez vérifier s’il est Hamil-
tonien en temps polynomial (il suffit de compter le nombre de visites en chaque sommet).
Un autre exemple de probléme dans NP est le probléme Sat, qui consiste & décider si un
systéme d’équations Booléennes admet une solution. Un probléme est dit NP-difficile s’il
est au moins aussi difficile que tous les problémes de NP, ce qui signifie que si I'on savait
résoudre ce probléme en temps polynomial, on saurait résoudre tous les problémes de NP
en temps polynomial. Les problémes NP-complets sont des problémes de décision a la fois
NP-difficiles et dans NP : I'existence de tels problémes est un théoréme dia & Cook et Levin.
Par exemple, Sat et Circuit Hamiltonien sont des problémes NP-complets. On dit aussi qu'un
probléme d’optimisation est NP-difficile quand sa version décision est NP-compléte. Par ex-
emple, trouver un circuit Hamiltonien de cotit minimum, c’est-a-dire un tour de voyageur de
commerce de cotit minimum, est un probléme NP-difficile ; le probléme du sac-a-dos de I'Ex-
ercice 11.4.5, ou le probléme du plus court chemin avec contraintes de ’Exercice 11.4.6, sont
également NP-difficiles. On peut penser que les probléemes NP-difficiles sont véritablement
plus difficiles que les problémes polynémiaux : montrer qu’il en est ainsi, c’est-a-dire montrer
que P# NP, est un probléme ouvert célébre. Le lecteur intéressé par ces questions pourra
consulter Computers and intractability, M. R. Garey et D. S. Johnson, Freeman, 1979, ainsi
que Computational complezity, C. H. Papadimitriou, Addison Wesley, 1995. °

Remarque 11.6.7 Pour conclure ce chapitre d’initiation a la RO, mentionnons I’existence
de deux approches importantes qui sortent du cadre de ce cours. Pour des problémes qui ne
jouissent pas de bonnes propriétés de structure, ou bien qui sont de trop grande taille pour
pouvoir appliquer des méthodes exactes, on recourt souvent & des méthodes de voisinage :
algorithmes stochastiques (dont le plus classique est le recuit simulé, voir par exemple [3]),
ou bien recherche avec liste tabou [26]. Une méthode de voisinage est une heuristique qui
consiste & explorer 'espace des solutions par modifications successives d’une solution admis-
sible. Si I'on n’accepte que des modifications qui améliorent le critére, on obtient simplement
une heuristique gloutonne, qui peut converger vers un minimum local. Des algorithmes tels
que le recuit simulé ou la recherche tabou spécifient comment gérer des modifications qui
dégradent provisoirement le critére, et parvenir ainsi plus souvent & un optimum global. Une
seconde technique générale, trés différente (qui permet souvent de résoudre de maniére op-
timale des problémes de taille moyenne) est la programmation par contrainte, ou PPC, qui
explore intelligemment ’espace des solutions a I’aide de logiciels qui réduisent la combinatoire
par des déductions logiques. °
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RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT

Nous donnons briévement quelques propriétés des espaces de Hilbert (pour plus
de détails, nous renvoyons aux cours de mathématiques [7], [27]). Pour simplifier la
présentation, on ne considére que le cas d’espaces de Hilbert sur R.

Définition 12.1.8 Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R, muni
d’un produit scalaire, noté (x,y), qui est complet pour la norme associée a ce produit
scalaire, notée ||z|| = \/(x, ). (On rappelle qu’un espace vectoriel normé est complet
si toute suite de Cauchy est une suite convergente dont la limite appartient a cet
espace.)

Dans tout ce qui suit nous noterons V un espace de Hilbert réel, et (x,y) son
produit scalaire associé.

Définition 12.1.9 Un ensemble K C V est dit convezxe si, pour tout x,y € K et tout
réel 0 € [0,1], I’élément (0x + (1 — 0)y) appartient o K.

Un résultat essentiel est le théoréme de projection sur un ensemble convexe (voir
le théoréme 4.2.1 de [7])-

Théoréme 12.1.10 (de projection sur un convexe) SoitV un espace de Hilbert.
Soit K C V' un conveze fermé non vide. Pour tout x € V, il existe un unique xg € K
tel que

o = 2] = mig 1o - y]|
De fagon équivalente, xx est caractérisé par la propriété
i € K, (g —x,2x —y) <0 VYye K. (12.1)

On appelle i la projection orthogonale sur K de x.

Remarque 12.1.11 Le Théoréme 12.1.10 permet de définir une application Py, ap-
pelée opérateur de projection sur ’ensemble convexe K, en posant Pxx = zx. On
vérifie sans peine que Py est continue et faiblement contractante, c’est-a-dire que

|Prx — Pryl <z =yl Va,yeV. (12.2)
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Remarque 12.1.12 Un cas particulier de convexe fermé K est un sous-espace vec-
toriel fermé W. Dans ce cas, la caractérisation (12.1) de zy, devient

xw €W, (xw —x,2) =0 VzeW.
En effet, dans (12.1) il suffit de prendre y = xx + 2z avec z quelconque dans W. e
Démonstration. Soit y” une suite minimisante, c’est-a-dire que y" € K vérifie

dn = ||z —y"|| = d = inf ||z — y|| quand n — +o0.
yeK

Montrons que y" est une suite de Cauchy. En utilisant la symétrie du produit scalaire, il
vient

Lo n L on 1
le = 5" + 9P+ 15" = )N = 5 (dn + d)-

Or, par convexité de K, (y" +y*)/2 € K, et |z — $(y" +y*)||*> > d°. Par conséquent
ly™ =" ||* < 2(d5, + dp) — 4d?,

ce qui montre que y" est une suite de Cauchy. Comme V est un espace de Hilbert, il est
complet, donc la suite y™ est convergente vers une limite zx. Par ailleurs, comme K est
fermé, cette limite xx appartient & K. Par conséquent; on a d = ||z — zx||. Comme toute la
suite minimisante est convergente, la limite est forcément unique, et xx est le seul point de
minimum de minyck ||z — y||.

Soit xx € K ce point de minimum. Pour tout y € K et 6 € [0, 1], par convexité de K,
zx + 0(y —xk) appartient & K et on a

lz = zx|* < lle — (ex +6(y —xx))|.
En développant le terme de droite, il vient
e — 2k |l? < ll — 2l + 6%y — oxc|® = 2002 — wre,y — 7c),

ce qui donne pour 6 > 0
0> -2z — o,y — o) +0||2]°.

En faisant tendre 0 vers 0, on obtient la caractérisation (12.1). Réciproquement, soit zx qui
vérifie cette caractérisation. Pour tout y € K on a

lz = yll* = llz — 2x[|* + llzx =yl + 2z —ox, 25 —y) 2 o — 2k,

ce qui prouve que xx est bien la projection orthogonale de x sur K. O

Définition 12.1.13 Soit V' un espace de Hilbert pour le produit scalaire (,). On ap-
pelle base hilbertienne (dénombrable) de V une famille dénombrable (e,)n>1 d’élé-
ments de V qui est orthonormale pour le produit scalaire et telle que l’espace vectoriel
engendré par cette famille est dense dans V.
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Proposition 12.1.14 Soit V' un espace de Hilbert pour le produit scalaire {,). Soit
(en)n>1 une base hilbertienne de V. Pour tout élément x de V, il existe une unique
suite (xn)n>1 de réels telle que la somme partielle Zﬁzl Tpen converge vers T quand
p tend vers linfini, et cette suite est définie par x,, = (x,e,). De plus, on a

lz]? = (z,2) = ) [z, en)]*- (12.3)

n>1

T = Z<l‘,€n>€n.

n>1

On écrit alors

Démonstration. S’il existe une suite (,),>1 de réels telle que limp_s 4 oo ZZ=1 Tnen = T,
alors par projection sur e, (et comme cette suite est par définition indépendante de p) on a
Zn = (T, en), ce qui prouve 'unicité de la suite (z,)n>1. Montrons maintenant son existence.
Par définition d’une base hilbertienne, pour tout € V et pour tout ¢ > 0, il existe vy,
combinaison linéaire finie des (en)n>1, tel que ||z — y|| < e. Grace au Théoréme 12.1.10 on
peut définir une application linéaire S, qui, & tout point z € V, fait correspondre S,z = zw,
ol zw est la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel W engendré par les p premiers
vecteurs (e, )1<n<p. En vertu de (12.1), (z — Spz) est orthogonal a tout élément de W, donc
en particulier & Spz. On en déduit que

I21* = Iz = Spz* + 15211, (12.4)
ce qui implique
[1Spzll < [|2]IVz € V.

Comme Spz est engendré par les (e,)1<n<p, €t que (z — Spz) est orthogonal & chacun des
(en)i<n<p, on vérifie facilement que

P

Spz = Z(z, €n)en.

n=1

Pour p suffisamment grand, on a S,y = y car y est une combinaison linéaire finie des (€, )n>1.
Par conséquent

[Spz = z|| < [[Sp(z = y)l| + [ly — 2] < 2[lz —y|| < 2.

On en déduit la convergence de S,z vers x. De cette convergence et de I'équation (12.4) on
tire

. 2 _ 2
i (1S, = o,
qui n’est rien d’autre que la formule de sommation (12.3), dite de Parseval. g

L’existence d’une base hilbertienne dénombrable n’est pas garantie pour tous les
espaces de Hilbert. La proposition suivante donne une condition nécessaire et suff-
isante d’existence d’une base hilbertienne dénombrable.

Proposition 12.1.15 Soit V un espace de Hilbert séparable (i.e. il existe une famille
dénombrable dense dans V). Alors il existe une base hilbertienne dénombrable de V.
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Démonstration. Soit (vn)n>1 la famille dont le sous-espace vectoriel engendré est dense
dans V (quitte & renumeéroter les v, et a en supprimer certains, on peut toujours supposer
qu’ils sont libres). Par application du procédé de Gram-Schmidt & cette famille, on obtient
une famille orthonormale (e,),>1. Comme [v1,---,v,] = [e1, -+, €en], on en déduit que le
sous-espace vectoriel engendré par (e,),>1 coincide avec celui engendré par (vn)n>1 qui est
dense dans V. Donc, (en),>1 est une base hilbertienne. O

Définition 12.1.16 Soit V et W deux espaces de Hilbert réels. Une application
linéaire A de V dans W est dite continue s’il existe une constante C' telle que

|Az|lw < C|lz|v Vx e V.

La plus petite constante C' qui vérifie cette inégalité est la norme de 'application
linéaire A, autrement dit

ASUW
= sup Lol
veviezo [zlv

Souvent on utilisera la dénomination équivalente d’opérateur au lieu d’application
entre espaces de Hilbert (on parlera ainsi d’opérateur linéaire continu plutot que d’ap-
plication linéaire continue). Si V est de dimension finie, alors toutes les applications
linéaires de V' dans W sont continues, mais ce n’est plus vrai si V est de dimension
infinie.

Définition 12.1.17 Soit V un espace de Hilbert réel. Son dual V' est I’ensemble des
formes linéaires continues sur V', c’est-a-dire [’ensemble des applications linéaires
continues de V dans R. Par définition, la norme d’un élément L € V' est

[L]lv = sup

Dans un espace de Hilbert la dualité a une interprétation trés simple grace au
théoréme de Riesz (voir le théoréme 4.3.1 de [7]) qui permet d’identifier un espace de
Hilbert & son dual par isomorphisme.

Théoréme 12.1.18 (de représentation de Riesz) Soit V' un espace de Hilbert
réel, et soit V' son dual. Pour toute forme linéaire continue L € V' il existe un
unique y € V tel que

L(x) = <y,x> Vr eV.
De plus, on a ||L[lv: = [|y]|-

Démonstration. Soit M = KerL. Il s’agit d’un sous-espace fermé de V car L est continue.
Si M =V, alors L est identiquement nulle et seul y = 0 convient. Si M # V, alors il existe
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z € V'\ M. Soit alors zys € M sa projection sur M. Comme z n’appartient pas a M, z — zp
est non nul et, par le Théoréme 12.1.10, est orthogonal a tout élément de M. Soit finalement

Z— ZM

0= —————.
2 — 2|

Tout vecteur z € V' peut s’écrire

T =w -+ Azo avec \ = T(z0)"

On vérifie aisément que L(w) = 0, donc w € M. Ceci prouve que V = Vect(z9) ® M. Par
définition de zns et de zo, on a (w, z0) = 0, ce qui implique

L(z) = (,20)L(20),
d’ott le résultat désiré avec y = L(20)zo (I'unicité est évidente). D’autre part, on a
llyll = [L(20)l,
et

L(x T,z
|L|ly» = sup |L(=)] = L(z0)  sup —< O>.
cevazo ||| seV,az0 7]l

Le maximum dans le dernier terme de cette égalité est atteint par x = 2o, ce qui implique
que || L]y = [y|- .

Un résultat essentiel pour pouvoir démontrer le Lemme de Farkas 10.2.17 (utile
en optimisation) est la propriété géométrique suivante qui est tout a fait conforme a
I'intuition.

Théoréme 12.1.19 (Séparation d’un point et d’un convexe) Soit K une par-
tie convexe non vide et fermée d’un espace de Hilbert V, et xy ¢ K. Alors il existe
un hyperplan fermé de V' qui sépare strictement xo et K, c’est-a-dire qu’il existe une
forme linéaire L € V' et « € R tels que

L(zg) <a< L(z) VeeK. (12.5)

Démonstration. Notons zx la projection de xo sur K. Puisque xo ¢ K, on a xx — zo # 0.
Soit L la forme linéaire définie pour tout y € V par L(y) = (zx — wo,¥), et soit o =
(L(zk) 4+ L(x0)) /2. D’apres (12.1), on a L(z) > L(xx) > a > L(xo) pour tout x € K, ce qui
achéve la démonstration. |

Nous aurons enfin besoin pour démontrer le Théoréme de Minkowski 11.3.1 d’une
variante du théoréme de séparation, faisant intervenir la notion importante d’hyper-
plan d’appui. Si K est un convexe d’un espace de Hilbert V', on appelle hyperplan
d’appui de K en un point 2 un hyperplan affine H = {y € V | L(y) = a}, avec
LeV',L+#0,et a €R,tel que « = L(z) < L(y), pour tout y € C.



410 ESPACES DE HILBERT

Corollaire 12.1.20 (Hyperplan d’appui) Il existe un hyperplan d’appui en tout
point frontiére d’un conveze fermé K d’un espace de Hilbert de dimension finie.

Démonstration. Soit x un point frontiére de K : il existe alors une suite z, € V' \ K, avec
T, — x. Le Théoréme de séparation 12.1.19 fournit pour tout n une forme linéaire L,, non
nulle telle que Ly (zn) < L, (y) pour tout y € K. On peut choisir L,, de norme 1. Comme V/
est de dimension finie, la sphére unité de V' est compacte, et quitte & remplacer L,, par une
sous-suite, on peut supposer que L, converge vers une forme linéaire L, qui est non nulle, car
de norme 1. Il suffit maintenant de passer a la limite dans L, (z,,) < Ly (y), ce que 'on justifie
en écrivant Ly (zyn) = Ln(xn — ) + Ln(x) et en notant que |L,(xn — )| < ||Ln||l|zn — 2| =
||z — ||, pour obtenir L(x) < L(y) quel que soit y € K. Ainsi, H ={y € V| L(y) = L(x)}
est un hyperplan d’appui de K en z. a

Remarque 12.1.21 La preuve du Corollaire 12.1.20 ne s’étend pas en dimension infinie :
dans ce cas, la suite L,, a bien une valeur d’adhérence L pour la topologie faible, mais rien ne
dit que L # 0. Comme contre exemple, considérons ’ensemble K des suites de ¢ & termes
positifs ou nuls, qui est un convexe fermé de ¢2 d’intérieur vide. Tout point de K est donc
point frontiére, mais si x est une suite de {2 & termes strictement positifs, il n’existe pas
d’hyperplan d’appui en . °
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ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

Cette annexe est consacrée & ’analyse numérique matricielle, et plus précisément
aux algorithmes utilisés pour résoudre des systémes linéaires (notamment ceux issus
de la méthode des éléments finis), et pour calculer les valeurs et vecteurs propres
d’une matrice auto-adjointe (intervenant dans le calcul des modes propres d’un modéle
mécanique). Pour plus de détails nous renvoyons aux ouvrages [2] et [10].

13.1 Reésolution des systémes linéaires

On appelle systéme linéaire le probléme qui consiste a trouver la ou les solutions
x € R™ (si elle existe) de I’équation algébrique suivante

Az =b, (13.1)

ou A appartient a ensemble M,,(R) des matrices réelles carrées d’ordre n, et b € R™
est un vecteur appelé second membre. Bien sir, on dispose des célébres formules
de Cramer qui, pour une matrice inversible A de colonnes (a',---,a™), donnent la

solution de (13.1) par ses composantes

_det(a', - a1 ba" - a”)
N detA

Zi

On pourrait croire que cette formule explicite suffit pour nos besoins. Mais il n’en
est rien, car les formules de Cramer sont totalement inadaptées pour calculer
efficacement la solution d’un systéme linéaire. En effet, leur coiit en temps d’exécution
sur un ordinateur est prohibitif : il faut calculer n 4+ 1 déterminants et si on utilise la
méthode du développement par ligne (ou colonne) chaque déterminant demande plus
de n! multiplications. Au total, la méthode de Cramer nécessite donc plus de (n+ 1)!
multiplications, ce qui est inenvisageable : par exemple pour n = 50, si les calculs
sont effectués sur un ordinateur fonctionnant a 1 Gigaflops (un milliard d’opérations
par seconde), le temps de calcul est de 1'ordre de 4.8 10%° années ! Méme si on utilise
une meilleure méthode pour calculer les déterminants la méthode de Cramer n’est
pas compétitive par rapport aux algorithmes que nous allons voir (dont le nombre
d’opérations sera typiquement de I'ordre de n?).

Nous verrons deux types de méthodes de résolution de systémes linéaires : celles
dites directes, c’est-a-dire qui permettent de calculer la solution exacte en un nombre
fini d’opérations, et celles dites itératives, c’est-a-dire qui calculent une suite de
solutions approchées qui converge vers la solution exacte.
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13.1.1 Rappels sur les normes matricielles

Nous commencons par rappeler la notion de norme subordonnée pour les matri-
ces. On note M, (R) (respectivement M, (C)) 'ensemble des matrices carrées réelles
(respectivement complexes) d’ordre n. Méme si 'on considére des matrices réelles, il
est nécessaire, pour des raisons techniques qui seront exposées a la Remarque 13.1.4,
de les traiter comme des matrices complexes.

Définition 13.1.1 Soit || - || une norme vectorielle sur C". On lui associe une norme
matricielle, dite subordonnée a cette norme vectorielle, définie par
| Az|

Al = :
zecnz20 (7]l

Par abus de langage on note de la méme fagon les normes vectorielle et matricielle
subordonnée. On vérifie aisément qu’une norme subordonnée ainsi définie est bien une
norme matricielle sur M,,(C) ou sur M, (R).

Lemme 13.1.2 Soit || - | une norme matricielle subordonnée sur M., (C).
1. Pour toute matrice A, la norme ||Al| est aussi définie par
[All= —sup fAzl= sup [Az].
zeC™ || z|=1 z€C [|lz) <1

[ Az all

2. Il existe x4 € C",xq #0 tel que || Al = Al
TA

3. La matrice identité vérifie || Id|| = 1.

4. Soient A et B deux matrices. On a ||[AB| < |[A]| ||B]l.

Démonstration. Le premier point est évident. Le second se démontre en remarquant

que la fonction continue || Ax|| atteint son maximum sur le compact {x € C", ||z| = 1}.
Le troisiéme est évident, tandis que le quatriéme est une conséquence de l'inégalité
[ABz|| < [|A]l | Bz]. O

Remarque 13.1.3 1l existe des normes matricielles qui ne sont subordonnées & au-
cune norme vectorielle. Le meilleur exemple en est la norme euclidienne définie par

JAll = \/22% =1 laij|?. En effet, on a || 1d|| = v/n, ce qui n’est pas possible pour une

norme subordonnée. °

On note ||Al|, la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle sur C”
définie pour p > 1 par |z, = (X7, |xi|p)1/p, et pour p = +oo par ||z|e =
maxi<;<n |%;|. On peut calculer explicitement certaines de ces normes subordonnées.
(Dans tout ce qui suit on note A* la matrice adjointe de A et A? la matrice transposée

de A.)
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Exercice 13.1.1 Montrer que
1. ||All2 = ||A*|]2 = maximum des valeurs singuliéres de A,

2. [|Ally = maxi<j<n (31 |ai])

3. [[Alloc = maxy<i<n (Z;L |aij\> -

Remarque 13.1.4 Une matrice réelle peut étre considérée soit comme une matrice
de M,,(R), soit comme une matrice de M, (C) car R C C. Si || - [|¢ est une norme
vectorielle dans C™, on peut définir sa restriction || - |g & R™ qui est aussi une norme
vectorielle dans R™. Pour une matrice réelle A € M,,(R), on peut donc définir deux
normes matricielles subordonnées ||A||c et ||A||r par

Ax C
zeCn,z#0 ]l

Az |-

eckr,z20 ||T[R

et [|Allr =

A priori ces deux définitions peuvent étre distinctes. Grace aux formules explicites de
I’Exercice 13.1.1, on sait qu’elles coincident si ||z|/c est une des normes ||z||1, ||z2,
ou [|z]|eo- Cependant, pour d’autres normes vectorielles on peut avoir || Allc > ||A]r.
Par ailleurs, dans la preuve de la Proposition 13.1.7 on a besoin de la définition sur
C de la norme subordonnée méme si la matrice est réelle. C’est pourquoi on utilise C
dans la Définition 13.1.1 de la norme subordonnée. °

Définition 13.1.5 Soit A une matrice dans M,,(C). On appelle rayon spectral de A,
et on note p(A), le mazimum des modules des valeurs propres de A.

Le rayon spectral p(A) n’est pas une norme sur M,,(C). En effet, on peut avoir
p(A) =0 avec A # 0 (prendre, par exemple, une matrice triangulaire avec des zéros
sur la diagonale). Cependant, le lemme ci-dessous montre que c’est une norme sur
I’ensemble des matrices normales.

Lemme 13.1.6 Si U est une matrice unitaire (U* =U"1), on a |UA|2 = [|AU||2
|All2. Par conséquent, si A est une matrice normale (A*A = AA*), alors || A||2
p(A).

Démonstration. Comme U*U = Id, on a
|UAx||3 (U*U Ax, Az)
[UAZ = sup ———?= " = || All3.
z€Cn x#£0 Hx”Q zeCn x#£0 <$,.’[>

D’autre part, le changement de variable y = Ux vérifie ||z||2 = ||y||2, et donc

|AU=||3 | AylI3 1 Ay|13
IAU|I3 = sup o= SUp s = o2 = || A3
zEC™,z#0 ll[15 yeCn,y70 | yll3 yeCmy#0 lyll2

Si A est normale, elle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs pro-
pres et on déduit des résultats précédents que ||All2 = || diag(\:)||2 = p(4). O

On compare maintenant la norme d’une matrice A avec son rayon spectral p(A).
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Proposition 13.1.7 Soit || - || une norme subordonnée sur M,,(C). On a
p(A) < ||All.

Réciproquement, pour toute matrice A et pour tout réel ¢ > 0, il existe une norme
subordonnée || - || (qui dépend de A et €) telle que

JA] < p(A) +e. (13.2)

Démonstration. Soit A € C une valeur propre de A telle que p(A) = |)|, et 20 # 0
un vecteur propre associé (Az® = Az%). On a

122l = p(A) ][] = [ Az°] < | Al|l=°]l,

d’ott T'on déduit p(A) < ||Al|. Comme le vecteur propre z° peut étre complexe, il
est essentiel d’utiliser une norme vectorielle sur C” méme pour une matrice réelle
(cf. Remarque 13.1.4). Réciproquement, il existe une matrice U inversible telle que
T = U 'AU soit triangulaire supérieure. Pour tout § > 0 on définit une matrice
diagonale Ds = diag(1,6,62,---,6"" 1) de telle sorte que la matrice T définie par

Ts = (UDs) *A(UDs) = D5 'T D;s

vérifie
ti1 Otig -+ 8"y, t1n tiz - tip
Ts = y\. : avee T=| Y
- 6tn—1n - - . .
0 ‘e 0 ton 0 te 0 tnn

Etant donné € > 0, on peut choisir § suffisamment petit pour que les éléments extra-
diagonaux de T}y soient trés petits aussi, par exemple pour que, pour tout 1 < i < n—1,

n . .
Z (Sjilltijl S €.

j=i+1

Alors Dlapplication B — [[(UDs) 'B(UDs)||s est une norme subordonnée (qui
dépend de A et €) qui vérifie bien (13.2). O

Lemme 13.1.8 Soit A une matrice de M,,(C). Les quatre conditions suivantes sont
équivalentes

1. lim; o0 A* =0,

2. lim; 4o Atz =0 pour tout vecteur z € C™,
3. p(4) <1,
4

. il existe au moins une norme matricielle subordonnée telle que || A| < 1.
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Démonstration. Montrons tout d’abord que (1) implique (2). L’inégalité
Azl < Al

montre que lim;_, ;o A’x = 0. Ensuite, (2) implique (3) car, si p(A) > 1, alors il existe
et x # 0 tels que Az = Az et |\| = p(A), et, par conséquent, la suite A’z = Az ne
peut pas converger vers 0. Comme “(3) implique (4)” est une conséquence immédiate
de la Proposition 13.1.7, il ne reste plus qu’a montrer que (4) implique (1). Pour cela,
on considére la norme matricielle subordonnée telle que | A|| < 1, et on a

| A%l < ||A|* = 0 lorsque i — 400,

ce qui montre que A* tend vers 0. O

13.1.2 Conditionnement et stabilité

Avant de décrire les algorithmes de résolution de systémes linéaires, il nous faut
évoquer les problémes de précision et de stabilité dus aux erreurs d’arrondi. En effet,
dans un ordinateur il n’y a pas de calculs exacts, et la précision est limitée a cause
du nombre de bits utilisés pour représenter les nombres réels : d’habitude 32 ou
64 bits (ce qui fait & peu prés 8 ou 16 chiffres significatifs). Il faut donc faire trés
attention aux inévitables erreurs d’arrondi et & leur propagation au cours d’un calcul.
Les méthodes numériques de résolution de systémes linéaires qui n’amplifient pas ces
erreurs sont dites stables. En pratique, on utilisera donc des algorithmes qui sont a
la fois efficaces et stables. Cette amplification des erreurs dépend de la matrice
considérée. Pour quantifier ce phénoméne, on introduit la notion de conditionnement
d’une matrice.

Définition 13.1.9 Soit une norme matricielle subordonnée que l’'on note ||A| (voir
la Définition 13.1.1). On appelle conditionnement d’une matrice A € M,,(C), relatif
a cette norme, la valeur définie par

cond(4) = [ A]l.[|A7".

Cette notion de conditionnement va permettre de mesurer "amplification des er-
reurs des données (second membre ou matrice) au résultat.
Proposition 13.1.10 Soit A une matrice inversible. Soit b # 0 un vecteur non nul.

1. Soit x et x + 0x les solutions respectives des systémes
Ax =0b, et A(xz + dz) =b+db.

Alors on o o3 190
i
— < cond(A)—-. (13.3)
2] ST



416 ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

2. Soit x et x + 6z les solutions respectives des systémes
Azr =b, et (A+5A)(x + dx) =0.

Alors on a
|||

[0A]
llx + x| —

ond(A) Tl

(13.4)

De plus, ces inégalités sont optimales.

Remarque 13.1.11 On dira qu'une matrice est bien conditionnée si son condition-
nement est proche de 1 (sa valeur minimale) et qu’elle est mal conditionnée si son
conditionnement est grand. A cause des résultats de la Proposition 13.1.10, en pra-
tique il faudra faire attention aux erreurs d’arrondi si on résout un systéme linéaire
pour une matrice mal conditionnée. °

Démonstration. Pour montrer le premier résultat, on remarque que Adxz = b,
et donc [|0z| < ||[A7Y.||6b]. Or, on a aussi ||b]| < [|A]||z||, ce qui donne (13.3).
Cette inégalité est optimale au sens suivant : pour toute matrice A, il existe db et
x (qui dépendent de A) tels que (13.3) est en fait une égalité. En effet, d’aprés une
propriété des normes matricielles subordonnées (voir le Lemme 13.1.2) il existe = tel
que ||b]| = ||A||||z|| et il existe 6b tel que ||§z|| = || A=1]|[|6b]|.

Pour obtenir (13.4) on remarque que Adz + 0A(x + dz) = 0, et donc ||dz| <
| A=Y|[[6A]|||z + dz]|, ce qui implique (13.4). Pour en démontrer I'optimalité, on va
montrer que pour toute matrice A il existe une perturbation 0 A et un second membre
b pour lesquels il y a égalité. Grace au Lemme 13.1.2 il existe y # 0 tel que ||[A"1y|| =
A= ||||yl. Soit € un scalaire non nul. On pose §A = eld et b = (A + §A)y. On vérifie
alors que y = y + dz et dx = —eA~ 'y, et comme ||0A|| = |¢| on obtient I’égalité dans
(13.4). O

Les conditionnements les plus utilisés en pratique sont
condp(A4) = || Al|,[[ A7, pour p = 1,2, +o0,

ot les normes ||A||, sont explicitement définies dans le Lemme 13.1.1. On vérifie
facilement un certain nombre de propriétés du conditionnement.

Exercice 13.1.2 Soit une matrice A € M,,(C). Vérifier que

1. cond(A) = cond(A71) > 1, cond(aA) = cond(A) Ya # 0,

2. pour une matrice quelconque, conds(A) = Z:((ﬁ)) ot p1(A), un(A) sont respec-

tivement la plus petite et la plus grande valeur singuliére de A,

3. pour une matrice normale, condy(A4) = %, ot [A1(A)], |\ (A)| sont respec-

tivement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,

4. pour toute matrice unitaire U, condy(U) =1,
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5. pour toute matrice unitaire U, condy(AU) = condy(UA) = conda(A).

Exercice 13.1.3 Montrer que le conditionnement de la matrice de rigidité I, donnée
par (6.12) pour la méthode des éléments finis P; appliquée au Laplacien, est

4
do(Kp) = ——. 13.5
conda (K1) ~ — (13.5)
On montrera que les valeurs propres de K, sont
km
A =4h ?sin? [ ——— | 1<k<
F $n<%n+n) =h=

pour des vecteurs propres ©* donnés par leurs composantes

ik
1§:gncﬁ:) 1<j.k<n.

Remarque 13.1.12 L’estimation (13.5) du conditionnement de la matrice de rigid-
ité KCp, semble trés pessimiste, voire catastrophique. En effet, la méthode des éléments
finis converge si h = 1/(n + 1) tend vers zéro. Autrement dit, des résultats précis ne
peuvent étre obtenus que si la matrice est trés grande et trés mal conditionnée. Mais
dans ce cas, les inévitables erreurs d’arrondi sur le second membre ou sur la matrice
risquent d’étre énormément amplifiées au point de rendre la solution discréte uy, trés
différente de sa limite prédite. Fort heureusement, il n’en est rien en pratique car le
second membre by, du systéme linéaire K, Uy, = by, n’est pas quelconque et ne rend pas
les inégalités de la Proposition 13.1.10 optimales. Si 'on reprend la démonstration de
loptimalité de ces inégalités, on s’apercoit qu’elle est obtenue pour un vecteur b qui
est vecteur propre de K, associé & sa plus grande valeur propre \,. D’aprés I’Exer-
cice 13.1.3, un tel vecteur propre oscille fortement sur le maillage (ses composantes
changent de signe d’une maille a l'autre). Si le second membre by, est plus “régulier”
(c’est-a-dire qu’il est combinaison linéaire des K premiers vecteurs propres u” de Kj,),
on peut améliorer le résultat de la Proposition 13.1.10 en obtenant
1ozl _ [160]]
e =

ou C(K) est une constante indépendante de n. C’est exactement ce qui arrive en
pratique, et cette derniére inégalité justifie I'utilisation de la méthode des éléments
finis malgré la présence d’erreurs d’arrondi dans les calculs sur ordinateurs. °

13.1.3 Meéthodes directes
Méthode d’élimination de Gauss

L’idée principale de cette méthode est de se ramener & la résolution d’un systéme
linéaire dont la matrice est triangulaire. En effet, la résolution d’un systéme linéaire,
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Tz = b, ou la matrice T est triangulaire et inversible, est trés facile par simple
substitution récursive. En effet, le systéme

tiazi+  tipxe+ - L nTn = by

t2’2$2—|— N . t2,n1’n = by

th—1n—1Tn—1+ tn-1,nTn = bn—1
tn,nxn = by

se résout en calculant d’abord x,, = b, /t, ,, puis z,_1, et ainsi de suite jusqu'a ;.
On appelle ce procédé remontée (dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure,
le procédé similaire qui calcul les composantes de la solution de x; a z,, est appelé
descente). Remarquons que 'on a ainsi résolu le systéme T = b sans inverser la
matrice T'. De la méme maniére, la méthode d’élimination de Gauss va résoudre le
systéeme Ax = b sans calculer 'inverse de la matrice A.
La méthode d’élimination de Gauss se décompose en trois étapes :
(i) élimination : calcul d’une matrice M inversible telle que M A = T" soit trian-
gulaire supérieure,
(if) mise & jour du second membre : calcul simultané de Mb,
(iii) substitution : résolution du systéme triangulaire Tx = Mb par simple remon-
tée.
L’existence d’une telle matrice M est garantie par le résultat suivant dont on va
donner une démonstration constructive qui n’est rien d’autre que la méthode d’élim-
ination de Gauss.

Proposition 13.1.13 Soit A une matrice carrée (inversible ou non). Il existe au
moins une matrice inversible M telle que la matrice T = MA soit triangulaire
supérieure.

Démonstration. Le principe est de construire une suite de matrices Ak, 1 <k <n, dont
les (k—1) premiéres colonnes sont remplies de zéros sous la diagonale. Par modifications suc-

cessives, on passe de A' = A a A" =T qui est triangulaire supérieure. On note (a%)Ki j<n

les éléments de la matrice A*, et on appelle pivot de A* Pélément af,. Pour passer de la
matrice A* & la matrice A*T!, on s’assure tout d’abord que le pivot a’,jk n’est pas nul. S’il
Pest, on permute la k-éme ligne avec une autre ligne pour amener en position de pivot un
élément non nul. Puis on procéde a ’élimination de tous les éléments de la k-éme colonne
en dessous de la k-éme ligne en faisant des combinaisons linéaires de la ligne courante avec
la k-éme ligne.

Plus précisément, on effectue les opérations suivantes. On multiplie A* par une matrice
de permutation P* pour obtenir A¥ = P* A* telle que son pivot af,, soit non nul. Si af;, # 0,
alors il suffit de prendre P* = Id. Sinon, §’il existe a¥, # 0 avec i > k + 1, on permute la
k-éme ligne avec la i-éme en prenant P* = (€1, ..., €51, €i, €k, ey €i1, ks €it1,ny €n) (s
tous les éléments de la k-éme colonne sous la diagonale, a¥, avec i > k, sont nuls, alors il n’y
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a rien & faire!). Puis on multiplie A* par une matrice E*, définie par

1
0
1
E* ak (13.6)
- _ %%+1.k 1 ’ .
ag
0 _n 1
ay K

ce qui élimine tous les coefficients de la k-éme colonne en dessous de la diagonale. On pose

~1 ~1

e e at,
0
: L sk ~k ~k
k+1 k jk . © Gk Ak k+1 Qg
A + — EFAF = ) sk+ RO
k41 k1
0 Apt1,k+1 7 Qyin
k41 k+1
0o ... 0 Ay i1 EEE S
~k
~ a; ~ .. . .
avec affl = afj - a%’“aﬁ,j pour k+ 1 < i,j < n. La matrice A¥*! a donc bien la forme
k,k

désirée avec ses k prehliéres colonnes ayant uniquement des zéros sous la diagonale. Aprés
(n = 1) étapes; la matrice A™ est triangulaire supérieure et vérifie A" = MA avec M =
E™tp" ' E'P'. La matrice M est inversible car detP’ = +1 et detE’ = 1.

On peut mettre a jour le second membre (c’est-a-dire calculer Mb) au fur et a mesure
que 'on calcule les matrices P* et E*. On construit une suite de seconds membres (b*)1<r<n
définis par

Bt =5, b =EPY pour 1<k <n-—1,

et on a bien b" = Mb. Pour résoudre le systéme linéaire Az = b il ne reste plus qu’a résoudre
le systéeme A"x = Mb oi A™ =T est une matrice triangulaire supérieure. d

Remarque 13.1.14 Insistons sur quelques aspects pratiques de la méthode d’élimination
de Gauss.

1. On ne calcule jamais M ! On n’a pas besoin de multiplier les matrices E* et P® pour
calculer Mb et A™.

2. Si A n’est pas inversible, on va trouver un coefficient diagonal de A™ = T nul et on ne
va pas pouvoir résoudre T'x = Mb. Par contre ’élimination est toujours possible.

3. A létape k, on ne modifie que la partie des lignes k+ 1 a n comprise entre les colonnes
k+1an.

4. Comme sous-produit de ’élimination de Gauss, on peut calculer le déterminant de la
matrice A. En effet, on a detA = £ detT selon le nombre de permutations effectuées.
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5. Pour obtenir une meilleur stabilité numérique dans les calculs sur ordinateurs on peu
choisir astucieusement le pivot @y,. Pour éviter la propagation des erreurs d’arrondi
il faut choisir le plus grand pivot possible en valeur absolue. Méme lorsque le pivot
naturel af, n’est pas nul, on permute pour amener & sa place un plus grand pivot
@Y. On dit que Don fait un pivot partiel si on prend le plus grand pivot possible dans
la k-éme colonne en dessous de la diagonale (comme on a fait dans la démonstration
ci-dessus). On dit que I'on fait un pivot total si on prend le plus grand pivot possible
dans la sous-matrice inférieure diagonale de taille (n — k) x (n — k) (dans ce cas on
permute ligne et colonne).

Meéthode de la factorisation LU

La méthode LU consiste a factoriser la matrice A en un produit de deux matrices
triangulaires A = LU, ou L est triangulaire inférieure (L pour “lower” en anglais) et
U est triangulaire supérieure (U pour “upper” en anglais). Il s’agit en fait du méme
algorithme que celui de I’élimination de Gauss dans le cas particulier ot on ne pivote
jamais. Une fois établie la factorisation LU de A, la résolution du systéme linéaire
Ax = b est équivalente a la simple résolution de deux systémes triangulaires Ly = b
puis Uz = y.

Proposition 13.1.15 Soit une matrice A = (a;j)1<i,j<n d’ordre n telle que toutes
les sous-matrices diagonales d’ordre k, définies par

Ak: . T, .

soient inversibles. Il existe un unique couple de matrices (L,U), avec U triangulaire
supérieure, et L triangulaire inférieure ayant une diagonale de 1, tel que

A=LU.

Remarque 13.1.16 L’hypothése de la Proposition 13.1.15 n’est pas déraisonnable.
En effet, elle est vraie si, par exemple, A est définie positive. En effet, si A* n’est
pas inversible, alors il existe un vecteur non nul 2* € KerAF et en le complétant par
des zéros on construit un vecteur non nul z = (2*,0) qui vérifie Az -z = 0, ce qui
contredit le caractére défini positif de A. °

Démonstration. Supposons qu’au cours de I’élimination de Gauss il n’y ait pas
besoin de faire de permutations pour changer de pivot, c¢’est-a-dire que tous les piv-
ots naturels a’,jk sont non nuls. Alors, avec les notations de la Proposition 13.1.13
on a A" = E" ' FE'A avec E* définie par (13.6). On pose U = A" et L =
(EY)7h.(E" )71 Alors on a-A = LU et il reste simplement & vérifier que L est
bien triangulaire inférieure. Un calcul facile montre que (E¥)~! s’obtient facilement
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a partir de E* en changeant le signe des éléments sous la diagonale, c’est-a-dire que,
posant Ly = a¥, /ak ., pour k+1<i<n,ona

1 1
0 . 0
BF — 1 L (BY) = 1
—lgt16 - : 1,k
d *ljn,k 1 0 +l‘n,k 1

Un autre calcul montre que L est triangulaire inférieure et que sa k-éme colonne est
la méme que celle de (E¥)~!

1 0 0
L = l21

0

R

Il faut maintenant vérifier que les pivots ne s’annulent pas sous I’hypothése faite sur
les matrices A*. On le vérifie par récurrence. Le premier pivot a;; est non nul car
égal & A! qui est inversible. On suppose que tous les pivots jusqu’a I’ordre k — 1 sont
non nuls. Montrons que le nouveau pivot a’,ﬁk est aussi non nul. Comme les & — 1
premiers pivots sont non nuls, on a pu calculer sans encombre la matrice A¥. On écrit
alors I'égalité (E')~1...(E*"1)71A¥ = A sous la forme d’une égalité entre matrices

par blocs

Ly, 0 up Af, Y\ [ AR A

Lk 1d A AL ) T\ A Ay )7
avec UF,, LY, et A* des blocs carrés de taille k, et AL,, Id, et Asy des blocs carrés
de taille n — k. En appliquant la régle de multiplication des matrices par blocs, on
obtient

LlflU fl = Akv

ott UK, est une matrice triangulaire supérieure, et L}, une matrice triangulaire in-
férieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit que la matrice Uf, = (L§)~tAF

est inversible comme produit de matrices inversibles. Son déterminant est donc non
nul. Or

k
detUf; = [ al #0,
i=1
donc le pivot af, a I’étape k est non nul.

Il ne reste plus qu’a vérifier 'unicité. Soit deux décompositions LU de la ma-
trice A = LUy = LyUs. On en déduit que Ly 'L; = UpU; ', ot la matrice Ly 'L,
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est triangulaire inférieure et UpU; ! est triangulaire supérieure en vertu du Lemme
13.1.17. Elles sont donc toutes les deux diagonales, et comme la diagonale de Ly 'L,
est composée de 1, on a L2_1L1 = UgUl_1 = Id. O

Lemme 13.1.17 Soit T une matrice triangulaire inférieure. Son inverse (s’il existe)
est aussi une matrice triangulaire inférieure et ses éléments diagonaux sont les in-
verses des éléments diagonaux de T'. Soit T' une autre matrice triangulaire inférieure.
Le produit TT" est aussi triangulaire inférieur, et ses éléments diagonaux sont le pro-
duit des éléments diagonauz de T et de T".

Nous laissons au lecteur la démonstration élémentaire du Lemme 13.1.17.

Calcul pratique de la factorisation LU. On peut calculer la factorisation LU
(si elle existe) d’une matrice A par identification de A au produit LU. En posant
A = (aij)1<ij<n, €t

1 0 0 Ui,1 Ul,n
I — lan U= 0 uso2 7
0
ln,l c. ln,n—l 1 0 e 0 Un,n

comme L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure, pour 1 <i,j < n il

vient
n min(i,j)
aij =Y likth;= D lixtg.
k=1 k=1

En identifiant par ordre croissant les colonnes de A on en déduit les colonnes de L et
de U. Ainsi, aprés avoir calculé les (j — 1) premiéres colonnes de L et de U en fonction
des (j — 1) premiéres colonnes de A, on lit la j-éme colonne de A

% i—1
;5 = E li’kuk,j = Ujj = Q4 — E li,kuk’j pour 1< < j7
k=1 k=1

j—1
Ginj ~ Zk:l liskh pour j+1<:<n

J
i, Z i,kUk,j 0] u;;
k=1
On calcule donc les j premiéres composantes de la j-éme colonne de U et les n — j
derniéres composantes de la j-éme colonne de L en fonction de leurs (j — 1) premiéres
colonnes. On divise par le pivot u;; qui doit donc étre non nul!

Algorithme numérique. On écrit en pseudo-langage informatique 1’algorithme
correspondant & la méthode de décomposition LU. On vient de voir que I’on parcourt
la matrice A colonne par colonne : a I’étape k£ on calcule la k-éme colonne de L, puis
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on fait apparaitre des zéros sous la diagonale de la k-éme colonne en effectuant des
combinaisons linéaires de la k-éme ligne avec chacune des lignes de k+ 1 4 n. Comme
a l’étape k les k premiéres lignes et les k — 1 premiéres colonnes de la matrice ne
sont plus modifiées, on peut stocker dans un méme tableau, contenant initialement la
matrice A, les matrices A¥ et L* = (E')~1...(E*~1)~! (on ne stocke que les éléments
non triviaux de L* a la place des zéros de A sous la diagonale de ses k — 1 premiéres
colonnes). A la fin ce tableau contiendra les matrices L et U (L dans sa partie in-
férieure (sans la diagonale de 1) et U dans sa partie supérieure).

Pour k=1,n—1 —— étape k
Pour i =k+1,n +— ligne ¢
Qi) = % <— nouvelle colonne de L
Pour j=k+1,n
ajj = @jj — Q;rG; +— combinaison des lignes i et k
Fin de la boucle en j
Fin de la boucle en ¢

Fin de la boucle en k

Compte d’opérations. Pour mesurer lefficacité de I'algorithme de la décomposi-
tion LU on compte le nombre d’opérations nécessaires a son accomplissement (qui sera
proportionnel & son temps d’exécution sur un ordinateur). On ne calcule pas exacte-
ment ce nombre d’opérations, et on se contente du premier terme de son développe-
ment asymptotique lorsque la dimension n est grande. De plus, pour simplifier on ne
compte que les multiplications et divisions (et pas les additions dont le nombre est en
général du méme ordre de grandeur).
~ Elimination ou décomposition LU : le nombre d’opérations N,, est

—1 n

Nop=Y_> (1+ > 1),

Li=j+1 k=j+1

qui, au premier ordre, donne N,, ~ n?/3.
— Substitution (ou remontée-descente sur les deux systémes triangulaires) : le
nombre d’opérations NN,, est donné par la formule

Nop - 2Zja
j=1

qui, au premier ordre, donne N,, ~ n?.
Au total la résolution d’un systéme linéaire Ax = b par la méthode de la factorisation
LU demande N,, ~ n®/3 opérations car n? est négligeable devant n® quand n est
grand.

Remarque 13.1.18 On utilise aussi la méthode de la factorisation LU pour calculer
le déterminant et linverse d’une matrice. Pour obtenir A~', on décompose A en
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facteurs LU et on résout n systémes linéaires avec comme seconds membres les vecteurs
de base (e;)1<i<n (2 substitutions par résolution, mais les vecteurs de base e; ont de
nombreuses composantes nulles, ce qui rend moins chére I’étape de descente avec L).
Le nombre d’opérations pour calculer A" est

Pour calculer le déterminant de A, on décompose A en facteurs LU et on calcule
le déterminant de U (celui de L vaut 1), ce qui ne nécessite que de multiplier les
éléments diagonaux de U entre eux (n — 1 multiplications). Le nombre d’opérations
pour calculer detA est donc N, ~ n?®/3. °

Méthode de Cholesky

C’est une méthode qui ne s’applique qu’aux matrices symétriques réelles, définies
positives. Elle consiste & factoriser une matrice A sous la forme A = BB* ou B est
une matrice triangulaire inférieure (et B* son adjointe ou transposée).

Proposition 13.1.19 Soit A une matrice symétrique réelle, définie positive. Il ex-
iste une unique matrice réelle B triangulaire inférieure, telle que tous ses éléments
diagonauz soient positifs, et qui vérifie

A= BB*.

Démonstration. Par application de la Proposition 13.1.15, il existe un unique couple
de matrices (L,U) tel que A = LU avec U triangulaire supérieure et L triangulaire
inférieure ayant une diagonale de 1. On note D la matrice diagonale définie par D =
diag(y/us;)- I est possible de prendre la racine carré des éléments de la diagonale de

U car un argument de multiplication de matrices par blocs montre que Hle Uy =
detAF > 0, ot AF est la sous-matrice diagonale d’ordre k extraite de A, donc chaque
w;; est strictement positif. On pose alors B = LD et C' = D~1U qui vérifient A = BC.
Comme A = A*, on en déduit C(B*)~! = B~1(C*). En vertu du Lemme 13.1.17
la matrice C'(B*)~! est triangulaire supérieure, tandis que B~'C* est triangulaire
inférieure. Elles sont donc toutes les deux diagonales. De plus, les éléments diagonaux
de B et C sont les mémes, donc la diagonale de B~'C* n’est constituée que de 1,
c’est-a-dire que C(B*)~! = B71C* = 1d, donc C = B*. Pour montrer l'unicité
de la décomposition de Cholesky, on suppose qu’il existe deux factorisations A =
B1Bf = ByBj, dott By'B; = B3(Bf)~'. Du Lemme 13.1.17, on en déduit que
B;'By = D = diag(dy, ...,d,), et donc que A = ByBj = By(DD*)Bj;. Comme By
est inversible, il vient D? = Id donc d; = %1. Or tous les coefficients diagonaux d’une
décomposition de Cholesky sont positifs par hypothése. Donc d; = 1, ce qui implique
By = Bs. O
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Calcul pratique de la factorisation de Cholesky. En pratique, on calcule le fac-
teur de Cholesky B par identification dans I'égalité A = BB*. Soit A = (asj)1<i,j<n,
B = (bij)lgi,jgn avec bij =0si?2<j. Pour 1 <i,5 <n, il vient

min(i,5)

aij = Zbikbjk = Z birbjr.
k=1 k=1

En identifiant par ordre croissant les colonnes de A (ou ses lignes, ce qui revient au
meéme puisque A est symétrique) on en déduit les colonnes de B. Ainsi, aprés avoir
calculé les (j — 1) premiéres colonnes de B en fonction des (j — 1) premiéres colonnes
de A, on lit la j-éme colonne de A en dessous de la diagonale

J j—1
2
ajj =Y (i) = b= |a;— > (bj)?
k=1 k=1
J j—1
@SNy ‘ ‘
aij =Y bubix = bij=—2 bkil LR pour j+1<i<n.
k=1 J

On calcule donc la j-éme colonne de B en fonction de ses (j — 1) premiéres colonnes.
A cause du théoréme précédent, on est sir que, si A est symétrique définie positive,
les termes sous les racines carrées sont strictement positifs. Au contraire, si A n’est
pas définie positive, on trouvera que a;; — i;ll (bjk)2 < 0 pour un certain rang j, ce
qui empéche de terminer l’algorithme.

Algorithme numeérique. L’algorithme de Cholesky peut s’écrire de fagon trés com-
pacte en utilisant un seul tableau qui contient originellement A et qui se remplit peu &
peu du facteur B. Remarquons qu’il suffit de stocker la moitié inférieure de A puisque
A est symétrique.

Pour j=1,n
Pour k=1,7—-1
2
aj; = ajj — (bjk)
Fin de la boucle en k
ajj = \/ajj
Pour i=j5+1,n
Pour k=1,5—-1
ai; = ai; — bjrbik
Fin de la boucle en k
Qij
ajj )
Fin de la boucle en 1
Fin de la boucle en j

aij =

Compte d’opérations. Pour mesurer Uefficacité de la méthode de Cholesky on
compte le nombre d’opérations (uniquement les multiplications) nécessaires & son ac-
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complissement. Le nombre de racines carrées est n qui est négligeable dans ce compte
d’opérations.
— Factorisation de Cholesky : le nombre d’opérations N, est

n n
NOP = Z (.] - 1) + Z .7 )
j=1 i=j+1

qui, au premier ordre, donne N,, ~ n3/6.
— Substitution : il faut effectuer une remontée et une descente sur les systémes
triangulaire associés & B et B*. Le nombre d’opérations est au premier ordre
Nop = n2.
La méthode de Cholesky est donc approximativement deux fois plus rapide que
celle de Gauss pour une matrice symétrique définie positive.

Matrices bandes et matrices creuses

Lorsqu’une matrice a beaucoup de coefficients nuls, on dit qu’elle est creuse. Si les
éléments non nuls sont répartis a proximité de la diagonale, on dit que la matrice a une
structure bande. Pour ces deux types de matrices (qui apparaissent naturellement
dans la méthode des éléments finis comme dans la plupart des autres méthodes), on
peut améliorer le compte d’opérations et la taille de stockage nécessaire pour résoudre
un systéme linéaire. Ce gain est trés important en pratique.

Définition 13.1.20 Une matrice A € M, (R) est dite matrice bande, de demie
largeur de bande (hors diagonale) p € N si ses éléments vérifient a;; = 0 pour
|i — 7| > p. La largeur de la bande est alors 2p + 1.

L’intérét des matrices bandes vient de la propriété suivante.

Exercice 13.1.4 Montrer que les factorisations LU et de Cholesky conservent la struc-
ture bande des matrices.

Remarque 13.1.21 Si les factorisations LU et de Cholesky préservent la structure
bande des matrices, il n’en est pas de méme de leur structure creuse. En général, si
A est creuse (méme & U'intérieur d’une bande), les facteurs L et U, ou B et B* sont
“pleins” (le contraire de creux) a l'intérieur de la méme bande. °

L’exercice suivant permet de quantifier le gain qu’il y a a utiliser des matrices bandes.

Exercice 13.1.5 Montrer que, pour une matrice bande d’ordre n et de demie largeur
de bande p, le compte d’'opérations de la factorisation LU est O(np?/3) et celui de la
factorisation de Cholesky est O(np?/6).
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Passons au cas des matrices creuses. Expliquons d’abord la maniére de stocker ces
matrices creuses dans la mémoire des ordinateurs. Comme on ne stocke que les élé-
ments non nuls de la matrice, on obtient un gain de place appréciable. Nous présentons
une méthode de stockage, appelée stockage Morse, sur un exemple simple, étant
entendu qu’on ne Vutilise en pratique que pour des matrices de grande taille. Soit
donc la matrice

9 0 -3 0
7 -1 0 4
A= 0 5 2 0
1 0 -1 2

Les éléments de A sont stockés, ligne par ligne, dans un tableau & une seule entrée
STOCKA. On définit un tableau DEBUTL qui indique le début des lignes de A dans
STOCKA : plus précisément STOCKA(DEBUTL(%)) est le premier élément non nul de
la ligne i. On a aussi besoin d’un tableau INDICC qui indique la colonne de chaque
élément stocké dans STOCKA : si a; ; est stocké dans STOCKA(k), alors INDICC(k) = j.
Le nombre d’éléments non nuls de A est égal a la taille du vecteur INDICC (ou du
vecteur STOCKA). Le nombre de lignes de A est égal a la taille du vecteur DEBUTL.
Dans notre exemple, on a

| sTockA || iNpIcC || DEBUTL |

9 1 1
-3 3 3

7 1 6
-1 2 8

4 4

) 2

2 3

1 1
-1 3

2 4

En général, les factorisations LU et de Cholesky d’une matrice creuse produisent
des facteurs “pleins” avec peu d’éléments non nuls (il existe des algorithmes qui min-
imisent ce “remplissage” mais ils sont moins efficaces que dans le cas des matrices
bandes). En pratique, les matrices creuses sont souvent associée aux méthodes itéra-
tives que nous verrons dans la Sous-section 13.1.4 ci-dessous. En effet, les produits
matrice-vecteur sont faciles & évaluer avec ce type de stockage.

Equivalence d’opérations et algorithme de Strassen

On remarque que toutes ces méthodes de résolution de systémes linéaires ont un compte
d’opérations de 'ordre de n®, de méme que le calcul de I'inverse (voir la Remarque 13.1.18)
ou la multiplication de deux matrices d’ordre n. Il ne s’agit pas d’une coincidence comme le
montre le résultat suivant qui montre, de maniére surprenante, que 'inversion d’une matrice
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a la méme complexité que la multiplication de deux matrices (bien que l'inversion semble, &
premiére vue, une opération bien plus compliquée).

Lemme 13.1.22 L’inversion de matrices et la multiplication de matrices ont la méme com-
plexité asymptotique, c’est & dire que s’il existe un algorithme pour l'une de ces opérations
tel que son nombre d’opérations est borné par O(n®) avec a > 2, alors on peut construire un
algorithme pour l’autre opération dont le nombre d’opérations est aussi borné par O(n%).

Démonstration. Soit I(n) le nombre d’opérations pour calculer A~ par un algorithme
donné, tel qu’il existe C et o > 2 vérifiant I(n) < Cn®. Montrons qu’il existe un algorithme
pour calculer le produit AB dont le nombre d’opérations P(n) est tel qu'il existe C’ pour
lequel P(n) < C'n® avec le méme exposant o. On remarque que

—1

Id A 0 Id -A AB
0 Id B = 0 Id -B
0 0 Id 0 0 Id

Par conséquent, le produit AB est obtenu en inversant une matrice 3 fois plus grande. Donc
P(n) <1(3n) < C3%n®.

Soit maintenant P(n) le nombre d’opérations pour calculer AB par un algorithme donné, tel
qu’il existe C' et « vérifiant P(n) < Cn®. Montrons qu’il existe un algorithme pour calculer
A~! dont le nombre d’opérations I(n) est tel qu’il existe ¢’ pour lequel I(n) < C'n® avec
le méme exposant «. On remarque que

A B\ ' [ A'4A'BATICATY —AT'BAT!
( C D ) o ( —ATcA™? AT ) ’
avec A = D— CA™'B (appelé parfois complément de Schur). On en déduit
I(2n) < 2I(n) + 6P(n),
si on néglige les additions. En itérant cette formule pour n = 2, on obtient

k—1
1(2%) <211 +622k’1 <c(2’“+22’“1+‘“).

i=0

Comme a > 2, on en déduit
1(2F) < 2%,
Si n # 2% pour tout k, il existe k tel que 2¥ < n < 287!, On inscrit alors la matrice A dans
une plus grande matrice de taille 2F+!
A 0
0 Id

ot Id est l'identité d’ordre 21! — n. On obtient
I(n) S C/(2k+1)a S C/2ano¢7

ce qui est le résultat désiré. d
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On a longtemps cru que la multiplication de matrices d’ordre n (et donc leur inversion)
ne pouvait pas se faire en moins de n® opérations. Mais depuis une découverte de Strassen
en 1969, on sait que ce n’est pas vrai. En effet, Strassen a mis au point un algorithme de
multiplication de matrices qui demande beaucoup moins d’opérations pour n grand. Il a
obtenu pour son algorithme un compte d’opérations

Nop(n) = O(n'°?27) avec log, 7 ~ 2, 81. (13.7)

Ce résultat, tout a fait surprenant, a depuis été amélioré : on a trouvé d’autres algorithmes,
de plus en plus compliqués, dont le nombre d’opérations croit moins vite pour n grand, mais
on n’a toujours pas trouvé le meilleur algorithme possible (c’est-a-dire celui qui conduise au
plus petit exposant a tel que Nop(n) = O(n®)). Evidemment, pour de trés grandes matrices,
le gain de temps procuré par ces algorithmes est trés appréciable (’algorithme de Strassen
a effectivement été utilisé sur des super-ordinateurs). Malheureusement, ces algorithmes ont
souvent des problémes de stabilité numeérique (ils amplifient les erreurs d’arrondi) qui limitent
leur usage pratique.
L’algorithme de Strassen repose sur le lemme suivant d’apparence bien bénigne !

Lemme 13.1.23 (algorithme de Strassen) Le produit de deuz matrices d’ordre 2 peut
se faire avec 7 multiplications et 18 additions (au lieu de 8 multiplications et 4 additions par
la reégle habituelle).

Démonstration. Un simple calcul montre que

a b a BN _ [ mi+m2—ms+me my + ms
c d N8 ) me + mz ma2 —mz+ms —my )’

avec
m1=(b—d)(y+6) ms=a(B-9)
ma = (a+d)(a+3d) me=d(y—a)
m3=(a—c)(a+pB) mr=(c+da
ma = (a+b)d
On compte bien 7 multiplications et 18 additions. d

Le point crucial dans le Lemme 13.1.23 est que la régle de multiplication de Strassen
est aussi valable si les coefficients des matrices sont dans une algébre non commutative. En
particulier, c’est donc vrai pour des matrices blocs.

Soit alors une matrice de taille n = 2*. On découpe cette matrice en 4 blocs de taille
2F=1 et on applique la régle de Strassen. Si on compte non seulement les multiplications
mais aussi les additions, le nombre d’opérations Nop(n) pour effectuer le produit de deux
matrices vérifie

Nop(2¥) = TNop(21) + 18(25 12,

car I'addition de deux matrices de taille n requiert n? additions. Une récurrence simple donne

k—1
Nop(2") = 7" Nop(1) + 18 > 714177 < 78 (Nop(1) 4 6).

=0

On en déduit facilement que le nombre optimal d’opérations N,,(n) vérifie la borne (13.7).
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13.1.4 Meéthodes itératives

Les méthodes itératives sont particuliérement intéressantes pour les trés grandes
matrices ou les matrices creuses. En effet, dans ce cas les méthodes directes peuvent
avoir un cott de calcul et de stockage en mémoire prohibitif (se rappeler que la
factorisation LU ou de Cholesky demande de I'ordre de n® opérations). Commengons
par une classe trés simple de méthodes itératives.

Définition 13.1.24 Soit A une matrice inversible. On introduit une décomposition

réquliere de A (en anglais “splitting”), c’est-a-dire un couple de matrices (M, N) avec

M inversible (et facile & inverser dans la pratique) tel que A = M — N. La méthode

itérative basée sur le splitting (M, N) est définie par
xo donné dans R"™,

{ Mxgyy =Nz +b Vi > 1. (13.8)

Si la suite de solutions approchées xj converge vers une limite z quand k tend vers
Pinfini, alors, par passage a la limite dans la relation de récurrence (13.8), on obtient

(M — N)x = Az =b.

Par conséquent, si la suite de solutions approchées converge, sa limite est forcément
la solution du systéme linéaire.

D’un point de vue pratique, il faut savoir quand on peut arréter les itérations, c’est-
a-dire & quel moment ;. est suffisamment proche de la solution inconnue z. Comme
on ne connait pas z, on ne peut pas décider d’arréter le calcul dés que ||x — 2 || < € on
€ est la précision désirée. Par contre on connait Az (qui vaut b), et un critére d’arrét
fréquemment utilisé est ||b — Axy| < e. Cependant, si la norme de A~! est grande ce
critére peut étre trompeur car

lz =zl < AT b= Az]] < ellA7Y

qui peut ne pas étre petit.

Définition 13.1.25 On dit qu’une méthode itérative est convergente si, quel que
soit le choix du vecteur initial xo € R”, la suite de solutions approchées xy
converge vers la solution exacte x.

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante de convergence
d’une méthode itérative a 'aide du rayon spectral de la matrice d’itération (voir la
Définition 13.1.5 pour la notion de rayon spectral).

Lemme 13.1.26 La méthode itérative définie par (13.8) converge si et seulement si
le rayon spectral de la matrice d’itération M N wvérifie p(M~1N) < 1.



13.1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES 431

Démonstration. On définit I'erreur e, = 2, — x. On a
ex = (M 'Nap_y +M'b) — (M~ "Na+ M~'b) = M 'Nep_y = (M~IN)Fe.

Par application du Lemme 13.1.8, on en déduit que e tend vers 0, quel que soit e,
si et seulement si p(M ~IN) < 1. O

Dans la pratique le rayon spectral d'une matrice est difficile a calculer (il faut calculer
ses valeurs propres). C’est pourquoi on utilise d’autres conditions suffisantes de convergence,
comme indiqué ci-dessous.

Lemme 13.1.27 Soit A une matrice hermitienne, définie positive. Soit une décomposition
réguliere de A définie par A = M — N avec M inversible. Alors la matrice (M™ + N) est
hermitienne. De plus, si (M* 4+ N) est aussi définie positive, alors

p(M™'N) < 1.
Démonstration. Tout d’abord, montrons que M* 4+ N est bien hermitienne :
(M*+N)"=M+N"=(A+N)+ N " =A"+ N"+N=M"+N.

On définit la norme vectorielle |z|4 = y/(Az,x) sur R" (qui est bien une norme car A est
définie positive). On note ||.|| la norme matricielle subordonnée a |.|a. On va montrer que
[IM~'NJ| < 1 ce qui implique le résultat désiré grace a la Proposition 13.1.7. On calcule

|M~'N|? = max, M~ Nol%.
v|laA=

Or, d’aprés le Lemme 13.1.2, il existe v, dépendant de M N, tel que [vja =1et
IM~'Nv|% = |[M~'N|J>.
Comme N = M — A, on obtient, en posant w = M~ ' Awv,

IM~'Nv|y = (AM™'Nv, M~'Nv)

(AM™Y(M — A)v, M~ (M — A)v)

((Av — AM ™ Av), (I — M~ A)w)

= (Av,v) — (AM ' Av,v)
HAM ™ Av, M~ Av) — (Av, M~ Av)

= 1— (M 'Av, MM~ Av)
H(AM ™ Ay, M~ Av) — (MM~ Av, M~ Av)

= 1— (w, Mw)+ (Aw,w) — (Mw, w)

= 1—((M"+ N)w,w).

Or (M™+ N)w,w) >0, car (M* + N) est définie positive, et w # 0 car A et M inversibles.
Donc
IMTIN|? =1~ ((M" + N)w,w) <1,

ce qui termine la démonstration. O

Puisque ces méthodes itératives de résolution de systémes linéaires sont destinées & étre
utilisées sur des ordinateurs dont les calculs ne sont pas exacts mais entachés d’erreurs
d’arrondi, il est nécessaire de vérifier que ces erreurs ne se propagent pas au point de détruire
la convergence des méthodes ou, pire, de les faire converger vers de fausses solutions. Fort
heureusement cela n’est pas le cas comme le montre le résultat suivant.
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Lemme 13.1.28 Soit une décomposition régulicre de A définie par A = M — N avec M
inwversible. Soit un second membre b € R™ et la solution x € R™ telle que Ax = b. On suppose
qu’a chaque étape k la méthode itérative est affectée d’une erreur e, € R" au sens ot xp41
n’est pas exactement donné par (13.8) mais plutét par

Thp1 =M *Nzw+ M b+ ep.

On suppose que p(M ™ N) < 1 et qu’il existe une norme vectorielle et une constante positive
€ telles que pour tout k> 0
el < e.

Alors il existe une constante K, qui ne dépend que de M 1N, telle que

limsup ||zx — z|| < Ke.

k—+4oc0
Démonstration. On définit encore l'erreur e, = zp — = et on a maintenant exy1 =
M~'Neg + ex. On en déduit

k—1 '
er=(MTN) o+ (MT'N) epmics. (13.9)

=0

Par application de la Proposition 13.1.7 il existe une norme matricielle subordonné ||-||s telle
que [M~'N|s < 1 puisque p(M~'N) < 1. On note de la méme fagon la norme vectorielle
associée. Or toutes les normes vectorielles sur R" sont équivalentes : il existe donc une
constante C' > 1, qui ne dépend ainsi que de M !N, telle que

CHlyll < llylls < Cllyll ¥y € R™.

En majorant (13.9) il vient

k—1

- - ; - Ce

171k 1ar|pi 1ariik

lexlls < [IM™ NS lleolls + ; M~ N|sCe < [[M™ NJislleolls + T M N,

d’ou I’on obtient le résultat avec K = C2/(1 — ||M ™' N||5). O

Il est temps de donner les exemples les plus classiques de méthodes itératives
basées sur une décomposition réguliére.

Définition 13.1.29 (méthode de Jacobi) Soit A = (aij)1<ij<n- On note D =
diag(a;;) la diagonale de A. On appelle méthode de Jacobi la méthode itérative associée
a la décomposition

M=D, N=D-A.

11 s’agit de la plus simple des méthodes itératives. Pour qu’elle soit bien définie, il
faut bien str que la matrice diagonale D soit inversible. Par application du Lemme
13.1.27, dans le cas ou A est symétrique réelle, la méthode de Jacobi converge si A et
2D — A sont définies positives.



13.1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES 433

Définition 13.1.30 (méthode de Gauss-Seidel) Soit A = (a;;)1<i j<n. On dé-
compose A sous la forme A= D—FE—F ot D = diag(a;;) est la diagonale, —E est la
partie triangulaire inférieure (strictement), et —F est la partie triangulaire supérieure
(strictement) de A. On appelle méthode de Gauss-Seidel la méthode itérative associée
a la décomposition

M=D-FE, N=F.

Pour que la méthode de Gauss-Seidel soit bien définie, il faut que la matrice D — F
soit inversible, c’est-a-dire que D soit inversible (la matrice (D — E) est facile & inverser
car elle est triangulaire). Par application du Lemme 13.1.27, si A est symétrique réelle
définie positive, la méthode de Gauss-Seidel converge.

Définition 13.1.31 (méthode de relaxation (SOR)) Soit w € RT. On appelle
méthode de relazation (SOR en anglais pour “Successive Over Relazation”), pour le
paramétre w, la méthode itérative associée a la décomposition

D 1
M==2_E N=—YD4F
w w

Pour que la méthode de relaxation soit bien définie, il faut encore que la matrice
D soit inversible. Pour w = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel. Si w < 1,
on dit qu’il s’agit d’'une méthode de sous-relaxation, tandis que w > 1 correspond a
une méthode de sur-relaxation. En général, il existe un parameétre optimal w,,; qui
minimise le rayon spectral de la matrice d’itération M ~'N, et donc qui maximise la
vitesse de convergence.

Exercice 13.1.6 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Montrer que pour
tout w € ]0, 2], la méthode de relaxation converge.

Exercice 13.1.7 Montrer que, pour la méthode de relaxation, on a toujours
p(M™*N)>1—-uw|, Yw #0,

et donc qu’elle ne peut converger que si 0 < w < 2.

Définition 13.1.32 (méthode du gradient) Soit un paramétre réel o # 0. On
appelle méthode du gradient la méthode itérative associée a la décomposition

M:lId et N = <lId—A>.
o o

La méthode du gradient semble encore plus primitive que les méthodes précé-

dentes, mais elle a une interprétation en tant que méthode de minimisation de la

fonction f(z) = %Aq: -x = b -z qui lui donne une plus grande applicabilité.
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Lemme 13.1.33 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres \y < Ao <
< A St AN <0 < N\, dlors la méthode du gradient ne converge pour aucune
valeur de a. Si 0 < A\ < ... < N\,, alors la méthode du gradient converge si et
seulement si 0 < a < 2/\,,, et le paramétre o optimal, qui minimise p(M~1N), est

2
)\1+>\n

)\n - )\1

. —1 _
et malnp(M N) = S

Qopt =

Remarque 13.1.34 Si \; < ... < ), < 0, alors on a un résultat symétrique du
cas défini positif en changeant o en —a. Pour le paramétre optimal a,:, le rayon
spectral de la matrice d’itération est une fonction croissante du rapport A, /A;. Si A
est auto-adjointe, alors ce rapport n’est autre que le conditionnement conds(A) de la
matrice A. Par conséquent, plus la matrice A est bien conditionnée, meilleure est la
convergence de la méthode du gradient. °

Démonstration. D’aprés le Lemme 13.1.26, on sait que la méthode du gradient est
convergente si et seulement si p(M~IN) < 1. Or M !N = (Id — aA), donc

p(MTIN) <l |l-a\|<le -—l<l-a\ <1, Vi

Ceci implique que a)\; > 0 pour tout 1 < i < n. Par conséquent toutes les valeurs
propres de A doivent étre non nulles et du méme signe que «. La méthode du gradient
ne converge donc pas si A7 < 0 < \,, et ceci quelque soit «. Si, au contraire, on a
0 <A < ...< A\, alors on en déduit qu’il faut 0 < o < 2/\,. Pour calculer le
paramétre optimal oy, on remarque que la fonction A — |1 — a)| est décroissante
sur | — 0o, 1/a] puis croissante sur [1/a, +oo, donc

p(M™IN) = max{|1 — a\|,|1 — a\,|}.

Par conséquent, le minimum de la fonction o — p(M ~1N) est atteint au point d’in-

tersection ap = ﬁ de ces deux droites. O

13.1.5 Meéthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est la méthode itérative de choix pour résoudre
des systémes linéaires dont la matrice est symétrique réelle définie positive. Il s’agit
d’une amélioration spectaculaire de la méthode du gradient (surtout si elle combinée
avec un préconditionnement, voir la Définition 13.1.43). Pour construire la méthode
du gradient conjugué, on introduit la notion d’espace de Krylov.

Définition 13.1.35 Soit ro un vecteur dans R™. On appelle espace de Krylov associé
au vecteur o, et on note Ky, le sous-espace vectoriel de R"™ engendré par les k + 1
vecteurs {rg, Aro, ..., Akrg}.
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Les espaces de Krylov (Kj),>o forment une suite croissante de sous-espaces vec-
toriels K C Kipy1 Vk > 0. Comme Kj, C R”, cette suite devient forcément sta-
tionnaire & partir d’un certain rang. Plus précisément, nous laissons le lecteur vérifier
qu’il existe une dimension critique kg, avec 0 < kg < n — 1, telle que

dimK, =k+1 si0<k<kgp,
dika:k0+1 si kogk

En prenant g = b— Axy, il est facile de voir que, pour la méthode du gradient, I'itérée
x, appartient a l'espace affine [z + Kj_1] (défini comme 'ensemble des vecteurs x
tels que (z — xp) € Kj—_1), ce qui implique que le résidu r, = b — Azy, appartient a
Pespace de Krylov K}, (associé au résidu initial 7).

Pour améliorer la méthode du gradient, on décide de “mieux choisir” x; dans
Pespace affine [zg + Kj_1]. La méthode du gradient conjugué consiste, a partir d’un
vecteur initial xyp € R™ et de son résidu ro = b — Axg, & construire une suite de
vecteurs zy € [zg + Kj_1] tels que 1, = b — Az, est orthogonal au sous-espace Kj_1,
pour k > 1.

Lemme 13.1.36 Soit A une matrice symétrique réelle définie positive d’ordre n. Soit
x0 € R", ro = b — Axg, et (Ky)i>0 la suite des espaces de Krylov associés a ro. La
méthode du gradient conjugué est définie, pour k >1, par

T € [1’0 + Kk;fﬂ et rp,=b— Ax, 1 K;_;. (13.10)

Pour tout k > 1, il existe bien un unique vecteur xy, donné par (13.10). De plus, cette
méthode converge vers la solution du systéme linéaire Ax = b en, au plus, n itérations.

Remarque 13.1.37 Le Lemme 13.1.36 montre que l’algorithme du gradient con-
jugué qu’on a concu comme une méthode itérative est en fait une méthode directe
puisqu’il converge en un nombre fini d’itérations (exactement ko + 1 ou ko est la
dimension critique de Krylov). Cependant, dans la pratique on 'utilise comme une
méthode itérative qui converge “numériquement” en beaucoup moins de ky + 1 itéra-
tions. Intuitivement il est facile de voir pourquoi le gradient conjugué améliore le
gradient simple. En effet, le résidu r; est orthogonal & un sous-espace K} de plus en
plus grand. °

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il existe bien un unique zj qui satis-
fait les hypothéses. Comme A est définie positive, on peut définir le produit scalaire
(x,y)a = Az -y sur R™. On cherche zj sous la forme z = xo + yi avec yx € Ki_1,
et la condition d’orthogonalité de r; devient

(A'rg =y, y)a =0 Vy € Ky,

ce qui n’est rien d’autre que la caractérisation de y; comme projection orthogonale de
A~Yrg sur le sous-espace K;_1 (pour le produit scalaire (,)4). Ceci prouve Pexistence
et l'unicité de xg.
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Soit kg la dimension critique des espaces de Krylov, c’est-a-dire que, pour tout
k > kg, dimK, = ko + 1. En particulier, AKko C Kiy+1 = Ky, donc rgy41 = b —
Azgy11 =10 — Ayr,+1 appartient & Ky, tout en lui étant orthogonal. Par conséquent,
Tio+1 = 0 et xg, 11 est la solution exacte du systéme linéaire. O

Remarque 13.1.38 La méthode du gradient conjugué a été présentée comme un
procédé d’orthogonalisation par rapport a l’espace de Krylov. Nous verrons plus loin
que, de maniére équivalente, on peut 'introduire comme un probléme de minimisation.
Plus précisément, zj € [zg + Kj—1] réalise le minimum dans [z¢ + Ki—1] de

flz) = %A;ﬁx—b-x,
ou bien encore le résidu r, = b — Az, minimise dans K}, la fonction
g(r) = Ay
avec r = b— Ax. °

Exercice 13.1.8 Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit (zx)o<r<n la
suite de solutions approchées obtenues par la méthode du gradient conjugué. On pose
ry = b— Axy, et dy, = 41 — . Montrer que

(i) I'espace de Krylov K, est aussi égal a

Ky =[ro,....;rx] = [doy ..., di],
(ii) la suite (rx)o<k<n—1 est orthogonale
r-rp=0pourtout 0 <[l < k<n-—1,
(iii) la suite (dr)o<k<n—1 €st conjuguée par rapport a A
Adg -dy=0pourtout 0 <l <k<n-—1.

La définition que l'on vient de donner de la méthode du gradient conjugué est
purement théorique. En effet, on n’a pas indiqué d’algorithme pour construire 7y,
orthogonal & Kj_1, ni dit comment on calcule z; dans la pratique. Le théoréme suivant
donne des formules pratiques particuliérement simples pour calculer ces vecteurs.

Proposition 13.1.39 Soit A une matrice symétrique définie positive, et vy € R".
Soit (x,ri, pr) trois suites définies par les relations de récurrence

Th41 = Tk + QEPk
po =19 =b— Axg, et pour 0 <k Ter1 = Tp — R Apk (13.11)
P+1 = Tk+1 + Brpr
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avec ) )
B ] s

= k
Apk - pk |72 |?
Alors, (xr)o<k<ko+1 €st la suite de solutions approchées de la méthode du gradient

conjugué définie par (13.10).

Démonstration. Il est facile de montrer par récurrence que les relations

=rp —airA
ro=b— Amg et { 'FHLT kT QRSDE
Th4+1 = Tk + QkPk

impliquent que la suite 7, est bien celle du résidu, a savoir r, = b— Axy. Une autre récurrence
facile montre que les relations

Th =Tp—1 — 0p_1Apr_1

To = et
0= P {pk:Tk+/Bk—1pk—l

impliquent que pi, et r, appartiennent & I’espace de Krylov Ky, pour tout £ > 0. On en déduit,
par la relation de récurrence xx4+1 = Zk + arpr, que Trp+1 appartient bien a Vespace affine
[xo + K]. Pour conclure, il nous faut montrer que 7,41 est orthogonal & Kj. Tout d’abord,
nous allons montrer par récurrence que ri41 est orthogonal a rj, pour tout 0 < j < k, et
que pry1 est conjuguée & p;, pour tout 0 < j < k, c’est-a-dire que Apry1 - p; = 0. A lordre
0ona

TL-To = ||’I’0||2 . OéoApo o = 0

car po = 1o, et
Api1 - po = (r1+ Bopo) - Apo = aal(rl + Boro) + (ro —71) =0.
On suppose que jusqu’a lordre k on a
re-r;=0pour 0 <j<k—1, et App-p; =0pour 0 <j<k—1.

Montrons que c’est encore vrai a 'ordre k+ 1. A cause de la formule de récurrence qui donne
Tk+4+1 ON a
Tk4+1 T’j =Tk T’j — OékApk . T’j,

et a cause de la relation r; = p; — Bj—1p;—1 on obtient
Thil 75 =Tk Tj — arApr - pj + oBi—1Apk - pj—1.

A cause de 'hypothése de récurrence, on en déduit facilement que 741 -7; =0si j < k—1,
tandis que la formule pour «ay implique que rg41 - 7, = 0. D’autre part, la formule de
récurrence qui donne pg41 conduit a

Aprt1 - pj = Prt1 - Apj = rrq1 - Ap; + Brpr - Apj,
et comme Ap; = (r; — rj+1)/a; on en déduit
Apii1-p; = o rhyre(rj — 1) + Bupk - Ap;.

Pour j < k—1, ’hypothése de récurrence et Porthogonalité de 7,11 (que ’on vient d’obtenir)
prouve que Apii1-p; = 0. Pour j = k, on obtient Apjy1-pr = 0 grace aux formules donnant
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ay, et Bi. Ceci termine cette récurrence. Comme la famille (r)o<r<k, est orthogonale, elle
est libre tant que ri # 0. Or ry € K, ce qui entraine Kj, = [ro, ..., 7] car ces deux espaces
ont méme dimension. Par conséquent, r,4+1 est bien orthogonal a Ky, et la suite x; est bien
celle du gradient conjugué. |

Remarque 13.1.40 On dit que la suite (px) est conjuguée par rapport a A car elle est
orthogonale pour le produit scalaire (x,y)a = Az -y. Cest cette propriété qui a donné son
nom a la méthode.

Le lecteur se demande peut-étre comment les formules (13.11) ont pu étre “inventées”.
En fait, il existe une réciproque a la Proposition 13.1.39. Plus précisément, ’Exercice 13.1.8
montre que la suite dr = zp4+1 — x) est conjuguée par rapport a A et que le sous-espace
engendré par (do,...,d;) coincide avec Kj. On en déduit donc un moyen pratique de con-
struction de la suite dj : on applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt &
(o, ..., A®ro) pour le produit scalaire (x,y)a. Le résultat se trouve étre la suite py qui est
nécessairement colinéaire a dj (on trouve que dr = aypi). Grace a la symétrie de A, les
formules de Gram-Schmidt qui définissent pj se simplifient considérablement, et on aboutit
(aprés quelques calculs) aux formules (13.11). °

Algorithme numérique Dans la pratique, lorsqu’on met en oeuvre l'algorithme
du gradient conjugué, les formules (13.11) de la Proposition 13.1.39 sont programmeée
de la maniére suivante

P, 4 choix initial =z
initialisation
ro =po =b— Axg
_ real?
Ak—1 = Apr—1-Pr—1
Tl = Th—1 + Qg—1Pk—1
itérations k£ >1 TE=Tp_1 — Qr_1ApL_1

Br_1 = l[rel?
- lre—11?

Pk = Tk + Br—1Pr—1

Dés que r, = 0, algorithme a convergé, c’est-a-dire que xj, est la solution du systéme
Axz = b. On sait que la convergence est atteinte en ko+1 itérations, ot kg < n—1 est la
dimension critique des espaces de Krylov (que I’on ne connait pas a priori). Cependant
dans la pratique, les calculs sur ordinateurs sont toujours sujets & des erreurs d’arrondi,
et on ne trouve pas exactement ry,+; = 0. C’est pourquoi, on introduit un "petit"
paramétre € (typiquement 10~% ou 1078 selon la précision désirée), et on décide que
I’algorithme a convergé dés que

Irell _

lIroll

Par ailleurs, pour des systémes de grande taille (pour lesquels n et kg sont "grands",
de T'ordre de 10* a 109), la méthode du gradient conjugué est utilisé comme une
méthode itérative, c’est-a-dire qu’elle converge, au sens du critére ci-dessus, en un
nombre d’itérations bien inférieur a ko + 1 (cf. Proposition 13.1.42 ci-dessous).
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Remarque 13.1.41

1. En général, si on n’a pas d’indications sur la solution, on choisit d’initialiser la
méthode du gradient conjugué par zp = 0. Si on résout une suite de problémes
peu différents les uns des autres, on peut initialiser o par la solution précédente.

2. A chaque itération on n’a besoin de faire qu'un seul produit matrice-vecteur, a
savoir Apy, car rj est calculé par la formule de récurrence et non par la relation
Ty = b— Al‘k.

3. Pour mettre en oeuvre la méthode du gradient conjugué, il n’est pas nécessaire
de stocker la matrice A dans un tableau si on sait calculer le produit matrice
vecteur Ay pour tout vecteur y.

4. La méthode du gradient conjugué est trés efficace et trés utilisée. Elle a beau-
coup de variantes ou de généralisations, notamment au cas des matrices non
symétriques définies positives.

Exercice 13.1.9 Sion considére la méthode du gradient conjugué comme une méthode
directe, montrer que dans le cas le plus défavorable, kg = n — 1, le nombre d’opérations
(multiplications seulement) pour résoudre un systéme linéaire est N,, = n3 (1 + o(1)).

Nous admettrons le résultat de convergence suivant (voir [10]).

Proposition 13.1.42 Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Soit x
la solution exacte du systéme Ax = b. Soit xi la suite de solutions approchées du
gradient conjuguée. Alors

k
v/ conds(A) — 1
) — |2 < 2 condg(A)< 2(4) ) |0 — 2|2

v/ conda(A4) +1

On rappelle que dans le cas d’'une matrice symétrique réelle définie positive, le
conditionnement est donné par la formule condz(A) = A, /A1, ot A1, A\, sont respec-
tivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A. La Proposition 13.1.42
améliore le Lemme 13.1.33 ce qui veut dire que la méthode du gradient conjuguée
converge beaucoup plus vite que la méthode du gradient.

On déduit de ce résultat trois conséquences importantes. Tout d’abord, la méthode
du gradient conjugué fonctionne bien comme une méthode itérative. En effet, méme
si on ne fait pas les n itérations requises pour converger, on diminue l’erreur commise
entre x et 3 d’autant plus qu’on itére. D’autre part, la vitesse de convergence dépend
de la racine carrée du conditionnement de A, et non pas du conditionnement lui-méme
comme pour la méthode du gradient simple. La méthode du gradient conjugué con-
verge donc beaucoup plus vite que celle du gradient simple (on dit que la convergence
est quadratique au lieu d’étre linéaire). Enfin, la convergence sera d’autant plus rapide
que condz(A) est proche de 1, c’est-a-dire que A est bien conditionnée.
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Préconditionnement

Comme la vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué dépend du
conditionnement de la matrice A, ’idée du préconditionnement est de pré-multiplier le
systéme linéaire Az = b par une matrice C~! telle que le conditionnement de (C~1A)
soit plus petit que celui de A. En pratique on choisit une matrice C' “proche” de A
mais plus facile & inverser.

Définition 13.1.43 Soit a résoudre le systéme linéaire Az = b. On appelle précon-
ditionnement de A, une matrice C' (facile & inverser) telle que condy(C~1A) soit
plus petit que conds(A). On appelle systéme préconditionné le systéme équivalent

C~1Azx = C~ 1.

En général, la matrice C~'A n’est plus symétrique, ce qui pose probléme pour
appliquer la méthode du gradient conjugué. C’est pourquoi on applique souvent un
préconditionnement “symétrique” que nous décrivons maintenant. Supposons (pour
simplifier) que C' une matrice symétrique définie positive qui admet une décomposition
de Cholesky C = BB*. On remplace le systéme original Ax = b par le systéme
équivalent

Az =b, ot A=B 'AB™*,b=B 'bet T = B*z. (13.12)

La matrice A étant symétrique définie positive, on peut utiliser I’algorithme du gra-
dient conjugué pour résoudre ce systéme. Néanmoins, on ne connait pas toujours la
factorisation de Cholesky de C' (ou bien on ne veut pas la faire par souci d’économie).
1l existe alors un moyen astucieux de transformer ’algorithme du gradient conjugué
pour le systéme (13.12) en un algorithme ou seul C' apparait (et pas le facteur B).

Exercice 13.1.10 On note avec un tilde ~ toutes les quantités associées a I'algorithme
du gradient conjugué appliqué au systéme linéaire (13.12). Soit x, = B~ *Zy, ry = BTy =
b — Axy, et pr, = B~ *p. Montrer que |'algorithme du gradient conjugué pour (13.12)
peut aussi s’écrire sous la forme

choix initial x

initialisation ro = b — Axg
=1

po=20=C""rg
Zk—1"Tk—1
Apr—1'Pr—1
Tk = Th—1 + Qg—1Pk—1
TR =Tp—1 — Qp_1App_1
2 = Cilrk

— 2k Tk
Br—1 = ;2
k—1"Tk—1

Ph = 2k + Pr_1Pk—1

Q-1 =

itérations k> 1

La technique du préconditionnement est trés efficace et essentielle en pratique pour
converger rapidement. Nous indiquons trois choix possibles de C' du plus simple au
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plus compliqué. Le préconditionnement le plus simple est le “préconditionnement di-
agonal” : il consiste a prendre C' = diag(A). Il est malheureusement peu efficace, et on
lui préfere souvent le “préconditionnement SSOR” (pour Symmetric SOR). En notant
D = diag(A) la diagonale d’une matrice symétrique A et —FE sa partie strictement
inférieure telle que A = D — E — E*, pour w €]0, 2[, on pose

w D D
c;:-———<—n—E)D—1(——lr).
2-w\w w
On vérifie que, si A est définie positive, alors C' l'est aussi. Le systéme Cz = r est
facile a résoudre car C' est déja sous une forme factorisée en produit de matrices
triangulaires. Le nom de ce préconditionnement vient du fait qu’inverser C' revient

a effectuer deux itérations successives de la méthode itérative de relaxation (SOR),
avec deux matrices d’itérations symétriques I'une de ’autre.

Exercice 13.1.11 Soit A la matrice d'ordre n issue de la discrétisation du Laplacien en
dimension N = 1 avec un pas d’espace constant h = 1/(n+ 1)

2 -1 0 - 0
-1 2 -1

A=n1] | 0

-1 2 -1

0 0 -1 2

Montrer que pour la valeur optimale

2

T
—— ~2(1--)
1+251n2ln n

Wopt =

le conditionnement de la matrice C;* A est majoré par

1 1
conda(CtA) < = + ——n,
“ 2 2sing-

et donc que, pour n grand, on gagne un ordre en n dans la vitesse de convergence.

Un dernier exemple est le “préconditionnement de Cholesky incomplet”. La matrice
C est cherchée sous la forme BB* ou B est le facteur “incomplet” de la factorisation
de Cholesky de A (voir la Proposition 13.1.19). Cette matrice triangulaire inférieure
B est obtenue en appliquant I'algorithme de factorisation de Cholesky a A en forcant
Iégalité b;; = 0si a;; = 0. Cette modification de I’algorithme assure, d’une part que le
facteur B sera aussi creux que la matrice A, et d’autre part que le calcul de ce facteur
incomplet sera beaucoup moins cher (en temps de calcul) que le calcul du facteur exact
si A est creuse (ce qui est le cas pour des matrices de discrétisation par éléments finis).
Le préconditionnement de Cholesky incomplet est souvent le préconditionnement le
plus efficace en pratique.



442 ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

13.2 Calcul de valeurs et vecteurs propres

Dans cette section nous expliquons comment calculer les valeurs propres et les
vecteurs propres d’une matrice symétrique réelle. Un exemple typique est la matrice
partielles. Dans ce cas, ses valeurs et vecteurs propres sont des approximations des
modes propres du modéle physique sous-jacent (voir (7.23)).

Puisque les valeurs propres d’une matrice A sont les racines de son polynéme carac-
téristique det(A—AId), on pourrait penser naivement que, pour les calculer, il “suffit”
de factoriser son polynéme caractéristique. Il n’en est rien : on sait depuis Galois et
Abel qu’on ne peut pas calculer par opérations élémentaires (addition, multiplica-
tion, extraction de racines) les racines d’un polynéme quelconque de degré supérieur
ou égal & 5. Pour s’en convaincre, on peut remarquer que n’importe quel polynéme
de degré n,

PA) = (=1)" ()\n +a AT a4 A A+ an) ,

est le polynome caractéristique (le développer par rapport a la derniére colonne) de
la matrice

_al _a2 .. ... —an

1 0 o oo 0
A= 0

0 e 01 0

Par conséquent, il ne peut pas exister de méthodes directes (c’est-a-dire qui donnent le
résultat en un nombre fini d’opérations) pour le calcul des valeurs propres! Il n’existe
donc que des méthodes itératives pour calculer des valeurs propres (et des vecteurs
propres). Il se trouve que le calcul pratique des valeurs et vecteurs propres d’une
matrice est une tache beaucoup plus difficile que la résolution d’un systéme linéaire.
Fort heureusement, le cas des matrices symétriques réelles (auquel nous nous limitons
puisqu’il suffit pour nos applications) est bien plus simple que le cas des matrices non
auto-adjointes.

Nous indiquons trois méthodes typiques (il y en a d’autres, éventuellement plus
efficaces mais plus compliquées). La méthode de la puissance est la plus simple mais
limitée dans son applicabilité. La méthode de Givens-Householder permet de calculer
une (ou plusieurs) valeur propre de rang quelconque prédéterminé sans avoir & calculer
toutes les valeurs propres. Finalement, la méthode de Lanczos, qui “ressemble” au
gradient conjugué, est a la base de nombreux développements récents qui conduisent
aux méthodes les plus efficaces pour les grandes matrices creuses.

13.2.1 Meéthode de la puissance

Une méthode trés simple pour calculer la plus grande ou la plus petite valeur
propre (en module) d’une matrice (et un vecteur propre associé) est la méthode de
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la puissance. Une limitation de la méthode est que la valeur propre extréme que l’on
calcule doit étre simple (ou de multiplicité égale a 1, c’est-a~dire que la dimension
du sous-espace propre correspondant est 1). Soit A une matrice symétrique réelle
d’ordre n, de valeurs propres (A1, -+, \,) avec A, > |\;| pour tout 1 <i <n—1. La
méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre A, est définie par
I’algorithme ci-dessous.

1. Initialisation: zp € R” tel que |jzg| =1.
2. Itérations: pour k> 1

1. yr = Az

2. @k = y/ ||yl

3. test de convergence: si ||z — zx_1]| <&, on arrdte.

Dans le test de convergence € est un petit nombre réel, typiquement égal & 1076,
Si 0 = xp — x—1 est petit, alors zy est un vecteur propre approché de A de valeur
propre approchée ||yi|| car Az — ||lyx|lzx = Ad.

Proposition 13.2.1 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de valeurs
propres (A1, -+, \p), associées a une base orthonormée de vecteurs propres (e1,- -, ey),
et que la valeur propre de plus grand module \,, est simple et positive, c’est-a-dire que
[A1l, -y | An—1] < An. On suppose aussi que le vecteur initial xo n’est pas orthogonal
G e,. Alors la méthode de la puissance converge, c’est-a-dire que

Hm  |Jykl] = An, lim 2, = 2o avec o = *e,,.
k——+oo k——+oo

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport |A,—1|/|\n]

2k k

An—l

A
A An

—1
yell = Anl| < C’—"
n

, ||xk—xoo|<0]

Remarque 13.2.2 La convergence de la suite de valeurs propres approchées ||yl
est plus rapide que celle des vecteurs propres approchés zj (quadratique au lieu
de linéaire). La méthode de la puissance fonctionne aussi pour des matrices non
symeétrique, mais la convergence de ||y || est seulement linéaire dans ce cas. °

Démonstration. Soit zg = >, f;e; le vecteur initial, avec 3, # 0. Le vecteur xj,
est proportionnel & A*zo = Y"1 BiA\Fe;, dot il vient

k
6nen + Z?z_ll 7 (%) €
2%k 1/2°
(5721 + Y B (,(\_) )

T =
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Comme |\;| < A, on en déduit que zj, converge vers sign(f,,)e,. De méme, on a

-\ O\ 2(k+1) 1/2

(ﬂ% T ZZL:_ll 512 ())\\:L)%) 1/2

qui converge vers . g

[ye+1ll = An

En pratique (et notamment pour le calcul des valeurs propres de la discrétisation
d’un probléme aux limites elliptiques), on est surtout intéressé par la plus petite
valeur propre, en module, de A. On peut adapter les idées précédentes, ce qui donne
la méthode de la puissance inverse dont 1’algorithme est écrit ci-dessous. On considére
une matrice symétrique réelle A dont la plus petite valeur propre en module est simple
et strictement positive 0 < A; < |A;| pour tout 2 <i < n.

1. Initialisation: zp € R™ tel que |[jzg| =1.
2. Itérations: pour k > 1

1. résoudre Ayr = rp_1

2. k= yr/llyxl
3. test de convergence: si ||z — zx—1]| <&, on arréte.

Si 0, = x) — x_1 est petit, alors x;_1 est un vecteur propre approché de valeur
propre approchée 1/||lyx|| car Azp—1 — ﬁ = —Ad.
Proposition 13.2.3 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de valeurs
propres (A1, -+, \p), associées & une base orthonormée de vecteurs propres (e1,- -, ey),
et que la valeur propre de plus petit module A1 est simple et strictement positive, c’est-
a-dire que 0 < Ay < |Aal, -+, |An|. On suppose aussi que le vecteur initial xo n’est pas
orthogonal a e1. Alors la méthode de la puissance inverse converge, c’est-a-dire que

lim —— = |\, lim 2 = 2o avec T = *ey.
e Tl o tos

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport A1/|\a|

2% k
AL

A
-1 _ < 2L _ < 2L
L e e B e e

La démonstration est similaire & celle de la Proposition 13.2.1 et nous la laissons
au lecteur en guise d’exercice.

Remarque 13.2.4 Les considérations de la Remarque 13.2.2 s’appliquent aussi a
la méthode de la puissance inverse. Pour accélérer la convergence, on peut toujours
procéder & une translation de la matrice A qu’on remplace par A — o Id avec o une
approximation de A;. °
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13.2.2 Meéthode de Givens-Householder

La méthode de Givens-Householder se compose de deux étapes successives : tout
d’abord l’algorithme de Householder qui réduit une matrice symétrique A en une
matrice tridiagonale (cette étape s’effectue en un nombre fini d’opérations), ensuite
l'algorithme de bissection de Givens qui fournit (de maniére itérative) les valeurs
propres d’une matrice tridiagonale.

Lemme 13.2.5 (de Householder) Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n.
1l existe (n — 2) matrices orthogonales Hy, telles que

T = (H1Hy---Hp_2)"A(H1Hy--- H,,—2)
soit tridiagonale. Bien sir, A et T ont les mémes valeurs propres.

Démonstration. A partir de A, on construit une suite de matrices (Ax)i1<r<n—1 telle que
Ay = Aet Ay = Hj A Hy avec Hy une matrice orthogonale choisie de telle maniére que
Ay, ait la structure par blocs suivante

(T Ej
=5 )

ou T} est une matrice carrée tridiagonale de taille k, M; est une matrice carrée de taille
n—k, et F} est une matrice rectangulaire & (n—k) lignes et k colonnes dont seule la derniére
colonne, notée a; € R™"™* est non nulle

X X 0 -+ 0 ag;

X : S apa

T, = , et By = k,
X X 0 -+ 0 agn-wk

Il est clair qu’ainsi A, _1 sera sous forme tridiagonale. On remarque que A est bien sous cette
forme pour k = 1. Soit la matrice Hy définie par

Idy O
= ( 0 H, > ’

avec Id, la matrice identité d’ordre k et Hj la matrice, dite de Householder, d’ordre n — k
définie par
vk (vg)*

l[ox]1?
oil e; est le premier vecteur de la base canonique de R" ™. Remarquons que Hyay = —|lax||e1,
et que Hj est orthogonale et symétrique. Notons que Hj, n’est bien définie que si vy # 0,
mais si ¢a n’est pas le cas alors la k-éme colonne de Ay est déja du type désiré, et il suffit de
prendre Hy = Id,,. Un simple calcul montre que

Hy= Idp_p — 2

avec v = a + ||ak|ler, (13.13)

0 - 0 —[la

T (ﬁkEk)j) avee  HyFy = : : 0

Apr1 = H  AgHy = ( H.E.  Ho M H,
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donc Aj+1 se met bien sous la forme désirée. a

Etudions maintenant I’algorithme de bissection de Givens pour une matrice tridi-
agonale symétrique réelle

b1 C1 0
A=] :
. Cn—1
0 Cn—1 bn

ou on suppose, sans perte de généralité, que ¢; # 0 pour 1 < i < n — 1. En effet, s’il
existe un indice i tel que ¢; = 0, alors on voit facilement que

det(A — ATd) = det(A; — A1d) det(A,_; — AId)

ou A; et A,_; sont deux matrices du méme type que A mais d’ordre ¢ et n — ¢
respectivement. Donnons tout d’abord deux lemmes techniques.

Lemme 13.2.6 Pour 1 < i <n, on définit une matrice A; de taille i par

b1 C1 0
A= ¢
: Ci—1
0 ci-1 b

Soit p;(A) = det(A; — \I) son polynome caractéristique. La suite p; vérifie la formule
de récurrence
pi(A) = (b; = A)pi—1(N) — ¢f_1pi—a(N) Vi >2,

avec p1(A) = by — A et po(N\) = 1. De plus, pour tout i > 1, le polynéme p; posséde les
propriétés suivantes

1. lim p;(A) = +o0,
A——00

2. s1 pi()\o) =0, alors pi_l()\o)pi_;_l()\o) <0,
3. p; admet i racines réelles distinctes qui séparent strictement les (i + 1) racines
de pit1.

Démonstration. En développant det(A; —\Id) par rapport a la derniére ligne, on obtient la
formule de récurrence désirée. La premiére propriété est évidente par définition du polynéme
caractéristique. Pour prouver la deuxiéme, on remarque dans la formule de récurrence que,
si pi(Xo) = 0, alors
pi+1(Xo) = —cipi=1(Xo).

Comme ¢; # 0, on a pi—1(Xo)pi+1(Ao) < 0. Cette inégalité est en fait stricte, car si p;—1(Xo) =
pit+1(Ao) = 0 la relation de récurrence implique que pr(Ao) = 0 pour tout 0 < k < i+ 1, ce
qui n’est pas possible puisque po(Ao) = 1.
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Pour démontrer la troisiéme propriété, on commence par remarquer que p;(\) admet 7
racines réelles, notées \i < ... < \! puisque A; est symétrique réelle. Montrons par récurrence
que ces i racines de p; sont distinctes et sont séparées par celles de p;—1. Tout d’abord, cette
propriété est vraie pour i = 2, car

p2(N) = (b2 — A)(b1 — \) — c&

a deux racines (A, A\3) qui encadrent la seule racine A\{ = by de pi(\), i.e., A < Al < A3. On
suppose que p;(A) posséde i racines réelles distinctes séparées par celles de p;—1. Montrons
que pit+1 a ¢+ 1 racines réelles distinctes séparées par celles de p;. On définit un polynéme
qi de degré 2i par

gi(A) = pi—1(A)pit1(A).
On connait déja ¢ — 1 racines de ¢; (celles de p;—1) et il y a i valeurs de A (les racines de p;)
telles que ¢;(A\) < 0, c’est-a-~dire que

(M) =0 1<k<i—1, @(\)<0 1<k<i,

avec
M o< AT <N <L < AT <AL

Entre A}, et A, soit ¢; s’annule en un autre point i, # )\}c et on a donc trouvé une racine
supplémentaire de ¢; donc de p;+1, soit ¢; ne s’annule qu’en /\2_1, mais dans ce cas c’est au
moins une racine double car sa dérivée ¢, doit aussi s’annuler en )\};1. Or )\};_1 est racine
simple de p;—1, donc )\}fl est aussi racine de p;+1. Mais, a cause de la relation de récurrence,
cela prouverait que )\};1 est une racine pour tous les polynoémes p; avec 0 < j < i+ 1, ce qui
n’est pas possible car po = 1. Par conséquent, on vient de montrer qu’entre chaque couple

27/\2“ il existe une autre racine v # )\;:1 du polynéme ¢; donc de p;yi. Au total, on
vient de trouver (¢ — 1) racines distinctes de p;+1 qui encadrent celles de p;. Par ailleurs,
a(\D) < 0 et g; (X)) < 0, tandis que
On en déduit I'existence de deux racines supplémentaires distinctes de g;, donc de p;41, qui
encadrent celles de p;. O

Lemme 13.2.7 Pour tout p € R, on définit

| signe de p;(p) sipi(p) # 0,
senpily) = { signe de pi—1(n) si pi(p) =

Soit N (i, 1) le nombre de changements de signe entre éléments consécutifs de la famille
ordonnée E(i, 1) = {+1, sgnp1 (1), sgnupa (), ..., sgnp;(u)}. Alors, N (i, p) est le nom-
bre de racines de p; qui sont strictement inférieures a fi.

Démonstration. On remarque d’abord que sgnp;(u) est définit sans ambiguité puisque, si
pi(u) = 0, alors p;—1(p) # 0 & cause du point 2 du Lemme 13.2.6. On procéde par récurrence
sur 4. Pour ¢ = 1, on vérifie le résultat

w<b=EQ1,pu={+1,+1} = N(1,u) =0,
w>b = E(l,p) ={+1,-1} = N(1,pn) = 1.
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On suppose le résultat vrai jusqu’a ordre . Soit (\y)1<k<; les racines de p; et (A} )1<p<it1
celles de p;41, rangées par ordre croissant. On a

M <ee @A < B S ANprr < o <A

et
AN Gy < >‘3er(1,”)+1 < ANG)+15

en vertu du point 3 du Lemme 13.2.6. Il y a trois cas possibles.
1. Si )\3'\,(1-7“) <p< )\3\,"'(11.7”)+1, on a sgupi+1(p) = sgnpi(p), donc N(i+ 1, u) = N (i, ).
2. Si Aﬁ\j—(i,u)ﬂ <p< )‘§V<i,u)+1’ on a sgnp;+1(u) = —sgnp;(p), done N(i+1, u) = N (i, u)+1.
8. 81 p = Aype1s on a sgnpi(u) = sgnpi1(p) = —sgnpiy1(p), donc N(i + 1,p4) =
N(i, ) + 1, a cause du deuxiéme point du Lemme 13.2.6.

Dans tous les cas N(i+ 1, ) est bien le nombre de racines de p;4 inférieures strictement
a . O

Algorithme pratique de Givens. On note \; < --- < A, les valeurs propres de A
rangées par ordre croissant. Pour calculer numériquement la i-éme valeur propre \;,
on prend un intervalle [ag, bg] dans lequel on est sir que \; se trouve (par exemple
—ag = by = || Al|2). On calcule alors le nombre N (n, %2t ) défini dans le Lemme 13.2.7
(les valeurs de la suite pj(aﬁ‘gbﬂ ), pour 1 < j < n, sont calculées par la formule de

récurrence du Lemme 13.2.6). S'il se trouve que N (n, 2ot
ao+bo [
2

5->) > i, alors on en déduit que
Ai appartient a l'intervalle [ag, . Si au contraire on trouve que N(n, ’“)—erbo) <,
alors \; appartient & autre intervalle [%, bp]. Dans tous les cas on a divisé par
deux l'intervalle initial qui contient A;. Par dichotomie, c’est-a-dire en répétant cette
procédure de division de l'intervalle contenant \;, on approche la valeur exacte de \;

avec la précision désirée.

13.2.3 Meéthode de Lanczos

La méthode de Lanczos permet de calculer les valeurs propres d’une matrice
symétrique réelle en utilisant la notion d’espace de Krylov, déja introduite & propos
de lalgorithme du gradient conjugué. Cette méthode (et ses nombreuses généralisa-
tions) est trés efficace pour les matrices de grande taille. Il s’agit plus ici de donner
le principe de cette méthode que les détails de son implémentation numérique.

Dans ce qui suit, on note A une matrice symétrique réelle d’ordre n, rog # 0 €
R™ un vecteur donné non nul, et Kj l'espace de Krylov associé, engendré par les
vecteurs {rg, Arg,---, A¥ry}. Rappelons qu'il existe un entier kg < n — 1, appelé
dimension critique de Krylov, tel que, si k < ko, la famille (rq, Arg,---, AFrg) est
libre et dimKj, = k + 1, tandis que si k > ko on a Ky, = Ky, .

L’algorithme de Lanczos consiste a construire une suite de vecteurs (v;)i<j<po+1
par la formule de récurrence suivante, pour 2 < j < kg + 1,

N N v
0; = Avj_1 — (Avj—1vi-1)vj—1 — [[9j-1llvj—2, v; = m (13.14)
J
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avec vg = 0 et v1 = r9/||7o||. Pour tout entier & < k¢ =+ 1, on définit une matrice Vj
de taille n x k dont les colonnes sont les vecteurs (vi,---,vg), ainsi qu’une matrice
symétrique tridiagonale T}, de taille £ X k£ dont les éléments sont

(Tk)ii = Avi-vi, (Tk)iivr = (T)iv1,i = [|0itall, (Th)iy =0si i —j] > 2.
Avec ces notations, la récurrence de Lanczos vérifie des propriétés remarquables.
Lemme 13.2.8 La suite (vj)i<j<i,+1 est bien définie par (13.14) car ||0;]| # 0 pour
tout 1 < j < ko+1, tandis que Oy 42 = 0. Pour 1 < k < ko+1, la famille (vy,- -, vg41)

coincide avec la base orthonormée de Ky construite par le procédé de Gram-Schmidt
appliqué a la famille (o, Arg, - - -, A¥rq). De plus, pour 1 <k <ko+1, on a

AV, = Vi Ty, + Op1€, (13.15)
ol ey, est le k-éme vecteur de la base canonique de RF,
ViAV, =Ty, et ViV, = Idy, (13.16)
ot Idy est la matrice identité de taille k x k.

Démonstration. Oublions pour l'instant la définition (13.14) de la suite (vj)i<j<ko+1 €t
remplagons la par la nouvelle définition (dont on montrera qu’elle est équivalente a (13.14))

=1

ﬁj = A’Ujfl -3 Z(A'Ujfl . ’Ui)'l}i s vy =

i=1

Uy

511"

j>2, (13.17)

avec vy = ro/||rol|. Bien sir, (13.17) n’a de sens que si ||9;]] # 0. Si ||o;]] = 0, on dit que
I’algorithme stoppe a l'indice j. Par définition, v; est orthogonal & v; pour 1 < ¢ < j—1. Par
récurrence, on vérifie facilement que v; € K;_1. Comme la suite des espaces de Krylov K est
strictement croissante pour j < ko+1, on en déduit que, tant que ’algorithme n’a pas stoppé,

les vecteurs (vi,---,v;) forment une base orthonormale de K;_;. Par conséquent, v; étant
orthogonal & (v1,---,vj_1) est aussi orthogonal & K;_». En particulier, la famille (v1,- - -, v;),
définie par (13.17), coincide avec la base orthonormée de K;_; construite par le procédé
de Gram-Schmidt appliqué a la famille (ro, Aro,---, A7"'ry). Ceci prouve que I'algorithme

stoppe précisément a la dimension critique de Krylov ko, c’est-a-dire que ||9;]| # 0 tant que
J<ko+1et dpyq2=0.

Montrons maintenant que les définitions (13.14) et (13.17) de la suite (v;) sont identiques.
Comme A est symétrique, on a

A?)j_l * Vi = Vj—1 - A’Ui = Vj—-1 " @H_l + Z(A?)Z . ’Uk)(vj_l . vk).
k=1

Grace aux propriétés d’orthonormalité des (vy), on en déduit que Av;—1-v; =081 1 <4 <
j—3, et que Avj_1 - vj_z = ||9-1||. Donc les définitions (13.14) et (13.17) coincident.

Finalement, la relation (13.15), prise colonne par colonne, n’est rien d’autre qu’une réécri-
ture de (13.14) en éliminant 9;. La propriété V' Vj, = Idy découle du caractére orthonormal
de la famille (v1,---,vx), tandis que la relation V;; AV}, = T}, s’obtient simplement en multi-
pliant (13.15) a gauche par V| car V041 = 0. O
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Remarque 13.2.9 L’algorithme de Lanczos apparait comme une méthode de réduc-
tion sous forme tridiagonale comme 'algorithme de Householder vu précédemment.
Néanmoins, 'algorithme de Lanczos n’est pas utilisé en pratique comme une méth-
ode de tridiagonalisation car, pour n grand, les erreurs d’arrondi détruisent en partie
I'orthogonalité des derniers vecteurs v; par rapport aux premiers. °

Nous allons maintenant comparer les valeurs propres et vecteurs propres des
matrices A et Tj,4+1 (qui ne sont pas de méme taille en régle générale). On note
A < A2 < -+ < Ay, les valeurs propres distinctes de A (avec 1 < m < n), et
Py, ---, P, les matrices de projections orthogonales sur les sous-espaces propres cor-
respondants de A. On rappelle que

m m
A:Z)\iP,-, Id:ZP,-, et PP =0sii#j. (13.18)

i=1 i=1

Lemme 13.2.10 Les valeurs propres de Ty,+1 sont simples et sont aussi valeurs
propres de A. Réciproqguement, si on suppose que ro vérifie Pirg # 0 pour tout 1 <
i < m, alors toutes les valeurs propres de A sont aussi valeurs propres de Ty,41 et
ko+1=m.

Remarque 13.2.11 Dans le cas ot P;rg # 0 pour tout ¢, les matrices A et T, 41
ont exactement les mémes valeurs propres, mais avec une multiplicité éventuellement
différente puisque les valeurs propres de T}j,41 sont simples. On verra dans la dé-
monstration du Lemme 13.2.10 qu’il existe aussi un lien entre les vecteurs propres de
A et Tjy+1. La condition demandée sur ro pour la réciproque de ce lemme est bien
nécessaire. En effet, si rg est un vecteur propre de A, alors ko = 0 et la matrice Ty, 41
admet pour unique valeur propre celle qui est associée & rq. °

Démonstration. Soit A et y € R¥*+! une valeur propre et un vecteur propre tels que
Trko+1y = Ay. Comme ¥p,42 = 0, la relation (13.15) devient, pour k = ko + 1, AViy41 =
Vio+1Tko+1, et donc, par application du vecteur y, on obtient A (Vig41y) = A (Vig+1y). Le
vecteur Vi,11y n’est pas nul car y # 0 et les colonnes de Vi 41 sont libres. Par conséquent,
Vio+1Y est bien un vecteur propre de A associé a la valeur propre A qui est donc forcément
égale a un des \;.

Réciproquement, on introduit le sous-espace vectoriel F,, de R" engendré par les vecteurs
(Piro, -+, Pmro). Si Pirg # 0 pour tout 1 <4 < m, ces vecteurs sont libres car les projections
P; sont deux a deux orthogonales. Par conséquent, la dimension de E,, est exactement m.
Nous allons montrer que dans ce cas on a m = ko+ 1. Par (13.18) on a AFrg = > )\fPiro,
C’est-a-dire que A¥ry € E,,, donc les espaces de Krylov vérifient K, C E,, pour tout k >

0. En particulier, ceci implique que dimKx, = ko + 1 < m. Par ailleurs, dans la base
(Piro,- -+, Prro) de Enp, les coordonnées du vecteur AFrg sont (AF, .-, \%). Autrement dit,
la famille (ro, Aro, ..., A" 'ro) de E., est représentée dans la base (Piro,-- -, Prro) par la

matrice M définie par

1 A oA At

1 Am AL - AR
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La matrice M est une matrice de Van Der Monde d’ordre m qui est inversible car tous les
\; sont distincts. Donc la famille (ro, Arg, ..., A" 'rg) est libre puisque (Piro,- -, Pmro)
lest. Ceci implique que dimK,,—1 =m, donc m — 1 < ko. D’ott 'on déduit finalement que
m==ko+1et Epm = Ky, .

Grace a la formule (13.18) on a A(P;ro) = \i(Piro). Comme P;ro est non nul, il s’agit
bien d’un vecteur propre de A associé a la valeur propre \;. Comme E,, = K}, et que les
colonnes de Vi, 1 forment une base de Ky, on en déduit qu'’il existe un vecteur non nul
yi € R™ tel que Pirg = Viy4+1y:- On multiplie la premiére égalité de (13.16) par y; pour
obtenir

Trot1Yi = Vig+1AVio+19i = Vigr1APiro = AiViy 11 Piro = AiVigy 11 Vig 119 = Xiyi,

autrement dit, y; est vecteur propre de Ty,+1 pour la valeur propre A;. Ce qui termine la
démonstration. O

Le résultat du Lemme 13.2.10 pourrait laisser croire qu’il faut appliquer la récur-
rence de Lanczos jusqu’a l'itération maximale ky + 1, puis calculer les valeurs pro-
pres de Ty,+1 afin d’en déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Cela
rendrait la méthode de Lanczos comparable & celle de Givens-Householder (en général
ko est de 'ordre de n, ce qui rend le compte d’opérations similaire dans les deux cas).
De plus, appliquée ainsi la méthode de Lanczos serait instable numériquement & cause
de la perte d’orthogonalité des vecteurs v; causée par les inévitables erreurs d’arrondi
(voir la Remarque 13.2.9).

Fort heureusement, le résultat suivant indique qu’il n’est pas nécessaire de faire
beaucoup d’itérations dans la récurrence de Lanczos pour obtenir des valeurs propres
de T}, qui soient de bonnes approximations de celles de A (avec k beaucoup plus petit
que kg ou n).

Proposition 13.2.12 Soit un entier 1 < k < ko + 1. Soit X\ une valeur propre de Ty,
et y € R* un vecteur propre non nul associé. Il existe une valeur propre \; de A telle
que
. lex -yl _
A=Al < ||vk+1\lm < 1oxgal,

0w ey, est le k-éme vecteur de la base canonique de RF.

Remarque 13.2.13 La premiére conclusion de la Proposition 13.2.12 est que, si
|l0k+1]] est petit, alors les valeurs propres de T sont de bonnes approximations de
certaines valeurs propres de A. La deuxiéme conclusion est la plus importante en
pratique : si la derniére composante d’un vecteur propre de T} est petite, alors la
valeur propre correspondante est une bonne approximation d’une valeur propre de A.
[ )

Démonstration. Soit un vecteur propre non nul y € R* tel que Thy = Ay. Multipliant
(13.15) par y on obtient
AViy = ViTry + (ex - y) ka1,
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d’ott 'on déduit
A(Viy) = AVay) = (ek - Y)Or+1- (13.19)

On décompose alors Vi y sur la base des vecteurs propres de A

Viy = Z Pi(Viy).

i=1

On prend le produit scalaire de (13.19) avec Viy, et a I’aide des relations (13.18) on a
Z i = N |P;(Viy)? = (ex - y) (D11 - Viy). (13.20)

En minorant le terme de droite et en majorant celui de gauche par 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, il vient

in A — A IVigl® < Nyl 1941 1| Viey -

Comme les colonnes de Vj, sont orthonormeées, on a ||[Viy|| = ||y||, et par simplification on
obtient
i i — Al < |0 .
i A= A< own]
Cette inégalité peut étre améliorée si on n’applique pas Cauchy-Schwarz au terme < e,y >
dans (13.20). Dans ce cas on trouve

) lex -y
min [A; = A| < | D41 |
1<i<m llyll

ce qui termine la démonstration. O
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