¢a soutra!

Université Félix HOUPHOUET-BOIGNY UFR Maths Info

COURS DE MECANIQUE 1
MECANIQUE DU POINT MATERIEL

Juin 2020

Responsable du cours :
SYLLA Moussa

Maitre de Conférences



CHAPITRE | : RAPPEL DE CALCULS
VECTORIELS

- i N ’ . ’ . \ . .
OnnoteR = (0; l,f, k) le repere cartésien orthonormé direct de I'espace a 3 dimensions :

O est l'origine de R, les axes (0;1), (0;]) et (0; 73) sont orthogonaux deux a deux, (7,7, 72)
est la base orthonormée directe de R.
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Figure 1 : Base orthonormée directe (7,7, k)
.1 PRODUIT SCALAIRE

Considérons deux vecteurs U etV de coordonnées cartésiennes respectives ( uq, u,, u3) et
(v1,v3,v3) surlabasede R :

Uq
U= u,i+uy]+usk oubien ﬁ(%)
Us

U1
V= vT+ v,/ +vsk oubienV (%)
U3

Le produit scalaire des vecteurs U etV estle nombre réel noté U 17, défini par:

UV = ugvy + upVy + Usvz = Yoo, u; vy (1.a)

La formule (1.a) reste valable lorsque la base de (R) est orthonormée.
.1.1 Norme d’un vecteur

—
On considére un vecteur U de coordonnées cartésiennes (14, u,, U3) sur la base de (R). La

norme de U est le nombre réel noté ||U|| défini par :

||(_j|| = \/ﬁ = \/ulz + u22 + u33 = ’21'3=1ui2 ( 1b)

La formule ( 1.b) reste valable lorsque la base de (R) est orthonormée.




Autre notation de la norme ||l7|| =U

(.7, k) base orthonormée de (R) = [[7ll = IIfll = ||K]| = 1

1.1.2 Représentation géométrique

Considérons un plan rapporté au repére (0; é;, €,) orthonormé d’origine O (figure 2) :

v

Figure 2 : plan rapporté a (0; é,, €,)

Soient U et V deux vecteurs de coordonnées respectives (u4,0) et (vy,v, ) dansle
repére (0; e,, &,), définis par les points A et B du plan tels que :

U=O—A)=u1§1

—

V = 0B =v,8,+1,8, et 0=(F, V)
l_f.V):ulvl, or vy = ||I7||cose =V cosO et ||l7||=u1 =U

> UV-= UV = ||L7|| X ||I7|| cos® = U X V cos0
De facon générale si U et V ont des coordonnées quelconques respectives (uq, Uy, Us)
et (vq, vy, v3) dans le repére a trois dimensions, on a la formule suivante :
U.vV = ||U|| X ||V|| cos (1.c)

ou 8=(U, V)
Remarque : U etV sont orthogonaux (U L V' )sietseulementsiU.V =0

1.2 PRODUIT VECTORIEL



Considérons deux vecteurs U etV de coordonnées cartésiennes respectives (uq, Uy, Us)
et (v, v,, v3) dans le repére orthonormé direct (R). On appelle produit vectoriel de [
et I7, noté

U A 17, le vecteur W .

W =U AV défini par :

|41
W(Wz> dans (R) :

W3
Uy 21 Uy V3 — U3y wy
W = U N V = <u2> N (Uz) = <u3v1 - u1v3> = (Wz) (2a)
Uz U3 U1V — Uy W3

Donc Wl = u2U3 - U,3U2,W2 = u3U1 - u1U3, et W3 = ulvz - u2U1

En appliquant la formule (2.a) a la base (%7, E) de (R) :

1, /0\ /0
?(0) f(l) ,k(O) ona:
0 0 1

VFetV,ona:

(2.b)

1.2.1 Propriétés

—

W=UAV=U.W=0 etV.W =0doncW LUetW LV

1.2.2 Calculdelanorme de W =U AV

En utilisant la formule (2 .a) ona:
W2 = (Upv3 — uz13)? + (Usy — Ugv3)? + (W vy — Upv;)?

En développant et en arrangeant ces termes on obtient :

— —

W2 = 0] x IV]|" [1 = cos? (T, V)] = 0 x |17 "sin (57, 7))




| .3 PRODUIT MIXTE DE TROIS VECTEURS DANS UN ESPACE A 3 DIMENSIONS

o ol o
Considérons trois vecteurs U; , U, et U; dans un espace a 3 dimensions rapporté a un

repére orthonormé (R) = (0; 1,7, k) (figure 3).

Le produit mixte des trois vecteurs (71 , (72 et 173 est la quantité scalaire définie par :

(Ul* /\Fz)) L73 (3.a)
W A
t U
no| S e
_¢ _____ UZL |-
0 171
Figure 3 : parallélépipéde construit sur (171, 172, ﬁ3)
1.3.1 Calcul de Volume
La valeur absolue du produit mixte de la formule (3.a) s’identifie au volume limité par le
parallélépipede de la figure3, construit avec les 3 vecteurs l71 , l72 et 173 .
L'aire de la base de ce parallélépipéde est la norme du vecteur W’ défini par:
W=U AU (3.b)
La hauteur h de ce parallélépipede est la norme du vecteur :
cos (WT\F;) X Us (3.)
1.3.2 Propriété du produit mixte
Par permutation circulaire, on obtient le résultat suivant pour le produit mixte des trois
vecteurs 71), 72) ,73) :
(3.d)

V Uy, Uz, Us, (Us AT;).Us = (U; AU3).Uy = (Us AUY).U,



1.4 DOUBLE PRODUIT VECTORIEL

Considérons trois vecteurs f]_f 72) 73) de I'espace a 3 dimensions. Le double produit

vectoriel de U:, 7{ et 73) est le vecteur défini par :

—_ — —
En utilisant les coordonnées des vecteurs U,, U,, etU; dans une base orthonormée, on
montre que :

Uy A (U, AUs) = (Uy.U3) x Uy = (U;.Uy) X Us (4.b)



