ca soutra!

CHAPITRE I
LE COURANT ELECTRIQUE : LOI D’OHM

1-1 LE COURANT ELECTRIQUE
1-1-1) Vecteur densité de courant
Lorsqu’on établit une différence de potentiel entre deux points d’un conducteur, celui-Ci
n’est plus en équilibre électrostatique. Sous 1’action du champ électrique créé par lad.d.p., il y
a un déplacement de porteur de charges dans une direction privilégiée : dans le sens du champ
électrique pour les porteurs de charges positives et dans le sens inverse pour les porteurs de
charges négatives. Ce mouvement ordonne est appelé courant électrique.

Considérons un point P du conducteur. Soient p la densité volumique des porteurs de charges
mobiles au voisinage de P et VV la vitesse moyenne de ces porteurs de charges. La quantité
d’électricité qui traverse I’élément de vecteur surface dS centré en P entre les instants t et t+dt

est la charge contenue 4 I’instant t dans un cylindre oblique de génératrice Vdt et de section

2

dS . Onad?q = pVdtdsS. dd_tq = pVdS est donc le flux du vecteur

J=pV (AIm?)

appelé vecteur densité de courant. Si n est la concentration des
porteurs de charges mobiles, ce vecteur devientJ =nqV .

L’intensité du courant traversant une surface S donnée, fermée

_dg _(roie
|_dt_jstds

ou non, est donc

1-1-2 Différentes distributions de courant
e Densité volumique de courant

La densité de courant qui vient d’étre introduite est une densité volumique de courant au
méme titre qu’a été introduite en électrostatique une densité volumique de charges. On
rappelle que la densité volumique de courant s’écrit :

j=pv
ou p est la densité volumique de charges mobiles etvla vitesse moyenne de ces charges
mobiles.
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e Densité surfacique de courant

Dans certains cas, les courants sont confinés au voisinage d’une surface S d’épaisseur e
faible devant les autres dimensions du probleme. 1l est alors souvent souhaitable de considérer
une densité surfacique de courant telle que :

i =timfje)

ou encore j; = j jdI = jeen intégrant sur 1’épaisseur si on peut supposer que la densité de
0

courant est constante sur 1’épaisseur.
En effet, I’intensité du courant a travers la surface dS est :

dl = jdS = jedlu = js dlu
On en déduit I’expression pour e faible

js =]je

qui est I’expression au premier ordre de la densité surfacique de courant définie plus haut par
une limite quand e tend vers 0. On note que le vecteur unitaire u est lié a la surface orientée et
qu’il est donc perpendiculaire a dl. La densité surfacique de courant js s’exprime en A.m1.
Cette modélisation introduit des discontinuités qui peuvent étre « résolues » en réintroduisant

I’épaisseur de la surface comme cela a été vu en électrostatique a propos de la densité
surfacique de charges.

Densité surfacique de courant
e Densité linéique de courant

Il existe également des cas ou les courants sont localisés le long d’un fil qui est alors un tube
de courant de faible section. Le volume ¢élémentaire peut s’exprimer par :

ds

Densité linéique de courant
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On en déduit I’expression du courant élémentaire :
jdg = j.(dIdS)

Dans le cas d’un tube de courant, ces vecteurs j,dl et S sont colinéaires donc on peut
intervertir leurs positions relatives dans 1I’expression précédente :

jd3=(j.S)dl =1dl
Soit I =j.S
Ceci correspond a une modélisation linéique qui sera trés souvent utilisée. Ce sera la seule
modélisation considérée dans la suite du cours de premiére année.

o Cas d’une charge en mouvement

Pour une particule de charge g en mouvement a la vitesse v, la densité de courant
s’obtient directement a partir de la recherche de la quantit¢ de charges qui traversent la
surface dS entre les instants t et t + dt.

La quantité qv remplace ici 1dl.
On utilisera notamment ce résultat pour exprimer le courant li¢ au mouvement d’un électron

autour du noyau décrit dans le cadre d’un modéle classique (1’¢lectron décrit une orbite
circulaire).

Remarque : Dans les conducteurs métalliques o < 0. Le courant sera orienté dans le sens

opposé au déplacement des électrons. Le sens du courant est donné par le vecteur J orienté
dans le sens des potentiels décroissants.
1-1-3) Cas du courant continu

En régime dit stationnaire (mais non statique), Jest défini en chaque point du
conducteur et est indépendant du temps, le courant est dit continu. J définit un champ de
vecteurs auquel on associe des lignes et tubes de courant. Les lignes de courant sont les
trajectoires des porteurs de charges et le tube de courant est formé par I’ensemble des lignes
de courant s’appuyant sur un contour fermé.

Soient $le volume d’un conducteur limité par la surface fermée S, p la densité
volumique des porteurs de charges mobiles de vitesse moyenneV . La charge totale Q dans le

volume s’écrit : Q = 'UI oy .
(7)

En raison du principe de conservation de charges on écrit que le taux de variation de charges

dans 4, soitcjj—? =—”j%d7/ (la charge contenue dans d7 diminue), est égale au taux de
(7)

variation des charges li¢ au phénomeéne de transport de charges par le courant d’intensité |, (il
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s’agit de la charge qui sort de la surface S du conducteur) soit dd% == HS JdS = m‘ dividz .
@)

On en déduit que ﬂjm%dwqm)ivm =”jm(divj+%)dw =0 soit :

divj+a—’0=0
ot

Cette relation est la forme locale du principe de conservation des charges ou pdésigne la
densité locale des charges mobiles. On utilise la dérivée de p car a priori o dépend du temps et
des coordonnées du point considéré.

En régime permanent, J, | et p sont indépendants du temps, 1’équation de conservation de

charges devient :

divy =0

ce qui veut dire que le flux du vecteur densité de courant est conservatif et donc il est le méme

a travers toutes sections d’un tube de courant.

1-2 LOI D’OHM EN REGIME PERMANENT
1-2-1) Loi d’Ohm locale

Dans un conducteur passif o circule un courant électrique (J, 1) chaque porteur de

charge g est soumis a une force électrostatique fs =qE et une force ﬂ qui ralentit le

porteur. ﬂ est due aux collisions du porteur avec les constituants du réseau cristallin. C’est

—

une force analogue a une force de frottement fluide qui est exprimee par f;, = —KV ol V est la
vitesse du porteur et k le coefficient de frottement. Comme dans tous les phénomenes de

frottement, le travail des forces f, se transforme en chaleur.

—

Pour un porteur,la relation fondamentale de la dynamique s’écrit: f; + f; =ma

Lo v - T« \V A : : -
soitgE —kV :mil—t. En régime statlonnalrecjj—tzo. Le porteur atteint la vitesse limite

—

V= % E, que ’on peut mettre sous la forme V = uE , o0 u =% (m?/Vs) est appelée mobilité

du porteur. La vitesse limite est atteinte au bout d’un temps z = m/k, appelé temps de

relaxation et elle est de I’ordre de quelques centiémes a quelques dixiémes de mm/s.

- 40 -



Considérons en régime permanent un paquet de porteurs de charges. La densité de

2 2
E. On pose az%(S/m). o est appelé conductivité du

courant J = pV =nquE = nl(j

milieu. On définit également y = —(Qm), la résistivité du milieu. Pour des températures pas
o

trop elevées y =y,(1+af) ou @ est la température en degre Celsius. La conductivité est une

grandeur locale positive. o et x sont caractéristiques du matériau conducteur et dépendent de
la température. En résumé, lorsqu’un courant électrique est di au déplacement de m especes

de porteurs de charges, la densité de courant s’écrit :

ou n, ¢ et V. sont respectivement les concentration, la charge et la vitesse de 1’espéce i de

porteurs. Si g4 désigne la mobilité du i-ieme porteur, on a :

J= (Zn: N, d; & jE
i1

Qui peut se mettre sous la forme

oy
[
Q
[T

En un point du conducteur on a cette relation exprime la loi d’Ohm locale ou loi d’Ohm
microscopique. Dans un milieu homogéne et pour des valeurs pas trop élevées du champE ,
o (ou p) est constant : le conducteur est ohmique ou linéaire.

1-2-2) Résistance d’un conducteur

Soit un conducteur ohmique aux bornes duquel on applique une d.d.p. V1 — V2 donc un
champ électrique et une densité de courant J = o E . Pour un régime permanent donné le

courant qui traverse le conducteur est donne, quelle que soit sa section (S) choisie, par :

|=ﬂ5d§=jja|§d§
S S
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A — .
Par ailleursv/, —v, = J‘ EdI . Si ’on multiplie E par un scalaire A quelconque la d.d.p.
Ay

V1 — V2 est multipliée par A. 1l en est de méme du courant I. Donc la d.d.p. et le courant sont

proportionnels. 1l existe donc un scalaire R caractéristique du conducteur, tel que

V1 —V2=RI

Cette relation exprime la loi d’Ohm macroscopique pour un conducteur passif et elle définit la

résistance, notée R, de ce conducteur. R est fonction de la y, de la température et de la forme

dl

P —F
m

du conducteur ; elle s’exprime en Ohm (£2). On peut également écrire que R =

ds

oien

On définit également la conductance du conducteur par G :% (S) qui s’exprime en siemens.

1-2-3) Etude d’une portion de circuit comprenant plusieurs conducteurs
résistifs : résistance équivalente.

Pour appliquer la loi d’Ohm a une portion de circuit comprenant plusieurs conducteurs il
faut pouvoir remplacer 1’ensemble de ces conducteurs par la résistance qui leur est
équivalente, c’est-a-dire la résistance qui, parcourue par le méme courant que 1’ensemble,
produit la méme d.d.p.

1-2-3-1) Montage série ; Pont Diviseur de Tension (PDT)
Soient trois réesistances R1, R2 et Rs montées bout & bout dans un circuit sous une tension

Va — Vg et parcourues par un courant I.

| Rl Rz RS
A — — — —— B

) Va-Ve
La tension aux bornes de I’ensemble est donnée par :
Vo=V =R/I +R,I +R;l =(R, + R, + R;)I que I’on peut mettre sous la forme

V,—Vg =R, avec Ré =R, + R2 + R3 . De fagon genérale lorsque n résistances sont montées

q 1

en série, la résistance équivalente :

u)
M
M=
Y

1
[N
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La tension aux bornes de la i-iéme résistance s’écrit Vi = Ril. En exprimant le courant a partir
de la tension aux bornes de I’ensemble, on obtient la relation, appelée formule du Pont

Diviseur de Tension :

1-2-3-2) Montage paralléle : Pont Diviseur de Courant (PDC)

Soit trois conducteurs de résistances R, Rz et Rz, montés en paralléle.

A

Va-Ve
Il découle du caractere conservatif du courant que le courant principal | entrant au point A est

égal a la somme des courants dérivés sortant du point A : 1= 11+ I> + I3. La tension aux bornes

de ensemble s’écrit V, -V =R/, =R,l, =R;1, = | :(VA—VB)(1+1+1] _Va Ve avec
R R, R éq

De facon générale lorsque n résistances sont montées en paralléle, la résistance equivalente

Req est telle que

Le courant qui circule dans la i-iéme résistance est donné par la relation appelée formule du

Pont Diviseur de Courant. :

Re ou S
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Remarques :
e Notion de « masse »

La « masse » dans un montage, est la borne dont le potentiel est pris comme potentiel de
référence. Des lors, le potentiel de chacune des autres bornes est un potentiel relatif qui
exprime la d.d.p. entre la borne considérée et la borne de référence.

¢ Notion de court-circuit (cc) et de circuit ouvert (co)

- Un cc est réalisé entre deux bornes M et N d’un montage lorsque ces bornes sont
reliées par un fil conducteur de résistance nulle (Run =0) = Vv — VN = 0.

- Un circuit ouvert est réalisé entre deux bornes M et N d’un montage lorsqu’il n’y a
aucune liaison directe entre ces bornes, ce qui entraine 1’annulation du courant entre
ces bornes Iun = 0 (Rmn =x).

1-2-3-3) Relation entre capacité et résistance
Soit un condensateur de capacité C dont I’espace inter-armature est rempli d’un
diélectrique de permittivité absolue & et de conductivité o. Soient Q la charge du

condensateur, Vi-V2 la différence de potentiel entre ses armatures. D’aprés le théoréme de

Gauss si S est la surface fermée entourant I’armature interne on a: ﬁﬁdsngz1 (V,-v,).
(s) & &
L’intensité du courant qui traverse S: |=ﬁ5d§=§aﬁd§=9c(vl -V,). On en déduit
&
(5) (s)
V, -V
1 °2_Rr=% oOnadonc:
I o}
R=-% =RC=%
oC o
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CHAPITRE I

ENERGIE ELECTROCINETIQUE : LOI D’OHM GENERALISEE

2-1 DEFINITIONS

Un dip6le électrocinétique est un ensemble de conducteurs ayant deux bornes A et B. Il
peut étre constitu¢ d’un élément simple, par exemple une résistance, une bobine, un
condensateur, ou d’un ensemble d’éléments simples ou encore de systémes plus complexes

tels que les moteur, dynamo, galvanomeétre, haut-parleur.

| A
> L o
VaVa Dipdle
> @
B

C’est uniquement par ses bornes que se fait le couplage électrique. En fonctionnement le
dipble est caractérisé par deux grandeurs :
e L’intensité | du courant qui le traverse et qui, en régime permanent est le méme a
I’entrée A et a la sortie B.
e Latension Va— Vg entre ses bornes.
Le dipOle peut étre passif ou actif.
2-1-2) Dip0les passifs
Les dip0les passifs transforment 1’énergie électrique en énergie calorifique (les
résistances mortes) ou I’emmagasinent, soit sous forme électromagnétique (les bobines), soit
sous forme électrostatique (les condensateurs). Dans les cas du condensateur et de la bobine,
I’énergie est emmagasinée avec des pertes sous forme de chaleur. La également ces pertes
sont modélisées par une résistance de perte. Dans le dipble passif la seule énergie qui apparait
est de type calorifique. Dans tout ce qui suit les dipbles passifs auxquels nous nous
intéresserons seront purement résistifs.
2-1-1) Dipoles actifs
Un dipéle actif peut en principe :
e transformer une énergie quelconque (chimique, mécanique, solaire, nucléaire,...) en
énergie électrique susceptible d’étre transmise aux circuits extérieurs d’utilisation.
Cette transformation est accompagnée toujours de pertes d’énergie sous forme de

chaleur a I’intérieur du dipdle.
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o transformer I’énergie électrique en une autre énergie utilisable (chimique, mécanique,
radiative,...). La encore la transformation est accompagnée de pertes d’énergie sous
forme de chaleur a I’intérieur du dipdle.

Dans les deux cas (dipoles actifs et dipoles passifs) les pertes d’énergie sont modélisées par
une résistance de perte.
Dans le dipdle actif, 1’énergie est transformée en deux autres energies :
e une énergie calorifique W par effet joule.
e une énergie 7’ non calorifique.
L’énergie totale transformee s’écrit :Wr=Wgr + W’

Cette relation montre que contrairement au dipdle passif, dans un dipdle actif il existe

nécessairement une forceF? opposee a F: et dont le travail est égal 7. Dans un tel dipble on

a en régime permanent : F, + F, +F, =0
L’existence du champ de force FTn dans un dip6le actif conduit a définir dans un tel élément,

un nouveau champ électrique par la reIationFﬁm :qE_n; .E?est appelé champ électromoteur.

Le champ électromoteur est une propriété caractéristique du dipdle actif. Il n’a pas une origine
¢lectrostatique et ne dérive pas d’un potentiel. Le champ électrique dans un conducteur actif

s’écrit :

T, oF,

c’est-a-dire la somme d’un champ électrostatique dit a des charges fixes et d’un champ

électromoteur d0 a des phénomenes propres au dip6le actif.

2-2 LOI DE JOULE

Au chapitre précédent on a montré que lorsqu’un conducteur est parcouru par un courant,
chaque porteur de charge mobile est soumis a une force de frottementﬁ. Le passage du
courant dans le conducteur est donc accompagné d’un dégagement de chaleur : c’est 1’effet
Joule etFT est appelée force de Joule. Soit dWr 1’énergie calorifique produite par le porteur

dans son déplacement : dWr. = - dW,. Si n désigne la densité des porteurs de charge, I’énergie

produite par effet joule et par unité de volume dwr = nkV?dt.
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La puissance volumique dissipéePzddithnkvzor en régime permanent V:%E et
2 2
o :% donc P =%E2=aEzsoit:

2
P =082 =2 = 2WmS)

Ces relations expriment la forme locale de la loi de Joule. Dans le cas d’un conducteur passif
en régime permanent Fg+F, =0. On a dWs + dWg = 0 d’ot dWs = - dW; = dWr. Donc
I’énergie électrique regue par le porteur de charge (dWs) est intégralement perdue sous forme
de chaleur (dWFE). Si R désigne la résistance du conducteur, | le courant qui le traverse et V la
tension entre ses bornes, on a V= R I. Si t est la durée de passage du courant dans le

conducteur, la quantité d’électricité qui subit la chute de tension V est Q = It. L’énergie

dissipée correspondante Wr = VQ soit donc :

We =RI%t (J)

Cette relation exprime la loi de Joule macroscopique. La puissance dissipée

P=RI? (W)

2-3 ENERGIE ET PUISSANCE MISES EN JEU DANS UN ELEMENT DE CIRCUIT

Un circuit électrique est constitué d’un ensemble de dipdles formant un parcourt fermé.
Au passage du courant dans un dipdle de la borne A vers B (pris comme sens conventionnel
du courant), I’énergie échangée par le dipdle pendant un temps dt avec les éléments extérieurs
s’écrit :

dW= (Va—Vsg) dQ

En régime permanent, 1’intensité du courant | étant la méme a ’entrée A et a la sortie B, le
dipdle recoit en A une charge dQ égale a celle qu’il perd en B : dQ = Idt. L’énergie échangée
par le dip6le devient dW = (Va — Va) | dt et la puissance correspondante P = (Va — Va) | est
appelée puissance électrocinétique. Cette puissance n’est que 1’'un des termes du bilan
énergétique du dipdle. En régime permanent le dipole ne peut pas accumuler d’énergie. Le
bilan énergétique total doit &tre nul. Donc si P > 0 cette énergie doit se trouver sous d’autres
formes. On dit que le dipdle est un récepteur. Le courant circule alors dans le sens des

potentiels décroissant.
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Inversement si P < 0 les porteurs de charges qui traversent le dipdle gagnent de 1’énergie : le
dip6le est dit générateur. Le courant circule alors dans le sens des potentiels croissant.
2-3-1) Energie regu par dipble *’récepteur’’
Soit un élément de circuit compris entre deux surfaces équipotentielles Si et Sy, de
potentiels respectifs V1 et V2, parcouru par un courant | allant de S; vers S, dd a des porteurs

de charge q > 0.

++ 4+ ----
+ O
| + q % HSz, Vz)
—_— . ------------- -
(S1, Vi—> v )
_> -
++ + + ----
Récepteur

Dans ce conducteur regne un champ électrostatique Eg di aux charges fixes reparties sur les

surfaces du conducteur. Sous 1’action du champ de force électrostatiqueF? , les porteurs se
déplacent dans le conducteur. Lorsqu’un porteur passe de S1 a S le travail de la force q

® = (g (V1 — V2) qui est transféré au conducteur. Au bout d’un temps t le conducteur est
traversé par une quantité d’électricité Q = It. Il recoit une énergie totale Wr = Q (q (V1 — V2)
égale a la somme des travaux des forces électrostatiques appliquées a tous les porteurs de
charges qui I’ont traversé. Wr est 1’énergie électrostatique perdue par les porteurs de charges

mobiles en allant de S1 a S.. Le conducteur étant un récepteur il recoit par définition une
énergie positive Wr > 0 = V1 > V. Le champ électrostatique E? et donc la force ﬁ sont
diriges de S vers Sp. En posant V = V1 — V2, I’énergie regue s’écrit Wr = VIt. Dans le cas du
récepteur actif cette énergie se transforme :

o enchaleur par effet Joule Wg =RI%t (J) R étant la résistance du conducteur.

¢ en une autre forme d’énergie #’ non calorifique. On a alors Wr = Wg + 7.

W.
En régime stationnaire la puissance P = TT =VI . Dans le récepteur actif :

e lesforces ﬁ et EJ' sont opposées au déplacement des porteurs de charge mobiles.

e (’est la force F? qui assure le déplacement des porteurs de charge mobiles de Si vers

So.
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2-3-2) Energie fournie par un dipble ’générateur’’
Considérons un élément de circuit compris entre deux surfaces équipotentielles Sy et Sy,
portées respectivement au potentiels respectifs V1 et V2, parcouru par un courant | allant de S;

vers S d0 a des porteurs de charge q > 0 et fermons le circuit avec un récepteur.

,
Récenteur
+++ + ----
+ _ . ; |
+ Fr Es / Fs [€(GuVi)y

(S2, Vz)% q

++ + +

Générateur

Dans le récepteur le courant circule dans le sens des potentiels décroissant, donc V. > V; et
donc a I’intérieur du générateur le courant circule dans le sens des potentiels croissant.

On déduit de ce qui précede :

e que les forces F: et ﬁ sont opposées au déplacement des porteurs de charge mobiles.

e que c’est la forceFﬁrn qui assure le déplacement des porteurs de charge mobiles de S:
vers Sp.
Par ailleurs I’énergie regue par le récepteur Wr = Q (V2 — V1) ou Q est la quantité d’électricité
qui I’a traversé au bout d’un temps t. Wt est ’opposée du travail des forces Eg appliquées aux
porteurs de charge qui ont traversé le générateur ; c’est I’énergie électrostatique regue par ces
porteurs dans le générateur, c’est-a-dire 1’énergie qu’il a fallu dépenser pour les faire passer
du potentiel V1 de S; au potentiel V2 de Sy. Le générateur est donc un élévateur de potentiel,
c’est une source d’énergie appelée générateur de tension.
Par définition Wr est 1’énergie fournie par le générateur. Si on pose V = Vo— V3, on obtient :
Wr = VitetP = VI

2-4 CHAMP ELECTROMOTEUR ET F.E.M D’UN ELEMENT DE CIRCUIT ACTIF
Considérons un conducteur actif limité par deux surfaces équipotentielles S; et Sy de

potentiels respectifs V1 et Vo, de résistance R et parcouru par un courant | allant de S; vers S,

dd & des porteurs mobiles de charge g > 0. Sous I’action des forces Fs, F,etF, , ces

porteurs se déplacent en régime permanent avec une vitesse V telle que Fs +F,=-F;.
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Pour un porteur allantde S;aS;ona:

Sz_, . S2_. — 82_. —
(Fs(M)dM + | F (M)dM + | F,(M)dM =0
St St St

52_, . SZ_. — SZ_. —
q [ Es(M)AM+q [ E, (M)dM+ | F;(M)dM =0
St St St

S, ERYY
[ F;(M)dM =—L ol W; est la somme des travaux des forces de Joule

S, %

pendant un temps t tel que Q = It. La circulation du champ électrostatique Eg de S; & S;

S, o
donneV, -V, = [ E(M)dM et la somme des travaux des forcesFg, F,et F, devient

1
Sy — W . .
1q(Vy-V,)+q | ES(M)dM+TJ:O. Or W; = - RIt = - RIQ. On obtient finalement :
St
Sp.
V,-V,+ [ Eq(M)dM -RI =0.
Sy

Sy .
FE- (MM
S

On poseE = . E est une grandeur caractéristique du conducteur actif appelée

force électromotrice (f.é.m.). Elle s’exprime en volts. La définition de E permet d’écrire :
V;-V,+¢E-RI=0.
ou &rend compte du signe de 1’intégrale du champ électromoteur E_n{ et donc de I’orientation
de ce champ :
e &=+1si E, estdans le sens du courant.
e &=-1si E, estdans le sens contraire.

Apres un temps t de circulation du courant, le bilan énergétique s’écrit :

(V, -Vo)It+eEIt-RI?t=0

ou:
o (Vl-VZ)Itest la somme des travaux des forcesfé. C’est I’énergie échangée entre

I’élément de circuit et ’extérieur : si V1 > V2 I’élément de circuit entre S; et Sy regoit
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de I’énergie et se comporte comme un récepteur ; Si Vi < V2 I’élément fournie de

I’énergie a I’extérieur et donc se comporte comme un générateur.

o gFIr est la somme des travaux des forcesﬁ. C’est 1’énergie des porteurs de
charges. Cette énergie est produite ou consommeée par 1’élément de circuit.

e -RI2%test la somme des travaux des forcesFT. C’est 1’énergie perdue par les

porteurs par effet joule dans 1’élément de circuit.

2-5 GENERATEURS ET RECEPTEURS
2-5-1) Les générateurs : bilan énergétique et loi d’Ohm
Dans un élément dit générateur c’est la force Fy, =-Fg - F; qui est motrice. Le champ
électromoteur dans ce cas est orienté dans le sens du courant (&= + 1).

Posons V =V, -V : le bilan énergétique devient : -VIt+ EIt - RI*t =0 on en déduit :

V=E-RI

Cette relation exprime la loi d’Ohm relative a un générateur de tension.
Dans 1’équation bilan énergétique VIt est 1’énergie fournie par le générateur a 1’élément

récepteur monté entre ses hornes. Elt est 1’énergie regue par les porteurs de charges a la

traversée du générateur. EIt=VIt+RI ’t, ce qui veut dire que I’énergie regue par les
porteurs mobiles qui traversent le générateur est égale a la somme de 1’énergie fournie au
récepteur par le générateur et de 1’énergie perdue par effet joule par ces porteurs a I’intérieur
du générateur. La puissance transformée par le générateur en puissance électrique P = EI.

Le bilan énergétigue permet de définir le rendement électrique du générateur :

__energie fournie par le générateur au circuit extérieur VIt

; - - - soit donc :
énergie fournie aux porteurs de charge mobiles EIT
RI
n=1-—
E

2-5-2) Les récepteurs : bilan énergétique et loi d’Ohm
Dans les éléments dits récepteurs c’est la force Fg =-F,-F; qui est motrice. Le

champ électromoteur E,, dans ce cas est oriente dans le sens contraire du courant (&= - 1.
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Posons V =V, -V, : le bilan énergétique devient : VIt- Elt - RI?t=0. On en déduit

V=E+RI

Cette relation exprime la loi d’Ohm relative a un récepteur. E est souvent appelé force contre
électromotrice (f.c.e.m.).

Dans 1’équation bilan énergétique VIt est 1’énergie électrique regue par le récepteur.

VIt=Elt+RI%t ce qui veut dire que 1’énergie regue par le récepteur est égale a la somme

de 1’énergie (EIt) perdue dans le récepteur par les porteurs mobiles sous 1’action des forces

a et de I’énergie (RI Zt) perdue par les porteurs par effet joule a I’intérieur du récepteur.

C’est D’énergie EIt qui est transformée en une énergie non calorifique. La puissance
électrique transformée en une puissance autre que calorifique P =EI.
La également le bilan énergétique permet de définir le rendement électrique du récepteur :

n = énergie fournie aux porteurs de chages mobiles _ EIT

- - - - soit donc
énergie fournie au récepteur
RI
;7 ) ] -_—
Vv
Remargue :
i) Un appareil polarisé possede par construction des bornes fixes : par convention le

potentiel le plus élevé est noté (+) et le potentiel le plus bas est noté (-). Il peut
fonctionner :

e en géneérateur si le courant le traverse dans le sens des potentiels croissant et dans ce
cas il fournit de I’énergie au circuit extérieur.

e en récepteur si le courant le traverse dans le sens des potentiels décroissant et dans ce
cas il absorbe de 1’énergie (batterie en charge).

i) Un appareil non polarisé ne posséde pas de bornes fixes. Il fonctionne en récepteur
quel que soit le sens du courant qui le traverse. Le récepteur, polarisé ou non, absorbe
de I’énergie car sa f.c.€.m. s’oppose au passage du courant qui se fait toujours dans le
sens des potentiels décroissant.

2-5-3) Electromoteur
On appelle électromoteur un élément de circuit parfait. Il possede une f.é.m. E et une
résistance interne nulle. La d.d.p. entre ses bornes vaut £ E. On le représente par un cercle

traverse suivant son diametre par un segment de droite dont les extrémités sont ses bornes.
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Une fleche, dessinée parallélement au segment de droite au voisinage du cercle, indique le
potentiel le plus élevé et donc I’ordre des bornes pour obtenir une d.d.p. positive (+E). La

lettre E au voisinage du cercle indique la f.é.m.

Renrésentations de 1’électromoteur

Q1 L

Récente Ancienne

La d.d.p. aux bornes d’un électromoteur est indépendante du courant qui le traverse.

Un élément de circuit actif réel, générateur ou récepteur, est caractérisé par sa f. é&.m. E (ou
f.c. é.m.) et sa résistance interne R. La loi d’Ohm relative a cet ¢lément a montré qu’il est
équivalent a ’ensemble d’un électromoteur E en série avec une résistance R. On a donc les
représentations suivantes :

Représentations d’un appareil polarisé Représentation d’un Récepteur non polarisé

<~ g

(E"\R’)

Schéma électrique équivalent

Un récepteur non polarisé se comporte donc comme un générateur « fictif » opposé au courant
qui le traverse.

Il existe des sources d’énergie €lectrique qui débitent dans le circuit extérieur un courant
constant de court-circuit In. On les appelle générateurs de courant. Iy est également appelé
courant électromoteur (c.6.m.). Le courant débité par un générateur de courant parfait est
indépendant de la tension entre ses bornes, ce qui n’est pas le cas du générateur de courant
réel ou il apparait des pertes par effet joule qui sont modélisées par une conductance interne

Gn. Ces générateurs sont schématiquement représentés par :
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Schéma d’un générateur de courant idéal Schéma d’un générateur de courant réel

1
7z

GN

Récente Ancienne

Une source réelle d’énergie peut donc étre représentée de deux fagons différentes. Suivant la
fagon dont il fournit I’énergie au circuit extérieur elle sera représentée :

e soit sous la forme d’un générateur de tension (représentation de Thévenin).

e soit sous la forme d’un générateur de courant (représentation de Norton).

Les deux représentations étant équivalentes pour une méme source d’énergie, on établit
des relations de passage d’une représentation a 1’autre : on écrit que le courant et la tension
dans une méme charge d’utilisation doivent étre les mémes dans les deux représentations :

e pour le générateur de tensionona:V =E;, —R, I =1 = Eﬂ—RiV
TH TH

e pour le générateur de courantona: I =1, -GV

Le courant qui traverse la charge étant le méme on obtient par identification les relations de

passage :

2-6 LOI D’OHM GENERALISEE
2-6-1) Associations des générateurs
2-6-1-1)  Association en série

Soient m générateurs connectés en serie, dans le méme sens, et ayant respectivement

pour
o f.ém. Ei, Ez Es, ..., Ei, ..., Em
e résistances Ri, Rz, Rs, ..., Ri, ..., Rm.
R1 R2 Rm
s —
E1 E, Em
v >
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Si | est le courant débité, la tension aux bornes de 1’ensemble s’écrit :
V=(E -RD+(E, -RD+(E;-Rs)+....+(E; -R)+...+(E, -R,l)que T'on peut
mettre sous la forme V=(E;+E,+E;+..+E +..+E,)-(Ri+R,+R;+...+R +...+R )l .
Cette expression montre que I’ensemble se comporte comme un seul générateur, appelé

générateur équivalent :

o defém.

m
Il
™=

m

Il
iy

R.

e résistance interne  R= i

M

1
iy

Lorsqu’on monte en série des générateurs différents, c’est le moins performant qui
impose le courant de I’ensemble. Dans la pratique on ne monte en série que des générateurs
identiques. Si E est leur f..m. et R leur résistance, le générateur équivalent a pour

o fem. E; =mE
e résistance interne R, =mR

2-6-1-2) Association en parallele
Soient m générateurs identiques de f.e.m. E et de résistance R montés paralléle, c’est-a-dire

que leurs bornes de méme signe sont reliées entre elles.
R1 =

z
|
|

>
|

=

3
[

o

v

Le courant principal | se partage en m courants dérivés de méme intensite | =—. La d.d.p.
m

aux bornes de ’ensemble V=E-RI = E - RL qui peut se mettre sous la forme V =E R l.
m m

Cette derniére relation montre que le générateur équivalent a pour

o f.é.m. Er=E
e resistance interne R =—

Les deux modes d’association ont des propriétés différentes :
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e e montage en série donne un générateur équivalent de f.6.m. m fois plus grande que
celle de chaque générateur pris isolément. Il permet donc d’obtenir une d.d.p.
supérieur a celle produit par un seul géenérateur, par contre il ne modifie pas la limite
maximale du courant | débité, puisque ce courant traverse chacun des générateurs.

e Le montage paralléle conduit & un générateur équivalent ayant la méme f.é.m. et la
méme d.d.p. entre ses bornes que celles mesurées aux bornes de chaque générateur.
Par contre il multiplie par m la limite maximale 7’ du courant débité par chaque
génerateur. Ce montage ne modifie donc pas la tension, mais il permet d’obtenir un
courant plus intense que celui débité par un seul générateur.

Pour profiter des avantages des deux modes d’association, on adopte parfois une
association mixte, c’est-a-dire la mise en parallele de g groupements de p genérateurs

identiques montés en série.

» Ri1 Eul Ry Eyj Rip Eip
| I | S |
i Rll Ell R|| Eij RIP Elp :
| I |

o)
o
=2
m
o
=2
P
2
m
=3
Py
g
o
m
o
-

v

V= pE-LR
q
2-6-2) Geénéralisation
2-6-2-1) Conventions de signe

Le but des conventions est de donner un caractére algébrique au courant et a la tension.
Considérons un dipdle AB quelconque soumis a une tension V et parcouru par un courant |
pour lequel on a choisi un sens positif de circulation indiqué par une fleche entre les bornes A
et B. Comme initialement on ignore le sens réel du courant ainsi que le fonctionnement du

dipble, on peut orienter la tension de deux fagons différentes ; ce qui veut dire que la tension
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peut étre positive ou négative. Le calcul de la tension va donc se faire suivant le sens choisi et
indiqué par une fléche entre les bornes A et B du dipdle :

e sionchoisi V = Va— Vs, la fleche est orientée de B vers A. L’orientation du courant et
celle de la tension correspondent & la convention récepteur. Le courant et la tension
ont méme signe si le dipdle est effectivement un récepteur (I >0 pourV>0etl <0
pour V < 0).

e sion choisi V = Vg — Va, la fleche est orientée de A vers B. L’orientation du courant et
celle de la tension correspondent a la convention générateur. Le courant et la tension
on méme signe si le dipble est effectivement un générateur (I > 0 pour V > 0 et
| <0 pourV <0).

Mais on peut appliquer chaque type de convention a un récepteur ou a un générateur.
2-6-2-2) Loi d’Ohm généralisée
Nous avons établi la loi d’Ohm macroscopique pour des dipdles (résistance, récepteur,
générateur de tension ou de courant) pris isolément. Ici on se propose d’établire la loi d’Ohm
dans le cas d’une portion de circuit constituée d’ une combinaison de ces dipdles reliés les uns
aux autres entre les bornes A et B du circuit. Soit donc une portion de circuit AB, par exemple

celle schématisée ci-dessous.

| Rl E1 Rz Ez E3 R3
1
A [ | /|—| | | |\ B
e
2 [’N 3

Pour exprimer la d.d.p.

e on choisi un sens positif pour les courants qui traversent les différents dipdles.
e On parcoure la portion de circuit dans le sens des potentiels décroissant (de A vers B)
défini par une fleche indiquant le sens positif arbitraire de la tension.
Dans ces conditions la convention appliquée a chaque dipdle apparait automatiquement.
C’est ainsi que la tension aux bornes de la portion de circuit ci-dessous s’écrit :
Vo—Vg =R/l -E, -R,I,+E, +E; +R;l; que I’on peut mettre sous la forme
V,—Vs =(RI,-R,1,+R;1;)-(E,-E,-E;).
On en déduit la loi d’Ohm généralisée : La d.dp. Va — Vs entre les bornes A et B d’une
portion de circuit est égale a la somme algébrique des d.d.p. aux bornes des résistances

diminuées de la somme algébrique des f.é.m et f.c.é.m.

Va—Vs :(Zk:gkRklk )'(ZgiEi )
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Pour exprimer la tension Va — Vg, tous les appareils polarisés ou non étant remplacés par

leurs schémas équivalents, on procede simplement de la fagon suivante :

e Les produits Rklk ont le signe du courant : & = + 1 si le courant de la résistance circule

dans le sens de parcourt de la portion de circuit et & = - 1 dans le cas contraire.
e Lesf.é.m. et f.c.e.m. ont le signe de la borne par laquelle on sort quand on parcoure la

portion de circuit dans le sens choisi : & = + 1 quand on sort par la borne positive et

& = -1 quand on sort par la borne négative.
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CHAPITRE 111

METHODES GENERALES D’ANALYSE DES RESEAUX ELECTRIQUES LINEAIRES

DEFINITIONS

Réseau électrique

C’est un systeme de dipoles reliés les uns aux autres par des fils de connexion e
résistances négligeables et dans lesquels circule un courant électrique. On y trouve
d’autres éléments appelés quadripdles.
Conditions de linéarités

En régime continu un réseau est dit linéaire lorsque les relations entre courants
et tensions dans ses dipdles obéissent a la loi d’Ohm. Autrement dit leurs
caractéristiques sont des droites.
Un neeud

Un nceud du réseau (ou sommet) est un point de jonction d’au moins trois
conducteurs.
Une branche

Une branche d’un réseau est une portion de circuit comprise entre deux nceuds
consecutifs. Elle comprend un ou plusieurs dipéles montés en série par des fils de
connexion, donc équivalents a un seul élément.
Un lien (ou maillon)

Un lien est une branche qui n’appartient qu’a une seule maille. Dans un réseau
a N nceuds et B branches, il ya B — (N — 1) liens.
Un arbre

Un arbre d’un réseau est une figure comprenant tous les nceuds du réseau et
formée par des branches reliées entre elles sans former de boucle. Dans un réseau a N
nceuds chaque arbre possede (N — 1) branches.
Une maille (ou boucle)

C’est un ensemble de branches adjacentes formant un parcours ferme et qui ne
passe qu’une fois au plus par un nceud donné.

On dit qu’un réseau est maillé lorsque les conducteurs qui le constituent sont associés de

maniére a former un certain nombre de boucles fermées.
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I11-2 LES LOIS DE KIRCHHOFF

Les calculs des réseaux électriques consistent a déterminer les courants dans les
différentes branches du réseau et les tensions a leurs bornes connaissant les éléments actifs et
passifs. Ces grandeurs électriques définissent complétement le comportement du réseau. Les
calculs des réseaux sont des applications des lois de Kirchhoff. Ils peuvent étre simplifiés en
appliquant quelques théoremes généraux (chapitre VIII).

Soit le réseau maillé d’étude ci-dessous

E’» E’1
Avant les calculs on ne connait pas a priori le sens réel des courants dans les branches.

Aussi pour appliquer les lois de Kirchhoff on procede de la fagon suivante :

e on choisit un sens arbitraire positif pour le courant dans chaque branche.

e ensuite chaque récepteur, polarisé ou non, sera remplacé par son schéma électrique
équivalent opposé au sens arbitraire du courant de la branche qui le contient.

Le courant dans une branche a une valeur algébrique. Si cette valeur est positive c’est
que le sens reel du courant coincide avec le sens arbitraire choisi. Si cette valeur est négative
c’est que le sens réel du courant est opposé au sens arbitraire choisi et dans ce cas on
distingue deux situations :

e sila branche ne contient que des résistances et des générateurs, c’est qu’effectivement
le sens réel du courant est opposé au sens arbitrairement choisi.

e si la branche contient un récepteur non polarise, le courant ne peut étre que positif. La
valeur négative trouvée pour le courant signifie que le récepteur fonctionne en
générateur (le courant le traverse dans le sens des potentiels croissant), ce qui est
impossible. Il faut donc reprendre toutes les équations de nceud et de maille du réseau
aprés avoir inversé la f.c.e.m et le sens arbitraire choisi pour du courant dans la
branche. Si on trouve de nouveau une intensité négative, cela signifie qu’en réalité
aucun courant ne circule dans la branche. Dans ces conditions il faut refaire le schéma

du réseau, en supprimant la branche et calculer les courants dans les autres branches.
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111-2-1) Premiére loi de Kirchhoff : loi des naeuds.

Considérons le nceud A du réseau d’étude.

Le principe de conservation de la charge électrique en un point du circuit se traduit par la
conservation du courant : il ne peut y avoir d’accumulation (ou de perte) de charges. Ce qui
veut dire que la somme des charges entrant est égale a la somme des charges sortant.
Autrement dit, la somme des courants entrants compense exactement la somme des courants
sortants. La loi des nceuds peut étre formulée de la fagon suivante :

Enoncé :
La somme algébrique des courants a un nceud est nulle.

Par convention on comptera positivement les courants qui entrent dans un nceud et

négativement les courants qui en sortent. L’équation d’un neeud s’écrit :

ou & = + 1 pour le courant I entrant et & = - 1 pour le courant I sortant, B étant le nombre
de branches reliées au nceud. Par exemple au nceud A on a:
A+1,+1,=0
111-2-2) Deuxiéme loi de Kirchhoff : loi des mailles.

Cette loi est I’expression de la loi d’Ohm généralisée. Soit la maille ABCA du réseau

d’étude. Rs E;
M ls
—1 ] «
\_/
<_
E1 EZ
_> Rl 4_ R2
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Pour écrire 1’équation de la maille, on choisi d’abord un sens positif de parcours de la maille
qui sera indiqué par une fléche incurvée. La maille étant fermée, la somme des chutes de

tension aux bornes des branches de la maille est nulle.

B
>V, =0
k=1

ou B est le nombre de branches formant la maille.
Dans le cas de la maille ABCAona:
Va-Vg =Ryl +E,

VC 'VA:'E2+R2|2

0:R1|1+E1'R3|3+E3‘E2+R2|2
Cette équation peut se mettre sous la forme R;l;+R,l,-Rsl;=-E;+E,-E; qui est

I’équation, de la maille ABCA.
De fagon générale 1’équation d’une maille a B branches (appelée souvent loi de Pouillet)

s’écrit :

B n
2 &Ry = 2 g By
k=1 i=1

ou:
e pour la k-ieme branche contenant n fém. (ou f.c.ém.), Ry Ik et Ei sont

respectivement la résistance totale, le courant et la i-iéme f..m. (ou f.c.é.m.).

e &estlesigne du courant : & = + 1 si le courant rencontré a le méme sens que le sens
de parcours de la maille et & = - 1 dans le cas contraire.

e & est le signe de la borne par laquelle on sort de la f.é.m. (ou f.c..m.) quand on
parcourt la maille dans le sens arbitraire choisi: & = + 1 si on sort par la borne

positive et & = - 1 si on sort par la borne négative.
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111-3  RESULUTION PRATIQUE DES EQUATIONS DU RESEAU

On suppose que le réseau est plan, c’est-a-dire que 1’on peut le dessiner sur un plan sans

enchevétrement des branches, qu’il a B branches et N nceuds.
111-3-1) Méthode directe.

Dans le principe, le probléme consiste & résoudre un systeme de B équations a B
inconnues. Mais le nombre d’équations obtenues a partir des lois de Kirchhoff (loi des noeuds
et celle des mailles) est toujours supérieur au nombre d’inconnues que sont les courants ou les
tensions dans les branches. Il faut donc déterminer au préalable le nombre d’équations
indépendantes.

I11-3-1-1) Nombre de nceuds indépendants
Dans le réseau d’étude on a 4 nceuds. Les équations de ces neeuds s’écrivent :
e EnA -L,+I,+1,=0
e ENnB I,+1,-1,=0
e EnC I,-1,-1,=0

e EnD I,+I,-1,=0
On constate que 1’équation du nceud D se déduit des équations des nceuds A, B et C en faisant
la somme, a un signe pres, de ces trois €quations de nceud. L’équation se rapportant au noeud
D est donc redondante. Pour 4 nceuds du réseau on a donc 3 €quations indépendantes. De
fagon générale, dans un réseau a N nceuds, il y a (N — 1) équations de nceud indépendantes. Le
nceud redondant est appelé neeud de référence. Habituellement on prend comme nceud de
référence le nceud commun au plus grand nombre de courants de branche.
[11-3-1-2) Nombre de mailles indépendantes
Dans le réseau précédent on a 6 branches et donc 6 inconnues a déterminer. Pour ce
faire 6 équations indépendantes sont nécessaires. Il faut donc ajouter aux 3 équations
indépendantes de nceuds 3 équations indépendantes de mailles. De fagon générale dans un
réseau a B branches et N nceuds, le nombre de mailles indépendantes M = B-(N -1). Mais le
choix des mailles indépendantes n’est pas unique. Les mailles indépendantes sont définies de
la fagon suivante :
e Toutes les branches du réseau devront apparaitre au moins une fois dans 1’ensemble
des M mailles choisies. Ce qui veut dire qu’on peut reconstituer le réseau avec

I’ensemble des branches des M mailles indépendantes choisies.
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e Chaque maille doit avoir au moins une branche, appelée lien ou maillon, qui
n’appartient a aucune autre maille.
En appliquant la loi des mailles aux mailles indépendantes ABCA, ABDA et ACDA on
~R,l, -R,l, -R,I, =E, +E,
obtient : R, -R;l, +R,l,=-E, +E, —E,
R, —R,l, —R.I, =—E, +E,
Ain si on dispose d’un systéme de B (ici B = 6) équations indépendantes dont la résolution
fournit directement toutes les intensites des courants des branches.
111-3-2) Méthode des courants indépendants.

Elle réduit la dimension du systéme d’équation a résoudre. L’identification des courants
indépendants repose sur la loi des nceuds. Dans un noeud ou passe n courants, 1’intensité d’un
courant quelconque est imposée dés lors qu’on connait les intensités des (n-1) autres courants.
Ainsi a un nceud on a un courant dépendant. De ce fait, dans un réseau a (n-1) nceuds
indépendant on a M = B — (n-1) courants indépendants. Le choix des M courants indépendants
est arbitraire. Mais ce choix est tel que parmi les courants choisis aucun ne se déduit des
autres. On pourra choisir, par exemple, les courants des M liens.

111-3-3) Méthode des mailles adjacentes.

On dit que deux mailles sont adjacentes si elles sont extérieures 1’une a 1’autre et si elles
n’ont qu’une branche en commun.

La méthode des mailles adjacentes (ou méthode des courants fictifs ou courants de Maxwell)
permet de simplifier le probléme en le ramenant a la résolution d’un systéme de M équations a
M inconnues (M < B). On procéde de la fagon suivante :

1- On choisi les M mailles indépendantes que 1’on numérote 7, 2, 3, ..., i, ...... .M.

2- le sens arbitraire donné a ce courant impose le sens de parcourt de la maille et on
imagine que chaque maille est parcourue par un courant. Ces courants fictifs de maille seront
notés et numérotes Ji, J2, J3, «ovee e ivenn , Jm. Ces courants fictifs sont des inconnues
intermédiaires.

3- On écrit le systeme de M équations de mailles a M inconnues que sont les courants de
mailles. On constate immédiatement que le courant Ik, circulant réellement dans la branche k,

est la somme algébrique des courants de mailles adjacentes a cette branche :

=D &,
i=1
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- & = +1sile courant Ji de la maille i circule dans le méme sens que le courant

Ik, et & = -1 dans le cas contraire.

R3 Es

I11-3-3-1) Réseau ne contenant pas de générateurs de courant
C’est le cas du réseau d’étude ou ona B =6 et N =4 donc M = 3. Les courants réels dans
les branches en fonction des courants fictifs s’ecrivent :
li=-Jd1+d; b=3-J313=-02; la=J3—J1; Is =-J3; le = - J1.
En exprimant les courants dans le systéeme d’équations de mailles indépendantes on obtient un

systéme d’équations qui peut se mettre sous forme matricielle :

R +R, +R, _R, ~R, J, E,+E,
_R, R, +R, +R, R, J,|=|-E +E,-E,
_R, R, R,+R,+R J\J,) |-E,+E,

soit [Rij].[Ji] = [Ei] ou [Rj] est une matrice carrée appelée matrice des résistances de maille.
C’est une matrice symétrique ou seuls les éléments de la diagonale principale sont positifs.
L’intérét de la méthode des mailles adjacentes est que la matrice [Rij] peut s’écrire
directement de la fagon suivante :
e le terme Rii (i = j) de la diagonale principale est égal a la résistance de la maille i, la
somme des résistances des branches qui forme cette maille.
e le terme R;j (i #/) est égal a la résistance totale de la branche appartenant aux mailles
adjacentes i et j. Cette résistance est affectée d’un signe (-). Si les mailles i et j ne sont
pas adjacentes (elles n’ont pas de branche en commun), I’élément Rjj = 0.
La matrice unicolonne [Ei] est appelée matrice des sources. Le terme E; est la somme
algébrique des f.6.m. et f.é.c.m. situées dans la maille i. Ces f.&.m. et f.c.é.m. sont affectées du
signe de borne par laquelle on sort quand on parcourt la maille dans le sens de son courant

fictif.
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Remarque :
Si les mailles sont orientées indifféremment, 1’élément Rjj (i # j) de la matrice [Rjj] est
affecteé
e d’un signe (-) si les mailles adjacentes i et j sont orientées dans le méme sens.
e d’un signe (+) si mailles adjacentes i et j sont orientées en sens opposés.
I11-3-3-2) Réseau contenant des générateurs de courant réels
» Cas d’un générateur de courant réel
Si une branche du réseau contient une source de courant réelle, il est toujours possible de
remplacer cette source de courant par son schéma équivalent de Thévenin de méme polarité et
de ramener le probléme a celui d’un réseau ne contenant pas de sources de courant.

Exemple : On considere que la branche AB contient un générateur de courant réel (J1, Gi).

On remplace le génerateur de courant (J1, G1) par un générateur de tension réel (Ei, R1) de
méme polarité avec E; =J1 R1 et Ry =1/G;.
» Cas d’un générateur de courant idéal.

Si une branche du réseau contient une source de courant idéale, on ne peut pas écrire la
loi de Kirchhoff pour la maille contenant cette branche car la tension aux bornes de la source
idéale est indéterminée. Par contre le c..m. J de la source est une variable indépendante du
réseau. Le courant circulant dans la branche contenant la source idéale n’est plus une
inconnue. Donc le fait de placer une source ideale de courant dans une branche supprime une
inconnue, et abaisse d’une unité le nombre d’équations de mailles indépendantes. Pour écrire
ces équations il faut modifier le réseau pour placer la source idéale a la périphérie (sur un
lien). On n’écrit la loi de Kirchhoff que pour les mailles indépendantes ne contenant pas de

sources idéales de courant.
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Exemple : On considére que la branche BC contient un générateur de courant idéal (J) donc

de conductance interne nulle (G = 0).

J’3 = J. Les courants fictifs J'1, J 2 et J’3 sont tels que la loi des mailles donne :

R, +R, +R; -R, J;| [ JR,-E,+E,
-R, Ry +R;+R; ) J,) (JR,—E,+E,—E,

De fagon générale si un réseau comprend M mailles indépendantes et P branches
contenant une source ideale, on aura (M — P) courants de mailles inconnus. Les P courants
imposés par les sources idéales ne sont pas considérés comme des inconnus. On écrira un
systeme de (M — P) équations en modifiant le réseau si nécessaire.

111-3-4) Meéthode des tensions de nceuds
Cette méthode est utilisée lorsqu’on recherche les d.d.p. aux bornes des branches. Les
inconnues, au nombre de B, sont ces d.d.p. entre les divers nceuds et I’un de ceux-ci est pris
comme potentiel de référence zéro. Dans cette méthode les éléments passifs du réseau sont
supposés connus par leurs conductances Gi, Gz, Gs, .......... Pour effectuer les calculs on

procede de la fagon suivante :
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on numérote les nceuds : 1, 2, 3,..., N.
les tensions a calculer entre les nceuds i et j sont notées Vij: Vi2, Vi3, Vas, .... Des
fleches représentées prés des branches indiquent le sens positif choisi pour ces
tensions.
On introduit des tensions auxiliaires, Vi, V2, Va,..., Vi,... Vn.1, entre le nceud de
référence et les autres nceuds. Ces tensions représentent ¢galement les potentiels des
nceuds. Elles peuvent étre schématisées par des fléches en pointillées et arbitrairement
positives dans le sens allant du nceud de référence vers les autres nceuds.
On écrit enfin le systtme de (N — 1) équations de nceud indépendant. Dans ces
équations on remplace les tensions aux bornes des branches par leurs expressions
obtenues avec les tensions auxiliaires ou tensions de nceuds. La résolution du systéme
d’équations conduit aux tensions de nceud qui ne sont que des inconnues
intermédiaires. Les d.d.p. recherchées s’obtiennent immédiatement. Dans cette
méthode le nombre d’inconnues passe de Ba (N - 1) <B.

I11-3-4-1)  Réseau ne contenant pas de sources de tension

Soit le réseau d’étude ci-dessous.

(Va2)
Gs
—L
D
Va1 % Va1
Gi Ge
L (V1) —L
Iy
(V) 2 < @_; L <® 3 (Va)
P!
|6 Ji J2
4
] e e
V. G
Va2 . |:| ¢ Va4
ﬂk
Al Is
v
4 (Va)
—
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On a N = 4 nceuds que nous numérotons 1, 2, 3 et 4. Choisissons, par exemple, le
neeud N°4 comme nceud de référence : V4 = 0. Les tensions que nous cherchons aux bornes
des branches s’expriment en fonction des trois tensions de nceud : Vij = Vi - Vj soient
Vor=V2—-V1; Vi1 =V3—Vi1; Va1 = —V1; Va2 =V3—-V>2; Vas = V3, Vo= — V2. Les courants
circulants dans les branches s’écrivent :

I =(-3,-GVa) i L=, 4GVy): 3= +G VN, ) 1, =GV, 0 [5=-GVy,; 15 =-GV,,.
En exprimant les tensions Vijj, en fonction des tensions de nceuds, dans le systéme d’équations

indépendantes de nceuds, on obtient un systéme d’équations qui peut se mettre sous forme

G, +G, +G, -G, -G, Vo[ I+,
matricielle : -G, G, +G; +Gq =Gy VN RN PR
-G, =G, G, +G;+G; )\V, )\ =T, -,

soit [Gij].[Vi] = [Ji] ou la matrice carrée [Gj] est la matrice des conductances de nceud.
L’intérét de la méthode est que la matrice [Gijj] peut s’écrire directement de la maniere
suivante :

e le terme Gji (i = j), de la diagonale principale, est égal a la conductance du nceud i,
c’est-a-dire la somme des conductances des branches reliées a ce neeud.

o le terme Gjj (i #) est égal a la conductance de la branche reliant les neeuds i et j. Ce
terme est affecté d’un signe (-).

e la matrice unicolonne [Ji] est la matrice des sources. Le terme J;i est la somme
algébrique des c..m. des sources reliées au nceud i. Les c.é.m entrant dans le nceud
sont comptés positivement et les c.€.m. sortant du noeud sont comptés négativement.
On calcul les tensions de nceud Vi a partir du systeme d’équations et on en déduit les
d.d.p. Vjj entre les nceuds i et j, ¢’est-a-dire aux bornes des branches.

I11-3-4-2) Réseau contenant des sources de tension.

» Cas d’un générateur de tension réel.

Si une branche du réseau contient une source de tension réelle, il est toujours possible de
remplacer cette source par son schéma équivalent de Norton de méme polarité et de ramener

le probléme a celui d’un réseau ne contenant pas de source de tension.
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Exemple : On considere que la branche 1-2 contient un générateur de tension réel (Ez, Ra).

(Va2)
M *
« S— T ——
=5
V
Vi 31
1 V)
Iy 1
(Vo) 2 < @—: < 1—@ 3 (Va)
P
ls A J2
\ 4
] - e
V. G
Va2 . |:| ! Va4
4
A s ls
v
4 (Va)
—

Ici on remplace le générateur de tension (Es, R3) par un générateur de courant réel (Js, Gs) de
méme polarité avec J3 =Ea/Rzet Gz = 1/Rs3

» Cas d’un générateur de tension idéal.

Si une branche du réseau contient une source de tension idéale, on ne peut pas écrire la
loi de Kirchhoff aux nceuds de cette branche car le courant débité par la source idéale est
indéterminé. Il est cependant intéressant de remarquer qu’on peut résoudre le probléme
facilement en choisissant convenablement le nceud de référence.

Exemple : On considére que la branche 2-3 contient un générateur de tension idéal (E) donc
de résistance interne nulle (R = 0). On choisit le nceud N°3 comme nceud de référence. Dans
ces conditions V3 = 0 et on a trois tensions de nceud Vi, V2 et V4 & déterminer.
OrVz—Vo=-V,=-E d’ou V2 = E. V2 étant connue, le rang du systéme est abaissé d’une

unité.
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(Va2)

v

I3
—5
V21 E V31
G, Gz
I —1 M (V) 1
1
I, /\
ls J J ‘
\ 4
] - e
Vv G
Va2 41 |:| ) V34
*
A la ls
v
4 (Va)

On écrit les équations de Kirchhoff relative aux nceuds N°1 et N°4 avec :
I, =(-3,-GV, )i 1, =(3,+G\V,,); 1,=GV,;; I, =-GNV,,; I =-GyV,,.
On obtient le systéme d’équation suivant :
(Gl+GZ+G4 -G, J(Vlj_[Jl+J2+GlEj
-G, G,+G,+G, )\V, G,E

La matrice des sources comporte les termes G1E et GsE matérialisant les courants injectés par

la source de tension E aux nceuds N°1 et N°4 respectivement.
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CHAPITRE IV
PRINCIPES ET THEOREMES GENERAUX

8-1  PRINCIPE DE SUPERPOSITION D’HELMHOLTZ

Ce principe découle de ce que les relations entre courant et tension sont linéaires dans
un réseau linéaire.
Enonce :

Dans un réseau comprenant plusieurs générateurs autonomes, le courant créé dans
un élément quelconque est égal a la somme algébrique des courants produits dans ce
élément par chacun des générateur pris isolément, les autres générateurs étant éteints et
remplacés par leurs résistances ou conductances internes respectifs.

Exemple :

Dans les réseaux a un générateur, les courants dans les différentes branches sont :

= E,(R,+R,+R;) _ . E.Rs
' (R, +R, )R +R;+Rs )+ Ry(R, +R;) ’ ’ (R, +R, )R +R; +Rs )+ Ry(R, +R;)
"= E,(Ri+R;+R;) . | = E,Rs
2 J 1
(Ri+R;)(R +R; +R; )+ R (R, +R;) (R +R;)(R,+R; +R; )+ R, (R, +R, )

Le courant dans une branche du réseau initial est égal a la somme des courants qui
apparaissent dans cette branche dans les réseaux a une source. Ces courants seront affectés
d’un signe (+) s’ils circulent dans le méme sens que le courant de la branche dans le réseau

initial et d’un signe (-) dans le cas contraire. Ainsi on a
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_ ER*R)*ER+R,)
3
(R;+R, )R +R; +R; )+ Ry(R, +R;)

I, =

|3

8-2 THEOREME DE SUBSTITUTION
Enoncé :

Etant donné un réseau linéaire actif et I’'un quelconque de ses éléments, siége d’une
chute de tension V, on peut remplacer cet élément par une combinaison d’éléments
(générateurs de tension, générateurs de courant, résistances,...) telle que I’on mesure entre
ses bornes la méme tension V qu’aux bornes de I’élément et qu’elle est parcourue par le

méme courant I.

Réseau linéaire Réseau linéaire
actif R V=Rl & actif E=V
]

En particulier si les bornes du réseau sont ouvertes (R =), il existe une d.d.p. Vo entre
ses bornes. On ne modifie rien a I’état électrique du réseau en simulant la tension Vo par une

f.6.m. de méme polarité Eq = Vo.

Eo=Vo

Réseau linéaire Réseau linéaire
actif \Y P actif

On dit que le réseau ne « voit » pas la substitution.
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8-4 THEOREME DE KENNELY
Considérons un circuit de résistances a trois nceuds A, B et C, appartenant & un réseau

électrique et ayant une forme en triangle ou en étoile.

RAB RCA

|
Rgc \C B

Circuit en Triangle Circuit en Etoile

D’aprés le théoreme de Kennely, la représentation du circuit en triangle peut étre
remplacée par la représentation du circuit en étoile et vice versa si les relations suivantes sont

vérifiées :

RAB RAC RBC

R,R..=R.R,.=R.R,=R,R,+R,R.+R,R. =
alac =~ MgRac = MeRag = RaRg T RN TR R +R, +R

Pour obtenir ces relations il faut établir les conditions d’équivalence des deux
représentations. Pour ce faire, nous allons écrire ’ensemble de relations qui lient les tensions

Vag, Vac et Vca entre les nceuds aux courants la, I et Ic arrivant aux noeuds :

Circuit triangle Circuit étoile
IA-|-IB-|-|C:0 VAB+VBC+VCA:O
Ve.=R,l,.-R.I 1 1
AB Ala B'B |A — _VAB _VCA
RAB RCA
1 1
Vae = Rglg -Relc l,=—V,.-—V
B RBC BC RAB AB
1 1
Vo, =R.Ie-R, 1, le = o—Vea 5 Vac
CA BC
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Pour que les deux circuits soient équivalents il faut que 1’ensemble des valeurs Ia, I et
Ic tirées du circuit en étoile verifie les équations du circuit en triangle (transformation
¢toile—triangle). Les noeuds A, B et C n’étant pas différentiés, il suffit d’établir la condition
d’équivalence sur une des grandeurs (la, Ig ou Ic) puis de genéraliser en effectuant une

permutation circulaire.

20
C\/

Calculons par exemple le courant Ia donné par les équations du circuit en étoile. On a :

l,+1;+1.=0 (1)

R,lI, -V
RAIA_RBIB:VABEIB:% (2)
B
RA|A+V

Rele —Rala=Vea = e = A (3)

C
On a donc, en exprimant les courants Ia et Ic dans 1’équation (1):

IA = RC VAB - RB VCA = L VAB - L
RA RB + RB Rc + Rc RA RARB + RB Rc + Rc RA RAB RCA

VCA

Par identification, les conditions d’équivalence des deux représentations s’écrivent

alors :

RARg + RgR: +R:.R, . R,Rg +RgR. +R:R,
RAB: ) RCA:

on obtient Rgc par
RC RB p

RARg +RgR: +R.R,
RA

permutation circulaire : Ry, =

Il faut remarquer que les systemes d’équations de 1’étoile et du triangle sont réciproques.
Aussi on peut écrire les conditions d’équivalence portant sur les résistances de 1’étoile

(transformation triangle —étoile) :

— RasRen ‘R. = RasRec ‘R. = RecRea
A} e
Rus + Rec ¥ Rea Rus + Rec ¥ Rea Rus + Rec +Rea

A
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La méthode pratique pour passer d’une représentation a 1’autre est la suivante :

Transformation triangle — étoile -

Produit des résistances de deux branches
du triangle reliées a la méme.

La résistance arrivant a
Une borne de 1’étoile.

Somme des résistances des trois branches
du triangle

Transformation étoile — triangle :

Somme des produits des résistances de
chaque paire de branches de ’étoile

La résistance entre deux
bornes du triangle =

La résistance de la branche reliée a la
troisiéme borne de I’étoile

Remarques :
Les circuits en étoile et en triangle sont également appelés circuits en et en T
respectivement, ce qui correspond simplement une autre fagon de dessiner les réseaux :

A Ras B Ra Rs B

A
o—[ —Q [ 1 e

Rea Rsc Re

O ®

L
C

O@®
0 ®

Circuit en 7T Circuiten T

8-5 THEOREME DE THEVENIN

Il permet de simplifier considérablement un réseau dans lequel on s’intéresse au
courant qui passe dans un élément. Considérons, dans un réseau linéaire actif, un élément
représenté par une charge R entre les bornes A et B. Pour étudier cet élément le théoreme de
Thévenin Léon Charles permet de réduire le réseau a deux parties : une partie constituée par
I’élément a étudier et une autre partie représentée par un dipble actif contenant tous les autres

éléments du réseau.
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Dipole actif

Reste du réseau Elément a étudier

En circuit ouvert il existe entre A et B une d.d.p. Va — Vs = Vag indépendant de R. En

circuit fermé un courant | traverse la charge R. On se propose de calculer ce courant.

D’aprés les théoremes de substitution et de superposition on peut faire les équivalences

suivantes :
10=0 1=0
A
—»_
Dipble actif T v <—>| Dipole actif T Bo=Vae  <=—>
AB
B B
@) R (b) R
A I A
Dipdle rendu 4 Eo
Dipdle actif R T vV o+ Passif (Rag) R
B B

(©

Le théoreme de substitution permet de passer de (a) a (b) et d’écrire que Eo = Vas. Le

principe de superposition permet de passer de (b) a (c) et d’écrire lo =1 - I’ = 0. Or

EO — VAB

" R+R,, R+R,

bornes A et B. Finalement on a7 = I’ soit

| = ‘a8

R+R

AB
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Enonce 1 : (premiére formulation du théoréme de Thévenin).

Le courant dans un élément branché entre les bornes A et B d’un réseau dipolaire
actif est égal au quotient de la tension mesurée Vag entre les bornes A et B, avant
DUintroduction de ’élément, par la somme de la résistance R de ’élément et de la résistance
Ras du dipéle rendu passif vu des bornes A et B avant Uintroduction de I’élément.

L’expression du courant montre que le courant | dans la charge R est le méme que si
I’on alimentait cette charge par un générateur équivalent de f.é.m. Vag et de résistance interne

Rag. Cet aspect du théoreme de Thevenin est schématisé de la fagon suivante

Dipble actif
(Vas, Rag)

<
N
_/
—

<

Rri =Ras; Eth = Vas L !
d’ou la seconde formulation du théoréme de Thévenin :
Enoncé 2 : (deuxieme formulation du théoréme de Thévenin).
Tout réseau dipolaire actif peut étre remplacé, au point de vue de ses effets
extérieurs, par un générateur de tension équivalent de f.6.m. Et+ déterminée par la tension

avide du dipodle et de résistance interne Rty égale a la résistance du dip6le rendu passif.

8-6 THEOREME DE NORTON

Ce théoreme permet de calculer la tension aux bornes d’un élément d’un réseau actif.
De facon analogue au théoréme de Thévenin, le théoreme de Norton établit une équivalence
entre un réseau dipolaire actif et un générateur de courant fictif de courant.

Considérons un réseau actif dont un élément, représenté par sa conductance G, est

branché entre les points A et B.

Dlpﬁle actif K G vV

Si on ferme l’interrupteur k, le dip0Ole actif contenant tous les autres éléments du
réseau debite un courant de court-circuit las supposé connu et la tension Vag = 0. Si

I’interrupteur Kk est ouvert, il existe une tension V a déterminer aux bornes de 1’¢lément G.
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D’aprés les théorémes de substitution et superposition, on peut faire les équivalences

suivantes :
Ias J=lps
A A
Dipdle Dipéle J
actif V=0 actif Vs =0
B B
(@) (b)
© )
/\
— N
| A
A
Dip6le Rendu 3 p
Dipdle G " passif (Gag)
actif \Y
B
B

Comme precédemment on en deduit lag = J (théoréme de substitution), Vag = V + V' = 0
(principe de superposition) et J = - (G + Gag) V" ou Gag est la conductance équivalente du

dipdle rendu passif vu des bornes A et B. Comme V = - J’ on a finalement

\V = IAB

" G+G,,

L’expression de la tension montre que le tension V aux bornes de la charge G est la
méme que si ’on alimentait cette charge par un générateur équivalent de c.é.m. lag et de

conductance interne Gag.

Dipéle actif i i
(115, Go) G vV &S i In Gn i

B

In=lag ; Gn = Gag

Enonce :

Au point de vu de ses effets extérieurs, tout réseau dipolaire actif peut étre remplace
par un générateur de courant équivalent de c.é.m. In déterminé par le courant de court
circuit du dipdle et de conductance interne Gn égale a la conductance du dipble rendu

passif.
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8-7 THEOREME DE MILLMAN
La combinaison de n générateurs réels de tension, montés en paralléle, est équivalente

a un seul générateur de tension de f.é.m. Etn et de résistance interne Ry.

| A A
____________________ —»_

HOEIONOE OO TD= 1.,
o[ wl] wl] w[]

Lorsque n générateurs réels de tension sont montés en paralléle, on ne peut pas
calculer (n > 3) la tension équivalente Ery de Thevenin. Il faut recourir a un systéme
d’équations en remplacant les générateurs de tension du réseau initial par leurs schémas
équivalents de Norton de méme polarité. Cet ensemble peut étre remplacé par un générateur

de courant équivalent. On obtient le schéma suivant :

=0 A
J1 G J2 G2 Ji Gi Vas
o B
IEO A
N Gn Vag
B
aveC J,=GE;; 3, =GByl e, i =GE; e, , J,=G,E,;
Glzi, Gzzi; ......................... ,G,=i, ;Gn=i;
R1 RZ RI Rn

n n n
In= 26 =2 &(EG) et Gy =2 G
i=1 i=1 i=1
n n
Et on en déduit I’équation | =(X &EG )T (X G )Vpg =0
i=1 i=1
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d’ou la tension a vide de ’ensemble des générateurs montés en paralléle :

(iﬂﬂﬁ)
Vag = —izln
(_%Gi )

Cette relation exprime la formule de Millman. Le générateur de courant unique est équivalent

a un seul générateur de tension

n

(Z%&G)
o defém. Epy=Vyy=—"0——
(XGi)
i=1
(o 1
e de résistance Rry = —
(2Gi)
=

Pour calculer la tension Vag on comptera positivement (& =+ 1) laf. ém. Ejsielle ala

méme polarité que Vag et négativement (& = - 1) dans le cas contraire. La tension Vag est

positive si le sens choisi et indiqué par la fleche est le sens réel et Vag négative dans le cas

contraire.
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