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CHAPITRE Il CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

I1.1 SYSTEMES DE COORDONNEES

La position d’'un point matériel dans I'espace sera repérée par I'un des systéemes de
coordonnées : cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

I .1.1 Coordonnées cartésiennes

Les coordonnées cartésiennes sont celles déja évoquées dans le chapitre I. On considere
I’espace a trois dimensions rapporté a un repére orthonormé direct R, (0; €;,€,,€3)
cartésien. Le point matériel A est repéré dans R, par ses coordonnées cartésiennes notées

(xy,2):

e - - -
OA = xe, +ye, + ze; (2.a)
X
Ou: 04 <y>
Z
VAN
53 Ar \\'\‘\ A
i
E
0 €2 : y
. " ! -
- ~ ! .'4
€1 el i
.\' ! ./'
S 1 ’
N i ./'
= !\I ,/
________________________ ) _..\'_\.;".
X/ oo o
R
/', i -
, i €p

Figure 4 : repére cartésien R, (0; é,,€,,€5)



I1.1.2 Coordonnées cylindriques

On rapporte I'espace a 3 dimensions a un repeére cylindrique R, = (0; ép,§¢ ,€,), d’origine
O et de base orthonormée notée (€,,é,,€, ).

Considérons le point A de coordonnées cartésiennes (x, y, z) de la figure 5.

P et H désignent les projections orthogonales respectives de A surle plan (O ; €;, €, ) et sur
I'axe (O;é3).

Les parametres p, ¢ et z sont définis par :

p= ||0—ﬁ|| , p est une longueur
= (e_{, 0_15) : parameétre d’angle (2.b)
Z = ||ﬁ|| : la cote
La base cylindrique (é,,€,,€,) est définie par:
- ﬁ .2 =2 - _ = -
ep—myez_ e3;e(p_ez Aep (2.c)

Les parametres (p, ¢ z) définis en ( 2.b) représentent les coordonnées cylindriques du point
A . Il résulte de la formule (2.b) la représentation géométrique suivante :



Figure 5 : repére cylindrique R,(0; €,,8,,¢€,)

— — |

0A = 0P + OH (2.d)

0—14) = xél +yé)2 +Zé>3

Dans le plan (0; é,,é,), on obtient :

Figure (2.2.c)



Il en résulte :

é, = cos(¢) €; +sin(¢) &,
(2.e)

é, = cos(p)é, —sin(p) é

ﬁ=ﬁ+ﬁzpép + zé,

D’apres (2.e)ona:

04 = pcos(p) &, + psin(p) &, + z8,

On rappelle que dans le repére cartésien R4, (x,y,z) sont les coordonnées de A :

04 = x8, + y8, + 28, = pcos(@) &, + psin(p) 8, + zé,

(X = pcose
y = psing (2.1)
|

kZ=Z

Remarque : Les coordonnées cylindriques sont adaptées pour décrire des systemes
physiques qui ont une symétrique cylindrique.

I1.1.3 Coordonnées sphériques

On rapporte I'espace a trois dimensions a un repére sphérique R; = (0;é,,ép,€,)
d’origine O de base orthonormée notée (é,, €y, €, ).

Considérons le point A de coordonnées cartésiennes (x, y, z) de la figure 6.

P et H désignent les projections orthogonales respectives de A sur le plan (O ; €;, €, ) et sur
I'axe (O ;és3).

Les parametres 1, 8, ¢ sont définis par:

r= ||07ﬂ|, parametre de longueur

(2.8)
6 = (9—3’, ﬁ), paramétre d’'angle

JEE——

Q= (e_l’, O—P)), paramétre d'angle




La base sphérique (é,, éy , €, ) est définie par :

- m -

er=m,e¢=e3/\e[,,eg=e(p/\e, (2.h)

Figure 6 : repére sphérique R3 (0; €,,€y,€,)

04 = [[04]é, ;= |04
04 =18,
On rappelle que (x,y,z) sont les coordonnées cartésienne de A :

04 = x8, + 8, + 28,



Ces figures nous donnent les projections suivantes :

- - . -
€p = COSQ e, + sing e,
- - . -

€, = COSQ €, —Sing e;

€, = cosf é; + sinb é,

€9 = cosb é, - sinb é;




- .

€, = sinfcosp é; + sinfsing é, + coso é;

-

€g = cosOcosp é; + cosOsing &, - sind é;

On obtient :

e - . - . . — > > - -
OA =re, =rsinfcosp e; + rsinf sinp e, +1cosde; =xe; + ye, + zes

I{x = r sinfcos@
43/ = r sinf sing (2.1)
Lz = r cosf

Remarqgue Les coordonnées sphériques sont adaptées pour décrire des systémes physiques
qui ont une symétrique sphérique.

1.2 NOTION DE REFERENTIEL ET VECTEUR POSITION

La cinématique est |'étude des mouvements des corps dans l'espace physique,
indépendamment des causes qui les produisent. La cinématique est fondée sur la notion de
temps.

L'espace physique est schématisé par un espace ou repére euclidien de référence a 3
dimensions noté R. Tout corps dont la position par rapport a R ne change pas avec le temps t
est dit fixe ou au repos.

La donnée d’un repere d’espace R associé au temps t constitue un référentiel noté R(t) : Un
repére a chaque instant.

On désigne par P, la position d’un point matériel a I'instant t dans le référentiel R(t) d’origine
0.

OP(t) est le vecteur position du point matériel dans R(t) a l'instant t.

L’ensemble des positions P(t) lorsque t décrit un intervalle J, constitue la trajectoire du point
matériel.



I1 .3 VITESSE D’UN POINT MATERIEL

On considére le point matériel P de vecteur position 57))(1:) dans le référentiel R(t) =
(0; é,,é,,e3)((e;,€e,,e;3) base orthonormée).

Le vecteur vitesse du point matériel Ppar rapport a R(t), est le vecteur noté V(P/R) défini
par :

" dOP
V(P/R(Y)) = <7> (3.1)
R(t)

Il .3.1 Composantes cartésiennes de V(P/R(t))
On désigne par (x, y, z) les composantes de ﬁ(t)dans R(t):

0P(t) = x(t)é; + y(t)é, + z(t)é;

. dOP dc«, dy_,  dz,B .
= V(P/R) = TS =6 +Ee2 +Ee3 =xe; +ye; +2ze5(3.2)
R(t)

. dx(t)
(x=—-)

V(P/R®)]||= /%2 + ¥2 + 22 lanorme de V(P/R(t))

Il .3.2 Composantes cylindriques de V(P/R(t))
D’apres le paragraphe 1.1, on obtient les composantes cylindriques de W(t) :

0P = pé, + zé;

Or :
€, =cos@é; +singé,
€, =Cos@é, —singé

dt de dt ¢
dOP
dt

V(P/R()) = < > = pé, + p 9é, + zé; (3.3)
R(t)

=|V(P/R®)|= 6% + (p@)? + 22



11.3.3 Composantes sphériques de V(P/R(t))

D’apres les résultats du paragraphe 1.1, les composantes sphériques de 57))(15) sont :

_ dOP dr dé
= V(P/R(t)) = (—) =—2& +7 dtr
R(t)

é. =cosfé; +sinbé,
- _ - . -
€, =cos@é; +singé,
= - . -
€, =COSQ &, —singé;

€g = cosfé, —sinb é;

dér _ 6sin@ é; + 6 cosH &, + si edé”
dt = Sino e; CoS ep Sin dt
de

p_ .
at P

g dO_P) . > Ao .« . -
V(P/R(D)) = — = 7€, + 106 + 1@ sinf é,(3.4)
R(t)

V(P/R®)| = \/r’z +(r6)2 + (r¢sing)?

11.4 ACCELERATION D’UN POINT MATERIEL

On considére le point matériel P de vecteur position W(t) dans le référentiel R(t) =
(0; é,,e,,e;5) ((é,,8é,,83) base orthonormée).

Le vecteur accélération du point matériel P par rapport a R(t), est le vecteur noté
¥(P/R(t))défini par :

dv(P/R d?0P
Y(P/R®)) = <—( C{t (t))) = (—d tz(t)> (3.5)
R(t) R(t)

Il .4.1 Composantes cartésiennes de )7(P/R (t))

On désigne par (x, y, z) les composantes de m’)(t) dans R(t) :

0P(t) = x(t)é; + y(t)é, + z(t)é;

10



N d?0P(t) d?x(t) , d*y(t), d%z(t)
:V(P/R(t))_< dt2 )R(t)_ dt2 €1 dt2 €, dt2 €3

(3.6)
. d%x(D)
(x - dt2 )
|l7(P/R®)||= /%2 + 72 + 22 lanorme de ¥(P/R(t))
Il .4.2 Composantes cylindriques de V(P/R(t))
D’apreés le paragraphe 11.3.2, les composantes cylindriques de V(P/R(t)) sont :
. dOP _ s
V(P/R(D)) = — = pé, + p Y&, + zé;
R(t)
R d?0P(t) o dg o dE,
=y(P/R(®)) = (T) = pe, + pd—tp + (o +pPle, +p <pd—t"’ + Zes
R(t)

Or :
e, =cospe; +singe,

€, = CoOs@ e, —sing e,

- dzﬁ(t) e . dé)p . . e 2 . dé)(p e >
=>V(P/RW) = (——7—) =P8 +p—+ (¢ +p Py +po—=+7é
R(t)
de
P _ .o
ar %
deé
P _ .
ar P

9 d?0P(t) s U
= 7(P/R(t)) = (T) = (p—pp*)é, + (0P +2pP)é, + Zé;
R(t)

IP(P/R®)||=v B — p9»?2 + (0$ + 2p9)? + 72 la norme de ¥(P/R(¢))

11.4.3 Composantes sphériques de ¥(P/R(t))
D’apreés les résultats du paragraphe 11.3.3, les composantes sphériques de V(P/R(t)) sont :
dOP

) =78, + 1085 +r@sinb é,
R(t)

11



d*0P
= y(P/R(V)) = (T(t)>
R()

e > dé)‘l" A e\ dée
=1t1e, +rﬂ+ (r9 +T'9)€9 +r9E
.. . oo .« A - . - dé)(p
+ (F@sin@ + r@sinb + r¢o cos 0)é, + r¢ sin 6 — -
de, .. . . dé,
It =—9$1n963+9cost9€p+51n9%
de
,D_ . >
dr Yo
deé
P _ . >
ar 9%

€9 = cos 0 é, —sin 6 é;
dé)g A . - . - . g
Tl —6@sinfe, +pcosbe, —0cosbe;
= y(P/R(t)) =6, +7(085 + ¢sinbé,) + (70 +10)éq
+70(—0sinbé, + ¢ cosf é, — 0 cosbé;)
+ (F@sin@ + r@sinf +r¢o cos 0)é, — r¢*sin 6 é,

1.5 COMPOSANTES INTRINSEQUES
11.5.1 Abscisse curviligne d’un point matériel M

On considere que la trajectoire du point M est portée par une courbe (C) = (My, M; )
orientée de M, vers M;. On définit une abscisse curviligne de M notée s(t)sur (C) a
I'instant t, fonction croissante telle que : s; < s <54

{so = s(t,) = abscisse curviligne de M a ty, M position de M a t,
s; = s(t;) = abscisse curviligne de M a t,, M positionde M a t,
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On définit le vecteur déplacement élémentaire dOM :

OM = xe; + ye, + ze; = dOM = dxe; + dye, + dze;
Et
||d07ﬂ| = ds : longueur d’arc élémentaire

—2
> ||dOM|| = (dx)? + (dy)? + (dz)?=(ds)?
= §2 = X% + y? + 22

t1
= s(t) —s(ty) = f JaZ +y2 4 22
to
11.5.2 Le triedre de Frenet

Le triedre de Frenet est le triedre défini en un point M de la trajectoire (C) par les 3 vecteurs
unitaires T , IV, B tel que T est tangent a la trajectoire ; N est normal a la trajectoire et B =
T A IV, la binormale. Le repére (M; 7, IV, §) est le repere de Frenet.

Les composantes de Frenet ou composantes intrinséques d’un vecteur quelconque, sont
celles relatives au triedre (f , IV, B ). T est tangent a la trajectoire comme le vecteur vitesse
V(M) deM:

13



I7( M) = vTou v= ||I7(M)||

> 7=

7o = = e = O]
|doM|| = ds

—Sv="etl = ?

14



==l
S

~l

N

On définit I'angle ¢ = (ﬁ) :OM = x1+ y] = T=cosql + singJ

T = %M, cosgi+singf =21+ 27
T ds 4 (p]_ds ds]
{dxzds cosQ
= .
dy = ds sing
= = dT = dT = dT =  dT
T2 =1=2T.— =0 T.—=0T.—=00rN=—
das ds de de
dT _de _ dT N
ds  ds ® R’
fie 1
ou R = —: par définition R est le rayon de courbure et —est la courbure.
- — — d§ 1 =
B=TANet—=-N
ds T

T est le rayon de torsion
1 .
et - est la torsion
composantes intrinséques de I’accélération ¥ du point M

vitessede M : V(M) = v T,

15



- ’ . - dv 2 daT
y accélerationde M : y = —tT tv;
dv = dT ds N 4T ds
>y=—T — , —=— etv=—
dt ds dt R ds dt
- dv 3 Zﬁ
>|ly=—=T+v" -
V=@ R

On définit les composantes intrinséques de ¥ :

: accélération tangentielle

: accéleration normale

=% 8§

Hodographe d’un mouvement

L’hodographe d’un mouvement (noté (H)) est I'ensemble des point P tels que :

3 tout instant, OP = I7(M/R) ; ou O désigne le péle de (H) et I7(M/R) est le champ de
vitesse.

1.6 MOUVEMENT A ACCELERATION CENTRALE

Par définition, un mouvement a accélération centrale est un mouvement dont

I"accélération du point matériel M, y(M/R), est paralléle au vecteur position OM a

tout instant t :

—_—

J(M/R)AOM =0
Par ailleurs :

d[OM AV (M/R)]

=0
dt

OM AV¥(M/R) =

D'ou: OM AV(M/R) = C.

N

C est un vecteur constant en module, en sens et en direction. C est alors
perpendiculaire au plan formé par OM et I7(M/R). Le vecteur position OM et le
vecteur vitesse I7(M/R) appartiennent donc au méme plan quel que soit l'instant t

considéré.

Par conséquent, tout mouvement a accélération centrale est un mouvement plan.
Pour étudier le mouvement du point M, il est alors préférable d'utiliser ses

coordonnées polaires.

16



On rappelle :
OM = pe,
V(M/R) = pe; + pge,
FM/R) = (5 — p4*E, + (i +2p §) &,

Puisque l'accélération du point M est centrale (paralléle au vecteur position), elle doit

s'écrire dans ce cas :
Y(M/R) = (p — p(pz)f?p et donc sa composante orthogonale est nulle :

.
p$ + 2p ¢ = 0 qui peut s’écrire %@ = 0 d’ou p®p = Cte.

Finalement p2¢ = C = |OM A V(M/R)|, appelée constante des aires.

11.6.1 Loi des aires:

Calculons l'aire balayée, par unité de temps, par le rayon vecteur OM = pe_p’

A

o

ds

—
€p

C = OM AV(M/R)

ds = % ||W AMM' |, M' est trés voisin de M.

Donc dS = %”pe_p’ A (dpe, + pdoe,)|| = %pqu) , et

s _C , o 1o _C S . _Cot
— =5 doudS ==Zdtet [’ds == dt.

c, .C . L .
Donc S = Et ou -~ est la vitesse aréolaire.

Ce résultat est appelé 2°™ loi de Kepler.

17



11.6.2 Formules de BINET

11.6.2.1 cas de la vitesse:
Dans le cas d'un mouvement a accélération centrale, le carré du module du vecteur

vitesse est: V2 = p? + p2p?.

. _dp _dpde
P=% " agar
1 d du 1d
On poseu ==, doncdu = ——fet—z __2_p
p pz ~ de p?de
. d 1 du
Ce qwdonne—p: —-———
do u? de

D'autre part,
C = p?¢ peut s’écrire ¢ = Cu?

Et V2 = [— (i‘i—“)]2 Cut + 2 Cut,

u? de

La premiere formule de BINET s'écrit:

11.6.2.2 cas de I'accélération
Le mouvement du point M étant a accélération centrale, on a:

Y(M/R) = (p — pp*)é, dont la valeur algébrique est : y = j — pp?
. _dpdp dp ( du) d?u

- — CZZ_CZ 2
P=dpdt ~ do u Y dp?

do
Et pg? = %Czu4 = C%us.
La deuxiéme formule de BINET s'écrit alors :
d?u
= -Cu* == +u
1.7 CHANGEMENTS DE REFERENTIELS

Soit a étudier le mouvement d’une particule M par rapport a un repére fixe R, appelé repere
absolu. Il est parfois intéressant d’introduire un second repéere R’, dit repére relatif, par
rapport au quel le mouvement de M soit simple a étudier.

Soient :

-R(0;1,7, E) un repére absolu (repére fixe).
-R(0, 7,7, F) un repere relatif (repére mobile par rapport a R).

18
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Considérons particulierement une rotation d’angle 6 autour de (0; E) tel que 6 = (i’, 7) =

(7,77) de vitesse angulaire @ = Ok :
UV =cosOT+sin6j; j =cos@j—sinf7

d?)_e'_r’_—’/\_r). d]_;
ac T ONE

—6 = @A)

R’ peut étre animé d’un mouvement de translation et/ou de rotation par rapport a R.
On désigne par w(R’/R) le vecteur vitesse de rotation de R’ par rapport a R tel que :

( < l,)
dt
R

<E> =@(R/RNJ
R

SR /RNV

A

dt

di’ = @(R/RANK
L\ dt R—w /

Dans R’:

di\  (df\ _ (dk’ L
dat) , \dt), \adt ),
R R R

11.7.1 Dérivation en repére mobile.
Soit U un vecteur quelconque. Dans le repére R, ce vecteur s’écrit

U=xi+y]+zk

R
Dans le repere R’ le vecteur U s’écrit :
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4 +y]+zk =%V +x dv by (L) 42T 4+ (L
dt = XU y] T2 XL dt +y dtR Z z' dt

(@

or:

) = w(R’ /R)/\l

ﬁ- "‘Ll

d -
< (d—’t> — BR/R)N]

W\ GRRAT

<E> = J(R'/R)N

au . o R, _
- <_> =¥V + X BR/RAT + 77 +y'BR/RAN] + 2K + 2GR /RN

dt
R
dU R - e N — — —.
(—) =XV +Y) + 2k +BR/RNx'V+y' ) +2' k)

dt
R
a0\ _ (40 + @B(R'/RNU
dtR_ dt /., WR/R)

11.7.2 Composition des vitesses
On considére un point matériel M en mouvement dans les repéres R(0; 1,7, k) et
R'(0O’, 7’,7, F) définis précédemment.

=
|

=

v
~

R
0
/

Les vecteurs position de la particule M dans les reperes R et R’ sont, respectivement :
OM=7etO'M =71
On peut écrire :

OM =00"+0'M
Donc la vitesse absolue du point M est,

W),

20



V.(M) =V(M/R) = doMy _ (400" + do'M + @(R'/R)NO'M
(M) =VIM/R) =\~ ) =\~ dtRw(/)
or:
O (421 G ryroH
dt S\ dt /. WR'/R)
et
= , = do'm , . ) . .
VIM/R") =V,.(M) = (T) désigne la vitesse relative du point M ;
RI
iR (7
vom) = (%)

V,(M) = V(0'/R) + B(R’/R)NO'M
On réécrit Va)(M) :
Va(M) = V(M) + V(M)

C’est la formule de composition des vitesses ou Z)(M) est la vitesse d’entrainement de M. La
vitesse d’entrainement de M est la vitesse absolue du point qui coincide avec M a I'instant t
et supposé fixe dans le repére R’.

11.7.3 Composition des accélérations
On considére un point matériel M en mouvement dans les repéres R(0; 1,7, k) et
R'(0O’, 7’,7, F) définis précédemment. L’accélération absolue du point M est :

. ) _ (d?OM\ _ (dV,
Ya(M) =y(M/R) = ( e )R = <E>R

a(v(m/R"))

¥,(M) =y(M/R") = < — > : accélération relative de M
RI

On rappelle que
V,(M) = V(M/R) = V(M/R") + V(0" /R) + B(R'/R)NO'M

Yo(M) = y(M/R)

dV(M/R") dV(0'/R) dd(R/R)\ e . dNO'M
=( 2 )+< 2 )+<—dt )A0M+w<R/R>A< dt)
R R R R
or:
dV(M/R") dV(M/R") B . R B .
(—dt >:<—dt ) + @(R/R)NV(M/R") = $(M/R") + @(R’/R)AV(M/R")

dO'M do'M . . . .
< = > =< n ) +@(R’/R)NO'M = V(M/R") + B(R'/R)NO'M
R R’
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N dvV(0'/R)
7(0'/R) = (—)
dt R

Alors :

. . . - R dw(R'/R) -
y(M/R) =y(M/R") + o(R’/R)A\V(M/R") +y(O'/R) + <—>
R

'M
i AO

+ @R /RNV(M/R") + B(R' /R)NO'M)

¥(M/R) = ¥(M/R") +7(0'/R) + B(R' /R)AN(B(R’/R)NO'M) + (%@) ANO'M
R

+ 2&8(R'/R)AV(M/R")

Notons ¥, (M) et y;(M) :

7(0'/R) + (W) AO'M + &(R'/R)N@(R’/R)NO'M) = y;(M)
R
28(R'/R)ANV(M/R") = y.(M)
Finalement :

Ya(M) =¥ (M) + Y. (M) + ¥ (M)

Est la loi de composition des accélérations.

¥o(M) est 'accélération d’entrainement de R’ par rapport a R ;

¥.(M) est I'accélération de Coriolis.

L’accélération absolue est égale a la somme des accélérations relative, d’entrainement et de
Coriolis.

Cas particulier
Quand le repére R’ est en translation par rapport a R,
@(R'/JR) =0
Par conséquent
V(M) = V(M) + V(0"
et
Ya(M) =¥ (M) +7,(0")
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