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Motivation

Voici une introduction, non seulement a ce chapitre sur les nombres réels, mais aussi aux premiers chapitres
de ce cours d’analyse.

Aux temps des Babyloniens (en Mésopotamie de 3000 a 600 avant J.C.) le systeme de numération était
en base 60, c’est-a-dire que tous les nombres étaient exprimés sous la forme a + % + g5z + - On peut
imaginer que pour les applications pratiques c’était largement suffisant (par exemple estimer la surface
d’un champ, le diviser en deux parties égales, calculer le rendement par unité de surface,...). En langage
moderne cela correspond a compter uniquement avec des nombres rationnels Q.

Les pythagoriciens (vers 500 avant J.C. en Gréce) montrent que +/2 n’entre pas ce cadre la. C’est-a-dire que
V2 ne peut s’écrire sous la forme fl—’ avec p et q deux entiers. C’est un double saut conceptuel : d'une part

concevoir que v'2 est de nature différente mais surtout d’en donner une démonstration.

Le fil rouge de ce cours va étre deux exemples trés simples : les nombres +/10 et 1,10'/12. Le premier
représente par exemple la diagonale d’un rectangle de base 3 et de hauteur 1; le second correspond par
exemple au taux d’intérét mensuel d’'un taux annuel de 10%. Dans ce premier chapitre vous allez apprendre
4 montrer que +/10 n’est pas un nombre rationnel mais aussi  encadrer +/10 et 1,10"/!2 entre deux entiers
consécutifs.

Pour pouvoir calculer des décimales aprés la virgule, voire des centaines de décimales, nous aurons besoin
d’outils beaucoup plus sophistiqués :

 une construction solide des nombres réels,

e J’étude des suites et de leur limites,

 l’étude des fonctions continues et des fonctions dérivables.
Ces trois points sont liés et permettent de répondre a notre probléme, car par exemple nous verrons en
étudiant la fonction f(x) = x2 — 10 que la suite des rationnels (u,,) définie par uy = 3 et u,,; = % (un + i—g)
tend trés vite vers +/10. Cela nous permettra de calculer des centaines de décimales de +/10 et de certifier
qu’elles sont exactes :

V10 =3,1622776601683793319988935444327185337195551393252168....


http://www.youtube.com/watch?v=NCWWVven9Cs
http://www.youtube.com/watch?v=83z7Bpz7Fzo
http://www.youtube.com/watch?v=rYOyqI9YLgA
http://www.youtube.com/watch?v=sBnmcj3jTFY
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00009.pdf
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1. Lensemble des nombres rationnels QQ

1.1. Ecriture décimale

Par définition, ’ensemble des est
Q={B IPGZ,qu"‘}-
q

On a noté N* =N\ {0}.
L2.=7.3_1
Par exemple : £; 75 2 = 3.
Les nombres décimaux, c’est-a-dire les nombres de la forme 15, avec a € Z et n € N, fournissent d’autres
exemples :

123 345
1234 0,00345 =345 x 107> = 4

1,234=1234x10"2 = =—
1000 100000

Proposition 1.
Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture décimale périodique ou finie.

Par exemple :

3 1

-=0,6 - =0,3333... 1,179325325325...

5 3 o>
Nous n’allons pas donner la démonstration mais le sens direct (= ) repose sur la division euclidienne. Pour
la réciproque (<) voyons comment cela marche sur un exemple : Montrons que x = 12,3420212021...

> —>

est un rationnel.
L'idée est d’abord de faire apparaitre la partie périodique juste aprées la virgule. Ici la période commence
deux chiffres aprés la virgule, donc on multiplie par 100 :

100x = 1234,20212021... (D
> —>

Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d'une période, donc ici on multiplie encore par
10000 pour décaler de 4 chiffres :

10000 x 100x = 1234 2021,2021... (2)
—>

Les parties apres la virgule des deux lignes (1) et (2) sont les mémes, donc si on les soustrait en faisant
(2)-(1) alors les parties décimales s’annulent :

10000 x 100x —100x = 12342021 —1234

donc 999900x = 12340787 donc
12340787
999900
Et donc bien siir x € Q.

1.2. ¥/2 n’est pas un nombre rationnel

Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, les . Les nombres irrationnels apparaissent
naturellement dans les figures géométriques : par exemple la diagonale d’'un carré de c6té 1 est le nombre
irrationnel v/2; la circonférence d’un cercle de rayon % est 7T qui est également un nombre irrationnel. Enfin
e = exp(1) est aussi irrationnel.
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]

Nous allons prouver que +/2 n’est pas un nombre rationnel.

Proposition 2.

V2¢Q

Démonstration. Par 'absurde supposons que /2 soit un nombre rationnel. Alors il existe des entiers p € Z
et ¢ € N* tels que v/2 = g, de plus —ce sera important pour la suite— on suppose que p et g sont premiers
entre eux (c'est-a-dire que la fraction Z—) est sous une écriture irréductible).

En élevant au carré, I'égalité +2 = % devient 2q = p2. Cette derniére égalité est une égalité d’entiers.
Lentier de gauche est pair, donc on en déduit que p? est pair; en terme de divisibilité 2 divise p?.

Mais si 2 divise p? alors 2 divise p (cela se prouve par facilement ’absurde). Donc il existe un entier p’ € Z
tel que p = 2p’.

Repartons de I'égalité 2q2 = p? et remplacons p par 2p’. Cela donne 2q2 = 4p’?. Donc q? = 2p’?. Maintenant
cela entraine que 2 divise g? et comme avant alors 2 divise q.

Nous avons prouvé que 2 divise a la fois p et q. Cela rentre en contradiction avec le fait que p et q sont

premiers entre eux. Notre hypothése de départ est donc fausse : +/2 n’est pas un nombre rationnel. O

Comme ce résultat est important en voici une deuxieme démonstration, assez différente, mais toujours par
I'absurde.

Autre démonstration. Par 'absurde, supposons v/2 = é—), donc gv2 = p € N. Considérons I'ensemble
Wz{neN*InﬁeN}.

Cet ensemble n’est pas vide car on vient de voir que gv2 = p € N donc q € .#. Ainsi 4 est une partie non
vide de N, elle admet donc un plus petit élément ny = min.A4".
Posons
ny = ngv2—ng =no(v2-1),
il découle de cette derniére égalité et de 1 < v/2 < 2 que 0 < n; < n,.
De plus nyv/2 = (ngv2 —ny)v/2 = 2ny —nyv/2 € N. Donc n; € A et n; < ng : on vient de trouver un
élément n; de 4 strictement plus petit que ny qui était le minimum. C’est une contradiction.
Notre hypothése de départ est fausse, donc v2 ¢ Q. O

Exercice 1.
Montrer que v10 ¢ Q.

On représente souvent les nombres réels sur une « droite numérique » :
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Il est bon de connaitre les premiéres décimales de certains réels v/2 =~ 1,4142... m~3,14159265...
e~2718...

Il est souvent pratique de rajouter les deux extrémités a la droite numérique.

Définition 1.
R=RU{—00, 00}

Mini-exercices.

1. Montrer que la somme de deux rationnels est un rationnel. Montrer que le produit de deux rationnels
est un rationnel. Montrer que I'inverse d’'un rationnel non nul est un rationnel. Qu’en est-il pour les
irrationnels ?

2. Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction : 0,1212; 0,12 g ...; 78,33 4564(li6) ...

3. Sachant v2 ¢ Q, montrer 2—3v2 ¢ Q, 1— % ¢ Q.

4. Notons D I'ensemble des nombres de la forme 5; avec a € Z et n € N. Montrer que % ¢ D. Trouver
x € D tel que 1234 < x < 1234,001.

V2
5. Montrer que 7= ¢ Q.

6. Montrer que log2 ¢ Q (log2 est le logarithme décimal de 2 : c’est le nombre réel tel que 10'°82 = 2).

2. Propriétés de R

2.1. Addition et multiplication

Ce sont les propriétés que vous avez toujours pratiquées. Pour a,b,c € Ron a :

a+b=b+a axb=bxa
O+a=a lxa=asia#0
a+b=0< a=-b ab=1<:>a=%
(a+b)+c=a+(b+c) (axb)xc=ax(bxc)

ax(b+c)=axb+axc
axb=0<= (a=0o0ub=0)
On résume toutes ces propriétés en disant que :

Propriété (R1).
(R,+, x) est un corps commutatif.

2.2. Ordre sur R

Nous allons voir que les réels sont ordonnés. La notion d’ordre est générale et nous allons définir cette
notion sur un ensemble quelconque. Cependant gardez a I'esprit que pour nous E =R et Z =<.
Définition 2.
Soit E un ensemble.

1. Une Z sur E est un sous-ensemble de 'ensemble produit E x E. Pour (x,y) € E x E, on dit
que x est en relation avec y et on note x%y pour dire que (x,y) € %.
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2. Une relation # est une si
o R est :pour tout x € E, xZx,
o X est :pourtout X,y €E, (xZy et yRx) = x =Y,
o X est :pourtout x,y,z € E, (xZy et yRz) —> xZ%z.

Définition 3.
Une relation d’ordre &£ sur un ensemble E est sipour tout x,y € EonaxZy ou yZx. On dit
aussi que (E, ) est un

Propriété (R2).
La relation < sur R est une relation d’ordre, et de plus, elle est totale.

Nous avons donc :
e pourtout x € R, x < x,
e pourtout x,y €R,six < yety<xalorsx =y,
e pourtoutx,y,z€Rsix <yety<zalorsx <z.

Remarque.
Pour (x, y) € R? on a par définition :

xLy &< y—xeR,
x<y << (x<yetx#y).

Les opérations de R sont compatibles avec la relation d’ordre < au sens suivant, pour des réels a, b,c,d :

(a<betc<d) = a+c<b+d
(a<betc>0) = axc<bxc
(a<betc<0) = axc>=bxc.
On définit le maximum de deux réels a et b par :
a sia=b
max(a, b) = ]
b sib>a.
Exercice 2.
Comment définir max(a, b, ¢), max(a;, a,,...,a,)? Et min(a, b)?

2.3. Propriété d’Archimede

Propriété (R3, Propriété d’Archimede).
R est , Cest-a-dire :
YxeR dneN n>x
« Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x. »

Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle permet de définir la partie
entiere d'un nombre réel :

Proposition 3.

Soit x € R, il existe un unique entier relatif, la notée E(x), tel que :

E(x)<x<E(x)+1
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Exemple 1.
« E(2,853)=2, E(m) =3, E(—3,5) =—4.
e E(x)=3 < 3<x<4

Remarque.
e On note aussi E(x) =[x].
« Voici le graphe de la fonction partie entiere x — E(x) :

Y
G —
¥y =E(x)
G—
E(2,853) =2
y — — — - ——— P
|
G — |
1 |
|
0 1 2,853 X
G —
G—
G —

Pour la démonstration de la proposition 3 il y a deux choses a établir : d’abord qu'un tel entier E(x) existe
et ensuite qu’il est unique.

Démonstration.

Existence. Supposons x > 0, par la propriété d’Archiméde (Propriété R3) il existe n € N tel que n > x.
Lensemble K = {k eN|k<K x} est donc fini (car pour tout k dans K, on a 0 < k < n). Il admet donc un
plus grand élément k,,,, = maxK. On a alors k,,,,,, < x car k,,,,,, €K, etk,,+1>xcark,,, +1¢K.
Donc kpqx < X < kjpax + 1 et on prend donc E(x) = Kpyqy-

Unicité. Si k et £ sont deux entiers relatifs vérifiant k < x <k+letfd <x<f+1,onadonck <x</{+1,
donc par transitivité k < £ + 1. En échangeant les roles de ¢ et k, on a aussi £ < k + 1. On en conclut que
¢ —1<k<{+1, mais il n’y a qu'un seul entier compris strictement entre { —1 et £ + 1, c’est £. Ainsi k = {.
Le cas x < 0 est similaire. O

Exemple 2.
Encadrons v/10 et 1,112 par deux entiers consécutifs.
« Nous savons 32 = 9 < 10 donc 3 = v/32 < /10 (la fonction racine carrée est croissante). De méme
42 =16 > 10 donc 4 = v42 > /10. Conclusion : 3 < +/10 < 4 ce qui implique E(+10) = 3.
« On procéde sur le méme principe. 1'2 < 1,10 < 22 donc en passant a la racine 12-iéme (c’est-a-dire a
la puissance %) onobtient : 1 < 1, 11712 < 2 et donc E(l, 11/12) =1.

2.4. Valeur absolue

Pour un nombre réel x, on définit la de x par :

x| =

X six>0
—x six<O0

Voici le graphe de la fonction x — |x| :
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y
y = x|
1
0 1 X
Proposition 4.
1. |x|=20; |—x|=|x]; |x|>0< x#0
Vx2=|x|
- xyl=Ixllyl

Ix +yl <Ix|+1yl

moR wN

x| —1yl] < lx =yl

Démonstration des inégalités triangulaires.
« —lx| <x < |x|et—|y| <y <lyl. Enadditionnant —(|x| + |y[) < x+y < |x|+|y|, donc |x+y| < [x[+]y].
« Puisque x = (x —y)+y, on a d’apres la premiere inégalité : |x| = |(x —-y) +y| < |x—y|+|y|. Donc
|x] —|¥| < |x — yl, et en intervertissant les roles de x et y, on a aussi |y| —|x| < |y — x|. Comme
ly —x| =[x —y| on a donc ||x| = [y|| < [x = yl.
O

Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x et y ; en particulier |x| représente la
distance entre les réels x et O.

x| lx =y

De plusona:
e [x—a|l<r &= a-r<x<a+r.
e Ou encore, comme on le verra bientdt, [x —a|<r < x€la—r,a+r|.

-|///////\///IIIIr
J///////\///////L

a—r a a+r

A 4

Exercice 3.
Soit a € R\{0} et x € R tel que |x —a| < |a|. Montrer que x # 0 et ensuite que x est du méme signe que da.
Mini-exercices.

1. On munit 'ensemble & (R) des parties de R de la relation % définie par A%ZB si A C B. Montrer qu'’il
s’agit d’'une relation d’ordre. Est-elle totale ?

2. Soient x, y deux réels. Montrer que |x| > “x +y|— |y||.

3. Soient xq,...,x, des réels. Montrer que |x; +---+x,| < |x;|+---+|x,|. Dans quel cas a-t-on égalité ?
4. Soient x,y > 0 des réels. Comparer E(x + y) avec E(x) + E(y). Comparer E(x x y) et E(x) x E(y).
5.

E(x)

Soit x > 0 un réel. Encadrer %X) Quelle est la limite de =~ lorsque x — +00?
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6. On note {x} = x — E(x) la partie fractionnaire de x, de sorte que x = E(x) + {x}. Représenter les
graphes des fonctions x — E(x), x — {x}, x — E(x)— {x}.

3. Densité de (Q dans R

3.1. Intervalle

Définition 4.
Un est un sous-ensemble I de R vérifiant la propriété :

Va,bel VxeR (a<x<b = x€I)

Remarque.
 Par définition I = @ est un intervalle.
e I =R est aussi un intervalle.
Définition 5.
Un est un sous-ensemble de R de la forme Ja, b[= {x ER|a<x< b}, ou a et b sont
des éléments de R.

Méme si cela semble évident il faut justifier qu'un intervalle ouvert est un intervalle (!). En effet soient
a’, b’ des éléments de Ja,b[ et x e Rtel que a’ < x < b’. Alorsonaa <a’ <x < b’ < b, donc x €]a, b[.

La notion de voisinage sera utile pour les limites.
Définition 6.
Soit a un réel, V C R un sous-ensemble. On dit que V est un de a s’il existe un intervalle
ouvert [ telqueaeletI CV.

%4 1% I
L k| L 3 ; [ h| >
L | L i | L i =
a
3.2. Densité
Théoreme 1.
1. Qest dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité de rationnels.

2. R\Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité d’irrationnels.

Démonstration. On commence par remarquer que tout intervalle ouvert non vide de R contient un intervalle
du type la, b[, a, b € R. On peut donc supposer que I =]a, b[ par la suite.

1. Tout intervalle contient un rationnel.

On commence par montrer I'affirmation :

Va,beR (a<b = IreQ a<r<b) 3

Donnons d’abord I'idée de la preuve. Trouver un tel rationnel r = %’, avec p € Z et q € N¥, revient a

trouver de tels entiers p et g vérifiant ga < p < gb. Cela revient a trouver un q € N* tel que l'intervalle
ouvert |qa, gb[ contienne un entier p. Il suffit pour cela que la longueur gb—qa = q(b—a) de I'intervalle
dépasse strictement 1, ce qui équivaut a q > ﬁ.
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Passons a la rédaction définitive. D’aprés la propriété d’Archimede (propriété R3), il existe un entier
q tel que q > ﬁ. Comme b—a > 0, on a g € N*. Posons p = E(aq)+ 1. Alors p—1 < ag < p. On en
déduit d’'une part a < fl—’, et d’autre part g—% < a, donc g <a+ % <a+b—a=b.Donc g €la, b[. On
a montré Paffirmation (3).

2. Tout intervalle contient un irrationnel.
Partant de a, b réels tels que a < b, on peut appliquer 'implication de I'affirmation (3) au couple
(a— v/2,b — +/2). On en déduit qu'il existe un rationnel r dans lintervalle Ja — v2,b — +/2[ et par
translation r + +/2 €]a, b[. Or r + +/2 est irrationnel, car sinon comme les rationnels sont stables par
somme, v/2 = —r + r + +/2 serait rationnel, ce qui est faux d’aprés la proposition 2. On a donc montré
que si a < b, lintervalle Ja, b[ contient aussi un irrationnel.

3. Tout intervalle contient une infinité de rationnels et d’irrationnels.

On va déduire de l'existence d’un rationnel et d’un irrationnel dans tout intervalle Ja, b[ le fait qu’il
existe une infinité de chaque dans un tel intervalle ouvert. En effet pour un entier N > 1, on considére
I'ensemble de N sous-intervalles ouverts disjoints deux a deux :
b—a[ ’ ]a—l— b—a’ . 2(b—a)[ oL ]a+ (N—l)(b—a),b[ .

N N
Chaque sous-intervalle contient un rationnel et un irrationnel, donc J]a, b[ contient (au moins) N

]a,a+

rationnels et N irrationnels. Comme ceci est vrai pour tout entier N > 1, lintervalle ouvert Ja, b[
contient alors une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.

O

Mini-exercices.

1. Montrer qu'une intersection d’intervalles est un intervalle. Qu’en est-il pour une réunion ? Trouver
une condition nécessaire et suffisante afin que la réunion de deux intervalles soit un intervalle.

2. Montrer que 'ensemble des nombres décimaux (c’est-a-dire ceux de la forme 157, avecn € N et a € Z)
est dense dans R.

3. Construire un rationnel compris strictement entre 123 et 123, 001. Ensuite construire un irrationnel.
Sauriez-vous en construire une infinité ? Et entre 7 et 7t + 0,001 ?

4. Montrer que si z = e® et 2’ = e'? sont deux nombres complexes de module 1, avec a < f3, il existe un
entier n € N* et une racine n-ieme de l'unité z = e'’ avec a <y < f3.

4. Borne supérieure

4.1. Maximum, minimum

Définition 7.

Soit A une partie non vide de R. Un réel a est un de A si
a€A et Vxe€eA x<a.
S’il existe, le plus grand élément est unique, on le note alors maxA.
Le de A, noté minA, s'il existe est le réel a telque a €Aet Yx €A x > a.
Le plus grand élément s’appelle aussi le et le plus petit élément, le . Il faut garder a

l'esprit que le plus grand élément ou le plus petit élément n’existent pas toujours.
Exemple 3.

e max[a,b]=b, min[a,b]=a.

 Lintervalle ]a, b[ n’a pas de plus grand élément, ni de plus petit élément.
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o Lintervalle [0, 1[ a pour plus petit élément O et n’a pas de plus grand élément.

Exemple 4.
SoitA={1—1|neN}.
Notons u, = 1— % pour n € N*. Alors A = {un |ne N*}. Voici une représentation graphique de A sur la

droite numérique :

|
|
O=u1

1. An’a pas de plus grand élément : Supposons qu’il existe un plus grand élément a = maxA. On aurait
alors u,, < a, pour tout u,,. Ainsi 1 — % <adonca>1-— % A la limite lorsque n — +00 cela implique
a > 1. Comme a est le plus grand élément de A alors a € A. Donc il existe n, tel que a = u,, . Mais alors
a=1— nio < 1. Ce qui est en contradiction avec a > 1. Donc A n’a pas de maximum.

2. minA=0: Il y a deux choses a vérifier tout d’abord pour n = 1, u; = 0 donc 0 € A. Ensuite pour tout
n>1,u, > 0. Ainsi minA=0.

4.2. Majorants, minorants

Définition 8.

Soit A une partie non vide de R. Un réel M est un deAsiVxeA x <M.
Un réel m est un deAsiVx €A x >m.
Exemple 5.

o 3 est un majorant de ]0,2[;
o —7,—m,0 sont des minorants de ]0, +oo[ mais il n’y a pas de majorant.

Si un majorant (resp. un minorant) de A existe on dit que A est (resp. ).

Comme pour le minimum et le maximum il n’existe pas toujours de majorant ni de minorant, en plus on n’a
pas l'unicité.

Exemple 6.

Soit A=[0,1[.

_ A majorants

1. les majorants de A sont exactement les éléments de [1,+00[,

2. les minorants de A sont exactement les éléments de ] — oo, 0].

4.3. Borne supérieure, borne inférieure

Définition 9.
Soit A une partie non vide de R et a un réel.
1. aestla de Asi a est un majorant de A et si c’est le plus petit des majorants. S’il

existe on le note supA.

2. aestla de A'si a est un minorant de A et si c’est le plus grand des minorants. S’il
existe on le note infA.
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Exemple 7.
Soit A=]0,1].

1. supA=1: en effet les majorants de A sont les éléments de [1, +oo[. Donc le plus petit des majorants
est 1.

2. infA=0 : les minorants sont les éléments de ] — c0, 0] donc le plus grand des minorants est O.

Exemple 8.

e sup[a,b]=b,

e inf[a,b] =a,

o supla, b[= b,

e ]0,+00o[ nadmet pas de borne supérieure,
inf]0, +oo[= 0.

Théoreme 2 (R4).
Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

De la méme facon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Remarque.

C’est tout 'intérét de la borne supérieure par rapport a la notion de plus grand élément, dés qu'une partie
est bornée elle admet toujours une borne supérieure et une borne inférieure. Ce qui n’est pas le cas pour le
plus grand ou plus petit élément. Gardez a l'esprit 'exemple A =[0, 1[.

Proposition 5 (Caractérisation de la borne supérieure).
Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de A est l'unique réel supA tel que
(i) si x €A, alors x < supA,

(ii) pour tout y < supA, il existe x € A tel que y < x.

Exemple 9.
Reprenons 'exemple de la partie A= {1 — % |ne N*}.

|
|
0=u,

1. Nous avions vu que minA = 0. Lorsque le plus petit élément d’une partie existe alors la borne inférieure
vaut ce plus petit élément : donc infA = minA = 0.

2. Premieére méthode pour supA. Montrons que supA = 1 en utilisant la définition de la borne supérieure.
Soit M un majorant de Aalors M > 1 — %, pour tout n > 1. Donc a la limite M > 1. Réciproquement si
M > 1 alors M est un majorant de A. Donc les majorants sont les éléments de [1,+00[. Ainsi le plus
petit des majorants est 1 et donc supA = 1.

3. Deuxiéme méthode pour supA. Montrons que supA = 1 en utilisant la caractérisation de la borne
supérieure.

(i) Six €A, alors x <1 (1 est bien un majorant de A) ;

(ii) pour tout y < 1, il existe x € A tel que y < x : en effet prenons n suffisamment grand tel que
0< % <1l—y.Alorsonay< 1—% < 1.Donc x = 1—% € A convient.

Par la caractérisation de la borne supérieure, supA = 1.

Démonstration.
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1. Montrons que supA vérifie ces deux propriétés. La borne supérieure est en particulier un majorant,
donc vérifie la premiére propriété. Pour la seconde, fixons y < supA. Comme supA est le plus petit des
majorants de A alors y n’est pas un majorant de A. Donc il existe x € A tel que y < x. Autrement dit
supA vérifie également la seconde propriété.

2. Montrons que réciproquement si un nombre a vérifie ces deux propriétés, il s’agit de supA. La premiere
propriété montre que a est un majorant de A. Supposons par 'absurde que a n’est pas le plus petit
des majorants. Il existe donc un autre majorant y de A vérifiant y < a. La deuxiéme propriété montre
'existence d’'un élément x de A tel que y < x, ce qui contredit le fait que y est un majorant de A. Cette
contradiction montre donc que a est bien le plus petit des majorants de A, a savoir supA.

O

Nous anticipons sur la suite pour donner une autre caractérisation, tres utile, de la borne supérieure.

Proposition 6.
Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de A est l'unique réel supA tel que

(i) supA est un majorant de A,

(i) il existe une suite (x,,),en d’éléments de A qui converge vers supA.

Remarques historiques

o Les propriétés R1, R2, R3 et le théoréme R4 sont intrinséques a la construction de R (que nous
admettons).

o Ily a un grand saut entre Q et R : on peut donner un sens précis a I'assertion « il y a beaucoup plus de
nombres irrationnels que de nombres rationnels », bien que ces deux ensembles soient infinis, et méme
denses dans R.

D’autre part, la construction du corps des réels R est beaucoup plus récente que celle de Q dans l'histoire
des mathématiques.

» La construction de R devient une nécessité aprés I'introduction du calcul infinitésimal (Newton et Leibniz
vers 1670). Jusqu’alors I'existence d'une borne supérieure était considérée comme évidente et souvent
confondue avec le plus grand élément.

o Ce n’est pourtant que beaucoup plus tard, dans les années 1860-1870 (donc assez récemment dans
I'histoire des mathématiques) que deux constructions completes de R sont données :

— Les coupures de Dedekind : 6 est une coupuresi ¥ CQetsiVre €onar' <r = r' €%.
— Le suites de Cauchy : ce sont les suites (u,,),ey V€rifiant la propriété

YVe>03INeN (m>=N ,n>N) = |u,—u,|<e€.

Les réels sont 'ensemble des suites de Cauchy (ol I'on identifie deux suites de Cauchy dont la
différence tend vers 0).

Mini-exercices.

1. Soit A une partie de R. On note —A = {—x|x € A}. Montrer que minA = —max(—A), c’est-a-dire que si
I'une des deux quantités a un sens, 'autre aussi, et on a égalité.

2. Soit A une partie de R. Montrer que A admet un plus petit élément si et seulement si A admet une
borne inférieure qui appartient a A.

3. Méme exercice, mais en remplacant min par inf et max par sup.

4. SoitA= {(—1)”#1 |ne N}. Déterminer, s’ils existent, le plus grand élément, le plus petit élément,

les majorants, les minorants, la borne supérieure et la borne inférieure.

5. Méme question avec A = {HLX | x € [0,+oo[}.



Exo7

Propriétés de R

1 Les rationnels Q

Exercice 1

1. Démontrer que si r € Q et x ¢ Q alors r+x ¢ Q et si r # 0 alors r.x ¢ Q.
2. Montrer que v2 € Q,

3. En déduire : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo M [000451]
Exercice 2

Montrer que % est irrationnel.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [000461]
Exercice 3

1. Soit N, = 0,19971997...1997 (n fois). Mettre N,, sous la forme § avec p,q € N*,
2. Soit M =0,199719971997...... Donner le rationnel dont I’écriture décimale est M.

3. Méme questionavec: P=0,11111...+0,22222...+0,33333...4-0,44444...40,55555...40,66666. ..

0,77777...4+0,88888...+0,99999...

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [000459]

Exercice 4

Soit p(x) = Y7 4a;-x'. On suppose que tous les a; sont des entiers.
p i=0 pp q

1. Montrer que si p a une racine rationnelle % (avec o et B premiers entre eux) alors « divise ag et 3
divise a,,.

2. On considere le nombre v/2+ /3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine d’un polyndme
de degré 2. En déduire, a 1’aide du résultat précédent qu’il n’est pas rationnel.

Indication V¥ Correction V Vidéo N [000457]

2 Maximum, minimum, borne supérieure...

Exercice 5

Le maximum de deux nombres x,y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté max(x,y). De méme on notera
min(x,y) le plus petit des deux nombres x,y. Démontrer que :

X+y—+|x— . X+y—|x—
max(x,y) = xty+ eyl et min(x,y) = M
2 2
Trouver une formule pour max(x,y,z).
Indication V¥ Correction V Vidéo W [000464]


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=1d2LZ6zGdjg
http://www.youtube.com/watch?v=cHENuXePV9g
http://www.youtube.com/watch?v=0MkdQiQ4ceI
http://www.youtube.com/watch?v=KX375CPpZjU
http://www.youtube.com/watch?v=RCu1h2v86Ig

Exercice 6

Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u, | n € N} en posant u, = 2" si n est
pair et 4, = 27" sinon.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo M [000465]

Exercice 7
Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand
élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

0,1nQ, 10,1nQ, N, {(—1)"+nlz|neN*}.

Correction V Vidéo W [000466]

Exercice 8
Soient A et B deux parties bornées de R. On note A+B={a+b| (a,b) €A x B}.

1. Montrer que supA + sup B est un majorant de A 4 B.
2. Montrer que sup(A + B) = supA + supB.

Indication V Correction V¥ Vidéo M [000476]

Exercice 9
Soit A et B deux parties bornées de R. Vrai ou faux ?

1. AC B = supA <supB,
. ACB=infA <infB,

2
3. sup(AUB) = max(supA, supB),
4. sup(A+ B) < supA +supB,
5. sup(—A) = —infA,

6. supA+infB < sup(A + B).

Indication V¥ Correction ¥ Vidéo N [000477]

3 Divers

Exercice 10
Soit x un réel.

1. Donner I’encadrement qui définit la partie entiere E(x).

E(x)+E(2x)+...+E(nx)
n? '

Donner un encadrement simple de n” X u,, qui utilise Yio k.

2. Soit (uy)nen- la suite définie par u, =

3. En déduire que (u,) converge et calculer sa limite.
4. En déduire que Q est dense dans R.

Indication V Correction V¥ Vidéo M [005982]

Exercice 11
Soit f: R — R telle que

V(xy) €R? fx+y) = fx)+f().

Montrer que


http://www.youtube.com/watch?v=icn0oS9sQ-0
http://www.youtube.com/watch?v=P4ovnPBvMNo
http://www.youtube.com/watch?v=72sAcDZMmL8
http://www.youtube.com/watch?v=HlWsIpnoVLI
http://www.youtube.com/watch?v=DJNMuwA-0Ts

1. Vne N f(
2.VneZ  f(
3.¥qeQ  flg)=q-f(1).

4. VxeR f(x)=x-f(1) si f est croissante.

Indication V¥ Correction V Vidéo N [000497]



http://www.youtube.com/watch?v=TLQnc9s8vkc

Indication pour ’exercice 1 A

1. Raisonner par 1’absurde.

2. Raisonner par I’absurde en écrivant v/2 = 5 avec p et g premiers entre eux. Ensuite plusieurs méthodes
sont possibles par exemple essayer de montrer que p et g sont tous les deux pairs.

3. Considérer r + %(r’ — r) (faites un dessin!) pour deux rationnels r,7’. Puis utiliser les deux questions
précédentes.

Indication pour I’exercice 2 A

Raisonner par I’absurde !

Indication pour ’exercice 3 A

1. Mutiplier N, par une puissance de 10 suffisament grande pour obtenir un nombre entier.

2. Mutiplier M par une puissance de 10 suffisament grande (pas trop grande) puis soustraire M pour obtenir
un nombre entier.

Indication pour I’exercice 4 A

1. Calculer " p(%) et utiliser le lemme de Gauss.

2. Utiliser la premiére question avec p(x) = (x> —5)% —24.

Indication pour I’exercice 5 A

Distinguer des cas.

Indication pour I’exercice 6 A

infA = 0, A n’a pas de borne supérieure.

Indication pour I’exercice 8 A

Il faut revenir a la définition de la borne supérieure d’un ensemble borné : c’est le plus petit des majorants. En
particulier la borne supérieure est un majorant.

Indication pour I’exercice 9 A

Deux propositions sont fausses...

Indication pour I’exercice 10 A

1. Rappelez-vous que la partie entiere de x est le plus grand entier, inférieur ou égal a x. Mais il est ici pré-
férable de donner la définition de E(x) en disant que E(x) € Z et que x vérifie un certain encadrement...

2. Encadrer E (kx), pour k = 1,...,n.
3. Rappelez-vous d’abord de la formule 1+ 2+ - - + 7 puis utilisez le fameux théoreme des gendarmes.

4. Les u, ne seraient-ils pas des rationnels ?

Indication pour ’exercice 11 A

1. f(2)=f(141)="---, faire une récurrence.
2. f((=n)+n)="---



3. Sig =, calculer f(§ + % +---+ %) avec b termes dans cette somme.

4. Utiliser la densité de Q dans R : pour x € R fixé, prendre une suite de rationnels qui croit vers x, et une
autre qui décroit vers x.




Correction de ’exercice 1 A

1. Soitr= % € Q etx ¢ Q. Par I’absurde supposons que r+x € Q alors il existe deux entiers p’, ¢’ tels que

] / I .
Fdx = %,Doncx:%—sz% € Q ce qui est absurde car x ¢ Q.
/
p

De la méme fagon si r-x € Q alors r-x = % Etdonc x = 7%. Ce qui est absurde.

2. Méthode “classique”. Supposons, par I’absurde, que v/2 € Q alors il existe deux entiers p, g tels que
V2= %. De plus nous pouvons supposer que la fraction est irréductible (p et g sont premiers entre eux).
En élevant 1’égalité au carré nous obtenons g x 2 = p*. Donc p? est un nombre pair, cela implique que p
est un nombre pair (si vous n’étes pas convaincu écrivez la contraposée “p impair = p? impair”). Donc
p=2xp avec p' €N, d’oit p? =4 x p'*. Nous obtenons ¢*> = 2 x p'>. Nous en déduisons maintenant
que g” est pair et comme ci-dessus que g est pair. Nous obtenons ainsi une contradiction car p et ¢ étant
tous les deux pairs la fraction 5 n’est pas irréductible et aurait pu étre simplifiée. Donc v/2 ¢ Q.

Autre méthode. Supposons par 1’absurde que v/2 € Q. Alors /2 = g pour deux entiers p,q € N*. Alors

nous avons ¢ - v/2 € N. Considérons I’ensemble suivant :
wz{neN* \n-\fzeN}.

Cet ensemble ./ est une partie de N* qui est non vide car g € .4". On peut alors prendre le plus petit
élément de .4 : np = min.4". En particulier ng - v/2 € N. Définissons maintenant 7; de la facon suivante :
ny = np- V2 —ny. Il se trouve que n; appartient aussi a .4 car d’une part n; € N (car ng et ng - /2 sont
des entiers) et d’autre part ny - v/2 = ng -2 —ng - v/2 € N. Montrons maintenant que n; est plus petit que
np. Comme 0 < v/2—1 < 1 alors n; = ng(v/2 — 1) < ng et est non nul.

Bilan : nous avons trouvé n; € ./ strictement plus petit que n9 = min.4#". Ceci fournit une contradiction.
Conclusion : v/2 n’est pas un nombre rationnel.

3. Soient r, 7’ deux rationnels avec r < r’. Notons x = r + %(r’ —r). D’une part x €]r, /[ (car 0 < g <1

et d’apres les deux premieres questions v/2 <r /27 L

) ¢ Q donc x ¢ Q. Et donc x est un nombre irrationnel

compris entre r et /.

Correction de I’exercice 2 A

Par I’absurde supposons que % soit un rationnel. Il s’écrit alors § avec p > 0, > 0 des entiers. On obtient

qIn3 = pIn2. En prenant I’exponentielle nous obtenons : exp(¢In3) = exp(pIn2) soit 3¢9 =27. Si p > 1 alors

2 divise 37 donc 2 divise 3, ce qui est absurde. Donc p = 0. Ceci nous conduit a 1’égalité 3¢9 = 1, donc g = 0.

La seule solution possible est p = 0, ¢ = 0. Ce qui contredit ¢ # 0. Donc % est irrationnel.

Correction de I’exercice 3 A
1. Soit p = 19971997 ...1997 et g = 100000000 ...0000 = 10*". Alors N,, = g.
2. Remarquons que 10000 x M = 1997,19971997 ... Alors 10000 x M — M = 1997 ; donc 9999 x M =

[N _ 1997

3.0,111...=4,0,222... =%, etc. D'ou P= § +

9 _ 142449 __ 45 _
o= B 245 o 5

o[t

Correction de I’exercice 4 A

i
1. Soit % € Q avec pged(a,3) = 1. Pour p(%) =0, alors Y7 ya; (%) = 0. Aprés multiplication par 3"
nous obtenons 1’égalité suivante :

a0 + a1 " B+ araf +agB" =0.

En factorisant tous les termes de cette somme sauf le premier par 3, nous écrivons a,o" + g = 0. Ceci
entraine que f divise a, ", mais comme 3 et &” sont premier entre eux alors par le lemme de Gauss



B divise a,. De méme en factorisant par @ tous les termes de la somme ci-dessus, sauf le dernier, nous
obtenons &g’ + apf" = 0 et par un raisonnement similaire o divise ay.

2. Notons y = V2 +/3. Alors }/2 = 5+2+/2+/3 Et donc (}/2 — 5)2 =4 x 2 x 3, Nous choisissons p(x) =
(x* —5)? —24, qui s’écrit aussi p(x) = x* — 10x> + 1. Vu notre choix de p, nous avons p(7) = 0. Si nous
supposons que Y est rationnel, alors y = % et d’apres la premiere question  divise le terme constant de

p, ¢’est-a-dire 1. Donc @ = +1. De méme f divise le coefficient du terme de plus haut degré de p, donc
B divise 1, soit B = 1. Ainsi Yy = %1, ce qui est évidemment absurde !

Correction de I’exercice 5 A

Explicitons la formule pour max (x, y). Six >y, alors [x—y| =x—ydonc § (x+y+|x—y|) =} (x+y+x—y) =x.

De méme si x <y, alors [x —y| = —x+y donc §(x+y+|x—y|) = J(x+y—x+y) =y.
Pour trois éléments, nous avons max(x,y,z) = max (max(x, y),z), donc d’apres les formules pour deux élé-
ments :

max (x,y) +z+ |max(x,y) —z
2
_ syt —yD) et [0yt —y]) 2]
5 :

max(x,y,z) =

Correction de ’exercice 6 A

(uzx )k tend vers +oo et donc A ne posséde pas de majorant, ainsi A n’a pas de borne supérieure (cependant
certains écrivent alors supA = +o0). D’autre part toutes les valeurs de (u,) sont positives et (uy41)x tend vers
0, donc infA = 0.

Correction de I’exercice 7 A

1. [0,1]NQ. Les majorants : [1,+oo[. Les minorants : | — oo, 0]. La borne supérieure : 1. La borne inférieure :
0. Le plus grand élément : 1. Le plus petit élément 0.

2. ]0,1[NQ. Les majorants : [1,+oo|. Les minorants : | —co, 0]. La borne supérieure : 1. La borne inférieure :
0. Il nexiste pas de plus grand élément ni de plus petit élément.

3. N. Pas de majorants, pas de borne supérieure, ni de plus grand élément. Les minorants : | — o0, 0]. La
borne inférieure : 0. Le plus petit élément : 0.

La

4. {(—1)” + n]7 |ne N*}. Les majorants : [3,+oo[. Les minorants : | — o, —1]. La borne supérieure : .

borne inférieure : —1. Le plus grand élément : %. Pas de plus petit élément.

Correction de I’exercice 8 A

1. Soient A et B deux parties bornées de R. On sait que supA est un majorant de A, c’est-a-dire, pour
tout a € A, a < supA. De méme, pour tout b € B, b < supB. On veut montrer que supA + sup B est un
majorant de A + B. Soit donc x € A + B. Cela signifie que x est de la forme a+ b pour un a € A et un
b€ B.Ora < supA, et b <supB, donc x =a+ b < supA -+ supB. Comme ce raisonnement est valide
pour tout x € A+ B cela signifie que supA + sup B est un majorant de A + B.

2. On veut montrer que, quel que soit € > 0, supA + supB — € n’est pas un majorant de A + B. On prend
donc un € > 0 quelconque, et on veut montrer que supA + sup B — € ne majore pas A + B. On s’interdit
donc dans la suite de modifier €. Comme supA est le plus petit des majorants de A, supA — €/2 n’est
pas un majorant de A. Cela signifie qu’il existe un élément a de A tel que a > supA — /2. Attention :
supA — €/2 n’est pas forcément dans A; supA non plus. De la méme maniere, il existe b € B tel que
b > supB — /2. Or I’élément x défini par x = a + b est un élément de A + B, et il vérifie x > (supA —
€/2)+ (supB—¢€/2) = supA + sup B — €. Ceci implique que supA + sup B — € n’est pas un majorant de
A+B.



3.

supA + sup B est un majorant de A + B d’apres la partie 1. Mais, d’apres la partie 2., dés qu’on prend
un € > 0, supA + sup B — € n’est pas un majorant de A + B. Donc supA + sup B est bien le plus petit des
majorants de A + B, ¢’est donc la borne supérieure de A + B. Autrement dit sup(A + B) = supA + sup B.

Correction de I’exercice 9 A

SANIR AN SR

Vrai.

Faux. C’est vrai avec I’hypothése B C Aetnon A C B.
Vrai.

Faux. Il y a égalité.

Vrai.

Vrai.

Correction de ’exercice 10 A

1.

2.

Par définition est I’'unique nombre E(x) € Z tel que
E(x) <x<E(x)+1.

Pour le réel kx, (k = 1,...,n) ’encadrement précédent s’écrit E (kx) < kx < E(kx) 4 1. Ces deux inéga-
lités s’écrivent aussi E (kx) < kx et E(kx) > kx— 1, d’ou ’encadrement kx — 1 < E(kx) < kx. On somme
cet encadrement, k variant de 1 a n, pour obtenir :
n n n
Y (kx—1) < Y E(kx) < ) kx.
k=1

k=1 k=1

Ce qui donne

n n
x- Y k —n<n2-un<x-2k.
k=1 k=1
. On se rappelle que Y|, k = "("2+ 1 donc nous obtenons I’encadrement :
1 nn+1) 1 1 n(n+1)
22 WSV T

1 P
n]7 . % tend vers %, donc par le théoreme des gendarmes (u,) tend vers %

. Chaque u, est un rationnel (le numérateur et le dénominateur sont des entiers). Comme la suite ()

tend vers 3, alors la suite de rationnels (2u,) tend vers x. Chaque réel x € R peut étre approché d’aussi
prés que 1’on veut par des rationnels, donc Q est dense dans R.

Correction de ’exercice 11 A

1.

Calculons d’abord f(0). Nous savons f(1) = f(1+0) = f(1) + f(0), donc f(0) = 0. Montrons le
résultat demandé par récurrence : pour n = 1, nous avons bien f(1) =1 x f(1). Si f(n) =nf(1) alors

fln+1)=f(n)+ f(1) =nf(1)+ f(1) = (n+1)f(1).
O:f(((;) =f(—=14+1)=f(—=1)+f(1).Donc f(—1) = —f(1). Puis comme ci-dessus f(—n) =nf(—1) =
—nf(1).

. Soit g = . Alors f(a) = f(54+§+---+%) = f(5)+---+ f(3) (b termes dans ces sommes). Donc
C

fla)= bf(%). Soitaf (1) = bf(%). e qui s’écrit aussi f(%) = %f(l).



4. Fixons x € R. Soit (;) une suite croissante de rationnels qui tend vers x. Soit (f3;) une suite décroissante
de rationnels qui tend vers x :

<< <.. . <x<-- <P <P

Alors comme o; < x < f3; et que f est croissante nous avons f(;) < f(x) < f(B;). D’apres la question
précédent cette inéquation devient : o;f (1) < f(x) < Bif(1). Comme (o) et (B;) tendent vers x. Par le
“théoréme des gendarmes” nous obtenons en passant a la limite : xf(1) < f(x) < xf(1). Soit f(x) =

xf(1).




Exo7

Le binome. Les symboles } et []

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 IT Identités combinatoires
La difficulté va en augmentant graduellement de facile a assez difficile sans étre insurmontable.

. Caleuler (i) + (1) +...+ (3)-

. Montrer que (8) + (g) + (Z) +...= (’1’) + (gl) + (g’) + ... et trouver la valeur commune des deux sommes.

1
2
3. Calculer les sommes () + (3) + (5) + ... et (5) + (3) + (§) + -
4
5

. Montrer que Vn € N*, Vk € [1,n], k(}) =n(}_}).
. Montrer que (8)2 + ('1’)2 +..+ (Z)2 = (zn") (utiliser le polyndme (1 +x)").

6. Calculer les sommes 0.(y) +1.(}) 4 ... +n.(}) et (‘1’—) + (2#) +.+ % (considérer dans chaque cas un
certain polyndme astucieusement choisi).

7. Montrer que (1) + (” ;1) () = (Zﬂ) o1 0 < p < n. Interprétation dans le triangle de PASCAL ?

8. (a) Soit I, = fol (1 —x?)" dx. Trouver une relation de récurrence liant I, et I, et en déduire I, en
fonction de n (faire une intégration par parties dans I, — I,,+1).

() _ 24..0n
ntl — 13..2n+1)"

(b) Démontrer I’identité valable pourn >1:1— Q + (gf) +.o 4+ (=1)"5

Correction V [005137]

Exercice 2 **

Quel est le coefficient de a*h*c® dans le développement de (a — b+ 2c)°.
Correction ¥ [005138]

Exercice 3 **]

Développer (a+b+c+d)* et (a+b+c)>.
Correction ¥ [005139]

Exercice 4 ***
Soit (n,a,b) € N*x]0,+00[x]0, 4o0|. Quel est le plus grand terme du développement de (a+b)" ?
Correction ¥ [005140]

Exercice 5 *
2z vz . n n n
Résoudre dans Nx 1’équation (1) + (2) + (3) = 5n.
Correction V¥ [005141]

Exercice 6 IT
Cet exercice est consacré aux sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique ou d’une suite géomé-
trique.

1. (*) Caleuler Y7 5i,n € N\ {0,1,2}, Y- (2i— 1), n € N*, et Y15 (3k+7), n € N\ {0,1,2}.
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2. (*) Calculer le nombre 1,1111... =1lim, 1. 1,11...1 et le nombre 0,9999... = lim,_, 1. 0,99...9.

n n

3. (%) Calculer 1 —141—...4+(—=1)""!, n e N*,

~\~
n

. (*) Calculer  + F 4§ +... = lim,, 4 Y| 2—1,{
. (**) Calculer Y} _,cos %”, neN.
. (**) Soientn € Net 6 € R. Calculer }}_cos(k0) et Yi_sin(k6).

(***) Pour x € [0,1] et n € N*, on pose S, = Y'4_, (—1)F! % Déterminerlim,, , o, S,,.

. (**%) On pose ug = let, pourn € N, up,1 = 2u, — 3.
(a) Calculer la suite (u, — 3),eN.
(b) Calculer Y7 uy.

Correction V¥ [005142]

Exercice 7 Sommes télescopiques

Calculer les sommes suivantes :

1 1
L) Yhet wem ot i1 e
2. (***) Calculer S, = Y}_, k” pour n € N* et p € {1,2,3,4} (dans chaque cas, chercher un polynéme P,
de degré p+ 1 tel que P,(x+ 1) — P,(x) = xP).

3. (**) Calculer ) ;_, arctan ﬁ (aller relire certaines formules établies dans une planche précédente).
4. (**) Calculer )}, arctan k%

Correction V¥ [005143]

Exercice 8 1
Calculer les sommes suivantes :

L) Yi<icj<n -
2. (**) Li<ij<nJ €t Licicjcn J-
3. () Licij<nll-

4. (***%) Pour n € N*, on pose u,, = nis Yo Yr_, (5h* — 18h2k? + 5k*). Déterminerlim,_ o u, (utiliser les
résultats de 1’exercice 7, 2)).

Correction V [005144]

Exercice 9 1

1. (*) Caleuler [Tj_, (14 1), n € N*.
2. (¥**) Calculer [T;_ cos 5, a €]0, [, n € N*.

Correction V [005145]




Correction de ’exercice 1 A

1. D’apres la formule du bindme de NEWTON,

vneN, Yi_ () =01+1)"=2"

2. Soit n un entier naturel non nul. Posons S = Zk (n/2) (5) et Sy = Zk 61 n/2) (34%1)- Alors

_ _ < 1)k n — 1\ — rn> ,
S1—5 kZ( 1) (k) (1-1)"=0(carn>1)

=0
etdonc S| =85. Puis S1+S5, =Y/

‘o (}) =2",etdonc §; =S, =2""".
+(5) +

(3) +

N () EORSOR AR

3. En posant j = ¢%7/3

Zn: <Z) =(1+1)"=2" Z (Z)jk: (14 )" et Z (Z)jy‘: (14 j2)".

k=0 k=0

,ona:

En additionnant ces trois égalités, on obtient

" n

> <k>(1+1k+12"> =2 (L))" +(1+ /)"

k=0

Maintenant,

- sike3N,ilexiste pe Ntelque k =3pet 1+ 5+ 2k =1+ ()P + (j3)2p—3carj =1.

- sik€3N+1,ilexiste pc Ntel que k=3p+1et 14+ j*+ % =1+ j(j)P+ j2 (3 >2p—1—|-]—|-J =0
- sik€3N+2,ilexiste pe Ntelquek=3p+2et 1+ 5+ 2k =1+ ()P + 4 ()P =1+ 2+ )=

0.
Finalement, Y'7_, (7) (1 + j*+ j*) = 3Zk (n/3) (3;)- Par suite,

k;, <3k> 3@+ +(1+77)") = 32"+ 2Re((1+))")
Lgn O nmw
§(2 +2Re((—J ) ))—5(2 +2c0s?)

4. Pour 1 <k<m,ona

"(Z) STl 1)!((1(;1—_15)i (k—1)! "(n:D'

5. (2”) est le coefficient de x" dans le développement de (1 +x)". Mais d’autre part ,

(1402 = (140" (1 42" = (Y. (Z)ﬁ)(f <Z>xk)

k=0 k=0

Dans le développement de cette derniére expression, le coefficient de x vaut Y}, (Z) (nf k) ou encore

2 R . . . R .
Yioo (’IZ) . Deux polynémes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients et donc

()-50)



6. 1ere solution. Pour x réel, posons P(x) = Y_, k(})x*"
Pour x réel,

$4() = S (i) = E () e

En particulier, pour x = 1, on obtient
(") ont+l _ 1

n
o _
,;)k—l—l n+1

2éme solution. D’aprés 4), (n+1)(}) = (k+1)(;7}) et donc

n n n (n+1 n+1 n+1
1 n+1 1 AR |
(k+1) _ ((1+1)n+1 1) _ )
Z, k+1 kzon—i-l n+1k; k n+1 n+1

7. Pour 1 <k<n—p, (¥ +k) (r ;ﬁl) (5 flc) ce qui reste vrai pour k = p en tenant compte de (
0). Par suite,

"Pp+k "Pp+k+1 +k 2 vk P (p+k
Z <p :1+Z P (P — 1+ Z p _ p
=0 p —l p+1 p+1 = p+1 = p+1
:1+(n+1>_1:<n+1>.
p+1 p+1

Interprétation dans le triangle de PASCAL. Quand on descend dans le triangle de PASCAL, le long de la
colonne p, du coefficient (? ) (ligne p) au coefficient (Z ) (ligne n), et que I’on additionne ces coefficients,

p+l)

on trouve (Zill) qui se trouve une ligne plus bas et une colonne plus loin.

8. (a) Pour n naturel donné, posons I, = fol (1 —x?)" dx. Une intégration par parties fournit :

1 1 1
bt = [0 -2 (=2 dv= [ 202y de= (-2 d
0 0 0

B (1_ 2)n+1 1 1 1 " B 1
— [—x ) ]0+2(n+1)/0 (1—x2) +1dx_2(n+1)ln+1

etdonc 2(n+1)(I, — I,+1) = I+ ou encore :




VneN, 2n+3)L,11 =2(n+1)I,.

On adéja Iy = 1. Puis, pourn > 1,

B 2n B 2n 2n—2
I T R PRI P

(2n)(2n—2)...2

I, (2n+1)(2n—1)..3.1°

2 j—
..30—

(b) Pour n naturel non nul donné :

1—?+(?+...+(—1)"2n(;21 :/01(1 - <’I>x2+ (Z>x4+...+(—l)”<z>x2”) dx
! n)(2n—2)...
:/0 (=) de=1, = (2n(iz§?2n—23)..%3.1‘

Correction de I’exercice 2 A
La formule du bindme de NEWTON fournit

(a—b+2c)° = i <9> (a—b)*2c)*=(a—b)°+...+ (2) (a—b)°(2¢)* + ...+ (2¢)°.

=0 \k

Ensuite,

Le coefficient cherché est donc

9\ (6).; 98765 5 B
<6> (4)2 =35 5 2’ =3.47.3.58= 10080.

Correction de I’exercice 3 A

(a+b+c+d)? =d®+b*+c*+d*+2(ab+ac+ad +be + bd + cd)

et

(a+b+c) =a®+b+ +3(a’b+ab® + a*c + ac® + b*c + be*) + 6abe.

Correction de I’exercice 4 A
Soit n un entier naturel non nul. Le terme général du développement de (a+b)" est uy, = (Z)akb”*k ,0<k<n
PourO<k<mn—1,ona:

k+1pn—k—1
Upt1 _ (ep)d'o" _n—ka
Uy (1) akbr—* k+1b
Par suite,
Ut n—ka na—>b
—>1s ->ls n—ka>k+1)bsk< .
Uy k+1b ( ) ( ) a+b
ler cas. Si % >n—1 (ce qui équivaut a n < %), alors la suite (ug)o<k<n €St strictement croissante et le

plus grand terme est le dernier : a”.



nab

2¢me cas. Si < 0 (ce qui équivaut a n < gL ), alors la suite (ur)o<k<n est strictement décroissante et le
plus grand terme est le premier : b".

3éme cas. Si0 < "“+bb < n— 1. Dans ce cas, la suite est strictement croissante puis éventuellement momen-
na—b

tanément constante, suivant que ‘;"> soit un entier ou non, puis strictement décroissante (on dit que la
suite u est unimodale).

Si "a"+b” ¢ N, on pose k = E ("aa@f )+ 1, l.a s1'1ite. u croit st.rictement jusqu’a ce rang puis redécroit stricte-
ment. Le plus grand des termes est celui d’indice &, atteint une et une seule fois.

Si % b € N, le plus grand des termes est atteint deux fois a I’indice k et a I’indice k + 1.

Correction de ’exercice 5 A

Pour > 3,
<’1l> + <;) + (Z) —5n<:>n+n(n2_ D nln 12(n—2) = 5n

n(=2443n—1)+n-1)n-2)=0cn-25=0
S n=>5.

Correction de I’exercice 6 A

1. Soitn > 3.
il (3+n)(n—2) (n—2)(n+3)
= 2 2
Soit n € N*.
i 1+12n—1
~ 2
i=1
et
nt 1943n+10)(n—2) 1 1
Z(3k+7):( i ”+2 ) ):2(3n+29)(n—2):2(3n2+23n—58).
k=4
2. Soitn € N*. Posons u, = 1,11...1. On a
n
no 11— 1 1 10 1
=1 — =1+ ——1" 1y (1 =—— .
o +k;10k oL 1) =9 g
Quand » tend vers oo, 5107 10” tend vers 0, et donc, u,, tend vers 190
_ 10
L1111 = 5.
Soit n € N*. Posons u, =0,99...9. On a
n
"9 91— 10,1 1
ul’l:Zi :1— .
= 10% ]Ol_ﬁ 10"

tend vers 0, et donc, u, tend vers 1.

0,9999.... — I. I

Quand n tend vers oo, 10”




3. Soitn € N*. Posons u, =1—1+1—...+(—=1)""'. Ona

nl . .
I—(=1)" 1 0 si n est pair
f— — kzizf —( — n =
”"_kgz)( 1) 1-(-1) 2(1 (=1)%) { 1 sin est impair

1—2h .
4. Soitn e N*. Y}, ik =1 —1_ Z—In Quand n tend vers oo, on obtient

5. Soitn € N.

Zcos— =Re ie‘k”/z Xn:ik))

k=0 k=0

| — eln+in/2 Qi DE/4 _jsin (D . (n+D)m nm
=Re(—an ) =Re—ap —2isinZ )= V2sin T cos o
_ L @uiDm 1 [ 1sin€4NU@EN+1)
V2 4 2 | Osine (4N+2)U(4N+3)

En fait, on peut constater beaucoup plus simplement que cos 0+ cos 7 +cos 7+ cos 37” =140-14+0=
0, on a immédiatement Sy, = 1, Sunr1 =S4y +0 =1, Sgp12 = S4nr1 — 1 =0et Sy 3 = S412+0=0.

6. Soient n € Net 6 € R. Posons C,, = Y}_,cos(kf) et S, = Y}_,sin(kB). Alors, d’apres la formule de
MOIVRE,

n

n
C,+iS, = Z(cos(k@)—i—zsm (kO)) Zetke Z 19 k
k=0 =

- ler cas. Si 0 ¢ 277, alors /% # 1. Par suite,

; . (D)6 . (nt1)8
C, 1S, = 1—6’("&)9 _ 0112 T2 T g ST
1—ei® —2ising sin%
Par suite,
cos 1 gipn (10 sin 1€ gin (1410
Cp =Re(C, +iS,) = —*— et S, =Im(C, +iS,) = —2—5—2—
sin 5 sin 5
-2eme cas. Si 6 € 2nZ, on a immédiatement C, =n+1et S, = 0.
Finalement,
o ?n 57 G0 ¢ 2n LE e e
VneN, ZZ:O COS(kQ) = sin 2 et ZZ:O sin(kG) = sin 2 .
n+1si0e€2nZ 0si6 €2nZ

7. Soientx € [0, 1] et n € N*. Puisque —x # 1, on a

, n B B n—1 l_(_x)n 1
S (x) = — Ik = —x)k= = 1—(—x)").
(W= 1D L0t =y = )
Par suite,
) e R ) (1)
Sn( +/S /0 T+ a't—/o mdr—/o T dt—ln(1+x)—/o s dt.



Mais alors,

(=1)"
141

X (—I)n X X gh X Y xn+l 1
S —In(1 = dt| < = dt < t"dt = < .
1S:(x) = In(1 +)] ‘/o 1+1 ' /o /0 1+1 /0 n+l " n+l

Comme -~ tend vers 0 quand n tend vers +oo, on en déduit que

Vx € 0,1], lim, o0 Y7 (= 1) X = In(1 +x).

En particulier,

In2 =1lim;, 40 (1 —

8. (a) Soitn € N. w1 —3 =2u, — 6 = 2(u,, — 3). La suite (u, — 3),en est donc une suite géométrique,
de raion ¢ = 2 et de premier terme up —3 = —2. On en déduit que, pour n enteir naturel donné,
u, —3 = —2.2". Donc,

VneN, u, =3—2""1

(b) Soitn e N.

2n+1 1
Zuk—ZfS 222k—3n+1 s = 2" 3.
Correction de I’exercice 7 A
1. Pour tout naturel non nul £, on a k(kﬂrl) = % = % — k%l et donc
i 1 B i(l 1 ) = I n
Sok(k+1) &=k k+1 n+1 n+l
1 (k+2)—k 1 1

1 _ _1
Pour tout naturel non nul k, on a rr=—m— = 3 nEy = §<k(k+1) — T ), et donc

d d 1 L1 1 _ n(n+3)
; k+1 (k+2) k; k+1 (k+1)(k+2))*§(§ (n+1)(n+2))*4(n+1)(n+2)'

2. Soit n € N*,
- Calcul de S;. Posons P, = aX?>+bX +c.Ona

PX+1)—-P(X)=a((X+1)* X} +b((X +1)—X) =2aX + (a+b).

Par suite,
1 1
Pl(X+1)—P1(X):X<:>2a:leta+b:O(:>a:§etb:—§
<:P_X2 X X(X-1)
) 2
Mais alors,
n n nn+1
k=Y (Bl 1)~ A(K) = B+ 1)~ By (1) = "D



- Calcul de S;. Posons P» = aX> +bX*+cX+d.Ona

P(X4+1)-P(X)=a(X+1) =X +b(X+1)*—X>)+c((X+1)—X) =3aX*+ (3a+2b)X +a+b+c.

Par suite,

1 1 1
P(X+1)—-P(X) :Xz(:>3a:let3a+2b:Oeta+b+c:0<:>a:getb:—i etc= g
X X X X(X-1)(2Xx-1)

3 26 6

Mais alors,

Zk2: i(P2(k+1)—P2(k)) =P(n+1)—P(1) = n(n—|—1)6(2n+1).

- Calcul de S3. Posons P; = aX* +bX?+cX*+dX +e.Ona

PX+1)-PX)=a((X+1)* =X +b(X +1)° = X*) + (X +1)* = X?) +d((X +1) - X)
= 4aX> 4 (6a+3b)X> + (4a+3b+2c)X +a+b+c+d.

Par suite,

PB(X+1)-P(X)=X>o4a=1,6a+3b=0,4a+3b+2c=0ecta+b+c+d=0

1 1
=a Z,b —E,C 4etd—0
<:P_X74_X73 X* X*(xX-1)
T4 2 T T s
Mais alors,
n n n2 n+1 2
Y= Y (Pt 1) — (k) = Py 1) (1) = "D

- Calcul de S4. Posons Py = aX’ +bX* +cX3 +dX?* +eX 4+ f.0Ona

P (X+1)—P(X)=a((X+1)° =X)+b(X + 1)* =X+ (X +1)° = X) +d((X +1)* - X?)
+e((X+1)—X)
= 5aX* + (10a +4b)X> + (10a+ 6b+3¢)X> + (Sa+4b+3c+2d)X +a+b+c+d +e.

Par suite,

Py(X+1)—P(X) =X*=5a= 1,10a+4b =0, 10a+6b+3c=0, Sa+4b+3c+2d =0
Ma+b+c+d+e:O

1 1 1
=z b=—3, ,d=0cte=——
Sa=z, 5 et e =
x> xt X3 x X Y3 0X2 X 41
<:P4:——7_|_7_7 ( )(6 9 + X+ )
5 2 3 30 30
Mais alors,
y y 1)(6n° 2401
Z Z Py(k+1)— (k))=P4(n+1)_p4(1>:”(”+ )(6n° 4+-9n” +n ).
k=1 k=l 30



Vn € N*,

2 2
+1)’ ZZ:] K2 = n(n+1)6(2n+1)’ ;Z:£k3 _n (n:—l) _ (ZZ:] k)Z
1)(6n°49 —1
ot ZZ:1k4 _ nn+1)( n;a n”+n )

Yiik=

3. Soitn € N*,

On rappelle que

V(a,b) €]0,+oo[?, arctana — arctanb = arctan f’_;alz.
Soit alors k un entier naturel non nul. On a
k+1)—
arctan kel arctan l(+—il;(k)+l) = arctan(k+ 1) — arctank.
Par suite,
n 1 n
; arctan ekl k;l(arctan(k—i— 1) —arctank) = arctan(n+ 1) — arctan | = arctan(n+1) — —

4. Soitn € N*.

Pour k entier naturel non nul donné, on a

2 k+1)—(k—1
arctan - = arctan 1(++( k)— 1)( a 1)) = arctan(k+ 1) — arctan(k — 1).

Par suite,

n 2 n n n
];1 arctan i Z (arctan(k+ 1) —arctan(k— 1)) = Z arctan(k+1) — Z arctan(k— 1)

k=1 k=1 k=1
n+1 n—1

= Z arctank — Z arctank = arctan(n + 1) 4+ arctann — arctan 1 — arctan0
k=2 k=0

T
= arctan(n+ 1) 4 arctann — 7

Correction de ’exercice 8 A

1. Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. Parmi les n* couples (i, j) tels que 1 <i,j < n,ilyenan tels que

i=jetdoncn? —n=n(n—1)telsque 1 <i,j<neti# j.Commeily aautant de couples (i, j) tels que

(1)

i > j que de couples (i, j) telsque i < j,ilya couples (i, j) tels que 1 < i < j < n. Finalement,

2. Soitn € N*.

n n n n I’l 1 Zn 1
]<ij<nj:j;<zj>zg - ; + )_ (;— )

i=1

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

10



1<i<j<n j=2 \i=1 Jj=2 j=2 j=2
n(n+1)(2n+1) nn+1) nin+1) 2n+1
- 1 1) = 1
(e ) (R =My
_ n(n+1)?
N 6
3. Soit n € N*,
. n+1
Y oi=(y oy ="
1<i,j<n 1<i<n 1<j<n
4. Soitn € N*.
(R i D(2n+1)\°
1<hk<n h=1 k=1 =1 =1 6
Comme d’autre part, Y, h* = Y7 k* = "("H)(m;gg"z“*l), on a
(n+1)(6n° +9n* +n—1)
=Y =y gt =
P ? ) 50 |
et bien sir ¥, o o, k* = © ("H)(Grga'g" =21 Par suite,
N G n*(n+1)(6n’ +9n° +n+14) 18n2(n+1)2(2n+1)2
"R 30 36
1 15 12
= —5(2n6 —2n® + ns(? - ?) + termes de degré au plus 4)
n
= —1 4 termes tendant vers 0
Par suite,
lim u, =—1.
n—4-oo

Correction de I’exercice 9 A

1. Soitn € N*,

_ — —n+1
k ok a

! 1 k1 [T (k+1)  (n+1)!
H(l + %) _ H _ 1l=1 —
k=1 k=1
2. Soita €]0, [ et n € N*. Alors, pour tout naturel non nul £, on a 0 < % <5< % et donc sin% #£0.
On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2sinxcosx. Par suite, pour tout naturel k,

. a 2k ga a _sin(a/2"")
sm(z.?):zsm&? et donc cos o = 2sin(a/26)

Mais alors,

L a  {esin(a/25Y) 1 [T sin(a/28Y) 1 [TSysin(a/2%)  sina
[Jcos 5 _kl;ll 2sin(a/2F) 2" [T\, sin(a/25) 27T\, sin(a/2%) _ 2"sin(a/2")’

11



Exo7

Valeurs absolues. Partie entiere. Inégalités

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **I Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique

Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y. On pose m = % (moyenne arithmétique), g = /Xy (moyenne
géométrique) et % = %(% + }i) (moyenne harmonique). Montrer que x < h < g <m < y.

Correction V¥ [005146]

Exercice 2 *I Inégalité de BERNOULLI

Montrer que, pour a réel positif et n entier naturel donnés, (1+a)" > 1+ na.
Correction V [005147]

Exercice 3 ***
On veut montrer de maniere élémentaire (c’est-a-dire en se passant du logarithme népérien et en ne travaillant
qu’avec les deux opérations + et x) que pour n € N*, (1+ %)” < 3.

Pour cela développer, puis majorer u;, = G en commencant par majorer v; = 4L par 1
pper, p ) k= & ¢ant p i k= = bar 5.

Correction V [005148]

Exercice 4 ***]

Soient n € N* et ay, as,..., a,, n réels strictement positifs.

Montrer que (a; +az + ... —|—an)(% +...+ i) > n? (développer et penser a f(x) = x+ %).

Correction Vv [005149]

Exercice 5 ***] Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

Soient n € N* et ay, a,..., ay, by, ba,..., b,, 2n réels. Montrer que

n n n n
2 2
| Y el < Y lael- bl < [ ) aiy [ X b7
k=1 k=1 k=1 k=1
(Indication. Considérer le polynoéme f(x) = Y} (ax+ bx)?, développer puis ordonner suivant les puissances
décroissantes puis utiliser, dans le cas général, les connaissances sur le second degré). Retrouver alors le résultat
de I’exercice 4.

Correction V [005150]

Exercice 6 ***

Soient a, b et ¢ trois réels positifs. Montrer que 1’un au moins des trois réels a(1 — b), b(1 —c¢), ¢(1 —a) est
inférieur ou égal a %.

Correction V¥ [005151]

Exercice 7 **]

1. Montrer que : Vx € R, E(x+1) =E(x) + 1.


http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

2. Montrer que : V(x,y) € R?, E(x) +E(y) < E(x+Y).
3. Montrer que : V(x,y) € R?, E(x) + E(y) + E(x+y) < E(2x) + E(2y).

Correction V¥ [005152]

Exercice 8 **I
Tout entier naturel non nul n s’écrit de maniere unique sous la forme

n=ap+10a; +...+107a,,

ol p est un entier naturel et les a; sont des entiers éléments de {0,...,9}, a, étant non nul. Déterminer p en
fonction de n.
Correction V¥ [005153]

Exercice 9 **]

Soient x un réel. Déterminer lim,,_, | E(XHE(Z);)? =B ()

Correction V [005154]

Exercice 10 **I
Soient n un entier naturel et x un réel positif.

1. Combien y a-t-il d’entiers naturels entre 1 et n? entre 1 et x ?
2. Combien y a-t-il d’entiers naturels entre O et n? entre O et x ?

3. Combien y a-t-il d’entiers naturels pairs entre 0 et x? Combien y a-t-il d’entiers naturels impairs entre
Oetx?

4. Combien y a-t-il de multiples de 3 entre O et x ?

5. Combien I’équation x + 2y = n, n entier naturel donné et x et y entiers naturels inconnus, a-t-elle de
couples solutions ?

6. De combien de facons peut-on payer 10 euros avec des pieces de 10 et 20 centimes d’euros ?

7. (***) Combien I’équation 2x + 3y = n, n entier naturel donné et x et y entiers naturels inconnus, a-t-elle
de couples solutions ?

Correction V¥ [005155]

Exercice 11 *%%*
Montrer que : Vn € N*, Vx € R, Y1~) E(x+ %) = E(nx) (poser la division euclidienne de E (nx) par n).
Correction V¥ [005156]

Exercice 12 ****
Montrer que pourn € N, E(3(n+2— E(%))) = E(¥52).
Correction ¥ [005157]

Exercice 13 *%%*]
Soit n € N*.

1. Montrer qu’il existe (a,,b,) € (N*)? tel que (2 ++/3)" = a, +b,\/3, puis que 3b2 = a2 — 1.
2. Montrer que E((2++/3)") est un entier impair (penser a (2 —v/3)")).

Correction V [005158]

Exercice 14 **

Montrer que Vn € N*, Vx € R, E(E)) = E(x).

n




Correction V

[005159]

Exercice 15 ***

Soit n € N* et (x,x2,...,x,) € [—1,1]" tels que x; +x2 + ... +x, = 0.
Montrer que |x; + 2xp + ... +nx,| < E(’Z—z)

Correction V [005160]
Exercice 16 ***]

Montrer que Vn € N, (n >3 = \/n < /n!).

(commencer par vérifier que pour k =2,3,...,n,ona: (n—k-+ 1)k > n).

Correction V¥ [005161]
Exercice 17 ***

Montrer que Vn € N*, Y7, |cosk| > % (remarquer que si x € [0;1], x* < x).

Correction ¥ [005162]
Exercice 18 **I

Montrer que Vn € N, Vx € R, |sin(nx)| < n|sinx|.

Correction V¥ [005163]




Correction de ’exercice 1 A
Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y.

X<m<y
1. Onadéjax:)fyg)‘;y:mgzy:yetdonc.
X

(on peut aussi écrire : m —x = ¥ —x = 2% > ().

x<g<xy
2. On aensuite x = /x.x < /xy =g < /y.y =yetdonc .

Xty 1 2 2 SgSmSy
3. m—g="— /x5y =3((vx)* =2+ (\/¥)*) = 3(,/y — vx)? > 0 et donc,
4. D’apres 1), la moyenne arithmétique de % et % est comprise entre —et 1 , ce qui fournit % < % < %, ou
x<h<y
encore .
5. D’apres 3), la moyenne géométrique des deux réels % et % est inférieure ou égale a leur moyenne
arithmétique. Ceci fournit ;%% < %(% + %) ou encore é < % et finalement

+$>,g:\/x*yetm:%.

2xy

. . . 1 . P
Remarque 1.Onah = 1y nais cette expression ne permet pas de comprendre que ; est la moyenne arithmé-

tique de % et %

Remarque 2. On peut visualiser 1’inégalité entre moyenne arithmétique et géométrique.

Si (ABC) est un triangle rectangle en A et A’ est le pied de la hauteur issue de A, on sait que AA”?> = A’'B.A'C.
On se sert de cette remarque pour construire g et la comparer graphiquement a m.

On accolle deux segments de longueurs respectives x et y. On construit alors un triangle rectangle d’hypothénuse

ce segment (de longueur x + y) noté [BC], tel que le troisiéme sommet A ait une projection orthogonale A’ sur
(BC) vérifiant BA' = x et CA’ = y.

A<
q m

BE—= ! C
A x4y

La moyenne arithmétique de x et y est m = %, le rayon du cercle, et la moyenne géométrique de x et y est
g = /Xy = VA'B.A’C = AA', la hauteur issue de A du triangle (ABC).

Correction de I’exercice 2 A
(I+a)*=(1+a)...(14a)=14+na+... > 1+na.

Correction de I’exercice 3 A

k

k
P0111rn EN, (1+4ym=y1 % Pour k € {0,...,n}, posons u; = % puis v = ”’;—f' Pourk € {1,....n—1},0n
a alors



CkHlnk 1 n'k!(n—k)! n—k  (n+1)—(k+1) 1 n+l

O T ke ) n—k—1)!  nk+1)  nlk+1)  n nlk+1)
I n+1
<—- k> 1
" + o (car )
11
2 2n 2

Ainsi, pour k € {1,....,n— 1}, ug4; < %uk et donc, immédiatement par récurrence,

1 1 n 1
U < Tt R SV RV
En tenant compte de uy = 1, on a alors pour n € N*,
(1+1)"—i <1+i 1 —1+1_2L"—1+2(1 1)—3 : <3
p —k:()l/tk\ k:12k—1 - 1_% - on/ n—1 :

Correction de I’exercice 4 A
Soient n € N* et ay, as,..., a,, n réels strictement positifs.

) () 3o st B3

i=194j

Pour x > 0, posons alors f(x) =x+ 1. f est dérivable sur 0, +eo[ et pour x > 0, f'(x) = 1 — 5 = w f
est donc strictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur [1,+oo[. f admet ainsi un minimum en
1. Par suite,

Vx>0, f(x)}f(l):l—i—%:l

(Remarque. L’inégalité entre moyenne géométrique et arithmétique permet aussi d’obtenir le résultat :

On en déduit alors que

2
n-—n
:I’lz.

Y

1 j=1

>n+ Z 2=n+2

1<i<j<n

‘ 1
- aj

1

Correction de ’exercice 5 A

Pour x réel, posons f(x) = Y7_, (ax + brx)?. On remarque que pour tout réel x, f(x) > 0. En développant les n
carrés, on obtient,

fx) =

(agE

n n n
(bix* + 2arbix +ap) = (Z b)x* + 2(2 arby)x + (Z ar).
k=1 k=1 =1

k=1

lercas. SiY; bi # 0, f est un trindme du second degré de signe constant sur R. Son discriminant réduit
est alors négatif ou nul. Ceci fournit

024 = (Y ab)® (Y. B} ),
k=1 k=1 k=1



et donc

Zn:akbké Zn:a,% Zn:b,%
k=1 V k=1 \/k:l

2eme cas. Si Y}, b7 =0, alors tous les by sont nuls et I'inégalité est immédiate.

Finalement, dans tous les cas,
i il < /T @y /T B l

Cette inégalité est encore valable en remplacant les a; et les by par leurs valeurs absolues, ce qui fournit les
inégalités intermédiaires.
Retrouvons alors I’inégalité de 1’exercice 4. Puisque les a; sont strictement positifs, on peut écrire :

(£o) (£2)- () (£4) > (52) ==

Correction de I’exercice 6 A

SiI’un des réels a, b ou c est strictement plus grand que 1, alors I’un au moins des trois réels a(1 —b), b(1 —¢),
c(1 — a) est négatif (puisque a, b et ¢ sont positifs) et donc inférieur ou égal a %.

Sinon, les trois réels a, b et ¢ sont dans [0, 1]. Le produit des trois réels a(1 —b), b(1 —c) et ¢(1 —a) vaut

a(l —a)b(1—>b)c(1—c).
Mais, pour x € [0, 1], x(1 —x) est positif et d’autre part, x(1 —x) = —(x— 3)>+ } < . Par suite,

1
a(l—a)b(1—-b)c(l —c) < R

Il est alors impossible que les trois réels a(1 — b), b(1 —c) et ¢(1 —a) soient strictement plus grand que 1, leur
produit étant dans ce cas strictement plus grand que 4%.
On a montré dans tous les cas que I’'un au moins des trois réels a(1 — b), b(1 —c) et ¢(1 —a) est inférieur ou

égala .

Correction de ’exercice 7 A

1. Soitx € R. Alors, E(x) <x < E(x)+1puis E(x)+1<x+1< (E(x)+1)+1. Comme E(x)+1 € Z,
onabien E(x+1) =E(x) + 1.

2. Soient (x,y) € R%. Ona E(x) + E(y) < x+y. Ainsi, E(x) + E(y) est un entier relatif inférieur ou égal a
x+y. Comme E (x+y) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x+y, on a donc E(x) + E(y) <
E(x+y).

Améliorons. E(x) <x<E(x)+1etE(y) <y<E(y)+1fournit E(x) +E(y) <x+y<E(x)+E(y)+2
et donc E(x+y) vaut, suivant le cas, E(x) + E(y) ou E(x) + E(y) + | (et est dans tous les cas supérieur
ou égal 2 E(x) + E(y)).

3. Soit (x,y) € R2. Posons k = E(x) et | = E(y).

ler cas. Six € [k,k+3[ety € [l,l+ 1], alors x+y € [k+1,k+1+ 1] et donc E(x+y) = k+1, puis
E(x)+E(y)+E(x+y) =k+1+k+1=2k+2l. Dautre part, 2x € [2k,2k+ 1[ et 2y € [21,2] + 1].
Par suite, E(2x) + E(2y) = 2k +21. Dans ce cas, E(x) + E(y) + E(x+y) = E(2x) + E(2y).

2eme cas. Six€ [k+1,k+1[etye [l,I+ 1], alorssx+y € [k+1+ 3, k+1+3[etdonc E(x+y) =k+1
ouk+1+1,puis E(x) + E(y) + E(x+y) = 2k+ 2l ou 2k+ 2/ + 1. D’autre part, 2x € [2k+ 1,2k +2|
et 2y € [21,21 + 1[. Par suite, E(2x) + E(2y) = 2k+2[+ 1. Dans ce cas, E(x) + E(y) + E(x+y) <
E(2x) +E(2y).

3eme cas. Six € [k,k+ ety € [[+ 5,0+ 1], onade méme E(x) +E(y) + E(x+y) < E(2x) +E(2y).



4eme cas. Six€ [k+1,k+1[ety€[l+3,+1onaE(x)+E(y) +E(x+y) =2k+2/+2=E(2x)+

E(2y).
Finalement, on a dans tous les cas E(x) + E(y) + E(x+y) < E(2x) + E(2y).

Correction de ’exercice 8 A

p est déterminé par I’encadrement : 107 < n < 107! qui s’écrit encore p < 111?1’10 < p+ 1. Par suite,

p = E(logo(n)).

Le nombre de chiffres d’un entier n en base 10 est donc E (log,y(n)) + 1.

Correction de I’exercice 9 A

Soientx € Retne N*. Pour 1 <k<n,ona

kx—1 < E(kx) < kx.

En sommant ces inégalités, on obtient

E(x)+E(2x)+ ...+ E(nx) o x+2x+...+nx  nn+l)x  (n+1)x

n? n? 2n? on

et aussi,

E(x)+E(2x)+ ...+ E(nx) - =D+ 2x—1D+...+(mx—1) nn+1)x/2—n _ (n+1x

n? n? n2? 2n

Finalement, pour tout naturel non nul,

(n+1)x 1 - E(x)+E(2x)+ ...+ E(nx) o (n—f—l)x‘

2n n n2 )

1

n

Les deux membres extrémes de cet encadrement tendent vers 5 quand n tend vers 0. D’apres le théoreme des

gendarmes, on peut affirmer que

E(x)+EQ2x)+..+E(mx) _ x
=3.

Vx eR, lim, 1o p

Correction de I’exercice 10 A

1. Par définition d’un entier, il y a n entiers entre 1 et n. Ensuite, pour tout entier naturel k, on a

I1<k<x& 1<k<E(x).
11y a donc E(x) entiers entre 1 et x.
2. Ily an+ 1 entiers entre 0 et n et E(x) + 1 entiers entre 0 et x.
3. Les entiers naturels pairs sont les entiers de la forme 2k, k € N. Or,

0<2k<x<:>0<k<§.

Le nombre des entiers pairs compris entre 0 et x est encore le nombre des entiers k compris au sens large
entre 0 et 5. D’apres 2), il y a E(3) + 1 entiers pairs entre 0 et x. De méme, il y a E(3) + 1 multiples de

3 entre O et x.
De méme,



x—1 x—1
2
Ily adonc E(31)+ 1 =E(*!) entiers impairs entre 0 et x.
4. Il'y a E(3) + 1 multiples de 3 entre O et x.
5. Soientn € Net (x,y) € N2, Ona

N

1
0<2k+1<x<:>—§<k

x+2y=n&sSx=n—2y.

Donc, (x,y) est solution si et seulement si y € N et n — 2y € N ou encore si et seulement si 0 < 2y < n.
Il'y adonc E(5) + 1 couples solutions.

6. Si x et y sont respectivement le nombre de pieces de 10 centimes d’euros et le nombre de pieces de 20
centimes d’euros, le nombre cherché est le nombre de couples d’entiers naturels solutions de I’équation
10x + 20y = 1000 qui s’écrit encore x+ 2y = 100. D’apres 5), il y a E(%O) +1 =51 facons de payer 10
euros avec des pieces de 10 et 20 centimes d’euros.

7. Soientn € Net (x,y) € N>, Ona

n—3
2x+3y=nsx= — Y.
Donc,

-3
(x,y) solution < x = —

etye Netn—3y e 2N.

Maintenant, comme n — 3y = (n —y) — 2y et que 2y est un entier pair, n — 3y est pair si et seulement si
n—y est pair ce qui revient a dire que y a la parité de n. Ainsi,

. n n .
(x,y) solution < x = Y etyeNet0<y< getyalaparlte de n.

ler cas. Sin est pair, le nombre de couples solutions est encore le nombre d’entiers pairs y compris au
sens large entre O et 2. Iy a E(%)) + 1 = E("£®) tels entiers.

2eme cas. Si n est impair, le nombre de couples solutions est encore le nombre d’entiers impairs y

compris au sens large entre O et 5. 1y a E(#)) +1=E(%) tels entiers.

Finalement, le nombre cherché est £ (%) sin est pair et E (%) si n est impair.

Correction de ’exercice 11 A

1. Par définition d’un entier, il y a n entiers entre 1 et n. Ensuite, pour tout entier naturel k, on a

I1<k<x&1<k<E(x).

Il y a donc E(x) entiers entre 1 et x.
2. Ily an+ 1 entiers entre 0 et n et E(x) + 1 entiers entre 0 et x.

3. Les entiers naturels pairs sont les entiers de la forme 2k, k € N. Or,

Og%éx@0<k<g

Le nombre des entiers pairs compris entre 0 et x est encore le nombre des entiers k compris au sens large
entre 0 et 5. D’apres 2), il y a E(3) + 1 entiers pairs entre 0 et x. De méme, il y a E(3) + 1 multiples de
3 entre O et x.
De méme,
1 x—1 x—1
= .

0<2%k+1<xe —=<k<
tlsxe—3 2

Il'y adonc E(*51) + 1 = E(*!) entiers impairs entre 0 et x.




4. Il'y a E(3) + 1 multiples de 3 entre O et x.
5. Soientn € Net (x,y) € N2, Ona

x+2y=n&x=n—2y.
Donc, (x,y) est solution si et seulement si y € N et n— 2y € N ou encore si et seulement si 0 < 2y < n.
Il'y adonc E(5) + 1 couples solutions.

6. Six ety sont respectivement le nombre de pieces de 10 centimes d’euros et le nombre de pieces de 20
centimes d’euros, le nombre cherché est le nombre de couples d’entiers naturels solutions de 1’équation
10x + 20y = 1000 qui s’écrit encore x+ 2y = 100. D’apres 5), il y a E(%O) +1 =51 facons de payer 10
euros avec des pieces de 10 et 20 centimes d’euros.

7. Soientn € Net (x,y) € N2, Ona

-3
2x+3y:n<:>x:%.

Donc,

n—23y

(x,y) solution < x = etye Netn—3ye2N.

Maintenant, comme n — 3y = (n —y) — 2y et que 2y est un entier pair, n — 3y est pair si et seulement si
n—y est pair ce qui revient a dire que y a la parité de n. Ainsi,

(x,y) solution < x = &

n :
yetyGNetO<y< getyalaparltéden.

ler cas. Sin est pair, le nombre de couples solutions est encore le nombre d’entiers pairs y compris au

sens large entre O et 2. Iy a E(%)) + 1 = E(*£®) tels entiers.

2éme cas. Si n est impair, le nombre de couples solutions est encore le nombre d’entiers impairs y

compris au sens large entre Oet 3. [y a E (?)) +1=E("%) tels entiers.

Finalement, le nombre cherché est E(“£%) si n est pair et E(“£2) si n est impair.

Correction de I’exercice 12 A
Soit n € N. La division euclidienne de n par 25 fournit un quotient entier g et et un reste r élément de
{0,1,...,24} tels que n = 25 +r.

On a alors
1 n 25q+r+2—gq r+2 r+2
E(= 2—E(—=))=E(———— ) =E(8 —)=8 E
et
8n+24 _ 8(25q+r)—|—24 _ 8r+24

Pour montrer 1’égalité de 1’énoncé, il reste donc a vérifier les 25 égalités E (%2) =F (%) 0<r<24, (%),

ce qui peut déja se vérifier « a la main ».
Diminuons encore le nombre de vérifications. La division euclidienne de r par 3 s’écrit r =3k+/ avec 0 <1 < 2.

Mais alors,
r+2 [+2 8r+24 25k —k+81+24 —k+81+24
E = E E =E = E(——).
(F35) =k B0 et B L) = () =k ()
Sil =0, k varie de 0 a 8 et dans ce cas, 0 < *k2+524: *k+§5’+24<%<1.Par suite,
—k+81+24 2 [+2
E(——)=0=E(=-)=E(—).
() =0=E(5) =E(—)



On a ainsi vérifié () quand r € {0,3,6,9,12,15,18,21,24}.
Sil=1oul=2, E(i) = 1 et d’autre part, k varie de 0 a 7. Dans ce cas,

—T7+8+24 o —k+81+24 < 16 +24

== S—%5s S5 <2

et donc

—k+81+24 [+2
(5 )=1=E(7)

On a ainsi vérifié (x) pour les autres valeurs de r. Finalement, on a montré que

VneN, E(%(n+2 E(zi))) E(8n£_24)

Correction de I’exercice 13 A
Soit n € N*,

1. La formule du bindme de NEWTON permet d’écrire

eavar =y (Wi Y (M) j R
ek A\ 2k+1
E(n/2) E((n—1)/2) n
_ kon—2k kon—2k—1
Y ()3 ()8

Ainsi, en posant a, = Zk (n/2) (2",() 3kpn—2k et b, = Zfi(g_l)/z) (2]{';1)3"2”_2"_1, ay et b, sont des entiers

tels que (2+ \f) =a,+ bn\@. En remplagant v/3 par —/3, on a aussi (2— \@)” = a, — b,\/3. Mais
alors,

a2 —3b2 = (an+b,V/3)(ay —byV3) = 2+ V3)"(2—V3)" = (4-3)" = 1.
2. Onnote que (24 v/3)" + (2 —v/3)" = (a, + b,/3) + (a, — bp\/3) = 2a,. Mais,
0<(2-V3)<1.

Par suite,

24+V3)" < 24+V3)"+(2—V3)" =2a, < (2+V3)"+1

ou encore

2a, — 1 < (24V3)" < 2a,.

On en déduit que E((24+/3)") = 2a, — 1 et donc queE((2+ +/3)") est un entier impair.

Correction de ’exercice 14 A
Soientn € N* et x € R.

E(x) <x<E(x)+1=nE(x) <nx<nE(x)+n=nE(x) <E(nx) <nE(x)+n=E(x) < E(Zx) <E(x)+1
E(nx),
= E( . ) =E(x)

10



Correction de ’exercice 15 A

Soient n € N* et (x1,x2,...,x,) € [—1,1]" tels que x; +x2 + ... +x, = 0.
On écrit

(x1+20+...+nx,) = (X1 +x02+ .. +x) F 23+ oo+ x) + (3 + oo Fx0) + oo+ (X—1 +X0) + X,

avec x| +...+x,=0etdoncx, +... +x, = —x1 ...

ler cas. Sin = 2p est pair, alors ’2—2 = p? et donc, E(’Z—Z) =p?

2 ..
= 7. Dans ce cas, on peut écrire

X1 4200 + oA x| < xp o+ xop| o X Xy
+ [ xpa1 o FX2p | A [X2p—1 F X2 |+ [X2p|
=0+|—x1|+]|—x1 —x2|+... 4+ | =21+ ... — x5
+ o1 o x2p ] x2p—1 Fx2p| X2y

-1 2
<0+1+2+...+(p—1)+p+(p—1)+...+1zzp(pz) "Z

+p=p"=E(

)

2_
B L Dans ce cas, on

2éme cas. Sin=2p-+ 1 est impair, alors % =p*+p+ % et donc, E(%) =p’+p=
peut écrire

X1 4+2x0 + oA nx | < |xi+xo+ o xopp | e X o xpg |
+ [ xpg2 + oo Fx2pit]e F [x2p4 |
=04+|—xi|+|—x1—x|+... +|—x1+...—xp]
+ | Xpr2 4 A x2ppt e A |X2p 1]

+1 n?
<O—|—1—|—2—|—...—|—(p—1)+p+p+(p—1)+...—|—1:2p(pz>:p2+p:E(4)

Dans tous les cas, on a montré que

Vn e N*, |x; +2x + ... + nx,| < E(%)

Correction de I’exercice 16 A

Soitn € N\ {0,1,2}.
n n n

n?=[Jm+1-0)[Jk=]]k(n+1-k).
k=1 k=1 k=1

Maintenant, la fonction x — x(n+ 1 — x) est strictement croissante sur [0, %1] et strictement décroissante sur
[%,n—i— 1]. Puisque f(1) = f(n) = n, on en déduit que pour x € [2,n — 1], f(x) > n. Puisque n > 3, on a
n—1 > 2 et on peut écrire

n—1 n—2
n!? :nZHk(rH— 1—k)> nznn =n",
k=2 k=2
et donc,

= (n!Z)l/(Qn) > (nn>l/2n _ \/;l

11



Correction de ’exercice 17 A

Soit n € N*. Puisque, pour tout entier k, |cosk | € [0, 1], on a alors

n n n n
Z|cosk\>2c ZfH-cosZk —+ R Z
k=1 k=1 i=12 =1
_n lRe(ei(”_l+2) smn) _n cos(n+ 1)sinn
2 2 sin1 2 2sinl

: 1 3
Maintenant, 2sm1 =0,594.... Par suite, pour n = 3, 555 < 0,75 =3 < %

> 2sinl

n 1>nnn
2 2sinl” 2 4 4

Enfin, sin =1, [cos1| =0.5... > 0.25 = y etsin =2, [cos 1|+ |cos2| =

Vne N*, Yi_|cosk| > 7. I

Re(e*

+1
2 2
n 1
~ 2 2sinl’
, et donc
9...20.5

= %. Finalement,

Correction de ’exercice 18 A

Soit x € R. Montrons par récurrence que : Vn € N, |sin(nx)| < n|sinx]|.
- C’est clair pour n = 0.
- Soit n > 0. Supposons que |sin(nx)| < n|sinx|. Alors,

|sin(n+ 1)x| = | sinnxcosx + cosnxsinx| < |sinnx|.|cosx| 4 | cosnx|.|sinx|

< | sinnx| + | sinx]|

~
< n|sinx| + [sinx| (par hypothése de récurrence)

= (n+1)|sinx|

Vn € N,Vx € R, |sin(nx)| < n|sinx]|
On a montré par récurrence que

12



Exo7

Les rationnels, les réels

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 1
Montrer que les nombres suivants sont irrationnels.

1. (**) v/2 et plus généralement /m ol n est un entier supérieur ou égal 4 2 et m est un entier naturel
supérieur ou égal a 2, qui n’est pas une puissance n-ieme parfaite.

2. (**) log2.

3. (****) w (LAMBERT a montré en 1761 que 7 est irrationnel, LEGENDRE a démontré en 1794 que >
est irrationnel, LINDEMANN a démontré en 1882 que 7 est transcendant).

Pour cela, supposer par 1’absurde que & = % avec p et g entiers naturels non nuls et premiers entre eux.
Considérer alors I, = [ /4 w sinx dx, n € N* et montrer que I, vérifie

(a) I, est un entier relatif;

(b) 1, >0;

(c) lim,_, 1, =0 (voir devoir).

4. (***) e (HERMITE a démontré en 1873 que e est transcendant. C’est historiquement le premier « vrai » nombre
dont on a réussi a démontrer la transcendance).

Pour cela, établir que pour tout entier naturel n, e =Y}, % + fol U;f L et dt, puis que pour tout entier
3 . .

naturel nonnuln, 0 <e—Y;_, % < Gy Raisonner alors par I’absurde.

5. (FF¥) cos(27—”). Pour cela trouver une équation du troisieme degré a coefficients entiers dont les solutions
sont cos(%”), cos(%”) et cos(%”), puis vérifier que cette équation n’a pas de racine rationnelle (supposer
par ’absurde qu’il y a une racine rationnelle 5 avec p € Z*, g € N* et PGCD(p,q) = 1 et montrer que
p divise 1 et g divise 8). (On rappelle le théoreme de GAUSS : soient a, b et c trois entiers relatifs tous

non nuls. Si a divise bc et a et b sont premiers entre eux, alors a divise ¢).
6. (**%) V2 +/3+/5.

Correction V¥ [005209]

Exercice 2 **IT

Soient A et B deux parties de R, non vides et bornées. Montrer que sup A, sup B, sup(A + B), inf A, inf B,
inf (A 4 B) existent et que 1’on a sup (A + B) = sup A+ sup B et inf (A + B) = inf A + inf B. (A + B désigne
I’ensemble des sommes d’un €lément de A et d’un élément de B).

Correction V [005210]

Exercice 3 **
Soit A = {1+ (—1)", n € N*}. Déterminer sup A et inf A.
Correction V [005211]

Exercice 4 **IT

Soit A une partie non vide et bornée de R. Montrer que sup{|x —y|, (x,y) € A>} = sup A —inf A.
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Correction V [005212]

Exercice 5§ ***[T

Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Que dire de sup(A N B), sup(A UB), sup(A + B) et
sup(AB)? (A + B (resp. AB) désigne 1’ensemble des sommes (resp. des produits) d’un élément de A et d’un
élément de B).

Correction V [005213]

Exercice 6 ****

Soit uy, le chiffre des unités de C¥, k entier naturel fixé non nul et n entier naturel superieur ou égal k. Montrer
que le nombre O, uguyug1 ;... est rationnel.

Correction ¥ [005214]

Exercice 7 ** Identité de CATALAN

. 1 (=1)k
Montrer que pour tout entier naturel non nul n, Z;%i 01 % =y 4 %

Correction V [005215]

Exercice 8 **I Inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et de MINKOW SKI

Soient ay,..., a,, bi,..., b, des nombres réels.
1. En considérant la fonction f : x> Y{_,(ax + xby)?, montrer que | Y7_; axby| < \/ Yo a \/ Yo b
(inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
2. En déduire I'inégalité de MINKOWSKI : /Y[, (ax + by)? < \/ZZ:] a + \/22:1 b3
(I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ affirme que le produit scalaire de deux vecteurs est inférieur ou égal
au produit de leurs normes et I’inégalité de MINKOWSKI est I’inégalité triangulaire).

Correction V¥ [005216]

Exercice 9 **
Résoudre dans R I’équation \/x+ 2v/x—1+ \/x —2vx—1=1.

Correction V¥ [005217]

Exercice 10 *** Sous groupes de (R, +)

1. Montrer que les sous groupes du groupe (R, +) sont soit de la forme aZ, a réel donné, soit denses dans
R.

Indication : pour G sous-groupe donné de (R, +), non réduit a {0}, considérer a = Inf (GN|0; 4-eo[) puis
envisager les deux casa =0eta > 0.
(Definition : G est dense dans R si et seulement si : (Vx € R, Ve >0, Jye G/ [y—x| < ¢€).
2. Application 1. Montrer que {a+bv/2, (a,b) € Z*} est dense dans R.
3. Application 2 (groupe des périodes d’une fonction).
(a) Soit f une fonction définie sur R a valeurs dans R. Montrer que 1’ensemble des périodes de f est un
sous groupe de (R, +) (ce sous-groupe est réduit a {0} si f n’est pas périodique).
(b) Montrer qu’une fonction continue sur R qui admet 1 et v/2 pour périodes, est constante sur R.

Correction V¥ [005218]

Exercice 11 **

Montrer que {r?, r € Q} est dense dans R.
Correction ¥ [005219]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soient m et n deux entiers naturels supérieurs a 2.

Vm e Q< I(a,b) € (N*)?/ /m= f(@ﬂ(ab) e (N)2/a"=mxb".

Tout d’abord, si b =1, m = a”" et m est une puissance n-ieme parfaite. Ensuite, a = 1 est impossible car
mx b" > 2. Supposons alors que a et b soient des entiers supérieurs a 2 (et que a” = m x b"). L’exposant
de tout facteur premier de a" ou de b" est un multiple de » et par unicité de la décomposition en facteurs
premiers, il en est de méme de tout facteur premier de m. Ceci montre que, si v/m est rationnel, m est une
puissance n-ieme parfaite. Réciproquement, si m est une puissance n-ieéme parfaite, y/m est un entier et
en particulier un rationnel. En résumé :

V(m,n) € (N\ {0,1})2, ¢/m € Q & /m € N < m est une puissance 1 -ieme parfaite.

Par suite, si m n’est pas une puissance n-iéme parfaite, v/m est irrationnel.

log2 € Q = 3(a,b) € (N*)?/ log2 = g = J(a,b) € (N*)?/ 107 =2 = J(a,b) € (N*)?/ 10 = 2°
= J(a,b) € (N*)?/ 5¢ =204,

Puisque 5% > 1, ceci impose b —a € N*. Mais alors, 1’égalité ci-dessus est impossible pour a # 0 et
b # 0 par unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel supérieur ou égal a 2. On

a montré par I’absurde que
log?2 est irrationnel. I

3. Supposons par I’absurde que 7 soit rationnel. Il existe alors deux entiers naturels non nuls p et g tels
que T = g. Pour 7 entier naturel non nul donné, posons

1 /7 ] 1 [pla .
Li=— [ X'"(p—gx)"sinxdx= —/ X"(p —gx)" sinx dx.
n! Jo n!Jo

e Tout d’abord, pour 0 < x § ,ona0<x(p—gx)= 2’; (p - zﬂq X q) = %, et donc (puisque 0 < sinx <

1 rrla / p2\" 2\"
oglngf/ Y =2 (22
n!Jo 4q n! \ 4q

2\ 1
D’apres le résultat admis par I’énoncé, -~ (Z—q) tend vers 0 quand 7 tend vers +oo, et donc d’apres le

1 pour x € [0, 7)),

théoreme de la limite par encadrement, la suite (7,,) converge et lim,,_, . I, = 0. ® Ensuite, puisque pour
x élément de [0, 7], on a X" (p — gx)" sinx > 0, pour n entier naturel non nul donné, on a

1 /7 0 1 3n/4 i 37 T p p "
I, = ;/0 X'"(p—qx)"sinx dx > 11!/71/4 X'(p—qx)"sinx dx > n' 7 4)\1g p—@ X q
il (3” ) >0
z\f 2n! \ 16g )
Donc, Vn € N, I, > 0. e Vérifions enfin que, pour tout entier naturel non nul #n, I, est un entier (relatif).
Soit P, = i,x” (p—gx)". P, est un polyndme de degré 2n et O et 5 sont racines d’ordre n de P, et donc,

pour 0 < k < n, racines d’ordre n — k de P,Ek). En particulier, P,Sk) (0) et P,Sk) (5) sont, pour 0 < k < n,

®'> 0eten particulier, P )(0)

et Pn®) (q) sont, pour k 2> 2n+ 1, des entiers relatifs. Soit k un entier tel que n < k < 2a.

des entiers relatifs. De méme, puisque deg P, = 2n, pour k > 2n+1, P,

3



l l i . C}l'l n—i i1 n+i 2 Crliin 2n—k k—n k—n _k
*X”(p gx)" *x Z )gx' =Y, " (=) g = ) e (=) g
i=0 """ k=n .

On sait alors que

kl
PV (0) = k! x (coefficient de x*) = (— 1)k = cknp2n—kgh—n,

‘ n
ce qui montre que P (0) est entier relatif (puisque n < k < 2n). Puis, comme P, (— —x) = P,(x), on
a encore PV (S —x) = (—l)kP,gk) (x) et en particulier P <5> = (—l)kP,E )( 0) € Z. On a montré que
pour tout entier naturel %, P,Ek)(O) et Pn(k) (5) sont des entiers relatifs. Montrons alors que /,, est un

entier relatif. Une premicre intégration par parties fournit : I, = |—P,(x) cosx x)cosx dx.
tier relatif. Une p tégration par parties fournit : /, P play rlapr d
cos prend des valeurs entieres en O et g = 1 de méme que P,. Par suite,

r/q
LeZ& / P (x)cosx dx € Z.

Une deuxiéme intégration par parties fournit : [’ r/a P

sin prend des valeurs entieres en O et ‘Z 7, de méme que P, et

(x) cosx dx = [P, (x) sinx]2/? — [P/9 P! (x) sinx dx.
ela

In€Z<:>/ P (x)sinx dx € Z.
0

En renouvelant les intégrations par parties et puisque sin et cos prennent des valeurs entieres en O et 7
de mé&me que les dérivées succesives de P,, on en déduit que :

p/a (2n) )
I,,EZ<:>/ P,”" (x)sinxdx € Z.
0
Mais,

/
PP Wsinxdr= [ (g @) tsine dy = 2(=g)"(2n) (2n = 1)..(n-+ 1) €7,

P/q

0

Donc pour tout naturel n, I, est un entier relatif, strictement positif d’apres plus haut. On en déduit que
pour tout naturel n, I, > 1. Cette derniere constatation contredit le fait que la suite (1,) converge vers 0.
L’hypothese 7 est rationnel est donc absurde et par suite,

7 est irrationnel. '

. Montrons par récurrence que : Vn € N, e = Y k. + fo
Ole’dt—e—l etdonc e=1+[fled =Y Ok,—l—fo
Yico k, + fo n, "¢ dt. Une intégrations par parties fourmt

1 (l—t)n . (l_t)n+l 1 1 (l_t)n+l 1 1 (l_t)nJrl
~ L ddt=|-—""71 ! / N ld — / td
/0 w oY [ ) xnt |, o Dt T T iy €

et donc,

,)edtoPourn—O fo el dt =

é' dt. e Soit n > 0. Supposons que e =

n n‘

n 1 1 l(l—f)n+1 . n+l 1 n+l
dt = dt.
N ST +1)!+/0 (ntiyn € +/ n+1

Le résultat est ainsi démontré par récurrence. Soit 7 un entier naturel non nul. D’apres ce qui précede,



np (1) L1 =gy e 3
- — = —edt< dt = < .
¢ k;ok! /0 nt e/o n! CESICESI

Supposons alors par 1’absurde que e soit rationnel. Alors, il existe (a,b) € (N*)?/ e = 5. Soit n un entier
naturel non nul quelconque. D’apres ce qui précede, ona0 < 7 — Y/ % < ﬁ ce qui s’écrit encore
apres multiplication des trois membres par bn!

0<axn!—byl 4 <n+1

En particulier, pour n=3b,ona0<ax(3b)! bZk 0 k, L < 3b+1 < 1. Mais ceci est impossible

car a x n! — bZk 0 k, ! est un entier relatif. Il etait donc absurde de supposer que e est rationnel et

finalement,
e est irrationnel. '

. Une équation du troisieéme degré dont les solutions sont cos 2Z 7 , cos & 7 Z ot cos OF 7 T est

(X —cos Z) (X —cos ) (X —cos &) =0,

ou encore

3 2n an 67\ o 2r 4rm 2r 6m 4t 61 2r 4w €

X”—| cos — +cos — +cos — | X"+ | cos = cos — + cos — cos — + €08 — C0S — | X —COS —— COS — COS -
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

Calculons alors ces trois coefficients. Soit @ = ¢*™/7. Puisque @’ = 1 et que ® + > + ®° 4+ 0* + ©° +
®® = —1, on a d’apres les formules d’EULER

cosz—ﬂ+cos4—”+cos6—”—1(w+w"’+w2+w5+w3+w4)— !
7 7 72 2
puis,
2r 4w 2 6w 4 6m 1
cos7cos7+cos7cos7—|—cos7cos7:Z((w—i—a)(’)(a)z—i—a)s)+(a)+a)6)(w3+a)4)+(a)2+w5)((o3+‘
1
:Z((w3+a)6+w+w4)+(a)4+a)5+a)2+w3)+(w5+a)6+w+w2))
2-1) 1
4 2’
et enfin,

2r 4m 6 1
COS —~ €08 —- €08 —~ = §(w+ 0%)(0* + 0°)(0® + 0*)

1 1
:g(w3+w6+w+w4)(w3+w4):g(w6+1+w2+w3+w4+w5+l+w):—

27

Les trois nombres cos =, cos 4% et cos &F - sont donc solution de I’équation X 34 X 2 X — é =0ou

encore de I’équation

8X> +4X>—4X —1=0.

Montrons que cette équation n’admet pas de racine rationnelle. Dans le cas contraire, si, pour p entier re-
latif non nul et g entier naturel non nul tels que p et g sont premiers entre eux, le nombre r = qu est racine
de cette équation, alors 8p3 +4p*g—4pq* — ¢ = 0. Ceci peut encore s’écrire 8p° = g(—4p> +4pg+q*)
ce qui montre que ¢ divise 8p>. Comme g est premier avec p et donc avec p3, on en déduit d’apres le
théoréme de GAUSS que ¢ divise 8. De méme, I’égalité ¢° = p(8p* +4pq —44¢* ) montre que p divise 7
et donc que p divise 1. Ainsi, p € {—1,1} etq € {1,2,4,8} ouencore r € {1 ,2, %,}1, e 8, 8}
On vérifie alors aisément qu’aucun de ces nombres n’est racine de 1I’équation considérée et donc cette
équation n’a pas de racine rationnelle. En particulier,



cos 27—” est irrationnel.

6. On sait que v/2, v/3 et v/5 sont irrationnels mais ceci n’impose rien 2 la somme v/2 4+ v/3 + v/5. Soit
a=v2+V3+V5.

o =V2+V3+V5= (a—v2)? = (V3+V5) = a® —2V20+2=8+2V15
= (a® —2V20— 6)> = 60 = a* +8a® — 24 = 4V2a (o> — 6)
Si maintenant, on suppose que « est rationnel, puisque /2 est irrationnel, on a nécessairement (o> —

6) = 0 (dans le cas contraire, V2 = %‘]ﬁ:ﬁ € Q). Mais o n’est ni 0, ni —\@, ni V6 (car o? >
24+3+5=10> 6). Donc

V2 + \/§ ++/5 est irrationnel. I

Correction de I’exercice 2 A

A et B sont deux parties non vides et majorées de R et admettent donc des bornes supérieures notées respecti-
vement ¢ et 3. Pour tout (a,b) € Ax B,onaa+b < a+ . Ceci montre que A + B est une partie non vide et
majorée de R, et donc que sup(A + B) existe dans R. (De plus, puisque ¢ + 3 est un majorant de A+ B, on a
déja sup(A+B) < a+ B). Soit alors € > 0. Il existea c Aetb € Btelsque o« — 5 <a< aetf—5 <b<p,
etdonctelsque ¢+ —e<a+b< a+p.

En résumé,

(D) V(a,b) EAxB, a+b<a+PBet(2)Ve>0, Ia,b) EAxB/a+b>a+p—c¢.

On en déduit que

sup(A+B) =a+ 3 =sup A+sup B.

Pour les bornes inférieures, on peut refaire le travail précédent en I’adaptant ou appliquer le résultat précédent
aux ensembles —A et —B car InfA = —sup(—A).

Correction de I’exercice 3 A

Posons pour 1 entier naturel non nul u, = X +(—1)" de sorte que A = {u,, n€N*} = {0, 1 + 1, - 1,2 + 1,1 —1,..}.
Pour n > 1, up, = 1+ ﬁ Donc Vn € N*, 1 < up, < % Pour n > 1, up,_1 = —1+ 2’11_1. Donc Vn € N*,

—1 < upp—1 < 0. Par suite, Vn € N*, —1 < u, < % Donc, sup A et inf A existent dans R et de plus —1 <

infA <supA < % Ensuite, % =uy € A. Donc,

supA:maXA:%. I

Enfin, pour chaque entier naturel non nul n, ona —1 < infA < up,—1 = —1+ 2;%1 On fait tendre n tend vers

I’infini dans cet encadrement, on obtient

(cette borne inférieure n’est pas un minimum).

Correction de I’exercice 4 A




Posons B = {|y — x|, (x,y) € A%}. A est une partie non vide et bornée de R, et donc m = inf A et M = sup A
existent dans R. Pour (x,y) € A2, onam <x < Metm < yM,etdoncy—x <M —metx—y<M—m ouencore
|y — x| < M — m. Par suite, B est une partie non vide et majorée de R. B admet donc une borne supérieure. Soit
€ > 0. Il existe (xo,y0) € A% tel que xo < inf A+ 5 et yo > sup A — 5.

Ces deux éléments x et yo vérifient,

& £
[yo —xo| = yo —x0 > (supA—E) — (ian+§> =supA—infA—e.
En résumé,
1. V(x,y) €A2, [y—x| <supA—infA et

2. Ve >0, I(x,y) €A%/ |y—x| >sup A —inf A —e¢.
Donc, sup B =sup A —inf A.

sup {|[y—x|, (x,y) € A%} = sup A —inf A.

Correction de I’exercice 5 A

1. AN B peut étre vide et on n’a rien a dire. Supposons donc A N B non vide. Pour x € ANB, on a x <
sup A et x < sup B et donc x < min{sup A,sup B}. Dans ce cas, sup(A N B) existe et sup(A N B) <
min{sup A, sup B}. On ne peut pas améliorer. Par exemple, soitA = [0,1]NQet B= ([0,1]N(R\Q))U
{0}.OnasupA=1,supB=1,ANB = {0} et donc sup(ANB) =0 < 1 = min{sup A, sup B}.

2. Pourx € AUB, onax < max{sup A,sup B}. Donc sup(AUB) existe dans R et sup(AUB) < max{sup A,sup B}.
Inversement, supposons par exemple sup A > sup B de sorte que max{sup A, sup B} = sup A. Soit alors
€>0. 1l existe a € A tel que supA — € < a < supA. a est dans A et donc dans AU B. En résumé,

Vx € (AUB), x < max{sup A,sup B} et Ve > 0, Ix € (AUB)/ max{sup A,sup B} —& < x et donc

sup(A UB) = max{sup A,sup B}.

3. D’apres I’exercice 2, sup(A + B) = sup A + sup B.

4. Pour sup(AB), tout est possible. Par exemple, si A = B =] — 0, 0] alors sup A = sup B = 0, mais AB =
[0, +oo[ et sup(AB) n’existe pas dans R.

Correction de I’exercice 6 A
Soient k un entier naturel non nul et n un entier naturel supérieur ou égal a k.

(n+10><k!> (n+10x k) (n+10 x k! —1)...(n+ 10 x k! —k+1)

k k!
—1)...(n—k+1)+10x k! xK
= n(n—1)...(n ; )+ 10x K X (pour un certain entier K)
:n(n—l)...(n—k+1)+10K: ™\ L 10K
k! k
10 x k! 10 x k!
La différence (n—i— r % ) — <Z> est donc divisible par 10. Par suite, (n—i— r % ) et <Z> ont méme

chiffre des unités en base 10. Ainsi, Vn > k, u,10xx = u, et donc la suite u est donc 10k!-périodique. On sait

alors que
0, gty Uyyp... est rationnel. I




Correction de ’exercice 7 A

Pourn =1 Zi”ol kii =1- % = % et Z,%ZHI % = % L’identité proposée est donc vraie pour n = 1.
k
Soit n > 1. Supposons que Y3 kﬂ =Yt
On a alors
2(n+1)—1 1)k 2=l qyk 1 1 n 1 1
L (k)lz (k)l 2n+1 2 2:Z%+2 1 2(n+1
= + = k+ n+ n+ . n+ (n+1)
1 2n+1 1 1 2n+1 1 "+1
+ + -
Tl k;‘er 2(”"’1) k= n+2k 2”"’2 k;—l
On a montré par récurrence que Vn > Z,%"Ol =T +1 Zk Al % ! (identité de CATALAN).

Correction de ’exercice 8 A

1. Si les by sont tous nuls, ’inégalité est claire. Sinon, pour x réel, posons
Fx) =Y (ae+xbe)? = (Xp_, b7) > + 2 (X arbi) x+ X4 az.

f est un trindme du second degré de signe constant sur R. Son discriminant réduit est donc négatif ou

nul ce qui fournit :
2
n n n
= | Loabe ) = Lai || Lot )
k=1 k=1 k=1

ou encore |y} arbi| < \/ZZ:] a; \/22:1 b7, qui est I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
2.

n

n
a +2 Z kbk-l-Zbk Z
k=1 k=1

n
Y (ac+bi)* =
k=1

n

+ Z b?
1 k=1

a +21/i ﬂi +ib§ (CAUCHY-SCHWARZ)
= =t = e
=( e £)

et done, /T (@i + b < \/Xi_y @} + /Ll b}, qui est I'inégalité de MINKOWSKI.

k

Mm

Q
M

Correction de I’exercice 9 A

Pour x > 1,x—|—2\/xf—x—1+2\/xf—|—1—(\/7—1—1)2>O.Deméme,x—2\/m:(\/m—l)2>0.

Donc, si on pose f(x) = Vx+2vx—1+ /x—2vx—1, f(x) existe si et seulement x > 1 et pour x > 1,
()—\/7+1+\\/f—1\.Parsu1te,

f=levx—1+|Vx—1-1=0&vVx—1=0etvx—1-1=0&vVx—1=0etVx—1=1,

ce qui est impossible. L’équation proposée n’a pas de solution.

Correction de ’exercice 10 A




1. Soit G un sous groupe non nul de (R,+) ({0} = 0.Z est du type voulu). Il existe dans G un réel non nul
Xo. Puisque G est un sous groupe de (R,+), le réel —x est aussi dans G et 1’un des deux réels xp ou
—xp est strictement positif. Soit alors A = GN]0, +eo[. D’apres ce qui précede, A est une partie non vide
et minorée (par 0) de R. A admet donc une borne inférieure que 1’on note a.

ler cas. Si a = 0, montrons dans ce cas que G est dense dans R (c’est par exemple le cas de (Q,+)).
Soient x un réel et € un réel strictement positif. Puisque inf A = inf(GN|0, +o[) = 0, il existe dans G
un élément g tel que 0 < g < €. Puis il existe un entier relatif n tel que ng < x—¢€ < (n+ 1)g a savoir

an(%). Soity = (n+1)g. D’une part, yestdans G (sin+1=0, (n+1)g=0€ G, sin+1 >0,
(n+l)g=g+g+..+g€Getsin+1<0, (n+1)g=—(—(n+1)g) € G) et d’autre part

x—e<(n+l)g=ng+g<x—e+e=nx.
On a montré que Vx € R, Ve >0, 3y € G/ x— € <y < x et donc

si G # {0} et si inf (GN]0,4-o0]) = 0, G est dense dans R.

2eéme cas. Si a > 0, montrons dans ce cas que G = aZ. Pour cela, montrons tout d’abord que a est
dans G. Mais si a n’est pas élément de G, par définition de a, il existe un réel x dans GN]a,2a][ puis il
existe un réel y dans GN]a,x|. Le réel x —y est alors dans GN]0,a[ ce qui est impossible. Donc a est
élément de G. Montrons alors que G = aZ. Puisque a est dans G, G contient encore a + a = 2a, puis
a+a+ a = 3a et plus généralement tous les na, n € N*. Puisque G contient aussi les opposés de ces
nombres et également 0 = 0 X a, G contient finalement tous les na, n € Z. On a ainsi montré que aZ C G.
Réciproquement, soit x un élément de G et n = E (i) (€Z). Alors,n <2 <n+1puis 0 <x—na <a.
Or, x est dans G et na est dans G. Donc, x — na est dans GN [0,a[= {0}, puis x = na € aZ. On a ainsi
montré I’inclusion contraire et donc G = aZ.

siinf (GNJ0,+oo[) =a >0, G = aZ.

2. Soit G = {a+bv/2, (a,b) € Z*}. On vérifie aisément que G est un sous-groupe de (R, +). Maintenant,
la formule du bindme de NEWTON montre que, pour chaque entier naturel n,
(vV2—1)" € GNJ0,+o].
Or, 0 < v/2—1 < 1 et donc lim,_, ;(v/2 — 1)" = 0. Ceci montre que inf(GN]0; +o0[) = 0 et donc que
G est dense dans R.

3. (a) Soit f une application de R dans R et Gy ={T € R/ Vx € R, f(x+T) = f(x)}. 0 est élément de
Gy (et c’est méme le seul élément de G si f n’est pas périodique) et donc G # @. De plus, si T et
T’ sont deux éléments de G alors, pour x réel donné :

fa+(T=-T)=f((x-T)+T)=fx—T) = flx—T'+T') = f(x),

et T — T’ est encore un élément de G. On a montré que

G est un sous groupe de (R, +).

(b) Soit f une application de R dans R admettant 1 et v/2 pour périodes. G  contient encore tous les
nombres de la forme a +bv/2, (a,b) € Z? et est donc dense dans R. Montrons que si de plus f
est continue sur R, f est constante. Soit x un réel quelconque. On va montrer que f(x) = f(0).
Remarque préliminaire : soit 7 une période strictement positive de f. Il existe un entier relatif p tel
que pT < x< (p+1)T asavoirp=FE (%) Onaalors f(x) = f(x— pT) avec 0 < x— pT < T. Soit
alors n € N*. Puisque G est dense dans R, il existe dans G un réel T, tel que 0 < 7, < % (ce qui

implique que lim,,_, 1. 7, = 0). Mais alors, puisque 0 < x — E (%ﬂ) T, < T,,on aaussi lim,_, {oXx —

E (%ﬂ) T, = 0. Maintenant, la suite ( f (x—E (%ﬂ) T,,)) o est constante égale a f(x)) et donc
n

convergente vers f(x). On en déduit que



fx) = nEIJTrlmf <X—E <;fn> Tn> =f (nLIIJrrlm (x—E <;;> Tn>) (par continuité de f en 0)
= /(0)

ce qu’il fallait démontrer.

Correction de ’exercice 11 A

Soient x un réel et € un réel strictement positif. On a /x < v/x+ €. Puisque Q est dense dans R, il existe un
rationnel r tel que /x < r < v/x+ € et donc tel que x < r* < x+ &, par stricte croissance de la fonction 7 + ¢3

sur R. On a montré que
{r3, r € Q} est dense dans R. I
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