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Sommabilité 2 Familles sommables de réels positifs

1 Le probleme des séries semi-convergentes.

Dans le cours sur les séries de vecteurs, page 18, on a vu que, lorsque »_ a, est une
série semi-convergente de réels et o est une bijection de N dans N telle que ) ag(n)

“+o0o
converge, en général, E a, #* E dg(n)- Ainsi 'addition entre réels n’est plus com-
n=0

neN
mutative lorsqu’on I'étend au cas d’une infinité de termes a l'aide de la théorie des

séries.

Nous allons voir une seconde maniere de définir la somme d’une infinité de termes pour
laquelle la propriété de commutativité sera vraie, presque par construction, car cette
nouvelle facon de sommer les termes d’une suite ne tient pas compte de 'ordre dans
lequel sont donnés les éléments de la suite. Il s’agit de la théorie de la sommabilité.

Cette théorie présente 'avantage d’étre généralisable au cas de la sommation des
éléments d’une famille (u;);c; indexée par un ensemble dénombrable.

Cependant, lorsque I = N, il y aura moins de suites sommables que de séries conver-
gentes. Plus précisément, on verra qu’une suite est sommable si et seulement si la série
associée est absolument convergente.

2 Familles sommables de réels positifs

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un ensemble /.
On fixe également une famille u = (u;);er € ]Rfr de réels positifs indexée par I.

Lorsque J est une partie finie de I, Zul est une somme finie de réels : c’est bien
ieJ
défini. De plus I'ensemble {Zul / J € P(I) avec J ﬁnie} est une partie non vide
ieJ
de réels positifs, car il contient au moins 0, en tant que somme vide. Ceci justifie la
définition suivante :
Définition. On pose Zu’ — Sup Zul € Ry U {+o0} .

. JeP(I) 7
el J ﬁlgie) i€

Remarque. Ainsi, pour une famille (u;);e; de réels positifs, Z u; est toujours définie.
iel
Définition. La famille u est sommable si et seulement si Z u; < 400,
i€l
c’est-a-dire si et seulement si il existe M > 0 tel que,
pour toute partie finie J de I, Z u; < M.
icJ

Propriété. Si (u;);cr est sommable, alors {i € I/u; # 0} est au plus dénombrable.
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Sommabilité 2 Familles sommables de réels positifs

Démonstration.
On suppose qu’il existe M € R, tel que, pour toute partie finie J de I, Zuz < M.
ieJ
1
{ieljui#0}=|J{i€l/ui>=} Posons J, ={i€l/u;>1}.
n

neN*

1 d
Soit n € N*. Si J est une partie finie de J,,, M > Zul > Z— = M, donc
n n

ieJ ied
card(J) < Mn. Ceci prouve que J, est de cardinal fini, donc {i € I/u; # 0} = U I
neN*

est au plus dénombrable. O
Remarque. La contraposée de cette propriété affirme que lorsque {i € I/u; # 0}
n’est pas dénombrable, Z u; = +00. Il est donc naturel de se limiter au cas ou [ est

icl
au plus dénombrable, ce que nous supposerons pour toute la suite.
Propriété. Soient v = (v;);er et w = (w;);er deux familles de réels positifs telles que,
pour tout ¢ € I, v; < w;.
Si w est sommable, alors v est également sommable et Z v < Z w;

i€l il
Démonstration.
Pour toute partie finie J de I, Zvj < ij < Zwi, donc v est sommable et
jeJ jeJ iel

Zvi < Zwi[]

el el

Propriété. Lorsque v = (v;);e; et w = (w;);er sont deux familles de réels positifs
telles que, pour tout 7 € I v; < w;, on peut toujours écrire que,

dans 0, +]], Yo < Y

iel iel
Démonstration.
C’est évident lorsque Z w; = 400 et lorsque Z w; < 400, ¢’est la propriété précédente.
iel iel

O

Propriété. Soit (J,),en une suite adaptée a I, c’est-a-dire une suite croissante de
parties finies de I dont la réunion est égale a I. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
— (u;);er est sommable.
— La suite < u) est majorée.
;E: ‘ neN ]
— La suite <Z ul> est convergente dans R, .
; neN

De plus, dans ce cas, E u; = sup E u; = lim E Us.
n—-+0oo

iel neN e T, i€Jn
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Sommabilité 2 Familles sommables de réels positifs

Démonstration.
On remarque que la suite ( E ul) est croissante, donc elle converge dans R si et
N
ieh, "¢
seulement si elle est majorée et dans ce cas, sup E u; = lim E u;. Ainsi, il suffit
neN * n—r—+00 4
’LEJn ZEJn

d’établir I’équivalence entre les deux premieres assertions et de montrer qu’en cas de
sommabilité, Z u; = sup Z U;.
icl neN eI,
e Supposons que la suite (Z uz) est majorée.
icn, "N
Soit J une partie finie de I. Pour tout j € J il existe n; € N tel que j € J,,,. En posant
N = r?eafnj, J C Jy, donc Zuz < Z u; < supZui.

ieJ ieJn neN e,

Ceci prouve que la famille (u;) est sommable et que, dans ce cas, Zuz < sup Z Us;.

icl neNie,
e Réciproquement, supposons que la famille (u;) est sommable.
Soit n € N. J, est une partie finie de I, donc Z u; < Z U;.
ey iel
Ceci prouve que la suite <Z uz) est majorée et que, dans ce cas,
ich, "N
su u; < u;. 0

Remarque. Ainsi, les sommes g u; jouent un role analogue aux sommes partielles

=
utilisées en théorie des séries.

Exercice. Soit A une partie de N* de densité o €]0 c’est-a-dire telle que si

71]7
, a(n)
I'on pose, pour tout n € N* a(n) = |[AN{l,...,n}|, —= o
n n—4oo

1
Montrer que la famille (—) B n’est pas sommable.
a/ ac

Propriété. Lorsque I =N,
une suite (u,) € RY est sommable si et seulement si la série Y u, est convergente

400
et dans ce cas, E Uy = E Uy
n=0

neN
Démonstration.
Pour tout n € N, posons J,, = [0,n]. Ainsi, (J,)nen est une suite croissante de parties
finies de N dont la réunion est égale a N. D’apres la propriété précédente, (u,) est

n
sommable si et seulement si la suite ( E uz) = ( E uz> est majorée, c’est-a-
: neN

neN
1€Jn 1=

dire, dans le cadre des séries a termes positifs, si et seulement si ) u,, est convergente.
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Sommabilité 2 Familles sommables de réels positifs

n —+o00

De plus, dans ce cas, E u; = lim g u; = lim E u; = E u;. O
n—+0o00 n—+oo < 0 —
7= 1=

1€EN i€Jn

Théoreme. Supposons que I est dénombrable et soit ¢ une bijection de N dans [.
La famille de réels positifs (u;);c; est sommable si et seulement si la série Zuw(n) est

convergente et dans ce cas, Z U; = Z Ug(n)-
iel
Démonstration.
Pour tout n € N, posons J,, = {¢(0),...,¢(n)}. Ainsi, (J,)nen st une suite croissante
de parties finies de I dont la réunion est égale a I. Alors (u;);e; est sommable si et

seulement si la suite < ) ( U, ) est majorée, c’est-a-dire, dans le
7; neN Z p(k) J ; ’

cadre des séries a termes positifs, si et seulement i Y Ug(n) est convergente.

De plus, dans ce cas, Z u; = 711_1)111>O Z u; = nETooZ Up(k) = Z Ugp(n)- O
icl i€ k=0 n=0
Propriété de linéarité : Si (v,)le 7 et (wz)ZE 7 sont deux familles sommables de réels
positifs, alors pour tout a € Ry, (aw; + w;);er est sommable.

Dans ce cas, E (ow; + w;) —ag vz—i-g wW.

el el el
Démonstration.
Soit (Jp,)nen une suite adaptée a I. Par linéarité des sommes finies,

pour tout n € N, Z(O‘Ui +w;) =« Z v; + Z w;, donc par linéarité du passage a

i€Jn i€Jn i€Jn

la limite, Z(avi + w;) njwa v; + Z w;. Ainsi, (av; + w;);e; est sommable et
i€Jn icl icl

Z(avi +w;) = aZvi + Zwi. ]

el el el

Convention : Soit (u;);e; une famille d’éléments de R, U {+o0}.
S'il existe ¢y € I tel que u;, = 400, on convient que Zul = +400.
i€l

Propriété. Soit (v;);er et (w;);er deux familles d’éléments de Ry U {+00}.
Alors, dans tous les cas, Z(Ul +w;) = Z v; + Z w;.

icl icl icl
Démonstration.
S’il existe 7o € I tel que v;, = +00 ou w;, = +00,
alors Z(v, + w;) = 400 = Zvi + Zwi.

i€l el el

Sinon, (v;)ier et (w;)ier sont deux familles de réels positifs.
Si (v;)ier n'est pas sommable, comme v; + w; > v;,

on obtient que Z(Uz + w;) = 400 = Zvi + Zwi.

el iel iel
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Sommabilité 2 Familles sommables de réels positifs

On raisonne de méme lorsque (w;);e; n’est pas sommable.
Il reste le cas ou (v;)ier et (w;)ier sont deux familles sommables de réels positifs. 11
correspond a la propriété précédente. O

Convention : lorsqu’on travaille dans Ry U {400}, on utilise la convention suivante :
0% (+00) =0
On convient aussi, mais c’est plus universel, que pour tout z € R*, z x (+00) = +o0.

Propriété. Pour tout « € R, U {+oo}, pour toute famille (a;);e; d’éléments de
Ry U {400}, . Z a; = Za.ai.
iel iel
Démonstration.
Lorsque a = 0, avec la convention précédente, . Z a; =0 = Z o.a;.
el el
Lorsque a = +00, on vérifie que la propriété est \;l"eaie en distiriguant le cas ou
Vi€ I, a; =0 et le cas ou il existe iy € I tel que a;, > 0.
On suppose maintenant que o € R7.
S'il existe iy € I tel que a;, = 400, alors a. Z a; = +o00 = Z o.a;.
iel iel
On suppose maintenant que (a;);cy est une famille de réels positifs.
Si cette famille n’est pas sommable, alors la famille («a;);c; également n’est pas som-
mable, donc a. Zai =400 = Za.ai.
iel iel
Si cette famille est sommable, la propriété a déja été démontrée. O
Propriété. Soit (v;)ier et (w;)ier deux familles d’éléments de R, U {+oc} et soit
a € Ry U{+o0}. Alors, dans tous les cas, Z(owi +w;) =« Z v; + Z w;.
iel iel iel
1

Exercice. Soit o € R. Etudier la sommabilité de la famille (—) .
(p+q+ 1)/ (pg)enz

Résolution.
o Pour tout n € N, posons J,, = {(p,q) € N*/p+ q < n}.
(J)nen est une suite croissante de parties finies de N? dont la réunion est égale &

N2, donc la famille (

—( N >( ene est sommable si et seulement si la suite
pTq */ (p,q)eN

1
( Z ﬁ) est majorée.
pT4q @

(p,q)€Jn

> SmtnGN

> S > e -y Y Pt
(p:Q)GJn(p+q+1 k=0 p+q= p+Q+1 k;0p+qk; k+1 :O(k+1)a

1 )
(p+q+1)° (piq)€N2

1 1
Z m converge, or i 1) ~ et donc

donc la famille ( est sommable si et seulement si la série
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Sommabilité 3 Familles sommables de complexes

1

ﬁ>( )eN? est sommable si et seulement si o > 2.
P+q */ (p,g)eN

la famille (

3 Familles sommables de complexes

Notation.
I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,)nen est une suite adaptée a 1.
On fixe une famille u = (u;);e; de complexes.

Définition. On dit que
’la famille (u;);er est sommable si et seulement si la famille (|u;]);er est sommable.

(u;)ier est sommable si et seulement si Z lu;| < +o0
il

Ainsi,

Propriété. Si (u;);c; est sommable,

alors pour tout I’ C I, la sous-famille (u;);e; est encore sommable.
Démonstration.

Si J est une partie finie incluse dans I’, alors c¢’est une partie finie de I, donc

Z lu;| < Z |u;| < 400, donc (u;)ier est sommable. O

icJ iel

Remarque. Pour le moment, lorsque (u;);c; est une famille ”sommable” de complexes,
sa somme n’est pas définie. Heureusement, cet inconfort n’est que passager :

Propriété. Supposons que tous les u; sont réels.
Pour tout i € I, on pose u;” = max(u;,0) et u; = max(—u;,0).
ut = (u )ier et uT = (u; )ier sont deux familles de réels positifs.
On vérifie que, pour tout i € I, u; = v —u; et |u;| = v + u; .
(u;)ic; est sommable si et seulement si (u; )ier et (u; )je; sont sommables (selon la
définition du paragraphe précédent) et dans ce cas,
on pose (1) : Zul = Zu;r - Zu;.

iel iel iel
Démonstration.
En discutant selon le signe de u;, on montre que u; = uj — u; et |u;| = u; + u; .
Si u est sommable, comme 0 < uf < |ug et 0 < uy < |ugl, ut = (uf) et u= =
sont sommables.
Réciproquement, si u™ et u~ sont sommables sur I, comme |u;| = u; + u

sommable. O

(u;)

i, U est

Propriété. Supposons maintenant que u est a valeurs complexes. Alors les familles
Re(u) = (Re(ug))ker et Im(u) = (Im(uy))rer sont a valeurs dans R.
u est sommable si et seulement si Re(u) et Im(u) sont sommables et dans ce cas,

On pose (2) : Z U = Z Re(uy) + 1 Z Im (uyg),
kel kel kel

ou les sommes du membre droit de 1’égalité sont définies dans la propriété précédente.
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Sommabilité 3 Familles sommables de complexes

Démonstration.

Si u est sommable, comme, pour tout i € I, 0 < |Re(u;)| < |u]
et 0 < [Im(u;)| < |u;|, Re(u) et Im(u) sont sommables.
Réciproquement, si Re(u) et Im(u) sont sommables sur I,
comme |u;| < |Re(u;)| + |Im(u;)|, u est sommable. O

Propriété. Lorsque (u;);e; est une famille sommable de complexes,

E u; = lim E U
n—+o0o .

iel j€In
Cependant la réciproque est fausse : la suite ( g uj) peut converger sans que
neN
j€Tn

(u;)ier ne soit sommable.

Démonstration.
o Premier cas : Supposons que u = (u;);c; est a valeurs dans R.

Pour tout n € N, Z uj = Z u;r — Z u; , donc d’apres une propriété du para-

J€Jn j€Jn j€Jn
graphe sur les réels positifs, E U n:)oo uf — g u; , donc d’apres la relation (1),
JE€In i€l i€l

j{:’Uj — Ui .
n——+00
j€Jn iel
o Second cas : Supposons que u est a valeurs dans C.
Pour tout n € N, Z uj = Z Re(u;) +i Z Im(u;), donc par application du premier

Jj€JIn j€JIn Jj€In

cas, E uj — Re(uy) +1 E Im(uy).
. n—-+4oo
€T kel kel

Ainsi. d’aprt : ‘ .
insi, d’apres la relation (2), Z u; njoo u;

j€Tn iel
¢ Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de prendre I = 7Z avec, pour tout

n €N, J, =[-n,n]NZ, et pour tout k € Z, uy, = k.
n

Pour tout n € N, ,CEXJ: lug| = 2; k=n(n+1) oo, oo, donc u n’est pas sommable.

Pourtant, pour tout n € N, Z u; =0 — 0.0

: n—-+00
j=-n
CoS 0
Exercice. Soit 8 € R. Calculer la somme de la suite double <#> )
pq: (p.q)EN?
0 11
Solution : ¢ Ezistence de la somme : Pour tout (p, q) € N?, w‘ <=
p:q: pq:

0
donc pour montrer la sommabilité de la famille <w) , il suffit
pq: (p,q)EN?

©Eric Merle 8 MPSI2, LLG



Sommabilité 3 Familles sommables de complexes

11
d’établir la sommabilité de la famille de réels positifs (——'> .
(p,q)EN?

plq!
Posons J,, = {0,...,n}? : la suite (J,) est adaptée a N2,
11 "L 132 11
Or Z —= = (Z E) — €2, donc (—|—'> est bien sommable.
(p,9)€Jn P ko e P-4/ (p.gpenz

o Calcul de la somme : Notons S la somme de cette famille.

i(p+q)0
5 = am Y P00, g Rele?)

lg! lg!
n—-+o0o 0pen pq: n—-+o0o 0pen pq:
0<g<n 0<q<n
ei(p""Q)e
=Re | lim i
n—+400 o<pn pq
0<g<n

n—-+00

2
n i0\p
e
car Re est une application continue. Ainsi, S = Re [ lim ( ) ) ,

n i0\p +00 i0\p ] n 0\p 2 )
MZ@>_><m:&gM%Z@W_Hﬁ@
p! no+too p! p!

p=0 p=0 p=0

AinSi’ S = Re (62(ei0)) — Re(e2cose+2z‘sin6)_

0 ‘
En conclusion, Z cos(p + q)6 = €299 ¢o5(25in 6).

14!
paene DT

Inégalité triangulaire : si u est sommable, alors | E w;| < E ;]
iel iel
Démonstration.

Pour tout n € N, |Z u;| < Z |u;| et on fait tendre n vers 4+00. O
icJn i€Jn

Propriété. Lorsque I = N, une suite (u,,)nen est sommable si et seulement si la série

400
> u, est absolument convergente. Dans ce cas, g Uy, = g Uy,
neN n=0

Propriété. Lorsque I = Z, (uy)nez est sommable si et seulement si les séries E Uy,
n>0

et E u_, sont absolument convergentes et dans ce cas
n>0

—+00 —+00
E un:E u,n—l—g U -
n=1 n=0

neL

©Eric Merle 9 MPSI2, LLG
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Démonstration.
N
e Supposons que la famille (u,),ecz est sommable. Soit N € N*. Z lun| < Z [t
n=0 nez
N
donc la série > |u,| est convergente. De méme, Z lu_n| = Z [un,| < Z [t
n=0 n€[—N,0|NZ nez

donc la série Y |u_,| est convergente.
e Réciproquement, supposons que les séries Y u, et > u_, sont absolument conver-
gentes. Soit J une partie finie de Z.

+oo +o0o
Z lu;| = Z |ui |+ Z lu;| < Z ]u_n|—|—z |ty |, done la famille (u,) est sommable.

icJ i€JNN ieJnz* n=1 n=0
Dans ce cas,

+o0 +o0 N N

SINED SUEIEN P oreeD 3 IR THED DRRTED U
n=1 n=0 n=1 n=0 n€[—N,N|NZ nez

([N, N]NZ)nen est adaptée a Z. O

1 1
Exemple. Z — =0, et Z — n’est pas définie.
n n

nez* nez*
4 Propriétés des familles sommables

Notation.
I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,)nen est une suite adaptée a 1.

4.1 Linéarité

Propriété de linéarité : soit a = (a;)ier et b = (b;);e; deux familles sommables
de complexes et soit a € C. Alors la famille aa + b = (aa; + b;)ier est sommable et
Z(aai + bz) = O./ZCZZ' + Zbl

iel icl icl

Démonstration.

Pour tout i € I, |aa; + b;| < |al|a;| + |b;], or d’apres le paragraphe 2, la famille de
réels positifs (|a||a;|+ |bi|)ier est sommable, donc la famille (Jaa; 4 b;|)ier est également
sommable.

Ainsi la famille de complexes (aa; + b;);c; est aussi sommable.

Pour tout n € N, Z(aai +b) =« Z a; + Z b; et il suffit de faire tendre n vers +oo

1€Jn i€Jn i€Jn
pour conclure. O

Propriété. Soit (u;);c; une famille de réels positifs et (v;);c; une famille de complexes.
On suppose que, pour tout i € I, |v;| < u;.

©EFric Merle 10 MPSI2, LLG



Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

Si (u;) est sommable, alors (v;) est sommable et |Z v < Zuz
iel iel
Démonstration.
On suppose que (u;) est sommable.
o pour tout i € I, |v;| < u;, donc d’apres le paragraphe 2, la famille (|v;]) est sommable.
Ainsi, la famille (v;) est sommable.

o Pour tout n € N, |sz\ < Z lv;] < Z:u2

i€Jp i€Jn i€Jn
On conclut en faisant tendre n vers +oo. O

Notation. K désigne R ou C.
Notons [°°(I,K) I'ensemble des familles bornées (u;);c; € K.
et pour p € [1, +oo[, posons [P(I,K) { wi)ier / Z\um’ < —i—oo}
iel
Propriété. ['(I,K), I*(1,K) et [*°(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de K.
De plus si (a;) et (b;) sont dans I%(1,K), alors (a;b;) est un élément de I'(I, K).

Démonstration.

o On vient de montrer que ['(7,K) est stable par combinaison linéaire. De plus il est
non vide, donc c’est bien un sous-espace vectoriel de K.

o Soit (a;)ier et (b;)ies deux éléments de l2(I K).

Soit i € I. (|a;| — [b:])* > 0, donc |a;b;] < 3(|as|® + |b;]?), ce qui prouve que (a;b;)ies est
dans I1(1,K).

De plus, (a; + b;)* = a? + b? + 2a;b;, donc (a; + b;) € [*(I1,K). On en déduit facilement
que [*(1,K) est un sous-espace vectoriel de R’.

o Soit (a;)ier et (b;);e; deux familles bornées de réels indexées par I et soit a € R.

Pour tout i € I, |aa; + b;| < |a]|a;| + |bi] < |a| sup |a | + sup |b;],
jel
ainsi a(a;)ier+ (b;)ier € 1°°(1). De plus, 1*°(1, K) est non Vlde donc c¢’est un sous-espace

vectoriel de RY. O

Propriété. Pour tout (u;), (v;) € I*(1,R), on pose ( Z U;;.

I2(I,R) muni de (.|.) est un espace préhilbertien.
Démonstration.
Ce qui précede montre que (.|.) est correctement défini. De plus, il est clairement
bilinéaire, symétrique et positif.
Si ((ui)|(us)) = 0. Pour tout j € I, 0 < u? < ((ug)|(us)) = 0, done (u;) = 0. 0
Propriété.

— En posant ||(4;)icr|lco = sup luil, (1°°(1),K) est un espace vectoriel normé;

— En posant ||(u;)ier||1 = Z lug|, (I1(I),K) est un espace vectoriel normé;
iel

— En posant ||(u;)ierl|2 = Z lu; |2, (1*(I),K) est un espace vectoriel normé.
\ et
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

Démonstration.
Exercice. O

4.2 Commutativité

Propriété. Commutativité de la somme d’une famille sommable.
Soit ¢ une bijection de I dans I et (u;);e; une famille de complexes.
Alors (u;)ier est sommable si et seulement si (ug(;))icr est aussi sommable et dans ce
cas, Z U (i) Z Uj.
icl i€l
Démonstration.
o Montrons d’abord que (¢(J,,))nen est adaptée a I.
Soit n € N : J,, est de cardinal fini, donc ¢(J,,) est aussi finie.
De plus J,, C Jy41, done o(J,) C @(Jni1).

Enfin, I = o(1) = (| Ja) = [ ().

neN neN
¢ Pour tout n € N, Z (U | = Z |uyl.
i€Jn i€p(Jn)

(©(Jn))nen est adaptée a I, donc (u;)ies est sommable si et seulement si Z |
j€e(Jn)
converge lorsque n tend vers l'infini, donc si et seulement si Z Uy | converge lorsque
i€Jn
n tend vers l'infini, c’est-a-dire si et seulement si (u,(;))icr est sommable.
De plus dans ce cas, Z Up(i) = nl_l)IJ{loo Z Up() = nEToo Z uj = ZUZ O
iel i€Jn j€p(Jn) iel

+o00o
Remarque. Ainsi le symbole “ E ” n’est pas commutatif dans le cas des séries

semi-convergentes de complexes, mais il le devient dans le cas des séries absolument
convergentes. Plus généralement, on voit que la définition d’'une somme infinie prove-
nant de la sommabilité est plus stire et plus robuste que celle provenant des séries.

Propriété. Hors programme :
Soient (u;);er une famille sommable de complexes et ¢ une bijection de K dans I. Alors
(Uyp(r) )kex est aussi sommable et Z Ugp(k) = Zul
keK iel
Démonstration.
On adapte la démonstration précédente. K est au plus dénombrable et il faut supposer
ici que (Jp,)nen est une suite adaptée a K.
o Montrons d’abord que (¢(J,))nen est adaptée a I.
Soit n € N : J, est de cardinal fini, donc ¢(J,,) est aussi finie.
De plus J, C Jp41, done ¢(J,) C @(Jne1).
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

Bnfin, 7 = (k) = o(|J Ju) = [ ¢,

neN neN
o Ainsi, pour tout n € N, Z Uy = Z \uj| - Z |u;|, ce qui montre que la

keJn j€p(Jn) jel
famille (u,@))rex est sommable.

Alors, Z Up(k) = nl_l}l&() Z Up(k) = nEIJIrlOO Z uj = Zul O

keK kedn J€o(Jn) iel

Remarque. Lorsque (u;);c; est une famille de réels positifs, pour toute bijection d'un
ensemble K dans I, Z Up(k) = Z ;.
keK iel
Théoreme. Sommation par paquets pour des familles de réels positifs.
Soit (I,)4en une partition de I (on accepte que certains I, soient vides).
On suppose que u = (u;);e; € RL. Alors u est Sommable si et seulement si
o pour tout ¢ € N, la famﬂle (u;)ic1, est sommable et

o la suite (Z ul> est sommable.

qeN
Dans ce cas, E w; = E E ;.
i€l q€N icl,

Remarque. En cas de non sommabilité, on a encore : Z u; = Z Z u; = 400

i€l qeN icly
Ainsi, on peut énoncer le théoreme sous une forme plus concise :
si (I4)gen est une partition de I et si (u;);e; € RL, alors Zul = Z Zul

i€l qeN i€l
Démonstration.
e Supposons que (u;);er est sommable.
o Soit ¢ € N. I, C I, donc d’apres une propriété précédente, (u;);cs, est sommable.
¢ Soit ¢ € N. [, C I et I est au plus dénombrable, donc I, est au plus dénombrable.
Notons (J, n)nen une suite adaptée al,.

Soit n € N. Z Zuz = Nlirfm‘z uZ:Nl_iEJrrloozn: Z U;.

= 1€l i€Jg N q=0icJy N
Pour tout N € N, g E u; = E u; < g Uu;, car U Jg n est une partie
q=0icJg N i€ U Jgn i€l 0<g<n
o :

finie de I. On en déduit, en faisant tendre N vers 400, que Z Z u; | < Z Us;.

q=0 \ i€, icl
Ceci prouve que g u; est sommable et que E u; > g g U;.
iely iel qeN iel,

geN
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

e Supposons que pour tout ¢ € N, (u;);e;, est sommable et que Zul est
iely geN
sommable.

Pour tout n € N, posons J,, = U Jyn- On vérifie que la suite (J,) est adaptée a I.

q=0
n n +oo
SR SO 35 SEED ) BUES 3 ot
i€Jn q=0 i€Jq.n q=0 icl, q=0 jel,
Ceci prouve que (u;);e; est sommable et que Z u; < Z Z u;. O
il qeN iel,
Exemple Pour tout acR,
+oo
1
) Z P e i B e et
p,qEN(p+q+ n0p+qnp+q+ :O(n+1>

en posant I, = {(p,q) € N?/p+ q = n}, la famille (I,,),en est une partition de N2

Corollaire. Interversion de sommations pour des suites doubles de réels
positifs (Fubini).

Soit (up,q)(p,qenz une famille de réels positifs indexée par N2.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

o La famille (uy4)(p,q)en2 est sommable.

o Pour tout ¢ € N, (up4)pen est sommable et la suite (Z up7q> est sommable.
peN qeN

o Pour tout p € N, (u,4)4en est sommable et la suite <Z up7q> est sommable.
q€eN pEN
Lorque I'une de ces propriétés est vérifiée, on dit que (uyq)(p,q)en2 est une suite double

sommable et on dispose des égalités suivantes.

(p,q)EN? q=0 \p=0 p=0 \ ¢=0

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoreme de sommation par paquets pour des familles de réels
positifs en posant, pour tout ¢ € N, I, = N x {¢}, ce qui constitue bien une partition
de N2,
Plus précisément, d’apres le théoreme de sommation par paquets,
Z Up,q = Z Z Up,q-
(p,q)EN? Po€N (p,q)€{po}xN
Soit py € N. L’application ¢ — (po,q) est une bijection de N dans {po} x N donc

Z Up,g = Z Up(q) = Z Upo,q-

(p,g)e{po}xN qeN geN
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

+oo +oo
Ainsi, Z Upg = Z <Z up,q>. O

(p,q)EN? p=0 \¢q=0

Remarque. Comme précédemment, si I'on accepte de travailler dans Ry U {+oc}, on
peut énoncer ce théoreme sous la forme suivante :

+oo +oo +o0 +oo
Pour tout (up.q)pqenz € RY, Z Upg = Z (Z up7q> = Z <Z up’q> .

(p,q)EN2 q=0 \p=0 p=0 \ ¢=0

Exemple. Calculons Z i

(i,5)EN?
i>2 j>2

Solution : Soit 1 > 2. Zi‘j est une série géométrique de raison i~ € [0, 1], donc
j=2
<% ;2 1
, o o o .
cette série est convergente et S; = ; 1 = i1 2=

1
Si ~ —, donc la série g S; converge. Ainsi, d’apres le théoreme précédent, la suite
i

i>2
. 1 1
double (Z*J)Eg est sommable et Z i = Z S; = Z ] Z) =1
(4,5)EN?
i>2" j>2

Théoreme. Sommation par paquets pour des familles de complexes.
Soit (I,)4en une partition de 1.

On suppose ici que (u;);er est une famille de complexes.

Alors, pour tout g € N, (u;);ez, est sommable, et la suite ZuZ est sommable.
icly .
De plus, Zul = Z Zul
i€l qeN icl,

Remarque. Pour appliquer ce théoréme, il faut d’abord vérifier que (u;);cr est une
famille sommable de complexes, c¢’est-a-dire que (|u;|);er est une famille sommable de
réels positifs. Souvent, on vérifie ce dernier point a ’aide du “théoreme de sommation
par paquets pour des familles de réels positifs”.

Démonstration.
e Appliquons le théoréeme de sommation par paquets pour des réels positifs : (|u;|)ier

est sommable, donc pour tout ¢ € N, (|us])ses, est sommable et la suite Z ;]

1€l €N

est sommable. Or pour tout ¢ € N, Zul < Z |u;], donc pour tout ¢ € N, (u;)er,
icl, icl,
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

est sommable et Z u; est sommable.
i€l <N
e Pour tout ¢ € N, il existe une suite (J, y)nen adaptée a I,.

n

Pour tout n € N, posons J,, = U Jyn- La suite (J,,) est constituée de parties finies,
q=0

elle est croissante et la réunion vaut I,

donc ZUZ = REIEOOZUJ, Ainsi zn:Zuz — Zuznjmzz:ul — Zul

el i€Jn q=0 i€l i€Jn q€eN i€y i€l

o Soit ¢ € N. Montrons que g u; = g u; + g u;
iel, = i€l \Jgm
E u; = lim E u; = lim ( E w; + E ui>,
N—+oo N—+oo
icl, N>n o i€, N N>ni€dgn i€y N\Ja,n
donc E u; = E u; + lim E u; = E u; + E u;, car on vérifie que la
N—+oc0
ZEIq ie]q,n Nzn ’L’eJq‘N\qun 'L'GJq,n iqu\Jq,n

suite (Jon \ Jon)nv>n est adaptée a I, \ Jgn, et car (u;)ier,\J,, est sommable.
¢ On en déduit que

S u-ul - ¥ w

q=0 icl, i€Jn a=0 icI\Jgn

<Y

a=0 i€l \Jgn

=> > lul =) Jul — 0,

q:0 iEIq 1€Jdp
d’apres le théoreme de sommation par paquets pour des réels positifs.

L’unicité de la limite permet alors de conclure. O

Théoreme de Fubini.

Interversion de sommations pour des suites doubles de complexes.

Soit (tp,q)(p.g)en € CM une suite double de complexes que on suppose sommable.
Alors pour tout gp € N, la suite (u,4,) est sommable, pour tout py € N, la suite (uy, 4)

est sommable, et les suites E Up.q et ( E um) sont sommables.
pEN qEN QEN pEN

De plus

(p,q)EN? =0 \p=0 p=0 \q=0

Remarque. Pour appliquer ce théoreme, il faut d’abord vérifier que (uq)(p,qenz
est une famille sommable de complexes, c’est-a-dire que (|up,q|)(p,qenz est une famille
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

sommable de réels positifs. Souvent, on vérifie ce dernier point a I'aide du “théoreme
d’interversion de sommations pour des suites doubles de réels positifs”.

Exemple. Soient Z a, et Z b,, deux séries absolument convergentes de complexes.
Alors la famille (a,b, ) q)en> est une suite double sommable et

5 an= () ()

(p,q)EN? peEN geN

Démonstration.

En travaillant dans R, U {400}, d’apres le théoréeme de Fubini,
~+00 +o00 +00

+oo
S lahy| = Z(\apwaqy) - <Z|ap|).(2\bq|) < 400, done la famille (a,b,), gex
q=0

p,geN p=0 p=0 q=0
est sommable. Alors, d’apres le second théoreme de Fubini,

> by =) (Z apbq> = (Tbhy), o T =" a,.

(p,q)EN? geN \peN geN p—0
—+o00
Ainsi Z apb, = TZ b, = (Z ap> (Z bq> .0
(p,q)EN? q=0 peN geN

1 274
Exemple. On sait que E — converge et a pour somme e. Ainsi, (—)

p! pl/ (pa)en?
274 1

est

sommable et Z
(p,q)EN?

Définition. Produit de Cauchy de deux séries.
Soient Y u, et Y v, deux séries de complexes.

n
Pour tout n € N, on pose w,, = Z UpUy = Z UpUp—p-
p+q=n p=0
La série Y w, est appelée le produit de Cauchy des deux séries > u, et > vy.

Propriété. Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est abso-
lument convergent. De plus, avec les notations de la définition précédente, si Y u, et
> v, sont absolument convergentes, alors

Démonstration.
D’apres I'exemple précédent, la suite double (u,v,) est sommable

(p,q)EN?
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Sommabilité 4 Propriétés des familles sommables

Pour tout n € N, posons I,, = {(p,q) € N* / p+ q = n}. La suite (I,)nen est une

partition de N2, donc par sommation par paquets dans C,

wy, = Z UgUg = Z u,v, est le terme général d'une suite sommable, ce qui signifie
ptg=n (p.9)€ln

que > w, est absolument convergente. Toujours par sommation par paquets dans C,

+o00 +o0o
on peut affirmer que Z Wy = Z UpVq = (Z un> (Z ’Un> . O
n=0

neN (p,q)EN? n=0
+00 o
Exemple. Pour tout z € C, e = 5 —~ et cette série est absolument convergente
n!
n=0

(par le critere de d’Alembert), donc d’apres le théoreme précédent, pour tout z,y € C,
“+oo
Py
T oY — 5 - -2
e’ X e —an,ouwn— Z T
n=0 p+q=n
1

1
Mais w, = — Z <n) Pyl = —‘(x+y)", donc on retrouve le fait que e x e¥ = 1Y,
nl e~ n!
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