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Introduction

Organisation du contenu

Ce document, & mon initiative, a pour but d’apporter une tentative de correction au fameux
polycopié Mathématiques : du lycée aux CPGE scientifiques des Lycées Louis-Le-Grand et Henri-
IV. Etant moi-méme futur éléve en PCSI au lycée Louis-Le-Grand, le polycopié de transition m’a
semblé propice pour 'entrainement au KTEX et a la rédaction mathématique. Ce projet, dont
je ne vois pas encore les tenants et aboutissants, n’a aucune prétention d’exactitude ou méme
de concision et acuité. A ce titre, ce document est sujet & Perreur. De plus, il existe aussi selon
toutes probabilités des formulations et résolutions mal expliquées, que ce soit dans la rédaction
mathématique ou KTEX. Il serait ainsi apprécié, si le lecteur rencontre de telles erreurs, de me le
signifier & neilshrmn@gmail.com. Etant une correction du document mentionné plus haut, il est
logique qu’il suive la méme organisation que ledit document. Il comprend donc les mémes chapitres,
ainsi que certaines explications pour les exercices difficiles. Les corrections se veulent complétes et
claires au possible, n’étant donc pas des indications mais des raisonnements aussi complets qu’il a
été en mesure de réaliser.
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1 Modes de raisonnement

1.1 Le raisonnement par récurrence (1)
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EXERCICE 1 ((@)) Montrer que

2
1
VneN, 13425 4...4n3= (n(n;—)) .

Pour n dans N*, on note P,, la propriété

13+23+---+n3=< 5

Initialisation. La vérification de P; est immédiate. En effet :

1° = (1(22)>2_1.



Hérédité. Fixons n dans N* tel que P, soit vraie. On a donc :

D\ 2
PB4 . 4nd= (n(n—i—)) )

2
Alors :
n(n+1)\°
13+23+~-~+n3+(n+1)3:(2> +(n+1)%
Soit : )
13+23+---+n3+(n+1)3:(n+1)2(71+n+1).
Mais : )
n? n?+4n+4  (n+2)? n+2
g 1 92 ( 2 )

Et donc finalement

P+28 4+ 40+ (n+1)°=n+1) ("+2)2_ <(n+1)(”+2)>2

2 2
Ce qui est exactement P, 1.

Conclusion. Ainsi,

2
1
VneN*, 13425 4...4nd = (n(n;—)) .

EXERCICE 2 ((@)) par Tristan

Montrer que, si n € N, il existe un entier impair A, tel que

52" =1+ A\2" P2

Pour n € N, montrons par récurrence la proposition suivante :

P, : 3\, impair tel que 52" =1+ A,2"2.
Initialisation. On vérifie que Py est vraie :

52° _ 51
=5
=1+4
=1+1-20F2

On prend A\g = 1 qui est impair. Ainsi, Py est vraie.

Hérédité. Soit n € N. On suppose que P, est vraie. On montre que P, 1 est vraie. Par hypothése
de récurrence, on a :

2n+1

57 = (14 A,272)°

=1+ A222(n42) 4 ) ond3

=14 AZ2nF3gntl 4 ) ont3

=1+ (A22"Fh 4 ),) 2 F3,

On pose : A\, y1 = X227 4 )\, On note que )\, ;1 est impair car A\22"+1 est pair et \,, est impair.
Alors, 52" =14 Ant12"F3 et P41 est vraie.

Conclusion. D’aprés I'axiome de récurrence, P,, est vraie pour tout n € N. Ainsi, pour tout n € N,
il existe \,, € N impair tel que 52" =1 + \,,2"+2.



EXERCICE 3 ()

Soient a et b deux réels, (uy)n>0 une suite telle que :
VneN, upt1 =au, +0.
On se propose de calculer u, en fonction de n et uyg.

a) Traiter le cas a = 1.
On suppose désormais a # 1.

b) Résoudre I'équation = ax+b. O note £ la solution. Dans la question suivante, il est inutile
(voire toxique) de remplacer ¢ par sa valeur ; seule est utile I'équation

{=al+b.

¢) On pose, pour n dans N :
Up = Up — L.

Montrer que (vy,)n>0 est une suite géométrique. Conclure.

d) A quelles conditions portant sur a et ug la suite (Un)n>0 est-elle convergente ?

a) Sia=1alors Vn € N, upy1 = u, + 0.
Cela correspond a une suite arithmétique, dont la formule explicite est de la forme

U, = ug +nb, o b eR

b) Si

r=ax+b
, alors

r—axr =b.
On obtient donc

z(l—a)="b
et finalement .

Tr = 1 —a =

¢) On souhaite montrer que la suite (v, )nen est géométrique. Pour cela, on calcule, étant donné
n € N, v,41 & partir de v,. Si on trouve g € R tel que, pour tout n € N v,11 = qu,, alors
(Un)nen est géomeétrique. On a
VneN, v, =u, — ¢
Cela donne
Un41 = Un41 — ga

c’est-a-dire

Upt1 = Aty +b— 4
=au, +b—al —b
=a(u, —¥)
= avy,.
Ainsi v, est géométrique de raison ¢ = a. En utilisant la formule explicite des suites géomé-

triques, on obtient
vp, = vpa” = (ug — £)a”

Or
Up = Vp + 0= (ug — )a"™ + ¢

Alinsi, si on a une suite arithmético-géométrique de formule récurrente u, 11 = au,+b, (a,b) € R
alors sa formule explicite est

b b
VnGN,un—(UO )a”Jr
1—a 1—a




b
d) Nous avons deux cas de convergence soit ug € Ret —1 < a < 1 ou ug = 1 et a € R\1.
—a

Dans les deux cas la suite convergera vers le réel £.

EXERCICE 4 (@) La suite réelle (¢,),>0 est définie par to =1 et

N

Vn € N, tny1 = —.
(&

En appliquant I’exercice précédent & la suite (In (¢,)n>0), exprimer t, en fonction de n et
étudier la convergence de (t,)n>0-

Sion a
Vi
Vn € N7 t’n+1 = na
e

alors

In(th+1) =In <\/ﬂ> =In(Vt,) —1= %ln (tn) — 1.

e

Ainsi, pour n € N, In (£,41) est de la forme aln(t,) + b, avec a = 3 et b = 1. La conclusion de

I’exercice précédent montre que, pour tout n € N,

In (t,) = <ln(t0) - 12) a” + % = (ln(l) - ié) <;>n+ 1_1; =2 (;)n —2.

On obtient ainsi, pour tout n € N,

b = expn(t) =ex (2 5 ) -2)

L’exercice précédent affirme aussi que, si ug € R et —1 < a < 1, alors la limite de la suite
arithmético-géométrique u,, est 1%. Ainsi, la limite de In (¢,) = 2 (%)n — 2 est —2, c’est-a-dire

t, — exp(—2)

EXERCICE 5 (@) La suite (x,,),>0 est définie par 2o = 1 et
VneN, zp,p1=z0+z1+ - +x,

Pour n € N, exprimer x,, en fonction de n.

On remarque que Vn € N, 10 =204+ 21+ -+ Ty + Tpt1 = Tpy1 + Tnt1 = 22,41. On en tire
donc Vn € N, z,41 = 2z,. On trouve ainsi

Terme | Valeur
(%) 1

Ul 1

(5] 2

us 4

Uy 8

us 16

Méthode 1 :

Cela semble ressembler & la suite u,, = 2”71, pour tout terme sauf ug qui n’est pas égal a % ici
mais a 1. On propose la suite x,, = L2”‘1 + %J dans N. Soit P,, cette propriété. Prouvons la par
récurrence.

Initialisation. P1 est immédiat, en effet z; = {21*1 + %J = L%J =1=ux.

Hérédité. Fixons n dans N* tel que P, soit vrai. Alors

1
n = 271,71 -
e |27y



Et

Or, comme

1 1
VneN*, 2"l cN*et 3 < 1, alors Vn € N*| {2”1 + QJ =1

Donc
1
2z, =2 ({2”‘1 + 2D =22" Y =2"=2,1

C’est exactement P,y car

1 1
Yn e N*, 2" e N* et 3 < 1, alors Vn € N*| {2"-# ZJ = 9",

On a donc que z, = {2"’1 + %J dans N*. Cependant, on remarque que xzg = LQO*I + %J =
LQ(%)J =1 = ¢, donc z,, est vrai pour n =0 et n > 1, donc dans N.
Méthode 2 :

On peut, plus simplement, poser que zg = 1, et que pour n > 1, &, = 2"~ 1. La preuve peut se
faire par récurrence simple.

EXERCICE 6 (@) Soit ¢ € R**. Pour z € R, soit f(z) = ——%—. Calculer

V1+ca?
F(f (@), f(f(f(z))) et généraliser.

. ( . )2 \/1+ crz V1 + 2ca2 \/1—+-20x2.
ol ——L—
V1 + cx? 1+ cx? /1 + ca2

T N T
F(f(@) = V14 ca? __Vlte? _ Vltca? _ x

De la méme maniére, on observe que f(f(f(z))) = ﬁ On peut donc conjecturer que
+ 3cx
VneN, f*z)= — (voir Remarque pour la notation f"(x)).

vV 14+ nex?

Soit P,, cette propriété. Prouvons-la par récurrence, sachant que f"*1(z) = f(f"(x)).
Initialisation. Py est immédiat car

fix) =

x
VI+ilcz?

Heérédité. Fixons n dans N tel que P, soit vrai, i.e. :

i) = ———.

f(x)

vV 1+ nex?

Alors
T

HY
(@) = F(F () = V1 + nex? 1+ ncz? \/m 1+ ca?

X

2
1+C #
vV 14+ nex?

Ce qui donne
x

1+ (n+ L)ca?

[ (@) =
Ce qui est exactement P, 1.

Remarque. On utilisera la notation f™(x) au lieu de f(f(...(x)...)).
—_—

n fois

EN|

\/1+ > ltnez® e 1+t Dea?
1+ nex? \/1+cx2 \/1+C:r2



1.2 Le raisonnement par récurrence (2)

EXERCICE 7 (D) Soit (un)n>0 la suite définie par :
U =2, UL =295 et Vn e N, upyo =Ddupyr — 6uy,.

Montrer que
vneN, wu,=2"4+3".

Soit P, la propriété telle que u,, = 2™ + 3" pour n dans N. Prouvons l& par récurrence.
Initialisation. P; est immeédiate car ug = 29 + 3% = 2.
P, est immédiate car u; = 2! + 3! = 5.

Hérédité. Fixons n dans N tel que P, et P41 soient vraies. On a alors
Up = 2" + 3" et upt1 = 2(2") 4+ 3(3").

Rappelons que
Upt+2 = DUpt+1 — BUp.

Cela donne
Upyo = DUpyp1 — 6u, = 10(27) + 15(3™) — 6(27) — 6(3") = 4(2") + 9(3") = 2"+2 4 3n+2

: ¢’est exactement P, o.

EXERCICE 8 (@) La suite (uy)nen est définie par :

2
U
up =1, w; =2 et VneN* unH:(n)

n—1

"Deviner" une formule donnant u,, en fonction de n, puis la démontrer par récurrence.

On note que

Terme | Valeur
Uug 1
U1 2
U9 4
us 8
Uy 16
Us 32

et on remarque que ce sont les premiers termes de la suite u,, = 2".

2 2
; ; _ (un) _ (ung1)
Par ailleurs, si 4,1 = T alors u, 490 = .

Soit pour n dans N, P, : "u,, = 2™".

Initialisation. On a uy = 2° = 1 donc Py est vérifiée.
Et u; = 2! = 2 donc P; est vérifiée.

Hérédité. Fixons n dans N tel que P,, et P, soient vraies. Alors

Up = 2" et Upy1 = ol

Donc ) L
(Unt1) 2" — 92n+2-n _ gn+2

Unp, 2n

. Ce qui est exactement P, 42



EXERCICE 9 ((3)) proposé par Antonin D

Soit (un)n>o la suite définie par :
ug = 0; VneN, upy1 +u, =n.

Exprimer u,, en fonction de n.

Regardons les premiers termes en remarquant que u,4+1 = n — Uy,

Terme | Valeur
() 0

Ui
U2
us
Uy
Us
Ue
uz

Wl W NN =D

On peut alors conjecturer que u, = [%J

Par récurrence

Initialisation : déja faite.

Hérédité : Fixons n dans N tel que P,, soit vraie

- 2

On va donc faire un disjonction de cas en fonction de la parité de n.

Si n = 2k est pair :

n n+1
un_s_l—n—un—n—bJ—Zk;—k—k‘—{ 5 J
Sin=2k+1:
1
unH:n—un:n—VgJ:2k+1—k:k+1:{n;— J

Cela achéve la récurrence.

Remarque. Calculer les premiers termes d’une suite peut souvent éviter des calculs longs et
inutiles (surtout lorsque ce sont des additions).

EXERCICE 10 ((®)) proposé par Antonin D

La suite (F,),,~, est celle de I'exemple 1. Pour n dans N, on pose :
An :FnFn—i-Z _Fn+12~

a) Calculer A,, pour quelques valeurs de n. Deviner une formule donnant A,, et démontrer
cette formule par récurrence.

b) Calculer directement A,, a partir de la formule obtenue dans ’exemple 1. Pour faciliter les
calculs, mieux vaut ne pas remplacer tout de suite a et 3 par leurs expressions.

a) On calcul A, sur les 5 premiers termes (rappelons que F), est la suite de Fibonacci).



A, Valeur

(%) FOF2 — F12 =-1
ul 0 F1F3 - F22 =1
u9 F2F4 — F32 =-1
us F3F5 — F42 =1
Ug F4F6—F52=—1
Uus F5F7 — F62 =1
On conjecture directement que A,, = (—1)"*1.

Initialisation : voir tableau
Hérédité : Soit n € N tel que A, = (—1)"*1

FnJranJrS - F»3+2 = Fn+1(Fn+2 + FnJrl) - Fn+2(Fn+1 + Fn)
- n+1Fn+2 + F3+1 - F7L+2Fn - Fn+2Fn+1
:FEJA — FoqoFy
= —An
= (-1
: c’est le résultat voulu.
b) On commence par rappeler certaines relations dont nous nous servirons :
(1+2\/5)n B ( 1—2\/5)71
V5

<1+¢5> (1—\/5> . <1+¢5>2:1+1+¢5 . <1—\/5>2:1+1—¢5.

F, =

2 2 2 2 2

Commengons maintenant le calcul de A,,.

An = FnFn+2_F2+1 =

n

(1+2\/5)n _ (1—2\/5)n (1+2\/5)n+2 _ (1—2\/5)11—1-2 (1+2\/g)n+1 _ (1—2\/5)n+1 2
v NG ‘( V5 )

n n+2 n+2 n n+1 n+1
e (90) (57) () () =05 (57

A <1+¢5> <1¢5> <1+¢5>2<1¢3)2+21+¢51¢5
" 2 2 2 2 2 2

n 1+5 1-v5
50, = (—1) (-1— g - —2>.

5A, = (=1)"(-5).
Ap = (=1)"

EXERCICE 11 (4)) Soient a et b deux nombres réels. On suppose que 1’équation 2% = ax + b
admet deux racines réelles distinctes A et u. On se propose de déterminer ’ensemble £ des
suites réelles (uy,), -, telles que

Vn € N, Up42 = AUp41 + by,

a) Montrer que, pour « et 3 dans R, la suite (aA™ + Bu"), -, appartient a &.

b) Soit (un),~, un élément de £. Vérifier qu'il existe deux nombres réels « et 3 tels que
a+ B =ug et aX+ Bu = uq.
¢) Avec les notations de b), montrer que

Vn € N, Up, = aA™ + Bu”.

d) Retrouver le résultat de 1’exercice 7.

10



a) Soit n € N. Rappelons que A2 = a\ +bet u?> =au+b
aWpi1 + bW, = a(aX" ™ + Bu"™ ) + b(aA™ + Bu™)
= aX"(aX +b) + Bu"(ap +b)
—_ O(An+2 +Bun+2

- n+2
b)
a+ B =ug a:uo:_—)\m
=

On remarquera que A # p

¢) Par récurrence

Initialisation :
pour n=2,
auy + bug = a(aX + fu) + bla+ B) = alar + b) + Blap + b)
Uol — UL 9 . U] — UpA o
b p—
auy + 0ug 0\ 5\
On a bien
Upl — UL o UL — UOA o
U =
©w—A mw—A
Hérédité :

Soit n € N fixé tel que P, et P41 soit vraies

Upt2 = QUpy1 + buy,
—_ a(aAn+1 +ﬁﬂn+1) —I-b(Ot)\n +6'un)
=aX"(aA +b) + Bu"(ap + b)
— OtAnJrQ +ﬂ#n+2
le résultat voulu

d) Upyo = Buyi1 — 6u, qui a pour polyndéme caractéristique 22 = 5z — 6 il est évident que A = 2
et i = 3 on connait les formules de « et 5 donc il suffit de remplacer les inconnues

Up = 2" + 3"
le résultat voulu.

Remarque. Ce résultat sera redémontré en sup

EXERCICE 12 (@)) Soient a et b deux nombres réels. On suppose que I’équation 22 = ax + b
admet une unique racine réelle A\. On se propose de déterminer ’ensemble £ des suites réelles
(Un),>o telles que

B Vn € N, Up42 = QUpt1 + DUy, .

a) Montrer que, pour « et 3 dans R, la suite (aA™ +nBA"), -, appartient a &.

b) En reprenant la méthode de Iexercice précédent, montrer que, si la suite (uy),~, est un
élément de &, il existe deux nombres réels a et [ tels que B

Vn € N, Uy = @A + BnA" .

a) Soit n € N. Rappelons que
AN =a\+b N =—-bet2\=a

aWpi1 +0W,, = a(aX™ + B(n + DA™ T) + b(aA™ + BnA™)
= aX"(aA + D) + BA"aA + nBA" (aA + b)
= a\""? 4 B(n + 2)A" T2
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Q
I
S
Q
[

Uo

a)+ B =u B = 7“1—)\““
Par récurrence
Initialisation : pour n=2,
auy + bug = a(a\ + BA) + ba = alar + b) + Bar  (a =2\
On a bien
us = aA\? + 26\2
Héreédité :
Soit n € N fixé tel que P, et P, soit vraies

Upt2 = AUpt1 + by,
= a(a\"™ 4+ B(n 4+ DA 4 b(a\™ + fnA™)
= aX"(a\ + b) + BA"aA + nBA" (aX +b)
= a2 4 B(n + 2)A" 2

le résultat voulu

Remarque. Ce résultat sera redémontré en sup

EXERCICE 13 (@) par Léo

Soit A une partie de N* contenant 1 et telle que :
i)VneA 2ned et ii)VneN", n+leA=necA.

a) Montrer que
Vm € N, 2m e A.

b) Montrer que A = N*

a) On montre ce résultat par récurrence
Initialisation : Pour m = 0, 2™ =1 € A par définition de A
Hérédité : Soit m € N, supposons que 2™ € A, et montrons qu’alors 2™+ € A.
2reA = 2" 2€ A=2"t e A

d’apreés i)

Conclusion : On a donc bien que Vm € N, 2™ € A

b) Montrons que Vn € N*, n € A. En effet, ceci montre qu'on a N* C A, et puisque par définition
on a A C N* on aura donc bien A = N*.

D’aprés i), Vi € N,Vk € N, 28 —k € A. Ceci se montre par une récurrence descendante, puisque :
sin+1e€ A alorsne A,doncn—1€ A, puisn—2€ A..1€A.

De plus,

N* — U [22’21+1:| ,

ieN

et donc puisque chacun de ses ensemble appartient a A, on a bien A = N*

12



EXERCICE 14 (@)

On se propose de montrer que tout rationnel de |0, 1[ s’écrit comme somme d’inverses d’entiers
naturels deux a deux distincts. Ce type d’écriture, utilisé par les égyptiens dans 1I’Antiquité,
n’a pas un trés grand intérét, mais la preuve du résultat est un bon exemple de raisonnement
par récurrence.

a) Soit z un rationnel de ]0, 1[. On écrit donc

r=—, (m,n)eN’d7 m<mn.
n

On effectue la division euclidienne de n par m :
n=gm+r, qeN', rel0,m-1].

On suppose que z n’est pas l'inverse d’un entier, i.e. que m ne divise pas n ou encore que
1 .
r # 0. Montrer que  — P peut s’écrire sous la forme :
q

!/

n eN*,  m' e[l,m-1].

b
n/

b) En utilisant une hypotheése de récurrence judicieuse, démontrer la propriété voulue.
c¢) Constater que la démonstration précédente fournit en fait un algorithme de décomposition.

5
Appliquer cet algorithme & z = —.

a)

c)

17
Avecm' =m—retn' =(q + 1)- (qm +7r)= (q + 1) - n on retrouve bien :
m _ m—-n+qgm _ _x — 1
W= @ Dm = @) T @D T @y =4 g

Pour m dans N on pose P, la propriété telle que pour tout entier n > m, avec q le quotient de

la division euclidienne de n par m, écrire % comme : Z};_l(%) avec r un naturel non nul et
= k

q<z1<..<Tp

initialisation : trivial

Hypothése de récurrence : Supposons m > 2 et Py vraie pour tout m > k£ > 0 Nous pouvons

montrer P,,. Soit n > m un entier, si m divise n on pose r = 1 et 1 = ﬂ le résultat est
; adi ; .mo_ _ (¢tD)n (q+1)n

immédiat. Sinon : 2 = ,+q+1 T > >q—|—1dou ’;Z— Ek (2 —) avec
g+1<z; <..<z. Onadonc ’Pm vraie comme = = 1+q + > 1(%k)

5 _ 1, 1 4 1 . el
% = 7 1+ 53 T 1557 le développement est laissé au lecteur

EXERCICE 15 ((® ) par Tristan et Zinedine
La suite (un),>, est définie par ug =1 et :
vn € N, Un = Uln/2) + Uln/3] + Uln/o)

a) Montrer que
Vn € N, Up >N+ 1.

b) Trouver C' > 0 tel que
VYn € N, up < C(n+1)

La propriété suivante est omniprésente dans la résolution de cet exercice :

V(z,y) €R%  |z|+ |y < |lz+y) < |z)+ |yl +1.

13



a) Pour n € N, on note P,, la propriété
Up >N+ 1

Démontrons P,, par récurrence forte.
Initialisation :
On vérifie que P,, est vraie pour n = 0.

ug =1et 1 > 1 donc Py est vraie.

Héredité
Soit n > 0. On suppose que Py, est vraie pour tout k tel que N < k <n avec N € N et
on en déduit que P,y est vraie.
Calculons :

On a, selon ’hypothése de récurrence

n+1
n >
Upp) 2| Ty | T
n+1
n >
Y= _H
n+1
Alors
n+1 n—+1 n+1
< 5(n+1)J {n+1J+2
L 6 6
> 6(n+1)J+1
L 6
>n—+2

Ainsi, P,,41 est vraie.

Conclusion :

D’aprés ’axiome de récurrence, P, est vraie pour tout entier naturel n > 0.

Etudions une deuxiéme approche permettant d’aboutir & ce résultat.

On proceéde une nouvelle fois par récurrence forte pour n € N en notant P,
Up >n—+1
Initialisation :
On vérifie que P,, est vraie pour n = 0.
up = 1 et 1 > 1 donc Py est vraie.
Hérédité :
Soit n > 0. On suppose que Py est vraie pour tout k tel que N < k < n avec N € N et

on en déduit que P41 est vraie.

14



Calculons :

e g | T 2 T e

2 )

1 1 1
A s s I
2 3
6(n+1)
>7
6
>n+1

Or, up4+1 est un entier car défini comme somme d’entiers, ce qui nous donne finalement

Up4+1 > N+ 2, ce qui est exactement P4 1.

Conclusion :

D’aprés ’axiome de récurrence, P, est vraie pour tout entier naturel n > 0.
b) On se propose de montrer par récurrence forte que pour tout n > 6, u, < 3n, ce qui implique
évidemment que pour tout n > 6, u,, < 3(n+1).

Notons, pour n > 6, P, la proposition : u, < 3n
Initialisation :
On vérifie que P,, est vraie pour n = 6.
Ug = U3z + U + U1
= Juy + 6ug
= 1buy
=15
<18

Ainsi, Pg est vraie.
Hérédité :
Soit n > 6. On suppose que Py, est vraie pour tout k tel que N < k <n avec N € N et on

en déduit que P, 41 est vraie.

Calculons :

et = U U )

)

3
3(n+1)

IN

IN

Ainsi, P41 est égalememnt vraie.

Conclusion :
D’aprés ’axiome de récurrence, P, est vraie pour tout entier naturel n > 6.
On en déduit évidemment que u,, < 3(n+ 1) pour n > 6.

Ensuite, en remarque que la propriété u,, < 3(n+ 1) s’étend aussi aux valeurs de n comprises
entre 0 et 5, ce qui nous donne la propriété suivante

VneN, u, <3(n+1)

On peut donc conclure en posant C' = 3, donc C' > 0 qui vérifie la condition de ’énoncé

YneN, u,<C(n+1)

15



Remarque. On peut également s’atteler a la découverte du plus petit C' vérifiant la condition
VneN, u,<C(n+1)

La premiére étape consiste & créer un programme permettant de déterminer les C les plus petits
possibles pour un intervalle I de N. Un tel programme peut étre le suivant

C maxr =0
u={|
u.append(1)
for nin range(1,100000) :
w.append(u[floor(n/2)] + u[floor(n/3)] + u[floor(n/6)])
C = ulnl/(n+1)
if C > C maz:
C max = C

print(C_mazx,’ pour’,n)

On lance ce programme, ce qui nous donne la plus petite valeur de C' trouvée pour les 100000

premiers termes de (uy,),,~, soit C' =2+ w3

On montre par récurrence forte que cette valeur de C convient dans un premier temps pour tout
les n > 72 et d’apreés le programme qui I’a déterminée, elle convient également aux n < 72. Ainsi,

YneN, wu,< <2+3§> (n+1)

Le fait que cette valeur de C' corresponde au 73° terme de (uy,),,~, alors que 100000 ont été testés
nous suggére déja qu’elle est la valeur minimale de C' qui convienne.

23
Cependant, on peut également remarquer que u7s = (2 + 73) (72 4+ 1) ce qui nous indique qu’une

valeur plus petite de C' ne vérifierait pas la condition imposée pour n = 72.

23
On peut ainsi conclure en disant que 2+ 7 est la plus petite valeur de C' vérifiant pour tout entier

naturel n 'inégalité
up, < C(n+1)

EXERCICE 16 ((®)) par Octave
Soit
S = {273% (k, ) € N?}.
Montrer que tout élément de N* peut s’écrire s; + - -- + s,,, o m € N*, ou les s; sont dans S
et ot, pour tout couple (7,7) d’éléments distincts de {1,--- ,m}, s; ne divise pas s;.

Soit Py la propriété : k peut s’écrire s1+ - - -+ s, ou m € N* et les s; sont dans S et ou, pour tout
couple (4,j) d’éléments distincts de {1,---,m},s; ne divise pas s;. Et ou I'éventuel s; impair a
pour valeur la plus grande puissance de 3 inférieure & k. On note aussi qu’il peut y avoir qu’un seul
facteur impair, étant donné que dans une paire de puissance de trois, I'une divise nécessairement
I'autre. Ce facteur impair s’écrit nécessairement s; = 2°(3%) car sinon il serait pair. On procéde
par récurrence forte.

Initialisation. Py et Po sont immédiats car k; = 2°(3%) =1, et ky =2°(31) =3
Hérédité. Soit k dans N*, et n dans [1; k] tel que Py soit vrai.
On procéde par disjonction de cas.

Si k est impair alors k£ + 1 est pair.

Ainsi, Im € [1;k], tel que k+ 1 = 2m.
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Par hypothése de récurrence,

n

I(s1, 82, ,8,) € ST, m:Zsi

i=1

Et V(i,j) € [in]*,i#j = sits;

Ainsi k+ 1= 2.

i=1

Or
s;i €S — 25, €8

Et finalement s; { s; = 2s; { 2s;. Ainsi, P41 est vérifie.

Si k est pair alors k + 1 est impair.

On note 3P la plus grande puissance de 3 inférieure a k + 1.
On procéde a une seconde disjonction de cas.

Sik+1 =3P, alors Py est vérifiée.

Sinon, k + 1 > 3P
k+1=k—3"+1+3°

Or
k—3P+1¢€[l;k] et k— 3P+ 1 est pair.

Par hypothése de récurrence :
Ishh, e uspy) €SN R =3 +1=) s
i=1
Et
V(i,5) € [Lin]* i #j = sits)

Par parité de k — 3P +1:Vi € [1,n], s; € 2N
Montrons que : Vi € [1;n],s; 1 3? et 3P  s; en utilisant un raisonnement par absurde.
Supposons s;|3P
Par parité de k — 3P 4+ 1, 2|s;
Or :

2|3i

= {2|3p

Si‘3p

Ce qui est absurde.

Supposons maintenant 3?|s;

=k+1>2(3°)+3°
=k+1>30T > 3p

Ce qui est absurde puisque 3? est la plus grande puissance de 3 inférieure a k + 1.
On a donc :

n
Vi € [1;n] 5;T3petk+12232—|—3p
i=1

Finalement, Py est vérifiée pour k dans N

1.3 Le raisonnement par ’absurde
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EXERCICE 17 () Soient a, b, c,d des nombres rationnels tels que
a+bV/2=c+dV2.

Montrer que a = c et b = d.

Si
a+bV2=c+dv2,
alors

a—c=+2(d-b).

Si d # b, alors si on divise par d — b des deux cotés on obtient /2 = S=%» ce qui est absurde. Or,
sid="b, alors a = c.

EXERCICE 18 ((2)) Montrer que /3 est irrationnel. Généraliser.

Une démonstration semblable a I’exemple pour /2 donné par le polycopié est possible, utilisant
une disjonction de cas de la divisibilité de 3. Cependant, on se propose de généraliser l'irrationalité
de n’importe quel n dans N.

Pour tout n dans N et (a,b) € N? on pose /n = 2,0t ¢ ¢ N, fraction irréductible.

S’ensuit nb® = a? et donc a®|nb*. Or, comme ¢ fraction irréductible alors PGCD(a,b) = 1 et donc
PGCD(a2,1?) = 1

D’aprés le lemme de Gauss on a donc a?|n. Or nja® donc |n| = |a?|, soit n = a?.

Alors b = 1 et donc /n = a € N, ce qui est en contradiction avec ’hypothése, et donc par I’absurde,
tant que v/n ¢ N, donc n n’étant pas un carré parfait, alors y/n est irrationnel.

Or, 3 n’est pas un carré parfait, donc v/3 est irrationnel.

In(3
EXERCICE 19 ((2)) Montrer que n(3) est irrationnel.

In(2)

In(3) p

Si on pose =<, (p,q) € R*?, alors
q

In(2)

In(3)q = In(2)p.

Et donc
exp (In(3)q) = exp (In(2)p) <= 37 = 2.

Ce qui est absurde car le premier membre est pair et le second impair.

EXERCICE 20 ()
a) Montrer que la somme d’un nombre rationnel et d’'un nombre irrationnel est irrationnelle.

b) Montrer que le produit d’un nombre rationnel non nul et d’'un nombre irrationnel est
irrationnel.

¢) Trouver deux nombres irrationnels dont la somme soit rationnelle, deux nombres irration-
nels dont la somme soit irrationnelle. Méme question avec le produit.

a) Posons a un nombre rationnel tel que a = %, (p,q) € R*2 et b un nombre irrationnel. Posons

a + b nombre rationnel et donc a + b = Z—:, (', q") € R*2. Alors

/
=L
q

pq — qp
qq

p_
q
Ce qui est absurde car b est un nombre irrationnel.
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b) En utilisant les mémes notations que I’exercice précédent on a

/

L
q q

Et donc ,
p="L1

qp

Ce qui est absurde car b est un nombre irrationnel.

¢) On peut proposer logg 3 +logg2 =1, et V2 + /3 irrationnel. Pour les produits, v/2v/8 = 4, et
v2v/3 = /6 marchent également.

EXERCICE 21 ((2)) Montrer que v/6 est irrationnel, puis en déduire que v/2-++/3 est irrationnel.

D’aprés la démonstration proposée a lexercice 18, et 6 n’étant pas un carré parfait, on en déduit

que V/6 est irrationnel. Or
(V2 +V3)? =5+ 2V6.
Donc

V2+v3=1/5+2V6.

Mais d’apreés ’exercice précédent, le produit d’un rationnel et d’un irrationnel est irrationnel, donc
21/6 est irrationnel. Aussi d’aprés Pexercice précédent, la somme d’un irrationnel et d’un rationnel
est irrationnelle, et donc 5 + 2v/6 est irrationnel. Or, la démonstration de I'exercice 18 expliquant
que la racine carré d’un nombre qui n’est pas un carré parfait est irrationnelle, et un nombre
irrationnel ne pouvant pas étre un carré parfait, alors v/5 + 2v/6 est irrationnel, et donc v/2 + v/3
aussi.

Une autre démonstration consiste a poser V5 + 2v/6 = 5, (p,q) € R? Donc

5+2V6 = Sz.
Soit ) )

2/6 = ’%.
Et donc 2 52

V6 = 7

Ce qui est absurde car V/6 est irrationnel.

1.4 Le raisonnement par analyse-synthése

EXERCICE 22 ((3)) Proposé par Antonin D
Trouver les fonctions f de R™* dans R dérivables et telles que

V(z,y) € R, flay) = f(z) + f(y).

Prenons c =y=1= f(1) =2f(1) = f(1)=0
De plus

On fixe y = 1 Ce qui donne
xf'(z) = f'(1) = f(z) = f/(1)In(z) (cste=0 car f(1)=0)

on remarquera que la fonction nulle est aussi solution
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EXERCICE 23 (@) ) Proposé par Antonin D

On se propose de déterminer les fonctions f de R dans R deux fois dérivables sur R et telles
que :

V(w,y) € R?, fl+y) +fl@—y)=2(f(2)+ ) -
Dans a) et b), f est une fonction solution.
a) Calculer f(0). Montrer que f est paire.

b) Montrer que f” est constante.

¢) Conclure.

a) prenons x =y =0 = 2f(0) =4f(0) = f(0) =0
Maintenant fixons = 0

JO+y)+ f(0—y)=2(f(0) + f(y))
fy)+ f(—y) =2f(y)

f(=y) =1y
f est paire
b
) Pflaty) ) _ 0°2/(y)
0%y 9%y 0%y
fixons y = 0
f(@) = £"(0)

qui est une constante

c¢) Il reste a vérifier que les solutions obtenues vérifient la condition de parité de la question b) On
a que ar? + bx = f(z) = f(—x) = ax? — bx d’out b = 0. Finalement, les solutions sont donc les
fonctions de la forme x — ax? avec a un réel quelconque.

EXERCICE 24 (@) Proposé par Antonin D
Dans cet exercice, f est une fonction continue de R dans R telle que

V(z,y) € R?, flz+y) = fl@)+ ).

a) Calculer f(0) et montrer que f est impaire.
b) Pour n € N et z € R, calculer f(nz) en fonction de n et f(x).
¢) Soit @ = f(1). Montrer que
VeeQ, f(z)=az.
d) Expliquer pourquoi tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

e) Conclure que
Ve eR, f(x)=ax

a) Onprend z =y =0= f(0) =2f(0) = f(0) =0
Puis on prend y = -2z

f(=2) = f(2) +2f(—2) = f(-2) = - f(x)

b) On remarque que f(nz) = f((n— 1Dz +x) = f((n—1)z) + f(z) = ... = nf(z)*
c) Soit a= f(1) et x € Q,x = %,p,q e

£(p) = f(g x §> = qf<§> = f<§> - §f<1>
[10™ ]
1071,

d) tout nombre peut s’écrire lim qui est bien un rationnel
n—oo
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e) Soient z € R et @, une suite de rationnels tel que lim @, = z (une telle suite existe par la
n—oo

question précédente) par continuité de f nous avons lim f(Q,) = f(z) = ax. Ainsi nous avons
n—oo

montré que Vz € R, f(z) = ax

Remarque. *Une récurrence serait plus approprié

2 Calculs algébriques

2.1 Généralités et rappels

EXERCICE 25 (D)) Si a,b,c,d sont des nombres réels non nuls, simplifier les fractions

A=2 B=2 (=

)

ale oo
o |l
clo| &

__ ad _a __ ac
OnaA—E, B—*‘ Cf—

EXERCICE 26 (D)
a) Exprimer simplement In(56) — In(7) + In(4).

b) Montrer que In (v216) = gln(ﬁ).

¢) Ecrire le plus simplement possible In(49) + In(21) — In(3v/7).

In(56) — In(7) 4 In(4) = In(7(2*)) — In(7) + In(2?) = In(7) — In(7) + 31n(2) + 21In(2) = 51n(2)
In (\/ﬁ) =In (\/673) =3In (\@) = gln(G)

In(49) + In(21) — In(3v/7) = 21In(7) 4 In(3) — In(3) + In(7) — %111(7) = gln(7)

EXERCICE 27 ((1)) Soient n € N*, a4, ...,a, des nombres réels, by, ...,b, des nombres réels
a; ) i
non nuls. On suppose que tous les nombres b—z, 1 <4 < n, sont égaux. Montrer que ces nombres
, L aittan '
sont également égaux 4 ————.
by +---+ by

On note la valeur commune des fractions r € R. Nous avons donc pour tout 4 :

a; a;
iz?“@*l:bi
bi r

En sommant cette égalité pour ¢ de 1 & n, nous avons :

ZTak :Zbk<:> %Z: =7

Comme voulu.

EXERCICE 28 ((1)) proposé par Antonin D

Montrer que 2v/2 + V3 =2+ 6.
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22+ V3= /s +4v3 = \/(V2+ V6)2 = V3 + VB

EXERCICE 29 (1)) par Karim
Soit K I’ensemble des nombres réels de la forme a + byv/2 avec (a,b) € Q2. Montrer que, si x et

1
y sont dans K, il en est de méme de x — y, zy et, si  # 0, de —.
x

Soitx=a+b\/§ety:c+d\/§. Alors
t—y=a+bV/2—c—dV2=(a—c)+(b—-d)V2, (a—cb—d) eQ>
Ainsi, z — y de la forme A + By/2, donc x —y € K.

zy = (a+bV2)(c+dV2) = act+adv2+bev2+42bd = ac+2bd++/2(ad+bc), (ac+2bd, ad+bc) € Q2.

Ce qui est aussi de la forme A + B+v/2, donc zy € K.

1 1 a—bv/2 a—bv2

T atbh/2  (a+bV2)(a—bv2)  a?— 2B

Ce qui est égal, en utilisant la quantité conjuguée, a

a b a b 9
aZz — 202 a2—2b2\/§’ (a2—2b2’a2—2b2) €Q”

1
Ce qui est aussi de la forme A + Bv/2, donc — € K.
x

EXERCICE 30 (1)) par Toméas

Soient x,y, z trois nombres réels, Vérifier que

(z+y+2°>— B+ +2) =3 +y)(y+2)(z+2)

D’une part,
(@+y+2)° =@+’ +2°) =@ +y+a)aty+a)aty+z)—a’ -y’ -2
=(x+y+2) (@ +y*+ 2%+ 20y + 202+ 2y2) — 23—y = 2B
= (2® +9® + 6zyz + 32y® + 3ya® + w22 + 322% + 3y2® 4+ 329%) — 23—y — 2B
= 6zyz + 3zy® + 3yz? + 3z22 + 3z2% + 3yz? + 3292
D’autre part,
3(z +y)(y +2)(z +x) = 3(zy + 2z +y° +y2)(2 +2)
= 3(2zyz + ya® + x2° 4 22 + 2y® + xy? + y2?)
= 6xyz + 3zy° + 3yx® + 3wz + 3222 + 3y2? + 327

Donc, par transitivité, (z +y +2)3 — (22 + > + 23) = 3(z + y)(y + 2) (2 + 2).

EXERCICE 31 ((2)) Soit n le produit de quatre éléments de N* consécutifs. Montrer que n + 1
est le carré d’un entier.

On pose les entiers consécutifs tel que n = abed, et ota =k, b=k+1, c=k+2, d=k+3, ke
N*. On a donc

n+1="k(k+1)(k+2)(k+3)=(k* +k)(k* + 5k + 6) + 1.
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En finissant de développer, on obtient
n+1=k*+6k>+ 11k* + 6k + 1.
On remarque que (lcg)2 =k* et 12 =1, et que donc on pourrait factoriser n + 1 comme ceci :
(K*+a+1)2=n+1.

Ce qui donne
n+1=k*+2ak® 4+ 2k*> + a®> + 2a + 1.

Par identification, on a

2a = 6k a =3k a =3k
3 3
2ak? = 6k3 = a:% = a:%:gk
2k% + a® = 11k a = VITKZ — 2k? a = ITKZ — 2%7 = 3k

Donc,
n+1=(k*+3k+ 1)

EXERCICE 32 ((2)) par Tomas

Soient x et y deux nombres réels. En complétant un carré, donner une factorisation de z* 4 4y?.

Pour touts réels x et y, on a
ot 4 dyt = 2t Ayt + 4y — 4a?y?
= (2% 4+ 2y%)% — 4x?y?
= (2% +2y°)% — (2ay)?
= (2% + 2y + 2zy) (22 + 29 — 2zy).

EXERCICE 33 (@) par Francois

= 122 ‘°’—1+\/@
“= 27 927

Montrer que a® 4+ 5a est un nombre entier.
q

Soit

152
On pose X = > . On a donc

a=vV1+X—-vV-1+X.

Ainsi

=(V1+X-V-1+XP =1-(-D)+X-X+(-3)VI+ XV1+ XV-1+X+3V-1+ XV-1+XV1+X.

En mettant sous la méme racine et en factorisant par identité remarquable, on obtient :

A =2-3(Y(X2-1)(X +1)+3(/(X2-1)(X — 1)) =243V X2 - 1(-V1+ X + V-1 + X).
Or,a=v1+X —/-1+ X, donc

a®>=2-3YX2-1(V1+X - V-1+X)=2-3VX2—1(a).

Or 5a =5(v/1+ X — v/—1+ X), donc

a®+5a=2-3vVX2-1(a)+5(V1+ X —V-1+X)=2—-(3VX2—-1-5)a
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152

Or, X = 57 Donc, en remplagant X par sa valeur,
/152 /125 5/53 5
3 _ 3 _ 3 _ _ _
a®+5a=2-(3 2—7—1—5)a—2—(3 ?—5)a—2—(3 3—3—5)a—2—(3(§—5)a—2.
Ainsi,

a>+5a=2 2N

EXERCICE 34 (@) par Francois
Pour (z,y,2) € R3, soit

E =a* 4 y* + 2% — 222y — 2222 — 22222,

Factoriser E en un produit de quatre facteurs.

On remarque que (a:2 +92 - 22)2 =t + oyt 4+ 2%+ 22%9y% — 22222 — 22292, ce qui est presque E.
On a donc

E=attytt i ron?y? 22222 - 2252 da?y? = (22 12— 22)2 —day? = (a2 4+y? —22)2— (2ay)>2.
Or, ceci est une identité remarquable de la forme a? — % donc

B = (2242 =222~ (22y)? = (22 +y? + 22y — 22) (22 +y2 — 20y —22) = (24+1)2—22) (w—y)2—22).
En utilisant la méme identité remarquable que précédemment, on obtient

E=@+y+z2)(z+y—2)(z—y—2)(z—-y+2)

EXERCICE 35 (@) ) par Octave
a) Pour z € R, calculer (z +3)% + 2% — (z +1)? — (z + 2)%
b) En déduire que, pour tout x € Z, il existe m € N* et (1,...,&,) € {—1,1}"" tel que

m
T = E Eii2.
i=1

a) Soit P:x € R+ (z+3)?+2%—(2+1)? — (z+2)?. En développant et simplifiant, on constate
que Vz € R, P(z) =4.

b) On procéde par disjonction de cas sous 'idée d’un tableau de congruences modulo 4. On note
k le quotient de la division euclidienne de = par 4.

r= [4] 0 1 2 3
k k+1 k k42
z = DOP(i) [ 1P+ PG) | —12=22 =32+ 424+ P(i) | —1°+2°+ > _ P(i)
=1 1=2 =5 =3

2.2 le symbole »

EXERCICE 36 ((1)) par Tomas
n
Soit n dans N*. Donner une expression simple de la somme 2(2]6 — 1) des n premiers entiers

k=1
1mpailrs.
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On utilise la linéarité de la somme pour simplifier 'expression :

Zn:%—l QZk 21
k=1

k=1
_ 2n(n+1)
2
=n’+n-n
=n?.

EXERCICE 37 (2 ) par Tomas

Soit (un)n20 une suite réelle. On suppose que

Vn € N, Zuk " —|—n

Pour n € N, calculer u,,.

e Sin e N* alors

2 n
n°+n
3 Zuk
=0

n—1
g U + Up
=0

(=14 (n—-1)

2 —n-12-(n-1 2
Donc,un=n+n (n3) (n ):?n

2n
e Sin =0, la supposition devient uy = 0, et on constate que 5 0.

Donc, pour n € Nyu,, = —

EXERCICE 38 (@) par Léo

Soit n € N*. On trace la table de multiplication des entiers entre 1 et n. On obtient donc un
tableau carré comportant n? entiers naturels. Quelle est la moyenne de ces entiers ?

On représente les tables de multiplication de la fagon suivante :

Tables de multiplication Somme de la ligne

Table de 1 1 2 ...l n —n(n;— 1)

. n(n+1)
Table de 2 2 4| .. ]2 9y —o. M2 ¥ 1)

able de n ;( i) 5
Table de n n | 2n n2 En:(n i) =n- n(n+1)
2 =n-—
n
A\ nn+1) n?(n+1)?
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Il ne nous reste plus qu’a calculer la moyenne M, :
Puisqu’il v a exactement n? termes, on a :

EXERCICE 39 (D)) par Léo

n
Soit z €] — 1,1[. Pour n € N, soit S, = Zxk Montrer que
k=0

1
S, — .
n—+oo 1 —x

n n+1
T -1
Sn=) ot =
k=0 T
Or, z €] — 1,1], donc lim z" =0, et par suite,
n—-+o0o
. zhtl — 1 -1 1
lim = =
n—+oo x — 1 z—1 1—x

EXERCICE 40 (@) ) par Toméas

a) En utilisant la formule de la progression géométrique et la dérivation, calculer, pour x réel

et n dans N* :
n

On distinguera le cas = = 1.

b) Six €] — 1, 1], déterminer la limite de la somme précédente lorsque n tend vers +oo.

a) e Siz =1, alors

" nn+1)
kzt = § == 7
x k 5
k=0 k=0

e Si z # 1, alors, en notant fj, les fonctions de R dans R telles que fi(z) = z*,

i kat =g i ka1
k=0 k=0
=2y fil2).
k=0

Or, la dérivée est une application linéaire. C’est-a-dire que la somme des dérivées est la
dérivée de la somme. Donc :
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[(n + 1)9371((;;__11))2_ g+ - 1}
|

nz™tt — (n 4+ 1)2" + 1]

(z—1)?
nx"t2 — (n+ Dzt + o
- (z—1)?
EXERCICE 41 ((2)) par Léo
2n
On pose, pour n dans N* : u, = Z T Simplifier u,4+1 — uy, et en déduire la monotonie de
k=n
(un)nzl-
2(n+1) 1 2n 1
b= 3 -3
k=n-+1 k=n
2n 2n
1 1 1 1 1
= + + == > =+ )
2n+2  2n+1 it k (k_n+1 k n
1 n 1 1
S 2n+2 2n+1 n
1 1 1

0)

1
r, —— 4+ — <2 — = —, et par suite, u —uy, < 0, la suite est donc décroissante.
A2 1S m P 1T S

EXERCICE 42 ((2)) par Leo

nz

Pour n € N*, exprimer en fonction de n la somme S, = Z {\/EJ
k=1

Soit a € [|1,n — 1|]. Résolvons I’équation d’inconnue % : {\/%J =a

_ 2 2 2, 2 2, 2
[VE| =a — 0?2 <k < (a+1)? <= k€ [la% (a+1)2—1]] <= k€ [Ja®; a®+2al]

par définition de la partie entiére
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Or, Card ([|a®; a* 4 2al]) = 2a + 1, donc :

n—1
Sp=n+> (2k+1) -k
k=1

n—1 n—1

:2-Zk2+2k+n
k=1 k=1

o, =1 n-2n-1) (n—1)-n
=2 5 + 5 +n

EXERCICE 43 (@) par Léo

On note H,, le n-iéme nombre harmonique, introduit dans ’exemple 5 ci-dessus. Montrer que,
pour tout entier n > 2,

n—1

Z H,=nH, —n.

k=1

n—1

Montrons par récurrence Vn = 2, P, :” g H, =nH, —n"
k=1

Initialisation : Pour n =2 :

Hy=1=2-Hy—2

Hérédité : Soit n > 2, supposons que P, soit vraie et montrons qu’alors P,,; est également
vraie.

n n—1
Y Hy=) Hyp+H,
k=1 k=1

= nH,—n+H,
~—
par HR
=H,(n+1)—n

(Hnﬂnil)-(nﬂ)
=Hyp1-(n+1)—(n+1)

Conclusion La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie Vn > 2

EXERCICE 44 (@) ) par Frangois

Trouver les suites (uy)n>1 de nombres réels strictement positifs telles que

n n 2
Vn € N* uk?’ = (Z Uk> .
1 k=1

k=

On remarque que Vn € N* u,, > 0, & savoir u,, # 0
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On a donc :

)2
+ 2Un 11 Z up, + (tny1)?
k=1

)

n+1 ntl1 2 n n
3 3 3
Vn € N7, Z(“k) = Zuk = Zuk+un+1: Zuk—i—unﬂ
k=1 k=1 k=1 k=1
n n 2
3 3
— Zuk—i—unﬂ = Zuk
k=1 k=1
n
3 2
= Upy1 = 2Unt1 Zuk + (Un+1)
k=1
n
3
= Upy1 = Unt1 2 Z ug + Un+1
k=1
n
2
= Upyq =2 Zuk + Upq1  car upyq #0
k=1
n
Un+1 (un+1 - 1) _
— tnlen = 3,
k=1
. N'(N' -1 - .
Remarquons ici que % = Z ug avec N/ = u,41 ressemble fortement a la formule bien

k=1
connue :

IS

k=1

n

n(n+1)
2

(“n —

U
En effectuant un changement d’indice, on a : ¥n € N, — 5

n—1 n
Or, E U + Uy = E uy, donc :
k=1 k=1

Un+1 (unJrl -1

)5
k=1

2
n = Up+1 (U7L+1 - 1) = Unp (un
Uy = U
9 k
k=1
A b : =
msi1, on a bien Z Uk 2

k=1
On a donc, Vn € N* :
Upy1 (Uns1 — 1) = up (uy + 1)
2 2
= Upp) — Untl = Uy + Up

2 2
= Upq1 — Up = Up4l T Un

n—1

1):Zuk

k=1

— D+2u, <= upt1 (Upt1 — 1) = up (u, + 1)

- (un+1 - un)(un—i-l + un) = Up + Un+1

— Up_1 — U, =1

(uy,) est donc une suite arithmétique de raison 1 et se note w,, = u; + (n — 1) avec u; le terme au

rang 1.
Ici, on a nécéssairement u3 = u3 soit u3 = 1 ou ug =0
Or, on a vu que u, # 0, donc nécessairement u; = 1, et

up,=1+n—-1)=n

On vérifie réciproquement que cette suite convient (cf. exercice 1), afin de conclure que la seule
suite respectant les conditions de 1’énoncé est la suite (u,,) définie par :

Yn € N* u, =n
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2.3 Complément : sommes télescopiques

EXERCICE 45 ((@)) par Tomas

a) Sia est dans N*, simplifier la somme
- 1
E In(1+-=]).
k=1

Quelle est la limite de cette expression lorsque n tend vers 400 ?

b) Si n est un entier > 2, simplifier la somme

" 1
kZ_an(l—]@).

Quelle est la limite de cette expression lorsque n tend vers 400 ?

= In(k* - 1) — In(k?)

k=2

= Xn:ln(k +1)+In(k—1) — 21n(k)
k=2

= iln(k +1) —In(k) — iln(k) —In(k —1)
k=2 k=2

—In(n + 1) — In(2) — (In(n) — In(1))
—In (”221)
(12

R 1
Donc ngrfw;_:zln (1 - k2> = —In(2)

EXERCICE 46 (@) ) par Antonin D

Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que

1 a b c
e e R\ {0, -1, 2 e =Lt :
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En déduire, pour n dans N* une expression simple de

- 1
U”:;k(k+l)(k:+2)‘

Quelle est la limite de (Uy)n>1 lorsque n tend vers 400 ?

On procéde & une décomposition en élément simple a = %, b=—-1,c= %

- 1 " 1/2 -1 1/2 1 1/2 1
)Y S o L SR TR
Zk(k+1)(k+2) — k  k+1 k+2 4 n+2 4

Remarque. La décomposition en élément simple sera introduit en sup.

EXERCICE 47 (@) par Toméas
a) Trouver trois réels a, b, ¢ tels que, si :

P:zeRr— az® + bz +cx

on ait
VreR, P(z)—P(x—1)=2>

n
En déduire une expression simple de E k2
k=1

b) Adapter cette méthode pour calculer Z k3
k=1

a) Pour tout réel z, on a
P(z) — P(x —1) = az® +bx® +cx —a(z — 1)* —b(zx — 1)* — c(z — 1)
=ar® +bx® +cx —a(x® =32 + 3z + —1) —b(z? — 224+ 1) —cx +c
=3az? + (—3a +2b)z + (a — b+ c).

Par identification, pour que P(z) — P(x — 1) = 22, il est nécessaire est suffisant que

3a :1 a _% a/:%
—3a+20 =0<+<=4 20—-1 =0<<=<b=1
a—b+c =0 t—=b+c =0 c=¢

Donc
> k=Y P(k)-P(k—-1)
k=1 k=1
= P(n) — P(0)

1 1
:§n3+§n2+6n
_n(n+1)2n+1)
= 6 .

b) Soit Q : x € R — ax* + b3 + cx? + dx pour quatre réels a, b, ¢, d.
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Pour tout réel x, on a
Q(x) — Qx — 1) = az® + ba® + ca® + dx — a(x — 1)* —b(x —1)% — c(x —1)* —d(z — 1)
= az* + bz + ca® + dx — a(z? — 423 + 627 — 42 + 1)
—b(a® =322 +3x—1)—c(a® -2z +1)—dx+d
=dar® +3(—2a 4+ b)2® + (4a — 3b+ 2¢)x + (—a+ b — c + d).

Par identification, pour que Q(z) — Q(z — 1) = 23, il est nécessaire est suffisant que

4a =1 a ::i a = i a= i
—2a+b =0 —3+b =0 b=3 b=3
= = 5 = 2

4da—-3b+2c =0 1-3b+2¢c =0 1—5+4+2c=0 c=7
—a+b—c+d =0 —1+b—c+d =0 —i+i-c+d=0 d=0

Donc

EXERCICE 48 ((3)) par Tomas

Soient (vy,)n>0 une suite réelle, a un réel différent de 0 et de 1, (uy,),>0 une suite telle que
VneN, Upt1 = auy + vy,

On pose
’ Up
a) Sin € N, simplifier u), | — u,

b) En déduire une expression sommatoire de u/,, puis de w,,.

a) Pour tout entier naturel n,

7 Un+1 Up

li
u. - U, =
n+1 n anJr] a

_ (auy +vy,) — auy,
- an+1

Un
- anJrl .

b) D’une part

n—1
/ o /
Ugy1 — U = Uy — U

k=0
n—1
! I ! I
- u,, = E (Ulc+1 —uk) + ug.
k=0
D’une autre part,
n—1 n—1
2 : ’ / __j : Vg
uk+1—uk— ak‘i’l.
k=0 k=0
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Donc

n—1 v
’ k /
Uy, prs} + ug
k=0
uo
Et, en remarquant que u6 = a—o = ug,
n, !
Up = G Uy,

n—1
/ —k—1
=a"uy+a” E VEa
k=0

n—1
=a"up + E vpa™ kL
k=0

EXERCICE 49 ((2)) par Antonin D
Donner une forme simple de

zn:(kxk!):zn:(k—&—l)!—k:!:(n—i-l)!—l

k=1 k=1

EXERCICE 50 ((2)) par Antonin D
Par une méthode analogue a celle de l'exercice précédent, donner une formule simple de

ok
2 T

k=1

On remarque que

k 1 1

G+ K (k+1)

On a alors une somme télescopique

k "1 1 1
z(kzﬂ)!:ZH’(kH)!:l*(nﬂ)

k=1 k=1

n

EXERCICE 51 (@) par Tomas

Pour j dans N* et  dans R, on pose :
Hijz)=az(x+1)...(z+j—-1).

a) pour j dans N* et « dans R, calculer H;i(z) — Hj11(x —1).

b) En déduire, pour j et n dans N*, la somme ZH](x)
k=1

n n
¢) Retrouver les sommes Z k? et Z k* a l’aide de la question b).
k=1 k=1
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a) Solent k € [0,j] et p=Fk —1,

Hji1(z) — Hjpa(z — 1)

w’.:1~
N
+
=

ﬁ (r—1+4+k)
k=0

Jj—1
a:+k H (x+p)

p=—1

H::]~|

Jj—1 Jj—1

=@+ ) [[@+k @) ][@+p)
k=0 p=0

(z+k)(z+7) = (z—-1))
0

= Hj(x)(j+1).

<.
|

k

’; ]+12H J+1(k_1)

k=1
_ 1
i+l
1
AV ES s

(Hjt1(n) — Hj41(0))

c) e En constatant que Hy(k) —k = k(k + 1) — k = k?, on trouve que

zn:k2 = zn:Hﬂk) —k
k=1 k=1
= 1H3( ) n(n; 2
:%”W+4Xn+2f‘mn;l)
~n(n+1)(2n+1)
= 5 .
e De méme,
ik‘g = Zn:fﬁ(k) — 3k* = 2k
k=1 k=1
_ n(n + 1)(n4+ 2)(n + 3) B n(n + 1)2(2n +1) . n(n + 1)
_ ”(”4* D ((n+2)(n+3) - 220+1) - 4)
_ nn+1), 5
== (n®+mn)

_ (n(né+1)>2.

EXERCICE 52 (@) ) par Francois
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Soient n et r deux entiers naturels tels que r < n,
n
k
Skn = .
k=r

a) En utilisant la relation de Pascal :

(i)=0)+ ()

valable pour k et n dans N avec r + 1 < k, exprimer Sj, ,, comme un coefficient binomial.

b) Retrouver le résultat obtenu en employant un raisonnement combinatoire.

a)

2.

Nous savons que pour k et n dans N, avec r + 1 < k,
K\ _ (k+1\ k
r)  \r+1 r+1)

>()-200) -2 (1)

Ainsi, avec r > 0,

Ce qui donne

Ce qui est égal &

De plus, Vr € N, ( = 0. On en conclu que

Ly n+1
5= ()= ()

Notons Ej, la partie de Ppiq ([1,n + 1])) constituée des parties de [1,n+ 1] de cardinal p+1 et
dont le plus grand élément est k, de sorte que

7"+1)

Ppy1 ([Ln+1]) = U Byt

Cette union est évidemment disjointe. Par conséquent :

Card (Pps1 ([L,n+1])) = Card (Egiq).
k=p
Or, pour chaque k € [p, n], les éléments de Ej; sont les

E+1UX,

avec X parcourant P, ([1, k]). De ce fait :

Wk € [p,n], Card ((Bxy1) = (ﬁ)

Gi)-x()

k=p

On retrouve ainsi la formule :

4 Le symbole ]
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EXERCICE 53 (D)

a) Pour n dans N*, simplifier le produit

n

An = [ 4%+

k=1

b) Pour n dans N*, simplifier le produit

n

n 2
2 > kS+1 6n+n(ntl)(2nt1)
| | e = =4 &

k=1

lﬁ[k+4_ n+4
s k33

EXERCICE 54 ((2)) par Léo

Quel est le produit des n? entiers apparaissant dans la table de multiplication des entiers entre
letn?

On représente les tables de multiplication de la facon suivante :

Tables de multiplication Produit de la ligne
Table de 1 112 ]..]n n!
Table de 2 2 | 4| .. [2n| J@)=2"n
i=1
Table de n n|2n| .. | n? H(nz) =n"-n!
i=1
Produit total (x) _ (n!)2n

Démonstration de (%) : Soit P, le produit total. Il suffit de constater que

P, = H(i" cnl) = ()" - [ [ = ()" - (H Z) = (n))" - ()" = (n})*"

i=1 i=1

EXERCICE 55 (@) par Toméas

Pour n > 2, donner une expression simple de

et trouver la limite de (C),)p>2 lorsque n tend vers +oo.
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Pour n > 2, on a

2
_m (2 (cf. Exercice 45)
= 1n 2n . CI. Xercice

n+1

n n—-+oo

Donc, finalement, C,, =

3 Inégalités, inéquations, trindme du second degré réel

3.1 Inégalités, encadrements, inéquations du premier degré

EXERCICE 56 ((1)) par Tristan
Soient a,b deux nombres réels, a’,b’,m,n quatre nombres réels strictement positifs tels que

b
% > v Montrer que
b ma + nb a

v o oma +nb a

b
Commengons par établir que si % > v alors ab’ > a’b ().

On a alors d’une part :
a ma+ndb n (ab’ — a'b) )
- = >0 d’apré
a' ma +nb  a (ma +nb) aprés (i)

Et d’autre : . . (b v)
ma+n n(a'b—a
— = = <0 daprés (¢
b ma +nb W (ma +nb) aprés (i)
Alors a - ma + nb b ma + nb

— et - < ———.

a’ = ma’ + nb v ma + nb

On retrouve ainsi 'inégalité de ’énoncé :
b ma + nb a

J— < e —
b ma’ + nb’ a’

EXERCICE 57 (@) par Léo
Soient a, b, ¢ des éléments de )0, 1].

a) Montrer que (ab — 1)(bec — 1)(ca — 1) < 0.
b) En déduire que

a) On a ab,acetbe < 1, donc (ab— 1) < 0,(ac—1) < 0 et (be — 1) < 0. Puisque le produit de 3
nombres négatifs est toujours négatif, on a bien (ab — 1)(bc — 1)(ca — 1) <0

b) On développe :

(ab—1)(bc —1)(ca — 1) <0 <= a*b*c* — ab*c — a®bc — abc® — 1+ ab + be + ac < 0

< (abc)? + ab+ ac + be < a’be + ab?c + abc® + 1

1 1
Et comme abc > 0, on peut diviser par abc < a—|—b+c—|—7> f—l—g—kf—&—abc
abc ~ a c
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EXERCICE 58 ((2)) Par Lancelot

Soient x et y deux éléments de | — 1, 1[. Montrer que le nombre réel z =

- 1,1[

appartient &
1+ PP

On note S lensemble des couples (z,y) €] — 1;1[* solutions de I'inéquation & démontrer. Re-
marquons que S est non vide car (0,0) est solution. On raisonne par équivalence pour simplifier
I'inégalité & montrer. Soit (xz,y) € S On a :

-1<

r+y <1 r+y
1+ 142y

= (z+y)? < (1+ay)?
= 0< (1+a2y)* — (v +y)~

<

Mais, (1+2y)? — (z+y)? = 1+ 220y + (2y)? —2? =220y —9?> = 1+ (ay)? — 2% —y? = (z — 1) (y — 1).
Il faut donc montrer que :
0< (.73— 1)(y_ 1))

ce qui est naturelle car x et y sont des éléments de | —1;1[. D’oa & =] — 1; 1], ce qu'il fallait obtenir.

Remarque. En utilisant un raisonnement identique, on peut montrer que pour ¢ € R%}

z+y
V(z,y) €] —cc], —c< ———= <ug,
(@) €~ e, —e< i
qui s’interpréte, pour les plus physiciens des lecteurs, comme la loi de composition des vitesses en
relativité restreinte.

EXERCICE 59 ((2)) par Jean

a) Quels ensembles décrivent respectivement 22 et ® lorsque x décrit l'intervalle [—2, +o0o[?

1
b) Quel ensemble décrit — lorsque = décrit | — 4, 5]\ {0} ?
x

a) e Vo € [-2 +oo[, x — 22 est croissante et positive et tend vers +oo donc, d’aprés le TVI, 22
deécrit [0, 4+o0].

e Soit f la fonction dérivable et définie sur [—2, +oo[ par z +— 2°.
Vr € [-2,+o0], fl(x)=322>0

donc f est strictement croissante sur [—2,+oo[. Or, f est continue sur R donc, d’aprés le
TVI, 23 décrit [—8, +0o0]

1
b) z — — est définie et continue et strictement décroissante sur | — 4, 0[U]0,5]. On a donc :
x

1 1
o 4d<rx<l=—< ——.
T

4
1 1
e 0<ax<dH=>—2> —.
rob 1 11
Donc, quand « décrit | — 4, 5]\ {0}, — décrit R\ {—4, £ {
x

EXERCICE 60 ((2)) par Jean

x
a) Quels ensembles décrivent respectivement x + y, zy, — lorsque = décrit [—2, +00[ et y décrit
Yy
[2,4+00[?

b) Méme question lorsque x décrit [—1, +o0o[ et y décrit | — oo, 3].
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a) On a donc d’une part +00 > > —2 et d’autre part +oo > y > 2. Donc
+oo>zxz+y>0
Et x + y décrit [0, +00]

k
- pour x = 1, zy décrit [2, +00[, pour y = 2 (car y décrit [2; +00[) et x = 2 ou k € [-2,2], xy
décrit | — 2,2[.

pour x = —1, xy décrit | — oo, —2], donc lorsque x décrit [—2, +oo] et y décrit [2, +oo[, zy décrit
] — o0, +00].
A 1 1 T T
-pour y = 2 et xz > 0, — décrit [0,4o0[, pour z < 0, on a — < 3 donc — > 5 > —1. Donc xy
Yy Yy

décrit [—1, 400l
b) De maniére analogue,
-z + y décrit | — oo, +00l.
-zy décrit | — 0o, +o00[ (on fixe tour a tour x =1 et y = 1).

-2 decrit ] — 00, +00[ (on fixe tour a tour y = 1 et y = —1).
Y

EXERCICE 61 ((2)) par Tomas

Soit (x,y) € R2. Montrer que
|z +yl < ||+ [yl

et que cette inégalité est une égalité si et seulement si « et y ont méme signe (au sens large).

Cas 1 : Si x et y sont de méme signe, alors xy > 0. Donc :

(ol + )2 = (Va2 + Vi)’ o+ul? = (VEr9?)

=2 + 4% +2V/(xy)? = 2% +y° + 22y
= 2%+ 9% 4 2xy

Donc (|| + |y|)? = |z +y|?, or |z +y| et |z| + |y| sont tous les deux positifs, donc |z +y| = |z|+ |y|.
Cas 2 : Si z et y sont de différent signe (on pose y <0 < z) :

e Soit |y| > |z|, dans cecas y < x +y < 0= |z +y| < |y| < |z] + |y|.
e Soit |y| < |z|,danscecas 0 <z +y <z = |z +y| < |z| <|z|+ |yl

EXERCICE 62 ((2)) par Toméas

Résoudre dans R I’équation

Va2 +/(z —1)2=1.

L’équation est traduite par |z| + |x — 1| = 1. On constate et distingue 3 cas :
o Siz>1,alors x| =z et |x—1|=x—1, cequidonne () +(z—1)=1=2z=1.
e Six <0,alors x| = -z et |z —1] = —(z —1), ce qui donne (—z)+ (1 —2)=1= 2 =0.

e Six €]0,1], alors [z] =z et [t —1] = —(x —1),ce quidonne z —x+1=1=1=1 donc
Vx €]0,1],  est solution.

Donc, I'ensemble solution est ]0, 1{u{0} U {1} = [0, 1].

EXERCICE 63 ((2)) par Tomas
Soit n € N*. Montrer que
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2n
On définit la suite (u,)nen- telle que u, = Z
k=n-+1

S DU S
E n+l n+2 n+n

1
=3 donc P; est confirmée.

| =

2
Soit P,, la proposition ”u,, > %”. On constate que u; = Z
k=2

Soit n € N* tel que P,, est confirmée, alors :

2n+2 1
T

k=n+2
1 1 1 1 1
:n—|—2+n+3+”.+n—|—n+2n+1+2n+2
1 1 1
= u,

BT R T B

N —2n+1)2n+2)+(n+1)(2n+2)+ (n+1)(2n+1)
(n+1)(2n+1)(2n+2)

1

2n+1)(2n+2)

1
2n +1)(2n + 2)

= U +

M

\Y4
N = N

Donc P,, 41 est confirmée.

Autre démonstration :

n noq " 1 & no 1
tn > - > o o 2nz o 2
k=n+1 k=n+1 k=1 k=1
——

Vk€[n+1;2n], > 5=

EXERCICE 64 ((2) ) par Tomas et Benoit

Soient n dans N*, @ dans |1; +o00[. Montrer que

a” —1
< nanfl

a—1 —

Meéthode 1 : Théoréme des accroissements finis.
Soient f,, : RT — RT les monomes de degré n tels que f,(z) = a™.

On constate que f”(z) = n(n — 1)z"~2 > 0, et donc f’ est croissante sur R*. De plus, f,
est continue sur [1;a] et dérivable sur |1;a[ donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis,
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Jde € |15 af tel que f(c) = M. Ainsi,

Méthode 2 : Sommes géométriques

On reconnait ici la somme des termes d’une progression géométrique :

n—1

a—l —Za

On sait de plus que a™ > a" ! étant donné que a > 1. Nécessairement, la somme énoncée voit ses
n termes étre inférieurs ou égaux a a” ! (i.e. Yk € [0,n — 1], a* < a™1). Ainsi,

n—1
a” —1
= E a® < na™t.
a—1
k=0

EXERCICE 65 ((2)) par Toméas

Soient a et b deux éléments de R™. Montrer que

o<

Cas1:0<b<a

b<a
=02 <ab
=2b < 2Vab

Sa—2Vab+b<a—b
= (Va-vh) <a-b=la-b
Vo< i

Cas2:0<a<b

a<b
=a%<ab
=2a < 2Vab

=a—2Vab+b<b—a
= (Va-vh) <b-a=lu—b
Vi vi < Vi
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EXERCICE 66 ((3)) par Toméas

Déterminer le plus petit entier n € N* tel que

2%f+ﬂﬁf e

S e
(VEFT- V&

= (VEFT+ ¢)Q@+¢)>mm

=Y VE+1-Vk>2022

> 2022

=

k=1

=

n+1—-12>2022

= n>20232 -1

EXERCICE 67 (@) par Teiki

Déterminer les triplets (z,y, z) € N*3, 2 <y < z tels que % +

<@ =

Montrons tout d’abord que = < 3. Pour cela, supposons par r absurde x >4
Onaalors 4 <z <y < z, don

z =y =z =%

Lolcl <1 doncf—&— + 2 L <1,

1. Supposons tout d’abord x = 1 : Il faudrait alors =

2. Six =2:0n seraméne & -~ + =
y <4

= =0 : c’est impossible.
De méme que précedemment, puisque y < z, on trouve

(a) Siy = 2, il faudrait % =0 : ¢’est impossible
(b) Siy =3:onaalors £ = ¢, donc z =6
() Siy=4:0Onaalors L =1 doncz=4
3 SiX:S:Onseraménea%—F%

y =3 (puisque y > z = 3). Ainsi, 1 =1
Finalement, ’ensemble des solutions est

On montre comme précedemment que y < 3, donc
3, donc z =3

{(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3)}

EXERCICE 68 (@) Soit n € N*

n
) Pour 0 < m <n — 1, comparer le quotient (mH)
b) En déduire que

o

(6= (1) == ()

n
) En considérant la somme Y (}), montrer que

k
k=0

2TL

n+1§Qa>ST
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EXERCICE 69 (@) ) par Alexandre

2022
Soit, pour z € R, f(z) = Z |z — K.
k=1

a) Etudier les variations de f- On remarquera que f est affine par morceaux, donc strictement
croissante (resp. strictement décroissante, resp. constante) sur tout intervalle ou sa pente
est strictement positive (resp. strictement négative, resp. nulle).

b) Quel est le minimum de f sur R?

a)

o Vx> 2022, on a, Vk € [1,2022],2 — k>0 = |z —k|=2z—k
2022 2022

On a alors f(z) = Z(x — k) =2022z — Z k
k=1

k=1
On trouve alors Vo > 2022, f'(z) = 2022
e Vx <1,ona,Vke[l,2022],2 — k<0 = |z—k|l=—(r—k)=—zx+Ek

2022 2022
On a alors f(z) = Z(fx + k) =—2022z + Z k
k=1 k=1

On trouve alors Vo < 1, f'(z) = —2022

e Vx €]1,2022], on pose kg € N tel que kg <z < kg + 1
On a alors Vk < kg, x — k > 0, et réciproquement, Yk > ko + 1,z — k < 0.

ko 2022
On a alors f(z) = Z(JE —k)+ Z (—z+k)
k=1 k=ko+1
ko 2022
=kor— Y k4 D k—w(2022 k)
k=1 k=Fko+1
ko 2022
o(2ko —2022) = > k+ >k
k=1 k=Fko+1

On trouve alors Va €]1,2022][, f'(x) = 2ko — 2022, avec ko = |z]
On en déduit donc que f est strictement décroissante sur | —oo; 1011[, constante sur [1011; 1012],
et strictement croissante sur [1012; +oo|

b) On sait que f atteint son minimum en 1011.

1011 2022
£(1011) = > (1011 — k) + > (k—1011)
k=1 k=1012
1011 1011 2022 2022
=) 1011-) k+ Y k- Y 1011
k=1 k=1 k=1012  k=1012
1011 1011
En posant le changement de variable [ = £ — 1011, f(1011) = — Z k+ Z(l +1011)
k=1 =1

1011
=) 1011 = 10112

1=1
Le minimum de f sur R est 10112,

Partie entiére

EXERCICE 70 (1)) par Francois
Montrer que, si z € R, |2z] — 2 |z] € {0,1}.

Pour tout = € R, = peut se noter de la forme x = g+ r avec ¢ € Z et r € [0; 1]. Ainsi 2z = 2q + 2r
donc :
|2z] = |2+ 2r| = |2¢] + |2r] ,car g € Z.
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1
Or, ici, on distingue deux cas. Si 3 <r<1,alors 1 <r < 2. Ainsi |2¢g + 2r| devient :

[2q] + [2r] = [2q] + 1.
Or g € Z, donc 2q € Z, donc |2q| = 2q, ainsi :
[22] = 2¢ + 1.

De plus, x = g+ r donc |z] = [¢+ 7] = |g] + |r]. Comme ¢ € Z et r < 1, on a |z] = g donc
2 |x| = 2q. Ainsi :
|22] =2 |z =2¢—1—-2¢g=1.
1
3 <r<l1,alors 2z] —2|z] = 1.
1
Prenons le seul autre cas possible : t =g+ ravecqge Zet 0 <r < ok ainsi 0 < 2r < 1. Comme
2r < 1let q€Z,

Donc, six =g+ 1r avec g € Z et

|2x] = 2q.

De méme :
r=q+r=|z]=|g+r]=ld +|r]=q¢

1
Donc 2 |x] = 2¢, ainsi, si 0 < r < 3

|22 — 2 |z| =29 —2¢ =0.
Ainsi, Vz € R, 22| — 2 |z € [0,1].

EXERCICE 71 ((2)) par Gildas
Sin € N, donner une expression simple de |[(vn + 1+ /n)?|.

[(Wn+1+yn)? = 2n+1+2Vn+1yn] =2n+1+ [2V/n+ 11|
On peut minorer 2v/n + 1y/n par 2n.

De plus :

1
n2+n<n2+n+1

enn+1)< <n+;>2

1
@\/n+1\/ﬁ<n+§
s Wntilvn<2n+1

Donc par définition, on obtient que |2v/n + 1y/n| = 2n.
Ce qui permet de conclure que |(v/n + 1+ /n)?| =4n + 1.

EXERCICE 72 (@) par Tristan

Montrer que, si (z,y) € R?,

[2¢) + [2y] = |z +y] = [2] = [y] € {0, 1}

On procéde par disjonction des cas selon les valeurs de {z} et {y} ({«} (resp. {y}) est la partie
décimale de z (resp. y))

1 1
Premier cas : {z} < 3 et {y} < 3

[22] + 12y) = [z +y) = =] = ly] & 2[z] +2[y] - =] = [y] - [=] - [y]
< 2(lz] + ly) = =] = [y])

<0
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N | =

1
Deuxiéme cas : {z} > 3 et {y} >

[22] + 12y) =z +yl - 2] - ly] & 2[z] + 1+ 2y + 1 - [2] - [y] =1 - |=] - [y]
< 2(lz]+ ly] — =] - ly)) +1
&1

Troisiéme cas : {z} < %, {y} > % et {z} +{y} <1lou{z} > %, {y} < % et {z} +{y} <1

122] + [2y] — |z +y] — [z] — [y] & 2]z +2|y] + 1 [=] — [y] — [z] - [y]
& 2(lz] + |y - |lz) - ly]) +1
a1

Quatrieme cas : {z} < %, {y} > % et {z} +{y} >1ou{z} > %, {y} < % et {z} +{y} >1
[22] + 2y] = |z +y| = [z] = ly) & 2[z] + 2|y +1 = [z] = ly] =1 = [2] = [y]

< 2(lz] + ly] = =] = ly))

<0

Inéquations se ramenant au premier degré

EXERCICE 73 (D)) par Jean

Résoudre dans R 'inéquation |z + 3| > 4.

r+3>4 z>1
VezeR,|x+3|>4< < ou < {ou
—(z+3)>4 x < =7
Ainsi,
S:R\]_771[

EXERCICE 74 ((2)) Résoudre dans R l'inéquation [2z — 4| < |z — 1]

e Soit z € [—o0; 1], alors :
2z —4|<|z-1le—-(2z—-4) < —-(z—-1)ez>3

Pas de solutions.
e Soit = € [1;2], alors :

20 —4|<|z -1 —(2x—4)<z—-1& x>

W ot

Donc un premier intervalle solution est z € [%, 2].
e Soit z € [2;400], alors :

2z —4|<|z—-1lle2r-4<z-1<2<3

Donc z € [2;3].
Finalement :
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EXERCICE 75 (D)) par Jean

Quels sont les réels = tels que

(2% = 3)(1 = Vo) (|lz| — 6)|42 + 3] € R¥*?

Tout d’abord la présence de la fonction racine carrée implique x > 0.
Ensuite, pour tout x de R, |[4x + 3| > 0.
Ainsi il s’agit de déterminer les réels positifs tels que (22 — 3)(1 — /z)(|z| — 6) > 0.

1 1
VneN, vn+ —\/ﬁgl—O:»\/nJrlgEJr\/ﬁ
1 1
1< — + 2
= n+ _100+5\/ﬁ+n

|
- > 77
= Vi1

99
= > —
\/5_20

= n> 9 :
—\20

D’ou S = [25; +00].

EXERCICE 77 ((2)) Selon la valeur de z, déterminer le signe de :
a) f(z) =+vVzr—1-+2x -3,

b) g(a) = o — 1] - Bz =3I

¢) h(z) =In(x +3) +In(x + 2) — 2In(z + 11).

3.2 Complément : inégalité arithmético-géométrique pour deux réels

EXERCICE 78 ((@)) par Tristan

Soient a, b, ¢ des éléments de RT.

a) Montrer que

(a+b)(b+c)(c+a)> 8abc

46

x 0 1 V3 6 +00
2 — 3 - - 0 +
1 -z + 0 - -
|z| — 6 - - - 0
(22 =3)(1—Vx)(|z|-6) + 0 - 0 + 0
Donc S = [0; 1[U]V/3; 6]
EXERCICE 76 ((2)) Quels sont les entiers naturels n tels que v/n + 1 — /n < %0 ?




b) Montrer que
9abc < (a+ b+ ¢) (ab+ be + ca)

a) Développons l'expression.

(a+b)(b+c)(c+a)
& (ab+ac+ b +be) (c+a)
& abe + a®b+ ac® + a’c + bPc + b%a + be® + abe
= 2abc+a(b2 +02) +b(02+a2) +c(a2 +b2)
b% + ¢ > 2be
Or, on sait que ¢ ¢ +a? > 2ca et on en déduit que
a2+ b2 > 2ab

(a+Db)(b+c)(c+a) > 2abc + 2abc + 2abe + 2abe
> Rabc

Ce qui est exactement l'inégalité voulue.

b) Développons maintenant (a + b+ ¢) (ab + bc + ca).

(a+b+c)(ab+ bc+ ca)
& a?b + abe + a’c + ab® + b%c + abe + abe + bé? + a
& 3abc+a (b” + ¢®) + b (a® + ) + ¢ (a® + b°)
En faisant alors la méme remarque que dans la question précédente, on trouve

(a+b+c)(ab+ be+ ca) > 3abe + 2abe + 2abe + 2abe
> 9abe

Ce qui est & nouveau l'inégalité recherchée.

EXERCICE 79 (1)) par Tristan

2
On se donne un rectangle de demi-périmétre p, Montrer que son aire est majorée par % Pour

quels rectangles y a-t-il égalité ?

D’aprés le théoréme 1, le produit de deux réels positifs = et y de somme donnée S est maximal

lorsque x =y = —.

2
Ainsi, si 'on nomme z la largeur du rectangle et y sa longueur, son aire, donnée par x X y est
. T+
maximale pour z =y = Ty = g

2
PN2_p
On a alors A < (7> ==—.
—\2 4
Comme le cas d’égalité se présente quand x = y, c’est pour les carrés qu’il y a égalité et donc que
I’aire est maximale.

EXERCICE 80 (@) Si z et y sont deux éléments de RT*, leur moyenne arithmétique est

x 2z
m = —2&-y7 leur moyenne géométrique g = /ry, leur moyenne harmonique h = +y .
Ty

Montrer que
h<g<m.

Etudier les cas d’égalité..
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On montre m > g.

m>g <= 2*+2ry+y> >3y <= 22+ > 20y <= (r—y)* =0

Cette derniére égalité étant toujours vraie, par équivalences on a montré que la premiére I’était
aussi. De plus, il y a égalité lorsque (z — y)? = 0, & savoir z = ¥.

On montre g > h

2xy
x+y

<Vry = Aay)? < (z4y)* - ay
— 4(xy)? < 2(xy)? + 2Py + 2P
— 2y +ay® —2xy)? >0

= (Va¥y- Vo) 0

Un carré étant toujours positif, on a bien montré I'inégalité voulue. Le cas d’égalité est obtenu
pour /3y = \/xy?, a savoir 2% = y?, & savoir |z| = |y|

EXERCICE 81 ((@)) par Matilde

On se donne deux nombres réels strictement positifs a et b et on considére les suites (an),,~(
et (by), > définies par ag = a, by =b et -

1
Vn € N, an+1 = §(an + bn)a bnt1 = Vanby, .

a) Pour n > 1, comparer a,, et b,. En déduire la monotonie des suites (an)n>1 €t (bp)n>1.

b) Montrer que les deux suites (ay),~q €t (bn), >, convergent et ont méme limite.

a) On montre que a et b sont des réels positifs ou nuls par récurrence simple. Pour n dans NT*,
soit P, la propriété telle que a est un réel positif ou nul.
Initialisation. bg =b, b€ RT* donc P; est vrai.
Hérédité. Fixons n dans NT* tel que P,, soit vrai.

bn+1 =V anbn Z 0.

Donc P, 41 est vérifié, b, > 0.

Pour n dans N™*, soit B,, la propriété telle que a est un réel positif ou nul.

Initialisation. ag = a, a € R donc B; est vrai.

Hérédité. Fixons n dans NT* tel que B, soit vrai. a1 = %(an + b,,). D’aprés ’hypothése de
récurrence, a, est positif pour n dans N*t*, et on a démontré que b, > 0 pour n dans NT*.
De plus, — > 0, donc a,4+1 est un réel positif car construit a partir de sommes et produits de
nombres réels positifs.

Pour comparer a,, et b,, on utilisera 'inégalité arithmético-géométrique telle que :

1
2 V anbn < an + bn < anbn < §(an + bn) < Q41 > bn+1 < Qn > bn

Pour la monotonie de a,, et by, on utilise a,+2 et b,y2. Ainsi,

1 1/1
Un42 = 7(an+1 + bn+1) =3 ((an + bn) + v anbn) .

2 2\ 2
Or 1 | 1
Donc

(an + bn) = An42 S Ap+41-

N | =

1
(2(an +b,) + anbn) <

N | =
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La suite a,, est décroissante.

1
bn+2 =V an-{—lbn—‘rl = \/2 (an + bn) + vVapby.

On sait que

1 1 1
V anbn S §(an+bn) = anbn S i(an+bn) anbn = V anbn S \/2(0% + bn) V anbn = bn+1 S bn+2-

La suite b,, est croissante.

b) Sachant que a,, est décroissante et minorée par b, alors a,, est convergente. De méme, b,, est
croissante et majorée par a,, donc convergente.

Quand n dans vers l'infini alors

1 1 1
p = Apa1 € ap = é(an +b,) & Sn = §bn & a, = by,

Ainsi, quand n tend vers l'infini, alors a,, et b, sont égaux, et les deux suites convergent vers la
méme limite.

EXERCICE 82 ((3)) par Gildas
Soient a, b, ¢ trois éléments de [0, 1]. Montrer que 'un au moins des trois nombres réels
1
a =a(l—=0), =b(1—c), ¢ =c(l —a)est inférieur ou égal a T On pourra considérer le

produit a’'b’c’.

Etudions la fonction f : z — (1 — ) définie sur [0, 1].

2
1 1 1
flx)=—a2?4+2=— (:13 — 2) + 1 donc f est majorée par T

1

Ainsi @’V = a(1 = b)b(1 — ¢)e(l —a) = f(a)f(b)f(c) < VER

1 1
Maintenant supposons que a’,b’, ¢ > 1 ¢ qui implique a’b'c’ > Ve Absurde. Donc au moins un

1
des trois nombres réels o’ = a(1 —b),b' =b(1 — ¢), ¢’ = ¢(1 — a) est inférieur ou égal & T

3.3 Le trinbme du second degré réel

Racines du trindme et factorisation

EXERCICE 83 (1)) par Maxime

Pour m dans R, soir p,, le trindme du second degré :
Pm T ER+— 22 +ma+1.

Déterminer, selon la valeur de m, le nombre de racines réelles de p,,.

On a donc A = m? — 4.
Si A < 0, p,, n’a aucune racine réelle. Dans ce cas,

m>—v4=-2

&Sme|—2;2
m<\V4i=2 } [

m2—4<0<:>m2<4<:>{

Sim=2oum=-2, A=0, et p,, aune unique racine réelle.
Si A >0, p,, a deux racines réelles. Dans ce cas,

m<—\/1:—2

& m el —oo;—2| U |2;400].
m> Vi 2 m €] — 003 —=2[ U ]2; +o0]

m2—4>0<:>m2>4<:>{
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EXERCICE 84 ((2)) par Maxime

Résoudre dans R les équations

In(z+ 1)+ In(z+5) =In(96) et In(jz+ 1|) + In(|z + 5]) = In(96) .

On a donc
In ((z 4+ 1)(x +5)) = In (z* 4+ 62 + 5) = In (96).

Or il faut que (z + 1)(z + 5) > 0 donc soit :

z+1>0 z>—1
& <:>{x€]—1,—|—oo[
r+5>0 x> —5

Soit :

r+1<0 r<—1
& @{xe]—oo,—5[
r+5<0 r < —H

On a donc comme condition
x €] —o00; =5 U] —1;+o0l.

On a ainsi équation x2 4+ 62 — 92 = 0. On calcule A =400, +/A = 20. On a donc

—6-20
===

—6+20

—13, To = 9

Tr1 = 7.

Or, (—13;7) €] — 00; =5[] U | — 1;+o0[ donc solutions de 1’équation In ((z + 1)(z + 5)) = In (96).
A noter que pour I'’équation demandée In (x + 1) + In(z +5) = In(96), on a comme condition
x €] —1;+00[, donc —13 est exclu. Les deux étant égales, une réécriture permet les deux solutions.

Pour I'équation In(|x +1|)+1n(|x+5]) = In(96), V€ R,|z+1 > 0,|z+5| > 0. Donc les solutions
sont —13 et 7.

EXERCICE 85 ((2)) Soit (uy), >, une suite géométrique de raison ¢ positive telle que

13 25
uo—i—ul:? et UOUQZZ.

Déterminer ug et q.

La suite est géométrique, donc de la forme : Vn € N, w,, = ug ¢".
Ainsi,
5 25

uo*ugzug*q2:ulzz

Donc u; = 5 ou u; = ——.

13
Alorsu0+u1:?<:>u0:4 ou ug=29.

Or, ¢ > 0 et dans les deux cas, ug > 0, donc u; est également positif. Ainsi,
Ul 5

5:> 4=
u = - U, = = —_———= -
1 5 0 q w0 g

EXERCICE 86 ((@)) par Antoine
Soit a dans R. Déterminer le nombre de nombres réels x tels que :

LL‘B—Z‘ZGS—(L.
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On cherche : 23 — 2 — a® — a = 0. On remarque que a est racine, donc I'expression se ré-écrit :

(z — a)(qa® + gz + g3).
Ceci est équivalent & :

q1x3 + qu2 +q3x — q1x2a — @2xa — q3a = 2—z—ad—a

On doit donc résoudre le systéme suivant (par identification) :

a=1 Q=
@2 —qa=0 < ¢ =a
@a=a®—a g3 =a’>—1

Finalement, on veut résoudre : (z — a)(x? + ax + a® — 1) = 0. Il nous reste & trouver le nombre de
solutions de 1’équation du second degré z2 + ax + a? — 1.
On calcule le discriminant : A = a? — 4(a® — 1) = —3a® + 4.

208 2v3

4
-Sid4<3a? = a® > - < 1z € —o0 [U]——, 4+o0[, alors A < 0, donc aucune

solution réelle. In fine, ’équation de départ n’admet qu’une solution réelle.

-Sia? = 4 == a= i@, alors A = 0, donc I’équation du second admet une racine double, &

savoir, I’équation de base admet deux solutions réelles.

23 2v/3

- Finalement, si a €] — =5 ——|, alors I’équation du second degré admet deux solutions réelles

distinctes, et donc ’équation de base en admet 3.

Signe du trindme pour les valeurs réelles de la variable

EXERCICE 87 (1)) par Martin

Pour m dans R, soit p,, le trindme du second degré :
Pm T ER— 22 +ma+1.

Déterminer, selon les valeurs des réels m et x, le signe de p,, (z).

Pm étant un trindme du second degré, étudions le signe de son discriminant A défini par :
A=m?—4(1)(1)=m*—4
Raisonnons alors par disjonction de cas suivant les valeurs de m et donc suivant le signe de A.

- Si |m| > 2 c’est-a~dire si m < 2 oum > 2, on a A > 0. Ainsi, p,, admet deux racines réelles x;

et xo définies par z1 = ﬂ et x9 = #. Le coeflicient dominant de p,, étant strictement
positif, on en déduit le tableau de signes de p,, ci-dessous.

T —00 T z2 +o0
Pm(x) + 0 - 0 +
- Si|m| = 2 c’est-a-dire si m = 2 ou m = —2, on a A = 0. Ainsi, p,,, admet une unique racine réelle
ro définie par o = —%. Le coefficient dominant de p,, étant strictement positif, on en déduit le
tableau de signes de p,,, ci-dessous.
T —00 To +0oo
Pm () + 0 +
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- Si|m| < 2 cest-a~dire si —2 < m < 2, on a A < 0. Ainsi, p,, n’admet aucune racine réelle.
Le coefficient dominant de p,, étant strictement positif, on en déduit le tableau de signes de py,
ci-dessous.

Pm () +

EXERCICE 88 ((2)) par Maxime Résoudre les inéquations :

r+l<vVr+4 et Va2+dzx+4<22x-1.

Pour la premiére :

r+1<+xz+4n’adesens que si x > —4.

Sur lintervalle [—4, —1[,z + 1 < 0 < vz + 4, donc c’est bon.

Sur lintervalle [—1, +0o], les deux termes sont positifs, on a donc :

r+l1<Vr4+4d << 2°2+2x+1<ax+4
— >+2-3<0

-1-+13

r1 = ——— <1 donc non valable
Onrésout 22 +2—-3=0. A =13 — —1+2\/ﬁ
T2 = Y ~1,3

Le polynome est strictement négatif entre ses racines, et donc sur l'intervalle [—1, +oo[, 22 +2—3 <
—1+V13 [

0 <= z€ |1,

Finalement, 'intervalle solution est : [—4, 5

—1+\/ﬁ[

Pour la deuxiéme inégalité :
Notons tout d’abord que 22 + 5z + 4 = (z + 1)(z + 4). Par conséquent, pour que notre inégalité
soit bien définie, il faut 22 + 52 +4 > 0 <= x €] — 0o, —4] U [~1, +o0].

1
2r—1<0 <= z< X donc l'inégalité n’est pas vérifiée pour z €] — oo, —4] U [—1,—1/2|
1
Six> 2 les deux termes sont positifs donc on peu élever au carré :
Va2 +524+4<2r -1 <= 22 +50+4 <42 — 4z +1

= —322+9x+3<0
— —224+3x+1<0

On résout : —z2+3x+1=0: A =13 donc

3+v13 _ 1
rn=—F—2z
2 2
—/13+3 1
To = % < 3 non valable

Le coefficient dominant de ce polyndéme étant négatif, il est négatif & ’extérieur de ses racines, a

3+13
2

savoir sur ,+0o| qui est notre intervalle solution puisqu’il n’existe aucune autre valeur

de z vérifiant 'inégalité de 1’énoncé !

EXERCICE 89 ((2)) par Martin
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Résoudre les inéquations

22 —5x+6 §x2—4x—|—3 et x2—5:c+6§ x2—4x+3|.

Commencons par la premiére inéquation. Notons d’abord que 2% — 5x + 6 = (z — 2)(z — 3). Par
conséquent, (x —2)(z — 3) est positif si et seulement si z appartient a l'intervalle | — oo, 2]U[3, +o0.
Raisonnons alors par disjonction de cas suivant les valeurs de z.

-Six €] —00,2]U[3,+o0],

|x2—5x—|—6|§x2—4x+3 — 22 -5x+6<z?—4r+3 < —r+3<0 << >3

- Siz €]2,3],

|22 b2 +6| <a2? —dx+3 = —(2? —br+6) <2’ —4dr+3 < 27+ -9<0 <
—2(z-3)(x—3)<0 < z€]—00,3]U[3,+o0].

Or, (] — o0,3] U [3,+00[) N ]2,3[ = @. Ainsi donc,

$2—5$+6‘§$2—4$+3 <—— >3

Poursuivons par la seconde inéquation. Notons que z2 — 4z + 3 = (x — 1)(x — 3). Par conséquent,
(x—1)(x —3) est positif si et seulement si x appartient a 'intervalle | — oo, 1]U[3, +-00[. Raisonnons
alors par disjonction de cas suivant les valeurs de z.

-Siz €] —o00,1]U[3,+o0],

2?2 —br+6< |2’ —dr+3| <= 2 —Sr+6<z’—4r+3 < —2+3<0 < z>3

- Siz €]1, 3],

m2—5x+6§|x2—4x+3| — 22 -5 +6< —(22—-4r+3) = 222 -9 +9<0 =
20z —3)(z—3)<0 <= we[3,3

Or, [2,3] N]1,3[ = [2,3[. Ainsi donc, 2 =5z + 6 < |22 — 4z + 3| <= 2> 2

EXERCICE 90 ((@)) par Martin

Déterminer les nombres réels m tels que

Vo € R, (m+1)a? —2(m—1)z+3m+6<0.

Pour étudier le signe de ce trindme du second degré, étudions le signe de son discriminant A.
A= (-2(m—1))2—-4(m+1)(3m+6) = 4(m — 1)? — 4(3m? + 9m + 6) = 4(—2m? — 11m — 5)

Ainsi, A est du signe de —2m2—11m—5. On cherche m tel que A est négatif ou nul puisque A positif
impliquerait l’existence de deux racines réelles au trinéme du second degré et donc l'existence d’un
changement de signe. Etudions donc le signe de A.

A< <= —2m?>—11lm—-5<0 < 2m?’+4m+2)<0 < —2(m+3)(m+5) <0 <
z€]—o00,—5[U]—1 +ool.

A=0 < —2m+3)(m+5)=0 < z=—fouz=-5

Or, le coefficient dominant m+1 du trindéme du second degré est strictement négatif si et seulement
si m < —1. Par conséquent, ’ensemble solution est :

(] = 00, 5] U [—%,4—00[) A= o0, ~1[ = ] — 00, 5]

Somme et produit des racines

EXERCICE 91 ((1)) par Maxime Soient 1 et z2 les deux racines (éventuellement confondues)
du trindme
pix— ax?+br+c.

Calculer 212 + 292 et (z1 — x2)? en fonction de a, b, ¢
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—b+\/b2—4ace —b—Vb% — dac

Ona:xz; = t Ty =
2a ) 2a
o [ b+ Vb —dac\ b2 + b2 — dac + 2bvb2 — dac
= 2a a 4a?
2
22 —b— Vb —dac\ b% + b% — dac — 2bv/b2 — dac
27 2a - 4a?
) . 4b%> — 8ac  b? — 2ac
Dou : 2% + 23 = 102 =2
=b+ Vb2 — dac+b+ Vb2 —dac Vb2 — dac
'Il — "L‘2 = =
Qg2 A a
Finalement, (r1 — 29)? = _72(10
a

EXERCICE 92 (@) par Gildas

Soient I' le cercle de centre O et de rayon R du plan, A un point du plan. On méne par A une
droite A coupant I' en deux points M; et Ms.

a) Soit W un vecteur de norme 1. Montrer que la relation
—
||OA +t||* = R?
définit une équation du second degré en t dont on déterminera les coefficients.

b) En déduire que le produit scalaire AM; - AMs est indépendant de A.

a) Petit rappel : |7 + V|2 = ||[Z|2+ 27 - ¥ + || V][>

I0A + 2|2 = R?
o ||OA|? + 204 - (¢7) + ||t |2 = R?
< ||OA|? + 2t]|OA|| cos(OA, @) + 12 = R?
o 12 4 21]|OA| cos(OA, @) + |OA|2 = R2 =0
a =1

— —
Ce qui est exactement une équation du second degré qui s’écrit at?+bt+c = Oavec ¢ b = 2||0OA|| cos(OA, W)
¢ =||OA|]? - B

. | —
Concrétement, [|OA + t||2 = R? signifie que Pimage de O par le vecteur OA + t 4 appartient
au cercle I'. Puisque c’est une équation du second degré en ¢, on peut déterminer t; et t5 tels que
OA+t,; 4 = OM; et OA +tad = OM; respectivement (en interprétant 2 comme un vecteur
directeur de A).

— =
b) AM; - AMs = (t; 7) . (tgﬁ) = t1t9 qui est le produit des deux racines de I’équation définie en
—
question a). Donc t1ty = - [|OA||? — R? qui est indépendant de A.
a

EXERCICE 93 ((®)) par Gildas

Soient u et v deux nombres réels. A quelles conditions 1’équation z* + uz? + v = 0 admet-elle
quatre racines réelles distinctes ?

Remarque. Le cours précédant ’exercice comporte une coquille. En effet la somme des racines
b

de I’équation (3) vaut —— et non pas —.
a a

On pose X = 22, dés lors I’équation devient X2 4+ uX + v = 0.

On trouvera donc 4 racines réelles distinctes si il existe deux solutions distinctes strictement posi-

tives pour X (en effet si X < 0 alors x n’est pas réel).
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Or d’aprés le cours, X2 4+ uX + v admet deux racines strictement positives si v > 0 et —u > 0 <
u < 0. Pour terminer, on s’assure qu’elles sont distinctes en vérifiant que A = u? — 4v # 0.

3.4 Complément : inégalité de Cauchy-Schwartz pour les sommes

EXERCICE 94 ((2)) par Gildas

Soit n € N*. Montrer, en utilisant le théoréme 2, que si z1, ..., z, sont des nombres réels tels

que ix? =1, alors ixl

i=1 i=1

< y/n. Caractériser le cas d’égalité.

D’aprés Cauchy-Schwarz :

levl < me =+/n-V1=+/n par hypothése.
i=1 i=1
On s’intéresse ensuite au cas d’égalité, qui se produit lorsque Vi € {1,2,...,n}, x; = —pu d’apres

le théoréme 2. Ce qui implique
2 2
x5 =

Puis en utilisant la condition sur la somme des x? :

1
<:>,u::|:\/7
n

1
Finalement on vérifie aisément qu’il y a égalité si Vi € {1,2,...,n}, a; = \/7 ou Vi €
n

{1,2,...,n}, x;=4/—.

4 Trigonométrie

4.1 Les formules d’addition et de duplication

EXERCICE 95 ((1)) par Tomas

Vérifier I'égalité :
™

T
12 3
En déduire les valeurs du cosinus et du sinus de 1”—2

N

Onabien%—%z%z%,dono
oo () = con (5 oo () sn (5 sin () = 5 50+ 0 ¢ o = 002
in () =i (5 e () = (5)in (5) = 0 5 - 5 g =2

EXERCICE 96 ((1)) par Toméas

T
Calculer cos <§> en utilisant la formule de duplication pour le cosinus.
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EXERCICE 97 (@) ) par Tomas

Déterminer sans calcul le maximum et le minimum sur R de :

x +— sin(z) cos(z)

Soit f : R — R la fonction telle que f(x) = sin(x)cos(z). On constate que pour tout réel z,

sin(2x . .. .
flx) = ( ), donc f a pour maximum et minimum % et —% respectivement.

EXERCICE 98 ((2)) par Jean

Déterminer le maximum et le minimum sue R de :

x +— cos(z) — cos(x)?.

Soit f la fonction définie et dérivable sur R, caractérisée par Vo € R, f(z) = cos(z) — cos?(x) =
cos(x)(1 — cos(x))

f est 27~ périodique, nous étudierons donc sur [0, 27[.

Vo € R, f/(x) = —sin(z)(1 — cos(x)) + cos(x) sin(z) = sin(z)(2 cos(z) — 1)

f()=0 < sin(z) =0 ou 2cos(z)-1=0 <= =0 ou z=7m ou :L":g ou = —
. T om
De plus : sin(z) >0 < z €]0;7[ et 2cos(z) =1 >0 < z € }O;B[U}gﬂw[
On obtient donc le tableau de signe suivant :
us o
T 0 3 T 5 27
sin(x) 0 + + 0 - -
2cos(z) — 1 + 0 - — 0 +
f'(@) 0 + 0 — + 0 _
1 1
f(@) o — =i
EXERCICE 99 (@) par Jean
Soit I" un cercle de rayon R > 0. On considére des points Ay, ..., Ag de T', rangés dans cet
ordre pour le sens trigonométrique, tels que, pour tout ¢ € [0, 5], 4;A4i + 1 = R. Montrer que
Ag = Ag.
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Soit O le centre du cercle. Les triangles 4; A;110 sont équilatéraux, car 4,0 = A; 110 = A; A1 =
R.

Ainsi, il y a 6 triangles équilatéraux de c6té R inscrits dans de cercle I' qui partagent le sommet
O de sorte que les angles A;0A;11 = 60°

6

Or, AgOAs =Y AiOAiy; =6 x 60 = 360
i=0

Par conséquent, on a bien Ay = Ag.

EXERCICE 100 ((2)) par Tomas

Pour z dans R, exprimer cos(3z) en fonction de cos(x)

cos(3x) = cos(2z + x)
= cos(2z) cos(z) — sin(2z) sin(x)
= (2cos?(z) — 1) cos(z) — (2sin(z) cos(z)) sin(z)
= 2cos® () — cos(x) — 2(1 — cos?(x)) cos(z)
= 4 cos®(x) — 3cos(x)

EXERCICE 101 (@) par Jean

Pour x dans R, montrer que
2cos(2z) +4cos(x) +3 >0

et déterminer le cas d’égalité.

Vo € R, 2cos(2x) 4 4cos(x) + 3 = 4cos®(x) + 4cos(z) + 1
= (2cos(z) + 1) =0
Le cas d’égalité :

(2cos(z) +1)> =0 < 2cos(z) +1=0

1
< cos(z) = ~5
2
v=" [27] ou
= 3
2m
xr=—— [27]

EXERCICE 102 ((®)) Soit a 'unique élément de [0, 7] tel que cos(a) =

a) Calculer cos(2«r), puis cos(4a).

b) En déduire que 4a est congru & « ou & —a modulo 2.

2
¢) Conclure que a = g

a) Par la formule de duplication nous avouns :

2(v/5 —1)2
16 4

cos(2ar) = 2cos?(a) — 1 = cos(2a) =

De la méme maniére on obtient :

V5 —
4

cos(4da) = = cos(a)
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b) Donc soit 4a = a[27] ou 4o = —a[27], i.e :

2k 2k
a:TwouTW,kGZ

2k
c¢) Remarquons que cos(a) > 0, ainsi o €]0, 5[ or pour tout £, Tﬂ n’est pas dans cet intervalle
27
5

2T ™ R . N
car 3 > 5 Par le méme raisonnement, on & o =

EXERCICE 103 ((1)) par Matilde Déterminer les réels = de [0, 27] tels que :

cos(z) > sin(x).

Quadrant Nord-Est du cercle trigonométrique :

cos(x) = sin(x) pour x = g

V2 v
2

z €0, %],cos(x) € [1,% ], sin() € [0,
x € [%, g},cos(a:) e [o, 7],sin(x) €[—,1]

Quadrant Nord-Ouest :
cos(x) < 0

sin(x) > 0

Quadrant Sud-Ouest :

)
cos(z) = sin(x) pour x = Zﬂ

x € [m, %},cos(x) € [-1, _7\/?],8111(36) € [0, —Q

r on V2 v

x €| 13 ], cos(z) € [—7,0},8111(95) el-1,-

Quadrant Sud-Est :
cos(x) >0

sin(z) <0

Donc, cos(z) > sin(z) pour z € [0, Z] |J [2F, 2n]

EXERCICE 104 (@) ) par Matilde

Montrer que
Vo € R, cos(sin(x)) > sin(cos(x)) .

(Ici, beaucoup de valeurs approximatives ont été utilisées pour faciliter les notations)

Nous voulons étudier les variations de f(z) = cos(sin(z)) et de g(z) = sin(cos(z)). Pour cela il
nous faut calculer les dérivées de ces deux fonctions :

f/(x) = —sin(sin(z))cos(x)

¢'(z) = cos(cos(z))( — sin(z))

58



Puis, il nous faut étudier leurs signes :

x 0 5 7T 3 27
cos(z) I T T
sin(sin(x)) - - 0 + +
/'(a) T
x 0 5 T 3 27
1 1 1
f(x) cos(1) cos(1)
x 0 m 2m
— sin(z) - 0 +
cos(cos(x)) + +
g'(x) - 0 +
T 0 T 2m
g(x) ‘sm(l) T sin(—1) — sm(l)‘

On observe qu'il existe deux moments ot la fonction f prend des valeurs inférieures a sin(1) = 0, 84.

cos(sin(z)) = sin(1)

~—

& o =sin"!(cos™!(sin(1)))

ou x = sin”*(cos ! (sin(1))) + 5

ou x = sin~*(cos ™ (sin(1))) 4+ 7
3

ou x = sin~*(cos ! (sin(1))) +

& ~0,61

ouzr~ 2,18

ouzx~~3,75

ouzx ~ 5,32

(Puisque cos(sin(z)) = cos(sin(z + 3 = cos(sin(z + 7)) = cos(sin(z + )

Pour z € [0,61;2,18] U [3,75;5,32] f < sin(1).
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On observe également que g prend des valeurs inférieures a cos(1) = 0,54

sin(cos(z)) = cos(1)

& x = cos™ ! (sin"!(cos(1)))

ou x = —(sin"!(cos™*(sin(1)))) + 27
& ~0,96

oux ~ 5,32

(Puisque sin(cos(x)) = —(sin(cos(z + 7))) + 27)

Pour z € [0,96;5,32] g < cos(1). Sur cet intervalle g est inférieure au minimum de f et sur
[0;0,61]U[2,18;3,75] L[5, 32; 6, 28], f est supérieure au maximum de g. Donc, sur [0; 27]\ [0, 61; 0, 96],
f est supérieure a g.

L’intervalle qui nous pose probléme est donc [0, 61;0, 96].

Cet intervalle & pour image [0, 68; 0, 84] par la fonction f et [0,54;0, 73] par la fonction g :

cos(sin(x)) = sin(cos(cos ! (sin™!(cos(1)))))
& cos(sm(m)) sin(cos(0, 96)
& cos(sin(x)) ~ 0,73
(cos ™! (sin(cos(cos ™! (sin ™! (cos(1)))))))
(

cos™1(0,73))

S xr=-sin"

o2 ~0,85

On a donc lintervalle [0, 61; 0, 85] qui a pour image [0, 73; 0, 84] par la fonction f et [0, 61;0, 73] par
la fonction g et l'intervalle [0, 85; 0, 96] qui a pour image [0, 68; 0, 73] par la fonction f et [0, 54;0, 61]
par la fonction g. Les deux fonctions étant décroissantes sur [0,61;0,85], f > g sur cet intervalle.

On peut donc affirmer que f(z) > g(x) sur Uintervalle [0; 27].

EXERCICE 105 ((2)) par Léo

Pour n dans N*, soit :

un:\/2+\/2+\/2+...+\/§

vn € N*, u, = 2005(

Montrer que :

™
71

On montre le résultat par récurrence :

\f

Initialisation : Pour n = 1, on a bien : u; = /2, et 2cos (2) =2.2 ==

Hérédité Soit n € N*, supposons que la propriété soit vraie au rang n et montrons qu’alors la
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propriété est également vraie au rang n + 1

T
Up+1 = 2COS (W)

= 2cos Ll
gn+1l. —
2
cos (27:_1) +1
=2 B E— en utilisant la formule de duplication

m
= \/2 COS (ﬁ) + 2
= |2+ \/2 +\V2+.. .+ V2 par hypothése de récurrence

n + 1 itérations

Conclusion La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n > 1

EXERCICE 106 (@) ) par Tristan

Soit x un nombre réel non multiple entier de 7. En utilisant la formule de duplication de sin,
simplifier, pour n dans N*, le produit :

P, (z) = kf[lcos (2%)

On commence par rappeler la formule de duplication de sin et en tirer une expression de cos ().

Vo € R\nZ, sin(2z) = 2cos(z)sin(z) < cos(z) = m

On peut alors réécrire P, () :

Il
—
| &
w | B
=

= — X —— par télescopage

EXERCICE 107 (@) ) par Tristan

3
a) Soit y € R\nZ. Exprimer 51.11( )
sin (y)

b) Soit € R. Simplifier ; pour n € N*, le produit :

en fonction de cos (2y).

"1+ 2cos (&
Pn(x):H 3 (3)
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a) Commencons par développer sin (3y) pour y € R\7Z :
On a : sin (3y) = sin (2y) cos (y) + sin (y) cos (2y)
= (sin () cos (y) + sin (y) cos (y)) cos (y) + sin (y) cos (2y)

= sin (y) (2 cos (y)* + cos (231))
2% — 9cos (y)? + cos (2y)

= cos (2y) + 1 + cos (2y)
=1+ 2cos (2y)

W. 1:
sin (3k_1>

2
b) On remarque qu’en posant y = ﬂ, on obtient I’égalité 1+ 2 cos —x = ——2— = pour tout
k k T
. B (5)

ke{l;...;n}.

Alors :

1 o sin ( = 1)
k=1 Sl (37)
Ce qui donne par télescopage :
P (z) = sin ()
o =

EXERCICE 108 ((@)) par Gildas

Montrer que
VYneN, VreR, |[sin(nz)l <n|sin(z)]

On commence par fixer un réel x.
Soit la propriété P, : |sin(nz)| < n|sin(z)] Vn e N.

Initialisation. Le membre de gauche vaut |sin(0 - )| = | sin(0)| = 0.
Le membre de droite vaut 0 - | sin(x)| = 0, donc Py est vérifié.

Hérédité. On suppose P, vrai pour un certain n € N. Alors on remarque que :
|sin((n + 1)z)| = |sin(nz + z)| = |sin(nz) cos(x) + cos(nzx) sin(z)|.
Donc par l'inégalité triangulaire (cf. exercice 61) on obtient :

|sin((n + 1)z)| < |sin(nz) cos(x)| + | cos(nx) sin(z)|

< |sin(nz)| - | cos(x)| + | cos(nz)| - | sin(z)|

< n|sin(z)| - | cos(z)| + | cos(nz)| - | sin(z)| (HDR)
)| + [ cos(nz)[) - [sin(z)|
|sin(z)| Soit Ppi1.

< (n|cos
<(n+1

~—

Par le principe de récurrence, I'inégalité est vérifiée.

4.2 Congruences modulo un nombre réel

EXERCICE 109 (1)) par Karim

ol

1
Résoudre dans R les équations cos(z) = 3 et sin(2z) =

cos(z) = - &= (mod 27) ou z = —g (mod 27)

T
3

N =
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Posons Vo € R, X =22

2 3
sin(X) = g & X = % (mod 27) ou X = Iﬂ (mod 27)
X
Orz= 0
Donc
2
sin(2z) = g S r= g (mod 27) ou z = 3% (mod 2m)

EXERCICE 110 (()) par Alexandre
Soit n € N*. Résoudre dans R I’équation |sin(nz)| = 1.

= sin(nz) =1 ou sin(nz) = —1

= nx:ngkﬂr,kGZ

T+ 2kmw

keZ
2n <

EXERCICE 111 ((@)) par Léo

1
Résoudre I'inéquation [sin(z)| < 3 dans [—g, g}, puis dans [—, 7).

On se sert du cercle trigonométrique (qu’il faut absolument apprendre).

T 1 11 T
P 1 < = 1 —_ = ——
Sur [ 2,2}7 sin(z)] < 5 & sin(x) € [ 2,2} = z € { 676}

Sur [—, 7] , [sin(z)| <% s sin(z) € { ! 1} — zc {—w,—h] U2 {

B

EXERCICE 112 ((2)) par Léo

Résoudre dans R I’équation : cos(z) = cos (3:L' + g)

On va se servir de la propriété : cos(a) = cos(b) <= a =b+2kr oua = —b+ 2k'w

cos(x)zcos(?)x—i—g) = Sx—l—g:x—i—Qkﬂoqu—i—g:—x—i—Qk’ﬂ

— 2$=—§+2/€7T0114$:—%+2]€/7T

= m:—%—l—kwoux:—%—i—k'g
71' T T
= =g (mod ) ouz=-—og (mod 5)

EXERCICE 113 (@) par Frangois
Soit @ un nombre irrationnel. On pose

Vo € R, f(z) = cos(z) + cos(ax) .

a) Montrer que le seul nombre réel z tel que f(z) =2 est z = 0.

b) La fonction f est-elle périodique ?
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Soit :
h:R—R

h:x — cos(z) + cos(ax) — 2
h(z) = cos(z) + cos(ax) — 2
h(z) = cos(z) — cos(0) + cos(ax) — cos(a - 0)

O)Sin(xgo)—2sin(a.iza.o)sin(a.x;a-o)

h(z) = —QSinz(g) — 28i1’12(¥)

h(z) = -2 sin(w +

Cherchons z réel, tel que h(x) = 0 :

h(z) =0

& siHQ(g) = —sin?(57)

Comme pour tout x réel on a :
T a-T
sin2(§) >0 et — siHZ(T) <0

Alors il faut chercher :

sin?(%) = —sin? %) =0
sin(=) = fsin(%) =0
Ainsi :
(% - o
3 = 07
a-x = 0[27]
{ x = 027

Il existe donc deux entiers relatifs a et b tel que :

a-r=2ma

T =27h
Ce qui donne :
2ra a )
Donc :
b#£0et xz=0
b)

On procéde par ’absurde en supposant que f est périodique. Il existe donc T' réel non nul, tel
que f(z+T) = f(z) pour tout x réel. De cette maniére, on trouve que X = 047 =T est aussi
solution de f(x) = 2 autre que z = 0. Cela est impossible (question a)). Donc f n’est pas
périodique.

EXERCICE 114 ((3)) par Noam

Soient f et g deux fonctions de R dans R, T et T deux nombres réels strictement positifs.
. . - . L. . T’ .

On suppose que f est T-périodique, que g est T'-périodique, et que 7 est rationnel. Montrer

que f + g est périodique-

Puisque f est T-périodique : f(a) = f(a+T)
Puisque g est T'-périodique : g(a) = g(a+ T)
! /

T T
TEQ = E(q,p)EZxZ*telqueT:

Or f(a) = fla+Tq) et g(a) = gla+T'p) =
La fonction f + g est donc bien périodique.
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EXERCICE 115 (@) ) par Matilde
a) Résoudre ’équation cos(3z) = sin(2zx).

b) En déduire la valeur de sin (1%)

a)

cos(3x) = sin(2x)

& cos(2x + x) = sin(2z)

& cos(x) cos(2z) — sin(x) sin(2z) = 2sin(x) cos(z)

& cos(z)[2 cos?(x) — 1] — 2sin®(z) cos(x) = 2sin(z) cos(x)
& cos(z)[2cos?(x) — 1] — 2[1 — cos?(x)] cos(x) = 2sin(x) cos(z)
& 4cos®(x) — 3cos(z) = 2sin(x) cos(z)

& 4cos?(z) — 3 = 2sin(2)

& 4[1 —sin®(x)] — 3 = 2sin(z)

& 1 —4sin®(z) — 2sin(z) =0

& 2sin?(z) + 1sin(z) — 0,5 =0

& 2X?+1X —0,5=0 avec X = sin(z)

§=b"—4dac=1-4%x2x0,5=15

~b—VvV6 —1-+5 ~b+vVs —1++5
X1: 2 = X2: =
a 4 2a 4

-1-+/5 . ~1++5

sin(x) = — o sin(z) = 1

\in(l)_”*\/g
I T T g

4.3 Complément : transformation acosx + bsinx

EXERCICE 116 (1)) par Léo
Quelle est 'amplitude de
x — 3cos(x) + 4 cos(z)?

Soit f(x) = 3cos(x) + 4 cos(z), alors f(z) = 7cos(z), et donc 'amplitude de f est 7.
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EXERCICE 117 (@) par Matilde
3
a) Résoudre dans R ’équation : cos(z) + sin(z) = 7

b) Résoudre I'inéquation d’inconnue 2 € [—m,7] : cos(x) — v/3sin(z) < 1.

a)
cos(z) + sin(x) = %

3
<= cos?(x) + 2 cos(z) sin(z) + sin*(x) = 3

3
<= 1 —sin?(z) + sin(2z) + sin’(z) = B
1
< sin(2z) = 3
1
— 2z = sin*1(§)
s —1/1
gz o0 (3)
2
T om
<:>:E—E+2k7r ou xfﬁ—i-leraveck eR
b)
Soit une fonction f tel que f(x) = acos(z) + bsin(x), cette fonction peut s’écrire f(z) =

v a? + b2 cos(x) cos(@) + sin(z) sin(¢) = v a? + b2 cos(x — ¢).

Ici, on a cos(x) — v/3sin(x), donc :

cos(6) = 5
sin(¢) = ‘Tﬁ

Ainsi :

cos(z) — V3sin(z) = 2 cos(x + g)

Il nous reste a résoudre ’équation :

2 cos(z + g) <1

N | =

cos(x + g) <

U wsn]

x € [—m;—

EXERCICE 118 (@) par Jean
Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}. On pose

Vo € R, f(z) = acos(z) + bsin(z) .

Montrer que, si zg € R, la fonction f s’annule exactement une fois sur [z, zg + 7[.
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Vo € R, f(z) = va? + b% cos(x — ¢) ol ¢ = arg(a + ib)

f s’annule donc pour cos(x — ) = 0, & savoir z — ¢ = —, [7]

Supposons par Pabsurde que, pour zy € R, il existe deux solutions y; et yo sur [z, zo + 7[
On a donc :

0 7r
p—p=gltl et y2—p=Jn]
= Y1 — ¢ =y2 — ¢[n]
= Y1 = yo[7]
= JkeZlyjp=y2+
Ceci est évidemment absurde puisqu’on aurait alors y; — yo = 7, or U'intervalle étudié est
d’amplitude < 7, ce qui conclut.

4.4 Complément : la fonction tangente

ExXERCICE 119 (@) par Léo
Sous des hypothéses convenables, exprimer tan(z + y) en fonction de tan(x) et de tan(y).

tan(z +y) =

= - i )) en divisant par cos(x) cos(y)

 cos(x) cos(y)
tan(x) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

Ceci est défini seulement pour tan(z)tan(y) # 1, c’est a dire pour z,y et x + y non congrus a
T
5 (mod 77)

EXERCICE 120 ((@)) par Daniel
Soient = dans R non congru a m modulo 27, ¢ = tan 5. Vérifier que

11—t 2t
COS (:C) = 1—1_77 Sin (IE) = W
On remarque que
1
cos? (x) =1+ tan’(2)
Donc
1— ¢t oy o (T
Lt e ()
= cos? (g) — sin® (5)
= cos(x).
De méme,




EXERCICE 121 ((3)) A T’aide de 'exercice précédent, montrer que les points du cercle trigono-

—t2 2

métrique dont les deux coordonnées sont rationnelles sont (-1,0) et les | ——, —— | avec
1+¢271+4¢2

te Q.

5 Calcul des limites

5.1 Premiers exemples

EXERCICE 122 ((1)) par Leo

Trouver la limite en +o0o des fonctions :

7 2415
aiae etV *b:x’_);cj_y 7C:x'_>7i34_r1’
i In(l
—d:m»—)m, — e:x > cos (2%) e ®, 7f;x,_>m7
r In(z)

— g:x+— (2+sin(z))x.

Les limites devant toutes étre calculées en +oo, on écrira par exemple 3x — +oo au lieu de
3r — +o0

r— 400

— a: —/x — —00, donc e~ V* — 0 par composition des limites

T 1 z+7 1
— b : On met en facteur le terme prépondérant : puisque — — —, — =
Prep PRI T w3 T
R x
— ¢ : A nouveau, on met en facteur les termes prépondérants : puisque — = — — 0, alors
x x
22 +5
3 —0
3 —
1 sin(x 1
— d : On a 'encadrement —1 < sin(z) < 1, donc en divisant par x > 0, —— < (z) < -
N r N
—0 —0
. R S sin(x)
Finalement, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : ———~ — 0
x
— e : En utilisant le méme encadrement que précédemment, on obtient :
—e ¥ < cos(z?)e™® < e, donc cos(z?)e”* — 0
—0 —0
In (1 In(X
— f:Onpose X =1In(x). On a alors n (In(z)) = n(X) .Or, X — 400, donc par composition
ln(a:) X T—00
(lies)l(imites : 1l
n n (In(x
(X) o (@)
X In(x)

— g: 2+sin(z) > 1, dong, (2 4 sin(z))r — +o0

EXERCICE 123 ((1)) Trouver la limite en 0 des fonctions :

z 1
a.x'_)icos(e) b:xl—)n(x)

' 2+ In(z)’ N3

, c:xwxin(x), d:z— Valn(z).

EXERCICE 124 ((2)) Trouver la limite en +oo des fonctions :

2]

a:x— —, b:x—z—va2-—z-1
x

68



a. On a 'encadrement : x < [z| <z + 1, donc

1< — lim —
x x r—+o00 I
——
— 1
T — 400

o a1 (zf\/xzfmfl) (er\/fo:cfl)
r+vVri—z—-1

_ 1+
r4zyfa2(l-1 -2
1
= tr car on prend x > 0
e (yJ-1-%)
1 1
= +
1+/1-1- 14 x(l—f— 1_%_;12)

1
Le premier quotient tendant vers 3 et le second vers 0 quand x — 400, par somme, on a :

1
lim x—\/xQ—x—1:§

r—r+00

EXERCICE 125 ((2)) Pour z € RT*, soit :
f(z) =sin(1/z).

a) Tracer sommairement le graphe de f. Quelle est la limite de f(x) lorsque x tend vers +o00 ?
b) La fonction f a-t-elle une limite en 07

¢) Quelle est la limite de z f(x) lorsque x tend vers 07

EXERCICE 126 ((2)) Trouver la limite (finie ou infinie) des suites définies par les formules
ci-apres :
_ 2n+5 n? —5n+6 5 4 3sin?(n)

nm— L, = bn = - = n — = /= 5
T ny/n ENCES R
dn = /1 + cos(n) — /n, en = —2n% + (—1)", fn=+/n—sin(2n)? -7,

B 1+ 5sin®(n)
In = 3~ 7v/n + cos(n)’

5.2 Utilisation des taux d’accroissement

EXERCICE 127 ((2)) par Frangois et Salmo En utilisant éventuellement des taux d’accroisse-
ment, trouver les limites suivantes :
cosx — 1 sin(bz) In(1+ 2z)
x |z 7 sin(4x)
Inz

lorsque z tend vers 0,

lorsque z tend vers 1,

2
— zln (1 + ) lorsque x tend vers 4oc0.
x

1) Etudions la limite en 0 :
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On a
cos(z) — 1 _ cos(z) — cos(0)

T x—0

Donc d’aprés le taux d’accroissement :

lim cos(z) — cos(0)

lim po = —sin(0) =0

2) On proceéde par changement de variable : On remarque que

sin(5z)  sin(5z)

En posant X = 5z, on a alors lim 5z = lim X = 0.
x—0 z—0
Donc s (X
lim S002) _ iy 5 SO
z—=0 T X—0 X

Or d’aprés la formule du taux d’accroissement on a :

sin(X) sin(X) — sin(0)

1 = 1 = S = 1
)l(lglo X )l(lglo X-0 cos(0)
Ainsi on obtient le résultat voulu,
i X
lim 7sm(5x) = lim 5 x sin(X) =5
=0 X—0 X
. In(1+2
3) Etudions la limite de M en 0.
sin(4x)
On a,
In(1+2z) 1 y In(1 + 2x) " 4z
sin(4r) 2 2z sin(4x)
1 In(l1+42x)— 1 4r —
= - x n(l +2z) — In(1) X O, (taux d’accroissement)
2 22 -0 sin(4x) — sin(0)
In(1 + 2z) — In(1) 4 —0
1 1et
De plus 220 —0 o S sin(4x) — sin(0) z—0
Donc
In(1 + 2z) 1
sin(4z) «—0 2
. 1
4) Etudions la limite de in en 1.
T —
1 —In(1 1 1 —In(1
On a, n(z) — In(1) = n(z) , donc a ’aide du taux d’accroissement on a, n(z) —In(1)
z—1 z—1 r—1 z—1

Ainsi,

1

we)

€xr — ]_ r—1

5) Remarque :

On remarque que

Or on sait que
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On évalue donc notre limite pour a = 2, on a donc

. 2N\%\ N
i ((142)") =iy

Ce qui termine le calcul

EXERCICE 128 ((3)) Par Lancelot
Soit € R. Pour n € N, soit

P,(z) = kf[lcos (2%) .

a) En utilisant I’exercice 106 de 4.1, déterminer la limite de la suite (P, (x))n>0-

b) Pour n dans N*, soit :

un:\/2+\/2+\/2+---+\@(nradicaux).

Pour n dans N*, on pose :

n
Up = H Uk -
k=1

En utilisant la question précédente et I’exercice 105 de 4.1, montrer que

Un, 2
— = —.
2n T
Cette formule a été découverte par Viete (1593). On trouvera en 8.6 une autre expression
de ™ comme «produit infiniy, due & Wallis.

1. D’aprés ’exercice 106 de 4.1, on a que :

1 sin(z)

2",

Observons que :
) T
lim — =0,
n——+oo 2N

et puisque sin(u)/u tend vers 1 quand u tend vers 0, on déduit que :

d’ou :

2. D’aprés ’exercice 105 de 4.1,

. B T
Vn € N* u7,—2cos(2n+1),

ainsi :
. n T - 1 ™
Vn e N v, = HQCOS(W) :2”Hcos <2k2> =2"P, (5)
k=1 k=1

Par conséquent :

V. Vs
VneNt, 2 _p (f)
n e on n 3

avec la question précédente :

2/ n—4oo T
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EXERCICE 129 (®))

1 — cos(x)
T

2. En utilisant la formule de duplication pour cos, déterminer la limite de f en 0.

1. Déterminer la limite de f(z) = en 0.

5.3 Mise en facteur du terme prépondérant

EXERCICE 130 (@) par Gildas

Soit k € N. Déterminer la limite de la suite (uy,),>0 définie par :

(x)

VneN, u, =7
n

On pourra commencer par les cas k = 0,1,2. Dans le cas général, observer que n (Z) est
une application polynomiale de degré k, dont on précisera le coefficient dominant.

k — N*
Onﬁxek,soitf:{[[ ,+ool
n= (3)
Donc f(n) n! ! ( 1) ( k+ 1) ce qui est exactement olynéme sous sa
nc fn)=—————=—-nn-1)---(n— ui xactement un ndéme sou
Rn—k)! & d POty

k facteurs
forme factorisée. C’est bien une application polynomiale de degré k puisqu’il y a k facteurs, et le

coefficient dominant est R
Le dénominateur de (u,) est aussi un polynoéme de degré k et de coefficient dominant 1.

Puisque (uy) est un quotient de polyndomes de méme degré on obtient :

1
k! _
T TR
EXERCICE 131 () par Tristan
Trouver la limite en +o00 de
50z +zIn(z) L e+t e” fcosx
flz) = Teln(2) 43 9(z) = 220 1 952021
e —1 _ In(1+x)
W)= —°© — = _ n(+2)
(@) 6 4 2e® +e2 @) In ()
j(z) = exp (=3yx 4+ 2 — In((2% + 1) 4 cos (z) e(z) = V& (Vo +1— /)

Limite de f (z) :

2) = z (50 +1n (z))

1 (@) zln(x) +3
_ x (50 4 In (2)) " 1
zln (z) 1—&-%@)

() ()

Ainsi,
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Limite de g (z) :

e~ + /T + € + cos ()
.’L'QO + 2:172021
1 VT cos (x)
_ e 2z + e + 1+ Ter
22021 2121001 +1

g(z) =

T

Par croissance comparée, — 4+

222021 ;1o

Et ainsi,
lim (g (x)) = +o

Tr—r+o0

Limite de h (z) :

e’ —1
h =
(@) 26+ 2e* +e2

1

G s
27 6 e3
2e® + 1+ 2e®

o\l &5 1
2 2'7+1+26%

1
1 e2r 1
2 414 L | aotoo
2e® 2e2

Par croissance comparée, (

Ainsi,

Limite de i () :

Ainsi,
lim (i(z)) =1

r——400

Limite de j () :

j(z) =exp (=3vz + 2 —In((z® + 1) + cos (z))

= exp (a: (\_/; +1- o (xi+ &) + cosx(x)>>

(2241) | cos(a)

-3 _ In
Comme (\/5 +1 ) P 1, on a finalement

Limite de k (x) :

Or, \/z ~ Vo +1dou



5.4 Utilisation de la forme exponentielle

EXERCICE 132 ((®)) par Daniel

Déterminer les limites des suites définies par les formules

il by, = (ln(n) n27 Cp = ab:
ba

on*’ NG

ou (a,b) € N** et a < b.

e Premiérement,

n
ap = on?
= exp (nln(n) — n*In(2))
1
= exp [n2 (n(n) - 1n(2)>}
n
Donc lim a, =0
n—-+oo
e Deuxiémement,
,, _ ()"

Donc lim b, = +oco
n—-+oo

e Finalement, soit (a,b) € N*? et a < b :
o
=3

=exp (b" In(a) — a” In(d))
= exp [b" (n(a) - (%)nln(b)ﬂ

Cn

Donc lim ¢, = +oc0
n—-+oo

5.5 Complément : croissance comparée des suites (a"),>o et (n!),>o

5.6 Quelques études de suites

EXERCICE 133 ((2)) par Tristan

La suite réelle (uy),~, est définie par ses deux premiers termes ug et u; et la relation de
récurrence 1
VneN, upiz2= ) (Un + Un+1)
On pose
VneN, v, =1uUpt1 — Up
a) Montrer que (vy,),,~ est géométrique. Exprimer v,, en fonction de vg et n.

b) Exprimer w,, en fonction de ug, u; et n. En déduire que (uy),~, converge vers une limite
que l'on explicitera.

¢) Reprendre cet exercice a l'aide de ’exercice 11 de 1.3
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a) Pour n € N, calculons vy, 1.
Un4+1 = Up+4+2 — Up41

=35 (un + un-‘rl) — Un+1

2
= 5 (un - Un+1)
1
= *5 (un—i-l - un)
1
= 751;”
1
Ainsi, (vy,),> est une suite géométrique de raison q = 5 et de premier terme vy. On a par
définition
n\" n"
Vn € N, = —— ] = — —=
n Up v0< 2) (uq u0)< 2)
b) On remarque que Uy = VUp—1 + Up—1 =VUp—1 +Vp—2 +Up—2 ="+ =Up_1+ -+ Vo + U

Alors pour tout n de N on a la relation suivante :
n—1 1 k
Up = (ul - UQ) Z <—2> + ug
k=0
1 n
1-(-3)

3
D’apreés cette expression de (uy,),,~, et comme pour k € |—1,1[, lim,, 4 o (k") =0 :

Up = 2 (u1 — up) + ug

li = 1
G (un) = w4 S0

1
C) Upy2 peut s’écrire sous la forme auy, 41 + bu,, avec (a,b) = (2, 2). D’aprés I'exercice 11 de 1.3,

on peut alors poser I’équation

Dont les solutions sur R sont

Et ainsi établir qu’il existe des réels a et 8 tels que pour tout n € N

Up = a\" + 6Mn

a—i—ﬁzuo
aX+ B =w
On a donc le systéme suivant
a+ =u )8 =uw-a )8 = tup + 2wy
—la+p =u “Sa+u =w o =—2(ur — ug)

Et finalement,

Uy = 3 Ul — Ug 5 oo —3u1 3u0

EXERCICE 134 ((2)) par Tristan

La suite réelle (uy),,~ est définie par ses deux premiers termes ug et u, tous deux strictement
positifs, et la relation de récurrence

Vn € Na Un42 = /UnUnt1

(0]



On pose
VneN, v, =In(u,)

Justifier la définition de (vp),,~o- En utilisant (uy),~, et en utilisant I'exercice précédent,
montrer que (uy),~, converge vers une limite que lon explicitera.

(””)nZO existe si et seulement si pour tout n de N, u,, > 0.

Comme ug et up sont strictement positifs et que u,12 = /Untnt1, cette relation est vraie ce qui
justifie I'existence de (vy,),,-

On commence par trouver une expression de v, o en fonction de v, et v,41. Pour n € N,

Un+2 = In (un+2)
1
Un42 = 5 (I (up) +In (wn1))
1 1

Unt2 = §Un + 5%1—&-1

D’apreés I'exercice précédent, il est évident qu’une expression de v, en fonction de n, vy et vy est

- (=3)"

VYneN, v, =2(vi— ) 3 + v
Et donc
i 2
Hm (vn) = 301+ 300

Or, pour n € N, u,, = e"" ce qui entraine
. () = 2 1
. J}IEOO Uyp) = eXPp 3v1 X exp 3v0

EXERCICE 135 ((2)) par Tristan

La suite (uy),~q est définie par ug € R et

Vn €N, uUpt1 =up+vVn+1+sin(uy)

a) Montrer que (u,),~ est & valeurs dans R*.

b) Montrer que u,, ——— +00.

n—-+oo

a) On commence par déterminer la variation de (un),,~-

Vn €N, Upp1 —up, =vVn+1+sin(uy,)

Or,
-1 <sin(u,) <1

“14+vn+l1<upts —up <14+vn+1

Commen>0,vn+1>1et0<upy;—u, <1++vn+1.
Ainsi, la suite (uy,),,», est croissante et puisque ug € RT, (uy,), -, est & valeurs dans R*.

b) D’aprés la question précédente et selon le théoréme de minoration,

lim  (up — up—1) = +00
n—+oo

Comme (uy),>, est a valeurs dans RT, on a pour tout n € N, w, — tp—1 < Uy,.
En posant alors la suite (vy,),~, définie par la relation

Vn e N*, v, = U, — Up_1
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On obtient alors I'inégalité suivante pour tout n € N* :
Up < Up
Et comme lim,_, o (v,) = 00, on a d’aprés le théoréme de minoration

lim (u,) =400
n—-+oo

EXERCICE 136 (@) ) par Tristan

La suite (uy),~ est définie par ug € R et
VYn eN, upy1 = uy, + cos(nuy,) + 2

Minorer u,, en fonction de n et ug afin de montrer que u,, —+> ~+00.
n—-+oo

Commencons par déterminer un encadrement de (uy,), -

Pour n € N*,
—1<cos(up—1) <1

1<cos((n—1)up—1)+2<3
Up—1 + 1 S Un, S Un—1 +3
Posons alors la suite (v,,),~, définie par la relation

VneN*, v, =u,_1+1= v, <u,

En considérant alors 'inégalité u,_1 + 1 < u,, on peut déterminer une minoration de (v,),~; en
fonction de ug et n :

Up = Up_1+1
Zun72+1+1
>y g+ 14+1+1

> Upp+1+1+ 41
| S ——
n fois

>up+n
On se retrouve alors avec 'inégalité
YneN, wug+n<u,

Or, up € R donc ug +n ~—+—+ 400 et d’aprés le théoréme de minoration, on a finalement
n—-+0oo

EXERCICE 137 (@) ) par Tristan

Déterminer, en utilisant un encadrement, la limite de la suite (uy),~, définie par

VYn € N* lzn: K
n Up = — -
’ anzl n

On commence par établir 'encadrement de (uy,,), ., grace a la relation

VeeR, z—-1<|z|] <=z
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2
En prenant x = — on obtient ’encadrement suivant pour n € N*
n

1 = (k2 - 1 - k2
w22\ T s siay
k=1

1
X —<u, <
n3 6 n— "=

n3 6
n(n+1)(2n+1) — 6n? (n+1)(2n+1)
Sup <
6n3 - 6n3

3

213 —3n2 +n <y < 213 +3n% +n
6n3 " 6n3

2n% —3n? 4+ n 1 2n2 +3n2 4+ n

Or, — et
6n3 n—+oo 3 6n3 n—+oo
a par conséquent la limite suivante pour (u,), > :

3" D’aprés le théoréme des gendarmes on

1
li = —
S (un) = 3

EXERCICE 138 () par Tristan

Pour n € N*, on note N, le nombre de chiffres de I’écriture décimale de n : N,, vaut 1 si
1<n<9 2si10<n <99... Déterminer la limite de la suite (un)nZl définie par

— Nn
~In(n)

On exprimera N,, & I'aide des fonctions partie entiére et logarithme décimal.

Vn € N*,  u,

On commence par établir 'expression de N,, ci-dessous :

Pourn € N, N, = [log ()] +1
1 1
Ainsi, on a pour tout n € N*, u,, = M
In (n)

On va déterminer la limite de (uy),~; par encadrement.

log (n) — 1 < |log ()] < log (n)

log (n) < [log (n)] +1 <log(n) + 1

log (n) < log (n) +1

In (n) In (n)

Or, on a la relation suivante pour tout n € N* :

IN

log (n) = 112

Puisque ——~ ———— 0, on a finalement d’aprés le théoréme des gendarmes
In (n) n—-+00

G () = 3 (10)
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EXERCICE 139 ()

Déterminer la limite de la suite (uy,)n>1 définie par

Vn € N*, Uy = z”: 1
k=1

n 1
Essayons de majorer et minorer » pour obtenir sa limite. On remarque que pour tout k
) . =i+ Vk
dans [1;n], > . Donc
[l 2 +VE~ n+yn
n n
1 1
>
otV - I; n+/n
Or,
2": 1 n 1
1
—n+yn ntyno n
n
Donc

S

k L
=1 —
Vn
0 i tout k dans [1;n], ——— < —
N remarque aussi que pour tou ans [1;n], <
n+vk n+l
G| 1
<
2o Sl
Or,
z”: 1 n 1
B 1
—n +1 n+1 14 =
On obtient ainsi
1 G| 1
1 ~ < 1 .
1+ imntvE o 4L
n n
Sachant que
1 1
—1 et — —1

n
on conclue par le théoréme des gendarmes que !
1;::1 n+Vk notoo

EXERCICE 140 (@) ) par Tristan

On construit une suite (F,),~, de polygones de la maniére suivante. On prend pour F; un
triangle équilatéral dont les cotés ont pour longueur 1. Si n € N*, on passe de F, & Fj,41 en
partageant chaque segment du pourtour de F), en trois segments égaux, puis en substituant
au segment central une réunion de deux segments égaux formant avec le segment supprimé un
triangle équilatéral dirigé vers 'extérieur. Pour n € N* soient ¢,, ¢,, p. et a, le nombre de
coOtés, la longueur d’un coté, le périmétre et l'aire de F),.

a) Dessiner sommairement Fy, Fy, F3
b) Pour n € N*| exprimer ¢, £, et p, en fonction de n. Déterminer la limite de (Pn)p>1-

¢) Calculer a;. Montrer que
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3V3 (4\"
e
Yn e N*, ani1=a 16 (9>

Montrer que (ay,),~, converge vers une limite finie que I’on calculera.

a) On trace Fy, Fy et F3 en suivant les indications de 1’énoncé, ce qui donne (sans respecter la
condition initiale sur la longueur des cotés de F}) :

b) On remarque que pour n € N*| on multiplie par 4 le nombre de coté en passant de F, & Fj,41.
Alors on établit que :

Vn e N*, cpp1 =4c, ©c, =3 x 471

On remarque ensuite que la longueur des cotés est quant a elle divisée par 3 & chaque itération et
on en déduit I'expression de £,,+1 en fonction de ¢,, puis de ¢,, en fonction de n.

Vn € N¥, E,H_l:?@%: =

Enfin, le périmétre de F), correspond au nombre de cotés de F),, multiplié par la longueur des cotés
de F,,. Ainsi :

VneN*, p,=c, X, S p,=—=

Déterminons maintenant la limite de (py,), ;-
pp = e (pn)

— e(n—l) In (4)—(n—2)1n (3)

_ enln(%)+ln(%)

4 4 9 .
Or,ln{-)>0doncnln{-)+1In{~-) —— +00 ce qui entraine p,, ——— +0o0.
3 3 4 n—+00 n—+o00
Ainsi,
lim (p,) = +o0

n——+oo

¢) On commence par calculer a;. On retrouve donc la hauteur du triangle formé par F; grace a la
formule de la tangente dans le triangle rectangle :

Longueur du co6té opposé a «

i
vaeR\{Z +krkez}, t = :
o € R\ 2 thm i€ an (a) Longueur du coté adjacent & «

0
Dans un triangle équilatéral, o = 3 ce qui permet de retrouver la hauteur h du triangle formé

V3

parFlsh:7.

Ainsi,

1( \/§> V3
ap==(1x—|=—
2 4
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On cherche maintenant & établir une expression de a, 1 en fonction de a,,.

En passant de F,, & F,,;1, on prend l'aire de Fj, et on lui rajoute ¢,, fois 'aire de triangles équila-

téraux de coté £, 1.

Or, laire d’un triangle équilatéral de coté ¢, 1 est donnée par A = T X E?H_l

V3

On a ainsi : apy1 = an + ¢y (4 X éiH)

4 \/§Cn€721+1

:an 4
1

\/§><3><4"*1><32—n
:an+ 4

\[ n—1
=a,+3 3X4><9”
., 3B

16 \9

On retombe bien sur la formule donnée :

. 3v3 [4\"
VTLEN, an+1—an+16(9>

Déterminons maintenant la limite finie de (a,,),,~; si elle existe.

Pour cela, on remarque que :

B +£ é n—1
dn =1 T 76" 9

B0
e B () ()

Ainsi, on a I'expression suivante :

Vn € N*, an:a1+—z

Et finalement :

4 n
1—( =
ap = a +3\/§>< (9> —3\/5
TG 5 16
9
- (5)
33 ([ \9
=a1 + 16 § -1
9
1 (4>n
9 9 V3 3V3 4
Or, 5 _ln—>+oo g—ldonc,anmf—i—fxg—
9

2V/3

Ainsi, (an),>; converge vers une limite finie dont la valeur est =
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EXERCICE 141 (@) Soit a € R. Pour n € N, on pose u,, = cos(na), v, = sin(na). Dans les
questions a) et b), on suppose que a ¢ 7Z.

a) On suppose que (up),,~, converge. Pour n € N, exprimer v,, en fonction de w41 et u,. En
déduire que (vy),,, converge.

b) On note £ et ¢’ les limites respectives de (un), > et (vn),>o- En considérant les suites
(Unt1)n>0 €t (Un41)n>0, donner deux relations entre £ et £'.

c) Conclure que la suite (uy,), -, converge si et seulement si a € 277Z et que (vy,),,~, converge
si et seulement si o € 7Z.

EXERCICE 142 (@) ) par Tristan

a) Soit m € N*. Montrer qu'’il existe exactement un entier naturel k tel que I'écriture décimale
de 2% comporte m chiffres et commence par 1.

b) Soit, pour n € N*, N,, le nombre de k € {0,...,n — 1} tels que I'écriture décimale de 2"

. _ . Ny

commence par 1. Déterminer la limite de la suite | — .
n

n>1

a) On se propose de démontrer la proposition P,, pour m € N* par récurrence
P Mk e N tg2F =1x10m 1 44y x 10m 2 4+ ... 4 a,, x 10m™
ou (ag,...,am) € [1;9]

Initialisation :

On vérifie que P, est vraie pour m =1 :

2F = 1 si et seulement si & = 0 donc 0 est I'unique entier naturel k tel que I’écriture décimale
de

2% commence par 1 et comporte m = 1 chiffres. Ainsi, P; est vraie.

Hérédité :
On suppose que P,, est vraie pour un entier naturel m > 1 quelconque et on montre sous
cette
hypothése que Py, 41 est vraie.
Calculons :
28 = o x 10™ 4+ a1 x 10™ 1 +a9 x 10™ 2+ 4+ a,, X 10™ ™ avec ap = 0,a; = 1
On remarque que si pour ¢ € {0,m}, a; > 10 alors

a;—1 —aj—1+1
a; — a; — 10

On sait que a; = 1 alors :
2'a; € {2,3} selon la valeur de 2'as

En continuant sur ce raisonnement, on a :
22a; € {4,5,6,7}

23a; € {8,9,10,11,12,13,14, 15}

Si a1 > 9 alors la récurrence s’achéve et &/ = k + 3 est 'unique entier naturel tel que
lécriture décimale de 2% comporte m + 1 chiffres et commence par 1 donc P,,,41 est vraie.
Si 23a; € {8,9} alors 2%a; € {16,17,18,19} et alors la récurrence s’achéve et k' = k +4 est
'unique entier naturel tel que I'écriture décimale de 2¥" comporte m+1 chiffres et commence
par 1 donc Py, 41 et vraie.

Conclusion :
D’aprés 'axiome de récurrence, P, est vraie pour tout m € N*.
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b) On sait que le premier k vérifiant les conditions est kg = 0 avec 2° = 1. Vient ensuite k; = 0+4
avec 2% = 16 puis kg = 0+ 4 + 3 avec 2F = 128; k3 = 0+ 4 + 3 + 3 avec 2 = 1024 et ainsi
de suite. On remarque alors que les k vérifiant la condition "2* commence par 1" sont espacés
selon une séquence qui se réitére : +4, +3, +3 en partant de k = 0.

On peut alors établir le tableau suivant pour visualiser N,

k 012 (34|56 |7[8]9]10]... | n—-1
2F commencepar 1 | / | x [ x [ x |V | x [ x|V [ x| x[V]-.. ?

Ainsi, on peut exprimer V,, en fonction de n

0 si le chiffre des unités de n est dans [0; 3]
J x 3441 sile chiffre des unités de n est dans [4; 6]

si le chiffre des unités de n est dans [7;9]

n

VneN, N, =1 {
n e + 10

Alors n n
3{—J 1 3{—J 3
0 TN _Clio) T

n - n n

Ce qui donne pour n — oo :
3n

10n —

|
A
A
|

EXERCICE 143 ((® ) par Octave

Déterminer la limite de (uy,),,~, ot

Vn e N, unziZk!.

k=0
n—1
On pose (S, )n>1 telle que S, = Z —| On peut donc écrire u, = 1 + S,,. On constate que 5, et
= n!
k=0

positive et que, pour tout n > 2 :

k=0
n—1)! 1
n. n
2
_TL

Donc, par le théoréme des gendarmes, lim S, =0, dou lim wu, = 1.
n—+oo n—+oo

EXERCICE 144 ((®)) Par Zinedine

Si n € N*| soit NV,, le nombre d’entiers de la forme L%J avec

n

N, o .
ke {1,...,n}. Montrer que (n) converge vers une limite a préciser.
n>1
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Avant de commencer cet exercice, il convient de faire quelques remarques sur ’exercice et les
intuitions de sa résolution. Tout d’abord, ’exercice 144 est un des exercices les plus difficiles du
polycopié, méme parmi les niveaux 5. Comprendre le raisonnement qui suit implique d’avoir cherché
I’exercice un minimum. Ensuite, dans ce genre de problémes une idée qui est toujours bonne est
de regarder les petits cas.

Ici on pouvait assez rapidement conjecturer que tout les entiers < |y/n] sont atteints et aussi que
si un entier > |\/n| + 1 est atteint alors il I'est unique une fois. Il ne reste plus qu’a démontrer
proprement ces conjectures.

Soit n = gk + r la division euclidienne de n par ko g>1let 0 <r <k

Par définition
n n

0<n—qgk<k <— — <k<—.
q+1 q

Dés lors, on peut dégager une condition suffisante, si % — # > 1 (*) alors il existe bien

ke[l,n] tel que L%J =gq.

Remarque. C’est seulement une condition suffisante par exemple pour n = 10 et ¢ = 5 on a
15—0 — 16—0 < 1maisona l0=5-2+ 0 donc k = 2 fonctionne.

Apreés quelques manipulation de (%) on aboutit a I'inégalité :

@ —q+n>0.

2

On pose f(x) = —x* — x + n et on I'étudie, on trouve que 'intervalle solution est :

[1—\/14—471 1—|—\/1—|—4n}
2 ’ 2 ’

Donc si

!

alors il existe un entier & tel que ¢ = | 7]

On notera aussi que |/n] < [ +47 |
Conclusion partielle : Si
qe[Llvall, 3kelin] telque ¢=[7]. (1)
x1 On montre que si k € [1,|/n]| — 1] alors
n
LS EN)
En effet,
n n n
—| > >
Or, A= > v/n + 1 (identité remarquable)

D’o1, par croissance de la fonction partie entiére, Lﬁj > |v/n] + 1 et on en tire le résultat M

]

*x9 Sik €[]l + [v/n],n|] alors

Et

donc en particulier :



Montrons que si k € [1,n]\[v/n] alors les réciproques de x1 et xo sont vraies.
Démontrons la réciproque de %1, supposons par ’absurde que

n

[ 2 Wl +1 on ke[l+[valn].

Alors en vertu de %y on aurait aussi |#] < [y/n], ce qui fournit une contradiction qui permet
d’établir la réciproque de x1, on peut raisonner de la méme maniére pour la réciproque de xs.

Maintenant, on montre que I'application
n
f : [[17 L\/EJ - 1]]7 > [H\/EJ + lan]]akf > LEJ

dont lexistence est prouvée par x; est injective, c’est-a-dire que tout élément de [|/n]| + 1,n] a
au plus un antécédent par f!

Soit k, k' < [v/n] — 1 (on peut supposer sans perte de généralité k < k') tel que

1zl =lgl=q

Alors :
Ir e [0,k —1],3" € [0,k —1],n=qk +r =gk’ +1'
— qlk—FK) = " —r
< K
< |vn]—-1
Or

q>|vn|+1 donc k=F
Donc f est bien injective.

Donc si k € [1,n]\[y/n] alors en utilisant la réciproque de 1, il vient qu’a chaque |%] dans
[lv/n] + 1,n] correspond au moins un k& dans [1, |/n] — 1], soit un antécédent par f. Grace
a linjectivité de f, on sait que cet antécédent est unique, et donc , selon x1, a chaque k dans
[1,[v/n] — 1] correspond un |#] dans [[\/n] 4 1,n] différent. Il vient donc qu’on a exactement :

|v/n] — 1 entiers ¢ > [v/n] + 1 atteints.
Donc si k € [1,n] on a au plus
|v/n] entiers ¢ > [v/n] + 1 atteints.

dans le cas ot LT%JJ € Im(f), et au moins [/n] — 1. si Lﬁj ¢ Im(f).
De plus, d’aprés 'argument (1) tous les entiers ¢ < |y/n] sont atteints.
On peut finir le probléme par un encadrement de N,,.

Donc,

WAl + [Va) —1=2[va) - 1< N, < [va] + [va] = 2|va)

D’ou le résultat : N
-z — D,
<\/ﬁ>n21 n—+00

6 Dérivation

6.1 Calcul des dérivées

EXERCICE 145 ((1)) par Jean

Pour chacune des fonctions ci-aprés, déterminer I’ensemble de définition et calculer la dérivée.

1. La notion d’injectivité sera vue en sup
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a:x— x3cos(bx +1) b:x— e®* c:xz— zln(z)

d:z— In(e”+1) e e T2t +3a+d frxes eVEretl
2
gran W @) R g e 0
j:x+— In(cos(2z)) k:xw— .:E l:zw— ln(xf\/ﬁ)
sin(x)
1
m:z e In ( T 1) iz n(n) o:z In(in(in(z)))
P
cos(z?)

piz ln(\/l—i—e”J)

Pour la fonction g, on n’explicitera pas I’ensemble de définition.

: La fonction est définie et dérivable sur R et Vz € R, a/(z) = —1522 sin(5z + 1)

: La fonction est définie et dérivable sur R et Vo € R, b/ (x) = — sin(x)e(®)

1
: La fonction est définie et dérivable sur R** et Vo € RY*, ¢/(z) = In(z) + z - — = In(z) + 1
x

ex

et +1

: La fonction est définie sur R et Vo € R, ¢/(x) = (322 + 4z + 3) e* T2 #3044

: La fonction est définie et dérivable sur R et Vo € R, d'(z) =

. . 2z +1 T
: La fonction est définie sur R et Vz € R, f/(2) = ——x——eV® to+l
f(@) Ve +x+1
: Soit I I’ensemble de dérivabilité de g, Vz € I,¢'(x) = L?S(x)
e” + sin(x)
241 -2-2 1- 22
: La fonction est définie sur R et Va € R, W/ (z) = T T :c
(2 +1)2 (2 +1)2

i : La fonction est définie sur R\ {—v/2,v/2} et :

_ 2sin(2z)(2? — 2) — 22 cos(2x)

Vo € R\ {-v2,V2},i(z) =

C=E
=2 (sin(2z)(2? — 2) 4 x cos(2z))
- 2P

j : La fonction est définie sur I = } _TW, g [[QW] et Ve e 1,5 (x) = f(;l(ré(j)x)

sin(z) — x cos(x)

: La fonction est définie sur |0, 7[[27] et Vz € I,k (z) =

T 1

1-— X

( \/:1721) z—Vz? -1
Vi —-1—-=x

Va? -1 (Va2 —-1-12x)
T2 —

sin?(z)

: La fonction est définie sur |1; 400

Va €]1; 400, l'(z) =

1

vV 1




m : La fonction est définie sur | — oo; —1[U]1, +-00[

—1- 1 1 1
Vz €] — oo; —1[UJ1, +oo[, m (x) = e (x;r )x X
(x—1) 9, Jatl z+1
rz—1 r—1
2
(x—1)2 " 2zl
B 1
a2 -1
1

n : La fonction est définie sur ]1;+o0[ et sur cet intervalle, n'(z) = ()
xIn(z

p : La fonction est définie sur R

x

—2x5in(z?) In(v/1 + e* — cos(x?) - ey
In(v/1+ e*)?

2z sin(z?) e” cos(z?)

B _ln(\/l +eX)  2(e”+1)In(v/1+e”)?

Vo e R, p'(z) =

EXERCICE 146 ((2)) par Alexandre

Soient f et g deux fonctions deux fois dérivables de R dans R. On pose h = go f. Si z € R,
donner une expression de k' (z)

W'(x) = f"(z) x g'(f(2)
W' (@) = f"(x) x g'(f(@)) + (f'(2))* x g"(f(2))

EXERCICE 147 ((1)) Pour n € N, montrer que

") () = nr
Vr € R, cos'™ (x) = cos (er 5 )

Procédons par récurrence. Pour n dans N, soit P,, la propriété de 1’énoncé.
p s n prop

Initialisation. Py est immédiat. En effet,
0) () = ™ =
cos"” () = cos (m +0 2) = cos(z).

Donc Py est vérifié.

Hérédité. On fixe n dans N tel que P, soit vraie. On remarque que la dérivée de cos(”)(:c) est
cos(™*1(z). On a donc

s () = nr
Vr € R, cos'™(x) = cos (er 5 )

En dérivant par rapport a x, on obtient

Vo € R, cos™) (z) = —sin <CU + n—;) .
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En utilisant les formules d’addition, on obtient :
Vz € R, —sin (x + E) = —sin(x) cos (n—;

> )
=eos (e g)eos () msin (- 5) o (3)
=cos (x 2 COoS 5 sin ( x 5 sin 5

Ce qui est exactement P, 41.

EXERCICE 148 ((2)) par Tristan

Soient n € N*, f une fonction n fois dérivable de R dans R, (a,b) € R?, g la fonction définie

sur R par
Vz € R, g(x) = flax +b)

Pour 0 < k < n et & € R, donner une expression de g(*) (z).

Pour commencer, on note que Vk € {0;...;n}, g est k fois dérivable de R dans R.
On note également que g est de la forme u o v donc de dérivée v'u o v.

Ainsi pour tout k de {0;...;n} et Ve € Ron a

g () = f (az +b)
g (@) = af O (az +b)
92 (2) = P (az +b)

9" (z) = a" f® (az + b)

On en conclut que si 0 < k < n alors

Ve eR, g™ (z)=d"f® (az +0b)

EXERCICE 149 ((2)) par Mathieu
Soit f la fonction de R* dans R* définie par

1
Vo € R*, f(:c)z;

Donner une expression simple de f(")(z) pour n € N et z € R*.

1 1 2 6
Si f(z) = —, les dérivées successives de f sont : f'(x) = =y (z) = 5 @ (z) = i
24
f®(z) = — et ainsi de suite... On peut conjecturer alors que, pour tout entier naturel n,
x
@) = (~1)"nl— (P)
- 'xn-&-l n

Démontrons la propriété P,, par récurrence.

Initialisation. O (z) = f(z) = 1_ (—=1)% x 0! !

. Po est vérifiée.
x 20+1
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Hérédité. Supposons que P,, est vraie pour un entier naturel n > 0. On a alors

f(")(x) _ (_1)nn!$n1+1_

En dérivant les deux membres de 1’égalité on obtient

(1) () = — (1)t D"
Fr0 ) =y
Soit n
FO ) = (1) (o )
Ce qui donne finalement
1
(n+1) _ (_1\n+1
FO (@) = (<1 o+ Dl
c’est exactement P, 1.
EXERCICE 150 ((@)) par Maorine
Soit f la fonction de R dans R définie par
Vz € R, fz) = e

Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, & coefficients réels tel que

2

Vr € R, f™(z) = Py(z)e™™ .

Expliciter Py, Py, Ps.

Démontrons la propriété par récurrence
Initialisation : On a les dérivées successives de f : f(z) =1 x e, fl(z) = —2ze~
F(x) = =277 — 2z x (—2z)e™ = (422 — 2)e™ "

Dot : Py(z) =1, Pi(z) = —2x, et Py(z) = 422 — 2
Des polynoémes a coefficients réels.

b

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n € N.
Dérivons f(™ :

FOE = [fO (@)
= Pl(z) x e — 2z x Py(z)e™™
= (P!(2) — 22P,(2))e " .

On note :
Poi1(z) = Pl (z) — 22P,(x).

P,,+1 est bien un polynéme a coeflicients réels, ce qui achéve la récurrence.

EXERCICE 151 ((1)) par Maorine
Soit f une fonction dérivable de R dans R
a) On suppose f paire. Que dire de f'?

b) Méme question si f est impaire.

c) Méme question si f est périodique de période T', ou T' € R* .

a) On suppose f paire, montrons que f’ est impaire.
On a tout d’abord :
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Dérivons cette expression :

D’ou f’ impaire.
b) On suppose f impaire, montrons que f’ est paire.
On a cette fois :

f(=z) = —f(z)
Dérivons cette expression :
/(=) = ~J'(2)
f'(=z) = f'(=)

D’ou f' paire.
c) Soit T' € R% . On suppose que f est T-périodique.
C’est-a-dire :
fla+T) = f(z)
On dérive :
flla+T)=f'(z)

Donc f’ est également T-périodique.

EXERCICE 152 ((@)) par Jean

a) Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b
Ve R\ {-1,0 — == .
v €R\{-1,0}, x(x+1) x+z+1

b) Pour n dans N*, calculer en utilisant a) la dérivée n-iéme de

f:xeR\{—l,O}Hm.

b alz+1)+bx
r+1 z(x+1)
Vo € R\{-1,0}, ax+a+bzx =1 qui a comme solution (a,b) = (1,—1) (en effet, x+1—xz = 1).
b) On a alors

a
a) On constate que — + . Donc, par identification, on a ’équation
T

WreR\{-L0}, f@0)= o = - o

Donc,
_ 0 P
VCL’ER\{ 170}7 f({I?)— $2+(1‘+1)2

. On itére le procédé, et on trouve

V(z,n) € R\ {-1,0} x N, f"(z) = (-1)" (xﬁl e ﬁ)nﬂ) ’

dont I'hérédité de récurrence est immédiate par dérivation (en remarquant une factorisation par
-1).

EXERCICE 153 (@) ) par Jean
Si f est une fonction dérivable sur l'intervalle I de R et & valeurs dans R*, on appelle dérivée
/

logarithmique de f la fonction .

a) Solent u et v deux fonctions dérivables sur I et a valeurs dans R*. Exprimer la dérivée
logarithmique de uv en fonction de celles de u et v.
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b) Généraliser la question précédente & un produit de n facteurs.

¢) Soient n dans N*, a; < --- < a,, des nombres réels et P la fonction polyndéme définie par :

Vo € R, P(z) = H(x —a;).

=1

Calculer la dérivée logarithmique de P sur chacun des intervalles o cette fonction est
définie. La dérivée logarithmique d’'un produit est donc plus lisible que la dérivée : les
produis parasites ont disparu.

a) La dérivée logarithmique de uv est la fonction :

(w)  wv4+w’ w0

uv uv u v

b) Soient a;, pour i € [1,n] ou n € N*, des fonctions dérivables sur I et a valeurs dans R*. Soit P,
n

la propriété définie pour tout n € N* «la dérivée logarithmique de H a; est égale & la somme
i=1

(z‘ 16%)/ — (a;)’

Hérédité : Soit n € N* tel que P,, est vraie. On a donc —— =
P
(a;) =1

des dérivées logarithmiques des a;».
/
SR TE ar . o.n. T
Initialisation : — vérifie immédiatement P;.
ay

s

. Alors, la dérivée

fam 2y

s
Il
-

n+1
logarithmique de H a; peut étre exprimée par :

=1

[ (a;) x an+1:| (H ai,) X pg1 Gng1’ X [ as
23 , ‘

i _\i=1 + i=1
n41 - on n41
IT H (ai) X an41 II ax
i=1 1=1 i=1
n
(ai)" | ant1’
= +
=1 Qi An+1
_ n+1 (Cli)/
=1 @i ’

ce qui est exactement P,1.

n

n o ; / n 1
c) VeeR, P(x)= | I(x—ai). La dérivée logarithmique de P est donc E ((z ¢ )) = g
xr — a; -
i=1 i=1

EXERCICE 154 ((2)) par Maorine

Soit f une fonction de R dans R dérivable au point 0. Déterminer la limite de

lorsque x tend vers 0.

Soit f une fonction de R dans R dérivable au point 0.
2
Etudions %' On pose y = 22.
On a:
lim 2% = 0
x—0 0
lim 7f(y):g( ) _ £(0), f(0)eRr.

y—0 Yy
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D’aprés définition de la dérivée en un point.
Alors par composition de limite :

2y _
1 1T _
Enfin : ) )
i OO S 10
x—0 x x—0 X

Par produit de limites.

EXERCICE 155 (@) par Loise
Soit f la fonction de R dans R définie par f(0) =0 et

Vr € R*,  f(x) = 22 cos (i) .

a) Calculer f'(x) si z € R*.

b) En revenant a la définition, montrer que f est dérivable en 0 et calculer f/(0).

¢) Montrer que la fonction f’ n’est pas continue en 0.

a) La fonction f est définie et dérivable sur 'ensemble des réels non nuls en tant que composée et
produit de fonctions dérivables.

Ve e R*, f'(x)=2xcos <1> + sin (1> .
T T

b) Une fonction est dérivable en un point si et seulement si la limite du taux d’accroissement de
la fonction en ce point est un réel.
On calcule donc la limite suivante :

VIOEFI0)

h—0 h

Ce qui revient au calcul de limite suivant :

1
}lbii% h cos (h) .
Par définition de la fonction cosinus, il est admis que :
VeeR, —1<cos(z)<I.
Ainsi,
Vh e R*, —1 < cos (fll) <1.

Par produit par le réel h, on obtient I’encadrement suivant :
N 1
Vh € R, —hgcos(h)hgh.

D’aprés le théoréme d’encadrement dit "des gendarmes", on obtient la limite recherchée :

lim h cos <1> =0.
h—0 h
On a démontré que la fonction f est dérivable en 0 et donc sur R et f/(0) = 0.

¢) Une fonction est continue en 0 si elle admet une limite en 0.La fonction f’ est définie sur R.
Etre définie est une condition nécessaire pour étre continue.Pour montrer que la fonction f’
n’est pas continue en 0, il faut montrer que la limite de la fonction f’ quand z tend vers 0 n’est
pas égale a f'(0) = 0.

Etudions la limite de la fonction f’ quand z tend vers 0.

. 1 . 1
lim 2zcos | — | +sin | — | .
x—0 x X
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Par produit de limites, on déduit que :

1 1 1
lim 2z cos () + sin () = lim sin () .
z—0 X X z—0 X

1
lim — = +c0.
x—0

Or

La fonction sinus n’admet pas de limite a l’infini.
La limite de la fonction f’ quand z tend vers 0 n’existe pas. La fonction f’ n’est pas continue
en 0.

6.2 Tangente & un graphe

EXERCICE 156 ((1)) par Loise

Soient a un nombre réel non nul, x; et xo deux nombres réels tels que 1 < x2, f la fonction :

x € R+ az?.

. . T+ .
Montrer que la tangente au graphe de f au point d’abscisse % est paralléle a la droite

joignant les points du graphe de f d’abscisses x1 et x»

Deux droites du plan sont paralléles si et seulement si elles ont le méme coefficient directeur.
. . . . . T+

Exprimons donc le coefficient directeur de la tangente au graphe de f au point d’abscisse e

et celui de la droite joignant les points du graphe de f d’abscisses x1 et x5. Le coefficient directeur

L2

x
de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 1t est égal au nombre dérivé de la fonction

en ce point. Or la fonction f est définie et dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. Ainsi :
Vo € R, f'(x) = 2ax.

T+
On en déduit donc le coefficient directeur de la tangente au graphe de f au point d’abscisse T

1 (xl ;r”w) — gL T2 ;er o f <x1 ;@) = a(z1 + x2).

Le coefficient directeur, noté m, de la droite joignant les points du graphe de f d’abscisses x1 et
To est égal a :

S S e et a?)

T2 — 1 T2 — X1 T2 — X1
En s’appuyant sur les identités remarquables, on obtient :

_ a(xe — x1) (21 + 22)

< m = a(z; + x2).

To — X1
Ainsi, on a montré que :
X1 + To
m= f’(T) = a(zy + T2).

T+ x

Le coefficient directeur de la tangente au graphe de f au point d’abscisse T2 et celui de la

droite joignant les points du graphe de f d’abscisses x; et x5 sont égaux. La tangente au graphe
de f et la droite joignant les points du graphe de f d’abscisses z; et x5 sont paralléles.

EXERCICE 157 ((2)) par Matilde

a) Pour n € N*, déterminer 1’équation de la droite D,,, tangente au graphe de la fonction Iln
au point n.

b) Soit x,, 'abscisse du point d’intersection de D,, et 'axe Ox. Déterminer x,,. Quelle est la
limite de (zp,)n>17
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Equation de la tangente au graphe de f(z) au point d’abscisse n :

y=[f'(n)(x—n)+ f(n)

Ici, on a f(z) = In(z), on a alors :
D,:y=—(zx—n)+1In(n)=2z— —1+1In(n)
Y n n

b)

Nous cherchons l'intersection entre la tangente D,, et 'axe Oz d’équation y = 0, il suffit de résoudre
I’équation :

D, = Ox
1
<zr——14+Inn)=0
n
<z =n(1l—1n(n))
On obtient donc :

Zn =n(l —1n(n))

Calculons alors la limite de (zp,)n>1 :

n—-+oo

EXERCICE 158 (()) par Loise

Soient f et g deux fonctions de R dans R dérivables en 0. On suppose que les graphes des

trois fonctions f, g , ?g ont méme tangente au point d’abscisse 0. Quelles sont les équations

possibles pour cette tangente ?

Ecrivons les équations des tangentes aux trois courbes.
La fonction f est dérivable en 0. Une équation de la tangente & la courbe représentative de la
fonction f au point d’abscisse 0 est y = f/(0)(z — 0) + f(0).
Soit :

y = f'(0)z + f(0).
La fonction g est dérivable en 0. Une équation de la tangente a la courbe représentative de la
fonction ¢ au point d’abscisse 0 est

y = g'(0)z + g(0).

La fonction % est dérivable en 0 en tant que produit de fonctions dérivables. Une équation de la

tangente a la courbe représentative de la fonction % au point d’abscisse 0 est

19

On suppose que le graphe des trois fonctions f, g et == ont méme tangente au point d’abscisse

0. Par identification des coefficients constants dans les équations réduites, on obtient le systéme

suivant £(0)g(0) + f(0)g’(0)
2

f(0) =g'(0) =

10) = o(0) = {090

94



Pour résoudre ce systéme, on établit une disjonction des cas.

Si f(0) = ¢(0) = 0, alors :

o) = g10) = L OO FOSO
7(0) = g(0) = O g
— f(0)=4¢'(0)=0
£(0) = g(0) = 20 g
On obtient donc une des équations de tangente possibles :
y =
Si f(0) = ¢(0) # 0, alors
) = g0 = £ QO+ 1O O
70) = g(0) = 120
_ [0 =50 = LQs0+ 100
7(0) = 9(0) =2
f(0)=4'(0)=0
f(0) =g(0) =2

On obtient la deuxiéme équation de tangente possible :

y=2

EXERCICE 159 (@) ) par Alexandre

Soient a un réel non nul, f la fonction :
2
ze€R — ax”.

Si p et g sont des nombres réels, on note A, ; la droite d’équation y = pr + ¢. Donner une
condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ pour que A, 4 soit tangente au graphe de f.

On a f'(x) = 2ax. Pour tout nombre réel «, la tangente a f au point d’abscisse « a pour équation :
y=f'(e)(z—a)+ f(a)

On peut simplifier :
y = 2a0x — 2a0° + ac’

y = 2a0x — aa’®

Ainsi, (p,q) doivent étre de la forme (2ac, —aa?),a € R pour que A, , soit tangente a f. Cette
condition est suffisante et nécessaire.

EXERCICE 160 ((2)) par Alexandre

a) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R, 2y un élément de I tel que f/(zg) # 0.
Calculer I’abscisse du point x1 en lequel la tangente au graphe de f au point d’abscisse xg
coupe l'axe (Ox).

b) On suppose que a est un nombre réel positif, que f est la fonction définie par

Vo e R, f(z) =2*—a.

Avec les notations précédentes, vérifier que
1 a
r1 = - | %o + — .
2 i)
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a) On écrit ’équation de la tangente a f en xq :

y = f'(z0)(x — x0) + f(z0)

x1 est 'abscisse du point d’intersection entre cette tangente et la droite d’équation y = 0. Si on
note y; I'ordonnée de ce point, on a alors :

y1 = f'(zo)(z1 — x0) + f(20) =0

= f'(z0)(z1 —x0) = —f(20)

f(CCO) . 4
= — T = — 0
Z1 Zo f/(mo) puisque f (SU()) 7é

f (o)

R f'(xo)
b) On a f'(x) = 2z, ce qui nous donne en remplagant :
22 —a
r1 = Ty — %{Eo

_2x(2)—:c(2)—|—a

T
2:60

1 a
§(I0+;0)

EXERCICE 161 ((@)) par Estelle

Soit a dans RT*. La suite (uy,),>0 est définie par son premier terme ug, élément de R™*, et
par la relation de récurrence :

a

) — fulun)

Un

1
Vn € N, Upt1 = 3 (un +

ou la fonction f, est définie par

Vo € RT*, fa(x):%(:z:+%).

a) Etudier f, et donner sommairement I’allure de son graphe.
b) Justifier que la suite (uy)n>0 est bien définie et & valeurs dans RT*.
c) Etablir les inégalités :

Ve e R™,  fu(z) > Va,

Va € [Va; +oo] falz) <z

d) Montrer que la suite (u,)n>1 est décroissante, puis que cette suite converge vers /a.

e) Pour n dans N on pose
Up —Va
Un +Va

Unp —

Montrer que
VneN, v,41= vnz.
f) Exprimer v,, en fonction de n.
g) Montrer que
on
ug — \/&
Vn € N, 0<u,—+va<(u a) | ——= .
< up —va < ( 1+f)<u0+\/a)
Conclure que (uy)n>0 converge vers \/a.

h) On prend a = 2, ug = 1. Représenter graphiquement la fonction f; et les premiers termes de
la suite (uy,),>0. Ecrire I'inégalité de la question précédente dans ce cas. Comment choisir
n pour obtenir une valeur approchée a 10~ prés de v/2 ? Faire les calculs correspondants.
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a) Vo e RT*:

Donc f!(z) > quand

1
2
1
De plus, f.(v/a) = 3 <\/ZL—|— \(/Ia> = y/a. On obtient le tableau suivant :

x 0 Va +0o0

signe de f!(x) - 0 +

variations de f, \ /
Ja

Avec un graphe de l'allure suivante :

Va

b) f, est définie sur R™*et a valeurs dans R**. On sait que ug € R**, donc Vn € N,

Ainsi (up)n>0 est définie et a valeurs dans RT*.

c¢) Pour la premiére inégalité, on a :

Ve e R .
(x—va)> >0
_ 2
Orz # 0, donc %20
2,
*+a 2x\/ﬁ>o
2x

Pour la seconde :
Vo € [va; oo

Q

S
N
+
S|
NN CIN N
o

Q
N8 R

&
[N

8

=
8
AN
8

U, € RT*,



d) On sait que f,(z) > v/a pour tout z positif non-nul, donc (uy,)n>1 est & valeurs dans [/a; +o0].

Or on sait que Vz € [\a;+oo[, fo(z) < 2. Ainsi fu(un) < uyp, donc Vn € N*,

Donc (uy)n>1 est décroissante.

Up+41 < Up, .

(un)n>1 est décroissante et minorée donc converge vers un réel noté ¢. Lorsque n tend vers

Pinfini, w41 = uy, = £. Ainsi

fall) =4
1 a
5(“4) ¢
2 +a
20 =
?=aqa

Donc (up)n>1 converge vers 1/a.

nil — 1
VnGN, Un+1:<w>:2<un+a>—\/&x
u

Unp+1 + \/a

n

1 .

En simplifiant et en mettant sur le méme dénominateur, on obtient

u? +a— 2up~/a Up, —+/a 2 5
_ —
Up +Va

u2+a+2upa

f) Onavoz(uz_T_?

On conjecture que

Vn € N, Un=<

2m\Y 2% 2" o 2n+1
que (vg )* = v U

g) La suite (un)p>1 est décroissante donc

Unp

Un +a
1

U1
u1 ++va

’U,1+\/Zl
Un + va

/A //\

N

) . On observe que v1 = v, va = v = vy,

uo—\/ﬁ>2n
ug ++/a .

Cette conjecture est facilement démontrable par récurrence simple, sachant que v,+1 = v

—va < (u1 +Va) (Wg)

Uo —

=V < +va)

0<up —Va< (U1+f)( \/5>2"

En additionnant v/a des deux cotés de l'inégalité (1),

f)

up ++/a
Or,Vn € N*|  u, > fo(un) = +/a donc u,, —+/a > 0.

Ainsi

uo ++v/a

on obtient

< (w1 +Va) (u +ﬁ>2n+\/&-

Or a € R™ donc /a > 0, ce qui veut dire que

o — Va < ug + va & 2V
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De plus, Vn € N, u, > +v/a, donc ug — v/a > 0. Ainsi

<M<1
up ++/a

2
< M < 1.
uo + va

Et

uo—\/ﬁ
ug ++/a

om 2
Uy — v/a .
Donc < 0 f) est une suite géométrique de raison < > comprise entre 0 et 1,

ug ++/a

donc ,
(58)
uo ++/a n—too
Soit on
wva) (V) o
Et donc

(u1 +v/a) (“ R f) +va —— a.

Ug + \/6 n—+00

On obtient ainsi, lorsque n tend vers +oo,

Va < u, < Va.

D’aprés le théoréme des gendarmes, u, —+> Va.
n—-+oo

3 17
h) On obtient ug = 1, wuy = 2’ Uy = —, wus = 1.41421 a 1075 prés. Cela donne comme
représentation graphique, ot on utilise la méthode de l'escalier avec la droite y = x pour
montrer les premiers termes de la suite u, et le fait qu’elle et fo convergent vers v/2 :

Uo vz Ul

Dans ce cas, I'inégalité de la question précédente est

n

o<un¢§<(2+\/§)<1ﬁ>

1++2

On veut une valeur approchée a 1072 prés de v/2, donc que v2 — u,, < 1077, soit u, —v/2 > 1075,
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Avec l'inégalité, on obtient

Donc le plus petit entier naturel n tel que u, donne une valeur approchée a 10~° de /2 est n = 3.
On aura ainsi uz = 1.41421.

6.3 Variations des fonctions

6.3.1 Etude de fonctions, nombres de solutions d’une équation

EXERCICE 162 ((1)) par Loise

Etudier la fonction f définie par

Va €]1, +o00], flx) = T

La fonction f est définie et dérivable sur |1;4o00[ en tant que composée et quotient de fonctions
dérivables. Pour étudier les variations d’une fonction, on étudie le signe de sa dérivée premiére.
Exprimons f’(x) :

2x x2
1 vV —-1—-a2——nw— 72 —1— ——
/ _ 2\/1’2*1 ’ _
vV €]l, 400, f'(z) = o <V ell,+oof, f(z) =

Aprés mise au méme dénominateur et simplification :
-1

el ) e e T

Pour étudier le signe de f’(x), il suffit d’étudier le signe de chacun des facteurs.
Ve €]l,+oo[,z+1>0 e z—1>0.

Par définition de la fonction racine carrée, & valeurs dans R :

Vz €]l,4o0[, V2z2—-1>0.

Par produit, on en déduit que le dénominateur est positif et par inverse et produit par (-1), il
vient :
Vz €)1, 40, f'(z) <0.

La dérivée de la fonction f est strictement négative sur ]1;+oo[, la fonction f est strictement
décroissante sur cet intervalle. Avant de dresser le tableau de variations complet, on cherche a
déterminer les limites de la fonction f aux bornes de l'intervalle d’étude. Par composition de
limites de fonction, comme on a :

rz—1
z>1

limz?—1=0 et lim VX =0,
X—0
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il vient

lim v/22 —-1=0.

rx—1
r>1

D’ott par quotient de limites :
lim f(x) = +oc0.

r—1
z>1

Pour déterminer la limite de la fonction f au voisinage de 400, il faut lever I'indétermination. Pour
x €]1,4o00[ :

f@) = —=—
Or :

Par inverse :

x—+4o00
Par somme : 1
lim 1-— =1
Tr—r+o0 X

On en déduit, par composition de limites de fonctions :

/ 1
lim 1—-—=1.
T—+00 €T

lim f(z)=1.

r—r+00

Soit, par inverse :

Dressons a présent le tableau de signe de la dérivée premiére et le tableau de variations complet
de la fonction f.

x 1 —+00

signe de

f(z)
variations
de f

A présent, on trace le graphe de la fonction f.

5,,
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EXERCICE 163 ((2)) par Loise
a) Etudier la fonction f définie par
Vz €)1, +o0], f(z) =1n(1 + e%).

b) Montrer que f(z) — x - 0. Interpréter géométriquement.
Tr—r+00

a) La fonction f est définie et dérivable sur ]1; +00[ en tant que composée et quotient de fonctions
dérivables. Pour étudier les variations d’une fonction, on étudie le signe de sa dérivée premiére.

Exprimons f'(x) :

e.fC

M 1 "(z) = .
x €]l,4o00[, f'(x) T o

Or, par définition de la fonction exponentielle réelle & valeurs dans R™*, on sait que :
Vo €]l,+oo[, € >0

D’ou :
Vo €]l,+o00[, e*+1>0

Soit, par quotient :
Vz €)1, 40, f'(z) >0

La dérivée de la fonction f est strictement positive sur ]1; 4+o00[, la fonction f est strictement
croissante sur cet intervalle. Avant de dresser le tableau de variations complet, on cherche a
déterminer les limites de la fonction f aux bornes de l'intervalle d’étude. Comme la fonction
exponentielle est continue sur son ensemble de définition, on a :
lim e” =e.
x—1
x>1
Par somme :
lime*+1=e+1.
rz—1
z>1

Par composition de limites de fonctions, comme on a :

li In(X) = 1
olim, In(X) = Infe+1),
il vient :

lim f(z) =1In(e + 1).

r—1
z>1

Par un raisonnement analogue, on procéde pour la limite de la fonction au voisinage de Uinfini
positif :

lim e* = +oo,
r—r+o0

et par somme :
lim e*+1=+c0.

Tr——+0o0

Or,

lim In(X) = +oo.
X—+o0

Par composition de limites de fonctions, il vient :

lim f(z) = +o0.

Tr—r—+00

Dressons a présent le tableau de signe de la dérivée premiére et le tableau de variations complet
de la fonction f.
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x 1 +o0o
signe de
+
f(@)
+00
variations
de f
Ine+1)
|

A présent, on trace le graphe de la fonction f.
200

150 +

100 +

o0 +

20 40 60 80 100
b) Le calcul de cette limite nécessite de modifier Pexpression f(x)—x pour lever 'indétermination.
Ainsi pour tout z €]1, 400 :
e’ +1
e(l?

flx)—z=In(e"+1)—z< f(z) —x=In(e"+1) — In(e”) & f(z) —x =In(

).

Soit :
Vo €]l, 400, f(z)—x=In(e"*+1).

Par composition de limites de fonction, comme on a :

lim —z = —o0
T—r+00
et
lim eX =0,
X——o0
il vient :
lim e*4+1=1.
T— 00
Or
lim In(X) = 0.
X—1

D’ou, par composition de limites de fonction :

lim In(e ™ +1)=0«< lim f(z)—xz=0.

T—r+0o0 T—r+00

La droite d’équation y = x est asymptote oblique au graphe de la fonction f au voisinage de
+o00.

EXERCICE 164 (()) par Matilde

= 1
a) Etudier la fonction f:x € R™ — In(z)
x

b) En utilisant a), déterminer les couples (a,b) d’éléments de N* vérifiant a < b et

ab = b°
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a)

Calculons d’abord la dérivée de la fonction f :

1 —In(x)
!
f(@) = 2z
Puis étudions son signe :
1—1In(z) >0
< n(z) <1
<z <exp(l)
et
22 >0
T 0 exp(1) +o0
f(x) + 0 -
Dressons ensuite le tableau de variation de f :
T 0 exp(1) +o0

f(z)

—00

. exp(—l) _ 0+

1
Et enfin, tracons le graphe de n(z)

o

a < b donc a €]0,exp(1)[ et b €]exp(1l),+oo[ et a et b € N*, donc a =1 oua = 2.
a ne pouvant prendre que ces deux valeurs, on peut trouver les solutions de I’équation par essais :
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Poura=1":

Cependant ici a = b, or a < b donc nous n’obtenons pas de solution pour I’équation.

Pour a =2:
2" =p?
(b=2ou)b=4
Cependant ici (pour b = 2) a = b, or a < b donc nous n’obtenons qu'une seule solution pour

I’équation.

L’équation a® = b® n’a donc qu’un seul couple (a,b) solution qui est (2,4).

EXERCICE 165 ( (@) ) par Térence (Fonctions hyperboliques *)
Les fonctions ch (cosinus hyperbolique) et sh (sinus hyperbolique) sont définies sur R par :

Vz € R, ch(z) = %, sh(z) = c-°

1. Etudier ces deux fonctions ; en tracer les graphes.
2. Montrer que ch réalise une bijection de RT sur[1,+00] et exprimer la bijection réciproque.
3. Montrer que sh réalise une bijection de R sur R et exprimer la bijection réciproque.

4. Pour x dans R, calculer
ch?(z) — sh?(z).

Ve € R, ch(z) = ete”

ch est continue et dérivable sur R par combinaison linéaire de fonction dérivable.

e +e "

ot (z) = ( y = — sh(x)

Etudions les variations de ch en regardant le signe de sa dérivée.

x —

ch/(x)>0<:>%>o<:>ez>e‘m<:>x>0

ch est donc strictement croissante sur [0; +oo] et strictement décroissante sur [—oo; 0[ ; son minimum
est donc atteint en 0, ch(0) =1, lim ch(z) =+ocoet lim ch(z)= +o0
T——0Q r— 400

Ainsi,

—x X

e
Pour tracer le graphe, on remarque que ch se comporte comme en —oo et 5 en +o00.
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Ve € R, sh(z) =

2

sh est continue et dérivable sur R par combinaison linéaire de fonction dérivable.

y =S = eh(w)

e’ —e

s (z) = (£

Etudions les variations de sh en regardant le signe de sa dérivée.
Comme vu lors de ’étude de ch :

Vz € R, ch(z) >0« sh'(z) >0

sh est donc strictement croissante sur R; lim sh(xz) = —co et lirf sh(z) = +00;sh(0) =0
Tr—r— 00 xr—r+00
Ainsi,
T —00 0 +00
f'(x) +

f@ | o 7%

—x xr
e
Pour tracer le graphe, on remarque que sh se comporte comme 5 en —oo et 5 en +o00.
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Montrons que ch : RT — [1, +o00[ est bijective.

C’est-a-dire, montrons que pour tout y de [1, +00[, il n’existe aucun réel non nul z tel que ch(x)

Soit x un réel non nul et y de [1,+o0] :
ch(z) =y

2
Set+e =2y

=Y

Set+e T -2y=0
S 41 -2y =0

On obtient un polynéme de second degré en e*

Soit X = ¢e®
X2 _2yX +1=0

@X_2y+\/4y2—4 2y — /4y — 4
S T NVE T

X =
ou 9

SX=y+Vy2—-1>0 ou X =y—+y?>*—1>0 pour y € [1;+0]
srx=ny++y>-1) ou x=In(y—+y?>—-1)

Or, Yy € [1; 400 :

In(y —vy>—-1) <0
Sy— 12 —1<1 car urse's. /' sur R
Sy<Vyr-1+1
S <y —1+14+2V12 -1 car urs u?s. S sur RY
y2—-1>0

Donc Yy €]1; +ool, In(y — /y? — )< 0, donc z =In(y + /y?2 — 1); pour y = 1,
r=In(y++y>—1)=In(y — Vy> - 1).

Donc Vy €]1; +o0[,ch(z) =y < In(y + v/y? —

On a raisonné par équivalence donc ch est bien bijective et sa réciproque est :
ch™ :[1; 4+o0[— R

= In(z+ Va2 —1)
c)

Montrons que sh est bijective.

C’est-a-dire, montrons que pour tout réel y, il n’existe aucun réel z tel que sh(z) = y.

Soit x,y deux réels :

sh(z) =y
et —e "
S — =
9 Yy
e’ —e T =2y

Set—e T -2y=0
Se* —1-2ye® =0

On obtient un polynéme de second degré en e*
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Soit X = ¢ :
X2 -2yX —1=0

2 4y? + 4 2y — \/4y? + 4
P LAY o x o VAP

SX=y+vVy?+1>0 ou X=y—+y*+1
Sr=n(y+vVy?+1) car y—Vy2+1<0et e >0

En effet :
v <y’ +1
®y<\/ﬁ
Sy—Vy2+1<0
Donc sh(z) = y & = = In(y + /42 + 1).

On a raisonné par équivalence donc sh est bien bijective et sa réciproque est :
sh™ :R— R
= In(x 4+ Va2 +1)

d)

Soit z € R :

ch?(x)

\
2]
=

()
8
~

Il

1
. (ez + 671)2 o Z(em o 671’)2

. [(em + efw)2 o (ez o efw)2]

(" te T —e"+e ) (e"Fe T+ —e )

N e L N e

- 2e7 % . 2e"

Ainsi, Vo € R, ch?(z) —sh?(z) = 1.

EXERCICE 166 ((2)) par Matilde

Si m € R, quel est le nombre de réels x tels que exp(z) = ma?

Soit une fonction f(x) tel que f(x) = exiéx)
/ exp(z)(z — 2)
f ( ) - .’L‘3
Etudions le signe de la dérivée :
z —00 0 2 +0o0o
exp(x) + + +
T — 2 - - 0 +
a3 - 0 + +
flx) + - 0 +
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Dressons le tableau de variations de la fonction f :

T —00 0 2 400

f(x) 0 - +oo +o0o _ elel(Q) . +o0o

Pour m €] — o0; 0], 'équation exp(z) = ma? n’admet aucune solution.

exp(2)

Pour m €]0; [, Péquation exp(x) = max? admet une solution.

, Péquation exp(x) = mz? admet deux solutions.

; +00|, 'équation exp(z) = ma? admet trois solutions.

EXERCICE 167 (@) par Alexandre C

Pour m € R**, on note f,,, et g,, les fonctions définies par :
Ve e RY, fo(z)=1—-2+ n (1+1n(x)), gm(z) = 2> + mIn(z)
x

a) Mountrer que g, s’annule en un unique réel que l'on notera a,, et que I’on ne cherchera pas
a calculer

b) Etudier les variations de f,,

¢) Soit P = (x,y) un point du plan avec > 0. En discutant selon la position de P, déterminer
le nombre de m € R™* tels que le graphe de f,,, passe par P

a) Soit m € R**. g, est strictement croissante sur R™* en tant que sommes de fonctions strictement
croissantes sur RT*. En outre, g, est évidemment continue sur R™ et on a : lim,_,0 gm(2) = —0c0
et gm (1) =1 > 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte croissance de g,, permettent
donc d’affirmer respectivement ’existence et 'unicité d’un réel o, o ¢., s’annule.

b) fm est dérivable sur RT* et :

. m m mIn(x)
Vo € RT, f,’n(:r):—1—ﬁ(l+ln(a@))+?:—l— -
On a: ,
f(x) >0 < _1_m;2(x) >0 <= 22+ mn(z) <0 < gn(x) <0

Ainsi, f,,(z) est croissante sur ]0; o] et décroissante sur [ay,, +00[

c) Soit (z,y) € R?
On cherche le nombre de solutions de 1’équation d’inconnue m € RT*

l—o+ 2 (1+ (@) =y (E)

1
eSiln(z) = -1 < z=— alors:
e
1
— Siy=1-— - alors Ym € R™*, 1 —z + T(l + In(z)) = y, donc il existe une infinité de
e x

1 1
m € RT* tels que le graphe de f,, passe par <; 1-— )
e e

1
— Siy#1——, alors Vm € R™ 1 —x + @(1 +1In(z)) # vy, donc il n’existe aucun m € RT*
e x

1
tel que le graphe de f,, passe pas (; y)
e

(r+y—1)-z

R+
1+ In(x) U

e Siln(z) # —1, alors (E) < m =
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z -1z
Cette équation admet exactement une solution m € R™* pour les points P(z,y) tels que (;—fl())
n(z

0, sinon elle n’admet pas de solution.

On recherche donc les points P(z,y) tels que

r4+y—1>0 y>1l-ux
= (S
(1){1+ln(x)>0 (51) ;U>1
e
et ceux tels que;
r+y—-1<0 y<l-z
—= (S
(2){1+ln(x)<0 (52) ;1c<1
e

EXERCICE 168 ((3) ) par Estelle

Soient p et ¢ deux réels et, pour x dans R :
flx)=2*+pr+q

On se propose de déterminer le nombre de réels x tels que f(xz) =0
a) On suppose p > 0. Tracer le tableau de variations de f et conclure dans ce cas
b) On suppose p < 0. Tracer le tableau de variations de f

¢) On suppose p < 0. Soient z et x5 les points d’annulation de f’. Calculer f(z1) X f(z2) en
fonction de p et gq.

d) Déterminer en fonction de la quantité
A = —(4p® + 27¢°)

le nombre de racines réelles de 1’équation f(z) = 0. On montrera en particulier que si
A < 0, ’équation admet une unique racine réelle.

a) Vo € R, f'(z) = 322 + p > 0, f est donc croissante sur R et on obtient le tableau suivant :

z —00 “+o0
f@) | ¥
b)
Vz €R, f/(z) >0 < 32° > —p
<:>x2>%p
<:>$<\/?oux> —?p
z —© -/ 7 = +0oo

+00
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c) x1 = —/ 3 et 2o = /5P, donc
3 3
_|{_./zP _. /TP | P -p
3 3 3
P2 P
=3 3 T3t
_ 4p® 42747
B 27

—A
d) On remarque que f(z1) X f(z2) = —
e Lorsque f(z1) X f(x2) est strictement positif, les "sommets" (maximum et minimum locaux)
sont de méme signe, et il y a donc une solution & f(z) = 0.
Or f(z1) X f(z2) >0 <= A <O

e De méme, si f(z1) x f(x2) < 0 alors il y a trois solutions & f(xz) = 0 car les sommets sont
de signe différent.
Or, f(z1) X f(z2) <0 <= A >0

e Enfin, si f(z1) x f(z2) = 0, alors au moins un des deux sommets a une ordonnée égale a 0,
ainsi il y a deux solutions & f(z) = 0.
Or, f(z1) X f(z2) =0 <= A =0.

En définitive :
— Si A >0,ily a3 solutions a f(x) =0
— SiA=0,ilyen?2
— Si A <0, il y a une unique solution

EXERCICE 169 ((@) ) Par Paul

Soient n > 2 un entier, p et ¢ deux nombres réels. Montrer que 1’équation z" + px + ¢ = 0
admet au plus deux racines réelles si n est pair, au plus trois si n est impair.

Soit, Vz € R, f(x) = a™+ap+q. Sin est pair, alors : 3k € N, n = 2k. Il est clair que f est deux
fois dérivable. On calcule :

Ve eR, fl(z)=naz""', et VzeR, f'(z)=n(n-1z""2=nn-1) (>0
Donc f’ est strictement croissante. De plus, lim,_,_o 2" ! = —o0 car n — 1 est impair. Donc
pas produit puis par somme, lim,_, o f/(2) = —oo < 0. Aussi lim, o f'(z) = +00, des mémes
arguments lim,_, 1o f'(z) = +00 > 0. Donc d’aprés le Théoréme de la bijection (ou corollaire du
Théoréme des valeurs intermédiaires),

JdaeR, f(a)=0.

Ainsi, f est strictement monotone sur | —oo; af et sur Ja; 400l et limy,—, o f(z) = limg— 100 f(2) =
+0o car n est pair. Donc f est strictement décroissante sur | — 0o; @] et strictement croissante sur
[a; +00]. En appliquant deux fois le Théoréme de la bijection sur | —oo; a] et sur [a; +00[, on trouve
que f a exactement 2 racines si f(a) < 0. Si f(a) =0 il n’y a qu’une seule racine, et si f(a) > 0
il n’y a donc pas de racines.

Sin est impair : 3k € N, n =2k +1.Sip>0alors Vo € R, f'(z) = n(z?)* > 0. f/ s’annule si
et seulement si z = p = 0, et donc f est strictement croissante. Or :
i S = el ) = o

Donc pas le Théoréme de la bijection f a une unique racine. Si p < 0 : en appliquant le Théoréme
de la bijection, aux intervalles | — co; 0] et [0; 400 (car f est strictement décroissante sur | — co; 0]
et strictement croissante croissante sur [0; +00), on sait qu’il existe a €] — 00; 0] et 8 €]0; +00 tels
que f'(a) = f/(8) =0. Or lim, o = lim,_, o = +00 car n-1 est pair et f'(0) = p < 0. Donc on
en déduit le tableau de variation suivant :
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x —00 « 0 I} 400
signe de n 0 _ 0 n
f'(=)
\ +00
variations
de f / f(O) \ /
—00
Dans chacun des intervalles | —oo; a,[a; 5] et |8; +00], f admet au plus une racine (car strictement

monotone) en utilisant le Théoréme de la bijection. Donc f admet au plus 3 racines et ’équation
™ + px + ¢ = 0 au plus 3 solutions.

Exercice 169 (énoncé rédigé)

EXERCICE 170 (@) par Jean

Soient n € N* a1 < .. < a, des réels et P la fonction polynome définie par :

n

Ve e R, P(z)= H(a: —a;)

i=1

/
a) Dresser le tableau de variations de ZE On utilisera ’exercice 153.

b) Pour a dans R, quel est le nombre de racines de I’équation P’'(z) — aP(z) =07

a) D’aprés l'exercice 153

Vr e R\ {a1;...;a; Zn:(xal)

7

Done, ¥ € R a6 (j Y

De plus :
Pl
7@, 520
P/
7@, 520
Pl
—(z) — —o0
P ( ) T—ra;
P/
7 o 0
On obtient donc :
T —00 aj a2 Qn +00
P’
] N I
P’ 0 +00 +00 400
I e I Y
/
b) Il s’agit de déterminer le nombre de solutions réelles de F(x) = a.
/ /
Ainsi, en remarquant la stricte décroissance de B et d’apres le tableau de variations de —, il y

ansolutionssia€R* et n—1sia=0

EXERCICE 171 ((2)) par Léo
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R telle que :
fl@)?=1

Montrer que f est constante.

f(r)? =1 <= f(x) = £1, ce qui n’est pas un intervalle. Or, comme f est continue, I'image de [
par f doit étre un intervalle, ce qui impose que la fonction est constante, a savoir :

Veel, f(x)=1 ou Vexel, flz)=-1

6.3.2 Démonstration d’inégalités, détermination d’extrema

EXERCICE 172 ((3)) par Léo

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, f une application continue de [a, b] dans [a, b].
Montrer que f admet un point fixe, i.e. qu’il existe x dans [a, b] tel que f(z) = x. On écrira
cette équation sous la forme g(z) = 0 pour une certaine fonction g.

Soit g(z) = f(z) — z. Or, f(z) € [a,b], donc g(a) € [0,b—a] = g(a) > 0et g(b) € [a —b,0] =
g(b) <0.

Or g(z) est une combinaison linéaire de deux fonctions continues, elle est donc continue également.
Puisque g(a) > 0 et g(b) < 0, d’aprés le TVI, il existe un A € [a,b] tel que g(A) = 0, & savoir
F) =2

EXERCICE 173 (@) ) par Tristan

Montrer que, pour tout n € N*, ’équation
23 sin (z)In (z + 1) + €® cos () = 2

admet au moins une solution dans |nm, (n + 1) 7].

On note dans un premier temps que f : z + 23 sin (z) In (z + 1) + €% cos (z) est définie est continue
sur |—1, 4o0].

En calculant ensuite, avec n € N*, f (x) pour  — nm puis pour  — (n + 1) m, on obtient
f (nm) = (nm)®sin (nm) In (n7 + 1) + €7 cos (nr)

{e"” si n est pair

" sin est impair

Et
fn+D)m) =((n+1)7)’sin((n+1)m)In((n+1)7+1)+ D7 cos ((n + 1) 7)

—e( DT §i p est pair
elnt)m si n est impair

Ainsi, si n est pair et en posant I = |nm, (n+ 1) 7, on a
f (I) _ ] _6('rL+1)71'7 e [

Et si n est impair,
f (I) _ :| _enﬂ" e(n+1)7r |:

Dans tous les cas, 2 € f (I) et d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI), 'équation

23 sin (z)In (z 4 1) + e” cos (z) = 2
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admet au moins une solution dans |nm, (n + 1) 7[.

EXERCICE 174 ((2)) par Wéline

Montrer I'inégalité :
Ve € RT, sinz <z

En déduire que :
Ve eR, |[sinz|<|z|

On définit la fonction f pour tout « dans R par f(z) = sin (z) — x. On cherche & montrer que la
fonction f est négative dans RT.

On cherche la dérivé de f qui est donc : f/(z) = cosx — 1, car f est une fonction dérivable comme
somme de deux fonctions dérivables.

On sait que —1 < cosz < 1, donc, on obtient le tableau de variations suivant :

x —00 0 —+00

signe

de f’

variation \ 0
de f \

signe de f + 0 —

On a donc bien que f est négative sur RT donc pour tout z de RT : sin (z) — z < 0.
On peut donc en déduire que pour tout x de R : sin(z) < .

Comme sin (z) est compris entre —1 et 1, quand > 1 ou z < —1, il est évidant que |sin (z)| < |z].
Quand z est compris entre 0 et 1, sin () et « sont positifs, donc, comme la fonction valeur absolue
est croissante sur R™, on a bien que : |sin (z)| < |z|.

Quand z est compris entre —1 et 0, sin (z) et 2 sont négatifs, donc, comme la fonction valeur
absolue est décroissante sur R™, on a bien que : |sin (z)] < |z|.

EXERCICE 175 ((®) ) par Wéline

En utilisant la fonction f: x —— In(ch(x)) — %, montrer que

12
VreR, chxr<ez

et —e 7" 1 et —e "

/
= X = -
Fla) = G X e o= Gy
et
f//(x) _ (ez + 672)2 _ (ez _ 671)2 o (ea: _ 671’)2
(ea: +e—w)2 er 4 e
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On cherche ensuite le signe de la dérivé seconde. Pour cela on sait que e* et e”® sont toujours
strictement positifs donc :

ef—et<et+e "

ew _ e—.’L’
— <1
et 4 e %

x +00 0 +o0
signe _

de f//

variation \ 0
de f' \

—00
signe B
de f’ + 0
0
variation
de f
—00 —00
signe de f — 0 -

Grace au résultat précédent on en déduit que, pour tout x de R :

2

In (ch(z)) — % <0
= In (ch(z)) < ‘%

M

EXERCICE 176 (@) ) par Matilde Montrer que, pour n € N* et x € [0,2],
x 24z
1+ )" < .
(1+ n) T 2—-z
Etudions la fonction : )
24+
(1 -
2—x (1+2) 2—x
Dressons son tableau de signes :
x —00 0 2 +00
22 + 0 + +
2z + + 0 —
2
i + 0 + 0 -
2—x
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2

> 0. Ainsi :

X
On remarque ainsi que pour z € [0, 2], 5

2—z =0
;‘_Li—(ux)zo
> (4w
e

;ti _(1+£)”p0urn:1

Etudions la fonction :

24z T 222+ z
7(1+7)27 ( )
2—x 2 4(2 — x)
Dressons son tableau de signes :
T —00 -2 0 2 +00
22 + + 0 +
2+« - 0 + +
2—-z + + + 0
722+ 1)
12— 2) - 0 + 0 + 0
. 23(2+ x) .
On remarque ainsi que pour z € [0,2[, ———— > 0. Ainsi :
42 — x)
2
x(2+x)>0
4(2—xz) —
24z T\ o
—(14+=)>0
2—x ( +2) -
2+ T g
>(1+ =
2—96_( +2)
2
21—;6_(1—1—7)”1901”"11:2
Pour z € [0,2] :
2+x>0
2—x
Pour z € [0,2[ et n > 2, on a :
n
>0
(—)
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Ainsi :

On peut donc affirmer que pout tout naturel n non nul, on a : (1 +

24 x n

2—zx (n—l—x) >0

2+ n .1 . Ntz
2—x.(n—|—m) n
2+ n+ax.,
2—a:>( n )

2+ T\,

5o > (14 =)

)
8

_|_

T,
oIn <
n)

)
8

EXERCICE 177 (@) par Tristan

La fonction sinus cardinal, notée ici sin., est définie par sin. (0) = 1 et

sin ()

Vo € RT™, sin. (z) = .
a) Etudier la parité de sin,.
b) Montrer que sin,. est contiue en 0. Quelle est sa limite en +oo?
¢) Pour z € R*, calculer sin/, (z).
On admettra que sin, est également dérivable en 0, de dérivée nulle.
d) Montrer que, pour tout n € Z, la fonction tan admet un unique point fixe sur l'intervalle

e i
nmw — §7n7T + 5 [7 que l'on note z,.

e) Montrer que les z,, pour n € Z sont les points en lesquels sin’, s’annule.

i ™
f) Selon la parité de n, tracer le tableau de variation de sin. sur U'intervalle |nm — 57 nw + 5 [

2)

Etudions la parité de sin.. en calculant sin, (—x).

sin, (—z) = w
sin, (—z) = —si_nx(x)
sing (—z) = sinx(x)

sin. (—x) = sin, (x)

Comme Vx € R*, sin, (—x) = sin. (z), sin. est paire.
Montrons que sin. est continue en 0.

On a o2 (x)

— 1 =sin. (0)
T z—0~

Puisque lim,_, (sin. (z)) = sin. (0), la fonction sin. est continue en 0.

Déterminons maintenant la limite de sin. en +o00, qui sera la méme que celle en —oco en raison
de la parité de sin..

Pour tout x € Rt*, on a

Ce qui donne par passage a la limite :
0 <sing(z) <0

lim (sin. (z)) =0

rz—+oo
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c¢) Soit z € R* :

sing, (z) = (Sm(m)>/

X

z cos (x) — sin ()

sin/, (x) = 5

x
On admet que sin/, (0) = 0
d) Calculons dans un premier temps la dérivée de tan (z) pour z € R\ {3 + km,k € Z}

sin (z) )’

cos ()

tan’ (x) = (

cos? (x) + sin? ()

tan’(z) = cos? (x)
tan’ (z) = m >0

Ainsi, la fonction tan (z) est strictement croissante sur R\ {5 + km, k € Z}.
De plus, tan () ——— —o0 et tan () ———— +0o0
a:~>n7r7% z—)nﬂ'Jr%

7r ™
En appliquant alors le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires & tan sur } nmw — 5 nw + 5

T 7r
on trouve qu'’il existe un unique = € |nmw — o + 5[ tel que tan (z) = x que l'on note alors
Ty

e) Transformons I'expression tan (z,) = .
tan (x,) = zp

sin (xy,) ™

cos (x,,) * * ¢{2+ ™€ }

sin (x,,)
Ln

=cos(xn), Tn#0

sin () — T cos (z,) 0

Ln

Ty cos (T,) —sin (z,) 0

2
:L.’n.
. ! _
sin;, (z,) =0
Ainsi, les z,, pour n € Z sont les points en lesquels sin/, s’annule.

f) Supposons n pair. Le tableau de variation de sin, sur |nm — g7 nm + g [ est alors :

0 s
T nmw— — T, nr 4+ —

2 2

sin/, (z) - 0 +

sin, () \ /

En supposant désormais n impair, on obtient le tableau de variation suivant :

s
x nmT— — T, nr 4+ —

2 2

sin’, () + 0 -

sin. () / \
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EXERCICE 178 (@) ) par Tristan

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, f et g deux fonctions dérivables de [a, b] dans
R telles que f (a) < g (a) et que

Vz € [a,0], f'(z) <4 (2)
En considérant h := g — f, montrer que

Vo € la,b], f(x) <g(x)

Soit h : [aﬁR g(x)— f(x)

On a alors b/ () = ¢’ () — f' () > 0 puisque Vz € [a,b], f'(z) <¢ (z)

Ainsi, la fonction h est croissante sur [a, b] donc
Vz € [a,b], h(z)>h(a)

Or, h(a) =g(a) = f(a) > 0 car f(a) <g(a)

On a finalement

EXERCICE 179 ((@) ) par Antoine

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, m et M deux nombres réels, f une fonction
dérivable sur [a,b]; & valeurs dans R

a) On suppose que
Vz € [a,b], m< fl(x) <M

Montrer que
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

On pourra considérer les fonctions
g:xvr— f(x) — Mx h:z+— f(x)—mzx
b) Soit K € R*. On suppose que
Va € [a,b], |f' ()| <K

Montrer que :
|f(b) = fa)] < K [b—al

puis que :
V(z,y) € [a, 0], [f(y) = f(@)| < K|y — |

a) On remarque que m(b —a) — f(b) + f(a) = h(a) — h(b).

Or, h est croissante car h'(z) = f/'(x)—m > 0. Donc par croissance de h, on a: m(b—a) < f(b)—f(a)
car h(a) — h(b) < 0.

Le raisonnement pour 'autre inégalité est identique en considérant la fonction g.

b) D’aprés la question précédente :

f(b) = fla) < K(b—a)
= [f(b) = f(a)| < |K(b—a)
= |f(b) — f(a)| < K|b—a] comme K >0
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Pour Y(z,y) € [a,b]?, le résultat en découle immédiatement pour y > x. Dans le cas contraire, on
peut se rapporter a une situation ot y > x en utilisant la parité de la fonction valeur absolue. En
effet, |z — y| = |- (= — y)| = |y — x| ce qui conclut.

EXERCICE 180 (@) par Jean

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, K € [0, 1] et f une fonction dérivable de [a, b]
dans [a, b] telle que :
Vz € [a,b], |f'(z)]<K

On sait depuis l'exercice 172 que f admet un point fixe ¢ € [a, b]. Soit (uy,)n,>0 une suite définie
par ug € [a,b] et
Vn € Na Un+1 = f(un)

En utilisant ’exercice précédent montrer que :
VneN, Ju,—c < K" |up— ¢

Qu’en déduit-on sur la suite (up)n>0?

D’aprés 'exercice 179 :

V(z,y) € [a,b)%, |f(x) = f(y)| < K |z —y]
Soit P la propriété définie pour n dans N par

|t — ] < K™ |ug — ¢
Montrons P par récurrence :
Initialisation. |ug — ¢| < |up — ¢| donc Py est vraie

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P, soit vraie.
Ainsi, |u, — ¢ < K™ |ug — ¢|.
Or, |f(un) — flc¢)| < K -up — ¢,
donc, |upt1 — ¢ < Ku, — ¢ < K- K™ |ug —
Finalement, on a :
|1 — e < K" ug —

Conclusion. Par récurrence, on peut affirmer que P est vraie pour tout n de N

On a donc :
0< |up—c] < K™ |up, —c

or, K € [0,1[, donc K™ |u, —¢| — 0

n—-+oo
Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, |uy, — c| tend vers 0, donc (uy)n>0 converge vers c.

EXERCICE 181 (D) par Estelle

Soit n € N*. Calculer le maximum de la fonction f,, définie sur R* par :

Vz e RY,  fo(x)=2"e"

Vo € RJ'_, f:l(x) _ nxn—l Lo e — e—mxn—l(n _ J))

[l (x) est donc du signe de n — x, ce qui nous donne le tableau suivant :
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n,—n

Avec fn(n) =n"e

EXERCICE 182 ((1)) par Wéline

Soit A dans RT*. Déterminer le minimum de la fonction fy définie sur R*™ par :

A 2
Vz eRT*, fo= %—ln(z)

La fonction f est dérivable sur RT™ comme somme de deux fonctions dérivables :

1 Ax? -1
fi@) =dz— ===
x

T

On cherche le signe de la dérivé et pour ¢a on cherche le signe du numérateur et du dénominateur
sur RT*. Pour cela on va donc résoudre I’équation : Az? — 1 = 0.

A2 —1=0
Vaz)?2 —12=0

— (Vxz—1)(VIx+1)=0
—VIr-1=0 ou VIz+1=0

—

—~

— T = ou T = —

T = ou T =—

SEEE
SEEE

Comme A est strictement positif, —% est négatif donc x ne peut pas prendre cette valeur.

T 0 2 400
signe de _
Ar? —1 0 +
signe de x + +
signe
+00 +0o0
variation
de f)\
0

/5

Le minimum de la fonction f) est donc atteint pour x = T)\ et vaut 0.
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EXERCICE 183 ((®) ) par Octave et Tristan

Déterminer le maximum de la fonction f définie sur R™* par

VeeR™, f(z)=In(l+2)n <1 + i)

Tout d’abord, f est dérivable en tant que produit de fonctions dérivables. On a :

n <1 N ;> In(1 + )

f’(l‘)_ 1+ $2(1+1)
X

On cherche les extrema de f, ce qui correspond aux points ou f’ s’annule :

fl()=0<= (z*+2) In (1—|—916) =(142z) In(1+42x)

— (1+2) 1n(1+;) _ <1+i) (1 +2)

1
On pose ¢ la fonction définie sur R™ par : Vo € RT™, g(z) = (1 + ) (1+x)
x

g est aussi dérivable, en tant que produit de fonctions dérivables, et :

—In(1+ ) n <1+31:>

x? 1+
>+ x—(1+z) In(1+2)
a3 4 22
(1+2) (z —In(1 +2))
3 + a2

g'(z) =

Or par concavité de In, In(1 + z) < z avec égalité ssi x = 0. Donc Vo € RT™, ¢/(z) > 0.

Ainsi, g est strictement croissante sur RT*.

De plus, si on note i la fonction inverse, g o i est strictement décroissante sur R™*. En reprenant
I’équation découlant de f’ :

F'(@) =0 g(z) = goi(x)
> gla) —goila) =0

Or, g — g o est strictement croissante, donc par le théoréme de la bijection ("cas particulier" du
TVI), f'(z) = 0 a au plus une solution. Or 1 est solution, on en déduit donc :

T 0 1 400
signe de i 0 _
f'(@)
In?(2)
variation
de f(x) / \
0 0

Conclusion : le maximum de f est In*(2), atteint en o = 1.
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6.4 Caractérisation des fonctions constantes, équations différentielles

6.4.1 Caractérisation des fonctions constantes

EXERCICE 184 ((1)) par Tristan

Déterminer les fonction de R dans R, n fois dérivables sur R et dont la dérivée n-iéme est
identiquement nulle.

Supposons une fonction f, de R dans R et n fois dérivable sur R, vérifiant pour tout z € R

f (x) =0

On peut alors facilement remonter les n dérivées de f afin de retrouver son expression de départ

F™ () =0
fnb () =a1 a; €R
=2 (z) = zay + as az €R
F=3) () = %xz + asx + ag az €R
n—n a n— a2 n— n
f )(w)Z(nfl)!x 1+(n72)!x 24 tan (a1,...,an) €R

De plus, on sait que la dérivée n-iéme est identiquement nulle donc la dérivée (n — 1)-iéme ne l'est
pas, ce qui nécessite a; # 0.

On peut donc conclure que les fonctions de R dans R, n fois dérivables sur R et de dérivée n-iéme
identiquement nulle sont les fonctions polynomiales de degré n — 1 et de coefficient déterminant
non nul.

EXERCICE 185 (@) par Matilde
Pour quelles valeurs du nombre réel A la fonction fy définie par

Vr € R, f(x) = cos(z)® +sin(z)® — \cos(4x)

est-elle constante ¢

Réecrivons la fonction f) de maniére plus simple :

fa(z) = cos® () 4 sin®(z) — X cos(4x)

fa(z) = cos®(z) + (1 — cos?(z))® — A(cos®(2z) — sin’(2z))

fa(x) = cos®(z) 4+ (1 — 3cos?(z) + 3cos?(x) — cos®(z)) — A((cos? () — sin?(z))? — (1 — cos?(2x))
fa(x) =1 —3cos*(x) + 3cos?(z) — A((cos?(z) — (1 — cos?(x)))?) — (1 — (2cos?(z) — 1)?))
fr(x) =1 —3cos?(z) + 3cos*(x) — A(2cos?(z) — 1)% — (1 — (2cos?(z) — 1)?))

fa(x) =1 —3cos*(x) + 3cos?(z) — A[2(2cos?(x) — 1)? — 1]

fa(z) =1 —3cos?(z) + 3cost(x) — A(1 — 8cos? () 4+ 8cos*(z))

fa(x) = (3—8\)cos* (@) + (8A —3) +1 -\

fr(z) = (3 = 8X) cos?(z)[cos?®(x) — 1] +1 — A

fa(x) = (3 —8\)cos?(x) - (—sin?(z)) +1— A

falz) = (3 —8x)(—E 2 Sm4(2m)) +1-2

falz) = (8A — 3) sin?(2z) + 1 — A

Etudions les variations de fy(x).
Calculons sa dérivée :

123



8A—3

(( 1 )sin?(2z) +1—\) = (

S8A—3
4

Dressons les tableaux de signes et variations :

) - 8(2cos?(z) — 1) cos(x) sin(x)

. 8\—=3
S 1 >0
: |0 : " % o
20
2 cos?(x) n 0 _ _ _ 0
1
cos(x) + + 0 - 0 +
sin(x) + + + 0 -
(fa(z)) - 0 — 0 + 0 0 + 0
Soit 8 -3 =aetl—-A=b
x 0 % % ™ ‘%r %r 2T
f)\(x) b/>a—|-b b a+b b a+b b
IN—3
St 0
7 1 <
T 0 % % ™ ‘%ﬂ %ﬂ 2
2 _]
2 cos®(x) 4 0 _ _ _ 0
1
cos(z) + + 0 — 0 +
sin(x) + + + 0 -
(fa(z)) - 0 + 0 - 0 0 - 0
Soit 273 _pet1oa=b
x 0 % % ™ ‘%ﬂ %ﬂ 2T
r(z) b a+b b\>a+b b\>a+b b

On remarque que la fonction est périodique, calculons alors son amplitude :

A=|
Si

A=

maxr — min

2
8A—3
4

a+b—>b

2
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Si 0
(] 1 <
b—(a+0) —a a
A= lED 2oy
8A—3
Dans les deux cas on obtient A = |g| avec a = , ainsi A = |T|

La fonction fy(z) est constante lorsque son amplitude est égale a 0, il suffit donc de résoudre
I’équation :

A=0
8\ —3
|8>\83:O
o =0
8A\—3=0
3
A=2 =037

La fonction f)(x) est constante pour )\ = 0, 375.

EXERCICE 186 ((2)) par Mathieu

Soient un pendule simple de masse m et de longueur I, # 'angle que fait le pendule avec la «
verticale descendante » ; alors 6 dépend du temps ¢ et obéit & I’équation différentielle :

0" (t) + %sin(&(t)) = 0.
L’énergie du pendule au temps ¢ est donnée par la formule :

mi20'(t)?

B(t) = "

— mgl cos(0(t)).

Montrer que FE est constante (conservation de 1'énergie).

Dérivons 'expression de I’énergie en fonction du temps :

E(t) = %ml26"(t)2 — mgl cos(0(t))
— E'(t) = mi?0"(t)0'(t) + mglt’' (t)sin(A(t)) (dérivée de u? et cos(u))

E/(t) =m0/ (1)(6" (t) + 7 sin(6(1)))

Or d’apreés I’équation du pendule simple : 0" (¢) + %sin(@(t)) =0, donc E’(t) = 0. E est donc une

constante

EXERCICE 187 ((2)) par Macéo
Soit f une fonction dérivable de R dans R.

a) En considérant la fonction g définie sur R par :

VxeR, g(x):f(x)—f(—ac),

montrer que f est paire si et seulement si f’ est impaire.

b) Montrer que f est impaire si et seulement si f’ est paire et £(0)=0.
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a) On a déja démontré que si f est paire alors f’ est impaire (voir Exercice 151). Montrons la
réciproque.
On suppose que f’ est impaire, alors : Vo € R, f/(—z) = —f'(x).
Dou: ¢'(z) = f'(z) + f'(—x) = 0.
On en déduit que g(x) = C, ou C est une constante réelle.
En particulier, en évaluant g en O :

Donc :

On peut donc conclure que f est paire si et seulement si f/ est impaire.
b) De méme, on a déja démontré que si f est impaire alors f’ est paire (voir Exercice 151).
De plus, par définition : Vo € R, f(—x)+ f(z) =0.
D’ou: f(0) =0.
On suppose maintenant que f’ est paire et f(0) = 0, montrons que f est impaire.
Tout d’abord, par définition : Vo € R, f'(—z) = f'(x).
Dou: ¢'(z) = f'(z) + f'(—z) = 2f' ().
On en déduit que g(z) = 2f(x) + C, ou C est une constante réelle.
Donc :

f(@) = f(=2) =2f(x) + C
—f(=2) = f(z)+ C.

En évaluant en 0, avec f(0) = 0, on en déduit que C' = 0.
Ce qui nous donne enfin :

f(x) = = f(-2).

On peut donc conclure que f est impaire si et seulement si f’ est paire et £f(0)=0.

EXERCICE 188 ((@)) (Dérivation et périodicité *). Soient f un fonction dérivable de R dans
R, T un élément de RT*.
a) On suppose qu’il existe A dans R et une fonction g de R dans R périodique de période T
telle que :

Ve eR, f(z)=g(z)+ M.

Montrer que f’ est périodique de période T.
b) Formuler et démontrer une réciproque du résultat établi en a).

EXERCICE 189 ((3)) par Ylan
Soit f une fonction de R dans R telle que :

V(z,y) eR?,  [f(y) — f(z)| < (y — 2)*

Montrer que f est constante

Soit x € R. Soit y # x. Nous avons :

|f(y) — f(z)] < (y —x)* donc :
|f(y) — f(x)| < |y — z[?, et donc, comme y # x, |y — x| # 0, d’ott :
f) — f(=)
y—z

< |y — x|
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Or, |y — 2| —— 0, donc par encadrement :
y—)w

‘f(y)_f(x) 0 d’oit :
y—x y—T
fly) — f(=) 0.
y—x y—x

On a donc f dérivable en z avec : f'(z) =0, et donc :
VeeR, f'(z)=0

f est donc dérivable sur R de dérivée nulle, et donc d’aprés la caractérisation 6.4.1 des fonctions
constantes, f est constante.

6.4.2 L’équation différentielle y' = \y

EXERCICE 190 (D) par Estelle

Une certaine quantité d’une substance décroit exponentiellement en fonction du temps en
obéissant la loi :
vt € R, N(t) = Ce Kt

ou les constantes C et K sont > 0. Déterminer le temps de demi-vie, c’est-a dire 'instant ¢ tel
que

C
N(t) = 7
VteRT, N() = %
C
-kt _ Y
<(Ce 5
1
Kt _ 1
e = 5
1
& —Kt =In 2):—ln(2)
In(2)
<t1)2 =K

EXERCICE 191 ((2)) par Estelle

Une bactérie se développe avec un taux d’accroissement proportionnel & la population, c’est-
a-dire que le nombre de bactéries a 'instant ¢ obéit & I’équation différentiel :

Vvt e RT, N'(t)=KN(t)

ot K est unse constante > 0. La population passe de 10° individus & 2 - 10% en 2 12 minutes.
Combien de temps faut-il pour passer de 10% individus a 108 ?

Soit f la fonction modélisant le développement de la population de bactéries.
f est de la forme f(t) = CeX? avec K et C réels.
Or, f(0) =C-eX0=C =108
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De plus,

— 105 . 12K
=2-2-10°
> 10%e"?F =2-10°
= e =
< 12K =1In(2)
P In(2)
12
Donc f(t) = 10017,
On cherche t tel que f(t) =108
F(t) =108 == 105"t = 108
In(2)t
=2-1n(10
12 n(10)
2-1In(10) - 12
= & ~ 79,7 minutes
In(2)

EXERCICE 192 (()) par Matilde (Courbes de sous-tangente constante).

Déterminer les fonctions f dérivables sur R vérifiant la condition suivante : pour tout réel z,
la tangente au graphe de f en x n’est pas parallele & laze (Oz) et, si N(z) désigne le point
d’intersection de cette tangente et de (Oz), la distance N(z) & la projection orthogonale du
point d’abscisse x du graphe de f sur laze (Ox) est constante.

1l est recommandé de faire un dessin.

Soit I’expression de la tangente en a au graphe d’une fonction :
y=f'(a)(x —a) + f(a) = f'(a)z — f'(a)a + f(a)

L’énoncé nous dit que "la tangente au graphe de f en [a] n’est pas paralléle a 'axe (Ox)", on peut
donc poser :

f'(a) #0

f'(a) étant le coefficient directeur de la tangente en a.

Ensuite, N(x) est le point d’intersection de la tangente en a et de O(x), il s’agit alors du point
d’ordonnée 0 et d’abscisse :

y=f'(a)(x—a)+ f(a)
y=20
& fl(a)(x—a)+ fa) =0
—f(a)
f'(a)

ST =

+a

(On peut faire le passage a la derniére ligne sans probléme puisque 1'on a montré que f/(a) # 0.)

De plus, "la projection orthogonale du point d’abscisse [a] du graphe de f sur 'axe (Ox)", correspond
simplement au point de coordonnées (a, 0).

Ainsi, la distance N(x) a la projection orthogonale est égale a :

—f(a)

Flay T =




D’aprés 1’énoncé, on obtient :

|f(a) | =C, avecC € R

f'(a)
Ainsi
{ ]{fc/i(‘;;) = C(Cavec {;E&;} >0
a _ a
W = C avec Fla) < 0

(a

a - C

—N
- =
—

IS

I

- =
=Q

On obtient donc une équation diférentielle de type 3’ = Ay, ainsi :
f = Crexp(

T

C), avec C7 € R

EXERCICE 193 (@) ) par Tristan

On se propose de déterminer les fonctions f dérivables de R dans R telles que

V(z,y) €R?, fla+y)=f(2)f(y)

a) Soit f une fonction vérifiant les conditions précédentes. Montrer que

Ve eR, f'(x)=f"(0)f(x)

b) Conclure.

a) Prenons f qui convient. Alors
V(z,y) €R% fla+y)=f(2)f(y)
En dérivant par rapport a y chaque membre de I’équation, on obtient
flaty) =1 f()

D’ot, en prenant y =0 :
VzeR, f'(z)=f"(0)f(x)

b) D’aprés 'équation différentielle précédemment obtenue, les fonctions solutions sont de la forme
[z Cel" 0% ayec C €R.
En prenant = 0, on trouve alors facilement que

Ve eR, f(x)=f(0)e =
Or, f verifie f/ (x) = f'(0) f (z) donc pour z =0 :
F0)=f0)f(0)= f0)=1

On en déduit que pour z € R
f(@)=ed'®

De plus, f'(0) € R donc on peut poser A = f' (0) € R tel qu’on ait finalement
Ve eR, f(z)=e
On conclut donc en disant que les fonctions solutions de I’équation fonctionnelle
V(z,y) €R?  flz+y)=f(2)f(y)
sont les fonctions définies pour tout x € R par

f(z)y=e XeR
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EXERCICE 194 (@) ) par Tristan

On considére une fonction continue f de R dans R telle que

V(z,y) €R?  fla+y)=f(2)f(y)

a) Montrer que f est a valeurs dans RY.
b) On suppose que f s’annule en un point de R, montrer que f est identiquement nulle.

¢) On suppose que f est a valeurs dans RT™*. Qu’en déduit t-on a I'aide de 'exercice 24 de
1.57

a) Soit x = y.
Alors on obtient d’aprés 'équation donnée : f (22) = f (z)>.

z
Or, il est évident que f (II})2 € R* donc en prenant z := Zona

VzeR, f(z)eR"

b) On suppose que la fonction f s’annule en y € R.
Alors d’aprés son équation fonctionnelle :

Ve eR, flz4+y) =/f(z)f(y)

En posant donc A = x 4+ y pour tout z € R, on a
VAeR, f(A)=0

Ce qui montre bien que si f s’annule en un point de R alors elle est identiquement nulle.

¢) Supposons f a valeurs dans R™ et adoptons une méthodologie analogue a celle de I'exercice
24 de 1.5.

On commence ainsi par déterminer f (0) :
FO+0)=f(0)? e f(0)=1car f(0) e R
On établit ensuite la relation suivante pour tout n € Nz € R :
f(nz) = f(z)" (cette égalité est assez immédiate)

On étend ensuite cette relation & tous les entiers relatifs en remarquant dans un premier temps
que pour x € R,

fla—2)=f(@)f(-2) & f(-2)=f(2)""

Et bien str, pour n e Nyz € R :
f(=nz) = f(=2)" = f(z)™"

On cherche désormais & déterminer une expression de f (z) pour z € Q en fonction de f (1) et
x.

Pour cela, on pose z € Q et on écrit z = P avec (p,q) € Z x Z\ {0}.
q

Alors xqg = p et




Comme tout nombre réel est limite d’une suite de rationnels, on peut alors sans grand probléme
donner 'égalité suivante

Ve eR, f(x)=f(1)"

Notons alors a le réel f (1), on trouve de cette maniére que les fonctions de R dans R qui
vérifient 1'équation fonctionnelle donnée sont les f : x +— a® ou a = f(1).

EXERCICE 195 ((1)) par Macéo

a) Trouver les fonctions réelles f dérivables sur R telles que
VreR, fl(z)-2f(x)=1.

On cherchera une solution particuliére constante.

b) Trouver les fonctions f dérivables sur R telles que

VeeR, f(z)+ f(z)==x.

On cherchera une solution particuliére affine.

a) Soient f les fonctions solutions de I’équation
Ve eR, f(z)-2f(x)=1.

La solution homogéne est de la forme : f,(z) = Ce?*, C € R.
Cherchons une solution particuliére constante : f,(z) = A, AeR.
On a donc : fy(z) =0

En remplagant dans I’équation, on obtient :

0-2A=1

1
= A=——.
2

Ainsi les solutions de ’équation sont les fonctions f telles que :
1
@) = fp@) + fulw) = =5 + Ce*,  CER.

b) Soient f les fonctions solutions de I’équation
VeeR, f'(z)+ f(z)==x.

La solution homogeéne est de la forme : fp(z) = Ce™*, C €R.

Cherchons une solution particuliére affine, donc de la forme : f,(z) = Az + B, A,BeR.
On a donc : f,(z) = A.

En remplacant dans I’équation, on obtient :

A —
A+Ax+BX:>{A+B ~

Dou:A=1 B=—-1let fy(z) = —1.
Ainsi les solutions de ’équation sont les fonctions f telles que :

f(@) = fo(z) + fux) =2 —1+Ce®, CeR

EXERCICE 196 ((2)) par Jean

Soit A € R. On cherche les fonctions réelles et dérivables sur R telles que
Vz eR, f'(z)—Af(z)=¢€"

a) Traiter le cas A # 1. On cherchera une solution particuliére de la formez — Ce®

b) Traiter le cas A = 1. On cherchera une solution particuliére de la formez — Cze®
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a) Pour A # 1, il s’agit de résoudre
Ve eR, f@)- M@ =e (1)

Soit fi une solution particuliére de (1). On a :

Vr € R, fi(z) = Ce” et Yz € R, f{(z) = Ce".

Or, Ce* — \Ce® = ¢* donc C' = %

Ainsi, les solutions de (1) sont les fonctions de la forme :

eI

1—A

VreR,z— KeM K eR

b) L’équation devient f'(x) — f(z) =e* (2).

Soit fo une solution particuliére de (2).

On a fo(z) = Coze® et fi(x) = Cre® - (14 x)

Il vient immédiatement que Cy = 1, ainsi les fonctions solutions de (2) sont de la forme :

VeeR, z+r—e*(z+K) KeR

EXERCICE 197 (@) par Estelle

Trouver les fonctions réelles f dérivables sur R telles que
Vz €R, f'(z)+3f(x)=sin(z)

On cherchera une solution particuliére de la forme x — asin(z) + bcos(x)

Soit fp une solution particuliére :

Vo € R, fo(x) = asin(x) + bcos(x)
et fo(z) = acos(z) — bsin(z)
Donc,
1o(x) + 3fo(x) = sin(z) < acos(x) — bsin(z) + 3asin(z) + 3bcos(z) = sin(z)
<= (a+3b)-cos(x) + (3a — b) - sin(z) = sin(x)
a+3b=0
=
3a—b=1
]
= 10
b=—
10
_ 3 . 1 . < s . e
Finalement fo(x) = m sin(z) — m cos(z), donc les solutions a I’équation différentielle sont de la
forme :

3 1 ;
2 sin(z) — — cos @ R
T 15 sin(x) 10 cos(z) + Ce’®, C €

6.5 Complément : la condition nécessaire d’extremum

EXERCICE 198 (@) par Estelle

Soient f une fonction dérivable de R dans R et My un point de R? n’appartenant pas au graphe
de f, de coordonnées (xg, yo). Pour x dans R, on note M (x) le point du graphe de f d’abscisse
x, c’est-a-dire le point de coordonnées (z, f(z)). On suppose que la distance de My au graphe
de f est atteinte au point de paramétre x1, ce qui signifie que la fonction :

Qx> HMOM(x)H
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est minimale en z;.

Pour x dans R, exprimer ¢(z) = ¢(z)? en fonction de x,zq, yo, f(z). Calculer ensuite ¢'(z).
En déduire que la droite (MM (z1)) est pérpendicualire a la tangente au graphe de f au point
d’abscisse

Il est recommandé de faire un dessin

Vo € R, é(x) = p(z)?

= (||peas 3H)
(\/ zo — )% + (Yo — y)2>
= (w0 — ) + (yo — y)2

(o—x) + (yo — f(x))?
=23 — 297 + 2% + Y5 — 2yof(x) + f(x)?

2

Vo € R, ¢ (z) = —2x0 + 22 — 2yo - f'(2) + 2 (2) f(x)
=2(x —xo —yof (x) + f'(x) f(2))

On sait que ¢ est minimale en x1, donc ¢'(z1) = 0, ainsi :

2(z1 — 20 —yof'(x1) + f'(x1) f(21)) = 0 = z12o + f'(21)(y1 — yo) = 0
— fl(ml) — M
Y1 — Yo
De plus, la droite (MoM (x1)) est définie par une fonction affine de coefficient directeur a = n=v
r1 — Xo

. . . . . -1
Or, on sait que deux droites sont perpendiculaires si a = —-.
a

-1 To—T
Nous observons que — = 0 !

a yl — Yo
qu graphe de f en x;

= f'(x1), donc (MM (z1)) est pérpendicualire a la tangente

7 Complément : les fonctions puissances

7.1 Généralités

EXERCICE 199 ((2)) par Loise

a) Pour quels nombres réels « la fonction ¢, est-elle convexe sur RT* ?

b) En déduire que, si o > 1,

Ve el —1,400], (1+2)*>1+az.

a) Les fonctions puissances sont deux fois dérivables sur R**. Pour étudier la convexité d’'une
fonction, on étudie le signe de la dérivée seconde.

Vo € Rtx, ¢l (z) = az® "

Vo € Rx, ¢! (z) = a(a—1)2*2

Par définition des fonctions puissances, pour x € RT*, x“ est strictement positif. Ainsi, le signe
de la dérivée seconde dépend du signe de a(ow — 1). Or :
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o — 0 + +
a—1 - - 0 +
ol (x) + 0 — 0 +

Or une fonction est convexe sur un intervalle si sa dérivée seconde est positive sur cet intervalle.
Ainsi, la fonction ¢, est convexe sur R+x pour tout réel o €] — 00, 0] U [1; 400].

b) On note f la fonction suivante :
Vze]—1,+oc, f(z)=(1+=)"

Si a > 1, la fonction f est convexe sur R+x*. La courbe d’une fonction convexe est au-dessus
de toutes ses tangentes. Il suffit de considérer sa tangente en 0. L’équation de la tangente au
graphe de f au point d’abscisse 0 est :

y = f(0) + f(0)(z — 0).
Or la fonction f est dérivable sur | — 1, 400[ en tant que composée de fonctions dérivables :
Vo €] —1,+o00f, fl(x)=a(l+z)*"
Ainsi, 'équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0 est :
y=(1+0)*+a(l+0)* z—-0)ey=1+anr
Par définition de la convexité, il vient :si a > 1,

Ve €] — 1,400, (1+z)*>1+ ax.

EXERCICE 200 ((1)) par Maorine

z¥—1

Déterminer la limite de £ —

lorsque x tend vers 1.

Soit ¢, la fonction définie et dérivable sur R telle que :

Ve e RY,  @o(x) = 2.

On a:
ol (2) = azx®™t,
Pa(l) =1 et ¢, (1) =
Alors : o .
tim L gy Pe@ =) )
z—1 r—1 rx—1 x—1

Par définition de la dérivée en un point.

EXERCICE 201 ((1)) par Macéo

Soit a dans R. Pour tout n de N, calculer la dérivée n-iéme de ¢,,.

Soit o € R et ¢, la fonction définie sur R telle que
Ve eRY, ¢q(x) =2

On cherche & calculer la dérivée n-iéme de ¢,. Conjecture :

vneN, oM (z)=ala—1)..(a—n+ 1)z
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Démontrons cette propriété par récurrence sur n :
Initialisation : On sait que ¢, (z) = az®~!, la propriété est vraie pour n = 1.

Hérédité :Supposons la propriété vraie au rang n € N.

go((ln) =ala—1)..(a —n+1)z*"

On pose A = a(a —1)...(a —n + 1) constante, et f = a — n réel.
Alors :
pU Y = (A2f) = Agjs(a)
= A x BaPt
=ala—1)..(a—=n+1)x («—n)z> " ?

=ala—1)..(a—(n+1)+ 1)z~ "+,

Ce qui achéve la récurrence.

EXERCICE 202 (@ ) Antonin D

Soient o € R**, f une fonction de R** dans R. En imitant éventuellement la démonstration
du théoréme 4 de 6.4.2, montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes.

- la fonction f est dérivable sur R™* et vérifie

vz e RY*,  f(2) =

(0%
T

f (=),

- il existe C € R tel que
vz e R™,  f(z) = Caz°.

Rappel : les solutions des EDL du 1¢"ordre a coeflicients non constant sont de la forme f,(x)+ f,(x)

Démontrons une propriété plus large, résolvons une EDL du 1¢" ordre a coefficient non constant : f'(x) =
a(z) f(x) + b(x) La solution homogeéne d’une équation de la forme f'(z) = a(x)f(z) + b(z) est de
la forme A\eA@) | A(z) = [a(z)dz et X € R
Par double inclusion :
D f(x) = XeA® varifie clairement 1’équation
C f solution
Soit g(x) = f(x)e~A®)
¢(2) = 4@ (1(2) - a(2) ()

0

donc g est constante
fle)e ™) = g(z) = A A €R

f@) =@ A eR

Technique de physicien :

dy
dr (z)y
Donc d
Y
— = a(x)dr
) (z)

en intégrant

In(ly])) = Alz)+C,C eR

Introduisons la méthode de recherche de la solution particuliére.
Pour cela, notons f,(z) = Az)eA®)

folz) = Ma)a(z)e® + N (z)ed®)
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et on injecte le tout dans I’équation différentielle. Ce qui donne :
N (2)e® = b(z)

N(z) = b(z)e=A®),

On appelle cette méthode variation de la constante
Dans cet exercice, a(r) = & donc A(z) = aln(x)
donc fp(z) = Az®
De plus, b(x) = 0 Ce qui nous donne A(z) =¢,c € R
On a donc
f(@) = fu(@) + fp(z) = Az® + ca®

En factorisant par % on retrouve bien le résultat voulu avec C' = A + c.
On vérifiera dans 'autre sens que f est dérivable sur R et vérifie que

vz e RY*, f(x) = %f(:v)

EXERCICE 203 ((@)) par Matilde La suite (u,),>0 est définie par ug € R** et

Vn €N, upy1 = Uupn

Exprimer w,, en fonction de ug et n, puis déterminer la limite de (uy)n>0.

1\n
On considére la propriété P, tel que u,, = u((f) . Prouvons la par récurrence.

Initialisation. Au rang n = 0, (uo)®)” = (ug)! = ug, donc Py est vraie.

11k
Hérédité. Soit Py, vraie : up = u(()2) . Montrons alors que Py est vraie également.

Pr1 est donc vraie.
Calculons alors la limite de la suite (wy)n>0 :

Un = (ug)@"

lim(§ )=0

lim(u,) =1
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EXERCICE 204 ((2)) par Matilde (Les fonctions z + a®x )
Soit a un élément de R™*. On note ¢, la fonction définie sur R par :

Ve € R, ¢4(z) =a” =exp(n(a)z).

1. Calculer la dérivée de ¢, ().

2. Déterminer les limites de ¢,(z) lorsque x tend vers +oo, lorsque x tend vers —oo. on
discutera selon la position de a par rapport a 1.

3. Tracer les graphes de ¢, de (b%.

Calculons la dérivée de ¢, :

Nous allons faire trois distinctions de cas pour le calcul de limite :

a) Pour a < 1 et donc In(a) < 0 :

lim =400
T—r—00
lim =0
xr——+00
b) Pour a =1 et donc In(a) =0 :
lim =1
r—r—00
lim =1
r—-+00
¢) Pour a > 1 et donc In(a) > 0 :
lim =0
Tr—r—00
lim = +o0
r—r+00

Graphe de la fonction ¢ :
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Graphe de la fonction ¢ 1

20 -

10

EXERCICE 205 (()) par Léo

at —1

Soit @ > 0. Déterminer la limite de lorsque z tend vers 0

“ Soit f(w) =a® =@z QOp g - f’(m) _ ln(a)eln(a)m.

x _ 0 T _ 1
Or, f/(0) = lim,_o @ e lim, 0 ¢

v
Or, f/(0) = In(a), donc lim,_,qo a = In(a)

EXERCICE 206 ((2@)) par Matilde
a) Soient I un intervalle de R, u une fonction dérivable de I dans R**, v une fonction dérivable
de I & valeurs dans R. Pour x dans R, on pose :

w(z) = u(z)'™

Calculer la dérivée de w.
b) Ecrire I’équation de la tangente au graphe de la fonction f: € RT* s 2% au point d’abscisse
1.

a) Réecrivons d’abord la fonction w(z) de maniére a ce que sa dérivée soit plus facile & trouver :
w(z) = u(z)"™) = exp(ln(u(z)) - v(z))

Puis, calculons la dérivée :

b) On prend :

Puis, on utilise la formule de la tangente au graphe d’une fonction au point d’abscisse a :

To:y = f'(a)(z —a)+ f(a)

Et la dérivée obtenu précédemment :

(z%) = [é sz +1In(z) - 1] - exp(In(z) - ) = [1 + In(x)] - 2
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Pour obtenir ’équation de la tangente au graphe de la fonction f au point d’abscisse 1 :

Tiiy=f(1)(z—1)+ f(1)
T:y=[1+In1)]-1'-(z-1)+1' =z
Ainsi :
T :y==x

L’équation de la tangente au graphe de la fonction f en 1 est la premiére bissectrice.

EXERCICE 207 (@) par Matilde (Un probléme d’optimisation géométrique)

On considére une boite fermée en forme de cylindre droit. La base est un disque de rayon r
> 0, la hauteru du cylindre est h > 0. On note S Uaire latérale de la boite (incluant les deux
bases), V son volume.

a) Justifier les relations :
S =2n(r® +rh), V =mrh.

1%
b) On supporse que V est fixé. En utilisant la relation S = 2r(r* + —) et en étudiant la
r

fonction :

\%
fireR™ =24 —,
r

dire comment choisit r et h pour que S soit minimale.

a)

La surface d’un cylindre peut étre décomposer en deux disques de rayon r et d’un rectangle de
largeur h est de longueur, le périmétre d’un disque de rayon 7.

_ 2
Adisque =T7r

Arcctangle =h x27r
S = 2mr? + 27rh = 27 (r? + rh)

On retrouve bien ’expression donnée.

On peut se représenter un cylindre comme 'empilement de cercle de rayon r sur une longueur h.
Pour calculer son volume il suffit alors de prendre I'aire d’un disque de rayon r et de la multiplier
par h :

V =nr?h

On obtient bien I'expression donnée.
b)

Pour trouver la surface minimale pour un volume fixé il semble judicieux d’étudier la fonction f
afin de trouver son minimum.
Calculons d’abord sa dérivée :

Puis, étudions le signe de f :
7r? >0
et
2r371 —V >0

\%
3

>7
" 2T

%
3
> —_
" 2m
; 1 . " .
((z) = T o Powr T € R**, (¢/z) est positive, donc ¢/z est croissante.)

3.z
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Tragons alors les tableaux de signes et variations :

r 0 {/ om 400
fir) 0 +
r 0 3 % +00
() Wy

(L’expression de S suit les méme variations puisque S = 27 - f(r))

La surface du cylindre est minimale pour r = ¢/ 21 et h =Y
us r

EXERCICE 208 ((@)) Par Lancelot Soit a un élément de ]0; 1|

1. En étudiant une fonction judicieuse, montrer que

VeeR;y, (1+z)*<1+z”
2. Soient = et y dans Ry avec y > x. Montrer que y® — 2% < (z — y)

[e%

1. On pose :

Ve eR, f(z):=01+2)*—1—2%

Il est clair que f est bien définie sur Ry et dérivable sur R} . On calcule alors :
Ve €RY, f(z) = a(l+2)°7 —az®l = a((1+ ) - a%).
Observons que o — 1 < 0. Par conséquent, la fonction z € R} + ¢ est décroissante. En
particulier f’ est négative sur R* et donc f est décroissante sur R* . Puisque f(0) = 0, on
conclut :

Ve € Ry, f(z) <0 <= Vo € Ry,
ce qu’il fallait montrer.

(I1+2)* <14z

2. 1l faut ici user d’une petite astuce. On écrit :

67

_x @
y =y —z+a)*=a" (yx +1)

En appliquant a. il vient que :

ya<xa<1+<yx ) )Zanr(y_gC)a’
d’ou l'on tire que :

y* =z < (y —x)%,
achevant ’exercice.

EXERCICE 209 ((@)) par Léo
Soit p €]1; +o0|

1 1
a) Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que — + — = 1. Vérifier que ¢ > 1. Déterminer ¢
pour p = 2 puis pour p =4
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b) On fixe y dans R™*. Etudier les variations de la fonction f définie par
P q
Vz e R™,  f(z) = xf—l-yf—xy
p q
¢) Conclure que
Py
V(z,y) e RT* | zy<—+ =
p q
1 1 1 -1
a) —+-=1 <= =P o q:L.
P oq q p p—1

Puisque p > p— 1, on a bien ¢ > 1, et pour p = 2,q = 2 et finalement pour p =4,q = %

b) f'(z) = 2P~ — y, on peut donc tracer le tableau de variations suivant :

1

x 0 yr—1 400

f'(x) - 0 +

)

En effet, f/(z) =0 = 2P l=y = o= ryfy=yr T

¢) On a donc, Vo € R f(z) > f (yﬁ)

1 ypfl yq _p 1 1 s o oL, . Loz
Or, f (y”*l) = » 4+ = —yr T =9y (-4 & — 1] =0, donc I'inégalité est bien vérifiée :

7.2 Fonctions puissances et croissances comparées

EXERCICE 210 (@) par Elies
(1,01)*

———— en +o0o
2022

Déterminer la limite de

On pose a = 1.01, « = 2022. Il est clair que a > 1. On applique alors la remarque 2 de 7.2 pour
aboutir &

(1,01)"
22092 aoqoe OO

EXERCICE 211 ((1)) par J. Hoarau

Trouver la limite en +oco de
fla)=e Va2, g(a)=e "2 p(z)=In(z)e ",

i) = Lo ) = D,

EXERCICE 212 ((2)) par Elies

1
Soit o € R™*. En posant y = —, trouver la limite en 07 de :
x

falz) = 2%In(x)
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1
On a:y* = —, donc quand z — 0T,y — +oo
x

In
On a également : f,(z) = —#. Par conséquent, on a en utilisant les croissances comparées :
In
lim fo(x)= lim — ) =0
z—0t y—+o0 Yy

EXERCICE 213 ((2)) par Tristan

En appliquant la méthode de démonstration du théoréme 3 de 5.5, montrer que, si a € R et
a € RT™, alors

Soit @ € RT et o € RT*.

n

On pose sin € N, u,, = W et on note que
n!
Un+41 a
Vn € N, =
Un, (n+1)*
1 1
Pour n > (2a)f1* — 1, on a donc Unt1 < 7 Notons N le plus petit entier supérieur ou égal a
Un
1
(2a)~ —1
Ainsi .
VYn > N, Unt1 <=
Uy, 2

D’otu, par une récurrence laissée au lecteur,
1 n—N
Yn>N, u,< <2) un
Le majorant tend vers 0 et (u,),~, est & valeurs dans R, ce qui entraine le résultat.

7.3 L’inégalité artihmético-géometrique

EXERCICE 214 (@) ) par Tristan

Soient n € N*, z1,...,x, des éléments de RT*. La moyenne harmonique de (z1,...,2,) est le

1 1 1
réel H tel que T soit la moyenne arithmétique du n-uplet (, ceey ) . En d’autres termes :
T In

1 1
H= 7 En appliquant le théoréme 7 a (, ceey >, montrer que H < /][, z;, et

n
n
Zi:1 T, 1 Tn

qu’il y a égalité si et seulement si les z; sont tous égaux.

On commence par rappeler I’énoncé du théoréme 7 :
Soient n € N*, z1,...,x, des éléments de RT*.

Alors :
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1 1
Pour le n-uplet (, e > d’éléments de R, on a donc :

Z1 Tn,

1
,ona H < =

n
n 1 — -
. - n 1
2=t 3, Iz =

On retrouve ainsi I'inégalité voulue :

Comme H =

Montrons maintenant que cette inégalité est une égalité si et seulement si les x; sont tous égaux.

Supposons dans un premier temps que les z; sont tous égaux et montrons que nous sommes alors
dans le cas d’égalité. (i)

Si les z; sont tous égaux alors on a d’aprés le théoréme 7 :

Donc :

Et par conséquent :

Supposons désormais que les x; ne sont pas tous égaux et montrons alors que nous ne sommes pas
dans le cas d’égalité. (i7)

Si les z; ne sont pas tous égaux alors on a d’aprés le théoréme 7 :

Donc :

Et par conséquent :

=1

D’aprés (i) et (i), on a H = {/[]}_, z; si et seulement si tous les z; sont égaux.
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EXERCICE 215 (@) ) par Tristan
Pour n dans N*, on se propose d’établir la propriété suivante, que I’on appelle P, : pour tout

n-uplet (z1,...,2,) d’éléments de RT* on a

avec égalité si et seulement si les x; sont tous égaux. La démonstration proposée dans cet
exercice est due & Cauchy.

On note A ’ensemble des n de N* tels que P,, soit vraie.

a) Montrer que Ps est vraie.

b) Soit n dans N*. Montrer que, si P,, est vraie, il en est de méme de Pa,.

c¢) Soit n dans N*. Montrer que, si P,41 est vraie, il en est de méme de P,,. On pourra, si
., T sont des éléments de R™*, poser :

n
1
Tp4+l1 = — E Z;
n <
=1

L1,y -

d) Conclure a ’aide de 'exercice 13 de 1.3.

1
a) Soit n = 2. Alors : B Z?Zl T; = w et H?Zl T; = \/T1Ta
2
-2 /T1 — /T
Or, Tt JT122 = Ty + T2 - VTiT2 ( ! 5 2) > 0 donc P est vraie.

2
b) Soit n dans N*. On suppose que P,, est vraie.

Alors :

)=
™
&
W

Or, Y/, =i+ \"/H?Enﬂ 2 > 2 %/T17, @4 (il suffit d’observer Vinégalité a® + b2 > 2ab pour

s’en convaincre.)

1 n 2 2
. . n n :
Ainsi, - Doic1 i > A/ILiL, xi et Pay est vraie.

¢) Soit n dans N*. On suppose que P, ;1 est vraie.

Alors :

1 n+1 n+1
;> "t €T
n+1 t= !
i=1 i=1

1 n n
<in+$n+1> > sz X "R/ Tpi1
i=1 \ i=1

n+1
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1 :
En posant alors z,,41 = — >, z;, on obtient :
n

1 ~ 1<
1 <;$i+$n+1> :ﬁ;%

Et:

n+1

x; X n+1/xn+1 Z n+1

1

n

(2

vt
>n+1+n(n+1)

n
/T > (H T

i=1

n
n+1

i=1

Ainsi, on retrouve P, qui est alors vraie si P,,41 est vraie.
d) D’apres Pexercice 13, si B est une partie de N* contenant 1 et telle que :
(1) VneB,2neB
(i) YneN, n+1e€B=necB
Alors B = N*
Selon les questions b) et ¢) de cet exercice, 'ensemble A défini dans cet exercice vérifie (i) et (ii).
De plus, il est évident que P; est vrai donc 1 € A ce qui justifie A = N*.

Comme A = N*, la proposition P, est vraie pour tout entier naturel n > 0.

EXERCICE 216 (@) ) par Estelle

Les arétes d’un parallélépipéde rectangle ont pour longueurs a, b, c. Le volume du parallélépi-
péde est noté V, son aire latérale (i.e. la somme des aires des six faces) est notée S.

a) Calcule V et S en fonction de a,b et ¢

b) Montrer que
ab+ bc+ ca SV 2
3
A quelle condition y a-t-il égalité ?

¢) Quel est le volume maximal d’un paralléléppipéde d’aire latérale S donnée? Pour quels
parallélépipédes est-il atteint ?

a) V = abc et S = 2ab+ 2ac + 2bc

b) Soient x; = ab,xy = bc et x3 = ca D’aprés linégalité arithmético-géométrique (théoréme
7.)

: 1
donc  Vabbcea < 3 (ab + be + ca)

. b+ b
donc  {/(abc)? < w
ab + be + ca

2
d Vs <
onc 3
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Il y a égalité si et seulement si ab = bc = ca, & savoir ssia=b=c¢

c) On a
ab + be + ca
3

aberchca)g
3

@l

Vs <

<:>V<<

3
S\ 2
V<=

On sait qu’il y a égalité lorsque a = b = ¢, donc le volume est maximal si le parallélépipéde est un
cube

EXERCICE 217 (@) par Jean

Soit ABC' un triangle. On note a, b, c les longueurs respectives des cotés BC,C A, AB. Le

b
demi-périmétre de ABC' est noté p : p = %—’—C. L’aire de ABC est notée S.

Le but des trois premiéres questions est d’établir la formule de Héron :
S% =plp—a)p—b)(p—c)

a) Au moins une des hauteurs du triangle est intérieure au triangle. Supposons que ce soit le
cas de la hauteur issue de A, dont on note H le pied. On pose x = BH. Montrer que

2+ h2=c etque (a—2)?+h?=07

b) Montrer que
165?% = 4a*h? = 4a*c* — 4a*2®

c) Etablir la formule de Héron.

d) En déduire l'inégalité :
2
p

S < —
=373

I’égalité ayant lieu si et seulement si le triangle est équilatéral. Ainsi, parmi les triangles de
périmétre fixé, 'aire maximale est atteinte pour les triangles équilatéraux.

a) Le triangle ABH est rectangle en H, donc d’apreés le théoréme de pythagore :
AH? + HB* = AB* & h* +2° = ¢*

De méme, dans le triangle AHC on a :

AH? + HC? = AC? & h* + (a — x)? = b*
1
b) S = §ah donc

16
1659% = ZthQ
= 4a’h?
= 4a?(c? — 2?) puisque h? = ¢

= 4a?c? — 4a°2?

2 _ 22 d’aprés a)

c) 16592 = 4a%c? — 4a*2® = (2ac)? — (2ax)? = (2ac + 2ax)(2ac — 2azx).
Or, d’aprés les deux égalités de la question a) :

h? +a? — 2ax + 22 = b2
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& —2ar =b0*—a® — (h* +2%) =b0* —a®> - 2

Donc
165% = (2ac + a® + ¢* — bv*)(2ac — a* — % + b?)
= ((a+c) =) (* — (a—)*)
=(a+c+blatc—bb+a—-c)(b—a+c)
=(a+b+c)la—b+c)lat+b—c)(—a+b+c)
D’ou

:( +b+c) (a—;—&—c) <a+;)—c> (—a+2b+c)

—c)(p—a)

d) D’aprés l'inégalité arithmético-géométrique :

3
b-Do-ap-a < (Fo-brp—ctp—o)

3
0l - 0 -0 < (30)

4
p

e 82 <

- 27

Et puisque z — /x est strictement croissante sur R :

p2

= 3v3

&S5 <

On a égalité si et seulement sip—a =p—b=p—c < a =0b = ¢, c’est-a-dire si ABC est équilatéral.

L’aire d’un triangle de périmétre fixé est donc maximale s’il est équilatéral.

EXERCICE 218 ((®)) Samy Clementz, Georges Faraj

Trouver les limites quand x tend vers +oo de :

2

o= (10 2) = (101

Premiére méthode. On utilisera la limite clé suivante, traduisant le fait que la dérivée en 0 de la
fonction x — In(1 + ) est 1 :

lim In(1+x)
z—0 x

=1.
Maintenant,
f(x) =exp <x In(1+ ;))
= exp(u(z)),

avec u(z) = zIn(1 4+ Z;). Pour connaitre la limite de u en oo, on écrit :
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Ainsi, d’aprés la limite clé ci-dessus, lim, o u(z) = 0. Comme exp est continue en 0,

lim exp(u(z)) = exp(0) = 1.

T—r+00

Finalement lim,_, . f(z) = 1.

De méme, pour g,

1
g(x) = exp <3:2 In(1 + :v)>
= exp(v()),
avec v(z) = z?In(1 + 1). Pour connaitre la limite de v en 400, on écrit :

v(z) = a:271n(1 + %)

Ainsi, d’apres la limite clé ci-dessus, lim, ;4o v(2) = +00. Comme lim,_, o, exp(z) = 400, on a

lim exp(v(x)) = +oo.

Tr—r—+00

Finalement lim,_, . g(z) = +o0.
Deuxiéme méthode.

— On a:

On étudie alors la limite de z In(-% + 1)
On sait que =y +1 > 1 donc ln(gﬂi2 +1) > 0. On adonc 0 < zIn(5 + 1)
Par concavité de la fonction In :

1 1 1 1
En prenant alors les limites quand x tend vers oo on a :
. 1
0< lim xln(—+1)<0
r——+o0 €T

On comprend donc alors que
) 1
lim zln(ﬁ—&—l) =0

T—r+00
Donc
lim e*n(z ) — 1
Tr—r+o0
Donc 1
. L v _
AP T =1
— Ona:

1, 2 2 1
1 il VA 1n(1+;)
1+ 1) =

On étudie la limite de 2% In(1 + %) D’apres les encadrements de Neper :

-1
h <ln(u) <u-1
U
donc )
1 1 1 T
<In(14 =) <= 2?In(1+ =) >
ac—l—l_n( er) 2" In( +96)_304—1
donc
. 9 1 . z?
lime — ooz In(l + —) > limx — 400 =400
T x+1
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On comprend alors que :

1
lim 2?In(1+ =) = +o0
x

Tr——+00
Donc ,
lim e mO+3) = 100
r——+o0
Donc

1
lim (14 f)c‘g2 =400
x

r—+00

Remarque. L’inégalité de Neper se laisse démontrer en utilisant I'intégration. en effet, pour z €
[L; +o0],

1 1
Vit 1; -> =
E[ 7+OO[, t_tza
donc
/zdt /mdt
72§ PR
1t 1t
d’ou 1
T —
<1 .
< n(x)

7.4 utilisation de la forme exponentielle pour le calcul des limites

EXERCICE 219 () par Tristan

Trouver la limite quand x tend vers 400 de

On commence par réécrire f (x) sous forme exponentielle :

Vz e RY*,  f(z) =exp (a: In(ln(z)) — In (x)z)

On pose ensuite X =1In (z) —— +o0

Tr—r+00
D’ou
f(z) =exp (e¥In(X) - X?)
X2
f(z) =exp (eX (ln (X) - 6X>)
X2 2
Par croissance comparée, — —— 0 et eX <1n (X) - X> — 3y 400
€ X—+o00 e X =400
Alors

lim (f (2)) = +oc

Tr—r 00

EXERCICE 220 (@) ) par Tristan

a) Montrer que z* tend vers 1 lorsque z tend vers 0%.

b) Indiquer un exemple de fonction u de ]0, 1] dans R** tendant vers 0 en 0 et telle que u (z)”
ne tende pas vers 1 lorsque z tend vers 0.

¢) Indiquer un exemple de fonction v de ]0, 1[ dans R™* tendant vers 0 en 0 et telle que z?(®)
ne tende pas vers 1 lorsque x tend vers 0.
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a) On réécrit f (x) = 2 sous forme exponentielle :
V$€R+*, f(m>:emln(x)

Par croissance comparée, xIn (2) — 0 donc e*™ (@) ——— 1 d’ott lim,_,o+ (2%) = 1.
z—0t z—0t
. In ()
b) Soitu :xz +— e =
10,1[— R+

Alors on a bien lim, ¢ (u(z)) =0

Et :
u(2)” = exp (1 (u (2)))
o (=52)
Ainsi,

lim (u(x)”)=0"#1

z—0t

. 1
c) Soitv :x  — —
10,1[—R+*  In (x)

Alors on a bien lim (v (x)) =0

z—0
Et:
2" = exp (—v (z) In (2))
~ex In (z)
- (55
Ainsi,

EXERCICE 221 (@) par Tristan

Soient a et b deux éléments de R™*, f la fonction de R dans R définie par

a® +bw>1/z

Vo € R, f(x)z( 5

Déterminer la limite de f en 0.

On commence par réécrire la fonction :

F(z) = exp (i In (“xgbm»

- <ln (a® + b%) — m(g))

X

On reconnait ici le taux d’accroissement de la fonction g(x) = In (a” + b*) en 0. Comme il s’agit
d’une fonction dérivable car composée de fonctions dérivables, la limite de f en 0 est exp(g’(0)).

a® In(a) + b* In(b)
a® + b*

g'(z) =
Donc

mﬁ@ﬁw%m%ﬁw>

— exp (ln (\/c%))
= Vab
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T z\ 1/
D'on <“ o > Vab.
2 x—0

Remarque. Cet exercice peut également étre 'occasion de s’initier aux développements limités
(abrégés en DL), qui seront étudiés au cours de 'année de sup. Il n’est donc pas nécessaire de
comprendre cette deuxiéme correction, méme si elle permet de traiter le probléme dans des cas

plus généraux que celui-ci.
a® +b*
On réécrit 'expression de

grace aux DL :

a® + b* B ea:ln(a) +€xln(b)
2 2
1+zln(a)+14+2In(d) +o(x)
2
1 +1In (b
JUELIUM

=1+ o(x)

Ainsi toujours par DL,

(5)"

&Z\H

(1+:r n(a );m(b) -l—o(x)))

L a)+1In(b)+o(x ))>

230

H
><
o]
/\/\/\

;ln ab) + o ( ))

- Vab)+o()

T z\ 1/
2 x—0

8 Intégration

8.1 Calculs d’intégrales et de primitives

EXERCICE 222 ((2)) par Matilde

Calculer les primitives des fonctions suivantes :

— a: 2 € R cos(3x) + 2sin(bz) — b:x € R~ Gexp(—4x)

— c¢:2 € R~ cos()sin(x) — d:x € R 2% exp(—a?)

— ez €ER— i — f:x € R exp(z)exp(exp(x))
. . 3z

—g:xeRT— x fh.z]—l,l[H\/m

— iz eRw (1-22)° — jia] = oo, [

ikaER’—)m il.f]l,‘i‘OO[HW

7m:x]—1,+oo[»—>ﬁ — n:z]55, 5[ tan(x)

—piz€ RH* sm(a:);:g cos(zx)

— A(z) = 3sin(3z)— 2 cos(5z) — B(z) = 32 exp(—4a) — C(z) = 5t cos(22)
— D(z) = 5t exp(—a)? — E(z) = %ln(x +1) — F(z) = expexp(z)
—Glr) = 2 — H(@)=-3Va—a? — I(2) = (1 - 20)°
— J(x) = n@@? - 1) — K(z) = In(exp(z) + 2) — L(z) = h@ T
— M(z) = @ — N(z) = — In(cos(x)) — P(x) = =)
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EXERCICE 223 ((2)) par Matilde

En utilisant les relations obtenues dans 'exemple de 2.3 et dans ’exercice 46, calculer :

5 dt g dt
I:/1 tt+1) J:/2 tt+1)(t+2)

Trouvons d’abord une primitive H(t) de la fonction h(t) = T —1|- 0 :
1 1 1
h(t) = —
®) tt+1) ¢t t+1
H(t) = In(t) —In(t+1) = In | —
=1In(t) — In = —
t+1

Puis, utilisons-la pour le calcul de 'intégral :

1—/137%;151)—H(3)H<1>—1“ @ —h @ - @

Trouvons d’abord une primitive F(t) de la fonction f(t) = t(t—i—li :

1 L, 11
tt+1) 3t 2t+1) 6(t+2)

Puis, utilisons-la pour le calcul de U'intégral :

5 dt 1 1 1 1 1 1
J = /2 T =F(5)-F(2) = 3 In(5) + 5 In(6) — 6 In(7) — 3 In(2) + 3 In(3) — g In(4)

1.5 1 7
=3 ln(i) +1n(V?2) — g ln(Z)

EXERCICE 224 ((2)) proposé par Antonin D

Pour p et ¢ dans N*, calculer :

27 27
/ cos (pt) cos (qt)dt, / sin (pt) sin (gt)dt.
0 0

Rappel :
cos(a) cos(b) = cos(a — b) -QF cos(a + b)
sin(a) sin(b) = cos(a — b) ; cos(a + b)
Sl p:q . 2
/ cos(pt)?dt :/ Mdt -
0 0 2
Si p#q

2m 2m
t — qt ¢+ qt
/ cos(pt) cos(gt)dt = / cos(pt — at) ;_ cos(pt + )dt =0
0 0
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Si p=q

27 27
1— 2pt
/ sin(pt) 2t = / 1—cos(2pt) ,, _
0 0 2

Si p#q

27 2m
¢t — qt) — 4 t
/ sin(pt) sin(qt)dt = / cos(pt — qt) 3 cos(pt + 4 )dt =0
0 0

EXERCICE 225 (@) ) Par Alexandre C

Pour n € N, f,, désigne la fonction de ]0, 7] dans R définie par

sin ((n + %) t)

sin (%)
1. Pour n € N, montrer, en utilisant le fait que w tend vers 1 lorsque u tend vers 0, que
la fonction f,, admet une limite que I’on précisera en 0. Ceci permet de prolonger f,, en
une fonction continue sur [0, 7], encore notée f,, et de poser

Vt €]0, 7], fa(t) =

/ fn(t)dt.
0
2. Sin € N, calculer I,,41 — I,,, puis I,,.
1. Soit n € N. Comme
t/2 —0
t—0
1
(n + ) t——0
2 z—0
on a
in(t/2 i Dt
sin({/2) ot - ((n—i; 2)?) 1 (par composition des limites)
t/2  t=0 (n+4)t =0
d’ont
sin((n+3)t)t/2  sin((n+3)t)
sin(t/2) (n+3)t  sin(t/2)(2n +1) t=0
donc

sin ((n + %) t) (
sin(t/2) t—0
donc f,,(t) tend vers 2n + 1 quand ¢ tend vers 0.
2. Ona:

2n + 1)

; ;o ”sin((n+1+§)t)—sin((n+§)t)dt
n+l — In — /0 SlH(t/Q) .
On rappelle que :

Y(p,q) € R?, sin(p) — sin(q) = 2cos (p ;— q) sin (p ; q)

f T /Tr 2 cos((n '+ 1)t)sin(t/2) dh— 0.
0 sin(t/2)
On en déduit que

Vn € N, In:I():/ dt =m.
0

EXERCICE 226 ((3)) par Matilde

Pour z € [0, 1], calculer :

F(z) = /Om In EJFﬂ dt.

Quelle est la limite de la fonction F' lorsque = tend vers 1 par valeurs inférieures ?
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1+t
Trouvons d’abord une primitive de In (1—:) :

(L — #)(1+ ) + ¢1n (1*?)

Cela nous permet de trouver une expression plus simple pour F :

o /0le Gj) =In((1—2)(1+2))+zln (1“”) =1In((1—z)(1 +z) (1+£L')x

1—2z

1 41

=In 7< +2)
(1—x)=—t

On peut alors calculer la limite de F lorsque x tend vers 1 :

lim (14 z)*" =4

z—1lx<l
lim (1-2)""'=0
r—1,x<1
(1+ x)ot!

—0,2>0 (1 — x)m_l =t

1 x+1
lim In ((—l—x)) =400

rz—1,x<1 (1 7l’)$71

La limite de la fonction F' en 1 par valeurs inférieures est +oo.

EXERCICE 227 ((1)) Par Alexandre C

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction continue de [a,b] dans R. La valeur
moyenne d’une fonction est le réel
1 b
t)dt.
= | 1

1. Quelle est la valeur moyenne d’une fonction constante sur [a,b] ? Montrer que si f est
une fonction affine, sa valeur moyenne sur [a, b] est f (242).

2. Montrer que la valeur moyenne de f sur [a, b] appartient a I'intervalle [m; M] ot m (resp.
M) est le minimum (resp. maximum) de f sur [a, b].

1. — Soit f : [a,b] — R telle que f est constante égale & C' € R sur [a,b]. Alors la valeur
moyenne de f sur [a,b] est :

! /bf(t)dtl det* L Xx(b—a)xC=C
b—a /, Cb—1/, Cb—a N

— Soit f : [a,b] — R telle qu'il existe (c,d) € R? tel que

Vo € [a;b], f(x)=cx+d (f est une fonction affine)
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Alors la valeur moyenne de f sur [a, ] vaut

1 b
i | =

b
(ct + d)dt

t2
C—+dt

G“
—

@
/—\Q\

2

>+d

2. Supposons que
Yt € [a,b], m < f(t) < M.

En intégrant cette inégalité entre a et b on obtient :

b—a) mdt < t)dt < Mdt =
- [ s [

/ iyt <

d’ou

“b—a

ce qu’il fallait démontrer.

8.2 Intégration des inégalités

2
(Cb—I—db——da)

M(b—a)

EXERCICE 228 ((2)) par Mathieu

Soit f une fonction continue de [1; +o0o[ dans R telle que

vte ool f(t) >

oo—\»—l

Montrer que

Sur l'intervalle [1; 4o0],

Pour x > 1, on intégre I'inégalité

Etant donné que In(z) ——— +00, on trouve finalement par comparaison que

r—r+00

f() dt—>+oo

T——+00

EXERCICE 229 (@) par Octave

Soient f et g deux fonctions continues et croissantes de [0, 1] dans R.

a) Pour (z,y) € [0,1]%, quel est le signe de (f(y) — f(z))(g(y) —
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b) En déduire que
1 1 1
[ swa [Cawar< [ soaoar

¢) Donner une version discréte (i.e. portant sur des sommes) de cette inégalité.

a) On procéde par disjonction de cas
Siy < z,alors (f(y)— f(x))<0 et (g(y) —g(x))<0 car f et g deux fonctions croissantes de [0; 1].

Done (f(y) = f(2))(9(y) — g(x)) > 0.
Par raisonnement analogue, si y > x, alors (f(y) — f(x))(g(y) — g(x)) > 0. Ainsi

V(z,y) € 0,17 (f(y) = f(2))(g(y) — g(x)) > 0.

b) On remarque que si on intégre selon x (resp y), les fonctions de y (resp x) sont constantes, et
intégrer une constante de 0 & 1 revient & la multiplier par 1. Or :

(fy) — f(x)(g(y) —g(x)) =0
Fwal) — fwg(x) — fx)f(y) + f(x)g(x) >0
F@aly) + F(@)a(@) > F)aa) + F(2)fy)
1 1 1
Done: [ f@)g(x) de+ F()o(w) > o(y) [ F(z) dz+ () / o(z) de
0 0 0
[ f@gta) as+ [ s1atw) dy>2( [ fw) as / o) dy)
Fg) dt > [ fe)d / oft) dt
0 0 0

c) Soit les suites croissantes (up)n>0 €t (Un)n>0. On a

(un - um)(vn - Um) 2 0 - UpUp + Um Um, 2 UpUm + Um Un,

n n n
- E Ui V; + NUM Uy = Uy g U; + U, E v;
i=0 =0 =0

n n n
:>nguivi>gui><§vi.
i=0 i=0 i=0

En version intégrale,

z / F(t)g(t) dt > / £(t) dt x / o) dt.

EXERCICE 230 (@ ) par Octave

Soient a et b deux reéels tels que a < b, f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R. On se

propose d’établir 'inégalité :
b b
< /f2(t)dt /gQ(t)dt.

b
S(z) = / (F(8) + 2g(t))* dt

Vérifier que la fonction S est polynomiale de degré < 2 et & valeurs dans R*. Conclure en
considérant le discriminant de ce trinéme.

b
/ F(t)g(t) dt

Pour x réel on pose :
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Pour tout réel x, on a
b
S@r:/<ﬂw+xmwﬁa
:/%ﬂw2+2ﬂwmwx+mw%ﬁa

b b b
:/ g(t)thx2+2/ f(t)g(t)dtx+/ f(t)?at.

Le discriminant de S vaut

2
A=4 (/bf(t)g(t) dt) 4/bg(t)2 dt/bf(t)Zdt.

Or A <0, car S est positive et ne posséde donc qu’'une seule racine au maximum, alors

b 2 b b
O&mww>g/m#a/ﬂww
g¢/ﬂ%ww¢/ﬁaww-

=

b
L/f@ﬂﬂd

EXERCICE 231 ((®) par Octave

Les notations p,q sont celles de l'exercice 209 de 7.1 (inégalité de Young), dont on utilise
également le résultat. Soient a et b deux réels tels que a < b, f et g deux fonctions continues
de [a, b] dans R. On se propose de démontrer 'inégalité de Holder :

b 1/p b 1/
g(/‘vdeQ (/Iﬂﬂﬁﬁ)

On remarquera que, pour p = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz (exercice précédent).

q

L/f@ﬂﬂ&

a) En utilisant I'inégalité de Young, montrer que, pour A dans R** :

b AP b ) 1 b ,
Aﬂm@ws;lmmw+WLW@Mt

b) Déterminer le minimum de la fonction :

‘A e R ﬁbt”dtibtth
YiAe — |f ()] +qu lg(t)|?dt.

Conclure.

l9(@)]

a) On obtient I'inégalité voulue en posant x = A|f(t)| et y = ==, puis en intégrant les deux

A

membres de a a b.

b) Commengons par établir une égalité qui sera utile pour la suite :

1 1 p
—+-=1=1+==p=p+qg=1pq. (1)
p q q
La fonction v est dérivable et de dérivée continue sur RT™* en tant que somme de fonctions
dérivables et de dérivées continues sur cet intervalle.

b 1 b
WER™ =N [ irerde- o [ el
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On remarque que
!/ /
A) — —o0 et A) — +o0.
YOy — YO
Par continuité de 1’ sur RT*, on déduit grace au TVI que 9’ s’annule au moins une fois sur
R**. On pose

P'(Xo) =0

3 b 1 b
AP / FOFdt = ey / lg(0)]1 dt
a 0 a

S lg()]edt
fa ‘f t |pdt

b q pflq
G Ii(?:pjg (d’apres (1)).

:>/\0p+q

Ainsi, ¢’ ne s’annule qu’en un unique Ag, et les limites de 1)’ en 0 et +o0o permettent de déduire
que ¢ admet un minimum global en Ag. De plus :

=3 (§e)” Lroras (5)” [
—;(/abg(t)th>l/q<Lb|f<t>|Pdt) /p+;</ab| |th> (/ 7t pdt)

G+:) (/ 98 |th>l/q (/ﬂbu(t)v’dt)w

( |th> " ( / b If(t)l”dt> v

En utilisant le résultat de la question a), on peut conclure que

b 1/p b 1/q
ts( / If(t)pdt> ( / |g<t>|th> |

8.3 Intégrale fonction de sa borne supérieure

/p

Vt € [a, b],

EXERCICE 232 ((@)) Par Alexandre

Soient f une fonction continue de Ry dans R, G la fonction de Ry dans R définie par G(0) =

f(0) et e
vreR,, Ga)= /0 FO)dt

1. Montrer que G est dérivable sur R, donner une expression de G’'(x) pour = € R.

2. Montrer que G est continue en 0. On pourra reconnaitre en G(z) un taux d’accroissement

1. lafonction x € Ry — fo t)dt € R est dérivable sur R+ et de dérivée f d’apres le Théoréme
fondamental de 'analyse, et la fonction x € Ry — 5 € R est usuellement dérivable sur R
et de dérivée la fonction x € Ry — —gﬂ% € R. Donc leur produit, GG, est bien dérivable sur
R4. En outre,

Ve eRy, G'(z)= Jl@) %/ f(t)dt  (dérivée d'un produit)
xZ €T 0
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2. En notant F' la fonction z € Ry — [ f(t)dt € R, F est dérivable de dérivée f (Théoréme
fondamental de I’analyse) et F(0) = 0. En outre,

F(x) - F(0)

Ve e Ry, G(z)= ~—0

ce qui correspond au taux d’accroissement de F' entre 0 et x. Par définition du nombre
dérivée :

G(z) — f(0) = G(0)

x—0

donc G est bien continue en 0 d’aprés la caractérisation séquentielle de la dérivée.

EXERCICE 233 ((2)) par Léo

Soient f une fonction continue de 'intervalle I de R dans R, u et v deux fonctions dérivables
définies sur un intervalle J & valeurs dans 'intervalle I. Calculer la dérivée de la fonction G
définie sur J par :

Vo e J, G(m):/ F()dt

On notera que, si F' est une primitive de f, alors

Ve e d, G(z)=F(v(z))— F(u(z))

On a G'(z) = v'(z) - F'(v(z)) — v (z) - F'(u(x)). Or puisque F est une primitive de f, on a
F'(z) = f(x), donc finalement :

G'(2) = v'(2)f(v(z)) — v (@) f (u(z))

EXERCICE 234 ((@)) Par Lancelot

Montrer que

a0
Vo € R, / n) 4 = 0.

On pose,

x 1 x
Ve e Ry, G(x) ::/1/ 1Iiétt)2dt et VrecRY, F(x):/o

Ainsi,

Ve e Ry, G(x)=F(x)—F(1/x).
On va montrer que G est constante. Par définition, F' est une primitive de la fonction ¢t — ﬁ(g,
In(z)
142"

Par somme et composée, G est

donc F' est dérivable sur R} et de dérivée la fonction x —
dérivable, et on calcule :
In(z) 1 In(l/z) _ In(z) In(z)

1
R* U :F/ F/ 1 — = — = U.
vz €RL, Gz) (x)—'_xz (1/z) 1+22  221+1/22 1422 1+22 :

Donc G est constante. En particulier :

1 In(t)
1+ ¢2

VxeR—+*,G(x):G(1):/ —0. =

ce qu’il fallait montrer.
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EXERCICE 235 ((@)) Par Lancelot
Pour x € RT, on pose :

1. Etudier les variations de f sur RT.

2. Montrer que

2

Vz e R, 0< f(z) <me ™.

En déduire la limite de f en 400

1. On pose :
x 2
Ve e Ry, g(x) ::/ e ' dt,
0

de sorte que :
Ve e Ry, f(z)=g(2z) —g(z).

Observons que g est une primitive2de la fonction ¢ — e~t". Par conséquent g est dérivable
et de dérivée la fonction t — e~% . Par suite, f est dérivable car somme de fonction qui le
sont. On calcule alors :

2 2 2

Ve eRy, fl(x)=2¢(2x) —g(z) =24 —e @ =20 ) —e

x

qui est un polynéme en X := e~ *. On étudie donc le signe de :

P(X):=2X* - X = X(2X3 - 1),

qui s’annule naturellement en 0, mais remarquons que {/1/2 est aussi une racine. On se
demande alors si {/1/2 admet un antécédent par la fonction x — e~ Et en effet :

e =/124=2=+/1/3I0(2) ou z=—/1/3In(2).

Notons que la premiére solution obtenue est dans Ry . On déduit finalement que sur [0; 1/1/3 In(2)]
(resp. [v/1/31In(2); +00[) f est positive (resp. négative). Il s’ensuit que f est croissante (resp.
décroissante) sur [0;4/1/31n(2)] (resp. [\/1/31n(2); +o0]).

x

2. Il est clair que la fonction z — e~ * est décroissante et positive sur R;. On fixe alors x € R

pour aboutir a l'inégalité :

2 2

V€ [x;2z], 0<e™ <e ™.

Puis par monotonie de I'intégrale il vient que :
2 2 2 2 2 2
0 S/ e dt S/ e =[te™ |3 =ze .
T x

2
Observons que xze~* tend vers 0 lorsque x tend vers +oc0. En vertu du Théoréme de conver-
gence par encadrement, on déduit que :

2z
/ i p—

r—r+00

EXERCICE 236 (@) ) Par Jean
Pour z € R*, on pose :

2zt
f(x):/ %dt.

1. Etudier les variations de f sur chacun des deuz intervalles RT* et R™*
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2. Montrer que
vz € R**, f(z) > %

En déduire la limite de f en 4o00.
3. Montrer, a laide d’un encadrement, que f(x) tend vers 0 lorsque z tend vers —oo.

4. Trouver une constante C' > 0 telle que

vt e [-1,1], | -1 < Ct.

5. Déduire de d) la limite de f en 0.

2)

Soit G la fonction définie sur RT* et R™* par :

@) ==
Or,
2x t
Va €] — 00;0[U]0; +00], f(x) = / —dt = G(2z) — G(x)
Ainsi, 2 2
fiw) =26/ (2) - Gy = S - =

Pour z € RT* :
f() est du signe de €2* —e®. Or, di 4 la stricte croissance de la fonction exponentielle 2% —e* > 0.
f est donc strictement croissante sur RT*.

Pour z e R7* :
e?* — e* < 0 donc f'(z) > 0.
f est donc strictement croissante sur R™*.

b)
Pour z € Rt* :
r<t<2w
donce® < et < 2
e et 62:v
donc — < — < —
t t t

/ ?dt = [e” - In(|t])]?* = e In(22) — e“ In(z) = €* In(2)

Donc :

x

flz)>e"In(2) > = -¢

1
-2
eZL’
Par comparaison avec —, on en déduit que f(z) — +oo.
2 r—r+o0
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)

Pour z e R™* :

x>t>2x
donce® > et > e2*
ex et 6290
donc — < — < —
t t t
Donc :
2z o 2z 2z
/ Tt > f(z) > / i
Or :
2x ew
/ —dt = €e"1n(2)
s U
Et :
2z 62m
/ —dt = [ - In(]t])]2* = €** In(2)
Ainsi :

e”In(2) > f(x) > e** In(2)

On en déduit, d’aprés le théoréme d’encadrement, que f(z) — 0.
T——00

d)

On suppose qu’il existe C > 0 tel que présenté dans 1’énoncé :

€ [~1;1], donc C > CJt| > |e' — 1|

Soit k:ax — |e* —1] :
Va €]0;1], k'(z) = €”, k est donc strictement croissante sur]0; 1]

Vz €] — 1;0], k' (x) = —e”, k est donc strictement décroissante sur] — 1; 0]

Or, k(—1)=1—e—1:e;1, k(1) =e—1, k(0)=0

Onadonce—1>et —1.
Prenons C = e — 1.

Soit h:x — (e—1)|z| —e® 4+ 1:
Vo €] — 10,k () =1—e—¢"
Vz €]0; 1],k () = e —e” — 1
, z >0 z >0
h<x)>0©{ez < e—1 <:>{.73 < In(e—1)

h'(z) <0<z e[-1;0[U]ln(e — 1);1]
h(0) =0 et h(1) =0
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x -1 0 In(e — 1) 1

Donc h(x) > 0, pour z € [—1;1], donc (e — 1)[t] > |e* — 1].

(Remarque. Cette inégalité rappelle fortement le théoréme des inégalités des accroissements finis
appliqué a la fonction exponentielle : On a donc C' > e® qui implique |e* — €°| < C|t — 0. Ainsi,
C' > e. Pour la résolution de la prochaine question, le choix de C importe peu donc C' = e convient
également)

(Remarque. : On pourrait aussi résoudre cette question en étudiant la position relative de la
courbe représentative de la fonction k et de ses tangentes, grace a la convexité. (Avec k(x) =
1—e® sur [-1;0] et k(z) =" —1 sur [0;1]))

e)

Pour z €]0;0,5] et ¢t € [0;1] :
D’aprés la question b) :
f(@) > e ()

Or, d’aprés la question d) :
(e—Dt>e'—1

Donc :

gt < 1 +e— 1

t — c
Donc : )

f(z) < / (= +e+1)dt
Or,
2x 1
/ (; +e+1)dt =[(e — D)t +1n(2)]2* = z(e — 1) +In(2)

Ainsi,

e’In(2) < f(z) <z(e—1)+1n(2)

Donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, f(x) oo In(2)
z—0, x>

Pour z € [-1;0] et t € [-1;0] :
D’aprés un raisonnement analogue a celui de la question b) :

f(z) < e®In(2)

Or:
(e = Dt] = le’ — 1]
Donc :
—(e—1)t > —(e" — 1) (car e — 1 < 0 pour t < 0)

Donc :

et < 14 1

<o z

t t
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Donc :
211 1
f@)= [ (G e
Ainsi :

e®In(2) > f(z) > z(e — 1) +1n(2)

Donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, f(x) — In(2)
z—0, <0

8.4 L’intégration par parties

EXERCICE 237 (D)) par Loise
/ £n(t)dt, / (In(t))2dt.
1 1

x
Calculons / t21n(t)dt. On pose ici, pour tout ¢ dans R+ :
1

Calculer, pour x € R**,

u(t) =In(t) et v(t):%t?’.

Il vient :

Les conditions de dérivabilité et de continuité des fonctions sont vérifiées sur 'intervalle d’étude.
L’intégration par parties donne :

/t2ln(t)dt: 11n(zt)t3 7/ Leg.
1 3 1 1 3

On a

Soit

Calculons / (In(t))?dt. On pose ici, pour tout ¢ dans R** :
1

u(t) = (In(t))? et o(t) =t

Il vient :
li 2 /
u'(t) = 7 In(t), o' (t)=1

Les conditions de dérivabilité et de continuité des fonctions sont vérifiées sur 'intervalle d’étude.
L’intégration par partie donne :

/1 " (in(t))2dt = [t(1n())*]” /1 " oln(t)dt.

[t(In(t))?]] = 2(In(x))?, /11 2In(t)dt = 2 [tIn(t) — )] = 2zIn(x) — 2z + 2.

Remarque. On suppose connu 'expression d’une primitive de In(x) ou on se reportera a U'inté-
gration par parties de 'exemple 2. Soit

/j (In(t))2dt = z(In(x))? — 2z In(z) 4 22 — 2.
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EXERCICE 238 ((2)) Par Lancelot

Calculer, pour n € Net x € R,

/ t" In(t)dt.
1

La fonction ¢t — t"1In(¢) est continument dérivable car produit de fonctions qui le sont. Une
intégration par parties donne :

x n+1 x x
/ t"ln(z) = [t ln(t)] _ / t"dx
1 n+1 1 n+1 1
[t"“ ln(t)r 1 [t"“ ]‘
1 1

n+1 Cn+1|n+1
™ n(z) 2" +1 (n+ 12" n(z) — 2"t 41
n+1 (n+1)2 (n+1)2 ’

EXERCICE 239 ((2) ) Par Lancelot
Calculer :

x
/ t2 sin(t)dt.
0

Plus généralement, donner une méthode permettant de calculer les primitives de fonctions de
la forme x +— p(z) sin(z) ou z — p(x) cos(z) ou p est un polynodme.

La fonction ¢ + t?sin(t) est continument dérivable car produit de fonctions qui le sont. Une
intégration par partie donne que :

/ t?sin(t)dt = [t cos(t)]& —l—/ 2t cos(t)dt = —a? cos(x) + / 2t cos(t)dt.
0 0 0

Il nous reste a calculer I'intégrale [ 2¢ cos(t)dt. Observons que la fonction ¢ — 2t cos(t) est conti-
nument dérivable car produit de fonctions qui le sont. Une intégration par parties fournit que :

/I 2t cos(t)dt = [2tsin(t)]§ — 2 /x = 2z sin(z) + 2 cos(x) — 2.
0 0

Au final : "
/ t?sin(t)dt = —2° cos(z) + 2z sin(z) + 2 cos(z) — 2.
0
De maniére général, pour calculer les primitives de fonctions de la forme x — p(x)sin(z) ou z —

p(zx) cos(z) ol p est un polyndme, en supposant que p est de degré n, il faut intégrer successivement
par parties n fois.

EXERCICE 240 ((2)) Par Lancelot

Calculer :

T xT
/ te'dt, / t2et.
0 0

Remarquons que la fonction ¢ — te! est continfiment dérivable en tant que produit de fonctions
qui le sont. Une intégration par parties fournit alors que :

/ te'dt = [te']t — / eldt = ze®e” +1 = (z — 1)e® + 1.
0 0

De méme, remarquons que la fonction ¢ — t?e? est contintiment dérivable en tant que produit de
fonctions qui le son. En utilisant une intégration par parties on obtient que :

T xT
/ t2etdt = [t?e!]t — 2/ teldt,
0 0
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ce qui est, grace a 'intégrale déja calculée :
z?e” —2(x —1)e® —2=¢e"(2? — 20 +2) — 2.

On comprend alors que pour intégrer les fonctions de la forme z — p(z)e®, avec p un polynoéme
de degré n, on intégre n fois par parties en dérivant le polynoéme.

EXERCICE 241 ((2)) par Loise

Calculer, si a et b sont deux réels non nuls et x un réel :

f@) = /0 " et cos(bt)dt.

On intégrera successivement deux fois par parties.

T
Dans toute la résolution de l’exercice, a et b sont deux réels non nuls. Calculons / e cos(bt)dt.
0

On pose ici, pour tout ¢t dans R :

u(t) = cos(bt) et w(t)= ée”t.

Il vient :

u'(t) = —sin(bt), V() = ™.
Les conditions de dérivabilité et de continuité des fonctions sont vérifiées sur 'intervalle d’étude.
L’intégration par parties donne :

x

/ e cos(bt)dt = [e“t cos(bt)] - / - sin(bt)éeatdt.
0 a 0 a

0

Par linéarité de 'intégrale :

€T

/ e cos(bt)dt = [e“t cos(bt)] + - / sin(bt)e* dt.
0 a a Jo

0
Pour une nouvelle intégration par parties, on pose pour tout ¢ dans R :
: 1 at
g(t) =sin(bt) et h(t) = —e*.
a

Il vient :

g'(t) = bcos(bt), Hh(t) = e

Les conditions de dérivabilité et de continuité des fonctions sont vérifiées sur 'intervalle d’étude.
La seconde intégration par parties donne :

a a

/ sin(bt)e™dt = { sin(bt)e‘”] f/ — cos(bt)edt.
0 0 0
Ainsi, on en déduit pour le calcul de f(z) :

1 .. 1 b ww VP
f(z) = P cos(bx) — o + o sin(bx)e™ — ;f(x)
D’ou :
b? e cos(bx) — 1

(1+5)f(@) =

Apres simplification du membre de droite :

+a—251n(bx)e .

b? ae®® cos(bx) — a + be®* sin(bx)

(1+ ) f(@) = 2

Ainsi :
e (acos(bx) + bsin(bx)) — a
a? + b2 '

fz) =
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EXERCICE 242 (@) Par Lancelot

Pour p et ¢ dans N*, on pose

1
Blpa) = [ a1 0)
0

1. On suppose que ¢ > p > 1. Exprimer B(p, q) en fonction de B(p — 1,q+ 1), p et q.
2. Exprimer B(p, q), en fonction de p et ¢, d’abord si ¢ > p, puis si g < p.

1. La fonction 2 — 2P~!(1 — 2)97! est continument dérivable, car produit de fonctions qui le
sont. Une intégration par partie donne alors que :

1 1
/ P72 (1 — z)%dx
q 0

! 1
1— )4

B(p, q) :/ 2?1 = 2)7 e = {zpl( ) } P

0 q o

p—1
=——B(p—-1,q+1).
q
2. On répétant des intégrations par parties, on obtient que :

(p— (g —1)!

B(p.q) = ETE -B(Lp+q—1).

Il reste a calculer :

1— m)Pﬂl]l 1

1
- (
B(l,p+q—-1 :/ 1— x)Pta 2dac[ ,
( ) 0( ) ptqg—1 [,pt+qg—1

soit finalement que :
(p—1'(g—1)!
(p+q—1)
Remarquons que le role joué par chacune des variables est identique. Par conséquent aucune
des conditions p > ¢ > 1 ou ¢ > p > 1 n’a d’influence sur le résultat.

B(p,q) =

Remarque. L’intégrale étudiée ici peut se définir comme une fonction. Cette derniére est dénom-
mée fonction béta d’Euler. Remarquons que pour p et ¢ dans N* :

1 (p+qg—-1)! _<p+q—1)_(p+q—1>
B(p,q)  (p—Dig—1) p—1 g—1 )’
ce qui permet une généralisation des coefficients binomiaux lorsque p et ¢ cessent d’étre des entiers.

Le lecteur curieux pourra se renseigner sur la fonction Gamma d’Euler qui produit une générali-
sation similaire pour la factorielle.

EXERCICE 243 (@) par Léo

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une application définie sur [a;b], & valeurs réelles,
dérivable et & dérivée continue. Pour A dans R™*, démontrer :

/ " F(t) sin(\) di

b
<§an+mm+[uwm@

En déduire que

/ " F@)sinM) dE s 0

A—+oo
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En intégrant par parties, on a :

b
/ ’ F(t)sin(xt) dt :H—‘W} +§. ( / ' (1) cos(\t) dt>|

{_ cos(At))\ : f(t)r

a

1 b
1 (/ 1 (t) cos(At) dt) ‘ par inégalité triangulaire

)

b
. <|f(a) cos(Aa)| + |£(b) cos(AD)| + / |/ (t) cos(At)] dt> par inégalité triangulaire

/ " f(t) sin(w) di| < +

N
> =

b b
/ f(t)sin(\t) dt . <|f(b) cos(Ab) — f(a) cos(\a)| + / I'(t) cos(At) dt

N
> =

/b F(t) sin(At) dt

> =

b b
/ f(#)sin(At) di| < < (If(a)|+|f(b)l+/ If'(t)ldt> car [cos(t)] < 1
De plus, une valeur absolue étant toujours positive, on a ’encadrement :

/ ! F@)sin() di

0<

b
<3 <|f(a>| e+ | If’(t)ldt>

1 b
Enfin, puisque 3 <|f(a)| +|£(0)] +/ |f'(t)] dt) N 0, d’aprés le théoréme des gendarmes :
a — 400

/ " F(t)sin(p) di 0

—+00

8.5 Suites d’intégrales

EXERCICE 244 ((2)) par Wéline

Soit f une fonction continue dans [0;1] dans R*. Pour n € N, on pose :

1
I = /0 F(8) % £t

Déterminer le signe de I,, puis le sens de variation de la suite (1,,),,~-

D’aprés I’énoncé, on sait que f(¢) est positif et que ¢ aussi donc pour tout ¢ de [0; 1] et pour tout
ndeRt, ona:
0< f(t) xt"

1 1
= / 0dt < / ft) x t"de
0 0

<:>[0](1)§In
—0-0<1,

~—0<1I,

On peut donc en conclure que (I,,), -, est positif.
On cherche ensuite le sens de variation de la suite (I,,),,+,-

1 1
Liyi—IL,= | f(t) xt""tdt —/ ft) x t"dt
0 0

1
s Ty — I = / F(E) % 71— F(t) x £ dt
0
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1
<:>1n+1—1n=/ " F() (E— 1) dt
0

Pour trouver le sens de variation de la suite on cherche donc le signe de la différence d’un terme
avec le terme précédent. On sait que ¢ € [0; 1], donc :

t—1<0

= t"x ft)(t—-1)<0

<:>/0 t”xf(t)(t—l)dtg/ 0dt

0

c)/olt”xf(t)(t—l)dtgo

Ce qui nous permet de déduire :
In+1 - In S 0
InJrl S In

Finalement, on peut conclure que (In)nZO est une suite décroissante.

EXERCICE 245 (@) par Wéline

Soit f une fonction continue de [0; 1] dans R. Pour tout n € N, on pose :

1
I, = /0 Fyndt

. On admet qu’il existe M € RT tel que
vie[0;1], [f(t) <M

Majorer |I,,| et montrer que la suite (I,,),,~, converge vers 0.

D’aprés I’énoncer, on peut dire que :

)] xt" <M xt"
Comme t" est positif, on a que t" = |t"|, donc :

[fF@] x [t"] < M x t"

—|f(t) xt"| <M xt"

D’aprés les propriétés de I'intégrale :

1 1
t)xt”dt’</ |f(t)><t"|dt§/ M x t"dt
0 0

1
g/ M x t"dt
0

1
1| < / M x t"dt
0

On peut donc déduire que :

x t"dt

On a trouvé un majorant de la suite (I,,)n>0. Maintenant déterminons sa limite. Pour cela nous
allons commencer par développer le majorant.

M x 17!
/Mxt"dt i
n—i—l 0
M x 1™t M x ontl
n-+1 n+1

1
<:>/ M x t"dt =
0
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1
<:>/ M x t"dt =
0

n+1
Donc :
) M
lim =0
n—4oo \ n + 1
Comme |I,| est positif :
lim (|7,]) =0
n—-+o0o
On peut donc en déduire que :
lim (I,,)=0
n—-+oo

EXERCICE 246 (@) ) Par Lancelot, Adrien R

1 nt
In:/ S
o 1+e
1. Calculer I.

2. Déterminer le minimum de 17 pour ¢ € [0,1]. En déduire une minoration de I, et la
limite de (I,)n>0-

Pour n € N, on pose

Pour n € N, calculer I,, + I}, 11.
Calculer I et I5.

Montrer que la suite (I,,),>0 est croissante.

S ke w

Déduire des questions 3. et 5. la limite de la suite (ne™"I,,)n>0.

1. On calcule :

1 t
_ e _ ; 1 e+1
Il—/o 1+€tdt—[ln(e +1)]0—ln< 5 >

2. Remarquons que la fonction ¢t —— ﬁ est strictement décroissante sur [0;1] car compo-

sée d’une fonction strictement croissante sur [0;1] (fonction ¢ — e’ 4+ 1) par une fonction
strictement décroissante sur [0;1] (fonction inverse). Par conséquent on a que :

1 1
> .
1+et " 1+4e

vt € [0; 1],

Il s’ensuit alors que, pour n € N,

1 nt 1
1
/e—dtz—/ et =
0o 1+et +e /o

I > e —1 .
“n(l+e)

Remarquons que par croissance comparée,

1 [e™ 1_ e" —1
l4e|ln ], n(l+e)

c’est a dire :

e —1

n(l + e) n—+o0

+00.

Par le Théoréme de comparaison, on déduit alors que :

I, — +o0.
n—-+oo

3. Soit n € N*. On calcule :

1 nt 1 (n+1)t 1 nt (n41)t 1 nt 1 ¢
I+ 141 = / eidt + / € dt = / Ldt — / wdt7
o 1+e o 1l+et 0 1+ et 0 1+ et

ce qui est :




Soit finalement que :
e —1

Vn €N, In+Ins1 =

(Le cas m = 0 est particulier et traité a la question suivante)

1 1 t 1 t 1

dt e 1+e
Ip+1; = —_— —dt = dt = dt =1,
ot /0 1+et+/0 1+et /0 1+ et /0

e+1 2 2e
Ip=1-1,=1-1 =1 n{ —=—1) = ]
o=t-ni=tom () n e (5) < ()

En utilisant la formule obtenue & la question précédente, on a que :

. On calcule :

donc :

Il+12:6—1

donc :

e+1 e+1 2
I,=¢ Ii=e n( 5 ) e —1In(e) n( 5 ) e+ n(e(6+1))

. Remarquons que :

vt €[0;1], 1<e,
d’ott il suit que pour tout n € N,
Vi e [0;1], e™ < et

c’est a dire que pour tout n € N,

nt e(nJrl)t

vte [0;1], —— < ——
6[7]7 1+et_1+et?

et en utilisant la monotonie de I'intégrale, pour tout n € N,

1 nt 1 (n+1)t
/ C < / c dt
o l+et o l+et

donc pour tout n € N, on a que I,, < I,,41, donc la suite (I,)n>0 est croissante.

. On pose (u,) la suite définie par :
Vn € N, u, =ne "I,

n

On sait que pour tout n € N, I, + I, 11 = donc ne™ "I, +ne "I,11 =1—e ™. Ainsi,

pour tout entier naturel n,
en

Up=1—e"—ne "1 =1—e"— o (n+ 1)67("+1)In+1 =1—e"—

en
n+1

Un+1

Par ailleurs, on a établi dans la question 2. que pour tout entier naturel n,

S e —1
"= n(l+e)
Donc
1—e™™

YneN, wu,>———
1+e

On a donc pour tout n € N :

1—e™ en < n
—_—+ ——u u
1+e n+1 ntl =T n+1

n

Un+1 S 1—e”

Donc pour tout n € N :

1 n+1
<(l—-e™)|(1-
UHH_( € )( 1—|—6) en
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On a enfin pour tout n € N :

Lot (et )
l+e — "H= (I+e)n

1
(un+1) est encadré par deux suites qui convergent vers T donc d’apres le théoréme d’en-
e

cadrement (u,41) converge vers . La limite de (ne "1I,) est donc .

e’ +e

EXERCICE 247 (@) Par Lancelot, Adrien R

Pour n € N*, on pose
I, = / (In(t))"dt.
1
1. Calculer I;.

2. Si n € N*, déterminer le signe de I,,.
3. Montrer que

VneN*, I,y1=e—(n+1)L,.
4. Déduire des questions b. et c. la limite de la suite (I,)n>1.
5. Montrer que la suite (I,,),>1 est décroissante

6. Déterminer la limite de la suite (nl,),>1. On pourra déduire des questions précédentes
un encadrement judicieux de I,,.

1. On calcule :

L= / m(8)dt = [tIn(t) — S = 1
1
2. Remarquons que :
Vn € N*, Vt € [0;e], In(t)" >0,
par positivité de I'intégrale, on déduit que la suite (I,,),>1 est positive.

3. Soit n € N*, observons que :
I, :/ 1 x (In(¢))"dt,
1

dont il est clair que les facteurs que forment l'intégrande sont continument dérivable. Une
intégration par partie donne que :

Iy =1t ln(t)”'H]T —(n+ 1), =e—1I,,

ce qu'il fallait obtenir.
4. On a par positivité que :
Vn € N*a In+1 > Oa
soit que :
VneN*, e—(n+1)I, >0,
c’est a dire : .
YneN', ——>1,>0.
n+1
Remarquons que lim,,, 1 555 = 0, le Théoréme de convergence par encadrement permet
de conclure que :
lim I, =0.
n—-+oo
5. Observons que :
Vit e [lye], 0<In(t) <1,
d’ou il suit que pour tout entier n € N* :
vt € [1e], (In(t))" ™ < (In(t)™,

et par monotonie de I'intégrale (comme l’exercice précédent), on déduit que la suite (I,)n>1
est décroissante.

172



6. Pour tout entier naturel n, 0 < I,,41 < I, donc 0 <e— (n+ 1)1, < I, donc :

(TL + I)In <e< (Tl + Q)In

e e ne
Par conséquent, —— < I, < alors, <nl, <

d n+2 - " " n+l n+2 - "=
d’encadrement dit "des gendarmes", on obtient la limite recherchée :

6 . . ~ 2 ~
1 ainsi, d’aprés le théoréme

nl, —— e

n— oo

8.6 Complément : intégrales de Wallis

EXERCICE 248 (@) ) par Mathieu

a) Montrer, pour n dans N :
Wn+1 S Wn

b) En utilisant la relation de récurrence obtenue dans 'exemple 3 ci-dessus, déduire de a) :

n+1
n+2

Wn S Wn+1-

Wn+1

¢) Déterminer la limite de lorsque n tend vers +oo

n

d) Conclure que :

2.4.6.....(2k) 2)( 1 ™
3.5.7....(2k — 1) 2% + 1 kotoo 2

puis que :

ﬁ 1—L —>get ueﬁ 1-— 1 T
2 ) notoo 70 4 2k +1)2) notoo 4

k=1 k=1

a) Pour n dans N, on a :
/2 /2
Woi1 — Wy, = / cos" T (t) dt — / cos™(t) dt
0 0
w/2
- / cos™ (#) (cos(t) — 1) dt
0

Sur [0; g], cos(t) > 0 donc cos™(t) > 0. De plus, pour tout réel ¢, cos(t) < 1, soit cos(t) —1 < 0.
On en déduit que sur [0; E], cos™(t)(cos(t) — 1) < 0. On trouve ainsi par passage a l'intégrale
de l'inégalité que W,11 — W,, <0.

b) D’apres le résultat de la question a), pour tout entier naturel n, W, 1o < W, 1.

n+1 n+1
Or, W, = Wy. D —Wn < Wy
b R one n+2 +

n+1
¢) On déduit 'encadrement suivant des résultats précédents : %Wn < Wipyr < W,. Ayant
n

pour tout entier naturel n, W, > 0, on peut donc diviser les membres de l'inégalité par W,.

On a alors : LW
ntl o Ben oy
n+2- W, —
Puisque ——— 1, on peut conclure par le théoréme des gendarmes que

n-+2 n—+oo
Wn+1

Wn n—-+oo
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d) i) On a:

Wok1 2.4.6.....(2k) L 246...(2k) 2
Wor  357...2k—1)(2k+1) " 357...2k—1) " 7
Soit : )
z % W2k+1 - 246(2k‘) 1
27 Wy \3.5.7..(2k—1) 2k + 1
Or Wars1 ——— 1, donc :

ng k——+o00

2.4.6.....(2k) 2>< 1 ™
3.5.7...(2k—1) 2k 4+1 kotoo 2°

mok—1 2%k
ii) Puisque Wy, = H % I et Wopy1 = H ———, on a alors :
k

o 7 Lok 41
Wont1 11 2k x 2k 2
Wan 1;[1 Qk+ D)2k —1) "7

T Wongr 1y 4K
= 27 T, _1;[4#*1
— 2 y Wan moak? —1

™ W2n+1 o el 4k‘2

Ayant par inverse —— 1, on peut conclure que :

2n+1 n—-+4oo
ﬁ oLy, 2
4k‘2 n—-+oo 71"

n

2k
iii) D’une part W, 11 = H CTEE et d’autre part :

C@n—-1@2n-3)x..x3x1 7
Won = 5o —2) x o xdxa <2
_(2n+1)(2n—1)(2n—3) x3
- (2n+2)(2n)(2n—2)><...><4 47 2n+1

ﬁ 2k +1 5X2n+2
P 2k +2 4 2n+1

D’ou : .
Want1 _ 11 <2k>< (2k+2)) L4 il
Wan P (2k +1)2 T 2n4+2
C’est-a-dire .,
3><2"+2><W2”+1:H 2k x (2k+2)\
4 2n+1 Wan P (2k +1)2
On remarque ue2kx(2k+2>—(2k+1)2_1— —L
AN T2 T T @kr12 0 k2

W2n+1 o 2n + 2
Wy, n—+oo 2n+1 n—+oo

ﬁ( 2k;+1) > n—+oo %

k=1

1. On peut donc finalement conclure que
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EXERCICE 249 (@) par Mathieu

Déduire de I'exercice précédent la relation

2n
) 1

\/ﬁ 4" n—+oo ﬁ

2n
Commencons par noter que =
n

Notons également que

2n—1)2n—-3)x..x3x1
Wan = X =
(2n)(2n —2) X ... x 4 x 2 2

~(2n)(2n—1)(2n —2)(2n —3) x .. x 3 x2x 1 o
B (2n)2(2n — 2)2 x ... x 42 x 22 2
|
_ (2n)! T
4n x (nh)2 2
4n 12
Et de maniére analogue, W, 11 = m De 1a, il vient que

W2n+1 o 4™ x (n')2 % 4" x (?’L')2 % g
Won — (2n+1)! (2n)! T’

que ’'on peut écrire

Wgn_;,_l 4™ x (TL')2 2 % 2
7 = .
Wan, (2n)! 2n+1
En passant a l'inverse et a la racine (les deux membres de I’égalité étant strictement positifs), on
obtient

L Won,  (2n)! < |+ 1
ﬁ W2n+1 T 4nx (n')2 2’
soit
1| Wa (D) 1

— =1L x 1+ —.
ﬁ W27L+1 4n \/’ﬁ +277,

W
o . De plus, 1—&—%—)1.
2n+41 n—too n—4-o00

) , L

47 n—+oo ﬁ

On sait par composition des limites que

On peut ainsi conclure que

vn

8.7 Complément : développement en série de ’exponentielle

EXERCICE 250 ((2)) par Samy Clementz

Compléter les détails de la preuve du cas = < 0.

Soit £ < 0. On a
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Donc

0 (p_ ym
@) =1 [ E= e

0
— ¢
S/ |£C | etdt
- n!

0 _ n

Tous les facteurs constituant I'intégrande sont positifs ou nuls. De plus e’ < 1 pour ¢ € [z, 0]. Par
conséquent,

0 (4 _ 2\
IRn(x)ls/ %dt
1t —a) o
_ﬁ[ n—+1 ]
_ (!
~ (n+ 1)
_ et

x

(n+ 1)

tendant vers 0 quand n tend vers I'infini.

EXERCICE 251 ((@)) par Daniel

Pour n € N on pose

a) Pour n € N, justifier 'encadrement :

0<e—un<m

b) On raisonne par I'absurde et on suppose e rationnel. On peut donc écrire :

e=—, (p,q)EN*Q.

Vérifier que, pour n > ¢, le réel
nl(e — uy)

e
est un entier appartenant a ]0, S { Obtenir alors une contradiction.
n

+1

a) On part de la propriété

1
1—-t)"
Soit e — u,, = / %et dt. La fonction exponnentielle est majorée par e sur [0,1] et
0

Vvt e [0,1], 0 < (1 —¢)".
_\n _\n
0< A-t)" . < (1-1)
n! n!

On a donc V¢ € [0, 1], e.
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. . (& N L.
En intégrant, cela devient 0 < e — u,, < m On peut méme écrire 0 < e — u, <
n !

1—)" 1-6)"
( ) et est différent de 0 et de ( )
n! n!

(n+1)!
car

il existe des valeurs de ¢ telles que e.

b) L’inégalité ci-dessus est équivalente & 0 < nl(e — uy) < L, soit 0 < n! (£ — Up | < c
n+1 q n+1
d’aprés 'hypothése de la question.

Pour n > ¢, g|n! et Yk € [0;n], k!|n! donc nlu, est un entier. Donc n!(e —wu,) est un entier. On

a donc, pour tout n supérieur & g, un entier appartenant a } 0, —— [, ce qui est impossible.
n

+1

EXERCICE 252 (@) ) par Daniel

Soit f une fonction de R dans R admettant des dérivées de tous ordres. Montrer que, pour n
dans N, on a :

VeeR, f(z)= Zn: /0 0) z* + / ’ M FOHD () dt.
0 !

k! n
k=0

" ofk) T ()P
On note P, la propriété Ve € R,  f(z) = 20 AT / %f("ﬂ)(t) dt.
O .

On raisonne par récurrence.
T
Pour n = 0, expression vaut f(0) + / f(t)dt = f(x). Donc Py est vraie.
0

Supposons P,, vraie, c’est-a-dire

VeeR, f(z)= zn: /00) z* + / ' M FOH (1) dt. (2)

k' 0 n

Posons, pour ¢t dans R,

—(!,C — t)n+1 n
ut)= = e = £
On a alors, pour ¢ dans R,
wi =TT = o),

D’aprés la formule de I'intégration par parties, on a donc

/"” @ =" ) g {_(ﬂﬁ_t)"“f(nm(t)} T /z @ =" ) gy g
0 0 0

n! (n+1)! (n+1)!
_ xn—‘—l n+1 ‘ (Jf B t)n+1 n-+2
= 0+ [ e g (3)

En combinant (1) et (2), on obtient bien

ntl e(k) O
fz) = Z ! (O)xk —I—/O ((nj)l)!f(n-ﬂ)(t) dt,

c’est-a-dire P11
Remarque. Ce résultat sera redémontré en sup

EXERCICE 253 (@) ) par Antoine
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a) Montrer que, pour t € R\{—1},

b) En déduire que

o~

k=0

¢) Montrer que

L gntl 1
og/ dt < .
o 1+1 n+ 2

d) Conclure :

e) Plus généralement, montrer que, si 0 < z < 1, alors

k: k+1

k=0
i 1)kgkt1
= k +1

f) Etendre ce résultat au cas —1 < x < 0.

. _]')k n !
PN ORI /0 1+t

Z k: 1 — In(1 + x).

Donner une estimation de la "vitesse de convergence", c’est-a dire de l'erreur :

REEIELED S

k=0 k=0

D’ou par la formule des sommes géométriques, on a :

0

n 1— tn-i—l 1 (_1>7z+1tn+1 1 ( 1>ntn+1
Z(_t = — _ +
P 1+¢ 141t 1+¢ 1+t 1+¢
b) On intégre entre 0 et 1 ’égalité précédente :
1 n n 1 n k k n k
(=" (=09 (=1
> (—t)kdt = Z/ (—t)Fdt=>" - =>
0 k=0 k=070 k:0k+1 kt1 k:0k+1
et
— 1) — In(1 =1 .
/,1+t& In(1+1) —In(1+0) =In(2)
De plus,
1 nin+1 1 in+1
—1)"t t
/ EDM = (C1yn / dr.
0 1+¢ o 1+t
D’out
" (-1 / e [P0 / (-1t /
= —t)*dt = -+ —— =1n(2) + (—-1)" x
kzzok;—&-l 0];)( ) o 1+t 0 1+¢ 2)+(=1)
c)

n+1

1
0<— <1 = Vte[0,1, 0<
1+t 1+
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1 .
n+2°

L gntl 1
OS/ < .
o 1+t " n+2

——— 0, alors par le théoréme des gendarmes,

n—+2 n—o+oo
1 tn+1
(—1)"/ — 0
o 1+t n=+too

n (_1)k 1 thrl
Sachant que Z =1In(2) 4+ (-1)" x / ——dt, on en conclut que
0

1
D’ou en intégrant, sachant que / tntl =
0

d) Comme

Lkt 1+t

E

—~

> —1) ——— In(2).
P E+1 n—otoo

e) On repart de la question a) et on refait les question b) et ¢), mais en intégrant cette fois entre
0 et x. On obtient :

n (_1)kmk+1

0:1] (1 +2) = QAP ik
Ve € [0;1] |In(1+z)— 7:/ < .
=0 k + 1 0 1 + t n—+ 2
Comme ™12 < 1, on a ’encadrement :
 (—1)kakt? 1
0<|In(1+z)— Z < .
P k+1 n—+ 2

Avec les gendarmes, on conclut que la différence tend vers 0 et donc

i: (—l)kl‘k'H ln(l_;'_x).

P kE+1 n—+o00

f) Si —1 < 2 < 0 on reprend le raisonnement précédent, on intégre entre 0 et z. Pour reproduire
linégalité de la question c¢), on remarque que :

1 1
Vie[—2:0], 0< — < .
€la0, 0= 5 <17

’ 1 /Itn+1dt‘: |x|n+2
L+ Jo (n+2)(1+2)

n (—1)k$k+1 |£C|
1n(1+:r>‘,§ il | S (mr2)(i+a)

Ce qui, par les gendarmes, tend vers 0 et améne a nouveau a 1’égalité voulue.

On majore donc par

On obtient
n+2

EXERCICE 254 (@) ) par Daniel et Octave
a) Montrer que

Vo € } T [ /tan(r) dt
TE|—=, = = .
220 o 1+ 2
En particulier :
T /1 dt
4 Jo 1427
b) Pour n dans N, établir :
"(=1)k 1 42n+2
T _ (-1 + (71)n+1 d
4 2% + 1 o 1+
k=0
¢) Conclure :
~ (-D* ™
% —
P 2k +1 n—+oo 4
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2)

On note :

p— tan(zx) dt
vxe}_?ﬁ[’ f(x)_/o 112

dt
On pose la fonction g : z — fox STy et on remarque que f(x) = g(tan(x)).
Calculons f'(z) : '
1
Vo € }—z z [

2720 1 + tan?(x)

Donc f(z) =z + c avec ¢ € R. Or f(0) = 0 donc f(x) = z. En particulier,

™
/1 dt /tan(4> dt 7ﬁ
o 14+t2  J, 1+12 47

On raisonne par récurrence. Soit P, la propriété a démontrer.

Initialisation.
0 1 2 1 1
— ——dt=1-— 1dt + —dt =
kZZOQkJrl o 1+1¢2 0 0 1+1t2

Ainsi Py est vérifiée.
Hérédité. On fixe n dans N tel que P, soit vraie.

f'(z) = tan’(2)g (tan(z)) = (1 + tan®(z)) ———— =1

t2n+2

n+tl k 1 42n+4 n+tl k 1 ,2n+4 2n+2
1 t 1 t +t
Pn-‘,—l § ( ) ( 1)n+2 dt § ( ) ( 1)n+2
k702k+1 o 1+1t2 k702k+1 0 142

En distribuant, on obtient

:02k:—|—1 1+¢2 2n +3

™
— d’aprés 'hypothése de récurrence

. Donc

1
On remarque que — 224 = —
dued /0 2+ 3

(_1)n+1 n+2 ! 2n+2 n+1 1 1
— +(-1) At = (1) -— =
2n+3 0 2n+3 2n+3
Ainsi,
n (_1)k 1 1 t2n+2 T
1l = -1)" dt = —.
Put1 kz_()2k+1+( ) o 1412 4
2n+2 Int2
Vte[0;1], 0< < P2,
0: 1] 14t T
Donc
£2n+2 1
0< / 5dt < / 224,
Soit

1t2n+2 1
0< at < .
—/0 1+ = 2n+3

Donc par le théoréme des gendarmes,

1 t2n+2
R
0 1 + t n—r—+0o0o

Soit

>1

— (
kZZOQk+1 n—-+00 4
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8.8 Complément : séries

EXERCICE 255 ((@)) Par Lancelot La suite de Fibonacci (F},),>0 est définie en 1.3. Montrer

que
+00 F,

n=0

On reprend les notations du paragraphes 1.3. En utilisant la forme explicite de la suite de Fibonacci,

on obtient que :
n Fk_ 1 n an k n ﬁ k
szﬁ<§(z) ‘%(z))

k=0
Observons alors que «/2 < 1 et /2 > —1, donc les sommes ci-dessus convergent (c.f Exercice 39).

Il en découle que :
FEE-EE)) -5 w
Un rapide calcule donne que a — 8 =+v/5 et (2—a)(2 - 3) = 1. D’ot :

OOFn
227:2

n=0

EXERCICE 256 ((@)) par Ylan

Montrer que, pour tout z €] — 1; 1],

+0  2k+1

1
N :QzL
1—=x k702k+1

Soit x €] — 1; 1], soit V € N. Nous avons :

N 2N
22k+1 2P+l

e
k:02/€+1 p:0p+1

p=2k

S~ (0Pt QS ()P ()t

=2 T T
— Pt 1 o p+1
o~ (CDPertt SN (1 (!
p=0 pt1 p=0 P+l

Nous avons —1 < x < 1, donc on a également —1 < —z < 1, et donc d’apres I'exercice 253 :

R (=1)PgPt1
Z( fa In(1+x) et:
=0 p+1 n—+o00
" (=1)P(—z)P 41
p+1 n—-+oo

p=0

Nous avons donc également :

2N
—1)Pypt1

E (=1)Pz In(1+z) et:

= p+1 N—+o00
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2N

Z (_1)p(_z)p +1 ln(l _ x)

p+1 N—+4oc0

p=0
Par sommation des limites, nous avons donc :
n
22k+1

kzommln(lJrz)fln(lfx) , d’ou :

—+o0
l’2k+1

1+=x
2 2k +1
Py

=In(l14+2z)—In(l —z) ln(1

) et donc :

— T

L) _, et
7‘% -

Vo €] —1;1], ln<
1 k+1
k=0

EXERCICE 257 (@) ) Par Lancelot Pour z € R, établir les formules :

T \n +oo _1\n
cos(z) = Z ( 1>. 2 et sin(z) = ;)(2(71—}-)1)!$2n+1’

n=0

On commence par le cosinus. Observons que cos admet des dérivées de tout ordre et que confor-
mément & l’exercice 147, on montre que :

Vk €N, cos®V(0)=0 et VkeN, cos®)(0)=(-1)".

On utilise alors la formule de Taylor avec reste intégrale de I'exercice 252, en fixant n € N*, pour

obtenir : )
" cos™® (0 "L (—1)k
cos(z) — Z T()[L'k = |cos(z) — Z ((Qk;' z*
poars ! — !

= /z (z(; t))fn cos(Z"H)(t)dt' .
o n)!

Il reste alors & montrer que l'intégrale obtenue tend vers 0. Remarquons que la dérivée 2n + 1-iéme
est un sinus au signe prés qui est borné par 1. Il s’ensuit que :

x _ +)2n T _ +)2n 2n+1
/ (x —1) cos(2n+1) (t)dt| < / (x—1t) dt| < || ,
o (2n)! o (2n)! (2n+1)!
le Théoréme 3 et le Théoréme de convergence par encadrement donnent alors que :

/ow (x(zn?fn cos 1) (t)dt

—0,
n—-+oo

et donc :

Z (_1)kx2k cos(x).

k=0
Pour le sinus, on obtient des égalités similaires pour les dérivées successives :
Vi e N, sin®*t0)=(-1)F et VEkeN, sin®(0)=0.
En effectuant le méme raisonnement, on obtient que :

n _ k
Z ( ( 1) $2k+1 sin(x),

! n oo
= (2k + 1)! —+

ce qui achéve la résolution de ’exercice.

Remarque. Ces deux nouvelles expressions pour cos et sin, combinées a la série entiére de exp
démontrée au début du paragraphe, permettent de démontrer que, pour tout 6 € R,

e’ = cos(0) + isin(8).
En effet, si on place i6 dans la somme partielle de la série de entiére de exp, on doit distinguer le
cas pair et impaire, simplifiant i*. On remarque que 27 = (=1)9 et que 72971 = ()29 = i(—1)*.
En séparant la somme partielle selon la parité de k on obtient alors les sommes partielles des deux
séries obtenues dans ’exercice.
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8.9 Complément : méthodes des rectangles et estimation de sommes

EXERCICE 258 ((2)) par Martin

Déduire de (4) un encadrement du nombre de chiffres de 100!

De (4) on déduit directement I’encadrement suivant :

100 100
—)1%0 < 100! < 100e(— )00
& (&

e(

Or, |loge(129)100] +1 = 158 et [log 100e(122)190| 41 = 160. Par conséquent, 100! comporte entre
158 et 160 chiffres.

EXERCICE 259 (()) par Martin

Soit o dans R**. On pose :

Vn e N*, S, = ik“
k=1

Encadrer S,, par la méthode des rectangles et en déduire que

Sh 1

—
notl nstoo a4+ 1

Soit o dans R**. Posons f : x — z®. f est croissante sur N* car sa dérivée est strictement positive
sur N* (« étant strictement positif). Encadrons alors S, par la méthode des rectangles.
Pour &k dans N* et pour ¢ dans [k, k + 1], on a f(k) < f(t) < f(k+ 1) ce qui implique
k+1
< [ red< fe)
k

En sommant & dans {1,...,n — 1} et aprés réorganisation, on obtient :

/1n f)dt+ f(1) <8, < /1n F)dt + f(n)

Or, F:z ”f:_:ll est une primitive de f. Par conséquent, on a :
ntl + o notl — 1
FO)I" 1)< S, <[F(H)]" — - T <5, <—~4p
P+ £(1) < S S IFOR +£n) = 22 <5< tn

a+1

En divisant les trois membres de I'inégalité par n®**, on obtient finalement :

1 n a < Sh < 1 « + 1
a+1l  (a+1)(notl) —notl —a+1  (a+1)(n>tl) n

Par encadrement, on en déduit le résultat cherché :

Sh N 1
notl notoo 41

EXERCICE 260 (@) ) par Octave

Soit a €]a, +00[. On pose :

"1
VneN, S,=Y —.
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a) Montrer que :

VneN*, S, < -2

a—1

b) Montrer que la suite (S, ),>1 est convergente et que sa limite appartient a 'intervalle
1 «
a—1"a—-1]"

- . . . 1
En utilisant le vocabulaire I'exercice précédent : la série de terme général — converge.
n

¢) En utilisant 'exemple 1 ou une comparaison somme-intégrale, montrer que, si a €]0, 1],

Sp —— +0

n—-+oo

1
a) Soit la fonction f: x +— — . Pour a > 1, la fonction f est décroissante. On a donc
x

1 k+1 1 1
< —dr < —
(k + 1)o /k oS
= 1 "l ~ 1 1
= 7—1</ PN I vy
k=1 L k=1 "
" 1 "1 1
/ —dr+12> —2/ —dr — —
1 « 1 ¢ ne
k=1
1 1 1155 1 1 1
nel(a—1) «a-—1 - ne~l(a—1) a—-1 n°
«a 1 1 1
=S —
a—1 " ne~l(a—-1) a—-1 no
On a donc bien S,, < a
a—1

b) S, est croissante et majorée, on note ¢ sa limite. On remarque que

1 1 0
neHa—1) n® notoo
On a donc
« 1
>0> .
a—1 a—1

¢) En utilisant ’exemple 1, et en remarquant que si « €]0;1], S,, > H,,, comme H, T) 00,
n—-+0oo

alors par théoréme de comparaison S,, ——— 400
n—-+oo

EXERCICE 261 (@) par Octave

-1
On pose, pour n > 2 entier, S,, = ,; le(k) Encadrer S,, et en déduire que

Sn
In(In (z)) n—+oo

Exercice 261 (énoncé rédigé)

EXERCICE 262 (@) ) par Octave
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a) On suppose f croissante sur [1,+oo[, & valeurs dans RT*. Etablir I'implication

f(n) Sohy f (k)
[ () dt n—toc0 = fflff(t) dt n—too

b) On prend f = exp. Calculer

> f(k) et /1nf(t)dt.

k=1

n

Le résultat de a) s’applique-t-il ?

Exercice 262 (énoncé rédigé)

EXERCICE 263 (@) Par Lancelot

Montrer que la suite (H,, —In(n)),>1 est décroissante. En déduire que cette suite est conver-
gente.

Soit n € N*. On a que :

n

iy = L (- 2
n = n(l—-—
n+1 n+1 n+1)’

H,y1 —In(n+1)— H, +1n(n) = —

Or, d’aprés le paragraphe 6.3.2,

Vy € R*J,-, ln(y) S Yy — ]-a

1

en prenant y =1 — ==,

on obtient que :

1 1
——4+In{l——) <0,
n+1 n+1

d’oi la décroissance de la suite (H,, —In(n))p>1. En reprenant ’encadrement de (H,,)pen+ du début
de paragraphe, il vient que :

VYn e N*, In(n) < H, <ln(n)+1<«<=VneN", 0<H,—-Inn) <1,

il en découle que la suite (H, — In(n)),>1 est minorée, étant décroissante, elle converge vers un
réel v € [0;1], en vertu du Théoréme de convergence monotone.

8.10 Probléme : un premier calcul de ((2)

PROBLEME 1 ((®)) par Octave
1. a) Pour n dans N*, calculer :
/ tcos(nt)dt et / t2 cos(nt)dt.
0 0
b) Déterminer deux constantes réelles a et b telles que :
" T 1
Vn € N¥, (at” + bt) cos(nt)dt = —;.
0 n

2. Pour n dans N* et ¢t dans R, soit :

Co(t) =Y cos(kt).
k=1
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Montrer que, pour n dans N* et ¢t dans R non multiple entier de 27 :

. 2n+1
1 sin ( 5 t)
Cn(t) —_— 7

- pain (!
sin [ =
2
3. Déduire de ce qui précéde que
. 1 7 B . (2n+1
Vn € N*, ;kQ:6+/O cp(t)sm( 5 t>dt.

ol ¢ est une fonction définie et continue sur [0; 7] que Pon précisera.

4. On admet que ¢ est dérivable sur [0;7] et que sa dérivée est continue. Montrer, en
utilisant Pexercice 243 de 8.4 (lemme de Riemann-Lebesgue), que

T
2) = —.
="
1. a) En intégrant par parties, on obtient :
T -1H)" 1
Vn € N*, / t cos(nt)dt = % - =
T 2w (—1)"
et / t2 cos(nt)dt = LQ)
0 n

b) On déduit de la question précédente, sachant que

A”wﬁ*le%OMMta(mﬁ;nn)+b(ngn7;)

1
que a = — et b= —1.
2

2. On procéde par récurrence :

. 2n+1
1 sin 5 t
Soit P 7" — =+ ———— 27,

t
2sin | =
sin ( 2)
Initialisation.

in (2 in(t) cos ( L) + cos(t)sin ( -
1 Sin 2 1 Sin COSs 2 COSs Sin 2
—st——r =5+

(@ )
[ () e (5)] oo (5) -2 (5) [ (5) -~ ()

2sin <t>
2
t t
=cos? [ =] —sin?( =
2 2

= cos(t).

Donc P; est vérifiée.
Hérédité. Fixons n dans N* tel que P,, soit vrai. On veut donc montrer que

2
sin ((n—&—l)—i—lt> _sin <2n + 1t>
2 2
t
2sin ()
2
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Soit n dans N*, et ¢ non multiple entier de 27.

D'une part :  sin <2<"+21)“t> — cos ((n+ 1)f) sin (;) 4 sin ((n + 1)¢) cos (;) .

2 1 2 1)—-1 t t
D’autre part : sin ( n2+ t> = sin <(n+2)t) = —cos((n + 1)t) sin <2> + sin((n + 1)t) cos <2> .

Ce qui entraine :

sin (Wt) — sin (2”; 1t> — 2sin (;) cos ((n + 1)t)

2
sin (ml)Ht) —sin <2n + 1t>
2 2
t
2sin <)
2
Ce qui est exactement P,,41. Donc
. 2n +1
1 sin 5 t
Cn(t) =— _

2" oein (1
sin | —
2

= = cos((n + 1)t).

. Soit n dans N* et ¢ une fonction définie par :

[0,7] = R
-1 siz=0

@ 1 1‘2
T — 7z (2 — x) sinon.
2sin (7) ™
2
 est continue sur ]0; 7| en tant que produit de fractions continues sur cet intervalle.
Montrons que ¢ est continue en 0.

= 7 —1 par Composition
el z—0
2
x

= — e — 1 par Inverse

De plus, x —0
2

Ainsi, ¢ est continue sur [0;7].
Montrons que pour ¢ dans [0; 7] :

o(t) sin (2”; 1t> . (Cn(t) + ;) (i - t> .

2n+1 t2
Sit=0, sin < n2—|— t> =0et (2 — t> = 0 donc I’égalité est vérifiée.
T
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Sinon, on remarque que :

t2
(27r_t> , <2n+1>
sin t

2 1
(t) sin nt t) =
2 . (t) 2
2sin 3

() (e )

On déduit de 1.b) :

. 2n+1
(t2 t> sin 5 t 1
2 t 2
2si —
sin <2)

Il
S—

+
L e ] o ()
T 2n t)

I
CY
+
h‘
S
=
2]
=]
A~
+
—

4. D’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue :
/ f(t)sin(At) dt —+> 0.

On pose f(t) = ¢(t), car ¢(t) est une application définie sur [0; 7], & valeurs réelles, dérivable
2n+1

et a dérivée continue. On pose aussi A\ = . Sachant que quand

2n+1

— 400, alors

T 2n+1
t) si t|dt 0.
/0 %0( )Sln ( 2 ) n——+oo

n — 400,

00
1 s
Dot Y — =((2) = —.
ouk:1k2 ¢(2) 6

9 Probabilités

9.1 Exercices introductifs

EXERCICE 264 ((1)) par Victor

On lance deux dés non pipés. Est-il plus probable que la somme soit égale & 9 ou & 107

Les deux lancers sont indépendants et les dés non pipés. Chaque couple de résultats (z,y) est donc
équiprobable. Il y a 4 couples donnant une somme de 9 et 3 donnant une somme de 10. Il est donc
plus probable que la somme fasse 9 que 10.

EXERCICE 265 ((1)) par Victor

On lance six dés non pipés. Quelle est la probabilité d’obtenir tout les nombres de 1 4 67

On numérote les 6 dés. Il y a 6! issus favorables (6 choix pour le premier dé, 4 pour le 2¢éme...). Il

6!
y a donc au total 6° issues. Ainsi, la probabilité est de 5 = 0.0154.
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EXERCICE 266 ((1)) par Victor

On lance un dé non pipé. On répéte n fois Popération, les lancers successifs étant supposés
indépendants. Quelle est la probabilité p,, pour que 'on obtienne au moins un 6 ? Déterminer
la limite de (pp)n>1-

On étudie ’événement contraire Q,, : ne jamais obtenir de 6 aprés n lancers. La probabilité de ne

pas obtenir un 6 sur un lancer étant de 5 ona:

Et donc
5 n
n=1—(=1] .
n=1=(5)
5\" . L. . 5 5 5\"
Sachant que 5 est une suite géométrique de raison 5 ou —1 < G < 1, alors G — 0.
Et

Pn ———— 1.
n——+oo

EXERCICE 267 ((2)) par Victor

a) On considére un dé non pipé. La probabilité qu’en 4 lancers, le dé améne au moins un 6
est-elle supérieure & 3 ?
b) On considére deux dés non pipés. La probabilité qu’en 24 lancers, les dés aménent au moins

un double 6 est-elle supérieure a 3 ?

a) On considére ’événement complémentaire :
54

P(Q4) = ¢

< 1
5
Donc la probabilité d’obtenir au moins un 6 est plus grande que 5
1
b) Sur un lancé, la probabilité d’avoir un double 6 est de 36 car les deux dés sont indépendants.

24
35 1
La probabilité de ne jamais avoir de double 6 sur 24 lancers est donc de (36) > 3 Donc la

probabilité d’obtenir au moins un 6

EXERCICE 268 (()) par Victor
Soit n € N*. On considére n dés non pipés, que I'on jette simultanément 4.6" ! fois.
a) Déterminer la probabilité p,, d’obtenir au moins une fois n six.

b) Déterminer la limite de la suite (p,,)n>1

a) Pour un dé donné, la probabilité d’obtenir six est de 5

1 n
Pour un lancer donné, la probabilité d’obtenir n six sur les n dés est donc de (6)

ny 4.6"71
Ainsi, la probabilité de ne jamais obtenir n six sur les 4.6 ! lancers est de (1 — <6> )

4.6”_1
1 n
Dés lors, on obtient I’événement complémentaire : p,, = 1 — <1 — <6) >
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0 0= - [6-()

Or, limy,— 4 oo (1 +—) =€
n

6’!L

. =2
Donc, limy, s oo pn =1 —€73

-1 6n
Donc, lim, 4 (1 + > =e !

EXERCICE 269 ((3)) par Victor
On lance 3 dés non pipés. Montrer que la probabilité d’amener un total inférieur ou égal a 10

1 . .
est 3 On essaiera de donner un argument ne nécessitant aucun calcul.

Le résultat moyen d’un lancer de dé est de 3.5
Donc le résultat moyen d’un lancer de 3 dés est de 3 % 3.5 = 10.5
Puisqu’il s’agit du résultat moyen, il est tout autant probable de se trouver au dessus ou en dessous.

1
Donc la probabilité de se trouver en dessous est de 3

EXERCICE 270 ((2)) par Victor

Un joueur de tennis A en affronte deux autres, B et C. On suppose que C est meilleur que B.
Le joueur A gagne s'’il gagne au moins deux matchs consécutifs. Quel est I'ordre qui maximise
sa chance de gagner entre BCB et CBC?

On note b; (resp. ¢;) I'événement correspondant & une victoire contre B (resp. C) au iéme match.
On note p;, (resp. p.) la probabilité de I’événement b (resp. ¢).

P(byNcaUcyNbg) = P(biNeg) + P(eg capbs) — P(by Nea Nea Nb3) = 2pppe — pppe = Pope(2 — o)
P(c1NbyUby Nez) = Per Nby) + P(by capes) — P(er Nby Nby Nez) = 2pppe — pupz = Pope(2 — pe)
Puisque p. < pp. On a pype(2 — pp) < pppe(2 — pe)

Donc CBC est plus favorable. Cela se comprend bien : il vaut mieux se donner 2 chances contre
I’adversaire le plus fort.

EXERCICE 271 ((®@)) par Victor
Un jury comprend trois membres A, B, C. Les deux premiers prennent une décision juste avec

1
probabilité p, le troisiéme avec probabilité —. Quelle est la probabilité qu’une décision juste

soit prise en appliquant la régle de la majorité 7

On note a (resp. b et ¢) ’événement correspondant a une décision juste de A (resp. B et C)

Etudions le cas ou les 3 prennent une décision juste : P(aNbNc) = %

Etudions le cas ou seulement 2 prennent une décision juste, i.e. seulement I’'un a tort : on peut

décomposer car les événements décrits sont incompatibles :
2

1 1 1
P(anbN—-cUan-bNcU-aNbNc) :p*p*(l—§+p*(1fp)*§+(1fp)*p*§ = %er(l—p)

Ainsi, en rejoignant les deux cas, la probabilité d’avoir une décision juste est : p? + p(1 —p) =p

EXERCICE 272 ((2)) par Wéline

Soit n € N*. Une urne contient 10 boules noires et n boules blanches. Un joueur tire 20 fois
successivement et avec remise une boule de 'urne, les tirages étant indépendants. Quelle est
la probabilité p,, d’obtenir au moins une boule blanche au cours de ces 20 tirages. Quels sont
les n tels que p, > %?

L’événement : « tiré une boule blanche » avec une probabilité p de réussite corresponds au succés
d’une épreuve de Bernouilli. On répéte de maniére identique et indépendante cette épreuve 20 fois.
La variable aléatoire X compte le nombre de succés, elle suit donc une loi Binomial de paramétres
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n=20etp= 135" On cherche la probabilité d’obtenir au moins une fois une boule blanche ce
qui correspond & obtenir au moins un succes.

P(X>1)=1-P(X =0)

0
) x p x (1 —p)*°

<:>P(X21):1—<2O

<:>P(X>1):1—<1 n )20

1047
104+n—n\"

«~—PX>1)=1-(———

(X=1) < 10+n )
1020
PX>1)=1- ——
—PX=z1 (10 + )20
La probabilité p,, est égale a la probabilité P (X > 1) donc :
1020

n=1—
p (10 + n)20

Maintenant, on cherche & déterminer pour quelles valeurs de n, p, est supérieur a %

DN | =

Pn =

1020
BRCEDES
10%
_W 2 —
1020 < 1
(10 +n)20 — 2
(10 +n)2°
2
2 x 10%° < (10 +n)?°
< In (2 x 10*°) <1In ((10 + n)*°)
<= In (2 x 10*) < 20 x In(10 +n)
In (2 x 10%°)
20

In (2 x 10%°
<= exp <n(;<0)> < exp (In(10 + n))

N —= o) =

— 10" <

< In(10+n)

= (2% 100)™ <10+n
= %2 x (10%)% —10<n
— V2x10-10<n
—10x (V2-1)<n
Grace a la calculatrice on obtient 10 x ( R/2 — 1) ~ 0, 3526, comme n est un entier naturel, on a :
1<n

Pour conclure, p,, est supérieur ou égale & % pour tout n € N*.
) 2

EXERCICE 273 (@) par Wéline

Un message binaire est transmis & travers des canaux successifs. La probabilité que le message
soit transmis correctement d’un opérateur & un autre est p, avec 0 < p < 1. Pour n dans N*|
soit mn la probabilité pour que le n-iéme opérateur regoive un message correct. On a donc

771:1.
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a) Justifier, pour n € N*, la formule
Tnt1 = pmn + (1= p)(1 — )

b) En utilisant le protocole d’étude des suites arithmético-géométriques (1.2, exercice 3), ex-
primer 7, en fonction de p et n. Déterminer la limite de (7,,),~;-

a)

=

Quand on veut obtenir la probabilité de 7,41 & partir de la probabilité de m,, il y a deux cas

de figure :

— Le message a I'étape précédente est correcte. Dans ce cas 14, il faut juste que le message soit
transmis & I’étape suivante sans qu’il soit déformé donc : m, X p.

— Le message a I’étape précédente n’est pas correcte. Dans ce cas 14, il faut que le message
soit mal transmis pour que la faute soit corrigée donc : (1 — m,) x (1 — p).

Donc on obtient bien la formule : 7,41 = pm, + (1 — p)(1 — 7).

Pour trouver la forme explicite de la fonction (), nous allons commencer par la mettre sous
forme 7,41 = am, + b avec a et b deux réels.

Tpt1 = pip + (1= p)(1 — 7n)
= MTpy1 =pip+1—my —p+pmy
— 1 =2p—m, +1
On a donc a = 2p—1 et b = 1, passons maintenant & la deuxiéme étape qui consiste a résoudre
I'équation [ = al + b avec | € R.
Il=2p-1l+1
— -1=2p—-2)l
-1

— =
2p — 2

Maintenant que nous avons la valeur de [, nous allons définir, pour tout n dans N*, la suite (vy,)
par : v, = 7, — . Montrons maintenant que la suite (v, ) est géométrique.

1

Un+1 = Tn+t1 + 2]37_2

Upt1 = (2p— V)m, + 14

2p — 2
2p —1
2p — 2

1

Upt1 = (2p — D)y, +

Un+1 = (2p - 1)1]71

Calculons maintenant vy :

L L 2p— 1
V1 =T —_— =
LT oy W—2 2p—2

Nous pouvons donc conclure que (v,,) est bien une suite géométrique de raison égale & 2p — 1

et de premier terme égale a gz :;, donc :

_2p—1
C 2p—2

Un, x (2p—1)"

On peut maintenant exprimer (7,,) en fonction de p et n, pour tout n € N*.

Un:ﬂn+m
1

<:>7rn:v7172p_2
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2 — 1 o
<:>7rn=2p_2><(2p—1) T2

Grace a la formule explicite on peut maintenant déterminer la limite de cette suite.

0<p<l=0<P<K2=-1<2p—-1<1

Donc :
WP 1) =0
. 2p—1 n __
ngrfm 22 x(2p—-1)"=0
I 1
im m, =—
n—>+oo7r 2p — 2

EXERCICE 274 (()) par Wéline

On considére une assemblée de m personnes; quelle est la probabilité que deux d’entre elles
alent méme anniversaire (on ne tient pas compte des années bissextiles) ? Pour quels m cette
probabilité est-elle supérieure a % ?

Pour calculer la probabilité que deux personnes est la méme date d’anniversaire parmi une as-
semblée de m personnes, on va calculer la probabilité inverse c’est-a-dire, la probabilité que deux
personnes dans cette assemblée n’est jamais la méme date d’anniversaire.

On sait déja que la probabilité que personne n’est la méme date d’anniversaire est égale a 1 si
m = 1 car avec une seule personne on est assuré qu’elle ne tombe pas le méme jours qu’une autre.

Si on a m > 366, comme on ne compte pas les années bissextiles, on est stir que deux personnes
est leur anniversaire le méme jours car on a que 365 possibilité de dates, donc la probabilité que
personne n’est la méme date d’anniversaire sera toujours égale & 0.

Pour une assemblée de m personnes avec 2 < m < 365, on va utilisé la suite (u,,) définie pour
m € [1;365], qui associe & m la probabilité que personne n’est la méme date d’anniversaire.

u; = 1 pour les raisons déja évoqué précédemment.

Up41 = Up X 3%%3" car on multiplie la probabilité que parmi les personnes déja présente personne

n’est la méme date d’anniversaire par celle que la nouvelle personne est sa date d’anniversaire sur
un des 366 — n jours qui n’ont pas été pris par les autres.

Donc la probabilité qu’au moins deux personnes est la méme date d’anniversaire dans une assemblé

de m personnes est de 1 — wu,,.

1
1—Un2§

1

1

On cherche donc la premier valeur de n tel que (u,) soit inférieur a % Gréce a la calculatrice, on
obtient que :
U23 ~ 0, 52

Ugq = 0, 49

Donc & partir du moment ou 'on a m > 24, la probabilité que deux personnes est la méme date

d’anniversaire est supérieur a %

EXERCICE 275 ( (@) ) par Antoine Soit m et n deux éléments de N* tels que m < n.On se donne
une population de n personnes dans laquelle chaque personne admet exactement m amis. On
choisit deux individus. Quelle est la probabilité qu’ils aient au moins un ami en commun ?
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Soient x un entier naturel P(z) la probabilité d’avoir x amis en communs. P(z > 1) = 1 — P(0).

Or P(0) = (EL:,?W;) d’ott on trouve Pz > 1) =1 — % L’application numérique donne
200

Pz >1)~0.33

EXERCICE 276 (@) par Antoine

Un géne posséde deux alléles notés a et A. Les trois génotypes possibles sont aa,aA, AA,

avec des probabilités respectives x1, 2y1, z1. Chaque alléle a et A a une probabilité 5 d’étre

transmis. Les parents sont sélectionnés indépendamment.

a) On note xa,2ys, 22 les probabilités respectives des génotypes aa,aA, AA a la seconde géné-
ration. Montrer que :

zr=(t1+y)% 2= (1 +y)p+2), 2= +2)
b) Montrer que la probabilité de chaque génotype est constante a partir de la seconde géné-
ration, c’est & dire que si 'on note x,,2y,, 2, les probabilités respectives des génotypes

aa,aA, AA a la n-iéme génération, on a, pour tout entier n > 2

Tp = T2, Yn =Y2, 2Zn =22

2
a) Par I'indépendance : 5 = (w1 + y1)2. Comme pour avoir aa on peut avoir soit zy, soit ids

(comme 2y; correspond & AA). De la méme maniére on montre bien que 2z = (y; + 21)2. Pour 2ys,

il faut un ”7a” et un " A”.
I —+ Z1
On trouve donc

(y1 + 2z1). Le premier membre nous donne a ou A et le second A qui

est interchangeable avec y; + z1. De plus, pour 2ys : aA = Aa, donc

T1 + Y1

2y =2 “(y1 +21)

= (z1+y1)(y1 +21)

b) Posons A,, la probabilité d’avoir A et a,, celle d’avoir a au rang n > 2 pour les deux, on montre
par récurrence le résultat voulu :
Initialisation. On a bien o = xa, Yo = Yo, 22 = 29

Hérédité. Soit n € N, on suppose que la propriété soit vraie au rang n. On a alors :
Tpi1 = (A2 +y,)? = (a2 + A, - an) = (an(an + Ap))? = a2 = x5 car a, + A, = 1.

Les autres résultats se retrouvent de maniére identique

Conclusion. Par le principe de récurrence, on a bien, pour n > 2, z, = T2,Y, = Y2,2n = 22

EXERCICE 277 ((2)) par Antoine

Lors d’un examen, un étudiant a le choix entre m réponses. Il connait la réponse a la question
avec probabilité p. S’il ignore la réponse, il choisit au hasard et de fagon équiprobable la réponse
parmi les m possibles. Sachant que I’étudiant a bien répondu, quelle est la probabilité qu’il ait
connu la réponse ?

Soit J (juste) et C' (réponse connue), d’aprés 'arbre de probabilités, on a :

P(J)=P(CNJ)+P(CNJ)
=1~p+%-(1—p)
_(A=p)+mp

m
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P
et on retrouve : P;(C) = (PC(?)J) = a p;n+
—p)Tpm

EXERCICE 278 ((2)) par Maxime

Un test médical est réalisé sur une population contenant une proportion p de malades. Le test
n’étant pas parfait, il est positif avec probabilité p; (proche de 1) sur les malades et py (proche
de 0) sur les individus sains. Déterminer la probabilité qu’un individu sur lequel le test est
positif soir effectivement malade.

On note P I’événement "étre positif" et M 1’événement "étre malade". Alors,
P(P) =p x p1 + (1 = p)pa.

Donc
P (M)_IP’(MQP)_ P XM
PRI R T pxpi+ (-2

EXERCICE 279 (@ ) Par Lancelot

a) Soient m € N et n € N*. On considére m + 1 urnes Uy,...,U,, telles que, pour tout
k € {0,...,m}, Uy contienne k boules bleues et m — k boules rouges. Choisissons au
hasard, avec équiprobabilité, une des urnes et effectuons-y (n+ 1) tirages avec remise.
Pour 1 < k < n+ 1, notons Ay ,, I’événement « pour chacun des k premiers tirages, on a
obtenu une boule bleue ». Exprimer py m = P (Ant1,m|An,m)-

b) On fixe n. Déterminer la limite de (ppm,n),,, lorsque m tend vers +oc. On pourra utiliser
la méthode des rectangles (8.9).

a) On notera (abusivement), pour tout k € [0;m], Uy ’événement, tirer aléatoirement 'urne k
et I’événement, tirer n € N* boules bleues de suite dans 'urne k, B, ;. On cherche d’abord a

exprimer P(A,, ,,,).Par hypotheése :
1
PUg) = ——.
Uk) =7

On fixe alors k € [0; m]. Observons que dans l'urne k&, on a :

k
P(B1 ) = poo

o (£

Soit n € N*. Si B,, désigne tirer n boules bleues de suite en n lancers, la formule des probabilités
totales donne que :

et a fortiori, pour n € N* :

m

P(Anm) =Y P(B,NUy)
k=0

= ZP(Uk)P(Bn|Uk)
k=0

L~k

k=0
Ainsi,
o P(AnJrl,m N An,m)
Pnym = IF’(Amm)

Mais on a clairement que A, 1, C Ay, donc Ay N Ay = Apg1,m. Par suite :

]P(An+1,m N An,m) _ P(A71,+1,m)
P(A,m) O P(Anm)
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1
e Sieo ()"

it 2heo ()"

Pnom =
(on ne simplifie pas volontairement)

n est fixé. Soit m € N. On va utiliser la méthode des rectangles. On a que la fonction z — (%)n
est naturellement croissante. On a donc pour k € [0;m] :

vt e [kik + 1), (Z)n < (;)n < (T)n

Puis, par monotonie de I'intégrale on obtient que :

(o) <G (5)

et en sommant k sur [0;m] :

m n n m n
k ™t k
~) —-1< —) dt< =
2 () = [ ) =)
ce qui est également :
oG a2 = G e
1 m t n n n m n
7/ — dt+—1 2—1 L 2/ a dt.
m+1 J, m m+1~"m+1 —\m 0 m

Il nous reste a calculer l'intégrale qui apparait dans les membres extérieurs de l'inégalité. En
utilisant les primitives usuelles on a que :

1 /m AN m (L))" mo 1
m+1J, \m om+1 n+1 S omAln+1

Ainsi 'inégalité devient :

m 1 1 1 & k\" m 1
b s Loy (B, om 1
m+1ln+1 m+1 m—i—lki1 m m+1n+1
Enfin, en laissant m tendre vers +o0o0, on obtient, par le Théoréme de convergence par encadre-
ment que :

1 < /k\" 1
— - — .
m+1k:1 m m—+oo N+ 1

Un raisonnement similaire donne que :
1 kN 1
erlk_1 m m—too n+ 2

n+1
E— .
m—+oo N + 2

Par conséquent :

Pnm

EXERCICE 280 ((® ) par Tristan

Le jeu de Monty Hall se présente de la facon suivante. Trois portes sont fermées ; derriére I'une
d’entre elles se trouve une voiture, derriére chacune des deux autres un porte-clés. Le candidat
se place devant I’'une des portes. Le présentateur, qui sait quelle est la porte cachant la voiture,
ouvre alors 'une des deux portes non choisies par le candidat, derriére laquelle, bien sir, se
trouve un porte-clés. Que doit faire le candidat : garder son choix ou le modifier 7

196



On commence par poser les événements suivants :
P : "la porte choisie cache un porte clé"

V : "la porte choisie cache la voiture"

C : "gagner en changeant de porte"

G : "gagner en gardant sa porte"

2 1
Comme 2 des trois portes cachent des porte-clés, on a P (P) = 3 et P(V) = 3
Supposons que le candidat se place devant une porte avec un porte-clé. Alors le présentateur ouvrira
I’autre porte cachant un porte clé et la porte restante, ol le candidat n’est pas cache évidemment

la voiture donc il la gagnera s’il change et ne gagnera pas s’il ne change pas.
Alors P(C|P) =1 et P(G|P) =0.

Supposons maintenant que le candidat se soit placé devant la porte cachant la voiture. Alors le
présentateur ouvre une des deux portes restantes cachant un porte clé et le candidat gagnera la
voiture s’il garde sa porte, la perdra s’il change.

Alors P(G|V) =1et P(C|V) = 0.
On peut alors calculer les probabilités P (C) et P (G), ce qui donne :

P(C) =P (C|P) x P(P)+P(C|[V) x P (V) =1 ><§+0>< é :§
P(G) =P (G|P) x P(P) +P(G|V) XP(V):Ox§+1 y % :%

On remarque alors que la probabilité de gagner en changeant de porte est deux fois supérieure a
celle de gagner sans changer, ce qui répond au probléme.

Pour rendre ce phénoméne plus évident, on peut s’intéresser a I'idée suivante, pouvant étre consi-
dérée comme une généralisation du probléme de Monty Hall :

Pour n € N, n > 3, on considére n portes. Derriére une de ces portes se cache la voiture et derriére
les autres il n’y a que des porte-clés. Le candidat choisi une porte parmi les n, au hasard puis le
présentateur de ’émission ouvre toutes les autres portes sauf une. Evidemment, toutes les portes
ouvertes par le présentateur ne cachent que des porte-clés. Le candidat a alors le choix entre garder
sa porte ou changer et prendre ’autre porte.

-1 1
On reprends les événements définis un peu plus haut et on écrit alors P (P) = n et P(V)=—.
n
Les autres probabilités quant a elles ne changent pas.
Ainsi,
n—1 1
(€)=""2 et P(G)=

Il est alors facile de voir que la probabilité de gagner en changeant de porte est plus grande que

. . . n 1
celle de gagner sans changer. En effet, si on étudie les suites () et () , on trouve
/>3 "/ n>3

— 1
lim (" 1) —1et lim () —0
n—-+oo n n—-+o0o n

Ainsi, plus le nombre de portes est grand, plus la probabilité de gagner en changeant de porte se
rapproche de 1 et celle de gagner sans changer, de 0, ce qui montre bien que le candidat a tout
intérét a changer de porte lorsque le choix lui est proposé.

que

EXERCICE 281 ((1)) par Maxime

Que dire de deux événements A et B indépendants et incompatibles ?

Si A et B sont indépendants alors

P(AN B) = P(A)P(B).
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Si A et B sont incompatibles alors
P(AN B)=0.

Donc, si A et B sont indépendants et incompatibles, au moins I'un des deux & une probabilité
nulle.

EXERCICE 282 ((2)) par Loise

5 7
Soient A et B deux événements de probabilités respectives 0 et 10" On suppose que la
3
probabilité que A et B se produisent est 10" Quelle est la probabilité que ni A ni B ne se

produise ?

L’événement contraire de "ni A ni B ne se produisent" est "A ou B se produit". D’aprés les
propriétés des événements contraires, on a donc :

P(ANB)=1-P(AUB).
Or:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Soit :

P(AnB)=1-P(A)— P(B)+ P(ANB).

Le calcul donne :

EXERCICE 283 ((®)
Soient A et B deux événements. Comparer P (A)P (B) et P(AU B)P (AN B).

Exercice 283 (énoncé rédigé)

EXERCICE 284 (@) ) par Samy Clementz

Soient A et B deux événements avec P(B) > 0. Montrer que

1
PANB) = PAIB) < 55 — 1 P(A) = PANB) 1= P(B)

En déduire que

Premiére inégalité :

P(ANB
PN - PUB) = PN B) - L5 2D
1
= 1_
P(AnN B)| P(B)|
1
</1—- ==
=" 7@
Comme P(B) est compris entre 0 et 1, on a

1= sl = = 1
P(B)  PB)

ce qui prouve l'inégalité.
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Deuxiéme inégalité : remarquons que, puisque A est union disjointe de AN B et de AN B¢, on a
P(A)=P(ANB)+ P(AN B°).
Par conséquent
|P(A) — P(ANB)| = P(AN B°)
< P(B°)
=1- P(B).
Finalement
|P(A) — P(A|B)| = |P(A) — P(ANnB)+ P(AN B) — P(A|B)|
< |P(A) = P(AN B)| +|P(AN B) - P(A[B)|

<1-PB)+ =— —1

I
|
)
5

EXERCICE 285 ((@)) par Ylan
Soit n € N*. On se donne n événements indépendants de probabilité respectives p1, ..., pp-
a) Calculer la probabilité m,, qu’aucun de ces événements de ne se réalise.

b) Montrer que :

n
Tn < eXp (— Zm)
=1

a) On note ces n événements Ay, ..., A,,. Nous avons donc :

Vi € {17 ...,TI,}, DPi = P(AZ)

n
La probabilité qu’aucun de ces événements ne se réalise correspond a P <ﬂ /L)
i=1
Or, les Ay, ..., A, sont 2 4 2 indépendants, donc les A1, ..., A, le sont également, et donc :

n

7Tn=P<nAi> =] P(E)Zn(l—P(Ai))ZH(l—pi)

=1 =1

b) Supposons que les p; ne soient pas tous différents de 1. Nous avons alors :

n n
Ty = H (1 —ps) =0, et comme exp est a valeurs dans R, 7, < exp (— sz>
i=1 i=1
On suppose désormais tous les p; différents de 1. Nous avons alors, comme une probabilité est
comprise entre 0 et 1 :
vie{l,...n}, 1—p;>0 et donc:
n

Tp = H (1 —-p;) > 0. Nous avons donc :
i=1

7 = exp (In (7)) = exp (111 (H (1 pz)>> = exp (Z In (1 pz)>

i=1
Or, nous avons 0 < p; < 1, donc : —1 < —p; < 0, et donc d’aprés I'exemple du paragraphe
6.3.2 :
In(1 — p;) < —p;, puis en sommant les inégalités, il vient :
n n
Z In(1-p;) <-— Z p;, puis par croissance de la fonction exp sur R, il vient :
i=1

i=1
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exp <Z In(1 pl)> < exp (Zpl> , d’ou :
Tp < eXp ( Zm)

EXERCICE 286 ((3)) par Loise

Soit p un élément de ]0; 1[. Une expérience aléatoire réussit avec la probabilité p. On la répéte
une infinité de fois, avec indépendance. Si n € N*, on note p,, la probabilité que ’expérience
ait réussi au moins une fois lors des n premiéres répétitions.

1
a) On note N, le plus petit n tel que p, > 5 Exprimer N,

b) Quelle est la limite de pN,, lorsque p tend vers 07

a) Par définition p,, est la probabilité que lexpérience ait réussi au moins une fois lors des n
premiéres répétitions. Or, 'événement de "L’expérience a réussi au moins une fois lors des n
premiéres répétitions" est "L’expérience n’a jamais réussi lors des n premiéres répétitions". La
probabilité de 1’échec de ’expérience est égale & 1 — p. Comme les n expériences sont répétées
avec indépendance, il vient :

Pn = lf(lfp)n'

On cherche 'entier N, tel que p,

v

1
5. Soit :

I-(1-p)" >

N =

1
e-(1-ptz-5el-p"<

N =

Par composition par la fonction logarithme népérien strictement croissante sur |0, +o0[, il vient :
1
In((1 —p)") < ln(i) < nln(l —p) < —In(2).

Or p est un élément de |0; 1], d’ou :
1-p<1,

et par composition par la fonction logarithme népérien strictement croissante sur ]0, +00[;

In(1—p) <O0.
Soit :

o In(2) -

— In(1-p)
Si on définit ’ensemble A comme ’ensemble des entiers naturels n non nuls qui vérifient n >

In(2
—ln(?()m, alors N, = inf(A). Ainsi :
In(2) In(2)
-t 4+ 1>N,>————, N,eN.
m(i-p) T g 7 C

On peut également exprimer N, & I’aide de la partie entiére :

b) A partir de la double inégalité établie précédemment, comme p est strictement positif, il vient :

In(2) In(2)
—p—— >pN, > —p———-—
Calculons la limite du minorant et du majorant de N,.

» 1
P L) T R —m()

—-D
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Par passage a la limite, on reconnait au dénominateur I’expression du taux d’accroissement
de la fonction logarithme népérien en 1. Or la fonction logarithme népérien est dérivable sur
10, 4+00[ et donc en 1. D’out :

In(1 —p) —In(1)

lim =In'(1) = 1.
p—0 —p
Par inverse : 1
e —p —Wm) -
—-p
Par produit par In(2), il vient :
In(2
im p n@ In(2)
p—0" In(1 — p)
Par somme avec p, il vient :
In(2
lim n(2) +p =1n(2).

p—>0pln(1 -p)

D’apres le théoréme d’encadrement dit "des gendarmes" :

Il)l_I;%pr = In(2).

EXERCICE 287 ((@)) par Maorine

Soit n € N*. Une expérience aléatoire peut produire n résultats distincts notés 1,...,n, de
probabilités respectives py, ..., p,. On la répéte deux fois de maniére indépendante. On note p
la probabilité que les deux résultats soient égaux.

a) Exprimer p en fonction des p;, 1 <i < n.

b) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz de 3.4, montrer que p > % Caractériser le cas
d’égalité.

a) Pour que les deux résultats soient égaux, on peut obtenir deux fois le résultat 1, ou deux fois
2, ..., ou deux fois n.
De plus, la probabilité d’obtenir deux fois le résultat i, pour i € {1,...,n} est de p?.
Alors la probabilité p d’obtenir deux résultats identiques est la somme des probabilités d’obtenir
deux fois le résultat i, c’est-a-dire :

b) Voir le paragraphe 3.4 pour 'inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité.
On applique l'inégalité avec les p; et ﬁ :

La somme des p; vaut 1. On passe I'inégalité au carré :

1
—x1<p.
n

Le résultat voulu.

Il y a égalité si et seulement si I\ € R tel que :

Vie{l,...,n}, pi=AX

Bl
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De plus, on a :

Donc :

Ainsi, p = % si et seulement si Vi € {1,...,n}, p; = %

EXERCICE 288 ((1)) par Loise

On lance deux dés non pipés, on note X la variable aléatoire donnant la somme des deux
résultats. Donner la loi de X.

Soit I'expérience aléatoire "On lance deux dés non pipés, et on regarde le résultat". L’univers €2 de
I’expérience est :

0=12,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
Etudions un exemple, puis généralisons avec un tableau. Pour calculer la probabilité d’obtenir la

somme égale a 3, on compte le nombre de possibilités d’obtenir 3 avec deux dés. Ici, il y a deux
possibilités (1 et 2 ou 2 et 1). Ensuite, comme les dés sont non pipés, chaque issue est équiprobable.

La variable

2
Il y a 36 issues possibles puisque chaque dé compte 6 faces. Ainsi P(X = 3) = 36 = 18
aléatoire X est définie sur 2 et sa loi de probabilité est :

i (2 [3 [4 [5]6 |78 |9]10 |11 [12
1 1 1 1 ) 1 ) 1 I I I
EEHPPHEHEOEEE
36 11811219136 1613619112118 1 36
EXERCICE 289 ((2)) par Esteban
Soient n € N*, d € N* et X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {1,...,n}. Soit
R la variable aléatoire égale au reste de la division euclidienne de X par d. Donner la loi de R.

On note € 'univers fini des possibles associé & nos expériences aléatoires.
R(Q) = {1,...,n} s%d>n(1)'
{0,...,d—1} sid<n(2)
(1) : Il S’ensuit que :
1
Vke{l,...,n}, P(R=k) = -~

(2) : On aura donc, si r représente le reste de la division de n par d :
n
d
Vk € {0,...,d—1}

n=|=|d+r

,_
a3
[

Sik>rouk=0,P(R=k)=

*|

+1
n

La

[I—

Sik<raveck#0, PIR=k)=

Puisqu’il y aura un cycle de [% | segments de d restes ainsi qu’un dernier de r restes. Les d —r
restes supérieurs & r n’apparaitront pas sur ce dernier segment. | 7] est le nombre de fois que ces
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derniers apparaissent tandis que les restes inférieurs a r sont visibles une fois de plus car présents
sur le dernier segment, donc | %] 4 1 fois.

EXERCICE 290 ((3)) par Samy Clementz

Soit n € N*. On se donne n variables aléatoires indépendantes X, ..., X,, suivant chacune la
loi uniforme sur {1,...,n}. On note E,, 'événement « il existe i € {1,...,n} tel que X; =1
». Déterminer la probabilité p, de E,. Quelle est la limite de (pp)n>1?

Ef= «pourtouti=1,...,n,ona X; #1» Alors

P(E;) = P(X, , Xn # 1)
= P(X ) .. X P(X, #1) (les X; sont indépendants)
=P(X; #1)" (les X; sont de méme loi)
-1
= (- —)"
=1
Puis
pn = P(Ey)
=1-P(E})
1
—1-(-

qui tend vers 1 — e~ ! quand n tend vers I'infini. (limite classique)

EXERCICE 291 ((2)) par Samy Clementz

a) Soient n € N*, X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans {1,...,n},
S =max(X,Y). Pour 1 < k < n, exprimer P(S < k) en fonction de P(X < k) et P(Y < k).
En déduire la loi de S.

b) Expliciter la loi de S si X et Y suivent toutes deux la loi uniforme sur {1,...,n}.

a) S est a valeurs dans {1,...,n}. L’observation fondamentale est la suivante. Soit k € {1,...,n}.

S<kemax(X,Y) <k
S X<ketY <k.

D’ou

PS<k)=P(X<knY <k
=P(X <k)P(Y <k). (car X et Y sont indépendantes)

Notons que cette relation est vraie aussi pour k£ = 0. Remarquons que
(S=k) =(S<H\(S<k—1).
Donc

P(S=k)=P(S<k)—P(S<k-1)
=P(X<kPY <k)—P(X <k-1)P(Y <k-1).

Ces quantités définissent la loi de S.
b) Pour tout k € {1,...,n},on a:

1k
i=1
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Notons que cette égalité est aussi vraie pour k£ = 0. Donc

G e

o
nn
I

=
I

n

EXERCICE 292 ( (@) par Samy Clementz

Soient n,n’ et m trois éléments de N* tels que n’ < netm < n, E ={1,...,n} et E/ =
{1,...,n'}; du point de vue de la modélisation, E représente une population de n individus,
E’ une sous-population de n’ individus. On choisit aléatoirement une partie F' de E de cardinal
m. On note X la variable aléatoire égale au cardinal de F'N E’. Déterminer la loi de X.

Précisons les modalités du tirage. Quand 1’énoncé dit que I'on choisit "aléatoirement" une partie
de E de cardinal m, on supposera que cela sous-entend que les parties de E de cardinal m ont
toutes autant de chances d’étre tirées. Autrement dit, on munit I’ensemble des parties de E de
cardinal m de la probabilité uniforme.

Tout découle du raisonnement suivant. Déja il est clair que X est compris entre 0 et m. Soit
k € {0,...,m}. Choisir une partie F' de E de cardinal m, et dont 'intersection avec E’ est de
cardinal k, revient & :

— Choisir une partie de E’ de cardinal k.

— Puis choisir une partie de E \ E’ de cardinal m — k.

Ilya (72’) parties de £’ de cardinal k, et ("_"/) parties de £\ E’ de cardinal m — k. Donc il y a

m—k

n'\ (n—n

k)\m—k
choix différents pour F'. Le nombre total de parties de E de cardinal m est (:1)7 donc la probabilité
cherchée est :

(1) )
()

On remarque a posteriori que X € [[max(0,m —n+n’),...,min(n’,m)]].

P(X =k)=

EXERCICE 293 (@) ) par Matilde (Probléme des boites d’allumettes de Banach)

Soit n € N* et k € {0,...,n}. Un mathématicien a deuz boites de n allumettes, une dans
chaque poche. Chaque fois qu’il fume, il choisit au hasard une poche avec probabilité %, Jusqu’a
se rendre compte que l'une des deux boites est vide. On note X la variable aléatoire donnant
le nombre d’allumettes restant dans ’autre boite a cet instant. Déterminer la loi de X.

Dans cette expérience aléatoire il n’y a uniquement deux issues possibles : "le mathématicien pioche
dans sa poche droite" et "le mathématicien pioche dans sa poche gauche".

De plus, chaque tirage est indépendant du précédent et du suivant.

Cela nous renvoie a la loi binomiale. En effet, on peut considérer que piocher dans la poche qui se
videra en premier est un succes. Ainsi :

S’il reste n allumettes, il n’y a qu'un seul chemin possible :

P(X =n) = (3)"

S’il reste n — 1 allumettes, cela signifie qu’il y a eu n + 1 tirages et sur ces tirages, n ont été des
succés, on peut donc écrire grace a la formule de la loi binomiale :

rx=n-n= ("IN arg - (" g

S’il reste n — 2 allumettes, cela signifie qu’il y a eu n+ 2 tirages, dont n succés, on peut donc écrire
grace a la formule de la loi binomiale :

P(X=n—2)= <”22> (%)nw
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Etc.

Pour généraliser :

S’il reste k allumettes, cela signifie qu’il y a eu 2n — k tirages et, sur ces tirages, n ont été des
succés, on peut donc écrire grace a la formule de la loi binomiale :

== (")t = (g

EXERCICE 294 (@) ) par Tristan

On se donne deux dés. Pour 1 < i < 6, on note p; (resp. ¢;) la probabilité d’obtenir ¢ en lancant
le premier dé (resp. le second). Les lancers sont supposés indépendants. On note S la variable
aléatoire donnant la somme des deux lancers.

a) Exprimer P (S = 2) et P (S = 12) en fonction de p1, g1, ps et gs.

b) Exprimer P (S = 7) en fonction de p1,...,ps €t q1,-..,gs, puis montrer que

P(S=17)>2/P(S=1)P(S=12)

¢) Montrer que S ne suit pas la loi uniforme sur {2,...,12}.

a) S = 2 si et seulement si I'on obtient le chiffre 1 au premier et au deuxiéme lancer. Ainsi,
P(5=2)=paq.
S = 12 si et seulement si 'on obtient le chiffre 6 au premier et au deuxiéme lancer d’ou
P (S =12) = pegs.

b) On commence par lister les cas ot S = 7, en notant D la valeur prise par le premier dé et Dy
celle prise par le second, on a alors S = D1 + D et

Di=1 et Dy=6
D=2 etDy=5
D1 =3 etDy=4
D=4 et Dy=3
D=5 et Dy=2
D=6 et Dy=1

On en déduit la valeur de P (S =7)

P (S =7) = pigs + P2qs + P3qs + Paqs + P52 + Peta

On remarque qu’une erreur s’est glissée dans l’énoncé de cette question. En effet, l’événement
S =1 n’existe pas donc sa probabilité de réalisation est évidemment 0, ce qui rend la question
inutile. On suppose donc que l'on doit en réalité montrer que

P(S=7)>2/P(S=2)P(S=12)
ce qui est tout de suite plus palpitant.
D’aprés les expressions de P (S = 2) et P (S = 12) trouvée, on établit que

2y/P (S =2)P (S = 12) = 2\/p1q1Peds
= 24/P146+/Psq1

< p1gs + Peq1

Ainsi, P(S =17) — 2\/P (S =2)P (S = 12) = pags + p3qs + pags + Pz, ce qui entraine immé-
diatement I’'inéquation souhaitée

P(S=7)>2/P(S=2)P(S=12)
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¢) Si S suit la loi uniforme sur {2,...,12} alors Vi, j € {2,...,12}, P(S =) =P (S =j).

On suppose par ’absurde que ce soit le cas.
Alors on peut écrire P (S = 2) =P (S = 12) et, d’aprés la question précédente, on a

P(S=7)>2P(S=2)

Or cela est absurde car selon notre hypothése de départ, P (S =7) =P (S = 2) et le seul moyen
d’arriver a ce résultat serait d’avoir P (S =) = 0 pour 2 < i < 12, ce qui est impossible.
D’aprés cette contradiction, S ne suit pas la loi uniforme sur {2,...,12}.

9.2 Schéma binomial

EXERCICE 295 ((2)) par Loise

Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 3 fois six en langant 6 fois un dé équilibré ?

Chaque lancer de dé est une expérience aléatoire & deux issues formant une partition de I'univers

1
dont le succes est "Obtenir un 6" de probabilité égale & —. C’est une expérience de Bernoulli que

I’'on répéte 6 fois de maniére identique et indépendante. On reconnait un schéma de Bernoulli. La

1
loi de probabilité X qui compte le nombre de succés suit la loi binomiale B(6; = ).

La probabilité d’obtenir exactement 3 fois six en langant 6 fois un dé équilibré s’écrit donc :

4
P =)= () PGP =1

On peut donner une valeur approchée arrondie au milliéme : P(X = 3) = 0, 054.

EXERCICE 296 ((2)) par Loise

Un tireur a une chance sur deux d’atteindre une cible. Quelle est la probabilité de ’atteindre
au moins trois fois en dix coups ?

Chaque tir est une expérience aléatoire & deux issues formant une partition de 'univers dont le
succés est "La fleche atteint la cible" de probabilité égale a 1 C’est une expérience de Bernoulli
que l'on répéte 10 fois de maniére identique et indépendante. On reconnait un schéma de Bernoulli.
La loi de probabilité X qui compte le nombre de succes suit la loi binomiale B(10; %)

La probabilité d’atteindre la cible au moins trois fois en dix coups s’écrit (a 'aide des événements
contraires pour simplifier ’expression) :

P(X>3)=1-P(X=2=1-P(X=0-P(X=1)-P(X =2).

Soit :

Soit :

On peut donner une valeur approchée arrondie au milliéme : P(X > 3) = 0, 945.

EXERCICE 297 ((2)) par Loise

1
Un comité de 9 personnes se réunit. Chaque participant est présent avec probabilité de 5

Quelle est la probabilité qu’au moins 6 membres soient présents ?

La présence éventuelle d’'un membre du comité est une expérience aléatoire & deux issues qui
forment une partition de I'univers dont le succés est "Le membre est présent" de probabilité égale
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1
a —. C’est une expérience de Bernoulli que l'on répéte 9 fois de maniére identique et indépendante.

On reconnait un schéma de Bernoulli. La loi de probabilité X qui compte le nombre de succés suit

1
la loi binomiale B(9; 5) La probabilité qu’au moins 6 membres soient présents s’écrit :

9
P20 =3 (7))

k=6

P(X > 6) = (2)(;)6(;)3 + (3)(;)7(;)2 + (g)(;)s(;)l + (Z)(;)g(;)o

21 9 9 1
PX 20 =Gt tnty

On peut donner une valeur approchée arrondie au milliéme : P(X > 6) & 0, 254.

Soit :

Soit :

EXERCICE 298 ((2)) par Loise

On lance n fois un dé équilibré. On note X le nombre de 6 obtenu. Exprimer simplement
P(X > 2). On demande une expression ne faisant pas intervenir le symbole > .

Commengons par donner la loi de X. Chaque lancer de dé est une expérience aléatoire a deux
issues formant une partition de I'univers dont le succés est "Obtenir un 6" de probabilité égale a

1

—. C’est une expérience de Bernoulli que ’on répéte n fois de maniére identique et indépendante.

On reconnait un schéma de Bernoulli. La loi de probabilité X qui compte le nombre de succés
1

suit la loi binomiale B(n; —). L’événement contraire d’"obtenir au moins deux 6 sur n lancers" est

d’"obtenir strictement moins de deux 6 sur n lancers". On peut donc écrire, d’aprés les propriétés
des événements contraires :

PX>2)=1-P(X>2)&PX>2)=1-P(X<2)&PX>2)= 1—21: (Z)(é)k<2)n—k
k=0
Or,

On en déduit donc

EXERCICE 299 ((2)) par Macéo

Un livre de 500 pages contient 50 fautes d’impression réparties aléatoirement. Quelle est la
probabilité qu’une page donnée comporte au moins deux erreurs ?

On cherche la probabilité qu'une page donnée comporte au moins deux erreurs, notons cette page

k, ke{l,..500}.

Chaque faute est répartie aléatoirement sur les 500 pages, de maniére indépendante aux autres

fautes.

Ainsi, la probabilité qu'une erreur donnée se trouve sur la k-iéme page est de p = ﬁ.

Soit X}, la variable aléatoire qui donne le nombre d’erreurs se trouvant sur la k-iéme page.
. cye . N _ _ 1

Y suit la loi binomiale de parameétres n = 50 et p = .

On a donc :

P(X,>2)=1-P(Y =0)-PY =1)
(0 (4997 (50) 1 (4991
a 0 500 1 /500 \ 500
50059 — 49950 — 50 x 49949
a 50050 ’
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EXERCICE 300 ((2)) par Macéo

Soit p €]0, 1[. On lance une piéce pipée, ayant la probabilité p de donner pile. Quelle est la
probabilité d’obtenir au moins 3 piles en 5 lancers 7 Au moins 5 piles en 8 lancers ?

Soit p €]0, 1] la probabilité d’obtenir pile. Soit Y;, la variable aléatoire qui donne le nombre de piles
aprés n lancers, n € N*. Les lancers sont indépendants donc Y,, suit la loi binomiale de paramétres

n, p.
Donc la probabilité d’obtenir au moins 3 piles en n = 5 lancers est :

P(Ys > 3) =P(Ys =3) + P(Y5 = 4) + P(Y5 = 5)

= (g)ﬁ(l -p)*+ (i)ﬁ(l —-p)+ <§>p5-

Et la probabilité d’obtenir au moins 5 piles en n = 8 lancers est :

P(Ys > 5) = P(Ys = 5) + P(Ys = 6) + P(Ys = 7) + P(Ys = 8)
- (§>P5(1 -+ (2)196(1 —p)*+ (i)pm —p)+ (:)ps,

EXERCICE 301 () ) par Wéline

Soient n et n' deux éléments de N* tels que n’ < n. On note £ = {1;...;n}, £ = 1;..;n.
Effectuons n tirages dans E avec remise, de sorte que chaque élément de E ait la probabilité
% d’étre tiré et que les tirages soient indépendants. Soit X le nombre de tirages ayant donné
un élément de E’. Quelle est la loi de X ?

Comme n’ < n, on peut dire que £ C E. On a donc que E et E’ ont n’ éléments en commun.
Donc la probabilité de tomber sur un élément de £’ quand on en pioche un dans E est de % On
peut donc définir une épreuve de Bernouilli ou le succés est : « Pioché un élément dans £ commun
a E'» et dont la probabilité de succes est ’:—L/ On répéte de maniére identique et indépendante
cette épreuve n fois. La variable aléatoire X compte le nombre de succes, elle suit donc une loi
binomiale B(%; n).

EXERCICE 302 (@) par Wéline

Une population de n éléves passe un examen constitué de deux épreuves indépendantes. La
probabilité de réussite a la premiére (resp. deuxiéme) est p; (resp. pz). Les deux épreuves
donnent des résultats indépendants. Quelle est la loi de la variable aléatoire X donnant le
nombre de candidats ayant réussi les deux épreuves? On pourra écrire X comme somme de
variables de Bernoulli indépendantes.

La probabilité qu'un éléve réussisse ’épreuve 1 et I’épreuve 2 est de p1po. On définie la variable
aléatoire Y tel que Y suive la loi de probabilité suivante :

Y 0 1
P(Y =pi) | 1 —pip2 | pip2
La variable aléatoire ¥ modélise donc une épreuve de Bernouilli. Comme X compte le nombre
d’éléves ayant réussi les deux épreuves, X est la somme de n variable aléatoire suivant la méme loi

de probabilité que Y et qui sont toutes indépendantes les unes des autres. Comme X est la somme
de ses n variables de Bernouilli, X suit une loi binomiale B(pipa;n).

EXERCICE 303 (@) par Loise

Soit p € [0;1]. Un systéme de communication comporte un certain nombre n de composants.
Chaque composant fonctionne avec la probabilité p, indépendamment des autres. Le systéme
fonctionne si au moins la moitié des composants sont opérationnels.

a) Quelle est la loi du nombre de composants opérationnels ?
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b) Sik € N*, on note 7y, la probabilité pour qu’un systéme ayant exactement 2k—1 composants
fonctionne. Exprimer 71 — 7.

¢) Soit k € N*. A quelle condition sur p a-t-on 7p41 > 7k ?

a) Opérons une modélisation du probléme. Chaque composant est indépendant et suit la méme
probabilité de fonctionnement. Le fait qu’un composant soit fonctionnel ou non est une ex-
périence aléatoire & deux issues, qui forment une partition de 'univers, dont le succés est "Le
systéme fonctionne" de probabilité p. C’est une expérience de Bernoulli que 'on répéte n fois de
maniére identique et indépendante. La variable aléatoire X qui compte le nombre de composants
opérationnels suit la loi binomiale B(n,p).

b) On cherche a exprimer w1 — 7. Aprés quelques recherches, on comprend aisément qu’une
écriture avec une différence de sommes n’est pas l'idéal :

2k+1 2k—1

2k + 1\ i 2k -1\ —1-i
Tht1 — Tk = Z( ; )p(l—p)(QkH )—Z( ; )p(l—p)(% =1,

i=k+1 i=k

Raisonnons alors par disjonction des cas pour connaitre 741, la probabilité qu'un systéme ayant
exactement 2k + 1 composants fonctionne. On scinde ce systéme en 2 (comme les probabilités
sont indépendantes) : un systéme de 2 composants et un systéme de 2k — 1 composants. Ce
choix est expliqué par la définition de . On écarte le cas ou le systéme de 2k — 1 composants
admet strictement moins de k£ — 1 composants fonctionnels qui ne permettrait pas d’atteindre
la moitié des 2k + 1 composants opérationnels. Trois cas sont alors possibles :

(a) Le systéme de 2k — 1 composants posséde au moins k + 1 composants opérationnels. Ainsi,
I’état des deux autres composants n’a pas d’importance. La probabilité de cet événement
est donc égale & P(Xox_1 >k +1)(2p(1 —p) +p? + (1 — p)?) soit P(Xop_1 >k +1).

(b) Le systéme de 2k — 1 composants posséde exactement k composants opérationnels. Dans
le systéme de 2 composants, au moins un des deux doit étre fonctionnel. La probabilité de
cet événement est donc égale & P(Xop,_1 = k)(2p(1 — p) + p?).

(c) Le systéme de 2k—1 composants posséde exactement k— 1 composants opérationnels. Dans
le systéme de 2 composants, les deux composants doivent étre fonctionnels. La probabilité
de cet événement est donc égale & P(Xop_1 = k — 1)(p?).

D’aprés le principe additif, on en déduit la probabilité w41 :
1 = P(Xop1 > k+1)(2p(1=p) 40"+ (1-p)*) + P(Xok -1 = k) (2p(1=p)+p*) + P(Xop—1 = k=1)(p%).
Par définition de 7, on sait que
T = P(Xog—1 > k) = P(Xop—1 = k) + P(Xop—1 > k+ 1).

Ainsi :
M1 = (Me—P(Xon-1 = k) (2p(1=p)+p*+(1-p)*)+P(Xak-1 = k) (2p(1-p)+p°)+P(X2x-1 = k—1)(p°)
Soit :

a1 = m(2p(1 = p) +p” + (1 = p)* = P(Xop—1 = k)(1 = p)* + P(Xop—1 = k = 1)(p*).
Ensuite, comme X suit une loi binomiale, il vient :

2% — 1 _ 2% — 1\ ,_
7rk+17rk< ) >p’“(1p)’“ 1(1p)2+(k_1>pk Y1 —p)p*.

2k — 1 2k —1
7Tk+177k< L >pk(1p)k+1+(k_l)pk+l(1p)k.

Soit :

D’aprés la propriété de symétrie des coefficients binomiaux, on a :
2k -1\  [(2k-1
k-1) \ k )’
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d’ou, aprés factorisation, il vient :

Tht1 = T + <2kk_ 1)pk(l —p)k(p —(1-p) e g =7+ <2kk_ 1)pk(l —p)k(2p —1).

Exprimons a présent w1 — 7y ¢

2k —1
k

2k —1

7Tk+1—7r;€=7rk+( )pk(l—p)k(2p—1)—ﬂ'k<:>7Tk+1—7Tk:( i )pk(l—p)k(2p—1).

¢) Soit k € N, on cherche une condition sur p, ol p est une probabilité comprise entre 0 et 1, telle
que Tg41 > Tk.

2k —1
Tht1 = T < Thg1 — T > 0 ( i )pk(l -p)*(2p—1)>0.
Or, par définition, un coefficient binomial est un entier positif, d’ou

2k —1
(71 o

Comme p € [0,1], p et 1 — p sont des réels positifs, et par définition de la fonction puissance,
on a :
k k
pt>0 e (1-p)*>0.

Par produit, il vient :

Soit :

| —

Tpt1 2T < 2p— 1206 p 2>

1
Conclusion : 741 > 7 si et seulement si p € [5, 1].

EXERCICE 304 (@) par Matilde

On reprend les notations de ’exercice précédent. On considére deux appareils, l'un ayant deux
composants, l'autre quatre. On suppose que les deux appareils ont la méme probabilité de fonc-
tionner. Déterminer p, puis la probabilité commune de fonctionnement.

Commengons par le premier appareil.

Comme l'on a vu lors de ’exercice précédent, la loi du nombre de composants opérationnels suit
une loi binomiale de paramétres 2 et p : B1(2,p).

Ici, appareil est composé uniquement par 2 composants, il n’est donc pas opérationnel que lorsque
aucun des composants ne fonctionne.

La probabilité qu’il fonctionne s’exprime donc ainsi :

Pfonctionnementl =1-P (X = 0)

Passons maintenant au deuxiéme appareil.

Toujours avec l'exercice précédent, on peut affirmer que la loi du nombre de composants opéra-
tionnels suit une loi binomiale de paramétre 4 et p : Bo(4, p).

Ici, appareil est composé de 4 composants, il n’est pas opérationnel lorsque aucun des composants
ne fonctionne ou lorsque seulement un seul fonctionne.

La probabilité de fonctionnement s’exprime donc ainsi :

PfonctionnementQ =1- PQ(X < 1)

L’énoncé nous indique que les deux appareils ont la méme probabilité de fonctionnement, ainsi :

Pfonctionnementl = PfonctionnementQ
<:>1—P1(X:0):1—P2(X§1)
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Cette égalité nous permet de trouver p :

& (1-p)?=(1-p)'+4p(1—-p)°
S 1-p)t+4p1l-p?P—-(1-p)Q’=0
& (1-p?*((1-p*+4p(1—p)—1)=0
S (1-—p)2(P*—2p+1+4p—4p> —1)=0
& (1-p*2p-3p") =0
& (1-p)*p2-3p) =0
o 5= {o% 1}

Si p = 0, il semble évident que les deux appareils aient la méme probabilité de fonctionnement
puisque si aucun des composants ne fonctionne, ’appareil ne fcontionnera pas non plus, elle est
ainsi nulle.

Sip =1, il semble évident aussi que les deux appareils aient la méme probabilité de fonctionnement
puisque si tous les composants fonctionnent, ’appareil fonctionnera aussi, elle vaut ainsi 1.

2
Sip= 3 la probabilité de fonctionnement sera égale & 1 — P; (X = 0) soit 1 — (§)2 =9

EXERCICE 305 (@) Par Lancelot

Soient p €]0, 1], n € N*, X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(b, p).

1. Pour k dans {0,...,n — 1}, donner une expression simplifiée de
P(X =k+1)
Uy = ———=
P(X =k)

2. A quelle condition le quotient précédent est-il supérieur & 17
3. Quelles sont la ou les valeurs de k maximisant P(X = k) ? Expliciter le cas p = 3.

4. Quelle est I'allure de 'histogramme de X 7

1. On calcule :
" — ()P (@ —p) =t p n! Kl(n — k)
T -pr I p (kD —k D!l
n—k p
E+11—p

2. Soit k € [0;n — 1] On étudie :

n—k 1-p 1—p
>-—P —k>(k — <=np-1 > k.
k+1~ p " (k+1) » np—1+p=>

ug > 1 <

comme k est un entier, on prend alors [np — 1 + p|. Lorsque p = %, on doit choisir k£ =
L(n—1)/2].

3. Puisque les coefficients binomiaux sont symétriques, on déduit que I’histogramme ressemble
a une courbe en cloche.

EXERCICE 306 (@ ) Par Lancelot
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Soient A € Ry, (A),>1 une suite d’éléments de Ry convergeant vers A et, pour n € N*, X,
une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n et %" Montrer que :

k
VkeN, P(X,=k) —— s

n—-+00 k! '

On pourra utiliser la limite établie en 5.2 et 'exercice 130 de 5.3.

Par hypothése, on a que :

Observons que :

Remarquons que :

A\ A\ A\ A"
lim (1_> ~ lim (1_> (1_) ~ lim (1_> ,
n—-+o0o n n—-+oo n n n—-+o0o n
il reste alors & montrer que :
lim (1 - A") =e .
n——+oo n

Or d’aprés le complément de 5.2, cette derniére limite tend vers e~*. Soit finalement que :

. , n\ A MR
i == ()5 (1) = e

ce qui était attendu.

EXERCICE 307 ((2) ) Par Lancelot

Soient p €]0;1[,n € N*. Une expérience a la probabilité p de réussir. On la répéte n fois de
maniére indépendante. Autrement dit, on se donne n variables aléatoires X1, ..., X, suivant
la loi de Bernoulli de paramétre p. On note T la variable aléatoire définie de la fagon suivante
(premier instant de succes).
— Si l'ensemble {i € {1;n}: X, = 1} n’est pas vide, T est le plus petit élément de cet
ensemble. Ainsi
T=k=X1==X;,_1=0,X,=1).

— Sinon T = 0.
Quelle est la loi de T.

Chaque variable aléatoire X & une probabilité p de réussir et sont toutes indépendantes. On en
déduit que pour atteindre k étapes, il faut avoir échoué k — 1 fois et réussi 1 fois. De quoi on déduit
que :

Vk € [1;n], P(X =k)=p(l—p)* '

EXERCICE 308 (()) Par Victor

On joue a pile ou face avec une piéce ayant la probabilité p €]0, 1] de donner pile. On se donne
a et b dans N non tous deux nuls et une séquence S de [ = a+b éléments de {P, F'}, contenant
a lettres P et b lettres F.

a) Soit m dans N*. On lance ml fois la piéce. Montrer que la probabilité que la séquence S
n’apparaisse pas est inférieure ou égale a (1 — p%q®)™.
b) Soit m > [ un entier. On lance n fois la pieéce. Montrer que la probabilité que la séquence S

n’apparaisse pas est inférieure ou égale a (1 — p®q?) L/t Quelle est la limite de cette suite
lorsque n tend vers +o0o ?
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L’idée globale de cet exercice va étre de considérer une variante plus contraignante de I’enoncé :
On va imposer des positions de départ pour la séquence S tous les [ lancers. De cette maniére, on
sépare les lancers en paquets de [ lancers, et ainsi on gagne l'indépendance des résultats, ce qui va
nous permettre de travailler avec nettement plus d’aisance.

a) Soit k un entier compris entre 0 et m. La probabilité que la séquence S se trouve entre les
lancers kI 4+ 1 et (k + 1)l est de p¢®. En effet, il s’agit d'un choix de positionnement de a
résultats P parmi [ = a + b lancers indépendants.

Ainsi, la probabilité que la séquence S ne se trouve par entre les lancers kl + 1 et (k + 1)I est
de 1 — p%qP.

Dés lors, puisque les séquences de résultats entre les lancers kl + 1 et (k4 1)I ne se chevauchent
pas. Les événements sont indépendants entre les k.

Ainsi, la probabilité que la séquence S n’apparaisse pour aucune des séquences entre les lancers
kl+1et (k+ 1) est de (1 —p2gb)™.

Enfin, la probabilité que la séquence S n’apparaisse pas lors des ml lancers est inférieure a égale
a la probabilité que la séquence S n’apparaisse pas en commancgant & une position de la forme
kl + 1, donc inférieure a (1 — p®¢®)™

b) Soit n > [ entier. Soit m = Lﬁj D’aprés la question précédente, si on lance ml = Lﬁjl < n, alors

l l n

la probabilité que la séquence S n’apparaisse pas est inférieure a (1 — p2g®)™ = (1 — paqb)L l

Puisque 'on a fait finalement plus de ml lancers, la probabilité de nTeLz pas obtenir la séquence

S est plus faible qu’avec ml lancers, donc plus faible que (1 — paqb)L l J.

Puisque 0 < p<let0<g<1,ona0<1—p’ < 1. Dés lors, la suite obtenue est semblable

a une suite géométrique de raison comprise entre 0 et 1. Elle tend donc vers 0.

Ainsi, la séquence S finira forcément par étre obtenue avec un nombre infini de lancers.

J

EXERCICE 309 (@) ) Par Lancelot

Pour n € N*, soit p,, la probabilité de n’avoir jamais observé deux piles consécutifs en lancant
n fois une piéce équilibrée.

1. Calculer p; et po.

2. Montrer que

Vn € N*, ppio= Pni1 | Pn
2 4
3. Résoudre I’équation 22 = 5+ i. On notera A la racine positive, u la racine négative.
4. En utilisant 'exercice 11 de 1.3, déterminer ’ensemble € des suites réelles (uy,),>0 telles
que :
U U
Vn € N*, Up42 = n2+1 + —

5. Pour n € N, exprimer p,, en fonction de n.

1. Onaplzletpgzé.
2. Pour ne pas observer deux fois deux piles consécutifs a partir de ’événement A, il n’y a que
deux possibilités.
— Soit on fait face, et on obtient A, 11, soit I’événement A,, 11 N F. (et qu’importe le lancer
suivant nous ne pouvons pas obtenir deux piles consécutifs).
— Soit on fait pile puis face et on obtient A, s, c’est & dire 'événement A, N PN F.
Les deux événements listés sont incompatibles. Par conséquent :

P(Ani2) =P((Anti NF)U (A, NPNF))=PAn1 NF)+PA, NpNF),

les événement P F, sont indépendant entre eux et des événements A,, et A, 1. On a donc
que :
P(A, 1 NF)+PA, NpNF) =P(A,41)P(F) + P(A4,)P(P)P(F),

d’ou l'on tire la relation de récurrence :

_ Pnt1 | Pn
Pni2 = 9 +4~
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3. On détermine a l'aide de la méthode classique, les racines du polynémes :

X 1
P G
2 4’
qui sont :
)\:14'_@ et :l_ﬁ
174 =3~ 4

Par conséquent, I’ensemble des suites vérifiant la relation,

Unt1 | Un
2 47

Vn € N, Unp42 =

est ’ensemble :
E:={a\" +Bu": (a,B) € R?}.

4. 1l nous reste a résoudre le systéme :
a+pf=1
1
ar+ fu = -
2
c’est a dire le systéme :
a+pB=1

1 V5 1 V5 1
“<4+4>+ﬁ<4‘4>‘2

On écrit le systéme sous forme matriciel :

<1+14 1—1{5) | (Z) - @

La matrice de gauche est inversible, car un calcule de déterminant donne —é qui, étant
différent de 0, permet de calculer son inverse :

1 5—-+5 45
E 5+\/5 9
_4\/5

S

ce qui nous donne les solutions :

5= (rav ) () -mE).

5+ V5) <i+‘/5> + 1oV (1—\/5>

Finalement :

1
Vn € N, pn:E(

4

EXERCICE 310 (@) ) Par Lancelot

Soit (Xk)x>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

Veke{l,...,n}, P(Xxy=1)=p, P(Xr=—-1)=1-p=:gq.

Pour n € N*, soit
n
S, = ZXk~
k=1

1. Montrer que, si n € N*, S, est a valeurs dans I’ensemble des entiers relatifs de valeur
absolue bornée par n et de méme parité que n.

214



2. On suppose n pair : n = 2¢, avec £ € N*. Montrer que la loi de S,, est donnée par

. , 20 o
VJ S {_g,...7€}, ]P)(Sze = 2]) — (€+j>pf+]qé J.

3. Les notations sont celles de b. Pour quelle valeur de p la probabilité P(Sy, = 0) est-elle
maximale 7

4. Montrer que
P(S2 = 0) < (4pq)".

5. On suppose p # % Montrer que 4pg < 1, puis que

P(SQ@ = 0) — 0.
n—-+o0o

1. Soit n € N*. Par définition,
Vk e [1;n], -1< X, <1

En sommant & sur [1;n] il vient que :
—n<S,<n << S,e{kecZ: |kl <n}.
Posons alors :
a:=Card{k € [I;n] : X =1} et b:=Card{k e [L;n]: X, =-1},
de sorte que :
n=a+b e S,=a-—0.

On effectue une disjonction de cas selon la parité de n :
— Soit n est pair, dans ce cas il y a deux possibilités :
— a et b sont pairs, donc p — ¢ est pair
— a et b sont impairs, donc p — g est pair.
— Soit n est impair, dans ce cas il y a deux possibilités :
— a est pair et b est impair, donc a — b est impair
— a est impair et b est pair, ce qui se raméne au cas précédent.
Dans tous les cas S,, est de la parité de n. On a donc montré les deux résultats voulus.

2. 11 faut noter ici que S, ne suit pas exactement en lui binomiale en raison des valeurs prises
par les (Xj)k>1. On effectue alors une transformation. Posons :

_Xk—|-1

VkEN*, Yy : 5 s

de sorte que Y}, soit une épreuve de Bernoulli avec une probabilité de succés p. Par conséquent,
posons :

VneN', S, =) Y,
k=1

de telle maniére que pour n € N*, S/ < B(n,p). De plus observons que pour n € N* :

1 (<& Sp+n
k=1

qui n’a de sens que si n est pair. Ainsi, on obtient que pour £ € N* et n = 2/ :

)
vj € [-£:4], P(snzzj):P(S;: ];">
=P(S), =+ 7)

A O WS ) 0+ 0—j
<f+j>p ! <€+j P

ce qu'il fallait obtenir.
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3. A laide de la question précédente, on a que :
20 20
p(sa =0 = (3 )o'a = () v - n)"

qui est une fonction de p sur [0;1]. Puisque la fonction z — z¢ est croissante, remarquons
que cela revient a étudier le maximum de la fonction f : p € [01;1] — p(1 — p). Observons
que f est dérivable, on calcule :

qui est positive sur [0;1/2] et négative sur [1/2;1]. Donc f admet un maximum en 1/2 qui
vaut 1/4. D’ou la probabilité maximale de P(S2, = 0) est :

(@)

4. Soit £ € N*. A l'aide de I’exercice 63, on a que :

<2t <4’
(7)==

En utilisant la question précédente, on a que :

s =0 = (X)ota = () -m< (4) (1) =@t = oy

ce qui était attendu.

5. Puisque p # %7 on a que :

fp) < f (;) — (4f(p))f < 1.

Par conséquent la suite (4f(p)*)sen- est géométrique de raison strictement inférieure a 1, elle
tend donc vers 0. En reprenant I'inégalité obtenue dans la question précédente, on a que :

0 < P(S2 = 0) < (4pq)",

et un passage a la limite dans I'inégalité au dessus donne, a ’aide du Théoréme de convergence
par encadrement, que :
P(Sae = 0) ——— 0,

n——+oo

ce qu’il fallait montrer.

EXERCICE 311 ((®)) par Tristan

1
On se place dans le cadre de 'exercice précédent, avec de plus p = 3 Ainsi, (Xk)k21 est une

suite de variables aléatoires indépendantes telle que

1
VEe{l,...,n}, PXp=1)=P(X,=-1)= 3
a) En utilisant 'exercice 249 de 8.6, montrer que

P(Sp =0) — 0

{—+o00
b) Soit m € N*. En utilisant la question précédente et I’exercice 68 de 3.1 montrer que

P (]S <m) —— 0
£—+o0
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a) On commence par rappeler que n = 2/.
D’aprés ’exercice 249 de 8.6,

De plus, on a la relation suivante
. . 20 i e
Vie{—t,... 0}, P(Sze2j)< ->p+jq J

1
Ainsi, pour p = 3 et 7=0:

420
(¥)
Y4
S \/Z 42€
(¥)
Y4 1
S

20
() .
4£ {—+o00 ﬁ
1
- P(Sgg = 0) m W
= P(S%y=0) ——0
{—+o00

Or, V¢

b) On note dans un premier temps ’égalité
Ym e N*, P (|Se| <m)=2P(0 < Sy <m)—P(S2 =0)
Ce qui revient a

Vm € N*, P (|Sy| <m) =2 P (S =k) —P(Sa = 0)
k=0

Ensuite on remarque que si m > n alors
P (|S2¢| <m) =P (|S2] <n) =VYVm e N*, P(|S%] <m) <P(]S2%]| <n)

On en déduit I'inégalité

Vm € N*, P (|Sp| <m) <2 P(Sy = k) —P(Sa = 0)
k=0

Or, pour k € {0,...,n} tel que k =27 avec j € {0,...,£} on a P(Syy = k) = <fi€j> ptrigt=i

et, dans le cas ol k est impair, P (Soy = k) = 0 puisque So¢ est de méme parité que n

217



Ainsi,

Alors

7=0

27L
<1—27—P(52g=0)
< —P (S =0)

Enfin, comme P (S, = 0) P 0 et P(|S2¢| <m) est a valeurs dans R*, on peut conclure
que —+0oo
Vm e N*, P (|Sy%| <m)—0

L— 400

9.3 Espérance d’une variable aléatoire

EXERCICE 312 ((1)) Par Lancelot

Soit n € N*. Calculer lespérance d’une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur
{1,...,n}, d’une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur {1,2,4,...,2"}.

Par définition de ’espérance et de la loi uniforme, on a :

1 — n+1
E(X)zﬁz:kz o
k=1

De méme :

EXERCICE 313 ((1)) Par Lancelot

Soient @ et b deux nombres réels tels que a < b, X une variable aléatoire & valeurs dans [a, b].
Montrer que E(X) appartient a [a, b].
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Par hypotheése, on a pour tout événement w € € :
aP(X =w) < X (w)P(X =w) < WP(X =w),
d’ol en sommant :
ad PX=w) <Y XWPX=w) <bY PX =w),
weN weN wEeN
ce qui est :
a<E(X)<b

)

donc E(X) € [a;b)].

EXERCICE 314 (@) Par Lancelot

1. Soient n € N* et « € R. En utilisant la dérivation, donner une expression simple de

zn:kxkfl.

k=1

2. Les notations sont celles de 'exercice 307. Calculer E(T).

1. On renvoie le lecteur a I’exercice 40, et on donne le résultat obtenu dans celui-ci :

n

Z fah—1 — nz"tt — (n 4+ 1)a" +1
B (1—2)2.

k=1
six# 1.
2. Par définition de ’espérance :

n

E(T) = kP(T=k)=p)Y k(1—p)* ",
k=1

k=1

ce qui est d’aprés a.

EXERCICE 315 (@) par Alexandre (Urne d’Ehrenfest : nombre moyen de boules dans la
premiére urne). On fize un entier a > 2 et on se donne a boules numérotées de 1 & a réparties
dans deuz boites. On considére l’opération suivante. A chaque seconde a partir de l'instant 0, on
choisit uniformément un entier de [|1,al] et on déplace la boule portant ce numéro d’une boite
dans Uautre. On suppose que les tirages effectués a des instants distincts sont indépendants. Si
n € N, on note X,, le nombre de boules dnas la prmiére urne a l'instant n et Y, = Xp, 41 — X,

1. Montrer, pour n € N,
2

BY,) =1~ 2 B(X,) et B(Xun)=(1-2) B(X,)+1

2. En utilisant le protocole d’étude des suite arithmético-géométriques (1.2, exercice 3),
exprimer E(X,,) en fonction de E(Xy), a et n. Déterminer la limite de (E(X,))n>1-
Comment explique ce résultat ?

a)

Par définition du jeu, pour tout entier naturel n et pour tout k € [|0, al], on a :

k
P(Y,=1|X,=k) =1-"—
a

(Probabilité de tirer la (n-+1)iéme boule dans la 2éme urne sachant qu’il y en a k dans la lére) Et :
k

PY,=-1X,=k) =—

a

(Probabilité de tirer la (n+1)iéme boule dans la 1éme urne sachant qu’il y en a k dans la lére)
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Ceci étant dit, on peut écrire :

E(Yn) = P(Yn = 1) - P(Yn = _1)

=Y P(Y,=1X,=k) - P(X, =k) = > _P(Y, =—1|X, =k)- P(X, = k)
k=0 k=0
- ko k

= (l—a—a)-P(Xn:k)
k=0
a 2 a

:Zp(xn:k)_aZkP(Xn:k)
k=0 k=0

E(Y,)=1- 2. E(X,)
a

Comme Y,, = X,,11 — X, on en tire :

2
E(X,11—X,)=1—--E(X,)
a
2
E(X,+1) — E(X,) =1— — - E(X,) linéarité de 'espérance
a
2
E(Xpt1)=(1-=)-E(X,) +1

b)

On a démontré a la question a) que la suite (up)n>0 = E(Xp)n>0 est une suite arithmético-
géométrique vérifiant la relation de récurrence :

2

On cherche un réel [ tel que :
2

I=(1=2)1+1

a
d =~
onc 5

2
La suite (u, — l)p>0 est géométrique de raison 1 — —, donc :
= a

C’est-a-dire :

2
¥neN, E(X,)=(1--)"(E(Xo)-3)+5
a 2 2
Comme |1 — 2| < 1,on a:
2
(1-=)"—0
a n—-+oo
Donc : a
E e
( ) n—-+4oo 2

Ceci signifie que si 'on attend assez longtemps, il y aura en moyenne environ la moitié des boules
situées dans la boite de gauche.

EXERCICE 316 (@) Par Lancelot

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
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1. Justifier la relation
PX=Kk=PX>k) —-P(X>.Ek+1)

2. On note n la plus grande valeur que prend X. Montrer que

E(X) = iIP(X > k).
k=1

1. Si X est plus grand que k et plus petit que k + 1, alors X vaut k d’ou la relation voulue.

2. On va faire apparaitre une somme télescopique avec a. :

E(X) = anw(x = k) = ik(P(X > k) —P(X > k+1))
k=1 k=1

n

=Y kP(X > k)= > kP(X > k+1),

k=1 k=1

en décalant 'indice de la premiére somme (et en utilisant le fait que P(X > n+1) =0) :

n—1 n
D+ 1DP(X 2k+1) =D kP(X>k+1)=P(X >1)+ Y P(X >k+1)
k=0 k=1 k=1
n—1
=Y P(X >k+1),
k=0

en décalant une nouvelle fois 'indice de la derniére somme on obtient que :
E(X) =) P(X > k),
k=1

ce qu’il fallait montrer.

EXERCICE 317 ((®)
On reprend les notations de ’exercice 286 et on note U,, le nombre d’expériences ayant réussi

1
a l'instant n. Calculer E(U,) et exprimer Ny, le plus petit n tel que E(U,) > 3 Quelle est la
limite de pNZ', lorsque p tend vers 07

EXERCICE 318 (@ ) Par Lancelot
Soient X une variable aléatoire & valeurs dans R, et a € R%.. Montrer que

E(X)

P(X >a) <
(Xza)< =

On écrit :

Par conséquent :

Observons alors que :
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Il suit donc que :

c’est & dire :

et I'inégalité de Markov est démontrée.

EXERCICE 319 (@ ) Par Lancelot

1. Soit X une variable aléatoire réelle. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz (3.4),
montrer que

E(X)* <E(X?).
2. Soit x € [—1;1]. Montrer qu’il existe une variable aléatoire réelle telle que
E(X)=z et E(X?).

On pourra considérer les variables aléatoires & valeurs dans {—1,1}.

1. On écrit :

E(X) =) X(w)VPw)yPw).

weN

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz

E(X)? = (Z X(W)\/MUJ)\/MW)) < (Z X(MVWM)) (Z P(W)) =Y X(w)°Pw),
weN we weN weN
ce qui est E(X)? < E(X?).

2. On se demande si le systéme
a+p=1
a—f==x
avec (o, B) € [0;1]2 et € [—1; 1] admet toujours des solutions. Calculons alors le déterminant

de la matrice du systéme :
1 1
1 -1

-

Donc la matrice du systéme est inversible, donc ce dernier admet toujours une solution. Il
nous reste a considérer la variable aléatoire prenant les valeurs {—1;1} avec leur probabilité
respective 8 et a. On calcule alors

EX)=a—-B=z e EX)=a+p=1.

9.4 La linéarité de I’espérance

EXERCICE 320 ((@)) Par Valentin Les notations sont celles de l'exercice 292. Déduire de
I’exemple 1 'espérance de X.

On avait pour k € [0; m],

Le calcul repose sur deux identités :
— Pour n € N*k € [1;n], on a

()-GY

que 'on prouve en passant par ’écriture avec les factorielles.
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— Pour p,ge N,n € [0;p+¢q], on a

> (0 -0

dont la preuve concerne le premier point de l'exercice 415.
On a

k=1
n' n —1\ [n—n
i (i) G )
m/) k=1
m—1
52 )G &
= (changement d’indice "k =k —1")
n ! __ . —
(m) = \n 1/)\n—-1—-k
~on (n=1\ _ n/mn-—m)(n-1)! na'm (55)
(M \m=1) " alm—=1n-—m)  n '
EXERCICE 321 ((@)) Par Valentin
Soient X une variable aléatoire, n € N*, Xy,..., X, des variables aléatoires indépendantes et

suivant la loi de X et .
Sp = Xp.
k=1

1. Exprimer E(S,,) en fonction de n et E(X).
2. Exprimer E(S2) en fonction de n, E(X) et E(X?).

1. Par linéarité de I'espérance
E(S,) =E (Z Xk> = > E(X).
k=1 =

k=1
Puisque les (X%)1<k<n suivent la loi de X,
D E(Xx) = E(X) =nE(X).

k=1 k=1

2. On a

= Z E(X;X;) (linéarité de I’espérance)

(]

E(X:X;)+ Y E(XiX;).
1<i,j<n 1<i,j<n
i=j i#j
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Mais

> E(XX)) =) E(X})
1<i,j<n k=1
i=j
n
= ZE(XQ) (les (Xk)1<k<n suivent la loi de X)
k=1
= nE(X?);
et
Y OEXX;) = Y E(X)EX;) (Indépendance des (Xi)i<k<n)
1<i,j<n 1<i,j<n
i#j i#£]
= Z E(X?)  (les (Xk)1<k<n suivent la loi de X)
1<i,j<n
i#]
=n(n - 1)E(X)%
Donc

E(S2) = nE(X?) + n(n — 1)E(X)?

EXERCICE 322 (@) par Valentin (Marches aléatoires : concentration autour de nE(X)). On
reprend les notations de ’exercice précédent.
a) On suppose E(X) = 0. Montrer, en appliquant I'inégalité de Markov (exercice 318) & S,,2
que, pour, a € RT*,
E(X?)
a?

P(]S,]|> av/n) <
b) On revient au cas général. En considérant Y := X —E(X), montrer que, pour tout a € R™*,

V(X)
a? ’

B[S, — nE(X)| avn) <

ot V(X) = E(X?) — E(X)2.

E(S,?)
—
nE(X?) + n(n — 1)E(X?)
5

a) On a S,,2 donc par Markov, Ve > 0 P(S? > ¢) <

2

Alors, Ve > 0, P(S,% > g) < en posant € = a’n avec a € R*T :

nE(X?) E(X?)

= 2

P(S,? > a’n) < .

a?n a

Or, les événements [S,, > a®n] et [|S,|> a+/n] sont les mémes, alors on retrouve bien :

E(X?)

P(|S,|> av/n) <

2

)

b) On applique Markov a la variable aléatoire positive (S, — nE(X))

Ve >0,

()2 > o) < B _nBEO))
E(S,2) — 2nE(S,)E(X) + n2E(X)?

e2
nE(X2) +n(n — 1)E(X)2 _ QnQE(X)Q + an(X)2

IN

né(X)

nE(X?) — nE(X)?

3

(

en posant € = a’n

)
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Ainsi, vu que les événements [S,, > an] et [|S,,|> ay/n] sont les mémes cela donne :

V(X)
.

B(IS, — nE(X)|> av/n) <

EXERCICE 323 (@) par Valentin

On considére une assemblée de n personnes. On ignore les années bissextiles. Sous les hypo-
théses d’indépendance des dates d’anniversaire des personnes et d’équiprobabilité de la date de
naissance de chaque personne, quelle est ’espérance du nombre de paires de personnes ayant
le méme anniversaire? Pour 1 < ¢ < j < n, on introduira la variable aléatoire de Bernoulli
X ; égale a 1 si les personnes i et j ont méme anniversaire.

On note S, = Z X, ; par définition, une réalisation de 5,, donne le nombre pairs de personnes
1<i<j<n

ayant le méme anniversaire.

La question revient & calculer E(S,,),

Z Xij;) = Z E(X; ;) (linéarité).

1§z<]§n 1<i<j<n

Les X; ; sont indépendants, de méme loi : B(p) avec p la probabilité que deux personnes soient né
le méme jour.
ie.:

n(n —1) 1
p= 365 donc E(S,,) = 1<i§<j<n (Xi;) 5 X 365 alors, E(S,)

EXERCICE 324 (@) par Valentin

Une population est formée de 2n individus répartis en n couples. Parmi ces 2n individus, m
choisis aléatoirement et de maniére équiprobable parmi la population initiale meurent. Quel est
I’espérance du nombre de couples survivants 7 Numérotant les couples de 1 & n, on introduira,
si 1 <4 < n, la variable de Bernoulli X; égale & 1 si le couple ¢ survit.

n
On pose S, = ZXi’ par définition, on cherche a calculer E(S,,). Par linéarité de ’espérance,
i=1

ZE ) et comme les X; ont la méme loi que X7, on a E(S Z E(X E(X).

E(X;) =P(X; = 1) =1 - P(X; = 0).

Pour que X7 = 0, il faut que m > 2 et que les individus 1 et 2 soient choisis. Ainsi, créer une partie
de taille m de [1,2n] contenant 1 et 2 revient & créer une partie de taille m — 2 de[[3, 2n].

2n — 2
Il y a alors < " > choix,
m—2
2n —2 2n — 2
donc E(X;)=1— (m B 2) et E(S,) =n(1— (m B 2))
Dans le cas ot m < 2, on obtient directement

E(S,) =n.

EXERCICE 325 (@) ) par Théo

Soit n > 2 un entier. Une entreprise suit la stratégie suivante pour recruter ses n employés.
L’employé 1 fonde I'entreprise et recrute ’employé 2; I'un des deux employés 1 ou 2 recrute

225



I’employé 3, I'un des trois employés 1,2 et 3 recrute ’employé 4 et ainsi de suite. On suppose
que si 1 < i < n—1, chaque employé parmi 1, ...,7 a la méme probabilité de recruter I’employé
i+1

a) Sil < i< n, quelle est la probabilité que 'employé i ne recrute personne ?

b) Soit N le nombre d’employés n’ayant recruté personne. Calculer E(N)

a) Soit ¢ € [1;n]. On note Xy, k € [i + 1,n] la variable aléatoire qui indique si 'employé k a été
recruté (X3 = 1) par Pemployé ¢ ou non (X = 0).
On note également Y; la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes recrutées par I’employé
i (Y; = j si Pemployé i a recruté j personnes).
1
L’employé 7 a une chance sur i de recruter ’employé ¢ + 1 (donc une probabilité de 1 — — de ne
i

pas le recruter). On a donc :

(}/1 :0) = (Xz'+1 :O)HO(XTLZO)

k=i+1
1 k—2

Les variables aléatoire (X} ) sont disjointes donc on a :

IP(Y,-—0>—IP< ﬁ (Xk—0)>

k=i+1

f[Pm;:m

k=i+1
T
k=i+1
i—1 L )
= T par produit télescopique
n—
i —1
Donc, P(Y; =0) = ’ 1
n—

b) On a N(Q) = [1;n]
On introduit la variable aléatoire Z; : Vi € [1;n], Z; = 1 si i ne recrute personne, Z; = 0 sinon.

._1 n
Onadonc:P(Z;=1)= ! 1etN:ZZZ-.
" —
i=1

Donc

1 ) 1 nn—1) n
_n—1§;“_n—1”' 2 2
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Finalement, on a E(N) =

|3

EXERCICE 326 (@) ) Par Lancelot

On se donne n boules numérotées de 1 & n, n urnes également numérotées de 1 a n. On place
une boule dans chaque urne, les choix étant équiprobables. Quelle est I’espérance du nombre
de boules placées dans 'urne portant leur numéro? Pour 1 < ¢ < n, on introduira la variable
de Bernoulli X; égale a 1 si la boule i est placée dans I'urne +.

On considére les variables aléatoires (X;)1<;<y valant 1 si la boule 7 est dans 1'urne ¢, sinon 0. Soit
i € [1;n]. Observons que :

ot P(X;=0)=""1

on calcule alors :

Posons alors la variable aléatoire : .
i=1

De sorte que S, comptabilise le nombre de boules biens placées. On calcule alors par linéarité de

I’espérance :
E(S,) =E (Z XZ-> => E(X;) = Z% =1
i=1 i=1

i=1

On peut donc espérer qu'une permutation de n élément produise 1 point fixe.

EXERCICE 328 ((®)) par Tristan

On reprend les notations de 'exercice 311. Pour n € N*, on note R,, le nombrede k € {1,...,n}
tels que S = 0.

a) Montrer que

n (Qk:)
Vn € N*, E[Rg,] = k

b) En déduire que

Vn € N, E[Rg,) = T”
E [Ra, .
¢) En utilisant 'exercice 249 de 8.6, déterminer la limite de la suite <M> , puis celle
\% 2n n>1

de ( \[f] . Ainsi, en moyenne, la marche aléatoire revient a l’origine environ c¢\/n
n
n>1

fois avant I'instant n, ot ¢ > 0 est déterminé dans cette question.

a) L’énoncé de cette question comporte une erreur, on doit en effet déterminer que pour tout

n 2k

entier naturel n > 1, E[Ra,] = Z % afin, d’une part, d’obtenir une expression de E[R,]
k=1

qui correspond avec celle de la question b) ; et d’autre, car partir de k = 0 impliquerait que l’on

prend Sy en compte dans le calcul de E[R,], ce qui ne coincide pas avec la définition de R,,.

Cherchons tout d’abord le nombre de chemins menant & 0 en exactement 2n pas. Comme on
part de telle sorte que Sy = 0, il faut faire exactement le méme nombre de pas vers vers le haut
que vers le bas. (Cette expression se base sur une représentation de la marche aléatoire avec
un axe sur lequel on se déplace soit en montant d’un cran vers le haut et & droite ou d’un cran
vers le bas et la droite. cf. fig 1)
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Figure 1 : marche aléatoire pour n=>5

Ainsi, on doit effectuer n pas vers le haut et n pas vers le bas pour atteindre 0 en 2n.
Le nombre de chemins contenant n pas vers le haut dans ce cas est alors (277)

1
De plus, on rappelle que la probabilité d’aller vers le haut ou vers le bas est donnée par 3 pour
chaque itération. Ainsi, la probabilité de faire n pas vers le haut et la méme que celle de faire
n pas vers le haut et elle est égale & —.
2n
On a alors finalement

2n
Vn € N*, P (S, =0) = <2”) VLR (o)

On en déduit que pour k € [1,n],

Soit

@)
k [RQ”] Z 4k
k=1

n

On propose un raisonnement par récurrence pour démontrer P,, avec n € N*

Initialisation :
On vérifie que P,, est vraie pour n =1 :

Et

RN | _ar2-4 1
4 4 2
Ainsi, P; est vraie.

On remarquera ici qu’avec l'expression de E[R,] donnée dans ’énoncé, Py serait fausse.

Hérédité -
On suppose que P,, est vraie pour un entier nature n > 1 quelconque et on montre sous cette
hypothése que P, 41 est vraie.
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Calculons :

k=1
SR6) _eern @) L G
k 4n 4n+1

Il s’agit alors de démontrer que pour n € N*|

2n+3) (27 @+ () G

4n+1 - 4n 4n+ 1

On procéde par I’absurde en supposant ’exact contraire, ce qui donne

@n+3) (207, en+ 1) (P G0

4n+1n+1 ?é qn + 4n+1
(2n+2) (1), @n+ D) (3)
4n+1 7é 4n
2n+2)2n+2)! , 4(2n+1)(2n)!
(n+1)12 n!2
2(n+1)(2n+2)!
( *(n )+(1)2+ Y L a(on 4 1) 2n)!
2(2n —l—nll(lZn +2) L4(@n+1)
4(n+1)
Tuvr 70
444

On obtient 4 # 4 ce qui est évidemment absurde donc P,, 1 est vraie ce qui achéve la récurrence.

On conclut donc o
2n + 1
Vn € N¥, E[R%]zw—l

¢) On rappelle la conclusion de I'exercice 249 de 8.6 :
(Qn) 1
An/ N —

\/ﬁ 4" n—o4oo \/’TT

Pour tout n € N*, on a

E[Rs) 2n+1_ (3" 1

n

= >< —
Von Von 4n V2n

2n + 1 (GO I
= X v/n -

nv2 v 4n V2n

14 4 " 1
_ 9 2n n/ _
( 1 > VI V2an
2

% J—
n—-4o0o iy
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Et pour tout £ = g dans N* :

E[R,] _
n

7>< JE—
V2o oAt Ve

1
2 TG

1 20
ﬁ(“;”) ><\/Z(4€é)\/127

2
L—~+o0 s
/2 E[R
On en déduit que 4/ — est un équivalent de L et finalement, on a
™ \/ﬁ
2n
E [Rn] ~ _
n—-+oo T

EXERCICE 329 ((®)) par Tristan

On reprend ici les notations de ’exercice 310 et on suppose que p # —.
a) Montrer que
wew, Ernl=3 ()
k=0
b) Montrer que
¥neN*, E[Rs] <Y (4pg)°
k=0

c¢) En déduire que la suite (E[R2,]),>, est majorée.

d) Montrer finalement que la suite (E[R,]),~, est croissante et majorée, donc convergente.
Ce résultat contraste fortement avec celui de 1’exercice précédent.

a) On reprend le méme raisonnement que pour 'exercice précédent mais avec cette fois p # g # >

ce qui donne bien pour n € N*

P (Say = 0) = (2:> xptx gt = (2:) (pg)"

D’ou, pour tout k € [1,n]
2k
Bls =0 = () 0"

Et finalement,

E [Ran] = zn: (2: ) (pg)"*

k=1
Encore une fois, il y a une erreur dans l’énoncé de cette question puisque lindice de la somme
est k =1 et non pas k = 0. En effet, commencer a k = 0 implique que l’on compte Sy dans le
calcul de E[R,] ce qui est contraire & la définition de R,,.

b) D’apres l'exercice 310, on a démontré que pour k € [1,n], on a
P (Sok = 0) < (4pg)"
On en déduit assez facilement que d’une part,

E[Sar, = 0] < (4pq)"
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)

Et d’autre,

n

E[Ron] <Y (4pg)”

>
Il
—

(4pg)* + (4pq)°

INA
wMz

sl

—

<3 (4pg)”

=
Il
o

n
On remarque immédiatement que Z (4pq)k est la somme des n+1 premiers termes de la suite
k=0
géométrique ((4pg)™), -, On écrit alors

i (4pg)* = TP Gl
P 1 —4pq

1
Or, on sait également d’aprés l'exercice 310 que le produit pg est maximal quand p = ¢ = 5

Ainsi, on a

—_

1
O§4pq<4><§><f

N}

0<4dpg <1

Comme 4pq € [0, 1] on peut établir que

" 1
li 4pg)* | =
ngglm<k0(pq)> T

Enfin, ce résultat améne pour tout n € N* I'inéquation

1
< -
E[Ran) < 7=

Et on en conclut que (E[Ry]),>, est majorée.

Posons alors £ = g On obtient 'expression de E[R,,] ci dessous
¢

E[R,] = <2kk ) (pg)"*

k=1

On voit tout de suite que pour tout n € N* pair, on a E [R,,41] = E [R,] donc on va s’intéresser
a la différence E [R;,12] — E[R,] afin d’obtenir la variation de (E [Ry]),,> -
£+1
2k k
Bl -1 = Y () 0" -

k=1 f (2:> (pCI)k
= kzi:l (2:) (pg)* — > (2:) (pa)* + (2; :f) 0

2 +2 1
<£+1>(pq)
0

M~

=
~

v

On déduit de ce résultat la croissance (E[R,]),~;, qui en s’ajoute au résultat de la question
précédente pour montrer que la suite (E [R,]), -, est convergent, ce qui contraste avec I'exercice
précédent, ou elle était divergente.

En conclusion, on peut établir qu'une marche aléatoire repasse un nombre infini de fois par 0
si elle est symétrique mais un nombre fini de fois dans le cas contraire.
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10 Nombres complexes

10.1 Forme algébrique d’un nombre complexe

EXERCICE 330 ((1)) par Mattéo

Ecrire sous forme algébrique :

a=(1+i)? b= (3-2i)(1—1i)—(2+1i), c

Toys T T3¢ ;

32 A4i 2 _(1+z’

)

a=1+4)?=1+2+i*=2
b=1-5i—(3+4i)=-2-9i
C(3-2)(2-5) —4-19% 4 19,

- 29 T 29 T 29 29
13—1 1—3¢ 14 — 47)(2 + 44 44 4 11 12
d:(3 l)+(_ 3i) _ ( i)(2+ Z):7+78¢:7+fi
2 — 43 20 20 20 5 5
N\ 3 s
ez(l—;z) _ 2 ’2:_22__2
2 —1

EXERCICE 331 (D) par Mattéo

Pour n € N, calculer "

On raisonne par disjonction de cas :
— Si n = 4k, alors i" = (i4)k =1 =1
— Sin=4k+1, alors i" = (i)** i =i
— Sin =4k +2, alors i" = (i)** -2 = —1
— Sin=4k+3alors i" = ()* .3 =1 (—i) = —i

EXERCICE 332 (D) par Loise

Résoudre dans C ’équation du premier degré 2iz +4 = z — 41

On a donc
—4i—4

2iz+4d=2—-4io2iz—z2=-4i—-4& 22— 1)=—4di—-4z= 2 1
7 —

car 2i — 1 # 0. En multipliant le numérateur et le dénominateur par (2 — 1), on obtient :

—8+8+4i+4 4 12

1+4 ) )

EXERCICE 333 ((2)) par Loise

Soit z = —4 . Calculer 23.
+iv3
Soit
4
C1+40V3
Alors
23( —4 >3 —64 B —64 _ 64
1+4v3 14+3iv3+3(V3)2+ (iv3)3  1-9+3iv3-3iv/3 8
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EXERCICE 334 ((1)) par Loise

Déterminer les nombres complexes z tel que 22 = i.

22 =iedm(z?) =1et Re(z?) =0
& 20e(2)Tm(z) = 1 et Ne(2?) = 0 & Re(2)Im(z) = % et Re(2)? — Im(2)? = 0.

Re(z)Tm(z) = %
Re(z) = Tm(z)

La partie réelle et la partie imaginaire de z dont de méme signe car leur produit est positif. Soit

Z:ﬁ—f—@i ou z:—@—ﬁi

2 2 2 2

EXERCICE 335 ((2)) par Loise

a) Quels sont les nombres complexes dont le carré est un nombre réel ?

b) Quels sont les nombres complexes dont le carré est un nombre imaginaire pur ?

2?2 € R & Jm(z?) = 0 & 2%Re(2)Im(z) = 0 < Re(2)Im(z) = 0, /quad2 # 0

D’aprés le théoréme des produits nuls :

2R NRe(z)=0 ou Im(z)=0.

22 € iR & NRe(2?) = 0 & Re(2)? — Tm(2)? = 0 & (Re(z) — Im(2))(Re(2) + Im(z)) = 0.
Selon le théoréme des produits nuls :

2?2 € iR & NRe(z) —TIm(z) =0 ou NRe(z) + Im(z) = 0.

EXERCICE 336 ((@) ) par Matilde

Trouver les nombres complexes non nuls z tels que Z = z + % soit réel. Idem en remplacant «
réel » par « imaginaire pur ».

Soit z un nombre conplexe tel que z = ai+ b avec a et b € R, écrivons Z sous sa forme algébrique :

Z—z—l—l—a-l—ib—i-L—a—H'b—i— 4 i
N z a+ib a?+b  a?+ b2
a(a? + b2+ 1) +ib(a® +b% - 1)
Z:
a? + b2

On cherche les nombres complexes z pour lesquelles Z est un nombre réel et donc pour lesquels sa
partie imaginaire est nulle.
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b(a? +b% — 1)

On a Im(Z) = pE—

, il suffit alors de résoudre ’équation Im(Z) =0 :
b(a® +b* —1)
a2 +b2

& bla>+bv*—1)=0
S b=00ua®+b*—1=0

S b=0oub=+v1—-a?2oub=—+1-a?

Pour b =0, et donc z = a, oub = /1 — a? avec a € [—1, 1], puisque b € R,et donc z = a+iv/1 — a?
oub=—v1—a?aveca€[—1, 1], et donc z =a —1iv1 — a?, Z est un nombre réel.

Im(Z) = =0

On cherche les nombres complexes z pour lesquels Z est un imaginaire pur et donc pour lesquels
sa partie réelle est nulle.

a(a®> +b*+1)

On a Re(Z) = pra

, i suffit de résoudre 1’équation Re(Z) = 0.

a(a®? +b%+1)
a? + b2

& ala®>+bv*+1)=0

s a=00ua®+bv+1=0

S a=0o0ua=+v—-1-b2oua=—V—-1-102

Re(Z) = =0

Or,beR et —1 —b% <0, donc Z est une imaginaire pur si et seulement si a = 0.

10.2 Conjugué et module

EXERCICE 337 ((2)) par Loise

Résoudre dans C les équations d’inconnue z € C.

z+ 2

zZ4+1

z=1-%+3i, =1.

J(a;b) € R?/z =a+1ib et Z=a — ib On réécrit les équations en utilisant la forme algébrique du
nombre complexe z et de son conjugué :

a+ib=1—a+1ib+3i <= 2a =1+ 3i.

Or, deux nombres complexes sont égaux ssi ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
2a étant un nombre réel, ’équation n’admet pas de solutions.

S=0.

On procéde de maniére analogue pour la deuxiéme équation en posant z = a + ib ol a et b sont
deux réels. On résout sur C\ {i} L’équation s’écrit donc :

a-+1b+ 21

b =1 <= a+i(b+2)=a+1il-0).

Aprés simplification, on obtient :
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EXERCICE 338 ((2)) par Loise

Résoudre I'équation d’inconnue z € C :

iz2—2Z24+2—i=0

Pour résoudre une équation faisant intervenir un nombre complexe z et son conjugué Z, on utilise
la forme algébrique. Posons, a et b deux réels tels que z = a 4 ib et Z = a — ib.
L’équation s’écrit donc :

i(a+ib)> —2(a—ib) +a+ib—i=0 < —2ab—a+i(a®> —b*+3b—1)=0.

Or, un nombre complexe est nul ssi sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles. On peut
donc résoudre le systéme suivant :

a(2b+1)=0
a?—b>+3—-1=0

Or, un produit de facteurs est nul ssi au moins 'un des facteurs est nul. Soit a=0, le systéme

devient :
a=20
b2 —3b+1=0

On résout ’équation du second degré dans R. Le discriminant est strictement positif : § = 5. On a

3 5 3—+5
donc b = +2\[ oub= 2\[. Nous avons donc obtenu deux solutions. Intéressons nous au cas
ou2b+1=0. ) .
b= —= h— 2
<
1 3 11
2= 1=0 2=
T Ty

On conclut la résolution de cette équation complexe :

S_{3+\/5i_ 3-v5. VII 1. VI 1}
5 :

Ty Y Ty TRt T Ty

EXERCICE 339 (@) par Octave
Dans les questions a), b), ¢), f est une application de R dans R telle que f(1) =1 et que

V(z,y) €R?, flz+y)=fl)+ fly), flay)=f2)f(y).

a) Montrer que
VeeQ, f(z)==x.

b) Soient x et y deux nombres réels tels que y > x. En utilisant le nombre réel \/y — x, montrer
que f(y) — f(x) > 0. Ainsi, f est croissante.

¢) Déduire de a) et b) que
Ve eR, flx)==x.

Dans les questions suivantes, g est une application de C dans C telle que g(1) =1 et que
V(u,v) € C*,  g(u+v) = g(u) +g(v), g(uv)g(u)g(v).

d) Montrer que g(i) € {—i,i}.

e) On suppose que g(R) C R. Montrer que g est I'identité de C ou la conjugaison complexe.

a) On établit, par récurrence immeédiate en utilisant les propriétés de f :

VneN*, f(n)=n.
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De plus, f(0+0) =2f(0) = f(0) =0, et

et, pour tout réel z,

= f(0) = f(z) + f(-2)
= f(=2) = ~f(@)
Ainsi, Y(a,b) € Z x Z*, f (%) = %. Ou, plus simplement, Vz € Q, f(z) = x.

b)

= fly) - fl@) = f(Vy—x)?
= f(y) — f(x) > 0.

¢) Pour tout z réel, par densité de Q dans R, il existe deux suites d’éléments de Q (an)n20 et
(bn),,>o tendant vers x telles que :

Vn € N, ap <x<b,
= flan) < f(z) < f(bn) (par croissance de f)
= an < fz) < by,.

On a bien, d’apreés le théoréme des gendarmes, f(x) — x. Autrement dit, Vo € R, f(z) = x.

n—-+4o0o
d)
9(i)g(i) = g(i x 9)
=g(i)* = —1
=g(i) € {—1,i}.

9(2) = gla+ib)
=g(a) +g(i)g(b)
= g(a) +g(i)b
=g(z)=a+iboug(z) =a—ib
=g(z)=zoug(z)=2

EXERCICE 340 ((@)) par Mattéo

Résoudre ’équation d’inconnue z € C :

22— 2P +1-2i=0, z|z|=2+iV3

On pose z = a + b.

2 — |z +1-2i=0 < 2(a+ib)—a®> —b*+1-2i=0
— 2042ib—a’?>+1-2i=0
— 20—a®—b>+2ib=—1+2i
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Par identification on a :

{ 2a —a?—b2=—1 — { 20 —a?—-b=-1 — { 20 —a?2=0 — { a=0 ou

2ib =21 b=1
Ainsi : S = {i,2 +1i}

Pour la deuxiéme équation :

z|z| =24 iV3
— (a+ib)Va2 +b2=2+iV3
W T =2
WA TR =3
ava? +b% =2
e R
a 2
b (a? +b%) =3
< \/g
b=—a
2
a2-§a2+ga4=3
— 4 16
b—ﬁa
2
1
10
e b_ﬁa
2
i2
a=-+-——
<~ é/?
V3

Finalement, S = { 2 V3 2 \/§}

FA A

EXERCICE 341 ((@)) par Matteo

Résoudre I'équation d’inconnue z € C :

2 48i=z" -2

P 48i=2—2 = 22— |z’=-2-38i
— a?+2abi —b* —a? -2 =-2-8i

—2b% = -2 =1 b=1loub=-1
< <
2ab = —8 ab=—4 a=—4oua=4

Finalement, S = {—4 +1i;4 — i}

EXERCICE 342 (@) ) par Wéline

Déterminer I'image de C par 'application f définie par

VzeC, f(z)=z+|z|
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Soit z € C, il existe (a;b) € R? tel que z =a +ib. On a :
f(z) =a+ib+ |a+ ib|
f(z)=a+ib+ Va? + b2
Donc, on a Re(f(2)) = a + va? +b? et Im(f(z)) = b. On sait donc que Im (f(z)) € R. On a

aussi :
la] < Va2 + b2

Donc :

la| > —v/a? + b2
a+vVa2+b2>0
Finalement, on a que Re (f(z)) € R™.

On définie E tel que :
E={z+iy;z e R",y e R}

On sait que toutes les images de z par la fonction f se trouve dans E. Montrons maintenant que si
z € E, alors il admet un antécédent 2’ par la fonction f. Soit deux réels a’ et b’ tel que 2’ = o’ +b'.

On pose a':y:‘zz et b’ = y. Montrons que f (') = z.
F) =2 + 7]
2 _ 2 2 _ 2
y?— a2 y*—a*
—= f(¢) = 5, Tt T T
2_ g2 2 _ 22\ 2
<:>f(z’):y_2w +iy + (y_Qx > +y°
2 2 2 2)2
Y- —x . (y? —=x
<:>f(2/): “or +y + (21:)2)4'92
2 _ 2 1 2,2 4 oA 2,2
Y- . yr — 2yt 4 dx=y
= IE) =", +Zy+\/ 122 e
2 _ 2 1 2,2 4 oA 2,2
Y2 —x ) yt —2y%x? + 2zt + 422y
— f(&) = —57 +zy+\/ 122
2 _ 2 4y 4 2,2
Y2 —x ) y* 4+ a2t + 224y
!/ — z v
2 2 2 2)2
ye -z (y* +2?)
!/ — ~~ 7
< §f<Z) —92r +Zy+ 4$2
2_g2 24 42 2_ g2 24 g2
— f(z’)=y72x +iy+ 2 Ouf(Z')nyh +Zy+y,2x
2 _ 2 2 _ .2 2,2 22 2
T . e
— f(¢) = g +1y + “on ou f(z') = o +uy
— 92 29
= () = = iy ou f() = Zo- iy
22
<:>f(z’):x+iy0uf(z'):%+iy
-2z
2y2

2 2
% + iy n’est pas solution car sa partie réel, est négative, % + iy € E. Donc il existe
toujours un antécédent & z par la fonction f.

On a donc bien que I'image de C par la fonction f est I’ensemble E.

—2x?

10.3 Représentation géométrique des nombres complexes
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EXERCICE 345 ((2)) par Matilde
a) Déterminer l’ensemble des nombres complezes z tels que :

|z =il = |z +

par deux méthodes :
1. par un calcul en écrivant z sous forme algébrique ;
2. en interprétant géométriquement la relation.

Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que

|z —i| < |z +1]

a) 1
|z —i| = |z + 1
la+i(b—1)|=la+i(b+1)]
Vaz+ (b—1)2 = /a2 + (b+1)2
a?+(b-12%=a2+ (b+1)>2
—b=b
b=0

L’égalité |z — i| = |z + i| est vraie pour z € R.

2.

L’égalité nous indique que 'on cherche les points d’affixe z qui se trouve a la méme distance des
points d’affixes i et —i. (|z —i| = |z + 4| = |z — i| = |z — (=10)]).

On cherche donc les points qui se trouvent sur la médiatrice du segment qui relie les points d’affixes
1 et —i, puisqu’ils sont équidistants aux deux points.

Les points d’affixes ¢ et —i ont pour coordonnées (0,1) et (0,—1), ils se trouvent sur 1’axe des
ordonnées.
Calculons le milieu du segment qui relie ces deux points :

zi+x—; 040

Ty = B = 2 =0
_yi+y—i_1*1_0
Ym = D) =5 =

Le milieu du segment est donc 'origine du repére.

La médiatrice du segment est donc perpendiculaire a ’axe des ordonnées et passe par le milieu du
repére, c’est donc l'axe des abscisses : ’ensemble des complexes z qui vérifient 1’égalité est donc
bien ’ensemble des réels.

b)

|z — 1] < |z +1

la+i(b—1)| <|a+i(b+1)
Vaz+ (b—1)2 < a2+ (b+1)2
a®+(b-1)2<a*+ (b+1)>
-b<b

b>0
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L’inégalité est vérifiée pour les complexes z donc la partie imaginaire est strictement supérieure a
0:Im(z) > 0.

EXERCICE 346 ((2)) par Matilde

Déterminer Uensemble des nombres complezes z tels que |z| = |z — 1| = 1. Interpréter géomé-
triquement.

|2 = |z —1]

la +ib| = |a 4+ i(b—1)]
Va2 +b2=/a®+ (b—1)?
a’ + b0 =a®+ (b—1)*
—-2b+1=0

h= =
2

Et :

Les nombres complexes qui vérifient les deux égalités sont :

V3 1

A=y i

V3 1

2=yt

|z| = 1 décrit le cercle de rayon 1 et qui a pour milieu origine du repére.

|z — 1| = 1 décrit le cercle de rayon 1 et qui a pour milieu le point d’affixe ¢ (point de coordonnées
(0,1)).

|z| = |z — 1] = 1 décrit donc l'intersection de ces deux cercles qui a lieu & deux endroits différents,
aux points d’affixes z; et zs.

EXERCICE 347 ((2)) par Loise

z
Déterminer ’ensemble des nombres complexes z non nuls tels que —— soit réel. Quelle est

I'image de cet ensemble ?

Posons a et b deux réels non simultanément nuls tels que z = a + ib et Z = a — ib. Avec cette mise
sous forme algébrique, il vient :

l+a+ib  (I+a+ib)(a+ib) a+a®+iab+ib+iab—b*>  (a+a®—b*) +i(b+ 2ab)

a—1ib a? + b2 a? + b2 a? + b2

. . . 142
On en déduit donc la partie imaginaire du nombre complexe ——
Z

142\ b(1+2a)
jm( z )_ a2+ b2 -
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1
Or JIZ

est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle :

1 1+2
+ ER@b( + 2a)

z a? + b2 -

0 b(1+2a)=0

Or un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins 'un des facteurs est nul.
Sib=0, alors z = a,a € R*.

1 1
Sil+2a=0<a=——, alors z = —3 +ib,b € R. Ainsi, ’ensemble des nombres complexes non

z o
soit réel est

nuls z tels que

1
{z=a},cp- N {z =-3 + zb}

beR

L’image de cet ensemble est donc I'axe des réels purs privé de l'origine du plan complexe ainsi que

la droite d’équation a = —3

EXERCICE 348 ((2)) par Loise

Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que 23 4+ 322 + 3z + 9 soit réel. Quelle est
I'image de cet ensemble dans le plan complexe ?

Posons a et b deux réels tels que z = a + ib. Avec cette mise sous forme algébrique, il vient :
(a4 1ib) + 3(a + ib)* + 3(a +ib) + 9 = a® + 3abi — 3ab® — b%i + 3a® + 6abi — 3b* + 3a + 3bi.
On en déduit la partie imaginaire du nombre complexe 23 4 322 + 3249 :
Jm(z® 4 322 + 32+ 9) = 3a*b — b® + 6ab + 3b = b(3a* — b* + 6a + 3).
Or 23 4 322 + 32+ 9 est un réel si et seulement si i sa partie imaginaire est nulle :
22432243249 € R < b(3a> — b2 +6a+3)=0.
Or, un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins 'un des facteurs est nul.
Sib=0, alors z = a,a € R*.
Si 3a? — b2 + 6a + 3 = 0, alors
3 b +6a+3=030a+1)2 -y =0b=V3(a+1) ou b=—V3(a+1).

Ainsi, 'ensemble des nombres complexes z tels que z3 + 322 + 3z + 9 soit réel est

{z=a},cgN {z = —a+iV3(a+ 1)}(161R N {z =—a—iV3(a+ 1)}

a€R

L’image de cet ensemble est donc I’axe des réels purs ainsi que les droites d’équation b = v/3(a +
1) ou b= —3(a+1).

EXERCICE 349 ((2)) par Loise

Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que 22 — 25 = Z2 + 2i. Quelle est I'image
de cet ensemble dans le plan complexe 7

Posons a et b deux réels tels que z = a + ib et Z = a — ib. Avec cette mise sous forme algébrique, il
vient :

(a+1ib)* —2i = (a—ib)? +2i & a® +2abi — b* — 2i = a® — 2abi — b* +2i < 4dabi —4i = 0 < ab = 1.

Nécessairement, a et b sont non nuls, soit :

z=a+ —1.
a
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L’ensemble des nombres complexes z tels que 2% — 2i = z2 + 2i est

S
z=a+ —1 .
a acR*
1

L’ensemble image dans le plan complexe est le graphe de la fonction inverse f : a — —.
a

EXERCICE 350 (@) par Tristan
a) Soient z et 2’ deux nombres complexes. Montrer :
42+ |2 = 21° =2 (|2 + 12°)

b) Donner une interprétation géométrique de cette égalité en considérant un parallélogramme,
les longueurs de ses cotés, les longueurs de ses diagonales.

c¢) Soient A, B,C trois point non alignés du plan. I le milieu de [BC]. Déduire de b) une
expression de AI? en fonction de AB?, BC? CA?.

a) Calculons le premier membre de l'inégalité & démontrer.
p+ 2P e = P = (24 2) ) + (- ) (2-7)

=22+ )+ 2P+ )+ 2 4+ 22 — 2

=2 (I +12)

On retrouve ainsi le second membre de 'égalité.

b) Posons A, B, C, D les points d’affixes respectifs z, —2’, z, 2’. On remarque alors immédiatement
que ABCD est un parallélogramme et que 1’égalité précédente devient

AB? + AD? =2 (0A* + OD?)

On en déduit que dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs de deux cotés
consécutifs est égale a la somme des carrés de ses diagonales.

¢) Tragons une figure :

se
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On remarque alors qu’avec A’ le symétrique de A par rapport a I, ABA'C est un parallélo-
gramme et la propriété précédemment évoquée est applicable.

AB® + CA? =2 (A’ + BI?)
AB? + CA* — 2BI? = 2AI°

AB? + CA? — BC?
2

= AI?

EXERCICE 351 ((2)) par Matilde

Soient z et 2z’ deux nombres complexes, M et M’ leurs images dans le plan conplexe. Montrer
qu’un point appartient au segment [MM’] si et seulement si son affize est de la forme Az +
(1—X)z2" avec X €10,1].

La droite (M'M) est Pensemble des points de la forme :
—
M +X-M'M

Ainsi, cette droite qui passe par les points d’affixe z et 2’ est I'image de I’ensemble des nombres
complexes de la forme :

ZHNz=2) =2+ X2 =N =X+ (1= )
De méme, le segment [M’M] est 'ensemble des points de la forme :
—
M +X-MMavecO < A<1

(Puisque A - ||M'M]|| doit étre positif et inférieur ou égal a ||M'M||).
Ainsi, le segment [M'M] est 'image de I'ensemble des nombres complexes de la forme :

Az + 2/ (1= \) avec X € [0,1]

EXERCICE 352 (@) par Alexandre

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes, A, B,C leurs images dans le plan. On suppose que
A, B, C ne sont pas alignés. Montrer que les médianes du triangle ABC passent par le point
G daffixe g = “2+¢ (qui est le centre de gravité du triangle ABC ).

Soient A’, B’, C’, les milieux de [BC|, [AC], [AB], et a’,b’, ¢’ leurs affixes.
b b
Par définition, on a : a’ = Jrc,b’ = a;rc,c, = a;r )
Les médianes de ABC' se caractérisent comme les segments [AA’], [BB’], [CC’].

Or, lexercice 351 nous indique qu’un point appartient a [AA’] si et seulement si son affixe est de
la forme Aa + (1 — A\)a/, avec A € [0,1].

_ . a 2b+c a+b+c : .
Ainsi, pour A = =, on trouve que le point d’affixe — + — = = g, appartient bien a

3 3 2 3
[AA’], donc & une des médianes de ABC.
De méme, on trouve que g appartient a [BB’] et [CC’], donc on a bien établi que les médianes de
ABC passent par G.

EXERCICE 353 ((® ) par Octave

Montrer que ’ensemble des nombres complexes non nuls z tels que

1
z+ ‘ = 2 a pour image
z

la réunion de deux cercles que 1’on précisera.

Soit £ 'ensemble des éléments de C* respectant :

(|z—i|2—2) (|z+z’\2—2):0. (E)
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L’image de & est I'union de deux cercles, en effet :
(B) <= 1|z—i>=2 ou |z+i>=2
—lz—i=v2 ou |z+i|=V2

Donc, z appartient au cercle de centre i et de rayon v/2, ou au cercle de centre —i et de rayon v/2.

1
Montrons maintenant que (E) < |z + —| =2 :
z

=
= (22)2 — 02?2 +i22? — 22+ 0222+ 22 — 22 —ig—i2E —2E+ B +iZ— 22+ —iZ+1=0
= (22)? — 4224+ 22+ 72 +1=0
= (22 + 22+ 22+ 1 =422
_ z 1
=2zt -+ -+—=4
z z zZ
(+2) (+3)
z z
2
— |z+—-| =4
1
= z—i—' =2. (par positivité du module)
z

10.4 Nombres complexes de module 1, exponentielle imaginaire

EXERCICE 354 ((1)) par Mattéo

Ecrire sous forme algébrique e?™/6, ¢?57/6,

ol
+
N[

On a immédiatement : e™/%= cos(%) + isin(%) =

et €7/6 = cos(3T) 4 isin(35) = —¥3 4 1.

N[ =

EXERCICE 355 ((2)) par Martin

Montrer, en utilisant la formule d’Euler pour le sinus, que

VneN, VxeR, |sin(nx)|l <n|sin(z)]

Soit n € N. Soit = € R.
Six e€nZoun=0oun =1, le résultat est immédiat.

Considérons ainsi le cas ou n est un entier supérieur ou égal & 2 et x un réel non multiple de 7.

einac _ efinz eix _ efix (ezr)n _ (efim)n eix _ efi:c
i < nlsi <— < <— <
| sin(nz)| < n|sin(z)] 57 <n 57 57 <n %
Ainsi, en factorisant par |sin(z)|, on obtient :
ei:c — e—ix = i \k —ix\n—1—k eix — e—ix
D DC I CR i E

Ce qui équivaut, en divisant par |sin(z)| qui est strictement positif, a :

n—1

Z(el’c)k . (e—ix)n—l—k

k=0

<n
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Procédons alors par disjonction de cas suivant la parité de n pour déterminer une expression
simple de cette somme. C’est en effet la parité de n qui va indiquer s’il existe k entier naturel dans
{0,...,n — 1} tel que (e®)k . (e7™®)"~1=k = 1 c’est-a-dire s'il existe k tel que k =n — 1 —k <=
n = 2k 4+ 1. On note ainsi qu’il existe un tel £ pour n impair mais non pas pour n pair.
- Si n est pair, alors :
n—1
Z(eim)k(efia:)nflfkr _ efi(nfl)w + eiwefi(n72)w o+ el + et 4o+ ei(n72)a:efia: + ei(nfl)w
k=0

— ei(n—l)x +e—i(n—1)x +ei(n—3)ac +e—i(n—3)x + .. +eix +e—i:c

= 2cos((n —1)x) +2cos((n — 3)z) + ... + 2 cos(x)
La somme comportant initialement n termes, la combinaison linéaire de cosinus comporte 3 termes.
En posant n; = § — 1 on établit que

i(eix)k(e*m)nflfk =2 cos((2k + 1))
k=0 k=0

Or, puisque pour tout x réel, |cos(x)| est majoré par 1, on a :

ni
Z cos((2k+ 1)z)| < g
k=0
D’ou
ny
QZCOS((QIC + 1) <n

k=0

- Si n est impair, alors :
n—1
Z(eix)k(e—ix)n—l—k — e—i(n—l)x + eixe—i(n—Q)x o+ e—i2x +14 ei2x o+ ei(n—Z)xe—ix + ei(n—l)x
k=0
_ ei(nfl)az _|_677,'(n71):v +6i(n73)z + efi(nfii)a: NI 62’21 + efiZ:v +1
= 2cos((n — 1)x) + 2cos((n — 3)z) + ... + 2cos(2z) + 1
La somme comportant n—1 termes que I’on peut additionner deux par deux pour obtenir un cosinus

avec la formule de Euler, on obtient finalement "T_l termes en cosinus. En posant ny = ”T_l -1,
on obtient :

i(eiz)k(efim)nflfk —9 iCOS((Qk + 2)$) +1
k=0 k=0

En majorant chaque cosinus par 1, on établit que :

n—1

<
-2

Z cos((2k + 2)x)
k=0

Ce qui équivaut, puisque pour tout p réel [p+ 1| < |p| + [1], &

na

2 Z cos((2k 4+ 2)z) + 1
k=0

<n

Ainsi donc,
VneN, VreR, [sin(nz)l <n|sin(z)]
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EXERCICE 356 (@) ) par Daniel

Il est conseillé dans cet exercice, d’éviter les parties réelles et imaginaires et de travailler avec
les carrés des modules écrits avec ’aide du conjugué.
Soit a € C.

a) Montrer que, si a € C\ U,
z—a

elU

Vz € U,

1—-az
b) Soit D = {z € C; |z| < 1}. Montrer que, si a € D, alors :

zZ—a

Vz € D, eD

1—az

a) |z—a|’ = (2 —a)(zZ—1a) = 2Z — za — aZ + aa = 1 — 2Re(az) + |a|’
I1—az]*> = (1 —az)(1 —az) =1 — az — az + aazz = 1 — 2Re(az) + |a|’

. 2 — 12 : a
Par conséquent, on a : |z —a|” = |1 — az|”, & savoir : =
—az

b) |z —al> = |1 —az® = |2[> = 1 + |af® (1 - \z|2) = (1 - |z|2) (|a\2 - 1) <0 car (a,2) € D?

Par conséquent, |z — a|®> < |1 —az|?, donc lz —

a
— cD
z

EXERCICE 357 (@) par Maorine

Quels sont les n € N* tels que

VO e R, (sin(d) + i cos(h))" = sin(n) + i cos(nd)?

Transformons chaque coté de 1’égalité avec la notation exponentielle imaginaire :
— (sin(#) + i cos())"™ = [i(cos(#) — i sin()|" = i"e~ 0.
— sin(nf) 4 i cos(nf) = i(cos(nd) — i sin(nd)) = ie~™"?.

D’ou :

Z-ne—lne — ie—zn@

" =1

Donc on cherche les n € N* tels que i* = 1.

Soit k € Z, on a : i*F = (i) =1k =1
Donc : ¢4+t =, 442 = 1 443 = 4

Ainsi, les n € N* pour lesquels ’égalité est vérifiée sont lesn =4k +1, k€ Z.

10.5 Arguments d’'un nombre complexe non nul, forme trigonométrique

EXERCICE 358 (()) par Martin
Soit a € C. Quelle est 'image de I’ensemble {a + 2¢¥ ;0 € R} ?

L’image de I’ensemble {a +2¢% ;0 € R} est le cercle de rayon 2 ayant pour centre le point d’affixe
a.

EXERCICE 359 ((2)) par Martin
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Soient a € C,a € R. Quelle est I'image de ’ensemble des nombres complexes de la forme
a + re® lorsque r décrit R? R 7 [0, R] ot R € R est fixé?

L’image de I’ensemble des nombres complexes de la forme a + re*® lorsque r décrit R est la droite
passant par le point d’affixe a et dirigée par le vecteur directeur d’affixe e*®.

L’image de I’ensemble des nombres complexes de la forme a + re’® lorsque r décrit Rt est la
demi-droite ayant pour origine le point d’affixe a et dirigée par le vecteur directeur d’affixe e*®.

Pour la derniére question, on appelle A la demi-droite mentionnée ci-dessus et on place le point
B sur A a une distance R du point d’affixe a. L’image de I’ensemble des nombres complexes de
la forme a + re'® lorsque r décrit [0, R] ot R € RT est fixé est alors le segment reliant le point
d’affixe a au point B.

EXERCICE 360 ((1)) par Wéline

Soit z = 1;4 = Ecrire z sous forme trigonométrique puis calculer z3.
Retrouver le résultat de 'exercice 333 de 10.1.

—4 —A(-iv8) A4 aVE e

z = =
L+iv3 124 (v3) 4
Pour trouver la forme trigonométrique de z, il faut commencer par trouver son module.

2

2l = /(=12 + (V3) =2
Puis on note 6 'argument de z modulo 2.

{ CcOS (9) <:>{ 0 = COS_lé
§ = sin!

sin(f) =
z=2xXe

ofl
w —

On a donc :

Avec cette forme on peut calculer 2z plus facilement.

o.‘ﬂ

3
;2 J2m ;
23:(2><e") =28 xefT 3 =8xe?" =8

EXERCICE 361 ((2)) par Loise

Mettre 1 + iv/3 sous forme trigonométrique et trouver les entiers naturels n tels que

(1+4V3)" e RT.

Nous mettons sous forme trigonométrique le nombre complexe z = 1 + iy/3 en commencant par le
calcul du module :

2
2| = V12+V3 =2

1 3
On recherche ensuite 'argument de z, noté 6, tel que cos(d) = 3 et sin(f) = ——. Avec appui sur

les valeurs remarquables, on en déduit § = g [27]. Soit :

- TC
:2 Z—'
z e 3
D’ou
" Z(’/MT)
(1+iV3)" = (2&%) =2 \ 3/,
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Or,
(1+iv3)" € RT < arg((1+iv3)") = 0[21] = %” = 0[2n].

Conclusion :

(14iV3)" € R* & n =6k keN.

EXERCICE 362 ((2)) par Loise
Soit f I’application de C* dans C définie par

Vz € C*, f(:n):%

On identifie C et R? un point du plan et son affixe. On considére une droite D passant par 0,
un cercle C de centre 0.

a) Montrer que 'image de D\ {0} est de la forme D"\ {0} ot D’ est une droite passant par 0
que ’on précisera.

b) Montrer que I'image de C par f est un cercle que l'on précisera.

a) Soit z un nombre complexe non nul. On note |z| = et arg(z) = 6. Ecrivons 2z sous forme
trigonométrique :
z=re
Appliquons la fonction f & z. Il vient
1 1 1 1 1 .
fR) ==& fz)= et

z rett r el

On s’intéresse au cas ou r décrit R**. Or Vr ¢ R**,% € R**. On en déduit que I'image de
D\ {0} est de la forme D'\ {0} ou D’ est une droite passant par 0 et dirigée par le vecteur
d’affixe e,
b) Soit z un nombre complexe non nul. On note |z| = et arg(z) = #. Ecrivons z sous forme
trigonométrique :
z=re

Appliquons la fonction f & z. Il vient

)=t e f)= T e f) =1 e f) =t

rei?
1

On s’intéresse au cas oit # décrit R. Or Vr € RT™*, = € R™*. On en déduit que 'image C par f
r

1
est le cercle de centre le point d’affixe 0 de rayon —.
T

EXERCICE 363 ((2)) par Wéline

a) En utilisant la forme trigonométrique, déterminer les nombres complexes dont le carré est
un nombre réel.

b) En utilisant la forme trigonométrique, déterminer les nombres complexes dont le carré est
un nombre imaginaire pur.

Soit 2z € C, on note |z| = r et arg(z) = 0, donc z = re'’.

a)

a € R <= arg(a) =0[27] ou arg(a) = g[Qﬂ']

Ensuite, on a que :

Donc : -
22 € R <= 260 = 0[27] ou 20 = 7 (2]

2?2 € R <= 0 = 0[27] ou § = —[27]

a1
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b) On note I 'ensemble des imaginaires pures. On sait que :

™ 3T
2

a € I < arg(a) 5 27] ou arg(a) = —[27]

Ensuite, on a que :
N2 .
22— (re“g) — 20020
Donc :

22 €<= 20= =[21] ou 20 =

P2 el<=0="[2r]ouf =

=12 ol

EXERCICE 364 ((2)) par Loise

Pour n € N, soit

up = (148" + (1 —9)".
a) Ecrire (1 +4)" et (1 —4)™ sous forme trigonométrique.
b) En déduire une expression de uy,.

¢) Pour quels n a-t-on u, =07

a) Nous mettons sous forme trigonométrique les nombres 1 + 4 et 1 — ¢ avant de les élever a la
puissance n. Nous débutons par le calcul des modules :

I1+i =V124+12 = V2,
1—i| =12+ (-1)2 = V2.

Puis, nous déterminons ’argument de chacun des nombres complexes a 'aide des valeurs re-

marquables :
arg(L+1) = 7 [2n],
arg(l — i) = 72 [27]
Soit : -
1+i=+2¢4,
e

1—i=+v2e 4.

On éléve a la puissance n :

T nm
(1+i)" = (V2e 4)" = V2" 4,
T nm

i— —i—
(1—i)"=(V2e 4)" =V2"¢ 4.
b) A laide de la mise sous forme trigonométrique réalisée a la question précédente, on en déduit
une nouvelle expression de u,,.

nm nm nm nm

VneNu,=(1+0)"+(1—i)"=v2'e 4 +v2" 4 =v2"(c 4 +e 4).

¢) Cherchons les entiers naturels n tels que u,, = 0. Un produit de facteurs est nul si et seulement
si au moins I'un des facteurs est nul. Or Vn € N, /2" #0. Dot :

nw nw
U, =0& e d e 4 =0o cos(%r) +isin(%) + cos( Zlm) +isin(7Tm) =0
Or, Vz € R,sin(—z) = —sin(z) par imparité de la fonction sinus et Va € R, cos(—z) = cos(z)
par parité de la fonction cosinus. Soit :
nm nwo
2 —)=0& — = < |7|.
cos("T) =0 65 " = T

Conclusion :
u, =0 n=4k+ 2,k € N.
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EXERCICE 365 ((2) ) par Térence

On veut résoudre I’équation d’inconnue z € C :
(1) 2° =z

Montrer que si z vérfie (1), alors z est nul ou de module 1. Conclure; on montrera en
particulier que I’équation admet 7 solutions.

Montrons que Vz € C, (2> = 2) = (2 =0o0u |z|=1)
Soit z € C tel que 2° = %,

on a donc
|2°|=|2|= |z]
& |2°—|z|= 0
< [2(|z[*=1) =0
& |z|I=0o0u|z)*=1
S z=0o0ulz|=1

Trouvons maintenant les solutions de (1) pour z € C*
Soit z € C*,

2ikm

Sz=e¢ 6 ;pourk€[-2; 3]
Sr=e'F

{e“?;k ef[-2; 3ﬂ}

Ainsi, toutes les solutions de (1) sont :

—2m; x;  2m,
S:{e 5 hes 2;1;631;631;71;0}

c—a

10.6 Interprétation géométrique du module et de 'argument de

EXERCICE 366 ((2)) par Loise

. .1 .
Quels sont les nombres complexes non nuls z tels que les points d’affixes ,z,— soient alignés ?
z

. o1 . . L 2=
Les points d’affixes i,z,— sont alignés si et seulement si T est réel. Posons a et b deux réels non
z

R
z

1
simultanément nuls tels que z = a +ib et — = o L’écriture du quotient devient donc :
z  a+i

a+ib—i a+tilb—1
S S U e
—_—
a+ b
a+i(b—1) L (a+i(b—1))(1+ b+ ai)
_— = b .
T e Gy sy g T vy
Soit :
a—&-i(b—l.):(a+ib)a+ab+a2i+i(b—1)+ib(b—1)—a(b—l)).
1+b—ai (1+5)2+ a?
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Simplifions :

(a+ib)a+ab+a2i+i(b—1)—|—ib(b—1)—a(b—1)) _(a+ib)a+ab+a2i+ib—i+i62—ib—ab+a
(1+b)2 + a2 B (1+0)2 + a2 '
D’ou :
_.a+ab+a% +ib—i+ib?> —ib—ab+a . 2a+i(a® + b2 —1)
(a +1ib) T = (a +1b) A+ 1 a2
Soit :

204 i(a® +b>—1)  2a®+4i2ab +ia(a® + b — 1) — b(a® +b* — 1)
(1+b)2+a2 (14b)2 +a? '

On écrit la forme algébrique du quotient :

(a +1ib)

a+ib—i  2a® —ba®+b0*—1) 2ab+a(a®+b*>—1)

1 _Z,_ (1+b)2+ a2 ! (140)2+ a?
a+ b
Or,
z—1 20 2 2 2 5 12
T ER@Jm(li)zoﬁ)Qab—i—a(a +b*-1)=0&2b+a*+b°—1=0 ou a=0.
;_Z ;—'L
Soit :

24 (b-1)*=2 ou a=0.

Conclusion : 4,z,— sont alignés si et seulement si z est un imaginaire pur non nul (son image dans
z

le plan complexe appartient & 1’axe des imaginaires purs privé de lorigine du plan complexe) ou
si son image dans le plan complexe appartient au cercle de centre le point A d’affixe i et de rayon

V2.

EXERCICE 368 ((3)) par Loise

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes distincts, A, B et C leurs images dans le plan.

c—a
a) A quelle condition sur le triangle ABC' est-t-il équilatéral de sens direct ? de sens

indirect ?

b) Montrer que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si a® + b2+ ¢ —ab—bc—ca = 0.

. . N ™ . L 1. s N
a) Un triangle isocele avec un angle de 3 radians est équilatéral. Nous allons donc nous intéresser &

c—a
deux conditions sur le quotient 5 . Pour que le triangle ABC' soit isocéle de sommet principal
—a

A, il faut que

AB = AC &|| AB ||=|| AC ||&] -1

Nous obtenons une condition nécessaire a ce que le triangle ABC soit equllatéral. Pour que le

triangle ABC' soit équilatéral de sens direct, il faut que : 1@ /1—C>Z' . Soit :
E @ 27r (:)arg(b:a) g[QTF].
™

c— R
Ainsi, le triangle ABC équilatéral de sens direct si et seulement si — ¢ 3. Pour que le

a
P 5 _
triangle ABC' soit équilatéral de sens indirect, il faut que : (E,@) = g[Qﬂ = %[271’].

Soit :
—a -7
E @ 277 (:)arg(b ):?[27@.
—a
Ainsi, le triangle ABC équilatéral de sens indirect si et seulement si ses trois cotés sont égaux
-7

c—a i
et deux de ses angles sont de méme mesure. Soit : € 3 [27].
a
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b) Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si AB = AC = BC et (1@, /@) = (B?’, B_z>4)
On peut traduire ceci par I’égalité suivante :

e Z:Z©(C—a)(c—b)=(a—b)(b—a).

On développe les deux membres de ’égalité :

(c—a)(c—b) = (a—b)(b—a) & 2 —ac—b+ab = ab—b*—a®+ab < a*+b*+c? —ab—bc—ac = 0.

On a démontré 1’équivalence suivante

: ABC' est un triangle équilatéral si et seulement si
a? +b%>+c?—ab—bc—ac=0.

EXERCICE 369 (@) ) par Tristan

Soient, dans les questions a) a c), a, b, ¢ trois éléments distincts de U, A, B, C leurs images.

a) Quel est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC'?

b) Soit M un point du plan d’affixe z. En remarquant que le conjugué¢ d’un élément de U est

égal a son inverse, montrer que M appartient a la hauteur du triangle ABC issue de C si et
seulement si

_ z+1 c
Z=—+-—- —
ab ¢ ab

c¢) Montrer que les trois hauteurs de ABC' concourent au point d’affixe

h=a+b+c¢

d) Montrer que dans un triangle quelconque ABC, l'orthocentre H, le centre de gravité G et
le ventre du cercle circonscrit O sont alignés et vérifient la relation d’Euler

OH = 30C

a) Comme a, b, ¢ sont des éléments distincts de U, leurs images sont sur le cercle trigonométrique
qui devient alors le cercle circonscrit au triangle ABC'. Son centre est donc le point O (0, 0).

b) Le point M d’affixe z est sur la hauteur issue de C' si et seulement si on a la relation suivante :

z—c z—c
b—a b—a

z—c  Z—C
b—a  b-a
Z_Cx <l—l>:—z+c

b—a b a
__z—c 1
= ab c
_ z 1 c
7— 2 4 - _

¢) On commence par obtenir l'affixe de Uintersection M de deux des hauteurs de ABC puis on
vérifie que M est aussi sur la troisiéme hauteur.

D’aprés la question précédente, M d’affixe z est sur la hauteur issue de C' si et seulement si

_ z+1 c
zZ=—4-—-—
ab ¢ ab

De la méme maniére, on trouvera qu’il est sur la hauteur issue de A (resp. B) si et seulement si
_ =z n 1 a _ oz n 1 b
=T — — —, | resp. 2 = — - — —
bec  a be P ca b ca
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Ainsi, M est I'intersection des hauteurs issues de A et B si et seulement si

b

1
be 'a bc ca b ca

za + be — a? B zb+ ca — b?

abc abc
z(a—0b) =ca—b*>—bc+a?
z(a—b)=(a—b)(a+b)+c(a—0)
z(a—b)=(a=b)(a+b+c)

z=a+b+c
Et
a+b+ec 1 ¢ cla+b+c)+ab—c?
- I =
ab c ab abe
a+b+c+1_£_ab—|—bc+ca
ab c ab abe
at+b+c 1 c 1 1
@ e @ atite
at+b+ec 1 c -
————t+-——==a+b+c
ab c ab

Ainsi, le point M d’affixe z = a 4+ b + ¢ appartient aux trois hauteurs de ABC. On le renomme
alors H et son affixe est

h=a+b+c

d) Soit ABC' un triangle quelconque. Sans perdre de généralité en ce qui concerne ce triangle, on
peut supposer que ses sommets sont tels que leurs affixes respectifs soient des éléments distincts
de U. (en effet, cela revient simplement & faire une translation puis une homothétie). D’apreés la
question ¢), on a alors la relation

—
OH = OA + OB + OC
On sait également depuis I'exercice 352 que le centre de gravité G d’un triangle a pour affixe

at+b+ec
3

On obtient finalement 1’égalité suivante

(ﬁ:é(&ﬁ@ﬂﬁ)

300 = OA + OB + OC
300 = OH

Comme (TH) et (ﬁ sont colinéaires, les points H, G et O sont alignés.

EXERCICE 370 ((®) ) par Tristan
On reprend les notations de I’exercice précédent.

1 h
a) Mountrer que le cercle de rayon 3 et dont le centre a pour affixe — contient les milieux des

cotés de ABC, les milieux des segments joignant ’orthocentre aux sommets, les pieds des
hauteurs.

b) Enoncer le théoréme établi dans un triangle quelconque.
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a) Commencons par définir 'équation du cercle décrit afin de pouvoir vérifier appartenance des

différents points énoncés a ce dernier. On sait que le cercle est de centre 2 d’affixe — d’ou

h h
ses coordonnées : 2 <§R(2> , %(2)>, soit, en notant (x4,y4) les coordonnées de A, (xp,y5)
celles de B et (z¢,yc) celles de C

Q($A+$B+9Cc yA+yB+yc>
2 ’ 2

1
De plus, son rayon est 3 On peut alors établir la relation suivante

M (x,y) est sur le cercle ssi (x -

A+ zp+ac)’ ya+ys+yc\o 1
I e R | N

Vérifions dans un premier temps que les milieux des cotés de ABC sont sur le cercle.
En nommant I,J, K les milieux respectifs de [AB],[BC],[CA], et i,j,k leurs affixes (i ne
désigne pas ici v/—1), on obtient alors

j — b-gc
k c;a
Soit
x; = IA'ng et yr = ?JA;?JB
Ty = xB—;xc et y; = yB;yC
i = EEGEA ety = Vegta

On remplace alors z et y dans ’équation de cercle par x; et y; et on obtient

TaA+xB+ TC 2 Yya +YB +Yc 2
T, + Yyr— T

<:>Z carce U

Ainsi, I est sur le cercle. Un calcul analogue, laissé au lecteur, ménera a la conclusion que J et
K sont également sur le cercle.

Vérifions maintenant que les milieux des segments joignant l’orthocentre aux sommets sont
égalemement sur le cercle.

Comme précédemment, définissons le point L, milieu du segment [AH]. Alors son affixe est
l_2a+b+c 204 + B + 20 2yA+yB+yc)

d’ott ses coordonnées : L
2 ’ 2 ’ 2
On calcule alors le premier membre de I’équation de cercle avec les coordonnées de L :

Ta+xp+TC ? ya+ys +yc ?
TL— =5 + Yo T

=(3)+(5)
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Ainsi, L est sur le cercle.
Le méme raisonnement s’applique pour les milieux des deux segments restants et on trouvera
que ces derniers sont également sur le cercle.

Finalement, déterminons I'affixe, et donc les coordonnées du pied de la hauteur issue de A dans
le triangle ABC, point que 'on nommera H 4 et son affixe hy4.

H 4 est 'unique point d’intersection des droites (AH) et (BC'). D’aprés Pexercice précédent, un
point M d’affixe z appartient a la droite (AH) si et seulement si z vérifie la relation

z 1 a

e T a e

|

On remarque alors que si M est sur la droite (BC), z vérifie

z—c _ [z-c

h—a h—a

b+c—z
be

E =
Ainsi, hy vérifie I’équation suivante

h 1 b+c—h
Ayl o bhe—ha

be " a  be be

a?® + ab+ ac — be

h =
A 2a
@a® + aab + @ac — abc
ha = =
2aa
a+ b+ c—abc
hp=—"7—029Z¥—/¥—
2
D’aprés cette expression, on peut déterminer les coordonnées de H 4 :
D’une part,
THy, = %(hA)
b A +rp+xc — 24 (rBTC — YBYC) + YA (TBYC + TCYB)
Et d’autre,

YH, = S(hA)

— +ys +yc —xa (TBYc +yprc) +ya (*pTc — YpYC)
L=
2

Alors on a finalement
rA+2TB+xC 2 ya+ys +yc 2
THy— o ) HvEa - T
R(abe)” + S(abe)”
4

|abe|

T4

@ x bf* x |ef*
4

<:>1
4

Ainsi, H4 appartient bien au cercle. En adoptant le méme raisonnement pour les autres pieds,
on trouvera qu’ils appartiennent aussi au cercle.

1 h
On en conclut que le cercle de rayon — et dont le centre a pour affixe 3 contient les milieux

des cotés de ABC, les milieux des segments joignant l'orthocentre aux sommets, les pieds des
hauteurs.
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b) On a le théoréme suivant :
Soit ABC' un triangle quelconque, H son orthocentre. On pose a, b, c et h les affixes des sommets

A, B,C et de H. Alors le cercle dont le centre a pour affixe 5 en prenant comme origine le centre

O de son cercle circonscrit et de rayon > ou k est le rapport de I’homothétie transformant le

cercle circonscrit de ABC en un cercle de rayon 1, contient les milieux des cotés de ABC), les
milieux des segments joignant 'orthocentre aux sommets, les pieds des hauteurs.

10.7 La formule du bindtme

EXERCICE 371 ((@)) par Antonin D

Pour n € R, donner une expression simple de la somme

n n l,k+1
> ()i

k=0

On note i
" /n\ zFt!
f(x)_z(k>k+1
k=0
f/(x) — Z (Z)xk — (1 + x)n
k=0
Ainsi ( et
1+x)"
f(@) n+1 ¢
Pour connaitre C, calculons f(0)
1 "L /m 0kt -1
f(o)_n+1+c_kz_()<k>l<:4—1:>c_n+l
(A 4a)mtt -1
floy = =2

EXERCICE 372 ((2)) par Antonin D

soit n € Nx. Quelle est la moyenne des cardinaux des parties de {1,...,n}

Calculons d’abords le nombre de partie de {1,...,n}

>() -

——

on choisi k éléments parmi n

Calculons maintenant le nombre de partie & k éléments. il y a (Z) parties de cardinal k

La moyenne est donc
Sio (k2!

n n 2’

La somme >} _, (Z)k se trouve dans le Théoréme 11, exemple 2, avec x—1

EXERCICE 373 ((@)) par Antoine

soient n € N* et p € [0;1]. Déduire de I’exemple 2 la variance d’une variable d’une variable
aléatoire suivant la loi B(n, p)
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En dérivant deux fois par rapport a x le binome : (z + a)™. On trouve :
nin—1)(a+z)" 2% = z_;) (Z) k(k—1) 22"k,

En multipliant des deux cotés par 2 et en développant & droite on trouve :
" /n " /n
n(n —1)2(a + 2)""2 = kz:;) <k> B kZ:O (k) B
On pose  =pet a=1—p ce qui donne :
p*n(n — 1) = E(k?) — E(k).

Comme E(k) = np on trouve finalement :

np(p — 1) = E(k?) — E(k)* = V().

EXERCICE 374 ((2)) par Antonin D

Trouver deux fonction polynomiales P et Q telles que

Vo € R, cos(4z) = P(cos(x)),  sin(dzx) = sin(z)Q(cos(x))

Rappelons quelques formules de trigo

cos®(x) + sin*(x) =1,  cos(2x) = cos®(x) — sin’(x),  sin(2z) = 2cos(x)sin(x)

cos(4x) = cos*(2x) + sin’(2z)
= 2cos?(2x) — 1
= 2(cos*(z) — sin®(z))* — 1
=2(2cos*(x) — 1) -1
= 8cos*(x) — 8cos*(x) + 1

On en déduit donc que Vz € R, P(z) = 8z% — 822 + 1
2x)sin(2x)

x)cos(x)(2cos?(x) — 1)

= sin(z)(8cos®(x) — 4cos(x))

sin(4x) = 2cos

= 4sin

P

On en déduit donc que Vz € R, Q(x) = 823 — 4x

EXERCICE 375 ((@)) par Georges

1. Déterminer une fonction polynomiale P telle que :

Ve € R, cos(bz) = P(cos(x))

2. En déduire la valeur de cos (%)
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a) D’aprés la formule de Moivre on a : (cos(z) + isin(z))® = cos(5x) + isin(5z)

En utilisant la formule du Binéme de newton ,on obtient :

5
(cos(z) +isin(z))® = Z CF - cos(x)¥ - isin(x)>*
k=0

=5sin(z)-cos(x)* i—10sin(x)3-cos(x)? i+sin(z)® i4cos(z)®—10sin(z)?-cos(x)>+5 sin(z)*-cos(z)

=cos(z)?+10-cos(x)® —10-cos(x)>+5-cos(x)® —10-cos(z)>+5-cos(z)+5 sin(z)-cos(x) *i—10 sin(x) > -cos(x) ?i+sin(z)®i

On prend alors les parties réelles,

cos(5x)
=R (cos(:c)‘r’4r10~cos(z)5 —10-cos(x)345-cos(x)® —10-cos(z )3 +5-cos(z)+5 sin(z)-cos(z)*i— 10 sin(x) > -Cos(m)2i+sin(m’)5i)

=16-cos(x)® —20-cos(z)>+5-cos(z)

Finalement, on a :

cos(5z) = 16 - cos(z)® — 20 - cos(x)® + 5 - cos(z)
Et donc :
VX €R, P(X)=6X°-20X3+5X,

b) On pose, —

T T\° T\3 T
cos(g)flﬂcos(E) 720~cos<1—0) +5'COS(E>—O

On pose, B = cos({5)?

On a donc 16 B2 —20B +5 = 0, il suffit de résoudre cette équation du second degré, qui nous donne
comme racines :

5—+/5
Tr1 =
8
N RG]
2T 8
N L)
57 8
Ty = — 5_\/5
1T 8

) T m T, , . . .
Puisque — > — et que 1 < 5 il ne reste plus qu’une solution, a savoir x5, donc :

10 6
cos (1%) = 3

EXERCICE 376 ((2)) par Antonin (Linéarisation *)

ot
_|_
=

a) Ecrire x— cos®(x) comme combinaison linéaire des fonctions

x — cos(kz), k € {0,1,2,3}.
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b) Ecrire x— cos?(x) comme combinaison linéaire des fonctions

x — cos(kx), k € {0,1,2,3,4}.

3 e'LfE + 677/{1/’
cos®(x) <2 )
631'3: + e—Six + 361'95 +3e—ix
8
cos(3x) + 3 cos(z)
4

2
641'95 +e4ix +4e2iac +4e—2ix +6
16
cos(4x) + 4 cos(2z) + 3
8

: o A
1x —1T
cost(z) = <6+6>

EXERCICE 377 (@) ) par Alexandre (Linéarisation suite *)

a) Mountrer que la fonction
x — cos" (x)

est une combinaison linéaire de fonctions

z — cos(kz), ke{0,..,n}.

/7r cos" (x)dx.

—T

b) Calculer en utilisant a) :

a) Soit n € N, soit € R. Si n est pair, on a :

n eiz + €_i$ n 1 - n ikx ,—i(n—k)x
cos (x):(f) = om (k>eke (n=k)z
k=0
n
——1
" (z) = 1K ke i( ny L 22: ) (gi(2k—n)z gi(n—2k)z)
cos™(z) = 5 e =5 (n IC e .
k=0 2 k=0
Soit, si n est pair,
n
——1
n 1 1/(n 2 n
cos"(x) = 1 (5 + Z k cos((2k — n)x)).
k=0
Si n est impair
n+1 n+1
n e + e n 1 2 n i(2k—n)z i(n—2k)x 1 2 n
cos” () (f) = om Z ) (e +e ) = o Z i cos((2k—n)zx).
k=o k=0
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b) Soit n € N, soit « € R.
Remarquons que si k € Z\ {0},

/j cos(kx)dx = [%sin(kx)]iw = 0.

On utilise ici les propriétés de linéarité de I'intégrale. Donc, si n est pair :

TL

/7; cos(kz)dr = %(% [W < )dx+ Z ( )/ cos((2k — n)x)dx) = ;(g)@ﬂ)

2
i 1
/ cos(kx)dr = —— n |
. 2 I\3

Soit :

Et si n est impair :

n+1
™ ! 2 /N [T B
» cos(kx)dx = o1 kz_o k)] cos((2k — n)z)dx = 0.

EXERCICE 378 (@) par Alexandre C. (Retour sur les intégrales de Wallis).

Soit p € N. A I'aide de I'exercice précédent, retrouver l'intégrale Wa), de 8.6.

Soit p e N :
D’aprés 'exercice 377, d’une part :

) da = 1 2p
cos?P T = o » m

dx—i—/ cos? (z) dz
0

D’autre part :

™
/ COS
-7

cos?”(z)dz (la fonction cosinus étant paire)

\I\

2(/Ogcos P(x )d:r+/7rcos P(z)dz)

™

2

Or,

T 0 5

/ cos?(z)dz = — [ cos®(m —u)du = / cos*P(u)du (en posant u=m — x)

us z 0

2 2
donc =

4 2z
cos? (z) dz = / cos??(z) dw = 4Ws,
—T 0

ainsi :

(2
(2rp!)?
__@p-(2p-1-...-1
((2p)-2(p—1))-...-2)?
_(2p—1)-(2p-3)-
Wor = "y -9 2

et on retrouve donc bien le résultat de la section 8.6.

T
2

—_
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EXERCICE 379 ((®)) par Antonin (Linéarisation et primitives de fonctions trigonométriques).

a) Montrer que, si (m,n) € N2, la fonction
x € R+ cos(z)™ sin(x)"
est combinaison linéaire de fonctions de la forme
Up : ¢ € R+— cos(z)? et vy : © € R — cos(z)P sin(z), avec p € N.

b) Expliquer comment calculer les primitives de u, et v, sur R.

c¢) Application numérique : déterminer les primitives de

€ R+— cos(x)®sin(x)® et de &R +— cos(x)®sin(x)?.

a) il nous suffit de remplacer sin?(z) par 1 — cos?(z).
Ainsi, si n est pair on a alors

cos(z)™ sin(z)" = cos™ (z)(1 — cos?) 2
et, si n est impair on a
cos(z)™ sin(x)"” = cos™ (x)(1 — 0052)% sin(z)
Dans Tous les cas on a bien une combinaison linéaire de la forme

Up 1 ¢ € R+— cos(x)? et vy : & € R — cos(z)P sin(z), avec p € N.

b) Pour le calcul de primitive de u, rendez-vous & I’exercice 377.

Pour v, remarquons que cos’(z) = —sin(z), on a alors
p+1
/cosp(x) sin(x)dz = _ oo (@) +C, CeR
p+1

cos(z)3 sin(z)® = cos(x)?(1 — cos?(z))? sin(x)

= (cos”(z) — 2cos® () 4 cos®(x)) sin(z)

Ainsi,
/cos(x)?’ sin(z)%dr = /(COS7(3’J) — 2cos’(x) + cos®(z)) sin(x)dx
cos®(z)  cos®(x)  cos*(w)
S - R.
s T3 N C, Ce
Et
cos(z)3 sin(z)* = cos(x)3(1 — cos?(z))?
= cos’ (x) — 2cos®(z) + cos®(x)
la linéarisation est laissé au lecteur
_cos(7x) — cos(5x) — 3cos(3x) + 3cos(x)
B 64
Ainsi

/cos(x)3 sin(z)*dz = /(6087(1') —2cos®(z) + cos®(z))dx

_ / cos(7x) — cos(bx) — 3cos(3x) + 3cos(x)

o dxr

_ 3sin(z) 1 | 1 . L.
=1 @ sin(3z) — 320 sin(5x) + 13 sin(7z) +C, CeR.
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EXERCICE 380 (@ ) par Antonin (Formule de Leibniz *).

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur l'intervalle I de R. Montrer que la dérivée
n-iémes du produit fg est donnée par la formule de Leibniz :

n

(Fg)® Z( >f<nk>g<k>

k=0

Démontrons ce résultat par récurrence.
Initiatilisation.

(fo)M = f'g+ td

Hérédité. Supposons la formule démontrée pour les fonctions dérivable n fois (noté D™).
Soient f,g D™t!, elles sont D™.
Par hypothése de récurrence :

(fg)™ i( )fm—k)g(k)

k=0

k=0
- ~ (n (n=k)g
> (/) (s
k=0
n n
_ (n>fn k) k+1)+z (n)f(nﬂ £) g(k)
k=0 k k=0 k

On pose 1=k+1

n+1 n

n (n4+1-1) (1) N c(n+1-k) (k)
E (l_1>f g7+ (k>f g
=1 k=0

n
n n n n— n
— fg LY [(k) N (k_ 1)] kD) g8 4 i)
k=1
(")

La formule voulu
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10.8 Complément : technique de I’arc moitié

EXERCICE 381 ((2)) par Antonin D

Soient a et B deux réels, Z = ' + €%,

a) en factorisant pare® dans Z, trouver le module de Z et, si Z est non nul, un argument de Z
b) Retrouver les formules donnant cos(a) + cos(83) et sin(a) + sin().

‘Z| _ ‘ei(x +eiﬂ|
|14 et

ia|

- a)eiﬁga

Boayitge
2

= |2cos( ’eia‘

= |2cos(

)e

b —«
=)

= |2cos(

Si|Z]|#£0:
arg(Z) = arg(e'® + )
rg((1+¢P=)e! )
B—a. e
rg((2cos( 5 )e =

B—a, ;sta

= arg(2cos( 5 Je' 2 )

Bt
= —5—[27]

cos(a) + cos(B) + i(sin(a) 4 sin(B)) = e’ + ¢
B—a ifte

)e

= 2COS(B;O[)COS(ﬂ—;a) +2icos(ﬂ;a)sin(ﬂ—;a)

= 2cos(

On identifie partie réelle et partie imaginaire. Ce qui nous donne :

8 — « B+«
) cos(C2 )

cos(a) + cos(B) = 2 cos(

et
B —a B+a

sin(a) + sin(B) = 2 cos( 5 ).

) sin(

EXERCICE 382 ((@)) par Antonin D

Soient n dans N*, x € R.En appliquant la formule du binéme a (1 + €)™ et en utilisant la
technique de l’arc moitié, établir les formules

kiio (Z) cos(kz) = 2"(cos(x/2))"cos(nz/2), Zn: < )szn (kz) = 2"(cos(x/2))"sin(nz/2)

k=0
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partie réelle partie imaginaire
(1+e2)" = (el (712 4 e'2))"

= ei%(Zcos(g)"

= (cos(%) + zsm(%))@cos(g))n

= 2"005(%)005(%)" + 2'2”52'71(%)005(;)"
partie réelle partie imaginaire

On en déduit alors que

k=0

" sin(kx) = 2™ (cos(x/2)) " sin(nx/2).
%)

(Z) cos(kz) = 2"(cos(x/2))"cos(n/2)

EXERCICE 383 (@) ) par Antonin D

Pour x dans R, donner une expression simple de 3_'_ () (—1)*e™**. En déduire des expressions

simples de ) )
> (Z) (—DFcos(kz), > (Z) (—1)*sin(kz)

k=0 k=0

io (Z) (—1)Fet = Z (Z) (—=1)*(cos(kx) + isin(z))

k k=0
—Z( ) *cos(kx) —HZ( ) Ve sin(z)
partie réelle partie imaginaire
(Z’) (71)keikm _ (eiz o 1)n
k=0
= (eF (e — i)
= l%(msm(;))"
= (cos(%) + isin(%))(%sin(g))”
AN nr Lin T L Lin
= (2i)"cos( 5 )005(2) +9(2i)" sin( 5 )008(2)
Si n est paire :
Z:( ) Vecos(kx) = (2i)"cos( 5 )003(2) , Z( ) Vesin(kx) = (24)"sin( 5 )005(2)

= k=0
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Si n est impaire :
kZ:O <k)( 1)%cos(kx) = (24)"sin( ) )608(2) , z::

k=0

<Z) (—1)*sin(kz) = (21')”@05(%)608(%)”

EXERCICE 384 ((@)) Par Lancelot
Soit f I’application de C\{1} dans C définie par

1
1—2"

VzelU, f(z)=

On fixe z € U\{1}, ainsi il existe 6§ €]0;7/2[ permettant d’écrire z = €. On utilise alors Iarc
moitié :
1 ei0/2

e 0y _ _
f(z) = f(e”) = 1_¢eif  o—ib/2 _ gib)2’

c’est a dire :

cos(0/2) +isin(f) i 1
Doism@2) 22+
Or,
— la fonction 0 €]0; 7/2[— 0/2 est une bijection de ]0;7/2[ dans |0; 7|,
— la fonction cot est une bijection de ]0; 7| dans R,
— et la fonction z € R — 5 est une bijection de R dans R.
Soit finalement que la fonction 6 €]0;7/2[— % cot(#/2) est une bijection de ]0;7/2[ dans iR par
composition des bijections. On en déduit que :

f(U)ziR—i—%::{ix—i—%: x € R}

10.9 Complément : calcul de sommes trigonométriques

EXERCICE 385 ((3)) Par Lancelot

Soient x € R tel que cos(z) # 1 et n € N. Simplifier les sommes :

U () = Z cos(kx) et Vi) = Z bm(kg

= cosk (x) prd cosk (

A Taide de la formule de De Moivre, on écrit :

e+ i) = 30 (505

k=0

qui est une progression géométrique. On connait alors sa valeur :

i n+1
1- (cos(z)) _ cos"tl(z) —eilnt e
s " cos™t1(z) — cos™(z)ei®
1 (cos(z)) ( ) ( )

1 cos"(x) — cos((n+ 1)x) —isin((n+ 1)x)

~ cos™(z) —isin(x)
sin((n+1)z)  .cos"T(z) — cos((n + 1)z)

— - + 3 - .
cos™(x) sin(x) cos™(x) sin(x)

On conclut en identifiant parties réelles et imaginaires.
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EXERCICE 386 (@) ) Par Lancelot
Sin € Net z €R, donner une expression simple de

n

Remarquons que, pour tout réels x et y :
. 1 . .
sin(x) cos(y) = §(sm(m +y) + sin(z — y)),

ce résultat se laisse démontrer par 1'utilisation des formules de duplications. Ainsi, pour x un réel
tel que x Z 0 mod 27 (on traitera ce cas a la fin car beaucoup plus simple) et k& un entier naturel :

in (kL 1 (gin (& in (2kt1 in (2k+1
Ci(z) = cos (lm> sin (5" x) = 3 (sin (3) +sin (%5 2)) —14—%.

2 ) sin(%) sin (£) 2 sin (%)

Par conséquent :

- “ (1 sin (M:E) n+1 1 " 2k +1
Ci(x) = S+ —2 = + — sin( x)
kZ:o k ‘ <2 sin (5) 2 sin (5) Z 2

k= k=0

Posons :

(@) = zn:cos (Qk; 13:) ot Th(z)i= zn:sin (2’“; 1x> ,

k=0 k=0
de sorte que :
n
. 2k+1 . (2k+1
S, +1H, = cos z | +isin T
— 2 2
ix i : iz (n+1)z
=e2 ) ehT—¢% 1—¢ —
k=0 I—ew
et en utilisant I’arc moitié on obtient que :
. ntlae (n+1)z ntlax
e% 1— ez(n+1)nx _ e% e( +21) (6_ +21) _ e( +21) )
1—e® e2(e”z —e2)
oS ((n-gl)x) sin ((n—;l)x) sin2 ((n-zl)x)
= - +i—r )
sin (%) sin (%)

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que :

o8 ((n+21)z) sin ((n-;l)w) sin2 (mgm)

Sn(l') = sin (%) et Tn(fE) _ — (g)
Donc finalement :
Zn: Ci() ntl + To(z) n+1 sin? (W)
k - . T = : 2
k=0 2 sin (£) D) 273

Siz =0 mod 2, alors Cy(x) =k + 1 et donc :

n n+1
(n+1)(n+2)
Cplae) =S k=T T2)
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EXERCICE 387 (@) ) Par Lancelot

Soient = un nombre réel, n un élément de N*. Simplifier la somme

o= S (1) )

et montrer que

k=0
de sorte que :
n—1 _— n—1
H,(z)+iK,(r) = Ze e _ % Zezkm
k=0 k=0
N 1— einz
=e? 1 — ei®
En utilisant ’arc moitié on obtient que :
ino ne , _nz ne o\ e )
al- emnt _ o5 € 21(6 7 e’ ) _ cos () sin () sin ("2—1)’
1— et ez(e”2 —e?) sin (%) sin (%)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que :
cos () sin (&£ sin? (22
Hn(x): (2) - (2) et Kn(il,')_ : (12)
sin (5) sin (5)

De surcroit, il vient que :

ce qu’il fallait montrer.

10.10 Racines n-iémes de 1’unité, racines n-iémes d’un nombre complexe

EXERCICE 388 ((1)) Par Lancelot Ecrire sous forme algébrique les racines sixiéme de 1, puis
les racines huitiémes de 1.

On commence par les racines sixiémes. On rappelle que :

2ikm 2ik 2ik
Us = {25 ke[[();5]]}:{cos(267r>+isin(167T): ke[[0;5]]},

on fait alors le calcul & la main pour aboutir a :
1 V3 1 V3 1 1
—{1. = ; .4 o1 —Z .2 .
UG { ) 2 +1 2 3 2 +1 2 ) ) ) ? }

De méme pour les racines huitiémes. On rappelle que :

Us = (¥ : ke [0:7]) = {cos (21;”) +isin (22;”) ke [[0;7]]},

on fait alors le calcul & la main pour aboutir a :

U_%\@A@. Vi 2 Vi V32 ﬁ}
g =1L 5 (-

oI5
oI5

PR R A
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EXERCICE 389 ((2)) par Antonin D

Soit n € N*. Calculer la somme des éléments de U,

Pour n #1
on pose z = e

i

n
PEED I
€U, k=1

Pour n=1

EXERCICE 390 (@) ) par Antonin D

Soient n, p € N*. Calculer la somme des puissances p-iémes des éléments de U,

Pour n # 1 et n{p
on pose z = en"

> ap= zzpk it

zeU,

Pour n =1

Zm:l

zelUy

Pour n|p

1
=0

Eacp:n

zeU,

somme de 1

EXERCICE 391 ((® ) par Octave

Soit n € N*. Si (20,...,2,-1) € C", on pose

Vk € {0,...,n—1},

Vp e {0,...,n—1},

Zk—szexp(

Démontrer les formules suivantes qui expriment (2o, ..., 2,—1) en fonction de (Z, . ..

n—1 .
1 2ilpm
Zp:EE dexp( np )
=0

22]1@77)

5 Zn—l) :

Ve e {0,...,n—1},
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7=0
1= lpm R, il
= L e (M) = L E X sew (U 0-0)
1= 2ilpm g, 2
= fZde ( :nZZz7exp<(p—J))
=0 j=0 ¢=0
n—1 . p—1ln—1 . . n—1 n—1 n—1 . .
1 2ilpr 1 2ilm(p — j) 2iln(p — j)
— 2 zew (PT) = L [ sew (D) 1 X Y e (22D
=0 J=0 £=0 1=0 j=p+1 £=0

Or, puisque n ne divise pas p — j, n # 0 et que donc le dénominateur est non nul :

n

Donc

n—1 .
1 20 1
= E dexp( Zpﬂ-):(O—i—nzp—I—O).
n n n

Soit

EXERCICE 392 (@) par Ylan

Montrer pour x réel et n entier > 2 :

nt 2k

E cos|lx+— | =0
n

k=0

Nous avons :

$n (14 255) S o s (- 2))

1— el
o 1—1 ,
= Re (e“lih) car e2™ =1
— e

=Re (e x 0) =Re(0) =0

EXERCICE 393 ((1)) par Antonin D

Calculer le produit des éléments de U,
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L 2k 2T — ,
H Z= H exp ( n ) = oxXp (n Zk> = e(m i = (—1)

z€U, k=1

EXERCICE 394 (@) ) par Wéline

Soit m un entier > 3. On note P, et A, le périmeétre et l'aire du polygone (régulier) dont
les sommets sont les racines m-iémes de 1. Donner une expression simple de P, et de A,.
Déterminer les limites des suites (Pp,)n>3 €t (Ap)n>3.

L’air d’un polygone est égale a la somme de la longueur de tous ses cotés. Comme ce polygone est
régulier tous ses cotés font la méme longueur donc commencons par trouver la longueur d’un des
cOtés.
Comme les sommets sont les racines n-iémes de 'unité. On sait que I’abscisse de ses sommets vont
étre de la forme :

T ke {0,..,n—1}
Les cotés du polygone vont étre formé par deux racines successives et comme n > 3, on sait que
les racines pour k = 0 et k = 1 existe toujours. Notons ¢ la longueur d’un des co6tés du polygone.

o= [T i
= |e' — &)
= [e"F ~ 1]

() o ()

e () o () e ()
(=)

SNRNNES

Le polygone a n racines donc n cotés, ce qui nous permet de déduire la forme (P, ),>3.

P,=nxc

=nxXV2X 1—cos<277)
n
—nxx/ix\/l—(20052(7r>—1)
n

=nxV2Xx 2—2cos2<z)
n

= vEx 2 (1 co (7))

=n X V2 x 4/2sin? (ﬁ)
n

=n><\/§><\/§sin<%>

=n X 2sin (f)
n
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On va chercher la limite de 2n sin (%) quand n tend vers plus 'infinie.

2n sin (I) = ZI X msin (E>
n T n

On pose x = 7.

LT sin x
nsin | — ) = 27 X
n T

On sait que :
lim =0
n——+oo

Nous pouvons maintenant déterminer la limite grace au taux d’accroissement, en effet : Donc :

sinz  sin(z) — sin(0)

T x—0
sinx . sin(x) — sin(0

lim _ iy Sin(@) —sin(0)
z—=0 T z—0 x—0

. sinz

lim = cos(0)
z—0 T

. sinz

lim =1
x—0 X

Gréace a cela on peut trouver la limite de P,.

sinx
=27

lim P, = lim 27w X
n—-+oo z—0

On peut calculer la formule de ’aire d’un polygone régulier, on peut utiliser la formule qui multiplie

le nombre de coté par la mesure d’un coté et par 'apothéme et qui divise le tout par deux. On

connait déja le nombre de co6té n et la mesure d’un cété qui est ¢. Calculons ’apothéme. L’apothéme

est la distance entre le milieu d’un des cotés du polygone et du centre. Grace au plan complexe, on

sait que le centre de la figure a laffixe 0 et le milieu du c6té dont nous avons calculer la longueur

tout & ’heure & pour affixe : QZT'H Notons a ’apothéme.

a =

ein 41
2
cos (%’T) + 7sin (27”) +1




On peut donc déduire la formule de laire du polygone et trouver la suite (A, )n>3.

cXnxa

\/ix,/l—cos 7” X n X 7 1/ cos 7”
2

nx /(1= cos (22)) x (cos (2) +1)
2
n x /1 — cos? (27—’;)
2
n x y/sin® (22)
—
n X sin(%’r)
2
n X 2sin (%) cos (%)
2

=n X sin (%) cos (%)
7r> y sin (X)

= T COS (7
n

A, =220

B!

On remplagant ~ par x comme dans la formule précédente, on obtient :

sin (x
A, = mcos (z) X (z)
x
Ce qui nous permet de trouver la limite de A,,.
sin (z
lim A, = lim 7 cos (x) x ( ):71'
n——+00 z—0 T
EXERCICE 395 (@) par Martin
Soit m < 2 un entier.
m
ik
a) Donner une expression simple de Z em .
k=1
b) On note Ao, ..., A2, —1 les sommets successifs (selon le sens trigonométrique) d’un polygone
m—1
régulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Donner une expression simple de Z ArAopm_k.
k=1
Soit m > 2 un entier.
m i(m+1)7w i
) oot Sy el |, trent)
— 1 —exp(:) 1 —exp(:)
D’ot, en utilisant la technique de ’arc moitié,
m (s 1T s
ikr  €XP(5r)(ex + exp(5> 2cos(5—
S RN (E) ren(i) | 2eos(d) T
pret exp(g; ) (exp(57) — exp(37)) 2isin(g;) 2m

b) On considére ici un polygone régulier de 2m sommets inscrit dans un cercle de rayon 1. On
s’intéresse donc aux racines 2m-iémes de l'unité puisque les distances entre les sommets du
polygone sont conservées lors d’une rotation. Ainsi

m—1 m—1 2 o

2ikm i(2m—k)m
E ApAoy_1 = E |6 2m — m | =
k=1 k=1

m—1
71'1”

—em |24 sin(
k=1
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Or, pour tout entier m supérieur a 2 et pour tout k dans {1,....,m — 1}, 0 < %’r < 7 donc
sin(£™) > 0. Par conséquent, on peut établir que :

‘m
m—1

m—1

. kT
Z ApAgm_1 =2 Z sm(ﬁ)
k=1 k=1

m—1 m
km ikm imm m
0] t al tili is sin(—) =7 m —e m ) =cot(=—
n peut alors utiliser (a) puisque Z sin( - ) m(z e em )=co (2m)

k=1 k=1
Ainsi donc,

m—1 .

;1 ApAzm—k = 2C0t(%)

EXERCICE 396 ((®) ) par Daniel

On se propose de déterminer les rationnels r tels que cos(nr) soit un nombre rationnel. on
considére un tel rationnel r. On écrit :

2 cos(nr) = %.

ol a est dans Z, b dans N* et ou la fraction a/b est irréductible. Pour k dans N, on pose :

k

up = 2cos(2%r).

a) Pour k dans N, exprimer uy41 en fonction de uy.

b) Montrer que, pour tout kans N uy est rationnel. Si on écrit ur = ag /by, ou ayest dans Z,
b, dans N*, la fraction ay /by irréductible , exprimer by en fonction de b.

¢) On écrit 7 = p/q avec p dans Z, ¢ dans N*. En remarquant que, pour k dans N, exp(i2Fnr)
est une racine 2¢g-iéme de 1, montrer que ’ensemble

{’U,k7k S N}

est fini. En déduire que I'on peut choisir kg dans N* tel que by, est maximal.

d) En utilisant ko + 1, montrer que by, vaut 1 puis que 2cos(2*7r) est entier. Conclure.

a) On a
Up g1 = 2c0s(2 x 287r) = 4dcos?(28mr) —2 = ul — 2 (1).

b) wg est rationnel par définition. Et d’aprés I'expression (1), ux est rationnel, ce qui implique que
U1 est rationnel car ugyq, = uk2 — 2. Par récurrence, Vk € N, wu; € Q.
2 2

—2b
Siug = a—k, alors upy1 = Lk 5 k Qapres (1).
by, b:
ai —2b?

Montrons que k est une fraction irréductible.

b
D’aprés le théoréme de Bézout :

I(u,v) € Z%, uay + vby = 1.

Donc
u’al + 3utajvby + 3uav®by + v3bj = 1.

En factorisant, on obtient
(uday + 3uvby)ai + (3uarv? + v3by)b7 = 1.
(uday + 3uvby)(ai — 2b%) + (Buarv® + v3by + 2uay + 6uvby)bi = 1

Soit
ged(aj, — 2b%;07) = 1

Ce qui permet de conclure que b1 = bﬁ.
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¢) On remarque que :

Vk € N, up = 2R (exp(i2F7r))

= 2R <exp <i2k7rp)>
q
— 2R <exp <i2k27rp> ) .
2q

Comme remarqué dans ’énoncé , exp <i2k X 27r2p> € Usy.

Or Card(Usq) = 2¢q, donc Card({ug, k € N}) < 2q.
Donc {uy, k € N} est fini, ce qui veut dire que {by, k € N*} I’est également. Donc cet ensemble
admet un plus grand élément by, avec ko € N*.

d) Supposons b, > 1. Or by,,, = b2 Donc bg,,, > by,, ce qui entre en contradiction avec le
résultat précédent. Donc

b, = 1.

0

OrVk € N, br_1 =+/bg. Ce qui implique que by = 1 et que donc ug = ay.
Ainsi, 2cos(mr) est un entier. Les rationnels 7 tels que cos(nr) soit rationnel sont tels que
2 cos(mr) soit un entier. Donc

1 1
a _1._7.0.7.1 3
cos(mr) € {—1; 505 55 }

On en conclut que
12

EXERCICE 397 (@) par Samy Clementz

Soient m et n deux éléments de N*. A quelle condition a-t-on 'inclusion U,, C U, ?

Montrons

U, CcU, & 3dkeN*n==km.

< Soit z € U,,. Alors

P ka
(™)
— 1k
Donc z € U,,.
2im
= Posons w = e"m . Comme w"™ =1, on a
e mm = 1.

ce qui implique = € Z. Il existe donc k € Z tel que n = km. Comme n,m sont des entiers
strictement positifs, k est aussi strictement positif.

EXERCICE 398 () par Matei .Calcul de cos(2F). Soient z = exp(2&), x = 2 cos(Z)
a) Montrer que 1+ z + 22 + 23 + 24 = 0.
b) Verifier I'égalitée z = z + 1

c¢) Exprimer 22 en fonction de z. En utilisant a), trouver alors une équation du second degré-

vérifiée par 2. En déduire une expression simple du nombre cos(2%).

5
d) Calculer sin(2F).
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2)

d)

On reconnait la somme des 5 premiers termes de la suite géométrique de raison z et de premier
terme 2% = 1.

Ainsi, 1+ 2+ 22+ 22 + 24 =1x (Z est bien différent de 1).

En remplagant z par sa valeur, on obtlent

V)
ot

1_(ei )5 l_eiQTr
142422422424 = - = —
1—e 1—esf

ol

Or, 2™ = ¢ = 1.
Donc, on a 0 au numérateur, on a bien prouvé que :

14242242242 =0

- 27 ;27 227
Z+%:@1T + ll%r =e'5 +e 's
R €
On sait que €' est la notation d’'un nombre complexe sous forme trigonométrique, et que e~
est le conJugue de ce nombre complexe
Ainsi, % + e 5 = = cos(&) + isin(Z) + cos(E) — isin(Z) = 2cos(ZF)

5 5
On a vérifié 'égalité, x = z —|— %

27

D’aprés la question précédente, © = z + % s’ =(z+ %)2
Soit x? = (—szl)

4 2
On développe : 2 = =+2z+1

z2
On va maintenant utiliser le résultat & la question a) : 1+2+22+234+2* =0 = W# =0
(on peut en effet diviser des deux cotés de I'égalité par un nombre différent de 0).

2 1—0—z+z2—‘,-z?’—0—z4 _ z4+222+1 _ 0
22 22 -

On peut ajouter et soustraire 2 au membre de gauche : z2 +

Soit : 22 +Z Z+Z =0

& 22 + -1 Jr z=0

On reconnait anouveau z : 22 +x — 1= 0.

On a une équation du second degré qui fait intervenir des puissances de = 2 cos(
I’équation du second degré : A=1+4+4=05

22) On résout

—1-V5

Cette équation posséde donc deux racines : xy = %\/5

3 y et To =
2% < Z donc 2cos(2F) = > 0. Ainsi, seule 2 convient.

On a donc z=2cos(Z) =z = %\/g & cos(¥) = _11\/5'

cos?(x) + sin?(z) = 1, donc sin ?” \/1 — ﬂ 2 _ \/ %

EXERCICE 399 ((®) ) par Daniel

2ikm
Pour 0 < k < 4, soit A le point d’affixe exp < Z5 > Soit O le point d’affixe 0.

1
a) On note I le point d’affixe 4, J le point d’affixe 5 C le cercle de centre J passant par

I. Montrer que C coupe 'axe réel en deux points M et N, ou l'abscisse M (resp. N) est
strictement positive (resp. strictement négative).

b) Soit H le milieu de [OM]. Déterminer affixe de H.

¢) Montrer que la perpendiculaire & I’axe réel passant par H coupe le cercle unité en les points
Aq et Ay.

d) En déduire une construction des points Ag, 1 < k < 4, a la régle et au compas une fois
connus O et Ag.

a)

Soit z € C.

1 1
ze((:(:)|z—<—)|—|——z|<:)|z+|—\gg.

On cherche z dans R. L’équation devient :

275



Soit

V5 —1 —v5-1

2= ou >
On a donc bien deux intersections au point M et N, d’affixes respectives zp; = \/527 L et
—vo—1

L’affixe zy de H vaut :

ZM \/5—1
Zg = — = .
H™= "9 4

Les affixes z des intersections du cercle unité et de la perpendiculaire en H vérifient :

V5 —1

RE =" e (9)
lz] =1
2 -1
Or, comme démontré a l'exercice précédent, cos <57r> = \/54 . Donc
2 2
(5) ) 8E) = Tion] ou arg(z) = f?”m]

2] =1

Il s’agit donc bien des affixes des points A; et Ay.

La construction se fait comme suit :

-Tracer la droite passant par O et Ay, puis le cercle de centre O passant par Ag. Placer le point
K d’affixe —1 a la seconde intersection de la droite et du cercle.

-Tracer le cercle de centre O passant par K puis le cercle de centre K passant par O. Relier les
deux intersections de ces cercles pour former la médiatrice du segment [OK]. Placer le point J
a l'intersection de cette médiatrice et de [OK].

-Selon cette méme méthode, tracer la médiatrice de [kAo]. Placer le point I a l'intersection
supérieure de cette médiatrice et du cercle unité.

-Tracer le cercle de centre J passant par I. Placer le point M a l'intersection de ce cercle et de
[OA].

-Selon la méthode vue, tracer la médiatrice de [OM]. Placer les points A; et A4 aux intersections
avec le cercle unité, respectivement en haut et en bas de la figure.

-Tracer 2 cercles de centres respectifs A; et A4 passant par Ag. Les intersections de ces cercles
avec le cercle unité différente de Ay seront respectivement A, et As.

EXERCICE 400 (@) ) par Matei
Soit z = 2003(27”). En utilisant la méthode de 'exercice précédent, trouver des entiers relatifs

a, b, c tels que =3 + ax? + bx +c = 0.

a)

Expression de z en fonction d’un nombre complexe z.

2m _j2m . .
On remarque tout d’abord que les nombres complexes z = e'7 et 2’ = e *7 font intervenir

cos(%”) et qu’on peut exprimer x comme combinaison de ceux-ci.

En effet, z = ! 7 = cos(2) +isin(2F), et 2/ = e~iF = cos(%) — isin(%). Ainsi,

2
z+z’:2cos(77r) =z

%

<y

De plus, 2/ = e~

1 1
z
e

1
Sr=z+ -
z

Remarque. On va maintenant chercher une somme de puissances de z successives, telle qu’on
puisse les remplacer de maniére & trouver I’équation de type x> + ax? + bx +c = 0.
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b) Somme nulle de puissances successives de z.
On cherche maintenant un n entier tel que 2° + 2" 4+ 22 + ...+ 2" = 0.
On reconnait la somme des n 4+ 1 premiers termes de la suité géométrique de raison z et de
premier terme 1.

Ainsi, 20 + 21+ 22 + .. 4+ 2" = l’lz_n’:l (z est différent de 1)

D442+ 4+27=0
1_ n+1
z _0

1—=2
s1-2"M =0

n+1

&z =1=¢%aveca =0 mod 27

27 ;
& (f7T)" = e"aveca =0 mod 27

. 2(6+1 P
De plus, si n = 6, on a # = 27 Ainsi, si n = 6, on trouve le

2(nt )7
e 7

Et, (¢! )"+ =
résultat voulu, & savoir :
I+ 4+ 22+ 2834244 25420=0
¢) Subsitution de z par x :

On sait que x = z + % = ZZ—H De cette égalité on peut trouver les deux suivantes :

s 2422241
22 =
22

3 342241
x® = 3
z
on repart de 'égalité précédemment trouvée : 1 + 21 4+ 22 + 23 + 24 + 2% + 25 = 0, qui est
équivalente a
1+2t + 22+ 23424+ 25426
3
z

= 0(z%est différent de 0)

3

On peut ajouter et soustraire z° au membre de gauche :

3+1—|—z1+22—|—z3+z4—|—z5+z6 20+ 320422 4+1
T - - =

23 B 23 0
2 =222 423 — 224 4+ 2
o 2® 4 * 3 + =0
z
On ajoute et soustrait az? au membre de gauche :
2—222+28 22442 azt+2a2% +a
2?4+ az® + i 3 - 5 =0
z z
a 2

1
®w3+ax2+

— S 4 (1-2a)-22+(1-a)2=0
- (1-20) - 204+ (1-0)2
On ajoute et soustrait bx au membre de gauche :

1 2
a—;+(1—2a)—2z+(1—a)z2—b2—9=O

z

22+ ax® + bx + _2
z
1-— 2+b

a—%—1—(2—1—1))2’4—(1—(1)22

o3+ ar? +ba+ 5
z

On veut faire disparaitre tous les termes qui contiennent des puissances de z. Or, si on prend
a=1et b= —2, on obtient juste ce que 'on veut :

42?20 —-1=0

On a l’équation demandée. Si on résout cette équation, on pourra éventuellement trouver la
valeur exacte de cos(%F).
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EXERCICE 401 ()

Soit n un entier > 2. Déterminer les complexes z tels que :
(z—9)" = (z+19)".

On pourra noter qu’'une solution de z de cette équation est nécessairement différente de i et
réécrire I’équation sous la forme :
. n
Z+1
-] =1
z—1

On remarque que si z = ¢, alors 0" = 0 = (2¢)", ce qui est absurde. On peut donc faire

(z+4)" _ (z—4)"
(z—i" (2=

(=)
= - =1
z—1

. Les solutions de Z™ = 1 appartiennent a ’ensemble U,,, soit

z+1

Car z # 1. On pose Z =

z—1
2kmi
7 = exp (m ,ouke{0,...,n—1}.
n
On cherche z, et on rappelle que z # 1.

2= g —iy=mztie Ze—iZ—z—i=0.
z—1
Soit

4o 2kmi

. . Xp
y _W(Z+1)  WZ+1) n
2Z2-1)=iZ+1) e z= 71 - 17 — STy

—exp - +1

De plus, Z # 0 et Z # 1 car 0 et 1 ne sont pas solutions, donc on an > 2et k € {1,...,n— 1}.
En utilisant la formule de I’arc moitié mentionnée en 10.8, on obtient

2kmi km

14 exp cos | —
n n

2kmi . (km

—exp +1 sin [ —
n n

1 0s
En remarquant que cot = — = —, on trouve
tan sin

zzcot(IWT), ke{l,...,n—1}.
n

—1

EXERCICE 402 ((2)) par Matei
Si Z est un nombre complexe non nul, placer les racines carrées de Z dans le plan complexe.

Z étant un nombre complexe, on peut I'exprimer sous la forme suivante : Z = re’®
On cherche les nombres d’affixe z tels que 22 = Z

Comme z est aussi un nombre complexe, z = 7’/ e”’l, avec :

& (rei?)? = rei?

=

r2=r
2¢' = ¢ mod 27
=y

gb’:% ou qﬁ’:%—kw
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Ainsi, les racines carrées du point complexe Z sont les points d’intersection entre le cercle qui a
pour centre l'origine du repére et pour rayon /7, et la droite qui passe par l'origine du repére et

s
qui a pour coefficient directeur k = b:;i ¢,)) tan(¢)
2

EXERCICE 403 ((2)) par Matei

Exprimer les racines carrées de 2ie~"7/4

sous forme trigonométrique.

On commence par exprimer le nombre complexe sous forme exponentielle (un module + un ar-
gument). On peut tout d’abord réécrire i comme étant ¢™/2. On a donc une multiplication de
nombres complexes sous forme exponentielle : 2 x e/™/2 x e~i7/4,

Les modules se multiplient et les arguments s’additionnent, ce qui donne donc : 2e*(7/2-7/4) =
2€i7r/4

On peut appliquer le résultat trouvé a ’exercice précédent, pour trouver directement les deux ra-
cines carrées de 2ie~7/4 . \/ie“r/8 et ﬂeigﬂ/g.

Mises sous formes trigonométrique, on trouve v/2(cos(m/8)+isin(r/8)) et v/2(cos(97/8)+i sin(97/8))

EXERCICE 404 ((@)) par Matei
Déterminer, en utilisant la forme trigonométrique, les nombres complexes z tels que 22 = 3.

Mise sous forme trigonométrique de i : i = 0 + 13.
On cherche donc I'angle a tel que cos(a) = 0 et sin(a) = 1. Cet angle existe et il s’agit de 7. Ainsi,
i = cos(§) +isin(F) = e's

\w\a

On peut s’aider de 'exercice 402 pour trouver les racines carrées de i : r; = v/1e’ =

\/Iei%+7rp

i j S
s

Srp=ed rg=e

Réecrits sous forme trigonométrique :

VIV2 VA B
2

n= g iy = o

EXERCICE 405 ((2) ) par Matei
Résoudre dans C les équations z* = 2i, 24 = 5—2i, 2" — (144)22 = 0. On donnera les solutions
sous forme trigonométrique et, pour les deux premiéres, également sous forme algébrique.

Dans I’exercice, on notera z I'inconnue re'®

24 =2 :
4 =2 & 2t = 2¢im/2
Ainsi,
r=v2
. 2 2 2
¢ = ﬂ/ ou b1en%+7r/2ou blen%Jrﬂ'ou blen%+3 /2
Donc,

= V2% = \f(cos(g)—i—isin(%))

)

23 = V25T = V/2(— sin(% +7/2) —&-icos(g +7/2)) = V2(— cos(%) — isin(%))

)

Si l'on veut mettre ces nombres complexes sous forme algébrique, il nous faut connaitre les valeurs
exactes de cos(g) et de sin(g).

2 = V25172 = é@(cos(% +7/2)+ isin(g +7/2)) = V2(— sin(%) + i cos(

zy = V2532 = %(—cos(g +7/2) — isin(g +7/2)) = %(sin(g) — i cos(
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Or (formule d’addition),
T T oo™ = cos( ™2 — sin(T)?
cos(8 + 8) cos(4) 005(8) sm(8)

& cos(

@sin(g):y/l—\/ﬁ4+2: 2;\@

)=-1+ 2005(%)2

=

Ainsi,
V2+2v2 V22 -2
21 = +1
2 2
V2v2-2 V2422
Zo = — +1
2 2
V2+2v2 V22 -2
zZ3 = — —1
2 2
V2v2—2 2122
Z4 = —1
2 2
24 =5-292:

(je pense qu’il y a une erreur dans le sujet comme la valeur de ’argument de ce nombre complexe
n’est pas connue, on ne peut pas le mettre sous forme trigonométrique)
2T —(1+1i)22=0

2 2 ;
@25:1+i:ﬁ(g+i§):\@ezﬂ/4

1 = v/2e™/20 = /2(cos(m/20) + isin(m/20))
ry = V220 = {/2(cos(97/20) + isin(97/20))
ry = V27720 = {/2(cos(171/20) + isin(177/20))
ry = V2% = J/2(cos(5m /4) + isin(5m/4))
o = v/2e¥337/20 = {/2(cos(33m/20) + isin(337/20))

EXERCICE 406 ((2)) par Matei
Montrer que si z appartient & C\ R—, alors z admet une unique racine carrée dont la partie
réelle est strictement positive.

Comme z € C\R—, z = re?® avec ¢ Z 7 (mod 27)

(& noter que z est nécéssairement différent de 0)
Ainsi, ¢ €] — 77|

Z est la racine de z & Z, = \/7ei%/2 ou Zp = \/rel 5 +7
Or, $ € - 5 5|

Ainsi, par définition, cos
Or, Re(Zy) = /7 % cos(
De plus, 7 > 0 comme z
Donc, on a bien

—~

£)>0
)

[S3SS

0.

RN

Re(Zl) >0
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EXERCICE 407 (@) ) par Matei
Trouver les nombres complexes z tels que

(z—1)3 =i(z+1)°.

On déterminera d’abord les racines cubiques de i.

Soit Z un nombre complexe tel que Z3 = i.
(z—1P=iz+1) e 2-1=Z(z+1)

(on peut prendre les racines cubiques de chaque membre car la fonction cube admet un seul
antécédent par image)
Sz—-1=Zz+7
S2(1-2)=Z+1
_Z+1

*T12Z

On doit donc d’abord déterminer les racines cubiques de i :

off

) ) . s .
i=e™? s Z=¢%ouZ=¢%ouZ=c

1) Z = ¢i¥
e's +1
=z = —
1—e's
Et, cos(%) = ¥3 et sin(T) = L. Donc,
Bl
z= NS
1 5 +Z§
V3+2+4i
= =(2+V3)i
2—3—i ( )
2)Z—et%
e +1
=z = B
1—e"s

3)Z = et
T +1
S 2= 30
1—e'2
Pareillement, on trouve :
1—14
z = - = —
142

Ainsi, les 3 solutions & cette équation sont : S = {(2 4+ v/3)i; (2 — v/3)i; —i}
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10.11 Complément : inégalité triangulaire

EXERCICE 408 (@ ) Par Samy Clementz
a) Solent a, b, ¢, d quatre nombres complexes. Vérifier que
(a—c)b=d)=(b—a)d—c)+ (b—c)(a—d).
b) Soient A, B,C, D quatre points du plan. Montrer que
AC.BD < AB.CD + BC.DA.

a) Il suffit de développer les deux membres de 1’égalité, et de constater qu’ils sont égaux.
b) On note a,b,c,d € C les affixes des points A, B, C, D. Alors d’aprés a), on a

(@ =e)(b—d)| = [(b—a)(d—c)+ (b—c)(a—d)
<|(b—a){d—=c)|+|(b—c)a—d)|. (inégalité triangulaire)

Donc
lc —alld—0b] < |b—al|ld—c|+ |c—b||la—d|,

ce qui revient a dire
AC.BD < AB.CD + BC.DA.

EXERCICE 409 (@) Par Lancelot Démontrer la seconde partie du théoréme 15.

On raisonne par double implication. Pour le sens directe : soit (z;) 1 < j <n C C une famille de
complexes issus d’'une méme demi droite issue de 0. Par conséquent, il existe zg € U tel que :

Vi e [L;n], z = |zil20-
L’inégalité triangulaire devient :
n n
DT EY

j=1 =1

c’est & dire :

n
DIyl <
=1

qui est naturellement une égalité. Pour le sens réciproque : on note, pour tout n € N, P, la
propriété "Si pour (z;)1<j<n C C, I'inégalité triangulaire est une égalité, alors les (z;)1<j<n sont
sur une méme droite issue de 0" que I’on montrer par récurrence
— Initialisation. pour un seule complexe z, P; est immédiatement établi (c’est la forme expo-
nentielle de z).
— Hérédité. on fixe n € N tel que P, soit vraie. Soit 2,41 un complexe. On suppose que :

n+1 n+1

>z =D Il
=0 =0
donc :

n n
Szt zan| =D Izl + lznal-
=0 j=1

Par conséquent, en vertu du cas d’égalité de l'inégalité triangulaire & deux membres, on
déduit que Y| et 2,41 sont sur la méme droite issue de 0, en particulier, sur la méme
droite issue de 0 que les (zj)1<j<n, ce qui est exactement P, 41.
Du principe de récurrence, on déduit alors que P, est vraie pour tout n € N, ce qui achéve
lexercice.
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11 Polynomes et équations algébriques

11.1 Polynémes

EXERCICE 410 ((1)) par Antonin D

Que dire du degré de la somme de deux fonctions polynomiales

Soit P et Q deux fonctions polynomiales

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))

EXERCICE 411 (@) par Ylan (Fonctions polynomiales périodiques *)

Soit T' un élément de R* . Quelles sont les fonctions polynémiales a coefficients réels P telles
que :
VeeR, Plz+T)=P(z)

Soit P une (éventuelle) fonction polynomiale vérifiant la condition de I’énoncé. Comme 0 est réel,
nous avons alors : P(0) = P(0+T) = P(T), puis comme T est réel, P(0) = P(T)=P(T+1T) =
P(2T), puis en itérant le procédé nous obtenons :

Yn eN, P(nT)= P(0)
On pose alors @ la fonction polyndmiale définie par :
Ve eR, Q(x)= P(z)— P(0)
Nous avons alors Q(0) = 0, et donc :
VYneN, QnT)=0

Or, nous avons, d’aprés ’énoncé, T' > 0, donc pour tout entiers naturels i et j distincts, i1 # 5T,
et donc Q a une infinité de racines. D’aprés le théoréme 20, Q est donc le polynéme nul, et donc :

Vx € R, P(x) = P(0), et donc P est un polynoéme constant.

Réciproquement, soit P un polynoéme constant. Nous avons alors, comme P est constant :

Ve eR, Plx+T)=P(xz) etdonc P vérifie la condition de I’énoncé.

Les fonctions polyndmiales & coefficients réels vérifiant la condition de I’énonce sont donc les fonc-
tions polynémiales constantes.

EXERCICE 412 ((2)) par Samy Clementz

Soit P une fonction polynomiale & coefficients dans C :
n
VezeC, Px)= Zakxk.
k=0
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

— si k € {0,...,n} n’est pas multiple de 3, aj est nul;
— pour tout z € C, P(jz) = P(z), ot k = exp (217”)

= Si les ay sont nuls pour k non multiple de 3, alors le degré n de P est un multiple de 3. On note
ng lentier défini par n = 3ng. Pour tout z € C,

no
P(z) = Z asp 2",
k=0
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Par conséquent, pour tout z € C,

no
P(jz) =) asi(jz)*
k=0
no
=3 gy
k=0
no
_ Z agk(jJ)k:ZSk
k=0
no
= Zagkz (car 53 = 1)
k=0
= P(2)
< L’égalité P(z) = P(jz) s’écrit
n n
D akt =3 ar(jz)"
k=0 k=0
n
=D "
k=0
n
=D b,
k=0

en posant b, = azj*. Notons Q la fonction polynémiale définie par z — o brz*. On a montré
que P et @ coincident sur C. Par conséquent, les coefficients de P et @ coincident. En particulier,
pour tout k € {0,...,n} on a ap = by = j*ax. Mais j* est différent de 1 si k n’est pas multiple de
3. Pour ces valeurs de k, ai doit étre nul.

EXERCICE 413 (@) par Tristan

Soit P une fonction polynomiale & coeflicients dans K. Montrer ’équivalence entre les deux
propriétés suivantes :

- il existe une fonction polynomiale ) & coefficients dans K telle que
Ve eK, P(z)=Q (z*—x)

- pour tout € K, P(z) = P (1 —x)

On commence par montrer 'implication directe (i.e 8’il existe une fonction polynomiale @ & coef-
ficients dans K et telle que pour tout z € K, P (z) = Q (2? — ) alors P (z) = P (1 — 2)).

Supposons qu’une telle fonction @ existe.

On a alors pour tout z € K

P(z)=Q (2* — )
=Q (2> +1-22—1+2)
—Q (-2’ -(0-u)
=P(l—-x)

L’implication directe est ainsi démontrée.

On s’intéresse maintenant & I'implication réciproque (i.e si pour tout z € K, P (z) = P (1 —z)
alors il existe une fonction polynomiale @ & coefficients dans K et telle que pour tout =z € K,

P(z) =Q (2% — x)).

Supposons que pour tout € K, P(z) = P (1 — z). On remarque immédiatement que P admet
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r < n racines que l'on note, pour i € [1,7], A;. On associe également a chacune de ces racines la
multiplicité «;.

Rappelons ensuite que tout polynéme P, peut se factoriser comme produit de ses racines selon la
formule

Ve eK, P(x)= H (x — X)) F(z) ou F est un polynome tel que deg (F) = deg (P) —r

i=1
On remarque ensuite que d’aprés notre égalité de départ, si A; est une racine de P alors 1 — A\ en
est également une. On en déduit que ces deux racines ont également la méme multiplicité.

Ecrivons alors la factorisation de P pour tout = € K :

T

P(z) =[] (e =) (z = (1= )™ F (2)

=1

= U (502 —z+XN(1 *)\i))aiF(I)

_ H (2> =z =X (N — 1) F (2)

Or, on remarque en posant X = 22 —x et A; = \; (A\; — 1) que le produit

r

[T —a)™ F(2)

i=1
est 'expression factorisée d’un polynéme @ et tel que
Ve eK, P(z)=Q(X)<«= P(z)=Q (2" —2)
On a ainsi démontré 'implication réciproque.

D’aprés ces deux démonstrations, I’équivalence entre les deux propriétés est montrée.

EXERCICE 414 (@) par Salmo

Etablir la formule de Uexemple 3 par un raisonnement combinatoire.

Considérons un sac de perles ot 'on a 2n perles au total, on a alors n perles noires et n perles
blanches. Dénombrons maintenant le nombre de sous groupes comportant n perles, pour ceci il
suffit de prendre n perles parmi les 2n existantes, donc (2:) choix.

Soit k € [0;n], on souhaite dénombrer le nombre de groupes a n perles contenant k perles blanches

o ()= ()= () - ()

(on a ici le nombre de fagons de prendre k perles parmi les blanches et le nombre de fagons de
prendre n — k perles parmi les noires).

In fine, on souhaite dénombrer le nombre de groupes avec n perles blanches et 0 noires puis n — 1
perles blanche et 1 noire ... jusqu’a 0 perles blanches et n noires, on peut alors conclure que :

(1) - (%)

(On réutilise ici le résultat du premier paragraphe qui nous donne le nombre de fagons de réaliser
des groupes de n perles avec 2 couleurs)

ce qui termine la preuve.
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EXERCICE 415 ((®)) par Aghilas

a) Généraliser 'exemple 3 en calculant le coefficient de x* dans (1+x)™+" = (1+x)™(1+2z)"
de deux maniéres.

b) Retrouver le résultat obtenu par une démonstration combinatoire.

a) Soitm,neN, k<m+netzecR. Ona:

min <m2n>w’“ =1+ =0+2)" (1+a)" = (zmz @”‘)xk) : (zn: (ka)

k=0 k=0 k=0

Dans le membre de gauche, le coefficient de =¥ est (””2‘"). Dans celui de droite, le coefficient

de z* est la somme coefficients obtenus en le développant. C’est-a-dire que c’est la somme des
produit des coefficients de x* dans le facteur de droite et celui de x/ dans celui de gauche ou

i+ j = k. Ce qui nous donne :
m+n m\ [n
(") -2, ()0)
i+j=k

On effectue un changement d’indice, en prenant ¢ allant de 0 & k, et en remplacant j, par k — i.
Ainsi, la somme de i et j reste k et on a :

(") -2 (D)

b) On cherche maintenant a obtenir le méme résultat par un raisonnement combinatoire. Le raison-
nement employé est appelé double dénombrement ou double comptage. Il consiste & démontrer
I'égalité de deux formules en montrant qu’elles permettent de compter le nombre d’éléments
d’un méme ensemble.

Soient m,n € N et £ < m,n. On considére le nombre de sous-ensembles de k éléments de ’en-
semble S = {1;2;---;m+n—1;m+n}. Une premiére fagon de dénombrer cet ensemble est grace
a un coefficient binomiale : |S| = (”J:m) C’est le membre gauche de l'identité. On peut aussi

choisir 0 éléments parmi les entiers entre 1 et m et k parmi m + 1 et n + m, ce qui fait (’g) (Z)

sous-ensembles. Puis, on peut choisir 1 élément entre 1 et m et k—1 entre m+1 et n+m, ce qui

fait (') (,",) sous-ensembles. On applique le méme raisonnement jusqu’a prendre k éléments
entre 1 et m et 0 entre m+ 1 et n+ m, ce qui fait (’z) (g) sous-ensembles. En sommant le tout,
on obtient le membre de gauche de I'identité. Ces deux expressions correspondant au cardinal

du méme ensemble, elles sont, donc, égales.

11.2 Complément : polynémes de Bernoulli

EXERCICE 416 ((1)) par Alexandre
Pour z € R, calculer By(x) et Bs(z).

On sait que Byo(x) =1, B, = pB,_1 et fol B, (t)dt = 0. On calcule d’abord B (z).
On a Bi(z) =1 x By(z) =1, dou By(z) =2+ k
On détermine k :

1
1 1 1
/ Bi(t)dt =0 = [§x2+kx]é:0 — k+5=0 = k=—3
0
1
On trouve By (z) = x — 3

On détermine ensuite By(z). On a :

By(x) =2x By(x) =22 —1 = By(x) =2 -2 +k
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On détermine k :

1
1 1 1 1 1
By (t)dt = S S S Ty A [
/0 2(t) O:>[3x 2x+x]0 O:>3 5 T 0 = 5

1
On trouve By(z) = 2% — x + g

On détermine enfin Bs(x). On a :

1 3 1
Bé(x):?)ng(x):3x2—3x+§ = Bg(:r):x3—§m2+§x+k

On détermine & :

1
1 1 1 1 1 1
By(t)dt =0 = [-a' — -2’ + -2’ +kalg=0 = ~ -S4+ -4+k=0 = k=0
/0 3(t) [4:1: 57 +4x+x}0 1 371"
s 3, 1
On trouve B3(z) =« — 5 +§x

EXERCICE 417 (1)) par Alexandre
Sip > 2, montrer que B,(1) = B,(0).

On a, d’apres le cours :
Vpe N,V € R,Bpi1(x+1) — Bpya(z) = (p+ 1)2?

Ce qui nous donne :
Vp > 2, By(1) — B,(0) = p.0P~!

By(1) = By(0)

EXERCICE 418 ((2)) par Alexandre

Montrer que, si p € N, B, est a coefficients rationnels, de degré p, de coefficient dominant 1.

On le démontre par récurrence sur p.
Initialisation. Pour p = 0, By(z) = 1, donc By, est bien & coefficients rationnels, de degré 0, et de
coefficient dominant 1.

Hérédité. On suppose que la propriété est vraie pour p quelconque fixé. On cherche & démontrer
que Bp 1 est & coefficients rationnels, de degré p + 1, de coefficient dominant 1
By(z) = 2P + cp_12P 7' + ..+ c1x + o, Vi € [0,p — 1], ¢; € Q(HR)
By i(@) = (p+ 1)(@”) + (p+ D(epmra? ™! + o+ 1z + o)
Bj,41 est donc de la forme :

(p+ 1)ep_q2?
p

Pt 4 +...+cox+ k

Bj, 11 est donc de degré p+ 1 et de coefficient dominant 1. Il suffit de montrer que % est rationnel
afin de montrer que By, est & coefficients rationnels.

On note :
Bpii(z) = 2Pt + dpa? + ...+ diz + k,d; € Q
On a:
/1 Byii(t)dt =0 = [Lac”Jr2 + &:CPH +..+ ﬁ962 + k2] =0
o PR p+2 p+1 B 0=
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d, dy

—+ +ot o +k=0
p+2 p+1 2
1 dp dy
= k=—(—=+ +ot =
(p+2 p+1 2)
= ke

EXERCICE 419 (@)

Montrer que
Vp e N,Vz € R, B,(1 —z) = (—1)PBy(z).

EXERCICE 420 (@) par Alexandre

r+1
Sip e N* et x € R, que vaut / By, (t)dt?
xT

On sait que B,4+1 est une primitive de (p + 1)B, et que Byy1(z + 1) — Bpya(z) = (p + 1)aP.
On a alors :

z+1 z+1
/x By (t)dt = 1%(~/a: (p+ 1)B,(t)dt)

x+1
| B0t = (Bl + 1) = B @)

r+1
/ By(t)dt = o?

EXERCICE 421 ((®)) par Adrien
Soit p € N* un nombre impair. Montrer qu’il existe un polynéme @), a coeflicients réels tels

h n(n + 1)>

Vn € N*, sp(n):Qp< 5

11.3 Racines d’une équation polynomiale

EXERCICE 422 (@) ) par Léo

a) Sin est un entier pair, donner un exemple de polynéme a coefficients réels n’admettant pas
de racine réell.

b) Sin est un entier impair, et P un polynéme & coefficients réels de degré n, montrer que P
admet au moins une racine réelle. On pourra utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

a) Le polynome 22 + x + 1 n’admet pas de racine réelle. En effet, il suffit de calculer A =1 —4 =
—3 < 0 pour s’en assurer.

n
b) Soit P = Z a;z’ un polynome de degré n impair.
i=1

On a lim, ;400 2™ = 400, donc lim, s 1 oo (—2)" = limg— 4o (—1)"2"

= —00.
Par conséquent, lim,_, o, P(z) = —oc0 et lim,_, o P(z) = 4o0.
Puisqu’un polynome est continu (car dérivable) sur R, d’aprés le TVI, il existera nécessairement

A € R tel que f(A\) =0, ce qui achéve la preuve
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EXERCICE 423 (@) ) par Samy Clementz

On se donne deux dés. Pour 1 < i < 6, on note p; (resp. ¢;) la probabilité d’obtenir ¢ en lancant
le premier dé (resp. le second). Les lancers sont supposés indépendants. On note S la variable
aléatoire donnant la somme des deux lancers. Pour ¢t € R, on pose

6 6
Pt)=>"pit', Q)= at'"
i=1 i=1
a) Sit € R, montrer que
E(t%) = P()Q(t).
b) On suppose que S suit la loi uniforme sur {2,...,12}. Montrer que

2t - 1)

vt e R\{1}, E(t°)= TE1

¢) En considérant les racines réelles des polyndmes considérées, montrer que S ne peut suivre
la loi uniforme sur {2,...,12}.

On note X le résultat du dé 1 et Y le résultat du dé 2. Ainsi S =X +Y.
a)
E(ts) _ E(t(X+Y))
B(tXtY)
Et*)E(tY). (car X et X sont indépendantes)

Montrons que E(tX) = P(t). Calculons la loi de t¥. Comme X € {1,...,6}, on a t¥ €
{t,t2,...,5}. De plus t¥ =t! & X =i, donc P(t* =t) = P(X = 1). On peut alors calculer
Iespérance de tX :

6
E(tX) =) _t'Pt* =t
121
= t'P(X =1i)
=1

6 .
=1
= P(t).

De la méme maniére on montre que E(t¥) = Q(t).
b) Soit ¢ # 1. Pour tout k € {2,...,12}, on a

D’ou
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Donc

E(t%) = Ztk = k)

1 k
=—>Y ¢
T >
k=2
10
= — Z t""2  (changement d’indice k = i + 2)

= . (somme géométrique, et t #£ 11!)

¢) Raisonnons par l'absurde. Supposons qu’il existe deux variables aléatoires X et Y a valeurs
dans {1,...,6}, indépendantes, telles que S = X + Y.
Alors, d’aprés ce qui précéde, on a pour tout t # 1

t2(t11 (sz ) (26: qiti)
11(¢ p
= ¢? ( Zpi+1ti> < 25: Qi+1ti) ;
i=0 i=0

ou 'on a factorisé chaque polyndme par ¢. Ainsi pour tout ¢ ¢ {0,1}, on a

5 5
— 11) = (;piﬂti) (;qz‘ﬂti)

On note P la fonction polynémiale t — Z?:o pir1t’ sur R. Notons que pg > 0, car

P(Szl?)z%

=P(X =6)P(Y =6)
= Pe6Y6-

Par conséquent P est de degré 5. Ce degré est impair, P admet donc une racine réelle. On
note tg une de ces racines. En faisant tendre ¢ vers 0 dans cette égalité, on trouve ﬁ = Piq:-

En particulier, p; > 0, ce qui implique que P ne s’annule pas en 0. (notons qu’on aurait pu
montrer p; > 0 de la méme maniére que on a montré pg > 0) De plus P(1) = Zk 1pi = L
Par conséquent, to ¢ {0,1}. En évaluant cette égalité en ¢y on trouve

toll—1 > .

0L o) (gt

11(to — 1) (to) ;QZH 0
=0.

ce qui implique que to'!' =1, et donc que to = 1, ce qui est absurde.

EXERCICE 424 ((2)) par Loise

Soient P une fonction polynomiale a coefficients réels, z dans C une racine de P. Montrer que
Z est racine de P.

z est une racine de de P, soit :
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Or, si deux nombres complexes sont égaux, alors leurs conjugués sont égaux. Le conjugué d’un réel
est égal & ce nombre. Soit :

n—1
E a; 2zt = 0.
i=0

Or le conjugué d’une somme est égal a la somme des conjugués. Alors :

n—1
g a; 2t = 0.
1=0

Or le conjugué d’un produit est égal au produit des conjugués. Et a est un réel, alors :

Conclusion : 7 est une racine de P.

EXERCICE 425 (@) par Ylan (Majoration du module des racines d’un polynéme *).

Soient n dans N*| ag, ..., a,,—1 des nombres complexes, P le polyndéme défini par :
n—1
VzeC, P(z)=2z"+ Z a;z’
i=0

a) Pour 0 <i<n—1etzeC tel que |z| > 1, montrer que |2*| < [z"7}|

b) Soit z € C une racine de P. Montrer, en utilisant 'inégalité triangulaire, que

n—1
|2| < max <17 Z |ai|>
1=0

a) Soit i € {0,...,n—1}, soit z € C avec |z| > 1. Nous avons alors 0 < ¢ <n—1, donc: n—1—14 > 0.
On a également : |z| > 1, donc par croissance de la fonction z — z"~1=% sur R, nous avons :

|z|"717" > 1717 = 1, puis comme |z| > 0, on a :
|2[" 2| > |2, dPo
21 > 2|, d'ou
2" < 2"
b) On raisonne par disjonction de cas et on considére les 2 cas suivants :|z| < 1 et |z] > 1.
Premier cas : 2| < 1

n—1
On a alors immédiatement : |z| < max (1, Z |ai|> .
i=0

Deuxiéme cas : |z| > 1
On a alors z racine de P, donc :

n—1
2"+ E a;z" =0, dou :
i=0

n—1
2" == E a;2", et donc :
i=0

n—1
|2"] = Zaizi
i=0
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Par inégalité triangulaire, il vient ensuite :

n—1

2" < D lail |

=0

zl| < ’z"_ll, on a:

, puis comme, d’aprés la question a,

n—1
2" < Z |a| |z"*1|, d’ou :
i=0

n—1
|2 < |z|m ! Z |a;|, puis comme 2"~ > 0, il vient :
i=0
n—1
lz] < E:Qi7 et donc :
i=0

n—1
2] < max (LZ |ai|>
=0

Nous avons donc pour toute racine z € C de P :

n—1
|z| < max (1, Z |ai|>
i=0

EXERCICE 426 ((2)) par Loise
a) Vérifier que 4 est racine de I’équation
2® =15z —4=0

puis résoudre cette équation dans C.

b) Résoudre dans C l’équation suivante, aprés en avoir déterminé une "racine évidente" :

22 =622+ 11l —6=0

a) Vérifions que 4 est racine de 1’équation :
43 —15-4—4=64—60—4=0.

4 est racine de ’équation. A l'aide de cette racine évidente, on factorise le polynéme, en posant
a, b et ¢ trois réels tels que :

(x —4)(az? + bz +c) =0 < az® + (b — 4a)2” + (c — 4b)x — 4c = 0.

Par identification des coefficients constants on en déduit :

l=a
0=0—-14
23— 152 — 4 = ax® + (b — 4a)z? + (c — 4b)x — 4c & “
—15=c—4b
—4=—4c

On résout donc le systéme pour achever la factorisation du polynoéme de degré 3 :

l=a 1
a =
0=b—14
“ b=4
—15=c—4b
c=1
—4 = —4c
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Ainsi :
23— 152 —4 = (z—4) (2> +4+1).
Soit :
152 -4=0(x—-4)=0 ou (2*°+4x+1)=0.
Il ne reste plus qu’a résoudre 1’équation du second degré. On commence par calculer le discri-
minant :

A=16—-4=12.

Comme le discriminant est strictement positif, le trindme du second degré admet exactement
deux racines réelles distinctes, a savoir :

—4+2v3

et 3
—4 —2+/3
On conclut donc la résolution de I’équation :

S::{—2+v§fﬁ——¢i4}.

X9 =

De facon évidente, 1 est solution de I’équation x2 — 622 + 112 — 6 = 0 car :
1P-6-124+11-1-6=1-6+11-6=0

A Tlaide de cette racine évidente, on factorise le polynéme, en posant a, b et ¢ trois réels tels
que :
(x —1)(az? +bx+c) =0 ar® + (b —a)z* + (c — b)x — ¢ = 0.

Par identification des coefficients constants on en déduit :

l=a
3 2 3 2 —6=0b-a
> —6z"+1lle—6=az"+(b—a)z"+ (c—bz—c&
11=c—b
—6=—c

On résout donc le systéme pour achever la factorisation du polynoéme de degré 3 :

l=a 1
6=b-a ‘=
b=—5
11=c—b
c=6
—6=—c
Ainsi :
23— 622 + 11z — 6 = (x — 1)(2? — 5+ 6).
Soit :

22— 622 +1lx—6=0< (x—1)=0 ou (2*—5x+6)=0.

Il ne reste plus qu’a résoudre 1’équation du second degré. On commence par calculer le discri-
minant :
A=25-24=1.

Comme le discriminant est strictement positif, le trindme du second degré admet exactement
deux racines réelles distinctes, a savoir :

C54+V1

X1 2 37
et
o = 5~ \/I = 2.
2
On conclut donc la résolution de I’équation :
S=1{1,2,3}.
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EXERCICE 427 (@) Par Lancelot

Soit n un entier > 2.

1. justifier la formule :
n—1

-1
Vz € C, ”sz = H (Z*GQ%W> .
k=0 =1

2. En appliquant la formule précédente en z = 1, calculer le produit

nt Vs
Py=JIsin ().

1. On calcule :

n—1 n—1 n—1

k_z”—l_ 1 2ilm o 2ilm
eI e NI G-) =T - ),

k=0 £=0 {=1

2. On doit avoir que :
n—1

nzn(l—e%)

=1
et en utilisant ’arc moitié on obtient que :

n—1 n—1
ilm _ il il il .. gﬂ'
nzH(e n (e n —en)): en (—2ZSH1()>
n
=1 /=1
n—1
_ il
= (20)" p, H en

dont il s’ensuit alors que :

EXERCICE 428 ((3)) par Alexandre C.

Soient n un entier > 3, Ag, ..., A,—1 les sommets d’un polygone régulier du plan. On note O
le centre de ce polygone, R le rayon de cercle passant par les Ag. Montrer que, si M est un
point du plan, alors :

n—1
H AyM <OM™ + R"
k=0

On commencera par le cas ou les Ay sont les racines n-iémes de I'unité (et donc R = 1); on
utilisera alorsla factorisation de 2" — 1

e Commengons par traiter le cas ot les A sont les racines n-iemes de 1'unité. On suppose que pour
2ikT

tout k € [|0,n — 1|], A a pour affixe ™=

Soit M un point du plan d’affixe z € C.

Alors :
n—1 n—1
2ikm
HAkM: H )z—e "
k=0 k=0

L’inégalité triangulaire permet d’affirmer que :

n—1

2ikm
H (z—e n )‘ = |2" —1]
k=0

n—1
[T AxM =" =1 < [z"[+ |1 = |2|" + 1 = OM" +1
k=0

Ce que l'on voulait démontrer
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e Dans le cas général, il existe R € R™ et § € R tels que :
Vk € [|0,n — 1]], Ax a pour affice Ret (%= +0)

On adopte un raisonnement analogue.

Alors, pour tout point M d’affixe z on a :

n—1 n—1
H ApM = H ‘z — Rei(ZT‘Fe)’
k=0 k=0

n—1 2
o2k
= [ [ )
k=0
n—1) _ip
€ 2ikm
= R" H et
k=0 R

e—10 n |z| N
n
n—1
On a donc bien : H ALM <OM™+ R”
k=0

EXERCICE 429 (@ ) Par Lancelot

Soit P une fonction polynomiale de degré > 2 a coefficients réels. Montrer que le graph de P
ne peut contenir n + 1 points distincts alignés.

On raisonne par I’absurde. On suppose que les points M, ..., M, 11 du graphe de P sont alignés.
Par conséquent ils forment une droite A non-paralléle a ’axe des ordonnées et donc de la forme :

A(z) =mz+p, (m,p) €R* xR,

Qui est un polyndome de degré 1. Par suite, examinons le polynéme @ := P — A. Le degré de @) est
donc n, donc @ admet au plus n racines d’aprés le Théoréme 20. Remarquons que par hypothése,
@ admet n + 1 racines qui sont les abscisses des points alignés, ce qui est absurde, et la conclusion
s’ensuit.

11.4 Complément : I’équation du second degré dans C

EXERCICE 430 ((2) ) par Térence

Déterminer sous forme algébrique les racines carrées de 3 + 44, 3 — 3¢, 5 — 2i dans C.

On pose § = a + ib tel que %2 = 3 + 4i. Avec a et b dans R,
on a: 0% = |§*=a® +b? = 32 + 42 = 25 puis 62 = (a +ib)? = a® — b? + 2abi = 3 + 4i

Ainsi, par unicité des modules partie réelle et imaginaire d’un complexe, on a les 3 égalités du
systéme suivant :

a’>—b =3 2a° =28 a? =14 a=+14 oua=—/14
a? +b% =25 < {2 =22 & { b2 =11 o<{b=+v1loub=—V11
2ab =4 ab>0 ab> 0 ab>0

Or,ab>0 = (a>0etb>0)ou(a<0etb<0).
Les solutions du systéme sont :

§ = { (V14 VID), (V1L -VID) | .
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Les racines de 3 + 44 dans C sont donc :

V144 V1liet — V14 — V113,

En procédant exactement de la méme maniére, on pose § = a + ib tel que 62 = 3 — 3i. Avec a et b
dans R,

ona: |62 = |§P=a®+ b2 =32+32=18¢ct 62 = (a +ib)* = a® — b* + 2abi = 3 — 3i.
Trouver a et b revient alors a résoudre le systéme suivant, :

21 21
a®+b =18 2 =21 =5 oua=—\5

a’?—b =3 & (22 =15 & 15 15
2ab =-3 ab <0 2
0

Or,ab<0 = (a>0etb<0)ou(a<0oub>0).
Les solutions du systéme sont :

/21 /15 /121 /15
S{( o 3)7(* o 2)}
Les racines de 3 — 3¢ dans C sont donc :
i[5 [ 15
2 W2 © 2 T

En procédant encore une fois de la méme maniére, on pose § = a + ib tel que 62 = 5 — 2i. Avec a
et b dans R,

ona: |62 = |0]?=a® +b* =52 4+22 =29 et 62 = (a +ib)? = a® — b% + 2abi = 5 — 4i.

Trouver a et b revient a résoudre le systéme suivant :

a4+ =29 2a2 =34 a=+v17oua=—17
a’?—b =5 & 22 =24 & <{b=v12=2V30ub=—-2V3
2ab =—4 ab <0 ab<0

Or,ab<0 = (a>0etb<0)ou(a<0etd>0).
Les solutions du systéme sont :
5= {(VIT:-2v8), (-VIT:2v3) .

Les racines de 3 + 44 dans C sont donc :

VIT —2V3i et — V17 + 2v/3i.

EXERCICE 431 (1)) par Elies

Résoudre dans C I’équation
22 +10z + 169 = 0.

L’équation z? + 10z 4+ 169 = 0 d’inconnue z € C a pour discriminant 102 — 4 x 1 x 169 = —576
strictement négatif. Elle posséde donc 2 racines complexes distinctes, a savoir 12i — 5 et —12¢7 — 5.

Remarque. Si a, b, ¢ sont réels et A = b? — 4ac avec A < 0, 'équation az? + bz + ¢ = 0 admet
—b—iv/—A ; —b+iv—A
— etz = —————.

deux racines complexes disctinctes dans C, z; = 5 5 5
a a
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EXERCICE 434 (@) Par Lancelot Pour A € R, Soit E) 1’équation d’inconnue complexe z :
222Xz +1=0.

Décrire ’ensemble des solutions de Fy, lorsque A parcourt R.

On écrit le discriminant du polynéme concerné par Ey, A = 4)\2 — 4, qui est un polynéme du
second degré en A. On distingue trois cas :

— Lorsque |A| = 1, il n’y a qu’une seule racine, A.

— Lorsque || > 1, il y a deux racines réelles :

21 A) = A+ VA2 =1 et xa(N)=A—VA2 -1,

dont x parcourt |1; +00[ et &9 parcourt |0; 1[, lorsque A parcourt ]1; +oo[. Remarquons que
x1 et xo sont des expressions impaire de A. Par conséquent x; parcourt | — oo; —1[ et xo
parcourt | — 1;0[ lorsque A parcourt | — oo; —1].

— Lorsque 0 < |\| < 1, il y a deux racines complexes :

21 =A4+1V1—=X et zg=A—iV1— )\
Puisque A €] — 1;1], il existe 8 €] — m; 7|, tel que A = cos(§). Ainsi :
z1 =cos(f) +isin(f) et 2y = cos(f) — isin(h),

donc z; et zo parcourent U, lorsque A parcourt | — 1;1].
Finalement, ’ensemble parcourut est donc R* U U.

EXERCICE 435 (@) ) Par Lancelot

Adapter les exercices 11 et 12 de 1.4 aux suites complexes.

Les méthodes qu’il faut employer sont en réalité hautement similaires, par conséquent, on reprend
le contenu de la solution des exercices 11 et 12 avec quelques modifications.

On cherche donc & déterminer I’ensemble £ des suites complexes vérifiant :
Vn eN, Upyo = aupy1 + buy,.
On rappelle que le polynome caractéristique d’une telle suite est :
P(X):=X?—aX —b,

dont on suppose dans un premier temps que les racines sont deux complexes conjuguées. On
consideére la suite définie par :
VneN, W, :=a\"+ Bu",

avec « et [ deux complexes. On montre que (W),),en € €. Pour n € N, on calcule :
aWpi1 + bW, = a(a\"™ + Bu™ ) + b(aA™ + Bu™)
= aX\"(a\+b) + Bu" (ap + b)
— a)\n+2 +ﬁ/ln+2
== n+42

Puisque Wy = a + 3, et que W1 = a\ + Bu, on se demande si quelque soit les complexes z et 2”7,
il soit possible de déterminer une solution au systéme suivant

at+f=z o=
=

) _ Y

ar+ Bu=z ﬁ_zﬂj\

De sorte que si, (un)nen € € tel que ug = z et uy = 2/, alors on peut peut construire (u,)nen € €
d’une maniére analogue a (W,,)nen. On veut donc montrer la propriété, pour tout n € N, P, :=
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”

Uy = @A™ + Bu™”, ot a et B sont les solutions du systéme ci-dessus.On raisonne par récurrence
double.

Initialisation. L’assertion voulue découle directement des identités vérifiées par «, 8 et A, u. Par
conséquent, Py et Py sont vérifiées. Hérédité. Soit n € N fixé tel que P,, et P41 soit vraies

Upt2 = QUpt1 + by,
= a(a\" T+ BuTY) + b(a™ + Bu”)
= aX"(a\+b) + Bu" (ap +b)
=a\"T? 4 gunt?

le résultat voulu, la conclusion suit du principe de récurrence.

Supposons désormais que le polynéme de départ admet une racine double que 1’on notera A. On
procéde de la méme maniére. On considére la suite définie par :

vneN, W, :=a\" +npgA\",
pour « et 8 deux complexes. On montre que (W,,)nen € €. Pour n € N, on calcule :

aWyi1 + bW, = a(@A™™ + B(n 4+ DA™Y + b(aA™ + BnA™)
= a\"(a\ + b) + BA"a\ + nBA" (aX + b)
= A" 4 B(n 4+ 2)A"F? =Wnio

On se demande une nouvelle fois quelque soit les complexes z et z’, il soit possible de déterminer
une solution au systéme suivant :

o=z o=z
=

aX+pr=2 B = 2522

De sorte que si, (uy)nen € € tel que ug = z et up = 2/, alors on peut peut construire (u,)nen € €
d’une maniére analogue & (W,,),en. On veut donc montrer la propriété, pour tout n € N, P,, :=
"Up = @A + 0PI, ol a et B sont les solutions du systéme ci-dessus. On raisonne par récurrence
double. Initialisation. L’assertion voulue découle directement des identités vérifiées par a, 8 et A, p.
Par conséquent, Py et Py sont vérifiées.

Heérédité. Soit n € N fixé tel que P,, et P41 soit vraies

Upt2 = QUp41 + buy,
= a(aA™™ 4 B(n + DA™Y + b(a\™ + BnA")
= aX"(aA+b) + A" aA + nBA" (aA +b)
= a2 4 B(n + 2)\" T2

le résultat voulu, la conclusion suit du principe de récurrence.

EXERCICE 436 (@ ) Par Lancelot

1. Déterminer a 'aide de 'exercice précédent, les suites réelles (uy)n>0 telles que :

6
VneN, upi2 = gunJrl — Up.

2. Montrer que ces suites sont bornées

1. D’aprés 'exercice précédent, il nous faut déterminer les racines du polynéme caractéristique
qui ici se trouve étre :

6
P(X):= X%~ XL

Son discriminant est 76—54, il admet donc deux racines complexes conjuguées qui sont :

——i et -4 —i=:p.

3 4. 3 4
5 5 5 5



D’apreés Pexercice précédent, les suites (uy,)neny = (@A™ + Bu™)nen conviennent, pour « et

deux complexes, mais on exige ici qu’elles soient & valeurs réelles. On cherche donc & imposer

une certaine forme a « et 8. Remarquons que |A| = |u| = 1. Il existe donc 0 € R tel que :
A=e? et p=e.

Comme les suites sont a valeurs réelles, on doit avoir que :

at+B8=a
e 4 e = b

ou a et b sont des réels et sont les valeurs d’une suite au rang 0 et 1. On déduit alors que :

b—e g b—eifq 0
a=———— e pf=—+—-¢€Y=qa.
et + e—10 e—10
Toujours en utilisant I’exercice précédent, on obtient que :
Vn c N, Uy = aein@ + Befme
inf

= e + Qe
=21 (aeme) .

—inf

Soit finalement que :

Yn €N, u, =2R(a)cos(nb) — 23(a) sin(h).
D’ott ’ensemble recherché est :
b—e

&= {(2%(@) cos(nf) — 23(a) sin(0)),, o @ @ = g

@mew}
avec 6 fixé.
2. Soit (un)nen € €. on a que :
Vn €N, |u,| = [2R(a) cos(nf) — 23 («) sin()|
avec a un certain complexe. Par I'inégalité triangulaire on obtient :
Vn eN, |u,| <[2R(a) cos(nf)| + |23(a) sin(6)],
et puisque sin et cos sont bornés par 1 :
VneN, fun| <2(JR(e)] +[S(a)])

qui ne dépend pas de n. Donc (uy)nen est bornée ce qu’il fallait montrer.

11.5 Complément : les équations du degré 3 et 4

EXERCICE 437 (@) ) par Daniel
Soient p et ¢ des nombres complexes et P le polyndéme défini par :
V2eC, P(z)=24+pz+gq
Nous allons expliquer comment résoudre 1’équation
P(z) =0 (1)
a) Soit z un nombre complexe. Expliquer pourquoi il existe deux nombres complexes u et v
(éventuellement égaux) tels que
z=u+v 3uv=-—p
b) On écrit le nombre complexe z sous la forme u+ v, ot 3uv = —p. Montrer que 1’équation(1)
se réécrit : ud 4+ v2 = —¢q
c¢) A partir des relations
3uv = —p, ud 40> = —¢q

déterminer une équation du second degré dont u? et v* sont racinces

d) Montrer que l'on peut exprimer les solutions de (1) & partir des coefficients p et ¢ par
des formules faisant intervenir les opérations usuelles et I'exraction de racines carrées et
cubiques
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u 3
3uv = —p v=2z-—1u

p ) . . o .
2wz — 3= 0 admet nécessairement une solution dans C, donc il existe bien

{ Z=u—+v Z:u+;p { UQ*UZ*EZO
1. =

v=z—u
L’équation

(u,v) € C? satisfaisant le systéme.

2.
(1) <= (u+v)’+(utv)p+qg=0
= uP + 3P+ 3w + 0  + (u+v)p+q=0
= u® +0°+ (Buww +p)(u+v) = —¢q
Or, 3uv + p = 0, on obtient donc bien u3 + v3 = —¢
3
3uv = — 3,3 = _ P
3.{ 3 3p == u‘v 27
u” +v° = —q u3+v3:fq

Les coefficients a,b,c de 1’équation de la forme aX? 4+ bX + ¢ = 0 dont u> et v> sont ra-
cines vérient :

—b

a 3 En fixant a = 1, on obtient : b=gq
c__pr p?
a 27 €= 79

3
En conclusion, I’équation recherchée est X2 4+ g X — %

4. On pourra donc trouver les solutions de u? et v? a l'aide des opérations usuelles et de
P'extraction de racines carrées, puis celles de u et v par loi de z & 'aide de l'extraction de
racines cubiques (pour plus de détails voir 1’exercice suivant.)

EXERCICE 438 ((®) ) par Daniel On reprend les notations de 1’exercice précédent. On suppose
p et ¢ réels et on note A = —4p® — 274

a) On sait depuis exercice 163 de 6.3.1 que si A < 0 alors ’équation (1) a une unique racine
réelle. Expliciter cette racine en fonction de p et ¢ en utilisation les fonctions racine carrée
et racine cubique ainsi que les opérations usuelles.

b) On sait depuis I’exercice 163 de 6.3.1 que si A > 0 alors I’équation (1) admet trois racines
réelles. Reprendre la question a)

a) Calculons le discriminant 6 du polynéme trouvé a l’exercice précédent.
4p3 A
6 = ¢34+ —. On remarque que § = ——
T aned 27
Par conséquent, si A < 0 alors ’équation vérifiée par u® et v3 admet deux racines réelles :

ug__q_\/g Ug_—q—F\ﬁ
2 2
On note g et vy les racines cubiques réelles respectivement de u? et v®. L’équation (1) admet donc
une solution réelle z = ug + vg, Soit :

3 3 3 3
I B S 5 T C Y | a P
Z_\/Q V4+27+\/ 2tV oty

b) De méme, si A > 0 alors I’équation de I'exercice précédent admet deux racines u® et v® com-
plexes conjuguées. Il y a trois valeurs possibles de u et v dans C On choisit un couple de ces valeurs

300



respectant I’équation 3uv = —p que on note (ug,vg). On a donc déja une premiére solution zy de
(1) 120 = Ug + Vo

Les autres valeurs possibles de u et v sont donc de la forme j*ug et jFvy avec 0 < k < 2 et
. ;2m .

j=¢"3 (cf. chapitre 10.10)

Les deux autres solutions z; et z9 seront donc :

21 = juo + j°vo

z9 = j2ug + juo afin de respecter 3uv = 3ugvg = —p

Par conséquent, les trois solutions sont :

3 3
q_ Z P 2 g4 ¢ . P
\/2 1 Tar I \/2+ T
3 3 3
g [ P s g [
2= \/2 4 27“\/2+ T

EXERCICE 439 (@) par Adrien

Résoudre dans C I’équation 22 — 6z — 40 = 0. En déduire que

6/20+14\/§+ {‘/20— 14v/2.

11.6 Complément : rigidité des polynémes

EXERCICE 441 ((3)) Par Lancelot On se propose d’indiquer comment résoudre une équation
de degré 4 peut étre ramenée a une équation de degré 3.

1. En adaptant le raisonnement fait au début de ce paragraphe, montrer que I'on peut se
borner au cas d’une équation de la forme P(z) =0 ou :

VzeC, P(z)=2"+p2®+qz+7r avec (p,q,r)ecC3

2. Soit A un nombre complexe. Expliciter un polynéme complexe T de degré au plus 2 tel
que :

VzeC, P(z)= <22 + ;) — T (2).

3. Montrer que T) est le carré d’un polynome de degré au plus 1 si et seulement si A vérifie
une équation de degré 3 que 'on précisera.
4. En déduire une méthode de résolution d’une équation du quatriéme degré. Constater que

les solutions peuvent s’exprimer & partir des coefficients a ’aide d’opérations usuelles et
de racines carrées et cubiques de nombres complexes.

1. On part du polynéme P(X) := X*+bX3+cX?+dX +e. On se sert de la méthode du début
du paragraphe et on calcule, pour (z,h) € C? :
P(z + h) =(h4 4 4h3z 4 6h?2* + 4h2® 4+ 2*)+
b(h® + 2h%2 + 3h2? + 2°)+
c(2? + 2hz + h?)+
d(z+h) +e.
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Pour se ramener & un polynoéme sans monoéme de degré 3, il suffit alors de choisir h = _Tb

Par identification, on choisit p := 6h% + 3bh? + ¢, q := 4h® 4+ 3bh® 4+ 2ch +d et r := h* +bh® +
ch? +dh + e.
2. Soient (a,b,c) € C3. Pour z € C, on calcule :

2

, A\ A
z—|—§ —az? — b —c=2* —z()\—l—a)—bz—d—FZ

Pour que I'expression obtenue soit égale & P(z), il faut alors déterminer la valeur de (a, b, ¢),
soit le systéme :

p=—-A—a a=—-A—p
—b:;] — b:_z
A A
T:Zfd d:zfr
En posant :
2
Vz € C, Ti(z):= (—)\—p)zQ—qZJrz—r,

on obtient un polynéme qui convient.

3. Un polynoéme du second degré est le carré d’'un polynéme de degré 1 si et seulement si il
admet une racine double, soit un discriminant nul. On calcule alors ce dernier noté A(A) :

AN =@+ A +p) (A2 —4dr) = 2%+ pA? —4dr) — 4dpr,
autrement dit, A doit étre solution du polynéme de degré 3, A(N).

4. Pour étudier les racines d’un polynéme de degré 4, on se rameéne a I’étude d’un polynéme sans
mondme de degré 3, qui peut alors s’exprimer comme somme de polyndéme de degré 4 et 2,
tout deux exprimable comme carré parfait. Obtenir une racine de P revient donc a résoudre
des équations polynomiales de degré 2. Enfin, I’ensemble des manipulations algébriques n’a

fait qu’utiliser les opérations arithmétiques standards, et la résolution entraine 1'utilisation
de radicaux.

Remarque. Il s’avére qu’Abel et Ruffini ont eu l'intuition qu’au dela du degré 4, il n’était pas
possible de déterminer des formules générales pour exprimer les racines des polynémes en fonction
des coefficients, en utilisant les opérations arithmétiques élémentaires ainsi que les radicaux. Ce
résultat fut montré un peu plus tard, d’'une maniére satisfaisante et transformant radicalement
I’étude des algébriste, par Galois et avec lui, la naissante Théorie des groupes.

EXERCICE 442 (@) ) par Teiki (Formule d’interpolation de Lagrange)
Soient n € N, x, ..., x,, des éléments de K deux & deux distincts. Pour j € {0, ...,n}, on pose :

Ve eK, Lj(z) = H (;:Zz)
j i

0<i<n
i#J

a) Montrer que, pour j et k dans {0, ...,n}, L;(xy) vaut 0si j # k,L si j = k.

b) Soit P une fonction polynomiale & coefficients dans K de degré au plus n. Montrer que :

Ve e K, P(z prz

a) Soit k € {0,...,n}.

Sij#k:
T — Tk Tk xZ;
Lj(ar) = —— H( _m)_o
I Tk ggien NPT T
i#]
i#£k
Sij=k:
Ti—T
L(x)_ (J ’L>_1
i OSZ]L P
i#£]



b) Ainsi, pour tout k dans {0, ...,n} :

n

> P(ai)Li(wy) = P(wy) Li(wr) = Play)
=0

. D’oit la coincidence de P de degré au plus n avec un autre polyndéme en n+1 points distincts.

Ainsi, par rigidité des polynomes :

Ve e K, P(x ZPmZ

Remarque. Ce résultat sera redémontré en sup.

EXERCICE 443 (@) ) Par Lancelot

1. Soient n € N, P un polynéme de degré n a coefficients complexes. On suppose qu’il existe
n + 1 nombres rationnels distincts zg, ..., z, tels que :

Vk € {0,...,n}, P(xx)€Q.

Montrer que P est a coeflicients dans Q.

2. Réciproquement, soient n € N, xg, ..., z, des nombres rationnels distincts, yg, ...,y des
nombres rationnels. Montrer qu’il existe un polynéme de degré au plus n a coefficients

rationnels tel que :
Yk e€{0,...,n}}, P(rx) = yx.

1. On exprime P dans la base (L;)o<j<n aux points zg,..., &y :

Vo €C, P(x ZP%

Il reste & vérifier que les (L;)o<;j<n sont a coefficients rationnels. Pour cela, on fixe j € [0;n],
et observons que :

Ve eQ, Vielo; n]]\{]}— - €Q,

3
par conséquent L; est bien & coefficients rationnels et le resultat suit.

2. 11 suffit de considérer le polynome :

= Z yiL;(x)
j=0

ott les (L;)o<;<n sont les polynémes de Lagrange aux points xo, ..., Zg.

EXERCICE 444 (@) ) Par Lancelot Soient n € N* et P un polyndéme complexe de degré au plus

5 (= ()

On pourra utiliser I’exercice 390 de 10.10.

1. Montrer que

2. En déduire que, si a € C*, alors

n—1

¥2eC, Pz)=) P <Z+aexp (%’f”)) .

k=0
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1. On écrit :
VzeC, P(z Z apz®

avec (ay)o<k<n—1 une certaine famille de complexes. A1n51, P(0) = ag. On calcule alors :

— 2ijm il 2ijm i 2ikm
Sp <exp( )) Zzakexp< ) Zakzexp< ) |
=0 §=0 k=0 k=0  j=0 "

qui, avec I'exercice 390 donne nag et le résultat en découle.
2. Fixons z € C et posons Q(Z) := P(z+ aZ), de sorte que P(z) = Q(0). La question a. donne

alors que :
l 3 ( (2ZJ7T>)
n g )
§=0

" 2ijm

g P(z—|—aexp <J>>,
- n

j=0

11.7 Complément : polynémes de Tchebychev

d’ott 'on tire que :

P(z) =

S|

ce qu’il fallait obtenir.

EXERCICE 445 ((2)) par Ylan

Montrer que la fonction polynomiale T}, est paire si p est pair, impaire si p est impair.

Soit p un entier pair. Soit € R. Nous avons d’aprés le théoréme 24 :

L£]
1(-0) =3 () (ot - 1)

=0

=3 (-1 (Z) 2?2 (22 — 1)

=0

Comme p et —2[ sont pairs, p — 2l est pair également et donc (—1)1’_21 =1, dou:

L5] »
T,(—z) = Z (21> 2P~ (2% —1)! = T, (z), donc :

=0

Ve e R, T,(—x)=1T,(z), et donc T}, est paire

De méme, soit p un entier impair. Soit € R. Nous avons d’aprés le théoréme 24 :

T (3) o =y

=0

=3 (-~ (Z) 2?2 (2? — 1)

=0

Comme p est impair et —2[ est pair, p — 2/ est impair et donc (—1)p_2l =—1,dou:

L5]
Ty(—z) =) - (51) @ -1 == @)l(x —1)! = =T, (), donc :
=0

Ve e R, T,(—z)=—T,(x), et donc T, est impaire
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EXERCICE 446 ((3)) par Ylan

a) Montrer que
Vp € N,Vx € R, Tp(l‘) + Tp+2(f£) = 21‘Tp+1($).

b) Retrouver a ’aide de la question a) le degré et le coefficient dominant de T, si p € N*

a) Soit p € N, soit § € R. On a :
T, (cos(0)) + Tpia(cos(h)) = cos(pd) + cos((p + 2)0)
= cos(pf) + cos(ph + 20), puis en développant :
= cos(pf) + cos(ph) cos(26) — sin(pd) sin(20)
= cos(pf) (1 4 cos(20)) — sin(ph) sin(20)
= 2cos?(6) cos(pf) — 2sin(ph) sin(f) cos(h)
= 2cos(0) (cos(ph) cos(f) — sin(pf) sin(0)) , puis en réduisant :
= 2cos(0) cos(pf + 0)
= 2cos(f) cos ((p+ 1)0)
= 2cos(0)Tp+1(cos(h))

Comme tout élément de [—1;1] admet au moins un antécédent par cos :
Vo € [~L1], Ty(e) + Tpra(@) = 26Ty (@)

Ty, Tpt2 et 22T, 41 sont des fonctions polynémiales qui coincident sur [—1; 1] qui est un ensemble
infini, donc d’apreés le théoréme 23, elles sont égales et donc :

VpeNVz e R, T,(x)+ Tpia(zr) =22Tp41 ()
b) D’aprés la question a, nous avons :
VpeNVz e R, T,io(x) =22Tpq1(x) — Tp(x)
Soit P, la propriété définie pour tout n € N* par :
P, : T, est de degré n et de coefficient dominant 2”1

Montrons par récurrence double que P,, est vraie pour tout n € N*

Initialisation.

On a : Ty(z) = z, donc T} a pour coefficient dominant 1 = 20 = 2!=1 et pour degré 1, et donc
P, est vraie.

On a: Ty(z) = 22T (z) — To(z) = 222 — 1, donc Ty a pour coefficient dominant 2 = 2! = 22-1
et pour degré 2 et donc Ps est également vraie.

Heérédité.
Supposons P,, et P, 41 vraies pour un certain n € N* fixé. On a alors T, 11 de degré n + 1 et
de coefficient dominant 2" et T,, de degré n. Nous avons donc :

n
Thi1(x) = gt 4 Z apz®, et :
k=0

n
T.(z) = Zbkxk, avec ag, ..., a, et bg, ..., b, des réels. On a donc :
k=0
Thi2(x) = 22Th i1 (z) + T (x)

=2 (2"m"+1 + Z akxk> + Zbkxk
k=0

k=0
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n+1 n
= gntign+2 4 Z 2a 12" + Z bk
k=1 k=0
Cela correspond & un polynome de degré n+ 2 et de coefficient dominant 27+! = 27+2-1  Ainsi,
Prio est alors vraie.

Conclusion.
P1 et Po sont vraies et P, et P41 impliquent P, 2, donc par récurrence double, P,, est vraie
pour tout n € N*, et donc T}, a pour degré p et pour coefficient dominant 27! si p € N*.

EXERCICE 447 ((1)) par Ylan

Expliciter les fonctions polynomiales T3 et Tj.

D’apreés 'exercice 446, nous avons :
VpeNVz e R, Tpia(x)=22Tp11(x) — Tp(x)
Nous avons de plus : To(z) =1, et T1(x) = z. On a donc :
Ty(z) =2x x x — 1 = 22% — 1, puis :

Ts(z) = 22(22° — 1) —x = 42® — 22 — 2 = 42® — 3z, et :
Ty(z) = 2x(42® — 3z) — (222 — 1) = 8z* — 622 — 222 +1 =8z* — 822 + 1

EXERCICE 448 (@) par Ylan
a) Pour p dans N*, déterminer les réels 6 tels que cos(pf) =0

b) Pour p dans N*, établir la factorisation :

Vr R, Tp(z)= 2”_121:[; <x s (W))

— T

a) Sur [—m; 7], les solutions de 'équation cos(x) = 0 sont ZF et 7.
Or, cos est 2m-périodique, donc les solutions de I’équation cos(z) = 0 sur R sont =" + 2k7 et
5 + 2km ot k varie dans Z, ce qui s’écrit plus simplement 7 + k7 ol k varie dans Z.

Soit 6 € R tel que cos(pf) = 0. On a alors k € Z, tel que pf = § + kn. On a donc :
2p0 = 7+ 2kw = w(2k + 1), d’ou :

(2k+1)m

="

Réciproquement, soit k € Z. On a alors :
2k +1
cos <p(+)7r> = cos <k7r + z) =0
2p 2

(2k+1)7
2p

Les réels 6 tels que cos(pfl) = 0 sont donc les réels de la forme 0 = , avec k € Z.

b) Soit k € {0,...,p — 1}. Nous avons alors :

2k+1 2k+1
T, (cos <(2+)7T>> = Cos (p(2+)7r> = 0, d’aprés la question a.
p p

2k +1
Pour tout & € {0,...,p — 1}, cos <(2+)7r) est donc racine de T,/
p

Montrons que ces racines sont distinctes.

306



Soit m,j € {0,...,p — 1}, avec m # j. On peut alors supposer sans perte de généralité m > j.
Nous avons donc :
0<j<m<p-—1,dou:
0<2j4+1<2m+1<2p—1<2p. On a donc :
25+ Dm  (2m+ )m

0< < < 7, puis par décroissance stricte de cos sur [0; 7] :
2p 2p
2 1 25+ 1
lccos (FmAEDTY (Gt DT
2p 2p
2 1 274+1
On a donc plus spécifiquement : cos M # cos M , et donc cos T ,
2p 2p 2p
3 2p—1
cos <W> yeery COS (W) sont p racines distinctes de Tj,.
2p 2p
Or, T, est de degré p et de coefficient dominant 2°~!, donc d’apres les théorémes 19 et 20,

2k + 1)m
2p

EXERCICE 449 ((2)) Par Lancelot Soit p € N*. Déterminer les éléments de [—1;1] tels que
|T,| =1 et les ranger par ordre croissant.

les racines de T}, sont les cos ( ), avec k € {0, ...,p — 1}, et T,, admet la factorisation

suivante :

On part de I'identité circulaire vérifiée par T}, :
T, (cos(6)) = cos(p),
puisque, lorsque 6 parcours [—; 7], cos(f) parcours [—1;1]. Ainsi, il nous faut résoudre :
cos(ph) =1,

dont les solutions sont les : L
cos <7T> , kefo;p].
p

On les range par ordre croissant (attention cos est décroissant sur [0;7]) :

cos(7) < cos <(ppl)”) < e < cos (;) < cos(0).

EXERCICE 450 (@) ) Par Lancelot

1. Soit p € N. En dérivant I'égalité qui définit T},, montrer qu’il existe une unique fonction
polynomiale U, telle que :

V8 e R, sin(#)Up(cos(d)) = sin(pb).

Préciser le degré, le coefficient dominant, et la parité de U,.

2. Pour quels p € N existe-t-il une fonction polynomiale P telle que :

Vo € R, sin(pf) = P(cos(9))?

1. Par définition de T}, on a que :
VpeN, V0 eR, T,(cos(f)) = cos(pd),
En dérivant cette relation on obtient :

VpeN, VO cR, sin(f)T,(cos()) = psin(ph).
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En posant, pour tout p € N, pour tout z € R, Up(z) := %T;(x), on obtient un polyndéme
vérifiant la relation demandée.

surcroit, Il est unique par construction.

On a vu avec l'exercice 446 que T}, est de degré p et de coefficient dominant 2"~!. On en
déduit que le degré de U, est p — 1 et son coefficient dominant est 2"~

Enfin, on a vue que dans l'exercice 445 que si p est pair, alors 7}, est pair, et que si p est
impair,T}, est impair. Grace a 'exercice 151, on conclue que si p est pair, alors U, est impair,
et que si p est impair, alors U, est pair.

2. Commengons par une remarque, puisqu’il est possible d’exprimer toute fonction comme
somme de fonctions paires et impaires, on peut déterminer, pour tout polynéme une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un polyndme soit pair (resp. impair) : le degré des mondmes
qui le constituent doivent étre pair (resp. impair). Par suite, on effectue une disjonction de
cas :

— Soit n est impair, auquel cas U, est pair. D’aprés notre remarque, il existe donc un
polynéme @) vérifiant :
Un(X) = Q(X?),

de sorte que :
VO € R, sin(0)U, (cos(d)) = sin(f)R(1 — sin*(0)) = sin(nf).

Il suffit alors de poser P(X) := XQ(1 — X?).
— Soit n est pair, auquel cas U, est impair. D’aprés notre remarque, il existe donc un
polynome R vérifiant :
Un(X) = XR(X?),

de sorte que :
VO € R, sin®(0)R(1 — sin?(0)) = sin(nd),

donc :

2 .
sin“(0) R(1 — sin?(6)) = sm(nt).
t t
Observons alors que le membre de gauche tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, et que le
membre de droite tend vers n lorsque t tend vers 0, ce qui est absurde. Lorsque n est pair
il n’existe donc pas de polynoéme satisfaisant la relation voulue.

EXERCICE 451 ((®)) par Ylan (Equations réciproques.)

Soit P un polynoéme de degré n € N* a coeflicients complexes :

Vz e C,P(z) = Z apz"
k=0

On suppose que P est un polyndéme réciproque, ce qui signifie que :
Vk € {0,....,n},ar = an_g

a) Montrer que les racines de P dans C sont non nulles et que si z est racine de P, il en est
de méme de %

b) Sip € Net z € C*, montrer que :

1 1 1 1
- T R - R
(3 (2) =3 (7 5):
¢) En déduire que, si n est pair égal & 2m et si on pose Z = z+ i, Péquation P(z) = 0 équivaut
a une équation de degré m en Z.

d) Que se passe-t-il si n est impair ?
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a) Nous avons P(0) = ag = ay, # 0 car P est de degré n, donc 0 n’est pas racine de P.
Soit z une racine de P. Nous avons alors : z # 0, et :

n
g apz® =0, dou :
k=0
1 n
— E apz® =0, dou :
Z’I’L
k=0
n
E a2~ =0, donc :
k=0
n 1 n—k
E Ap_k <> = 0, puis en posant ¢ = n — k, on obtient :
z
k=0

" 1\* 1 1
a; () =0,dou P () =0, et donc — est bien racine de P.
z z z

=0

3

b) Nous avons d’aprés l'exercice 446 :
Vp € N,Vx € R, Tp(l‘) + Tp+2($) = 2$Tp+1($)

T, + Tpi2 et 221,41 sont des polyndmes qui coincident sur R qui est un ensemble infini. Ils
sont donc égaux sur C d’apres le théoréme 23, et donc :

VpeNVzeC, T,(2)+ Tpra(z) =22Tp11(2)

Nous avons donc :
VpeN,Vz e C, Tpia(z) =22Tp41(2) —Tp(2).

Soit Q, la propriété définie pour tout p € N par :

1 1 1 1
Q,:Vz e C*, Tp(2 (z+z)> _2<Zp+zp)

Montrons par récurrence double que Q,, est vraie pour tout p € N.

Initialisation.
Soit z € C*. On a Ty = 1, donc :

1 1 1 1 1
T | = “))=1=-x2=-(2"+—
1 O e 1)

On aT; = X, donc :

Ainsi, Qg et Q; sont bien vraies.

Heérédité.
Supposons Q, et Q,11 vraies pour un certain p € N fixé. On a alors :

1 1 1 1
* - — = — p —_— .
Vz € C*, Tp(2<z+z)> 2(2 —|—Zp),et.

1 1 1 1
* _ +1
VzeC*, Tpua (2 <z+z)>2(z” Jrzl’“)
On a:

a3 (+2)) (D) (D) (o) o
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1 1 1 1 1 1 1
Tot2 (2 (z + z)) =3 <z + z) <zp+1 + zp+1> —3 (zp + zp) , par hypothése de récurrence

1 1 1 1 1
P p+2 D _ = D
_2<Z T +zp+zp+2> 2<Z +zp>

1 1
— 3 (ZP+2 + zp+2) , et donc Q49 est alors vraie.

Conclusion.

Qp et Q; sont vraies et Q, et Q,41 vraies impliquent Q,42, donc par récurrence double, Q,
est vraie pour tout p € N, et donc :

1 1 1 1
VpeNVzeC*, T, (2 (z+z>> =3 (Zp_,_zp>

¢) On note (5), 'équation suivante d’inconnue z :

“ 1
(S): am+ QZam_ka (2z> =0

k=1

DN =

Pour tout k € {1;...;m}, Ty est de degré k donc Zam,ka (

z) est de degré m en z, et donc
k=1

(S) correspond a une équation de degré m.

Soit z une racine de P. On a alors z # 0 d’aprés la question a, et :

2m
E a2 =0, puis comme z # 0 :
k=0

2m
zm E apz® =0, dou :
k=0

2m
E akzk_m = 0, puis en séparant les sommes :

e
o

3

(]

apz" "+ ap, + Zk =m+1*"ap2F"m =0
0

i

2

Comme P est un polyndéme réciproque, on a :

m—1 1 m—k 2m
ak <) +a,+ g Qo2 ™ = 0, puis en posant ¢ = 2m — k dans la seconde somme, on obtient :
z
k=0 k=m+1

m—1

1 m—k m—1
Z ag <z> + am + Z a;z" " =0, dou:
i=0

k=0
m—1 1 m—k
m—k
m - =0
SO

Nous avons alors d’aprés la question b :

m—1

1 1

Am + 2 Z arTom_k ( (z + )) = 0, puis en posant ¢ = m — k, on obtient :
P 2 z

i 1 1
Am + ZZam_iTi <2 (z + z)) =0, dou:
i=1
m, + 2Zam_iTi (2Z> =0, et donc Z est alors solution de (5).
i=1
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Réciproquement, si Z est solution de (S), alors on a :

- 1
Am + QZam_ka (22) =0, dou:

k=1

m—1 1 1
A + 2 Z ap T (2 (z + Z)) =0, dou :

k=0

m—1 1 m—k
am + Z ak (ka + (z) ) = 0, puis par réciprocité de P :
k=0
m—1 m—1
A + Z agm_kszk + Z akzk*m = 0, puis en posant i = 2m — k dans la 1ére somme :
k=0 k=0

2m m—1
amz2’ + g a; 2" "™+ g apz""™ =0, dou :
i=m+1 k=0

2m
Zakzk_m =0, dou:
k=0

2m

=™ g apz® =0, dou :
k=0

2z~ ™P(z) =0, puis comme 2z~ # 0, P(z) =0, et donc z est racine de P.

L’équation P(z) = 0 équivaut donc a une équation de degré m en Z.

On considére n impair. On a alors n = 2m + 1, avec m un entier.
Montrons que —1 est racine de P. Nous avons :

2m—+1 m 2m—+1
P(-1)= Z ak(—l)k = Zak(—l)k + Z ar(—1)*, puis par réciprocité de P :
k=0 k=0 k=m+1
m 2m-1
P(-1)= Zak(—l)k—i— Z aomy1-k(—1)F, puis en posant i = 2m + 1 — k, dans la 2éme somme, on obtient :
k=0 k=m-+1

P(*l) _ Zak(*l)k + Zai(71)2m+17i _ Z ay ((71)k + (71)2m+17k)
k=0 i=0 k=0
Nous avons k et -k de méme parité donc k et 2m + 1 — k de parité différente et donc (—1)* +
(—1)2m+1=F =0, d’ot :
m
P(-1)=> apx0=0
k=0
—1 est donc bien racine de P

Il existe donc, d’aprés le théoréme 18, un polynéome @ de degré 2m tel que :

P(z) = (z+ 1)Q(2)

2m
On note Q(z) = Z biz", avec by, ..., bam, des complexes.
k=0
Montrons que @ est un polyndéme réciproque.
Nous avons : P(z) = (z + 1)Q(z), donc : P(2) = 2Q(2) + Q(z), d’ou :

2m—+1 2m—+1 2m
E apz’ = E be_12" + E biz", puis en considérant b_; = bam+1 = 0, on obtient :
k=0 k=1 k=0
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2m—+1 2m—+1

Z apz’ = Z (bg + by_1) 2"
k=0

k=0

On a alors d’aprés le théoréme 16 :

Vk €{0,....2m + 1}, ag = bp_1 + bk, avec by = ag et bay = aomi1

Soit R, la propriété définie pour tout p € {0, ..., 2m} par :

P
Rp: by,= Z (—1)P*ay
k=0

Montrons par récurrence que R, est vraie pour tout p € {0, ..., 2m}

Initialisation. . o

On a:by=ap,et: Z (—1)0_kak = ag, donc : by = Z (—1)0_kak, et donc Rg est vraie.
k=0 k=0

Heérédité.

Supposons R, vraie pour un certain p € {0,...,2m — 1} fixé. On a alors :
P
by=> (~1)PFay
k=0
Nous avons par ailleurs p + 1 € {0, ...,2m}, donc :
ap+1 = bp+1 + bp, d’ou :
P

§ : —k
bp+1 = ap4+1 — bp = 0p41 — (71)1) ag
k=0

p
= (_1)p+1—(p+1)aerl + Z (_1)p+1—kak

k=0
p+1
= E (—1)P*1=*q;, et donc Rp+1 est alors vraie.
k=0

Conclusion.
Ry est vraie et R, est héréditaire donc par récurrence, est vraie pour tout p € {0,...,2m}, et
donc :

D
Vp € {0,...,2m}, b, = Z (—1)P*ay,
k=0

Montrons que :
Vp € {0,...,2m}, bom_p =10,

On peut se limiter sans perte de généralité & p < m — 1, le cas p = m étant immédiat et le cas
p > m pouvant se ramener par symétrie au cas p < m — 1.
Soit p € {0,...,m — 1}. Nous avons :

2m—p p
bgm_p — bp = Z (—1)2m_p_kak — Z (—1)p_kak.
k=0 k=0

Comme p et —p sont de méme parité et que 2m est pair, 2m — p — k et p — k sont de méme
parité, donc (—1)2""P~*g; = (—1)P"*qy, et donc :

2m—p
bom—p—bp = Z (—1)2m_p—kak, puis en séparant les sommes et en utilisant la réciprocité de P :
k=p+1
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m 2m—p

2 k 2
b2m—p - bp - Z ( 1) m-p— A =+ Z m-=p— a2m+1_k
k=p+1 k=m+1

On pose i = 2m + 1 — k dans la 2éme somme. On a alors :

b2m—p*bp: Z( 1)2mpkak+z zpl
k=p+1 i=p+1
= 3 ap (<12 R (R
k=p+1

Nous avons k et —k de méme parité donc comme 2m est pair et —1 impair, 2m — p — k et
k —p— 1 sont de parité différente, et donc (—1)2m=P=F 4 (=1)k=P=1 = 0, d’oit bayy_p — by = 0,
et donc :

Vp €{0,...,2m}, bom—p = by

Q est donc un polynéme réciproque de degré 2m, donc en utilisant la question c, ’équation
Q(z) = 0 équivaut a (R), une équation de degré m en Z.

Comme P(z) = (2 + 1)Q(2), 'équation P(z) = 0 équivaut donc & z = —1 ou & Z est solution
de (R).

11.8 Complément : vers les formules de Viéte

EXERCICE 452 ((2)) par Antonin D

On conserve les notations précédentes. Exprimer 22 + 23 + 22 en fonction de a,b,c,d.

v 2¢ b+ 2ac
r3 + 23 + 235 = (v1 + 22 + 13)° —2(x1x2+:c2m3+z1x3)_a—2+;_7

EXERCICE 453 ((@)) Par Lancelot En utilisant I'exercice 400, de 10.10, calculer la somme et

le produit des trois réels,
2k
cos (77T> , ke{l1,2,3}.

On reprend le polynéme de 'exercice 400 :
Vr € R, P(z):=a+2% -2 —1.
La méthode utilisée dans ’exercice 400 laisse remarquer que les nombres :

2 cos (k;r) , kel1;3],

sont racines de P. en particuliers, les nombres :
km
cos (7> , kel1;3],

sont racines du polynéme Q(X) := P (%X ). Par conséquent, on déduit des formules de Viéte que :

3

3
km 1 km 1
ZCOb (7) = —5 et H COS <7> = g
k=1 k=1
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EXERCICE 454 ((@)) par Antonin D

Soient x1, za, x3, trois nombres complexes. On note P le polyndéme unitaire défini par :
Ve € C, P(x)=(x—z1)(x —x2)(x — x3).

On note aussi
Vo € C, P(z)=2®—s2® +uzx —p.
En sommant les égalités

2} = sx? —ux; +p pouric {1,2 3},
obtenir une identité remarquable &

2 2 2
] + x5 + 23 — 3T1T273.

On a
P = X1T2x3, U = T1To + Toxs +T1x3 et S =21 + T2 + X3

Premiére formule

3,.3, .3 2 2 2
x] + x5 + x5 — 3x12973 = (21 + xo + x3)(2f + 5 + 25 — T122 + Tox3 + T123)

en remplagant par les données de 1’énoncer

Deuxiéme formule

1
xf + mg + mg — 3x12903 = 5(331 + xo + x3)[(z1 — IQ)Q + (2o — x3)2 + (23 — x1)2]

EXERCICE 455 (@) ) Par Lancelot On reprend les notations de l'exercice précédent et on
suppose que Tg, T2, x3 sont dans R, que x122,23 = 1 et que

1 1 1
r1t+xrot+r3>—+ — + —.
Z1 2 x3

Montrer que 'un exactement des trois réels x1, xo, r3 est strictement supérieur a 1.

D’apreés 'exercice précédent, on a que :
Vo €R, P(z) = (z—x1)(x—x2)(x—23) = 2> — (21 + 2o +23)2° + (2122 + Tox3 + 2321 ) — 212273
En évaluant ces expressions en 1 il vient que :
(I —21)(1 —22)(1 — x3) = 2129 + Tows + X321 — T1 — T — X3.
Utilisons maintenant nos hypothéses. De I'inégalité vérifiée par les réels x1, x2, x3, on déduit que :
0> x129 + 2223 + X301 — 1 — T2 — T3,

donc :
0> (]. - 1’1)(1 — .’Kg)(]. — .’Eg).

Il y a donc deux cas :
— Soit 'un des réels x1, x2, x3 est strictement plus grand que 1.
— Soit les trois réels x1, 2o, x3 sont strictement plus grand que 1. Auquel cas x1zozs > 1 ce
qui est absurde.
Par conséquent, on en déduit que exactement I'un des trois réels x1,x2,x3 est strictement plus
grand que 1, ce qu’il fallait montrer.

EXERCICE 456 ((2)) Par Lancelot Ecrire les formules de Viéte pour un polynéme de degré 4.

314



Pour résoudre cet exercice, on considére le polynéme P(X) := (X —x1)(X — z2)(X —23)(X — z4),
et on développe son expression pour obtenir :
P(z) =X* — X3(xy + mo + 23+ 24)+
XQ(IZZlIQ + Tr1T3 —+ o3 —+ T1X4 + To2X4 —+ I3I4)+
X(—$1$21‘3 — X1X2X4 — T1X3L4 — 332%‘3.134)—}—

L1X2X3L4,

ce qui permet d’obtenir les relations de Viéte.

EXERCICE 457 ((@)) Par Lancelot
1. Déterminer le coefficient de 2”2 dans le membre de droite de (1).

2. Exprimer la somme Z _, x; en fonction de ay,, an—1 et an_o.

1. En essayant de développer le produit, on se rend compte que :

Up—2 = Qn E Zixj,
1<i<n
1<j<n

i

g TiTj.

1<i<n
1<j<n
i#£]

(pour mieux s’en rendre compte on peut regarder ’exercice précédent)

d’ou :

2. On calcule que :

jzj:lxj :izn:xixj—Zx —1—229@%

i=1j=1 =1 j=1
3752
n
= g :c + g g T;T5 + g E TiTj.
i=1 j=1 =1 j=i+1

Observons alors que :

lezj—kz Z Ty =2 Z T,

=1 j=14+1 1<i<n
1<j<n
i#]

dont il découle que :

Z ij -2 Z T,

j= 1<i<n
1<j<n
i#]

qui, combinée avec a. et les formules de Viéte, donne :

n 2
Gp—1 Ap—2
; ( ) —2m =

EXERCICE 458 ((2)) Par Lancelot Soit n € N*. Calculer la somme et le produit des racines
n-iémes de 1 & partir de la factorisation :

n—1

Vz € C, z"—le (z—emr]tm).

k=0
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En utilisant les formules de Viéte, il vient que :

nt 2ikm O 0
e n = —— =
1 )
k=0
et que :

n—1 1

2ikm -

e n =-1"— = (-1)"*..
== (-1)

k=0

11.9 Probléme : un second calcul de ((2)

PROBLEME 2 ((®)) par Octave

1. Démontrer que pour tout ¢ dans |0, 7/2], les inégalités :

1 1 1
cotan(t) < TR 1 < cotan?(t) < 2

2. Soit n € N*

a) Pour z € C, établir la formule :

b) Soit m € N. Pour z dans C, montrer :

- k
(z — @)™ — (2 —0)?t! = (4m + 2)i kl;[l (22 — cotan® <2m7_:_ 1>>

3. a) Soit m dans N*. En utilisant la formule du binome, calculer le coefficient de 22™~2 dans

le développement de
(Z + Z-)Qm—l _ (Z _ i)2m—1

b) Soit m dans N*. Déduire des questions 3.a) et 2.b) la formule :

f’: cotan km _ m(2m — 1)
2m+1 3

k=1

On pourra utiliser le polynéme @,,, défini par :

B i B 9 km
VteR, Qn(t) = kl;[l (t cotan (2m n 1))

4. Déduire des questions 1. et 3.b) la valeur de {(2)

1. Soit A la droite d’équation y = x
A est tangente a la courbe représentative de la fonction sinus en 0.
Par concavité et positivité de sinus sur [0,7/2] on a :

vt €]0,7/2],sin(t) < t
1 1

— > et cosP(t)=1—1¢>
sin?(t) = 12 ()=

-1

1
= cotan®(t) > 2
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De plus, A est tangente a la courbe représentative de la fonction tangente en 0.
Par convexité et positivité de la tangente sur [0;7/2[, on a :

1
Vt €]0,7/2[, tan(t) <t = cotan®(t) < =

et cotan? (g) =0 = cotan? (g) <

vof3| =
~

1 1
D’ou : V¢t €]0,7/2], i 1 < cotan?(t) < 2

2.a) On note (z+1i)" — (z — i)™ = P,(2)
D’aprés le résultat de ’exercice 400, P,, a pour racine les éléments de ’ensemble S tel que

s {roan () ket 1}

On utilise la formule du binéme de Newton pour déterminer le coefficient de 2™ et 2"~ de P, (z)
Le coefficient de 2™ vaut 0 et celui de de z"~1 vaut 2ni

On en déduit que P,(z) est de degré n — 1 et de coeflicient dominant 2ni

C’est pratique puisque cela nous dispensera de nous occuper de la multiplicité des racines dans la
forme factorisée (le cardinal de S valant n — 1)

Ecrivons P, (z) sous forme factorisée :

o~ (- ()

On a établi la formule souuhaitée.
2.b) Soit a un réel. On démontre sans difficulté que si cotan(a) est défini, alors :

cotan(m —a) = —cotan(a)
cotan(m + a) = cotan(a)

Ceci étant dit, continuons :

Pai1(2) = 2(2m +1)i [ | (Z — cotan (27:1 1))

7)) L (oo (- 55)
))

= (dm + 2)i ﬁ

+

i < <(2m+1—k)7r)>
2z — cotan ﬁ
k=m+1 m+

En effectuant un changement d’indice sur le second produit on obtient :

] v () (e (55)
— (4m+2)iﬁ (z—cotan<2nl;7r )) <Z+C0tan (27511))

1
= (4m + 2);i ﬁ (Z2 - cotan® (2m1 1))

3.a) En utilisant la formule du binéme on montre que le coefficient (noté ¢1) de 222 de Pay,i1

vaut :
o= (om3) =)
(2m —1)2m(2m + 1)
3
_ (2m + )m(4m + 2)
3

km

t
z + cotan om 1

e
N
3
_l’_
—

= (dm + 2)i ﬁ

[\~

> +
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3.b)
" km
_ o 2
Qm(t) = kl;[l <t cotan <2m 1 >>
=1 ﬁ 2 — cotan? L — cotan? il ﬁ 2 — cotan? Gl
o Pt 2m +1 2m + 1 Pt 2m + 1

1 k
Or le polynome cotan? T H z — cotan? T est de degré m —1 et de coefficiant
2m+1 pie 2m +1

dominant cotan? il et :
2m+1

e k - k 2 O k
t H <z — cotan? ( il )) = ¢? H <z — cotan? < il ))tcotan2 ( il ) H (z — cotan? ( il >)
paliet 2m + 1 pulert 2m + 1 2m + 1 Pt 2m + 1

En répétant m — 1 fois cette opération et en remarquant & chaque fois que

e k
—t"cotan? (2751 1) H (z — cotan? (2m7_r|_ 1))

k=n-+1

est le polynéme de degré m — 1 et de coefficient —cotan? (

coefficient de ™! dans Q,,(t) :

on obtient, en notant c, le
2m 41

En considérant @,,(z?), on obtient :

c1 = cy X (dm+ 2)i

—t “
o =
2 (dm + 2)i
= km m(2m + 1)
2 _
== g cotan (2 n 1) 3
k=1
1

4. De la question 1. découle directement I'inégalité V¢t €]0, /2], cotan?(t) < 7] < 1 + cotan®(t)

Cela implique (en reprenant les notations des questions précédentes) :

k 2 1)2 k
cotan2< il ) < ( m+ ) < 1+cotan2( il )
m

2m + 1 k2w 2m + 1
" km 2m+1)2 &K1 “ km
— tan? < — < 1 + cotan®

1
m(2m — 1) o (2m—|—1)ii< m(2m — 1) + 3m

2
3 P 3
?m@2m+1) &1 7w?m(2m+2)
3 (2m+1)2 2 k27 3 (2m+1)2

Or m(2m — 1) o m(2m + 2)
T (2m+1)2 (2m+ 1)
des gendarmes :

1
tendent vers 5 quand m tend vers +oo, donc d’aprés le théoréme
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12 Arithmétique

12.1 Divisibilité, division euclidienne, congruences

EXERCICE 459 ((2)) par Macéo

Déterminer les couples (z,y) € Z? tels que 22 — 32 = 12.

On cherche les couples (x,7) € Z? tels que
-yt =124 (z+y)(r—y) =12.

On en déduit que (z +y) et (z — y) sont des diviseurs de 12 de mémes signes.
De plus :
(z+y + (@ -y
2
La somme (z + y) + (z — y) est paire donc (x + y) et (z — y) sont de méme parité.
Donc :

=x € Z.

(($ + y)v (f - y)) € {(_27 _6)7 (_67 _2)7 (27 6)7 (67 2)}
D’ou :
(Ivy) € {(47 2)7 (_47 _2)’ (4a _2)’ (_47 2)}

EXERCICE 460 ((2)) par Alexandre

Montrer que, pour tout n € N*, n? divise (n + 1)" — 1.

n+D)"—1l=m+1-D((n+ )" +n+D)" 2+ .. +(n+1)+1)

=n (TLZ(TL + 1)")

k=0
On regarde le facteur de droite modulo n.

n—1

Z(n + 1)k = z_: 1%[n]
= 0[n]

Ainsi, les deux facteurs sont divisibles par n, donc leur produit est divisible par n2.

EXERCICE 461 ((2)) par Alexandre

Soient n € N*, a et b dans Z.

a) Montrer que a — b divise o™ — b™.

b) On suppose que n est impair. Montrer que a + b divise a™ + b™.

a) a" —b"=(a—b)(a" 1 +a" 2+ ... +ab" 2+ ") = a—b|a" - D"
b) On a (—b) = —b".

a® — (=b)" = (a — (=b)(a" ' —a" 20+ ... —ab" "2 + "))

= a"+b"=(a+b)(a" ' —a" 2+ ... —ab" 2+ b7

= a+bla"+b"

EXERCICE 462 ( () ) par Alexandre

Soient m et n deux éléments de N* a > 2 un entier.
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a) Mountrer que, si m divise n,a™ — 1 divise a™ — 1.

b) On suppose que le reste de la division euclidienne de n par m est r. Montrer que le reste de
la division euclidienne de a™ — 1 par a™ — 1 est a” — 1. On écrira explicitement une identité
mettant en évidence la division euclidienne.

n
a) On note ¢ = —.
m

On a alors :
a"—1=a" -1

_ (am)q -1
= (a™ - 1) (Z(am)k> = a¢"—-1]a" -1
k=0

b) On note ¢ le quotient de la division euclidienne de n par m. Onan=gm+r, 0 <r < m.

On a alors :
a®—1=am"" — 1

= (@™ x a" — 1

Afin de trouver le reste de la division euclidienne par a™ — 1, on peut regarder I’expression
modulo a™ — 1. On note que a™ = 1[a™ — 1].

a”—1=1"xa" —1[a™ = 1]

a®—1=a" —1[a™ - 1]

r<m — a" —1<a™ —1,donc a” — 1 est bien le reste de la division euclidienne de a™ — 1
par a™ — 1.

EXERCICE 463 ((2)) par Alexandre

Soit n € N. En utilisant la factorisation (n + 1)(n — 1) = n? — 1, montrer que n + 1 divise

n? +1 si et seulement si n + 1 divise 2 . En déduire 'ensemble des n € N tels que n + 1 divise
2

n*+1

n+l|n*+1 < n+l|n+1)(n-1)+2
n+l|n?+1 < n+1|2
Ainsi, 'ensemble des n € N tels que n + 1 divise n? + 1 est {0, 1}.

EXERCICE 464 ((3)) par Alexandre

En adaptant la méthode de I'exercice précédent, déterminer les n € Z tels que n + 3 divise
3
n® + 3.

n+3|n*+3 <= n+3|(n+3)(n*-3n+9) 24
n+3|n>+3 < n+3| —24

L’ensemble des diviseurs supérieurs ou égaux a 3 de —24 est {3, 4,6, 8,12,24}, donc I'ensemble des
n € N tels que n + 3 divise n® + 3 est {0,1,3,5,9,21}.

EXERCICE 465 (@) ) par Alexandre

En utilisant exercice 30 de 2.1, déterminer les (z,y, 2) € Z> tels que

r+y+z=3 et 2°+y>+23=3
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L’exercice 30 nous dit que (z +y + 2)% — (23 + 3> + 23) = 3(z + v)(y + 2) (2 + ).
En substituant, on a :
3z +y)(y + 2)(z + 2) = 24

— (z+y)ly+2)(z+z)=38
= (+y)B-2)B-y) =8
— (z+y)(zy—3x+y)+9) =8
— (z+yay—3@x+y)>+9z+y) =8
— 3+ +@+y)(ry+9)-8=0
= A= (zy+9)?>-96

EXERCICE 466 ((3)) par Alexandre

a) Montrer par un raisonnement arithmétique que le produit de trois entiers relatifs consécutifs
est divisible par 6 .

b) Montrer que, si k € N*, le produit de k entiers relatifs consécutifs est divisible par k!. On
utilisera les coefficients binomiaux.

a) Parmi trois entiers consécutifs, il y a exactement un entier qui est divisible par 3 et au moins
un entier qui est pair, donc leur produit est divisible par 2 et par 3, donc par 6.

b) On sait que pour tout n naturel et pour tout k inférieur ou égal a n,

o - (+)

! !
est entier. Ainsi, cela implique que k! divise ﬁ Or, ﬁ =Mm-k+1).n—k+

2)...(n — 1).n peut désigner n’importe quel produit de k entiers consécutifs, ce qui conclut.

EXERCICE 467 (D)) par Alexandre

Déterminer, selon la valeur de n modulo 6, le reste de la division euclidienne de n(n + 1) par
6 .

On regarde le tableau de congruence mod 6 suivant :

n 0[1]2[3[4]5
nnt1) [0[2/0]0]2]0

EXERCICE 468 ((1)) par Alexandre

Soit z € Z. Quelles sont les valeurs possibles de 22 modulo 4 ? modulo 8 ?

Modulo 4 : O et 1
Modulo 8 : 0, 1, et 4

EXERCICE 469 () par Alexandre

Quels sont les z € Z tels que 2% = z[10] ?

< 22 —2=0 < z(z — 1) =0[10] On regarde un par un dans cette expression et on trouve
que ’ensemble des solutions modulo 10 est {0,1,5,6}. L’ensemble des solutions est donc I’ensemble
des entiers congrus a 0,1,5,6 mod 10
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EXERCICE 470 ((2)) par Alexandre

52022

Quel est le reste de la division de par 87

On regarde 52°22[8]. Or, 52 = 1[8]. Donc, 52922 = (52)101! = 1[8]. Le reste de la division euclidienne
de 52922 par 8 est 1.

EXERCICE 471 ((2)) par Alexandre
Montrer que, si « € Z,11|2z + 3 <= 11|5z + 2.

11)22 + 3 <= 2z +3 = 0[11]
— 2z = §[11]
= 122 = 48[11]
— 1z =4[11]
< bz =9[11]
— 5z +2=0[11]
= 11[5z +2

EXERCICE 472 ((2)) par Alexandre

Quels sont les z € Z tels que 12 divise 22 — 17 tels que 12 divise 22 — 27

1222 — 1 <= 2% = 1[12]

L’ensemble des solutions est donc ’ensemble des entiers congrus & 1,5,7 et 11 mod 12.

1227 — 2 = 2? = 2[12]

Il n’y a aucune solution.

EXERCICE 473 ((2)) par Alexandre

Trouver le dernier chiffre de I’écriture décimale de 32922,

On regarde 32°22[10]. Or, 3* = 1[10]. Donc, 32022 = (34)505 x 32 = 9[10]. Le reste de la division
euclidienne de 32922 par 10 est 9.

EXERCICE 474 ((2)) par Matei
Retrouver ’exercice 461 en utilisant les congruences modulo a — b et a + b.

a) Prouvons que a™ —b" =0 (mod a — b)
Or,
a” = (a— b)(a"_1 +ba" 2+ 023 .+ 20+ b"_l) + "

En effet, si on développe le membre de droite, on trouve :
(@™ —ba" ' +ba" "t —b%a" 2+ 0% =D a0 = ) D = a”

Ainsi,
a”=b" (mod a—b)

Sa"—=0"=0 (moda-—"b)
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b) Prouvons que si n est impair, a” + " =0 (mod a + b)
Or,

an — (a + b)(an—l _ ban—2 + b2an—3 +. o+ (_1)n—2bn—2a + (_1)n—1bn—1) _ (_l)nbn

n

= (a+B)(Y (1)) + (-1

=0

En effet, si on développe le membre de droite, on trouve :
(a"+ba" " —ba" " —b2a" 240" A (=) 20 e (=) T e (1) T ) (1) = a”
Ainsi,
a” = (=1)"b" (mod a+ )
De plus, n est impair, donc (—1)" = —1.

< a”=-b" (moda-+b)

<ad"+0"=0 (mod a+b)

EXERCICE 475 ((2)) par Matei
a) Vérifier que, sin € N,

(n+3)"=n* (mod9)et 7" =7" (mod 9)

b) Quel est le reste de la division euclidienne de 7™ + n? par 9.

a) (n+3)3=n%+9n?+ 27+ 27 =n3+9(n? + 3n + 3)
Donc,
(n+3)3=n> (mod9)
T 7B = T X 343 = TH(9 x 38+ 1) = T + 9 x T x 38
Donc,
7"t = 7" (mod 9)

b) On peut faire un tableau de congruences pour répondre & cette question

n=... (mod 3) 0 1 2
n®=... (mod 9) 0 1 8
7 =... (mod9) 1 7 4
+n3=... (mod9) |1 8 3

EXERCICE 476 (@) par Matei . Soit (F,),>0 la suite de Fibonacci. Pour n € N, calculer le
reste de la division euclidienne de F,, par 8.

La suite de Fibonacci est définie par Vn € N F, 10 = F}, + F41, etFp =0, etF; =1
Ainsi, par définition, Fy, 1o = F,, + F,41 (mod 8) On peut calculer les congruences modulo 8 des
premiers termes de la suite de Fibonacci pour chercher un motif récurrent :

Fy =0 (mod 8)
Fy =1 (mod 8)
F, =1 (mod 8)
F5 =2 (mod 8)
F; =3 (mod 8)
F5 =5 (mod 8)
Fs =0 (mod 8)
F; =5 (mod 8)
Fy =5 (mod 8)
Fy =2 (mod 8)
F10 =7 (HlOd 8)
Fll =1 (mod 8)
Fi5 =0 (mod 8)
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Fi3=1 (mod 8)

On remarque que Fio = Fy (mod 8) et Fi3 = F; (mod 8). On peut donc émettre la conjecture
que F,112 = F,, (mod 8) et initialiser la preuve par récurrence qui aura pour objet de démontrer
cette récurrence.

Pour n dans N*, on note P, la propriété

Foi12 =F, (mod 8)

Initialisation. On vient de montrer que Fio = Fy (mod 8) et Fi3 = F; (mod 8)
(on a besoin de vérifier pour Fy et Fy car on veut faire une récurrence forte et que (F,) est elle-
méme définie par récurrence double.)
Hérédité. Supposons qu’il existe un k € N,k > 1 tel que, V&' < k , Fir112 = Fir (mod 8)
Montrons que,

Fri1112 = Fry1 (mod 8)

Or, par définition,
Fit13 = Fry11 + Frp12 (mod 8)

Et par hypothése de récurrence forte,
Fii11 = Fr-1  (mod 8)

Fri12 = Fr  (mod 8)

Donc,
Fk+13£Fk—1+FkEFk+1 (mod 8)

Ce qui est exactement Py
Conclusion. Ainsi, Vn € N |
Froy12 = F, (mod 8)

On peut donc répondre & la question par un tableau de congruences :

n=.. (mod12) 0|12 [3[4[5]6|7][8]9]10]11
F,=... (mod8) [0 |1]|1]2[3|5]|0]|5][5]|2]| 7] 1

EXERCICE 477 (@) par Léo

Soit a et b dans Z. On suppose que, pour tout m € N* il existe x € Z tel que ax + B = 0
(mod m). Montrer qu’il existe = € Z tel que ax +b =0

11 suffit d’observer en particulier que pour m = a, ax +b=0 (mod a) <= b =0 (mod a)
Onadoncb=ak,et ax+b=0 < a(z+k) =0 < x = —k, ce qui est toujours possible!

EXERCICE 478 (D) Par Lancelot
Soit n € N.

1. Montrer que Montrer que n est divisible par 2 si et seulement si son dernier chiffre en
base 10 est pair

2. Montrer que n est divisible par 5 si et seulement si son dernier chiffre en base 10 est 0
ou b

On écrit n en base 10 :
n= Zaklok, ou Vk € [0;m], ai € [0;9].
k=0

1. On remarque que toutes les puissances de 10 non-nulles sont des multiples de 2. Par consé-
quent :

n= Zaklok =qp mod 2.
k=0

Donc n est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités est divisible par 2.
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2. On remarque que toutes les puissances de 10 non-nulles sont des multiples de 5. Par consé-
quent :

n= Zaklok =ay mod 5.
k=0

Donc n est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités est soit 0 soit 5.

EXERCICE 479 ((2)) Par Lancelot
Soient n un entier naturel que l'on écrit en base 10 :

m

n:Zaklok, ou Yk e€{0,...,m}, ar€{0,...,9}.
k=0

1. Montrer que

n

Z ag [9]
k=0

2. Montrer de méme que :

ar(—1)*[11].

M-

>
Il

0

1. Remarquons que 10 =1 mod 9, donc, pour tout k£ € N, 10¥ =1 mod 9. Des propriétés des
congruences il découle alors que :

n= iaklok = iak mod 9.
k=0 k=0

2. De méme remarquons que 10 = —1 mod 11, donc, pour tout k& € N, 10¥ = (—=1)¥ mod 11.
Il suit alors des propriétés des congruences que :

m m
n= Zaklok = Zak(—l)k mod 11.
k=0 k=0

EXERCICE 480 (@ ) par Teiki

Montrer que I'équation 2% + y?> = 322 n’a pas de solution dans Z* autre que (0,0,0). On
commencera par montrer que, si (x,y,z) est une solution, alors x,y,z sont divisibles par 3.

Soit (x,y, z) une solution de 1’équation.

On a alors 22 + y2? < 0 (mod 3).

Or, les carrés modulo 3 étant exactement 0 et 1, on a 22 < 32 < 0 (mod 3), dott z < y < 0
(mod 3).

Ainsi, x et y sont divisibles par 3, donc 22 + y? est divisible par 9, donc 322 est divisible par
9, donc 22 est divisible par 3, donc z est divisible par 3.

Siz = 0, il est clair que la seule solution est (0,0,0) par positivité d’un carré.

Supposons maintenant qu’il existe une solution de ’équation avec z # 0.

Soit alors une telle solution tel que |z| soit minimal.

Alors, on dispose de (2,1, 2') € (Z*)3 tels que x = 3x’, y=3y’ et z = 3z".

Ainsi, 922 4+ 9y'? = 3% 92/2, d’ou /2 + y'% = 322

Or, |Z/| < |z|, et 2/ # 0, ce qui contredit la minimalité de |z| : ¢’est absurde.

Ainsi, la seule solution de I’équation est (0,0,0).

EXERCICE 481 (@) ) par Wéline
Soit m un entier qui peut s’écrire comme somme de trois carrés d’entiers.
a) Montrer que n n’est pas congru a 7 modulo 8.

b) Montrer que n n’est pas de la forme 4%(8b + 7) avec (a;b) € N2
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a)

Soit a € Z, trouvons par disjonction de cas que a® ne peut étre congrus qu’a 0, 1 et 4.

Soit a = 0[8] :
a=0[8] = a® = 0*[8] = a* = 0[§]
Soit a = 1[8] :
a=1[8 = a* = 1?[8] = d* = 1[§]
Soit a = 2[8] :
a =28 = a® = 2?[8] = a® = 4[§]
Soit a = 3[8] :
a=3[8 = a® = 3?8 = o> = 98] = n? = 1[§]
Soit a = 4[8] :
a =48] = a® = 4°[8] — a® = 16[8] = a*> = 0[8]
Soit a = 5[8] :
a = 5[8] = a® = 5%[8] = a® = 25[8] = a* = 1[§]
Soit a = 6[8] :
a =6[8] = a® = 6°[8] = a® = 36[8] = a* = 4[8]
Soit a = 7[8] :

= 7[8] = a* = T*[8] = a® = 49[8] = a® = 1[§]
Le carré d’un entier n’est donc bien congrus qu’a 0, 1 et 4. Si n est la somme de trois carrés

entiers, n ne peut étre congrus qu’a : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. On ne peut pas obtenir 7 par addition
de trois entiers égales soit a 0 soit & 1 soit a 4.

n # 7[8]

Montrons que n n’est pas de la forme 4%(8b + 7). Soit trois entiers naturels z, y et z tel que
n = z? + y? + z2. Supposons que 4 divise n. Montrons par récurrence, pour tout a de N, la
propriété (P,) : «si 4% divise 22 + y2 + 22, alors 4% divise aussi 22, y? et 22 ».
Initialisation. pour a = 0.
4% =1 et 1 divise forcément z2, y? et 22.
Donc (FPp) est vraie.
Heérédité.
Supposons (P,) vraie pour un rang a fixée, c’est-a-dire « si 4% divise 22 +y? + 22, alors 4¢ divise
aussi 2, y2 et 22 ».
Mountrons qu’alors (P,11) est vraie.
On sait, par hypothése de récurrence, que 4% | 22 + 32 + 22 et que 4% | 22, 4% | 32 et 4° | 2.
Il existe donc quatre entiers naturels : k, o/, 3/ et 2/, tel que 22 + y? + 22 = 4%, 2% = 49(2')?,
y2 _ 4a(y/)2 et 2,2 — 4a(zl)2.
40,(1,/)2 +4a( /)2 +4a(2/)2 — 49
= A x (4%(2)? +4%(Y)* +4%(2")?) =4 x 4%k
4a+1 (1'/)2 4 4a+1( ) 411-1—1(2/)2 4a+1k
= TR 4 (202 () 4 (20H)2 ()2 = 4ot
S (2a+1x/)2+ (2a+1y/) 4 (2a+lzl> — 4a+1k
On a donc que 4%+1 divise le carré de trois entiers, 421 | (20+127)2 4+ (20F1y)2 + (29F12 ’)2
donc, d’aprés la troisiéme ligne de calcul, on a aussi que 4%+1 divise (2971a2)2, (2071y)? et
(2a+lz/)2.
Donc (P,1) est vraie.

Conclusion.
La propriété (P,) est vraie au rang 0 et héréditaire, donc (P,) est vraie quelque soit a un entier
naturel.
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Montrons par l'absurde que n ne peut pas s’écrire 4*(8b + 7), pour cela on va supposer le
contraire.
n=4%8b+7)
=ty + 22 =4°8b+7)
=492’ +4%(Y)? +4%(2)? = 4*(8b+T7)
=4 (@) + () + ()?) = 4(8b + 7)
= () 4+ W)+ ()2 =8b+7
Si la derniére affirmation est vraie alors (2/)% + (y')? + (/)% et 8b + 7 sont congru au méme

entier modulo 8.
8b=0[8] <= 8b+ 7 =T[8]

Ce qui est absurde car (/)% + (y')? + (2')? est la somme de trois carrés d’entiers or on a montré
a la question précédente que la somme des carrés de trois entiers ne pouvais pas étre congru a
7 modulo 8.

Pour conclure n ne peut pas s’écrire sous la forme 4%(8b + 7).

12.2 Nombres premiers

EXERCICE 482 ((1)) par Wéline

Soient a et b deux entiers naturels non premiers entre eux. Montrer que I’ensemble
E,p ={ka+b; k € N} contient au plus un nombre premier.

Comme a et b ne sont pas premier entre eux, il existe un nombre premier p et deux entiers naturels
a’ et V' tel que : a =pa’ et b= pb'. Soit ¢ un entier naturel appartenant a 'ensemble Ej ;.

c=ka+b
= kpa' + pb
= p(ka’ + 1)

Pour que c soit premier, il faut donc que ka’ + b’ soit égale a un.

ka +V =1

= ka' =1-V
1_/

— k= b
a/

. N L . . . . N .
Il n’y a qu'une seul solution a I’équation, donc ¢ est premier si et seulement si 1a,b est un entier

naturel.
On a bien que ’ensemble E, ; contient au plus un nombre premier.

EXERCICE 483 ((2)) par Antoine Montrer que, pour tout nombre premier p > 5, 24 divise
2
p°—1.

Pour cette exercice il faut remarquer deux choses. Dans Z/247Z, un nombre premier ne peut étre
congru a un multiple de 2 ni & un multiple de 3. Effectivement, supposons par l’absurde que ce
soit possible. On aurait respectivement :p = 2 - (12k + 1) ou p = 3 - (8k + 1) ce qui est impossible
comme p est premier. En écartant donc ces multiples on retrouve bien le résultat voulu & ’aide
d’un tableau de congruence.

EXERCICE 484 ((@)) par Léo

Soient a et n deux entiers > 2. On suppose que 'entier naturel a” — 1 est premier.
a) Montrer que a = 2
b) Montrer que n est premier

c¢) Montrer que 2'! — 1 n’est pas premier.
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1. On a la factorisation a™ — 1 = (a — 1) (Z a )

n—1

Or, Z a’ est un entier, donc a” — 1 est premier ssi (a — 1) = 1, donc ssi a = 2 (sinon il y aurait

i=0
deux facteurs différents et a™ — 1 ne serait pas premier.

2. Supposons par l'absurde que n ne soit pas premier. On a alors n = 1, ce qui est évidem-
ment absurde puisque 2 — 1 = 1 n’est pas premier, soit n = pq, avec (p,q) € N*2.

Sin =pq, alors 2" — 1 = 2(pg) — 1 = (29)P —1 = (29 — 1) (Z ga(p—i ), qui n’est évidemment
pas premier. On a donc montré une contradiction et prouvé que n est premier.

3. 211 —1 = 20481 (les amateurs de 2048 seront familiers avec cela). Donc, 211 —1 = 2047 = 23-89
n’est pas premier!

EXERCICE 485 ((®)) par Léo

Soit n € N* tel que 2™ + 1 soit premier. Montrer que n est une puissance de 2

n—1
On rappelle la formule suivante, sin est un nombre impair, alors a™ +1 = (a+1)- (Z(—l)%’)
i=0
Par ’absurde, on suppose que n n’est pas une puissance de 2, c’est-a-dire que n = 27 - p, ol p est
impair et > 1.

On a donc )
a\P p = e
2" +1 = (22 ) +1:(22 +1)- (Z(_l)Z.QQ (P—U)
i=0

qui n’est absolument pas premier. C’est donc une contradiction et on a prouvé le résultat souhaité.

EXERCICE 486 (@) ) par Adrien I

Déterminer parmi les nombres 101, 10101, 1010101, ... ceux qui sont premiers.

On définit la suite (ap)n>1 par a, = ZZ:O 100*. Remarquons que cette suite représente la séquence
étudiée. Or, ZZ:O 100* représente la somme des termes d’une suite géométrique de raison 100 donc

n k _ 1—100tt _ (10mti—1)(10"t141)
> k—o 100" = = 99

=100 , par factorisation.

141 141
Dans un premier temps, étudions a;. On a a; = (10 )gw +h 9991301 101. II est aisé de

constater que 101 est premier, donc a; est premier. Tachons de montrer que c’est le seul premier
de la liste de nombres.

Montrons & l’aide d’une disjonction de cas sur la parité de n que si n > 2, alors a,, n’est pas
premier.

— Si n est impair, montrons par récurrence la propriété Py, définie pour tout entier naturel k
non-nul : "99 | (10F+D+1 1)1,
Initialisation. Pour k =1 105F1 — 1 = 10% — 1 = 999 999 = 99 - 10101. Donc, 99 | (10° — 1)
et P; est vérifiée.
Hérédité. Soit k un entier naturel non-nul. On suppose Py vraie pour cet entier et l'on
souhaite montrer que cela implique Py vraie.
Par hypothése de récurrence, 99 | (10F+D+1 — 1) c’est-a-dire 99 | (102*+1) — 1), Car
99 divise toutes les combinaisons linéaires de 99 et de (102(**1) — 1), nous avons 99 |
(100 - (1021 — 1) 4 1-99), c’est-a-dire 99 | (102(*+2) — 1). Donc 99 | 102(=+D+1+1) _ 1
et Pj41 est vérifiée.
Conclusion. La propriété a été initialisée au rang 1 et est héréditaire a paritr de ce rang
donc par principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel non-nul.
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Ainsi, si n est impair (et supérieur & n > 2), alors 99 | (10"*1 — 1) et car 10" — 1 # 99
(toujours car n > 2), nous pouvons en déduire que a,, est le produit de deux entiers différents
de 1. Donc, si n est impair, a,, est composite.

— Si n est pair, montrons par récurrence la propriété Py définie pour tout entier naturel k
non-nul : "11 | (102*+1 4+ 1) et 9 | (10%+1 — 1)".
Initialisation. Pour k = 1 103 + 1 = 1001 = 11 - 91. Donc, 11 | (10® 4+ 1). De méme,
103 —1=1999 = 9-111. Donc, 9| (103 — 1) et P; est vérifiée.
Hérédité. Soit k un entier naturel non-nul. On suppose Pj vraie pour cet entier et 1'on
souhaite montrer que cela implique Py vraie.
Par hypothése de récurrence, 11 | (102%+141). Or, 11 divise toutes les combinaisons linéaires
de 11 et de 10?**1 4 1. Donc, 11 | 100(10%*+1 4 1) — 9 - 11, c’est-a-dire 11 | (102+3 4 1).
Donc, 11 | (102(*+1) 4 1) et la premiére partie de la propriété est bien vérifice.
Traitons la seconde partie : par hypothése de récurrence, 9 | (102*+! —1). Or, 9 divise toutes
les combinaisons linéaires de 9 et de 102**1 —1. Donc, 9 | 100(10%*+1 —1) —11-9, c’est-a-dire
9 | (10%+3 —1). Donc, 9 | (1021 — 1)
Donc Py est vraie.
Conclusion. La propriété a été initialisée au rang 1 et est héréditaire & partir de ce rang
donc par principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel non-nul.

Ainsi, si n est pair (et supérieur & n > 2), alors 11 | (10"T! + 1) et 9 | (10"*! — 1). Car
10" + 1 # 11 et 10"+ — 1 # 9 (toujours car n > 2), nous pouvons en déduire que a,, est
le produit de deux entiers différents de 1. Donc, si n est pair, a,, est composite.

EXERCICE 487 ((2)) par Adrien 1.

En utilisant I'exercice 32 de 2.1, montrer que si m et n sont dans N*, m* 4 4n* est premier
si et seulement sim =n = 1.

On rappelle la factorisation établie dans 'exercice 32 : si x et y sont deux mombres réels, alors
ot 4+ 4yt = (22 + 292 + 22y) (22 + 292 — 22y)

On raisonne par double implication.
— Supposons m* + 4n* premier et montrons que cela implique m = n = 1.

Premiérement, si m* + 4n* est premier, alors il n’est divisible que par 1 et lui-méme (supérieur ou
égal a 1).

Or, pour tout (m,n) € N*2, 2mn > —2mn donc m? + 2n2 + 2mn > m? + 2n% — 2mn. Ainsi,
m? +2n?% — 2mn = 1.

Sim =n =1, alors m? + 2n? — 2mn = 1 +2 — 2 = 1. Dans le cas contraire, nous savons que
m? +2n? — 2mn = (m —n)? + n?. Ainsi, si n = 1, alors m # 1 et donc, (m —n)? > 1 et n? = 1.
Donc, m? + 2n2 — 2mn > 1. Sinon, si n # 1, n? > 1. Or (m —n)? > 0, donc m? + 2n? — 2mn > 1.

<= Supposons désormais que m =n = 1. Alors m* +4n* =1+4+4-1 =75, et 5 est premier.

En conclusion, nous avons réussi & montrer que m* +4n? est premier si et seulement sim =n = 1.

EXERCICE 488 ((3)) Par Alexandre

Montrer que, si n > 2, aucun des nombres n! + k,2 < k < n, n’est premier.
Il existe donc des suites d’entiers consécutifs de longueur arbitraire dont aucun n’est premier.

Vn > 2,Vk tq2 <k <n,n!=0[k] = n!+k=0[k].

On a alors k | n! + k, 2 < k < n! + k, ce qui implique que n! 4+ k n’est pas premier.
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EXERCICE 489 (@) ) Par Paul P

Quels sont les k € N tels que ’ensemble des entiers n tels que k 4+ 1 < n < k4 10 contienne le
plus grand nombre de nombres premiers 7 On s’intéressera aux nombres pairs et aux nombres
impairs divisible par 3.

Etant donné qu’un nombre sur 2 est pair, parmi 10 entiers consécutifs, exactement 5 sont pairs.
De plus, les nombres impairs divisibles par 3 sont de la forme 3(2k + 1) = 6k + 3 avec k € Z,
donc il y a un nombre impair divisible par 3 tout les 6 nombres. Ainsi, parmi 10 nombres entiers
consécutifs, au moins un des nombres est impair et est divisibles par 3.

Pour k£ > 3, chacun de nos 10 nombres sera strictement plus grand que 3 et donc ni les 5 nombres
pairs, ni le nombre impair divisible par 3 ne pourra étre premier. Donc, parmi les 10 nombres, il y
a au plus 10 — 5 — 1 = 4 nombres premiers.

Pour k£ = 2, il y a 4 nombres premiers dans I’ensemble {3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} : 3,5,7,11.
Pour k£ =1, il y a 5 nombres premiers dans I’ensemble {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} : 2,3,5,7,11.
Pour k =0, il y a 4 nombres premiers dans l'ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} : 2,3,5,7.

Ainsi, le seul £ € N tel que ’ensemble des entiers n tels que Kk +1 < n < k + 10 contienne le
plus grand nombre de nombres premiers est k = 1.

EXERCICE 490 (@) ) Par Lancelot

1. Soit n € N congru a 3 modulo 4. Montrer que n admet au moins un diviseur premier
congru & 3 modulo 4.

2. En adaptant la démonstration du Théoréme 27, en déduire qu’il existe une infinité de
nombres premiers congrus & 3 modulo 4.

1. Soit n un entier naturel congru a 3 modulo 4. On raisonne par ’absurde. Supposons donc
que n n’admet aucun diviseur premier congru & 3 modulo 4. Par conséquent, on écrit n sous
forme factorisée : .

n= H it
i=1

Ainsi :
r

n= ﬁp:’l = Hlai mod 4,
i=1

i=1
ce qui est absurde, donc au moins 'un des diviseurs premiers de n est congru a 3 modulo 4.

2. On raisonne une nouvelle fois par ’absurde. Supposons que M soit I’ensemble fini des nombres
premiers congrus & 3 modulo 4. Considérons l’entier :

N=4]]p+s3
pEM

Ainsi, N est congru a 3 modulo 4, il admet donc, d’aprés a. au moins un diviseur premier
congru & 3 modulo 4. Remarquons que :

N=3 modp, Vpe M.

D’otu, quelque soit p € M, p ne divise pas IN. Soit alors ¢ un diviseur premier de N. Puisque
n est impair, ¢ ’est nécessairement, et donc il ne peut qu’étre congru a 1 modulo 4 sinon
il serait un élément de M et ne diviserait pas N. Ainsi, quelque soit le diviseur premier ¢
de N, il est congru & 1 modulo 4, ce qui est absurde. Donc il existe une infinité de nombres
premiers congrus & 3 modulo 4.

EXERCICE 491 (@) ) par Teiki

Soit P un polynéme & coefficients dans Z
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a) Montrer que :
Y(k,m,n) € Z* P(n+km) < P(n) (mod m)

b) En déduire que :
Y(k,n) € Z* P(n)|P(n + kP(n))

¢) Conclure que, si P n’est pas constant et si n € Nest tel que P(n) soit premier, 'ensemble
des k € Z tels que P(n + kP(n)) soit premier est fini.

a) Commencons par montrer le résultat pour les monoémes.
Soient (k,m,n,p) € N4
Alors (n+km)? =nP + kmY 0 km'~'nP~" & nP (mod m).
Ainsi, la propriété étant vraie pour tout mondme, elle est vraie pour tout polyndéme par com-
binaison linéaire.

b) Ainsi, P(n + kP(n)) & P(n) < 0 (mod P)(n), soit exactement :
Y(k,n) € Z* P(n)|P(n + kP(n))

¢) Soit alors un polynéme P a coefficients dans Z tel qu’il existe n € N tel que P(n) soit premier
et tel que 'ensemble des k € Z tels que P(n + kP(n)) soit premier est infini.

D’aprés b),
b Y(k,n) € Z* P(n)|P(n + kP(n))

D’ou, si P(n + kP(n)) est premier, P(n + kP(n)) = P(n).
Ainsi, P prend la valeur P(n) sur une infinité de points, donc P est constant.
D’ou le résultat par contraposée.

12.3 PGCD de deux entiers, théoréme de Bézout

EXERCICE 492 ((1)) par Loise

Ecrire 'algorithme d’Euclide pour a = 1771 et b = 276. Déterminer a A b, ainsi qu’un couple
de Bézout.

On écrit I'algorithme d’Euclide pour déterminer a A b :
1771 =6-276 + 115

276 =2-115+ 46
115 =246 + 23
46 =2-2340.

Ainsi :
a/ANb=23.

Remontons l'algorithme d’Euclide pour déterminer un couple de Bézout :
23 =115—2-46
23 =115 —2(276 — 2 - 115)
23=-2-276+5-115
23 =—-2-276+ 5(1771 — 6 - 276)
23 =-32-276+5-1771
Un couple de Bézout est donc (—32;5).
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EXERCICE 493 ((2) ) par Matilde
Pour n € N, montrer que les nombres entiers 14n + 3 et 21n + 4 sont premiers entre eux. On
explicitera une relation de Bézout.

3. (14n+3) = 42n +9
2-(2ln+4)=42n+38

Ainsi :
3-(14n+3)—2-(2Iln+4) =1

Il existe donc un couple (a,b) € Z? (ici, (3; —2)) tel que :
a(l4n+3) 4+ b(2In+4) =1

D’aprés la réciproque du théoréme de Bézout, les entiers 14n + 3 et 21n + 4 sont premiers entre
eux.

EXERCICE 494 ((2)) Par Lancelot
Soit (Fy)n>0 la suite de Fibonacci (1.3, exemple 1). Pour n € N, calculer F,, A F,, 11

On donne les premiéres valeurs de la suite de Fibonacci, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. On remarque
que deux nombres consécutifs sont premiers entre eux. On peut alors tenter de le montrer par
récurrence. On note alors, pour tout n € N, P,, la propriété F,, A Fj,11 = 1.
— Initialisation. Compte tenu de la remarque qui nous a mené a effectuer ce raisonnement, Py
est naturellement vérifiée.
— Hérédité. On fixe n € N tel que P, soit vraie. On a que :

Fn+2 /\Fn+1 - (Fn-i-l +Fn) /\Fn+17

qui part les propriétés du PGCD est F,, A F,,;1 qui vaut 1 par hypothése de récurrence.
Finalement F,, 4o A F},+1 = 1 ce qui est exactement P, 1.
Du principe de récurrence, on déduit que :

VYn €N, Fo AF, =1.

EXERCICE 495 ((2)) Par Lancelot

Soient @ et b deux éléments de N*. Soit # € R*. Montrer que z% et z° sont des nombres
rationnels si et seulement si 2%\ est un nombre rationnel.

D’aprés le Théoréme 28, il existe deux rationnels (p, q) tels que :
aNb=ap— qgb.

On raisonne par double implication. Pour le sens directe : supposons que z® et z° sont rationnels.
On raisonne par équivalence. Par hypothése :

°eQ—=z?%ecQ, e 22°eQ=zecqQ.

D’ou : ap
Q 35 ‘TT — xapfqb _ xa/\b.
b4
Réciproquement, supposons que 2%\ est rationnel. Par définition du PGCD, il existe k et | deux
entiers tels que a = ka A b et b = la N b. Par conséquent on a que :
2% = (ajaAb)k c Q, et xb _ (xa/\b)l c Q,

ce qui achéve l’exercice.
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EXERCICE 496 ((3)) Par Alexandre C

Soient a et b deux éléments de N*. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement
si a + b et ab sont premiers entre eux.

Montrons dans un premier temps 'implication directe. Supposons que a et b sont premiers entre
eux. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers u et v tels que au+bv = 1. Or, au + bv =
(a+b)u+blv—u)=a(u—v)+ (a+b)v donc le théoréme de Bézout nous permet d’affirmer que
a+ b et a ainsi que a + b et b sont également premiers entre eux.

Le théoréeme 30 nous indique alors que a + b et ab sont premiers entre eux, ce qu’on voulait
démontrer.

Réciproquement, remarquons que si d est un nombre entier tel que d divise a et d divise b, alors
d divise ab et d divise a + b donc d divise ab A (a + b). Ainsi, a A b divise ab A (a + b) si bien que
ab A (a + b) = 1 implique que a A b =1, ce qui démontre I'implication réciproque.

EXERCICE 497 ((@)) Par Lancelot

Soient a et b deux entiers relatifs premiers entre eux, (k,£) € (N*)2.

1. Montrer que a* et b sont premiers entre eux. On déduira d’une relation de Bézout entre
a et b une relation de Bézout entre a® et b.

2. Montrer que ak et b* sont premiers entre eux.

1. Par hypothése, d’aprés le Théoréme 29, il existe un couple (p, ¢) d’entiers relatifs tel que :
ap+bg=1,

donc :
k k 4
=2 ( ) (bg)’ (ap)* 7 = aFp* +0) (j)bJ ¢’ (ap)*~
j=1
Observons que :

Z()Iﬂ ¢ (ap)* ez,

car somme d’entiers relatifs. Donc, d’aprés le Théoréme 29, on conclut que a® et b sont
premiers entre eux.

2. Puisque a* et b sont premiers entre eux, on peut appliquer l’exact méme raisonnement que
la question précédente pour obtenir que a¥ et b sont premiers entre eux.

EXERCICE 498 (@) Par Lancelot

Soient m et n deux éléments de N*. Montrer que U,, NU,, = Up,rm-

Soient m et n deux éléments de N*. On raisonne par double inclusion pour montrer que U,,, NU,, =
Un/\m~
— On a clairement que Upam C Uy, et Upam € Uy, (cf. Exercice 397), done Upam C Uy, NU,,.
— Remarquons que U,, N U,, n’est pas vide car 1 en est un élément. Soit alors z € U, N U,,.
On a que :
2 =2"=1
La relation de Bézout du Théoréme 28 donne qu’il existe a et b dans Z vérifiant :
mAn|am+bn < 3k e€Z, k(mAn)=am-+bn

On a alors que :

Zk(m/\n) — (Zm/\n)k _ Zam-',—bn _ (Zm)a(zn)b =1,
d’ou il suit que :
Zm/\n =1

)

autrement dit z € U,yapn. On a donc que U,,, N U, € Uppan.
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Par double inclusion on déduit que U,, N U,, = Uy am-

EXERCICE 499 (@) ) par Térence

Soient m et n deux éléments de N* premiers entre eux. Montrer que tout élément de z de U,,,,
s’écrit z = uv avec e € U,,, et v € U,,.

Soit z € C, montrons que (z € Uyy) = (I(u,v) € Uy, X Uy, 2 = uv)
Tout d’abord, d’aprés le théoréme de Bézout, m An =1 < 3(a,b) € Z2,am + bn = 1.

Puis, z € U,

&M =
Qik’l\'xl
S z=em ke [0;—mn—1]

PR 627?7? (am—+bn)

car 1 = am + bn

2ikam 2ikbw

Sz=€e n e m

2ikbm 2ikam
Onposeu=e m etv=e"n» ,ona alorsz=uwv.

Il nous reste cependant & montrer que u € U, et v € U,, ainsi :
(u)" = (e%)n — 2ikbm _ (Zmn>b —1t =1

donc u € U,,.

De méme : '
(v)n _ eZzIm — (zmn)a =1

donc v € U,,.

On a donc trouvé (u,v) € Uy, x Uy, z = uv.

EXERCICE 500 ((@)) Par Lancelot

Soient u et v deux entiers supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux. Montrer que le nombre

ﬁ:gz; est irrationnel.

‘est une généralisation de l'exercice 19, alors on procéde de la méme maniére. Soient u et v deux

. L. . N . 5 In(v) .
entiers supérieurs ou égaux a 2. On raisonne par ’absurde et on suppose que () €St rationnel.

Par conséquent, il existe (p,q) € Z* x N* tel que :

In(v) p

In(u) ¢
donc :
qIn(v) = In(u)p,
un passage a l’exponentielle donne que :

v? =P,

Or d’aprés I'exercice 497, comme u est premier avec v, alors v? et u? sont premiers entre eux. C’est
égalité est donc absurde puisque p et g sont différents de 0.

EXERCICE 501 (@) ) par Alexandre C.

En utilisant l'exercice 462, montrer que si a > 2 est un entier, m et n deux éléments de N*|
alors a™ — 1 et ™ — 1 ont pour pged a™ " — 1.
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Démontrons par récurrence forte sur k € N* la propriété P (k) suivante :

"Y(m,n) € N*>, Si max(m,n) =k alors (a™ —1)A(a"—1)=a™"" —1"

P(1) : Si max(m,n) = 1 on a nécessairement m =n = 1 (car m,n € N*) donc

(@™ —1)A(@ —1)=(a—1)A(a—1)=a—1=a'"' —1 donc P(1) est bien vérifée.
P(1),P(2),...,P(k)=Pk+1) :

Supposons P(1),P(2),...,P(k) vérifiées et montrons P(k + 1).

Soient m,n € N* tels que max(m,n) =k + 1.

eSim=n=%k+1 on a évidemment :
a" — DA -1 =dT —1=a"" -1
(

et la propriété est vérifiée.

e Sinon, m et n jouant des roles symétriques, on peut supposer sans perte de généralité que
m=k+1>n.

D’aprés 'exercice 462 on sait que si r désigne le reste de la division euclidienne de m par n on a :
(@ =1 A@—-1)=(@" —1)A(a" —1).

Par définition de r, on a r < n < k+ 1 si bien que n = max(r,n) < k+ 1 et P(n) étant vraie on
sait que :
(@" —1)A(a" —1)=a""" —1.

Or, comme 7 est le reste de la division euclidienne de m par n, on sait que m An =n Ar (c’est
ainsi que fonctionne l'algorithme d’Euclide) donc finalement :

(@™ =A@ -1)=(@" -1)A(a"=1)=a"" —1=a"" -1

donc (a™ — 1) A (a™ — 1) = @™ — 1, ce qu’on voulait démontrer. Ainsi P(k + 1) est vérifiée.
Conclusion : Quelque soit k € N*, P(k) est vérifiée donc :

V(m,n) € N?,  (a™ —1) A (a" — 1) = a™" — 1.
Rédaction alternative :

On raisonne par double divisibilité.

mAn m

e Montrons d’abord que a — 1 divise (a™ — 1) A (a™ — 1). Pour cela, on remarque que si k | n,
disons n = k¢, on a
a" = (a®)f=1 (moda* —1).

Comme m A n divise m et n, a™"\"

(@™ —1) A (a™ —1).

— 1 divise donc bien a™ — 1 et a™ — 1, c’est-a-dire qu’il divise

e Posons désormais d = (a™ — 1) A (a™ — 1) de sorte que d divise ¢ — 1 et a™ — 1 et montrons
que d divise a™" — 1. Modulo d, on a a™ = 1 et a™ = 1 donc a*"*" = 1 (mod d) pour tous
u,v € Z. (Ici, le calcul de puissance est fait modulo d, et a=* désigne I'inverse de a modulo d.) En
particulier, pour um + vn = m A n (théoréme de Bézout), on trouve

a™" =1 (mod d)
c’est-a-dire d | a™" — 1.

mAn

En conclusion, on a montré que d divisait et était divisible par a — 1, donc les deux sont égaux,

étant des nombres entiers positifs.

12.4 Lemme de Gauss, inversion modulaire
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EXERCICE 503 (@) par Térence Soit n € N.

(2n+1) <2:) —(n+1) <2”n+ 1> .

2
b) Montrer que n + 1 divise ( n>
n

a) Vérifier que

a) Soit n € N,

2n
n

(2n)!
nl(2n —n)!

= = (2n+1)

(n+1) < n!(2n+1—n)! nl(n+ 1)n!

done (n + 1) <2”n+ 1) —(2n+1) (Z‘) .

b) (n+ 1)(2"”+ 1) - (2n+1)<2:> ot (2”; 1) eN

2 1
alorsn+1(2n+1)< n >.Deplus, 2(n+1)—2n+1) =1,
n

2n+1> _ (1)1 (n+1)(2n +1)(2n)! _ (2n+1)(

n

donc, I(a,b) € Z?, a(n+ 1) +b(2n +1) = 1.

D’aprés le théoréme de Bezout n 4+ 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux.
2n . .

n+1](2n+1) et n+ 1 et 2n + 1 sont aussi premiers entre eux.
n

2
Ainsi, d’aprés le théoréme de Gauss, n + 1 divise ( n)
n

EXERCICE 504 ((2)) par Wéline

On se propose de déterminer I'ensemble E des couples (z;y) € Z? tel que 6x — 15y = 3

a) Montrer que, si (z;y) € Z?, on a :
(r;y) e E<—=2(x—-3)=5(y—1)
b) En utilisant le lemme de Gauss, montrer que :

E={(t+32t+1) ; teZ}

(r;y) € B <= 6z — 15y =3
(r;y) e E<=32zx—-5y—1)=0
(r;y) eE<=2r—5y—1=0
(r;y) e E<=2r—5y—6+5=0
(x;y) e E<—=2(x—-3)—-5(y—1)=0
(wy) eE=2(x—3)=5(y—1)
b) Grace a la question précédente, nous déduisons que :
2| 5(y—1) et 2 ne divise pas 5 donc

d’aprées le lemme de Gauss 2 | y — 1
Il existe donc t € Z tel que y — 1 = 2t donc y = 2t + 1.

5] 2(xz —3) et 5 ne divise pas 2 donc
d’aprés le lemme de Gauss 5 | z — 3
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11 existe donc ¢’ € Z tel que z — 3 = 5¢' donc x = 5t + 3.
Montrons maintenant que si (z;y) sont solutions de F alors t = ¢’ :

6(2t+3)—15(2t' +1) =3
< 30t +18 —30t' —15=3
= 30(t—t)=0
—=t-t'=0
—t=t
Pour conclure on a bien vérifier 1’égalité suivante :

E={(t+3;2t+1) ; teZ}

EXERCICE 505 (@) ) par Wéline

Soit a et b deux éléments de N* et ¢ € Z. On note 0 le pged de a et b. On se propose de
déterminer 'ensemble E des couples (z;y) € Z? tel que ax +by = c. On écrit a = da’ et b = &b’
ou a’ et b sont deux entiers premiers entre eux.

a) Montrer que E est non vide si et seulement si § | c.

On suppose dans la suite que § | ¢. On fixe un élément (zo;yo) de E.

b) Pour (x;y) € Z2, vérifier que :

(r;9) € E<=ad (. —x0) =V (yo — v)

¢) Montrer que :
E={(yo+tb';y0 —ta) ; t € Z}

ar+by=c
<~ ddz+dby=c
= d(dz+by) =c

Comme 0 et a’x + b'y appartiennent & Z, on peut donc dire que : 0 | ¢ et o’z +V'y | ¢. Donc on
a bien I’équivalence :

E#0<=d|c

b) Comme (xg;y0) € E, on sait que axg + byg = c.
(r;y) e E<=ar+by=c

(x;y) € E <= ax + by = axo + byo
(z;y) € E <=6 (a'z +b'y) =6 (a'zg + b'yo)
(r;y) e E<= 6 (d'z+Vy) — 6 (a'zg+byo) =0
(z;y) € E<= 6 (d'x+by—a'zo—byy) =0
(5y) € E<=d'z+Vy—adzy—byo=0
(w;39) € E <= d' (x —x0) + ' (y —y0) =0
(71y) € E == d' (v — x0) = =" (y — yo)
(v;y) € E<=ad (. —x0) =V (yo — v)

¢) Grace a la question précédente, nous déduisons que :
a | b (yo—y) et @’ ne divise pas b’ donc
d’aprés le lemme de Gauss a’ | yo — y.
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11 existe donc ¢ € Z tel que yg — y = a’t donc y = —a't + yo.
b | @' (x — xg) et b ne divise pas a’ donc
d’aprées le lemme de Gauss b | © — xo.
1l existe donc ' € Z tel que z — xg = b't’ donc & = V't’ + . Montrons maintenant que si (x;y)
sont solutions de F alors t = ¢’ :
axr +by=-c

= aW't' +zo)+b(—dt+y) =c
= ab't' +axg —ba't +byy = ¢

= ab't! —bd't+c=c
> ab't' —bad't=0

< 6a'b't' — oba't =0
=5 (t' —t)=0

—t'—-t=0
=t =t
Pour conclure on a bien vérifié ’égalité suivante :

E={(yo+tb;yo—ta') ; t € Z}

EXERCICE 506 ((®) ) par Daniel

Soient a et b deux éléments de N* premiers entre eux.
a) Montrer que ab— a — b n’est pas de la forme au + bv avec u et v dans N.

b) Montrer que si n est un entier > ab —a — b+ 1 alors n s’écrit au + bv ot (u,v) € N2. On
pourra remarquer que les n — au pour v € {0,...,b— 1} sont supérieurs ou égaux a 1 — b
et ont des classes modulo b distinctes.

2)

On suppose :
J(u,v) €N? ab—a—b=au+bv

<— aut+bv—ab+a+b=0
—alu+1—->b)=-bv+1)

Donc a | b(v + 1), donc, d’aprés le lemme de Gauss, a | v+ 1.

De méme, b | a(u+1—>),donc b|u+1—0bdoncb|u+ 1.

Doncv>a—1etu>b-—1.

Doncab—a—b>a(b—1)+bla—1).

Donc ab —a — b > 2ab — a — b ce qui est absurde car ab > 0.

Démontrons d’abord la remarque de 1’énoncé :

La plus petite valeur possible d'un n — au est pour n =ab—a —b+1et u=>b— 1. Alors :

n—au=ab—a—-b+1—alb—1)=1-0

Les n — au sont donc supérieurs ou égaux a 1 — b.
Montrons que les n — au ont des classes modulo b distinctes. On raisonne par ’absurde. Sup-
posons :

J(u,u’) € [0,b—1]*,n — au = n — au'[b]

Donc au = au'[b]. Donc :

bg+1r=au
’ 2 . q

(g, ¢") e N*,Ir € 0,0 1]]’{bq’+r=au’
Donc b(q — ¢') = a(u — ).

Donc bla(u — u').

Donc b|(u — ') d’apres le lemme de Gauss.

Donc b < |(u — u')].
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Donc b < b —1 ce qui est absurde.
Les b entiers n — au ont donc tous des classes modulo b distinctes. Or il n’y a que b classes
possibles. Donc :

Vr e [0,b—1],3u € [0,b — 1], n — au = r[b].

Et notamment :
Ju € [0,b—1],n — au = 0[b)].

C’est-a-dire : Jv € Z,n — au = bv.

Orbv>1-b.

Donc bv > 0.

Donc v € N.

Donc Vn > ab—a—b+1,3(u,v) € N2, n = au + bv.

EXERCICE 507 ((® ) par Adrien R et Daniel

Les notations sont celles de ’exercice précédent.

a) Montrer que si I'entier n < ab—a — b s’écrit au+ bv avec u et v dans N, alors cette écriture
est unique.

b) Dénombrer 'ensemble {(z,y) € N azx + by < n}.

¢) Déterminer le nombre d’entiers naturels qui ne peuvent pas s’écrire sous la forme au + bv
avec (u,v) € N2

a)

On remarque que, si n < ab—a —b, alors u < b— 1. A partir de cette remarque, on va pouvoir
raisonner par I’absurde. Supposons que I’écriture de n n’est pas unique, c’est a dire :

J(u,u’) € [0,b—1]%,I(v,v") € N*  n = au + bv = au’ + bv'.

Donc a(u—u') = b(v" —v). Done bla(u —u'). Donc, d’aprés le lemme de Gauss, b|(u —u’). Donc
b<wu—1u,donc b<b—1 daprés la remarque, ce qui est absurde.

Une autre démonstration est possible, en partant de la méme remarque, et en utilisant la
résolutions équations diophantiennes : en effet, I’ensemble des solutions dans Z de ax + by = n
est S = {(u+kb,v—ka),k € Z}. Ici seul k = 0 satisfait u € [0,b — 1].

On pose N = ab — a — b. On veut dénombrer E = {(x,y) € N?, ax + by < N}.
Soit n un entier, on pose (u,v) € Z* tel que n = au+bv et 0 < u < b— 1. (En effet, existence
d’un couple (ug, vg) tel que aug + bug = n est garantie par le théoréme de Bézout. L’ensemble

des solutions dans Z de ax + by = n étant S = {(ug + kb, vg — ka), k € Z}, si on pose la division
euclidieunne de ug par b, ug = bq + r, r est solution et appartient a [0,b — 1].)

On suppose n < N. On note P, le nombre de couple (z,y) € N? tel que az + by = n. On sait
d’apres le a) que P, <1 et d’aprés I'exercice précédent que Py =0

On veut montrer que P, =0< Py_, = 1.

Supposons P, = Py_, = 1, alors il existe (z,y) € N2 tel que n = az + by et (2/,y') € N? tel
que N —n = az’ 4+ by, alors N=a(z + ') + b(y + ¢/'), absurde. Ainsi Py_,, =1= P, = 0.

Supposons P, = 0. On a (u,v) € Z2 tel que n = au+bv et 0 <u < b— 1. On a alors v < 0.

Ainsi :
N-n=ab—a—-b—(au+bv)=alb—u—1)+b(-v—1)
Or, - b+1<—-u<0donc0<b—u—1etv<0donc—v—12>0donc N —n s’écrit sous la

forme aw’ + bv’ o v’ et v/ sont des naturels. On a P, =0 = Py_,, = 1.
Dés lors pour tout 0 <n < N, on a :

P,+Pn_p=1
N N N N
E|=S P,= 3 Py_, Ainsi, 2|E| = S (P + Py_n) = 3. 1.
n=0 n=0 n=0 n=0
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N+1 (a—1)(b—1)
2 2

On a donc |E| =

¢) On sait d’aprés 1’exercice précédent que tout nombre supérieur & N peut s’écrire au + bv donc

lensemble des nombres ne pouvant pas s’écrire sous la forme au + bv est {0,--- , N}\E de

-1b-1
cardinalN+1f|E|:%

EXERCICE 508 ((1)) par Wéline

Déterminer I'inverse de 7 modulo 100, puis résoudre dans Z la congruence 72 = 54 [100]

On sait que 7 et 100 sont premiers entre eux, on peut donc dire qu’il existe un entier naturel k tel
que k € [0;99] et vérifie :
7k = 1[100]

Si on prend k = 43, on obtient :
43 x 7 =43 x 7]100]

= 43 % 7 = 301 [100]
Et 301 = 1[100], ce qui nous permet d’affirmer que :

43 x 7= 1[100]

Maintenant que nous avons pu trouver l'inverse de 7 modulo 100, nous pouvons résoudre la

congruence :
Tz = 54 [100]

— 43 x Tz = 43 x 54 [100]
= z = 2322[100]
= z = 22[100]

Vérifions ensuite la réciprocité :
x = 22[100]

= Tz =7 x 22[100]
= Tz = 154[100]
— Tz = 54[100]

Donc les solutions de la 72 = 54 [100] sont les z tel que
x = 22[100].

EXERCICE 509 ((1)) Par Alexandre C

1. Calculer les inverses modulo 8 des entiers de {0, ...,7} premiers a 8.
2. Calculer les inverses modulo 10 des entiers de {0,...,9} premiers a 10.

1. Les entiers de {0,...,7} premiers & 8 = 23 sont les entiers impairs c’est-a-dire 1;3;5;7. On
trouve que

— L’inverse de 1 modulo 8 est 1
— L’inverse de 3 modulo 8 est 3
— L’inverse de 5 modulo 8 est 5
— L’inverse de 7 modulo 8 est 7

car 1 x 1 =1 [g]).
car3x3=9=1[8].)
car 5 x 5 =25 =1 [8]).
car Tx7=(—-1)x (-1) =1 [8]).
2. Les entiers de {0,...,9} premiers & 10 = 2 x 5, sont les entiers impairs de {0, ...,9} sauf 5,
c’est-a-dire 1;3;7;9. On trouve que
— L’inverse de 1 modulo 10 est 1 (car 1 x 1 =1 [10]).
— L’inverse de 3 modulo 10 est 7 (car 3 x 8 =21 =1 [10]).
— L’inverse de 7 modulo 10 est 3.
— L’inverse de 9 modulo 10 est 9 (car 9 x 9 = 81 =1 [10]).

S~~~ ~
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EXERCICE 510 ((2)) par Wéline

Soit n > 2 un entier. Montrer que n est premier si et seulement si tout élément de {1;...;n—1}
admet un inverse modulo n.

Le fait que n soit premier est équivalent au fait que n’est que 1 comme diviseur dans [1;n — 1].
Donc le seul diviseur commun entre n et un entier dans [1;n—1] est 1, on a done que n est premier
avec tous les entiers de [1;n — 1]. Or si on prend a € [1;n — 1], comme a et n sont premier entre
eux, on a qu’il existe un entier z tel que :

az = 1[n]

Donc x est I'inverse de @ modulo n. On peut donc bien conclure que le fait que n soit premier est
équivalent & ce que tous les entiers compris entre 1 et n — 1 admettent un inverse modulo n.

EXERCICE 511 (@) par Léo

Soit p un nombre premier
a) Justifier que tout a € {1,...,p — 1} admet un unique inverse modulo p, que 'on note i(a)
b) Montrer que les seuls a € {1,...,p — 1} tels que i(a) = a sont 1 et p — 1 (qui sont égaux si
p = 2 et distincts sinon).
p—1
¢) En regroupant judicieusement les facteurs du produit H a, établir le théoréme de Wilson :

a=1

(p—1)!=-1 (mod p)

d) On suppose que n > 2 est un entier tel que (n — 1)! = —1 (mod n). Montrer que tout
élément de {1,...,n — 1} admet un inverse modulo n et en déduire que n est premier.

a) Puisque p est premier et que tous les éléments de {1,...,p — 1} sont strictement inférieurs a p
ils sont tous inversibles, donc admettent au moins un inverse. De plus, d’aprés le Théoréme 33.,
ces inverses sont tous uniques modulo p, ce qui justifie la proposition.

b)
i(a) =a <= a*=1 (mod p)
<~ (a—1)(a+1)=0 (mod p)
< a=1 (modp)oua=-1 (modp)

(2)

< a=1loua=p—-1

c¢) Puisque tous les éléments de {1;...;p — 1} admettent un unique inverse dans {1,...,p — 1}, il
suffit de les regrouper a l'intérieur du produit :

p—1
[[e=1-]|2-i@| |3-i@ | .-p-1 (modp)=p-1=-1 (mod p)
a1 SN—— N——"

=1[p] =1[p]

d) 1l suffit de remarquer que

Vae{l,..,n—1}, —a- H i=1 (modn)
iefl,...n—1}\{a}

Par conséquent, tous les éléments de cet ensemble sont inversibles modulo n, i.e.; ils sont tous
premiers avec n, donc n est premier.

EXERCICE 512 (@) par Quentin

Soit n > 6 un entier non premier. Montrer que n divise (n — 1)!.
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Distinguons deux cas :

-Cas1:sin =abavecaetbdans [2,n—1] ona < balors (n—1) = 1x...xax..xbx..x(n—-1) =
n|(n —1)!

-Cas 2 : n = ab avec a et b dans [2,n — 1] o a = b pour tout couple de diviseurs associés stricts.
Alors n = p? oil p est premier puisque sinon on peut se rapporter au premier cas. Comme p > 2
onan=p>>2p>pet(n—1!=1x..xpxX..x2px..x(n—1)=n|(n—-1).

12.5 Complément : racines rationnelles d’un polynéme

EXERCICE 513 (@) Par Alexandre C

On a montré en 6.3.1 que I’équation z° — 52 +7 = 0 admet une unique solution réelle. Déduire
du théoréme 34 que cette solution est un nombre irrationnel.

On raisonne par ’absurde. On suppose que 'unique solution réelle de 1’équation
2’ —5r+7=0
soit rationnelle. D’aprés le Théoréme 34, cette solution, notée n, est entiére. Ainsi on a :
n’—5n+7=0, nez
donc n(n* —5) = —7. Comme 7 est premier, on en déduit que
(TL,TL4 - 5) € {(17 *7); (717 7)’ (77 71); (77, 1)}

Or,

— Sin=1lonan*—-5=—-4#-T.

— Sin=—1lonan*—-5=—-4#-T.

— Sin=7onan*—-5>1doncn*—-5+#1.

— Sin=7onan?*—-5>1doncn*—5+#1.
donc il n’existe aucun n € Z tel que :

(n7n4 - 5) € {(17_7)5 (_177)3 (7, _1)§ (-7, 1)}

ce qui est absurde et conclut.

EXERCICE 514 ((2)) Par Lancelot

Déduire du théoréme 34 que, si k > 2 est un entier et n € N*, le nombre {/n est un rationnel
si et seulement s’il est entier, i.e. si et seulement si n est puissance k-iéme d’un entier.

Soient k£ > 2 un entier et n un entier naturel non nul. On considére le polynoéme :
P(X):=XF_n.

On raisonne par double implication (notons que le sens réciproque ne pose aucun probléme). Pour
le sens direct Supposons que {/n soit un rationnel que I'on écrit % avec (p,q) € Z x N*. Ainsi, ¥/n
est une racine rationnelle du polynéme P. En vertu du Théoréme 34, on a donc que ¢ divise 1,

d’ou ¢ = 1. Par suite, {/n = p, soit que n est la puissance k-iéme d’un entier ce qui était voulu.

EXERCICE 515 (@) ) Par Alexandre C

Trouver un polynoéme unitaire de degré 4 a coefficients dans Z sont v/2 + v/3 soit racine et en
déduire que V24 /3 est irrationnel, ce que 'on a établit autrement dans ’exercice 21 de 1.4.

On a: (vV2+3)? =5+ 2V6.
(V24 3)* = (5+2v6)2 = 25+ 4 x 6 4 20v/6 = 49 + 201/6.
Si bien que (v2 +v/3)* —10(v2 +v3)24+1=0.
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Ainsi, v/2 + /3 est racine de X* — 10X? 4+ 1 qui est un polynome unitaire a coefficients en-
tiers.

Alors, d’aprés le théoréme 34, si par 'absurde v/2 + v/3 était rationnel, il serait entier.

Or, on peut vérifier facilement que 3 < v/24 /3 < 4 donc v/2 + v/3 ne peut pas étre entier, ce qui
est donc absurde.

C’est pourquoi, v/2 + v/3 est irrationnel.

EXERCICE 516 (@) ) par Alexandre C

a) Soient 7 et xo deux nombres rationnels tels que x1 + x2 et x1z2 soient entiers. Montrer
que z1 et xo sont entiers.

b) Donner deux nombres réels irrationnels x; et zo tels que x1 + x2 et z1xo soient entiers

c¢) Soient x1,x2 et xg trois nombres rationnels tels que x1 + x2 + '3, T122 + T2x3 + T3x1 soient
entiers. Montrer que x1, x5 et x3 sont entiers

a) x1 et xo sont des rationnels racines du polynome unitaire & coefficients entiers (x —x1)(x —x2) =
x? — (z1 + 2)x + 122 donc sont entiers en vertu du théoréme 34.

1-+5 14++/5

et xo = 3

b) En posant z; = on a

1—+5)(1 5
r1+axo=1€7Z et ZEl.’EQ:( \/;)(2—1_\[):_162

c¢) En faisant ’hypothése que zixox3 est entier, alors :
Le polynéme

(x —z1)(z — x2)(x — 23) = z® — (1 + 22+ xg)x2 + (x129 + 2ox3 + T321 )T — T1T2X3

est un polynome unitaire & coefficients entiers qui s’annule en x1, x5 et 3 donc x1, x3, r3 sont des
entiers d’aprés le théoréeme 34.

EXERCICE 517 (@) ) Par Lancelot
1. Montrer que, si n € N, il existe un unique polyndéme P,, a coefficients réels tels que
VO € R, P,(2cos(f)) = 2cos(nb).

Expliciter, Py, Py, P>, Ps.
Montrer que, pour tout n € N, P, est a coefficients dans Z.

Montrer que, si n > 1, P, est unitaire.

oUk N

En utilisant la question c. de 'exercice précédent, montrer que si r est un nombre ration-
nel tel que cos(7r) soit rationnel, alors 2 cos(7r) est entier : c’est le résultat de I’exercice
396.

1. Soit n un entier naturel. Alors on a :
2 cos(nf) = 2T,,(cos(0)),

11 suffit alors de poser :
X

P, (X) := 2T, <2> .

Observons que son unicité provient du fait que si un autre polynoéme existait, alors il coinci-
derait sur [—2;2] qui est un intervalle infini.
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2. En se servant des premiers polyndémes de Tchebychev, on a que :

Py=1
P =X
P,=X?-1
P; = X3 - 3X.

3. On montre ce résultat par récurrence double sur n.
— Initialisation. Question précédente.
— Heérédité. On fixe n € N tel que n > 2 et tel que P, et P,,_1 soient & coefficients entiers.
En utilisant la relation de récurrence vérifiée par les polynémes de Tchebychev on obtient

que :
X X X
T, - | =XT, | -Tu| =)
X X X
2Tn+2 <2) == 2XTn+1 (2> - 2Tn <2> B

Ppi2(X) = XPi1(X) — Po(X),

soit :

ce qui est également :

d’ott P, 12 est a coefficients entiers, puisque somme de polynémes qui le sont.
Du principe de récurrence on déduit que pour tout n € N, le polynéme P, est & coefficients
entiers.

4. Soit n € N. On sait que T, est de degré n et de coefficient dominant 2"~ (cf exercice 446).
Par suite :

1
dom(P,) = 2d0m(Tn)2—n =1,

d’ou P,, est unitaire.

5. Dans I’hypothése ou 7 est un rationnel tel que cos(7r) soit rationnel, alors on écrit 2 cos(nr)
qui est un rationnel % avec (p,q) € Z x N*. On a alors que :

Pyy(2cos(nr)) —2 =0,
autrement dit, 2 cos(nr) est racine d’un polyndome a coefficients entiers, donc en vertu du

Théoréme 34, g = 1 car P, est unitaire en raison de la question d. Donc 2 cos(7r) est entier
ce qu’il fallait démontrer.

12.6 Décomposition en facteurs premiers

EXERCICE 518 ((2)) par Quentin LEPINE

Déduire le théoréme 30 de I’énoncé précedent et de la remarque 2 de 12.3.

Soient a, b, n, des entiers relatifs, on veut montrer que si n n’est pas premier a ab, alors n n’est
pas premier & a ou a b.

On a n qui n’est pas premier & ab donc d’aprés la remarque 2 de 12.3 il existe p premier tel
que p | n et p| ab.

Or, d’aprés le théoréme 35, si p | ab alors p | a ou p | b.
Onadoncp|netp|aoup|netp]|bd Alors p est un diviseur premier de n et a ou p est
un diviseur premier de n et b.

Ainsi, d’aprés la remarque 2, n n’est pas premier a ¢ ou n n’est pas premier & b.

On a donc montré que si n n’est pas premier & ab, alors n n’est pas premier & a ou b.
Par contraposée, si n est premier & a et b, alors n est premier & ab.

Plus généralement, soient r > 2 entier, a1, . ..a, entiers relatifs et n entier relatif, on veut montrer

344



I

que si n n’est pas premier a H a;, alors n n’est pas premier a au mois un des a;, 1 <17 <r.

i=1
r T
Puisque n n’est pas premier a H a;, d’apres la remarque 2 il existe p premier tel que p | H a; et
i=1 i=1

p | n.

T
Or, d’aprés le théoréme 35, si p divise H a;, alors p divise au moins un des a;.
i=1
Donc p est un diviseur premier d’au moins un des n A a;.
Alors d’apreés la remarque 2, n n’est pas premier & au moins un des a;.

i
On a donc montré que si n n’est pas premier a Hai, alors n n’est pas premier a au moins
i=1
un des a;.
T
Par contraposée, si n est premier a chacun des a;, alors n est premier & H a;.
i=1

On retrouve donc bien le théoréme 30.

EXERCICE 519 (D)) par Axolotl

a) Déterminer les diviseurs 75000. Quel est leur nombre ?

b) Méme question pour 2022

a) Les diviseurs de 75000 = 23 - 3 - 5° sont :
1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,20, 24, 25, 30, 40, 50, 60, 75, 100, 120, 125, 150, 200, 250, 300, 375, 500, 600, 625, 750, 1000, 1250, 1

Nous pouvons tous les compter, mais une maniére plus élégante et moins chronophage pour déter-
miner le nombre de diviseurs est de faire le raisonnement suivant :

Soit aq, ag, ...a, les exposants des n facteurs premier d’un nombre N. Pour chaque facteur premier,
on peut choisir jusqu’a a; + 1 exposants possibles. Il ya donc (a1 + 1)(ag + 1)...(a, + 1) diviseurs
de N.

En l'occurence, il y a (34 1)(1 4 1)(5+ 1) = 48 diviseurs de 75000

b) 2022 = 2 - 3 - 337, ses diviseurs sont au nombre de 2-2 -2 = 8 et sont :
1,2,3,6,337,674,1011 et 2022

EXERCICE 520 ((2)) par Adrien
Déterminez les couples (z,y) d’éléments de N* tels que x Ay = 5 et xy = 300.

Analyse : Soient = et ', deux naturels non-nuls. Car x Ay = 5, il existe deux naturels non-nuls '
ety tel que x = b5z’ et y = 5y’. Ainsi, 252’y = 300, ¢’est-a-dire 'y’ = 12.

Notons D(n) Pensemble des diviseurs (positifs) d’un naturel non n. On a D(12) = {1;2; 3; 4;6; 12}.

Ainsi, les potentiels couples solutions, (z’,y’) sont : (1;12); (2;6); (3;4); (43); (6;2) et (12;1).
C’est-a-dire que les potentiels couples solutions (z,y) sont : (5;60); (10;30); (15;20); (20;15);
(30;10) et (60;5).

Syntheése : 1l est facile de vérifier que chaque produit x - y est bien égal & 300. Il faut désormais
vérifier que x Ay = 5. Car Ay = y A z, nous pouvons nous contenter de ne vérifier que les 3
premiers couples.

Nous avons : 5 A 60 =5; 15 A 25 = 5 mais 10 A 30 = 10.
Ainsi, les couples solutions sont (5;60); (15;25); (25;15) et (60;5).
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EXERCICE 521 ((2)) Par Paul

Quels sont les entiers naturels n pouvant s’écrire sous la forme ab ol a et b sont deux entiers
supérieurs ou égaux a 27?7

Prouvons qu’il s’agit de tous les entiers non premier plus grand que 2 (1 ne peut évidement pas
s’écrire sous cette forme).

Raisonnons par l'absurde pour montrer qu'un entier n premier ne peut pas s’écrire sous cette
forme : Si n est premier et n = ab avec a et b deux entiers supérieurs ou égaux a 2. Alors on a a
qui divise n, de plus a # 1 car a > 2 et a # n car a = § < 5 < n. Ainsi, n a au moins 3 diviseurs
positifs (1, a et lui-méme) et donc n n’est pas premier, ce qui contredit la supposition.

Prouvons maintenant que tout entier naturel non premier (et différent de 1) peut s’écrire sous cette
forme : Soit n > 2 un entier non premier. n a donc au moins 3 diviseurs et donc en a forcément 1
différent de 1 et de n, notons a ce diviseurs. Onaa <ncara|ndoua€2,3,--- ,n—1lcara#1
et a # n. Notons b = =, b est bien entier car a divise n. De plus, comme a < n,onab= 2 >1
et comme b est entier, b > 2. Ainsi, pour tout n > 2 non premier, il existe a et b deux entiers
supérieurs ou égaux a 2 tels que ab = n.

EXERCICE 522 ((2)) par Adrien I

Déterminer les n € N* tel que nV 6 = 96

Raisonnons par analyse-synthése.

Analyse : D’aprés I’énoncé, il existe deux naturels non-nuls k, k' tel que 96 = 6k et 96 = nk’.
Notons D(n) 'ensemble des diviseurs (positifs) d’un naturel non n.

On a D(96) = {1;2; 3;4; 6; 8; 12; 16; 24; 32; 48; 96 }. Ainsi, n € D(96).

Synthése : Nous devons désormais calculer le ppcm de chaque potentiel n avec 6. Il n’est pas
nécessaire d’utiliser la formule du ppem dépendant du pged.
— Dans un premier temps, il est aisé de remarquer que 1V6=2V6=3V6=6V 6 =6.
— De plus, 12 apparait, et dans la table de multiplication de 4, et dans celle de 6. Donc
4V 6 =12, car 6 n’est pas multiple de 4.
— 12 est un multiple de 6, donc 12V 6 = 12. De méme, 24V 6 = 24, 48V 6 = 48 et 96 V 6 = 96.
— On remarque que 6 n’est ni diviseur de 8, ni de 16, mais de 24. Donc 8 V 6 = 24. De méme,
16 V 6 = 48. Finalement 32 V 6 = 96.
Ainsi, n € {32;96}.

EXERCICE 523 ((2)) par Adrien I
Quel est le plus petit n € N* tel que d(n) = 10.

Remarquons que 10 = 2 -5 = 1-10. Ainsi, d’aprés la remarque 1 du cours, le nombre que nous

cherchons peut s’écrire de deux maniéres : si p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, alors
_ 21 5-1 _ 4 _ 1—1,10-1 _ 0.9

n=p- q =pg oun=p °q =pgq.

Car la fonction f : = +— z”, avec n un entier naturel non-nul, est croissante, nous essayons de

minimiser p et ¢q. Ainsi, p = 2 et ¢ = 3 ou l'inverse.

Dans le premier cas, on trouve que n = 2-3* = 158 ou n = 3 - 2* = 54. Donc le plus petit n est ici
54. Dans le second cas, on trouve que le plus petit n possible est n = 29 = 512.

Nous avons donc montré que le plus petit n tel que d(n) = 10 est 54.

EXERCICE 524 ((2)) Par Lancelot

Soient @ et b dans N* Montrer que a divise b si et seulement si a? divise b2.
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On raisonne par doubles implications. Pour le sens direct. Supposons que a divise b. Alors il existe
un entier k tel que : ka = b. Donc k%a®? = b2. Donc a? divise b par définition. Pour le sens
réciproque. Supposons que a? divise 2. On écrit a et b a ’aide de leur décomposition en facteur

premier :
P a
a:pr” et b:Hpil.
i=1 i=1

Ainsi, par hypothése de divisibilité :

b? ! 2.7”102& - 2.7,2-—. .
= H p2P = H p2P Hpi(ﬂ’ *)avec: Vi€ [1;r], 2(8i— o) > 0.
i=r+1 =1 Pi i=r1 =1

Un passage a la racine carrée dans I’égalité obtenue donne que :

b Tr BT Bia ‘
o= H prpf Y avec: Vie[L;r], Bi—a; >0,

i=r-+1 =1

Observons que alors que les deux produits sont entiers, donc a divise b, ce qui achéve I'exercice.

EXERCICE 525 (@) Par Mathieu B

Soient a et b dans N* tels que, pour tout entier n > 1, a™ divise b”t!. Montrer que a divise b.

En sachant I’équivalence suivante, avec m et n dans N* :
m|n<=VpeP,v,(m) < uvy(n)
Alors soient a et b dans N*, avec un entiern > 1l et p € P
vp(a”) < o, (6™

Cela donne alors,
n-up(a) < (n+1) - vy(b)

Nous obtenons ainsi,
1
op(a) < (14 ) -0y (b)
En sachant que le membre de droite est une suite convergente vers v,(b), par passage a la limite,
vp(a) < vp(b)

Cela conclut qu’avec a et b dans N* :
a divise b

EXERCICE 526 ((3)) Par Paul

Soient @ et b deux éléments de N* tels que a? = b>. Montrer qu'il existe ¢ € N* tel que a = ¢?

et b= 2.

Pour tout p premier tel que p | a, on a p | a®> = b> = p | b. De méme, pour tout p premier tel
que p | b,on ap|b® =a? = p| a. Ainsi, a et b ont les mémes facteurs premiers dans leurs
décomposition en facteurs premier. On peut donc écrire :

a=pit X xXpir et b:p{cl X oo x plT

Or,
Viel,---,n, Vpi(a2) = Vpi(b?’) = 2e¢; = 3f;

d’ou par le théoréme de Gauss :
3 | €; et 2 ‘ f,

On peut donc écrire e; = 3¢} et f; = 2f/ mais comme 2e¢; = 3f;, on a ¢; = f/. Notons alors
Vi€ l,---,n, a; = e, = fl. Prenons le nombre ¢ € N* tel que ¢ = p{* x -+ x p%». On a bien

63:p§a1 X---Xpia”zp? x---xpr"L:a
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et

2 2a1><“

— 2a, __ ,f1
=P "=

<X D] ><~-~><pffzb.

EXERCICE 527 ((3)) Par Paul.P

Soit n € N*. Exprimer en fonction de la décomposition de n en facteurs premier de n le nombre
de couples (z,y) € N*2

k
Soit n = H p;*, la décomposition en facteurs premiers de n. Trouvons une condition nécessaire
et sufﬁsanztelsur de tels x et y :
Comme n = zy, on a n | zy soit Vi € {1,2,....1}, pi* | zy. Or, z Ay = 1 donc d’aprés le théoréme
de Gauss soit p* | x soit p* | y (de plus p? avec h > e; ne divise ni x ni y, on peut le démontrer,
par I'absurde si p? divise = alors p/ divise n ce qui est absurde car le plus grand a tel que p¢ divise
n est e; par définition de la décomposition en facteurs premiers.) De plus comme zy | n il n’existe
pas de p premier tel que p | z ou p | y mais p 1 n.
Donc les décompositions en facteurs premiers de x et de y sont de la forme :

e=[]pfety=]]0"

i€EA i€A

avec A un sous ensemble de {1,2,...,1}
De plus on vérifie facilement que de tels x et y vérifient les conditions de I’énoncé.

Il existe donc une bijection entre les couples (z,y) vérifiant ’énoncé et les sous ensembles {1, 2...k},
il y en a donc le méme nombre.

Or on sait qu'il existe 2* sous ensembles de {1,2...k} (pour chaque élément il existe 2 possibilités,
soit ce dernier appartient au sous ensemble soit il n’y appartient pas), on en déduit qu’il existe
donc 2% de tels couples (z,7) .

EXERCICE 528 ((2)) par Adrien I

Soit n € N*. Montrer que n est le carré d’un nombre entier si et seulement si d(n) est impair.

Raisonnons par double implication :

= Supposons que n est le carré d’un nombre entier m. Alors, d’aprés le théoréme fondamen-

tal de larithmétique, il existe des nombres premiers p1, ps, ..., p, et des entiers naturels non-nuls
a1, g, ..y tel que m = TII_ po*. D’ott n = m? = II_;p?“. Ainsi, d(m?) = I}, (2a; +1). Or, le
produit de nombres impairs est impair, donc d(n) est impair. L’implication est vraie.

< Supposons d(n) impair. Alors, il existe ay, ag, ..., ay tel que d(n) = II7_; (a; + 1). Car d(n) est
impair, pour tout 1 < i <r, (a; 4+ 1) est impair, donc «; est pair. Il existe donc des entiers naturels
51, B2, ..., Br tel que pour tout 1 <i <7, a; = 20;.

On obtient donc d(n) = I7_,(25; + 1). Ainsi, il existe des nombres premiers pq,pa,...,p, €t un
r B

entier m tel que n = Z-:1101-6% D’ou n = (II_;p;")?. La réciproque est vraie, donc n est le carré

d’un entier si et seulement si d(n) est impair.

EXERCICE 529 () par Alexandre C.
a) Soit a € R™*. Quel est le minimum de la fonction

1—|—a:c7

€1, — !
x € [1,4+00] Ttz

b) Soient n > 2,k > 2 et r > 1 des entiers. On suppose que n admet r diviseurs premiers.

Montrer que
1+k\"
d(n*) > (;) d(n).
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1+ax
14+

f est dérivable sur [1, +oo] et quelque soit = € [1,+o0] on a :

a) Soit a € RT™* et soit f:x € [1,4+oo[— eR.

iy a(l4z)—(1+ax) a—1
) = (1 +a)? T2

Ainsi :

e Sia < 1, f est décroissante sur [1, +00o[ et son image admet pour borne inférieure sa limite quand
xr — +00 c’est-a-dire a.

e Sia>1, f estcroissante sur [1,+oo[ donc atteint son minimum en 1 qui vaut ta
b) Posons n = H p;" la décomposition en facteurs premiers de n.

i=1

- d(n* (ko + 1 L+k\"
On a d(nk) = 11;[1(19041 + 1) donc d(z?n)) — Z];II < Of: —:_1 > > ( —g ) ce qul conclut.

EXERCICE 530 (@) par Adrien R.

Soit E = {(m,n) € N x N*; m? — 1 = 2"}

a) Montrer que si (m,n) € E, m — 1 et m + 1 sont de la formes 2% avec k € N
b) Déterminer E

a) Si(m,n) € E, alors (m —1)(m+1) = 2™ donc (m — 1) et (m + 1) sont diviseurs associés de 2"
donc sont de la forme 2%, k € N

b) On pose (k, k') € N2, k <Kk telquem —1=2 et m+1= 2K On procede par disjonction de
cas en supposant (m;n) € F :
Sik=0,m—1=1et m+1=3donc 2" = 3 ce qui est absurde.
Sik=1,m—-1=2et m+1 =4 donc 2" = 8 cest-a-dire (m,n) = (3,3). Réciproquement
(3,3) e E
Sik>2 m+1=(m—-1)+2=2F+2etm+1=2" donc 2¥' "1 =2F1 41 or 28"~ est pair
et 28~ 4+ 1 est impair ce qui est absurde.
Ainsi, E est un singleton : E = {(3;4)}

EXERCICE 531 (@) par Adrien R.
Soit E = {(m,n) € Nx N*; 3™ —1=2"}

a) Montrer que si (m,n) € E et n > 3, alors m est pair. On pourra utiliser une congruence
avec un module bien choisi.

b) Déterminer E

a) On étudie les congruences de 3™ modulo 8
Pour m=0,3" =1 [§], pour m =1,3" =3 [8] et pour m =2,3" =1 [§]
Pour tout m pair, il existe k € N tel que m = 2k donc 3™ = (32)" [8] donc 3™ = 1*[8]. Donc,
si m est pair, 8 divise 3™ — 1. Si m impair, on pose k € N tel que m = 2k + 1.
3™ =332 [8] donc 3™ = 3 [8]. Donc si m est impair, 8 ne divise pas 3™ — 1.
Par contraposée, si (m,n) € E, n > 3, alors m est pair car 8 divise 2" donc divise 3™ — 1.
b) Sin > 3, on pose k € N tel que m = 2k. (m,n) € E = (3¥)" —1 = 2. On se raméne 2
'exercice précédent. Le couple solution doit satisfaire 3% = 3 et n = 3.
Réciproquement le couple (m,n) = (2, 3) est solution
Il reste a étudier le cas o1t 0 < n < 2 :il n’y a pas de solution pour n = 0, pour n = 1, on a
3™ = 3 donc m =1, le couple (1, 1) est solution
Il n’y a pas de solution pour n =2
On a donc F = {(1,1);(2,3)}
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EXERCICE 532 (@)
Soit p un nombre premier, a et —nulb d. On a D(12) = {1;2;3;4;6;12}.

Ainsi, les solutionseux éléments de N*. Montrer que :

vp(a +b) = min(vy(a); vp(b))

On pose m et n de N tels que v,(a) =m et v,(b) =n
il existe donc (r,s) € N? tels que a = p™r et b = p"s
On suppose sans perte de généralité que m > n, on a alors :

a—i—b:p"(pm_"—l—s)

Sim =mn, alors a4+ b = p™(r + s) donc v,(a + b) > min(m,n) comme voulu
Sim>mnalors a+b=p" (p™ " +s) donc vy(a+b) =n
En effet, si v,(a +b) > n on aurait p | s ce qui est faux.

Conclusion : vp(a + b) > min (vy(a),vp(b)) avec égalité ssi vy(a) > vy,(b)

EXERCICE 533 ()

Montrer que, pour n € N*, v/n? +n + 1 est un nombre irrationnel. On pourra appliquer la
remarque 7.

Soitn e N*,ona:n*<n’+n+1<(n+1)?
Donc, n? + n + 1 n’est pas une puissance 2-iéme d’un élément de N*.
Ainsi, vn? +n + 1 est irrationnel d’aprés la remarque 7.

EXERCICE 534 (@) par Mathieu B

Soient k > 2 un entier, a et b deux éléments de N* premiers entre eux, ¢ € N*. On suppose
que ab = c*. Montrer qu’il existe a’ et b’ dans N* tels que a — a/* et b = b'*

Soient k > 2 un entier, a et b deux éléments de N* premiers entre eux, ¢ € N*.
On suppose que ab = c* et on sait que a Ab =1
Ainsi d’aprés la caractérisation des puissances k-iémes avec p premier :

k| vy(ab)

Donc :
k| Up(a) + Up(b)

Raisonnons désormais par disjonction de cas :

eSip|a:

p1bdonc v,(b) =0
Ainsi :

vp(a) + vy (b) = vp(a)
De ce fait :

k| vp(a) et k| vp(b)
eSip|b:

p1adonc vy(a) =0
Ainsi :

vp(a) + vp(b) = vp(b)
De ce fait :

k[ vp(a) et k| v,(D)
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eSipta etptb:
vp(a) =0 et v,(b) =0

De ce fait :
k[ vp(a) et k| vy(D)

Nous venons de démontrer par disjonction de cas que pour tout nombre premier p :
k[ vp(a) et k | vp(b)

Ainsi d’aprés la caractérisation des puissances k-iémes :
Il existe a’ et b’ € N* tels que :
a=a%etb=0"*

EXERCICE 535 (@) ) par Mathieu B

Soient k > 2 un entier, n € N*,

a)Montrer que n(n+1) n’est pas de la forme m
b)Montrer que n(n + 1)(n + 2) n’est pas de la forme m
précédent.

¥ avec m € N*. On utilisera I’exercice précédent.

k avec m € N*. On utilisera I’exercice

a) Soit n € N*
Démontrons tout d’abord que n A (n+1)=1:
Etant donné que 1’on peut écrire :

(n+1)- (1) + (~1) - (m) = 1

Nous en déduisons, d’aprés le théoréme de Bezout, que n et n+1 sont premiers entre eux, n € N*.

Par contraposée de ’exercice précédent :
Avec n et n+1 premiers entre eux, nous savons que soit k > 2 un entier, s’il n’existe pas de a et b
dans N* tels que n = a* et n 4 1 = b¥ alors n(n+1) n’est pas de la forme m* avec m € N* :

Nous allons alors démontrer par absurde qu’il n’existe pas de a et b dans N* tels que n = a” et
n+1=>0bF
Supposons qu’il existe a et b deux éléments de N* tels que n = a* et n+1 = b*

Sachant :
n<n+1
Nous avons alors :
akb < vk
Alors avec k > 2,
a<b
Donc :
a+1<b
Ainsi :
(a+ 1) <dtF=n+1
Or

(a+1)* = Z (o =1vars Z (F)or-

k:

Conséquemment, avec a n:
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Cela est absurde, car a € N* et k un entier > 2.
Alors il n’existe pas de a et b dans N* tels que n = a* et n + 1 = b*

Ainsi d’aprés la contraposée de l’exercice précédent, avec n € N*, k un entier > 2 et n et n+1
premiers entre eux : n(n + 1) # m*, m € N*

b)Soit n € N*
Nous savons que :
n(n+2) =n?+2n

Nous pouvons alors écrire que :
> +2n) - (- +n+1)-(n+1)=1
Nous en déduisons d’aprés le théoréme de Bezout que (n+1) et n(n+2) sont premiers entre eux.

Raisonnons par contraposée de I’exercice précédent :
Avec (n+1) et n(n+2) premiers entre eux, nous savons que soit k > 2 un entier, s’il n’existe pas
de a et b dans N* tels que n + 1 = a* et n(n + 2) = b* alors n(n+1)(n+2) n’est pas de la forme

mP* avec m € N* :

Nous allons alors démontrer par 'absurde qu’il n’existe pas de a et b dans N* tels que n + 1 = a¥
et n(n +2) = b

Supposons qu’il existe a et b deux éléments de N* tels que n + 1 = a” et n(n + 2) = b¥

Nous avons :
aF=n+1)=nn+2)+1=0"+1

Ainsi,
a?t —bvh =1
Donc,
k-1
(a2 _ b) Za2lbk7171 -1
i=0
Alors,
(a®~b) |1
Ainsi,
(b—a®) |1
Conséquemment,
b—a?=1
Donc,
a?+1=»b
Ainsi,
a?<b
Donc avec k > 2,
a?k < ¥
Pour finir,
A

Nous aboutissons a une absurdité car b € N* et k > 2.
Il n’existe alors pas de a et b dans N* tels que, avec k un entier > 2, n+ 1 = a* et n(n +2) = v*.

D’aprés la contraposée de l'exercice précédent, avec n € N*, k un entier > 2 et (n+1) et n(n+2)
premiers entre eux, le produit n(n+1)(n+2) # m*, m € N*.
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EXERCICE 536 (@) ) par Alexandre C (Triplets pythagoriciens).
Les triplets pythagoriciens sont les (z,y, z) de N*3 tels que

$2+y2 :252.

Le triplet pythagoricien (z,y, z) est dit primitif si le seul diviseur commun de z, y et z dans
N* est 1. Exemple : (3,4,5).
Le but de l'exercice est de décrire les triplets pythagoriciens.

a) Montrer que tout triplet pythagoriciens s’écrit (du, dv, dw) ot d € N* et ou (u,v,w) est un
triplet pythagoricien primitif.
Dans les questions b) a d), (z,y, z) est un triplet pythagoricien primitf.

b) Montrer que z et y n’ont pas la méme parité et que z est impair.

¢) Montrer qu’il existe deux éléments u et v de N* premiers entre eux tels que
z+x=2uet z—x="2v.
d) Montrer qu'il existe r et s dans N* premiers entre eux tels que r > s et que
(z,y,2) = (r* — 5%, 2rs,r* + 5?).

e) Soient r et s deux éléments premiers entre eux de N* tels que r > s et que r ou s soit pair.
Montrer que
(z,y,2) = (r? = 5°,2rs,1% + %)

est un triplet pythagoricien primitif.

a)

Soit (x,y, z) un triplet pythagoricien et d le plus grand entier naturel supérieur a 0 tel que d | z,
d|yetd]z.
Il existe u, v, w € N* tels que :

T =du y=dv z = dw.

Comme (x,y, z) est un triplet pythagoricien on a :
2 +y? = 2% donc d*u? + d*v? = d*w? alors (puisque d # 0), u® 4+ v* = w?
ainsi (u, v, w) est un triplet pythagoricien.
En outre, il n’existe aucun diviseur commun & u, v et w qui est strictement supérieur & 1 (dans
le cas contraire, la maximalité de d serait contredite) donc on a bien trouvé d € N* tel que

(x,y,2) = (du, dv, dw) avec (u,v,w) un triplet pythagoricien primitif.

x et y ne pouvent pas étre tous les deux impairs. En effet, si ¢’était le cas (par 'absurde), on
aurait

22 =22 +y? = (£1)* + (£1)* = 2[4]
donc on aurait 1 = v3(2%) = 2v,(2) avec v2(z) € N donc 2 | 1 ce qui est absurde.
Par I’absurde si x et y étaient pairs on aurait que 4 | 22 + 32 = 22 donc 2 | z donc z serait pair
et le triplet (z,y, z) ne serait pas primitif ce qui est absurde.
Ainsi, z et y sont de parités différentes donc 22 = 22 4 y? est impair alors z également.

Par symétrie entre x et y, quitte & échanger leurs roles, on peut supposer que x est impair et y
est pair. Comme z est impair et que z > z (car 2 € N* et 22 =22 + y?) on a :

ZZ;xEN* et v:Z;m

Par 'absurde, supposons qu'il existe p € R tel que p | u et p | v. Alors :

e N*.

plu+v=2 plu—v=xdoncp|z?—2?=y?alorsp|y

donc (z,y, z) n’est pas pythagoricien primitif, ce qui est absurde.
Finalement u et v sont bien dans N*, premiers entre eux et vérifient z + x = 2u et z — x = 2v.
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d)

(z,y, z) étant pythagoricien primitif, d’aprés la question précédente, il existe u et v € N* tels

r =u—v
que uAv =1 et . Alors, on a : % = 2
z =u+v

2 2

— 2% = 4uv donc (%) = uv et comme

wAv =1, uet v sont des carrés parfaits. Il existe » € N* et s € N* tels que u = r? et v = s2.
Comme uAv=1onarAs=1.

On a alors : y = Vduv = 2rs et (z,y,2) = (1> — s2,2rs,72 + s2) avec r A s = 1 qui est le
résultat désiré.

(r?2 — 522+ (2rs)? = 1% = 2(rs)? + s* +4(rs)? = r* +2(rs)? + s* = (r? + 52)?
donc un triplet de cette forme est bien pythagoricien.

r? — 5% étant supposé impair, supposons par I'absurde qu’il existe p premier tel que p | 2rs et

p|r?—s% alorsp#2doncyp|rsetpl|r?— s
p|rsentraine p|roup|s
Sip|r, comme p|r?—s? alors p | s? donc p | s, ce qui est absurde car r A s = 1.

Sip|s, comme p |72 — 52 alors p | r? donc p | r, ce qui est absurde car r A s = 1.

Ainsi, (2rs) A (r? — s?) = 1 donc le triplet (r? — s2,2rs, 7% + s2) est bien primitif.

EXERCICE 537 (@) par Daniel

Un entier naturel n > 2 est parfait si la somme des diviseurs de n autres que n dans N* est
égale a n, autrement dit si la somme des diviseurs de n dans N* est égale & 2n.
a) Vérifier que 6 et 28 sont des nombres parfaits.

b) Soit n € N* tel que p := 2™ — 1 soit premier (i.e. un nombre de Mersenne, exercice 484).
On pose N = 2"~1(2" — 1). Montrer que N est parfait.

a)

b)

Div(6) "N = {1,2,3,6}. La somme vaut bien 12, donc 6 est parfait.
Div(28) NN = {1,2,4,7,14,28}. La somme vaut bien 56, donc 28 est parfait.

D’aprés la remarque 1 du théoréme 36, les diviseurs de N sont les 27 (2" — 1)52 avec (8, €
[0,n — 1] et B2 € {0,1}. Donc la somme S des diviseurs de N dans N vaut :

n—1 n—1
S = Y 24> (@ -1
=0 =0

n—1
= 2y 2
i=0
2"(2™ — 1) d’apres la formule de la somme des termes d’une suite géométrique
= 2N

Donc N est parfait.

EXERCICE 538 ((®) par Daniel

Montrer que tout nombre parfait pair est de la forme décrite dans ’exercice précédent.

Soit N un nombre pair et parfait. On note N = 2"q avec n > 1 et ¢ € N*. Montrons que g est
premier et vaut 2"t — 1
On note S la somme des diviseurs dans N de N et S’ la somme des diviseurs dans N de ¢. On a :

S = Zn: 218’
1=0

Soit, selon la formule de la somme des termes d’une suite géométrique :

§= (2" - 18"
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Donc 258" = q + 51/

S’ est un nombre entier donc 5—7: lest aussi. Donc 3k € N*, 8" = k2
De plus, si N est parfait, alors (2! — 1)k2" = 2"+, donc :

n

k
:72?1—‘1-1_1
¢=5( )

Donc k est pair. Donc 3k’ € N* k = 2k’ et :
Sl — k/2n+1, q= k/(2n+1 _ 1)

On remarque que S" —q =k et k'|q

Donc Div(q) "N = {k/,q}

Donc g est premier et & = 1. Donc q = (2! — 1). C’est donc bien un nombre de Mersenne. N
est donc bien de la forme décrite dans I'exercice précédent.

EXERCICE 539 ((®)) par Daniel

a) Soient m € N*, p un diviseur premier de m. Montrer que

In(m)
vp(m) <
P In(p)
b) Soient 7 € N*p; < ... < p, des nombres premiers, A l’ensemble des éléments de N* dont
les diviseurs premiers appartiennent a {py,...,p,}. Montrer que

Anpal <] ( L+ 111111((;))>

a) On a : -
p’l)p m S m.
Donc :
vp(m) < log,(m)
< In(m)
In(p)

b) Soit a € AN[1,n]. D’apres la question a), on sait que :

In(a

~
j—
£
3

T I—

Vi e [1,r],vp,(a) <

In(n)
In(p;)

Par conséquent, il y a au plus 1 + valeurs possibles pour chaque vy, (a). a peut donc

prendre au plus :
ks

|
H ( 1+ n(n) > valeurs différentes.
im1 In(p;)

EXERCICE 540 ((®)) par Daniel

Soit P un polynome non constant a coefficients dans Z. En utilisant éventuellement ’exercice
précédent, montrer que ’ensemble des nombres premiers p tels qu'il existe n € N* vérifiant
P(n) # 0 et p|P(n) soit infini, ce qui généralise en un certain sens 'exercice 491.

*x1 On démontre tout d’abord qu’il existe N dans N* tel que tous les P(n), avec n un entier > N,
sont distincts et différents de 0.

P change de sens de variation quand le polynéme dérivé P’ vaut 0, c’est a dire un nombre fini de
fois (< deg(P) — 1). De plus, P n’est pas constant, donc il existe N’ € N* tel que la suite (u,,) de
terme général u,, = P(n) est strictement monotone a partir du rang N’.
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De plus,

de9(P)| — 4050 om a est le coefficient dominant de P.

lim |P(n)| = lim |an
n— o0 n— o0
Donc on a bien :
IN € N*,V¥(a,b) e N*/N < a <b,0 <|P(a)| < |P()]
et on en tire le résultat.

On va maintenant raisonner par I’absurde. Supposons que I’ensemble des nombres premiers p tels
qu’il existe n € N* vérifiant P(n) # 0 et p|P(n) soit fini. On note py,...,p, r € N* les éléments
de cet ensemble. D’aprés x1, on a :

VPEP\{ph'“aPT}vvn2N7P1'P(n).

%o Donc, pour tout n > N, les diviseurs premiers de n appartiennent a {p1,...,p,}.

Donc, d’aprés ’exercice précédent, il y a

- 1
H ( 1+ n(n) > valeurs possibles de P(n).
i=1 In(pi)

On va chercher & prouver qu’a partir d’un certain point, il n’est plus possible d’exprimer tous les

P(n) a laide des facteurs py, ..., p,. Pour cela, on va étudier la limite de la suite (v, ) définie par :
I, (1+553)
Vn e N',v, = — )
n

On remarque :
T (14 )

e.’lf

vn, = f(In(n)) avec Vo € R, f(z) =

T, ( 1+ Mﬁ) est un polynome de degré r, que 'on note P’(z). Il peut s’écrire :

T

P'(z)=12" <Z xfil) avec (ai,...,a,) € Rl

i=0
. P'(x) . "y . )
Donc  lim = lim = 0 par croissance comparée.
r—+oo e¥ r—+oo e¥

De plus, lim,, 4 In(n) = +00, donc par composée, lim,, 1 v, = 0.
Donc, d’aprés la définition de la limite :

n—N

dn > N,v, <

T
In(n
<:>H(1+ ( )> <n-N
Py In(p;)
Donc tous les entiers dans [NV, n] ne peuvent pas s’écrire comme un produit de p1,...,p,, ce qui
contredit *2. Donc l’ensemble des nombres premiers p tels qu’il existe n € N* vérifiant P(n) # 0

et p|P(n) est infini.

12.7 Le petit théoréme de Fermat

EXERCICE 541 ((1)) par Daniel

Soient p un nombre premier, x € Z, m et n deux entiers naturels tels que m = n[p—1]. Montrer

que " = 2™ [p].
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n _ r.k(p—1)
{ z T avec (k, k") € N* r € [0,p — 2].

= M e-D)
On raisonne par disjonction des cas. Si plx, alors il vient immédiatement :

2" = 2™ = 0[p]

Supposons maintenant que p{ x :

Donc, d’aprés le théoréme 34, zP~! = 1[p]. Donc :

(xpfl)k = (xpfl)k/ =1[p].

Donc :

EXERCICE 542 ((2)) Par Mathieu B

Quels sont les nombres premiers p tels que p divise 77 + 8P 7

Soit p un nombre premier tel que p divise 7P 4+ 8P. En d’autre termes, 77 4+ 87 = 0[p].
Or d’aprés le petit théoréme de Fermat, avec p premier :

P = T[p] et 87 = 8[p]
Ainsi,
4+ 8 =0[p] & 7T+8=0[p & 15 =0[p|

On cherche donc les diviseurs premiers de 15, & savoir : 3 et 5.
Réciproquement, on vérifie que 3 et 5 fonctionnent :

73 + 8% =855 = 3 x 285 = 0[3]

75 + 8% = 49575 = 5 x 9915 = 0[5]
Pour conclure, p € {3;5}.

EXERCICE 543 ((2)) par Loise

Montrer que, pour tout x € Z, x'! = z[33].

Soit & un entier relatif quelconque. D’aprés le petit théoréme de Fermat, comme 3 est un nombre
premier, il vient : 23 = x (mod 3). Soit :

23 = 23] — ()?* = 2*[3].

Or, x = z[3], d’ou, par produit de congruences :

Soit :
2?2 =23 & 2 — 2?2 = 03] & z(2" —2) = 0[3].

On en déduit que 3 divise z(x'? — z). Raisonnons par disjonction des cas.

Si z n’est pas un multiple de 3, 3 et « sont donc premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Gauss :
3 att —a.

Si z est un multiple de 3, 3 divise . Comme x!! —z = z(21° — 1), il vient :
3|zt — .

On a établit que, pour tout = € Z,

32t — .
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Or, 11 est un nombre premier. D’aprés le petit théoréme de Fermat, pour tout = € Z :
=211 o2 —z=0[11] & 11 | 2™ — 2.
Ainsi, comme 3 | 2! —x et 11 | 2! — 2, 3 et 11 étant premiers entre eux, il vient, pour tout = € Z :

332" —z e 2™ —2=0[33] & 2! = 2[33)].

EXERCICE 544 ((3)) par Paul

a) Décomposer 2730 en facteurs premiers
b) Montrer que, pour tout nombre premier divisant 2730, p — 1 divise 12

¢) Montrer que pour tout x € Z, on a '3 =z (mod 2730)

a) 2730 =2 x 3 x5 x 7 x 13.

b) Pour p € {2,3,5,7,13},p — 1 € {1,2,4,6,12} et tous ces nombres divisent bien 12.

c)

Vo€ Z,x'® =2 (mod 2730) = 2730 | 2™ — =z
2|2t —x
3|2t —x
= 5|ald —x
7|23 -2
13213 -2

8

8 8 8 &8 8
=
w
|

8 8 8 &8 8

Ceci est vrai car pour p € {2,3,5,7,13} si o divise p alors on a bien !> = 0 = z (mod p), et
sinon, d’aprés la question précédente, pour p € {2,3,5,7,13},Fk € Ztq k(p—1) =12 < 13 =
E(p—1)+1

Ainsi, d’aprés le petit théoréme de Fermat, on a toujours z'3 = zF@-D+1 = g x gke-1 =
k
zx (zP7 1) =2 x 1¥ =2 (mod p).

On a donc bien Vx € Z, 2 = x (mod 2730)

EXERCICE 545 ((@)) par Paul

1. Décomposer n = 561 en produits de facteurs premiers et vérifier, que pour tout diviseur
premier p de n, p — 1 divise n — 1

2. Montrer que, pour tout x € Z,

25 =2 (mod 561)

3. Plus généralement, soient r > 2 un entier, p; < py < ... < p, des nombres premiers et

"
nH On suppose que, pour tout i € {1,...,7}, p; — 1 divise n — 1. Montrer que
i=1

VeeZ, z"=x (modn)

358




a) 561 =3 x 11 x 17.
Pour p € {3,11,17} on a p — 1 € {2,10, 16}. De plus, ces trois nombres divisent bien 560

b) En appliquant la méme méthode que dans 'exercice précédent, on a :

Vo € Z,2°%' =z (mod 561) <= 561 | 25! —

3|25t —

= 11 | 256! —
17 | 256 —
2%l =2 (mod 3)
= 2%l =2 (mod 11)
2%t =2 (mod 17)

Ceci est vrai car pour p € {3,11,17} si x divise p alors on a bien #°6! = 0 = 2 (mod p), et sinon,
d’apres la question précédente, pour p € {3,11,17},3k € Z tq k(p—1) = 560 < 561 = k(p—1)+1

Ainsi, d’aprés le petit théoréeme de Fermat, on a toujours z°6! = zFP—D+l = g x gke-D =
k
zx (zP71)" =2 x 1¥ =2 (mod p).

On a donc bien Vx € Z,2°%! = x (mod 561)

c¢) Puisque Vi € {1,....,r},p; — 1 divise n — 1, il existe k; € Z tel que (p — Dk; = n -1 <

Ve €Z,2" =z (modn) < n|a" —x

prL]a”—x

p2|xn_l,

pr | —

2Pt =z (mod py)
<

2Pr =2 (mod p,)
Ceci est vrai car pour i € {3,11,17} si x divise p; alors on a bien 2™ =0 =z (mod p;), et sinon :

d’aprés le petit théoreme de Fermat, on a toujours z" = zhiPi—D+1l = g x ghipi=1) = g
1Nk _ ki
(zPi~1)" =2 x 1% = 2 (mod p);.

On a donc bien Vx € Z, 2™ = z (mod n)

EXERCICE 546 ((3)) par Paul
En utilisant éventuellement le théoréme 38, montrer que :

-1
si p est un nombre premier et k € {0,...,p — 1}, <p f > = (—1)* (mod p)

Face & un tel exercice (avec des coefficients binomiaux modulo p) il faut directement penser au
théoréme 38. Avec celui ci et la relation de Pascal, une simple récurrence permet de résoudre
Pexercice, & premiére vue difficile (utiliser la formule explicite des coefficients binomiaux serait une
horreur).

Procédons par récurrence sur k :
—1
Pour & € {0, ...,p — 1}, soit la propriété P(k) : " (p f ) = (-1)* (mod p)"

Initialisation. Pour k =0, on a ( ) =1=1 (mod p)

Ainsi, P(0) est vraie
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Hérédité. Supposons que pour un certain k € {0,...,p — 2}, on ait (Pgl) = (-1)! (mod p)
Avec la relation de Pascal, on sait que (pzl) + (er}) = (kil). Or d’aprés le théoréme 38 : (kil) =0
(mod p).

Alinsi, (pgl) = —(Zi) (mod p)

Donc, puisque par hypothése, (”;1) = (—1)* (mod p), on a :
—(gﬂ) = (—1)* (mod p) d’ott 7(23) = (—=1)**! (mod p).
Ainsi, si P(k) est vraie, alors P(k + 1) 'est aussi

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, Vk € {0, ...,p — 1}, P(k) est vraie

EXERCICE 547 (@) ) par Daniel

Soit p un nombre premier. Si x € Z, on dit que x est un carré modulo p s’il existe y € Z tel

que = = y?[p].

a) Vérifier que tout = € Z est un carré modulo 2.

b) Quels sont les = € Z qui sont des carrés modulo 37 57 77

¢) On suppose que x € Z n’est pas divisible par p est un carré modulo p. Montrer que
2t = 1[p].

d) On suppose que p = 3[4]. Montrer que —1 n’est pas un carré modulo p.

e) On suppose que p = 1[4]. En utilisant le théoréme de Wilson (exercice 511), montrer que
—1 est un carré modulo p.

a) Soit x € Z. D’aprés le petit théoréme de Fermat, x = x2|2)]
r=...3][22=..[3

b) X

1
Donc les x € Z qui sont des carrés modulo 3 sont les « congrus & 0 ou 1 modulo 3.
z=...[5 |2 =...[5]

N = O

B W~ O
(R N N

Donc les x € Z qui sont des carrés modulo 5 sont les « congrus & 0, 1 ou 4 modulo 5.
z=...[7[2a?=...]7

T W N~ O
NN RO

6
Donc les x € Z qui sont des carrés modulo 7 sont les « congrus a 0, 1, 2 ou 4 modulo 7.

¢) Soit y un entier relatif tel que z = y2[p]. On a donc :

p—1

Tz = yp_l[p]

Or p {2 donc p t y%. Donc pty. Donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat, y?~! = 1[p], d’ott
on tire le résultat.

d) On raisonne par I’absurde. Supposons que -1 est un carré modulo p. Donc :
Jy € Z,y* = —1[p|

Donc :



Or 251 =12 car p = 3[4]. Donc :
yP = —1[p]

Cependant, p { y, donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat, y?~! = 1[p]. Donc —1 = 1[p]. Donc
p = 2, ce qui contredit 'hypothése p = 3[4].

e) D’aprés le théoréeme de Wilson,

-1 = (p-1)![p]

= 1x2x...X%X

ce qui prouve que -1 est un carré modulo p.

EXERCICE 548 (@) ) par Daniel

Soient n > 2 un entier, p un diviseur premier de (n!)? + 1.
a) Montrer, en utilisant la question d) de I’exercice précédent, que p = 1[4].
b) Montrer que p > n.

¢) Conclure que l'ensemble des nombres premiers congrus & 1 modulo 4 est infini.

a) On a : (n!)2 + 1 = 0[p] donc -1 est un carré modulo p. Donc, d’aprés I'exercice précédent,
p=1[4].

b) On raisonne par 'absurde. Supposons que p < n. Donc p|(n!)2. Donc, par combinaison linéaire
p|1, ce qui est absurde car p est un nombre premier.

¢) On note E I'ensemble des nombres premiers congrus & 1 modulo 4.
Pour tout entier n > 2, (n!)2 + 1 admet nécessairement au moins un diviseur premier. Donc :

Yn>2,pe E,p>n

On peut désormais raisonner par l'absurde. Supposons que ’ensemble E est fini. Comme c’est
un ensemble ordonné, il admet un élément maximal que 'on note a. D’aprés la proposition
précédente, il existe p € E,p > a ce qui est absurde. Donc ’ensemble E est infini.

EXERCICE 549 (@ ) par Adrien R

Soient p un nombre premier, P le polynoéme défini par
p—1
Vz € R, P(z) = H(a:+j)
j=1
Le polynéme P est de degré p-1, unitaire, a coefficients entiers. On pose
p—2
Vo € R, P(z) =27 + Zaixi
i=0

a) On se propose de démontrer qu’il existe un polynome Q a coefficients entiers divisibles par
p tel que
Vo e R, P(z) = 2P — 14+ Q(x)
Montrer que ce résultat entraine le petit théoréme de Fermat et le théoréme de Wilson
(exercice 511 de 12.4).

b) Vérifier que
Vo € R, (x+1)P(z+1)=(r+p)P(z)
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¢) En déduire, en raisonnant par récurrence sur i, que
Vie{2,....p=1}, p|ap_

d) En déduire également, par examen des coefficients constants, que

e) Conclure.

a)

On suppose qu'il existe Q a coefficients entiers divisibles par p tel que
Vz €R, P(z)=2""1-1+Q(z)

On a alors pour tout = € Z,
z(P(r) - Q(z) = 2% —
Démontrer le petit théoréme de Fermat revient alors & montrer que pour tout = € Z, p divise
z(P(z) — Q(x)).
Soit x € Z, si p divise x, alors p divise bien z(P(x) — Q(x)).
Sinon, on pose la division euclidienne de x par p :

r=p-q+r, 1<r<p-1

.Onal<p—-r<p—-letz+(p—7)=(p+1) q Ainsi, pdivisez+p—ret (x+p—r)
intervient dans la forme factorisée de P(x). Par transitivité, p divise P(z).

Par ailleurs, p divise Q(z) car on peut factoriser tous les coefficients de @ par p. Par combinaison
linéaire, p divise P(z) — Q(x).

Ainsi, pour tout = € Z, p divise (P(z) — Q(x)) donc zP = x [p].

On veut a présent montrer que si p est premier (p — 1)! = —1 [p].

P(0) = (p — 1)!. Par hypothése, on a P(0) = 0P~ —1+Q(0) = —1+p-k ot k € Z car Q(0)
divisible par p.

On a donc bien (p — 1)! = -1 [p]

Pour tout réel x,
(z+1)P(z)=(x+1) (H(m +1+ /4;)) = H(x + k)= (z+p)P(x)
k=1 k=1

On pose A tel que pour tout réel z, A(z) = (z + 1)P(x + 1) et B tel que pour tout réel z,
B(x) = (z +p)P(x).

A et B sont deux polynoémes égaux donc on peut exploiter les égalités entre leurs coeflicients.
Pour ce faire, on exprime A et B sous leur forme développée. On pose ap—; =1

p—1 p—1
Ve e R, A(x) = (z +1)Z:a7 ZaZerl”l
1=0 =0
1+1 7 . .
Or, avec la formule du binéme de Newton, on a (x 4+ 1) = Y (”1) => (“;1) ol it
i=0 i=0

donc :

p—1 i i+ 1 p—1 4 i+ 1 p—1
Ve e R, A(z) = a; < . )xj +a; -t = Z ai( . )xj + Z a;z't!
j 3=0 j i=0

1=0 j=0 J
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On pose u; ; = (";l)aixj. On a:

p—1 i p—1p—1
) DEED FREES B 3
1=0 j=0 0<j<i<p-1 Jj=0i=j
p—1p—1 p—1 p—1 . P
1+1 . 1+1 :
Ve e R, Az ZZ( . >aZ$]—|—z:az 12t = z’ - <( . >ai> —|—Zai_1x’
J=0 i=j i=1 7=0 =7 J i=1

Enfin, on peut exprimer A sous forme développée :

p—1 p—1 . p—1
. 1
Vr € R, A(x) = E z’ - E (Z+ )ai +a;—1 + E a; + ap,lxp
- — J :
Jj=1 =7 =0

On exprime & présent B sous sa forme développée :

p—1 p—1 p—1 P p—1
vz € R, B(z) = (x + p) Z = Z (a;z™h) + Z(aipxi) = Z(ai_lxi) + Z(aipxi) -+ pag
i=0 i=0 i=0 i=1 i=1
p—1

Bx) =Y [(ai-1 + aip) - 2'] + ap_12” + pag

i=1

Pour tout réel x, A(z) = B(z) donc par unicité de I'écriture d’un polynome (théoréme 16), les
coefficients de la forme développée de A et de B sont égaux (pour un monoéme de méme degré).
Ainsi, pour tout 1 < j <p-—1,

() o= £+ )0

i=j i=j

Pour tout 1 < 57 < p—1, p divise donc Z ((H’l)al) + (é))

Par ailleurs, p divise () (théoréme 38) donc p divise Z ((ﬁl)az)
i=j
On procéde par récurrence forte sur j pour montrer que p divise a,_;.
On pose R; la proposition : " p divise ap—;".
Initialisation. A j=2, p divise (g:;) ap—2 = (p—1)a, et p est premier avec (p — 1) donc d’aprés
le lemme de gauss p divise ap_2. Ry est donc vérifié.

Heérédité. On suppose R; vraie pour tout 2 <j <n <p-—1.

p—2 p=2 .
p divise 4 3 1 ((p H;Ll 1) ) et par hypothése de récurrence, p divise ) ((ple_l) ai).
1=p—n— i=p—n

Ainsi, p divise (p;fgl)ap,n,l =(p—n—1)ap_n—_1 et p premier avec p —n — 1 donc d’aprés le
lemme de gauss p divise bien ap_r,—1. On a R,, = R,,41 donc d’aprés le principe de récurrence,
pour tout 2 < k < p—1, p divise a,_p.

p—1

d) Le terme constant de A est > a; (oi ap—1 = 1), le terme constant de B est pag. On a donc
)
p—2 ' p—2
bien > a; + 1 = pag. Ainsi, ag + 1 = pag — > a;. p divise donc ag + 1
i=0 i=1

e) On pose Q tel que pour tout réel x, Q(z) = P(z)—a2P~1+1 = Z a;z°+1. Pour tout 1 < i < p—2,

p divise a; et p divise ag + 1 donc Q est bien un polynoéme & coefﬁcwnts entiers divisibles par p.
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EXERCICE 550 (@) ) par Daniel

Soient p un nombre premier, x € Z non divisible par p.

a) Montrer que l'application qui & a € {1,...,p — 1} associe le reste r(a) de la division
euclidienne de ax par p est une bijection de {1,...,p — 1} sur lui-méme.
b) En faisant le produit des congruences ax = r(a)[p] pour a € {1,...,p — 1}, retrouver le

théoréme 37.

2)

Montrons tout d’abord que [1,p — 1] est bien lensemble d’arrivée de l'application r. On sait
déja que r(a) € [0,p — 1]. Montrons que :

Va € [1,p —1],r(a) # 0.
On raisonne par ’absurde. Supposons :
Jda € [1,p — 1], plax.

Donc, d’apreés le lemme de Gauss, p|a (car p est premier et ne divise pas ).
Donc p < p — 1, ce qui est absurde.
Montrons maintenant que les 7(a) sont tous distincts. On raisonne a nouveau par I’absurde. On
suppose :
I(a,a’) € [L,p — 1]*,7(a) = r(d).

Soit :

, 9 ar = kp+r(a)
3(k’k)EN’{a’x = kp+r(a)

Donc z(a — a’) = p(k — k).

Donc plz(a — a’). Donc pla — o' d’aprés le lemme de Gauss. Donc p < p — 1 ce qui est absurde.
r est donc injective, c’est & dire que tout élément de son ensemble d’arrivée admet, si il existe,
un seul antécédent par r. L’ensemble d’arrivée ayant le méme nombre d’éléments que ’ensemble
de départ, on peut garantir que chaque élément de I’ensemble d’arrivée admet un antécédent,
donc que r est bijective.

En faisant le produit des congruences, on obtient :
(p— 1)’ = (p - 1)!p].
Soit, d’aprés le théoréme de Wilson (exercice 511) :

P! = 1[p], ce qui est équivalent au théoréme 37.

EXERCICE 551 (@) par Daniel Soit a > 2 un entier. On se propose de montrer qu’il y a une
infinité d’entiers n non premiers tels que a®~! = 1[n]. Dans les questions a) et b), p est un
nombre premier ne divisant pas a(a? — 1). On pose :

a® —1

n, = ———
P21

a) Veérifier les congruences : a®” = 1[n,], n, = 1[2p] et a1 = 1[n,].

b) Montrer que n, n’est pas premier, et conclure.

a) On a :

ny(a® — 1) = a® — 1.

D’ou :
a2p = 1ny]. *

D’aprés le petit théoréme de Fermat, a? = a[p]. Donc a?? — 1 = a? — 1[p]. Donc :

(a® — 1)n, = (a® —1)[p].
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Donc p|(a® — 1)(n, — 1).

Or p f a(a® — 1) donc p t a® — 1. Donc p et a®> — 1 sont premiers entre eux. On peut donc
appliquer le lemme de Gauss : p|(n, — 1). Donc n, = 1[p]. Donc n, = 1[2p] ou n, = p + 1[2p].
Montrons que n, # p + 1[2p]. On va pour cela raisonner par 'absurde en étudiant la parité de
Np.

Montrons d’abord que p est impair, c’est-a-dire que p # 2.

Le produit a(a? — 1) contient nécessairement un facteur pair. Or p{a(a® — 1) donc p # 2.
Montrons maintenant que n, est impair. n, correspond a la somme des p premiers termes
d’une suite géométrique de raison a? et de premier terme 1. Si a est pair, il s’agit d’'une somme
de nombres pairs et d’'un nombre impair, 1, elle est donc impaire. Si a est impair, il s’agit
d’une somme de p nombres impairs, soit d’'un nombre impair de nombres impairs. Elle est donc
impaire.

Or n, = p + 1[2p] implique que n, est pair. Donc n, = 1[2p] *.

D’aprés g, a™ 1 = (azp)k avec k € N. Or, d’aprés *; :
(azp)k = 1% = 1[n,)].

. , .
On raisonne par I’absurde. Supposons que n, est premier.

Ona:
(a? —1)(a? + 1) = ny(a® —1). =

n, | a—1(1)
n, | a+1(2)

On raisonne par l’absurde pour démontrer (1). Supposons que n, t a? —1. n, étant premier dans
notre hypothése, n, et a? — 1 sont donc premiers entre eux. Or, d’aprés %, a? — 1|n,(a? — 1).
On peut donc appliquer le lemme de Gauss : a? — 1ja® — 1, donc a? — 1 < a? — 1, ce qui est
absurde car p > 2. On peut raisonner de la méme maniére pour démontrer (2).

Montrons que {

Donc, par combinaison linéaire de (1) et (2), n,|2, ce qui est absurde car n,, est impair comme
démontré plus haut.

Il existe une infinité de nombre premiers. Par conséquent, pour tout entier a > 2, il existe une
infinité de n, non premiers vérifiant a"» = = 1[n,].

EXERCICE 552 ((® ) par Mathieu B et Quentin L

Soient p € P\{2},z et y deux entiers relatifs. On suppose que p divise y — x, mais pas = (et
donc pas y). Montrer que

Vn € N, vp(a” —y") = vp(x —y) + vp(n).

Nous cherchons & démontrer que :
Soient p € P\{2}, xet y € Z2 et n € N :

vp(2"™ = y") = vp(z —y) + vp(n) (1)

Nous allons tout d’abord démontrer que la propriété (1) est vraie avec n un nombre premier :

Nous savons que :

vp(xn_yn) Zxk n—1— k

De plus,

knlk_ knlk
gx vp(x —y —|—vp§x

Or on sait que :

ply—2z)ey—x=0[]p

Conséquemment :



Donc :
n—1 n—1
E xk n—1—-k _—_ § Zl'kifn_l_k = § xn—l[p]
k=0 k=0
De ce fait :

Zxknlk:nw 1[]7}

Raisonnons désormais par disjonction de cas, avec p et n premiers :

eSip#n:
Nous savons que p t x, et p { n alors :
nxz™ "t £ 0[p]

Alors :

n—1

> akyrtTR £ 0[]

k=0
Dou :

Zwk" 1F) = 0 = v,(n)

eSip=mn:

Nous avons alors :

De plus,
ply—x)

Donc on dispose d’un entier relatif q tel que :
rT=y+qp, g €L

De ce fait,
My = (g ap)ty T ()

Or d’aprés le binome de Newton,

k
(y+qp)"yP =y R Z( ) ap)'y" ") [p°]

=0
D’ou :
o o
dFyP I E = PR R gpyt T 4+ (Z> (ap)'y*™") p°]
1=2
De ce fait
aFyP = h = P kgpy?? [P

Ce qui siginfie que :

p—1 p—1

Yoty = S P+ kapy? ) ]

k=0 k=0

_ p—1 _
=py T+ S kapty T )

y?~t p?) (B L est entier car p € P\{2} donc impair)

Or p 1y, ainsi :

p—1
> akypmiTh 20 [p?)
k=0
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Et on rapelle que :
p—1
Y ety =0y
k=0

On peut donc en déduire que, ayant n=p :

n—1
up(Y 2ty ) = 1= w,(n)
k=0

Pour conclure, d’aprés notre disjonction de cas, nous venons de démontrer que pour tout n € P :

n—1
vp(D 2ty ) = vy(n)
k=0

Donc :
vp(z" —y") = vp(x — y) + vp(n)

Procédons maintenant par récurrence afin de prouver que cette propriété est vraie pour tout n € N :

Initialisation.
Le cas n=0 est dégénéré et trivial, on initialise & n=1, on a bien :

vp(z —y) = vp(z — y) +v,(1)

La propriété est vérifiée au rang n=1.

Hérédite.
Soit n € N | supposons que la propriété est vraie au rang fixé n.

e Si n+1 est premier, la propriété est vérifiée d’apreés la précédente démonstration.

e Sinon, soient a et b deux entiers relatifs strictement compris entre 1 et n, n+1 = ab ainsi :

(
= vp(2" —y*) + vp(b)
= vp(z — y) + vp(b) + vp(a)
= vp(z — y) + vp(abd)
=vp(z —y) +vp(n+1)

Ce qui correspond a la propriété au rang n+1.

Conclusion.

Nous venons de démontrer, par le principe de récurrence, que soient p € P\{2}, x et y € Z%? et n
eN:

vp("™ = y") = vp(z —y) + vp(n)

12.8 Complément : le théoréme des restes chinois

EXERCICE 553 ((1)) par Léo

Résoudre dans Z le systéme suivant : x =3 (mod 7), z =8 (mod 13)

Puisque 7 et 13 sont premiers entre eux, le théoréme des restes chinois nous assure que :

=3 (mod7),z=8 (mod13) < z=w (mod 91)

Il ne nous reste plus qu’a trouver ce w, ce que 'on peut faire facilement & partir de la démonstration
du théoréme des restes chinois : on reprend les notations de ’énoncé du théoréme.
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On cherche w = u + ra = v + sb, avec u = 3,a =7,v = 8,b = 13.

On cherche maintenant 7’ et s’ tels que 7r’ — 13s’ = 1, et on trouve aisément que v’ =2 et s’ =1
conviennent.

On a par conséquent : r = (8 — 3) - 2 =10, et donc, w =3+ 10-7 =73

En définitive, 'ensemble des solutions a ce systéme est 'ensemble des x tels que x = 73 (mod 91),
a savoir :

r=91k+73,keZ

EXERCICE 554 (1)) par Léo

Montrer que le systéme x =1 (mod 4), = 2 (mod 6) n’a pas de solution

11 suffit de constater que x = 4k + 1 nous indique que z est impair, alors z = 6k + 2 = 2(3k + 1)
est pair, ce qui est une contradiction puisque aucun nombre n’est & la fois pair et impair.

EXERCICE 555 ((1)) par Léo

Pour x € Z, montrer que :

(r=2 (mod4),z=4 (mod6)) <= =10 (mod 12)

On notera que x est pair, posant £ = 2y on se raménera & un systéme de deux congruences
modulo 2 et 3

Soit x = 2y,
r=2(mod4d) = z=4k+2 = 2=22k+1) = y=2k+1=1 (mod 2)
z=4 (mod 6) = z=6k+4 = y=3k+2=2 (mod 3)

Puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme des restes chinois, il existe w tel
que y = w (mod 6). En appliquant la méthode vue dans l'exercice 553, on trouve w = 5.

Onadoncy=5 (mod 6) <= y=06k+5 < 2y =12k + 10 < z = 12k + 10.

En conclusion, on a bien x = 10 (mod 12)

EXERCICE 557 (@) ) par Adrien R

Généraliser les deux exercices précédents en résolvant, si a et b sont deux éléments de N* et
(u,v) € Z?, le systéme de congruences = = ufa] et x = v[b].

x est solution si, et seulement si il existe un couple d’entiers relatifs (k;k’) tel que © = u + ka
et x = v + k'b. Le systéme admet donc des solutions si, et seulement si I’équation diophantienne
ka — k'b = v — v admet un couple solution (k,k’).

D’aprés 'exercice 505, le systéme a des solutions si, et seulement si 6 = a A b divise v — u.

On pose (a’,b') € N2 tel que a = da’ et b= 5’

Si (ko, k{)) est une solution particuliére de I’équation diophantienne, ’ensemble des solutions est
S ={(ko+tV;ky+td'),t € Z}

L’ensemble des solutions du systéme de congruences est donc I'ensemble vide si § ne divise pas
v—uet {u+alky+th),t€Z}sid divise v —u.

EXERCICE 558 ((3)) Par Adrien R
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1. Résoudre dans R I'équation 622 + 5z + 1 = 0 et montrer qu’elle n’a pas de solution dans
Z.

2. On fixe m > 2 un entier. On se propose de montrer la congruence 62 + 5z + 1 = 0[m)]
admet une solution dans Z. On écrit m = 2°¢ ou s € N et ou ¢ est un entier naturel
impair. Justifier I'existence de x € Z tel que

3x+1=0[2°] et 22+1=0[.

Conclure.

1. On a
622 + 52+ 1=0<«= 22+ 1)(3z+1) = 0.

Les solutions de 1’équation sont donc —% et —% donc 'équation n’admet pas de solutions
dans Z.

2. On a
2r+1=v-t (1)

20+ 1=0 [f]
Sr+1=u-2° (2)

— I(u,v) € Z?,
3z +1=0/[2%

2c+1=v-t
<
x=u-2°—v-t (2)—(1)

z=2v-t—u-2°-1 (1)— (2
. 1) - 2)
r=u-2°—v-t

On veut montrer qu’il existe un couple d’entiers relatifs (u; v) tel que 2v-t—u-25—1 = u-2°—v-t.
Cette équation est équivalente a

(E): w-2°T'4+3v-t=1.

Or, 25t et 3t sont premiers entre eux car z est impair donc n’admet pas de puissance de
2 dans sa décomposition en facteurs premiers. D’aprés le théoréme de Bézout, un couple
(u;v) € Z?* vérifiant (E) existe donc en posant = u - 2° — v - t, ¢ divise 2z + 1 et 2% divise
3z + 1. Alors, t - 2% divise (22 + 1)(3z + 1), c’est-a-dire 622 + 5z + 1 = 0 [m)

EXERCICE 559 (@) ) par Daniel

Soit n € N*. On se propose de construire € N* tel que, pour tout k € {1,...,n}, kQ soit une
puissance exacte, c’est-a-dire de la forme u” ol u et v sont deux entiers naturels strictement
supérieurs a 2.

On se donne n éléments de N* deux & deux premiers entre eux, notés ug,...,u,. On pose
U=1[ w
a) Montrer qu'il existe des entiers naturels ay, ..., a, tels que :
U
Vke{l,...,n}, ar=-1[ug], ax= O[U—]
k

b) On pose @ = [\, i*. Montrer que, pour tout k € {1,...,n}, kQ est de la forme m}* ou
my. est un entier.

a) uy est premier avec tous les u;, i € [1,n]\{k}. Par conséquent, ux est premier avec [ [,y g gx) %is
c’est-a-dire avec Z-.

Donc, d’aprés le théoréme de Bézout :

3(r,s) € Z2, ruy, — sE =1.
m

Donc —1 + rug = su% = a.
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b) Soit k € [1,n]. D’aprés la question précédente, on a :

Vi € [1,n] \ {k}, a; = O[ug], soit a; = q;ux avec ¢; € N

Donc :
i€[1,n]\{k}
Or ay, = —1[uy] donc il existe g, € N tel que ar, + 1 = gug. Donc :

Q= ] (%)™ x k¥ =mpr onmp = [ i

i€[1,n]\{k} i€[1,n]

EXERCICE 560 ((@)) par Adrien I

Trouvez tous les x € Z vérifiant simultanément les trois congruences :

=1 (mod2);z=0 (mod3);z=2 (mod 5)

Meéme si ce n’est pas utile, nous pouvons vérifier I’existence d’une telle solution : d’aprés le théo-
réme des restes chinois, si a1, as,a, sont des éléments de N? deux & deux premiers entre eux, et
U1, Ug, ..., U, des entiers relatifs, alors il existe un unique x modulo II}_, vérifiant les r congruences.
Ici, 2;3;5 sont premiers deux a deux, et il existe donc une telle solution modulo 30.

Trouvons cette solution, en reprenant ’idée donnée dans la démonstration de I'existence d’une telle
solution.

Notons a le produit 2 -3 - 5. Ainsi, a = 30.

On cherche I'inverse, noté y, de § modulo 2. Nous avons
Y1 = 1.

% =15=1 (mod 2). Un inverse est donc

a

De méme, on cherche I'inverse, noté y2, de § modulo 3. Nous avons § =1 (mod 3). D’oi1 y = 1.

a
3
Finalement, on trouve que I'inverse, noté y3 de § modulo 5 est 1.

Ainsi, 2=1-15-14+1-10-0+1-6-2 =27 (mod 30).

EXERCICE 561 (@) ) par Adrien I

Soient r € N* pq, ..., p, des nombres premiers distincts.
a) Montrer 'existence de x € Z tel que

Vie{l,...r},zr=p; —i (mod p?)

b) En déduire lexistence de r entiers naturels consécutifs dont aucun n’est une puissance
exacte.

a) D’apres le théoréme des restes chinois, si pour tout ¢ appartenant a {1,...,7} p; — i est un entier
relatif et les p? sont premiers deux & deux, alors il existe un tel .

Tout d’abord, il est aisé de remarquer que pour tout ¢ appartenant a {1,...,7}, p; — i est un entier
relatif. En effet, d’'un c6té, p; est un nombre premier et est donc un entier naturel. D’un autre
cOté i est un entier naturel. Donc leur différence est un entier relatif (plus précisement, un entier
naturel, mais il est plus dur de le montrer).

Montrons désormais que pour tout i,j appartenant a {1,...,7} tel que i # j, pf est premier avec
p?. On sait que p; Ap; = 1. Donc d’aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers u et v tel que
piu + pjv = 1. En mettant chaque membre au cube, nous obtenons piud + 3pfu2fupj + Spiuv2p? +
pg?v?’ = 13, c’est-a-dire p?(p;u®+ 3uvp;) —|—p§ (pjv3 +3p;uv?) = 1. Il existe donc deux entiers relatifs
a = pu’ + 3u2vpj et b= pjv?’ + 3p;uv? tel que pia —i—p?b =1 et d’aprés le théoréeme de Bézout, p?
et p? sont premiers entre eux.

Il existe donc un tel z.
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b) On sait que pour tout i appartenant a {1,...,r}, z = p; —i (mod p?). Ainsi, z+i = p; (mod p?),
c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que (x + 4 — p;) = kp?. Donc, ”p—“ = kp; et 'on conclut que
p; | x + 4. Car p; est premier, il apparait dans la décomposition en facteurs premiers de = + i. Or
si un nombre est un carré parfait, ’exposant de chaque facteur dans la décomposition en facteurs
premiers du nombre doit étre un multiple de 2. Ce n’est pas le cas ici car pf [/ + i donc, il existe

r entiers naturels consécutifs dont aucun n’est un carré parfait.

Le probléme n’est pas finit, nous avons ici montré qu’il existe une telle séquence pour k = 2 (avec
les notations de ’énoncé). Traitons le cas avec k quelconque. La démonstration est trés similaire.

Dans un premier temps, montrons qu’il existe un entier x tel que pour tout i appartenant a
{1,...,r}, = p; —i (mod p¥). De la méme maniére que pour le cas k = 2, d’aprés le théoréme des
restes chinois, un tel x existe car :
— p,—1€Z
— pour tout i et j appartenant a {1,...,7} tel que ¢ # 7, pf /\p;? = 1. En effet, p; Ap; = 1.
Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux entiers u et v tel que p;u + p;jv = 1.
En élevant chaque membre & 'exposant 2k — 1, nous mon‘crg)knsl la propriété souhaitée. En
effet, (pyu-+p)** =t = 05T (7)) (p0)" ™ = a2y (M) - (iw) (o) +
ii}i,u_l (%b_l) - (piu)? - (p;v)" . Donc, il existe deux entiers relatifs (que nous n’expli-
citeroan pas par soucis de simplicité, mais qui découle de la formule précédente), notés w et
y tel que pfw +p§?y = 1. Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, p; A p; = 1.
Il existe donc un tel z.

De la méme maniére que précédemment, on sait que p; | « +¢. Car p; est premier, il apparait dans
la décomposition en facteurs premiers de x + 4. Or si un nombre est une puissance de k, 'exposant
de chaque facteur dans la décomposition en facteurs premiers du nombre doit étre un multiple de

k. Ce n’est pas le cas ici car pf |/z + i donc, il existe r entiers naturels consécutifs dont aucun n’est
une k-puissance.

Cela conclut donc l'exercice.
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